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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Anwendung der Stochastischen Feldmethode auf Zweiphasenstro-
mungen. Die Stochastische Feldmethode und die zugehorige PDF-Transportgleichung wurden urspriinglich fiir
den Bereich reaktiver Stromungen formuliert mit dem Ziel, nichtlineare Reaktionsterme zu schlieBen. Die Sto-
chastische Feldmethode kann im Bereich von Zweiphasenstromungen fiir die Modellierung des Phaseniibergangs
genutzt werden. Die Formulierung der zugehorigen PDF-Transportgleichung unterscheidet sich von derjenigen fiir
reaktive Stromungen. Da bisherige Anwendungen der Stochastischen Feldmethode auf Zweiphasenstromungen auf
Analogiebeziehungen beruhen, erfolgt in der vorliegenden Arbeit eine ausfiihrliche Diskussion beider Bereiche.
Die PDF-Transportgleichung fiir den Volumenanteil der dispersen Phase wird fiir das Zwei-Fluid-Modell und fiir
das Drift-Flux-Modell hergeleitet. Die Relation der stochastischen Felder mit einer realen Stromung wird diskutiert
und mit konkurrierenden Modellen verglichen. In diesem Zusammenhang wird erortert, wie mit der Stochastischen
Feldmethode die Blasengrofenverteilung einer realen Stromung berechnet werden kann. Mehrere Implementie-
rungsmoglichkeiten der Stochastischen Feldmethode in die kommerzielle Software AVL Fire™ werden diskutiert.
Zwei Varianten zur Beriicksichtigung stochastischer Fluktuationen im Quellterm der dispersen Phase aufgrund ei-
ner fluktuierenden Keimanzahl bzw. turbulenter Fluktuationen werden fiir das Zwei-Fluid-Modell implementiert.
Sie werden anhand eines zweidimensionalen und eines dreidimensionalen Injektors aus der Automobilindustrie
verifiziert und validiert. Es wird untersucht, ob mit der Variante der Stochastischen Feldmethode zur Beriicksich-
tigung turbulenter Fluktuationen ein Mehrwert bei der Berechnung einer intermittierend kavitierenden Stromung
erzielt werden kann. Das herkommliche Zwei-Fluid-Modell im RANS-Kontext scheitert an einer Reproduktion der
experimentell nachweisbaren Intermittenz. Aufwindigere LES-Berechnungen sind erforderlich, um den Einfluss
lokaler Fluktuationen und damit die intermittierend kavitierende Stromung nachzubilden. Die implementierte Va-
riante der Stochastischen Feldmethode ist in der Lage, die Intermittenz im RANS-Kontext qualitativ nachzubilden,
ohne dabei die lokalen Effekte aufzulsen.

Sie erlaubt die Bewertung der Stromung in einem RANS-Kontext und vermeidet aufwéindigere LES-Berechnungen.

In der industriellen Praxis werden hierdurch Entwicklungszeit sowie -kosten reduziert.






Abstract

The present thesis focuses on the application of the stochastic field method to two-phase flow. The stochastic field
method and the corresponding PDF transport equation were initially formulated for the field of reactive flows with
the aim of closing non-linear reaction terms. The stochastic field method can be used in the field of two-phase flow
to model the phase transition. The formulation of the corresponding PDF transport equation differs from that of
reactive flows. Since former applications of the stochastic field method to two phase flows are based on analogy
relations, a detailed discussion of both fields is performed in the present thesis. The PDF transport equation for
the volume fraction of the disperse phase is derived for the Two-Fluid Model and for the Drift-Flux Model. The
relation between stochastic fields and a real flow is discussed and compared to competitive models. In this context,
it is analysed how the bubble size distribution in a real flow can be computed with the stochastic field method.
Several possibilities of implementation of the stochastic field method into the commercial software AVL Fire™
are discussed. Two variants taking into account stochastic fluctuations in the source term of the disperse phase due
to a fluctuating seed number or turbulent fluctuations are implemented for the Two-Fluid Model. They are validated
and verified with a two-dimensional and a three-dimensional injector from the automotive industry. It is examined
whether the variant of the stochastic field method taking into account turbulent fluctuations can achieve added
value when computing an intermittent cavitating flow. The conventional Two-Fluid Model in a RANS context
fails to reproduce the experimentally provable intermittency. More expensive LES computations are necessary to
reproduce the influence of local fluctuations and the intermittent cavitating flow. The implemented variant of the
stochastic field method is able to reproduce the intermittency in a RANS context qualitatively, without resolving
the local effects.

It allows the evaluation of the flow in a RANS context avoiding more expensive LES computations. As a result,

both the development time and cost are reduced in the industrial practice.

vii






Inhaltsverzeichnis

1

Einleitung . . . . . . . . L 1
1.1 Simulationen in der Produktentwicklung . . . . . . . .. ... ... o oo 1
1.2 Themeneingrenzung . . . . . . . . o v v v it et e e e e e e e e e e e e e 3
1.3 konkurrierende Forschungsvorhaben . . . . . . . ... . ... ... o 8
1.4 Zielsetzung der Arbeit . . . . . . .. 10
1.5 Strukturder Arbeit . . . . . . .. 11
Grundlagen . . . . . .. 13
2.1 Lagrange Partikel . . . . . . . . . . . 13
2.2 Euler-Euler-Methoden . . . . . . . . . . . e 15
22.1 Zwei-Fluid-Modell . . . . . . . . .. e 16
2.2.1.1  Mittelungsoperatoren . . . . . . . ... .o e e e e e 17

2.2.1.2 Kontinuitdtsgleichung . . . . . . . .. ... Lo 17

2.2.1.3 Modellierung des Quellterms der Kontinuititsgleichung . . . . . . .. ... .. 17

2.2.1.4 Blasendichte . . . . . . . . ... 18

22.1.5 Druckdifferenz . . . . . . . .. L 19

2.2.1.6 Bestimmung der Blasengrofle . . . . . . ... ... ... .. 19

2.2.1.7 Momentengleichung . . . . . . .. ... L 19

2.2.1.8  Modellierung des Quellterms in der Momentengleichung . . . . . ... .. .. 20

2.2.1.9  Verwendung alternativer Mittelungen . . . . . . . ... ... .. ... ..... 21

2.2.1.10 Fluktuationen im Zwei-Fluid-Modell . . . . . . . ... ... ... ... .... 21

222 Drift-Flux-Modell . . . . . . . . . e 23

223 MUSIG-Modell . . . . . . .. e 24

2.3 Losungsverfahren des Zwei-Fluid-Modells in AVL Fire™ . . . . . ... ... .. ........ 25
24 PDF-Methoden . . . . . . . . . . e 26
2.4.1 Wahrscheinlichkeiten und bedingte Wahrscheinlichkeiten im Kontext von PDFs . . . . . . 26

24.2 PDF-Methoden inder Verbrennung . . . . . . ... ... ... ... .. ...... ... 28

2.4.3 Losung der PDF-Transportgleichung . . . . . . . .. ... ... .. ... ... ...... 29
2.4.3.1 Lagrange Betrachtung der samples . . . . . . ... ... ... .. ....... 30

2.4.3.2 Eulersche Betrachtung der samples . . . . . . ... ... ... .. ....... 31

2.5 Stochastische Prozesse . . . . . . . . . . . e e 32
2.5.1 Markov-Prozess . . . . . ... 33

252 Wiener-Prozess . . . . . . .. 33

2.5.3 Langevin-Gleichung . . . . . . . . . . . ... 33

2.5.4 Fokker-Planck-Gleichung . . . . . . . . . . . ... .. 34

2.5.5 Liouville-Gleichung . . . . . . . . . . . . . e 34
Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell . . . . . .. ... ... ... ... ... 35
3.1 Interpretation von stochastischen Feldern im Zwei-Fluid-Modell . . . . . .. ... ... ... .. 36

iX



Inhaltsverzeichnis

3.1.1 Betrachtungsweise globaler Reprédsentanten . . . . . . . .. ... ... .......... 36
3.1.2 Betrachtungsweise lokaler Schwankungen . . . . . . ... ... ... ... ........ 37
3.2 Approximation der PDF durch die Stochastische Feldmethode . . . . . ... .. ... ... ... 38
3.3 Transport der PDF durch die Stochastische Feldmethode . . . . . ... ... ... ... ..... 39
3.4 Vergleich mit konkurrierenden Modellen . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... ... 39
3.5 Herleitung der PDF-Transportgleichung . . . . . . . . ... ... ... ... .. 41
3.6 Unterschiede zur PDF-Transportgleichung fiir Skalargrolen im Verbrennungsbereich . . . . . . . 53
3.6.1 Entfallen des Micromixing-Terms . . . . . . . . . . . . . . . e 53

3.6.2 Konsistenzprobleme bei Anwendung der Stochastischen Feldmethode fiir Skalargroen in
der Verbrennung . . . . . ... 54

3.6.2.1 Herleitung der Transportgleichung des mittleren Volumenanteils durch Ensemble-

Mittelung der Transportgleichungen fiir die samples . . . . . . ... ... ... 54

3.6.2.2  Herleitung der Transportgleichung des mittleren Volumenanteils durch Integra-
tion der PDF-Transportgleichung . . . . . . ... ... .. ... ... ..... 56
3.6.3 Eine konsistente Formulierung der Stochastischen Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell . . 57
3.6.4 Entfallen des Terms der mittleren turbulenten Advektion . . . . .. ... ... ...... 59
3.7 Beeinflussung aufgrund stochastischer Schwankungen im Quellterm . . . . . . . ... ... ... 63
3.7.1 Schwankungen in der Blasendichte . . . . ... ... ... ... ... .. ........ 63
3.7.2 Schwankungen in der Druckdifferenz . . . . . ... ... ... ... oL 72
4 Numerische Berechnungen . . . . . . . ... ... .. 77

4.1 Abgrenzung der verwendeten Varianten der Stochastischen Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell in
AVL Fire™ o 77
4.2 model-to-model-Verifikation und -Validierung der Stochastischen Feldmethode in AVL Fire™ . . 77
421 2DInjektor . . . . . . . e e e e 78
422 3DInjektor . . . . . .. e e e e e 82
4.2.3  Fazit zur Verifikation und Validierung . . . . . . . . . . ... ... .. ... ... 83
4.3  Verwendung der Stochastischen Feldmethode bei der Berechnung der Stromungswiderstandskraft 84
44 Approximationder PDF . . . . . . ..o 87
4.5 Berechnung einer intermittierend kavitierenden Strémung . . . . . . . . . ... ..., 87

4.5.1 Beschreibung des experimentellen Ergebnisses und der LES-Berechnungen aus der Literatur 88

4.5.2 Numerische Berechnung mit RANS-Methoden . . . . . ... ... ... ......... 91

4.52.1 Berechnung mit dem herkommlichen Zwei-Fluid-Modell in AVL Fire™ . . . . 91

4.5.2.2 Berechnung mit der Stochastischen Feldmethode 2F-SFMp . . . . . . ... .. 92

4.5.3 Fazit zur Berechnung einer intermittierend kavitierenden Strémung . . . . . . . ... .. 97

5 Zusammenfassung . . . . . . . ... 99
Anhang

A Ableitung einer PDF aus Messwerten . . . . . . .. ... ... ... ... ... .. 103

B Entfallen des Integrals in der Herleitung in Kapitel 3.5 . . . . . . ... ... ... ....... 107

C Vereinfachungen in Kapitel 3.6.2.2 . . . . . . ... ... ... .. ... ... ... .. .. ... 109

D Beriicksichtigung stochastischer Fluktuationen im Konvektionsterm . . ... ... .. .. 111



Inhaltsverzeichnis

2D Injektor: stochastische Felder . . . . . . . . ... ... ... . . ... ... ... ... ..., 113

3D Injektor: stochastische Felder . . . . . . . . . ... ... .. .. ... ... ... .. ... 115
intermittierend kavitierende Strémung . . . . . ... ..o 117
G.1 LES-Berechnungen . . . . . . . . . . . . . e 117
G.1.1 instantane Realisationen in der Symmetrieebene . . . . . . . .. ... ... ... .... 117

G.1.2 Iso-Fldchen . . . . . . . . . . . e 120

G.1.2.1 gesamtes Kavitationsgebiet . . . . . . . . .. ... ... ... ... 120

G.1.2.2  vergroBlertes Kavitationsgebiet . . . . . .. .. ... ... L. 123

G.1.2.3 gemitteltes Kavitationsgebiet . . . . . ... .. ... ... ... ... ..... 125

G.2 RANS-Berechnungen, 2F-SFMp. . . . . . . . . .. . e 126
G.2.1 stochastische Felder zu einem Zeitpunkt . . . . . . . . . . ... ..o 126

G.2.2 Volumenanteil der dispersen Phase zu verschiedenen Zeitpunkten . . . . . ... ... .. 127

G.2.3 Iso-Fldche der dispersen Phase zu verschiedenen Zeitpunkten . . . . . . ... ... ... 130

H Simulationseinstellungen . . . . . . .. ... ... 133
Abbildungsverzeichnis . . . . . . . ... 141
Literaturverzeichnis . . . . . . . . . .. . 145

X1






Abkurzungs- und Symbolverzeichnis

Abkiirzungen
2F
2F-SFM N

2F-SFM p

const.
DF
disp.
DNS
dt.
engl.
Gl
JPDF
Kap.
KIT
konti.
LES
PDF
RANS
SF
SFM
SPDE
™
vgl.
z.B.
griechische Zeichen
(04

Ol max
®d min
7T

13}

£

EN

A

A

)tdnt
Axol
Ap

Zwei-Fluid-Modell

Variante der Stochastischen Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell zur Beriicksichtigung von
Schwankungen in N

Variante der Stochastischen Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell zur Beriicksichtigung von
Schwankungen in Ap,

konstant

Drift-Flux-Modell

dispers

Direkte Numerische Simulation
deutsch

englisch

Gleichung

Joint Probability Density Function
Kapitel

Karlsruher Institut fiir Technologie
kontinuierlich

Large-Eddy-Simulation

Probability Density Function
Reynolds-Averaged-Navier-Stokes
stochastisches Feld

Stochastische Feldmethode

Stochastic Partial Differential Equation
unregistered Trademark

vergleiche

zum Beispiel

Volumenanteil

maximaler Volumenanteil der dispersen Phase

minimaler Volumenanteil der dispersen Phase

viskoser Spannungstensor

Delta-Funktion

Dissipation

standardisierter stochastischer Fehler

vereinfachter Ausdruck bei Herleitung der PDF-Transportgleichung
Wellenzahl

Wellenzahl des integralen turbulenten Lingenmafstabs

Wellenzahl des Kolmogorov-Lingenmalies

Mittelwert der Poisson-Verteilung, in Kapitel 3.7.1 mittlere Blasenanzahl

Xiii



Abkiirzungs- und Symbolverzeichnis

A’Pﬂg
Aps
Api
N

u
u
Uy
e

*

P1,p2,P3
(o)

oL
On
Op
Oy
O,

T1,T2,-...

Tint

E&

Indizes
(D .2)
()

0

o

“inst

‘lok

X1V

mittlere Blasenanzahl innerhalb V,

mittlere Blasenanzahl innerhalb V;

mittlere Blasenanzahl im Zellkonglomerat aus ng Zellen
Normalverteilung

dynamische Viskositit

effektive Viskositit

Mittelwert der Normalverteilung

dynamische Wirbelviskositit

Mittelwert von Y

kinematische Viskositét

turbulente/kinematische Wirbelviskositt

bestimmter Wert im Ereignisraum y

Massenanteil einer Spezies a

Kreiszahl

Variable im Ereignisraum

Massenanteil einer bestimmten Spezies i

Dichte

Partialdichten

Standardabweichung

Konstante in der Langevin-Gleichung

Standardabweichung der Normalverteilung
Standardabweichung der Poisson-Verteilung
Standardabweichung von Y

Standardabweichung einer exemplarischen Normalverteilung
Standardabweichung der Blasenanzahl innerhalb V,
Standardabweichung der Blasenanzahl innerhalb V;

Methode der Ensemble-Mittelung: Standardabweichung der Blasenanzahl nach Mittelung
iber ng Reprisentanten; Methode der Zellkonglomerate: Standardabweichung der Blasen-
anzahl im Zellkonglomerat aus ng Zellen

turbulenter Spannungstensor

Zeitpunkte

integrale Zeitskala

vereinfachter Ausdruck bei Herleitung der PDF-Transportgleichung
exemplarische Grofe

Mittelwert von 6 innerhalb des Bins /;

Vektor mit Massenanteilen mehrerer Spezies

Ereignisraum von

gauBverteilte Zufallszahl mit Mittelwert 0

Reprisentanten einer Grofie
mogliche Auspriagung in der Realitéit
Zugehorigkeit zum Zeitpunkt O
Zugehorigkeit zum Volumenanteil o
instantaner Représentant

lokaler Reprédsentant

Zugehorigkeit zur Groe T



Abkiirzungs- und Symbolverzeichnis

1

‘2F —SFMN—Mittelwerte

‘2F —-SFMN—PDF

‘2F-SFMN

“2F —SFMp—Mittelwerte

“2F —SFMp—PDF

“2F—SFMp
2

“Teil k

lateinische Zeichen
a

b

Fy

Fgw

Frp

Fy,

kontinuierliche Phase

Zugehorigkeit zur Variante 2F-SFM N und Verwendung von Mittelwerten bei der Berech-
nung von Fyy

Zugehorigkeit zur Variante 2F-SFM N und Verwendung der PDF bei der Berechnung von
Fgy

Zugehorigkeit zur Variante 2F-SFM N

Zugehorigkeit zur Variante 2F-SFM p und Verwendung von Mittelwerten bei der Berech-
nung von Fyy

Zugehorigkeit zur Variante 2F-SFM p und Verwendung der PDF bei der Berechnung von
Fyw

Zugehorigkeit zur Variante 2F-SFM p

disperse Phase

Zugehorigkeit zum Teilvolumen k

Zugehorigkeit zur GroBe @

allgemeine GroBe in Kapitel 3.5

Zugehorigkeit zu den Groflen T und y

zeitliche Ableitung

dichtegewichteter Erwartungswert

Ensemble-Mittelung mit N Werten

Mittelwert, in Kapitel 2.2.1 zeitlicher Mittelwert

Phasenmittelung

Fluktuation

Fluktuation bei Verwendung dichtegewichteter Groflen

Zugehorigkeit zur kontinuierlichen Phase

Zugehorigkeit zur dispersen Phase

i-te raumliche Komponente

Jj-te riumliche Komponente

Zugehorigkeit zur Phase k

Zugehorigkeit zur Mischung

Komponente in x-Richtung

Komponente in y-Richtung

Komponente in z-Richtung

Zugehorigkeit zum Ereignis A | B

Zugehorigkeit zum Ereignis AB

Zugehorigkeit zum Ereignis A

Zugehorigkeit zum Ereignis B

dichtegewichtete Mittelung

zeitabhéngige Variable zur Beschreibung stochastischer Prozesse

zeitabhéngige Variable zur Beschreibung stochastischer Prozesse

Auftriebskraft pro Volumen

Stromungswiderstandskraft pro Volumen

Kraft aufgrund turbulenter Dispersion pro Volumen

Kraft, die verhindert, dass sich Blasen im Bereich einer vertikalen Wand authalten, pro
Volumen

Beschleunigung einer Volumenkraft

XV



Abkiirzungs- und Symbolverzeichnis

SRR

g
Vit
Uy

Viom

o

Ap,
ATruk

ey

Ja

A///
A,B

ay,an, ...

aq
Ap

Qn

by, b, ...

By
Co

1, €2

XVi

diffusiver Massenfluss

Quellterm der Momentengleichung des Zwei-Fluid-Modells
Wabhrscheinlichkeit

mittlere Geschwindigkeit bei Betrachtung Lagranger Partikel
Geschwindigkeit eines Lagrangen Partikels
Geschwindigkeitsvektor von V

instantane Geschwindigkeit im Zwei-Fluid-Modell
Geschwindigkeit der Mischung

Diffusionsgeschwindigkeit

Relativgeschwindigkeit zwischen disperser und kontinuierlicher Phase
diffusive Spannungen im Drift-Flux-Modell

Ort eines Lagrangen Partikels

Koordinaten des Orts 0

Druckdifferenz zwischen disperser und kontinuierlicher Phase
Periodendauer einer Fluktuation

Massenfluss von der kontinuierlichen zur dispersen Phase
Kennzeichnung des totalen Differentials, vgl. Gleichung (3.29)
diffusiver Massenflussvektor der Spezies a

Vektor mit Ortskoordinaten

Ereignisraum von o

Dichte der Phasengrenzflachen

beispielhafte Ereignisse

Messwerte zu den Zeitpunkten 1,17, ...

mogliche Auspriagung des Volumenanteils der dispersen Phase in der Realitét
Drift-Term der Langevin-Gleichung

Anteil der n-ten Groflenklasse im MUSIG-Modell

Messwerte zu den Zeitpunkten #1,17, ...

Diffusions-Term in der Langevin-Gleichung

Konstante zur Modellierung der Konstanten in der Langevin-Gleichung
Konstanten

Konstante zur Berechnung der Stromungswiderstandskraft
Egler-Koeffizient

turbulenter Diffusionskoeffizient

Zeitschritt

Energie

Zehnerpotenz bei der Exponentialdarstellung

Summe aller auf das Partikel wirkenden Krifte

beispielhafte PDF bzw. JPDF

nicht-antizipierende Funktion

beispielhafte Funktion

Hiufigkeit

Bins

obere Intervallgrenze des Bins [,

untere Intervallgrenze des Bins /;

turbulente kinetische Energie

ganzzahliger Wert



Abkiirzungs- und Symbolverzeichnis

N///
N(/)//
ng
ne
ng

nR

ny

1BI ok
nZI;,lok
1Bl ng lok

npj

I'Bin
rBi
Rey,

Sa

Sc;
sgn
tt
T,1,T»
T*

fo

lint

te

17

IR

Temp

Logarithmus zur Basis 10

Micromixing-Term

Masse eines Partikels

Anzahl betrachteter Reprisentanten

Laufindex

mittleren Blasendichte

stoffspezifische Konstante zur Berechnung der Blasendichte
Anzahl Spezies

Exponent im power law

Anzahl GroBenklassen im MUSIG-Modell

Methode der Ensemble-Mittelung: Anzahl Reprisentanten iiber die die Mittelung erfolgt;
Methode der Zellkonglomerate: Anzahl Zellen im Zellkonglomerat
Anzahl Teilvolumina im Gesamtvolumen

lokale Blasenanzahl

lokale Blasenanzahl nach Mittelung iiber ng Reprisentanten
lokale Blasenanzahl innerhalb des Zellkonglomerats von ng Zellen
mittlere Blasenanzahl

Wabhrscheinlichkeitsfunktion

Druck

Druckkorrektur im SIMPLE-Algorithmus

mittlerer dynamischer Druck der kontinuierlichen Phase
Sattigungsdampfdruck

Poisson-Verteilung

Quellterm der PDF-Transportgleichung, in Anhang B Hilfsfunktion
Fluktuationsfunktion in der SPDE

Blasenradius der GroBenklasse n im MUSIG-Modell
Blasenradius

Reynolds-Zahl der Blasen

Quellterm in der Kontinuitétsgleichung des Zwei-Fluid-Modells
Quellterm in der Transportgleichung einer SkalargroB3e
Schrittzahl

turbulente Schmidt-Zahl

Signum-Funktion

Zeit

bestimmte Werte im Ereignisraum 7*

Variable im Ereignisraum

Zeitpunkt 0

Interaktionszeit

Lebenszeit des Wirbels

Konstante in der Langevin-Gleichung

Transitzeit

Temperatur

Geschwindigkeit

Drift-Anteil der Geschwindigkeit

zufdlliger Anteil der Geschwindigkeit

Ereignisraum von U

xvii



Abkiirzungs- und Symbolverzeichnis

V1,v2, .. Nummerierung der Versuche
Vkongl Volumen des Zellkonglomerats
Vzelle Volumen einer bestimmten Rechenzelle
Ve Gesamtvolumen
Vi Teilvolumen
w Wiener-Prozess
X Zustandsgrofie
X Raumkoordinate
Y Zufallsvariable
Z Zufallsvariable
Raumkoordinate
VAW Zustande
[P-] Position in Abbildung 1.5
[S-] Simulationseinstellung, siche Anhang H

mathematische Symbole

= fast gleich, modelliert als

U Vereinigung

€ Elementzeichen

N Menge der natiirlichen Zahlen, inklusive 0

Xviii



1 Einleitung

1.1 Simulationen in der Produktentwicklung

Die Entwicklung von Computersystemen (vgl. [145]) ermdglicht eine effiziente numerische Losung der stromungs-
mechanischen Erhaltungsgleichungen (vgl. [94]). Die Anzahl notwendiger Experimente und die damit verbunde-
nen Kosten werden reduziert, was das Potential computergestiitzter Stromungsberechnung fiir die industrielle Pra-
Xis zeigt.

Abbildung 1.1 zeigt, wie Simulationen den Projektablauf verindert und beschleunigt haben. Auf der Abszisse sind
die Zeit bzw. die Kosten aufgetragen. Die Ordinate zeigt den Reifegrad des Produkts. Zur Umsetzung einer Idee in
ein serienreifes Produkt bedarf es mehrerer Schritte. Im Projektablauf ohne Simulation wird die Produktidee in ei-
nem Design prizisiert und ein Prototyp gefertigt. Ein Versuch zeigt, ob der Prototyp die geforderten Eigenschaften
erfiillt. Gegebenenfalls werden Verbesserungen in einem neuen Design umgesetzt, fiir das ebenfalls ein Prototyp
angefertigt und ein Versuch durchgefiihrt wird. Die Produkt-Versionen sind in Abbildung 1.1 mit ,,V1*, ,,V2* und
,,V3* gekennzeichnet. Im konkreten Anwendungsfall kann die Versionsanzahl geringer oder hoher sein.

Der Projektablauf unter Verwendung von Simulationen erméglicht eine schnelle Erprobung und gegebenenfalls
Anpassung des Designs. Die Fertigung eines Prototyps und die Durchfithrung von Versuchen erfolgt einmalig und
zu einem spiteren Zeitpunkt als im Projektablauf ohne Simulation. Die erzielte Einsparung ist in Abbildung 1.1
skizziert und betrifft sowohl Zeit als auch Kosten. Neben einer Erzielung von Einsparungen ermoglichen Simula-
tionen eine fokussierte Betrachtung und damit ein tieferes Verstidndnis, da einzelne Effekte, wie beispielsweise die
Gravitation, eliminiert werden konnen.

Fiir eine realistische Bewertung einer Produkt-Version durch eine Simulation miissen die verwendeten Modelle
hinreichend genau sein. Die Modelle sind hinsichtlich deterministischer Modelle und stochastischer Modelle zu
unterscheiden (vgl. [95], S. 13). Im deterministischen Modell ist der Endzustand des Systems eindeutig bestimmt,
wenn der Anfangszustands und die Modellparameter bekannt sind ([95], S. 13). Abbildung 1.2 zeigt, wie Anfangs-
und Endzustand des Systems im deterministischen Modell zusammenhéngen. Die Anfangs- und Endzustédnde sind
auf einer exemplarischen Skala 6 markiert. Reale Systeme sind Einfliissen ausgesetzt, die nicht vollstindig ver-
standen sind oder nicht im Detail modelliert werden konnen ([7] S. 3). In einigen Fillen konnen solche Systeme
mit deterministischen Modellen berechnet werden (vgl. [95], S. 13). Nicht vollstindig verstandene oder nicht im
Detail modellierte Einfliisse werden dabei nicht beriicksichtigt (vgl. [95], S. 13). Die Approximation mit determi-
nistischen Modellen stoft in der Technik zunehmend an ihre Grenzen, da reale Bedingungen nicht hinreichend
genau modelliert werden (vgl. [121], S. 9).

Alternativ konnen stochastische Modelle verwendet werden, bei denen die nicht vollstindig verstandenen oder
nicht im Detail modellierten Effekte stochastisch modelliert werden (vgl. [7], S. 3). Abbildung 1.3 zeigt, wie
Anfangs- und Endzustand des Systems in einem stochastischen Modell zusammenhingen. Analog zu Abbildung
1.2 sind der Anfangs- und Endzustand auf einer exemplarischen Skala 8 markiert. Der Endzustand eines Sys-
tems ist im stochastischen Modell nicht eindeutig durch den Anfangszustand und die Modellparameter festgelegt
(vgl. [54], S. 162). Mehrere Wiederholungen einer Simulation mit demselben Ausgangszustand und denselben
Modellparametern konnen zu unterschiedlichen Endzusténden fithren (vgl. [54], S. 162). Die Endzusténde des sto-

chastischen Modells konnen fiir eine statistische Aussage genutzt werden ([54], S. 162).
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sind, ist der Endzustand des Systems eindeutig bestimmt.

Anfangszustand

0 stochastische Einfliisse

I stochastisches Modell

!

‘ Modellparameter ‘

Endzustand
)

>
Zeit/Kosten
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des Systems nicht eindeutig durch den Anfangszustand und die Modellparameter bestimmt ist.
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Abbildung 1.4: Skizze des Energiespektrums einer turbulenten Stromung (in Anlehnung an [100], S. 17). Durchgezogene Linien kennzeich-
nen den Anteil der direkt berechnet wird. Gestrichelte Linien kennzeichnen den Anteil, der eine Modellierung erfordert.

Stochastische Modelle wurden in einer Vielzahl von Bereichen verwendet. Neben der Biologie [14], der Geologie
[78], den Sozialwissenschaften (vgl. [13]), den Neurowissenschaften [134], der Genetik [83] und der technischen
Verbrennung [104] ist insbesondere die Finanzmathematik [65] zu nennen. In der technischen Anwendung ist die
Verwendung bei der Berechnung turbulenter reaktiver Stromungen verhéltnismifig weit fortgeschritten. Andere
Bereiche der Fluidmechanik sind neue Anwendungsfelder stochastischer Modelle und weisen diesbeziiglich ein

grof3es Potential auf.

1.2 Themeneingrenzung

Reale Stromungen in der Fluidmechanik sind hiufig turbulent. Turbulente Stromungen sind sehr sensitiv gegeniiber
duBeren Einfliissen: Kleinste Verdnderungen in den Rand- oder Anfangsbedingungen fiihren zu unterschiedlichen
Stromungsfeldern (vgl. [106], S. 35). Es treten Wirbel unterschiedlicher Grofle und mit unterschiedlicher kineti-
scher Energie auf ([100], S. 13, 17). Abbildung 1.4 zeigt eine Skizze des Energiespektrums E(A) einer turbulenten
Stromung (vgl. [100], S. 17; [123], S. 134). Die Kennzahl A beschreibt hierbei die Wellenzahl und ist umgekehrt
proportional zur WirbelgroRe ([100], S. 17). Das Spektrum besitzt ein Maximum bei der Wellenzahl Ay, der Wel-
lenzahl des ,integralen turbulenten Langenmafstabs® ([100], S. 17; vgl. [40], S. 68). Die Energie dissipiert bei
Wellenzahlen > Ag,|, wobei Ak die Wellenzahl des sogenannten ,,Kolmogorov-LingenmaB(es)* ([91], S. 578) ist
(vgl. [100], S. 17,18; [91], S. 393, 578; [123], S. 131).

Bei der numerischen Berechnung turbulenter Stromungen ist zwischen drei grundlegenden Methoden zu diffe-
renzieren. Die Methoden unterscheiden sich darin, welcher Anteil des Energiespektrums berechnet und welcher
modelliert wird. Sie werden im Folgenden vorgestellt und voneinander abgegrenzt. Die entsprechenden Anteile
sind im Energiespektrum in Abbildung 1.4 skizziert. Die erste Methode heift ,,direkte numerische Simulation*
([123], S. 134) (DNS). Die DNS berechnet die Stromung ,.in allen Einzelheiten* ([123], S. 134). Die zeitliche und
rdumliche Auflosung ist hinreichend klein zu wihlen ([94], S. 178). Die Grundgleichungen der Stromungsmecha-
nik werden fiir das gesamte Energiespektrum in Abbildung 1.4 geldst ([123], S. 134, 135). Eine Modellierung der
Turbulenz ist nicht erforderlich ([123], S. 134), weshalb die Losung als ,,direkt* ([123], S. 134) bezeichnet wird.
Die zweite Methode wird ,,Large-Eddy-Simulation® ([91], S. 329) (LES) genannt. Die energiereichen, gro3en Wir-
bel werden analog zur DNS direkt berechnet ([91], S. 329-330). Kleine Wirbel werden nicht direkt berechnet, son-

dern durch sogenannte ,,Subgrid-Scale-Turbulenzmodelle ([123], S. 135) modelliert. Die ,,raumliche Filterweite*
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([123], S. 135) definiert, ab welcher Wirbelgrofie die Turbulenz direkt berechnet wird ([123], S. 135).

Die dritte Methode 16st die ,,Reynolds-gemittelte(n)* ([123], S. 135) Erhaltungsgleichungen (engl.: ,,Reynolds-
Averaged-Navier-Stokes™ ([123], S. 135)) und wird RANS abgekiirzt ([123], S. 135). Sie ermoglicht eine Aus-
sage iiber mittlere StromungsgréBen ([123], S. 135). Ein Stromungsproblem wird durch Mittelwerte beschrie-
ben, beispielsweise durch den Mittelwert U; der Geschwindigkeitskomponente U; (vgl. [104], S. 120). Der Ein-
fluss der nicht aufgelosten Turbulenz wird in RANS-Simulationen durch ein Turbulenzmodell beriicksichtigt
([123], S. 135). Fiir eine Ubersicht moglicher Turbulenzmodelle sei auf [91] verwiesen. Eines davon ist das be-
kannte k-e-Modell [73], das jeweils eine Transportgleichung fiir die turbulente kinetische Energie k und fiir die
Dissipation € 16st.

Aufgrund des erheblichen Rechenaufwands werden DNS-Simulationen bei angewandten Stromungsproblemen
selten verwendet ([123], S. 138; [94], S. 182-183). Je nach Anwendungsfall ist zu entscheiden, ob eine detail-
liertere Betrachtung der grolen Wirbel den zusitzlichen Aufwand fiir eine LES-Simulation rechtfertigt. RANS-
Simulationen kénnen durch Losen der gemittelten Erhaltungsgleichungen auf ,,géngigen Arbeitsplatzrechnern®
([123], S. 137) erfolgen.

Die Verwendung von Mittelwerten ist insofern nachteilig, als die Berechnung von Funktionen, die nichtlinear von
diesem Wert abhingen, ein falsches Ergebnis liefern kann. Nur fiir lineare Funktionen entspricht der Mittelwert
der Funktionswerte stets dem Funktionswert des Mittelwerts, so dass die Verwendung des Mittelwerts keine feh-
lerbehaftete Berechnung liefert. Pope thematisiert diese Problematik am Beispiel der chemischen Reaktionsrate,

die exponentiell von der Temperatur abhéngt (vgl. [103], S. 299-300).

Abbildung 1.5: Uberblick der fiir diese Arbeit wichtigsten Verfahren

Abbildung 1.5 zeigt einen Uberblick der fiir diese Arbeit relevantesten Verfahren und wie diese zusammenhén-
gen. Die Abbildung ist in drei Teilgebiete, den Transport einer Skalargrofe, Zweiphasenstromungen und die
kinetische Theorie von Gasen bzw. Molekulardynamik, eingeteilt. Zur einfacheren Referenzierung sind die Po-
sitionen in Abbildung 1.5 mit [P1], [P2], ... gekennzeichnet. Innerhalb des Kapitels 1 wird mehrfach auf die
Abbildung 1.5 verwiesen. Zunichst wird als Beispiel fiir den Transport einer Skalargrofe die Temperatur in-

nerhalb eines Fluids betrachtet [P1]. Die Stromungsrichtung ist mit dem griinen Pfeil markiert. Die Tempera-
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tur innerhalb eines Kanals mit einer beheizten Kanalwand kann mit Hilfe von RANS-Simulationen berechnet
werden, wenn die Verwendung einer mittleren Temperatur als ausreichend angesehen wird. Die Moglichkeit
zur Vermeidung dieser Inexaktheit bzw. Abstraktion bieten Methoden, welche die ,,Wahrscheinlichkeitsdichte*
([120], S. 40) (engl.: ,,probability density function (PDF)* ([106], S. 39) (vgl. [120], S. 40)) einer GroBe betrach-
ten. Zur anschaulichen Erkldrung einer PDF wird im Folgenden ihre Beziehung zu Messwerten hergestellt. Eine
ausfiihrlichere Erlduterung dieser Beziehung ist in Anhang A aufgefiihrt. Abbildung 1.6 links zeigt 14 Messwerte
der GroBe 0. Der gemessene Wert ist auf der Ordinate, die jeweilige Nummer des Messwerts auf der Abszisse auf-
getragen. Die Ordinate ist in regelméBige Intervalle, sogenannte ,,Bins* (vgl. [75], S. 8) I}, I, I3, ... unterteilt. Der
durchschnittliche Wert eines jeden Bins 6y, 0y,, 6, ... ist auf der Ordinate in Abbildung 1.6 ebenfalls markiert.
Der jeweilige Bin eines jeden Messwerts ist blau gefirbt. Werden fiir jeden Bin die Anzahl der Markierungen auf-
getragen, ergibt sich das Histogramm in Abbildung 1.6 rechts. Durch die Division der Haufigkeiten in Abbildung
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Abbildung 1.6: Grafische Veranschaulichung zur Erstellung einer Haufigkeit aus einer Messreihe

1.6 durch die gesamte Anzahl Messwerte kann die diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion in Abbildung 1.7 erhalten
werden (vgl. [64], S. 44). Die diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion gibt fiir jeden Bin die Wahrscheinlichkeit an,
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Abbildung 1.7: Wahrscheinlichkeitsfunktion P(6), PDF und Mittelwert.

mit der ein bestimmter Messwert innerhalb dieses Bins auftritt. Die Wahrscheinlichkeiten kdnnen umso genau-
er angegeben werden, je kleiner die betrachtete Bin-Weite ist. Sind die Bin-Weiten infinitesimal klein, kénnen die
Wabhrscheinlichkeiten mit Hilfe einer stetigen Funktion f(6) bestimmt werden. Zur Berechnung einer Wahrschein-
lichkeit ist ein Integral notwendig. Das Integral (vgl. [120], S. 40)

0+do
P(6 611):/9 7(6)d6 (1.1)
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gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass sich ein Messwert im Intervall (8,6 + d0) befindet. Die Notwendigkeit eines
Integrals bei der Wahrscheinlichkeitsberechnung motiviert die Namensgebung: Die stetige Funktion f(60) wird
»Wahrscheinlichkeitsdichte* ([120], S. 40) oder PDF genannt. Eine PDF fiir das betrachtete Beispiel ist in Abbil-
dung 1.7 skizziert. Der Mittelwert der diskreten Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. der stetigen PDF ist ebenfalls
dargestellt. Seine Berechnung fiir obiges Beispiel ist in Anhang A durchgefiihrt.

Die Abbildungen 1.6 und 1.7 zeigen, dass die PDF mit Hilfe des Histogramms von Einzelwerten approximiert wer-
den kann. Es sei angemerkt, dass die Division der Haufigkeiten durch die gesamte Anzahl Messwerte zur Erhaltung
der diskreten Wahrscheinlichkeitsfunktion eine lineare Operation ist. Die Auftragung der Héufigkeiten in einem
Histogramm besitzt dieselbe Form wie die diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung. Die Form der PDF ldsst sich
durch das Histogramm in Abbildung 1.6 approximieren. Die Summe der Héufigkeiten entspricht im Gegensatz zur
Summe der Wahrscheinlichkeiten nicht eins sondern der Anzahl Messwerte.

An dieser Stelle wird darauf hingewiesen, dass bei einer Integration der PDF f(60) iiber 6 die Abhingigkeit von 6
verloren geht. Ist die Information der Verteilung in 8 nicht weiter von Relevanz, kann die Integration erfolgen.
Die fiir das Verstidndnis dieser Arbeit notwendigen Grundlagen zu PDFs sind in Kapitel 2.4 zusammengefasst. Fiir
detaillierte Informationen sei auf die angegebenen Referenzen verwiesen.

Die Erhaltungsgleichungen werden bei PDF-Methoden nicht fiir Mittelwerte, sondern fiir PDFs selbst formuliert
und werden PDF-Transportgleichungen genannt (vgl. Kapitel 2.4.2; [104]). Die PDF-Transportgleichung einer
Skalargro3e wurde fiir den Verbrennungsbereich in [104] aus den instantanen Erhaltungsgleichungen hergelei-
tet. In Abbildung 1.5 [P2] ist dies durch eine beispielhafte PDF skizziert. Aufgrund ihrer Komplexitit werden die
PDF-Transportgleichungen meist nicht direkt gelost, sondern mit Hilfe sogenannter ,,Monte Carlo“([104], S. 153)-
Methoden. Alternativ existiert die Schreibweise ,,Monte-Carlo-Methode* (vgl. [88], S. 1). Das Vorgehen ist in Ka-
pitel 2.4.3 genauer beschrieben. Die PDF wird dabei durch einzelne Représentanten approximiert ([101], S. 161).
Es kann gezeigt werden, dass fiir unendlich viele Reprisentanten die PDF exakt nachgestellt wird ([101], S. 164).
Die Transportgleichung fiir die einzelnen Reprisentanten ist numerisch einfach 16sbar ([104], S. 153). Etabliert
hat sich ein Verfahren, das die einzelnen Reprisentanten als Partikel auffasst, die sich mit der Stromung bewe-
gen. Dieses Verfahren Lagranger Partikel ist in Kapitel 2.4.3.1 genauer beschrieben. Abbildung 1.5 [P3] zeigt
beispielhafte Partikel, die aus der PDF-Transportgleichung folgen und die PDF beschreiben. Bemerkenswert ist
an dieser Stelle die simultane Verwendung zweier Betrachtungsweisen der Stromungsmechanik. Das Verhalten
eines Lagrangen Partikels wird in einem partikelbezogenen Bezugssystem beschrieben, durch Anwendung der
,Lagrange(n) Betrachtungsweise* ([92], S. 75). Zur Veranschaulichung sei an die Sichtweise eines Beobachters
gedacht, der sich auf dem Lagrangen Partikel durch die Stromung bewegt. Das Stromungsfeld selbst ist in der
sogenannten ,,Eulerschen Betrachtungsweise* ([92], S. 75) beschrieben, die der Sichtweise eines ruhenden Beob-
achters entspricht (vgl. [92], S. 75). Bei der Simulation reagierender Stromungen haben sich PDF-Methoden unter
Verwendung Lagranger Partikel als erfolgreich erwiesen (vgl. z.B. [102]).

Gegen Ende des vergangenen Jahrtausends wurde mit der Verwendung stochastischer Felder eine alternative Be-
schreibung der Reprisentanten vorgeschlagen [135]. Innerhalb dieser Arbeit wird fiir diese Methode in Anleh-
nung an den Ausdruck ,,stochastic field method* (vgl. [105], S. 10; [58], S. 3079; [59], S. 514) die Bezeichnung
»Stochastische Feldmethode* verwendet. Die Stochastische Feldmethode wurde zur Beschreibung einer Skalar-
grofe im Verbrennungsbereich in [135], [119] hergeleitet. Die Reprisentanten werden nicht als Lagrange Partikel,
sondern als Eulersche Felder, also ebenfalls aus der Sicht eines ruhenden Beobachters beschrieben. Durch die
Verwendung derselben Betrachtungsweise fiir die Représentanten sowie das Stromungsfeld entfillt - im Gegen-
satz zur Verwendung Lagranger Partikel - eine Kopplung zweier unterschiedlicher Betrachtungsweisen, was eine
effektive Berechnung erleichtert. Der Transport der einzelnen Reprisentanten wird durch stochastische partiel-
le Differentialgleichungen (engl.: ,,stochastical partial differential equations (SPDE’s)“ ([119], S. 1)) beschrieben
([119], S. 1). Die Verwendung der Stochastischen Feldmethode erwies sich im Bereich der Verbrennung als ge-
winnbringend (z.B. [58], [60], [43]). Abbildung 1.5 [P4] zeigt 8 exemplarische stochastische Felder, die aus der
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PDF-Transportgleichung folgen und die PDF beschreiben.

Ein Teilgebiet turbulenter Stromungen stellen turbulente Mehrphasenstromungen dar. Neben der strémenden, kon-
tinuierlichen Phase existiert mindestens eine weitere, disperse Phase. Ein Beispiel einer Mehrphasenstromung
ist eine Wasserstromung, der Sandkornchen beigemischt sind, die von dieser Stromung mitgetragen werden. Ein
weiteres Beispiel stellt eine stromende Fliissigkeit dar, in der Gasblasen mitgerissen werden. Zweiphasenstromun-
gen sind Mehrphasenstromungen mit genau zwei Phasen. Abbildung 1.5 [P5] zeigt eine kontinuierliche (gelbe)
Phase, die von Blasen der dispersen (blauen) Phase unterschiedlicher GroBe durchsetzt ist. Als Beispiel sei eine
kavitierende Stromung genannt, deren lokale Driicke den ,,Sittigungsdampfdruck® (vgl. [38], S. 322) ps, unter-
schreiten. Der Prozess ist in Abbildung 1.8 in einem exemplarischen Phasendiagramm skizziert. Das Fluid erfahrt
eine Phasenumwandlung vom fliissigen Zustand Z; in den gasférmigen Zustand Z, und liegt in Form von Blasen
vor (vgl. [48], S. 291-292). Bei einer Druckerhhung implodieren die gebildeten Blasen ([48], S. 292). Zweipha-
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Abbildung 1.8: Kavitation in einem exemplarischen Phasendiagramm in Anlehnung an ([48], S. 292).

senstromungen konnen mit Hilfe Lagranger Partikel berechnet werden (vgl. [28]). In Abbildung 1.5 [P6] sind
beispielhafte Lagrange Partikel zur Beschreibung der Zweiphasenstromung skizziert. Ein weiteres Modell zur Be-
schreibung von Zweiphasenstromungen ist das ,,Zwei-Fluid-Modell* (engl.: ,,Two-Fluid Model* ([55], S. 155)),
das die Stromung als zwei einander durchdringende Fluide beschreibt ([55], [25]). Abbildung 1.5 [P7] zeigt die
Betrachtung der Zweiphasenstromung im Zwei-Fluid-Modell als zwei einander durchdringende Fluide. Es sei an-
gemerkt, dass im Zwei-Fluid-Modell die Position einzelner Blasen bzw. die Position der beiden Phasen innerhalb
einer Rechenzelle nicht bekannt ist. Das Zwei-Fluid-Modell gibt Auskunft iiber den Anteil der jeweiligen Pha-
se (vgl. [55]), weshalb bei der Herleitung des Zwei-Fluid-Modells eine Mittelung notwendig ist (vgl. [55], [24],
[126]). In Abbildung 1.5 ist dies durch die Einfithrung der vertikalen Achse ,,Mittelung* beriicksichtigt. Fiir jede
Phase werden die Erhaltungsgleichungen geldst, die iiber Quellterme miteinander gekoppelt sind (vgl. [55]). Ka-
pitel 2.2.1 beschreibt die fiir das Verstidndnis dieser Arbeit notwendigen Grundlagen des Zwei-Fluid-Modells. Fiir
eine ausfiihrliche Diskussion sei auf die angegebenen Referenzen verwiesen. Mit Hilfe des Zwei-Fluid-Modells
kann der mittlere Volumenanteil der beiden Phasen innerhalb jeder Rechenzelle berechnet werden.

Ein weiteres Modell zur Beschreibung von Zweiphasenstromungen ist durch das ,,Drift-Flux-Modell*“ (engl.:
,.Drift-Flux Model®, ([55], S. 345)) gegeben (vgl. [55], S. 345-379). Es wird in Kapitel 2.2.2 vorgestellt. Im Drift-
Flux-Modell werden die Erhaltungsgleichungen nicht fiir jede Phase separat, sondern fiir die Mischung beider
Phasen gelost ([55], S. 345). Geschwindigkeitsdifferenzen beider Phasen werden durch einen zusétzlichen Term
in der Kontinuitétsgleichung beriicksichtigt (vgl. ([55], S. 347); Gleichung (2.60)). Das Drift-Flux-Modell ist in
Abbildung 1.5 nicht dargestellt, wire aber in vertikaler Richtung auf derselben Ebene wie das Zwei-Fluid-Modell
[P7] anzuordnen, da es eine Mittelung erfordert (vgl. [55], S. 347). Beide Modelle konnen in einem LES- oder
RANS-Kontext verwendet werden. Abbildung 1.9 veranschaulicht die vier Kombinationen der beiden Modelle

und der beiden Kontexte zur Berechnung von Zweiphasenstromungen. Auf der Achse ,,Anzahl Fluide* wird dif-



1 Einleitung

Abbildung 1.9: Modelle zur Berechnung von Zweiphasenstromungen im LES- oder RANS-Kontext.

ferenziert, ob die beiden Fluide als Mischung betrachtet werden wie im Drift-Flux-Modell, oder ob jedes Fluid
analog zum Zwei-Fluid-Modell separat berechnet wird. Auf der Achse ,,Auflésung u’“ ist aufgetragen, ob die Ge-
schwindigkeitsfluktuationen «’ der kontinuierlichen Phase aufgeldst werden. In Abbildung 1.4 ist gezeigt, dass im
LES-Kontext die Fluktuationen der gro3en Wirbel aufgelost und direkt berechnet werden. RANS Simulationen
16sen die Fluktuationen nicht auf, sondern betrachten Mittelwerte.

Der dritte Bereich in Abbildung 1.5 entspricht der kinetischen Theorie von Gasen bzw. der Molekulardynamik
[P10]. Mit ihrer Hilfe kann die Wahrscheinlichkeitsdichte bestimmt werden, dass ein bestimmtes Partikel der
dispersen Phase die Geschwindigkeit u besitzt und sich zur Zeit ¢+ am Ort x( befindet (vgl. [113], S. 446). In Ab-
bildung 1.5 [P11] ist eine beispielhafte PDF abgebildet. Die Wahrscheinlichkeitsdichte kann genutzt werden, um
die Erhaltungsgleichungen des Zwei-Fluid-Modells herzuleiten (vgl. [113]; [11], S. 67). In Abbildung 1.5 ist dies
durch die Verbindung zwischen [P11] und [P7] skizziert.

Mehrphasenstromungen weisen einen stochastischen Charakter auf (vgl. z.B. [140]; [8]). Wie im Bereich der Ver-
brennung wurden PDF-Methoden im Zweiphasenbereich angewendet, wobei die Reprisentanten als Lagrange
Partikel umgesetzt wurden (vgl. z.B. [129]). Die Idee, die Stochastische Feldmethode aus dem Bereich der Ver-
brennung auf Mehrphasenstromungen anzuwenden, liegt nahe. Die grundlegende Forschungsausrichtung wurde
bereits in [108] beschrieben. Vor dieser Arbeit bzw. parallel zur vorliegenden Arbeit haben sich andere Arbeiten

mit dieser Thematik beschiftigt. Sie werden im folgenden Kapitel 1.3 vorgestellt.

1.3 konkurrierende Forschungsvorhaben

Innerhalb unserer Arbeitsgruppe wurde bereits eine Dissertation zur Anwendung der Stochastischen Feldmetho-
de auf Mehrphasenstromungen verfasst [27]. Hierin wurde die Stochastische Feldmethode auf die kavitierende
Stromung innerhalb eines Stromungsbegrenzers fiir Kernkraftwerke angewendet (vgl. auch [26]). Die Stromung
wurde durch Anwendung des Drift-Flux-Modells (vgl. Kapitel 2.2.2) in einem LES-Kontext beschrieben. Die Sto-
chastische Feldmethode wurde in der urspriinglichen Form, wie sie fiir eine Skalargro3e im Verbrennungsbereich
hergeleitet wurde ([135], [119]), zur Beschreibung des Volumenanteils der dispersen Phase genutzt.

Zur grafischen Einordnung wird die Darstellung in Abbildung 1.9 in Abbildung 1.10 um eine vertikale Achse er-
génzt. Sie gibt an, in welchem Ausmalf stochastische Fluktuationen durch die Stochastische Feldmethode beriick-
sichtigt werden. Der Wiirfel mit der Aufschrift ,,SFM+DF+LES* reprisentiert den Beitrag der oben beschriebenen
Dissertation [27]. Eine Anwendung auf einen RANS-Kontext (,,SFM+DF+RANS®) ist analog moglich. Die ver-
bleibenden beiden Wiirfel in Abbildung 1.10 werden in Kapitel 1.4 erlautert.
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1.3 konkurrierende Forschungsvorhaben

Abbildung 1.10: Modelle zur Berechnung von Zweiphasenstromungen im LES oder RANS-Kontext mit und ohne Stochastische Feldmethode
(vgl. Abbildung 1.9).

Innerhalb eines anderen Forschungsprojekts des Instituts wurde die Stochastische Feldmethode bei der Berech-
nung von Wasserstoffblasen einer Elektrolyse genutzt [107]. Die verwendete PDF-Transportgleichung fiir die
Masse der dispersen Phase besitzt dieselbe Form wie die PDF-Transportgleichung einer Skalargréf3e im Verbren-
nungsbereich (vgl. Kapitel 2.4.3.2), weist aber zusétzlich einen zeitabhingigen Quellterm auf [18]. Es wurden die
RANS-Erhaltungsgleichungen verwendet [18]. Innerhalb dieses Forschungsprojekts wurde gezeigt, dass Druck-
schwankungen in der kontinuierlichen Phase nicht aus akustischen Schwankungen resultieren kénnen [18].
Zeitgleich mit dem Forschungsvorhaben der vorliegenden Arbeit befasste sich eine Forschungsgruppe der Chal-
mers University of Technology in Géteborg mit der Anwendung der Stochastischen Feldmethode auf Kavitati-
onseffekte innerhalb einer Einspritzdiise [17]. Die Erhaltungsgleichungen fiir die Mischung beider Phasen wurden
gelost wie im Drift-Flux-Modell (vgl. Kapitel 2.2.2), wobei keine Mittelungen fiir die Geschwindigkeiten ange-
geben sind (vgl. [17]). Die Berechnung erfolgte in einem LES-Kontext. Die Transportgleichung der dispersen
Phase dhnelt der des Drift-Flux-Modells unter Vernachlédssigung einer Geschwindigkeitsdifferenz der beiden Pha-
sen (vgl. Gleichung (2.62)). Die Stochastische Feldmethode wurde in derselben Form wie fiir eine Skalargrof3e
im Verbrennungsbereich auf den Volumenanteil der dispersen Phase der kavitierenden Strémung iibertragen -
mit dem Unterschied eines entfallenden Micromixing-Terms (vgl. [17], S. 4). Die Erkenntnis eines entfallenden
Micromixing-Terms erfolgte zeitgleich und unabhingig von den eigenen Uberlegungen in Kapitel 3.6.1 dieser Ar-
beit.

Am Imperial College in London befasste sich ebenfalls eine Arbeitsgruppe mit der Anwendung der Stochastischen
Feldmethode auf Zweiphasenstromungen (vgl. [89]). LES-Simulationen einer Spraybildung wurden durchgefiihrt.
Der Volumenanteil der fliissigen Phase wurde mit Hilfe der Stochastischen Feldmethode analysiert. Die verwendete
Ausgangsgleichung fiir den Anteil der fliissigen Phase dhnelt dem Drift-Flux-Modell unter Vernachldssigung einer
Geschwindigkeitsdifferenz beider Phasen (vgl. Gleichung (2.62)). Quellterme in den Gleichungen fiir den Volu-
menanteil wurden nicht beriicksichtigt (vgl. [89], S. 12, 15). Die Stochastische Feldmethode wurde in der Form
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angewendet, wie sie fiir eine Skalargrofle im Bereich der Verbrennung hergeleitet wurde ([135], [119]) - mit der

Ausnahme eines entfallenden Micromixing-Terms.

1.4 Zielsetzung der Arbeit

Die vorliegende Arbeit entstand am Karlsruher Institut fiir Technologie (KIT) im Rahmen mehrerer Forschungs-
auftrige durch die AVL List GmbH. Das Projekt hatte als Ziel eine Implementierung der Stochastischen Feld-
methode in die kommerzielle CFD-Software AVL Fire™ fiir die Berechnung kavitierender Stromungen bei Ein-
spritzvorgéngen im Automobilbereich (vgl. [77], S. 134). Kavitierende Stromungen in Einspritzdiisen werden in
der industriellen Praxis meist mit Hilfe des Zwei-Fluid-Modells berechnet [31]. RANS-Simulationen sind LES-
Simulationen hinsichtlich der Rechenzeit iiberlegen (vgl. Kapitel 1.2). Etliche praxisrelevante Einspritzvorginge
konnen mit RANS-Simulationen zufriedenstellend berechnet werden. Als Beispiel seien der zweidimensionale und
der dreidimensionale Injektor in den Kapiteln 4.2.1 und 4.2.2 genannt. Fiir eine aus Kundensicht gewinnbringende
Implementierung darf die Stochastische Feldmethode nicht im Widerspruch zu bestehenden Kavitationsmodellen
in AVL Fire™ stehen. Entsprechend muss sie auf den zwei-/ und dreidimensionalen Injektor anwendbar sein.

Es existieren kavitierende Stromungen, die bisher nicht mit Hilfe von RANS-Simulationen berechnet werden kon-
nen. Als Beispiel wird in Kapitel 4.5 eine intermittierend kavitierende Stromung behandelt. Obwohl mit Hilfe
eines Experiments die Existenz von Kavitation nachgewiesen ist, liefern RANS-Simulationen keinen Hinweis auf
Kavitation. Eine aufwindigere LES-Berechnung ist notwendig, um einen Hinweis auf eine kavitierende Stromung
zu erhalten. Ein Modell, mit dessen Hilfe kavitierende Bereiche der intermittierend kavitierenden Stromung im
Rahmen einer effektiven RANS-Simulation nachgewiesen werden konnen, stellt aus Kundensicht einen Fortschritt
gegeniiber der bisher in AVL Fire™ implementierten Modelle dar.

Die Umsetzung der Stochastischen Feldmethode in AVL Fire™ wurde im Laufe der Kooperation hinsichtlich
dreier Faktoren bewertet und optimiert:

* Kundennutzen
* Implementierungsaufwand
* Rechen- bzw. Speicheraufwand wihrend der Simulation

Diese drei ,,Einflussfaktoren des Projekts sind in Abbildung 1.11 im ,;magische(n) Dreieck” ([72], S. 172)
in Anlehnung an ([57], S. 88; vgl. [72], S. 172) dargestellt. Die Einflussfaktoren beeinflussen sich gegenseitig
(vgl. [57], S. 87). Beispielsweise ist eine Optimierung der Qualitdt nicht unabhingig von den Anforderungen
an die verfiigbaren Rechen- und Speicherressourcen. Auf den Achsen ,,Kundennutzen* und ,,geringer Rechen-
/Speicheraufwand® ist das bestehende Zwei-Fluid-Modell (,,2F*) exemplarisch eingetragen. Auf den Eintrag auf
der dritten Achse wurde verzichtet, da das Zwei-Fluid-Modell bereits implementiert ist. Der Implementierungsauf-
wand ist 0, der Punkt des Zwei-Fluid-Modells befindet sich auf der Achse ,,geringer Implementierungsaufwand*
fern des Ursprungs. Auf zwei Achsen ist die Losungsfindung durch einen limitierenden Wert begrenzt, der die
praktische Umsetzbarkeit und Realisierbarkeit beim Kunden beriicksichtigt. In Abbildung 1.11 sind zwei beispiel-
hafte limitierende Werte skizziert. Auf der Achse ,,Kundennutzen* wird die Losungsfindung durch das bestehen-
de Zwei-Fluid-Modell begrenzt. Die anvisierte Losung darf das bestehende Zwei-Fluid-Modell hinsichtlich des
Kundennutzens nicht unterschreiten. Die begrenzenden Punkte lassen sich zur limitierenden Losung verbinden.
Zusammenfassend muss die anvisierte Losung einen Vorteil gegeniiber dem bestehenden Zwei-Fluid-Modell auf-
weisen und gleichzeitig hinsichtlich Speicher-, Rechen- und Implementierungsaufwand iiberschaubar sein. Eine
exemplarische Losung ist in Abbildung 1.11 skizziert. Im Kontext des Projekts sind die Ziele der vorliegenden

Arbeit folgendermallen definiert:
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1.5 Struktur der Arbeit

(Qualitit)

Rundennutzen
e limitierender Wert
o Zwei-Fluid Modell
— limitierende Losung
—— exemplarische Losung
geringer geringer
Implementierun gsaufwal;(/ ZF\I‘{echen—/ Speicheraufwand

(Zeit) (Ressourcen)

Abbildung 1.11: ,,Magisches Dreieck™ (vgl. ([57], S. 88), ([72], S. 172)) fiir die Implementierung der Stochastischen Feldmethode in AVL
Fire™,

 Klirung der Fragestellung, ob die Stochastische Feldmethode in derselben Form, wie sie fiir eine Skalargrof3e

in der Verbrennung hergeleitet wurde, auf das Zwei-Fluid-Modell angewendet werden kann.

* Formulierung einer zum Zwei-Fluid-Modell konsistenten Formulierung der Stochastischen Feldmethode.

Die Formulierung soll hinsichtlich der Einflussfaktoren in Abbildung 1.11 optimiert sein.
+ Implementierung der Stochastischen Feldmethode in die kommerzielle Software AVL Fire™.

Die Anwendung der Stochastischen Feldmethode auf das Zwei-Fluid-Modell ist ebenfalls in Abbildung 1.10 an-
hand zweier Wiirfel dargestellt. Sie schlieBen die Liicke in der skizzierten Matrix moglicher Kombinationen. In-
nerhalb dieser Arbeit wird die Stochastische Feldmethode auf das Zwei-Fluid-Modell im Kontext von RANS-
Simulationen angewandt (,,SFM+2F+RANS*). Die theoretischen Uberlegungen betreffen das Zwei-Fluid-Modell
im LES-Kontext gleichermaBen. Eine Anwendung der Stochastischen Feldmethode auf das Zwei-Fluid-Modell im
LES-Kontext (,,SFM+2F+LES*) ist moglich. Die Anwendung der Stochastischen Feldmethode fiir eine Skalargro-
Be im Verbrennungsbereich auf das Zwei-Fluid-Modell gestaltet sich nicht analog, da das Zwei-Fluid-Modell fiir
Mittelwerte formuliert ist (vgl. Abbildung 1.5).

1.5 Struktur der Arbeit

Nach der Einleitung mit der Themeneingrenzung, dem Uberblick iiber konkurrierende Arbeiten und der Zielset-
zung in den Kapiteln 1.2, 1.3 und 1.4 wird innerhalb des Kapitels 1.5 die vorliegende Arbeit strukturiert. Das
nachfolgende Kapitel 2 fasst die fiir das Verstidndnis dieser Arbeit notwendigen Grundlagen in gekiirzter Form zu-
sammen. Es sei darauf hingewiesen, dass Kapitel 2 die Leistung anderer Autoren reproduziert und nicht die eigene
wissenschaftliche Leistung reprisentiert. Es wird kein Anspruch auf Vollstéindigkeit erhoben. Der interessierte Le-
ser sei auf die angegebenen Referenzen verwiesen.

Kapitel 3 behandelt die Stochastische Feldmethode im Kontext des Zwei-Fluid-Modells. Die Stochastische Feld-
methode ermdglicht die Beriicksichtigung einer PDF durch die Berechnung stochastischer Felder. Wie diese Fel-

der interpretiert werden konnen und welcher Bezug zur Realitét besteht, wird in Kapitel 3.1 diskutiert. In den
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1 Einleitung

Kapiteln 3.2 und 3.3 wird veranschaulicht, wie die PDF approximiert und transportiert werden kann. In Kapi-
tel 3.4 erfolgt ein Vergleich mit konkurrierenden Modellen fiir Zweiphasenstromungen. Die formale Herleitung
der PDF-Transportgleichung des Volumenanteils der dispersen Phase wird in Kapitel 3.5 fiir das Zwei-Fluid- und
das Drift-Flux-Modell vollzogen. In Abbildung 1.5 ist dies durch [P8] sowie die Verbindung zwischen [P7] und
[P8] angedeutet. Die hergeleitete PDF-Transportgleichung unterscheidet sich von der PDF-Transportgleichung fiir
eine SkalargroBe in der Verbrennung, was in Kapitel 3.6 diskutiert wird. Hierzu wird in Kapitel 3.6.1 gezeigt,
dass kein Micromixing-Term in der PDF-Transportgleichung des Volumenanteils existieren kann. Kapitel 3.6.2
zeigt, dass die Unterschiede zu erwarten sind und andernfalls Konsistenzprobleme auftreten wiirden. Hierzu wird
die Transportgleichung des mittleren Volumenanteils der dispersen Phase auf zwei Methoden abgeleitet: Durch
Ensemble-Mittelung der Transportgleichung fiir die Repridsentanten der Stochastischen Feldmethode und durch
Integration der PDF-Transportgleichung. Beide Methoden belegen, dass ein Term fiir die mittlere turbulente Ad-
vektion in der Stochastischen Feldmethode nicht konsistent zum verwendeten Zwei-Fluid-Modell wire.

Eine konsistente Formulierung der Stochastischen Feldmethode wird in Kapitel 3.6.3 vorgestellt. In Abbildung
1.5 ist diese Erkenntnis durch die gestrichelte Linie zwischen [P8] und [P9] gekennzeichnet, da sie auf Analogien
beruht, aber nicht explizit hergeleitet wird. Kapitel 3.6.4 analysiert, warum ein Term fiir die mittlere turbulente
Advektion in der Stochastischen Feldmethode fiir das Zwei-Fluid-Modell entfillt, aber bei einer Anwendung auf
eine Skalargrofe im Verbrennungsbereich existiert. Die Moglichkeiten fiir eine nach Abbildung 1.11 attraktive
Implementierung der Stochastischen Feldmethode in AVL Fire™ werden in Kapitel 3.7 diskutiert. Die Implemen-
tierung der Stochastischen Feldmethode zur Beriicksichtigung von stochastischen Schwankungen im Quellterm der
dispersen Phase wird als besonders attraktiv eingeschitzt. Es werden zwei Typen stochastischer Schwankungen im
Quellterm unterschieden: Schwankungen in der lokalen Blasenanzahl und Schwankungen im Druck aufgrund tur-
bulenter Fluktuationen. Die Modellierung dieser Schwankungen wird in den Kapiteln 3.7.1 und 3.7.2 erldutert.
Beide Modelle werden in Kapitel 4.1 voneinander abgegrenzt und in Kapitel 4.2 verifiziert und validiert. Kapitel
4.3 demonstriert, wie eine PDF bei der Berechnung nichtlinearer Funktionen verwendet werden kann. In diesem
Zusammenhang wird die PDF des Volumenanteils bei der Berechnung der Stromungswiderstandskraft verwendet.
Die Approximation der PDF des Volumenanteils wird in Kapitel 4.4 an einem Beispiel gezeigt. In Kapitel 4.5
wird das Modell zur Beriicksichtigung von Schwankungen aufgrund turbulenter Fluktuationen an einer intermit-
tierend kavitierenden Stromung getestet. Es handelt sich um einen Aufbau, bei dem eine kavitierende Stromung
experimentell nachweisbar ist. Das herkommliche Zwei-Fluid-Modell weist dagegen keine Kavitation auf. Eine
aufwindige LES-Berechnung ist notwendig, um Kavitation numerisch nachzuweisen. Die Ergebnisse des selbst
implementierten Modells werden mit experimentellen Ergebnissen und den Ergebnissen einer LES-Berechnung
durch AVL verglichen. Kapitel 5 fasst die wesentlichen Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zusammen.

Nach der Einleitung und Strukturierung der vorliegenden Arbeit werden im folgenden Kapitel 2 die fiir das Ver-

standnis der Arbeit notigen Grundlagen aufgefiihrt.
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2 Grundlagen

Die vorliegende Arbeit baut auf Erkenntnissen anderer Autoren auf. Die fiir das Verstdndnis notwendigen Grund-
lagen sind im Kapitel 2 zusammengefasst. Es sei darauf hingewiesen, dass Kapitel 2 keinen eigenen wissen-
schaftlichen Beitrag darstellt, sondern die Beitriige anderer Autoren zusammenfasst. Es wird kein Anspruch auf

Vollstiandigkeit erhoben. Der interessierte Leser sei auf die angegebene Literatur verwiesen.

In der Stromungsmechanik werden mit der Lagrangen- und der Eulerschen- zwei Betrachtungsweisen unterschie-
den ([92], S. 75). Die Eulersche Betrachtungsweise beschreibt die Stromung aus Sicht eines ortsfesten Beobach-
ters ([92], S. 75). Zur Veranschaulichung kann die Perspektive einer am Flussufer stehenden Person herangezogen
werden, die ein vorbeitreibendes Schiff beobachtet. Die Situation wird vom ruhenden Beobachter, der stehenden
Person, betrachtet. Die Lagrange Betrachtungsweise beschreibt die Situation aus Sicht eines mitbewegten Bezugs-
systems ([92], S. 75). Im obigen Beispiel kann zur Veranschaulichung die Perspektive einer auf dem Schiff stehen-
den Person herangezogen werden, welche die Situation aus Sicht eines mitbewegten Bezugssystems beschreibt.
Beide Betrachtungsweisen werden zur Beschreibung von Zweiphasenstromungen genutzt. In den Kapiteln 2.1 und
2.2 werden Methoden vorgestellt, die die beiden Betrachtungsweisen zur Beschreibung von Zweiphasenstromun-
gen nutzen. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion sei auf die angegebenen Quellen verwiesen. Kapitel 2.3 skizziert
das Losungsverfahren der Euler-Euler Methode ,,Zwei-Fluid-Modell“ in der CFD-Software AVL Fire™. Die fiir
das Verstiandnis der vorliegenden Arbeit notwendigen Grundlagen zu PDFs sind in Kapitel 2.4 zusammengefasst.
Kapitel 2.5 gibt eine knappe Einfithrung zu stochastischen Prozessen. Fiir eine tiefergehende Einfithrung sei auf

die angegebene Literatur verwiesen.

2.1 Lagrange Partikel

Die Methode der Lagrangen Partikel nutzt die Lagrange Betrachtungsweise, um den Weg einzelner Partikel durch
das Stromungsgebiet zu beschreiben. Lagrange Partikel konnen fiir die Berechnung der dispersen Phase verwendet
werden (vgl. [99]). Die Bewegungsgleichungen fiir ein Partikel, das sich zum Zeitpunkt #p am Ort x( befindet,
sind ([104], S. 144) zu entnehmen. Die Beschreibung Lagranger Partikel erfolgt an dieser Stelle entsprechend. Der
Ort dieses Partikels sei fiir eine beliebige Zeit t > ty analog ([104], S. 144) mit :c*(aco,t) bezeichnet. Die Bahn
des Partikels ist damit lediglich eine Funktion des Orts oo und der Zeit ¢. Die Geschwindigkeit des Partikels sei
U™ (xo,t), wobei diese der Geschwindigkeit am Ort & ™ (x,) entspricht ([104], S. 144)

U™ (xo,1) =U(z " (20,1),1). (2.1)

Die Geschwindigkeit des Partikels ist definiert als die zeitlichen Ableitung des Orts entsprechend ([104], S. 144)

ox ™ (xo,t)

U+(.’B07I): at

(2.2)

Die zeitliche Anderung der Partikelgeschwindigkeit entspricht gemi dem zweiten Newtonschen Gesetz (vgl.
[116], S. 56) der Summe aller auf das Partikel mit der Masse m wirkenden Krifte F ([104], S. 144; [20], S. 13-71)

9 . F
EUJ (xo,t) = e (2.3)
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2 Grundlagen

Die zu beriicksichtigenden Krifte sind abhingig vom Anwendungsfall. Ein guter Uberblick der auf ein Parti-
kel wirkenden Krifte ist ([144], S. 3) zu entnehmen. Die Krifte werden hierin unterteilt in Druckkraft, viskose
Kraft, Trigheitskraft, Gravitationskraft, Auftriebskraft und die Kraft durch Oberflichenspannungen ([144], S. 3).
Eine entsprechende Ubersicht ist in Abbildung 2.1 skizziert. Die Druckkraft und die viskose Kraft bilden die
Kraft, die auf die Oberfliche des Partikels wirkt ([144], S. 8). Vereinfachend kann die Oberflichenkraft eingeteilt
werden in drei Anteile: Archimedische Kraft, Kraft durch einen externen Druckgradienten und eine hydrody-
namische Kraft ([144], S. 8). Die hydrodynamische Kraft weist Anteile der Stokesschen Widerstandskraft, der
sogenannten ,,added mass‘ Kraft, der Basset-Kraft und der transversalen Auftriebskraft auf ([144], S. 9). Letzte-
re enthilt unter anderem auch die Magnus-Kraft ([144], S. 9). Fiir eine detaillierte Beschreibung der einzelnen
Krifte sei auf die Literatur verwiesen. Besitzt ein Partikel mit der Masse m zum Zeitpunkt 7y am Ort xo die
Geschwindigkeit U™ (zg,)), kann seine Geschwindigkeit U (xo,7) und seine Bahn ™ (x,7) durch das Stro-
mungsgebiet mit Hilfe der Gleichungen (2.2) und (2.3) berechnet werden ([20], S. 13-71). Ein Lagranges Parti-
kel muss nicht zwingend ein physikalisch existierendes Partikel sein: Es kann ein unendlich kleines Fluidelement
([128], S. 2461; [104], S. 144) oder ein Konglomerat physikalisch existenter Partikel ([99] S. 1660) représentieren.
Lagrange Partikel konnen zum Transport von Eigenschaften genutzt werden: Analog zu Gleichung (2.3) kann bei-
spielsweise der Transport einer Temperatur oder einer Konzentration in Lagranger Betrachtungsweise beschrieben
werden (vgl. [104], S. 144; [20], S. 13-71). Das Stromungsfeld der kontinuierlichen Phase wird durch gemittelte

‘ Summe aller Krifte ‘

— N —

Kraft d. Oberflichen-
spannungen

Oberfldchenkraft Volumenkraft

Archimedische Kraft

Druckkraft || viskose Kraft || Trigheitskraft || Gravitationskraft || Auftriebskraft

Kraft durch ext.
Druckgradienten

hydrodyn. Kraft

Stokessche Wider-
standskraft

added-mass-Kraft

Basset-Rraft

Trans. Auftriebs-
kraft

Abbildung 2.1: Ubersicht der auf ein Partikel in einem Fluid wirkenden Kriifte nach ([144], S. 3-9).

Gleichungen berechnet ([99], S. 1661-1662). Die gemittelte Kontinuitétsgleichung lautet ([62], S. 40)

Jo,
ot

V- (o) = 0, 2.4)

wobei o, den Volumenanteil und u,. die mittlere Geschwindigkeit der kontinuierlichen Phase beschreiben (vgl.
auch [99], S. 1162). Gleichung (2.4) geht davon aus, dass kein Massenaustausch zwischen der kontinuierlichen
und der dispersen Phase existiert (vgl. [62], S. 35). Die entsprechende Impulsgleichung der kontinuierlichen Phase
lautet ([99], S. 1162)

0
E(pcacuc) + V- (peacucu.) = —Vpayn+V- (o™ Vue)+ V- ('UJC.U*VUCT) —F, (2.5)
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2.2 Euler-Euler-Methoden

worin p. und pgy, fiir die Dichte und den mittleren dynamischen Druck der kontinuierlichen Phase stehen. Die
effektive Viskositit wird mit u* bezeichnet und F' beschreibt einen Quellterm aufgrund des Impulsaustauschs
zwischen den Phasen. Fiir weitere Details sei auf [99] verwiesen. In der Gegenwart von Turbulenz fluktuiert die
Geschwindigkeit um ihren mittleren Wert, und die Bahnlinien der Lagrangen Partikel, Trajektorien genannt, sind
nicht deterministisch ([5], S. 57). Dies kann durch stochastische Modelle in den Bewegungsgleichungen fiir die
Lagrangen Partikel beriicksichtigt werden. In ([45], S. 485) wird von isotroper Turbulenz ausgegangen, wobei
die instantane Geschwindigkeitsfluktuation ' durch Wirbel in der kontinuierlichen Phase entsteht. Die instantane

Geschwindigkeit u setzt sich aus dem Mittelwert % und der Fluktuation ' zusammen ([45], S. 485)
u=u+u. (2.6)
Die Geschwindigkeitsfluktuation u’ wird als gauBverteilte Zufallsvariable mit der Standardabweichung ([45], S. 485)

2
pu— et 2.7
c 3 k 2.7)

modelliert. Hierbei ist k die zeitlich gemittelte turbulente kinetische Energie und wird mit Hilfe des ,,k-€“-Modells
erhalten (vgl. [45], S. 483; [73]).
Die zeitlich gemittelte turbulente kinetische Energie k ist mit den turbulenten Schwankungen u}, 5, u} in die drei
Raumrichtungen definiert (vgl. [55], S. 340; [53], S. 65, 71)
1 - - JR—

k= 5(u?+u’22+u’32). (2.8)
Der Operator - kennteichnet dabei einen zeitlichen Mittelungsoperator (vgl. Kapitel 2.2.1.1). Die Beeinflussung
des Lagrangen Partikels durch die Stérung #’ ist um die ,,Interaktionszeit“ (engl.: ,,interaction time* ([45], S. 485))
tine zeitlich beschrankt ([45], S. 485). Sie entspricht dem Minimum aus der Lebenszeit des Wirbels 7, und der
Transitzeit tg ([45], S. 485)

fint = min(Z,,1g). (2.9)

Die Zeiten 7, und tg sind entsprechend zu modellieren (vgl. z.B. [45], S. 485). Bei geringer Relativgeschwindig-
keit zwischen Lagrangem Partikel und kontinuierlicher Phase bewegt sich das Lagrange Partikel mit dem Fluid und
verbleibt innerhalb des Wirbels ([45], S. 485). Die Lebensdauer des Wirbels ¢, ist dann bestimmend fiir das Maf3
der Interaktionszeit #,; ([45], S. 485). Ist die Relativgeschwindigkeit zwischen Lagrangem Partikel und kontinu-
ierlicher Phase hoch, verbleibt das Partikel nicht fiir die Lebenszeit des Wirbels 7, innerhalb des Wirbels (1 < t,)
([45], S. 485). Entsprechend ist die Transitzeit #z bestimmend fiir die Interaktionszeit #;,, ([45], S. 485). Das oben
beschriebene Verfahren wird ,,Discrete random walk*“([132], S. 381)- oder ,,Eddy Lifetime*“([132], S. 381)-Modell
genannt und ist im CFD-Code FLUENT™ verfiigbar (vgl. [22], S. 709). Die Anzahl Lagranger Partikel sollte
ausreichend hoch gewéhlt werden, um statistische Fehler zu minimieren ([98], S. 2). Aufgrund des numerischen
Aufwands ist die Methodik fiir praktische Anwendungen auf Félle mit geringem Volumenanteil der Partikelphase
begrenzt ([98], S. 2). Bei der industriellen Berechnung von Kavitationseffekten in Einspritzdiisen kommt Lagran-

gen Methoden aufgrund des rechnerischen Aufwands eine untergeordnete Rolle zu [31].

2.2 Euler-Euler-Methoden

Die detaillierte Beschreibung von Zweiphasenstromungen, z.B. auf mikroskopischer Ebene, erweist sich als
schwierig ([55], S. 57). In praktischen Anwendungsfillen ist eine Berechnung auf mikroskopischer Ebene auf-
grund der komplexen Phasengrenzfliche nicht moglich ([55], S. 57). In [55] wird die Herleitung eines Zwei-
Fluid-Modells mit der Annahme motiviert, dass mikroskopische Details fiir praktische Anwendungsfille selten
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2 Grundlagen

von Relevanz sind ([55], S. 57). Makroskopische Aspekte seien entscheidender ([55], S. 57). Entsprechend wird
eine Mittelung der lokalen und instantanen Ereignisse durchgefiihrt ([55], S. 57). Im Gegensatz zur Methode La-
granger Partikel (vgl. Kap. 2.1) werden bei Euler-Euler-Methoden beide Phasen in Eulerscher Betrachtungsweise
behandelt. Innerhalb der Klasse der Euler-Euler-Methoden ist zwischen mehreren Modellen zu unterscheiden.
Eine detaillierte Analyse ist [55] bzw. [70] zu entnehmen. Im Folgenden wird auf das ,,Zwei-Fluid-Modell“, das
,Drift-Flux-Modell” und das ,,MUSIG-Modell*“ genauer eingegangen. Fiir eine detailliertere Diskussion sei auf
die angegebene Literatur verwiesen.

Abbildung 2.2 vergleicht die Modelle anschaulich mit einer hypothetischen Realitét. Der Vergleich erfolgt durch
Betrachtung eines kleinen Volumens der Grofle einer Rechenzelle. In der Realitit treten in Zweiphasenstromungen
Blasen unterschiedlicher Grofle auf, die jeweils eine individuelle Geschwindigkeit besitzen (vgl. [12]). In Abbil-
dung 2.2 ist dies durch orangene Geschwindigkeitsvektoren in den Blasenzentren skizziert. Die Geschwindigkeit
der kontinuierlichen Phase unterscheidet sich lokal von der Geschwindigkeit der dispersen Phase. Die Geschwin-
digkeitsvektoren der kontinuierlichen Phase sind in Abbildung 2.2 in regelméfBigen Abstinden im Volumen der
kontinuierlichen Phase skizziert. Die Abbildung wird in der folgenden Diskussion in den Kapiteln 2.2.1 und 2.2.2

zur Erlduterung herangezogen.

Realitit Zwei-Fluid-Modell Drift-Flux Modell MUSIG-Modell

g 7 O @) o)

00 0 0 © ° @
*Dy@lo: e e © 'y — ® o °

~ 0 ) o

> — — —,

[ kontinuierliche Phase [ kontinuierliche Phase ] Mischung GroBenkl. 1

[ disperse Phase [ disperse Phase — mittlere Geschw. O GroBenkl. 2

— Geschw. konti. Phase — mittlere Geschw. konti. Phase Mischung GroBenkl. 3
Geschw. disp. Phase — mittlere Geschw. disp. Phase GroBenkl. 4

[1 kontinuierliche Phase

Abbildung 2.2: Betrachtung eines Volumens der Grof3e einer Rechenzelle: Hypothetische Blasengrofenverteilung in der Realitéit und ihre
Approximation im Zwei-Fluid-Modell, im Drift-Flux-Modell und im MUSIG-Modell.

2.2.1 Zwei-Fluid-Modell

Im Zwei-Fluid-Modell wird eine Zweiphasenstromung als eine Stromung zweier Fluide betrachtet, die durch Pha-
sengrenzflichen voneinander getrennt sind ([55], S. 11). Es wird dabei angenommen, dass beide Phasen als Kon-
tinuum beschrieben werden konnen ([55], S. 13). Jedes Fluid besitzt individuelle Eigenschaften, beispielsweise
die mittlere Geschwindigkeit innerhalb einer Rechenzelle ([55], S. 14). In Abbildung 2.2 ist dies durch die Ver-
wendung unterschiedlicher Geschwindigkeitsvektoren veranschaulicht. Mit einer Annahme der Blasenanzahl kann
die mittlere BlasengroBe berechnet werden (vgl. Gleichungen (2.23), (2.27) und (2.28)). Aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit werden weitere Details des verwendeten Zwei-Fluid-Modells in den Kapiteln 2.2.1.1 bis 2.2.1.10
erldutert. Die Annahme, dass makroskopische Fluideigenschaften fiir Anwendungsfille relevant sind, motiviert
eine Mittelung ([55], S. 57). In [55] wird eine zeitliche Mittelung fiir die Herleitung der zeitlich gemittelten Erhal-
tungsgleichungen des Zwei-Fluid-Modells verwendet. In diesem Zuge werden Mittelungsoperatoren eingefiihrt.
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2.2 Euler-Euler-Methoden

2.2.1.1 Mittelungsoperatoren

Unter Annahme einer infinitesimal diinnen Phasengrenzfliche ist die Mittelung einer beliebigen Funktion g am Ort
x( zum Zeitpunkt ¢ iiber den Intervall Az (vgl. [55], S. 73)

1
g(w07t0) = E/Atg(wo,l‘o)dt. (2.10)

Die Zeitspanne At ist grof3 genug zu wihlen, um lokale Schwankungen herauszumitteln, und klein genug, um eine
Mittelung tiber makroskopische Unstetigkeiten zu vermeiden (vgl. [55], S. 70). Fiir eine detaillierte Diskussion,
insbesondere die Betrachtung einer endlich diinnen Phasengrenzfliche, sei auf [55] verwiesen. Die Definition von
g als zeitliches Mittel in Gleichung (2.10) wird innerhalb des Kapitels 2.2.1 und in Gleichung (2.8) verwendet.
Innerhalb der anderen Kapitel kennzeichnet g einen unspezifizierten Mittelwert, beispielweise ist alternativ ein
Mittelwert iiber das Volumen denkbar.

Die Phasenmittelung einer beliebigen Funktion g; der Phase k ist mit dem zeitlichen Mittelwert g; in Gleichung
(2.10) als (vgl. [55], S. 75)

— %
= == 2.11
8k o (2.11)

definiert. In Gleichung (2.11) ist oy die Wahrscheinlichkeit, Phase k anzutreffen (vgl. [55], S. 73). Alternativ wird
in den meisten Artikeln und entsprechend innerhalb dieser Arbeit oy als Volumenanteil bezeichnet. Im Zwei-Fluid-
Modell gilt fiir die Summe des Volumenanteils beider Phasen ([55], S. 73)

Ot oy =1, 2.12)

wobei die Indizes ¢ und d die Zugehorigkeit zur kontinuierlichen und dispersen Phase kennzeichnen. Bezeichnet
6 eine GroBe pro Masseneinheit, definiert (vgl. [55], S. 75-76)

A 0
6, — Pk (2.13)
Pk
den mit der Dichte p; der Phase k dichtegewichteten Mittelwert.
2.2.1.2 Kontinuitatsgleichung
Die instantane Kontinuititsgleichung fiir eine Phase & ist in ([55], S. 13-15) hergeleitet und lautet
d
% + V- (prvr) = 0. 2.14)

Durch zeitliche Mittelung kann aus Gleichung (2.14) die zeitlich gemittelte Kontinuitétsgleichung fiir die Phase k

hergeleitet werden ([55], S. 98) o
J oGP
ot

In den Gleichungen (2.14) und (2.15) ist p; die Dichte der Phase k, vy die entsprechende Geschwindigkeit und Sy

+V~(O¢kﬁ'ﬁk) =S. (2.15)

der Quellterm.

2.2.1.3 Modellierung des Quellterms der Kontinuitatsgleichung

In AVL Fire™ ist fiir den Quellterm S; im sogenannten ,linearen Kavitationsmodell* (engl.: ,,Linear Cavitation
Model* ([2], S. 3-6)) eine Formulierung gewihlt, die sich aus der ,,Rayleigh-Plesset-Gleichung* ([91], S. 308)

2 2

I —(App), (2.16)

s derl ; (drBl )2 - pl
C
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mit dem Blasenradius rp;, der Dichte der kontinuierlichen Phase p, und der Druckdifferenz zwischen disperser
und kontinuierlicher Phase Ap,, herleiten lidsst. Die Herleitung ist in ([138], S. 2-3) beschrieben und wird im
Folgenden kurz erldutert. Wird eine einzelne Blase betrachtet, kann der Massenfluss 71, _,; von der kontinuierlichen
zur dispersen Phase in Abhiingigkeit der Anderung des Blasenradius ausgedriickt werden ([138], S. 2)

dr, ‘Bl

tesa = 4T15iPa— = (2.17)

Mit der mittleren Blasendichte N”” ergibt sich als Massenfluss pro Volumen ([138], S. 3)

d
Sq = N"tite_q = N"471%, pd%. (2.18)
Dieser Ausdruck fiir den Quellterm kann mit der vereinfachten Rayleigh-Plesset-Gleichung
3 /drg )2 1
—|—) =—(A 2.19
2 () =5 ). (2.19)

bei welcher der Trigheitsterm in Gleichung (2.16) vernachléssigt wurde, vereinfacht werden. Unter Annahme
runder Blasen und o; = N %n’r%l (vgl. Gleichungen (2.26) und (2.27)) ergibt sich fiir den Quellterm ([138], S. 3)

S~ sgn(Ap,)3,95-P ; N3 ¥ |Ap,|?. (2.20)

In Gleichung (2.20) ist sgn die Signum-Funktion ([117], S. 35)

—1 fallsx<0
sgn(x) =4 0 fallsx=0 (2.21)
+1 fallsx > 0.

Die Modellierung der Blasendichte N’ und der Druckdifferenz Ap, wird in den Kapiteln 2.2.1.4 und 2.2.1.5
behandelt. Mit der Massenerhaltung kann gezeigt werden, dass die Quellterme der beiden Phasen miteinander
gekoppelt sind ([55], S. 133)

Sq=—5.. (2.22)

2.2.1.4 Blasendichte

Die Blasendichte kann in AVL Fire™ mit Hilfe einer eigenen Transportgleichung oder einer Niherungsfunktion
bestimmt werden (vgl. [2]). Im linearen Kavitationsmodell ist sie als Funktion des Volumenanteils o formuliert
(21, S. 3-7)

o Ny falls ¢ < 0,5 (2.23)
2(N'—1)(1—o)+1 falls > 0,5, |

wobei N[ eine stoffspezifische Konstante ist und die Blasendichte ohne Beriicksichtigung von Koaleszenzeffekten

darstellt. Bei der Simulation von Injektorstromungen mit AVL Fire™ wird N’ iiblicherweise im Bereich
101°/m3 <N’ < 108 /m? (2.24)

gewdhlt [30].
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2.2 Euler-Euler-Methoden

2.2.1.5 Druckdifferenz

Die Druckdifferenz Ap, in Gleichung (2.20) wird in AVL Fire™ entsprechend ([2], S. 3-6, 3-7)

2
Apﬂ = Psat — (P - CE gkac) (225)

berechnet. In Gleichung (2.25) ist pg, der Séttigungsdampfdruck des Fluids, unterhalb dessen das Fluid verdampft
und Kavitation auftritt ([38], S. 322). Der Druck wird mit p gekennzeichnet (vgl. [138], S. 2). Cg ist der Egler-
Koeffizient und wird fallspezifisch gewahlt ([2], S. 3-6, 3-7). Die turbulente kinetische Energie der kontinuierlichen
Phase ist mit k. bezeichnet. In Gleichung (2.25) wird der Druck um einen mit Cg multiplizierten dynamischen

Druck ~ % pck. verringert.

2.2.1.6 Bestimmung der BlasengréBe

Innerhalb einer Rechenzelle mit dem Volumen Vg gilt fiir den mittleren Volumenanteil der dispersen Phase

(vgl. [2], S. 3-7)
Oy = = Tr
¢ 3 Bl VZelle

mit der mittleren Blasenanzahl ng; innerhalb dieser Zelle und dem mittleren Blasenradius rg;. In Gleichung (2.26)

(2.26)

wurden die einzelnen Blasen als sphirisch angenommen. Der Volumenanteil der dispersen Phase o innerhalb
jeder Rechenzelle kann mit Gleichung (2.15) berechnet werden. Die Blasenanzahl ng; bzw. ihre Dichte

np|

N" = (2.27)

VZelle

kann mit Hilfe einer von ¢, abhingigen Funktion (vgl. Gleichung (2.23)) oder einer Transportgleichung (vgl. [56])
modelliert werden. Fiir die mittlere Blasengrof3e rp; folgt aus Gleichung (2.26) ([2], S. 3-7)

= (M)% (2.28)

477.71’131

Im Zwei-Fluid-Modell in AVL Fire™ (vgl. [2], S. 3-7) wird die reale BlasengroBenverteilung durch ng; Blasen
einer mittleren Blasengrofe nach Gleichung (2.28) approximiert (vgl. Abbildung 2.2). Der Vergleich in Abbildung
2.2 ist insofern irrefithrend, als im Zwei-Fluid-Modell die Positionen der Blasen innerhalb einer Rechenzelle nicht

bekannt sind.

2.2.1.7 Momentengleichung

In der Kontinuitétsgleichung (2.15) der Phase k sind die Phasenmittelung und die dichtegewichtete Mittelung aus
den Gleichungen (2.11) und (2.13) auf die Dichte und die Geschwindigkeit angewendet. Beide Groflen kommen
auch in der Momentengleichung vor. Die Momentengleichung oder auch Impulsgleichung beschreibt den Transport
der dichtegewichteten Geschwindigkeit ([55], S. 99)

d 0P O

— V- (0uPdrtn) = =V (oupr) + V- (0w (Te+ 7)) + cuPedic + My, (2.29)

wobei py den Partialdruck und g; den Einfluss durch eine Volumenkraft der Phase k, beispielsweise der Gravita-
tionskraft, bezeichnet. M, ist der Quellterm des Impulses, verursacht durch den Impulsaustausch zwischen den
Phasen ([55], S. 99). Der viskose Spannungstensor der Phase & ist mit 73 und der turbulente Spannungstensor mit

TkT bezeichnet. Fiir Newtonsche Fluide besteht ein linearer Zusammenhang zwischen der viskosen Schubspannung
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und dem Geschwindigkeitsgradienten ([93], S. 49). Beispielsweise ist fiir eine eindimensionale Couette-Strémung
mit Stromungsrichtung x und Orthogonale zur Wand z die viskose Schubspannung ([93], S. 49)

_

=u (2.30)

mit der dynamischen Viskositét pt. In Gleichung (2.30) ist die Geschwindigkeitskomponente in x-Richtung mit v,
bezeichnet. Hinsichtlich der Modellierung der viskosen und der turbulenten Spannungstensoren fiir Zweiphasen-
stromungen sei auf [55] verwiesen. Es sei angemerkt, dass p; und p; der beiden Phasen voneinander abhingen. In
einer statischen Betrachtungsweise gilt p; = p» (vgl. [55], S. 39). Fiir eine dynamische Analyse sei auf ([55], S. 39)

verwiesen.

2.2.1.8 Modellierung des Quellterms in der Momentengleichung

In AVL Fire™ ist der Quellterm in der Momentengleichung der kontinuierlichen Phase (vgl. Gleichung (2.29)) als
(121, S. 3-18)
M. = Fsw + Frp+ Fy + FyL (23D

modelliert. Der Quellterm in Gleichung (2.31) besteht aus den vier Anteilen: Stromungswiderstandskraft, Kraft
aufgrund turbulenter Dispersion, Auftriebskraft und einer Kraft, die verhindert, dass sich Blasen im Bereich ei-
ner vertikalen Wand aufhalten (vgl. [2], S. 3-18, 3-21). Fiir Details zur Modellierung der einzelnen Anteile sei
auf die angegebene Referenz verwiesen. Auf die Stromungswiderstandskraft Fsy wird an dieser Stelle genauer

eingegangen. Sie wird entsprechend ([2], S. 3-18)
Fsw = CD%EA"’w,\vr (2.32)
modelliert. In Gleichung (2.32) ist v, die Relativgeschwindigkeit zwischen den Phasen ([2], S. 3-18)
Vy = Vg — U, (2.33)
und fiir die Dichte der Phasengrenzflichen A" gilt mit dem ,,Cavitation Drag Model* ([2], S. 3-18)
A" = 4N = (36aN") S o). (2.34)

Der letzte Schritt in Gleichung (2.34) ergibt sich mit den Gleichungen (2.27) und (2.28). Fiir Cp in Gleichung
(2.32) gilt (vgl. [2], S. 3-19)

3
%(1 +0,1Re;)) falls Re, < 1000
0,438 falls Re, > 1000

Cp= (2.35)

mit der Reynolds-Zahl der Blasen (vgl. [2], S. 3-19)

_ |’Ur|2r31

Rep, (2.36)

In Gleichung (2.36) ist v, die kinematische Viskositit der kontinuierlichen Phase. Es sei hervorgehoben, dass die
Stromungswiderstandskraft Fgy in Gleichung (2.32) mit der Phasengrenzfliche in Gleichung (2.34) nichtlinear
vom Volumenanteil der dispersen Phase o, abhidngt. Die Blasengrofe rp; in Gleichung (2.28) hingt ebenfalls
nichtlinear vom Volumenanteil ¢; ab. Die Reynolds-Zahl der Blase Re;, hingt in Gleichung (2.36) (linear) von der
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Blasengrofe ab. Die Konstante Cp in Gleichung (2.35) hingt aber erneut nichtlinear von Re,, ab. Es ist ersichtlich,

dass die Stromungswiderstandskraft Fgy in Gleichung (2.32) mehrfach nichtlinear vom Volumenanteil o; abhéngt.

2.2.1.9 Verwendung alternativer Mittelungen

Die Kontinuititsgleichung (2.15) und die Momentengleichung (2.29) sind fiir eine Phase k formuliert. Sie gelten
sowohl fiir die kontinuierliche als auch die disperse Phase (vgl. [55]) und wurden in [55] durch eine zeitliche
Mittelung hergeleitet. Alternativ konnen sie durch Anwendung anderer Mittelungsoperatoren hergeleitet werden.
Die Ensemble-Mittelung betrachtet den Mittelwert mehrerer Realisationen, die aus dhnlichen (aber nicht identi-
schen) Anfangsbedingungen resultieren ([25], S. 95). Zur Veranschaulichung der Ensemble-Mittelung verwendet
([104], S. 128) beispielhaft N Messwerte, die auf N scheinbar identischen Aufbauten erfasst werden: Sei ®; der
Messwert, der aus dem i-ten Aufbau hervorgeht. Der ensemble-gemittelte Wert (®)y berechnet sich aus N Mess-
werten ([104], S. 128)

N
(@)y==) & (2.37)

Die Herleitung der Kontinuitits- und Momentengleichung unter Verwendung der Ensemble-Mittelung ist in
([25], S.126-127) und ([55], S. 119-120) diskutiert. In ([126], S.55-58) ist die Herleitung unter Anwendung ei-
ner Mittelung iiber ein Volumen durchgefiihrt. Die gemittelten Gleichungen hingen auch nach einer der oben
genannten Mittelungen noch von den Variablen ab, iiber die nicht gemittelt wurde ([15], S. 3). Wurde fiir die
Herleitung der Kontinuitits- und der Momentengleichung die Ensemble-Mittelung verwendet, sind diese noch
abhingig von zwei weiteren Dimensionen: Raum und Zeit ([15], S. 3). Entsprechende Fluktuationen in diesen
Dimensionen sind nicht herausgemittelt. Es sei angemerkt, dass die Kontinuitits- bzw. die Momentengleichung
auch nach einer zeitlichen Mittelung noch Fluktuationen in der Zeit aufweisen konnen. Die zeitliche Mittelung
(vgl. Gleichung (2.10)) erfolgt iiber einen Zeitraum At, so dass Fluktuationen niederer Frequenz mit Perioden-
dauern ATgk > At nicht herausgemittelt werden. Um nach einer ersten Mittelung Fluktuationen in einer weiteren
Dimension zu eliminieren, kann eine zweite Mittelung iiber diese Dimension durchgefiihrt werden ([15], S. 3). Sie
kann mit dichtegewichteten oder nicht-dichtegewichteten Grofen erfolgen (vgl. Kapitel 2.2.1.10). In der Literatur
wurde die zweite Mittelung im Rahmen der Fragestellung diskutiert, wie die mittlere turbulente Dispersion im
Zwei-Fluid-Modell zu beriicksichtigen ist (vgl. Kapitel 2.2.1.10).

2.2.1.10 Fluktuationen im Zwei-Fluid-Modell

Bei der Mittelung von Fluktuationen im Zwei-Fluid-Modell ist zwischen gewichteten- und ungewichteten Mittel-
werten zu unterscheiden. In [36] werden bei der zweiten Mittelung keine dichtegewichteten bzw. phasengemittelten
GroBen verwendet, wodurch ein zusétzlicher Term m in der Kontinuitdtsgleichung entsteht. Die i-te Kompo-
nente des Geschwindigkeitsvektors vy wird dabei mit vy ; bezeichnet. Die Fluktuationen um die Mittelwerte 0 und
Vi,i sind mit a,i und v;m. bezeichnet. Analog zu Gleichung (2.6) ist der instantane Wert die Summe aus Mittelwert

und Fluktuation

o =T+ oy,

Vii = Vit Vi (2.38)
wobei fiir den Mittelwert einer Fluktuation gilt ([141], S. 193)
o =v),=0. (2.39)

Die Geschwindigkeit in Gleichung (2.38) wurde bereits in einer ersten Mittelung gemittelt. Diese Mittelung erfolg-

te in gewichteter Form, beispielsweise als dichtegewichtete Mittelung (vgl. Gleichung (2.13)). Streng genommen
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miisste die Zerlegung in Mittelwert und Fluktuation in Gleichung (2.38) auch diese Information enthalten, z.B.
(vgl. [11], S. 67)
Dri = ki + V) (2.40)

Der Vollstindigkeit halber seien an dieser Stelle die Mittelungsregeln in den Gleichungen (2.41) - (2.43) fiir eine
Konstante ¢ und eine Grofie ¢ ergénzt, ([6], S. 4)

G =0k G (2.41)
o0 = T (2.42)
G FS=0+C. (2.43)

Wird der zusitzliche Term v} ; aus der zweiten Mittelung mit dem ,,gradient-diffusion model* ([104], S. 187)
entsprechend ([15], S. 4; [19], S. 8819)

— Vi k

approximiert, enthdlt die Kontinuitdtsgleichung einen zusitzlichen Diffusionsterm. Die turbulente oder kinemati-
sche Wirbelviskositit in Gleichung (2.44) wird mit v, ; bezeichnet und Sc; ist die turbulente Schmidt-Zahl (vgl.
[52], S. 429, 430).
Die zweite Mittelung der Reibungskraft in der Momentengleichung (in Gleichung (2.29) in M enthalten) ergibt
ebenfalls einen zusitzlichen Term, wie in ([15], S. 5) gezeigt wird.
Der Vollstindigkeit halber sei an dieser Stelle angemerkt, dass Fluktuationen auch bei Verwendung dichtege-
wichteter GroBen (vgl. Gleichung (2.13)) betrachtet werden konnen. Analog zu Gleichung (2.38) gilt (vgl. [141],
S. 193)

6 =6 +6/, (2.45)

wobei 6,2’ die Fluktuation darstellt und fiir ihr Produkt mit der Dichte gilt ([141], S. 193)

poy =0. (2.46)

Mit Gleichung (2.13) kann der Zusammenhang zwischen dichtegewichtetem Mittelwert und nicht-dichtegewichtetem
Mittelwert bestimmt werden (vgl. [96], S. 1953)

6+ %

5 — PO _ (Pt p) (Bt 0) _ Pl Pi6
Px Px P P P

Ok

(2.47)

wobei mit Hilfe der Gleichungen (2.39) und (2.41) genutzt wurde p;6, = ﬁ@ =0und p,g?k = pj@ik = 0. Mit den
Gleichungen (2.38) und (2.45) gilt
6 = 6+ 6] =6, +6;. (2.48)

Einsetzen von Gleichung (2.47) in Gleichung (2.48) liefert die Beziehung zwischen den entsprechenden Fluktua-
tionen (vgl. [96], S. 1953)
Pi +6/ =6, 2.49
“X 46, = 6. (2.49)
Pk

Das ,,gradient-diffusion model ([104], S. 187) entsprechend Gleichung (2.44) mit dichtegewichteten GréBen lau-
tet (vgl. z.B. [104], S. 187)

_ V,
oV = —S’—c”;va. (2.50)

22



2.2 Euler-Euler-Methoden

Die Verwendung dichtegewichteter Mittelwerte oder nicht-dichtegewichteter Mittelwerte in der zweiten Mittelung
beeinflusst die Kontinuititsgleichung. Werden bei der zweiten Mittelung keine dichtegewichteten Mittelwerte ver-
wendet, lautet die Kontinuititsgleichung fiir Phase k£ mit der Schreibweise in Gleichung (2.40) (vgl. [11], S. 67)

doupr
dt

+ V- (oypx Or) :Sk—V-(ﬁa}Cﬁ,’(). 2.51)
Mit dem ,,gradient-diffusion model* ([104], S. 187) in Gleichung (2.44) folgt aus Gleichung (2.51) (vgl. [11], S. 67)

oy px — — Vix
PV (aprte) = Si+ (pk 5 ak), (2.52)

wobei ¥y, = ¥y genutzt wurde.

Werden bei der zweiten Mittelung dichtegewichtete bzw. phasengemittelte Grolen verwendet, enthilt die Konti-
nuititsgleichung keinen zusitzlichen Term ([15], S. 4; [46], S. 1948-1949). Die Form der Kontinuitétsgleichung
(2.15) bleibt erhalten. Die Kontinuititsgleichung fiir Phase & lautet dann mit doppelt-gemittelten Werten

d oy pr
ot

+V. ((Xkﬁ’ﬁk) =S. (2.53)

Zur besseren Lesbarkeit wurde in Gleichung (2.53) auf die Einfithrung einer doppelt-gewichteten Schreibweise
verzichtet. Aus Gleichung (2.53) kann fiir inkompressible Medien durch Division durch die Konstante p; eine
Transportgleichung fiir den Volumenanteil ¢ erhalten werden (vgl. [55], S. 158)

d O Sk

-+ V- (oudy) =

b (2.54)

Pr
Die zweite Mittelung der Momentengleichung unter Verwendung von dichtegewichteten bzw. phasengemittel-
ten GroBen wurde in ([46], S. 1948-1949) durchgefiihrt und entsprechende SchlieBungsmodelle vorgeschlagen. In
([15], S. 5) wird gezeigt, dass durch die zweite Mittelung der Reibungskraft ein zusitzlicher Term entsteht, der
einen mittleren Einfluss der fluktuierenden Geschwindigkeit der kontinuierlichen Phase auf die disperse Phase re-
prasentiert und modelliert werden muss. Mehrere Moglichkeiten der Modellierung sind in ([15], S. 6-9) vorgestellt.
In ([11], S. 68) ist mit Hilfe von [114] gezeigt, dass die zusitzliche Reibungskraft unter bestimmten Bedingungen
auch als Diffusionsterm in der Kontinuititsgleichung der dispersen Phase dargestellt werden kann. Im Konvekti-
onsterm wird dann die Geschwindigkeit der kontinuierlichen Phase verwendet (vgl. [11], S. 68). Dichtegewichtete
Variablen nach Favre ([37], S. 325) haben bereits im Bereich der Verbrennung zu vereinfachten Schreibweisen ge-
fiihrt ([142], S. 380). Eine Verwendung gewichteter Mittelwerte im Zwei-Fluid-Modell und der damit verbundenen
Vorteile (die iiber eine vereinfachte Formulierung hinaus gehen) sind in ([24], S. 273-274) diskutiert.

2.2.2 Drift-Flux-Modell

Im Gegensatz zum Zwei-Fluid-Modell (vgl. Kapitel 2.2.1) betrachtet das Drift-Flux-Modell nicht beide Phasen
getrennt, sondern 16st die Transportgleichungen fiir die Mischung beider Phasen ([55], S. 345). In Abbildung 2.2
ist dies durch die Verwendung einer einheitlichen Farbe dargestellt. Die in der Realitdt vorkommenden Blasen
(Abbildung 2.2 links) bzw. die disperse Phase werden nicht wie im Zwei-Fluid-Modell aufgelost. Innerhalb jeder

Rechenzelle wird lediglich eine Momentengleichung fiir die mittlere Geschwindigkeit der Mischung v, gelost. In
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2 Grundlagen

Abbildung 2.2 ist dies durch die Darstellung von lediglich einem Geschwindigkeitsvektor skizziert. Die Kontinui-
tatsgleichung und die Momentengleichung fiir die Mischung sind in [55] hergeleitet und lauten ([55], S. 347)

dPm
o T v (vam) =0 (2.55)
dpnv 2
% +V. (pmvm’vm) = —me +V. (’T + TT _ Z akpk‘/km‘/;cm) +ngm + Mm (256)
k=1
mit der mittleren Dichte p,, ([55], S. 83)
2
pm =Y, 0uPx (2.57)
k=1

und der mittleren Geschwindigkeit des Massenzentrums der Mischung v,, ([55], S. 83)

2 =
Y1 O%PrO

(2.58)
pl‘ﬂ

In den Gleichungen (2.56) - (2.58) wurden fiir die kontinuierliche und die disperse Phase die Indizes 1 und 2 ver-
wendet. Der Term — Z,%: 1 0 Px Vion Vin in Gleichung (2.56) repriisentiert die diffusiven Spannungen ([55], S. 104).
Fiir den Quellterm M, in Gleichung (2.56) gilt mit M}, aus Gleichung (2.29) ([55], S. 99)

2
M, =) M. (2.59)
k=1

Mit Hilfe der Kontinuititsgleichung der dispersen Phase kann eine Aussage iiber den Volumenanteil o;; getroffen
werden. Die Kontinuitétsgleichung der dispersen Phase kann mit der Mischungsgeschwindigkeit v,, formuliert
werden ([55], S. 347) o
J 0P
ot
wobei V,,, die Differenz der Geschwindigkeit der dispersen Phase und der Geschwindigkeit des Massenzentrums
ist ([55], S. 87)

+ V- (04PgVm) = Sa— V- (QapaVam), (2.60)

Vi = Dg — U (2.61)

Die Geschwindigkeitsdifferenz zwischen disperser und kontinuierlicher Phase wird in Gleichung (2.60) durch
einen zusitzlichen Term —V - (0t;pg Vy,,) beriicksichtigt (vgl. [55], S. 103). Wird die Geschwindigkeitsdifferenz
vernachldssigt, gilt V;,,, = 0 und Gleichung (2.60) vereinfacht sich zu

90,pg
ot

+ V- (0uPavm) = Sa- (2.62)

2.2.3 MUSIG-Modell

Das MUSIG (engl.: ,,Multi size group* [70]) -Modell beruht auf dem Zwei-Fluid-Modell (vgl. Kapitel 2.2.1) und
beriicksichtigt Blasen unterschiedlicher GroBe ([70], S. 1694). In der dispersen Phase werden ng GroBenklassen
unterschieden ([70], S. 1694). In Abbildung 2.2 sind die Blasen der hypothetischen Realitit vier Gro3enklassen
zugeordnet. Fiir jede GroBenklasse gilt eine Kontinuititsgleichung analog zum Zwei-Fluid-Modell in Gleichung

(2.15) (vgl. [70], S. 1695) o
da,0pg
dt

wobei a,0,; den Volumenanteil in der n-ten GroBenklasse bezeichnet (vgl. [70], S. 1695) mit )

+V. (anadﬁ’f]ﬂ =S, (2.63)

ngG
n=1

[21], S. 3). Der Quellterm S, beschreibt den Massenaustausch zwischen den Groflenklassen und enthilt Terme zur

a, =1 (vgl.
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2.3 Losungsverfahren des Zwei-Fluid-Modells in AVL Fire™

Modellierung von Koaleszenz und Zerfallsprozessen (vgl. [70], S. 1695). Im homogenen MUSIG-Modell bewegen
sich Blasen unterschiedlicher Gro3e mit derselben Geschwindigkeit (vgl. [70], S. 1695). Entsprechend wird eine
gemeinsame Momentengleichung fiir alle Groenklassen gelost ([70], S. 1695). Das inhomogene MUSIG-Modell
fithrt zusétzlich zu den GroBenklassen Geschwindigkeitsklassen ein, fiir die eine eigene Momentengleichung gelost
wird (vgl. [70], S. 1695). Fiir weitere Details sei auf die angegebene Literatur verwiesen. Wird der Volumenanteil
der GroBenklassen a,0; mit n = 1..ng gegeniiber der Blasengrofle aufgetragen, kann eine Verteilung approximiert
werden (vgl. [70], S. 1697). Bei der Approximation der Verteilung kann alternativ zur Blasenanzahl auch der Vo-
lumenanteil jeder GroBenklasse a, ¢ty aufgetragen werden, da beide linear voneinander abhingen (vgl. Gleichung
(2.26)). Die Form der Verteilung dndert sich hierdurch nicht. In Abbildung 2.3 ist eine exemplarische Verteilung
fiir das Beispiel in Abbildung 2.2 dargestellt. Die Blasengroflen aus Abbildung 2.2 sind den GroBenklassen zuge-
ordnet. Analog zu ([70], S. 1697; [74], S. 9) ist der Volumenanteil auf der Ordinate durch den Blasendurchmesser
2rp;, der jeweiligen BlasengroBe dividiert. Die Massenaustauschterme fiir einen Zerfallsprozess sind in Abbil-
dung 2.3 beispielhaft skizziert. Es sei angemerkt, dass die Grofenklassen vor der Simulation festzulegen sind.

Eine Unterscheidung der Blasengrofen innerhalb einer GroBenklasse ist im MUSIG-Modell nicht moglich.

Tpi

SAaf o

g Y\

N / e

Ny

$llelt @
ol © O
= o1 >
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Abbildung 2.3: BlasengroBenverteilung fiir das Beispiel in Abbildung 2.2.

2.3 Lésungsverfahren des Zwei-Fluid-Modells in AVL Fire™

AVL Fire™ ist eine CFD-Software zur Berechnung von Strémungsproblemen - insbesondere im automobilen
Bereich (vgl. [2]). Die Erhaltungsgleichungen werden mit der Finite-Volumen-Methode gelost ([130], S. 1091),
bei der das zu untersuchende Volumen in Rechenzellen unterteilt wird, in deren jeweiligem Zentrum der fiir diese
Zelle reprasentative Wert berechnet wird ([92], S. 369-370). Das Losungsschema des implementierten Zwei-Fluid-
Modells ist ein angepasster SIMPLE-Algorithmus (engl.: ,,.Semi Implicit Method for Pressure Linked Equations*
([94], S. 103)) (vgl. [94], S. 103-105). Fiir eine bessere Konvergenz werden die Momentengleichungen nach einem
semi-impliziten Verfahren, wie in ([139], S. 143) erldutert, gelost. Das Vorgehen ist in Abbildung 2.4 skizziert und
wird im Folgenden beschrieben (vgl. [138], S. 4; [94], S. 103-105).

1. Die Kontinuititsgleichung (2.53) einer jeden Phase wird gelost, sodass oy bekannt ist.

2. Fiir beide Phasen wird mit o und der Momentengleichung (2.29) die Geschwindigkeit ¢ unter Annahme

eines Druckfelds berechnet.

3. Die errechnete Geschwindigkeit 9, wird fiir beide Phasen in die Kontinuitidtsgleichung (2.53) eingesetzt.
Die Kontinuititsgleichungen beider Phasen werden addiert und die Bilanz der Gesamtmasse auf Konsistenz

tiberpriift. Aus den Inkonsistenzen der Massenbilanz werden Druckkorrekturterme p’ berechnet.

4. Weitere Gleichungen des Turbulenzmodells bzw. gegebenenfalls des Kavitationsmodells werden gelost.
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2 Grundlagen

Entsprechend diesem iterativen Verfahren wird die Losung approximiert, bis die Inkonsistenz in der Massenbilanz
unter einer gewéhlten Schranke ist. Im Losungsprozess kann dann im nichsten Zeitschritt analog verfahren werden.

Falls die Massenbilanz oberhalb der gewihlten Schranke ist, wird eine erneute Iteration berechnet.

‘ Turbulenzgleichungen ‘

‘ Gleichungen des Ravitationsmodells ‘

nein ja
4{ konsistent? }J—.{ t=t+At ‘

Abbildung 2.4: grafische Darstellung des angepassten SIMPLE-Algorithmus in AVL Fire™ (vgl. [138], S. 4; [94], S. 103-105).

2.4 PDF-Methoden

In Kapitel 1.2 wurde die Berechnungsmethode RANS bereits eingefiihrt. Sie beschreibt das Stromungsfeld mit
Mittelwerten wie z.B. der mittleren Geschwindigkeit U. Sie unterscheidet sich von der lokalen und instantanen
Stromungsgeschwindigkeit U in einem Experiment, da U einen zufilligen Charakter aufweist ([106], S. 34).

Turbulente Stromungen verhalten sich sensitiv gegeniiber kleinsten Anderungen der Anfangs- oder Randbe-
dingungen ([106], S. 35). Einzelrealisierungen turbulenter Stromungen unter scheinbar identischen Bedingun-
gen unterscheiden sich deshalb ([106], S. 34). Die Betrachtung einer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (engl.:
,,probability density function (PDF)“ ([106], S. 39)) erméglicht eine Aussage iiber die Auftretenswahrscheinlich-
keiten dieser Unterschiede ([10], S. 442-443). In Kapitel 2.4.1 sind die grundlegenden Eigenschaften von Wahr-

scheinlichkeitsdichtefunktionen zusammengefasst.

2.4.1 Wahrscheinlichkeiten und bedingte Wahrscheinlichkeiten im Kontext von PDFs
Die Wahrscheinlichkeit P, dass eine Zufallsgrofe 7 im Ereignisraum 7 einen Wert innerhalb des Intervalls
Ty < T < T, annimmt, kann durch Integration der PDF f(T*) berechnet werden ([104], S. 124)

T
P<T<T)= | fr(T")dT". 2.64)
T

Wird die PDF iiber den gesamten Ereignisraum integriert, ergibt sich ([104], S. 137)

+me(T*)dT* =1 (2.65)
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2.4 PDF-Methoden

Der Mittelwert oder Erwartungswert (vgl. [136], S. 46) T der GroBe T kann mit dem Integral (vgl. [104], S.129)

~+oo
T=[ T fp(T)dT* (2.66)

berechnet werden. Eine alternative Schreibweise fiir den Mittelwert T ist (T) (vgl. [104]). Gleichung (2.66) kann
allgemein fiir eine Funktion g(7') formuliert werden ([104], S. 137)

400
@(T) = [ e(T)fr(r)ar”. .67

—o0

In Kapitel 1.2 wurde bereits darauf hingewiesen, dass eine Integration der PDF iiber T* dazu fiihrt, dass ihre
Abhingigkeit von T* verloren geht. Dies ist akzeptabel, wenn diese Information nicht weiter von Relevanz ist
(vgl. Gleichung (2.65)) oder die Integration zur Berechnung eines Mittelwerts (vgl. Gleichungen (2.66) und (2.67))
verwendet wird. Eine gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fiir mehrere Skalargrofen heifit ,,Verbund-
PDF* ([44], S. 129) (engl.: ,Joint PDF*, ,JPDF* ([104], S. 141; [67], S. 603)). Sei y der Ereignisraum von
®. Ist die JPDF frqo(T*, ) zweier GroBen T und P bekannt, kann eine Aussage iiber die Wahrscheinlichkeit
P(T*<T <T*4dT*,y < ® < y+dy) getroffen werden (vgl. [104], S. 130)

P(T"<T<T*"4+dT*",y <O < y+dy) = fre(T*,y)dT dy. (2.68)

Analog zu Gleichung (2.67) kann mit Hilfe der JPDF fre(T*, ) der Mittelwert (g(T,®)) berechnet werden

Hoo oo
@r.@) = [ [ e a1 pdT dy. (2.69)

Wenn A und B Ereignisse mit Wahrscheinlichkeiten P(A) und P(B) sind und P(AB) die Wahrscheinlichkeit ist,
dass A und B gleichzeitig eintreten, ist P(A | B) die Wahrscheinlichkeit fiir Ereignis A unter der Bedingung, dass
Ereignis B eingetreten ist ([104], S. 132)

P(A|B)=P(AB)/P(B). (2.70)
Fiir die bedingte PDF fy  gilt analog (vgl. [104], S. 133)

faj = fas/ [B- (2.71)

Die Ereignisse A und B sind unabhingig, falls fsp = fa, so dass mit Gleichung (2.71) gilt (vgl. [104], S. 133)

Ja = fapfs = fafs- (2.72)

Analog zu Gleichung (2.67) kann der bedingte Mittelwert berechnet werden, wenn die bedingte PDF f7q bekannt

ist (vgl. [104], S. 133)
~+oo

@(T.9) |0 =y) = [ o(T" W)fro(T" | Y)T". @73)

—o0

Der Zusammenhang zwischen dem bedingten Mittelwert in Gleichung (2.73) und dem (nicht-bedingten) Mittelwert
(g(T,®)) kann mit Gleichung (2.71) gezeigt werden ([104], S. 133)

o0 o0 oo
W) ®) [0 =iy = [ folw) [ eI W)fra(T" | widT dy =

— —o0

+oo  prfoo
:/ﬂo [m &(T*¥) fro(T*, w)dT dy = (g(T,®)). (2.74)

27



2 Grundlagen

Die letzte Umformung in Gleichung (2.74) folgt mit Gleichung (2.69). Die Relation der Mittelwerte in Gleichung
(2.74) wird in Kapitel 3.6.2.2 benétigt. Zwischen der JPDF fr¢ und den PDFs fr und fg bestehen die Zusammen-
hinge (vgl. [104], S. 130)

oo +oo

fro(T*, y)dvy = fr fro(T*, v)dT" = fo. (2.75)

Es sei angemerkt, dass fiir Mittelwerte gilt ([104], S. 127)

00,\ (D)
8xj o axj

0B, \ (D)
< 5, >_ s (2.76)

2.4.2 PDF-Methoden in der Verbrennung

Die Betrachtung von Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen hat sich im Bereich der Verbrennung etabliert (vgl.
z.B. [51]). Durch die exponentielle Abhingigkeit der chemischen Reaktionsrate von der Temperatur ist es nicht
ausreichend, die mittlere chemische Reaktionsrate mit Mittelwerten zu berechnen (vgl. [103], S. 299-300). Alter-
nativ kann die gesamte PDF sowie ihr Transport zur Analyse herangezogen werden (vgl. z.B. [103]). In ([104],
S. 135-136) wird der Massenanteil einer Spezies a mit ®, bezeichnet und mehrere Massenanteile unterschiedlicher
Spezies im Vektor @ zusammengefasst. Die Transportgleichung fiir die PDF dieser Massenanteile f¢ kann aus den
Erhaltungsgleichungen hergeleitet werden (vgl. [P2] in Abbildung 1.5) ([104], S. 187)

%(P(ﬂ)f2)+%(P(‘I/)<Ui|E>f2)+8i(p(£)Q(y)fg): g (C))i

v v W) fe), @.77)

1

wobei t die Zeit, x; die Raumkoordinate in i-te Richtung und U; die entsprechende Geschwindigkeitskomponente
darstellen. Der Quellterm ist mit Q gekennzeichnet. In Gleichung (2.77) beschreibt der dritte Term auf der linken
Seite demnach den Einfluss durch chemische Reaktion und der Term auf der rechten Seite stellt den Transport
im y-Raum aufgrund molekularer Durchmischung dar ([104], S. 187). Die Dichte p in Gleichung (2.77) hingt
ausschlieBlich von den Massenanteilen @ ab und J¢ reprisentiert den diffusiven Massenflussvektor der Spezies
a ([104], S. 134). Der Operator (- | y) = (- | & = y) bezeichnet den Erwartungswert unter der Bedingung, dass
die Massenanteile & den Wert ) aufweisen (vgl. [104], S. 133 und Gleichung (2.73)). Die PDF in Gleichung
(2.77) gilt fiir jeden Punkt im Raum und in der Zeit separat (vgl. [104], S. 133-134; [106], S. 552). Sie enthilt
keine zusammenhingende Information iiber mehrere raumliche Punkte oder mehrere Zeiten, weshalb von einer
,ein-Punkt-eine-Zeit-PDF* ([44], S. 201) (engl.: ,,one-point one-time (...) PDF* ([106], S. 552)) gesprochen wird
(vgl. [104], S. 133-134). Die dichtegewichtete Mittelung aus Gleichung (2.13) kann auch im Zusammenhang mit
PDFs angewendet werden ([104], S. 187)

(P)fo(W:x.1) = p(¥) fa(¥;x,1). (2.78)

Mit Gleichung (2.78) kann die PDF Transportgleichung (2.77) mit dichtegewichteten Grolen geschrieben werden
([104], S. 187)

a (P §)+%(Ui<p>fg)+ 7 (0w ip)s) = o (2

v ®) =5, v)(p)fo

pox '~ f)—$(<u;’| w)(p)fe). (2.79)
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2.4 PDF-Methoden

Die ersten beiden Terme auf der linken Seite in Gleichung (2.79) stellen den Transport aufgrund der mittleren
Geschwindigkeit U; dar ([104], S. 187). Der letzte Term in Gleichung (2.79) beschreibt den mittleren Einfluss

turbulenter Geschwindigkeitsfluktuationen und kann mit dem Gradientenansatz modelliert werden ([104], S. 187)

~

. d
(] | w)(p)fo=—D; a’; 9 (2.80)

In Gleichung (2.80) ist D; der turbulente Diffusionskoeffizient, fiir den hidufig der Ansatz ([104], S. 186-187)

_ M

D, =
! SC[

(2.81)
gewdhlt wird. Fiir die dynamische Wirbelviskositét p, gilt der Zusammenhang zur kinematischen Wirbelviskositit

v, ([52], S. 429-430)
He = PpVr. (2.82)

Die Herleitung der PDF-Transportgleichung (2.79) fiir skalare Gréen im Verbrennungsbereich istin ([104], S. 134-187)
durchgefiihrt. Ausgangspunkt sind hierbei die Transportgleichungen fiir Masse, Impuls und fiir eine Skalargrofe

dp 0
W"‘TM(PUJ—O
an an _ (97',‘]' ap
Por TPy T o o TPY

@, 9P, 9L

P TPUG T o,

(2.83)

+pS,.

Die Skalargleichung kann fiir jeden Massenanteil ®, formuliert werden mit a = 1..n,, wobei n, die Spezies-
anzahl kennzeichnet (vgl. [104], S. 134-135).! In den Gleichungen (2.83) kennzeichnet J¢ den diffusiven Mas-
senfluss, der ebenfalls in der PDF-Transportgleichung (2.79) enthalten ist. Aus der ein-Punkt-eine-Zeit-PDF-
Transportgleichung (2.77) bzw. (2.79) konnen Erhaltungsgleichungen fiir entsprechende statistische Werte ab-
geleitet werden (vgl. [51], S. 252). Mit Gleichung (2.65) kann aus den Gleichungen (2.77) bzw. (2.79) durch Inte-
gration iiber den Ereignisraum y die mittlere Kontinuitétsgleichung erhalten werden ([51], S. 252). Entsprechend
Gleichung (2.66) konnen die Gleichungen (2.77) bzw. (2.79) durch Multiplikation mit y und Integration iiber den

Ereignisraum zur Herleitung der Transportgleichung der mittleren Speziesmasse genutzt werden ([51], S. 252).

2.4.3 Losung der PDF-Transportgleichung

Zur Losung von PDF-Transportgleichungen existieren deterministische und Monte-Carlo-Methoden, wobei erstere
aufgrund sehr schwer l1osbarer Integrale entfallen ([104], S. 153). Monte-Carlo-Methoden approximieren die PDF
durch eine groe Anzahl N ,stochastischer Partikel* (engl.: ,,stochastic particles™ ([104], S. 153)), deren Trans-
portgleichung numerisch leicht 16sbar ist ([104], S. 153). Sind N stochastische Partikel fiir den Massenanteil ®
einer Spezies mit ®(1),®?2) . &) bekannt, kann die PDF fg () entsprechend ([104], S. 127, 153)

(6(y —D)n ~ fao(y) (2.84)

1 Es sei angemerkt, dass eine der Skalargleichungen in den Gleichungen (2.83) durch die Bedingung fiir die Speziesmassenbriiche Yoo @, =1
ersetzt werden kann. An Stelle von Speziesmassenbriichen konnte fiir eine Mischung von Spezies, die jeweils als ideales Gas aufgefasst
werden, auch eine Zerlegung in Partialdriicke oder Partialdichten erfolgen. Jede dieser Formulierungen ist gleichwertig und fiihrt zu einer

entsprechenden Form der PDF-Transportgleichung [18].
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2 Grundlagen

approximiert werden. In Gleichung (2.84) ist § die Delta-Funktion. Der Operator (-)x kennzeichnet eine Ensemble-
Mittelung ([104], S. 128)

N
(g @)y = )" g(@"). (285)
n=1

In Gleichung (2.85) wurde der Operator beispielhaft auf eine Funktion g(®) angewandt. Der Ensemble-Mittelungs-
operator fiir die stochastischen Partikel in Gleichung (2.85) ist analog zur Ensemble-Mittelung von Messwerten in
Gleichung (2.37) formuliert. Zur Veranschaulichung wird in Abbildung 2.5 die PDF einer exemplarischen Grof3e 8

2) ., ®WN)  repriisen-

durch N = 10 Delta-Funktionen approximiert. Eine mogliche Interpretation ist, dass ®(1),d(
tative Werte™ (engl.: ,,representative values* ([101], S. 161)) von @ darstellen. Die stochastischen Partikel mit den
Ereignissen ®(1),®?) . W) werden daher auch als ,,samples (vgl. [90], S. 172) (dt.: Stichproben) bezeichnet.

Es kann gezeigt werden, dass fiir N — oo die Approximation der PDF in Gleichung (2.84) exakt ist ([101], S. 164).

|
\ ——PDF
— sample

Wahrscheinlichkeitsdichte

Abbildung 2.5: Approximation der PDF durch N = 10 samples. Fiir N — oo ist diese Approximation exakt ([101], S. 164).

2.4.3.1 Lagrange Betrachtung der samples

Die samples konnen in Lagranger Betrachtungsweise berechnet werden. In Kapitel 2.1 wurden Lagrange Partikel
bereits eingefithrt. Um den Einfluss einer Geschwindigkeit mit zufilligem Charakter zu beriicksichtigen, wird
ein stochastischer Prozess fiir die Geschwindigkeit des Lagrangen Partikels formuliert (vgl. [101], S. 153). Fiir
homogene und isotrope Turbulenz kann die Geschwindigkeit mit Hilfe der ,,Langevin®“([106], S. 484)-Gleichung
formuliert werden ([106], S. 484; vgl. Gleichung (2.101))

au() = -v@+ (Z—GLZ> Paw ), (2.86)
i3 T
mit den positiven Konstanten 7; und o; und dem Wiener-Prozess W (vgl. Kapitel 2.5.2). In der Langevin-
Gleichung (2.86) modelliert U die Partikelgeschwindigkeit U™ in Kapitel 2.1 (vgl. [106], S. 484). Das Minus-
Zeichen auf der rechten Seite in Gleichung (2.86) resultiert aus dem zweiten Newtonschen Gesetz (vgl. [116], S. 56),
nach dem die Geschwindigkeitsdnderung proportional zur Summe aller auf das Partikel wirkenden Krifte ist
(vgl. Gleichung (2.3)). Erfahrungsgemif ist die Reibungskraft ~ —U die bestimmende Kraft (vgl. [147], S. 4).
Die Langevin-Gleichung (2.86) modelliert wie das ,,Discrete random walk“([132], S. 381)-Modell in Kapitel
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2.1 turbulente Fluktuationen in der Geschwindigkeit. Fiir die Geschwindigkeit ergibt sich aus Gleichung (2.86)

([106], S. 484)

At 207 At
¢

U(t—|—At):U(t)—U(t)?L—|— T

(1), (2.87)

wobei At — 0. In Gleichung (2.87) wurde der Wiener-Prozess durch eine gauBverteilte Zufallszahl & approximiert,
fiir die gilt

(§(1))=0 HORES (2.88)
und die unabhéngig in der Zeit und unabhingig von der Geschwindigkeit des alten Zeitschritts ist ([106], S. 484)
(E(ME[)) =0, firt #t (E(U()) =0, firt <rt. (2.89)

Die Geschwindigkeit U wird als gauB3scher Markov-Prozess modelliert ([106], S. 485). Bei turbulenten Strémun-
gen gilt fiir die Konstanten in den Gleichungen (2.86) und (2.87) ([106], S. 486)

2 2
0L _ e (2.90)
1L
3
T = ZCOE 2.91)

mit der turbulenten kinetischen Energie k und der Dissipation €. Das ,,simplified Langevin model* ([106], S. 489)
erweitert die Langevin-Gleichung (2.86) auf inhomogene turbulente Stromungen und formuliert fiir die Geschwin-
digkeit eines stochastischen Partikels ([106], S. 489)

19(p) € ( 1 3

dt — — (5 + 5Co) (Ui(t) = (U))dt + \/CogdWi(t). (2.92)

e AT R

In Gleichung (2.92) ist (p) der mittlere Druck. Die stochastischen Partikel kénnen in Lagranger Betrachtungsweise

gelost werden (vgl. [23]). Die Nachteile bei der Verwendung Lagranger Partikel sind bereits in Kapitel 2.1 genannt.

2.4.3.2 Eulersche Betrachtung der samples

Eine Alternative zur Berechnung der samples als Lagrange Partikel ist die Betrachtung als stochastische Felder in
Euler-Betrachtungsweise durch die Anwendung der Stochastischen Feldmethode (SFM) (vgl. [135]; Kapitel 1.2).
Die stochastischen Felder werden durch stochastische partielle Differentialgleichungen (SPDEs) beschrieben. Die
SPDE:s fiir den Transport einer Skalargrofe in der Verbrennung sind in [135], [119] hergeleitet. Die Herleitungen
starten von der dichtegewichteten PDF-Transportgleichung fiir eine Skalargrofle in Gleichung (2.79) (vgl. [119])
bzw. von der Schreibweise, wie sie in ([101], S. 160) dargestellt ist (vgl. [135]). Bei der Herleitung der SPDEs
zur Beriicksichtigung einer fluktuierenden Geschwindigkeit verfolgt [119] den Ansatz, dass die Geschwindigkeit
eines samples in Euler-Betrachtungsweise in einen deterministischen Drift-Anteil U¢ und einen zufilligen Anteil
U$ aufgeteilt werden kann ([119], S. 3)

U=U%+U?, (2.93)

wobei U¢ gauB3verteilt ist. Der Ansatz in Gleichung (2.93) dhnelt der Modellierung der Geschwindigkeitsfluktua-
tionen in der Langevin-Gleichung (2.86). Es wird gezeigt, dass die PDF-Transportgleichung (2.79) durch N SPDEs

([119],S.4)
90 529, gy d 19 ) 36

o o o ) o (D ay) = M(Bxn) +0(6) (2.94)
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2 Grundlagen

in Eulerscher Betrachtungsweise approximiert werden kann. Der Micromixing-Term in Gleichung (2.94) ist mit
M gekennzeichnet und beschreibt den diffusiven Massenfluss (vgl. [119], S. 2; Gleichung (2.83)). Die zeitliche
Ableitung des Wiener-Prozesses ist mit W gegeben und beriicksichtigt den stochastischen Einfluss durch die tur-
bulente Advektion (vgl. [119], S. 3,7). Gleichung (2.94) liefert in jeder Rechenzelle einen Wert fiir 6, weshalb von
einem stochastischen Feld gesprochen wird (vgl. [119], S. 3). Jede der N SPDEs beschreibt den Transport eines
samples. Werden N SPDEs entsprechend Gleichung (2.94) gelost, ergeben sich in jeder Rechenzelle N samples
6,6, ...,6™) zur Approximation der PDF (vgl. [135], S. 159; Abbildung 2.5).

Die Verwendung Lagranger Partikel geht mit einer komplexen Kopplung von Lagranger- und Eulerscher Betrach-
tungsweise einher ([61], S. 1622). Diese Kopplung entfillt bei der Stochastischen Feldmethode, da nur die Eu-
lersche Betrachtungsweise verwendet wird. Ein detaillierter Vergleich Lagranger Partikel und der Stochastischen
Feldmethode ist [119] zu entnehmen. Die Stochastische Feldmethode wurde in den vergangenen Jahren erfolg-
reich fiir den Transport von Skalargroflen, wie beispielsweise dem Massenanteil einer bestimmten Spezies, bei
LES-Berechnungen im Bereich der Verbrennung angewandt (vgl. z.B. [61], [58], [60]). Eine Anwendung auf die
LES-Berechnung von Schadstoffbildung in Abgasstromen erfolgte ebenfalls [43], [42]. Die Anzahl stochastischer
Felder N varriert hierbei zwischen 8, 16 (vgl. [60], S. 177), 12 und 18 (vgl. [42], S. 5). Der standardisierte statis-
tische Fehler sinkt mit steigender Feldanzahl N nach dem Zentralen Grenzwertsatz (vgl. [131], S. 216-218) und
kann analog zur Betrachtung der samples als Lagrange Partikel bestimmt werden ([104], S.128; vgl. [42], S. 5)

c
EN=—=. 2.95
NE N (2.95)
In Gleichung (2.95) ist 6 = 1/ ((®"2)) die Standardabweichung der samples. Die Fluktuation um den Mittelwert
ist mit @' bezeichnet (vgl. Gleichung (2.6)).

Die Anwendung der Stochastischen Feldmethode auf Zweiphasenstromungen erscheint attraktiv, da stochastische
Fluktuationen als PDFs beriicksichtigt und gleichzeitig rechenintensive Lagrange Partikel vermieden werden kon-
nen (vgl. Kapitel 2.1). Innerhalb unserer Forschungsgruppe wurde die Stochastische Feldmethode bereits in LES-
Berechnungen von Zweiphasenstromungen verwendet [26], [107] (vgl. Kapitel 1.3). Die in Gleichung (2.94) dar-
gestellte Form der SPDE wurde beibehalten und auf den Volumenanteil ¢; der dispersen Phase angewandt

da y da 90 1 9, dal

+0; +/2D W5t —

9% _ 9 ) )
o1 o a5 pyam Do) =Ml + 0o, (290

Das n-te sample von ¢ ist in Gleichung (2.96) mit chi"> gekennzeichnet, wobei n = 1..N. In [17] wird ein ent-
sprechender Ansatz ohne einen Micromixing-Term M verfolgt. Die Existenz des Micromixing-Terms bei Anwen-
dung der Stochastischen Feldmethode auf das Zwei-Fluid-Modell wird in Kapitel 3.6.1 diskutiert. Im Rahmen
der vorliegenden Arbeit wird die Anwendung der Stochastischen Feldmethode auf das in Kapitel 2.2.1 vorgestell-
te Zwei-Fluid-Modell im Kontext von RANS-Berechnungen diskutiert. In Kapitel 3.6.2 wird gezeigt, dass eine
Verwendung von Gleichung (2.96) im Zwei-Fluid-Modell zu Konsistenzproblemen fiihrt.

2.5 Stochastische Prozesse

Das Kapitel 2.5 behandelt die Grundlagen stochastischer Prozesse, die fiir ein Verstidndnis der vorliegenden Arbeit
notwendig sind. Fiir eine detailliertere Behandlung sei auf [41], [68] und [50] verwiesen. Das aktuelle Kapitel baut
auf die Kenntnisse zu PDFs, JPDFs sowie bedingten PDFs aus Kapitel 2.4.1 auf.

Stochastische Prozesse beschreiben Systeme, in denen eine zeitabhingige Variable a(r) existiert (vgl. [41], S. 42).

Werden die Messwerte von a(f) zu den Zeitpunkten fy,1,,t3,... mit aj,ap,as,... bezeichnet, beschreibt die JPDF
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flai,t;a2,t;a3,13;...) das Gesamtsystem ([41], S. 42). Seien by,bs, b3, ... die Werte eines Prozesses b(¢) zu den
Zeitpunkten Ti,72,73,..., gilt fir die bedingte JPDF f(ay,t1;a2,6;... | b1, 7T1;b2,72;...) mit Gleichung (2.71)
([41], S. 42)

flay,tisan, ;... | by, 11302, 15 ...) = flar,tisan, ;.. b1, 11302, 1252 ) [ f (b1, 11562, 725..). (2.97)
Die Definition des Markov-Prozesses baut auf die JPDF in Gleichung (2.97) auf.

2.5.1 Markov-Prozess

Fiir einen Markov-Prozess gilt mit der bedingten JPDF in Gleichung (2.97) ([41], S. 42-43)
flar,tisaz,t; ... | b, 1302, 125 ...) = flay,tisaz,t2; ... | br,m), (2.98)

wobeit; >t >3 > ... > T > T > .... Der Zustand eines Markov-Prozesses hingt lediglich vom letzten Zeitschritt

ab (vgl. [41], S. 43). Er ist unabhingig von den vorherigen Zeitschritten.

2.5.2 Wiener-Prozess

Der Wiener-Prozess W(¢) ist ein Markov-Prozess ([41], S. 66). Im Folgenden seien einige Eigenschaften des

Wiener-Prozesses zusammengefasst ([50], S. 117):
* Der Startwert ist definiert als W (z = 0) = 0 und tritt mit der Wahrscheinlichkeit P(W(0) =0) = 1 ein.

» Fiir die Zeitpunkte #( bis #,, wobei 0 <ty <1} < ... < f,, sind die Zuwichse W (t;) — W(1),...,W(t,) —
W (t,—1) stochastisch unabhingig.

* Die Differenz des Wiener-Prozesses zu zwei Zeitpunkten ¢ und 7, mit 0 < #; < #, folgt einer Normalvertei-

lung, deren Varianz der zeitlichen Differenz der Argumente entspricht: (W (t2) =W (1) )) ~ A (0,1 —17).

Ein ,,Gau3scher Random Walk* [3] kann fiir eine Approximation des Wiener-Prozesses genutzt werden (vgl. [50],
S. 113-116; [43], S. 1082)

Woa ~ VALY &, (2.99)
k=1

wobei &, unabhiingige und standardnormalverteilte Zufallszahlen sind. Die Schrittzahl ist durch s, gekennzeichnet.
Fiir das Differential dW mit W = dW /dt folgt aus Gleichung (2.99)

dW (1) = dWy.p = Vi (1). (2.100)

Fiinf beispielhafte Verlaufe eines Wiener-Prozesses, approximiert nach Gleichung (2.100), sind in Abbildung 2.6
dargestellt.

2.5.3 Langevin-Gleichung

Gilt fiir eine ZustandsgroBe X (¢) die stochastische Differentialgleichung
dX(t) =Ar(t,X(t))dt + By (t,X(1))dW (1), (2.101)

wird der Prozess als ,,Diffusionsprozess® (engl.: ,diffusion process* ([86], S. 136)) bezeichnet. Die Funktionen
AL(t,X (1)) und By (¢,X(¢)) beschreiben Drift und Diffusion ([86], S. 136). Gleichung (2.101) wird als ,,Langevin*
([86], S. 136)-Gleichung bezeichnet.
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Zeit t

Abbildung 2.6: Fiinf beispielhafte Verldufe des Wiener-Prozesses, approximiert mit dem GauBschen Random Walk (vgl. [3]; Gl. (2.100)).
Berechnet und geplottet mit MATLAB R2014b.

2.5.4 Fokker-Planck-Gleichung

Die zugehorige Transportgleichung der PDF f des Diffusionsprozesses in Gleichung (2.101) lautet (vgl. [86],

S. 136-137; [118], S. 4-5) )

%{ - —%(AL(t,x)f) +%%(BL(t7x)f) (2.102)
und wird ,,Fokker-Planck“([41], S. 118)-Gleichung genannt. Riickblickend lisst sich feststellen, dass die PDF-
Transportgleichung (2.79) einer Skalargrofle im Verbrennungsbereich mit dem Modell in Gleichung (2.80) eine
Fokker-Planck-Gleichung mit Quellterm ist. Sie wird in ([119], S. 3) als entartete, hypoelliptische Fokker-Planck-
Gleichung charakterisiert.

Fiir die Beziehung zwischen der Fokker-Planck-Gleichung und der quantenmechanischen Bilanzgleichung ,,Mas-
tergleichung® (vgl. [39] S. 373) sei auf ([41], S. 246) verwiesen.

2.5.5 Liouville-Gleichung

Gilt in der Langevin-Gleichung (2.101) By (¢,X(r)) = 0, entfillt der Zufallsterm und ein deterministischer Pro-
zess wird beschrieben ([124], S. 19). Die zugehorige PDF-Transportgleichung (vgl. (2.102)) ist die sogenannte
wLiouville“([124], S. 20)-Gleichung

% = f%(AL(t,x)f). (2.103)
Wenn Ay (z,x) durch zufillige Fluktuationen beeinflusst wird, ist Gleichung (2.103) eine stochastische Liouville-
Gleichung (vgl. [146], S. 150). In ([146], S. 152) wird gezeigt, dass eine Mittelung der stochastischen Liouville-
Gleichung, deren Koeffizienten entsprechend einer Langevin-Gleichung (2.101) fluktuieren, zu einer Fokker-
Planck-Gleichung fiihrt. Letzere enthilt einen Diffusionsterm, der aus dem Drift-Term der Langevin-Gleichung
resultiert (vgl. [146], S. 152).
Nach dieser kurzen Zusammenfassung der fiir das Verstidndnis dieser Arbeit notwendigen Grundlagen wird in

Kapitel 3 die Anwendung der Stochastischen Feldmethode auf das Zwei-Fluid-Modell analysiert.
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Der Vorteil einer Anwendung der Stochastischen Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell sei im Folgenden beispiel-
haft an der Berechnung der lokalen bzw. instantanen Grofe ,,Blasengrofie anschaulich diskutiert. In Abbildung
2.2 wurde gezeigt, dass im herkommlichen Zwei-Fluid-Modell eine real existierende Blasengrofenverteilung durch
die Betrachtung einer mittleren Blasengrofle ersetzt wird. Der Einfluss lokal bzw. instantan auftretender, seltener
Ereignisse, beispielweise eine sehr grofie Blase, wird nicht direkt beriicksichtigt. Zur Beachtung dieser seltenen
Ereignisse wird eine Blasengroenverteilung benétigt. Gleichung (2.28) zeigt den Zusammenhang zwischen dem
mittleren Volumenanteil o; und dem mittleren Blasenradius rg;. Entsprechend sind die Verteilungen der beiden
GroBen korreliert. Hiangt ein Modell (wie beispielsweise der Quellterm in Gleichung (2.20)) direkt oder indirekt
vom Blasenradius rp; bzw. dem Volumenanteil o;; ab, kann durch die Verwendung einer Verteilung an Stelle ei-
nes Mittelwerts ein genaueres Ergebnis erzielt werden.Vor allem stark nichtlineare Funktionen lassen durch die
Verwendung der Verteilung an Stelle des Mittelwerts eine Verbesserung erwarten. Im Rahmen dieser Arbeit sollen
nicht die Modelle fiir die Korrelation der einzelnen GroBen verbessert werden (vgl. Gleichungen (2.23), (2.28)).
Vielmehr soll analysiert werden, wie die Stochastische Feldmethode genutzt werden kann, um Schwankungen im
Rahmen eines bestehenden Kavitationsmodells zu beriicksichtigen.

Innerhalb des Kapitels 3 wird diskutiert, wie die Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell verwendet
werden kann. Kapitel 3.1 stellt den Bezug zwischen den stochastischen Feldern und der Realitit einer Zweipha-
senstromung her. Kapitel 3.2 demonstriert die Approximation einer PDF durch stochastische Felder. Thr Transport
wird in Kapitel 3.3 an einem beispielhaften Term veranschaulicht. Ein Vergleich mit konkurrierenden Modellen
erfolgt in Kapitel 3.4.

Bisherige Anwendungen der Stochastischen Feldmethode auf Zweiphasenprobleme (vgl. Kapitel 1.3) erfolgten
analog zur Anwendung auf eine Skalargrofle im Verbrennungsbereich. Kapitel 3.5 zeigt einen erster Ansatz fiir
die Herleitung der PDF-Transportgleichung fiir das Zwei-Fluid-Modell und das Drift-Flux-Modell. Die Herleitung
unterscheidet sich von derjenigen fiir eine Skalargro3e im Verbrennungsbereich (vgl. [104], S. 141-142, 187). Es
wird auf die Unterschiede hingewiesen, von denen einige die Grundlage fiir einen weiteren wissenschaftlichen Dis-
put bieten. Kapitel 3.6 weist auf Unterschiede der PDF-Transportgleichung fiir beide Bereiche hin und diskutiert
diese. Es wird gezeigt, dass die Stochastische Feldmethode, wie sie fiir eine Skalargroffe im Verbrennungsbe-
reich hergeleitet wurde, nicht analog auf das Zwei-Fluid-Modell angewendet werden kann. Hierfiir wird in Kapitel
3.6.1 demonstriert, dass die Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell keinen Micromixing-Term ent-
halten kann. Weiterhin darf sie keinen Term fiir die mittlere turbulente Advektion enthalten, um konsistent zum
verwendeten Zwei-Fluid-Modell zu sein. Um dies zu demonstrieren wird in Kapitel 3.6.2 angenommen, dass die
PDF-Transportgleichung fiir den Volumenanteil im Zwei-Fluid-Modell analog zur PDF-Transportgleichung fiir
eine Skalargrofie im Verbrennungsbereich ohne Micromixing-Term formuliert werden kann. Thre Konsistenz zum
Zwei-Fluid-Modell wird durch Herleitung der Transportgleichung des mittleren Volumenanteils auf zwei Arten
gepriift: Mit Hilfe einer Ensemble-Mittelung der SPDE und durch Integration der PDF-Transportgleichung. Beide
Arten zeigen, dass die Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell keinen Term fiir die mittlere turbulente
Advektion aufweisen darf, um konsistent zum verwendeten Zwei-Fluid-Modell zu sein. Eine konsistente Formu-
lierung der Stochastischen Feldmethode fiir das Zwei-Fluid-Modell wird in Kapitel 3.6.3 vorgestellt.

Die Stochastische Feldmethode soll die Berechnung von Verteilungen im Zwei-Fluid-Modell mit iiberschaubarem
Rechenaufwand durch die Berechnung stochastischer Felder ermoglichen. Der Einfluss der in Abbildung 1.11 dar-
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gestellten Faktoren ist bei der Implementierung zu beachten. Innerhalb dieser Arbeit wird die Stochastische Feld-
methode zur Berechnung einer Verteilung des Volumenanteils der dispersen Phase ¢¢; unter Beriicksichtigung lokal
bzw. instantan auftretender Ereignisse angewandt. Um eine stérungsbehaftete Gleichung fiir den Volumenanteil o,
zu formulieren, muss ein Mittelungsoperator auf die instantane Kontinuititsgleichung (2.14) angewendet werden.
Gleichung (2.15) ist die Transportgleichung fiir den mittleren Volumenanteil ¢, wobei die zeitliche Mittelung zur
Herleitung verwendet wurde. Kapitel 2.2.1.9 diskutiert, dass dieselbe Gleichung auch unter Verwendung anderer
Mittelungsoperatoren erhalten werden kann. Die Transportgleichung fiir den mittleren Volumenanteil (2.15) ist
Schwankungen ausgesetzt. Die Beriicksichtigung stochastischer Fluktuationen im Quellterm wird als besonders
gewinnbringend eingeschitzt (vgl. Abbildung 1.11). In den Kapiteln 3.7.1 und 3.7.2 werden die Schwankungen
im Quellterm weiter differenziert: Schwankungen im Quellterm aufgrund einer lokal bzw. instantan variierenden

Blasendichte und Schwankungen aufgrund stochastischer Schwankungen in der Druckdifferenz.

3.1 Interpretation von stochastischen Feldern im Zwei-Fluid-Modell

Wird die Stochastische Feldmethode genutzt, um eine Verteilung des Volumenanteils o; zu berechnen, enthalten
die N stochastischen Felder N Volumenanteile Oc‘(il), 512), s a(EN). Die Wahl der Betrachtungsweise bestimmt
den Bezug zwischen den stochastischen Feldern und real existierenden Ereignissen. Im Folgenden werden zwei

mogliche Betrachtungsweisen am Beispiel des lokalen Ereignisses unterschiedlicher Blasengrofien vorgestellt.

3.1.1 Betrachtungsweise globaler Reprasentanten

Die Betrachtungsweise globaler Reprisentanten geht davon aus, dass die innerhalb einer Rechenzelle globale Gro-
Be o, aufgrund lokaler Ereignisse schwankt. Der Grund fiir diese Schwankung kann das Vorkommen unterschied-
licher Blasengrof3en oder anderer stochastischer Einfliisse (vgl. Kapitel 3.7) sein.

Sei die Menge aller in der Realitdt moglichen Volumenanteile der dispersen Phase innerhalb der betrachteten Re-

chenzelle
{afﬁ | reN\{O}}. 3.1)

Ein stochastisches Feld ch(,"> ist ein zufilliges Element der Menge moglicher Volumenanteile

ol e {af[) |reN\ {0}} . (3.2)
Die Menge der stochastischen Felder ist Teilmenge der Menge aller moglichen Volumenanteile
{aji”wneN\{O}AngN}g{agHreN\{O}} (3.3)

und reprisentiert Stichproben der moglichen Volumenanteile. Werden N stochastische Felder berechnet, wird die
Verteilung des Volumenanteils oy; innerhalb einer Rechenzelle durch die Betrachtung von N Stichproben reprisen-
tiert. Sie entsprechen den N samples aus Kapitel 2.4.3 (vgl. Abbildung 2.5) und sind fiir N = 9 in Abbildung 3.1
oben links als neun Volumenanteile skizziert. Die Schwankungen im globalen Volumenanteil ¢; innerhalb einer
Rechenzelle konnen mit lokalen Ereignissen in Beziehung gesetzt werden. Den mittleren Volumenanteil oy kor-
reliert das Zwei-Fluid-Modell mit ng; Blasen gleicher Gro3e, wie es in Abbildung 2.2 dargestellt ist. Aus jedem
stochastischen Feld n und dem zugehorigen Volumenanteil chl"> lasst sich mit dem Zwei-Fluid-Modell und einem
geeigneten Modell zur Approximation der Blasenanzahl ng? (beispielweise mit dem Blasendichtemodell in Glei-
chung (2.23)) mit Hilfe von Gleichung (2.28) eine Blasengrofie rg? ableiten. In Abbildung 3.1 oben Mitte sind
die mit den neun Volumenanteilen (oben links) korrelierten Blasengrofen fiir ”1(3]1) = nézl) =..= ng;]) =ng =9

skizziert. Sie représentieren die in der Realitdt vorkommenden Blasengrofien (vgl. Abbildung 3.1 oben rechts).
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3.1 Interpretation von stochastischen Feldern im Zwei-Fluid-Modell

Die stochastischen Felder werden in dieser Betrachtungsweise als Repréisentanten des globalen Volumenanteils
o interpretiert, der aufgrund lokaler Ereignisse schwankt. Die Anwendung des bestehenden Zwei-Fluid-Modells

erlaubt die Herleitung einer Verteilung fiir die Blasengrofie aus der Verteilung des Volumenanteils ;.

3.1.2 Betrachtungsweise lokaler Schwankungen

Die Betrachtungsweise lokaler Schwankungen nutzt die stochastischen Felder, um eine lokale Verteilung, bei-
spielsweise die Verteilung der Blasengrofe, zu beschreiben. Entsprechend muss die Verteilung von Blasenradien,
beispielsweise durch experimentelle Untersuchungen, bekannt sein. Die Verteilung des Volumenanteils der sto-
chastischen Felder kann mit Gleichung (2.28) aus der Verteilung der Blasenradien abgeleitet werden, wenn die
Blasenanzahl bekannt ist oder beispielsweise durch die Gleichungen (2.23) und (2.27) approximiert wird. Ab-
bildung 3.1 oben rechts zeigt eine hypothetische Realitéit innerhalb einer Rechenzelle. Zur weiteren Analyse der
lokalen Ereignisse ist die Rechenzelle mit dem Volumen Ve in ng; Teilvolumina unterteilt

npp
Vaete = ) Vaeh (3.4)
r=1

so dass jedes Teilvolumen VT(QI genau eine Blase der Grofle rgl) enthilt. Die Menge aller Blasengrof3en

() | r e N\{O} Ar < ng} (3.5)

reprasentiert die Blasengro3en der Realitét in Abbildung 3.1 oben rechts. Im Folgenden wird das in Abbildung
3.1 oben rechts orange markierte Teilvolumen mit der Blase des Radius rl(gll) betrachtet. Die Blasenanzahl im
Teilvolumen ist ngl?Tcﬂ = 1, so dass analog zu Gleichung (2.26) aus dem Blasenradius ein lokaler Volumenanteil

berechnet werden kann

1 4 3 1
i = 370w ) iy (3.6)
Teil

Lokale Schwankungen im Blasenradius sind Gleichung (3.6) zufolge direkt mit Schwankungen im Volumenan-

teil des Teilvolumens aill)Teﬂ korreliert. Im Zwei-Fluid-Modell (vgl. Kapitel 2.2.1) wird nicht der Volumenanteil

()

des Teilvolumens a dr'Teil, sondern der Volumenanteil der gesamten Rechenzelle o, betrachtet. Zur Beriicksichti-
gung der lokal schwankenden Volumenanteile at(lf)Tei] wire eine Berechnung mit kleineren Rechenzellen moglich,
aufgrund des erhohten numerischen Rechenaufwands aber nicht praktikabel. Alternativ kdnnen lokal auftretende
Schwankungen in a[(;)Teil auf Schwankungen des Volumenanteils a(dr) des gesamten Zellvolumens hochgerechnet
werden. Das Zellvohimen Vzelle setzt sich dann aus np; identischen Teilvolumina mit ihren jeweiligen Blasen zu-

sammen. Dies ist in Abbildung 3.1 oben Mitte fiir das nédher betrachtete orangene Teilvolumen und die anderen

)

Teilvolumina in Abbildung 3.1 oben rechts skizziert. Mit dem Volumen der dispersen Phase Vd(r und Gleichung

(3.6) gilt fiir den Volumenanteil der gesamten Rechenzelle ag)

r 3
o V" nmdalry)

(r)
a, = = =a;m.. 3.7
Vzelte n BZVT(;)l aTeil
Die Menge aller Volumenanteile in der gesamten Rechenzelle
{aflr) | reN\{O}/\rSngz} (3.8)

ist der Menge aller Blasengrofien in Gleichung (3.5) zuzuordnen und bildet die lokalen Schwankungen der Bla-

sengrofen ab.
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3 Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell

Der Volumenanteil eines jeden stochastischen Felds ist ein zufilliges Element der Menge aller Volumenanteile in
der gesamten Rechenzelle

ol e {aﬁﬂ | re N\{0}Ar< nBI} . (3.9)

Die Menge aller stochastischen Felder ist eine Teilmenge der Menge aller Volumenanteile, die lokale Blasengrof3en
repréasentieren

{a},"> |n€N\{0}/\n§N} c {af,’) | reN\{O}Arénsz}. (3.10)

Im Beispiel in Abbildung 3.1 werden durch N Stichproben aus den stochastischen Feldern alle ng; Blasengrof3en
abgebildet, so dass N = ng; und

{Ocyw |n€N\{0}/\n§N} = {ag) | reN\{O}/\FSHBZ} G.11)

gilt. Die Volumenanteile der stochastischen Felder sind in Abbildung 3.1 oben links abgebildet. In dieser Betrach-
tungsweise reprisentieren die Stochastischen Felder Volumenanteile, die aus lokalen Schwankungen hergeleitet

werden konnen. Diese Betrachtungsweise wird in Kapitel 3.7.1 zur Herleitung der Schwankungen in ¢, aufgrund
lokal schwankender Keimanzahlen genutzt.

Betrachtungsweise lokaler Schwankungen

%
£ ° 0|0
<. +—> O
3 o °
>
@
ol O
Stochastische Felder ) Realitit
Betrachtungsweise globaler Reprisentanten
A A
= =
3 3]
A~ ~
2D =Ty
g 5_1° @
Hy] (T
o (@) O O
Tg Bl
stochastische Felder Realitdt

Abbildung 3.1: Grafische Veranschaulichung von Betrachtungsweisen zur Interpretation der Stochastischen Felder im Zwei-Fluid-Modell und
Vergleich des Histogramms der Stochastischen Feldmethode mit dem einer hypothetischen Realitit.

3.2 Approximation der PDF durch die Stochastische Feldmethode

In Kapitel 1.2 wurde mit den Abbildungen 1.6 und 1.7 am Beispiel einer Messreihe gezeigt, dass die Form einer
PDF durch ein Histogramm der Messwerte approximiert werden kann. Analog kann aus einer Momentaufnahme
der Realitit in Abbildung 3.1 oben fiir die Blasenradien ein Histogramm erstellt werden. Es ist ebenfalls in Abbil-
dung 3.1 unterhalb der Momentaufnahme dargestellt. Auf der Abszisse ist der Blasenradius aufgetragen. Analog
zu Abbildung 1.6 ist sie in Bins unterteilt. Auf der Ordinate ist die Haufigkeit aufgetragen. Jedem Bin sind die

entsprechenden Blasen der Momentaufnahme zugeordnet. Das Histogramm der Stochastischen Feldmethode kann
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3.3 Transport der PDF durch die Stochastische Feldmethode

analog aus den Blasengrofien der stochastischen Felder erzeugt werden. Es ist in Abbildung 1.6 unterhalb der sto-
chastischen Felder zu sehen und stimmt mit dem Histogramm der Realitét iiberein. Die Stochastische Feldmethode
kann also genutzt werden, um die Form der real existierenden PDF zu approximieren.

In Kapitel 3.1.2 wurde bereits festgestellt, dass im Beispiel in Abbildung 3.1 die Blasenanzahl ng; der Anzahl
stochastischer Felder N = 9 entspricht. Damit reprisentiert jedes stochastische Feld eine Blase in der Realitit (vgl.
Gleichung 3.11). In realistischen Anwendungsbeispielen kann die Blasenanzahl hoher sein als die realisierbare
Anzahl stochastischer Felder (vgl. Gleichung (2.24)). Nicht jede in der Realitit vorkommende Blase wird dann
durch eines der N stochastischen Felder reprisentiert. Die stochastischen Felder repréisentieren dann lediglich eine
Stichprobe der realen Blasen (vgl. Gleichung (3.10)). Zu einem bestimmten Zeitpunkt kann sich das Histogramm
der stochastischen Felder vom realen Histogramm unterscheiden, da es zufillige Stichproben abbildet. Im sta-
tistischen Mittel, beispielsweise durch das sukzessive Erfassen vieler stochastischer Felder, gilt N — < und die

stochastischen Felder représentieren alle real existierenden Blasen

{a},”|neN\{0}}={ay)\reN\{O}}. (3.12)

Das Histogramm der stochastischen Felder stimmt im statistischen Mittel mit dem Histogramm der Realitit iiber-
ein. Es approximiert die PDF des Volumenanteils ¢, (vgl. Kapitel 1.2; Abbildung 3.1) und kann fiir eine Berech-

nung weiterer, von ¢, abhingigen GroéBen, verwendet werden.

3.3 Transport der PDF durch die Stochastische Feldmethode

In Kapitel 2.4.3.2 wurde die SPDE zum Transport eines samples in einer Eulerschen Betrachtungsweise vorgestellt.
Gleichung (2.96) zeigt, wie die fiir eine Skalargrofie im Verbrennungsbereich hergeleitete SPDE zur Beschreibung

der PDF des Volumenanteils o;; angewendet wurde. Das Kapitel 3.3 stellt den Bezug der SPDE zur Realitit durch
(n)
Diskussion eines exemplarischen Terms her. Fiir die Analyse wird der zeitabhingige Term ag‘t’ genauer betrachtet.

Abbildung 3.2 zeigt eine hypothetische Realitét zu zwei Zeitpunkten #y und ¢;. Die Betrachtung der hypothetischen

Realitdt aus Sicht der Stochastischen Feldmethode ist ebenfalls in Abbildung 3.1 dargestellt. In Kapitel 3.1.1 wurde

gezeigt, dass jeder Représentant (xtsn) mit einem Modell fiir die Blasenanzahl ng;) und mit Gleichung (2.28) einer

Blasengrofie rg? zuzuordnen ist. Entsprechend sind in Abbildung 3.2 die Blasengroen der stochastischen Felder
skizziert. Die zugehorigen Blasengrofenverteilungen sind ebenfalls in Abbildung 3.2 dargestellt. Die Stochastische
Feldmethode kann die Verdnderung der Blasengrofen der hypothetischen Realitit gut abbilden. Im betrachteten
Beispiel dndert sich die Blasenanzahl der Realitét innerhalb der Zeitspanne #; — fo nicht. Einige Blasen werden

grofler, andere werden kleiner. Entsprechend verédndern sich die Blasenradien der stochastischen Felder. Bleibt die
(n)
Blasenanzahl im Zeitintervall Ar = #; — f¢ konstant, ist die zeitliche Variation des Volumenanteils im Term g‘f

also als zeitliche Variation der Blasengroflen zu interpretieren.

3.4 Vergleich mit konkurrierenden Modellen

Abbildung 3.2 vergleicht die Sichtweise der hypothetischen Realitit mehrerer Modelle zu zwei Zeitpunkten. Die
Betrachtungsweisen der Stochastischen Feldmethode, des Zwei-Fluid-Modells und des MUSIG-Modells sind dar-
gestellt. Die entsprechenden Verteilungen sind ebenfalls in Abbildung 3.2 gezeigt.

Die stochastischen Felder repridsentieren die realen BlasengroBen. Eine ausfiihrliche Diskussion hierzu ist den
Kapiteln 3.1.1, 3.2 und 3.3 zu entnehmen. Entsprechend kann die Stochastische Feldmethode die Blasengrofen-
verteilung der hypothetischen Realitiit abbilden.

Das Zwei-Fluid-Modell kennt zu beiden Zeitpunkten die mittlere Blasengrofe (vgl. Kapitel 2.2.1). Mit einem Mo-
dell zur Approximation der Blasenanzahl np; ergeben sich die Sichtweisen des Zwei-Fluid-Modells in Abbildung
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3 Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell

3.2: Es existieren np; Blasen derselben GroBe. Entsprechend weist die Verteilung lediglich eine Blasengrofe auf.
Die Verteilungen des Zwei-Fluid-Modells sind in Abbildung 3.2 gestaucht dargestellt. Obwohl sich die Blasen-
groBBenverteilung der Realitét in der Zeit veridndert, variiert die BlasengroBenverteilung des Zwei-Fluid-Modells
nicht, da der mittlere Blasenradius und die Blasenanzahl konstant bleiben. Das Zwei-Fluid-Modell kann die reale
Blasengrofienverteilung nicht abbilden. Es trifft lediglich eine Aussage iiber den mittleren Blasenradius.

Das MUSIG-Modell betrachtet Blasen unterschiedlicher Groenklassen. Analog zu Abbildung 2.2 sind die Gro-
Benklassen in Abbildung 3.2 farblich gekennzeichnet. Fiir die BlasengroBBenverteilungen ist abweichend von Ab-
bildung 2.3 die Haufigkeit auf der Ordinate aufgetragen. Die Form der Blasengréenverteilung dndert sich durch
die alternative Auftragung nicht, wie in Kapitel 2.2.3 erldutert wurde. Die Blasengrofenverteilung stimmt zu bei-
den Zeitpunkten gut mit der realen Blasengrofenverteilung iiberein. In dem behandelten Beispiel entspricht sie
der Verteilung der Stochastischen Feldmethode. Das MUSIG-Modell ist damit eine Alternative zur Stochastischen
Feldmethode. Es sei darauf hingewiesen, dass dies nicht im Allgemeinen gilt: Das MUSIG-Modell erméglicht
keine Unterscheidung der Blasengrof3e innerhalb einer Groenklasse. Die Auflosung der Blasengrofenverteilung
ist durch die vor der Simulation festgelegte Breite der GroB3enklassen definiert. Eine Erhohung der Auflosung kann
nur durch eine erneute Simulation erfolgen. Die samples der Stochastischen Feldmethode, also die Volumenanteile
Oc‘(i") der stochastischen Felder, konnen alle reellen Werte des Intervalls [0y in, 04 max] annehmen. Im Gegensatz
zum MUSIG-Modell berechnet die Stochastische Feldmethode die Blasenverteilung auf einem kontinuierlichen
Wertebereich. Die Zuordnung zu diskreten Bins erfolgt erst durch die grafische Veranschaulichung (vgl. Abbil-
dung 1.6). Hierdurch ergeben sich zwei Vorteile der Stochastischen Feldmethode gegeniiber dem MUSIG-Modell:

* Die BlasengroBenverteilung der Stochastischen Feldmethode besitzt eine hohere Auflosung. Die Auflosung
der grafischen Darstellung kann auch nach der Simulation verdndert werden, wenn die samples der stochas-

tischen Felder bekannt sind.

¢ Die Stochastische Feldmethode erfordert keine a-priori-Kenntnisse zu vorkommenden Blasengrofien.

Zeitpunkt Realitit Zwei-Fluid-Modell Stochastische Feldmethode MUSIG-Modell
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Abbildung 3.2: Methodenvergleich zur Beriicksichtigung einer PDF.
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3.5 Herleitung der PDF-Transportgleichung

3.5 Herleitung der PDF-Transportgleichung

Die ausfiihrliche Herleitung der PDF-Transportgleichung (2.77) fiir eine Skalargrofe im Verbrennungsbereich ist
in ([104], S. 141-142, 187) durchgefiihrt. Die folgende Herleitung verfahrt analog.

Die Ausgangsgleichungen fiir die Herleitung der PDF-Transportgleichung fiir Zweiphasenstromungen werden im
Folgenden vorgestellt. Fiir eine simultane Herleitung der PDF-Transportgleichung fiir das Zwei-Fluid-Modell und
das Drift-Flux-Modell erfolgt die Herleitung in allgemeiner Form. Eine Spezifizierung fiir das Zwei-Fluid-Modell
wird spiter vollzogen. Zunichst werden die Erhaltungsgleichungen des Zwei-Fluid-Modells aus Kapitel 2.2.1 und
des Drift-Flux-Modells aus Kapitel 2.2.2 zusammengefasst und im Sinne einer allgemeinen Herleitung vereinheit-
licht.

Die Kontinuitétsgleichungen der kontinuierlichen und der dispersen Phase lauten im Zwei-Fluid-Modell (vgl. Glei-
chungen (2.11), (2.15))

e | o

o TV (Pede) =S (3.13)
i o

Pl (piba) = Su. (3.14)

Fiir beide Phasengeschwindigkeiten ¥, und ¥, gilt die Momentengleichung (2.29)

Q0P — _ _ _

% V- (0Pedete) = —V(0Pe) + V- (e (To + 7)) + oePege + M, (3.15)
90, Pgd — . _ _ _

[g;d L4V - (0uPatata) = —V(0apa) +V - (0 (Ta + 7)) + Ctapada + My (3.16)

mit p. = f(pg) (vgl. Kapitel 2.2.1.7; [55], S. 39). Die Transportgleichung des Volumenanteils der dispersen Phase
0y kann aus Gleichung (3.14) mit Gleichung (2.11) und Division durch p; erhalten werden (vgl. Gleichung (2.54))
d (07]

7 +V. ((Xd’f)d) =

S

2d . (3.17)
d

Unter Beachtung der Vektorwertigkeit der Geschwindigkeiten enthalten die Gleichungen (3.13) - (3.16) mit 9.,

D4, Pa» 0 und oty neun Unbekannte. Mit den acht Gleichungen (3.13) - (3.16) und der Bedingung ¢ + oy = 1 aus

Gleichung (2.12) ist das Gleichungssystem geschlossen.

Die Erhaltungsgleichungen des Drift-Flux-Modells lauten (vgl. Gleichungen (2.55), (2.56), (2.62))

dpm B
91 +V. (pmvm) =0 (3.18)
9 PmVm 2 =
patv +V- (pmvm'um) =—-Vpu+V- (?'i‘ - Z akpk‘/;cm‘/km) + PmGm + M, (3.19)
k=1
20 pa — —
adtpd +V. (Otdpd'vm) =S4—V- (O‘deVZim)7 (3:20)

mit der mittleren Dichte p,, (vgl. Gleichungen (2.57))

Pn=Y. C4Px. (321)
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3 Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell

Die Transportgleichung des Volumenanteils der dispersen Phase ¢¢; kann aus Gleichung (3.20) durch Division
durch die konstante Dichte py erhalten werden

da, S,

Y (@) = ===V - (0 Viaw)- (3.22)

! Pa

Es sei beachtet, dass oy = 0 und . = ;. Werden die Vektoren Vj,,, und V;,, modelliert (vgl. [55], S. 359, 384,
395-397), enthalten die Gleichungen (3.18), (3.19), (3.21) und (3.22) mit p,, pm, &1, ¢ und v,, sieben Unbekann-
te. Dabei ist die Vektorwertigkeit der Geschwindigkeiten zu beachten. Das Gleichungssystem bestehend aus den
Gleichungen (3.18), (3.19), (3.21) und (3.22) liefert sechs Gleichungen und ist mit der Bedingung o) + o, = 1 aus
Gleichung (2.12) geschlossen.

Die Herleitung der PDF-Transportgleichung einer Skalargrof3e im Verbrennungsbereich verwendet die drei Aus-
gangsgleichungen (2.83). Um analog zu verfahren, wird von den Erhaltungsgleichungen (3.14), (3.16) und (3.17)
bzw. (3.18), (3.19) und (3.22) ausgegangen. Die fiir die Herleitung der PDF-Transportgleichung nicht genutzten
Gleichungen gelten weiterhin. Fiir eine simultane Herleitung fiir das Zwei-Fluid-Modell und das Drift-Flux-Modell
werden die folgenden allgemeinen Erhaltungsgleichungen verwendet

dp, B
o1 +V. (pava) =S, (3.23)
apava o
Sy (pa'uavg) — A, (3.24)
W—FV.(O“W“) =84/Pa—V-(J,) =0, (3.25)

mit der allgemeinen Dichte p,, der Geschwindigkeit v, und der Massenquelle S,. Die rechte Seite der Momen-
tengleichung wird mit A, abgekiirzt und die rechte Seite der Transportgleichung des Volumenanteils o; mit ®,,.
Die Grofie J, kennzeichnet den diffusiven Massenfluss. Tabelle 3.1 fasst zusammen, wie die allgemeinen Grof3en
lauten miissen, damit die Erhaltungsgleichungen fiir das Zwei-Fluid-Modell oder das Drift-Flux-Modell gelten. Es
ist zu beachten, dass entsprechend der Definition der Phasenmittelung in Gleichung (2.11) p; = py 0y gilt.

Grofle Zwei-Fluid-Modell Drift-Flux-Modell
Pa (7] Prm
v, Vg Um
Sa Sa 0
Aa | ~V(0uPa)+ V- (0u(Ta+7]))+ @ubaga+ My | —Vpn+V-(7F+7" = X2, 0xPiVinVin ) +Pugn + Mo
J, 0 0y Vim

Tabelle 3.1: GroBen in den allgemeinen Erhaltungsgleichungen (3.23) - (3.25) fiir das Zwei-Fluid-Modell und das Drift-Flux-Modell.

Ein Vergleich der Ausgangsgleichungen (3.23) - (3.25) fiir die Herleitung der PDF des Volumenanteils in Zwei-
phasenstromungen mit den Ausgangsgleichungen (2.83) fiir die Herleitung der PDF einer Skalargrofe in der Ver-
brennung zeigt folgende Auffilligkeiten:

* Die Gleichungen (3.23) - (3.25) sind im Gegensatz zu denen in (2.83) fiir Mittelwerte formuliert. Die
Notwendigkeit einer Betrachtung gemittelter Groen bei der Beschreibung einer Zweiphasenstromung im
Euler-Kontext wurde bereits zu Beginn des Kapitels 2.2 behandelt (vgl. auch Abbildung 1.5).
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3.5 Herleitung der PDF-Transportgleichung

* Die Momentengleichung (3.24) enthélt im Gegensatz zur Momentengleichung (2.83) einen Quellterm M
bzw. M,,. Neben der viskosen Spannung 7; bzw. T wird auch die turbulente Spannung OszdT bzw. 77

betrachtet. Im Drift-Flux-Modell werden zusitzlich die diffusiven Spannungen beriicksichtigt.

* Im Gegensatz zur Skalargleichung (2.83) existiert der Term fiir den diffusiven Massenfluss in Gleichung
(3.25) nur im Drift-Flux-Modell.

* In Gleichung (3.25) wird der Nabla-Operator auf das Produkt der Geschwindigkeit und der transportier-
ten GroBe angewendet. In der skalaren Ausgangsgleichung (2.83) ist die Geschwindigkeit nicht von der

Differentiation im Raum betroffen. Die Herleitung der Transportgleichung einer skalaren Grofe ist in

([142], S. 626-627) ausgefiihrt. Es wird gezeigt, dass die Transportgleichung einer Skalargroe @, ([142], S. 626)

0
E(Pq’a) + V- (pPa(Do + Vaitr)) = Sa (3.26)

mit der dichtegewichteten mittleren Geschwindigkeit der Mischung 9y, der Diffusionsgeschwindigkeit Vjisr
und dem Quellterm S, durch Substitution der Kontinuititsgleichung ([142], S. 625)

9
4V (poy) =0 (3.27)

in folgende vereinfachte Form iiberfiihrt werden kann ([142], S. 626)

0P,
ot

Sa
00 Vo = (V- (p®uViitr)) / p- (3.28)

Diese Vereinfachung ist bei Anwendung des Zwei-Fluid-Modells nicht auf Gleichung (3.25) iibertragbar,
da diese direkt von der Kontinuititsgleichung (3.23) abhéngt. Eine Substitution der Kontinuitétsgleichung
fiihrt damit nicht zu einer Vereinfachung. Der Nabla-Operator muss weiterhin auf das Produkt angewendet

werden.

Im Sinne einer vereinfachten Schreibweise wird innerhalb des restlichen Kapitels 3.5 auf den Index a zur Kenn-

zeichnung der allgemeinen GroBle verzichtet. Entsprechend gilt im Folgenden v = vq; p = pa; S = S5 A = Ay

0 =0,; J = J,. Weiterhin wird auf den Index d verzichtet, so dass & = ¢;. Im Unterschied zur Herleitung in

([104], S. 141) wird das totale Differential mit der Geschwindigkeit innerhalb der Differentiation definiert
@ 8 (9 v j

oo o (3.29)

Die allgemeinen Erhaltungsgleichungen (3.23) - (3.25) konnen mit dem totalen Differential in Gleichung (3.29)
geschrieben werden

% _

o (3.30)
D(pv;)
o =N (3.31)
Do
E =0. (3.32)

In Abbildung 3.3 ist das Vorgehen bei der Herleitung der PDF-Transportgleichung schematisch skizziert. Zunéchst
wird die JPDF f des Volumenanteils und der Geschwindigkeit hergeleitet. AnschlieBend wird hieraus die PDF f,
des Volumenanteils abgeleitet. Die Herleitung betrachtet den Erwartungswert (p w> einer Funktion g(v, o),
die von der Geschwindigkeit v und dem Volumenanteil o abhiingt. Die Funktion g(v, o) ist hierbei als mathema-

tisches Hilfsmittel aufzufassen. Fiir die Herleitung einer JPDF der Geschwindigkeit und einer Skalargr6f3e hat es
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3 Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell

sich als erfolgreich erwiesen, dass diese Hilfsfunktion g ebenfalls von der Geschwindigkeit und der Skalargrofie
abhingt (vgl. [104], S. 141). Entsprechend wird sie als Funktion der Geschwindigkeit v und des Volumenanteils o
definiert. Die Erhaltungsgleichungen liefern zwei Ausdriicke fiir den Erwartungswert des Differentials. Der erste
Ausdruck ergibt sich mit Hilfe der Kontinuitiitsgleichung. Der zweite Ausdruck wird erhalten, indem die Ande-
rungen in g durch die Anderungen in der Geschwindigkeit v und dem Volumenanteil o ausgedriickt werden. Die
Differenz der beiden Ausdriicke fiir (p %} muss verschwinden. Es ergibt sich ein Ausdruck, wie in Abbildung
3.3 dargestellt. Der Ausdruck verschwindet fiir eine allgemeine Funktion g, falls der Ausdruck in den Klammern
verschwindet. Es wird von einer Losbarkeitsbeziehung gesprochen. Diese Gleichung ist die Transportgleichung
der JPDF f(v, &) der Geschwindigkeit v und des Volumenanteils ¢. In Abbildung 3.3 ist eine beispielhafte JPDF
skizziert. Eine Integration der JPDF-Transportgleichung iiber den Geschwindigkeitsraum ergibt die PDF f des
Volumenanteils a (vgl. Gleichungen (2.75)). Die PDF fiir die beispielhafte JPDF ist in Abbildung 3.3 ebenfalls

dargestellt.

Kontinuitatsgleichung g
e
Momentengleichung | Ausdruck 1
_‘ = — g a)( ) =
Transp. Anteil Phase Ausdruck 2
PDF f,(a) JPDF f(V,a)
O 3
— = ‘ i
a

Abbildung 3.3: Vorgehen bei der Herleitung der PDF-Transportgleichung des Volumenanteils. V' und a kennzeichnen hierbei die Ereignisrdu-
me der Geschwindigkeit v und des Volumenanteils c.

Vor der Berechnung des ersten Ausdrucks fiir (p%) wird ein Ausdruck fiir pi) angegeben. Mit der
Produktregel ([97], S. 132) und der Definition des totalen Differentials in Gleichung (3.29) ergibt sich
Dps) _ps)  dpsv) _ g dp 9p g

o o ax P T8 TEIG, TPy

(3.33)

Die Summe des ersten und des letzten Terms auf der rechten Seite in Gleichung (3.33) entspricht p%. Es ergibt
sich aus Gleichung (3.33) fiir p =£-% :Dg v,0)

Dg(v,a) _d(pg)  d(pgvj) (dp Ip
P~ o ' ox o(G fax]) (3.34)
Durch sinnvolles Ergénzen von Gleichung (3.34) kann diese weiter vereinfacht werden
Dg(v,a) _d(pg) dlpgv;) (dp  dp _ Iv; dv;
P T o T ax o(5r Yige TPy S)“”ij 85 3.35)

44



3.5 Herleitung der PDF-Transportgleichung

In Gleichung (3.35) kann im dritten Term auf der rechten Seite der Ausdruck in den Klammern mit Hilfe der Konti-
nuitdtsgleichung vereinfacht werden. Aus der Kontinuitatsgleichung (3.23) geht mit der Produktregel ([97], S. 132)

hervor

apa apa
V. s, =Py v V.v,—S,=0. .
S (puvu) Sa =S5 404 VpatPaV v, =54 =0 (3.36)

Einsetzen von Gleichung (3.36) in Gleichung (3.35) ergibt die vereinfachte Formulierung

= +

5 Dg(v,a)  d(pg)  I(pgv)) dv;
Dt ot ox;

gS. (3.37)

Mit Hilfe der Gleichung (3.37) kann der erste Ausdruck fiir (p%) berechnet werden. Mit der Definition des
Erwartungswerts in Gleichung (2.69) und der JPDF f des Volumenanteils und der Geschwindigkeit gilt

<p9g”a > // 9P8) 11 da +// Sfjv fdVda +//gp fdeda—//gSdeda—
—E//pgdeda—f—a—xj//ngjdeda—k//gp&—x;deda—//gSdeda:
— [ [peLaviat [ [peviLavaa+ [ gp%deda— eSfdVda— (3.38)
[ [psiavias [ [pevigiavia [ o3 / /

f//pga—dVdaJr//ngJ& dVda—//gSdedaf// +pv, af—Sf)dVda.

Im zweiten Schritt wurden die Vereinfachungen in den Gleichungen (2.76) verwendet. Der dritte Schritt folgt, da
t und x; unabhingig von V' und a sind (vgl. [71], S. 387). Entsprechend entfillt im vierten Schritt der vorletzte

Term, da V' unabhingig von x ist. Anhang B diskutiert dies detaillierter und stellt Relationen zur Literatur her.

Der zweite Ausdruck kann erhalten werden, indem die Anderungen in g(v, o) auf die Anderungen in v; und o

bezogen werden
Dglv, @) _ dg Dv;  dg Do (3.39)
Dt Jdv; Dt Jda Dt
Die Summation iiber doppelt auftretende Indizes ist dabei zu beachten und wird im Folgenden vorausgesetzt (vgl.
[35]). Der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung (3.39) kann mit Gleichung (3.31) vereinfacht werden.

Aus Gleichung (3.31) folgt

D Dv;
v; Q’: Tp ol = A (3.40)
@V, Aj Vj @p
Z g _ N _JZF 341
Dt p p Ot (341)
Mit den Gleichungen (3.30), (3.32) und (3.41) ergibt sich aus Gleichung (3.39) fiir den Erwartungswert
Dg(v, o) dg (Aj v;Dp dg dg (A v; dg
_— — - = — L ——= —0). 42
(=)= <”av]( p@t)>+< P54®) = <pavj(p pS)>+<p8a®> (342)
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3 Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell

Die beiden Terme auf der rechten Seite von Gleichung (3.42) werden im Folgenden vereinfacht. Der erste Term
auf der rechten Seite von Gleichung (3.42) kann analog zu Gleichung (2.74) auch als Integral iiber den bedingten

Erwartungswert von zwei Variablen geschrieben werden

<pagé’ija)(p' s)) // ag;\’)}“ p‘ ﬁS)‘V,a>deda:

_// agva Févfs)‘v >deda (3.43)

Der letzte Schritt in Gleichung (3.43) folgt, da g(v, @) eine Funktion von v und o ist und fir v =V und o = a
auch %’j“) bekannt ist (vel. [104], S. 141). Die Produktregel ([97], S. 132) liefert

//av pelV ( | 58)|[V.a)navda _//ag )P<</;j—‘;)jS)’V,a>deda+

o0((3 -9V
+ / / ¢(V,a) dVda, (3.44)
aV;
womit sich Gleichung (3.43) weiter vereinfachen lésst
dg(v,a) (A; Y
S T //av petv.a( (5= s)[via)nave-
- a(p j——S)‘V a>
_ / / ¢(V,a) dVda. (3.45)
IV,

In ([104], S. 142-143) wird gezeigt, dass der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung (3.45) entfillt, falls
g monoton ist fiir V' — oo und der Erwartungswert < p g(% - %S) > existiert. Aus Gleichung (3.45) folgt fiir den
ersten Term auf der rechten Seite von Gleichung (3.42)

Aj v
<p 8g( / vj //g (V,a) <7 ”S)’V’a>f)dvaia. (3.46)

BVJ an

Analog folgt fiir den zweiten Term auf der rechten Seite von Gleichung (3.42)

// p(®|V,a)f)
g(V,a) 3 — " 7dVda. (3.47)

Aus Gleichung (3.42) ergibt sich mit den Gleichungen (3.46) und (3.47) der zweite Ausdruck fiir den Erwartungs-
wert (pDg/Dt)

<p2§>=—//g(v,a)a(p< % )]V a> dVda_//gVaW@'V’“deda:

BV da

Aj_i a
//g(V,a)(a(p (7 avj)‘v > +a(p<®;:’a>f))dVda. (3.48)
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3.5 Herleitung der PDF-Transportgleichung

Gleichsetzen der beiden Ausdriicke fiir <p%> in den Gleichungen (3.38) und (3.48) ergibt

J [ ool -stpavin- | o0 oo,
' (3.49)
bzw. umgeformt
// Vafsﬂa(p«? _aV»S)‘V ) +‘9(p<®g:’“>f))dvcza:o. (3.50)
J

Gleichung (3.50) ist fiir eine beliebige Funktion g(v, &) giiltig, falls der Ausdruck in den Klammern verschwindet

af
p at +pV]a

of SH"(P«?’ ‘a?;js)‘v’“>f> ﬁ(”@('?:/’“m _o. (3.51)

Gleichung (3.51) ist die allgemeine Transportgleichung der JPDF f. Fiir das Zwei-Fluid-Modell werden die beiden
letzten Terme der linken Seite spezifiziert. Der vierte Term in Gleichung (3.51) kann mit den Ausdriicken in Tabelle
3.1 berechnet werden. Fiir p< (/,\3 4 S) ‘V a> ergibt sich

A v 1 d, —  d,  — =. N YajSaNle N _
p<(F _ ;S)‘V,a> pd<(pd06d< a—xi(adpd)+T(ad(rd71]+fd,ij))+Ocdpdgd.,1 “l‘MdJ) Ty ﬁ) V,a> -
1 P) — — Paj S
ZPd<(ﬁ(—ach(ad(<Pd>+ﬁ)) o (O‘d(fdu+fdu))+O‘dpdgd1+Md71)_ dji)‘v > (3-52)
_d — J = T Va.j Sa
= 7$j(ad<pd>)+pdgd]+Md]+pd<<pd(Xd axj (0aPa )Jraixi(ad(fd,qudej))) - oy pd) ) >7

wobei Schwankungen im mittleren Druck p; mit dem Mittelwert (pg) und der Fluktuation p:dl eingefiihrt wurden.
Weiterhin wurde die Definition der phasengemittelten Dichte in Gleichung (2.11) verwendet. Im letzten Schritt in
Gleichung (3.52) wurde genutzt, dass (pg) eine Konstante ist und §; mit & = Vund oy =a eindeutig bestimmt
ist. Entsprechendes gilt fiir M ;. Mit Hilfe der Ausdriicke in Tabelle 3.1, Gleichung (3.25) und der Definition der
phasengemittelten Dichte in Gleichung (2.11) ergibt sich fiir p(® | V,a) in Gleichung (3.51)

S
p(O|V,a)= Pdpzd = 048, (3.53)
d

Mit den Ausdriicken in Tabelle 3.1, der Definition der phasengemittelten Dichte in Gleichung (2.11) sowie den
Gleichungen (3.52) und (3.53) ergibt sich fiir die Transportgleichung (3.51) der JPDF im Zwei-Fluid-Modell

_of . of ) o
Pa5, +pdvd,ja —Saf + ==— Ve (— gj(ad@d» +Paba,j+My i+
1 d — J = T d,j Sd aadef
Pd<(pdad (- ij(adpd )+ a*xi(ad(’b’d,l] +75:i))) — OTdE) >)f’V >) o =0. (354
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3 Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell

Ein Umstellen der Terme ergibt

_af . of P
pd; +pdVd"](97Xj —Saf + an,j

( [_ aij (0t (Pa)) +Padaj +Md7]} f) n

i (o (g (i) + g+ 58,) ~ 2220 |,0)) 1 7.)) + 20 =0

(3.55)

Gleichung (3.55) ist die Transportgleichung der JPDF f fiir den Volumenanteil ¢ und die Geschwindigkeit 9,4
im Zwei-Fluid-Modell. Der Transport im physikalischen Raum wird durch die ersten drei Terme beschrieben
(vgl. [104], S. 142). Der Transport im Geschwindigkeitsraum V' wird durch den vierten und fiinften Term repri-
sentiert (vgl. [104], S. 142). Der letzte Term stellt den Transport im Volumenanteilsraum a dar (vgl. [104], S. 142).
Da (pg), S; und py von @ abhiingen, konnte aus Gleichung (3.55) die JPDF f bestimmt werden, wenn die be-
dingten Erwartungswerte im fiinften Term bekannt wiren (vgl. [104], S. 142).

Alternativ zur Approximation der bedingten Erwartungswerte kann aus der JPDF-Transportgleichung (3.55) die
Transportgleichung der PDF des Volumenanteils f,, durch Integration iiber den Geschwindigkeitsraum V" erhalten
werden. Fiir die Integration wird die Transportgleichung (3.51) der allgemeinen JPDF genutzt

/p dV+/pV dV+/

VJS)’V a

®|Va f)
bav - /Sde+/ GPETGT) v,

111
(3.56)

Die Integration iiber den Geschwindigkeitsraum fiihrt dazu, dass f nicht mehr von v abhéngt (vgl. Kapitel 1.2).
Die JPDF ist damit nur noch eine PDF von «. Unter Beriicksichtigung von [ fdV = fy (vgl. Gleichung (2.75))
konnen die Terme in Gleichung (3.56) vereinfacht werden.

Term |

/p av — p/ v — paa{“ (3.57)

wobei genutzt wurde, dass p und ¢ unabhiingig von V sind (vgl. [104], S. 134, 142, 187).

Term Il
Da V' unabhiingig von x; und p ist, diirfen Differentiation und Integration vertauscht werden. Mit f = fq fy|o (VEl.
Gleichung (2.71)) gilt fiir den zweiten Term

/ij:;;;dV = aij/pvjfafvadV = (;ij((pv; |a) fa) = aij (p(vila)fa). (3.58)

Im zweiten Schritt wurde die Beziehung der Gleichung (2.73) genutzt. Da p eine Funktion von « ist, kann sie im

letzten Schritt aus dem Erwartungswert gezogen werden (vgl. Gleichung (3.43); [104], S. 141).

Term Il1
Fiir den dritten Term folgt mit f(ot, & = —e0) = f(&, = +o0) =0 (vgl. [79], S. 7)

(G,

v

~+oo

p<<Aj—‘;)jS)‘V,a>f] —0. (3.59)

P

—oo
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3.5 Herleitung der PDF-Transportgleichung

Term IV
Der vierte Term kann mit Hilfe der Gleichung (2.73) und f = fq fy|o (vgl. Gleichung (2.71)) vereinfacht werden

~ [$7aV == [ SfafyadV =~ (5| a) fu (3.60)

Term V
Der fiinfte Term kann analog vereinfacht werden, wobei der bedingte Erwartungswert nur noch von a abhingt (vgl.
Gleichung (2.74); [104], S. 142, 187).

d(p(®|V a(p(®|V, v
/(p< | ’a>f)dv—/ (POIV- @ fatoia) i, _ 2{pO| ) fo (3.61)
da da da
Mit den oben genannten Vereinfachungen ergibt sich fiir Gleichung (3.56)

2fs 2(p® | a) fu
pgffﬁi( (vl a) fa) (5| o= a) fo+ 2L DI (3.62)

Gleichung (3.62) ist die Transportgleichung der allgemeinen PDF des Volumenanteils fy. Fiir das Zwei-Fluid-
Modell ergibt sich entsprechend Tabelle 3.1

9 fo da(Sq | a) fa
Pdaft to- (pd<vd/|a>fa)_<Sd|a>fa+%:0. (3.63)

Mit der Produktregel ([97], S. 132) kdnnen die beiden letzten Terme auf der linken Seite zusammengefasst werden

2 (54| fu _ 9 (Sula) S

- .64
<Sd|a>fa+<Sd|a>fa+a aa aa (36 )
so dass sich fiir Gleichung (3.63) ergibt
afoc d(Sa|a)fa _
Po Yo, (P (0 ) ) +aZ B0 o) (3:65)
N—— ——
I e il
Im Drift-Flux-Modell ergibt sich fiir (0® | a) entsprechend Tabelle 3.1
(Pm® | @) = (Pm(Sa/Pa— V- (Ja)) | a)- (3.66)

Die PDF-Transportgleichung (3.62) lautet im Drift-Flux-Modell mit Tabelle 3.1 und dem Ausdruck in Gleichung

(3.66)

9 fa <pm(Sd/ﬁ_V'(Ja)) |a>foc o
L (pm<vm,|a> fa) - —0. (3.67)

J

Die Form von Gleichung (3.67) entspricht der Form der PDF-Transportgleichung einer Skalargrofle im Verbren-
nungsbereich (vgl. Gleichung (2.77); [104], S. 187).

Im Folgenden wird die PDF-Transportgleichung (3.65) des Zwei-Fluid-Modells weiter vereinfacht. Sie enthilt die
Mittelwerte pg, ¥4,; und @y, wie sie bereits in den Gleichungen (3.14), (3.16) und (3.17) enthalten sind. Im Sinne
einer einfachen Schreibweise wird im Folgenden auf den Index -; verzichtet, so dass die Beziehungen p = py,
V; = Vg4 ; und weiterhin @ = of; gelten. Gleichung (3.65) kann weiter vereinfacht werden, wenn sie mit dichtege-
wichteten Groflen geschrieben wird. Hierfiir sind zunédchst Terme zur Kennzeichnung der Schwankungen einzufiih-
ren. Werden mit Hilfe der Stochastischen Feldmethode Schwankungen o’ im Mittelwert & = o + @’ beriicksichtigt,

bedingt dies gleichzeitig Schwankungen in anderen Mittelwerten, wie der mitteleren Dichte p = p + p’. Der ge-
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3 Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell

mittelte Volumenanteil ist hierbei mit @ und die doppelt-gemittelte Dichte mit p gekennzeichnet. Entsprechend
konnen Schwankungen fiir den Mittelwert der Geschwindigkeit ¥; eingefiihrt werden

=10+, (3.68)

wobei analog zur ersten Mittelung (vgl. Gleichung (2.15)) eine dichtegewichtete Mittelung verwendet wurde. Gilt
die Annahme eines inkompressiblen Fluids 3 = const. (vgl. [55], S. 46, 158, 212; [80], S. 686), sind die Schwan-
kungen o im Volumenanteil mit den Schwankungen in der mittleren Dichte p’ korreliert (vgl. Gleichung (2.11))

P+p =p=op=(@+d)p=ap+ap. (3.69)

Ein Umstellen von Gleichung (3.69) ergibt mit den Gleichungen (2.11), (2.42) und p = p die Beziehung

=/

p=a '

—-p=p-p+ap=ap. (3.70)

Sl
ol
ol

+oap-p=apta

ol

Vor einer Einfiihrung der Schwankungen in die PDF-Transportgleichung (3.65) erfolgt eine ausfiihrliche Analyse
der Geschwindigkeitsfluktuationen. Abbildung 3.4 demonstriert die Einfiihrung der dichtegewichteten Geschwin-
digkeit ¥ ; an einer exemplarischen JPDF f des Volumenanteils o und der Geschwindigkeit 9. Dargestellt ist die
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Kombinationen der Geschwindigkeit ¥; und der Dichte p. Die Geschwindigkeit ¥;
kann, wie in Gleichung (3.68) gezeigt, in ihren Mittelwert © ; und eine Fluktuation 7"/ zerlegt werden. Mogliche

J
Fluktuationen sind in Abbildung 3.4 angedeutet. Fiir den Mittelwert ¥ ; gilt an jeder Stelle & = a mit der Dichte

A JPDF
AN L
f K v
/Iy S N\ — P
£
SR

Abbildung 3.4: Dichtegewichtete Mittelung an einer beispielhaften JPDF der Geschwindigkeit ¥; und der Dichte p(a). Der Index -; wurde
zur besseren Lesbarkeit nicht innerhalb der Abbildung verwendet.

p(a) entsprechend Gleichung (2.13) mit der Definition der Phasenmittelung in Gleichung (2.11)

>

i=ll
7
ol

av;

pa

(3.71)

<
~.
|
Il
II|

‘o|||

Da ¥; im Zwei-Fluid-Modell bereits mit einer dichtegewichteten Mittelung definiert wurde (vgl. Gleichungen
(2.13), (2.15)), kann ¥ ; als doppelt-dichtegewichtete Geschwindigkeit bezeichnet werden. Es sei hervorgehoben,
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3.5 Herleitung der PDF-Transportgleichung

dass Gleichung (3.71) die Mittelung von ¥; an der Stelle p(c) darstellt. Der Mittelwert P j ist der Mittelwert aller

Geschwindigkeiten fiir ein bestimmtes p(a)

Di(pla)) = (9,1 p(ax)). (3.72)

In Abbildung 3.4 ist der Mittelwert ¥;(p(a)) fiir alle p(a) rot markiert. Die Gesamtheit aller Markierungen ergibt
die rote Kurve fiir ;(p(a)). Die ungemittelte Geschwindigkeit einer bestimmten Dichte p(a) kann entsprechend

Gleichung (3.68) in einen Mittelwert und eine Fluktuation zerlegt werden
9;(p(a)) = ¥;(P(e)) + 7} (P(0))- (3.73)

Die Anwendung des Operators (- | p(a)) auf Gleichung (3.73) erlaubt eine Aussage iiber <\7'j’(ﬁ(a)) | ﬁ(a)> (vel.
[67], S. 620)

(9;(P()) | P(a)) = (0;(p(c)) | P(a)) +(7](P(c)) | P(a)). (3.74)

Die linke Seite von Gleichung (3.74) kann mit Gleichung (3.72) vereinfacht werden. Im ersten Term auf der rechten
Seite in Gleichung (3.74) wird der Operator auf den Mittelwert ¥;(p(a)) angewandt. Der Mittelwert v; darf aus
dem Operator gezogen werden, so dass gilt <\5 i(P(a) | pla)) = ?;(p(a)). Gleichung (3.74) vereinfacht sich zu

5i(p(e)) =9;(p () + (¥ (P(e)) | Pla)). (3.75)
Aus Gleichung (3.75) kann direkt abgelesen werden
(#j(p(@)) | p(a)) =0. (3.76)

Der Erwartungswert der dichtegewichteten Fluktuationen unter der Bedingung eines bestimmten p(ot) verschwin-

det demnach.

Im Zwei-Fluid-Modell besteht ein enger Zusammenhang zwischen dem Volumenanteil & und der Dichte p (o).
Fiir Fluide konstanter Dichte gilt 5 = const. (vgl. [55], S. 46, 158, 212; [80], S. 686), womit Gleichung (3.71) mit
der Rechenregel in Gleichung (2.42) weiter vereinfacht werden kann

§ =P _ % (3.77)

Die dichtegewichtete Mittelung © ;jin Gleichung (3.77) kann aufgrund der Korrelation zwischen dem Volumenanteil
o und der mittleren Dichte p in der Definition der Phasenmittelung (2.11) als eine mit dem Volumenanteil o
gewichtete Mittelung geschrieben werden. Analog zur dichtegewichteten Mittelung in Gleichung (2.13), bei der die
Mittelung aus Fluktuation und Dichte verschwindet (vgl. Gleichung (2.46)), ist die Mittelung aus der Fluktuation
der Geschwindigkeit ¥/ und dem Volumenanteil o null

o = 0. (3.78)

pla) ~a (3.79)
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3 Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell

kann der bedingte Erwartgungswert der Dichte als bedingter Erwartungswert des Volumenanteils geschrieben wer-
den

(1p(a)=(Tla). (3.80)

Die Gleichungen (3.72) - (3.76) konnen erneut formuliert werden, wobei an Stelle der bedingten Erwartungswerte
der Dichte p(a) bedingte Erwartungswerte des Volumenanteils @ verwendet werden:

bi(p(a) = (9| a) (3.81)
0;(P(a)) = 0;(p(a)) + 7} (P(ex)) (3.82)
(0;(P(@) | a) = (%;(p(ax)) | a) + (7} (P(a)) | @) (3.83)
Pi(p(a)) = 0;(p(a)) + (7] (p(a)) | a) (3.84)
(¥}(p(ax)) | a) =0. (3.85)
Gleichung (3.85) kann auch verkiirzt als
(t]]a)y=0 (3.86)

formuliert werden.

Nach dieser Diskussion der Fluktuationen im Zwei-Fluid-Modell kann Gleichung (3.65) in dichtegewichteten Va-
riablen (bzw. volumenanteilgewichteten Variablen, wie in Gleichung (3.77) gezeigt) geschrieben werden. Es sei
angemerkt, dass weiterhin, im Sinne einer einfachen Schreibweise, der Index -4 entfillt und p; = p, V4 ; = ¥},
Sq4 = S gelten. Fiir die entsprechenden Terme in Gleichung (3.65) ergibt sich:

Term |
Mit der Definition dichtegewichteter PDFs in Gleichung (2.78) folgt fiir die PDF fy

fo = Pfa (3.87)

||

Fiir den ersten Term ergibt sich damit

— A

_dfa  9faPp 9P fu
ot dt ot (3.88)

Im ersten Schritt darf die Dichte p in die Differentiation gezogen werden, da sie lediglich von o abhingt (vgl.
Gleichung (2.11); [104], S. 135, 142, 187).

Term Il
Fiir den zweiten Term ergibt sich mit Hilfe der Gleichungen (3.83), (3.85), (3.87) und (¥, | a) = ¥;

aaxj (5@; o= a>fa) = aaxj (ﬁ( (Pi(P(a)) [a)+ (Vi (p(@)) | a) )fa) = aax, (55 Aa). (3.89)

Term Il

Der dritte Term kann mit Gleichung (3.87) umgeformt werden

— a(S ajfﬁ
a9<5\05a a)fa _ ! |aip". (3.90)
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3.6 Unterschiede zur PDF-Transportgleichung fiir Skalargrofen im Verbrennungsbereich

Die PDF-Transportgleichung in Gleichung (3.65) kann unter Verwendung der Umformungen in den Gleichungen
(3.88), (3.89) und (3.90) in dichtegewichteten Grolen geschrieben werden

=0. 3.91)

— . =Ja
0pfa 0P fe) 2USla)p )
a o YT aa

Gleichung (3.91) ist die Transportgleichung der PDF f, des Volumenanteils in dichtegewichteter Form.

3.6 Unterschiede zur PDF-Transportgleichung fur SkalargroBen im
Verbrennungsbereich

Die PDF-Transportgleichung fiir den Volumenanteil im Zwei-Fluid-Modell in Gleichung (3.91) unterscheidet sich
von der PDF-Transportgleichung einer Skalargrofie im Verbrennungsbereich in Gleichung (2.79). Bei einem Ver-

gleich sind folgende Auffélligkeiten festzustellen:

* Beide Gleichungen weisen identische Formulierungen fiir den zeitabhéngigen Term und den Konvektions-
term auf, falls p = (p) und ¥; = U..

* In Gleichung (3.91) enthélt der Quellterm im a-Raum einen zusiitzlichen Faktor 1/p. Die Quellterme in den
Grundgleichungen (vgl. Gleichungen (2.83), (3.17)) unterscheiden sich bereits um diesen Faktor, so dass
sich die PDF-Transportgleichungen ebenfalls um diesen unterscheiden. Der Quellterm im a-Raum enthilt
im Vergleich zu Gleichung (2.79) den zusétzlichen Vorfaktor a. In Gleichung (3.64) wurde gezeigt, dass er

damit einen Quellterm im physikalischen Raum enthilt.

* Gleichung (3.91) enthélt im Gegensatz zu Gleichung (2.79) keinen Micromixing-Term, der den diffusiven
Massenfluss représentiert (vgl. Kapitel 2.4.3.2).

* Gleichung (2.79) enthilt unter Beriicksichtigung von Gleichung (2.80) eine zweite Ableitung, die den Ein-
fluss durch mittlere turbulente Advektion beschreibt. Diese ist nicht in der PDF-Transportgleichung (3.91)
enthalten, so dass ihre Form damit nicht der Form der Fokker-Planck-Gleichung (2.102), sondern einer
Liouville-Gleichung (2.103) mit Quelltermen entspricht. Da die Koeffizienten stochastischen Schwankun-

gen unterliegen konnen (vgl. Kapitel 3.7), handelt es sich um eine stochastische Liouville-Gleichung.

Die Existenz von Unterschieden in der PDF-Transportgleichung ist nicht iiberraschend, da die Herleitungen in
[104] und Kapitel 3.5 von unterschiedlichen Erhaltungsgleichungen ausgehen. Die beiden oben genannten aber
noch nicht diskutierten Unterschiede, der entfallende Micromixing-Term und der fehlende Term der mittleren
turbulenten Advektion, werden im Folgenden analysiert. In Kapitel 3.6.1 wird auf das Entfallen des Micromixing-
Terms eingegangen. Kapitel 3.6.2 zeigt, dass die PDF-Transportgleichung des Volumenanteils im Zwei-Fluid-
Modell nicht analog zur PDF-Transportgleichung (2.79) einer Skalargrofle im Verbrennungsbereich formuliert
werden kann, da ein Term fiir die mittlere turbulente Advektion zu Konsistenzproblemen fiihrte. Kapitel 3.6.4

diskutiert die Uraschen fiir sein Entfallen im Zwei-Fluid-Modell.

3.6.1 Entfallen des Micromixing-Terms

Teile dieses Kapitels wurden bereits in [109] und [112] veroffentlicht. Konnte die Transportgleichung der PDF f,

fiir den Volumenanteil analog zu Gleichung (2.79) formuliert werden, lautete sie

d d 3 8(<18Ji"

5(<p>fa)+a—)q(0i<p>fa)+%(Qa(a><p>fa)=% oo |a><p>fa)—%(<u§’la><p>fa)7 (3.92)
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und enthielte als ersten Term auf der rechten Seite einen Micomixing-Term, der den diffusiven Massenfluss be-
schreibt?. In Gleichung (3.92) ist a der Ereignisraum der ZufallsgroBe cr. Ausgangspunkt fiir die Herleitung die-
ser PDF-Transportgleichung sind die Gleichungen (2.83) (vgl. [104], S. 141-142, 187). Der diffusive Massenfluss
in Gleichung (3.92) resultiert aus dem diffusiven Massenfluss in der skalaren Ausgangsgleichung (2.83) (vgl.
[119], S. 2; [104], S. 134-135, 141-142, 187). Die skalare Ausgangsgleichung enthilt im Zwei-Fluid-Modell kei-
nen diffusiven Massenfluss (vgl. Gleichung (3.25); Tabelle 3.1). Entsprechend kann im Zwei-Fluid-Modell die
PDF-Transportgleichung des Volumenanteils keinen diffusiven Massenfluss enthalten und der Micromixing-Term
entfillt. Entsprechendes gilt fiir die zugehorige SPDE. Ein entfallender Micromixing-Term ergibt fiir die PDF-
Transportgleichung (3.92)

2 ((0)]u)+ A (OKp) ) + 5 (Qala)(p)fe) = — 3 ()P o) (3.93)

Fiir die zugehorige SPDE (2.96) ergibt sich

ol dal caal 1 9 dal )

Parallel zur vorliegenden Arbeit wurde das Entfallen eines Micromixing-Terms ebenfalls durch [17] in einem

dhnlichen Kontext herausgefunden. In ([89], S. 16) wurde ebenfalls kein Micromixing-Term verwendet.

3.6.2 Konsistenzprobleme bei Anwendung der Stochastischen Feldmethode fiir
SkalargroBen in der Verbrennung

Innerhalb des Kapitels 3.6.2 wird gezeigt, dass es zu Konsistenzproblemen fiihren wiirde, wenn die PDF-Transport-
gleichung fiir den Volumenanteil im Zwei-Fluid-Modell der PDF-Transportgleichung (2.79) fiir eine Skalargrof3e
im Verbrennungsbereich entspriache. Das Entfallen eines Micromixing-Terms (vgl. Kapitel 3.6.1) wird innerhalb
des Kapitels 3.6.2 beriicksichtigt. Die Inkonsistenzen kénnen durch Herleitung der Transportgleichung des mittle-

ren Volumenanteils auf zwei Methoden gezeigt werden:
¢ durch Ensemble-Mittelung der Transportgleichungen fiir die samples
¢ durch Integration der PDF-Transportgleichung.

Entspriche die PDF-Transportgleichung des Volumenanteils im Zwei-Fluid-Modell der PDF-Transportgleichung
fiir eine Skalargrof3e im Verbrennungsbereich, wire Gleichung (3.93) die PDF-Transportgleichung und (3.94) die
zugehorige SPDE. Die Information eines entfallenden Micromixing-Terms entsprechend Kapitel 3.6.1 wurde hier-

bei verwendet.

3.6.2.1 Herleitung der Transportgleichung des mittleren Volumenanteils durch Ensemble-Mittelung der
Transportgleichungen fiir die samples

Teile dieses Kapitels wurden bereits in [109] und [112] veroffentlicht. In Gleichung (2.85) wurde der Ensemble-
Mittelungsoperator {-)y bereits eingefiihrt. Zur einfacheren Schreibweise wird im Folgenden auf den Index ver-
zichtet. Mit dem Ensemble-Mittelungsoperator kann innerhalb einer Rechenzelle aus N samples fiir den Volumen-

anteil oV, ..., ™) der mittlere Volumenanteil (&) berechnet werden. Gleichung (2.84) zeigt, dass hierdurch eine

2 Diese Analogie wurde in [26], [107] angenommen, da die SPDE des Volumenanteils analog zur SPDE einer Skalargrofe in der Verbrennung
formuliert wurde (vgl. Gleichungen (2.94), (2.96)).
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PDF approximiert wird. Wird der Ensemble-Mittelungsoperator auf die SPDE in Gleichung (3.94) angewandt,
kann die Transportgleichung des mittleren Volumenanteils hergeleitet werden

o) 90‘; ol 1 9, dal ()
< o U 2D, W 25d ———(D,—) —<Q(ocd )>. (3.95)

ox Xi <p> 8x,~ ax,’

Da der Ensemble-Mittelungsoperator in Gleichung (2.85) mit Hilfe einer Summe definiert ist, kann dieser in Glei-

chung (3.95) auf jeden Summanden angewendet werden

(n) (n)
(5 (o5 ) (v ) (e 050 )= o). o0

Zur Vereinfachung des ersten und zweiten Terms auf der linken Seite in Gleichung (3.96) konnen die Rechenre-

geln in den Gleichungen (2.76) verwendet werden. Bei der Vereinfachung des zweiten Terms kann genutzt werden,
dass die Geschwindigkeit U, mit der ein sample transportiert wird, in jedem stochastischen Feld identisch ist. Die
Umformung des dritten Terms auf der linken Seite in Gleichung (3.96) erfolgt unter Beriicksichtigung der Eigen-
schaften einer Ito-Interpretation. Hierfiir muss zunéchst der Begriff einer nicht-antizipierenden Funktion eingefiihrt
werden. Sei G(r) eine ,,nicht-antizipierende (engl.: ,,nonanticipating ([41], S. 86)) Funktion, die statistisch un-
abhinging von W (1) — W (¢) ist fiir zwei Zeitpunkte r < 7; ([41], S. 86). Die Funktion G(z) ist demnach statistisch
unabhiingig von dem Verhalten des Wiener-Prozesses in der Zukunft von ¢ ([41], S. 86). Wird G(¢) mit 7y < t
(vgl. [41], S. 83) iiber die Zeit integriert, gilt fiir die Ito-Interpretation des stochastischen Integrals ([41], S. 90)

< /m t G(t’)dW(t’)> 0, (3.97)

Entsprechend entfillt der dritte Term auf der linken Seite in Gleichung (3.96) mit W = dW und G(t) = /2D, i %,
wenn Gleichung (3.96) in der Zeit gelost wird. Anschaulicher wird das Entfallen des drltten Terms auf der linken
Seite in Gleichung (3.96), wenn dW in W = ‘%/ durch Gleichung (2.100) approximiert wird. Da fiir den Erwar-

tungswert gauBverteilter Zufallszahlen gilt
(&i(1)) =0, (3.98)

ergibt sich fiir den dritten Term auf der linken Seite in Gleichung (3.96) unter der Annahme einer Unabhéngigkeit

von %‘? und &;(r) sowie D, = const.

oo\ G0 aa"\ (&) [\
<\/Taw, 8xj>—<¢2ﬂ _ —JTDI\/E 5 ) =0 (3.99)

Gleichung (3.96) kann mit oben genannten Umformungen vereinfacht werden

o) Loty [ 1o el \\
G U WTM(D’TM) = (0(al™)). (3.100)

Gleichung (3.100) ist die Transportgleichung fiir den Erwartungswert der samples und muss der Transportglei-
chung des mittleren Volumenanteils (2.54) im Zwei-Fluid-Modell entsprechen. Ein Vergleich zeigt, dass sich die
beiden Gleichungen unterscheiden. Der dritte Term auf der linken Seite in Gleichung (3.100) beschreibt die mitt-
lere turbulente Advektion und existiert in Gleichung (2.54) nicht. Im Konvektionsterm in Gleichung (3.100) ist im
Gegensatz zu Gleichung (2.54) die Differentiation nicht auf die Geschwindigkeit angewandt. In ([142], S. 626-627)
ist gezeigt, dass der Konvektionsterm in der Transportgleichung einer Skalargrofle mit der Kontinuitétsgleichung

vereinfacht werden kann. Hierbei wird ausgenutzt, dass die rechte Seite der Kontinuititsgleichung O entspricht.
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Im Zwei-Fluid-Modell ist die rechte Seite der Kontinuititsgleichung S; 7% 0 (vgl. Gleichung (2.15)), so dass diese
Vereinfachung nicht anwendbar ist. Die Differenzen im Konvektionsterm und im Term fiir die mittlere turbulente
Advektion demonstrieren, dass die Formulierung fiir die SPDE in Gleichung (3.94) nicht konsistent zum verwen-
deten Zwei-Fluid-Modell ist.

3.6.2.2 Herleitung der Transportgleichung des mittleren Volumenanteils durch Integration der
PDF-Transportgleichung

Alternativ zur dichtegewichteten PDF-Transportgleichung fiir den Volumenanteil der dispersen Phase o in Glei-

chung (3.93) kann die PDF-Transportgleichung ohne dichtegewichtete Groflen formuliert werden (vgl. Gleichung
(2.77); [104], S. 187)

S (p(@)fa) + 5 (P Ui @2fe) + 5= (P(@)Qala)f ) =0 G101

Die Transportgleichung fiir den mittleren Volumenanteil kann, wie in Kapitel 2.4 beschrieben (vgl. Gleichung
(2.66)), aus Gleichung (3.101) durch Multiplikation mit a und Integration iiber den Ereignisraum a hergeleitet

werden

(/01 a%(p(a)fa)da—i—./(;I aa‘l (p(a)(U; | a)fa)da+/01 a%(p(a)Qa(a)fa)da 0. (3.102)

1 11 1

In Kapitel 1.2 wurde bereits darauf hingewiesen, dass durch die Integration der PDF iiber a die Abhingigkeit
hiervon verloren geht. Es kann eine Aussage iiber den mittleren Volumenanteil getroffen werden. In der folgenden
Herleitung der Transportgleichung des Mittelwerts wird davon ausgegangen, dass der Volumenanteil wie eine Ska-
largrofle behandelt werden kann. Hieraus ergeben sich im Folgenden Widerspriiche. In Kapitel 3.6.4 wird auf die
Unterschiede zwischen einer PDF-Transportgleichung des Volumenanteils und der PDF-Transportgleichung einer
Skalargro3e genauer eingegangen.

Fiir die Integrale in Gleichung (3.102) existieren vereinfachte Formulierungen. Sie werden im Folgenden termwei-

se vorgestellt. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion der Vereinfachungen sei auf Anhang C verwiesen.

Term |
Gleichung (C.2) zeigt, dass fiir den ersten Term gilt

/0 la%(l)(a)fa)da - %<ap(a)>- (3.103)

Durch eine Erweiterung mit (p) kann der erste Term auch mit dichtegewichteten Grofen geschrieben werden
(vgl. Gleichung (2.13))

/ la%(l)(“)fa)da = %(WM) = %(<p>d)- (3.104)
Term Il

Das Integral im zweiten Term kann mit den Vereinfachungen in Anhang C und den Gleichungen (C.4) und (C.5)

entsprechend

9 9 o
/0 aTxi(p(a)<Ui|a>fa)da=TXi /0 [ wap(a)VfaU(a,V)dVda (3.105)
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geschrieben werden. Werden entsprechend Gleichung (2.45) Fluktuationen in a und V beriicksichtigt

V=V
a=a+d', (3.106)

folgt aus Gleichung (3.105) mit den Vereinfachungen in Anhang C weiter

9 d n d
|| a5 (@)W | @) fa)da = 5= (@(p)0)+ o) 5 (a"uf). (3.107)

Term I
Der dritte Term in Gleichung (3.102) kann mit den Umformungen in Anhang C und Gleichung (C.10) vereinfacht

werden

/.1 ;a( (a)Qul(a)fo)da=—(p(a)Qu()). (3.108)

Eine Erweiterung von Gleichung (3.108) um (p) fiihrt zu einer Formulierung mit dichtegewichteten GroBen (vgl.
Gleichung (2.13))

' d (p()Qu()) A
| 454 (P@)@a(@)fu)da = ~(p) PEECEEE = —(p)0u(cr). (3.109)
Gleichung (3.102) vereinfacht sich mit Hilfe der Gleichungen (3.104), (3.107) und (3.109) zu
0 N d A d ", n A
21 (1P)0) + 5-(&(p)Ui) +(p) 5 - ("ui’) = (p)Qu(a) = 0. (3.110)

Eine Division durch (p) ergibt fiir Gleichung (3.110)
N 0 A
=G+ =—(aU) + 5— (o"uy — Qa(0t) =0. (3.111)

Fiir inkompressible Fluide (vgl. [55], S. 46, 158, 212; [80], S. 686) werden Fluktuationen in der Dichte vernach-
lassigt (vgl. [9], S. 107) und es gilt p = const. ([55], S. 22). Mit Hilfe der Gleichung (2.13) ist zu sehen, dass fiir
inkompressible Fluide & = o. Gleichung (3.111) kann damit geschrieben werden

%oﬂr%( U)+aixl<a"u”> Qu(a) =0. (3.112)
Ein Vergleich von Gleichung (3.112) und der Transportgleichung (2.54) des mittleren Volumenanteils im Zwei-
Fluid-Modell zeigt die Inkonsistenz. Die Gleichungen unterscheiden sich durch den dritten Term auf der linken
Seite in Gleichung (3.112). Es ist der Term der mittleren turbulenten Advektion.
Kapitel 3.6.2 hat gezeigt, dass es zu Konsistenzproblemen fiihrt, wenn die Stochastische Feldmethode fiir den
Volumenanteil im Zwei-Fluid-Modell analog zur Stochastischen Feldmethode fiir eine Skalargrole im Verbren-
nungsbereich formuliert wird. In Kapitel 3.6.3 erfolgt eine zum Zwei-Fluid-Modell konsistente Formulierung der
Stochastischen Feldmethode.

3.6.3 Eine konsistente Formulierung der Stochastischen Feldmethode im
Zwei-Fluid-Modell

In Kapitel 3.6.2 wurden Konsistenzprobleme demonstriert, wenn die Stochastische Feldmethode fiir den Volu-
menanteil im Zwei-Fluid-Modell analog zur Beschreibung einer Skalargréfe im Verbrennungsbereich formuliert
wird. In Kapitel 3.6.2.1 erfolgte dies durch Herleitung der Transportgleichung (3.100) fiir den mittleren Volu-
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menanteil der dispersen Phase durch Ensemble-Mittelung. Ein Vergleich zur entsprechenden Gleichung (2.54) des

Zwei-Fluid-Modells zeigt, dass sich beide Gleichungen um den Term

19 . 9a"\\ _/ a (vigoa)
<<p»8xl~(Dt ox; ) - Tx,-<Sc, ox; ) (3.113)

unterscheiden. Fiir die Umformung in Gleichung (3.113) wurden die Gleichungen (2.81) und (2.82) sowie die

Vereinfachung (p) = p = const. genutzt. Der Term in Gleichung (3.113) entspricht der Form eines Diffusions-
terms. In Kapitel 3.6.2.2 wurde die Transportgleichung des mittleren Volumenanteils (3.112) durch Integration der
PDF-Transportgleichung (3.101) hergeleitet und mit der entsprechenden Gleichung (2.54) des Zwei-Fluid-Modells

verglichen. Die beiden Gleichungen unterscheiden sich durch den Term

d d (Vix b
o (o) = —a—ﬂ(%a—&). (3.114)
In Gleichung (3.114) wurde das ,,gradient-diffusion model* ([104], S. 187) aus Gleichung (2.50) genutzt, so dass
die Form eines Diffusionsterms entsprechend Gleichung (3.113) vorliegt.

Ein Diffusionsterm wire ebenfalls in der Kontinuititsgleichung (2.52) des Zwei-Fluid-Modells vorhanden, wenn
in der zweiten Mittelung nicht-dichtegewichtete Variablen verwendet wiirden (vgl. Kapitel 2.2.1.10). Er beschriebe
den Effekt der mittleren turbulenten Advektion. In AVL Fire™ ist das Zwei-Fluid-Modell mit der Kontinuititsglei-
chung (2.15), also unter Verwendung einer dichtegewichteten Mittelung bei der zweiten Mittelung, implementiert.
Die mittlere turbulente Advektion wird hierin nicht durch einen Diffusionsterm in der Kontinuitétsgleichung be-
riicksichtigt, sondern durch einen zusitzlichen Term in der Momentengleichung (vgl. Kapitel 2.2.1.10). Dieser
zusitzliche Term beeinflusst die Berechnung der mittleren Geschwindigkeit der dispersen Phase 4. Da diese in
der Kontinutétsgleichung (2.53) verwendet wird, erhilt die mittlere turbulente Advektion hierin indirekt Einzug.
Entsprechendes gilt fiir die SPDE der Stochastischen Feldmethode.

Bei der Formulierung der PDF-Transportgleichung und der SPDE ist konsistent zu dieser Formulierung des Zwei-
Fluid-Modells zu verfahren. Entsprechend konnen sie keinen zusétzlichen Term zur Beriicksichtigung der mittle-
ren turbulenten Advektion (vgl. Gleichungen (3.93) und (3.94)) enthalten®. Die in Kapitel 3.5 hergeleitete PDF-
Transportgleichung (3.91) enthilt keinen Term fiir die mittlere turbulente Advektion und ist damit konsistent zur
Kontinuitidtsgleichung (2.15) des verwendeten Zwei-Fluid-Modells. Der Vollstindigkeit halber ist sie in Gleichung
(3.115) erneut mit der Schreibweise p = (p) aufgetragen

Sh

PV fu  I0i(p)fe) | FUSIa)P)F)
T T

o

—0. (3.115)

Die SPDE wird analog hierzu ohne einen Term der mittleren turbulenten Advektion formuliert

el ol
ot 8x,~

+R(M) = 0(al), (3.116)

wobei eine allgemeine Fluktuation R(ch(,")) verwendet wurde. Fiir

aal"
R(a") = \/2D, 5‘;1 W, (3.117)

3 Wiirde die mittlere turbulente Advektion im Zwei-Fluid-Modell analog zu Gleichung (2.52) durch einen Diffusionsterm in der Kontinuitiits-
gleichung beriicksichtigt, konnte eine konsistente Formulierung der PDF-Transportgleichung bzw. der SPDE mit einem Term der mittleren
turbulenten Advektion entsprechend der Gleichungen (3.93) und (3.94) erfolgen. Da in AVL Fire™ die Kontinuititsgleichung des Zwei-
Fluid-Modells entsprechend Gleichung (2.15) umgesetzt ist, wird dieser Ansatz im Folgenden nicht weiter verfolgt.
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entsprechen die Fluktuationen denen der urspriinglichen SPDE (vgl. (2.94)), die zur Beschreibung einer Skalar-
grofle in der Verbrennung hergeleitet wurde. Die Wahl fiir R(Oc;")) hingt von der betrachteten Fluktuation ab. In
Gleichung (3.116) wurde das Differential, wie bereits in Kapitel 3.6.2.1 diskutiert, ebenfalls auf die Geschwindig-
keit angewendet.

Die Gleichungen (3.115) und (3.116) beschreiben eine zur Kontinuitétsgleichung (2.15) bzw. (2.53) des Zwei-
Fluid-Modells konsistente Formulierung der Stochastischen Feldmethode. Diese Formulierung wird im Folgenden
,-2F-SFEM* bezeichnet. In Kapitel 3.7 werden Moglichkeiten zur Beriicksichtigung stochastischer Schwankungen
im 2F-SFM diskutiert. Nachdem in Kapitel 3.6.3 eine konsistente Formulierung der Stochastischen Feldmethode
vorgestellt sowie Alternativen aufgezeigt wurden, erfolgt im Kapitel 3.6.4 eine Diskussion der Ursache fiir einen
entfallenden Term der mittleren turbulenten Advektion bei Verwendung dichtegewichteter GréBen bei der zweiten

Mittelung.

3.6.4 Entfallen des Terms der mittleren turbulenten Advektion

Nachdem in Kapitel 3.6.3 eine konsistente Formulierung der Stochastischen Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell
prasentiert wurde, verbleibt die Frage, warum bei Verwendung dichtegewichteter Grofen im 2F-SFM ein Term
fiir die mittlere turbulente Advektion entfillt, dieser aber bei Anwendung der Stochastischen Feldmethode zur
Beschreibung einer Skalargrofie in der Verbrennung existiert (vgl. Gleichungen (2.79), (2.94), (3.115), (3.116)).
Die Antwort ist in Kapitel 3.5 zu finden und sei an dieser Stelle erneut aufgegriffen.

Im Folgenden wird die Existenz eines Terms der mittleren turbulenten Advektion im 2F-SFM und in der PDF-
Transportgleichung (2.77) einer Skalargroe diskutiert. Der Term der mittleren turbulenten Advektion geht aus
dem Konvektionsterm hervor.

Im 2F-SFM kann dieser, wie bereits in Gleichung (3.89) gezeigt, mit Hilfe der Phasenmittelung in Gleichung

(2.11) vereinfacht werden

<

) la=a)=p((hla=a)+(j|a=a)) =
P+ (¥ |a=a)) =V;pa. (3.118)

Der letzte Schritt folgt aus dem engen Zusammenhang des Volumenanteils ¢ und der Dichte p: Der bedingte

<»

P (5 a=a)=p ()

I
hel

Erwartungswert der dichtegewichteten Geschwindigkeitsfluktuation <\7’]/ | ﬁ(a)> entfillt, wie in Gleichung (3.76)

gezeigt. Entsprechend entfillt auch <\3’j’ | a>, da ein eindeutiger Zusammenhang zwischen dem Volumenanteil o
und der Dichte p besteht (vgl. Gleichungen (2.11) und (3.79)).
In der PDF-Transportgleichung (2.77) einer SkalargréBe in der Verbrennung kann der bedingte Erwartungswert im

Konvektionsterm ebenfalls mit einer dichtegewichteten Geschwindigkeit geschrieben werden (vgl. [104], S. 187)

pw) (Uil v) = p(W) ((Oi+U!) | w) =p(w)Ti+p(w) (U] | ¥). (3.119)

Im ersten Schritt wurde die dichtegewichtete Mittelung entsprechend Gleichung (2.45) eingefiihrt. Im letzten
Schritt wurde analog zu Gleichung (3.118) der bedingte Erwartungswert (U | E> = U; direkt angegeben. Im Un-
terschied zum 2F-SFM in Gleichung (3.118) bleibt der Term <U,-” | £> # ( erhalten, da @ nicht eindeutig aus der
Dichte p(®) zu bestimmen ist. Dies sei im Folgenden mit der grafischen Auftragung beispielhafter JPDFs veran-
schaulicht.

Es gelte die in Abbildung 3.5 dargestellte JPDF der Dichte p(®) und der Geschwindigkeit U. Die Dichte ist eine
Funktion der Massenanteile @, bspw. ([16], S. 296)

p(®) =p1 +p2+p3, (3.120)
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wobei p1, p2, p3 Partialdichten darstellen, die von @, &, und ®3 abhingen (vgl. [16], S. 296). Analog zu Abbil-
dung 3.4 ist in Abbildung 3.5 die dichtegewichtete Geschwindigkeit U eingetragen. Die zugehdrigen Fluktuationen
sind ebenfalls beispielhaft skizziert. Der bedingte Erwartungswert der Fluktuationen (U” | p(a)) entfillt, wie in
Kapitel 3.5 bereits diskutiert wurde (vgl. Gleichung (3.76)).

Die Abbildungen 3.6 und 3.7 zeigen die JPDFs der Geschwindigkeit U und der Skalargrolen y; und y». Sie un-
terscheiden sich von der JPDF in Abbildung 3.5 in der rechten hinteren Ecke. Die mit der Skalargrofle gewichteten

mittleren Geschwindigkeiten

Oa, = (U | wi) = Yy (3.121)
Vi
und die zugehorigen Fluktuationen sind ebenfalls in den Abbildungen 3.6 und 3.7 skizziert. Sie unterscheiden sich
von der dichtegewichteten Geschwindigkeit U und ihren Geschwindigkeitsfluktuationen in Abbildung 3.5. Analog
zur dichtegewichteten Geschwindigkeit gilt fiir den Erwartungswert der Fluktuationen in den Abbildungen 3.6 und
3.7

(Ug, | wi) =0. (3.122)

Fiir eine Skalargroie im Verbrennungsbereich existiert kein unmittelbarer Zusammenhang zwischen der Dichte p
und der SkalargroBe y: Mehrere Gemischzusammensetzungen konnen eine identische Dichte ergeben. Entspre-
chend sind die Fluktuationen in y nicht direkt korreliert mit Fluktuationen der Dichte p und fiir den Erwartungs-
wert gilt

(U"1p(w) # (U" 1 w). (3.123)

Im Zwei-Fluid-Modell ist die Dichte p direkt mit dem Volumenanteil ¢ korreliert (vgl. Gleichungen (2.11) und
(3.79)). Die JPDF der Geschwindigkeit und der Dichte in Abbildung 3.5 kann linear in die JPDF der Geschwin-
digkeit und des Volumenanteils (nicht dargestellt) transformiert werden. Auch die Fluktuationen sind korreliert,
weshalb im Zwei-Fluid-Modell gilt

(U"|p(a))y=(U"|a)=0. (3.124)
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Abbildung 3.5: Dichtegewichtete Mittelung an einer beispielhaften JPDF der Geschwindigkeit U und der Dichte p (D).
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Abbildung 3.6: gewichtete Mittelung an einer beispielhaften JPDF der Geschwindigkeit U und der Skalargrofe ®;.
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Abbildung 3.7: gewichtete Mittelung an einer beispielhaften JPDF der Geschwindigkeit U und der Skalargrofe ®;.

Der Unterschied des bedingten Erwartungswerts im Konvektionsterm kann auch mit Hilfe mathematischer Umfor-
mungen gezeigt werden. In den Gleichungen (3.72) - (3.76) wurde bereits gezeigt, dass der bedingte Erwartungs-
wert der Fluktuation der dichtegewichteten Geschwindigkeit entfillt (U”(p(e)) | p(a)) = 0. Der Vollstindigkeit
halber werden die Umformungen an dieser Stelle zusammengefasst. Die dichtegewichtete Geschwindigkeit hingt
von der Dichte p ab

O(p)=(U|p). (3.125)

Wird der Operator (- | p) auf die Geschwindigkeit (vgl. Gleichung (2.45))

U(p)=U(p)+U"(p) (3.126)
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3 Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell

angewandt, ergibt sich die Formulierung

Up) | p)=Up)|p)+{U"P)|p)- (3.127)

Die linke Seite in Gleichung (3.127) kann mit Gleichung (3.125) vereinfacht werden und der bedingte Erwartungs-

wert im ersten Term auf der rechten Seite kann direkt angegeben werden (vgl. Gleichung (3.118))

A

Ulp)=0(p)+(U"(p) | p)- (3.128)

Aus Gleichung (3.128) kann direkt abgelesen werden

(U"(p) | p) =0. (3.129)

Es sei festgehalten, dass der Zusammenhang U(p) = (U | p) aus Gleichung (3.125) genutzt wurde, so dass der
bedingte Erwartungswert der Fluktuationen verschwindet (U” (p) | p) = 0.

Entsprechend gilt aufgrund des direkten Zusammenhangs zwischen Volumenanteil und Dichte im 2F-SFM (U” (p) | a) =
0 bzw. wenn, wie in Kapitel 3.5, die erste Mittelung und die rdumliche Richtung kenntlich gemacht werden

<‘;/]{ P) | a> = 0, wie bereits in Kapitel 3.5 in den Gleichungen (3.81) - (3.86) gezeigt wurde.

Fiir den auf eine allgemeine Skalargrole & im Verbrennungsbereich bedingten Erwartungswert gelten diese Ver-

einfachungen nicht: Eine Anwendung des Operators < | £> auf Gleichung (3.126) ergibt

(Ue) 1 w)=(0(p) W)+ {U"(p) | W), (3.130)

was sich nicht analog zu den Gleichungen (3.127) - (3.129) vereinfachen ldsst, da

(Up) W) #(U(p) | p) = Ulp), (3.131)

wenn Y nicht direkt mit p korreliert ist. Entsprechend gilt fiir den Erwartungswert der Fluktuationen

<U”(p) | £> £0. (3.132)

Folglich existiert bei einer Beschreibung einer Skalargrofie im Verbrennungsbereich ein Term der mittleren tur-
bulenten Advektion <U "(p) | E>' Bei der Beschreibung des Volumenanteils im Zwei-Fluid-Modell entfillt der

J
Nachdem in Kapitel 3.6 Unterschiede der hergeleiteten PDF-Transportgleichung fiir den Volumenanteil im Zwei-

entsprechende Term (U”(p) | a) = 0 bzw. <\7' ‘() | a> =0.

Fluid-Modell und der PDF-Transportgleichung fiir eine Skalargrofle im Verbrennungsbereich analysiert und dis-
kutiert wurden, werden im folgenden Kapitel 3.7 Moglichkeiten zur Implementierung der Stochastischen Feldme-
thode im bestehenden Code AVL Fire™ evaluiert. Mogliche Formulierungen der allgemeinen Fluktuation R (a<i))
werden in Kapitel 3.7 diskutiert. Dabei ist zu beachten, dass die Einflussfaktoren nach Abbildung 1.11 gelten.
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3.7 Beeinflussung aufgrund stochastischer Schwankungen im Quellterm

Teile des Kapitels 3.7 wurden bereits in [109], [110], [111] und [112] veroffentlicht. Die Transportgleichung des
Volumenanteils der dispersen Phase im Zwei-Fluid-Modell ist in Gleichung (2.54) dargestellt. Sollen mit Hilfe der
Stochastischen Feldmethode Schwankungen im Volumenanteil ¢; der dispersen Phase betrachtet werden, hat sich
die Beeinflussung des Quellterms % in Gleichung (2.54) aufgrund stochastischer Fluktuationen als gewinnbrin-
gend erwiesen.* Eine Moglichkeit des Losungsprozesses zur Beriicksichtigung von Schwankungen im Quellterm
ist in Abbildung 3.8 dargestellt. Als stochastische Felder werden N Volumenanteile betrachtet, die als Losung
von N Kontinuitétsgleichungen erhalten werden. Die stochastischen Felder unterscheiden sich durch Storterme im
Quellterm. Die Storterme werden in der ersten Iteration berechnet und in den folgenden erneut verwendet, um eine
Konvergenz zu gewihrleisten. Jedes stochastische Feld liefert in jeder Rechenzelle einen Volumenanteil ac(l”). Fiir
den weiteren Losungsprozess wird der mittlere Volumenanteil o;; verwendet. Der restliche Losungsprozess erfolgt
nach dem bereits implementierten Schema (vgl. Abbildung 2.4). Eine Bewertung nach den in Abbildung 1.11
dargestellten Einflussfaktoren ergibt einen geringen Aufwand hinsichtlich Ressourcen und Implementierungsum-
fang. Eine schnelle Rechnung und damit eine hohe Kundenzufriedenheit wird erwartet, da lediglich N zusitzliche
stochastische Felder fiir die disperse Phase berechnet werden. Der Einfluss auf den bereits optimierten iterativen
Losungsprozess wird als gering eingeschitzt, da die Fluktuationen keinen direkten Einfluss auf den Druck haben.
Die Beriicksichtigung der Schwankungen im Quellterm wird im Folgenden analysiert. Der Quellterm in Gleichung
(2.20) enthilt die mittlere Blasendichte N”” und die Druckdifferenz Ap),. Die Beriicksichtigungvon Schwankungen
in beiden GroBen wird im Folgenden getrennt betrachtet.

3.7.1 Schwankungen in der Blasendichte

Bei Verwendung einer mittleren Blasendichte werden lokale Variationen der Blasenanzahl bzw. der Blasendich-
te N herausgemittelt (vgl. Gleichungen (2.20) und (2.23)). Zur weiteren Beriicksichtigung dieser Fluktuationen

kann die Stochastische Feldmethode verwendet werden, deren Felder in der Blasendichte variieren. Zunéchst ist

4 Alternativ ist die Beriicksichtigung stochastischer Fluktuationen im Konvektionsterm denkbar. Stochastische Schwankungen im Konvekti-
onsterm resultieren aus Geschwindigkeitsfluktuationen aufgrund von Turbulenz. In Kapitel 2.2.1.10 wurde die Moglichkeit einer Beriicksich-
tigung der mittleren turbulenten Advektion als zusitzlichen Term in der Momentengleichung, wenn fiir die zweite Mittelung dichtegewichtete
GroBen verwendet werden, bereits diskutiert. Entsprechend ist auch der Einfluss von Turbulenz als zusitzliche fluktuierende Kraft in der Mo-
mentengleichung zu beriicksichtigen. Die zugehoérige SPDE besitzt dann nicht die Form von Gleichung (3.116), da die stochastischen Felder
nicht fiir die Kontinuititsgleichung, sondern fiir die Momentengleichung geldst werden. Die einzelnen stochastischen Felder unterscheiden
sich in einem zusétzlichen Term fiir die instantane Kraft des Fluids auf die disperse Phase aufgrund der Turbulenz. Dieser Term wird in der
ersten Iteration berechnet und fiir alle weiteren Iterationen des Zeitschritts verwendet, wodurch Konvergenz weiterhin gewihrleistet ist. Das
Losungsschema ist in Abbildung D.1 in Anhang D skizziert. Fiir jedes stochastische Feld resultiert aus der individuellen fluktuierenden Kraft
ein eigenes Geschwindigkeitsfeld. Entsprechend miissen fiir jedes stochastische Feld alle davon abhingigen Felder (Volumenanteile ¢; und
o, Druckfeld p, ...) existieren. Der Losungsansatz wird anhand der Einflussfaktoren in Abbildung 1.11 diskutiert. Fiir eine Umsetzung der
Stochastischen Feldmethode im kommerziellen CFD-Code AVL Fire™ erfordert der Ansatz einen erheblichen Mehraufwand hinsichtlich der
Speicherressourcen. Der Implementierungsaufwand ist ebenfalls erheblich, da weitreichende Anderungen in der Losungsstruktur erforderlich
sind. Die Berechnung eines eigenen Geschwindigkeitsfelds und eines eigenen Druckfelds fiir jedes stochastische Feld erfordert eine erhdhte
Berechnungszeit. Eine deutlich erhohte Berechnungszeit wird aus Kundensicht als nicht akzeptabel eingestuft. Fiir eine Implementierung in
den kommerziellen CFD-Code AVL Fire™ wird diese Methodik im weiteren Verlauf dieser Arbeit nicht weiter verfolgt. Alternativ kann
davon abgesehen werden, fiir jedes stochastische Feld der dispersen Phase entsprechende Felder der kontinuierlichen Phase und des Drucks
zu berechnen, indem ein mittleres Geschwindigkeitsfeld der kontinuierlichen Phase und ein mittleres Druckfeld verwendet werden. Das al-
ternative Losungsverfahren ist in Abbildung D.2 in Anhang D dargestellt. Die Kontinuitétsgleichungen werden fiir eine mittlere Verteilung
analog zur bisherigen Implementierung in AVL Fire™ gelost (vgl. Abbildung 2.4). Fiir die disperse Phase wird fiir jedes stochastische Feld
eine eigene Impulsgleichung gelost. Die mittlere Geschwindigkeit der dispersen Phase wird aus den Reprisentanten der Geschwindigkeit
berechnet. Die Impulsgleichung fiir die kontinuierliche Phase und die iibrigen Gleichungen werden analog zur bisherigen Implementierung
in AVL Fire™ gelost (vgl. Abbildung 2.4). Die Alternative wird im Folgenden entsprechend der Einflussfaktoren in Abbildung 1.11 bewer-
tet. Hinsichtlich Implementierungszeit und Ressourcen ist diese Methode weniger aufwindig als die in Abbildung D.1. Dennoch nimmt sie
Eingriff in den Iterationsprozess, da die Geschwindigkeit der dispersen Phase #ysp direkt den Fluktuationen ausgesetzt ist. Dies konnte zu
Konvergenzproblemen fiihren, weshalb die Beriicksichtigung von Fluktuationen in der Kontinuitétsgleichung der jeweiligen Phase bevorzugt
wird. In Kapitel 2.2.1 wurde bereits erwihnt, dass eine zusitzliche Kraft in der Momentengleichung der dispersen Phase als Diffusionsterm in
der entsprechenden Kontinuititsgleichung geschrieben werden kann (vgl. [11], S. 68). Als Geschwindigkeit im Konvektionsterm wird dann
die Geschwindigkeit der kontinuierlichen Phase verwendet. Der Einfluss dieses Diffusionsterms ist geringer als der Einfluss der stochastischen
Schwankungen im Quellterm. Im Sinne eines maximalen Kundennutzens (vgl. Abbildung 1.11) werden im weiteren Verlauf Schwankungen
im Quellterm analysiert (vgl. Kapitel 3.7.1, 3.7.2). Der Einfluss turbulenter Fluktuationen in der Momentengleichung bzw. als Diffusionsterm
in der Kontinuitdtsgleichung wird im Folgenden nicht weiter verfolgt.
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v
‘ Kontinuitdtsgleichung konti. ‘ vgl. GL (2.15)
vgl. Gl. (3.116)
Kontinuititsgleichung disp. 1 } ‘ Kontinuitiatsgleichung disp. N }
i i
(€8] (N)
Gleichungen des SI 1 %a Gleichungen des SF' N %a
‘| ag
E """ -{ Impulsgleichungen } vgl. Gl. (2.29)
’ By
| Kontinuititsgleichungen % ffffff ‘ vgl. Gl (2.15)
El
‘ Turbulenzgleichungen ‘
‘ Gleichungen des Kavitationsmodells ‘

nein P j
konsistent? Ja t=t+ At

Abbildung 3.8: Magliche Implementierung der Stochastischen Feldmethode in AVL Fire™: Fluktuationen im Quellterm der dispersen Phase
werden durch stochastische Felder beriicksichtigt.

die Amplitude der stochastischen Schwankungen zu analysieren.

Hierzu wird in einem Gedankenexperiment ein Volumen V, = 1m3, bestehend aus n, Teilvolumina mit dem Vo-
lumen V;, betrachtet. Werden im Volumen V, Blasen zufillig verteilt, ist die Blasenanzahl innerhalb der Teilvolu-
mina zufillig und folgt einer Poisson-Verteilung ([81], S. 186). In Abbildung 3.9 ist das Volumen V, beispielhaft
in n, = 100 Teilvolumina V; = 1/100 m?® unterteilt. Eine exemplarische Verteilung von 200 Blasen im Volumen
V, ist ebenfalls in Abbildung 3.9 dargestellt. Mit Hilfe der Poisson-Verteilung kann die Wahrscheinlichkeit fiir n
Blasen innerhalb eines Volumens bestimmt werden ([76], S. 545)

(Ap)nm efx,,.
npi

P(l’lBh}Lp) = (3133)

In Gleichung (3.133) ist A,, die mittlere Blasenanzahl innerhalb des Volumens. Fiir das Beispiel in Abbildung 3.9
ist die mittlere Blasenanzahl innerhalb eines Teilvolumens A,; = 2, da 200 Blasen auf 100 Teilvolumina verteilt

wurden. Die Varianz G,% der Poisson-Verteilung entspricht ihrem Mittelwert ([81], S. 186)

o; =Ap. (3.134)
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Abbildung 3.9: 200 Blasen werden zufillig auf 100 Teilvolumina verteilt: Die Blasenanzahlen in den Teilvolumina sind zufillig und folgen
einer Poisson-Verteilung (vgl. [81], S. 186).

Die Standardabweichung o, kann aus der Varianz in Gleichung (3.134) abgeleitet werden. Fiir grole Werte von
A, lésst sich die Poisson-Verteilung durch eine Normalverteilung mit Mittelwert u,, und Standardabweichung o,

approximieren ([115], S. 190)

Un :Ap
0, =0, =1/Ap. (3.135)

Es sei angemerkt, dass hierbei eine Korrektur angewandt wird, da die kontinuierliche Normalverteilung .4/ (1, 62)
die diskrete Poisson-Verteilung Po(4,,) approximiert. Fiir die diskrete, poissonverteilte ZufallsgroBe Z ~ Po und
ihre normalverteilte Approximation Y ~ .4 gilt (vgl. [69], S. 41; [82], S. 76)

P(Z=1)=P(-0,5<Y <[+0,5). (3.136)

Fiir eine Normalverteilung kann mit Hilfe der Sigma-Regeln die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, dass sich
der Zufallswert Y innerhalb des 3o-Intervalls befindet ([137], S. 197)

P(U, —30, <Y < Ui, +30,) ~ 99,73%. (3.137)

Mit Gleichung (3.137) kann das Intervall bestimmt werden, in dem sich die Blasenanzahl ng; mit der Wahrschein-
lichkeit von 99,73% befindet.

Im Folgenden werden die Schwankungen in der Blasendichte einer Injektorstromung analysiert. Dabei werden
Volumina unterschiedlicher Gré8e betrachtet. Sei N(’)” =10 / m? (vgl. Gleichung (2.24)), ergibt sich unter der
Annahme & < 0,5 mit Gleichung (2.23) fiir die Blasendichte N/ = 10'#/m?>. Anschaulich bedeutet dies, dass im
Mittel 10'# Blasen pro m? Volumen existieren. Die mittlere Blasenanzahl im Volumen V, = 1m> entspricht damit

Apg=N"1m* = 10" (3.138)
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und fiir die Standardabweichung ergibt sich mit Gleichung (3.134)
Opg = V1014 =10". (3.139)

Analyse der Schwankungen der Blasendichte im gesamten Volumen V,

Die mittlere Blasenanzahl A, , ist groB, so dass die Poisson-Verteilung durch eine Normalverteilung mit
— — 104
Hn,g = Ap,g =10 (3.140)

und der Standardabweichung ¢, , = 0, , = 107 approximiert werden kann. Analog zu Gleichung (3.137) kann das

3o-Intervall bestimmt werden
P10 —3.107 < ng; < 10" 4+3-107) = P(9999997 - 107 < ng < 10000003 -107) = 99,73%.  (3.141)

Schwankungen der Blasenanzahl sind mit Schwankungen der Blasendichte korreliert. Da die Blasendichte linear

von der Blasenanzahl abhingt, kann analog zu Gleichung (3.141) fiir eine instantane Blasendichte

Nl = np /1m? (3.142)

formuliert werden

P((10™ =3-10")/m® < Nliy < (10" +3-107)/m®) =
= P(9999997 - 107 /m* < N\, < 10000003 - 107 /m?) =~ 99,73%. (3.143)

Aus der instantanen Schwankung der Blasendichte N

resultiert nach Gleichung (2.20) eine instantane Schwan-
kung des Quellterms Sj,5. Dabei wird der Index -; zur Kennzeichnung der dispersen Phase im Sinne einer ein-
fachen Schreibweise weggelassen. Es stellt sich die Frage, wie stark der instantane Quellterm schwankt, wenn
Schwankungen der instantanen Blasendichte beriicksichtigt werden. Die Blasendichte flieit in der Berechnung des
Quellterms nichtlinear ein (vgl. Gleichung (2.20)). Mit der Wahrscheinlichkeit von 99,73% wird das Verhiltnis
zwischen dem Quellterm Sj,s unter Verwendung einer instantanen Blasendichte und dem Quellterm S der mittleren
Blasendichte
Sinse (N3 (10000003 - 107)1/3

Dinst _ \Vinst _ _ 1/3 _
< = (]\1;/1;)1/3 = (1014)1/3 = (1,00000003)"/° = 1,0000001 (3.144)

nicht tiberschritten. Schwankungen mit der Gréenordnung < 0,00001% konnen vernachlidssigt werden und die

Verwendung eines Mittelwerts stellt einen guten Kompromiss dar. Die zusétzliche Investition in Ressourcen bei
Verwendung der Stochastischen Feldmethode ist fiir die Beriicksichtigung dieser geringen Schwankungen im
Quellterm aus Kundensicht und im Hinblick auf den notwendigen Implementierungsaufwand nicht rentabel (vgl.
Abbildung 1.11). Die Betrachtung von Schwankungen im Quellterm aufgrund einer schwankenden Blasenanzahl
im Gesamtvolumen V, wird im weiteren Verlauf der Arbeit nicht beriicksichtigt. Im Folgenden wird untersucht,

wie grof} die Schwankungen sind, wenn ein Teilvolumen V; betrachtet wird.

Analyse der Schwankungen der Blasendichte im Teilvolumen V,

Wird V, in n; Teilvolumina aufgeteilt, enthilt das Teilvolumen V; = V, /n, im Mittel

Ap,t = afp,g/”t = N///1m3/nt (3.145)
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Blasen. Fiir die Vereinfachung in Gleichung (3.145) wurde Gleichung (3.138) genutzt. Die lokale Blasenanzahl
np1lok Weicht von ihrem Mittelwert
7BLlok = Aps (3.146)

ab. Fiir die Standardabweichung ergibt sich mit den Gleichungen (3.134) und (3.145)

Opy = \/E: \/m (3.147)

Fiir das Verhiltnis von Standardabweichung und Mittelwert ergibt sich mit den Gleichungen (3.138), (3.145) und
(3.147)
Opt N Aps 1 1 N

Mot i Ay Apgin VNI

Mit steigendem n; steigt auch das Verhiltnis von Standardabweichung zur mittleren Blasenanzahl. Die Standard-

(3.148)

abweichung ist im Verhiltnis zum Mittelwert umso grofer, je kleiner das betrachtete Volumen V; ist.
Bei der Berechnung von Injektorstromungen werden kleine Zellvolumina, beispielsweise Viepe = 10~ 2m3, be-
trachtet. Fiir Volumina dieser GroBe ist n, = 10! und mit den Gleichungen (3.138), (3.145) und (3.147) gilt fiir
die mittlere Blasenanzahl und die Standardabweichung im Teilvolumen
Api = Apg/108 =10 /108 = 0,1 (3.149)
Cpr =1/ Aps =+/0, 1. (3.150)

Zur Veranschaulichung ist in Abbildung 3.10 das Histogramm von 10.000 Zufallszahlen der Poisson-Verteilung

mit Mittelwert lp =0, 1 aufgetragen. Die Abbildung veranschaulicht, dass die Wahrscheinlichkeit, in einer Zelle
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Abbildung 3.10: Histogramm einer Poisson-Verteilung mit dem Mittelwert A, =0, 1.

mit dem Volumen Ve = 10~1%m3 keine Blase anzutreffen, groBer ist als 90%. Die lokale Blasenanzahl np; jo

betriagt damit in > 90% der Betrachtungen null. Entsprechend ist auch die lokale Blasendichte

n
Niok = 7‘5 blok (3.151)
Zelle
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in liber 90% der Betrachtungen null. In Abbildung 3.10 ist zu erkennen, dass mit ca. 8% Wabhrscheinlichkeit das
Volumen Vzgjie genau eine Blase enthilt (np; 1ok = 1) und mit ca. 1% Wahrscheinlichkeit 2 Blasen (np; 10k = 2).
Die zugehorigen Blasendichten sind Tabelle 3.2 zu entnehmen. Das ebenfalls dargestellte Verhiltnis der lokalen
Blasendichte Nj’j zur mittleren Blasendichte N/ = 10'*/m? zeigt, dass die lokale Blasendichte um bis zu 2000%
gegeniiber der mittleren Blasendichte schwankt. Entsprechend schwankt der lokale Quellterm Sjox (vgl. Gleichung
(2.20)) um bis zu 271% des Quellterms unter Verwendung einer mittleren Blasendichte, wie die letzte Spalte in

Tabelle 3.2 demonstriert.

Wahrscheinl. | npjok | Ny -m® | N /N" Siok / Smittel
ca. 0,9 0 0 0 0
ca. 0,08 1 101 10 (10'5)13 /(1013 ~ 2,15
ca. 0,01 2 2101 20 (2-10')1/3 /(1013 ~ 2,71

Tabelle 3.2: Verteilung von Blasenanzahl und Blasendichte in einer Zelle mit dem Volumen Ve =~ 10~ 53 mit N = 1014 / m3. Das Ver-
hiltnis aus lokaler und mittlerer Blasendichte sowie das Verhéltnis der entsprechenden Quellterme sind ebenfalls dargestellt.

Die Analyse der Schwankungen in Volumina unterschiedlicher GroB3e zeigt: Je kleiner das betrachtete Volumen
ist, desto groBer sind die relativen Schwankungen in der lokalen Blasendichte und im lokalen Quellterm. Wird bei
kleinen Zellvolumina eine mittlere Blasendichte verwendet, werden die natiirlich vorkommenden Schwankungen
in der Blasendichte vernachlissigt. Die Stochastische Feldmethode kann genutzt werden, um diese Schwankun-
gen zu beriicksichtigen. Abbildung 3.11 (links) zeigt Ausprigungen der Blasendichteverteilung innerhalb einer
Rechenzelle. Dargestellt sind 100 Reprisentanten der lokalen Blasendichte im oben diskutierten Beispiel (vgl.
Abbildung 3.10). In nur 10 der 100 Reprisentanten ist die Blasendichte ungleich 0. Die meisten Reprisentanten
zeigen eine Ausprigung, in der die Rechenzelle keine Blase enthélt. Da das Vorkommen einer Blase ein seltenes
Ereignis ist, muss die Anzahl betrachteter Repridsentanten und damit die Anzahl der berechneten stochastischen
Felder ausreichend hoch sein. In Tabelle 3.2 wurde gezeigt, dass starke Schwankungen in den Quelltermen mit
den Schwankungen der lokalen Blasendichte einhergehen. Dies kann zu numerischer Instabilitit fithren. Alternativ
konnen die Schwankungen reduziert werden, wenn an Stelle der einzelnen Représentanten Mittelwerte iiber diese
betrachtet werden. In Abbildung 3.11 (Mitte) wurde eine Mittelung iiber jeweils 10 Représentanten durchgefiihrt.
Die Zugehorigkeit eines urspriinglichen Représentanten (links) zum entsprechenden gemittelten Repésentanten
(Mitte) ist durch Linien skizziert. Aus den 100 urspiinglichen Représentanten ergeben sich 10 gemittelte Repra-
sentanten, deren Schwankungen geringer sind. Die Anzahl der betrachteten Reprisentanten ist geringer, was den
Berechnungsaufwand reduziert. Wiirde in Abbildung 3.11 eine erneute Mittelung iiber diese gemittelten Repri-
sentanten erfolgen, ergébe sich ein einzelner Reprasentant (vgl. Abbildung 3.11, rechts). Fiir die Interpretation der

Mittelung existieren zwei Moglichkeiten:

¢ Methode der Ensemble-Mittelung

Sei ng die Anzahl Reprisentanten, tiber die gemittelt wird. In Abbildung 3.11 erfolgt die erste Mittelung iiber
jeweils ng = 10 Reprisentanten (links). Die Mittelung erfolgt nach der Ensemble-Mittelung (vgl. Gleichung
(2.85)). Die folgende Diskussion betrachtet der Einfachheit halber die Blasenanzahl. Aufgrund des linearen
Zusammenhangs in Gleichung (2.27) kann sie analog mit Betrachtung der Blasendichte erfolgen. In obigem
Beispiel in Abbildung 3.11 weist jeder Représentant die mittlere Blasenanzahl A,,; = 0, 1 auf (vgl. Gleichung
(3.149)). Jeder individuelle Reprisentant besitzt eine individuelle lokale Blasenanzahl ng?] ok die davon
abweichen kann. Die Ensemble-gemittelte lokale Blasenanzahl (Abbildung 3.11, Mitte) beréchnet sich mit
ng = 10 Reprisentanten

10
il = Y ni/10. (3.152)

n=1
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Abbildung 3.11: Blasendichteverteilung in 100 Rechenzellen (links) und Mittelung iiber jeweils 10 (Mitte) oder alle Reprisentanten (rechts).

Fiir die Schwankung der Ensemble-gemittelten lokalen Blasenanzahl ng’;?ko gilt ([66], S. 78)

GnR:IO _ Opy

it - \/ﬁ

Die Standardabweichung hat durch die Ensemble-Mittelung um den Faktor |/ng abgenommen. Fiir die mitt-

(3.153)

lere Blasenanzahl nach der Ensemble-Mittelung gilt weiterhin
ApE=10 =2, =0,1. (3.154)
Das Verhiiltnis aus Standardabweichung 625:10 und Mittelwert A% =10 st

G;§:10= s _ Vv 1 (3.155)
AN JnRAps NRAps /nghp, :

wobei Gleichung (3.150) verwendet wurde. Eine Mittelung iiber unendlich viele Reprisentanten liefert fiir

die Ensemble-gemittelte lokale Blasenanzahl ny§ * = A,; = 0,1 (vgl. im statistischen Mittel Abbildung
3.11, rechts) bzw. mit Gleichung (3.151) und Vzeyie = 10~19m? fiir die lokale Blasendichte

—
"ok 0,1

_ 14 3 api
Vs = To i = 101 /mt =N (3.156)

" __
]Vlok -

Eine Mittelung iiber eine unendliche Anzahl Reprisentanten fithrte demnach zur Verwendung einer mittleren
Blasendichte N analog zum Zwei-Fluid-Modell in Kapitel 2.2.1 (vgl. Gleichung (2.23)).

* Methode der Zellkonglomerate
Jeder Reprisentant (vgl. Abbildung 3.11, links) stellt eine mogliche Ausprigung der Blasendichte inner-

halb eines Zellvolumens dar. Jedem Reprisentanten der Blasendichte kann eine lokale Blasenanzahl np; jok
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zugeordnet werden. Die folgende Diskussion verwendet die Blasenanzahl. Aufgrund des linearen Zusam-
menhangs in Gleichung (2.27) kann sie analog mit der Blasendichte erfolgen. Die mittlere Blasenanzahl
jedes Reprisentanten (Abbildung 3.11, links) betrdgt A,; = 0,1 (vgl. Gleichung (3.149)). Um die Schwan-
kungen in den Reprisentanten zu reduzieren, werden die urspriinglichen Reprisentanten einer Blasendichte
innerhalb einer Rechenzellen zu groferen Konglomeraten kombiniert. Innerhalb eines Zellkonglomerats von
ng = 10 Reprisentanten gilt fiir die mittlere Blasenanzahl (vgl. Abbildung 3.11, Mitte)

— _ nR=10 _
NBIng lok = )’p,t =2

pot/ng = MRApy =10-0,1 =1, (3.157)

Fiir die Schwankung der mittleren Blasenanzahl im Zellkonglomerat der ng = 10 Reprisentanten gilt unter

Verwendung von Gleichung (3.150)

O35 = G = \[ s = 1w = 1. (3.158)

Die Standardabweichung nimmt absolut gesehen mit steigender Anzahl ng an Représentanten im Zellkon-

glomerat zu. Im Verhiltnis zum Mittelwert gilt fiir die Standardabweichung im Zellkonglomerat

=10
Oyt Opume Ay 1 (3.159)

AT Ry, s ks
sie nimmt also mit steigender Anzahl Reprisentanten ng ab. Dieses Verhiltnisses ist fiir beide Interpretatio-
nen identisch (vgl. Gleichung (3.155)). In der Mitte von Abbildung 3.11 sind 10 Zellkonglomerate darge-
stellt. Sie stellen jeweils 10 der urspriinglichen Représentanten dar (vgl. Abbildung 3.11, links). Werden sie

zu einem einzelnen Reprisentanten zusammengefasst (vgl. Abbildung 3.11, rechts), enthélt dieser im Mittel
ng=10-10
Aph =Xpt/(ong) = 10 Ap /e = 10-1 =10 (3.160)

Blasen. Der Zusammenhang zur mittleren Blasendichte N’ wird ersichtlich bei Erhéhen der Anzahl Repri-
sentanten. Gilte weiterhin ng = 10 und wiirden nicht 100, wie in Abbildung 3.11, sondern 10! Repriisen-
tanten betrachtet, die jeweils die mittlere Blasenanzahl ),pJ =0, 1 aufweisen, existierten in Abbildung 3.11
(Mitte) 10'* Zellkonglomerate mit der mittleren Blasenanzahl 7L,',1§:10 = Apit/ng
einer Reprisentation zusammengefasst, enthielte diese die mittlere Blasenanzahl

= 1. Wiirden sie erneut zu
A{;{;ZIO-IOM _ 1014 ')‘1;!5:10 — 1014 1= 1014 — N’”m3. (3161)

Allgemein kann zusammengefasst werden, dass eine Zelle mit dem Volumen
Vzelle = I’ /n; (3.162)

im Mittel A,; = N"" 1m3 /n, Blasen enthilt. Das Konglomerat aus ng Reprisentanten dieser Zellen beinhaltet

im Mittel A,,;/,,, = nrA,, Blasen. Fiir ng = n, gilt fiir die mittlere Blasenanzahl
Apt/ng = NRAps = ngN""1m?® /n, = N 1m’. (3.163)

Der Vollstdndigkeit halber sei angemerkt, dass bei der Methode der Zellkonglomerate ng < n, zu wihlen ist,

um Schwankungen der lokalen Blasendichte zu beriicksichtigen.
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Die detaillierte Betrachtung lokal schwankender Blasenanzahlen (vgl. Abbildung 3.11, links) ist hinsichtlich zwei-

er Aspekte keine praktikable Losung fiir eine Implementierung in den kommerziellen Code AVL Fire™

* Die Notwendigkeit einer grolen Anzahl stochastischer Felder iibersteigt die Verfiigbarkeit von Ressourcen
(vgl. Abbildung 1.11).

¢ Stark schwankende Quellterme sind ein Potential fiir numerische Instabilitdten.

Um die stochastischen Fluktuationen bei einer Berechnung zu beriicksichtigen, ist eine Mittelung mit einer der
oben vorgestellten Methoden notwendig (vgl. Abbildung 3.11). Es stellt sich die Frage, wie ng zu wihlen ist.
Da im Allgemeinen innerhalb eines Rechengebiets Zellen mit unterschiedlichem Volumen vorhanden sind und
entsprechend die Schwankungen in der Blasendichte unterschiedlich grof3 sind, kann dies nicht pauschal fiir das
gesamte Rechengebiet beantwortet werden. Fiir jede Rechenzelle ist ng individuell zu ermitteln. Folglich sind
die Amplituden der Fluktuationen zweier Zellen mit unterschiedlichem Volumen nicht miteinander vergleichbar.
Alternativ zur pauschalen Festsetzung der Anzahl ng, fiir alle Zellen oder einer manuellen Eingabe fiir jede indivi-
duelle Zelle kann mit der Methode der Zellkonglomerate und Gleichung (3.163) ein Zusammenhang zwischen der
mittleren Blasenanzahl im Zellkonglomerat 4,,;/,,,

werden. Unter der Annahme, dass im Zellkonglomerat eine mittlere Blasenanzahl 4, ,, JnR

den Gleichungen (3.162) und (3.163) die Anzahl Reprisentanten ng im Konglomerat bestimmt werden

und der Anzahl Reprisentanten ng im Konglomerat hergestellt
erwiinscht ist, kann mit

Mhptjne _ Ppijne (3.164)

N 1m3 - N/”VZelle

nrR —

Implementierung in AVL Fire™

Mit der Kenntnis einer mittleren Blasenanzahl im Zellkonglomerat A,, , /ng

Anzahl Reprisentanten ng im Konglomerat mit Gleichung (3.164). Die lokale Blasenanzahl np ,, 1ok im Konglo-

durch Nutzereingabe errechnet sich die

merat ist eine Poisson-verteilte Zufallsvariable

1Bl g lok ~ Po( ,,t/nR) (3.165)

mit der Standardabweichung entsprechend Gleichung (3.158)

pit/n
Opyt/ng =\ "RApt = \/ NWVZTI N"1m3 [ny = [ Ayt g (3.166)

Fiir die Umformungen in Gleichung (3.166) wurden die Gleichungen (3.145), (3.162) und (3.164) genutzt. Fiir
groBe Werte von A,,;/,, wird die Poisson-Verteilung durch die Normalverteilung approximiert (vgl. Gleichung

(3.135)). Das Zellkonglomerat umfasst ein Volumen Vikongl = 1rVZelle- Analog zu Gleichung (3.151) kann aus der

lokalen Blasenanzahl im Konglomerat n(Bnl)nR,lok die lokale Blasendichte eines stochastischen Felds

) ) "
n/) _ "Bl ok T'BLnglok _ nBl ng,lokIV (3.167)
ok — = = :
© Vkongl nRVzelle A’p,l /ngr

berechnet werden. Der letzte Schritt in Gleichung (3.167) ergibt sich durch Einsetzen des Ausdrucks fiir ng in
Gleichung (3.164). Um Koaleszenzeffekte zu beriicksichtigen, kann weiterhin die Abhéingigkeit der Blasendichte
vom Volumenanteil ¢ entsprechend Gleichung (2.23) modelliert werden. Mit Gleichung (2.20) ergibt sich der

lokale Quellterm des linearen Kavitationsmodells fiir jedes stochastische Feld

(n) Pd m(n)y %
Sd’flokwsgn(Ap,,)3,95\/F(Nlok N3 a3|Ap,|?. (3.168)
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Der Quellterm aus Gleichung (3.168) wird verwendet, um analog zu Gleichung (2.53) das stochastische Feld zu
berechnen. Der Quellterm in Gleichung (3.168) ist bereits die Summe aus mittlerem Quellterm und Zufallsanteil
(Q(a)pg und R()pg in Gleichung (3.116) und (3.117)). Alternativ kann bei Berechnung des stochastischen Felds
der mittlere Quellterm Q() entsprechend Gleichung (2.20) und

R(a) = —Sg10k(0)/Pa+ Q) = (—Sa ok () +Sa(ex))/Pa (3.169)

verwendet werden.

Vergleich mit dem linearen Kavitationsmodell

Die lokale Blasendichte N’ hingt linear von der lokalen Blasenanzahl ab (vgl. Gleichung (3.167)). Fiir den
Mittelwert aus N Reprisentanten der lokalen Blasendichte aus den stochastischen Feldern gilt mit den Gleichungen
(3.157), (3.164) und (3.167)

n 1 i ”Bl,nR,lok<n) - 1 N (n) MBI g lok _ )“PJ/"R

J— 1 X (
Ny =—Y NAV = — = n = — N (3.170)
° N ng’l ok N n=1 nRVzelle NnrVzelie o= Bl,ng,lok

nRVZelle nRVzelle

wobei die Definition der Ensemble-Mittelung in Gleichung (2.85) genutzt wurde. Gleichung (3.170) zeigt, dass
die lokale Blasendichte nach obigem Modell im Mittel der Blasendichte nach dem bestehenden linearen Kavi-
tationsmodell entspricht (vgl. Gleichungen (2.20), (2.23), (2.24)). Da der lokale Quellterm nichtlinear von der
lokalen Blasendichte abhingt (vgl. Gleichung (3.168)), gilt fiir den Quellterm diese Aquivalenz im Mittel nicht
(vgl. Gleichung (2.20))

Sajok 7 Sa- (3.171)

Wird die Stochastische Feldmethode zur Beriicksichtigung von Fluktuationen in der Blasendichte verwendet, wird
sich das Ergebnis von einer Simulation unter Verwendung eines mittleren Quellterms unterscheiden.
Die Stochastische Feldmethode kann weiterhin zur Beriicksichtigung von Fluktuationen in der Druckdifferenz

verwendet werden. Dies wird im folgenden Kapitel 3.7.2 analysiert.

3.7.2 Schwankungen in der Druckdifferenz

Die Druckdifferenz Ap, wird im linearen Kavitationsmodell entsprechend Gleichung (2.25) berechnet. Bei der
Berechnung wird k., die mittlere turbulente kinetische Energie der kontinuierlichen Phase des jeweiligen Zeit-
schritts, verwendet. Im Zwei-Fluid-Modell werden dichtegewichtete Geschwindigkeiten verwendet (vgl. Kapitel

2.2.1). Fluktuationen in der Geschwindigkeit konnen entsprechend Gleichung (2.45)
Vi = v — Dy (3.172)

formuliert werden. Mit den Geschwindigkeitsfluktuationen der kontinuierlichen Phase v/, v;’ , v/ in die drei Raum-
richtungen ist die mittlere turbulente kinetische Energie k. der kontinuierlichen Phase damit (vgl. [55], S. 100, 101, 178;
[91], S. 312)

1 o~ — —
k. = E(VSC/Z_,_Vg{z_FVé/Z). (3.173)

Fiir die mittlere turbulente kinetische Energie wird eine Transportgleichung gelost, so dass k. in jedem Zeitschritt
und in jeder Rechenzelle bekannt ist. Die mittlere turbulente kinetische Energie ist der Mittelwert instantaner

Reprisentanten

o )
ke= Y king (3.174)

n=1
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Abbildung 3.12: Geschwindigkeitsfluktuationen innerhalb des Zeitschritts Az und mittlere turbulente kinetische Energie.

In Abbildung 3.12 sind mehrere eindimensionale Geschwindigkeitsfluktuationen innerhalb des Zeitschritts Ar und
die zugehorige mittlere turbulente kinetische Energie k. dargestellt. Innerhalb des Zeitschritts At existieren sieben

Geschwindigkeitsfluktuationen und entsprechend sieben Werte der instantanen turbulenten kinetischen Energie.
(n)

Die instantanen Werte kminst

konnen vom Mittelwert k. abweichen. Sie konnen analog zu Gleichung (3.173) als
Grenzfall eines infinitesimal kurzen Zeitintervalls A — 0 bestimmt werden
W _ im (Lo
kinse = lim (2(v§{2+v’y’2+v;’2)> , (3.175)
so dass sich lediglich eine Fluktuation v"'") in jede Raumrichtung innerhalb des Zeitintervalls Ar befindet. Alter-
nativ kann Gleichung (3.175) ohne Grenzwert und Mittelungen formuliert werden
1

kgtli)nst — 5 ((v;’(n))2 + (v;/(n))Z + (v/Z/(n>)2) . (3176)
Zur Berechnung einer instantanen turbulenten kinetischen Energie nach Gleichung (3.176) ist eine Konkretisierung
der Geschwindigkeitsfluktuationen notwendig. Fiir die Modellierung wird das ,,Discrete random walk“([132], S. 381)-
oder ,,Eddy Lifetime“([132], S. 381)-Modell (vgl. Kapitel 2.1) herangezogen, das sich bereits fiir Lagrange Par-
tikel bewihrt hat. Demnach wird eine Geschwindigkeitsfluktuation durch eine gauB3verteilte Zufallszahl mit der

Standardabweichung o = 4/ %kc modelliert (vgl. Gleichung (2.7)). Diese Fluktuation kann in Abhiingigkeit einer
standardnormalverteilten Zufallsvariablen formuliert werden: Falls Y ~ .4 (uy, G)%) gilt fiir ¢ # 0 ([127], S. 364)

Z=ci+cY ~ N (c|+eally,c308). (3.177)

Mit Gleichung (3.177) und der Wahl

Y:é’\“/’/(ovl)
Hy =0
oy =1 (3.178)
C1 =0
C) = ,kc
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kann die Zufallsvariable v/ in Abhingigkeit der standardnormalverteilten Zufallsvariablen &; ausgedriickt werden

W =2= 2k N (0,2K0). (3.179)

Die standardnormalverteilte Zufallszahl &; in Gleichung (3.179) motiviert den Vergleich mit der Approximation
des Wiener-Prozesses durch den GauB3schen Random Walk in Gleichung (2.99). Beide Formulierungen betrach-
ten zufillige Ereignisse durch die Verwendung einer standardnormalverteilten Zufallszahl. Es sei an dieser Stelle
darauf hingewiesen, dass es sich bei Gleichung (3.179) im Gegensatz zu Gleichung (2.99) nicht zwingend um
einen Markov-Prozess handelt. Im ,,Discrete random walk“([132], S. 381)-Modell fiir Lagrange Partikel ist die
Interaktionszeit t;,; bestimmend fiir die Dauer einer Storung (vgl. Gleichung (2.9)). Bei der Verwendung des ,,Dis-
crete random walk“([132], S. 381)-Modells innerhalb dieser Euler-Euler-Methode wird davon ausgegangen, dass
die Lebenszeit z, eines Wirbels bestimmend fiir diese Interaktionszeit ist. Die Relativgeschwindigkeit der beiden
Phasen wird also als gering angenommen (vgl. Kapitel (2.1)). Die integrale Zeitskala groBer, energiereicher Wirbel
ist ([100]), S. 15) .

Tint = Ej (3.180)
mit der Dissipation der kontinuierlichen Phase &.. Es wird angenommen, dass alle 7j,; Zeitintervalle eine neue
Fluktuation der Geschwindigkeit auftritt. Zwischen zwei Fluktuationen nimmt die instantane turbulente kinetische

Energie entsprechend dem ,,power law* ([106], S. 160) ab ([106], S. 160)

t\ e
k(1) =ko(—) : (3.181)
fo
wobei f( eine beliebige Referenzzeit und k( die instantane turbulente kinetische Energie zu diesem Zeitpunkt ist.
Die Wahl n. = 1,3 hat sich als geeignet erwiesen (vgl. [106], S. 160; [84], S. 195-214). Die GroBe der integra-
len Zeitskala groler Wirbel Ty, im Vergleich zum Zeitschritt d ist bestimmend fiir das stochastische Verhalten.
Ein Uberblick ist in Tabelle 3.3 dargestellt. Abhiingig vom Verhiltnis 7, /dt darf der vorliegende stochastische
Prozess durch einen Wiener-Prozess approximiert werden. Albert Einstein hat die Einschrinkung eines nicht zu
kleinen Zeitschritts dt bereits fiir den Zufallsprozess der ,,Brownschen Molekularbewegung* ([34], S. 549) festge-
stellt ([34], S. 556). Gilt 7, << dt, treten pro Zeitschritt viele Storungen auf. Fiir den Fall vieler Fluktuationen
ist die Markov-Bedingung in Gleichung (2.98) erfiillt und der vorliegende stochastische Prozess kann durch einen
Wiener-Prozess modelliert werden. Falls der Zeitschritt der numerischen Berechnung dr dem Wert von Ty, ent-
spricht, wird in einer Rechenzelle pro Zeitschritt eine Storung berechnet. Der Zustand des aktuellen Zeitschritts
hingt nur vom Zustand des vorherigen Zeitschritts ab und die Markov-Bedingung in Gleichung (2.98) ist erfiillt.
Gilt fiir die integrale Zeitskala Ty, >> dr existiert alle Ty, /dr Zeitschritte eine neue Stérung. Entsprechend ist die
Fluktuation des aktuellen Zeitschritts nicht nur abhéngig vom letzten Zeitschritt, sondern vom Zeitschritt der letz-
ten Storung und die Markov-Bedingung in Gleichung (2.98) ist nicht erfiillt. Der Zusammenhang zwischen der tur-
bulenten kinetischen Energie zum aktuellen Zeitschritt und der turbulenten kinetischen Energie im Zeitschritt der
letzten Storung ist durch Gleichung (3.181) beschrieben. Eine Modellierung des stochastischen Prozesses mit dem
Wiener-Prozess ist nicht zuldssig. Die Verwendung des ,,Discrete random walk*“([132], S. 381)-Modells mit einer
Fluktuation entsprechend Gleichung (3.179) alle 7, /dt Zeitschritte stellt eine Alternative dar (vgl. [122], S. 122).

Implementierung in AVL Fire™
Die zufilligen Fluktuationen der Geschwindigkeit werden entsprechend Gleichung (3.179) berechnet. Das Verhilt-

nis der integralen Zeitskala T, zur Zeitschrittweite dt trifft eine Aussage iiber die Fluktuationsanzahl innerhalb
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Tint Tine/dt | Markov-Bedingung erfiillt?
Tine << dt | >>1 ja
T = dt 1 ja
Tine >>dt | <<1 nein

Tabelle 3.3: stochastisches Verhalten bei unterschiedlichen Verhiltnissen der integralen Zeitskala i zur Zeitschrittweite dr.

des Zeitschritts. Analog zu Tabelle 3.3 werden im Folgenden drei Moglichkeiten unterschieden:

e Fiir 7, << dt treten innerhalb eines Zeitschritts viele Fluktuationen auf. Aus Griinden der numerischen Rea-
lisierbarkeit wurde die innerhalb eines Zeitschritts berechnete Fluktuationsanzahl beschrénkt. Die derzeitige

Implementierung sieht eine Beschrinkung auf maximal zwei Fluktuationen pro Zeitschritt vor.’
* Fiir 7y, = dt tritt innerhalb eines Zeitschritts genau eine Fluktuation auf.

* Fiir Ty, >> dr tritt nur alle Ty /dt Zeitschritte eine Fluktuation auf. Falls keine neue Fluktuation entsteht,

verfillt die turbulente kinetische Energie entsprechend Gleichung (3.181).

Aus den Geschwindigkeitsfluktuationen kann die instantane turbulente kinetische Energie am Ende des Zeitschritts
eines jeden stochastischen Felds analog Gleichung (3.176)
1
K= 5 (0577 047 4 (0£07) (3.182)
berechnet werden. In Analogie zur Implementierung der Stochastischen Feldmethode in [43] und [42] wird die

Fluktuation im Sinne einer besseren numerischen Stabilitit beschriankt. Im unwahrscheinlichen, aber nicht ausge-

schlossenen Fall einer sehr hohen Zufallszahl &; ist die instantane turbulente kinetische Energie kﬁ'_qi)nst sehr hoch,
(n) '

¢,inst

fache der mittleren turbulenten kinetischen Energie k. beschrinkt. Es sei darauf hingewiesen, dass hierdurch keine

was zu numerischen Problemen fiihren kann. Die instantane turbulente kinetische Energie k wird auf das Zehn-

Beschrinkung des Volumenanteils der dispersen Phase o, erfolgt. Die instantane Druckdifferenz wird aus der
instantanen turbulenten kinetischen Energie analog zu Gleichung (2.25) erhalten

2
ApY = Psa— (p—Ct gpckﬁfé?,st). (3.183)
Der instantane Quellterm kann entsprechend Gleichung (2.20) berechnet werden

d,inst p,inst

SO~ sen(Ap®™ )3795%1\]///%06%|Apgji>nst|%, (3.184)
C

3 Hierdurch wird nicht beriicksichtigt, dass viele aufeinander folgende Fluktuationen sich addieren und zu Extremwerten fiihren kénnen. Die
Summe unabhingiger normalverteilter Fluktuationen der Varianz 63’ > 6)%2, ey o‘i ; ist selbst eine normalverteilte Zufallsvariable mit der Vari-
anz G,ig” = 63‘1 + 63.2 + ...+ 63‘ ; (vgl. [85], S. 81). In einem alternativen Ansatz konnen Extremwerte aufgrund sich summierender Fluktua-
tionen durch eine Erhohung der Varianz beriicksichtigt werden. An Stelle von dt / Ty = dt€, [ k. Fluktuationen (vgl. Gleichung (3.180)) mit den
Varianzen cril = 03_2 =..= %k(. entsprechend Gleichung (2.7) wird eine einzige Fluktuation mit der Varianz G,%iges = %kcdlsl, Jke = %dtst,
berechnet. Der numerische Aufwand ist iiberschaubar, da lediglich eine Fluktuation berechnet werden muss. Fiir die Fluktuation ergibt sich
mit Hilfe von Gleichung (3.177) und analog zu Gleichung (3.179) v/ = (%dtec)l/zé,-. Die Form der Fluktuation entspricht der des ,,simplified
Langevin model* ([106], S. 489) in Gleichung (2.92), wenn dW entsprechend Gleichung (2.100) approximiert wird. Die Verwendung der
turbulenten kinetischen Dissipation €. an Stelle der turbulenten kinetischen Energie k. innerhalb der Varianz lésst keine grundlegend anderen

Ergebnisse erwarten, da beide Grofien in denselben Bereichen ihre Maximalwerte annehmen.
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Der Quellterm in Gleichung (3.184) ist die Summe aus mittlerem Quellterm und Zufallsanteil (vgl. Qp; und Rp;
in den Gleichungen (3.116) und (3.117)). Alternativ kann der mittlere Quellterm Sq aus Gleichung (2.20) und der
Zufallsanteil

R(0t) = (=Sanst +Sa)/Pa (3.185)

verwendet werden.

Vergleich mit dem linearen Kavitationsmodell

Fiir den Mittelwert einer Funktion f, die nichtlinear von der turbulenten kinetischen Energie abhéngt, gilt

f (ke inst) 7 f(ke) (3.186)

mit der mittleren turbulenten kinetischen Energie aus Gleichung (3.174). Im linearen Kavitationsmodell hiingt die
Druckdifferenz linear von der turbulenten kinetischen Energie ab (vgl. Gleichung (2.25)). Der Quellterm héngt
nichtlinear von dieser Druckdifferenz ab (vgl. Gleichung (2.20)). Der Quellterm unter Verwendung instantaner
Fluktuationen in der turbulenten kinetischen Energie Sz(ir,li)nst in Gleichung (3.184) unterscheidet sich damit im Mittel

von dem Quellterm S; des bestehenden linearen Kavitationsmodells

Sa.inst 7 Sa- (3.187)

Innerhalb des Kapitels 3 wurde diskutiert, wie die stochastischen Felder im Zwei-Fluid-Modell interpretiert wer-
den konnen. Es wurde demonstriert, wie die PDF durch die stochastischen Felder approximiert und transportiert
wird. Die PDF-Transportgleichung des Volumenanteils der dispersen Phase wurde fiir das Zwei-Fluid-Modell her-
geleitet. Unterschiede zur PDF-Transportgleichung einer Skalargréfe in der Verbrennung wurden analysiert und
diskutiert. Es wurde gezeigt, dass diese Unterschiede zu erwarten sind, da die Stochastische Feldmethode im Zwei-
Fluid-Modell nicht analog fiir eine Skalargrof3e im Verbrennungsbereich formuliert werden kann. Eine konsistente
Formulierung der Stochastischen Feldmethode fiir den Volumenanteil der dispersen Phase im Zwei-Fluid-Modell
wurde formuliert. Mehrere Moglichkeiten fiir eine sinnvolle Implementierung in den kommerziellen CFD-Code
AVL Fire™ wurden diskutiert. Thre Realisierbarkeit wurde in Bezug auf die Einflussfaktoren in Abbildung 1.11
bewertet. Die Beriicksichtigung von Schwankungen im Quellterm wurde als gewinnbringend herausgearbeitet und
implementiert. Nach Kenntnis des Autors ist dies die erste Implementierung der Stochastischen Feldmethode in-
nerhalb eines kommerziellen Codes. Als Ursache fiir die Schwankungen im Quellterm wurden zwei Einfliisse

unterschieden:
* Schwankungen in der Blasendichte
* Schwankungen in der Druckdifferenz aufgrund turbulenter Fluktuationen.

Letzteres wurde durch ein Modell fiir Lagrange Partikel approximiert. Nach Kenntnis des Autors ist dies die erste
Anwendung eines Modells aus dem Bereich Lagranger Partikel innerhalb der Stochastischen Feldmethode. Nach
der Formulierung und Implementierung der theoretischen Modelle innerhalb des aktuellen Kapitels werden diese

innerhalb des folgenden Kapitels 4 zur Berechnung praxisnaher Strémungen genutzt.
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Nachdem in Kapitel 3 die theoretischen Grundlagen der Stochastischen Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell dis-
kutiert und die Implementierungen erldutert wurden, werden diese in Kapitel 4 zur Berechnung praxisnaher Stro-
mungen angewandt. Zur besseren Lesbarkeit sind die wichtigsten Simulationseinstellungen nicht im FlieBtext ent-
halten, sondern in Anhang H zusammengefasst. Die Simulationsergebnisse enthalten Verweise [S1], [S2], ... auf
die im Anhang aufgefiihrten Einstellungen. Der Aufbau des Kapitels 4 wird im Folgenden erldutert. In Kapitel 4.1
werden die in AVL Fire™ implementierten Varianten definiert und voneinander abgegrenzt. Kapitel 4.2 verifiziert
und validiert die implementierten Varianten der Stochastischen Feldmethode. Die Verwendung der Stochastischen
Feldmethode bei der Berechnung nichtlinearer Funktionen wird in Kapitel 4.3 an einem Beispiel demonstriert.
Kapitel 4.4 zeigt an einem Beispiel, wie die PDF durch die stochastischen Felder approximiert wird. In Kapitel
4.5 wird die Stochastische Feldmethode bei der Berechnung einer intermittierend kavitierenden Stromung ange-
wandt, zu der experimentelle Daten existieren. Die Stromung befindet sich im Grenzbereich zwischen Kavitation
und keiner Kavitation: Obwohl die Experimente die Existenz von Kavitation zeigen, berechnet das herkommliche
Zwei-Fluid-Modell in AVL Fire™ eine Stromung ohne Kavitation. Es wird untersucht, ob die Stochastische Feld-
methode im Vergleich zum herkdmmlichen Zwei-Fluid-Modell eine Verbesserung zuldsst. Innerhalb des Kapitels

4 wird im Sinne einer besseren Lesbarkeit der Volumenanteil der dispersen Phase ; vereinfacht als o geschrieben.

4.1 Abgrenzung der verwendeten Varianten der Stochastischen
Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell in AVL Fire™

Die in Kapitel 3.7 beschriebenen Modelle zur Beriicksichtigung von Schwankungen im Quellterm wurden in AVL
Fire™ implementiert. Es ist zwischen einer Beriicksichtigung von Schwankungen in der Blasendichte und in der
Druckdifferenz zu unterscheiden. Die in Kapitel 3.7.1 erlduterte Variante der Stochastischen Feldmethode im Zwei-
Fluid-Modell zur Beriicksichtigung von Schwankungen in der Blasendichte N wird im Folgenden ,,2F-SFM N*
bezeichnet. Die in Kapitel 3.7.2 beschriebene Variante der Stochastischen Feldmethode zur Beriicksichtigung von
Schwankungen in der Druckdifferenz Ap, wird im Folgenden ,,2F-SFM p* bezeichnet. Bei der Implementierung
beider Modelle wurde das Losungsverfahren in Abbildung 3.8 angewendet. Die stochastischen Felder liefern in
jeder Rechenzelle Volumenanteile der dispersen Phase o). Entsprechend der dispersen Phase o des Zwei-Fluid-

Modells sind sie auf einen physikalisch sinnvollen Wertebereich 0 < o < 1 beschrinkt.

4.2 model-to-model-Verifikation und -Validierung der Stochastischen
Feldmethode in AVL Fire™

Teile des Kapitels 4.2 wurden bereits in [109], [110], [111] und [112] veroffentlicht. Entsprechend ([94], S. 235)
wird bei der Verifikation sichergestellt, dass die Modellgleichungen korrekt gelost werden. Die Validierung ge-
wihrleistet, dass die Realitéit durch die verwendeten Modellgleichungen korrekt beschrieben wird ([94], S. 234).
Zur Verifikation bzw. Validierung neuer Implementierungen werden in der Literatur andere, anhand von Experi-
menten verifizierte und validierte Codes herangezogen (vgl. z.B. [63]). In diesem Zusammenhang wird die Formu-
lierung ,,code-to-code* [63] verwendet. Die implementierten Modelle 2F-SFM N und 2F-SFM p werden innerhalb
des Kapitels 4.2 anhand bereits validierter und verifizierter Modelle in AVL Fire™ verifiziert und validiert. In An-

lehnung an den Ausdruck ,,code-to-code* [63] wird in diesem Kapitel von einer model-to-model-Verifikation und
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-Validierung gesprochen. Das in AVL Fire™ implementierte Zwei-Fluid-Modell wurde bereits in [47] verifiziert.
Durch vielfache Anwendung in der industriellen Praxis wurde das Zwei-Fluid-Modell fiir eine Anwendung auf
kavitierende Stromungen in Einspritzdiisen validiert (vgl. z.B. [138], [33]). Fiir die Verifikation und Validierung
der Varianten 2F-SFM N und 2F-SFM p kann das bestehende Zwei-Fluid-Modell als Referenz verwendet werden.

4.2.1 2D Injektor

Das erste Modell ist eine zweidimensionale Einspritzdiise. Abbildung 4.1 zeigt das Modell des Fluids wihrend des
Einspritzvorgangs. Es ist rotationssymmetrisch, so dass die Berechnung eines Ausschnitts geniigt. Die Rotations-
achse ist in Abbildung 4.1 rot gekennzeichnet. Zur Veranschaulichung ist neben dem Fluid die Ventilnadel und das
Gehiuse skizziert. Die Festkorper sind geschnitten dargestellt. Der Ein- und der Ausgang sind in Abbildung 4.1
ebenfalls gekennzeichnet. Fiir die Zusammenfassung der wichtigsten Simulationseinstellungen sei auf [S1] in An-
hang H verwiesen. Die Abbildung 4.2 zeigt das Simulationsergebnis unter Verwendung des Zwei-Fluid-Modells in

Eingang

Gehduse

Ventilnadel

Ausgang

Abbildung 4.1: Modell eines zweidimensionalen Injektors im geoffneten Zustand. Die Rotationsachse ist in rot dargestellt. Der in Abbildung
4.2 vergroBBerte Bereich ist griin markiert. Die Ventilnadel und das Gehéuse sind schematisch skizziert.

AVL Fire™ ohne Verwendung der Stochastischen Feldmethode. Das Kavitationsgebiet ist vergroBert dargestellt.
Der vergroBerte Ausschnitt ist in Abbildung 4.1 griin markiert. Der Volumenanteil der dispersen Phase o; ist zum
Zeitpunkt # = 2¢~*s aufgetragen. Der Bereich der kavitierenden Stromung ist in Abbildung 4.2 anhand des hohen

Volumenanteils o zu erkennen.

Abbildung 4.2: 2D Injektor: Simulation der kavitierenden Stromung unter Verwendung des Zwei-Fluid-Modells in AVL Fire™ . Darge-
stellt ist der Volumenanteil der dispersen Phase a zum Zeitpunkt = 2¢~*s. Die grafische Auftragung erfolgte mit Ensight
10.2.3(a). [S1]

2F-SFM N

Der zweidimensionale Injektor wird mit der Variante 2F-SFM N berechnet. Abbildung 4.3 zeigt den Volumenanteil
der dispersen Phase im Kavitationsgebiet. Ein Vergleich mit dem Ergebnis unter Verwendung des Zwei-Fluid-
Modells ohne Stochastische Feldmethode (vgl. Abbildung 4.2) zeigt, dass die Variante 2F-SFM N zu einem sehr
dhnlichen Ergebnis fiihrt. Vier beispielhafte stochastische Felder sind in Abbildung E.1 in Anhang E aufgetragen.
Sie zeigen Reprisentanten des Volumenanteils. Die Abbildungen 4.4 und 4.5 vergleichen die zeitliche Entwicklung

des Volumenanteils der dispersen Phase in einer Rechenzelle im Zentrum und am Rand des Kavitationsgebiets.
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Abbildung 4.3: 2D Injektor: Simulation der kavitierenden Stromung unter Verwendung des Modells 2F-SFM N in AVL Fire™. Dargestellt ist
der Volumenanteil der dispersen Phase o zum Zeitpunkt 1 = 2¢~%s. Die grafische Auftragung erfolgte mit Ensight 10.2.3(a).
[S2]

Die jeweils rechte Abbildung zeigt einen vergroferten Ausschnitt der linken Darstellung. Die Volumenanteile
der stochastischen Felder a'!), ..., o8 fluktuieren aufgrund des stochastischen Einflusses in Gleichung (3.165).
Der mittlere Volumenanteil or_gsrpy und der Volumenanteil unter Verwendung des Zwei-Fluid-Modells ohne
Stochastische Feldmethode o sind ebenfalls dargestellt. Die beiden Volumenanteile or_spyny und o besitzen
eine dhnliche zeitliche Entwicklung. Die Differenzen sind durch zwei Ursachen zu erkldren:

¢ Fluktuationen in den stochastischen Feldern beeinflussen den mittleren Volumenanteil oxr_ gy und ver-

ursachen hier entsprechende Schwankungen.

¢ Der lokale Quellterm Sfl l)ok hingt nichtlinear von der lokalen Blasendichte N1 k ) ab (vgl. Gleichung (3.168)).
Unterschiede zum Zwei-Fluid-Modell ohne die Stochastische Feldmethode wurden bereits am Ende des

Kapitels 3.7.1 erwartet (vgl. Gleichung (3.171)).

In den Abbildungen 4.4 und 4.5 fillt auf, dass der mittlere Volumenanteil 0r_gsrynv nicht immer dem Mittel-
wert der stochastischen Felder entspricht. Besonders deutlich ist dies in Abbildung 4.5 um den Zeitschritt 300
zu erkennen. Aus Griinden der Kontinuitit wird in AVL Fire™ eine Korrektur des berechneten Volumenanteils
durchgefiihrt. Eine Anwendung derselben Korrektur auf die stochastischen Felder, ohne diese unphysikalisch zu
beschrinken, erfordert einen zusitzlichen Rechenaufwand. Der zusitzliche Rechenaufwand wird vermieden im
Sinne einer ressourcenschonenden Implementierung (vgl. Abbildung 1.11). In der Folge kénnen Differenzen zwi-
schen den Volumenanteilen der stochastischen Felder a und dem mittleren Volumenanteil otp_grpy bei ei-
ner Auftragung, wie in den Abbildungen 4.4 und 4.5, auftreten. Die Erhaltung der Kontinuitit wird durch eine
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Abbildung 4.4: 2D Injektor: Vergleich der zeitlichen Entwicklung des Volumenanteils innerhalb einer Rechenzelle im Zentrum des Kavitati-
onsgebiets im Zwei-Fluid-Modell und in der Variante 2F-SFM N. [S2]
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Abbildung 4.5: 2D Injektor: Vergleich der zeitlichen Entwicklung des Volumenanteils innerhalb einer Rechenzelle am Rand des Kavitations-
gebiets im Zwei-Fluid-Modell und in der Variante 2F-SFM N. [S2]

Anwendung der Korrektur auf den mittleren Volumenanteil cor_srpn weiterhin gewihrleistet. Aufgrund einer

Geheimhaltungsverpflichtung kann an dieser Stelle nicht genauer auf diese Korrektur eingegangen werden.

2F-SFM p

Die kavitierende Stromung innerhalb des zweidimensionalen Injektors unter Verwendung der Variante 2F-SFM p
ist in Abbildung 4.6 gezeigt. Der mittlere Volumenanteil der dispersen Phase (0 in Abbildung 3.8) ist dargestellt.
Die Stromung weist starke Ahnlichkeiten mit der Stréomung in Abbildung 4.2 unter Verwendung des Zwei-Fluid-
Modells ohne die Stochastische Feldmethode auf. Vier beispielhafte stochastische Felder sind in Abbildung E.2
in Anhang E dargestellt. Die Abbildungen 4.7 und 4.8 vergleichen die zeitliche Entwicklung des Volumenanteils
der dispersen Phase innerhalb einer Rechenzelle im Zentrum und am Rand des Kavitationsgebiets. Das jeweils
rechte Bild zeigt einen vergroferten Ausschnitt der linken Darstellung. Acht Volumenanteile der stochastischen
Felder oc(l)7 - a®) sind dargestellt. Die Volumenanteile schwanken um den mittleren Volumenanteil 0r _srup,
da sie durch den stochastischen Prozess in Gleichung (3.179) beeinflusst werden. Zum Vergleich ist die zeitli-
che Entwicklung des Volumenanteils der dispersen Phase & unter Verwendung des Zwei-Fluid-Modells ohne die
Stochastische Feldmethode ebenfalls in den Abbildungen 4.7 und 4.8 aufgetragen. Der Vergleich in beiden Re-
chenzellen zeigt, dass die Unterschiede der Volumenanteile cbor_sra, und o gering sind. Die Differenzen bei

Verwendung der Variante 2F-SFM p haben zwei Ursachen:

« Die stochastischen Schwankungen der Felder o) bewirken stochastische Schwankungen des mittleren Vo-

lumenanteils 0 _sruyp im Vergleich zum Volumenanteil a des herkdmmlichen Zwei-Fluid-Modells.

(n)

d,inst

(3.184)). Die Abweichungen wurden am Ende des Kapitels 3.7.2 bereits erwartet (vgl. Gleichung (3.187)).

* Der instantane Quellterm S hingt nichtlinear von der instantanen Druckdifferenz ab (vgl. Gleichung

80



4.2 model-to-model-Verifikation und -Validierung der Stochastischen Feldmethode in AVL Fire™

- | - 1 -

0.25

0.50 0.75

Abbildung 4.6: 2D Injektor: Simulation der kavitierenden Stromung unter Verwendung des Modells 2F-SFM p in AVL Fire™ . Dargestellt ist
der Volumenanteil der dispersen Phase o zum Zeitpunkt r = 2¢™

45. Die grafische Auftragung erfolgte mit Ensight 10.2.3(a).
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Abbildung 4.7: 2D Injektor: Vergleich der zeitlichen Entwicklung des Volumenanteils innerhalb einer Rechenzelle im Zentrum des Kavitati-
onsgebiets im Zwei-Fluid-Modell und in der Variante 2F-SFM p. [S3]
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Abbildung 4.8: 2D Injektor: Vergleich der zeitlichen Entwicklung des Volumenanteils innerhalb einer Rechenzelle am Rand des Kavitations-
gebiets im Zwei-Fluid-Modell und in der Variante 2F-SFM p. [S3]
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4.2.2 3D Injektor

Als zweites, aufwindigeres Modell wird das Installationsbeispiel von AVL Fire™ einer dreidimensionalen Ein-
spritzdiise betrachtet. Die fiir diese Arbeit wichtigsten Simulationseinstellungen sind in Kapitel H aufgefiihrt. Fiir
eine detaillierte Ubersicht sei auf [1] verwiesen. Durch die Betrachtung einer sich bewegenden Ventilnadel bildet
die Simulation einen vollstdndigen Einspritzvorgang ab. Abbildung 4.11 zeigt einen Ausschnitt des rotationssym-
metrischen Modells. Die Rotationsachse ist in Abbildung 4.11 in rot skizziert. Zur Veranschaulichung enthélt
Abbildung 4.11 die Skizzen eines beispielhaften Gehiduses sowie einer Ventilnadel. In Abbildung 4.11 sind zwei
Zustdnde der Einspritzdiise dargestellt: links existiert kein durchgehender Spalt zwischen der Ventilnadel und dem
Gehiuse. Dies reprisentiert eine geschlossene Einspritzdiise und damit eine verschwindende Stromung. In Abbil-
dung 4.11 rechts existiert ein durchgehender Spalt zwischen der Ventilnadel und dem Gehiuse. Die Einspritzdiise
ist gedffnet und Brennstoff kann vom Eingang zum Ausgang stromen. Die Abbildung 4.9 veranschaulicht das auf-
tretende Kavitationsgebiet durch einen hohen Volumenanteil der dispersen Phase am Ausgang der Einspritzdiise,
vor dem Luftraum. Der vergroferte Bereich ist in Abbildung 4.11, rechts griin markiert. Das Ergebnis in Abbil-
dung 4.9 wurde mit dem Zwei-Fluid-Modell in AVL Fire™ ohne Stochastische Feldmethode berechnet. Es wird
im Folgenden mit den Ergebnissen durch Anwendung der Varianten 2F-SFM N und 2F-SFM p verglichen.

Abbildung 4.9: Schnitt eines 3D Injektors: Volumenanteil der dispersen Phase nach dem Zwei-Fluid-Modell in AVL Fire™ bei Kurbelwel-
lenwinkel 210°. [S4]

2F-SFM N

Das Ergebnis bei Anwendung der Variante 2F-SFM N auf die dreidimensionale Einspritzdiise ist in Abbildung
4.10 dargestellt. Der Vergleich mit Abbildung 4.9 zeigt, dass die Variante 2F-SFM N zu einem sehr dhnlichen
Ergebnis fiihrt wie das Zwei-Fluid-Modell. Mehrere stochastische Felder sind in Bild F.1 in Anhang F zu sehen.

Bei Betrachtung einer Rechenzelle im Detail sind Unterschiede festzustellen.

Abbildung 4.10: Schnitt eines 3D Injektors: Volumenanteil der dispersen Phase nach der Variante 2F-SFM N in AVL Fire™ bei Kurbelwel-
lenwinkel 210°. [S5]

2F-SFM p

Das Ergebnis bei Anwendung der Variante 2F-SFM p ist in Abbildung 4.12 zu sehen. Ein Vergleich mit dem
Ergebnis des Zwei-Fluid-Modells ohne Stochastische Feldmethode in Abbildung 4.9 zeigt, dass diese sich sehr
dhneln. Vier exemplarische stochastische Felder sind im Anhang F in Abbildung F.2 dargestellt. Sie unterschei-
den sich deutlich im Volumenanteil einer jeweiligen Rechenzelle. In jedem stochastischen Feld befindet sich das

Kavitationsgebiet an identischer Stelle.

82



4.2 model-to-model-Verifikation und -Validierung der Stochastischen Feldmethode in AVL Fire™

Eingang Eingan

_
_

7
%‘
%
2
7
2

'V/%
7
o

///////////////////////Am

Ventilnadel
[PPeUIUaA

.
\
N\
\
\
.
\

N RRRRRE

S
7

]

o

N
\\\ Gehiuse

L

Luftraum

7777,

199992

.

N

\\\\

Luftraum

i

7

7

Ausgang Ausgang

v

V7
.

7
.
.

Abbildung 4.11: Schnitt eines 3D Injektors: Die Ventilnadel und das Gehéduse sind geschnitten skizziert. Die Ventilnadel 6ffnet und schlieft
den Injektor im Laufe der Simulation. Links: geschlossenes Ventil. Rechts: gedffnetes Ventil. Der in Abbildung 4.9 vergro-
Berte Bereich ist in der rechten Darstellung griin markiert.

Abbildung 4.12: Schnitt eines 3D Injektors: Volumenanteil der dispersen Phase nach der Variante 2F-SFM p in AVL Fire™ bei Kurbelwel-
lenwinkel 210°. [S6]

4.2.3 Fazit zur Verifikation und Validierung

In den Kapiteln 4.2.1 und 4.2.2 wurden die Varianten der Stochastischen Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell
2F-SFM N und 2F-SFM p mit dem verifizierten und validierten Zwei-Fluid-Modell in AVL Fire™ verglichen. Bei-
de Varianten weisen lediglich geringe Unterschiede zum implementierten Zwei-Fluid-Modell auf. Sie werden im
Folgenden als verifiziert erachtet. Die in den Kapiteln 4.2.1 und 4.2.2 betrachteten Beispiele sind reprisentativ fiir
das Anwendungsgebiet kavitierender Stromungen im Automobilbereich. Das implementierte Zwei-Fluid-Modell
wurde fiir diese Anwendung bereits validiert (vgl. z.B. [138], [33]). Die Ergebnisse der Varianten 2F-SFM N und
2F-SFM p entsprechen denen des Zwei-Fluid-Modells ohne Anwendung der Stochastischen Feldmethode. Im Fol-
genden werden die Varianten 2F-SFM N und 2F-SFM p daher fiir eine Anwendung auf kavitierende Stromungen
wihrend des Einspritzvorgangs im Automobilbereich als validiert erachtet.
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Es sei hervorgehoben, dass fiir die Simulationen innerhalb der Kapitel 4.2.1 und 4.2.2 keine Parameterstudien
durchgefiihrt wurden, um die Simulationseinstellungen im Sinne eines positiven Ergebnisses zu justieren. Dies
weist auf die Robustheit der implementierten Varianten 2F-SFM N und 2F-SFM p hin: Die praxisrelevanten Er-
gebnisse des herkommlichen Zwei-Fluid-Modells konnen ohne eine Justierung der Eingabeparameter reproduziert

werden.

4.3 Verwendung der Stochastischen Feldmethode bei der Berechnung
der Stromungswiderstandskraft

Die samples des Volumenanteils o)), .., ™) approximieren die PDF (vgl. Abbildung 2.5, Kapitel 3.2) und kénnen
bei der Berechnung von Funktionen genutzt werden, die nichtlinear vom Volumenanteil abhingen. Die Verwen-
dung von Mittelwerten und die daraus resultierenden groben Approximationen werden vermieden (vgl. Kapitel
1.2, 2.4.2). Die Verwendung der PDF der Volumenanteile wird innerhalb des Kapitels 4.3 beispielhaft bei der Be-
rechnung der Stromungswiderstandskraft entsprechend Gleichung (2.32) mit der Dichte der Phasengrenzflichen
aus Gleichung (2.34) demonstriert. Fiir jeden Volumenanteil der stochastischen Felder a™ wird entsprechend
Gleichung (2.23) eine Blasendichte N"’(") berechnet®

Ny’ falls &™) < 0,5
N =g @.1)
ANV —1)(1—a™)+1  falls a® > 0,5.

Analog zu den Gleichungen (2.28) und (2.34) ergibt sich fiir jedes sample ein Blasenradius rg;)

() ( 3" Vzee ) 3

- 42
"Bl 47ng; (4.2)

und eine Dichte der Phasengrenzflichen A”(")
Al(n) — (367‘5N’"<ﬂ>) 3 (a(n)) % 43)

Die Ensemble-gemittelte Blasengroe und die Ensemble-gemittelte Phasengrenzflache der stochastischen Felder
werden mit Hilfe der Definition in Gleichung (2.85) berechnet

1Y 1Y
oy = Y- i Wy =5 A" (“4)

n=1 n=1
und innerhalb der Gleichungen (2.32) und (2.36) an Stelle der GroBen A” und rp; verwendet. Die Approxima-
tionen durch das Verwenden eines mittleren Volumenanteils bei Berechnung der nichtlinearen Abhéngigkeiten in
den Gleichungen (2.28) und (2.34) an Stelle einer PDF der Volumenanteile werden hierdurch vermieden. Wird
die PDF der Volumenanteile und damit auch die PDF der Blasengrenzflichendichte und der Blasengrofen richtig
wiedergegeben (vgl. Kapitel 3.1), kann auch die nichtlineare Abhéngigkeit der Widerstandskraft quasi exakt be-
riicksichtigt werden. Die Approximation durch die Verwendung des mittleren Blasenradius (rg;)y innerhalb der
nichtlinearen Abhingigkeit der Reynoldszahl der Blasen Re, in Gleichung (2.35) bleibt innerhalb der aktuellen
Implementierung bestehen. Im Folgenden wird untersucht, ob die Verwendung einer PDF an Stelle eines Mittel-
werts bei der Berechnung der Stromungswiderstandskraft innerhalb der Varianten 2F-SFM N und 2F-SFM p einen
Einfluss auf den Volumenanteil hat. Die Simulationen der zweidimensionalen Einspritzdiise in den Abbildungen

6In der Implementierung in AVL Fire™ kann die Stochastische Feldmethode innerhalb mehrerer Modelle fiir die Blasendichte verwendet
werden. An dieser Stelle wird die Anwendung auf das in Gleichung (2.23) vorgestellte Modell demonstriert.
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4.3 Verwendung der Stochastischen Feldmethode bei der Berechnung der Stromungswiderstandskraft

4.3 - 4.8 werden erneut durchgefiihrt, wobei die Stromungswiderstandskraft mit Hilfe der Gleichungen (4.1) - (4.4)
berechnet wird.

2F-SFM N

Die Berechnung der Stromungswiderstandskraft mit Hilfe der PDF der Variante 2F-SFM N wird mit der Berech-
nung unter Verwendung eines mittleren Volumenanteils verglichen. Die Abbildungen 4.13 und 4.14 stellen den
zeitlichen Verlauf des Volumenanteils 0or_srpyn—ppr dem des Volumenanteils 0br_spyn—mitteiwerte ZgENber.
Letzterer wurde bereits in den Abbildungen 4.4 und 4.5 gezeigt. Der Vergleich erfolgt analog zu den bisherigen
Auftragungen fiir jeweils eine Zelle im Zentrum und am Rand des Kavitationsgebiets. Der mittlere Volumenan-
teil o unter Verwendung des Zwei-Fluid-Modells ohne Stochastische Feldmethode ist ebenfalls dargestellt. Der
Vergleich zeigt geringe Unterschiede durch die Verwendung der PDF bei der Berechnung der Stromungswider-

standskraft.
0.8 w— (12— § F M N — Mittelwert
a 0.74
r-‘-k"; ——QF—SFMN-PDF

061 1

0.7r
3 0.4 1 1 3

0.66 |

0.2 1

0 L L L L L L 0.62 L L 1 1
200 400 600 800 1000 1200 120 140 160 180
Zeitschritt Zeitschritt

Abbildung 4.13: 2D Injektor: Vergleich der zeitlichen Entwicklung des Volumenanteils innerhalb einer Rechenzelle im Zentrum des Kavita-
tionsgebiets in der Variante 2F-SFM N bei Berechnung der Stromungswiderstandskraft mit Mittelwerten und mit einer PDF.
Der Volumenanteil o des Zwei-Fluid-Modells ist ebenfalls dargestellt. [S2]

200

w—C\2F —SFM N —Mittelwerte

——Q2F-SFMN-PDF

0.8

0.6

0.4r

0.2

Zeitschritt Zeitschritt
Abbildung 4.14: 2D Injektor: Vergleich der zeitlichen Entwicklung des Volumenanteils innerhalb einer Rechenzelle am Rand des Kavitations-

gebiets in der Variante 2F-SFM N bei Berechnung der Stromungswiderstandskraft mit Mittelwerten und mit einer PDE. Der
Volumenanteil & des Zwei-Fluid-Modells ist ebenfalls dargestellt. [S2]
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4 Numerische Berechnungen

2F-SFM p

Die PDF der Variante 2F-SFM p wird mit Hilfe der Gleichungen (4.1) - (4.4) zur Berechnung der Stromungswider-

standskraft verwendet. Das Ergebnis wird mit der Berechnung unter Verwendung eines mittleren Volumenanteils

in den Abbildungen 4.7 und 4.8 verglichen. Die Abbildungen 4.15 und 4.16 vergleichen die zeitliche Entwicklung

der Volumenanteile fiir eine Rechenzelle im Zentrum und am Rand des Kavitationsgebiets. Der mittlere Volumen-

anteil o bei Verwendung des Zwei-Fluid-Modells ohne die Stochastische Feldmethode ist ebenfalls dargestellt. Der

Vergleich in den Abbildungen 4.15 und 4.16 zeigt, dass kleine Unterschiede im zeitlichen Verlauf des Volumenan-

teils auftreten, wenn die PDF der Variante 2F-SFM p an Stelle eines mittleren Volumenanteils zur Berechnung der

Stromungswiderstandskraft verwendet wird.

0.72
w— (Y9 F —SFMp—Mittelwerte
“““ «
——Q2F_SFMp—PDF
0.7

0.68

0.64

600 800 1000
Zeitschritt

200 400

1200

0.62

0.66

120

160 180
Zeitschritt

140 200

Abbildung 4.15: 2D Injektor: Vergleich der zeitlichen Entwicklung des Volumenanteils innerhalb einer Rechenzelle im Zentrum des Kavita-
tionsgebiets in der Variante 2F-SFM p bei Berechnung der Stromungswiderstandskraft mit Mittelwerten und mit einer PDF.
Der Volumenanteil des Zwei-Fluid-Modells ist ebenfalls dargestellt. [S3]

:
(P SFMp-Mittelwerte| () g |
o .
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Abbildung 4.16: 2D Injektor: Vergleich der zeitlichen Entwicklung des Volumenanteils innerhalb einer Rechenzelle am Rand des Kavitations-
gebiets in der Variante 2F-SFM p bei Berechnung der Stromungswiderstandskraft mit Mittelwerten und mit einer PDF. Der
Volumenanteil des Zwei-Fluid-Modells ist ebenfalls dargestellt. [S3]
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4.4 Approximation der PDF

Fazit zur Verwendung der Stochastischen Feldmethode bei der Berechnung der Strémungswider-
standskraft

Die Verwendung der PDF der Volumenanteile entsprechend der Varianten 2F-SFM N und 2F-SFM p der Sto-
chastischen Feldmethode zur Berechnung der Stromungswiderstandskraft fithrt zu Unterschieden im Volumen-
anteil. Im betrachteten Beispiel des zweidimensionalen Injektors sind diese verhéltnisméfig gering. In anderen
Anwendungsbeispielen konnte die Verwendung von PDFs zur Berechnung der Stromungswiderstandskraft einen
grofleren Einfluss auf das Ergebnis besitzen. Das Erhalten eines dhnlichen Ergebnisses bei Verwendung der PDF
zur Berechnung der Stromungswiderstandskraft demonstriert die Robustheit der Implementierung: Die bisheri-
gen Anwendungsfille des Zwei-Fluid-Modells konnen weiterhin mit den Varianten 2F-SFM N und 2F-SFM p der
Stochastischen Feldmethode berechnet werden, wobei zusitzlich die PDF bei der Berechnung der Stromungswi-

derstandskraft beriicksichtigt wird.

4.4 Approximation der PDF

Teile des Kapitels 4.4 wurden bereits in [109], [110], [111] und [112] versffentlicht.
Die Werte der stochastischen Felder konnen analog zu Abbildung 1.6 zur Approximation einer PDF verwendet
werden. Abbildung 4.17 zeigt dies am Beispiel des 2D Injektors. Die PDFs des Volumenanteils sind fiir mehrere

Rechenzellen dargestellt.

Haufigkeit
Haufigkeit

Haufigkeit

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Abbildung 4.17: Approximation der PDF am Beispiel des 2D Injektors. [S7]

4.5 Berechnung einer intermittierend kavitierenden Stromung

Nach der Verifikation und Validierung innerhalb des Kapitels 4.2, der Verwendung der PDF bei der Berechnung ei-
ner nichtlinearen vom Volumenanteil abhéngigen Funktion am Beispiel der Stromungswiderstandskraft in Kapitel
4.3 sowie einer beispielhaften Approximation der PDF in Kapitel 4.4 wird innerhalb des Kapitels 4.5 ein AVL-
Testfall berechnet, zu dem experimentelle Daten vorliegen. Der Testfall beschreibt eine kavitierende Stromung
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4 Numerische Berechnungen

durch eine Drossel des Durchmessers 295 pum. Abbildung 4.18 zeigt eine Skizze der Drossel mit den wichtigs-
ten Abmessungen. Die Stromungsrichtung ist durch einen Pfeil gekennzeichnet. Es sei darauf hingewiesen, dass
Abbildung 4.18 lediglich eine Prinzipskizze darstellt und nicht maf3stabsgetreu ist. Nach der Drossel befindet sich
ein Auslaufgebiet, vor der Drossel ein Einlaufgebiet. In Abbildung 4.18 ist lediglich ein kleiner Teil des Einlauf-
gebiets skizziert. Der experimentelle Aufbau erlaubt eine Festlegung der Driicke am Ein- und Ausgang. Fiir eine
detaillierte Beschreibung des experimentellen Aufbaus sei auf [87], [33] und [143] verwiesen. Der innerhalb die-
ser Arbeit betrachtete Testfall verwendet die Driicke 300 bar am Eingang und 165 bar am Ausgang und ist dem
Grenzbereich zwischen Kavitation und keiner Kavitation zuzuordnen. Stochastische Fluktuationen fiihren zu einer
intermittierend kavitierenden Zweiphasenstromung, die im Kapitel 4.5.1 anhand experimenteller Aufnahmen und
LES-Berechnungen beschrieben wird.

4.5.1 Beschreibung des experimentellen Ergebnisses und der LES-Berechnungen aus
der Literatur

Das Kapitel 4.5.1 fasst die experimentellen Ergebnisse aus der Literatur und die LES-Berechnungen [32], [33]
zusammen und stellt nicht den eigenen wissenschaftlichen Beitrag dar.

Zur experimentellen Visualisierung des Stromungsfelds wird ein Schattenverfahren eingesetzt: Paralleles Licht
wird durch die Messstrecke auf einen CCD-Chip gerichtet und dort registriert (vgl. [143], S. 2). Mit dieser Methode
konnen Dichtegradienten analog zum Messprinzip nach Dvordk [29] aus dem Jahr 1880 visualisiert werden. In
den Aufnahmen der intermittierend kavitierenden Stromung sind die Kavitationswolken als Schatten zu erkennen
([871, S. 4). Abbildung 4.18 zeigt eine Prinzipskizze des in [87] und [33] gezeigten experimentellen Ergebnisses
fiir die Driicke 300 bar am Eingang und 165 bar am Ausgang. Ein schmaler Bereich disperser Phase ist nach
der Reduktion des Stromungsquerschnitts erkennbar. Es sei erneut darauf hingewiesen, dass Abbildung 4.18 nicht

malstabsgetreu ist. Zum Experiment in Abbildung 4.18 wurden durch AVL LES-Berechnungen durchgefiihrt und

1 % 993 um >
7

295 7% Wand
— pm Mdisp. Phase

3mm

%\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\“
\

Abbildung 4.18: Skizze der experimentellen Ergebnisse in [87], [33] mit den Driicken 300 bar am Eingang und 165 bar am Ausgang.

verdffentlicht [33]. Die Ergebnisse wurden dankenswerterweise von AVL fiir einen Vergleich innerhalb dieser
Arbeit zur Verfiigung gestellt [32]. Tabelle 4.1 fasst die wichtigsten Eckdaten der LES-Berechnung zusammen. Die
wichtigsten Aspekte der Ergebnisse werden im Folgenden diskutiert. Fiir Details hinsichtlich der LES-Berechnung

sei auf [33] verwiesen.
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4.5 Berechnung einer intermittierend kavitierenden Stromung

Zeitschritt [s] 5-107°
Zellanzahl 17.097.570
rdaumliche Auflosung [Zellanzahl] | 292-172-168

Tabelle 4.1: Eckdaten der LES-Berechnung durch AVL [32] nach [33], Tabelle 2.

Auswertung auf der Symmetrieachse

Die Volumenanteile der dispersen Phase im Schnitt durch die Symmetrieachse sind fiir verschiedene Zeitpunkte
und eine lineare Skalierung in Anhang G.1.1 dargestellt. Aus diesen instantanen Stromungsfeldern kann das zeit-
lich gemittelte Stromungsfeld in den Abbildungen 4.19 erzeugt werden, indem die RGB-Werte jedes Pixels der
instantanen Bilder gemittelt und zu einem neuen Bild zusammengefiihrt werden. Abbildung 4.20 zeigt das zeit-
lich gemittelte Stromungsfeld unter Verwendung einer logarithmischen Skalierung. Zur Erzeugung von Abbildung
4.20 werden die RGB-Werte der Pixel in Abbildung 4.19 logarithmiert und normiert (vgl. [4]). Der Bereich der

Volumenanteil disperse Phase

Abbildung 4.19: Mittelung der instantanen LES-Ergebnisse in Anhang G.1.1.

Volumenanteil disperse Phase

Abbildung 4.20: Mittelung der instantanen LES-Ergebnisse in Anhang G.1.1 bei Anwendung einer logarithmischen Skalierung.
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4 Numerische Berechnungen

dispersen Phase ist in den mittleren Stromungsfeldern schwach erkennbar. Der zeitlich gemittelte Volumenanteil
im Kavitationsbereich ist gering. Fiir eine zuverldssige Bewertung des zeitlich gemittelten Volumenanteils sind
weitere experimentelle Ergebnisse notwendig.

Die instantan auftretenden Volumenanteile (vgl. Anhang G.1.1) sind deutlich hoher als der mittlere Volumenanteil;
sie werden in einer zeitlich gemittelten Darstellung in den Abbildungen 4.19 und 4.20 nicht sichtbar. Die instantan
auftretenden Extremwerte sind aus technischer Sicht entscheidend und konnen in einem Bild erfasst werden, indem
fiir jedes Pixel der instantanen Aufnahmen in Anhang G.1.1 der maximale Rotwert und der minimale Blauwert er-
mittelt und zu einem neuen Bild zusammengefiigt werden. Es ergibt sich das Bild der Extremwerte in Abbildung
4.21. Der Bereich, in dem Kavitation auftritt, ist deutlich zu erkennen.

Volumenanteil disperse Phase

Abbildung 4.21: Extremwerte der instantanen Bilder in Anhang G.1.1.

Iso-Flachen

In [33] wurde eine Methode zur Nachbildung des experimentellen Ergebnisses in Abbildung 4.18 in einer nu-
merischen Simulation vorgeschlagen, wonach die Iso-Flichen o¢ = 0,5 aufgetragen werden. In Anhang G.1.2.1
sind die entsprechenden Iso-Fldchen fiir die Zeitpunkte in Anhang G.1.1 dargestellt. Fiir eine iibersichtliche Dar-
stellung sind die Begrenzungen des Stromungsgebiets lediglich durch schwarze Linien skizziert. Die Iso-Fldchen
dhneln der experimentellen Aufnahme in Abbildung 4.18. Diese Ahnlichkeit wurde bereits in [33] festgestellt.
Anhang G.1.2.2 zeigt eine vergroBerte Darstellung der Iso-Flachen. Der vergroBerte Bereich ist in Abbildung G.1
in Anhang G.1.2.2 griin markiert.

Werden die Rotwerte der instantanen Iso-Flidchen in Anhang G.1.2.1 gemittelt und zu einem neuen Bild zusam-
mengefiigt, ergibt sich das gemittelte Bild der Iso-Fldchen in Abbildung 4.22. Analog zu Abbildung 4.21 erfolgt
dabei eine Auswahl der dargestellten Volumenanteile: Zeigt Abbildung 4.21 die Extremwerte im Schnitt durch die
Symmetrieebene zu verschiedenen Zeitpunkten, werden in Anhang G.1.2.1 mit der Auftragung einer Iso-Fliche
lediglich die Stellen mit @ = 0,5 aufgetragen.

Erfolgt die Mittelung in Abbildung 4.22 nicht iiber alle in Anhang G.1.2.1 dargestellten Zeitpunkte, sondern le-
diglich tiber die ersten acht, ergibt sich die Auspriagung der mittleren Iso-Fldchen in Abbildung 4.23. Weitere Aus-
priagungen konnen durch eine Mittelung weiterer acht instantaner Iso-Fldchen in Anhang G.1.2.1 erhalten werden

und sind in Anhang G.1.2.3 aufgetragen.

Fazit zu LES-Berechnungen

Das Kollektiv bestimmter Volumenanteile, seien es die Extremwerte in der Zeit in Abbildung 4.21 oder die Werte
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4.5 Berechnung einer intermittierend kavitierenden Stromung

mit & = 0,5 im Raum in Abbildung 4.22, zeigen eine qualitativ gute Ubereinstimmung mit der experimentellen
Momentaufnahme in Abbildung 4.18. Fiir einen quantitativen Vergleich mit experimentellen Daten sind weitere
instantane Ergebnisse des Experiments notwendig.

Das vergroBerte Stromungsfeld zu verschiedenen Zeitpunkten in Anhang G.1.2.2 veranschaulicht die intermittie-
rende Charakteristik der Stromung: An einem bestimmten Punkt im Raum wird der Sattigungsdampfdruck meis-
tens nicht unterschritten, so dass keine Kavitation auftritt. Dies veranschaulichen auch die instantanen Schnitte
durch die Symmetrieebene in Anhang G.1.1. Seltene stochastische Fluktuationen kénnen zu einer zeitweisen Un-
terschreitung des Sittigungsdampfdrucks und damit zu Kavitation fithren. Die Blasen disperser Phase werden
stromab transportiert (vgl. Anhang G.1.2.2) und zerfallen bei ansteigendem Druck. Es bleibt festzuhalten, dass die
Iso-Fliachen o = 0,5 einer LES-Berechnung bei der Frage, ob in der betrachteten Stromung Kavitation auftritt,

herangezogen werden kénnen (vgl. [33]).

.

o

Abbildung 4.22: Mittelwert der in Anhang G.1.2.1 dargestellten Iso-Flichen.

N*"\

Lok

Abbildung 4.23: Mittelwert der ersten acht Iso-Flichen in Anhang G.1.2.1.

4.5.2 Numerische Berechnung mit RANS-Methoden

Abbildung 4.24 zeigt das dreidimensionale Rechengitter im Bereich des reduzierten Stromungsdurchmessers zur
numerischen Berechnung des Experiments in Abbildung 4.18 mit RANS-Methoden. Links und rechts von diesem
Bereich befindet sich ein Ein- und ein Auslaufgebiet. In Abbildung 4.24 sind lediglich die angrenzenden Bereiche
dargestellt.

4.5.2.1 Berechnung mit dem herkémmlichen Zwei-Fluid-Modell in AVL Fire™

Das in Abbildung 4.18 dargestellte Experiment wurde mit einer RANS-Simulation unter Verwendung des her-
kommlichen Zwei-Fluid-Modells berechnet. Die wichtigsten Simulationseinstellungen sind [S8] in Anhang H zu
entnehmen. Zur Veranschaulichung des Stromungsgebiets ist der Volumenanteil der dispersen Phase im Schnitt

durch die Symmetrieebene in Abbildung 4.25 aufgetragen. Es fillt auf, dass bei Verwendung des herkdmmlichen
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Abbildung 4.24: Rechengitter zur numerischen Berechnung des in Abbildung 4.18 skizzierten Experiments.

Zwei-Fluid-Modells in AVL Fire™ keine disperse Phase existiert. Ein entsprechendes Ergebnis ist in [33] ver-
merkt: Das Experiment in Abbildung 4.18 wird mit einer RANS-Simulation und einer LES-Berechnung unter Ver-
wendung des herkommlichen Zwei-Fluid-Modells in AVL Fire™ verglichen. Im Gegensatz zur LES-Berechnung
weist die RANS-Simulation keine Kavitation auf (vgl. [33], S. 8). Als Ursache wird die mangelnde Auflésung
kleiner Wirbel und der hierin auftretenden Kavitation durch RANS-Simulationen genannt (vgl. [33], S. 8).

Die mangelnde Fihigkeit zur Abbildung instantaner Fluktuationen ist nicht iiberraschend, da RANS-Simulationen
eine Aussage iiber Mittelwerte treffen (vgl. Kapitel 1.2). Stromungseigenschaften wie beispielsweise die Existenz
der dispersen Phase, die lokal und instantan auftreten und mit der Stromung transportiert werden, kdnnen nicht
durch Modelle abgebildet werden, die auf Mittelwerten beruhen.”

Abbildung 4.26 ordnet die Behandlung der Druckschwankungen innerhalb einer Rechenzelle des betrachteten Bei-
spiels in unterschiedlichen Methoden ein. In RANS-Simulationen wird der mittlere Druck betrachtet. Sein Verlauf
ist in Abbidung 4.26 griin skizziert und befindet sich stets oberhalb des Sattigungsdampfdrucks pga, S0 dass keine
Kavitation abgebildet wird. LES-Berechnungen 16sen einen Teil der Wirbel mit den zugehorigen Druckschwankun-
gen auf (vgl. Kapitel 1.2). Der fluktuierende Druck, in Abbildung 4.26 gelb dargestellt, wird berechnet. Besonders
starke Wirbel bewirken besonders hohe Druckschwankungen, so dass der Druck unter den Sittigungsdampfdruck

Psat Tallt und damit Kavitationseffekte abgebildet werden konnen.

4.5.2.2 Berechnung mit der Stochastischen Feldmethode 2F-SFM p

Der Einfluss instantaner Wirbel und der damit verbundenen lokalen und instantanen Druckschwankungen soll
durch das Modell 2F-SFM p in einer RANS-Simulation beriicksichtigt werden. Die Stochastische Feldmethode
berechnet in jedem Zeitschritt stochastische Felder. In Abbildung 4.26 sind exemplarische Werte innerhalb der
stochastischen Felder skizziert. Sie konnen als mogliche Reprisentanten des instantanen Drucks interpretiert wer-
den. Entsprechend der Abbildungen 1.7 bzw. 2.5 approximieren die Werte der stochastischen Felder die PDF.
Fiir den letzten Zeitschritt ist die PDF in Abbildung 4.26 aufgetragen. Die PDF erméglicht die Beriicksichtigung
der Fluktuationen im Druck aufgrund von Turbulenz, so dass im Kontext einer RANS-Simulation stochastische

Fluktuationen und entsprechende kavitative Effekte beriicksichtigt werden konnen. Abbildung 4.26 demonstriert

7 Dies zeigt sich auch beim Modell des Prandtlschen Mischungswegs, das ebenfalls Mittelwerte verwendet (vgl. [91], S. 141): Seine Anwend-
barkeit beschrénkt sich auf Stromungen mit geringer turbulenter Konvektion und geringer turbulenter Diffusion (vgl. [125], S. 277).
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Volumenanteil disperse Phase

0 1

Abbildung 4.25: RANS-Simulation des Experiments in Abbildung 4.18 mit dem herkémmlichen Zwei-Fluid-Modell (Momentaufnahme).
[S8]

schematisch, wie instantane Fluktuationen des Drucks das Stromungsfeld beeinflussen konnen: Einige Reprisen-
tanten des instantanen Drucks unterschreiten den Sattigungsdampfdruck pg,e und befinden sich damit im Bereich
kavitativer Stromungen. Im Folgenden wird anhand eines kleinen Matlab Programms demonstriert, wie Geschwin-
digkeitsfluktuationen in einer Stromung Druckfluktuationen verursachen, die bei der Berechnung des Quellterms
zu einer intermittierend kavitierenden Stromung fiithren konnen. Das Matlab-Programm nutzt die konstanten Ein-

gabeparameter in Tabelle 4.2.

N" =10~ /m? Psat = 4500Pa  p=1017750Pa  Cg = 1,0
pe = 825,74kg/m®> py=0,3lkg/m®>  k=40m?/s> a=10""

Tabelle 4.2: konstante Eingabeparameter zur Demonstration, wie Fluktuationen in der Geschwindigkeit zu Kavitationseffekten fithren kon-
nen.

p I 4 19 Haufigkeit
e SF  — Verteilungstunktion
®
° keine Kavitation
)
i 2 ! °
H ! ° ;
[ ] ® @
=SS
® 8 8
Psat ® ®
Kavitation

Abbildung 4.26: exemplarische Behandlung des Drucks in einer Rechenzelle des betrachteten Beispiels in Abbildung 4.18 im Rahmen ei-
ner LES- und einer RANS-Berechnung. Die Werte in den stochastischen Feldern sind ebenfalls dargestellt. Fiir den letzten
Zeitschritt ist eine Verteilung der stochastischen Felder skizziert.
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4 Numerische Berechnungen

Der instantane Quellterm wird mit Hilfe der Geschwindigkeitsfluktuationen in Gleichung (3.179) unter Verwen-
dung der Gleichungen (3.182) - (3.184) berechnet. Zur Vereinfachung wird ein eindimensionales Problem betrach-
tet, so dass lediglich Fluktuation in eine Raumrichtung existiert. Kavitation tritt auf, wenn der Quellterm positiv
ist. Die Verteilung von 2000 zufillig ermittelten Geschwindigkeitsfluktuationen und die entsprechende Verteilung
des instantanen Quellterms Sj,s sind in den Abbildungen 4.27 und 4.28 abgebildet. In Abbildung 4.28 ist eben-
falls der Mittelwert der Verteilung S, gekennzeichnet. Er unterscheidet sich vom ebenfalls markierten Quellterm
S(k) bei Verwendung der mittleren turbulenten kinetischen Energie k entsprechend dem herkommlichen Zwei-
Fluid-Modell. Am Ende des Kapitels 3.7.2 wurde bereits diskutiert, dass der Quellterm des Zwei-Fluid-Modells
in Gleichung (2.20) nichtlinear von der turbulenten kinetischen Energie abhéngt. Entsprechend Gleichung (3.187)
unterscheiden sich damit die beiden mittleren Quellterme. Die Verteilung in Abbildung 4.28 zeigt, dass fluktuie-
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Abbildung 4.27: Verteilung von 2000 entsprechend Gleichung (3.179) zufillig ermittelten Geschwindigkeitsfluktuationen.
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Abbildung 4.28: Verteilung des instantanen Quellterms entsprechend der Geschwindigkeitsfluktuationen in Abbildung 4.27. Der Mittelwert

des instantanen Quellterms Sj,s und der Quellterm bei Verwendung der mittleren kinetischen Energie & ist ebenfalls aufge-
tragen.
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4.5 Berechnung einer intermittierend kavitierenden Stromung

rende Geschwindigkeitskomponenten zu einem positiven Quellterm und damit zu Kavitation fiihren konnen. Bei
Verwendung der mittleren turbulenten kinetischen Energie zur Berechnung des Quellterms werden stochastische

Fluktuationen vernachléssigt und der Quellterm ist stets negativ. Das Stromungsfeld weist keine Kavitation auf.

Es stellt sich die Frage, ob mit der Variante 2F-SFM p der Einfluss der in RANS-Simulationen nicht beriicksich-
tigten stochastischen Fluktuationen modelliert werden kann und dies analog zu den Abbildungen 4.26 und 4.28
zu kavitativen Effekten fiihrt. Es ist zu priifen, ob mit der Variante 2F-SFM p eine verbesserte Berechnung des

Experiments in Abbildung 4.18 erzielt werden kann.

Volumenanteil disperse Phase

Abbildung 4.29: RANS-Simulation des Experiments in Abbildung 4.18 mit der Variante 2F-SFM p (Momentaufnahme). [S9]

Auswertung auf der Symmetrieachse

Abbildung 4.29 zeigt die Berechnung des Experiments in Abbildung 4.18 mit der Variante 2F-SFM p zu ei-
nem Zeitpunkt der RANS-Simulation. Fiir die wichtigsten Simulationseinstellungen sei auf [S9] in Anhang H
verwiesen. Analog zu Abbildung 4.25 ist der Schnitt durch die Symmetrieebene aufgetragen. Die zugehorigen
stochastischen Felder der Momentaufnahme in Abbildung 4.29 sind in Anhang G.2.1 aufgetragen. Sie konnen
als instantane Représentanten des Volumenanteils interpretiert werden (vgl. Kapitel 3.1) und approximieren die
PDF (vgl. Abbildung 4.30). Der Volumenanteil in Abbildung 4.29 zu einem konkreten Zeitpunkt ist ein Mittelwert
dieser Reprisentanten. Der Zusammenhang des Volumenanteils ¢ (#y) zu einem Zeitpunkt 7y und den zugehorigen

stochastischen Feldern a") (1), a® (1), ... ist in Abbildung 4.30 skizziert. Das Stromungsfeld in der Symme-

a [«
| .
a(ty) a(ty) a(tz)
aM(ty) aM(t,) a®(ty)
a®@ (ty) a@(t) a@(ty)

Abbildung 4.30: Zusammenhang der Volumenanteile der stochastischen Felder (') (), o (¢), ..., des mittleren Volumenanteils () zur Zeit
t und des iiber alle Zeitpunkte gemittelten Volumenanteils @ einer RANS-Simulation.
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4 Numerische Berechnungen

trieebene ist fiir weitere Zeitpunkte in Anhang G.2.2 aufgetragen. Jedes Stromungsfeld ist ein Mittelwert seiner
zugehorigen instantanen Représentanten in Form der stochastischen Felder. Es ist nicht stationir, sondern unterliegt
Fluktuationen, da die Geschwindigkeiten ebenfalls in der Zeit fluktuieren (vgl. Gleichung (3.179)). Der Volumen-
anteil zu verschiedenen Zeitpunkten in Anhang G.2.2 zeigt das intermittierende Verhalten in grolen Bereichen
des Stromungsfelds. Kavitation wird an Orten mit hohem Turbulenzgrad initiiert. Es entstehen Kavitationsblasen,
die anschliefend mit der Stromung transportiert werden. Das Stromungsfeld zu verschiedenen Zeitpunkten einer
RANS-Simulation reprisentiert verschiedene Auspriagungen der gemittelten Stromung (vgl. Abbildung 2.5). Ab-
bildung 4.31 zeigt den Mittelwert der Auspriagungen in Anhang G.2.2. Zur Bestimmung des Mittelwerts wurden
die RGB-Werte der Pixel gemittelt und in einem Bild aufgetragen. Die erneute Mittelung iiber verschiedene Aus-
priagungen des mittleren Stromungsfelds ist ebenfalls in Abbildung 4.30 grafisch veranschaulicht.

Im Gegensatz zur Verwendung des herkommlichen Zwei-Fluid-Modells in Abbildung 4.25 ist bei Verwendung der
Variante 2F-SFM p ein Kavitationsgebiet erkennbar. Ein Vergleich zeigt, dass die in Abbildung 4.29 dargestellte
Auspriagung dem experimentellen Ergebnis in Abbildung 4.18 qualitativ entspricht. Analog zu den Abbildungen
4.26 und 4.28 kann die Variante 2F-SFM p die experimentell beobachteten kavitativen Effekte in einem RANS-

Kontext reproduzieren.

Volumenanteil disperse Phase

Abbildung 4.31: Mittelwert der Volumenanteile der RANS-Berechnung mit der Variante 2F-SFM p in Anhang G.2.2. [S9]

Der Vergleich der Momentaufnahme einer RANS-Simulation in Abbildung 4.29 mit dem experimentellen Ergebnis
in Abbildung 4.18 ist nur bedingt zuléssig, da die experimentelle Aufnahme eine instantane Momentanaufnahme
zeigt, eine RANS-Simulation aber eine Aussage iiber gemittelte Werte trifft (vgl. Kapitel 1.2). Weitere experimen-
telle Aufnahmen fiir einen Vergleich der zeitlich gemittelten Ergebnisse mit den Ergebnissen der RANS-Simulation
liegen nicht vor.

Alternativ werden die LES-Berechnungen fiir einen Vergleich herangezogen. Die in Abbildung 4.21 dargestellten
Extremwerte der LES-Berechnung sind entscheidend fiir die technische Bewertung kavitierender Stromungen. In
der Variante 2F-SFM p miissen die Extremwerte durch die Fluktuationen der stochastischen Felder beriicksichtigt
werden. Ein Vergleich der storungsbehafteten Auspriagungen des mittleren Volumenanteils der Variante 2F-SFM p
in Anhang G.2.2 mit den Extremwerten der LES-Berechnung in Abbildung 4.21 zeigt eine qualitativ gute Uber-

einstimmung.
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Der iiber die Zeit gemittelte Volumenanteil im Schnitt durch die Symmetrieebene in Abbildung 4.31 ist bei Anwen-
dung der Variante 2F-SFM p hoher als der zeitlich gemittelte Volumenanteil der LES-Berechnung in den Abbildun-
gen 4.19 und 4.20. Dies resultiert daraus, dass die RANS-Simulation lokal auftretende Effekte wie einzelne Blasen
aufgrund der verwendeten ZellgréB3e nicht abbilden kann. Entsprechend kann lokale Intermittenz nicht reproduziert
werden. Fluktuationen innerhalb einer Rechenzelle einer RANS-Simulation besitzen raumlich einen gréBeren Ein-
fluss als Fluktuationen innerhalb einer kleineren Rechenzelle bei LES-Berechnungen. Dies fiihrt zu einem raumlich
grofleren Kavitationsgebiet bei der RANS-Simulation. Es sei angemerkt, dass in LES-Berechnungen der Einfluss
kleiner Wirbel modelliert wird (vgl. Kapitel 1.2). Die durch kleine Wirbel verursachten lokalen stochastischen
Ereignisse werden in LES-Berechnungen nicht beriicksichtigt. Eine zusétzliche Modellierung der stochastischen

Ereignisse auf kleinen Skalen fiihrt zu einer Zunahme der Kavitation.®

Iso-Flachen

Die Iso-Flichen o = 0,5 bei Verwendung der Variante 2F-SFM p in einer RANS-Simulation sind fiir mehrere
Zeitpunkte in Anhang G.2.3 aufgetragen. Sie stellen Ausprigungen der zeitlich gemittelten Iso-Flachen dar und
sind mit den gemittelten Auspriagungen der LES-Berechnung in Abbildung 4.23 bzw. Anhang G.1.2.3 zu verglei-
chen. Sie stimmen qualitativ {iberein. Der Mittelwert tiber alle Auspriagungen ist in Abbildung 4.32 dargestellt und

stimmt qualitativ mit dem Mittelwert iiber alle Iso-Flichen der LES-Berechnung in Abbildung 4.22 iiberein.

~—
e _—

Abbildung 4.32: Mittelwert der Iso-Fldchen der RANS-Simulation mit der Variante 2F-SFM p in Anhang G.2.3. [S9]

4.5.3 Fazit zur Berechnung einer intermittierend kavitierenden Stréomung

Die Anwendung der Variante 2F-SFM p zeigt, dass die in der RANS-Simulation mit dem herkémmlichen Zwei-
Fluid-Modell nicht betrachteten instantanen und lokalen Schwankungen des Drucks aufgrund von Turbulenz mit
der Variante 2F-SFM p der Stochastischen Feldmethode beriicksichtigt werden kénnen. Die instantane experimen-
telle Messung in Abbildung 4.18 und die Ausprigungen des gemittelten Volumenanteils der RANS-Simulation in
Abbildung 4.29 bzw. Anhang G.2.2 weisen eine starke Ahnlichkeit auf.

Ein Vergleich mit LES-Berechnungen zeigt, dass die Auspriagungen der Iso-Flidchen in Anhang G.2.3 qualitativ
mit den Ausprdgungen der LES-Berechnung in Abbildung 4.23 und Anhang G.1.2.3 iibereinstimmen. Der Mit-
telwert aller Iso-Flidchen der RANS-Simulation (vgl. Abbildung 4.32) entspricht qualitativ dem Mittelwert aller
Iso-Flichen der LES-Berechnung (vgl. Abbildung 4.22).

In Kapitel 4.5.1 wurde diskutiert, dass zur Bewertung des kavitativen Verhaltens die Iso-Flichen o« = 0,5 einer
LES-Berechnung betrachtet werden. Eine RANS-Simulation mit dem herkémmlichen Zwei-Fluid-Modell kann

8 Die Stochastische Feldmethode kann zur Modellierung der stochastischen Fluktuationen in den nicht aufgelosten Lingenskalen einer LES-
Berechnung genutzt werden (vgl. Kapitel 1.2; [27]; [26]). Es ergibt sich die Fragestellung, ob bei LES-Berechnungen im Sinne einer ef-
fizienten Berechnung die rdumliche Auflosung reduziert werden kann, wenn die nicht aufgelosten Fluktuationen durch die Stochastische
Feldmethode beriicksichtigt werden.
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die experimentell nachgewiesene Kavitation nicht abbilden (vgl. Abbildung 4.25). Mit der Variante 2F-SFM p der
Stochastischen Feldmethode kann das intermittierend kavitative Verhalten in einem RANS-Kontext reproduziert
werden. Fiir die Bewertung geniigt dabei die Betrachtung eines Schnitts entlang der Symmetrieachse (vgl. Abbil-
dung 4.29). Alternativ konnen weiterhin analog zur LES-Berechnung Iso-Fldchen betrachtet werden (vgl. Anhang
G.2.3).

Mit Hilfe der Variante 2F-SFM p kann ein Nutzer besser als bei Verwendung des herkommlichen Zwei-Fluid-
Modells in einem RANS-Kontext bewerten, ob Kavitation auftritt. Es ermoglicht die Beriicksichtigung kavitativer
Effekte, die in lokalen und instantanen Strukturen entstehen, in einem RANS-Kontext, obwohl diese selbst nicht
aufgelost werden. Die Stochastische Feldmethode mit der Variante 2F-SFM p erlaubt eine Aussage iiber den mitt-
leren Volumenanteil in einer kavitierenden Stromung bei gleichzeitiger Vermeidung des Rechenaufwands einer
LES-Berechnung.
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Zweiphasenstromungen treten in einer Vielzahl technischer Anwendungen und Produkte auf. Bei der Produkt-
entwicklung konnen durch Anwendung numerischer Simulationen Einsparungen erzielt werden (vgl. Abbildung
1.1). Als Beispiel eines in der Praxis verwendeten kommerziellen Codes zur numerischen Stromungssimulation
sei Fire™ der AVL List GmbH genannt. Fiir die effiziente Berechnung von Zweiphasenstromungen wird hiufig
das Zwei-Fluid-Modell verwendet, das eine Aussage iiber Mittelwerte trifft (vgl. Kapitel 1.4, 2.2.1). Die Betrach-
tung von Mittelwerten anstelle stochastisch fluktuierender Grofen ist mit einem numerisch beschrinkten Aufwand
zu realisieren, erweist sich aber als unbefriedigend, wenn sich das makroskopische Ergebnis sensitiv gegeniiber
stochastischen Fluktuationen verhilt (vgl. Kapitel 1). Alternativ konnen mit stochastischen PDF-Methoden wie
beispielsweise der Stochastischen Feldmethode Verteilungen einer Grofle betrachtet werden. Die Stochastische
Feldmethode wurde urspriinglich zur Beschreibung einer Skalargro3e in der Verbrennung hergeleitet und ist im
Vergleich zur Methode Lagranger Partikel numerisch weniger aufwiéndig (vgl. Kapitel 2.4.3.2). Erste Anwendun-
gen der Stochastischen Feldmethode auf Zweiphasenstromungen erfolgten durch das Herstellen von Analogiebe-
ziehungen (vgl. Kapitel 1.3): Der Anteil disperser Phase wurde wie ein Skalar in der Verbrennung behandelt und

die zugehorigen Gleichungen entsprechend formuliert.

Die vorliegende Arbeit liefert einen Beitrag zur weiteren Diskussion hinsichtlich Anwendungen der Stochastischen
Feldmethode auf Zweiphasenstromungen. Sie beinhaltet sowohl die Herleitung und die Diskussion grundlegender

Aspekte als auch die Anwendung auf aktuelle Problemstellungen der Automobilindustrie.

Zur Festigung der theoretischen Grundlagen bei Anwendung der Stochastischen Feldmethode auf Zweiphasenstro-
mungen wird die formale Herleitung der PDF-Transportgleichung fiir den Volumenanteil im Zwei-Fluid-Modell
und im Drift-Flux-Modell durchgefiihrt. Sie ersetzt die bisherige Analogiebeziehung zu einer Skalargrofle in der
Verbrennung. Die Unterschiede zur Herleitung der PDF-Transportgleichung einer Skalargrof3e werden analysiert,
diskutiert und auf die Gleichungen der stochastischen Felder angewandt, so dass ihre Formulierung konsistent zum
Zwei-Fluid-Modell ist.

In diesem Zusammenhang wird gezeigt, dass die Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell nicht analog
zur Stochastischen Feldmethode fiir eine Skalargrée in der Verbrennung formuliert werden kann, ohne Konsis-
tenzprobleme zu verursachen. Dies wird durch die Herleitung der Transportgleichung des mittleren Volumenanteils
auf zwei Arten gezeigt: Durch Ensemble-Mittelung der Transportgleichung der stochastischen Felder und durch
Integration der entsprechenden PDF-Transportgleichung.

Ein weiterer Bestandteil zur Festigung der theoretischen Grundlagen ist die Analyse des Zusammenhangs zwischen
stochastischen Feldern und Blasen der dispersen Phase in einer realen Stromung. Mehrere Interpretationsmoglich-
keiten fiir die stochastischen Felder werden diskutiert. Die Beriicksichtigung einer Blasengrofenverteilung wird
schematisch mit konkurrierenden Modellen verglichen. Es wird demonstriert, wie die Stochastische Feldmethode
die Berechnung einer Blasengrofenverteilung ohne Vorkenntnisse zur Blasengrofie aus einer Abschitzung oder

aus einem Experiment erlaubt.

Die vorliegende Arbeit wendet diese neuen theoretischen Erkenntnisse auf kavitierende Stromungen in der Au-
tomobilindustrie an. Nach Kenntnis des Autors wird die Stochastischen Feldmethode innerhalb dieser Arbeit
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erstmals zur Beschreibung von Zweiphasenstromungen in einem kommerziellen Code implementiert. Mehrere
Maoglichkeiten einer Implementierung in AVL Fire™ werden hierfiir diskutiert (vgl. Kapitel 1.4, 3.7). Zwei Mo-
delle zur Beriicksichtigung stochastischer Fluktuationen im Quellterm der dispersen Phase werden fiir den AVL
Fire™.-Nutzer als besonders gewinnbringend eingeschitzt und entsprechend implementiert. Sie ermdglichen die
Beriicksichtigung von Fluktuationen aufgrund einer lokal schwankenden Keimanzahl und aufgrund turbulenter
Schwankungen in der kontinuierlichen Phase. Letztere bedient sich zur Modellierung der Geschwindigkeitsfluk-
tuationen einer Methode aus dem Bereich Lagranger Partikel. Die Implementierungen erfiillen die formulierten
Ziele aus Kapitel 1.4.

Beide Modelle werden mit Hilfe eines model-to-model-Vergleichs an einem zweidimensionalen und an einem
dreidimensionalen Injektor aus der Automobilindustrie verifiziert und validiert (vgl. Kapitel 4.2). Sie ermoglichen
dem Nutzer von AVL Fire™ eine Approximation der PDF innerhalb jeder Rechenzelle in einer reinen Euler-
Betrachtungsweise. Alternativ kann die mittlere PDF eines bestimmten Bereichs bestimmt werden.

Die PDF des Volumenanteils kann zur Berechnung von Funktionen verwendet werden, die nichtlinear von diesem
Volumenanteil abhéngen. Die Approximation durch Verwendung eines mittleren Volumenanteils kann hierdurch
vermieden werden, was am Beispiel der Stromungswiderstandskraft demonstriert wird.

Es wird gepriift, ob mit dem Modell zur Beriicksichtigung turbulenter Schwankungen ein Mehrwert bei der Si-
mulation eines AVL-Testfalls einer intermittierend kavitierenden Stromung erzielt werden kann. Experimentell
sind Kavitationseffekte nachweisbar. Effiziente RANS-Simulationen mit dem herkommlichen Zwei-Fluid-Modell
konnen keine stochastischen Fluktuationen und damit keine Kavitationseffekte abbilden. Eine aufwindigere LES-
Berechnung ist notwendig, um Kavitationseffekte numerisch zu reproduzieren. Die RANS-Berechnung mit Hilfe
der im Rahmen dieser Arbeit implementierten Variante 2F-SFM p der Stochastischen Feldmethode weist ein dhnli-
ches Ergebnis auf wie die experimentelle Momentaufnahme. Der Einfluss stochastischer Effekte kann beriicksich-
tigt werden und die intermittierend kavitierende Stromung ist reproduzierbar. Fiir einen detaillierteren Vergleich
der experimentellen Ergebnisse mit den numerischen Berechnungen sind weitere experimentelle Ergebnisse erfor-
derlich. Ein Vergleich mit den von AVL durchgefiihrten numerischen Ergebnissen einer LES-Berechnung zeigt
eine Ubereinstimmung der Fluktuationen in der dispersen Phase. Mit der Variante 2F-SFM p konnen die zeitlich

gemittelten Iso-Flichen der LES-Berechnungen in einem effizienten RANS-Kontext reproduziert werden.

Die in dieser Arbeit hergeleiteten stochastischen Modelle und deren Implementierungen erlauben dem Nutzer von
AVL Fire™ die Beriicksichtigung stochastischer Fluktuationen und eine Auftragung der PDF des Volumenanteils
oder der Blasengrofe in einer reinen Euler-Betrachtungsweise. Dariiber hinaus kénnen sie zur Bewertung einer
intermittierend kavitierenden Stromung im RANS-Kontext genutzt werden, ohne dabei die entscheidenden loka-
len und instantanen Effekte aufzulosen. Bisher notwendige, aufwindigere LES-Berechnungen konnen fiir eine

Bewertung vermieden werden, wodurch der industrielle Nutzer Einsparungen hinsichtlich Zeit und Kosten erzielt.
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A Ableitung einer PDF aus Messwerten

Im Folgenden wird der Zusammenhang zwischen einer PDF und Messwerten einer Zufallsgroe demonstriert. Ab-
bildung 1.6 veranschaulicht, wie aus einer Reihe von Messwerten einer Grofle 6 ein Histogramm erzeugt werden
kann. Auf der linken Seite sind 14 Messwerte fiir 8 dargestellt. Die Ordinate zeigt den gemessenen Wert. Auf der
Abszisse ist die Nummer des Messwerts aufgetragen. Die Messwerte konnen zu verschiedenen Zeitpunkten oder
durch zeitgleiche Messungen erzeugt werden. Die Achsen sind in regelmissige Intervalle unterteilt. Der Analyse-
bereich ist hierdurch in Rechtecke unterteilt. Die Intervalle auf der Ordinate werden als ,,Bin* (vgl. [75], S. 8) I,
b, I3, ... bezeichnet. Jedem Bin Iy, b, I3, ... kann ein durchschnittlicher Wert 6, 6;,, 6y, ... zugeordnet werden.
Zu jedem Messwert kann ein entsprechendes Quadrat im Analysebereich bestimmt werden. Das zugehorige Qua-
drat ist in Abbildung 1.6 blau markiert. Auf der rechten Seite in Abbildung 1.6 ist fiir jeden Bin die Haufigkeit
eines auftretenden Messwerts aufgetragen. Abbildung A.1 stellt die Haufigkeit aus Abbildung 1.6, rechts in einem

>
>
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—
&
~
&

I, Mittelwert

Haufigkeit

Abbildung A.1: Héufigkeiten der Messreihe aus Abbildung 1.6
gedrehten Diagramm dar. Die diskrete Hiufigkeit H(6) kann fiir den Messwert 6 abgelesen werden

0 falls@ el
1 falls@elh
2 falls@ el
H(0)=1(2 falls®cly (A1)
3 falls@ €ls
5 falls 0 € I
1 falls@ € L.

Die Summe der blauen Quadrate in Abbildung A.1 entspricht dem Wert 14, der Anzahl durchgefiihrter Messun-
gen. Die Anzahl der beobachteten Messungen innerhalb eines jeden Bins ist Gleichung (A.1) zu entnehmen. Die
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Wahrscheinlichkeit P, dass sich ein Messwert innerhalb eines bestimmten Bins /; befindet, kann berechnet werden

(vgl. [49], S. 184)

Anzahl beobachteter Messungen in Bin  H(6 € I)
Anzahl durchgefiihrter Messungen 14

POcl)= (A2)

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten mit H(0) wird an zwei Beispielen demonstriert. Mit Hilfe der Gleichun-
gen (A.1) und (A.2) kann die Wahrscheinlichkeit P ((6 SIISICAS 12)) bestimmt werden, dass sich ein Messwert
innerhalb der ersten beiden Bins befindet (vgl. [49], S. 187)

H(GEIl) H(Gelz) 0+1 1

P((6eh)u(eh)=POcl)+P(Och)= i v vl T (A.3)

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Messwert innerhalb der Bins 11,15, ..., I; befindet, ist trivialerweise 1

7 A
Z l +1+24+24+3+5+ —1 (A.4)

7
POocl 7)= ZP (0en)= 7 14

=1

~

=1

Werden die Wahrscheinlichkeiten aller Bins summiert wie in Gleichung (A.4), geht die Information der Vertei-
lung verloren. Werden die Wahrscheinlichkeiten vor der Summation mit dem jeweiligen mittleren Wert des Bins
gewichtet, entspricht die Summe dem Mittelwert 8 (vgl. [49], S. 237)

9:

g

6,P(0 €1)). (A.5)

-
Il

1

Der Mittelwert ist in Abbildung A.1 ebenfalls skizziert. Alternativ zur Betrachtung der Hiufigkeiten kann aus
Gleichung (A.1) mit Hilfe der Beziehung in Gleichung (A.2) die diskrete ,,Wahrscheinlichkeitsfunktion* (vgl.
[120], S. 40) bestimmt werden

0 falls 6 € I;
1/14 falls@ €l
1/7  falls6 €15
H(0)/14=¢1/7 falls6cl, (A.6)
3/14 falls 0 €15
5/14 falls 6 € I
1/14 falls 0 € I.

H(6)
Anzahl durchgefiihrter Messungen

P(6) =

Die diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion P(6) und ihr Mittelwert ist in Abbildung 1.7 dargestellt. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass sich ein Messwert innerhalb eines bestimmten Bins /; befindet, kann in Gleichung (A.6) oder
Abbildung 1.7 abgelesen werden.

Im Folgenden wird demonstriert, wie die Berechnungen in den Gleichungen (A.3) - (A.5) unter Verwendung der
Wahrscheinlichkeitsfunktion P(0) in Gleichung (A.6) erfolgen konnen. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Messwert
innerhalb zweier Bins ist, kann analog zu Gleichung (A.3) ermittelt werden

P(6eh)u(0ech)=P(0ch)+P(0ch)=POcl)+POch)=0+1/14=1/14. (A7)
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Messwert innerhalb einer der Bins ;7 ist, ergibt sich analag zu Gleichung (A.4)

! ! 1 1. 1 3 5 14
POeh)=Y Poc) =Y POcl)=0 — 2 (a8
€h.7) ; <€) l; (6eh)= +14+7+7+14+14+14 14 (A-8)
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A Ableitung einer PDF aus Messwerten

Der Mittelwert 8 kann mit der diskreten Wahrscheinlichkeitsfunktion P(8) formuliert werden
7
6=Y 6,P(6¢cl). (A.9)
=1

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten ist umso genauer, je kleiner die Intervallbreite der Bins ist. Fiir infini-
tesimal kleine Intervallbreiten werden die Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe einer stetigen Funktion f(6) berechnet.
Die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Messwert innerhalb eines der sieben Bins befindet, berechnet sich analog zur
Betrachtung der Wahrscheinlichkeitsfunktion P(6) in Gleichung (A.8)

17,

P0cl. 1) :/ 7(6)d6. (A.10)
1 lu

Die untere bzw. obere Intervallgrenzen eines Bins /; sind in Gleichung (A.10) mit [;, und [;, gekennzeichnet. Die

Berechnung einer Wahrscheinlichkeit erfordert ein Integral, selbst wenn das betrachtete Intervall sehr klein ist. Die

Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Messwert im Intervall ; der Breite (6,0 + d0) befindet, ist (vgl. [120], S. 40)

0+do
P(OEI,):/B " Ho)ae. (A.11)

Falls f(6 < 6y,,) = f(0p, < 0) =0, gilt fiir Gleichung (A.10)

/117nfd0 - /w fdO=1. (A.12)
» —oo
Es sei darauf hingewiesen, dass analog zu Gleichung (A.4) eine Integration der PDF iiber 6 dazu fiihrt, dass die
Information der Verteilung in 6 verloren geht. Eine Integration ist zuldssig, falls die Information der Verteilung
in O nicht weiter betrachtet werden soll. Der Vollstindigkeit halber wird die oben berechnete Wahrscheinlichkeit
P((6 €1,)U(6 € L)) sowie der Mittelwert mit Hilfe der PDF f(6) berechnet. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich
der Messwert innerhalb der Bins /; oder I, befindet, berechnet sich analog zu Gleichung (A.3) und mit Hilfe der
Gleichung (A.11)

I, b, 109
P((0ch)UBch)=P(0cl)+P(0ch) :/1 f(G)dG—i—/I f(@)dez/l £(8)do.  (A.13)

lu

Bei der Berechnung des Mittelwerts 6 muss beachtet werden, dass f im Gegensatz zu P innerhalb eines Bins /; im
Allgemeinen nicht konstant ist. Die Gewichtung mit dem Wert 6 muss bei der Berechnung von P (0 € I;) erfolgen.
Analog zu Gleichung (A.9) berechnet sich der Mittelwert

5:/°° 0£do. (A.14)
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B Entfallen des Integrals in der Herleitung in Kapitel
3.5

In ([104], S. 141) wird fiir einen Vektor mit SkalargroBen ¢ im Ereignisraum y, den Geschwindigkeitsvektor U
im Ereignisraum V, die Hilfsfunktion Q(U, ¢) und die JPDF f(V, y;x,t) mit dem Vektor der Ortskoordinaten x
und der Zeit ¢ gezeigt (vgl. [71], S. 387)

_ of | of
= / [rwiow.wravay+ - / [ewiow wisavay= [ [ow.w{pw p(y)v,(,ij}dw.
(B.1)
Der Konvektionsterm wurde gemaf
//p Vi vifdvay = [ [ow.wipw)v; adedw (B.2)
5y .

umgeformt, da die JPDF f als einzige GroBe von x; abhingt (,is the only parameter written as a function
of t and x in the integrand* ([71], S. 387)). Hieraus werden im Folgenden Vereinfachungen fiir das Integral

JJp( )aX’ O(V, y)fdVdy abgeleitet.
Die Produktregel ([971, S. 132) liefert fiir den Term auf der linken Seite von Gleichung (B.2)

ox; //p VoV, y)fdvdy // 3 Vl/f)dedw+//p Q(V v)fdvdy+

+// dedl//+//p W0V, v g];d\/dw. (B.3)

Eine Subtraktion der Gleichung (B.2) von Gleichung (B.3) liefert

o,
0= // 8 0V y/)deder//p Q(V l//)dedl//+//p %dedy. (B.4)
J
In Gleichung (B.4) entfillt der dritte Term auf der rechten Seite, da Q(V, E) laut Definition nicht von x; abhingt,
womit 20(V. )
ﬂ — (B.3)
8xj

Die Dichte p(¢) hingt ebenfalls lediglich von ¢ ab (,the density ... depend(s) only on the set of scalars ¢*
([104], S. 135)). Damit entféllt der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung (B.4), da

ap(y)
8xj

—0. (B.6)
Aus Gleichung (B.4) folgt mit den Gleichungen (B.5) und (B.6)

0= / / p(¥)=-LO(V,y)fdVdy. (B.7)
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B Entfallen des Integrals in der Herleitung in Kapitel 3.5

In der Herleitung in Kapitel 3.5 hingt die Hilfsfunktion g ebenfalls nur von U und o ab und die Dichte p, ist
ebenfalls eine Funktion von o: Im Zwei-Fluid-Modell ist die Dichte p; eine Funktion von ¢; und der (bei inkom-
pressiblen Fluiden (vgl. [55], S. 46, 158, 212; [80], S. 686)) Konstanten ﬁ Im Drift-Flux-Modell ist sie entspre-
chend Gleichung (2.57) p,, = (xdﬁ—k acﬁ ebenfalls eine Funktion von oy, da p,,, mit o, = 1 — otz (vgl. Gleichung
(2.12)) bei Kenntnis von ¢ eindeutig bestimmt ist. Entsprechend gilt fiir den Term in der Herleitung in Kapitel
3.5 entsprechend Gleichung (B.7)

0= / /p ¢(V,a)fdVda. (B.8)
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C Vereinfachungen in Kapitel 3.6.2.2

Term |
Mit Hilfe der Produktregel ([97], S. 132) kann der Integrand des ersten Terms vereinfacht werden

§t< (@)fa) = 2 (ap(a)fa)—p(a)fa%. (.1

Da a keine Funktion von 7 ist (vgl. [71], S. 387), entfillt der letzte Term in Gleichung (C.1). Das erste Integral in
Gleichung (3.102) kann mit Gleichung (C.1) unter Anwendung der Definition des Mittelwerts in Gleichung (2.67)
mit g(a) = ap(a) berechnet werden

/1 gt( (a)fo)da /1%(ap(a)fa)da:%/O'lap(a)fada:%mp(a)). C2)

Da ¢ und a keine Funktionen voneinander sind, wurde in Gleichung (C.2) analog ([71], S. 387) die Differentiation

und das Integral vertauscht.

Term Il

Analog zu Gleichung (C.1) gilt fiir den Integranden des zweiten Terms

aa%(p(a)wi |a)fo) = aixi(ap(a)wi | @) fo) —p(a){U; | a) fa%. (C.3)

Analog zu Term I entfillt der zweite Term auf der rechten Seite in Gleichung (C.3) und die Differentiation und das

Integral diirfen vertauscht werden, da a und x keine Funktionen voneinander sind

1 1 1
/0 a%(p(a)(Uim) fo)da = /0 %(ap(a)<ui|a>fa)da:% /0 ap(a)(U; | ) fuda.  (C4)

Das Integral iiber eine bedingte Wahrscheinlichkeit auf der rechten Seite in Gleichung (C.4) kann entsprechend
der Umformung in Gleichung (2.74) mit g(U, o) = U vereinfacht werden, so dass sich ergibt

1 1 oo 1 oo
| ap@ @) fada= [ ap(a)fa [ ViyalalV)avda= [ [ apla)Vfav(@V)aVda.  (€5)
Mit den Fluktuationen in den Gleichungen (3.106) folgt fiir Gleichung (3.105)
[ a2 (p@wila)fada= 2 [ [ ap(@P fa(aviavaa+ 2 [ [ dp(@! fu(a,V)avat
Oa&Xipa ,aaa—aXiO _mapa av(a, a % Jo _mapav av(a, a
a [l = N a [l =
+ / / " p(a)V fuvr(a,V)dVda+ = / / ap(a)V" faur(a,V)dVda. (C.6)
0x; Jo J-w 9x; Jo J-o
Die letzten beiden Terme in Gleichung (C.6) entfallen nach Gleichung (2.46), da eine Mittelung des Produkts der

Dichte und einer dichtegewichteten Fluktuation vorliegt. Die Definition der dichtegewichteten PDF in Gleichung
(2.78) erlaubt eine vereinfachte Darstellung von Gleichung (C.6) (vgl. [104], S. 187)

/ ( (a)(U; | a) fo)da = ax,/ / oWV fou(a,V) dVda+8—xl/ / W fou (@, V)dVda. (C.7)
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C Vereinfachungen in Kapitel 3.6.2.2

Unter Anwendung der Definition des Mittelwerts in Gleichung (2.69) kann Gleichung (C.7) weiter vereinfacht
werden

I 9 : _ d A 23 J " "o A : d "o
|| a5 (@ @) fu)da =5 ({adp)0n) + 5= (a"(p)ul) = T (&(p)0) + (p) 5 o). (€8)
Der letzte Schritt folgt, da &, U; und (p) Konstanten sind.

Term I
Mit Hilfe der Produktregel ([97], S. 132) kann der Integrand des dritten Terms umformuliert werden

d d d
a5 (P(a)Qu(a)fa) = 5-(ap(a)Qu(a) fa) ~ P(a) Qala) fu 'y (€9)
Fiir den dritten Term in Gleichung (3.102) ergibt sich mit Gleichung (C.9)
1 9 19 1
|| a5 p(@Qala)fe)da= [ - (ap(a)0u(a) fu)da— [ p(a)0u(a) fuda = ~(p(c)Qul@).  (C.10)
In Gleichung (C.10) entfllt im letzten Schritt der erste Term auf der rechten Seite unter der Annahme f,(0) =0

und fy(1) =0 (vgl. [79], S. 7). Die letzte Umformung in Gleichung (C.10) erfolgt durch Anwendung der Defini-
tion des Mittelwerts in Gleichung (2.67).
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D Berucksichtigung stochastischer Fluktuationen im
Konvektionsterm

‘ Kontinuititsgleichungen 1 } """" ‘ Kontinuititsgleichungen N }

a}({l) (l]({N)
‘ p(l) }v{ Impulsgleichungen 1 } """" ‘ p(N) H Impulsgleichungen N }
o o0

‘ Turbulenzgleichungen N ‘

‘ Turbulenzgleichungen 1 ‘

‘ Gleichungen des Kavitationsmodells ‘

‘ Gleichungen des Kavitationsmodells ‘

I alle SF konsistent? )

Abbildung D.1: Mégliche Implementierung der Stochastischen Feldmethode in AVL Fire™: Eine fluktuierende Kraft aufgrund der Turbulenz
wird in den Momentengleichungen beriicksichtigt (vgl. Abbildung 2.4).
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D Beriicksichtigung stochastischer Fluktuationen im Konvektionsterm

'

;

-{ Impulsgleichung disp. 1

Gleichungen des SF 1

A~

‘ Turbulenzgleichungen ‘

‘ Gleichungen des Kavitationsmodells ‘

nein

4

Abbildung D.2: Mégliche Implementierung der Stochastischen Feldmethode in AVL Fire™: Eine fluktuierende Kraft aufgrund der Turbulenz
wird in den Momentengleichungen beriicksichtigt (vgl. Abbildung 2.4). Im Vergleich zu Abbildung D.1 wird ein mittleres
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Geschwindigkeitsfeld der kontinuierlichen Phase und ein mittleres Druckfeld berechnet.



E 2D Injektor: stochastische Felder

N T .

I
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Abbildung E.1: 2D Injektor: Simulation der kavitierenden Stromung unter Verwendung der Variante 2F-SFM N in AVL Fire™ . Dargestellt
ist der Volumenanteil der dispersen Phase in vier stochastischen Feldern a™ zum Zeitpunkt t = 2¢~%s. [S2]

o

0.00 0.25 0.50

Abbildung E.2: 2D Injektor: Simulation der kavitierenden Stromung unter Verwendung der Variante 2F-SFM p in AVL Fire™. Dargestellt ist
der Volumenanteil der dispersen Phase in vier stochastischen Feldern a® zum Zeitpunkt t = 2e~*s. [S3]
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F 3D Injektor: stochastische Felder

o

0.00 02 050 0.75 1.00

Abbildung F.1: 3D Injektor: Simulation der kavitierenden Stromung unter Verwendung der Variante 2F-SFM N in AVL Fire™. Dargestellt ist
der Volumenanteil der dispersen Phase in vier stochastischen Feldern a(™ beim Kurbelwellenwinkel 210°. [S5]

0.00 025 050 0.75 1.00

Abbildung F.2: 3D Injektor: Simulation der kavitierenden Strémung unter Verwendung der Variante 2F-SFM p in AVL Fire™ . Dargestellt ist
der Volumenanteil der dispersen Phase in vier stochastischen Feldern o™ beim Kurbelwellenwinkel 210°. [S6]
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G intermittierend kavitierende Stromung

G.1 LES-Berechnungen

G.1.1 instantane Realisationen in der Symmetrieebene

Ergebnisse einer Large-Eddy-Simulation [32].

t=9,025E-05 s

t=9,05E-05s t=9,075E-05 s

t=9,1E-05s t=9,125E-05 s

t=9,15E-05s t=9,175E-05 s

t=9,225E-05 s
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G intermittierend kavitierende Stromung

t=9,25E-05s

t=9,3E-05s

t=9.35E-05s

t=94E-05s

t=9,45E-05s

t=9,5E-05 s
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t=9,275E-05 s

t=9,325E-05 s

t=9,375E-05 s

t=9425E-05 s

t=9475E-05s

t=9,525E-05 s




G.1 LES-Berechnungen

t=9,55E-05s

t=9,6E-05s

t=9,65E-05s

t=97E-05s

t=9,75E-05s

t=9,8E-05s

t=9,575E-05 s

t=9,625E-05 s

t=9,675E-05 s

t=9,725E-05 s

t=9,775E-05 s

t=9,825E-05 s
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G intermittierend kavitierende Stromung

G.1.2 Iso-Flachen

Ergebnisse einer Large-Eddy Simulation [32].

G.1.2.1 gesamtes Kavitationsgebiet

o SN
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t=9E-05s
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t=9,175E-05 s
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t=92E-05s

id “w

e
N l'&( -

t=9,225E-05 s
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t=925E-05s
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G.1 LES-Berechnungen

| t=93258.055

[ t=935E05s
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[ (=9.375E055
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| t=94E.055
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‘ t=9,425E-05 s
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| t=9.45E-05 5

Sy

B —-a.
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G intermittierend kavitierende Stromung

& Y

t=9,65E-05 s

AN

L]

Ny
QR "

[ 1=9.7E05 5

= ] S

‘ t=9,725E-05 s

R

| t=9.75E-05 s

=S

[t=9775E05 5

t=9.8E-05s
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G.1 LES-Berechnungen

G.1.2.2 vergroBertes Kavitationsgebiet

Der vergrofierte Bereich ist in Abbildung G.1 griin umrahmt (s. Seite 124).

t=9,025E-05 s t=9,05E-05 s t=9,075E-05 s
4
®
B ' ’ |
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¥ 4
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t=92E-05s t=9225E-05s t=925E-05s t=9275E-05 s
(Y Q
b i)
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t=94E-05s t=9,425E-05 s t=945E-05 s t=9475E-05 s
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G intermittierend kavitierende Stromung

t=9,6E-05s t=9,625E-05 s t=9,65E-05s t=9,675E-05 s
: - v
) » " ‘ P
t=9,7E-05s t=9,7E-05 s t=9,75E-05 s t=9,775E-05 s
—"‘! > e, W
\ 2
- |

t=9,8E-05s t=9,825E-05s

@i -

Abbildung G.1: Kennzeichnung des vergroBerten Bereichs des Kavitationsgebiets durch eine griine Umrahmung.
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G.1 LES-Berechnungen

G.1.2.3 gemitteltes Kavitationsgebiet

Ergebnisse einer Large-Eddy Simulation [32]. Analog zu Abbildung 4.23 wird die gemittelte Iso-Fliche durch

eine Mittelung von acht instantanen Iso-Flidchen in Anhang G.1.2.1 erhalten.
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G intermittierend kavitierende Stromung

G.2 RANS-Berechnungen, 2F-SFM p

G.2.1 stochastische Felder zu einem Zeitpunkt

Stochastische Felder fiir eine RANS-Simulation mit der Variante 2F-SFM p zum in Abbildung 4.29 dargestellten
Zeitpunkt.
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G.2 RANS-Berechnungen, 2F-SFM p

G.2.2 Volumenanteil der dispersen Phase zu verschiedenen Zeitpunkten

Volumenanteil der dispersen Phase fiir eine RANS-Simulation mit der Variante 2F-SFM p zu verschiedenen Zeit-

punkten.

t=3,6759E-03 s t=3,6771E-03 s

t=3,6783E-03 s t=3,6795E-03 s

t=3,6807E-03 s t=3,6819E-03 s

t=3,6831E-03 s t=3,6843E-03 s

t=3,6855E-03 s t=3,6867E-03 s

t=3,6879E-03 s t=3,6891E-03 s
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G intermittierend kavitierende Stromung

903E-03 s ,6915E-03 s

t=3,6927E-03 s 3,6939E-03 s

t=3,6951E-03 s 3,6963E-03 s

t=3,6999E-03 s =3,7011E-03 s

,7035E-03 s




G.2 RANS-Berechnungen, 2F-SFM p

t=3,7071E-03 s

t=3,7095E-03 s

t=37119E-03 s

t=3,7143E-03 s

t=3,7083E-03 s

t=3,7107E-03 s

t=37131E-03 s

t=3,7155E-03 s
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G intermittierend kavitierende Stromung

G.2.3 Iso-Flache der dispersen Phase zu verschiedenen Zeitpunkten

Iso-Fliche o = 0,5 der dispersen Phase fiir eine RANS-Simulation mit der Variante 2F-SFM p zu verschiedenen

Zeitpunkten.
40 _—
‘ t=3,6759E-03 s ‘ t=3,6771E-03 s
|
t=3,6783E-03 s t=3,6795E-03 s

= BT =

t=3,6807E-03 s t=3,6819E-03 s

~—

t=3,6831E-03 s ‘ t=3,6843E-03 s

t=3,6855E-03 s t=3,6867E-03 s
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G.2 RANS-Berechnungen, 2F-SFM p
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G intermittierend kavitierende Stromung

‘ t=3,7023E-03 s

t=3,7035E-03 s

to

‘ t=3,7047E-03 s

‘ t=3,7059E-03 s

t=3,7071E-03 s

‘ t=3,7083E-03 s

t=3,7095E-03 s

t=37119E-03 s

t=3,7107E-03 s

t=37131E-03 s

t=3,7143E-03 s
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H Simulationseinstellungen

[S1]
AVL Fire™-Version fire 2019.1.00. -3

(190191)
Grofie Wert Einheit
disperse Phase:
Dichte 7 kg/m?
dynamische Viskositét 1,824E — 05 kg/(ms)
kontinuierliche Phase:
Dichte 830 kg/m?
dynamische Viskositit 0,003 kg/(ms)
beide Phasen:
Diffusionskoeffizient 0,0257 m? /s
turbulente Schmidt Zahl 0,9 -
Eingang:
Druck, alle Phasen 120000000 Pa
Temperatur, beide Phasen 293,15 K
Volumenanteil, disperse Phase 1E —-06 -
Volumenanteil, kontinuierliche Phase 0,999999 -
turbulente kinetische Energie, beide Phasen 0,001 m? / §2
turbulente Dissipation, beide Phasen 0,195954 m? / s
Ausgang:
Druck, alle Phasen 2000000 Pa
Volumenanteil, disperse Phase 1E-06 -
Volumenanteil, kontinuierliche Phase 0,999999 -
Anfangsbedingungen:
Druck, alle Phasen 2000000 Pa
Volumenanteil, disperse Phase 1E — 06 -
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H Simulationseinstellungen

Volumenanteil, kontinuierliche Phase 0,999999 -
turbulente kinetische Energie, beide Phasen 0,1 m? /s
turbulente Dissipation, beide Phasen 51,9615 m? / $3
Geschwindigkeit, beide Phasen 0 m/s
sonstige Einstellungen:
Turbulenzmodell k-zeta-f
Kompressibilitit inkompressibel
Wandfunktion Standard
Wandfunktion
Underrelaxationsfaktor Impuls 0,3
Underrelaxationsfaktor Druck 0,1
Underrelaxationsfaktor Volumenanteil/stoch. Felder 0,8
Differenzenverfahren Impuls MINMOD
Relaxed 0,8
Differenzenverfahren Kontinuitét zentrale
Differenzen 1
Differenzenverfahren Volumenanteil/stoch. Felder Upwind
Kavitationsmodell Lineares
Kavitationsmodell
mittlere Keimanzahl IE14 1/m?
Egler-Faktor 0,3 -
Sattigungsdampfdruck 1000 Pa

Anmerkung: Das Modell und die Simulationseinstellungen des Zwei-Fluid-Modells wurden von AVL zur Verfii-

gung gestellt.

[S2] wie [S1] mit folgenden weiteren Einstellungen

AVL Fire™-Version

fire 2019.1.00. -3

(190191)
GroBle Wert Einheit
Variante der Stochastischen Feldmethode 2F-SFM N
Anzahl stochastischer Felder 8 -
mittlere Blasenanzahl im Zellkonglomerat 7 -
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H Simulationseinstellungen

[S3] wie [S1] mit folgenden weiteren Einstellungen

AVL Fire™-Version

fire 2019.1.00. -3

(190191)
Grofie Wert Einheit
Variante der Stochastischen Feldmethode 2F-SFM p
Anzahl stochastischer Felder 8 -
[S4]
AVL Fire™-Version fire 2019.1.00. -3

(190191)
Grofie Wert Einheit
disperse Phase:
Dichte 7 kg/m?
dynamische Viskositét 1E —05 kg/(ms)
kontinuierliche Phase:
Dichte 830 kg/m?
dynamische Viskositét 0,00214 kg/(ms)
weitere Gasphase:
Dichte 100 kg/m?
dynamische Viskisitét 1,824E-05 kg/(ms)
Eingang:
Druck, alle Phasen 200000000 Pa
Temperatur, alle Phasen 293,15 K
Volumenanteil, disperse Phase 0 -
Volumenanteil, kontinuierliche Phase 1 -
Volumenanteil, Luft 0 -
turbulente kinetische Energie, alle Phasen 0,1 m? / §2
turbulente Dissipation, alle Phasen 5.19615 m? / s
Ausgang:
Druck, alle Phasen 10000000 Pa
Volumenanteil, kontinuierliche Phase 1E-06 -
Volumenanteil, disperse Phase 1E-06 -
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Volumenanteil, Luft 0,999998
Anfangsbedingungen im Luftraum:
Druck, alle Phasen 10000000 Pa
Volumenanteil, disperse Phase 0 -
Volumenanteil, kontinuierliche Phase 0 -
Volumenanteil, Luft 1 -
turbulente kinetische Energie, alle Phasen 0,1 m? / 52
turbulente Dissipation, alle Phasen 5,19615 m?* /s>
Geschwindigkeit, alle Phasen 0 m/s
Anfangsbedingungen im iibrigen Modell:
Druck, alle Phasen 200000000 Pa
Volumenanteil, disperse Phase 0 -
Volumenanteil, kontinuierliche Phase 1 -
Volumenanteil, Luft 0 -
turbulente kinetische Energie, alle Phasen 0,1 m? / §2
turbulente Dissipation, alle Phasen 5,19615 m? / $3
Geschwindigkeit, alle Phasen 0 m/s
Blasendichte, kontinuierliche Phase 1,9E11 1/m?
Oberflachendichte, kontinuierliche Phase 6 m? / m3
sonstige Einstellungen:
Turbulenzmodell k-zeta-f
Kompressibilitit inkompressibel
Impulsaustausch von Luft homogeneous
Wandfunktion Hybrid Wall

Treatment
Underrelaxationsfaktor Impuls 0,4
Underrelaxationsfaktor Druck 0,15
Underrelaxationsfaktor Volumenanteil/stoch. Felder 0,8
Differenzenverfahren Impuls Upwind
Differenzenverfahren Kontinuitét zentrale

Differenzen 1

Differenzenverfahren Volumenanteil/stoch. Felder

Upwind
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Kavitationsmodell Lineares
Kavitationsmodell
mittlere Keimanzahl Transportgleichung
Egler-Faktor 1,2 -
Sattigungsdampfdruck 892 Pa
Anmerkung: Die Simulation entspricht einem Installationsbeispiel von AVL Fire™, vel. [1].

[S5] wie [S4] mit folgenden weiteren Einstellungen
AVL Fire™-Version fire 2019.1.00. -3

(190191)
Grofie Wert Einheit
Variante der Stochastischen Feldmethode 2F-SFM N
Anzahl stochastischer Felder 8 -
mittlere Blasenanzahl im Zellkonglomerat 7 -
[S6] wie [S4] mit folgenden weiteren Einstellungen
AVL Fire™-Version fire 2019.1.00. -3

(190191)
Grofie Wert Einheit
Variante der Stochastischen Feldmethode 2F-SFM p
Anzahl stochastischer Felder 8 -
[S7] wie [S3] mit Ausnahme der folgenden Anderungen
AVL Fire™-Version fire 2019.1.00.229

(190237)
[S8]
AVL Fire™-Version fire 2019.1.00. -3

(190233)
Grofle Wert Einheit
disperse Phase:
Dichte 0,31 kg/m?
Gas Konstante 48 J/kgK
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spezifische Wirme 1007 J/kgK
Diffusionskoeffizient 0,0257 -
Referenztemperatur 313,15 K
turbulente Schmidt-Zahl 0,9 -
kontinuierliche Phase:
Dichte 825,74 kg/m?
Dichte 825,74 kg/m?
Gas Konstante 287 J/kgK
spezifische Wirme 1007 J/kgK
Diffusionskoeffizient 0,0257 -
Referenztemperatur 293,15 K
turbulente Schmidt-Zahl 0,9 -
dynamische Viskositiit 2,8/1000- kg/(ms)
o(LISE=3)-p/1ES
Eingang:
Druck, alle Phasen 300 bar
Temperatur, alle Phasen 313,15 K
Volumenanteil, disperse Phase 1E—-6 -
Volumenanteil, kontinuierliche Phase 0,999999 -
turbulente kinetische Energie, alle Phasen 0,001 m? /s
turbulente Dissipation, alle Phasen 0,025980808 m?/s3
Ausgang:
Druck, alle Phasen 165 bar
Randbedingungen:
Haftbedingung an den Wénden
Anfangsbedingungen:
Volumenanteil, disperse Phase 0 -
Volumenanteil, kontinuierliche Phase 1 -
turbulente kinetische Energie, alle Phasen 0,1 m? / §%
Druck, alle Phasen 120 bar
Temperatur, alle Phasen 313,15 K
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turbulente kinetische Energie, alle Phasen 0,001 m? / 52
turbulente Lingenskala, alle Phasen 0,0001 m
turbulente Dissipation, alle Phasen 0,0519615 m? / s
Geschwindigkeit in Stromungsrichtung, alle Phasen 20 m/s
Anfangsbedingungen im Einlaufgebiet:
Druck, alle Phasen 300 bar
Temperatur, alle Phasen 313,15 K
Volumenanteil, disperse Phase 0 -
Volumenanteil, kontinuierliche Phase 1 -
turbulente kinetische Energie, alle Phasen 0,001 m? / 52
turbulente Dissipation, alle Phasen 000519615 m?/s?
Geschwindigkeit in Stromungsrichtung, alle Phasen 20 m/s
sonstige Einstellungen:
Turbulenzmodell k-zeta-f
Kompressibilitit Weakly
Compressible

Wandfunktion Hybrid Wall

Treatment
Heat Transfer Wall Model Standard Wall

Function
Underrelaxationsfaktor Impuls 0,4
Underrelaxationsfaktor Druck 0,2
Underrelaxationsfaktor turb. kin. Energie 0,2
Underrelaxationsfaktor Dissipation 0,2
Underrelaxationsfaktor Volumenanteil/stoch. Felder 0,8
Differenzenverfahren Impuls MINMOD

Relaxed 0,9

Differenzenverfahren Kontinuitét MINMOD

Relaxed 1
Differenzenverfahren Volumenanteil MINMOD

Relaxed 1
Differenzenverfahren Skalar Upwind
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Kavitationsmodell Lineares
Kavitationsmodell
mittlere Keimanzahl 1E18

Egler-Faktor 1,30945962668 -
Sattigungsdampfdruck 4500 Pa
[S9] wie [S8] mit folgenden weiteren Einstellungen
AVL Fire™-Version fire 2019.1.00. -3

(190233)
Grofle Wert Einheit
Variante der Stochastischen Feldmethode 2F-SFM p
Anzahl stochastischer Felder 8 -
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