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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Anwendung der Stochastischen Feldmethode auf Zweiphasenströ-
mungen. Die Stochastische Feldmethode und die zugehörige PDF-Transportgleichung wurden ursprünglich für
den Bereich reaktiver Strömungen formuliert mit dem Ziel, nichtlineare Reaktionsterme zu schließen. Die Sto-
chastische Feldmethode kann im Bereich von Zweiphasenströmungen für die Modellierung des Phasenübergangs
genutzt werden. Die Formulierung der zugehörigen PDF-Transportgleichung unterscheidet sich von derjenigen für
reaktive Strömungen. Da bisherige Anwendungen der Stochastischen Feldmethode auf Zweiphasenströmungen auf
Analogiebeziehungen beruhen, erfolgt in der vorliegenden Arbeit eine ausführliche Diskussion beider Bereiche.
Die PDF-Transportgleichung für den Volumenanteil der dispersen Phase wird für das Zwei-Fluid-Modell und für
das Drift-Flux-Modell hergeleitet. Die Relation der stochastischen Felder mit einer realen Strömung wird diskutiert
und mit konkurrierenden Modellen verglichen. In diesem Zusammenhang wird erörtert, wie mit der Stochastischen
Feldmethode die Blasengrößenverteilung einer realen Strömung berechnet werden kann. Mehrere Implementie-
rungsmöglichkeiten der Stochastischen Feldmethode in die kommerzielle Software AVL FireTM werden diskutiert.
Zwei Varianten zur Berücksichtigung stochastischer Fluktuationen im Quellterm der dispersen Phase aufgrund ei-
ner fluktuierenden Keimanzahl bzw. turbulenter Fluktuationen werden für das Zwei-Fluid-Modell implementiert.
Sie werden anhand eines zweidimensionalen und eines dreidimensionalen Injektors aus der Automobilindustrie
verifiziert und validiert. Es wird untersucht, ob mit der Variante der Stochastischen Feldmethode zur Berücksich-
tigung turbulenter Fluktuationen ein Mehrwert bei der Berechnung einer intermittierend kavitierenden Strömung
erzielt werden kann. Das herkömmliche Zwei-Fluid-Modell im RANS-Kontext scheitert an einer Reproduktion der
experimentell nachweisbaren Intermittenz. Aufwändigere LES-Berechnungen sind erforderlich, um den Einfluss
lokaler Fluktuationen und damit die intermittierend kavitierende Strömung nachzubilden. Die implementierte Va-
riante der Stochastischen Feldmethode ist in der Lage, die Intermittenz im RANS-Kontext qualitativ nachzubilden,
ohne dabei die lokalen Effekte aufzulösen.
Sie erlaubt die Bewertung der Strömung in einem RANS-Kontext und vermeidet aufwändigere LES-Berechnungen.
In der industriellen Praxis werden hierdurch Entwicklungszeit sowie -kosten reduziert.
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Abstract

The present thesis focuses on the application of the stochastic field method to two-phase flow. The stochastic field
method and the corresponding PDF transport equation were initially formulated for the field of reactive flows with
the aim of closing non-linear reaction terms. The stochastic field method can be used in the field of two-phase flow
to model the phase transition. The formulation of the corresponding PDF transport equation differs from that of
reactive flows. Since former applications of the stochastic field method to two phase flows are based on analogy
relations, a detailed discussion of both fields is performed in the present thesis. The PDF transport equation for
the volume fraction of the disperse phase is derived for the Two-Fluid Model and for the Drift-Flux Model. The
relation between stochastic fields and a real flow is discussed and compared to competitive models. In this context,
it is analysed how the bubble size distribution in a real flow can be computed with the stochastic field method.
Several possibilities of implementation of the stochastic field method into the commercial software AVL FireTM

are discussed. Two variants taking into account stochastic fluctuations in the source term of the disperse phase due
to a fluctuating seed number or turbulent fluctuations are implemented for the Two-Fluid Model. They are validated
and verified with a two-dimensional and a three-dimensional injector from the automotive industry. It is examined
whether the variant of the stochastic field method taking into account turbulent fluctuations can achieve added
value when computing an intermittent cavitating flow. The conventional Two-Fluid Model in a RANS context
fails to reproduce the experimentally provable intermittency. More expensive LES computations are necessary to
reproduce the influence of local fluctuations and the intermittent cavitating flow. The implemented variant of the
stochastic field method is able to reproduce the intermittency in a RANS context qualitatively, without resolving
the local effects.
It allows the evaluation of the flow in a RANS context avoiding more expensive LES computations. As a result,
both the development time and cost are reduced in the industrial practice.
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disp. dispers
DNS Direkte Numerische Simulation
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engl. englisch
Gl. Gleichung
JPDF Joint Probability Density Function
Kap. Kapitel
KIT Karlsruher Institut für Technologie
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LES Large-Eddy-Simulation
PDF Probability Density Function
RANS Reynolds-Averaged-Navier-Stokes
SF stochastisches Feld
SFM Stochastische Feldmethode
SPDE Stochastic Partial Differential Equation
TM unregistered Trademark
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λp,t mittlere Blasenanzahl innerhalb Vt

λ
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N Normalverteilung
µ dynamische Viskosität
µ∗ effektive Viskosität
µn Mittelwert der Normalverteilung
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ψ Variable im Ereignisraum
ψi Massenanteil einer bestimmten Spezies i
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τT turbulenter Spannungstensor
τ1,τ2, ... Zeitpunkte
τint integrale Zeitskala
Θ vereinfachter Ausdruck bei Herleitung der PDF-Transportgleichung
θ exemplarische Größe
θIl Mittelwert von θ innerhalb des Bins Il

Φ Vektor mit Massenanteilen mehrerer Spezies
ψ Ereignisraum von Φ

ξ ,ξk gaußverteilte Zufallszahl mit Mittelwert 0
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·T Zugehörigkeit zur Größe T

xiv
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·1 kontinuierliche Phase
·2F−SFMN−Mittelwerte Zugehörigkeit zur Variante 2F-SFM N und Verwendung von Mittelwerten bei der Berech-

nung von FSW

·2F−SFMN−PDF Zugehörigkeit zur Variante 2F-SFM N und Verwendung der PDF bei der Berechnung von
FSW

·2F−SFMN Zugehörigkeit zur Variante 2F-SFM N
·2F−SFMp−Mittelwerte Zugehörigkeit zur Variante 2F-SFM p und Verwendung von Mittelwerten bei der Berech-

nung von FSW
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1 Einleitung

1.1 Simulationen in der Produktentwicklung

Die Entwicklung von Computersystemen (vgl. [145]) ermöglicht eine effiziente numerische Lösung der strömungs-
mechanischen Erhaltungsgleichungen (vgl. [94]). Die Anzahl notwendiger Experimente und die damit verbunde-
nen Kosten werden reduziert, was das Potential computergestützter Strömungsberechnung für die industrielle Pra-
xis zeigt.
Abbildung 1.1 zeigt, wie Simulationen den Projektablauf verändert und beschleunigt haben. Auf der Abszisse sind
die Zeit bzw. die Kosten aufgetragen. Die Ordinate zeigt den Reifegrad des Produkts. Zur Umsetzung einer Idee in
ein serienreifes Produkt bedarf es mehrerer Schritte. Im Projektablauf ohne Simulation wird die Produktidee in ei-
nem Design präzisiert und ein Prototyp gefertigt. Ein Versuch zeigt, ob der Prototyp die geforderten Eigenschaften
erfüllt. Gegebenenfalls werden Verbesserungen in einem neuen Design umgesetzt, für das ebenfalls ein Prototyp
angefertigt und ein Versuch durchgeführt wird. Die Produkt-Versionen sind in Abbildung 1.1 mit „V1“, „V2“ und
„V3“ gekennzeichnet. Im konkreten Anwendungsfall kann die Versionsanzahl geringer oder höher sein.
Der Projektablauf unter Verwendung von Simulationen ermöglicht eine schnelle Erprobung und gegebenenfalls
Anpassung des Designs. Die Fertigung eines Prototyps und die Durchführung von Versuchen erfolgt einmalig und
zu einem späteren Zeitpunkt als im Projektablauf ohne Simulation. Die erzielte Einsparung ist in Abbildung 1.1
skizziert und betrifft sowohl Zeit als auch Kosten. Neben einer Erzielung von Einsparungen ermöglichen Simula-
tionen eine fokussierte Betrachtung und damit ein tieferes Verständnis, da einzelne Effekte, wie beispielsweise die
Gravitation, eliminiert werden können.
Für eine realistische Bewertung einer Produkt-Version durch eine Simulation müssen die verwendeten Modelle
hinreichend genau sein. Die Modelle sind hinsichtlich deterministischer Modelle und stochastischer Modelle zu
unterscheiden (vgl. [95], S. 13). Im deterministischen Modell ist der Endzustand des Systems eindeutig bestimmt,
wenn der Anfangszustands und die Modellparameter bekannt sind ([95], S. 13). Abbildung 1.2 zeigt, wie Anfangs-
und Endzustand des Systems im deterministischen Modell zusammenhängen. Die Anfangs- und Endzustände sind
auf einer exemplarischen Skala θ markiert. Reale Systeme sind Einflüssen ausgesetzt, die nicht vollständig ver-
standen sind oder nicht im Detail modelliert werden können ([7] S. 3). In einigen Fällen können solche Systeme
mit deterministischen Modellen berechnet werden (vgl. [95], S. 13). Nicht vollständig verstandene oder nicht im
Detail modellierte Einflüsse werden dabei nicht berücksichtigt (vgl. [95], S. 13). Die Approximation mit determi-
nistischen Modellen stößt in der Technik zunehmend an ihre Grenzen, da reale Bedingungen nicht hinreichend
genau modelliert werden (vgl. [121], S. 9).
Alternativ können stochastische Modelle verwendet werden, bei denen die nicht vollständig verstandenen oder
nicht im Detail modellierten Effekte stochastisch modelliert werden (vgl. [7], S. 3). Abbildung 1.3 zeigt, wie
Anfangs- und Endzustand des Systems in einem stochastischen Modell zusammenhängen. Analog zu Abbildung
1.2 sind der Anfangs- und Endzustand auf einer exemplarischen Skala θ markiert. Der Endzustand eines Sys-
tems ist im stochastischen Modell nicht eindeutig durch den Anfangszustand und die Modellparameter festgelegt
(vgl. [54], S. 162). Mehrere Wiederholungen einer Simulation mit demselben Ausgangszustand und denselben
Modellparametern können zu unterschiedlichen Endzuständen führen (vgl. [54], S. 162). Die Endzustände des sto-
chastischen Modells können für eine statistische Aussage genutzt werden ([54], S. 162).
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1 Einleitung

Abbildung 1.1: Der Projektablauf mit und ohne Simulation (vgl. [133]).

Abbildung 1.2: Prinzipskizze des deterministischen Modells: Wenn der Anfangszustand eines Systems und die Modellparameter bekannt
sind, ist der Endzustand des Systems eindeutig bestimmt.

Abbildung 1.3: Prinzipskizze des stochastischen Modells: Stochastische Einflüsse werden im Modell berücksichtigt, so dass der Endzustand
des Systems nicht eindeutig durch den Anfangszustand und die Modellparameter bestimmt ist.
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1.2 Themeneingrenzung

Abbildung 1.4: Skizze des Energiespektrums einer turbulenten Strömung (in Anlehnung an [100], S. 17). Durchgezogene Linien kennzeich-
nen den Anteil der direkt berechnet wird. Gestrichelte Linien kennzeichnen den Anteil, der eine Modellierung erfordert.

Stochastische Modelle wurden in einer Vielzahl von Bereichen verwendet. Neben der Biologie [14], der Geologie
[78], den Sozialwissenschaften (vgl. [13]), den Neurowissenschaften [134], der Genetik [83] und der technischen
Verbrennung [104] ist insbesondere die Finanzmathematik [65] zu nennen. In der technischen Anwendung ist die
Verwendung bei der Berechnung turbulenter reaktiver Strömungen verhältnismäßig weit fortgeschritten. Andere
Bereiche der Fluidmechanik sind neue Anwendungsfelder stochastischer Modelle und weisen diesbezüglich ein
großes Potential auf.

1.2 Themeneingrenzung

Reale Strömungen in der Fluidmechanik sind häufig turbulent. Turbulente Strömungen sind sehr sensitiv gegenüber
äußeren Einflüssen: Kleinste Veränderungen in den Rand- oder Anfangsbedingungen führen zu unterschiedlichen
Strömungsfeldern (vgl. [106], S. 35). Es treten Wirbel unterschiedlicher Größe und mit unterschiedlicher kineti-
scher Energie auf ([100], S. 13, 17). Abbildung 1.4 zeigt eine Skizze des Energiespektrums E(λ ) einer turbulenten
Strömung (vgl. [100], S. 17; [123], S. 134). Die Kennzahl λ beschreibt hierbei die Wellenzahl und ist umgekehrt
proportional zur Wirbelgröße ([100], S. 17). Das Spektrum besitzt ein Maximum bei der Wellenzahl λint, der Wel-
lenzahl des „integralen turbulenten Längenmaßstabs“ ([100], S. 17; vgl. [40], S. 68). Die Energie dissipiert bei
Wellenzahlen > λKol, wobei λKol die Wellenzahl des sogenannten „Kolmogorov-Längenmaß(es)“ ([91], S. 578) ist
(vgl. [100], S. 17,18; [91], S. 393, 578; [123], S. 131).
Bei der numerischen Berechnung turbulenter Strömungen ist zwischen drei grundlegenden Methoden zu diffe-
renzieren. Die Methoden unterscheiden sich darin, welcher Anteil des Energiespektrums berechnet und welcher
modelliert wird. Sie werden im Folgenden vorgestellt und voneinander abgegrenzt. Die entsprechenden Anteile
sind im Energiespektrum in Abbildung 1.4 skizziert. Die erste Methode heißt „direkte numerische Simulation“
([123], S. 134) (DNS). Die DNS berechnet die Strömung „in allen Einzelheiten“ ([123], S. 134). Die zeitliche und
räumliche Auflösung ist hinreichend klein zu wählen ([94], S. 178). Die Grundgleichungen der Strömungsmecha-
nik werden für das gesamte Energiespektrum in Abbildung 1.4 gelöst ([123], S. 134, 135). Eine Modellierung der
Turbulenz ist nicht erforderlich ([123], S. 134), weshalb die Lösung als „direkt“ ([123], S. 134) bezeichnet wird.
Die zweite Methode wird „Large-Eddy-Simulation“ ([91], S. 329) (LES) genannt. Die energiereichen, großen Wir-
bel werden analog zur DNS direkt berechnet ([91], S. 329-330). Kleine Wirbel werden nicht direkt berechnet, son-
dern durch sogenannte „Subgrid-Scale-Turbulenzmodelle“ ([123], S. 135) modelliert. Die „räumliche Filterweite“
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1 Einleitung

([123], S. 135) definiert, ab welcher Wirbelgröße die Turbulenz direkt berechnet wird ([123], S. 135).
Die dritte Methode löst die „Reynolds-gemittelte(n)“ ([123], S. 135) Erhaltungsgleichungen (engl.: „Reynolds-
Averaged-Navier-Stokes“ ([123], S. 135)) und wird RANS abgekürzt ([123], S. 135). Sie ermöglicht eine Aus-
sage über mittlere Strömungsgrößen ([123], S. 135). Ein Strömungsproblem wird durch Mittelwerte beschrie-
ben, beispielsweise durch den Mittelwert Ui der Geschwindigkeitskomponente Ui (vgl. [104], S. 120). Der Ein-
fluss der nicht aufgelösten Turbulenz wird in RANS-Simulationen durch ein Turbulenzmodell berücksichtigt
([123], S. 135). Für eine Übersicht möglicher Turbulenzmodelle sei auf [91] verwiesen. Eines davon ist das be-
kannte k-ε-Modell [73], das jeweils eine Transportgleichung für die turbulente kinetische Energie k und für die
Dissipation ε löst.
Aufgrund des erheblichen Rechenaufwands werden DNS-Simulationen bei angewandten Strömungsproblemen
selten verwendet ([123], S. 138; [94], S. 182-183). Je nach Anwendungsfall ist zu entscheiden, ob eine detail-
liertere Betrachtung der großen Wirbel den zusätzlichen Aufwand für eine LES-Simulation rechtfertigt. RANS-
Simulationen können durch Lösen der gemittelten Erhaltungsgleichungen auf „gängigen Arbeitsplatzrechnern“
([123], S. 137) erfolgen.
Die Verwendung von Mittelwerten ist insofern nachteilig, als die Berechnung von Funktionen, die nichtlinear von
diesem Wert abhängen, ein falsches Ergebnis liefern kann. Nur für lineare Funktionen entspricht der Mittelwert
der Funktionswerte stets dem Funktionswert des Mittelwerts, so dass die Verwendung des Mittelwerts keine feh-
lerbehaftete Berechnung liefert. Pope thematisiert diese Problematik am Beispiel der chemischen Reaktionsrate,
die exponentiell von der Temperatur abhängt (vgl. [103], S. 299-300).

Abbildung 1.5: Überblick der für diese Arbeit wichtigsten Verfahren

Abbildung 1.5 zeigt einen Überblick der für diese Arbeit relevantesten Verfahren und wie diese zusammenhän-
gen. Die Abbildung ist in drei Teilgebiete, den Transport einer Skalargröße, Zweiphasenströmungen und die
kinetische Theorie von Gasen bzw. Molekulardynamik, eingeteilt. Zur einfacheren Referenzierung sind die Po-
sitionen in Abbildung 1.5 mit [P1], [P2], ... gekennzeichnet. Innerhalb des Kapitels 1 wird mehrfach auf die
Abbildung 1.5 verwiesen. Zunächst wird als Beispiel für den Transport einer Skalargröße die Temperatur in-
nerhalb eines Fluids betrachtet [P1]. Die Strömungsrichtung ist mit dem grünen Pfeil markiert. Die Tempera-
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1.2 Themeneingrenzung

tur innerhalb eines Kanals mit einer beheizten Kanalwand kann mit Hilfe von RANS-Simulationen berechnet
werden, wenn die Verwendung einer mittleren Temperatur als ausreichend angesehen wird. Die Möglichkeit
zur Vermeidung dieser Inexaktheit bzw. Abstraktion bieten Methoden, welche die „Wahrscheinlichkeitsdichte“
([120], S. 40) (engl.: „probability density function (PDF)“ ([106], S. 39) (vgl. [120], S. 40)) einer Größe betrach-
ten. Zur anschaulichen Erklärung einer PDF wird im Folgenden ihre Beziehung zu Messwerten hergestellt. Eine
ausführlichere Erläuterung dieser Beziehung ist in Anhang A aufgeführt. Abbildung 1.6 links zeigt 14 Messwerte
der Größe θ . Der gemessene Wert ist auf der Ordinate, die jeweilige Nummer des Messwerts auf der Abszisse auf-
getragen. Die Ordinate ist in regelmäßige Intervalle, sogenannte „Bins“ (vgl. [75], S. 8) I1, I2, I3, ... unterteilt. Der
durchschnittliche Wert eines jeden Bins θI1 , θI2 , θI3 , ... ist auf der Ordinate in Abbildung 1.6 ebenfalls markiert.
Der jeweilige Bin eines jeden Messwerts ist blau gefärbt. Werden für jeden Bin die Anzahl der Markierungen auf-
getragen, ergibt sich das Histogramm in Abbildung 1.6 rechts. Durch die Division der Häufigkeiten in Abbildung

Abbildung 1.6: Grafische Veranschaulichung zur Erstellung einer Häufigkeit aus einer Messreihe

1.6 durch die gesamte Anzahl Messwerte kann die diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion in Abbildung 1.7 erhalten
werden (vgl. [64], S. 44). Die diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion gibt für jeden Bin die Wahrscheinlichkeit an,

Abbildung 1.7: Wahrscheinlichkeitsfunktion P(θ), PDF und Mittelwert.

mit der ein bestimmter Messwert innerhalb dieses Bins auftritt. Die Wahrscheinlichkeiten können umso genau-
er angegeben werden, je kleiner die betrachtete Bin-Weite ist. Sind die Bin-Weiten infinitesimal klein, können die
Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe einer stetigen Funktion f (θ) bestimmt werden. Zur Berechnung einer Wahrschein-
lichkeit ist ein Integral notwendig. Das Integral (vgl. [120], S. 40)

P (θ ∈ Il) =
∫

θ+dθ

θ

f (θ)dθ (1.1)
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1 Einleitung

gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass sich ein Messwert im Intervall (θ ,θ +dθ) befindet. Die Notwendigkeit eines
Integrals bei der Wahrscheinlichkeitsberechnung motiviert die Namensgebung: Die stetige Funktion f (θ) wird
„Wahrscheinlichkeitsdichte“ ([120], S. 40) oder PDF genannt. Eine PDF für das betrachtete Beispiel ist in Abbil-
dung 1.7 skizziert. Der Mittelwert der diskreten Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. der stetigen PDF ist ebenfalls
dargestellt. Seine Berechnung für obiges Beispiel ist in Anhang A durchgeführt.
Die Abbildungen 1.6 und 1.7 zeigen, dass die PDF mit Hilfe des Histogramms von Einzelwerten approximiert wer-
den kann. Es sei angemerkt, dass die Division der Häufigkeiten durch die gesamte Anzahl Messwerte zur Erhaltung
der diskreten Wahrscheinlichkeitsfunktion eine lineare Operation ist. Die Auftragung der Häufigkeiten in einem
Histogramm besitzt dieselbe Form wie die diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung. Die Form der PDF lässt sich
durch das Histogramm in Abbildung 1.6 approximieren. Die Summe der Häufigkeiten entspricht im Gegensatz zur
Summe der Wahrscheinlichkeiten nicht eins sondern der Anzahl Messwerte.
An dieser Stelle wird darauf hingewiesen, dass bei einer Integration der PDF f (θ) über θ die Abhängigkeit von θ

verloren geht. Ist die Information der Verteilung in θ nicht weiter von Relevanz, kann die Integration erfolgen.
Die für das Verständnis dieser Arbeit notwendigen Grundlagen zu PDFs sind in Kapitel 2.4 zusammengefasst. Für
detaillierte Informationen sei auf die angegebenen Referenzen verwiesen.
Die Erhaltungsgleichungen werden bei PDF-Methoden nicht für Mittelwerte, sondern für PDFs selbst formuliert
und werden PDF-Transportgleichungen genannt (vgl. Kapitel 2.4.2; [104]). Die PDF-Transportgleichung einer
Skalargröße wurde für den Verbrennungsbereich in [104] aus den instantanen Erhaltungsgleichungen hergelei-
tet. In Abbildung 1.5 [P2] ist dies durch eine beispielhafte PDF skizziert. Aufgrund ihrer Komplexität werden die
PDF-Transportgleichungen meist nicht direkt gelöst, sondern mit Hilfe sogenannter „Monte Carlo“([104], S. 153)-
Methoden. Alternativ existiert die Schreibweise „Monte-Carlo-Methode“ (vgl. [88], S. 1). Das Vorgehen ist in Ka-
pitel 2.4.3 genauer beschrieben. Die PDF wird dabei durch einzelne Repräsentanten approximiert ([101], S. 161).
Es kann gezeigt werden, dass für unendlich viele Repräsentanten die PDF exakt nachgestellt wird ([101], S. 164).
Die Transportgleichung für die einzelnen Repräsentanten ist numerisch einfach lösbar ([104], S. 153). Etabliert
hat sich ein Verfahren, das die einzelnen Repräsentanten als Partikel auffasst, die sich mit der Strömung bewe-
gen. Dieses Verfahren Lagranger Partikel ist in Kapitel 2.4.3.1 genauer beschrieben. Abbildung 1.5 [P3] zeigt
beispielhafte Partikel, die aus der PDF-Transportgleichung folgen und die PDF beschreiben. Bemerkenswert ist
an dieser Stelle die simultane Verwendung zweier Betrachtungsweisen der Strömungsmechanik. Das Verhalten
eines Lagrangen Partikels wird in einem partikelbezogenen Bezugssystem beschrieben, durch Anwendung der
„Lagrange(n) Betrachtungsweise“ ([92], S. 75). Zur Veranschaulichung sei an die Sichtweise eines Beobachters
gedacht, der sich auf dem Lagrangen Partikel durch die Strömung bewegt. Das Strömungsfeld selbst ist in der
sogenannten „Eulerschen Betrachtungsweise“ ([92], S. 75) beschrieben, die der Sichtweise eines ruhenden Beob-
achters entspricht (vgl. [92], S. 75). Bei der Simulation reagierender Strömungen haben sich PDF-Methoden unter
Verwendung Lagranger Partikel als erfolgreich erwiesen (vgl. z.B. [102]).
Gegen Ende des vergangenen Jahrtausends wurde mit der Verwendung stochastischer Felder eine alternative Be-
schreibung der Repräsentanten vorgeschlagen [135]. Innerhalb dieser Arbeit wird für diese Methode in Anleh-
nung an den Ausdruck „stochastic field method“ (vgl. [105], S. 10; [58], S. 3079; [59], S. 514) die Bezeichnung
„Stochastische Feldmethode“ verwendet. Die Stochastische Feldmethode wurde zur Beschreibung einer Skalar-
größe im Verbrennungsbereich in [135], [119] hergeleitet. Die Repräsentanten werden nicht als Lagrange Partikel,
sondern als Eulersche Felder, also ebenfalls aus der Sicht eines ruhenden Beobachters beschrieben. Durch die
Verwendung derselben Betrachtungsweise für die Repräsentanten sowie das Strömungsfeld entfällt - im Gegen-
satz zur Verwendung Lagranger Partikel - eine Kopplung zweier unterschiedlicher Betrachtungsweisen, was eine
effektive Berechnung erleichtert. Der Transport der einzelnen Repräsentanten wird durch stochastische partiel-
le Differentialgleichungen (engl.: „stochastical partial differential equations (SPDE’s)“ ([119], S. 1)) beschrieben
([119], S. 1). Die Verwendung der Stochastischen Feldmethode erwies sich im Bereich der Verbrennung als ge-
winnbringend (z.B. [58], [60], [43]). Abbildung 1.5 [P4] zeigt 8 exemplarische stochastische Felder, die aus der
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1.2 Themeneingrenzung

PDF-Transportgleichung folgen und die PDF beschreiben.
Ein Teilgebiet turbulenter Strömungen stellen turbulente Mehrphasenströmungen dar. Neben der strömenden, kon-
tinuierlichen Phase existiert mindestens eine weitere, disperse Phase. Ein Beispiel einer Mehrphasenströmung
ist eine Wasserströmung, der Sandkörnchen beigemischt sind, die von dieser Strömung mitgetragen werden. Ein
weiteres Beispiel stellt eine strömende Flüssigkeit dar, in der Gasblasen mitgerissen werden. Zweiphasenströmun-
gen sind Mehrphasenströmungen mit genau zwei Phasen. Abbildung 1.5 [P5] zeigt eine kontinuierliche (gelbe)
Phase, die von Blasen der dispersen (blauen) Phase unterschiedlicher Größe durchsetzt ist. Als Beispiel sei eine
kavitierende Strömung genannt, deren lokale Drücke den „Sättigungsdampfdruck“ (vgl. [38], S. 322) psat unter-
schreiten. Der Prozess ist in Abbildung 1.8 in einem exemplarischen Phasendiagramm skizziert. Das Fluid erfährt
eine Phasenumwandlung vom flüssigen Zustand Z1 in den gasförmigen Zustand Z2 und liegt in Form von Blasen
vor (vgl. [48], S. 291-292). Bei einer Druckerhöhung implodieren die gebildeten Blasen ([48], S. 292). Zweipha-

Abbildung 1.8: Kavitation in einem exemplarischen Phasendiagramm in Anlehnung an ([48], S. 292).

senströmungen können mit Hilfe Lagranger Partikel berechnet werden (vgl. [28]). In Abbildung 1.5 [P6] sind
beispielhafte Lagrange Partikel zur Beschreibung der Zweiphasenströmung skizziert. Ein weiteres Modell zur Be-
schreibung von Zweiphasenströmungen ist das „Zwei-Fluid-Modell“ (engl.: „Two-Fluid Model“ ([55], S. 155)),
das die Strömung als zwei einander durchdringende Fluide beschreibt ([55], [25]). Abbildung 1.5 [P7] zeigt die
Betrachtung der Zweiphasenströmung im Zwei-Fluid-Modell als zwei einander durchdringende Fluide. Es sei an-
gemerkt, dass im Zwei-Fluid-Modell die Position einzelner Blasen bzw. die Position der beiden Phasen innerhalb
einer Rechenzelle nicht bekannt ist. Das Zwei-Fluid-Modell gibt Auskunft über den Anteil der jeweiligen Pha-
se (vgl. [55]), weshalb bei der Herleitung des Zwei-Fluid-Modells eine Mittelung notwendig ist (vgl. [55], [24],
[126]). In Abbildung 1.5 ist dies durch die Einführung der vertikalen Achse „Mittelung“ berücksichtigt. Für jede
Phase werden die Erhaltungsgleichungen gelöst, die über Quellterme miteinander gekoppelt sind (vgl. [55]). Ka-
pitel 2.2.1 beschreibt die für das Verständnis dieser Arbeit notwendigen Grundlagen des Zwei-Fluid-Modells. Für
eine ausführliche Diskussion sei auf die angegebenen Referenzen verwiesen. Mit Hilfe des Zwei-Fluid-Modells
kann der mittlere Volumenanteil der beiden Phasen innerhalb jeder Rechenzelle berechnet werden.
Ein weiteres Modell zur Beschreibung von Zweiphasenströmungen ist durch das „Drift-Flux-Modell“ (engl.:
„Drift-Flux Model“, ([55], S. 345)) gegeben (vgl. [55], S. 345-379). Es wird in Kapitel 2.2.2 vorgestellt. Im Drift-
Flux-Modell werden die Erhaltungsgleichungen nicht für jede Phase separat, sondern für die Mischung beider
Phasen gelöst ([55], S. 345). Geschwindigkeitsdifferenzen beider Phasen werden durch einen zusätzlichen Term
in der Kontinuitätsgleichung berücksichtigt (vgl. ([55], S. 347); Gleichung (2.60)). Das Drift-Flux-Modell ist in
Abbildung 1.5 nicht dargestellt, wäre aber in vertikaler Richtung auf derselben Ebene wie das Zwei-Fluid-Modell
[P7] anzuordnen, da es eine Mittelung erfordert (vgl. [55], S. 347). Beide Modelle können in einem LES- oder
RANS-Kontext verwendet werden. Abbildung 1.9 veranschaulicht die vier Kombinationen der beiden Modelle
und der beiden Kontexte zur Berechnung von Zweiphasenströmungen. Auf der Achse „Anzahl Fluide“ wird dif-
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1 Einleitung

Abbildung 1.9: Modelle zur Berechnung von Zweiphasenströmungen im LES- oder RANS-Kontext.

ferenziert, ob die beiden Fluide als Mischung betrachtet werden wie im Drift-Flux-Modell, oder ob jedes Fluid
analog zum Zwei-Fluid-Modell separat berechnet wird. Auf der Achse „Auflösung u’“ ist aufgetragen, ob die Ge-
schwindigkeitsfluktuationen u′ der kontinuierlichen Phase aufgelöst werden. In Abbildung 1.4 ist gezeigt, dass im
LES-Kontext die Fluktuationen der großen Wirbel aufgelöst und direkt berechnet werden. RANS Simulationen
lösen die Fluktuationen nicht auf, sondern betrachten Mittelwerte.
Der dritte Bereich in Abbildung 1.5 entspricht der kinetischen Theorie von Gasen bzw. der Molekulardynamik
[P10]. Mit ihrer Hilfe kann die Wahrscheinlichkeitsdichte bestimmt werden, dass ein bestimmtes Partikel der
dispersen Phase die Geschwindigkeit u besitzt und sich zur Zeit t am Ort x0 befindet (vgl. [113], S. 446). In Ab-
bildung 1.5 [P11] ist eine beispielhafte PDF abgebildet. Die Wahrscheinlichkeitsdichte kann genutzt werden, um
die Erhaltungsgleichungen des Zwei-Fluid-Modells herzuleiten (vgl. [113]; [11], S. 67). In Abbildung 1.5 ist dies
durch die Verbindung zwischen [P11] und [P7] skizziert.
Mehrphasenströmungen weisen einen stochastischen Charakter auf (vgl. z.B. [140]; [8]). Wie im Bereich der Ver-
brennung wurden PDF-Methoden im Zweiphasenbereich angewendet, wobei die Repräsentanten als Lagrange
Partikel umgesetzt wurden (vgl. z.B. [129]). Die Idee, die Stochastische Feldmethode aus dem Bereich der Ver-
brennung auf Mehrphasenströmungen anzuwenden, liegt nahe. Die grundlegende Forschungsausrichtung wurde
bereits in [108] beschrieben. Vor dieser Arbeit bzw. parallel zur vorliegenden Arbeit haben sich andere Arbeiten
mit dieser Thematik beschäftigt. Sie werden im folgenden Kapitel 1.3 vorgestellt.

1.3 konkurrierende Forschungsvorhaben

Innerhalb unserer Arbeitsgruppe wurde bereits eine Dissertation zur Anwendung der Stochastischen Feldmetho-
de auf Mehrphasenströmungen verfasst [27]. Hierin wurde die Stochastische Feldmethode auf die kavitierende
Strömung innerhalb eines Strömungsbegrenzers für Kernkraftwerke angewendet (vgl. auch [26]). Die Strömung
wurde durch Anwendung des Drift-Flux-Modells (vgl. Kapitel 2.2.2) in einem LES-Kontext beschrieben. Die Sto-
chastische Feldmethode wurde in der ursprünglichen Form, wie sie für eine Skalargröße im Verbrennungsbereich
hergeleitet wurde ([135], [119]), zur Beschreibung des Volumenanteils der dispersen Phase genutzt.
Zur grafischen Einordnung wird die Darstellung in Abbildung 1.9 in Abbildung 1.10 um eine vertikale Achse er-
gänzt. Sie gibt an, in welchem Ausmaß stochastische Fluktuationen durch die Stochastische Feldmethode berück-
sichtigt werden. Der Würfel mit der Aufschrift „SFM+DF+LES“ repräsentiert den Beitrag der oben beschriebenen
Dissertation [27]. Eine Anwendung auf einen RANS-Kontext („SFM+DF+RANS“) ist analog möglich. Die ver-
bleibenden beiden Würfel in Abbildung 1.10 werden in Kapitel 1.4 erläutert.
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1.3 konkurrierende Forschungsvorhaben

Abbildung 1.10: Modelle zur Berechnung von Zweiphasenströmungen im LES oder RANS-Kontext mit und ohne Stochastische Feldmethode
(vgl. Abbildung 1.9).

Innerhalb eines anderen Forschungsprojekts des Instituts wurde die Stochastische Feldmethode bei der Berech-
nung von Wasserstoffblasen einer Elektrolyse genutzt [107]. Die verwendete PDF-Transportgleichung für die
Masse der dispersen Phase besitzt dieselbe Form wie die PDF-Transportgleichung einer Skalargröße im Verbren-
nungsbereich (vgl. Kapitel 2.4.3.2), weist aber zusätzlich einen zeitabhängigen Quellterm auf [18]. Es wurden die
RANS-Erhaltungsgleichungen verwendet [18]. Innerhalb dieses Forschungsprojekts wurde gezeigt, dass Druck-
schwankungen in der kontinuierlichen Phase nicht aus akustischen Schwankungen resultieren können [18].
Zeitgleich mit dem Forschungsvorhaben der vorliegenden Arbeit befasste sich eine Forschungsgruppe der Chal-
mers University of Technology in Göteborg mit der Anwendung der Stochastischen Feldmethode auf Kavitati-
onseffekte innerhalb einer Einspritzdüse [17]. Die Erhaltungsgleichungen für die Mischung beider Phasen wurden
gelöst wie im Drift-Flux-Modell (vgl. Kapitel 2.2.2), wobei keine Mittelungen für die Geschwindigkeiten ange-
geben sind (vgl. [17]). Die Berechnung erfolgte in einem LES-Kontext. Die Transportgleichung der dispersen
Phase ähnelt der des Drift-Flux-Modells unter Vernachlässigung einer Geschwindigkeitsdifferenz der beiden Pha-
sen (vgl. Gleichung (2.62)). Die Stochastische Feldmethode wurde in derselben Form wie für eine Skalargröße
im Verbrennungsbereich auf den Volumenanteil der dispersen Phase der kavitierenden Strömung übertragen -
mit dem Unterschied eines entfallenden Micromixing-Terms (vgl. [17], S. 4). Die Erkenntnis eines entfallenden
Micromixing-Terms erfolgte zeitgleich und unabhängig von den eigenen Überlegungen in Kapitel 3.6.1 dieser Ar-
beit.
Am Imperial College in London befasste sich ebenfalls eine Arbeitsgruppe mit der Anwendung der Stochastischen
Feldmethode auf Zweiphasenströmungen (vgl. [89]). LES-Simulationen einer Spraybildung wurden durchgeführt.
Der Volumenanteil der flüssigen Phase wurde mit Hilfe der Stochastischen Feldmethode analysiert. Die verwendete
Ausgangsgleichung für den Anteil der flüssigen Phase ähnelt dem Drift-Flux-Modell unter Vernachlässigung einer
Geschwindigkeitsdifferenz beider Phasen (vgl. Gleichung (2.62)). Quellterme in den Gleichungen für den Volu-
menanteil wurden nicht berücksichtigt (vgl. [89], S. 12, 15). Die Stochastische Feldmethode wurde in der Form
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1 Einleitung

angewendet, wie sie für eine Skalargröße im Bereich der Verbrennung hergeleitet wurde ([135], [119]) - mit der
Ausnahme eines entfallenden Micromixing-Terms.

1.4 Zielsetzung der Arbeit

Die vorliegende Arbeit entstand am Karlsruher Institut für Technologie (KIT) im Rahmen mehrerer Forschungs-
aufträge durch die AVL List GmbH. Das Projekt hatte als Ziel eine Implementierung der Stochastischen Feld-
methode in die kommerzielle CFD-Software AVL FireTM für die Berechnung kavitierender Strömungen bei Ein-
spritzvorgängen im Automobilbereich (vgl. [77], S. 134). Kavitierende Strömungen in Einspritzdüsen werden in
der industriellen Praxis meist mit Hilfe des Zwei-Fluid-Modells berechnet [31]. RANS-Simulationen sind LES-
Simulationen hinsichtlich der Rechenzeit überlegen (vgl. Kapitel 1.2). Etliche praxisrelevante Einspritzvorgänge
können mit RANS-Simulationen zufriedenstellend berechnet werden. Als Beispiel seien der zweidimensionale und
der dreidimensionale Injektor in den Kapiteln 4.2.1 und 4.2.2 genannt. Für eine aus Kundensicht gewinnbringende
Implementierung darf die Stochastische Feldmethode nicht im Widerspruch zu bestehenden Kavitationsmodellen
in AVL FireTM stehen. Entsprechend muss sie auf den zwei-/ und dreidimensionalen Injektor anwendbar sein.
Es existieren kavitierende Strömungen, die bisher nicht mit Hilfe von RANS-Simulationen berechnet werden kön-
nen. Als Beispiel wird in Kapitel 4.5 eine intermittierend kavitierende Strömung behandelt. Obwohl mit Hilfe
eines Experiments die Existenz von Kavitation nachgewiesen ist, liefern RANS-Simulationen keinen Hinweis auf
Kavitation. Eine aufwändigere LES-Berechnung ist notwendig, um einen Hinweis auf eine kavitierende Strömung
zu erhalten. Ein Modell, mit dessen Hilfe kavitierende Bereiche der intermittierend kavitierenden Strömung im
Rahmen einer effektiven RANS-Simulation nachgewiesen werden können, stellt aus Kundensicht einen Fortschritt
gegenüber der bisher in AVL FireTM implementierten Modelle dar.
Die Umsetzung der Stochastischen Feldmethode in AVL FireTM wurde im Laufe der Kooperation hinsichtlich
dreier Faktoren bewertet und optimiert:

• Kundennutzen

• Implementierungsaufwand

• Rechen- bzw. Speicheraufwand während der Simulation

Diese drei „Einflussfaktoren“ des Projekts sind in Abbildung 1.11 im „magische(n) Dreieck“ ([72], S. 172)
in Anlehnung an ([57], S. 88; vgl. [72], S. 172) dargestellt. Die Einflussfaktoren beeinflussen sich gegenseitig
(vgl. [57], S. 87). Beispielsweise ist eine Optimierung der Qualität nicht unabhängig von den Anforderungen
an die verfügbaren Rechen- und Speicherressourcen. Auf den Achsen „Kundennutzen“ und „geringer Rechen-
/Speicheraufwand“ ist das bestehende Zwei-Fluid-Modell („2F“) exemplarisch eingetragen. Auf den Eintrag auf
der dritten Achse wurde verzichtet, da das Zwei-Fluid-Modell bereits implementiert ist. Der Implementierungsauf-
wand ist 0, der Punkt des Zwei-Fluid-Modells befindet sich auf der Achse „geringer Implementierungsaufwand“
fern des Ursprungs. Auf zwei Achsen ist die Lösungsfindung durch einen limitierenden Wert begrenzt, der die
praktische Umsetzbarkeit und Realisierbarkeit beim Kunden berücksichtigt. In Abbildung 1.11 sind zwei beispiel-
hafte limitierende Werte skizziert. Auf der Achse „Kundennutzen“ wird die Lösungsfindung durch das bestehen-
de Zwei-Fluid-Modell begrenzt. Die anvisierte Lösung darf das bestehende Zwei-Fluid-Modell hinsichtlich des
Kundennutzens nicht unterschreiten. Die begrenzenden Punkte lassen sich zur limitierenden Lösung verbinden.
Zusammenfassend muss die anvisierte Lösung einen Vorteil gegenüber dem bestehenden Zwei-Fluid-Modell auf-
weisen und gleichzeitig hinsichtlich Speicher-, Rechen- und Implementierungsaufwand überschaubar sein. Eine
exemplarische Lösung ist in Abbildung 1.11 skizziert. Im Kontext des Projekts sind die Ziele der vorliegenden
Arbeit folgendermaßen definiert:
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Abbildung 1.11: „Magisches Dreieck“ (vgl. ([57], S. 88), ([72], S. 172)) für die Implementierung der Stochastischen Feldmethode in AVL
FireTM.

• Klärung der Fragestellung, ob die Stochastische Feldmethode in derselben Form, wie sie für eine Skalargröße
in der Verbrennung hergeleitet wurde, auf das Zwei-Fluid-Modell angewendet werden kann.

• Formulierung einer zum Zwei-Fluid-Modell konsistenten Formulierung der Stochastischen Feldmethode.
Die Formulierung soll hinsichtlich der Einflussfaktoren in Abbildung 1.11 optimiert sein.

• Implementierung der Stochastischen Feldmethode in die kommerzielle Software AVL FireTM.

Die Anwendung der Stochastischen Feldmethode auf das Zwei-Fluid-Modell ist ebenfalls in Abbildung 1.10 an-
hand zweier Würfel dargestellt. Sie schließen die Lücke in der skizzierten Matrix möglicher Kombinationen. In-
nerhalb dieser Arbeit wird die Stochastische Feldmethode auf das Zwei-Fluid-Modell im Kontext von RANS-
Simulationen angewandt („SFM+2F+RANS“). Die theoretischen Überlegungen betreffen das Zwei-Fluid-Modell
im LES-Kontext gleichermaßen. Eine Anwendung der Stochastischen Feldmethode auf das Zwei-Fluid-Modell im
LES-Kontext („SFM+2F+LES“) ist möglich. Die Anwendung der Stochastischen Feldmethode für eine Skalargrö-
ße im Verbrennungsbereich auf das Zwei-Fluid-Modell gestaltet sich nicht analog, da das Zwei-Fluid-Modell für
Mittelwerte formuliert ist (vgl. Abbildung 1.5).

1.5 Struktur der Arbeit

Nach der Einleitung mit der Themeneingrenzung, dem Überblick über konkurrierende Arbeiten und der Zielset-
zung in den Kapiteln 1.2, 1.3 und 1.4 wird innerhalb des Kapitels 1.5 die vorliegende Arbeit strukturiert. Das
nachfolgende Kapitel 2 fasst die für das Verständnis dieser Arbeit notwendigen Grundlagen in gekürzter Form zu-
sammen. Es sei darauf hingewiesen, dass Kapitel 2 die Leistung anderer Autoren reproduziert und nicht die eigene
wissenschaftliche Leistung repräsentiert. Es wird kein Anspruch auf Vollständigkeit erhoben. Der interessierte Le-
ser sei auf die angegebenen Referenzen verwiesen.
Kapitel 3 behandelt die Stochastische Feldmethode im Kontext des Zwei-Fluid-Modells. Die Stochastische Feld-
methode ermöglicht die Berücksichtigung einer PDF durch die Berechnung stochastischer Felder. Wie diese Fel-
der interpretiert werden können und welcher Bezug zur Realität besteht, wird in Kapitel 3.1 diskutiert. In den
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Kapiteln 3.2 und 3.3 wird veranschaulicht, wie die PDF approximiert und transportiert werden kann. In Kapi-
tel 3.4 erfolgt ein Vergleich mit konkurrierenden Modellen für Zweiphasenströmungen. Die formale Herleitung
der PDF-Transportgleichung des Volumenanteils der dispersen Phase wird in Kapitel 3.5 für das Zwei-Fluid- und
das Drift-Flux-Modell vollzogen. In Abbildung 1.5 ist dies durch [P8] sowie die Verbindung zwischen [P7] und
[P8] angedeutet. Die hergeleitete PDF-Transportgleichung unterscheidet sich von der PDF-Transportgleichung für
eine Skalargröße in der Verbrennung, was in Kapitel 3.6 diskutiert wird. Hierzu wird in Kapitel 3.6.1 gezeigt,
dass kein Micromixing-Term in der PDF-Transportgleichung des Volumenanteils existieren kann. Kapitel 3.6.2
zeigt, dass die Unterschiede zu erwarten sind und andernfalls Konsistenzprobleme auftreten würden. Hierzu wird
die Transportgleichung des mittleren Volumenanteils der dispersen Phase auf zwei Methoden abgeleitet: Durch
Ensemble-Mittelung der Transportgleichung für die Repräsentanten der Stochastischen Feldmethode und durch
Integration der PDF-Transportgleichung. Beide Methoden belegen, dass ein Term für die mittlere turbulente Ad-
vektion in der Stochastischen Feldmethode nicht konsistent zum verwendeten Zwei-Fluid-Modell wäre.
Eine konsistente Formulierung der Stochastischen Feldmethode wird in Kapitel 3.6.3 vorgestellt. In Abbildung
1.5 ist diese Erkenntnis durch die gestrichelte Linie zwischen [P8] und [P9] gekennzeichnet, da sie auf Analogien
beruht, aber nicht explizit hergeleitet wird. Kapitel 3.6.4 analysiert, warum ein Term für die mittlere turbulente
Advektion in der Stochastischen Feldmethode für das Zwei-Fluid-Modell entfällt, aber bei einer Anwendung auf
eine Skalargröße im Verbrennungsbereich existiert. Die Möglichkeiten für eine nach Abbildung 1.11 attraktive
Implementierung der Stochastischen Feldmethode in AVL FireTM werden in Kapitel 3.7 diskutiert. Die Implemen-
tierung der Stochastischen Feldmethode zur Berücksichtigung von stochastischen Schwankungen im Quellterm der
dispersen Phase wird als besonders attraktiv eingeschätzt. Es werden zwei Typen stochastischer Schwankungen im
Quellterm unterschieden: Schwankungen in der lokalen Blasenanzahl und Schwankungen im Druck aufgrund tur-
bulenter Fluktuationen. Die Modellierung dieser Schwankungen wird in den Kapiteln 3.7.1 und 3.7.2 erläutert.
Beide Modelle werden in Kapitel 4.1 voneinander abgegrenzt und in Kapitel 4.2 verifiziert und validiert. Kapitel
4.3 demonstriert, wie eine PDF bei der Berechnung nichtlinearer Funktionen verwendet werden kann. In diesem
Zusammenhang wird die PDF des Volumenanteils bei der Berechnung der Strömungswiderstandskraft verwendet.
Die Approximation der PDF des Volumenanteils wird in Kapitel 4.4 an einem Beispiel gezeigt. In Kapitel 4.5
wird das Modell zur Berücksichtigung von Schwankungen aufgrund turbulenter Fluktuationen an einer intermit-
tierend kavitierenden Strömung getestet. Es handelt sich um einen Aufbau, bei dem eine kavitierende Strömung
experimentell nachweisbar ist. Das herkömmliche Zwei-Fluid-Modell weist dagegen keine Kavitation auf. Eine
aufwändige LES-Berechnung ist notwendig, um Kavitation numerisch nachzuweisen. Die Ergebnisse des selbst
implementierten Modells werden mit experimentellen Ergebnissen und den Ergebnissen einer LES-Berechnung
durch AVL verglichen. Kapitel 5 fasst die wesentlichen Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zusammen.
Nach der Einleitung und Strukturierung der vorliegenden Arbeit werden im folgenden Kapitel 2 die für das Ver-
ständnis der Arbeit nötigen Grundlagen aufgeführt.
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2 Grundlagen

Die vorliegende Arbeit baut auf Erkenntnissen anderer Autoren auf. Die für das Verständnis notwendigen Grund-
lagen sind im Kapitel 2 zusammengefasst. Es sei darauf hingewiesen, dass Kapitel 2 keinen eigenen wissen-
schaftlichen Beitrag darstellt, sondern die Beiträge anderer Autoren zusammenfasst. Es wird kein Anspruch auf
Vollständigkeit erhoben. Der interessierte Leser sei auf die angegebene Literatur verwiesen.

In der Strömungsmechanik werden mit der Lagrangen- und der Eulerschen- zwei Betrachtungsweisen unterschie-
den ([92], S. 75). Die Eulersche Betrachtungsweise beschreibt die Strömung aus Sicht eines ortsfesten Beobach-
ters ([92], S. 75). Zur Veranschaulichung kann die Perspektive einer am Flussufer stehenden Person herangezogen
werden, die ein vorbeitreibendes Schiff beobachtet. Die Situation wird vom ruhenden Beobachter, der stehenden
Person, betrachtet. Die Lagrange Betrachtungsweise beschreibt die Situation aus Sicht eines mitbewegten Bezugs-
systems ([92], S. 75). Im obigen Beispiel kann zur Veranschaulichung die Perspektive einer auf dem Schiff stehen-
den Person herangezogen werden, welche die Situation aus Sicht eines mitbewegten Bezugssystems beschreibt.
Beide Betrachtungsweisen werden zur Beschreibung von Zweiphasenströmungen genutzt. In den Kapiteln 2.1 und
2.2 werden Methoden vorgestellt, die die beiden Betrachtungsweisen zur Beschreibung von Zweiphasenströmun-
gen nutzen. Für eine ausführliche Diskussion sei auf die angegebenen Quellen verwiesen. Kapitel 2.3 skizziert
das Lösungsverfahren der Euler-Euler Methode „Zwei-Fluid-Modell“ in der CFD-Software AVL FireTM. Die für
das Verständnis der vorliegenden Arbeit notwendigen Grundlagen zu PDFs sind in Kapitel 2.4 zusammengefasst.
Kapitel 2.5 gibt eine knappe Einführung zu stochastischen Prozessen. Für eine tiefergehende Einführung sei auf
die angegebene Literatur verwiesen.

2.1 Lagrange Partikel

Die Methode der Lagrangen Partikel nutzt die Lagrange Betrachtungsweise, um den Weg einzelner Partikel durch
das Strömungsgebiet zu beschreiben. Lagrange Partikel können für die Berechnung der dispersen Phase verwendet
werden (vgl. [99]). Die Bewegungsgleichungen für ein Partikel, das sich zum Zeitpunkt t0 am Ort x0 befindet,
sind ([104], S. 144) zu entnehmen. Die Beschreibung Lagranger Partikel erfolgt an dieser Stelle entsprechend. Der
Ort dieses Partikels sei für eine beliebige Zeit t ≥ t0 analog ([104], S. 144) mit x+(x0, t) bezeichnet. Die Bahn
des Partikels ist damit lediglich eine Funktion des Orts x0 und der Zeit t. Die Geschwindigkeit des Partikels sei
U+(x0, t), wobei diese der Geschwindigkeit am Ort x+(x0, t) entspricht ([104], S. 144)

U+(x0, t) =U(x+(x0, t), t). (2.1)

Die Geschwindigkeit des Partikels ist definiert als die zeitlichen Ableitung des Orts entsprechend ([104], S. 144)

U+(x0, t) =
∂x+(x0, t)

∂ t
. (2.2)

Die zeitliche Änderung der Partikelgeschwindigkeit entspricht gemäß dem zweiten Newtonschen Gesetz (vgl.
[116], S. 56) der Summe aller auf das Partikel mit der Masse m wirkenden Kräfte F ([104], S. 144; [20], S. 13-71)

∂

∂ t
U+

j (x0, t) =
F
m
. (2.3)
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Die zu berücksichtigenden Kräfte sind abhängig vom Anwendungsfall. Ein guter Überblick der auf ein Parti-
kel wirkenden Kräfte ist ([144], S. 3) zu entnehmen. Die Kräfte werden hierin unterteilt in Druckkraft, viskose
Kraft, Trägheitskraft, Gravitationskraft, Auftriebskraft und die Kraft durch Oberflächenspannungen ([144], S. 3).
Eine entsprechende Übersicht ist in Abbildung 2.1 skizziert. Die Druckkraft und die viskose Kraft bilden die
Kraft, die auf die Oberfläche des Partikels wirkt ([144], S. 8). Vereinfachend kann die Oberflächenkraft eingeteilt
werden in drei Anteile: Archimedische Kraft, Kraft durch einen externen Druckgradienten und eine hydrody-
namische Kraft ([144], S. 8). Die hydrodynamische Kraft weist Anteile der Stokesschen Widerstandskraft, der
sogenannten „added mass“ Kraft, der Basset-Kraft und der transversalen Auftriebskraft auf ([144], S. 9). Letzte-
re enthält unter anderem auch die Magnus-Kraft ([144], S. 9). Für eine detaillierte Beschreibung der einzelnen
Kräfte sei auf die Literatur verwiesen. Besitzt ein Partikel mit der Masse m zum Zeitpunkt t0 am Ort x0 die
Geschwindigkeit U+(x0, t0), kann seine Geschwindigkeit U+(x0, t) und seine Bahn x+(x0, t) durch das Strö-
mungsgebiet mit Hilfe der Gleichungen (2.2) und (2.3) berechnet werden ([20], S. 13-71). Ein Lagranges Parti-
kel muss nicht zwingend ein physikalisch existierendes Partikel sein: Es kann ein unendlich kleines Fluidelement
([128], S. 2461; [104], S. 144) oder ein Konglomerat physikalisch existenter Partikel ([99] S. 1660) repräsentieren.
Lagrange Partikel können zum Transport von Eigenschaften genutzt werden: Analog zu Gleichung (2.3) kann bei-
spielsweise der Transport einer Temperatur oder einer Konzentration in Lagranger Betrachtungsweise beschrieben
werden (vgl. [104], S. 144; [20], S. 13-71). Das Strömungsfeld der kontinuierlichen Phase wird durch gemittelte

Abbildung 2.1: Übersicht der auf ein Partikel in einem Fluid wirkenden Kräfte nach ([144], S. 3-9).

Gleichungen berechnet ([99], S. 1661-1662). Die gemittelte Kontinuitätsgleichung lautet ([62], S. 40)

∂αc

∂ t
+∇ · (αcuc) = 0, (2.4)

wobei αc den Volumenanteil und uc die mittlere Geschwindigkeit der kontinuierlichen Phase beschreiben (vgl.
auch [99], S. 1162). Gleichung (2.4) geht davon aus, dass kein Massenaustausch zwischen der kontinuierlichen
und der dispersen Phase existiert (vgl. [62], S. 35). Die entsprechende Impulsgleichung der kontinuierlichen Phase
lautet ([99], S. 1162)

∂

∂ t
(ρcαcuc)+∇ · (ρcαcucuc) =−∇pdyn +∇ · (αcµ

∗
∇uc)+∇ · (ucµ

∗
∇uT

c )−F , (2.5)
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2.2 Euler-Euler-Methoden

worin ρc und pdyn für die Dichte und den mittleren dynamischen Druck der kontinuierlichen Phase stehen. Die
effektive Viskosität wird mit µ∗ bezeichnet und F beschreibt einen Quellterm aufgrund des Impulsaustauschs
zwischen den Phasen. Für weitere Details sei auf [99] verwiesen. In der Gegenwart von Turbulenz fluktuiert die
Geschwindigkeit um ihren mittleren Wert, und die Bahnlinien der Lagrangen Partikel, Trajektorien genannt, sind
nicht deterministisch ([5] , S. 57). Dies kann durch stochastische Modelle in den Bewegungsgleichungen für die
Lagrangen Partikel berücksichtigt werden. In ([45], S. 485) wird von isotroper Turbulenz ausgegangen, wobei
die instantane Geschwindigkeitsfluktuation u′ durch Wirbel in der kontinuierlichen Phase entsteht. Die instantane
Geschwindigkeit u setzt sich aus dem Mittelwert u und der Fluktuation u′ zusammen ([45], S. 485)

u = u+u′. (2.6)

Die Geschwindigkeitsfluktuation u′ wird als gaußverteilte Zufallsvariable mit der Standardabweichung ([45], S. 485)

σ =

√
2
3

k (2.7)

modelliert. Hierbei ist k die zeitlich gemittelte turbulente kinetische Energie und wird mit Hilfe des „k-ε“-Modells
erhalten (vgl. [45], S. 483; [73]).
Die zeitlich gemittelte turbulente kinetische Energie k ist mit den turbulenten Schwankungen u′1, u′2, u′3 in die drei
Raumrichtungen definiert (vgl. [55], S. 340; [53], S. 65, 71)

k =
1
2
(u′21 +u′22 +u′23 ). (2.8)

Der Operator · kennteichnet dabei einen zeitlichen Mittelungsoperator (vgl. Kapitel 2.2.1.1). Die Beeinflussung
des Lagrangen Partikels durch die Störung u′ ist um die „Interaktionszeit“ (engl.: „interaction time“ ([45], S. 485))
tint zeitlich beschränkt ([45], S. 485). Sie entspricht dem Minimum aus der Lebenszeit des Wirbels te und der
Transitzeit tR ([45], S. 485)

tint = min(te, tR). (2.9)

Die Zeiten te und tR sind entsprechend zu modellieren (vgl. z.B. [45], S. 485). Bei geringer Relativgeschwindig-
keit zwischen Lagrangem Partikel und kontinuierlicher Phase bewegt sich das Lagrange Partikel mit dem Fluid und
verbleibt innerhalb des Wirbels ([45], S. 485). Die Lebensdauer des Wirbels te ist dann bestimmend für das Maß
der Interaktionszeit tint ([45], S. 485). Ist die Relativgeschwindigkeit zwischen Lagrangem Partikel und kontinu-
ierlicher Phase hoch, verbleibt das Partikel nicht für die Lebenszeit des Wirbels te innerhalb des Wirbels (tR < te)
([45], S. 485). Entsprechend ist die Transitzeit tR bestimmend für die Interaktionszeit tint ([45], S. 485). Das oben
beschriebene Verfahren wird „Discrete random walk“([132], S. 381)- oder „Eddy Lifetime“([132], S. 381)-Modell
genannt und ist im CFD-Code FLUENT™ verfügbar (vgl. [22], S. 709). Die Anzahl Lagranger Partikel sollte
ausreichend hoch gewählt werden, um statistische Fehler zu minimieren ([98], S. 2). Aufgrund des numerischen
Aufwands ist die Methodik für praktische Anwendungen auf Fälle mit geringem Volumenanteil der Partikelphase
begrenzt ([98], S. 2). Bei der industriellen Berechnung von Kavitationseffekten in Einspritzdüsen kommt Lagran-
gen Methoden aufgrund des rechnerischen Aufwands eine untergeordnete Rolle zu [31].

2.2 Euler-Euler-Methoden

Die detaillierte Beschreibung von Zweiphasenströmungen, z.B. auf mikroskopischer Ebene, erweist sich als
schwierig ([55], S. 57). In praktischen Anwendungsfällen ist eine Berechnung auf mikroskopischer Ebene auf-
grund der komplexen Phasengrenzfläche nicht möglich ([55], S. 57). In [55] wird die Herleitung eines Zwei-
Fluid-Modells mit der Annahme motiviert, dass mikroskopische Details für praktische Anwendungsfälle selten
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2 Grundlagen

von Relevanz sind ([55], S. 57). Makroskopische Aspekte seien entscheidender ([55], S. 57). Entsprechend wird
eine Mittelung der lokalen und instantanen Ereignisse durchgeführt ([55], S. 57). Im Gegensatz zur Methode La-
granger Partikel (vgl. Kap. 2.1) werden bei Euler-Euler-Methoden beide Phasen in Eulerscher Betrachtungsweise
behandelt. Innerhalb der Klasse der Euler-Euler-Methoden ist zwischen mehreren Modellen zu unterscheiden.
Eine detaillierte Analyse ist [55] bzw. [70] zu entnehmen. Im Folgenden wird auf das „Zwei-Fluid-Modell“, das
„Drift-Flux-Modell“ und das „MUSIG-Modell“ genauer eingegangen. Für eine detailliertere Diskussion sei auf
die angegebene Literatur verwiesen.
Abbildung 2.2 vergleicht die Modelle anschaulich mit einer hypothetischen Realität. Der Vergleich erfolgt durch
Betrachtung eines kleinen Volumens der Größe einer Rechenzelle. In der Realität treten in Zweiphasenströmungen
Blasen unterschiedlicher Größe auf, die jeweils eine individuelle Geschwindigkeit besitzen (vgl. [12]). In Abbil-
dung 2.2 ist dies durch orangene Geschwindigkeitsvektoren in den Blasenzentren skizziert. Die Geschwindigkeit
der kontinuierlichen Phase unterscheidet sich lokal von der Geschwindigkeit der dispersen Phase. Die Geschwin-
digkeitsvektoren der kontinuierlichen Phase sind in Abbildung 2.2 in regelmäßigen Abständen im Volumen der
kontinuierlichen Phase skizziert. Die Abbildung wird in der folgenden Diskussion in den Kapiteln 2.2.1 und 2.2.2
zur Erläuterung herangezogen.

Abbildung 2.2: Betrachtung eines Volumens der Größe einer Rechenzelle: Hypothetische Blasengrößenverteilung in der Realität und ihre
Approximation im Zwei-Fluid-Modell, im Drift-Flux-Modell und im MUSIG-Modell.

2.2.1 Zwei-Fluid-Modell

Im Zwei-Fluid-Modell wird eine Zweiphasenströmung als eine Strömung zweier Fluide betrachtet, die durch Pha-
sengrenzflächen voneinander getrennt sind ([55], S. 11). Es wird dabei angenommen, dass beide Phasen als Kon-
tinuum beschrieben werden können ([55], S. 13). Jedes Fluid besitzt individuelle Eigenschaften, beispielsweise
die mittlere Geschwindigkeit innerhalb einer Rechenzelle ([55], S. 14). In Abbildung 2.2 ist dies durch die Ver-
wendung unterschiedlicher Geschwindigkeitsvektoren veranschaulicht. Mit einer Annahme der Blasenanzahl kann
die mittlere Blasengröße berechnet werden (vgl. Gleichungen (2.23), (2.27) und (2.28)). Aus Gründen der Über-
sichtlichkeit werden weitere Details des verwendeten Zwei-Fluid-Modells in den Kapiteln 2.2.1.1 bis 2.2.1.10
erläutert. Die Annahme, dass makroskopische Fluideigenschaften für Anwendungsfälle relevant sind, motiviert
eine Mittelung ([55], S. 57). In [55] wird eine zeitliche Mittelung für die Herleitung der zeitlich gemittelten Erhal-
tungsgleichungen des Zwei-Fluid-Modells verwendet. In diesem Zuge werden Mittelungsoperatoren eingeführt.
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2.2 Euler-Euler-Methoden

2.2.1.1 Mittelungsoperatoren

Unter Annahme einer infinitesimal dünnen Phasengrenzfläche ist die Mittelung einer beliebigen Funktion g am Ort
x0 zum Zeitpunkt t0 über den Intervall ∆t (vgl. [55], S. 73)

g(x0, t0) =
1
∆t

∫
∆t

g(x0, t0)dt. (2.10)

Die Zeitspanne ∆t ist groß genug zu wählen, um lokale Schwankungen herauszumitteln, und klein genug, um eine
Mittelung über makroskopische Unstetigkeiten zu vermeiden (vgl. [55], S. 70). Für eine detaillierte Diskussion,
insbesondere die Betrachtung einer endlich dünnen Phasengrenzfläche, sei auf [55] verwiesen. Die Definition von
g als zeitliches Mittel in Gleichung (2.10) wird innerhalb des Kapitels 2.2.1 und in Gleichung (2.8) verwendet.
Innerhalb der anderen Kapitel kennzeichnet g einen unspezifizierten Mittelwert, beispielweise ist alternativ ein
Mittelwert über das Volumen denkbar.
Die Phasenmittelung einer beliebigen Funktion gk der Phase k ist mit dem zeitlichen Mittelwert gk in Gleichung
(2.10) als (vgl. [55], S. 75)

gk =
gk

αk
(2.11)

definiert. In Gleichung (2.11) ist αk die Wahrscheinlichkeit, Phase k anzutreffen (vgl. [55], S. 73). Alternativ wird
in den meisten Artikeln und entsprechend innerhalb dieser Arbeit αk als Volumenanteil bezeichnet. Im Zwei-Fluid-
Modell gilt für die Summe des Volumenanteils beider Phasen ([55], S. 73)

αc +αd = 1, (2.12)

wobei die Indizes c und d die Zugehörigkeit zur kontinuierlichen und dispersen Phase kennzeichnen. Bezeichnet
θk eine Größe pro Masseneinheit, definiert (vgl. [55], S. 75-76)

θ̂k =
ρkθk

ρk
(2.13)

den mit der Dichte ρk der Phase k dichtegewichteten Mittelwert.

2.2.1.2 Kontinuitätsgleichung

Die instantane Kontinuitätsgleichung für eine Phase k ist in ([55], S. 13-15) hergeleitet und lautet

∂ρk

∂ t
+∇ · (ρkvk) = 0. (2.14)

Durch zeitliche Mittelung kann aus Gleichung (2.14) die zeitlich gemittelte Kontinuitätsgleichung für die Phase k

hergeleitet werden ([55], S. 98)
∂αkρk

∂ t
+∇ · (αkρkv̂k) = Sk. (2.15)

In den Gleichungen (2.14) und (2.15) ist ρk die Dichte der Phase k, vk die entsprechende Geschwindigkeit und Sk

der Quellterm.

2.2.1.3 Modellierung des Quellterms der Kontinuitätsgleichung

In AVL FireTM ist für den Quellterm Sk im sogenannten „linearen Kavitationsmodell“ (engl.: „Linear Cavitation
Model“ ([2], S. 3-6)) eine Formulierung gewählt, die sich aus der „Rayleigh-Plesset-Gleichung“ ([91], S. 308)

rBl
d2rBl

dt2 +
3
2

(drBl

dt

)2
=

1
ρc

(∆pp), (2.16)
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2 Grundlagen

mit dem Blasenradius rBl , der Dichte der kontinuierlichen Phase ρc und der Druckdifferenz zwischen disperser
und kontinuierlicher Phase ∆pp, herleiten lässt. Die Herleitung ist in ([138], S. 2-3) beschrieben und wird im
Folgenden kurz erläutert. Wird eine einzelne Blase betrachtet, kann der Massenfluss ṁc→d von der kontinuierlichen
zur dispersen Phase in Abhängigkeit der Änderung des Blasenradius ausgedrückt werden ([138], S. 2)

ṁc→d = 4πr2
Blρd

drBl

dt
. (2.17)

Mit der mittleren Blasendichte N′′′ ergibt sich als Massenfluss pro Volumen ([138], S. 3)

Sd = N′′′ṁc→d = N′′′4πr2
Blρd

drBl

dt
. (2.18)

Dieser Ausdruck für den Quellterm kann mit der vereinfachten Rayleigh-Plesset-Gleichung

3
2

(drBl

dt

)2
=

1
ρc

(∆pp), (2.19)

bei welcher der Trägheitsterm in Gleichung (2.16) vernachlässigt wurde, vereinfacht werden. Unter Annahme
runder Blasen und αd = N′′′ 43 πr3

Bl (vgl. Gleichungen (2.26) und (2.27)) ergibt sich für den Quellterm ([138], S. 3)

Sd ≈ sgn(∆pp)3,95
ρd√
ρc

N′′′
1
3 α

2
3 |∆pp|

1
2 . (2.20)

In Gleichung (2.20) ist sgn die Signum-Funktion ([117], S. 35)

sgn(x) =


−1 falls x < 0

0 falls x = 0

+1 falls x > 0.

(2.21)

Die Modellierung der Blasendichte N′′′ und der Druckdifferenz ∆pp wird in den Kapiteln 2.2.1.4 und 2.2.1.5
behandelt. Mit der Massenerhaltung kann gezeigt werden, dass die Quellterme der beiden Phasen miteinander
gekoppelt sind ([55], S. 133)

Sd =−Sc. (2.22)

2.2.1.4 Blasendichte

Die Blasendichte kann in AVL FireTM mit Hilfe einer eigenen Transportgleichung oder einer Näherungsfunktion
bestimmt werden (vgl. [2]). Im linearen Kavitationsmodell ist sie als Funktion des Volumenanteils α formuliert
([2], S. 3-7)

N′′′ =

N′′′0 falls α ≤ 0,5

2(N′′′0 −1)(1−α)+1 falls α > 0,5,
(2.23)

wobei N′′′0 eine stoffspezifische Konstante ist und die Blasendichte ohne Berücksichtigung von Koaleszenzeffekten
darstellt. Bei der Simulation von Injektorströmungen mit AVL FireTM wird N′′′0 üblicherweise im Bereich

1010/m3 ≤ N′′′0 ≤ 1018/m3 (2.24)

gewählt [30].
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2.2 Euler-Euler-Methoden

2.2.1.5 Druckdifferenz

Die Druckdifferenz ∆pp in Gleichung (2.20) wird in AVL FireTM entsprechend ([2], S. 3-6, 3-7)

∆pp = psat− (p−CE
2
3

ρckc) (2.25)

berechnet. In Gleichung (2.25) ist psat der Sättigungsdampfdruck des Fluids, unterhalb dessen das Fluid verdampft
und Kavitation auftritt ([38], S. 322). Der Druck wird mit p gekennzeichnet (vgl. [138], S. 2). CE ist der Egler-
Koeffizient und wird fallspezifisch gewählt ([2], S. 3-6, 3-7). Die turbulente kinetische Energie der kontinuierlichen
Phase ist mit kc bezeichnet. In Gleichung (2.25) wird der Druck um einen mit CE multiplizierten dynamischen
Druck ∼ 2

3 ρckc verringert.

2.2.1.6 Bestimmung der Blasengröße

Innerhalb einer Rechenzelle mit dem Volumen VZelle gilt für den mittleren Volumenanteil der dispersen Phase
(vgl. [2], S. 3-7)

αd =
4
3

πr3
Bl

nBl

VZelle
(2.26)

mit der mittleren Blasenanzahl nBl innerhalb dieser Zelle und dem mittleren Blasenradius rBl . In Gleichung (2.26)
wurden die einzelnen Blasen als sphärisch angenommen. Der Volumenanteil der dispersen Phase αd innerhalb
jeder Rechenzelle kann mit Gleichung (2.15) berechnet werden. Die Blasenanzahl nBl bzw. ihre Dichte

N′′′ =
nBl

VZelle
(2.27)

kann mit Hilfe einer von αd abhängigen Funktion (vgl. Gleichung (2.23)) oder einer Transportgleichung (vgl. [56])
modelliert werden. Für die mittlere Blasengröße rBl folgt aus Gleichung (2.26) ([2], S. 3-7)

rBl =
(3αdVZelle

4πnBl

) 1
3
. (2.28)

Im Zwei-Fluid-Modell in AVL FireTM (vgl. [2], S. 3-7) wird die reale Blasengrößenverteilung durch nBl Blasen
einer mittleren Blasengröße nach Gleichung (2.28) approximiert (vgl. Abbildung 2.2). Der Vergleich in Abbildung
2.2 ist insofern irreführend, als im Zwei-Fluid-Modell die Positionen der Blasen innerhalb einer Rechenzelle nicht
bekannt sind.

2.2.1.7 Momentengleichung

In der Kontinuitätsgleichung (2.15) der Phase k sind die Phasenmittelung und die dichtegewichtete Mittelung aus
den Gleichungen (2.11) und (2.13) auf die Dichte und die Geschwindigkeit angewendet. Beide Größen kommen
auch in der Momentengleichung vor. Die Momentengleichung oder auch Impulsgleichung beschreibt den Transport
der dichtegewichteten Geschwindigkeit ([55], S. 99)

∂αkρkv̂k

∂ t
+∇ · (αkρkv̂kv̂k) =−∇(αk pk)+∇ · (αk(τk +τ

T
k ))+αkρkĝk +Mk, (2.29)

wobei pk den Partialdruck und gk den Einfluss durch eine Volumenkraft der Phase k, beispielsweise der Gravita-
tionskraft, bezeichnet. Mk ist der Quellterm des Impulses, verursacht durch den Impulsaustausch zwischen den
Phasen ([55], S. 99). Der viskose Spannungstensor der Phase k ist mit τk und der turbulente Spannungstensor mit
τ T

k bezeichnet. Für Newtonsche Fluide besteht ein linearer Zusammenhang zwischen der viskosen Schubspannung
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und dem Geschwindigkeitsgradienten ([93], S. 49). Beispielsweise ist für eine eindimensionale Couette-Strömung
mit Strömungsrichtung x und Orthogonale zur Wand z die viskose Schubspannung ([93], S. 49)

τ = µ
dvx

dz
(2.30)

mit der dynamischen Viskosität µ . In Gleichung (2.30) ist die Geschwindigkeitskomponente in x-Richtung mit vx

bezeichnet. Hinsichtlich der Modellierung der viskosen und der turbulenten Spannungstensoren für Zweiphasen-
strömungen sei auf [55] verwiesen. Es sei angemerkt, dass p1 und p2 der beiden Phasen voneinander abhängen. In
einer statischen Betrachtungsweise gilt p1 = p2 (vgl. [55], S. 39). Für eine dynamische Analyse sei auf ([55], S. 39)
verwiesen.

2.2.1.8 Modellierung des Quellterms in der Momentengleichung

In AVL FireTM ist der Quellterm in der Momentengleichung der kontinuierlichen Phase (vgl. Gleichung (2.29)) als
([2], S. 3-18)

Mc = FSW +FT D +FL +FWL (2.31)

modelliert. Der Quellterm in Gleichung (2.31) besteht aus den vier Anteilen: Strömungswiderstandskraft, Kraft
aufgrund turbulenter Dispersion, Auftriebskraft und einer Kraft, die verhindert, dass sich Blasen im Bereich ei-
ner vertikalen Wand aufhalten (vgl. [2], S. 3-18, 3-21). Für Details zur Modellierung der einzelnen Anteile sei
auf die angegebene Referenz verwiesen. Auf die Strömungswiderstandskraft FSW wird an dieser Stelle genauer
eingegangen. Sie wird entsprechend ([2], S. 3-18)

FSW =CD
1
8

ρcA′′′|vr|vr (2.32)

modelliert. In Gleichung (2.32) ist vr die Relativgeschwindigkeit zwischen den Phasen ([2], S. 3-18)

vr = vd−vc (2.33)

und für die Dichte der Phasengrenzflächen A′′′ gilt mit dem „Cavitation Drag Model“ ([2], S. 3-18)

A′′′ = 4πr2
BlN
′′′ = (36πN′′′)

1
3 α

2
3

d . (2.34)

Der letzte Schritt in Gleichung (2.34) ergibt sich mit den Gleichungen (2.27) und (2.28). Für CD in Gleichung
(2.32) gilt (vgl. [2], S. 3-19)

CD =

 192
Reb

(1+0,1Re
3
4
b ) falls Reb ≤ 1000

0,438 falls Reb > 1000
(2.35)

mit der Reynolds-Zahl der Blasen (vgl. [2], S. 3-19)

Reb =
|vr|2rBl

νc
. (2.36)

In Gleichung (2.36) ist νc die kinematische Viskosität der kontinuierlichen Phase. Es sei hervorgehoben, dass die
Strömungswiderstandskraft FSW in Gleichung (2.32) mit der Phasengrenzfläche in Gleichung (2.34) nichtlinear
vom Volumenanteil der dispersen Phase αd abhängt. Die Blasengröße rBl in Gleichung (2.28) hängt ebenfalls
nichtlinear vom Volumenanteil αd ab. Die Reynolds-Zahl der Blase Reb hängt in Gleichung (2.36) (linear) von der
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Blasengröße ab. Die Konstante CD in Gleichung (2.35) hängt aber erneut nichtlinear von Reb ab. Es ist ersichtlich,
dass die StrömungswiderstandskraftFSW in Gleichung (2.32) mehrfach nichtlinear vom Volumenanteil αd abhängt.

2.2.1.9 Verwendung alternativer Mittelungen

Die Kontinuitätsgleichung (2.15) und die Momentengleichung (2.29) sind für eine Phase k formuliert. Sie gelten
sowohl für die kontinuierliche als auch die disperse Phase (vgl. [55]) und wurden in [55] durch eine zeitliche
Mittelung hergeleitet. Alternativ können sie durch Anwendung anderer Mittelungsoperatoren hergeleitet werden.
Die Ensemble-Mittelung betrachtet den Mittelwert mehrerer Realisationen, die aus ähnlichen (aber nicht identi-
schen) Anfangsbedingungen resultieren ([25], S. 95). Zur Veranschaulichung der Ensemble-Mittelung verwendet
([104], S. 128) beispielhaft N Messwerte, die auf N scheinbar identischen Aufbauten erfasst werden: Sei Φi der
Messwert, der aus dem i-ten Aufbau hervorgeht. Der ensemble-gemittelte Wert 〈Φ〉N berechnet sich aus N Mess-
werten ([104], S. 128)

〈Φ〉N =
1
N

N

∑
i=1

Φi. (2.37)

Die Herleitung der Kontinuitäts- und Momentengleichung unter Verwendung der Ensemble-Mittelung ist in
([25], S.126-127) und ([55], S. 119-120) diskutiert. In ([126], S.55-58) ist die Herleitung unter Anwendung ei-
ner Mittelung über ein Volumen durchgeführt. Die gemittelten Gleichungen hängen auch nach einer der oben
genannten Mittelungen noch von den Variablen ab, über die nicht gemittelt wurde ([15], S. 3). Wurde für die
Herleitung der Kontinuitäts- und der Momentengleichung die Ensemble-Mittelung verwendet, sind diese noch
abhängig von zwei weiteren Dimensionen: Raum und Zeit ([15], S. 3). Entsprechende Fluktuationen in diesen
Dimensionen sind nicht herausgemittelt. Es sei angemerkt, dass die Kontinuitäts- bzw. die Momentengleichung
auch nach einer zeitlichen Mittelung noch Fluktuationen in der Zeit aufweisen können. Die zeitliche Mittelung
(vgl. Gleichung (2.10)) erfolgt über einen Zeitraum ∆t, so dass Fluktuationen niederer Frequenz mit Perioden-
dauern ∆TFluk > ∆t nicht herausgemittelt werden. Um nach einer ersten Mittelung Fluktuationen in einer weiteren
Dimension zu eliminieren, kann eine zweite Mittelung über diese Dimension durchgeführt werden ([15], S. 3). Sie
kann mit dichtegewichteten oder nicht-dichtegewichteten Größen erfolgen (vgl. Kapitel 2.2.1.10). In der Literatur
wurde die zweite Mittelung im Rahmen der Fragestellung diskutiert, wie die mittlere turbulente Dispersion im
Zwei-Fluid-Modell zu berücksichtigen ist (vgl. Kapitel 2.2.1.10).

2.2.1.10 Fluktuationen im Zwei-Fluid-Modell

Bei der Mittelung von Fluktuationen im Zwei-Fluid-Modell ist zwischen gewichteten- und ungewichteten Mittel-
werten zu unterscheiden. In [36] werden bei der zweiten Mittelung keine dichtegewichteten bzw. phasengemittelten
Größen verwendet, wodurch ein zusätzlicher Term α ′kv′k,i in der Kontinuitätsgleichung entsteht. Die i-te Kompo-
nente des Geschwindigkeitsvektors vk wird dabei mit vk,i bezeichnet. Die Fluktuationen um die Mittelwerte αk und
vk,i sind mit α ′k und v′k,i bezeichnet. Analog zu Gleichung (2.6) ist der instantane Wert die Summe aus Mittelwert
und Fluktuation

αk = αk +α
′
k

vk,i = vk,i + v′k,i, (2.38)

wobei für den Mittelwert einer Fluktuation gilt ([141], S. 193)

α ′k = v′k,i = 0. (2.39)

Die Geschwindigkeit in Gleichung (2.38) wurde bereits in einer ersten Mittelung gemittelt. Diese Mittelung erfolg-
te in gewichteter Form, beispielsweise als dichtegewichtete Mittelung (vgl. Gleichung (2.13)). Streng genommen
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müsste die Zerlegung in Mittelwert und Fluktuation in Gleichung (2.38) auch diese Information enthalten, z.B.
(vgl. [11], S. 67)

v̂k,i = v̂k,i + v̂′k,i. (2.40)

Der Vollständigkeit halber seien an dieser Stelle die Mittelungsregeln in den Gleichungen (2.41) - (2.43) für eine
Konstante c und eine Größe ς ergänzt, ([6], S. 4)

αkς = αk ς (2.41)

cαk = cαk (2.42)

αk + ς = αk + ς . (2.43)

Wird der zusätzliche Term α ′kv′k,i aus der zweiten Mittelung mit dem „gradient-diffusion model“ ([104], S. 187)
entsprechend ([15], S. 4; [19], S. 8819)

α ′kv′k,i =−
νt,k

Sct
∇α (2.44)

approximiert, enthält die Kontinuitätsgleichung einen zusätzlichen Diffusionsterm. Die turbulente oder kinemati-
sche Wirbelviskosität in Gleichung (2.44) wird mit νt,k bezeichnet und Sct ist die turbulente Schmidt-Zahl (vgl.
[52], S. 429, 430).
Die zweite Mittelung der Reibungskraft in der Momentengleichung (in Gleichung (2.29) in Mk enthalten) ergibt
ebenfalls einen zusätzlichen Term, wie in ([15], S. 5) gezeigt wird.
Der Vollständigkeit halber sei an dieser Stelle angemerkt, dass Fluktuationen auch bei Verwendung dichtege-
wichteter Größen (vgl. Gleichung (2.13)) betrachtet werden können. Analog zu Gleichung (2.38) gilt (vgl. [141],
S. 193)

θk = θ̂k +θ
′′
k , (2.45)

wobei θ ′′k die Fluktuation darstellt und für ihr Produkt mit der Dichte gilt ([141], S. 193)

ρθ ′′k = 0. (2.46)

Mit Gleichung (2.13) kann der Zusammenhang zwischen dichtegewichtetem Mittelwert und nicht-dichtegewichtetem
Mittelwert bestimmt werden (vgl. [96], S. 1953)

θ̂k =
ρkθk

ρk
=

(ρk +ρ ′k)(θk +θ ′k)

ρk
=

ρk θk

ρk
+

ρ ′kθ ′k
ρk

= θk +
ρ ′kθ ′k
ρk

, (2.47)

wobei mit Hilfe der Gleichungen (2.39) und (2.41) genutzt wurde ρkθ ′k = ρkθ ′k = 0 und ρ ′kθk = ρ ′kθk = 0. Mit den
Gleichungen (2.38) und (2.45) gilt

θk = θ̂k +θ
′′
k = θk +θ

′
k. (2.48)

Einsetzen von Gleichung (2.47) in Gleichung (2.48) liefert die Beziehung zwischen den entsprechenden Fluktua-
tionen (vgl. [96], S. 1953)

ρ ′kθ ′k
ρk

+θ
′′
k = θ

′
k. (2.49)

Das „gradient-diffusion model“ ([104], S. 187) entsprechend Gleichung (2.44) mit dichtegewichteten Größen lau-
tet (vgl. z.B. [104], S. 187)

α ′′k v′′i =−
νt,k

Sct
∇α̂. (2.50)
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2.2 Euler-Euler-Methoden

Die Verwendung dichtegewichteter Mittelwerte oder nicht-dichtegewichteter Mittelwerte in der zweiten Mittelung
beeinflusst die Kontinuitätsgleichung. Werden bei der zweiten Mittelung keine dichtegewichteten Mittelwerte ver-
wendet, lautet die Kontinuitätsgleichung für Phase k mit der Schreibweise in Gleichung (2.40) (vgl. [11], S. 67)

∂αkρk

∂ t
+∇ · (αkρk v̂k) = Sk−∇ · (ρkα ′kv̂

′
k). (2.51)

Mit dem „gradient-diffusion model“ ([104], S. 187) in Gleichung (2.44) folgt aus Gleichung (2.51) (vgl. [11], S. 67)

∂αkρk

∂ t
+∇ · (αkρkv̂k) = Sk +∇ ·

(
ρk

νt,k

Sct
∇αk

)
, (2.52)

wobei v̂k = v̂k genutzt wurde.

Werden bei der zweiten Mittelung dichtegewichtete bzw. phasengemittelte Größen verwendet, enthält die Konti-
nuitätsgleichung keinen zusätzlichen Term ([15], S. 4; [46], S. 1948-1949). Die Form der Kontinuitätsgleichung
(2.15) bleibt erhalten. Die Kontinuitätsgleichung für Phase k lautet dann mit doppelt-gemittelten Werten

∂αkρk

∂ t
+∇ · (αkρkv̂k) = Sk. (2.53)

Zur besseren Lesbarkeit wurde in Gleichung (2.53) auf die Einführung einer doppelt-gewichteten Schreibweise
verzichtet. Aus Gleichung (2.53) kann für inkompressible Medien durch Division durch die Konstante ρk eine
Transportgleichung für den Volumenanteil αk erhalten werden (vgl. [55], S. 158)

∂αk

∂ t
+∇ · (αkv̂k) =

Sk

ρk
. (2.54)

Die zweite Mittelung der Momentengleichung unter Verwendung von dichtegewichteten bzw. phasengemittel-
ten Größen wurde in ([46], S. 1948-1949) durchgeführt und entsprechende Schließungsmodelle vorgeschlagen. In
([15], S. 5) wird gezeigt, dass durch die zweite Mittelung der Reibungskraft ein zusätzlicher Term entsteht, der
einen mittleren Einfluss der fluktuierenden Geschwindigkeit der kontinuierlichen Phase auf die disperse Phase re-
präsentiert und modelliert werden muss. Mehrere Möglichkeiten der Modellierung sind in ([15], S. 6-9) vorgestellt.
In ([11], S. 68) ist mit Hilfe von [114] gezeigt, dass die zusätzliche Reibungskraft unter bestimmten Bedingungen
auch als Diffusionsterm in der Kontinuitätsgleichung der dispersen Phase dargestellt werden kann. Im Konvekti-
onsterm wird dann die Geschwindigkeit der kontinuierlichen Phase verwendet (vgl. [11], S. 68). Dichtegewichtete
Variablen nach Favre ([37], S. 325) haben bereits im Bereich der Verbrennung zu vereinfachten Schreibweisen ge-
führt ([142], S. 380). Eine Verwendung gewichteter Mittelwerte im Zwei-Fluid-Modell und der damit verbundenen
Vorteile (die über eine vereinfachte Formulierung hinaus gehen) sind in ([24], S. 273-274) diskutiert.

2.2.2 Drift-Flux-Modell

Im Gegensatz zum Zwei-Fluid-Modell (vgl. Kapitel 2.2.1) betrachtet das Drift-Flux-Modell nicht beide Phasen
getrennt, sondern löst die Transportgleichungen für die Mischung beider Phasen ([55], S. 345). In Abbildung 2.2
ist dies durch die Verwendung einer einheitlichen Farbe dargestellt. Die in der Realität vorkommenden Blasen
(Abbildung 2.2 links) bzw. die disperse Phase werden nicht wie im Zwei-Fluid-Modell aufgelöst. Innerhalb jeder
Rechenzelle wird lediglich eine Momentengleichung für die mittlere Geschwindigkeit der Mischung vm gelöst. In
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2 Grundlagen

Abbildung 2.2 ist dies durch die Darstellung von lediglich einem Geschwindigkeitsvektor skizziert. Die Kontinui-
tätsgleichung und die Momentengleichung für die Mischung sind in [55] hergeleitet und lauten ([55], S. 347)

∂ρm

∂ t
+∇ ·

(
ρmvm

)
= 0 (2.55)

∂ρmvm

∂ t
+∇ ·

(
ρmvmvm

)
=−∇pm +∇ ·

(
τ +τ T −

2

∑
k=1

αkρkVkmVkm

)
+ρmgm +Mm (2.56)

mit der mittleren Dichte ρm ([55], S. 83)

ρm =
2

∑
k=1

αkρk (2.57)

und der mittleren Geschwindigkeit des Massenzentrums der Mischung vm ([55], S. 83)

vm =
∑

2
k=1 αkρkv̂k

ρm
. (2.58)

In den Gleichungen (2.56) - (2.58) wurden für die kontinuierliche und die disperse Phase die Indizes 1 und 2 ver-
wendet. Der Term−∑

2
k=1 αkρkVkmVkm in Gleichung (2.56) repräsentiert die diffusiven Spannungen ([55], S. 104).

Für den QuelltermMm in Gleichung (2.56) gilt mitMk aus Gleichung (2.29) ([55], S. 99)

Mm =
2

∑
k=1
Mk. (2.59)

Mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung der dispersen Phase kann eine Aussage über den Volumenanteil αd getroffen
werden. Die Kontinuitätsgleichung der dispersen Phase kann mit der Mischungsgeschwindigkeit vm formuliert
werden ([55], S. 347)

∂αdρd

∂ t
+∇ · (αdρdvm) = Sd−∇ · (αdρdVdm), (2.60)

wobei Vdm die Differenz der Geschwindigkeit der dispersen Phase und der Geschwindigkeit des Massenzentrums
ist ([55], S. 87)

Vdm = v̂d−vm. (2.61)

Die Geschwindigkeitsdifferenz zwischen disperser und kontinuierlicher Phase wird in Gleichung (2.60) durch
einen zusätzlichen Term −∇ · (αdρdVdm) berücksichtigt (vgl. [55], S. 103). Wird die Geschwindigkeitsdifferenz
vernachlässigt, gilt Vdm = 0 und Gleichung (2.60) vereinfacht sich zu

∂αdρd

∂ t
+∇ · (αdρdvm) = Sd . (2.62)

2.2.3 MUSIG-Modell

Das MUSIG (engl.: „Multi size group“ [70]) -Modell beruht auf dem Zwei-Fluid-Modell (vgl. Kapitel 2.2.1) und
berücksichtigt Blasen unterschiedlicher Größe ([70], S. 1694). In der dispersen Phase werden nG Größenklassen
unterschieden ([70], S. 1694). In Abbildung 2.2 sind die Blasen der hypothetischen Realität vier Größenklassen
zugeordnet. Für jede Größenklasse gilt eine Kontinuitätsgleichung analog zum Zwei-Fluid-Modell in Gleichung
(2.15) (vgl. [70], S. 1695)

∂anαdρd

∂ t
+∇ · (anαdρd v̂d) = Sn, (2.63)

wobei anαd den Volumenanteil in der n-ten Größenklasse bezeichnet (vgl. [70], S. 1695) mit ∑
nG
n=1 an = 1 (vgl.

[21], S. 3). Der Quellterm Sn beschreibt den Massenaustausch zwischen den Größenklassen und enthält Terme zur

24



2.3 Lösungsverfahren des Zwei-Fluid-Modells in AVL FireTM

Modellierung von Koaleszenz und Zerfallsprozessen (vgl. [70], S. 1695). Im homogenen MUSIG-Modell bewegen
sich Blasen unterschiedlicher Größe mit derselben Geschwindigkeit (vgl. [70], S. 1695). Entsprechend wird eine
gemeinsame Momentengleichung für alle Größenklassen gelöst ([70], S. 1695). Das inhomogene MUSIG-Modell
führt zusätzlich zu den Größenklassen Geschwindigkeitsklassen ein, für die eine eigene Momentengleichung gelöst
wird (vgl. [70], S. 1695). Für weitere Details sei auf die angegebene Literatur verwiesen. Wird der Volumenanteil
der Größenklassen anαd mit n = 1..nG gegenüber der Blasengröße aufgetragen, kann eine Verteilung approximiert
werden (vgl. [70], S. 1697). Bei der Approximation der Verteilung kann alternativ zur Blasenanzahl auch der Vo-
lumenanteil jeder Größenklasse anαd aufgetragen werden, da beide linear voneinander abhängen (vgl. Gleichung
(2.26)). Die Form der Verteilung ändert sich hierdurch nicht. In Abbildung 2.3 ist eine exemplarische Verteilung
für das Beispiel in Abbildung 2.2 dargestellt. Die Blasengrößen aus Abbildung 2.2 sind den Größenklassen zuge-
ordnet. Analog zu ([70], S. 1697; [74], S. 9) ist der Volumenanteil auf der Ordinate durch den Blasendurchmesser
2rBl,n der jeweiligen Blasengröße dividiert. Die Massenaustauschterme für einen Zerfallsprozess sind in Abbil-
dung 2.3 beispielhaft skizziert. Es sei angemerkt, dass die Größenklassen vor der Simulation festzulegen sind.
Eine Unterscheidung der Blasengrößen innerhalb einer Größenklasse ist im MUSIG-Modell nicht möglich.

Abbildung 2.3: Blasengrößenverteilung für das Beispiel in Abbildung 2.2.

2.3 Lösungsverfahren des Zwei-Fluid-Modells in AVL FireTM

AVL FireTM ist eine CFD-Software zur Berechnung von Strömungsproblemen - insbesondere im automobilen
Bereich (vgl. [2]). Die Erhaltungsgleichungen werden mit der Finite-Volumen-Methode gelöst ([130], S. 1091),
bei der das zu untersuchende Volumen in Rechenzellen unterteilt wird, in deren jeweiligem Zentrum der für diese
Zelle repräsentative Wert berechnet wird ([92], S. 369-370). Das Lösungsschema des implementierten Zwei-Fluid-
Modells ist ein angepasster SIMPLE-Algorithmus (engl.: „Semi Implicit Method for Pressure Linked Equations“
([94], S. 103)) (vgl. [94], S. 103-105). Für eine bessere Konvergenz werden die Momentengleichungen nach einem
semi-impliziten Verfahren, wie in ([139], S. 143) erläutert, gelöst. Das Vorgehen ist in Abbildung 2.4 skizziert und
wird im Folgenden beschrieben (vgl. [138], S. 4; [94], S. 103-105).

1. Die Kontinuitätsgleichung (2.53) einer jeden Phase wird gelöst, sodass αk bekannt ist.

2. Für beide Phasen wird mit αk und der Momentengleichung (2.29) die Geschwindigkeit v̂k unter Annahme
eines Druckfelds berechnet.

3. Die errechnete Geschwindigkeit v̂k wird für beide Phasen in die Kontinuitätsgleichung (2.53) eingesetzt.
Die Kontinuitätsgleichungen beider Phasen werden addiert und die Bilanz der Gesamtmasse auf Konsistenz
überprüft. Aus den Inkonsistenzen der Massenbilanz werden Druckkorrekturterme p′ berechnet.

4. Weitere Gleichungen des Turbulenzmodells bzw. gegebenenfalls des Kavitationsmodells werden gelöst.
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Entsprechend diesem iterativen Verfahren wird die Lösung approximiert, bis die Inkonsistenz in der Massenbilanz
unter einer gewählten Schranke ist. Im Lösungsprozess kann dann im nächsten Zeitschritt analog verfahren werden.
Falls die Massenbilanz oberhalb der gewählten Schranke ist, wird eine erneute Iteration berechnet.

Abbildung 2.4: grafische Darstellung des angepassten SIMPLE-Algorithmus in AVL FireTM (vgl. [138], S. 4; [94], S. 103-105).

2.4 PDF-Methoden

In Kapitel 1.2 wurde die Berechnungsmethode RANS bereits eingeführt. Sie beschreibt das Strömungsfeld mit
Mittelwerten wie z.B. der mittleren Geschwindigkeit U . Sie unterscheidet sich von der lokalen und instantanen
Strömungsgeschwindigkeit U in einem Experiment, da U einen zufälligen Charakter aufweist ([106], S. 34).
Turbulente Strömungen verhalten sich sensitiv gegenüber kleinsten Änderungen der Anfangs- oder Randbe-
dingungen ([106], S. 35). Einzelrealisierungen turbulenter Strömungen unter scheinbar identischen Bedingun-
gen unterscheiden sich deshalb ([106], S. 34). Die Betrachtung einer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (engl.:
„probability density function (PDF)“ ([106], S. 39)) ermöglicht eine Aussage über die Auftretenswahrscheinlich-
keiten dieser Unterschiede ([10], S. 442-443). In Kapitel 2.4.1 sind die grundlegenden Eigenschaften von Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktionen zusammengefasst.

2.4.1 Wahrscheinlichkeiten und bedingte Wahrscheinlichkeiten im Kontext von PDFs

Die Wahrscheinlichkeit P , dass eine Zufallsgröße T im Ereignisraum T ∗ einen Wert innerhalb des Intervalls
T1 ≤ T < T2 annimmt, kann durch Integration der PDF fT (T ∗) berechnet werden ([104], S. 124)

P (T1 ≤ T < T2) =
∫ T2

T1

fT (T ∗)dT ∗. (2.64)

Wird die PDF über den gesamten Ereignisraum integriert, ergibt sich ([104], S. 137)

∫ +∞

−∞

fT (T ∗)dT ∗ = 1. (2.65)
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Der Mittelwert oder Erwartungswert (vgl. [136], S. 46) T der Größe T kann mit dem Integral (vgl. [104], S.129)

T =
∫ +∞

−∞

T ∗ fT (T ∗)dT ∗ (2.66)

berechnet werden. Eine alternative Schreibweise für den Mittelwert T ist 〈T 〉 (vgl. [104]). Gleichung (2.66) kann
allgemein für eine Funktion g(T ) formuliert werden ([104], S. 137)

〈g(T )〉=
∫ +∞

−∞

g(T ∗) fT (T ∗)dT ∗. (2.67)

In Kapitel 1.2 wurde bereits darauf hingewiesen, dass eine Integration der PDF über T ∗ dazu führt, dass ihre
Abhängigkeit von T ∗ verloren geht. Dies ist akzeptabel, wenn diese Information nicht weiter von Relevanz ist
(vgl. Gleichung (2.65)) oder die Integration zur Berechnung eines Mittelwerts (vgl. Gleichungen (2.66) und (2.67))
verwendet wird. Eine gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion für mehrere Skalargrößen heißt „Verbund-
PDF“ ( [44], S. 129) (engl.: „Joint PDF“, „JPDF“ ([104], S. 141; [67], S. 603)). Sei ψ der Ereignisraum von
Φ. Ist die JPDF fT Φ(T ∗,ψ) zweier Größen T und Φ bekannt, kann eine Aussage über die Wahrscheinlichkeit
P (T ∗ ≤ T < T ∗+dT ∗,ψ ≤Φ < ψ +dψ) getroffen werden (vgl. [104], S. 130)

P (T ∗ ≤ T < T ∗+dT ∗,ψ ≤Φ < ψ +dψ) = fT Φ(T ∗,ψ)dT ∗dψ. (2.68)

Analog zu Gleichung (2.67) kann mit Hilfe der JPDF fT Φ(T ∗,ψ) der Mittelwert 〈g(T,Φ)〉 berechnet werden

〈g(T,Φ)〉=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

g(T ∗,ψ) fT Φ(T ∗,ψ)dT ∗dψ. (2.69)

Wenn A und B Ereignisse mit Wahrscheinlichkeiten P (A) und P (B) sind und P (AB) die Wahrscheinlichkeit ist,
dass A und B gleichzeitig eintreten, ist P (A | B) die Wahrscheinlichkeit für Ereignis A unter der Bedingung, dass
Ereignis B eingetreten ist ([104], S. 132)

P (A | B) = P (AB)/P (B). (2.70)

Für die bedingte PDF fA|B gilt analog (vgl. [104], S. 133)

fA|B = fAB/ fB. (2.71)

Die Ereignisse A und B sind unabhängig, falls fA|B = fA, so dass mit Gleichung (2.71) gilt (vgl. [104], S. 133)

fAB = fA|B fB = fA fB. (2.72)

Analog zu Gleichung (2.67) kann der bedingte Mittelwert berechnet werden, wenn die bedingte PDF fT |Φ bekannt
ist (vgl. [104], S. 133)

〈g(T,Φ) |Φ = ψ〉=
∫ +∞

−∞

g(T ∗,ψ) fT |Φ(T
∗ | ψ)dT ∗. (2.73)

Der Zusammenhang zwischen dem bedingten Mittelwert in Gleichung (2.73) und dem (nicht-bedingten) Mittelwert
〈g(T,Φ)〉 kann mit Gleichung (2.71) gezeigt werden ([104], S. 133)

∫ +∞

−∞

fΦ(ψ)〈g(T,Φ) |Φ = ψ〉dψ =
∫ +∞

−∞

fΦ(ψ)
∫ +∞

−∞

g(T ∗,ψ) fT |Φ(T
∗ | ψ)dT ∗dψ =

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

g(T ∗,ψ) fT Φ(T ∗,ψ)dT ∗dψ = 〈g(T,Φ)〉. (2.74)
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Die letzte Umformung in Gleichung (2.74) folgt mit Gleichung (2.69). Die Relation der Mittelwerte in Gleichung
(2.74) wird in Kapitel 3.6.2.2 benötigt. Zwischen der JPDF fT Φ und den PDFs fT und fΦ bestehen die Zusammen-
hänge (vgl. [104], S. 130)

∫ +∞

−∞

fT Φ(T ∗,ψ)dψ = fT

∫ +∞

−∞

fT Φ(T ∗,ψ)dT ∗ = fΦ. (2.75)

Es sei angemerkt, dass für Mittelwerte gilt ([104], S. 127)〈
∂Φa

∂x j

〉
=

∂ 〈Φa〉
∂x j〈

∂Φa

∂ t

〉
=

∂ 〈Φa〉
∂ t

. (2.76)

2.4.2 PDF-Methoden in der Verbrennung

Die Betrachtung von Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen hat sich im Bereich der Verbrennung etabliert (vgl.
z.B. [51]). Durch die exponentielle Abhängigkeit der chemischen Reaktionsrate von der Temperatur ist es nicht
ausreichend, die mittlere chemische Reaktionsrate mit Mittelwerten zu berechnen (vgl. [103], S. 299-300). Alter-
nativ kann die gesamte PDF sowie ihr Transport zur Analyse herangezogen werden (vgl. z.B. [103]). In ([104],
S. 135-136) wird der Massenanteil einer Spezies a mit Φa bezeichnet und mehrere Massenanteile unterschiedlicher
Spezies im Vektor Φ zusammengefasst. Die Transportgleichung für die PDF dieser Massenanteile fΦ kann aus den
Erhaltungsgleichungen hergeleitet werden (vgl. [P2] in Abbildung 1.5) ([104], S. 187)

∂

∂ t

(
ρ(ψ) fΦ

)
+

∂

∂xi

(
ρ(ψ)〈Ui | ψ〉 fΦ

)
+

∂

∂ψa
(ρ(ψ)Q(ψ) fΦ) =

∂

∂ψa

(
〈

∂Ja
i

∂xi
| ψ〉 fΦ

)
, (2.77)

wobei t die Zeit, xi die Raumkoordinate in i-te Richtung und Ui die entsprechende Geschwindigkeitskomponente
darstellen. Der Quellterm ist mit Q gekennzeichnet. In Gleichung (2.77) beschreibt der dritte Term auf der linken
Seite demnach den Einfluss durch chemische Reaktion und der Term auf der rechten Seite stellt den Transport
im ψ-Raum aufgrund molekularer Durchmischung dar ([104], S. 187). Die Dichte ρ in Gleichung (2.77) hängt
ausschließlich von den Massenanteilen Φ ab und Ja repräsentiert den diffusiven Massenflussvektor der Spezies
a ([104], S. 134). Der Operator 〈· | ψ〉= 〈· |Φ = ψ〉 bezeichnet den Erwartungswert unter der Bedingung, dass
die Massenanteile Φ den Wert ψ aufweisen (vgl. [104], S. 133 und Gleichung (2.73)). Die PDF in Gleichung
(2.77) gilt für jeden Punkt im Raum und in der Zeit separat (vgl. [104], S. 133-134; [106], S. 552). Sie enthält
keine zusammenhängende Information über mehrere räumliche Punkte oder mehrere Zeiten, weshalb von einer
„ein-Punkt-eine-Zeit-PDF“ ([44], S. 201) (engl.: „one-point one-time (...) PDF“ ([106], S. 552)) gesprochen wird
(vgl. [104], S. 133-134). Die dichtegewichtete Mittelung aus Gleichung (2.13) kann auch im Zusammenhang mit
PDFs angewendet werden ([104], S. 187)

〈ρ〉 f̂Φ(ψ;x, t) = ρ(ψ) fΦ(ψ;x, t). (2.78)

Mit Gleichung (2.78) kann die PDF Transportgleichung (2.77) mit dichtegewichteten Größen geschrieben werden
([104], S. 187)

∂

∂ t

(
〈ρ〉 f̂Φ)+

∂

∂xi

(
Ûi〈ρ〉 f̂Φ

)
+

∂

∂ψa

(
Q(ψ)〈ρ〉 f̂Φ

)
=

∂

∂ψa

(
〈 1

ρ

∂Ja
i

∂xi
| ψ〉〈ρ〉 f̂Φ

)
− ∂

∂xi

(
〈u′′i | ψ〉〈ρ〉 f̂Φ

)
. (2.79)

28



2.4 PDF-Methoden

Die ersten beiden Terme auf der linken Seite in Gleichung (2.79) stellen den Transport aufgrund der mittleren
Geschwindigkeit Ûi dar ([104], S. 187). Der letzte Term in Gleichung (2.79) beschreibt den mittleren Einfluss
turbulenter Geschwindigkeitsfluktuationen und kann mit dem Gradientenansatz modelliert werden ([104], S. 187)

〈u′′i | ψ〉〈ρ〉 f̂Φ =−Dt
∂ f̂Φ

∂xi
. (2.80)

In Gleichung (2.80) ist Dt der turbulente Diffusionskoeffizient, für den häufig der Ansatz ([104], S. 186-187)

Dt =
µt

Sct
(2.81)

gewählt wird. Für die dynamische Wirbelviskosität µt gilt der Zusammenhang zur kinematischen Wirbelviskosität
νt ([52], S. 429-430)

µt = ρνt . (2.82)

Die Herleitung der PDF-Transportgleichung (2.79) für skalare Größen im Verbrennungsbereich ist in ([104], S. 134-187)
durchgeführt. Ausgangspunkt sind hierbei die Transportgleichungen für Masse, Impuls und für eine Skalargröße

∂ρ

∂ t
+

∂

∂xi
(ρUi) = 0

ρ
∂U j

∂ t
+ρUi

∂U j

∂xi
=

∂τi j

∂xi
− ∂ p

∂x j
+ρg j (2.83)

ρ
∂Φa

∂ t
+ρUi

∂Φa

∂xi
=−

∂Ja
i

∂xi
+ρSa.

Die Skalargleichung kann für jeden Massenanteil Φa formuliert werden mit a = 1..na, wobei na die Spezies-
anzahl kennzeichnet (vgl. [104], S. 134-135).1 In den Gleichungen (2.83) kennzeichnet Ja den diffusiven Mas-
senfluss, der ebenfalls in der PDF-Transportgleichung (2.79) enthalten ist. Aus der ein-Punkt-eine-Zeit-PDF-
Transportgleichung (2.77) bzw. (2.79) können Erhaltungsgleichungen für entsprechende statistische Werte ab-
geleitet werden (vgl. [51], S. 252). Mit Gleichung (2.65) kann aus den Gleichungen (2.77) bzw. (2.79) durch Inte-
gration über den Ereignisraum ψ die mittlere Kontinuitätsgleichung erhalten werden ([51], S. 252). Entsprechend
Gleichung (2.66) können die Gleichungen (2.77) bzw. (2.79) durch Multiplikation mit ψ und Integration über den
Ereignisraum zur Herleitung der Transportgleichung der mittleren Speziesmasse genutzt werden ([51], S. 252).

2.4.3 Lösung der PDF-Transportgleichung

Zur Lösung von PDF-Transportgleichungen existieren deterministische und Monte-Carlo-Methoden, wobei erstere
aufgrund sehr schwer lösbarer Integrale entfallen ([104], S. 153). Monte-Carlo-Methoden approximieren die PDF
durch eine große Anzahl N „stochastischer Partikel“ (engl.: „stochastic particles“ ([104], S. 153)), deren Trans-
portgleichung numerisch leicht lösbar ist ([104], S. 153). Sind N stochastische Partikel für den Massenanteil Φ

einer Spezies mit Φ(1),Φ(2),...,Φ(N) bekannt, kann die PDF fΦ(ψ) entsprechend ([104], S. 127, 153)

〈δ (ψ−Φ)〉N ≈ fΦ(ψ) (2.84)

1 Es sei angemerkt, dass eine der Skalargleichungen in den Gleichungen (2.83) durch die Bedingung für die Speziesmassenbrüche ∑
na
a=1 Φa = 1

ersetzt werden kann. An Stelle von Speziesmassenbrüchen könnte für eine Mischung von Spezies, die jeweils als ideales Gas aufgefasst
werden, auch eine Zerlegung in Partialdrücke oder Partialdichten erfolgen. Jede dieser Formulierungen ist gleichwertig und führt zu einer
entsprechenden Form der PDF-Transportgleichung [18].
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2 Grundlagen

approximiert werden. In Gleichung (2.84) ist δ die Delta-Funktion. Der Operator 〈·〉N kennzeichnet eine Ensemble-
Mittelung ([104], S. 128)

〈g(Φ)〉N =
1
N

N

∑
n=1

g(Φ(n)). (2.85)

In Gleichung (2.85) wurde der Operator beispielhaft auf eine Funktion g(Φ) angewandt. Der Ensemble-Mittelungs-
operator für die stochastischen Partikel in Gleichung (2.85) ist analog zur Ensemble-Mittelung von Messwerten in
Gleichung (2.37) formuliert. Zur Veranschaulichung wird in Abbildung 2.5 die PDF einer exemplarischen Größe θ

durch N = 10 Delta-Funktionen approximiert. Eine mögliche Interpretation ist, dass Φ(1),Φ(2),...,Φ(N) „repräsen-
tative Werte“ (engl.: „representative values“ ([101], S. 161)) von Φ darstellen. Die stochastischen Partikel mit den
Ereignissen Φ(1),Φ(2),...,Φ(N) werden daher auch als „samples“ (vgl. [90], S. 172) (dt.: Stichproben) bezeichnet.
Es kann gezeigt werden, dass für N→∞ die Approximation der PDF in Gleichung (2.84) exakt ist ([101], S. 164).

Abbildung 2.5: Approximation der PDF durch N = 10 samples. Für N→ ∞ ist diese Approximation exakt ([101], S. 164).

2.4.3.1 Lagrange Betrachtung der samples

Die samples können in Lagranger Betrachtungsweise berechnet werden. In Kapitel 2.1 wurden Lagrange Partikel
bereits eingeführt. Um den Einfluss einer Geschwindigkeit mit zufälligem Charakter zu berücksichtigen, wird
ein stochastischer Prozess für die Geschwindigkeit des Lagrangen Partikels formuliert (vgl. [101], S. 153). Für
homogene und isotrope Turbulenz kann die Geschwindigkeit mit Hilfe der „Langevin“([106], S. 484)-Gleichung
formuliert werden ([106], S. 484; vgl. Gleichung (2.101))

dU(t) =−U(t)
dt
TL

+
(2σ2

L
TL

)1/2
dW (t), (2.86)

mit den positiven Konstanten TL und σL und dem Wiener-Prozess W (vgl. Kapitel 2.5.2). In der Langevin-
Gleichung (2.86) modelliert U die Partikelgeschwindigkeit U+ in Kapitel 2.1 (vgl. [106], S. 484). Das Minus-
Zeichen auf der rechten Seite in Gleichung (2.86) resultiert aus dem zweiten Newtonschen Gesetz (vgl. [116], S. 56),
nach dem die Geschwindigkeitsänderung proportional zur Summe aller auf das Partikel wirkenden Kräfte ist
(vgl. Gleichung (2.3)). Erfahrungsgemäß ist die Reibungskraft ∼ −U die bestimmende Kraft (vgl. [147], S. 4).
Die Langevin-Gleichung (2.86) modelliert wie das „Discrete random walk“([132], S. 381)-Modell in Kapitel
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2.4 PDF-Methoden

2.1 turbulente Fluktuationen in der Geschwindigkeit. Für die Geschwindigkeit ergibt sich aus Gleichung (2.86)
([106], S. 484)

U(t +∆t) =U(t)−U(t)
∆t
TL

+

√
2σ2

L ∆t
TL

ξ (t), (2.87)

wobei ∆t→ 0. In Gleichung (2.87) wurde der Wiener-Prozess durch eine gaußverteilte Zufallszahl ξ approximiert,
für die gilt

〈ξ (t)〉= 0 〈ξ (t)2〉= 1 (2.88)

und die unabhängig in der Zeit und unabhängig von der Geschwindigkeit des alten Zeitschritts ist ([106], S. 484)

〈ξ (t)ξ (t ′)〉= 0, für t ′ 6= t 〈ξ (t)U(t ′)〉= 0, für t ′ ≤ t. (2.89)

Die Geschwindigkeit U wird als gaußscher Markov-Prozess modelliert ([106], S. 485). Bei turbulenten Strömun-
gen gilt für die Konstanten in den Gleichungen (2.86) und (2.87) ([106], S. 486)

2σ2
L

TL
=C0ε (2.90)

T−1
L =

3
4

C0
ε

k
(2.91)

mit der turbulenten kinetischen Energie k und der Dissipation ε . Das „simplified Langevin model“ ([106], S. 489)
erweitert die Langevin-Gleichung (2.86) auf inhomogene turbulente Strömungen und formuliert für die Geschwin-
digkeit eines stochastischen Partikels ([106], S. 489)

dUi(t) =−
1
ρ

∂ 〈p〉
∂xi

dt− ε

k

(1
2
+

3
4

C0
)(

Ui(t)−〈U〉
)
dt +

√
C0εdWi(t). (2.92)

In Gleichung (2.92) ist 〈p〉 der mittlere Druck. Die stochastischen Partikel können in Lagranger Betrachtungsweise
gelöst werden (vgl. [23]). Die Nachteile bei der Verwendung Lagranger Partikel sind bereits in Kapitel 2.1 genannt.

2.4.3.2 Eulersche Betrachtung der samples

Eine Alternative zur Berechnung der samples als Lagrange Partikel ist die Betrachtung als stochastische Felder in
Euler-Betrachtungsweise durch die Anwendung der Stochastischen Feldmethode (SFM) (vgl. [135]; Kapitel 1.2).
Die stochastischen Felder werden durch stochastische partielle Differentialgleichungen (SPDEs) beschrieben. Die
SPDEs für den Transport einer Skalargröße in der Verbrennung sind in [135], [119] hergeleitet. Die Herleitungen
starten von der dichtegewichteten PDF-Transportgleichung für eine Skalargröße in Gleichung (2.79) (vgl. [119])
bzw. von der Schreibweise, wie sie in ([101], S. 160) dargestellt ist (vgl. [135]). Bei der Herleitung der SPDEs
zur Berücksichtigung einer fluktuierenden Geschwindigkeit verfolgt [119] den Ansatz, dass die Geschwindigkeit
eines samples in Euler-Betrachtungsweise in einen deterministischen Drift-Anteil Ud und einen zufälligen Anteil
Ug aufgeteilt werden kann ([119], S. 3)

U =Ud +Ug, (2.93)

wobei Ug gaußverteilt ist. Der Ansatz in Gleichung (2.93) ähnelt der Modellierung der Geschwindigkeitsfluktua-
tionen in der Langevin-Gleichung (2.86). Es wird gezeigt, dass die PDF-Transportgleichung (2.79) durch N SPDEs
([119], S. 4)

∂θ

∂ t
+Ûi

∂θ

∂xi
+
√

2DtẆi
∂θ

∂xi
− 1
〈ρ〉

∂

∂xi

(
Dt

∂θ

∂xi

)
= M(θ ;x, t)+Q(θ) (2.94)
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in Eulerscher Betrachtungsweise approximiert werden kann. Der Micromixing-Term in Gleichung (2.94) ist mit
M gekennzeichnet und beschreibt den diffusiven Massenfluss (vgl. [119], S. 2; Gleichung (2.83)). Die zeitliche
Ableitung des Wiener-Prozesses ist mit Ẇ gegeben und berücksichtigt den stochastischen Einfluss durch die tur-
bulente Advektion (vgl. [119], S. 3,7). Gleichung (2.94) liefert in jeder Rechenzelle einen Wert für θ , weshalb von
einem stochastischen Feld gesprochen wird (vgl. [119], S. 3). Jede der N SPDEs beschreibt den Transport eines
samples. Werden N SPDEs entsprechend Gleichung (2.94) gelöst, ergeben sich in jeder Rechenzelle N samples
θ (1),θ (2), ...,θ (N) zur Approximation der PDF (vgl. [135], S. 159; Abbildung 2.5).
Die Verwendung Lagranger Partikel geht mit einer komplexen Kopplung von Lagranger- und Eulerscher Betrach-
tungsweise einher ([61], S. 1622). Diese Kopplung entfällt bei der Stochastischen Feldmethode, da nur die Eu-
lersche Betrachtungsweise verwendet wird. Ein detaillierter Vergleich Lagranger Partikel und der Stochastischen
Feldmethode ist [119] zu entnehmen. Die Stochastische Feldmethode wurde in den vergangenen Jahren erfolg-
reich für den Transport von Skalargrößen, wie beispielsweise dem Massenanteil einer bestimmten Spezies, bei
LES-Berechnungen im Bereich der Verbrennung angewandt (vgl. z.B. [61], [58], [60]). Eine Anwendung auf die
LES-Berechnung von Schadstoffbildung in Abgasströmen erfolgte ebenfalls [43], [42]. Die Anzahl stochastischer
Felder N varriert hierbei zwischen 8, 16 (vgl. [60], S. 177), 12 und 18 (vgl. [42], S. 5). Der standardisierte statis-
tische Fehler sinkt mit steigender Feldanzahl N nach dem Zentralen Grenzwertsatz (vgl. [131], S. 216-218) und
kann analog zur Betrachtung der samples als Lagrange Partikel bestimmt werden ([104], S.128; vgl. [42], S. 5)

εN =
σ√
N
. (2.95)

In Gleichung (2.95) ist σ =
√
〈(Φ′2)〉 die Standardabweichung der samples. Die Fluktuation um den Mittelwert

ist mit Φ′ bezeichnet (vgl. Gleichung (2.6)).

Die Anwendung der Stochastischen Feldmethode auf Zweiphasenströmungen erscheint attraktiv, da stochastische
Fluktuationen als PDFs berücksichtigt und gleichzeitig rechenintensive Lagrange Partikel vermieden werden kön-
nen (vgl. Kapitel 2.1). Innerhalb unserer Forschungsgruppe wurde die Stochastische Feldmethode bereits in LES-
Berechnungen von Zweiphasenströmungen verwendet [26], [107] (vgl. Kapitel 1.3). Die in Gleichung (2.94) dar-
gestellte Form der SPDE wurde beibehalten und auf den Volumenanteil αd der dispersen Phase angewandt
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(n)
d ). (2.96)

Das n-te sample von αd ist in Gleichung (2.96) mit α
(n)
d gekennzeichnet, wobei n = 1..N. In [17] wird ein ent-

sprechender Ansatz ohne einen Micromixing-Term M verfolgt. Die Existenz des Micromixing-Terms bei Anwen-
dung der Stochastischen Feldmethode auf das Zwei-Fluid-Modell wird in Kapitel 3.6.1 diskutiert. Im Rahmen
der vorliegenden Arbeit wird die Anwendung der Stochastischen Feldmethode auf das in Kapitel 2.2.1 vorgestell-
te Zwei-Fluid-Modell im Kontext von RANS-Berechnungen diskutiert. In Kapitel 3.6.2 wird gezeigt, dass eine
Verwendung von Gleichung (2.96) im Zwei-Fluid-Modell zu Konsistenzproblemen führt.

2.5 Stochastische Prozesse

Das Kapitel 2.5 behandelt die Grundlagen stochastischer Prozesse, die für ein Verständnis der vorliegenden Arbeit
notwendig sind. Für eine detailliertere Behandlung sei auf [41], [68] und [50] verwiesen. Das aktuelle Kapitel baut
auf die Kenntnisse zu PDFs, JPDFs sowie bedingten PDFs aus Kapitel 2.4.1 auf.
Stochastische Prozesse beschreiben Systeme, in denen eine zeitabhängige Variable a(t) existiert (vgl. [41], S. 42).
Werden die Messwerte von a(t) zu den Zeitpunkten t1, t2, t3, ... mit a1,a2,a3, ... bezeichnet, beschreibt die JPDF
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2.5 Stochastische Prozesse

f (a1, t1;a2, t2;a3, t3; ...) das Gesamtsystem ([41], S. 42). Seien b1,b2,b3, ... die Werte eines Prozesses b(t) zu den
Zeitpunkten τ1,τ2,τ3, ..., gilt für die bedingte JPDF f (a1, t1;a2, t2; ... | b1,τ1;b2,τ2; ...) mit Gleichung (2.71)
([41], S. 42)

f (a1, t1;a2, t2; ... | b1,τ1;b2,τ2; ...) = f (a1, t1;a2, t2; ...;b1,τ1;b2,τ2; ...)/ f (b1,τ1;b2,τ2; ...). (2.97)

Die Definition des Markov-Prozesses baut auf die JPDF in Gleichung (2.97) auf.

2.5.1 Markov-Prozess

Für einen Markov-Prozess gilt mit der bedingten JPDF in Gleichung (2.97) ([41], S. 42-43)

f (a1, t1;a2, t2; ... | b1,τ1;b2,τ2; ...) = f (a1, t1;a2, t2; ... | b1,τ1), (2.98)

wobei t1≥ t2≥ t3≥ ...≥ τ1≥ τ2≥ .... Der Zustand eines Markov-Prozesses hängt lediglich vom letzten Zeitschritt
ab (vgl. [41], S. 43). Er ist unabhängig von den vorherigen Zeitschritten.

2.5.2 Wiener-Prozess

Der Wiener-Prozess W (t) ist ein Markov-Prozess ([41], S. 66). Im Folgenden seien einige Eigenschaften des
Wiener-Prozesses zusammengefasst ([50], S. 117):

• Der Startwert ist definiert als W (t = 0) = 0 und tritt mit der Wahrscheinlichkeit P (W (0) = 0) = 1 ein.

• Für die Zeitpunkte t0 bis tn, wobei 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn, sind die Zuwächse W (t1)−W (t0), ...,W (tn)−
W (tn−1) stochastisch unabhängig.

• Die Differenz des Wiener-Prozesses zu zwei Zeitpunkten t1 und t2 mit 0≤ t1 < t2 folgt einer Normalvertei-
lung, deren Varianz der zeitlichen Differenz der Argumente entspricht:

(
W (t2)−W (t1)

)
∼N (0, t2− t1).

Ein „Gaußscher Random Walk“ [3] kann für eine Approximation des Wiener-Prozesses genutzt werden (vgl. [50],
S. 113-116; [43], S. 1082)

Wsz∆t ≈
√

∆t
sz

∑
k=1

ξk, (2.99)

wobei ξk unabhängige und standardnormalverteilte Zufallszahlen sind. Die Schrittzahl ist durch sz gekennzeichnet.
Für das Differential dW mit Ẇ = dW/dt folgt aus Gleichung (2.99)

dW (t) = dWsz∆t =
√

dtξk(t). (2.100)

Fünf beispielhafte Verläufe eines Wiener-Prozesses, approximiert nach Gleichung (2.100), sind in Abbildung 2.6
dargestellt.

2.5.3 Langevin-Gleichung

Gilt für eine Zustandsgröße X(t) die stochastische Differentialgleichung

dX(t) = AL
(
t,X(t)

)
dt +BL

(
t,X(t)

)
dW (t), (2.101)

wird der Prozess als „Diffusionsprozess“ (engl.: „diffusion process“ ([86], S. 136)) bezeichnet. Die Funktionen
AL(t,X(t)) und BL(t,X(t)) beschreiben Drift und Diffusion ([86], S. 136). Gleichung (2.101) wird als „Langevin“
([86], S. 136)-Gleichung bezeichnet.
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Abbildung 2.6: Fünf beispielhafte Verläufe des Wiener-Prozesses, approximiert mit dem Gaußschen Random Walk (vgl. [3]; Gl. (2.100)).
Berechnet und geplottet mit MATLAB R2014b.

2.5.4 Fokker-Planck-Gleichung

Die zugehörige Transportgleichung der PDF f des Diffusionsprozesses in Gleichung (2.101) lautet (vgl. [86],
S. 136-137; [118], S. 4-5)

∂ f
∂ t

=− ∂

∂x

(
AL(t,x) f

)
+

1
2

∂ 2

∂x2

(
BL(t,x) f

)
(2.102)

und wird „Fokker-Planck“([41], S. 118)-Gleichung genannt. Rückblickend lässt sich feststellen, dass die PDF-
Transportgleichung (2.79) einer Skalargröße im Verbrennungsbereich mit dem Modell in Gleichung (2.80) eine
Fokker-Planck-Gleichung mit Quellterm ist. Sie wird in ([119], S. 3) als entartete, hypoelliptische Fokker-Planck-
Gleichung charakterisiert.
Für die Beziehung zwischen der Fokker-Planck-Gleichung und der quantenmechanischen Bilanzgleichung „Mas-
tergleichung“ (vgl. [39] S. 373) sei auf ([41], S. 246) verwiesen.

2.5.5 Liouville-Gleichung

Gilt in der Langevin-Gleichung (2.101) BL
(
t,X(t)

)
= 0, entfällt der Zufallsterm und ein deterministischer Pro-

zess wird beschrieben ([124], S. 19). Die zugehörige PDF-Transportgleichung (vgl. (2.102)) ist die sogenannte
„Liouville“([124], S. 20)-Gleichung

∂ f
∂ t

=− ∂

∂x
(AL(t,x) f ). (2.103)

Wenn AL(t,x) durch zufällige Fluktuationen beeinflusst wird, ist Gleichung (2.103) eine stochastische Liouville-
Gleichung (vgl. [146], S. 150). In ([146], S. 152) wird gezeigt, dass eine Mittelung der stochastischen Liouville-
Gleichung, deren Koeffizienten entsprechend einer Langevin-Gleichung (2.101) fluktuieren, zu einer Fokker-
Planck-Gleichung führt. Letzere enthält einen Diffusionsterm, der aus dem Drift-Term der Langevin-Gleichung
resultiert (vgl. [146], S. 152).
Nach dieser kurzen Zusammenfassung der für das Verständnis dieser Arbeit notwendigen Grundlagen wird in
Kapitel 3 die Anwendung der Stochastischen Feldmethode auf das Zwei-Fluid-Modell analysiert.
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3 Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell

Der Vorteil einer Anwendung der Stochastischen Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell sei im Folgenden beispiel-
haft an der Berechnung der lokalen bzw. instantanen Größe „Blasengröße“ anschaulich diskutiert. In Abbildung
2.2 wurde gezeigt, dass im herkömmlichen Zwei-Fluid-Modell eine real existierende Blasengrößenverteilung durch
die Betrachtung einer mittleren Blasengröße ersetzt wird. Der Einfluss lokal bzw. instantan auftretender, seltener
Ereignisse, beispielweise eine sehr große Blase, wird nicht direkt berücksichtigt. Zur Beachtung dieser seltenen
Ereignisse wird eine Blasengrößenverteilung benötigt. Gleichung (2.28) zeigt den Zusammenhang zwischen dem
mittleren Volumenanteil αd und dem mittleren Blasenradius rBl . Entsprechend sind die Verteilungen der beiden
Größen korreliert. Hängt ein Modell (wie beispielsweise der Quellterm in Gleichung (2.20)) direkt oder indirekt
vom Blasenradius rBl bzw. dem Volumenanteil αd ab, kann durch die Verwendung einer Verteilung an Stelle ei-
nes Mittelwerts ein genaueres Ergebnis erzielt werden.Vor allem stark nichtlineare Funktionen lassen durch die
Verwendung der Verteilung an Stelle des Mittelwerts eine Verbesserung erwarten. Im Rahmen dieser Arbeit sollen
nicht die Modelle für die Korrelation der einzelnen Größen verbessert werden (vgl. Gleichungen (2.23), (2.28)).
Vielmehr soll analysiert werden, wie die Stochastische Feldmethode genutzt werden kann, um Schwankungen im
Rahmen eines bestehenden Kavitationsmodells zu berücksichtigen.
Innerhalb des Kapitels 3 wird diskutiert, wie die Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell verwendet
werden kann. Kapitel 3.1 stellt den Bezug zwischen den stochastischen Feldern und der Realität einer Zweipha-
senströmung her. Kapitel 3.2 demonstriert die Approximation einer PDF durch stochastische Felder. Ihr Transport
wird in Kapitel 3.3 an einem beispielhaften Term veranschaulicht. Ein Vergleich mit konkurrierenden Modellen
erfolgt in Kapitel 3.4.
Bisherige Anwendungen der Stochastischen Feldmethode auf Zweiphasenprobleme (vgl. Kapitel 1.3) erfolgten
analog zur Anwendung auf eine Skalargröße im Verbrennungsbereich. Kapitel 3.5 zeigt einen erster Ansatz für
die Herleitung der PDF-Transportgleichung für das Zwei-Fluid-Modell und das Drift-Flux-Modell. Die Herleitung
unterscheidet sich von derjenigen für eine Skalargröße im Verbrennungsbereich (vgl. [104], S. 141-142, 187). Es
wird auf die Unterschiede hingewiesen, von denen einige die Grundlage für einen weiteren wissenschaftlichen Dis-
put bieten. Kapitel 3.6 weist auf Unterschiede der PDF-Transportgleichung für beide Bereiche hin und diskutiert
diese. Es wird gezeigt, dass die Stochastische Feldmethode, wie sie für eine Skalargröße im Verbrennungsbe-
reich hergeleitet wurde, nicht analog auf das Zwei-Fluid-Modell angewendet werden kann. Hierfür wird in Kapitel
3.6.1 demonstriert, dass die Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell keinen Micromixing-Term ent-
halten kann. Weiterhin darf sie keinen Term für die mittlere turbulente Advektion enthalten, um konsistent zum
verwendeten Zwei-Fluid-Modell zu sein. Um dies zu demonstrieren wird in Kapitel 3.6.2 angenommen, dass die
PDF-Transportgleichung für den Volumenanteil im Zwei-Fluid-Modell analog zur PDF-Transportgleichung für
eine Skalargröße im Verbrennungsbereich ohne Micromixing-Term formuliert werden kann. Ihre Konsistenz zum
Zwei-Fluid-Modell wird durch Herleitung der Transportgleichung des mittleren Volumenanteils auf zwei Arten
geprüft: Mit Hilfe einer Ensemble-Mittelung der SPDE und durch Integration der PDF-Transportgleichung. Beide
Arten zeigen, dass die Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell keinen Term für die mittlere turbulente
Advektion aufweisen darf, um konsistent zum verwendeten Zwei-Fluid-Modell zu sein. Eine konsistente Formu-
lierung der Stochastischen Feldmethode für das Zwei-Fluid-Modell wird in Kapitel 3.6.3 vorgestellt.
Die Stochastische Feldmethode soll die Berechnung von Verteilungen im Zwei-Fluid-Modell mit überschaubarem
Rechenaufwand durch die Berechnung stochastischer Felder ermöglichen. Der Einfluss der in Abbildung 1.11 dar-
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gestellten Faktoren ist bei der Implementierung zu beachten. Innerhalb dieser Arbeit wird die Stochastische Feld-
methode zur Berechnung einer Verteilung des Volumenanteils der dispersen Phase αd unter Berücksichtigung lokal
bzw. instantan auftretender Ereignisse angewandt. Um eine störungsbehaftete Gleichung für den Volumenanteil αd

zu formulieren, muss ein Mittelungsoperator auf die instantane Kontinuitätsgleichung (2.14) angewendet werden.
Gleichung (2.15) ist die Transportgleichung für den mittleren Volumenanteil αd , wobei die zeitliche Mittelung zur
Herleitung verwendet wurde. Kapitel 2.2.1.9 diskutiert, dass dieselbe Gleichung auch unter Verwendung anderer
Mittelungsoperatoren erhalten werden kann. Die Transportgleichung für den mittleren Volumenanteil (2.15) ist
Schwankungen ausgesetzt. Die Berücksichtigung stochastischer Fluktuationen im Quellterm wird als besonders
gewinnbringend eingeschätzt (vgl. Abbildung 1.11). In den Kapiteln 3.7.1 und 3.7.2 werden die Schwankungen
im Quellterm weiter differenziert: Schwankungen im Quellterm aufgrund einer lokal bzw. instantan variierenden
Blasendichte und Schwankungen aufgrund stochastischer Schwankungen in der Druckdifferenz.

3.1 Interpretation von stochastischen Feldern im Zwei-Fluid-Modell

Wird die Stochastische Feldmethode genutzt, um eine Verteilung des Volumenanteils αd zu berechnen, enthalten
die N stochastischen Felder N Volumenanteile α

(1)
d , α

(2)
d , ..., α

(N)
d . Die Wahl der Betrachtungsweise bestimmt

den Bezug zwischen den stochastischen Feldern und real existierenden Ereignissen. Im Folgenden werden zwei
mögliche Betrachtungsweisen am Beispiel des lokalen Ereignisses unterschiedlicher Blasengrößen vorgestellt.

3.1.1 Betrachtungsweise globaler Repräsentanten

Die Betrachtungsweise globaler Repräsentanten geht davon aus, dass die innerhalb einer Rechenzelle globale Grö-
ße αd aufgrund lokaler Ereignisse schwankt. Der Grund für diese Schwankung kann das Vorkommen unterschied-
licher Blasengrößen oder anderer stochastischer Einflüsse (vgl. Kapitel 3.7) sein.
Sei die Menge aller in der Realität möglichen Volumenanteile der dispersen Phase innerhalb der betrachteten Re-
chenzelle {

a(r)d | r ∈ N\{0}
}
. (3.1)

Ein stochastisches Feld α
(n)
d ist ein zufälliges Element der Menge möglicher Volumenanteile

α
(n)
d ∈

{
a(r)d | r ∈ N\{0}

}
. (3.2)

Die Menge der stochastischen Felder ist Teilmenge der Menge aller möglichen Volumenanteile{
α
(n)
d | n ∈ N\{0}∧n≤ N

}
⊆
{

a(r)d | r ∈ N\{0}
}

(3.3)

und repräsentiert Stichproben der möglichen Volumenanteile. Werden N stochastische Felder berechnet, wird die
Verteilung des Volumenanteils αd innerhalb einer Rechenzelle durch die Betrachtung von N Stichproben repräsen-
tiert. Sie entsprechen den N samples aus Kapitel 2.4.3 (vgl. Abbildung 2.5) und sind für N = 9 in Abbildung 3.1
oben links als neun Volumenanteile skizziert. Die Schwankungen im globalen Volumenanteil αd innerhalb einer
Rechenzelle können mit lokalen Ereignissen in Beziehung gesetzt werden. Den mittleren Volumenanteil αd kor-
reliert das Zwei-Fluid-Modell mit nBl Blasen gleicher Größe, wie es in Abbildung 2.2 dargestellt ist. Aus jedem
stochastischen Feld n und dem zugehörigen Volumenanteil α

(n)
d lässt sich mit dem Zwei-Fluid-Modell und einem

geeigneten Modell zur Approximation der Blasenanzahl n(n)Bl (beispielweise mit dem Blasendichtemodell in Glei-
chung (2.23)) mit Hilfe von Gleichung (2.28) eine Blasengröße r(n)Bl ableiten. In Abbildung 3.1 oben Mitte sind
die mit den neun Volumenanteilen (oben links) korrelierten Blasengrößen für n(1)Bl = n(2)Bl = ... = n(N)

Bl = nBl = 9
skizziert. Sie repräsentieren die in der Realität vorkommenden Blasengrößen (vgl. Abbildung 3.1 oben rechts).
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3.1 Interpretation von stochastischen Feldern im Zwei-Fluid-Modell

Die stochastischen Felder werden in dieser Betrachtungsweise als Repräsentanten des globalen Volumenanteils
αd interpretiert, der aufgrund lokaler Ereignisse schwankt. Die Anwendung des bestehenden Zwei-Fluid-Modells
erlaubt die Herleitung einer Verteilung für die Blasengröße aus der Verteilung des Volumenanteils αd .

3.1.2 Betrachtungsweise lokaler Schwankungen

Die Betrachtungsweise lokaler Schwankungen nutzt die stochastischen Felder, um eine lokale Verteilung, bei-
spielsweise die Verteilung der Blasengröße, zu beschreiben. Entsprechend muss die Verteilung von Blasenradien,
beispielsweise durch experimentelle Untersuchungen, bekannt sein. Die Verteilung des Volumenanteils der sto-
chastischen Felder kann mit Gleichung (2.28) aus der Verteilung der Blasenradien abgeleitet werden, wenn die
Blasenanzahl bekannt ist oder beispielsweise durch die Gleichungen (2.23) und (2.27) approximiert wird. Ab-
bildung 3.1 oben rechts zeigt eine hypothetische Realität innerhalb einer Rechenzelle. Zur weiteren Analyse der
lokalen Ereignisse ist die Rechenzelle mit dem Volumen VZelle in nBl Teilvolumina unterteilt

VZelle =
nBl

∑
r=1

V (r)
Teil, (3.4)

so dass jedes Teilvolumen V (r)
Teil genau eine Blase der Größe r(r)Bl enthält. Die Menge aller Blasengrößen

{r(r)Bl | r ∈ N\{0}∧ r ≤ nBl} (3.5)

repräsentiert die Blasengrößen der Realität in Abbildung 3.1 oben rechts. Im Folgenden wird das in Abbildung
3.1 oben rechts orange markierte Teilvolumen mit der Blase des Radius r(1)Bl betrachtet. Die Blasenanzahl im
Teilvolumen ist n(1)Bl,Teil = 1, so dass analog zu Gleichung (2.26) aus dem Blasenradius ein lokaler Volumenanteil
berechnet werden kann

a(1)d,Teil =
4
3

π
(
r(1)Bl

)3 1

V (1)
Teil

. (3.6)

Lokale Schwankungen im Blasenradius sind Gleichung (3.6) zufolge direkt mit Schwankungen im Volumenan-
teil des Teilvolumens a(1)d,Teil korreliert. Im Zwei-Fluid-Modell (vgl. Kapitel 2.2.1) wird nicht der Volumenanteil

des Teilvolumens a(r)d,Teil, sondern der Volumenanteil der gesamten Rechenzelle αd betrachtet. Zur Berücksichti-

gung der lokal schwankenden Volumenanteile a(r)d,Teil wäre eine Berechnung mit kleineren Rechenzellen möglich,
aufgrund des erhöhten numerischen Rechenaufwands aber nicht praktikabel. Alternativ können lokal auftretende
Schwankungen in a(r)d,Teil auf Schwankungen des Volumenanteils a(r)d des gesamten Zellvolumens hochgerechnet
werden. Das Zellvolumen VZelle setzt sich dann aus nBl identischen Teilvolumina mit ihren jeweiligen Blasen zu-
sammen. Dies ist in Abbildung 3.1 oben Mitte für das näher betrachtete orangene Teilvolumen und die anderen
Teilvolumina in Abbildung 3.1 oben rechts skizziert. Mit dem Volumen der dispersen Phase V (r)

d und Gleichung
(3.6) gilt für den Volumenanteil der gesamten Rechenzelle a(r)d

a(r)d =
V (r)

d
VZelle

=
nBl

4
3 π
(
r(r)Bl

)3

nBlV
(r)
Teil

= a(r)d,Teil. (3.7)

Die Menge aller Volumenanteile in der gesamten Rechenzelle{
a(r)d | r ∈ N\{0}∧ r ≤ nBl

}
(3.8)

ist der Menge aller Blasengrößen in Gleichung (3.5) zuzuordnen und bildet die lokalen Schwankungen der Bla-
sengrößen ab.
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3 Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell

Der Volumenanteil eines jeden stochastischen Felds ist ein zufälliges Element der Menge aller Volumenanteile in
der gesamten Rechenzelle

α
(n)
d ∈

{
a(r)d | r ∈ N\{0}∧ r ≤ nBl

}
. (3.9)

Die Menge aller stochastischen Felder ist eine Teilmenge der Menge aller Volumenanteile, die lokale Blasengrößen
repräsentieren {

α
(n)
d | n ∈ N\{0}∧n≤ N

}
⊆
{

a(r)d | r ∈ N\{0}∧ r ≤ nBl

}
. (3.10)

Im Beispiel in Abbildung 3.1 werden durch N Stichproben aus den stochastischen Feldern alle nBl Blasengrößen
abgebildet, so dass N = nBl und{

α
(n)
d | n ∈ N\{0}∧n≤ N

}
=
{

a(r)d | r ∈ N\{0}∧ r ≤ nBl

}
(3.11)

gilt. Die Volumenanteile der stochastischen Felder sind in Abbildung 3.1 oben links abgebildet. In dieser Betrach-
tungsweise repräsentieren die Stochastischen Felder Volumenanteile, die aus lokalen Schwankungen hergeleitet
werden können. Diese Betrachtungsweise wird in Kapitel 3.7.1 zur Herleitung der Schwankungen in αd aufgrund
lokal schwankender Keimanzahlen genutzt.

Abbildung 3.1: Grafische Veranschaulichung von Betrachtungsweisen zur Interpretation der Stochastischen Felder im Zwei-Fluid-Modell und
Vergleich des Histogramms der Stochastischen Feldmethode mit dem einer hypothetischen Realität.

3.2 Approximation der PDF durch die Stochastische Feldmethode

In Kapitel 1.2 wurde mit den Abbildungen 1.6 und 1.7 am Beispiel einer Messreihe gezeigt, dass die Form einer
PDF durch ein Histogramm der Messwerte approximiert werden kann. Analog kann aus einer Momentaufnahme
der Realität in Abbildung 3.1 oben für die Blasenradien ein Histogramm erstellt werden. Es ist ebenfalls in Abbil-
dung 3.1 unterhalb der Momentaufnahme dargestellt. Auf der Abszisse ist der Blasenradius aufgetragen. Analog
zu Abbildung 1.6 ist sie in Bins unterteilt. Auf der Ordinate ist die Häufigkeit aufgetragen. Jedem Bin sind die
entsprechenden Blasen der Momentaufnahme zugeordnet. Das Histogramm der Stochastischen Feldmethode kann
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3.3 Transport der PDF durch die Stochastische Feldmethode

analog aus den Blasengrößen der stochastischen Felder erzeugt werden. Es ist in Abbildung 1.6 unterhalb der sto-
chastischen Felder zu sehen und stimmt mit dem Histogramm der Realität überein. Die Stochastische Feldmethode
kann also genutzt werden, um die Form der real existierenden PDF zu approximieren.
In Kapitel 3.1.2 wurde bereits festgestellt, dass im Beispiel in Abbildung 3.1 die Blasenanzahl nBl der Anzahl
stochastischer Felder N = 9 entspricht. Damit repräsentiert jedes stochastische Feld eine Blase in der Realität (vgl.
Gleichung 3.11). In realistischen Anwendungsbeispielen kann die Blasenanzahl höher sein als die realisierbare
Anzahl stochastischer Felder (vgl. Gleichung (2.24)). Nicht jede in der Realität vorkommende Blase wird dann
durch eines der N stochastischen Felder repräsentiert. Die stochastischen Felder repräsentieren dann lediglich eine
Stichprobe der realen Blasen (vgl. Gleichung (3.10)). Zu einem bestimmten Zeitpunkt kann sich das Histogramm
der stochastischen Felder vom realen Histogramm unterscheiden, da es zufällige Stichproben abbildet. Im sta-
tistischen Mittel, beispielsweise durch das sukzessive Erfassen vieler stochastischer Felder, gilt N → ∞ und die
stochastischen Felder repräsentieren alle real existierenden Blasen{

α
(n)
d | n ∈ N\{0}

}
=
{

a(r)d | r ∈ N\{0}
}
. (3.12)

Das Histogramm der stochastischen Felder stimmt im statistischen Mittel mit dem Histogramm der Realität über-
ein. Es approximiert die PDF des Volumenanteils αd (vgl. Kapitel 1.2; Abbildung 3.1) und kann für eine Berech-
nung weiterer, von αd abhängigen Größen, verwendet werden.

3.3 Transport der PDF durch die Stochastische Feldmethode

In Kapitel 2.4.3.2 wurde die SPDE zum Transport eines samples in einer Eulerschen Betrachtungsweise vorgestellt.
Gleichung (2.96) zeigt, wie die für eine Skalargröße im Verbrennungsbereich hergeleitete SPDE zur Beschreibung
der PDF des Volumenanteils αd angewendet wurde. Das Kapitel 3.3 stellt den Bezug der SPDE zur Realität durch

Diskussion eines exemplarischen Terms her. Für die Analyse wird der zeitabhängige Term ∂α
(n)
d

∂ t genauer betrachtet.
Abbildung 3.2 zeigt eine hypothetische Realität zu zwei Zeitpunkten t0 und t1. Die Betrachtung der hypothetischen
Realität aus Sicht der Stochastischen Feldmethode ist ebenfalls in Abbildung 3.1 dargestellt. In Kapitel 3.1.1 wurde
gezeigt, dass jeder Repräsentant α

(n)
d mit einem Modell für die Blasenanzahl n(n)Bl und mit Gleichung (2.28) einer

Blasengröße r(n)Bl zuzuordnen ist. Entsprechend sind in Abbildung 3.2 die Blasengrößen der stochastischen Felder
skizziert. Die zugehörigen Blasengrößenverteilungen sind ebenfalls in Abbildung 3.2 dargestellt. Die Stochastische
Feldmethode kann die Veränderung der Blasengrößen der hypothetischen Realität gut abbilden. Im betrachteten
Beispiel ändert sich die Blasenanzahl der Realität innerhalb der Zeitspanne t1− t0 nicht. Einige Blasen werden
größer, andere werden kleiner. Entsprechend verändern sich die Blasenradien der stochastischen Felder. Bleibt die

Blasenanzahl im Zeitintervall ∆t = t1− t0 konstant, ist die zeitliche Variation des Volumenanteils im Term ∂α
(n)
d

∂ t

also als zeitliche Variation der Blasengrößen zu interpretieren.

3.4 Vergleich mit konkurrierenden Modellen

Abbildung 3.2 vergleicht die Sichtweise der hypothetischen Realität mehrerer Modelle zu zwei Zeitpunkten. Die
Betrachtungsweisen der Stochastischen Feldmethode, des Zwei-Fluid-Modells und des MUSIG-Modells sind dar-
gestellt. Die entsprechenden Verteilungen sind ebenfalls in Abbildung 3.2 gezeigt.
Die stochastischen Felder repräsentieren die realen Blasengrößen. Eine ausführliche Diskussion hierzu ist den
Kapiteln 3.1.1, 3.2 und 3.3 zu entnehmen. Entsprechend kann die Stochastische Feldmethode die Blasengrößen-
verteilung der hypothetischen Realität abbilden.
Das Zwei-Fluid-Modell kennt zu beiden Zeitpunkten die mittlere Blasengröße (vgl. Kapitel 2.2.1). Mit einem Mo-
dell zur Approximation der Blasenanzahl nBl ergeben sich die Sichtweisen des Zwei-Fluid-Modells in Abbildung
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3 Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell

3.2: Es existieren nBl Blasen derselben Größe. Entsprechend weist die Verteilung lediglich eine Blasengröße auf.
Die Verteilungen des Zwei-Fluid-Modells sind in Abbildung 3.2 gestaucht dargestellt. Obwohl sich die Blasen-
größenverteilung der Realität in der Zeit verändert, variiert die Blasengrößenverteilung des Zwei-Fluid-Modells
nicht, da der mittlere Blasenradius und die Blasenanzahl konstant bleiben. Das Zwei-Fluid-Modell kann die reale
Blasengrößenverteilung nicht abbilden. Es trifft lediglich eine Aussage über den mittleren Blasenradius.
Das MUSIG-Modell betrachtet Blasen unterschiedlicher Größenklassen. Analog zu Abbildung 2.2 sind die Grö-
ßenklassen in Abbildung 3.2 farblich gekennzeichnet. Für die Blasengrößenverteilungen ist abweichend von Ab-
bildung 2.3 die Häufigkeit auf der Ordinate aufgetragen. Die Form der Blasengrößenverteilung ändert sich durch
die alternative Auftragung nicht, wie in Kapitel 2.2.3 erläutert wurde. Die Blasengrößenverteilung stimmt zu bei-
den Zeitpunkten gut mit der realen Blasengrößenverteilung überein. In dem behandelten Beispiel entspricht sie
der Verteilung der Stochastischen Feldmethode. Das MUSIG-Modell ist damit eine Alternative zur Stochastischen
Feldmethode. Es sei darauf hingewiesen, dass dies nicht im Allgemeinen gilt: Das MUSIG-Modell ermöglicht
keine Unterscheidung der Blasengröße innerhalb einer Größenklasse. Die Auflösung der Blasengrößenverteilung
ist durch die vor der Simulation festgelegte Breite der Größenklassen definiert. Eine Erhöhung der Auflösung kann
nur durch eine erneute Simulation erfolgen. Die samples der Stochastischen Feldmethode, also die Volumenanteile
α
(n)
d der stochastischen Felder, können alle reellen Werte des Intervalls [αd,min,αd,max] annehmen. Im Gegensatz

zum MUSIG-Modell berechnet die Stochastische Feldmethode die Blasenverteilung auf einem kontinuierlichen
Wertebereich. Die Zuordnung zu diskreten Bins erfolgt erst durch die grafische Veranschaulichung (vgl. Abbil-
dung 1.6). Hierdurch ergeben sich zwei Vorteile der Stochastischen Feldmethode gegenüber dem MUSIG-Modell:

• Die Blasengrößenverteilung der Stochastischen Feldmethode besitzt eine höhere Auflösung. Die Auflösung
der grafischen Darstellung kann auch nach der Simulation verändert werden, wenn die samples der stochas-
tischen Felder bekannt sind.

• Die Stochastische Feldmethode erfordert keine a-priori-Kenntnisse zu vorkommenden Blasengrößen.

Abbildung 3.2: Methodenvergleich zur Berücksichtigung einer PDF.
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3.5 Herleitung der PDF-Transportgleichung

3.5 Herleitung der PDF-Transportgleichung

Die ausführliche Herleitung der PDF-Transportgleichung (2.77) für eine Skalargröße im Verbrennungsbereich ist
in ([104], S. 141-142, 187) durchgeführt. Die folgende Herleitung verfährt analog.
Die Ausgangsgleichungen für die Herleitung der PDF-Transportgleichung für Zweiphasenströmungen werden im
Folgenden vorgestellt. Für eine simultane Herleitung der PDF-Transportgleichung für das Zwei-Fluid-Modell und
das Drift-Flux-Modell erfolgt die Herleitung in allgemeiner Form. Eine Spezifizierung für das Zwei-Fluid-Modell
wird später vollzogen. Zunächst werden die Erhaltungsgleichungen des Zwei-Fluid-Modells aus Kapitel 2.2.1 und
des Drift-Flux-Modells aus Kapitel 2.2.2 zusammengefasst und im Sinne einer allgemeinen Herleitung vereinheit-
licht.
Die Kontinuitätsgleichungen der kontinuierlichen und der dispersen Phase lauten im Zwei-Fluid-Modell (vgl. Glei-
chungen (2.11), (2.15))

∂ρc

∂ t
+∇ · (ρcv̂c) = Sc (3.13)

∂ρd

∂ t
+∇ · (ρd v̂d) = Sd . (3.14)

Für beide Phasengeschwindigkeiten v̂c und v̂d gilt die Momentengleichung (2.29)

∂αcρcv̂c

∂ t
+∇ · (αcρcv̂cv̂c) =−∇(αc pc)+∇ · (αc(τc +τ

T
c ))+αcρcĝc +Mc (3.15)

∂αdρd v̂d

∂ t
+∇ · (αdρd v̂d v̂d) =−∇(αd pd)+∇ · (αd(τd +τ

T
d ))+αdρd ĝd +Md (3.16)

mit pc = f (pd) (vgl. Kapitel 2.2.1.7; [55], S. 39). Die Transportgleichung des Volumenanteils der dispersen Phase
αd kann aus Gleichung (3.14) mit Gleichung (2.11) und Division durch ρd erhalten werden (vgl. Gleichung (2.54))

∂αd

∂ t
+∇ · (αd v̂d) =

Sd

ρd
. (3.17)

Unter Beachtung der Vektorwertigkeit der Geschwindigkeiten enthalten die Gleichungen (3.13) - (3.16) mit v̂c,
v̂d , pd , αc und αd neun Unbekannte. Mit den acht Gleichungen (3.13) - (3.16) und der Bedingung αc +αd = 1 aus
Gleichung (2.12) ist das Gleichungssystem geschlossen.
Die Erhaltungsgleichungen des Drift-Flux-Modells lauten (vgl. Gleichungen (2.55), (2.56), (2.62))

∂ρm

∂ t
+∇ ·

(
ρmvm

)
= 0 (3.18)

∂ρmvm

∂ t
+∇ ·

(
ρmvmvm

)
=−∇pm +∇ ·

(
τ +τ T −

2

∑
k=1

αkρkVkmVkm

)
+ρmgm +Mm (3.19)

∂αdρd

∂ t
+∇ · (αdρdvm) = Sd−∇ · (αdρdVdm), (3.20)

mit der mittleren Dichte ρm (vgl. Gleichungen (2.57))

ρm =
2

∑
k=1

αkρk. (3.21)
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3 Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell

Die Transportgleichung des Volumenanteils der dispersen Phase αd kann aus Gleichung (3.20) durch Division
durch die konstante Dichte ρd erhalten werden

∂αd

∂ t
+∇ · (αdvm) =

Sd

ρd
−∇ · (αdVdm). (3.22)

Es sei beachtet, dass αd = α2 und αc = α1. Werden die Vektoren Vkm und Vdm modelliert (vgl. [55], S. 359, 384,
395-397), enthalten die Gleichungen (3.18), (3.19), (3.21) und (3.22) mit ρm, pm, α1, α2 und vm sieben Unbekann-
te. Dabei ist die Vektorwertigkeit der Geschwindigkeiten zu beachten. Das Gleichungssystem bestehend aus den
Gleichungen (3.18), (3.19), (3.21) und (3.22) liefert sechs Gleichungen und ist mit der Bedingung α1 +α2 = 1 aus
Gleichung (2.12) geschlossen.

Die Herleitung der PDF-Transportgleichung einer Skalargröße im Verbrennungsbereich verwendet die drei Aus-
gangsgleichungen (2.83). Um analog zu verfahren, wird von den Erhaltungsgleichungen (3.14), (3.16) und (3.17)
bzw. (3.18), (3.19) und (3.22) ausgegangen. Die für die Herleitung der PDF-Transportgleichung nicht genutzten
Gleichungen gelten weiterhin. Für eine simultane Herleitung für das Zwei-Fluid-Modell und das Drift-Flux-Modell
werden die folgenden allgemeinen Erhaltungsgleichungen verwendet

∂ρa

∂ t
+∇ ·

(
ρava

)
= Sa (3.23)

∂ρava

∂ t
+∇ ·

(
ρavava

)
= Λa (3.24)

∂αd

∂ t
+∇ · (αdva) = Sd/ρd−∇ · (Ja) = Θa (3.25)

mit der allgemeinen Dichte ρa, der Geschwindigkeit va und der Massenquelle Sa. Die rechte Seite der Momen-
tengleichung wird mit Λa abgekürzt und die rechte Seite der Transportgleichung des Volumenanteils αd mit Θa.
Die Größe Ja kennzeichnet den diffusiven Massenfluss. Tabelle 3.1 fasst zusammen, wie die allgemeinen Größen
lauten müssen, damit die Erhaltungsgleichungen für das Zwei-Fluid-Modell oder das Drift-Flux-Modell gelten. Es
ist zu beachten, dass entsprechend der Definition der Phasenmittelung in Gleichung (2.11) ρd = ρdαd gilt.

Größe Zwei-Fluid-Modell Drift-Flux-Modell

ρa ρd ρm

va v̂d vm

Sa Sd 0

Λa −∇(αd pd)+∇ · (αd(τd +τ
T
d ))+αdρd ĝd +Md −∇pm +∇ ·

(
τ +τ T −∑

2
k=1 αkρkVkmVkm

)
+ρmgm +Mm

Ja 0 αdVdm

Tabelle 3.1: Größen in den allgemeinen Erhaltungsgleichungen (3.23) - (3.25) für das Zwei-Fluid-Modell und das Drift-Flux-Modell.

Ein Vergleich der Ausgangsgleichungen (3.23) - (3.25) für die Herleitung der PDF des Volumenanteils in Zwei-
phasenströmungen mit den Ausgangsgleichungen (2.83) für die Herleitung der PDF einer Skalargröße in der Ver-
brennung zeigt folgende Auffälligkeiten:

• Die Gleichungen (3.23) - (3.25) sind im Gegensatz zu denen in (2.83) für Mittelwerte formuliert. Die
Notwendigkeit einer Betrachtung gemittelter Größen bei der Beschreibung einer Zweiphasenströmung im
Euler-Kontext wurde bereits zu Beginn des Kapitels 2.2 behandelt (vgl. auch Abbildung 1.5).
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3.5 Herleitung der PDF-Transportgleichung

• Die Momentengleichung (3.24) enthält im Gegensatz zur Momentengleichung (2.83) einen Quellterm Md

bzw. Mm. Neben der viskosen Spannung τd bzw. τ wird auch die turbulente Spannung αdτ
T
d bzw. τ T

betrachtet. Im Drift-Flux-Modell werden zusätzlich die diffusiven Spannungen berücksichtigt.

• Im Gegensatz zur Skalargleichung (2.83) existiert der Term für den diffusiven Massenfluss in Gleichung
(3.25) nur im Drift-Flux-Modell.

• In Gleichung (3.25) wird der Nabla-Operator auf das Produkt der Geschwindigkeit und der transportier-
ten Größe angewendet. In der skalaren Ausgangsgleichung (2.83) ist die Geschwindigkeit nicht von der
Differentiation im Raum betroffen. Die Herleitung der Transportgleichung einer skalaren Größe ist in
([142], S. 626-627) ausgeführt. Es wird gezeigt, dass die Transportgleichung einer Skalargröße Φa ([142], S. 626)

∂

∂ t
(ρΦa)+∇ ·

(
ρΦa(v̂0 +Vdiff)

)
= Sa (3.26)

mit der dichtegewichteten mittleren Geschwindigkeit der Mischung v̂0, der Diffusionsgeschwindigkeit Vdiff

und dem Quellterm Sa durch Substitution der Kontinuitätsgleichung ([142], S. 625)

∂ρ

∂ t
+∇ · (ρv̂0) = 0 (3.27)

in folgende vereinfachte Form überführt werden kann ([142], S. 626)

∂Φa

∂ t
+ v̂0 ·∇Φa =

Sa

ρ
−
(
∇ · (ρΦaVdiff)

)
/ρ. (3.28)

Diese Vereinfachung ist bei Anwendung des Zwei-Fluid-Modells nicht auf Gleichung (3.25) übertragbar,
da diese direkt von der Kontinuitätsgleichung (3.23) abhängt. Eine Substitution der Kontinuitätsgleichung
führt damit nicht zu einer Vereinfachung. Der Nabla-Operator muss weiterhin auf das Produkt angewendet
werden.

Im Sinne einer vereinfachten Schreibweise wird innerhalb des restlichen Kapitels 3.5 auf den Index a zur Kenn-
zeichnung der allgemeinen Größe verzichtet. Entsprechend gilt im Folgenden v = va; ρ = ρa; S = Sa; Λ = Λa;
Θ = Θa; J = Ja. Weiterhin wird auf den Index d verzichtet, so dass α = αd . Im Unterschied zur Herleitung in
([104], S. 141) wird das totale Differential mit der Geschwindigkeit innerhalb der Differentiation definiert

D

Dt
=

∂

∂ t
+

∂v j

∂x j
. (3.29)

Die allgemeinen Erhaltungsgleichungen (3.23) - (3.25) können mit dem totalen Differential in Gleichung (3.29)
geschrieben werden

Dρ

Dt
= S (3.30)

D(ρv j)

Dt
= Λ j (3.31)

Dα

Dt
= Θ. (3.32)

In Abbildung 3.3 ist das Vorgehen bei der Herleitung der PDF-Transportgleichung schematisch skizziert. Zunächst
wird die JPDF f des Volumenanteils und der Geschwindigkeit hergeleitet. Anschließend wird hieraus die PDF fα

des Volumenanteils abgeleitet. Die Herleitung betrachtet den Erwartungswert 〈ρ Dg(v,α)
Dt 〉 einer Funktion g(v,α),

die von der Geschwindigkeit v und dem Volumenanteil α abhängt. Die Funktion g(v,α) ist hierbei als mathema-
tisches Hilfsmittel aufzufassen. Für die Herleitung einer JPDF der Geschwindigkeit und einer Skalargröße hat es
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3 Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell

sich als erfolgreich erwiesen, dass diese Hilfsfunktion g ebenfalls von der Geschwindigkeit und der Skalargröße
abhängt (vgl. [104], S. 141). Entsprechend wird sie als Funktion der Geschwindigkeit v und des Volumenanteils α

definiert. Die Erhaltungsgleichungen liefern zwei Ausdrücke für den Erwartungswert des Differentials. Der erste
Ausdruck ergibt sich mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung. Der zweite Ausdruck wird erhalten, indem die Ände-
rungen in g durch die Änderungen in der Geschwindigkeit v und dem Volumenanteil α ausgedrückt werden. Die
Differenz der beiden Ausdrücke für 〈ρ Dg(v,α)

Dt 〉muss verschwinden. Es ergibt sich ein Ausdruck, wie in Abbildung
3.3 dargestellt. Der Ausdruck verschwindet für eine allgemeine Funktion g, falls der Ausdruck in den Klammern
verschwindet. Es wird von einer Lösbarkeitsbeziehung gesprochen. Diese Gleichung ist die Transportgleichung
der JPDF f (v,α) der Geschwindigkeit v und des Volumenanteils α . In Abbildung 3.3 ist eine beispielhafte JPDF
skizziert. Eine Integration der JPDF-Transportgleichung über den Geschwindigkeitsraum ergibt die PDF fα des
Volumenanteils α (vgl. Gleichungen (2.75)). Die PDF für die beispielhafte JPDF ist in Abbildung 3.3 ebenfalls
dargestellt.

Abbildung 3.3: Vorgehen bei der Herleitung der PDF-Transportgleichung des Volumenanteils. V und a kennzeichnen hierbei die Ereignisräu-
me der Geschwindigkeit v und des Volumenanteils α .

Vor der Berechnung des ersten Ausdrucks für 〈ρ Dg(v,α)
Dt 〉 wird ein Ausdruck für ρ

Dg(v,α)
Dt angegeben. Mit der

Produktregel ([97], S. 132) und der Definition des totalen Differentials in Gleichung (3.29) ergibt sich

D(ρg)
Dt

=
∂ (ρg)

∂ t
+

∂ (ρgv j)

∂x j
= ρ

∂g
∂ t

+g
∂ρ

∂ t
+gv j

∂ρ

∂x j
+ρ

∂ (gv j)

∂x j
. (3.33)

Die Summe des ersten und des letzten Terms auf der rechten Seite in Gleichung (3.33) entspricht ρ
Dg
Dt . Es ergibt

sich aus Gleichung (3.33) für ρ
Dg(v,α)

Dt

ρ
Dg(v,α)

Dt
=

∂ (ρg)
∂ t

+
∂ (ρgv j)

∂x j
−g
(

∂ρ

∂ t
+ v j

∂ρ

∂x j

)
. (3.34)

Durch sinnvolles Ergänzen von Gleichung (3.34) kann diese weiter vereinfacht werden

ρ
Dg(v,α)

Dt
=

∂ (ρg)
∂ t

+
∂ (ρgv j)

∂x j
−g
(

∂ρ

∂ t
+ v j

∂ρ

∂x j
+ρ

∂v j

∂x j
−S
)
+gρ

∂v j

∂x j
−gS. (3.35)
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In Gleichung (3.35) kann im dritten Term auf der rechten Seite der Ausdruck in den Klammern mit Hilfe der Konti-
nuitätsgleichung vereinfacht werden. Aus der Kontinuitätsgleichung (3.23) geht mit der Produktregel ([97], S. 132)
hervor

∂ρa

∂ t
+∇ ·

(
ρava

)
−Sa =

∂ρa

∂ t
+va ·∇ρa +ρa∇ ·va−Sa = 0. (3.36)

Einsetzen von Gleichung (3.36) in Gleichung (3.35) ergibt die vereinfachte Formulierung

ρ
Dg(v,α)

Dt
=

∂ (ρg)
∂ t

+
∂ (ρgv j)

∂x j
+gρ

∂v j

∂x j
−gS. (3.37)

Mit Hilfe der Gleichung (3.37) kann der erste Ausdruck für 〈ρ Dg(v,α)
Dt 〉 berechnet werden. Mit der Definition des

Erwartungswerts in Gleichung (2.69) und der JPDF f des Volumenanteils und der Geschwindigkeit gilt〈
ρ
Dg(v,α)

Dt

〉
=
∫ ∫

∂ (ρg)
∂ t

f dV da+
∫ ∫

∂ (ρgVj)

∂x j
f dV da+

∫ ∫
gρ

∂Vj

∂x j
f dV da−

∫ ∫
gS f dV da =

=
∂

∂ t

∫ ∫
ρg f dV da+

∂

∂x j

∫ ∫
ρgVj f dV da+

∫ ∫
gρ

∂Vj

∂x j
f dV da−

∫ ∫
gS f dV da =

=
∫ ∫

ρg
∂ f
∂ t

dV da+
∫ ∫

ρgVj
∂ f
∂x j

dV da+
∫ ∫

gρ
∂Vj

∂x j
f dV da−

∫ ∫
gS f dV da = (3.38)

=
∫ ∫

ρg
∂ f
∂ t

dV da+
∫ ∫

ρgVj
∂ f
∂x j

dV da−
∫ ∫

gS f dV da =
∫ ∫

g
(

ρ
∂ f
∂ t

+ρVj
∂ f
∂x j
−S f

)
dV da.

Im zweiten Schritt wurden die Vereinfachungen in den Gleichungen (2.76) verwendet. Der dritte Schritt folgt, da
t und x j unabhängig von V und a sind (vgl. [71], S. 387). Entsprechend entfällt im vierten Schritt der vorletzte
Term, da V unabhängig von x ist. Anhang B diskutiert dies detaillierter und stellt Relationen zur Literatur her.

Der zweite Ausdruck kann erhalten werden, indem die Änderungen in g(v,α) auf die Änderungen in v j und α

bezogen werden
Dg(v,α)

Dt
=

∂g
∂v j

Dv j

Dt
+

∂g
∂α

Dα

Dt
. (3.39)

Die Summation über doppelt auftretende Indizes ist dabei zu beachten und wird im Folgenden vorausgesetzt (vgl.
[35]). Der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung (3.39) kann mit Gleichung (3.31) vereinfacht werden.
Aus Gleichung (3.31) folgt

v j
Dρ

Dt
+ρ

Dv j

Dt
= Λ j (3.40)

Dv j

Dt
=

Λ j

ρ
−

v j

ρ

Dρ

Dt
. (3.41)

Mit den Gleichungen (3.30), (3.32) und (3.41) ergibt sich aus Gleichung (3.39) für den Erwartungswert

〈
ρ
Dg(v,α)

Dt

〉
=
〈

ρ
∂g
∂v j

(
Λ j

ρ
−

v j

ρ

Dρ

Dt

)〉
+
〈

ρ
∂g
∂α

Θ

〉
=
〈

ρ
∂g
∂v j

(
Λ j

ρ
−

v j

ρ
S
)〉

+
〈

ρ
∂g
∂α

Θ

〉
. (3.42)
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Die beiden Terme auf der rechten Seite von Gleichung (3.42) werden im Folgenden vereinfacht. Der erste Term
auf der rechten Seite von Gleichung (3.42) kann analog zu Gleichung (2.74) auch als Integral über den bedingten
Erwartungswert von zwei Variablen geschrieben werden

〈
ρ

∂g(v,α)

∂v j

(
Λ j

ρ
−

v j

ρ
S
)〉

=
∫ ∫ 〈

ρ
∂g(v,α)

∂v j

(
Λ j

ρ
−

v j

ρ
S
)∣∣∣V ,a

〉
f dV da =

=
∫ ∫

ρ
∂g(V ,a)

∂Vj

〈(
Λ j

ρ
−

v j

ρ
S
)∣∣∣V ,a

〉
f dV da. (3.43)

Der letzte Schritt in Gleichung (3.43) folgt, da g(v,α) eine Funktion von v und α ist und für v = V und α = a

auch ∂g(v,α)
∂v j

bekannt ist (vgl. [104], S. 141). Die Produktregel ([97], S. 132) liefert

∫ ∫
∂

∂Vj

(
ρg(V ,a)

〈(
Λ j

ρ
−

v j

ρ
S
)∣∣∣V ,a

〉
f
)
dV da =

∫ ∫
∂g(V ,a)

∂Vj
ρ

〈(
Λ j

ρ
−

v j

ρ
S
)∣∣∣V ,a

〉
f dV da+

+
∫ ∫

g(V ,a)
∂ (ρ

〈(
Λ j
ρ
− v j

ρ
S
)∣∣∣V ,a

〉
f )

∂Vj
dV da, (3.44)

womit sich Gleichung (3.43) weiter vereinfachen lässt

〈
ρ

∂g(v,α)

∂v j

(
Λ j

ρ
−

v j

ρ
S
)〉

=
∫ ∫

∂

∂Vj

(
ρg(V ,a)

〈(
Λ j

ρ
−

v j

ρ
S
)∣∣∣V ,a

〉
f
)
dV da−

−
∫ ∫

g(V ,a)
∂
(
ρ

〈(
Λ j
ρ
− v j

ρ
S
)∣∣∣V ,a

〉
f
)

∂Vj
dV da. (3.45)

In ([104], S. 142-143) wird gezeigt, dass der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung (3.45) entfällt, falls
g monoton ist für V → ∞ und der Erwartungswert

〈
ρg
(

Λ j
ρ
− v j

ρ
S
)〉

existiert. Aus Gleichung (3.45) folgt für den
ersten Term auf der rechten Seite von Gleichung (3.42)

〈
ρ

∂g
∂v j

(
Λ j

ρ
−

v j

ρ
S
)〉

=−
∫ ∫

g(V ,a)
∂ (ρ

〈(
Λ j
ρ
− v j

ρ
S
)∣∣∣V ,a

〉
f )

∂Vj
dV da. (3.46)

Analog folgt für den zweiten Term auf der rechten Seite von Gleichung (3.42)

〈
ρ

∂g
∂α

Θ

〉
=−

∫ ∫
g(V ,a)

∂
(
ρ〈Θ | V ,a〉 f

)
∂a

dV da. (3.47)

Aus Gleichung (3.42) ergibt sich mit den Gleichungen (3.46) und (3.47) der zweite Ausdruck für den Erwartungs-
wert 〈ρDg/Dt〉

〈
ρ
Dg
Dt

〉
=−

∫ ∫
g(V ,a)

∂ (ρ
〈(

Λ j
ρ
− v j

ρ
S
)∣∣∣V ,a

〉
f )

∂Vj
dV da−

∫ ∫
g(V ,a)

∂
(
ρ〈Θ | V ,a〉 f

)
∂a

dV da =

=−
∫ ∫

g(V ,a)
(∂ (ρ

〈(
Λ j
ρ
− v j

ρ
S
)∣∣∣V ,a

〉
f )

∂Vj
+

∂
(
ρ〈Θ | V ,a〉 f

)
∂a

)
dV da. (3.48)

46



3.5 Herleitung der PDF-Transportgleichung

Gleichsetzen der beiden Ausdrücke für
〈

ρ
Dg
Dt

〉
in den Gleichungen (3.38) und (3.48) ergibt

∫ ∫
g
(

ρ
∂ f
∂ t

+ρVj
∂ f
∂x j
−S f

)
dV da =−

∫ ∫
g(V ,a)

(∂ (ρ
〈(

Λ j
ρ
− v j

ρ
S
)∣∣∣V ,a

〉
f )

∂Vj
+

∂
(
ρ〈Θ | V ,a〉 f

)
∂a

)
dV da

(3.49)

bzw. umgeformt

∫ ∫
g
(

ρ
∂ f
∂ t

+ρVj
∂ f
∂x j
−S f +

∂ (ρ
〈(

Λ j
ρ
− v j

ρ
S
)∣∣∣V ,a

〉
f )

∂Vj
+

∂
(
ρ〈Θ | V ,a〉 f

)
∂a

)
dV da = 0. (3.50)

Gleichung (3.50) ist für eine beliebige Funktion g(v,α) gültig, falls der Ausdruck in den Klammern verschwindet

ρ
∂ f
∂ t

+ρVj
∂ f
∂x j
−S f +

∂ (ρ
〈(

Λ j
ρ
− v j

ρ
S
)∣∣∣V ,a

〉
f )

∂Vj
+

∂
(
ρ〈Θ | V ,a〉 f

)
∂a

= 0. (3.51)

Gleichung (3.51) ist die allgemeine Transportgleichung der JPDF f . Für das Zwei-Fluid-Modell werden die beiden
letzten Terme der linken Seite spezifiziert. Der vierte Term in Gleichung (3.51) kann mit den Ausdrücken in Tabelle
3.1 berechnet werden. Für ρ

〈(
Λ j
ρ
− v j

ρ
S
)∣∣∣V ,a

〉
ergibt sich

ρ

〈(
Λ j

ρ
−

v j

ρ
S
)∣∣∣V ,a

〉
= ρd

〈( 1
ρdαd

(
− ∂

∂x j
(αd pd)+

∂

∂xi
(αd(τd,i j + τ

T
d,i j))+αdρd ĝd, j +Md, j

)
−

v̂d, j

αd

Sd

ρd

)∣∣∣V̂ ,a
〉
=

= ρd

〈( 1
ρdαd

(
− ∂

∂x j
(αd(〈pd〉+ pd

′
))+

∂

∂xi
(αd(τd,i j + τ

T
d,i j))+αdρd ĝd, j +Md, j

)
−

v̂d, j

αd

Sd

ρd

)∣∣∣V̂ ,a
〉
= (3.52)

=− ∂

∂x j
(αd〈pd〉)+ρd ĝd, j +Md, j +ρd

〈( 1
ρdαd

(
− ∂

∂x j
(αd pd

′
)+

∂

∂xi
(αd(τd,i j + τ

T
d,i j))

)
−

v̂d, j

αd

Sd

ρd

)∣∣∣V̂ ,a
〉
,

wobei Schwankungen im mittleren Druck pd mit dem Mittelwert 〈pd〉 und der Fluktuation pd
′ eingeführt wurden.

Weiterhin wurde die Definition der phasengemittelten Dichte in Gleichung (2.11) verwendet. Im letzten Schritt in
Gleichung (3.52) wurde genutzt, dass 〈pd〉 eine Konstante ist und ĝ j mit v̂ = V̂ und αd = a eindeutig bestimmt
ist. Entsprechendes gilt für Md, j. Mit Hilfe der Ausdrücke in Tabelle 3.1, Gleichung (3.25) und der Definition der
phasengemittelten Dichte in Gleichung (2.11) ergibt sich für ρ〈Θ | V̂ ,a〉 in Gleichung (3.51)

ρ 〈Θ | V ,a〉= ρd
Sd

ρd
= αdSd . (3.53)

Mit den Ausdrücken in Tabelle 3.1, der Definition der phasengemittelten Dichte in Gleichung (2.11) sowie den
Gleichungen (3.52) und (3.53) ergibt sich für die Transportgleichung (3.51) der JPDF im Zwei-Fluid-Modell

ρd
∂ f
∂ t

+ρdV̂d, j
∂ f
∂x j
−Sd f +

∂

∂V̂d, j

(
− ∂

∂x j
(αd〈pd〉)+ρd ĝd, j +Md, j+

ρd

〈( 1
ρdαd

(
− ∂

∂x j
(αd pd

′
)+

∂

∂xi
(αd(τd,i j + τ

T
d,i j))

)
−

v̂d, j

αd

Sd

ρd

)∣∣∣V̂ ,a
〉)

f
∣∣∣V̂ ,a

〉)
+

∂αdSd f
∂a

= 0. (3.54)
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Ein Umstellen der Terme ergibt

ρd
∂ f
∂ t

+ρdV̂d, j
∂ f
∂x j
−Sd f +

∂

∂V̂d, j

([
− ∂

∂x j
(αd〈pd〉)+ρd ĝd, j +Md, j

]
f
)
+

+
∂

∂V̂d, j

(
ρd

〈( 1
ρdαd

(
− ∂

∂x j
(αd pd

′
)+

∂

∂xi
(αd(τd,i j + τ

T
d,i j))

)
−

v̂d, j

αd

Sd

ρd

)∣∣∣V̂ ,a
〉)

f | V̂ ,a
〉)

+
∂αdSd f

∂a
= 0.

(3.55)

Gleichung (3.55) ist die Transportgleichung der JPDF f für den Volumenanteil α und die Geschwindigkeit v̂d

im Zwei-Fluid-Modell. Der Transport im physikalischen Raum wird durch die ersten drei Terme beschrieben
(vgl. [104], S. 142). Der Transport im Geschwindigkeitsraum V̂ wird durch den vierten und fünften Term reprä-
sentiert (vgl. [104], S. 142). Der letzte Term stellt den Transport im Volumenanteilsraum a dar (vgl. [104], S. 142).
Da 〈pd〉, Sd und ρd von αd abhängen, könnte aus Gleichung (3.55) die JPDF f bestimmt werden, wenn die be-
dingten Erwartungswerte im fünften Term bekannt wären (vgl. [104], S. 142).
Alternativ zur Approximation der bedingten Erwartungswerte kann aus der JPDF-Transportgleichung (3.55) die
Transportgleichung der PDF des Volumenanteils fα durch Integration über den Geschwindigkeitsraum V̂ erhalten
werden. Für die Integration wird die Transportgleichung (3.51) der allgemeinen JPDF genutzt

∫
ρ

∂ f
∂ t

dV︸ ︷︷ ︸
I

+
∫

ρVj
∂ f
∂x j

dV︸ ︷︷ ︸
II

+
∫ ∂ (ρ

〈(
Λ j
ρ
− v j

ρ
S
)∣∣∣V ,a

〉
f )

∂Vj
dV︸ ︷︷ ︸

III

−
∫

S f dV︸ ︷︷ ︸
IV

+
∫

∂
(
ρ〈Θ | V ,a〉 f

)
∂a

dV︸ ︷︷ ︸
V

= 0.

(3.56)

Die Integration über den Geschwindigkeitsraum führt dazu, dass f nicht mehr von v abhängt (vgl. Kapitel 1.2).
Die JPDF ist damit nur noch eine PDF von α . Unter Berücksichtigung von

∫
f dV = fα (vgl. Gleichung (2.75))

können die Terme in Gleichung (3.56) vereinfacht werden.

Term I

∫
ρ

∂ f
∂ t

dV = ρ

∫
∂ f
∂ t

dV = ρ
∂ fα

∂ t
, (3.57)

wobei genutzt wurde, dass ρ und t unabhängig von V sind (vgl. [104], S. 134, 142, 187).

Term II

Da V unabhängig von x j und ρ ist, dürfen Differentiation und Integration vertauscht werden. Mit f = fα fv|α (vgl.
Gleichung (2.71)) gilt für den zweiten Term

∫
ρVj

∂ f
∂x j

dV =
∂

∂x j

∫
ρVj fα fv|α dV =

∂

∂x j

(〈
ρv j | a

〉
fα

)
=

∂

∂x j

(
ρ
〈
v j | a

〉
fα

)
. (3.58)

Im zweiten Schritt wurde die Beziehung der Gleichung (2.73) genutzt. Da ρ eine Funktion von α ist, kann sie im
letzten Schritt aus dem Erwartungswert gezogen werden (vgl. Gleichung (3.43); [104], S. 141).

Term III

Für den dritten Term folgt mit f (α, v̂ =−∞) = f (α, v̂ =+∞) = 0 (vgl. [79], S. 7)

∫ ∂ (ρ
〈(

Λ j
ρ
− v j

ρ
S
)∣∣∣V ,a

〉
f )

∂Vj
dV =

[
ρ

〈(
Λ j

ρ
−

v j

ρ
S
)∣∣∣V ,a

〉
f

]+∞

−∞

= 0. (3.59)
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Term IV

Der vierte Term kann mit Hilfe der Gleichung (2.73) und f = fα fv|α (vgl. Gleichung (2.71)) vereinfacht werden

−
∫

S f dV =−
∫

S fα fv|α dV =−〈S | a〉 fα . (3.60)

Term V

Der fünfte Term kann analog vereinfacht werden, wobei der bedingte Erwartungswert nur noch von a abhängt (vgl.
Gleichung (2.74); [104], S. 142, 187).

∫
∂
(
ρ〈Θ | V ,a〉 f

)
∂a

dV =
∫

∂
(
ρ〈Θ | V ,a〉 fα fv|α

)
∂a

dV =
∂ 〈ρΘ | a〉 fα

∂a
. (3.61)

Mit den oben genannten Vereinfachungen ergibt sich für Gleichung (3.56)

ρ
∂ fα

∂ t
+

∂

∂x j

(
ρ
〈
v j | a

〉
fα

)
−〈S | α = a〉 fα +

∂ 〈ρΘ | a〉 fα

∂a
= 0. (3.62)

Gleichung (3.62) ist die Transportgleichung der allgemeinen PDF des Volumenanteils fα . Für das Zwei-Fluid-
Modell ergibt sich entsprechend Tabelle 3.1

ρd
∂ fα

∂ t
+

∂

∂x j

(
ρd
〈
v̂d, j | a

〉
fα

)
−〈Sd | a〉 fα +

∂a〈Sd | a〉 fα

∂a
= 0. (3.63)

Mit der Produktregel ([97], S. 132) können die beiden letzten Terme auf der linken Seite zusammengefasst werden

−〈Sd | a〉 fα + 〈Sd | a〉 fα +a
∂ 〈Sd | a〉 fα

∂a
= a

∂ 〈Sd | a〉 fα

∂a
, (3.64)

so dass sich für Gleichung (3.63) ergibt

ρd
∂ fα

∂ t︸ ︷︷ ︸
I

+
∂

∂x j

(
ρd
〈
v̂d, j | a

〉
fα

)
︸ ︷︷ ︸

II

+a
∂ 〈Sd | a〉 fα

∂a︸ ︷︷ ︸
III

= 0. (3.65)

Im Drift-Flux-Modell ergibt sich für 〈ρΘ | a〉 entsprechend Tabelle 3.1

〈ρmΘ | a〉= 〈ρm(Sd/ρd−∇ · (Ja)) | a〉. (3.66)

Die PDF-Transportgleichung (3.62) lautet im Drift-Flux-Modell mit Tabelle 3.1 und dem Ausdruck in Gleichung
(3.66)

ρm
∂ fα

∂ t
+

∂

∂x j

(
ρm
〈
vm, j | a

〉
fα

)
+

∂
〈
ρm(Sd/ρd−∇ · (Ja)) | a

〉
fα

∂a
= 0. (3.67)

Die Form von Gleichung (3.67) entspricht der Form der PDF-Transportgleichung einer Skalargröße im Verbren-
nungsbereich (vgl. Gleichung (2.77); [104], S. 187).
Im Folgenden wird die PDF-Transportgleichung (3.65) des Zwei-Fluid-Modells weiter vereinfacht. Sie enthält die
Mittelwerte ρd , v̂d, j und αd , wie sie bereits in den Gleichungen (3.14), (3.16) und (3.17) enthalten sind. Im Sinne
einer einfachen Schreibweise wird im Folgenden auf den Index ·d verzichtet, so dass die Beziehungen ρ = ρd ,
v̂ j = v̂d, j und weiterhin α = αd gelten. Gleichung (3.65) kann weiter vereinfacht werden, wenn sie mit dichtege-
wichteten Größen geschrieben wird. Hierfür sind zunächst Terme zur Kennzeichnung der Schwankungen einzufüh-
ren. Werden mit Hilfe der Stochastischen Feldmethode Schwankungen α ′ im Mittelwert α =α+α ′ berücksichtigt,
bedingt dies gleichzeitig Schwankungen in anderen Mittelwerten, wie der mitteleren Dichte ρ = ρ +ρ

′. Der ge-
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3 Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell

mittelte Volumenanteil ist hierbei mit α und die doppelt-gemittelte Dichte mit ρ gekennzeichnet. Entsprechend
können Schwankungen für den Mittelwert der Geschwindigkeit v̂ j eingeführt werden

v̂ j = ˆ̂v j + v̂′′j , (3.68)

wobei analog zur ersten Mittelung (vgl. Gleichung (2.15)) eine dichtegewichtete Mittelung verwendet wurde. Gilt
die Annahme eines inkompressiblen Fluids ρ = const. (vgl. [55], S. 46, 158, 212; [80], S. 686), sind die Schwan-
kungen α ′ im Volumenanteil mit den Schwankungen in der mittleren Dichte ρ

′ korreliert (vgl. Gleichung (2.11))

ρ +ρ
′ = ρ = αρ = (α +α

′)ρ = α ρ +α
′
ρ. (3.69)

Ein Umstellen von Gleichung (3.69) ergibt mit den Gleichungen (2.11), (2.42) und ρ = ρ die Beziehung

ρ
′ = α ρ +α

′
ρ− ρ = α ρ +α

′
ρ−ρ = ρ−ρ +α

′
ρ = α

′
ρ. (3.70)

Vor einer Einführung der Schwankungen in die PDF-Transportgleichung (3.65) erfolgt eine ausführliche Analyse
der Geschwindigkeitsfluktuationen. Abbildung 3.4 demonstriert die Einführung der dichtegewichteten Geschwin-
digkeit ˆ̂v j an einer exemplarischen JPDF f des Volumenanteils α und der Geschwindigkeit v̂. Dargestellt ist die
Wahrscheinlichkeitsdichte für Kombinationen der Geschwindigkeit v̂ j und der Dichte ρ . Die Geschwindigkeit v̂ j

kann, wie in Gleichung (3.68) gezeigt, in ihren Mittelwert ˆ̂v j und eine Fluktuation v̂′′j zerlegt werden. Mögliche
Fluktuationen sind in Abbildung 3.4 angedeutet. Für den Mittelwert ˆ̂v j gilt an jeder Stelle α = a mit der Dichte

Abbildung 3.4: Dichtegewichtete Mittelung an einer beispielhaften JPDF der Geschwindigkeit v̂ j und der Dichte ρ(α). Der Index · j wurde
zur besseren Lesbarkeit nicht innerhalb der Abbildung verwendet.

ρ(a) entsprechend Gleichung (2.13) mit der Definition der Phasenmittelung in Gleichung (2.11)

ˆ̂v j =
ρ v̂ j

ρ
=

ρα v̂ j

ρα

. (3.71)

Da v̂ j im Zwei-Fluid-Modell bereits mit einer dichtegewichteten Mittelung definiert wurde (vgl. Gleichungen
(2.13), (2.15)), kann ˆ̂v j als doppelt-dichtegewichtete Geschwindigkeit bezeichnet werden. Es sei hervorgehoben,
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dass Gleichung (3.71) die Mittelung von v̂ j an der Stelle ρ(α) darstellt. Der Mittelwert ˆ̂v j ist der Mittelwert aller
Geschwindigkeiten für ein bestimmtes ρ(α)

ˆ̂v j(ρ(a)) =
〈
v̂ j | ρ(α)

〉
. (3.72)

In Abbildung 3.4 ist der Mittelwert ˆ̂v j(ρ(a)) für alle ρ(a) rot markiert. Die Gesamtheit aller Markierungen ergibt
die rote Kurve für ˆ̂v j(ρ(a)). Die ungemittelte Geschwindigkeit einer bestimmten Dichte ρ(a) kann entsprechend
Gleichung (3.68) in einen Mittelwert und eine Fluktuation zerlegt werden

v̂ j(ρ(α)) = ˆ̂v j(ρ(α))+ v̂′′j (ρ(α)). (3.73)

Die Anwendung des Operators 〈· | ρ(a)〉 auf Gleichung (3.73) erlaubt eine Aussage über
〈

v̂′′j (ρ(a)) | ρ(a)
〉

(vgl.
[67], S. 620) 〈

v̂ j(ρ(α)) | ρ(a)
〉
=
〈 ˆ̂v j(ρ(α)) | ρ(a)

〉
+
〈
v̂′′j (ρ(α)) | ρ(a)

〉
. (3.74)

Die linke Seite von Gleichung (3.74) kann mit Gleichung (3.72) vereinfacht werden. Im ersten Term auf der rechten
Seite in Gleichung (3.74) wird der Operator auf den Mittelwert ˆ̂v j(ρ(α)) angewandt. Der Mittelwert ˆ̂v j darf aus
dem Operator gezogen werden, so dass gilt

〈 ˆ̂v j(ρ(α)) | ρ(a)
〉
= ˆ̂v j(ρ(α)). Gleichung (3.74) vereinfacht sich zu

ˆ̂v j(ρ(α)) = ˆ̂v j(ρ(α))+
〈
v̂′′j (ρ(α)) | ρ(a)

〉
. (3.75)

Aus Gleichung (3.75) kann direkt abgelesen werden

〈
v̂′′j (ρ(α)) | ρ(a)

〉
= 0. (3.76)

Der Erwartungswert der dichtegewichteten Fluktuationen unter der Bedingung eines bestimmten ρ(α) verschwin-
det demnach.

Im Zwei-Fluid-Modell besteht ein enger Zusammenhang zwischen dem Volumenanteil α und der Dichte ρ(α).
Für Fluide konstanter Dichte gilt ρ = const. (vgl. [55], S. 46, 158, 212; [80], S. 686), womit Gleichung (3.71) mit
der Rechenregel in Gleichung (2.42) weiter vereinfacht werden kann

ˆ̂v j =
ρ α v̂ j

ρ α
=

α v̂ j

α
. (3.77)

Die dichtegewichtete Mittelung ˆ̂v j in Gleichung (3.77) kann aufgrund der Korrelation zwischen dem Volumenanteil
α und der mittleren Dichte ρ in der Definition der Phasenmittelung (2.11) als eine mit dem Volumenanteil α

gewichtete Mittelung geschrieben werden. Analog zur dichtegewichteten Mittelung in Gleichung (2.13), bei der die
Mittelung aus Fluktuation und Dichte verschwindet (vgl. Gleichung (2.46)), ist die Mittelung aus der Fluktuation
der Geschwindigkeit v̂′′j und dem Volumenanteil α null

v̂′′j α = 0. (3.78)

Wegen der linearen Abhängigkeit der Dichte ρ(α) vom Volumenanteil α (vgl. Gleichung (2.11))

ρ(α)∼ α (3.79)
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kann der bedingte Erwartgungswert der Dichte als bedingter Erwartungswert des Volumenanteils geschrieben wer-
den

〈· | ρ(a)〉= 〈· | a〉 . (3.80)

Die Gleichungen (3.72) - (3.76) können erneut formuliert werden, wobei an Stelle der bedingten Erwartungswerte
der Dichte ρ(a) bedingte Erwartungswerte des Volumenanteils α verwendet werden:

ˆ̂v j(ρ(a)) =
〈
v̂ j | a

〉
(3.81)

v̂ j(ρ(α)) = ˆ̂v j(ρ(α))+ v̂′′j (ρ(α)) (3.82)〈
v̂ j(ρ(α)) | a

〉
=
〈 ˆ̂v j(ρ(α)) | a

〉
+
〈
v̂′′j (ρ(α)) | a

〉
(3.83)

ˆ̂v j(ρ(α)) = ˆ̂v j(ρ(α))+
〈
v̂′′j (ρ(α)) | a

〉
(3.84)〈

v̂′′j (ρ(α)) | a
〉
= 0. (3.85)

Gleichung (3.85) kann auch verkürzt als 〈
v̂′′j | a

〉
= 0 (3.86)

formuliert werden.

Nach dieser Diskussion der Fluktuationen im Zwei-Fluid-Modell kann Gleichung (3.65) in dichtegewichteten Va-
riablen (bzw. volumenanteilgewichteten Variablen, wie in Gleichung (3.77) gezeigt) geschrieben werden. Es sei
angemerkt, dass weiterhin, im Sinne einer einfachen Schreibweise, der Index ·d entfällt und ρd = ρ , v̂d, j = v̂ j,
Sd = S gelten. Für die entsprechenden Terme in Gleichung (3.65) ergibt sich:

Term I

Mit der Definition dichtegewichteter PDFs in Gleichung (2.78) folgt für die PDF fα

ρ f̂α = ρ fα . (3.87)

Für den ersten Term ergibt sich damit

ρ
∂ fα

∂ t
=

∂ fα ρ

∂ t
=

∂ ρ f̂α

∂ t
. (3.88)

Im ersten Schritt darf die Dichte ρ in die Differentiation gezogen werden, da sie lediglich von α abhängt (vgl.
Gleichung (2.11); [104], S. 135, 142, 187).

Term II

Für den zweiten Term ergibt sich mit Hilfe der Gleichungen (3.83), (3.85), (3.87) und 〈 ˆ̂v j | a〉= ˆ̂v j

∂

∂x j

(
ρ
〈
v̂ j | α = a

〉
fα

)
=

∂

∂x j

(
ρ
(〈 ˆ̂v j(ρ(α)) | a

〉
+
〈
v̂′′j (ρ(α)) | a

〉)
fα

)
=

∂

∂x j

(
ˆ̂v j ρ f̂α

)
. (3.89)

Term III

Der dritte Term kann mit Gleichung (3.87) umgeformt werden

a
∂ 〈S | α = a〉 fα

∂a
= a

∂ 〈S | a〉ρ f̂α
ρ

∂a
. (3.90)
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Die PDF-Transportgleichung in Gleichung (3.65) kann unter Verwendung der Umformungen in den Gleichungen
(3.88), (3.89) und (3.90) in dichtegewichteten Größen geschrieben werden

∂ ρ f̂α

∂ t
+

∂ ( ˆ̂v j ρ f̂α)

∂x j
+a

∂ (〈S | a〉ρ f̂α
ρ
)

∂a
= 0. (3.91)

Gleichung (3.91) ist die Transportgleichung der PDF f̂α des Volumenanteils in dichtegewichteter Form.

3.6 Unterschiede zur PDF-Transportgleichung für Skalargrößen im
Verbrennungsbereich

Die PDF-Transportgleichung für den Volumenanteil im Zwei-Fluid-Modell in Gleichung (3.91) unterscheidet sich
von der PDF-Transportgleichung einer Skalargröße im Verbrennungsbereich in Gleichung (2.79). Bei einem Ver-
gleich sind folgende Auffälligkeiten festzustellen:

• Beide Gleichungen weisen identische Formulierungen für den zeitabhängigen Term und den Konvektions-
term auf, falls ρ = 〈ρ〉 und ˆ̂v j = Ûi.

• In Gleichung (3.91) enthält der Quellterm im a-Raum einen zusätzlichen Faktor 1/ρ . Die Quellterme in den
Grundgleichungen (vgl. Gleichungen (2.83), (3.17)) unterscheiden sich bereits um diesen Faktor, so dass
sich die PDF-Transportgleichungen ebenfalls um diesen unterscheiden. Der Quellterm im a-Raum enthält
im Vergleich zu Gleichung (2.79) den zusätzlichen Vorfaktor a. In Gleichung (3.64) wurde gezeigt, dass er
damit einen Quellterm im physikalischen Raum enthält.

• Gleichung (3.91) enthält im Gegensatz zu Gleichung (2.79) keinen Micromixing-Term, der den diffusiven
Massenfluss repräsentiert (vgl. Kapitel 2.4.3.2).

• Gleichung (2.79) enthält unter Berücksichtigung von Gleichung (2.80) eine zweite Ableitung, die den Ein-
fluss durch mittlere turbulente Advektion beschreibt. Diese ist nicht in der PDF-Transportgleichung (3.91)
enthalten, so dass ihre Form damit nicht der Form der Fokker-Planck-Gleichung (2.102), sondern einer
Liouville-Gleichung (2.103) mit Quelltermen entspricht. Da die Koeffizienten stochastischen Schwankun-
gen unterliegen können (vgl. Kapitel 3.7), handelt es sich um eine stochastische Liouville-Gleichung.

Die Existenz von Unterschieden in der PDF-Transportgleichung ist nicht überraschend, da die Herleitungen in
[104] und Kapitel 3.5 von unterschiedlichen Erhaltungsgleichungen ausgehen. Die beiden oben genannten aber
noch nicht diskutierten Unterschiede, der entfallende Micromixing-Term und der fehlende Term der mittleren
turbulenten Advektion, werden im Folgenden analysiert. In Kapitel 3.6.1 wird auf das Entfallen des Micromixing-
Terms eingegangen. Kapitel 3.6.2 zeigt, dass die PDF-Transportgleichung des Volumenanteils im Zwei-Fluid-
Modell nicht analog zur PDF-Transportgleichung (2.79) einer Skalargröße im Verbrennungsbereich formuliert
werden kann, da ein Term für die mittlere turbulente Advektion zu Konsistenzproblemen führte. Kapitel 3.6.4
diskutiert die Uraschen für sein Entfallen im Zwei-Fluid-Modell.

3.6.1 Entfallen des Micromixing-Terms

Teile dieses Kapitels wurden bereits in [109] und [112] veröffentlicht. Könnte die Transportgleichung der PDF fα

für den Volumenanteil analog zu Gleichung (2.79) formuliert werden, lautete sie

∂

∂ t

(
〈ρ〉 f̂α)+

∂

∂xi

(
Ûi〈ρ〉 f̂α

)
+

∂

∂a

(
Qα(a)〈ρ〉 f̂α

)
=

∂

∂a

(
〈 1

ρ

∂Ja
i

∂xi
| a〉〈ρ〉 f̂α

)
− ∂

∂xi

(
〈u′′i | a〉〈ρ〉 f̂α

)
, (3.92)
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und enthielte als ersten Term auf der rechten Seite einen Micomixing-Term, der den diffusiven Massenfluss be-
schreibt2. In Gleichung (3.92) ist a der Ereignisraum der Zufallsgröße α . Ausgangspunkt für die Herleitung die-
ser PDF-Transportgleichung sind die Gleichungen (2.83) (vgl. [104], S. 141-142, 187). Der diffusive Massenfluss
in Gleichung (3.92) resultiert aus dem diffusiven Massenfluss in der skalaren Ausgangsgleichung (2.83) (vgl.
[119], S. 2; [104], S. 134-135, 141-142, 187). Die skalare Ausgangsgleichung enthält im Zwei-Fluid-Modell kei-
nen diffusiven Massenfluss (vgl. Gleichung (3.25); Tabelle 3.1). Entsprechend kann im Zwei-Fluid-Modell die
PDF-Transportgleichung des Volumenanteils keinen diffusiven Massenfluss enthalten und der Micromixing-Term
entfällt. Entsprechendes gilt für die zugehörige SPDE. Ein entfallender Micromixing-Term ergibt für die PDF-
Transportgleichung (3.92)

∂

∂ t

(
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∂
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)
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. (3.93)

Für die zugehörige SPDE (2.96) ergibt sich
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d ). (3.94)

Parallel zur vorliegenden Arbeit wurde das Entfallen eines Micromixing-Terms ebenfalls durch [17] in einem
ähnlichen Kontext herausgefunden. In ([89], S. 16) wurde ebenfalls kein Micromixing-Term verwendet.

3.6.2 Konsistenzprobleme bei Anwendung der Stochastischen Feldmethode für
Skalargrößen in der Verbrennung

Innerhalb des Kapitels 3.6.2 wird gezeigt, dass es zu Konsistenzproblemen führen würde, wenn die PDF-Transport-
gleichung für den Volumenanteil im Zwei-Fluid-Modell der PDF-Transportgleichung (2.79) für eine Skalargröße
im Verbrennungsbereich entspräche. Das Entfallen eines Micromixing-Terms (vgl. Kapitel 3.6.1) wird innerhalb
des Kapitels 3.6.2 berücksichtigt. Die Inkonsistenzen können durch Herleitung der Transportgleichung des mittle-
ren Volumenanteils auf zwei Methoden gezeigt werden:

• durch Ensemble-Mittelung der Transportgleichungen für die samples

• durch Integration der PDF-Transportgleichung.

Entspräche die PDF-Transportgleichung des Volumenanteils im Zwei-Fluid-Modell der PDF-Transportgleichung
für eine Skalargröße im Verbrennungsbereich, wäre Gleichung (3.93) die PDF-Transportgleichung und (3.94) die
zugehörige SPDE. Die Information eines entfallenden Micromixing-Terms entsprechend Kapitel 3.6.1 wurde hier-
bei verwendet.

3.6.2.1 Herleitung der Transportgleichung des mittleren Volumenanteils durch Ensemble-Mittelung der
Transportgleichungen für die samples

Teile dieses Kapitels wurden bereits in [109] und [112] veröffentlicht. In Gleichung (2.85) wurde der Ensemble-
Mittelungsoperator 〈·〉N bereits eingeführt. Zur einfacheren Schreibweise wird im Folgenden auf den Index ver-
zichtet. Mit dem Ensemble-Mittelungsoperator kann innerhalb einer Rechenzelle aus N samples für den Volumen-
anteil α(1), ...,α(N) der mittlere Volumenanteil 〈α〉 berechnet werden. Gleichung (2.84) zeigt, dass hierdurch eine

2 Diese Analogie wurde in [26], [107] angenommen, da die SPDE des Volumenanteils analog zur SPDE einer Skalargröße in der Verbrennung
formuliert wurde (vgl. Gleichungen (2.94), (2.96)).
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PDF approximiert wird. Wird der Ensemble-Mittelungsoperator auf die SPDE in Gleichung (3.94) angewandt,
kann die Transportgleichung des mittleren Volumenanteils hergeleitet werden〈
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d
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+
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. (3.95)

Da der Ensemble-Mittelungsoperator in Gleichung (2.85) mit Hilfe einer Summe definiert ist, kann dieser in Glei-
chung (3.95) auf jeden Summanden angewendet werden〈
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Zur Vereinfachung des ersten und zweiten Terms auf der linken Seite in Gleichung (3.96) können die Rechenre-
geln in den Gleichungen (2.76) verwendet werden. Bei der Vereinfachung des zweiten Terms kann genutzt werden,
dass die Geschwindigkeit Û , mit der ein sample transportiert wird, in jedem stochastischen Feld identisch ist. Die
Umformung des dritten Terms auf der linken Seite in Gleichung (3.96) erfolgt unter Berücksichtigung der Eigen-
schaften einer Ito-Interpretation. Hierfür muss zunächst der Begriff einer nicht-antizipierenden Funktion eingeführt
werden. Sei G(t) eine „nicht-antizipierende“ (engl.: „nonanticipating“ ([41], S. 86)) Funktion, die statistisch un-
abhänging von W (t1)−W (t) ist für zwei Zeitpunkte t < t1 ([41], S. 86). Die Funktion G(t) ist demnach statistisch
unabhängig von dem Verhalten des Wiener-Prozesses in der Zukunft von t ([41], S. 86). Wird G(t) mit t0 < t

(vgl. [41], S. 83) über die Zeit integriert, gilt für die Ito-Interpretation des stochastischen Integrals ([41], S. 90)〈∫ t

t0
G(t ′)dW (t ′)

〉
= 0. (3.97)

Entsprechend entfällt der dritte Term auf der linken Seite in Gleichung (3.96) mit Ẇ = dW
dt und G(t) =

√
2Dt

1
dt

∂αd
∂xi

,
wenn Gleichung (3.96) in der Zeit gelöst wird. Anschaulicher wird das Entfallen des dritten Terms auf der linken
Seite in Gleichung (3.96), wenn dW in Ẇ = dW

dt durch Gleichung (2.100) approximiert wird. Da für den Erwar-
tungswert gaußverteilter Zufallszahlen gilt

〈ξi(t)〉= 0, (3.98)

ergibt sich für den dritten Term auf der linken Seite in Gleichung (3.96) unter der Annahme einer Unabhängigkeit
von ∂αd

∂xi
und ξi(t) sowie Dt = const.
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Gleichung (3.96) kann mit oben genannten Umformungen vereinfacht werden
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Gleichung (3.100) ist die Transportgleichung für den Erwartungswert der samples und muss der Transportglei-
chung des mittleren Volumenanteils (2.54) im Zwei-Fluid-Modell entsprechen. Ein Vergleich zeigt, dass sich die
beiden Gleichungen unterscheiden. Der dritte Term auf der linken Seite in Gleichung (3.100) beschreibt die mitt-
lere turbulente Advektion und existiert in Gleichung (2.54) nicht. Im Konvektionsterm in Gleichung (3.100) ist im
Gegensatz zu Gleichung (2.54) die Differentiation nicht auf die Geschwindigkeit angewandt. In ([142], S. 626-627)
ist gezeigt, dass der Konvektionsterm in der Transportgleichung einer Skalargröße mit der Kontinuitätsgleichung
vereinfacht werden kann. Hierbei wird ausgenutzt, dass die rechte Seite der Kontinuitätsgleichung 0 entspricht.
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Im Zwei-Fluid-Modell ist die rechte Seite der Kontinuitätsgleichung Sk 6= 0 (vgl. Gleichung (2.15)), so dass diese
Vereinfachung nicht anwendbar ist. Die Differenzen im Konvektionsterm und im Term für die mittlere turbulente
Advektion demonstrieren, dass die Formulierung für die SPDE in Gleichung (3.94) nicht konsistent zum verwen-
deten Zwei-Fluid-Modell ist.

3.6.2.2 Herleitung der Transportgleichung des mittleren Volumenanteils durch Integration der
PDF-Transportgleichung

Alternativ zur dichtegewichteten PDF-Transportgleichung für den Volumenanteil der dispersen Phase α in Glei-
chung (3.93) kann die PDF-Transportgleichung ohne dichtegewichtete Größen formuliert werden (vgl. Gleichung
(2.77); [104], S. 187)

∂
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)
+

∂

∂xi
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ρ(α)〈Ui | a〉 fα

)
+

∂

∂a
(ρ(α)Qα(a) fα) = 0. (3.101)

Die Transportgleichung für den mittleren Volumenanteil kann, wie in Kapitel 2.4 beschrieben (vgl. Gleichung
(2.66)), aus Gleichung (3.101) durch Multiplikation mit a und Integration über den Ereignisraum a hergeleitet
werden ∫ 1
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= 0. (3.102)

In Kapitel 1.2 wurde bereits darauf hingewiesen, dass durch die Integration der PDF über a die Abhängigkeit
hiervon verloren geht. Es kann eine Aussage über den mittleren Volumenanteil getroffen werden. In der folgenden
Herleitung der Transportgleichung des Mittelwerts wird davon ausgegangen, dass der Volumenanteil wie eine Ska-
largröße behandelt werden kann. Hieraus ergeben sich im Folgenden Widersprüche. In Kapitel 3.6.4 wird auf die
Unterschiede zwischen einer PDF-Transportgleichung des Volumenanteils und der PDF-Transportgleichung einer
Skalargröße genauer eingegangen.
Für die Integrale in Gleichung (3.102) existieren vereinfachte Formulierungen. Sie werden im Folgenden termwei-
se vorgestellt. Für eine ausführliche Diskussion der Vereinfachungen sei auf Anhang C verwiesen.

Term I

Gleichung (C.2) zeigt, dass für den ersten Term gilt
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〈αρ(α)〉. (3.103)

Durch eine Erweiterung mit 〈ρ〉 kann der erste Term auch mit dichtegewichteten Größen geschrieben werden
(vgl. Gleichung (2.13))
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Term II

Das Integral im zweiten Term kann mit den Vereinfachungen in Anhang C und den Gleichungen (C.4) und (C.5)
entsprechend ∫ 1
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geschrieben werden. Werden entsprechend Gleichung (2.45) Fluktuationen in a und V berücksichtigt

V = V̂ + v′′

a = â+a′′, (3.106)

folgt aus Gleichung (3.105) mit den Vereinfachungen in Anhang C weiter
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Term III

Der dritte Term in Gleichung (3.102) kann mit den Umformungen in Anhang C und Gleichung (C.10) vereinfacht
werden ∫ 1

0
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∂
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(ρ(a)Qα(a) fα)da =−〈ρ(α)Qα(α)〉. (3.108)

Eine Erweiterung von Gleichung (3.108) um 〈ρ〉 führt zu einer Formulierung mit dichtegewichteten Größen (vgl.
Gleichung (2.13)) ∫ 1
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Gleichung (3.102) vereinfacht sich mit Hilfe der Gleichungen (3.104), (3.107) und (3.109) zu
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Eine Division durch 〈ρ〉 ergibt für Gleichung (3.110)

∂

∂ t
α̂ +

∂

∂xi
(α̂Ûi)+
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Für inkompressible Fluide (vgl. [55], S. 46, 158, 212; [80], S. 686) werden Fluktuationen in der Dichte vernach-
lässigt (vgl. [9], S. 107) und es gilt ρ = const. ([55], S. 22). Mit Hilfe der Gleichung (2.13) ist zu sehen, dass für
inkompressible Fluide α̂ = α . Gleichung (3.111) kann damit geschrieben werden

∂

∂ t
α +

∂

∂xi
(αÛi)+

∂

∂xi
〈α ′′u′′i 〉− Q̂α(α) = 0. (3.112)

Ein Vergleich von Gleichung (3.112) und der Transportgleichung (2.54) des mittleren Volumenanteils im Zwei-
Fluid-Modell zeigt die Inkonsistenz. Die Gleichungen unterscheiden sich durch den dritten Term auf der linken
Seite in Gleichung (3.112). Es ist der Term der mittleren turbulenten Advektion.
Kapitel 3.6.2 hat gezeigt, dass es zu Konsistenzproblemen führt, wenn die Stochastische Feldmethode für den
Volumenanteil im Zwei-Fluid-Modell analog zur Stochastischen Feldmethode für eine Skalargröße im Verbren-
nungsbereich formuliert wird. In Kapitel 3.6.3 erfolgt eine zum Zwei-Fluid-Modell konsistente Formulierung der
Stochastischen Feldmethode.

3.6.3 Eine konsistente Formulierung der Stochastischen Feldmethode im
Zwei-Fluid-Modell

In Kapitel 3.6.2 wurden Konsistenzprobleme demonstriert, wenn die Stochastische Feldmethode für den Volu-
menanteil im Zwei-Fluid-Modell analog zur Beschreibung einer Skalargröße im Verbrennungsbereich formuliert
wird. In Kapitel 3.6.2.1 erfolgte dies durch Herleitung der Transportgleichung (3.100) für den mittleren Volu-
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menanteil der dispersen Phase durch Ensemble-Mittelung. Ein Vergleich zur entsprechenden Gleichung (2.54) des
Zwei-Fluid-Modells zeigt, dass sich beide Gleichungen um den Term〈
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unterscheiden. Für die Umformung in Gleichung (3.113) wurden die Gleichungen (2.81) und (2.82) sowie die
Vereinfachung 〈ρ〉= ρ = const. genutzt. Der Term in Gleichung (3.113) entspricht der Form eines Diffusions-
terms. In Kapitel 3.6.2.2 wurde die Transportgleichung des mittleren Volumenanteils (3.112) durch Integration der
PDF-Transportgleichung (3.101) hergeleitet und mit der entsprechenden Gleichung (2.54) des Zwei-Fluid-Modells
verglichen. Die beiden Gleichungen unterscheiden sich durch den Term

∂

∂xi

〈
α
′′u′′i
〉∼=− ∂

∂xi

(
νt,k

Sct

∂ α̂

∂xi

)
. (3.114)

In Gleichung (3.114) wurde das „gradient-diffusion model“ ([104], S. 187) aus Gleichung (2.50) genutzt, so dass
die Form eines Diffusionsterms entsprechend Gleichung (3.113) vorliegt.
Ein Diffusionsterm wäre ebenfalls in der Kontinuitätsgleichung (2.52) des Zwei-Fluid-Modells vorhanden, wenn
in der zweiten Mittelung nicht-dichtegewichtete Variablen verwendet würden (vgl. Kapitel 2.2.1.10). Er beschriebe
den Effekt der mittleren turbulenten Advektion. In AVL FireTM ist das Zwei-Fluid-Modell mit der Kontinuitätsglei-
chung (2.15), also unter Verwendung einer dichtegewichteten Mittelung bei der zweiten Mittelung, implementiert.
Die mittlere turbulente Advektion wird hierin nicht durch einen Diffusionsterm in der Kontinuitätsgleichung be-
rücksichtigt, sondern durch einen zusätzlichen Term in der Momentengleichung (vgl. Kapitel 2.2.1.10). Dieser
zusätzliche Term beeinflusst die Berechnung der mittleren Geschwindigkeit der dispersen Phase v̂d . Da diese in
der Kontinutätsgleichung (2.53) verwendet wird, erhält die mittlere turbulente Advektion hierin indirekt Einzug.
Entsprechendes gilt für die SPDE der Stochastischen Feldmethode.
Bei der Formulierung der PDF-Transportgleichung und der SPDE ist konsistent zu dieser Formulierung des Zwei-
Fluid-Modells zu verfahren. Entsprechend können sie keinen zusätzlichen Term zur Berücksichtigung der mittle-
ren turbulenten Advektion (vgl. Gleichungen (3.93) und (3.94)) enthalten3. Die in Kapitel 3.5 hergeleitete PDF-
Transportgleichung (3.91) enthält keinen Term für die mittlere turbulente Advektion und ist damit konsistent zur
Kontinuitätsgleichung (2.15) des verwendeten Zwei-Fluid-Modells. Der Vollständigkeit halber ist sie in Gleichung
(3.115) erneut mit der Schreibweise ρ = 〈ρ〉 aufgetragen

∂ 〈ρ〉 f̂α
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ρ
)

∂a
= 0. (3.115)

Die SPDE wird analog hierzu ohne einen Term der mittleren turbulenten Advektion formuliert
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wobei eine allgemeine Fluktuation R(α(n)
d ) verwendet wurde. Für

R(α(n)
d ) =

√
2Dt

∂α
(n)
d

∂xi
Ẇi (3.117)

3 Würde die mittlere turbulente Advektion im Zwei-Fluid-Modell analog zu Gleichung (2.52) durch einen Diffusionsterm in der Kontinuitäts-
gleichung berücksichtigt, könnte eine konsistente Formulierung der PDF-Transportgleichung bzw. der SPDE mit einem Term der mittleren
turbulenten Advektion entsprechend der Gleichungen (3.93) und (3.94) erfolgen. Da in AVL FireTM die Kontinuitätsgleichung des Zwei-
Fluid-Modells entsprechend Gleichung (2.15) umgesetzt ist, wird dieser Ansatz im Folgenden nicht weiter verfolgt.
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entsprechen die Fluktuationen denen der ursprünglichen SPDE (vgl. (2.94)), die zur Beschreibung einer Skalar-
größe in der Verbrennung hergeleitet wurde. Die Wahl für R(α(n)

d ) hängt von der betrachteten Fluktuation ab. In
Gleichung (3.116) wurde das Differential, wie bereits in Kapitel 3.6.2.1 diskutiert, ebenfalls auf die Geschwindig-
keit angewendet.
Die Gleichungen (3.115) und (3.116) beschreiben eine zur Kontinuitätsgleichung (2.15) bzw. (2.53) des Zwei-
Fluid-Modells konsistente Formulierung der Stochastischen Feldmethode. Diese Formulierung wird im Folgenden
„2F-SFM“ bezeichnet. In Kapitel 3.7 werden Möglichkeiten zur Berücksichtigung stochastischer Schwankungen
im 2F-SFM diskutiert. Nachdem in Kapitel 3.6.3 eine konsistente Formulierung der Stochastischen Feldmethode
vorgestellt sowie Alternativen aufgezeigt wurden, erfolgt im Kapitel 3.6.4 eine Diskussion der Ursache für einen
entfallenden Term der mittleren turbulenten Advektion bei Verwendung dichtegewichteter Größen bei der zweiten
Mittelung.

3.6.4 Entfallen des Terms der mittleren turbulenten Advektion

Nachdem in Kapitel 3.6.3 eine konsistente Formulierung der Stochastischen Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell
präsentiert wurde, verbleibt die Frage, warum bei Verwendung dichtegewichteter Größen im 2F-SFM ein Term
für die mittlere turbulente Advektion entfällt, dieser aber bei Anwendung der Stochastischen Feldmethode zur
Beschreibung einer Skalargröße in der Verbrennung existiert (vgl. Gleichungen (2.79), (2.94), (3.115), (3.116)).
Die Antwort ist in Kapitel 3.5 zu finden und sei an dieser Stelle erneut aufgegriffen.
Im Folgenden wird die Existenz eines Terms der mittleren turbulenten Advektion im 2F-SFM und in der PDF-
Transportgleichung (2.77) einer Skalargröße diskutiert. Der Term der mittleren turbulenten Advektion geht aus
dem Konvektionsterm hervor.
Im 2F-SFM kann dieser, wie bereits in Gleichung (3.89) gezeigt, mit Hilfe der Phasenmittelung in Gleichung
(2.11) vereinfacht werden

ρ
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=

= ρ
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〉)
= ˆ̂v jρα. (3.118)

Der letzte Schritt folgt aus dem engen Zusammenhang des Volumenanteils α und der Dichte ρ: Der bedingte
Erwartungswert der dichtegewichteten Geschwindigkeitsfluktuation

〈
v̂′′j | ρ(a)

〉
entfällt, wie in Gleichung (3.76)

gezeigt. Entsprechend entfällt auch
〈

v̂′′j | a
〉

, da ein eindeutiger Zusammenhang zwischen dem Volumenanteil α

und der Dichte ρ besteht (vgl. Gleichungen (2.11) und (3.79)).
In der PDF-Transportgleichung (2.77) einer Skalargröße in der Verbrennung kann der bedingte Erwartungswert im
Konvektionsterm ebenfalls mit einer dichtegewichteten Geschwindigkeit geschrieben werden (vgl. [104], S. 187)

ρ(ψ)
〈

Ui | ψ
〉
= ρ(ψ)

〈(
Ûi +U ′′i

)
| ψ
〉
= ρ(ψ)Ûi +ρ(ψ)

〈
U ′′i | ψ

〉
. (3.119)

Im ersten Schritt wurde die dichtegewichtete Mittelung entsprechend Gleichung (2.45) eingeführt. Im letzten
Schritt wurde analog zu Gleichung (3.118) der bedingte Erwartungswert 〈Ûi | ψ〉 = Ûi direkt angegeben. Im Un-

terschied zum 2F-SFM in Gleichung (3.118) bleibt der Term
〈

U ′′i | ψ
〉
6= 0 erhalten, da Φ nicht eindeutig aus der

Dichte ρ(Φ) zu bestimmen ist. Dies sei im Folgenden mit der grafischen Auftragung beispielhafter JPDFs veran-
schaulicht.
Es gelte die in Abbildung 3.5 dargestellte JPDF der Dichte ρ(Φ) und der Geschwindigkeit U . Die Dichte ist eine
Funktion der Massenanteile Φ, bspw. ([16], S. 296)

ρ(Φ) = ρ1 +ρ2 +ρ3, (3.120)
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wobei ρ1, ρ2, ρ3 Partialdichten darstellen, die von Φ1, Φ2 und Φ3 abhängen (vgl. [16], S. 296). Analog zu Abbil-
dung 3.4 ist in Abbildung 3.5 die dichtegewichtete Geschwindigkeit Û eingetragen. Die zugehörigen Fluktuationen
sind ebenfalls beispielhaft skizziert. Der bedingte Erwartungswert der Fluktuationen 〈U ′′ | ρ(a)〉 entfällt, wie in
Kapitel 3.5 bereits diskutiert wurde (vgl. Gleichung (3.76)).
Die Abbildungen 3.6 und 3.7 zeigen die JPDFs der Geschwindigkeit U und der Skalargrößen ψ1 und ψ2. Sie un-
terscheiden sich von der JPDF in Abbildung 3.5 in der rechten hinteren Ecke. Die mit der Skalargröße gewichteten
mittleren Geschwindigkeiten

ÛΦi = 〈U | ψi〉=
U(ψi)ψi

ψi
(3.121)

und die zugehörigen Fluktuationen sind ebenfalls in den Abbildungen 3.6 und 3.7 skizziert. Sie unterscheiden sich
von der dichtegewichteten Geschwindigkeit Û und ihren Geschwindigkeitsfluktuationen in Abbildung 3.5. Analog
zur dichtegewichteten Geschwindigkeit gilt für den Erwartungswert der Fluktuationen in den Abbildungen 3.6 und
3.7 〈

U ′′Φi
| ψi
〉
= 0. (3.122)

Für eine Skalargröße im Verbrennungsbereich existiert kein unmittelbarer Zusammenhang zwischen der Dichte ρ

und der Skalargröße ψ: Mehrere Gemischzusammensetzungen können eine identische Dichte ergeben. Entspre-
chend sind die Fluktuationen in ψ nicht direkt korreliert mit Fluktuationen der Dichte ρ und für den Erwartungs-
wert gilt 〈

U ′′ | ρ(ψ)
〉
6=
〈

U ′′ | ψ
〉
. (3.123)

Im Zwei-Fluid-Modell ist die Dichte ρ direkt mit dem Volumenanteil α korreliert (vgl. Gleichungen (2.11) und
(3.79)). Die JPDF der Geschwindigkeit und der Dichte in Abbildung 3.5 kann linear in die JPDF der Geschwin-
digkeit und des Volumenanteils (nicht dargestellt) transformiert werden. Auch die Fluktuationen sind korreliert,
weshalb im Zwei-Fluid-Modell gilt 〈

Û ′′ | ρ(a)
〉
=
〈
Û ′′ | a

〉
= 0. (3.124)

Abbildung 3.5: Dichtegewichtete Mittelung an einer beispielhaften JPDF der Geschwindigkeit U und der Dichte ρ(Φ).
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Abbildung 3.6: gewichtete Mittelung an einer beispielhaften JPDF der Geschwindigkeit U und der Skalargröße Φ1.

Abbildung 3.7: gewichtete Mittelung an einer beispielhaften JPDF der Geschwindigkeit U und der Skalargröße Φ2.

Der Unterschied des bedingten Erwartungswerts im Konvektionsterm kann auch mit Hilfe mathematischer Umfor-
mungen gezeigt werden. In den Gleichungen (3.72) - (3.76) wurde bereits gezeigt, dass der bedingte Erwartungs-
wert der Fluktuation der dichtegewichteten Geschwindigkeit entfällt 〈U ′′(ρ(α)) | ρ(a)〉 = 0. Der Vollständigkeit
halber werden die Umformungen an dieser Stelle zusammengefasst. Die dichtegewichtete Geschwindigkeit hängt
von der Dichte ρ ab

Û(ρ) = 〈U | ρ〉 . (3.125)

Wird der Operator 〈· | ρ〉 auf die Geschwindigkeit (vgl. Gleichung (2.45))

U(ρ) = Û(ρ)+U ′′(ρ) (3.126)
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angewandt, ergibt sich die Formulierung

〈U(ρ) | ρ〉=
〈
Û(ρ) | ρ

〉
+
〈
U ′′(ρ) | ρ

〉
. (3.127)

Die linke Seite in Gleichung (3.127) kann mit Gleichung (3.125) vereinfacht werden und der bedingte Erwartungs-
wert im ersten Term auf der rechten Seite kann direkt angegeben werden (vgl. Gleichung (3.118))

Û(ρ) = Û(ρ)+
〈
U ′′(ρ) | ρ

〉
. (3.128)

Aus Gleichung (3.128) kann direkt abgelesen werden

〈
U ′′(ρ) | ρ

〉
= 0. (3.129)

Es sei festgehalten, dass der Zusammenhang Û(ρ) = 〈U | ρ〉 aus Gleichung (3.125) genutzt wurde, so dass der
bedingte Erwartungswert der Fluktuationen verschwindet 〈U ′′(ρ) | ρ〉= 0.
Entsprechend gilt aufgrund des direkten Zusammenhangs zwischen Volumenanteil und Dichte im 2F-SFM 〈U ′′(ρ) | a〉=
0 bzw. wenn, wie in Kapitel 3.5, die erste Mittelung und die räumliche Richtung kenntlich gemacht werden〈

v̂′′j (ρ) | a
〉
= 0, wie bereits in Kapitel 3.5 in den Gleichungen (3.81) - (3.86) gezeigt wurde.

Für den auf eine allgemeine Skalargröße Φ im Verbrennungsbereich bedingten Erwartungswert gelten diese Ver-
einfachungen nicht: Eine Anwendung des Operators

〈
· | ψ

〉
auf Gleichung (3.126) ergibt

〈
U(ρ) | ψ

〉
=
〈

Û(ρ) | ψ
〉
+
〈

U ′′(ρ) | ψ
〉
, (3.130)

was sich nicht analog zu den Gleichungen (3.127) - (3.129) vereinfachen lässt, da〈
U(ρ) | ψ

〉
6= 〈U(ρ) | ρ〉= Û(ρ), (3.131)

wenn ψ nicht direkt mit ρ korreliert ist. Entsprechend gilt für den Erwartungswert der Fluktuationen〈
U ′′(ρ) | ψ

〉
6= 0. (3.132)

Folglich existiert bei einer Beschreibung einer Skalargröße im Verbrennungsbereich ein Term der mittleren tur-
bulenten Advektion

〈
U ′′(ρ) | ψ

〉
. Bei der Beschreibung des Volumenanteils im Zwei-Fluid-Modell entfällt der

entsprechende Term 〈U ′′(ρ) | a〉= 0 bzw.
〈

v̂′′j (ρ) | a
〉
= 0.

Nachdem in Kapitel 3.6 Unterschiede der hergeleiteten PDF-Transportgleichung für den Volumenanteil im Zwei-
Fluid-Modell und der PDF-Transportgleichung für eine Skalargröße im Verbrennungsbereich analysiert und dis-
kutiert wurden, werden im folgenden Kapitel 3.7 Möglichkeiten zur Implementierung der Stochastischen Feldme-
thode im bestehenden Code AVL FireTM evaluiert. Mögliche Formulierungen der allgemeinen Fluktuation R(α(i))

werden in Kapitel 3.7 diskutiert. Dabei ist zu beachten, dass die Einflussfaktoren nach Abbildung 1.11 gelten.

62



3.7 Beeinflussung aufgrund stochastischer Schwankungen im Quellterm

3.7 Beeinflussung aufgrund stochastischer Schwankungen im Quellterm

Teile des Kapitels 3.7 wurden bereits in [109], [110], [111] und [112] veröffentlicht. Die Transportgleichung des
Volumenanteils der dispersen Phase im Zwei-Fluid-Modell ist in Gleichung (2.54) dargestellt. Sollen mit Hilfe der
Stochastischen Feldmethode Schwankungen im Volumenanteil αd der dispersen Phase betrachtet werden, hat sich
die Beeinflussung des Quellterms Sk

ρk
in Gleichung (2.54) aufgrund stochastischer Fluktuationen als gewinnbrin-

gend erwiesen.4 Eine Möglichkeit des Lösungsprozesses zur Berücksichtigung von Schwankungen im Quellterm
ist in Abbildung 3.8 dargestellt. Als stochastische Felder werden N Volumenanteile betrachtet, die als Lösung
von N Kontinuitätsgleichungen erhalten werden. Die stochastischen Felder unterscheiden sich durch Störterme im
Quellterm. Die Störterme werden in der ersten Iteration berechnet und in den folgenden erneut verwendet, um eine
Konvergenz zu gewährleisten. Jedes stochastische Feld liefert in jeder Rechenzelle einen Volumenanteil α

(n)
d . Für

den weiteren Lösungsprozess wird der mittlere Volumenanteil αd verwendet. Der restliche Lösungsprozess erfolgt
nach dem bereits implementierten Schema (vgl. Abbildung 2.4). Eine Bewertung nach den in Abbildung 1.11
dargestellten Einflussfaktoren ergibt einen geringen Aufwand hinsichtlich Ressourcen und Implementierungsum-
fang. Eine schnelle Rechnung und damit eine hohe Kundenzufriedenheit wird erwartet, da lediglich N zusätzliche
stochastische Felder für die disperse Phase berechnet werden. Der Einfluss auf den bereits optimierten iterativen
Lösungsprozess wird als gering eingeschätzt, da die Fluktuationen keinen direkten Einfluss auf den Druck haben.
Die Berücksichtigung der Schwankungen im Quellterm wird im Folgenden analysiert. Der Quellterm in Gleichung
(2.20) enthält die mittlere Blasendichte N′′′ und die Druckdifferenz ∆pp. Die Berücksichtigungvon Schwankungen
in beiden Größen wird im Folgenden getrennt betrachtet.

3.7.1 Schwankungen in der Blasendichte

Bei Verwendung einer mittleren Blasendichte werden lokale Variationen der Blasenanzahl bzw. der Blasendich-
te N′′′ herausgemittelt (vgl. Gleichungen (2.20) und (2.23)). Zur weiteren Berücksichtigung dieser Fluktuationen
kann die Stochastische Feldmethode verwendet werden, deren Felder in der Blasendichte variieren. Zunächst ist

4 Alternativ ist die Berücksichtigung stochastischer Fluktuationen im Konvektionsterm denkbar. Stochastische Schwankungen im Konvekti-
onsterm resultieren aus Geschwindigkeitsfluktuationen aufgrund von Turbulenz. In Kapitel 2.2.1.10 wurde die Möglichkeit einer Berücksich-
tigung der mittleren turbulenten Advektion als zusätzlichen Term in der Momentengleichung, wenn für die zweite Mittelung dichtegewichtete
Größen verwendet werden, bereits diskutiert. Entsprechend ist auch der Einfluss von Turbulenz als zusätzliche fluktuierende Kraft in der Mo-
mentengleichung zu berücksichtigen. Die zugehörige SPDE besitzt dann nicht die Form von Gleichung (3.116), da die stochastischen Felder
nicht für die Kontinuitätsgleichung, sondern für die Momentengleichung gelöst werden. Die einzelnen stochastischen Felder unterscheiden
sich in einem zusätzlichen Term für die instantane Kraft des Fluids auf die disperse Phase aufgrund der Turbulenz. Dieser Term wird in der
ersten Iteration berechnet und für alle weiteren Iterationen des Zeitschritts verwendet, wodurch Konvergenz weiterhin gewährleistet ist. Das
Lösungsschema ist in Abbildung D.1 in Anhang D skizziert. Für jedes stochastische Feld resultiert aus der individuellen fluktuierenden Kraft
ein eigenes Geschwindigkeitsfeld. Entsprechend müssen für jedes stochastische Feld alle davon abhängigen Felder (Volumenanteile αd und
αc, Druckfeld p, ...) existieren. Der Lösungsansatz wird anhand der Einflussfaktoren in Abbildung 1.11 diskutiert. Für eine Umsetzung der
Stochastischen Feldmethode im kommerziellen CFD-Code AVL FireTM erfordert der Ansatz einen erheblichen Mehraufwand hinsichtlich der
Speicherressourcen. Der Implementierungsaufwand ist ebenfalls erheblich, da weitreichende Änderungen in der Lösungsstruktur erforderlich
sind. Die Berechnung eines eigenen Geschwindigkeitsfelds und eines eigenen Druckfelds für jedes stochastische Feld erfordert eine erhöhte
Berechnungszeit. Eine deutlich erhöhte Berechnungszeit wird aus Kundensicht als nicht akzeptabel eingestuft. Für eine Implementierung in
den kommerziellen CFD-Code AVL FireTM wird diese Methodik im weiteren Verlauf dieser Arbeit nicht weiter verfolgt. Alternativ kann
davon abgesehen werden, für jedes stochastische Feld der dispersen Phase entsprechende Felder der kontinuierlichen Phase und des Drucks
zu berechnen, indem ein mittleres Geschwindigkeitsfeld der kontinuierlichen Phase und ein mittleres Druckfeld verwendet werden. Das al-
ternative Lösungsverfahren ist in Abbildung D.2 in Anhang D dargestellt. Die Kontinuitätsgleichungen werden für eine mittlere Verteilung
analog zur bisherigen Implementierung in AVL FireTM gelöst (vgl. Abbildung 2.4). Für die disperse Phase wird für jedes stochastische Feld
eine eigene Impulsgleichung gelöst. Die mittlere Geschwindigkeit der dispersen Phase wird aus den Repräsentanten der Geschwindigkeit
berechnet. Die Impulsgleichung für die kontinuierliche Phase und die übrigen Gleichungen werden analog zur bisherigen Implementierung
in AVL FireTM gelöst (vgl. Abbildung 2.4). Die Alternative wird im Folgenden entsprechend der Einflussfaktoren in Abbildung 1.11 bewer-
tet. Hinsichtlich Implementierungszeit und Ressourcen ist diese Methode weniger aufwändig als die in Abbildung D.1. Dennoch nimmt sie
Eingriff in den Iterationsprozess, da die Geschwindigkeit der dispersen Phase v̂disp direkt den Fluktuationen ausgesetzt ist. Dies könnte zu
Konvergenzproblemen führen, weshalb die Berücksichtigung von Fluktuationen in der Kontinuitätsgleichung der jeweiligen Phase bevorzugt
wird. In Kapitel 2.2.1 wurde bereits erwähnt, dass eine zusätzliche Kraft in der Momentengleichung der dispersen Phase als Diffusionsterm in
der entsprechenden Kontinuitätsgleichung geschrieben werden kann (vgl. [11], S. 68). Als Geschwindigkeit im Konvektionsterm wird dann
die Geschwindigkeit der kontinuierlichen Phase verwendet. Der Einfluss dieses Diffusionsterms ist geringer als der Einfluss der stochastischen
Schwankungen im Quellterm. Im Sinne eines maximalen Kundennutzens (vgl. Abbildung 1.11) werden im weiteren Verlauf Schwankungen
im Quellterm analysiert (vgl. Kapitel 3.7.1, 3.7.2). Der Einfluss turbulenter Fluktuationen in der Momentengleichung bzw. als Diffusionsterm
in der Kontinuitätsgleichung wird im Folgenden nicht weiter verfolgt.
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vgl. Gl. (2.15)

vgl. Gl. (3.116)

vgl. Gl. (2.29)

vgl. Gl. (2.15)

Abbildung 3.8: Mögliche Implementierung der Stochastischen Feldmethode in AVL FireTM: Fluktuationen im Quellterm der dispersen Phase
werden durch stochastische Felder berücksichtigt.

die Amplitude der stochastischen Schwankungen zu analysieren.

Hierzu wird in einem Gedankenexperiment ein Volumen Vg = 1m3, bestehend aus nt Teilvolumina mit dem Vo-
lumen Vt , betrachtet. Werden im Volumen Vg Blasen zufällig verteilt, ist die Blasenanzahl innerhalb der Teilvolu-
mina zufällig und folgt einer Poisson-Verteilung ([81], S. 186). In Abbildung 3.9 ist das Volumen Vg beispielhaft
in nt = 100 Teilvolumina Vt = 1/100 m3 unterteilt. Eine exemplarische Verteilung von 200 Blasen im Volumen
Vg ist ebenfalls in Abbildung 3.9 dargestellt. Mit Hilfe der Poisson-Verteilung kann die Wahrscheinlichkeit für nBl

Blasen innerhalb eines Volumens bestimmt werden ([76], S. 545)

P (nBl ,λp) =
(λp)

nBl

nBl!
e−λp . (3.133)

In Gleichung (3.133) ist λp die mittlere Blasenanzahl innerhalb des Volumens. Für das Beispiel in Abbildung 3.9
ist die mittlere Blasenanzahl innerhalb eines Teilvolumens λp,t = 2, da 200 Blasen auf 100 Teilvolumina verteilt
wurden. Die Varianz σ2

p der Poisson-Verteilung entspricht ihrem Mittelwert ([81], S. 186)

σ
2
p = λp. (3.134)
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Abbildung 3.9: 200 Blasen werden zufällig auf 100 Teilvolumina verteilt: Die Blasenanzahlen in den Teilvolumina sind zufällig und folgen
einer Poisson-Verteilung (vgl. [81], S. 186).

Die Standardabweichung σp kann aus der Varianz in Gleichung (3.134) abgeleitet werden. Für große Werte von
λp lässt sich die Poisson-Verteilung durch eine Normalverteilung mit Mittelwert µn und Standardabweichung σn

approximieren ([115], S. 190)

µn = λp

σn = σp =
√

λp. (3.135)

Es sei angemerkt, dass hierbei eine Korrektur angewandt wird, da die kontinuierliche Normalverteilung N (λp,σ
2
n )

die diskrete Poisson-Verteilung Po(λp) approximiert. Für die diskrete, poissonverteilte Zufallsgröße Z ∼ Po und
ihre normalverteilte Approximation Y ∼N gilt (vgl. [69], S. 41; [82], S. 76)

P (Z = l) = P (l−0,5≤ Y ≤ l +0,5). (3.136)

Für eine Normalverteilung kann mit Hilfe der Sigma-Regeln die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, dass sich
der Zufallswert Y innerhalb des 3σ -Intervalls befindet ([137], S. 197)

P (µn−3σn < Y < µn +3σn)≈ 99,73%. (3.137)

Mit Gleichung (3.137) kann das Intervall bestimmt werden, in dem sich die Blasenanzahl nBl mit der Wahrschein-
lichkeit von 99,73% befindet.
Im Folgenden werden die Schwankungen in der Blasendichte einer Injektorströmung analysiert. Dabei werden
Volumina unterschiedlicher Größe betrachtet. Sei N′′′0 = 1014/m3 (vgl. Gleichung (2.24)), ergibt sich unter der
Annahme α ≤ 0,5 mit Gleichung (2.23) für die Blasendichte N′′′ = 1014/m3. Anschaulich bedeutet dies, dass im
Mittel 1014 Blasen pro m3 Volumen existieren. Die mittlere Blasenanzahl im Volumen Vg = 1m3 entspricht damit

λp,g = N′′′1m3 = 1014 (3.138)
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und für die Standardabweichung ergibt sich mit Gleichung (3.134)

σp,g =
√

1014 = 107. (3.139)

Analyse der Schwankungen der Blasendichte im gesamten Volumen Vg

Die mittlere Blasenanzahl λp,g ist groß, so dass die Poisson-Verteilung durch eine Normalverteilung mit

µn,g = λp,g = 1014 (3.140)

und der Standardabweichung σn,g = σp,g = 107 approximiert werden kann. Analog zu Gleichung (3.137) kann das
3σ -Intervall bestimmt werden

P (1014−3 ·107 < nBl < 1014 +3 ·107) = P (9999997 ·107 < nBl < 10000003 ·107)≈ 99,73%. (3.141)

Schwankungen der Blasenanzahl sind mit Schwankungen der Blasendichte korreliert. Da die Blasendichte linear
von der Blasenanzahl abhängt, kann analog zu Gleichung (3.141) für eine instantane Blasendichte

N′′′inst = nBl/1m3 (3.142)

formuliert werden

P ((1014−3 ·107)/m3 < N′′′inst < (1014 +3 ·107)/m3) =

= P (9999997 ·107/m3 < N′′′inst < 10000003 ·107/m3)≈ 99,73%. (3.143)

Aus der instantanen Schwankung der Blasendichte N′′′inst resultiert nach Gleichung (2.20) eine instantane Schwan-
kung des Quellterms Sinst. Dabei wird der Index ·d zur Kennzeichnung der dispersen Phase im Sinne einer ein-
fachen Schreibweise weggelassen. Es stellt sich die Frage, wie stark der instantane Quellterm schwankt, wenn
Schwankungen der instantanen Blasendichte berücksichtigt werden. Die Blasendichte fließt in der Berechnung des
Quellterms nichtlinear ein (vgl. Gleichung (2.20)). Mit der Wahrscheinlichkeit von 99,73% wird das Verhältnis
zwischen dem Quellterm Sinst unter Verwendung einer instantanen Blasendichte und dem Quellterm S der mittleren
Blasendichte

Sinst

S
=

(N′′′inst)
1/3

(N′′′)1/3 =
(10000003 ·107)1/3

(1014)1/3 = (1,00000003)1/3 = 1,0000001 (3.144)

nicht überschritten. Schwankungen mit der Größenordnung < 0,00001% können vernachlässigt werden und die
Verwendung eines Mittelwerts stellt einen guten Kompromiss dar. Die zusätzliche Investition in Ressourcen bei
Verwendung der Stochastischen Feldmethode ist für die Berücksichtigung dieser geringen Schwankungen im
Quellterm aus Kundensicht und im Hinblick auf den notwendigen Implementierungsaufwand nicht rentabel (vgl.
Abbildung 1.11). Die Betrachtung von Schwankungen im Quellterm aufgrund einer schwankenden Blasenanzahl
im Gesamtvolumen Vg wird im weiteren Verlauf der Arbeit nicht berücksichtigt. Im Folgenden wird untersucht,
wie groß die Schwankungen sind, wenn ein Teilvolumen Vt betrachtet wird.

Analyse der Schwankungen der Blasendichte im Teilvolumen Vt

Wird Vg in nt Teilvolumina aufgeteilt, enthält das Teilvolumen Vt =Vg/nt im Mittel

λp,t = λp,g/nt = N′′′1m3/nt (3.145)
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Blasen. Für die Vereinfachung in Gleichung (3.145) wurde Gleichung (3.138) genutzt. Die lokale Blasenanzahl
nBl,lok weicht von ihrem Mittelwert

nBl,lok = λp,t (3.146)

ab. Für die Standardabweichung ergibt sich mit den Gleichungen (3.134) und (3.145)

σp,t =
√

λp,t =
√

λp,g/nt . (3.147)

Für das Verhältnis von Standardabweichung und Mittelwert ergibt sich mit den Gleichungen (3.138), (3.145) und
(3.147)

σp,t

λp,t
=

√
λp,t

λp,t
=

1√
λp,t

=
1√

λp,g/nt
=

√
nt√

N′′′1m3
. (3.148)

Mit steigendem nt steigt auch das Verhältnis von Standardabweichung zur mittleren Blasenanzahl. Die Standard-
abweichung ist im Verhältnis zum Mittelwert umso größer, je kleiner das betrachtete Volumen Vt ist.
Bei der Berechnung von Injektorströmungen werden kleine Zellvolumina, beispielsweise VZelle ≈ 10−15m3, be-
trachtet. Für Volumina dieser Größe ist nt = 1015 und mit den Gleichungen (3.138), (3.145) und (3.147) gilt für
die mittlere Blasenanzahl und die Standardabweichung im Teilvolumen

λp,t = λp,g/1015 = 1014/1015 = 0,1 (3.149)

σp,t =
√

λp,t =
√

0,1. (3.150)

Zur Veranschaulichung ist in Abbildung 3.10 das Histogramm von 10.000 Zufallszahlen der Poisson-Verteilung
mit Mittelwert λp = 0,1 aufgetragen. Die Abbildung veranschaulicht, dass die Wahrscheinlichkeit, in einer Zelle

Abbildung 3.10: Histogramm einer Poisson-Verteilung mit dem Mittelwert λp = 0,1.

mit dem Volumen VZelle ≈ 10−15m3 keine Blase anzutreffen, größer ist als 90%. Die lokale Blasenanzahl nBl,lok

beträgt damit in > 90% der Betrachtungen null. Entsprechend ist auch die lokale Blasendichte

N′′′lok =
nBl,lok

VZelle
(3.151)
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in über 90% der Betrachtungen null. In Abbildung 3.10 ist zu erkennen, dass mit ca. 8% Wahrscheinlichkeit das
Volumen VZelle genau eine Blase enthält (nBl,lok = 1) und mit ca. 1% Wahrscheinlichkeit 2 Blasen (nBl,lok = 2).
Die zugehörigen Blasendichten sind Tabelle 3.2 zu entnehmen. Das ebenfalls dargestellte Verhältnis der lokalen
Blasendichte N′′′lok zur mittleren Blasendichte N′′′ = 1014/m3 zeigt, dass die lokale Blasendichte um bis zu 2000%
gegenüber der mittleren Blasendichte schwankt. Entsprechend schwankt der lokale Quellterm Slok (vgl. Gleichung
(2.20)) um bis zu 271% des Quellterms unter Verwendung einer mittleren Blasendichte, wie die letzte Spalte in
Tabelle 3.2 demonstriert.

Wahrscheinl. nBl,lok N′′′lok ·m3 N′′′lok/N′′′ Slok / Smittel

ca. 0,9 0 0 0 0

ca. 0,08 1 1015 10 (1015)1/3/(1014)1/3 ≈ 2,15

ca. 0,01 2 2 ·1015 20 (2 ·1015)1/3/(1014)1/3 ≈ 2,71

Tabelle 3.2: Verteilung von Blasenanzahl und Blasendichte in einer Zelle mit dem Volumen VZelle ≈ 10−15m3 mit N′′′ = 1014/m3. Das Ver-
hältnis aus lokaler und mittlerer Blasendichte sowie das Verhältnis der entsprechenden Quellterme sind ebenfalls dargestellt.

Die Analyse der Schwankungen in Volumina unterschiedlicher Größe zeigt: Je kleiner das betrachtete Volumen
ist, desto größer sind die relativen Schwankungen in der lokalen Blasendichte und im lokalen Quellterm. Wird bei
kleinen Zellvolumina eine mittlere Blasendichte verwendet, werden die natürlich vorkommenden Schwankungen
in der Blasendichte vernachlässigt. Die Stochastische Feldmethode kann genutzt werden, um diese Schwankun-
gen zu berücksichtigen. Abbildung 3.11 (links) zeigt Ausprägungen der Blasendichteverteilung innerhalb einer
Rechenzelle. Dargestellt sind 100 Repräsentanten der lokalen Blasendichte im oben diskutierten Beispiel (vgl.
Abbildung 3.10). In nur 10 der 100 Repräsentanten ist die Blasendichte ungleich 0. Die meisten Repräsentanten
zeigen eine Ausprägung, in der die Rechenzelle keine Blase enthält. Da das Vorkommen einer Blase ein seltenes
Ereignis ist, muss die Anzahl betrachteter Repräsentanten und damit die Anzahl der berechneten stochastischen
Felder ausreichend hoch sein. In Tabelle 3.2 wurde gezeigt, dass starke Schwankungen in den Quelltermen mit
den Schwankungen der lokalen Blasendichte einhergehen. Dies kann zu numerischer Instabilität führen. Alternativ
können die Schwankungen reduziert werden, wenn an Stelle der einzelnen Repräsentanten Mittelwerte über diese
betrachtet werden. In Abbildung 3.11 (Mitte) wurde eine Mittelung über jeweils 10 Repräsentanten durchgeführt.
Die Zugehörigkeit eines ursprünglichen Repräsentanten (links) zum entsprechenden gemittelten Repäsentanten
(Mitte) ist durch Linien skizziert. Aus den 100 urspünglichen Repräsentanten ergeben sich 10 gemittelte Reprä-
sentanten, deren Schwankungen geringer sind. Die Anzahl der betrachteten Repräsentanten ist geringer, was den
Berechnungsaufwand reduziert. Würde in Abbildung 3.11 eine erneute Mittelung über diese gemittelten Reprä-
sentanten erfolgen, ergäbe sich ein einzelner Repräsentant (vgl. Abbildung 3.11, rechts). Für die Interpretation der
Mittelung existieren zwei Möglichkeiten:

• Methode der Ensemble-Mittelung
Sei nR die Anzahl Repräsentanten, über die gemittelt wird. In Abbildung 3.11 erfolgt die erste Mittelung über
jeweils nR = 10 Repräsentanten (links). Die Mittelung erfolgt nach der Ensemble-Mittelung (vgl. Gleichung
(2.85)). Die folgende Diskussion betrachtet der Einfachheit halber die Blasenanzahl. Aufgrund des linearen
Zusammenhangs in Gleichung (2.27) kann sie analog mit Betrachtung der Blasendichte erfolgen. In obigem
Beispiel in Abbildung 3.11 weist jeder Repräsentant die mittlere Blasenanzahl λp,t = 0,1 auf (vgl. Gleichung
(3.149)). Jeder individuelle Repräsentant besitzt eine individuelle lokale Blasenanzahl n(n)Bl,lok, die davon
abweichen kann. Die Ensemble-gemittelte lokale Blasenanzahl (Abbildung 3.11, Mitte) berechnet sich mit
nR = 10 Repräsentanten

nnR=10
Bl,lok =

10

∑
n=1

n(n)Bl,lok/10. (3.152)
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Abbildung 3.11: Blasendichteverteilung in 100 Rechenzellen (links) und Mittelung über jeweils 10 (Mitte) oder alle Repräsentanten (rechts).

Für die Schwankung der Ensemble-gemittelten lokalen Blasenanzahl nnR=10
Bl,lok gilt ([66], S. 78)

σ
nR=10
p,t =

σp,t√
nR

. (3.153)

Die Standardabweichung hat durch die Ensemble-Mittelung um den Faktor
√

nR abgenommen. Für die mitt-
lere Blasenanzahl nach der Ensemble-Mittelung gilt weiterhin

λ
nR=10
p,t = λp,t = 0,1. (3.154)

Das Verhältnis aus Standardabweichung σ
nR=10
p,t und Mittelwert λ

nR=10
p,t ist

σ
nR=10
p,t

λ
nR=10
p,t

=
σp,t√
nRλp,t

=

√
λp,t√

nRλp,t
=

1√
nRλp,t

, (3.155)

wobei Gleichung (3.150) verwendet wurde. Eine Mittelung über unendlich viele Repräsentanten liefert für
die Ensemble-gemittelte lokale Blasenanzahl nnR=∞

Bl,lok = λp,t = 0,1 (vgl. im statistischen Mittel Abbildung
3.11, rechts) bzw. mit Gleichung (3.151) und VZelle = 10−15m3 für die lokale Blasendichte

N′′′lok =
nnR=∞

Bl,lok

VZelle
=

0,1
10−15m3 = 1014/m3 = N′′′. (3.156)

Eine Mittelung über eine unendliche Anzahl Repräsentanten führte demnach zur Verwendung einer mittleren
Blasendichte N′′′ analog zum Zwei-Fluid-Modell in Kapitel 2.2.1 (vgl. Gleichung (2.23)).

• Methode der Zellkonglomerate
Jeder Repräsentant (vgl. Abbildung 3.11, links) stellt eine mögliche Ausprägung der Blasendichte inner-
halb eines Zellvolumens dar. Jedem Repräsentanten der Blasendichte kann eine lokale Blasenanzahl nBl,lok
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zugeordnet werden. Die folgende Diskussion verwendet die Blasenanzahl. Aufgrund des linearen Zusam-
menhangs in Gleichung (2.27) kann sie analog mit der Blasendichte erfolgen. Die mittlere Blasenanzahl
jedes Repräsentanten (Abbildung 3.11, links) beträgt λp,t = 0,1 (vgl. Gleichung (3.149)). Um die Schwan-
kungen in den Repräsentanten zu reduzieren, werden die ursprünglichen Repräsentanten einer Blasendichte
innerhalb einer Rechenzellen zu größeren Konglomeraten kombiniert. Innerhalb eines Zellkonglomerats von
nR = 10 Repräsentanten gilt für die mittlere Blasenanzahl (vgl. Abbildung 3.11, Mitte)

nBl,nR,lok = λ
nR=10
p,t = λp,t/nR = nRλp,t = 10 ·0,1 = 1. (3.157)

Für die Schwankung der mittleren Blasenanzahl im Zellkonglomerat der nR = 10 Repräsentanten gilt unter
Verwendung von Gleichung (3.150)

σ
nR=10
p,t = σp,t/nR =

√
λp,t/nR =

√
nRλp,t = 1. (3.158)

Die Standardabweichung nimmt absolut gesehen mit steigender Anzahl nR an Repräsentanten im Zellkon-
glomerat zu. Im Verhältnis zum Mittelwert gilt für die Standardabweichung im Zellkonglomerat

σ
nR=10
p,t

λ
nR=10
p,t

=
σp,t/nR

λp,t/nR

=

√
nRλp,t

nRλp,t
=

1√
nRλp,t

, (3.159)

sie nimmt also mit steigender Anzahl Repräsentanten nR ab. Dieses Verhältnisses ist für beide Interpretatio-
nen identisch (vgl. Gleichung (3.155)). In der Mitte von Abbildung 3.11 sind 10 Zellkonglomerate darge-
stellt. Sie stellen jeweils 10 der ursprünglichen Repräsentanten dar (vgl. Abbildung 3.11, links). Werden sie
zu einem einzelnen Repräsentanten zusammengefasst (vgl. Abbildung 3.11, rechts), enthält dieser im Mittel

λ
nR=10·10
p,t = λp,t/(10nR) = 10 ·λp,t/nR = 10 ·1 = 10 (3.160)

Blasen. Der Zusammenhang zur mittleren Blasendichte N′′′ wird ersichtlich bei Erhöhen der Anzahl Reprä-
sentanten. Gälte weiterhin nR = 10 und würden nicht 100, wie in Abbildung 3.11, sondern 1015 Repräsen-
tanten betrachtet, die jeweils die mittlere Blasenanzahl λp,t = 0,1 aufweisen, existierten in Abbildung 3.11
(Mitte) 1014 Zellkonglomerate mit der mittleren Blasenanzahl λ

nR=10
p,t = λp,t/nR = 1. Würden sie erneut zu

einer Repräsentation zusammengefasst, enthielte diese die mittlere Blasenanzahl

λ
nR=10·1014

p,t = 1014 ·λ nR=10
p,t = 1014 ·1 = 1014 = N′′′m3. (3.161)

Allgemein kann zusammengefasst werden, dass eine Zelle mit dem Volumen

VZelle = 1m3/nt (3.162)

im Mittel λp,t = N′′′1m3/nt Blasen enthält. Das Konglomerat aus nR Repräsentanten dieser Zellen beinhaltet
im Mittel λp,t/nR = nRλp,t Blasen. Für nR = nt gilt für die mittlere Blasenanzahl

λp,t/nR = nRλp,t = nRN′′′1m3/nt = N′′′1m3. (3.163)

Der Vollständigkeit halber sei angemerkt, dass bei der Methode der Zellkonglomerate nR < nt zu wählen ist,
um Schwankungen der lokalen Blasendichte zu berücksichtigen.
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Die detaillierte Betrachtung lokal schwankender Blasenanzahlen (vgl. Abbildung 3.11, links) ist hinsichtlich zwei-
er Aspekte keine praktikable Lösung für eine Implementierung in den kommerziellen Code AVL FireTM:

• Die Notwendigkeit einer großen Anzahl stochastischer Felder übersteigt die Verfügbarkeit von Ressourcen
(vgl. Abbildung 1.11).

• Stark schwankende Quellterme sind ein Potential für numerische Instabilitäten.

Um die stochastischen Fluktuationen bei einer Berechnung zu berücksichtigen, ist eine Mittelung mit einer der
oben vorgestellten Methoden notwendig (vgl. Abbildung 3.11). Es stellt sich die Frage, wie nR zu wählen ist.
Da im Allgemeinen innerhalb eines Rechengebiets Zellen mit unterschiedlichem Volumen vorhanden sind und
entsprechend die Schwankungen in der Blasendichte unterschiedlich groß sind, kann dies nicht pauschal für das
gesamte Rechengebiet beantwortet werden. Für jede Rechenzelle ist nR individuell zu ermitteln. Folglich sind
die Amplituden der Fluktuationen zweier Zellen mit unterschiedlichem Volumen nicht miteinander vergleichbar.
Alternativ zur pauschalen Festsetzung der Anzahl nR für alle Zellen oder einer manuellen Eingabe für jede indivi-
duelle Zelle kann mit der Methode der Zellkonglomerate und Gleichung (3.163) ein Zusammenhang zwischen der
mittleren Blasenanzahl im Zellkonglomerat λp,t/nR und der Anzahl Repräsentanten nR im Konglomerat hergestellt
werden. Unter der Annahme, dass im Zellkonglomerat eine mittlere Blasenanzahl λp,nt/nR erwünscht ist, kann mit
den Gleichungen (3.162) und (3.163) die Anzahl Repräsentanten nR im Konglomerat bestimmt werden

nR =
ntλp,t/nR

N′′′1m3 =
λp,t/nR

N′′′VZelle
. (3.164)

Implementierung in AVL FireTM

Mit der Kenntnis einer mittleren Blasenanzahl im Zellkonglomerat λp,t/nR durch Nutzereingabe errechnet sich die
Anzahl Repräsentanten nR im Konglomerat mit Gleichung (3.164). Die lokale Blasenanzahl nBl,nR,lok im Konglo-
merat ist eine Poisson-verteilte Zufallsvariable

nBl,nR,lok ∼ Po(σ2
p,t/nR

) (3.165)

mit der Standardabweichung entsprechend Gleichung (3.158)

σp,t/nR =
√

nRλp,t =

√
λp,t/nR

N′′′VZelle
N′′′1m3/nt =

√
λp,t/nR . (3.166)

Für die Umformungen in Gleichung (3.166) wurden die Gleichungen (3.145), (3.162) und (3.164) genutzt. Für
große Werte von λp,t/nR wird die Poisson-Verteilung durch die Normalverteilung approximiert (vgl. Gleichung
(3.135)). Das Zellkonglomerat umfasst ein Volumen VKongl = nRVZelle. Analog zu Gleichung (3.151) kann aus der
lokalen Blasenanzahl im Konglomerat n(n)Bl,nR,lok die lokale Blasendichte eines stochastischen Felds

N′′′(n)lok =
n(n)Bl,nR,lok

VKongl
=

n(n)Bl,nR,lok

nRVZelle
=

nBl,nR,lokN′′′

λp,t/nR

(3.167)

berechnet werden. Der letzte Schritt in Gleichung (3.167) ergibt sich durch Einsetzen des Ausdrucks für nR in
Gleichung (3.164). Um Koaleszenzeffekte zu berücksichtigen, kann weiterhin die Abhängigkeit der Blasendichte
vom Volumenanteil αd entsprechend Gleichung (2.23) modelliert werden. Mit Gleichung (2.20) ergibt sich der
lokale Quellterm des linearen Kavitationsmodells für jedes stochastische Feld

S(n)d,lok ≈ sgn(∆pp)3,95
ρd√
ρc

(
N′′′(n)lok

) 1
3 α

2
3 |∆pp|

1
2 . (3.168)
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Der Quellterm aus Gleichung (3.168) wird verwendet, um analog zu Gleichung (2.53) das stochastische Feld zu
berechnen. Der Quellterm in Gleichung (3.168) ist bereits die Summe aus mittlerem Quellterm und Zufallsanteil
(Q(α)ρd und R(α)ρd in Gleichung (3.116) und (3.117)). Alternativ kann bei Berechnung des stochastischen Felds
der mittlere Quellterm Q(α) entsprechend Gleichung (2.20) und

R(α) =−Sd,lok(α)/ρd +Q(α) = (−Sd,lok(α)+Sd(α))/ρd (3.169)

verwendet werden.

Vergleich mit dem linearen Kavitationsmodell

Die lokale Blasendichte N′′′lok hängt linear von der lokalen Blasenanzahl ab (vgl. Gleichung (3.167)). Für den
Mittelwert aus N Repräsentanten der lokalen Blasendichte aus den stochastischen Feldern gilt mit den Gleichungen
(3.157), (3.164) und (3.167)

N′′′lok =
1
N

N

∑
n=1

N′′′lok
(n)

=
1
N

N

∑
n=1

nBl,nR,lok
(n)

nRVZelle
=

1
NnRVZelle

N

∑
n=1

n(n)Bl,nR,lok =
nBl,nR,lok

nRVZelle
=

λp,t/nR

nRVZelle
= N′′′, (3.170)

wobei die Definition der Ensemble-Mittelung in Gleichung (2.85) genutzt wurde. Gleichung (3.170) zeigt, dass
die lokale Blasendichte nach obigem Modell im Mittel der Blasendichte nach dem bestehenden linearen Kavi-
tationsmodell entspricht (vgl. Gleichungen (2.20), (2.23), (2.24)). Da der lokale Quellterm nichtlinear von der
lokalen Blasendichte abhängt (vgl. Gleichung (3.168)), gilt für den Quellterm diese Äquivalenz im Mittel nicht
(vgl. Gleichung (2.20))

Sd,lok 6= Sd . (3.171)

Wird die Stochastische Feldmethode zur Berücksichtigung von Fluktuationen in der Blasendichte verwendet, wird
sich das Ergebnis von einer Simulation unter Verwendung eines mittleren Quellterms unterscheiden.
Die Stochastische Feldmethode kann weiterhin zur Berücksichtigung von Fluktuationen in der Druckdifferenz
verwendet werden. Dies wird im folgenden Kapitel 3.7.2 analysiert.

3.7.2 Schwankungen in der Druckdifferenz

Die Druckdifferenz ∆pp wird im linearen Kavitationsmodell entsprechend Gleichung (2.25) berechnet. Bei der
Berechnung wird kc, die mittlere turbulente kinetische Energie der kontinuierlichen Phase des jeweiligen Zeit-
schritts, verwendet. Im Zwei-Fluid-Modell werden dichtegewichtete Geschwindigkeiten verwendet (vgl. Kapitel
2.2.1). Fluktuationen in der Geschwindigkeit können entsprechend Gleichung (2.45)

v′′k = vk− v̂k. (3.172)

formuliert werden. Mit den Geschwindigkeitsfluktuationen der kontinuierlichen Phase v′′x , v′′y , v′′z in die drei Raum-
richtungen ist die mittlere turbulente kinetische Energie kc der kontinuierlichen Phase damit (vgl. [55], S. 100, 101, 178;
[91], S. 312)

kc =
1
2
(v̂′′2x + v̂′′2y + v̂′′2z ). (3.173)

Für die mittlere turbulente kinetische Energie wird eine Transportgleichung gelöst, so dass kc in jedem Zeitschritt
und in jeder Rechenzelle bekannt ist. Die mittlere turbulente kinetische Energie ist der Mittelwert instantaner
Repräsentanten

kc =
1
N

N

∑
n=1

k(n)c,inst. (3.174)

72



3.7 Beeinflussung aufgrund stochastischer Schwankungen im Quellterm

Abbildung 3.12: Geschwindigkeitsfluktuationen innerhalb des Zeitschritts ∆t und mittlere turbulente kinetische Energie.

In Abbildung 3.12 sind mehrere eindimensionale Geschwindigkeitsfluktuationen innerhalb des Zeitschritts ∆t und
die zugehörige mittlere turbulente kinetische Energie kc dargestellt. Innerhalb des Zeitschritts ∆t existieren sieben
Geschwindigkeitsfluktuationen und entsprechend sieben Werte der instantanen turbulenten kinetischen Energie.
Die instantanen Werte k(n)c,inst können vom Mittelwert kc abweichen. Sie können analog zu Gleichung (3.173) als
Grenzfall eines infinitesimal kurzen Zeitintervalls ∆t→ 0 bestimmt werden

k(n)c,inst = lim
∆t→0

(
1
2
(v̂′′2x + v̂′′2y + v̂′′2z )

)
, (3.175)

so dass sich lediglich eine Fluktuation v′′(n) in jede Raumrichtung innerhalb des Zeitintervalls ∆t befindet. Alter-
nativ kann Gleichung (3.175) ohne Grenzwert und Mittelungen formuliert werden

k(n)c,inst =
1
2

(
(v′′(n)x )2 +(v′′(n)y )2 +(v′′(n)z )2

)
. (3.176)

Zur Berechnung einer instantanen turbulenten kinetischen Energie nach Gleichung (3.176) ist eine Konkretisierung
der Geschwindigkeitsfluktuationen notwendig. Für die Modellierung wird das „Discrete random walk“([132], S. 381)-
oder „Eddy Lifetime“([132], S. 381)-Modell (vgl. Kapitel 2.1) herangezogen, das sich bereits für Lagrange Par-
tikel bewährt hat. Demnach wird eine Geschwindigkeitsfluktuation durch eine gaußverteilte Zufallszahl mit der
Standardabweichung σ =

√
2
3 kc modelliert (vgl. Gleichung (2.7)). Diese Fluktuation kann in Abhängigkeit einer

standardnormalverteilten Zufallsvariablen formuliert werden: Falls Y ∼N (µY ,σ
2
Y ) gilt für c2 6= 0 ([127], S. 364)

Z = c1 + c2Y ∼N (c1 + c2µY ,c2
2σ

2
Y ). (3.177)

Mit Gleichung (3.177) und der Wahl

Y = ξi ∼N (0,1)

µY = 0

σY = 1 (3.178)

c1 = 0

c2 =

√
2
3

kc
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kann die Zufallsvariable v′′i in Abhängigkeit der standardnormalverteilten Zufallsvariablen ξi ausgedrückt werden

v′′i = Z =

√
2
3

kcξi ∼N (0,
2
3

kc). (3.179)

Die standardnormalverteilte Zufallszahl ξi in Gleichung (3.179) motiviert den Vergleich mit der Approximation
des Wiener-Prozesses durch den Gaußschen Random Walk in Gleichung (2.99). Beide Formulierungen betrach-
ten zufällige Ereignisse durch die Verwendung einer standardnormalverteilten Zufallszahl. Es sei an dieser Stelle
darauf hingewiesen, dass es sich bei Gleichung (3.179) im Gegensatz zu Gleichung (2.99) nicht zwingend um
einen Markov-Prozess handelt. Im „Discrete random walk“([132], S. 381)-Modell für Lagrange Partikel ist die
Interaktionszeit tint bestimmend für die Dauer einer Störung (vgl. Gleichung (2.9)). Bei der Verwendung des „Dis-
crete random walk“([132], S. 381)-Modells innerhalb dieser Euler-Euler-Methode wird davon ausgegangen, dass
die Lebenszeit te eines Wirbels bestimmend für diese Interaktionszeit ist. Die Relativgeschwindigkeit der beiden
Phasen wird also als gering angenommen (vgl. Kapitel (2.1)). Die integrale Zeitskala großer, energiereicher Wirbel
ist ([100]), S. 15)

τint =
kc

εc
(3.180)

mit der Dissipation der kontinuierlichen Phase εc. Es wird angenommen, dass alle τint Zeitintervalle eine neue
Fluktuation der Geschwindigkeit auftritt. Zwischen zwei Fluktuationen nimmt die instantane turbulente kinetische
Energie entsprechend dem „power law“ ([106], S. 160) ab ([106], S. 160)

k(t) = k0

( t
t0

)−nc
, (3.181)

wobei t0 eine beliebige Referenzzeit und k0 die instantane turbulente kinetische Energie zu diesem Zeitpunkt ist.
Die Wahl nc = 1,3 hat sich als geeignet erwiesen (vgl. [106], S. 160; [84], S. 195-214). Die Größe der integra-
len Zeitskala großer Wirbel τint im Vergleich zum Zeitschritt dt ist bestimmend für das stochastische Verhalten.
Ein Überblick ist in Tabelle 3.3 dargestellt. Abhängig vom Verhältnis τint/dt darf der vorliegende stochastische
Prozess durch einen Wiener-Prozess approximiert werden. Albert Einstein hat die Einschränkung eines nicht zu
kleinen Zeitschritts dt bereits für den Zufallsprozess der „Brownschen Molekularbewegung“ ([34], S. 549) festge-
stellt ([34], S. 556). Gilt τint << dt, treten pro Zeitschritt viele Störungen auf. Für den Fall vieler Fluktuationen
ist die Markov-Bedingung in Gleichung (2.98) erfüllt und der vorliegende stochastische Prozess kann durch einen
Wiener-Prozess modelliert werden. Falls der Zeitschritt der numerischen Berechnung dt dem Wert von τint ent-
spricht, wird in einer Rechenzelle pro Zeitschritt eine Störung berechnet. Der Zustand des aktuellen Zeitschritts
hängt nur vom Zustand des vorherigen Zeitschritts ab und die Markov-Bedingung in Gleichung (2.98) ist erfüllt.
Gilt für die integrale Zeitskala τint >> dt existiert alle τint/dt Zeitschritte eine neue Störung. Entsprechend ist die
Fluktuation des aktuellen Zeitschritts nicht nur abhängig vom letzten Zeitschritt, sondern vom Zeitschritt der letz-
ten Störung und die Markov-Bedingung in Gleichung (2.98) ist nicht erfüllt. Der Zusammenhang zwischen der tur-
bulenten kinetischen Energie zum aktuellen Zeitschritt und der turbulenten kinetischen Energie im Zeitschritt der
letzten Störung ist durch Gleichung (3.181) beschrieben. Eine Modellierung des stochastischen Prozesses mit dem
Wiener-Prozess ist nicht zulässig. Die Verwendung des „Discrete random walk“([132], S. 381)-Modells mit einer
Fluktuation entsprechend Gleichung (3.179) alle τint/dt Zeitschritte stellt eine Alternative dar (vgl. [122], S. 122).

Implementierung in AVL FireTM

Die zufälligen Fluktuationen der Geschwindigkeit werden entsprechend Gleichung (3.179) berechnet. Das Verhält-
nis der integralen Zeitskala τint zur Zeitschrittweite dt trifft eine Aussage über die Fluktuationsanzahl innerhalb
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τint τint/dt Markov-Bedingung erfüllt?

τint << dt >> 1 ja

τint = dt 1 ja

τint >> dt << 1 nein

Tabelle 3.3: stochastisches Verhalten bei unterschiedlichen Verhältnissen der integralen Zeitskala τint zur Zeitschrittweite dt.

des Zeitschritts. Analog zu Tabelle 3.3 werden im Folgenden drei Möglichkeiten unterschieden:

• Für τint << dt treten innerhalb eines Zeitschritts viele Fluktuationen auf. Aus Gründen der numerischen Rea-
lisierbarkeit wurde die innerhalb eines Zeitschritts berechnete Fluktuationsanzahl beschränkt. Die derzeitige
Implementierung sieht eine Beschränkung auf maximal zwei Fluktuationen pro Zeitschritt vor.5

• Für τint = dt tritt innerhalb eines Zeitschritts genau eine Fluktuation auf.

• Für τint >> dt tritt nur alle τint/dt Zeitschritte eine Fluktuation auf. Falls keine neue Fluktuation entsteht,
verfällt die turbulente kinetische Energie entsprechend Gleichung (3.181).

Aus den Geschwindigkeitsfluktuationen kann die instantane turbulente kinetische Energie am Ende des Zeitschritts
eines jeden stochastischen Felds analog Gleichung (3.176)

k(n)c,inst =
1
2

(
(v′′(n)x )2 +(v′′(n)y )2 +(v′′(n)z )2

)
(3.182)

berechnet werden. In Analogie zur Implementierung der Stochastischen Feldmethode in [43] und [42] wird die
Fluktuation im Sinne einer besseren numerischen Stabilität beschränkt. Im unwahrscheinlichen, aber nicht ausge-
schlossenen Fall einer sehr hohen Zufallszahl ξi ist die instantane turbulente kinetische Energie k(n)c,inst sehr hoch,

was zu numerischen Problemen führen kann. Die instantane turbulente kinetische Energie k(n)c,inst wird auf das Zehn-
fache der mittleren turbulenten kinetischen Energie kc beschränkt. Es sei darauf hingewiesen, dass hierdurch keine
Beschränkung des Volumenanteils der dispersen Phase αd erfolgt. Die instantane Druckdifferenz wird aus der
instantanen turbulenten kinetischen Energie analog zu Gleichung (2.25) erhalten

∆p(n)p,inst = psat− (p−CE
2
3

ρck(n)c,inst). (3.183)

Der instantane Quellterm kann entsprechend Gleichung (2.20) berechnet werden

S(n)d,inst ≈ sgn(∆p(n)p,inst)3,95
ρd√
ρc

N′′′
1
3 α

2
3 |∆p(n)p,inst|

1
2 . (3.184)

5 Hierdurch wird nicht berücksichtigt, dass viele aufeinander folgende Fluktuationen sich addieren und zu Extremwerten führen können. Die
Summe unabhängiger normalverteilter Fluktuationen der Varianz σ2

n,1,σ
2
n,2, ...,σ

2
n,l ist selbst eine normalverteilte Zufallsvariable mit der Vari-

anz σ2
n,ges = σ2

n,1 +σ2
n,2 + ...+σ2

n,l (vgl. [85], S. 81). In einem alternativen Ansatz können Extremwerte aufgrund sich summierender Fluktua-
tionen durch eine Erhöhung der Varianz berücksichtigt werden. An Stelle von dt/τint = dtεc/kc Fluktuationen (vgl. Gleichung (3.180)) mit den
Varianzen σ2

n,1 = σ2
n,2 = ... = 2

3 kc entsprechend Gleichung (2.7) wird eine einzige Fluktuation mit der Varianz σ2
n,ges =

2
3 kcdtεc/kc =

2
3 dtεc

berechnet. Der numerische Aufwand ist überschaubar, da lediglich eine Fluktuation berechnet werden muss. Für die Fluktuation ergibt sich
mit Hilfe von Gleichung (3.177) und analog zu Gleichung (3.179) v′′i = ( 2

3 dtεc)
1/2ξi. Die Form der Fluktuation entspricht der des „simplified

Langevin model“ ([106], S. 489) in Gleichung (2.92), wenn dW entsprechend Gleichung (2.100) approximiert wird. Die Verwendung der
turbulenten kinetischen Dissipation εc an Stelle der turbulenten kinetischen Energie kc innerhalb der Varianz lässt keine grundlegend anderen
Ergebnisse erwarten, da beide Größen in denselben Bereichen ihre Maximalwerte annehmen.
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3 Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell

Der Quellterm in Gleichung (3.184) ist die Summe aus mittlerem Quellterm und Zufallsanteil (vgl. Qρd und Rρd

in den Gleichungen (3.116) und (3.117)). Alternativ kann der mittlere Quellterm Sd aus Gleichung (2.20) und der
Zufallsanteil

R(α) = (−Sd,inst +Sd)/ρd (3.185)

verwendet werden.

Vergleich mit dem linearen Kavitationsmodell

Für den Mittelwert einer Funktion f , die nichtlinear von der turbulenten kinetischen Energie abhängt, gilt

f (kc,inst) 6= f (kc) (3.186)

mit der mittleren turbulenten kinetischen Energie aus Gleichung (3.174). Im linearen Kavitationsmodell hängt die
Druckdifferenz linear von der turbulenten kinetischen Energie ab (vgl. Gleichung (2.25)). Der Quellterm hängt
nichtlinear von dieser Druckdifferenz ab (vgl. Gleichung (2.20)). Der Quellterm unter Verwendung instantaner
Fluktuationen in der turbulenten kinetischen Energie S(n)d,inst in Gleichung (3.184) unterscheidet sich damit im Mittel
von dem Quellterm Sd des bestehenden linearen Kavitationsmodells

Sd,inst 6= Sd . (3.187)

Innerhalb des Kapitels 3 wurde diskutiert, wie die stochastischen Felder im Zwei-Fluid-Modell interpretiert wer-
den können. Es wurde demonstriert, wie die PDF durch die stochastischen Felder approximiert und transportiert
wird. Die PDF-Transportgleichung des Volumenanteils der dispersen Phase wurde für das Zwei-Fluid-Modell her-
geleitet. Unterschiede zur PDF-Transportgleichung einer Skalargröße in der Verbrennung wurden analysiert und
diskutiert. Es wurde gezeigt, dass diese Unterschiede zu erwarten sind, da die Stochastische Feldmethode im Zwei-
Fluid-Modell nicht analog für eine Skalargröße im Verbrennungsbereich formuliert werden kann. Eine konsistente
Formulierung der Stochastischen Feldmethode für den Volumenanteil der dispersen Phase im Zwei-Fluid-Modell
wurde formuliert. Mehrere Möglichkeiten für eine sinnvolle Implementierung in den kommerziellen CFD-Code
AVL FireTM wurden diskutiert. Ihre Realisierbarkeit wurde in Bezug auf die Einflussfaktoren in Abbildung 1.11
bewertet. Die Berücksichtigung von Schwankungen im Quellterm wurde als gewinnbringend herausgearbeitet und
implementiert. Nach Kenntnis des Autors ist dies die erste Implementierung der Stochastischen Feldmethode in-
nerhalb eines kommerziellen Codes. Als Ursache für die Schwankungen im Quellterm wurden zwei Einflüsse
unterschieden:

• Schwankungen in der Blasendichte

• Schwankungen in der Druckdifferenz aufgrund turbulenter Fluktuationen.

Letzteres wurde durch ein Modell für Lagrange Partikel approximiert. Nach Kenntnis des Autors ist dies die erste
Anwendung eines Modells aus dem Bereich Lagranger Partikel innerhalb der Stochastischen Feldmethode. Nach
der Formulierung und Implementierung der theoretischen Modelle innerhalb des aktuellen Kapitels werden diese
innerhalb des folgenden Kapitels 4 zur Berechnung praxisnaher Strömungen genutzt.
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4 Numerische Berechnungen

Nachdem in Kapitel 3 die theoretischen Grundlagen der Stochastischen Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell dis-
kutiert und die Implementierungen erläutert wurden, werden diese in Kapitel 4 zur Berechnung praxisnaher Strö-
mungen angewandt. Zur besseren Lesbarkeit sind die wichtigsten Simulationseinstellungen nicht im Fließtext ent-
halten, sondern in Anhang H zusammengefasst. Die Simulationsergebnisse enthalten Verweise [S1], [S2], ... auf
die im Anhang aufgeführten Einstellungen. Der Aufbau des Kapitels 4 wird im Folgenden erläutert. In Kapitel 4.1
werden die in AVL FireTM implementierten Varianten definiert und voneinander abgegrenzt. Kapitel 4.2 verifiziert
und validiert die implementierten Varianten der Stochastischen Feldmethode. Die Verwendung der Stochastischen
Feldmethode bei der Berechnung nichtlinearer Funktionen wird in Kapitel 4.3 an einem Beispiel demonstriert.
Kapitel 4.4 zeigt an einem Beispiel, wie die PDF durch die stochastischen Felder approximiert wird. In Kapitel
4.5 wird die Stochastische Feldmethode bei der Berechnung einer intermittierend kavitierenden Strömung ange-
wandt, zu der experimentelle Daten existieren. Die Strömung befindet sich im Grenzbereich zwischen Kavitation
und keiner Kavitation: Obwohl die Experimente die Existenz von Kavitation zeigen, berechnet das herkömmliche
Zwei-Fluid-Modell in AVL FireTM eine Strömung ohne Kavitation. Es wird untersucht, ob die Stochastische Feld-
methode im Vergleich zum herkömmlichen Zwei-Fluid-Modell eine Verbesserung zulässt. Innerhalb des Kapitels
4 wird im Sinne einer besseren Lesbarkeit der Volumenanteil der dispersen Phase αd vereinfacht als α geschrieben.

4.1 Abgrenzung der verwendeten Varianten der Stochastischen
Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell in AVL FireTM

Die in Kapitel 3.7 beschriebenen Modelle zur Berücksichtigung von Schwankungen im Quellterm wurden in AVL
FireTM implementiert. Es ist zwischen einer Berücksichtigung von Schwankungen in der Blasendichte und in der
Druckdifferenz zu unterscheiden. Die in Kapitel 3.7.1 erläuterte Variante der Stochastischen Feldmethode im Zwei-
Fluid-Modell zur Berücksichtigung von Schwankungen in der Blasendichte N′′′ wird im Folgenden „2F-SFM N“
bezeichnet. Die in Kapitel 3.7.2 beschriebene Variante der Stochastischen Feldmethode zur Berücksichtigung von
Schwankungen in der Druckdifferenz ∆pp wird im Folgenden „2F-SFM p“ bezeichnet. Bei der Implementierung
beider Modelle wurde das Lösungsverfahren in Abbildung 3.8 angewendet. Die stochastischen Felder liefern in
jeder Rechenzelle Volumenanteile der dispersen Phase α(n). Entsprechend der dispersen Phase α des Zwei-Fluid-
Modells sind sie auf einen physikalisch sinnvollen Wertebereich 0≤ α ≤ 1 beschränkt.

4.2 model-to-model-Verifikation und -Validierung der Stochastischen
Feldmethode in AVL FireTM

Teile des Kapitels 4.2 wurden bereits in [109], [110], [111] und [112] veröffentlicht. Entsprechend ([94], S. 235)
wird bei der Verifikation sichergestellt, dass die Modellgleichungen korrekt gelöst werden. Die Validierung ge-
währleistet, dass die Realität durch die verwendeten Modellgleichungen korrekt beschrieben wird ([94], S. 234).
Zur Verifikation bzw. Validierung neuer Implementierungen werden in der Literatur andere, anhand von Experi-
menten verifizierte und validierte Codes herangezogen (vgl. z.B. [63]). In diesem Zusammenhang wird die Formu-
lierung „code-to-code“ [63] verwendet. Die implementierten Modelle 2F-SFM N und 2F-SFM p werden innerhalb
des Kapitels 4.2 anhand bereits validierter und verifizierter Modelle in AVL FireTM verifiziert und validiert. In An-
lehnung an den Ausdruck „code-to-code“ [63] wird in diesem Kapitel von einer model-to-model-Verifikation und
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-Validierung gesprochen. Das in AVL FireTM implementierte Zwei-Fluid-Modell wurde bereits in [47] verifiziert.
Durch vielfache Anwendung in der industriellen Praxis wurde das Zwei-Fluid-Modell für eine Anwendung auf
kavitierende Strömungen in Einspritzdüsen validiert (vgl. z.B. [138], [33]). Für die Verifikation und Validierung
der Varianten 2F-SFM N und 2F-SFM p kann das bestehende Zwei-Fluid-Modell als Referenz verwendet werden.

4.2.1 2D Injektor

Das erste Modell ist eine zweidimensionale Einspritzdüse. Abbildung 4.1 zeigt das Modell des Fluids während des
Einspritzvorgangs. Es ist rotationssymmetrisch, so dass die Berechnung eines Ausschnitts genügt. Die Rotations-
achse ist in Abbildung 4.1 rot gekennzeichnet. Zur Veranschaulichung ist neben dem Fluid die Ventilnadel und das
Gehäuse skizziert. Die Festkörper sind geschnitten dargestellt. Der Ein- und der Ausgang sind in Abbildung 4.1
ebenfalls gekennzeichnet. Für die Zusammenfassung der wichtigsten Simulationseinstellungen sei auf [S1] in An-
hang H verwiesen. Die Abbildung 4.2 zeigt das Simulationsergebnis unter Verwendung des Zwei-Fluid-Modells in

Abbildung 4.1: Modell eines zweidimensionalen Injektors im geöffneten Zustand. Die Rotationsachse ist in rot dargestellt. Der in Abbildung
4.2 vergrößerte Bereich ist grün markiert. Die Ventilnadel und das Gehäuse sind schematisch skizziert.

AVL FireTM ohne Verwendung der Stochastischen Feldmethode. Das Kavitationsgebiet ist vergrößert dargestellt.
Der vergrößerte Ausschnitt ist in Abbildung 4.1 grün markiert. Der Volumenanteil der dispersen Phase αd ist zum
Zeitpunkt t = 2e−4s aufgetragen. Der Bereich der kavitierenden Strömung ist in Abbildung 4.2 anhand des hohen
Volumenanteils α zu erkennen.

Abbildung 4.2: 2D Injektor: Simulation der kavitierenden Strömung unter Verwendung des Zwei-Fluid-Modells in AVL FireTM. Darge-
stellt ist der Volumenanteil der dispersen Phase α zum Zeitpunkt t = 2e−4s. Die grafische Auftragung erfolgte mit Ensight
10.2.3(a). [S1]

2F-SFM N

Der zweidimensionale Injektor wird mit der Variante 2F-SFM N berechnet. Abbildung 4.3 zeigt den Volumenanteil
der dispersen Phase im Kavitationsgebiet. Ein Vergleich mit dem Ergebnis unter Verwendung des Zwei-Fluid-
Modells ohne Stochastische Feldmethode (vgl. Abbildung 4.2) zeigt, dass die Variante 2F-SFM N zu einem sehr
ähnlichen Ergebnis führt. Vier beispielhafte stochastische Felder sind in Abbildung E.1 in Anhang E aufgetragen.
Sie zeigen Repräsentanten des Volumenanteils. Die Abbildungen 4.4 und 4.5 vergleichen die zeitliche Entwicklung
des Volumenanteils der dispersen Phase in einer Rechenzelle im Zentrum und am Rand des Kavitationsgebiets.
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4.2 model-to-model-Verifikation und -Validierung der Stochastischen Feldmethode in AVL FireTM

Abbildung 4.3: 2D Injektor: Simulation der kavitierenden Strömung unter Verwendung des Modells 2F-SFM N in AVL FireTM. Dargestellt ist
der Volumenanteil der dispersen Phase α zum Zeitpunkt t = 2e−4s. Die grafische Auftragung erfolgte mit Ensight 10.2.3(a).
[S2]

Die jeweils rechte Abbildung zeigt einen vergrößerten Ausschnitt der linken Darstellung. Die Volumenanteile
der stochastischen Felder α(1), ...,α(8) fluktuieren aufgrund des stochastischen Einflusses in Gleichung (3.165).
Der mittlere Volumenanteil α2F−SFMN und der Volumenanteil unter Verwendung des Zwei-Fluid-Modells ohne
Stochastische Feldmethode α sind ebenfalls dargestellt. Die beiden Volumenanteile α2F−SFMN und α besitzen
eine ähnliche zeitliche Entwicklung. Die Differenzen sind durch zwei Ursachen zu erklären:

• Fluktuationen in den stochastischen Feldern beeinflussen den mittleren Volumenanteil α2F−SFMN und ver-
ursachen hier entsprechende Schwankungen.

• Der lokale Quellterm S(n)d,lok hängt nichtlinear von der lokalen Blasendichte N′′′(n)lok ab (vgl. Gleichung (3.168)).
Unterschiede zum Zwei-Fluid-Modell ohne die Stochastische Feldmethode wurden bereits am Ende des
Kapitels 3.7.1 erwartet (vgl. Gleichung (3.171)).

In den Abbildungen 4.4 und 4.5 fällt auf, dass der mittlere Volumenanteil α2F−SFMN nicht immer dem Mittel-
wert der stochastischen Felder entspricht. Besonders deutlich ist dies in Abbildung 4.5 um den Zeitschritt 300
zu erkennen. Aus Gründen der Kontinuität wird in AVL FireTM eine Korrektur des berechneten Volumenanteils
durchgeführt. Eine Anwendung derselben Korrektur auf die stochastischen Felder, ohne diese unphysikalisch zu
beschränken, erfordert einen zusätzlichen Rechenaufwand. Der zusätzliche Rechenaufwand wird vermieden im
Sinne einer ressourcenschonenden Implementierung (vgl. Abbildung 1.11). In der Folge können Differenzen zwi-
schen den Volumenanteilen der stochastischen Felder α(n) und dem mittleren Volumenanteil α2F−SFMN bei ei-
ner Auftragung, wie in den Abbildungen 4.4 und 4.5, auftreten. Die Erhaltung der Kontinuität wird durch eine

Abbildung 4.4: 2D Injektor: Vergleich der zeitlichen Entwicklung des Volumenanteils innerhalb einer Rechenzelle im Zentrum des Kavitati-
onsgebiets im Zwei-Fluid-Modell und in der Variante 2F-SFM N. [S2]
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Abbildung 4.5: 2D Injektor: Vergleich der zeitlichen Entwicklung des Volumenanteils innerhalb einer Rechenzelle am Rand des Kavitations-
gebiets im Zwei-Fluid-Modell und in der Variante 2F-SFM N. [S2]

Anwendung der Korrektur auf den mittleren Volumenanteil α2F−SFMN weiterhin gewährleistet. Aufgrund einer
Geheimhaltungsverpflichtung kann an dieser Stelle nicht genauer auf diese Korrektur eingegangen werden.

2F-SFM p

Die kavitierende Strömung innerhalb des zweidimensionalen Injektors unter Verwendung der Variante 2F-SFM p
ist in Abbildung 4.6 gezeigt. Der mittlere Volumenanteil der dispersen Phase (αd in Abbildung 3.8) ist dargestellt.
Die Strömung weist starke Ähnlichkeiten mit der Strömung in Abbildung 4.2 unter Verwendung des Zwei-Fluid-
Modells ohne die Stochastische Feldmethode auf. Vier beispielhafte stochastische Felder sind in Abbildung E.2
in Anhang E dargestellt. Die Abbildungen 4.7 und 4.8 vergleichen die zeitliche Entwicklung des Volumenanteils
der dispersen Phase innerhalb einer Rechenzelle im Zentrum und am Rand des Kavitationsgebiets. Das jeweils
rechte Bild zeigt einen vergrößerten Ausschnitt der linken Darstellung. Acht Volumenanteile der stochastischen
Felder α(1), ...,α(8) sind dargestellt. Die Volumenanteile schwanken um den mittleren Volumenanteil α2F−SFMp,
da sie durch den stochastischen Prozess in Gleichung (3.179) beeinflusst werden. Zum Vergleich ist die zeitli-
che Entwicklung des Volumenanteils der dispersen Phase α unter Verwendung des Zwei-Fluid-Modells ohne die
Stochastische Feldmethode ebenfalls in den Abbildungen 4.7 und 4.8 aufgetragen. Der Vergleich in beiden Re-
chenzellen zeigt, dass die Unterschiede der Volumenanteile α2F−SFMp und α gering sind. Die Differenzen bei
Verwendung der Variante 2F-SFM p haben zwei Ursachen:

• Die stochastischen Schwankungen der Felder α(n) bewirken stochastische Schwankungen des mittleren Vo-
lumenanteils α2F−SFMp im Vergleich zum Volumenanteil α des herkömmlichen Zwei-Fluid-Modells.

• Der instantane Quellterm S(n)d,inst hängt nichtlinear von der instantanen Druckdifferenz ab (vgl. Gleichung
(3.184)). Die Abweichungen wurden am Ende des Kapitels 3.7.2 bereits erwartet (vgl. Gleichung (3.187)).
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Abbildung 4.6: 2D Injektor: Simulation der kavitierenden Strömung unter Verwendung des Modells 2F-SFM p in AVL FireTM. Dargestellt ist
der Volumenanteil der dispersen Phase α zum Zeitpunkt t = 2e−4s. Die grafische Auftragung erfolgte mit Ensight 10.2.3(a).
[S3]

Abbildung 4.7: 2D Injektor: Vergleich der zeitlichen Entwicklung des Volumenanteils innerhalb einer Rechenzelle im Zentrum des Kavitati-
onsgebiets im Zwei-Fluid-Modell und in der Variante 2F-SFM p. [S3]

Abbildung 4.8: 2D Injektor: Vergleich der zeitlichen Entwicklung des Volumenanteils innerhalb einer Rechenzelle am Rand des Kavitations-
gebiets im Zwei-Fluid-Modell und in der Variante 2F-SFM p. [S3]
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4.2.2 3D Injektor

Als zweites, aufwändigeres Modell wird das Installationsbeispiel von AVL FireTM einer dreidimensionalen Ein-
spritzdüse betrachtet. Die für diese Arbeit wichtigsten Simulationseinstellungen sind in Kapitel H aufgeführt. Für
eine detaillierte Übersicht sei auf [1] verwiesen. Durch die Betrachtung einer sich bewegenden Ventilnadel bildet
die Simulation einen vollständigen Einspritzvorgang ab. Abbildung 4.11 zeigt einen Ausschnitt des rotationssym-
metrischen Modells. Die Rotationsachse ist in Abbildung 4.11 in rot skizziert. Zur Veranschaulichung enthält
Abbildung 4.11 die Skizzen eines beispielhaften Gehäuses sowie einer Ventilnadel. In Abbildung 4.11 sind zwei
Zustände der Einspritzdüse dargestellt: links existiert kein durchgehender Spalt zwischen der Ventilnadel und dem
Gehäuse. Dies repräsentiert eine geschlossene Einspritzdüse und damit eine verschwindende Strömung. In Abbil-
dung 4.11 rechts existiert ein durchgehender Spalt zwischen der Ventilnadel und dem Gehäuse. Die Einspritzdüse
ist geöffnet und Brennstoff kann vom Eingang zum Ausgang strömen. Die Abbildung 4.9 veranschaulicht das auf-
tretende Kavitationsgebiet durch einen hohen Volumenanteil der dispersen Phase am Ausgang der Einspritzdüse,
vor dem Luftraum. Der vergrößerte Bereich ist in Abbildung 4.11, rechts grün markiert. Das Ergebnis in Abbil-
dung 4.9 wurde mit dem Zwei-Fluid-Modell in AVL FireTM ohne Stochastische Feldmethode berechnet. Es wird
im Folgenden mit den Ergebnissen durch Anwendung der Varianten 2F-SFM N und 2F-SFM p verglichen.

Abbildung 4.9: Schnitt eines 3D Injektors: Volumenanteil der dispersen Phase nach dem Zwei-Fluid-Modell in AVL FireTM bei Kurbelwel-
lenwinkel 210◦. [S4]

2F-SFM N

Das Ergebnis bei Anwendung der Variante 2F-SFM N auf die dreidimensionale Einspritzdüse ist in Abbildung
4.10 dargestellt. Der Vergleich mit Abbildung 4.9 zeigt, dass die Variante 2F-SFM N zu einem sehr ähnlichen
Ergebnis führt wie das Zwei-Fluid-Modell. Mehrere stochastische Felder sind in Bild F.1 in Anhang F zu sehen.
Bei Betrachtung einer Rechenzelle im Detail sind Unterschiede festzustellen.

Abbildung 4.10: Schnitt eines 3D Injektors: Volumenanteil der dispersen Phase nach der Variante 2F-SFM N in AVL FireTM bei Kurbelwel-
lenwinkel 210◦. [S5]

2F-SFM p

Das Ergebnis bei Anwendung der Variante 2F-SFM p ist in Abbildung 4.12 zu sehen. Ein Vergleich mit dem
Ergebnis des Zwei-Fluid-Modells ohne Stochastische Feldmethode in Abbildung 4.9 zeigt, dass diese sich sehr
ähneln. Vier exemplarische stochastische Felder sind im Anhang F in Abbildung F.2 dargestellt. Sie unterschei-
den sich deutlich im Volumenanteil einer jeweiligen Rechenzelle. In jedem stochastischen Feld befindet sich das
Kavitationsgebiet an identischer Stelle.
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Abbildung 4.11: Schnitt eines 3D Injektors: Die Ventilnadel und das Gehäuse sind geschnitten skizziert. Die Ventilnadel öffnet und schließt
den Injektor im Laufe der Simulation. Links: geschlossenes Ventil. Rechts: geöffnetes Ventil. Der in Abbildung 4.9 vergrö-
ßerte Bereich ist in der rechten Darstellung grün markiert.

Abbildung 4.12: Schnitt eines 3D Injektors: Volumenanteil der dispersen Phase nach der Variante 2F-SFM p in AVL FireTM bei Kurbelwel-
lenwinkel 210◦. [S6]

4.2.3 Fazit zur Verifikation und Validierung

In den Kapiteln 4.2.1 und 4.2.2 wurden die Varianten der Stochastischen Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell
2F-SFM N und 2F-SFM p mit dem verifizierten und validierten Zwei-Fluid-Modell in AVL FireTM verglichen. Bei-
de Varianten weisen lediglich geringe Unterschiede zum implementierten Zwei-Fluid-Modell auf. Sie werden im
Folgenden als verifiziert erachtet. Die in den Kapiteln 4.2.1 und 4.2.2 betrachteten Beispiele sind repräsentativ für
das Anwendungsgebiet kavitierender Strömungen im Automobilbereich. Das implementierte Zwei-Fluid-Modell
wurde für diese Anwendung bereits validiert (vgl. z.B. [138], [33]). Die Ergebnisse der Varianten 2F-SFM N und
2F-SFM p entsprechen denen des Zwei-Fluid-Modells ohne Anwendung der Stochastischen Feldmethode. Im Fol-
genden werden die Varianten 2F-SFM N und 2F-SFM p daher für eine Anwendung auf kavitierende Strömungen
während des Einspritzvorgangs im Automobilbereich als validiert erachtet.
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Es sei hervorgehoben, dass für die Simulationen innerhalb der Kapitel 4.2.1 und 4.2.2 keine Parameterstudien
durchgeführt wurden, um die Simulationseinstellungen im Sinne eines positiven Ergebnisses zu justieren. Dies
weist auf die Robustheit der implementierten Varianten 2F-SFM N und 2F-SFM p hin: Die praxisrelevanten Er-
gebnisse des herkömmlichen Zwei-Fluid-Modells können ohne eine Justierung der Eingabeparameter reproduziert
werden.

4.3 Verwendung der Stochastischen Feldmethode bei der Berechnung
der Strömungswiderstandskraft

Die samples des Volumenanteils α(1), ..,α(N) approximieren die PDF (vgl. Abbildung 2.5, Kapitel 3.2) und können
bei der Berechnung von Funktionen genutzt werden, die nichtlinear vom Volumenanteil abhängen. Die Verwen-
dung von Mittelwerten und die daraus resultierenden groben Approximationen werden vermieden (vgl. Kapitel
1.2, 2.4.2). Die Verwendung der PDF der Volumenanteile wird innerhalb des Kapitels 4.3 beispielhaft bei der Be-
rechnung der Strömungswiderstandskraft entsprechend Gleichung (2.32) mit der Dichte der Phasengrenzflächen
aus Gleichung (2.34) demonstriert. Für jeden Volumenanteil der stochastischen Felder α(n) wird entsprechend
Gleichung (2.23) eine Blasendichte N′′′(n) berechnet6

N′′′(n) =

N′′′0 falls α(n) ≤ 0,5

2(N′′′0 −1)(1−α(n))+1 falls α(n) > 0,5.
(4.1)

Analog zu den Gleichungen (2.28) und (2.34) ergibt sich für jedes sample ein Blasenradius r(n)Bl

r(n)Bl =
(3α(n)VZelle

4πnBl

) 1
3

(4.2)

und eine Dichte der Phasengrenzflächen A′′′(n)

A′′′(n) =
(
36πN′′′(n)

) 1
3
(
α
(n)) 2

3 . (4.3)

Die Ensemble-gemittelte Blasengröße und die Ensemble-gemittelte Phasengrenzfläche der stochastischen Felder
werden mit Hilfe der Definition in Gleichung (2.85) berechnet

〈rBl〉N =
1
N

N

∑
n=1

r(n)Bl 〈A′′′〉N =
1
N

N

∑
n=1

A′′′(n) (4.4)

und innerhalb der Gleichungen (2.32) und (2.36) an Stelle der Größen A′′′ und rBl verwendet. Die Approxima-
tionen durch das Verwenden eines mittleren Volumenanteils bei Berechnung der nichtlinearen Abhängigkeiten in
den Gleichungen (2.28) und (2.34) an Stelle einer PDF der Volumenanteile werden hierdurch vermieden. Wird
die PDF der Volumenanteile und damit auch die PDF der Blasengrenzflächendichte und der Blasengrößen richtig
wiedergegeben (vgl. Kapitel 3.1), kann auch die nichtlineare Abhängigkeit der Widerstandskraft quasi exakt be-
rücksichtigt werden. Die Approximation durch die Verwendung des mittleren Blasenradius 〈rBl〉N innerhalb der
nichtlinearen Abhängigkeit der Reynoldszahl der Blasen Reb in Gleichung (2.35) bleibt innerhalb der aktuellen
Implementierung bestehen. Im Folgenden wird untersucht, ob die Verwendung einer PDF an Stelle eines Mittel-
werts bei der Berechnung der Strömungswiderstandskraft innerhalb der Varianten 2F-SFM N und 2F-SFM p einen
Einfluss auf den Volumenanteil hat. Die Simulationen der zweidimensionalen Einspritzdüse in den Abbildungen

6 In der Implementierung in AVL FireTM kann die Stochastische Feldmethode innerhalb mehrerer Modelle für die Blasendichte verwendet
werden. An dieser Stelle wird die Anwendung auf das in Gleichung (2.23) vorgestellte Modell demonstriert.
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4.3 Verwendung der Stochastischen Feldmethode bei der Berechnung der Strömungswiderstandskraft

4.3 - 4.8 werden erneut durchgeführt, wobei die Strömungswiderstandskraft mit Hilfe der Gleichungen (4.1) - (4.4)
berechnet wird.

2F-SFM N

Die Berechnung der Strömungswiderstandskraft mit Hilfe der PDF der Variante 2F-SFM N wird mit der Berech-
nung unter Verwendung eines mittleren Volumenanteils verglichen. Die Abbildungen 4.13 und 4.14 stellen den
zeitlichen Verlauf des Volumenanteils α2F−SFMN−PDF dem des Volumenanteils α2F−SFMN−Mittelwerte gegenüber.
Letzterer wurde bereits in den Abbildungen 4.4 und 4.5 gezeigt. Der Vergleich erfolgt analog zu den bisherigen
Auftragungen für jeweils eine Zelle im Zentrum und am Rand des Kavitationsgebiets. Der mittlere Volumenan-
teil α unter Verwendung des Zwei-Fluid-Modells ohne Stochastische Feldmethode ist ebenfalls dargestellt. Der
Vergleich zeigt geringe Unterschiede durch die Verwendung der PDF bei der Berechnung der Strömungswider-
standskraft.

Abbildung 4.13: 2D Injektor: Vergleich der zeitlichen Entwicklung des Volumenanteils innerhalb einer Rechenzelle im Zentrum des Kavita-
tionsgebiets in der Variante 2F-SFM N bei Berechnung der Strömungswiderstandskraft mit Mittelwerten und mit einer PDF.
Der Volumenanteil α des Zwei-Fluid-Modells ist ebenfalls dargestellt. [S2]

Abbildung 4.14: 2D Injektor: Vergleich der zeitlichen Entwicklung des Volumenanteils innerhalb einer Rechenzelle am Rand des Kavitations-
gebiets in der Variante 2F-SFM N bei Berechnung der Strömungswiderstandskraft mit Mittelwerten und mit einer PDF. Der
Volumenanteil α des Zwei-Fluid-Modells ist ebenfalls dargestellt. [S2]
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2F-SFM p

Die PDF der Variante 2F-SFM p wird mit Hilfe der Gleichungen (4.1) - (4.4) zur Berechnung der Strömungswider-
standskraft verwendet. Das Ergebnis wird mit der Berechnung unter Verwendung eines mittleren Volumenanteils
in den Abbildungen 4.7 und 4.8 verglichen. Die Abbildungen 4.15 und 4.16 vergleichen die zeitliche Entwicklung
der Volumenanteile für eine Rechenzelle im Zentrum und am Rand des Kavitationsgebiets. Der mittlere Volumen-
anteil α bei Verwendung des Zwei-Fluid-Modells ohne die Stochastische Feldmethode ist ebenfalls dargestellt. Der
Vergleich in den Abbildungen 4.15 und 4.16 zeigt, dass kleine Unterschiede im zeitlichen Verlauf des Volumenan-
teils auftreten, wenn die PDF der Variante 2F-SFM p an Stelle eines mittleren Volumenanteils zur Berechnung der
Strömungswiderstandskraft verwendet wird.

Abbildung 4.15: 2D Injektor: Vergleich der zeitlichen Entwicklung des Volumenanteils innerhalb einer Rechenzelle im Zentrum des Kavita-
tionsgebiets in der Variante 2F-SFM p bei Berechnung der Strömungswiderstandskraft mit Mittelwerten und mit einer PDF.
Der Volumenanteil des Zwei-Fluid-Modells ist ebenfalls dargestellt. [S3]

Abbildung 4.16: 2D Injektor: Vergleich der zeitlichen Entwicklung des Volumenanteils innerhalb einer Rechenzelle am Rand des Kavitations-
gebiets in der Variante 2F-SFM p bei Berechnung der Strömungswiderstandskraft mit Mittelwerten und mit einer PDF. Der
Volumenanteil des Zwei-Fluid-Modells ist ebenfalls dargestellt. [S3]

86
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Fazit zur Verwendung der Stochastischen Feldmethode bei der Berechnung der Strömungswider-

standskraft

Die Verwendung der PDF der Volumenanteile entsprechend der Varianten 2F-SFM N und 2F-SFM p der Sto-
chastischen Feldmethode zur Berechnung der Strömungswiderstandskraft führt zu Unterschieden im Volumen-
anteil. Im betrachteten Beispiel des zweidimensionalen Injektors sind diese verhältnismäßig gering. In anderen
Anwendungsbeispielen könnte die Verwendung von PDFs zur Berechnung der Strömungswiderstandskraft einen
größeren Einfluss auf das Ergebnis besitzen. Das Erhalten eines ähnlichen Ergebnisses bei Verwendung der PDF
zur Berechnung der Strömungswiderstandskraft demonstriert die Robustheit der Implementierung: Die bisheri-
gen Anwendungsfälle des Zwei-Fluid-Modells können weiterhin mit den Varianten 2F-SFM N und 2F-SFM p der
Stochastischen Feldmethode berechnet werden, wobei zusätzlich die PDF bei der Berechnung der Strömungswi-
derstandskraft berücksichtigt wird.

4.4 Approximation der PDF

Teile des Kapitels 4.4 wurden bereits in [109], [110], [111] und [112] veröffentlicht.
Die Werte der stochastischen Felder können analog zu Abbildung 1.6 zur Approximation einer PDF verwendet
werden. Abbildung 4.17 zeigt dies am Beispiel des 2D Injektors. Die PDFs des Volumenanteils sind für mehrere
Rechenzellen dargestellt.

Abbildung 4.17: Approximation der PDF am Beispiel des 2D Injektors. [S7]

4.5 Berechnung einer intermittierend kavitierenden Strömung

Nach der Verifikation und Validierung innerhalb des Kapitels 4.2, der Verwendung der PDF bei der Berechnung ei-
ner nichtlinearen vom Volumenanteil abhängigen Funktion am Beispiel der Strömungswiderstandskraft in Kapitel
4.3 sowie einer beispielhaften Approximation der PDF in Kapitel 4.4 wird innerhalb des Kapitels 4.5 ein AVL-
Testfall berechnet, zu dem experimentelle Daten vorliegen. Der Testfall beschreibt eine kavitierende Strömung
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durch eine Drossel des Durchmessers 295 µm. Abbildung 4.18 zeigt eine Skizze der Drossel mit den wichtigs-
ten Abmessungen. Die Strömungsrichtung ist durch einen Pfeil gekennzeichnet. Es sei darauf hingewiesen, dass
Abbildung 4.18 lediglich eine Prinzipskizze darstellt und nicht maßstabsgetreu ist. Nach der Drossel befindet sich
ein Auslaufgebiet, vor der Drossel ein Einlaufgebiet. In Abbildung 4.18 ist lediglich ein kleiner Teil des Einlauf-
gebiets skizziert. Der experimentelle Aufbau erlaubt eine Festlegung der Drücke am Ein- und Ausgang. Für eine
detaillierte Beschreibung des experimentellen Aufbaus sei auf [87], [33] und [143] verwiesen. Der innerhalb die-
ser Arbeit betrachtete Testfall verwendet die Drücke 300 bar am Eingang und 165 bar am Ausgang und ist dem
Grenzbereich zwischen Kavitation und keiner Kavitation zuzuordnen. Stochastische Fluktuationen führen zu einer
intermittierend kavitierenden Zweiphasenströmung, die im Kapitel 4.5.1 anhand experimenteller Aufnahmen und
LES-Berechnungen beschrieben wird.

4.5.1 Beschreibung des experimentellen Ergebnisses und der LES-Berechnungen aus
der Literatur

Das Kapitel 4.5.1 fasst die experimentellen Ergebnisse aus der Literatur und die LES-Berechnungen [32], [33]
zusammen und stellt nicht den eigenen wissenschaftlichen Beitrag dar.
Zur experimentellen Visualisierung des Strömungsfelds wird ein Schattenverfahren eingesetzt: Paralleles Licht
wird durch die Messstrecke auf einen CCD-Chip gerichtet und dort registriert (vgl. [143], S. 2). Mit dieser Methode
können Dichtegradienten analog zum Messprinzip nach Dvořák [29] aus dem Jahr 1880 visualisiert werden. In
den Aufnahmen der intermittierend kavitierenden Strömung sind die Kavitationswolken als Schatten zu erkennen
([87], S. 4). Abbildung 4.18 zeigt eine Prinzipskizze des in [87] und [33] gezeigten experimentellen Ergebnisses
für die Drücke 300 bar am Eingang und 165 bar am Ausgang. Ein schmaler Bereich disperser Phase ist nach
der Reduktion des Strömungsquerschnitts erkennbar. Es sei erneut darauf hingewiesen, dass Abbildung 4.18 nicht
maßstabsgetreu ist. Zum Experiment in Abbildung 4.18 wurden durch AVL LES-Berechnungen durchgeführt und

Abbildung 4.18: Skizze der experimentellen Ergebnisse in [87], [33] mit den Drücken 300 bar am Eingang und 165 bar am Ausgang.

veröffentlicht [33]. Die Ergebnisse wurden dankenswerterweise von AVL für einen Vergleich innerhalb dieser
Arbeit zur Verfügung gestellt [32]. Tabelle 4.1 fasst die wichtigsten Eckdaten der LES-Berechnung zusammen. Die
wichtigsten Aspekte der Ergebnisse werden im Folgenden diskutiert. Für Details hinsichtlich der LES-Berechnung
sei auf [33] verwiesen.
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Zeitschritt [s] 5 ·10−9

Zellanzahl 17.097.570

räumliche Auflösung [Zellanzahl] 292 ·172 ·168

Tabelle 4.1: Eckdaten der LES-Berechnung durch AVL [32] nach [33], Tabelle 2.

Auswertung auf der Symmetrieachse

Die Volumenanteile der dispersen Phase im Schnitt durch die Symmetrieachse sind für verschiedene Zeitpunkte
und eine lineare Skalierung in Anhang G.1.1 dargestellt. Aus diesen instantanen Strömungsfeldern kann das zeit-
lich gemittelte Strömungsfeld in den Abbildungen 4.19 erzeugt werden, indem die RGB-Werte jedes Pixels der
instantanen Bilder gemittelt und zu einem neuen Bild zusammengeführt werden. Abbildung 4.20 zeigt das zeit-
lich gemittelte Strömungsfeld unter Verwendung einer logarithmischen Skalierung. Zur Erzeugung von Abbildung
4.20 werden die RGB-Werte der Pixel in Abbildung 4.19 logarithmiert und normiert (vgl. [4]). Der Bereich der

Abbildung 4.19: Mittelung der instantanen LES-Ergebnisse in Anhang G.1.1.

Abbildung 4.20: Mittelung der instantanen LES-Ergebnisse in Anhang G.1.1 bei Anwendung einer logarithmischen Skalierung.
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dispersen Phase ist in den mittleren Strömungsfeldern schwach erkennbar. Der zeitlich gemittelte Volumenanteil
im Kavitationsbereich ist gering. Für eine zuverlässige Bewertung des zeitlich gemittelten Volumenanteils sind
weitere experimentelle Ergebnisse notwendig.
Die instantan auftretenden Volumenanteile (vgl. Anhang G.1.1) sind deutlich höher als der mittlere Volumenanteil;
sie werden in einer zeitlich gemittelten Darstellung in den Abbildungen 4.19 und 4.20 nicht sichtbar. Die instantan
auftretenden Extremwerte sind aus technischer Sicht entscheidend und können in einem Bild erfasst werden, indem
für jedes Pixel der instantanen Aufnahmen in Anhang G.1.1 der maximale Rotwert und der minimale Blauwert er-
mittelt und zu einem neuen Bild zusammengefügt werden. Es ergibt sich das Bild der Extremwerte in Abbildung
4.21. Der Bereich, in dem Kavitation auftritt, ist deutlich zu erkennen.

Abbildung 4.21: Extremwerte der instantanen Bilder in Anhang G.1.1.

Iso-Flächen

In [33] wurde eine Methode zur Nachbildung des experimentellen Ergebnisses in Abbildung 4.18 in einer nu-
merischen Simulation vorgeschlagen, wonach die Iso-Flächen α = 0,5 aufgetragen werden. In Anhang G.1.2.1
sind die entsprechenden Iso-Flächen für die Zeitpunkte in Anhang G.1.1 dargestellt. Für eine übersichtliche Dar-
stellung sind die Begrenzungen des Strömungsgebiets lediglich durch schwarze Linien skizziert. Die Iso-Flächen
ähneln der experimentellen Aufnahme in Abbildung 4.18. Diese Ähnlichkeit wurde bereits in [33] festgestellt.
Anhang G.1.2.2 zeigt eine vergrößerte Darstellung der Iso-Flächen. Der vergrößerte Bereich ist in Abbildung G.1
in Anhang G.1.2.2 grün markiert.
Werden die Rotwerte der instantanen Iso-Flächen in Anhang G.1.2.1 gemittelt und zu einem neuen Bild zusam-
mengefügt, ergibt sich das gemittelte Bild der Iso-Flächen in Abbildung 4.22. Analog zu Abbildung 4.21 erfolgt
dabei eine Auswahl der dargestellten Volumenanteile: Zeigt Abbildung 4.21 die Extremwerte im Schnitt durch die
Symmetrieebene zu verschiedenen Zeitpunkten, werden in Anhang G.1.2.1 mit der Auftragung einer Iso-Fläche
lediglich die Stellen mit α = 0,5 aufgetragen.
Erfolgt die Mittelung in Abbildung 4.22 nicht über alle in Anhang G.1.2.1 dargestellten Zeitpunkte, sondern le-
diglich über die ersten acht, ergibt sich die Ausprägung der mittleren Iso-Flächen in Abbildung 4.23. Weitere Aus-
prägungen können durch eine Mittelung weiterer acht instantaner Iso-Flächen in Anhang G.1.2.1 erhalten werden
und sind in Anhang G.1.2.3 aufgetragen.

Fazit zu LES-Berechnungen

Das Kollektiv bestimmter Volumenanteile, seien es die Extremwerte in der Zeit in Abbildung 4.21 oder die Werte
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mit α = 0,5 im Raum in Abbildung 4.22, zeigen eine qualitativ gute Übereinstimmung mit der experimentellen
Momentaufnahme in Abbildung 4.18. Für einen quantitativen Vergleich mit experimentellen Daten sind weitere
instantane Ergebnisse des Experiments notwendig.
Das vergrößerte Strömungsfeld zu verschiedenen Zeitpunkten in Anhang G.1.2.2 veranschaulicht die intermittie-
rende Charakteristik der Strömung: An einem bestimmten Punkt im Raum wird der Sättigungsdampfdruck meis-
tens nicht unterschritten, so dass keine Kavitation auftritt. Dies veranschaulichen auch die instantanen Schnitte
durch die Symmetrieebene in Anhang G.1.1. Seltene stochastische Fluktuationen können zu einer zeitweisen Un-
terschreitung des Sättigungsdampfdrucks und damit zu Kavitation führen. Die Blasen disperser Phase werden
stromab transportiert (vgl. Anhang G.1.2.2) und zerfallen bei ansteigendem Druck. Es bleibt festzuhalten, dass die
Iso-Flächen α = 0,5 einer LES-Berechnung bei der Frage, ob in der betrachteten Strömung Kavitation auftritt,
herangezogen werden können (vgl. [33]).

Abbildung 4.22: Mittelwert der in Anhang G.1.2.1 dargestellten Iso-Flächen.

Abbildung 4.23: Mittelwert der ersten acht Iso-Flächen in Anhang G.1.2.1.

4.5.2 Numerische Berechnung mit RANS-Methoden

Abbildung 4.24 zeigt das dreidimensionale Rechengitter im Bereich des reduzierten Strömungsdurchmessers zur
numerischen Berechnung des Experiments in Abbildung 4.18 mit RANS-Methoden. Links und rechts von diesem
Bereich befindet sich ein Ein- und ein Auslaufgebiet. In Abbildung 4.24 sind lediglich die angrenzenden Bereiche
dargestellt.

4.5.2.1 Berechnung mit dem herkömmlichen Zwei-Fluid-Modell in AVL FireTM

Das in Abbildung 4.18 dargestellte Experiment wurde mit einer RANS-Simulation unter Verwendung des her-
kömmlichen Zwei-Fluid-Modells berechnet. Die wichtigsten Simulationseinstellungen sind [S8] in Anhang H zu
entnehmen. Zur Veranschaulichung des Strömungsgebiets ist der Volumenanteil der dispersen Phase im Schnitt
durch die Symmetrieebene in Abbildung 4.25 aufgetragen. Es fällt auf, dass bei Verwendung des herkömmlichen
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Abbildung 4.24: Rechengitter zur numerischen Berechnung des in Abbildung 4.18 skizzierten Experiments.

Zwei-Fluid-Modells in AVL FireTM keine disperse Phase existiert. Ein entsprechendes Ergebnis ist in [33] ver-
merkt: Das Experiment in Abbildung 4.18 wird mit einer RANS-Simulation und einer LES-Berechnung unter Ver-
wendung des herkömmlichen Zwei-Fluid-Modells in AVL FireTM verglichen. Im Gegensatz zur LES-Berechnung
weist die RANS-Simulation keine Kavitation auf (vgl. [33], S. 8). Als Ursache wird die mangelnde Auflösung
kleiner Wirbel und der hierin auftretenden Kavitation durch RANS-Simulationen genannt (vgl. [33], S. 8).

Die mangelnde Fähigkeit zur Abbildung instantaner Fluktuationen ist nicht überraschend, da RANS-Simulationen
eine Aussage über Mittelwerte treffen (vgl. Kapitel 1.2). Strömungseigenschaften wie beispielsweise die Existenz
der dispersen Phase, die lokal und instantan auftreten und mit der Strömung transportiert werden, können nicht
durch Modelle abgebildet werden, die auf Mittelwerten beruhen.7

Abbildung 4.26 ordnet die Behandlung der Druckschwankungen innerhalb einer Rechenzelle des betrachteten Bei-
spiels in unterschiedlichen Methoden ein. In RANS-Simulationen wird der mittlere Druck betrachtet. Sein Verlauf
ist in Abbidung 4.26 grün skizziert und befindet sich stets oberhalb des Sättigungsdampfdrucks psat, so dass keine
Kavitation abgebildet wird. LES-Berechnungen lösen einen Teil der Wirbel mit den zugehörigen Druckschwankun-
gen auf (vgl. Kapitel 1.2). Der fluktuierende Druck, in Abbildung 4.26 gelb dargestellt, wird berechnet. Besonders
starke Wirbel bewirken besonders hohe Druckschwankungen, so dass der Druck unter den Sättigungsdampfdruck
psat fällt und damit Kavitationseffekte abgebildet werden können.

4.5.2.2 Berechnung mit der Stochastischen Feldmethode 2F-SFM p

Der Einfluss instantaner Wirbel und der damit verbundenen lokalen und instantanen Druckschwankungen soll
durch das Modell 2F-SFM p in einer RANS-Simulation berücksichtigt werden. Die Stochastische Feldmethode
berechnet in jedem Zeitschritt stochastische Felder. In Abbildung 4.26 sind exemplarische Werte innerhalb der
stochastischen Felder skizziert. Sie können als mögliche Repräsentanten des instantanen Drucks interpretiert wer-
den. Entsprechend der Abbildungen 1.7 bzw. 2.5 approximieren die Werte der stochastischen Felder die PDF.
Für den letzten Zeitschritt ist die PDF in Abbildung 4.26 aufgetragen. Die PDF ermöglicht die Berücksichtigung
der Fluktuationen im Druck aufgrund von Turbulenz, so dass im Kontext einer RANS-Simulation stochastische
Fluktuationen und entsprechende kavitative Effekte berücksichtigt werden können. Abbildung 4.26 demonstriert

7 Dies zeigt sich auch beim Modell des Prandtlschen Mischungswegs, das ebenfalls Mittelwerte verwendet (vgl. [91], S. 141): Seine Anwend-
barkeit beschränkt sich auf Strömungen mit geringer turbulenter Konvektion und geringer turbulenter Diffusion (vgl. [125], S. 277).
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Abbildung 4.25: RANS-Simulation des Experiments in Abbildung 4.18 mit dem herkömmlichen Zwei-Fluid-Modell (Momentaufnahme).
[S8]

schematisch, wie instantane Fluktuationen des Drucks das Strömungsfeld beeinflussen können: Einige Repräsen-
tanten des instantanen Drucks unterschreiten den Sättigungsdampfdruck psat und befinden sich damit im Bereich
kavitativer Strömungen. Im Folgenden wird anhand eines kleinen Matlab Programms demonstriert, wie Geschwin-
digkeitsfluktuationen in einer Strömung Druckfluktuationen verursachen, die bei der Berechnung des Quellterms
zu einer intermittierend kavitierenden Strömung führen können. Das Matlab-Programm nutzt die konstanten Ein-
gabeparameter in Tabelle 4.2.

N′′′ = 10−14/m3 psat = 4500Pa p = 1017750Pa CE = 1,0

ρc = 825,74kg/m3 ρd = 0,31kg/m3 k = 40m2/s2 α = 10−6

Tabelle 4.2: konstante Eingabeparameter zur Demonstration, wie Fluktuationen in der Geschwindigkeit zu Kavitationseffekten führen kön-
nen.

Abbildung 4.26: exemplarische Behandlung des Drucks in einer Rechenzelle des betrachteten Beispiels in Abbildung 4.18 im Rahmen ei-
ner LES- und einer RANS-Berechnung. Die Werte in den stochastischen Feldern sind ebenfalls dargestellt. Für den letzten
Zeitschritt ist eine Verteilung der stochastischen Felder skizziert.
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Der instantane Quellterm wird mit Hilfe der Geschwindigkeitsfluktuationen in Gleichung (3.179) unter Verwen-
dung der Gleichungen (3.182) - (3.184) berechnet. Zur Vereinfachung wird ein eindimensionales Problem betrach-
tet, so dass lediglich Fluktuation in eine Raumrichtung existiert. Kavitation tritt auf, wenn der Quellterm positiv
ist. Die Verteilung von 2000 zufällig ermittelten Geschwindigkeitsfluktuationen und die entsprechende Verteilung
des instantanen Quellterms Sinst sind in den Abbildungen 4.27 und 4.28 abgebildet. In Abbildung 4.28 ist eben-
falls der Mittelwert der Verteilung Sinst gekennzeichnet. Er unterscheidet sich vom ebenfalls markierten Quellterm
S(k) bei Verwendung der mittleren turbulenten kinetischen Energie k entsprechend dem herkömmlichen Zwei-
Fluid-Modell. Am Ende des Kapitels 3.7.2 wurde bereits diskutiert, dass der Quellterm des Zwei-Fluid-Modells
in Gleichung (2.20) nichtlinear von der turbulenten kinetischen Energie abhängt. Entsprechend Gleichung (3.187)
unterscheiden sich damit die beiden mittleren Quellterme. Die Verteilung in Abbildung 4.28 zeigt, dass fluktuie-

Abbildung 4.27: Verteilung von 2000 entsprechend Gleichung (3.179) zufällig ermittelten Geschwindigkeitsfluktuationen.

Abbildung 4.28: Verteilung des instantanen Quellterms entsprechend der Geschwindigkeitsfluktuationen in Abbildung 4.27. Der Mittelwert
des instantanen Quellterms Sinst und der Quellterm bei Verwendung der mittleren kinetischen Energie k ist ebenfalls aufge-
tragen.
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rende Geschwindigkeitskomponenten zu einem positiven Quellterm und damit zu Kavitation führen können. Bei
Verwendung der mittleren turbulenten kinetischen Energie zur Berechnung des Quellterms werden stochastische
Fluktuationen vernachlässigt und der Quellterm ist stets negativ. Das Strömungsfeld weist keine Kavitation auf.

Es stellt sich die Frage, ob mit der Variante 2F-SFM p der Einfluss der in RANS-Simulationen nicht berücksich-
tigten stochastischen Fluktuationen modelliert werden kann und dies analog zu den Abbildungen 4.26 und 4.28
zu kavitativen Effekten führt. Es ist zu prüfen, ob mit der Variante 2F-SFM p eine verbesserte Berechnung des
Experiments in Abbildung 4.18 erzielt werden kann.

Abbildung 4.29: RANS-Simulation des Experiments in Abbildung 4.18 mit der Variante 2F-SFM p (Momentaufnahme). [S9]

Auswertung auf der Symmetrieachse

Abbildung 4.29 zeigt die Berechnung des Experiments in Abbildung 4.18 mit der Variante 2F-SFM p zu ei-
nem Zeitpunkt der RANS-Simulation. Für die wichtigsten Simulationseinstellungen sei auf [S9] in Anhang H
verwiesen. Analog zu Abbildung 4.25 ist der Schnitt durch die Symmetrieebene aufgetragen. Die zugehörigen
stochastischen Felder der Momentaufnahme in Abbildung 4.29 sind in Anhang G.2.1 aufgetragen. Sie können
als instantane Repräsentanten des Volumenanteils interpretiert werden (vgl. Kapitel 3.1) und approximieren die
PDF (vgl. Abbildung 4.30). Der Volumenanteil in Abbildung 4.29 zu einem konkreten Zeitpunkt ist ein Mittelwert
dieser Repräsentanten. Der Zusammenhang des Volumenanteils α(t0) zu einem Zeitpunkt t0 und den zugehörigen
stochastischen Feldern α(1)(t0), α(2)(t0), ... ist in Abbildung 4.30 skizziert. Das Strömungsfeld in der Symme-

Abbildung 4.30: Zusammenhang der Volumenanteile der stochastischen Felder α(1)(t), α(2)(t), ..., des mittleren Volumenanteils α(t) zur Zeit
t und des über alle Zeitpunkte gemittelten Volumenanteils α einer RANS-Simulation.
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trieebene ist für weitere Zeitpunkte in Anhang G.2.2 aufgetragen. Jedes Strömungsfeld ist ein Mittelwert seiner
zugehörigen instantanen Repräsentanten in Form der stochastischen Felder. Es ist nicht stationär, sondern unterliegt
Fluktuationen, da die Geschwindigkeiten ebenfalls in der Zeit fluktuieren (vgl. Gleichung (3.179)). Der Volumen-
anteil zu verschiedenen Zeitpunkten in Anhang G.2.2 zeigt das intermittierende Verhalten in großen Bereichen
des Strömungsfelds. Kavitation wird an Orten mit hohem Turbulenzgrad initiiert. Es entstehen Kavitationsblasen,
die anschließend mit der Strömung transportiert werden. Das Strömungsfeld zu verschiedenen Zeitpunkten einer
RANS-Simulation repräsentiert verschiedene Ausprägungen der gemittelten Strömung (vgl. Abbildung 2.5). Ab-
bildung 4.31 zeigt den Mittelwert der Ausprägungen in Anhang G.2.2. Zur Bestimmung des Mittelwerts wurden
die RGB-Werte der Pixel gemittelt und in einem Bild aufgetragen. Die erneute Mittelung über verschiedene Aus-
prägungen des mittleren Strömungsfelds ist ebenfalls in Abbildung 4.30 grafisch veranschaulicht.

Im Gegensatz zur Verwendung des herkömmlichen Zwei-Fluid-Modells in Abbildung 4.25 ist bei Verwendung der
Variante 2F-SFM p ein Kavitationsgebiet erkennbar. Ein Vergleich zeigt, dass die in Abbildung 4.29 dargestellte
Ausprägung dem experimentellen Ergebnis in Abbildung 4.18 qualitativ entspricht. Analog zu den Abbildungen
4.26 und 4.28 kann die Variante 2F-SFM p die experimentell beobachteten kavitativen Effekte in einem RANS-
Kontext reproduzieren.

Abbildung 4.31: Mittelwert der Volumenanteile der RANS-Berechnung mit der Variante 2F-SFM p in Anhang G.2.2. [S9]

Der Vergleich der Momentaufnahme einer RANS-Simulation in Abbildung 4.29 mit dem experimentellen Ergebnis
in Abbildung 4.18 ist nur bedingt zulässig, da die experimentelle Aufnahme eine instantane Momentanaufnahme
zeigt, eine RANS-Simulation aber eine Aussage über gemittelte Werte trifft (vgl. Kapitel 1.2). Weitere experimen-
telle Aufnahmen für einen Vergleich der zeitlich gemittelten Ergebnisse mit den Ergebnissen der RANS-Simulation
liegen nicht vor.
Alternativ werden die LES-Berechnungen für einen Vergleich herangezogen. Die in Abbildung 4.21 dargestellten
Extremwerte der LES-Berechnung sind entscheidend für die technische Bewertung kavitierender Strömungen. In
der Variante 2F-SFM p müssen die Extremwerte durch die Fluktuationen der stochastischen Felder berücksichtigt
werden. Ein Vergleich der störungsbehafteten Ausprägungen des mittleren Volumenanteils der Variante 2F-SFM p
in Anhang G.2.2 mit den Extremwerten der LES-Berechnung in Abbildung 4.21 zeigt eine qualitativ gute Über-
einstimmung.
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Der über die Zeit gemittelte Volumenanteil im Schnitt durch die Symmetrieebene in Abbildung 4.31 ist bei Anwen-
dung der Variante 2F-SFM p höher als der zeitlich gemittelte Volumenanteil der LES-Berechnung in den Abbildun-
gen 4.19 und 4.20. Dies resultiert daraus, dass die RANS-Simulation lokal auftretende Effekte wie einzelne Blasen
aufgrund der verwendeten Zellgröße nicht abbilden kann. Entsprechend kann lokale Intermittenz nicht reproduziert
werden. Fluktuationen innerhalb einer Rechenzelle einer RANS-Simulation besitzen räumlich einen größeren Ein-
fluss als Fluktuationen innerhalb einer kleineren Rechenzelle bei LES-Berechnungen. Dies führt zu einem räumlich
größeren Kavitationsgebiet bei der RANS-Simulation. Es sei angemerkt, dass in LES-Berechnungen der Einfluss
kleiner Wirbel modelliert wird (vgl. Kapitel 1.2). Die durch kleine Wirbel verursachten lokalen stochastischen
Ereignisse werden in LES-Berechnungen nicht berücksichtigt. Eine zusätzliche Modellierung der stochastischen
Ereignisse auf kleinen Skalen führt zu einer Zunahme der Kavitation.8

Iso-Flächen

Die Iso-Flächen α = 0,5 bei Verwendung der Variante 2F-SFM p in einer RANS-Simulation sind für mehrere
Zeitpunkte in Anhang G.2.3 aufgetragen. Sie stellen Ausprägungen der zeitlich gemittelten Iso-Flächen dar und
sind mit den gemittelten Ausprägungen der LES-Berechnung in Abbildung 4.23 bzw. Anhang G.1.2.3 zu verglei-
chen. Sie stimmen qualitativ überein. Der Mittelwert über alle Ausprägungen ist in Abbildung 4.32 dargestellt und
stimmt qualitativ mit dem Mittelwert über alle Iso-Flächen der LES-Berechnung in Abbildung 4.22 überein.

Abbildung 4.32: Mittelwert der Iso-Flächen der RANS-Simulation mit der Variante 2F-SFM p in Anhang G.2.3. [S9]
.

4.5.3 Fazit zur Berechnung einer intermittierend kavitierenden Strömung

Die Anwendung der Variante 2F-SFM p zeigt, dass die in der RANS-Simulation mit dem herkömmlichen Zwei-
Fluid-Modell nicht betrachteten instantanen und lokalen Schwankungen des Drucks aufgrund von Turbulenz mit
der Variante 2F-SFM p der Stochastischen Feldmethode berücksichtigt werden können. Die instantane experimen-
telle Messung in Abbildung 4.18 und die Ausprägungen des gemittelten Volumenanteils der RANS-Simulation in
Abbildung 4.29 bzw. Anhang G.2.2 weisen eine starke Ähnlichkeit auf.
Ein Vergleich mit LES-Berechnungen zeigt, dass die Ausprägungen der Iso-Flächen in Anhang G.2.3 qualitativ
mit den Ausprägungen der LES-Berechnung in Abbildung 4.23 und Anhang G.1.2.3 übereinstimmen. Der Mit-
telwert aller Iso-Flächen der RANS-Simulation (vgl. Abbildung 4.32) entspricht qualitativ dem Mittelwert aller
Iso-Flächen der LES-Berechnung (vgl. Abbildung 4.22).
In Kapitel 4.5.1 wurde diskutiert, dass zur Bewertung des kavitativen Verhaltens die Iso-Flächen α = 0,5 einer
LES-Berechnung betrachtet werden. Eine RANS-Simulation mit dem herkömmlichen Zwei-Fluid-Modell kann
8 Die Stochastische Feldmethode kann zur Modellierung der stochastischen Fluktuationen in den nicht aufgelösten Längenskalen einer LES-

Berechnung genutzt werden (vgl. Kapitel 1.2; [27]; [26]). Es ergibt sich die Fragestellung, ob bei LES-Berechnungen im Sinne einer ef-
fizienten Berechnung die räumliche Auflösung reduziert werden kann, wenn die nicht aufgelösten Fluktuationen durch die Stochastische
Feldmethode berücksichtigt werden.
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die experimentell nachgewiesene Kavitation nicht abbilden (vgl. Abbildung 4.25). Mit der Variante 2F-SFM p der
Stochastischen Feldmethode kann das intermittierend kavitative Verhalten in einem RANS-Kontext reproduziert
werden. Für die Bewertung genügt dabei die Betrachtung eines Schnitts entlang der Symmetrieachse (vgl. Abbil-
dung 4.29). Alternativ können weiterhin analog zur LES-Berechnung Iso-Flächen betrachtet werden (vgl. Anhang
G.2.3).
Mit Hilfe der Variante 2F-SFM p kann ein Nutzer besser als bei Verwendung des herkömmlichen Zwei-Fluid-
Modells in einem RANS-Kontext bewerten, ob Kavitation auftritt. Es ermöglicht die Berücksichtigung kavitativer
Effekte, die in lokalen und instantanen Strukturen entstehen, in einem RANS-Kontext, obwohl diese selbst nicht
aufgelöst werden. Die Stochastische Feldmethode mit der Variante 2F-SFM p erlaubt eine Aussage über den mitt-
leren Volumenanteil in einer kavitierenden Strömung bei gleichzeitiger Vermeidung des Rechenaufwands einer
LES-Berechnung.
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Zweiphasenströmungen treten in einer Vielzahl technischer Anwendungen und Produkte auf. Bei der Produkt-
entwicklung können durch Anwendung numerischer Simulationen Einsparungen erzielt werden (vgl. Abbildung
1.1). Als Beispiel eines in der Praxis verwendeten kommerziellen Codes zur numerischen Strömungssimulation
sei FireTM der AVL List GmbH genannt. Für die effiziente Berechnung von Zweiphasenströmungen wird häufig
das Zwei-Fluid-Modell verwendet, das eine Aussage über Mittelwerte trifft (vgl. Kapitel 1.4, 2.2.1). Die Betrach-
tung von Mittelwerten anstelle stochastisch fluktuierender Größen ist mit einem numerisch beschränkten Aufwand
zu realisieren, erweist sich aber als unbefriedigend, wenn sich das makroskopische Ergebnis sensitiv gegenüber
stochastischen Fluktuationen verhält (vgl. Kapitel 1). Alternativ können mit stochastischen PDF-Methoden wie
beispielsweise der Stochastischen Feldmethode Verteilungen einer Größe betrachtet werden. Die Stochastische
Feldmethode wurde ursprünglich zur Beschreibung einer Skalargröße in der Verbrennung hergeleitet und ist im
Vergleich zur Methode Lagranger Partikel numerisch weniger aufwändig (vgl. Kapitel 2.4.3.2). Erste Anwendun-
gen der Stochastischen Feldmethode auf Zweiphasenströmungen erfolgten durch das Herstellen von Analogiebe-
ziehungen (vgl. Kapitel 1.3): Der Anteil disperser Phase wurde wie ein Skalar in der Verbrennung behandelt und
die zugehörigen Gleichungen entsprechend formuliert.

Die vorliegende Arbeit liefert einen Beitrag zur weiteren Diskussion hinsichtlich Anwendungen der Stochastischen
Feldmethode auf Zweiphasenströmungen. Sie beinhaltet sowohl die Herleitung und die Diskussion grundlegender
Aspekte als auch die Anwendung auf aktuelle Problemstellungen der Automobilindustrie.

Zur Festigung der theoretischen Grundlagen bei Anwendung der Stochastischen Feldmethode auf Zweiphasenströ-
mungen wird die formale Herleitung der PDF-Transportgleichung für den Volumenanteil im Zwei-Fluid-Modell
und im Drift-Flux-Modell durchgeführt. Sie ersetzt die bisherige Analogiebeziehung zu einer Skalargröße in der
Verbrennung. Die Unterschiede zur Herleitung der PDF-Transportgleichung einer Skalargröße werden analysiert,
diskutiert und auf die Gleichungen der stochastischen Felder angewandt, so dass ihre Formulierung konsistent zum
Zwei-Fluid-Modell ist.
In diesem Zusammenhang wird gezeigt, dass die Stochastische Feldmethode im Zwei-Fluid-Modell nicht analog
zur Stochastischen Feldmethode für eine Skalargröße in der Verbrennung formuliert werden kann, ohne Konsis-
tenzprobleme zu verursachen. Dies wird durch die Herleitung der Transportgleichung des mittleren Volumenanteils
auf zwei Arten gezeigt: Durch Ensemble-Mittelung der Transportgleichung der stochastischen Felder und durch
Integration der entsprechenden PDF-Transportgleichung.
Ein weiterer Bestandteil zur Festigung der theoretischen Grundlagen ist die Analyse des Zusammenhangs zwischen
stochastischen Feldern und Blasen der dispersen Phase in einer realen Strömung. Mehrere Interpretationsmöglich-
keiten für die stochastischen Felder werden diskutiert. Die Berücksichtigung einer Blasengrößenverteilung wird
schematisch mit konkurrierenden Modellen verglichen. Es wird demonstriert, wie die Stochastische Feldmethode
die Berechnung einer Blasengrößenverteilung ohne Vorkenntnisse zur Blasengröße aus einer Abschätzung oder
aus einem Experiment erlaubt.

Die vorliegende Arbeit wendet diese neuen theoretischen Erkenntnisse auf kavitierende Strömungen in der Au-
tomobilindustrie an. Nach Kenntnis des Autors wird die Stochastischen Feldmethode innerhalb dieser Arbeit
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erstmals zur Beschreibung von Zweiphasenströmungen in einem kommerziellen Code implementiert. Mehrere
Möglichkeiten einer Implementierung in AVL FireTM werden hierfür diskutiert (vgl. Kapitel 1.4, 3.7). Zwei Mo-
delle zur Berücksichtigung stochastischer Fluktuationen im Quellterm der dispersen Phase werden für den AVL
FireTM-Nutzer als besonders gewinnbringend eingeschätzt und entsprechend implementiert. Sie ermöglichen die
Berücksichtigung von Fluktuationen aufgrund einer lokal schwankenden Keimanzahl und aufgrund turbulenter
Schwankungen in der kontinuierlichen Phase. Letztere bedient sich zur Modellierung der Geschwindigkeitsfluk-
tuationen einer Methode aus dem Bereich Lagranger Partikel. Die Implementierungen erfüllen die formulierten
Ziele aus Kapitel 1.4.
Beide Modelle werden mit Hilfe eines model-to-model-Vergleichs an einem zweidimensionalen und an einem
dreidimensionalen Injektor aus der Automobilindustrie verifiziert und validiert (vgl. Kapitel 4.2). Sie ermöglichen
dem Nutzer von AVL FireTM eine Approximation der PDF innerhalb jeder Rechenzelle in einer reinen Euler-
Betrachtungsweise. Alternativ kann die mittlere PDF eines bestimmten Bereichs bestimmt werden.
Die PDF des Volumenanteils kann zur Berechnung von Funktionen verwendet werden, die nichtlinear von diesem
Volumenanteil abhängen. Die Approximation durch Verwendung eines mittleren Volumenanteils kann hierdurch
vermieden werden, was am Beispiel der Strömungswiderstandskraft demonstriert wird.
Es wird geprüft, ob mit dem Modell zur Berücksichtigung turbulenter Schwankungen ein Mehrwert bei der Si-
mulation eines AVL-Testfalls einer intermittierend kavitierenden Strömung erzielt werden kann. Experimentell
sind Kavitationseffekte nachweisbar. Effiziente RANS-Simulationen mit dem herkömmlichen Zwei-Fluid-Modell
können keine stochastischen Fluktuationen und damit keine Kavitationseffekte abbilden. Eine aufwändigere LES-
Berechnung ist notwendig, um Kavitationseffekte numerisch zu reproduzieren. Die RANS-Berechnung mit Hilfe
der im Rahmen dieser Arbeit implementierten Variante 2F-SFM p der Stochastischen Feldmethode weist ein ähnli-
ches Ergebnis auf wie die experimentelle Momentaufnahme. Der Einfluss stochastischer Effekte kann berücksich-
tigt werden und die intermittierend kavitierende Strömung ist reproduzierbar. Für einen detaillierteren Vergleich
der experimentellen Ergebnisse mit den numerischen Berechnungen sind weitere experimentelle Ergebnisse erfor-
derlich. Ein Vergleich mit den von AVL durchgeführten numerischen Ergebnissen einer LES-Berechnung zeigt
eine Übereinstimmung der Fluktuationen in der dispersen Phase. Mit der Variante 2F-SFM p können die zeitlich
gemittelten Iso-Flächen der LES-Berechnungen in einem effizienten RANS-Kontext reproduziert werden.

Die in dieser Arbeit hergeleiteten stochastischen Modelle und deren Implementierungen erlauben dem Nutzer von
AVL FireTM die Berücksichtigung stochastischer Fluktuationen und eine Auftragung der PDF des Volumenanteils
oder der Blasengröße in einer reinen Euler-Betrachtungsweise. Darüber hinaus können sie zur Bewertung einer
intermittierend kavitierenden Strömung im RANS-Kontext genutzt werden, ohne dabei die entscheidenden loka-
len und instantanen Effekte aufzulösen. Bisher notwendige, aufwändigere LES-Berechnungen können für eine
Bewertung vermieden werden, wodurch der industrielle Nutzer Einsparungen hinsichtlich Zeit und Kosten erzielt.
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A Ableitung einer PDF aus Messwerten

Im Folgenden wird der Zusammenhang zwischen einer PDF und Messwerten einer Zufallsgröße demonstriert. Ab-
bildung 1.6 veranschaulicht, wie aus einer Reihe von Messwerten einer Größe θ ein Histogramm erzeugt werden
kann. Auf der linken Seite sind 14 Messwerte für θ dargestellt. Die Ordinate zeigt den gemessenen Wert. Auf der
Abszisse ist die Nummer des Messwerts aufgetragen. Die Messwerte können zu verschiedenen Zeitpunkten oder
durch zeitgleiche Messungen erzeugt werden. Die Achsen sind in regelmässige Intervalle unterteilt. Der Analyse-
bereich ist hierdurch in Rechtecke unterteilt. Die Intervalle auf der Ordinate werden als „Bin“ (vgl. [75], S. 8) I1,
I2, I3, ... bezeichnet. Jedem Bin I1, I2, I3, ... kann ein durchschnittlicher Wert θI1 , θI2 , θI3 , ... zugeordnet werden.
Zu jedem Messwert kann ein entsprechendes Quadrat im Analysebereich bestimmt werden. Das zugehörige Qua-
drat ist in Abbildung 1.6 blau markiert. Auf der rechten Seite in Abbildung 1.6 ist für jeden Bin die Häufigkeit
eines auftretenden Messwerts aufgetragen. Abbildung A.1 stellt die Häufigkeit aus Abbildung 1.6, rechts in einem

Abbildung A.1: Häufigkeiten der Messreihe aus Abbildung 1.6

gedrehten Diagramm dar. Die diskrete Häufigkeit H(θ) kann für den Messwert θ abgelesen werden

H(θ) =



0 falls θ ∈ I1

1 falls θ ∈ I2

2 falls θ ∈ I3

2 falls θ ∈ I4

3 falls θ ∈ I5

5 falls θ ∈ I6

1 falls θ ∈ I7.

(A.1)

Die Summe der blauen Quadrate in Abbildung A.1 entspricht dem Wert 14, der Anzahl durchgeführter Messun-
gen. Die Anzahl der beobachteten Messungen innerhalb eines jeden Bins ist Gleichung (A.1) zu entnehmen. Die
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Wahrscheinlichkeit P , dass sich ein Messwert innerhalb eines bestimmten Bins Il befindet, kann berechnet werden
(vgl. [49], S. 184)

P (θ ∈ Il) =
Anzahl beobachteter Messungen in Bin

Anzahl durchgeführter Messungen
=

H(θ ∈ Il)

14
. (A.2)

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten mit H(θ) wird an zwei Beispielen demonstriert. Mit Hilfe der Gleichun-
gen (A.1) und (A.2) kann die Wahrscheinlichkeit P

(
(θ ∈ I1)∪ (θ ∈ I2)

)
bestimmt werden, dass sich ein Messwert

innerhalb der ersten beiden Bins befindet (vgl. [49], S. 187)

P
(
(θ ∈ I1)∪ (θ ∈ I2)

)
= P (θ ∈ I1)+P (θ ∈ I2) =

H(θ ∈ I1)

14
+

H(θ ∈ I2)

14
=

0+1
14

=
1
14

. (A.3)

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Messwert innerhalb der Bins I1, I2, ..., I7 befindet, ist trivialerweise 1

P (θ ∈ I1..7) =
7

∑
l=1
P (θ ∈ Il) =

7

∑
l=1

H(θ ∈ Il)

14
=

0+1+2+2+3+5+1
14

=
14
14

= 1. (A.4)

Werden die Wahrscheinlichkeiten aller Bins summiert wie in Gleichung (A.4), geht die Information der Vertei-
lung verloren. Werden die Wahrscheinlichkeiten vor der Summation mit dem jeweiligen mittleren Wert des Bins
gewichtet, entspricht die Summe dem Mittelwert θ (vgl. [49], S. 237)

θ =
7

∑
l=1

θIlP (θ ∈ Il). (A.5)

Der Mittelwert ist in Abbildung A.1 ebenfalls skizziert. Alternativ zur Betrachtung der Häufigkeiten kann aus
Gleichung (A.1) mit Hilfe der Beziehung in Gleichung (A.2) die diskrete „Wahrscheinlichkeitsfunktion“ (vgl.
[120], S. 40) bestimmt werden

P(θ) =
H(θ)

Anzahl durchgeführter Messungen
= H(θ)/14 =



0 falls θ ∈ I1

1/14 falls θ ∈ I2

1/7 falls θ ∈ I3

1/7 falls θ ∈ I4

3/14 falls θ ∈ I5

5/14 falls θ ∈ I6

1/14 falls θ ∈ I7.

(A.6)

Die diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion P(θ) und ihr Mittelwert ist in Abbildung 1.7 dargestellt. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass sich ein Messwert innerhalb eines bestimmten Bins Il befindet, kann in Gleichung (A.6) oder
Abbildung 1.7 abgelesen werden.
Im Folgenden wird demonstriert, wie die Berechnungen in den Gleichungen (A.3) - (A.5) unter Verwendung der
Wahrscheinlichkeitsfunktion P(θ) in Gleichung (A.6) erfolgen können. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Messwert
innerhalb zweier Bins ist, kann analog zu Gleichung (A.3) ermittelt werden

P
(
(θ ∈ I1)∪ (θ ∈ I2)

)
= P

(
θ ∈ I1

)
+P

(
θ ∈ I2

)
= P(θ ∈ I1)+P(θ ∈ I2) = 0+1/14 = 1/14. (A.7)

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Messwert innerhalb einer der Bins I1..7 ist, ergibt sich analag zu Gleichung (A.4)

P (θ ∈ I1..7) =
7

∑
l=1
P (θ ∈ Il) =

7

∑
l=1

P(θ ∈ Il) = 0+
1
14

+
1
7
+

1
7
+

3
14

+
5

14
+

1
14

=
14
14

= 1. (A.8)
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Der Mittelwert θ kann mit der diskreten Wahrscheinlichkeitsfunktion P(θ) formuliert werden

θ =
7

∑
l=1

θIl P(θ ∈ Il). (A.9)

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten ist umso genauer, je kleiner die Intervallbreite der Bins ist. Für infini-
tesimal kleine Intervallbreiten werden die Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe einer stetigen Funktion f (θ) berechnet.
Die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Messwert innerhalb eines der sieben Bins befindet, berechnet sich analog zur
Betrachtung der Wahrscheinlichkeitsfunktion P(θ) in Gleichung (A.8)

P
(
θ ∈ I1..7) =

∫ I7o

I1u

f (θ)dθ . (A.10)

Die untere bzw. obere Intervallgrenzen eines Bins Il sind in Gleichung (A.10) mit Ilu und Ilo gekennzeichnet. Die
Berechnung einer Wahrscheinlichkeit erfordert ein Integral, selbst wenn das betrachtete Intervall sehr klein ist. Die
Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Messwert im Intervall Il der Breite (θ ,θ +dθ) befindet, ist (vgl. [120], S. 40)

P (θ ∈ Il) =
∫

θ+dθ

θ

f (θ)dθ . (A.11)

Falls f (θ ≤ θI1u) = f (θI7o ≤ θ) = 0, gilt für Gleichung (A.10)

∫ I7o

I1u

f dθ =
∫

∞

−∞

f dθ = 1. (A.12)

Es sei darauf hingewiesen, dass analog zu Gleichung (A.4) eine Integration der PDF über θ dazu führt, dass die
Information der Verteilung in θ verloren geht. Eine Integration ist zulässig, falls die Information der Verteilung
in θ nicht weiter betrachtet werden soll. Der Vollständigkeit halber wird die oben berechnete Wahrscheinlichkeit
P
(
(θ ∈ I1)∪ (θ ∈ I2)

)
sowie der Mittelwert mit Hilfe der PDF f (θ) berechnet. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich

der Messwert innerhalb der Bins I1 oder I2 befindet, berechnet sich analog zu Gleichung (A.3) und mit Hilfe der
Gleichung (A.11)

P
(
(θ ∈ I1)∪ (θ ∈ I2)

)
= P

(
θ ∈ I1

)
+P

(
θ ∈ I2

)
=
∫ I1o

I1u

f (θ)dθ +
∫ I2o

I2u

f (θ)dθ =
∫ I2o

I1u

f (θ)dθ . (A.13)

Bei der Berechnung des Mittelwerts θ muss beachtet werden, dass f im Gegensatz zu P innerhalb eines Bins Il im
Allgemeinen nicht konstant ist. Die Gewichtung mit dem Wert θ muss bei der Berechnung von P (θ ∈ Il) erfolgen.
Analog zu Gleichung (A.9) berechnet sich der Mittelwert

θ =
∫

∞

−∞

θ f dθ . (A.14)
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B Entfallen des Integrals in der Herleitung in Kapitel
3.5

In ([104], S. 141) wird für einen Vektor mit Skalargrößen φ im Ereignisraum ψ , den Geschwindigkeitsvektor U

im Ereignisraum V , die Hilfsfunktion Q(U ,φ) und die JPDF f (V ,ψ;x, t) mit dem Vektor der Ortskoordinaten x

und der Zeit t gezeigt (vgl. [71], S. 387)

∂

∂ t

∫ ∫
ρ(ψ)Q(V ,ψ) f dV dψ+

∂

∂x j

∫ ∫
ρ(ψ)VjQ(V ,ψ) f dV dψ =

∫ ∫
Q(V ,ψ)

{
ρ(ψ)

∂ f
∂ t

+ρ(ψ)Vj
∂ f
∂x j

}
dV dψ.

(B.1)
Der Konvektionsterm wurde gemäß

∂

∂x j

∫ ∫
ρ(ψ)VjQ(V ,ψ) f dV dψ =

∫ ∫
Q(V ,ψ)ρ(ψ)Vj

∂ f
∂x j

dV dψ (B.2)

umgeformt, da die JPDF f als einzige Größe von x j abhängt („is the only parameter written as a function
of t and x in the integrand“ ([71], S. 387)). Hieraus werden im Folgenden Vereinfachungen für das Integral∫ ∫

ρ(ψ)
∂V j
∂x j

Q(V ,ψ) f dV dψ abgeleitet.
Die Produktregel ([97], S. 132) liefert für den Term auf der linken Seite von Gleichung (B.2)

∂

∂x j

∫ ∫
ρ(ψ)VjQ(V ,ψ) f dV dψ =

∫ ∫
∂ρ(ψ)

∂x j
VjQ(V ,ψ) f dV dψ +

∫ ∫
ρ(ψ)

∂Vj

∂x j
Q(V ,ψ) f dV dψ+

+
∫ ∫

ρ(ψ)Vj
∂Q(V ,ψ)

∂x j
f dV dψ +

∫ ∫
ρ(ψ)VjQ(V ,ψ)

∂ f
∂x j

dV dψ. (B.3)

Eine Subtraktion der Gleichung (B.2) von Gleichung (B.3) liefert

0 =
∫ ∫

∂ρ(ψ)

∂x j
VjQ(V ,ψ) f dV dψ +

∫ ∫
ρ(ψ)

∂Vj

∂x j
Q(V ,ψ) f dV dψ +

∫ ∫
ρ(ψ)Vj

∂Q(V ,ψ)

∂x j
f dV dψ. (B.4)

In Gleichung (B.4) entfällt der dritte Term auf der rechten Seite, da Q(V ,ψ) laut Definition nicht von x j abhängt,
womit

∂Q(V ,ψ)

∂x j
= 0. (B.5)

Die Dichte ρ(φ) hängt ebenfalls lediglich von φ ab („the density ... depend(s) only on the set of scalars φ“
([104], S. 135)). Damit entfällt der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung (B.4), da

∂ρ(ψ)

∂x j
= 0. (B.6)

Aus Gleichung (B.4) folgt mit den Gleichungen (B.5) und (B.6)

0 =
∫ ∫

ρ(ψ)
∂Vj

∂x j
Q(V ,ψ) f dV dψ. (B.7)
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B Entfallen des Integrals in der Herleitung in Kapitel 3.5

In der Herleitung in Kapitel 3.5 hängt die Hilfsfunktion g ebenfalls nur von U und α ab und die Dichte ρa ist
ebenfalls eine Funktion von α: Im Zwei-Fluid-Modell ist die Dichte ρd eine Funktion von αd und der (bei inkom-
pressiblen Fluiden (vgl. [55], S. 46, 158, 212; [80], S. 686)) Konstanten ρ . Im Drift-Flux-Modell ist sie entspre-
chend Gleichung (2.57) ρm = αdρd +αcρc ebenfalls eine Funktion von αd , da ρm mit αc = 1−αd (vgl. Gleichung
(2.12)) bei Kenntnis von αd eindeutig bestimmt ist. Entsprechend gilt für den Term in der Herleitung in Kapitel
3.5 entsprechend Gleichung (B.7)

0 =
∫ ∫

ρ(a)
∂Vj

∂x j
g(V ,a) f dV da. (B.8)
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C Vereinfachungen in Kapitel 3.6.2.2

Term I

Mit Hilfe der Produktregel ([97], S. 132) kann der Integrand des ersten Terms vereinfacht werden

a
∂

∂ t

(
ρ(a) fα

)
=

∂

∂ t

(
aρ(a) fα

)
−ρ(a) fα

∂a
∂ t

. (C.1)

Da a keine Funktion von t ist (vgl. [71], S. 387), entfällt der letzte Term in Gleichung (C.1). Das erste Integral in
Gleichung (3.102) kann mit Gleichung (C.1) unter Anwendung der Definition des Mittelwerts in Gleichung (2.67)
mit g(a) = aρ(a) berechnet werden

∫ 1

0
a

∂

∂ t

(
ρ(a) fα

)
da =

∫ 1

0

∂

∂ t

(
aρ(a) fα

)
da =

∂

∂ t

∫ 1

0
aρ(a) fα da =

∂

∂ t
〈αρ(α)〉. (C.2)

Da t und a keine Funktionen voneinander sind, wurde in Gleichung (C.2) analog ([71], S. 387) die Differentiation
und das Integral vertauscht.

Term II

Analog zu Gleichung (C.1) gilt für den Integranden des zweiten Terms

a
∂

∂xi

(
ρ(a)〈Ui | a〉 fα

)
=

∂

∂xi

(
aρ(a)〈Ui | a〉 fα

)
−ρ(a)〈Ui | a〉 fα

∂a
∂xi

. (C.3)

Analog zu Term I entfällt der zweite Term auf der rechten Seite in Gleichung (C.3) und die Differentiation und das
Integral dürfen vertauscht werden, da a und x keine Funktionen voneinander sind

∫ 1

0
a

∂

∂xi

(
ρ(a)〈Ui | a〉 fα

)
da =

∫ 1

0

∂

∂xi

(
aρ(a)〈Ui | a〉 fα

)
da =

∂

∂xi

∫ 1

0
aρ(a)〈Ui | a〉 fα da. (C.4)

Das Integral über eine bedingte Wahrscheinlichkeit auf der rechten Seite in Gleichung (C.4) kann entsprechend
der Umformung in Gleichung (2.74) mit g(U,α) =U vereinfacht werden, so dass sich ergibt

∫ 1

0
aρ(a)〈Ui | a〉 fα da =

∫ 1

0
aρ(a) fα

∫
∞

−∞

V fU |α(a |V )dV da =
∫ 1

0

∫
∞

−∞

aρ(a)V fαU (a,V )dV da. (C.5)

Mit den Fluktuationen in den Gleichungen (3.106) folgt für Gleichung (3.105)

∫ 1

0
a

∂

∂xi

(
ρ(a)〈Ui | a〉 fα

)
da =

∂

∂xi

∫ 1

0

∫
∞

−∞

âρ(a)V̂ fαU (a,V )dV da+
∂

∂xi

∫ 1

0

∫
∞

−∞

a′′ρ(a)v′′ fαU (a,V )dV da+

+
∂

∂xi

∫ 1

0

∫
∞

−∞

a′′ρ(a)V̂ fαU (a,V )dV da+
∂

∂xi

∫ 1

0

∫
∞

−∞

âρ(a)V ′′ fαU (a,V )dV da. (C.6)

Die letzten beiden Terme in Gleichung (C.6) entfallen nach Gleichung (2.46), da eine Mittelung des Produkts der
Dichte und einer dichtegewichteten Fluktuation vorliegt. Die Definition der dichtegewichteten PDF in Gleichung
(2.78) erlaubt eine vereinfachte Darstellung von Gleichung (C.6) (vgl. [104], S. 187)

∫ 1

0
a

∂

∂xi

(
ρ(a)〈Ui | a〉 fα

)
da =

∂

∂xi

∫ 1

0

∫
∞

−∞

â〈ρ〉V̂ f̂αU (a,V )dV da+
∂

∂xi

∫ 1

0

∫
∞

−∞

a′′〈ρ〉v′′ f̂αU (a,V )dV da. (C.7)
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C Vereinfachungen in Kapitel 3.6.2.2

Unter Anwendung der Definition des Mittelwerts in Gleichung (2.69) kann Gleichung (C.7) weiter vereinfacht
werden∫ 1

0
a

∂

∂xi

(
ρ(a)〈Ui | a〉 fα

)
da =

∂

∂xi

(
〈α̂〈ρ〉Ûi〉

)
+

∂

∂xi

〈
α
′′〈ρ〉u′′i

〉
=

∂

∂xi
(α̂〈ρ〉Ûi)+ 〈ρ〉

∂

∂xi

〈
α
′′u′′i
〉
. (C.8)

Der letzte Schritt folgt, da α̂ , Ûi und 〈ρ〉 Konstanten sind.

Term III

Mit Hilfe der Produktregel ([97], S. 132) kann der Integrand des dritten Terms umformuliert werden

a
∂

∂a
(ρ(a)Qα(a) fα) =

∂

∂a
(aρ(a)Qα(a) fα)−ρ(a)Qα(a) fα

∂a
∂a

. (C.9)

Für den dritten Term in Gleichung (3.102) ergibt sich mit Gleichung (C.9)

∫ 1

0
a

∂

∂a
(ρ(a)Qα(a) fα)da =

∫ 1

0

∂

∂a
(aρ(a)Qα(a) fα)da−

∫ 1

0
ρ(a)Qα(a) fα da =−〈ρ(α)Qα(α)〉. (C.10)

In Gleichung (C.10) entfällt im letzten Schritt der erste Term auf der rechten Seite unter der Annahme fα(0) = 0
und fα(1) = 0 (vgl. [79], S. 7). Die letzte Umformung in Gleichung (C.10) erfolgt durch Anwendung der Defini-
tion des Mittelwerts in Gleichung (2.67).
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D Berücksichtigung stochastischer Fluktuationen im
Konvektionsterm

Abbildung D.1: Mögliche Implementierung der Stochastischen Feldmethode in AVL FireTM: Eine fluktuierende Kraft aufgrund der Turbulenz
wird in den Momentengleichungen berücksichtigt (vgl. Abbildung 2.4).
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D Berücksichtigung stochastischer Fluktuationen im Konvektionsterm

Abbildung D.2: Mögliche Implementierung der Stochastischen Feldmethode in AVL FireTM: Eine fluktuierende Kraft aufgrund der Turbulenz
wird in den Momentengleichungen berücksichtigt (vgl. Abbildung 2.4). Im Vergleich zu Abbildung D.1 wird ein mittleres
Geschwindigkeitsfeld der kontinuierlichen Phase und ein mittleres Druckfeld berechnet.

112



E 2D Injektor: stochastische Felder

Abbildung E.1: 2D Injektor: Simulation der kavitierenden Strömung unter Verwendung der Variante 2F-SFM N in AVL FireTM. Dargestellt
ist der Volumenanteil der dispersen Phase in vier stochastischen Feldern α(n) zum Zeitpunkt t = 2e−4s. [S2]

Abbildung E.2: 2D Injektor: Simulation der kavitierenden Strömung unter Verwendung der Variante 2F-SFM p in AVL FireTM. Dargestellt ist
der Volumenanteil der dispersen Phase in vier stochastischen Feldern α(n) zum Zeitpunkt t = 2e−4s. [S3]
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F 3D Injektor: stochastische Felder

Abbildung F.1: 3D Injektor: Simulation der kavitierenden Strömung unter Verwendung der Variante 2F-SFM N in AVL FireTM. Dargestellt ist
der Volumenanteil der dispersen Phase in vier stochastischen Feldern α(n) beim Kurbelwellenwinkel 210◦. [S5]

Abbildung F.2: 3D Injektor: Simulation der kavitierenden Strömung unter Verwendung der Variante 2F-SFM p in AVL FireTM. Dargestellt ist
der Volumenanteil der dispersen Phase in vier stochastischen Feldern α(n) beim Kurbelwellenwinkel 210◦. [S6]
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G intermittierend kavitierende Strömung

G.1 LES-Berechnungen

G.1.1 instantane Realisationen in der Symmetrieebene

Ergebnisse einer Large-Eddy-Simulation [32].

t = 9E-05 s t = 9,025E-05 s

t = 9,05E-05 s t = 9,075E-05 s

t = 9,1E-05 s t = 9,125E-05 s

t = 9,15E-05 s t = 9,175E-05 s

t = 9,2E-05 s t = 9,225E-05 s
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G intermittierend kavitierende Strömung

t = 9,25E-05 s t = 9,275E-05 s

t = 9,3E-05 s t = 9,325E-05 s

t = 9,35E-05 s t = 9,375E-05 s

t = 9,4E-05 s t = 9,425E-05 s

t = 9,45E-05 s t = 9,475E-05 s

t = 9,5E-05 s t = 9,525E-05 s
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G.1 LES-Berechnungen

t = 9,55E-05 s t = 9,575E-05 s

t = 9,6E-05 s t = 9,625E-05 s

t = 9,65E-05 s t = 9,675E-05 s

t = 9,7E-05 s t = 9,725E-05 s

t = 9,75E-05 s t = 9,775E-05 s

t = 9,8E-05 s t = 9,825E-05 s

119



G intermittierend kavitierende Strömung

G.1.2 Iso-Flächen

Ergebnisse einer Large-Eddy Simulation [32].

G.1.2.1 gesamtes Kavitationsgebiet

t = 9E-05 s t = 9,025E-05 s

t = 9,05E-05 s t = 9,075E-05 s

t = 9,1E-05 s t = 9,125E-05 s

t = 9,15E-05 s t = 9,175E-05 s

t = 9,2E-05 s t = 9,225E-05 s

t = 9,25E-05 s t = 9,275E-05 s
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G.1 LES-Berechnungen

t = 9,3E-05 s t = 9,325E-05 s

t = 9,35E-05 s t = 9,375E-05 s

t = 9,4E-05 s t = 9,425E-05 s

t = 9,45E-05 s t = 9,475E-05 s

t = 9,5E-05 s t = 9,525E-05 s

t = 9,55E-05 s t = 9,575E-05 s
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G intermittierend kavitierende Strömung

t = 9,6E-05 s t = 9,625E-05 s

t = 9,65E-05 s t = 9,675E-05 s

t = 9,7E-05 s t = 9,725E-05 s

t = 9,75E-05 s t = 9,775E-05 s

t = 9,8E-05 s t = 9,825E-05 s
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G.1 LES-Berechnungen

G.1.2.2 vergrößertes Kavitationsgebiet

Der vergrößerte Bereich ist in Abbildung G.1 grün umrahmt (s. Seite 124).

t = 9E-05 s t = 9,025E-05 s t = 9,05E-05 s t = 9,075E-05 s

t = 9,1E-05 s t = 9,125E-05 s t = 9,15E-05 s t = 9,175E-05 s

t = 9,2E-05 s t = 9,225E-05 s t = 9,25E-05 s t = 9,275E-05 s

t = 9,3E-05 s t = 9,325E-05 s t = 9,35E-05 s t = 9,375E-05 s

t = 9,4E-05 s t = 9,425E-05 s t = 9,45E-05 s t = 9,475E-05 s

t = 9,5E-05 s t = 9,525E-05 s t = 9,55E-05 s t = 9,575E-05 s
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G intermittierend kavitierende Strömung

t = 9,6E-05 s t = 9,625E-05 s t = 9,65E-05 s t = 9,675E-05 s

t = 9,7E-05 s t = 9,7E-05 s t = 9,75E-05 s t = 9,775E-05 s

t = 9,8E-05 s t = 9,825E-05 s

Abbildung G.1: Kennzeichnung des vergrößerten Bereichs des Kavitationsgebiets durch eine grüne Umrahmung.

124



G.1 LES-Berechnungen

G.1.2.3 gemitteltes Kavitationsgebiet

Ergebnisse einer Large-Eddy Simulation [32]. Analog zu Abbildung 4.23 wird die gemittelte Iso-Fläche durch
eine Mittelung von acht instantanen Iso-Flächen in Anhang G.1.2.1 erhalten.
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G intermittierend kavitierende Strömung

G.2 RANS-Berechnungen, 2F-SFM p

G.2.1 stochastische Felder zu einem Zeitpunkt

Stochastische Felder für eine RANS-Simulation mit der Variante 2F-SFM p zum in Abbildung 4.29 dargestellten
Zeitpunkt.
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G.2 RANS-Berechnungen, 2F-SFM p

G.2.2 Volumenanteil der dispersen Phase zu verschiedenen Zeitpunkten

Volumenanteil der dispersen Phase für eine RANS-Simulation mit der Variante 2F-SFM p zu verschiedenen Zeit-
punkten.

t = 3,6759E-03 s t = 3,6771E-03 s

t = 3,6783E-03 s t = 3,6795E-03 s

t = 3,6807E-03 s t = 3,6819E-03 s

t = 3,6831E-03 s t = 3,6843E-03 s

t = 3,6855E-03 s t = 3,6867E-03 s

t = 3,6879E-03 s t = 3,6891E-03 s
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G intermittierend kavitierende Strömung

t = 3,6903E-03 s t = 3,6915E-03 s

t = 3,6927E-03 s t = 3,6939E-03 s

t = 3,6951E-03 s t = 3,6963E-03 s

t = 3,6975E-03 s t = 3,6987E-03 s

t = 3,6999E-03 s t = 3,7011E-03 s

t = 3,7023E-03 s t = 3,7035E-03 s

t = 3,7047E-03 s t = 3,7059E-03 s
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G.2 RANS-Berechnungen, 2F-SFM p

t = 3,7071E-03 s t = 3,7083E-03 s

t = 3,7095E-03 s t = 3,7107E-03 s

t = 3,7119E-03 s t = 3,7131E-03 s

t = 3,7143E-03 s t = 3,7155E-03 s
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G intermittierend kavitierende Strömung

G.2.3 Iso-Fläche der dispersen Phase zu verschiedenen Zeitpunkten

Iso-Fläche α = 0,5 der dispersen Phase für eine RANS-Simulation mit der Variante 2F-SFM p zu verschiedenen
Zeitpunkten.

t = 3,6759E-03 s t = 3,6771E-03 s

t = 3,6783E-03 s t = 3,6795E-03 s

t = 3,6807E-03 s t = 3,6819E-03 s

t = 3,6831E-03 s t = 3,6843E-03 s

t = 3,6855E-03 s t = 3,6867E-03 s
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G.2 RANS-Berechnungen, 2F-SFM p

t = 3,6879E-03 s t = 3,6891E-03 s

t = 3,6903E-03 s t = 3,6915E-03 s

t = 3,6927E-03 s t = 3,6939E-03 s

t = 3,6951E-03 s t = 3,6963E-03 s

t = 3,6975E-03 s t = 3,6987E-03 s

t = 3,6999E-03 s t = 3,7011E-03 s
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G intermittierend kavitierende Strömung

t = 3,7023E-03 s t = 3,7035E-03 s

t = 3,7047E-03 s t = 3,7059E-03 s

t = 3,7071E-03 s t = 3,7083E-03 s

t = 3,7095E-03 s t = 3,7107E-03 s

t = 3,7119E-03 s t = 3,7131E-03 s

t = 3,7143E-03 s t = 3,7155E-03 s
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H Simulationseinstellungen

[S1]

AVL FireTM-Version fire 2019.1.00. -3
(190191)

Größe Wert Einheit

disperse Phase:

Dichte 7 kg/m3

dynamische Viskosität 1,824E−05 kg/(ms)

kontinuierliche Phase:

Dichte 830 kg/m3

dynamische Viskosität 0,003 kg/(ms)

beide Phasen:

Diffusionskoeffizient 0,0257 m2/s

turbulente Schmidt Zahl 0,9 -

Eingang:

Druck, alle Phasen 120000000 Pa

Temperatur, beide Phasen 293,15 K

Volumenanteil, disperse Phase 1E−06 -

Volumenanteil, kontinuierliche Phase 0,999999 -

turbulente kinetische Energie, beide Phasen 0,001 m2/s2

turbulente Dissipation, beide Phasen 0,195954 m2/s3

Ausgang:

Druck, alle Phasen 2000000 Pa

Volumenanteil, disperse Phase 1E-06 -

Volumenanteil, kontinuierliche Phase 0,999999 -

Anfangsbedingungen:

Druck, alle Phasen 2000000 Pa

Volumenanteil, disperse Phase 1E−06 -
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H Simulationseinstellungen

Volumenanteil, kontinuierliche Phase 0,999999 -

turbulente kinetische Energie, beide Phasen 0,1 m2/s2

turbulente Dissipation, beide Phasen 51,9615 m2/s3

Geschwindigkeit, beide Phasen 0 m/s

sonstige Einstellungen:

Turbulenzmodell k-zeta-f

Kompressibilität inkompressibel

Wandfunktion Standard
Wandfunktion

Underrelaxationsfaktor Impuls 0,3

Underrelaxationsfaktor Druck 0,1

Underrelaxationsfaktor Volumenanteil/stoch. Felder 0,8

Differenzenverfahren Impuls MINMOD
Relaxed 0,8

Differenzenverfahren Kontinuität zentrale
Differenzen 1

Differenzenverfahren Volumenanteil/stoch. Felder Upwind

Kavitationsmodell Lineares
Kavitationsmodell

mittlere Keimanzahl 1E14 1/m3

Egler-Faktor 0,3 -

Sättigungsdampfdruck 1000 Pa

Anmerkung: Das Modell und die Simulationseinstellungen des Zwei-Fluid-Modells wurden von AVL zur Verfü-
gung gestellt.

[S2] wie [S1] mit folgenden weiteren Einstellungen

AVL FireTM-Version fire 2019.1.00. -3
(190191)

Größe Wert Einheit

Variante der Stochastischen Feldmethode 2F-SFM N

Anzahl stochastischer Felder 8 -

mittlere Blasenanzahl im Zellkonglomerat 7 -
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[S3] wie [S1] mit folgenden weiteren Einstellungen

AVL FireTM-Version fire 2019.1.00. -3
(190191)

Größe Wert Einheit

Variante der Stochastischen Feldmethode 2F-SFM p

Anzahl stochastischer Felder 8 -

[S4]

AVL FireTM-Version fire 2019.1.00. -3
(190191)

Größe Wert Einheit

disperse Phase:

Dichte 7 kg/m3

dynamische Viskosität 1E−05 kg/(ms)

kontinuierliche Phase:

Dichte 830 kg/m3

dynamische Viskosität 0,00214 kg/(ms)

weitere Gasphase:

Dichte 100 kg/m3

dynamische Viskisität 1,824E-05 kg/(ms)

Eingang:

Druck, alle Phasen 200000000 Pa

Temperatur, alle Phasen 293,15 K

Volumenanteil, disperse Phase 0 -

Volumenanteil, kontinuierliche Phase 1 -

Volumenanteil, Luft 0 -

turbulente kinetische Energie, alle Phasen 0,1 m2/s2

turbulente Dissipation, alle Phasen 5.19615 m2/s3

Ausgang:

Druck, alle Phasen 10000000 Pa

Volumenanteil, kontinuierliche Phase 1E-06 -

Volumenanteil, disperse Phase 1E-06 -
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Volumenanteil, Luft 0,999998

Anfangsbedingungen im Luftraum:

Druck, alle Phasen 10000000 Pa

Volumenanteil, disperse Phase 0 -

Volumenanteil, kontinuierliche Phase 0 -

Volumenanteil, Luft 1 -

turbulente kinetische Energie, alle Phasen 0,1 m2/s2

turbulente Dissipation, alle Phasen 5,19615 m2/s3

Geschwindigkeit, alle Phasen 0 m/s

Anfangsbedingungen im übrigen Modell:

Druck, alle Phasen 200000000 Pa

Volumenanteil, disperse Phase 0 -

Volumenanteil, kontinuierliche Phase 1 -

Volumenanteil, Luft 0 -

turbulente kinetische Energie, alle Phasen 0,1 m2/s2

turbulente Dissipation, alle Phasen 5,19615 m2/s3

Geschwindigkeit, alle Phasen 0 m/s

Blasendichte, kontinuierliche Phase 1,9E11 1/m3

Oberflächendichte, kontinuierliche Phase 6 m2/m3

sonstige Einstellungen:

Turbulenzmodell k-zeta-f

Kompressibilität inkompressibel

Impulsaustausch von Luft homogeneous

Wandfunktion Hybrid Wall
Treatment

Underrelaxationsfaktor Impuls 0,4

Underrelaxationsfaktor Druck 0,15

Underrelaxationsfaktor Volumenanteil/stoch. Felder 0,8

Differenzenverfahren Impuls Upwind

Differenzenverfahren Kontinuität zentrale
Differenzen 1

Differenzenverfahren Volumenanteil/stoch. Felder Upwind
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Kavitationsmodell Lineares
Kavitationsmodell

mittlere Keimanzahl Transportgleichung

Egler-Faktor 1,2 -

Sättigungsdampfdruck 892 Pa

Anmerkung: Die Simulation entspricht einem Installationsbeispiel von AVL FireTM, vgl. [1].

[S5] wie [S4] mit folgenden weiteren Einstellungen

AVL FireTM-Version fire 2019.1.00. -3
(190191)

Größe Wert Einheit

Variante der Stochastischen Feldmethode 2F-SFM N

Anzahl stochastischer Felder 8 -

mittlere Blasenanzahl im Zellkonglomerat 7 -

[S6] wie [S4] mit folgenden weiteren Einstellungen

AVL FireTM-Version fire 2019.1.00. -3
(190191)

Größe Wert Einheit

Variante der Stochastischen Feldmethode 2F-SFM p

Anzahl stochastischer Felder 8 -

[S7] wie [S3] mit Ausnahme der folgenden Änderungen

AVL FireTM-Version fire 2019.1.00.229
(190237)

[S8]

AVL FireTM-Version fire 2019.1.00. -3
(190233)

Größe Wert Einheit

disperse Phase:

Dichte 0,31 kg/m3

Gas Konstante 48 J/kgK
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spezifische Wärme 1007 J/kgK

Diffusionskoeffizient 0,0257 -

Referenztemperatur 313,15 K

turbulente Schmidt-Zahl 0,9 -

kontinuierliche Phase:

Dichte 825,74 kg/m3

Dichte 825,74 kg/m3

Gas Konstante 287 J/kgK

spezifische Wärme 1007 J/kgK

Diffusionskoeffizient 0,0257 -

Referenztemperatur 293,15 K

turbulente Schmidt-Zahl 0,9 -

dynamische Viskosität 2,8/1000 ·
e(1,15E−3)·p/1E5

kg/(ms)

Eingang:

Druck, alle Phasen 300 bar

Temperatur, alle Phasen 313,15 K

Volumenanteil, disperse Phase 1E−6 -

Volumenanteil, kontinuierliche Phase 0,999999 -

turbulente kinetische Energie, alle Phasen 0,001 m2/s2

turbulente Dissipation, alle Phasen 0,025980808 m2/s3

Ausgang:

Druck, alle Phasen 165 bar

Randbedingungen:

Haftbedingung an den Wänden

Anfangsbedingungen:

Volumenanteil, disperse Phase 0 -

Volumenanteil, kontinuierliche Phase 1 -

turbulente kinetische Energie, alle Phasen 0,1 m2/s2

Druck, alle Phasen 120 bar

Temperatur, alle Phasen 313,15 K
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turbulente kinetische Energie, alle Phasen 0,001 m2/s2

turbulente Längenskala, alle Phasen 0,0001 m

turbulente Dissipation, alle Phasen 0,0519615 m2/s3

Geschwindigkeit in Strömungsrichtung, alle Phasen 20 m/s

Anfangsbedingungen im Einlaufgebiet:

Druck, alle Phasen 300 bar

Temperatur, alle Phasen 313,15 K

Volumenanteil, disperse Phase 0 -

Volumenanteil, kontinuierliche Phase 1 -

turbulente kinetische Energie, alle Phasen 0,001 m2/s2

turbulente Dissipation, alle Phasen 000519615 m2/s3

Geschwindigkeit in Strömungsrichtung, alle Phasen 20 m/s

sonstige Einstellungen:

Turbulenzmodell k-zeta-f

Kompressibilität Weakly
Compressible

Wandfunktion Hybrid Wall
Treatment

Heat Transfer Wall Model Standard Wall
Function

Underrelaxationsfaktor Impuls 0,4

Underrelaxationsfaktor Druck 0,2

Underrelaxationsfaktor turb. kin. Energie 0,2

Underrelaxationsfaktor Dissipation 0,2

Underrelaxationsfaktor Volumenanteil/stoch. Felder 0,8

Differenzenverfahren Impuls MINMOD
Relaxed 0,9

Differenzenverfahren Kontinuität MINMOD
Relaxed 1

Differenzenverfahren Volumenanteil MINMOD
Relaxed 1

Differenzenverfahren Skalar Upwind
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Kavitationsmodell Lineares
Kavitationsmodell

mittlere Keimanzahl 1E18

Egler-Faktor 1,30945962668 -

Sättigungsdampfdruck 4500 Pa

[S9] wie [S8] mit folgenden weiteren Einstellungen

AVL FireTM-Version fire 2019.1.00. -3
(190233)

Größe Wert Einheit

Variante der Stochastischen Feldmethode 2F-SFM p

Anzahl stochastischer Felder 8 -
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