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Abbildung Titelseite: Prinzipskizze eines verformbaren hydrodynamischen Gleitlagers.
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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit wird der Einfluss hydrodynamischer Gleitlager unterschiedli-
cher Geometrien auf das dynamische Verhalten eines Rotorsystems untersucht. Da eine
auf Linearisierung beruhende Betrachtung meist nur einen begrenzten Einblick in das
Systemverhalten bietet, wird ein Zugang tiber eine systematische Losungsverfolgung des
nichtlinearen Systems mit entsprechender Beriicksichtigung auftretender Bifurkationen
gewdhlt. Ein solches Vorgehen erfordert ein geeignetes Losungsverfahren zur Ndherung
des durch die Reynoldsgleichung beschriebenen Fluiddrucks, welches sich sowohl durch
ein schnelles Konvergenzverhalten als auch durch eine moglichst rechenzeiteffiziente
Implementierung auszeichnet.

Aufgrund verschiedenster, teilweise kombinierter Anregungsmechanismen wird die Un-
tersuchungsmethodik um eine Beschreibung von quasi-periodischem Losungsverhalten
erweitert. Die Entwicklung eines hierfiir geeigneten Verfahrens sowie dessen implemen-
tierungstechnische Umsetzung ist gerade im Bereich der Rotordynamik neuartig und stellt
zusammen mit zugehorigen Anwendungsbeispielen einen groflen Teil der vorliegenden
Arbeit dar.

Da die Schwingungsamplituden eines Rotorsystems in der Praxis aufgrund einer mog-
lichen Beeintrachtigung des Betriebs einen gewissen Toleranzbereich nicht {iberschrei-
ten diirfen, werden die Auswirkungen verschiedener Ausfiihrungen eines Radialgleitlagers
mit oval-formigem Querschnitt auf das Systemverhalten untersucht. Es werden hierbei
sowohl unwuchtfreie als auch unwuchtbehaftete Rotoren untersucht, fiir die sich in Ab-
héngigkeit verschiedener Systemparameter signifikante Verbesserungen im Vergleich zur
Lagerung mit klassischen, zylinderférmigen Gleitlagern zeigen. Dies dul3ert sich sowohl in
erweiterten Stabilitdtsgebieten vorliegender Ruhelagen als auch einer Amplitudenreduk-
tion der urspriinglich auftretenden Schwingungen, sogar in Bereichen mit kombinierten
Anregungsmechanismen.

Es zeigt sich, dass die Moglichkeiten zur Unterdriickung der auftretenden Schwingungen
durch eine solche MaBnahme auf bestimmte Parameterbereiche begrenzt sind, weswegen
der Einfluss einer zusitzlichen harmonischen Variation der Lagergeometrie untersucht
wird. Das im Vorfeld betrachtete Gleitlager mit oval-férmigen Querschnitt dient hierfiir als
Ausgangspunkt. Motiviert durch die Theorie der Parameter-Antiresonanzen kann durch
eine solche Variation je nach Erregungsfrequenz sowohl eine Verbesserung aber auch eine
Verschlechterung des Systemverhaltens beobachtet werden, was sich in Form einer Re-
duktion oder aber einer Erhohung der auftretenden Schwingungsamplituden des Rotors
duBert. Eine wihrend des Betriebs systematisch verdnderte Geometrie des Radialgleit-
lagers offenbart somit ein grofes Potential hinsichtlich der Schwingungsreduktion des
durch die Lager abgestiitzten Rotorsystems.
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Notation

Generelle Anmerkung zur Darstellung von Dezimalzahlen:

Die Darstellung der Dezimaltrennzeichen erfolgt in der vorliegenden Arbeit stets {iber
eine Punktnotation geméaR 1/2 = 0.5, wohingegen die Kommanotation als Trennzeichen
fiir Matrizeneintrige u. A. verwendet wird.

Allgemein

a Skalar

a Tensor erster Stufe (Vektor)

A Tensor zweiter Stufe (i. d. R. mit fett-gedruckten GroBbuchstaben)
a Spaltenmatrix, z. B. a = [ay, ay, ..., an]T e Rx1
A Matrix, z. B. A€ R

€ Einheitsvektor ||ey|| =1

A,B,... Bezugssysteme (auller O )

e;cq Basisvektor des Bezugssystems A
Konventionen

4 = () Differentialoperator bzgl. Zeit ¢

d( )= () Differentialoperator bzgl. dimensionsloser Zeit T

ix



Notation

Operatoren

a-b Skalarprodukt

axb Vektorprodukt

a@b Dyadisches Produkt

grad(a) Gradient

det(4) Determinante

0@ Groflenordnung, asymptotische obere Schranke

Spezielle Groen

Einheitstensor zweiter Stufe
Einheitsmatrix

Kronecker-Delta

Inertialsystem

imaginére Einheit (i = v-1)
Verzerrungstensor (Tensor zweiter Stufe)

Spannungstensor (Tensor zweiter Stufe)



Symbolverzeichnis

Lateinische Symbole

ai ; i-ter Eintrag der Hauptdiagonalen des LGS der k-ten axialen Ansatz-
funktion der Druckndherung

A Querschnittsfliche der als Biegebalken modellierten Lagerschale

A, A1) Jacobi-Matrix der Linearisierung der rechten Seite eines Differentialglei-
chungssystems

bi ; i-ter Eintrag der unteren Nebendiagonale des LGS der k-ten axialen An-
satzfunktion der Druckné@herung

B Lagerbreite

Spektralkomponenten, resultierend aus Projektion auf harmonische An-
satzfunktionen cos (k605)

i-ter Eintrag der oberen Nebendiagonale des LGS der k-ten axialen An-
satzfunktion der Drucknédherung

Steifigkeit der Welle des biegeelastischen Rotors
initiales Lagerspiel (= Ry — Rw)

linearer Anteil des Spektralsystems

Dicke der Lagerschale

dullere viskose Ddmpfung des Rotors
dimensionslose dulere viskose Ddmpfung des Rotors
mittlere Abweichung der Spektralkomponenten

lokale Abweichung der Druckniherung I1V2) von Referenzlésung

globales FehlermalR basierend auf ef.lvz

lokale Abweichung der diskreten Werte Qi,; vom definierten Referenz-
wert

globales Fehlermal basierend auf eq, ;

Elastizitatsmodul



Symbolverzeichnis

F
S

L

fp,x’ fp,x
L

fp,y’ fp,y

o oy
Iana

frrr

fola)
fr(@
fu@

oo om F
ER g

~

E

z =z gl g 3

Xii

i-ter Eintrag der rechten Seite des LGS der k-ten axialen Ansatzfunktion
der Drucknédherung

dimensionslose Lagerkraft in e’ -Richtung
dimensionslose Lagerkraft in ef -Richtung

durch Trapez-Verfahren gendherte Lagerkraft fp, x bzw. f, ,

durch analytische Integration auszuwertende Anteile der rechten Seite
einer DGL im Zuge der Projektion auf die Ansatzfunktionen

durch FFT-Verfahren auszuwertende Anteile der rechten Seite einer DGL
im Zuge der Projektion auf die Ansatzfunktionen

Anteil der statischen Last in den Bewegungsgleichungen des Rotors
Anteil der Lagerkréfte in den Bewegungsgleichungen des Rotors

Anteil der statischen Unwucht in den Bewegungsgleichungen des Rotors
Lagerkraft (vektoriell)

Komponente der Lagerkraft in e£ -Richtung (=F,, -e)

Komponente der Lagerkraft in ef -Richtung (: F,- ef)

charakteristische Kraft bzw. statische Lagerlast
Gravitationskonstante des Schwerefelds der Erde
Schmierspalthéhe/Fluidfilmdicke (Ndherung erster Ordnung: hg)
dimensionslose Schmierspalthéhe/Fluidfilmdicke (= 0/c)
diskrete Werte der Schmierspalth6he H an den Stiitzstellen ¢;
Hill'sche Matrix oder Hill-Matrix

Néherung der Hill'schen Matrix

Flachentragheitsmoment der als Biegebalken modellierten Lagerschale
Floquet-Multiplikatoren

Masse der Wellenzapfen an den Lagerstellen

Hauptmasse des Rotors

Mittelwert der Spektralkomponenten

Anzahl axialer Ansatzfunktionen fiir Drucknidherung

Stiitzstellenanzahl in Umfangsrichtung fiir Drucknidherung



Symbolverzeichnis

Ny

p, P(@,2)
P, p* (2
Pr(2)

po, p¥

Qi ()

Qk,1

rL

ry

Ro

Rw

(Nz)

Ry

s©0,), 55 0,)

T, Tk
u(9)

u(wr)

E(N)

u, v, w

<|

S D

Anzahl zusétzlicher Stiitzstellen im Rahmen des angepassten Trapez-
Verfahrens

Fluiddruck im Gleitlager

physikalisch sinnvoller Fluiddruck im Gleitlager

axiale Ansatzfunktionen k—ter Ordnung der Drucknédherung

auf Torusmannigfaltigkeit beruhende Poincaré-Abbildung

zur Ansatzfunktion Py (Z) zugehoriger Koeffizient des Ansatzes IT1N2)
diskrete Werte von Qy an den Stiitzstellen ¢;

Ortsvektor des Wellenzapfenmittelpunkts L im Lager

Ortsvektor des WellendurchstoBpunkts W der Hauptmasse des Rotors
Innenradius der Lagerschale im unverformten Zustand

Radius des Wellenzapfens

Residuum der Reynoldsgleichung fiir axialen Ansatz der Ordnung N5

Spektralkomponenten, resultierend aus Projektion auf harmonische An-
satzfunktionen sin (k0,)

modifizierte Sommerfeldzahl

nichtlinearer Anteil des Spektralsystems

Zeit

Periodendauer einer periodischen Losung
Torusfunktion

quasi-periodische Funktion mit Frequenzbasis @
Ansatz der Ordnung N fiir Torusfunktion u
Verschiebungsfeld der Lagerschale

Ansatz fiir Verschiebungsfeld u der Lagerschale

Koordinaten des Verschiebungsfeldes bzgl. des zylind. Koordinatensys-
tems

radiale Verschiebung der Mittellinie des Balkenmodells der Lagerschale
radiale Verschiebung der Lagerschale an den Aktorpunkten
dimensionslose radiale Verschiebung der Lagerschale (= %/c)

dimensionslose radiale Verschiebung der Lagerschale an den Aktor-
punkten (= #/c)

xiii



Symbolverzeichnis

Un Mittelwert der dimensionslosen radialen Verschiebung U der Lager-
schale an den Aktorpunkten

Ug Elastische Energie der Lagerschale

v tangentiale Verschiebung der Mittellinie des Balkenmodells der Lager-
schale

Wi Ansatzpolynome fiir Kollokationsverfahren zur Ndherung periodischer
Losungen

xf , XL, Auslenkung des Wellenzapfens im Lager in ef —Richtung

xﬁ,, Xw Auslenkung des Rotors in e¥ —Richtung

X1 dimensionslose Auslenkung des Wellenzapfens im Lager (= */c)

Xw dimensionslose Auslenkung des Rotors (= xw/c)

yf VL Auslenkung des Wellenzapfens im Lager in ef —Richtung

yfv, yw Auslenkung des Rotors in ef —Richtung

Y1 dimensionslose Auslenkung des Wellenzapfens im Lager (= y./C)

Yw dimensionslose Auslenkung des Rotors (= yw/c)

Y Zustandsgrollen des Spektralsystems in Matrixform

z dimensionslose axiale Koordinate im Gleitlager (= 22/B)

z allgemeine Darstellung der ZustandsgroBen eines Differentialglei-
chungssystems

z5,2%(1) stationdre Losungen eines Differentialgleichungssystems

Az, Az(1) Storungsgroflen der Losung eines Differentialgleichungssystems

zp Préadiktorschritt des Kollokationsverfahrens

Zri Korrektorschritt des Kollokationsverfahrens

Griechische Symbole

a statischer Lastwinkel

a Starke der Fremderregung des van-der-Pol Oszillators

r dimensionslose Wellennachgiebigkeit

Y Kurzlagerparameter

Ys dimensionslose Unwuchtstirke

Xiv



Symbolverzeichnis

op

*
n Laval

np

relative Amplitude der Parametererregung im Beispiel gekoppelter Os-
zillatoren

relative Amplitude der Geometrievariation des Gleitlagers
allgemeine dimensionslose Erregerfrequenz
auf Qp bezogene Eigenkreisfrequenz des starr gelagerten Laval-Rotors

dimensionslose Erregerfrequenz der Geometrievariation der Lagerscha-
le (bezogen auf die Drehfrequenz Qg des Rotors)

Toruskoordinaten oder auch Winkelkoordinaten

Massenverhiltnis von Wellenzapfen zu Hauptmasse des Rotors (= 2/ )
Eigenwerte einer Jacobi-Matrix

Fundamentalmatrix

dynamische Viskositét des Fluids

zweite, i.d.R. dimensionslose Basisfrequenz bei quasi-period. Ndhe-
rung (Index U fiir Unwucht- und Index P fiir Parametererregung)

Frequenz des FFT-Spektrums

Projektionen der rechten Seite einer DGL auf harmonische Ansatzfunk-
tionen v; bzgl. 6,

Durch FFT-Verfahren genéhrte Projektionen Z;
dimensionsloser Druck des Fluids

Ansatz zur Druckndherung mit N7 axialen Ansatzfunktionen

Semi-diskrete Druckwerte I1'"V2) an den Stiitzstellen ¢,

Matrixdarstellung aller semi-diskreten Druckwerte HE.NZ)
Floquet-Exponenten

reziproker Lagerlastparameter

dimensionslose Zeit

Winkelkoordinate im Gleitlager

Stiitzstellen des Finite-Differenzen-Verfahrens zur Druckndherung
Schrittweite des Finite-Differenzen-Verfahrens zur Druckndherung
erweiterte Stiitzstellen-Menge

Ansatzfunktion(en) fiir spektrale Projektion

Phasenwinkel des Rotors (= Qg 1)



Symbolverzeichnis

Wkrit

—U
Wyrit

Qr

Qpluid, Qp
Q)
(Qw)

dimensionsloser Drehzahlparameter

kritischer Wert des Drehzahlparameters mit Stabilitdatsverlust der Ruhe-
lage (Grenzdrehzahl)

Wert des Drehzahlparameters, der einer Unwuchterregung mit der
Eigenkreisfrequenz des starr gelagerten Laval-Rotors entspricht (un-
wuchtkritische Drehzahl)

Dreh- oder Kreisfrequenz des Rotors
Definitionsbereich der Reynoldsgleichung
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1. Einleitung

Die Auswahl geeigneter Lagerungskonzepte spielt eine essentielle Rolle fiir die Entwick-
lung, Auslegung und Konstruktion vieler technischer Systeme aus den unterschiedlichsten
Industriebereichen. Je nach Anwendungsgebiet/-art kommen verschiedene Konzepte
zum Einsatz, um den entsprechend definierten Anforderungen zu gentigen. Die Klasse
der hydro- und aerodynamischen Gleitlager spielt hierbei eine essentielle Rolle, da
diese in zahlreichen Bereichen Vorteile gegeniiber alternativen Lagerungskonzepten,
wie beispielsweise Wilzlager, aufweisen. Der zugrunde liegende Effekt, den sich diese
Lagerungsarten zu Nutze machen, besteht in einem durch Relativbewegung erzeug-
ten Druckfeld in einem eingebrachten Fluid, wobei dieses sowohl in fliissiger Form
(hydrodynamische Ausfiihrung) als auch in Gasform (aerodynamische Ausfiihrung)
vorliegen kann. In dieser Arbeit beschrianken sich die Untersuchungen auf die Klasse
hydrodynamischer Radialgleitlager, im Folgenden lediglich als Gleitlager bezeichnet,
welche u.a. in Turboladern, bei der Kurbelwellenlagerung oder bei duflerst schweren
Rotoren, wie beispielsweise Gasturbinen, zum Einsatz kommen. Wie jedes technische
Bauteil stellen auch Gleitlager lediglich einen Kompromiss zwischen den zu erfiillenden
Funktionen und den damit in Kauf genommenen Nachteilen dar. Der Einsatz erfordert
demnach eine prézise Auslegung der relevanten Komponenten, welche ein fundiertes
Wissen tiiber die im Gleitlager stattfindenden Vorginge sowie deren Einfluss auf das
dynamisch Verhalten des Systems voraussetzt.

1.1. Motivation

Im Zuge von theoretischen aber auch experimentellen Untersuchungen ergeben sich
zahlreiche Vor- aber auch Nachteile, die der Einsatz von Gleitlagern mit sich bringt.
Typischerweise werden neben relativ hohen zuldssigen Drehzahlen die hohe Tragfahig-
keit, geringer Verschleil, geringer Bauraum oder auch der geringe Wartungsaufwand als
Vorteile dieser Lagerart angefiihrt (siehe ).

Nichtsdestotrotz ist der Einsatz von Gleitlagern ebenso mit unerwiinschten Effekten
verbunden. Ein wesentlicher Nachteil, welcher im Fokus der vorliegenden Arbeit steht,
ist das hochgradig nichtlineare Verhalten, welches fiir das Auftreten von unerwiinschten
Schwingungen im Betrieb verantwortlich sein kann. Die Ursache hierfiir ldsst sich auf
die komplexe Interaktion zwischen dem Fluid und den tibrigen Lagerbestandteilen
zuriickfiihren.



1. Einleitung

Diese als besonders kritisch einzustufenden Auswirkungen der Fluid-Struktur-Interaktion
kénnen zu stark anwachsenden Schwingungen des Gesamtsystems fithren, was nicht nur
ein Komfortproblem im Sinne der Gerduschentwicklung darstellt, sondern unter Umstén-
den auch den sicheren und zuverldssigen Betrieb gefdhrden kann. Dies rechtfertigt den
nicht unerheblichen Aufwand, der mit der Erforschung der zugrundeliegenden Vorgidnge
einhergeht, gerade im Hinblick auf eine gezielte Uberpriifung moglicher Anpassungen
und Verdnderungen bereits existierender Gleitlagerausfiihrungen.

1.2. Stand der Forschung

Das grundlegende Verstdndnis der Vorgidnge in hydrodynamischen Gleitlagern ist wei-
testgehend vorhanden und deckt sich von Seiten der Theorie mit den experimentellen
Erkenntnissen (vgl.[46]). Die wohl einfachste Realisierung eines Radialgleitlagers besteht
dabei aus einer zylindrisch gestalteten Lagerschale mit einer darin rotierenden, runden
Welle. Schon in diesem einfachen Fall lassen sich fiir bestimmte Betriebszustdnde un-
erwiinschte Schwingungen feststellen, deren Ursache in der erwdhnten Fluid-Struktur-
Interaktion und der daraus resultierenden Selbsterregung des Systems liegt. In der Litera-
tur wird dieser Fall oft als ,,0il-whirl“ oder ,0il-whip“ bezeichnet (siehe [26}56]).

Im Gegensatz zum Konzept eines starren zylindrischen Gleitlagers mit kreisrundem Quer-
schnitt finden sich in heutigen technischen Anwendungen weitaus komplexere Ausfiih-
rungen, die das Ziel einer fiir den Betrieb sinnvollen Verdnderung des dynamischen Ver-
haltens verfolgen.

Die meisten Ideen beruhen dabei im Wesentlichen auf einer Verdnderung der Lagergeo-
metrie in Relation zur zylindrischen Ausfithrung. Neben formtechnisch unterschiedlich
gestalteten, aber wihrend des Betriebs unverdnderlichen Lagerprofilen finden sich eben-
so auch Konzepte mit zusétzlich eingebrachten, beliebig gearteten Elementen, welche
die Geometrie des Lagers in Abhédngigkeit des Betriebszustandes entweder passiv oder
sogar aktiv beeinflussen konnen. Im Folgenden findet sich eine Ubersicht verschiedener
Realisierungen aus den zuvor genannten Kategorien.

Gleitlager mit konstanten, nicht-kreisrunden Querschnittsgeometrien. Diese Katego-
rie umfasst die Typen von Gleitlagern, die eine nicht-zylindrische und unverdnderliche
geometrische Form aufweisen.

Hierzu zédhlen verschiedene Konzepte, bei denen die Lagerschale typischerweise in
mehrere Segmente bzw. Laufflichen unterteilt ist. Diese Segmente haben i. d. R. die Quer-
schnittsform eines Kreisbogens und kénnen in Anzahl, Positionierung sowie Orientierung
im Lager variieren. Typische Vertreter dieser Klasse sind das sog. Zitronenlager, welches
seiner Bezeichnung entsprechend ein zitronenférmiges Querschnittprofil aufweist, oder
aber das Dreifldchenlager. Prinzipskizzen der zugehorigen Querschnitte dieser beiden
Lagerarten konnen Abbildung entnommen werden. Die zwei bzw. drei Laufflichen
werden dabei je nach Anwendung, Rotorart und Belastung auf unterschiedliche Weisen
relativ zueinander platziert.
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N

(a) Prinzipskizze eines Zitronenlagers (b) Prinzipskizze eines Dreiflachenlagers
Abbildung 1.1.: Querschnitt verschiedener Gleitlagergeometrien.

In der Literatur finden sich hierzu zahlreiche Arbeiten, die sich mit der Beschreibung
und Untersuchung einzelner Ausfithrungen von Zitronenlagern oder aber
von Dreiflichenlagern befassen. Im Fokus dieser Arbeiten stehen neben einer
geeigneten Beschreibung des sich einstellenden Druckverlaufs vor allem die Auswertung
linearisierter Gréen wie Steifigkeit und viskoser Ddmpfung.

Ein systematischer Vergleich bzw. eine Gegeniiberstellung verschiedenartiger Quer-
schnittsgeometrien findet sich weiterhin in den Sachbiichern von FRENE ET AL. [26]
oder von LANG UND STEINHILPER sowie in zahlreichen weiteren Veroffentlichungen
zu hydrodynamischen aber auch aerodynamischen Gleitlagern 65]. Im
Fokus dieser Arbeiten steht der Vergleich hinsichtlich verschiedener Aspekte, wozu
neben Steifigkeits- und Dampfungseigenschaften auch der Einfluss auf die Stabilitit
einzelner Losungen im rotordynamischen Kontext zdhlen. Es werden hierbei die Einfliisse
verschieden vieler Segmente sowie deren Positionierungen im Lager untersucht. Wie
sich dabei zeigt, weisen Gleitlager, deren Querschnitt vom Kreisprofil abweichtﬂ ein
besonders vorteilhaftes Verhalten hinsichtlich der Ruhelagenstabilitédt auf, besonders im
Fall schwach belasteter Rotorenf}

Gleitlager mit passiv anpassender Geometrie. Im Gegensatz zur vorherigen Kategorie
fallen hierunter Ausfiihrungen von Gleitlagern, welche die Eigenschaften der Lagerung
durch das gezielte Einbringen von beweglichen, verschiebbaren sowie elastischen oder
visko-elastischen Elemente verdndern.

Ein klassisches Beispiel ist dabei durch das Konzept der Kippsegmentlager (vgl. [26]) ge-
geben. Ahnlich des im vorherigen Teilabschnitt geschilderten Aufbaus wird auch hier das
Lager in mehrere Segmente unterteilt, die allerdings nicht fest stehen, sondern (zumindest
teilweise) drehbar im Lager verbaut werden. Dies gestattet eine Anderung der Orientie-
rung der einzelnen Segmente basierend auf dem vorherrschenden Fluiddruck wiahrend
des Betriebs.

Lin der englischsprachigen Literatur oft als ,noncircular journal bearings* bezeichnet
2im Grenzfall statisch unbelastete Rotoren
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Da es sich hierbei um zusitzliche Elemente handelt, die sich in ihrer Positionierung oder
Orientierung nach dem Zustand des Systems richten, wird hierfiir die Bezeichnung einer
passiv anpassenden Geometrie verwendet.

Neben der Ausfithrung des Kippsegmentlagers finden sich in der Literatur auch andere
Vorschlédge, die auf einer Einbringung zusitzlicher beweglicher Elemente oder Segmente
beruhen. So wird von CHASALEVRIS UND DOHNAL beispielsweise ein Gleitlager mit
einem visko-elastisch gelagerten, translatorisch verschiebbaren Teilsegment vorgeschla-
gen. Dies eignet sich zur gezielten Schwingungsreduktion im Rotorsystem und zeigt sich
besonders beim Resonanzdurchlauf als duflerst vorteilhaft.

Eine direkte, aktive Einflussnahme auf die Lagergeometrie wihrend des Betriebs istin den
genannten Féllen allerdings nicht moglich.

Aktuierte Gleitlager mit aktiv anpassbarer Geometrie. Im Hinblick auf die zuvor
aufgegriffenen Lager mit passiv anpassender Geometrie bietet sich folgerichtig die aktive
Beeinflussung der Lagergeometrie wihrend des Betriebs als zusdtzliche Mallnahme an.
Diese im Allgemeinen unter dem Uberbegriff der aktuierten Gleitlager zusammenge-
fassten Konzepte bieten umfassendere Moglichkeiten als die passiven Varianten. Ein
ausfiihrlicher Uberblick zum Themenfeld der aktuierten Gleitlager findet sich in der
Arbeit von SANTOS [70], in der die Errungenschaften jiingster Zeit aufgezeigt werden.

Es finden sich hierbei zahlreiche Konzepte, die auf unterschiedlichste Weisen den hydro-
dynamischen Fluidfilm aktiv beeinflussen, um so eine Verbesserung des Rotorverhaltens
im Sinne einer Schwingungsreduktion zu erzielen.

In den Arbeiten von PRZYBYLOWICZ oder TUMA ET AL. wird die als starr an-
genommene zylindrische Lagerschale durch geeignete Aktoren wihrend des Betriebs
translatorisch in eine oder mehrere Richtungen verschoben.

Weitere Konzepte sind z.B. in den Arbeiten von SANTOS ET AL. 36} [71], DECKLER ET AL.
oder WU ET AL. zu finden, in denen aktuierte Kippsegmentlager vorgeschlagen
und untersucht werden. Im Gegensatz zu der im vorherigen Teilabschnitt erwdhnten
Ausfiihrung kénnen in diesen Fillen die Positionen der Lagerungspunkte (oder wahlweise
auch die Orientierungen) einzelner Kippsegmente durch geeignete Aktoren verdndert
werden, um so die Eigenschaften des Gleitlagers gezielt zu beeinflussen.

Eine andere Herangehensweise findet sich in den Arbeiten von CHASALEVRIS UND DOHNAL
sowie von PFAU ET AL. 63]. Diese setzen auf die radiale Verschiebung einzelner
Lagersegmente, wobei diese selbst nicht drehbar gelagert sind. Als grundlegender Me-
chanismus wird in diesen Fillen zudem eine zusitzliche Anregung des Systems durch
entsprechende harmonische Variationen der Verschiebungen der einzelnen Lagerseg-
mente angestrebt. Mit Hilfe der dadurch erzielten Parametererregung kénnen Ruhelagen
in andernfalls instabilen Parameterbereichen wieder stabilisiert werden. Dieses Vorgehen
steht dabei im Kontext der Theorie der sog. Parameter-Antiresonanzen (vgl. ) steht.
Ein eher abweichendes Konzept aus dem Bereich der aktuierten Gleitlager findet sich
dagegen in den Arbeiten von KRODKIEWSKI UND SUN 180]. Hier besteht ein Teil der
sonst starren Lagerschale aus einem flexiblen, elastischen Element, dessen geometrische
Form durch eine anliegende, interne Hydraulikkammer aktiv angepasst werden kann.
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1.3. Zielsetzungen der Arbeit

Alle in Abschnitt[T.2]aufgefiihrten Quellen belegen einen positiven Einfluss verschiedener
Lagergeometrien auf das dynamische Systemverhalten, wobei unterschiedliche Aspekte,
wie auftretende Selbsterregung, Dissipationseffekte etc. im Fokus der jeweiligen Unter-
suchungen stehen. Die potentiellen Vorteile der aufgefiihrten Konzepte sind somit belegt
und bieten Raum fiir neue Ideen hinsichtlich der Ausfithrung von Gleitlagern mit dem
Ziel der Verbesserung des dynamischen Rotorverhaltens.

Im Fokus dieser Arbeit steht daher ein neues Konzept eines aktuierten Gleitlagers welches
zur Lagerung eines moglichst einfach gehaltenen Rotorsystems verwendet wird. Die
grundlegende Idee liegt hierbei in der elastischen Verformung einer kontinuierlichen,
initial zylindrischen Lagerschale durch beliebig geartete Aktoren (vgl. Prinzipskizze in
Abbildung[I.2). Die dadurch realisierbaren geometrischen Veridnderungen beeinflussen
direkt den tragenden Fluidfilm und zielen damit auf eine Verbesserung des dynamischen
Verhaltens des gelagerten Rotorsystems ab.

Eine effiziente Untersuchung kann hierbei durch den Einsatz einer systematischen,
rechnergestiitzten Losungsverfolgung sowie Bifurkationsanalyse gewahrleistet werden.
Dieses Vorgehen erfordert zwar zusdtzlichen Aufwand hinsichtlich Modellierung und
Implementierung, liefert dafiir aber umfassendere Ergebnisse und Tendenzen gegeniiber
der rein linearen Betrachtungsweise, wie sie im Bereich der Lager- und Rotordynamik
iiblicherweise zum Einsatz kommt. So beschéftigen sich nur wenige Arbeiten mit detail-
lierten Untersuchungen dieser Art, allen voran die von Boyacr [9] und BauM [5], wobei
Letztere im Bereich aerodynamischer Gleitlager anzusiedeln ist.

Abbildung 1.2.: Konzept eines verformbaren, hydrodynamischen Gleitlagers in Anlehnung an EII



1. Einleitung

Die Ziele dieser Arbeit umfassen daher neben dem Aufbau moglichst einfacher Modelle
zur Beschreibung der Vorgdnge innerhalb des Gleitlagers und des damit verkniipften
Rotors auch eine effiziente Implementierung hinsichtlich des spateren Einsatzes ver-
schiedener rechnergestiitzter Ndherungsverfahren. Darauf aufbauend werden Parame-
terstudien zur Ermittlung des Einflusses einzelner Parametergroen auf das dynamische
Verhalten des Gesamtsystems durchgefiihrt. Ziel ist hierbei die Erfassung moéglicher Kon-
figurationen, die eine Reduktion oder sogar Unterdriickung auftretender, unerwiinschter
Schwingungen gestatten.

1.4. Aufbau der Arbeit

Da im Fokus der vorliegenden Arbeit die systematische Untersuchung des Einflusses des
neuen Gleitlagerkonzepts steht, werden zum besseren Verstdndnis die zugrunde liegen-
den Modelle und Methoden sowie die rechnergestiitzten Untersuchungen und die daraus
gewonnenen Erkenntnisse sequentiell aufbereitet. In den sich an die Einleitung anschlie-
Benden Kapiteln werden daher folgende Themen dargelegt:

* In Kapitel 2] werden die fiir das Verstéindnis der Arbeit notwendigen Grundlagen
aufbereitet. Diese befassen sich vorwiegend mit der methodischen Vorgehensweise
zur Untersuchung dynamischer Systeme.

Im Vordergrund stehen hierbei die grundlegenden Aspekte der Stabilitdtstheorie so-
wie Verfahren zur systematischen Verfolgung stationédrer Losungen in Abhdngigkeit
einzelner Systemparameter.

Ein besonderer Fokus liegt hierbei auf der Untersuchung quasi-periodischer Lo-
sungen, da diese in der entsprechenden Standardliteratur eher selten bis gar nicht
behandelt werden. Das Kapitel endet mit einem Anwendungsbeispiel zur quasi-
periodischen Ndherung.

* In Kapitel[3] finden sich die zur Modellierung des hydrodynamisch gelagerten Ro-
torsystems notwendigen Grundlagen aus den Bereichen der Fluiddynamik und der
technischen Mechanik sowie die darauf aufbauende Modellbildung. Ausgehend von
den drei Submodellen Lagerschale, Fluid und Rotorwird letztlich das entsprechende
Gesamtmodell aufgestellt.

* Auf Basis der Modellierung wird in Kapitel[d] ein Néherungsverfahren zur Losung
der fluidbeschreibenden Gleichungen vorgestellt. Der Fokus liegt hierbei auf der
Eignung zur Implementierung im Sinne einer rechnergestiitzten Untersuchung,
welche durch entsprechende Fehlerabschdtzungen sowie Rechenzeitstudien vali-
diert wird.

* Der erste Ergebnisteil in Kapitel 5] zeigt die Resultate der rechnergestiitzten Simu-
lationen hinsichtlich des stationdren Bewegungsverhaltens des Rotors in Abhén-
gigkeit von dessen Drehzahl. Der Schwerpunkt liegt hierbei auf Phanomenen der
Selbsterregung ohne und mit Beriicksichtigung einer statischen Unwucht.



1.4. Aufbau der Arbeit

* Kapitel[g|beginnt mit einem einleitenden Beispiel zum Thema Stabilisierung durch
Parametererregung und greift dieses Konzept im Anschluss bei der Untersuchung
moglicher Auswirkungen einer zusétzlichen Variation der Gleitlagergeometrie wih-
rend des Betriebs auf. Der Fokus liegt hier auf der Erhéhung der fiir das Rotorsystem
zuldssigen Drehzahl im Hinblick auf eine Vermeidung selbsterregter Schwingungen.

* AbschlieRend findet sich in Kapitel [7] eine kurze Zusammenfassung der wesent-
lichen Erkenntnisse sowie eine Auflistung offener Fragestellungen sowie weiterer
potentieller Forschungsthemen.






2. Methodische Grundlagen

Bevor die physikalisch motivierte Modellierung eines hydrodynamisch gelagerten Rotor-
systems dargelegt wird, werden im nachfolgenden Kapitel die fiir das Verstdndnis der Ar-
beit notwendigen Grundlagen zur Untersuchung dynamischer Systeme aufgearbeitet.
Auf die Grundlagen der Kinematik und Kinetik sowie der darauf aufbauenden Schwin-
gungstheorie wird dabei weniger eingegangen, da diese im Wesentlichen als bekannt vor-
ausgesetzt werden. Fiir eine Einarbeitung in besagte Themengebiete wird an dieser Stelle
auf die Fachliteratur von HAGEDORN [32}[33], MAGNUS ET AL. [50], WAUER und WIT-
TENBURG [98] verwiesen.

Der Fokus der nachfolgend prasentierten Theorie liegt im Wesentlichen auf den Grundla-
gen der dynamischen Stabilitdtstheorie sowie dem methodischen Vorgehen zur Ndherung
und Verfolgung stationédrer Losungen in Abhéngigkeit eines beliebigen Systemparameters,
wobei Letzteres im Zusammenhang mit der Theorie der L6sungsverzweigun£| steht. Die
hierzu empfohlene Fachliteratur stammt von MULLER [55], HAGEDORN [31], KUZNETSOV
[45] sowie MARX UND VOGT [52].

Die im Zuge der Untersuchung dynamischer Systeme {iblicherweise verwendeten Ver-
fahren beschrdnken sich i.d.R. auf lediglich zwei mogliche Losungstypen: Ruhelagen
und periodische Losungen. Dies erweist sich in den meisten Fillen als ausreichend.
Als Erweiterung hierzu werden in diesem Kapitel die Grundlagen zum Verstdndnis von
quasi-periodischem Systemverhalten aufgearbeitet, welche u.a. von SAMOILENKO
ausfiihrlich beschrieben werden. Basierend auf den Arbeiten von SCHILDER
wird ein Verfahren zur effizienten Naherung quasi-periodischer Lésungen vorgestellt,
welches einen erweiterten Zugang zur Beschreibung des Verhaltens dynamischer Systeme
gestattet.

2.1. Grundziige der Stabilititstheorie

2.1.1. Definitionen

Als Ausgangspunkt der Stabilitdtsuntersuchung dient das i.d.R. aus der Modellbildung
resultierende System gewohnlicher Differentialgleichungen

%g(t):]:(g,t), [R"xR—R", zeR". 2.1)

Wird eine zugehorige Losung z*(¢) mit den Anfangsbedingungen z*(t = #) = zo betrach-
tet, so stellt sich zwangsldufig die Frage nach der Stabilitdt dieser Losung. Der Begriff

Lauch Bifurkation genannt
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Stabilitdt bezeichnet dabei die Eigenschaft, dass andere Losungen, die in einer ndheren
Umgebung von zo mit dhnlichen Anfangsbedingungen starten, sich nicht beliebig weit
von z(¢t) entfernen kdnnen oder sogar fiir den Grenzfall ¢ — co auf z*(¢) zustreben (Begriff
der asymptotischen Stabilitdt). Eine saubere Definition dieses Sachverhalts ist durch die
Stabilitdtsdefinition nach LJAPUNOV gegeben:

Definition 2.1: Ljapunov-Stabilitiit

Die Lisung z*(t) mit 2*(t = to) = zg ist stabil, wenn zu jedem (beliebig kleinen) e > 0
ein 0 () > 0 existiert, sodass fiir z(t) gilt

llz(t) - 2" (Dl <€, V=19, sofern |lz(t=ty)—zoll <8(€)

erfiillt ist.

Im Zuge der Stabilitdtstheorie hat sich die Einfitihrung einer Storungsgro8e Az(f) gemald
z() =z"(1) + Az(D) (2.2)

etabliert, welche die Abweichung eines beliebigen Zeitverlaufs z(f) von der Losung z*(f)
beschreibt. Mit Hilfe der Stérungsgrolie kann die urspriingliche Differentialgleichung
auf die zugehorige Storungsdifferentialgleichung

d
il [(2 @ +0z0), 1)~ f (270, 1) (2.3)

gebracht werden, welche die zeitliche Entwicklung besagter Storung beschreibt (vgl. [55]).
Die Losung z*(#) wird in der transformierten Gleichung durch die triviale Losung
Az = 0 der Stérungsgrofle beschrieben. Die Stabilitdtseigenschaften der trivialen Losung
sind dabei ohne Beschriankung der Allgemeinheit direkt auf die zugeho6rige Losung z*(f)
tibertragbar (Satz von HARTMANN-GROBMANN ), woraus sich aus Deﬁnition das
Stabilitatskriterium fiir die triviale Losung Az = 0 und damit auch fiir z*(¢) ergibt:

Az(t=t)ll<b(e) = |lAz(Dll<e, Viz=t.

Neben der Stabilitdt wird dartiber hinaus noch der Begriff der Attraktivitédt eingefiihrt:

Definition 2.2: Attraktivitiit

Eine Losung z*(t) wird attraktiv genannt, wenn ein € > 0 existiert, sodass folgender
Zusammenhang erfiillt ist:

llz(t=1to) —zoll<e = lim||z()-z" (DI =0.
—oo

Dies ldsst sich ebenso auf die entsprechenden GréBen der Storungsdifferentialgleichung
tibertragen:

llAz(t=1o)ll<e = lim [[Az(D)I[=0.
t—o0

Es ist hierbei anzumerken, dass eine Losung attraktiv sein kann, ohne stabil zu sein.
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Zur Vervollstindigung der Grundbegriffe hinsichtlich Stabilitit fehlen noch folgende De-
finitionen:

Definition 2.3: Asymptotische Stabilitiit

Ist eine Losung z*(t) stabil und attraktiv, so wird diese als asymptotisch stabil be-
zeichnet.

Definition 2.4: Instabilitiit

Ist eine Losung z*(t) nicht stabil, so wird diese als instabil bezeichnet.

2.1.2. Stabilitiit stationédrer Losungen

Wird die Stérungsdifferentialgleichung um die triviale Losung Az = 0 linearisiert, so
ergibt sich das i. d. R. nicht autonome System erster Naherung in Az(#)

d of .
—Az(t)= — Az(t), AeR™" AzeR" (2.4)
dt 0z
~lz=z"(0)
————
=A(1)

mit der an der Stelle z = z*(¢) ausgewerteten Jacobi-Matrix A(f) von f (z, t). Inwieweit das
linearisierte System nun Aussagen iiber die Stabilitdt der Losung des eigentlichen (i. d. R.
nichtlinearen) Systems zulésst, ist im nachfolgenden Satz aufgefiihrt:

Satz 2.5: Stabilitiit / Instabilitiit nach der ersten Néiiherung [55]
Ist die triviale Losung des linearen Systems

d of
—Az() =

di a_g Az(t)

z=z'(1)

asymptotisch stabil (oder instabil), so ist die triviale Losung des nichtlinearen Sys-

tems (2.3)

d
g AE0 = [0 +0z(0,1) - f ('), 1)

und damit auch die Losung z*(t) asymptotisch stabil (oder instabil).

Diese Zusammenhénge gelten dabei fiir jeden beliebigen Lésungstyp, solange die entspre-
chende Linearisierung unter Kenntnis der Losung z*(f) vorgenommen und das System
somit in der Form von Gleichung angegeben werden kann.

Stabilitit bei konstanter Jacobi-Matrix des linearisierten Systems. Dieser Fall tritt bei
der Betrachtung einer Ruhelage (z*(¢) = konst.) autonomer Systeme auf, fiir den sich eine
lineares Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten ergibt:

d
<020 = A0z(0), AeR™", A=konst., AzeR". 2.5)

11



2. Methodische Grundlagen

Die Stabilitat der trivialen Losung kann direkt mit Hilfe der n Eigenwerte A1 mit k=1,..,n
der Jacobi-Matrix angegeben werden, welche sich aus dem Eigenwertproblem

det(A-AI)=0 (2.6)

ergeben (vgl.[55]):

» Die triviale Losung ist asymptotisch stabil, wenn simtliche Eigenwerte einen nega-
tiven Realteil aufweisen:

R(Ap) <0, Vkell,.,n].

¢ Die triviale Losung ist instabil, wenn mindestens ein Eigenwert einen positiven Re-
alteil aufweist:

R(Ar) >0 fir mind. ein k€ [1,..,n].

Als Alternative zur direkten Auswertung der zugehorigen Eigenwerte sei an dieser Stelle
das Routh-Hurwitz-Kriteriunﬂ genannt, welches einen weniger umstandlichen Zu-
gang zur Ermittlung der Stabilitét der trivialen Losung des linearisierten Systems bietet.

Stabilitit bei periodischer Jacobi-Matrix des linearisierten Systems. Wird die Stabilitét
einer periodischen Losung z*(¢) = 2*(t + T) mit Periodendauer T > 0 untersucht, so ergibt
sich fiir die Stérungsdifferentialgleichungen erster Ndherung normalerweise ein lineares
System mit periodischen Koeffizienten bzw. periodischer ]acobi-Matrixﬁ

%Ag(t) = A(DAz(H) mit A(f)=A(t+T). 2.7)

Die Beurteilung der Stabilitdt der trivialen Losung dieses linearen Systems erfolgt in die-
sem Fall iiber die Auswertung einer fiir die lineare Theorie typischen Fundamentalmatrix
®(1), wobei deren Anfangsbedingungen tiblicherweise als (¢ = 0) = I gewahlt werden.
Mit Hilfe dieser Fundamentalmatrix ldsst sich jede Losung des linearen Differentialglei-
chungssystems in Abhédngigkeit der Anfangsbedingungen Az, = Az(# = 0) angeben:

Az(1) = ®(1) Az, . 2.8)

Wird im Zuge der Stérungsdifferentialgleichung der Term Ag, als anfidngliche Stérung
interpretiert, so liefert

Az(T) = ®(T)Ag, 2.9)

die Stérung nach einer Periode der Dauer T. Die Relation der Stérung Az(T) zu Az, ent-
scheidet hierbei iiber ein mogliches Auf- oder Abklingen besagter Stérung und ist damit

Lyerkiirzt auch nur Hurwitz-Kriterium genannt
2Dieser Fall kann ebenso auch fiir eine Ruhelage eines nicht-autonomen Systems mit periodischen Koeffizien-
ten auftreten.
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2.2. Ndherung stationdrer Losungen und Pfadverfolgung

reprasentativ fiir die Stabilitédt der trivialen Losung. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
lasst sich unter der Annahme einer Normalform

Az(T) = mAgO (2.10)
ein zugehoriges Eigenwertproblem formulieren (siehe [53]):
(®(T) —mI) Az, =0. (2.11)

Die skalare Konstante m entscheidet hierbei tiber das auf- oder abklingende Verhalten der
initialen Stérung und definiert sich tiber die Eigenwerte der Matrix @(T), welche auch als
Monodromie-Matrix bezeichnet wird. Die Eigenwerte my mit k = 1, .., n dieser Matrix sind
die sog. Floquet-Multiplikatoren.

Handelt es sich um die Stabilitdtsbeurteilung einer periodischen Losung, so tritt stets ein
Floquet-Multiplikator m; =1 (auch Hauptmultiplikator genannt) auf, der einer tangentia-
len Stérung entlang der Trajektorie dieser Losung entspricht. Auf Basis der verbleibenden
my mit k = 2,.., n Multiplikatoren lassen sich folgende Stabilitatskriterien formulieren:

e Gilt fiir alle verbleibenden Floquet-Multiplikatoren
lImgll<1,Vke2,.,nl],

so klingen alle zur Losung z*(#) orthogonal stehenden Stérungen ab und die Losung
ist somit asymptotisch stabil.

e Erfiillt mindestens ein Floquet-Multiplikator
|[|mg|| > 1 fiir mind. ein k€ [2,.., 1],
so ist die Losung z*(t) instabil.

Wird statt einer periodischen Losung eine Ruhelage eines nicht-autonomen Systems, bei-
spielsweise die triviale Ruhelage der Hill'schen Differentialgleichung, aufihre Stabilitdt hin
untersucht, so entfillt die Moglichkeit einer tangentialen Stérung in Trajektorienrichtung
und es existiert kein Hauptmultiplikator. Die zuvor genannten Stabilitédtskriterien bezie-
hen in diesem Fall alle Floquet-Multiplikatoren mj mit k = 1,.., n mit ein.

Da die Auswertung der Multiplikatoren in den seltensten Féllen analytisch méglich ist,
wird an dieser Stelle auf die Arbeit von PELETAN ET AL. verwiesen, die eine Auflistung
verschiedener ndherungsbasierter Verfahren zur Bestimmung der Stabilitédt enthalt.

2.2. Niherung stationidrer Losungen und Pfadverfolgung

Zur systematischen Untersuchung des stationdren Verhaltens schwingungsfihiger Syste-
me ist eine Bestimmung (oder zumindest Ndherung) der zugehorigen Losungen notwen-
dig. Als Ausgangspunkt dient die allgemeine Form eines autonomen Systems gewohnli-
cher Differentialgleichungen mit einem beliebigen skalaren Parameter ¢:

d
Eg(t)zf(g,f), fR"xR—R", zeR", {eR. (2.12)
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2. Methodische Grundlagen

Handelt es sich hierbei um ein lineares System, so lassen sich die zugehérigen stationdren
Losungen meist auf analytischem Wege direkt bestimmen. Dies ist allerdings ein Spezial-
fall, der bei der Modellierung der meisten physikalischen Systeme nur selten auftritt. In
der Regel ist hier mit einem nichtlinearen Differentialgleichungssystem zu rechnen, fiir
welches keine analytisch herleitbare Losung zu erwarten ist. Aus diesem Grund bedarf es
geeigneter Verfahren zur Ndherung stationdrer Losungen solcher Systeme, die im Folgen-
den fiir den Fall von Ruhelagen und periodischen Lésungen kurz vorgestellt werden.
Darauf aufbauend kann die Entwicklung dieser Lésungen fiir eine Anderung des Para-
meters ¢ mit Hilfe der Verfahren zur Pfadverfolgung (auch Losungsverfolgung genannt)
untersucht werden.

2.2.1. Losungsverfahren fiir Ruhelagen und periodische Losungen

Die im Folgenden présentierten Losungsverfahren eignen sich zur Ndherung von Ruhela-
gen und periodischen Losungen bei vergleichsweise einfacher Implementierung.

Niherung einer Ruhelage durch das Newton-Verfahren. Der bekannteste Ansatz zur
Néherung von Ruhelagen (oder auch Fixpunkten) ist das NEWTON-Verfahren, welches in
iterativer Form die Losung z* der Gleichung

[(z5¢)=0, [:R"xXR—R" (2.13)
abschétzt. Hierzu wird f(2) an einer Stelle z = zi in einer Taylorreihe der Form

of
f(28)=f(z,6)+ 5%

(e-20)+0((z-2)°) (2.14)
Z=Z;
——

=A

Lk

entwickelt. Anstatt der eigentlichen Gleichung wird nur der lineare Anteil mit der
an der Stelle z = z, ausgewerteten Jacobi-Matrix A, geldst. Mit der aus numerischer Sicht
effektiven Einfiihrung eines Korrekturterms Azy = z;, — 2, ergibt sich damit das lineare
Gleichungssystem

Alze=—[(21,6), (2.15)

welches mit Hilfe klassischer Verfahren, z.B. LR-Zerlegung (3], effizient gelost werden
kann. Formal ldsst sich das Ergebnis des Iterationsschrittes auch durch

2 = 2~ A¢ [ (210€) (2.16)

angeben. Die so erhaltene Losung zy.; wird anschlieBend als neuer Startpunkt gewdhlt
und das Verfahren wird wiederholt. So ldsst sich die Losung von Gleichung durch
eine ausreichend grof3e Anzahl an Iterationen ndhern, gesetzt dem Fall, der erste, zu wih-
lende Startpunkt zj | o befindet sich in ausreichender Néhe zur Losung. Auf Basis eines
definierten Abbruchkriteriums wird die Iterationsschleife nach einer bestimmten Anzahl
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2.2. Ndherung stationdrer Losungen und Pfadverfolgung

an Ausfiithrungen abgebrochen und liefert so eine Ndherung der gesuchten Ruhelage bzw.
des Fixpunktes. Ein Vorteil dieser Vorgehensweise besteht darin, dass im Zuge des Verfah-
rens weiterhin auch die Jacobi-Matrizen Ay bestimmt werden, die direkt zur Beurteilung
der Stabilitdt der gendhrten Ruhelage eingesetzt werden konnen.

Niherung einer periodischen Losung durch das Kollokationsverfahren. Zur Ndherung
periodischer Losungen (mit Periodendauer 7) wird die zugehorige Interpretation als
nichtlineares Randwertproblem

d * ¥ [ - =
=2 W=f(®,¢), Zt=D-2t=0=0 (2.17)

mit f:R"xR—R", z'eR", (€R, T €Rsy

verwendet, in der z*(¢) die zu ndhernde Losung beschreibt. Im Sinne des Verfahrens wird
der Zeitbereich in mehrere Intervalle mit einzelnen Punkten, den sog. Kollokationspunk-
ten, unterteilt, wobei eine angesetzte Naherung die Differentialgleichung an diesen aus-
gewihlten Punkten exakt erfiillen muss (vgl. [40]).

Im ersten Schritt werden die Stiitzstellen

t=[t=0,t1,02,..,.In=1ty+ T] (2.18)

zur Unterteilung von [0, T] in N kleinere Zeitintervalle definiert. Pro Intervall werden wei-
tere M (i. d. R. dquidistant) verteilte Punkte

Iej=te+ (L1 =1, j=1,..M (2.19)

J
M+1
eingefiihrt, welche die Kollokationspunkte auf dem Zeitintervall [z, ;. + 1] darstellen. Auf
jedem der N Teilintervalle soll das Losungsverhalten durch ein Polynom M-ten Grades

— Ik

N
) , k=0,.,N-1 (2.20)
ler1 — Ik

Wi (1) = Zaks(

mit den noch zu bestimmenden Koeffizienten g, ¢ € R" approximiert werden. Es ergeben
sich bei einem n-dimensionalen Differentialgleichungssystem somit 7N Polynome mit je
(M + 1) Koeffizienten, also insgesamt N(M + 1)n Unbekannte.

Die einzelnen Polynome W miissen hierbei folgende Bedingungen erfiillen:

e Stetigkeit der Polynome an den inneren Intervallgrenzen:

Wit =tgs1) = Wi (t=tgs) furk=0,.,N-2. (2.21)

e Erfiillen der Differentialgleichung an den einzelnen Kollokationspunkten:

d

“wi = (W )| firj=1,.,Mund k=0,.,N—1. (2.22)
dt =1, j

=1, j

15



2. Methodische Grundlagen

e Erfiillen der Randbedingungen des urspriinglichen Randwertproblems:

Wolt=1)=Wn-1(t=1N). (2.23)

Somit ergibt sich aus den Gleichungen bis ein algebraisches Gleichungssys-
tem zur Bestimmung der einzelnen Koeffizienten g,  der angesetzten Polynome. Das
Gleichungssystem ist dabei i. d.R. nichtlinear und kann mit dem im vorangegangenen
Abschnitt vorgestellten NEWTON-Verfahren ndherungsweise gelost werden.

Ist die Periodendauer T der periodischen Losung vorab nicht bekannt, muss das System
um eine zusdtzliche Phasenbedingung ergdnzt werden. Als mogliche Umsetzungen
hierfiir sind beispielsweise die einfache Komponentenbedingung oder die integrale
Phasenbedingung Zu nennen.

Als alternative Vorgehensweise bieten sich ebenso SchieB-Verfahren an (vgl. [52]), welche
auf der numerischen Integration der eigentlichen Differentialgleichung beruhen. Solange
die zu ndhernden Losungen stabil sind, konnen diese vergleichsweise gut approximiert
werden. Handelt es sich dagegen um instabile Losungen, so gestaltet sich eine Ndherung
schwierig bis nahezu unmoglich. Im Gegensatz dazu konnen tiber das Kollokationsver-
fahren sowohl stabile als auch instabile periodische Losungen gendhert werden.

2.2.2. Pfadverfolgung stationirer Losungen

Ist eine stationdre Losung eines Differentialgleichungssystems fiir einen bestimmten Pa-
rameterwert ¢ = ¢y (ndherungsweise) bekannt, so bietet es sich an, die Entwicklung dieser
Losung in Abhéngigkeit eben jenes Systemparameters zu untersuchen. An dieser Stelle
wird aufbauend auf den vorherigen Ausfithrungen ein Pradiktor-Korrektor-Verfahren vor-
gestellt (siehe [52]). Ausgangspunkt ist ein algebraisches Gleichungssystem der Form

f(28)=0, [:R"xR—R", zeR", (e, (2.24)

wie es bei der Bestimmung von Ruhelagen oder nach Anwendung des Kollokationsverfah-
rens vorliegt. Im Fall des Kollokationsverfahrens entspricht die linke Seite dem aus den
Gleichungen bis gewonnen Gleichungssystem fiir die Koeffizienten g, ..
Ausgehend von einer Losung z* fiir £ = ¢, existiert unter der Voraussetzung, dass f (g*, ¢ 0)
reguldr ist, eine implizite Funktion z*(¢), die dem Zusammenhang -

d—fg (o) =~

d df ' df
d; d—g (2.25)

2=2"&)

an der Stelle ¢ = ¢ geniigt. Auf Basis dieses Zusammenhangs kann eine Abschédtzung der
gesuchten Funktion z*({) in einem benachbarten Parameterbereich um ¢, vorgenommen
werden. Die dafiir notwendigen Schritte erfolgen durch eine Kombination aus einem ge-
eigneten Préadiktor- sowie eines iterativen Korrektor-Verfahrens:
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2.2. Ndherung stationdrer Losungen und Pfadverfolgung

1. Préddiktor-Schritt:

Ausgehend von einem Startwert ¢ ; wird mit definierter Schrittweite A{; iiber einen

Tangentenprédiktor unter Beriicksichtigung von Gleichung der ndchste mog-

liche Kurvenpunkt extrapoliert:

d * *

d_f“z' (FALTEF AN (2.26)
Handelt es sich bei dem Startwert um den ersten Punkt ¢y, so kann lediglich der Tan-
gentenprédiktor verwendet werden. Sind hingegen bereits mehrere Kurvenpunkte
bekannt, kann durch Hinzunahme weitere Punkte der Pradiktorwert durch geeig-
nete polynomielle Extrapolation eines hoheren Grades verbessert werden.

2p(¢j+A8) =2p(Sj+1) =

2. Korrektor-Schritt:
Aufgrund seines guten Konvergenzverhaltens und der geringen Rechenzeit bei der
Auswertung wird fiir den Korrektor-Schritt an dieser Stelle das bereits vorgestellte
NEWTON-Verfahren gemiB Gleichung (2.16)verwendet:

df !
= L

2 1) = 25 je1) — (2.27)

Z=Z,,6=Cj+1

Als Startpunkt dieses iterativen Verfahrens wird das Ergebnis zj, des Pradiktors ver-
wendet. Nach Erreichen der durch ein geeignetes Abbruchkriterium definierten An-
zahl an Iterationsschritten ergibt sich die Abschitzung der Lésung z*(¢ j+1) fiir einen
benachbarten Parameterwert ¢ 1.

Zur Rechenzeitersparnis werden hdufig nur NEWTON-dhnliche Verfahren als Kor-
rektor eingesetzt, bei denen die Jacobi-Matrix nicht in jedem Iterationsschritt neu
ausgewertet wird.

Zusitzlich zu dem vorgestellten Ablauf muss desweiteren eine Schrittweitenkontrolle
fiir A¢; sowie eine Uberpriifung der Jacobi-Matrizen benachbarter Losungen erfolgen,
um so mogliche Verzweigungsszenarien zu detektieren. Auf weitere Ausfithrungen dieser
Zusammenhinge wird an dieser Stelle allerdings verzichtet und es wird auf die hierzu
weiterfiihrende Literatur, u. a. in [52], verwiesen.

2.2.3. Verzweigungen stationdrer Losungen

Bei der Verfolgung einzelner Losungen eines nichtlinearen Differentialgleichungssystems
kann es dariiber hinaus zu verschiedenen Verzweigungsmustern in Abhéngigkeit des je-
weiligen Verfolgungsparameters kommen. Punkte, an denen mehrere Losungen aufein-
andertreffen und somit eine Verzweigung vorliegt, werden auch als Bifurkationspunkte
bezeichnet. Fiir die entsprechenden Grundlagen der Bifurkationstheorie wird auf ver-
wiesen. Darauf aufbauend werden die im Rahmen der Untersuchungsergebnisse dieser
Arbeit am hiufigsten auftretenden Bifurkationen kurz andiskutiert, wobei die Detektions-
kriterien fiir eine Losungsverfolgung im Vordergrund stehen.
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2. Methodische Grundlagen

Poincaré-Andronov-Hopf-Bifurkation (kurz: Hopf-Bifurkation). Als entscheidende Bi-
furkation im Rahmen dieser Arbeit reprisentiert diese die Verzweigung eines Grenzzyklus
von einer Ruhelage aus dar.

Wird im Zuge der Losungsuntersuchung eines autonomen Systems der Form

%g:]j(g,é), [R"xR—R", zeR", {€R (2.28)

mit n = 2 fiir £ = ¢, eine Ruhelage z*identifiziert, fiir welche die Jacobi-Matrix

df

dz 2=2"¢=C0o
lediglich ein komplex konjugiertes Eigenwertpaar 1;» = twoi mit wy € R hat, welches
einen verschwindenden Realteil aufweist und alle verbleibenden Eigenwerte einen Re-
alteil # 0 haben, so stellt der Punkt (z% &) eine Hopf-Bifurkation dar. Von diesem Punkt
ausgehend kann sowohl der weitere Verlauf der Ruhelage als auch der hiervon abzweigen-
de Grenzzyklus weiter in Abhingigkeit des Parameters ¢ verfolgt werden.

Neimark-Sacker- oder auch Torus-Bifurkation. Die Neimark-Sacker-Bifurkation stellt
die Verzweigung einer quasi-periodischen Lésung und eines Grenzzyklus dar. Die Theo-
rie zu Eigenschaften und Beschreibungsmdglichkeiten quasi-periodischer Losungen wird
ausfiihrlich in Abschnitt2.3]behandelt.

Als Ausgangspunkt dient ebenfalls ein autonomes System der Form mit n = 3, wo-
bei fiir £ = ¢( eine periodische Losung z*(¢) existiert. Werden fiir diesen Fall gemall des
Eigenwertproblems in Gleichung die zugehorigen Floquet-Multiplikatoren my aus-
gewertet und neben dem Hauptmultiplikator m; = 1 existiert lediglich ein Paar konjugiert
komplexer Multiplikatoren m, 3 = exp(+0pi) mit Oy € T, die auf dem Einheitskreis liegen
(also [[my 3]l = 1), so handelt es sich bei der Konstellation (g*(t),fo) um eine Neimark-
Sacker-Bifurkation.

Anmerkung: Liegt der Phasenwinkel 0y der betreffenden Multiplikatoren bei 6y = 7, so
handelt es sich um den Spezialfall einer Periodenverdopplungsbifurkation, in der die ur-
spriingliche periodische Losung mit einer periodischen Lésung doppelter Periodendauer
zusammentrifft.

2.3. Beschreibung von quasi-periodischem Verhalten

Der Fokus bei der Untersuchung dynamischer Systeme richtet sich tiblicherweise auf das
lokale Auffinden stationdre Losungen fiir bestimmte Parameterkonstellationen. Hierbei
werden mit Hilfe der zuvor beschriebenen Verfahren Ruhelagen und/oder periodischen
Losungen bzw. Grenzzyklen abgeschitzt sowie deren Stabilitdtseigenschaften untersucht.
Handelt es sich allerdings um komplexeres Verhalten, so verbleibt lediglich die Moglich-
keit einer Zeitsimulation, um eine etwaige Vorstellung des Systemverhaltens zu erhalten.
Hierunter fallen u. a. quasi-periodisches aber auch chaotisches Verhalten.
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2.3. Beschreibung von quasi-periodischem Verhalten

Ersteres wird im nachfolgenden Abschnitt ndher betrachtet, wobei sukzessive die Grund-
lagen und Grundbegriffe in Bezug auf Quasi-Periodizitét bis hin zur Vorstellung eines ge-
eigneten Verfahrens zur Approximation quasi-periodischer Losungen erldutert werden.
Motivieren ldsst sich dieser Abschnitt durch die Tatsache, dass in realen Systemen oft kom-
binierte Anregungensmechanismen (z.B. Fremd- und Selbsterregung) oder gekoppelte
Differentialgleichungen vorliegen, was fiir bestimmte Parameterkonstellationen zu einem
quasi-periodischen Losungsverhalten fithren kann.

2.3.1. Grundlagen

Die nachfolgend aufgefiihrten Grundlagen basieren auf der Fachliteratur von MARX UND
VoarT [52], die sich wiederum im Wesentlichen der Terminologie von SAMOILENKO
bedient.

»The world is full of periodic and quasi-periodic motions and oscillations. That is multifre-
quency oscillations. EI

Mit diesem Zitat als Einstieg wird der prinzipielle Charakter der Quasi-Periodizitét treffend
erklart. Es handelt sich um ein schwingendes Bewegungsverhalten, bei dem verschiedene
Frequenzen (,multifrequency*) auftreten.

Torusfunktionen und quasi-periodische Funktionen. Als Ausgangspunkt wird der p-
dimensionale Standardtorus definiert, welcher mit Hilfe der Winkelkoordinaten 61, 6,, ..,0,
modulo 27 die Menge

TP ={010=(61,..,0,),0k € Rmod 27, k=1,..,, p} (2.29)

beschreibt. Die Winkelkoordinaten werden alternativ auch als Toruskoordinaten bezeich-
net. Der Standardtorus dient normalerweise als Definitionsmenge einer (in diesem Fall
reellen) Torusfunktion u : TP — R", die per Definition stetig und 27z-periodisch in den
Toruskoordinaten 61, ...,0), ist:

u@1,...,0k,...,0p) = u6,...,0 +2m,...,0,) fir k=1,..p. (2.30)
Als anschauliches Beispiel wird die Torusfunktion
u(61,02) =cosbsinf,, u:T?—R!

genannt, welche den 2-dimensionalen Standardtorus T2 auf R! abbildet und dabei den
Periodizitdtsbedingungen gentigt:

u(01,02) = u(0y +2m,0,), u0r,02) = u(0,0, +2m).

1Zitat von SAMOILENKO aus , Preface, S.vi
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2. Methodische Grundlagen

Ein fiir die Ndherung quasi-periodischer Losungen wichtiger Punkt ist durch folgenden
Satz gegeben:

Satz 2.6: Satz von Stone-Weierstrass [52]

Jede Torusfunktion u € C°(TP) kann gleichmdifig durch trigonometrische Polyno-
me approximiert werden, d.h. es existiert eine Folge trigonometrischer Polynome
(Gr), k=1,2,.., mitklim llu—Ggll=0.

—00

Dieser stellt gerade im Hinblick auf eine geeignete Wahl von Ansatzfunktionen im Zuge
eines Approximationsverfahrens einen notwendigen Ausgangspunkt dar.

Mit Hilfe des Begriffs der Torusfunktion ldsst sich nun eine Definition von quasi-periodischen
Funktionen angeben:

Definition 2.7: Quasi-periodische Funktion [52]

Es seiw = (w1, ...,wp) € RP eine Zeilenmatrix positiver reeller Zahlen. Die w; sind
rational unabhdngig (inkommensurabel), falls fiir b € ZP der Zusammenhang

p
Z bka)k =0
k=1

nur fiir die triviale Wahl b = 0 gilt.
Eine Funktion f : R — R" der reellen Verdnderlichen t mit der Darstellung

@) =ulw?) = ulwr t,..,0pt),
wobei u € C°(TP) ist, heifst quasi-periodische Funktion. Die verwendete Zeilen-

martrix @ = (w1,..,wp) heifst Frequenzbasis und die Zahlen w,..,w, werden als
Basisfrequenzen bezeichnet.

Eine quasi-periodische Funktion ergibt sich somit aus der Kombination einer Torusfunk-
tion u und einer entsprechenden Frequenzbasis w. Hierbei ist entscheidend, dass es sich
bei den einzelnen Basisfrequenzen wy fiir k = 1,.., p tatsdchlich um inkommensurable
Frequenzen handelt. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so ldsst sich die Menge der Ba-
sisfrequenzen entsprechend reduzieren. Der Sonderfall mit lediglich einer Basisfrequenz
wird mit einer periodischen Funktion assoziiert, wohingegen im Fall mit p > 1 inkom-
mensurablen Basisfrequenzen von einer quasi-periodischen Funktion gesprochen wird.
Als Beispiel wird wieder die Torusfunktion

u(61,62) = cosf; sinf,

betrachtet, die zusammen mit der beispielhaften Frequenzbasis @ = (1, ) auf eine quasi-
periodische Funktion fiihrt:

() = u(wt) = cos(t)sin(n 1)
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2.3. Beschreibung von quasi-periodischem Verhalten

Eine weitere wichtige Eigenschaft quasi-periodischer Funktionen ist durch folgenden Satz
gegeben:

Satz 2.8: Dichtheit der quasi-periodischen Funktionen [52]

Die Menge der Werte einer quasi-periodischen Funktion f(t) = u(wt) ist dicht in
der Menge der Werte der Torusfunktion u.

Anschaulich bedeutet Satz dass der mit ¢ parametrisierte Orbit von f(7) die durch die
Torusfunktion u beschriebenen Mannigfaltigkeit, auf der er verlduft, dicht ausfiillt.

Quasi-periodische Bewegungen. Nach Einfiihrung der Grundbegriffe werden nun die
Grundlagen quasi-periodischer Bewegungen, die als mdégliche Losungen von Differenti-

algleichungssystemen auftreten konnen, erldutert. Hierzu wird ein beliebiges (ggf. auto-
nomisiertes) Differentialgleichungssystem der Form

z=f(z), f:D—R", DcR" (2.31)
betrachtet, wobei die Existenz einer hinreichend glatten quasi-periodischen Losung
z2' () = ulwr) mit z%0)=zo, ue C"(T"), r=1 (2.32)

vorausgesetzt wird. Die durch z*(#) mit Startpunkt zy beschriebene Trajektorie sei kom-
pakt in der Definitionsmenge D, sodass aus Satz gefolgert werden kann, dass die Lo-
sungstrajektorie z*(¢) aus den Punkten besteht, die durch die Darstellung

z'=u(@), QeT” (2.33)

beschrieben werden. Die zu u(0) zugehorige Mannigfaltigkeit stellt dabei eine Abbildung
des p-dimensionalen Standardtorus dar und wird allgemein hin als Torus oder Torusman-
nigfaltigkeit bezeichnet, die selbst invariant bzgl. des Flusses des Differentialgleichungs-

systems ist.
Als Modellproblem wird ein System gewohnlicher Differentialgleichungen der Form

z=f(zMt,...Qqt), zeR" (2.34)

betrachtet. Die reellen Frequenzen Q, k = 1,.., g bezeichnen hierbei inkommensurable
Erregungsfrequenzen, die beispielsweise durch verschiedene Formen der Fremd- oder
Parametererregung in das schwingungsfdahige System eingebracht werden. Weiterhin ist
f eine bzgl. aller Erregerphasen 2n-periodische Funktion, also

Z2,Q1t,., Q.. Qqt) = f 2, Q8. Qpt+2m,..,Q4t) fur k=1,..,q. (2.35)
J q J q q

Unter diesen Voraussetzungen ldsst sich das Differentialgleichungssystem unter Hinzu-
nahme entsprechender Toruskoordinaten § € T autonomisieren, was auf das autonome
Modellproblem fiihrt:

z=[(29)
0=0Q mit (z,0) eR" x T™.

(2.36)
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2. Methodische Grundlagen

Aufstellen einer Invarianzgleichung. Um quasi-periodische Bewegungen eines dynami-
schen Systems der Form zu approximieren, bietet es sich gerade im Hinblick auf
Satz an, direkt die Torusmannigfaltigkeit unabhéngig von den darauf verlaufenden
Trajektorien zu approximieren. Wird unter anderem davon ausgegangen, dass fiir das Mo-
dellproblem eine quasi-periodische Losung z*(#) mit p = g Basisfrequenzen

(Q0)=(Q1,...Q¢,0g41,...0p) ERP. (2.37)

existiert, bietet sich an, nach einer entsprechenden Torusfunktion u : T” — R" zu suchen,
fiir die der Zusammenhang

21 = u(Qt,wr) (2.38)

erfiillt ist. Es wird hierbei explizit zwischen den von aullen vorgegebenen g Erregerfre-
quenzen g, ...,Q4 und den noch unbekannten p — g freien Frequenzen wg+1,...,wp des
Systems unterschieden. Entsprechend der gewéhlten Frequenzbasis wird das Modellpro-
blem um weitere p — g Toruskoordinaten erweitert, die gemaf$

Or=wr fir k=g+1,.,p (2.39)

mit den freien Frequenzen assoziiert werden. Die aufgrund der gewéhlten Frequenzbasis
eingefiihrten p Toruskoordinaten § = (0, ..,0,) konnen als unterschiedliche Zeitskalen
interpretiert werden, sodass sich folgende Darstellung fiir den zeitlichen Differentialope-
rator ergibt:

d .o a 2 0
— === 0+ Y wp=—. (2.40)
de =00 1= 7005 L7060k

Damit ldsst sich aus System unter Beriicksichtigung von Satz 2.8 eine Differential-
gleichung zur Beschreibung der Torusfunktion u, welche die gesuchte Torusmannigfaltig-
keit beschreibt, angeben:

9 ou P ou
Qi—+ wr— = f(u,01,..04). (2.41)
j; 700, k:zq:+1 00r = !

Da es sich hierbei um eine partielle Differentialgleichung zur Beschreibung einer invari-
anten Torusmannigfaltigkeit handelt, wird diese auch als Invarianzgleichung bezeichnet.
Zur eindeutigen Bestimmung einer Losung, werden weiterhin Randbedingungen bendé-
tigt, die sich direkt aus der Forderung ergeben:

u(01,..0k,..0,) =u(01,.,0k +2m,.,0,) fir k=1,.p. (2.42)

Eine ausfiihrliche Herleitung der Invarianzgleichung kann entnommen werden.
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2.3. Beschreibung von quasi-periodischem Verhalten

Poincaré-Abbildung. Ein hiufig verwendeter Ansatz zur Unterscheidung periodischer
und quasi-periodischer Bewegungen ist die Poincaré-Abbildung, welche die Projektion
einer n-dimensionalen Losungstrajektorie auf eine (n — 1)-dimensionale Hyperfldche
beschreibt (siehe [57,[79]). Im Zuge von numerischen Zeitsimulationen ergibt sich daraus
zwangsldufig die Stroboskop-Abbildung, bei der es sich um eine diskrete Abfolge der
Funktionswerte einer Losungstrajektorie z*(¢) zu festgesetzten Zeitpunkten handelt:

Pr=2zt=1to+kT). (2.43)

Der Systemzustand wird also bei vorher definierter Periodendauer T zu den jeweiligen
Zeitpunkten fy = fp + kT mit k € N erfasst, um so durch ausreichend viele Auswertungen
eine Ndherung der Poincaré-Abbildung zu erhalten. Die Aussagekraft eines solchen
Vorgehens hédngt stark von der Anzahl der ermittelten Punkte ab und erfordert daher
verhéltnisméRig lange Simulationszeiten.

Der Vorteil der Poincaré-Abbildung besteht darin, dass iiber Zeitsimulationen leicht Aus-
sagen iiber den prinzipiellen Charakter einer Losungstrajektorie getroffen werden kon-
nen. So ergibt sich fiir periodische Trajektorien ein Fixpunkt in der Poincaré-Abbildung,
wohingegen sich eine quasi-periodische Trajektorie durch eine geschlossene Untermenge
duBert (vgl. [45]). Gerade in diesem Fall ist eine ausreichende hohe Anzahl an diskreten
Auswertungen von Noten, um diese verhdltnismiflig gut zu approximieren.

Im Zuge der auf einer Torusmannigfaltigkeit basierenden Beschreibung quasi-periodischer
Bewegungen ergibt sich mit Hilfe der zugrundeliegenden Torusfunktion eine alternative
Methode zur Ermittlung der Poincaré-Abbildung. Wird unter Beriicksichtigung der
Giiltigkeit von Gleichung eine mit einer beliebigen Toruskoordinate 6} assoziierte
Periodendauer T} = 27/6; gewdhlt, so ergibt sich damit

P%(01,..,0k-1,0k-1,..0,) = u(61,...06-1,0,0k41,...0)) (2.44)

als Poincaré-Abbildung in Abhéngigkeit der verbleibenden (p — 1) Toruskoordinaten der
Torusfunktion u (vgl. [52)).

2.3.2. Synchronisation

Die vorangegangene Theorie zielt klar auf die Bestimmung einer Torusmannigfaltigkeit
ab, auf der mégliche Losungstrajektorien des Differentialgleichungssystems verlaufen. Da
es sich hierbei nicht zwangsldufig um quasi-periodische sondern auch um periodische
Trajektorien handeln kann, ist eine kurze Ubersicht zum Effekt der Synchronisation von
No6ten, welcher in der englischsprachigen Literatur auch als ,Entrainment” oder ,phase-
locking“ bezeichnet wird.

Schwingungsfdhige Systeme mit mehreren Freiheitsgraden kénnen in diesem Kontext als
gekoppelte Oszillatoren interpretiert werden. Eine entsprechende Kopplungsstirke sowie
ein Detuning-Parameter, der die Relation der Frequenzen der einzelnen Oszillatoren be-
schreibt, dienen hierbei als Ausgangspunkt fiir die nachfolgenden Erlduterungen.

Wird fiir ein System mit einer existenten Torusmannigfaltigkeit, auf der quasi-periodische
Trajektorien verlaufen, die Kopplungsstirke oder der Detuning-Parameter verdndert, so
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2. Methodische Grundlagen

kann es zum Phénomen der Synchronisation kommen, welches dazu fiihrt, dass auf der
Torusmannigfaltigkeit nun statt einer quasi-periodischen Trajektorie ein oder mehrere
stabile und instabile periodische Trajektorien verlaufen. Der Fluss der Differentialglei-
chung verlduft nun nicht mehr parallel auf der Mannigfaltigkeit, sodass darauf verlaufende
Losungstrajektorien die Mannigfaltigkeit nicht mehr dicht ausfiillen. Die Mannigfaltigkeit
wird aber keineswegs zerstort, sie bleibt erhalten und ist nach wie vor invariant bzgl. des
Flusses der zugrundeliegenden Differentialgleichung. Diese Effekt der Synchronisation
bleibt dabei in bestimmten Bereichen der Kopplungsstédrke und des Detuning-Parameters
erhalten. Werden die Uberginge in einen solchen Synchronisationsbereich grafisch in der
Kopplung-Detuning-Ebene dargestellt, ergeben sich die aus der Literatur bekannten geo-
metrischen Gebilde der sog. Arnol'd Zungen (siehe ).

Diesem Effekt ist hinsichtlich der Aussagekraft von Ndherungsverfahren zur Beschreibung
von Systemen mit quasi-periodischem Lésungsverhalten eine gewisse Bedeutung beizu-
messen, worauf im weiteren Verlauf der Arbeit nochmals eingegangen wird.

Detailliertere Ausfithrungen zum Thema Synchronisation und Arnol'd-Zungen finden sich

u.a.in [28}[72}[74].

2.3.3. Approximationsverfahren

Das durch die Gleichungen und gegebene Randwertproblem ist in den meis-
ten Féllen nicht analytisch 16sbar, weshalb mogliche Losungen zur Beschreibung der To-
rusmannigfaltigkeit nur ndherungsweise bestimmt werden kénnen. Das gewdhlte Appro-
ximationsverfahren basiert auf den von SCHILDER beschriebenen Verfahren und
wird im Folgenden fiir den einfachsten Fall einer quasi-periodischen Bewegung mit p =2
Basisfrequenzen vorgestellt, wobei es sich um eine freie und eine von aufien vorgegebene
Frequenz handelt (d.h. g = 1). Ein solches Szenario findet sich hdufig in Systemen, die eine
Kombination von Selbsterregung und Parameter- oder Fremderregung aufweisen.

Auf Basis der sich fiir p = 2 ergebenden Invarianzgleichung

Q ou ou f(u,0)) mit f:R"xT! - R" (2.45)
— twr— = f(y, mi RYXT — .
Yo6, " “Pam, =7t -

wird nun nach Lésungen der Form u : T?> — R” gesucht, die den entsprechenden Peri-
odizitdtsbedingungen (2.42) gentigen. Zur ndherungsweisen Bestimmung einer solchen
Losung bieten sich ein Finite-Differenzen-Verfahren, eine Finite-Elemente-Formulierung,
ein Kollokationsverfahren oder ein Galerkin-Verfahren gleichermal3en an. Das hier vorge-
stellte Vorgehen stellt in gewisser Weise eine Kombination aus den beiden letztgenannten
Verfahren dar und wird im weiteren Verlauf mit dem Begriff des Spektralsystems assoziiert.

Herleitung des Spektralsystems. Ineinem ersten Schritt wird ein Galerkin-Verfahren be-
ziiglich der mit der bekannten Erregungsfrequenz Q; assoziierten Toruskoordinate 6, an-
gewendet, wobei ein reeller Ansatz N-ter Ordnung mit N € N und N = 1 gew#hlt wird:

N
U™ =@+ Y P (02) cos (k) + P (0,) sin (k6y) . (2.46)
k=1
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2.3. Beschreibung von quasi-periodischem Verhalten

GemiR Satz[2.6stellen dabei die 27-periodischen Funktionen
W (01) = [1,cos (01),sin (01), ...,cos (NOy),sin (NO)] Ty :T! — RN+ (2.47)

eine geeignete Basis zur Beschreibung quasi-periodischer Lésungen dar. Das sich aus dem
Ansatz ergebende Residuum

ou™ oum™
R(u™M) =0, — =~ f(u™,0 2.48
@)= 00, "9 50, f(u™,01) (2.48)

wird im Sinne des Galerkin-Verfahrens iiber ein verallgemeinertes Skalarprodukt der Form

21
1
(x,y>61 = Efx(ﬂl)y(el)del (2.49)
0

auf die einzelnen Ansatzfunktionen projiziert. Die einzelnen Projektionen
<f(g(m,91),1//1>6 =5, I=1,..2N+1 (2.50)
-~ 1

der rechten Seite f(u™),6,) der partiellen Differentialgleichung werden dabei mit Z; ab-

gekiirzt und entsprechen den bzgl. 6, ausgewerteten Fourierkoeffizienten.
Aus den Projektionen des Residuums in Gleichung (2.48) resultiert ein System gewdhn-
licher Differentialgleichungen fiir die im Ansatz (2.46) gewéhlten Koeffizienten ¢© (6,),

c® (@) und s (0,):

[, 0 0] | [=
250, € 0 =1
0 .1 1 =
30, < N =
a_ (D (1) =
w 30,3 O 1€ =3
P =t + . (2.51)
2 : 2 : :
0 (V) (N) =
36, € ) ZoN
0 () (N) =
| 50,3 | =2n+ ]

Mit Hilfe dieses Systems konnen nun Ndherungslésungen fiir die Invarianzgleichung
bestimmt werden. Die fiir eine Losung gewliinschte 2rz-Periodizitdt bzgl. der
einzelnen Toruskoordinaten ist fiir §; per se durch den gewdhlten Ansatz erfillt,
sodass lediglich die Forderung nach Periodizitét in 6, verbleibt:

c90,) = cV0,+27), ¢P6,) = c®(O+27), 5K (0,) = 5K (O,+27) fiirk=1,.,N. (2.52)
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2. Methodische Grundlagen

Zwecks Darstellung bietet es sich an, das explizite Auftreten der bisher noch unbekannten
freien Frequenz w; durch Einfiithren von 6, = 62/w, zu unterbinden, sodass sich aus System
(2.51) ein autonomes, i. d. R. nichtlineares Differentialgleichungssystem der Form

[ 20 [ & |
Y 0 =1
A1) (1) =)
c N 25,
N A(1) &
d |$ ¢ 28
! -_Q, + ], (2.53)
do, | : : :
& |2z,
(V) A(N) =
B €] 222N+
—— ~_——— ———
=Y (62) =CY =5(Y)
also
d

A~

do,
ergibt, welches das Spektralsystem darstellt. Die Zustandsgrolen

AT aNT AT . T /. T
v=[E)", )" 6" ™) V) (2.55)

des Spektralsystems werden im Folgenden als Spektralkomponenten bezeichnet.

Zur Ndherung der Torusfunktion u wird nun das hergeleitete Spektralsystem herange-
zogen, fiir welches periodische Lésungen mit noch unbekannter Periodendauer gesucht
werden miissen. Als mégliche (numerische) Vorgehensweisen stehen hierbei u. a. SchieR3-,
Finite-Differenzen- oder Kollokationsverfahren zur Verfiigung. Das hergeleitete Spektral-
system stellt zwangsldufig ein System hoherer Ordnung verglichen mit den Ausgangsglei-
chungen dar, sodass ein solches Verfahren gerade bei Problemen mit vielen Frei-
heitsgraden nur begrenzt geeignet ist. Nichtsdestotrotz liefert die vorgestellte Betrach-
tungsweise sinnvolle Ergebnisse bei der Untersuchung quasi-periodischen Losungsver-
haltens, welches alternativ nur durch entsprechende Zeitsimulationen zu gewinnen wiére.
Inwieweit sich aus den Losungen des Spektralsystems nun Schliisse auf ein mogli-
ches Verhalten der originalen Bewegungsgleichungen (2.36), welche im Folgenden auch
Originalsystem genannt werden, ziehen lassen, ist in aufgefiihrt:

e Fiir den Fall einer vollstdndigen Funktionsbasis (N — oco) entspricht eine Ruhela-
ge des Spektralsystems einer periodischen Losung mit der Periodendauer 27/, des
Originalsystems.

e Desweiteren liegt im Falle einer periodischen Losung des Spektralsystems (mit Pe-
riodendauer T») eine quasi-periodische Losung des Originalsystems mit der Fre-
quenzbasis (Q1, w2 = 27/1,) vor.

26



2.3. Beschreibung von quasi-periodischem Verhalten

Es ist an dieser Stelle nochmals anzumerken, dass die beschriebene Vorgehensweise auf
die Approximation einer Mannigfaltigkeit abzielt, auf der die Losungstrajektorien des Sys-
tems verlaufen, nicht aber auf die Approximation der Losung selbst.

Das Verfahren setzt quasi-periodisches Verhalten voraus, woraus sich die Frage ergibt,
inwieweit brauchbare Ergebnisse erzielt werden kénnen, falls die Quasi-Periodizitdt auf-
grund einer in Abschnitt[2.3.2]beschriebenen Synchronisation verloren geht. Details hier-
zu werden im weiteren Verlauf der Arbeit anhand verschiedener Beispiele diskutiert.

Implementierung des Spektralsystems. Da die notwendigen Projektionen bei
nichtlinearen Differentialgleichungssystemen meist nicht mehr analytisch angegeben
werden konnen, bedarf es einer entsprechenden implementierungstechnischen Um-
setzung. Hierfiir bietet sich eine Ndherung der Fourierkoeffizienten bzgl. 6, aus Glei-
chung durch eine diskrete Fourier-Transformation im Rahmen einer Fast-Fourier-
TransformatiorEl an. Um eine moglichst effiziente Umsetzung hinsichtlich der Rechenzeit
zu erreichen, wird die zu projizierende Funktion in einen analytisch projizierbaren Anteil
und einen entsprechenden Rest zerlegt:

]:(E(N),Hl) = fana (u™,0,) + Jrrr (u™,0,). (2.56)

Es wird davon ausgegangen, dass die Projektionen des ersten Summanden in der Regel
ohne grofleren Aufwand direkt analytisch durchgefiihrt werden konnen, sodass lediglich
die Fourierkoeffizienten des Anteils ]~‘ rrr durch einen diskreten Ansatz der Form

—FFT :iMflf (™, 6,)

=1 M oy ~FFT Y~ 0,=mA0; ( :
2.57

zerry e LN (1™,01)] e fir 1=1,.,N

=21 S2041 M 2 Leer O g, eeer

bestimmt werden miissen. Da die Fourierreihe bzgl. der als unabhéngiges Argument
verwendeten ersten Toruskoordinate 6; aufgestellt wird, liegt die entsprechende Grund-
frequenz und damit die Abtastrate Af; bei Awgpr,g, = 27/Ma6; = 1, wobei M die Anzahl
der Diskretisierungspunkte bezeichnet. Die maximal im Bezug auf das Argument 0,
abzubildende Kreisfrequenz wg}aT" 0, wird unter Beriicksichtigung des Abtasttheorems (vgl
. [37)) auf das Doppelte der im Ansatz auftretenden héchsten Harmonischen gesetzt:
wgﬁieg =7/A0; = 2N. Bei der eigentlichen Implementierung kann auf bereits existierende,
etablierte FFT-Algorithmen zuriickgegriffen werden, wie beispielsweise solche aus dem
kommerziellen Numerik-Programm MATLAB.

Stabilitit der durch das Spektralsystem geniherten Losungen. Im Rahmen der durch
das Spektralsystem ermittelten Losungen stellt sich zwangsldufig die Frage nach deren
Stabilitdt (im Sinne Ljapunovs) und inwieweit diese reprédsentativ fiir die dquivalenten
Losungen des Originalsystems sind. Hierzu werden Ruhelagen und periodische Losungen
des Spektralsystems getrennt voneinander betrachtet.

Labgekiirzt: FET
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2. Methodische Grundlagen

Fiir ermittelte Ruhelagen des Spektralsystems ldsst sich tiber das sog. Hill-Verfahren (vgl.
[39)) die Stabilitét der zugehorigen periodischen Losung des Originalsystems abschitzen.
In finden sich hierzu die entsprechenden Ausfiihrungen, die im Folgenden auf das
Konzept des Spektralsystems angewendet werden.

Wird bei der Herleitung des Spektralsystems ein unendlich-dimensionaler Lésungsansatz
der Form

[e0]
u® =90+ Y ¢®(0,) cos (k) + s (05) sin (k6;) (2.58)
k=1

verwendet (vgl. Gleichung (2.46)), so ergibt sich daraus das zugehérige unendlich-
dimensionale Spektralsystem (vgl. Gleichung (2.54))

d‘; Z(oo) — _ng(oo) X(oo) +§(OO) (Z(Oo)) . (2.59)
2

Wird fiir dieses Spektralsystem eine Ruhelage Y, identifiziert, so entspricht dies einer
periodischen Losung des Originalsystems. Die Stabilitdt dieser Losung kann dabei iiber
die aus dem Spektralsystem gewonnen Informationen bestimmt werden. Durch Aufstellen
der zugehdorigen Storungsdifferentialgleichungen (vgl. Gleichung (2:3)) und der entspre-
chenden Linearisierung ergibt sich ein lineares System gewo6hnlicher, autonomer Diffe-
rentialgleichungen in den Abweichungen

d 080
- AX(OO) — _QIQ(OO)AZ(OO) + B—Y AX(OO) . (2.60)
db, ~ Y=Y

~0

Durch Verwendung des klassischen Exponentialansatzes (vgl. [31]) ldsst sich daraus in
wenigen Schritten ein unendlich-dimensionales Eigenwertproblem der Form

(H-s)r=0 2.61)

mit den Eigenwerten s und den Eigenvektoren r ableiten. Wie in gezeigt wird, handelt
es sich hierbei um das Hill'sche Eigenwertproblem, in dem die unendlich-dimensionale
Matrix H auch als Hill-Matrix bezeichnet wird. Die unendlich vielen Eigenwerte der Hill-
Matrix reprisentieren die sog. Floquet-Exponenten p; sowie deren zyklische Fortsetzun-
gen pr+raimitaeNund k=1,..,n.

Die Floquet-Exponenten pj sind dabei charakteristisch fiir die Stabilitit der jeweiligen
Losung und stehen in folgender Beziehung zu den in Abschnitt vorgestellten, iib-
licherweise verwendeten Floquet-Multiplikatoren m; bei einer zugrundeliegenden Peri-
odendauer T

1
R(or) = ?ln(llmkll) ’
(2.62)

1
S(op) = T (arg(my) +2an), aeN.
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2.3. Beschreibung von quasi-periodischem Verhalten

Hinsichtlich der Stabilitét einer periodischen Losung ldsst sich somit das auf den Floquet-
Multiplikatoren beruhende Kriterium direkt auf die Floquet-Exponenten {ibertragen:

* Die periodische Losung ist asymptotisch stabil, falls auBer p; mit R(p;) = 0, welcher
dem typischen Hauptmultiplikator m; = 1 bei periodischen Losungen entspricht,
alle weiteren Floquet-Exponenten einen negativen Realteil aufweisen:

R(pr) <0, Vke[2,.,n].

* Die periodische Losung ist instabil, falls es mindestens einen Floquet-Exponenten
mit positivem Realteil gibt:

R(px) > 0 fiir mind. ein k€ [2,.., n]. (2.63)

Uber die Realteile der Floquet-Exponenten kann somit direkt die Stabilitit der periodi-
schen Losung angegeben werden.
Zur Bestimmung der Floquet-Exponenten ist das unendlich-dimensionale Eigenwertpro-
blem jedoch ungeeignet, da es sich weder aufstellen noch 16sen ldsst. Wird hingegen
ein im Sinne des Spektralsystems endlicher Ansatz der Ordnung N verwendet, so ergibt
sich daraus eine endlich dimensionale Naherung H?V) der Hill-Matrix mit dem zugehori-
gen Eigenwertproblem
(HN = s ) V) =g

(2.64)

Die n(2N + 1) Eigenwerte, die sich aus diesem Problem ergeben, kénnen nun zur néhe-
rungsweisen Bestimmung der Floquet-Exponenten eingesetzt werden. So enthalten die
Eigenwerte s}CN ) fiir k = 1,.., n(2N + 1) folgende Nédherungen der Floquet-Exponenten und
ihrer zyklischen Fortsetzungen mit der entsprechenden Ordnung (siehe [91]):

Anzahl Ordnung der Ndherung Ndiherung fiir die Floquet-Exponenten

n N Ply-Pn

2n (N-1) P1Ei,.,ppnti

2n (N-2) P1£20,..,ppt20
2n 0 p1ENi,..,pn £ Ni

Tabelle 2.1.: Ubersicht der mit Hilfe der Hill-Matrix genédherten Floquet-Exponenten.

Nach Berechnung der einzelnen Eigenwerte des gendherten, endlich dimensionalen Pro-
blems, miissen demnach die darunter befindlichen n» Ndherungen der Ordnung N iden-
tifiziert werden, da diese die besten Abschédtzungen der eigentlichen Floquet-Exponenten
liefern.
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2. Methodische Grundlagen

Dies geschieht durch einen systematischen, rechnergestiitzten Vergleich der einzelnen
Eigenwerte, bei dem {iiberpriift wird, ob es sich bei besagtem Eigenwert ggf. um eine
zyklische Fortsetzung oder die gewiinschte Ndherung handelt. Ein hierzu dhnliches
Vorgehen ist ausfiihrlich in [47] beschrieben.

Die im Rahmen des Verfahrens gendhrten Floquet-Exponenten werden dabei nicht nur
zur Beurteilung der Stabilitét, sondern auch zur Detektion moglicher Bifurkationsszena-
rien bei der Verfolgung von Ruhelagen des Spektralsystems eingesetzt.

Hinsichtlich quasi-periodischer Losungen gestaltet sich die Festsetzung eines geeigneten
Stabilitatsbegriffs als eher schwierig. SAMOILENKO liefert hierzu zwar eine geeignete
Definition, deren praktische Umsetzung im Rahmen numerischer Untersuchungen aller-
dings nicht zu realisieren ist.

Die im Zuge des vorgestellten Verfahrens angestrebte Beschreibung quasi-periodischer
Bewegungen beschréinkt sich somit lediglich auf die Approximation der zugehorigen To-
rusmannigfaltigkeit ohne Hinzunahme eines entsprechenden Stabilitdtsbegriffs. Im Ge-
gensatz dazu konnen die Stabilitdtseigenschaften der mit Hilfe des Verfahrens gendhrten
periodischen Losungen tiber das beschrieben Hill-Verfahren bestimmt werden.

Stationire Losungen und Pfadverfolgung. Das Losungsverhalten des i. A. nichtlinearen
Spektralsystems wird mit den in Abschnitt[2.2] vorgestellten Verfahren zum Auffin-
den und Verfolgen stationdrer Losungen untersucht. Von Interesse sind hierbei sowohl
Ruhelagen als auch periodische Losungen des Spektralsystems, welche mit periodischem
bzw. quasi-periodischem Verhalten des Originalsystems zu assoziieren sind.

Fiir den prinzipiellen Ablauf bei einer Losungsverfolgung in Abhéngigkeit eines beliebigen
Systemparameters wird dabei folgende Vorgehensweise empfohlen:

1. Bestimmung einer Ruhelage des Spektralsystems fiir einen bestimmten Wert des
Verfolgungsparameters. Dies entspricht einer periodische Losung des Originalsys-
tems.

2. Losungsverfolgung der Ruhelage als Pfadverfolgung in Abhédngigkeit des ausgew&hl-
ten Parameters.

3. Detektion einer Verzweigung von Ruhelage und Grenzzyklus im Spektralsystem un-
ter Beriicksichtigung der fiir die Stabilitdt ausgewédhlten Floquet-Exponenten gemafd
des Hill-Verfahrens. Dies geschieht beispielsweise tiber eine Hopf-Bifurkation, wel-
che je nach Floquet-Exponenten einer Periodenverdopplungsbifurkation oder aber
einer Neimark-Sacker-Bifurkation des Originalsystems entsprechen kann.

4. Weiterverfolgung der Ruhelage sowie des abzweigenden Grenzzyklus des Spektral-
systems in Abhdngigkeit des ausgewidhlten Parameters ausgehend vom detektierten
Bifurkationspunkt.
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2.3. Beschreibung von quasi-periodischem Verhalten

2.3.4. Anwendungsbeispiel

Im Folgenden wird das vorgestellte Verfahren zur quasi-periodischen Ndherung am
Beispiel des fremderregten van-der-Pol Oszillators ndher erldutert. Ausgangspunkt ist
die vollstdndig entdimensionierte Bewegungsgleichung

x"+e (x2 —-1)x" + x = @cos(n7) (2.65)

des Oszillators, in der 7 die dimensionslose ZeilEl ¢ die Starke der Nichtlinearitiat und
Déampfung, n die dimensionslose Erregerfrequenz der Fremderregung und & die zugeho-
rige Anregungsstdrke beschreibt. Fiir den homogenen Oszillator mit & = 0 kommt es im
Falle € > 0 zu selbsterregten Schwingungen, welche nun im Zusammenspiel mit der hier
vorliegenden Fremderregung untersucht werden. Ein solches System mit kombinierter
Selbst- und Fremderregung eignet sich zur Erlduterung des in Abschnitt [2.3.3] vorgestell-
ten Verfahrens, da sich sowohl periodische als auch quasi-periodische Losungen beob-
achten lassen. Zur Ndherung quasi-periodischer Losungen wird im Folgenden stets eine
Frequenzbasis mit p = 2 Basisfrequenzen angesetzt, wobei eine davon als bekannt voraus-
gesetzt wird.

Bewegungsgleichungen und Spektralsystem. Entsprechend der Notation des Modell-
problems in Gleichung auf Seite [21]ldsst sich die Bewegungsgleichung durch Ein-
fithrung der ZustandsgréBen z = [z, 227 = [x, '] " und der Toruskoordinate 01 € T! als
autonomes System erster Ordnung darstellen

z
z = ,
e(1-2%) 2o — 21 + @ cos (61) (2.66)

0=n  mit (g,@l)e[szTl,

welches im Folgenden auch als Originalsystem bezeichnet wird. Aufgrund der vollstindig
entdimensionierten Darstellung wird eine dimensionslose Frequenzbasis der Form (1, v)
angesetzt, in welcher n die bekannte Frequenz der Fremd- und v die noch unbekannte
Frequenz der Selbsterregung repriasentiert. Somit folgt eine Invarianzgleichung

ou + ou “ + 0 (2.67)
Ne—+Vv—= )
001 002 | ey +dcos(6y) —eutup
:fana :[FFT

fiir eine Torusfunktion u: T? — R?, die sich gemaR
2%(1) = unt, v1) (2.68)

mit einer quasi-periodischen Losung z* des Oszillators verkniipfen l4sst.

Imit () = d0)/de
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2. Methodische Grundlagen

Mit dem in Abschnitt beschriebenen Vorgehen wird nun mit Hilfe des harmonischen
Ansatzes

3
u® =@+ Y M0 cos (k) + sV (0,) sin (k) (2.69)
k=1

eine Naherung u® dritter Ordnung fiir die Torusfunktion u bestimmt. Als Basisfunktionen
des Ansatzes dienen hierbei die Harmonischen bis zur dritten Ordnung:

1~p(91) =[1,cos(01),sin(64),...,cos(367),sin (391)]T . (2.70)

Die rechte Seite der Invarianzgleichung ist bereits in einen analytisch zu projizie-
renden Anteil fan, und einen mittels FFT zu ndhernden Anteil frpr unterteilt. Obgleich
die Projektionen des Anteils ]: per auf die Ansatzfunktionen in diesem einfachen Fall auch
analytisch angegeben werden kénnen, wird im Zuge einer Validierung der vorgestellten
Vorgehensweise dennoch eine Ndaherung mittels FFT gewdhlt.

Das nach den Projektionen resultierende Spektralsystem (siehe Vorgehen auf den Sei-
ten[22]bis[26) nimmt die Form

d
EZ =-nCY+S(Y) mit YeR? ! Ser'?! Cer!®*!? (2.71)
2

an, wobei die Zustandsgrofen durch

T
_ [ A(0) A(0) A1) A(1) A1) 23
Y=|¢",¢,¢,6,85",..8 ] (2.72)

gegeben sind und 0, = 62/v das unabhiingige Argument des autonomen Differentialglei-
chungssystems darstellt.

Ergebnisse des Originalsystems. Zu Beginn wird das Verhalten des Originalsystems in
Abhingigkeit der Erregerfrequenz n untersucht. Fiir eine erste Einschitzung bietet sich
eine FFT-Untersuchung der durch numerische Integration des Differentialgleichungs-
systems gewonnenen Lésung an. Soweit nichts Gegenteiliges erwdhnt wird, erfolgt die
numerische Integration von Differentialgleichungen tiber ein Runge-Kutta-Verfahren
vierter Ordnung mit relativer und absoluter Toleranz tol,q; = 107% bzw. toly,s = 1075.
Die FFT selbst erfolgt mit Hilfe des bereitgestellten Algorithmus des kommerziellen
Numerik-Programms MATLAB.

In den Abbildungen 2.1 und 2.2] sind die Betridge des FFT-Spektrums mit der jeweiligen
dimensionslosen Kreisfrequenz vgpr des FFT-Verfahrens fiir verschiedene Werte der Erre-
gerfrequenz n € [0.5,4] dargestellt. Es werden hierbei gesondert die Fille einer moderaten
Anregungsstidrke & = 0.75 sowie einer stirkeren Anregung mit & = 1.5 betrachtet. Wie
den Ergebnissen zu entnehmen ist, findet sich im Bereich um 1 = 1 im Spektrum fiir
beide Anregungsstirken lediglich eine auftretende Frequenz bzw. Vielfache von dieser. So
zeigen sich die beiden (kommensurablen) Frequenzen vggr,; = und vggr2 = 0.5n, welche
mit entsprechend periodischem Losungsverhalten zu assoziieren sind. Mit steigender
Erregerfrequenz treten fiir @ = 0.75 ab n = 1.2 und fiir @ = 1.5 ab n = 1.5 zusitzliche
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2.3. Beschreibung von quasi-periodischem Verhalten

Frequenzanteile im Signal auf, die in keinem rationalen Verhéltnis zur Anregungsfrequenz
zu stehen scheinen. Es handelt sich somit um einsetzendes quasi-periodisches Verhalten.
Der mit der Anregung assoziierte Frequenzanteil verlduft erwartungsgemalf proportional
zu 1, wohingegen der zweite Frequenzanteil durchweg bei etwa vypr = 1 zu liegen scheint.

\W&

(§

[IFFT (2111
[IFFT(22)l|

v
FFT <

(a) z1 -Komponente (b) z2-Komponente

Abbildung 2.1.: FFT-Ergebnisse des Originalsystems mit € = 0.5 bei moderater Anregungstirke @ = 0.75

[IFFT (21)l|
[IFFT(22)l|

VFFT

(b) z2-Komponente

(a) z1-Komponente

Abbildung 2.2.: FFT-Ergebnisse des Originalsystems mit € = 0.5 bei groerer Anregungstdrke & = 1.5.

Ergebnisse des Spektralsystems. Fiir das in der FFT-Untersuchung aufgezeigte quasi-
periodische Verhalten erfolgt eine detaillierte Betrachtung mit Hilfe des aufgestellten
Spektralsystems (2.71). Im Fokus steht hierbei der Parametersatz mit € = 0.5 und & = 1.5.
Ausgehend von der im Originalsystem zu beobachtenden periodischen Lésung bei
n = 1 kann eine zugehorige stabile Ruhelage des Spektralsystems durch ein einfaches
NEwWTON-Verfahren bestimmt werden. Die so initialisierte Ruhelage wird mit den in
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2. Methodische Grundlagen

Abschnitt vorgestellten Verfahren in Abhéngigkeit der Erregerfrequenz n weiter
verfolgt, wobei die Stabilitdt der Losung durch das Hill-Verfahren bestimmt wird und
damit auch mégliche Bifurkationspunkte detektiert werden konnen.

Die Darstellung der Verfolgungsergebnisse der Ruhelage des Spektralsystems in Abbil-
dung[2.3]zeigt wie zu erwarten stabiles Verhalten bis zu einer Erregerfrequenz 7 = 1.4, bei
der aufgrund der mit @ gekennzeichneten Hopf-Bifurkation (H) die Ruhelage instabil
wird, was einem Ubergang in einen Bereich mit instabiler periodischer Lésung des
Originalsystems entspricht.

S A = H

“ 2F “ 2 o

Il I1]
o i ® L

2 H i
S 07[ T e e A S5 V/ )

g a P g e 1 e
S\ ARNVIVASS

5] Q -

o0 )

= 2 =

(5] Q

g I I I < oL I \ I \ I
= 1 2 3 ~ 1 2 3

Erregerfrequenz n Erregerfrequenz n
(a) Spektralkomponenten von u; (b) Spektralkomponenten von up

Abbildung 2.3.: Ruhelagen des Spektralsystems in Abhdngigkeit der Erregerfrequenz n fiir e = 0.5 und & = 1.5.
[ Ruhelage stabil: —, Ruhelage instabil: - - ]

Die detektierte Hopf-Bifurkation ist dabei auf Grund der durch das Spektralsystem redu-
zierten Beschreibung mit einer Neimark-Sacker-Bifurkation des Originalsystems zu asso-
ziieren, in Folge derer es zur Auspragung einer Torusmannigfaltigkeit mit darauf verlau-
fenden Losungen kommt. Diese Mannigfaltigkeit wird durch eine systematische Verfol-
gung der sich aus der Hopf-Bifurkation entwickelnden periodischen Losung des Spektral-
systems approximiert. Es wird dabei angenommen, dass dieses Vorgehen auch fiir poten-
tiell einsetzende Synchronisation brauchbare Ergebnisse liefert (siehe [72]). Da es sich um
einen vergleichsweise groen Zustandsraum handelt, sind in Abbildung[2-4]lediglich die
mit u; assoziierten Ndaherungen der Spektralkomponenten visualisiert. Die Darstellung
erfolgt dabei durch Angabe eines Mittelwerts sowie einer zugehorigen mittleren Abwei-
chung, die Aufschluss iiber das Schwingungsverhalten liefert. Der Mittelwert bestimmt
sich durch Mittelung der einzelnen Spektralkomponenten iiber eine Periode von 6, bzw.
0, und ist durch folgenden Ausdruck gegeben:

21 Ty
— 1 1 ~ ~
A _ (k) _ A(k)
W)= [ P02 do. - - [ &2 do.. 2.73)
92=0 92:0
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2.3. Beschreibung von quasi-periodischem Verhalten

Die mittlere Abweichung ist durch

D (k) f\/ M0 -M ((k))) do, = — f\/ é90,) -1 ((k))) b, (2.74)

gegeben und charakterisiert die Schwankungen um den Mittelwert tiber eine Periode. Die
zur Auswertung notige Periodendauer T» wird im Zuge der numerischen Bestimmung
der periodischen Losung des Spektralsystems notwendigerweise mit bestimmt und kann
somit direkt verwendet werden. In analoger Weise ergeben sich besagte Gréen auch fiir
die Komponenten §5.k)

__15F
5 L
Kiy —
Q 1 — Mittelwert M (.)
a 05 — mittlere Abweichung D (.)
%S |
H
= o}
! | |

1 2 3
8«3—1 Hﬂ'\_—,J a«,;_' H
) IQ
Eix iy
= 1=

I I I I

1 2 3 1 2 3
__o03fF __o03F
@,_4 - @—4 -
= N |
Q 0.2 2 0.2
8. 01 8. 01}
= | N |
= H = H
| U \ i —T oL \ i T

1 2 3 1 2 3
= 01 e 01k
12 1Q
P~ = H
o5 oL H I8 < L
= 1=

I I I I
1 2 3 1 2 3
Erregerfrequenz i Erregerfrequenz n

Abbildung 2.4.: Von Hopf-Bifurkation aus verfolgte periodische Losung des Spektralsystems in den Komponen-
ten von ] in Abhédngigkeit der Erregerfrequenz ) fiir e = 0.5, @ = 1.5.
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Erwartungsgemail($ startet die sich aus der Hopf-Bifurkation entwickelnde, periodische
Losung mit einer verhiltnismaig niedrigen Amplitude, was sich durch die niedrigen
Werte der mittleren Abweichung &uflert. Mit zunehmender Erregerfrequenz steigen
nun auch die Schwingungsamplituden des Spektralsystems an, wobei die einzelnen
Spektralkomponenten unterschiedlich stark angesprochen werden. Die zur Basisfunktion
v, = 1 zugehorige Spektralkomponente 6;0) verzeichnet die héchsten Schwingungsam-
plituden bei anndhernd verschwindendem Mittelwert, wohingegen es sich fiir die mit
Wy = cos(f1) und w3 = sin(8;) assoziierten Komponenten fast umgekehrt verhélt. Die
iibrigen Spektralkomponenten weisen kaum einen von Null verschiedenen Mittelwert
auf, zeigen allerdings ein auffillig peak-artiges Verhalten in bestimmten Bereichen der
Erregerfrequenz. So kénnen bei den in Abbildung dargestellten Verldufen fiir die
Werte 1 = 1.65,1.9,2.4 als auch in einem relativ weiten Bereich um 1 = 2.9 solche
Auffélligkeiten im Spektrum beobachtet werden. Eine detaillierte Betrachtung zur Klarung
dieser Auffélligkeiten und deren Bedeutung fiir das Systemverhalten findet sich im
spéteren Verlauf auf Seite[40]

Im Fokus der Losungsverfolgung steht jedoch nicht nur die Abschédtzung der einzelnen
Spektralkomponenten, sondern auch die Ndherung der noch unbekannten zweiten
Basisfrequenz v. Der in Abbildung [2.5] gegebene Verlauf zeigt sowohl die im Zuge der
Verfolgung bestimmte Periodendauer 7T als auch die daraus ableitbare Basisfrequenz
v = 27/T,, die zur Beschreibung der Torusmannigfaltigkeit und damit der darauf verlau-
fenden quasi-periodischen Losung benotigt werden. Ausgehend von der Neimark-Sacker-
Bifurkation ldsst sich so der Verlauf der zweiten Basisfrequenz iiber der Erregerfrequenz
angeben. Die Frequenzwerte liegen hier im Bereich v = 1 und stimmen somit mit den
Ergebnissen der FFT-Analyse in Abbildung[2.2]iiberein. Wie schon im Falle der einzelnen
Spektralkomponenten zeigen sich auch fiir diese Verldufe einige aufféllige Stellen, gerade
in den Bereichen um n = 1.95 sowie umn = 2.9.

6.6 1.02
SEEE
I
&
= 6.4 1
Q
3
5]
< L
=i
5}
3
= 6.2 0.98
5}
o
6 I I I I I I I I I I L 19.96
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2
Erregerfrequenz n

Abbildung 2.5.: Periodendauer/Grundfrequenz der verfolgten periodischen Losung des Spektralsystems in Ab-
héngigkeit der Erregerfrequenz 1 fiir e = 0.5, @ = 1.5.
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2.3. Beschreibung von quasi-periodischem Verhalten

Gemail des gewdhlten Ansatzes fiir die Torusfunktion aus Gleichung kann mit Hilfe
der numerisch bestimmten periodischen Losungen des Spektralsystems die Ndherung
u® der eingefiihrten Torusfunktion angegeben werden, welche die entsprechende inva-
riante Mannigfaltigkeit ndherungsweise beschreibt. Im Fall einer Torusfunktion mit ledig-
lich zwei Basisfrequenzen bietet sich eine grafische Darstellung der Mannigfaltigkeiten als
Fliche iiber die Toruskoordinaten 6; und 6, an. In Abbildung[2.6/finden sich exemplarisch
fiir eine Erregerfrequenz n = 1.5 solche Visualisierungen fiir die Komponenten u§3), wel-
che die Position des Oszillators beschreibt, und u?), die der Geschwindigkeit entspricht.
Aufgrund der periodischen Randbedingungen kdonnen die dargestellten Flachen durch
Aneinanderreihung beliebig in 0, - und/oder 0,-Richtung fortgesetzt werden.

u$ 01,02)

(a) Mannigfaltigkeit in u; (b) Mannigfaltigkeit in up

Abbildung 2.6.: Exemplarische Darstellung fiir gendherte Mannigfaltigkeit des fremderregten van-der-Pol Oszil-
lators im quasi-periodischen Bereich fiir eine Erregerfrequenz n = 1.5 fiir e = 0.5, @ = 1.5.

Die Mannigfaltigkeit ist gem&R der in Abschnitt[2.3]aufgearbeiteten Theorie invariant un-
ter dem Fluss der zugrundeliegenden Differentialgleichung. Startet demnach eine Tra-
jektorie auf dieser Mannigfaltigkeit, so wird sie diese nicht verlassen. Weiterhin fiillt im
quasi-periodischen Fall eine entsprechende Trajektorie die Mannigfaltigkeit dicht aus. Aus
den gendherten Mannigfaltigkeiten ldsst sich das stationédre Systemverhalten ndherungs-
weise abschitzen. Abbildungzeigt hierzu sowohl das periodische als auch das quasi-
periodische Losungsverhalten. Da im quasi-periodischen Fall die Losungstrajektorien die
Mannigfaltigkeit dicht ausfiillen, dienen die Maximal- und Minimalwerte der gendhrten
Torusfunktion als Abschidtzung der maximalen bzw. minimalen Auslenkung einer darauf
verlaufenden Losung:

max/min (z;) = max/min (u (01,602)), 01,02 € T, k=1,2.

Das Diagramm in Abbildung[2.7a]zeigt die entsprechenden Extremalwerte des stationéren
Systemverhaltens. Die bein = 1.4 mit (4) markierte Neimark-Sacker-Bifurkatiorﬂ(NS) stellt

Lentspricht der detektierten Hopf-Bifurkation (H) des Spektralsystems
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2. Methodische Grundlagen

nicht nur den Ubergangspunkt zwischen periodischer und quasi-periodischer Losung dar,
sondern auch den Bereich, in welchem die Systemauslenkungen verhéltnismaRig nied-
rig sind. Eine Unterscheidung im Sinne der Stabilitdt erfolgt in Ermangelung eines um-
setzbaren Kriteriums fiir quasi-periodische Losungen dabei nur fiir die periodischen L6-
sungszweige. Das Frequenzverhiltnis in Abbildung[2.7b|deutet, wie auch die Verldufe der
Spektralkomponenten, potentielle Synchronisationsbereiche an. Gerade um n = 2.9 ist
der Plateau-artige Verlauf zu erkennen, welcher einer in Abschnitt beschriebenen
Synchronisation entsprechen kénnte.
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(a) Auslenkungen der ZustandsgrofRen des fremderregten Oszillators (b) Verhiltnis der Basisfrequenzen

Abbildung 2.7.: Stationdre Losungen des fremderregten van-der-Pol Oszillators in Abhdngigkeit der Erregerfre-
quenz 7 fiire =0.5, @ = 1.5.
[period. stabil: —, period. instabil: - - , quasi-period.: === ]

Es ist anzumerken, dass bei der Losungsverfolgung aus pragmatischen Griinden keine
Unterscheidung zwischen tatsdchlich quasi-periodischen Lésungen und Synchronisatio-
nen mit auf dem Torus verlaufenden periodischen Losungen stattfinden kann.

Zur Validierung der ermittelten Ergebnisse findet sich in Abbildung[2.8]eine Gegeniiber-
stellung der tiber das Spektralsystem erhaltenen Ndherung mit den Ergebnissen einer
herkommlichen Zeitsimulation.

Es ist hierbei sicherzustellen, dass die Systemgleichungen tiber einen ausreichend langen
Zeitraum integriert werden, um so reprdsentative Ergebnisse des zugehdorigen stationédren
Zustands zu erhalten. Die Ergebnisse zeigen durchweg sehr gute Ubereinstimmungen und
untermauern damit die vorgestellte Vorgehensweise. Lediglich im Bereich um n = 2.9 sind
geringe Abweichungen zu erkennen. Dies ist mit der dort vermuteten Synchronisation
zu verkniipfen. In diesem Fall fiillen auf der Mannigfaltigkeit verlaufende, periodische
Losungen diese nicht mehr dicht aus und miissen daher die abgeschitzten Extremalwerte
nicht zwingend passieren. Die Invarianz bleibt von diesem Sachverhalt jedoch unbertihrt;
eine auf der Mannigfaltigkeit startende Losung wird diese nicht verlassen. Unter diesem
Aspekt scheint es naheliegend, dass die Abschédtzung der Auslenkungen des Originalsys-
tems auch im Falle von Synchronisation reprédsentative Ergebnisse liefert. Auch wenn die
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2.3. Beschreibung von quasi-periodischem Verhalten

darauf verlaufenden Losungstrajektorien nicht zwangslaufig die Maxima oder Minima der
Mannigfaltigkeit passieren, so liefert die Mannigfaltigkeit dennoch eine obere bzw. untere
Schranke des Systemverhaltens in diesen Bereichen.

Somit kann das durch die Mannigfaltigkeit approximierte Verhalten als weitestgehend
reprasentativ erachtet werden, ungeachtet der Tatsache, ob nun tatsdchlich quasi-
periodische oder durch Synchronisation bedingte periodische Losungen vorliegen.

| — Néherung liber Spektralsystem —e— Zeitsimulation |

g ! W
2 ?\\{ o] 2 N
£ D N R
E 0 Cmem—----2] £ O
& t Ns.-777 gt B
E E NS .-~
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4 | | -4 L | L |
1 2 3 1 2 3
Erregerfrequenz n Erregerfrequenz n
(a) Vergleich in Zustandsgrof3e z; (b) Vergleich in Zustandsgrole zp

Abbildung 2.8.: Vergleich der mit Hilfe der Mannigfaltigkeit genédhrten stationdren Zustdnde mit den Ergebnis-
sen einer reguldren Zeitsimulation fii verschiedene Erregerfrequenzen fiir € = 0.5, @ = 1.5.

Im Zuge der gemachten Beobachtungen hinsichtlich besonders auffélliger Stellen im
Spektrum und der dort vermuteten Synchronisation werden in Abbildung verschie-
dene Poincaré-Schnitte sowohl fiir Erregerfrequenzen mit unauffilligem als auch mit
auffilligem Spektrumsverlauf herangezogen. Die Poincaré-Schnitte lassen sich hierbei
direkt unter Verwendung der gendherten Torusfunktion und des Zusammenhangs aus

Gleichung angeben:
PO =u® (0,6, ,P":T' —R%.

Alternativ steht die klassische Vorgehensweise tiber eine entsprechend langen Zeitsimula-
tion zur Verfligung, wobei der Systemzustand jeweils zu den Zeitpunkten #; = 2kn/y erfasst
wird. Die Ergebnisse dieser beiden Verfahren finden sich in Abbildung[2.9] Die Graphen
in Abbildung[2.9a] zeigen die Poincaré-Schnitte an unauffilligen Stellen des Spektrums.
Die auf der Mannigfaltigkeit basierenden Schnitte sind hierbei geschlossene, sich nicht
schneidende Kurven und entsprechen im geometrischen Sinne einem Schnitt durch die
Torusmannigfaltigkeit bei 8, = 0. Es zeigt sich, dass die durch Zeitsimulation gewonnenen
Ergebnisse dicht auf diesen Kurven liegen, sodass es sich klar um Mannigfaltigkeiten mit
darauf verlaufenden quasi-periodischen Losungen handelt.
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Abbildung 2.9.: Poincaré-Schnitte fiir den fremderregten van-der-Pol Oszillator fiir verschiedene Erregerfre-
quenzen 7 fiir e =0.5, @ = 1.5.
[ Mannigfaltigkeit: —, Zeitsimulation: e ]

Ein vollig unterschiedliches Ergebnis liefert die Betrachtung der Poincaré-Schnitte an
besagten auffilligen Stellen des Spektrums in Abbildung[2.9b] Die auf der Mannigfaltigkeit
basierenden Schnitte zeigen ein partiell schleifenartiges Verhalten mit entsprechenden
Uberschneidungen. Dies spricht fiir einen Wechsel in einen Synchronisationsbereich mit
periodisch verlaufenden Trajektorien, wobei die Schleifenbildung dem Ansatz mit endlich
vielen trigonometrischen Basisfunktionen zuzuordnen ist.

Die einsetzende Synchronisation kann dariiber hinaus mit der Gegeniiberstellung zu den
Ergebnissen der Zeitsimulation belegt werden. Die hierdurch gewonnen Ergebnisse liegen
keineswegs mehr dicht auf eben jenen Kurven, sondern lokalisieren sich in einzelnen
Punkten.

Im Fall n = 1.9 finden sich zwei Haufungspunkte an den jeweiligen Schleifen, wohingegen
sich fiir n = 2.9 drei Haufungspunkte ergeben. Es handelt sich somit um Synchro-
nisationen vom 1 : 2- bzw. 1 : 3-Typ, bei der sich jeweils periodische Losungen mit
Grundfrequenzen, die der Hélfte bzw. einem Drittel der Erregerfrequenz entsprechen,
auf der Mannigfaltigkeit ausbilden; ein solches Verhalten ist auch in den Abbildung[2.8|
gegebenen Verldufen der Maximalauslenkungen zumindest ansatzweise zu beobachten.
Parallel zu den durch Zeitsimulation detektierten stabilen periodischen Losungen finden
sich dariiber hinaus noch instabile periodische Lésungen auf der Mannigfaltigkeit, welche
die jeweiligen Einzugsgebiete auf dem Torus abgrenzen.

Eine zusétzliche Validierung der fiir dieses Anwendungsbeispiel gewonnen Erkenntnisse
kann durch einen Vergleich mit den Ergebnissen aus erzielt werden. Es zeigt sich,
dass die beschriebene Vorgehensweise zur Approximation von Torusmannigfaltigkeiten
zur Beschreibung von quasi-periodischem Systemverhalten durchaus brauchbare Ergeb-
nisse liefert. Dariiber hinaus eignet sich das Verfahren in Zusammenspiel mit den auf
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2.3. Beschreibung von quasi-periodischem Verhalten

dem Hill-Verfahren beruhenden Stabilitédtskriterien fiir die Approximation, Verfolgung
und Bifurkationsdetektion periodischer Losungen. Die detektierten Neimark-Sacker-
Bifurkationen stellen dabei einen Initialisierungspunkt fiir den Zugang zu Bereichen mit
quasi-periodischem Verhalten dar.

Weiterhin hat sich gezeigt, dass das Verfahren auch zur Detektion von Synchronisations-
bereichen auf der Torusmannigfaltigkeit selbst gute Ergebnisse liefert. Ein entsprechendes
Kriterium zur systematischen Festsetzung dieser Bereiche, die sich nicht der Begrifflich-
keiten ,aufféllig® bzw. ,unauffillig“ bedient, steht dabei noch aus und bietet sich als
Thema zukiinftiger Arbeiten an.
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3. Modellierung hydrodynamisch
gelagerter Rotoren

Das nachfolgende Kapitel befasst sich mit der Modellierung des im Zentrum dieser Arbeit
stehenden Systems eines hydrodynamisch gelagerten, biegeelastischen Rotors.

Im Fokus steht hierbei klar die Beschreibung der fluidmechanischen Vorgidnge innerhalb
des Gleitlagers, sodass der eigentliche Rotor eher eine untergeordnete Rolle spielt. Aus
diesem Grund kommt fiir diesen ein verhaltnismaflig simples Modell zum Einsatz.

3.1. Ubersicht

Ein moglicher Aufbau des zu untersuchenden Systems ist in vereinfachter Weise in Ab-
bildung [3.1] dargestellt. Der biegeelastische Rotor rotiert mit der vorgegebenen Drehfre-
quenz Qg und ist dabei beidseitig durch hydrodynamische Radialgleitlager abgestiitzt. Die
statische Hauptbelastung des Systems erfolgt durch die Gewichtskraft basierend auf dem
Schwerefeld der Erde mit Gravitationskonstante g.

Die Lagerung basiert auf dem durch die Bewegung der Welle induzierten Druckaufbau im
Fluid und stellt ein in technischen Anwendungen hiufig verwendetes Konzept dar. Ein
exemplarischer Querschnitt durch ein solches Gleitlager ist in der Skizze in Abbildung[3.2]
fiir die wohl denkbar einfachste Ausfiihrung dargestellt.

Gleitlager

Abbildung 3.1.: Prinzipskizze eines hydrodynamisch gelagerten Rotors.
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3. Modellierung hydrodynamisch gelagerter Rotoren

Durch die Rotation des Wellenzapfens mit der Drehfrequenz Qg gegeniiber der festste-
henden Lagerschale kommt es zur Auspragung eines tragenden Fluidfilms mit einem
entsprechend verteilten Druckfeld. Es ist an dieser Stelle anzumerken, dass es sich
aus Griinden der tibersichtlichen Darstellung keineswegs um eine malstabsgetreue
Skizze handelt. Der radiale Abstand zwischen Lagerschale und Wellenzapfen fillt beim
realen Gleitlager wesentlich kleiner aus als dies durch die gegebene Skizze suggeriert
wird. Wird auf Basis des Innenradius Ry der Lagerschale sowie des Wellenzapfenradius
Ry ein nominelles Lagerspiel der Form (Ro—Rw)/Rry, definiert, so bewegt sich dieses fiir
eine technische Realisierung des dargestellten zylinderférmigen, mit Ol geschmierten
Gleitlagers typischerweise im Grofenordnungsbereich (Ro—Rw)/ Ry, = 2% (vgl. ).

) Lagerschale
Fluid (feststehend)

Abbildung 3.2.: Prinzipskizze eines hydrodynamischen Gleitlagers in zylinderférmiger Ausfithrung.

3.1.1. Aufbau und Submodelle

Die Beschreibung eines hydrodynamisch gelagerten Rotorsystems erfordert im Wesent-
lichen die Betrachtung von drei verschiedenen, miteinander gekoppelten Teilsystemen,
fiir die jeweils ein separates Submodell aufgestellt wird. Zu diesen Teilsystemen gehoren
das Fluid, die Lagerschale sowie der biegeelastische Rotor. Die Vereinigung aus Fluid und
Lagerschale kann weitestgehend auch als das eigentliche Gleitlager betrachtet werden,
welches in Wechselwirkung mit dem zugehorigen Rotor steht.

Die jeweiligen Submodelle werden unter Beriicksichtigung der Fluidmechanik, Kontinu-
umsmechanik und der Mehrkorperdynamik aufgestellt und bedienen sich weitestgehend
bereits existierender Modellbeschreibungen. Das Fluidmodell basiert auf der Annahme
eines vergleichsweise diinnen Films und wird in Abschnitt néher ausgefiihrt. Hinzu
kommt die Beriicksichtigung einer von der klassischen Zylinderbauform abweichenden
Geometrie der Lagerschale, die im Zuge einer kontinuumsmechanischen Modellierung
in Abschnitt beschrieben wird. Das in dieser Arbeit eher eine untergeordnete Rolle
spielende Rotormodell wird kurz in Abschnitt[3.4]angerissen.
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3.1. Ubersicht

Die in Abbildung dargestellte Ubersicht zeigt den Aufbau des Gesamtmodells sowie
die hierfiir benotigten Submodelle, welche unter Berticksichtigung der relevanten Wech-
selwirkungsgrolen weitestgehend unabhéngig voneinander aufgestellt werden konnen.
Das im Zentrum stehende Fluidmodell stellt dabei die Verbindung zwischen Lagerschale
und Rotor dar. Das durch die Prinzipien der Hydrodynamik aufgebaute Druckfeld p fiihrt
zu einer resultierenden Lagerkraft F;,, welche als EingangsgroRe fiir das Submodell Rotor
fungiert. Es ist an dieser Stelle anzumerken, dass fiir die anschlieenden Untersuchungen
die Wirkung des Fluiddrucks auf die Verformung der Lagerschale in einem ersten Schritt
vernachldssigt wird. Diese Annahme stellt eine vergleichsweise starke Einschrdnkung
dar, erscheint dennoch im Hinblick auf eine erste Abschidtzung der Mdglichkeiten zur
gezielten Einflussnahme auf das dynamische Verhalten des Rotorsystems als sinnvoll.
Der Druckaufbau im Fluid steht sowohl mit der Bewegung des Wellenzapfens als auch mit
der Geometrie der Lagerschale in Zusammenhang.

Weitere Eingangsgroflen sind durch die in Abschnitt erwdhnten Aktoren gegeben,
welche zur gezielten Verformung der Lagerschale und somit zur Realisierung unterschied-
licher Geometrien eingesetzt werden. Die Aktoren selbst spielen eine untergeordnete
Rolle und liefern lediglich eine vorgegebene Verschiebung der Lagerschale am jeweiligen
Angriffspunkt, wobei eine Riickwirkung der Lagerschale auf die Aktoren an dieser Stelle
nicht berticksichtigt wird. Die Verschiebung hat hierbei direkten Einfluss auf die geome-
trische Form der Lagerschale und kann so die Druckverteilung im Fluid beeinflussen.

Weitere Informationen zu den einzelnen Submodellen finden sich in detaillierter Ausfiih-
rung in den nachfolgend aufgefiihrten Teilabschnitten.

Aktoren Umgebung

Verschiebung Wellenzapfenkinematik statische Last

A

Abbildung 3.3.: Schema der einzelnen Submodelle und deren Wechselwirkungen im Gesamtmodell des hydro-
dynamisch gelagerten Rotors.

A 4 ; | { | A

Lagerschale Fluid

Rotor

Lagergeometrie Lagerkrafte Fp
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3. Modellierung hydrodynamisch gelagerter Rotoren

3.1.2. Gleitlagerkonzept

Im Zuge der Modellierung erfolgt eine detaillierte Betrachtung des vorgeschlagenen
Gleitlagerkonzepts sowie der zur Beschreibung notwendigen kinematischen und geome-
trischen Gréen.

Konzeptioneller Aufbau. Ausgangspunkt ist das Radialgleitlager, dessen Querschnitts-
darstellung als Prinzipskizze in Abbildung gegeben ist. Es handelt sich hierbei um
ein Konzept, welches im initialen Zustand von einer in Abbildung gezeigten zylin-
derformigen Lagerschale mit Innenradius Ry ausgeht. Durch zwei an gegeniiberliegenden
Umfangspositionen angebrachte Aktoren wird die Lagerschale verformt, um so ein oval-
formiges Querschnittsprofil zu realisieren. Die Aktoren haben hierbei nur einen qualita-
tiven Charakter, sodass die tatsdchliche technische Realisierung sowie die Aktorauswahl
kein Bestandteil der vorliegenden Arbeit sind.

Allgemein haben sich nicht-kreisrunde Profile als duferst vorteilhaft hinsichtlich der Un-
terdriickung tiblicherweise unerwiinschter Selbsterregungsmechanismen erwiesen (siehe
Abschnitt [I.2), weswegen das hier vorgeschlagene Konzept als vielversprechend einge-
stuft wird. Das Konzept dhnelt denen von PFaU [61] oder CHASALEVRIS UND DOHNAL
vorgeschlagenen Realisierungen aktuierter Gleitlager, unterscheidet sich aber in sofern,
dass nicht von starren, verschiebbaren Elementen ausgegangen wird, sondern von einem
nicht-kreisrunden Profil, welches durch eine Verformung u(¢) der Lagerschale in radialer
Richtung erzielt wird.

Lagerschale (unverformt)

/Innenradius Ry

aem
.-
.-

Lagerschale (verformt)

Fluid

Abbildung 3.4.: Prinzipskizze des zu untersuchenden, hydrodynamischen Gleitlagers.
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3.2. Hydrodynamischer Fluidfilm

Kinematische Grofen. Die Beschreibung der fiir die Modellierung relevanten Abmes-
sungen und kinematischen Grofen erfolgt sowohl mit Hilfe des Inertialsystems J als auch
des lagerfesten Bezugssystems £ mit den entsprechenden kartesischen Koordinatensyste-
men {eJ, e:;,, e)} und {e%, ef, e’} (vgl. Abbildung. Die Basisvektoren des inertialfesten
Koordinatensystems werden hierbei so gewéhlt, dass eg stets in axiale Langsrichtung des
Rotors zeigt. Das lagerfeste Koordinatensystem resultiert dabei aus einer einfachen Dre-
hung des inertialfesten Koordinatensystems um eben jene e2-Achse mit dem konstanten
Winkel a, sodass die Wirkrichtung der beiden angebrachten Aktoren stets parallel zur
ef -Achse verlduft.

Die Position des Wellenzapfenmittelpunkts L im Lager wird durch den Ortsvektor ry, be-
schrieben, wobei fiir die Modellierung und Untersuchung lediglich die entsprechenden
Anteile in e? - und ef -Richtung von Interesse sind. Es wird angenommen, dass sdmtliche

translatorischen Bewegungen stets orthogonal zur e -Liangsrichtung verlaufen.

Relevante geometrische Abmessungen. Im Zuge der Beschreibung des Druckaufbaus ist
besonders die Fluidfilmdicke oder Schmierspalthdhe h(¢p) entscheidend. Diese hingt di-
rekt von der Position r; des Wellenzapfens sowie der durch die Aktoren bedingten radialen
Verformung u(¢) der Lagerschale ab.

3.2. Hydrodynamischer Fluidfilm

Die Modellierung des hydrodynamischen Fluidfilms innerhalb des Radialgleitlagers er-
folgt im Rahmen der Diinnfilmtheorie und fiihrt unter Beriicksichtigung weiterer Annah-
men auf die aus der Literatur bekannte Reynoldsgleichung (siehe [83]). Es handelt sich
hierbei um eine partielle Differentialgleichung des Fluiddrucks, deren Losung sich nur
unter bestimmten Umstdnden in analytischer Form angeben ldsst. Im Regelfall kann diese
jedoch mit Hilfe entsprechender Verfahren (Finite-Differenzen, Galerkin-Verfahren, etc.)
ndherungsweise bestimmt werden.

3.2.1. Reynoldsgleichung

Die im Bereich der Gleitlagerdynamik typischerweise eingesetzte Reynoldsgleichung stellt
eine Vereinfachung der aus der Fluidmechanik bekannten Navier-Stokes-Gleichungen
sowie der Kontinuititsgleichung dar (siehe [68]). Die im Folgenden vorgestellte Form
dieser Druckaufbaugleichung bezieht sich hierbei lediglich auf inkompressible Fluide und
wird daher u.a. auch als inkompressible Reynoldsgleichung bezeichnet. Die Reynolds-
gleichung zdhlt dabei zu den Standardmodellen aus dem Bereich der Fluiddynamik
und beschrédnkt sich nicht nur auf die Auslegung von hydro- oder aerodynamischen
Gleitlagern, sondern findet in fast allen Anwendungen mit vergleichsweise diinnem
Fluidfilm Anwendung, so z. B. auch bei der Auslegung elasto-hydrodynamischer Kontakte.
Aus Griinden der Ubersicht sind nachfolgend kurz die grundlegenden Annahmen der
Herleitung aufgefiihrt, welche sich an den Ausfithrungen von SZERI orientieren.
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3. Modellierung hydrodynamisch gelagerter Rotoren

Grundlegende Annahmen. Fiir die Herleitung der Reynoldsgleichung werden u. a. fol-
gende Annahmen getroffen:

e Das mit Fluid gefiillte Volumen zeichnet sich in einer Raumrichtung durch eine ver-
héltnismilig kleine Abmessung aus. Im vorliegenden Fall von Radialgleitlagern sind
dabei die Abmessungen in radialer Richtung sehr viel kleiner als die der verbleiben-
den axialen sowie Umfangsrichtung. Wird die einleitende Skizze in Abbildung[3.2]
betrachtet, so finden sich nach bei 6lgeschmierten Gleitlagern typischerweise
Verhiltnisse von (Ro—Rw)/Ry, =~ 0.002.

¢ Das Fluid wird als inkompressibel angesetzt. Da es sich hier um eine hydrodynami-
sche Ausfiihrung handelt, stellt dies eine sinnvolle Annahme dar. Im Falle aerody-
namischer Gleitlager muss hingegen eine kompressible Modellierung unter Hinzu-
nahme eines entsprechenden Stoffgesetzes erfolgen.

¢ Die Viskositét des Fluids ist konstant.

* Es liegen verhdltnism@dRig kleine Reynolds-Zahlen vor, sodass Trigheits- wie auch
Volumenkréfte vernachlissigt werden.

Einfiihrung von Zylinderkoordinaten. Hinsichtlich der zu betrachtenden Geometrie des
in Abbildung dargestellten Konzepts erfolgt die Darstellung der Reynoldsgleichung
ausgehend vom lagerfesten Koordinatensystem mit Hilfe von Zylindermantelkoordinaten
(¢, z). Daim Zuge der Herleitung eine Mittelung iiber die radiale Richtung erfolgt, werden
nur Anderungen in axialer sowie Umfangsrichtung in der Reynoldsgleichung berticksich-
tigt, deren Definitionsbereich demnach eine Teilmenge von

1 B B
QFuid = 1@, 2) €S xR —55z55,3>0 3.1)

ist, wobei B die Breite des Lagers eZL -Richtung angibt.

Reynoldsgleichung in dimensionsbehafteter Form. Durch die relative Bewegung zwi-
schen Lagerschale und Wellenzapfen kommt es innerhalb des Fluids zu einem Druckauf-
bau, welcher durch die Reynoldsgleichung in Zylinderkoordinaten

o (op hy L0 op hi
0¢ \ 09 R 1 0z p

:6QR%+12% (3.2)
O0p ot

0z

beschrieben werden kann (vgl. [83]). Die gegebene partielle Differentialgleichung zur Be-
schreibung des Fluiddrucks p enthilt dabeilediglich Ableitungen bzgl. Umfangskoordina-
te ¢ und der axialen Koordinate z. Als Parameter treten weiterhin der Wellenzapfenradius
Rw, die Drehfrequenz Qp sowie die dynamische Viskositdt u des Fluids auf.

Als essentielle Eingangsgrofle der Reynoldsgleichung fungiert der Ausdruck hg, welcher
die Schmierspalthohe (oder auch Fluidfilmdicke genannt) in Abhédngigkeit einzelner kine-
matischer Groflen angibt. Im Zuge der Herleitung der Reynoldsgleichung handelt es sich
hierbei um den bzgl. der Wellenzapfenauslenkung linearisierten Anteil:

hO:RO—RW+u—rL-(cos<pef+sin(pe§). (3.3)
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3.2. Hydrodynamischer Fluidfilm

Wird fiir den Ortsvektor r; des Wellenzapfens eine Darstellung als Linearkombination der
kartesischen Basisvektoren gewéhlt

rr = xLef + yLef s (3.4)
gewdhlt, so ergibt sich die Schmierspalthéhe zu
ho=Ro—Rw + u— X1 COS( — Y1 COS . (3.5)

Die fiir die Beschreibung der nach au8en gerichteten radialen Verschiebung u der Innen-
seite der Lagerschale relevanten Ausdriicke werden dabei im nachfolgenden Abschnitt[3.3]
nidher ausgefiihrt.

3.2.2. Losungsanforderungen

Basierend auf Gleichung ergibt sich der Definitionsbereich Q, der Reynoldsglei-
chung als Teilmenge

Qp < Qpiuid (3.6)

des vollstdndig durch den 27-periodischen Umfangswinkeﬂ(p und durch die axiale Koor-
dinate z beschriebenen Zylindermantels. Bei dem gesuchten Fluiddruck handelt es sich
somit um eine Funktion der Form

p:Qp—R. 3.7

Es stellt sich zwangsldufig die Frage nach der Beschaffenheit dieses Definitionsbereichs
Q) sowie den damit verbunden Losungsanforderungen im Hinblick auf eine sinnvolle
Beschreibung der Druckverteilung im Radialgleitlager.

In diesem Kontext werden verschieden geartete Anforderungen betrachtet, die im Laufe
der vergangenen Jahrzehnte Bestandteil zahlreicher Untersuchungen gewesen sind und
die iiblicherweise unter dem Uberbegriff ,Randbedingungen der Reynoldsgleichung*

gruppiert werden (siehe u. a. 94)).

Axiale Randbedingungen. Den Randbedingungen in axialer Richtung werden in der zu-
vor genannten Literatur vergleichsweise wenig Aufmerksambkeit geschenkt. So werden fiir
die Druckfunktion (3.7) {iblicherweise Null-Bedingungen an den axialen Rdndern gefor-
dert:

B
P((pyzzig) =0. (3.8)

Diese Herangehensweise ist typisch fiir die Modellierung hydrodynamischer Gleitlager,
wobei meistens noch eine zusitzliche Symmetrieannahme der Form

s . N B
plp,.z=2)=p(p,z=-2), Vie 0,5]. (3.9)

eingebracht wird.

Loder auch Umfangskoordinate
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3. Modellierung hydrodynamisch gelagerter Rotoren

Voll-Film-Annahme. Neben den axialen Randbedingungen miissen auch die Anforde-
rungen an eine Druckfunktion bzgl. der Umfangsrichtung spezifiziert werden. Die denk-
bar einfachste Annahme setzt eine Giiltigkeit der Reynoldsgleichung auf dem gesamten
Gebiet Qpyiq an, fiir welches nun stetig differenzierbare Lésungen der Form

p:Q,—R peC® mit Qp=Qpyad (3.10)

gefordert werden. Dies entspricht den Sommerfeld-Bedingungen, woraus durch Vernach-
lassigung negativer Druckwerte die Giimbel-Bedingungen resultieren (vgl. [46]).

Voll-Film-Annahme mit zusétzlicher Druckbedingung. Zusitzlich zur vorherigen An-
nahme kann der Fluiddruck an einer oder mehreren ausgezeichneten Stellen des Umfangs
vorgegeben werden. Dieser Umstand lasst sich beispielsweise durch eine im Lager verbau-
te Fluidzufuhr mit konstantem Versorgungsdruck motivieren.

Die beschriebenen Anforderungen bleiben weitestgehend bestehen, wobei auf Kosten der
stetigen Differenzierbarkeit nun an N, beliebigen Stellen ¢ fiir k = 1,.., N, der Druck
durch entsprechende Werte py.(z) vorgegeben wird:

PP, 2) = Pr(2), k=1,.., Np. (3.11)

Daraus resultiert ein Auftrennen der Umfangsmenge S' in N, Teilintervalle und somit
eine Unterteilung in N, separate Randwertprobleme, fiir welche die Druckwerte an den
jeweiligen Ubergingen durch die verschiedenen py(z) vorgegeben sind.

Teil-Film-Annahme. Im Gegensatz zu der recht einfach umzusetzenden Voll-Film-
Annahme, stellt die nachfolgend diskutierte Herangehensweise eine wesentlich kom-
plexere Modellierung mit erh6htem Implementierungsaufwand dar.

Die hier zugrunde liegende Annahme setzt auf eine Betrachtung partiell mit Fluid
gefiillter Bereiche bei Vermeidung entsprechender Unvertrédglichkeiten hinsichtlich der
Kontinuitédtsgleichung. In der Literatur wird dieses Vorgehen tiiblicherweise mit den sog.
Reynolds-Randbedingungen (siehe [46]) assoziiert. Ausgehend vom Beginn ¢; eines in
Umfangsrichtung konvergierenden Schmierspalts

dhg
op

8’ hy

, 6_(/)2 <0 (3.12)

P=¢1

P=¢1

wird der Beginn eines Bereichs mit positivem Fluiddruck initialisiert:
p(p1,2) =0. (3.13)

Die Reynolds-Randbedingungen fordern nun am anderen Ende des Druckgebiets einen
Ubergang in den sich anschlieBenden Unterdruckbereich mit verschwindender erster Ab-
leitung. Diese liefert weitere Bedingungen

0
ply2,2) =0 und n =0, (3.14)
14 =2

mit der noch zu bestimmenden Umfangsposition ¢, > ¢;.
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3.2. Hydrodynamischer Fluidfilm

Das Problem erweitert sich somit um die Bestimmung der noch unbekannten Position ¢,
der Ubergangsstelle, welche i. d. R. nur durch iterative Verfahren ermittelt werden kann.
Treten aufgrund einer vom Kreisprofil abweichenden Geometrie allerdings mehrere iiber
den Umfang verteilte, nicht zusammenhadngende Bereiche mit tragenden Fluidfilmen auf,
so gestaltet sich die iterative Suche nach den einzelnen Bereichen unter jeweiliger Beriick-
sichtigung der postulierten Bedingungen und als sehr schwierig und rechen-
zeitintensiv, da jeder einzelne Druckbereich variable Rander hat und im Zuge einer dyna-
mischen Untersuchung in jedem Zeitschritt systematisch ausiteriert werden muss. Somit
ist eine solche Modellierung fiir das zugrundeliegende Gleitlagerkonzept eher ungeeignet,
weswegen im Folgenden lediglich die Voll-Film-Annahme Anwendung findet.

Anpassung des Druckfelds. Fiir die Voll-Film-Annahme wird eine Giiltigkeit der Reynolds-
gleichung {iber ganz Q, = Qpyyiq vorausgesetzt, was aufgrund des modellierten, inkom-
pressiblen Fluids zu Bereichen Q,- < Q) fiihrt, in denen der Fluiddruck p negative
Werte annimmt; also p(¢g,z) < 0 fiir (¢,z) € Q),-. Dieser Umstand ist als einsetzende
Kavitation bzw. als Abriss des Fluidfilms zu interpretieren (vgl. [10]) und steht somit
in direktem Gegensatz zu den zuvor getroffenen Annahmen eines voll ausgepriagten
Fluidfilms. Um dieses aus modellierungstechnischer Sicht unerwiinschte Auftreten
negativer Druckwerte, welches einer Ubertragung von Zugkriften entsprechen wiirde,
zu handhaben, werden die im Unterdruckbereich liegenden Werte schlichtweg zu Null
gesetzt. Dieses Vorgehen findet sich u.a. bei VAN DE VRANDE [95], woraus eine als
physikalisch sinnvoll einzustufende Beschreibung resultiert:

P @.2) = {0 P2 <0 (3.15)

p@,2) plp,2)=0"

Diese Funktion ist zwar nur noch teilweise stetig differenzierbar, aber in dem fiir die
Modellierung entscheidenden Bereich Q,\Q,- werden alle relevanten Anforderungen
erfiillt. Obgleich dieses Vorgehen teilweise unvertrégliche Anforderungen an die Vorgénge
im Gleitlager stellt, konnen bei simpler Implementierung vergleichsweise gute bis sehr
gute Ndherungen des Druckfelds erzielt werden (vgl. [46}[95]).

3.2.3. Lagerkrifte

Ziel der vorgestellten Modellierung in Abschnitt im Zusammenspiel mit den L6-
sungsanforderungen in Abschnitt [3.2.2] ist ein gemdR Gleichung gegebener Aus-
druck p*(¢,z) zur Beschreibung des Fluiddrucks innerhalb des Gleitlagers an einer
beliebigen Stelle (¢, z) € Q,, des zugehdrigen Definitionsbereichs.

Wird dieser Ausdruck durch ein geeignetes Verfahren entweder exakt oder ndherungswei-
se bestimmt, lassen sich daraus die auf den Wellenzapfen wirkenden, hydrodynamischen
Fluidkrafte berechnen, welche im Kontext dieser Arbeit auch als Lagerkréfte bezeichnet
werden. Diese ergeben sich in vektorieller Form durch Integration der durch den Fluid-
druck verursachten Flachenlast:

Fp:—fp*nLde (3.16)
Qp
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3. Modellierung hydrodynamisch gelagerter Rotoren

Der Vektor ny, reprédsentiert hierbei den nach aulen gerichteten Einheitsnormalenvektor
der Oberfldache des Wellenzapfens und wird dhnlich der in der Reynoldsgleichung auftre-
tenden, linearisierten Fluidfilmdicke mit

nL:cos<pef +sin<pe§ (3.17)

approximiert. Mit der Darstellung in Abhingigkeit der Basisvektoren ergibt sich weiterhin:

_pl oL gl oL
Fp=F, e +F, e/ . (3.18)
Ublicherweise bietet sich in diesem Kontext auch eine Linearisierung an, um so Aussagen
tiber Steifigkeit und Dampfungseigenschaften der Lagerung treffen zu kénnen (siehe [49]).

3.2.4. Dimensionslose Notation

Formulierung der Reynoldsgleichung. Eine méglichst einfache und allgemeine Darstel-
lung der Reynoldsgleichung kann durch Einfithrung einer dimensionslosen Notation er-
zielt werden, was ebenso die Anzahl der in der Gleichung enthaltenen Parameter redu-
ziert. Eine mogliche Entdimensionierung ist durch

2z _ ZRW ho C2

T=Qpt, z=—, y=—— H=—, lI=———p (3.19)
C R%V,LLQR

B B

gegeben, worin neben der dimensionslosen Zeit 7 weiterhin die dimensionslose axiale
Langsrichtung z, der Kurzlagerparameter y, die auf das initiale Lagerspiel normierte
Schmierspalththe H sowie der dimensionslose Fluiddruck IT eingefiihrt werden. Damit
lasst sich die Reynoldsgleichung auf folgende dimensionslose Form bringen:

0 (. 50II 5 0 ( 50II 0H 0H

— | H —|+y" =|H —=|=6—+12—. (3.20)
(ol0) op 0z 0z T

Die aus Gleichung ableitbare, normierte Schmierspalthéhe
ho .
H= E =1+ U - Xy cos(p) — Yz sin(p) (3.21)
bedingt zwangsldufig die Einfiihrung entsprechender dimensionsloser Groflen fiir die

Wellenzapfenkoordinaten

XL yr
X, =2k y =2 3.22
L=75 L=7G (3.22)
und fiir die radiale Verschiebung der Lagerschale

U= (3.23)

u
ok
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3.2. Hydrodynamischer Fluidfilm

Nach entsprechender Umformulierung der in Abschnitt gelisteten Randbedin-
gungen in Abhéngigkeit der eingefiihrten GroRBen liegen alle fiir das Fluidmodell
notwendigen Zusammenhénge in dimensionsloser Form vor.

Zur besseren Einordnung der jeweiligen GréBenordnungen kénnen Tabelle und
Tabelle[3.2]auf den Seiten[64Jund[65|herangezogen werden.

Ausdruck fiir die Lagerkréfte. Im Zuge einer einheitlichen Vorgehensweise lassen sich
auch die Lagerkriifte mit Hilfe der entdimensionierten GréRen (3.19) angeben. Wird
auf die aus der Fluiddynamik typischerweise verwendeten GréRen zuriickgegriffen ergibt
sich

2
Fp:FOSmff—YZH*nLd(pdE, (3.24)

wobei S, die modifizierte Sommerfeldzahl (vgl. [27])

_ RngﬂQR

S,, = 3.25
m 2FoC2 (3.25)

beschreibt und F, eine noch unspezifizierte charakteristische KraflEl bezeichnet. Die
Druckfunktion IT* bezeichnet dabei die physikalisch sinnvolle Druckverteilung gemag
Gleichung (3.15) in dimensionsloser Form:

* (¢, 2) = {0 1g,2) <0 (3.26)

M(p,z) Mp,2)=0"

Basierend auf den kartesischen Basisvektoren ergeben sich die skalaren Ausdriicke fiir die
auf den Wellenzapfen wirkenden Lagerkréfte:

2
F,f,x=5mF0ff—YZH* cospdpdz,

) (3.27)
FpL,yzsmFoff—YZH*sin(pd(deJ.

~
_. L
=fpy

Die auszuwertenden Integrale werden im Folgenden mit den dimensionslosen Aus-
driicken f,fx und f,fy abgekiirzt, sodass die auf Fy normierten Lagerkrifte sich durch

F¥ F¥
px _ L Py _ L
Fo =Smfpx» F =Smfpy (3.28)

darstellen lassen.

I Fiir Fy wird iiblicherweise die statische Lagerlast gewahlt.
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3. Modellierung hydrodynamisch gelagerter Rotoren

3.2.5. Vereinfachung mit Hilfe des Kurzlageransatzes

Um einen analytischen Zugang zur Reynoldsgleichung zu ermdglichen, wird in der Lite-
ratur oft der Kurzlageransatz angefiihrt, der unter Annahme eines vergleichsweise kurzen
Lagers (y? > 1) die auf den Umfang bezogenen partiellen Ableitung vernachlissigt. Dar-
aus ergibt sich die auf das Kurzlager angepasste Reynoldsgleichung:

) a( 3anKL) 0H _0H
— |H —|=6—+12—. (3.29)
0z 0z

Zwecks Abgrenzung wird das zu beschreibende Druckfeld mit TTX" bezeichnet. Eine
zweifache Integration der gegebenen Differentialgleichung tiber die axiale Langsrichtung
liefert unter Beriicksichtigung einer von der axialen Langskoordinate unabh#ngigen
Schmierspalthohe H und den typischerweise verwendeten axialen Randbedingungen
die Druckverteilung im Kurzlager (vgl. [9]):

621 4 1294
0 T
<t = %(z2 -1). (3.30)

3.3. Lagerschale

Ein zentrales Element der in dieser Arbeit durchgefiihrten Untersuchungen stellt der
Einfluss der Lagergeometrie auf das dynamische Verhalten dar, welcher fiir verschiedene
Parameterkonstellationen untersucht wird.

Die vorgestellte Modellierung liefert hierfiir eine auf rein linear-elastischer Verformung
basierende Beschreibung des Verschiebungsfeldes der Lagerschale, welche im Ausdruck
der Schmierspalthéhe der Reynoldsgleichung beriicksichtigt wird.

Es ist anzumerken, dass im Rahmen dieser Arbeit eine Riickkopplung des Fluiddrucks auf
die strukturelle Vorformung der Lagerschale sowie Tragheitseffekte nicht berticksichtigt
werden. Es wird davon ausgegangen, dass diese unter bestimmten Voraussetzungen
keinen (oder nur einen geringen) Einfluss haben. Diese Annahmen erscheinen fiir einen
ersten Ansatz vertretbar, da z.B. in gezeigt wird, dass die Bertiicksichtigung einer
Wechselwirkung des Drucks lediglich einen geringen Einfluss auf die Tragfdhigkeit der
Gleitlager hat. Die Tragheitsterme werden unter dem Gesichtspunkt eines relativ grof3
ausfallenden Unterschieds zwischen der Masse der jeweiligen Lagerschalen und der
eigentlichen Rotormasse vernachléssigt.

Unabhingig von der Annahme einer einseitigen Kopplung zwischen Fluid und La-
gerschale, fiihrt das in diesem Abschnitt vorgestellte Verschiebungsfeld auf mégliche,
nicht-zylindrische Gleitlagergeometrien, die ebenso auch als starr angenommen werden
konnen. Der Einfluss eines solch geformten Gleitlagers auf das dynamische Verhalten des
Rotors wird darauf aufbauend in Kapitel[5|ndher untersucht.

Zum Thema der strukturellen Verformung von Lagerschalen finden sich zur weiteren
Information entsprechende Ansitze in der Literatur, u. a. in [38}95].
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3.3. Lagerschale

3.3.1. Balkenmodell

Zur Bestimmung eines entsprechenden Ausdrucks fiir die Gleitlagergeometrie wird ein
linear-elastisches Verschiebungsmodell eines initial kreisrund gebogenen Balkens aufge-
stellt. Die Verformung erfolgt dabei durch zwei geeignete Aktoren (vgl. Abbildung[3.4), die
jeweils die gleiche Verschiebung an gegeniiberliegenden Seiten aufbringen.

Eine Skizze des betrachteten Balkenmodells ist in Abbildung[3.5 dargestellt und zeigt die
initiale Konfiguration mit kreisrundem Profil in der e’ -ef -Ebene. Fiir die nachfolgende
Modellierung wird aufgrund der vorliegenden Symmetrie zusédtzlich ein zylindrisches
Koordinatensystem {e~, e(ﬁ ,e~} eingefiihrt.

Die Mittellinie des Balkens hat im unverformten Ausgangszustand den radialen Abstand
R zum Mittelpunkt des Lagers. Weiterhin ist die radiale Dicke durch d und die axiale
Breite durch B gegeben. Daraus ergibt sich der fiir das Fluidmodell wichtige Innenradius
Ry = R —d/2 im Ausgangszustand.

Verschiebung durch Aktor 1

materieller Punkt

Mittellinie

Verschiebung durch Aktor 2 T

Abbildung 3.5.: Skizze des Balkenmodells fiir die Lagerschale.

Im Rahmen der klassischen Balkentheorie wird die Ausdehnung der Lagerschale in ra-
dialer und axialer Richtung als verhéltnismalig klein gegeniiber der Ausdehnung in Um-
fangsrichtung angenommen, also B < R und d « R. Dies hat zur Folge, dass lediglich
kiirzere Gleitlager mit diesem Modell ndherungsweise beschrieben werden kénnen.

Zur Modellbildung kommt im Wesentlichen die Theorie der linearen Kontinuumsmecha-

nik zum Einsatz, die sich u. a. in findet.
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3. Modellierung hydrodynamisch gelagerter Rotoren

Formulierung des Verschiebungsansatzes sowie des zugehdorigen Verzerrungstensors.
Die Verschiebung eines materiellen Punktes des Balkens kann allgemein durch

u(r,,z) = u(re, z)erL + v(r,<p,z)e£ + w(r,(p,z)ef (3.31)

in Abhédngigkeit der polaren Koordinaten (r, ¢, z) der Anfangsplatzierung angegeben wer-
den. Im unverformten Zustand gilt folglich u = 0.

Die Modellierung des Balkens erfolgt im Rahmen der Euler-Bernoulli-Balkentheorie (vgl.
(591), woraus sich basierend auf den Ausfiihrungen von WAUER folgender Ansatz fiir
das Verschiebungsfeld anbietet:

r-R (aﬁ((p)
R (ol0)

Die Funktionen u(¢) = u(r = R,¢) und v(¢p) = v(r = R, ¢) beschreiben dabei die Verschie-
bung der Balkenmittellinie von einem initialen Referenzkreis in radialer und tangentialer
Richtung und sind lediglich von der Umfangskoordinate ¢ abhingig. Es wird angenom-
men, dass die radiale Verschiebung unabhingig von der radialen Koordinate r ist, sodass
alle zu einer beliebigen Umfangsposition gehorigen materiellen Punkte die gleiche Ver-
schiebung in e* -Richtung erfahren. Die Verschiebung in tangentialer e(f -Richtung setzt
sich aus der Verschiebung sowie Kriimmungsidnderung der Mittellinie zusammen und
hédngt linear von der radialen Koordinate r ab. Eine Verschiebung in axialer ef -Richtung
sowie eine Abhéngigkeit von der axialen Koordinate selbst wird nicht beriicksichtigt.
Basierend auf dem gewahlten Verschiebungsansatz ergibt sich der zugehorige Ver-
zerrungstensor als symmetrischer Anteil des Verschiebungsgradienten zu:

10v r-Ro*u 1_

1
€= (grad(u*) + grad(u*)”) = Rop R 997 +ou

uxu* =Tuper +

() - —Wp)) ey . (3.32)

¢ ¢

( £ ®eL) . (3.33)

=Epy
Unter Verwendung einer von der Mittellinie aus startenden Koordinate Ar = r — R nimmt
der einzig verbleibende Anteil des Verzerrungstensors die Form
1ov, 1 _ Ar  0°u
Epp = —— u-— —
"7 Rdp  R+Ar  R(R+Ar)0¢?

(3.34)

an.

Aufstellen des elastischen Potentials. Zur Angabe des elastischen Potentials wird der
Spannungstensor bendtigt, der sich unter der vereinfachenden Annahme eines einachsi-
gen Spannungszustandes sowie eines entsprechenden linearen Materialgesetzes mit Elas-
tizitditsmodul E angeben ldsst:

0 =Eeypp (eﬁ ®e£) . (3.35)

Damit kann folgender Ausdruck fiir das elastische Potential aufgestellt werden:

B

7 3
1 2
Uel:gff fEEW(R+Ar)dszrd(p. (3.36)
@ _d

_B
2

NI
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3.3. Lagerschale

Im Hinblick auf die durchzufiihrenden Integrationen weist der Integrand jedoch eine et-
was unglinstige Form auf, da die Grof3e Ar hier linear im Nenner auftritt, sodass eine Inte-
gration zwangsldufig auf den natiirlichen Logarithmus fiihrt. Durch eine vereinfachenden
Ansatz von WAUER kann dies allerdings umgangen werden. Hierzu wird unter der
Annahme d < R der Integrand des elastischen Potentials in einer Taylorreihe um
den Punkt Ar = 0 bis zur zweiten Ordnung entwickelt:

2
Esiq)(R+Ar) ~E

R

1(_ 6?)2 Ar(_ 6?)(_ ov 262ﬁ)+(Ar)2(62ﬁ _)

u+£ _ﬁ u+% u—£+ a_(pz e a—(p2+u
(3.37)

Dies fiihrt nach teilweiser Integration unter Verwendung der aus der Biegetheorie bekann-
ten Grofen

3
A=Bd, I= ﬂ

12
fiir die Querschnittsfliche A und das Flachentridgheitsmoment I auf die vereinfachte Form
des elastischen Potentials:
Us ~ %f (% (Tp+7) + % (Tpp +70)° | dop. (3.38)
@

Zwecks Darstellung erfolgt die Angabe der partiellen Ableitungen nach der Umfangskoor-
dinate ¢ durch die Indexschreibweise (.) 4.

Variationsprinzip und Verschiebungsdifferentialgleichungen. Basierend auf dem er-
mittelten Potential wird die Variationsgleichung

5Uq = 6W, (3.39)

aufgestellt, in der 6 W), die virtuelle Arbeit des Fluiddrucks beschreibt, welche mit Hilfe des
physikalischen Druckverlaufs aus (3.15) durch den Zusammenhang

B
Z
W), = f f p* (¢, 2)6UR dz dy (3.40)
4

_B
2

angegeben werden kann, welcher im Zuge der Modellierung aber zu null gesetzt wird.
Durch entsprechende Produktintegrationen ergeben sich somit die beiden Verschie-
bungsdifferentialgleichungen fiir die radiale Verschiebung u und die tangentiale Verschie-
bung v der Mittellinie, welche im Folgenden exemplarisch fiir den Bereich ¢ € [—7/2,7/2]
aufgefiihrt sind:

B
EI _ . EA_  _ [ .
ﬁ(u,ww+2u,w+u)+ﬁ(v,w+u)= p* (@, 2)dz, (3.41a)
-2
EA _ _
w2z (oo +109) = 0. (3.41b)
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3. Modellierung hydrodynamisch gelagerter Rotoren

Die verwendeten Dirichlet-Randbedingungen lauten dabei:

ﬂ((pig)z—ﬂ, 7((pig)=0, ﬁ'(p((pig)=0. (3.42)

Die ersten beiden Randbedingungen erfassen die durch die beiden Aktoren gleicherma-
Ren realisierte Verschiebung - in radialer Richtung, wobei im weiteren Verlauf stets von
einem Zusammendriicken der Lagerschale ausgegangen wird und damit nur Werte @i = 0
gewdhlt werden. Die verbleibenden vier Randbedingungen entsprechen der Forderung
einer nicht verkippenden Querschnittsflache an den jeweiligen Positionen der beiden Ak-
toren, also einer rein radialen Verschiebung aller materiellen Punkte an den Winkelposi-
tionen ¢ = +7/2.

Losung des Randwertproblems. Unter Annahme einer verschwindenden Kopplung mit
dem Druckfeld p* kann das resultierende System homogener Differentialgleichungen un-
ter Beriicksichtigung der Randbedingungen gel6st werden. Aus Gleichung ergibt
sich durch Integration der Zusammenhang

v, +u=K=konst., (3.43)
welcher eingesetzt in Gleichung (3.41a) auf eine reine Differentialgleichung in u fiihrt:

_ _ _ AKR?
Upppp +2Upp+ U= — 7" (3.44)

Deren allgemeine Losung kann in der Form

AKR?

U(p) = Crpcosp+ Crcos + C3psing + Cysing — (3.45)
mit den Integrationskonstanten Cj, 4 € R und K € R angegeben werden. Mit Hilfe der
Randbedingungen (3.42) fiir % und %, konnen bis auf K alle iibrigen Konstanten entspre-
chend bestimmt werden:

2 (ARZK

Ci=0, C=C=- —ﬁ), Cy=0. (3.46)
v/

Die einzig verbleibende Unbekannte ist nun die Integrationskonstante K aus Glei-
chung (3.43). Wird diese nochmals integriert so ergibt sich

Kn= | v,dp+ udp= | udep. (3.47)

\N@
\mm
\m\:
\NF

udp=7(3)-9(-3)+
——— _
=0

IS
ISH
ISE

B

Durch Integration von u aus Gleichung (3.45) und unter Beriicksichtigung der Integra-
tionskonstanten C,_ 4 kann eine Gleichung zur Bestimmung von K abgeleitet werden.
Diese ldsst sich leicht 16sen und liefert so den Ausdruck

K 2Ising 1 20 3.48
T AR s I+ (AR + D) AR 2+ 2 (1455 (349
2 4 4 AR?
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3.3. Lagerschale

Wird dieser zusammen mit C;,_4 in Gleichung (3.45) eingesetzt, kann eine Linearisierung
mit der Annahme d < R des einzig verbleibenden Anteils mit Geometrieparametern vor-
genommen werden:

I Bd? d?

—_—mm—n—mm— s O 349
AR?  12BdR?> 12R? ( )

So ldsst sich die radiale Verschiebung der Mittellinie der Lagerschale infolge einer durch
die beiden Aktoren aufgebrachten Verschiebung unabhingig von den einzelnen geome-
trischen GréBen angegeben:

. 4 . T
((psm(p+cosgo——) fiir (pe[——,— . (3.50)
b4 22

() = — i —
= 2 -8

Die periodische Fortsetzung dieses Ausdrucks liefert die radiale Verschiebung aller mate-
riellen Punkte des kreisférmig gebogenen Balkens tiber den gesamten Umfang:

. L 4 27 {((psm(p+cos<p—%) JPE[— »%) (3.51)

T Tp2_8 (—(psin(p—cos<p+nsin(p—%) Jpe|

Diese Verschiebung kann direkt in den Ausdruck der Schmierspalthéhe eingesetzt
werden, da keine Abhéngigkeit von der radialen Koordinate vorliegt und daher auch
die Verschiebung der Innenfldche der Lagerschale an einer beliebigen Umfangsposition
durch diesen Ausdruck vollstandig erfasst wird.

Da die Verschiebung in tangentialer Richtung fiir den durch die Reynoldsgleichung be-
schriebenen Druckaufbau nicht relevant ist, wird auf deren ausfiihrliche Darstellung an
dieser Stelle verzichtet. Diese ldsst sich allerdings in wenigen Schritten durch eine In-
tegration von Gleichung unter Berticksichtigung der jeweiligen Randbedingungen
bestimmen.

3.3.2. Dimensionslose Notation

Im Zuge der Modellierung des Fluidfilms wird die entsprechende Entdimensionierung
bereits in Gleichung eingefiihrt. Durch eine Normierung der Verschiebungsgro3e
auf das initiale Lagerspiel C = Ry — Ry ergibt sich

21 [(psing+cosp-2) pe(-5,5)
U=-U— _ o, 220, (3.52)
n* -8 |(—gsing —cosp+msing-2) ,pe| 7,%F)
mit der dimensionslosen Verschiebung
U=ilc (3.53)

an den beiden Aktorpositionen.
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3. Modellierung hydrodynamisch gelagerter Rotoren

3.4. Elastischer Rotor

Fiir die Beschreibung des elastischen Rotors wird das vergleichsweise einfache Modell des
Laval-Rotors (engl. Jeffcott rotor) herangezogen. Dieses bezieht alle im Fokus dieser Arbeit
stehenden Einfliisse, wie Rotornachgiebigkeit und statische Unwucht, mit ein und eignet
sich daher fiir simulationsgestiitzte Untersuchungen zur Einschitzung der Auswirkungen
des beschriebenen Gleitlagerkonzepts auf das Schwingungsverhalten.

Eine grundlegende Annahme ist hierbei der stationdre Betrieb des Rotorsystems mit einer
zeitlich konstanten Rotordrehfrequenz Qg.

3.4.1. Bewegungsgleichungen des Laval-Rotors

Modellierungsannahmen. Bei der Modellierung des Laval-Rotors wird von einer sym-
metrischen Lagerung durch zwei baugleiche Gleitlager des im Vorfeld beschrieben Typs
ausgegangen. Eine schematische Darstellung findet sich in Abbildung[3.6] Der mit der
konstanten Drehfrequenz Qp rotierende Rotor der Gesamtmasse M + 2m besteht aus
einer als masselos angenommenen elastischen Welle (isotrope Steifigkeit cy), welche die
mittig montierte, scheibenformige Hauptmasse M mit denen im Lager angenommenen
Zapfenmassen m verbindet.

Im Fall des horizontalen Rotors wird der Einfluss des in vertikaler eg,-Richtung wirken-
den Schwerefelds der Erde (Gravitationskonstante g) berticksichtigt. Zur Einbringung
moglicher dissipativer Effekte wird eine auf die Hauptmasse wirkende dullere viskose
Dampfung (Dampfungskoeffizient d,) eingefiihrt. Weiterhin wird eine Exzentrizitét
es zwischen dem Schwerpunkt S der Hauptmasse und dem WellendurchstoBpunkt W
angenommen, was im Betrieb zu einer statischen Unwucht fiihrt.

Da der Fokus der Untersuchungen auf den Auswirkungen der Fluid-Struktur-Interaktionen
im Gleitlager steht, wird das Rotormodell so einfach wie méglich gehalten. Im Zuge
dessen setzt die hier beschriebene Modellierung ein komplett symmetrisches Verhalten
der beiden Zapfenmassen voraus und berticksichtigt weder Verkippungen, Fehlstellungen
der Lager noch gyroskopische Effekte. Diese Annahmen stellen zwar eine verhéltnisméRig
starke Einschrankungen dar, sind fiir ein grundlegendes Rotormodell aber nach GASCH
ET AL. durchaus gerechtfertigt und geeignet.

Bewegungsgleichungen. Zur Herleitung der Bewegungsgleichungen bedarf es der Ein-
fiihrung entsprechender kinematischer Groflen. Unter der Annahme rein ebener Bewe-
gungen in einer durch die Basisvektoren eJ und eg aufgespannten Ebene werden die Lage
des Scheibenschwerpunkts S sowie des WellendurchstoSpunkts W durch die Ortsvekto-
ren rg und ry angegeben. Die Beschreibung der Wellenzapfenkinematik erfolgt gemaf
den Ausfiihrungen in Abschnitt[3.1.2]durch den Ortsvektor r;.
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3.4. Elastischer Rotor

Abbildung 3.6.: Prinzipskizze eines hydrodynamisch gelagerten Laval-Rotors.

Unter Bertiicksichtigung des angenommenen symmetrischen Verhaltens kénnen die
beiden Lagerzapfen zusammengefasst werden, sodass sich folgendes System gewdhn-
licher, gekoppelter DifferentialgleichungerEl zur Beschreibung der Bewegungen von
WellendurchstoBpunkt und Wellenzapfen ergibt:

Jd2 J Jq2

M—ryw+d,;—r +ew w —r) =—-M— (rs—r —Mge’
qztw T da g tw w (rw —rr) dtz(s w) ge,
42 g (3.54)
- — J

2mdt21‘L +cw (l‘L—rw)—ZFp (I‘L,ErL) —ngey.

Der im allgemeinen nichtlineare Kraftvektor F, beschreibt die auf den Wellenzapfen
wirkende hydrodynamische Lagerkraft, welche selbst von Lage und Geschwindigkeit des
Wellenzapfens abhingt.

Zur Darstellung in skalaren GréBen werden die Vektoren in Abhéngigkeit der Basisvek-
toren des lagerfesten Koordinatensystems mit den zugehorigen Koordinaten angegeben.
GemiB den in Abbildung[3.7]dargestellten Zusammenhéngen ist das dem Lager zugeord-
nete Koordinatensystem gegeniiber dem inertialfesten um den konstanten Winkel « ver-
dreht. Die Positionsangabe des Scheibenschwerpunkts erfolgt relativ zum Wellendurch-
stoSpunkt durch die Exzentrizitdt € sowie den Phasenwinkel v, welcher wiederum von
der Drehfrequenz Qg des Rotors abhdngt. Unter Annahme eines stationdren Betriebszu-
standes (Qg = konst.) ldsst sich der Phasenwinkel durch ¢ = Qrt + y( angeben, wobei
die Anfangsphase ¥ aufgrund der freien Wahl des Anfangszeitpunkts ohne Beschrankung
der Allgemeinheit zu ¥ = 0 gesetzt werden kann.

J
IDje differentielle Notation d—‘z entspricht hierbei den Zeitableitungen bzgl. des Inertialsystems J gemaf§ .
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3. Modellierung hydrodynamisch gelagerter Rotoren

Rotor

NV

Abbildung 3.7.: Kinematische Betrachtung von Lagerzapfen und Rotor in der e)f -ey

Lagerzapfen

N

£ _Ebene.

Durch komponentenweise Auswertung der Gleichungen (3 bzgl. e und e ergeben
sich die Bewegungsgleichungen in kartesischen Koordlnaten

M3y, +daiy +cw (va xf) = MesQ%cos(Qgt) -Mgsina
MjiVLV +dayw+cw (y‘fv yf) = MeSQ%sin(QRt) —Mgcosa ,
ijéf +cw (xLL xﬁ,) + ZFPLX -2mgsina (3.55)
ij)f +cw (yLL yVLV) +2F,fy —-2mgcosa
—_—— N — ———
Unwucht Druck dullere Last

Die Rotorbelastung setzt sich demnach aus einer durch &g hervorgerufenen statischen

Unwucht, der durch das Fluid aufgebrachten Lagerkréfte

Ff F

o sowie der durch die

Schwerkraft verursachten dufleren, statischen Last zusammen, welche sowohl auf die
Hauptmasse M als auch auf die Wellenzapfenmassen m wirkt.

In den nachfolgenden Ausfiihrungen wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf die
Kennzeichnung des Bezugssystems durch den hochgestellten Index £ verzichtet, so gilt

beispielsweise xVLV =xw.
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3.4. Elastischer Rotor

3.4.2. Dimensionslose Notation

Im Zuge einer Modellierung mit moglichst geringen Anzahl freier Parameter bietet
sich auch in diesem Fall eine Entdimensionierung der Bewegungsgleichungen mit
einer gleichzeitigen Definition neuer, dimensionsloser Parameter an. Im Zuge der in
Abschnitt[3.2]verwendeten Grofen werden ebenso auch die Auslenkungen des Rotors auf
das initiale Lagerspiel C normiert

Xw

-
C )

X = ’
W C

Yw

sodass sich mit Hilfe der dimensionslosen Zeit 7 = Qp ¢ die Bewegungsgleichungen (3.55)
in entdimensionierter Form angegeben lassen:

_ Xw—X 2
—2 I — ! w L —2 .
w X+ dosoXy, +——— = W YysCOST + ——sina,
wT Zalltw r Vs 1+x
_ Yw — Y, 2
O Y+ daoY), + % = WlygsinTt T Cosa,
K (3.56)
— XL—XW _ K .
szXZ + =7 = 200 fy x + ——sina,,
T P 1+x
Y -Y, K
—2 /1 L w _
K'Y, +—— 2wo + ——cosa.
L T Ipy l+x
Die verwendeten Parameter sind dabei wie folgt definiert (vgl.[9]):
2m Fy - C £s _ MC B3uR
k=2 B g C =5 a2 | M, o= BHRY o)
M cwC FoM C Fy 2C%2\/MCF,

Der Parameter x beschreibt das Verhiltnis der Wellenzapfen- zur Hauptmasse des Ro-
tors. Der dimensionslose Parameter I' kann mit der Nachgiebigkeit der Welle assoziiert
werden und d, beschreibt die auf den Rotor wirkende #ufere Dampfung. Der Einfluss
der statischen Unwucht wird durch ys beschrieben, wobei fiir den perfekt gewuchteten
Rotor ys = 0 gilt. Der dimensionslose Parameter o bezeichnet hierbei die reziproke Last
der Gleitlager und steht tiber die dimensionslose Winkelgeschwindigkeilﬂ@ in direktem
Zusammenhang mit der modifizierten Sommerfeldzahl (vgl. Gleichung (3.25)):

o= Sfm . (3.58)

7]

Die typischerweise verwendete modifizierte Sommerfeldzahl wird im vorliegenden Fall
als Produkt eines drehzahlabhéngigen Anteils w und eines -unabhingigen Anteils o dar-
gestellt, da die Drehzahl des Rotors als zentrale Verfolgungsgré3e bei der Untersuchung
stationdrer Losungen des Rotorsystems dient.

1In den nachfolgenden Abschnitten wird fiir die eingefiihrte dimensionslose Winkelgeschwindigkeit @ des
Rotors auch der Begriff Drehzahlparameter oder nur Drehzahl als Synonym verwendet.
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3. Modellierung hydrodynamisch gelagerter Rotoren

Bei der vorgestellten Entdimensionierung kommt die charakteristische Kraft Fy zum Ein-
satz, welche als die auf ein einzelnes Gleitlager wirkende duflere Last interpretiert wird:

_ (Mg+2mg)

F,
0 2

(3.59)
Der mit der statischen Belastung verkniipfte Lastwinkel a beschreibt hierbei den Winkel
zwischen der Wirkrichtung der Last und der Hauptrichtung ef des Gleitlagers. Die aus
dem hydrodynamischen Druckaufbau resultierenden Lagerkrifte werden im gegebenen
Differentialgleichungssystem durch die dimensionslosen Terme f}, x und f, , reprdsen-
tiert, welche sich auf Basis der definierten Druckkrifte in Abschnitt[3.2.3] angeben
lassen:

F~ F~
p.x p.y
fox= %. Toy= S, Fo (3.60)

Zur besseren Einschidtzung der jeweiligen Groflenordnungen der einzelnen physikali-
schen Parameter findet sich in Tabelle [3.1] eine Zusammenstellung moglicher physikali-
scher Parameterwerte in Anlehnung an [9).

Hauptmasse Rotor M 4kg
Zapfenmassen m  0.5kg
Wellensteifigkeit cw 4000 N/mm
AuBere Dampfung ds 0.12Ns/mm
Exzentrizitat €s 0.0l mm
Winkelgeschwindigkeit Rotor Qp  0-6000rad/s
Gravitationskonstante g 9.81m/s?
Initiales Lagerspiel C 0.06mm
Wellenzapfenradius Ry 16mm
Lagerbreite B 8mm
Dynamische Viskositdt L 0.0075Pas

Tabelle 3.1.: Physikalische Parameterwerte des hydrodynamisch gelagerten Laval-Rotors.

Die daraus fiir die numerischen Untersuchungen abgeleiteten Werte der dimensionslosen
Parameter sind Tabellezu entnehmen. Es ist an dieser Stelle anzumerken, dass gera-
de der Dampfungsparameter d, bzw. d, eher einen qualitativen Charakter inne hat und
daher weitestgehend willkiirlich gewahlt wird.
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3.4. Elastischer Rotor

Massenverhiltnis x 025
Wellennachgiebigkeit r =o0.1
AuBere Dampfung d, =0.1
Exzentrizitat vs =0.15
Kurzlagerparameter Yy 4
Drehzahlparameter o 0-20
Reziproker Lastparameter o =0.1

Tabelle 3.2.: Zu Tabelle'eiquivalente Werte der dimensionslosen Parameter des hydrodynamisch gelagerten
Laval-Rotors.

65






4. Losungsverfahren und
Implementierungsstrategie

Bevor eine Untersuchung des hydrodynamisch gelagerten Rotors erfolgen kann, miissen
die in den Bewegungsgleichungen auftretenden Lagerkrifte in Abhédngigkeit der Zu-
standsgrofen bestimmt werden. Hierzu wird sowohl die druckbeschreibende Reynolds-
gleichung ndherungsweise geldst als auch die Integrale zur Bestimmung der Lagerkréfte.
Der Fokus liegt hierbei auf einem moglichst effizienten Vorgehen mit sinnvoller Imple-
mentierung, um so im Hinblick auf sich anschliefende rechnergestiitzten Untersuchun-
gen moglichst geringe Rechenzeiten zu erzielen.

4.1. Nidherungslosung der Reynoldsgleichung

Fiir die Bestimmung geeigneter Naherungslésungen der druckbeschreibenden Reynolds-
gleichung konnen zahlreiche Verfahren eingesetzt werden, die je nach Beschaffen-
heit des Problems und der zur Verfiigung stehenden Ressourcen unterschiedlich gut ge-
eignet sind. Die Wahl des Ndherungsverfahrens beeinflusst weiterhin die Anforderungen
an die Auswertung der Integrale zur Bestimmung der Lagerkréfte.

Neben den aus der klassischen Theorie bekannten Kurz- oder Langlageransitzen finden
sich in der Literatur zahlreiche weitere Ansétze zur Losung der Reynoldsgleichung in ei-

nem Lager endlicher Breite, u. a. in [5}/9) 94].

4.1.1. Losungsverfahren

Es wird ein kombinierter Ansatz aus einem Galerkin- und einem Finite-Differenzen-
Verfahren zur Bestimmung des Druckverlaufs vorgeschlagen. Als Ausgangspunkt dient
hierfiir die entdimensionierte Reynoldsgleichung sowie die Losungsanforderungen
der fiir diesen Fall gewéhlten Voll-Film-Annahme (siehe Abschnitt[3.2.2).

Projektion auf axiale Ansatzfunktionen mittels Galerkin-Verfahren. Unter der Annah-
me einer von der axialen Koordinate z unabhédngigen Schmierspalth6he H bietet sich
ein projektionsbasiertes Verfahren zur Ndherung der axialen Abhédngigkeit des Druckes
an. Ahnliche Ansitze aus dem Gebiet der aerodynamischen Gleitlager finden sich in den
Arbeiten und zeigen ein gutes Approximationsverhalten, sodass ein solches
Vorgehen auch im vorliegenden Fall als sinnvoll erachtet wird.
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4. Losungsverfahren und Implementierungsstrategie

Es wird daher ein Ansatz in der separierten Form

H(N) (¢,2) Z Qk(@) Pk (Z) (4.1

gewdhlt, in dem die Ansatzfunktionen Py (z) sowohl die axialen Randbedingungen
Py (z=+1) = 0 als auch die Symmetriebedingung Py (z) = P (—Zz) erfiillen sollen (vgl.
Abschnitt [8.2.2). Die Funktionen Qi (¢) beschreiben hierbei den zur jeweiligen Ansatz-
funktion zugehérigen Losungsverlauf in Abhédngigkeit der Umfangskoordinate ¢. Mit der
Definition des Projektionsoperators

(.8):=(8.0z=5 [ 1B (R 0z 42

ldsst sich im Sinne Galerkins aus der Reynoldsgleichung (3.20) somit ein System gewdhn-
licher Differentialgleichungen fiir die angesetzten Funktionen Qg (¢) ableiten:

an) 3 <62Pk > ( 0H aH)

— | H® P, P)=+v2H P =|6— +12=—|(1, P))=,

Z[ ( (P, Pz +Y P EQk 39 e (1,Ppz 43)
lzl,..,Nz.

Unter Berticksichtigung der durchzufiihrenden Projektionen sowie der Losungsanforde-
rungen findet sich schnell ein entsprechender Satz an orthogonalen Ansatzfunktionenﬂ

2k—-1
Pi(z) =cos(%2), k=1,.,Nz. (4.4)
Die Auswertung der jeweiligenProjektionen liefert in diesem Falﬂ
1

(P, Pr)z =§5k1,
(l P >7 _2(_1)k+1

yEklz _(Zk—l)ﬂ" (45)

8%P, p 2 1\2

—p =|-——|k-=| |0 fur k=1,.,Nz.
<022 k>z [ 2( 2)]“ ' :

Dadurch vereinfachen sich die Gleichungen zu einem Satz von Nz ungekoppelten,
gewdhnlichen Differentialgleichungerﬂﬁir die Q(¢):

10 3an) _— n2( 1)2] 2(—1)k+1( 0H aH)
H3 == H3|-—|k-= = |[6—+12—|,k=1,.,N;. (4.6
26(p( a0 )77 2 2) | %= =7 %39 T2 51 z- (46)

——

::Kl,k :Zszk

1Zur Theorie um die Auswahl geeigneter Ansatzfunktionen wird auf verwiesen.
25 1 bezeichnet hierbei das Kronecker-Symbol gemiR eingefiihrter Notation.
3 Aus der Projektion resultierende Koeffizienten werden mit Ky . bzw. K3 i abgekiirzt.
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4.1. Néherungslosung der Reynoldsgleichung

Ein solcher Ansatz stellt eine effiziente Herangehensweise zur Ndherung des Druckes dar,
da ausgehend von der ersten Differentialgleichung fiir k = 1 jede weitere lediglich eine
zusétzliche Korrektur der Ndherung liefert, die aufgrund der nicht vorhandenen Kopplung
unabhingig und mit minimalem Aufwand bestimmt werden kann.

Finite-Differenzen-Verfahren zur Ndherung der Umfangslosung. Nach der erfolgrei-
chen Entkopplung der Reynoldsgleichung von der axialen Koordinate z verbleiben die
Nz gewdhnlichen Differentialgleichungen (4.6), welche iiber ein Finite-Differenzen-
Verfahrerﬂ ndherungsweise gelost werden.

Im Folgenden werden lediglich Losungsanforderungen im Hinblick auf eine Voll-Film-
Annahme ohne zusitzliche Druckbedingungen betrachtet (siehe Gleichung (3.10)). Diese
Anschauung ist mit einem umfangsperiodischen Druckverlauf im Gleitlager gleichzuset-
zen und findet sich u. a. in der Arbeit von VAN DE VRANDE [95]. Es wird demnach fiir alle
k€ [1,..., Nz] nach zuldssigen Losungen von

0 (H3 0Qx
op\ 2 O¢
gesucht. Die im Sinne des FD-Verfahrens notwendige Diskretisierung des Definitionsbe-
reichs ¢ € S! erfolgt mittels der Schrittweite

0H  0H
)+y2H3Kl,ka=Kz,k(6%+12¥), Qr:S'—R, QreC®* @7

27

= Ny 1 (4.8)

Ay
iber N, dquidistant verteilte Stiitzstellen
@;=UI-DAp, 1=1,.N,.

Weiterhin werden die auftretenden Differentialoperatoren durch zentrale Differenzen-
quotienterﬂ gendhert (siehe ):

0H _ Hlpr1) —H(pi-1) _Hi-Hi

0P lpeg 2A@ T 20

0Qk _ Q1) — Qilgi-1) _ Qki+1 = Qi1

0 lpep, 2A¢p B 2A¢@ '
0%Qy < Qe(@1+1) ~2Qk (@) + Qulpi-1)  _ Qi1 ~2Qk 1 + Q11
092 | =g, Ag? Ag? '

Dies fiihrt auf eine diskrete Darstellung der Differentialgleichung fiir eine Auswer-
tung an einer beliebigen Stiitzstelle ¢;:

F F F F
bk,l Qk,1-1+ a | Q1 + Cr,l Qi 141 = fk,l . (4.9

1im Folgenden mit FD-Verfahren abgekiirzt

27wecks vereinfachter Darstellung erfolgt die Angabe des Arguments einer beliebigen Funktion Qy(¢) oder
H(¢) bei der Auswertung an einer spezifischen Stelle ¢; tiblicherweise durch eine entsprechende Indexdar-
stellung: Q (¢)) = Q,;, H(gpy) = H;.
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4. Losungsverfahren und Implementierungsstrategie

Die verwendeten Koeffizienten sind dabei wie folgt gegeben:

3 3 2
. H g M} 3HE(Hi-Hi)
Ui= " pp2 Y Hi Kk v b= v 8AQ? ’
(4.10)
H?®  3H?(Hj.,-Hi-y) Hy— Hp- 0H
ch=—L L R A T e e
O 2Ag? 8Ap? ' ' Ay ot

Unter Beachtung der diskreten Form der Losungsanforderungen hinsichtlich eines stetig
differenzierbaren, periodischen Verlaufs

Qk,0 = Qk,N,-1, Qi,N, = Qk,1, Vkel[l,.,Ng] (4.11)

fiihren die Auswertungen von Gleichung an den ersten (N, — 1) Stiitzstellen auf ein
lineares Gleichungssystem fiir die Werte Q; mit [ =1,.., N, —1:

F F E F
“1}5,1 Cllc:,l 2 by Qk,1 fl%,l
bro  p  Cro o 0 Qk,2 o
: N o=l | 4.12)
E E F F
0 bing-2 %ny-2 Ckng-2 || Qeng-2| | Tin, -2
CF . 0 bF dF Q fF
k,Np—1 kNp-1  %k,N,-1 k,Np—1 k,Ny—1

Das Gleichungssystem weist dabei eine fast tridiagonale Struktur auf, sodass ein
kombiniertes Losungsverfahren aus der Shermann-Morrison-Woodbury-Formel und
dem Thomas-Algorithmus empfohlen wird. Bei diesem Vorgehen wird das Gleichungssys-
tem in einem ersten Schritt in seinen tridiagonalen Anteil und den entsprechenden Rest
aufgetrennt. Auf Basis der Shermann-Morrison-Woodbury-Formel kann daraus im An-
schluss ein Problem in einer rein tridiagonalen Form angegeben werden, welches mittels
eines dafiir besonders gut geeigneten iterativen Verfahrens, dem Thomas-Algorithmus,
gelost werden. Im Anschluss wird die resultierende Losung durch die inverse Shermann-
Morrison-Woodbury-Formel in die urspriingliche Form zuriick transformiert.

Eine detaillierte Darstellung dieses direkten Losungsverfahrens, welches im Folgenden als
SWT-Verfahren bezeichnet wird, kann der Arbeit von YARROW entnommen werden.

Niherungslosung der Reynoldsgleichung in semi-diskreter Form. Nach erfolgter
Néherung durch das FD-Verfahren kann ein diskreter semi-analytischer Ausdruck (kurz:
semi-diskret) fiir eine N&dherungslosung der Reynoldsgleichung gem&dll Ansatz
angegeben werden

Nz
n™ (p,2)= Y QuPc(z), I1=1,.,N,-1, Ze[-1,1], (4.13)
k=1

welche alternativ auch in Index-Schreibweise
™ (z) =) (g, 2) (4.14)

und damit in matrizieller Form dargestellt werden kann:

E(NZ) (E) = [H(Nz) ((,01,2) , ...,H(NZ) (¢N¢—lrz)] ! . (4.15)
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4.1. Néherungslosung der Reynoldsgleichung

4.1.2. Beurteilung des Niaherungsverfahrens

Zwecks Beurteilung des Verfahrens sowie der damit verbundenen Implementierung wer-
den in den nachfolgenden Abschnitten weitere Untersuchungen hinsichtlich méglicher
Fehlerabschdtzungen prasentiert. Die Beschreibung erfolgt ohne Modifikation der erhal-
tenen Ndherungslosung im Sinne eines physikalisch sinnvollen Druckverlaufs (siehe Sei-
te [5I), sodass in den hier betrachteten Nidherungen des Druckes ebenso auch negative
Werte auftreten knnen.

Bei den prédsentierten Ergebnissen handelt es sich zum Teil um gemittelte Werte, die aus
einer entsprechend hohen Anzahl an Funktionsauswertungen bestimmt werden. Die hier-
fiir verwendeten Eingangsgréf3en sind durch alle moglichen Kombinationen der in Tabel-
le [i1] aufgefiihrten Werte gegeben, um so eine reprisentative Mittelung zu erhalten. Als
Ausdruck der Schmierspalth6he wird dabei der vergleichsweise einfache Zusammenhang

H=1-Xjcosg—Yrsing (4.16)

eines zylindrischen Gleitlagers verwendet. Im Fokus der Beurteilung stehen dabei ein
Rechenzeitvergleich fiir das gewédhlte SWT-Verfahren, eine Fehlerabschidtzung des FD-
Verfahrens sowie eine Residuums- und Losungsbetrachtung fiir den gewéhlten Ansatz der
axialen Abhédngigkeit des Druckfeldes.

Die Ergebnisse dienen dabei der Validierung des Verfahrens sowie der Wahl geeigneter
Ansatzgrofen Nz und Ny.

Schmierspalthéhe H 1-Xpcosgp—Yrsing
Index axialer Ansatzfunktion k [1,2,3]
Kurzlagerparameter Y [3,5,10]

Position des Wellenzapfens in e)f —Richtung X; [0,0.1,0.3,0.6]
Position des Wellenzapfens in ef —Richtung Y; [0,0.1,0.3,0.6]
Geschwindigkeit des Wellenzapfens in ef —Richtung X 2 [0,0.5,—0.5]
Geschwindigkeit des Wellenzapfens in ef —Richtung YL’ [0,0.5,—0.5]

Tabelle 4.1.: Gewédhlte Werte der Eingangsgrof3en fiir die Beurteilung des Ndherungsverfahrens.

Rechenzeitvergleich des Losungsverfahrens fiir lineare Gleichungssysteme. Der Vor-
teil des SWT-Verfahrens gegeniiber alternativen Algorithmen zur Lésung linearer Glei-
chungssysteme besteht klar in den stark reduzierten Rechenzeiten, wie dem Vergleich
in Abbildung [4.1] entnommen werden kann. Zur Gegeniiberstellung dienen hierbei das
Gaul¥’sche Eliminationsverfahren mit einer vorherigen Zerlegung des Gleichungssystems
in eine obere und untere Dreiecksmatrix (kurz: LR-Verfahren [3]) sowie der Standardlé-
ser mldivide des kommerziellen Numerik-Programms MATLAB. Die fiir verschieden viele
Stiitzstellen ausgewerteten Rechenzeiten (CPU-Zeiten) sind hierbei in Relation zu der des
SWT-Verfahrens angegeben.
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4. Losungsverfahren und Implementierungsstrategie
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Abbildung 4.1.: Rechenzeitvergleich verschiedener numerischer Losungsverfahren fiir das lineare Gleichungs-
system . Darstellung der gemittelten CPU-Zeiten fiir verschiedene Parametersitze (siehe
Tabelle mit je 5000 Funktionsaufrufen.

Es ist klar zu erkennen, dass sich das SWT-Verfahren gerade bei steigender Anzahl der
Stiitzstellen durch durchweg reduzierte Rechenzeiten gegeniiber den beiden Alternativ-
verfahren auszeichnet. So liegt die Rechenzeitersparnis gegeniiber dem LR-Verfahren bei
einer gewdhlten Stiitzstellenzahl N, = 100 zwischen ca. 80 — 90%.

Die leicht erhthten Rechenzeiten des mldivide-Algorithmus gegeniiber dem LR-Verfahren
sind vermutlich mit der vorherigen Analyse des Gleichungssystems zu begriinden, bei wel-
cher der Algorithmus auf Basis der Struktur des linearen Gleichungssystems ein geeignetes
Losungsverfahren auswihlt.

Das SWT-Verfahren zeigt sich als direktes Verfahren zur Losung linearer Gleichungssyste-
me mit einer vergleichsweise einfachen Implementierung (vgl. {100]) und stark reduzierter
Rechenzeit, weshalb es im Folgenden zur Losung der aus dem FD-Verfahren resultieren-
den Gleichungssysteme eingesetzt wird.

Fehlerabschitzung des Finite-Differenzen-Verfahrens. Zur besseren Einordnung des
durch das FD-Verfahren bedingten Fehlers wird ein Mal fiir die lokale Abweichung der
diskreten Ndaherungswerte von einer Referenzlosung definiert:

Qilp) — Q¥ ()

(4.17)
Q)

€Qr, =

Als Referenz Qrkef dient hierbei eine durch das FD-Verfahren bestimmte Ndherung mit
Ny = 212 4+ 1 Stiitzstellen, welche als représentativ fiir die tatsichliche Losung angenom-
men wird. Die fiir einen Vergleich zu wéhlende Stiitzstellenanzahl einer Ndherungslésung
ist hierbei so zu setzen, dass eine Auswertung von Ndherung und Referenzlosung jeweils
an libereinstimmenden Umfangspositionen erfolgt. Im vorliegenden Fall wird dies durch
eine systematische Verdopplung der Stiitzstellen nach einem (2* + 1)—Schema erreicht.
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4.1. Néherungslosung der Reynoldsgleichung

Zur systematischen Gegentiberstellung wird basierend auf der lokalen Abweichung (4.17)
ein globaler Ausdruck der Form

1 Mool

» _
Egk "N l; eo., (4.18)

als entsprechendes Fehlermall definiert. Der in Abbildung gegebene Fehlerverlauf
zeigt das zu erwartende Verhalten fiir eine steigende Zahl an Stiitzstellen. Der Vergleich
endet bei einer Stiitzstellenanzahl 28 + 1, da eine héhere Anzahl im Falle einer praktischen
Anwendung auf Grund enormer Rechenzeiten nicht rentabel ist. Die unterschiedlichen
Werte des Kurzlagerparameters y zeigen lediglich geringfiigig quantitative und kaum
qualitative Unterschiede, sodass die beobachtete Tendenz als einheitlich fiir Lager unter-
schiedlichster Breite angenommen wird. Im Hinblick auf die Giite der Ndherungslésung
wird eine Abweichung von 1% als zuldssig gewahlt, sodass sich daraus eine aus dem
Bereich N, € [28,28] zu wihlende Stiitzstellenanzahl ergibt. Angesichts einer dhnlichen
Wahl in erscheint dieser Bereich als sinnvoll.
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Abbildung 4.2.: Mittlere Abweichung des Finite-Differenzen-Verfahrens bezogen auf die Vergleichslosung mit
Ny = 212 4 1 Stiitzstellen. Darstellung des gemittelten Fehlers fiir verschiedene Parametersiitze

(siehe Tabelle.

Residuum- und Kovergenzbetrachtung in Abhéngigkeit der axialen Ansatzordnung.
Inwieweit Ansatz mit den jeweiligen Ansatzfunktionen (4.4) zur sinnvollen Beschrei-
bung der Abhingigkeit des Druckfeldes von der axialen Koordinate z gerechtfertigt ist,
wird im Folgenden geklart.

Abbildung zeigt hierzu exemplarisch den fiir einen bestimmten Zustand ausge-
werteten Druckverlau’rﬂ an der Stelle z = 0 fiir verschiedene Ansatzordnungen Ns.

1Die dargestellten Verliufe sind Niherungslsungen der Reynoldsgleichung ohne die auf Seitebeschriebene
Anpassung der negativen Werte.
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4. Losungsverfahren und Implementierungsstrategie

Die dargestellten Ndherungen des dimensionslosen Fluiddrucks ergeben sich durch
Anwendung des beschriebenen FD-Verfahrens fiir die jeweils k = 1-te bis Nz-te Differen-
tialgleichung bei einer verhdltnisméRig hohen Stiitzstellenanzahl N, = 22 + 1, um
so den Einfluss des Fehlers durch das FD-Verfahren selbst méglichst gering zu halten. Die
in Abbildung [4.3a] gegebene Gegeniiberstellung zeigt fiir eine steigende Ansatzordnung
Nz quantitativ nur geringfiigige Anderungen. Dies ldsst ein vergleichsweise starkes Kon-
vergenzverhalten vermuten, was durch eine Betrachtung der zugehorigen unabhéngigen
Einzellosungen Qj in Abbildung[4.3bjuntermauert werden kann.
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0 %7[ b4 % b4 2m 0 %7[ b4 % b4 2m
Umfangsposition ¢ Umfangsposition ¢
(a) Gesamtndherung (b) Korrespondierende Einzellosungen

Abbildung 4.3.: Gegeniiberstellung exemplarischer Druckndherungen iiber den Lagerumfang an der axialen
Position Z = 0 mit verschiedenen Ansatzordnungen fiir den Fall y = 5 und (Xw, X, Yw, Yy)) =
(-=0.5,-0.1,0.7,0.1).

Zur besseren Beurteilung des Konvergenzverhaltens des axialen Ansatzes wird das den
Projektionen zugrunde liegende Residuum betrachtet:

o [, omtN2) o [ jon) 0H  0H
M = e | )65, 125
z z
¢ (paQ ¢ 5 5 (4.19)
k - H H
L[5 ()@ o] - (52 5).
Unter Beriicksichtigung der zugehorigen L?-Norm des Residuums
1
2 1 2 N1 1 )
2 2 -
| f f (ROD) dzdp | ~| 2 Y f (RI(TNz) ) dz| | .20
Nyo-1 3 4 Qr=Qx,1

koénnen Informationen hinsichtlich des Konvergenzverhaltens des Ansatzes erhalten wer-
den. In Abbildung [4.4] finden sich hierzu die Auswertungen der Norm fiir verschiedene
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4.1. Néherungslosung der Reynoldsgleichung

Ansatzordnungen bis hin zum Grad Nz = 15. Die dargestellten Ergebnisse entsprechen
hierbei dem arithmetischen Mittel aller méglichen Kombinationen der in Tabelle [4.1] ge-
gebenen Eingangsgrofen.

Die in Abbildung[d.4aldargestellten Mittelwerte der Residuumsnorm sind verhéltnismégig
gering und deuten daher auf eine vergleichsweise gute Ndherung durch den gewéhlten
Ansatz hin. Mit zunehmender Ansatzordnung zeigt sich erwartungsgeméB eine Reduktion
der Norm, was einer verbesserten Ndherung der Losung entspricht. Dies wird durch die
in Abbildung gegebene Auswertung der einzelnen Normverhéltnisse verdeutlicht.
Das Diagramm zeigt die relative Anderung der mit einem Ansatz beliebiger Ordnung Nz
assoziierten Residuumsnorm bezogen auf die fiir Nz = 1 ausgewertete Norm. So ldsst sich
beispielsweise feststellen, dass durch Hinzunahme einer weiteren Ansatzfunktion eine
Verbesserung um rund 28% gegeniiber der Ndherung erster Ordnung erzielt werden kann.
Das fiir die Residuumsnorm zu beobachtende Verhalten legt ein zu null konvergierendes
Verhalten nahe und rechtfertigt somit den Einsatz der gewéhlten Ansatzfunktion sowie
des damit verbundenen Projektionsverfahrens.

N
0.5 o _— obo
~ = ~
=t
= = i
= —
e 04 =~ 2|
N
— - Q ~ | Q
: ES
s 03 % = 04w
E - Y | | Y
2 o2 o = e
% - | o, I = -0.6 - o, I
~ oo 4 5‘::: i 0o 4
0.1 & L | L | L | —_— 0.8 ! | ! | ! |
0 5 10 15 0 5 10 15
Ansatzordnung Nz Ansatzordnung Nz
(a) Gemittelte Residuumsnorm (b) Relative Verringerung der Residuumsnorm

Abbildung 4.4.: Residuumsauswertung in Abhingigkeit der axialen Ansatzordnung N7. Darstellung der gemit-
telten Werte fiir verschiedene Parametersitze (siehe Tabelle.

Fehlerabschitzung der Nidherungslosung. Da sich die bisher vorgestellten Unter-
suchungen lediglich mit dem Residuum und nicht der Losung selbst befassen, wird
ergidnzend ein auf die Ndherungslosungen bezogenes FehlermaR definiert:

- H (Ng) , =) Href R =
e = [v.2) _Wd. 4.21)
oref ((P, Z)
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4. Losungsverfahren und Implementierungsstrategie

Dies dient dem systematischen Vergleich von Ndherungen verschiedener Ansatzordnun-
gen Nz und ldsst somit Tendenzen hinsichtlich der Approximationsgiite erkennen. Die
definierte lokale Abweichung einer Ndherungslésung wird dabei in Abhéngigkeit einer
Referenzlosung 117 (¢, Z) = 11?7 (p,Z) der Ordnung N7 = 20 angegeben. Angesichts des
in Abbildung[4.4]zu beobachtenden Verhaltens des Residuums kann davon ausgegangen
werden, dass diese ausreichend genau ist. Basierend auf dem eingesetzten FD-Verfahren
ergibt sich ein Ausdruck fiir die globale Abweichung

1 2w 1 1 9 N(p—l 1
= — ffeNfdzd ~— | feNf
T an 1 4 N, -1 ,:ZI E
0 -1 -1

deren Auswertung dem Diagramm in Abbildung[4.5]zu entnehmen ist. Erwartungsgemig
sinkt die globale Abweichung mit einer steigenden Ansatzordnung. So zeigt sich fiir Nz =1
im Mittel ein Fehler von ca. 2%, wohingegen ein Ansatz der Ordnung Nz = 10 nur noch
einen mittleren Fehler von ca. 0.02% aufweist. Der Einfluss des Kurzlagerparameters
scheint, wie auch zuvor bei der Fehlerbetrachtung des FD-Verfahrens selbst (vgl. Abbil-
dung[4.2), marginal zu sein.

dz| |, (4.22)
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Abbildung 4.5.: Fehlerauswertung der Ndherungslosungen bezogen auf die Vergleichslosung IT1*“". Darstellung

der gemittelten Werte fiir verschiedene Parametersitze (siehe Tabelle.

Im Hinblick auf simulationsgestiitzte Untersuchungen ist eine moglichst effiziente Imple-
mentierung hinsichtlich der Rechenzeit zu wéhlen. Daher wird auf Basis eines maximal
zuldssigen Fehlers von 1% die Ansatzordnung N = 2 fiir alle nachfolgenden Simulationen
gewdhlt.
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4.2. Lagerkrifte

4.2, Lagerkrifte

Auf Basis des im vorangegangenen Abschnitt gewdhlten Losungsverfahrens der Reynolds-
gleichung, erfolgt eine entsprechende Ndherung der in den Gleichungen definier-
ten Integrale unter Beriicksichtigung der dimensionslosen Notation aus den Gleichungen
3.60). Als Ausgangspunkt dient die in semi-diskreter Form vorliegende Niherungslosung
[4.15), die auf eine als physikalisch sinnvoll zu erachtende Form gebracht wird (vgl. Glei-
chung (3.15)). Hierzu wird der Operator

Px) = ={x ¥20 R R (4.23)
0 x<0

definiert, mit dessen Hilfe die positiven Werte der Druckverteilung in semi-diskreter Form
durch P (HENf) (E)) angegeben werden konnen.

4.2.1. Angepasstes Integrationsverfahren

Aufgrund der semi-diskreten Form der Druckwerte wird eine Kombination aus analyti-
scher und numerischer Integration zur Ndherung der Lagerkrifte angewendet. Die Inte-
gration iiber die axiale z-Koordinate erfolgt hierbei analytisch, wohingegen die Integration
iiber die Umfangskoordinate ¢ iiber ein Trapez-Verfahren erfolgt.

Integration mittels Trapez-Verfahren fiir dquidistante Stiitzstellen. Die Lagerkrifte er-
geben sich ndherungsweise durch Auswertung der Integrale unter Berticksichtigung
der N,, Stiitzstellen in Umfangsrichtung zu

Ay _ v % fl?(n(Nz)(z))dz cos
ST PR = PR e
(4.24)
1
foy=f _ Y 2 N‘PZ‘I ffp(n(Nf)(z))dz sing; | .
Py Py 4 N(p_]. et J 1

Die Qualitdt dieser Ndherung korreliert dabei mit der Anzahl der Stiitzstellen, sodass fiir
eine hohere Stiitzstellenzahl ebenso auch bessere Ergebnisse fiir Ndherung der Integrale
zu erwarten sind.

Ein wesentlicher Nachteil dieses Verfahrens ist jedoch die dquidistante Stiitzstellen-
verteilung. Da lediglich tiber positive Werte der Druckverteilung integriert wird, stellt
sich zwangsldufig die Frage nach deren Nulldurchgdngen und inwieweit diese das Inte-
grationsergebnis qualitativ und quantitativ beeinflussen. Liegt ein Nulldurchgang und
damit der Wechsel in den nicht zu beriicksichtigenden Unterdruckbereich zwischen zwei
Stiitzstellen vor, ist beim angefiihrten Trapez-Verfahren mit unerwiinschten Effekten zu
rechnen.
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4. Losungsverfahren und Implementierungsstrategie

Anpassung des Trapez-Verfahrens durch zusitzliche Stiitzstellen. Um der beschriebe-
nen Problematik entgegenzuwirken wird eine anpassende Vorgehensweise mit zusatzli-
chen Stiitzstellen empfohlen.

Algorithmus 4.1: Stiitzstellenerweiterung fiir angepasstes Trapez-Verfahren
1. Die Nulldurchgdnge der Druckverteilung werden durch Vergleich der Funkti-
onswerte an zwei aufeinanderfolgenden diskreten Umfangspunkten bei z = 0
abgeschditzt:

vzw, = [0

, i=1.,Ny.

z=0" ¢

Wird ein Vorzeichenwechsel VZW; < 0 detektiert, so ist in dem durch die beiden
Stiitzstellen ¢; und @, begrenzten Bereich mindestens ein Nulldurchgang zu
erwarten. Als Resultat ergeben sich N(;; Teilintervalle, in denen die Druckfunkti-
on mindestens eine Nullstelle aufieist.

2. Fiir alle N(;; Intervalle wird eine Nullstelle der Druckverteilung néherungsweise
durch ein Sekantenverfahren bestimmt:

N (N7) Pr+1— Pk

=\ e PR

PE= " e ()
k+1 k

+ Qi , k=l,..,N(;.

z=0

3. Es werden N(;; zusdtzliche Stiitzstellen an den Umfangspositionen @y eingefiigt.
Der zugehorige Funktionswert wird entsprechend zu null gesetzt:

n®™ .2 =0, k=1.,N}.

Eine hierzu schematische Darstellung ist in Abbildung|4.6]aufgefiihrt.
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Diskrete Umfangspositionen

Abbildung 4.6.: Beispielhafte Darstellung von Algorithmusfl‘ir die Stiitzstellenerweiterung der Druckwerte in
Umfangsrichtung.
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4.2. Lagerkrifte

Durch das beschriebene Vorgehen ergibt sich die um zusitzliche N(; Eintrage erweiterte
Menge der Stiitzstellelﬂ
(Ny+Ng-1) x1

T
P1yeees Py (i)k)(pk+l)---» (PN(pfl] eER (4.25)

o=

Die semi-diskrete Form wird somit um die entsprechenden N;; Eintrége auf

N(,,+N(;;—1) 1 (4.26)

a L L L T
109+ @ = [0\ z),... 1P @, 0,17 @,.. 077, (7)] € wl

erweitert.
In Anbetracht der zusitzlich eingefiihrten Stiitzstellen lassen sich die angepassten Néhe-
rungen der dimensionslosen Lagerkrifte angeben:

- y? Nyt Ny -1 <,0,++1—(.0? - (N2)+ (= — \ (N2)+ (= _
f’““:_Z l_zi -5 ffP(HHf (z))cos<p7+1dz+f(P(Hl : (z))cosq);“dz ,
= 1 |
i 2 Np+Nj-1 o — g 1 . ! o
Fov=-7 l; % (ff])(l'[§+f)+(z))sin(p?+ldz +ffP(H§ Z)+(z))sin<p;'dz
= 1 |

(4.27)

Diese Vorgehensweise, welche auf der Einfiihrung zusétzlicher Stiitzstellen beruht, wird
im Folgenden auch als angepasstes Trapez-Verfahren bezeichnet.

4.2.2. Vergleichende Betrachtung der Auswertung der Lagerkriifte

Zwecks Erlduterung der Problematik und Rechtfertigung der empfohlenen Anpassung
des Trapez-Verfahrens wird exemplarisch eine auf der Kurzlagerlosung basierende
Druckverteilung fiir ein zylindrisches Gleitlager betrachtet. Als Ausdruck fiir die dimensi-
onslose Schmierspalth6he wird in diesem Fall exemplarisch

H=1-EcosBcosg— EsinBsing (4.28)

gewihlt. Unter der Annahme einer zeitlich konstanten Exzentrizitit £ sowie eines zeit-
lich konstanten Verlagerungswinkels § beschreibt diese eine konstante Position des Wel-
lenzapfenmittelpunkts im Gleitlager. Der sich fiir diesen Fall aus der Reynoldsgleichung
(unter Annahme der Kurzlagerl6sung) ergebende Druckverlauf

(6E cos Bsing —6Esin fcos )

(£, p) = (z2-1) (4.29)

¥2(1 - Ecos Bcos¢ — Esin Bsin )3

wird exemplarisch an (N, — 1) diskreten Umfangsstellen ausgewertet und basierend auf
den Ausdriicken bzw. (4.27) ndherungsweise integriert.

Thier exemplarisch fiir eine zwischen den Stiitzstellen ¢ 1 und ¢y, eingefiihrte Nullstelle @
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4. Losungsverfahren und Implementierungsstrategie

Analytische Referenzlosung. Zu Vergleichszwecken konnen aufgrund der relativ sim-
plen Form der Funktion die Lagerkréfte ebenso auch analytisch angegeben werden.
Hierzu werden die Nullstellen der Zahlerfunktion bestimmt, welche die Integrations-
grenzen fiir den positiven Druckbereich von ¢ € [B, § + 7] liefern. Ein solches Vorgehen ist
lediglich fiir den hier dargestellten Fall der Kurzlagerl6sung moglich. Die Integrale konnen
in wenigen Schritten ausgewertet werden, sodass sich folgende Ausdriicke ergeben:

B+m 1

fp,x(HKL)=—Y;/[ (6 cos Bsing —6Esin fcos )
p -1 r

; ; 7*—1)cospdzd

2(1 - Ecos Bcos¢p — Esin Bsing)3 (z°—1)cospdzdyp

_ —4E%cospV-E? +1- Ensinp(E-1) (E+1)
V-E2+1(E-1) (E+1) )

+m 1 ~ A
f (6E cos Bsing —6Esin fcosep)
J) ¥2(1 - Ecos Bcos¢ — Esin fsin )3

(4.30)

=

2
oy (M) = - YZ

(z*-1)singp dz de

'@\

—4E?sinV-E2+1+Encosf(E-1)(E+1)
VoE2+1(E-1)? (E+1)° '

Fehlerbetrachtung in Abhéingigkeit der Stiitzstellenanzahl. In Abbildung[4.7findet sich
eine Gegeniiberstellung der mit Hilfe der beiden Trapez-Verfahren und ge-
nihrten Lagerkrifte mit den Referenzwerten der analytischen Losung (4.30). Die Darstel-
lung erfolgt hierbei in Form eines relativen Fehlerma@es der beiden Ndherungsergebnisse
bezogen auf die exakte Losung fiir unterschiedlich viele Stiitzstellen.
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Abbildung 4.7.: Exemplarische Fehlerbetrachtung bei Niherung der Lagerkrifte fiir Druckverlauf (4.29) fiir ver-
schieden viele Stiitzstellen mit £=0.5 und = %.
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4.2. Lagerkrifte

Die mit steigender Stiitzstellenanzahl abklingenden Fehler zeigen eine gute Approximati-
on durch die beiden Verfahren auf, wobei das regulédre Trapez-Verfahren im betrachteten
Fall einen stets geringeren Fehler als das angepasste Verfahren nach Algorithmus[4.1]auf-
weist. Trotz quantitativ schlechterer Ndherung wird dennoch das angepasste Verfahren
empfohlen. Der Grund hierfiir deutet sich bereits in dem sichtlich alternierenden Verlauf
des reguldren Verfahrens an, welches einen stindigen Wechsel zwischen Uber- bzw. Un-
terschédtzung der Lagerkrifte offenbart.

Fehlerbetrachtung in Abhingigkeit verschiedener quasi-statischer Positionen. Zur
weiteren Erlduterung werden die Ergebnisse aus Abbildung[4.8 herangezogen, in denen
die relativen Fehler der Lagerkrifte fiir unterschiedliche Positionen des Wellenzapfens
dargestellt sind. Die Positionierung erfolgt hierbei durch Vorgabe des stationdren Verlage-
rungswinkels  bei einer willkiirlich gewdhlten Exzentrizitit £ = 0.5. Es ist an dieser Stelle
anzumerken, dass die in den beiden Diagrammen vorliegenden Polstellen der Wahl des
FehlermaRes geschuldet sind. Dieses wird fiir eine verschwindende Lagerkraft f,, — 0
bzw. f,,, — 0 entsprechend singulér.
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Abbildung 4.8.: Exemplarische Fehlerbetrachtung bei Niherung der Lagerkrifte fiir Druckverlauf (4.29) fiir ver-
schiedene Wellenzapfenpositionen mit £ = 0.5 und einer Stiitzstellenanzahl Ny =100.

Die durch das reguldre Trapez-Verfahren approximierten Lagerkréfte zeigen wie schon in
Abbildung ein stark alternierendes Verhalten. Die Lagerkréfte werden also bei einer
stetigen Abfolge quasi-stationdrer Positionen des Wellenzapfens im Wechsel iiber- und
unterschétzt. Hinsichtlich des Einsatzes numerischer Verfahren ist ein solches Verhalten
im hochsten Malle ungeeignet, da eine Auswertung der zugehorigen Jacobi-Matrizen
zu stark schwankenden, nicht stetigen Ausdriicken fiihrt, die unter Umstédnden eine
Losungsverfolgung oder Bifurkationsanalyse nahezu unmdoglich machen.



4. Losungsverfahren und Implementierungsstrategie

Die Untersuchungen der Lagerkrifte sowie des Naherungsverfahrens zeigen, dass es
keineswegs ausreicht, die als unphysikalisch zu erachtenden Unterdriicke lediglich zu
null zu setzen und iiber die verbleibenden Werte zu integrieren, wie dies beispielsweise in
der Arbeit von VAN DE VRANDE geschieht. Dies fiihrt auf stark schwankende, nicht als
stetig zu betrachtende Ausdriicke.

Das angepasste Verfahren liefert im Gegensatz dazu anndhernd stetige Verldufe in
Abhidngigkeit einer variierten Grole, wie sich im Beispiel der Abhidngigkeit vom Ver-
lagerungswinkel B zeigt. Ein solches Vorgehen eignet sich daher besser zur Ndherung
fiir den anschliefenden Einsatz numerischer Verfahren zur Losungsbestimmung und
-verfolgung.
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5. Einfluss der Lagergeometrie auf das
dynamische Verhalten des Rotors

Das folgende Kapitel befasst sich mit der Untersuchung des dynamischen Verhaltens des
in Kapitel[3]hergeleiteten Rotormodells auf Basis der zugehorigen Bewegungsgleichungen
(3:56). Zentrales Element ist dabei das zum Einsatz kommende Konzept eines Gleitlagers
mit oval-fsrmigem Querschnittsprofil gemiB Abbildung[3.4und dessen Einfluss auf das
Bewegungsverhalten des Rotors. Die geometrische Form des Lagers wird im vorliegenden
Kapitel als zeitlich konstant angenommen.

Im Fokus der Untersuchungen stehen die Ndherung stationdrer Losungen, die zugehorige
Stabilitdtsbetrachtung sowie die darauf aufbauende Losungsverfolgung in Abhéngigkeit
der dimensionslosen Rotordrehzahl w. Je nach Parameterkonstellation kann es sich beim
stationdren Verhalten um Ruhelagerﬂ periodische oder gar quasi-periodische Losungen
handeln. In seltenen Faillen lédsst sich sogar chaotisches Verhalten beobachten, was im
Zuge dieser Arbeit jedoch nicht weiter verfolgt wird.

Die Untersuchungen erfolgen mit dem Ziel einer Abschétzung stabilisierender oder
schwingungsreduzierender Einfliisse verschiedener Systemparameter, wobei der un-
wuchtfreie Rotor in Abschnitt[5.2]und der Rotor mit statischer Unwucht in Abschnitt[5.3]
néher beleuchtet werden.

Eine systematische Verfolgung des méglichen Losungsverhaltens auf Basis der nichtli-
nearen Bewegungsgleichungen stellt ein eher uniibliches Vorgehen im Forschungsbereich
der Rotordynamik dar. Aufgrund der Komplexitit der zugrunde liegenden Modelle stiitzt
sich die tibliche Vorgehensweise auf linearisierte Modellgleichungen sowie eine damit
verbundene Betrachtung der Steifigkeits- und Dampfungseigenschaften, z. B. in [56]. Eine
Betrachtung der nichtlinearen Zusammenhénge findet sich dagegen eher seltener, u. a. in
[77], und Ansétze aus dem Bereich der Losungsverfolgung und Bifurkationsanalyse sind
auler bei BAUM [5] und BovAct [9] nahezu nicht vorhanden.

In Ergdnzung zu den letztgenannten Arbeiten werden in den folgenden Untersuchungen
auch auftretende quasi-periodische Losungen beriicksichtigt. Hierzu kommt die in Ab-
schnitt)2.3.3]eingefiihrte Vorgehensweise zum Einsatz, die im Zusammenspiel mit den Me-
thoden der Bifurkationsanalyse den Zugang zu komplexen Verzweigungsstrukturen ein-
zelner Losungen erméglicht.

1Obgleich es sich um ein rotierendes System handelt, werden stationire, zeitlich konstante Positionen des
Wellenzapfens und des Rotormittelpunkts als Ruhelage bezeichnet.
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5. Einfluss der Lagergeometrie auf das dynamische Verhalten des Rotors

5.1. Modellierungsiiberblick

Das der Untersuchung zugrunde liegende Modell bedient sich des Differentialgleichungs-
systems sowie der damit verbundenen Niherung der Lagerkrifte aus Kapitel[4]

5.1.1. Bewegungsgleichungen und relevante Parameter

Bewegungsgleichungen als System erster Ordnung. Fiir die rechnergestiitzte Untersu-
chung des dynamischen Verhaltens werden die Bewegungsgleichungen in ein Differenti-
algleichungssystem erster Ordnung iiberfiihrt, wobei

z2=Xw, X!y, X1, X, Yw, Y}, Vi, Y]], zeR® (5.1)

die entsprechenden Zustandsgrélen enthélt. Die einzelnen kinematischen Grolen ent-
sprechen jeweils den auf das initiale Lagerspiel C normierten Positionen und Geschwin-
digkeiten des WellendurchstoBpunkts W am Rotor sowie des Wellenzapfensmittelpunkts
L. Daraus ergibt sich die Darstellung der Bewegungsgleichungen als System erster Ord-
nung:

0 1 0 0 O 0 0 0 0
-1 —daw +f 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 1 7
g oLt 0 % 0 0 0 0 0| |25/
= 5210 0 0 0 O 1 0 0|~ 0
0 0 0 0 -1 -daw £+ 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 9
0 0 o o X o -L o 2.5 Ipy(@
0 0 (5.2)
ﬁsina CoST
0 0
+ g S +7s 0 =Az+f @+f (@+f (1).
0 0 o T 20 ~U
ﬁcosa sint
0 0
a0 cosa 0

Die vier aufgefiihrten Anteile der rechten Seite des Differentialgleichungssystems repra-
sentieren dabei den linearen Systemanteil Az, die nichtlinearen Lagerkréfte f, die vom
Lastwinkel a bestimmte duRere statische Last f sowie die von der dimensionslosen Zeit

abhéngige Unwuchterregung fy. Die in f), enthaltenen Lagerkrafte fp,x und fp,y ent-
sprechen dabei der mittels des angepassten Trapez-Verfahrens gendherten Integrale aus

Gleichung (4.27).
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5.1. Modellierungsiiberblick

Fiir die notwendige Nidherung des Druckfelds wird das in Kapitel[d]beschriebene Vorgehen

zur Losung der Reynoldsgleichung verwendet, wobei sich unter Berticksichtigung

der in Abschnitt 3.3 hergeleiteten radialen Verschiebung der Lagerschale folgender Aus-
druck fiir die Schmierspalththe ergibt:

; 4
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Wird angenommen, dass die zur Verformung der Lagerschale eingesetzten Aktoren eine
konstante Verschiebung aufbringen, so ist die Lagergeometrie zeitlich konstant und U (1)
kann durch folgenden Zusammenhang ersetzt werden:

U)=U,,. (5.4)

Die Grof3e Uy, welche auch als Geometrieparameter bezeichnet wird, beschreibt die Ver-
schiebung der Lagerschale an den Aktorangriffspunkten zur Lagermitte hin und ist so-
mit ein MaQ fiir die ovale Querschnittsform. Fiir U,,, = 0 liegt dabei das klassische, kreis-
runde Querschnittprofil eines zylindrischen Gleitlagers vor. Um die Funktion des Lagers
nicht einzuschréanken, muss stets ein entsprechendes Lagerspiel erhalten bleiben, sodass
ein maximaler Wert des Geometrieparameters max(U,;,) = 0.5 nicht tiberschritten werden
sollte. Dieser Grenzwert orientiert sich an den fiir Mehrflachenlagern geltenden GréRen
und sollte daher méglichst nicht iiberschritten werden (vgl. [26]).

Standardwerte der einzelnen Parameter. Als Ausgangspunkt der rechnergestiitzten
Simulationen dient der in Tabelleaufgefﬁhrte Standardsatz an Parameterwerten, wel-
cher sich an den Tabellen[3.1]bzw.[3.2]orientiert und beispielsweise den Rotor eines etwas
schwereren Turboladers beschreibt. Sofern keine zusétzlichen Angaben gemacht werden,
liegt den prasentierten Untersuchungsergebnissen stets dieser Standardparametersatz zu
Grunde.

Parameterbezeichnung Formelzeichen Standardwert
Massenverhiltnis K 0.25
Wellennachgiebigkeit r 0.1
duBere Dampfung d, 0.1
Kurzlagerparameter Y 4
reziproker Lastparameter o 0.1
Geometrieparameter Un 0.3
statischer Lastwinkel (Lagerorientierung) a 0
statischer Unwucht Ys 0.25
Anzahl axialer Ansatzfunktionen Nz 2
Anzahl Stiitzstellen in Umfangsrichtung Ny 201

Tabelle 5.1.: Standardparametersatz fiir die Untersuchung des dynamischen Verhaltens des unwuchtfreien Ro-
tors mit konstanter Lagergeometrie.
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5. Einfluss der Lagergeometrie auf das dynamische Verhalten des Rotors

Von besonderem Interesse ist die geometrische Form und Orientierung des verwendeten
Gleitlagers, welche durch den Geometrieparameter U,,, und den Lastwinkel a beschrieben
wird. In der in Abbildung|5.1] gegebenen Skizze ist die Bedeutung dieser beiden Grofen
nochmals dargestellt. So bestimmt U, die Querschnittsform des Gleitlagers und a die
Orientierung bzgl. des Schwerefelds der Erde. Unter Beriicksichtigung der Drehrichtung
des Rotors muss hierbei klar zwischen den Bereichen a < 0 und a > 0 unterschieden wer-
den, sodass sich fiir den als konstant anzunehmenden Orientierungswinkel ein zuldssiger
Wertebereich a € [-7/2,7/2] ergibt.

Abbildung 5.1.: Geometrie und Orientierung des Gleitlagers mit ovalem Querschnittsprofil.

Abschitzung der Eigenkreisfrequenz des starr gelagerten Rotors. Im Zuge der Un-
tersuchungen ist weiterhin die ungeddmpfte Eigenkreisfrequenz w;, , des eigentlichen
Laval-Rotors bei starrer Lagerung von Interesse. Entsprechend den Ausfithrungen in

Abschnitt kann diese in Form des Frequenzverhéltnisses

w? few 1 1
* Laval
= 5.5
”Laval QR M QR —\/—r ( )

angegeben werden. Dieser Ausdruck stellt die auf die Rotordrehfrequenz bezogene Eigen-
kreisfrequenz in Abhéngigkeit der Wellennachgiebigkeit I' und des Drehzahlparameters
w dar und entspricht bei Abbildung in Abhéngigkeit einer dieser beiden Parameter stets
einer Hyperbel. Das Frequenzverhiltnis liefert eine Abschitzung potentieller Resonanz-
frequenzen des betrachteten Rotorsystems.
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5.2. Dynamisches Verhalten des unwuchtfreien Rotors

Die Ergebnisse basieren auf den Bewegungsgleichungen unter Vernachldssigung der
Unwuchterregung (ys = 0 bzw. fy = 0). Das zugrunde liegende nichtlineare Differential-
gleichungssystem ist somit autonom und kann mit Hilfe der numerischen Verfahren aus
Abschnitt22luntersucht werden.

5.2.1. Einfiihrendes Beispiel zur Losungsverfolgung

Zwecks Einfiihrung der verwendeten Darstellungsvarianten werden im Folgenden die Er-
gebnisse einer beispielhaften Konfiguration mit normalen, zylinderférmigen Gleitlagern
prasentiert.

Prinzipielles Losungsverhalten in Abhingigkeit der Rotordrehzahl. Erwartungsge-
mal ldsst sich bei einer verhdltnisméRig geringen Drehzahl eine stabile Ruhelage des
Rotorsystems detektieren. Eine Verfolgung dieser Ruhelage in Abhédngigkeit des Dreh-
zahlparameters o fiihrt auf die in Abbildung dargestellten Losungsverldufe. Es wird
hierbei zwischen Ruhelagen (—, --) und periodischen Losungen (Grenzzyklen) (=,
= =) unterschieden, deren Stabilitédt jeweils durch die Linienart der einzelnen Graphen
gekennzeichnet ist. Weiterhin werden Hopf-Bifurkationspunkte (H) mit (o) und Sattel-
punkte von Grenzzyklen (LPC) mit (o) dargestellt.

Erwartungsgemail($ stellt sich fiir den betrachteten Fall einer in negative ef -Richtung
wirkenden statischen Last (@ = 0) eine Ruhelage mit negativen Werten von Y7 bzw. Yy,
ein. Der quantitative Unterschied zwischen der vertikalen Position des Rotors und des
Wellenzapfens ist dabei durch die statische Durchbiegung der Welle bedingt. Ab einer
bestimmten Drehzahl ist die fiir hydrodynamisch gelagerte Rotoren typische Verlagerung
der Ruhelage zu erkennen, in Folge derer der Wellenzapfen zunehmend zur Lagermitte
hin strebt. Mit steigender Drehzahl verliert die Ruhelage tiblicherweise iiber eine Hopf-
Bifurkation (H) ihre Stabilitdt und es kommt zur Auspragung von Schwingungen aufgrund
von Selbsterregung. Der Wellenzapfen vollfiihrt eine Art Rithrbewegung, mit anndhernd
maximal moglicher Exzentrizitét, wie sich in Abbildung[5.2b]zeigt. Die Auslenkungen des
Rotors sind dabei im Gegensatz zu denen des Wellenzapfens nicht durch das vorliegende
Lagerspiel begrenzt. Dieses Phdnomen, bei dem die Ruhelage in Folge einer Hopf-
Bifurkation ihre Stabilitat verliert, wird oft auch als ,o0il-whirl“ bezeichnet. Die daraus
resultierenden Bifurkationsszenarien im Bereich der Ubergangstelle konnen sich dabei
in Abhéngigkeit der Systemparameter beliebig komplex gestalten, wie die vergroRerte
Ansicht in den Abbildungen[5.2cJund[5.2d]offenbart. Ausgehend von der Hopf-Bifurkation
werden im gegeben Fall mehrere stabile und instabile Losungsdste von Grenzzyklen
durchlaufen, bevor die stabile ,Hauptlosung “, welche sich durch ihre Stabilitét tiber einen
entsprechend ausgedehnten Drehzahlbereich auszeichnet, erreicht wird. Die einzelnen
Aste sind hierbei tiber Sattelpunkte von Grenzzyklerﬂ (LPC) miteinander verbunden.

1im Folgenden lediglich als LPC-Bifurkationen, LPC oder LPCs bezeichnet
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(e) Auf Drehfrequenz des Rotors bezogenes Frequenzverhaltnis der periodischen Grenzzyklusschwingungen

Abbildung 5.2.: Exemplarische Darstellung der stationdren Losungen des unwuchtfreien Rotors und deren
Bifurkationen in Abhingigkeit der Rotordrehzahl mit Standardparametersatz fiir zylindrische
Gleitlager (U, = 0).
[ Ruhelage stabil: —, Ruhelage instabil: - - , period. stabil: ===, period. instabil: = = ]
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5.2. Dynamisches Verhalten des unwuchtfreien Rotors

Die zum Grenzzyklus zugehorige Grundfrequenz wgs wird tiber das dimensionslose
Frequenzverhiltnis ng = @s/Qx angegeben und wird im Zuge der numerischen Verfolgung
ebenso bestimmt. Eine entsprechende Darstellung ist in Abbildung5.2€]aufgefiihrt. Das
sich nach den einzelnen LPC-Bifurkationen einstellende Frequenzverhiltnis liegt in
diesem Fall {iber einen groBeren Drehzahlbereich hinweg bei g = 0.5. Dies bedeutet,
dass sich periodische Losungen mit der Hélfte der Drehfrequenz Qg des Rotors einstellen.
Ein solcher Wert ist im Fall zylindrischer Gleitlager typisch fiir das bereits erwdhnte
Phédnomen des oil-whirl, welches aufgrund des vorliegenden Frequenzverhéltnisses in
der deutschsprachigen Literatur auch als Halbfrequenz-Wirbel bezeichnet wird. Wird die
Drehzahl weiter erhoht, kommt es bei hinreichender Anndherung der Frequenz an die
fiir den starr gelagerten Laval-Rotor abgeschitzte Eigenkreisfrequenz (dargestellt durch
Niava) 24 €inem Mitnahmeeffekt, in Folge dessen die Grenzzyklusfrequenz fiir weiter
ansteigende Drehzahlen annidhernd dem Verlauf von 77, ., folgt. Dieses Phdnomen wird
in der Literatur oft auch als ,oil-whip“ bezeichnet und dullert sich i.d.R. durch stark
erhohte Rotorauslenkungen, wie in Abbildung[5.2alab @ ~ 6 zu erkennen ist.

Je nach Parameterwahl unterscheiden sich die kritischen Werte des Drehzahlparameters
o (im Folgenden auch mit Grenzdrehzahl bezeichnet), ab denen es zum Stabilitatsverlust
der Ruhelagen kommt, als auch die sich daran anschlieBenden Grenzzyklusbifurkationen.
Fiir eine entsprechende Ubersicht méglicher Szenarien wird an dieser Stelle auf die Arbeit
von BoYACI [9] verwiesen.

Als alternative Darstellung zu den Abbildungen und bietet sich die in Abbil-
dung [5.3] gezeigte Variante mittels polarer Koordinaten bzgl. des lagerfesten Systems £
an. Das Diagramm zeigt die Position von WellendurchstoBpunkt und Wellenzapfen in der
el -ef -Ebene fiir den entsprechend verfolgten Drehzahlbereich. Die Darstellung der Ru-
helagen liefert in diesem Fall die Verlagerungsbahnen, auf denen sich Wellenzapfen und
Rotor mit ansteigender Drehzahl bewegen, wobei das charakteristische Anheben gut zu
erkennen ist. So bewegen sich die Mittelpunkte auf bogenférmigen Verlagerungsbahnen
in Richtung Lagermitte, wobei die Bahn des Rotors eine entsprechende Versetzung auf-
weist, welche sich durch die Auslenkung der Welle in Folge der statischen Last ergibt.
Verliert die Ruhelage ab der Grenzdrehzahl iiber die Hopf-Bifurkation (o) ihre Stabilitét,
so kommt es zu Ausbildung der beschriebenen Grenzzyklusschwingungen. Aus Griinden
der Ubersichtlichkeit sind in dieser Darstellungsvariante die zugehdrigen Trajektorien von
Rotor und Wellenzapfen lediglich fiir den Fall w = 4 dargestellt.

Ein Vorteil zur vorherigen Darstellung besteht in der besseren Visualisierung einzelner
Grenzzyklustrajektorien. So ergeben sich fiir den betrachteten Fall anndhernd kreisformi-
ge Trajektorien fiir sowohl Rotor als auch Wellenzapfen, wobei die Bewegung des Wellen-
zapfens durch das Lagerspiel beschrankt ist.
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1
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— Rotor (Xw, Yw)
— Wellenzapfen (X1, Y1)

jw
Bl

Abbildung 5.3.: Polare Darstellung der Verlagerungsbahnen und Grenzzyklustrajektorien in der e§ —ef -Ebene
im Bereich w € [0.1,20] fiir den Standardparametersatz fiir zylindrische Gleitlager (U, = 0).
[ Ruhelage stabil: —, Ruhelage instabil: - - , period. stabil: == ]

5.2.2. Stationdre Losungen und deren Bifurkationen

Im Fokus der Untersuchungen steht vor allem der Einfluss verschiedener Gleitlagergeo-
metrien, da diese einen stabilisierenden Effekt hinsichtlich der in Abschnittgeschil-
derten Instabilititsphdnomene haben (siehe ). Weiterhin sind sowohl quantitative als
auch qualitative Anderungen des dynamischen Verhaltens gegeniiber der Ausfiihrung mit
zylindrischen Gleitlagern zu erwarten, wie sich in dhnlichen Arbeiten zum Thema
nicht-kreisrunder Querschnittsprofile zeigt.

Einfluss der Lagergeometrie auf das Losungsverhalten. Hierzu werden verschiedene
Werte des Geometrieparameters U,,, welcher die Form des Querschnittprofils cha-
rakterisiert, betrachtet. Die Systemparameter werden entsprechend dem definierten
Standardsatz aus Tabelle[5.1{gewdhlt.

Beginnend mit dem in Abbildung[5.4] prasentierten Losungsverhalten zeigt sich deutlich
der Einfluss der unterschiedlich ausgeprédgten Geometrien. Ausgehend vom kreisrunden
Querschnittsprofil mit U,, = 0 nehmen die Auslenkungen des Rotors gerade im Bereich
vorhandener Selbsterregung mit steigendem Uy, systematisch ab, wie in der Ubersicht in
Abbildung[5.4a]zu erkennen ist. Der maximal betrachtete Wert des Geometrieparameters
betrdgt hierbei U, = 0.3 und entspricht einer Verformung des Kreisprofils um 30% des
initialen Lagerspiels gemessen an den beiden Aktorangriffspunkten.
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(c) Frequenzverhéltnis der Grenzzyklusschwingungen

Abbildung 5.4.: Stationdre Losungen des unwuchtfreien Rotors und deren Bifurkationen in Abhangigkeit der
Rotordrehzahl fiir verschiedene Lagergeometrien Uy, mit Standardparametersatz.
[ Ruhelage stabil: —, Ruhelage instabil: - - , period. stabil: ===, period. instabil: = = |
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5. Einfluss der Lagergeometrie auf das dynamische Verhalten des Rotors

Fiir diesen Wert wird demnach das Querschnittsprofil mit der am stérksten ausgepriagten
ovalen Form erreicht, wodurch eine Reduktion der Rotorauslenkung um bis zu 80% er-
reicht wird.

Abgesehen von der Amplitudenreduktion duflert sich der Einfluss der verdnderten Lager-
geometrie deutlich im Bezug auf die Grenzdrehzahlen mit einsetzender Selbsterregung
sowie auf das damit verbundene Verzweigungsverhalten, wie sich in Abbildung|5.4b|zeigt.
Eine schwache bis mittlere Verdnderung der Lagergeometrie hat im betrachten Fall keinen
nennenswerten Einfluss auf die Grenzdrehzahl, aber auf die darauf folgende Bifurkati-
onsszenarien. Ausgehend von der Hopf-Bifurkation (H) werden mehrere LPCs durchlau-
fen, die zum Teil dazu fiihren, dass Drehzahlbereiche mit koexistierenden Ruhelagen und
Grenzzyklen vorliegen, wie es beispielsweise fiir U,, = 0 und U,;, = 0.1 im Bereich w €
[3.1,3.8] der Fall ist. Je nach Ausdehnung dieses ,iiberlappenden® Bereichs sind diese als
besonders kritisch einzustufen, da das System trotz stabiler Ruhelage durch eine Stérung
auf die Grenzzykluslosung abdriften kann.

Mit steigendem U, reduziert sich nicht nur die Ausdehnung dieses als unerwiinscht anzu-
sehenden Bereichs, die Ruhelage verliert zudem ihre Stabilitédt erst bei wesentlich h6heren
Drehzahlen. So wird Hopf-Bifurkation fiir U,,, = 0.3 erst bei w = 5.9 durchlaufen.

Dariiber hinaus lésst sich fiir diesen Fall ein weiterer interessanter Effekt beobachten. Um
o = 4.5 kommt es zu einem vorgelagerten instabilen Bereich der Ruhelage, der durch zwei
Hopf-Bifurkation begrenzt wird. Die Amplituden des dort vorliegenden Grenzzyklus sind
jedoch so gering, dass dieser Effekt fiir praktische Anwendung eher unbedeutend ist. Die
Verlagerungsbahnen von Rotor und Wellenzapfen in Abbildung[5.5]liefern eine mogliche
Erkldrung dieses Phdnomens.

—— Rotor — Wellenzapfen |

02m1) 0
H
3 ﬂ\ﬂH
0.1 - H
=
E L
02 - gt -
L 7H
-0 1 | 1 | | 1 | 1

.3
0.7 0.72 0.74 0.76 0.78 0.8
Xw,L

(a) Verlagerungsbahnen von Wellenzapfen und Rotor  (b) VergroRerte Ansicht im markierten Teilbereich

Abbildung 5.5.: Polare Darstellung der Verlagerungsbahnen im Drehzahlbereich w € [0.1,20] zur Visualisierung
des vorgelagerten instabilen Bereichs (entspricht Ruhelagen aus Abbildungﬁir U =0.3).
[ Ruhelage stabil: —, Ruhelage instabil: - - |
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Mit steigender Drehzahl bewegt sich der Wellenzapfen auf einer annéhernd kreisbogen-
formigen Bahn, bevor die Ruhelage an der duBersten Position in e¥ -Richtung ihre Sta-
bilitét verliert. Wird die vorliegende Lagergeometrie in Abbildung|5.1] betrachtet, so stellt
dies den Bereich der Position dar, in der sich die beiden konvergierenden Schmierspalte
zunehmend der gleichen Umfangsposition ¢ = 0 anndhern und der Wellenzapfen in Folge
dessen aus seiner Ruhelage formlich heraus gedriickt wird. Mit steigender Drehzahl sta-
bilisiert sich die Ruhelage wieder Rotor und Wellenzapfen streben anndhernd orthogonal
zur statischen Hauptlast in Richtung Lagermitte, bevor die zweite, als kritisch zu erach-
tende Instabilitédt auftritt.

Werden ferner die Frequenzverhiltnisse der selbsterregten Schwingungen in Abbil-
dung[5.4d betrachtet, so zeigt sich, dass diese fiir einen steigenden Geometrieparameter
systematisch niedriger ausfallen. Die Riihrbewegung des Wellenzapfens im Lager fallt
also zunehmend ,langsamer“ aus. Ebenso reduziert sich auch der fiir U,, = 0 noch
vorhandene Bereich eines Halbfrequenzwirbels. Das Auftreten der selbsterregten Schwin-
gungen mit der Hilfte der Rotordrehfrequenz, wie es beispielsweise in Abbildung[5.2€]zu
beobachten ist, geht somit durch ein nicht-kreisrundes Lagerprofil zunehmend verloren.
Die tiblicherweise unterhalb von 77, . liegenden Frequenzverhéltnisse zeigen mit stei-
genden Drehzahlen die Tendenz, sich nf . anzundhern. Dies ldsst sich durch die
zunehmende Steifigkeit innerhalb der Gleitlager erkliren (vgl. [46]), die damit einer
starren Lagerung zunehmend ndher kommen.

Im Kontext nicht-zylindrischer Gleitlager bietet sich unter Beriicksichtigung der ge-
machten Beobachtungen die typischerweise verwendete Terminologie von oil-whirl und
oil-whip nicht mehr an, da das qualitative Losungsverhalten doch sehr stark von dem des
zylindrischen Lagers abweicht.

Die Untersuchung des Geometrieeinflusses liefert durchweg positive Resultate eines ova-
len Lagerprofils, sowohl im Hinblick auf die Systemauslenkungen als auch auf die einset-
zende Selbsterregung. Letzteres wird fiir Gleitlager mit Zhnlich nicht-kreisrunden Profilen
bereits in zahlreichen Arbeiten, u.a. in , untersucht, jedoch lediglich auf Basis li-
nearisierter Systemgleichungen.

Einfluss der Lagerorientierung auf das Losungsverhalten. Im Gegensatz zum zylindri-
schen Gleitlager ist im vorliegenden Fall einer davon abweichenden Geometrie ebenso
auch die Orientierung gegeniiber der statischen Hauptlastrichtung entscheidend, die im
zugrundeliegenden Modell durch den Lastwinkel a erfasst wird. Die Auswirkungen des
Lastwinkels werden im Folgenden anhand der vier dargestellten Konfigurationen in Abbil-
dung[5.6|untersucht, wobei der Fall @ = 0 den vorherigen Ergebnissen aus Abbildung[5.4]
entspricht.
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Abbildung 5.6.: Untersuchte Orientierungen des Gleitlagers.
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In analoger Weise zur Lagergeometrie finden sich die entsprechenden Verzweigungsdia-
gramme der stationdren Losung bei einem gewdhlten Geometrieparameter U, = 0.3
fir verschiedene Lastwinkel in Abbildung Die Rotorauslenkungen der in Folge
von Selbsterregung auftretenden Grenzzyklen sind hierbei fiir alle betrachteten Félle
weitestgehend identisch, wie sich in Abbildung[5.7a) zeigt. Dies scheint naheliegend, da
sich der Wellenzapfen im Selbsterregungsfall nicht lokalisiert sondern typischerweise
in Form einer rithrenden, dem Umfang folgenden Bewegung durch das Gleitlager lduft.
Die Besonderheit der Orientierung findet sich dagegen eher bei der Grenzdrehzahl der
auftretenden Hopf-Bifurkationen. So zeigt sich fiir « = #/4 der mit Abstand ausgedehnteste
Stabilitatsbereich der Ruhelage bis hin zu einer Drehzahl w = 14. Nichtsdestotrotz ist fiir
diesen Fall auf Grund der relativ weit vorgelagerten LPC-Bifurkation bereits ab w = 5 mit
der Méglichkeit eines Abdriftens auf die Grenzzykluslésung zu rechnen.

Im Vergleich dazu zeigt sich fiir @ = -7/4 das wohl ungiinstigste Verhalten hinsichtlich
Stabilitét (vgl. Abbildung [5.7b). Obwohl intuitionsbedingt die Variante mit a = #/2 als
besonders kritisch einzustufen gewesen wire, liefert eine Schréigstellung um a = -7/4 das
wohl unvorteilhafteste Losungsverhalten und ist daher zu vermeiden.

Weiterhin zeigt sich eine starke Abhingigkeit des jeweiligen Verzweigungsverhaltens
ausgehend von den einzelnen Ruhelagen. So liegt lediglich fiir den Fall @ = 0 eine superkri-
tische Hopf-Bifurkation vor, in deren Anschluss der Grenzzyklus zwei LPC-Bifurkationen
durchlduft, wihrend fiir die tibrigen Fille eine subkritische Hopf-Bifurkation und lediglich
ein LPC vorliegt. Die instabilen Aste (- =) repridsentieren hierbei periodische Losungen,
welche die Einzugsgebiete benachbarter Losungen voneinander abtrennt (siehe [45]).
Welcher Wert von «a fiir den praktischen Einsatz zu favorisieren ist, muss fallspezifisch
entschieden werden. Als Tendenz lésst sich allerdings angeben, dass aufgrund der mehr
oder weniger gleichen Drehzahlwerte der einzelnen LPCs die Variante mit dem ausgeprag-
testen Stabilitdtsbereich der Ruhelage, also a = 7/4, zu wihlen wére, da hier zumindest
die Moglichkeit besteht, auch in hoheren Drehzahlbereichen eine stabile Ruhelage zu
realisieren.

Die in Abbildung gezeigten Verldufe der einzelnen Frequenzverhiltnisse stehen
im Kontext des bereits fiir andere Systemkonfigurationen festgestellten, einheitlichen
Verhaltens der einzelnen Grenzzykluslésungen.
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(c) Frequenzverhiltnis der Grenzzyklusschwingungen

Abbildung 5.7.: Stationdre Losungen des unwuchtfreien Rotors und deren Bifurkationen in Abhéngigkeit der Ro-

tordrehzahl fiir verschiedene Lastwinkel @ mit Standardparametersatz und Geometrie Uy, = 0.3.
[ Ruhelage stabil: —, Ruhelage instabil: - - , period. stabil: ===, period. instabil: = = ]
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5. Einfluss der Lagergeometrie auf das dynamische Verhalten des Rotors

Umfassende Untersuchungen zum Einfluss der Lagergeoemtrie auf die Stabilitdt ein-
zelner Ruhelagen finden sich zudem in der Literatur, u.a. in . Die in diesen
Arbeiten vorgestellten Untersuchungen basieren allerdings lediglich auf linearisierten
Systemgleichungen, sodass die Stabilitit der Ruhelage zwar abgeschétzt werden kann,
jedoch nicht die daraus verzweigenden Grenzzyklen. Folglich wird die Moglichkeit einer
parallel zur Ruhelage koexistierender Grenzzykluslosung auler Acht gelassen bzw. erst
gar nicht durch die Modellgleichungen erfasst. Dies kann zu Fehleinschédtzungen beim
tatsdchlichen Betrieb des Rotors fiihren, da in den betroffenen Drehzahlbereichen eine
entsprechende Stérung zum Abdriften auf die besagten Grenzzyklen verursachen kann.

Einfliisse der Lagerlast und der Wellennachgiebigkeit auf das Losungsverhalten. Im
Rahmen dieser Arbeit handelt es sich hierbei im Gegensatz zur Geometrie und Orientie-
rung des Lagers um vergleichsweise untergeordnete Grofen, deren Einfliisse zumindest
fiir zylindrische Lager ausfiihrlich in [9] untersucht werden. Aus diesem Grund wird im
Folgenden eine leicht reduzierte Darstellungsvariante gewdahlt.

Beginnend mit der reziproken Lagerlast o in Abbildung werden fiir das Lager mit
U, = 0.3 die Falle mit starker Belastung (o = 0.01), schwacher Belastung (o = 1) sowie
einer mittleren Belastung (o = 0.05, o = 0.1) untersucht. Es wird an dieser Stelle nochmals
darauf hingewiesen, dass es sich bei dem Lagerlastparameter nicht um die in der Literatur
tiblicherweise verwendete Sommerfeldzahl handelt (vgl. [46]), sondern einen drehzahl-
befreiten Lastparameter darstellt (siehe Gleichungen und (3.58)).

Durch die abnehmende Belastung (o 1) zeigt sich ein generelles Anheben der Ruhelagen in
ef -Richtung. Der Wellenzapfen ndhert sich zunehmend der Lagermitte, da der tragende
Fluidfilm verhiltnism&Rig dicker wird. Fiir die beiden Extremfille des stark bzw. schwach
belasteten Lagers sind keine nennenswerten Grenzzyklusschwingungen festzustellen.
Dies ist angesichts der aus der Literatur bekannten Tendenzen fiir zylindrische Gleitlager
fiir den stark belasteten Fall zu erwarten (vgl. [EI, ). Das Verhalten fiir eine schwache
Belastung steht hingegen qualitativ in volligem Gegensatz zu den Ergebnissen des zylin-
drischen Lagers. Unter Berticksichtigung der Gleitlagergeometrie und deren Auswirkung
auf den Druckaufbau scheint dieses Verhalten dennoch naheliegend, da sich gerade bei
schwacher Belastung der Wellenzapfen zunehmend in der Lagermitte lokalisiert und
damit durch zwei Druckbereiche in den beiden konvergierenden Spaltbereichen des
Lagers mit Uy, = 0.3 abgestiitzt werden kann. Eine separate Diskussion dieses Umstands
fiir den schwach belasteten Fall ist in Abschnitt[5.2.3]auf Seite[L0OFf. aufgefiihrt.

Fiir den mittleren Lastbereich zeigt sich das im Vorfeld diskutierte Verhalten mit Sta-
bilitdtsverlust und resultierender Auspriagung von Grenzzyklen sowie dem bereits be-
schriebenen Phdnomen eines vorgelagerten instabilen Bereichs der Ruhelage (siehe

Abbildung[5.8¢).
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(c) VergroRerte Darstellung der Rotorauslenkung in ef -Richtung im Bifurkationsbereich

Abbildung 5.8.: Stationédre Losungen des unwuchtfreien Rotors und deren Bifurkationen in Abhéingigkeit der
Rotordrehzahl fiir verschiedene Werte des reziproken Lastparameters o mit Standardparame-
tersatz und Geometrie Uy, = 0.3.
[ Ruhelage stabil: —, Ruhelage instabil: - -, period. stabil: ===, period. instabil: = = ]

Die Untersuchungsergebnisse zur Abhédngigkeit des Losungsverhaltens von der Nachgie-
bigkeit I' der Welle finden sich in Abbildung[5.9} wobei die Grenzfille I' = 0.01 und I' = 0.5
eine eher steifere Welle bzw. nachgiebigere Welle beschreiben.

Bedingt durch die steigende Nachgiebigkeit féllt die statische Durchbiegung der Welle
stdrker aus, was sich in den einzelnen Ruhelagenpositionen des Rotors widerspiegelt, die
sich mit steigender Nachgiebigkeit zunehmenden in den negativen Bereich von Yy ver-
schieben. Wird die Grenzdrehzahl mit einsetzender Selbsterregung augenscheinlich kaum
von der Nachgiebigkeit beeinflusst, offenbaren sich die Auswirkungen gerade fiir den Fall
einer besonders nachgiebigen Welle bei I" = 0.5.
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(c) Vergroferte Darstellung der Rotorauslenkung in ef -Richtung im Bifurkationsbereich

Abbildung 5.9.: Stationédre Losungen des unwuchtfreien Rotors und deren Bifurkationen in Abhingigkeit der
Rotordrehzahl fiir verschiedene Werte der Wellennachgiebigkeit I' mit Standardparametersatz
und Geometrie Uj; =0.3.

[ Ruhelage stabil: —, Ruhelage instabil: - - , period. stabil: ===, period. instabil: = = ]

Hier kommt es neben relativ niedrigen Auslenkungen bereits nach einem kurzen Dreh-
zahlbereich zu einer volligen Unterdriickung der selbsterregten Schwingungen ab einem
Drehzahlwert w = 14.

Weiterhin ldsst sich fiir diesen speziellen Fall eine weitere Bifurkation der Ruhelage
bei w = 18 zu beobachten. Der sich hieraus entwickelnde Grenzzyklus weist allerdings
sehr geringe Auslenkungen des Rotors auf. Wie das zugehorige Frequenzverhiltnis
in Abbildung zeigt, stellt sich hier ein Wert ns ~ 1/3 ein, sodass das System mit
einem Drittel der Rotordrehfrequenz schwingt. Inwieweit sich die beiden fiir I' = 0.5
auftretenden Grenzzyklusbereiche unterscheiden, wird in der Gegeniiberstellung in
Abbildung deutlich. Fiir @ = 10 stellt sich ein Grenzzyklus mit einer Frequenz in
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5.2. Dynamisches Verhalten des unwuchtfreien Rotors

der Ndhe der Eigenkreisfrequenz des starr gelagerten Laval-Rotors ein. Wird der Rotor
selbst als linearer Oszillator interpretiert, bei dem die Wellenzapfenbewegung eine
entsprechende Fullpunkterregung in der Ndhe der Eigenkreisfrequenz représentiert,
so lassen sich damit die relativ groen Rotorauslenkungen erkldren.

Wird dagegen das Verhalten im zweiten Bereich bei w = 20 in Abbildungbetrachtet,
zeigt sich eine umgekehrte Tendenz mit verhéltnisméBigen grolen Auslenkungen des
Wellenzapfens und verschwindend geringer Auslenkung des Rotors. Unter Bertick-
sichtigung des angefiihrten Beispiels eines linearen Oszillators kann dieser Fall als
FuBBpunktanregung im tiberkritischen Frequenzbereich interpretiert werden und so die
nahezu verschwindenden Rotorschwingungen erkldren.

Rotor == Wellenzapfen

D~
S
Nl
El

0(2m) 0(2m)

3
2

(a) Grenzzyklustrajektorien bei w = 10 (b) Grenzzyklustrajektorien bei w = 20

T
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Abbildung 5.10.: Polare Darstellung der Grenzzyklustrajektorien in der ef — e —Ebene in zwei unterschiedli-
chen Bereichen der Selbsterregung bei einer Wellennachgiebigkeit I' = 0.5 und Standardpara-
metersatz mit Geometrie Uy, = 0.3.
[ period. stabil: === ]

Zusammenfassend finden sich bei der Untersuchung des Einflusses der Wellennachgie-
bigkeit zwei entscheidende Auswirkungen. Zum einen bedingt die nachgiebigere Welle
eine groBere statische Auslenkung und zum anderen zeigt sich der positive Einfluss auf die
Stabilitdt und die Begrenzung der Grenzzyklusschwingungen. Eine praktische Auslegung
des Rotorsystems sollte hierbei den idealen Kompromiss dieser beiden Effekte anstreben.

Einfluss weiterer Modellparameter auf das Losungsverhalten. Weitere Simulationser-
gebnisse, die den Einfluss des Massenverhéltnisses zwischen Rotor und Wellenzapfen
sowie den der Stiitzstellenanzahl fiir die Druckndherung umfassen, finden sich in An-
hang[A.1] da diese lediglich einen geringen quantitativen und qualitativen Einfluss zeigen.
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5. Einfluss der Lagergeometrie auf das dynamische Verhalten des Rotors

5.2.3. Einsetzende Selbsterregung - Stabilitit der Ruhelage

Von Interesse ist weiterhin die einsetzende Selbsterregung, die sich aus den im vorange-
gangenen Abschnitt beschriebenen Hopf-Bifurkationen heraus entwickelt. Entsprechend
der prasentierten Ergebnisse kann der damit verbundene Stabilit4dtsverlust der Ruhelage
jenach vorliegendem Parametersatz bei vergleichsweise hohen aber auch niedrigen Dreh-
zahlen auftreten. Im Rahmen der Untersuchungen wird die Hopf-Bifurkation in Abhén-
gigkeit zweier Parameter verfolgt, dem reziproken Lagerlastparameter o und dem Dreh-
zahlparameter w, um so die Grenzdrehzahﬂ des Rotors zu identifizieren. Diese wird im
Folgenden mit wyi; bezeichnet.

Einfliisse von Lagergeometrie und -orientierung auf die Stabilitit der Ruhelage. In
einem ersten Schritt werden sowohl der Einfluss der Lagergeometrie als auch der Orien-
tierung gegeniiber der statischen Lastrichtung untersucht.

In Abbildung[5.11] findet sich eine Darstellung der Hopf-Bifurkationen in der o-w-Ebene
fiir verschiedene Werte des Geometrieparameters. Zur besseren Darstellung sind Bereiche
mit instabiler Ruhelage grau hinterlegt (C1).

—Un=0—Un=01—Uy,=02—Un=03

20

15 -

10 -

Drehzahl w

0 | | L1
1072 107! 100 10!
Reziproke Lagerlast o

Abbildung 5.11.: Hopf-Bifurkationspunkte mit Stabilitdtswechsel der Ruhelage in Abhéngigkeit von Rotordreh-
zahl und Lagerlast fiir verschiedene Gleitlagergeometrien Uy, mit Standardparametersatz.
[ instabile Ruhelagen: 1]

Der Einfluss verschiedener Lagergeometrien ist klar zu erkennen. Ausgehend vom kreis-
runden Lagerprofil bei U,,, = 0 zeigt sich im eher niedrigen Lastbereich o > 1 fiir einen
steigenden Wert des Geometrieparameters Uy, eine verhéltnisméRig starke Verschiebung
der Stabilitdtsgrenze in hoheren Drehzahl- und Lastbereiche. So verlagert sich die Grenz-
drehzahl fiir eine verhaltnismaQig geringe Belastung des Lagers mit o = 2 von anfénglich
Wirit (U = 0) = 3 tiber Wiqit (Uy, = 0.1) = 4 und Wit (U, = 0.2) = 6 bis hin zu einer vollstin-
digen Stabilisierung im Fall U,, = 0.3.

IWert des Drehzahlparameters, fiir den die Ruhelage in Folge einer Hopf-Bifurkation instabil wird
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5.2. Dynamisches Verhalten des unwuchtfreien Rotors

Im Bereich mit hoherer Belastung bei o < 0.1 fillt der Einfluss der Lagergeometrie da-
gegen geringer aus. Die Stabilitdtsgrenze wird in diesem Bereich zwar ebenfalls zu hohe-
ren Drehzahlen hin verschoben, allerdings fallt dieser Effekt wesentlich geringer aus als
im niedrigen Lastbereich. Erkldren ldsst sich dieser Effekt durch die Positionierung des
Wellenzapfens fiir verschieden starke Belastungen des Systems. Wie sich beispielsweise in
Abbildung]5.8|zeigt, wandert die Position des Wellenzapfens fiir abnehmende Lagerlasten
(o 1) bei gleicher Drehzahl tendenziell in die Mitte des Gleitlagers, da bei geringerer Belas-
tung ein verhéltnisméRig dickerer Fluidfilm aufgebaut wird. Im Vergleich zum klassischen
zylindrischen Gleitlager mit U,, = 0 offenbart sich hier nun der Vorteil der gewéhlten
Gleitlagergeometrie. Diese liefert selbst fiir eine exakt mittige Ausrichtung des Wellen-
zapfens noch einen entsprechenden Druckaufbau durch die nach wie vor vorhandenen
konvergierenden Schmierspalte und kann so nach wie vor eine Abstiitzung der Welle und
des Rotors gewihrleisten. Die schematische Darstellung in Abbildung [5.12] verdeutlicht
diesen Sachverhalt anhand der zwei gegebenen konvergierenden Schmierspalte jeweils in
der oberen und unteren Lagerhilfte, die zu einem entsprechenden Druckaufbau in den
jeweiligen Bereichen fiihren.

Druckverteilung im ersten Spalt

2. konvergierender

Druckverteilung im Spaltbereich

zweiten Spalt

Abbildung 5.12.: Schematische Druckverteilung fiir ein Gleitlager mit ovalem Querschnittsprofil fiir eine statio-
nére Wellenzapfenposition.

Im Gegensatz hierzu verliert das System mit zylindrischem Gleitlager im Grenzfall
(Xw, Yw) — (0,0) seine Stabilitdt, da in diesem Fall der fiir den Druckaufbau entscheiden-
de Gradient 0H/a¢ (siehe Gleichung (3.20)) verschwindet und das Lager eine Abstiitzung
des Rotors nur noch durch eine einsetzende Rithrbewegung des Wellenzapfens realisieren
kann.

In Abbildung[5.13]ist hierzu eine exemplarische Gegeniiberstellung des dimensionslosen
Druckverlaufs bei z = 0 fiir das zylindrische und das Gleitlager mit ovalem Profil fiir
verschiedene statische Position des Wellenzapfens gegeben. Die Positionen der Aktoren
liegen jeweils bei den Umfangspositionen ¢ = 7/2 und ¢ = 37/2.
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Abbildung 5.13.: Gegeniiberstellung der Druckverteilung iiber den Umfang an der axialen Stelle z = 0 fiir ver-
schiedene statische Wellenzapfenpositionen bei einem Kurzlagerparameter y = 4.

Wie zu erkennen ist, bilden sich fiir das Lager mit ovalem Profil zwei Druckberge aus, die
selbst fiir eine komplett mittige Position des Wellenzapfens (dargestellt durch —) noch
erhalten bleiben.

Beim kreisrunden Profil kommt es hingegen zur Ausbildung nur eines Druckberges,
dessen Maximum zudem auch nur bei ca. 10% des Maximums des ovalen Profils liegt.
Fiir eine komplett mittige Ausrichtung verschwindet der Fluiddruck dariiber hinaus
vollig, sodass fiir diesen Fall keine Abstiitzung des Rotors bei konstanter Position des
Wellenzapfens mehr moglich ist.

Neben dem ausfiihrlich erkldrten stabilisierenden Effekt ldsst sich in Abbildung
ebenso auch das fiir U,, = 0.3 bereits beobachtete Phdnomen eines vorangehenden
Instabilitdtsbereichs beobachten. Wahrend dieser fiir U,, = 0.2 noch nicht vorhanden
ist, zeigt der Verlauf der Hopf-Bifurkationen fiir U,, = 0.3 eine separierte, geschlossene
Kurve im mittleren Lastbereich. Wie die Ergebnisse der Losungsverfolgung gezeigt haben,
entstehen hier jedoch nur Grenzzyklen mit verhiltnisma@ig niedrigen Amplituden. Daher
ist dieser Bereich nicht als kritisch anzusehen.

Es ldsst sich somit zusammenfassen, dass durch die nicht-kreisrunde Querschnittsgeo-
metrie der Gleitlager eine Ausdehnung der stabilen Bereiche der Ruhelage gegeniiber der
zylindrischen Bauform realisiert werden kann. Dieser Umstand ist bereits bekannt und
wird beispielsweise in fiir verschiedene Typen von Mehrfldchenlagern gezeigt,
jedoch ohne eine detaillierte Bifurkationsanalyse und ohne anschliefende Verfolgung der
auftretenden Grenzzyklusschwingungen.
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5.2. Dynamisches Verhalten des unwuchtfreien Rotors

Uber eine mégliche Stabilisierung entscheidet jedoch nicht nur die Querschnittsform des
Gleitlagers, sondern auch deren Orientierung gegeniiber der statischen Lastrichtung. Die
zuvor betrachteten Fille bedienen sich dabei stets eines statischen Lastwinkels a = 0.
Andertsich die Orientierung des Gleitlagers gemiR Abbildung hat dies ebenso Einfluss
auf die Stabilitéit der Ruhelage, wie sich in den Diagrammen in Abbildung[5.14]zeigt.
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Reziproke Lagerlast o Reziproke Lagerlast o
(a) Uy, = 0.3: Ovales Lagerprofil (b) U, = 0: Kreisrundes Lagerprofil

Abbildung 5.14.: Hopf-Bifurkationspunkte mit Stabilitdtswechsel der Ruhelage in Abhéingigkeit von Rotordreh-
zahl und Lagerlast in vergleichender Betrachtung von ovalem und kreisrundem Lagerprofil fiir
verschiedene Werte des Lastwinkels a mit Standardparametersatz.

[ instabile Ruhelagen: [1]

Der Einfluss der Orientierung dullert sich gerade im hdheren Lastbereich fiir 0 < 0.1, da
hier eine relativ starke Auslenkung des Wellenzapfens und damit eine starke Abhdngigkeit
von der Orientierung des Lagers zu erwarten ist. Sinkt die Lagerbelastung, so lokalisiert
sich der Wellenzapfen zunehmend mittig (vgl. Abbildung[5.8), sodass der Einfluss eines
verdnderten Lastwinkels vergleichsweise gering ausfallt.

In Abbildung zeigt sich zu Vergleichszwecken die vom Lastwinkel unberiihrte
Stabilitdtsgrenze des zylindrischen Gleitlagers. Es ist klar zu erkennen, dass gerade im
hohen Lastbereich ein ovales Profil fiir die Lastwinkel a = -7/4 und @ = +7/2 weitaus
niedrigere Grenzdrehzahlen erzielt werden als fiir das kreisrunde Profil. Gerade dieser
Umstand stellt die grof3te Schwiche des Konzepts nicht-zylindrischer Gleitlager dar. Wie
u.a. von FRENE ET AL. in angefiihrt wird, reagiert das System unter bestimmten
Umstinden hochst sensitiv auf eine Anderung der Hauptlastrichtung. Diese Anderung
kann bei realen Systemen entweder aus dem Betrieb heraus resultieren oder aber durch
eine ungenaue Montage der Lager selbst entstehen. Das zylindrische Lager ist bzgl. der
genannten Punkte aufgrund der vorliegenden Achsensymmetrie der Lagerschale weitaus
weniger fehleranféllig.
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5. Einfluss der Lagergeometrie auf das dynamische Verhalten des Rotors

Wird die direkte Abhéngigkeit der Grenzdrehzahl vom Lastwinkel a untersucht, so lasst
sich der genannte Nachteil anhand der in Abbildung(5.15]dargestellten Ergebnisse noch-
mals verdeutlichen. Als Beispiel wird das System fiir o = 0.05 betrachtet, welches unter
dem statischen Lastwinkel a = 0 operieren soll. Aufgrund der starken Abhédngigkeit der
Grenzdrehzahl von a an diesem Punkt stell dies jedoch eine eher ungiinstige Konfigura-
tion dar. Wird das Lager beispielsweise —10° versetzt montiert, so fallt die Grenzdrehzahl
auf ca. 75% des Ausgangswertes. Eine derartige Abhéngigkeit ist bei der Verwendung sol-
cher Lagertypen stets zu berticksichtigen, da diese im Gegensatz zu zylindrischen Lagern
relativ stark ins Gewicht fallen kann.
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Abbildung 5.15.: Hopf-Bifurkationspunkte mit Stabilitdtswechsel der Ruhelage in Abhéngigkeit von Rotordreh-
zahl und Lastwinkel fiir verschiedene Werte des reziproken Lagerlastparameters o mit Stan-
dardparametersatz und Geometrie Uy, = 0.3.

[ instabile Ruhelagen: 1]

Einfliisse der Wellennachgiebigkeit auf die Stabilitéit der Ruhelage. Fiir verschieden
nachgiebige Wellen sind die Ergebnisse der Verfolgung der Hopf-Bifurkationen in Ab-
bildung dargestellt. Fiir steife bis mittelsteife Wellen zeigt sich annihernd kein
nennenswerter Einfluss auf die Lage der Hopf-Bifurkationen, sowohl fiir das Lager mit
ovalem als auch mit kreisrundem Profil. Dieser Sachverhalt findet sich ebenso in den
bereits diskutierten Losungsverldufen in Abbildung[5.9]

Bei einer relativ nachgiebigen Welle mit I = 0.5 ist der Einfluss auf die Stabilitdt jedoch
deutlich sichtbar. Gerade im niedrig belasteten Bereich kommt es zu einer starken
Verschiebung der Stabilitdtsgrenze.

Im hoch belasteten Bereich ist fiir die betrachteten Félle hingegen kein nennenswerter
Unterschied festzustellen.
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Abbildung 5.16.: Hopf-Bifurkationspunkte mit Stabilitdtswechsel der Ruhelage in Abhéngigkeit von Rotordreh-
zahl und Lagerlast in vergleichender Betrachtung von ovalem und kreisrundem Lagerprofil fiir
verschiedene Wellennachgiebigkeiten I' mit Standardparametersatz.

[instabile Ruhelagen: [ 1]

AbschlieRende Empfehlungen zur Auslegung hinsichtlich auftretender Selbsterregung.
Je nach Belastungsart unterscheiden sich die zu beriicksichtigenden Parameter zwecks
Verbesserung des dynamischen Verhaltens hinsichtlich der auftretenden Selbsterregung.

Handelt es sich im Sinne des Lagerlastparameters um niedrig belastete Rotoren, so kann
ein stark erweiterter stabiler Drehzahlbereich der Ruhelage durch ein Lager mit ovalem
Querschnitt erzielt werden. Der statische Lastwinkel spielt in diesem Fall eher eine unter-
geordnete bis keine Rolle. Die Auslegung mit einer nachgiebigeren Welle begiinstigt dabei
den stabilisierenden Effekt.

Wird ein hoch belastetes System betrachtet, so kann durch eine Kombination aus ovalem
Lagerprofil und geeignetem statischen Lastwinkel eine Stabilisierung der Ruhelage erzielt
werden, die allerdings stark von einer Verdnderung des Lastwinkels abhéngt. Die Wellen-
nachgiebigkeit hat in diesem Bereich hingegen keinen nennenswerten Einfluss.

Ein Rotorsystem mit einer Lagerlast im mittleren Bereich o € [0.1,0.5] stellt den Grenz-
tibergang der beiden zuvor geschilderten Félle dar. Als ersichtliche Tendenz lésst sich aber
auch hier ein ovales Lagerprofil empfehlen. Die Abhédngigkeit von den tibrigen Systempa-
rametern ist in diesem Bereich eher unsystematisch oder marginal.

Als wesentlicher Vorteil gegeniiber der zylindrischen Variante ist die weitaus gréer aus-
fallende Grenzdrehzahl im Bereich niedriger Lagerlasten zu erwidhnen. Dies wird u. a. im
Grenzfall 0 — oo eines vertikalen Rotors ohne statische Last ausgenutzt. Ein Lager mit
kreisrundem Querschnittsprofil fiihrt in diesem Fall zu keiner stabilen Ruhelage, wohin-
gegen eine nicht-zylindrische Geometrie eine entsprechende Stabilisierung erzielen kann.
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5. Einfluss der Lagergeometrie auf das dynamische Verhalten des Rotors

5.3. Auswirkungen statischer Unwucht

Zusitzlich zu den ausfiihrlich untersuchten selbsterregten Schwingungen wird nun
der Einfluss einer statischen Unwucht betrachtet. Da in einem solchen Fall neben der
Selbsterregung noch eine Fremderregung durch die Unwucht vorliegt, sind nun auch
quasi-periodischen Losungen zu erwarten. Aus diesem Grund erfolgt die Untersuchung
auf Basis eines Spektralsystems, welches aus den jeweiligen Bewegungsgleichungen
abgeleitet wird.

5.3.1. Modellierung iiber Spektralsystem

Herleitung des zugehorigen Spektralsystems. Als Ausgangspunkt zur Herleitung des
Spektralsystems geméaR des in Abschnitt[2.3.3]geschilderten Verfahrens dienen die Bewe-
gungsgleichungen (5.2).

Durch Einfithrung der mit der Drehfrequenz des Rotors assoziierten Toruskoordinate 0

ergibt sich die autonome Darstellung
! _
Z=4z+f @+f +[,00, .
0=ny mit (z60)eR®xT!

als Basis zur Herleitung des Spektralsystems. Da die dimensionslose Zeit 7 {iber die Dreh-
frequenz Qg des Rotors definiert ist, ergibt sich der Wert der zur Toruskoordinate 6; zuge-
horigen Basisfrequenz zu ny = 1. Es wird eine quasi-periodische Losung z* des Differen-
tialgleichungssystems angenommen, die den Zusammenhang in der Form

2 (@) =u(nyt,vyt) =u@,vyT)

unter Verwendung einer T2—Torusfunktion u(01,0,) erfiillen soll. Damit ldsst sich eine
zugehorige Invarianzgleichung

ou ou
6—61+’VU6—62:AE+[0+IU(01)+[17(E) (5.7)
:Ziana :ZiFFT

zur Beschreibung der Torusfunktion angeben, wobei v; die noch unbekannte zweite Ba-
sisfrequenz darstellt. Zur Approximation der Torusfunktion u (61, 6>) wird, wie im Anwen-
dungsbeispiel in Abschnitt [2.3.4) aufgefiihrt, ein Galerkin-Ansatz dritter Ordnung (N = 3)
in 6; gewdhlt:

3
u~u® =@, + Z g(k) (@,) cos (kO7) +§(k) (0,) sin (k07) . (5.8)
k=1

Die im Sinne des Verfahrens durchzufithrenden Projektionen auf die Ansatzfunktionen
werden dabei fiir den Anteil f4n, analytisch und fiir den Anteil frrr, welcher die Lager-
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5.3. Auswirkungen statischer Unwucht

krifte beinhaltet, mit Hilfe eines FFT-Verfahrens bestimmt (siehe Seite[27). Als Resultat
ergibt sich das Spektralsystem

(f Y=-CY+S(Y) mit YeR® SeR® CeR®*, (5.9)
do,
welches sich zur Beschreibung von periodischem und auch quasi-periodischem Verhalten
mit maximal zwei Basisfrequenzen eignet. Die transformierte Toruskoordinate 6, ergibt
sich dabei aus 0, = 0s/vy. Die zugehorigen Spektralkomponenten bzgl. 0, werden iiber
den Zusammenhang

g':(k) :é(k) (92) =£(k) (VUQZ); ,S(k) 25(/6) (éZ) ::S(k) (VUQZ) (5.10)
in Form von
T
=" )" 6™ (59)] (5.11)

zusammengefasst. Auf eine detaillierte Darstellung der einzelnen Anteile des Spektralsys-
tems wird aufgrund der hohen Dimension des Problems an dieser Stelle verzichtet und es
wird auf die exemplarische Darstellung in Abschnitt verwiesen.

Prinzipielle Vorgehensweise. Zur Untersuchung des Einflusses der statischen Unwucht
wird das Spektralsystem in einem niedrigen Drehzahlbereich an einer stabilen Ruhelage
initialisiert. Dies entspricht einer periodischen Losung des Originalsystems. In Abhén-
gigkeit des Drehzahlparameters wird diese Losung verfolgt, bis sich eine entsprechende
Hopf-Bifurkation im Spektralsystem zeigt, von der aus periodische Losungen initialisiert
und weiter verfolgt werden kdnnen. Diese entsprechen quasi-periodischen Lésungen des
Originalsystems, die von einer NS-Bifurkation aus starten.

Die Stabilitdt der durch das Spektralsystem zu approximierenden Losungen wird dabei
iiber das auf Seite f. beschriebene Aquivalent zum Hill-Verfahren ausgewertet.

Anmerkung zum kritischen Wert des Drehzahlparameters im Falle statischer Unwucht.
Die Eigenkreisfrequenz des elastischen Rotors fiir eine starre Lagerung wird durch das
Frequenzverhdltnis 7{ , in Gleichung abgeschitzt. Im Falle statischer Unwucht er-
folgt eine Anregung des Systems iiber die zur Unwucht zugehoérigen harmonischen Terme
sin (1) und cos (7). Aufgrund dieses Zusammenhangs kann ein solch unwuchtkritischer
Wert des Drehzahlparameters wie folgt abgeschétzt werden:

ol = 1 (5.12)
Laval \/f .

Dieser Ausdruck stellt eine Abschitzung des Wertes des Drehzahlparameters dar, fiir den
im Unwuchtfall vergleichsweise hohe Systemamplituden zu erwarten sind. Ein Betrieb des
Systems oberhalb oder unterhalb dieses Wertes wird dabei als tiber- bzw. unterkritisch
angesehen.
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5. Einfluss der Lagergeometrie auf das dynamische Verhalten des Rotors

5.3.2. Stationdre Losungen und deren Bifurkationen

Im Folgenden werden die Ergebnisse der Verfolgung des unwuchtbehafteten Rotors auf
Basis des Spektralsystems fiir verschiedene Parameterkonfigurationen présentiert.

Einfliisse der Lagergeometrie bei statischer Unwucht. Das stationdre Verhalten des
Rotors im Unwuchtfall ist in Abhéngigkeit der Drehzahl in Abbildung dargestellt.
Grundsatzlich liegen fiir alle betrachteten Félle im niedrigen Drehzahlbereich periodische
Losungen vor (—), die mit steigender Drehzahl des Rotors tiber eine mit (4) gekennzeich-
nete Neimark-Sacker-Bifurkation (NS) ihre Stabilitdt verlieren. Als Resultat ergeben sich
quasi-periodische Losungen (=), die aufgrund der Beschreibung mittels des Spektralsys-
tems ebenfalls verfolgt werden kénnen. Wie sich in Abbildung[5.17b]zeigt, kann auch hier
ein beliebig komplexes Verzweigungsverhalten der quasi-periodischen Aste erfolgen. Es
ist dabei anzumerken, dass aufgrund eines fehlenden Stabilitdtskriteriums hierbei nicht
zwischen stabilen und instabilen quasi-periodischen Losungen unterschieden wird.

Das in Abbildung[5.17d gegebene Frequenzverhéltnis liefert aufgrund von 7y = 1 direkt
die zweite Basisfrequenz vy der quasi-periodischen Losungen und entspricht erwar-
tungsgemal den im Falle reiner Selbsterregung aufgezeigten Tendenzen.

Beginnend mit den periodischen Losungen zeigt sich, dass der Geometrieparameter U,
keinen nennenswerten Einfluss auf die auftretenden Auslenkungen hat, aber dafiir auf
die Stabilitdt der Losung. So verlieren die durch die Unwucht verursachten periodischen
Losungen bei zunehmend ovaler Form des Lagerprofils erst bei hoheren Drehzahlen ihre
Stabilitdt aufgrund der einsetzenden Selbsterregung. So ladsst sich ausgehend von der
NS-Bifurkation fiir U,, = 0 bei w = 2.5 diese im Fall U,, = 0.3 erst bei w ~ 14 beobachten.
Diese Verschiebung des stabilen Losungsbereichs durch die Lagerform findet sich ebenso
fiir den Fall reiner Selbsterregung des unwuchtfreien Rotors (vgl. Abbildung[5.4) und ist
damit als validiert zu erachten.

Der Einfluss der Lagergeometrie auf die aus der NS-Bifurkation entstehenden quasi-
periodischen Losungszweige zeigt unter Beriicksichtigung der Ergebnisse des unwucht-
freien Falls die zu erwartenden Tendenzen: Mit zunehmend ovaler Querschnittsform
fallen die Rotorauslenkungen immer geringer aus.

Wird der Fall des zylindrischen Lagers mit U, = 0 betrachtet, zeigt sich sowohl im
Auslenkungsverlauf als auch bei der Darstellung des Frequenzverhéltnisses ein dhnliches
Verhalten zum oil-whirl und oil-whip, aber fiir den quasi-periodischen Bereich. Die
Basisfrequenz vy pendelt sich im Bereich w = [4.5,6] bei vy = 0.5 ein, bevor sich diese
der abgeschitzten Eigenkreisfrequenz des starr gelagerten Laval-Rotors anndhert und es
letztlich zu stark ansteigenden Auslenkungen der quasi-periodischen Losungen kommt.
Mit steigendem Geometrieparameter geht dieser Effekt, wie auch schon im unwuchtfreien
Fall, zunehmend verloren.

Interessanterweise kommt es auch im Unwuchtfall fiir U, = 0.3 zu einem vorgelagerten
Bereich mit instabiler, in diesem Fall periodischer Losung bei w = 8, wobei hier eine
koexistierende quasi-periodische Losung vorliegt.

108
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— Un=0—Uy,=02— U, =03

ANS

max/min(Yy)

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Drehzahl

(a) Rotorauslenkung in ef‘ -Richtung (lediglich NS-Bifurkationen gekennzeichnet)

max/min(Yy)

Drehzahl

(b) Rotorauslenkung in e)”,“‘ -Richtung vergroRert

=vy

Basisfrequenzverhiltnis vir/ng

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Drehzahl o

(c) Verhdltnis der Basisfrequenzen der quasi-periodischen Losung

Abbildung 5.17.: Stationédre Losungen des Rotors und deren Bifurkationen in Abhédngigkeit der Rotordrehzahl
unter Berticksichtigung einer statischen Unwucht yg = 0.25 fiir verschiedene Lagergeometrien
U, mit Standardparametersatz.
[ period. stabil: —, period. instabil: - - , quasi-period.: === ]
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5. Einfluss der Lagergeometrie auf das dynamische Verhalten des Rotors

Zwecks Erklarung und moglicher Interpretation der berechneten quasi-periodischen L6-
sungszweige und deren Besonderheiten ist in Abbildung [5.18]fiir den Fall des zylindri-
schen Lagers (U, = 0) ein Abgleich mit Ergebnissen einer reinen Zeitsimulation des Ori-
ginalsystems aufgefiihrt. Beginnend mit Abbildung[5.18a]wird ein kleiner Ausschnitt einer
zugehorigen Spektralkomponente der quasi-periodischen Losung betrachtet.

Es handelt sich sichtlich um quasi-periodisches Verhalten mit einer mittleren Abweichung
ungleich null der betrachteten Spektralkomponenten. Als Besonderheit ldsst sich ein
peak-artiger Verlauf bei w = 3.8 identifizieren, dessen Bedeutung im Folgenden diskutiert
wird.

Wie bereits im Beispiel in Abschnitt [2.3.4] entspricht ein solcher Peak einer potentiellen
Synchronisation auf der quasi-periodischen Mannigfaltigkeit. Als Validierung hierfiir
sind die zugehorigen Ergebnisse einer reinen Zeitsimulation des Originalsystem jeweils
direkt an und neben der Peak-Stelle in Abbildung und Abbildung aufge-
fiithrt. Diese zeigen bei w = 3.8 klar einen periodischen und bei w = 4 einen quasi-
periodischen Losungsverlauf. Es ist dabei anzumerken, dass im periodischen Fall die
maximale Auslenkung bei max(Yw(w = 3.8)) = 0.5 liegt, obwohl diese gemdll dem
Verlauf in Abbildung mit max(Yy (@ = 3.8)) = 1 abgeschitzt wird. Dieser Umstand
wird u.a. im Zuge des einfiihrenden Beispiels diskutiert und beruht auf der Tatsache,
dass im Falle einer auf der Mannigfaltigkeit periodisch verlaufenden Losung, diese
die Extremalstellen selbst nicht zwingend durchlaufen muss. Dieser Sachverhalt wird
durch den in Abbildung dargestellten Poincaré-Schnitt nochmals verdeutlicht.
Eine Ndherung durch Zeitsimulation fiihrt lediglich auf zwei Fixpunkte, welche die
Mannigfaltigkeitskurve konsequenterweise nicht dicht ausfiillen. Im Gegensatz dazu
lasst sich fiir die quasi-periodische Lésung bei w = 4 in Abbildung eine mehr oder
weniger gleichméRige Verteilung auf der Mannigfaltigkeit feststellen.

Die gendherten Maxima und Minima der Torusmannigfaltigkeit liefern, wie auch bereits
im Beispiel in Abschnitt lediglich eine Abschidtzung einer oberen und unteren
Schranke der darauf verlaufenden Losungen. Quasi-periodische Losungen werden hier-
durch sehr gut approximiert, wie der Vergleich mit der Zeitsimulation zeigt, wohingegen
im Synchronisationsfall mit quantitativen Abweichungen zu rechnen ist.

Ein weitere Punkt, den es zu kldren gilt, ist die falten- oder sattelpunktdhnliche Verzwei-
gungsstruktur der quasi-periodischen Losungen. Hierzu wird ein solches Szenario fiir den
Fall U, = 0 in Abbildung[5.19|néher betrachtet.

Wie in Abbildung[5.19a]zu erkennen ist, liegen fiir @ ~ 4.8 eine instabile periodische L-
sung sowie drei quasi-periodische Losungen vor, die jeweils durch die zugehérigen Man-
nigfaltigkeiten approximiert werden. Basierend auf den Erfahrungen bei der Verzweigung
von Grenzzyklen erscheint es naheliegend, dass Mannigfaltigkeit 2 die Einzugsgebiete der
als attraktiv anzunehmenden Mannigfaltigkeiten 1 und 3 voneinander abtrennt. Lésun-
gen, die kurz ,oberhalb“ der Mannigfaltigkeit 2 initialisiert werden, wiirden demnach
auf Mannigfaltigkeit 3 zustreben, wohingegen eine Initialisierung kurz ,unterhalb“ auf
Mannigfaltigkeit 1 zulaufen wiirden.
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Abbildung 5.18.: Exemplarische Betrachtung einer Peak-Stelle im Spektrum im quasi-periodischen Bereich und
Vergleich mit den jeweiligen transienten Simulationsergebnissen fiir den Fall Uy, = 0 aus

Abbildung
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5. Einfluss der Lagergeometrie auf das dynamische Verhalten des Rotors

Zur Validierung dieser Annahme sind in den Abbildungen [5.19b] und [5.19¢ Gegen-
tiberstellungen der Poincaré-Schnitte, welche auf den gendherten Mannigfaltigkeiten
basieren, mit Ergebnissen entsprechender Zeitsimulationen dargestellt. Im ersten Fall
einer Initialisierung der Zeitsimulation zwischen Mannigfaltigkeit 1 und 2 ist klar zu
erkennen, dass sich die Poincaré-Abbildungen () der Trajektorie nach einer Einschwing-
phase auf dem Schnitt durch Mannigfaltigkeit 1 ansammeln. Wird hingegen zwischen
den Mannigfaltigkeiten 2 und 3 initialisiert, zeigt sich die vermutete Lokalisierung der
Abbildungen (¢) auf dem Schnitt durch Mannigfaltigkeit 3.

Ein solches Bifurkationsszenario, bei dem Bereiche mit koexistierenden quasi-periodischen
Losungen auftreten, konnte im Kontext der bisher prasentierten Ergebnisse auch als Falte
oder Sattelpunkt von quasi-periodischen Losungen bezeichnet werden, in Folge derer
sich die Attraktivitdt der Torusmannigfaltigkeit bzgl. ihrer Normalenrichtung umkehrt.
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(a) Faltendhnliche Verzweigung der Torusmannigfaltigkeiten (vergroBert aus Abbildung
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(b) Poincaré-Schnitt beif; = 0 fiir w = 4.78. Zeitsimu-  (c¢) Poincaré-Schnitt bei 8 = 0 fiir w = 4.78. Zeitsimu-
lation © mit Initialisierung ,zwischen“den Man- lation e mit Initialisierung ,zwischen“ den Man-
nigfaltigkeiten 1 und 2 nigfaltigkeiten 2 und 3

Abbildung 5.19.: Abschidtzung moglichen Einzugsverhaltens verschiedener quasi-periodischer Losungen tiber
Poincaré-Schnitte und Zeitsimulationen bei w = 4.78 im Bereich der ingezeigten faltendhn-
lichen Verzweigung fiir den Fall Uy, = 0 aus Abbildung
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Einfliisse der Unwuchtstirke. Als entscheidender Parameter ist ebenso die Unwucht-
starke als MaR fiir die Massenkrafterregung des Rotorsystems zu nennen. Diese wird im
verwendeten Modell durch die GréBe ys charakterisiert, welche die auf das Lagerspiel
normierte Distanz zwischen WellendurchstoBpunkt W und Schwerpunkt S der Haupt-
masse des Rotors beschreibt. Im Sonderfall ys = 0 ergibt sich der perfekt gewuchtete oder
unwuchtfreie Rotor, der im vorangehenden Abschnitt ausfiihrlich diskutiert wurde.
Da sich die GroBe der Unwucht im realen System je nach Genauigkeit des Auswuchtver-
fahrens unterscheiden kann, wird im Folgenden der Einfluss einer schwachen Unwucht
vs = 0.1 bis hin zu einer verhéltnismé&Rig starken Unwucht ys = 1 untersucht.

In den Diagrammen in Abbildung ist das entsprechende stationire Verhalten fiir
unterschiedliche Drehzahlen abgebildet. Beginnend mit dem niedrigen Drehzahlbereich
in Abbildung|[5.20b|ldsst sich lediglich periodisches Losungsverhalten feststellen, welche
direkt durch die Unwuchtstirke beeinflusst wird. So kommt es fiir ys = 0.5 zu stark anstei-
genden Auslenkungen des Rotors direkt unterhalb der abgeschitzten unwuchtkritischen
Drehzahl Egaval, die einer Unwuchterregung des starr gelagerten Laval-Rotors mit dessen
Eigenkreisfrequenz beschreibt.

Nach Uberschreiten von Egaval reduzieren sich die Auslenkungen wieder und die pe-
riodischen Losungen bleiben so lange stabil, bis die einsetzende Selbsterregung zur
Ausprigung quasi-periodischer Losungsiste fiihrt. Es ldsst sich dabei in Abbildung[5.20¢]
feststellen, dass die entsprechenden NS-Bifurkationen durch eine steigende Unwucht
in hohere Drehzahlbereiche verschoben werden. Die Ursache hierfiir liegt in der Natur
der Kopplung innerhalb des Systems. Der Unwuchtterm f;; aus Gleichung (5.6) kann
aus systemtheoretischer Sicht als eine einseitige Kopplung zu einem Oszillator mit der
Kreisfrequenz ny = 1 interpretiert werden, wobei die Kopplungsstédrke durch ys gegeben
ist. Je stirker die Kopplung ausfdllt, umso mehr wird dem Rotorsystem das Verhalten des
anregenden Oszillators ,aufgezwungen®, was sich bereits fiir einfache Systeme, z.B. in
, beobachten lasst. Reicht die stirke der Kopplung nicht mehr aus, dem System das
periodische Verhalten ,aufzuzwingen®“, kommt es zur Entstehung quasi-periodischer
Losungen. Diese zeigen ausgehend vom Bifurkationspunkt einen kurzen Verlauf in
Richtung hoéherer Drehzahlen, gefolgt von einem Riickgang in die niedrigeren Dreh-
zahlbereiche, bevor es iiber einen weiteren faltenidhnlichen Punkt zu einem Ubergang
auf den &dulersten, als attraktiv anzusehenden, Losungsast kommt. Dieses Verhalten
wird ebenso im unwuchtfreien Fall beobachtet und zeigt auf, dass das System durch
eine geeignete Storung in diesem Bereich koexistierender Losungen beispielsweise vom
stabilen periodischen Ast auf die dul8ere quasi-periodische Losung abdriften kann. Dieser
Umstand kann durch eine reine Betrachtung periodischer Losungen schlichtweg nicht
erfasst werden. Die Frage nach einer geeigneten Storung sowie moglicher Einzugsgebiete
einzelner quasi-periodischer Losungen ist dabei im Zuge der Einarbeitung des bisher
fehlenden Stabilitatskriteriums ebenfalls zu kldren.

Das Verhalten der quasi-periodischen Losungen selbst zeigt, abgesehen von der Lage
der NS-Bifurkationen, kaum nennenswerte quantitative Unterschiede. Dies ldsst sich
dadurch begriinden, dass der Selbsterregungsmechanismus an sich fiir alle betrachteten
Félle gleich bleibt, unabhidngig vom gewdhlten ys.
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(c) VergroRerte Ansicht im Drehzahlbereich mit quasi-periodischen Lésungen

Abbildung 5.20.: Stationédre Losungen des Rotors und deren Bifurkationen in Abhéangigkeit der Rotordrehzahl
unter Berticksichtigung unterschiedlich starker Unwuchten y g mit Standardparametersatz.
[period. stabil: —, period. instabil: - - , quasi-period.: === ]
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5.3. Auswirkungen statischer Unwucht

In Ergédnzung wird der Fall einer relativ starken Unwucht mit ys = 1 in Abbildung [5.21]
betrachtet. Es werden hierbei die Fille fiir zwei verschiedene Wellennachgiebigkeiten be-
trachtet, da diese geméaR Gleichung zu unterschiedlichen unwuchtkritischen Dreh-
zahlen Bijaval im Unwuchtfall fithren. Wird eine steife Welle (I' |) gewdhlt, fallt diese grof3er
aus als fiir eine nachgiebige Welle.

Die starke Unwucht reicht in beiden betrachteten Féllen aus, dem Rotor ein durchweg sta-
biles periodisches Verhalten aufzuzwingen. Es tritt kein durch zusétzliche Selbsterregung
verursachtes quasi-periodisches Verhalten auf. Die in der Ndhe der jeweiligen Eigenkreis-
frequenz auftretenden Amplituden sind in diesen Fillen allerdings enorm und stellen im
praktischen Fall gerade fiir den Hochlauf eines solchen Rotors ein immenses Problem dar.
Zudem fallen die Amplituden beim stationdren Betrieb im {iberkritischen Bereich ohnehin
relativ grof3 aus.

Obwohl die Selbsterregung durch eine hohe Unwucht unterdriickt werden kann, sollte fiir
praktische Anwendungen eine mdéglichst geringe Unwucht nach wie vor als erstrebens-
wert eingestuft werden, wohingegen auch ein moglichst schneller Hochlauf als alternati-
ves Vorgehen verbleibt.

—I'=01—T=0.01

max/min(Yyy)

14 16 18 20
Drehzahl

Abbildung 5.21.: Stationédre Losungen des Rotors in Abhéngigkeit der Rotordrehzahl unter Berticksichtigung
einer starken Unwucht yg = 1 fiir eine eher steife (I' = 0.01) und eine eher nachgiebige Welle
(I' =0.1) mit Standardparametersatz.
[period. stabil: — ]

Einfliisse der Wellennachgiebigkeit. Fiir den Fall einer moderaten Unwucht mit wei-
terhin auftretender Selbsterregung werden abschlieend die Auswirkungen der Wellen-
nachgiebigkeit untersucht. Wie sich bereits in Abbildung[5.21] andeutet, hat diese einen
direkten Einfluss auf die unwuchtkritischen Drehzahlen im periodischen Losungsbereich.
Zur besseren Ubersicht sind die zu verschiedenen Nachgiebigkeiten gehérenden Verldufe
in Abbildung[5.22] in zwei Diagramme unterteilt. Die besten Ergebnisse hinsichtlich der
Auslenkung im quasi-periodischen Bereich werden dabei mit der nachgiebigsten (I' = 0.5)
und der steifsten Welle (I' = 0.01) erreicht, wobei fiir letztere sogar eine vollstindige Un-
terdriickung der Selbsterregung festzustellen ist.
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5. Einfluss der Lagergeometrie auf das dynamische Verhalten des Rotors

— T=001—T=005 |

L
¢

Drehzahl w

(a) Rotorauslenkung in ef -Richtung fiir steifere Wellen

—TI'=01—TI=05

ANS
e I S
E ———————— e — A o= = =
g

10 12 14 16 18 20
Drehzahl o

(b) Rotorauslenkung in ef -Richtung fiir nachgiebigere Wellen

Abbildung 5.22.: Stationédre Losungen des Rotors und deren Bifurkationen in Abhédngigkeit der Rotordrehzahl
unter Berlicksichtigung einer statischen Unwucht yg = 0.25 fiir verschiedene Wellennachgie-
bigkeiten I mit Standardparametersatz.

[period. stabil: —, period. instabil: - - , quasi-period.: === ]

Der Fall I' = 0.05 liefert hingegen lediglich einen verkiirzten Drehzahlbereich mit zu be-
obachtender Selbsterregung, was im Kontext zu den Ergebnissen im unwuchtfreien Fall
steht (vgl. Abbildung[5.9). Zeitgleich werden aber hohe Auslenkungen beim Durchgang
der abgeschétzten Eigenkreisfrequenz bei w = 1 festgestellt.

Die Ergebnisse zu den mittelsteifen Wellen I = 0.05 und I' = 0.1 zeigen qualitativ dhnliches
Verhalten, wobei die NS-Bifurkation fiir I' = 0.05 eher in den héheren Drehzahlbereichen
liegt. In beiden Féllen findet sich dennoch ein relativ ausgedehnter Bereich mit koexis-
tierenden periodischen und quasi-periodischen Losungen, sodass bei gleichbleibender
Drehzahl auch hier ein durch eine entsprechende Storung verursachter Sprung auf einen
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5.3. Auswirkungen statischer Unwucht

benachbarten Losungszweig fithren kann. Dies kann unter Umstdnden zu einer dreifach
so groBen Auslenkung als im periodischen Fall fithren.

Empfehlung hinsichtlich der Auslegung gegen Unwucht. Im Rahmen der présentierten
Untersuchungsergebnisse zur Unwuchterregung zeigt sich der Einfluss des ovalen Lager-
profils vorwiegend im Bereich der einsetzenden Selbsterregung, deren Auswirkung hier-
durch stark beeinflusst werden konnen. So besteht die Moglichkeit eine Reduktion der
auftretenden Schwingungen zu erzielen. Es zeigt sich weiterhin, dass eine groflere Un-
wucht die einsetzende Selbsterregung in hohere Drehzahlbereiche verschiebt, was aller-
dings auf Kosten der Auslenkungen beim Durchgang der kritischen Eigenkreisfrequenz
des Rotors als auch des stationdren Betriebs im iiberkritischen Bereich geschieht. Eine
solche Malnahme zur Reduktion der durch Selbsterregung hervorgerufenen Schwingun-
gen ist daher nicht zu empfehlen.

Kann hingegen eine moglichst geringe Unwucht realisiert werden, so zeigt sich fiir hohe
Wellensteifigkeiten ein dulert vorteilhaftes Verhalten mit durchweg stabilen periodischen
Losungen niedriger Auslenkung.

Unabhéngig von dem Einfluss einzelner Parameter offenbaren sich bei der systematischen
Untersuchung des Systems Drehzahlbereiche mit koexistierenden periodischen und
quasi-periodischen Losungen, die bei praktischer Auslegung mit in Betracht gezogen
werden sollten.
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6. Einfluss einer harmonisch variierten
Lagergeometrie

Die im vorangegangenen Kapitel présentierten Ergebnisse zeigen den positiven Einfluss
einer nicht-zylindrischen Lagergeometrie hinsichtlich der Unterdriickung selbsterregter
Schwingungen sowie der Reduktion auftretender Schwingungen im Unwuchtfall. Es stellt
sich die Frage, inwieweit eine aktiv gesteuerte Verdnderung der Lagergeometrie wiahrend
des Betriebs dariiber hinaus von Vorteil sein kann.

Zahlreiche Arbeiten befassen sich mit der Interaktion verschiedenster Anregungsme-
chanismen und deren Auswirkung auf das Verhalten dynamischer Systeme, u.a. in
87]. Der sich daraus ergebende Gedanke, unerwiinschte Schwingungen durch gezielte
Ausnutzung der Wechselwirkungen einzelner Anregungsmechanismen zu reduzieren
oder gar vollig zu unterdriicken, scheint daher nur naheliegend. In der Literatur finden
sich basierend auf zahlreichen Modellproblemen hierzu Untersuchungen von DOHNAL
ET AL. und PFAU [62], die maBgeblich durch die Arbeiten von TONDL (z. B
geprdgt sind und den Begriff der sog. Parameter-Antiresonanz etablieren. Dieser
beschreibt fiir Systeme mit mehreren Freiheitsgraden einen auf Parametererregung
beruhenden Effekt, der im Gegensatz zur klassischen Parameterresonanz (vgl. ) keine
destabilisierende, sondern eine stabilisierende Wirkung auf Lésungen des dynamischen
Systems hat. Die hierzu vorliegenden Arbeiten ndhern sich dem besagten Problem
vorwiegend {iber entsprechende Mittelungsverfahren mit der dafiir typischen Annahme
eines kleinen Parameters. Als Resultat ergeben sich die Parameter-Antiresonanzen in Fre-
quenzbereichen, die einer Kombination einzelner Eigenkreisfrequenzen des linearisierten
Systems entsprechen. Fiir weitere Einzelheiten wird auf die genannte Literatur verwiesen.
Alternative Methodiken zur Abschdtzung der durch Parameterregung beeinflussten
Stabilitdt von Losungen finden sich in den Arbeiten [101], die vorwiegend
auf Ndherungen {iber das Verfahren der harmonischen Balance zuriickgreifen.

Alle genannten Quellen zeigen die Moglichkeit auf, durch Parametererregung die Stabilitét
einzelner Losungen gezielt zu beeinflussen. Die sich daraus ergebenden Moglichkeiten
im Anwendungsgebiet hydrodynamisch gelagerter Rotorsysteme sind die logische Kon-
sequenz. So befassen sich einige Arbeiten mit der gezielten Einbringung einer solchen
Erregung durch Variation der Lagergeometrie wihrend des Betriebs (siehe [16}/61}[63]).Ein
solches Vorgehen wird auch fiir das in dieser Arbeit diskutierte Gleitlager angestrebt und
erscheint aufgrund der positiven Resultate aus der genannten Literatur als durchaus
vielversprechend.

Zur Veranschaulichung der verwendeten Methodik wird in Abschnitt[6.1]ein vereinfachtes
Beispiel zweier gekoppelter Oszillatoren betrachtet. Ziel ist hierbei die Stabilisierung
einer Ruhelage bzw. einer periodischen Lésung mit méglichst geringer Amplitude durch
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6. Einfluss einer harmonisch variierten Lagergeometrie

Aufbringen einer entsprechenden Parametererregung. In Abhingigkeit eines Detuning-
Parameters und der Frequenz der Parametererregung konnen so Bereiche mit stabilen
und instabilen Losungen identifiziert werden. Wird die Moglichkeit koexistierender
Grenzzyklen (oder auch quasi-periodischer Lésungen) in Betracht gezogen, so wie
es im Fall des hydrodynamisch gelagerten Rotors beobachtet werden kann, muss die
Untersuchungsmethode weiterhin auch das Verzweigungsverhalten der Losungen in
den angrenzenden instabilen Bereichen mit in Betracht ziehen. Existiert bei einer durch
Parametererregung stabilisierten Ruhelage beispielsweise ein benachbarter Losungsast
mit verhdltnism&Rig grolen Systemauslenkungen, so ist dieser Zustand nur bedingt von
Vorteil.

Nach Auswertung des Beispielsystems kommt das vorgestellte Verfahren im Anschluss in
Abschnitt[6.3]fiir das eigentliche Rotorsystem zum Einsatz, wobei die Ergebnisse aus Ka-
pitel [5]als Ausgangspunkt fiir zu betrachtende Parameterbereiche herangezogen werden.
Ziel der Untersuchungen ist, wie auch im Falle des Beispielsystems, die Charakterisierung
eines moglichen positiven Einflusses einer harmonischen Parametererregung, welche
durch eine Variation der Lagergeometrie in das System eingebracht wird.

6.1. Einfiihrendes Beispiel zur Stabilisierung mittels
Parametererregung

Es wird ein relativ simples System mit lediglich zwei Freiheitsgraden als Beispiel heran-
gezogen. Dieses besteht aus einem ersten Oszillator, welcher als van-der-Pol Oszillator
ausgelegt ist und auf Lageebene mit einem geddmpften, linearen Oszillator gekoppelt ist.
Basierend auf den nachfolgend aufgefiihrten Bewegungsgleichungen wird das System u. a.
mit Hilfe des in Abschnitt[2.3.3]présentierten Verfahrens zur quasi-periodischen Naherung
untersucht.

6.1.1. Bewegungsgleichungen und Spektralsystem

Die dem Beispielsystem zugrunde liegenden Bewegungsgleichungen in dimensionsloser,
autonomer Form bzgl. der dimensionslosen Zeit 7 sind wie folgt gegeben:

x”+e(x2— x'+x +k(l+6cos@)(x-y)= f,
V'+Dy' +Q+d)y +k(Q+8cos@))(y—x)= 0, (6.1)

0= 1.
Die Autonomisierung erfolgt durch Einfiihrung der Toruskoordinate 6, € T', welcher der
Anregungsphase der Parametererregung entspricht. Der Parameter € beschreibt die Stédrke
der Nichtlinearitit des van-der-Pol Oszillators, D charakterisiert die Dimpfung des linea-

ren Oszillators, k die mittlere Kopplungsstdrke auf Lageebene und d den fiir die nach-
folgenden Untersuchungen relevanten Detuning-Parameter. Die Parametererregung wird
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6.1. Einfiihrendes Beispiel zur Stabilisierung mittels Parametererregung

durch den harmonischen Term mit dimensionsloser Kreisfrequenz n und Amplitude 6 rea-
lisiert und kann mit einer harmonisch variierten Steifigkeit assoziiert werden. Zusatzlich
wird durch den Term f eine Inhomogenitét ins System eingebracht.

Je nach Parameterwahl kénnen Ruhelagen, periodische aber auch quasi-periodische L6-
sungen auftreten. Im homogenen Fall mit f = 0 existiert die triviale Ruhelage, die es zu
stabilisieren gilt, wohingegen bei vorhandener Inhomogenitidt mit f # 0 im Falle einer
nicht verschwindenden Parametererregung keine Ruhelage mehr vorliegt. Hier sind pe-
riodische Lésungen zu erwarten, die beim Ubergang in den instabilen Bereich zu quasi-
periodischem Verhalten fiihren kénnen.

Herleitung des Spektralsystems fiir quasi-periodische Nidherung. Zur gezielten Verfol-
gung moglicher periodischer und quasi-periodischer Losungen wird das zugehorige Spek-
tralsystem aufgestellt. Unter der Annahme von lediglich p = 2 Basisfrequenzen wird zu-
sétzlich zur Phase der Parametererregung 0; geméaf Abschnitt[2.3.1] eine zweite Torusko-
ordinate 0, € T! definiert, fiir welche

0, =v (6.2)

gelten soll. Die Frequenz n der Parametererregung wird als bekannt vorausgesetzt, wo-
hingegen v im Zuge der Untersuchungen zu bestimmen ist. Mit Einfiihrung einer ent-
sprechenden Torusfunktion u(6:,0,) lidsst sich, wie in den Abschnitten und
dargelegt, aus den Bewegungsgleichungen die Invarianzgleichung

uz
ou Ou |-e(ud-1)up—u1—k@Q+8cos(01) (w1 —us)+f 2 i
= hy—= = , :T-—=R" (6.3
36, 7" 56, Uy . 63

—Duy—(1+ d) us — k(l +0cos (91)) (us —uy)

zur Beschreibung der invarianten Torusmannigfaltigkeit ableiten. Diese Invarianzglei-
chung wird in ein zugehoriges Spektralsystem tiberfiihrt. Es wird hierzu ein Ansatz dritter
Ordnung in #; mit entsprechenden harmonischen Ansatzfunktionen gewahlt:

3
u=u®=c2@)+Y P @) cos (k) + 5P (02) sin (k6,) . (6.4)
k=1

Die anschlieenden Projektionen im Sinne Galerkins fiihren auf das zugehorige Spektral-
system (vgl. Vorgehen in den Gleichungen (2-46) bis (2.54)). Auf eine separate Darstellung
wird an dieser Stelle verzichtet.
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6. Einfluss einer harmonisch variierten Lagergeometrie

6.1.2. Simulationsergebnisse fiir das homogene System

Die Ergebnisse fiir das homogene System resultieren aus einer systematischen Verfolgung
einzelner Losungen sowohl des Originalsystems als auch des Spektralsystems, wobei die
Stabilitdt der spektralen Losungen auf Basis des Hill-Verfahrens bestimmt wird.

Verhalten des Systems ohne Parametererregung. Die ohne Parameterregung vorlie-
gende triviale Ruhelage wird in Abhéngigkeit des eingefiihrten Detuning-Parameters
d untersucht. Fiir diesen Fall ldsst sich die dritte Differentialgleichung (fiir ;) des
Originalsystems streichen, sodass sich Ruhelagen und ggf. Grenzzyklen als mogliche
Losungstypen erwarten lassen.

Durch eine entsprechende Verfolgung sowie Bifurkationsanalyse ergeben sich hierfiir
die in Abbildung [6.1] dargestellten stationdren Losungen des homogenen Systems ohne
Parametererregung.

>
=
g 1.4 -
5 H/__
E -
I
- >
=
g 1.2 -
E
=
% L
=
|*2*1 1 1 1 ) T T A
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
Detuning d Detuning d
(a) Auslenkungen der stationdren Losungen (b) Grundfrequenz period. Losung

Abbildung 6.1.: Stationdre Losungen (Ruhelagen und periodische Losungen) des homogenen Beispielsystems
(f = 0) ohne Parametererregung (6 = 0) fiir £ =0.025, k=1, D = 0.5.
[ Ruhelage stabil: —, Ruehalge instabil: - - , period. stabil.: === ]

Die triviale Ruhelage verliert hierbei ab einem kritischen Wert dy,j; = 4.2 des Detuning-
Parameters in Folge einer superkritischen Hopf-Bifurkation (H) ihre Stabilitdt. Der Einfluss
des Selbsterregungsmechanismus {iberwiegt und es kommt zur Ausprdagung stabiler
Grenzzyklen mit einer Grundfrequenz im Bereich v € [1.3,1.4]. Die zu x zugehérigen
Amplituden fallen hierbei wesentlich gréRer aus als die fiir y.

Die im Sinne der Stabilitdtsanalyse berechneten Eigenwerte der trivialen Ruhelage sind
in Form ihrer Real- und Imaginirteile in Abbildung dargestellt. Es handelt sich
hierbei um zwei komplex konjugierte Eigenwertpaare (11,13 = 11) und Ay, A4 = %2),
deren betragsmillig ausgewertete Imaginérteile mit w; und w, bezeichnet werden. Bei
w1 handelt es sich dabei per Definition um den zum ,instabil“ werdenden Eigenwertpaar
zugehorigen Imaginarteil.
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Abbildung 6.2.: Komplex konjugierte Eigenwertpaare (/13 =21, M =/Tg) der verfolgten trivialen Ruhelage des
homogenen Beispielsystems (f = 0) ohne Parametererregung (6 = 0) fiir e = 0.025, k =1, D = 0.5.

Losungsverfolgung im Falle von Parametererregung. In dhnlicher Weise werden nun
die Losungen des Spektralsystems in Abhéngigkeit des Detuning-Parameters d fiir ver-
schiedene Erregerfrequenzen 7 bei nicht-verschwindendem ¢ verfolgt. In diesem Kontext
ist anzumerken, dass es sich bei der trivialen Losung des Systems aufgrund der autono-
men Ausgangsform ebenso um eine periodische Losung handelt, die sich aber durch
eine verschwindende Amplitude auszeichnet.

In Abbildung[6.3]sind die Ergebnisse einer solchen Verfolgung exemplarisch fiir die Erre-
gerfrequenzen n = 1 und n = 2 dargestellt. Die Ruhelage wird in beiden Féllen ab einem
bestimmten Wert des Detuning-Parameters iiber eine Neimark-Sacker-Bifurkation (NS)
instabil und es kommt zur Ausprdagung quasi-periodischer Lésungen, die mit Hilfe des
verwendeten Spektralsystems verfolgt werden konnen. Wie sich in den beiden Féllen zeigt,
hat die Parametererregung durchaus einen Einfluss auf die Stabilitét der trivialen Ruhela-
ge. So liegt im Fall n = 1 der kritische Wert des Detuning-Parameters bei dj,i(n = 1) =
5.3 und im Fall n = 2 l4sst sich sogar eine vollstdndige Unterdriickung der selbsterregten
Schwingungen ab d = 8 erkennen.

Es zeigt sich weiterhin kein durch Bifurkationsszenarien verursachter iiberlappender Be-
reich mit koexistierenden Losungen, was auf die verhéltnismillig einfache Nichtlinearitat
des Beispielsystems zuriickzufiihren ist. Somit ist die stabile Ruhelage im betrachten Fall
mit Parametererregung als nicht kritisch zu beurteilen, da kein Abdriften auf einen be-
nachbarten Lésungszweig mit groReren Auslenkungen moglich ist.

Erwartungsgemail($ hat die Parametererregung einen gro8en Einfluss auf die Stabilitidt der
betrachteten Losung sowie auf das auftretende quasi-periodische Verhalten.
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Abbildung 6.3.: Stationdre Losungen (periodische und quasi-periodische Losungen) des homogenen Beispiel-
systems (f = 0) mit Parametererregung 6 = 0.5 fiir die Erregerfrequenzen n = 1 und n = 2 fiir
£=0.025,k=1,D=0.5.

[ period. stabil: —, period. instabil: - - , quasi-period.: = ]

Stabilisierung der Ruhelage durch Parametererregung. Auf Basis der gemachten Beob-
achtungen wird der stabilisierende Effekt der Parametererregung untersucht, wobei ge-
rade die Bereiche d > 4.2, fiir welche im Fall ohne Parametererregung verhéltnisméRig
groBe Schwingungsamplituden zu beobachten sind, von Interesse sind. Hierzu werden
die auftretenden NS-Bifurkationen, welche simplen Hopf-Bifurkationen des Spektralsys-
tems entsprechen, in Abhidngigkeit des Detuning-Parameters d und der Erregerfrequenz
n verfolgt. Als Resultat ergeben sich die in Abbildung|[6.4] dargestellten Stabilititskarten.
Zusitzlich zu den Stabilitdtsgrenzen der trivialen Losung sind die im Zuge der Losungs-
verfolgung des Systems ohne Parametererregung ermittelten Imaginirteile der Eigenwerte
aus Abbildung[6.2]mit in die Diagramme integriert.
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Abbildung 6.4.: Stabilitdtskarten der trivialen Ruhelage des Beispielsystems mit mittlerer Nichtlinearitit € =
0.025ftirk=1,D=0.5und f =0.
[instabile period. Losung:[__1, Stabilitdtsgrenze ohne Parametererregung (6 = 0): - --]

Es handelt sich hierbei allerdings um Vielfache dieser Frequenzen (primédre Frequen-
zen) oder um Linearkombinationen (Kombinationsfrequenzen). Wie bereits erwdhnt,
beschreibt w, dabei die zu dem ,instabilen“ Eigenwertpaar gehorigen Imaginarteile.

Im Sinne der in den Arbeiten behandelten Theorie ist der Effekt der Parameter-
Antiresonanz gerade fiir den Fall 6 = 0.5 klar zu erkennen. Die Anregung des Sys-
tems in einer Umgebung der Kombinationsfrequenz vom Differenzentyp |w; — w»| zeigt
ein erweitertes Stabilitdtsgebiet der Ruhelage bis {iber das doppelte der eigentlichen
Stabilitdtsgrenze ohne Parametererregung (---) hinaus. Diese Beobachtung steht im
Kontext der zuvor genannten Arbeiten, die fiir Systeme mit &hnlicher Grundstruktur {iber
eine linearisierte und gemittelte Betrachtung die gleichen Tendenzen beobachten. Eine
detaillierte Ubersicht fiir verschiedene lineare Systeme mit periodisch schwankenden
Koeffizienten findet sich in der Arbeit von DOHNAL [20]. Je nach Struktur des linearen
Systems finden sich hier unterschiedliche Frequenzkombinationen, mit denen eine
Stabilisierung der trivialen Losung durch Parametererregung erzielt werden kann.

Neben dem stabilisierenden Effekt der Kombinationsfrequenz ist in Abbildung[6.2]weiter-
hin zu erkennen, dass eine Anregung mit der doppelten Frequenz 2|w; | oder der additiven
Kombinationsfrequenz |w; +w>| zu einer frithzeitigen Destabilisierung fiihrt. Dieser durch
Parameter-Resonanzen verursachte Effekt ist in zahlreichen Arbeiten, u. a. in [53], bereits
untersucht worden und lédsst sich ebenso beim einfachsten Fall der Matthieu’schen
Differentialgleichung beobachten. Speziell zur Anregung mit 2|w;| sei angemerkt, dass
es sich hierbei um keine NS-Bifurkationen an der Stabilitdtsgrenze handelt, sondern um
Periodenverdopplungsbifurkationen, in Folge derer periodische Losung mit doppelter
Periode entstehen.
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6. Einfluss einer harmonisch variierten Lagergeometrie

6.1.3. Simulationsergebnisse fiir das inhomogene System

Das homogene System ist leider nur ein Sonderfall, der sich auch in den meisten phy-
sikalisch motivierten Modellen nur selten zeigt. Liegt in den Systemgleichungen
eine Inhomogenitét vor, so existiert fiir den Fall einer zusitzlichen Parametererregung
normalerweise keine Ruhelage mehr.

Das Aufbringen einer parametrischen Erregung zur Stabilisierung eines solchen Systems
stellt damit selbst eine Anregungsquelle dar, die zu einem schwingenden Verhalten des
Systems fiihrt. Es ist somit nicht mehr moglich, mittels Parametererregung eine Ruhelage
tiber den kritischen Wert eines Detuning-Parameters hinaus zu stabilisieren, da diese in
diesem Fall schlichtweg nicht mehr existiert.

Das durch die Erregung zu erreichende Ziel muss in diesem Kontext umformuliert
werden. Es soll eine Parametererregung in das System eingebracht werden, welche
fiir den vormals instabilen Bereich der Ruhelage zu einer Reduktion der auftretenden
Schwingungsamplituden fiihrt.

Verhalten des Systems ohne Parametererregung. Wie im homogenen Fall wird auch fiir
das inhomogene System mit einer konstanten Inhomogenitédt f = 0.5 eine Losungsver-
folgung in Abhéngigkeit des Detuning-Parameters d vorgenommen. Bei den detektierten
Ruhelagen handelt es sich entsprechend der in Abbildung|[6.5] gegebenen Verldufe nicht
langer um die triviale Losung. Nichtsdestotrotz bleibt das qualitative Verhalten weitestge-
hend identisch: Mit steigendem d kommt es ab einem kritischen Wert dj.; = 4.4 tiber eine
Hopf-Bifurkation zur Destabilisierung der Ruhelage und zur Auspragung entsprechender
Grenzzyklen.
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(a) Auslenkungen der stationdren Losungen (b) Grundfrequenz period. Losung

Abbildung 6.5.: Stationdre Losungen (Ruhelagen und periodische Losungen) des inhomogenen Beispielsystems
(f = 0.5) ohne Parametererregung (6 = 0) fiir e = 0.025, k =1, D = 0.5.
[ Ruhelage stabil: —, Ruhelage instabil: - - , period. stabil.: == ]

126



6.1. Einfiihrendes Beispiel zur Stabilisierung mittels Parametererregung

Ebenso zeigen auch die zur Ruhelage zugehérigen Eigenwertverldufe in Abbildung
lediglich geringe quantitative Unterschiede im Vergleich zu den Ergebnissen aus Abbil-

dung[6.2]
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(a) normierte Realteile der Eigenwerte (b) Betrag der Imaginérteile der Eigenwerte

Abbildung 6.6.: Komplex konjugierte Eigenwertpaare (/13 =, Ay = JTZJ der verfolgten Ruhelage des inhomoge-
nen Beispielsystems (f = 0.5) ohne Parametererregung (6 = 0) fiir € =0.025, k=1, D = 0.5.

Losungsverfolgung im Falle von Parametererregung. Wird nun das inhomogene System
mit einsetzender Parametererregung betrachtet, so ldsst sich das in Abbildung|6.7] gege-
bene stationédre Verhalten beobachten. Wie erwidhnt, existiert fiir § # 0 keine Ruhelage
mehr, sodass periodische Losungen mit nicht-verschwindender Amplitude sowohl in x
als auch y zu beobachten sind. Je nach Erregerfrequenz kénnen diese Amplituden (der
periodischen Losungen) unterschiedlich stark ausfallen. So zeigen sich fiir n = 1 grolere
Amplituden fiir x, wohingegen fiir n = 2 das Gegenteil der Fall ist.

Mit steigendem Detuning-Parameter kann nun qualitativ &hnliches Verhalten zum homo-
genen System beobachtet werden. Die periodische Losung verliert fiir beide Félle {iber
eine NS-Bifurkation ihre Stabilitdt und es kommt zur Auspragung quasi-periodischer L6-
sungen. Die vergleichsweise kleinen Amplituden der periodischen Losung in den stabilen
Bereichen scheinen vertretbar zu sein. Angesichts des qualitativ @hnlichen Verhaltens zum
homogenen System stellt sich die Frage, inwieweit sich das homogene und inhomogene
System nun prinzipiell unterscheiden.

Aufschluss hieriiber liefert der in Abbildung[6.7€| gegebene Losungsverlauf fiir eine Erre-
gung mit 7 = 1.35, fiir die sich eine {iber den gesamten betrachteten Bereich des Detuning-
Parameters stabile periodische Losung zeigt. Es werden hier Amplituden erreicht, welche
die des Systems ohne Parametererregung aus Abbildung|6.5] teilweise um bis zu 50% iiber-
steigen. Das Kriterium ,Stabilitdt“ darf somit nicht der einzige Schwerpunkt der Untersu-
chungen sein, da dieses keine Garantie fiir ein vergleichsweise besseres Systemverhalten
darstellt. Zusitzlich zur Stabilitdt sind demnach auch die Amplituden zu tiberpriifen.
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6. Einfluss einer harmonisch variierten Lagergeometrie

— max/min(x), — max/min(y)

— max/min(x), — max/min(y)

— max/min(x), — max/min(y)

Abbildung 6.7.: Stationdre Losungen (periodische und quasi-periodische Losungen) des inhomogenen Beispiel-
systems (f = 0.5) mit Parametererregung 6 = 0.5 fiir die Erregerfrequenzen n = 1, n = 2 und
n=1.35flire=0.025k=1,D=0.5.
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6.1. Einfiihrendes Beispiel zur Stabilisierung mittels Parametererregung

Stabilisierung periodischer Losungen durch Parametererregung. Wird in dhnlicher
Weise wie fiir das homogene System eine Verfolgung der als kritisch zu beurteilenden
NS-Bifurkationen durchgefiihrt (auf Basis einer Verfolgung der Hopf-Bifurkationen im
Spektralsystem), so ergeben sich die in Abbildung|6.8] aufgefiihrten Stabilititskarten des
inhomogenen Systems.

—— Kombinationsfrequenzen — primére/sekundire Frequenzen
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(a) schwache Anregung 6 = 0.25 (b) mittlere Anregung 6§ = 0.5

Abbildung 6.8.: Stabilitdtskarten periodischer Losungen des Beispielsystems mit mittlerer Nichtlinearitdt £ =
0.05fiir k=1, D=0.5, £ =0.025 fiir f =0.5.
[instabile period. Losung:[__1, Stabilitdtsgrenze ohne Parametererregung (6 = 0): - --]

Es zeigt sich weitestgehend dhnliches Verhalten zum homogenen System mit stabili-
sierendem und destabilisierendem Einfluss der Parametererregung. Die fiir den Fall
der Ruhelage (bei 6 = 0) ermittelten Eigenkreisfrequenzen sind demnach auch hier
reprasentativ fiir eine mogliche Beeinflussung der Stabilitdt der periodischen Lésung
im Fall 6 #0.

Als wesentlicher Unterschied ergibt sich allerdings das Verhalten fiir eine Erregung um
die primére Frequenz |w |, fiir die, im Gegensatz zum homogenen System, ein Bereich mit
stabiler periodischer Losung existiert, wie sich ebenso in Abbildung[6.7¢|zeigt.

Schwingungsamplituden im periodischen Fall mit Parametererregung. Ausgehend
von den Erkenntnissen der vorherigen Untersuchungen gentiigt es nicht, lediglich die
Stabilitdt der entsprechenden Losung zu tiiberpriifen, sondern es miissen auch die
zugehdorigen Amplituden betrachtet werden. Hierzu wird die in Abbildung[6.9] gegebene
Darstellung iiber einen farblich codierten Hohenausdruck verwendet. Die Diagramme
zeigen hierbei in Form der farblichen Hinterlegung die Amplituden der verfolgten peri-
odischen Losung, sowohl im stabilen als auch im instabilen Bereich. Die Stabilitdtskarten
aus Abbildung[6.8sind ebenfalls hinterlegt und dienen der Unterscheidung der Bereiche
mit stabiler und instabiler periodischer Losung.
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6. Einfluss einer harmonisch variierten Lagergeometrie

Erregerfrequenz n
Erregerfrequenz n
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Abbildung 6.9.: Amplituden der periodischen Losungen (stabil und instabil) des inhomogenen Beispielsystems
(f = 0.5) mit schwacher und mittlerer Parametererregung fiir € = 0.025, k =1, D = 0.5.
[ instabile Bereiche: ]

Wie im vorherigen Losungsverlauf fiir n = 1.35 zu beobachten ist, ergeben sich ver-
gleichsweise gro8e Auslenkungen im stabilen Bereich fiir eine Anregung mit der primiren
Frequenz |w;|. Es handelt sich hierbei um eine primédre Parameter-Resonanz, die dem
System ein periodisches Verhalten aufzwingt, das allerdings mit verhaltnismaRig groBen
Amplituden verbunden ist. Der periodische Charakter der Losung bleibt zwar erhalten
und iiberdies auch stabil, allerdings ist dieser Bereich im Sinne eines optimalen Betriebs
mit moglichst geringen Schwingungsamplituden nicht geeignet.

Der Bereich um die Kombinationsfrequenz zeigt dagegen das aus den Losungsverfolgun-
gen zu erwartende Verhalten mit vergleichsweise niedrigen Amplituden bei einem durch
den Effekt der Parameter-Antiresonanz ausgedehnten stabilen Bereich der periodischen
Losung. So ergibt sich beispielsweise fiir den Fall d = 10 und 7 = 2 bei § = 0.5 eine stabile
periodische Losung mit einer Amplitude = 0.1, wohingegen das System ohne Parameter-
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6.2. Modellierungsiiberblick

erregung eine Amplitude = 1.75 aufweist (vgl. Abbildung[6.5). Es zeigt sich weiterhin, dass
gerade im Bereich um |w;| generell groBe Amplituden auftreten, die teilweise in Gebiete
der Kombinationsfrequenz |w; —w;| hineinragen. Wird die Erregerfrequenz beispielsweise
stets auf n = |w; — w,| gehalten, so zeigt das System zwangsldufig im Bereich d € [3,5]
verhiltnismilig grolle Amplituden.

Die Erkenntnisse aus diesen Ergebnissen werden anhand eines moglichen Hochlaufsze-
narios veranschaulicht. Hierbei soll d als Hochlaufparameter interpretiert werden, der
beispielsweise bis zu einem stationdren Wert d = 10 erhoht werden soll. Zur Erhaltung
madoglichst geringer Systemamplituden ist es nun sinnvoll, nicht von Anfang an einen Zu-
sammenhang 7 = |w; — wy| fiir die Parametererregung zu wihlen, sondern beispielsweise
dem in Abbildungen[6.9c|und[6.9d|exemplarisch gegebenen Pfad P(1) zu folgen.

Eine separate Darstellung der Auslenkungen der quasi-periodischen Lésungen ist nicht
notig, da die hier existierenden, attraktiven Lésungen auf einer entsprechende Man-
nigfaltigkeit liegen, welche die periodische Losung umbhiillt. Dies ist durch die Natur
der NS-Bifurkationen bedingt, im Zuge derer die Mannigfaltigkeiten entstehen. Die
Auslenkungen des Systems im quasi-periodischen Zustand sind also generell groller
als die der umhdillten, instabilen periodischen Losung.

Die in diesem Abschnitt prasentierte Vorgehensweise zur Untersuchung des gezielten Ein-
bringens einer Parametererregung dient als Grundlage fiir den nachfolgenden Abschnitt.

6.2. Modellierungsiiberblick

Zur gezielten Untersuchung des Rotorsystems mit aktuierten Gleitlagern erfolgt die not-
wendige Anpassung der Modellgleichungen.

6.2.1. Bewegungsgleichungen

Als Ausgangspunkt dient das bereits aufgestellte System erster Ordnung des vorange-
gangenen Kapitels. Bis auf den Anteil der durch den Fluiddruck bestimmten Lagerkrifte
bleibt die Form identisch:

Z'=Az+fp(2,6p,mp,7)+ fo+ fulD). (6.5)

In der Spaltenmatrix f, werden dabei lediglich die Lagerkréfte berticksichtigt
_ g ~ g =~ T
Ip(g;éPrnP)T)_ [0) O; Oyz%fp,x(gréprnpyr)r 0) 07 Oyz%fp,y(g)(spynpr‘[) ’ (6'6)
welche auf den dimensionslosen, mittels des angepassten Trapez-Verfahrens gendherten

Ausdriicke fp,x und fp,y gemil Gleichung 1) basieren, die im vorliegenden Fall nicht
nur von den Zustandsgréfen z sondern auch von dp, np und der dimensionslosen Zeit
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6. Einfluss einer harmonisch variierten Lagergeometrie

T abhingen. Diese Abhingigkeiten ergeben sich aus folgendem Ansatz fiir die Schmier-
spalthohe, welche sich aus Gleichung (3.21) ableitet:

H =1- Xy cos(p)— Yrsin(p)

2 [(psing+cosp—12) Jpe[-Z, L)

-Up(1+6 n )

m(1+8pcos(npt)) 712—8{(—gosin(p—cosgo+nsm(p+%) Lol %’37”)
0

(6.7)

Zusétzlich zu der bereits im Vorfeld verwendeten Verschiebung U,,, an den beiden Aktor-
punkten wird diese nun mit einer harmonischen Variation mit relativer Amplitude 6 p und
dimensionsloser Kreisfrequenz np beaufschlagt. Diese harmonische Variation repriasen-
tiert die Quelle der zu untersuchenden Parametererregung des Rotors.

6.2.2. Beschreibung iiber Spektralsystem

Wie in den vorherigen Abschnitten wird auch hier eine Ndherung iiber ein Spektralsys-
tem gewdhlt. Da sich diese Methodik jedoch nur auf Systeme mit zwei Basisfrequenzen
anwenden ldsst, wird an dieser Stelle die statische Unwucht vernachléssigt.

Herleitung des Spektralsystems fiir den unwuchtfreien, parametererregten Rotor Die
Herleitung geschieht analog zu Abschnitt und wird deshalb nur verkiirzt aufgefiihrt.
Durch Einfiihrung der mit der Frequenz der Parametererregung assoziierten Toruskoordi-
nate 6, € T! ergibt sich fiir das unwuchtfreie System die autonome Darstellung
"=Az+ ,6p,mp,01)+ f
Z=Az+f (20pnp,01)+], 68
0 =np mit (z0)eR®xT',
die mit der Torusfunktion u, welche fiir eine quasi-periodische Losung z* dem Zusam-
menhang

Z'(®) = u(np,vpr)

gentigt, auf die Invarianzgleichung

O vr ok At f, L (2 8r,000) (6.9)
e et VP ae, T ANt Lyt L, 20RO ‘
—_— ———
::Iana ::I"FFT

fiihrt. vp ist hierbei die zweite, noch unbekannte Basisfrequenz. Es wird ein Galerkin-
Ansatz dritter Ordnung (N = 3) gewdhlt

3
u=u®=c20,)+ Y 0, cos (k) +s* @) sin (k) , (6.10)
k=1

der nach den entsprechenden Projektionen auf das Spektralsystem fiihrt, welches an die-
ser Stelle nicht mehr gesondert aufgefiihrt wird.
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6.3. Unterdriickung selbsterregter Schwingungen des
unwuchtfreien Rotors

6.3.1. Voriiberlegungen

Als Ausgangspunkt der Untersuchung einer moglichen Verbesserung des dynamischen
Verhaltens des Rotorsystems durch Einbringung einer Parametererregung wird basierend
auf den Ergebnissen aus Abschnitt[5.2.3]die Grundkonfiguration mit dem Standardpara-
metersatz aus Tabelle 5.1 gewéhlt. Hierbei handelt es sich um das System mit Gleitlagern
ovalen Querschnitts mit U, = 0.3, dessen zugehorige Hopf-Bifurkationen mit Stabilitats-
wechsel der Ruhelagen nochmals in Abbildung[6.10]dargestellt sind.

20

15

10 -

Drehzahl w

| L1
1072 107! 10° 10!
reziproke Lagerlast o

Abbildung 6.10.: Hopf-Bifurkationspunkte mit Stabilitdtswechsel der Ruhelage in Abhéingigkeit von Rotordreh-
zahl und Lagerlast fiir die ausgewéhlten Grundkonfiguration.
[ instabile Ruhelagen: 1]

Fiir diese Konfiguration wird die Moglichkeit zur positiven Beeinflussung fiir verschiede-
ne Belastungszustdnde untersucht, bei denen die Hopf-Bifurkationen ohnehin in niedri-
gen Drehzahlbereichen liegen. Es handelt sich hierbei um die mit (- - ) gekennzeichneten
Lastzustdnde o € [0.05,0.1,0.5].

Es ist an dieser Stelle anzumerken, dass die zu wihlende Frequenz np der Parameterer-
regung in direktem Zusammenhang mit der Druckmodellierung durch die Reynoldsglei-
chung steht. Da diese auf einer entsprechenden Grélenordnungsabschatzung beruht (vgl.
[83]), ist im Rahmen der Giiltigkeit ebenso sicherzustellen, dass die einzelnen Anteile nach
wie vor dieser Abschédtzung geniigen. Da fiir den in Gleichung eingefithrten Ausdruck
der harmonischen Variation auch deren Zeitableitung tiber 95/4r in die Gleichung eingeht,
kann lediglich ein Wertebereich der Groflenordnung np € O(1) in Betracht gezogen
werden. Sollte dies nicht erfiillt sein, ist die Giiltigkeit der Reynoldsgleichung in Frage
zu stellen.
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6. Einfluss einer harmonisch variierten Lagergeometrie

Prinzipielle Vorgehensweise. Auf Basis der durch das Spektralsystem gendherten peri-
odischen Losungen mit Periodendauer 27/y, wird nach Bifurkationspunkten mit Stabili-
tatsverlust und i. d. R. einsetzendem quasi-periodischen Verhalten gesucht. Hierzu wird
nach Initialisierung einer entsprechenden Ruhelage des Spektralsystems eine Variation in
w vorgenommen, bis eine Hopf-Bifurkation, die einer NS-Bifurkation im Originalsystem
entspricht, detektiert wird. Ausgehend hiervon kann unter Hinzunahme eines zweiten
zu variierenden Parameters, in diesem Fall 17p, eine Verfolgung der Bifurkationsart selbst
vorgenommen werden.

Darstellungsvariante der Ergebnisse. Die Priasentation der Ergebnisse erfolgt in analo-
ger Weise zu Abschnitt[6.1} wobei auf eine jeweils separate Darstellung der Eigenkreisfre-
quenzen der jeweiligen Ruhelagen im Fall ohne Parametererregung verzichtet wird. Diese
ergeben sich aus einer um eine Ruhelage z* linearisierten Betrachtung von Gleichung
unter Vernachldssigung der Unwucht und fiir den Fall 6p = 0. Das sich so ergebende Ei-
genwertproblem lautet:

det| A+ — —AI|=o0. (6.11)

Als Losung ergeben sich vier komplex konjugierte Eigenwertpaare (g, A) mit k = 1,..,4,
von denen ein Paar mit Erreichen der Grenzdrehzahl einen positiven Realteil aufweist und
so die Instabilitdt der Lésung indiziert.

Fiir die nachfolgend présentierten Ergebnisse werden auf Basis der 1 folgende Bezeich-
nungen gewdahlt:

¢ Die Eigenkreisfrequenz w; bezeichnet den positiven Imaginérteil des Eigenwertpaa-
res, welches im Zuge der Losungsverfolgung fiir den Stabilitdtswechsel verantwort-
lich ist. Dieses ist durch (11, 1;) gegeben, sodass w; =[S (1;)] gilt.

* Die (positiven) Imaginérteile der verbleibenden drei Eigenwertpaare mit negativen
Realteilen werden durch die Eigenkreisfrequenzen wy mit k = 2,..,4 représentiert,
wobei diese in aufsteigender Reihenfolge sortiert werden: w, < w3 < 4.

6.3.2. Ausgewihlte Ergebnisse zur Unterdriickung selbsterregter
Schwingungen

Die prédsentierten Ergebnisse sind auf Bereiche in w und np beschrinkt, fiir die eine
verhiltnismallig starke Verdnderung der Stabilitdtsgrenze bei einer generellen Anregungs-
stirke 6, = 0.3 erzielt werden kann.

Je nach Parameterkonstellation gestalten sich die Moglichkeiten zur Ausnutzung des
stabilisierenden Effekts von Parameter-Antiresonanzen allerdings sehr unterschiedlich,
wie sich im Folgenden zeigt.
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6.3. Unterdriickung selbsterregter Schwingungen des unwuchtfreien Rotors

Unterdriickung im Bereich einer geringen Lagerlast. Fiir eine eher geringe Belastung
der Lager mit o = 0.5 ldsst sich eine begrenzt gute Stabilisierung der auftretenden periodi-
schen Losungen des Systems erreichen, wie sich in Abbildung|[6.11a]zeigt. Im Fall §p = 0
wird die Ruhelage des Systems bei w = 8.1 instabil (---), wohingegen die eingebrachte
Erregung lediglich zu einer stabilen periodischen Losung bis hin zu w = 10 fiihren kann.
Dies ist zwar nur eine begrenzt gute Erweiterung des als zuldssig zu erachtenden Dreh-
zahlbereichs, aber es zeigt sich dennoch ein stabilisierender Effekt. Im Gegensatz zum
Beispielsystem ldsst sich eine Stabilisierung im Bereich um die Kombinationsfrequenz
|wy + w2| vom additiven Typ feststellen, was sich mit den Prognosen aus fiir lineare,
parametererregte Systeme mit schiefsymmetrischen Anteilen in Dampfungs- und Steigis-
keitsmatrizen deckt.

1 1 0.3
A 0.8 2 0.8
= =
S S 02
3 0.6 3 0.6
g g
b= &
S 04 g 0.4 o1
(5] (&) .
= =)
43) o
0.2 0.2
0
6 8 10
Drehzahl o Drehzahl o

(a) Stabilitatkarte mit Eigenkreisfrequenzen (b) Rotoramplitude w

Abbildung 6.11.: Stabilitdt und Amplituden periodischer Losungen im parametererregten System (0 p = 0.3) fiir
den Lastfall o = 0.5 bei Uy; = 0.3 und Standardparametersatz.
[ instabile Bereiche: [__1/[=5, Stabilitdtsgrenze ohne Parametererregung (6 p= 0): ---]

Eine Anregung im Bereich der Eigenkreisfrequenz |w, | hat einen destabilisierenden Effekt,
wohingegen eine Anregung mit der Hilfte bei 0.5|w; | wieder eine Stabilisierung aufzeigt.
Wird die Stabilitdtskarte der periodischen Losungen mit der farblich codierten Darstellung
der Rotoramplituden iiberlagert (siche Abbildung[6.11a), so zeigt sich, dass die Auslen-
kungen im erweiterten Stabilitdtsgebiet der Kombinationsfrequenz |w; + w2 | zudem ver-
haltnismallig niedrig ausfallen. Umgekehrt lassen sich im Bereich um |w; | vergleichsweise
hohe Amplituden beobachten.

Zwecks Veranschaulichung werden in Abbildung[6.12] fiir diese beiden Bereiche die zu-
gehorigen Verldufe der periodischen Losungen direkt gegeniibergestellt, wobei np = 0.57
und np = 0.15 gewdhlt werden. Es zeigt sich, wie in Abbildung angedeutet, eine
verhéltnisméRig grofle Auslenkung fiir np = 0.15 gegeniiber dem Fall np = 0.57. Solche
Auswirkungen gilt es bei der praktischen Auslegung des Systems zu erfassen und ebenso
auch zu berticksichtigen.

Auf eine separate Verfolgung der quasi-periodischen Losungen ab den detektierten NS-
Bifurkation wird an dieser Stelle verzichtet.
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Abbildung 6.12.: Stationére periodische Losungen des Systems in Abhédngigkeit der Rotordrehzahl fiir eine Pa-
rametererregung (6 p = 0.3) bei unterschiedlichen Erregerfrequenzen im Lastfall o = 0.5 bei
U = 0.3 und Standardparametersatz.
[ period. stabil: —, period. instabil: - - ]

Aufgrund der starken Nichtlinearitédt des betrachteten Systems gestaltet sich eine generelle
Aussage hinsichtlich geeigneter Frequenzen als tiberaus schwierig, sodass jeweils nur eine
individuelle Untersuchung der einzelne Félle sinnvoll ist, wie sich im Vergleich mit den
nachfolgenden Ergebnissen anderer Werte des Lastparameters zeigt.

Unterdriickung im Bereich einer mittleren Lagerlast. Da sich fiir den betrachteten mitt-
leren Lastbereich bei o = 0.1 im Fall ohne Parametererregung ein vorgelagerter Bereich mit
instabiler Ruhelage zeigt (vgl. Abbildung|5.4), sind drei mit (---) gekennzeichnete Stabili-
tdtsgrenzen im Diagramm in Abbildung[6.13a]angegeben.
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Abbildung 6.13.: Stabilitdt und Amplituden periodischer Losungen im parametererregten System (6 p = 0.3) fiir
den Lastfall 0 = 0.1 bei Uj, = 0.3 und Standardparametersatz.
[ instabile Bereiche: [_1/i:, Stabilitdtsgrenze ohne Parametererregung (6 p= 0): ---]
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Der vorgelagerte Bereich ist im Vergleich zum Stabilitdtsverlust der Ruhelage bei der
Drehzahl w = 5.8 allerdings von geringem Interesse, zumal dieser sich im betrachteten
Fall mit Parametererregung fiir nahezu alle Erregerfrequenzen stabilisiert.

Es lésst sich fiir den gegebenen Fall keine Stabilisierung im Bereich méglicher Kom-
binationsfrequenzen feststellen. In den sich andeutende Bereich um |w; + w»| scheint
aufgrund der Néhe zur sekundiren Frequenz 2|w; | keine Stabilisierung moglich zu sein.
Wie beispielsweise in von PFAU, BREUNUNG, DOHNAL und MARKERT beschrieben
wird, ist die Interaktion einzelner Parameterresonanzen und -Antiresonanzen ebenso
zu beriicksichtigen. Sofern diese nah genug beieinander liegen, kann eine mogliche
stabilisierende Wirkung unterbunden oder auch verstirkt werden, wie sich im gegebenen
Fall zeigt.

Zusitzlich finden sich zahlreiche primédre und sekundére Parameterresonanzeffekte,
deren Auftreten bei der Untersuchung des Beispielsystems in Abschnitt[6.1]diskutiert wer-
den (vgl. Abbildung[6.9). So zeigen sich stabile periodische Losungen in den Bereichen um
|w1| sowie um 0.5|w1]. Diese Anregungen erhalten zwar weitestgehend den periodischen
Losungstyp, sind aber generell mit vergleichsweise hohen Amplituden verbunden, wie
sich in Abbildung[6.13b]sowie dem exemplarischen Losungsverlauf in Abbildung[6.14fiir
den Fall np = 0.4 zeigt.

01} ANS
/’_\A ______

|
o
o
T

max/min(Yyy)

|

e

w

T T

\

A}
\

5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 9.5 10
Drehzahl w

Abbildung 6.14.: Stationére periodische Losungen des Systems in Abhéngigkeit der Rotordrehzahl fiir eine Pa-
rametererregung (0 p = 0.3) mit Erregerfrequenz np = 0.3 im Lastfall ¢ = 0.1 bei Uj; = 0.3 und
Standardparametersatz.

[ period. stabil: —, period. instabil: - - ]

Fiir den Fall einer mittleren Lagerbelastung sind im zuldssigen Frequenzbereich der Para-
metererregung somit keine nennenswerten Stabilisierungen mit zeitgleich niedrigen Am-
plituden zu beobachten. Es treten lediglich auf ,“ Parameterresonanzen zuriickzufiihren-
de Effekte mit vergleichsweise hohen Systemamplituden auf.

Unterdriickung im Bereich einer erhohten Lagerlast. Fiir den Fall einer erh6hten La-
gerbelastung bei o = 0.05 lassen sich hingegen grolle Einfliisse der Parametererregung
beobachten, wie sich in den Diagrammen in Abbildung zeigt.
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6. Einfluss einer harmonisch variierten Lagergeometrie
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Abbildung 6.15.: Stabilitdt und Amplituden periodischer Losungen im parametererregten System (0 p = 0.3) fiir
den Lastfall o0 = 0.05 bei Uy, = 0.3 und Standardparametersatz.
[ instabile Bereiche: [1/&, Stabilitétsgrenze ohne Parametererregung (6 p = 0): - - -

Wie auch bei o = 0.1 liegt fiir den Fall ohne Parametererregung ein vorgelagerter Bereich
instabiler Ruhelagen vor, sodass auch hier drei mit (---) gekennzeichnete Stabilitdtsgren-
zen vermerkt sind, die allerdings sehr dicht beieinander liegen.

Der wohl ausgedehnteste Bereich stabiler periodischer Losungen ldsst sich um die
Kombinationsfrequenzen |w; + ws| und |w, + w4| feststellen, wobei diese eine Art kom-
binierte Parameter-Antiresonanz zu sein scheint. Der gegebene nasenartige Verlauf in
diesem Bereich deutet auf sich gegenseitig authebende Tendenzen der beiden Parameter-
Antiresonanzen hin. Zusitzlich ldsst sich auch im Bereich einer Kombinationsfrequenz
des Differenzentyps bei |w1 — w4| eine Stabilisierung feststellen.

Werden die zugehoérigen Amplituden in Abbildung ausgewertet, so zeigt sich im
Bereich der Kombinationsfrequenzen duferst vorteilhaftes Verhalten, was lediglich durch
den der primédren Frequenz |w3| folgenden Amplitudenberg tangiert werden konnte.

Da die beobachtete Stabilisierung im Vergleich zu den anderen Lastfdllen hier am
starksten ausféllt, werden die zugehorigen stationdren Losungen in detaillierter Form
mit den Ergebnissen ohne Parametererregung verglichen. Hierzu finden sich in Ab-
bildung die entsprechenden Verldufe fiir eine Erregerfrequenz np = 0.7, die den
durch die Parameter-Antiresonanzen stabilisierten Bereich passiert. In diesem Fall sind
zusétzlich die Ergebnisse einer Verfolgung der von der NS-Bifurkation aus startenden
quasi-periodischen Lésung mit aufgefiihrt.

Fiir die beiden farblich gekennzeichneten Félle mit und ohne Parametererregung liegt
unterschiedliches Losungsverhalten vor. So handelt es sich im Falle reiner Selbsterregung
(—) um Ruhelagen und periodische Losungen, wohingegen die Parametererregung (—)
die Dimension der Frequenzbasis erhoht, sodass periodische und quasi-periodische
Losungen vorliegen.
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6.3. Unterdriickung selbsterregter Schwingungen des unwuchtfreien Rotors
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(b) VergroRerte Ansicht der Losungsverldufe mit und ohne Parametererregung

Abbildung 6.16.: Vergleich der stationdren Losungen des Systems in Abhédngigkeit der Rotordrehzahl fiir die Félle
mit (p = 0.7) und ohne Parametererregung bei Uy, = 0.3 und Standardparametersatz.
Losungstypen fiir6p =0 (—): Ruhelagen und period. Losungen
Losungstypen fiir 6 p = 0.3 (—): period. und quasi-period. Losungen

In Abbildung [6.16D] zeigt sich fiir das parametererregte System eine stabile periodische
Losung mit duBerst geringer Amplitude, die anndhernd der Ruhelage des Systems ohne
Parametererregung folgt. Die Stabilitédt dieser Losung geht im Vergleich erst bei sehr viel
hoheren Drehzahlen verloren, was den zuvor prasentierten Ergebnissen im Bezug auf die
Stabilisierung entspricht. Allerdings ldsst sich ausgehend vom Bifurkationspunkt fiir das
parametererregte System ein dhnliches Verhalten wie fiir den Fall reiner Selbsterregung
beobachten. Der quasi-periodische Losungszweig verzeichnet einen Riickgang in nied-
rigere Drehzahlbereiche bevor dieser bei w ~ 11.6 iiber eine faltendhnliche Verzweigung
auf einen dufleren quasi-periodischen Losungsast tibergeht, der weitestgehend dhnliche
Auslenkungen wie im Fall ohne Parameterregung aufweist.
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6. Einfluss einer harmonisch variierten Lagergeometrie

Der vorliegende Drehzahlbereich w = [11.6,16] mit koexistierenden periodischen und
quasi-periodischen Losungen ist als unerwiinscht einzustufen, da hier unter Umstanden
ein Abdriften auf einen benachbarten Losungszweig erfolgen kann. Ein solcher Sach-
verhalt kann durch eine reine Betrachtung der linearisierten Systemgleichungen und
der daraus gewonnenen Stabilitdtsaussagen nicht offengelegt werden, da in diesem Fall
benachbarte Losungszweige erst gar nicht abgebildet werden kdnnen.

Beurteilung der eingebrachten Parametererregung. Das hochgradig nichtlineare Sys-
tem des betrachteten hydrodynamisch gelagerten Rotors zeigt zahlreiche durch die Para-
metererregung hervorgerufene Effekte auf, die unter bestimmten Umstédnden zu einem
vorteilhaften Losungsverhalten fithren. Es zeigt sich, dass die hierfiir aufzuwendenden
Erregerfrequenzen vorwiegend in Bereichen additiver Kombinationsfrequenzen zu finden
sind, sofern diese fernab von destabilisierend wirkenden Parameterresonanzen liegen.
Weiterhin wird hierzu auf die Arbeit von DOHNAL verwiesen, in der sich ein experi-
menteller Nachweis der stabilisierenden Eigenschaften solcher Parametererregungen fiir
ein magnetisch gelagertes Rotorsystems findet.

Ungeachtet der Stabilisierung der betrachteten periodischen Losung zeigt sich bei Be-
riicksichtigung der sich aus der Instabilitdt heraus entwickelnden quasi-periodischen
Losung eine dhnliche Problematik wie auch im Falle reiner Selbsterregung. Bereiche
koexistierender Losungen konnen die praktische Umsetzung der gewiinschten Reduktion
auftretender Schwingungen gefdhrden. Dieser Sachverhalt konnte weiterhin als mogliche
Erklarung fiir die in geschilderte experimentelle Beobachtung eines vergleichbaren
Systems dienen. Hier konnte im Experiment keine Stabilisierung durch eine eingebrachte
Parametererregung festgestellt werden, was ggf. auf den beschriebenen Umstand koexis-
tierender Losungen zuriickzufiihren ist.

Im Hinblick auf eine gezielte Unterdriickung bzw. Auslenkungsreduktion selbsterreg-
ter Schwingungen (vgl. [88]) bietet sich zusitzlich zur Ausnutzung der Parameter-
Antiresonanzen ein kombiniertes Vorgehen an, welches eine weitere Dissipationsquelle
oder ein entsprechendes Regelungskonzept mit einbinden kénnte. Wie sich beispiels-
weise in der Arbeit von ABELE ET AL. [1] zeigt, konnen durch den Einsatz eines Reglers
zusétzlich zur Parametererregung auftretende Ratterschwingungen einer Frismaschine
reduziert werden.

In Ergdnzung zu diesem Vorgehen wird zusitzlich zu einer gezielten Parametererregung
die Einbringung trockener Reibung als weitere, mogliche Mafinahme empfohlen, welche
Teil weiterfithrender Untersuchungen sein kénnte.
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7. Zusammenfassung

Die Zusammenfassung greift die wesentlichen Ergebnisse und die damit verbundenen
Erkenntnisse der vorliegenden Arbeit auf. Da sich ein Grofiteil des Inhalts mit der Ent-
wicklung einer entsprechenden Methodik zur sinnvollen Auswertung, Verfolgung und Be-
urteilung von quasi-periodischem Systemverhalten beschéftigt, werden die hieraus ge-
wonnenen Erkenntnisse in einem separaten Abschnitt aufgefiihrt, unabhéngig von den
Resultaten des untersuchten Rotorsystems.

Abschliefend werden offene Fragen und mogliche weiterfithrende Problemstellungen dis-
kutiert.

7.1. Erkenntnisse zur verwendeten Methodik

Im Hinblick auf eine moglichst effiziente Untersuchung eines hydrodynamisch gelagerten
Rotors miissen mehrere parallel existierende Anregungsmechanismen berticksichtigt wer-
den. Dies fiihrt in der Regel auf ein komplexes Verhalten, welches im stationédren Zustand
Ruhelagen, periodische aber auch quasi-periodische Lésungen sein kénnen. Um spezi-
ell quasi-periodisches Verhalten sinnvoll zu beschreiben, wird mit Hilfe eines mannigfal-
tigkeitsbasierten Vorgehens ein geeignetes Ndherungsverfahren vorgestellt. Dieses wird
im Rahmen einer moglichst effizienten Implementierung um FFT-basierte Auswertungs-
schritte erweitert. Zusétzlich wird ein auf dem Hill-Verfahren beruhendes Stabilitatskri-
terium eingearbeitet, um eine im Sinne des Verfahrens sinnvolle Detektion moglicher Bi-
furkationen, die auf quasi-periodisches Verhalten fithren, zu gewihrleisten. Die hierdurch
erzielte Eignung des Ndherungsverfahrens hinsichtlich numerischer Losungsverfolgung
erweitert die Untersuchungsmdéglichkeiten im Vergleich zu alternativ verfiigbaren Verfah-
ren, die sich in der Regel lediglich auf Ruhelagen und periodische Losungen stiitzen.

Das Verfahren iiberzeugt hierbei durch sehr gute Ergebnisse bei der Approximation von
periodischen und quasi-periodischen Losungen sowie dem bifurkationsbasierten Uber-
gang dieser beiden Losungstypen, wie sich anhand zahlreicher Beispiele zeigt. Dariiber
hinaus bietet das Verfahren einen Zugang zur Abschitzung maoglicher Synchronisations-
bereiche im Zuge einer numerischen Verfolgung in Abhingigkeit beliebiger Systempara-
meter.

Die vorgestellte Methode kommt im Rahmen der Untersuchung des dynamischen Verhal-
tens hydrodynamisch gelagerter Rotoren zum Einsatz, wobei jeweils die Kombinationen
aus Selbst- und Unwuchterregung sowie Selbst- und Parametererregung betrachtet wer-
den.
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7. Zusammenfassung

7.2. Erkenntnisse zum untersuchten Gleitlagerkonzept

Es werden die Auswirkungen verschiedener Geometrien der hydrodynamischen Gleitlager
auf das Verhalten eines dadurch abgestiitzten Rotorsystems untersucht. Ziel ist es, die
durch die Fluid-Struktur-Interaktion hervorgerufenen Schwingungen mittels einer ge-
schickten Wahl der Geometrie des Lagers zu reduzieren. Hierzu wird ausgehend von einer
kontinuumsmechanischen Betrachtung eine mogliche Beschreibung der Lagergeometrie
in Abhéngigkeit einer durch zwei entsprechende Aktoren aufgebrachten, symmetrischen
Verschiebung hergeleitet. Diese nimmt im Zuge des mit Hilfe der Reynoldsgleichung
modellierten Fluids direkten Einfluss auf den Druckaufbau innerhalb des Gleitlagers
und somit auf die zugehorigen Lagerkrifte. Der Entwicklung einer zur Beschreibung
geeigneten Implementierung wird dabei ein groler Stellenwert beigemessen.

Die im Rahmen dieser Arbeit betrachtete oval-formige Querschnittsgeometrie der Lager
zeigt ein dulerst vorteilhaftes Verhalten hinsichtlich der Unterdriickung unerwiinschter
Schwingungen. Gerade fiir niedrig belastete Rotorsysteme ohne Unwucht kénnen im
Vergleich zum zylindrischen Lager wesentlich h6here Drehzahlen gefahren werden, bevor
es zu Schwingungen in Folge von Selbsterregung kommt.

Unter Verwendung der vorgestellten Methodik zur quasi-periodischen Ndherung ldsst
sich dieser Effekt dariiber hinaus ebenso fiir den Fall eines unwuchtbehafteten Rotors
beobachten.

Desweiteren zeigt sich in bestimmten Drehzahlbereichen die Moglichkeit koexistierender
Losungen, was fiir praktische Anwendungen einen zu beriicksichtigenden Aspekt dar-
stellt. Wechselt das System storungsbedingt auf einen solchen benachbarten Losungsast,
kann es zu einem Anstieg der Schwingungsamplituden kommen.

Zur zusitzlichen Einflussnahme auf das dynamische Verhalten werden die Auswirkungen
einer harmonisch variierenden Lagergeometrie untersucht. Hierzu werden der durch die
beiden Aktoren aufgebrachten Verschiebung zusétzlich harmonische Terme kleinerer
Groflenordnung tiberlagert. Im Rahmen der Theorie zur Stabilisierung von Losungen
durch Parametererregung ldsst sich eine Erweiterung des stabilen Losungsbereichs des
unwuchtfreien Rotors realisieren. In einem hierdurch realisierten Drehzahlbereich mit
stabilen periodischen Losungen zeigen sich allerdings koexistierende quasi-periodische
Losungszweige mit verhdltnismaBig hoch ausfallenden Auslenkungen. Dies gilt es bei der
praktischen Anwendung der Stabilisierung durch Parametererregung entsprechend zu
berticksichtigen.

Das betrachtete Lager mit oval-férmigem Querschnittsprofil zeigt durchweg eine Verbes-

serung des dynamischen Verhaltens des Rotors, wobei lediglich die Sensitivitit beziiglich
der Ausrichtung gegeniiber der dufleren statischen Last als Nachteil zu nennen ist.
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7.3.

Offene Fragen und weiterfiihrende
Problemstellungen

In dieser Arbeit werden viele verschiedene Themengebiete tangiert, die Raum fiir wei-
terfithrende Forschung bieten. Zusétzlich werden in einigen Modellierungsschritten star-
ke Vereinfachungen vorgenommen, die im Zuge einer Weiterentwicklung durch entspre-
chend detailliertere Zusammenhinge ersetzt werden kdnnen. Im Einzelnen handelt es
sich um folgende Punkte:

Zur sinnvollen Beschreibung und Verfolgung quasi-periodischen Systemverhaltens
stellt die Entwicklung eines implementierungsfihigen Stabilititskriteriums fiir
quasi-periodische Losungen bzw. Mannigfaltigkeiten eine notwendige Erweiterung
dar. Die Abschitzung der Stabilitdt solcher Losungstypen wiirde den Zugang zur
Beschreibung hoherdimensionaler Verzweigungsszenarien ebnen und somit eine
umfassendere Untersuchungsmaéglichkeit nichtlinearer Systeme bieten.

Die Modellerweiterung um eine Riickwirkung des Fluiddrucks auf die Verformung
der Lagerschale stellt eine sinnvolle MaBnahme dar, die im Gegensatz zu den in
der Literatur zu findenden Beschreibungen (z. B. in [95]) iiber das Modell einer rein
elastischen Bettung hinaus gehen sollte.

Den Auswirkungen verschiedener Losungsanforderungen an die Reynoldsglei-
chung auf das dynamische Verhalten des Rotors wird in der Regel keine grof3e
Bedeutung beigemessen. Eine sich hierauf konzentrierende Untersuchung kdnnte
womoglich interessante, nicht zu vernachlissigende Effekte offen legen.

Eine Erweiterung des Systems mit harmonisch variierter Lagergeometrie um eine
zusitzlich Dissipationsquelle, z. B. in Form trockener Reibung.

Im Hinblick auf die lediglich harmonisch angesetzte Variation der Lagergeometrie
bietet sich die Entwicklung eines geeigneten Regelungskonzepts an, um die Geo-
metrie individuell anzupassen und so ein verbessertes Systemverhalten zu erzielen.

In direktem Zusammenhang mit dem vorherigen Punkt, steht eine auf Optimie-
rung basierende Herangehensweise, um so die fiir einen jeweils ausgezeichneten
Betriebszustand optimale Lagergeometrie zu identifizieren.

Eine Erweiterung des vorgeschlagenen Lagermodells um zusitzliche Aktorpaare
wird als sinnvoll erachtet, da so ein breiteres Spektrum an verschiedenen Lagergeo-
metrien realisiert werden kann. Dieser Schritt umfasst indirekt die vorangegange-
nen Aspekte eines Regelungskonzepts sowie einer optimierungsbasierten Herange-
hensweise.

Eine experimentelle Validierung der im Rahmen dieser Arbeit aufgezeigten Stabili-
sierungseffekte steht noch aus, erscheint aber im Hinblick auf die in der Literatur zu
findenden Resultate dhnlicher Systeme vielversprechend.
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A. Zusitzliche Untersuchungsergebnisse

In den nachfolgenden Abschnitten finden sich zusitzliche Ergebnisse zum dynamischen
Verhalten hydrodynamisch gelagerter Rotoren. Es handelt sich hierbei um Untersuchun-

gen in Abhéngigkeit von Modellierungsparametern, deren Einfluss vergleichsweise gering
ausfallt.
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A. Zusétzliche Untersuchungsergebnisse

A.1. Losungsverldufe des unwuchtfreien Rotors mit
konstanter Lagergeometrie

A.1.1. Abhingigkeit vom Massenverhiiltnis

Das im Zuge der Auftrennung des Rotors in Hauptmasse M und Zapfenmasse m einge-
fithrte Massenverhéltnis x = 2m/um hat lediglich einen geringen Einfluss auf das Losungs-
verhalten.
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(c) VergroRerte Darstellung der Rotorauslenkung in ef -Richtung im Bifurkationsbereich

Abbildung A.1.: Stationdre Losungen des unwuchtfreien Rotors und deren Bifurkationen in Abhéngigkeit der
Rotordrehzahl fiir verschiedene Massenverhéltnisse x mit Standardparametersatz und Geome-
trieparameter Uy, =0.3.

[Ruhelage stabil: —, Ruhelage instabil: - -, period. stabil: ===, period. instabil: = = ]
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A.1. Losungsverldufe des unwuchtfreien Rotors mit konstanter Lagergeometrie

A.1.2. Abhingigkeit von der Stiitzstellenanzahl N, der

Druckniherung

Eine Erh6hung der Stiitzstellenanzahl N,, der Drucknéherung (siehe Abschnitt(4.1.1) zeigt
keine nennenswerten Unterschiede bei der Lésungsverfolgung.
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(c) VergroRerte Darstellung der Rotorauslenkung in e§ -Richtung im Bifurkationsbereich

Abbildung A.2.: Stationdre Losungen des unwuchtfreien Rotors und deren Bifurkationen in Abhéngigkeit der
Rotordrehzahl fiir verschieden viele Stiitzstellen in Umfangsrichtung zur Ndherung des Druckes
mit Standardparametersatz und Geometrieparameter Uy, = 0.3.

[Ruhelage stabil: —, Ruhelage instabil: - - , period. stabil: ===, period. instabil: = = ]
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A. Zusétzliche Untersuchungsergebnisse

A.2. Stabilitiatskarten des unwuchtfreien Rotors mit
konstanter Lagergeometrie

A.2.1. Abhingigkeit vom Massenverhiiltnis

Das im Zuge der Auftrennung des Rotors in Hauptmasse M und Zapfenmasse m einge-
fiihrte Massenverhdltnis x = 2m/p hat nur einen sehr geringen Einfluss auf die Stabilitét
der Ruhelage, sowohl fiir den Fall mit ovalem als auch mit kreisrundem Lagerprofil.
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Abbildung A.3.: Hopf-Bifurkationspunkte mit Stabilitdtswechsel der Ruhelage in Abhéngigkeit von Rotordreh-
zahl und Lagerlast in vergleichender Betrachtung von ovalem und kreisrundem Lagerprofil fiir
verschiedene Massenverhéltnisse x mit Standardparametersatz.

[instabile Ruhelagen:[1]
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SKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Die Schwingungsamplituden eines
Rotorsystems diirfen in der Praxis aufgrund
einer moglichen Beeintrachtigung des
Betriebs einen gewissen Toleranzbereich
nicht iiberschreiten. Um dies auch bei
hohen Drehzahlen zu gewdhrleisten
werden  verschiedene  Ausfiihrungen
eines Radialgleitlagers mit oval-formigem
Querschnitt und deren Auswirkungen
auf das Verhalten des Rotorsystems
untersucht. Es werden hierbei sowohl
unwuchtfreie als auch unwuchtbehaftete
Rotoren wuntersucht, fiir die sich in
Abhingigkeit verschiedener Systempa-
rameter signifikante Verbesserungen im
Vergleich zur Lagerung mit klassischen,
zylinderformigen  Gleitlagern  zeigen.
Dies dullert sich sowohl in erweiterten
Stabilitdtsgebieten vorliegender Ruhelagen
als auch einer Amplitudenreduktion der
urspriinglich auftretenden Schwingungen,
sogar in Bereichen mit kombinierten
Anregungsmechanismen.

Motiviert durch die Theorie der Parameter-
Antiresonanzen kann eine zusitzliche har-
monische Variation der Querschnittsgeo-
metrie des Gleitlagers je nach Erregungsfre-
quenz sowohl eine Verbesserung aber auch
eine Verschlechterung des Verhaltens des
Rotorsystems bewirken, was sich in Form
einer Reduktion oder aber einer Erhohung
der auftretenden Schwingungsamplituden
des Rotors dulert.




	Danksagung
	Kurzfassung
	Notation
	Symbolverzeichnis
	Abkürzungsverzeichnis
	Einleitung
	Motivation
	Stand der Forschung
	Zielsetzungen der Arbeit
	Aufbau der Arbeit

	Methodische Grundlagen
	Grundzüge der Stabilitätstheorie
	Definitionen
	Stabilität stationärer Lösungen

	Näherung stationärer Lösungen und Pfadverfolgung
	Lösungsverfahren für Ruhelagen und periodische Lösungen
	Pfadverfolgung stationärer Lösungen
	Verzweigungen stationärer Lösungen

	Beschreibung von quasi-periodischem Verhalten 
	Grundlagen
	Synchronisation
	Approximationsverfahren
	Anwendungsbeispiel


	Modellierung hydrodynamisch gelagerter Rotoren
	Übersicht
	Aufbau und Submodelle
	Gleitlagerkonzept

	Hydrodynamischer Fluidfilm
	Reynoldsgleichung
	Lösungsanforderungen
	Lagerkräfte
	Dimensionslose Notation
	Vereinfachung mit Hilfe des Kurzlageransatzes

	Lagerschale
	Balkenmodell
	Dimensionslose Notation

	Elastischer Rotor
	Bewegungsgleichungen des Laval-Rotors
	Dimensionslose Notation


	Lösungsverfahren und Implementierungsstrategie
	Näherungslösung der Reynoldsgleichung
	Lösungsverfahren
	Beurteilung des Näherungsverfahrens

	Lagerkräfte
	Angepasstes Integrationsverfahren
	Vergleichende Betrachtung der Auswertung der Lagerkräfte


	Einfluss der Lagergeometrie auf das dynamische Verhalten des Rotors
	Modellierungsüberblick
	Bewegungsgleichungen und relevante Parameter

	Dynamisches Verhalten des unwuchtfreien Rotors
	Einführendes Beispiel zur Lösungsverfolgung
	Stationäre Lösungen und deren Bifurkationen
	Einsetzende Selbsterregung - Stabilität der Ruhelage

	Auswirkungen statischer Unwucht
	Modellierung über Spektralsystem
	Stationäre Lösungen und deren Bifurkationen


	Einfluss einer harmonisch variierten Lagergeometrie
	Einführendes Beispiel zur Stabilisierung mittels Parametererregung
	Bewegungsgleichungen und Spektralsystem
	Simulationsergebnisse für das homogene System
	Simulationsergebnisse für das inhomogene System

	Modellierungsüberblick
	Bewegungsgleichungen
	Beschreibung über Spektralsystem

	Unterdrückung selbsterregter Schwingungen des unwuchtfreien Rotors
	Vorüberlegungen
	Ausgewählte Ergebnisse zur Unterdrückung selbsterregter Schwingungen


	Zusammenfassung
	Erkenntnisse zur verwendeten Methodik
	Erkenntnisse zum untersuchten Gleitlagerkonzept
	Offene Fragen und weiterführende Problemstellungen

	Zusätzliche Untersuchungsergebnisse
	Lösungsverläufe des unwuchtfreien Rotors mit konstanter Lagergeometrie
	Abhängigkeit vom Massenverhältnis 
	Abhängigkeit von der Stützstellenanzahl N der Drucknäherung

	Stabilitätskarten des unwuchtfreien Rotors mit konstanter Lagergeometrie
	Abhängigkeit vom Massenverhältnis 


	Literaturverzeichnis
	Eigene Publikationen

