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KAPITEL 1

EINLEITUNG

In einem Facher-Modell mit n Féchern, die von 1 bis n nummeriert sind, werden in jedem
Besetzungsvorgang s verschiedene der Facher mit je einem Teilchen belegt. Die s ausgewahlten
Féacher bezeichnen wir im Folgenden als s- Auswahl oder s-Teilmenge. Die Wahrscheinlichkeit,
die Facher mit den Nummern iy, ..., %5 zu besetzen, sei py i, . i,. Die s-Auswahl wird in jedem
Schritt zuféllig getroffen, und es wird angenommen, dass Ereignisse, die sich auf unterschiedliche
Besetzungsvorgange beziehen, stochastisch unabhéangig sind. Gegenstand dieser Arbeit ist die
Zufallsvariable XT(LS’C), welche die Anzahl der Besetzungsvorgidnge beschreibt, bis jedes der
n Facher mindestens ¢ Teilchen enthéilt. Wurde jedes Fach einmal besetzt, so sprechen wir
von einer vollstindigen Serie. Wir verwenden im Folgenden auch den Begriff Zeitpunkt, um
die Anzahl an Besetzungsvorgingen zu beschreiben, bis ein Ereignis eintritt. Im Fall ¢ = 1
schreiben wir X7(f) = X,(ls’l). Wir wollen den Fall untersuchen, in dem die Wahrscheinlichkeiten
fiir die s-Teilmengen verschieden sein konnen und betrachten somit eine Verallgemeinerung

des klassischen Coupon-Collector-Problems, bei dem ¢ =1 und s = 1 gelten und jedes Fach

mit der gleichen Wahrscheinlichkeit % belegt wird.

Dieses klassische Problem geht zuriick auf die im Jahr 1711 erschienene Arbeit De Mensura
Sortis von A. de Moivre (siehe [41]). De Moivre betrachtet fiir natiirliche Zahlen n und p den
n-maligen Wurf eines (p + 1)-seitigen Wiirfels und untersucht die Wahrscheinlichkeit, dass
eine vorher festgelegte Anzahl an Seiten mindestens einmal auftritt. Auch Laplace (1775)
und Euler (1785) untersuchen Problemstellungen, die auf das klassische Coupon-Collector-
Problem zuriickgefithrt werden kénnen (siehe [52], S. 252 ff.). Dabei berechnet Laplace die
Wahrscheinlichkeit, dass nach dem k-maligen Ziehen mit Zuriicklegen von je s aus insgesamt n
Losen alle Nummern mindestens einmal gezogen werden und verallgemeinert somit das von de

Moivre gestellte Problem auf den Fall s > 2. Euler beschéftigt sich mit einer nahezu identischen
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Fragestellung, verweist aber weder auf die Arbeit von de Moivre noch auf die von Laplace (siehe
). Pélya deutet in bereits an, dass das klassische Coupon-Collector-Problem einige
Einschrankungen fordert, die in der Realitét selten erfiillt sind. Eine Voraussetzung ist die
Gleichwahrscheinlichkeit der Fécher. Eine Verallgemeinerung, bei der die Fécher unterschiedliche
Wahrscheinlichkeiten aufweisen dirfen, wird erstmalig 1934 von Hermann von Schelling und
damit {iber 200 Jahre nach der Arbeit von de Moivre untersucht 49].

Seit dem 18. Jahrhundert entstanden zahlreiche Arbeiten, die sich mit Wartezeiten auf voll-
stédndige Serien in ganz unterschiedlichen Modellen beschéftigen. Der Name Coupon-Collector-
Problem entwickelte sich allerdings erst zu Beginn des 20. Jahrhunderts und geht auf eine
Arbeit von Georg Pélya zuriick. Dieser untersuchte im Jahr 1930, wie viele Packchen mit je
zwei Sammelbildern im Mittel gekauft werden miissen, um eine Sammlung zu komplettieren

(siehe [45]).

Die Herausgabe von Sammelbildern hat ihren Ursprung im 19. Jahrhundert. Zu Werbezwecken
beginnt Aristide Boucicaut, der Besitzer des Pariser Kaufhauses ,,Au Bon Marché”, bunte Bilder
an seine Kunden zu verteilen, die auf der Riickseite Werbung tragen. Diese Bilder erfreuen sich
so grofler Beliebtheit, dass ganze Serien herausgegeben werden. Schon bald gab es die ersten
Nachahmer. Besonders erfolgreich waren in Deutschland die Fleischextrakt-Firma Liebig, die
6400 Bilder in iiber 1100 Serien herausgab, und die Firma Stollwerck, die den Schokoladentafeln
in SiiBigkeitenautomaten Bilder beilegte (siehe [13], [54], S. 39). Dieser Trend des Sammelns
von Bildchen hat sich bis heute gehalten und gibt Anlass fir eine Vielzahl mathematischer
Fragestellungen. Ein sehr populéres Beispiel sind die im Rahmen der Fu3ball-WM angebotenen
Sammelalben des Panini-Verlags, die ganz ohne Werbezweck verkauft werden. Im Jahr 2018
galt es, ein Sammelalbum mit n = 682 Platzen zu fiillen, wobei die Bilder in Péackchen der

Grofie s = 5 verkauft wurden.

Die wichtigsten Ergebnisse, die seit 1711 fiir s = 1 erzielt wurden, sind in Kapitel 2 zusammen-
gefasst. In Kapitel 3 werden bereits vorhandene Resultate fiir den Fall s > 1 vorgestellt. Diese
beschrénken sich weitestgehend auf die Situation, in der ¢ = 1 gilt und jede s-Auswahl dieselbe
Wahrscheinlichkeit besitzt.

Mit Kapitel 4 werden wir die vorhandene Literatur um zwei Grenzwertsétze ergénzen. Einerseits
untersuchen wir das asymptotische Verhalten von Xff’c) fir den Fall, dass ¢ = 1 gilt und
die s-Teilmengen mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten besetzt werden. Zum anderen
betrachten wir den Fall ¢ > 1, unter der Voraussetzung, dass die s-Teilmengen alle mit der

gleichen Wahrscheinlichkeit belegt werden.

In Kapitel 6 beschiftigen wir uns mit der Wahl der Besetzungswahrscheinlichkeiten, welche die
erwartete Zeit bis zur ersten vollstédndigen Serie minimiert. Um die Notation iibersichtlich zu
halten, beschreiben wir mit pff) € R(%) den Vektor, der die Wahrscheinlichkeiten aller moglichen
s-Teilmengen von {1,...,n} in lexikographischer Ordnung enthélt. Wir indizieren pgf) nur
dann mit n und s, wenn die Parameter nicht eindeutig durch den Kontext festgelegt sind.

Gehen wir davon aus, dass alle s-Teilmengen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit belegt werden,



so verwenden wir die Schreibweise pgy 1= pgi)GW. Der Erwartungswert der Zufallsvariablen

Xy(f’c), der im Allgemeinen mit E bezeichnete wird, hingt von der Wahl des Vektors pgf) ab.

Um diese Abhéangigkeit herauszuheben, nutzen wir die Notation

E{9(p) i= B (p,) 1= B9 (b)) i= ECX).

Dabei verwenden wir im Fall ¢ = 1 die Schreibweise E° (p) :== Eff’l)(p) und setzen im Fall
s =1,c =1 abkiirzend E,(p) := Er(Ll’l)(p). Neben X\ werden wir die Zufallsvariable Z4*°) (k)
betrachten. Diese gibt die Anzahl der Fécher an, die nach k Besetzungsvorgéingen weniger als

¢ Teilchen enthalten.

Fiir eine beliebige Menge A sei die Indikatorfunktion 1{A} durch

, T EA,
1a(z) = 1{A}(z) == {(1) ; i (1.1)

definiert. Beschreibt Agf)](k:), j € {1,...,n}, das Ereignis, dass Fach Nummer j nach k

Besetzungsvorgéingen weniger als ¢ Teilchen enthélt, so gilt
174
C
Z (k) = > 1{ A (k). (1.2)
j=1

WEeil die Anzahl der Besetzungsvorgéinge bis zur c-ten vollstdndigen Serie genau dann kleiner
oder gleich k ist, wenn es nach k Besetzungsvorgéingen kein Fach mit weniger als ¢ Teilchen
gibt, gilt

P(X(*9) < k) = P(Z{9) (k) = 0). (1.3)

n

In Kapitel 4 werden wir diesen Zusammenhang nutzen, indem wir zunéchst Grenzwertsitze

fur fo’c)(k) angeben, um anschliefend Eigenschaften von Xﬁf’c) abzuleiten.

Warten wir nicht auf vollstédndige Serien, sondern auf den Zeitpunkt, zu dem das erste Mal
d > 2 Teilchen in einem der Fécher enthalten sind, so sprechen wir vom Warten auf die erste
d-fach Kollision. Die Zufallsvariable, welche die Anzahl der Besetzungsvorginge bis zu diesem
Ereignis beschreibt, bezeichnen wir mit ngd). In Kapitel 5 werden wir fiir den Fall s =1 und

c =1 zeigen, dass die Zufallsvariablen XV(LS’C) und ngd) asymptotisch unabhéngig sind.

Die Arbeit wird durch einen umfangreichen Anhang abgeschlossen, in dem die Beweise der Lem-
mata, erginzende Beweise und Rechnungen, sowie Computersimulationen und Literaturangaben

aufgefiihrt sind.
Wir verwenden in dieser Arbeit durchgéingig folgende Notationen:

Mit N, R und R* bezeichnen wir die natiirlichen, die reellen und die positiven reellen Zahlen.
Weiter umfasse Ny := N U {0} alle natiirlichen Zahlen und die Null. Fiir n € N ist R" die

Menge aller reellen n-Tupel. Fiir eine reelle Zahl x sei |x| die grofite ganze Zahl, die kleiner
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oder gleich x ist und [x] die kleinste ganze Zahl, die grofler oder gleich x ist, das heifit
|z] :=max{z €Z:z <z}

und
[z] :==min{z € Z: z > x}.

Fiir die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens von Funktionen verwenden wir die auf
den Mathematiker Edmund Landau (1877-1938) zuriickgehende Landau-Symbolik (vergleiche
[1], Seite 396). Demnach ist fiir Funktionen f,g: N — R mit g(n) # 0 fiir hinreichend grofie n

f(n) =0(g(n)), firn — oo,

falls der Quotient f/g beschrankt ist, f also nicht wesentlich schneller als g wéchst. Weiter
schreiben wir

f(n) =o(g(n)), firn— oo,
falls f gegentiber g asymptotisch vernachléssigbar ist, also lim,,~ f(n)/g(n) = 0 gilt.

Fiir zwei Funktionen a,b : N — R schreiben wir auflerdem a(n) ~ b(n) fir n — oo, falls

a(n)

lim,, o0 bn) = 1 gilt.

Wir werden in dieser Arbeit an einigen Stellen die Ungleichungen

1-—

& | =

<logt<t—1, t>0, (1.4)

fir die Logarithmusfunktion verwenden, die auf der Taylorentwicklung erster Ordnung beruhen.

Im Folgenden sei stets ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) mit o-Algebra A und Wahrschein-
lichkeitsmafl P zugrunde gelegt.



KAPITEL 2

DER FALL s=1

Nehmen wir an, dass in jedem Besetzungsvorgang genau ein Teilchen in eines der n Facher
fallt und ¢ = 1 gilt, so kiirzen wir die Zufallsvariable X,gl’l) durch X, ab. In diesem Kapitel
stellen wir bekannte Resultate fiir X,, vor und fithren an einigen Stellen ergdnzend Beweise
auf. Wir werden in Abschnitt 2.1 das klassische Coupon-Collector-Problem beschreiben, bei
dem die Besetzungswahrscheinlichkeit fiir jedes Fach gleich grof3 ist und im anschlieBenden
Abschnitt 2.2 zulassen, dass die Facher mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten besetzt
werden konnen. In Abschnitt 2.3 untersuchen wir, wie sich die bis dahin betrachteten Groéfien

dndern, wenn wir nicht auf eine, sondern auf ¢ > 1 vollstédndige Serien warten.

2.1. FACHER MIT GLEICHEN WAHRSCHEINLICHKEITEN

Wir bezeichnen den i-ten Besetzungsvorgang als Teilerfolg, falls irgendein Fach das erste Mal
besetzt wird, und beschreiben die Anzahl der Besetzungsvorginge zwischen dem i-ten und dem
(i + 1)-ten Teilerfolg, wobei die Teilerfolge jeweils eingeschlossen sind, durch die Zufallsvariable
W;. Dann gilt

Xp=1+Wi+- -+ Wy_1, (2.1)

wobei die Zufallsvariablen Wy, ..., W,,_1 stochastisch unabhéngig sind und W; — 1 fiir jedes
i € {1,...,n — 1} eine geometrische Verteilung mit Parameter p,; = % besitzt. Diesen
Ansatz verwendet auch Feller (siehe S. 210 ff.). Auf die Verteilung der Zufallsvariablen X,

werden wir in Unterabschnitt 2.2 fiir den Fall eingehen, dass die Facher mit unterschiedlichen
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P(X¢=k)
0.09
0.07
0.05
0.03
| NllIIITTY?vvv... k
6 10 14 18 22 26 30 34 38

Abbildung 2.1.: Stabdiagramm der Verteilung von Xg

Wahrscheinlichkeiten besetzt werden diirfen und geben an dieser Stelle ohne Nachweis an, dass

P(X, = k) = 5_1)%1 (”) (Z)“ (1 - ;) L ke{mn+1,..), (22

i=1 ) \n

{:} = j,i(—l)“ﬂ' @ﬁ (23)
12

die Stirling-Zahl zweiter Art (siehe [28], S.260) und erhalten die alternative Darstellung

P(X, = k) = n! {k—l}

nk ln—1

gilt. Wir bezeichnen mit

(siehe [6]). Die Rechnung ist im Anhang C.3 nachzulesen. Fiir n = 6 lisst sich X, als Anzahl der
Wiirfe mit einem echten Wiirfel interpretieren, bis jede Augenzahl aufgetreten ist. Abbildung
2.1 visualisiert die Verteilung der Zufallsvariablen Xg.

Es ist deutlich zu sehen, dass die Wahrscheinlichkeiten zunéchst schnell ansteigen und nach
dem FErreichen des Maximums langsamer wieder abnehmen. In Kapitel 3 werden wir sehen,

dass diese ,, Rechts-Schiefe” erhalten bleibt, wenn wir s und n erhéhen.



2.1. FACHER MIT GLEICHEN WAHRSCHEINLICHKEITEN 7

2.1.1. ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

Der Erwartungswert einer geometrisch verteilten Zufallsvariablen W mit Parameter p ist durch

EW) = % — 1 gegeben (siehe [35], S. 188). Damit ergibt sich (siehe [24], S. 211)

E.(pew) = 1+EW1) +--- + E(Wy—1)
=14+EW -1)+14+---+EW,_1—1)+1
n—1
n
=1 —1+1
+Z.Zl(n—z' +1)
|

Die Summe Y7, 2 =: H,, heifit n-te harmonische Zahl (siche [28], S. 29). Fiir diese gilt

=17

lim (H, —logn) =",

n—oo

wobei v &~ 0.5772156649 die Euler—Mascheroni-Konstante bezeichnet (siehe [36], [39], S.222).

Fiir n — oo finden wir somit die Approximation

. Xn
nh_>rroloE (n — logn) =
fiir den Erwartungswert. Daraus ergibt sich

E(X,) ~ nlogn.

Die Varianz einer geometrisch verteilten Zufallsvariablen W mit Parameter p ist V(W) = lp%p

(siehe [35], S. 188). Mit der Verschiebungsinvarianz der Varianz und der Unabhéngigkeit von
Wl,.. .,Wn gﬂt

— 1—pi
V(Xn) =) V(W) = 5
i=1 i—1 Pi
n—1 . n—1
n-1 n—=k
= Z N2 T ”Z 2
= (n—1i) =k
n—1 n—1
1 1 1
(a5
n
2
(k:lk nik

Setzen wir X := % — logn, so gilt

V(X)) =V <)§L” — log n> = %V(Xn) = ; 5
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Mit dem bekannten Reihenwert

n—1 2
1 s
2w
(siche [44], S. 182) folgt direkt
2
lim V(X)) = T
n—00 6
und schlieSlich
2
V(X,) ~ nQE.

Neben der Konvergenz des Erwartungswertes und der Varianz von X, lésst sich auch die

Konvergenz in Verteilung ebendieser Zufallsvariablen nachweisen.

2.1.2. ASYMPTOTISCHE VERTEILUNG

Seien X, X1, Xo, ... reelle Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
mit Verteilungsfunktionen F(z) := P(X < z) sowie F,,(z) := P(X, < z), n > 1. Die Folge
(Xn)n>1 konvergiert nach Verteilung gegen X, falls

lim_ Fy (@) = F(a) (2.4)

in jeder Stetigkeitsstelle  von F' gilt (siehe [32], S. 207). Wir schreiben X, 2, X, um die

Konvergenz nach Verteilung abzukiirzen.

Im Folgenden bezeichnet G die Verteilungsfunktion der durch
G(z) := exp(—exp(—z)), = €R, (2.5)

definierten Gumbelschen Extremwertverteilung. Erdés und Rényi zeigen in [22], dass

Xn—nlogn o, (2.6)
n

gilt, wobei X die Verteilungsfunktion P(X < z) = G(z), = € R, besitzt. Sie geben sogar ein

allgemeineres Resultat an, das in Abschnitt 2.3 vorgestellt wird.

2.1.3. VOLLSTANDIGE SERIEN UND EXTREMWERTVERTEILUNGEN

Die Zufallsvariable X, lasst sich wie in (2.1) als Summe darstellen. Betrachten wir das asympto-
tische Verhalten von Summen, so liegt es nahe, nach einem Zentralen Grenzwertsatz zu suchen,
der die asymptotische Normalitédt der Summe liefert. Dass wir in (2.6) als Grenzverteilung
nicht die Normalverteilung, sondern die Gumbelsche Extremwertverteilung erhalten, ist bei

néherer Betrachtung nicht iiberraschend.

Extremwertverteilungen eignen sich, um Grenzverteilungen von Minima und Maxima stochas-
tisch unabhéngiger Zufallsvariablen zu beschreiben. Dass es sich bei der Zufallsvariablen X,

um ein Maximum handelt, ist leicht einzusehen. Wir betrachten eine Folge X, 1,..., X,
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identisch verteilter Zufallsvariablen. Fiir jedes i € {1,...,n} beschreibt X, ; die Anzahl der

Besetzungsvorgénge, bis das Fach mit der Nummer ¢ das erste Mal besetzt wird. Dann gilt

X, =max(Xp1,...,Xnn) = max X, ;. (2.7)
1<i<n
Die Zufallsvariablen X, 1 —1,..., X, , — 1 sind in dieser Situation jeweils geometrisch verteilt

mit Parameter 1/n, aber nicht stochastisch unabhéngig. Liegt eine Folge (X, ;)1<i<n von
unabhdngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F' vor, so findet
der Satz von Fisher—Tippett Anwendung. Nach diesem Satz gilt fiir eine Zufallsvariable X mit
nicht ausgearteter Verteilungsfunktion F das folgende Theorem (siehe [21], S.121):

Theorem 2.1.1 (Fisher-Tippett). Wenn Folgen von Konstanten a,, > 0 und b, € R existieren,
sodass
Ao b D,y

an

gilt und X,, wie in (2.7) definiert ist, so hat F die Form einer der drei folgenden Verteilungs-

0, z <0,
- (z) = {

exp(—z~7), x>0, 7>0,

funktionen:

exp(—(—x)"), <0, 7>0,
oy = {0
1, x>0,

G(x) =exp(—exp(—x)), xz€R.

Neben der Gumbel- Verteilung G(z) konnen also bei asymptotischen Untersuchungen der Minima
und Maxima von Zufallsvariablen die Fréchet-Verteilung ®,(z) und die Weibull-Verteilung
U, (z) auftreten. Abbildung 2.2 zeigt die Dichten der drei Extremwertverteilungen im Vergleich.
Dabei wurde 7 = 1 gewahlt.

Eine Zufallsvariable, die der Gumbel-Verteilung folgt, besitzt den Erwartungswert v, und die
Varianz ist ’%f (siehe [34]). Diese Werte stimmen mit den Grenzwerten von Erwartungswert
und Varianz der Zufallsvariablen X, im klassischen Coupon-Collector-Problem iiberein. Auch
die ,,Rechts-Schiefe” der Verteilung von Xg, die wir im letzten Abschnitt beobachtet haben,
findet sich in der Dichte g(z) wieder.

Wiéhrend die Gumbel-Verteilung als Grenzverteilung der Wartezeit auf die erste vollsténdige
Serie auftritt, ergibt sich fir Minima von Wartezeiten im Facher-Modell asymptotisch eine
Weibull-Verteilung. Diese Minima finden sich bei der Untersuchung von Erstkollisionszeiten
(siehe [34]). Die Weibull-Verteilung wird in Kapitel 5 auftreten, wenn wir auf den Zusammenhang

zwischen vollstandigen Serien und Kollisionen eingehen.
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Abbildung 2.2.: Dichten der Extremwertverteilungen

2.1.4. ANTEILIG VOLLSTANDIGE SERIEN

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass wir die Zufallsvariable X,, als Maximum darstellen
koénnen, und dass das Auftreten der Gumbel-Verteilung als Grenzverteilung nicht iiberraschend
ist. Die Moglichkeit, X, wie in (2.1) als Summe unabhéngiger Zufallsvariablen darzustellen,
wirft die Frage auf, warum kein Zentraler Grenzwertsatz Anwendung findet, der asymptotische
Normalitat liefert. Grund dafir ist der grofie Unterschied, den die einzelnen Summanden
zur Summe in (2.1) beitragen. So sind die Wartezeiten auf frithe Teilerfolge im Allgemeinen
deutlich kiirzer als die Wartezeit auf den letzten. Wir kénnen die langen Wartezeiten auf die
letzten Teilerfolge ausschliefen, indem wir nur solange warten, bis fiir ein x € (0,1) genau |nk|
Féacher je mindestens ein Teilchen enthalten. Die Wartezeit auf solch eine anteilig vollstindige
Serie besitzt asymptotisch eine Normalverteilung (siehe [2]). In dieser Situation kann die
Ljapunov-Bedingung nachgewiesen werden, die eine hinreichende Bedingung fiir den Zentralen
Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller ist (siehe [32], S. 219).
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2.2. FACHER MIT UNTERSCHIEDLICHEN WAHRSCHEINLICHKEITEN

Wir nehmen an, dass fiir i € {1,...,n} ein Teilchen mit Wahrscheinlichkeit p,, ; in Fach Nummer
i fallt, wobei die Wahrscheinlichkeiten p,, ; verschieden sein diirfen und »°;"; p,,; = 1 erfiillt ist.
Die Zufallsvariable X, ; beschreibe wie in Abschnitt 2.1.3 die Anzahl der Besetzungsvorgénge,

bis das Fach mit der Nummer ¢ das erste Mal besetzt wird.

Um die Verteilung von X,, anzugeben, betrachten wir die Ereignisse A, ; := A,(fz(k), Jj €

{1,...,n}, aus Kapitel 1, mit welchen
Anj = {Xn; >k}

gilt (siehe ). Die Wahrscheinlichkeit, mehr als & Besetzungsvorgénge bis zur ersten vollstén-
digen Serie zu benétigen, entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eines der Féacher

nach k Besetzungsvorgingen leer ist. Es gilt also

P(X, > k) =P (O An,j) .
j=1

Mit der Formel des Ein- und Ausschlielens (sieche Anhang C.1) gilt unter Verwendung von
]P’(An,l n...N An,n) =0

r=1 1<i1<...<ir<n

P (O Anvj) = nz_:l(—l)’“*l > P(Api, NN Api,).
j=1

Die Wahrscheinlichkeit, in den ersten k Besetzungsvorgingen keines der Fécher mit den

Nummern i1, ... ,4, zu besetzen, ist (1 — 3 j_; pn.i,)*. Es folgt
n—1 T k
P(Xp>k)=> (-1 > (1 - pr) (2.8)
r=1 1<it<...<ir<n (=1
und damit
n—1 r k
P < =1-S 0T T (1-S)
=1 1<i1 <..<ir<n =1

Nehmen wir an, dass alle Facher mit der gleichen Wahrscheinlichkeit besetzt werden, erhalten
wir unter Verwendung von P(X,, = k) =P(X,, > k — 1) — P(X,, > k) den Ausdruck (2.2).
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2.2.1. ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

Wie in Abschnitt 2.1.3 kann X, auch hier durch

Xp =max(Xp1,...,Xpn) = max X, ;
1<i<n

dargestellt werden. Um den Erwartungswert zu berechnen, verwenden wir die Maximum-
Minimum-Identitét (siehe [47], S. 345). Diese erlaubt es, den Erwartungswert des Maximums
max X, ; durch

1<i<n

E,(p) = E( max Xn,i)

1<i<n
= Y E(Xy) - Y E(min(Xni,-, Xai))
1<i<n 1<iy<ia<n

o ()R (min(Xp 1, X))

n
=30t Y E(min(Xa - X)) (2.9)

r=1 1<ir<..<ir<n
auszudriicken. Obige Identitét wird in [47] mithilfe der Formel (C.2) des Ein- und Ausschlie-
Bens hergeleitet. Die Zufallsvariable X, ; wird als Anzahl der Besetzungsvorgénge bis zum
ersten Treffer in einer Bernoulli-Kette mit Trefferwahrscheinlichkeit p, ; aufgefasst. Somit
ist X,,; — 1 geometrisch verteilt mit Parameter p, ;. Analog beschreibt die Zufallsvariable
min(X, ;,,...,Xpn,;,.) die Anzahl der Besetzungsvorgiange, bis mindestens eines der Ficher
i1, .., %, ein Teilchen enthélt. Wegen i1 < i < ... < 4, ist min(Xy, ;,,..., Xp ) —1 geometrisch
verteilt mit Parameter Y ;,_; p;,, und wir kénnen (2.9) durch

" 1
En(p) = (-1

T .
=1 I<iyerin<n 2ut=1Pnie

darstellen. Auf eine alternative Herleitung, mit der wir ausgehend von (2.8) unter Verwendung
der Wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion zum gleichen Ergebnis kommen, gehen wir in

Anhang C.5 ein. Der Erwartungswert ldsst sich in wenigen Schritten zu

E.(p) = /OOO (1 - JJa- expw)> dz (2.10)

=1

vereinfachen. Die Rechnung orientiert sich an [47] und ist im Anhang C.4 aufgefiihrt.
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Um die Varianz von X,, zu berechnen, verwenden wir die Darstellungen

E(X (X0 + 1) =23 (1t Y 1

. - . )2
1<i1<..<ir<n (pn,“ + +p”v”)

1
= 2/000 <1 = f[(l = e—tpw)> t dt

=1

=2 /01 (1 -JJa- :cpn,i)> nz

=1 z

(siehe [18]). Ein Nachweis der Giiltigkeit des ersten Gleichheitszeichen ist im Anhang C.5
nachzulesen. Das zweite Gleichheitszeichen ergibt sich analog zu den in Anhang C.4 aufgefiithrten

Rechnungen. Hiermit kann die Varianz durch
V(Xn) = E(Xn(Xn + 1)) - E(Xn) - E(Xn)2 (2'11)

bestimmt werden. Lassen wir zu, dass die Facher mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten
besetzt werden, hdngen Verteilung, Erwartungswert, Varianz und asymptotische Verteilung von
Dn,1s---,Pnn ab. Wir werden im Folgenden auf die in der Literatur am haufigsten diskutierten

Modelle fiir die Wahrscheinlichkeiten eingehen.

David und Barton untersuchen in den Spezialfall, in dem der Vektor der Besetzungswahr-

scheinlichkeiten durch die Eintrage

24

— = ie{l,...,n}
n(n+1) ied n}

Pni =
gegeben ist. In diesem sogenannten, durch py;, gekennzeichneten linearen Fall gilt
Eu(Pein) = O(n(n +1)). (2.12)

Ein weiterer, haufig erwdahnter Spezialfall ist die Zipfsche Verteilung. Der Vektor p_;, ist
durch die Eintrage .
pn,i: ;Hn, 'LG {1,...,7’1,},

gegeben, wobei H,, die n-te harmonische Zahl ist. Fiir das asymptotische Verhalten des
Erwartungswertes gilt (siehe [27])

In Tabelle 2.1 werden die Erwartungswerte fir die drei bisher vorgestellten Verteilungen in
Abhéngigkeit von n angegeben (siehe [6]). Unter den in Tabelle 2.1. aufgefithrten Verteilungen
liefert die Gleichverteilung die kleinsten Werte fiir den Erwartungswert. Diese Beobachtung
greifen Boneh und Hofri auf, indem sie mithilfe der Integraldarstellung (2.10) zeigen, dass E,(p)
genau dann ein globales Minimum annimmt, wenn alle Facher mit der gleichen Wahrscheinlich-

keit besetzt werden (siehe [6]). Der Beweis verwendet die Methode der Lagrange-Multiplikatoren
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n || En(pew) | En(pPein) | En(Pzips)
10 29.93 68.99 56.24
100 518.74 6338.74 1856.52
1000 7485.47 628226.33 41288.83
10000 || 97876.06 | 62766148.84 | 739709.57

Tabelle 2.1.: Erwartungswert von X,, in Abhéngigkeit von p

und kann in [6] nachgelesen werden. Boneh und Hofri zeigen dariiber hinaus, dass X,, un-
ter Annahme der Gleichverteilung beziiglich der stochastischen Ordnung minimal wird. Fiir
zwei Zufallsvariablen X und Y gilt, dass X beziiglich der stochastischen Ordnung kleiner
oder gleich Y ist, wenn fiir alle + € R die Ungleichung P(X < z) > P(Y < z) erfiillt ist.
WEelil fiir den Erwartungswert einer ganzzahligen nichtnegativen Zufallsvariablen X allgemein
E(X) =72, P(X > i) gilt, kann die Minimalitdt des Erwartungswertes unter Annahme der

Gleichverteilung auch mithilfe der stochastischen Ordnung nachgewiesen werden.

Fiir s > 2 konnte bisher keine zu (2.10) analoge Darstellung gefunden werden. In den Kapiteln
3 und 6 gehen wir auf weitere Félle ein, in denen die Gleichverteilung eine Minimalstelle des
Erwartungswerts liefert und zeigen auf, dass diese Aussage nicht auf den allgemeinen Fall

iibertragen werden kann.

Einen weiteren Ansatz zur Modellierung der Wahrscheinlichkeiten schlagen Boneh und Papani-
colaou vor (siehe [8]). Die Besetzungswahrscheinlichkeiten werden mithilfe einer Folge positiver

Zahlen o = (ai)lgign durch

. n
P ::% mit A, =3 a; (2.13)
n i=1

modelliert. Um den Erwartungswert in Abhéngigkeit von ¢ darzustellen, definieren wir wie in
der Arbeit

n . .
YR SETLI pp e
r=1 1<i1 <. < <n =1 al[
1 n da
= 1-— 1 — g% =,
INEE
womit
En(p) = AnEn(a) (2.14)

folgt. Unter Verwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz erhalten wir

1—J] (1 —a%)

=1

1
Li(a) := nh—%lo E,(a) :/0 . (2.15)

Wir miissen im Folgenden die Fille 0 < Lj(a) < oo und Lj(a) = oo unterscheiden. Fiir
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0 < Li(ax) < oo gilt mit (2.14) und (2.15)
E,(p) = A,Li(a)(1 4+ o(1)).

Um eine Aussage tiber den Grenzwert des Erwartungswertes aus (2.14) im Fall L;(a) = oo
treffen zu konnen, muss die Klasse der Verteilungen eingeschriankt werden (siehe [8]). Wir
machen wie in [8] den Ansatz
1
j 1= —— 2.16
wobei die Funktion h : RT — R den Bedingungen h(z) > 0 und h/(z) > 0, x € R, geniige.

Dariiber hinaus sollen fir x — oo die Bedingungen

(B1) h(z) — oo, (B2) lZ fff Lo,
" "x "oy x 2
(B3) W - o(1) (B4) w _o()

gelten. Die Funktion h ist somit streng monoton wachsend. Sie wéchst schneller als die

Logarithmusfunktion, aber langsamer als die Exponentialfunktion. Beispiele sind
h(z) =2"(logz)", r>0,tcR, h(z)=exp(z’), 0<r<]I,

sowie alle Konvexkombinationen dieser Funktionen. Mit

1
o) = Loglh() W ) 247
und
) o g 10/ 0)
=72 W) hin)

folgt dann im Fall L;(a) = o0, 6(n) — 0 und n — oo (siehe [18])

1
E.(p)=A,h(n) 3 +log é(n)+v—08(n)logd(n)+(w(n)—~)+0(5(n) log?6(n))| . (2.18)
Vergleichen wir (2.18) mit (2.12), so wird klar, dass das asymptotische Verhalten des Erwar-
tungswertes in der Tat stark von der Wahl der Wahrscheinlichkeiten py, 1,...,pnn abhidngt.
Auch die Asymptotik der Varianz ist in dem durch (2.13) gegebenen Modell bekannt. Wegen
(2.11) untersuchen wir E(X,,(X,, + 1)) und definieren

1

_22 2 (i + -+ i, )?

1<i1<..<ir<n

- _1/ [1 - - )] L™ (2.19)
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wobei (2.19) nach gilt. Wegen Q,(ta) = t2Q, (), t > 0, ist
E(Xy(Xy +1)) = Qn(Agla) = AZQH(Q)

Setzen wir

Ly(a) := lim Qn(a),

n—oo

so konnen wir die Varianz im Fall Ly(a) < oo durch
V(Xy) = A7 (La(e) = Li(er)?) = o(A7)

beschreiben. Fiir Lo(a) = oo verhélt sich die Varianz von X, unter gewissen Voraussetzungen

asymptotisch wie 72 /(6 - minj<j<n(pni)?) (siehe [18]).

Es sei erwdhnt, dass auch fiir die Asymptotik héherer Momente der Zufallsvariablen X,
Resultate bekannt sind. Da diese jedoch nicht Gegenstand der hier vorliegenden Arbeit sind,

verweisen wir fiir weitere Aspekte auf [19].

2.2.2. ASYMPTOTISCHE VERTEILUNG

Das in (2.6) vorgestellte Resultat zur asymptotischen Verteilung der Zufallsvariablen X,, wurde
im Jahr 2008 von Peter Neal durch die Theoreme 2.2.1 und 2.2.2 verallgemeinert (siche [42],
Theorem 2.1 und 2.2).

Theorem 2.2.1 (Neal). Seien (a,) und (by) reelle Folgen, die {* — 0 fir n — oo erfiillen.
Weiter sei g : R — R eine monoton fallende Funktion mit g(x) — oo fir @ — —oo und

g(x) = 0 fir x — oo. Unter der Voraussetzung

Gp(x) := Zexp [—pn,i(bn, + zayp)] = g(z), n—o00, z€eR, (2.20)

i=1

gilt dann
X,—b
S PyX o fir n— oo, (2.21)
an,

wobei X die Verteilungsfunktion F(z) = P(X < z) = e 9®) z € R, besitzt.

Neal beweist dieses Theorem, indem er zunéchst zeigt, dass die wie in (1.1) definierten
Indikatorvariablen 1{A,, ;} negatively related sind, es also eine negative Abhdngigkeit gibt, die
iiber die negative Korrelation hinausgeht. Anschlieflend weist er nach, dass fir Z, := ,(1171) wie
in Kapitel 1 lim,,_,o0 E(Z,, (an+xby,)) = g(z) und lim, oo V(Z,, (an+2by,)) = g(x) gelten. Daraus
schlussfolgert er die Konvergenz von Z,(a, + xb,) gegen eine poissonverteilte Zufallsvariable
mit Parameter g(z). Der Zusammenhang (1.3) liefert die Aussage aus Theorem 2.2.1. Wir

werden dieses Resultat in Kapitel 4 aufgreifen, um einen Grenzwertsatz fiir s > 1 zu beweisen.
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Theorem 2.2.2 (Neal). Es sei (a,) eine reelle Folge mit der Eigenschaft
n
lim Z; exp [~ppizan] = g(2).
1=

Dabei ist g : R — R eine monoton fallende Funktion mit g(x) — oo fir x — 0 und g(z) — 0
fiir x — oco. Falls eine Funktion ¢ : RT™ — R mit

nl;ngo 1:[1 (1 —exp [—pniray]) = {(x)
existiert, so folgt ¢(x) — 0 fir x — 0 sowie {(x) — 1 fir x — co. Weiter gilt

Xn Do .
X fir n— oo,
Qn

wobei X die Verteilungsfunktion F(z) = P(X < z) = {(z) besitzt.

Um die Grenzwertsatze von Neal fiir konkrete Wahrscheinlichkeiten py, 1, ..., pnn anwenden zu
konnen, miissen die Folgen (ay,) und (by,) so gewdhlt werden, dass die Voraussetzungen erfillt
sind. Modellieren wir die Besetzungswahrscheinlichkeiten wie in (2.16), so féllt die Wahl im

Fall von Theorem 2.2.1 auf die Folgen
anp = Aph(n) und b, = A,h(n)[p(n) —1np(n)] (2.22)

mit (2.17) und

=g (2)

wobei wir die am Ende des letzten Abschnitts eingefithrte Notation und die dort aufgefithrten
Voraussetzungen (B1) — (B4) verwenden (siche [18]). Die Folgen (2.22) erfiillen die Vorausset-

zungen von Theorem 2.2.1, wir erhalten also
X, —b
P(H §x> —exp(—e®), n—oo, z€eR,
Qnp,

unabhéngig von h. Vergleichen wir dieses Resultat mit (2.6), so sehen wir, dass auch in diesem
Fall die Gumbelsche Extremwertverteilung als Grenzverteilung auftritt. Wahlen wir a, = A,,

so sind die Voraussetzungen von Theorem 2.2.2 erfiillt, und wir erhalten

Xn - .

Pl—<z)— H (1 —exp(—ayz)) fir n— oco.
n i=1

In diesem Fall hingt die asymptotische Verteilung also von der Folge a und damit von h ab.

Fiir a;; = i ist die rechte Seite die Limesverteilung des grofiten Abstandes in der geordneten

Stichprobe von n unabhéngigen und identisch Exp(1)-verteilten Zufallsvariablen (siche ).
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Fine weitere Moglichkeit, die Besetzungswahrscheinlichkeiten zu modellieren, besteht darin,
eine stetige Verteilung mit einer von n abhéngigen Dichte f, : [0,1] — R zu betrachten und
die Wahrscheinlichkeiten durch

i/n
. /(i/l)/n fa)dt, i€ {l,...,n}, (2.23)
darzustellen. Dieser Ansatz wird in [9] und untersucht. In beiden Arbeiten werden unter-
schiedliche Bedingungen an die Funktion f, gestellt und Grenzwertuntersuchungen durchgefiihrt.
Wiéhlen wir

fa(t) == M

N logn’

wobei m : [0, 1] — R eine stetige Funktion ist, die

/Olm(t)dt:O

erfullt und definieren .
I = / e~ qt,
0

so gilt mit b, = nlogn und a, = n der Grenzwertsatz
X, — b,
Pl——<z|—=>G(z—logJn), n— o0 (2.24)
Gnp,

Fiir f,(t) =1 und damit m(¢) = 0 und J,, = 1 ergibt sich der Fall der Gleichverteilung. Weil
die Folgen a, und b, die in Theorem [2.2.1 geforderten Voraussetzungen erfiillen, muss fiir

einen Nachweis von (2.24) lediglich
Sp(z) = Jpy -exp(—x), n— o0 (2.25)

mit &, (z) wie in (2.20) gezeigt werden. Dieser Nachweis ist im Anhang B.1 nachzulesen. Das
Limesresultat (2.24) ist ein Spezialfall eines Grenzwertsatzes fiir x5 mit ¢ > 1, den wir im
folgenden Abschnitt vorstellen werden. Legen wir das in (2.23) beschriebene Modell zugrunde,
ldsst sich der Beweis beider Grenzwertséitze ohne das von Neal publizierte Resultat fiihren.
Dieser alternative Beweis beruht auf der Formel des Ein- und Ausschlieffens und ist fiir ¢ > 1

im Anhang B.2 aufgefiihrt.
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2.3. WARTEN AUF DIE ¢c-TE SERIE

Warten wir nicht auf die erste, sondern auf die c-te vollstdndige Serie, so stellt sich die Frage,
ob die zweite und spétere Serien schneller auftreten als die erste. Dieses sogenannte ,double
Dixie cup problem” wurde 1960 von Newman und Shepp fiir den Fall untersucht, in dem alle
c)

Fécher die gleichen Besetzungswahrscheinlichkeiten aufweisen (siehe [43]). Mit X% wie in

Kapitel 1| gilt fir s =1

E(X("9) =nlogn + (¢ — 1)nloglogn + nK, + o(n), n — oo,

wobei K, eine von ¢ abhiingige Konstante ist. Wahrend wir im Mittel ungefahr n logn Teilchen
auf die Facher verteilen miissen, um die erste Serie zu erhalten, warten wir auf jede weitere
vollstédndige Serie grob gesprochen im Mittel nur n loglogn Besetzungsvorgéinge. Erdés und
Rényi zeigen in [22], dass die Konstante K. durch

Ke =~ —log((c—1)!)

gegeben ist. Wie zuvor bezeichnet dabei v die Euler—-Mascheroni-Konstante. Dariiber hinaus

beweisen sie den Grenzwertsatz

X7(L1’C) —n(logn + (¢ — 1) loglogn) D, X., n— oo,

n

wobei X, die Verteilungsfunktion

PCY. < 0) = exp (25 ) = 6o +log((c = 1Y)
c—1)!

besitzt (siehe [22]). Lassen wir zu, dass die Féacher mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten

besetzt werden, so héingen Erwartungswert und asymptotische Verteilung von dem Modell

ab, das der Wahrscheinlichkeitsverteilung zugrunde liegt. Neal verallgemeinert das in (2.21)

vorgestellte Resultat durch das folgende Theorem (siehe [42], Abschnitt 4):

Theorem 2.3.1 (Neal). Seien (a,) und (by) reelle Folgen, die = — 0 fir n — oo erfillen.
Weiter sei g : R — R eine monoton fallende Funktion mit g(x) — oo fir x — —oo und

g(z) = 0 fir x — oo. Unter der Voraussetzung

e
Gnlc,x) = I me-l exp [—pn,i(bp + zay)] — g(z), n — oo,
" =1

(c—1

fir x € R gilt dann

qul,c) —b,
Zn T D, X. fir n— oo.

Dabei besitzt X, die Verteilungsfunktion F(z) = P(X, < z) = e 9@ 2 € R.
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Waihlen wir py, 1,...,pnn wie in (2.23), so erhalten wir mit
b, =n(logn + (c — 1)loglogn —log((c — 1)!)) und a, =n

den Grenzwertsatz

x9 g
P <nan < :c) — G(x —log Jp,), mn — oc. (2.26)
Die Folgen (a,) und (by,) erfiillen die Voraussetzungen fiir Theorem 2.3.1. Um (2.26) zu zeigen,

muss also
Gple,z) = Jpy -7 "

nachgewiesen werden. Ein alternativer Beweis fiir (2.26), der die Formel des Ein- und Aus-

schlieens verwendet, findet sich im Anhang B.2.

Das Modell (2.23) legt auch Brayton in seiner Dissertation zugrunde, um das asymptotische

Verhalten von Erwartungswert und Varianz zu untersuchen (siehe [9]). An f(-) stellt er die

/ flu

(V ) min f( )=:£>0; max f(u) =M < o0,

0<u<1 0<u<1
(V3)  f(:) ist eine Funktion von beschrankter Variation auf [0, 1].

Voraussetzungen

Falls (V1) — (V3) erfiillt sind und die Gleichung f(u) = £ auf einer endlichen Vereinigung
paarweise disjunkter Intervalle, deren Gesamtldnge positiv ist, gilt, so kann das asymptotische

Verhalten des Erwartungswertes Ey(Ll’C) von XT(ll’c) in Abhéangigkeit von p durch
1
E1) (p) = 5 log(Kn) + (¢ — 1)loglog(Kn) + v+ (¢ — 1) logg +o(1)] firn— oo

beschrieben werden (siche [9]). Dabei ist K eine Konstante, die in [9] nicht weiter konkretisiert

wird.

Unter gleichen Bedingungen gilt fiir das asymptotische Verhalten der Varianz

2 [2
V(X(l’c)) - [7; +0 <101goz)ilgom>] fiir n — oo.
n

Wir sehen, dass Erwartungswert und Varianz asymptotisch lediglich vom Minimum der Funktion
f abhéngen. Dieser Zusammenhang lasst sich leicht einsehen. Nimmt f im Intervall [i — 1, 1]
kleine Werte an, so ist auch die Besetzungswahrscheinlichkeit p, ; klein. Die erwartete Zeit bis
zur c-ten vollstdndigen Serie ist somit umso grofler, je kleiner die Wahrscheinlichkeit fiir das
Fach ist, das mit der geringsten Wahrscheinlichkeit belegt wird (siehe [9]).



KAPITEL 3

DER FALL s > 1

Wir betrachten nun die Situation, in der pro Besetzungsvorgang genau s > 1 verschiedene
Ficher mit je einem Teilchen besetzt werden und geben einen Uberblick iiber bisher bekannte
Resultate. Diese beschrinken sich auf die Situation, in der ¢ = 1 gilt, weswegen wir im Folgenden

auf jegliche Indizierung mit ¢ verzichten werden. Die Wahrscheinlichkeit, die Féacher mit den

Nummern i1, ..., zu besetzen, bezeichnen wir mit p, ;,, . ;,. Betrachten wir fiir £ < s das

Ereignis, dass k bestimmte Facher mit den Nummern i1, ...,4; in einer s-Auswahl enthalten
. . N . . . . . N . . . S

sind, so bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis mit P, ;, . ;. = Pys i)1 e

Wir schreiben Pg“) = R(:) fir den Vektor, der die Wahrscheinlichkeiten Py, ;, . i, {i1,..., ik} C
{1,...,n}, in lexikographischer Ordnung enthélt. Im Falle der Gleichverteilung schreiben wir
Pow = PS,:)GW' Fiir £ = s stimmen die Vektoren Pg“) und pgf) iiberein. Fordern wir lediglich,
dass mindestens eines der Facher i1, ..., it besetzt wird, beschreiben wir die entsprechende
Wahrscheinlichkeit durch Sy, ;, . 4, = 51(1521% Wir kénnen P, ;... i, und Sy ;, . 4, durch die
Wahrscheinlichkeiten py, j, .., {j1,-..,Js} € {1,...,n}, darstellen. Zunéchst gilt

Py, = > Prjt s (3.1)

Bezeichnen wir das Ereignis, Fach Nummer j zu besetzen, mit B;, so gelten

k
Snjityesip, = P (U BQ)
=1
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und i
Pt i =P (ﬂ 3@) :
/=1

Mithilfe der Formel des Ein- und Ausschlielens (C.2) gilt also

nzl’ -t Z Z (_1)j_1pnui211~-77:4]" (32)

J=11<01 <. <<k

Setzen wir (3.1) in (3.2) ein, so erhalten wir eine Darstellung, die von py ;, . ;, abhéngt.

E]

Im allgemeinen Fall ist die Untersuchung von S, ;, aufwéndig. Wir werden im néchsten

yeeerlk
Abschnitt sehen, wie sich diese Wahrscheinlichkeit vereinfachen lasst, wenn wir voraussetzen,
dass jede Teilmenge mit der gleichen Wahrscheinlichkeit belegt wird. Analog zum Fall s = 1
beschreibt Xffl) fir ¢ € {1,...,n} die Anzahl der Besetzungsvorgénge, bis Fach Nummer 7 das

erste Mal besetzt wird. Mit der Maximum-Minimum-Identitit gilt wie in (2.9)

n

EPmp) =Y (- Y E(min(x(),... X)) (3.3)

r=1 1<i1<..<ir<n

Wir interpretieren die Zufallsvariable Xfm)

weiterhin als Anzahl der Besetzungsvorginge bis
zum ersten Treffer in einer Bernoulli-Kette. Unter einem Treffer verstehen wir hier das Ereignis,
dass Fach Nummer ¢ in der s-Auswahl enthalten ist. Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis
ist P, ;. Somit besitzt XT(LSZ) — 1 eine geometrische Verteilung mit Parameter P, ;. Analog
beschreibt die Zufallsvariable min(XSl)l, e sz Z) ) die Anzahl der Besetzungsvorginge, bis
mindestens eines der Facher ¢y, ..., ein Teilchen enthilt. Die Wahrscheinlichkeit fir dieses
Ereignis ist durch Sy, . i, gegeben. Wegen i1 < iy < ... < ij ist min(Xp;,..., Xp,,) — 1

geometrisch verteilt mit Parameter Sy, ;, ;. , und wir kénnen (3.3) durch

n
_ 1
EVE) =0 Y e
k=1 1<il< Lip<n Ptk
nooq .
- N v 3.4
1=1 ’ 1<7,1<...<’Lk§n 581y lk

ausdriicken (vergleiche [10]; [47], Seite 347). Die Abspaltung des ersten Summanden ist fiir

spatere Untersuchungen niitzlich. Die Wahrscheinlichkeit Sy, ;,

i1, st fir & > n — s gleich eins,

wodurch sich fiir (3.4) die in vorgeschlagene alternative Form

n—s 1

E¥(p) =Y (-1)k Z T = En: (—1)k<Z>
=n—s+1

k=1 1< <. <ip<n S”v’l»mﬂk

—Z 3 kl_ zn: (_1)k<Z> (3.5)

i 1<z1< <ip<n S"’il """ ik k=n—s+1

I
ANE
) =
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ergibt. Mit der fir natiirliche Zahlen m und n geltenden Identitét (siehe [28], S. 165)

Z(—l)’“@ - <—1>m(”ﬂ; 1)
k=0

- n - n = k(T nes_1[m—1
£ -, ) -Bor)-or )

k=n—s+1

und damit

RS S NI 1+<—1>"—5<Zj>. (36)

k=2 1<i1<...<ip<n St i

Bevor wir in Abschnitt 3.2 den Fall untersuchen, in dem die Wahrscheinlichkeiten py, ;. .. i,
verschieden sein diirfen, setzen wir in Abschnitt 3.1 voraus, dass jede s-Teilmenge mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit belegt wird. Obwohl die Annahme s > 1 gerade im Hinblick auf
das Sammeln von Serienbildern der Realitdt oft ndher kommt als der Fall s = 1, finden sich in
der Literatur bisher kaum Resultate fir den Fall s > 1.

3.1. TEILMENGEN MIT GLEICHEN WAHRSCHEINLICHKEITEN
Nehmen wir an, dass jede s-elementigen Teilmenge mit gleicher Wahrscheinlichkeit
1 . .
Pnjy,...is = 7oy {7’17"'723} g {1,...,71,},
5
besetzt wird, so vereinfachen sich die zu Beginn dieses Abschnittes vorgestellten Formeln. Mit

der bekannten Identitat
= +
S S s—1

gilt

,,,,,

In diesem Spezialfall lasst sich auch die Wahrscheinlichkeit S, ;, . mindestens eines der

Lk
Fécher {iy,...,i;} zu besetzen, bestimmen. Dazu betrachten wir zunéchst das Ereignis, keines
der k Facher iy, ..., zu treffen. Die Wahrscheinlichkeit ist nicht von der konkreten Wahl der

Fécher, sondern nur von k£ abhéngig und durch

gegeben.
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Damit gilt

Sn,il,...,ik —1_ q(k) —1_ (nflk) _ (Z) _n(nsk) ) (37)

(5) (%)
Fir £ > n — s verschwindet ¢(k), weil es beim Besetzen von mehr als n — k Fachern nicht
moglich ist, dass k bestimmte Facher frei bleiben. In dem Fall ist die Wahrscheinlichkeit,
mindestens eines von k Fichern zu besetzen, gleich eins. Mit der gleichen Argumentation wurde

bereits die alternative Schreibweise (3.5) fiir den Erwartungswert hergeleitet. Mit dem Ansatz

(3.4) folgt direkt
o ®
(paw) = 3. (- ( )(2) —

S

was sowohl mit dem Resultat von Adler und Ross als auch mit dem von Stadje tibereinstimmt
(siehe [3], [51]). Stadje gibt in dariiber hinaus die Verteilung von X durch

()R ]

LR

(2)
ke {[%],[%] +1,...}, an. Die Darstellung (3.8) wird in mithilfe der Formel (C.2) des

Ein- und Ausschlieflens hergeleitet und kann dort ab Seite 192 nachgelesen werden. Setzen

3?‘
m»—t

P(X() =

||M: “M|

wir s = 1, so liefert (3.8) die Verteilung von X,, im klassischen Coupon-Collector-Problem.
Abbildung 3.1 visualisiert die Verteilung der Wartezeit fiir s = 6 und n = 49. Eine Einkleidung
dieser Situation ist das Ziehen von 6 aus 49 Lottozahlen. Fassen wir jede mogliche Gewinnzahl

(6)

als Fach auf, entspricht X,," der Wartezeit, bis jede dieser Zahlen einmal gezogen wurde.

Wie bereits im Fall s = 1 lasst sich deutlich eine ,,Rechts-Schiefe” erkennen. Der folgende
Grenzwertsatz verallgemeinert die Situation aus (2.6). Fir die Zufallsvariable X mit Vertei-
lungsfunktion G(x), z € R, wie in (2.5) gilt

(s) _
sXn nlognAX' (3.9)

n

Dieses Resultat wird in [34] ohne Beweis angegeben. Wir werden in Kapitel 4 einen Grenzwert-

satz fir XT(LS’C) mit ¢ > 1 und s > 1 beweisen, der fiir ¢ = 1 die Aussage (3.9) liefert.
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P(X4) = k)
0.05
0.03
0.01 “ ‘
.qT]‘ ‘HHIIIITTITTTTY?V k
14 18 22 26 30 34 38 42 46 50 54 58 62

Abbildung 3.1.: Stabdiagramm der Verteilung von X ig)

3.2. TEILMENGEN MIT UNTERSCHIEDLICHEN
WAHRSCHEINLICHKEITEN

Fiir diesen allgemeinen Fall finden sich in der Literatur die in (3.4) und (3.5) vorgestellten
Formeln fiir den Erwartungswert. Nehmen wir an, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir die s-
Teilmengen unter der Bedingung > 1<, o <. <n Pnis,....i = 1 frei gewéhlt werden diirfen, so
kénnen wir wie im Fall s = 1 fragen, unter welcher Wahl die erwartete Anzahl an Besetzungs-
vorgéngen bis zur ersten vollstdndigen Serie minimal wird. Um fiir n := (Z), ke{l,... s},
den Vektor pgf) € R" der Besetzungswahrscheinlichkeiten zu finden, der den Erwartungswert

minimiert, betrachten wir das Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen

(qu8>> minimiere Ey, ’ (p) (3.10)
unter p%s) € Vés)

mit Vn(s) = {p%s) e R0 < pgf) < ens,e;s p= 1}. Dabei ist e, der aus lauter Einsen bestehen-

de Vektor im R¢ , und die Ungleichungen 0 < p%s) < ey, sind komponentenweise zu verstehen.

In Unterabschnitt 2.2.1 haben wir bereits gesehen, dass unter Annahme der Gleichverteilung fiir
s =1 ein Minimum vorliegt. Diese Tatsache lisst die Vermutung zu, dass die Gleichverteilung
ganz allgemein fiir s > 1 eine Minimalstelle des Erwartungswertes E,(Zs)(-) ist. Dass dies nicht
der Fall ist, soll durch ein Gegenbeispiel verdeutlicht werden (siche 23]).

Wir betrachten die Situation, in der pro Besetzungsschritt s = 2 von insgesamt n = 4

Fachern mit einem Teilchen besetzt werden. Eine konkrete Wahl der Wahrscheinlichkeiten
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fiir s-Teilmengen werden wir Strategie nennen und mit S bezeichnen. Wir betrachten zwei
mogliche Strategien S; und Ss. Die erste Strategie reprasentiert gerade den Fall, in dem alle
2-Teilmengen die gleiche Wahrscheinlichkeit 1/(3) = 1/6 besitzen. Dieser Fall ist durch den

Vektor
@) 111111\"
p4781 = (p4,1,27p4,l,3) s 7p4,3,4) = 85 65 63 67 67 6
gegeben, und wir erhalten Ef) (ps,) = 3.8. Die Berechnung der Erwartungswerte ist im Anhang

C.6 nachzulesen. Die zweite Strategie wird durch

beschrieben und entspricht der Situation, in der die Féacher nur in den disjunkten Paaren
1,2 und 3,4 besetzt werden. Mit So erwarten wir bereits nach drei Besetzungsvorgéingen eine
vollstdndige Serie, was der anfinglichen Vermutung widerspricht. Auch wenn im zweiten Fall
keine Gleichverteilung auf den 2-Teilmengen vorliegt, so ist trotzdem jedes der vier Féacher mit

gleicher Wahrscheinlichkeit in einer 2-Auswahl enthalten. Es gilt ndmlich

P2 _ (1 11 1)T
4827 \272'2°2/)
Caron, Hlynka und MyDonald zeigen, dass fiir pféQ mit Ef) (pgz) = 3 ein globales Minimum

vorliegt (siehe ).

Auch fiir einige weitere Werte fiir s und n wurde (3.10) bereits gelost. Die Ergebnisse werden

in den folgenden Unterabschnitten vorgestellt.

3.2.1. DIE FALLE s=1 UND s = 2

Boneh und Golan vermuten bereits in ihrer 1979 erschienenen Arbeit, dass der Erwartungswert
im Fall s = 1 im Falle der Gleichverteilung minimal wird (siehe [7]). Diese Vermutung beweisen
Caron, Hlynka und MyDonald 1988 fiir den Fall, in dem n nicht grofler als sechs ist (siehe [10]).
Sie untersuchen dariiber hinaus den Fall s = 2. EIf Jahre spéter zeigen Boneh und Hofri auch
fiir n > 6, dass die erwartete Anzahl an Besetzungsvorgéngen bis zur vollstédndigen Serie fiir
s = 1 unter Annahme einer Gleichverteilung minimal wird (siehe [6]). Diese Situation wurde
bereits in Unterabschnitt 2.2.1 thematisiert. Caron und McDonald vermuten, dass E7(12) im
sogenannten pairing case, der im folgenden Abschnitt konkretisiert wird, ein globales Minimum
annimmt (siehe [12]). Um den pairing case fiir gerade und ungerade n formal einzufiihren,
halten sie zunéchst fest, dass Er(f) (p) zwar keine symmetrische Funktion in p := p,(f) ist, jedoch
symmetrisch in Bezug auf die Nummerierung der Facher (siehe ). Diese Symmetrie
beschreiben Caron et al., indem sie die Gruppe der Permutationen auf {1,...,n} mit S,

bezeichnen und fiir o € S,, die Wahrscheinlichkeit

(0(P))itsis = Prois, )0 (iay ), lis)
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mit o(ig,) < o(ig,) < ... < o(ig,) und paarweise verschiedene ¢1,...,¢; mit ¢1,...,{s €
{1,..., s} definieren. Dann gilt fiir s > 2

Anschlieflend wird der pairing case fiir gerade n und fiir ungerade n separat eingefiihrt. Die

folgenden Unterabschnitte beziehen sich weiterhin auf den Fall s = 2.

DER pairing case FUR GERADE n UND § = 2

Fir k € N sei n = 2k. Wir definieren p3 durch

DPnjiyio *=

) {1/k, wenn iy =2r — 1, is=di; +1, r=1,2,...k

0, sonst.

Dann kann die Menge aller Vektoren, in denen der pairing case vorliegt, durch
B = {p|p = o(p3) fiir ein o € Sy}

ausgedriickt werden (siehe [11]).

DER pairing case FUR UNGERADES n UND § = 2

In dieser Situation ist n kein Vielfaches von zwei, und die Facher kénnen nicht mehr ausschlief3-
lich in disjunkten Paaren besetzt werden. Es lasst sich aber auch hier eine dem pairing case
dhnliche Strategie beschreiben. Sei k so, dass n = 2k + 3, k > 1, gilt, und sei § = % mit
0<a<L % Dann bezeichnet p(® den Vektor, der durch

&, wenn (ilaiQ) € {(1>2)a (1?3)7 (273)}7
pflc,yi)1,i2 = 5 wenn il :27", ’L'2 :il‘i‘l, r:2’3"._7k,

0, sonst,

definiert ist. Weiter beschreibt
D) = {p|p = o(p'®) fiir ein o € S,,}

die Menge der Vektoren, fiir die definitionsgeméf der pairing case vorliegt (siehe [11]). Bei dieser
Art des pairing case wihlen wir drei bestimmte Facher aus und weisen jeder 2-Auswahl dieser
Fécher die Wahrscheinlichkeit @ zu. Die Anzahl der restlichen Féacher ist gerade, sodass wir
wie im vorherigen Fall disjunkte Paare bilden kénnen und diesen jeweils die Wahrscheinlichkeit

[ zuordnen.
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VERMUTUNGEN IM FALL s =2

Caron et al. formulieren in fiir p= pg) das Optimierungsproblem

unter pE< Vr@

o (2)
(P}P) {mlmmlere Ey’(p)
mit Vn(z) = {p eER”|0<p< enze;]rzp = 1}, sowie die folgenden Vermutungen zur Losung
(vergleiche [11]).

Vermutung 3.2.1. Fiir gerade n liegt an der Stelle p genau dann ein Minimum von E7(L2) (p)

vor, wenn p € B,(ZQ) gilt.

Vermutung 3.2.2. Ist n ungerade, so existiert ein eindeutiges o, 0 < o* < %, o # %,

n > 3, so dass an der Stelle p genau dann ein globales Minimum von EY(LZ) (p) vorliegt, wenn
() .

p € Dy 7 gilt.

In wird Vermutung 3.2.1 fiir die Félle n = 2 und n = 4 sowie Vermutung 3.2.2 fiir den Fall
n = 3 bewiesen. Dartiber hinaus wird fiir n > 6 gezeigt, dass stets lokale Minima vorliegen,
und dass Pg) #* PS)GW gilt, falls « von % verschieden ist. Neben der in diesem Abschnitt
vorgestellten Situation ist in der Literatur lediglich ein weiterer Spezialfall bekannt, dem

Unterabschnitt |3.2.2) gewidmet ist.

3.2.2. DER FALL n = ks

Fang und Chang untersuchen die Situation, in der n ein Vielfaches von s ist (siehe ). Fiir
den Fall k = 2, in dem immer genau die Hélfte der Facher mit einem Teilchen besetzt wird,

(s)

zeigen sie, dass EQ‘; genau dann minimal wird, wenn die Teilchen in disjunkten Gruppen mit
gleicher Wahrscheinlichkeit % verteilt werden. Neben dem eben genannten Hauptresultat wird
in mit Lemma 3.2.1 eine Abschétzung fiir die erwartete Anzahl der besetzten Facher fiir
n = ks bewiesen. Wir wollen erneut den pairing case betrachten und definieren den Vektor p7

durch

* .
pnﬂlv""ls :

{,16, wenn i; = sr— (s —1), igo =i1+1,...,is =i1+(s— 1), r € {1,2,...,k},

0, sonst.

Analog zu Unterabschnitt 3.2.1 kann die Menge aller Félle, in denen der pairing case vorliegt,
durch
B = {p)|pl®) = o(p?) fiir ein o € S, } (3.11)

dargestellt werden. Wir bezeichnen jede Strategie, die einen Vektor pgf) aus der Menge B7(f)

wahlt, mit Si. Weiter sei Vs die Anzahl der Facher, die nach ¢ Besetzungsvorgéngen und unter
Verwendung der Strategie S mindestens ein Teilchen enthalten. Mit diesen Begriffen kénnen

wir das bereits erwahnte Lemma formulieren.
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Lemma 3.2.1 (Fang und Chang). Im Fall n = ks ist die erwartete Anzahl der Facher mit
mindestens einem Teilchen unter der disjunkten Strategie Sy nach t Besetzungsvorgingen

maximal. Es gilt also

E(Ve,.) > E(Vs,)

fiir jede Strategie S und jedes t € N.

Dieses Resultat impliziert nicht, dass die erwartete Anzahl der Besetzungsvorginge bis zur
vollstédndigen Serie minimal wird (siehe [23]). Diese Implikation ergibt sich in lediglich fiir
k = 2 und fuBit auf dem folgenden Theorem (siehe [23], Theorem 2).

Theorem 3.2.1 (Fang und Chang). Im Fall n = 2s ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle n
Fécher nach t Besetzungsvorgingen belegt sind, unter der disjunkten Strategie So strikt gréfier
als unter jeder Strategie g, die nicht disjunkt ist. Es gilt also

P(Vs, + =n) > P(Vgt =n)

fiir jede Strategie S und jedes t € N.

Jede Strategie, die den Erwartungswert minimiert, weist also nur paarweise disjunkten Teil-
mengen eine positive Wahrscheinlichkeit zu. Fassen wir jede dieser Teilmengen als ein Fach
zusammen, so reduziert sich das Problem auf den Fall s = 1 und n = 2. In diesem Fall kénnen
wir das bekannte Resultat von Boneh und Hofri [6] anwenden und erhalten eine optimale
Strategie genau dann, wenn beide Teilmengen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit % besetzt

werden.

3.3. ZUSAMMENFASSUNG

Die bisherigen Ergebnisse verallgemeinern das klassische Coupon-Collector-Problem entweder
dahingehend, dass die Facher unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten aufweisen diirfen oder
dass mehr als ein Teilchen pro Besetzungsvorgang verteilt wird. Wir werden im folgenden
Kapitel prasentieren, wie sich die Verteilung und das asymptotische Verhalten dndern, wenn
wir beide Verallgemeinerungen gleichzeitig zulassen. Auflerdem betrachten wir das Warten auf
die c-te Serie im Fall s > 1. In Kapitel 6 16sen wir das Optimierungsproblem (3.10) fiir den
Fall s = n — 1 und diskutieren die Existenz weitere Falle, in denen die Gleichverteilung die

erwartete Anzahl an Besetzungsvorgingen bis zur ersten vollstdndigen Serie minimiert.






KAPITEL 4

ASYMPTOTISCHE UNTERSUCHUNGEN IM ALLGEMEINEN
MODELL

Wir stellen in diesem Kapitel zwei Grenzwertsitze fiir den Fall s > 1 vor, welche die bereits
existierenden Resultate ergénzen. Zunichst untersuchen wir die Wartezeit auf die c-te vollstan-
dige Serie unter der Annahme, dass jede s-Teilmenge die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzt.
Anschliefend lassen wir zu, dass die Wahrscheinlichkeiten py, ;, . ;. unterschiedlich sein kénnen
und geben einen Grenzwertsatz fiir die Wartezeit auf die erste vollstdndige Serie an. Um
eine nicht ausgeartete Grenzverteilung zu erhalten, miissen wir die Zufallsvariable Xy(f’c) fur
beide Grenzwertsitze wie in Theorem 2.2.1, passend normieren. Fiir Folgen (aS’C)) und (bS’C))

untersuchen wir also

(s,¢) _ (850)
lim P (X”a” < as) = Tim P (X{*9 < b9 +a>9)) .

n— 00 b(svc) n—o00
n

Um die Notation tibersichtlich zu halten, setzen wir k, := ki) (z) := b9 + a9 Wir
untersuchen somit das asymptotische Verhalten der Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl
der Besetzungsvorginge bis zur c-ten vollstédndigen Serie héchstens dem von n, s, ¢ und =
abhéngigen Wert i) (x) entspricht. Zuerst betrachten wir dafiir die Zufallsvariable Zésﬁ)(kn%
die wie in (1.2) definiert ist, um anschlieBend unter Verwendung von (1.3) Resultate fur x5

abzuleiten.
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4.1. GLEICH WAHRSCHEINLICHE s-TEILMENGEN UND ¢ > 1

Wie in Kapitel 1 beschreibt Ag(k‘n), j €{1,...,n}, das Ereignis, dass Fach Nummer j nach

ky Besetzungsvorgingen weniger als ¢ Teilchen enthélt. Fir festes ¢ > 1 kiirzen wir Aff)](kn) in
diesem Abschnitt durch A,, ; ab. AuBerdem schreiben wir kurz Z, (k,) fiir die in (1.2) definierte
Zufallsvariable Z,(LS7C)(kn) und X, fiir XT(LS’C).

Theorem 4.1.1. Seien x € R beliebig sowie ky, := | % (logn+(c—1)loglogn—log((c—1)!)+z)],

n > 1. Wenn alle s-Teilmengen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit besetzt werden, so gilt
D .
Zn(kn) — Z fiir n — oo,

wobei Z eine Zufallsvariable mit der Poisson-Verteilung Po(X), X := A(z) := e™*, bezeichnet.

Der in Unterabschnitt 4.1.1 gefiihrte Beweis fufit auf der Momentenmethode. Nach dieser

Methode gilt fir eine Zufallsvariable X und eine Folge von Zufallsvariablen X, allgemein
lim EX" = EX" fiir jedes r € N = X, —» X,
n—oo

falls alle auftretenden Momente existieren und die Verteilung von X durch die Folge (E(X")),>1
eindeutig bestimmt ist (siehe [5], S. 344). Die Momente einer Zufallsvariablen kénnen durch
deren faktorielle Momente dargestellt werden, die fiir eine poissonverteilte Zufallsvariable

einfacher zu berechnen sind. Das r-te faktorielle Moment einer Zufallsvariablen X ist durch
IEXK::E[X(X— 1)(X—2)---(X—r+1)]

gegeben. Mithilfe der in (2.3) definierten Stirling-Zahlen zweiter Art und der Identitdt (siche
28], S. 262)

X":Z{;}X’“, reN

lasst sich der Zusammenhang

T
Ex =Y { " EXE reN (4.1)
i—o Lk
zwischen den Momenten und den faktoriellen Momenten einer Zufallsvariablen herstellen. Es
folgt direkt
lim EXZ = EXT fiir jedes r € N = X,, = X,
n—oo

falls alle auftretenden faktoriellen Momente existieren und die Verteilung von X durch die Folge

(E(X"))r>1 eindeutig bestimmt ist. Fiir eine poissonverteilte Zufallsvariable mit Parameter A
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gilt
)\k
P(X =k) = e*Ag, k € Ny, (4.2)
womit das r-te faktorielle Moment durch
[eS) )\k
EX(X-1)(X-2)- (X—r+1)]=>k(k—1)-(k—r+1)e?
= k!
=2 ¢ (& — 1)
k=r '
0 )\k—'r
—A\T
=e A Z
= (k—r)!
=\ (4.3)

gegeben ist. Die erste Voraussetzung E|Z%| < oo ist somit fiir die poissonverteilte Zufallsvariable
Z erfilllt. Um zu zeigen, dass die Verteilung von Z durch die Folge (E(Z")),>1 eindeutig

bestimmt ist, reicht es nachzuweisen, dass die Potenzreihe
(o] tr
S Bz
r!
r=0

einen nicht verschwindenden Konvergenzradius besitzt (siehe [5], S. 342). Dieser Nachweis ist
im Anhang B.3 nachzulesen. Den vorausgegangenen Uberlegungen folgend, ergibt sich dann
aus

lim E(Z;) = A" (4.4)

n—oo

der Grenzwertsatz in Theorem 4.1.1.

Wir werden das fiir Indikatorsummen bekannte Resultat

E(ZL)=E (r! (Zrn)) =rlE ((Z:)) =l Z P(Ap: N .NAy) (4.5)
1<i1<...<ir<n

verwenden (siehe [53], S. 162). Weil fiir jedes r mit 1 < r < n und jede Wahl von iy,..., i,
mit 1 <1i; < ... <14, <n die Wahrscheinlichkeit P(A,;, N...N A, ;. ) nicht von der speziellen
Wahl der A, ;,,..., Ay, , sondern nur von der Anzahl r der Ereignisse abhéngt, gilt (siche

35], S. 72)
E(Z5) = 7! (’;) P(Ap1N...N Apy). (4.6)

Die Zufallsvariable N; := N,, ; beschreibe die Anzahl der Teilchen, die nach k,, Besetzungsvor-

gangen in Fach j liegen.
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Damit gilt
r!<n>P(An,1 N...NA,,) =r! )P(Nl <c—1,...,N,<c—1)
T

s .‘.(ST!(Z)P(Nl:€1,...,NT:£T). (4.7)

£1=0 £r=0

In jedem Besetzungsschritt werden s Teilchen auf unterschiedliche Féacher verteilt. Dabei
kann es vorkommen, dass mehrere der Féacher 1,2,...,r gleichzeitig getroffen werden. Fiir
i € {1,...,r} beschreibe die Zufallsvariable B; die Anzahl der Besetzungsvorginge, in denen
genau ¢ der Fécher 1,...,r gleichzeitig besetzt werden. Wir fassen By, ..., B, durch den Vektor
B = (By,...,B,)zusammen. Um die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {N1 = ¢1,...,N, = {,}
fir (¢1,...,¢,) € {0,...,¢ — 1}" zu bestimmen, unterteilen wir dieses nach den moglichen

Realisierungen b = (by,...,b,) von B. Mit

by =01+ -+ 4, (4.8)
gilt

P(Ny ={1,...,N, =1,)

=> > Y P(Ni=b,...,No =4, B=b)1{b1 +2by + - - - + b, =I5},
b1=0b2=0 b-=0

wobei jede der auftretenden Summen endlich ist. Dabei ist zu beachten, dass
P(Ny=41,...,N, =4, B=0)

im Fall s < r nur dann positive Werte annimmt, wenn bs1 = ... = b, = 0 gilt. Das folgende

Lemma ist grundlegend fiir den Beweis von Theorem 4.1.1.
Lemma 4.1.1. Es gilt P(Ny = 61,...,N, =(,,B=1b) =0 (n—’”—ZLz“—”bi) :
Der Beweis ist im Anhang A nachzulesen. Nach Definition von

Spps =P(N1=41,...,.N,={,,Bi =Ulx,By=... =B, =0)

gilt wegen r!(") = O(n")

lim r!<n>IP’(N1 =0,...,N, ={,) = lim r!<”>5n,r,s,
n—00 r n—00 r

und es gentigt, fiir den Nachweis von (4.4)

c—1 c—1
n
i ce | —\r
nhm E E r! <T>Snms =\

£1=0 £r=0
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Zu zeigen.

4.1.1. BEWEIS VON THEOREM 4.1.1

Zu gegebenem x € R ist k,, durch k, = [2(logn + (¢ — 1)loglogn —log((c — 1)!) + x)| defi-
niert. Im Folgenden sei n so grof}, dass k,, > 1 gilt. Wir nennen den Term innerhalb der unteren

GauBklammer t,, und definieren damit
En =ty — ky.

Mit S, s untersuchen wir die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis, dass in ¢y der insgesamt &,
Besetzungsvorgénge jeweils genau eines der Facher 1,...,r und in den restlichen keines der Fé&-
cher 1,...,r getroffen wird. Die Wahrscheinlichkeit fiir das erste dieser Ereignisse ist (7"7)/(%).
Das zweite der beiden Ereignisse tritt pro Besetzungsvorgang mit einer Wahrscheinlichkeit
von (".")/(%) ein. Das Ereignis {N; = ¢1,..., N, = {,} héngt nicht von der Reihenfolge ab, in
der die Besetzungsvorginge durchgefiithrt werden. Die Anzahl der moglichen Vorgénge, die
zu diesem Ereignis fiihren, ldsst sich bestimmen, indem zunéachst die ¢; Zeitpunkte, zu denen
nur Fach 1 besetzt wird, danach /9 der restlichen k,, — ¢1 Zeitpunkt fiir Fach 2 und so weiter
gewahlt werden. Durch dieses Vorgehen verbleiben k, — ¢x. Zeitpunkte, zu denen keines der

Fécher 1,...,r belegt wird. Die gesuchte Anzahl ergibt sich durch das Produkt

K\ (kn — 1 ko — 01— =l k!
= 4.
(m)( 2 > ( l ) GF bl (ki — L) (4.9)

wobei das Gleichheitszeichen aus der Definition der Binomialkoeffizienten und durch Kiirzen

der auftretenden Fakultéten resultiert. Mit diesen Voriiberlegungen finden wir die Wahrschein-

lichkeit ‘ e
| n—r S [ n—r nTrs
Sn,r,s = kn' (8;1) ( ’;gl ) ’ (410)
Ol (ke — L) (D) ()

Im Beweis des Lemmas 4.1.1, der im Anhang A aufgefihrt ist, wird die Wahrscheinlichkeit

P(Ny =44,...,N,, B ="0) untersucht. Die Rechnungen stimmen in einigen Punkten iiberein,
da es sich bei (4.10) um den Spezialfall handelt, in dem B = (B = {5, By = ... B, = 0) und
damit by + - - - + b, = lx, gilt. Auch der Beweis von (2.26), der im Anhang B.2 aufgefiihrt ist,
dhnelt den folgenden Uberlegungen. Dort wird der Fall s = 1 unter der Annahme untersucht,

dass die Teilmengen mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten besetzt werden.

Mit
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(Z:D:E'(n—s)(n—s—l)---(n—s—r+2)
(" n n—1n—-2)---(n—r+1)
2 s —i
T niin—1-i
s 2 s—1
=2 1— -
ni:()( n—l—z)
:%(1+o(1))
und
(ngr)_rfl B 3
i 1055 1
gilt

Snrs =k (1+0(1)) - [ (1+o(1>)rz- [f[l (1— : )]k&gl.lgu

S
n i—0 n—1

Wir wenden die Logarithmusfunktion auf S, s an und erhalten

log (Sp.r,s) = Us log ky, + log(1 + o(1)) + £ log (Z)
r—1
s
n — 1 1——— | =1 RERY/A|
+ (kn — ls) [; og( n—z)] og (£1!---£,.!)

= Iy log (kzs) + (kn, — 0x) [Ti:llog (1 - ns_ ) +o(1) —log (f1!---£,).
=0

7

Fiir den ersten Summanden der letzten Zeile gilt

kn
/s log (;) = Uy log (a: +logn + (¢ — 1) loglogn — log((c — 1)!) — zan)

—1)logl 1 —1)! n
= Iy log ((logn) (1—1— i +(c )log o8 _ og((c ))—ﬁ < >)
logn logn logn nlogn

— f5log ((logn) (1 +o(1)))
= lx loglogn + o(1). (4.12)

Den zweiten Summanden schitzen wir mit den Ungleichungen (1.4) fiir die Logarithmusfunktion
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nach oben durch

r—1
ky, — /¢ log (1— 8,
( ) ;:) g< n—z)]
r—1
S—@m—ﬁﬂl}Znii] (4.13)
=0

< —(ky—tbs)-7-2
( s)-T -

= EZE - <rﬂ:+rlogn+r(c —1)loglogn—rlog((c — 1)!) — ngn)
n n

= —rxz—rlogn—r(c—1)loglogn+rlog((c — 1)!) + o(1)

ab. Wir fassen zusammen, wenden die Exponentialfunktion an, um das Logarithmieren riick-

gangig zu machen, und erhalten

1 1

Snrs < exp(o(l))e_mﬁ(c — D!"exp[(loglogn) (¢y — r(c —1))] INEAE (4.14)

Da wir das Verhalten dieses Terms fiir n — oo untersuchen wollen, betrachten wir im Folgenden

die von n abhingigen Faktoren. Fiir das Argument des letzten Faktors gilt

n—o0 0, by, = —1),
(b — r(c—1))loglogn == z=rle=1)
—o0, Iy <r(c—1),

und damit
1, by =r(c—1),

0, Iy <r(c—1).

n—o0

exp ((lg —r(c—1))loglogn) —— { (4.15)
Alle iibrigen von n abhingenden Faktoren sind beschrinkt, somit konvergiert die obere Schranke
in (4.14) fiir /x, < r(c—1) gegen Null. Wir untersuchen (4.14) fir by =1+ -+ 4, =r(c—1).
Diese Gleichheit ist genau dann erfiillt, wenn fir jedes i € {1,...,r} die Gleichheit ¢; = (¢ —1)

gilt. In diesem Fall ist ) )

Gl 6 (c— 1)

und wir finden die obere Schranke

c—1 c—1
1
lim sup Z Z 7! (:) Spr,s < limsupr! (7;) eo(l)e_mﬁ exp (0)
=0

n—oo 6120 n—oo
=e '

Um eine untere Schranke anzugeben, bilden wir erneut den Logarithmus von S,, ;. s und schitzen

mithilfe der Ungleichungen (1.4) ab.
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Es gilt
IOg(Sn,r,s)

n—1

r—1
= Ixlog ky, +log(1 4+ o(1)) + ¢x log (2) + (b — Is) Z log (1 S ) —log (41! £,0)
i=0

[y

r—

;0 [1_ 1—(9/1(71—1)} —log (01! 4,1).

i

> /5, log (k:f) +o(1) + (kn — £s)

In (4.12) wurde gezeigt, dass

ks

Iy log <:L> = fx loglogn + o(1)

ilt. Wegen
& 8 r 1-t-1 t

1-t¢ 1-1¢ 1-t¢

1—

fir t € R gilt

und damit
(kn —Ezg [1 - 1—/1<n—>]

of)

=15 <1+0<71L>§— (ra-rlogn (e - 1)loglogn—rlog((c - 1)) (1+0( ;)

= —rxz—rlogn—r(c—1)loglogn+rlog((c — 1)!) + o(1).

Wie oben erhalten wir damit

1 1
Snrs > exp(o(l))efmﬁ(c — )!"exp[(loglogn) (¢x —r(c —1))] AR
1-°°Lr
sowie mit (4.15)
c—1 c—1 n . ) 1
liminf > - ! s > liminf 7! oere —
noe 6H=0 eT:or <T>S s <T> Ct Xpl0)

— 6—"’27.

Wegen (4.6), (4.7) und den Schlussfolgerungen aus Lemma 4.1.1 gilt (4.4) und damit die
Behauptung. OJ
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Wahlen wir k,, wie in Theorem 4.1.1, so gilt mit dem Zusammenhang (1.3) und der Zahldichte
(4.2) der Poisson-Verteilung

lim P(X, < ky) = lim P(Zy, (k) = 0)

n—oo n—o0
—P(Z =0)
_ 3? -
=exp (—e™7) (4.16)
= G(2),

wobei G die Verteilungsfunktion der Gumbelschen Extremwertverteilung ist.

4.2. s-TEILMENGEN MIT UNTERSCHIEDLICHEN
WAHRSCHEINLICHKEITEN UND ¢ = 1

In diesem Unterabschnitt ist ¢ = 1 fest. Wir untersuchen das asymptotische Verhalten von
Zn(kp) bei n — oo fiir den Fall, in dem verschiedene s-Teilmengen unterschiedliche Wahr-
scheinlichkeiten aufweisen kénnen, um anschliefend eine Aussage iiber die Asymptotik von X,
treffen zu konnen. Die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen s-Teilmengen sollen sich mit
wachsendem n in einem zu prézisierenden Sinn einer Gleichverteilung anndhern. Fiir den Fall
s = 1 haben wir in Abschnitt 2.2 ein Resultat von Peter Neal vorgestellt. Wahrend p,, ;, a,
und by, in allgemein betrachtet werden, verwenden wir in diesem Abschnitt ein konkretes
Modell, um die Wahrscheinlichkeiten zu modellieren. Auch die Folgen a, und b,, werden wir

explizit angeben. Wir weisen jeder s-Teilmenge die Wahrscheinlichkeit

1 Aniy,.i
; .= (1 4 ZRMents
Pnjii,... s (7;) ( + logn >

mit Ay, ,..i, € R zu. Die Abweichung von der Gleichverteilung ist in diesem Modell also
Aniy,...i./logn. Die Division durch logn bewirkt, dass wir nur solche Fille betrachten, in

denen die Abweichung von der Gleichverteilung asymptotisch klein ist. Wir wollen, dass

Z Dnyig,is = 1

1<i1<...<is<n

erfiillt ist und fordern deswegen

Z Apiy,.is = 0.

1<i1<..<is<n
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Dariiber hinaus soll es eine obere Schranke fiir die Abweichung von der Gleichverteilung in

dem Sinne geben, dass fiir ein M € (0, 00) die Ungleichung

<M (4.17)

max Anz i
l§i1<...<i5§n‘ Hmnts

erfiillt ist. Wir definieren fiir jedes h € {1,..., s} und jede Menge {i1,...,ip} C {1,...,n} die
gemittelte Abweichung von der Gleichverteilung fiir diejenigen s-Teilmengen, die die Facher

i1, ..., enthalten, durch

_ 1
Aniryin ™= T > Apig,is- (4.18)

Fir s = h gilt Ay 0 = Zmllh Mit den obigen Vorbereitungen konnen wir das angekiin-

digte Theorem angeben.

Theorem 4.2.1. Seien x € R beliebig sowie ky, := |%(x +logn)|, n > 1. Unter der Voraus-

setzung
1L x+logn —
nh_)ngo - E:Iexp <_10gn . Am‘) =: ¢(z) < o0, (4.19)
1=

gilt fiir die durch (1.2) definierte Zufallsvariable Z, (k) die Verteilungskonvergenz
Zn(kn) L, Z fiirn — co.

Dabei ist Z eine Zufallsvariable mit der Poisson-Verteilung Po(\), X := A(x) := e *c(x).

In dem in Unterabschnitt 4.2.1 gefithrten Beweis findet erneut die Momentenmethode Anwen-

dung. Den Uberlegungen des vorausgegangenen Abschnittes folgend, ergibt sich aus

lim E(Z%E(kn)) = A"

n—00

die Behauptung von Theorem 4.2.1, wobei wie in (4.5)

E(Z%(ky)) = 7! > P(Api, N...NAyy)

1<i1<...<ip<n

gilt. Um die Schreibweise einfach zu halten, definieren wir fiir r > 1

M
Uy = Z( + L ) (4.20)

" logn

sowie fur 7 > 2 und h € {2,...,r} die Ausdriicke

- (4.21)
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sowie

T r 1 —

1<l <...<bp<r

S (1) 25 ()

Weiter setzen wir R, 1 := 0 und le := 0. Dartiber hinaus definieren wir unter Verwendung
von (4.18) die Ausdriicke

und

" r x + logn —
byr 1= Z (Sn,h (h) (x +logn) + s, p——— Z Am‘zl 77777 i4h> (4.23)

h—2 logn _, %, -,

sowie Y
s
U = (7"+1g+Rnr)
und N
a 1
dpr 1= exp (— ot - (r:c +rlogn + +0gﬂrM>> , (4.24)
1—an, logn

die wir im Beweis des Lemmas 4.2.1 verwenden werden. Schlielich setzen wir b, 1 := 0, sowie

af{l := ap,1. Mit dieser Vorbereitung konnen wir folgendes Lemma formulieren.

Lemma 4.2.1. Sei A, ; := Ag;(kn) das Ereignis, dass Fach Nummer j nach k, = [2(x +
logn)| Besetzungsvorgingen noch leer ist. Dann gelten fir jedes v > 1 und fiir jede Wahl von
Ulyennylp € {1,...,n}

e " T+ logn
P(Ap;, N...NA,;) < — exp ( logn Z A, w) -exp(an,r + bnr)
=1

et x+logn <~ — —
P(An;, N...NAL;) > — T exDp <_logn ;::1 An,”) “dyr - €Xp (—(x + log n)Rn,r>

- an,r

a+ .
- exp (—1 " (z +logn) Ry, >

Im Beweis, der im Anhang A aufgefiihrt ist, wird die Wahrscheinlichkeit P(A,;, N...N Ay ;,)
mithilfe von (3.1) und (3.2) angegeben. AnschlieBend werden die Ungleichungen (1.4) fir die

Logarithmusfunktion verwendet, um Schranken fir P(A,;, N...N Ay ;. ) zu finden.
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4.2.1. BEWEIS VON THEOREM 4.2.1

Die in Lemma 4.2.1 ermittelten Schranken fir
P(An,il n...N Anﬂ'r)

werden im Folgenden verwendet, um das r-te faktorielle Moment E(Z5(k,,)) nach oben und nach
unten abzuschéitzen. Anschlieffend werden wir in einer Konvergenzuntersuchung zeigen, dass die
Schranken fiir n — oo gegen den gleichen Wert streben und damit die Verteilungskonvergenz
nachweisen. Bevor wir diese Untersuchung fiir den allgemeinen Fall r > 1 vornehmen, werden
wir den Fall + = 1 und damit den Erwartungswert betrachten. Anschlieend kénnen wir

Erkenntnisse von dieser einfachen Situation auf den allgemeinen Fall {ibertragen.

ASYMPTOTISCHES VERHALTEN DES ERWARTUNGSWERTES

Das erste faktorielle Moment von Z, (ky,) ist der Erwartungswert von Z,, (k). Mit den Schranken

aus Lemma 4.2.1 kénnen wir diesen Erwartungswert mit (4.5) durch

" o™ z + logn—
- €Xp (_gAn,z) : eXP(an,l)
logn

und

"e® x4+ logn—

abschétzen, wobei a, 1 beziehungsweise d,, 1 in (4.20) und (4.24) definiert sind.

Im Folgenden untersuchen wir exp(ay,1) und d,,; fiir n — oo auf Konvergenz. Wegen
M 1
ST TATEN
n logn n

M
lim exp(an,1) = Jim_exp <Z . (1 + )) =1 (4.25)

n—00 00 logn

gilt zum einen

und zum anderen
. an. 1
lim [ —=—— -logn | =0.
n—00 (1 — Qn,1 & )

Bei der Berechnung des Grenzwertes von d,,; erhalten wir durch

1
lim d,1 = lim exp (—an’l (m—i—logn—i— T+ logn M)> =1
n—oo n—00 1 — Qn,1 logn

wie in (4.25) den Wert eins. Diese Beobachtung lasst vermuten, dass obere und untere Schranke
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asymptotisch identisch sind und damit

lim E(Z(ky)) =

n—00 n—oo T

=z 1 B
= lim inf Z c . exp <_x+ognAm> “dp1
n—oo = n logn

T + logn—
<—1 & An,i> -exp(an,1)
ogn

gilt. Weil nach Voraussetzung

1 x +logn —
lim — > TTTORA ) =
m n < 1exp( logn m) c(z) < o0

erfullt ist, folgt fir den Erwartungswert von Z,(ky,) in der Tat

n —x 1 .
limsup E(Z,,(k,)) < lim Z € - exp <_a:—|—0g§nAn7i) - exp(an,r)
n

~ n—oo logn

n—00
i=1

=e * - c(x)

sowie
. N x +logn—
hnrgg.}fE(Zn(kn)) > nlglgoz; - - exp <_10gnAn’i> “dp
1=
=e “c(x)
und damit

lim E(Z,(k,)) = e “c(x).

n—0o0

ASYMPTOTISCHES VERHALTEN DES 7-TEN FAKTORIELLEN MOMENTS

Wie im Fall r = 1 werden wir zeigen, dass die obere und die untere Schranke fiir das r-te fakto-
rielle Moment gegen denselben Wert konvergieren. Mit den Schranken fiir P(A,;, N...N Ay ;)

aus Lemma 4.2.1 gelten

E(Z5(kn)) =711+ Y P(Apg N...NApg,)

1<i1<...<ip<n

e " . x +logn
<l et o Z exp( log ZAn2e> (4.26)

1<i1<...<ip<n
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und

E(ZE(ky)) = 7! Z P(An;, N...NAL;.)
1<i1<...<ip<n
+

— a —
dn,r exp <_($ + log n)Rn,r) €xXp <— 1 nﬂ;r ($ + log n)Rn,r>

— Qn,r

677”1

> rl
-

+1 ~ <
Z exp (_mogn ZAn,ie> ) (4.27)

1<i1<...<ip<n logn (=1

Wir untersuchen die einzelnen Faktoren in (4.26) auf Konvergenz, wobei in (4.25) bereits fiir
r=1

Jim exp(an,) =1

gezeigt wurde. Fiir 7 > 1 folgt diese Aussage auf gleiche Weise aus der Definition von a, , in
(4.20). Wir betrachten den Exponenten des Faktors e’ und erhalten

r r T + logn —
bur =) (S"vh (h) (e +logn) +sup =0 Y An)

h=2 logn 1<l <..<lp<r
< S ( 10 ) S 71 e M
= h§ n,h h g n,h 1 n h

und analog

" r x+logn (r
ban n 1 —®™nhT T M.
2 3 oo e s )

Mit (4.21) ist s, p, fiir A > 2 von der Gréflenordnung O (%), und es gelten sowohl
Jim spn(x +logn) =0

als auch
xr+logn 0

lim s
r—so0 TP logn

Folglich konvergieren obere und untere Schranke von by, fir n — oo gegen null, und wir
erhalten

A b =0

und damit

lim exp(by,) = 1.

n—oo
Die Folgen exp(ay,,) und exp(by,) werden fiir die weiteren Untersuchungen durch die gegen
eins konvergierende Folge

fo,n = eXp(an,r + bn,r)
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zusammengefasst, womit

n—oo n—o0

limsup E(Z5(k,)) < limsup r‘ ]
1<i1<..<ir<n ogmn =1

z+1ogn o~ —

“h Y ew (—gzaw>)

= rle”™" lim sup (fomlr Z exp( x+lognZAn”>) (4.28)
n

n—+0o 1<i1 <..<ir<n logn =

gilt. Im néchsten Schritt soll (4.27) auf Konvergenz untersucht werden. Es gelten
r M (r
o= Jin o () + 2 ()) =

M
T ) =0
logn ’

und

. .S
lim o}, = lim — <r+
n—oo n—oo n

Auflerdem gelten

hrn at rlogn =20

sowie

lim Rn,r logn =0

n—oo
und damit

+
. . Oy x +logn
nh—{go dpr = nlgglo exp (— - f{,r (rw 4+ rlogn + lognrM>> =1
sowie
Jim exp( (x + log n)Rmﬂ) =

und

_l’_
lim exp (—1 a”’: (z + log n)Rn,r> =1.

n—oo n,r

Wir definieren die fiir n — co gegen eins konvergierende Folge

- n,r

— CL+ —
fun = dy,exp (—(az + log n)Rmr) exp | —7 ~—(x +logn) Ry,

und erhalten

n—00 n—o0

lim inf E(Z5(ky,)) > lim inf (r

x+logn <~ —
2. e (‘ Tlogn Zﬁw))

1<11< <ir<n /=1

Crm e 1 x—i—logn
|,—TT
=rle h%nmf (f“’”nr E exp( E A, ZZ)) . (4.29)

1<i1<..<ir<n logn

Mit (4.28) und (4.29) unterscheiden sich obere und untere Schranke von E(Z5(k,,)) asymptotisch
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lediglich um die Folgen f,, und f, ,, die fiir n — oo gegen eins konvergieren.

Im Folgenden werden wir den Grenzwert

1 logn o~ —
lim — - ) exp <—x;rgn ZAn,z‘e>
TN i < <in<n 8N o
bestimmen und definieren dazu fiir 1 < ¢ < r — 1 die Menge I; aller r-Tupel (i1,...,4,) aus
{1,...,n}", die jeweils genau t verschiedene Komponenten besitzen. Es gilt also |{i1, ... i, }| = t.

Stimmen beispielsweise r —1 Komponenten eines Tupels {iberein, so ist dieses Tupel ein Element
von Is. An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Mengen [ ... I,_; disjunkt sind. Wir definieren
I :={Z{ I und erhalten

1 1 LA
Loy (_Hognz An)

1<i1<..<ir<n logn =

1
= Z Z exp ( Tt logn ZAR,ZZ> (4.30)

i1=1 ir=1 logn /=1
:c+10gn
: Ani, |- 4.31
ek S (-5 >3 ) (431

Die Terme in (4.30) und (4.31) werden im Folgenden getrennt untersucht. Mit Voraussetzung
(4.19) gilt

1 & x+logn —
60 71 = xp ( logn n’l) (z) < o0

und so fir (4.30)

. T+ logn
n11—>rl;>10 ; . 7"‘ Z Z exp < Z A”ﬂl)

i1=1 ir=1 logn /=1

_ 11 & LI :U+lognZ
_nLHéoﬁﬁ'Z"'ZHeXp A,

=1 i—10=1 logn

1 .. =1 & x +logn—
i} (e

. Py logn
1 1 & x +logn— "
= (n 2 e (‘1gnA>>
1 T
:ﬁc(x) . (4.32)

Fir festes 1 <t <r —1 ist

+1
Ze p( T ogn ZAmie)

logn =

nach Vereinfachung eine t-fache Summe, die nach Multiplikation mit 1/n’ analog zu (4.32)
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einen existierenden Grenzwert hat. Es gilt also

x +logn
ZeXp ( logn ZA”J@) = O(nt)

=1
und damit
:U—{—logn ) m—l—logn 1
Zexp Z ZZexp( ZAM =0(n" ).
< logn =11 logn H T
Zusammengefasst ergibt sich
.11 T+ logn ¢~ —

Wir verwenden (4.31), (4.32) und (4.33) und erhalten

n— 00 n— o0 1<ir <. <ir<n logn —

limsup E(Z(ky)) < limsup (r! e - fon Z exp < i logn ZA” 12))
— 6—7'1'0(:6)7’

sowie

lim inf E(Z5(k,)) > lim inf (r > ew ( z I);f" S A ))

1<11< <ir<n /=1

— e—ra:c(x)r’
womit der gesuchte Grenzwert

lim E(Z%(k,)) = e e(x)" = (6_zc($))T

n—oo

bestimmt ist. Da alle Momente von Z,(ky) im Grenzwert mit den Momenten einer poissonver-
teilten Zufallsvariablen Z mit Parameter A = e~ *¢(x) iibereinstimmen, folgt Z,,(ky,) 2, Po()\)
und damit die Behauptung. O

Wie im letzten Abschnitt ergibt sich mit (1.3) und (4.2) aus Theorem 4.2.1 direkt das folgende
Resultat.

Korollar 4.2.1. Sei X,, die Anzahl der Besetzungsvorgdnge bis zur ersten vollstindigen Serie.

Dann gilt unter den Voraussetzungen von Theorem 4.2.1

lim P(X,, <k,) =G (z—logc(z)).

n—oo

Dabei bezeichnet G die Verteilungsfunktion der Gumbelschen Extremwertverteilung.






KAPITEL 5

VOLLSTANDIGE SERIEN UND KOLLISIONEN

Eine weitere interessante und in der Literatur gut beschriebene Gréfle im Zusammenhang mit
Facher-Modellen ist die Zufallsvariable Y, := Yéd)
angibt, bis erstmalig eines der Facher d > 2 Teilchen enthélt. Wir nennen dieses Ereignis
im Folgenden auch d-fach-Kollision. Eine ausfiihrliche Einfithrung kann in [14], [30] und [33]

nachgelesen werden. Wir werden uns auf den Fall beschridnken, in dem s = 1 und ¢ = 1 gelten

, welche die Anzahl der Besetzungsvorgénge

und alle Fécher mit der gleichen Wahrscheinlichkeit % getroffen werden. Wie zuvor beschreibt
X, die Anzahl der Besetzungsvorgénge bis zur ersten vollstdndigen Serie. Auflerdem bezeichnen
wir das Ereignis, dass Fach Nummer j nach k, Besetzungsvorgingen noch frei ist, wie zuvor

mit A; := Agz(kn) und verwenden die in (1.2) eingefiihrte Schreibweise

Zn(kn) =) 1{A;}.
j=1

Ziel dieses Kapitels ist es, einen Grenzwertsatz fiir die gemeinsame Verteilung der Zufallsvaria-
blen X,, und Y,, herzuleiten. Wir setzen k, = [n(z + logn)], definieren fiir beliebiges reelles
y >0

b 1= aly) = [yn' 1]

und bezeichnen das Ereignis, dass sich in Fach Nummer ¢ nach ¢,, Besetzungsvorgéngen

mindestens d Teilchen befinden, mit

BZ' = Bn,i = Bn,z(gn)
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Die Zufallsvariable

Va(ln) =Y 1{B;}
=1

zéhlt somit die Fécher, in denen es nach ¢, Besetzungsvorgédngen zu einer d-fach-Kollision

gekommen ist.

5.1. ASYMPTOTISCHE UNABHANGIGKEIT VON X,, UND Y,

Wir werden den Zusammenhang
P(X, < kp,Y, > {,) =P(Z,(ky) =0,V,(¢,) =0)

ausnutzen, um das folgende Theorem zu beweisen.

Theorem 5.1.1. Mit obigen Definitionen gilt
P(Xn < kn, Yo > ) == G(z) (1~ W(y)), (5.1)

mit G(z), x>0, wie in (2.5) und W(y) :==1— exp(—%—?), y > 0.

Grundlegend fiir den Beweis des Theorems, der in Abschnitt 5.1.1 gefithrt wird, ist eine
Verallgemeinerung der Jordanformel (siehe [53], S.154). Die Wahrscheinlichkeit, dass die

Indikatorsummen V;,(¢,,) und Z, (k) beide den Wert null annehmen, kann demnach durch

n n

P(Zy(kn) = 0, Va(bn) =0) = 3 S ()" Y "P(4;, N...NA;, N B,y N...NB;,)
v=00c=0
angegeben werden ([53], S. 169). Dabei lduft die Summe ) * iiber alle moglichen Auswahlen
der Indizes {j1,...,5,} € {1,...,n} und {i1,...,ic} C {1,...,n}, sie enthilt also (7)(7)
Summanden. Weil alle Fécher mit der gleichen Wahrscheinlichkeit belegt werden, héngt
P(A;, Nn...NA;, N B;, N ... N B;,)nur von der Anzahl der Fécher ab, die leer bleiben
beziehungsweise mindestens d Teilchen enthalten, nicht aber von der konkreten Wahl dieser
Féacher. Vergleichen wir die Folgen k,, und ¢, so stellen wir fest, dass k, fiir n — oo schneller
wachst, als £,,. Fir jede Wahl von x € R und y > 0 gibt es folglich ein ng € N, sodass k,, > ¢,

fir alle n > ng gilt. Fir solche n > ng ist

P(A;Nn...NA;,,NB;;N...NB; ) =0,

ig

falls {i1,...,io} N {j1,...,Ju} # 0 erfiillt ist, da ein Fach zum Zeitpunkt k, nicht leer sein

kann, wenn es zu Zeitpunkt ¢,, bereits d Teilchen enthalten hat.
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Zusammengefasst gilt
nlggoz P(Aj,N...NA;, "By N...NB;,)

— lim (Z) (n_V>IP>(A1m...mAymBl,+1m...mB,,+o)

n—o0 o

und damit

lim P(Zy(ky) = 0, Viy (€n) = 0)

n—oo
:hmig(_”yﬂ "NV P4 N . N AN By N .. N Byso)
n—oo - S v o 1 v v+1 e to)-

Mit der abkiirzenden Schreibweise
Pno()=P(-|A1N...NA,)
konnen wir die Wahrscheinlichkeit iiber die Schnitte durch
P(AIN...NANB,y1N...NByio) =P(AIN...NA)P,,(Byy1N...N Byiy)

ausdriicken und somit die Doppelsumme in

SO (—nrte (Z) (n ; V)P(Al N...NA,NBy41N...NByiq)

v=00=0

— Z (=1)vte <n> P(A1N...NA) (n B V)Pn,l,(BVH N...NByio)
v=00=0 v g

=S (=1 (Z) P(A1N...NA4) S (~1)° (" i ”)PW(BVH N...NByio)
v=0 o=0

iiberfithren. Der Beweis von Theorem 5.1.1 fufit auf den folgenden Lemmata.

Lemma 5.1.1. Fir festes v und o > 0 gelten

. n—v 1 d\ o
lim ( )Pn,u(By-H Nn...N B,/_'_U) = ; (ZZZ')

n—00 o

und
. n—v n—v
Jim C;:O(—l) - Pnyv(Bus1N...NByie) =1—-W(y).

Der Beweis des Lemmas ist in Anhang A/ nachzulesen.
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Lemma 5.1.2. Fiir v > 0 gelten

. n 1
lim <V> P(A1N...NA4,) = o exp(—vz)

n—oo

und

n

lim > (-1 (Z)P(Al N...NA,) =G(x).

v=0

Der Beweis des Lemmas kann in [34] nachgelesen werden.

5.1.1. BEWEIS VON THEOREM 5.1.1

Nach Definition von

n n—v
ny = (—1)Y P(A1Nn...NA, -1)? P, (B, ...NByis
an, <>(V><mm>2<>(a>,<+mm+>
gilt mit den Lemmata 5.1.2 und 5.1.1
= i = 1”1 1-W
1= lim any = (~1)" = exp(—va) - (1= W(y)).

Wir werden zunéchst unter Verwendung des Satzes von der dominierten Konvergenz zeigen,

dass
n 0o 0o
Hi, 2 on = 2 Jim any = o
erfillt ist. Sei p das Zahlmafl auf Ny, dann ist
n
nli_)nolOI;)an,,, = nh_)ngo /No 1{0 < v < n}a,, p(dv).

Der Integrand lasst sich durch

|1{0 < v < n}la,,| <

(Z) P(AiN.. -mAV)nz_f/(_l)a (n B V) Py (Bus1iN...NBy o)

abschéatzen.
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Mit (A.4) und der Formel C.2 des Ein und Ausschlieflens gilt

n—v

nf(_w (” - ”)Pn,y(Byﬂm. CNByig)=1- 3 (~1)7" (” i V)IP’W,(B,,HH. ..NByiy)

o=0 o o=1

g

—1— 3 (~1)7! (” - V)P(Bnum. - .NBp_1.0)

o=1
n—v
=1-P ( U Bny,l-) €[0,1].
=1

Die Wahrscheinlichkeit, in k,, Besetzungsvorgangen keines der Facher mit den Nummern 1, ..., v
zu treffen, ist ((n — v)/n)f» = (1 —v/n)*, und es folgt mit (1.4) und k, = |n(z +logn)]|

(Z) P(A1N...NA)
)
< Z—I!jexp (kn log (1 — Z))

nY v
< —exp | —ky—
V! n

1
= ] eXp <1/ logn — (n(x + logn))Z)

exp(—l/x).

|1{0 < v <n}a,,| <

vl

Fiir jedes feste x > 0 ist durch g : Ng — R mit

exp(—vx)
g() = 0
eine Majorante gegeben, die wegen
>, exp(—vx)
[, o) ulav) = 32 R — explexp(a)) < o0
0 v=0 :

integrierbar ist. Wegen

lim 1{0 <v < n}a,, =a,
n—oo
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folgt mit dem Satz von der dominierten Konvergenz

n—o0

n
nhﬁ\ngo Zoan,z, = lim /No 1{0 < v < n}an, p(dv)
V=

= / lim 1{0 < v <n}a,, p(dv)
N

n—
0 o

-/ (@)

= i(—l)”j!exp(—l/l‘) (1-W(y))

v=0

=y EREI )

= V!
— G(a)(1 - W(y).

Zusammengefasst gilt

Tim P(X,, < Ky, Yy > £)

= P(Zn(kn) =0, Vn(en) = O)
= lim i(—l)” (Z)P(Al N...NA4) ni(—w (” - ”) Ppy(Byi1iN...0 Byio)

v=0

= lim 2”: any = G(z)(1 — W(y)).
v=0

n—oo

und damit die Behauptung.

Mit (4.16) gilt

lim P(X, < k) = G(z).

n—oo

In wird die Giiltigkeit von

lim P(Y, </4,) = W(y)

n—oo

und somit auch

lim P(Y, > £,) =1 - W(y)

n—oo
nachgewiesen. Fassen wir die Ergebnisse dieses Kapitels zusammen, erhalten wir
nl1_>rgo IP(X,, < kpn, Yo > l,) —P(X,, <k,)P(Y, >£,)]=0
und damit das folgende Korollar.

Korollar 5.1.1. Die Zufallsvariablen X,, und Y,, sind asymptotisch unabhdingig.



KAPITEL ©

MINIMIERUNG DER ERWARTETEN ANZAHL AN
BESETZUNGSVORGANGEN

Wir werden im Folgenden die in Kapitel 3 vorgestellten Untersuchungen zum Anlass nehmen,
weitere Spezialféille zu betrachten. In diesem Kapitel ist ¢ = 1, und es wird auf jegliche
Indizierung mit ¢ verzichten. Wir verwenden weiterhin die Notation p = pgf) und P,(f) fiir die
enthalten. Weil

in diesem Kapitel keine Grenzwertuntersuchung durchfithrt werden und n fest gewahlt wird,

Vektoren, welche die Wahrscheinlichkeiten py, ;, . ;. beziehungsweise P, ;, . i\

schreiben wir p;, ., Py, i und S, i statt prayigs Prie,s, und Spg

k k k*

6.1. OPTIMALITAT DER GLEICHVERTEILUNG IN DEN FALLEN s =1
UND s=n—1

Mithilfe der Integraldarstellung (2.10) weisen Boneh und Hofri bereits 1989 nach, dass Er(zl) ge-
nau dann ein globales Minimum annimmt, wenn alle Facher mit der gleichen Wahrscheinlichkeit
% besetzt werden (siehe [6]). Wir werden im Folgenden zeigen, dass der Erwartungswert auch
im Fall s =n — 1 unter Annahme einer Gleichverteilung minimal wird. Fir die Untersuchung

bietet sich die Darstellung (3.5) an, da sich diese zu

Er-p= = - = = —(n—-1 6.1
=Yg (1) gD 6.)
=1 =1
vereinfachen lisst. Wie zuvor ist n = (}), k € {1,..., s}, und e, beschreibt den Vektor im R,

der nur aus Einsen besteht. Fiir s =n — List n, = (,";) = n.
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Wir betrachten das Optimierungsproblem

(P(n_l)) minimiere E,(Ln_l)(p)
n —
unter pc A
mit V" = {P eR"0<p<epe,p= 1}, suchen also nach dem Vektor p € V"™V, der

E,(Ln_l)(p) minimiert. Theorem 6.1.1 liefert den gesuchten Vektor.

Theorem 6.1.1. Im Fall s =n — 1 nimmt die erwartete Anzahl der Besetzungsvorginge bis
zur vollstandigen Serie genau dann ein globales Minimum an, wenn alle (n — 1)-Teilmengen

mit der gleichen Wahrscheinlichkeit % belegt werden.

Beweis. Beim Verteilen von n — 1 Teilchen auf n Facher bleibt in jedem Besetzungsschritt
genau ein Fach frei. Um die Notation einfach zu halten, bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit,
eine (n — 1)-Auswahl zu treffen, bei der Fach Nummer j nicht besetzt wird, mit ¢(j). Falls
J # i fiir jedes £ € {1,...,n — 1}, so gilt q(j) = pi,,....in_., Womit wir P; = 1 — ¢(4) erhalten
und eine Darstellung der P; durch die Wahrscheinlichkeiten fiir die Teilmengen gefunden haben.
Im Fall n — 1 ist der Vektor p somit eindeutig durch den Vektor Pq(ll) festgelegt, und es gilt

p=(q(n),q(n—1),...,q(1))".

Der Erwartungswert in (6.1) wird fiir festes n genau dann minimal, wenn )" ; % minimal

wird. Wir werden zeigen, dass diese Summe kleiner wird, wenn wir zwei unterschiedliche Werte
. L . P, +P;
P;, und P,,, i1 # i, 41,12 € {1,...,n}, durch deren Mittelwert % ersetzen. Im Folgenden

seien P; und P» verschieden. Es gilt

LR | 1 1 "1 P+ P "1
= +

=4y — = —.
Z-:lei PP =P PPy ;Pz

Aus der Aquivalenzkette

(PL—P)?>0& PP —2P P, +P;>0
& P24 2P Py + P2 > 4P, P,

& (P + P)? > 4P\ P,

P+ P)\?
@( 1; 2) > PP
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folgt direkt

i 1 S P+ P 1
Z=1Pi (Plgpg) = P
4 L |
— + R
P+ P ; i
1 1 "1
= + +3 =
(PL+P)/2  (PL+P)/2 ZPi

=3

Weil der Erwartungswert ein stetiges Funktional ist, wird das Minimum auf der kompakten

Menge V,*~1 angenommen. Die Summe ", P%, verkleinert sich durch die obige Operati-

on, solange es mindestens zwei unterschiedliche P;, i € {1,...,n}, gibt und wird somit fur
P, = ... = P, minimal. In diesem Fall gilt
n n
DP=)Y (1—-gq(i))=n—1
i=1 i=1
firi € {1,...,n} sowie
—1
p="
n
und damit
B B (1 1>T
P=Paow = )

Da die Funktion Eff)() fir s = n — 1 konvex ist, handelt es sich um ein globales Minimum. [J

Eine alternative Beweisfithrung ist mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren moglich.
Diese dhnelt dem Beweis fiir den Fall s = 1, den Boneh und Hofri in [6] angeben und ist im
Anhang B.4 aufgefiihrt.

Caron et al. zeigen, dass die Wahl von pg) = pg)GW fiir n > 4 einen Sattelpunkt und damit

kein Minimum liefert (siehe [10]). Wir werden zeigen, dass sich diese Aussage verallgemeinern

lasst und betrachten das Optimierungsproblem

(s)

(73(8)> minimiere E,(f)(p)
" unter pe W

mit Vn(s) = {p eR™0<p<ey, egsp = 1} . Wir formulieren die folgende Vermutung, deren

Giiltigkeit durch die anschlieSende Beweisskizze motiviert werden soll.

Vermutung 6.1.1. Die Funktion ET(ZS)(-) hat an der Stelle pgs)GW genau dann ein Minimum,

wenn s =n — 1 gilt. In allen anderen Fdllen liegt ein Sattelpunkt vor.
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Beweisskizze. Mit s = n — 1 erhalten wir das in Theorem 6.1.1 vorgestellte Resultat. Wir
betrachten den Fall n > s+ 2. Um die Notation iibersichtlich zu halten, setzen wir im Folgenden
Ea(p) = EY(pY)) und En(pow) == B (b by )-

Wir werden zeigen, dass es sich bei pff)GW um einen kritischen Punkt handelt, der Gradient

also an dieser Stelle verschwindet. Anschliefend untersuchen wir die Hesse-Matrix, da ein
kritischer Punkt nur dann ein Sattelpunkt sein kann, wenn die Hesse-Matrix in diesem Punkt

indefinit ist.

Die Nebenbedingung e;p = 1 impliziert, dass eine der Wahrscheinlichkeiten nach Wahl der
ns — 1 anderen bereits festgelegt ist. Dadurch befinden wir uns auf dem Rand der zuldssigen
Menge. Um iiber die Indefinitheit der Hesse-Matrix auf einen Sattelpunkt schlielen zu kénnen,
miissen wir einen Punkt im Inneren der zuléssigen Menge betrachten. Das Optimierungsproblem
lasst sich folgendermaflen umformulieren. Wir ersetzen eine der Wahrscheinlichkeiten durch
eins minus die Summe iiber alle {ibrigen Wahrscheinlichkeiten. Der Erwartungswert léasst
sich dann als Funktion in 75 — 1 Veradnderlichen darstellen, und der (ns — 1)-dimensionale
Vektor f)?(f)GW, dessen Eintrage alle 1/n, sind, befindet sich im Inneren der zuldssigen Menge.
Prinzipiell ist es moglich, jede der i, = () Wahrscheinlichkeiten zu ersetzen. Wir wéhlen die

Wahrscheinlichkeit p3 4, s—25-1,s,5+1,54+2, setzen also
*
D34,..5—2,5—1,s,5+1,542 =D = 1— ijl,...,js,
J

wobei die Summe Y ; iiber jede mogliche Wahl der Indizes ji,...,7s € {1,...,n} lauft, sodass
J1<...<Jjsgiltund |{3,4,...,5s—2,s—1,s,s+1,s+2}N{j1,...,4s}| < s erfiillt ist. Die kon-
krete Wahl von p* wird erst fiir die Untersuchung der Hesse-Matrix relevant sein. Sei p := f)ﬁf)
der 75 — 1-dimensionale Vektor, den wir erhalten, wenn wir den Eintrag p3 4. s—2.s—1ss+1,542
aus dem Vektor p = p,(f) entfernen, dann kénnen wir den Erwartungswert als Funktion

E:R» 1 5 Rin p darstellen. Unter der Nebenbedingung p34,.. s—2s—1.ss+1,s+2 = p* gilt
En(P) = En(f’)

UNTERSUCHUNG DES GRADIENTEN

Die Eintrage des Gradienten sind die partiellen Ableitungen des Erwartungswertes

[ _ 1 . (n—-1
Eap)=> (=D > (=" 5(3_1)
k=1 1<ii < .. <ip<n Ttk

der in (3.6) eingefiihrt wurde und den wir als Funktion in p auffassen. Diese kénnen durch

8E’n(p) _ nz_:s(_l)k—l Z -1 8Si1,...,ik
. . 2 . .
Wijrds 421 L<irerzinsn Dty 0Pt

dargestellt werden. Wir untersuchen die Summanden zunéchst einzeln.
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Um die partiellen Ableitungen 85217”“ zu bilden, betrachten wir die Wahrscheinlichkeiten

pjl <<<<< Js
Si1,....ir,» mindestens eines der Fécher i1, ...,17; zu besetzen. Diese Wahrscheinlichkeit kann als
Summe iiber alle p;, ;. dargestellt werden, fiir die mindestens einer der Indizes 41, ..., zur

Menge {j1,...,Js} gehort.

Leiten wir partiell nach p;, . ;. ab, so erhalten wir nur dann einen von null verschiedenen Wert,

1

wenn pj, . ;. als Summand in S;, . ; enthalten ist. Anderenfalls ist

S beziiglich pj, . ;.

S

Loeeorigg
. .. . . . . 0Si,...i
eine Konstante und féllt beim Ableiten weg. In diesem Fall nimmt auch W den Wert null
J1seee Js
an.
Fir [{i1,...,i} N {j1,...,4s}| > 0 ist p;, . j, genau dann einer der Summanden, wenn

{i1,..., ik} N{3,...,s + 2}| = 0 gilt, da ansonsten auch p* als Summand enthalten ist,

wieder abgezogen wird. In diesem Fall nimmt die

E]

wodurch die Wahrscheinlichkeit p;, . ;
partielle Ableitung den Wert 1 an. Falls |{i1,..., i} N {j1,...,Js}| =0, so ist —pj,, . j, genau
dann einer der Summanden, wenn [{iq,...,ix} N {3,...,s+ 2} > 0 gilt, da in diesem Fall p*

enthalten ist, was zum Wert —1 fiir die partielle Ableitung fiihrt. Es gilt also

-1 0S8, -
Z 52 . £ = Z 52

1<i1 <. <ig < D150l Wiji..is I P,k

1

—1
‘(_1)+ZS27 -1,
1P

U1 yeenyik

wobei die Summe >, iiber alle 1 <4y < ... <ip <nmit [{i1,...,3} N{3,...,5+ 2} >0
und [{i1,...,9} N {Jj1,---,Js}| = 0 und die Summe 3, iiber alle 1 <i; < ... < i < n mit
i1, .. ik} N{3,...,s+ 2} =0und [{i1,...,ig} N {Jj1,...,7s}| > 0 lauft.

Unter Annahme der Gleichverteilung gilt fiir jedes k wie in (3.7)

und es folgt

1

n,s,k

Z 2_1 aSil,...,ik

1<i1 <. <l <n D150tk Mji...js

Sei p = [{j1,...,Js} N{3,..., s+ 2}| die Anzahl der Indizes, in denen p;, _;

stimmt. Dann gilt
n—s n—(2s — p)
E 1= — = E 1
1 I

mit p* tberein-

s

und damit

=0.

P=Pcw

Z 2_1 8Si1,...,ik

1<i1 << < D50yl apjlv"'ajs

Weil alle Eintrage des Gradienten den Wert null annehmen, wenn wir diesen fiir die Gleichver-

teilung auswerten, handelt es sich um einen kritischen Punkt.



60 KAPITEL 6. MINIMIERUNG DER ERWARTETEN ANZAHL AN BESETZUNGSVORGANGEN

UNTERSUCHUNG DER HESSE-MATRIX

Die Hesse-Matrix von E,(p) bezeichnen wir im Folgenden mit H = (h;;),1 <1,j < n,. Eine

Matrix A € R™*™ ist genau dann indefinit, wenn Vektoren v, w € R™ existieren, sodass
T T
v Av>0und w' Aw <0 (6.2)

gelten (siehe [40], S. 68). Um zu zeigen, dass die Matrix H unter Annahme der Gleichverteilung
indefinit ist, untersuchen wir H fiir eine beliebige Wahl von p und sortieren die Eintradge des

Vektors p so, dass die ersten sechs Stellen durch

P = (pl,...,sz,sfl,sapl,...,sf2,sfl,s+1 yP1,...,5—2,5—1,54+2;

T
DPi,...,s—2,5,5+1,P1,...,5—2,5,54+25 P1,...,5—2,5+1,5+25 - - )

festgelegt sind. Die ersten sechs Eintrage stimmen damit in den Indizes 1,...,s — 2 iiberein
und unterscheiden sich nur in den letzten beiden Indizes. Auflerdem stimmt jeder der ersten
sechs Eintrage mit p* in genau s — 2 Indizes iiberein. Die Reihenfolge der restlichen ns — 6

Eintrage wird nicht relevant sein.

Wir setzen

Ty =P1,..,5—-2,5—1,80 L2 = Pl,...s-2s5-15+1, --- 5 L6 :=P1,..5-25+1,5+2>

und konnen die Eintrage von H durch

O*E,(p)
hij == hi;(p) = Pmdr;

berechnen. Im Folgenden betrachten wir anstelle der Matrix H die Matrix
H:= (hij),1<i,j <6,

und nutzen aus, dass mit der Indefinitheit von H die Indefinitheit von H folgt. Falls ndmlich
Vektoren 9, @ € RS existieren, sodass 3'Ho>0und @' H'@ < 0, gelten, so existieren auch
Vektoren v = (3,07)T € R" und w = (@ ',0")" € R, sodass v' H'v >0 und w' H'w < 0
erfiillt ist. Dabei beschreibt 0 den (ns — 6)-dimensionalen Nullvektor. Mit (6.2) gentigt es
somit nachzuweisen, dass die Matrix H unter Annahme der Gleichverteilung indefinit ist, um

anschlieBend auf die Indefinitheit von H unter Gleichverteilung zu schliefen.
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Mit js—1,Js,Jo_1, 7% € {s—1,8,5+ 1,5+ 2}, sodass js—1 < js und j.,_; < jl erfiillt ist, ergeben
sich die Eintrége der Matrix H zu

82En(p)

OP1,2,...;5-2,js-1,3sOP12,... 52,5 i

— i(_l)kfl Z 32 aSil,...,ik 881-1,,”,%
k=1

1<i1<...<ip<n Siln--,ik 8p1,2,...,s—2,j5—17js apl,Q,...,s—Q,jgil,jg

Wie bereits im letzten Unterabschnitt erhalten wir fiir die partiellen Ableitungen jeweils nur
dann einen von null verschiedenen Wert, wenn p1 2. s—2,_,,j, beziehungsweise P12, s-2.4 i,

als Summanden in S;,; enthalten sind.

0Siq,...i
Lk den Wert 1

Analog zu den Uberlegungen des letzten Unterabschnittes nimmt T e
325000, §—24,J5—1:7s

an, wenn sowohl
Hil,...,ik}ﬂ{1,2,...,8—2,j5_1,j5}| >0

als auch
|{i1,...,ik}0{3,...,3—1—2}]:O

erfiillt sind. Aulerdem nimmt die partielle Ableitung den Wert —1 an, wenn
i1, .. i} N{1,2,...,8—2,js-1,Js}| =0

sowie
Hit, ... ik} N {3,...,s+2} >0

. o pe 9Si,...i .
gelten. Entsprechend argumentieren wir fiir ap A=2th—  Um das Produkt der partiellen
1,2,.,5-2,50 .54

Ableitungen zu berechnen, sind die folgenden Félle zu unterscheiden:

(1) Es gelten 1 < iy < ... < i <n sowie
1) i1, iny N{L,2,...,8—2,55-1,4s}| >0,
i) [{i1,..., e N{1,2,...,8—2,5. 1,7} > 0 und
iii) |{i1,.... i} N{3,...,5+ 2} =0.
In Kombination mit der dritten Bedingung lassen sich die ersten beiden zu
) {ir,...,ixp N {L,2} >0
zusammenfassen. In diesem Fall ist

8Si17---7ik 8Si17---7ik

012,052,155 OP12,. 5240 it

=1-1=1.
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(2) Es gelten 1 < i1 < ... < i, <n sowie
D) it ik} 012,05 — 201,00} = 0,
i) |{i1, ..., it N {1,2,...,s— 2,5 1,7} = 0 und
i) [{i1,...,is} N {3,...,s+2}| > 0.
In Kombination mit den ersten beiden Bedingungen kénnen wir die dritte durch
iit") {i1,...,igfN{s—1,8,s+1,s+2} >0
ersetzen. Die Bedingungen (2) i), ii) und iii’) konnen nur dann gleichzeitig erfiillt sein,

wenn [{js—1,Jst N {Jji_1,75} # 0 gilt. In diesem Fall gilt

8Si17---7ik aSil ----- i
— 1. (-1)=1.
OP12,....5-2,js—1.5s OP12,. 5240t

(3) In allen anderen Féllen ist mindestens eine der beiden partiellen Ableitungen null und
damit auch das Produkt.

Es gilt also

2

2 0Siy,..i 0Siy,..i
Z 3 ' - . - = Z SS + Z 53 ’

1<i1 <. <i<n TiLyeeik apl:Qw-vS*z:js—l’js apl,?w-ws—?»j;ﬂvjé I3 i1tk Iy Ptk

wobei die Summe ;. iiber alle 1 <1y < ... < i) < n lduft, die (1) erfiillen und }_;, die Summe
tiber alle 1 <4; <... <1, < nist, die (2) erfillen. Unter Annahme der Gleichverteilung gilt

Z 2 85i1,~~~7ik a‘gil,.“,i]C
3

2
) . ) ) - 3
1<i1 <...<ip<n Sil,...,z‘k OP12,....5-2,s-1.ds 81’172,..-,5*2,3;,1%

d1+> 01

n,s,k I3 Iy

P=Pcw

Z 1 n—s n—s—2

L N k k ’
da es (", ®) Moglichkeiten gibt, 1 < i; < ... < 4 < n zu wihlen, sodass die Bedingung
i1, ... ik} N{3,...,s + 2} = 0 erfiillt ist. Weil mindestens einer der Indizes 1 oder 2 in

{i1,...,1x} enthalten sein soll, miissen wir die ("_2_2) Falle, fir welche diese Bedingung nicht

Es ist

erfiillt ist, abziehen.

Die Summe };, nimmt unterschiedliche Werte in Abhéngigkeit der Kardinalitét der Menge
{Js—1,ds} N {Js—1, Js ) an.
Fir [{js—1,4s} N{ji_1, 75} = 2, und damit j,_1 = j,_; und js = 7., leiten wir zweimal partiell

nach der selben Variablen ab. In diesem Fall gilt

s () ()



6.1. OPTIMALITAT DER GLEICHVERTEILUNG IN DEN FALLEN s=1UND s=n—1 63

da es (".*) Moglichkeiten gibt, 1 < i1 < ... < i < n zu wihlen, sodass die Bedin-
gung [{i1, ..., it N{L,..., 8 —2,75-1,7s}| = 0 erfiillt ist. Weil mindestens einer der Indizes
{s— 1, s, s+1,s+2}\{js—1,4s} in {i1,..., 4} enthalten sein soll, miissen wir die Anzahl

("_2_2) der Falle, fiir welche diese Bedingung nicht erfiillt ist, abziehen.

Fir [{js—1,Js} N {ji_1, 7.} = 1 leiten wir zweimal partiell nach Variablen ab, die in einem
Index tibereinstimmen. Damit ist Bedingung (2) iii’) gleichbedeutend mit [{é1,...,ix} N {s —
1,s,s+1,s+2} =1. Weil es 1 - (n;fIQ) Moglichkeiten gibt, die Indizes 1 <41 < ... <1 <n
zu wahlen, sodass genau einer der Indizes s — 1,s,s 4+ 1,5 + 2 und k — 1 Indizes, die von den
s+2 Werten 1,2,...,5—2, js_1,7]s, Ju_1, s sowie dem zuerst gewéhlten Index verschieden sind,

gilt
le (n—s—2>.
T k—1

Fiir {js—1,7s} N{Jji_1,751| = 01ist 377, 1 = 0. Fassen wir die bisherigen Ergebnisse zusammen,
so nimmt
Z 2 8Sil,~~->ik 6Si17--~7’ik
3

1<ii<...<ip<n Si17_,,7ik apl,?,...,S*Q,js—lyjs 8pl,2,...,s—2,j;71,jg

P=PGwW
in Abhéngigkeit von |[{js—1,7s} N {j._1, j.}| unterschiedliche Werte an, und zwar
fir [{js—1,Js} N {Ji1, 6} = 2 den Wert

Ly 1 0S;, i 0S;, i
Ups = ) Z(—l)kil Z y 21550k 21,5
’ — . e Sh i OP12, 52015 OP12, -2,
k=1 1<i1 <o <n Ditin PL2008= 2005 100s PL2,0s=250 00 15
=3 1 n—s n—s—2
=Y ()M 12 -2 :
k=1 Mn,s,k k k
fiir [{js—1,Js} N {Js—1,Js}| = 1 den Wert
b 275(_1)19—1 > 1 0Siy,....ix OSnir,....in
e — , S Op12,s-2s s OP12. s 24t
k=1 1<i1 <. <t <n Utk 1Enes Js—157s yLyeens WJs—1:Js P=PCwW
—Tf(—l)k_l 1 [(n—s)_(n—s—2>+<n—s—2>]
— — ,
= M3 ok k k k—1
und fur [{js—1,Js} N {j._1,7.} = 0 den Wert
= 1 0S;. i 0S;,
Cn s — 2 Z(—l)kil Z y 1140052 11ye-y2k
’ — . , S2 i OP12,s—2s 1.5s OP12,.. s—2.4 . 4
k=1 1< <..<1p<n ",k 1Sty WJs—1,]s yhyeey 3Js—1:Js P=pPCw

3 _ 1 n—s n—s—2
-z () (7))
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Seien H' und H’ die Matrizen, die sich ergeben, wenn wir H und H jeweils fiir den Vektor pgw

auswerten. Nach Definition von H y Qns, bp s und ¢, 5 ist H' eine symmetrische (6 x 6)-Matrix

der Form
Qn,s bn,s
bn,s Qn,s
ﬁ/ _ n,s bn,s

n,s bn,s

n,s Cn,s

Cn,s bn,s

bn,s
bn,s
Qn,s
Cn,s
bn,s

bn,s

bn,s
bn,s

Cn,s

Qan,s

bn,s
bn,s

bTLS

)
Cn,s
bn,s
bn,s

an,s

bn,s

Weil eine reelle und symmetrische (n x n)-Matrix genau dann indefinit ist, wenn sie mindestens

einen positiven und mindestens einen negativen Eigenwert besitzt (siehe [1], S. 659), befassen

wir uns im Folgenden mit den Eigenwerte von H’. Diese sind durch

An,s,l = Qn,s — Cn,s,

)\n,s,2 = Qn,s —

)\n,s,?) =ans+ 4bn,s + Cn,s

gegeben (siehe Anhang C.7).

2bn,s + Cn,ss

In den folgenden Unterabschnitten werden wir die Eigenwerte A, 51 und A, ;2 untersuchen

und anhand einiger Beispiele zeigen, dass A, 51 > 0 und A, 52 < 0 fiir konkrete s und n erfiillt

ist.
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UNTERSUCHUNG DER EIGENWERTE A, 51 UND A, 9

Wegen ("]*) — ("7?2) -2("] 512) = 0 konnen die Eigenwerte durch

)\n,s 1= 0n,s —Cns

A Mgsk%(“;8)—2(”‘2‘2)—<”23>+<”‘2‘2>1

_QZ

sl

- M;,k:<”f>—<”‘2”>+(“‘2‘1)-(”‘Z‘Qﬂ
(
(

=9 Z 1
=9 Z

n,s,k
o N Y ey B k1 ("e 1)
=2 Z( 1) M3 +2 Z ( 1) 3

k=2 n,s,k k=1 Mn,s,k

n,s,k

1

n—s—2 (n s— 2) n—s—2 A (n—s—2)

:_22

Ly 1 n—s n—s—2 n—s—2
—9 _lk’—l o _9
S (0 () ()

jay 1 n—s—2 n—s—2 n—s—2
=2 (—1)kt —
ot () () ()]

angegeben werden.
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Es bleibt zu zeigen, dass A, 51 > 0 und A, 2 < 0 gelten. Mit Maple wurden die Eigenwerte fiir
unterschiedliche Werte s € {3,...,100} in Abhéngigkeit von n € {s+2,...,300} berechnet
und in Schaubildern aufgetragen (sieche Abbildungen 6.3, 6.4, 6.1 und 6.2). Der Quellcode ist
im Anhang D.4 zu finden. In allen Abbildungen sind die Eigenwerte fir jedes feste s in der
gleichen Farbe dargestellt. Aus Ubersichtszwecken wurde in den Abbildungen 6.4 und 6.2 auf

eine Legende verzichtet.

DER EIGENWERT A, 41

6007 . 101
*
300 1
& L] 3
. = -
4001 . . v
L] L]
; ¢ 6+
A 300 F :
k4 ° -
oo #o ""1
y K . °
200+ . A T o 4
& .‘> ‘0 °¢°
P o ’o’
@ &
100 R =
AP P e°e¢
o® 0% a0t 40® oo 2
Y R PP A
0 10 20 30 40 50
11
5=31 ¢« 5=4 5=3 ¢ 5=6 5=7 00 1{'}0 2{'}0 3{'}0
¢ 5=§ s=9 =10

Abbildung 6.1.: A, 1 fir s € {3,...,10}
und n € {s+2,...,100}

Abbildung 6.2.: A\, 51 fir s € {50,...,100}
und n € {s+2,...,300}

In den Abbildungen 6.1 und 6.2 ist das Verhalten der Eigenwerte A, 51 visualisiert. Hier ist

fiir festes n mit 51 < so die Ungleichung A, 5, 2 > A, 5,2 erfiillt. Es wird deutlich, dass diese

Eigenwerte fiir jede getroffene Wahl der Werte s und n positiv sind. Auflerdem ist die von

n abhéngende Folge der Eigenwerte fiir jedes feste s ab einem bestimmten Wert n monoton

wachsend. Der rechnerische Nachweis dieser Eigenschaften ist bisher nicht gelungen.
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DER EIGENWERT A, 52

In den Abbildungen 6.3 und 6.4 wird deutlich, dass die Eigenwerte A, 52 fiir jede getroffene
Wahl der Werte s und n negativ sind. Fiir festes n und s; < so ist hier die Ungleichung
Ans12 < Anso,2 erfiillt. Auerdem ist die von n abhéngende Folge der Eigenwerte fiir jedes feste
s ab einem bestimmten Wert n monoton fallen. Der rechnerische Nachweis dieser Eigenschaften

ist bisher nicht gelungen.

i} T T T T 1
0 ! ! { 1 150 200 250 300
/ﬁ) 11
yay.s
-0.011

2 -0.021
b -3 1
- * - 9
" b | b _p03-
L °
L * %
-4 & eo K
. oe . ~-0.044
-
-5 5 °6 0.0
& hd : #
e - - 44
6 ° & % 00 b
e g=3 o £=4 e £=5 5=6 5=7
e £=8 ¢ £=0 « =10 -0.06

Abbildung 6.3.: A, 9 fiir s € {3,...,10} Abbildung 6.4.: A, 52 fiir s € {50, ...,100}
und n € {s+2,...,100} und n € {s+2,...,300}

Verbinden wir die Punkte in der Abbildung fiir ein festes s, erhalten wir immer die gleiche

Struktur. Fir s € {3,4,5,6} ist diese Struktur in Abbildung 6.5 jeweils durch einen Polygonzug

visualisiert.
0 r -
30 40 50
. n
- T
_4.
A2 \\\
\\\
_6 .
\.
N
8 N\
hY
\
\
-10 -
| =13 5=4 5=35 5= 6|

Abbildung 6.5.: Polygonzug der Folge A, 5o fir s € {3,...,6} und n € {s +2,...,50}
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Wir haben somit gezeigt, dass die Gleichverteilung einen Sattelpunkt liefert, wenn s €
{3,...,10} und gleichzeitig n € {s + 2,...,100} beziehungsweise s € {50,...,100} und
gleichzeitig n € {s+2,...,300} erfiillt sind. Es besteht die Vermutung, dass sich diese Aussage

fir den Fall s > 3 und n > s + 2 verallgemeinern lasst. O

In Abschnitt 6.2 werden wir uns dem Fall s = 3 zuwenden und untersuchen, wie die Wahr-

scheinlichkeiten gewéahlt werden konnen, um den Erwartungswert zu minimieren.

6.2. MINIMIERUNG VON E)

Wahlen wir n = 4 oder n = 6, so erhalten wir jeweils Spezialfélle der in den Abschnitten 3.2.2

und 6.1 vorgestellten Situationen. Im allgemeinen Fall n > 5 suchen wir einen Vektor

P = (D123, D124+, DP1.270, D134 -+ > Pr—2n—1) € VP
: (3) ._ 73 T4
mit V™ == {p ERB|0<p < ey, e, p=1;, der
n

n -3 _
PRIES SED S E LD DL E (” ) 1) (63)
i=1"" k=2

1<i1<...<ip<n A

minimiert. Zunachst miissen Darstellungen fir P;, ¢ =1,...,n, und S;,, ., %1,...,0 €
{1,...,n}, k=1,...,n— 3, gefunden werden, die nur von den Wahrscheinlichkeiten p;, ;, i,

der 3-Teilmengen abhéngen. Durch

b= Z Dty ta,i + Z Dtyite T Z Dity 6o (6.4)

1<t1<t2<i—1 1<t1<i<ta<n 1<t1<ta<n

konnen wir die erste der gesuchten Wahrscheinlichkeiten ausdriicken. Wir betrachten als
Nachstes die Wahrscheinlichkeit S, i, ,
Offensichtlich ist diese Wahrscheinlichkeit fiir £ > n — 3 gleich eins. Mit der Formel des Ein-

und Ausschlieflens konnen wir S;, _;, fir £ <n — 3 wie in (3.2) durch

mindestens eines der Féacher i1, ..., 4, zu besetzen.

Sil,---,ik = ZPH - Z Pit17it2 + Z Diy) ity ity (65)

=1 1<t1<t2<k 1<t <ta<ts<k

~+

darstellen. Die Wahrscheinlichkeit P;, ;,, eine 3-Auswahl zu treffen, in der die Fécher 41 und i

enthalten sind, kann mithilfe von

Pilﬂéz Z Diyiat T Z Diy tyin T+ Z Pt iy io (6~6)

i9<t<n 11 <t<io 1<t<iy

beschrieben werden. Es wird klar, dass schon im Fall s = 3 sehr grofle Terme entstehen,
wenn wir (6.6) in (6.5) und anschliefiend (6.5) und (6.4) in (6.3) einsetzen. Aus diesem Grund

betrachten wir zunéchst die Spezialfille n =5 und n = 7.
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6.2.1. DER SPEZIALFALL n =5

Wie zu Beginn von Abschnitt 6.2 beschrieben, suchen wir einen Vektor p € V5(3) der Form

T
p= (P1,2,3aP1,2,47p1,2,5»P1,3,4,P1,3,57p1,4,5,P2,3,4,P2,3,57p2,4,5,P3,4,5) )

sodass

Bp)=Y 5 - Y

4
+ (—1)2< )
i=1 b 1<i1<i2<5 Sixia 2

Shn

1<i1<i2<5 Siyia

+6

minimal wird. Um Eég) (p) fiir verschiedene Strategien zu berechnen, suchen wir P; und S;, 4,

in Abhéngigkeit von p. Es gelten

P =p123+pi24+pi2s+p1,34+DP135+ D145,

Ps =p1o5+p2as5+Dp345+ 01,35+ D145+ D125
Mit

Pio=p123+p124+Dp125,

Pys5 =p1as+ D245+ D345
und (6.5) erhalten wir

Sio=Pi+ P —Pia=1—p34s,

S13=1—paas,

Sas=1—p123.

Mit Maple lasst sich Eé?’) (p) in Abhéngigkeit von p berechnen. Die Werte sind in Tabelle
6.1 auf drei Nachkommastellen gerundet aufgefiihrt, die Rechnungen sind im Anhang D.1

nachzulesen.



70 KAPITEL 6. MINIMIERUNG DER ERWARTETEN ANZAHL AN BESETZUNGSVORGANGEN

DP1,2,3 % % % 0.18052
P24 | 15 0|42 0.18052
P25 | 16 0|32 0.18052
P34 | 15 00 0

P1,3,5 + 00 0

D145 & 010 0

P2,3.4 =+ 010 0

D235 % 010 0

p2as |19 |00 0

D345 % % % 0.4584
E¥(p) | 3.222 | 3 | 2.917 | 2.881

Tabelle 6.1.: Eé3)(p) in Abhéngigkeit von p

Wenden wir in Maple den Befehl Minimize auf den Erwartungswert an, erhalten wir je
nach Startwert unterschiedliche Ausgaben. Fiir Startwerte, welche die durch VT«E3) gegebenen
Nebenbedingungen erfillen, wird keine Iteration durchgefiihrt. Im Anhang D.1 sind zwei
Beispiele aufgefiihrt, in denen der Startwert geringfiigig von der Gleichverteilung abweicht. In
beiden Fillen ermittelt Maple den in der letzten Spalte von Tabelle 6.1 aufgefithrten Wert.
Um EE()?’) (p) zu minimieren, scheint es optimal zu sein, zwei Facher auszuwéhlen, hier die
Facher mit den Nummern 1 und 2, die zusammen mit einem der iibrigen Féacher besetzt werden
kénnen. Dies geschieht jeweils mit der gleichen Wahrscheinlichkeit «. Der 3-Auswahl, die aus
den iibrigen Fachern besteht, hier 3,4, 5, wird die Wahrscheinlichkeit 5 =1 — 3 - & zugeordnet.
Setzen wir voraus, dass der Erwartungswert minimal wird, wenn wir die Wahrscheinlichkeiten

nach diesem Modell, also

P1,2,3 = P1,24 = P1,25 = Q,
P1,34 = P13,5 = P145 = P2,34 = D235 = P2.4,5 = 0

und

p3as=B=1-3 «

wahlen, so wird Eég) (p) fir @ = 0.18052 minimal. Es handelt sich dabei um ein einfaches
Optimierungsproblem, das gelost werden kann, indem wir den Erwartungswert in Abhéngigkeit
von « darstellen, ableiten und die Ableitung mit null gleichsetzen. Anschliefendes Auflésen
nach « liefert den oben genannten Wert. Die Rechnung ist im Anhang D.3 aufgefiihrt. Es ist
anzumerken, dass die Wahrscheinlichkeiten P, ..., Ps in diesem Modell unterschiedlich grof3
sind. Wahrend die Wahrscheinlichkeit, Fach Nummer 1 oder 2 in einem der Besetzungsvorginge
zu treffen, gleich
Py =P, =p123+p124+p12s5~0.54156
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ist, werden die Facher mit den Nummern 3,4 und 5 mit der gréfleren Wahrscheinlichkeit

Py =Py = P5=p345+p1,23=0D345+ D124 = P345+ D125~ 0.63892

getroffen. Diese Beobachtung stimmt mit der von Caron et al. beschriebenen Situation im Fall
s = 2 tberein (siche [10]).

6.2.2. DER SPEZIALFALL n =7

WEeil die Berechnungen fiir den Fall n = 7 bereits sehr aufwéndig sind, verweisen wir auf die mit
Maple durchgefiihrten Rechnungen im Anhang und geben an dieser Stelle nur die wichtigsten
Formeln wieder. Gesucht wird ein Vektor p € R3> der Art

. T
P = (p1,2,37p1,2,4, cee 7195,6,7) )

sodass

E§3)(p)22;— > + > - 3 b

=1 1<it Tt Sy 1<y Sig<t Siizis  1<i) cisci<ia<T Diizisia

1 1

~

minimal wird. Tabelle 6.2 zeigt die mit Maple berechneten Werte in Abhéngigkeit von p.
Wenden wir in Maple den Befehl Minimize auf den Erwartungswert an, erhalten wir wie im
Fall n = 5 je nach Startwert unterschiedliche Ausgaben. Wahlen wir den Startpunkt so, dass

er minimal von den Werten der letzten Spalte in Tabelle 6.2 abweicht, erhalten wir die Werte
P1,2,4 = P1,25 = P1,45 = P25 = 0.15742635877

und
p3.6,7 = 0.37029456567,

alle anderen Wahrscheinlichkeiten sind null. Der optimale Wert ist
ES) (p) = 4.65862944123323.

Die Rechnung ist im Anhang nachzulesen.

6.2.3. AUSBLICK UND VERMUTUNGEN

WEeil die Berechnungen mit wachsendem n stark an Umfang zunehmen, konnte es erstrebenswert
sein, E7(13) (p) auf eine andere, leichter zu untersuchende Art darzustellen. Im Fall n = 8 wird
beispielsweise bereits ein Vektor p € R'?? gesucht. Eine alternative Darstellung fiir E,(f) (p)

wiare auch fiir s > 3 interessant. Dazu liegen bislang noch keine Ergebnisse vor.

Die Struktur des Vektors p, die Maple fiir die Félle n =5, n = 6 und n = 7 als Minimalstelle
fiir E7(13) (p) ausgibt, fithrt zu der Vermutung, dass im Fall s = 3 drei Fille unterschieden
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P23 | 35 | 2| 2| 5 || p2sr| 35 | O 0 0
Pra4a |35 | 02| 3 | poas| 35 | O 0 0
D125 % 010 0| p2as % 0 0 0
P26 |3 | 00| 0 | poa7| 3 | O 0 0
P27 |3 | 0] 0] 0 | pse| 3 | O 0 0
P13a |3 | 7% |5 || P25 | 35 | O 0 0
P35 |3 | 0] 0] 0| poer| 3 0 0 0
P36 |3 | 0] 0] 0| psas| 3 0 0 0
P37 |3 | 0] 0] 0| psas| 3 0 0 0
Pras |3 | 70| 0 | psazr| 35 | O 0 0
P1,4,6 % 010 0| p3se % 0 0 0
Pra7 |55 [0 0] 0 |[pasr| g5 | 0| O 0
P1,5,6 % 010 0| pser % 0 0 0
P1,5,7 % 010 0| pase % 0 0 0
pLes |3 | 50| 0 || pasz| 35 | O 0 0
P234 |3 | 2| % | 25 || Pasr| 35 | O 0 0
P235 |3 | 00| O | pser| 35 | 2 3 3
p236 |3 | 0] 0] 0

EY (p) 5.42 | 4.8 | 4.75 | 4.6593

Tabelle 6.2.: Eég)(p) in Abhéngigkeit von p

werden miissen. In jedem der Félle wollen wir einer gewissen Anzahl disjunkter 3-Teilmengen

die Wahrscheinlichkeit 8 zuweisen.

DIE FALLEn=k-3 UNDn=%kk-s

Im Fall n = 3k konnen wir & disjunkten 3-Teilmengen die Wahrscheinlichkeit g = % zuordnen.
Dieser Fall wurde in Abschnitt 3.2.2 fiir ein allgemeines s angeschnitten und fiihrt zu der

bereits in fritheren Arbeiten (siehe z.B. [23]) vorgestellten Vermutung.

Vermutung 6.2.1. Sei n ein Vielfaches von 3, dann liegt an der Stelle p genau dann ein

Minimum von E7(L3)(p) vor, wenn p € B7(13) mit B7(13) wie in (3.11) gewdahlt wird. Fir s > 3

und n =k - s, liegt an der Stelle p genau dann ein Minimum von Eff)(p) vor, wenn p € Bff)

gewdhlt wird.
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DER FALLn =k-3+4 MIT s = 3

Motiviert durch den in vorgestellten Fall s =2 und n=5=1-2+4 3, in dem p aus der
in Unterabschnitt 3.2.1 definierten Menge Dg) gewdhlt wird, definieren wir fiir s = 3 und
n =k -3+ 4 den Vektor péa) durch

a, wenn (i1,i9,13) = (1,2,3),(1,2,4),(1,3,4) und (2,3,4),
(@ .

k—1
Diyjinsis *=

B, wemni;=3-r—1, ia=3-r, i3=3-r+1, r=2,3,... %L

0, sonst.

Wir wéhlen also zunéchst vier Fécher aus und weisen jeder 3-Auswahl innerhalb dieser Fécher
die Wahrscheinlichkeit o zu. Wegen n = k- 3+ 4 konnen wir aus den tibrigen Fachern paarweise
disjunkte 3-Teilmengen bilden, denen wir jeweils die Wahrscheinlichkeit 5 = % zuweisen.
Mit

DY) = {plp = o(p§?) fitr ein o € S,}

kénnen wir eine weitere Vermutung formulieren.

Vermutung 6.2.2. Fir n = k-344 existiert ein eindeutiges a*, sodass an der Stelle p genau

dann ein Minimum von E7(l3) (p) vorliegt, wenn p € DT(:?‘;) gilt.

Fir den Falln =7 =1 -3 + 4 wird diese Hypothese durch die Werte in Tabelle 6.2 gestiitzt.

DER FALLn=k-3+2 MIT s = 3

Wir definieren fiir s = 3 und n = k- 3 4+ 2 den Vektor péa) durch

a, wenn (i1, i2,43) = (1,2,5), j € {3,...,n},
P =3B, wemnig =37 ip=3-r+1, iz=3-r+2 r=12.. .k
0, sonst.

Die Féacher mit den Nummern 1 und 2 werden folglich in Kombination mit jedem der Féacher
3 bis n mit der gleichen Wahrscheinlichkeit o besetzt. Aulerdem werden die Féacher mit den
Nummern 3 bis n in (innerhalb dieser Gruppe disjunkten) 3-Teilmengen mit Wahrscheinlichkeit

8= 1_(71%)& besetzt. Auch hier verwenden wir die Menge

Dfﬁ% ={plp= 0(p§“)) fir ein o € S, },

um die folgende Vermutung zu formulieren:

Vermutung 6.2.3. Fir n =k -3+ 2 existiert ein eindeutiges o, so dass der Punkt p genau

dann ein Minimisator von E7(13) (p) ist, wenn p € DST;) gilt.

Es ist denkbar, dass sich nicht nur Vermutung 6.2.1, sondern auch die Vermutungen 6.2.2 und

6.2.3 fiir s > 3 verallgemeinern lassen.






ANHANG A

BEWEISE DER LEMMATA

Lemma 4.1.1. Es gilt
P(Ny=/¢1,....,N,=£4,,B=0b)=0 (n*T*ZLQ@fl)bf) .
Beweis. Wir definieren by, := »":_; b; und betrachten
P(Ny=41,...,N, ={,,By =by,...,B, =b,)

fir alle by, ...,b. € Ny, die /1 4+ -+ £, = by + 2by + - - - + 1b, erfillen. Diese Wahrscheinlichkeit
wird im Beweis von Theorem 4.1.1 fiir den Fall untersucht, in dem by, = f5, gilt. Wir verweisen

an einigen Stellen auf den Spezialfall, um den Beweis kurz zu halten.

Fiir jedes ¢ € {1,...,r} ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau b; mal i der Facher 1 bis
b;
r besetzt werden, gleich <(”_T)/ (Z)) . Die Wahrscheinlichkeit, in den iibrigen k,, — by, Be-

s—1

ke —b
setzungsvorgingen keines der Facher 1,...,7 zu treffen, ist (("_T) / (’;’)) * . Mit (4.9) gilt

S
dann

T n—r b; n—r kn—bs;
P(lezl,...,N,:er,sz):il'[l[(H)} [((’3))1 bllmbr’fg’;nbz)!. (A1)

Wir werden das asymptotische Verhalten der Faktoren zunachst getrennt betrachten. Wegen

() _ s (ms) s r )
M (s—a)! n (i 1) =O0(n™)
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gilt

I V()W =0 (nZmm)

kn—b
Um den Faktor ((nj) / (s)) ¥ zu untersuchen, logarithmieren wir ihn zunéichst. Es gilt mit

(4.11), &, wie in (B.2) und den Ungleichungen (1.4) analog zu (4.13)

bg(((’é)’"))kn—bz) (ko — bo) 1og<1j( n_))

—(kn —bg

0

b n
< ET:S_r(a:+logn+(c—1)10g10gn—log((c—1)!)_55)‘
n

Um das Logarithmieren riickgéngig zu machen, wenden wir die Exponentialfunktion an und

erhalten

(nir) Fn b bsrs
2 < e T@msen /M) T oxp(—r(c — 1) loglog n) (¢ — 1)!" exp < >
. n
=0 (n_r(log n)_r(c_l)) .

Fiir den letzten Faktor in (A.1) gilt

k! k2= (14 0(1)) by b
= n = 1 Z .
bil- - b, (kn — by)! bl Y (n=(10g )"
Wegen
—r — (Zibi> tbhy=—r—> (i—1)b
=1 i=1
und

by —r(c—1) <0

ergibt sich

PNy = l1,..., N, = 6, B=b) = 0 (n 221 O (n™"(logn) "“"V) O (n"* (log n)")
-0 (nfrf ::1(1'71)1%)

und damit die Behauptung. d
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Lemma 4.2.1 Sei A, j = Agll;(kn) das Ereignis, dass Fach Nummer j nach k, = | %(z+logn)]
Besetzungsvorgangen noch leer ist. Dann gelten fiir jedes r > 1 und fiir jede Wahl von
Uyenny by € {1,...,n}

et x + logn
P(Ani, N...NAy;) < pra exp < logng E A, u) exp(an,r + bp,r)
=1

und

e "t r +logn —
P(An;, N...NA;) > — - exp ( oan Trogn Z A, w) “dpr - €Xp (—(x + log n)Rn7r>
n ogn —

at
- exp —%(x+logn)R :

a
Beweis. Mit P(A, 4, N...N Ay, ;) untersuchen wir die Wahrscheinlichkeit, dass die Fécher mit
den Nummern 41, ..., %, nach k, Besetzungsvorgdngen noch frei sind. Diese Wahrscheinlichkeit

lasst sich durch
]P)(An,il n...N An,ir) = (1 — Snjih_“’“)kn

ausdriicken. Mit (3.2) gilt also

h=11<0<...<t,<r

kn
P(An,il n.. Ap, w [1 - Z Z (_1)h_1pn7ie17-~,izh] :

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Facher mit den Nummern iq,...,%, in einer s-Auswahl
enthalten sind, ist in diesem Modell mit (4.18) durch

aniélv"wi[h = : : pn7i17"'7i5

{i1,..,is}C{1,...,n}:
{izl ..... Wh}C{zl ,,,,, is}

_ Z 1+ An,il,...,is
) logn
{ig,ees is JC{1,..., n}: S
{igy »ovigy YC{itmis)

n—h n—h
1 1
_ (s—h) + (s—h) Z Anil, i

G () logn (T 50

{igy vevigy, YC{i1 omis}
— (Z:;LL) 1 + Zn’iél""’iéh
(Z) logn

gegeben.
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Es folgt

P(A Aniy) _1 i Z ( 1>h 1 (Z:ZL) <1 An,iav-%@) "
1 Nn...N nyir) — — — - n 4+ —h
1 h=11<61<...<tp<r ( ) logn

—_1—(i<—1>“@_3) (()+ R ))]k
- @ \\B) gy £y o T '

Fiir die weiteren Berechnungen wird der erste Summand der alternierenden Summe abgespal-

ten. Die iibrigen » — 1 Summanden werden durch R, , aus (4.22) zusammengefasst. Unter

Verwendung der Ungleichungen (1.4) fiir die Logarithmusfunktion ergibt sich somit

Am nr A2
logn E , + R )) (A.2)
< kS vy ET:A .+ R
> nn logn [%Y) n,r

(=1

S
= —k n < IOgTL ZAn 7,;) - nﬁRn,T‘ (A3)

10g P(Aps, N ... O Ans) = kn log (1 - % (7"

Der erste Summand in (A.3) lasst sich mit M wie in (4.17) durch

—k:ni <7~+ 1 zr:An,ig> —% (Z(x—i—logn) a 1) (T logn z:: )

n lognez1
1 U M
S—rx—rlogn—WZAme—i-S(r—Fr >
logn = n logn

IN

nach oben abschéitzen. Um das Logarithmieren riickgdngig zu machen, wenden wir die Expo-

nentialfunktion an und erhalten mit a,, , wie in (4.20)

s 1 K e Tt T+ logn <~ —
exp (—knn <7‘ + Togn EZZI An7i£>> < o exp <_logn ZAM@) exp(an,r).

(=1

Bei der Untersuchung des zweiten Summanden in (A.3) beobachten wir zunéchst

r (nfh) r 1
k RTLT k h ‘ (8) h logn An7ul’...7’Lgh)

1< <...<tp<r
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und betrachten anschliefend die » — 1 Summanden fiir festes h einzeln. Es gilt

, -y (7”) L1 S R
() \\») logn, , =, _ 0
n S r 1 —
S g(x + log n)sn,hﬁ ((h) + 10gn Z Anvigl""vifh)

1< <...<lp <r

T x +logn —
=Sun| ) |(z +logn) + s, —on S Auig g, -
h logn 1< <...<lp<r ! "
<< <<

Mit by, , wie in (4.23) ergibt sich

S
_kn*Rn,r < bn,r
n

und somit die obere Schranke

e Tt T+ logn <~ —
P(A,::N...NA,; ) < _ JAVRY bn.r).
( n,i1 n,z,-) = €xp ( logn Ezzl n,ip eXp(an,r + n,r)

Auch fiir die Herleitung einer unteren Schranke verwenden wir die Ungleichungen (1.4) fiir die

Logarithmusfunktion und erhalten fiir hinreichend grofie n unter Verwendung von (A.2) durch

log ]P’(An’i1 Nn...N An,i»,n)

1
=k, log (1— - <7’+ logn ZAnze +Rnr>>

7“+(1/10gn)22 1A, + Ry

3

— a:—Hogn)

§ nl—s/n(r+(1/logn) 37— lAn25+Rnr)
x+logn o~— 1
r+rlogn + ——— ; —
< & logn ; n’”) 1—s/n(r+rM/logn+ Ry ,)
1
— (z + logn) Ry,

"1 —s/n(r+rM/logn+ R,,)

eine erste Abschitzung. Wegen

1 B s/n(r+rM/logn + R, ;)
1—s/n(r+rM/logn+ Rn,) 1—s/n(r+rM/logn+ Ry,)
T
=it 1 a,tr

gilt

T+ logn <~ — air
log P(A,,:;, N ...ﬂAnvi,.)Z—<:cr+Tlogn+ logn Ez:l nw) <1+ - )

_ at,
— (x +logn)R,, 1+1 — |-

— Qn,r
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Nach Anwendung der Exponentialfunktion folgt mit d,,, wie in (4.24)
P(An,il Nn...N An,ir)

e ( x + log n —
> exp Z A, 7,@> n,r €XP _(1: + log n)Rn,T
n’" log no = ( )

at, _
exp 1 nr — (v +logn) Ry | -

_anr
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Lemma 5.1.1 Fiir festes v und o > 0 gelten

. n—v 1 dN\ o
Jim Pry(Bys1 NN Byo) = — (y)
ol\d!

n—oo o

und
‘ n—v n—u
lim Z(_1)0< )Pn,y(3y+1 Nn...N Bl/+0') =1— W(y)
Nn—r00 = o

Beweis. Firi € {1,...,0} und festes v beschreibe N; die Anzahl der Teilchen in Fach Nummer
1, nachdem ¢, Teilchen verteilt wurden, wobei wir annehmen, dass lediglich n — v Fécher zu
Verfligung stehen. Die Zufallsvariable N, beschreibe die Anzahl der Teilchen in den restlichen

n — v — o Fachern. Dann gilt wegen der Austauschbarkeit der Facher
Pry(Bny+1N...NByyyo) =P(Bp_p1N...NBp_ys) =P(N1 >d,...,Ny >d), (A4)

wobei der Zufallsvektor (Ni,..., Ny, Ny4+1) die Multinomialverteilung

n—v n—v n-—v

1 1 n—v—
(Nl,...,Ng,N(,H)~Mult<€n, n—v ")

besitzt. Die Tail-Wahrscheinlichkeit der Multinomialverteilung kann mithilfe unvollstdndiger
Dirichlet-Integrale ausgedriickt werden (siehe [30], [38]). Wir erhalten

A 0, =
. (ﬂwj - d}> " (d— 1)1 (b, — do)! /0 /o

T d- 1)!5&!” —do)! <n i y)

1 1 0 1 o Ly —do
d—1
U 1-— U; duy...du

und werden im Folgenden die Konvergenz des o-fachen Integrals gegen (é)a fiir n — oo zeigen.

1 o bp—do &
<1 — Z ml> H xf_ldxl ...dz,
i=1 =1

Py
do

Der Nachweis erfolgt unter Verwendung des Satzes von der dominierten Konvergenz (siehe
[32], S. 336). Um diesen Satz anwenden zu kénnen, miissen wir zunédchst die Existenz einer
integrierbaren Majorante und anschlieend die Konvergenz des Integranden nachweisen. Mit
n—v > o und u; € [0,1] gilt

1 by —do
0< (1 - Zui> <1. (A.5)

Also ist durch ¢ : [0,1]” — R mit
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eine Majorante gegeben, die wegen

integrierbar ist. Um die Konvergenz des Integranden nachzuweisen, betrachten wir zunachst

den Teil des Integranden, der von n abhéngt und verwenden die Identitéit

1 o by —do 1 o
<1_n—yzui> = exp ((ﬁn—da) <log (1_n—yzui>>>'
i=1 i=1

Mit der Abschitzung (1.4) fiir den Logarithmus ergibt sich fiir das Argument der Exponential-

funktion
(6, — do)log [ 1 1203 > (¢ d)(l 1 )
—do)lo - ) U —ao){t—
n g n— v & i | = \tn 1_ i q:lui
i=1 n—v 1
1 o
= 2ui=1 Wi
= —da)(— = >
" 1— 5 S
1 oo
Z(ynl—é_do_)(_ n—ul z:clruz >
I D R
1
1 yn'"a < 1 ¢
_ — u; + do Uj
1_711_1/2‘27_11%( n—ug ! n—y; Z)
und damit
liminf(¢,, — do)1 1 Ly ;
(G — doylog (1= 2= 3w
1 d o 1-1 o
> lim inf ——2 d “i_yn dzui
oo 1 — o Y iU \ Vi VoS

=0.

Es gilt also
1 o by —do 1 o
1%gf<1—n_ygui> zlgggéf<exp<(en—da)1og<1—n_VZui»)
1 g
= liminf | (¢, — do)l 1-— i
GGG

> exp(0)
= 1.
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Weil der Integrand mit (A.5) nach oben durch eins beschrankt ist, gilt auch

1 o bp—do
lim sup (1_712”2) <1,

n—oo

lim <1 -
n—oo

folgt. Zusammengefasst erhalten wir

bp—do 4 o by —do
o (1555 ) H) I lnlggo(( L))

womit schliefllich

e bn—do
Su) -
Vi3

I
1 :jq H

Mit dem Satz von Lebesgue kénnen wir Integration und Grenzwertbildung vertauschen, womit

die Konvergenz des o-fachen Integrals mittels

bp—do
1 1 1 o n o
. ' d—1 d—1
nh_r)lgo/o/o ((—n_yigluz> Ilu )dul dugf/ /”u duy ..
- \d

nachgewiesen ist. Fassen wir die bisherigen Ergebnisse zusammen, erhalten wir

. n—v
lim ( >Pn,l/(Bl/+l n...N By+o—)

n—o0 o
(n —v)! <1>U 0y ( 1 )da
= lim ——— ( =
nwooglin—v—o)l\d/) (d—1)9{, —do)! \n—v

() s ()

Mit

und
!

(b —do)!

vereinfacht sich der Grenzwert zu

. [(n—v 1 /17 (do
hm< . )PH,V(B,,Hm...mBW)zd(d!> lim (1 + o(1)) ()

n—o0



84 ANHANG A. BEWEISE DER LEMMATA

Weiter gilt wegen ynl_% -1<4, < ynl_é zum einen
1_1 do
1 go ()
imsup ————— < limsup —F—
n~>oop (TL — V)da—a o n%oop (n — V)da—o
i danda—a
= limsup ———
n—>oop (n _ V)dafa'
do—o
n
= lim sup y% ( )
n—oo n—v
_ yda
und zum anderen
1_1 do
do yn -~ d — 1)
liminf —2—— > liminf ~—«+— 4%
n—»00 (n — y)dU—U n—00 (n — y)dff—ff
1—1 do
o yn —da —1
=liminf | =———
n—00 (n _ I/)l_E
d
L. n 1-3 1 7
=liminf (v R
n—v (n—v) "4
_ yd(r.
Zusammengefasst erhalten wir mit
EgLU do

schliefllich N
. n—v 1 [y
nlL)ngo ( o )Pn,V(BV—‘,—l ﬂ e m Bl/-‘rO') = ; <d|> .

Wir betrachten fiir festes v zunédchst

) n—v o n—uv
nh_)n(gogl(—l) 1( ) )Pnyy(Byﬂm...mBHU).

Mit den Bonferroni-Ungleichungen (C.3) und (C.4) gilt fiir jedes feste s; € {0,1,...

und sz € {0,1,...,["5%]} zum einen

g o

o=1 o=1

und zum anderen

o=1 g

n—v n—u 2s1+1 n—u
Z(—l)"1< )IPW(BV+1 N...NByo) < Y (—1)“1< >Pn,,,(By+1 N...NBuyio)

ni(—l)g—l (" - ”) Ppy(Bys1N...N Bypo) > Z(—l)”‘1< U )]PH,V(BV+1 N...NByio)
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und mit (A.6)

2s1+1 o
< lim sup Z (_1)0_1 (n V) Pn,u<Bu+1 n...N Bl/—f—a)

n—oo T g
2s1+1 d\ @
1
= > v
= ol \ d!

sowie

= o1 —V
1%£f;(—1) 1( >1P>n,y(By+1m...mBy+a)

o

g

289
. 4({n—v
> hnnigf E (—=1)° 1( )Pny,,(B,,H N...N Byis)
o=1

289

d [
= Z(_1)U—1$ (%) :

o=1

Lassen wir s; und sy gegen unendlich streben, ergeben sich fiir die Bonferroni-Schranken die
selben Werte. Es gilt also

. n—v n—u
Jim ZO(—l)0< . )]P’nyy(By_H N...NByis)
o=
n—v n—uv
=1-— nh—%o Zl(_l)al< ! )Pnyy(BVH N...NByis)
o=
00 1 d\ ¢
—1-Y ()7 <y>
ol \ d!
o=1






ANHANG B

ERGANZENDE BEWEISE

B.1. NACHWEIS VON (2.25)

Um die Notation tibersichtlich zu halten, setzen wir fir j € {1,...

Hiermit gilt

mn7j = ; ’ m(wn,j),

wobei (j —1)/n < x,; < j/n ist. Wir betrachten

Gn(x) = Z €xXp [_pn,i(bn + xan)]
=1

n  logn Ji-1)/n

:Zexp —logn—w—n/‘

i—1 (i—-1)/n

m(t) dt (1 4

T

?n}

logn

- ie‘xieXp [—” /(z/” m(t) dt (1 * lognﬂ

i—1)/n

(_1 _ 1 /( m(t) dt) (n(logn) + an)

3

(B.1)
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und damit

1 & i/n x
lim &,(z) = e lim — - 1
Aim Gn(z) = e ngréon;eXpl n/(i—l)/nm(t) dt( +10gn)]

1 & 1
=¢ * lim — —mn,i (140 :
i e | (140 (i) )

WEelil fiir die Riemannsche Naherungssumme

1 g 1
nll_)n;o - Z‘:Zlexp [—mm- (1 + 0 ( ))} = Jn

logn
gilt, folgt
lim &,(z) =e “Jn,

womit die Voraussetzungen von Theorem 2.2.1 erfiillt sind und (2.24) gilt.

B.2. BEWEIS VON (2.26) MITHILFE DER FORMEL DES EIN- UND
AUSSCHLIESSENS

Der folgende Beweis dhnelt den Uberlegungen in Unterabschnitt 4.1.1, in welchem aber s > 2
gilt und die s-Teilmengen alle mit der gleichen Wahrscheinlichkeit besetzt werden.

Zu gegebenem x € R setzen wir

k(1) = |n(logn + (¢ — 1) loglogn — log((c — 1)!) + z)

und wéhlen n so grof3, dass kr(ll’c) > 1 gilt. Wir schreiben im Folgenden k,, fiir k;l’c), nennen

den Term innerhalb der unteren Gauflklammer ¢,, und definieren damit
En =ty —kn € (0,1). (B.2)

Weiter ist A, ; = Agz(kn) das Ereignis, dass Fach Nummer j nach dem Verteilen von k,
Teilchen hochstens ¢ — 1 Teilchen enthalt. Da Xy(Ll’c) genau dann grofer als k, ist, wenn nach
dem Verteilen von k,, Teilchen noch mindestens eines der Féacher hochstens ¢ — 1 Teilchen
enthélt, gilt mit der Ganzzahligkeit von Xél’c)
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Unter Verwendung der Formel (C.2) des Ein- und Ausschlieens gilt mit (C.1)

P (CJ An,j) = zn:(—l)r_l Z P(An,il n...N An,i,«)- (B3)
j=1

r=1 1<i1<...<ip<n

Wir verwenden die Abkiirzung

Sn,T = Z P(An,il Nn...N An,ir)

1<ir<...<ip<n

und zeigen, dass fiir jedes feste r > 1

6—7‘.”13

lim S,,, = —J"
n—oo pl om

(B.4)

gilt. Mithilfe der in Unterabschnitt |C.2 vorgestellten Bonferroni-Ungleichungen werden wir

nachweisen, dass (2.26) gilt.

Die Zufallsvariable N; := Ny, j(k,) beschreibe die Anzahl der Teilchen in Fach j, nachdem &,

Teilchen verteilt wurden. Damit gilt
]P)(An,li m”-mAn,i,«) :IP(NZ‘I <c—-1,...,N;, <c— 1).

Die Anzahl der Teilchen, die nicht in den Fachern mit den Nummern 44, ...,%, liegen, ist
M :=k — N;, —---— N;,. Die Wahrscheinlichkeit, keines der Facher 41, ...,%, zu treffen, ist

Do =1 — E;Zl Pn,i;- Wir untersuchen das Ereignis
{Niy =t1,...,N;, =lp, M = Uy}

und betrachten fur ¢y := k, — ({1 + --- + £;) den Zufallsvektor (Nj,,...,N;,, M), der eine
Multinomialverteilung mit den Parametern k, und pp;,,...,Pn,,,Pn,m besitzt. Fiir einen

multinomialverteilten Zufallsvektor ist die Zahldichte durch

ky!
P(Ngy = Ll1,..., Ny =4, M = lyp) = Kl'é—n'&w' ff,l-l "'Pﬁfirpi]:lM (B.5)
! . !
gegeben. Wir kénnen P(A4,,;, N...N Ay, ) durch
P(An,h ﬂ...ﬂAn,ir) :]P)(sz <c—-1,...,N;. <c— 1)
c—1 c—1
=Y ) PNy =L1,.. Ny, =L, M = ly) (B.6)

£1=0 £r=0

berechnen. Um (B.4) nachzuweisen, werden wir zuerst eine obere Schranke fiir S,, , angeben
und verwenden dafiir die Abschétzungen (1.4) fiir die Logarithmusfunktion. Wir werden sehen,
dass die obere Schranke einen existierenden Grenzwert hat und die Differenz zwischen oberer

und unterer Schranke im Grenzwert gegen null strebt. Wir kénnen somit auf die Berechnung
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einer unteren Schranke verzichten. Mit (B.3), (B.5) und (B.6) gilt

Snp= > Z Z&' g,g ,pm1 Pl DM
0 —

1<i1<..<ir-<n £1=0 »=0

Wir untersuchen das Produkt

k! ¢ ¢ n! [ ¢ 1
mpnl,n pn zrpnM]TM = T (H pn i pnj\ﬂ/[W (B.7)

wobei der Faktor 1/(¢;!---£,!) vorerst vernachléssigt werden soll. Mit /s, wie in (4.8) gilt fiir

n — 00
k! k!

_ 1L
ol " G fi— =gy~ P (A old).

Durch Anwendung der Logarithmusfunktion auf die Faktoren der rechten Seite in (B.7) ergeben

sich durch Umformung die Summanden

log (kfz (1+o(1 Hpmjpfm) = log k;” +log (pr«f}z-j) +logpi, +log(1+0(1)), (B.8)
j=1

die nacheinander untersucht werden sollen. Den ersten Summanden konnen wir durch
log k2= = tx log (k)

umformen. Wir setzen in den zweiten Summanden die Definition (2.23) der pj ; ein, verwenden
(B.1) und erhalten

r r 1 ( ) 7
0. M Tn g,
() - (3 (0 55)) )
j=1 j=1
r T . Zj
= log < n~ ] (1 + m(a:n,,j)> )
aie] i logn

T ZJ
:_ijlogn+10g<n< logn;)> )

7=1
= —{xlogn + o(1).

Die letzte Gleichheit beruht darauf, dass
r . ¢
II <1 + m(”r"’”)>
ol logn

wegen der Beschranktheit von m(-) fiir n — oo gegen eins konvergiert. Die Untersuchung des
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dritten Summanden in (B.8) fiihrt zu

r kn =t r
IngfiL]:/lM = log (1 - an,ij) = (k, — lx)log (1 - an,ij) .
j=1

j=1

Fiir den letzten Summanden in (B.8) gilt log(1 + o(1)) = o(1). Fassen wir die bisherigen

Ergebnisse zusammen, erhalten wir fiir (B.8) unter Verwendung der Definition von k,

log (k;fz (1+ o H pn i) pfyM>

= Iy log(kn) — Iy logn + (kn - KE) log (1 - an,iJ) + 0(1)

Jj=1

=I5 log <]j:> + (kn — £x) log (1 - ipn,¢j> +o(1)

j=1
(c—1)loglogn log((c—1)!) T & ))
logn logn logn logn

= Iy, log <logn (1 +

+ (kn, — lx) log (1 - ipn,@) +o(1)

=1

=1

= U5 log (logn(1+ 0o(1))) + (kn, — ¢x)log (1 — zr:pmj) +o(1).

Den bisherigen Rechnungen folgend gelten
c—1 c—1 ' T ‘. ' 1
Sir= Y Y YR ro) ([Iedy |y (BY)
1<i1<..<ir<n £1=0  £,=0 j=1

sowie
1 3y
k(1 (pr) P
T
=exp | xlog(logn(l+ 0(1))) + (kn — €x)log {1 = pni, | +o(1) ] -
j=1
Mit den Ungleichungen (1.4) fiir die Logarithmusfunktion erhalten wir
1 T T
1 - 157 o = <log (1= pui; | =D Pniy
J=LEn j=1 j=1

und konnen durch

1 1
Un,is,...i :=exp |Ix log(logn(1 + o(1))) + (kp, — ls) |1 — ——=—— | +0(1) | —
1 =371 Pniy 00
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beziehungsweise

1
On,il,...,i,- ‘= exp (62 log(logn(l + 0( ))) k _EE ( an z]) +0 ) W
1

eine untere und eine obere Schranke fiir die Summanden in (B.9) angeben, mit welchen

. 1
V4
Un,iy,eir < K ( H Pr, %Pn M < Onjiryenni

und damit

lim Unii i < hm Spr < lim On.i
ZZZL, %OZZZL,

n—00
1<i1<...<ir<n £1=0 1<i1<..<ir<n ¢1=0

gelten. Wir wollen nun zeigen, dass

nh—>rgo Z Z Zonzl, - nzl,7 =0

1<i1<...<ir<n £1=0 =0

gilt und betrachten dafiir die Differenz

1
Onivoiv — Uniig i = T P (65 log(logn(1 + o(1))))

-lexp ( (kn, — 0x) ( me])> (B.10)
— exp <(k3n - KZ‘) (1 - 1_2:7«1:1]97”)) ‘| . (B.ll)

Fiir das Argument der Exponentialfunktionen in (B.10) folgt durch Einsetzen der Definitionen

fir k, und py,;

r r 1 m(an;
= i, (kn — ) = — ( (1 + l()>> (kn — 1)
= “\n ogn
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Mit der Definition von k,, finden wir zum einen

—%(kn —ly) = —% (n(logn + (¢ — 1) loglogn — log((c — 1)!) + z) — £n — )

1
= —rlogn —r(c—1)loglogn + rlog((c — 1)!) —rz + Ten 1%
n n
= —rlogn —r(c—1)loglogn + rlog((c — 1)!) — rx 4+ o(1) (B.12)

und zum anderen

_Z xn z] —EE)

nlogn

——Z m(@ny) n(logn + (¢ — 1)loglogn — log((c — 1)) + x) — &, — Ix)

nlogn
—1)logl 1 — 1!
:_<1+<c Jloglogn _log((c=1)) | @ e )Zm
logn logn logn nlogn nlogn is)
T
— (L40(1)) Y m(zn,)- (B.13)
j=1

Zusammengefasst gilt also

- Zr:pn,ij (kn
j=1
=—rlogn—r(c — 1)loglogn+rlog((c — 1)!) —=rz + o(1) =Y m(wn,)(1 + o(1)). (B.14)
j=1

Fiir das Argument der Exponentialfunktion in (B.11) gilt wegen

S s S
1—t 1—t  1—t
auflerdem
1 T i
P = _ZtPeh (B.15)
- j=1Pn,i; 1 - j=1Pn,i;

Wir betrachten den Nenner des Terms der rechten Seite und erhalten durch Einsetzen der

Definition fir Pni;

1 1
1= g, 1= 251/ (1 4+ m(zn,)/ logn)]
1
L—r/n— 3%y m(en,)/(nlog n)

Mit

a := max m(t)
0<t<1
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gelten
1 1
> =1 —
1—7r/n— 22:1 m(zn,i;)/(nlogn) — 1 —r/n+ra/(nlogn) +0 (n)
sowie
1 1
< =1+0|(-—
L—r/n—=3"ym(zn;)/(nlogn) = 1 —r/n—ra/(nlogn) + (n)
und damit

1 1 1
. - _ :1+0<). B.16
TS o 1= =S m(ans)/(nlog ) n (B.16)

Fiir den Ausdruck in den eckigen Klammern in (B.10) und (B.11) erhalten wir mit (B.14),
(B.15) und (B.16)

wo{e-0 () ) oo (000 (1 )

" 277:1 Pn.i;
=exp | (kn — ) | =) Dni; — exp ((k:n —ly) (JTJ
jgl ’ L =2 1 Pn;

(i () ) o (1 (e (0(2)

=1 =1

= exp (—rlogn —r(c—1)loglogn + rlog((c — 1)!) — rz + o(1))

- exp (— Xr: m (T, )(1 + 0(1))>

=1

: [1 — €Xp (_(kn - EZ) zr:pn,ij -0 (;))] . (B'17)
j=1

Weil k;, von der GroSenordnung nlogn und py;; von der Grofenordnung 1/n ist, strebt das

Argument der Exponentialfunktion in (B.17) gegen null, womit

1 —exp ((k _EE ( ) anzj) _1_ 1+0(1)):0(1)

folgt.
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Es gilt also

J=1

1 T
Onjinooiiv — Uniitoiy = —€ "¢ exp <_ > m(an,,)(1+ 0(1))) o(1)

-exp (¢ log (logn(1 + o(1)))) exp (—r(c — 1) loglogn) (B.18)

c———(c—1)I".

o
Weil wir das Verhalten dieses Terms fiir n — oo studieren wollen, betrachten wir im Folgenden
die von n abhéingigen Faktoren. Um das Argument der Exponentialfunktion in (B.18) zu

untersuchen, notieren wir zunéchst

n—00 0, by = —1),
(bs; —r(c—1))loglogn =% z=r(c=1)
—00, Iy <r(c—1),

womit

exp (¢xlog (logn(1 4 o(1)))) exp (—r(c — 1) loglogn) — { (1): Z z :EZ: 3’

folgt. Da die Funktion m nach Definition beschrankt ist, sind alle iibrigen von n abhéngenden
Faktoren beschrankt, und (B.18) konvergiert fiir ¢y, < r(c — 1) gegen Null. Durch diese
Grenzwertbetrachtung motiviert, untersuchen wir im Folgenden nur den Fall, in dem ¢y, =

O +...+4, =r(c—1) gilt. Diese Gleichheit ist genau dann erfiillt, wenn fiir jedes j € {1,...,r}
ﬁj =c—1

gilt. In diesem Fall ist ) )

0l gl (=11

und wir erhalten

c—1 c—1
lim ) Y- Onjirpeie = Uniin i

1<i1<..<ip<n £1=1  £.=1

. _ 1 d
= nh—>Holo o(1) - e e A E R (_ E (@i, ) (1 + 0(1)))
1< <..<ir<n 7j=1

=0.

Wir zeigen im Folgenden, dass der Grenzwert

c—1 c—1
lim Z Z ce Z On,il,...,ir
n—00

1<i1<..<ip<n 61=1  fLp=1
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existiert, womit

Jim oY > ZOnn,,—nlggo > Y. ZUML,@O

1<ii<..<ip<n f1=1 b= 1<ii<..<ip<n f1=1 b=

und damit auch

c—1 c—1
lim S, = lim ) S Ongyi
n_soo n,r ynrl 0] eenylp

1<i1<..<ir<n £1=1 lr=1

gelten. Um diesen Grenzwert zu berechnen, untersuchen wir die obere Schranke

1
Onis e = €XD (ézlogaognmo( D) + (ke — £5) ( pr>+o )H
1

Mit (B.13), (B.12) und (B.14) ergibt sich
Oniy....i,, = exp (¢x log(logn(1 + o(1))) exp (¢s, — r(c — 1)) loglogn)

" 1 T _—Trx o0
- exp <— Zm(znﬂ])(l +0(1))> — . (C— 1)' e e (1)m7

j=1 "
und wir erhalten mit den gleichen Uberlegungen wie zu (B.18)

c—1 c—1
Jim o >0 B ..-;;O Oniv.in

1<i1<...<ir<n £1=0

= lim sup Z n—exp ( Z M (T4, ) exp (— Zm(mnyij) -0(1))

n—o0

1<i1<...<ir<n =1 j=1
_ 1
(C — 1) " meo( )eXp(O)W
Es gelten
lim (¢ — 1)1"e*™M exp(0) ! =1
n—00 (C — 1)'7"
und
T
Jb%oz;m(x” i;)o(1) =0,
‘]:
womit

,

,}ggoexp( > mlen,) ol )—1
7j=1

folgt. Die Riemannsche Néherungssumme

% Z exp (— Z m(xm]))

1<i1<..<ir<n
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konvergiert fiir n — co gegen das r-fache Integral

/ /exp( stj)dsl .ds,

0<s1< ... <s,<1

Zusammengefasst ergibt sich
c—1 c—1
nl;rgo Z Z Z Oniv,..in

1<i1<<ir<n £1=0  £,=0
/ /exp( stj)dsl .ds,

0<s1< ... <5-<1

Anschaulich gesprochen integrieren wir hier iiber die Menge
M, ={(s1,...,8):0<s1 <...<s, <1},

wobei der Wert des r-fachen Integrals unabhéngig von der Integrationsreihenfolge ist. Alle (r—1)-
dimensionalen Hyperebenen haben das Mafl Null, wir koénnen also tiber den r-dimensionalen
Hyperwiirfel mit Kantenldnge eins integrieren und anschliefend durch die Anzahl r! der

Moglichkeiten teilen, sy, ..., s, der Gréfle nach zu ordnen, was uns zum gesuchten Ergebnis

c—1 c—1
nILHgO Z Z Z Oniy,..i,. =€ / / H e~ ™) dsy .. . ds,

1<i1<..<ir<n 61=0  £,=0 0<s1< .. <sp<1 J=1

e—"'w 1 1
= / e_m(sl)dsl .. / e_m(ST)dST
7! 0 0

—rx 1 T
= ¢ < / em(s)ds>
r! 0

—TrT

e

_ T
ol m
fiihrt. Weil der Grenzwert existiert, folgt direkt
e—rx -
n].i)m Snr == ij

Um den Beweis von (2.26) abzuschlielen, verwenden wir die Bonferroni-Ungleichungen (C.3)
und (C.4). Auf der einen Seite gilt aufgrund der soeben bewiesenen Limesbeziehungen fiir jedes
feste s >0

25+1
limsup P(X,, > ky,) < limsup Z ) 1S,
n— oo n—oo r=1
25+1 —rx

=S (e, (B.19)

|
—1 r
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Andererseits gilt fir jedes s > 1

2s+1
. . . r—1
liminf P(X, > kn) > lim inf Z:l (—1)"'S,.,
2s e 7T
= (=) T (B.20)

|
v r!

Fiir s — oo erhalten wir fiir die Summen in (B.19) und (B.20) den gleichen Grenzwert

oo 7“7 e 7T ., oo —1) .eTT ,
DN T =) ) —— - exp(log Jm)
= r! = r!

_ i (—exp(== +log Jm))"

N = 7!

. (—exp(—z +log Jn))"
=1 Z_%] r!

=1—exp(—exp(—z +log Jpn)).
Wir konnen die Verteilungsfunktion der gesuchten Grenzverteilung also durch

lim P(X,, < ky) = lim (1= P(X, > ky))

n—oo
= exp(—exp(—x + log Jp,))
= G(x — log Jnmn)

angeben. Wéhlen wir ¢ = 1, so folgt als Spezialfall der in (2.24) vorgestellte Grenzwertsatz.
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B.3. NACHWEIS DER ZWEITEN VORAUSSETZUNG FUR DIE
MOMENTENMETHODE

Um zu zeigen, dass die Verteilung von Z durch die Folge (E(Z")),>1 eindeutig bestimmt ist,

reicht es nachzuweisen, dass die Potenzreihe
fe'e) 4
> E(Z7)— (B.21)
r=1 !

einen nicht verschwindenden Konvergenzradius besitzt (siehe [5], S. 342). Wir verwenden die
fiir jedes > 1 und j € {0, ..., k} geltende Ungleichung

(k—J)" <k

sowie die aus dem binomischen Lehrsatz folgende Gleichung

()

womit unter Verwendung von (2.3), (4.1) und (4.3)

folgt. Durch Einsetzen in (B.21) erhalten wir die Abschétzung

‘s

[e'e} tr oo r
E(Z")— < 2\t —.
S B2 < 3 e

Fir a, := ’;—: gilt

, 1r+1 ! 1\"
arp1 _ (r+1) 7“:<1+> 4
ar (r+ 1)1 rr r

und wir haben eine konvergente Majorante gefunden, womit die Potenzreihe >°°2 | E(Z") - %

fir jedes t mit ¢ € (0, %) konvergiert. Die Verteilung von Z ist somit eindeutig durch die Folge
(E(Zr))r21 bestimmt.
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B.4. ALTERNATIVER BEWEIS VON THEOREM 6.1.1

Wir werden das Optimierungsproblem (PT(Lnfl)) so umformulieren, dass wir die Methode der

Lagrange-Multiplikatoren verwenden konnen (siehe [1], S. 1038). Die zweite Summe in (6.1) ist

fiir festes n konstant und kann vernachléssigt werden. Wir suchen also einen Vektor p, der

. minimiere Y7, L~
(P ”){ P

unter peVy
mit Vn(nfl) = {p cR"0<p<e,elp= 1} 16st. Dabei ist e, wie zuvor der Vektor im R,
der aus lauter Einsen besteht, und die Ungleichungsketten sind komponentenweise zu verstehen.

Die Lagrange-Funktion ist

L(p,A) = —+ A eTTlp -1
0 =2 gy e )
n 1 n
= ~ + )x( q(j) — 1)
jz_:l 1—q(j) Jz_:l )
mit den partiellen Ableitungen
oL Ny — .
mz(l—Q(J)) 1A j=1..n, (B.22)
oL ~
9L S gy -1 (B.23)
o\ ot

Gleichsetzen von (B.22) mit null fihrt fir j =1,...,n zu

(1-q()?+A=0

& 1—q(j) = (=N)72
& q(5) —1- ( - 1)1/2. (B.24)

7j=1
n 1\ 1/2
S0 (-
=n-n (—1)1/2—1
und finden ,
A:—(nﬁl). (B.25)
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Wir setzen (B.25) in (B.24) ein und kénnen so die optimale Strategie durch

) =1- (50

(")

Sle =

bestimmen. Die erwartete Anzahl an Besetzungsvorgingen wird also minimal, wenn jede

(n — 1)-Auswahl mit der gleichen Wahrscheinlichkeit getroffen wird.






ANHANG C

ERGANZENDE FORMELN UND RECHNUNGEN

C.1. DIE FORMEL DES EIN- UND AUSSCHLIESSENS

Seien (92, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Aq,..., A,, n > 2, Ereignisse. Fiir jede

natiirliche Zahl r mit r € {1,...,n} sei

S, = Z IP(A“ ﬂ...ﬂAir) (Cl)

1<i1<..<ir<n

gesetzt. Dann gilt

r=1

P (O Aj) = zn:(—1)f—1sr. (C.2)
Jj=1

Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion und kann in [35], Seite 71, nachgelesen werden.
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C.2. DIE BONFERRONI-UNGLEICHUNGEN

Durch Abbruch der auf der rechten Seite von (C.2) stehenden Summe entstehen Partialsummen,
die im Wechsel zu klein und zu grof} sind. Mit (C.1) fithrt diese Beobachtung zu den Bonferroni-
Ungleichungen (siehe [32], S. 27)

n 2s+1
P (U Aj> < Z (-=1)"'S,, s>0und 25+ 1 < n, (C.3)
j=1 r=1
und
n 2s
P (U Aj) > Z(—l)r—lsr, s>1und 2s < n. (C.4)
j=1 r=1

C.3. DARSTELLUNG VON P(X,, = k) DURCH STIRLING-ZAHLEN
ZWEITER ART

Mit der Definition (2.3) der Stirling-Zahlen zweiter Art gilt

P(Xn:k:):n!{k_l}

n* ln—1

n—1
S

j J

- nf(—w—l-jn(” . 1)%

J

Mit

erhalten wir wie behauptet
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C.4. INTEGRALDARSTELLUNG FUR BV

Im Fall s =1 gilt p,,; = Py, und wir konnen (3.4) zu

n
1
EDE) =3 (-0 Y
k=1 1<i1 <...<ip<n >_r=1DPn,i,
vereinfachen. Wegen
0 . 1
/ e PP dy = -
0 p
gilt
(1) ~ [ % (D +Pnsy)
E e / e_xp""i dx_ / e_x pn,il pn,iQ dx
)= ; > i

i=1 1<i1<ia<n

+ . (- /Oo e~ Pnatedpn) gy
0

oo N
e / Z e—lﬂpn,i _ Z e—x(pmil-"—pn,@) + . + (71)n+16—z(pn,1+...+pn,n) dﬂf,
0
=1

1<i1<ig<n

und wir erhalten mit

n n
1— H (1— e oPni) = Ze—xpn,i _ Z e~ PnitPnin) 4 4 (—1) e EPnat et )
i=1 i=1 1<ii<iz<n

schliefllich die gesuchte Darstellung

E,(p) = /O - (1 -l - e—%i)> da. (C.5)
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C.5. DER ERWARTUNGSWERT VON X, (X, + 1)

Wir weisen im Folgenden die Giiltigkeit von

n 1
]E(X X +1 Z Z (pni1+"'+pni)2

1<ir<...<ir<n

nach und orientieren uns dabei an [18]. Zunéchst betrachten wir die Wahrscheinlichkeitserzeu-
gende Funktion der Zufallsvariablen —X,. Diese ist gegeben durch (siehe [35], S. 203)

oo
g—x(t) =B (50) = 3 FP(x, =
k=0
Fiir die Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von X, gilt (siehe [35], S. 207)
]E(Xn(Xn + 1)) = 113% g/),(n (t)
und damit
E(Xn(Xn + 1)) - l{n g( Xn)(t)

Wir betrachten also
(—xo(t Zt P(X, =k) =D tT"P(X, > k) — > tT"P(X, > k+1)
k=0 k=0

=1+ > tTP(X, > k) = >t IP(X, > k)
k=1

=1+t =1)Y " Yp(X, > k).

Mit der in (2.8) hergeleiteten Darstellung
n—1 r k
P(X,>k)=> (- Y (1 - Z]%,ig) (C.6)
r=1 1<i1 <. <ir<n /=1
fir die Wahrscheinlichkeiten gilt
n—1 00 r k-1
gexy® =1+ =3t 3T FT e <1 - me) ~
r=1 1<i1<..<ip<n k=1 =1

Mit dem Reihenwert der geometrischen Reihe erhalten wir

n—1
sk =1+ DY ()Y -

1<i1<...<ir<n t—1 + ZZ:I p’l’b,i(

n-1 (—1)r1
:1+(1—75)Z Z t—14 2701 Pnyi

r=11<i1<...<ip<n
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und damit die Ableitungen

, (-1 =y
Yexn®=0=0> > EDODDY t =14 3201 Pni

T
r=11<i1<...<ir<n (t -1+ 24:1 pn,iz) r=11<§1<...<ir<n

und

n—1 (_1)7’—1
3
721 1<iyeminen &= 143201 Pnj,)
n—1 -1 n—1 r—1
(=" (-1)
+ +
Z Z (t -1+ 22:1 pmiz)Q Z Z (t -1+ Zzzl pn,iz)2

r=11<i1<...<ir<n r=11<i1<...<ip<n

DO
=2(1-1) -
r=11<§1<...<ir<n (t -1+ 22:1 Pn,ie)
n—1 —1
(=1)"
+2 .
Z Z (t—1+ 22:1 pn,iz)Q

r=11<i1<..<ir<n

Bilden wir den Grenzwert

%I\Tﬁ 9(-x,)(t)

Sy ey y U

— lim (2(1 — 1) 42

N1 T 1<iyemcinen C =1+ 3201 Pnjiy) r:ll§i1<...<i7-§n(t_1+Z7é:1 Pn.ig)?
n—1 1

— 25 (1) .

,;1 Z (Xoi=1Pni)?

1<ii <. <ir<n

erhalten wir die gesuchte Darstellung. Mit

E(Xn) - %{H gZ—Xn) (t)

(siehe [35], S. 207) ergibt sich auch auf diesem Weg

E(X,) = P\Tﬁ 9i—x(®)

n—1 1) = —1 !
:%{H ((1—t)z > = 772 2 t—1(+2)21pn,ig)

T .
r=11<i1 <...<ir<n (t =143 pni)” 73 1<i1<...<ip<n

1

n—1
Yy e

T‘ .
r=11<i;<...<ip<n 20=1 Py

und damit die in Unterabschnitt 2.2.1 hergeleitete Darstellung fiir den Erwartungswert E,(p).
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C.6. BERECHNUNG DER ERWARTUNGSWERTE

Im Fall n = 4 und s = 2 erhalten wir zunéchst mit (3.6)

1 (3
-y gber())
A 1<ip<ig<d D402

—

EY (p)

s
Il
—

I
M-
~

4
1 1
YAy
i=1 Tl 1<y <ig<a Ptz
sowie
Py1=ps12+ps13+paia,
Pyy=ps14+pa2a+pasa
und

San2=1—pa3a,

Saza=1—pa1z.

Fir Strategie S, also

2 _ )_(111111)T
szS1 = (P4,1,2,P4,1,3,---,P4,3,4) = 67676767676 )

berechnen wir )
Py1=Pyo=Py3=Py4= 3

5
Sa12 = 541,3 = Sa14 = S123 = S424 = S434 = 5

und somit
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Analog kénnen wir fiir Strategie Sy, also

die Werte 1
Py1 =Py =Py3=Py4= 3
1
S412=295434 = 2
S413 = S414 = S423 = Ss24=1
und somit

Ef)(PSQ)=4-2—2.2_4.1+3:3

berechnen.
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C.7. BERECHNUNG DER EIGENWERTE VON H’

Zur besseren Lesbarkeit seien im Folgenden a := a, 4, b := b, s und ¢ := ¢, , gesetzt. Wir

berechnen die Eigenwerte der Matrix H' , indem wir die Nullstellen des charakteristischen

Polynoms Pﬁ,()\) bestimmen. Sei I die Einheitsmatrix im R6%6, dann gilt
Pg,(\) := det(H' — X - Ig)
a— A b b b c
b a— A c b
b a—A c b b
b a—X b b
b a— A\ b
c b a—A
a— A b b b b c
b a—A b b c b
B b b a—A c b b
B 0 0 c—a+X a—A—c 0 0
0 c—a+ A 0 0 a—A—c 0
c—a+ A 0 0 0 0 a—A—c
a— A b b 2b 2b a—A+c
b a—A b 2b a—A+c 2b
B b b a—A a—A+c 2b 2b
0 0 c—a+\ 0 0 0
0 c—a+ A\ 0 0 0 0
c—a+ A 0 0 0 0 0
2b 2b a—A+c
=(c—a+N>-| 2 a—A+c 2b
a—A+c 2b 2b

=(c—a+ NP2 (a=A+0) 2042b-2b-(a=A+0)+(a—A+¢)-2b-2b
—(a=A+0)* = (20)° - (20)°]
= (c—a+M\P[128(a— A +¢) = (a = A+ 0)* — 165°]

A—(a—2¢)*\—(a—2b+¢)*(\— (a+4b+c)).
Lésen wir Pz, (A) = 0 nach A auf, so finden wir die Eigenwerte

AM=a—c
Ao =a—2b+c
A3 =a+4b+ c.



ANHANG D

RECHNUNGEN MIT MAPLE

Der Code ist folgendermaflen zu interpretieren: Fiir die Eingabe wurde die Schriftfarbe rot

gewahlt und fiir die Ausgabe die Schriftfarbe blau. Kommentare sind in schwarz eingefiigt.

D.1. OPTIMIERUNG IM FALL s =3 UND n =5

Zuerst missen die Wahrscheinlichkeiten definiert werden.

restart:

P1:=p123+p124+p125+p134+p135+p145:
P2:=p123+p124+p125+p234+p235+p245:
P3:=p123+p134+p135+p234+p235+p345:
P4:=p124+p134+p145+p234+p245+p345:
P5:=p125+p135+p145+p235+p245+p345:

P12:=p123+p124+p125: S12:=P1+P2-P12:
P13:=p123+p134+p135: S513:=P1+P3-P13:
P14:=p124+p134+p145: S14:=P1+P4-P14:
P15:=p125+p135+p145: S515:=P1+P5-P15:
P23:=p123+p234+p235: S523:=P3+P2-P23:
P24 :=p124+p234+p245: S24 :=P4+P2-P24:
P25:=p125+p235+p245: S25:=P5+P2-P25:
P34 :=p134+p234+p345: S34:=P3+P4-P34:

P35:=p135+p235+p345: S35:=P3+P5-P35:
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P45:=p145+p245+p345: S545:=P4+P5-P45:

Setzen wir jetzt fiir die Wahrscheinlichkeiten konkrete Werte ein, so erhalten wir

pl23:
pl24:
pl25:
pl34:
pl35:
pl45:
p234:
p235:
p245:
p345:

=0.18052:
=0.18052:
=0.18052:

=0.45844:

1/P1+1/P2+1/P3+1/P4+1/P5-1/512-1/S13-1/514-1/515-1/523-1/524-1/525
-1/834-1/S35-1/545+6;

pl23:
pl24:
pl25:
pl34:
p135:
plé45:
p234:
p235:
p245:
p345:

2.880788948

=1/10:
=1/10:
=1/10:
=1/10:
=1/10:
=1/10:
=1/10:
=1/10:
=1/10:
=1/10:

1./P1+1/P2+1/P3+1/P4+1/P5-1/S12-1/S13-1/S14-1/S15-1/523-1/524-1/525
-1/834-1/S35-1/545+6;

pl23:
pl24:
pl25:
pl34:
pl35:

3.222222225

=1/2:
0:
=0:
0:

I
o
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Il
(@]

pl45:
p234:
p235:=0:
p245:=0:
p345:=1/2:

0:

1./P1+1/P2+1/P3+1/P4+1/P5-1/S12-1/513-1/514-1/815-1/823-1/824-1/825
-1/834-1/S35-1/545+6;

p123:=1/5:
pl24:=1/5:
pl25:=1/5:
pl34:=0:
pl135:=0:
pl145:=0:
p234:=0:
p235:=0:
p245:=0:
p345:=2/5:

1./P1+1/P2+1/P3+1/P4+1/P5-1/S12-1/S13-1/S14-1/S15-1/823-1/824-1/825
-1/834-1/S35-1/845+6;
2.916666668

Verwenden wir den Befehl Minimize aus dem Paket Optimization, so erhalten wir je nach
Startwert unterschiedliche Werte. Wahlen wir einen Punkt, der die Nebenbedingung erfiillt,

bricht die Iteration sofort ab. Das erste Beispiel ist die Gleichverteilung.
with(Optimization):

Minimize( 1/P1+1/P2+1/P3+1/P4+1/P5-1/S12-1/S13-1/S14-1/S15-1/523-1/524-1/825
-1/834-1/835-1/S45+6,initialpoint={p123=0.1,p124=0.1,p125=0.1,p134=0.1,

p135=0.1,p145=0.1,p234=0.1,p235=0.1,p245=0.1,p345=0.1},
{p123+p124+p125+p134+p135+p145+p234+p235+p245+p345=1}, assume=nonnegative);

Warning, no iterations performed as initial point satisfies

first—-order conditions

[3.22222222222222188, [pl23 = 0.100000000000000,
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pl24 = 0.100000000000000, pl25 = 0.100000000000000,
pl34 = 0.100000000000000, p135 = 0.100000000000000,
pl45 = 0.100000000000000, p234 = 0.100000000000000,
p235 = 0.100000000000000, p245 = 0.100000000000000,

p345 = 0.10000000000000071]

Auch der Vektor
p=(0.5,0,0,0,0,0,0,0,0,0.5)

erfillt die Nebenbedingung, und Maple liefert keine Iteration.

Minimize( 1/P1+1/P2+1/P3+1/P4+1/P5-1/812-1/813-1/S14-1/815-1/823-1/524~
1/825-1/834-1/835-1/845+6,initialpoint={p123=0.5,p124=0,p125=0,p134=0,
p135=0,p145=0,p234=0,p235=0, p245=0,p345=0.5},
{p123+p124+p125+p134+p135+p145+p234+p235+p245+p345=1}, assume=nonnegative);

Warning, no iterations performed as initial point satisfies

first—-order conditions
[3., [pl23 = 0.500000000000000, pl24 = 0., pl25 = 0., pl34 = 0.,
pl35 = 0., pl4d5 = 0., p234 = 0., p235 = 0., p245 = 0.,

p345

0.50000000000000017]

Wiéhlen wir Startwerte, die geringfiigig von der Gleichverteilung abweichen, so erhalten wir

Minimize( 1/P1+1/P2+1/P3+1/P4+1/P5-1/512-1/S13-1/S14-1/515-1/523-1/524-1/525
-1/834-1/835-1/S45+6, initialpoint={p123=0.2,p124=0.1,p125=0.2,p134=0.1,
p135=0.1,p145=0.1,p234=0.1,p235=0.1,p245=0.1,p345=0.1},{p123+p124+p125+p134
+p135+p145+p234+p235+p245+p345=1}, assume=nonnegative) ;

[2.88078894849152345, [pl23 = 0.180520067738387,

pl24

0.180520066513309, pl25 = 0.180520067729653, pl34 = 0.,

pl35 = 0., pld5 = 0., p234 = 0., p235 = 0., p245 = 0.,



D.1. OPTIMIERUNG IM FALL s =3 UND n =25 115

345 = 0.4584397980186511]]

oder

Minimize( 1/P1+1/P2+1/P3+1/P4+1/P5-1/512-1/513-1/514-1/815-1/523-1/524~-
1/525-1/834-1/S35-1/845+6,initialpoint={p123=0.2,p124=0.2,p125=0.2,
p134=0.1,p135=0.1,p145=0.1,p234=0.1,p235=0.1,p245=0.1,p345=0.5%},
{p123+p124+p125+p134+p135+p145+p234+p235+p245+p345=1}, assume=nonnegative) ;

[2.88078894849152611, [pl23 = 0.180520067303384,

pl24 = 0.180520067303384, pl25 = 0.180520067303220, pl34 = 0.,
pl35 = 0., pl45 = 0., p234 = 0., p235 = 0., p245 = 0.,

p345

0.4584397980900127]
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D.2. OPTIMIERUNG IM FALL s =3 UNDNn =17

Zuerst mussen die Wahrscheinlichkeiten definiert werden.

restart:

P1:=p123+p124+p125+p126+p134+p135+p136+p145+p146+p156+p127

+p137+p147+p157+p167:
P2:=p123+p124+p125+p126+p234+p235+p236+p245+p246+p256+p237
+p247+p257+p267+p127:
P3:=p123+p134+p135+p136+p234+p235+p236+p345+p346+p356+p137
+p237+p347+p357+p367:
P4:=p124+p134+p145+p146+p234+p245+p246+p345+p346+p456+p147
+p247+p347+p4a57+p467 :
P5:=p125+p135+p145+p156+p235+p245+p256+p345+p356+p456+p157
+p257+p357+p457+p567 :
P6:=p126+p136+p146+p156+p236+p246+p256+p346+p356+p456+p167
+p267+p367+p467+p567:
P7:=p127+p137+pl47+p157+p237+p247+p257+p347+p357+p457+pl67
+p267+p367+p467+p567:
P12:=p123+p124+p125+p126+p127: S12:=P1+P2-P12:
P13:=p123+p134+p135+p136+p137: S13:=P1+P3-P13:
P14:=p124+p134+p145+p146+p147: S14:=P1+P4-P14:
P15:=p125+p135+p145+p1566+p157: S15:=P1+P5-P15:
P16:=p126+p136+p146+p156+p167: S16:=P1+P6-P16:
P17:=p127+p137+pl47+p157+p167: S17:=P1+P7-P17:
P23:=p123+p234+p235+p236+p237: 523:=P3+P2-P23:
P24 :=p124+p234+p245+p246+p247: S24 :=P4+P2-P24:
P25:=p125+p235+p245+p256+p257: S25:=P5+P2-P25:
P26:=p126+p236+p246+p256+p267 : S26:=P2+P6-P26:
P27 :=p127+p237+p247+p257+p267: S27 :=P2+P7-P27:
P34:=p134+p234+p345+p346+p347: S34:=P3+P4-P34:
P35:=p135+p235+p345+p356+p357: S35:=P3+P5-P35:
P36:=p136+p236+p346+p356+p367: S36:=P3+P6-P36:
P37 :=p137+p237+p347+p357+p367: S37:=P3+P7-P37:
P45:=p145+p245+p345+p456+p457: S45:=P4+P5-P45:
P46:=p146+p246+p346+p456+p467: S46:=P4+P6-P46:
PAT7:=pl4T7+p24T7+p347+p457+p467: SA4T :=P4+P7-P4T:
P56:=p156+p256+p356+p456+p567 : S56:=P5+P6-P56:
P57:=p157+p257+p357+p457+p567: 857 :=P5+P7-P57:

P67 :=p167+p267+p367+p467+p567: S67:=P6+P7-P67:
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S5123:
S124:
S125:
S5126:
S127:
S134:
S5135:
S136:
S137:
S145:
S146:
S147:
S156:
S1567:
S167:
S234:
5235:
S236:
S237:
S245:
S5246:
S247:
S5256:
S2567:
S267:
S345:
S5346:
S347:
S5356:
S3567:
S367:
S5456:
S457:
S467:
Sb67:

=S12+P3-P23-P13+p123:
=S12+P4-P24-P14+p124:
=S12+P5-P25-P15+p125:
=S12+P6-P26-P16+p126:
=S12+P7-P27-P17+p127:
=513+P4-P34-P14+p134:
=513+P5-P35-P15+p135:
=S13+P6-P36-P16+p136:
=S13+P7-P37-P17+p137:
=514+P5-P45-P15+p145:
=514+P6-P46-P16+p146:
=S14+P7-P47-P17+pl147:
=S15+P6-P56-P16+p156:
=S15+P7-P57-P17+p157:
=S16+P7-P67-P17+p167:
=S23+P4-P24-P34+p234:
=523+P5-P25-P35+p235:
=S23+P6-P26-P36+p236:
=523+P7-P27-P37+p237:
=S24+P5-P25-P45+p245:
=524+P6-P26-P46+p246:
=S24+PT7-P27-PA4T7+p247:
=525+P6-P26-P56+p256:
=S25+P7-P27-P57+p257:
=526+P7-P27-P67+p267:
=S34+P5-P35-P45+p345:
=534+P6-P36-P46+p346:
=S34+P7-P37-P47+p347:
=535+P6-P36-P56+p356:
=535+P7-P37-P57+p357:
=536+P7-P37-P67+p367:
=5345+P6-P46-P56+p456:
=S45+P7-P47-P57+p457:
=S46+P7-P47-P67+p467:
=S56+P7-P67-P57+p567:

51234
51235
51236
51237
51245
51246
51247
51256
51257
51267
51345
51346
51347
S1356
51357
51367
51456
51457
51467
S1567
52345
52346
52347
52356
52357
52367
52456
52457
52467
52567
53456
53457
53467
S3567
54567

:=1-pb67:
:=1-p467:
:=1-p4b57:
:=1-p456:
:=1-p367:
:=1-p357:
:=1-p356:
:=1-p347:
:=1-p346:
:=1-p345:
:=1-p267:
:=1-p257:
:=1-p256:
:=1-p247:
:=1-p246:
:=1-p245:
:=1-p237:
:=1-p236:
:=1-p235:
:=1-p234:
:=1-pl67:
:=1-p157:
:=1-p156:
:=1-p147:
:=1-pl46:
:=1-p145:
:=1-p137:
:=1-p136:
:=1-p135:
:=1-p134:
:=1-p127:
:=1-p126:
:=1-p125:
:=1-pl124:
:=1-p123:
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Setzen wir jetzt fiir die Wahrscheinlichkeiten konkrete Werte ein, so erhalten wir

p123:=1/7:
pl24:=1/7:
pl125:=0:
pl26:=0:
pl127:=0:
pl134:=1/7:
p135:=0:

pl67:=0:
p234:=1/7:
p235:=0:

p467:=0:
p567:=3/8:

EW:=1./P1+1/P2+1/P3+1/P4+1/P5+1/P6+1/P7-1/812-1/313-1/814-1/315-1/516-1/817
-1/823-1/824-1/825-1/826-1/827-1/334-1/835-1/836-1/S37-1/3845-1/S46-1/347
-1/856-1/857-1/S67+1/S123+1/S124+1/S125+1/S126+1/8127+1/S134+1/35135+1/5136
+1/8137+1/8145+1/S146+1/S147+1/3156+1/5157+1/S167+1/S234+1/3235+1/5236
+1/8237+1/8245+1/8246+1/S247+1/3256+1/S257+1/3267+1/3345+1/3346+1/3347
+1/8356+1/8357+1/S367+1/3456+1/5457+1/S467+1/3567-(1/51234+1/51235
+1/81236+1/81237+1/S1245+1/51246+1/51247+1/S1256+1/S1257+1/51267+1/51345
+1/81346+1/81347+1/51356+1/51357+1/81367+1/S1456+1/51457+1/S1467+1/31567
+1/82345+1/82346+1/82347+1/32356+1/52357+1/S2367+1/S2456+1/32457+1/52467
+1/82567+1/83456+1/53457+1/33467+1/33567+1/S4567)+15;

EW = 4.749999976

pl123:=5/32:
pl24:=5/32:
pl125:=0:
pl26:=0:
pl27:=0:
pl34:=5/32:
pl135:=0:



D.2. OPTIMIERUNG IM FALL s =3 UND n =7 119

I
(@]

p167:
p234:=5/32:
p235:

I
(@]

p467:=0:
p567:=3/8:

EW:=1./P1+1/P2+1/P3+1/P4+1/P5+1/P6+1/P7-1/S12-1/S13-1/S14-1/S15-1/S16-1/S17
-1/823-1/824-1/825-1/826-1/S27-1/5834-1/535-1/836-1/S37-1/845-1/846-1/S47
-1/856-1/857-1/S67+1/5123+1/S124+1/S125+1/8126+1/S127+1/S134+1/5135+1/5136
+1/8137+1/S145+1/S146+1/S147+1/S156+1/S157+1/S167+1/S234+1/S235+1/S236
+1/8237+1/S245+1/8246+1/S247+1/S256+1/S257+1/S267+1/S345+1/S346+1/3S347
+1/8356+1/8357+1/8367+1/S456+1/3457+1/S467+1/S567-(1/51234+1/381235
+1/81236+1/81237+1/S1245+1/51246+1/51247+1/S1256+1/S1257+1/31267+1/51345
+1/81346+1/S1347+1/51356+1/31357+1/81367+1/S1456+1/S1457+1/S51467+1/S1567
+1/82345+1/82346+1/52347+1/32356+1/52357+1/52367+1/32456+1/52457+1/S2467
+1/82567+1/83456+1/83457+1/33467+1/33567+1/S4567)+15;

EW := 4.659259250

pl23:=1/35:
pl24:=1/35:

p567:=1/35:

Ew:=1./P1+1/P2+1/P3+1/P4+1/P5+1/P6+1/P7-1/S12-1/513-1/S14-1/516-1/516-1/S17
-1/823-1/824-1/525-1/526-1/S27-1/334-1/835-1/S36-1/337-1/S45-1/546-1/347
-1/856-1/S57-1/567+1/35123+1/S124+1/S125+1/S126+1/S127+1/S134+1/5135+1/5136
+1/8137+1/S145+1/S146+1/S147+1/S156+1/S157+1/3167+1/35234+1/3235+1/3236
+1/8237+1/S245+1/S246+1/S247+1/S256+1/5257+1/5267+1/3345+1/3346+1/3347
+1/8356+1/S357+1/S367+1/5456+1/S457+1/S467+1/5567-(1/51234+1/51235
+1/51236+1/51237+1/51245+1/51246+1/51247+1/S1256+1/S1257+1/S1267+1/51345
+1/51346+1/51347+1/51356+1/S1357+1/S1367+1/S1456+1/S1457+1/S1467+1/S1567
+1/S2345+1/52346+1/32347+1/52356+1/S2357+1/S2367+1/S2456+1/52457+1/52467
+1/52567+1/53456+1/53457+1/S3467+1/S3567+1/S4567)+15;

EW :=5.420050755



120 ANHANG D. RECHNUNGEN MIT MAPLE

pl23:=1/7:
pl24:=0:

pl37:=0:
pl45:=1/7:
pl46:=0:

p157:=0:
pl67:=1/7:
p234:=2/7:
p235:=0:

p467:=0:
p567:=2/7:

EW:=1./P1+1/P2+1/P3+1/P4+1/P5+1/P6+1/P7-1/812-1/813-1/814-1/815-1/816-1/817
-1/823-1/824-1/825-1/826-1/827-1/834-1/835-1/836-1/S37-1/845-1/S46-1/347
-1/856-1/857-1/S67+1/S123+1/S124+1/S125+1/S126+1/8127+1/S134+1/5135+1/5136
+1/8137+1/8145+1/S146+1/S147+1/3156+1/5157+1/S167+1/5234+1/3235+1/5236
+1/8237+1/8245+1/8246+1/S247+1/3256+1/S257+1/3267+1/3345+1/3346+1/3347
+1/8356+1/8357+1/S367+1/3456+1/3457+1/S467+1/S567-(1/31234+1/51235
+1/81236+1/81237+1/S1245+1/51246+1/51247+1/S1256+1/S1257+1/31267+1/51345
+1/81346+1/S1347+1/51356+1/31357+1/51367+1/5S1456+1/S1457+1/31467+1/51567
+1/82345+1/82346+1/82347+1/352356+1/52357+1/52367+1/82456+1/32457+1/52467
+1/S2567+1/53456+1/33457+1/53467+1/S3567+1/S4567)+15;

EW = 4.799999983

Verwenden wir den Befehl Minimize aus dem Paket Optimization, so erhalten wir je nach
Startwert unterschiedliche Werte. Wahlen wir einen Punkt, der die Nebenbedingung erfiillt,
bricht die Iteration sofort ab. Das erste Beispiel sind die in Tabelle 6.2 aufgefithrten Werte.

Summ:=p123+p124+p125+p126+p127+p134+p135+p136+p137+p145+p146+p147+p156+p157
+p167+p234+p235+p236+p237+p245+p246+p247+p256+p257+p267+p345+p346+p347+p356
+p357+p367+p456+p457+p467+p567:

a:=5/32:b:=3/8:

L1:={p123=a,pl124=a,p125=0,p126=0,p127=0,p134=a,p135=0,p136=0,p137=0,p145=0,
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p146=0,p147=0,p156=0,p157=0,p167=0,p234=a,p235=0,p236=0,p237=0, p245=0, p246=0,
p247=0,p256=0,p257=0,p267=0,p345=0,p346=0,p347=0, p356=0,p357=0, p456=0, p457=0,
p467=0,p567=b}:

with(Optimization):

Minimize( EW ,{Summ=1,P1>=0,P2>=0,P3>=0,P4>=0,P5>=0,P6>=0,P7>=0},

initialpoint=L1,assume=nonnegative) ;

Error, (in Optimization:-NLPSolve) no improved point could be found

Waiéhlen wir einen Startwert, der geringfiigig von dem obigen abweicht, erhalten wir

Summ:=p123+p124+p125+p126+p127+p134+p135+p136+p137+p145+p146+pl147+p156+p157
+p167+p234+p235+p236+p237+p245+p246+p247+p256+p257+p267+p345+p346+p347+p356
+p357+p367+p456+p457+p467+p567 :

a:=6/32:b:=2/8:
L1:={p123=a,pl124=a,p125=0,p126=0,p127=0,p134=a,p135=0,p136=0,p137=0,p145=0,
p146=0,p147=0,p156=0,p157=0,p167=0,p234=a,p235=0,p236=0,p237=0,p245=0,p246=0,
p247=0,p256=0,p257=0,p267=0,p345=0,p346=0,p347=0,p356=0,p357=0,p456=0,p457=0,
p467=0,p567=b}:

with(Optimization):

Minimize( EW ,{Summ=1,P1>=0,P2>=0,P3>=0,P4>=0,P5>=0,P6>=0,P7>=0},

initialpoint=L1,assume=nonnegative) ;

[4.65862944123322542,

[pl23 = 0., pl24 = .157426365052230, pl25 = .157426356810151,

pl26 = 0., pl27 = 0., pl34 = 0., pl35 = 0., pl36 = 0., pl37 = 0.,
pl45 = .157426353924029, pld6 = 0., pld7 = 0., pl56 = 0., pl57 = 0.
pl67 = 0., p234 = 0., p235 = 0., p236 = 0., p237 = 0.,

p245 = .157426358592997, p246 = 0., p247 = 0., p256 = 0., p257 = 0.
p267 = 0., p345 = 0., p346 = 0., p347 = 0., p356 = 0., p357 = 0.,
p367 = .370294565620594, p456 = 0., p457 = 0., p467 = 0., p567 = 0

4

4

.11
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D.3. MINIMIERUNG DES ERWARTUNGSWERTES FUR DAS KONKRETE
MODELL, s =3, n =25
Zuerst definieren wir den Erwartungswert als Funktion von «. In Maple verwenden wir a := a.

EW:=unapply(1/P1+1/P2+1/P3+1/P4+1/P5-1/S12-1/513-1/514-1/S15-1/823
-1/824-1/S25-1/534-1/335-1/S45+6,a) ;

Anschlieflend bilden wir die Ableitung.

Ableitung:=unapply(diff (EW(a),a),a);

6 3
322 T (2a+ 12 (—at1)?

Wir setzen die Ableitung mit null gleich und l6sen nach a auf.

Ableitung := a — —

z:=fsolve(diff(EW(a),a)=0,a);

z := 0.180520067299032938227061063517782496407964646774015164222
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D.4. EIGENWERTE IN ABHANGIGKEIT VON s UND n

Die Eigenwerte A, 52 konnen durch die folgende Schleife berechnet werden. Die duflere Schleife
durchléuft fiir s die Werte 3 bis S. Die innere Schleife durchlduft fiir das gewédhlte s fiir n die
Werte von s 4 2 bis N. Die Werte S und N kdnnen frei gewéhlt werden. Im Plot erscheinen

alle Eigenwerte, fiir die s gleich ist, in derselben Farbe.

restart:N:=100:5:=10:with(plots) :with(ColorTools) :
for s from 3 to S do
L[s+1,s]:=NULL:
for n from s+2 to N do
a:=—2*%sum((-1.) “k*binomial (n-s-2,k-2)
*(1/(1-(binomial (n-k,s) /binomial(n,s))))"3,k=2..n-s);
Ln,s]:=L[n-1,s],[n,al;
end do:
1[s]:=[L[n-1,s]]:
Anz:=nops(1[s]):
pls] :=pointplot(1l[s],color=ColorTools:-Color([rand()/10712,
rand()/10712,rand()/10712]) ,gridlines=true) :

end do:

P:=seq(pl[i],i=3..8):
display(P,view=[2..N,-50..2]);

Die Schleife fiir die Berechnung der Eigenwerte A, 51 besitzt dieselbe Struktur wie die soeben

vorgestellt Schleife fiir die Berechnung von A, 4 2.

restart:N:=100:5:=10:with(plots) :with(ColorTools) :
for s from 3 to S do
L[s+1,s]:=NULL:

for n from s+2 to N do
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a:=2xsum((-1.) " (k-1)*(binomial (n-s-1,k-1)+
binomial (n-s-2,k-1))*(1/(1-(binomial (n-k,s)/binomial(n,s)))) "3
,k=1..n-s);

end do:

1[s]:=[L[n-1,s]]:

Anz:=nops(1[s]):
pls]:=pointplot(1[s],color=ColorTools:-Color([rand()/10712,
rand()/10712,rand()/10712]) ,gridlines=true):

end do:

P:=seq(p[i],i=3..8):
display(P,view=[2..N,-50..2]);
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