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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Motivation und Hintergrund

Das vermutlich bekannteste Resultat der Wahrscheinlichkeitstheorie ist der zentrale Grenzwert-
satz. Er besagt, dass das arithmetische Mittel n unabangiger und identisch verteilter Zufallsva-
riablen bei Skalierung mit dem Faktor \/n im Limes n — oo gegen eine normalverteilte Zufallsva-
riable konvergiert, sofern das zweite Moment endlich ist. Wenden wir das Gesetz grofier Zahlen
auf die Folge (14, ), mit unabhéngigen Ereignissen (A,,), mit identischer Eintrittswahrschein-
lichkeit p = P(A,), n € N, an, so erhalten wir die Aussage, dass die zufillige Anzahl eintretender
Ereignisse bei Division durch \/n im Limes n — oo gegen eine normalverteilte Zufallsvariable
konvergiert.

Dem gegeniiber steht der Poissonsche Grenzwertsatz. Seien dazu A > 0 und fiir alle n € N die
Ereignisse Aj,..., A, unabhingig und mit identischer Eintrittswahrscheinlichkeit p, = P(A,)
und npy, "Z% \. Der Poissonsche Grenzwertsatz in seiner einfachsten Form, dass die Anzahl ein-
tretender Ereignisse im Limes n — oo gegen eine Poisson(\)-verteilte Zufallsvariable konvergiert.
Dieses einfache Resultat ldsst sich auf verschiedene Weisen verbessern. In [56] wurde gezeigt,
dass der Abstand in totaler Variation zwischen einer Binomial(n, p)-verteilten Zufallsvariablen
und einer Poisson(np)-verteilten Zufallsvariablen durch ein von n unabhéngiges Vielfaches von
p nach oben beschrankt ist. Eine weitere Moglichkeit der Verallgemeinerung besteht in der Lo-
ckerung der Voraussetzung der identischen Verteilung. In [43] wird bewiesen, dass der Abstand
in totaler Variation zwischen der Summe > j"; 1 4, mit unabhéngigen Ereignissen A, ..., A, mit
pi = P(A4;) und einer Poisson(\)-verteilten Zufallsvariablen fiir A = 37" p; durch %maX1§i§n Di
abgeschéatzt werden kann. Die dort verwendete Beweismethode setzt Techniken aus der Fou-
rieranalyse ein und stellt diskrete Ngp-wertige Zufallsvariablen als Operatoren auf Z dar. Diese
Methode léasst sich verallgemeinern und fithrt auf unterschiedliche Abschétzungen in verschie-
denen Metriken. Wesentlich fiir die Funktionsweise ist hier die Annahme der Unabhéngigkeit
der Ereignisse A, As,... Eine Moglichkeit, diese Annahme zu lockern, stellt die in [64] zur
Anwendung gebrachte Koppplungsmethode dar. Dort wird eine obere Schranke an den totalen
Variationsabstand angegeben, die die bedingten Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse A;, gege-

ben 14,,...,14, ,, verwendet. Im Falle unabhéngiger Ereignisse reduziert sich die angegebene

i—17

n
Schranke auf ¥ p?.
i=1

Die in den 1970er Jahren entwickelte Stein-Methode zur Normalapproximation basiert auf
einer charakterisierenden Gleichung dieser Verteilung ([65]). Diese Beweistechnik wurde dahin-
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gehend weiterentwickelt, dass der totale Variationsabstand einer gegebenen Zufallsvariablen zu
einer Poissonverteilung abgeschétzt werden konnte ([13]). Die dabei verwendete charakterisie-
rende Gleichung der Poissonverteilung lautet

AEf(X +1)-EXf(X) =0.

Diese Gleichung ist genau dann fiir jede beschridnkte Funktion f : Ny — R erfiillt, wenn X
Poisson(\)-verteilt ist. Die Beweisidee zur Poissonapproximation lautet nun wie folgt. Fiir gege-
benes A c Ny konstruieren wir eine Funktion f = f) 4 : Ng - R, sodass die Gleichungen

MG +1)=5f() =1{j € A} -Pox(4), j20,
erfiillt sind, wobei Poy die Poissonverteilung mit Parameter A bezeichnet. Dann gilt
P(X e A)—Por(A) =AEf(X +1)-EX f(X).

Diese Gleichung liefert eine Abschéitzung des totalen Variationsabstands zwischen der Vertei-

n
lung von X und einer Poissonverteilung mit Parameter A. Sei nun X := ¥ X; die Summe n
i=1

unabhéngiger Zufallsvariablen mit P(X; = 1) = p;, P(X; =0) =1 - p; fiir i € [n] und X = ipi.
i=1
Dann gilt

EXf(X) = zn:IEXif(X) - zn:EXif(X ~X;+1) = AEf(X - X +1).
=1 =1
Folglich ergibt sich
B(X € A) - Pox(A)| = | pE[F(X + 1) - (X - X; + 1)]
=1

n

< sup [fra(i+1) - Hal) Lpl
1<j<n+1 i=1

Die Aufgabe besteht nun noch darin, die Funktion f) 4 geeignet abzuschétzen.

Dieses als Chen-Stein-Methode bekannte Beweisverfahren ist in der Literatur umfangreich
verwendet und in verschiedene Richtungen weiterentwickelt worden. In [1] und [2] werden obere
Schranken an den totalen Variationsabstand angegeben, falls X die Summe nicht notwendiger-
weise unabhéngiger Bernoulli(p;)-verteilter Zufallsvariablen ist. Die dort angegebenen Abschét-
zungen verwenden nur erste und zweite Momente der Zufallsvariablen X1, Xo,...

Die ersten strukturellen Zugéinge zur Poissonapproximation in einem rédumlichen Kontext
finden sich in [62], [14], [63], [51], [20], [55]. In [62] und [63] werden Beispiele von U-Statistiken
betrachtet, deren Verteilung auf einem zugrunde liegenden Poissonprozess in R? beruht, und
gezeigt, dass die Verteilung der Minima bzw. Maxima im Anziehungsbereich der Weibull- bzw.
Gumbelverteilung liegt. Davon ausgehend wird in [20] der (eindimensionale) Punktprozess der
realisierten Groflen betrachtet und unter Verwendung der Glauberdynamiken von Geburts- und
Todesprozessen gezeigt, dass der skalierte Prozess unter geeigneten Voraussetzungen in der so-
genannten Kantorovich-Rubinstein-Metrik gegen einen Poissonprozess konvergiert. Dagegen be-
ruht das Theorem in [55] auf einer Kopplungsidee in [44] und verwendet wie [51] den Chen-Stein-
Kalkiil. Die Arbeit [14] basiert auf Theorem 1 in [2]. Es wird eine Diskretisierung des Raumes in
d-dimensionale Wiirfel vorgenommen und das Ereignis A;, i € N, dann so gewéahlt, dass A; genau
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dann eintritt, wenn ein Punkt eines vorgegebenen Poissonprozesses in den Wiirfel ¢ fallt und
die diesen Punkt umgebende Voronoi-Zelle eine bestimmte Eigenschaft aufweist (also etwa ein
Volumen besitzt, das groler als eine vorgegebene Schranke ist). Aus Eigenschaften des Poisson-
prozesses folgt dann ein Resultat zur Poissonapproximation der Anzahl der Poissonpunkte mit
dieser Eigenschaft. Dartiber hinaus wird in [15] gezeigt, dass die Verteilung des minimalen bzw.
maximalen Inkreisradius der Zellen eines stationdren und isotropen Poisson-Geraden-Mosaiks in
einem wachsenden Beobachtungsfenster im Anziehungsbereich der Weibull- bzw. Gumbelvertei-
lung liegt. Dazu werden die Momentenmethode zum Nachweis der Verteilungskonvergenz verwen-
det und eine graphische Konstruktion benutzt, um die Abhéngigheit der Zellen der Mosaiks von
den Geraden des zugrunde liegenden Prozesses zu modellieren. Fiir allgemeinere Punktprozesse,
deren Papangelou-Intensitét existiert, finden sich in [66] Abschéitzungen des totalen Variations-
abstand zwischen der Anzahl der Punkte und einer Poisson-verteilten Zufallsvariablen. Hierzu
werden abstrakte Abschatzungen der Stein-Operatoren vergenommen. Die resultierenden Ab-
schitzungen konnten allerdings bislang nur in wenigen Anwendungen mit Gewinn ausgwewertet
werden.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt aufgebaut. Nach einer kurzen Einfithrung Palmscher
Mafle und Stoppmengen formulieren und beweisen wir in Kapitel 2 unser Hauptresultat zur
Poissonapproximation eines abhéngig verdiinnten Poissonprozesses und zeigen auf, dass dieses
Ergebnis Implikationen fiir die asymptotische Verteilung von Minima/Maxima geometrischer
Funktionale hat, die auf einem Poissonprozess definiert werden kénnen. Fir die Formulierung
des Ergebnisses vergleichen wir den verdiinnten Poissonprozess im totalen Variationsabstand
mit einem fast sicher endlichen Poissonprozess auf einem kompakten Beobachtungsfenster. Der
Beweis der Konvergenz nutzt eine Kopplungskonstruktion zwischen dem verdiinnten Prozess und
einer reduzierten Palmschen Version dieses Prozesses. Daraufhin verwenden wir die Chen-Stein-
Methode in Form einer Abschétzung in [3]. Damit gelingt es uns, den totalen Variationsabstand
durch die Summe aus der Differenz der erwarteten Anzahl der Punkte der beiden Prozesse und
dem zweiten faktoriellen Moment der Anzahl der Punkte des verdiinnten Prozesses abzuschét-
zen. Dieses Resultat wenden wir auf verschiedene geometrische Strukturen an. Zunéchst betrach-
ten wir maximale Kantenlingen und Volumeninhalte in einem zufélligen k-nearest-neighbour-
Graphen, dessen Knotenmenge durch einen nicht notwendigerweise stationidren Poissonprozess
gegeben ist. Dabei zeigen wir Verbindungen zu verwandten Resultate aus [27] und [28] auf.
Nach einer Anwendung im Poisson-lilypond-Modell diskutieren wir verschiedene Szenarien im
Poisson-Voronoi-Mosaik. In einem ersten Schritt zeigen wir, dass der skalierte Prozess dann ge-
gen einen Poissonprozess konvergiert, wenn die Verdiinnungsvorschrift so gewéhlt ist, dass nur
Punkte mit der Eigenschaft verbleiben, dass die Umkugel der umgebenden Voronoi-Zelle klein
genug ist. Daraufhin diskutieren wir unsere Hauptanwendung in Kapitel 2. Dazu definieren
wir ein allgemeines Groéflenfunktional und ein Abweichungsfunktional auf dem Raum konvexer
Korper in R? nach dem Vorbild in [34]. Eine Kombination einer Variante des dort angegebe-
nen Resultats iiber die Form grofier typischer Voronoi-Zellen mit einer Abschétzung iiber das
Volumen der Vereinigung zweier formtypischer grofler Voronoi-Zellen ermoglicht es uns, ein Re-
sultat zur Poissonapproximation des verdiinnten Prozesses zu zeigen, der nur Punkte behélt,
deren umgebende Voronoi-Zelle beziiglich des oben gewéhlten Groflenfunktionals grofler als eine
vorgegebene Schranke ist.

In Kapitel 3 betrachten wir Groflenfunktionale, deren Wert vom betrachteten Poissonprozess
und einem k-Tupel von Punkten dieses Prozesses abhéngt. Dabei definieren wir eine Verdiinnung
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des Prozesses aller Mittelpunkte (k — 1)—dimensionaler Kugeln mit der Eigenschaft, dass sie k
Punkte des Poissonprozesses auf ihrem Rand und keinen Punkt im Inneren enthalten. Wir zeigen
ein Resultat zur Poissonapproximation dieses Prozesses und geben dazu eine Abschitzung des
totalen Variationsabstands an. Dies erlaubt es uns, neben Anwendungen auf minimale und maxi-
male Kanten im Gabriel-Graphen und auf minimale Fundamentalregionen im Poisson-Voronoi-
Mosaik, einen Satz zur Poissonapproximation im Poisson-Delaunay-Mosaik zu formulieren. Wir
betrachten dabei Groflenfunktionale wie in [33] und wéhlen die Verdiinnungsvorschrift so, dass
der Mittelpunkt einer d-dimensionalen Kugel genau dann erhalten bleibt, wenn die von dieser
Kugel umschlossene Delaunay-Zelle beziiglich des betrachteten Groéflenfunktionals grofl genug
ist.

In den Kapiteln 2 und 3 ist aufgefallen, dass verdiinnte Poissonprozesse in einigen geometri-
schen Situationen unabhéngig von der gewédhlten Skalierung nicht gegen einen Poissonprozess
konvergieren. Dies ist etwa dann der Fall, wenn Minima/Maxima des gewédhlten Funktionals
aus geometrischen Griinden in Clustern auftreten (konnen). In Kapitel 4 zeigen wir, dass der
verdiinnte Prozess dann in einigen Fillen beziiglich eines ds—Abstandes gegen einen zusam-
mengesetzten Poissonprozess konvergiert. Anschlieend betrachten wir eine Anwendung auf die
Situation minimaler Kanten in einem k-néchsten-Nachbarn-Graphen und geben die exakte Ver-
teilung des zusammengesetzten Poissonproesses an.

In Kapitel 5 betrachten wir Verdiinnungen stationdrer Gibbsscher Punktprozesse, die durch
einen Poissonprozess stochastisch dominiert werden und deren Wechselwirkungen in einem be-
stimmten Sinn lokal sind. Wir zeigen ein Resultat zur Poissonprozessapproximation solcher
Verdiinnungen und verwenden dabei im Beweis die Methode der Uneinigkeitskopplung zur Rea-
lisierung von Gibbsschen Punktprozessen auf einem beschriankten Gebiet mit verschiedenen
Randbedingungen und nutzen Perkolationseigenschaften des Booleschen Modells. Anschlieflend
prasentieren wir eine Anwendung auf einen verdiinnten hard-core-Prozess.

1.2 Grundlagen

Wir arbeiten auf einem lokalkompaktem Hausdorffraum (X, X’) mit abzahlbarer Basis. Ein sol-
cher Raum ist separabel und metrisierbar. Es bezeichne N o = N (X) den Raum aller end-
lichen Z&hlmafe p auf X und N = N(X) den Raum aller lokalendlichen (d.h. endlich auf allen
lokalkompakten Teilmengen) Zahlmafle auf X. Beispiele fiir Elemente aus N sind das Nullmaf§
0 oder das durch 0,(B) := 1g(x), B € X, definierte Dirac-Maf$ im Punkt x € X. Fir k € N,
x = (x1,...,2;) € X¥ und p € N schreiben wir dy := Opy + -+ 0g,, fix = [t + Ox sowie x € B falls
x; € B fiir alle i € [k]. Sei p € N gegeben durch p = Y5, 6,, fiir ein k € Ngu{oco} und 1,...,z; € X
(nicht notwendigerweise verschieden). Fiir m € N definieren wir das m-te faktorielle Mafs p(m)
von y durch

+
/JJ(m) = z 5(:01'1,..-,551'7—”)’

i1y-eesim <k

wobei das Superskript # die Summation iiber m-Tupel mit paarweise verschiedenen Eintragen
meint und wobei die leere Summe als 0 definiert ist (vgl. [42], (4.5)). Ein Mafl 4 € N heifit einfach,
falls p({z}) € {0,1} fiir alle z € X gilt. Wir definieren N = N'(X) als die kleinste o-Algebra auf
N, sodass die Abbildung p — p(B) fir alle B € X messbar ist. Wir statten N.s und N mit
den jeweiligen Spur-o-Algebren N o, und N von N aus. Die o—Algebra N von N ist dann die
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Borel-o-Algebra der vagen Topologie auf N. Eine Folge (p,), in N konvergiert vage gegen p,
falls fur alle stetigen Funktionen f:X — [0, 00) mit kompaktem Tréger gilt,

ff($)un(dx)—>/f(x)u(dx) fiir n — oo.

Nach Theorem A2.3 in [38] ist N ein Polnischer Raum.

1.2.1 Punkt- und Poissonprozesse

FEin Punktprozessin X ist ein zufélliges Element € in IN, definiert iiber einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, A, P). Wir nehmen an, dass dieser Wahrscheinlichkeitsraum grofl genug ist, sodass alle
zufélligen Objekte aus dieser Arbeit darauf existieren. Nach Definition von N ist £(B) fiir jedes
B € X eine Zufallsvariable in Ngu{oo}. Ein Punktprozess heifit einfach, falls P( ist einfach) = 1
gilt. Das Mafl B — E£(B) heifit Intensitdtsmaf von &.

Das zentrale Objekt in dieser Arbeit ist der Poissonprozess. Dieser ist wie folgt definiert.

Definition 1.2.1. Es sei A ein g-endliches Mafl auf X. Ein Punktprozess n auf X heifit Poisson-
prozess mit Intensitdtsmafl A, falls die beiden folgenden Bedingungen erfillt sind.

(a) Fiir jedes B € X ist n(B) Poisson-verteilt mit Parameter \(B).

(b) Fir jedes n € N und jede Auswahl paarweise disjunkter Mengen By, ..., B, € X sind die
Zufallsvariablen n(By),...,n(B,) stochastisch unabhéngig.

O

Poissonprozesse, deren Intensitdtsmafle iibereinstimmen, besitzen dieselbe Verteilung (Pro-
position 3.2 in [42]). Die Existenz des Poissonprozesses ergibt sich aus Theorem 3.6 in [42]. Dass
ein Poissonprozess genau dann einfach ist, wenn sein Intensitdtsmafl diffus (d.h. atomfrei) ist, ist
der Inhalt von Proposition 6.9 in [42]. Ist 7 ein Poissonprozess, so existieren nach Korollar 6.5

in [42] eine Folge von Zufallsvektoren (X,,), in X sowie eine Zufallsvariable N : Q - Ny, sodass
N
n= 3 Ox, P-fast sicher gilt. Zentral fiir das Rechnen mit Poissonprozessen ist die (multivariate)

n=1
Mecke-Gleichung, die wir in folgendem Satz angeben.
Satz 1.2.2 (vgl. Theorem 4.4 in [42]). Seien A\ ein o-endliches Maf$ auf X und n ein Pois-
sonprozess in X mit IntensitdtsmafS X. Dann gilt fiir alle k € N und jede messbare Funktion
f:XExN - [0,00],

E [ 7Gemn®(x) = [ Ef(xn0) X (dx).

In weiten Teilen dieser Dissertation arbeiten wir auf dem Raum X = R%. In diesem Fall
definieren wir fiir y € R? die Translation ¢, : N - N durch

0,(0)(B)=p(B+y), ¢eN,BeB,

wobei B +y = {r+y : x ¢ B}. Ein Punktprozess ¢ in R? heiBt stationdr, falls 6,(¢) d 13
fiir alle y € R%. Ein stationdrer Punktprozess mit der Eigenschaft E&([0,1]%) < oo besitzt das
Intensititsmaf v£? fiir ein v > 0 (vgl. Proposition 8.2 in [42]) und ~ heift die Intensitit von
¢. Fiir Poissonprozesse gilt auch die Umkehrung dieses Resultats, d.h. ein Poissonprozess in R?
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mit IntensititsmaB v £? fiir ein v > 0 ist stationér (vgl. Proposition 8.3 in [42]). Ferner gilt fiir
einen stationdren Punktprozess £, dass dessen Kardinalitdt mit Wahrscheinlichkeit 1 entweder
0 oder unendlich ist, d.h.

P(E(RY) € {0,+00}) = 1

(vgl. Proposition 8.4 in [42]).

1.2.2 Palmsche Mafle und Stoppmengen

Fundamental fiir den Umgang mit Punktprozessen sind Palmsche Prozesse. Wir orientieren uns
bei deren Einfiihrung an [39], Kapitel 6. Seien dazu 7, £ zwei Punktprozesse in X und £ besitze
ein o-endliches Intensitdtsmafl E£. Im Allgemeinen existiert eine ganze Familie Palmscher Mafle,
eines fiir jedes = € X. Die Palmschen Mafle verallgemeinern das Konzept der reguldr bedingten
Verteilungen (vgl. Theorem 6.3 in [38]) und sie stimmen mit denen im Fall = 0, fiir ein z € X
iiberein. Da das Intensitdtsmafl von £ nach Annahme o-endlich ist, ist auch das durch

Cyef =E [ fle,m)€(dw),  f >0 messbar,

definierte Campbell-Maf} C;, ¢ auf X x N o-endlich. Damit existiert ein Wahrscheinlichkeitskern
P?;” ¢ von X nach N, der die Desintegration

Coef = [[ $w.m) Pre(dn) B (de)

erlaubt. Das Maf3 P; ¢ heifit Palmsches Maf3 von 7 beziiglich £ bei z. Ein Punktprozess 772”, dessen
Verteilung unter P durch le’i ¢ gegeben ist, heiit Palmscher Prozess oder Palmsche Version von
71 beziiglich £ bei z. Er ldsst sich als der von x € supp(§) gesehene Prozess 7 interpretieren. Nach
Lemma 6.2(ii) in [39] gilt

P(zeng)=1.

Der Prozess ng — 0, heiit reduzierter Palmscher Prozess von n beziiglich £ bei x.

Ein weiteres wichtiges Werkzeug im Umgang mit Punktprozessen sind Stoppmengen. Diese
verallgemeinern das Konzept der Stoppzeiten fiir Zufallsvariablen. Es bezeichne F das System
der abgeschlossenen Mengen in X. Fiir F' € F bezeichnet pur die Einschrankung von p auf F.
AufBlerdem sei N die kleinste o-Algebra auf N, bzgl. der die Abbildung p — pu(Bn F) fiir alle
B e X messbar ist.

Definition 1.2.3. Eine messbare Abbildung S : N — F heifit Stoppmenge (beziiglich der Fil-
tration (Np)per), falls {ue N: S(u) c F} € N fiir alle F € F. m]

Der folgende Satz gibt eine Moglichkeit an, Stoppmengen zu charakterisieren.

Satz 1.2.4. (Proposition A.1 [9]) Eine messbare Abbildung S : N — F ist genau dann eine
Stoppmenge, falls S(p) = S(pg(y)) fiir alle p e N und die folgende Implikation fiir alle j1,p € N
gilt:

© = lg(p) = S(p) = S(1).

Die folgende Aussage ist fiir die vorliegende Arbeit von zentraler Bedeutung.
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Satz 1.2.5. Seien A\ o—endlich, n ein Poissonprozess mit Intensititsmaff A und S eine Stopp-
menge, sodass S(n) P-fast sicher kompakt ist. Ferner sei g : N x N — [0,00) eine messbare
Funktion. Dann gilt

fg(usw),usw)ﬁ’(nedu) = ffg(usm),wsw)c)lp(n edp)P(nedp).

Beweis. Der Beweis kann aus verschiedenen Quellen in der Literatur zusammengesetzt werden
(z.B. [9], [69]). Der Vollsténdigkeit halber fithren wir die Argumente hier aus.

Seien B, € B? mit B,, 1 R? fiir n — co und A(B,,) < o0, n € N. Da S(n) P—fast sicher kompakt
ist, gilt

B1(5(0)) = o0) = B D (050 1 B,) = ) ) 33 PCa(B) = ) =0
Damit erhalten wir
f 915 ()5 1S(uye) P(1 € dp)

= i fg(ﬂsmwﬂswc)ﬂ{u(s(u)) =k} P(nedu)
k=0

1 [ee]
=2 ff 900, s(uye) T{ sy = 0xt 1) (dx) P(n € dpa), (1.2.1)
" k=0
wobei wir daran erinnern, dass wir 0x := 0z, + -+ + 0z, fir x = (2z1,...,21) € X% schreiben. Wegen

S(u) = S(ps(uy) (vel. Satz 1.2.4) ldsst sich (1.2.1) schreiben als
1 o0
i1 2 [ 90 s(60) Hksiony = b (@) POy ) (1.22)
Fiir x € u® und S € B gilt die Aquivalenz (vgl. Satz 1.2.4)
pg =0x < xS und (u-dy)(S)=0.
Damit lédsst sich (1.2.2) umformen zu
1 oo
L5 I a0 msione) Mo SEDIU (- 5 (5(02)) = 0} uP (@) By e ). (123
" k=0
Eine Anwendung der Mecke-Formel (Satz 1.2.2) auf (1.2.3) ergibt
1 [ee]
25 ] 06 ms) 1x €SGO LH(S(G)) = 0 Bl e i) Mo(d). (12.4)
" k=0

Nach Definition des Poissonprozesses 7 sind ng(s,) und 7gs,)c unabhingig. Daher erhalten wir
fiir (1.2.4) den Ausdruck

= :20 [ 9060 @50509) 1ix € S5 IS (8)) = 0} P(n € dp) Xo(dx) P( € dp). (1.2.5)

Wir betrachten nun den Ausdruck im Inneren des Integrals und vollziehen die bisherigen Be-
weisschritte rickwérts. Damit ergibt sich die Behauptung. O
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1.2.3 Abstiande und Konvergenz von Punktprozessen

Sei nun d eine Metrik auf X, sodass die durch d induzierte Topologie mit X {ibereinstimmt. Fiir
x,y € X sei do(x,y) := |x —y| A1 und es bezeichne K den Raum aller Funktionen & : X - R mit

Sl(k) = sup |k(y1)_k(y2)|<oo

viapeX,  do(y1,y2)
Y1#Y2

Fiir endliche Mafle u, x auf (X, X') definieren wir

1, n(X) # x(X),
di(p,x) =10, w(X) =x(X) =0,
m™! iu]g#,c)lfkdu—fkdxl, p(X) = x(X) =m > 0.
€

Falls g, x € Ncoo, so lasst sich der Abstand dy(p, x) fir g = {z1,..., 2y} und x = {y1,...,ym}
auch erklaren durch

m
di(p,x) = min {m_l Zdo(Ii,yw(i))}, (1.2.6)
TEom i=1
wobei Sy, die Menge aller Permutationen auf {1,...,m} bezeichnet. Also misst d; den mittleren

Abstand zwischen p und x bzgl. dg unter dem ,néchsten* Matching m € .S,,. Fiir endliche Mafle
w, x auf (X, X) verwenden wir auch die Notation

inf d ,7 ’ X 2 X )
C’l\l(ﬂ,x) = < (X)=x(X) 1(/L X) /’L( ) X( )

di(x, 1), 1(X) < x(X).

Falls 1(X) = x(X), so gilt di(u,x) = di(u,x). Die Metrik d; wird in der Literatur auch als
Kantorovichy 1- oder durch do induzierte Wasserstein-Metrik bezeichnet. Es sei F die Menge der
Funktionen f:N — R mit

= SO
S2(f) a p,xEIliT, dl(:ua X) < '

X
Wir definieren den Abstand de zwischen zwei Punktprozessen £ und v in X durch
1
s2(f)

Die Metrik ds lasst sich auch ausdriicken durch

da(§,v) = celzrg,y) /1;I><N dy (pe1, p2) C(d(pa, p2))

(E.v) = sy [ rPEean - [ freedn)|.

(vgl. Theorem 5.10 in [67]), wobei (&, v) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf N x N
mit den Randverteilungen P(¢ € -) und P(v € -) bezeichnet. Dieser Zusammenhang heifit in
der Literatur Kantorovich-Rubinstein-Formel. Eine andere Moglichkeit, die Verteilungen zweier
Punktprozesse zu vergleichen, liefert der totale Variationsabstand dpvy. Dieser ist gegeben durch

drv(§,v) = sup, (P(eA)-P(reA)).
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Der do-Abstand zweier Wahrscheinlichkeitsmafie ¢ und v auf N ist durch deren Abstand in
totaler Variation dominiert. Es gilt (vgl. Spezialfall 6.16 in [67])

d2(§,y) SdTV(gvV)' (127)

Wir begriinden nun, dass die Konvergenz lokalendlicher Punktprozesse im totalen Variations-
abstand dry deren Konvergenz in Verteilung impliziert. Wir haben oben bereits festgehalten,
dass N mit der Borel-o-Algebra der vagen Topologie ein Polnischer Raum ist. Es gilt folgender
Zusammenhang.

Satz 1.2.6 (Theorem 16.16 in [38]). Seien v,&1,&a, ... zufdllige MafSe auf X. Dann sind dqui-
valent:

(i) §ni1/ fiir n - oo.
(ii) [ gd&, 4 [gdv  firn— oo fiir alle stetigen g:X — [0, 00) mit kompaktem Triger.

Mithilfe von Satz 1.2.6 ldsst sich leicht einsehen, dass die Konvergenz lokalendlicher Punkt-
prozesse im totalen Variationsabstand dpy deren Konvergenz in Verteilung impliziert (vgl. Pro-
position 2.1 in [20]). Seien dazu &,, n € N, und v lokalendliche Punktprozesse mit dy(&,,v) - 0

d
fir n > oo. Wir wollen [ ¢gd&, - [gdv fiir alle stetigen Funktionen g > 0 mit kompakten
Trager zeigen. Da die Konvergenz von Zufallsvariablen in totaler Variation deren Konvergenz in
Verteilung impliziert, geniigt es, fiir alle B c R zu zeigen,

]P’(/gd{neB)—ﬂP’(/gdgneB) fiir 1 — oo.

Da die Mengen {u € N': [ gdu € B} messbar sind, folgt die Behauptung. Wegen (1.2.7) zeigt
dies auch, dass die Konvergenz lokalendlicher Punktprozesse in totaler Variation hinreichend fiir
deren Konvergenz im ds-Abstand ist.

1.2.4 Modelle und Transformationen der stochastischen Geometrie

Es seien nun d > 2 und X = RY, ausgestattet mit der Borelschen o—Algebra B?. In dieser Arbeit
untersuchen wir extremale Eigenschaften zufélliger Graphen und Mosaike, zu deren Einfiihrung
wir einige Notation, Sprechweisen und Hilfsmittel benttigen.

Zunichst fithren wir auf R? eine totale Ordnung ein. Dazu ordnen wir die Elemente aus R?
zunéchst aufsteigend nach ihrem Betrag und erzeugen damit eine partielle Ordnung. In einem
zweiten Schritt ordnen wir Elemente mit gleichem Betrag aufsteigend beziiglich der lexikogra-
phischen Ordnung. Damit erkliren wir [z,y) als die Menge aller w € R? mit der Eigenschaft
x <w < y und andere Intervalle entsprechend. Seien nun k € N, 2 ¢ R? und z € N. Dann ist der
k-nédchste-Nachbar N (x, 1) von x in pu gegeben durch

Nip(z,p) =y <= yepund 0,u((0,y —x]) = k.

Hiermit ldsst sich ein geometrischer Graph erkldren. Seien dazu k € N und p € N einfach.
Wir definieren den k-ndchsten-Nachbarn-Graphen auf u als das Paar G = (V, E), wobei V = p
Knotenmenge und

E:={(z,y) e uxp:y=N;i(x,p) oder x = N;(y, ) fiir ein ¢ < k}
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Kantenmenge heifit. Offensichtlich gilt (z,y) € E <= (y,x) € E, weshalb wir G als ungerichteten
Graphen auffassen. Falls die Knotenmenge ein zufilliges Element aus N ist (beispielsweise ein
Poissonprozess), ist das entstehende Objekt ein klassisches und hiufig untersuchtes Beispiel eines
zufdlligen geometrischen Graphen, siehe [53] fiir eine umfassende Einfithrung. Dann lassen sich in
G verschiedene abgeleitete Zufallsvariablen definieren. Eine Moglichkeit ist, in dem Teilgraphen,
der durch die Einschriankung von x auf eine kompakte Menge W ¢ R% und die dadurch induzierte
Kantenmenge hervorgeht, den maximalen oder minimalen Abstand eines Punktes aus uw zu
seinem néchsten Nachbarn zu betrachten. Diese Fragen untersuchen wir in dieser Arbeit.
Daneben untersuchen wir in dieser Arbeit geometrische Eigenschaften zufélliger Mosaike.
Unter einem Mosaik verstehen wir ein System konvexer Polytope in R?, die den gesamten Raum
iiberdecken und paarweise keine gemeinsamen inneren Punkte besitzen. Gegeben @ + u € N,
lassen sich ausgehend von p verschiedene Mosaike definieren. Die Struktur und die Form der
Zellen eines Mosaiks konnen genutzt werden, um die Regularitdt von p zu beschreiben. Vielfach
verwendet wird das folgendermaflen definierte Voronoi-Mosaik. Zu jedem z € p definieren wir

die Voronoi-Zelle
C(a,p)={zeR%: N(z,pu) =z}

Fiir x # y sei H, (z) der abgeschlossene Halbraum, der = enthélt und durch die mittlere Hyper-
ebene zwischen x und y begrenzt wird, also

1
Hy(x)={zeR?: (z,y-x) < §(||Z~/H2 -1}
In dieser Arbeit werden wir wiederholt davon Gebrauch machen, dass sich C'(x, 1) auch durch

Clap)= (1 Hi@)
Yeu, y*x
definieren lasst. Aus dieser Darstellung ist auch ersichtlich, dass C(x,u) eine abgeschlossene
konvexe Menge mit inneren Punkten ist. Das System m := {C'(x,u : = € p)} bildet ein Mosaik
im Sinne der obigen Definition.

Ein weiteres wichtiges Mosaik, das ausgehend von einem lokalendlichen Mafl & +# y € N
definiert werden kann, ist das Delaunay-Mosaik. Dieses ist in einem gewissen Sinn dual zum
Voronoi-Mosaik. Fiir ein konvexes Polytop P definieren wir die Seiten als die Schnitte von P
mit seinen stiitzenden Hyperebenen. Eine Seite der Dimension k heifit k-Seite, k € {0,...,d—1},
und wir schreiben Fj(P) fir die Menge aller k-Seiten von P. Fir ein Mosaik m schreiben
wir Fr(m) fiir die Menge aller k-Seiten von Zellen in m. Sei nun m := {C(x,u : x € p)} das
Voronoi-Mosaik zu p. Die Delaunay-Zelle bei e € Fy(m) ist gegeben durch

D(e,p):=conv{z e p: eeFo(C(x,pn))}.

Das System d := {D(e, ) : e € Fo(m)} bildet ein Mosaik, das sogenannte Delaunay-Mosaik. Ist
w e N zufillig, so lassen sich Eigenschaften der abgeleiteten Verteilung des Mosaiks und dessen
Zellen untersuchen. In dieser Arbeit betrachten wir das ausgehend von einem Poissonprozess
definierte Poisson-Voronoi- und -Delaunay-Mosaik.

In der Untersuchung zufélliger Graphen und Mosaike spielen verschiedene integralgeometri-
sche Transformationen eine wichtige Rolle. Das folgende Resultat ist die klassische Blaschke-
Petkantschin-Formel fiir Sphéren.
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Satz 1.2.7 (Theorem 7.3.1 in [60]). Sei f: (R?)%! - [0,00) eine messbare Funktion. Dann gilt

ff(x)dx:d!(dnd)d”/f £z +r)r® L Ag(u) 0% (du) dr dz.

Sei k € [d]. Es bezeichne vy das eindeutige Haarsche Wahrscheinlichkeitsmaf} auf dem Grass-
mannschen Raum G(d, k) k-dimensionaler linearer Unterrdume des R? (vgl. Theorem 13.2.11 in
[60]). Fiir einen festen Unterraum L € G(d, k) bezeichne Sy, die Gleichverteilung auf der Einheits-
sphire in L. Fiir u € (RY)* sei Ay(u) das k—dimensionale Volumen der konvexen Hiille conv(u)
und z” bezeichne die Projektion von z € R? auf L. Die folgende Formel driickt das Integral iiber
x = (21,...,2541) € (R)*! durch eine Integration auf der (k — 1)—dimensionalen Sphire aus,
auf der die Punkte x1,...,xx1 liegen. Sie findet sich in [50], verallgemeinert Theorem 7.3.1 in
[60] und wird in [23] bewiesen.

Satz 1.2.8 (Theorem 1 in [50]). Seien k € [d] und f : (R?) "1 - [0, 00) eine messbare Funktion.
Dann gilt

f F(x)dx = fff £+ ru)r® AL (0) R SE (du) dr vy (AL dz.

Bei der Untersuchung des Poisson-Delaunay-Mosaiks ist es oft notwendig, iiber Punkte auf
einer Sphére zu integrieren, die eine feste niederdimensionale Sphére enthélt. Auch fiir diese
Situation gibt es eine maflgeschneiderte Blaschke-Petkantschin-Formel, die wir nun prasentieren.
Wir betrachten d — k + 1 Punkte p; € R? in allgemeiner Lage. Dann existiert fiir fast alle m < k
Punkte z; eine eindeutige (d — k + m — 1)-Sphére durch alle z; und p;. Ohne Einschrénkung
nehmen wir an, dass der Mittelpunkt der (d — k — 1)-Sphére durch die p; der Ursprung 0 sei,
bezeichnen mit 7y den Radius dieser Sphéire und mit @ die eindeutige (d — k)—Hyperebene,
die alle p; enthélt. Eine (d — k + m — 1)-Sphéare mit Radius r > 79 geht durch alle z; und p;
genau dann, wenn ihr Mittelpunkt im Orthogonalraum Q* von @ liegt und der Abstand des
Mittelpunkts zum Ursprung /72 — 7,(2) betragt. Diese Konstruktion nutzen wir fiir die folgende
Transformation.

Satz 1.2.9 (Theorem 5 in [50]). Seien k € [d], Q € G(d,d-k), 79> 0, 1 <m <k und f: (RH)™ -
[0,00) eine messbare Funktion. Dann gilt

f f(x)d f ffff(mz+ru)rm(d D (2 _ 2y (m-2)/2

(Rd)ym G(dd-k) 7o Sy S7yp

k-m+1
7_ .2
x| m! Ay, (—uz,ul‘)] 0leq(du)or(dz)dr vy, (dL).

r
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Kapitel 2

Poissonprozessapproximation
Poissonscher Funktionale

2.1 Allgemeines Theorem

In diesem Kapitel arbeiten wir auf dem Raum R?, ausgestattet mit seiner Borelschen o-Algebra
B¢, und £¢ bezeichne das LebesguemaB auf BY. Es seien f : R? — [0,00) messbar und 7 ein
Poissonprozess in R? mit IntensititsmafB f £ auf (2, A, P). Ferner seien g; : RxN(R%) - {0, 1}
fiir alle ¢ > 0 messbar und W := [0, t/4]%. Wir betrachten die durch

ftfft(ﬁ) = Z gt(x777_5x)6x- (2‘1'1>

xennWi

erkldrte Verdiinnung von n und fassen &; als Punktprozess auf Wy auf. Wir bestimmen nun das
Intensititsmaf E&, von &. Mit der Mecke-Formel gilt fiir A € B¢,

E&,(A) :E[]l{xeAth}gt(z,n—éx)n(da:)
:/]l{xeAth}IEgt(x,n)f(a:)dx

:LmWiEgt(:n,n) f(z)dx.

Da E¢; o-endlich ist, existiert fiir alle ¢ > 0 und x € R? ein Palmscher Prozess von 7 beziig-
lich der Verdiinnung &; bei . Wenn 7} einen solchen Punktprozess bezeichnet, dann gilt die
Desintegration

Ef h(x,n)&(dx) = [f h(z, 1) P(nf € dp) E&(dx), h:R%x N - [0, +00) messbar.

Im Folgenden gelte E g;(x,n) > 0 fiir alle z € R? und ¢ > 0. Dann lisst sich die Verteilung P(nf €-)
von nf mit der Mecke-Formel explizit bestimmen. Wir erhalten

E [ h(em)&(de) = [[ 1{e e Wih(e, 1) gu(e, - 82) p(de) Py € dp)
- [ La e WK+ 6:) gu(a,m) S (2) do

[ Eh(z,n+0d.) gi(x,m) -
_/ Eg(z,mn) Felde).
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Folglich gilt fiir alle A € NV,
P(pt ¢ A) = / 1t 5, e Ay o), (2.1.2)
Egt(%ﬁ)
Wegen

E [ h(z,&(m) &(n)(dr) = E [ 1 e Wikh(e,&(n)ge(a.n - d:)n (dx)
= f ]l{l‘ € Wt}Eh(-%ft(n+5w))gt($7n)f(x) dzx
- [ B, & (n0) Béi(da) (2.1.3)

ist durch &(nf) eine Palmsche Version von & (beziiglich &) bei x gegeben.
Unser Ziel in diesem Abschnitt besteht darin, den skalierten Prozess

() ()= [ 1 e Y g(da),
dessen Intensititsma E(t~1/¢,) durch
BB - [ 1 BYEG@ ) @l tde, BeB(oal). (@1

gegeben ist, im Limes ¢t - oo (im totalen Variationsabstand drv) durch einen Poissonprozess
auf [0,1]¢ zu approximieren. Dazu darf die Auswahlfunktion g; in (2.1.1) nur lokal von der
Konfiguration um x abhéngen. Damit meinen wir, dass (g;); die folgende Definition erfiillt,
wobei

B(xz,R)={yeR?: [y-z[< R}
die abgeschlossene Kugel mit Radius R um x bezeichnet.

Definition 2.1.1. Sei (g;)0 eine Familie messbarer Funktionen g; : R x N(RY) - {0,1}, ¢ > 0.
Wir nennen (g;); stabilisierend, falls fiir alle t > 0 eine messbare Funktion R; : R% x N(R%) —
[0, 0o] existiert, sodass fiir alle 2 € R? die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Ri(z,n+0,) < oo P-fast sicher.

(11) gt(xv /UJ) = gt(xa KB(z,Ri(z,p)) T XB(x,Rt(x,,u))C)v p, x € N.
(iii) Fir alle t > 0 ist die Abbildung p+— B(x, R¢(z, pu+ ;)) von N nach F eine Stoppmenge.

Wir nennen R; = Ry(x, i) einen Stabilisierungsradius und verwenden fiir € N und z € R? die
Schreibweise Si(z, p) == B(x, Re(x, p)). ]

In der Literatur versteht man unter stabilisierenden Funktionalen iiblicherweise solche, die
die in Definition (i) und (ii) geforderten Eigenschaften erfiillen (vgl. [54], Definition 2.4), deren
Wert bei x also intuitiv gesprochen nur von der Konfiguration p in einer Kugel mit Radius
Ri(x, ) um 2 abhéngt. Das Konzept der Stabilisierung ist wohlbekannt und wird insbesondere
zur Normalapproximation geometrischer Funktionale verwendet; sieche etwa die aktuelle Arbeit
[40].

Das Hauptresultat dieses Abschnitts basiert auf folgendem Resultat zur Poissonprozess-
approximation endlicher Punktprozesse aus [3], das auf der Chen-Stein-Methode beruht. Fiir
ein endliches signiertes MaB p auf B? seien p, und p_ dessen Positiv- bzw. Negativteil und
Il == pes (RY) + p_ (RY) die totale Variation.
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Satz 2.1.2 (Theorem 2.6 in [3]). Seien £ ein endlicher Punktprozess mit Intensitdtsmaf
auf R und & eine Palmsche Version von & (beziglich &) bei x € R auf dem gleichen Wahr-
scheinlichkeitsraum. Weiter seien 7' ein endliches Maf8 auf B und v ein Poissonprozess mit
Intensititsmaf$ ©'. Dann gilt

drv(&,v) s [ElE- (€ -8, n(dx) + |7’ 7.
Wir zeigen folgendes Resultat zur Poissonprozessapproximation von =1/ de,.

Satz 2.1.3. Seien f : R? — [0,00) messbar, h : [0,1]¢ — [0,00) stetig, 1 ein Poissonprozess
mit Intensititsmaf f L, v ein Poissonprozess mit Intensititsmafs hX[io,l]d sowie (x,t)  by(x)
und (z,t) v~ di(z) messbare Funktionen von R% x (0,00) nach (0,00). Ferner sei (g;); eine
stabilisierende Familie messbarer Funktionen im Sinne von Definition 2.1.1 mit

sup ‘tIEgt (Y0, n) f(tH) - h(v)| 220 (2.1.5)
ve[0,1]4
Dann gilt
dry (7%, v) < Cov sup By (t/0.n) F(1/0) ~ h(v)
ve[0,1]4
1/d P 2fl/cl 5 b tl/d
ol suwp (het) (B( _bt<f1dv>))+ up P00+ 0,) > b(140)
ve[0,1]4 t1/ ve[0,1]4 E g:(tY/%v, 1)
+(fLYW)? sup P(Rt(tl/dv,n+5t1/dv+5t1/du)>dt(t1/dv))) fiir t - 00, (2.1.6)
u,ve[0,1]4
wobei
Coi= [ [ Baan+8,) 9u(yn+62) (u) S @)1 {1 =] < do(w) + dy()}dy o, t>0.

Wy Wy

Auf den ersten Blick mag es {iberraschend erscheinen, dass b; und d; in Satz 2.1.3 beliebig
gewéhlt werden konnen. Wie wir anhand der Struktur der Terme auf der rechten Seite von (2.1.6)
erkennen konnen, hat eine Vergrofierung von b, oder d; zur Folge, dass ein Term in (2.1.6) wéchst,
wahrend ein anderer moglicherweise fallt. In den folgenden Abschnitten zeigen wir, wie b; und
d; in unseren Anwendungen gewéhlt werden kénnen, um gute Konvergenzraten zu erhalten.

Interessante Anwendungen von Satz 2.1.3 ergeben sich, wenn die Auswahlfunktion (z,p) —
gt(x, 1) als Indikatorfunktion gewéhlt wird, die angibt, ob ein dem Punkt = zugeordnetes und
von u abhingendes (geometrisches) Funktional einen fest gewéhlten (von ¢ abhéngenden) Wert
iiber- bzw. unterschreitet. In diesem Fall besitzt das Leerereignis {&:(n) = 0} die Interpretation,
dass das gewéahlte Funktional fiir jedes Element in supp(n) kleiner oder grofier gleich dem fest
gewdhlten Wert ist. Mit dieser Uberlegung lisst sich in den folgenden Anwendungen aus Satz
2.1.3 die asymptotische Verteilung des Maximums oder Minimus von g:(x,n — d,) iiber alle
xenn W, im Limes ¢t - oo herleiten. Dies demonstrieren wir in der folgenden Bemerkung.

Bemerkung 2.1.4. (a) Seien t ~ u; eine Abbildung von [0, c0) nach [0, 00) und b : RYx N —
R messbar. Fiir jedes t > 0 und jedes ¢ > 0 seien gt (x,p) := L{h(z,p) > us —logc} und
he:0,1]% - [0, 00) mit f[O,IJd he(v)dv = ¢ und ferner

t—>oo

sup ‘t[P‘(h(tl/dx n) > up — logc) F(tMi2) - h (:L’)|
xe[0,1]4
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Falls die rechte Seite von (2.1.6) fiir ¢ - oo gegen 0 konvergiert, so ergibt sich unter den
Voraussetzungen von Satz 2.1.3,

IP’( max, h(x,m—06z) —us < —logc) =P(&(Wy) =0) LndaN P(v([0,1]) =0)=e™, ¢>0.
xennWy

A

Wéhlen wir c:=e™", so ergibt sich

limIP’( max h(az,n—ém)—utg)\):efe_k, AeR.

t—o0 zennWy

Dies zeigt, dass max h(xz,n—-0;) im Anziehungsbereich der Gumbel-Extremwertverteilung
xennivy

(vgl. [58], (0.3)) liegt.

(b) Sei t = u; eine Abbildung von [0, c0) nach [0,00) und h: R x N — R messbar. Fiir jedes
t > 0 und jedes ¢ > 0 seien g;(x, p) := 1{h(z,p) < ¢*u;} und he : [0,1]¢ - [0, 00) mit
f[o,l]d he(v) dv = ¢ und ferner

t—o00

sup t]P’(h(tl/dac,n) < cl/kut) F(t ) - hc(x)| — 0.

x€[0,1]¢

Falls die rechte Seite von (2.1.6) fiir ¢ - oo gegen 0 konvergiert, so ergibt sich unter den

Voraussetzungen von Satz 2.1.3,

]P’( min uglh(x,n—ax)zcl/k):P(gt(wt)w)mp(y([o,ud):m:e-e, ¢>0.

zennWy

Wihlen wir ¢:= A\*, so ergibt sich
lim P(u;l min h(z,n—06;) > )\) = ef)‘k, A>0.
t—o0 zennWi

Dies zeigt, dass mirvlv h(xz,n—-0,) im Anziehungsbereich der Weibull-Extremwertverteilung
xennWy

mit Formparameter k liegt.
O

Beweis von Satz 2.1.3. Wir wollen Satz 2.1.2 verwenden. Dazu miissen wir fiir alle v € [0, 1]¢ eine
geeignete Palmsche Version (t‘l/ dgt)” von ¢t~/ dg, (beztiglich ¢ dft) bei v konstruieren, sodass
die totale Variation Ht_l/ g, - ((t‘l/ gy —5v)H moglichst klein wird. Sei 5};1/% eine Palmsche
Version von & bei /%, Wegen (2.1.4) und

E f h(v,t1,) (£714,) (dv) = E f (e, ) ¢, (dar)
Wi

(0,1]¢

-8 [ (e e, e ey (o)

Wi
- {E / h(v, e Y B (Y, (dw) (2.1.7)
[0:1]¢

v eine Palmsche

ist durch ¢/ dgfl/d” eine Palmsche Version von ¢~/ d¢, bei v gegeben. Sei nf/d
Version von 7 beziiglich & bei t'/%. Aus (2.1.3) wissen wir, dass die Verdiinnung von nfl/d”, also
ft(nfl/d“), eine Palmsche Version von & (beziiglich &) bei t'/%v ist. Daher lisst sich das oben be-

schriebene Problem auf die Konstruktion einer geeigneten Palmschen Version von 7 beziiglich &
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bei Y% zuriickfithren. Sei dazu 5¥ fiir 2 € W; = [0,t?]? eine von 1 unabhiingige Palmsche Ver-
sion von 7 beziiglich & bei x (nach Annahme ist der zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsraum
grof} genug, sodass ein solches Objekt darauf existiert). Ferner sei S; : N — F die Abbildung aus
Definition 2.1.1. Wir weisen nun nach, dass dann fiir E-fast alle z € R? durch

(ntm)St(;vﬂ]f) TS (zmF)e (2.1.8)

eine Palmsche Version von n beziiglich &; bei x gegeben ist und werden diese Version im weiteren
Beweis verwenden. Mit der Unabhéingigkeit von n und 7y und der Definition des Palmschen
Mafes gilt fir Eg;(z,n) >0 und alle A e N in (2.1.2),

P (1) su(eme) * 151 (o) € A)
= ff T{ps, (z) + PSi(ap)e € A P(n e dp) P(ny € dp)

1
) ff]l{(wéx)st(z,wsm)+sost(x,#+5x>c6A}gt(x,u)P(nedw)P(nedu)- (2.1.9)

Da (g;); stabilisierend ist, die Abbildung p + B(x, Ry(x, u+ d,)) fiir alle 2 € R? und ¢ > 0 eine
Stoppmenge ist und x € Sy(z, pu + d,) gilt, lasst sich (2.1.9) mit der messbaren Funktion

g:NxN-=[0,00), (p,0)L{p+@+d,€A}gi(x,p),

in Satz 1.2.5 umschreiben zu

Egt(lzv,n) f 1{p+0, € A} gi (2, n) P(n € dp) = P(1f € A). (2.1.10)

Nach Satz 2.1.2 erhalten wir nun fiir ¢t 7/9¢, und den Poissonprozess v aus Satz 2.1.3 die
Abschétzung

dTV(t_l/dﬁt, V)

<t/

d

1/dv
1/d§ (77 [ 1/d£t (( t )St(tl/dv,nfl/dv) + nst(tl/dvmél/d’u)c) - 6U:|

x Bg(t%0, ) f (%) dv + [B (7%, ) - nef

= / E“ft(ﬂ) - St((nf)st(w,nf) + nSt(z,nf)C) + 530” Egt(xvn)f(x) dx

B (%) - nefy - (2.1.11)
Fiir die totale Variation der Differenz der IntensitétsmaBe von ¢~/%¢, und v gilt die Abschiitzung

() - e

dal = s |E(t g (A) ~ (hedy 1)(A)|

AeB([0,1]4

= sup
AeB([0,1]4)

< sup |tBgi (1", ) f(t'"0) ~ h(v).
ve[0,1]4

B (t Egt(tl/dx, n)f(tl/dx) - h(x)) dx
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Somit erhalten wir aus (2.1.11) die Abschétzung
dpy (719, v)
< / E Hft(n) - 575((77?)&(@7;;”) + nSt(z,nf)C) + 650“ Egt(%ﬁ)f(l‘) dz
Wy

+ sup [t Bgi (t/%0,m) f (1) = h(v)] . (2.1.12)
ve[0,1]

Die in (2.1.12) auftretende totale Variation ist gegeben durch

1€6(n) = &C(1 ) 5, (@) + NSy (@i ye) + 0al
= (&(n) = &) su(amz) + NSz yz)e) + 02)+ (W)
+ (&) = &((T) s,(emz) + Nse(amz)e) +02)-(Wh). (2.1.13)

Um den ersten Summanden in (2.1.13) abzuschétzen, machen wir folgende Voriiberlegung. Seien
dazu p, o € N und z,y € R? und es gelte

Se(x,0) N Se(y, 1) = B. (2.1.14)
Da (g;): stabilisierend ist, ergibt sich aus (2.1.14) und Definition 2.1.1(ii),

96y 1) = 9t (Y 115, (2,0)¢) = 96(Ys Sy (2.0) + PSi(2.0))- (2.1.15)
Diese Uberlegung fiihrt auf die Abschitzung

(&(n) = &((0F) s (@mz) + 1S, (@mz)e) +02)+ (W) < 30 gy, = 0y) L{Si (2, 1) 0 Si(y,m) * @}
yennWy

(2.1.16)

Zur weiteren Abschétzung von (2.1.16) sei 77 ein Poissonprozess mit 'ﬁg 1, sodass n und 7
unabhangig sind. Mit der Unabhéngigkeit von n und 7y sowie der Definition des Palmschen
Mafes in (2.1.2) gilt

Egi(z,mE > g:(y.n-08y) L{S(x,nf) nSe(y,n) + 2}
yennWy

=E > 1{Sy(a,7+6:) nSi(y,n) #* @} g (2, 7) ge(y,m — 0y). (2.1.17)
yenny

Nun folgt mit einer Anwendung der Mecke-Formel auf den Poissonprozess n und der Unabhén-
gigkeit von n und 77, dass (2.1.17) geschrieben werden kann als

Ef]l{St(x,% 02) N Se(y,m+6y) # @} g:(x,7) ge(y,m) f(y) dy. (2.1.18)
Wy

Wir unterscheiden nach der Grofie der Stabilisierungsradien R;(x,7n) und R;(y,77) und erhalten
mit der Funktion (z,t) — bi(x) aus Satz 2.1.3 und (2.1.18) die Abschétzung

[ Eaam F@E ¥ gly.n=8,) 1S 07) 0 Sily.n) # 2} da
W, yennWi

< [ [ ELR(@.77+0,) > (@) oder Ruly.n+8,) > ()} oo, 1) gu(y. ) S () f () dy do

Wy Wy
(2.1.19)
+[fIE]l{Rt(x,ﬁ+6x)sbt(:c),Rt(y,n+6y)Sbt(y),St(az,ﬁ+6x)nSt(y,n+5y);t@}
Wi Wy

x gi(z,7) g:(y,n) f(y) f(x) dy d. (2.1.20)
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Zur Abschétzung des ersten Summanden (2.1.19) nutzen wir die triviale Schranke g; < 1 und
erhalten mit der Definition der Verdiinnung &, dass sich (2.1.19) nach oben abschétzen ldsst
durch

2 [ [ VR, 7+60) > @)} oe(w ) 9oy m) S () (@) dyda

Wy Wy
<9 sup ]P)(Rt(tl/d’t), n+ 5t1/dv) > bt(tl/dv))

E&; (Wr))?. 2.1.21
ve[0,1]¢ E g,(tv, 1) (E& (W) ( )

Mit der Substitution z = ¢t'/% ergibt sich
E& (Wh) = f Egi(z,n) f(z)dz = / [tEQt(tl/dvan) [HGEOE h(”)] dv+v ([0,1]%).
Wy [0,1]¢

Mit der Annahme (2.1.5) folgt lim; 0o E&(W;) = v([0,1]¢). Daher lisst sich (2.1.21) asympto-
tisch abschéatzen durch

P(Rt(tl/dv, n+ 6t1/dv) > bt(tl/dv))

O| sup 1
ve[0,1]4 E g (t'/%v,n)

) fiir ¢ — oo. (2.1.22)

Zur Abschitzung des zweiten Summanden (2.1.20) nutzen wir die Ereignisinklusion

{Ri(2, 7+ 0z) <be(z), Re(y,m+y) <be(y), Sz, 7+ 02) N Se(y,n+dy) + &}
c{le -yl <be(z) +be(y)}
und erhalten damit fiir (2.1.20) die obere Schranke
2 [ [ Egua.m gy F() (@)1 {ke ~ yl < bo() + b ()} L{0u(y) < br(a)} dy da
Wy Wi

<2 [ [Eg(ema(.m f(y) F@)1{z -yl < 2(2)} dyda. (2.1.23)

W, Wy
Mit den Substitutionen y = t/% und z = t'/%v lisst sich (2.1.23) umformen zu

1/d
2 f f 12 g, (Y%, 1) g (800, 77) £(¢40) f(tl/dv)ﬂ{h/—ulSW}dudv. (2.1.24)

[0,1]4[0,1]¢
Mit Annahme (2.1.5) gilt
2E go(tY%, m) g, (¢ %, 7) £t %) £ ) = h(u)h(v) +0o(1) fiir ¢ - oco. (2.1.25)
Daher ergibt sich fiir (2.1.24) die asymptotische obere Schranke

2b; (t1/%) .
0 f hu){o —u| < 2y 4] fiir £ oo 9.1.26
[t foperonr-s ) i aa

Nun betrachten wir den zweiten Summanden in (2.1.13). Mit (2.1.15) ergibt sich analog zu
(2.1.16) die Abschéitzung

(&e(n) = & () S, (@) + MSe(mz)e) + 0)- (W)

< D (Y, () $1 ey + 150 (emye = Oy)
yE((Tif)st(x,ng”ﬁ’ist(z,nf)“*‘51‘)”Wt

X ]l{St(fE’ﬁf) n St(ya (nf)St(x,nf) + nSt(x,nf)C) # Q}' (2127)



20 Kapitel 2

Mit der Unabhéngigkeit von 1 und 7 sowie der Definition von 7y ergibt sich
Ege(z,n) > 9y, (0 )8y ) * MSu(amz)e — Oy)
ye((ﬁf)st(z,nf)+ﬁst(z,ng)c—5z)ﬂWt
x ]l{St(xﬂﬁ) n St(ya (nf)St(;B,nf) + nSt(z,nf)C) # Q}
=k 2 9t (2, 7) 9t(Y, s, (2,7746,) + NS4 (e ird0)e + Oz = Oy)

V(TS (a.7+52) Ty (a.77+62)° )W
) L{ S (2, 7+ 62) 0 Se(Ys T, (wress) + Msu(aiies)e +02) 2@}, (2.1.28)
Nun verwenden wir Satz 1.2.5 mit der Funktion
9:NxN = [0, 00),
() 3 i@ 1) gy, o+ + 00 = 6y) 1{Sy(w, 1+ 02) N Se(y, w+ ¢ + 0a) # B}

ye(pte)nWy
Damit ergibt sich fiir (2.1.28) der Ausdruck
E fgt(% 1) 91 (y, 0 + 0 = 0y) L{Sy(,n + 62) N S (y,n + 0z) # @} n(dy). (2.1.29)
Wi

Eine Anwendung der Mecke-Formel auf (2.1.29) fihrt auf
E fgt(w, n+06y) 9e(y,n + 62) f(y) W{Se(@,n + 60+ 6y) 0 Si(y,n+ 6z +6,) # @b dy.  (2.1.30)
Wi

Analog zu oben unterscheiden wir nach der Grole der Stabilisierungsradien R;(x,n + 0 + dy)
und R(y,n + 6, + ;) und erhalten mit der Funktion ¢ » d;(z) aus Satz 2.1.3 und (2.1.30) die
Abschitzung

f Eg:(z,n) f(x) > 9¢(Y, (0F) S, (emz) + NS, (2mz)e — Oy)
We ye((ni”)st(z,ngﬁnst(z,nf)c—%)ﬂwt
X ]1{51‘/(55‘777?) n St(yv (nf)St(aﬁ,nf) + nSt(x,nf)C) # Q} dzx
< f f E g:(x,n + 6y) ge(y,m + 0z)

Wy Wy
x T{R(x,n + 05 + 6y) > di(x) oder Ri(y,n+ 0, +6y) >di(y)} f(y) f(z)dydx (2.1.31)

v [ [ Egen+8,) gi(vn+ 8) 1S n+ 02 +6,) 0 Sulyn+ 0 +6,) )
Wy Wy

x L{R(x,n + 0z + 6y) < di(z), Re(y,n+ 02 +dy) <de(v)} f(y) f(z)dyda. (2.1.32)

Der erste Summand (2.1.31) lasst sich abschétzen durch

2//P(Rt(x,77+5x+6y)>dt(:L‘)) F(y) f() dyda

Wy Wy

<O (( FLYW)? sup P(R(tY%, 0+ 6,174, + 617a,) > dt(tl/dv))) . (2.1.33)
u,ve[0,1]4

Den zweiten Summanden (2.1.32) schitzen wir analog zu (2.1.20) ab durch

[ [ Ean+0)0n+6:) f) F@) Lo =yl < di(@) + di(y)} dyda = G (21.34)
Wy Wy
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Mit (2.1.22), (2.1.26), (2.1.33) und (2.1.34) ergibt sich fiir die rechte Seite von (2.1.12) fir ¢ - oo
die asymptotische obere Schranke

dry (t719€,, v) < Cy + sup
ve[0,1]¢

+0| sup (hL%) (B (v M)) + sup P(Rt(tl/dv,nJrétl/dv) >bt(t1/dv))
ve[0,1]4 Tt/ ve[0,1]¢ E g, (t'/4v,n)

tE g (t'/",n) F(t'/70) - h(v)|

+(fLYW)? sup  P(R(tY%, 10+ 8,170, + 6,17a,) > dt(tl/dv))) fiir ¢ — oo.

u,ve[0,1]¢
O

Bemerkung 2.1.5. Falls R;(z),t > 0, z € R?, ein deterministischer Stabilisierungsradius ist,
also fiir alle z € R?

gt(l', M) = gt(xauB(x,Rt(m)))a peN,

gilt, so ergibt sich unter den Voraussetzungen von Satz 2.1.3 mit der Wahl b;(x) = di(x) =
Ri(z), z e R, die Abschitzung

dry (174, v)

1/d, \d
<Ci+ sup ‘tEgt(tl/dv,n) f(t ) - h(v)’ +0O| sup Rult o) fiir t - oo.
ve[0,1]¢ ve[0,1]¢ t

2.2 Maximale k-nachsten-Nachbarn-Abstiande und Volumenin-
halte

In diesem Abschnitt diskutieren wir eine Anwendung von Satz 2.1.3, in der ein deterministischer
Stabilisierungsradius existiert (vgl. Bemerkung 2.1.5). Seien k € Ny, ¢> 0, f : R? - [0, +00). Fiir
x € R? und r > 0 bezeichne B(z,r) die abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt = und Radius
r. Ferner seien (x,t) = s;() eine messbare Abbildung von R? x (0, 00) nach [0, 00) und 7 ein
Poissonprozess mit Intensititsmaf f£%. Wir betrachten die Verdiinnung

&=&(m = ), L{(n-0.)(B(z,5())) <k} oo (2:2.1)

rennWi

Dies ist der Prozess aller Punkte in n n W, mit der Eigenschaft, dass die Menge B(z,s:(x))
hochstens k Punkte in n — 6, enthélt. In der Sprache von Kapitel 1 beschreibt der Prozess &
die Verdiinnung, die alle Punkte aus x € n n W, behélt, die mindestens Abstand s;(x) zu ihrem
k-néchsten Nachbarn haben. Wihlen wir A = f£%, Ty (z, 1) = sup{r > 0: u(B(z,7) < k)},

ge(w, 1) = L{(FLY(B (@, Ti(a, 1)) > (FL)(B(x,5(2)))}, yeR?, peN, (2.2.2)

so stellen wir fest, dass die Prozess & aus (2.2.1) in den allgemeinen Rahmen von Abschnitt
2.1 fallt. Fiir spezielle Wahlen von s;(z) ergeben sich bekannte und in der Literatur studierte
Modelle:
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 Mit der Wahl s; = 5,(0) unabhingig von = € R? ist & der Prozess aller Punkte in 1 n W,
deren Abstand zum (k+1)-néchsten Nachbarn grofier als s; ist, wobei wir die in Abschnitt
1.2.4 erklirte totale Ordnung auf R? verwenden. Fiir binomialverteilte Punkte wurde in
[52] die Konvergenz in Verteilung gegen einen Poissonprozess bewiesen. Zuvor wurde dieser
Prozess in [27] untersucht.

o Wihlen wir s;(z) := inf{s > 0 : (f £ (B(z,s)) > v} fiir eine wachsende Funktion v :
[0,00) = [0,00), so erhalten wir den Prozess aller Punkte in n n W; mit der Eigenschaft,
dass der Volumeninhalt (fA)(B(z, Ng(x,n))) des Balls um = mit dem Abstand zum k-
nichsten Nachbarn Ni(z,n) als Radius grofler als v, ist. In [26] wurde fiir k& = 0 gezeigt,
dass die Verteilung des maximalen Volumeninhalts in diesem Modell im Anziehungsbereich
der Gumbelverteilung liegt.

Unser Ziel besteht im Folgenden in der Formulierung von Bedingungen, die die Konver-
genz von t71/4¢, im totalen Variationsabstand dpvy gegen einen Poissonprozess v auf [0,1]% mit

Intensitatsmafl h)‘?o,l]

Dazu bestimmen wir zunéchst das IntensitéitsmaB von ¢~/ d¢,. Fiir A € B gilt mit der Mecke-

. fur eine geeignete Dichte h sicherstellen.

Formel und der Substitution z = ¢/ dy,

B G () =BG ) = [ BBl si(@)) £ F) f(x) do

k ¢ i
:Zf (1 LB LLDB@ @) 4y g,
bar t1/d AnW, !

7

dv73t(t1/dv)))i tf(tl/dv) dw.

S R e YT
=5 JAn[0,1]4 1!

Im Beweis der Konvergenz des Prozesses ¢ d¢, gegen einen Poissonprozess v wollen wir Satz
2.1.3 verwenden. Offensichtlich ist

Ri(z):=s,(x), zeR% ¢>0, (2.2.3)

ein (deterministischer) Stabilisierungsradius. Wie sich zeigen wird, ergeben sich bedeutende Un-
terschiede in den Beweisen und Konvergenzraten in Abhéngigkeit von k € Ny. Daher betrachten
wir zundchst den Fall k£ = 0 separat und formulieren folgendes Resultat. Dabei ist

ag(x) = e_(fﬁd)(B(x’St(x))), t>0, z e R (2.2.4)

Satz 2.2.1. Seien k=0, f:R? - [0,00) messbar und h: [0,1]¢ - [0, 00) stetig, (x,t) = s¢(x)
eine messbare Funktion von R?x (0, 00) nach (0, 00) undn ein Poissonprozess mit Intensititsmaf
f L% Es gelte

t—o0

tay (t/%0) f (1/%0) - ()| =5 0. (2.2.5)

sup
ve[0,1]¢

und es existiere ein 3 € (0,1), sodass fir alle s >r >0 und x,y € R mit x ¢ B(y, s),
(f£) [B(y,s)~ B(z,m)] > (1-B)(fL)B(y, 5). (2.2:6)

Ferner seien & aus (2.2.1) und v ein Poissonprozess mit Intensititsmayjs h/\‘[i0 L Dann gilt

dTV (til/dgta V)

< sup

dysl/d
tay (%) f(tV) - h(v)| +O0| sup s (t)
ve[0,1]4

fiir t — oo.
ve[0,1]4 taf(tl/dv))



Abschnitt 2.2 23

Bevor wir Satz 2.2.1 beweisen, wollen wir dessen Voraussetzungen interpretieren. Durch
Bedingung (2.2.5) ist sichergestellt, dass das Intensitatsmafl von t~1/4¢, gegen das IntensititsmaB
von v konvergiert. Die Bedingung (2.2.6) ist eine natiirliche Forderung erfiillt, falls etwa f = ~ fiir
ein v > 0 (siehe hierzu auch Beispiel 2.2.2 unten). Dadurch ist eine uniforme obere Schranke an
den relativen Volumeninhalt des Schnittes zweier gestreckter und verschobener Kugeln gegeben.
Diese Schranke wird im Beweis des Satzes bei der Abschitzung des zweiten faktoriellen Moments
von & (W;) eine entscheidende Rolle spielen.

Beweis von Satz 2.2.1. Wir verwenden Satz 2.1.3. Mit der Wahl
be(z) = dy(x) == 54 (), t>0, zeRY,

erhalten wir aus (2.2.3) und Bemerkung 2.1.5 fiir {; und den Poissonprozess v aus Satz 2.2.1 die
Abschétzung

dTV (til/dgh V)

<Cy+ sup
ve[0,1]4

dgy1/d
H(t ) F(#10) - h(v)|+0( sup M) fiir ¢ — oo. (2.2.7)
ve[0,1]4

Im Folgenden verwenden wir die abkiirzende Schreibweise
Bi(z) = B(z,s/(x)), t>0, zeR?

Wir schéitzen nun den Term Cy auf der rechten Seite von (2.2.7) ab. Mit einer Unterscheidung,
ob s¢(x) oder s:(y) grofler ist, gilt

Ci= [, f, B+ 8,)(Bi(x)) =0, (1+8:)(Bi(y)) = 0)) Ll = 9] < (su(x) + 51(v))
x f(y)f(z)dzdy
<2 [/V -/VV @_(fﬁd)(Bt(CC)) e—(fﬁd)(Bt(y))\Bt(CE)]lﬂI - y| < 25t(y)} f(y) f(CC) dz dy (228)
Mit (2.2.6) lasst sich (2.2.8) nach oben abschétzen durch

2 [ UEDBE) B0 ENBO) 1jp -y < 26,()} f) S(2) dedy.  (229)

Indem wir zuniichst z = t"/% und y = t'/%u substituieren, erhalten wir mit a; aus (2.2.4) fiir
(2.2.9) den Ausdruck

2 fm f 2, (£10) I_B(tl/du)]l{|u—v| < QStS/ )} FE0) £ (1Y) do du. (2.2.10)
Wie in (2.1.24) lasst sich (2.2.10) abschétzen durch

dvdu fir t > co. (2.2.11)

s¢(t%u
2fOl fol h(u (U)+0(1))atﬁ(t1/dU)]l{|u 1)|_M}

Da h als stetige Funktion auf [0,1]¢ beschrénkt ist, ldsst sich (2.2.11) asymptotisch nach oben
abschatzen durch

dys1/d
ol sup Stﬁ(t—“) fiir ¢ — oo. (2.2.12)
ue[0,1]4 ta, (t/dv)

Indem wir diesen Ausdruck in (2.2.7) einsetzen und beachten, dass |a;| < 1 gilt, erhalten wir die
Behauptung. O
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Besonders anschaulich wird die Aussage von Satz 2.2.1, wenn der zugrunde liegende Pois-
sonprozess 1 stationér ist und der fir die Verdiinnung maflgebliche Skalierungsfaktor s; nicht
von z € R? abhéngt. In diesem Fall ist der verdiinnte Prozess ebenfalls stationir und die im Satz
abstrakt angegebene Abschétzung ldsst sich konkretisieren. Dies demonstrieren wir in folgendem
Beispiel.

Beispiel 2.2.2. (Maximale Radien im stationéren nichsten-Nachbarn-Graphen) Seien

c¢> 0,7 >0 und 7 ein stationdrer Poissonprozess mit Intensitdt v. Wir definieren s; fiir ¢ > 0
durch

. (log(w/@ )”d

(2.2.13)
YRd

Damit gilt
/yte_,y[,d(B(O,St)) =c, t>0,

womit wir Bedingung (2.2.5) verifizieren kénnen. Zur Verifikation von Bedingung (2.2.6) stellen
wir fest, dass fiir alle s > r > 0 gilt,

d

£4(B(y,s)~ B(z,1)) 2 ;d. (2.2.14)
Ferner gilt
ag = e VLA(B(0,51)) _ E’ t>0.
vt
O

Somit ergibt sich folgendes Korollar aus Satz 2.2.1.

Korollar 2.2.3. Seien k=0, ¢>0, v>0, s; aus (2.2.13) sowie n ein stationdrer Poissonprozess
mit Intensitdt v > 0. Ferner seien v ein Poissonprozess mit Intensititsmaf C)‘Elo 1] und & aus
(2.2.1). Dann ezistiert ein 3 € (0,1), sodass gilt

dry (t‘l/dﬁt, u) <O (" logt)  fiir t - oo.
Bemerkung 2.2.4. Fiir s; aus (2.2.13) erhalten wir die Darstellung
w(B(z,5:(2))) =0 <= vrg(sup{s>0: u(B(x,s)) =0}) > log(yt) ~loge, peN,zeR”.

Wie in Bemerkung 2.1.4(a) ergibt sich somit aus Korollar 2.2.3 die folgende Verteilungsaussage:

lim P (’}/Kd max (sup{s>0: (n-0,)(B(z,s)) = 0})? - log(t) < )\) = 6_6%, AeR. (2.2.15)
xennivy

t—o0
O

Wir untersuchen nun den Fall niher, in dem die integrierten Gréfen (fL%)(B(z,si(x)))
nicht von x € R? abhéingen. Dabei arbeiten wir in der Situation eines Poissonprozesses mit
stetiger Dichtefunktion f und behandeln zunéchst den Fall k = 0 in Satz 2.2.5 und darauthin
den allgemeinen Fall k € N in Satz 2.2.7. Fiir k = 0 wird in [26] die asymptotische Verteilung
des maximalen Volumeninhalts fiir den Fall n unabhéngiger und identisch verteilter Punkte auf
einem beschriankten Gebiet im Limes n — oo hergeleitet.
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Satz 2.2.5. Seien k=0, f:R% - [0,00) stetig, h:[0,1]% = [0, 00) stetig und
_ d
[Rdf(z)dz-oo, r e R?,

t — a; eine messbare Funktion von (0,00) nach (0,00) mit a; 2% 0 sowie
s¢(z) = inf {r >0: (fLY(B(z,7)) 2 —logat}, zeRY >0,

und es gelte

t—><>o

sup |tatf(t1/dv) h(v)| (2.2.16)

’UEOI

Ferner existieren a, 5 € (0,1) mit

(fﬁd) [B(y,s) N B(z,r)] > (1- ﬁ)(fﬁd)(B(y,s))fdr s>r>0 und z,y € R mit x ¢ B(y, s),
(2.2.17)

(FLY(B(z,ar)) < aa(fLY(B(z,r))  fir a,r >0 und z e RY. (2.2.18)
Weiter seien & aus (2.2.1) und v ein Poissonprozess mit Intensitatsmaf hx\flo 14 Dann gilt

dTV(t_l/d§t> v)

< sup
ve[0,1]¢

v) — h(v)|+0( ﬁlogat) fiir t — oo.

Beweis. Wir withlen by () := dy(z) = s¢(x), € R%, in Satz 2.1.3 und erhalten mit (2.2.3) und
Bemerkung 2.1.5 die Abschétzung

dry (/% v) <Cy+ sup v) = h(v)|
ve[0,1]¢
/d
+ O( sup f h(u)]l{|v ul < M} du) (2.2.19)
ve[0,1]4

fiir t > co. Wie im Beweis von Satz 2.2.1 verwenden wir die Abkiirzung
Bi(z) = B(z, s¢(z)), t>0, zeRY

Zunéchst erldutern wir, wie sich der letzte Summand in (2.2.19) vereinfachen lasst. Fiir alle
€ [0,1]% gilt wegen (2.2.16),

2s¢ (/%)
f[m]d h(u) Lo - ul « =72} du

= [P0 =t (1) e ) [ {J 0 =] < s (00) )

< s[up]d‘ (u)—tatf(tl/du)‘Jrath F(@) 1|z - Y% < 5,(¢/%)} da. (2.2.20)
u€el0,1 t

Mit der Definition von st(tl/ dy) ldsst sich (2.2.20) nach oben abschitzen durch

sup |h(u) tatf(tl/du)| +agloga;!  fiir t - oo. (2.2.21)
uel0,1]4
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Der Term C} lasst sich abschétzen durch

2 [ / e (FLDBu@) o~(-A LY BN [5,(y) > sp(2)} f(y) f(z) da dy. (2.2.22)
Wi B(y,2st(y))

Mit der Definition von s;(y) und (2.2.18) lésst sich (2.2.22) abschétzen durch

2 [ [ wad ) 2 5@} ) f) dedy
Wi B(y,25:(y))
< a2d+1a?_6 f [ f(y) f(z)dzdy. (2.2.23)
Wi B(y,s¢(y))

Somit erhalten wir fiir (2.2.23) die obere Schranke

a2%'a; loga; "B&(W1) = O (a7 logay ") i > oo, (2.2.24)

Wegen a; 220 ergibt sich aus (2.2.21) und (2.2.24) durch Einsetzen in (2.2.19) die Behauptung.
O

Man beachte, dass wir in Satz 2.2.5 nur fordern, dass die integrierten Grofien ay = (), x €
RY, nicht von z abhéingen. Die GroBen s;(x), z € R? konnen dabei so gewéhlt werden, dass
die Inhomogenitit von s; die der nichtkonstanten Dichte f kompensiert. Ein solches Beispiel
diskutieren wir nun.

Beispiel 2.2.6. (Maximale Volumeninhalte im nichsten-Nachbarn-Graphen) Wih-
rend wir in Beispiel 2.2.2 Knoten im stationdren néchsten-Nachbarn-Graphen mit groflem Ab-
stand zum néchsten Nachbarn betrachtet haben, studieren wir nun grofle Volumeninhalte. Diese
Unterscheidung ist nur gerechtfertigt, falls n nicht stationér ist.

Seien f > 0 stetig und 7 ein Poissonprozess mit IntensitéitsmaB f£%. Ferner seien t — u; eine
Abbildung von [0, c0) nach [0, co) mit u; S 0undh: [0,1]¢ - [0, 00) stetig mit [[071](1 h(v)dv =
H >0, sodass

sup [tug f (¢ %) - h(v)‘ %0,
ve[0,1]¢
Wir definieren fir alle ¢ > 0,
L cut s . d d
Qe = =7, ste(z) =inf{r>0: (fLY)(B(x,r)) > -logac}, t>0,xeR" (2.2.25)

Aufgrund der Stetigkeit von f gilt nun

{1(B(z,st0(2))) = 0} = {(fL)(B(w,sup{r > 0: p(B(z,r)) =0})) > ~logarc}, peN, weR”
Falls die Voraussetzungen (2.2.17) und (2.2.18) erfiillt sind, erhalten wir aus Satz 2.2.5 wie in
Bemerkung 2.1.4(a) die folgende Extremwertaussage:

lim ]P’( max (fLY(B(z,sup{r>0: (n-0,)(B(z,r)) =0})) - log H + logu; < )\) = efe_k, AeR.
TenniVy

t—o00

(2.2.26)

Im Fall einer konstanten Dichte f = v wihlen wir w; := 1/t, h = v und erkennen, dass die Aussage
(2.2.26) mit (2.2.15) iibereinstimmt. ]
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Im Fall k£ € N gilt folgendes Resultat.

Satz 2.2.7. Seien k e N, f: R? - [0,00) stetig mit (fLY)(R?) = oo und h: [0,1]% - [0, )

stetig, t — ay eine messbare Funktion von (0,00) nach (0,00) mit a; =0 sowie
si(z) :=inf {r>0: (fLY(B(z,7)) > ~loga;}, t>0,z¢ R4
und es gelte

log" (a;! oo
sup tatmf(tl/dv) h(v) =20. (2.2.27)
ve[0,1]4 k!

Wir nehmen an, dass a, € (0,1) existieren, sodass fiir alle s >r >0 und z,y € R? gilt

(F£Y) [B(y,s) ~ B(x,r)] > (1= B)(FL)(B(y,s)) fir x ¢ B(y,s), (2.2.28)
(fﬁd)[B(y,S) N B(x,r)] _(d+1)/ (d+1)/ .. c

(LB, sy > SRR fire e B, (2229
(FLY(B(z,ar)) < ad(fLY(B(z, 7))  fira> 0. (2.2.30)

Weiter seien & aus (2.2.1) und v ein Poissonprozess mit Intensititsmaf h/\fo L Dann gilt

dry (£, v)

-1\k
< sup tatM F(tY%) = h(v)
ve[0,1]4 k!

+0 ((—logat)_%) fiir t > oo.

Bemerkung 2.2.8. In dem Fall, dass die Dichtefunktion f (nach oben und unten) beschrénkt
ist (also insbesondere im Fall eines stationdren Poissonprozesses 1), ist leicht einzusehen, dass
die Voraussetzungen (2.2.28) und (2.2.30) erfillt sind. In Lemma 2.2.10 unten zeigen wir, dann
auch Bedingung (2.2.29) erfillt ist. o

Beweis von Satz 2.2.7. Wir verwenden Satz 2.1.3, withlen by(z) := dy(2) = s¢(), x € R?, und
erhalten mit (2.2.3) und Bemerkung 2.1.5 die Abschétzung

dry (£, v)

<Cy+ sup tatIOg (at )f(tl/d ) = h(v)
ve[0,1]4

28t(t )
10 (vfﬁuf f o -l < = Y du )
(2.2.31)
fiir t > oo. Wie zuvor verwenden wir die Abkiirzung
By(x) := B(z,s(x)), t>0, zeR%

Analog zum ersten Teil des Beweises von Satz 2.2.5 ldsst sich zeigen, dass der letzte Summand
n (2.2.31) nach oben beschrénkt ist durch

I log"(a;1) 174 kel -1\ e
p |h(2) tat—k' f(2) |+ O (arlog™ ' a;t)  fiir t — oo. (2.2.32)
2¢€[0,1]¢ :
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Um den Term C; in (2.2.31) abzuschétzen, unterscheiden wir danach, ob x € B(y,s:(y)) oder
x € B(y,2s:(x)) ~ B(y, s:(y)) gilt. Dies fithrt auf die Abschétzung

G2 [ [ B+ 0,)(Bi@) <k, (n+8:)(Bi(v) < k)
<1z € Bly, s1(1)} 1{se(y) 2 50(0)} F(y) () dy da
w2 [ [ B+ 6,)(Bi@) <k, (1+0)(Bi(v) < F)
x Wz e B(y, 2s¢(x)) N B(y, s:(y))} 1{se(y) 2 se(x)} f(y) f(x) dyde.  (2.2.33)
Der erste Summand in (2.2.33) lasst sich abschédtzen durch
2 [ ], BO(BA) < K)P((Bi(v) Bi(x)) < k-1)
<1 € Bly, 5:(1))} Lse(y) 2 50(2)} F () F(2) dy da.
Mit der Substitution y = z + s;(z)v im inneren Integral lésst sich dieser Ausdruck schreiben als
2 [ ooy FOBE) S KB+ s0(a)o) N B()) < b =1)
x s0(x) 1 sy (x + 5, (x)v) > s(x)} f() f(z + s(x)v) dvda. (2.2.34)

Da die Funktion z ~ Y71 e’zj.—; fiir z > 0 grof genug fallend ist, ergibt sich im Fall sy(x+s:(x)v) >
s¢(x) fir v e B(0,1) mit (2.2.29) fiir ¢t > 0 grof} genug die Abschitzung

P(n(Bi(x + s¢(z)v) N By(x)) <k-1)
< eXp{—g(—logat)(d_l)/zdst(x 4 St(I‘)’l))(d+1)/2|U|(d+1)/2 sup f(Z)(d+1)/2d )
2 zeB(x,2s¢(x))

Indem wir diese Beziehung in (2.2.34) einsetzen, erhalten wir fiir ¢ > 0 grof§ genug fiir (2.2.34)
die obere Schranke

2 fW mest_l(Wt_y) P(n(By(x)) < k) si(2)? L{sy(x + 5,(2)v) 2 s¢(x)} f(2) f (2 + 50(2)v)

X exp —g(— log a; ) @D/, (1 + sp(2)v) FD 2| D2 qup f(2) @D Gy da.
2 zeB(z,2s¢(x))

(2.2.35)

Nach Transformation des inneren Integrals auf d-dimensionale Polarkoordinaten ergibt sich fiir
(2.2.35) die obere Schranke

g [ [, [ RGBTl u2)r0) > o)} 1) Fa s s1(2)r0)

X exp _g(_logat)(d—l)/2d8t(x)(d+1)/2r(d+1)/2 sup f(Z)(d+1)/2d -1 dro_d—l(da) dy.
2 zeB(x,2s¢(x))

(2.2.36)

Mit der Substitution r = [$(~log ap) (TR () (D2 gup f(2)(@HD2d]72/(d ) g ergibt,
zeB(xz,25¢(x))
sich fiir (2.2.36) wegen f(z + si(x)rf) < sup  f(z) die obere Schranke
zeB(xz,2s¢(x))
AV g

a2d/([@+1) (4 + 1)

[ [ BB < k) £(@) (~logar) DD igDIED g gy,
t
(2.2.37)
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Wegen [, e~ 1q(d-D/(d+1) ¢ o6 yund Bedingung (2.2.27) ergibt sich fiir (2.2.37) die asymptotische
obere Schranke

O ((—logat)_%) fir t - oo. (2.2.38)

Den zweiten Summanden aus (2.2.33) schitzen wir ab durch

2 th th P(n(Bi(z)) < k)P(n(B:(y) ~ Bi(z)) < k) 1{z € B(y,2s:(x)) ~ B(y,s:(y))}
x W{st(y) 2 se(x)} f(y) f(z) dzdy.

Da die Funktion z —» ™ Zf:o ZZ—: fiir z > 0 grof} genug fallend ist, lasst sich dieser Ausdruck mit
Bedingung (2.2.28) fiir alle ¢ >0 und ¢ > 0 grofl genug abschétzen durch

-/Wt th P(n(Bi(x)) < k) e—(l—ﬁ—e)(fﬁd)(Bt(y)) ]1{|:U — y| <2s:(y)} f(y) f(z)dzdy. (2.2.39)

Analog zum Beweis von Satz 2.2.1 lésst sich zeigen, dass (2.2.39) die asymptotische obere Schran-
ke

O(a/“loga;") fiir t o0 (2.2.40)
besitzt. Einsetzen von (2.2.32), (2.2.38) und (2.2.40) in (2.2.7) ergibt die Behauptung. O

Beispiel 2.2.9. (Maximale Volumeninhalte im k-ndchsten-Nachbarn-Graphen) Seien
k € Ng, f > 0 stetig und 7 ein Poissonprozess mit Intensititsma8l f£¢. Ferner seien t — u; eine
Abbildung von [0, o0) nach [0, co) mit u; S 0und h: [0,1]% = [0, o) stetig mit Jio.17a h(v) dv =
H >0, sodass

sup ‘tutf(tl/dv) = h(v)‘ 220.
ve[0,1]¢
Wir definieren fiir alle ¢ > 0,

CU¢
Qt.c:

= —H(logut_l)k’ Ste(z) :==inf{r>0: (fﬁd)(B(ac,r)) > —logasc}, t>0,x¢€ Re. (2.2.41)

Aufgrund der Stetigkeit von f gilt nun

{u(B(z, s:(x))) <k} = {(fLY(B(z,sup{r > 0: u(B(z,7)) <k}))>-logas}, peN,zeR

Wir zeigen nun, dass Bedingung (2.2.27) erfiillt ist. Es gilt

(loga; ) ¢ Ut H \F et .
“TTR T H (loguy (logm) +0((loguy )™ - logloguy ) |. (2.2.42)

Aus (2.2.41) und (2.2.42) erhalten wir

(loga; 1)
(k—-1)!

_ch(v)

sup I

_0 (loglog_ult_1 ) .
ve[0,1]4 log u,
Falls die Voraussetzungen (2.2.28), (2.2.29) und (2.2.30) erfillt sind, erhalten wir folglich aus
Satz 2.2.7 wie in Bemerkung 2.1.4(a) die folgende Extremwertaussage:

tat

F(tH )

tlim IP’( max, (FLY(B(z,sup{r >0: (n-6.)(B(z,r)) <k})) -log H +logu; - kloglogu;* < /\)
—>00 TENNW

A

=e ¢, AeR. (2.2.43)

Wir erkennen, dass die Aussage (2.2.43) im Fall k£ = 0 mit (2.2.26) tibereinstimmyt. ]
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Das folgende Lemma gibt eine obere Schranke an das Volumen der Vereinigung der Kugel
B(0,s) und einer Skalierung dieser Kugel. Damit rechtfertigt es die Sinnhaftigkeit von Bedin-
gung (2.2.29) in Satz 2.2.7. Insbesondere folgt, dass die Bedingung (2.2.29) fiir eine nach oben
beschriankte Dichte f ohne weitere Voraussetzung erfiillt ist.

Lemma 2.2.10. Fir alle z € B(0,1) gilt
2Kq_
£4B(0,1)~ B(z,1)) > %wdﬂ)ﬂ. (2.2.44)

Beweis. Sei x € B(0,1), H eine Hyperebene und z ¢ R? \ H. Wir erinnern daran, dass wir

H fiir den abgeschlossenen Halbraum schreiben, der durch H beschrankt ist und z enthélt. Die
+

Menge B(0,1)~ B(x,1) enthélt den Schnitt von B(0,1) und H (—ﬁ, 1- |3:|) . Um eine obere

—z/|z
Schranke an das Volumen dieser Menge zu finden, verwenden wir die elementare Gleichung

A B(0,1) n H(u,r)) = kg (1= r2) @2 e s e [0,1].

Mit der Beziehung 1 -7 <1 —7? fiir r < 1 gilt daher

£4(B(0,1)~ B(z,1)) > £¢ (B(O, 1)nH (—i, 1- |gg|)+ )

21 ~a/lal

1 1 2K 4
e 1 p2)(d-1)/2 3 f 1= ) (d-D/2 g, = 2Rd=1) ((de1)/2.
i [ )Rz [ () DR ar = SR

~ ||

2.3 Maximale Radien im Poisson-lilypond-Modell

In diesem Abschnitt diskutieren wir eine Anwendung von Satz 2.1.3 im Poisson-lilypond-Modell
in R?. Das lilypond-Modell zu einer endlichen Menge x € N.o, ergibt sich wie folgt. Zur Zeit 0
beginnen alle Punkte in y mit Geschwindigkeit 1 in alle Richtungen zu wachsen. Ohne Wechsel-
wirkung mit anderen Punkten ist jeder Punkt x € x zur Zeit ¢t > 0 zu einem Ball mit Mittelpunkt
x und Radius ¢t angewachsen. Das lilypond-Modell zu x ergibt sich, wenn jeder Ball zu wachsen
aufhort, sobald er einen anderen Ball bertihrt, der seinerseits entweder durch die Beriihrung zu
wachsen aufhort oder bereits davor zu wachsen aufgehort hat. Falls |x| > 2 haben nach endlicher
Zeit alle Bélle zu wachsen aufgehort und bilden das lilylond-Modell zu . Fir z € x bezeichnen
wir mit p(z, x) den Radius des Balls um z im lilypond-Modell zu .

Fiir unendliche, aber lokalendliche x € N ist es deutlich komplizierter, die Existenz und
FEindeutigkeit des lilypond-Modells zu x zu zeigen, da Wechselwirkungen zwischen beliebig weit
entfernten Punkten moglich sind. Das lilypond-Modell zu einem stationdren Poissonprozess 7
nennen wir auch Poisson-lilypond-Modell. Dieses Modell wurde in [47] eingefithrt und es wurde
gezeigt, dass das System

Z(n) = B(=,p(z,n))

TEn

fast sicher keinen unendlichen Cluster enthélt; in [29] wurde die Existenz und Eindeutigkeit fiir
allgemeines x € N nachgewiesen. In [41] wurden Verteilungseigenschaften des grofiten Clusters
in Z(n) gezeigt. In [19] wurde das Poisson-lilypond-Modell umfassend untersucht und in der
aktuellen Arbeit [18] findet sich eine geometrische Verallgemeinerung des Modells.
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Seien t — v; > 0 eine wachsende Funktion und 7 ein stationirer Poissonprozess in R?. Wir
betrachten den Punktprozess

&= ), Tp(x,n) > ve} da (2.3.1)

zennWi

Dies ist der Prozess aller Punkte in nn W3, deren Radius im Poisson-lilypond-Modell grofler als
v ist.

Um zu zeigen, dass (1{p(-,-) > v¢}), stabilisierend ist, benotigen wir den Begriff einer abstei-
genden Kette, den wir nun einfithren.

Definition 2.3.1. Seien x € N, n € N und xq,...,x, € x paarweise verschieden mit |x;_1 — x;| >
|z; — xi11], 2 =1,...,n— 1. Dann heif}t xq,...,x, € x absteigende Kette der Linge n in x. m

Wir zeigen folgendes Resultat zur Poissonprozessapproximation von =g,

Satz 2.3.2. Seien ¢ >0, n ein Poissonprozess mit Intensitdt v >0, t — vy >0 mit
tlim P(p(0,n+d0) >v) =c
und

&= ), Lp(z,n)>vi} b,

zennWi

Ferner sei v ein Poissonprozess mit Intensitdtsmafs c)\‘[io 1y Dann gilt

(logt)d+1

dTV(til/dé.ta V) < O ( t1/2

+[P(p(0,n+dp) > v¢) — c\) fiir t - oo.

Beweis. Wir wollen Satz 2.1.3 verwenden. Zunéchst zeigen wir, dass (1{p(-,-) > v;}), stabilisie-
rend ist. Dazu gehen wir wie in [41] vor. Seien 1 € N und A(y, 1) ¢ R%x (0, 00) die Menge aller Tu-
pel (z,r), sodass eine absteigende Kette xo, ..., 2, in g mit zg = y, |z1-y| < 2lx=N(z,p)|,z, = x
und r = |z — z,_1| existiert. Ferner sei

S(y,p) =B(y,2ly-N(y,p))u U  B(a,r). (2.3.2)
(2,7)eA(y,10)

Nach Lemma 2.1 in [41] ist S(y,-) : N - F eine P-fast sicher kompakte Stoppmenge. Wegen
Lemma 2.2 in [41] gilt

Py, e+ 6y) = p(y, (1 +6y)s(yu) + XS(yu)e)s X € N(Rd), P — fast sicher.
Wir definieren
R(x,p) =1inf{r>0: S(x,u) c B(x,r)}, wobei inf @& := +oo.
Nach Lemma 2.4 in [41] gibt es eine Konstante s > 0, sodass
P(R(0,n) > t) < s texp(-st¥ (@) t>0. (2.3.3)

Sei y € R? fest. Aus Formel (2.6) in [41] erkennen wir, dass s > 0 so gewihlt werden kann, dass
flir £ > 0 grof} genug die Abschétzung

P(R(0,7n+d,) >t) < s exp(-s ¢4/ (d+1)y (2.3.4)
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gilt. Mit der Wahl b; := d; := (3s ' logt)(@*D/? in Satz 2.1.3 erhalten wir nun die Abschéitzung
dry (9%, v) = Cy + O (JP(p(0,1m + 80) > vy) —¢|)  fiir ¢ — oo, (2.3.5)
wobei der Term C} gegeben ist durch
2 th A(I72(3s*110gt)(d+1)/d) P (p(x,n+ 8z +3y) > vt, p(y,n + 6z +8) > vy) dyda. (2.3.6)
Zur Abschitzung von (2.3.6) nutzen wir die Beziehung
p(x, pu+ 065+ 05) < |z — N(z, 1+ dy)| (2.3.7)
und erhalten daraus fiir (2.3.6) die obere Schranke

2 —_— —_—
v jI;Vt /B(x,z(:%s-llogt)(dﬂ)/d)P(|x N(xz,n+dy)|>ve, [y=N(y,n+0z)| >v) dyda

< 2/ f = ) .3.
< B(x,2(3s*1logt)(d”)/d)\B(ac,vt)P(H(B(x,vt)UB(y’Ut)) @) dydzx (2.3.8)

Fiir y € B(x,v;)¢ gilt £¢ (B(x,v) u B(y,v¢)) 2 3/2kqv{. Daraus ergibt sich fiir (2.3.8) die obere
Schranke

72 exp (—73/2m vd) f f dydz =0 (k)g—tf‘“l fiir t - o0
a7 Wy J B(z,2(3s7 1 logt)(d+1)/d) t1/2 .
Indem wir diesen Ausdruck in (2.3.5) einsetzen, folgt die Behauptung. ]

Wir zeigen nun, wie sich aus Satz 2.3.2 die asymptotische Verteilung des maximalen Radius
im Poisson-lilypond-Modell herleiten lésst.

Bemerkung 2.3.3. Wegen
p(0,m+ 6g) > vy <= vrgp(0,m + 5O)d —logt>-loge, ¢>0,

gilt mit Bemerkung 2.1.4(a) und Satz 2.3.2,

A

lim P (’Wid max p(x,n+ 55,;)‘1 —logt< )\) =e ", MeR.
t—o0 zennWi

2.4 Poissonprozessapproximation im Poisson-Voronoi-Mosaik

In diesem Abschnitt seien v > 0 und 7 ein stationirer Poissonprozess mit Intensitit v in R?. Wir
prasentieren zwei Anwendungen von Theorem 2.1.3 im Poisson-Voronoi-Mosaik m, an dessen
Definition in Abschnitt 1.2.4 wir erinnern. Zunéchst betrachten wir Zellen mit kleiner Umkugel
und daraufhin solche, die beziiglich eines allgemeinen Gréflenfunktionals groff sind.
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2.4.1 Minimale Zellen im Poisson-Voronoi-Mosaik

In diesem Unterabschnitt untersuchen wir den Prozess der Punkte x € nnW, mit der Eigenschaft,
dass der Radius R(x,n) der minimalen Kugel mit Mittelpunkt x, die die Voronoi-Zelle C'(x,n)
enthilt, kleiner als die vorgegebene Schranke v; > 0 ist, also

R(x,n) :=inf{r>0: C(z,n) c B(z,r)} < v;.

Dazu verwenden wir geometrische Abschidtzungen aus [12] und zeigen ein Resultat zur Pois-
sonprozessapproximation einer abhéngigen Verdiinnung von 7. Durch die Anwendung von Satz
2.1.3 erhalten wir mit geringerem Beweisaufwand ein stirkeres Resultat als Theorem 1 (2d) in
[12] und zeigen, dass der (geeignet skalierte) Prozess der Poissonpunkte z € 7, deren zugehori-
ge Voronoi-Zelle einen kleinen Radius R(x,n) besitzt, im totalen Variationsabstand dry gegen
einen Poissonprozess v in [0,1]¢ konvergiert.

Fiir v € ST! und 0 € R definieren wir den Halbraum H*(u,0) := {x € R?: (2,u) > 0}, wobei
(,-) das Standardskalarprodukt im R? bezeichne. Ferner bezeichne py, k € N, die Wahrscheinlich-
keit, dass die k& Halbraume H(uy,6y),..., H(uy,0;) die Einheitssphire S¢! iiberdecken. Seien
¢>0 und

NV L
S B (CA20L0) fiir ¢ > 0. (2.4.1)
(Va1 ) (D) 24 1y

Wir betrachten die Verdiinnung

&= > I{R(z,n)<v} b, (2.4.2)

zennWy
Zunichst zeigen wir, dass E& (W) im Limes ¢ — oo gegen ¢ konvergiert. Fiir k € N seien dazu
UL, ..., Uk, 01,...,0; stochastisch unabhéngig. Ferner seien uq,...,u; und 61, ...,0; jeweils iden-
tisch verteilt, wobei die Verteilung von u; das auf (auf eins normierte) sphéarische Lebesgue-Maf3

0% sei und die Verteilung von 6; gegeben sei durch

Q(dfy) = dm sin(m6;) cos™ (7 61) Lg.1/2)(0) A (d6y).

Das Ereignis { R(0,7+0d¢) > v;} tritt genau dann ein, wenn die Halbrdume H™* (%‘, ‘—;) die Sphére

v;S%! {iberdecken. Daher gilt (vgl. [11], Abschnitt 5.2.3, und (15) in [12]) fiir alle v > 0

o 24 gy v F
P(R(0,7+8) <v) = Y e 2 ra7v" 2y} i} ) Pk
k=0 :

Da zum Uberdecken der (d—-1)-dimensionalen Einheitssphire mindestens d+ 1 Halbriume notig
sind (sieche Lemma 3 in [12]), gilt p; = --- = pg = 0. Andererseits ist die Wahrscheinlichkeit, S%
mit k£ > d + 1 Kappen zu tiberdecken, stets positiv, d.h. p; >0 fiir £ > d + 1. Daraus ergibt sich
Eé-t(Wt) = ’yﬂp (R(O, n+ 50) < Ut)
00 (dr1)te (D k/(d+1)
=t Z 6_(7(117;1) ((d+—1)‘c) Pk
YtPda+1 k!

w1yre )M o0 k/(d+1
:6—(§§p2)+1) c+ S ((d+ 1)!0) /(1) (k=d-1)/(d+1) Pk |
k=d+2 \ VTPd+1 k!
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(a+1yr e\ /(@D
Wegen e_(t"d+ﬂ)

—1=0(t"4*D) fiir t - oo ergibt sich
IEE (W) — ¢ = Ot D) fiir ¢ — oo. (2.4.3)

Es gilt folgender Satz von Poissonprozessapproximation von 1/ e,

Satz 2.4.1. Seien ¢ > 0,v > 0 und vy fir t > 0 aus (2.4.1). Ferner seien n ein stationdrer
Poissonprozess mit Intensitit v, v ein Poissonprozess mit Intensitdtsmayjs c)\‘[io 1] und & aus
(2.4.2). Dann gilt

dry (7%, 1) <OEY DY fir t — oo,

Bemerkung 2.4.2. Satz 2.4.1 impliziert

min R(x,n+0,)%> ¢

2% kg (t pasy) D 1/(d+1) :]p(
(d + 1)!1/(d+1) zennWy

min R(z,n+ ;) > vt)
zennWi
t—o0

—P(a(W) =0) ZS e, >0,

Mit ¢ := X1 ergibt sich

1/(d+1)9d +
((’Ytchl) 47 1nin R(x,n+5m)d2>\) = Ao

Sl N PPN R

t—o0

Das zeigt, dass max —R(z,n+0,)?=- min R(z,n+d,)? im Anzichungsbereich der Weibull-
zennWi zennWy

Extremwertverteilung mit Formparameter d + 1 liegt. m|

Beweis von Satz 2.4.1. Zunichst zeigen wir, dass 1{R(x,n + d,) < v;} stabilisierend ist. Dazu
stellen wir fest, dass R(x,n + d;) < vy genau dann gilt, wenn die Halbrdume H; (x) =z +

H* (ﬁ, |y;x‘) , y €7, die Sphére = +v; ST iiberdecken. Wegen

{UH;’(x)QervtSd_l}:{ U H;(x)QervtSd_l}

yen yennB(y,2vt)

gilt
R(x,m+0z) < vy <= R(T,MB(g,20,) + 0z) < Vt.

Damit ist ein deterministischer und von z € R unabhéngiger Stabilisierungsradius durch Ry :=
2ug, t > 0, gegeben. Sei v der Poissonprozess aus Satz 2.4.1. Dann gilt mit Satz 2.1.3 und Be-
merkung 2.1.5,

dry (8719, v) < Cp + [t P (R0, + 80) < v4) — ¢| + O(t_%) fiir t —> oo, (2.4.4)
wobei Cy gegeben ist durch

Cy :’yzf [ P(R(z,n+ 0z +dy) <vy, R(y,n+ 6y +0y) <v¢) dydz, t>0. (2.4.5)
Wi B(x,4vt)

Zur Abschitzung von (2.4.5) stellen wir fest, dass

P(R(xz,n+ 0z +dy) <vg, R(y,n+ 05 +0y) < vt)
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die Wahrscheinlichkeit ist, dass die Vereinigung der Sphiren z + v,S* ! und y + v;S*! von den
Halbréaumen H(x), w € n+ &y, und H,; (y), w € ) + 6, iiberdeckt wird. Gegeben

n(B(x,20r) U B(y, 2v1))) = k,

ist der Prozess nn (B(z,2v:) U B(y,2v;)) stochastisch dquivalent zum Prozess k unabhéngiger
und auf B(x,2v:) U B(y, 2v:) gleichverteilter Zufallsvektoren, d.h.

k
nn (B(xa 2Ut) U B(y7 2vt)) = Z 5Xz
i=1
wobei Xj,..., X} unabhingig sind und X; ~ Unif (B(x,2v;) U B(y,2v;))) gilt. Es bezeich-
ne pi(z,y) die Wahrscheinlichkeit, dass die Halbrdume H,(y), Hy(z), Hx,(x),i < k, und
Hx,(y), i <k, die Vereinigung der Sphiren x +v;S%! und y + v;,S%! iiberdecken. Dann gilt

P (R(x,n+ 04 + 0y) <vg, R(y,n+ 0z + 0y) < 0)

= ki P(n(B(x,2v:)u B(y,2v;)) = k) pr(z,y)
-0

& Aa(B(z,2v) u B(y, 2vt))k

=2

k=0 k!

exp(=Aa(B(x,2vt) u B(y,2v¢))) pr(,y), (2.4.6)

Nach Lemma 3 in [12] gilt px(z,y) = 0 fur alle k < d + 1. Daher erhalten wir aus (2.4.6) mit
den offensichtlichen Ungleichungen 0 < pg(z,y) <1 und )\d(B(a;, 2v;) U B(y, 2vt)) < 21 ud die
Abschétzung

P (R(x,n+ 04 + 0y) <V, R(y,n+ 0z + 0y) < V)

0o 2d+1 d\k
<y ( ”'d”t) =O(t™) it t — oo,
k=d+1 k

Nach Einsetzen in (2.4.5) ergibt sich die obere Schranke
Cy <O(v)  fiir t — oo.
Wegen v; ~ t~1/44=1) fiir ¢ » oo erhalten wir aus (2.4.3) und (2.4.4) die Abschéitzung

dry (%, 1) <OE YD) fiir t — oo.

2.4.2 Maximale Zellen im Poisson-Voronoi-Mosaik

Es sei ICEZ) der Raum aller konvexen Korper (nichtleerer, konvexer und kompakter) Mengen A c
R?, die den Ursprung 0 als inneren Punkt enthalten, ausgestattet mit dern Hausdorff-Metrik 4.
Fir k£ > 0 nennen wir eine Abbildung 3 : ng — [0,00) Grofienfunktional, falls 3 stetig, nicht
identisch 0, k-homogen und monoton ist, d.h. 3(K;) < ¥(K2) fir K, Ks € ICg mit K; ¢ Ko.
In diesem Unterabschnitt betrachten wir Zellen der Poisson-Voronoi Mosaiks, die beziiglich >
maximal sind. Fiir ein Funktional F': ng — [0,00), € N und z € p erinnern wir daran, dass
C(z,p) die Voronoi-Zelle bei x bzgl. i bezeichnet und fiithren die Notation

F(z,p) = F(C(z,p) - x)
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ein.
Sei 7 ein stationérer Poissonprozess mit Intensitét « > 0, ¢t — v, eine wachsende und positive
Funktion und betrachte die Verdiinnung

ft = Z H{Z(ZC,T]) >Ut}(5$, t>0. (247)
zennWi
Offensichtlich fallt & mit der Wahl g;(x, u) = 1{X(z, ) > v} in den allgemeinen Rahmen von
Abschnitt 2.1. Sein Intensitdtsmafl E&; ist gegeben durch

E&(A) = LYAANW)P(S(0,70) > v), AeBl. (2.4.8)

Sei hy(u) := max{(z,u): e K}, ueS™?, die Stitzfunktion von K. Definiere
1
O(K):= p [ hi(u)? o (du),

wobei wir daran erinnern, dass 0! die Gleichverteilung auf der Einheitssphire S¥! bezeichnet.
Fiir z € R? sei H,, die mittlere Hyperebene zwischen 0 und z und S(K) := {y e RY: Hy,nK # @}.
Dann gilt

drq®(K) = LY(S(K)) (2.4.9)

(vgl. [35], Seite 5). Es existiert eine Konstante 7 > 0, sodass ¢ und ¥ die isoperimetrische
Ungleichung

S(K)Y* < & (K) (2.4.10)

erfiillen (vgl. [34], (4)). Jedes K € K&, das diese Ungleichung mit Gleichheit erfiillt, bezeichnen
wir im Folgenden als Extremalkérper. Im Beispiel ¥ = £% sind dies gerade alle Korper K € ICg
mit S(K) = K, also die d-dimensionalen Kugeln mit Mittelpunkt im Ursprung.

Die Abweichung eines Korpers K € ICg von einem Extremalkorper messen wir durch ein
nicht-negatives, stetiges, 0-homogenes Funktional ¥ : K¢ — [0, 00) mit der Eigenschaft 9(K) =0
fiir ein K € K¢ mit $(K) > 0 genau dann, wenn K ein Extremalkérper ist. Wir nennen o
Abweichungsfunktional.

Um die Ungleichung (2.4.10) zu verschérfen, fithren wir das Konzept einer Stabilitatsfunktion
fiir ¥ und ¥ ein. Dies ist eine stetige Funktion f :[0,1) — [0,1) mit den Eigenschaften f(0) =
0, f(g) >0 fiir e >0 und

O(K) > (1+ f(e)rS(K)Y*  fiir alle K € K& mit 9(K) > e. (2.4.11)

Es wurde in [34] gezeigt, dass Stabilitédsfunktionen existieren.

Fir K « ICg seien R(K') der Radius der kleinsten Kugel mit Mittelpunkt 0, die K enthélt
(zentrierter Umkugelradius), und r(K) der Radius der grofiten in K enthaltenen Kugel mit
Mittelpunkt O (zentrierter Inkugelradius). Wir nehmen an, dass a € (0,1) und ¢ > 0 existieren,
so dass fiir den Umkugel- bzw. Inkugelradius R(K) := inf{r > 0: rB? c K} bzw. r(K) := sup{r >
0: K crB%} von K gilt, dass

r(K)
R(K)

>a fir alle K e K mit 9(K) <e. (2.4.12)

Im Folgenden diskutieren wir Beispiele geometrischer Funktionale, in denen (2.4.12) erfiillt
ist und geben jeweils eine mogliche Wahl fiir a explizit an.
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Beispiel 2.4.3. (Zentrierter Inkugelradius) Sei X(K) := r(K), K € K. Dann nimmt die
isoperimetrische Ungleichung (2.4.10) die Form

r(K)* < do(K) (2.4.13)

an, wobei Gleichheit in (2.4.13) genau dann gilt, wenn K eine d-dimensionale Kugel mit Mittel-
punkt 0 ist. Als Abweichungsfunktional wahlen wir

_ R(K) -r(K)
IEK) = R(K) +r(K)’

Sei £ > 0 beliebig. Falls 9(K) < ¢, so folgt ;((II({)) > ﬁ, und (2.4.12) ist mit a := ﬁ erfiillt. In
[12] wird die asymptotische Verteilung des maximalen Inkugelradius der Zellen eines Poisson-
Voronoi-Mosaiks hergeleitet, deren zugehorige Poissonpunkte in einem kompakten Beobach-
tungsfenster liegen. Wir werden eine prozesswertige Verallgemeinerung dieses Resultats angeben,
werden allerdings die Asymptotik bei wachsendem Volumen des Beobachtungsfensters anstatt

wachsender Intensitét des zugrunde liegenden Poissonprozesses betrachten. |

Beispiel 2.4.4. (Innere Volumina) Seien k € [d] und £(K) = Vi (K), K € K¢, das k-te innere
Volumen von K. Die Grofien Vi, (K), k € [d], lassen sich mithilfe der Steinerformel

d

d
Vi(K +eBY) = > ad_k(
k=0 k

)Vk(K ), € >0,
(vgl. (14.5) in [60]) definieren, wobei B? die Einheitskugel in R? bezeichne. Insbesondere ist
dVy-1 die Oberflache und 2V;/ky die mittlere Breite. Nach (15) in [34] gilt die Ungleichung

. dfk
y (ﬁ) Vi(K)Y* < ®(K).

Auch hier sind die Extremalkorper durch die d-dimensionalen Kugeln mit Mittelpunkt 0 gegeben.
Folglich lassen sich auch ¥ und a wie oben wahlen. a

Das folgende Lemma schétzt die Wahrscheinlichkeit ab, dass zwei Zellen des Poisson-Voronoi-
Mosaiks groer (bzgl. ) als v sind und zugleich eine Form besitzen, die (bzgl. ¥) ndher als € an

der eines Extremalkorpers ist.

Lemma 2.4.5. Seien z,y € R und n ein stationdrer Poissonprozess mit Intensitit v > 0 und
e >0. Seien X ein Groflen- und ¥ ein Abweichungsfunktional mit den obigen Figenschaften und
es gelte (2.4.12) fir ein a € (0,1). Dann gilt fir alle v >0,

P(Z(xvnx,y) >, E(yanx,y) >0, ﬁ(wﬂh,y) <§, 19(?/7"7z,y) < 5)

arccos V1 — a2) d/k)
— | "),

™

<P (X2(0,m0) >v) exp (—vadT (1 - (2.4.14)

Beweis. Seien x,y € R%, >0 und a € (0,1), sodass (2.4.12) gilt und definiere

A:{weRd:wg 1}
|w —y|ly - x|
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In einem ersten Schritt zeigen wir
{peN: (2, pgy) >v, Hx, pzy) <} € Na. (2.4.15)
Wir definieren die Voronoi-Blume

T:-N->F, pu~ |J B(zl|z-x|).
zeC(z,puz)

Nach Lemma 5.1 in [9] ist T" eine Stoppmenge. Es gilt

C(.CE, Nz) = C(.CE, (MI)T(x,u) + XT(:):,,u)C) for all p,x € N.

Um (2.4.15) zu zeigen, geniigt es daher, T'(x, uy) ¢ A fiir (@, ptzy) > v und 9(z, p1g,y) < € nach-
zuweisen. Nach Definition des Voronoi-Mosaiks gilt C'(«, pizy) ¢ Hy(2)™ und daher r(z, jtz,y) <
23l Wegen (2.4.12) gilt dann R(z, iz,) < 2. Daher folgt

_ T —
O 11ay) € Hy () 0 B, 0

Definiere Z als die Menge aller Punkte z € R? mit Abstand % von z und y. Dann gilt

T(z,py) € J{weRY: (w—2,y-2) <|y-2*}. (2.4.16)

zeZ
Seien w € T(z, 1) mit (w—y,y —x) >0 und z € Z mit (w - z,y - 2) < |y - 2[>. Definiere E als
die 2-dimensionale Ebene, die x,y, z enthilt, und bezeichne die Projektion von v € R? auf E mit

v¥. Es ist ein elementarer geometrischer Fakt, dass

— —u)E —u)E 5 _ —

arccos y =z, (w y)E> +arccos {(w y)E,z ) +arccosw =, (2.4.17)

|y = 2{|(w = y)*| |(w=y) "z -y |z = yllz -yl

x+y T+y T+y

y-#5 ) {y- 5% 5" (z-y.2-y)
arccos ————=——— + arccos + arccos —————— = 7. (2.4.18)

ly = 2155 - 2] ly - 4 - 5 |z = yllz - ]

Nach Definition von E und (2.4.16) gilt

((w—y)E,z—y) = (’w—y,z—y> = ]z—y|2—(w—z,y—z> > 0. (2419)

Wegen (y — 5%,z - 5¥) = 0 erhalten wir aus (2.4.17), (2.4.18), (2.4.19) und der Monotonie des

Kosinus im Intervall [0, 7], dass

_ _.\E gy Ty _
arccos y =z, (w y)E> > arccos %
ly = zf|(w-y)”| ly - 2[5 - 2|

Wegen (y -z, (w-y)") = (y - z,w - y) und |(w - y)*| <|w - y| folgt nun

(y-zw-y) {y- %5t -2) 154
ly—zllw-yl = ly-zFE -2 ly-=2

Aus dem Satz von Pythagoras und der Definition von Z erhalten wir

\bz |2 - |a: y|) =y - 2|V1-a?

[ -] -
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Dies zeigt, dass T'(x, pty) ¢ A fiir X(z, f1z) > v und 9(z, piz ) < €.
Da die Einschrankungen von 7 auf disjunkte Mengen stochastich unabhéngige Poissonpro-
zesse sind, ergibt sich aus (2.4.15) und (2.4.12) die Abschéitzung

P(E(xanx,y) >, E(yana:,y) >, 19(‘T777ac,y) <g, ﬂ(yvnx,y) < 6)
<P (S, 00) > v, 0@ my) <) P (0B, (atrfmna) " 0y 4) 0). (2420

Mit der Schranke £¢ (B(y,r)n A) > rlky (1 — BRECOS LA 1_“2) fiir > 0, sowie der Monotonie und
Stationaritét von n ergibt sich, dass (2.4.20) nach oben beschrénkt ist durch

NG
P(X(0,7m0) >v) exp (—’yadT (1 - M) vd/k).
0

O]

Wie bereits erwdhnt nutzt die Beweistechnik unseres Hauptresultats dieses Unterabschnitts
den Rahmen eines geeigneten Poissonschen Hyperbenen-Mosaiks. Wir erkliren diese Beziehung
und beginnen dabei mit der Einfiihrung des Konzepts der typischen Zelle Z eines Poisson-Voronoi
Mosaiks. Deren Verteilung ist gegeben durch

P(Z €)= %E[]l{xe[0,1]d}]1{C'(ac,77)—xe-}n(dx). (2.4.21)

Wir erkldren nun, warum die typische Zelle Z stochastisch dquivalent zur Nullzelle eines
geeigneten Poissonschen Hyperbenen-Mosaiks ist und folgen dabei [32]. Mit der Mecke-Formel
(Satz 1.2.2) und der Stationaritdt von 7 lasst sich (2.4.21) ausdriicken durch

/ 1{z € [0, 1]VP(C(z,12) - € -) dz = P(C(0,70) € -).
Daher gilt
Z g 0(0,770)

Wir erinnern daran, dass H, fiir z € R? die mittlere Hyperebene zwischen dem Ursprung 0 und
x bezeichnet und H den durch H, beschrankten Halbraum, der O enthilt. Beachte, dass die
Zelle Z gegeben ist durch

Z=NH;. (2.4.22)

zen

Bevor wir diesen Zusammenhang verwenden, definieren wir den Hyperbenenprozess
n:={Hy: zen}.
Fiir jede Borelmenge A im Raum der Hyperbenen gilt
Ef(A)=E[{xen: Hye A} =1L ({z e R?: H, e A}). (2.4.23)

Wir erinnern an die Notation H(u,r) = {y € R?: (y,u) = r} fiir u e ST und r ¢ R. Indem wir
(2.4.23) in Polarkoordinaten ausdriicken, ergibt sich

ER(A) = 2%dr gy ff L{H (u,r) € Ayrd L dr oL (du) = 22drg®(A),
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wobei wir daran erinnern, dass 0% die Gleichverteilung auf der Einheitssphire S%! ist. Dies
zeigt, dass 7] ein stationdrer stationdrer und isotroper Poissonscher Hyperebenenprozess mit
Intensitat

7 = 2%dkqry (2.4.24)

(vgl. [60], Abschnitt 11.3) ist.
Nun kénnen wir unser Hauptresultat dieses Unterabschnitts formulieren.

Satz 2.4.6. Seien ¢ > 0, € > 0, X : ICg — R ein geometrisches Funktional, das die obigen
FEigenschaften besitzt und derart, dass alle Extremalkorper K von ¥ mit 9(K) < e die Bedingung
(2.4.12) mit a € (0,1) erfillen. Ferner seien n ein stationdrer Poissonprozess mit Intensitit vy > 0
und v ein Poissonprozess mit Intensititsmafs c>‘([io,1]d' Dann existiert eine wachsende Funktion

t = vy von (0,00) nach (0,00) mit vt_d/k logt = 29k gy und ytP(L(0,m0) > v;) = ¢, t > 0.
Ferner existiert ein b >0, sodass fir & aus (2.4.7) gilt,

Aoyt v) <O fiir t > .

Beweis. In einem ersten Schritt zeigen wir, dass eine Funktion ¢ — v; mit tlim ~tP(X(0,m0) >
v¢) = ¢ existiert. Da die Funktion v » P(X(0,70) > v) fallend ist, ist die Funktion

b= inf{u>(): P(2(0,m0) > u) < %} (2.4.25)
v

wachsend. Nach Abschnitt 9 in [34] ist die Verteilung von ¥(0,79) absolut stetig beziiglich des
Lebesgue-Mafs auf R. Somit ist die Verteilungsfunktion von 3(0,7n9) unter P stetig. Daher wird
das Infimum in (2.4.25) angenommen und es gilt P(3(0,70) > v¢) = % Dies zeigt die Existenz
von t — v. Die behauptete Asymptotik ergibt sich, indem wir die Darstellung

log P(%(0,7m0) >v¢) _ logt (10g(tP(2(0,?70) > ) 1)
vf/k vf/k logt

(2.4.26)

betrachten. Wegen P(X(0,79) > v) > 0 fiir alle v > 0, ergibt sich v, % o0 und nach Theorem 2
in [34] gilt mit der Konstanten 7 aus (2.4.10),

logP(3(0,7m0) > vt) t—oo
( E;d/k )>vt) — —2ddmd7"y.
t

Wegen tP(X(0,19) > vy) = ¢/v > 0 folgt mit (2.4.26), dass Lod—g/,f i 28 dk g7 gilt.

Um die Abschétzung des totalen Variationsabstands zutzeigen, wollen wir Satz 2.1.3 verwen-
den. Zunéchst zeigen wir, dass (z, p) = L{X(z, 1) > v¢}, t > 0, stabilisierend ist. Seien p € N und
z e R% Sei C;, 1 <i< I, eine endliche Familie unendlicher offener Kegel in R? mit Spitze in z
und Vereinigung R?. Definiere R;(z, ) als Abstand von z zum néchsten Punkt in pn Cj, falls

w(Cy) >0, und R;(x,p) = oo, sonst. Setze
R(x,p) == 2max R;(x, i)
1<i<I
Wie in [54], Abschnitt 6.3, gezeigt, gilt

C(.le, :u) = C(.CC, HB(z,2R(z,u)) T XB(x,2R(m,u))C)7 x € N.
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Da P(R(x,n) < o0) =1 und p+~ B(x,R(x,p)) eine Stoppmenge ist, ist R = R(x, ) ein Stabili-
sierungsradius. Wegen C(z, fiz,y) ¢ C(x, p1,) folgt

R(z, pgy) < R(x,pz), Y€ RY. (2.4.27)

Nach Konstruktion gilt
1
P(R(0,m0) >r)<1- (1 - e_W(T/Q)d/I) w e VDU g s oo

Diese Abschatzung nutzen wir nun, um den totalen Variationsabstand zwischen Y d¢, und dem
Poissonprozess v aus Satz 2.4.6 abzuschatzen. Wegen vtP(%(0,19) > v¢) = ¢ gilt nach Satz 2.1.3
mit der Wahl

by = dy == 2(31y M logt) /e, t>0,

die Abschéitzung

dry (719, 1) < G+ O (lngt) fitr £ - oo, (2.4.28)

wobei

C't:’yQ[ f P(X(x,n+dz +6y) > v, B(y,n+ g +6y) >v) dyda, ¢>0.
Wt B(x,2d¢)

Wir betrachten C; ndher und unterscheiden nach der Abweichung der Zellen C(x,7+ 6, +9y)
und C(y,n + d; + 0y) von einem Extremalkorper von X. Dies fithrt auf die Abschitzung

CtS’Yzf

Wi B(x,2d:)

P(X(x,n+ g+ 6y) > v, (Y, n+ g + 6y) > vy,

x H(x,n+ 0y +0y) <&, V(y,n+ 0z +dy) <€) dydx

+’y2 f f P(X(z,n+ 0z +dy) > ve, 2(y,n + 0z + 0y) > vy,

Wi B(x,2dy)
x Y(x,n+ 0y +0y) > oder V(y,n+ 0z +0y) >¢) dyda. (2.4.29)

Das Doppelintegral im ersten Summanden lésst sich mit Lemma 2.4.5 nach oben abschétzen
durch

(2.4.30)

NG
V2 kg (2d) tP(2(0,1 + 0o) > vt) exp(—fyad (1 - M) ﬁdvf/k) .

™

Wegen der Stationaritdt von 7 lasst sich der zweite Summand in (2.4.29) abschétzen durch

242 ¢ f P (2(0,77 + 8, +0o) > ve, 90,1+ 0, +80) > €) dy. (2.4.31)
B(0.2dy)

Um (2.4.31) weiter abzuschétzen, wollen wir wie in [34] vorgehen. Dabei ist allerdings zu beach-
ten, dass in (2.4.29) das Voronoi-Mosaik beziiglich des Prozesses 7 + §, betrachtet wird und wir
Theorem 1 in [34] daher nicht direkt anwenden konnen. Stattdessen passen wir die Argumente
aus [34] auf unsere Situation an.
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Auf der kompakten Menge {K € Kd: R(K) = 1} nehme die stetige Funktion ¥ das positive
Maximum 1/c§ an, mit der k-Homogenitéit von ¥ folgt also R(K) > co D(K)YF fiir alle K € KZ.
Fir K € K¢ definieren wir den relativen Radius A durch A(K) = R(K)/coX(K)Y*. Seien
B?:= B(0,1),t>0,ieNg und a aus (2.4.12). Fiir m < mg := [(aczE(Bd)l/k)il] definieren wir

Kii(m) = {K e Kd: S(K) ev;21(1,2), 9(K) 2 ¢, A(K) € [m,m +1)}.

Nach Lemma 2 in [34] existiert eine Konstante ¢; > 0, sodass K € K;;(m) impliziert, dass
K c eym2¥/ kvtl /k pd gilt. Wegen v, ~ b; fiir ¢ - oo und der Definition des Voronoi-Mosaiks lasst
sich ¢; so wahlen, dass mit B; ,,, = clm21+i/kvtl/de flir £ > 0 grofl genug und alle 7 € Ny, m < my
und p € N gilt, dass

B(Ov 2bt) c Bi,m7 C(Oa (IU/O)Bi,'m) = C(Ov:u(])'

Indem wir auf die Anzahl der Punkte aus n in B, ,, bedingen, erhalten wir fiir (2.4.31) die
Darstellung

2215 3 [ PCOn+6,+80) € Kiim)) dy
=0 m= OB(O 2dy)
oo Mgy o0
=253 3 Y [ BGBin) =n) B (CO0,0 48, + o) € Kug(m) [ n(Bim) =) dy.
=0 m=0 n:dB(O,th)
(2.4.32)

Gegeben n(Bj ) = n, ist der Prozess nn B, ,, stochastisch dquivalent zum Prozess n unabhéan-
giger und auf B;,, gleichverteilter Punkte. Da d;BY ¢ B; ,, fiir t > 0 grof8 genug gilt, erhalten
wir fiir (2.4.32) die Abschédtzung

SR & P((Bim) =n)

DI

=0 m=0n=d Ed(Bz,m))n
* /B(o 2d;) fn L{C (0,04, + -+ 06z, + 0y +60) € Kt i(m)}d(z1,...,2,)dy

< = P(9(Bi) =)

<221y 3 %

i=0 m=0n=d (ﬁd(Bz}m))n
< [ HO00, o 8y +00) €Ki (m)} A, ). (2.4.33)
Mit der Beziehung v L4(B; ) P(n(Bim) =n) = (n+ 1) P(n(Bim) = n+1), n e N, einer Index-
verschiebung in der inneren Summe und der stochastischen Aquivalenz des Binomial- und des

bedingten Poissonprozesses lédsst sich (2.4.33) abschétzen durch

= wE P(Bin) =0
wzzzmn>%q’wf)

i=0 m=0n=d

]1{0(0 5331 + - 536”“ + 50) € Ktyi(m)}d(xl, Ce ,l‘n+1)
s P(n(Bim) =n
Z (77(( ) )
n=d+
Z
n=d+

]l{C 0 5x1 + - -+5$n +(50) € lCt7i(m)}d(:c1,.. .,l’n)

nP(C(0,1+ dp) € Kti(m), n(Bim) =n). (2.4.34)

&MS gMS “\
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Wir argumentieren nun &dhnlich wie im Beweis von Lemma 5 in [34] und zeigen zunéchst, wie
sich der Summand mit ¢ = 0 in (2.4.34) abschétzen lasst. Seien dazu B ein Extremalkorper
von ¥ und By := B mit ¥(B) = 1. Fiir festes m € N sei By, wie oben gewéahlt. Seien ferner
T,y Ty € By mit C(0,05, +-+ + 9z, +00) € Kt o(m). Dann gilt mit (2.4.11),

B(C(0,05, ++++ 05, +00)) 2 (L+ f(€))TE(C(0, 8, + -+ + 6y, +0))
> (1+ ()0 = (1+ £(2))B(By). (2.4.35)
Sei a = f(g)/(2+ f(¢)). Nach Lemma 4 in [34] gibt es u Ecken von C(0,dz, + -+ dz, + o),
sodass fiir die konvexe Hiille Q = Q(C(0,d,, + -+ + 6, +0p)) dieser Ecken die Abschiatzung
P(Q)>(1-a)P(C(0,04, ++++ 0y, +d0)) (2.4.36)
gilt. Aus (2.4.35) und (2.4.36) ergibt sich wegen (1 - «)(1+ f(¢)) =1+ « die Abschitzung

O(Q) 2 (1+a)®(By).

Fiir jedes n-Tupel (x1,...,z,) mit C(0,dz, +---+0,, +d0) € K¢ o(m) wihlen wir @ = Q(C(0, 65, +
-+ 0y, +00)), sodass Q(C(0,04, + -+ 0z, +Jp)) eine messbare Funktion von (z1,...,x,) ist.
Bis auf n-Tupel von (£4)"-MaB 0 kénnen wir annehmen, dass jede der Ecken von @Q gleichen
Abstand zu genau d der Punkte x1,...,x, hat. Daher ist ) durch héchstens du der Punkte
x1,...,T, bereits eindeutig festgelegt; es seien j e {d+1,...,du} die genaue Zahl und z1,...,z;
die Punkte, die @ eindeutig festlegen. Dann gibt es Teilmengen Ji, ..., Jy (g) € [j] mit [J;] = d
i€ [fo(Q)], sodass die Ecken von @ durch die Mittelpunkte der d-Kugeln B(0,z; 1,...,z;q) fur

Ji=A{wi1,...,xia}, 1€ [fo(Q)], gegeben sind. Fir K € ICg sei

S(K):={yeR?: H2y)nK # 2},

wobei H(z) die mittlere Hyperebene zwischen 0 und z bezeichne. Dann gilt £4(S(K)) = ®(K).
Wir erhalten fiir m < myg,

P(C(0,m+80) € Keo(m) | n(Bom) =n) (LY(Bom))"
du

< > (n)[n 1{C(0,65, + -+ 0z, +00) € Kro(m)}

j=d+1 j 0,m

x 1{z; €25(Q)fori=1,...,5} 1{z; ¢25(Q)firi=5+1,...,n}d(x1,...,zy)

s % (n) > f f ﬂ{‘I’(COHVU () Hap,) 2 (1+a)2(By)}

A O r=1keJ,

x 1{z; ¢ 2S(conVU m Hy, )firi=j+1,...,n}d(2ja1,...,20) d(21, ..., 2;).
e (2.4.37)
Wegen (2.4.9) gilt
fBo,m 1 ¢ 25(Q)} de = L(Bom) - 2%dra®(Q).

Daher ergibt sich, dass der Term (2.4.37) nach oben beschrankt ist durch

% (?)(’7) [Ed(B m)— de&d(1+a)70d/k)] ﬁd(BO,m)j,

J=d+1 d
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Wir erhalten

glnwcm,m) e Kro(m). 1(Bom) = n)
i (vﬁd(B(]’m))n 4 du i\ [\ (Ld(Bo,m) — 2%k (1 + oz)va/k)n_j
Snzzd;i—l—(n_ ol exp(—7y L (Bo,m))jg;rl (])(d) L4(Bom)"

du S\ U Ed - J - n—'
r (2) W (= £ (Bom)) Z‘( b 7)! (ﬁd(BOm) 2 d/@d(1+a)7'vt/k)

(2.4.38)

Mit 3 := % <1 und 7 = 2%dkgy ergibt sich fiir (2.4.38) fiir ¢t > 0 groB genug die

obere Schranke

du S\ U Ld B m .
%:1(2) w xp (- ’7£d Bom))z ! Y ('Yﬁd(BOm) BA(1+a)7'vt )
j=d+ :
du S\ U Ed " J
= _%:1(2) w exp(—ﬂfy\(l+a)7'vf/k). (2.4.39)

Wegen L£4(Bom) = cdedmdvf/k fir alle m < mp und S(1+ ) > 1+ f(g)/3, erhalten wir fir
t >0 grof} genug und Konstanten c3, cq > 0 die Abschétzung

o0

S 0P (C(0,m0) € Kio(m), n(Bom) =n) < ez (ymTof* )% exp(~F7(1 + a)7vi’%)
n=d+1

<epm? exp( (1+f(€)/4)’y7”[)t )

Mit analogem Vorgehen wie im Beweis von Lemma 8 in [34] kann diese Abschitzung genutzt
werden, um die Reihe

SUS aB(C(0,1+ 80) € Kea(m), n(Bim) = n)

m=0n=d+1

flir allgemeines i € Ny abzuschétzen. Wie in den Beweisen von Proposition 7.1 und Theorem 1
in [36] gibt es ein ¢5 > 0, sodass (2.4.32) beschrankt ist durch

cst exp (—(1 + f(e)/8)’y‘7'vf/k) . (2.4.40)

Zusammen mit (2.4.30) und lc;%]f —% 7 erhalten wir nach Einsetzen in (2.4.28), dass ein b > 0
existiert, sodass
dry (8¢, v) = O™ fiir t > 0.

Dies zeigt die Behauptung. O
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Poissonprozessapproximation
Poissonscher Zentrumsprozesse

Es gibt geometrische Funktionale, zu deren Definition ein Tupel x = (z1,...,z;) € (R?)* mit
k > 2 und ein ZdahlmaB p € N = N(R?) nétig ist und die sich somit nicht im Rahmen von
Kapitel 2 behandeln lassen. Wir erkldaren nun ein einfaches solches Funktional im Fall k£ = 2. Fiir
x = (z1,72) € (R)? sei B(x) die kleinste d-dimensionale Kugel, auf deren Rand zy,z liegen.
Wir ordnen dem Tupel (x,x) im Fall u(B(x)) = 0 das Volumen £%(B(x)) und andernfalls den
Wert 0 zu. Weitere Beispiele finden sich im Voronoi- und Delaunay-Mosaik. In diesem Kapitel
verallgemeinern wir die Methoden des vorigen Kapitels und erméglichen damit die Untersuchung
solcher Funktionale in dem Fall, dass ein stationiirer Poissonprozess in R? zugrunde liegt. Fiir
festes k € [d+ 1] ordnen wir dazu jedem k-Tupel x = (21,...,x)) ein Zentrum z(x) zu. In einem
néchsten Schritt erkldren wir eine Verdiinnung des sich ergebenden Zentrumsprozesses und leiten
daraufhin ein Resultat zur Poissonprozessapproximation dieses Prozesses her.

3.1 Allgemeines Theorem

Seien k € [d + 1], n ein stationéirer Poissonprozess in R? mit Intensitéit v > 0 und f : (R%)* x
N(R?) - {0,1} eine messbare und translationsinvariante Funktion. AuBerdem sei z : (R%)* — R4
permutationsinvariant und translationskovariant, d.h.

2T+ Y, T +Y) = 2(Tr(1)s s Tr(h)) Y

fiir alle 21, ..., 2%,y € R? und jede Permutation 7 : [k] — [k]. Eine solche Funktion z nennen
wir Zentrumsfunktion. Eine kanonische Wahl fiir z ist der Mittelpunkt der volumenminima-
len abgeschlossenen (k — 1)-dimensionalen Kugel, die x1,...,2; auf ihrem Rand enthélt. Wir

definieren
1
C = C(ﬁ) = E Z f(X)T]) 5z(x)
" xen(k)
und betrachten ( als stationdren Punktprozess qualifizierter Zentren von k-Tupeln aus 7. Es sei
vc = E¢([0,1]%) die Intensitit von (. Ferner sei g, : R? x N(R?) - {0,1} fiir alle ¢ > 0 eine
messbare und translationsinvariante Funktion. Wir betrachten die Verdiinnung

& =&(n) = Z gi(z,m) 0., t>0. (3.1.1)
zeCNWy
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Fiir z € R? bezeichne nz eine Palmsche Version von n beziiglich ¢ bei z. Damit lasst sich das
IntensitiatsmaB E&; von & fiir A € B? ausdriicken durch

E&(A) = E[ 1{z e AnWy) gi(z,m) ((d=)
=9 LYYANW) E g (0,n2). (3.1.2)

Im Folgenden verwenden wir die Bezeichnung

VYt = ’chgt(O,’ng), t>0.

In der folgenden Definition verallgemeinern wir das in Definition 2.1.1 eingefiihrte Konzept
der Stabilisierung geometrischer Funktionale.

Definition 3.1.1. Sei (h¢); eine Familie messbarer Funktionen Ay : (RY)¥xN(R?) - {0,1}, ¢ > 0.
Wir nennen (hy); stabilisierend, falls fiir alle ¢ > 0 eine messbare Funktion R; : R? x N(R?) —
[0, 0o] existiert, sodass fiir alle x € (R%)* die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Ri(2(x),nx)) < oo P-fast sicher.

(ii) he(x, 1) = he(X, LB(2(x),Re(2(x) 1)) T XB(2(x),Re(2(x),))e)s s X € N.
s
1

)
)
(iii) Die Abbildung p — B(z(x), Ri(2(x), ix)) von N nach F ist eine Stoppmenge.
(iv) x € B(2(x), Ri(2(x), ix)), d.h. x; € B(2(x), Ri(2(x),px)) fir allei=1,...,k, peN.

Wir nennen R; = Ry(z, 1) einen Stabilisierungsradius und verwenden fiir € N und z € R? die
Schreibweise Si(z, 1) := B(z, Ri(z,p1)). O

Unser Ziel besteht nun darin, einen Satz zur Poissonapproximation des skalierten Prozesses
¢ ¢, zu finden. Wie in Kapitel 2 wird eine geeignet gewéhlte Palmsche Version von 7 beziiglich
& in der Herleitung dieses Satzes eine tragende Rolle spielen. Um dem Leser eine bessere An-
schauung dieses Objektes zu vermitteln, bestimmen wir im Folgenden dessen Verteilung. Dazu
erinnern wir daran, dass v,_1 wie in Kapitel 1 das eindeutige Haarsche Wahrscheinlichkeitsmafl
auf dem Grassmannschen Raum G(d,k —1) der (k — 1)-dimensionalen linearen Unterraume des
R bezeichnet (vgl. Abschnitt 13.2 in [60]). Fiir einen festen Unterraum L € G(d,k — 1) be-
zeichne S;, die Gleichverteilung auf der Einheitssphire in L. Fiir u € (RY)* sei Aj_;(u) das
(k - 1)-dimensionale Volumen der konvexen Hiille conv(u).

Lemma 3.1.2. Seien z € R?, n ein stationdrer Poissonprozess mit Intensitit v > 0, & der ver-
diinnte Prozess aus (3.1.1) und 7 := v:Eg: (0, 772), t>0. Dann ist die Verteilung einer Palmschen
Version n; von n beziglich ¢ bei z gegeben durch

P(n; € A) = 1—]:15 /f/ {02 orruy) ztru € A} 92 (0, Mpyz(ray) [ (1= 2(rw), Nry—z(ru))
x p A=D1 (DAL ()2 SE (du) dr_ 1 (AL), AeN.
Beweis. Seien ¢t >0 und B € B%. Nach Definition von & und ¢ gilt
E [ 1{zeB}1{ne A}&(d2)
“E [ 1{ze BaWi} 1{ e A} g(2,0) ((d2)

=Ef11{2(><)6BﬂWt}ll{neA}gt(z(X),n)f(x,n)n(k)(dX)- (3.1.3)
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Mit der multivariaten Mecke-Formel, der Stationaritdt von 7 und der Translationsinvarianz von
g und f ldsst sich (3.1.3) schreiben als

A*E f 1{z(x) e Bn Wi} 1{nx € A} g:(2(x),mx) f(x,1x) dx
=" E [ 1{2(x) € B WHH{(0-0mx € A} 91 (2(5), (62)) F (5, (0--m)x) dix

=+"E f 1{z(x) € BN Wi t1{(0_.(x)M)x € A} 9t (0,1 z(x)) [(X = 2(X), Mx—2(x)) A% (3.1.4)

Mit einer Blaschke-Petkantschin-Formel fiir umgebende (k — 1)-dimensionale Sphéiren (Satz
1.2.8) und der Translationskovarianz der Zentrumsfunktion z ldsst sich (3.1.4) umformen zu

’ykE [[/ ]l{Z e Bn Wt} ]l{(e_z(z+ru)77)z+ru € A} gt(oa nru—z(ru)) f(ru - Z(Tu)’ 777’11—2’(7’11))
x P ED=1 (k)AL (u) T2 SE (du) dr vg_1 (A1) d.

Da das Intensitdtsmafl von & nach (3.1.2) durch E&(dz) = 1{z € W;} v, dz gegeben ist, folgt die
Behauptung. O

Bemerkung 3.1.3. Man vergleiche Lemma 3.1.2 mit Theorem 1.1 in [8]. ]
Wir zeigen folgendes Resultat zur Poissonprozessapproximation von =1/ de,.

Satz 3.1.4. Seien ¢ > 0,z : (RH)* - R? translationskovariant und permutationsinvariant sowie
f:(RH* x N - {0,1} und g; : R% x N(R?) - {0,1} messbare und translationsinvariante Funk-
tionen, sodass die Familie (gif): stabilisierend im Sinne von Definition 3.1.1 ist. Ferner seien
n ein stationdrer Poissonprozess mit Intensitat v > 0, & der Prozess aus (3.1.1), v ein Poisson-
prozess mit Intensitdtsmafs C/\([i(),l]d und es gelte tlil})lo tv: = ¢. Dann gilt fir messbare Abbildungen

t — by und t — d; von [0,00) nach [0,00),

dry (1%, v)

d
<Ci1+Cia+Ci3+0 (t]P’ (Rt(O,ng) > by) + bf) +|tye—¢, t>0, (3.1.5)
wobet
k-1 . k+L
Cp = W'Efff 1{x € (RD, y e (R, u e (RN 1{z(x,u) € Wi} 1{z(y,u) ¢ W;}
(=1

th(z(X 11) nxyu)gt(z(Y>u) 7’/x,y,u)f(x Tix y,u)f((Ya ) nx,y,u)dydUdX

Ciai= k')zE ] 1460 e Wy 1) € W) (%), i) 96239 ) £ (%) F (¥ )
x I{[z(x) = 2(y)| < 2d¢} dy dx,

Ct,3 = (k')QEﬂ ]l{z X) € Wt}]l{z(Y) € Wt}gt(z(x) Tix y)gt(z(}’) nx,y)f(x 77x,y)f(3’7"7x y)
x 1{R;(2(x),ny) > d } dy dx.

Wie in Kapitel 2 ergeben sich interessante Anwendungen von Satz 3.1.4, wenn wir g; als
Indikatorfunktion wéhlen, die angibt, ob ein bestimmtes Funktional einen fest gewahlten Wert
iiber- bzw. unterschreitet. Dies diskutieren wir in der folgenden Bemerkung.
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Bemerkung 3.1.5. (a) Seit+~ u; eine Abbildung von [0, c0) nach [0, co0). Fiir jedes ¢ > 0 und
jedes ¢ >0 sei gt o(z,m) == 1{h(2,n) > us — log c} mit

"yct}P’ (h(O,ng) > uy —logc) - c‘ =o.

Falls die rechte Seite von (3.1.5) fiir ¢ - oo gegen 0 konvergiert, so ergibt sich unter den
Voraussetzungen von Satz 3.1.4,

IP’( max h(z(x),n) —us < —log c) =P(&(Wy) =0) e, e’ ¢>0.
xen(F):z(x)eCnWy

A

Wiéhlen wir c:=e™", so ergibt sich

lim IP’( max h(z(x),n) —us < )\) = e_eiA, AeR.
l—>o0 xen(k):z(x)ECﬂWt

Dies zeigt, dass max h(z(x),n) im Anziehungsbereich der Gumbelverteilung liegt.
xen(F):z(x)e¢nWy

(b) Sei t — u; eine Abbildung von [0,00) nach [0,00). Fiir jedes ¢ > 0 und jedes ¢ > 0 sei

gre(x,n) = 1{h(x,n) < MFuy} mit

t—o00

et (R0, ) < Fuy) = o = 0.

Falls die rechte Seite von (3.1.5) fiir ¢ - oo gegen 0 konvergiert, so ergibt sich unter den
Voraussetzungen von Satz 3.1.4,
t—o0 c

IP’( min u; th(z(x),n) 2 cl/k) =P(&(Wy) =0) —=¢e"%,  ¢>0.
xen(F): z(x)e¢nWy

Wihlen wir ¢ := \¥, so ergibt sich

lim P (utl min h(z(x),n) > )\) = e’Ak, A>0.
t—o00 xen(®): z(x)eCnWs

Dies zeigt, dass min h(z(x),n) im Anziehungsbereich der Weibullverteilung mit
xen(F): 2(x)e¢nWy
Formparameter k liegt.

O

Beweis von Satz 8.1.4. Die Struktur des Beweises ist wie die des Beweises von Satz 2.1.3. An
denjenigen Stellen, an denen die Argumente analog sind, verweisen wir auf die entsprechende
Stelle im Beweis von Satz 2.1.3, an den iibrigen Stellen fithren wir der Vollstdndigkeit halber
die Argumente aus. Wir wollen Satz 2.1.2 verwenden. Dazu konstruieren wir fiir alle v € [0,1]¢
eine geeignete Palmsche Version (£1/¢,)Y von t1/4¢, (beziiglich ¢t~/9¢,) bei v, sodass die totale
Variation Htfl/ de, - ((t’l/d&)” - 4y )| méglichst klein wird. Sei ffl/d” eine Palmsche Version von
& bei t'/%. Wie in (2.1.7) lasst sich zeigen, dass durch = dffl/d” eine Palmsche Version von

Y eine Palmsche Version von n beziiglich & bei /4. Wie in

t71/4¢, bei v gegeben ist. Sei nfl/
(2.1.3) lasst sich zeigen, dass ft(nfl/d”) eine Palmsche Version von & (beziiglich &) bei t"/%v ist.
Daher lésst sich das oben beschriebene Problem auf die Konstruktion einer geeigneten Palmschen

Version von 7 beziiglich & bei t'/% zuriickfithren. Sei dazu 7 fiir z € Wy = [0, /9]¢ eine von 7
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unabhéngige Palmsche Version von 7 beziiglich & bei z. Ferner sei S; : N - F die Abbildung
aus Definition 3.1.1(ii). Wir weisen nun nach, dass dann auch durch

(nf)st(sz) +77$t(z,r]f)c (316)

eine Palmsche Version von 7 beziiglich & bei z gegeben ist und werden diese Version im weiteren
Beweis verwenden. Sei dazu h: R?x N — [0, 00) eine messbare Abbildung. Mit der Unabhéngig-
keit von 1 und 77, der Definition von nf und von &; ergibt sich

E [ 0z (1) s, o)+ 150mpre) B (2)
= ff h(2, 18, (2 1) + P8 (z)e) §e (1) (d2) P(n € dp) P(n € dp)

= % ﬂ ]l{Z(X) € Wt}h(z(x)a B8, (z(x),p) T @St(z(x),p)c)gt('z(x)v /’L) f(xvu)
x u®) (dx)P(n € dp) P(n € dp). (3.1.7)

Mit der multivariaten Mecke-Formel und der Eigenschaft aus Definition 3.1.1(iii) ergibt sich fiir
(3.1.7) der Ausdruck

k
~y
= [ 100 € Wil (200, 15,001,100 + 510001 + 0 91 (2(30), ) £ (s 1)
x P(n e dp) P(n € dp) dx. (3.1.8)
Da (fg:)s stabilisierend und S; eine Stoppmenge ist, ldsst sich (3.1.8) mit der messbaren Funktion

g:- NxN - [07 00)7 (M?Qp) = h(Z(X)vﬂ +p+ 5x)gt(z(x)7ux)f(x7ux)a

in Satz 1.2.5 umschreiben zu

k
%ffﬂ{z(")EWt}h(z(x)»ux)gt(Z(X),ux)f(x,ux)lP’(nedu) dx. (3.1.9)

Mit der multivariaten Mecke-Formel ldsst sich (3.1.9) nun schreiben als

% ff 1{z(x) e W th(2(x), 1) g:(2(x), 1) f(x, 1) pF) (dx)P (5 € dp) = E / h(z,m) &(dz).

Dies zeigt, dass (n7) Se(zm) + NSe(zmf)e fiir E&;-fast alle z eine Palmsche Version von n beziiglich
& bei z ist.

Wie in Satz 2.1.3 erhalten wir nun fiir /%, und den Poissonprozess v aus Satz 3.1.4 die
Abschétzung

dry (£, v) < f E|&(n) = [&((1) su(zmz) + M50(zimzye) = 02 ]| oy EEe(d2) + [t = ] (3.1.10)
Wi

Die in (3.1.10) auftretende totale Variation ist gegeben durch

Hft(ﬁ) - St((ntz)st(z,nf) + nSt(z,nf)C) + 52’“ = (Et(n) - gt((nf)Sz(z,nf) + nSt(z,nf)C) + 6z)+(Wt)

+ (&(77) - ft((nf)St(x,nf) + nSt(:Jc,nf)c) + 62’)—(Wt)
(3.1.11)
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Zur Abschétzung des ersten Summanden in (3.1.11) machen wir folgende Voriiberlegung. Seien
dazu p, ¢ € N und x,y € (RY)* und es gelte

Se(2(y), ) N Se(2(x), 1) = @. (3.1.12)

Da (fg:): stabilisierend ist, ergibt sich aus (3.1.12) und Definition 3.1.1(ii),

(f9e) (3 1) = (f96) (X, s, (2(y)0)e) = (F98) (X3 1S, (=) 0)° T+ PSi(2(y) ) ) (3.1.13)

Diese Uberlegung und die in Definition 3.1.1(iv) geforderte Eigenschaft fiihren auf die Abschit-

zung

(&(n) = &((0F) s, (zmz) + 15, (zmz)e) +02)+ (W) < 30 ge(w,m) 1{Se(2,m7) 0 Sy (w,n) * @}
wel(n)NWy

(3.1.14)

Im Folgenden sei 7] ein Poissonprozess auf (2,.4,P) mit n d 77, sodass n und 77 unabhéngig sind.
Fiir die integrierte rechte Seite von (3.1.14) ergibt sich mit der Unabhéngigkeit von n und 7/
sowie der Definition des Palmschen Prozesses 77,

E Yo g(w,n) 1{Si(z,n7) N Sy(w,n) + @} E&(dz)
wel(n)NWy

=E[f]1{w€Wt}gt(wm)]l{st(sz)ﬂSt(wm)iﬁ}C(U)(dw)Eft(dZ)
:Eﬂﬂ{wvzEWt}gt(wvn)gt(z’ﬁ)]l{st(zvﬁ)ﬁSt(w)n)¢@}C(ﬁ)(dz)g(n)(dw)' (3115)

Indem wir nach der Grofle der Stabilisierungsradien R;(w,n) und R:(z,77) unterscheiden, lasst
sich (3.1.15) mit b; aus Satz 3.1.4 abschéitzen durch

E[[ {w, z e Wi} 1{R;(w,n) > b oder Ry(z,7) > b} g:(2,7) g:e(w,n) C(7)(dz) ((n) (dw)

(3.1.16)
+Eﬂ 1{w, z e Wi} I{R¢(w,n) < by und Ry(z,7) < by, Se(w,n) nSe(2,7) # @} gi(2,77) ge(w,m)
x ((M(dz) ¢(n)(dw). (3.1.17)

Wegen der Symmetrie in 7 und 77 lisst sich der erste Summand (3.1.16) mit der Stationaritét

von (, der Definition des Prozesses 772 und der Eigenschaft ty; % ¢ nach oben abschitzen durch

2E [[ 1w,z € Wi} 1{R:(w.n) > b} 9 (=.77) 1 (0,1) C(7(d2) S (n) (dw)
<AWE [ D(Riw.m) > bi) giw.m) () (dw)

=2t27t7cP(Rt(07772) > by)
= O (tP(Re(0,10) > b)) fiir t > oo. (3.1.18)

Den zweiten Summanden (3.1.17) schitzen wir mit der Ereignisinklusion

{R¢(w,n) < bt und R¢(2,7) < by, Se(w,n) nSi(2,7) + @} c {|z —w| < 2b:} (3.1.19)
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sowie der Stationaritdt von ¢ ab durch

Ef [ e awn) )¢ dw)

Wi B(z,2bt)
bd
=2dﬁdbftfyf:0(7t) fir t - oo. (3.1.20)

Nun betrachten wir den zweiten Summanden in (3.1.11). Aus (3.1.13) und der Eigenschaft aus
Definition 3.1.1(iv) ergibt sich analog zu (3.1.14) die Abschéitzung

(&e(n) = &((F) 50 (2 mz) + MSi (2 mz)e) + 02)- (W)

< Z gt(wa (nf)St(z,nf) + nSt(z,nf)C)
we[c((nf)St(z,ntz)+775t(z,7zf)c)_az]ﬁWt

X ]l{St(Za 7711,2) n St(wa (ntz)St(z,nf) + nSt(Z,nf)C) # Q}' (3'1'21)

Fiir die integrierte rechte Seite von (3.1.21) ergibt sich mit der Unabhéngigkeit von n und 7/
sowie der Definition des Palmschen Prozesses 77,

1 ~
EE f ]l{Z(X) € Wt} Z gt(w’nSt(z(x),ﬁ) + nSt(z(x),ﬁ)C)
' we[C (s, (=00, 115, (=), ) =02 ) N W

x L{S4(2(x),77) N Se(w, Ts, (2 (x).) + N5 (z00¢) F B ge(2(x),77) £(x,77) T (dx).
(3.1.22)

Mit der multivariaten Mecke-Formel lésst sich (3.1.22) schreiben als

k
v .
o f 1{z(x) e W{}JE >, 9t(w, (M) 8, (2(x),77) + S0 (2(x),77x)°)
' we[C((Te) 5, (200, 1153 (200,75 ) 02 () W
) T{Si(2(x), 7x) N Se(w, (Tx) 8, (2(x),75x) T M8 (2(x),75)e) * D} 9e(2(x), ) [ (%, 7% ) dx.
(3.1.23)

Indem wir in Satz 1.2.5 die Abbildung

g:NxN—=[0,00), ()

> 9t (w, pix + @) I{S(2(%), pix) N Se(w, pixe + ) # D}9¢(2(x), pixc) f(X, i),
we[¢(px+$) =8, (x) JNWe

wihlen und beachten, dass (fg:): stabilisierend ist, erhalten wir fir (3.1.23) den Ausdruck

k
%Ef 1{z(x) € Wy} D ge(w, 7x)

we[ () =8, (x) JNWe
x L{Se(2(x),7x) N Se(w, x) # @} gi(2(x), ) f(x,7x) dx

k
e ] 160 W) € Wi (60 Do) 1) ()

x 1{S;(2(x), mx) N Se(2(¥), %) # D90 (2(x), 1) f ) 1) (dy) dx. (3.1.24)
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Indem wir nach der Anzahl gemeinsamer Punkte in x und y unterscheiden, ldsst sich (3.1.24)
mit der multivariaten Mecke-Formel abschétzen durch

Z

f]l{xe(Rd)e y € (RHY ue (R 1{z(x,u) e W;} 1{z(y,u) e W}

x g¢(2(x,u), nx,y,U) gt(2(y, ), nx,y,U)f(Xa nx,y,U) f((y,u), 77X,y,U) dy dudx
(3.1.25)

Eﬂ L{St(2(x),mx,y) N St(2(¥), nxy) # @} ge(2(%), mxy) 9:(2(¥), Mxy)

* f(%,nxy) F(¥snxy) T{z(x) e Wi 1{2(y) € W} dy dx. (3.1.26)

(k")2

Der erste Summand (3.1.25) ist der Term Cj; in Satz 3.1.4. Indem wir nach der Grofe der
Stabilisierungsradien unterscheiden, lasst sich der zweite Summand (3.1.26) schreiben als die

Summe

k,)QEff]l{Rt(Z(X) Nx,y) < de und Ri(z(y), nxy) < di, St(2(x),1x,y) N St(2(y), nxy) #* @}
x gt(2(%); xy) 9t (2(Y), My ) [ (X, My ) [ (Y5 xy) T{2(x) € Wi} 1{2(y) € W} dy dx
(k')2IE/[]l{Rt(z(x) Nxy) > di oder Ri(z(y), nxy) > di, St(2(x),nxy) 0 S:(2(y), 1xy) # D}

x ge(2(%), mxy) 9t (2(¥), Mx,y ) f (%, 1y ) F(Y k) 1{2(x) € Wi} 1{z(y) € Wi} dy dx.
(3.1.27)

Mit einem zu (3.1.19) analogen Argument ergibt sich fiir den ersten Summanden die obere
Schranke

Ct,2 = (k')QEﬂ ]l{Z(X) € Wt} ]l{Z(Y) € Wt}gt(z(x) Ux,y)gt(z(}’) Tx y)f(x Tix y) f(Yanx,y)
x 1{|z — w| < 2d; } dy dx. (3.1.28)

Der zweite Summand in (3.1.27) lasst sich abschétzen durch

Ct,3 =

Effﬂ{Z(X) e Wit 1{2(y) € Wi} g1(2(%), 1x.y) 91 (2(¥ ), My ) f (%, 1x,y) (5 71xy)

x T{Ry(2(x),ny) > d¢ } dy dx. (3.1.29)

(k')2

Indem wir die Ausdriicke aus (3.1.18), (3.1.20), (3.1.25), (3.1.28) und (3.1.29) in (3.1.10) einset-
zen, ergibt sich die behauptete Abschéatzung. O
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3.2 Poissonprozessapproximation im Gabriel-Graphen

In diesem Abschnitt betrachten wir Anwendungen von Satz 3.1.4 im zufélligen Gabriel-Graphen

G mit Knotenmenge 7. Zwei Punkte x1,x2 € 1 heiflen in G verbunden, falls die d-dimensionale
T1+x2
2

ist, mit supp(7n - d(z, 4,)) leeren Schnitt besitzt. In [37] wurden zudem geometrische und

offene Kugel B(x), deren Zentrum der Mittelpunkt von x; und z2 und deren Radius

|21 2|

2
kombinatorische Eigenschaften des Gabriel-Graphen untersucht. Wir untersuchen minimale und
maximale Kanten in G. Dazu wéhlen wir die Zentrumsfunktion

Tr1 + X2
2

z:(RY)? > RY, x=(21,22) = (3.2.1)

und definieren den Prozess ¢ von Kantenmittelpunkten in G, also

(=5 2 H0-89(B6) =0} 8.0,

xen(2)

3.2.1 Minimale Kanten im Gabriel-Graphen

Seien ¢ > 0 und t ~ v; eine Abbildung von [0, c0) nach [0, o). Zunéchst studieren wir minimale
Kantenldngen im Gabriel-Graphen und betrachten dazu den verdiinnten Prozess

&= Y If|z1 - 29| < 204} 6. (3.2.2)
zeCNW4

Dies ist die Einschriankung des Zentrumsprozesses ¢ auf Zentren z(x) € W; mit der Eigenschaft,
dass der Radius von B(x) kleiner als v; ist. Zunéchst bestimmen wir das Intensitdtsmafl E¢;
von &. Fiir B € B gilt

Eﬁt(B):%[]l{z(x)eBth}]l{|9:1—x2|<2vt}]l{(17—5x)(B(x)):0} n®(dx). (3.2.3)

Mit der multivariaten Mecke-Formel, der Substitution z = z(x) und der Translationsinvarianz
von L% lasst sich (3.2.3) ausdriicken durch

2
% / 1 {Z(X) e Bn Wt} 1 {|$1 - _'B2| < 2vt} 6_75d2_d|xl—x2|d dx
= Qd—lfy? [[ 1{ze BnW;} 1{|]z - x1|< vt}e‘7“d|z—$1\d dzda,

=24 12 LU B AW,) f 1{|z1| < ve} e Vel Qg (3.2.4)

Nach Transformation auf d-dimensionale Polarkoordinaten erhalten wir fir (3.2.4) den Ausdruck
d-1_2 pd Ut ykard, d-1
drg28 152 L (BnWt)/ e 1art pd=1g,.
0
Mit der Substitution s = yrgr? lisst sich dieser Ausdruck umschreiben zu
d-1_, pd TRavi d-1_, pd —yhgud
270y L (Bth)[O e’ds=2"""yL (Bth)(l—er”t).

Mit der Wahl

c 1/d
V¢ = (m) , t> 0, (325)
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ergibt sich
E&(B) = cLYABnW,) (1)t +O(t2))  fiir t — oo.

Insbesondere gilt E&(W;) = ¢+ O(t™1) fiir ¢ —» oo.
Wir zeigen folgendes Theorem zur Poissonprozessapproximation von t1/dg,

Satz 3.2.1. Seien ¢ >0, n ein stationdrer Poissonprozess mit Intensitit -y > 0 und vy aus (3.2.5).
Ferner seien & aus (3.2.2) und v ein Poissonprozess mit Intensitatsmaf Cﬁ?o N Dann gilt

logt

dT\/(til/dft, V) <0 (T) fiir t — oo.

Beweis. Wir wollen Satz 3.1.4 verwenden. Dazu zeigen wir, dass (fg;): stabilisierend ist und
definieren zunéchst einen geeigneten Stabilisierungsradius. Fiir z € R und p € N wéhlen wir
Ri(z, 1) = |z1 — x2|/2, falls es genau ein x € 4 (bis auf Permutationen in den Komponenten
von x) mit z(x) = z gibt, und R:(z, i) := co, sonst. Dann gilt

P(Ri(2(x),1x) = 00) =P(3x 2y e n® : 2(x) = 2(y))
4
<2 [ 100 € (0,110 = 2(3)) dy dx
3
+ % f/f 1{z(z,u) € [0,1]D1{z(z,u) = 2(y,u) }dydudz.  (3.2.6)

Indem wir das innere Integral im ersten Summanden in (3.2.6) wie in (3.2.4) transformieren und
auf das innere Integral im zweiten Summanden die Transformation aus Satz 1.2.9 anwenden,
ergibt sich mit der Diffusitat des Lebesgue-Mafes, dass beide Summanden in (3.2.6) gleich null
sind. Folglich gilt fiir (£4)2-fast alle x € (R%)2,

(fgr)(x,mx) = L{n(B(x)) = 0, |x1 - 2| < 20t} = 1{Ns, (2 (x) me) (B(X)) = 0, |71 — 22| < 204} P-fs.
und es folgt, dass (fg;) stabilisierend ist. Mit der Wahl
by = dy = (37 1k log )4

ergibt sich nach einer zu (3.2.4) analogen Rechnung,

VGHP(Re(0,1) > br) = ”;t [ 1) €[00} POR(=6), 1) > bi)e 7 F0 i - Qd,;”-
Folglich erhalten wir aus Satz 3.1.4 die Abschitzung
dpy (£, 1) < Cpy + Cra + Crz+ O (lngt) fiir ¢ — oco. (3.2.7)
Der Term Cy lautet
gE[[ 1{z(z,u) e Wi} 1 {z(y,u) e Wi} 1 {|Jx —u| < 2v;} 1{|y —u| < 2v;}
x 1{(n+0y)(B(z,u)) =0} 1{(n+d,)(B(y,u)) =0} dy dudz. (3.2.8)

Im Fall |z — u| < 2v; und |y — u| < 2v; gilt mit der Dreiecksungleichung |y — z(z,u)| < 3v;. Daher
ergibt sich fiir (3.2.8) mit der Substitution v =y — z(z,u) die obere Schranke

3
%Sd Fig vY / 1{z(z,u) e Wi} 1{|z —u| <20} P(n(B(x,u)) =0) dudz = O(t™') fiir t - oo.
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Der Term C} o ist gegeben durch

4
VZIE// 1{z(x) e Wi} 1{z(y) € Wi} 1{|x1 — 22| < 2v¢} 1 {|y1 — yo| < 20}
x L{(n+dy)(B(x)) = 0} L{(n + 0x)(B(y)) = 0} L{|2(x) - 2(y)[ < 2d; } dy dx.  (3.2.9)

Indem wir im inneren Integral z = z(y) substituieren und anschliefend die Integration iiber y;
und z ausfiihren, ergibt sich fiir (3.2.9) die obere Schranke

zd%ﬁEff 1{z(x) e Wi} L{la1 — 22| < 20} L]z -] <oe} L{n(B(x)) = 0} 1{|z - 2(x)| < 2dy}
x dy; dzdx
:2d_2v4mdva/fﬂ{Z(X)€Wt} L{|z1 - waf < 201} I{n(B(x)) =0} 1{|z - 2(x)| < 2d; } dz dx
= 220242 1d IR f 1{z(x) e Wi} 1 {|a1 — 2| < 201} 1{n(B(x)) = 0} dx
=0(1°Tgt) fiir £ - oo. (3.2.10)

Den Term C} 3 ist gegeben durch

4
%E/f 1{z(x) e Wi} 1{2(y) e Wi} 1 {|x1 — z2| < 2v¢} L{|y1 — y2| < 2v¢}
x1{(n +0y)(B(x)) = 0} 1{(n + 0x) (B(y)) = 0} L{[z1 — 22| > di} dydx.  (3.2.11)

Wegen v, 220 gilt Cy 3 =0 fiir ¢ grof genug. Indem wir (3.2.8), (3.2.10) und (3.2.11) in (3.2.7)
einsetzen, erhalten wir die Abschéatzung

dTv(t_l/dft, I/) =0 (—) fir ¢t —» oo.

3.2.2 Maximale Kanten im Gabriel-Graphen

Seien erneut ¢ > 0 und ¢ —» v; eine Abbildung von [0, c0) nach [0, 00). Wir untersuchen nun
maximale Kantenldngen im Gabriel-Graphen und betrachten dazu den verdiinnten Prozess

&= ), I{|lz1—x2|> 20} 0. (3.2.12)
zeCNWy

Mit einer dhnlichen Rechnung wie in (3.2.4) ergibt sich, dass das Intensitatsmafi E&; von &
gegeben ist durch

E&(B) =27y LYBAW,)e % Be B t>0.

Folglich ergibt sich mit der Wahl

1 2d—1 1/d
vy o= (M) >0, (3.2.13)
Y Kd
fiir Intensitatsmafl E¢; die Form
d
E&(B) = cw, BeB t>0.

Wir zeigen folgendes Resultat zur Poissonprozessapproximation von &.
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Satz 3.2.2. Seien ¢ >0, v >0, n ein stationdrer Poissonprozess mit Intensitdt v, vy aus (3.2.13)
und & aus (3.2.12). Ferner sei v ein Poissonprozess mit Intensitdtsmafs Cﬁ([io N Dann gilt

dry (Y%, 1) <O ((1ogt)—%) fiir t > oo.

Bemerkung 3.2.3. Beim Vergleich der Sitze 3.2.1 und 3.2.2 fillt auf, dass die Konvergenz-
rate im Fall maximaler Kantenldngen schlechter als fiir minimale Kantenldngen ist. Dies lasst
sich intuitiv wie folgt begriinden. Minimale Kantenldngen treten offensichtlich zwischen Punk-
ten in sehr geringem Abstand auf. Da wir in den Resttermen C;; und Cj 2 iiber Punktepaare
integrieren, die in kleinem Abstand zueinander sind, lassen sich diese beiden Restterme im Fall
minimaler Kantenldngen im Wesentlichen tiber das Maf} des Integrationsgebiets abschétzen. Dies
ist im Fall maximaler Kantenldngen nicht méglich. In diesem Fall miissen wir feinere geome-
trische Abschétzungen fiir das Volumen des Schnitts zweier Kugeln verwenden. Man vergleiche
die Sétze 3.2.1 und 3.2.2 mit den Aussagen zur Poissonprozessapproximation im k-nédchsten-
Nachbarn-Graphen in Kapitel 2. O

Beweis von Satz 3.2.2. Wir wollen Satz 3.1.4 verwenden. Wie im Beweis von Satz 3.2.1 zeigen
wir, dass (fg:): stabilisierend ist und definieren einen geeigneten Stabilisierungsradius. Fir z €
R? und g € N wahlen wir Ry(z, 1) := |z1 - x2|/2, falls es genau ein x € u(?) (bis auf Permutationen
in den Komponenten von x) mit z(x) = z gibt, und R:(z, 1) := oo, sonst. Wie oben ergibt sich
mit der Wahl b, := d; := (37_1,%31 logt)"/? in Satz 3.1.4 die Abschéitzung

dTV(t_l/d&, I/) < Ct,l + Ct’g + Ct’g +0 (lngt) fir ¢t —» oo. (3214)

Bevor wir Cy1, Ci2 und C;3 ndher betrachten, machen wir folgende geometrische Vortiberle-
gungen zur Abschéitzung des Volumens einer Vereinigung zweier Kugeln. Fir |y —u| > |x — u| gilt
mit der d-Homogenitéit des Lebesgue-Mafles

‘Cd (B(yvu) N B(x,u)) = ﬁd (B (Z(yau)7 |y - Z(y7u)‘) B (z(:c,u), ’.I'— Z(xau)’))
> L4 (B (2(y,u), |y = 2(y, w)) ~ B (2(z,u), ly - 2(y,u))))

= |y - z(y, u)°L? (B (0,1)\B (z(a:,u) — 2y w) ) 1)) .
ly = 2(y, )

Nach Lemma 2.2.10 gilt fiir 2|z(z,u) — 2(y, u)| < |y — u| mit der Abkiirzung o = 2k4_1/(d + 1),

L£4(B(y,u) N B(z,u))

(d+1)/2
2(x,u) - 2(y,u
> aly - 2(y,uwypt| 2= 20 0)
y-2(y,u)
ju—y] "
“(T) l2(z, ) = 2(y, w)|“DP. (3.2.15)

Ferner gilt fur 2|z(x,u) - z(y,u)| > [y — u| und |y — u| > |z — u| mit B := kq/2,
LY(B(y,u) ~ B(w,u)) 2 a(lu - y|/2)".
Der Term Cy 1 ist gegeben durch

3
%E_/f 1{z(z,u) e Wi} 1{2(y,u) e Wi} 1 {|x —u| > 2v} 1{|ly —u| > 2v;}
x 1{(n + 6y)(B(z,u)) =0} L{(n + ;) (B(y,u)) = 0} dy dudz. (3.2.16)
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Indem wir danach unterscheiden, welche der Kanten (z,u) und (y,u) linger ist, ergibt sich
daraus fiir (3.2.16) die obere Schranke

ok /f 1{z(z,u) € W} 1{z(y,u) e Wi} e 7" BED 1 {Jy — | > |z - u| > 20,)
x oxp [ —yafu = y1/2) e 0) - 2(g, )] D] 12 (0 0) - 2(g,0)] < |y - ul} dy dude
+7° ff 1{z(x,u) e Wi} 1{(y,u) e Wy} e E PO Y {ly — | > |z - u| > 20}
x exp [-vB(Ju - y)/2)?] 1{2]2(z, u) - 2(y,u)| 2 |y - u|} dy duda. (3.2.17)

Mit der Substitution z = z(y,u) im ersten und zweiten Summanden erhalten wir fiir (3.2.17),

2%~3 ff 1{z(z,u) e Wy} 1{zeW,} e £ B@EW) 1 {912 —y|> |z —u| > 2v,}
X exp [—7a|z — T2 (2, 0) - z|(d+1)/2] 1{|z(z,u) — z| < |z —u|} dzdudz
+24~3 [[ 1{z(z,u) e Wi} 1{ze W} e 1L (Bl@w) {2]z —u| > |z —u| > 20}
X exp [—75|z - u\d] 1{|z(z,u) - 2| > |z — u|}dzdu dz. (3.2.18)

Indem wir im ersten Summanden z-z(z,u) und im zweiten Summanden z—u auf d-dimensionale
Polarkoordinaten transformieren und die jeweiligen Indikatoren in den Integranden beachten,
ergibt sich fiir (3.2.18) die obere Schranke

ang2® [[[ 14z(e,u) e Wi} e E EED 1 {1 -] > 20,)
X exp [—2_(d_1)/2’ya|x - u|(d_1)/2r(d+1)/2] rdr dudz

+drg2%y? /f 1{z(xz,u) e W} e LN (Bwu) ¢ {2r > |x —u|l > 2v} exp [—’yﬁrd] rdr dude.
(3.2.19)

) ) . s 2/(d+1)
Mit der Substitution r = (2*(d’1)/2'yo¢|z—u|(d’1)/2)

Summanden ergibt sich fiir (3.2.19),

1/d
im ersten und r = (7%) im zweiten

d+1,3 ~2d/(d+1) _dd=1)
d/iff-’- 17 (2_(d_1)/2701) /(d+ )vt a+1 —/] 1 {Z(ﬁ,u) c Wt} e_'yﬁd(B(r,u)) 1 {|3§‘ _ ’LL| S 2Ut}

g d-1
x e “sa1 dsdudx

+ /ﬁd2d’725_1€_75”? /f 1{z(z,u) e W} e VL (Bzw) 9 {lx = u| > 2v;} dudz. (3.2.20)
Wegen [ e 571 ds < oo besitzt die Summe (3.2.20) die asymptotische obere Schranke
_d-1
0 (vt ‘“1) fiir t - oo. (3.2.21)

Der Term C} o ist gegeben durch

4
%E/f 1{z(x) e Wy} 1{z(y) e Wi} 1 {1 - x2| > 20} 1 {|ys1 — yo| > 201}
x 1{(n +0y)(B(x)) = 0} 1{(n + 0x)(B(y)) = 0} L{|2(x) - 2(y)| < 2d;} dy dx. (3.2.22)
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Analog zur Herleitung von (3.2.17) fithrt Lemma 2.2.10 zusammen mit einer Unterscheidung
danach, welche der Kanten (x1,x2) und (y1,y2) ldnger ist, fiir (3.2.22) auf die obere Schranke

4
% ff 1{2(x) e Wi} 1{z(y) e Wi} e "X BOD 1 {ly —yo| > |21 — 29| > 204}
x exp [-7LY(B(y) ~ B(x))] 1{2]2(x) = 2(y)| < [y1 - y2l} dy dx
7 ‘
e T[] 100 €W 1{a(v) € Wi 7 FOD 1y - gl > e — o] > 201)
x exp [~vB(ly1 - y2l/2)] 1{2]2(x) - 2(y)| < 2d;} dy dx. (3.2.23)

Mit einer dhnlichen Rechnung wie in (3.2.6) und der speziellen Form von d; erhalten wir fiir den
zweiten Summanden in (3.2.23) die obere Schranke O(t ?logt) fiir ¢ — co. Der erste Summand
lautet nach Transformation auf d-dimensionale Polarkoordinaten

kg2 'yt ff 1{z(x) e Wy} 1{z e W;} e £ BN {91 > g — 20| > 204}
X exp [—fyﬁd(B(z,r) N B(x))] 1{|2(x) - 2| < r}r¥ 1t drdz dx. (3.2.24)
Indem wir nach dem Vorzeichen der Differenz von ar(@72|z - z(x)[(“D/2 und ky(r? - (|21 -

x5|/2)?) unterscheiden und daraufhin z - z(x) auf d-dimensionale Polarkoordinaten transformie-
ren, ergibt sich fiir (3.2.24) mit (3.2.15) die obere Schranke

(drq)?2% 1" /f 1{z(x) e W;} e LN (B() {2r > |x1 — 29| > 204} T{s <1 A2d;}

X exp I:_ryar(d—l)/Qs(d+1)/2:| ]l{a?"(d_l)/QS(d+1)/2 > K,d(T‘d _ (|$1 _ m2|/2)d)},',d—1$d—1 ds dr dx

(3.2.25)
+ (drg)?2" 1y ff 1{z(x) e Wy} e " BOD 1 {20 > |2y — 29| > 20y} 1{s <7 A 2d;}

X exp [—wﬁd(rd = (|z1 - x2|/2)d)] ]l{ar(d_l)/Qs(d+1)/2 < K,d(T‘d = (|z1 - :L“2|/2)d)}7“d_lsd_1 dsdrdx.

(3.2.26)
2/(d+1
Zur Abschétzung von (3.2.25) substituieren wir s = (var(d—‘l)p) sy und erhalten wegen der
des Indikators 1{r > v;} die obere Schranke
_d(d-1) -2d/(d+1) dod,. 4
oy o ) d+(1d”d) T I 14260 € Wy BN G (23 [y — ] > 20)

x e U1 {yrg(r? = (|21 - 22]/2)%) < q < yar®}r® g1 dgdr dx.
(3.2.27)

Fiir das innere Doppelintegral in (3.2.27) ergibt sich mit der Substitution r = s'/¢ und dem Satz
von Fubini

d

o0 yor —q d-1 d-1 oo Yyas —q d-1
ﬁ | f e lgarir® dgdr = fz Cd f e 9gda1 dgds
=52 Jyka(rd=(jer-w2]/2)?) |952]" Jyma(s—(lwa-al/2)%)

2

L y|z1ze2 )

o0 YEq 2 — d-1
= dse lgat dg < oo.
0 Joy|mzz
2

Yo

d(d-1)

Folglich besitzt (3.2.27) die obere Schranke O(v, ' ) fiir t —» oo.
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1/d
Um den Summanden (3.2.26) abzuschéitzen substituieren wir r = (v%d + |%|d) . Damit
ergibt sich fiir (3.2.26) die obere Schranke

a2 [[] 160 € Wiy e BN 1 (g2 0}1{Jay - 2] > 20}

X1 — X9 d
2

x e 11{ya (L +

-1
5a
) s{D2 ¢ 181 ds dgdx. (3.2.28)
Tkd

Das innere Doppelintegral in (3.2.28) ldsst sich schreiben als

4 % 2/(d+1)
i ra——
e 15" " dsdgq
o Jo
d(d-1)

d+l d—l(,ya)—%‘[o e—qud/(d+1)dq.

T1—T2|
2

Wegen des Indikators 1{|x; — x| > 2v;} folgt nun, dass auch (3.2.28) die obere Schranke

d(d-1)

O(v, ') fiir t - oo besitzt.
Der Term C} 3 ist gegeben durch

4
%E [f 1{z(x) e Wi} 1{z(y) e Wi} L{|z1 — 22| > 2b:} 1 {|y1 — y2| > 2v:}
x 1{(n + dy)(B(x)) = 0} 1{(n + 6x)(B(y)) = 0} dy dx
4
< ZE[[ 1{z(x) e Wi} 1{z(y) e Wi} L{|z1 — 22| >2b:} L{|y1 — yo| > 2v:}
x 1{n(B(x)) =0} 1{n(B(y)) = 0} dy dx. (3.2.29)

Mit einer dhnlichen Rechnung wie in (3.2.4) ergibt sich fiir (3.2.29) der Ausdruck
2d—1c,y

c?d_lﬁyte_%db? =
t

Indem wir die Abschétzungen von Cy;, Cy1 und Cy; in (3.2.14) einsetzen, ergibt sich die
Behauptung. O

3.3 Minimale Fundamentalregionen von k-Seiten im Poisson-
Voronoi-Mosaik

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie Satz 3.1.4 verwendet werden kann, um ein Resultat zur Pois-
sonapproximation kleiner Fundamentalregionen im Poisson-Voronoi-Mosaik herzuleiten und so
deren asymptotische Verteilung zu bestimmen. Als wichtigen Spezialfall einer Fundamentalre-
gion haben wir dabei Delaunay-Zellen im Sinn. Zunéchst wollen wir den Begriff einer Fun-
damentalregion einfithren. Seien dazu k € [d], p € N einfach und m(u) das zu p gehdrende
Voronoi-Mosaik (vgl. Abschnitt 1.2.4). In dem allgemeinen Rahmen dieses Kapitels wihlen wir
die Auswahlfunktion

d-k+1
fp) =1{dim () C(azi,p) =k}, peN,x=(z1,...,2q-pe1) € pFD,
i=1



60 Kapitel 3

sowie z(x) als das Zentrum der volumenminimalen (d - k — 1)—-dimensionalen Sphére, auf der

T1,...,Tq-k+1 liegen. Der entstehende Zentrenprozess

1

C= i
(d-k+1)! Xen(;,m)

f(xa 77) 5z(x)'

ist ein stationder Punktprozess mit positiver und endlicher Intensitat (vgl. Abschnitt 5.3 in [9]
und Theorem 10.2.4 in [60]). Fiir k£ = 0 ist ¢ der Prozess der Umkugelmittelpunkte der Zellen des
durch 7 erzeugten Delaunay-Mosaiks. Wir nehmen nun an, dass fiir x,y € u(*) die Implikation

2(x) =z2(y) = x=y (3.3.1)

gilt. Dass dies gerechtfertigt in unserer Situation gerechtfertigt ist, zeigt folgendes Argument:
E[{x#y enF ™D 2(x) = 2(y)}|

= Zi ﬂ 1{z(x,u) = z(y,u)} (n — 0x — 5u)(d*k+1*f)(dy) (n - 5x)(z)(du) n(d7k+17€)(dx)
=0

= ijff 1{z(x,u) = 2(y,u)} I{x,y € (R)*F 1} 1{ue (R")"} dy dudx. (3.3.2)

Indem wir Satz 1.2.8 auf den Summanden mit ¢ = 0 und Satz 1.2.9 auf alle anderen Summanden
anwenden, ergibt sich mit der Diffusitdt des Lebesgue-Mafles, dass alle Summanden in (3.3.2)
gleich null sind.

Unter der Annahme (3.3.1) ist x durch z(x) und u eindeutig festgelegt und es ldsst sich fur
x € %) mit dim C(21,p) n---ndim C(zg_ps1, ) = k die Pundamentalregion T (z(x), 1) von
S(x) durch

d-k+1

T(2(x), 1) = U B(wi,|2(x) - zil)

definieren. Sei nun ¢ ~ v; eine messbare Abbildung von [0, c0) nach [0, c0). Dann erhalten wir
mit der Wahl

ge(2(x), 1) = H{LYT (2(x), 1)) < i}

in dem Rahmen von Abschnitt 3.1 den verdiinnten Prozess
1 d-k+1

> 1{z(x) e Wi} 1{dim ml C(wsp) = kY L{LYT(2(x), 1)) < v¢} 6,

G- ————
(d-k+1)! xen(d-k+1)

(3.3.3)

Sei nun 7]8 eine Palmsche Version von 7 beziiglich ¢ bei 0. Dann gilt nach (3.1.2) mit der
Stationaritit von £,

E&(B) =y LYAB W) P(LYT(0,70)) <v:), BeB.
Uber die Verteilung von £4(T(0, 778)) unter P ist folgendes Resultat bekannt.

Satz 3.3.1. (/9] Theoremb'?)SeimeNgmitm 0firk=0,m=2firk=1undm>k+1in
allen anderen Fillen. Gegeben n(T'(0,7; N =m+d-k+1, ist das Volumen L3(T(0, UR 0)) unter
P eine Gamma(m + d - k,~y)-verteilt.
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Sei ¢ > 0. Mit Satz 3.3.1 ldsst sich die Abbildung ¢ — v; nun so bestimmen, dass das Inten-
sitatsmafl von & gegen ¢ konvergiert. Seien dazu My := {0}, M; := {2} und My :={k+1,...,d}
fiir 2 < k < d. Wir fixieren nun k € [d] und bezeichnen m’ := min M}, sowie mit p,, die (positive)
Wahrscheinlichkeit unter P, dass die Fundamentalregion 7'(0, 772) genau m—d+k+1 Punkte aus
c(m’-k+d)! )1/(m'—k+d)

tY¢ Dot ,ym’—k:+d ’
m

772 enthélt, m € Mj. Dann gilt mit Satz 3.3.1 und v; := (

P (Ed(T(O, 172)) < vt)
5 o P (EUT0,10)) < e | 10T (0,02)) = m+d—k-+1)

mEMk

R Yt m—k+d-1
= m MmEra== 77 du. 3.3.4
me%kp (m—k+d—1)!/0 B c (3:3.4)

Eine Taylorentwicklung des Integrals in (3.3.4) zeigt
B (W) ~l = e 1B (LT (0. 00)) <) ~ | = O D) fir >0, (335)

Im Fall k = 0 formulieren wir folgenden Satz zur Poissonprozessapproximation von ¢~ /7¢,.
Der Satz macht eine Aussage iiber die Verteilung des Volumens von Zellen mit kleiner Umkugel
in dem durch n erzeugten Delaunay-Mosaik.

1/d
Satz 3.3.2. Seien ¢ >0, v >0 und v := (t’ycgd’!yd) fir t > 0. Ferner seien & der Prozess aus

(3.3.3) fir k=0 und v ein Poissonprozess mit Intensititsmaf c/\‘[i0 Nk Dann gilt

dTV(t‘l/dgt, 1/) <O fiir t > oo.

Beweis von Satz 3.3.2. Wir wollen Satz 3.1.4 verwenden. Zunéchst zeigen wir, dass (fg;); sta-
bilisierend ist. Seien dazu x € (R?)%! und p € N. Wir erkennen den Zusammenhang

d-k+
(aim (3 O = k) = (- 5:)(B(x)) = 0).

Damit ergibt sich die Darstellung

(f90) (¢, 1) = 1{ (1 = 8x) (B(x)) = 0, LY(B(x)) < w1}

Fiir z € R? und p € N wéhlen wir Ry(z, it) = |2(x) — x1], falls es genau ein x € (7% (bis auf eine
Permutation der Komponenten von x) gibt, sodass z(x) gilt, und R;(z,u) := oo, sonst. Wegen
(3.3.2) ist somit R;(z(x),nyx) fiir (£4)*-fast alle x eine P-fast sicher kompakte Stoppmenge. Mit
Satz 3.3.1 und der Wahl b; := d; == (37" 'k;" log )14 ergibt sich,

tP(Ry(0,72) > by) = tP(rqR{(0,n2) > 3y ' logt)

d

o loot d-1
=15(ley 1)'f3 . ud_leﬂ“duzO(%) fiir ¢ — oo.
- : vy~ +logt

Folglich erhalten wir aus Satz 3.1.4 und (3.3.5) die Abschétzung

logt
dry (¢ 1%, v) < Cr + Cra+ Cra+ O (57 fiir £ oo, (3.3.6)
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wobei der Term Cy 1 gegeben ist durch

d
Z,deMEM 1{ue (]Rd)e, X,y € (Rd)dJrl—Z} 1{z(x,u) € Wy, z(y,u) € Wy}

/=1
x 1{LY(B(x,u)) < v, LYAB(y,u)) < v} 1{ny(B(x,u)) = 0,7x(B(y,u)) = 0} dy dudx.
(3.3.7)

Im Falle £4(B(x,u)) < v;, LY B(y,u)) < v; gilt mit der Dreiecksungleichung
lyi — z1| < |yi — 2(x,u)| + |z(x,u) — 21| < 2mgl/dvt1/d, i=1,...,d+1-4.

Daraus ergibt sich mit der Substitution y; = 1 + v, ¢ = 1,...,d+ 1 - ¢, fir (3.3.7) die obere
Schranke

d
nyd””Qd(d“_e)vf”_éEf/ ]l{u c (Rd)é, x € (Rd)dﬂ—é} ]l{z(x,u) € Wt}
/=1

x 1{LY(B(x,u)) < v;} e VLN BEm) gy dx
=O0(v) firt — oo. (3.3.8)

Der Term C lautet

PIVE [ 1), 2(y) € Wik 1]a(x) = 2(v)] € 2} HLABE) <, LYB)) < vi}
x 1{ny (B(x)) = 0,nx(B(y)) = 0} dy dx. (3.3.9)
Mit der Definition des Prozesses & ldsst sich (3.3.9) schreiben als

logt

E[f]l{|z—w|£2dt}§t(dz)§t(dw)sEft(Wt)Eft(B(O,Zdt)):O(T) fiir £ - oo.

Der Term Cy 3 ist gegeben durch

VR [ 1z(x), 2(3) € Wi} 1{]2(x) - 2(9)] < 200} L{LU(Bx) < w1, LYB)) <o)
x 1{ny(B(x)) = 0,nx(B(y)) = 0} 1{LY(B(x)) > 3y log t} dy dx. (3.3.10)

Wegen v;/logt — 0 fiir t - oo ist der Integrand in (3.3.10) fiir ¢ > 0 gro genug gleich 0.
Indem wir (3.3.8), (3.3.9) und (3.3.10) in (3.3.6) einsetzen, ergibt sich die behauptete Ab-
schitzung. O

3.4 Maximale Zellen im Poisson-Delaunay-Mosaik

In diesem Unterabschnitt betrachten wir eine weitere Anwendung von Satz 3.1.4 und studieren
Zellen im Poisson-Delaunay Mosaik, die in einem bestimmten Sinne maximal sind. Wir beginnen
damit, einige Notation einzufithren. Fiir ein Simplex (d.h. d-Simplex) S in R? seien z(s) der Mit-
telpunkt und r(S) der Radius seiner Umkugel. Fiir x = (21, ...,24,1) € (R)¥*! in allgemeiner
Lage (d.h. nicht alle in einem (d-1)-dimensionalen affinen Unterraum) sei S(x) der Simplex mit
Ecken x;, i € [d+1], B(x) seine Umkugel und A der Raum aller Simplices S mit z(S) = o, ausge
stattet mit der Hausdorff-Metrik. Ahnlich wie im Abschnitt {iber das Voronoi-Mosaik wollen
wir maximale Zellen (d.h. Simplices) im Delaunay-Mosaik betrachten und werden dabei deren
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Abweichung von einem extremalen Simplex betrachten. Hierzu passen wir zunéchst unsere No-
tation an die vorliegende Situation an. Fir k£ > 0 nennen wir ¥ : A — [0, 00) Griflenfunktional,
falls 3 stetig und k-homogen ist, und gilt, dass 3 auf der Menge aller Simplices in der Einheits-
kugel ein Maximum annimmt und £¢/%* beschrankt ist. Fiir x € (R4)4 und F: A - [0, +o0]
verwenden wir die Schreibweise

F(x):=F(S(x) - 2(x)).

Seien 1 € N einfach und x € p(*Y. Nach Definition ist die konvexe Hiille conv(x) (der
Komponenten) von x genau dann eine Delaunay-Zelle (bzgl. u), falls (u —dx)(B(x)) = 0. Fir
eine wachsende Funktion ¢ — v; > 0 betrachten wir den Prozess

1

S 1{2(x) e W {(n - 6x)(B(x)) = 0} I{E(x) > 01} .1y, £>0. (3.4.1)

xen(d”)

Dies ist der Prozess aller Punkte in W;, die ein Zentrum einer Delaunay-Zelle sind, die grofier
als v; bzgl. des Groflenfunktionals ¥ ist. Mit der multivariaten Mecke-Formel (Satz 1.2.2) und
der Stationaritdt von 7 ergibt sich, dass das Intensitdtsmafl & von & gegeben ist durch

B(4) = oy [ 1060 € AN WL - ) (B(x)) =0, 560 >} 1 ()
d+
(d+1)'Ef]l{z(x)eAnWt}]l{n(B(x)) 0, £(x) > v} dx
=LY An Wt)(d 1)'Ef]l{z(x) (0,111 {n(B(x)) =0, (x) >v; }dx, AeB

(3.4.2)

Unser Ziel besteht nun darin zu zeigen, dass der skalierte Prozess ¢/ dg, fiir t - oo gegen
einen Poissonprozess auf [0, 1]d konvergiert, sofern ¥ und v; geeignet gewihlt sind. Ahnlich
wie zuvor ist unser Beweis eine Anwendung von Satz 3.1.4 und beruht auf einer qualitativen
Abschatzung der Form grofler Poisson-Delaunay Zellen. Wir fithren nun die Notation ein, um
diese Abschitzung angeben zu kénnen.

Sei 7 := max{X(5): SeA, r(S)=1}. Mit der k-Homogenitét von ¥ erhalten wir

2(S) <7r(S)F, SeA. (3.4.3)

Falls in (3.4.3) Gleichheit gilt, nennen wir S € A Eztremalsimplex. Die Abweichung eines Simplex
S € A von einem regulidren Simplex wird durch das wie folgt definierte Funktional ¢ gemessen.
Seien w1, ..., uq.1 € ST Punkte, sodass conv(ui, ..., uq.1) ein regulires Simplex ist und S € A.
Dann definieren wir ¢(S) als die kleinste Zahl o > 0, sodass Punkte v1,...,v4.1 € S%1 existieren,
deren konvexe Hiille conv(vy, ..., v441) dhnlich zu S ist und |u; — v;| < a fiir i € [d+1] gilt. Beachte,
dass 9(S) =0 genau dann gilt, wenn S ein regulires Simplex ist.

Die Ungleichung in (3.4.3) kann verschérft werden. Wir nennen f : [0,1) — [0, 1) Stabilitdts-
funktion zu ¥ und 9, falls f(0) =0, f(e) >0 fur € >0 und

3(8) < (1= f())r(S)*r fir alle S € A mit 9(S) > e.

Auflerdem brauchen wir das Konzept der typischen Zelle Z des Poisson-Delaunay Mosaiks.
Aus [60], Seite 496, (Vorversion von Theorem 10.4.4 in [60]) ergibt sich, dass deren Verteilung
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gegeben ist durch

e G € [0AHSE0 € (1= 5 (B(0) =0} 1D (dx) (3.4.4)

P(Ze€:):= ,Bd(d—-I—l

wobei

2d+1ﬂrd2+1 T'(1+¢ d
g 2005 (z)[qg)],y

= 2 1 42
d?(d+1) 1 (?)
die erwartete Anzahl von Zentren von Zellen des Delaunay-Mosaiks beziiglich eines Poissonpro-

zesses mit Intensitét v ist, und I' die Gammafunktion bezeichent. Nun lisst sich das Intensitéts-
maf} E& ausdriickent durch

Eft(A) = ﬁdﬁd(A n Wt)P(E(Z) > Ut). (345)

In den folgenden Beispielen diskutieren wir mogliche Wahlen von Stabilitdtsfunktionen fiir
verschiedene Groflenfunktionale.

Beispiel 3.4.1. (Volumen) Fiir das Volumen ¥ = £¢ wurde in [32] gezeigt, dass die Extremal-
simplices regulér sind und eine Konstante ¢; > 0 exitiert, die nur von der Dimension d abhéngt,
sodass fiir alle ¢ € [0, 1] gilt, dass

L£LY48) < (1-1e2)r(S)%r  fiir alle S € A mit 9(S) > e.

Folglich ist eine Stabilitatsfunktion gegeben durch f(¢) = c1€2. Man beachte, dass fiir d = 2 die
Verteilung des Volumens der typischen Zelle des Poisson-Delaunay Mosaiks explizit bekannt ist
(vgl. [57]). Es gilt

00 2
P(L2(Z) >v) = 83% /U uK12/6 (%) du, u>0,

wobei Kjs(u) die modifizierte Besselfunktion zweiter Art (MacDonald-Funktion) von Ordnung
1/6 bezeichnet. o

Beispiel 3.4.2. (Inkugelradius) Im Falle des Inradius p sind die Extremalsimplices ebenfalls
durch die reguldren Simplices gegeben. In [33] wurde gezeigt, dass fiir die Konstante ¢; aus dem
vorigen Beispiel und ¢ € [0, 1] gilt, dass

p(8) < (1-c1?/d)r(S)r fiir alle S € A mit 9(S) >e.
Daher ist durch f(¢) = ¢1e2/d eine Stabilitdtsfunktion gegeben. ]

Das folgende Resultat gibt Aufschluss iiber die Form einer grofien typischen Zelle im Poisson-
Delaunay Mosaik.

Satz 3.4.3. (Theorem 1 in [33]) Seien ¥, ¥ und f wie oben und v, € > 0. Es gibt eine Konstante
co > 0, die nur von X, 9, f und d abhdngt, sodass

P(I(Z) 2e| 2(Z) 2 0) < e1 exp(—cof(e)vFy),

wobei ¢1 >0 nur von d, €, X, ¥, f abhdngt.
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Lemma 3.4.4. Sei X : A - [0,00) stetig. Dann ist die Verteilung von X(Z) diffus.

Beweis. Fiir alle v > 0 ist P(X(Z) = v) = 0 zu zeigen. Aus (3.4.4), der Mecke-Formel und Satz
1.2.7 ergibt sich

_ (d’{’d)d ~yigrd d2 1 d+1
P(2(Z)=v) = Ba(d+ 1) 1{Z(u) = v/r*}e Ag(u)dro®*(du).
Da das innere Integral gleich 0 ist, folgt die Behauptung. O
Fiir z1,...,24 € R in in allgemeiner Lage sei L(x1,...,zq) die Hyperebene, die z1,...,z4

enthélt. Wir erinnern daran, dass wir fiir z € R und eine Hyperebene H in R? den durch H
beschriankten abgeschlossenen Halbraum, der z enthilt, mit H bezeichnen. Nach Definition von
¥ existiert ein € > 0, sodass fiir alle x € (R?)%*! in allgemeiner Lage mit 9¥(x) < ¢ gilt, dass

LYBE)NL(21,. - 2a) ) < r(x)%. (3.4.6)

Kd
d+1
Lemma 3.4.5. Seien £ ¢ [d+1], ue (R x e (R, y e (RY)!, sodass (x,u) und (y,u) in

allgemeiner Lage sind. Ferner seien € >0 aus (3.4.6), sodass 9(x,u) < ¢, r(x,u) <r(y,u) und
x € B(y,u). Dann gilt

L£LYB(x,u) n B(y,u)) <

2 d
kar(y,u)”.
T ar(y,u)
Beweis. Seien u, X, y und € wie im Lemma. In einem ersten Schritt zeigen wir z(y,u) € S(x,u)°.
Angenommen, das Gegenteil wére der Fall. Wegen
d+1-¢

S(x,u) c UB zi,r(x,u)) U U B(u;,r(x,u)),

und 7(x,u) < r(y,u) gibe es ein i € [¢] mit z; € B(y,u), im Widerspruch zur Annahme
x € B(y,u)°“.

Daher gibt es £ — 1 Punkte aus x1,...,xy, seien es x1,...,xy_1, sodass die Hyperebene L,
die x1,...,2p_1,U1,...,ugs1—¢ enthilt, zy und z(y,u) trennt. Wegen r(x,u) < r(y,u) folgt aus
(3.4.6),

Lq(B(x,u)n B(y,u)) < La(B(x,u)n L7, )+ La(B(y,u) nLg,) < RIS u)?.

Nun kénnen wir unseren Hauptsatz dieses Abschnitts formulieren.

Satz 3.4.6. Seien ¢ > 0 und ¥ ein Griofienfunktional, dessen Extremalsimplices die requldren
Simplices sind, und ¥ und f wie oben. Ferner seien n ein Poissonprozess mit Intensitdt v > 0,
& der Prozess aus (3.4.1) und v ein Poissonprozess mit Intensititsmaj3 C)‘Elo 14 Dann existiert

eine wachsende Funktion t — v, von [0, 00) nach [0, 00), sodass vt_d/k logt — rgr ¥k

und tBaP(X(Z) > v) = ¢, t > 0. Ferner existiert ein b >0, sodass

~ fiirt - oo

Aoyt v) <O fiir t > . (3.4.7)
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Beweis. Die Existenz einer Funktion ¢ — v, mit ty5;P(X(Z) > v;) = ¢ fur alle ¢ > 0 lasst sich wie
folgt einsehen. Da v — P(X(Z) > v) fallend ist, wéchst die Funktion

t v i=inf{u>0: ty6,P(X(Z) > u) < c}. (3.4.8)

Nach Lemma 3.4.4 ist die Verteilungsfunktion von ¥(Z) unter P stetig. Daher wird das Infimum
in (3.4.8) angenommen und es gilt ty58;P(X(Z) > 1) = ¢. Um das asymptotische Verhalten von
v fir t = oo zu zeigen, betrachten wir die Beziehung

logP(X(Z) >wvy) logt (log(tP(X(Z) > vy)) 1
Lk ik logt )
t t

Aus (3.4.4) schlieflen wir, dass P(X(Z) > v) > 0 fir alle v > 0 und daher v, 2% 0. Aus

Theorem 2 in [33] ergibt sich M = —kqrY*~y fiir die Konstante 7 aus (2.4.10).

t

Wegen ty6,P(X(Z) > v;) = ¢ gilt k;%g/,f =X kgr Wk
Ut
Um (3.4.7) zu zeigen, verwenden wir Satz 3.1.4. Darin wéhlen wir

ge(x, 1) = 1{(p - 0x)(B(x)) =0, X(x) > v}, t>0.

Um zu zeigen, dass g; stabilisierend ist, wihlen wir fir z € R? und p € N den Stabilisierungs-
radius R(z, 1) = Re(z,p) = |2(x) - x1], falls ein eindeutiges (d + 1)-Tupel x € p(4*1) (bis auf
Permutationen der Komponenten von x) existiert, sodass z(x) = z und R(z, pt) := oo, sonst. Mit

by = dy = (37 1k log )14 (3.4.9)
gilt

[ PR > b) = B [ 1= 0 (BEO) = 0, 7(x) > b, 2(x) € Wik D (dx).

(3.4.10)

(d+ 1>'

Seien a@ > 0,b > 0 und k € N. Mit der Substitution r = (s/b)l/d, gefolgt von der Ungleichung
/ a°° e 55" 1ds < kle™*a*!, die durch sukzessive partielle Integration erhalten werden kann, ergibt

sich die Beziehung
o 1 o0 k!
]; e okl wed S e *s"ds < @efbadad(kfl) fiir ba? > 1. (3.4.11)
Eine Anwendung der Mecke-Formel (Satz 1.2.2), von Satz 1.2.7 und (3.4.11) mit a = b, b = yk4
und k =d im letzten Ausdruck fithrt auf die obere Schranke

d
s 1)'E/1{U(B(x)) 0 r(x)>bt,z(x)eWt}dx+nd2dbd6dP(Z(Z)>vt))

tBiyIKdd oo o a g
<E&(Wh) (ﬁ/ e R 1 gy e 0l B P(S(Z) > vt))

d-1,.d-1
(B0t g5 > )

E&(W)) (

< Egt(Wt)
Daher erhalten wir aus Satz 3.1.4 die Abschétzung

1
dTv(t_l/dft, I/) < Ct,l + Ct,g + Ct73 +0 (%t) fir t — oo, (3.4.12)
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wobei Cy1,Cy2,Ct 3 wie in Satz 3.1.4 sind. Indem wir nach dem Vorzeichen der Differenz von
r(x,u) und r(y,u) unterscheiden und die Symmetrie in x und y verwenden, erkennen wir, dass
Ci,1 beschrankt ist durch
d Rdr2-t dyd+1-¢ e PN £4(B(x,u)uB(y,u))
2 J] 1t RO (xR 1{y € (RY") BB
S oy ) M Y e ) Ly € (R
x T{E(x,u) > vy, B(y,u) > v} L{r(x,u) <r(y,u) }1{z(x,u) e Wy, z(y,u) e Wy}

x 1{y € B(x,u)¢, x € B(y,u)} dy dudx. (3.4.13)

Um (3.4.13) abzuschétzen, nutzen wir Satz 1.2.9. Darin sei r, der Radius der (d—¢)-dimensionalen
Sphére, die die Punkte u enthélt, es sei Ly, der (d—¢)-dimensionale lineare Unterraum, der diese
Sphére enthélt (nach Verschieben seines Mittelpunkts in den Ursprung) und L;; sei das zugehori-
ge orthogonale Komplement in R?. Wir erinnern daran, dass wir fiirr € R? und einen Unterraum
L die Projektion von x auf L mit 2* € L bezeichnen, o, die Gleichverteilung auf der Einheitss-
phédre Sy, in L ist und Ay(x) das ¢-dimensionale Lebesgue-Maf des ¢-Simplices mit Ecken x ist.
Mit Satz 1.2.9 ldsst sich y = z(u) ++/r2 - r2z +rw fiir ein z € S;u und w e ()¢ substituieren.
Fiir (3.4.13) erhalten wir die Darstellung

/ f ]l{u c (Rd)d+1—£} ﬂ{X c (Rd)f} e—’YLd(B(Xvu)UB(Z(u)*'mZ‘*vau))

d
5:21 (d +217)!(d+ 1-20)!
x 1T{X(x,u) > vy, B (z(u) +\r2-riz+ rw,u) > v} 1{r(x,u) <r}
x 1{z(x,u) e Wy, z(u) + /12 122 e W;}
x 1{z(u) + /12 —r2z + rw e B(x,u), x € B(z(u) +\/r2 =12z +rw,u)}

2 2
3 £-2 re—r
DL (2 25 Ae(_—“

2d+2—££!

r

Z’WLu) (gd_l)g(dW) o (dz)drdudx. (3.4.14)

Aus Lemma 3.4.5 erhalten wir fiir r(x,u) <r und ¥(x) < € die Schranke

o (B(x7 u)n B (z(u) +\/r2-riz+rw, u)) < agrgr?. (3.4.15)

2 _ 2

r2—r
v wl) <y

Mit (3.4.15), den trivialen Abschitzungen (1% - r2)2/2 < #6=2 yund A, (-
und einer Unterscheidung nach der Abweichung von S(x,u) von einem reguldren Simplex er-
halten wir fiir (3.4.14) und alle € > 0 die Abschétzung

d 2d+2-L g

2Ky
; (d+D)(d+1-2)!

/f 1{r> r(x)}e_wi”(x)d 1{X(x) > v} 1{z(x) € W} }
x ¢~ (Imaa) sar® =1 4. (3.4.16)
ﬂ L{r > r(x)}1{I(x) > e} 1{E(x) > v } 1{z(x) € W}}

x e VR A=l g x (3.4.17)

2,€£72d+2—e£!

L@ DId+1-0)]

d

Indem wir (3.4.11) mit @ = r(x), b = yk4 und k = £ im inneren Integral in (3.4.16) anwenden,
ergibt sich fiir (3.4.16) die obere Schranke

d 2d+1—£(£!)2

2Ky
Z drg(d+ 1)I(d+1-0)

! / oY rar(x)? 1{3(x) > v} 1{z(x) € W;}

x () WD) =y (me) ar ()7 gy (3.4.18)
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Wegen (3.4.3) gilt 7(x) > (7~ v;)Y* fiir £(x) > v;. Wir verwenden, dass s 5d(t=1) g=v(1-ag)ras*
fir s > 0 grof genug fallend ist, und nutzen (3.4.4). Dann ergibt sich fiir (3.4.18) die obere
Schranke

2d+1-4 (f!)2

d 2"4‘57 - — —v(1=ay)ry 7=k @+
BB(R(Z) > v) ¥ G sy gy ()T (3.419)

Nun schétzen wir den zweiten Summanden (3.4.17) ab. Mit (3.4.11) fir a = r(x), b = yKkq
und k£ = ¢ und einer Unterscheidung nach dem Vorzeichen der Differenz von r(x) und r; :=

vtl/k (T_d/k + ¢ f(e)//@d)l/d erhalten wir fur (3.4.17) die obere Schranke

2d+1—é(€!)2

Zd: 2Ky

2 T D 1) f 1{r(x) < 1} 1{9(x) > e} 1{(x) > v} 1{z(x) € W}

x eV RaT() ! (x) D) gx

d 2d+1—€(£!)2

N 2Ky
o drg(d+ 1)1 (d+1-20)!

[ L{r(x) > r} 1{z(x) € Wy} e 7770 1 (50) 4D gy - (3.4.20)

Aus Satz 3.4.3 ergibt sich fiir den ersten Summanden in (3.4.20) die obere Schranke

d 2H€7d+1—£(£!)2 d(e-1)
tyBaP(X(Z P(y(Z X(Z S E——
VBP(S(Z) > v)PO(2) > | 5(2) > 0) o e

d 20@7‘1*1‘[(6!)2 d(e-1) a/k
<tvBP(2(Z —yeof (&),

Der zweite Summand in (3.4.20) kann mit der klassischen Blaschke-Petkantschin-Formel fiir
Sphéren (Satz 1.2.7) behandelt werden. Dann ergibt sich der Ausdruck

t d 2K’£’yzd_€(€')2ﬁdﬁg_l foo e*’yﬂd 'f‘d Td(d+£—1)—1 dr. (3421)
o (d+1-0(d-1)! Jr,
Indem wir (3.4.11) mit a = r¢, b = yk4 und k = d+ -1 anwenden, kénnen wir (3.4.21) abschétzen

durch

d 9,2 2d—0-1(p1\2 3 A2 B
. ; KoY CE! )"Barg g vRari pdld+=2), (3.4.22)

Dies fiihrt auf die Abschétzung
Ci1=0 (Uf(d_l)/k ¢ vrallmaa) Tl (1+t vf(d_l)/k e vraT " vfl/k) vf(d_l)/ke‘V co £(¢) vf/k)
(3.4.23)

fiir t - co. Der Term C} o ist beschrénkt durch

2,}/2d+2

(CEDNE /f o VLU B)UB(Y)) 1{2(x) > v, 2(y) > v} 1{z(x) € Wy, 2(y) € W}

x 1{r(x) <r(y)} 1{|]z(x) - 2(y)| < 2b;} 1{y €« B(x)°, x € B(y)“}dy dx. (3.4.24)
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Mit Lemma (3.4.5) und einer Unterscheidung nach der Abweichung von S(x) von einem regu-
laren Simplex erhalten wir fiir (3.4.24) die obere Schranke

2d+2 d
—((fu e [f 1rar()? o=y (1-aa) ma T 1 {53(x) > vy, S(y) > v} 1{2(x) e Wy}
x 1{|z(x) — z(y)| < 2b: } 1{r(x) <r(y)} dydx (3.4.25)
2d+2
(d 2 ff 1{I(x) > e} e O 1IN(x) > vy, S(y) > v} 1{z(x) € Wi}
x 1{|z(x) — 2(y)| € 2b:} 1{r(x) < r(y)} dy dx. (3.4.26)

Eine Anwendung von Satz 1.2.7 auf das innere Integral in (3.4.25) fiithrt auf die obere Schranke
2d+lbd,3 /<&d+1 2d+1

(d+ DN (d-1)!

[[( ) e 1 rar(x)? 1{2(x) > v} 1{z(x) e W} eV (- aq) rar® A1 g x
X
(3.4.27)

Indem wir (3.4.11) mit a = r(x), b = (1 — ag)kq und k = d im inneren Integral und (3.4.3)
verwenden, ergibt sich fiir (3.4.27) die obere Schranke

2d+1 bgﬁd“g'}ﬂdd

(1 - ad)(d+ 1)!
Fiir (3.4.26) erhalten wir mit Satz 1.2.7 die obere Schranke

d+13d /id” 2d+1
2(dl:f)'(d 5 Mo €7 HI6) 2 1200 > ) 1{=60) € W) 7 e

2d+1 bgﬂdﬁ?d'yza{d
(d+1)!

Um (3.4.29) weiter abzuschétzen, unterscheiden wir nach dem Wert von r(x). Mit analogen
Betrachtungen wie in (3.4.20) erhalten wir fiir (3.4.29) die obere Schranke

(0] (t vfd(d_l)/k A vl e~V 0 f(e) Uf/k) )

Bd P(E(Z) > Ut)T_d(d_l)/k 'Utd(dil)/k e—y(l—ad)l-@d Tﬁd/k ’U?/k (3428)

/ e—ﬁ’ndr(X)d 1{I(x) > e} 1{X(x) > v¢} 1{z(x) €e W;} 7"d2_1 dx. (3.4.29)

Dies fiithrt auf die Abschatzung

Ci2=0 (Uf(d_l)/k ¢~ Yra (1-aq) T/t i tvfd(d_l)/k gvrar vl e veo f(a)”td/k)

)

fir ¢t - oo.
(3.4.30)

Der Term C} 3 ist beschrankt durch
2 2d+2

—((d EIE ff “EUBEIVBOID) 1 [5(x) > vp, B(y) > v} 1{z(x) € Wy, 2(y) € Wi} 1{r(x) > by}

x 1{r(x) >r(y)} 1{y €« B(x)¢, x € B(y)‘} dy dx. (3.4.31)

Wir unterscheiden nach dem Wert von r(x) und schétzen (3.4.31) ab durch die Summe

2 2d+2

CEEE ﬂ LY B(x)UB(y)) 1{z(x) e Wy, 2(y) e Wi} 1{r(x) > b} 1{r(y) > b:}

x 1{r(x) 2r(y)} 1{y ¢ B(x)¢, x € B(y)“} dy dx (3.4.32)
2 2d+2 u
—((d+ ) f/ e VEIBEIVBOYD) 1{2(x) e Wy, 2(y) € Wit 1{r(x) > b} 1{r(y) < by}

x 1{r(x) >r(y)} 1{y € B(x), x € B(y)“} dy dx. (3.4.33)
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Mit dem Satz von Fubini und erneut Satz 1.2.7 ldsst sich (3.4.32) ausdriicken durch

272d+15d"€gd

= L) HEG) W) > e L ary. (3.4.34)

Eine Anwendung von (3.4.11) mit a = r(y), b = yk4 und k = d und erneut Satz 1.2.7 fiihrt fiir
(3.4.34) auf den Ausdruck

272d5d/€d_1d —vkgr(y)? _
TS'[“Z(Y) e Wi 1{r(y) > by }e 7 p(y)dd-1) gy

2,y2d—1/8C2lﬁ3d—1d2
(d-1)!

= t? foo e Rt 2 =d-1 g, (3.4.35)
be

Indem wir (3.4.11) mit a = b, b = yx4 und k = 2d -1 auf (3.4.35) anwenden, ergibt sich die obere
Schranke

292472 32k32d(2d - 1)! -
22 Barg =d( ) 6_degbt2d(d D (3.4.36)
(d-1)!
Analog zu (3.4.34) ldsst sich der zweite Summand (3.4.33) schreiben als
2’72d+116d’€gd bt YK r(x)d d?-1
tm [/()‘ ]I{Z(X) € Wt} ]I{T'(X) > bt}e d T drdx

2 2’}/2d+15d/{d kg r(x)?

_tbil (d+—1)'d'df ]l{Z(X) € Wt}]l{T(X) > bt}e 7 #ar(X) dx. (3437)

Eine Anwendung von (3.4.11) mit a = by, b = ykq und k = d auf (3.4.37) fithrt auf die Abschitzung

2 _ _
th? 272dﬁ§’%2d < —yrgrd d?-1 2,2d%-d 272d 163’%?# ! —'yndbf
@+ s e r® T dr < t7h; TS e . (3.4.38)
+ . t + :
Aus (3.4.36) und (3.4.38) erhalten wir
1 t 2d-1
Ci3<O (% fiir t — oo. (3.4.39)

Indem wir (3.4.23), (3.4.30) und (3.4.39) in (3.4.12) einsetzen und % =3 kT %~ beachten,
Uy

erhalten wir (3.4.7). O
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Zusammengesetzte
Poissonprozessapproximation
Poissonscher Funktionale

4.1 Allgemeines Theorem

Wie oben bereits beschrieben, ist in vielen geometrischen Situationen intuitiv klar (z.B. wenn
& die Ausdiinnung von 7 beschreibt, die alle Punkte aus n 16scht, deren umgebende Voronoi-
Zelle einen kleinen Innenradius besitzt), dass t71/4¢, nicht gegen einen einfachen Poissonprozess
konvergiert. Das richtige Grenzobjekt ist hingegen oft ein zusammengesetzter Poissonprozess,
den wir nun einfiihren.

Definition 4.1.1. Seien 71,72, > 0 mit ;51 %m; = 1 und A ein o-endliches Maf} auf R?. Ein
zusammengesetzter Poissonprozess mit Parametern \, 71, ma, ... ist ein zufilliges MaB ¢ auf R?
der Form

w(B)szxNig(dyxdi), BeB,

wobei ¢ ein Poissonprozess ist, dessen Intensititsmaf durch E((B x {i}) = m; \(B) fiir B € B¢
und 7 € N gegeben ist. a

In diesem Abschnitt betrachten wir abhéngige Verdiinnungen eines stationdren Poissonpro-
zesses, in denen der Term Cy aus Theorem 2.1.3 im Limes ¢ - oo nicht gegen Null konvergiert.
Wir zeigen, dass der skalierte ausgediinnte Prozess ¢~1/%¢, dann unter bestimmten Vorausset-
zungen beziiglich der in Abschnitt 1.2.3 eingefiihrten do-Metrik gegen einen zusammengesetzten
Poissonprozess konvergiert.

Bei der Verwendung der Steinschen Methode zur zusammengesetzten Poissonapproximation
von Zufallsvariablen wie von zufélligen Zahlmaflen hat sich gezeigt, dass der totale Variationsab-
stand haufig zu stark und damit ungeeignet ist. Stattdessen hat sich der schwéchere da-Abstand
als geeignete Metrik erwiesen (siehe z.B. Theorem 10.F in [6], [5]). Man vergleiche auch die
allgemeine Diskussion zum dp-Abstand in [7]. Wir erinnern an die Definition des da-Abstandes
in Abschnitt 1.3.

Unser Hauptresultat dieses Kapitels basiert auf folgendem Satz zur Approximation eines end-
lichen Punktprozesses € in R? durch einen zusammmengesetzten Poissonprozess. Dazu zerlegen
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wir den Punktprozess ¢ fiir ein > 0 und alle z € R? in die Summe

525({x})5x+€3(1‘,1')\{x} +€B(m,r)c' (411)

Intuitiv gesprochen wird r > 0 in Anwendungen héufig so gewéhlt, dass {g(; ;). () den Teil von
¢ beschreibt, auf den £({z}) einen Einfluss hat, und ¢ B(z,r)c den restlichen Teil. Ferner seien §*
eine Palmsche Version von ¢ bei  und & eine Palmsche Version von ¢ beziiglich des Prozesses
> 1{&(B(x,r)) =i} 6 bei z. In dieser Situation gilt folgender Satz.

zel

Satz 4.1.2 (Theorem 4.2 in [4]). Seien r >0, & ein endlicher Punktprozess in R? mit Intensi-
tatsmafl \, zerlegt wie in (4.1.1). Fir z € R? seien &% eine Palmsche Version von & bei & und &

eine Palmsche Version von & beziiglich des Prozesses Y 1{&(B(z,r)) =i} 8, bei x. Ferner sei

xef
m; gegeben durch

imi =P (|(€)Ban|=1), 21,

und Y sei ein zusammengesetzter Poissonprozess mit Parametern \,my,mo,... Dann gilt

AR ¥ 7
dy(€,0) < e {

[ B () 3y goy: (€ (Blar) ~ {w}) 6.) Ada)
+ Ziﬂ—i f IP)(lf| # ‘(6?)3(:5,7‘)0

1>1

) + E(Tl (57 (ggc)B(ac,r)C) )\(dCC)} .

Der folgende Satz ist ein Korollar aus Satz 4.1.2 und gibt eine Abschétzung des ds-Abstandes
zweier zusammengesetzter Poissonprozesse an.

Satz 4.1.3 (Theorem 4.6 in [4]). Seien 1,1’ zusammengesetzte Poissonprozesse mit Parametern

A\, 1,72, ... bzw. N 7], 7, ... Dann gilt
/ )‘(Rd)gm | d Iy rmd : . d N mdy\] T . I/
do(p, ") <e et Y (i |mA(RY) = mp A (RY)| + min [mA(RY), mi X (RY) ] dy (mih, miA")) .
i>1

Wir formulieren und beweisen nun unser Hauptresultat dieses Kapitels.

Satz 4.1.4. Seien ¢ >0, ) ein stationdrer Poissonprozess mit Intensitdt v, t — ry eine messbare
Abbildung von [0, 00) nach [0, 00) mit v/t 220 und g 1 RIx N(R?) - {0,1} fiir alle t > 0 eine
translationsinvariante und messbare Funktion, sodass

9:(0, ) = g:(0, B (0,ry) + PB(Or)e)s  Hsp €N (4.1.2)

Ferner gelte Eg(0,n) >0 fir alle t >0 und
tlim ~vtEg:(0,7) = c.
Wir betrachten

=)= 3 g(z,n-0)0%
zennWi
und definieren
Th i = }Egt(ovn)]].{ft(’r] + 60) (B(O’ 2'r't)) — ’L}
tyi * ’[,]Egt(o’n) )

ieN. (4.1.3)
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Ferner sei v ein zusammengesetzter Poissonprozess mit Parametern C)‘Elo,l]dv T, ,... Dann
gllt mit T = ’Yt Egt(oa 77) Zizl Tt

_ r . . .
(1 0) <O (17 )+ e {W’tEgt(Oan) S it - il + g (0,1m) —cl} fiir t > oo.

1>1

(4.1.4)
Bevor wir Satz 4.1.4 beweisen, interpretieren wir die Struktur der rechten Seite von (4.1.4).

Bemerkung 4.1.5. Interessant ist der Vergleich von Satz 4.1.4 mit Satz 2.1.3. Dabei féllt auf,
dass der Term C} aus Satz 2.1.3 in der Abschétzung des do-Abstands in Satz 4.1.4 nicht auf-
tritt. Dessen Rolle iibernimmt der totale Variationsabstand Y54 |m; — ;| der Verteilungen der
Clustergroflen des verdiinnten und des zusammengesetzten Poissonprozesses. Damit lassen sich
auch Konvergenzresultate fiir verdiinnte Poissonprozesse zeigen, falls der Term C fiir ¢ - oo
nicht gegen 0 konvergiert. In dieser Hinsicht stellt Satz 4.1.4 eine Verallgemeinerung von Satz
2.1.3 dar. In vielen Anwendungen (z.B. im Poisson-Voronoi-/Delaunay-Mosaik) ist es allerdings
sehr kompliziert zu zeigen, dass ;51 @|m; — m;| fiir ¢ - oo gegen 0 konvergiert. In [15] ist in Si-
mulationsstudien versucht worden, die Gréflen 7;, ¢ € N, in konkreten geometrischen Situationen
approximativ zu bestimmen |

Beweis von Satz 4.1.4. Wir wollen Satz 4.1.2 verwenden. Dazu zerlegen wir den Prozess & fiir
alle z € R? in die Summe

ét({x})éﬂf + (Et)B(x,Zm)\{x} + (gt)B(x,%’t)C- (415)

Wir definieren

&i= o ge(@n—0)U{{y € npwar) s gy,n—0,) =1} =i}y, ieN.
zennWi

Seien z € Wy und 7j;; ein Punktprozess auf (2, A,P), dessen Verteilung durch das Palmsche Maf}
von 7 bzgl. & ; bei x gegeben ist, also

h(p+ 0g)ge(@, o) 1{& (1 + 65) (B(x, 21))
E g¢(0,m)1{&(n + d0)(B(0,2r)) =i}

mit der Interpretation 0/0 := 0, sodass 1 und fl;; unabhingig sind. Mit Eigenschaft (4.1.2) gilt

o =1
B() PG, € dpr) = YP(nedn), hiN - [0,00)mb,

fiir alle p, o € N,
&(m)(B(z,2r)) = 3, gy, n—15y)
YEUB(z,2r4)

= Z gt(y7 (M - 5y)B(y,2rt) + ¢B(y,2rt)c)

ye/'LB(gc,Qrt)

= Z gt(y7 (M - 6y)B($,37‘t) + (pB(z,Bn)C)

ye”B(z,Qrt)

= gt(,U’B(x,?)rt) + ‘:OB(JU,37‘,5)C)(B($7 27}))-

Daher gilt mit einem zu (2.1.10) analogen Argument, dass auch durch

~ d ~
nf,z = (ntx,i)B(xBrt) + NB(x,3r)c = ’r]tx,i'
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eine Palmsche Version von 7 bzgl. & ; bei x gegeben ist.

Seien 7 == ytEg;(0,1) und 7 1,7 2,... wie in Satz 4.1.4. Ferner seien 1), ein zusammenge-
setzter Poissonprozess mit Parametern ’}/t)\?o’l]d,ﬂt71,71't,2, ..., t>0. Aus Satz 4.1.2 und einem

zur Argumentation in (2.1.11) analogen Skalierungsargument erhalten wir die Abschétzung

da (t_l/dftﬂ/)t)
<ye {th IR dy (&(0) Ble2r (o) & () (B(@,2r¢) N {2})8s) ez, n) da (4.1.6)
% . (B Ul # &) paroe)) + BT ). &0 B2y

xE gi (2, m) 1{&(n)(B(x,2r,)) =i} dx} . (4.1.7)

Wir schétzen die beiden Summanden (4.1.6) und (4.1.7) separat ab. Fiir den dj-Abstand in
(4.1.6) ergibt sich aus der Definition von dy sowie der Zerlegung aus (4.1.5) die Abschétzung

d1(&e(1) B(a,2r)~ {2} & (M) (B (2, 2r¢) N {w})d,) < 4ry  P-fast sicher.

Daraus folgt mit der Stationaritit von 7,

tYEd, (&) Ba2ro gz E () (B(z, 2r) ~ {2})02) ge(,m) < dret™ 1 Eg, (0, 7).

Nun schétzen wir (4.1.7) ab. Mit der Markov-Ungleichung gilt

) <E Hgt(n) - ft(ngii)B(ert)c ™V
<E > gyt =0)+E Y gy, m—9y).

ye(nf’i)B(z,iirt)\B(z,Zrt) YENB(z,3r¢)

P (16 ()] # |&(nfs) Ba2r)e

(4.1.8)

Mit der Definition des Palmschen Prozesses 7;; und der Mecke-Formel ldsst sich der erste Sum-
mand in (4.1.8) schreiben als

E g:(y,m +0z) ge(w,n + 6,) 1{&(n + 6,) (B(w,2r¢)) = i}
E gt (z,n) 1{&(n)(B(x,2r)) = i}

~vdy. (4.1.9)
B(w,3r¢:)\NB(z,2r¢)

Der zweite Summand in (4.1.8) ist nach der Mecke-Formel gegeben durch
Eg:(y,n)ydy.
/B(x,gn) gt(y,m)y dy

Zur Abschéitzung von Ed; (&(n), &(1¢:) B(w,2r,)°) Deachten wir, dass sich die Prozesse (1) und
&(1¢ 1) B(z,2r,)c Wegen der Translationsinvarianz von g; und (4.1.2) P-fast sicher nur in B(z,47¢)
unterscheiden kénnen. Aus der Definition von d; erhalten wir folglich

(& (0), &(lF ) paamye) < Bre P~ fast sicher.

Somit ldsst sich (4.1.7) abschétzen durch

/‘:Vt [B(xﬁn)\B(x,zn) ge(y, 1+ 0z) gt (2, + 6y)ydy dzx

+ / f Egt(y,n)Ege(x,n)ydydz + 8t_1/d7"tt]Egt(0, n). (4.1.10)
Wy J B(x,3r¢)
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Wegen B(xz,r) n B(y,r¢) = @ fiir |z —y| > 2r; und Eigenschaft (4.1.2) erhalten wir fiir (4.1.10)
die obere Schranke

3%ykarit(Ege(0,n))? + 3%ykarit(Egi(0,1))? + 8t~/ rtEgy (0, n).

Wegen ¢/t 220 ergibt sich daraus die Abschétzung

dy (t‘l/dgt(n),wt) gO(t%) fiir £ - oo. (4.1.11)

Um die in (4.1.4) behauptete Beziehung zu zeigen, nutzen wir nun noch Satz 4.1.3. Dazu sei v
ein zusammengesetzter Poissonprozess mit Parametern A := C)‘Elo 14 und wie oben

_ Eg; (0, n)1{&(n + o) (B(0,2r;)) =1}

, 1€eN.
Egt(ovn)

Z7Tt7i

Nach Definition von d; gilt fiir «, beta >0 mit o # 3

C/ixl (O[)\?O,l]d’ﬁ)\[oyl]d) = 0

Daraus ergibt sich mit Satz 4.1.3 die Abschétzung

dy (e, ¥0) < €™ )i [yt Egi(0,m) T{& (0 + 00)(B(0,2r1)) =i} - mic|

i>1

<e™ {*ytEgt(O, n) Zi\ﬁm — 7| + [vtEg:(0,m) — c]} . (4.1.12)

i>1

Indem wir die rechten Seiten von (4.1.11) und (4.1.12) addieren, folgt sich die Behauptung. [

Wir diskutieren nun eine Anwendung von Theorem 4.1.4 und betrachten dabei kleine Zellen
im Poisson-Voronoi-Mosaik.

4.2 Kleine Zellen im Poisson-Voronoi-Mosaik

Wir studieren nun kleine Zellen des durch 7 erzeugten Poisson-Voronoi-Mosaiks und betrachten
dazu den Prozess

&= ), L{(n-0)(B(x,v)) 21} 0, (4.2.1)

zennWy

Dies ist der Prozess aller Punkte aus 7, deren Abstand zum Rand der sie umgebenden Voronoi-
Zelle grofler oder gleich vy ist. Nach Konstruktion des Voronoi-Mosaiks ist klar, dass solche
Punkte in Paaren auftreten und somit ist nicht zu erwarten, dass der Prozess ¢/ d¢, im Limes
t - oo gegen einen einfachen Poissonprozess konvergiert. Stattdessen zeigen wir in Satz 4.2.1,
dass ¢~/ ¢, beziiglich der do-Metrik gegen einen zusammengesetzten Poissonprozess konvergiert.
Damit verschérfen wir das in [16], Beispiel 4.2, gezeigte Resultat, das die schwache Konvergenz
der Punktprozesse zeigt.



76 Kapitel 4

Satz 4.2.1. Seien c > 0, n ein stationdrer Poissonprozess mit Intensitit~v > 0, ry := cl/d('yzfedt)_l/d
fiirt>0 und
G= > 1{(n-0z)(B(z,r)) > 1} d,.
zennWi
Weiter sei 1) ein zusammengesetzter Poissonprozess auf [0, 1]d mit Parametern
d
c)\[(),l]d, 0,1/2,0,0,...
Dann gilt
do (t—l/dgt,w) <O fiir t - oo.
Beweis. Wir verwenden Satz 4.1.4. Zunéchst stellen wir fest, dass
{n(B(0,74)) 2 1} = {np (o) (B(0,71)) > 1}
gilt. Dies zeigt, dass r; die Voraussetzung (4.1.2) aus Satz 4.1.4 erfiillt. Wegen
F (77 (B(O, (YKdt)_l/d)) > 1) =1 ENBOGRT) 2y o)
ytr
erhalten wir aus Satz 4.1.4 die Abschétzung
_ . T .
ds (t Udft,w) <(c+0/t) Y ilm; —mi|+ O (ﬁ) fiiir £ — oo, (4.2.2)

i>1

wobei 7 ;, 4 € N in (4.1.3) gegeben ist. Nun schétzen wir die rechte Seite von (4.2.2) ab. Es gilt
1 = 0. Fiir 7> 2 erhalten wir

imi =P (&(n+00)(B(0,2ry)) =i | n(B(0,7:)) 21)
<P(n(B(0,2r:)) =i - 1] n(B(0,r:)) >1)
5 P((B(0,11)) = k) P(n(B(0,2r¢) ~ B(0,1) =i -1~ k)

=2

i 1 —emrmarg
1oy, i=2,
O(1/t), i>3.

Folglich gilt mit 279 =1 und 7; = 0 fiir ¢ # 2,

ilm —m = O(1ft)  fir t — oo.

>1

Aus (4.2.2) ergibt sich die Behauptung. O
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Poissonprozessapproximation
abhangiger Ausdiinnungen
Gibbsscher Punktprozesse

5.1 Gibbssche Punktprozesse

Fiir ein o-endliches Mafl A auf X bezeichne IIy die Verteilung eines Poissonprozesses auf X mit
Intensitédtsmafl A\. Von besonderem Interesse sind fiir uns Verteilungen der Form Il ,, wobei
a>0und A := A(Bn-) die Einschrankung von A auf ein B € X}, bezeichne. Fiir jedes B € X sei
Np:={pueN:pu(B°) =0}.

Sei k: N x N - R, messbar. Ein Punktprozess x auf X heifit Gibbsprozess mit Papangelou-
dichte (PI) k, falls

th(x,x)x(dm):th(x,x+5x)/<a(:c,x))\(dx), (5.1.1)

fiir jede messbare Funktion h : X x N — [0, 00). Dies sind die nach Georgii, Nguyen und Zessin
benannten GNZ-Gleichungen.

In der gegenwértigen Allgemeinheit ist nicht bekannt, ob Gibbsprozesse existieren. Unter
verschiedenen Voraussetzungen ist diese Frage in [22], [59] untersucht worden. Deutlich heraus-
fordernder ist die Frage, ob Gibbsprozesse in Verteilung eindeutig sind. Hierzu verweisen wir auf
die aktuelle Ubersichtsarbeit [21].

Die Gleichung (5.1.1) kann verallgemeinert werden. Dazu definieren wir fiir m € N die mess-
bare Funktion &,, : X" x N - R, durch

"im(xl, cee 7xm7:u') = H(xlau) ’%(xQHU’ + 5$1)"'H(xmvu + 5$1 toeee At 5$m—1)'

Man beachte x; = k. Falls x ein Gibbsprozess mit PI & ist, so gilt fiir alle m € N und jede
messbare Funktion f:X™ xN - R,

:Eff(xl,...,xm,erézl+---+6xm)mm($1,...,xm,x))\m(d(xl,...,mm)), (5.1.2)

wobei (™) das m-te faktorielle Momentenma8 von y bezeichnet, vgl. [42]. Dies folgt nach
Induktion mit der Beziehung

K]m+1($1,.. . 7xm+1nu) = H‘m(xlv" 'axmvu) H(£M+17M+6$1 +”'+5iﬂm)'
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Fiir jedes m € N sei K, : X' xN - R, die Symmetrisierung von k,, in den ersten m Argumenten.
Die Hamiltonfunktion H : N x N - (—oc0, 00] (gegeben k) ist definiert durch

0, u(X) =0,
H(p, ) = { =108 Fm (21, ., Zm®0)y 1= 0py + -+ 0z,
00, M(X) = 0Q.

Fir B € &), ist die Zustandsfunktion Zp : N — [0, co] definiert durch

Zp(¥) = fe‘H(“”” My, (dp), ¢eN. (5.1.3)
Wegen H(0,v) =0 fiir alle ¢ € N gilt
Zp() 2P Bex, (5.1.4)

wobei man beachte, dass die rechte Seite positiv ist. Es wurde in [49] (siche auch [46]) bewiesen,
dass km, (-, x) fir einen Gibbsprozess x mit PI  fast sicher symmetrisch fiir alle m € N ist,

IP)(ZB(XBc)<<>O):17 BEXb, (5.1.5)

gilt und fiir jede messbare Funktion f: N - R,,

E[f(xs) | xBe]=ZB(x5:)"" f F(u) e X I, (dp), Be X, (5.1.6)

wobei angenommen wird, dass Beziehungen mit bedingten Erwartungen fast sicher gelten. Dies
sind die DLR-Gleichungen, vgl. [45], [59]. Man beachte, dass (5.1.6) impliziert, dass

P(x(B)=0| x5e) =B Zg(xpe)™!, BeX,. (5.1.7)
Eine natirliche Forderung an « ist die Kozykelformel

w, 1) £y, o+ 0y) = K(y, 1) £ (2, o+ 0y ), (5.1.8)

welche zumindest fiir A2 ® IIy-fast alle (z,y, ;) gelten sollte. Dann folgt fiir alle m € N, dass

Em(T1, .oy Ty i) = Rn(T1,« oy Tiny 1), (5.1.9)

fiir A\ ® I \-fast alle (z1,...,Zm, 1). Das folgende Resultat wurde in [49] bewiesen, auch wenn
es dort nicht in der vorliegenden Allgemeinheit angegeben ist.

Satz 5.1.1. Die PI k erfiille (5.1.8) fiir jedes € N und fiir N2-fast alle (x,5). Ferner sei x ein
Punktprozess, der (5.1.5) und (5.1.6) erfille. Dann ist x ein Gibbsprozess mit PI k.

Der Beweis von 5.1.1 zeigt, dass das folgende Korollar gilt.

Korollar 5.1.2. Sei A\(X) < oo. Ferner erfiille k die Voraussetzung aus Satz 5.1.1 und es gelte
Zx:=[ e "0 T, (dp) < oo. Dann ist

75 f e} e HEO 1, (dp) (5.1.10)

die Verteilung eines Gibbsprozesses mit PI k.
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5.2 Uneinigkeitskopplung

In diesem Abschnitt sei A endlich und diffus. Wir betrachten eine messbare Funktion s : XxN —
R, und nehmen an, dass eine messbare Funktion o : X — R, existiert, sodass [ a(z) A(dz) < oo
und

k(z,p) <a(x), (x,u)eXxN. (5.2.1)

Wir wissen aus [24], dass ein Gibbsprozess mit PI x durch einen Poissonprozess 7 mit Intensi-
tatsmafBl o\, definiert durch aA(dx) = a(x)\(dz), stochastisch dominiert wird. Das heifit, dass
ein Punktprozess ¢ auf X existiert, sodass

X+ @ d n P —fast sicher.

In [30] wurde eine spezielle Ausdiinnungskonstruktion eingefithrt und mit deren Hilfe ein alter-
nativer Beweis dieser Aussage angegeben. Die in [30] gefiihrte Argumentation scheint jedoch
nicht vollstdndig. Wir verweisen daher auch auf die auf arXiv verfiighare aktualisierte Version
[31] dieser Arbeit. Im Folgenden stellen wir die verwendete Kopplungskonstruktion dar.

Es erfiille & fiir alle (z,y, 1) € X2 x N die Kozykelformel (5.1.8) und ferner sei

Zp(tpe) <oo, BeXp,1eN. (5.2.2)

Fiir B € &}, und ¢ € Npge definieren wir kp 4 : B x Ny = R, durch

KB,?/J(J;HU’) = H(‘T7¢+M)7 (xnU’)EBXNB~

(Fiir allgemeines 1) € N definieren wir £y, : XxN = R, durch &y (z, i) := x(z, 9 +p).) Wie in [30]
konstruieren wir eine spezielle Kopplung zweier Gibbsprozesse auf B mit Papangelou-Dichten
KBy und kp g fur ¢,9" € Npe. Dazu miissen wir eine zusétzliche Annahme an s treffen. Es
sei ~ eine symmetrische Relation auf X, sodass {(z,y) : = ~ y} ¢ X? eine messbare Teilmenge
ist. Gegeben z € X und A c X schreiben wir x ~ A, falls ein z € A mit = ~ z existiert. Wir
nennen x,z € X durch A verbunden, falls es ein n € Ny und z1,..., 2, € A gibt, sodass z; ~ z;41
fir i € {0,...,n}, wobei zp := z und z,.1 := 2. Diese Schreibweise nutzen wir auch fiir Zahlmafe
anstelle von A. Definiere

C(xz,p) = / 1{y € -}1{x und y sind durch px verbunden} p(dy).
Wir nehmen an, dass
5o m) = (e, Ca, ), (2o1) €X XN, (5.2.3)

Zunéchst fithren wir einige Notationen ein. Nach Definition des Borelraumes existiert eine
injektive messbare Abbildung ¢ : X - R, sodass ¢(X) und die inverse Abbildung ¢! : o(X) - X
messbar sind. Wir fithren eine totale Ordnung auf X ein, indem wir = < y schreiben, falls
o(x) < p(y). Wir schreiben x < y, falls <y und = # y. Wie iiblich lassen sich dann (z,y] :=
{z e X: 2 < z <y} und andere Intervalle analog definieren. Insbesondere schreiben wir (-oo,y) :=
{zeX:z<y}. Es sei N* die Menge aller einfachen und endlichen Elemente aus N. Es ist leicht
einzusehen, dass die Abbildung (z, 1) = (h(-s0,z)» H(-o0,e]) auf X x N* messbar ist. Wir kiirzen

Pa *= H(—co,z) aD.
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Es bezeichne N*(XxR,) den Raum aller einfachen Zahlmage ¢ auf XxR,, sodass ¢¥(XxB) <
oo fiir alle beschrankten Borelmengen B c R, gilt. Wir nutzen die totale Ordnung auf X und
definieren fiir alle ¢ e N* (X x R, )

x1(¢) :==min{z € X: 3t > 0, sodass (x,t) € und t < p(x,0)}, (5.2.4)

wobei min @ := co und min A := —oo, falls A c X unendlich ist. Induktiv definieren wir x,,(¢) fiir
alle n e N. Falls z,,(¢) ¢ X setzen wir x,41(¢) := 2, (). Falls x,(¢) € X, so setzen wir

Tpa1(9) = min{x > 2, () : 3t >0: (z,t) € und ¢ < p(x, 0y, () + - + O, () }- (5.2.5)

Sei N*(X) der Raum aller einfachen endlichen ZahlmaBe auf X. Wir definieren eine Abbildung
T:Nx (XxR;) > N*(X) durch

T() = 1{r (1) < o0} z ()n 0,

wobei 7(v) = sup{n > 1 : z,(¢) € X}. Aufgrund der Messbarkeitseigenschaften der totalen
Ordnung und [42], Proposition 6.3, ist die Abbildung 7' messbar. Wir verwenden folgendes
Resultat.

Satz 5.2.1 ([30]/[31]). Es sein ein Poissonprozess auf X x R, mit Intensitdtsmafi A ® A1 und
es gelten die Bedingungen (5.2.1) und (5.2.3). Dann ist T'(n) ein Gibbsprozess mit PI k.

Seien B € X, und 1,1’ € Npge. Ferner sei n ein Poissonprozess auf X x R, mit Intensitatsmaf
A® A1. Fir C € X schreiben wir n¢ = noxgr, . Sofern K : X x N — R, die allgemeinen Vorausset-
zungen erfillt und C € A, kénnen wir Satz 5.2.1 anwenden, wobei wir X durch C' ersetzen und
% durch die Einschrénkung von ® auf C' x N¢. Die dazugehorige Abbildung T kiirzen wir mit
TC,R’ ab.

Wir definieren nun rekursiv eine Folge zufélliger paarweise disjunkter Teilmengen Y7, Ys, ...
von B sowie Punktprozesse xi,x2,... und x},x5,... Gegeben solche Teilmengen, definieren
wir fir n e N, Wy, = Y1 U~ Yy, & = (xn)y, und &, = (x3,)y, - Die Rekursion startet mit

Yi={xeB:z~(+v¢")} und (x1,x}) = (TB,%(UB%TB,%(UB))- Fiir n € N definieren wir

B\W,, falls xn(Yn) + x5, (Yn) =0,
Yot = alls X (Ya) + Xn(Ya) (5.2.6)
{zeB\Wy:z~(Xn+Xp)va ) falls xn(Ya) + x5, (Ya) =0,
und
(Xn+17 X;H-l) = (TB\Wn,H¢+51+...+5n (nB\Wn)a TB\W"’HV)'+€’1+“-+££L (nB\Wn)) . (527)

Man beachte, dass fiir x,(Y5) + x5, (Y5) = 0 gilt, dass Y; u---uY,,1 = B ist, sodass Y; = @ fir
i >n + 2. Definiere

X= 2 Xns X =D X
n=1 n=1

Fiir p, ' € N seien |u— p'| € N das totale Variationsma$l von p — p/ und
= | = 3 | = ]
n=1

Es gilt folgender Satz.
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Satz 5.2.2 ([30]/[31]). Es sei n ein Poissonprozess auf X x Ry mit Intensititsmafs A ® A\1 und
es gelten die Bedingungen (5.2.1) und (5.2.3). Dann gilt

Z (xn = X.,)(B) < oo fast sicher.
n=1

Auferdem ist x ein Gibbsprozess auf B mit PI kg, wihrend X' ein Gibbsprozess auf B mit PI
KBy Jeder Punkt in |§ —&'| ist durch &+ & mit ¢ + " verbunden.

Die Relevanz von Satz 5.2.2 wollen wir nun in Anwendungen verdeutlichen. Dabei werden
wir die im Satz behauptete Uneinigkeitskopplung nutzen, um eine Kopplung zwischen einem
stationdren Gibbsprozess und seinem Palmschen Mafl zu konstruieren. Zunéchst zeigen wir im
folgenden Abschnitt, dass das reduzierte Palmsche Maf§ eines Gibbsprozesses beziiglich einer
abhangigen Verdiinnung unter den obigen Voraussetzungen ein Gibbsprozess mit einer anderen
Randbedingung ist.

5.3 Palmsche Mafle und Papangelou-Dichten

Seien v > 0, R > 0, £? das d-dimensionale Lebesgue-MaB und @ ein WahrscheinlichkeitsmaB
auf [0, R]. Wir arbeiten auf dem Borelraum X := R? x [0, 00), ausgestattet mit dem ProduktmaB
vL£1®Q. Dabei verwenden wir die abkiirzenden Schreibweisen xw, = xNnW, fiir die Einschrédnkung
des Gibbsprozesses x auf Wy x [0,00) und (z,7) € A fiir (z,7) € Ax [0, 00). Die zur Ausdiinnung
notwendige totale Ordnung (vgl. Abschnitt 5.2) ist kanonisch gegeben durch (z,7) < (y, s) falls
|z| < |y| oder |z| = |y| und x < y beziiglich der lexikographischen Ordnung oder x = y und r < s. Die
zur Uneinigkeitskopplung notige Relation auf R? x [0, 00) erkliren wir durch (z,7) ~ (y,s) falls
|z —y| < r+s. Eine Konfiguration p € N(X) besitzt einen zugehorigen Gilbert-Graphen G(p) mit
Knotenmenge supp p und einer Kante zwischen (z,7), (y, ) € u genau dann, wenn |z —y| <7 +s.
Wir sagen, dass (z,7) € X und (y,s) € X durch p verbunden sind, falls es in G(j1+ (5 ,) +9(y,5))
einen Pfad zwischen (y,7) und (y, s) gibt, 1.Z. (z,7) <= (y, s). Fiir @ # A € B(R?) und ¢ € N(X)
schreiben wir A <& o, falls es z € A und (y, s) € ¢ gibt, sodass (x,r) £ (y,s), und verwenden
diese Definition fiir zwei nichtleere Borelmengen oder lokalendliche Zahlmafle entsprechend.

Seien x ein stationédrer Gibbsprozess mit Papangelou-Dichte x, die die Bedingungen (5.2.1)
und (5.2.3) erfiillt. Ferner seien x und g : X x N — {0, 1} messbare Funktionen mit den Eigen-
schaften

k((z,7), 1) = £((0,7),021), (5.3.1)
gt((xvr)nu') :gt((oﬂ")ﬁz/ﬁ)a (x,r) eX, peN, (532)

wobei 0, p durch (0,u)(Ax B) = u((A+z)x B) fiir Borelmengen A c R? und B c [0, o), erklirt
ist. Ferner nehmen wir an, dass fiir alle ¢t > 0 die Monotonieeigenschaft

gt((mvr)nu) 2 gt((xar)7u+5(y,s))a (.QJ,?"), (y,S) eX, peN, (533)

gelte. Wir betrachten die durch

&t = ft(X) = Z gt((xv 7’), X~ 6(1,7“)) 5(m,r)
(z,r)exnWy
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gegebene Verdiinnung von x. Unser Ziel besteht darin, ein Resultat zur Poissonprozessapproxi-
mation des durch

(t_l/d&)(A x B) = f[ 1{(x,r) € (tl/dA) x B} &(d(x,r)), Ac RY, Bc B([0,0)), (5.3.4)

erklirten Prozesses t /¢, zu finden. Die in Kapitel 2 verwandte Methode verlangt eine geeignete
Kopplung zwischen x und einem reduzierten Palmschen Prozess von y beziiglich &. Zu deren
Konstruktion bestimmen wir zundchst das Palmsche Mafi von y beziiglich & bei (z,7). Das
Intensitdtsmafl £&; von & ist gegeben durch

B (Ax B) = [[ Egi((@,r). 50 #((2.1),x) 7 Q(dr) da

Wir weisen nun nach, dass der reduzierte Palmsche Prozess von y beziiglich & bei (x,r)
wieder ein Gibbsprozess ist und bestimmen dessen Papangelou-Dichte (vgl. [17], Seite 17). Fiir
jede messbare Funktion A : X x N — [0, c0) gilt mit der GNZ-Formel und der Definition von &,

E [ h((2:1),0 €00 @(@,1) =E [ h((@:1):30 9:((@,7), X = 0am) (7))
=E ﬂ h(($, T‘), X+ 5(x,r)) gt((.%', T)?X) H(($, T‘), X) deQ(dr)'

Es folgt, dass fiir E¢-f.a. (z,7) € R x [0, R] die Verteilung des reduzierten Palmschen Prozesses

X§x7r)! von x beziiglich & bei (z,r) gegeben ist durch

z,r gt((xﬂ“)yﬂ) n((m,r),,u)
P(x " e dp) = P(x € dp). 5.3.5)
Ean((0.1): ) ~((0.1),1) |
Wir zeigen nun, dass der reduzierte Palmsche Prozess ng’r)! ein Gibbsprozess mit Papangelou-
Dichte

K‘((yv S):M + 5(9:,7"))915((3777")7/‘ + 5(1,/,3))
gt((:pvr)mu)

mit der Interpretation 0/0 := 0 (beachte, dass der Fall 1/0 wegen Bedingung (5.3.3) nicht
auftreten kann) ist. Dazu weisen wir die Giiltigkeit der GNZ-Formel nach, zeigen also fiir
h:Xx N - [0,00) messbar die Gleichung

[ 1)) (. ) PO € dp)

) ) 6ccr ) ) 5 s x,r)!
= ff R((y,8); 1+ 0¢y,s)) w8 8) 1+ Oan 9,7 4+ O ))IP’(X§ e dp) ydy Q(ds).

K (g, ), 1) = (5.3.6)

gt((x’r)v/‘)
(5.3.7)
Indem wir die in (5.3.5) gegebene Verteilung von xix’r)! in die linke Seite von (5.3.7) einsetzen
und daraufhin die GNZ-Formel anwenden, ergibt sich
((y,8), ) ge((z, 1), p)r((@,r), )
p(d(y, s)) P(x e dp
TG o)A B
ER((y,5), X +0(y,5) 9t ((2,7), X + 0(y,6) )5 ((2,7), X + 8y, ) (15 5), X)
:[f (y,5) (y,5) (,5) ~dy Q(ds).
Eg:((0,7), x)&((0,7), x)
(5.3.8)

Mit (5.3.5) und der Kozykelformel (5.1.8) ergibt sich die rechte Seite von (5.3.7).
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5.4 Poissonprozessapproximation Gibbscher Ausdiinnungen

In diesem Abschnitt verwenden wir Perkolationseigenschaften des Booleschen Modells. Wir
sagen, dass eine Konfiguration p € N(RY x [0,00)) perkoliert, falls es im Booleschen Modell
U(z,ryen B (z,r) zumindest eine unbeschriankte Komponente gibt. Fiir ein gegebenes Mafi Q) sei
ac(d, Q) die Intensititsschranke, die das subkritische und das superkritische Regime trennt, d.h.

ac(d,Q) :=inf{a > 0: P(nq,¢q perkoliert) > 0} € [0, co],

wobei 7,,¢ einen Poissonprozess mit Intensititsma aL?® Q bezeichnet. Nach [48] und [25] gilt
ac(d, Q) € (0,00) und ferner fiir alle B € By,

P(B s B(0,n)¢) =50 fiir n — oo.
Folgendes Lemma ergibt sich aus Gleichung (3.7) in [68] (siehe auch Lemma 3.1 in [10]). Es
gibt eine Abschétzung der Wahrscheinlichkeit an, dass zwei konzentrische d-Kugeln im durch
einen Poissonprozess erzeugten Booleschen Modell zur gleichen Komponente gehoren.

Lemma 5.4.1. Seien 0 < a < a(d, Q) und n ein Poissonprozess mit Intensititsmaf aL?® Q.
Dann existieren Konstanten co,C >0, sodass fiir alle b,r >0 mit b>r gilt

P (B(O, r) <5 B(0, b)c) < corde ™),
Wir zeigen folgendes Resultat.

Satz 5.4.2. Seien v > 0, x ein stationdrer Gibbsprozess mit Papangelou-Dichte k, sodass die
Bedingungen (5.2.3) und (5.3.1) und vx < o < ae(d, Q) erfillt ist. Ferner seien ¢ > 0, ry > 0
firt >0 und g; : (]Rd X [O,oo)) x N = {0,1} fiir alle t > 0 eine messbare Abbildung mit den
FEigenschaft (5.3.2) und (5.3.3), sodass

Qt((oﬂ”)a,u) :gt((ovr)auB(O,rt) +¢B(O,T¢)C)7 T>07 ,U/,(,OEN, (541)
und
7t [ Egi((0,7),20 £((0,7),0) Q(r) “ . (5.42)

Auflerdem sei v ein Poissonprozess mit Intensitdtsmaf cﬁﬁ) 14 ® Q. Dann gilt

dpy(tY%,,v)

d d
SCt+O((IOgtt) +%)+

7t [ Egu((0,1),08((0,), ) Q(dr) | fiir t oo,
wobei fiir by := 2C~ logt +r; mit C aus Lemma 5.4.1,
Cy = '72 m ]Egt((l‘,’l"), X+ 5(y,s))"<’(($v r)vX + 6(y,s) )gt((ya 5)7 X+ 5(1’,7“))’%((y7 S),X)
x 1{z e Wi} 1{y € B(z,b;)} Q(ds) Q(dr)dydx, t>0.

Beweis. Wir wollen Satz 2.1.2 verwenden. Dazu miissen wir fiir E¢;-fast alle (x,r) eine Kopplung
zwischen & und einer Palmschen Version von & (beziiglich &) bei (z,7) konstruieren. Wie zu
Beginn des Beweises von Satz 2.1.3 erlautert, lasst sich diese Kopplung durch eine Kopplung
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zwischen y und einer Palmschen Version von y beziiglich & bei (x,r) realisieren. Eine solche
Kopplung konstruieren wir nun.
Sei dazu Xf! eine reduzierte Palmsche Version von x beziiglich & bei (z,7), sodass x und

Xi»’vvr) (z,r)!

unabhéngig sind. Aus (5.3.8) wissen wir, dass x; ein Gibbsprozess mit Papangelou-

Dichte /@E =7 aus (5.3.6) ist. Sei U; := [m—tl/d—bt,x+t1/d+b ]d N B(z,r¢). Nach Satz 5.2.2
existieren auf U; x [0, R] zwei Gibbsprozesse 1/},1/)§x’r) mit PI ky,, bzw. £, ) sodass 1)

und wgz,r) durch einen stationdren Poissonprozess n mit Intensitatsmafl aEd ® Q stochastisch

dominiert werden, und ferner

[ - =

L Uf P - fast sicher.

Die DLR~Gleichungen besagen nun

d T,r zr) d  (z,r
Xue + ¥ =X, (Xﬁ’))U§+¢f’)=X§7)-

Damit ldsst sich der totale Variationsabstand zwischen ¢~/ d¢, und dem Poissonprozess v aus
Satz 5.4.2 wie folgt abschétzen.

dry (%) < [ B 6w +vu0) - (000 + 0™ =00 ) |y
xEgy((0,7), x)x((0,7),x) v dz Q(dr)

+ it [ Egr((0,1).0R((0,1). 0 Q(dr) = <. (5.4.3)

Der Erwartungswert der totalen Variation in (5.4.3) lasst sich mit b; aus dem Satz nach oben
abschatzen durch

E& () (B(x, b)) + B (& (x{"") =6y ) (B(z,b1))
+E |&(ng +1) - & ((Xix’r))ag + wf“>)| (Wi~ B(z,by)). (5.4.4)

Fiir den ersten Summanden in (5.4.4) gilt mit den GNZ-Gleichungen, der Stationaritit von
X (5.3.1) und (5.3.2),

EELCO(B b)) = [f - Ea((0.1)0)8((0,r).x) dyQ(ar)
= yeab [ Egr((0,r).0x((0,7), ) Q(dr).

Wegen (5.4.2) ergibt sich hieraus
logt)? + 7
E&(x)(B(z, b)) = O ((Og)%) fiir ¢ — 0. (5.4.5)

Wir schatzen nun den beziiglich E¢; integrierten zweiten Summanden in (5.4.4) ab. Dabei

erhalten wir mit der Definition von X( T),

7 [, Ea@.r)0s(@n 0 E (& () = ) (Bl b)) de Q(ar)

=1 o Lo B 0K ) 0000 5). X = 80 + ) X5 ) i Q).
(5.4.6)



Abschnitt 5.4 85

Mit einer erneuten Anwendung der GNZ-Formel lésst sich (5.4.6) umformen zu
Ct = ’72‘[/1;/ B( b)Egt((xar)ax+5(y,s))'%((xar)7x+5(y,s))gt((yas)ax+5(%7"))’%((:[/35)7)()
tX Z,0t

x d(z,y) Q*(d(r, ).
Nach Konstruktion der Verdiinnung besitzt jedes Element

(y,5) € B(x,b)° 0 & Cxug + ) = (& (O™ + 6077 = 8amy)|
die Eigenschaft

B(y,r) | -vi""|+

Wegen |1p - wt(x’r)‘ PR Uf und da |¢ - wt(”””")
dritte Summand in (5.4.4) abschétzen durch

durch 7 stochastisch dominiert wird, ldsst sich der

E[ 1{B(y, ) <"> UYL {y € W, ~ B, 10)} n(d(y, )) < atP(B(0,70) " <% B(0,b1)). (5.4.7)

Wegen Q([0, R]) = 1 ilt P(B(0,r) <% B(0,b)) = P(B(0,r0) <> B(0,b,)) fiir £ > 0 grof

genug. Folglich gilt mit Lemma 5.4.1, dass sich (5.4.7) fiir ¢ > 0 gro genug abschétzen lésst
durch

cotrd e — O (e t)  fiir t - oo. (5.4.8)
Insgesamt erhalten wir aus (5.4.5), (5.4.6) und (5.4.8) die Abschétzung
dry (¢ 1%, v)
<G+ ((logt)d )
t t

7t [ Ege((0,r),)R((0,7), ) QUdr) = | fir ¢ = oo,

Wir zeigen die Wirkungsmacht von Satz 5.4.2 nun anhand zweier Beispiele.

5.4.1 Markenabhingige Verdiinnung eines Gibbsprozesses

Zunéachst betrachten wir ein Beispiel, in dem die Verdiinnungsvorschrift so gewéhlt ist, dass die
Entscheidung, ob ein Punkt aus x geldscht wird oder nicht, nur von dessen Marke r abhéngt.
In dieser Situation gilt folgender Satz.

Satz 5.4.3. Seien x ein stationdrer Gibbsprozess mit PI k, die den Bedingungen (5.2.3) und
vk < a < ae(d, Q) genigt. Ferner sei die Abbildung t — vy so gewdhlt, dass

~yt /OOEK,((O,T),X)Q(dT) =¢, t>0.

Ut
Auflerdem seien v ein Poissonprozess mit Intensitdtsmafl c)\?o 170 ® Q und
§t = Z ]l{?“ > Ut} (5(170.
(z,r)exnWy

Dann gilt

dTv(til/dft,V) :O(@) fﬁf’t—>0<>.
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Beweis. Wir verwenden Satz 5.4.2. Offenbar kénnen wir r; = 0 wéihlen. Fiir den Term C; ergibt

sich
o0 2 log t)?
c, 372tbf([ E/@((O,r),x)Q(dr)) - o(@) fiir ¢ — oo,
v
Daraus folgt die behauptete Abschatzung. O

5.4.2 Maximale Nachste-Nachbarn-Abstande im hard-core-Modell

In diesem Unterabschnitt leiten wir ein Resultat zur Poissonprozessapproximation eines ausge-
diinnten hard-core-Prozesses her. Dazu nehmen wir an, dass die PI des Prozesses gegeben ist
durch

Oa E'(y,S)E/,L1|.’L'—y|<T‘+S,

k((z,r), 1) = { (5.4.9)

1, sonst.

Offensichtlich erfullt x dann die Bedingung (5.2.3). In Lemma 3.3 in [61] wurde gezeigt, dass
ein Gibbsprozess x mit PI aus (5.4.9) Poisson-dhnlich ist. Dies bedeutet, dass x von einem
Poissonprozess stochastisch dominiert wird und 71 > 0, ¢; > 0 existieren, sodass fir alle E ¢
NB(OM)C und r > ry gilt,

—C Td
P(xB(o,) =2 | XB0r) € E) <. (5.4.10)

In folgendem Satz untersuchen wir den Prozess derjenigen Punkte aus x, deren Abstand zum
néchsten Nachbarn in y grofler als eine vorgegebene untere Schranke ist. Dazu seien ¢ > 0 und
die Abbildung t ~ vy so gewéhlt, dass

7t [ BL{xn B(0,1) =2}r((0,7),0) Q(dr) =¥ ¢ (5.4.11)
gelte. Dann gilt folgender Satz.

Satz 5.4.4. Seien x ein stationdrer Gibbsprozess mit PI k aus (5.4.9) und vk < a < a.(d, Q).
Dann existieren ¢ > 0 und eine Abbildung t — v;, sodass vy/(logt)? beschrinkt ist und

7tf[E]l{xmB(0,vt):Q}f{((o,r),x)Q(dr):c, t>0. (5.4.12)

Ferner seien v ein Poissonprozess mit Intensititsmay C>‘Elo71]d ® Q und

& = Z ]1{(X - 5(x,r)) n B(Ov Ut) = Q} 6(3577”)'
(z,r)exnWy

Dann existiert eine Konstante b > 0, sodass gilt
dTV(fl/dgt, 1/) =0(t®)  firt - co.

Beweis. Zunéichst zeigen wir, dass eine Abbildung ¢t » v; mit den besagten Eigenschaften exis-
tiert. Fir v > 2R gilt 1{x n B(0,v:) = @}x((0,7),x) = 1{x n B(0,v;) = @} P-fast sicher und
damit folgt

7thE]l{Xm B(0,v) = @}k ((0,), x) Q(dr) = vtP(x 1 B(0,v) = @).
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Da y durch einen Poissonprozess mit IntensitétsmaB alL? ® Q stochastisch dominiert wird und
x Poisson-ahnlich ist, erhalten wir fiir v > 0 grof§ genug die Ungleichungen

e ¢ P(xnB(0,v) =@) < emer”

Folglich existiert eine Abbildung ¢ — vy, sodass v;/(log )14 beschrinkt ist und (5.4.12) gilt.
Nun zeigen wir die behauptete Abschitzung des totalen Variationsabstands. Dazu verwenden
wir Satz 5.4.2. Fir den Term C} erhalten wir

72 /L/tXB(z,bt) E]l{(x + 5(?;’73)) n B($7 Ut) = Q}]l{(X + 6(z,r)) N B(y7 vt) = Q}
% H((QS‘, T), X+ 5(1/75))"4"‘((:1/7 S)a X+ 5(:1:,1”)) d(l‘, y)) QQ(d(T, S)) (5413)

Wegen v; — oo fiir t - oo und der speziellen Form von & vereinfacht sich der Integrand in (5.4.13)
fir ¢ > 0 grof} genug zu

P((x+0y) nB(z,v) =2, x N B(y,v) =) L{|lx —y| > r + s}

=P((x+6,)nB(z,v) =@)P(xnB(y,v) =3 | (x +3,) N B(x,v) = @) 1{|x —y| > r + s}.
(5.4.14)

Fiir |z -y| > v; sind die beiden d-Kugeln B(z,v;) und B (z +3/2(y — x),v/2) disjunkt. Somit
ergibt sich fiir (5.4.14) in diesem Fall die obere Schranke

P(xnB(z,v) =2)P(x N B (z+3/2(y - x),v/2) =@ | x " B(z,v) = 2).
Da x ein Poisson-artiger Gibbsprozess ist, gilt
P(xn B (x+3/2(y - 2),v/2) =@ | x 0 B, w) = @) < e 0L,
Somit ergibt sich fiir C; die obere Schranke
gt B (x 0 B(0,v,) = @) g2 mavf,

Wegen b; = 20~ log t+2r; und da v;/(log t)'/* beschrinkt ist, ergibt sich hieraus die Behauptung.
]
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