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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Untersuchung von Turbulenz-
und Wärmeflussmodellen für den industriellen Einsatz. Dabei liegt der Fo-
kus auf der Wärmeübertragung in Flüssigmetallen, speziell von flüssigem
Natrium. Flüssigmetalle zeichnen sich durch die hohe molekulare Wärme-
leitfähigkeit aus, wodurch sie sich für den Einsatz in Wärmeübertragern
eignen.

Die vorliegenden Arbeit trägt dazu bei, die Abschätzung der Einsatz-
bereiche von Turbulenzmodellen in Abhängigkeit der gewählten Anfangs-
und Randbedingungen zu verbessern. Hierfür wird zunächst eine ebene Plat-
tenströmung mit beidseitig beheizten Wänden mit Hilfe der Turbulenz- und
Wärmeflussmodellen bei Zwangskonvektion untersucht. Dabei liegt das Au-
genmerk auf der Fähigkeit, den globalen Wärmeübergang in das Fluid zu
beschreiben. Im Anschluss werden die Modelle zur Beschreibung einer tur-
bulenten Strömung bei unstetiger Kanalquerschnittsänderung untersucht.
Dabei werden die Stufenhöhe und die Zuströmgeschwindigkeit variiert.
Abschließend wird der Einfluss von Auftriebskräften auf die turbulente
Strömung bei unstetiger Kanalquerschnittsänderung behandelt. Hierfür wer-
den zwei ausgewählte Turbulenz und Wärmeübergangsmodelle herangezo-
gen.

Der Vergleich numerischer und experimenteller Daten zeigt, dass sich
einfache Korrelationen zur Bestimmung der lokalen turbulenten Wärme-
diffusion eignen und diese eine bessere Vorhersage für das Temperaturfeld
und den Wärmeübergang liefern als komplexe Zwei-Gleichungs-Modelle.
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Kurzfassung

Es zeigt sich jedoch, dass für die korrekte Beschreibung des Wärmeüber-
gangs höherwertige, nichtlineare Modelle benötigt werden.
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Abstract

The present work is concerned with the investigation of turbulence and
heatflux models for industrial applications. The focus is on heat transfer in
liquid metals, especially liquid sodium. Liquid metals are characterized by
their high molecular thermal conductivity, which makes them suitable for
use in heat exchangers.

The present work contributes to the ability to estimate the application
range of the turbulence models as a function of the selected initial and boun-
dary conditions. For this purpose, first a plane plate flow with walls heated
on both sides is investigated using the turbulence and heat flow models with
forced convection. The emphasis is on the ability to describe the global heat
transfer into the fluid. Subsequently, the models for describing a turbulent
flow in a channel with sudden expansion are investigated, whereby the step
height and the inflow velocity are varied. Finally, the influence of lift forces
on the channel flow with sudden expansion is discussed. Two selected tur-
bulence and heat transfer models are used for this purpose.

The comparison of numerical and experimental data shows that simple
correlations are suitable for the determination of local turbulent heat diffusi-
on and that these provide a better prediction of the temperature field and heat
transfer than complex two-equation models. However, it turns out that for
the correct description of the heat transfer, higher-quality, non-linear models
are required.
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1 Einleitung

Vor dem Hintergrund der fortschreitenden Klimaerwärmung und der End-
lichkeit fossiler Energieressourcen ist die Umstellung unserer Energiepro-
duktion von der aktuellen Nutzung nuklearer und fossiler Brennstoffe hin zu
einer flächendeckenden Nutzung erneuerbarer Energien eine zentrale Her-
ausforderung unserer Zeit [1]. Speziell in Deutschland wird ein schneller
Ausbau der erneuerbaren Energien auf bis zu 80% der gesamten Strompro-
duktion im Jahr 2050, bei simultanem Ausstieg aus der Atom- und Koh-
leenergie angestrebt [2, 3]. Um eine einseitige Abhängigkeit von einzelnen
Energieträgern zu vermeiden, müssen Methoden entwickelt werden, um ver-
schiedene erneuerbare Energiequellen nutzen zu können. Aus diesem Grund
kommt neben der Energiegewinnung aus Wasser und Wind auch, und vor al-
lem, der Solarthermie eine zentrale Rolle als Wärmequelle zur Erzeugung
von Prozesswärme wie zur Energiewandlung zu. Zur Erforschung dieser Art
der Energiegewinnung leistet die vorliegende Arbeit einen Beitrag.

1.1 Motivation

Für die Nutzung der Sonnenenergie gibt es unterschiedliche Konzep-
te: z.B. Photovoltaikanlagen, die die Sonnenstrahlung direkt in elektri-
schen Strom umwandeln oder auch Sonnenkollektoren, die Wärmeener-
gie zur Verfügung stellen. Effizientere Systeme in Bezug auf die elektri-
sche Energiegewinnung bilden Sonnenwärmekraftwerke, wie beispielswei-
se Parabolrinnen- oder Solarturmkraftwerke. In Abbildung 1.1 ist der sche-
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1 Einleitung

Receiver

Heliostate

Sonne

Abbildung 1.1: Exemplarische Darstellung eines Solarturmkraftwerks.

matische Aufbau eines konzentrierenden Sonnenwärmekraftwerkes bei-
spielhaft dargestellt. Die Sonnenstrahlung wird mittels großflächiger Spie-
gel, sogenannter Heliostate auf einen Empfänger (Receiver) konzentriert.
Innerhalb des selektiven Receivers wird die kurzwellige Solarstrahlung in
langwellige Wärmestrahlung umgewandelt. Mit dieser Wärme wird ein Flu-
id erhitzt, das im nachgeschalteten Prozess die thermische in elektrische
Energie umwandelt. Besonders hohe Prozesstemperaturen, und somit hohe
Wirkungsgrade, werden bei dem Einsatz von Solarturmkraftwerken, einer
besonderen Form der Sonnenwärmekraftwerke, erreicht.

Bei dieser Form der Energiegewinnung wird die Sonnenenergie im Re-
ceiver aufgenommen und dem angeschlossenen Prozess zur Verfügung ge-
stellt. Dabei ist neben konstruktiven Maßnahmen, wie der geometrischen
Auslegung zur Verringerung parasitärer Verluste, vor allem die Wahl eines
passenden Fluids für die Wärmeübertragung von elementarer Bedeutung.
In industriellen Anlagen und Forschungskraftwerken werden heutzutage
entweder Metallsalze oder Wasserdampf eingesetzt [4]. Um diese Sonnen-
wärmekraftwerke weiter zu verbessern, wird aktuell an der Verwendbarkeit
von Flüssigmetallen, vor allem von flüssigem Natrium, als Wärmeübertra-

2



1.1 Motivation

gungsmedium im Receiver geforscht [5, 6, 7].
Eine erste Forschungsanlage für flüssigmetallgekühlte Solartürme wird

am Karlsruhe Liquid Metal LAboratory (KALLA) des Karlsruher Instituts
für Technologie (KIT) getestet. Die Versuchsanlage SOMMER ist in Abbil-
dung 1.2 skizziert. Diese wird mit bis zu 2,5MW/m2 betrieben, was einer
thermischen Leistung von 10kW entspricht. Dabei wird eutektisches Blei-
Bismuth als Wärmeübertragungsmedium eingesetzt. Mit Hilfe der SOM-

Heliostat

Parabolspiegel

Receiver

Abbildung 1.2: Prinzipskizze der SOMMER Anlage am KALLA Labor des Karls-
ruher Instituts für Technologie (Grafik illustriert nach: [5]).

MER Anlage sollen unter anderem Erfahrungen über das Betriebsverhalten
erlangt werden. Darüber hinaus dient die Anlage der Erprobung verschiede-
ner Receiverkonzepte sowie thermischer Speichermedien und -konzepte.

Im Rahmen der Helmholtz Alliance - Liquid Metal Technologies (LIM-
TECH) [8] wird am Institut für Neutronenphysik und Reaktortechnik (INR)
des KIT die KASOLA (KArlsruhe SOdium LAboratoy) Anlage aufgebaut
(siehe Abbildung 1.3). Dabei handelt es sich um eine vielseitig einsetzbare
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1 Einleitung

experimentelle Apparatur zur Untersuchung von Strömungsphänomenen.
Ein Ziel dieser Anlage ist es, Validierungsdaten für die Entwicklung von
Turbulenz- und Wärmeübergangsmodellen zu generieren. Wie in Abbildung
1.3 zu erkennen ist, bilden Rohre, Kanäle, Verzweigungen und Querschnitts-
veränderungen wesentliche Elemente energietechnischer Kreisläufe. Daher
werden in der Testsektion zwei charakteristische Elemente untersucht; ein
Kanal mit rechteckigem Querschnitt und ein Kanal mit einer plötzlichen,
einseitigen Querschnittserweiterung (in der englischen Literatur als back-
ward facing step (BFS) bezeichnet).

Testsektion

Wärmetauscher

MHD-Pumpe

Natriumtank

H
ei

zu
ng

Abbildung 1.3: Skizze der KASOLA Anlage (Grafik illustriert nach [9], links) und
eines Kanals mit einer unstetigen Querschnittserweiterung (rechts).

Da bei der Stromerzeugung der Wirkungsgrad mit der Erhöhung der
Temperatur des eingesetzten Mediums steigt, ist die deutlich erhöhte maxi-
male Einsatztemperatur von flüssigem Natrium ein Vorteil gegenüber Was-
serdampf und den Salzen, wie in Tabelle 1.1 dargestellt ist. Aufgrund der
hohen Temperaturen und der Reaktivität stellt Natrium eine Herausforde-
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1.1 Motivation

Tabelle 1.1: Vergleich verschiedener Kühlmedien für Sonnenwärmekraftwerke.
Dabei steht ρ für die Dichte, cp für die spezifische Wärmekapazität
und die molekulare Prandtl-Zahl Pr bezeichnet das Verhältnis aus ki-
nematischer Viskosität und Temperaturleitfähigkeit. Die angegebenen
Stoffdaten für Wasser sind aus [10, 11] für 873K, Metallsalze aus [12]
bei 573K und für Natrium aus [13] für 423K.

Medium Wasser/Dampf Metallsalze Natrium

Temperaturbereich [K] 273 - 973 493 - 873 373 - 1 150

cp [J/kgK] 2 420 1 495 1 362

Pr [−] 40,2 8,9 0,0088

ρ [kg/m3] 1 000 1 899 914

rung als Wärmeübertragungsmedium dar.
Laut Fritsch et al. [6] liegt der größte Vorteil des flüssigen Natriums in der

niedrigen Prandtl-Zahl und der damit verbundenen schnellen Übertragungs-
bzw. Aufnahmefähigkeit der Wärmeenergie. Dadurch ist es möglich, die
gleiche Energieaufnahme bei geringerer Receiverfläche zu erzielen. Hier-
durch werden einerseits die parasitären Verluste im Receiver verringert und
andererseits ergeben sich weitere Einsparungen in der Konstruktion des Re-
ceiverturms aufgrund der geringeren Receivergröße.

Zur optimalen Auslegung des Receivers ist ein grundlegendes Verständ-
nis der Wärmeübergangsmechanismen erforderlich. Der Bau und Betrieb
experimenteller, mit Flüssigmetall betriebener Apparaturen sind sehr kos-
tenintensiv. Darüber hinaus müssen die Randbedingungen während der Ex-
perimente überwacht sowie eine konstante Reinheit der Medien gewährleis-
tet werden.

Um einen ersten Überblick über die strömungsmechanischen und ther-
modynamischen Prozesse zu erlangen, bietet sich daher der Einsatz nume-
rischer Methoden an. Direkte Numerische Simulation (DNS) und Grob-
struktursimulationen (Large Eddy Simulation - LES) ermöglichen es, die
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1 Einleitung

Strömungsphysik ohne Modellierungsannahmen (DNS) bzw. mit geringen
Vereinfachungen (LES) abzubilden und liefern eine sehr hohe Genauigkeit
der Ergebnisse. Jedoch sind diese Methoden selbst für einfache Strömungs-
fälle mit einem sehr hohen Rechenaufwand und folglich mit einem sehr
hohen Bedarf an Computerressourcen verbunden. Daher werden sie bisher
hauptsächlich in der Grundlagenforschung angewendet. Eine in der indus-
triellen Anwendung weit verbreitete Methode ist die sogenannte RANS-
Methode (Reynolds-Averaged Navier Stokes). Diese modelliert den Ein-
fluss von turbulenten Strukturen auf das Strömungs- und das Temperaturfeld
anhand mathematischer Approximationen. Dadurch verringert sich der Re-
chenaufwand deutlich und die Auslegung von komplexen Geometrien wird
beschleunigt bzw. erst ermöglicht.

Für sehr kleine molekulare Prandtl-Zahlen, Pr� 1 führt die hohe ther-
mische Diffusion zu einer Skalenseparation des Transportverhaltens von
Geschwindigkeits- und Temperaturfeld, weshalb neue bzw. modifizierte
Modelle erforderlich werden.

Um ein Verständnis für die Besonderheiten der Modellierung der turbu-
lenten Temperaturdurchmischung zu erhalten, wird im folgenden Abschnitt
auf die Eigenschaften von Flüssigmetallen eingegangen. Anschließend wird
ein Überblick über den aktuellen wissenschaftlichen Stand der Modellie-
rungsansätze für die Temperaturausbreitung in Flüssigmetallen gegeben.

1.2 Eigenschaften von Flüssigmetallen

Flüssigmetalle unterscheiden sich hinsichtlich ihrer thermo-hydraulischen
Eigenschaften von anderen Fluiden, wie ein Vergleich thermo-physikalischer
Daten ausgewählter Flüssigmetalle mit Luft und Wasser in Tabelle 1.2 zeigt.

Die größten Unterschiede liegen an der deutlich höheren Wärmeleitfä-
higkeit λ , der geringen spezifische Wärmekapazität cp und der geringen
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1.2 Eigenschaften von Flüssigmetallen

Tabelle 1.2: Thermo-physikalische Eigenschaften von Natrium, Blei und Blei-
Bismut (44,5/55,5%) bei 550◦C [14] sowie Luft bei 25◦C und Wasser
bei 20◦C [15, 16].

Eigenschaft Na Pb Pb-Bi Wasser Luft

Schmelztemperatur [◦C] 98 328 116 0 -210

Siedetemperatur [◦C] 883 1745 1670 100 -194

Dichte [kg/m3] 845 10520 10150 998,20 1,188

spez. Wärmekapazität [kJ/kgK] 1,269 0,147 0,146 4,18 1,005

Wärmeleitfähigkeit [W/mK] 68,8 17,1 14,2 0,598 0,026

kin. Viskosität [10−7m2/s] 3,0 1,7 1,4 10 153

molekulare Prandtl-Zahl [-] 0,0048 0,0174 0,0135 6,99 0,71

kinematischen Viskosität ν . Die Betrachtung der molekularen Prandtl-Zahl,
welche das Verhältnis aus Impuls- zu Wärmetransport beschreibt,

Pr =
ρcpν

λ
=

ν

α
(1.1)

unterstreicht diese Unterschiede. Dabei entspricht α der molekularen Tem-
peraturleitfähigkeit bzw. der Wärmediffusion. Veranschaulicht bedeutet dies,
dass das Geschwindigkeits- und das Temperaturfeld für Fluide mit Pr ≈ 1
die jeweils gleiche Grenzschichtdicke aufweisen. Für Flüssigmetalle mit
Pr � 1 überwiegt die Wärmediffusion. Diese bedingt eine sehr schnelle
Temperaturdiffusion und damit eine effektive Kühlung warmer Oberflä-
chen. Daher ist die thermische Grenzschichtdicke δth deutlich größer als
die des Geschwindigkeitsfeldes δ . In Abbildung 1.4 ist der Einfluss von Pr

auf die Grenzschichtdicken für das Geschwindigkeits- und das Temperatur-
feld für eine Grenzschichtströmung mit Pr� 1 (links) und Pr ≈ 1 (rechts)
abgebildet. Die wandnormale Richtungskoordinate ist dabei mit x2 gekenn-
zeichnet und Tw steht für die Wandtemperatur, die sich durch eine beheizte
Oberfläche einstellt. Eine Dimensionsanalyse der viskosen und der thermi-
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1 Einleitung

δ

δth

x2 U T

Tw

δ δth

x2 U T

Tw

Abbildung 1.4: Verhältnis der Grenzschichtdicken für Pr ≤ 1 (links) und Pr ≈ 1
(rechts), veranschaulicht anhand einer Grenzschichtströmung.

schen Grenzschichtdicken zeigt, dass diese mit δth
δ
∼ 1

Pr0,5 skalieren [17].
Durch die vergleichsweise hohe molekulare Temperaturdiffusion von

Fluiden mit einer niedrigen Prandtl-Zahl verringert sich der Einfluss der
Turbulenz auf die Wärmediffusion. Die auftretenden Schwankungen im Ge-
schwindigkeitsfeld werden durch die hohe thermische Diffusion gedämpft.
Dies zeigt sich in den Temperaturfluktuationen. Wie Grötzbach [18, 19]
zeigt, ist nicht nur die Größenordnung der Temperaturfluktuationen von der
Prandtl-Zahl abhängig, sondern auch die Position des lokalen Maximums.
Um dieses Verhalten korrekt modellieren zu können, bedarf es Änderungen
turbulenter Schließungsansätze, die für Fluide mit Pr ≈ 1 erstellt und vali-
diert wurden. Folglich können auch bestehende Korrelationen, die die Wär-
meübertragung in Luft oder Wasser beschreiben, nicht bei Flüssigmetallen
angewendet werden. Darüber hinaus ist anzumerken, dass die Prandtl-Zahl
eine starke Abhängigkeit von der Fluidtemperatur und dem jeweiligen Ma-
terial aufweist (siehe Abbildung 1.5). Daher sollten Modellierungsansätze
auf der Grundlage möglichst unterschiedlicher Metalle und Fluidtempera-
turen validiert werden.

Der Vergleich experimenteller Daten unterschiedlicher Experimente ist
für Fluide mit sehr niedrigen Prandtl-Zahlen schwierig. Die Verzerrung
zwischen den Temperatur- und den Geschwindigkeitsprofilen als Folge der

8



1.3 Überblick über die Modellierung des thermischen Feldes für niedrige

Prandtl-Zahlen

niedrigen Prandtl-Zahl ergeben einen großen Einfluss der Geometrie und der
Randbedingungen für das thermische Verhalten der Strömung [17]. Auch

0 200 400 600 800
0

0,01

0,02

0,03

0,04

T [◦C]

P
r
[−

]

Na

Pb

Pb-Bi

Abbildung 1.5: Molekulare Prandtl-Zahl als Funktion der Temperatur für verschie-
dene Flüssigmetalle in ◦C.

für die gleiche Geometrie können Ergebnisse nur verglichen werden, wenn
neben der geometrischen auch die thermische Ähnlichkeit gewährleistet
ist.

1.3 Überblick über die Modellierung des thermischen
Feldes für niedrige Prandtl-Zahlen

Wie in der Einführung erläutert, kann die Strömungsmodellierung ei-
nen wichtigen Beitrag zur Auslegung industrieller Anlagen leisten. Auf-
grund der Besonderheiten von Flüssigmetallen können jedoch bisher ent-
wickelte Wärmeübergangsmodelle nur eingeschränkt verwendet werden.
Dies veranschaulicht die in Abbildung 1.6 dargestellte ebene Plattenströ-
mung, die in Kapitel 3 weiter diskutiert wird. Aufgezeigt wird der Ein-
fluss der molekularen q̇+mol und turbulenten q̇+turb Wärmediffusion auf den
gesamten Wärmetransport q̇+tot über den Wandabstand x2/δ für zwei unter-
schiedliche molekulare Prandtl-Zahlen, Pr = 0,71 und Pr = 0,025. Dabei
entspricht Pr = 0,71 der molekularen Prandtl-Zahl von Luft und δ dem
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1 Einleitung

halben Plattenabstand bei identischen Strömungsbedingungen. Die Wärme-
ströme sind dabei in entdimensionierter Form angegeben, was durch (·)+

gekennzeichnet ist. Für Pr = 0,71 zeigt sich der Einfluss der Turbulenz auf
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Abbildung 1.6: Anteil der molekularen q̇+mol und turbulenten q̇+turb Wärmeströme
am gesamten Wärmestrom q̇+tot für Pr = 0,71 (oberes Bild) und
Pr = 0,025 (unteres Bild) einer ebenen, turbulenten und vollentwi-
ckelten Plattenströmung in dimensionsloser Darstellung.

die Wärmediffusion innerhalb des Fluids. Bereits ab x2/δ ≈ 0,1 beträgt
der Anteil der turbulenten Wärmediffusion an der gesamten Wärmediffu-
sion mehr als 90%. Für Flüssigmetalle mit Pr = 0,025 wird lediglich ein
Anteil von ca. 50% bei x2/δ ≈ 0,3 erreicht. Dies zeigt, dass der Tempera-
turtransport im wandnahen Bereich durch molekulare Diffusionsvorgänge
dominiert wird. Die Schwierigkeit der Wärmemodellierung liegt somit in
der richtigen Beschreibung der wandnormalen, turbulenten Wärmestrom-
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1.3 Überblick über die Modellierung des thermischen Feldes für niedrige

Prandtl-Zahlen

verteilung als Funktion der turbulenten Strömungsgrößen, da die heute üb-
licherweise verwendeten Modelle im Allgemeinen für Fluide mit Pr ≈ 1
geeignet sind.

Erste Modelle, wie das von Reynolds [20], basieren auf einem kon-
stanten Verhältnis zwischen der wandnormalen, turbulenten Scherspannung
und dem wandnormalen, turbulenten Wärmestrom, welcher als turbulen-
te Prandtl-Zahl Prt bezeichnet wird. Eine solch starke Vereinfachung er-
laubt die Berechnung des Temperaturfeldes in turbulenten, voll entwickel-
ten Kanal- und Rohrströmungen von Luft. Bei Flüssigmetallströmungen
ist dieses konstante Verhältnis nicht gegeben, wie Ergebnisse von DNS-
Untersuchungen einer vollentwickelten Plattenströmung mit konstanter
Wandtemperatur für niedrige Prandtl-Zahlen in Abbildung 1.7 zeigen.

Dabei sind die berechneten Prt für zwei unterschiedliche Strömungsge-

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0

1

2

x2/δ [−]

P
r t
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]

Pr=0,025 [21]

Pr=0,025 [22]

Abbildung 1.7: Vergleich der turbulenten Prandtl-Zahlverläufe für eine ebene Plat-
tenströmung bei Pr = 0,025 bei zwei unterschiedlichen Strömungs-
geschwindigkeiten, wobei U [21] < U [22]. Die graue Linie zeigt
das konstante Verhältnis (Prt = 0,9), welches zur Modellierung der
turbulenten Wärmeströme in Luft verwendet wird.

schwindigkeiten über die halbe Kanalhöhe x2/δ aufgetragen. Es zeigt sich,
dass sich mit zunehmender Strömungsgeschwindigkeit das Prt -Profil ab-
senkt und in der Kanalmitte 0,9 erreicht. Für den wandnahen Bereich zeigt
sich jedoch ein deutlicher Anstieg, welcher auf einen geringen Einfluss der
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1 Einleitung

turbulenten Wärmeströme schließen lässt.
In analytischen Untersuchungen hat Martinelli [23] gezeigt, dass Prt

von dem Wandabstand, der molekularen Prandtl-Zahl und den turbulenten
Strömungsgrößen abhängig ist. Anhand numerischer Ergebnisse und theo-
retischer Untersuchungen wurden weitere Korrelationen, z.B. von Kays [24]
und Weigand et al. [25] entwickelt, die die Abhängigkeit vom Wandabstand
und Pr berücksichtigen. Dabei sind die bisher genannten Korrelationen auf
Basis vollentwickelter Strömungen sowie Grenzschichtströmungen formu-
liert worden.

Für die thermische Modellierung in komplexen Strömungen haben
Nagano und Kim [26] ein Zwei-Gleichungs-Modell entwickelt. Abe et al.

[27] haben dieses verbessert und sehr gute Übereinstimmungen mit expe-
rimentellen Ergebnissen für eine turbulente Kanalströmung mit unstetiger
Querschnittsänderung mit beheizter Wand erzielt. Mit dem Ziel, die Wär-
meübertragung von Flüssigmetallen in einem breiteren Anwendungsbereich
zu ermöglichen, haben Manservisi und Menghini [28] das Modell von Abe
et al. [27] für niedrige Prandtl-Zahlen angepasst.

Die bisherigen Modelle sind für zwangskonvektive Strömungen entwi-
ckelt und validiert worden. Shams et al. [29] haben das algebraische Wärme-
flussmodell von Kenjereš et al. [30] für Flüssigmetalle angepasst und hier-
durch die Berechnung für Natur- und Mischkonvektion gegenüber den bis-
herigen Modellen deutlich verbessert. Trotz ihrer Komplexität liefern diese
Modelle allerdings keine ausreichend genauen Ergebnisse für den gesamten
Anwendungsbereich von Naturkonvektion bis hin zur Zwangskonvektion,
wie Shams et al. [29] zeigen. Je nach Anwendungsfall sind die Modellkoef-
fizienten anzupassen, um eine gute Übereinstimmung mit experimentellen
oder numerischen Daten zu erhalten.
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1.4 Zielsetzung

1.4 Zielsetzung

Diese Arbeit wurde im Rahmen der Helmholtz Alliance - Liquid Metal
Technologies (LIMTECH) durchgeführt [8]. Ein Ziel dieses Forschungsvor-
habens ist u.a. die Entwicklung numerischer Methoden zur Berechnung von
Flüssigmetallströmungen. Wie bereits in Abbildung 1.3 gezeigt wurde, bil-
den u.a. Kanäle und plötzliche Querschnittserweiterungen elementare Kom-
ponenten energietechnischer Anlagen. Aus diesem Grund werden in der
vorliegenden Arbeit technisch relevante Kanalströmungen mit aufgeprägten
Wärmeströmen untersucht. Dabei werden folgende Ziele verfolgt:

• Identifikation geeigneter turbulenter Wärmestrommodelle mittels ei-
ner Vergleichsanalyse für einen ebenen Kanal und eine unstetige Ex-
pansion.

• Verifikation des Anwendungsbereichs einzelner Modelle als Funktion
von Re und Pr.

• Ermittlung der zentralen Einflussparameter bei der Transition von
Zwangs- zu Mischkonvektion.

1.5 Gliederung

Zunächst wird im folgenden Kapitel die mathematische Beschreibung
von Strömungen eingeführt und ein Überblick über die Eigenschaften tur-
bulenter Strömungen gegeben. Im Anschluss daran werden die Grundlagen
der Modellierung turbulenter Einflüsse beschrieben und die Besonderheiten
verschiedener Ansätze hervorgehoben. Dabei wird auch auf die Auswahl
der verwendeten Modelle eingegangen.

In Kapitel 3 werden für einen ebenen Plattenkanal eventuelle Grenzen der
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1 Einleitung

verwendeten Modellkombinationen aus Turbulenz- und Wärmeübergangs-
modellen durch eine Variation der molekularen Prandtl- und Reynolds-Zahl
ermittelt.

In einem weiteren Schritt wird eine turbulente Kanalströmung mit un-
stetiger Querschnittsänderung (BFS) untersucht. Neben ihrer Bedeutung für
energietechnische Kreisläufe dient die Geometrie eines BFS als klassischer
Testfall für Turbulenzmodelle, da sich das Strömungsfeld durch einen ent-
gegengesetzten Druckgradienten, eine Strömungsablösung sowie durch eine
sich entwickelnde Grenzschicht auszeichnet. Im Hinblick auf die Konstruk-
tion von Receivern in Solarturmkraftwerken werden folgende Zustände un-
tersucht:

• isothermere Strömung,

• Zwangskonvektion mit konstanter Wärmestromrandbedingung an der
eingerückten Wand und

• Mischkonvektion mit konstanter Wärmestromrandbedingung an der
eingerückten Wand.

Anhand der gewonnenen Erkenntnisse aus den Simulationen der ersten
beiden thermischen Zustände wird eine Modellkombination für die Berech-
nung einer turbulenten Kanalströmung mit unstetiger Querschnittsänderung
im Einflussbereich des Schwerefeldes der Erde herangezogen. Hierbei soll
auf die Anforderungen der Wärmeübergangsmodellierung bei Mischkon-
vektion eingegangen und gegen bisher verwendeten Modelle abgrenzt wer-
den.
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2 Strömungsmechanische Grundlagen

Dieses Kapitel führt die strömungsmechanischen Gleichungen unter Ver-
wendung zielgerichteter, physikalischer Vereinfachungen ein. Bei dem in
dieser Arbeit betrachteten inkompressiblen Fluid handelt es sich um flüs-
siges Natrium mit einer Ausgangstemperatur von 150◦C. Schumm et al.

[SNM+15, SFM16] haben gezeigt, dass für den in dieser Arbeit betrach-
teten Temperaturbereich die thermo-physikalischen Eigenschaften weitge-
hend unabhängig von Temperaturänderungen sind und als konstant ange-
nommen werden können. Dies haben auch Niemann und Fröhlich [31] be-
stätigt, die eine turbulente Strömung von flüssigem Natrium über eine zu-
rückspringende Stufe bei Zwangs- und Mischkonvektion anhand DNS un-
tersucht haben. Die Ergebnisse dieser Arbeiten dienen als Referenz für die
vorliegende Arbeit. Ferner wird in dieser Arbeit ein statistisch stationärer
Strömungszustand angenommen und die Temperaturerhöhung durch vis-
kose Dissipation vernachlässigt. Somit sind die Strömungsgeschwindigkeit
und Temperatur nur noch vom Ort und nicht mehr von der Zeit abhängig.

2.1 Strömungsmechanische Erhaltungsgleichungen

Fluide lassen sich unter Annahme der Kontinuumshypothese durch die
Navier-Stokes Gleichungen (NSG) beschreiben. Diese umfassen neben ei-
ner Gleichung für den Erhalt der Masse, drei Gleichungen für die Impuls-
sowie eine für die Energieerhaltung. Unter Verwendung der eingeführten
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2 Strömungsmechanische Grundlagen

Vereinfachungen und der Einstein’schen Summationskonvention lassen sich
diese in Indexnotation wie folgt formulieren:

∂ui

∂xi
= 0, (2.1)

u j
∂ui

∂x j
= − 1

ρ

∂ p
∂xi

+
∂

∂x j

(
ν

∂ui

∂x j

)
+ fi, (2.2)

u j
∂T
∂x j

= −α
∂ 2T

∂xi∂xi
. (2.3)

Der Index i bzw. j gibt jeweils die Raumrichtung an. Demnach wird die
Strömungsgeschwindigkeit in die i-te Raumrichtung (xi) mit ui bezeichnet
(mit i= 1,2,3). Der statische Druck wird durch p dargestellt, die Temperatur
mit T , die molekulare Temperaturdiffusion durch α und fi entspricht einer
Volumenkraft. Für den Fall einer auftriebsbehafteten Strömung entspricht
die Volumenkraft fi =−g(ρ−ρre f )/ρre f ei mit der Referenzdichte ρre f , der
Gravitationskonstanten g und dem Einheitsvektor ei, durch den die Richtung
der Gravitationskraft berücksichtigt wird. Unter der Annahme einer linearen
Abhängigkeit der Dichte von der Temperatur kann diese durch

ρ = ρre f −ρre f β (T −Tre f ), (2.4)

mit dem thermischen Ausdehnungskoeffizienten β und einer Referenztem-
peratur Tre f beschrieben werden. Wird Gleichung (2.4) in den Ausdruck für
fi und anschließend in Gleichung (2.2) eingesetzt, ergibt sich für eine im
Schwerefeld befindliche Strömung

u j
∂ui

∂x j
=− 1

ρ

∂ p̃
∂xi

+
∂

∂x j

(
ν

∂ui

∂x j

)
+gβ (T −Tre f )ei (2.5)

mit dem reduzierten Druck p̃ = p−ρre f g(xre f , j− x j)e j.
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2.2 Dimensionslose Kennzahlen der Strömungsmechanik

2.2 Dimensionslose Kennzahlen der
Strömungsmechanik

Sollen Ergebnisse unterschiedlicher numerischer Simulationen und Ex-
perimente miteinander verglichen werden, so ist dies nur möglich, wenn
diese fallspezifische Ähnlichkeitsbeziehungen erfüllen. Die jeweils wichti-
gen Beziehungen können durch die Entdimensionierung der Navier-Stokes
Gleichungen gefunden werden. Für den in dieser Arbeit betrachteten Fall
werden die Gleichungen (2.1)-(2.3) unter Verwendung charakteristischer
Geschwindigkeits-, Längen- und Temperaturskalen, Uchar, Lchar und Tchar

U∗i = ui/Uchar, x∗ = x/Lchar, P∗ = p/(ρU2
char) und T ∗ = T/Tchar

entdimensioniert. Die resultierenden Gleichungen schreiben sich wie folgt:

∂U∗i
∂x∗i

= 0, (2.6)

U∗j
∂U∗i
∂x∗j

= −∂ P̃∗

∂x∗i
+

∂

∂x∗j

(
1

Re
∂U∗i
∂x∗j

)
+

(
Gr
Re2

)
ei, (2.7)

U∗j
∂T ∗

∂x∗j
=

∂

∂x∗j

(
1
Pe

∂T ∗

∂x∗j

)
. (2.8)

Es ist zu erkennen, dass Strömungs- und Temperaturfeld von drei dimensi-
onslosen Parametern abhängen, nämlich der Reynolds-Zahl Re, der Grashoff-
Zahl Gr und der Péclet-Zahl Pe.

Die Reynolds-Zahl Re ist die wichtigste dimensionslose Kennzahl in
der Strömungsmechanik und beschreibt die dynamische Ähnlichkeit der
Strömungszustände. Diese kann als Verhältnis der Trägheitskräfte zu den
Reibungskräften

Re =
UcharLchar

ν
(2.9)
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2 Strömungsmechanische Grundlagen

interpretiert werden. Die Reynolds-Zahl ist ein Indikator, der anzeigt, ob ei-
ne laminare (Re < Rec) oder eine turbulente (Re > Rec) Strömung vorliegt.
Dabei ist der Übergang zwischen einer laminaren und einer turbulenten
Strömung u.a. von der Geometrie und der Wandrauigkeit abhängig, wes-
halb keine allgemein gültige kritische Reynolds-Zahl Rec für den laminar-
turbulenten Umschlag existiert.

Die Wahl der charakteristischen Größen ist von dem Simulationsproblem
und der betrachteten Strömungsphänomene abhängig. Für vollentwickelte
Plattenströmungen werden häufig die Wandschubspannungsgeschwindig-
keit uτ als charakteristische Geschwindigkeitsskala und die halbe Kanal-
höhe h als Längenskala sowie die kinematische Viskosität ν verwendet.
Die Wandschubspannungsgeschwindigkeit ist durch das Verhältnis aus der
Wandschubspannung τw und der Dichte mit uτ =

√
τw/ρ definiert. Die

Wandschubspannung selbst ist das Produkt aus der dynamischen Visko-
sität und dem wandnormalen Geschwindigkeitsgradienten an der Wand,
τw = µ

∂u1
∂x2
|x2=0. Somit ergibt sich die schubspannungsbasierte Reynolds-

Zahl:
Reτ =

uτ h
ν

. (2.10)

Für freie Konvektionsströmungen, also Strömungen, die aufgrund von
Dichteunterschieden hervorgerufen werden, existiert a priori keine charak-
teristische Geschwindigkeit. Daher ist für die Vergleichbarkeit von Strö-
mungen die Einführung einer neuen dimensionslosen Kennzahl erforder-
lich. Hierfür bietet sich u.a. die Grashoff-Zahl an, welche den Einfluss der
Gravitationskräfte im Vergleich zu den viskosen Kräften beschreibt. Für die
Vorgabe einer Wärmestromdichte q̇w lässt sich diese durch

Gr =
gβL4

charq̇w

λν2 (2.11)
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definieren. Wird hingegen als Randbedingung eine feste Temperaturdiffe-
renz T −Tre f vorgegeben, kann die Grashoff-Zahl durch

Gr =
gβL3

char(T −Tre f )

ν2 (2.12)

angegeben werden.
Eine weitere Kennzahl, die die Wirkung der Auftriebskräfte ins Verhält-

nis zu den Trägheitskräften setzt, ist die Richardson-Zahl

Ri =
Gri

Re2 =
gβLchar(T −Tre f )

U2
char

.

Anhand dieser kann der Einfluss der Auftriebskräfte auf die Strömung klas-
sifiziert werden. Für Ri≈ 0 liegt eine ausschließlich zwangskonvektive Strö-
mung vor. Die Auftriebsterme in Gleichung (2.8) werden daher vernach-
lässigt. Mit steigender Richardson-Zahl wird die Strömung durch Dichte-
unterschiede innerhalb des Fluids beeinflusst. Es findet ein Übergang von
Zwangskonvektion zur Mischkonvektion statt. Ab ca. Ri > 10 kann von ei-
ner reinen Naturkonvektion ausgegangen werden.

Die Péclet-Zahl Pe beschreibt das Verhältnis aus konvektiv transportier-
ter Wärmemenge zum diffusiven Wärmetransport und ergibt sich aus dem
Produkt der Reynolds- und Prandtl-Zahl

Pe = RePr =
UcharLchar

α
=

UcharLcharρcp

λ
.

Eine, in dieser Arbeit wichtige Kennzahl ist die Nusselt-Zahl Nu. Sie ist
ein Maß für den Wärmeübergang und drückt das Verhältnis der gesamten
Wärmeübertragung zur Wärmeübertragung durch Wärmeleitung aus:

Nu =
q̇

q̇Di f f usion
= 1+

q̇Konvektion

q̇Di f f usion
. (2.13)

19



2 Strömungsmechanische Grundlagen

Für eine Strömung lässt sich die Nusselt-Zahl wie folgt bestimmen:

Nu =
q̇wLchar

λ (Tw−Tre f )
. (2.14)

λ entspricht der Wärmeleitfähigkeit und q̇w ist der übertragene Wärmestrom
an der Oberfläche. Die Stanton-Zahl hingegen kann als das Verhältnis der
gesamten übergehenden Wärme zur Kapazität des Abtransports interpretie-
ren werden:

St =
qw

ρcpUchar(T −Tre f )
=

Nu
RePr

. (2.15)

2.3 Eigenschaften turbulenter Strömungen

Strömungen sind bei niedrigen Reynolds-Zahlen laminar. Das bedeutet,
dass das Geschwindigkeitsfeld geordnet ist. Störungen aufgrund von geo-
metrischen Veränderungen (beispielsweise durch eine Querschnittsverän-
derung oder eine teilweise Verblockung) werden durch die Viskosität ge-
dämpft, sodass diese nach einer bestimmten Strömungslänge nicht mehr
zu erkennen sind. Wird die Reynolds-Zahl über einen kritischen Wert Rec

erhöht, reichen die viskosen Kräfte nicht mehr aus, um die Störungen zu
dämpfen. In diesem Fall wachsen die Störungen weiter an, was als Transiti-
on bezeichnet wird und den Übergang von einer laminaren zu einer turbulen-
ten Strömung beschreibt. Das dadurch entstehende Geschwindigkeitsprofil
zeichnet sich durch starke zeitliche und räumliche Schwankungen aus. Die
chaotisch und zufällig erscheinenden Verwirbelungen führen zu einem ver-
größerten Impuls- und Energieaustausch, die die Strömungseigenschaften
stark beeinflussen.

Darüber hinaus werden höher energetische Fluidelemente aus den äuße-
ren Strömungsbereichen in wandnahe Bereiche gefördert und erhöhen so-
mit die mittlere Strömungsgeschwindigkeit in der Nähe fester Oberflächen.
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2.3 Eigenschaften turbulenter Strömungen

Verglichen mit laminaren Strömungen führt dies in Wandnähe zu einem hö-
heren Strömungswiderstand sowie einem gesteigerten Wärme- und Stoff-
transport.

lnκ

lnEk
lnEt

Re

Re, Pr

Ek; Et (Pr≈ 1)

Et (Pr� 1)

κ
− 5

3

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung dreidimensionaler Energiespektren für
Geschwindigkeitsschwankungen E(k) und für Temperaturschwan-
kungen Et(k) einer zwangskonvektiven Plattenkanalströmung mit
Pr ≤ 1 nach Grötzbach [19].

Durch das Einbringen von beispielsweise Rauch, oder kleinen Partikeln,
können die turbulenten Strömungsstrukturen in Luft visualisiert werden. Es
zeigt sich eine Vielzahl von sich überlagernden Wirbeln. Die großen Wirbel-
strukturen sind jedoch instabil und zerfallen in kleinere Wirbel, denen die
kinetische Energie übertragen wird. Diese Wirbel unterlaufen einen ähnli-
chen Zerfallsprozess und übertragen die Energie ihrerseits auf noch kleinere
Wirbel, wenn die Wirbelbewegung stabil ist und die molekulare Viskosität
die kinetische Energie dissipieren kann. Dieser Prozess, in dem Energie auf
immer kleinere Wirbel übertragen wird, wird als Energiekaskade bezeich-
net.
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2 Strömungsmechanische Grundlagen

Die Energie einer turbulenten Strömung kann durch das Energiesprek-
trum in Abbildung 2.1 abgebildet werden. Dabei wird die turbulente Ener-
gie E logarithmisch über die inverse Wirbelgröße, der Wellenzahl κ , loga-
rithmisch aufgetragen. Somit entsprechen große Wirbelstrukturen kleinen
Wellenzahlen und kleine Wirbel korrespondieren mit großen Wellenzahlen.
Das Energiespektrum kann für alle turbulenten Strömungen in drei Berei-
che unterteilt werden. Auf der linken Seite, bei kleinen Wellenzahlen, wird
kinetische Energie aufgrund von Scherprozessen innerhalb der Hauptströ-
mung auf die großen Wirbelstrukturen übertragen. Diese Wirbel sind von
der Größenordnung l, welche durch die geometrischen Abmaße bestimmt
sind, wie etwa dem Rohrdurchmesser oder auch einem Strömungswider-
stand, wie bei einer Karmann’schen Wirbelstraße. Kleine Wirbel der Grö-
ßenordnung η sind auf der rechten Seite zu finden. Diese sind so klein, dass
sie von der Viskosität gedämpft werden.

Für turbulente Strömungen mit Wärmeübergang kann gemäß dem Ener-
giespektrum für die Geschwindigkeitsfluktuationen auch eines für die Tem-
peraturfluktuationen erstellt werden, wie Grötzbach [19] darstellt. Für Flui-
de mit einer Prandtl-Zahl von ungefähr eins, liegen beide Spektren aufein-
ander. Für Flüssigmetalle, die eine sehr hohe molekulare Wärmediffusion
(Pr� 1) aufzeigen, werden diese Schwankungen gedämpft, wodurch der
Energiegehalt bei gleicher Wellenzahl sinkt. Die Größe der kleinsten Wir-
bel kann für Prandtl-Zahlen Pr≤ 1 anhand der Korrelation von Corrsin [32]
abgeschätzt werden:

ηth =
ηk

Pr3/4) . (2.16)

Dabei entspricht ηk der Kolomogorov-Längenskala, die die Größe der kleins-
ten Wirbelstrukturen innerhalb einer Strömung beschreibt. Diese ist durch
das Verhältnis aus der kinematischen Viskosität ν und der Dissipation ε

definiert:
ηk =

(
ην3

ε

)1/4
. (2.17)
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Es zeigt sich, dass eine Verringerung der molekularen Prandtl-Zahl zu ei-
ner geringeren Wellenzahl und folglich einer Vergrößerung der thermischen
Wirbelstrukturen führt. Nach Grötzbach [19] zeigt sich, dass das Energie-
spektrum des Temperaturfeldes für Fluide mit einer sehr geringen Prandtl-
Zahl zusätzlich von der Reynolds-Zahl abhängig ist.

Dies zeigt, dass die Modellierungsansätze, welche auf den Skalen des
Geschwindigkeits- und des Temperaturfeldes basieren, nur bei ausreichend
großer Reynolds-Zahl anzuwenden sind. Beide Energiespektren sollen keine
Abhängigkeit von der Reynolds-Zahl aufweisen, was vor allem für Flüssig-
metalle eine Herausforderung darstellt.

2.4 Turbulenz in Wandnähe

In vielen technischen Strömungen ist die Interaktion der Strömung mit
festen Wänden von elementarer Bedeutung, wie beispielsweise bei einem
Wärmetauscher. Dabei haben die Wände einen beträchtlichen Einfluss auf
die mittlere Strömung und die Turbulenz. Dieser wird im Folgenden, am
Beispiel einer ebenen Plattenströmung (siehe Abbildung 2.2) gezeigt. Aus
Symmetriegründen wird nur eine Hälfte des Strömungsprofils abgebildet.

Für vollentwickelte, turbulente Strömungen lässt sich das Geschwin-
digkeitsprofil innerhalb einer Grenzschicht in eine allgemeingültige Form
überführen. Im Folgenden wird die dafür übliche Nomenklatur eingeführt.
Hierfür wird zunächst eine Geschwindigkeitsskala und eine Längenskala
benötigt, mit der alle Strömungen verglichen werden können. Es haben sich
hierfür die sogenannte Wandschubspannungsgeschwindigkeit uτ

uτ =

√
τw

ρ
(2.18)
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x1

x2

U(x2)

δ

Abbildung 2.2: Geschwindigkeitsprofil an einer festen Wand.

und die viskose Längenskala δv etabliert [33]:

δv =
ν

uτ

. (2.19)

Anhand der beiden Skalen kann das Geschwindigkeitsprofil und der Wand-
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Abbildung 2.3: Darstellung der unterschiedlichen Wandregionen eines Geschwin-
digkeitsprofils sowie das entdimensionierte Geschwindigkeitsprofil
einer turbulenten Plattenkanalströmung auf Basis der DNS-Daten
von Pirozzoli et al. [34] und dem logarithmischen Wandgesetz.
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2.4 Turbulenz in Wandnähe

abstand wie folgt entdimensioniert werden:

u+ =
u
uτ

und x+2 =
x2

δv
.

Das Geschwindigkeitsprofil einer ebenen Plattenströmung ist in Abbildung
2.3 in entdimensionierter Form dargestellt. Dieses lässt sich in drei charak-
teristische Bereiche einteilen:

• x+2 ≤ 5: Viskose Unterschicht,

• 5 < x+2 ≤ 30: Übergangsbereich,

• 30 < x+2 und x2/δ ≤ 0,3: Logarithmischer Bereich.

In der viskosen Unterschicht dominieren die viskosen Kräfte und die
Reynoldsspannungen können in diesem Bereich vernachlässigt werden.
Aufgrund der hohen Scherung des Geschwindigkeitsfeldes kommt es in
dem Übergangsbereich zur Produktion der Reynoldsspannungen, wobei die
turbulente kinetische Energie in diesem Bereich ihr Maximum aufweist. Mit
zunehmendem Abstand von der Wand sinkt der Einfluss der Viskosität auf
das Geschwindigkeitsprofil und es kann ein allgemeingültiges Gesetz zur
Beschreibung der mittleren Geschwindigkeit gefunden werden:

u+ =
1
κ

lnx+2 +B. (2.20)

Die Konstanten werden in Pope [33] mit

κ = 0,41 und B = 5,2

angegeben.
Wird in Abbildung 2.2 die Wand beheizt, so stellt sich ein Tempera-

turprofil ein, welches analog zum Geschwindigkeitsfeld entdimensioniert
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2 Strömungsmechanische Grundlagen

und in allgemeingültiger Form aufgestellt werden kann. Anstelle der Wand-
schubspannungsgeschwindigkeit wird die Reibungstemperatur Tτ verwen-
det. Diese ist durch

Tτ =
q̇w

ρcpuτ

=
α

uτ

∂T
∂x2

∣∣∣∣
w

(2.21)

gegeben. Dabei entspricht q̇w dem aufgeprägten Wandwärmestrom. Werden
beide Seiten eines Kanals mit den gleichen Wärmeströmen aufgeheizt, bie-
tet es sich an, das Temperaturprofil anhand der Temperaturdifferenz aus der
Wand- und der lokalen Temperatur zu entdimensionieren:

T ∗ =
Tw−T

Tτ

. (2.22)

Abbildung 2.4 zeigt die entdimensionierten Temperaturprofile von beid-
seitig beheizten, ebenen Plattenströmungen bei unterschiedlichen Prandtl-
Zahlen und Reynolds-Zahlen. Kader [35] gibt den Zusammenhang der
thermisch-diffusiven Unterschicht und dem logarithmischen Bereich für das
entdimensionierte Temperaturfeld wie folgt an:

T+ = x+2 Pr, (2.23)

T+ =
1

κθ

lnx+2 +Bθ (Pr). (2.24)

Dabei ist Bθ (Pr) durch

κθ = 0,47 und Bθ (Pr) = (3,85Pr1/3−1,3)2 +2,12lnPr

gegeben. Eine Anpassung der Koeffizienten des logarithmischen Bereiches
anhand der Daten von Pirozzoli et al. [34] und Duponcheel et al. [22] erge-
ben:

κθ = 0,46 und Bθ (Pr) = (3,945Pr1/3−1,493)2 +2,269lnPr.
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2.4 Turbulenz in Wandnähe

Für niedrige Prandtl-Zahlen zeigt sich, dass die Unterteilung des Tempera-
turfeldes komplexer ist als für das Impulsfeld. Der Übergangsbereich zwi-
schen der thermisch-diffusiven Unterschicht und dem Bereich, in dem das
logarithmische Wandgesetz gilt, ist bei Pr = 0,2 fast nicht vorhanden. Das
entdimensionierte Temperaturprofil geht übergangslos von der thermisch-
diffusiven Unterschicht in den logarithmischen Bereich über. Kleinere mole-
kulare Prandtl-Zahlen, wie sie für Flüssigmetalle charakteristisch sind, wei-
sen keine Überschneidung der Kurven auf. Duponcheel et al. [22] zeigen,
dass für Pr = 0,025 die turbulente Wärmediffusion erst ab x+2 > 150 die
molekulare übersteigt und in der Kanalmitte nur vier mal größer ist als die
molekulare Wärmediffusion.
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Abbildung 2.4: Darstellung entdimensionierter Temperaturprofile einer turbulenten
Plattenkanalströmung mit beidseitig beheizten Wänden, auf Basis
der DNS-Daten von Pirozzoli et al. [34] für Pr = 0,2, 0,71 und 1
sowie Duponcheel et al. [22] für Pr = 0,025 und dem logarithmi-
schen Wandgesetz mit Bθ = (3,945Pr1/3− 1,493)2 + 2,269lnPr
und κθ = 0,46.
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2 Strömungsmechanische Grundlagen

2.5 Modellierung turbulenter Strömungen

Für ingenieurtechnische Anwendungen ist hauptsächlich die Kenntnis
der mittleren Strömungsgrößen von Interesse und weniger die Details der
Turbulenz. Daher reicht häufig die Betrachtung der zeitlich gemittelten
Strömung aus. Eine Möglichkeit, das Strömungsfeld zu mitteln, bietet die
Reynolds-Mittelung. Hierbei werden die Strömungsgrößen in einen zeitlich
gemittelten (·) und einen fluktuierenden Anteil zerlegt.

Für das Geschwindigkeitsfeld bedeutet dies; ui(x j, t) =Ui(x j)+ui(x j, t).
Die zeitlich gemittelten Variablen sind Ui, P und T mit ihren Schwankungs-
größen ui, p und θ . In der vorliegenden Arbeit wird (·) für die zeitgemittel-
ten Strömungsgrößen mit Ausnahme des Reynolds-Spannungstensors uiu j

und der turbulenten Wärmeflüsse uiθ aus Gründen einer besseren Lesbar-
keit weggelassen.

Wird die Reynolds-Mittelung auf die Navier-Stokes Gleichungen (2.1)
bis (2.3) angewendet, und anschließend zeitlich gemittelt, lassen sich diese
wie folgt schreiben:

∂Ui

∂xi
= 0, (2.25)

U j
∂Ui

∂x j
= − 1

ρ

∂P
∂xi

+ ∂

∂x j

(
ν

∂Ui
∂x j
−uiu j

)
+ f ei, (2.26)

U j
∂T
∂x j

= ∂

∂x j

(
α

∂T
∂x j
−u jθ

)
. (2.27)

Durch die Reynolds-Mittelung entstehen neue Terme, die sogenannten Rey-
noldsspannungen uiu j und die turbulenten Wärmeströme uiθ . Zur Schlie-
ßung der unbekannten Terme müssen diese anhand von Modellvorstellun-
gen mit den mittleren Größen in Verbindung gebracht werden. Dies stellt die
fundamentale Herausforderung der Turbulenzmodellierung für Ingenieure
dar [36].

Für das Strömungs- und das Temperaturfeld ergeben sich nun 14 Un-
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2.6 Modellierung der Reynoldsspannungen

bekannte, bei nur fünf Gleichungen. Diese unbekannten Größen sind die
drei Geschwindigkeiten Ui, der Druck P, sechs Reynoldsspannungen uiu j,
die Temperatur T sowie die drei turbulenten Wärmeströme u jθ . An dieser
Stelle sei angemerkt, dass es sich bei den Reynoldsspannungen um einen
symmetrischen Tensor handelt und dadurch uiu j = u jui gilt. Weitere Glei-
chungen zur Schließung des Gleichungssystems zu finden, ist die Aufgabe
der Turbulenz- und Wärmeflussmodellierung, welche im Nachfolgenden be-
schrieben werden.

2.6 Modellierung der Reynoldsspannungen

Die turbulenten Schwankungen des Geschwindigkeitsfeldes haben einen
erheblichen Einfluss auf die Transportvorgänge innerhalb des Fluids und
somit auf das mittlere Strömungsprofil. Da eine exakte Beschreibung nicht
für jede Strömung realisierbar ist, gilt es, die Einflüsse möglichst realistisch
abzuschätzen. Eine Möglichkeit hierfür ist die Verwendung von Turbulenz-
modellen, also mathematischen Approximationen von physikalischen Mo-
dellvorstellungen für die Reynoldsspannungen sowie deren Einfluss auf das
mittlere Geschwindigkeitsfeld.

Im Laufe der letzten Jahrzehnte wurden viele Modelle unterschiedlicher
Komplexität zur Berechnung der Reynoldsspannungen entwickelt. Tabelle
2.1 gibt einen Überblick über die unterschiedlichen Modellierungsansät-
ze. Grundsätzlich lassen sich die Modelle in zwei Klassen aufteilen, die
Wirbelviskositätsmodelle und die Reynoldsspannungsmodelle (RSM). Die
Reynoldsspannungsmodelle lösen eine Transportgleichung für jede Kom-
ponente des Reynoldsspannungstensors sowie eine Transportgleichung für
die Dissipationsrate der turbulenten kinetischen Energie. Somit können
Reynoldsspannungsmodelle die Anisotropie der Turbulenz auflösen und
den Transport der turbulenten Normal- und Scherspannungen berücksichti-
gen. Wirbelviskositätsmodelle hingegen, basieren auf der Boussinesq Hypo-
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2 Strömungsmechanische Grundlagen

these. Demnach sind die Reynoldsspannungen proportional zur mitterleren
Scherrate definiert:

uiu j =−νtSi j +
2
3

kδi j. (2.28)

Dabei bezeichnet νt die skalare Wirbelviskosität, die mittlere Scherrate ist
durch Si j =

1
2

(
∂Ui
∂x j

+
∂U j
∂xi

)
gegeben. Zusammen mit der Kontinuitätsglei-

chung (2.25) zeigt sich, dass die Wirbelviskositätsmodelle nach Gleichung
(2.28) von einer isotropen Turbulenz ausgehen. Erst durch geeignete Erwei-
terungen, wie beispielsweise bei dem v2- f -Modell nach Durbin [37], oder
bei nichtlinearen bzw. explizitalgebraischen Reynoldsspannungsmodellen,
ist eine Modellierung der Ansiotropie möglich.

In der Literatur gibt es unzählige Ansätze zur Berechnung der Reynolds-
spannungen, die sich in ihrer Komplexität und physikalischen Aussagekraft
unterscheiden. Auf eine detaillierte Beschreibung dieser Modelle wird hier
verzichtet. Stattdessen wird auf Fachliteratur verwiesen [19, 36, 38, 39].
Die folgenden Abschnitte befassen sich mit den in dieser Arbeit verwende-

Tabelle 2.1: Übersicht der unterschiedlichen Modellierungsansätze für die
Reynoldsspannungen.

Anzahl der Turbulenz- Bezeichnung der Modelle

Transport- modellierung

gleichungen

0 isotrop algebraische Turbulenzmodelle (lm)

1, 2 isotrop Ein- und Zwei-Gleichungs-Modelle

(k-lm, k-ε , k-ω)

3 ansiotrop erweiterte Zwei-Gleichungs-Modelle (v2- f )

2 ansiotrop nicht-lineare Wirbelviskositätsmodelle

explizit-algebraische Wirbelviskositätsmodelle

6+1 anisotrop Reynoldsspannungsmodelle (RSM)
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2.6 Modellierung der Reynoldsspannungen

ten Modellierungsansätzen. In Anhang 7.2 werden die Modellgleichungen
aufgeführt.

2.6.1 Lineare Turbulenzmodelle

Die Annahme, dass die Reynoldsspannungen durch die Boussinesq
Hypothese abgebildet werden können, ist für viele Strömungen ausreichend.
Verantwortlich für eine gute Approximation des Turbulenzeinflusses ist die
Modellierung der Wirbelviskosität, welche als Produkt aus einer Geschwin-
digkeits- und einer Längenskale geschrieben werden kann:

νt = u∗l∗. (2.29)

Algebraische Turbulenzmodelle sind die einfachsten Modelle. Die meis-
ten basieren auf dem Prandtl’schen Mischungswegansatz, nach der die tur-
bulente Wirbelviskosität auf lokalen Strömungsgrößen und dem lokalen
Geschwindigkeitsgradienten basiert: µt = l2

m
∂U
∂n . Dabei entspricht n der Nor-

malenrichtung zur mittleren Strömungsgeschwindigkeit U . Somit berechnet
sich die Wirbelviskosität direkt aus dem lokalen Strömungsfeld und kann
den Transport der Turbulenzen nicht modellieren. Folglich sind diese Mo-
delle für instationäre Strömungen und Strömungen, bei welchen der turbu-
lente Transport wichtig ist, nicht geeignet.

Eine Möglichkeit, diese Nachteile zu umgehen, bieten die Ein-Gleichungs-
Modelle. Diese lösen entweder eine Transportgleichung für die turbulente
kinetische Energie oder eine Transportgleichung für die Wirbelviskosität
(vgl. Spalart und Allmaras [40]). Der Vorteil des Modells von Spalart und
Allmaras gegenüber den Null-Gleichungs-Modellen ist seine Geschlossen-
heit; d.h. alle Terme sind frei von strömungsabhängigen Spezifikationen.
Ein Strömungsproblem unterscheidet sich somit von anderen nur durch die
Angabe der Materialeigenschaften sowie der Anfangs- und Randbedingun-
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2 Strömungsmechanische Grundlagen

gen [33].
Die wohl bekanntesten linearen Wirbelviskositätsmodelle sind die so-

genannten Zwei-Gleichungs-Modelle. Diese lösen eine zusätzliche Trans-
portgleichung zur Bestimmung der turbulenten Längenskala. Daher eignen
sie sich auch zur Berechnung von komplexen Strömungen. Die zwei ver-
breitetsten Ansätze zur Bestimmung der turbulenten Längenskala stammen
von Chou [41] und Kolmogorov [42], die eine weitere partielle Differential-
gleichung für die Dissipationsrate der turbulenten kinetischen Energie ε

mit ε ∼ k1,5/lmix, bzw. die spezifische Dissipationsrate ω mit ω ∼ k0,5/lmix

vorgeschlagen haben. Der Vorteil dieser Modelle ist, dass sie, wie auch das
Modell von Spalart und Allmaras [40], geschlossen sind und die turbulenten
Eigenschaften ohne Vorwissen über die zu erwartenden turbulenten Struk-
turen modelliert werden können.

Das wohl am meisten verwendete Zwei-Gleichungs-Modell ist das k− ε

Modell von Launder und Sharma [43], weshalb es hier exemplarisch für die
Klasse der k− ε Modelle beschrieben wird. Da die Dissipationsrate ε an
der Wand einen endlichen, jedoch unbekannten Wert annimmt, verwenden
Launder und Sharma eine transformierte Variable ε̃ , welche an der Wand
den Wert 0 annimmt:

ε̃ = ε−2ν

(
∂
√

k
∂x j

)2

. (2.30)

Somit lassen sich die beiden verwendeten Gleichungen für den statistisch
stationären Zustand wie folgt schreiben:

∂

∂x j

[
ku j−

(
ν +

νt

σk

)
∂k
∂x j

]
= Pk− ε̃−Dk, (2.31)

∂

∂x j

[
ε̃u j−

(
ν +

νt

σε

)
∂ ε̃

∂x j

]
= (Cε1 f1Pk−Cε2 f2ε̃) ε̃

k +E. (2.32)

Die Wirbelviskosität ist durch νt =Cµ fµ
k2

ε̃
definiert. Cε1 , Cε2 σk und σε sind

modellspezifische Konstanten. Untersuchungen turbulenter Kanalströmun-
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2.6 Modellierung der Reynoldsspannungen

gen haben gezeigt, dass ab einem bestimmten Wandabstand 0.09 = νtε/k2

gilt, weshalb für fast alle Turbulenzmodelle Cµ = 0,09 entspricht [33]. Bei
den Termen fµ , f1 und f2 sowie Dk und E handelt es sich um Dämpfungs-
funktionen und Quellterme, die benötigt werden, um den Einfluss von Ober-
flächen auf die Turbulenz zu berücksichtigen. Pk steht für die Produktion
der turbulenten kinetischen Energie und berechnet sich aus dem Produkt der
Reynoldsspannungen mit dem Geschwindigkeitsgradienten Pk = uiu j

∂Ui
∂x j

.
Die Werte für die Modellkonstanten, Dämpfungsfunktionen und zusätzli-
chen Quellterme sind in Anhang 7.2 aufgeführt.

Die k−ω Modelle hingegen, benötigen keine zusätzlichen Dämpfungs-
funktionen, um den Einfluss der Wände abzubilden, wodurch sie eine ge-
ringere Komplexität aufweisen. Wilcox [36] zeigt in seiner Arbeit, dass
das k−ω-Modell für Grenzschichtströmungen sowohl in der Behandlung
des viskosen wandnahen Bereichs als auch bei Simulationen mit entgegen-
gesetztem Druckgradienten den k− ε-Modellen überlegen ist. Jedoch ist
die Behandlung von nicht-turbulenten Zuströmungen problematisch, da die
ω-Gleichung sensibel auf die Randbedingungen reagiert [44]. Dieses Ver-
halten hat Menter [45] durch die Entwicklung des Shear-Stress-Transport
Modells (SST-Modell) umgangen, welches eine k − ω Formulierung in
Wandnähe und eine k− ε Beschreibung außerhalb des wandnahen Bereichs
verwendet.

2.6.2 Explizit-algebraische Reynoldsspannungsmodelle

Die bisher beschriebenen Zwei-Gleichungs-Modelle gehen gemäß der
Boussinesq-Hypothese von einer linearen Beziehung zwischen den Reynolds-
spannungen und dem mittleren Geschwindigkeitsgradienten aus. Diese An-
nahme bewirkt eine isotrope Betrachtung der Turbulenz, welche der Realität
vor allem in komplexen Strömungen nicht gerecht wird. Eine Möglichkeit
die Nachteile der linearen Wirbelviskositätsmodelle zu umgehen, bieten die
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2 Strömungsmechanische Grundlagen

erweiterten Turbulenzmodelle, wie beispielsweise die nichtlinearen Wirbel-
viskositätsmodelle (NLEVM) und die algebraischen Reynoldsspannungs-
modelle (ASM).

Für die allgemeine Form eines solchen Modells ist Gleichung (2.28)
umzustellen und durch k zu teilen:

uiu j

k
− 2

3
δi j︸ ︷︷ ︸

ai j

=
νt

k
Si j. (2.33)

Der linke Teil der Gleichung wird als Anisotropietensor ai j bezeichnet.
Nach dem Cayley-Hamilton-Theorem lässt sich jede quadratische Matrix
durch ihr charakteristisches Polynom abbilden. Dies bedeutet für den An-
isotropietensor, dass er sich durch die Kombination von bis zu 10 unabhän-
gigen Tensoren Ti j abbilden lässt:

ai j = Σ
10
n=1βnT n

i j . (2.34)

βn sind zu bestimmende, modellabhängige Koeffizienten. Für eine dreidi-
mensionale Strömung ist eine allgemeingültige Form durch

ai j = β1Si j +β2
(
SikSk j− IISδi j/3

)
+β3

(
WikWk j− IIΩδi j/3

)
+β4

(
SikWk j−WikSk j

)
+β5

(
SikSklWl j−WikSklSl j

)
+β6

(
SikWklWl j +WikWklSl j−2IV δi j/3

)
+β7

(
SikSklWl pWp j +WikWklSl pSp j−2V δi j/3

)
+β8

(
SikWklSl pSp j−SikSklWl pSp j

)
+β9

(
WikSklWl pWp j−WikWklSl pWp j

)
+β10

(
WikSklSl pWpqWq j−WikWklSl pSpqWq j

)
(2.35)
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mit den Invarianten

IIs = SklSlk, IIΩ =WklWlk, III = SklWSlmSmk,

IV = SklWlmWmk, V = SklSlmWmnWnk

gegeben. Si j und Wi j stehen für den Formänderungsgeschwindigkeitstensor
und den Drehgeschwindigkeitstensor des Geschwindigkeitsfelds und sind
durch

Si j =
1
2

(
∂Ui

∂x j
+

∂U j

∂xi

)
sowie Wi j =

1
2

(
∂Ui

∂x j
−

∂U j

∂xi

)
(2.36)

definiert. Für n = 1 entspricht die Notation dem Boussinesq-Ansatz in
Gleichung (2.28). Die folgenden drei Terme entsprechen der quadratischen
Erweiterung, welche auch für zweidimensionale Strömungen relevant ist.
Die folgenden Erweiterungen mit n≥ 5 sind für dreidimensionale Strömun-
gen von Bedeutung, entfallen jedoch für den Fall einer zweidimensionalen
Betrachtung.

Während nichtlineare Wirbelviskositätsmodelle die Modellkonstanten βn

anhand empirischer Überlegungen und anschließender Kalibrierung gegen
ausgewählte Strömungen festlegen, werden diese für explizit-algebraische
Reynoldsspannungsmodelle aus den RSM abgeleitet. Dies ist ausführlich
in den Arbeiten von Hellsten [46] und Wallin und Johansson [39] erläutert.
Das in dieser Arbeit verwendete EARSM nach Hellsten [46] ist in Anhang
7.2 ausführlich beschrieben.

2.7 Modellierung der turbulenten Wärmeströme

Die turbulenten Wärmeströme können entsprechend den turbulenten
Reynoldsspannungen modelliert werden. Hierzu wird wiederum die Ana-
logie zur molekularen Wärmediffusion bemüht und die turbulenten Wärme-
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ströme durch einen linearen Zusammenhang der turbulenten Diffusivität α t
i j

und dem Temperaturgradienten gemäß

−uiθ = α
t
i j

∂T
∂x j

(2.37)

abgebildet. Für die meisten Strömungen ist jedoch ein isotroper Ansatz zur
Modellierung der turbulenten Wärmeströme ausreichend, sodass die turbu-
lente Diffusivität durch die skalare Größe αt abgebildet wird. Für einfache
Strömungen und Fluide mit Pr ≈ 1 kann die sogenannte Reynoldsanalogie
angewendet werden, welche die Ähnlichkeit zwischen dem Geschwindig-
keits- und dem Temperaturfeld beschreibt. Somit kann die turbulente Tem-
peraturleitfähigkeit über

Prt =
νt

αt
, (2.38)

mit der turbulenten Prandtl-Zahl Prt beschrieben werden. Bei freien Scher-
strömen wird für die turbulente Prandtl-Zahl ein Wert zwischen 0,5 und
0,7 angenommen, während Prt = 0,9 für wandnahe Strömungen verwendet
wird [47]. Für Flüssigmetalle ist die molekulare thermische Diffusion je-
doch viel größer als die viskose Diffusivität, was sowohl zu einer räumlichen
Trennung der viskosen und thermischen Felder führt als auch zu einer Tren-
nung der Zeitskala. Außerdem hängt Prt an der Wand von der Reynolds-
Zahl ab und ist größer als Eins, wodurch die obige Annahme einer kon-
stanten turbulenten Prandtl-Zahl nicht verwendet werden kann. Die Berück-
sichtigung einer variablen turbulenten Prandtl-Zahl, wie sie beispielsweise
von Kays [24] oder Weigand und Crawford [25] eingeführt wurde, eignen
sich für die Berechnung vollständig entwickelter Strömungen. Jedoch ha-
ben Korrelationen, wie die von Weigand und Carwford, den Nachteil, dass
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die Kenntnis einer global geltenden Reynolds-Zahl für die Berechnung der
Prandtl-Zahl vorausgesetzt wird:

Prt =

(
1

2Prt,∞
+C

√
1

Prt,∞
−C2

[
1− exp

(
− 1

C
√

Prt,∞

)])−1

(2.39)

mit C = 0,3Pet , der turbulenten Péclet-Zahl Pet =
νt
ν

Pr und

Prt,∞ = 0,85+
100

PrRe0,888
.

Für komplexe Geometrien ist die globale Reynolds-Zahl jedoch nicht a
priori bekannt, weshalb in dieser Arbeit die Korrelation von Kays [24]

Prt = 0,85+
0,7
Pet

(2.40)

verwendet wird. Diese basiert auf zwangskonvektiven turbulenten Kanal-
und Grenzschichtströmungen für Fluide mit 0,001≤ Pr ≤ 0,1.

Eine allgemeingültige Vorhersage des Temperaturfeldes ermöglichen
Modelle, die auf weniger restriktiven physikalischen Annahmen basieren.
Eine Option sind die Zwei-Gleichungs-Modelle, die die turbulente Tempe-
raturdiffusivität ähnlich der Wirbelviskosität modellieren. Hierzu muss die
turbulente Zeitskala τ für den Wärmetransport mit der zusammengesetzten
Zeitskala τm = f (τ,τθ ), einer Modellkonstanten Cθ und einer Dämpfungs-
funktion fθ modelliert werden:

αt =Cθ fθ kτm, (2.41)
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2 Strömungsmechanische Grundlagen

Die Zeitskala des Temperaturfeldes wird analog zum Geschwindigkeitsfeld
über das Verhältnis der Varianz der Temperaturfluktuationen kθ = θ 2/2 und
deren Dissipationsrate εθ durch

τθ =
kθ

εθ

(2.42)

definiert. Ein solches Zwei-Gleichungs-Modell wurde zuerst von Nagano
und Kim [26] entwickelt. Abe et al. [27] schlagen hierfür, in Anlehnung an
die Arbeit von Zeman und Lumley [48], eine gemischte Zeitskala τm vor, die
sowohl auf der turbulenten Zeitskala des Impulsfeldes (τu = k/ε) als auch
auf der des Temperaturfeldes (τθ = θ 2/2εθ ) basiert. Analog zu Zeman und
Lumley [48] wird τm als harmonisches Mittel der beiden Skalen gemäß

τm ∝

(
1
τu

+
Cm

τθ

)−1

= τu

(
R

Cm +R

)
(2.43)

gebildet [27]. Hierbei entspricht R dem Verhältnis der beiden Zeitskalen
(R = τθ/τu) und Cm ist eine Konstante und entspricht dem Grenzwert von R

fernab der Wände. Der Hintergedanke dieser Formulierung ist, dass die
jeweils kleinere Zeitskala einen größeren Einfluss auf den turbulenten Wär-
metransport hat. In Wandnähe verhält sich

αt ∝ νt

(
R
Pr

)0,5

. (2.44)

Somit lässt sich αt gemäß Abe et al. wie folgt definieren:

αt = 0,1k fα

[
k
ε

2R
Cm +R

+
3√
k

(
ν3

ε

)0,25 √2R
Pr

fd

]
. (2.45)

Die dabei verwendeten Dämpfungsfunktionen fα und fd und die Konstante
Cm sind modellspezifisch.

Analog zur Turbulenzmodellierung können weitere Modellierungsansät-

38



2.8 Auswahl der verwendeten Modelle

ze, wie Wärmeflussmodelle und algebraische Wärmeflussmodelle zur Be-
stimmung der turbulenten Wärmeströme verwendet werden. Dabei
werden die turbulenten Wärmeströme entweder durch partielle Differential-
gleichungen bestimmt oder durch einen algebraischen Ausdruck ermittelt.
Ein vereinfachter Ausdruck des algebraischen Wärmestrommodells lässt
sich nach Hanjalić [49] mit

u jθ =− 1
cθ

k
ε

(
uiu j

∂T
∂x j

+(1− cθ2)u jθ
∂Ui

∂x j
+(1− cθ3)βgiθ

2
)
, (2.46)

und den Modellkonstanten cθ ,cθ2 und cθ3 angeben. Das Modell zeigt, dass
die turbulenten Wärmeströme nicht nur von den Gradienten des mittleren
Temperaturfeldes, sondern auch von dem Geschwindigkeitsfeld abhängig
sind. Für auftriebsbehaftete Strömungen sind die Wärmeströme zudem von
der Temperaturvarianz abhängig.

2.8 Auswahl der verwendeten Modelle

Turbulente Kanalströmungen mit unstetiger Querschnittsänderung an-
hand numerischer Methoden zu modellieren, stellt eine Herausforderung
dar, wie Untersuchungen von Driver und Seegmiller [50], Louda et al. [51]
sowie Klein et al. [38] zeigen. Klein et al. haben in ihrer umfassenden Un-
tersuchung unterschiedliche Geometrien anhand 13 unterschiedlicher Tur-
bulenzmodelle, darunter lineare, nicht-lineare und Reynoldsspannungsmo-
delle, analysiert und die Ergebnisse mit denen von entsprechenden Experi-
menten verglichen.

Darüber hinaus ist anzumerken, dass es nach Kenntnis des Autors bisher
keine systematische, Reynolds-Zahl abhängige Untersuchung von Turbu-
lenzmodellen zur Vorhersagbarkeit der Wiederanlegelänge, bzw. der Strö-
mungsprofile für turbulente Kanalströmungen mit unstetiger Querschnitts-
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2 Strömungsmechanische Grundlagen

änderung gibt. Allein Abe et al. [52] haben in ihrer Veröffentlichung eine
sehr gute Übereinstimmung ihres Turbulenzmodells mit verschiedenen ex-
perimentellen Daten bezüglich der Wiederanlegelänge dokumentiert.

Im Folgenden werden die verwendeten Turbulenz- und Wärmeüber-
gangsmodelle vorgestellt und eine Begründung bezüglich ihrer Auswahl
gegeben. Die mathematische Beschreibung ist dem Anhang 7.2 und 7.3 zu
entnehmen.

2.8.1 Turbulenzmodelle

Tabelle 2.2 fasst die Modellannahmen, auf welchen die verwendeten
Modelle beruhen, zusammen. Dabei handelt es sich um sogenannte Low-
Reynolds-Number-Modelle. Diese verwenden Dämpfungsfunktionen zum
Abbilden des Wandeinflusses auf die Reynoldsspannungen. Die vollständi-
gen Modellgleichungen werden in Anhang 7.2 vorgestellt.

lineares k− ε̃ Modell nach Launder Sharma [43] mit Yap-Korrekturterm
[53] - LSY

Das Turbulenzmodell von Launder und Sharma ist eines der am häufigs-
ten verwendeten und folglich eines der am besten dokumentierten Modelle.
Aufgrund der sehr häufigen Anwendung sind die Fähigkeiten des Modells
bekannt und die Modellkonstanten anhand vieler Anwendungsfälle kali-
briert. Das Modell berechnet die Zeitskala mit Hilfe von ε̃ , dem isotropen
Anteils von ε . Da ε̃|w = 0 wird die numerische Stabilität verbessert, was
die Verwendung des Modells vereinfacht. Darüber hinaus verwendet das

Modell einen zusätzlichen Quellterm 2ννt

(
∂U2

k
∂xk∂xk

)2

in der ε̃-Gleichung.

Dieser agiert hauptsächlich in Regionen mit niedriger Turbulenz [38], also
im wandnahen Bereich. Das Verhalten von Cµ in Wandnähe wird durch eine
Dämpfungsfunktion fµ = exp −3.4

(1+Ret/50)2 abgebildet. Vorteilhaft ist, dass der
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2.8 Auswahl der verwendeten Modelle

Wandabstand anhand der turbulenten Reynolds-Zahl Ret =
k2

ε̃ν
abgeschätzt

wird. So entfällt seine explizite Berechnung, was sich in komplexen Geo-
metrien als vorteilhaft erweist. Darüber hinaus verwendet das Modell eine
weitere Dämpfungsfunktion innerhalb der ε̃-Gleichung, um die Dissipati-
onsrate von ε̃ in Wandnähe anzupassen.

Durch die Erweiterung mit dem Yap-Korrekturterm [53] wird die turbu-
lente Längenskala im Bereich eines Wiederanlegepunktes reduziert. Hier-
durch werden unphysikalisch hohe Wärmeübergänge bei aufprallenden Strö-
mungen vermieden. Darüber hinaus wurde das Modell auch für Mischkon-
vektion in Rohrströmungen angewendet und zeigte sehr gute Übereinstim-
mungen mit den experimentellen Daten [54].

lineares k− ε Modell nach Abe et al. [52] - AKN
Das Modell von Abe et al. verwendet, wie auch das LSY-Modell, eine

Zeitskala k
ε

für die Berechnung von νt . Das Wandverhalten wird durch eine
zweiteilige Dämpfungsfunktion

fµ =

[
1− exp

(
− y∗

3,1

)]2
[

1−0,3exp

(
−
(

Ret

6,5

)2
)]

(2.47)

abgebildet. Der erste Term von fµ modelliert das Verhalten im äußeren

Grenzschichtbereich, während der zweite Term −0,3exp
(
−
(

Ret
6,5

)2
)

das

Verhalten für lim
y→0

νt darstellt. Die Funktion y∗ ist dabei explizit vom Wand-

abstand y abhängig und ist durch y∗ = (νε)1/4y
ν

gegeben. Wie auch das LSY-
Modell, verwenden Abe et al. [52] eine weitere Dämpfungsfunktion, um die
Dissipationsrate von ε anzupassen, wobei die Formulierung ähnlich zu der
von fµ ist.

Das Modell von Abe et al. zeigte sehr gute Übereinstimmung des Wie-
deranlegepunktes mit experimentellen Daten für turbulente Strömungen
über einen BFS [52]. In Kombination mit dem Zwei-Gleichungs-Modell
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2 Strömungsmechanische Grundlagen

für die Wärmeübertragung konnte der Stanton-Zahlverlauf für eine solche
Geometrie und Pr = 0,71 sehr gut vorhergesagt werden. Darüber hinaus
ist dieses Modell - ähnlich zum LSY-Modell - einfach zu handhaben und
zeichnet sich durch seine numerische Stabilität aus, wodurch sich das AKN-
Modell für Simulationen in komplexen Geometrien sehr gut eignet.

Das Modell von Manservisi und Menghini [28] verwendet das k− ε-
Modell von Abe et al. , weshalb es nicht separat aufgeführt wird.

lineares k−ω SST Modell nach Menter [45] - SST
Das Shear-Stress-Transport-Modell (SST) von Menter kombiniert das

k− ε mit dem k−ω Modell. Hierfür werden die k und die ε-Gleichung
gemäß ω = ε/(β ∗k) umgeschrieben. Anhand einer, von dem Wandabstand
abhängige Übergangsfunktion, wird automatisch die ω-Formulierung für
den wandnahen Bereich und ansonsten die ε-Formulierung gewählt. k−ω

Modelle kommen ohne zusätzliche Dämpfungsfunktionen zur Modellierung
der Wandeffekte aus, wodurch sie eine geringere Komplexität aufweisen.
Die Berechnung der turbulenten Viskosität

νt =
0,31k

max(0,31ω,ΩF2)
(2.48)

weist einen zweiten Term ΩF2 auf, der eine verbesserte Berechnung von
abgelösten Strömungen, bzw. Strömungen mit entgegengesetztem Druck-
gradienten ermöglicht [45, 55].

nicht-lineares k− ε− v2− f Turbulenzmodell nach Davidson et al. [56]-
V2F

Das V2F-Modell ist vor allem für abgelöste Strömungen entwickelt
worden. Es löst zusätzlich zu den beiden Transportgleichungen für k und
ε eine weitere partielle Differentialgleichung für v2. Diese können als die
Reynoldsspannungen in wandnormaler Richtung betrachtet werden.
Darüber hinaus wird eine zusätzliche, elliptische Gleichung gelöst, die die
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2.8 Auswahl der verwendeten Modelle

Produktion von v2 beschreibt. Für die Berechnung der turbulenten Viskosität
wird eine geteilte Zeitskala und zusätzlich die wandnormale Geschwindig-
keitsfluktuation

νt = 0,09v2 max
(

k
ε
,6
(

ν

ε

)1/2
)

(2.49)

verwendet. Verantwortlich für den gedämpften Verlauf von νt ist die wand-
normale Geschwindigkeitsfluktuation.

Seit der Entwicklung des Modells von Durbin [57] wurden viele Verbes-
serungen hinsichtlich der numerischen Stabilität und der Berechnung von
Stagnationspunkten vorgeschlagen. Das in dieser Arbeit verwendete Modell
basiert auf dem k− ε− v2− f -Modell von Davidson et al. [56]. Es verwen-
det als Randbedingung für die elliptische Geleichung f (y = 0) = 0.

Explizit-algebraisches k−ω Modell nach Hellsten [46] - Hellsten
Bei dem Modell von Hellsten handelt es sich um ein explizit-algebraisches

Reynoldsspannungsmodell. Die Anisotropie der Reynoldsspannungen wird
auf Basis eines biquadratischen Polynoms berechnet:

ai j = β1Si j +β3
(
WikWk j− IIΩδi j/3

)
+β4

(
SikWk j−WikSk j

)
+β6

(
SikWklWl j +WikWklSl j−2IV δi j/3

)
+β9

(
WikSklWl pWp j−WikWklSl pWp j

)
.

(2.50)

Die verwendete Zeitskala ist aus zwei Termen zusammengesetzt:

τ = max
(

1
β ∗ω

,Cτ

√
ν

β ∗kω
)

)
. (2.51)

Für eine zweidimensionale Strömung entfallen die Terme mit β3, β6 und β7.
Somit reduziert sich der Anisotropietensor zu:

ai j = β1Si j +β4
(
SikWk j−WikSk j

)
(2.52)
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2 Strömungsmechanische Grundlagen

Hellsten hat das Modell für Außenströmungen mit dem Augenmerk auf den
Einsatz in der Simulation von Flugzeugen konzipiert. Somit liegt der Fokus
bei der Modellvalidierung bei Strömungen, die in diesem Anwendungsbe-
reich typisch sind: Umströmung eines Tragflügelprofils, Grenzschicht auf
einem achsensymmetrischen Körper bei entgegengesetztem Druckgradien-
ten sowie eine sich entwickelnde Nachlaufströmung. Die Vorhersage des
Ablöse- und Wiederanlegepunktes wurde anhand eines einseitigen Diffu-
sors untersucht. Darüber hinaus haben Louda et al. [58] dieses Modell für
eine turbulente Strömung über einen BFS von Driver und Seegmiller [50]
angewendet und eine sehr gute Übereinstimmung mit den experimentellen
Daten erzielt. Im Allgemeinen sollen die EARSM- Modelle die Strömungs-
physik besser berechnen als lineare Wirbelviskositätsmodelle. Aufgrund der
erhöhten Komplexität der Modelle reduziert sich jedoch die numerische Sta-
bilität im Vergleich zu den linearen Turbulenzmodellen und führt zu einem
erhöhten numerischen Aufwand.
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Tabelle 2.2: Übersicht über die in dieser Arbeit verwendeten Turbulenzmodelle.

Turbulenz- Zeitskala Transport Anzahl der Kalibrierungsexperimente der

modell Modellkonst. Originalveröffentlichung

LSY k
ε̃

isotrop 5 rotierende Scheibe [43]

AKN k
ε

isotrop 5 vollentwickelte Kanalströmung, Grenzschichtströmung

mit entgegengesetztem Druckgradienten

Strömung über einen BFS [52]

MM k
ε

isotrop 5 Kanal-, Rohrströmung [28, 59]

SST 1
ω

isotrop 11 Plattenströmung, Freie Scherschichtströmung, Grenz-

Schichtströmung mit entgegengesetztem Druckgradienten,

Strömung über einen BFS, Flügelprofil

transsonische Stoßströmung [60, 45]

V2F
(

k
ε
,CT

(
ν

ε

) 1
2
)

ansiotrop 7 Kanalströmung, wandnahen Jet [56]

Hellsten max( 1
β ∗ω

, ansiotrop 8 Grenzschichtströmung, sich entwickelnde Nachlaufströmung,

Cτ

√
ν

β ∗kω
) Grenzschicht auf einem achsensymmetrischen Körper bei

entgegengesetztem Druckgradienten,

unsymmetrischer Diffusor, Tragflügelprofil [46]
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2 Strömungsmechanische Grundlagen

2.8.2 Wärmetransportmodelle

Die innerhalb dieser Arbeit verwendeten Wärmetransportmodelle berech-
nen die turbulenten Wärmeströme über die einfache Gradientenhypothe-
se gemäß Gleichung (2.37) mit einem skalarwertigen Wärmediffusions-
koeffizienten. Der Unterschied der verwendeten Modelle liegt in der Mo-
dellierung von αt .

Lineares algebraisches Modell nach Kays [24] - Kays
Das algebraische Modell nach Kays berechnet die turbulente Wärmeleit-

fähigkeit anhand Gleichung (2.38). Dabei wird die turbulente Prandtl-Zahl
über

Prt = 0,85
0,7
Pet

berechnet. Somit ermöglicht diese Korrelation die Berechnung von αt mit
einem sehr geringen numerischen Aufwand.

Lineares Zwei-Gleichungs-Modell nach Abe et al. [27] - AKN
Das Modell von Abe et al. [27] ist ein lineares Zwei-Gleichungs-Modell,

welches analog zu dem zugrunde liegenden linearen k− ε-Modell erstellt
wurde. Für die Bestimmung von αt werden zwei Zeitskalen verwendet, die
turbulente (k/ε) und die thermische

(
t2/2εt

)
Zeitskala. Die Dämpfung im

wandnahen Bereich wird über eine dreiteilige Dämpfungsfunktion realisiert.
Das Modell wurde auch anhand einer turbulenten Luftströmung über einen
BFS mit beheizter Wand validiert [27] und soll somit einen Beitrag zum
Verständnis der Wärmeübergangsmodellierung bieten.

Lineares Zwei-Gleichungs-Modell nach Manservisi und Menghini [59]
- MM

Das Modell von Manservisi und Menghini [28] ist eines der neusten li-
nearen Modelle, das für Zwangskonvektion in Flüssigmetallen entwickelt
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2.8 Auswahl der verwendeten Modelle

wurde. Es ist anhand von Kanal-, Rohr- und Stabbündelumströmungen mit
Pr = 0,025 validiert worden. Der Aufbau des Modells ist ähnlich zu dem
AKN Modell. Jedoch umfasst die Zeitskala drei Komponenten, eine für den
wandnahen Bereich, eine für die Kernströmung und eine Zeitskala, die den
Zwischenbereich abdeckt:

τl,θ = τu
(

fθ ,1τtheta,1 + fθ ,2τtheta,2 + fθ ,3τtheta,3
)
. (2.53)

Bei den Thermen τθ ,1 bis τθ ,3 handelt es sich um Funktionen zur Beschrei-
bung der Zeitskalen. Der wesentliche Unterschied zum AKN-Modell be-
steht in der Zeitskala für die Kernströmung, welche bei Manservisi und
Menghini mit 0,9 fθ k/ε angegeben ist. Somit wird angenommen, dass bei-
spielsweise bei Kanal- und Rohrströmungen mit ausreichend hohen Reynolds-
zahlen Prt = 0,9 erreicht wird.
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Tabelle 2.3: Übersicht über die in dieser Arbeit verwendeten Wärmestrommodelle.

Turbulenz- Zeitskala Transport Anzahl der Kalibrierungs-

modell Modellkonstanten experimente

Kays — isotrop 1 Kanal- und

Grenzschichtströmungen

AKN τm + τwall isotrop 8 Grenzschichtströmungen und

BFS (Pr ≈ 0.71) [52]

MM τbulk + τm + τwall isotrop 8 Kanal- und Rohrströmung,

Stabbündelumströmung bei Pr ≈ 0.025 [28, 59]
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2.9 Überprüfung der Netzunabhängigkeit

2.9 Überprüfung der Netzunabhängigkeit

Die Genauigkeit der Strömungssimulationen kann a priori nicht bestimmt
werden. Verschiedene Fehlerquellen können vorab (durch die Verwendung
von numerischen Lösungsverfahren von hoher Ordnung), oder während der
Simulation (Wahl eines Konvergenzkriteriums) begrenzt werden. Eine Un-
abhängigkeit der Lösung vom verwendeten Rechengitter kann allerdings
nicht vorab gewährleistet werden, ohne eine unwirtschaftliche Auflösung
des Strömungsproblems zu verwenden.
In dieser Arbeit ist daher die Netzunabhängigkeit der Simulation gemäß
der Richardson-Extrapolation und der Arbeit von Reder [Red16], die auf
dem Grid Convergence Index (GCI) von Roache [61] basiert, durchgeführt
worden. Hierfür werden drei systematisch verfeinerte Simulationsgitter ver-
wendet, wobei das feinste Gitter mit dem Index 1 und das Gröbste mit 3
abgekürzt wird. Dabei beschreibt der GCI ein absolutes Fehlerband, in dem
die Lösung mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% liegt und berechnet sich
durch

GCI1 = Fs

∣∣∣∣∣φ1−φ2

rp∗
21 −1

∣∣∣∣∣ , (2.54)

mit dem Sicherheitsfaktor Fs = 1,25 bei der Verwendung von drei syste-
matisch verfeinerten Gittern. φ ist die Lösungsvariable der jeweiligen Si-
mulation, r das Verfeinerungsverhältnis und p∗ die Konvergenzordnung der
Lösung. Da diese nicht immer bekannt ist, kann sie durch

p∗ =
|ln( φ3−φ2

φ2−φ1
)+q(p∗)|

ln(r21)
(2.55)

mit

q(p∗) = ln

(
rp∗

21 −1

rp∗
32 −1

)
(2.56)

49
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bestimmt werden. Der relative Fehler ergibt sich durch

GCIrel
1 =

GCI1

φ1
. (2.57)

Für die Bestimmung des Diskretisierungsfehlers e wird zunächst eine fiktive
exakte Lösung durch Extrapolation aus den vorhandenen Simulationsergeb-
nissen ermittelt. Die exakte Lösung lässt sich mit

φext = φ1 +
φ1−φ2

rp∗
21 −1

(2.58)

berechnen. Mit Hilfe von φext lässt sich der Diskretisierungsfehler bestim-
men:

eext = |
φext −φ1

φext
|. (2.59)

Für die ebene Plattenströmung wird der Diskretisierungsfehler anhand
des Geschwindigkeitsfeldes ermittelt. Für die turbulente Strömung mit un-
stetiger Kanalquerschnittsänderung werden hierfür die Verläufe der Nusselt-
Zahl und des Widerstandsbeiwertes nach der Querschnittserweiterung ver-
wendet. Die jeweiligen Netzunabhängigkeitsanalysen sind im Anhang 7.4
aufgeführt.
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3 Ebene, turbulente und vollentwickelten
Plattenströmung mit aufgeprägten
Wandwärmeströmen

In diesem Kapitel erfolgt die Untersuchung an einer turbulenten, voll-
entwickelten Plattenströmung. Dabei handelt es sich, wie in Abbildung 3.1
zu sehen ist, um eine Kanalströmung mit infiniter Tiefe. Für diese Geo-
metrie ist die erste DNS von Kim und Moin [62] durchgeführt und in den
folgenden Jahren ausführlich von verschiedenen Forschungsgruppen stu-
diert worden. Unter anderem haben Kawamura et al. [21, 63, 64, 65] und
Abe et al. [66] den Temperaturtransport für unterschiedliche Reynolds-
Zahlen 180<Reτ ≤ 1020 und Pr = 0,025 untersucht. Für niedrige Reynolds-
Zahlen von Reτ = 180 und 395 haben Kawamura et al. [63, 64] den Einfluss
der molekularen Prandtl-Zahl (0,025≤ Pr≤ 1) auf die turbulenten Wärme-
ströme und das mittlere Temperaturfeld analysiert.

Eine wichtige Größe für den Wärmetransport in turbulenten Plattenka-
nälen ist die turbulente Prandtl-Zahl, welche aus dem Verhältnis der Wir-
belviskosität zur turbulenten Temperaturleitfähigkeit abgebildet wird

Prt =
νt

αt
. (3.1)

Während Prt für Fluide mit Pr ≈ 1, und Twand = konstant bei Annäherung
an eine Wand gegen einen Grenzwert von 0,9 strebt, haben Kawamura et

al. [21, 65] kein begrenztes Verhalten für Pr = 0,025 beobachtet. Die tur-
bulente Prandtl-Zahl zeigt bei niedrigen Pr ein von Reτ abhängiges Verhal-
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ten, nicht nur im wandnahen Bereich, sondern auch in der äußeren Schicht,
wie Kawamura et al. [21] und Abe et al. [66] zeigen. Duponcheel et al.

[22] haben den bisher untersuchten Bereich anhand LES bis Reτ = 2000 für
Pr = 0,01 und 0,025 erweitert. Dabei haben sie zeigen können, dass sich die
turbulente Prandtl-Zahl für höhere Reynolds-Zahlen und Pr = 0,025 einem
konstanten Wert von ca. 2 in Wandnähe annähert. Im Bereich der Kanal-
mitte strebt Prt gegen 0,9, und weist damit Ähnlichkeiten zu Fluiden mit
höherer Prandtl-Zahl auf. Die Untersuchungen mit Pr = 0,01 haben dieses
Verhalten in dem untersuchten Re-Bereich aufgrund der höheren molekula-
ren Wärmediffusion nicht gezeigt. Für Pr = 0,01 und Reτ = 2000 strebt Prt

gegen 1,22 in der Kanalmitte.
Aktuelle Wärmeflussmodelle, wie das in dieser Arbeit verwendete Mo-

dell von Manservisi und Menghini [28], sind nur bei vergleichsweise nied-
rigen Reynolds-Zahlen Reτ ≤ 640 und für Pr = 0,025 validiert worden. Die
Ergebnisse der oben genannten Untersuchungen zeigen jedoch eine star-
ke Abhängigkeit des turbulenten Wärmetransports von der Reynolds- und
Prandtl-Zahl, weshalb die verwendeten Modelle zunächst anhand der Daten
von Duponcheel et al. [22] validiert werden.

3.1 Plattenkanalgeometrie und gewählte
Randbedingungen

Der geometrische Aufbau des Plattenkanals ist in Abbildung 3.1 skizziert.
Dabei handelt es sich um einen Kanal mit gedachter, unendlicher Ausdeh-
nung in die Tiefenrichtung (x3). Während für das Impulsfeld die Haftbe-
dingung an der Wand gewählt wird, werden für das Temperaturfeld kon-
stante Wärmeströme vorgegeben. Die Randbedingungen der verwendeten
Turbulenzmodelle sowie der Zwei-Gleichungs-Modelle zur Berechnung der
turbulenten Wärmeströme sind in Tabelle 3.1 dargestellt. Ein- und Auslass
werden über eine periodische Randbedingung miteinander verbunden; d.h.
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x1

x2

x3
q̇

2h

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung einer zweidimensionalen Plattenströ-
mung inklusive der thermischen Randbedingungen.

Tabelle 3.1: Randbedingungen der verwendeten Turbulenzmodelle für eine ebene
Plattenströmung.

AKN MM LSY V2F SST Hellsten

k 0 0 0 0 0 0

v2 - - - 0 - -

f - - - 0 - -

ε 2ν
k

∆y2 2ν
k

∆y2 0 2ν
k

∆y2 - -

ω - - - - 60ν

0,075∆y2
60ν

0,075∆y2

θ 2 0 - - - - -

kθ - 0 - - - -

εθ 2 2α
θ 2

∆y2 - - - - -

εkθ
- 2α

kθ

∆y2 - - - -
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Wandwärmeströmen

das Strömungsfeld am Auslass wird erneut als Einlassbedingung verwen-
det. Zusammen mit der konstanten Wärmefluss-Randbedingung führt dies
zu einem stetigen Anstieg der mittleren Temperatur. Das Einführen einer zu-
sätzlichen Wärmesenke gemäß Patankar [67], welche auch von Kawamura
et al. [21, 65] und Bricteux et al. [68, 69] sowie Manservisi und Menghi-
ni [28, 59] verwendet wurde, verhindert diesen Anstieg. Hierfür wird eine
Gleichung für die transformierte Temperatur

∂ T̂
∂ t

+U j
∂ T̂
∂x j

=
∂

∂x j

(
α

∂ T̂
∂x j
−u jθ

)
− Ui

Ubρcp

dT̂
dx1

∣∣∣∣
wall

, (3.2)

mit
T = T̂ + x1

dTb

dx1
, (3.3)

anstelle von Gleichung (2.27) gelöst. Die Bulktemperatur Tb ist als Quotient
des Enthalpiestroms durch die Wärmekapazität des Fluidstroms definiert:

Tb =

∫ 2h
0 (cpTU1)dx2∫ 2h
0 (cpU1)dx2

. (3.4)

Der letzte Term der rechten Seite in Gleichung (3.2) wirkt als Senke,
die dem System exakt so viel Wärme entzieht, wie durch den aufgeprägten
Wandwärmestrom in das Fluid übergeht. Diese Vorgehensweise führt letzt-
lich dazu, dass der transformierte Temperaturgradient in Strömungsrichtung
verschwindet und sich ein konstanter Wert für T̂w einstellt. Somit entspre-
chen die Ergebnisse denen einer konstanten Wandtemperatur. Dadurch ver-
schwinden die Temperaturfluktuationen an der Wand θw = 0.

Da vor allem das wandnahe Verhalten von großer Bedeutung für die Ge-
nauigkeit der Modelle ist, werden die Ergebnisse anhand der inneren Ein-
heiten, auch Wandeinheiten genannt, uτ , Tτ sowie ν skaliert.

Die Qualität der Simulationen wird auf Basis einer Gitterkonvergenzstu-
die bei einer Reibungsreynoldszahl von Reτ = 2000 überprüft. Die Ergeb-
nisse sind in Anhang 7.4 aufgeführt. Dabei wird darauf geachtet, dass der
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3.1 Plattenkanalgeometrie und gewählte Randbedingungen

extrapolierte Fehler eext < 1% ist. Ob die verwendeten Modelle auch für
die Beschreibung ingenieurswissenschaftlicher Problemstellungen verwen-
det werden können, wird anhand des Reibungskoeffizienten c f veranschau-
licht. Hierfür werden die Simulationsergebnisse von drei ausgewählten Tur-
bulenzmodellen mit denen aus der Literatur [21, 22, 70] und der Korrelation
von Blasius [71]

c f = 0,0791/Re0,25
D (3.5)

in Abbildung 3.2 verglichen. ReD bezeichnet hierbei die Reynolds-Zahl, be-
zogen auf den hydraulischen Durchmesser Dh = 4A/L mit dem durchström-
ten Querschnitt A und dem Umfang des Strömungskanals L. Es zeigt sich,
dass die Turbulenzmodelle die Reibung in sehr guter Übereinstimmung mit
den DNS-Daten und der Korrelation vorhersagen. Für die höchste unter-
suchte Reynolds-Zahl zeigt sich eine relative Abweichung von ca 3% für
das Hellsten und das AKN-Modell und 5% für das LSY-Modell in Bezug
auf die Korrelation. Daher ergibt sich aus dem Einsatz komplexerer Turbu-
lenzmodelle keine signifikante Verbesserung für die betrachtete Strömung.

In dem folgenden Abschnitt wird von einer vollentwickelten Strömung
ausgegangen, bei der die Auftriebseffekte aufgrund der Gravitationskraft
vernachlässigt werden. Die gewählten Vereinfachungen führen dazu, dass
ausschließlich die turbulente Scherspannung u1u2 das Profil des Geschwin-
digkeitsfelds beeinflusst und daher isotrope Turbulenzmodelle mit hinrei-
chender Genauigkeit eingesetzt werden können.

Für die folgende Untersuchung werden das LSY, V2F, SST und Hellsten-
Modell mit der Korrelation von Kays zur Berechnung des Temperaturfeldes
gekoppelt. Aus Gründen der Übersichtlichkeit wird das verwendete Wärme-
modell in den entsprechenden Modellbezeichnungen nicht benannt.
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Abbildung 3.2: Vergleich des Reibungskoeffizienten c f über der Reynolds-Zahl
ReD zwischen dem LSY-, MM- und Hellsten-Modell und experi-
mentellen [71] sowie numerischen Daten [21, 22, 68].

3.2 Ergebnisse und Diskussion für eine vollentwickelte
Plattenströmung

Die Anwendbarkeit der verwendeten Modelle wird anhand von DNS- und
LES-Daten für die Reynolds-Zahlen Reτ = 395 und 2000 überprüft. Wie
erwartet können die Modelle das Geschwindigkeitsfeld in sehr guter Über-
einstimmung mit den Vergleichsdaten abbilden, wie in Abbildung 3.3 für
Reτ = 2000 zu erkennen ist. In der Kanalmitte weisen die Modelle eine ma-
ximale Abweichung von −2.3 bis +1.7% gegenüber den LES-Daten von
Duponcheel et al. [22] auf. Dabei unterschätzen jeweils das AKN- und das
SST-Modell die maximale Geschwindigkeit, während die anderen Modelle
diese leicht überschätzen.

In ingenieurstechnischen Anwendungen ist die Kenntnis des mittleren
Geschwindigkeitsprofils meist ausreichend. Daher fokussieren sich die Mo-
delle auf die korrekte Modellierung des Geschwindigkeitsfelds sowie der
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Abbildung 3.3: Vergleich der entdimensionierten Geschwindigkeitsprofile einer
ebenen Plattenströmung für Reτ = 2000. LES [22]; AKN;

LSY; SST; Hellsten; V2F.

integralen Strömungsgrößen, wie beispielsweise dem Reibungskoeffizien-
ten c f . Dieser ist über das Verhältnis der Wandschubspannung τw zum Qua-
drat der mittleren Geschwindigkeit am Einlass definiert

c f =
2τw

ρU2
b
. (3.6)

Damit das Geschwindigkeitsfeld einer ebenen Plattenströmung angemessen
wiedergegeben werden kann, ist die Modellierung der Wirbelviskosität von
Bedeutung, die in Abbildung 3.4 dargestellt ist. Es zeigt sich, dass die Mo-
delle νt ab ca. x+2 ≈ 900 überschätzen und nur das AKN-Modell den Verlauf
von νt qualitativ korrekt wiedergeben. Die anderen Modelle zeigen einen
stetigen Anstieg der Wirbelviskosität mit zunehmendem Wandabstand. In
diesem Bereich strebt der Geschwindigkeitsgradient gegen Null, wodurch
das Überschätzen von νt von untergeordneter Bedeutung für die Modellie-
rung des Geschwindigkeitsfeldes ist.

Für die Bestimmung des Temperaturfeldes ist die korrekte Vorhersa-
ge der Wirbelviskosität jedoch von großer Bedeutung, vor allem bei der
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Abbildung 3.4: Vergleich der entdimensionierten Wirbelviskositätsprofile einer
ebenen Plattenströmung für Reτ = 2000. Der graue Bereich zeigt
die Abweichung von ±10% gegenüber den Vergleichsdaten [22].

LES [22]; AKN; LSY; SST; Hellsten;
V2F.

Verwendung der Kays-Korrelation (2.40). Sie geht dort explizit in die Be-
rechnung von αt ein. Eine höhere Wirbelviskosität führt gemäß (2.40) zu
einer größeren turbulenten Wärmediffusion, was sich in einer geringer ent-
dimensionierten Temperatur widerspiegelt. Dabei ist zu beachten, dass die
richtige Modellierung von αt und somit die exakte Modellierung der tur-
bulenten Wärmeströme bei Flüssigmetallen erst ab hohen Reynolds-Zahlen
von Bedeutung ist. Aufgrund der, für Flüssigmetalle typischen niedrigen
Prandtl-Zahl, dominieren molekulare Transportmechanismen die Tempe-
raturdiffusion. Dies trifft bei Reτ = 590 zu. Dadurch begründen sich die
geringen Unterschiede des modellierten Temperaturfelds in Abbildung 3.5.
Daten von Bricteux et al. [68, 69] unterstreichen den hohen Einfluss der mo-
lekularen Wärmediffusion. Die Untersuchungen zeigen, dass für Reτ = 590
und Pr = 0,025 die turbulente und die molekulare Wärmeleitfähigkeit von
gleicher Größenordnung sind (Reτ = 590: αt = 0,8α). Für Reτ = 2000 und
Pr = 0,025 ist der Einfluss der turbulenten Wärmediffusion bereits viermal
so groß, vgl. Dunponcheel et al. [22].
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Der signifikante Einfluss der molekularen Wärmediffusion für eine Strö-
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Abbildung 3.5: Vergleich der entdimensionierten Temperaturprofile einer ebenen
Plattenströmung für Reτ = 590 mit Pr = 0,025. Der graue Bereich
zeigt die Abweichung von ±5% gegenüber den Vergleichsdaten
[68].

DNS [68]; AKN; MM; LSY; SST;
Hellsten; V2F.

mung durch einen ebenen Plattenkanal mit Reτ = 590 erklärt die geringen
Unterschiede zwischen den entdimensionierten Temperaturprofilen von we-
niger als ±5% in Abbildung 3.5. Obwohl die turbulente Wärmediffusion
Abweichungen von mehr als 10% gegenüber dem Maximalwert von Bric-
teux et al. [68] aufzeigt, vgl. Abbildung 3.6. Darüber hinaus ist zu erkennen,
dass die Korrelation nach Kays αt bis x+2 ≈ 150 deutlich unterschätzt. Die-
ses Verhalten ist der Definition der turbulenten Prandtl-Zahl geschuldet, da
Prt ∝ 1/νt und folglich lim

νt→0
Prt = ∞ gilt. Mit zunehmendem Einfluss der

turbulenten Transportvorgänge gewinnt die korrekte Modellierung von αt an
Bedeutung. Allerdings vergrößern sich die Unterschiede zwischen den LES-
Daten und den modellierten αt Werten mit zunehmender Reynolds-Zahl,
wie Abbildung 3.7 für Reτ = 2000 und Pr = 0,025 zeigt. Auffallend ist,
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Abbildung 3.6: Vergleich der entdimensionierten Wärmediffusion einer ebenen
Plattenströmung für Reτ = 590 mit Pr = 0,025. Die graue Fläche
zeigt den Fehlerbereich von ±10% gegenüber den DNS-Daten
[68] an. DNS [68]; AKN; MM; LSY; SST;

Hellsten; V2F.

dass das MM-Modell die turbulente Wärmediffusion deutlich unterschätzt,
was in einer zu hohen entdimensionierten Temperatur resultiert, vergleiche
Abbildung 3.8. Lediglich das V2F- und das Hellsten-Modell sind in der
Lage, αt bis x+2 ≈ 1000 in guter Übereinstimmung mit den LES-Daten zu
bestimmen. Für x+2 ≥ 1000 ist aufgrund des geringen Temperaturgradienten
der Temperaturtransport sehr gering und Abweichungen in der Modellie-
rung von untergeordneter Bedeutung. Dies bestätigt die gute Übereinstim-
mung der vorhergesagten Temperaturprofile mit einer Abweichung ≤ 5%
für die Modelle von LSY, V2F und Hellsten.

Für Pr = 0,01 sind die Abweichungen zwischen den modellierten Tem-
peraturfeldern (für das AKN- und das MM-Modell) und den Vergleichsda-
ten geringer als bei Pr = 0,025. Der größere Einfluss der molekularen Wär-
mediffusion gleicht Ungenauigkeiten der Modellierungsansätze aus, wie der
Vergleich der Temperaturfelder aus Abbildung 3.8 und 3.9 zeigt. Die Model-
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Abbildung 3.7: Vergleich der entdimensionierten Wärmediffusion einer ebenen
Plattenströmung für Reτ = 2000 mit Pr = 0,025. Die graue Fläche
zeigt den Fehlerbereich von ±10% gegenüber den DNS-Daten
[22] an. LES [22]; AKN; MM; LSY; SST;

Hellsten; V2F.

le mit der Kays-Korrelation zeigen für x+2 > 1000 größere Unterschiede im
Temperaturverlauf. Dies ist auf die Abweichungen im Impulsfeld und folg-
lich αt zurückzuführen. In Bezug auf die Vorhersage des Temperaturfeldes
zeigen die beiden Modelle, V2F und LSY, die beste Übereinstimmung mit
den Vergleichsdaten [22, 68].

Der Vergleich der turbulenten Prandtl-Zahlen erleichtert es, sowohl den
Reynolds-Zahl- als auch den Prandtl-Zahl-Einfluss auf die Modellierungs-
ansätze abzuschätzen und Schwachstellen, bzw. Potentiale der Modelle auf-
zudecken. Darüber hinaus ist es möglich, Bereiche, in denen die Dämp-
fungsfunktionen des AKN- und MM-Modells wirken, zu erkennen. Ab-
bildung 3.10 stellt die Prt -Verläufe für die Modelle von AKN, MM und
LSY den LES-Daten aus Duponcheel et al. [22] (Reτ = 2000) sowie den
DNS-Daten von Bricteux et al. [68, 69] (Reτ = 590) für Pr = 0,01 und
0,025 gegenüber. Wie bereits diskutiert, weist das MM-Modell eine zu ge-
ringe turbulente Wärmediffusion auf, was sich in einer Überschätzung von
Prt widerspiegelt. Anhand der Prt -Verläufe der beiden Zwei-Gleichungs-
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Abbildung 3.8: Vergleich der entdimensionierten Temperaturprofile einer ebenen
Plattenströmung für Reτ = 2000 mit Pr = 0,025. Der graue Bereich
zeigt die Abweichung von ±5% gegenüber den Vergleichsdaten
[22].

LES [22]; AKN; MM; LSY; SST;
Hellsten; V2F.

Modelle ist das Verhalten der verwendeten modellspezifischen Dämpfungs-
funktionen erkennbar und verdeutlicht den Einfluss der von Manservisi und
Menghini angenommenen Dämpfungsfunktion für den Übergangsbereich.
Die Korrelation von Kays zeigt für beide betrachteten Fälle eine gute Über-
einstimmung mit den Vergleichsdaten. Das LSY-Modell zeigt für Pr = 0,01
geringe Unterschiede ab x+2 > 100.

Eine Analyse der Modellgleichungen des AKN- und MM-Modells of-
fenbart das unterschiedliche Modellverhalten. In Wandnähe zeigt das MM-
Modell für Prt ein angepasstes und von Pr abhängiges Verhalten. Jedoch
wird der Bereich x+2 < 100 durch molekulare Diffusionsvorgänge domi-
niert, weshalb die Modellierung dieses Bereichs einen vernachlässigba-
ren Einfluss auf das Temperaturfeld besitzt. Für den Bereich außerhalb
der Grenzschicht haben Manservisi und Menghini eine weitere Zeitska-
la eingeführt. Gemäß dieser dritten Zeitskala wird bei ausreichend hohen
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Abbildung 3.9: Vergleich der entdimensionierten Temperaturprofile einer ebe-
nen Plattenströmung für Reτ = 2000 mit Pr = 0,01. Der graue
Bereich zeigt die Abweichung von ±5% gegenüber den Ver-
gleichsdaten [22]. DNS [68, 69]; LES [22]; AKN;

MM; LSY; SST; Hellsten; V2F.
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Abbildung 3.10: Vergleich von Prt für Reτ = 2000 mit Pr = 0,025 (links) und
Pr = 0,01 (rechts). DNS [68, 69]; LES [22]; AKN;

MM; LSY
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Reynolds-Zahlen αt = νt/0,9 gelten. Die für den Übergangsbereich einge-
führte Dämpfungsfunktion weist jedoch eine zu starke Abhängigkeit von
der Reynolds-Zahl auf und dämpft αt bis x+2 ≈ 300 zu stark. Dieses Verhal-
ten zeigt sich deutlich in den Prt -Profilen in Abbildung 3.10.

Wie bereits in Kapitel 1 erwähnt, sind Flüssigmetalle als Kühlmedien für
thermisch stark belastete Oberflächen interessant. Für eine schnelle Voraus-
legung größerer Anlagen ist die globale Wärmeübertragung von Interesse
und weniger die exakte Temperaturverteilung innerhalb des Fluidbereichs.
Hierfür eignet sich die Nusselt-Zahl die als ein Maß für den Wärmetrans-
fer in das Fluid angesehen werden kann. Durch die Kenntnis der Rand-
bedingungen (beispielsweise: Reynolds- und Prandtl-Zahl) kann die über-
tragbare Wärme oder die zu erwartende mittlere Temperaturerhöhung im
Fluid berechnet werden. Daher ist sie einer der wichtigsten Parameter bei
der Gestaltung von Wärmetauschern. Die Nusselt-Zahl wird für eine ebene
Plattenströmung gemäß (2.13) durch

Nu =
q̇Dh

λ (Tw−Tb)
(3.7)

berechnet. Als charakteristische Längenskala wird der hydraulische Durch-
messer Dh = 2δ verwendet. Tb ist die massenstromgemittelte Temperatur
und ist über

Tb =
1

Ubh

∫ h

0
TU2 dx2 , (3.8)

mit der mittleren Geschwindigkeit Ub definiert. Die berechneten Nusselt-
Zahlen aus den durchgeführten Simulationen werden mit DNS-Daten [21]
und LES-Daten [22] in Tabelle 3.2 verglichen. Abbildung 3.11 zeigt ei-
nen Vergleich der untersuchten Turbulenzmodelle mit diesen Daten und den
Korrelationen von Lubarsky und Kaufmann [72]

Nu = 0,625Pe0,4 und (3.9)
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Skupinski et al. [73]

Nu = 4,82+0,0185Pe0,827 mit Pr = PrReb. (3.10)

Während Skupinski et al. [73] ihre Korrelation mit experimentellen Daten
von flüssigem Natrium-Kalium für Pr = 0,0142− 0,0166 kalibrieren, ver-
wenden Lubarsky und Kaufmann [72] Ergebnisse von 20 unterschiedlichen
Veröffentlichungen um ihre Korrelation zu validieren.

Der Vergleich der Nusselt-Zahlen in Abbildung 3.11 für Pr = 0,025

Tabelle 3.2: Berechnete Nusselt-Zahlen für die vollentwickelte Plattenströmung bei
konstanten Wandwärmeströmen bei den durchgeführten Simulationen.

Simultionsdetails

Ret 395 590 590 640 1020 2000 2000

Reb 14000 22000 22000 24400 41400 87000 87000

Pr 0,025 0,01 0,025 0,025 0,025 0,01 0,025

Pe 353 220 550 610 1036 870 2175

Nusselt-Zahlen

DNS 6,60 5,88 7,59 7,89 - - -

LES - 6,02 8,03 8,36 - 8,44 14,39

MM 6,60 5,89 7,44 - 9,19 8,06 12,77

AKN 6,14 5,72 7,68 - 10,83 9,50 16,77

LSY 6,44 5,84 7,34 - 9,86 8,83 14,65

V2F - 5,87 7,42 - 9,20 8,68 14,44

SST - 6,06 7,84 - - 9,36 15,39

Hellsten 6,67 6,03 7,81 - 9,82 8,77 14,26

zeigt eine sehr gute Übereinstimmung von ±3% zwischen den RANS-
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Abbildung 3.11: Vergleich der berechneten Nusselt-Zahlen mit den Literaturdaten
aus Tabelle 3.2 sowie den Korrelationen von Lubarsky und Kauf-
mann [72] und Skupinski et al. [73] für Pr = 0,025.

Modellen und den DNS/LES-Daten für Pe < 700. Dies ist mit dem ho-
hen Einfluss der molekularen Temperaturleitfähigkeit zu begründen. Mit
zunehmender Reynolds-Zahl nimmt der Einfluss der turbulenten Wärme-
ströme am gesamten Wärmetransport zu. Während die Modelle in Verbin-
dung mit der Kays-Korrelation geringe Abweichungen von den DNS- und
LES-Vergleichsdaten aufzeigen, ist eine deutliche Abweichung der Zwei-
Gleichungs-Modelle zu erkennen. Die niedrigen Nusselt-Zahlen des MM-
Modells ergeben sich aus der höheren turbulenten Prandtl-Zahl und den da-
mit verbundenen geringeren turbulenten Wärmeströmen. Durch die geringe-
re turbulente Vermischung wird weniger Energie von der Wand in Richtung
der Kanalmitte transportiert. Dadurch erwärmen sich die Wände stärker und
die Temperaturdifferenz wächst an. Die gleichen Mechanismen erklären die
zu hohe Nusselt-Zahl des AKN-Modells, welches den turbulenten Wärme-
transport sowohl im wandnahen Bereich als auch im Bereich der Kanalmitte
überschätzt. Die Korrelation von Kays zeigt für den gesamten Bereich eine
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gute Übereinstimmung mit den Vergleichsdaten. Lediglich in der Kombina-
tion mit dem SST-Modell weicht die berechnete Nusselt-Zahl um mehr als
5% von den LES-Daten ab. Angesichts der guten Berechnung, des thermi-
schen Felds sowie der Nusselt-Zahl erweist sich die Korrelation nach Kays
als zuverlässiges Modell zur Simulation von Flüssigmetallen. Zu beachten
ist, dass die Korrelationen von Lubarsky und Kaufmann [72] sowie Skupin-
ski et al. [73] auf experimentellen Untersuchungen beruhen und u.a. von der
Reinheit der verwendeten Fluide abhängig sind. Zum anderen können mög-
liche Unsicherheiten bei der Temperaturmessung zu Unterschieden in Nu

führen. Darüber hinaus hat die Art der thermischen Randbedingungen einen
Einfluss auf die berechnete Nusselt-Zahl. Gemäß Straub et al. [74] führt
bei einer vollentwickelten Rohrströmung eine konstanten Wandtemperatur
zu einer um 20% verringerten Nusselt-Zahl verglichen zu einer konstanten
Wandwärmestromrandbedingung.

Tabelle 3.3: Prozentuale Abweichungen der verwendeten Modelle in Bezug auf die
maximale Temperatur in der Kanalmitte und die Nusselt-Zahl.

Tmax Nu

Reτ 590 2000 590 2000

Pr 0,025 0,01 0,025 0,01 0,025 0,01 0,025

MM 4,5 7,2 14,7 0,2 -2,0 -4,5 -11,3

AKN -1,4 -11,1 -11,7 -2,7 1,2 12,6 16,5

LSY -1,5 -7,6 -8,1 -0,7 -3,3 4,6 1,8

V2F -1,0 -5,2 -2,5 -0,2 -2,2 2,8 0,3

SST -4,9 -14,5 -11,7 3,2 3,3 10,9 6,9

Hellsten 1,4 -7,5 -3,6 2,6 2,9 3,9 -0,9
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3 Ebene, turbulente und vollentwickelten Plattenströmung mit aufgeprägten

Wandwärmeströmen

3.3 Fazit der ebenen Plattenströmung

Die Untersuchung der ebenen Plattenströmung zeigt, dass für niedrige
Reynolds-Zahlen, Reτ ≈ 590, die vorhergesagten Temperaturprofile sehr gut
mit den Vergleichsdaten übereinstimmen. Dies ist unabhängig von dem ge-
wählten Wärmetransportmodell. Begründet ist dies vor allem mit der hohen
molekularen Wärmediffusion. Dadurch ist der Temperaturtransport haupt-
sächlich durch molekulare Transportvorgänge dominiert. Mit steigendem
Einfluss der turbulenten Wärmeflüsse am Gesamtwärmetransport vergrö-
ßern sich die Unterschiede zwischen den verwendeten turbulenten Wär-
mestrommodellen. Die Modellkombinationen, welche die Korrelation von
Kays [24] zur Berechnung der turbulenten Wärmeströme verwenden, zei-
gen die beste Übereinstimmung mit den Literaturdaten von Duponcheel et

al. [22] in Bezug auf das vorhergesagte Temperaturfeld. Die geringsten Ab-
weichungen zeigte das V2F-Modell mit einer Abweichung von ≈ 5% bei
Pr = 0,01 und ≈ 2% bei Pr = 0,025 und Reτ = 2000.

Der Vergleich der berechneten Nusselt-Zahlen mit DNS und LES-Daten
[22, 65, 68, 69] zeigt ebenfalls eine sehr gute Übereinstimmung für den
niedrigen Péclet-Zahl Bereich, Pe≤ 700. Für Pe= 2175 zeigen nur noch die
Modellkombinationen, welche die Korrelation von Kays verwenden, eine
gute Übereinstimmung mit den LES-Daten von Duponcheel et al. [22]. Da-
bei ist die Abweichung geringer als−7%. Basierend auf der durchgeführten
Untersuchung zeigt das V2F-Modell in Kombination mit der Korrelation
von Kays die beste Übereinstimmung mit den Vergleichsdaten. Vor allem
bei der Berechnung des Temperaturprofils und der Nusselt-Zahl zeigen sich
die geringsten Unterschiede, wie in Tabelle 3.3 zusammengefasst ist. Das
LSY-Modell weist leicht höhere Abweichungen gegenüber den DNS/LES-
Daten auf, besticht allerdings durch einen geringeren Rechenaufwand und
eine geringere Komplexität des Turbulenzmodells.

Eine vollentwickelte Strömung ist nur sehr selten in technischen Anla-
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3.3 Fazit der ebenen Plattenströmung

gen anzutreffen. Daher ist eine abschließende Bewertung der Modelle man-
gels technischer Relevanz nicht möglich. Die betrachteten Turbulenzmodel-
le müssen auch für die Beschreibung komplexer Strömungen zuverlässig
anwendbar sein. Dies wird im folgenden Kapitel anhand einer turbulenten
Strömung über eine zurückspringende Stufe überprüft. Dabei löst sich die
Strömung an einem definierten Punkt von der Wand ab und es kommt zu ei-
nem Gebiet mit Rückströmung. Dieses Strömungsphänomen kann von Tur-
bulenzmodellen nicht exakt abgebildet werden, wie die Untersuchung von
Klein et al. [38] zeigt. Zudem ändern sich im Vergleich zu vollentwickel-
ten Strömungen die Wärmeübergangsmechanismen. Daraus ergeben sich
zusätzliche Herausforderungen für die Modellierung der turbulenten Wär-
meströme.
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4 Turbulente, zwangskonvektive
Flüssigmetallströmung bei unstetiger
Kanalquerschnittsänderung

In vielen Anwendungen, wie zum Beispiel bei den Ein- und Ausläu-
fen von Wärmespeicherbehältern, Wärmetauscherbündeln oder auch ther-
misch hoch belasteter Oberflächen, wie sie in CSP-Anlagen vorzufinden
sind, spielt die Strömungsablösung aufgrund von diskontinuierlichen Geo-
metrieänderungen eine wichtige Rolle. Dieses Strömungsverhalten wird an
einer generischen Testgeometrie eines Kanals mit zurückspringender Stufe
(BFS) seit vielen Jahrzehnten analytisch, experimentell und numerisch un-
tersucht. Eine schematische Darstellung findet sich in Abbildung 4.1.

Wiederanlegepunkt xr

H

Rezirkulationsgebiet
neue Grenzschicht

Ablösepunkt mit anschließender Scherschicht

Eckenwirbel

teilende Stromlinie
y

x
z 0

0

D

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung der zeitlich gemittelten turbulenten Strö-
mung über eine zurückspringende Stufe unter Vernachlässigung der
Auftriebskräfte.

Die sich ausbildende Strömungsstruktur ist komplex, obgleich es sich
hierbei um einen geometrisch einfachen Aufbau handelt. Das Fluid strömt
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von links kommend über die Stufe, an welcher es ablöst und sich eine Scher-
schicht ausbildet. Aufgrund der Scherung wird das ruhende Fluid hinter
der Stufe mitgerissen. Dadurch bildet sich der primäre Rezirkulationswir-
bel aus. Direkt stromab der Stufe bildet sich ein Eckenwirbel, der sich ent-
gegen dem Uhrzeigersinn dreht. Durch den in Strömungsrichtung steigen-
den Druck wird das Fluid stromab der Stufe in Richtung der eingerückten
Wand umgelenkt, auf die es am Wiederanlegepunkt auftrifft. Diese Phäno-
mene bereiten der Turbulenzmodellierung Probleme, wie Eaton [75] in sei-
nem Literaturreview feststellt. Der stromabwärts des Wiederanlegepunktes
liegende Bereich wird als Erholungsbereich bezeichnet, da sich eine Grenz-
schicht ausbildet und die Strömung dem Zustand einer ausgebildeten Ka-
nalströmung zustrebt.

Schon bei niedrigen Reynolds-Zahlen (ReH = 100) bildet sich eine in-
stationäre, dreidimensionale Strömung aus [76, 77, 78]. Zusätzlich zu dem
primären Wirbel bilden sich weitere Ablösegebiete an den Seitenwänden aus
[76, 79, 78, 80]. Mit steigender Reynolds-Zahl breiten sich diese Ablösege-
biete über die gesamte Kanalbreite aus und wachsen in Strömungsrichtung
an. Mit Einsetzen der Transition verschieben sich die Wirbel in Richtung
der Stufe, bis sie bei ReH ≈ 2500 kollabieren und sich eine im zeitlichen
Mittel zweidimensionale Strömung einstellt.

Die Veränderungen der Strömungsstrukturen in Abhängigkeit von der
Reynolds-Zahl haben Armaly et al. [76] für den gesamten Bereich von la-
minaren bis hin zu turbulenten Strömungen experimentell und numerisch
untersucht (32 ≤ ReH ≤ 3843) und mit einem Expansionsverhältnis von
ER = D/(D−H) = 2,06. Dabei haben sie die Geschwindigkeitsprofile und
den Verlauf des Wiederanlegepunktes xr für die jeweiligen Strukturen doku-
mentiert. Armaly et al. konnten zeigen, dass xr für laminare Strömungen mit
steigender Reynolds-Zahl linear zunimmt und dieses Verhalten auf den hö-
heren Impuls der Strömung zurückgeführt. Mit dem Einsetzten der Transiti-
on und den zusätzlichen turbulenten Scherspannungen ist ein Rückgang von
xr zu beobachten. Der turbulente Bereich ist durch eine konstante Wieder-
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anlegelänge gekennzeichnet, die von dem Expansionsverhältnis abhängig
ist. Jedoch fehlen bei Armaly et al. [76] die Angaben zu dem Zustand und
der Dicke der ablösenden Grenzschicht, wodurch die Daten nicht in Ver-
bindung mit den Ergebnissen anderer Forschungsgruppen gesetzt werden
können. Bei einer Einlauflänge von 38 Kanalhöhen stellt sich kein vollent-
wickelter Strömungszustand am Ablösepunkt ein, wodurch die Ergebnisse
nicht mit denen von Eaton und Johnston [75] zu vergleichen sind. In dieser
Veröffentlichung wird ein Anstieg der Wiederanlegelänge für den Übergang
von einer laminaren zu einer transitionellen Grenzschicht beschrieben.

Für turbulente Strömungen über eine zurückspringende Stufe gibt es sehr
viele experimentelle Untersuchungen, die unter anderem in den Arbeiten
von Eaton und Johnston [75], Adams und Johnston [81] und Nadge und Go-
vardhan [82] zusammengefasst sind.

Gemäß Eaton und Johnston [75] ist die Wiederanlegelänge der wich-
tigste abhängige Parameter, der das Strömungsfeld charakterisiert. Anhand
ihrer Literaturzusammenfassung haben sie die folgenden unabhängigen Pa-
rameter identifiziert, von denen xr abhängig ist:

(1) das Seitenverhältnis AR = z/H (mit der Kanalbreite z),

(2) der Grenzschichtzustand (laminar/turbulent) am Ablösepunkt,

(3) die Grenzschichtdicke am Ablösepunkt δ/H,

(4) der Turbulenzgrad der Strömung,

(5) das Expansionsverhältnis ER = D/(D−H),

(6) der Reynolds-Zahl ReH .

Im Folgenden wird auf experimentelle Arbeiten eingegangen, welche
die Einflussfaktoren systematisch untersuchen. Somit soll dem Leser ein
Überblick über die Bedeutung der einzelnen Faktoren gegeben und zum
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generellen Verständnis der Strömung beitragen werden. Da Turbulenzmo-
delle bisher lediglich anhand einer oder weniger Strömungen über einen
BFS validiert wurden, ermöglicht die Zusammenfassung in Verbindung mit
den eigenen Ergebnissen eine Abschätzung des Gültigkeitsbereiches für das
jeweilige Turbulenzmodell.

In ihrer Arbeit haben De Brederode und Bradshaw [83] gezeigt, dass der
Einfluss der Seitenwände auf die mittlere Strömung ab einem Seitenverhält-
nis von AR ≥ 10 vernachlässigbar ist und die Strömung in der Kanalmitte
(z = Z/2) für ReH ≥ 2500 als zweidimensional angesehen werden kann.

Adams und Johnston [81] haben eine detaillierte Untersuchung zu einer
turbulenten Strömung über eine zurückspringende Stufe für den Reynolds-
Zahl-Bereich von 8 · 103 < ReH < 4 · 104 mit ER = 1,25 durchgeführt, um
die großen Unterschiede in den bestehenden experimentellen Daten zu er-
klären. Hierfür variierten sie die Grenzschichtdicke am Ablösepunkt von
0 < δ/H < 2 durch eine Grenzschichtabsaugung direkt vor dem Separati-
onspunkt. In ihren Untersuchungen konnten sie weder im laminaren noch
im transitionellen bzw. turbulenten Bereich einen signifikanten Einfluss der
Grenzschichtdicke auf die Wiederanlegelänge finden. Jedoch zeigen die Un-
tersuchungen einen starken Einfluss des Grenzschichtzustandes auf xr. Ent-
gegen der Ergebnisse von Armaly et al. [76] stellt sich für eine turbulente
Grenzschicht die längste Wiederanlegelänge ein. Es ist jedoch hervorzuhe-
ben, dass Adams und Johnston [81] die Untersuchung bei einer konstanten
Reynolds-Zahl durchgeführt haben und die Eigenschaften der Grenzschicht
durch die Absaugung beeinflusst werden. Adams und Johnston [81] schluss-
folgern, dass die kürzeren Wiederanlegelängen der laminaren Grenzschicht
auf eine erhöhte Mitnahme der Scherschicht zurückzuführen ist. Der Ein-
fluss der Grenzschichtdicke (δ/H = 0,06−0,4) auf die Wiederanlegelänge
wurde von Westphal und Johnston [84] bei einer konstanten Reynolds-Zahl
von ReH = 4,2 ·104 bei ER = 1,66 untersucht. Im Gegensatz zu Adams und
Johnston [81] haben Westphal und Johnston [84] die Grenzschichtdicke
über eine Variation der Einlauflänge angepasst und damit die Eigenschaften
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der Grenzschicht nicht verändert. Dabei haben sie eine Zunahme der Wie-
deranlegelänge mit wachsender Grenzschichtdicke festgestellt.

Der Einfluss des Turbulenzgrades stromaufwärts der Stufe auf die Wie-
deranlegelänge wird in der Zusammenfassung von Eaton und Johnston [75]
herausgearbeitet sowie von Isomoto und Honami [85] systematisch analy-
siert. Dabei haben beide Untersuchungen übereinstimmend eine Verringe-
rung der Wiederanlegelänge mit zunehmendem Turbulenzgrad festgestellt.
Isomoto und Honami schreiben dies der steigenden turbulenten Intensität
innerhalb der Scherschicht zu.

Eine der ersten Untersuchungen des Einflusses des Expansionsverhält-
nisses auf die Wiederanlegelänge ist von Kuehn [86] durchgeführt worden.
Abgesehen von der Streuung der Ergebnisse ist für ER ≤ 1,7 ein linearer
Zusammenhang zwischen ER und xr erkennbar. Aufbauend auf den Unter-
suchungen von Kuehn [86] haben Nadge und Govardhan [82] experimentel-
le Untersuchungen an einem Windkanal durchgeführt, um den Einfluss der
Reynolds-Zahl und des Expansionsverhältnisses auf die Wiederanlegelänge
systematisch zu untersuchen. Hierfür haben sie ein Windkanalexperiment
durchgeführt, bei dem die Strömung innerhalb der Beruhigungskammer mit
Strömungsgittern gleichgerichtet wird. Anschließend folgt eine Kontraktion
des Strömungskanals, wodurch ein Blockprofil am Beginn der Messstrecke
anliegt. Nach einer Einlauflänge von drei Kanalhöhen erreicht die Strö-
mung die plötzliche Querschnittserweiterung. Bevor die Strömung an dem
Separationspunkt ablöst, wird das Strömungsprofil sowie die Grenzschicht-
dicke gemessen und der Formfaktor 1 berechnet. In ihren Untersuchungen
haben Nadge und Govardhan gezeigt, dass sich für ReH ≥ 2 ·104 eine kon-
stante Wiederanlegelänge für das jeweilige Expansionsverhältnis einstellt.
Darüber hinaus konnten sie die lineare Korrelation zwischen der Wieder-

1 Der Formfaktor H12 dient der Beschreibung des Grenzschichtzustandes. Dieser wird als Quo-
tient aus der Verdrängungsdicke zu der Impulsverlustdicke angegeben. In Bezug auf eine ebene
Plattenströmung ergibt sich für eine laminare Grenzschicht ohne Druckgradient H12 = 2,59.
Für eine turbulente Grenzschicht sinkt dieser auf H12 = 1,28 ab.
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anlegelänge und dem Expansionsverhältnis von Kuehn [86] bis ER ≤ 1,5
bestätigen. Für Expansionsverhältnisse größer zwei haben Nadge und Go-
vardhan gezeigt, dass die entdimensionierte Wiederanlegelänge xr/H gegen
einen Grenzwert von xr/H ≈ 9,5 strebt. Anhand detaillierter Untersuchun-
gen der Isolinien der Strömungs- und Turbulenzfelder haben sie zusätzlich
herausgefunden, dass sich erst ab ReH ≥ 3,6 · 104 eine von der Reynolds-
Zahl unabhängige Struktur ausbildet. Für die geringeren Reynolds-Zahlen
vermuten Nadge und Govardhan, dass die ablösende, laminare Grenzschicht
mit einem Formfaktor von H12 = 2,14 für die Unterschiede der Isolinien
verantwortlich ist. Darüber hinaus haben sie festgestellt, dass bei der ent-
dimensionierten Betrachtung des Strömungsfeldes mit x2/H und x/xr die
„teilende Stromlinie“ und auch der Mittelpunkt der Rezirkulationszone für
den betrachteten Bereich von 1,3≤ ER≤ 2,5 nahezu identisch sind.

Zusammenfassend bedeutet dies, dass es für hohe Reynolds-Zahlen
Re≥ 3,6 ·104 eine Struktur des Rezirkulationswirbels gibt, die sowohl von
ReH , als auch von ER unabhängig ist. Jovic und Driver [87] haben den
Reibungsbeiwert für ReH = 5000 bis 37500 untersucht. Dabei haben sie
herausgefunden, dass in der Rezirkulationszone für den Reibungsbeiwert
c f ,min ∼ Re−

1
2 gilt, was für eine viskositätsdominierte Strömung innerhalb

des Wirbels spricht.
Die sehr unterschiedlichen Erkenntnisse, speziell hinsichtlich des Ein-

flusses der Grenzschichtdicke, zeigen, dass experimentelle Untersuchun-
gen sehr komplex und stark abhängig von den gewählten Randbedingungen
sind. Detaillierte numerische Untersuchungen können dabei helfen, Abhän-
gigkeiten der Strömungsstruktur von den verschiedenen Einflussparametern
separiert zu betrachten. Jedoch sind aufgrund des hohen numerischen Auf-
wandes für die Simulation einer BFS Geometrie numerische Untersuchun-
gen einer turbulenten Strömung noch immer selten. Die erste turbulente
DNS wurde von Le et al. [88] für ReH = 5100 mit ER = 1,2 durchgeführt.
Ähnlich zu anderen numerischen Untersuchungen haben Barri et al. [89]
und Kopera [90] Daten für die Turbulenzmodellierung erzeugt und veröf-
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fentlicht. Barri et al. [89] und Kopera [90] haben die turbulente Strömung
über einen BFS bei ReH = 5600 und 9000 untersucht, also einem Bereich,
in dem xr = f (ReH) gilt, wie die unterschiedlichen Wiederanlegelängen
zeigen. Der Vorteil dieser Untersuchungen ist, dass sie eine vollentwickelte
Kanalströmung als Einlassbedingung haben. Diese sind für RANS-Modelle
einfach zu reproduzieren.

Weniger experimentelle und numerische Untersuchungen wurden im Be-
reich der Wärmeübertragung durchgeführt. Eaton und Johnston [75] sowie
Vogel und Eaton [91, 92] haben die Ähnlichkeit des Impulsfeldes und des
Temperaturfeldes für eine turbulente Strömung über einen BFS in Luft mit
Pr = 0,71 untersucht. Diese Untersuchungen zeigen, dass für diese Art
von Strömung keine Ähnlichkeit der beiden Felder vorliegt und daher die
Reynoldsanalogie nicht gilt. Dabei haben sie eine gute Übereinstimmung
zwischen dem Wärmeübergangskoeffizienten in Form der Nusselt-Zahl und
den Fluktuationen des Widerstandsbeiwertes entlang der beheizten Fläche
gefunden. Avancha und Pletcher [93] haben anhand von LES die experi-
mentellen Ergebnisse bestätigt.

Darüber hinaus haben Vogel und Eaton [91] sowie Avancha und Pletcher
[93] den höchsten Wärmeübergang ca. 0,6H stromaufwärts des Wiederan-
legepunktes lokalisiert. Sie begründen dies mit dem Auftreten der höchs-
ten turbulenten Intensität, die in diesem Bereich gemessen wurde. Dabei
ist anzumerken, dass in ihren Untersuchungen nur die Geschwindigkeits-
schwankungen in Strömungsrichtung gemessen wurden (u1u1) und nicht
alle Komponenten des Reynolds-Spannungstensors. Innerhalb der Rezirku-
lationszone bildet sich eine thermische Grenzschicht, die sich vom Wieder-
anlegepunkt aus in Strömungsrichtung aufbaut und die starke Veränderung
des Wärmeübergangskoeffizienten hervorruft. Labbé et al. [94] haben mit
Hilfe von LES eine turbulente Luftströmung über eine zurückspringende
Stufe bei ReH = 7432 und ER = 1,1 untersucht. Dabei stimmt die Position
von Numax mit c f = 0 überein und steht somit im Widerspruch zu den Er-
gebnissen von Vogel und Eaton [91, 92] und Avancha und Pletcher [93], die
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die Position des höchsten Wärmeübergangs stromaufwärts des Wiederanle-
gepunktes lokalisiert haben.

Keating et al. [95] nutzten LES um die Stelle des höchsten Wärmeüber-
gangs zu untersuchen. Dabei bestätigen sie die Ergebnisse von [92, 93], die
den Ort des maximalen Wärmeübergangs stromaufwärts des Wiederanle-
gepunktes gefunden haben. Keating et al. schlussfolgern, dass Wirbel mit
kaltem Fluid aus der Scherschicht durch Konvektion zur Wand transportiert
werden und am Wiederanlegepunkt auf die beheizte Wand treffen. Dies ist
auch daran zu erkennen, dass der Verlauf der Nusselt-Zahl sehr gut mit den
Fluktuationen der Wandschubspannung übereinstimmen [91, 95]. Vogel und
Eaton [92] haben für eine Luftströmung mit Pr = 0,71 gezeigt, dass inner-
halb des Rezirkulationsgebietes die Hauptströmung für den Wärmetransport
verantwortlich ist und die turbulenten Wärmeströme vernachlässigbar sind.
Erst am Wiederanlegepunkt und weiter stromabwärts, wächst ihr Einfluss
auf die Wärmeleitung zusammen mit der sich ausbildenden Grenzschicht.

In der vorliegenden Arbeit wird von einer vollentwickelten, zweidimen-
sionalen Strömung am Ablösepunkt ausgegangen. Somit ist das Strömungs-
feld nach Eaton und Johnston [75] nur noch von ER und ReH abhängig.

4.1 Beschreibung des Simulationsaufbaus

Untersucht wird eine voll-turbulente Strömung über eine zurückspringen-
de Stufe bei Zwangskonvektion, wie sie in Abbildung 4.2 dargestellt ist. Die
eingerückte Wand wird durch eine konstante Wärmestromrandbedingung
beheizt, alle anderen Wände werden als adiabat angesehen. Die beheizte
Länge Lh entspricht 20H. In Tabelle 4.1 werden die verschiedenen Simu-
lationsfälle aufgeführt, zusammen mit den jeweiligen Reynolds-Zahlen, der
Grenzschichtdicke δ am Ablösepunkt und dem jeweiligen Expansionsver-
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Abbildung 4.2: Abbildung der untersuchten Strömungsgeometrie sowie der ver-
wendeten Geometriegrößen und der Randbedingungen. (Die Abbil-
dung ist nicht maßstabsgetreu.)

Tabelle 4.1: Strömungs- und Geometrieparameter der Simulationen für die unsteti-
ge Kanalexpansion und Quellen der numerischen Vergleichsdaten.

Simulationsfall 1 2 3 4

ReH 5000 10000 20000 40000

ER 1,5 2 2 2

δ/H 1 0,5 0,5 0,5

DNS/LES [96, SNM+15] [96, 97] [96] [96]

hältnis ER. Die Reynolds-Zahl wird mit der mittleren Strömungsgeschwin-
digkeit am Einlass und der Stufenhöhe gebildet:

ReH =
UbH

ν
.

Der Einlass ist vier Stufenhöhen stromaufwärts der Stufe positioniert.
Als Einlassbedingung wird in jeder Iteration das Strömungsfeld der
Position x1 = −2H verwendet. Somit stellt sich im Laufe der Simulation
das Profil einer vollentwickelten Kanalströmung ein. Für das AKN- und
das MM-Modell werden θ 2 und εθ 2 bzw. kθ und εkθ

mit 10−10 initialisiert.
Am Auslass wird ein Referenzdruck von 0Pa vorgegeben. Für alle anderen
Größen wird eine Neumann-Randbedingung verwendet, wobei für den Gra-
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dienten normal zum Ausströmrand ∂ (·)
∂x1

= 0 gilt. In x3-Richtung wird eine
gegenüber der Kanalhöhe sehr viel größere Ausdehnung angenommen, was
eine zweidimensionale Berechnung des Problems ermöglicht. Die Rand-
bedingungen der verwendeten Turbulenzmodelle für den Heizer und die
adiabaten Wände sind in Tabelle 4.2 zusammengefasst.

Da es sich um eine vollentwickelte Strömung handelt, erstreckt sich die
Grenzschichtdicke der Zuströmung immer über die halbe Kanalhöhe vor
dem Ablösepunkt. Zusätzlich werden die Referenzen zu den numerischen
Vergleichsdaten von Niemann und Fröhlich [96, 97] angegeben, auf die
sich im Folgenden alle Vergleiche beziehen. Die DNS und LES wurden im
Rahmen des LIMTECH Projektes durchgeführt. Daher stehen die Rohda-
ten dieser Arbeit zur Verfügung und die Vergleiche können über die bisher
publizierten Daten hinaus getätigt werden.

Tabelle 4.2: Randbedingungen der verwendeten Turbulenzmodelle für die turbulen-
te Strömung über einen BFS.

MM LSY V2F SST Hellsten

k 0 0 0 0 0

v2 - - 0 - -

f - - 0 - -

ε 2νk/∆y2 0 2νk/∆y2 - -

ω - - - 10 6ν

0,075∆y2 10 6ν

0,075∆y2

kθ 0 - - - -

εkθ
2αkθ/∆y2 - - - -
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4.2 Untersuchung des Strömungsfeldes

In dem kommenden Abschnitt wird eine turbulente Strömung über eine
zurückspringende Stufe bei ReH = 5000 analysiert und die Vor- und Nach-
teile der einzelnen Turbulenzmodelle diskutiert. Im Anschluss daran wird
der Einfluss der Stufenhöhe sowie der Reynolds-Zahl auf das Strömungs-
feld betrachtet. Der letzte Abschnitt dieses Kapitels beschäftigt sich mit dem
Einfluss der unterschiedlichen Turbulenz- und Wärmestrommodelle auf die
Berechnung des Temperaturfeldes.

Reibungsbeiwert

Der Verlauf des Reibungsbeiwertes c f entlang der eingerückten Wand
bildet ein wichtiges Kriterium zur Beurteilung der Güte eines Turbulenzmo-
dells. Der Verlauf des Reibungsbeiwertes zeigt an, ob ein Modell den Ecken-
wirbel und die Rezirkulationszone abbilden und die turbulenten Transport-
vorgänge erfassen kann. In Abbildung 4.3 sind die berechneten Reibungs-
beiwerte mit den Vergleichsdaten von Niemann und Fröhlich [98] als Funk-
tion von x1/H abgebildet. Die dünne Linie zeigt c f = 0 und erleichtert die
Identifikation der jeweiligen Wiederanlegelänge, die in Tabelle 4.3 für alle
modellbasierten Simulationen sowie die DNS-Daten zusammengefasst ist.

Der Vergleich der Wiederanlegelängen in Tablle 4.3 zeigt eine deutliche
Unter- bzw. Überschätzung im Vergleich zu den DNS-Daten. Das AKN-
Modell zeigt die geringste Wiederanlegelänge mit einer Unterschätzung von

Tabelle 4.3: Vergleich der berechneten Wiederanlegelängen xr/H mit den Literatur-
daten [96] für ReH = 5000 und ER = 1,5.

DNS LSY AKN V2F SST Hellsten

xr/H 7,0 7,4 6,4 8,3 7,8 8,0
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Abbildung 4.3: Vergleich des Reibungsbeiwertes nach der Strömungsablösung
entlang der eingerückten Wand für ReH = 5000 und ER = 1,5.

LSY; AKN; V2F; SST; Hellsten;
DNS.

fast 10%. Die nicht linearen Modelle sowie das SST-Modell überschätzen
diese mit bis zu 20%, in Folge einer Unterschätzung der turbulenten Durch-
mischung innerhalb der Scherschicht stromab des Ablösepunktes.

Bezüglich der Strömungsstruktur zeigen sich deutliche Unterschiede, wie
in Abbildung 4.3 zu erkennen ist. Es zeigt sich, dass das LSY-Modell so-
wie das SST-Modell die Ausdehnung des Eckenwirbels ins Strömungsrich-
tung abbilden können, während die anderen Modelle diesen deutlich un-
terschätzen. Unterschiede zeigen sich auch bei der Position des minimalen
Reibungsbeiwertes c f ,min, die in Tabelle 4.4 aufgeführt sind. Die größten
Abweichungen zeigen das Hellsten-Modell mit−25% und das LSY-Modell
mit +16% gegenüber den DNS-Daten [96]. Für den Bereich stromabwärts
des Wiederanlegepunktes zeigen alle Modelle ein beschränktes Verhalten
des Widerstandsbeiwertes. Lediglich das AKN- und das SST-Modell über-
bzw. unterschätzen diesen um ±15%, was auf eine zu hohe bzw. zu geringe
Turbulenz in Wandnähe schließen lässt. Die anderen Modelle zeigen eine
weitgehend gute Übereinstimmung mit den DNS-Daten. Der Unterschied
zwischen dem LSY- und dem AKN-Modell bezüglich des Reibungsbeiwer-
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Tabelle 4.4: Vergleich von Position (x/H) und Größe des minimalen Reibungsbei-
wertes mit den Literaturdaten [96] für ReH = 5000 und ER = 1,5.

DNS LSY AKN V2F SST Hellsten

x1/H 3,6 4,4 3,3 4,3 4,2 4,6

c f ,min -3,5 -4,5 -4,2 -4,1 -3,9 -3,0

tes stromab des Wiederanlegepunktes basiert auf dem Yap-Korrekturterm.
Dieser verringert die turbulenten Längenskalen im Bereich des Wiederan-
legepunktes, was stromab zu einer verringerten turbulenten Längenskala
führt.

Geschwindigkeitsfeld

Eine genaue Berechnung sowohl der Strömungsgeschwindigkeiten als
auch der turbulenten Größen ist eine wichtige Voraussetzung für die präzise
Beschreibung des Wärmetransports. Daher werden in einem ersten Schritt
die modellierten Geschwindigkeitsfelder mit denen der DNS- und LES-
Daten verglichen. Basierend auf den Ergebnissen werden im Anschluss Mo-
delle für den Auslegungsprozess von industriellen Anlagen vorgeschlagen.

In Abbildung 4.4 werden die entdimensionierten gemittelten Geschwin-
digkeitsprofile für ReH = 5000 an vier Positionen nach dem Ablösepunkt
betrachtet und den Vergleichsdaten gegenübergestellt. Die Geschwindigkei-
ten in Strömungsrichtung werden mit der mittleren Geschwindigkeit der
Zuströmung Ub entdimensioniert. Die erste Position ist so gewählt, dass
der Eckenwirbel identifiziert werden kann, der sich im betrachteten Fall bis
x1 = 2H erstreckt. Die folgenden beiden Schnittebenen liegen innerhalb der
Rezirkulationszone. Die letzte Position befindet sich stromabwärts des Wie-
deranlegepunktes, sodass die Modelle hinsichtlich der Berechnung der sich
entwickelnden Grenzschicht beurteilt werden können.
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Abbildung 4.4: Vergleich der gemittelten entdimensionierten Geschwindigkeits-
profile in Strömungsrichtung an verschiedenen Positionen nach der
Stufe für ER = 1,5 und ReH = 5000 an den Positionen x1/H = 1,
3, 5 und 15 stromabwärts der Stufe. Die Schattierung zeigt den
Fehlerbereich von ±5% um die Vergleichsdaten, bezogen auf
Ub. LSY; AKN; V2F; SST; Hellsten;

DNS.

Der Vergleich der entdimensionierten Geschwindigkeiten mit den DNS-
Daten zeigt für alle Modelle eine gute Übereinstimmung an den vier ge-
wählten Positionen. Das LSY-Modell zeigt in dem Bereich direkt hinter
der Stufe, x1/H = 1, seinen Nulldurchgang bei x2/H ≈ 1. Dieses Verhalten
lässt auf eine verminderte turbulente Scherspannung in Folge einer zu ge-
ringen turbulenten kinetischen Energie schließen. Beide k−ω basierenden
Modelle zeigen in diesem Bereich die geringsten Abweichungen. Auffal-
lend ist, dass alle Modelle die Geschwindigkeit im Bereich 1 < x2/H ≤ 1,5
überschätzen. Dieses Verhalten ist auf eine verminderte turbulente Vermi-
schung zurückzuführen. Darüber hinaus zeigt sich, dass sowohl das AKN-
als auch das V2F-Modell den Eckenwirbel nicht korrekt auflösen können,
wie auch in Abbildung 4.3 gezeigt ist, während die anderen Modelle den
Verlauf des Geschwindigkeitsprofils direkt stromabwärts der Stufe abbil-
den. Die sich neu entwickelnde Grenzschicht wird von allen Modellen, bis
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auf das V2F-Modell, sehr gut wiedergegeben. An Position x1/H = 15 zeigt
es eine zu geringe Geschwindigkeit in dem Bereich 0 < x2/H < 1, was zu
steilen Geschwindigkeitsgradienten und somit zu einer erhöhten Produktion
von k führt, wie in Abbildung 4.5 zu erkennen ist.

Wie erwartet zeigt der Vergleich zwischen der modellierten turbulenten

0 0, 05
0

0, 5

1

1, 5

k/U2
b

x
2
/H

x1/H = 1 3 5 15

ReH = 5000

Abbildung 4.5: Vergleich der entdimensionierten turbulenten kinetischen Ener-
gie an verschiedenen Positionen nach der Stufe für ER = 1,5 und
ReH = 5000 an den Positionen x1/H = 1, 3, 5 und 15 stromab-
wärts der Stufe. LSY; AKN; V2F; SST;

Hellsten; DNS.

kinetischen Energie und den DNS-Daten größere Unterschiede, vergleiche
Abbildung 4.5. Begründet ist dies damit, dass das Augenmerk der Turbu-
lenzmodelle zunächst darauf liegt, die gemittelten Geschwindigkeitsprofile
korrekt wiederzugeben. Die Größen k und ε bzw. ω werden zur Beschrei-
bung der Wirbelviskosität benötigt. Folglich ist ihre exakte Berechnung bei
linearen Turbulenzmodellen von untergeordneter Bedeutung.

Die turbulente kinetische Energie und die turbulenten Schubspannungen
werden für die Berechnung des Wärmeübergangs benötigt und daher in den
Abbildungen 4.5 und 4.6 mit den DNS-Daten verglichen. Sowohl k, als auch
der für die Vermischung verantwortliche Quertransport u1u2 zeigen im Be-
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Abbildung 4.6: Vergleich der entdimensionierten turbulenten Schubspannungen
an verschiedenen Positionen nach der Stufe für ER = 1,5 und
ReH = 5000 an den Positionen x1/H = 1, 3, 5 und 15 strom-
abwärts der Stufe. LSY; AKN; V2F; SST;

Hellsten; DNS.

reich 1 < x2/H ≤ 1,5 geringere Werte als die DNS-Daten, woraus die zu
hohen Geschwindigkeiten in Abbildung 4.4 resultieren. Der Grund hierfür
liegt einerseits in der verringerten turbulenten Diffusion von k die durch den
gewählten Gradientenansatz nicht korrekt wiedergegeben wird. Zum andern
wird die erhöhte Produktion von k durch die Dissipationsrate balanciert,
was zu einer geringeren turbulenten kinetischen Energie entlang der Scher-
schicht führt.

Die verminderte Interaktion innerhalb der Scherschicht nach dem Ablö-
sepunkt, welche für das LSY-Modell an der Position x1/H = 1 in Abbildung
4.4 dargestellt ist, resultiert aus der geringeren Scherspannung, die in Ab-
bildung 4.6 zu erkennen ist. Somit zeigt sich ein direkter Zusammenhang
zwischen den unter- bzw. überschätzten Profilen in Abbildung 4.6 und den
Wiederanlegelängen aus Tabelle 4.3.

Nachdem das Impulsfeld anhand der verschiedenen Modelle erklärt und
die unterschiedlichen Modellierungen ausgearbeitet wurden, wird im fol-
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Tabelle 4.5: Vergleich der berechneten Wiederanlegelängen xr/H mit den Literatur-
daten [96] für ReH = 5000 bis 40000 sowie ER = 1,5 und 2,0.

ReH ER DNS LSY AKN V2F SST Hellsten

5 000 1,5 7,0 7,4 6,4 8,3 7,8 8,0

10 000 2,0 8,6 8,2 7,4 9,8 8,8 8,9

20 000 2,0 9,6 8,4 7,7 10,3 8,8 8,8

40 000 2,0 9,2 8,4 7,7 10,1 8,8 8,8

genden Abschnitt der Einfluss von ER und ReH auf die Strömung unter-
sucht. Hierzu wird zunächst der Einfluss der Stufenhöhe bei konstanter Zu-
strömung betrachtet. Anschließend wird die Reynolds-Zahl bei konstantem
ER erhöht.

Einfluss der Stufenhöhe auf das Strömungsfeld

Zunächst wird die Erhöhung der Reynolds-Zahl durch die Veränderung
des Expansionsverhältnisses bei konstanter mittlerer Strömungsgeschwin-
digkeit am Kanaleinlass erreicht. Die sich dadurch ergebenden Veränderun-
gen von xr/H sind in Tabelle 4.5 dargestellt. Die Vergleichsdaten zeigen für
die Erhöhung des Expansionsverhältnisses von 1,5 auf 2 eine Verlängerung
der Wiederanlegelänge um 1,6H. Die verwendeten Turbulenzmodelle kön-
nen diese Vergrößerung von xr/H nicht vollständig wiedergeben und sagen
eine Verlängerung von 1H bis 1,5H voraus.

Aufgrund der vergrößerten Stufe reduziert sich die mittlere Strömungs-
geschwindigkeit in dem Kanal nach der Querschnittserweiterung. Dies führt
zu einer Verringerung der Geschwindigkeitsgradienten an der Wand und
folglich zu einem verringerten c f -Verlauf, wie in Abbildung 4.7 zu erken-
nen ist. Dieser Verlauf kann von den Turbulenzmodellen für x1/H > xr ab-
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gebildet werden. Lediglich das V2F-Modell deutet statt des beschränkten
Verhaltens für x1/H > 15 ein Anwachsen von c f an. Die Reduktion von
c f ,min kann von den Modellen nicht in dem gleichem Maß berechnen, wie
dies in den Vergleichsdaten beobachtet werden kann. Mit steigendem ReH

gleichen sich sowohl die Position, als auch der Wert von c f ,min an. In Be-
zug auf den Eckenwirbel zeigen die Vergleichsdaten eine Verkürzung von
2H auf 1H mit einem sich anschließenden Plateau das sich bis x1 = 2H er-
streckt. Dieses Plateau kann von den verwendeten Turbulenzmodellen nicht
abgebildet werden. Dafür nähern sich die modellierten c f -Verläufe in die-
sem Bereich aneinander an. Bezogen auf die Wiederanlegelänge und den
c f -Verlauf für x1/H ≥ 6 zeigen bei ReH = 10000 das SST- und Hellsten-
Modell eine sehr gute Übereinstimmung mit den DNS-Daten. Die gemit-
telten Geschwindigkeitsprofile für ReH = 10000 zeigen im Bereich der Re-
zirkulationszone qualitativ den gleichen Verlauf wie für ReH = 5000, ver-
gleiche Abbildung 4.8 und 4.9. Auffallend sind die Veränderungen an Posi-
tion x1/H = 15. Während die Geschwindigkeitsprofile des LSY- und AKN-
Modells eine sehr gute Übereinstimmung mit den DNS-Daten aufweisen
(< 5%), zeigt das V2F-Modell ein steileres Geschwindigkeitsprofil als Fol-
ge des verzögerten Wiederanlegepunktes. Aufgrund der Kontinuität führt
dies zu einer Überschätzung der Geschwindigkeit bei x2/H = 1,5. Auch
das SST- und Hellsten-Modell zeigen ein steileres Geschwindigkeitsprofil
an der Position x1/H = 15. Da die beiden Modelle die Position des Wieder-
anlegepunktes sehr gut wiedergeben konnten zeigt dies, dass die Modelle
das Anwachsen der Grenzschicht unterschätzen. Dies resultiert aus einer zu
geringen Wirbelviskosität in der Nähe der eingerückten Wand.

Einfluss der Reynolds-Zahlerhöhung auf das Strömungsfeld

Im Folgenden wird der Einfluss der Reynolds-Zahl zwischen
ReH = 10000 und 40000 diskutiert. Die Auswertung des Widerstandsbei-
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Abbildung 4.7: Vergleich des Reibungsbeiwertes nach der Strömungsablösung
entlang der eingerückten Wand bei ReH = 5000 und ER = 1,5
(oben) und ReH = 10000 und ER = 2,0 (unten). LSY;

AKN; V2F; SST; Hellsten; DNS.

wertes und der Nusselt-Zahl für ReH = 20000 sind aus Gründen der Voll-
ständigkeit im Anhang 7.5 angegeben.

Die Veränderung der Wiederanlegelänge durch Variation der Reynolds-
Zahl ist in Tabelle 4.5 zusammengefasst. Die Erhöhung der Reynolds-Zahl
bei konstantem Expansionsverhältnis führt in den DNS-Daten zu einer Ver-
größerung der Wiederanlegelänge, wie auch von Kuehn [86] und Nadge
und Govadhan [82] vorausgesagt wird. Dieser Trend kann von den ver-
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Abbildung 4.8: Vergleich der gemittelten Geschwindigkeitsprofile in Strömungs-
richtung an verschiedenen Positionen nach der Stufe bei
ReH = 5000 und ER = 1,5 (oben) und ReH = 10000 und ER = 2,0
(unten). Die Schattierung zeigt den Fehlerbereich von ±5% um
die Vergleichsdaten, bezogen auf Ub. LSY; AKN;
V2F; DNS.

wendeten Turbulenzmodellen nicht erfasst werden. Die k−ω Modelle zei-
gen keine Verlängerung von xr, während das LSY- und AKN-Modell ei-
ne Verlängerung von ca. 0,2H und 0,3H wiedergeben. Dies führt dazu,
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Abbildung 4.9: Vergleich der gemittelten Geschwindigkeitsprofile in Strömungs-
richtung an verschiedenen Positionen nach der Stufe bei
ReH = 5000 und ER = 1,5 (oben) und ReH = 10000 und ER = 2,0
(unten). Die Schattierung zeigt den Fehlerbereich von ±5% um die
Vergleichsdaten, bezogen auf Ub. SST; Hellsten;
DNS.

dass bei ReH = 40000 lediglich das V2F-Modell die Wiederanlegelänge
überschätzt, wie aus Abbildung 4.10 hervorgeht. Für eine ausreichend hohe
Reynolds-Zahl streben auch die modellierten Wiederanlegelängen gegen ei-
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nen konstanten, modellspezifischen Wert. Es zeigt sich, dass die Unterschie-
de in den vorhergesagten Wiederanlegelängen mit zunehmender Reynolds-
Zahl geringer werden. Der Abstand der von dem AKN- und dem Hellsten-
Modell vorhergesagten xr sinkt von 1,5H bei ReH = 10000 auf 1,1H bei
ReH = 40000, wie aus Tabelle 4.5 entnommen werden kann. Darüber hinaus
ist festzustellen, dass die Positionen des niedrigsten Reibungsbeiwertes für
die unterschiedlichen Modelle bei ReH = 40000 nahezu zusammenfallen.
Mit zunehmender Reynolds-Zahl verringert sich auch der Reibungswert,
der quadratisch von der mittleren Geschwindigkeit und folglich von ReH

abhängt. Dabei ist auffällig, dass die Verringerung von c f für x1/H > xr

von den Turbulenzmodellen, mit Ausnahme des V2F-Modells, wiederge-
geben wird. Im Bereich der Rezirklulation gleichen sich die berechneten
Profile in ihrem Verlauf. Besonders im Bereich des Eckenwirbels ist kein
Unterschied zwischen den verwendeten Modellen zu erkennen. Lediglich
der Wert von c f ,min zeigt für die unterschiedlichen Modelle Abweichungen.

Für ReH = 40000 zeigen das SST- und Hellsten-Modell die beste Über-
einstimmung mit den LES-Daten, in Bezug auf die Wiederanlegelänge und
den c f -Verlauf für x1/H ≥ 7, wie Abbildung 4.10 zeigt.

Die gemittelten Geschwindigkeitsprofile werden in den Abbildungen
4.11 und 4.12 gezeigt. Mit steigender ReH nehmen die Unterschiede zwi-
schen den modellierten Geschwindigkeitsprofilen und den Vergleichsdaten
ab. Stromabwärts des Wiederanlegepunktes, an Position x1/H = 15, über-
schätzen alle Turbulenzmodelle die mittlere Geschwindigkeit der oberen
Kanalhälfte (x2/H > 1). Dieses Verhalten ist auf eine zu geringe turbulen-
te Scherspannung nach dem Wiederanlegepunkt zurückzuführen, nicht nur
auf der eingerückten Seite. Vor allem an der adiabaten Wand können die
Modelle das Anwachsen von k nicht korrekt wiedergeben, was zu einer ver-
ringerten Wirbelviskosität und folglich steileren Geschwindigkeitsgradien-
ten führt. Dieses Verhalten zeigt sich vor allem bei hohen Reynolds-Zahlen
ReH = 40000.

Es bleibt festzustellen, dass der Einfluss des Turbulenzmodells auf die
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Abbildung 4.10: Vergleich des Reibungsbeiwertes nach der Strömungsab-
lösung entlang der eingerückten Wand bei ReH = 10000
(oben) und ReH = 40000 (unten). LSY; AKN;

V2F; SST; Hellsten; DNS
.

Strömungsstruktur und den Widerstandsbeiwert mit steigender Reynolds-
Zahl zurückgeht. Für möglichst akkurate Berechnung der Wiederanlegelän-
ge zeigt der durchgeführte Vergleich, dass Modelle, welche die turbulenten
Längen und Zeitskalen mit Hilfe der ω-Gleichung berechnen, die besten
Voraussagen treffen.
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Abbildung 4.11: Vergleich der gemittelten Geschwindigkeitsprofile in
Strömungsrichtung an verschiedenen Positionen nach
der Stufe für ReH = 10000 sowie ReH = 40000
und Er = 2,0. Die Schattierung zeigt den Fehlerbe-
reich von ±5% um die Vergleichsdaten, bezogen auf Ub.

LSY; AKN; V2F; DNS bzw. LES.
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Abbildung 4.12: Vergleich der gemittelten Geschwindigkeitsprofile in
Strömungsrichtung an verschiedenen Positionen nach
der Stufe für ReH = 10000 sowie ReH = 40000
und Er = 2,0. Die Schattierung zeigt den Fehlerbe-
reich von ±5% um die Vergleichsdaten, bezogen auf Ub.

SST; Hellsten; DNS bzw. LES.
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4.3 Untersuchung des Temperaturfeldes

Nachdem die unterschiedlichen Turbulenzmodelle auf die Vorhersagbar-
keit des Impulsfeldes und der Strömungsphysik hin untersucht wurden, soll
im Folgenden die Berechnung des thermischen Feldes im Vordergrund ste-
hen. Dabei werden die Turbulenzmodelle LSY, V2F, SST und Hellsten mit
der Korrelation von Kays (2.40) gekoppelt. In der Beschreibung der Abbil-
dungen sowie im Text werden die Modellkombinationen mit dem Namen
des Turbulenzmodells abgekürzt. Das AKN-Modell wird mit dem Zwei-
Gleichungs-Modell von Manservisi und Menghini [28] gekoppelt und im
Folgenden mit MM bezeichnet.

In Abbildung 4.13 sind die entdimensionierten, gemittelten Tempera-
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Abbildung 4.13: Vergleich der entdimensionierten gemittelten Temperatur-
differenz an verschiedenen Positionen stromab der Stufe für
ReH = 5000 und Pr = 0,0088. LSY; MM; V2F;

SST; Hellsten; DNS.

turprofile an fünf Positionen stromabwärts der Stufe für ReH = 5000 ab-
gebildet. Dabei wird die Temperaturdifferenz zwischen der Fluidtempera-
tur an der jeweiligen Position und der Einlasstemperatur Tin gebildet und
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Abbildung 4.14: Vergleich der entdimensionierten turbulenten kinetischen Energie
an verschiedenen Positionen stromab der Stufe für ReH = 10000
sowie ReH = 40000 und Pr = 0,0088.

LSY; MM; V2F; SST; Hellsten;
DNS bzw. LES.

mit ∆T = q̇H/λ entdimensioniert. Ähnlich zu dem gemittelten Impulsfeld,
wird das gemittelte Temperaturfeld von den verwendeten Modellen quali-
tativ gut wiedergegeben, wobei die größten Abweichungen im Bereich des
Eckenwirbels auftreten und sich mit zunehmender Entfernung von der Stu-
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fe verringern. Die Abweichungen an der Position x1/H = 15 sind kleiner
10% für das MM-, LSY- und Hellsten-Modell, während das SST- und V2F-
Modell Abweichungen von bis zu 19%, bzw. 15% gegenüber den DNS-
Ergebnissen vorhersagen. Das Modell von Manservisi und Menghini unter-
schätzt als Einziges die Temperaturprofile innerhalb der Rezirkulationszone
(x1/H ≤ 6), was aus einer Überschätzung des Wärmetransports resultiert.
Die Überschätzung geht aus den erhöhten k-Profilen innerhalb der Rezirku-
lationszone hervor, wie Abbildung 4.14 aufweist.

Dieses Verhalten ist im Verlauf der Nu-Zahl in Abbildung 4.15 zu er-
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Abbildung 4.15: Vergleich der Nusselt-Zahl-Verläufe nach der Stufe für ReH =
5000 und Pr = 0,0088. Die Schattierung zeigt den Fehlerbereich
von ±5% um die Vergleichsdaten. LSY+αt = 0; LSY;

MM; V2F; SST; Hellsten; DNS.

kennen, bei dem ein geringerer Nu-Wert einer geringeren Wärmeübertra-
gung auf das Fluid und folglich einer höheren Wandtemperatur entspricht.
Zusätzlich wurde eine Simulation mit dem LSY-Modell unter Vernachlässi-
gung der turbulenten Wärmeströme durchgeführt. Die Modellkombination
wird im Folgenden mit LSY+αt = 0 abgekürzt und dient als Vergleich für
die Bestimmung des Einflusses der turbulenten Wärmeleitfähigkeit.

Untersuchungen von Schumm et al. [SNM+15] zeigen, dass die Modelle,
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welche die Kays-Korrelation zur Berechnung der turbulenten Wärmeströme
verwenden, den Verlauf der Nusselt-Zahl in guter Übereinstimmung mit den
DNS-Daten vorhersagen. Für ReH = 5000 zeigt sich ein großer Einfluss so-
wohl des gewählten Turbulenz- als auch Temperaturmodells auf den berech-
neten Wärmeübergang. Dieser variiert nicht nur im Bereich des Eckenwir-
bels, in dem auch die Berechnung von c f deutliche Unterschiede aufweist,
sondern den gesamten Bereich. Den größten Unterschied zu den DNS-Daten
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Abbildung 4.16: Vergleich des Verhältnisses der turbulenten zur molekularen Wär-
mediffusion des V2F- (links) und LSY-Modells (rechts) an fünf
Positionen stromab der Stufe für ReH = 5000 und Pr = 0,0088.

zeigt das V2F-Modell, dessen berechneter Nu-Verlauf dem des LSY-αt = 0
Modells entspricht. Somit zeigt sich, dass das V2F-Modell den Einfluss der
turbulenten Wärmediffusion bei der betrachteten molekularen Prandtl-Zahl
Pr = 0,0088 nicht abbilden kann. Dies Verdeutlicht der Vergleich der mo-
dellierten turbulenten Wärmediffusion des LSY- und V2F-Modells in Ab-
bildung 4.16. Der Vergleich der berechneten Nu-Verläufe verdeutlicht den
Einfluss von αt auf den Wärmeübergang, trotz des geringen Anteils von αt

an der gesamten Wärmediffusion, αt
α
< 0,5.
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Einfluss des Expansionsverhältnisses auf die
Wärmeübertragung

In Abbildung 4.18 werden die Temperaturprofile für ReH = 5000 und
ReH = 10000 miteinander verglichen. Beide Simulationen unterscheiden
sich ausschließlich in der Stufenhöhe, die Zuströmung ist identisch. Für
ReH = 10000 unterschätzen die Modelle das entdimensionierte Tempera-
turprofil im Vergleich zu den DNS-Daten, was auf eine zu große Wärme-
übertragung zurückzuführen ist. Dieses Verhalten zeigt sich nicht nur inner-
halb der Rezirkulationszone, sondern auch stromab des Wiederanlegepunk-
tes. Lediglich das V2F-Modell sagt für x1/H ≥ 5 eine marginal größere
Temperatur oberhalb des Heizers voraus. Mit zunehmender Entfernung von
der Stufe nähern sich die Temperaturprofile den Vergleichsdaten immer wei-
ter an, wie es auch für ReH = 5000 zu sehen ist.

Dieses Verhalten spiegelt sich in den Temperaturprofilen in Abbildung
4.17 wider. Die geringen Unterschiede zwischen den Vergleichsdaten und
dem LSY+αt = 0 Modell von ≈ 10% verdeutlichen den dominierenden
Einfluss der molekulare Wärmediffusion auf den Temperaturtransport. Vor
allem in dem Bereich der Rezirkulationszone ist der turbulente Wärmeüber-
gang vernachlässigbar. Daher zeigen die anderen Modelle sehr große Ab-
weichungen gegenüber der Vergleichsdaten. Erst für die sich entwickeln-
de Grenzschicht nähern sich die modellierten Nu-Verläufe den DNS-Daten
an. Dieses Verhalten wird in Abbildung 4.19 anhand der turbulenten Wär-
meströme des LSY-Modells und den Vergleichsdaten verdeutlicht. Auffäl-
lig ist auch der vergleichsweise geringe Unterschied zwischen den model-
lierten Nu-Verläufen für ReH = 10000. Das V2F-Modell zeigt für diesen
Fall eine sehr gute Übereinstimmung mit den DNS-Daten, insbesondere für
x1/H > 5. Für x1/H > 10 zeigt der Nu-Verlauf jedoch einen flacheren Ver-
lauf. Dies deutet darauf hin, dass die turbulente Viskosität und folglich die
turbulente Wärmediffusion im Vergleich zu den anderen Modellen langsa-
mer abklingt.
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Abbildung 4.17: Vergleich der entdimensionierten gemittelten Temperaturdifferenz
an verschiedenen Positionen nach der Stufe für ReH = 5000 sowie
ReH = 10000 und Pr = 0,0088. LSY; MM; V2F;

SST; Hellsten; DNS.

Einfluss der Reynolds-Zahl auf die Wärmeübertragung

In Folge einer höheren mittleren Zuströmgeschwindigkeit führt die Er-
höhung der Reynolds-Zahl zu einem Anstieg des Wärmeübergangs an der
beheizten Wand und somit zu einer höheren Nu-Zahl, wie in Abbildung
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Abbildung 4.18: Vergleich der Nu-Verläufe nach der Stufe für ReH = 5000 sowie
ReH = 10000 und Pr = 0,0088. Die Schattierung zeigt den Feh-
lerbereich von ±5% um die Vergleichsdaten. LSY+αt = 0;
LSY; MM; V2F; SST; Hellsten; DNS.

4.20 dargestellt ist. Es zeigt sich, dass die RANS-Modelle den Verlauf der
Wärmeübertragung im Bereich der Rezirkulation aufgrund der überhöh-
ten turbulenten kinetischen Energie sowie der turbulenten Schubspannun-
gen überschätzen. Hierdurch wird die Wärmeenergie schneller von der be-
heizten Wand in Richtung der Scherschicht und damit in die Kernströmung
transportiert. Die erwärmte Strömung trifft stromabwärts des Wiederanlege-
punktes auf die beheizte Wand, wodurch die Nu-Zahl stromab des Wieder-
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Abbildung 4.19: Vergleich der turbulenten Wärmeströme des LSY-Modells ( )
in Strömungsrichtung und in wandnormaler Richtung für ReH =
10000 mit den DNS-Daten ( ).

anlegepunktes verringert wird. Darüber hinaus nähern sich die modellierten
Nu-Profile mit steigender Reynolds-Zahl aneinander an, wie auch schon der
Vergleich der Reibungsbeiwerte in den Abbildungen 4.3 und 4.7 gezeigt hat.

Mit steigender Reynolds-Zahl wird ersichtlich, dass das V2F-Modell
den Verlauf der Nu-Zahl nicht korrekt abbilden kann. Das Anwachsen ei-
ner thermischen Grenzschicht und die damit verbundene Abnahme der Nu-
Zahl wird für ReH = 40000 nicht wiedergegeben. Stattdessen bildet sich
ein Plateau, wodurch die turbulente Wärmeleitung weiter ansteigt. Da die-
ses Verhalten im Gegensatz zu dem physikalischen Verständnis steht, ist
das V2F-Modell für die Berechnung des thermischen Feldes von Geometri-
en, die durch eine abrupte Querschnittserweiterung charakterisiert werden,
nicht verwendbar.

Die Position des maximalen Wärmeübergangs in Bezug auf den jewei-
ligen Wiederanlegepunkt (xNu,max/xr) ist für jedes Modell in Tabelle 4.6
zusammengefasst. Für die numerischen Vergleichsdaten liegen diese, mit
Ausnahme von ReH = 10000, stromabwärts des jeweiligen Wiederanlege-
punktes und nicht wie bei Fluiden mit Pr≈ 1 stromaufwärts des Wiederanle-
gepunktes. Für die höhere molekulare Prandtl-Zahl wird das Auftreffen von
Turbulenzballen mit „kühlem“ Fluid ungefähr bei 0,5H vor dem Wieder-
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Abbildung 4.20: Vergleich der Nusselt-Zahl-Verläufe nach der Stufe für ReH =
10000 sowie 40000 und Pr = 0,0088. Die Schattierung zeigt den
Fehlerbereich von ±5% um die Vergleichsdaten. LSY+αt = 0;

LSY; MM; V2F; SST; Hellsten;
DNS bzw. LES.
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Tabelle 4.6: Relative Position des maximalen Wärmeübergangs in Bezug zu dem
Wiederanlegepunkt, xNu,max/xr.

ReH 5000 10000 40000

ER 1,5 2 2

DNS / LES 1,08 0,97 1,09

LSY 1,10 0,93 0,92

MM 1,02 1,04 1,03

V2F 1,02 0,92 –

SST 0,97 0,88 0,88

Hellsten 1,15 1,00 1,02

LSY-αt = 0 1,11 1,02 1,06

anlegepunkt für den erhöhten Wärmetransport verantwortlich gemacht [93].
Dieses Verhalten kann anhand der stationären Simulationen nicht untersucht
werden. Das verwendete Modell zum Abbilden der turbulenten Wärmeströ-
me kann die Charakteristik des Wärmetransports im Bereich des Rezirkula-
tionsgebietes nicht abbilden, wie Abbildung 4.19 zeigt. Die Modelle über-
schätzen die turbulenten Wärmeströme in wandnormaler Richtung u2θ . Zu-
dem vernachlässigt das Wärmeflussmodell die turbulenten Wärmeströme in
Strömungsrichtung u1θ . Diese sind jedoch von der gleichen Größenordnung
wie u2θ und haben somit einen erheblichen Einfluss auf den Wärmetrans-
port innerhalb des Fluids. Werden die turbulenten Wärmeströme vernachläs-
sigt, verschiebt sich die Position der maximalen Wärmeübergänge stromauf-
wärts des Wiederanlegepunkts. Dieser Befund lässt darauf zurückschließen,
dass der Unterschied zwischen der modellierten Position von xNumax und
den DNS-Daten aus der Vernachlässigung der turbulenten Wärmeströme in
Strömungsrichtung resultiert.

Wie bereits beim c f -Verlauf zu erkennen war, nähern sich die modellier-
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ten Nusselt-Zahl-Verläufe bis ungefähr x1/H = 6 aneinander an, wie Ab-
bildung 4.20 zeigt. Darüber hinaus zeigen die beiden ω basierten Modelle
bei ReH = 40000 die höchsten Nu-Verläufe. Für technische Anwendungen
ist der globale Wärmeeintrag von Bedeutung. Die Integrale der Nusselt-
Zahl-Verläufe sowie deren relative Abweichung zu den DNS, bzw. LES-
Daten sind für ReH = 5000, 20000 und 40000 in Tabelle 4.7 aufgeführt.
Bei ReH = 10000 und Er = 2,0 wird, wie bereits beschrieben, der Wärme-
transport durch die molekulare Wärmediffusion dominiert. Mit steigender
Reynolds-Zahl vergrößert sich der Beitrag der turbulenten Wärmeströme
am Temperaturtransport. Damit einhergehend verringern sich die Abwei-
chungen zwischen den modellierten Nu-Verläufen und den Vergleichsdaten.
Für ReH ≥ 20000 weisen das SST- und das Hellsten-Modell die gerings-
ten Abweichungen der integralen Nusselt-Zahl gegenüber den Vergleichs-
daten auf. Die beiden Modelle eignen sich daher sehr gut zur Bestimmung
des globalen Wärmeübergangs für hohe Reynolds-Zahlen. Wird der Verlauf
von Nu für das Hellsten-Modell in Abbildung 4.20 betrachtet, weist diese
mit -6 % gegenüber den LES-Daten die geringste Abweichung auf. Daher
ist, basierend auf den durchgeführten Simulationen, die Verwendung des
Hellsten-Modells gegenüber den anderen Modellen zu empfehlen.

Die deutlich verringerte Vorhersage der Nusselt-Zahl-Verläufe des MM-
Modells gegenüber der DNS-Daten sind insofern unerwartet, als dass das
zugrunde liegende Modell von Abe et al. [52, 27] diesen für eine Luft-
strömung in guter Übereinstimmung mit experimentellen Daten berechnen
konnte. Zur Überprüfung der Einflussfaktoren ist eine weitere Simulation
für ReH = 20000 mit dem AKN-Modell durchgeführt worden. Der Ver-
gleich der Ergebnisse ist in Abbildung 4.21 dargestellt. Die Profile zeigen
einen nahezu identischen Verlauf. Der Vergleich der turbulenten Wärme-
ströme in wandnormaler Richtung zwischen dem MM-, dem LSY-Modell
und den DNS-Daten in Abbildung 4.22 (oben) zeigt nur geringe Unterschie-
de. Eine Betrachtung des wandnahen Bereiches y/H ≤ 0.2 in Abbildung
4.22 (unten) hebt die Unterschiede zwischen den beiden Modellen hervor.
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Tabelle 4.7: Vergleich der integralen Nusselt-Zahl über die beheizte Länge von
20H und der relativen Abweichung ε gegenüber den Vergleichsdaten
in %.

ReH 5000 20000 40000∫
Nu ε

∫
Nu ε

∫
Nu ε

DNS/LES 1,16 0,0 2,45 0,0 4,05 0,0

LSY 1,13 -3,0 2,49 1,7 3,81 -6,0

MM 1,15 -1,4 2,36 -3,7 3,81 -6,0

V2F 1,02 -12,3 2,18 -11,0 3,71 -8,4

SST 1,09 -6,7 2,41 -1,6 3,97 -2,2

Hellsten 1,08 -7,3 2,43 -0,7 4,04 -0,3
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Abbildung 4.21: Nusselt-Zahl-Profile des AKN- und MM-Modells für
ReH = 20000. Die Schattierung zeigt den Fehlerbereich von ±5%
um die Vergleichsdaten. AKN; MM; DNS.
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Abbildung 4.22: Vergleich der turbulenten Wärmeströme in wandnormaler Rich-
tung für ReH = 40000 mit den DNS-Daten. : LSY; :
MM; DNS

Für eine turbulente Strömung über eine zurückspringende Stufe, wie sie hier
betrachtet wird, übt die Modellierung des wandnahen Bereiches einen merk-
lichen Einfluss auf die Wärmeübertagung aus.

4.4 Fazit

Die Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes und des thermischen Feldes
einer turbulenten Strömung mit Pr = 0,0088 über eine zurückspringende

108



4.4 Fazit

Stufe wird untersucht. Hierfür werden die Ergebnisse von fünf verschiede-
nen Turbulenzmodellen mit DNS- und LES-Daten bei zwei Expansionsver-
hältnissen verglichen und mit insgesamt vier unterschiedlichen Reynolds-
Zahlen untersucht.

Der Vergleich der berechneten Reibungsbeiwerte zeigt, dass die RANS-
Modelle im Bereich der Rückströmung c f überschätzen, vor allem bei gro-
ßen Reynolds-Zahlen, ReH ≥ 10000. Dabei vergrößert sich die relative Ab-
weichung von c f ,min zwischen den RANS-Ergebnissen und den DNS-Daten
mit zunehmender ReH . Darüber hinaus zeigt sich, dass sich die berechnete
Position von c f ,min für die Modelle mit steigender ReH annähern. Für alle
betrachteten Reynolds-Zahlen hat das AKN-Modell c f stromab des Wieder-
anlegepunktes überschätzt, während das SST-Modell diesen unterschätzte.
Das V2F-Modell konnte das asymptotische Verhalten von c f nicht wieder-
geben und zeigte für ReH ≥ 10000 ein monoton steigenden c f -Verlauf für
x1 > xr.

Die Verschiebung des Wiederanlegepunktes in Strömungsrichtung mit
der Zunahme des Expansionsverhältnisses kann durch die Modelle sehr gut
wiedergegeben werden. Die Verschiebung von xr mit steigender Reynolds-
Zahl kann von den Modellen dagegen nicht im gleichen Maße wiedergege-
ben werden. Lediglich das AKN- und LSY-Modell berechnen eine geringe
Verschiebung von xr. Das SST- und Hellsten-Modell zeigen keinen Einfluss
von ReH auf xr für bei ReH ≥ 10000. Dies führt dazu, dass alle Modelle, bis
auf das V2F-Modell, die Wiederanlegelänge bei ReH = 40000 unterschät-
zen.

Die Untersuchung des mittleren Geschwindigkeitsfeldes ergibt eine sehr
gute Übereinstimmung der Modelle mit den Vergleichsdaten für ReH =

5000. Deutliche Unterschiede zeigen sich im Bereich der sich entwickeln-
den Grenzschicht. Diese Unterschiede werden mit steigender ReH prägnan-
ter. Für ReH = 40000 zeigen alle Modelle an Position x1/H = 15, dass
sie die Entwicklung der Grenzschicht unterschätzen. Gleichzeitig können
die RANS-Modelle die Produktion von k an der oberen, adiabaten Wand
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nicht korrekt berechnen. Dies führt zu einer überhöhten Geschwindigkeit
in der oberen Kanalhälfte, bei x2/H > 1. Das V2F-Modell zeigt die größ-
ten Unterschiede zu den DNS-Daten, da dieses eine geringere Wirbelvis-
kosität im Bereich der Rezirkulation und weiter stromabwärts vorhersagt.
Hinsichtlich der Modellierung des Impulsfeldes zeigen das LSY-, SST- und
Hellsten-Modell eine sehr gute Übereinstimmung mit den Vergleichsdaten.
Bei ReH = 5000 zeigt das LSY- und auch das AKN-Modell, dass sie ge-
eignet sind, das Strömungsfeld und den turbulenten Transport abzubilden.
Das SST und Hellsten-Modell sagen eine längere Wiederanlegelänge vor-
aus. Dieses Modellverhalten ist für ReH ≥ 10000 vorteilhaft.

Das V2F-Modell unterschätzt die Wirbelviskosität im Vergleich zu den
anderen Turbulenzmodellen. Zusammen mit der Korrelation von Kays re-
sultiert dies in zu geringen turbulenten Wärmeströmen. Darüber hinaus sagt
das V2F-Modell für ReH = 40000 eher ein Plateau im Nu-Verlauf voraus.
Dieses Verhalten zeigt, dass das V2F-Modell nicht für die Berechnung des
Wärmeeintrags einer solchen Strömung geeignet ist. Wird das Integral des
Nusselt-Zahl-Verlaufes über die beheizte Länge gebildet, zeigt sich, dass die
Abweichungen zwischen den Vergleichsdaten und dem SST- und Hellsten-
Modell von fast −7% auf −2%, bzw. 0,3% für das Hellsten-Modell ab-
nehmen. Für das AKN- und LSY-Modell wachsen die Abweichungen von
−3%, bzw. −1% auf −6% an. Ist ausschließlich der Wärmeeintrag in das
Fluid entscheidend, so eignen sich für niedrige Reynolds-Zahlen das LSY-
oder MM-Modell. Bei größeren Reynolds-Zahlen liefern das SST- und das
Hellsten-Modell eine bessere Übereinstimmung mit den Vergleichsdaten
und sind damit für zwangskonvektive Strömungen zu bevorzugen.
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Flüssiges Natrium besitzt nicht nur eine besonders hohe Wärmeleitfähig-
keit, sondern zeichnet sich durch seinen hohen thermischen volumetrischen
Expansionskoeffizienten β aus. Dieser ist im Vergleich zu anderen Flüs-
sigmetallen, wie beispielsweise Blei oder Blei-Bismut, zwei- bis dreimal
größer [13] und führt zu einer Verstärkung der Auftriebskräfte bei glei-
cher Reynolds-Zahl. Darüber hinaus zeigt sich der Einfluss der Auftriebs-
kräfte sogar bei Strömungsbedingungen, die in industriellen Anwendungen,
wie z.B. Wärmeübertragern, vorzufinden sind (Re > 105) [17]. Aus diesem
Grund wird der Einfluss von Mischkonvektion auf die Strömungsstruktur
einer turbulenten Strömung über einen vertikalen BFS untersucht.

Untersuchungen auftriebsunterstützter Mischkonvektion in turbulenten
Rohrströmungen zeigen ein deutliches Abweichen des Wärmeübertragungs-
verhaltens zwischen Fluiden mit einer hohen Prandtl-Zahl und flüssigem
Natrium, wie u.a. Jackson [99, 100] und Jackson et al. [101] zeigen. Bei
auftriebsunterstützter Mischkonvektion zeigt sich für Fluide mit Pr ≈ 1
eine Reduktion der Wärmeübertragung bei niedrigen Reynolds-Zahlen. Die
zusätzlichen Auftriebskräfte bewirken eine Beschleunigung der
wandnahen Strömung, was zu einer Reduktion der Scherspannungen und
folglich der turbulenten Wärmediffusion führt. Das gleiche Verhalten ha-
ben Buhr et al. [102] für eine turbulente Rohrströmung von Quecksilber
mit Pr ≈ 0,0232 sowie Marocco et al. [103] für eine turbulente Ringspalt-
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strömung mit Pr = 0,025 beobachtet. Für flüssiges Natrium mit Pr ≈ 0,01
haben Jackson [99, 100] und Jackson et al. [101] jedoch eine Zunahme des
Wärmeübergangs mit dem Einsetzen der Auftriebskräfte festgestellt. Jack-
son [99] erklärt das Verhalten von flüssigem Natrium mit dem vergleichs-
weise hohen Einfluss der molekularen Wärmeleitfähigkeit an der gesamten
Wärmeleitfähigkeit. Durch die sehr hohe molekulare Wärmeleitfähigkeit
ist der Einfluss der turbulenten Wärmediffusion von untergeordneter Be-
deutung, weshalb sich die Verringerung der turbulenten Scherspannungen
aufgrund des veränderten Geschwindigkeitsfelds nicht auf den Wärmeüber-
gang auswirkt. Vielmehr wird der molekulare Wärmetransport durch die
erhöhte Konvektion verstärkt, wie die Ergebnisse von Jackson et al. [101]
zeigen.

Zhao et al. [104] haben turbulente auftriebsunterstützte Rohrströmungen
von Luft und eutektischem Blei-Bismuth mit Pr = 0,025 anhand direkter
numerischer Simulationen untersucht. Dabei konnten sie eine Abnahme des
Wärmeübergangs mit dem Einsetzen der Mischkonvektion für beide Fluide
feststellen. Für eine genauere Analyse der Ergebnisse haben sie die Nusselt-
Zahl gemäß Fukagata et al. [105] in einen laminaren und einen turbulenten
Anteil aufgespalten. Sowohl für Luft als auch für eutektisches Blei-Bismuth
konnten sie zeigen, dass mit Einsetzen der Auftriebseffekte die Abnahme
des Wärmeübergangs mit dem Rückgang der turbulenten Wärmeströme ein-
hergeht. Darüber hinaus konnten Zhao et al. [104] zeigen, dass bei der un-
tersuchten Reynolds-Zahl und dem betrachteten Ri Bereich, der laminare
Beitrag zur Nusselt-Zahl dominant und der turbulente Beitrag sehr gering
ist. Folglich ist die höhere Wärmeübertragung auf die höhere Konvektion
zurückzuführen. Dieses Verhalten ist dem einer Luftströmung entgegenge-
setzt, da sich der Anstieg der Nusselt-Zahl bei steigender Ri hauptsächlich
auf der wachsenden turbulenten Wärmeströme begründet.

Es gibt nur wenige Untersuchungen zu überströmten Stufengeometrien
unter Einfluss der Gravitation. Abu-Mulaweh et al. [106, 107, 108, 109, 110]
sowie Baek et al. [111] untersuchten den Einfluss von Mischkonvektion auf
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den Wärmeübergang einer laminaren Luftströmung für eine zurücksprin-
gende sowie vorspringende Stufengeometrie. Innerhalb der Untersuchun-
gen wurde der Übergang von Natur- zu Mischkonvektion betrachtet. Dabei
ist eine Reduktion des Wärmeübergangs mit zunehmendem Einfluss der
Mischkonvektion und der daraus folgenden Reduktion der Geschwindig-
keitsfluktuationen festgestellt worden. Die Erhöhung der Konvektion hat
demzufolge keinen positiven Einfluss auf den lokalen Wärmeübergang, wie
dies auch für Rohrströmungen mit Pr ≈ 1 festgestellt wurde.

Im Rahmen des LIMTECH Projektes wurden DNS einer turbulenten
Natrium Strömung mit Pr = 0,0088 über einen BFS bei Mischkonvektion
durchgeführt. Dabei haben Niemann und Fröhlich [97] den Einfluss von
auftriebsunterstützter Mischkonvektion auf den Wärmeübergang einer tur-
bulenten Strömung über einen BFS für flüssiges Natrium untersucht. An-
hand ihrer Untersuchungen konnten Niemann und Fröhlich eine Erhöhung
des Wärmeübergangs in Folge der erhöhten Konvektion feststellen, wie dies
bereits von Cotton und Jackson [54], Jackson et al. [100] und Jackson [101]
bei turbulenten Rohrströmungen von Natrium beobachtet wurde. Neue Un-
tersuchungen von Zhao et al. [112] zeigen ein ähnliches Verhalten für eine
turbulente eutektische Blei-Bismuth Strömung mit Pr = 0,025 über eine
zurückspringende Stufe mit ER = 1,5 und ReH = 4805. Als Grund für die
verbesserte Wärmeübertragung wird die höhere Konvektion angeführt, da
die Reynolds-Spannungen sowie die turbulenten Wärmeströme durch die
Auftriebskraft verringert werden. Die in diesem Kapitel vorgestellten Er-
gebnisse wurden in Schumm et al. [SFM16, SFM17] veröffentlicht. Für die
Untersuchung werden das LSY- und das MM-Modell verwendet. Cotton
und Jackson [54] sowie Jackson et al. [100] haben das LSY-Modell erfolg-
reich für eine auftriebsunterstütze Natrium Strömung angewendet. Darüber
hinaus überzeugt das Modell durch seine numerische Stabilität. Der Einfluss
des komplexeren Wärmeflussmodells von MM und die damit eventuell ver-
bundene verbesserte Berechnung des Temperaturtransports begründet die
Wahl des zweiten Modells.
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5.1 Beschreibung des Simulationsaufbaus

Untersucht wird eine turbulente Strömung über eine zurückspringende
Stufe bei auftriebsunterstützter Mischkonvektion und ReH = 10000. Der
Simulationsaufbau ist in Abbildung 5.1 dargestellt. Der erste Abschnitt der
eingerückten Wand wird durch eine konstante Wärmestromrandbedingung
beheizt, alle anderen Wände werden als adiabat betrachtet. Die beheizte
Länge LH und der Erholungsbereich Lr entsprechen jeweils 20H, das Ex-
pansionsverhältnis ist 2.

D

Ub

x1

x3

x2 H

LH

Lrg1

q̇

adiabate Wand

Abbildung 5.1: Abbildung des Rechengebietes gemäß Schumm et al. [SFM17].

Am Einlass, der 4H stromaufwärts der Stufe positioniert ist, wird das
Profil einer vollentwickelten Kanalströmung vorgegeben. Für das MM-
Modell werden kθ und εkθ

mit 10−10 initialisiert. Am Auslass wird ein
Referenzdruck von 0Pa vorgegeben. Für alle anderen Größen wird eine
Neumann-Randbedingung mit ∂ (·)

∂x1
verwendet. In x3 Richtung wird eine ge-

genüber der Kanalhöhe sehr viel größere Ausdehnung angenommen, was
eine zweidimensionale Berechnung des Problems ermöglicht. Die Randbe-
dingungen für das LSY- und das MM-Modell sind in Tabelle 5.1 zusammen-
gefasst. Unter der Annahme hinreichend geringer Temperaturdifferenzen
ist es zulässig, den Einfluss der Auftriebskräfte gemäß der Boussinesq-
Approximation, Gleichung (2.4), lediglich in den Impulserhaltungsglei-
chungen zu berücksichtigen. Die Gültigkeit dieser Annahme wurde anhand
von Untersuchungen mit Ri = 0,2 und 0,4 geprüft und kein signifikanter
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Tabelle 5.1: Randbedingungen der verwendeten Turbulenzmodelle.

k ε kθ εkθ

MM 0 2νk/∆y2 0 2αkθ/∆y2

LSY 0 0 - -

Tabelle 5.2: Parameter der durchgeführten Simulationen mit den dazugehörigen
Referenzen der Vergleichsdaten bei ReH = 10000.

Ri 0,01 0,12 0,2 0,4 1

DNS [31] [31] [31] [31] –

Einfluss der Auftriebskräfte auf k sowie die c f - und Nu-Verteilung festge-
stellt. In Tabelle 5.2 sind die verschiedenen Simulationsfälle mit der Quelle
der Vergleichsdaten aufgeführt, die innerhalb dieses Kapitels diskutiert wer-
den.

5.2 Vergleich der unterschiedlichen
Modellkombinationen

Geschwindigkeitsfeld

In einem ersten Schritt wird der Einfluss der Mischkonvektion für
ReH = 10000 und Ri= 0,2 auf das Strömungsfeld anhand des LSY-Modells
sowie des MM-Modells untersucht. Hierzu werden die Ergebnisse mit de-
nen der Zwangskonvektion verglichen. In Abbildung 5.2 ist der Einfluss
der Auftriebskräfte auf das mittlere Geschwindigkeitsfeld zu sehen. Die
Auftriebskräfte wirken dabei in Wandnähe beschleunigend auf das Fluid in
Strömungsrichtung. Diese Auftriebskräfte wirken entgegengesetzt zur Re-
zirkulationsbewegung. Gleichzeitig bewirkt der Auftrieb bei x2/H ≥ 0 eine
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Ri = 1

Ri = 0,2

Ri = 0

x2/H = 0
x1/H = 0 x1/H = 5 x1/H = 10

-

6

Abbildung 5.2: Betrachtung der modellierten Stromlinien für eine turbulente Strö-
mung über eine zurückspringende Stufe bei Zwangskonvektion
(oben) und Mischkonvektion (Mitte und unten) bis x1/H = 10 für
ReH = 10000.

Elongation des Eckenwirbels in positive x1 Richtung, der zu einer weiteren
Deformation des Rezirkulationswirbels führt.

Der Einfluss der Auftriebskräfte auf die mittlere Strömung ist in Abbil-
dung 5.3 zu sehen. Aufgrund der Auftriebskräfte wird die Strömung entlang
der beheizten Wand beschleunigt und an der gegenüberliegenden adiaba-
ten Wand in Folge der Kontinuität abgebremst. Dies führt im Vergleich
zu Ri = 0 zu einer Umkehr des Geschwindigkeitsprofils stromab der Re-
zirkulationszone, d.h. dass sich die maximale Strömungsgeschwindigkeit
nicht im Bereich der Zuströmung x2/H > 1, sondern oberhalb des Hei-
zers bei x2/H < 1 ausbildet. Sobald das Fluid ab x1/H > 20 nicht mehr
beheizt wird, bremsen viskose Kräfte sowie die turbulenten Scherspannun-
gen die Strömung ab. Für diesen Bereich zeigt das LSY-αt = 0 Modell die
größten Strömungsgeschwindigkeiten für x2/H < 0,5 und daher eine ge-
ringere Verzögerung der mittleren Strömung als die anderen Modelle. Dies
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Abbildung 5.3: Vergleich der Geschwindigkeitsprofile bei Misch- und bei Zwangs-
konvektion für ReH = 10000. Die graue Fläche zeigt ±10% Ab-
weichung von den DNS-Daten, bezogen auf Ub. Ri = 0: DNS;
Ri = 0,2: DNS; LSY; LSY-αt = 0; MM

ist der modellbedingten Vernachlässigung der turbulenten Wärmediffusion
geschuldet. Die verringerte Durchmischung des Temperaturfeldes führt zu
einer höheren Wandtemperatur wie Abbildung 5.4 zeigt und folglich zu ei-
ner stärkeren Auftriebskraft auch stromab des Heizers.

Der Auftrieb bewirkt eine Beschleunigung in positive x1-Richtung. In-
folge dieser werden die Geschwindigkeitsschwankungen normal zur Haupt-
strömungsrichtung reduziert. Damit verringert sich die Bedeutung des wand-
normalen Wärmestroms für kleine Ri. Dies führt zu einer sehr guten Über-
einstimmung der gemittelten Geschwindigkeitsprofile mit den Vergleichs-
daten, unabhängig von der verwendeten Modellkombination. Für den Be-
reich 6 < x1/H ≤ 15 ist in Abbildung 5.5 eine deutliche Verminderung
der turbulenten kinetischen Energie im Vergleich zu Ri = 0 zu erkennen.
Während für den Fall ohne Auftriebskräfte die turbulente kinetische Ener-
gie hauptsächlich in der Scherschicht zwischen dem einströmenden Fluid
und dem Rezirkulationsgebiet gebildet wird, ist für Ri = 0,2 die Scherung
zwischen dem Ecken- und Rezirkulationswirbel bis x1/H ≈ 4 für die Pro-
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Abbildung 5.4: Vergleich der Temperaturprofile bei Mischkonvektion für ReH =
10000 und Pr = 0,0088. Die graue Fläche zeigt ±10% Abwei-
chung von den DNS-Daten. DNS; LSY; LSY-
αt = 0; MM

duktion von k verantwortlich. Weiter stromabwärts ändern die Auftriebs-
kräfte das Geschwindigkeitsprofil im Vergleich zur erzwungenen Konvek-
tion durch die Beschleunigung des Fluids in Wandnähe. Die daraus resul-
tierenden sehr kleinen Geschwindigkeitsgradienten bewirken eine Lami-
narisierung der Strömung, wie in Abbildung 5.5 durch die sehr kleinen
k-Werte gezeigt wird. Ebenfalls wird die Produktion von k aufgrund der
vernachlässigbaren Scherrate unterdrückt. Für Ri = 0,2 verursacht der er-
höhte Auftriebseinfluss eine Vorzeichenumkehr der Scherspannungen bei
x1/H > 9, vergleiche Abbildung 5.6. Dies führt zu einer erhöhten Produk-
tion von k ab x1 > 12. Die großen Geschwindigkeitsgradienten bedingen
aufgrund des Wirbelviskositätsprinzips (2.28) eine Überschätzung der tur-
bulenten Scherspannungen ab x1/H ≥ 12, wie in Abbildung 5.6 zu sehen ist.
Somit nimmt k aufgrund der sich noch immer ändernden Schubspannungen
bis etwa x/H ≈ 24 weiter zu. Stromabwärts dieser Position werden die Ge-
schwindigkeitsprofile flacher und verringern die Produktion der turbulenten
kinetischen Energie, was zu geringeren k-Werten führt.
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Abbildung 5.5: Vergleich von k bei Mischkonvektion und bei Zwangs-
konvektion für ReH = 10000. Ri = 0: DNS;
Ri = 0,2: DNS; LSY; LSY-αt = 0; MM

0 0, 0125
0

0, 5

1

1, 5

u1u2/U
2
b

x
2
/
H

x1/H = 3 6 9 12 15 21 24

Abbildung 5.6: Vergleich der turbulenten Scherspannungen bei Misch- und
bei Zwangskonvektion für ReH = 10000. Ri = 0: DNS;
Ri = 0,2: DNS; LSY; LSY-αt = 0
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Widerstandsbeiwert

Der Einfluss der Auftriebskraft wirkt sich auch auf den Verlauf des Wi-
derstandsbeiwertes aus, wie in Abbildung 5.7 zu sehen ist. Dabei führt die
Beschleunigung des Fluids entlang des Heizers zu höheren c f -Werten. Im
Bereich 1 < x1/H < 6 zeigen sich Unterschiede von bis zu 25% zwischen
den modellierten Widerstandsbeiwerten und den DNS-Daten. Dabei fällt
auf, dass das LSY-αt = 0 Modell die größten Abweichungen besitzt, was
an der höheren Wandtemperatur und damit verbundenen Auftriebskräften
zusammenhängt, wie in Abbildung 5.4 zu erkennen ist. Die anderen Mo-
delle zeigen lediglich für den Bereich der Rezirkluation (1 < x1/H < 3)
größere Abweichungen von den DNS-Daten. Dieses Verhalten lässt darauf
schließen, dass die turbulenten Scherspannungen und damit die Interakti-
on zwischen der Rezirkulation und dem beschleunigten Fluid oberhalb der
beheizten Wand unterschätzt wird. Stromabwärts des Rezirkulationsgebie-
tes bei x1/H ≥ 4 sind die Unterschiede in den c f -Verläufen zwischen den
Modellen und den Vergleichsdaten mit ±5% sehr gering. Sobald sich die
Produktion von k ab x1/H > 8 erholt sind Unterschiede zwischen den je-
weiligen Modellkombinationen erkennbar. Der Einfluss von k spiegelt sich
im starken Anstieg von c f gegen Ende des Heizers wider. Dabei ist der
Unterschied zwischen den einzelnen Wärmemodellen erkennbar. Während
das MM-Modell den Widerstandsbeiwert in guter Übereinstimmung mit
den DNS-Daten bis x1/H = 20 vorhersagt, unterschätzt das LSY-Modell
den Reibungsbeiwert ab x1/H > 15. Das Verhalten zeigt sich jedoch nur in
Kombination mit der Korrelation von Kays. Die Vernachlässigung des tur-
bulenten Wärmetransports führt zu einem deutlichen Anstieg von c f und
einer Überschätzung von 15% bei x1/H = 20. Stromab der Heizung nimmt
der Widerstandsbeiwert aufgrund der Strömungsverzögerung nahe der ein-
gerückten Wand ab und nähert sich dem c f -Wert für Ri = 0 an. Die Ge-
schwindigkeit mit der c f abklingt wird dabei von dem verwendeten turbu-
lenten Wärmeflussmodell bestimmt. Ein größerer turbulenter Wärmestrom
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Abbildung 5.7: Vergleich von c f bei Misch- und Zwangskonvektion. Die graue
Fläche zeigt ±5% Abweichung von den DNS-Daten.
Ri = 0: DNS;
Ri = 0,2: DNS; LSY; LSY-αt = 0;
MM

in wandnormaler Richtung führt zu einer Verringerung der Temperaturun-
terschiede über dem Querschnitt und zu einer geringeren Beschleunigung.
Auf dieses Verhalten wird in Kapitel 5.3 näher eingegangen.

Nusselt-Zahl

Während sich für das Impulsfeld nur geringe Unterschiede zwischen
den Modellen und den Vergleichsdaten zeigen, weist die Betrachtung der
Nusselt-Zahlverläufe in Abbildung 5.8 größere Differenzen zwischen den
modellierten Verläufen und den DNS-Daten auf. Ein Grund hierfür ist die
Verwendung eines linearen Turbulenzmodells, das eine unzureichende Ver-
teilung der Reynolds-Spannungen und folglich von k liefert. Diese sind
gemäß Gleichung (2.46) für eine exakte Berechnung der turbulenten Wär-
meströme u jθ wichtig. Darüber hinaus ist es der Ein-Gradienten-Hypothese
(SGDH) nicht möglich, die Anisotropie der turbulenten Wärmeleitung kor-
rekt abzubilden. Der Einfluss der turbulenten Wärmeströme auf den Tempe-
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raturtransport wird durch den Vergleich der Nusselt-Zahl-Profile zwischen
den DNS-Daten und den Ergebnissen des LSY-αt = 0 Modells deutlich. Das
Vernachlässigen der turbulenten Wärmeströme führt zu einer Unterschät-
zung von max. −15% bei x1/H ≈ 6 und −10% am Ende der beheizten
Fläche.

Entlang des Eckenwirbels bis x1/H ≈ 3, stimmen die Modelle sehr
gut mit den DNS-Daten überein und zeigen einen deutlich erhöhten Wär-
meübergang im Vergleich zu Ri = 0. Entsprechend der Ausdehnung des
Eckenwirbels verschiebt sich die anfängliche Abnahme des Wärmeüber-
gangskoeffizienten von x1/H ≈ 1 bei Ri = 0 zu x1/H ≈ 2 bei Ri = 0,2.
Das Rezirkulationsgebiet fördert kaltes Fluid aus der Zuströmung in Rich-
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Abbildung 5.8: Vergleich von Nu bei Mischkonvektion und bei Zwangskonvektion.
Die graue Fläche zeigt ±10% Abweichung von den DNS-Daten.
Ri = 0: DNS;
Ri = 0,2: DNS; LSY; LSY-αt = 0;
MM

tung der beheizten Oberfläche. Dieser zusätzliche Impuls- und Energie-
transport führt zum Anstieg der Nusselt-Zahl bis x1/H ≈ 6. Jedoch können
die Modelle den für den Anstieg wichtigen Transportprozess nicht exakt
abbilden. Der Vergleich der turbulenten Wärmeströme in wandnormaler
Richtung zeigt in Abbildung 5.9, dass beide Modelle den Wärmeübergang
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in Wandnähe unterschätzen. Dies ist damit zu begründen, dass beide Mo-
delle die turbulente kinetische Energie zur Berechnung von αt verwenden.
Die Laminarisierung führt jedoch zu einem geringeren k und folglich zu re-
duzierten turbulenten Wärmeströmen. Darüber hinaus wird u1θ wegen der
linearen Beziehung mit den Temperaturgradienten in Strömungsrichtung
unterschätzt, wie in Abbildung 5.10 dargestellt ist. Die turbulenten Wär-
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Abbildung 5.9: Vergleich der wandnormalen turbulenten Wärmeströme bei ReH =
10000 und Ri = 0,2. DNS; LSY; MM

meströme wachsen in Folge der Produktion von k durch die sich einstellen-
den Geschwindigkeitsgradienten ab x1/H > 12 an. Dies führt an Position
x1/H = 15 zu einer Überschätzung von u2θ durch das LSY-Modell.

Die Korrelation von Kays zeigt für diesen Fall eine bessere Übereinstim-
mung mit den DNS-Daten als das komplexere Zwei-Gleichungs-Modell.
Dieses berechnet die turbulenten Wärmeströme in Abhängigkeit der turbu-
lenten kinetischen Energie sowie der Dämpfungsfunktion fλ , welche von
der Kologorov-Geschwindigkeitsskala uη = (νε)0.25 und der molekularen
Prandtl-Zahl abhängt. Aufgrund der Relaminarisierung der Strömung ver-
ringert sich die turbulente kinetische Energie und damit die Kolmogorov-
Geschwindigkeitsskala. Demzufolge strebt die Dämpfungsfunktion gegen

123



5 Turbulente, mischkonvektive Flüssigmetallströmung bei unstetiger

Kanalquerschnittsänderung

Null wodurch die turbulenten Wärmeströme nicht vorhersagt werden
können.

Der Unterschied zwischen den verwendeten Modellen und den DNS-
Daten lässt sich zudem auf das vereinfachte Modell der Wärmeübertragung
zurückführen. In Gleichung (2.37) werden die turbulenten Wärmeströme
mit den mittleren Temperaturgradienten in der jeweiligen Raumrichtung in
Beziehung gesetzt. Mit dieser Annahme ist es nicht möglich, die turbulen-
ten Wärmeströme in Strömungsrichtung korrekt wiederzugeben. Simulatio-
nen des LSY-Modells in Verbindung mit der verallgemeinerten Gradienten-
Diffusions-Hypothese (GGDH) von Daly und Harlow [113] und der Anpas-
sung nach Ince und Launder [114]

uiθ =−3
2

Cµ

Prt

k
ε

uiu j
∂T
∂x j

(5.1)

zeigen keine signifikante verbesserte Berechnung des Wärmeübergangs, da
diese von den Reynoldsspannungen abhängig sind und diese in Folge der
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Abbildung 5.10: Vergleich der wandparallelen turbulenten Wärmeströme bei
ReH = 10000 und Ri = 0,2. DNS; LSY; MM
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Beschleunigung gedämpft werden. Die vereinfachte algebraische Wärme-
strommodellgleichung

uiθ = − 1
cθ

k
ε

(
uiu j

∂T
∂x j

+(1− cθ2)u jθ
∂Ui

∂x j
+(1− cθ3)βgiθ

2
)

(5.2)

weist zusätzlich zu dem Produktionsterm infolge der Temperaturgradienten,
zwei weitere Terme auf. Diese beschreiben die Produktionsrate der turbu-
lenten Wärmeflüsse infolge der Geschwindigkeitsgradienten der Hauptströ-
mung sowie den Einfluss der Auftriebsterme. Der zweite Term hat aufgrund
der Beschleunigung einen großen Einfluss im Bereich der aufprallenden
Strömung sowie entlang des Heizers. Der Einfluss des dritten Terms ist in
dem betrachteten Parameterbereich von Ri < 1 sowie einer geringen Tempe-
raturdifferenz vernachlässigbar. Dies zeigen Untersuchungen von Niemann
und Fröhlich [97].

In Bezug auf die Nusselt-Zahl-Verteilung werden die besten Überein-
stimmungen zwischen den RANS Ergebnissen und den DNS-Daten mit dem
LSY-Modell erzielt, weshalb dieses für die systematische Untersuchung der
Auftriebskräfte auf die Strömungsstruktur verwendet wird. Der Einfluss der
turbulenten Wärmeleitfähigkeit wird anhand der Kays-Korrelation model-
liert.

5.3 Variation des Auftriebseinflusses

Geschwindigkeitsfeld

In Abbildung 5.11 werden für Ri = 0,12, 0,2 und 0,4 die Geschwindig-
keitsprofile in Strömungsrichtung an verschiedenen Positionen hinter der
Stufe mit den DNS-Daten verglichen. Die Simulation bei Ri = 1 übersteigt
den Bereich der verfügbaren DNS-Daten, so dass kein Vergleich möglich
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Abbildung 5.11: Vergleich der Geschwindigkeitsprofile bei Mischkonvektion mit
DNS-Daten an verschiedenen Positionen nach der Stufe für Ri =
0,12, 0,2 und 0,4.
DNS-Daten: Ri = 0,12; Ri = 0,2; Ri = 0,4;
RANS-Daten: Ri = 0,12; Ri = 0,2; Ri = 0,4.
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Abbildung 5.12: Visualisierung des Auftriebseinflusses anhand der Geschwin-
digkeitsprofile an verschiedenen Positionen nach der Stufe für
Ri = 0,12 bis 1.
RANS-Daten: Ri = 0,12; Ri = 0,2; Ri = 0,4;

Ri = 1.
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ist. Aus diesem Grund wird der Einfluss der Auftriebseffekte auf die model-
lierte Strömung in Abbildung 5.12 für die RANS-Simulationen dargestellt.
Die Geschwindigkeitsprofile zeigen einen Rückgang der Rezirkulationszo-
ne sowie eine Ausdehnung des Eckenwirbels mit zunehmendem Einfluss
der Auftriebskräfte an, wie bereits durch die Stromlinien in Abbildung 5.2
dargestellt wurde. Aufgrund der Kontinuität führt dies zu einer Verzögerung
der Flüssigkeit in der Nähe der oberen Wand.

Eine gute Übereinstimmung mit den DNS-Daten bis x1/H = 12 zeigt
sich für alle betrachteten Richardson-Zahlen. Für Ri = 0,4 zeigt sich im
Vergleich zu den DNS-Daten eine zu geringe Geschwindigkeit in der Nähe
des Heizers ab x1/H = 15. Für Ri = 1 stellt sich die höchste Strömungs-
geschwindigkeit entlang der Heizung bei x1/H ≈ 12 ein. Aufgrund einer
sich aufbauenden Grenzschicht und der damit verbundenen Zunahme von k

nimmt das Maximum von U1 in Strömungsrichtung immer weiter ab. Dies
zeigen auch die Profile bei Ri = 0,4. Dieses Verhalten ist konsistent mit
der Reduktion des c f -Wertes in Abbildung 5.13 und 5.14. Stromabwärts der
Heizung fehlt der bisherige Antrieb, wodurch die Strömung aufgrund der
turbulenten Scherspannungen verlangsamt wird. An der Position x1/H = 27
sind nur geringe Unterschiede in den modellierten Geschwindigkeitsprofi-
len zu erkennen, was zu der Schlussfolgerung führt, dass sich die Strömung
bei höherem Auftrieb schneller dem auftriebsfreien Fall annähert. Dieser
Effekt zeigt sich auch in der Schubspannungsverteilung in Abbildung 5.15,
die eine schnellere Abnahme der Scherspannungen mit größeren Ri zeigen.

Die starke Strömungsumlenkung nach der Stufe für Ri = 0,4 und 1
führt zu einer Strömungsablösung an der adiabaten Wand wie die negati-
ven Geschwindigkeitsprofile in Abbildung 5.12 und die Stromlinienverläu-
fe in Abbildung 5.2 zeigen. Für Ri = 0,4 löst die Strömung an der oberen
Wand aufgrund der starken Umlenkung nach der Stufe (x1/H ≈ 2) sowie
bei x1/H = 12 ab. Mit steigender Richardson-Zahl dehnen sich die beiden
Rezirkulationsgebiete in Strömungsrichtung aus und weisen bei Ri = 1 ein
zusammenhängendes Rezirkulationsgebiet entlang der adiabaten Wand auf.
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Für k sind die Unterschiede zwischen den DNS-Daten und den RANS-
Simulationen ausgeprägter als für das mittlere Geschwindigkeitsfeld, wie in
Abbildung 5.16 gezeigt wird. Eine Verkürzung der Rezirkulationszone mit
zunehmendem Einfluss des Auftriebs führt zu einem reduzierten k Profil
hinter der Stufe. In der Nähe der beheizten Oberfläche führt die Änderung
des Geschwindigkeitsfeldes durch Auftrieb zu kleinen Geschwindigkeits-
gradienten in wandnormaler Richtung für 6 < x1/H ≤ 12 und Ri = 0,4,
wie Abbildung 5.11 zeigt. Daher wird die Produktion von k aufgrund der
vernachlässigbaren Scherrate unterdrückt. Innerhalb dieser Region ist ei-
ne gute Übereinstimmung mit den DNS-Daten offensichtlich. Mit dem sich
entwickelnden Maximum im Geschwindigkeitsprofil über dem Heizer wei-
ter stromab werden starke Scherspannungen erzeugt, welche die Produktion
von k bei x2/H ≈ 0,5 verursachen. Die Produktion ist jedoch stärker als die
durch die DNS-Daten angegebene, insbesondere für x2/H ≥ 0,5, da diese
für lineare Turbulenzmodelle direkt von dem Geschwindigkeitsgradienten
abhängt. Aufgrund der höheren turbulenten Scherspannung ist eine Zunah-
me der turbulenten Wärmeströme und eine geringere Temperatur in der Nä-
he der beheizten Wand zu erwarten.

Widerstandsbeiwert

Die Verteilung des Widerstandsbeiwertes entlang der eingerückten Wand
ist für die verschiedenen Fälle in Abbildung 5.14 dargestellt. Der Vergleich
mit den DNS-Daten erfolgt für 0 < x1/H ≤ 20 in Abbildung 5.13. Die in
Strömungsrichtung wirkende Auftriebskraft beschleunigt das Fluid in der
Nähe der beheizten Oberfläche, was zu einem Anstieg von c f führt. Ab-
weichungen vom c f -Profil sind bereits für eine kleine Richardson-Zahl wie
Ri = 0,01 erkennbar. Der zusätzliche Impuls im Fluid verstärkt die Aus-
dehnung des Eckenwirbels entlang der Heizung, welcher das Ablösen der
Rezirkulationszone von der Heizung für Ri ≥ 0,12 bewirkt [97] [SFM16].
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Abbildung 5.13: Einfluss der Auftriebskräfte auf den Reibungsbeiwert entlang der
beheizten Wand für Ri = 0,12, 0,2 und 0,4.
DNS-Daten: Ri = 0,12; Ri = 0,2; Ri = 0,4;
RANS-Daten: Ri = 0,12; Ri = 0,2; Ri = 0,4.
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Abbildung 5.14: Einfluss der Auftriebskräfte auf den Reibungsbeiwert entlang der
eingerückten Wand. Der rote Balken symbolisiert den Heizer.
Ri= 0: ; Ri= 0,01: ; Ri= 0,12: ; Ri= 0,2: ;
Ri= 0,4: ; Ri= 1:
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Abbildung 5.15: Vergleich der modellierten turbulenten Scherspannung bei zuneh-
mendem Einfluss der Auftriebskräfte.

Ri = 0,12; Ri = 0,2; Ri = 0,4; Ri = 1
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Abbildung 5.16: Vergleich der turbulenten kinetischen Energie mit den DNS-Daten
für auftriebsunterstützte Mischkonvektion für Ri = 0,2 und 0,4.
DNS-Daten: Ri = 0,12; Ri = 0,2; Ri = 0,4;
RANS-Daten: Ri = 0,12; Ri = 0,2; Ri = 0,4.
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Abbildung 5.17: Vergleich der mittleren wandnormalen Geschwindigkeit mit zu-
nehmendem Auftriebseinfluss. Ri = 0,4; Ri = 1.

Die Verkleinerung der Rezirkulationszone führt für größere Ri zu einer Ver-
schiebung von c f ,min in Richtung der Stufe. Dem kleinen Bereich einer
Abnahme von c f folgt ein steiler Anstieg, der aus der aufprallenden Zu-
strömung resultiert. Der nahezu lineare Anstieg des Widerstandsbeiwertes,
der sich an diesen Bereich anschließt, ergibt sich aus Änderungen des Ge-
schwindigkeitsprofils aufgrund der Beschleunigung des wandnahen Fluids.
Die Steigung beider Bereiche nimmt mit zunehmendem Auftriebseffekt zu.
Für die Fälle mit Ri ≥ 0,4 ist eine Region mit abnehmendem c f gegen
Ende der Heizung sichtbar. Dieser Effekt ist auf verschiedene Mechanis-
men zurückzuführen. Abbildung 5.17 zeigt für beide Fälle eine positive
Geschwindigkeit in Wandnormalenrichtung, die das Fluid in Richtung der
adiabaten Wand transportiert. Dies führt zu einer besseren Vermischung des
Geschwindigkeitsfelds und verringerten Geschwindigkeitsgradienten. Dar-
über hinaus führen die hohen Scherspannungen zu einem stärkeren Quer-
impulsaustausch und folglich zu einer besseren Durchmischung des ther-
mischen Feldes (siehe Abbildung 5.15). Daraus resultiert eine zu geringe
Wandtemperatur auf der Heizung und einer höheren auf der gegenüberlie-
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Abbildung 5.18: Vergleich der entdimensionierten Temperaturprofile mit zuneh-
mendem Auftriebseinfluss.

Ri = 0,2; Ri = 0,4; Ri = 1.

genden Wand, wie Abbildung 5.18 zeigt. Folglich sind die Auftriebskräf-
te im Vergleich zu den Positionen weiter stromauf reduziert, wodurch c f

verringert wird. Stromab des beheizten Bereiches nimmt die Wandreibung
aufgrund der Verlangsamung der Strömung nahe der eingerückten Wand ab
und strebt für x1/H� 40 gegen den c f -Wert für Ri = 0.

Alle Simulationen demonstrieren eine gute Übereinstimmung zwischen
den RANS-Simulationen und den DNS-Daten stromab der Stufe. Die Vor-
hersagen für den Fall mit Ri = 0,2 und 0,4 zeigen jedoch eine Abnahme
von c f um x1/H ≈ 14 bzw. x1/H ≈ 12. Dieses Verhalten wird durch die
Zunahme der wandnormalen turbulenten Wärmeströme verursacht, wie Ab-
bildung 5.9 zeigt. Das größere Profil von u2θ bei x/H = 15 führt zu einer
stärkeren Durchmischung der Temperatur, wodurch die Strömung in Wand-
nähe abkühlt und sich in einem reduzierten c f -Verlauf widerspiegelt.

Die c f -Verteilung an der oberen Wand ist in Abbildung 5.19 dargestellt.
Für Ri≤ 0,1 gleicht der c f -Verlauf dem einer erzwungenen Konvektion. Der
Widerstandsbeiwert zeigt eine steile Abnahme bis zum Wiederanlegepunkt
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Abbildung 5.19: Vergleich von c f entlang der adiabaten Wand nach der Quer-
schnittserweitung bei verschiedenen Richardson-Zahlen.

Ri = 0; Ri = 0,01; Ri = 0,12; Ri = 0,2;
Ri = 0,4; Ri = 1.

bei x1/H ≈ 8 auf. Von da an konvergiert die Kurve langsam auf denselben
Wert wie an der unteren Wand. Infolge des Auftriebs an der beheizten Wand
verringert sich die viskose Scherung, wodurch sich die Bulkgeschwindig-
keit in negative x2-Richtung verlagert, wie in Abbildung 5.2 durch die ge-
krümmten Stromlinien gezeigt wird. Das führt zu einer steilen Abnahme der
Geschwindigkeitsgradienten an der oberen Wand. Bereits für Ri= 0,2 sagen
die modellierten c f -Verläufe eine kurze Rezirkulationszone an der adiaba-
ten Wand voraus, welche durch c f < 0 gekennzeichnet ist. Eine weitere Zu-
nahme des Auftriebs vergrößert diese Rezirkulationszone an der adiabaten
Wand in Strömungsrichtung und führt zu einer zweiten Rezirkulation weiter
stromabwärts bei ca. x1/H > 12.

Nusselt-Zahl

In Abbildung 5.20 sind die lokalen Nu-Profile für verschiedene Richardson-
Zahlen angezeigt und den DNS-Daten gegenübergestellt. Innerhalb des be-
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Tabelle 5.3: Vergleich der integralen Nusselt-Zahl über die beheizte Länge von
20H und der relativen Abweichung ε gegenüber den Vergleichsdaten
für ReH = 10000.

Ri = 0,12 Ri = 0,2 Ri = 0,4 Ri = 1∫
Nu (DNS) 1,98 2,19 2,56 -∫
Nu (LSY) 1,86 2,08 2,45 3,01

ε [%] -5,9 -5,2 -4,4 -

trachteten Ri-Bereiches ist eine Erhöhung der Wärmeübertragung mit zu-
nehmendem Einfluss der Auftriebskraft zu erkennen. Sobald der Auftrieb
die Strömungsstruktur beeinflusst, zeigen alle Nu-Profile ein lokales Mini-
mum an der gleichen Position x1 ≈ 2H hinter der Stufe an. Die Position der
maximalen Nusselt-Zahl verschiebt sich mit steigendem Auftriebseinfluss
zu kleineren x1-Werten. Dieses Verhalten ist im Einklang mit den DNS-
Daten. Für höhere Richardson-Zahlen führt die Produktion von k zu einem
Anstieg der turbulenten Wärmediffusion. Dies führt zu einem Anstieg der
Nusselt-Zahl wie in Abbildung 4.1 für Ri = 0,4 ab x1/H > 10 aufzeigt. Die
verstärkte turbulente Wärmediffusion führt dazu, dass die gesamte Wär-
meübertragung entlang des Heizers nur geringe Abweichungen von den
Vergleichsdaten aufzeigt, wie in Tabelle 5.3 zusammengefasst ist. Aller-
dings zeigt sich, dass die maximalen Nusselt-Zahlen unterschätzt werden.
Die Abweichungen zwischen den RANS-Simulationen und den DNS-Daten
steigen mit zunehmendem Auftriebseinfluss, wie in Tabelle 5.4 zusammen-
gefasst ist.

Der Vergleich der Nusselt-Zahlen zeigt, dass trotz der starken Verein-
fachungen, sowohl des linearen Turbulenzmodells, als auch der einfachen
Gradientenhypthese (2.37), die Berechnung des globalen Wärmeeintrags
Abweichung < 5% möglich sind. Daher eignen sich diese Modelle zur Be-
rechnung ingenieurtechnischer Probleme.
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Abbildung 5.20: Vergleich der berechneten Nusselt-Zahlen entlang des Hei-
zers stromab der Querschnittserweiterung bei verschiedenen
Richardson-Zahlen.
DNS: Ri = 0,12; Ri = 0,2; Ri = 0,4;
RANS: Ri = 0,12; Ri = 0,2; Ri = 0,4;

Ri = 1

Tabelle 5.4: Vergleich der maximalen Nusselt-Zahl und der relativen Abweichung
ε gegenüber den Vergleichsdaten für ReH = 10000.

Ri = 0,12 Ri = 0,2 Ri = 0,4 Ri = 1

Numax (DNS) 2,40 2,67 3,14 -

Numax (LSY) 2,20 2,41 2,78 3,40

ε [%] -8,6 -9,6 -11,4 -
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5.4 Fazit

Zunächst wird der Einfluss auftriebsunterstützter Mischkonvektion mit
dem MM- und LSY-Modell für ReH = 10000 und Ri = 0,2 auf das Strö-
mungfeld untersucht. Dabei werden die unterschiedlichen Modelle anhand
ihrer Fähigkeit, die Auftriebseinflüsse wiederzugeben, bewertet. Im An-
schluss daran wird der Einfluss der Mischkonvektion auf das Strömungsfeld
sowie die Wärmeübertragung mit Hilfe das LSY-Modells analysiert und mit
DNS-Daten von Niemann und Fröhlich [31] verglichen.

Die Beschleunigung durch die Auftriebskräfte führt zu einer Umver-
teilung des Fluids in Richtung des Heizers und bedingt somit eine groß-
skalige Änderung der Geschwindigkeitsverteilung. Die höchste Strömungs-
geschwindigkeit zeigt sich oberhalb der beheizten Wand. Darüber hinaus
kommt es durch die Beschleunigung in Wandnähe zu einer Relaminari-
sierung der Strömung stromabwärts der Stufe. Erst mit steiler werdenden
Geschwindigkeitsgradienten kommt es zu einer Produktion von k.

Sowohl das MM-Modell als auch das LSY-Modell können den Auftriebs-
einfluss auf die Strömungsstruktur qualitativ abbilden. Die modellierten c f -
Verläufe zeigen eine gute Übereinstimmung der DNS-Daten, da der Einfluss
des Turbulenzmodells aufgrund der Relaminarisierung vernachlässigbar ist.

Beide Modelle verwenden die einfache Gradientenhypothese für die Be-
rechnung der turbulenten Wärmeströme. Somit entfällt u.a. der Einfluss der
Gradienten des Geschwindigkeitsfeldes auf die Produktion der turbulenten
Wärmeströme. Zudem können lediglich die turbulenten Wärmeströme in
wandnormaler Richtung abgebildet werden. Dies führt dazu, dass das MM-
Modell den Einfluss der turbulenten Wärmeströme deutlich unterschätzt und
zu Abweichungen im Profil der Nusselt-Zahl führt. Eine bessere Überein-
stimmung mit den Vergleichsdaten erzielt das LSY-Modell in Verbindung
mit der Kays-Korrelation.

Es zeigt sich, dass der globale Wärmeeintrag in guter Übereinstimmung
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mit den DNS-Daten berechnet wird. Dabei verringert sich die Differenz mit
steigender Richardson-Zahl. Die beste Übereinstimmung der globalen Wär-
meübertragung findet sich für Ri = 0,4, mit einer Abweichung von lediglich
−4,4% gegenüber den DNS-Daten. Dies zeigt, dass integrale Größen kom-
plexer Strömungen auch durch lineare Modelle in guter Übereinstimmung
mit den Vergleichsdaten abgebildet werden können und sich daher für den
Einsatz im industriellen Umfeld eignen.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Die Bewertung existierender Turbulenz- und Wärmestrommodelle zur
Beschreibung des Temperaturtransports in Flüssigmetallströmungen steht
im Fokus dieser Arbeit. Hierfür werden existierende Turbulenz- und Wär-
mestrommodelle hinsichtlich ihrer Verwendbarkeit im Bereich der Solar-
thermie ausgewählt und anhand einer ebenen Plattenströmung sowie einer
Strömung über eine zurückspringende Stufe bewertet. Eine Übersicht über
die verwendeten Modelle ist bezüglich der Turbulenzmodelle in Tabelle 2.2
und in Tabelle 2.3 für die Wärmestrommodelle gegeben.

Die Untersuchungen anhand der ebenen Plattenströmung mit aufgepräg-
ten Wandwärmeströmen zeigen für niedrige Reynolds-Zahlen (Reτ = 590)
eine sehr gute Übereinstimmung der berechneten Temperaturprofile mit den
Vergleichsdaten. Ein Einfluss des gewählten Modells konnte hierbei nicht
festgestellt werden. Mit steigendem Einfluss der turbulenten Wärmeströ-
me bei höheren Reynolds-Zahlen (Reτ = 2000) sind deutliche Unterschiede
zwischen den berechneten Temperaturprofilen sowie den Vergleichsdaten
zu erkennen. Die Modellkombinationen, welche die Korrelation von Kays
[24] zur Berechnung der turbulenten Wärmeströme verwenden, zeigen ins-
gesamt die beste Übereinstimmung mit den Literaturdaten. Die beste Über-
einstimmung erreicht das V2F- und das Hellsten-Modell mit −2,5% sowie
−3,6% bei Reτ = 2000 und Pr = 0,025. Bei einer molekularen Prandtl-
Zahl von Pr = 0,01 steigen die Abweichung auf−5,2% und−7,5% an, da
die turbulenten Wärmeströme im Bereich der Kanalmitte überschätzt wer-
den. Die Betrachtung der globalen Wärmeübertragung anhand der Nusselt-
Zahl bestätigt das Potential der Kays-Korrelation turbulente Wärmeströme
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und somit die Wärmeübertragung für zwangskonvektiven Strömungen mit
niedriger Prandtl-Zahlen gut vorhersagen zu können. Die Abweichungen so-
wohl des LSY, V2F und des Hellsten-Modells liegen unterhalb von 2%. Für
diese drei Modelle zeigen die Ergebnisse eine verringerte Abweichung zwi-
schen den LES-Vergleichsdaten und modellierten Ergebnissen mit steigen-
der Reynolds-Zahl. Somit ist für die Untersuchung einfacher Strömungsfäl-
le, wie die untersuchte vollentwickelte Plattenströmung, eine Modellkombi-
nation mit der Kays-Korrelation gegenüber den Zwei-Gleichungs-Modellen
zu bevorzugen.

Da eine vollentwickelte Strömung in technischen Anlagen nur sehr sel-
ten anzutreffen ist, müssen die Modelle auch in komplexen Strömungen
schnell, physikalisch sinnvolle Ergebnisse erzielen. Dafür wird eine ebe-
ne, turbulente Strömung über eine zurückspringende Stufe bei unterschied-
lichen Reynolds-Zahlen, nämlich 5000 mit ER = 1,5 und 10000, 20000
sowie 40000 bei ER = 2 betrachtet. Es zeigt sich, dass die Verschiebung
des Wiederanlegepunktes in Strömungsrichtung mit der Zunahme des Ex-
pansionsverhältnisses ER durch die Modelle sehr gut wiedergegeben wird.
Hingegen können die verwendeten Modelle die Abhängigkeit der Wiederan-
legelänge von der Reynolds-Zahl nicht wiedergeben. Die Turbulenzmodelle
zeigen für die Veränderung der Reynolds-Zahl von ReH = 10000 auf 40000
eine fast konstante Wiederanlegelänge voraus, während die DNS-Daten eine
Verlängerung von 0,6H andeuten. Darüber hinaus zeigt der Vergleich der
Wiederanlegelängen, dass die k− ε Modelle für die Berechnung physika-
lisch kurzer Wiederanlegelängen geeignet sind. Für ReH = 40000 zeigen die
k−ω Modelle mit xr = 8,8H eine Abweichung von 4,4% gegenüber den
Vergleichsdaten, wodurch sie sich für Simulationen bei hohen Reynolds-
Zahlen eignen. Darüber hinaus zeigt sich, dass sich die c f -Verläufe des
LSY-, SST- und Hellsten-Modells mit steigender Reynolds-Zahl einander
annähern. Dabei wird die Ausdehnung des Eckenwirbels unterschätzt, was
sich nachteilig auf die Vorhersage des Wärmeübergangs auswirkt. Das V2F-
Modell unterschätzt die Wirbelviskosität im Bereich der Rezirkulation. Die-
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ses Verhalten führt zu einer Überschätzung der Wiederanlegelänge bei allen
durchgeführten Simulationen. Bei ReH = 40000 zeigt sich darüber hinaus
ein monoton steigender c f -Verlauf anstelle des beschränkten Verhaltens.
Daher eignet sich dieses Modell nicht zur Modellierung der hier betrach-
teten Strömung.

Die Untersuchung der Nusselt-Zahlprofile zeigt eine deutliche Abhän-
gigkeit der Simulationsergebnisse von der betrachteten Reynolds-Zahl. Für
die Simulationen mit ReH = 10000 dominiert die molekulare Wärmediffu-
sion den Transportprozess bis x/H ≈ 5. Erst ab dieser Position ist ein gerin-
ger Einfluss der turbulenten Wärmeleitung auf die Nusselt-Zahl-Verteilung
erkennbar. Daher überschätzen die Modelle den Nu-Verlauf und sagen eine
überhöhte Wärmeübertragung voraus. Mit steigender Reynolds-Zahl wächst
auch der Einfluss der turbulenten Wärmeströme. Diesen Einfluss können die
verwendeten Modelle nicht vollständig abbilden. Analog zum c f -Verlauf
gleichen sich die berechneten Nu-Verläufe mit steigender Reynolds-Zahl
an. Die Position des maximalen Wärmeübergangs kann von den Modellen
nicht in Übereinstimmung mit den Vergleichsdaten berechnet werden. Die-
se sagen ihn stromaufwärts des Wiederanlegepunktes voraus, was zum ei-
nen der starken Vereinfachung der Wärmemodellierung zugesprochen wird.
Zum anderen wird dies durch die hohen turbulenten Wärmeströme in wand-
normaler Richtung innerhalb der Rezirkulationszone verursacht. Jedoch of-
fenbart das Integral der Nusselt-Zahl über die gesamte Länge des Heizers,
dass die Modelle den globalen Wärmeeintrag sehr gut wiedergeben können.
Dabei zeigt das Hellsten-Modell mit−0,7% Abweichung bei ReH = 20000
und −0,3% Abweichung bei ReH = 40000 die beste Übereinstimmung mit
den Vergleichsdaten. Für das LSY- sowie für das MM-Modell weist die inte-
grale Betrachtung der Nusselt-Zahl eine Abweichung von jeweils −6% bei
ReH = 40000 auf.

Der Einfluss der Mischkonvektion auf die Strömungsstruktur sowie den
Wärmeübergang wird anhand des LSY- und des MM-Modells untersucht.
Dabei ermöglicht das LSY-Modell eine bessere Vorhersage des thermischen
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Feldes, weshalb dieses für detaillierte Untersuchungen des Auftriebseinflus-
ses verwendet wird. Der Einfluss des Auftriebseffektes auf das Geschwin-
digkeitsfeld kann von dem LSY-Modell sehr gut wiedergegeben werden.
Jedoch führt der steigende Einfluss der turbulenten Wärmeströme durch die
Produktion von k zu einer Unterschätzung des Widerstandsbeiwertes. Die
Verteilung der Nusselt-Zahlen zeigt ein umgekehrtes Verhalten. Dem ver-
wendeten Modell ist es nicht möglich, die turbulenten Wärmeströme in Strö-
mungsrichtung vorauszusagen, ebenso werden die turbulenten Wärmeströ-
me in wandnormaler Richtung unterschätzt. Dieses Verhalten zeigt, dass für
die vorliegende Strömung ein komplexeres, nicht-lineares Modell zur Mo-
dellierung der turbulenten Wärmeströme benötigt wird. Die Betrachtung des
gesamten Wärmeübergangs anhand des Integrals der Nusselt-Zahl entlang
der beheizten Fläche zeigt mit einer Abweichung von−5,9% bei Ri = 0,12
eine sehr gute Übereinstimmung mit den Vergleichsdaten. Die Abweichun-
gen sinken mit steigendem Auftriebseinfluss. Für ReH = 20000 betragen
diese −5,2%. Für ReH = 40000 sinken die Abweichungen auf −4,4%.

Die durchgeführten Simulationen zeigen eine gute Übereinstimmung der
globalen Kennzahlen, also dem Widerstandsbeiwert und der Nusselt-Zahl,
mit den Vergleichsdaten einer turbulenten Kanalströmung mit plötzlicher
Querschnittserweiterung. Zukünftig sind weitere Untersuchungen bei klei-
neren Expansionsverhältnissen durchzuführen, um die Validität der getrof-
fenen Aussagen anhand einer größeren Datengrundlage zu überprüfen.

Darüber hinaus können algebraische Korrelationen zur übertragbaren
Wärmemenge in Abhängigkeit des Expansionsverhältnisses, der Reynolds-
und der Richardson-Zahl abgeleitet werden. Dies ist im Bereich der Voraus-
legung industrieller Anwendung von gesteigertem Interesse.

Ist hingegen das Studium des Strömungsfeldes und der Temperaturver-
teilung von Bedeutung, können neue, nicht-lineare Wärmeflussmodelle an-
hand der erzielten Ergebnisse verglichen und für Flüssigmetallströmungen
optimiert werden.
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7 Anhang

7.1 Eigenschaften von flüssigem Natrium

Stoffeigenschaften von flüssigem Natrium nach [13], bei Umgebungs-
druck.

cp = −3,001 ·106T−2 +1658−0,8479T +4,454 ·10−4T 2

ρ = 1014−0,235T

λ = 104−0,047T

µ = exp
(

556,835
T −0,3958lnT −6,4406

)
β = 1

ρ·(2723−0,531T )

Tabelle 7.1: Stoffwerte von flüssigem Natrium bei 423K:

cp ρ λ µ β ν

1,36e+03 914,59 81,12 5,43e-04 4,37e-07 5,94e-07
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7 Anhang

7.2 Modellgleichungen der verwendeten
Turbulenzmodelle

Zusätzlich zu den RANS-Gleichungen werden bei der Turbulenzmodel-
lierung weitere modellspezifische Gleichungen gelöst. Die in der vorliegen-
den Arbeit verwendeten Modellgleichungen werden im Folgenden aufge-
führt. Dabei handelt es sich um sogenannte Low-Reynolds-Modelle, in de-
nen der Einfluss der Turbulenz im wandnahen Bereich mit Hilfe von Dämp-
fungsfunktionen modelliert wird. Hierzu ist das verwendete Simulationsgit-
ter in Wandnähe dementsprechend zu verfeinern. Üblicherweise wird die
erste Zelle an der Wand so positioniert, dass d < 1,0ẏ+ gilt. Dabei be-
schreibt d den Abstand des Zellmittelpunktes von der Wand.

k− ε Modelle

Die Low-Reynolds-k − ε-Modelle lösen jeweils eine Differentialglei-
chung für k und ε , die in allgemeiner Form durch

U j
∂k
∂x j

= ν
∂ 2k

∂x j∂x j
+

∂

∂x j

(
νt

σk

∂k
∂x j

)
(7.1)

−uiu j
∂Ui

∂x j
− ε +D+Yc,

U j
∂ε

∂x j
= ν

∂ 2ε

∂x j∂x j
+

∂

∂x j

(
νt

σε

∂ε

∂x j

)
(7.2)

+
ε

k

(
−Cε1uiu j

∂Ui

∂x j
−Cε2 fε ε

)
+E,

ausgedrückt werden können. Dabei steht Yc für den Korrekturterm von Yap
[53], welcher durch:

Sε ≡ 0,83
ε2

k

(
k1,5

εle
−1
)(

k1,5

εle

)2

, (7.3)
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7.2 Modellgleichungen der verwendeten Turbulenzmodelle

Tabelle 7.2: Konstanten und Quellterme der linearen k− ε Modelle.

Cµ σk σε Cε1 Cε2 D E

LSY 0,09 1 1,3 1,44 1,92 2ν

(
∂
√

k
∂xi

)2
2ννt

(
∂ 2U

∂xi∂xi

)2

AKN 0,09 1,4 1,4 1,5 1,9 - -

Tabelle 7.3: Dämpfungsfunktionen der linearen k− ε Modelle.

LSY AKN

fε 1−0,3exp
(
−Re2

t
) [

1− exp
(
− y∗

3,1

)]2 [
1−0,3exp

(
−(Ret

6,5 )
2
)]

fµ exp −3,4
(1+Ret/50)2

[
1− exp

(
− y∗

14

)]2
[

1+ 5
Re0,75

t
exp
(
−( Ret

200 )
2
)]

mit
le ≡ c−0,75

µ κ∆y, (7.4)

gegeben ist und in Verbindung mit dem Modell von Launder und Sharma
verwendet wird. Launder und Sharma verwenden darüber hinaus eine Glei-
chung für ε̃ anstelle von ε . Die turbulente Scherrate wird durch

−uiu j = 2νtSi j−
2
3

δi jk, (7.5)

mit

νt =Cµ fµ

k2

ε
, (7.6)

berechnet. Die verwendeten Konstanten, Quellterme und Dämpfungsfunk-
tionen sind in den Tabellen 7.2 und 7.3 gegeben. Dabei entsprechen
y∗ = (νε)0,25∆y

ν
und Ret =

k2

εν
.
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7 Anhang

k− ε− v2− f -Modell nach Durbin

Durbin löst neben den Gleichungen (7.1) und (7.2) eine weitere Diffe-
rentialgleichung für v2 und eine elliptische Relaxationsfunktion f , welche
durch

∂υ2

∂ t
+U j

∂υ2

∂x j
= k f − υ2

k ε + ∂

∂x j

[(
ν + νt

σ
υ2

)
∂υ2

∂x j

]
, (7.7)

L2
v2∇

2 f − f = C1−1
τv2

(
υ2

k −
2
3

)
−C2

Pk
ε
, (7.8)

mit der turbulenten Längenskala Lv2 und Zeitskala τv2

Lv2 = CL max

k3/2

ε
,Cη

(
ν

3

ε

)1/4
 , (7.9)

τv2 = max
[

k
ε
,CT

(
ν

ε

)1/2
]
, (7.10)

gegeben sind. Somit lässt sich die Wirbelviskosität ohne Dämpfungsfunk-
tionen durch

νt =Cµ υ2 τv2, (7.11)

berechnen. Die Modellkonstanten sind in Tabelle 7.4 gegeben.

Tabelle 7.4: Konstanten des k− ε− v2− f Modells.

Cµ σv2 C1 C2 CT CL Cη

0,22 1 1,4 0,45 6 0,25 85
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7.2 Modellgleichungen der verwendeten Turbulenzmodelle

k−ω−SST -Modell nach Menter

Bei dem k−ω − SST -Modell von Menter [45] wird in dem wandna-
hen Bereich die Differentialgleichung für ω gelöst. Mit zunehmender Ent-
fernung von der Wand wird die Formulierung zu einer Gleichung für ε

umgewandelt. Dieses Vorgehen erlaubt es, das Wandverhalten durch die
ω-Formulierung ohne Dämpfungsfunktionen aufzulösen. Die zu lösenden
Gleichungen lauten:

∂k
∂ t

+u j
∂k
∂x j

= Pk−β ∗ωk+ ∂

∂x j

[
(ν +σkνt)

∂k
∂x j

]
, (7.12)

∂ω

∂ t
+u j

∂ω

∂x j
= γ

νt
Pk−βω2 + ∂

∂x j

[
(ν +σω νt)

∂ω

∂x j

]
(7.13)

+2(1−F1)
σω2
ω

∂k
∂x j

∂ω

∂x j
.

Die Wirbelviskosität berechnet sich für das Modell von Menter durch:

νt =
a1k

max(a1ω,ΩF2)
, (7.14)

mit
F2 = tanh

(
arg2

2
)
, (7.15)

und

arg2 = max

(
2

√
k

β ∗ωd
,

500ν

d2ω

)
. (7.16)

Der Übergang von der ω Formulierung zur ε Formulierung wird anhand der
verwendeten Konstanten mit Hilfe der Übergangsfunktion

φ = F1φ1 +(1−F1)φ2, (7.17)
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7 Anhang

Tabelle 7.5: Konstanten des k−ω−SST -Modells.

σk1 σk2 σω1 σω2 β1 β2 β ∗ a1

0,85 1,0 0,075 0,856 0,0828 0,09 0,41 0,31

gewährleistet. Die Konstanten sind in Tabelle 7.5 aufgeführt. Die weiteren
Funktionen sind:

F1 = tanh
(
arg4

1
)
, (7.18)

und

arg1 = min

[
max

( √
k

β ∗ωd
,

500ν

d2ω

)
,

4σω2k
CDkω d2

]
, (7.19)

mit
CDkω = max

(
2σω2

1
ω

∂k
∂x j

∂ω

∂x j
,10−20

)
. (7.20)

Nicht-lineares k−ω-Modell nach Hellsten

Ebenso wie das SST-Modell, verwendet Hellsten ein Übergangsfunktion,
um von einer ω Formulierung in Wandnähe zu einer ε Formulierung zu
gelangen. Darüber hinaus wird der explizit Algebraische Ansatz von Wallin
und Johansson [39] zur Berechnung der Anisotropie verwendet. Dieser ist
im Folgenden nur für eine zweidimensionale Strömung vorgestellt. Für die
dreidimensionale Formulierung wird auf [46, 39] verwiesen.

∂k
∂ t

+u j
∂k
∂x j

= Pk−β ∗ωk+ ∂

∂x j

[
(ν +σkνt)

∂k
∂x j

]
, (7.21)

∂ω

∂ t
+u j

∂ω

∂x j
= γω

k Pk−βω2 + ∂

∂x j

[
(ν +σω νt)

∂ω

∂x j

]
(7.22)

+σd
ω

max
(

∂k
∂xk

∂ω

∂xk
,0
)
.
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7.2 Modellgleichungen der verwendeten Turbulenzmodelle

Tabelle 7.6: Konstanten des explizit algebraischen k−ω Modells von Hellsten.

σk1 σk2 σω1 σω2 β1 β2 γ1 γ2

1,1 1,1 0,53 1,0 0,0747 0,0828 0,518 0,44

Die verwendeten Konstanten werden über

C = fmixC1 +(1− fmix)C2, (7.23)

mit der Übergangsfunktion

fmix = tanh
(
1.5Γ

4) , (7.24)

berechnet, wobei

Γ = min [max(Γ1,Γ2) ,Γ3] ,

Γ1 =
√

k
β ∗ωd ,

Γ2 =
500ν

ωd2 ,

Γ3 =
20k

max
[

d2
ω

(
∂k

∂xk
∂ω

∂xk

)
,200k∞

] ,
gilt. Die Konstanten sind in Tabelle 7.6 gegeben. Die Reynoldsspannungen
berechnen sich aus

−uiu j = 2Ce f f
µ S∗i j−

2
3

kδi j−a(ex,2D)
i j k (7.25)

sowie
Ce f f

µ =−β1

2
=

1
2

6
5

[
N

N2−2IIΩ

]
(7.26)

und
a(ex,2D)

i j = β
(2D)
4

(
S∗ikW

∗
k j−W ∗ikS∗k j

)
. (7.27)
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7 Anhang

Die dimensionslose Scherrate S∗i j und Drehgeschwindigkeitstensor W ∗i j sind
durch

S∗i j =
τ

2

(
∂ui
∂x j

+
∂u j
∂xi

)
und

W ∗i j =
τ

2

(
∂ui
∂x j
− ∂u j

∂xi

)
gegeben. Die Zeitskala τ wird anhand

τ = max
(

1
β ∗ω

;Cτ

√
ν

β ∗kω

)
(7.28)

berechnet. Die Konstante β4 in Gleichung (7.27) ist durch

β4 =−
6
5

[
1

N2−2IIΩ

]
(7.29)

gegeben. Die Funktion N wird für den zweidimensionalen Fall mit

N =


A′3
3 +

(
P1 +
√

P2
)1/3

+ sign
(
P1−
√

P2
)∣∣P1−

√
P2
∣∣1/3 für P2 ≥ 0

A′3
3 +2

(
P2

1 −P2
)1/6 cos

[
1
3 cos−1

(
P1/
√

P2
1 −P2

)]
für P2 < 0.

(7.30)
mit

P1 =
[

A′23
27 +

( 9
20

)
IIS− 2

3 IIΩ

]
A′3, (7.31)

P2 = P2
1 −

[
A′23
9 +

( 9
10

)
IIS +

2
3 IIΩ

]3
und (7.32)

A′3 =
9
5 +

9
4

11
5

[
max

(
1+ 81

20 IIS,0
)]

(7.33)

berechnet. Die Invarianten sind

IIΩ =W ∗klW
∗
lk, IIS = S∗klS

∗
lk und IV = S∗klW

∗
lmW ∗mk. (7.34)

150



7.3 Wärmeflussmodellierung

7.3 Wärmeflussmodellierung

Im Folgenden werden die verwendeten Wärmemodelle von Abe, Kondoh
und Nagano [27] sowie von Manservisi und Menghini [28] beschrieben.

θ 2− εθ 2 von Abe, Kondoh und Nagano

Das Modell von Abe, Kondo und Nagano verwendet jeweils eine parti-
elle Differentialgleichung für die Berechnung der Temperaturfluktuationen
θ 2 und deren Dissipationsrate εθ 2 . Zur besseren Vergleichbarkeit mit dem
Modell von Manservisi und Menghini wird die Gleichung für θ 2 in die Vari-
anz der Temperaturfluktuationen kθ = θ 2/2 umgeschrieben. Somit ergeben
sich

Dkθ

Dt
=

∂

∂x j

{(
α +

αt

σh

)
∂kθ

∂x j

}
Pθ − εkθ

, (7.35)

Dεθ

Dt
=

∂

∂x j

{(
α +

αt

σφ

)
∂εθ

∂x j

}
+CP1

εθ

kθ

Pθ (7.36)

−CP2 fP2
εθ

k
uiu j

∂Ui

∂x j
−CD1 fD1

εθ

kθ

−CD2 fD2
εεθ

k
.

mit der Produktion von kθ

Pθ −u jθ
∂T
∂x j

. (7.37)

Die turbulenten Wärmeströme berechnen sich für die beiden Modelle mit

u jθ =−αt
∂T
∂x j

. (7.38)
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Dabei berechnet sich αt mit:

αt =Cθ kτlθ , (7.39)

wobei τlθ der lokalen charakteristischen thermischen Zeitskala entspricht.
Für das Modell nach Abe, Kondoh und Nagano [27] wird τlθ über

τlθ =
k
ε

fλ , (7.40)

berechnet, wobei

fλ =
{

3 (νε)0,75

k1,5

√
2R

Pr fd +
2R

R+Cm

}
(7.41){

1− exp
(
− y∗

14

)}{
1− exp

(
−
√

Pry∗
14

)}
, (7.42)

fd = exp−( Ret
200 )

2, (7.43)

fD1 = (1− exp(−y∗))2, (7.44)

fP1 = fD1 = (1− exp(−y∗))2, (7.45)

fD2 =
Cε2 f2−1

CD2
(1− exp(− y∗

5,7 ))
2, (7.46)

f2 = 1−0,3exp( Ret
200 )

2, (7.47)

gelten. Das Zeitskalenverhältnis ist durch R =
kθ /εkθ

k/ε
gegeben.

Manservisi und Menghini [28] verwenden für die Berechnung der lokalen
charakteristischen thermischen Zeitskala drei unterschiedliche lokale ther-
misch Zeitskalen:

τlθ = f ∗(τθ ,nw + τθ ,int + τθ ,asym). (7.48)
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7.3 Wärmeflussmodellierung

Tabelle 7.7: Konstanten der verwendeten Zwei-Gleichungs-Wärmemodelle.

Cθ σh σφ CP1 CP2 CD1 CD2 Cm

AKN 0,1 1,6 1,6 0,45 0,6 1,0 0,9 0,5

MM 0,1 1,4 1,4 0,925 0,9 1,0 1,0 0,3

Tabelle 7.8: Dämpfungsfunktionen der verwendeten Zwei-Gleichungs-Wärme-
modelle.

fD1 fD2 f2

AKN (1− exp(−y∗))2 1,9 f2−1
CD2

(1− exp(− y∗
5,7 ))

2 1− 3
10 exp( Ret

200 )
2

MM 1 1,9 f2−1
CD2

(1− exp(− y∗
5,88 ))

2 1− 3
10 exp(− Re2

t
42,2 )

Dabei sind die Dämpfungsfunktion sowie die einzelnen Zeitskalen wie folgt
definiert:

f ∗ =
(

1− exp
(
− y∗·

√
Pr

19

))
·
(

1− exp
(
− y∗

14

))
(7.49)

τθ ,nw = k/ε ·1.3/Re0.75
t ·
√

2R/Pr · exp
(
−
(

Ret
200

)2
)
, (7.50)

τθ ,int = k/ε ·2R/(R+0.3) · exp
(
−
(

Ret
500

)2
)
, (7.51)

τθ ,asym = 0.9 · k/ε. (7.52)

Die verwendeten Modellkonstanten und Dämpfungsfunktionen für beide
Modelle sind in Tabelle 7.7 und 7.8 gegeben.
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7.4 Gitterkonvergenz

Ebene Plattenströmung
Die Gitterkonvergenzstudien werden für die ebene Plattenströmung bei

Reτ = 2000 durchgeführt. Der GCI gibt an, wie stark sich die Lösung bei
einer weiteren Verfeinerung des Gitters verändern würde. Diese ist mit we-
niger als 1% sehr gering. Daher kann davon ausgegangen werden, dass
die gefundene Lösung als netzunabhängig angesehen werden kann. Für das
Temperaturfeld sind die Fehler mit weniger als 0,51% geringer als für das
Geschwindigkeitsfeld.

Tabelle 7.9: Berechnung des Diskretisierungsfehlers und des GCI für die ebene
Plattenströmung anhand des Geschwindigkeitsfeldes bei Reτ = 2000.

AKN LSY V2F SST Hellsten

r21 2 2 2 2 2

r32 2 2 2 2 2

p 1,75 1,57 0,7 0.38 0,57

eext [%] 0,05 0,28 0,66 0,77 0,60

GCIrel
1 [%] 0,02 0,9 0,28 0,35 0,26

Kanalströmung mit plötzlicher Querschnittserweiterung
Die Gitterkonvergenzstudien für die Simulation der BFS-Geometrie wer-

den für ReH = 5000 und 10000 durchgeführt. Die Ergebnisse der Netzun-
abhängigkeitsstudie für ReH = 10000 zeigen, dass das mittlere Gitter be-
reits fein genug ist, weshalb das feinste Gitter für die Untersuchungen von
ReH = 20000 verwendet wird. Eine weitere lokale Verfeinerung der wand-
nahen Gitterzellen wird für ReH = 40000 durchgeführt. Eine Verfeinerung
der Regionen ohne große Gradienten wird somit umgangen, da diese Verfei-
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7.4 Gitterkonvergenz

Tabelle 7.10: Diskretisierungsfehler und GCI für die ebene Plattenströmung anhand
des Temperaturfeldes bei Reτ = 2000 und Pr = 0,025.

AKN MM LSY V2F SST Hellsten

r21 2 2 2 2 2 2

r32 2 2 2 2 2 2

p 2 2 2 1,05 1,06 1,08

eext [%] 0,13 0,02 0,40 0,09 0,32 0,24

GCIrel
1 [%] 0,17 0,002 0,51 0,14 0,26 0,17

nerung zu höheren Rechenzeiten ohne Zugewinn an Genauigkeit führt. Der
GCI ist für beide Modelle unterhalb von 1,5%.

Tabelle 7.11: Auflistung des mittleren Diskretisierungsfehler und des mittleren GCI
sowie deren Standardabweichung von c f und Nu für ReH = 10000
und Ri = 0,2 für das MM- und das LSY-Modell, basierend auf dem
mittleren Simulationsgitter.

r12 r23 p e [%] σ23
e GCI [%] σGCI

c f

LSY 1,30 1,36 1,45 0,90 0,42 1,4 0,46

MM 1,30 1,36 1,66 0,45 0,20 0,56 0,23

Nu

LSY 1,30 1,36 1,42 0,68 0,77 0,86 0,97

MM 1,30 1,36 1,46 0,19 0,11 0,24 0,14
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7 Anhang

Tabelle 7.12: Berechnung des Diskretisierungsfehlers und des GCI für den lokalen
Widerstandsbeiwert und die Nusselt-Zahl entlang des Heizers für
die Untersuchung des mischkonvektiven Einflusses anhand des LSY-
Modells.

Ri c f Nu

p e12 [%] GCI12 [%] p e12 [%] GCI12 [%]

0 1,09 1,09 1,34 1,84 0,16 0,2

0,12 1,77 0,43 0,44 1,60 0,20 0,25

0,2 1,98 0,29 0,35 1,99 0,09 0,12

0,4 1,71 0,41 0,50 1,67 0,07 0,09

1 1,72 0,44 0,55 1,64 0,05 0,06
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Abbildung 7.1: Vergleich des Reibungsbeiwertes nach der Strömungsablösung
entlang der eingerückten Wand bei ReH = 20000. LSY;
AKN; V2F; SST; Hellsten; DNS
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Abbildung 7.2: Vergleich der Nusselt-Zahl-Verläufe nach der Stufe für ReH =
20000. Der graue Bereich zeigt den Fehlerbereich von ±5% um
die Vergleichsdaten, bezogen auf Ub. LSY+αt = 0; LSY;

MM; V2F; SST; Hellsten; DNS.
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Abbildung 7.3: Vergleich der gemittelten entdimensionierten Geschwindigkeits-
profile in Strömungsrichtung an verschiedenen Positionen nach der
Stufe für ER = 2,0 und ReH = 20000 an den Positionen x1/H = 1,
3, 5 und 15 stromabwärts der Stufe. Der graue Bereich zeigt den
Fehlerbereich von ±5% um die Vergleichsdaten, bezogen auf
Ub. LSY; AKN; V2F; SST; Hellsten;

DNS.
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Abbildung 7.4: Vergleich der entdimensionierten turbulenten kinetischen Ener-
gie an verschiedenen Positionen nach der Stufe für ER = 2,0 und
ReH = 20000 an den Positionen x1/H = 1, 3, 5 und 15 strom-
abwärts der Stufe. LSY; AKN; V2F; SST;

Hellsten; DNS.
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Abbildung 7.5: Vergleich der entdimensionierten turbulenten kinetischen Ener-
gie an verschiedenen Positionen nach der Stufe für ER = 2,0 und
ReH = 20000 an den Positionen x1/H = 1, 3, 5 und 15 strom-
abwärts der Stufe. LSY; AKN; V2F; SST;

Hellsten; DNS.
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Abkürzungs- und Symbolverzeichnis

Lateinische Großbuchtstaben

T̂ transformierte Temperatur K

P̃ reduzierter Druck Pa

P̃∗ dimensionsloser reduzierter Druck -

A durchströmte Querschnittsfläche m2

AR Seitenverhältnis -

D Kanalhöhe nach der Expansion m

Dh hydraulischer Durchmesser m

Dk Quellterm m2

s3

E Quellterm m2

s4

Ek Energiespektrum der turbulenten kinetischen Energie -

Et Energiespektrum der thermischen Fluktuationen -

ER Expansionsverhältnis (D/(D−H)) -

Fs Sicherheitsfaktor -

Gr Grashoff-Zahl
(

gβL3
char(T−Tre f )

ν2

)
-

H Stufenhöhe m

L Umfang eines Strömungskanals m

LH beheizte Länge m

Lr Länge m
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Symbolverzeichnis

Lchar charakteristische Länge m

Nu Nusselt-Zahl
(

αL
λ

)
-

P zeitgemittelter statischer Druck Pa

P∗ dimensionsloser Druck -

Pk Produktionsterm von k m2

s3

Pchar charakteristischer Druck Pa

Pe Péclet-Zahl (RePr) -

Pet turbulente Péclet-Zahl
(

νt
α

)
-

Pr molekulare Prandtl-Zahl -

Prt turbulente Prandtl-Zahl -

Re Reynolds-Zahl
(UL

ν

)
-

Reτ Reibungsreynolds-Zahl
(

uτ h
ν

)
-

ReH Reynolds-Zahl
(UH

ν

)
-

Ret turbulente Reynolds-Zahl
(

k2

εν

)
-

Ri Richardson-Zahl
(

Gr
Re2

)
-

Si j Formänderungsgeschwindigkeitstensor 1/s

St Stanton-Zahl
( Nu

RePr

)
-

T instantane sowie zeitgemittelte Temperatur K

T ∗, T+
i dimensionslose Temperatur -

Tτ Reibungstemperatur K

Tb Bulktemperatur K

Tchar charakteristische Temperatur K

Tre f Referenztemperatur K

U mittlere Strömungsgeschwindigkeit m/s
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Symbolverzeichnis

Ub mittlere Strömungsgeschwindigkeit m/s

Ui zeitgemittelte Geschwindigkeitskomponente m/s

U∗i , U+
i dimensionslose Geschwindigkeit -

Uchar charakteristische Geschwindigkeit m/s

V mittlere Geschwindigkeit in wandnormaler Richtung m/s

Wi j Drehgeschwindigkeitstensor 1/s

Lateinische Kleinbuchstaben

∆y Wandabstand m

q̇ zugeführte Wärme J/kg

uiθ turbulente Wärmeströme mK/s

uiu j Reynoldsspannungstensor m2/s2

uv turbulente Scherspannung m2/s2

a(ex)
i j anisotroper Term -

c f Wiederstandsbeiwert
(

2τw
ρU2

re f

)
-

cp spezifische Wärmekapazität J/(kgK)

e innere Energie J/kg

ei Einheitsvektor -

eext Diskretisierungsfehler -

f elliptische Dämpfungsfunktion -

fi Volumenkraftvektor m/s2

g Gravitationskonstante m/s2

h halbe Kanalhöhe m

k turbulente kinetische Energie (0,5uiu j) m2/s2
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Symbolverzeichnis

kθ Varianz der Temperaturfluktuationen
(
θ 2/2

)
K2

lmix Mischungsweglänge m

p instantaner statischer Druck Pa

p′ Druckfluktuation Pa

p∗ Konvergenzordnung -

r Verfeinerungsverhältnis -

t Zeit s

u′i Geschwindigkeitsfluktuation m/s

uτ Wandschubspannungsgeschwindigkeit m/s

ui instantane Geschwindigkeitskomponente m/s

v2 wandnormale Geschwindigkeitsfluktuationen m2/s2

vmix Mischungsgeschwindigkeit m/s

x∗ dimensionslose Raumrichtung -

x+2 entdimensionierter Wandabstand -

xi Raumrichtung -

xr Wiederanlegelänge m

xre f , j Referenzort -

Abkürzungen

AKN lineares k− ε−θ 2− εθ -Modell von Abe, Kondoh und
Nagano

DNS Direkte Numerische Simulation

EARSM explizites algebraisches Reynoldsspannungsmodell

GCI Grid Convergence Index

164



Symbolverzeichnis

Hellsten explizites algebraisches Reynoldsspannungsmodell von Hells-
ten

Kays lokale Korrelation für den Wärmeübergang nach Kays

LES Grobstruktursimulation

LS lineares k− ε-Modell von Launder und Sharma

LSYap lineares k− ε-Modell von Launder und Sharma mit Yap
Korrekturterm

MM lineares k− ε− kθ − εkθ
-Modell von Manservisi und

Menghini

Na Natrium

Pb Blei

Pb-Bi Blei Bismut

RANS Reynolds gemittelte Navier Stokes

RSM Reynoldsspannungsmodell

SST lineares k−ω−SST -Modell von Menter

V2F nicht-lineares k− ε− v2− f -Modell nach Davidson

griechische Zeichen

α molekulare Temperaturleitfähigkeit m2/s

αt turbulente Temperaturleitfähigkeit m2/s

β volumetrischer Expansionskoeffizient 1/K

δ Grenzschichtdicke m

δi j Kronecker Delta m

δth thermische Grenzschichtdicke m

δvisc viskose Grenzschichtdicke m
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Symbolverzeichnis

δv viskose Längenskala m

ε Dissipationsrate von k m2

s3

εθ Dissipationsrate von kθ
K2

s

ηk Kolmogorov-Längenskala m

ηth Corrsin-Längenskala m

κ Wellenzahl 1
m

λ Wärmeleitfähigkeit W/mK

µt turbulente Viskosität kg/ms

ν kinematische Viskosität m2/s

νt Wirbelviskosität m2/s

ω spezifische Dissipationsrate 1
s

φ Lösungsvariable

φext exakte Lösung

ρ Dichte kg/m3

ρre f Referenzdichte kg/m3

τ turbulente Zeitskala s

τθ Zeitskala des Temperaturfeldes s

τθ thermische Zeitskala s

τm gemischte Zeitskala s

τt turbulente Schubspannungen kg
ms2

τw Wandschubspannung kg
ms2

τi j Spannungstensor kg
ms2

θ Temperaturfluktuation K2

ε̃ homogener Anteil von ε
m2

s3
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Indizes

i,j Koordinatenachsen

ref Referenzwert
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