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Zusammenfassung: Der Beitrag behandelt Modelle fiir
Fliissigkeitsfilme in Rohrleitungen. Da sich das Ein-/Aus-
gangsverhalten von Fliissigkeitsfilmen nur in grober N&-
herung mit klassischen Transportmodellen beschreiben
lasst, werden zwei neue Modelle entwickelt. Letztere ba-
sieren auf Liquidelementen und sind auf andere Trans-
portprozesse, bspw. im Verkehrsfluss, iibertragbar. Zu-
sammen mit den jeweiligen Modellannahmen fiihren fun-
damentale Bilanzgleichungen auf quasilineare partielle
Differentialgleichungen erster Ordnung, die mittels des
Charakteristikenverfahrens in retardierte Ein-/Ausgangs-
gleichungen {iberfiihrt werden. Diese Darstellung ist fiir
den Reglerentwurf und die Simulation vorteilhaft. Der
praktische Hintergrund des Beitrags ist der Fallfilmver-
dampferprozess. Daher werden die beiden Modelle hin-
sichtlich des beobachteten Ein-/Ausgangsverhaltens von
Fallfilmverdampfern verglichen.

Schlagwdrter: Transportmodell, Fliissigkeitsfilm,
Ein-/Ausgangsverhalten, partielle Differentialgleichung,
Fallfilmverdampfer

Abstract: The paper deals with models for liquid films
in tubes. Since classical transport models are less accu-
rate when describing liquid films, we develop two novel
models. They are based on liquid elements and can be
transferred to other transport processes, e.g., in traffic
flow. Together with the corresponding model assump-
tions, fundamental balance equations lead to first-order
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quasilinear partial differential equations which, via the
method of characteristics, are transformed into retarded
input-output equations. This representation is advanta-
geous for controller design and for simulation. The practi-
cal background of the paper is the falling film evaporator
process. Therefore, the two novel models are compared
w.r.t. the observed input-output behavior of falling film
evaporators.

Keywords: transport model, liquid film, input-output be-
haviour, partial differential equation, falling film evapora-
tor

1 Einleitung

Die Modellierung von Transportprozessen fiihrt in An-
wendungen der Biologie [18], der Chemie [10], der Geolo-
gie [14] oder der Ingenieurwissenschaften [6] auf verteilt-
parametrische Modelle in Form partieller Differentialglei-
chungen (Partial Differential Equations, kurz PDESs). Des-
sen ungeachtet modelliert der Ingenieur Transportpro-
zesse haufig durch ein Totzeitglied, da hierfiir ausgereif-
te Identifikations- und Reglerentwurfsverfahren existieren
[32]. Das setzt aber eine zeitlich konstante Totzeit und
die Giiltigkeit des First-In-First-Out-(FIFO)-Prinzips vor-
aus. Gelten diese Annahmen nicht, etwa bei zeitverdnder-
licher Totzeit oder bei Uberholvorgiingen, ist die Modellie-
rung mittels PDE vorteilhaft. Zusatzlich sind bei der PDE-
basierten Modellierung Ergdnzungen um Quell-/Senkter-
me zur Beriicksichtigung der Verdampfung [27, 31, 40]
oder von Wirmeverlusten [3] direkt moglich. Um den-
noch eine dem Totzeitglied dhnliche und fiir Simulation
und Reglerentwurf einfachere Darstellung zu gewinnen,
ist es von Interesse, entsprechende retardierte Gleichun-
gen herzuleiten. Im Fall von hyperbolischen PDEs bietet
die Methode der Charakteristiken [33] einen einfachen Zu-
gang, um aus einer PDE eine retardierte Ein-/Ausgangs-
(E/A)-Beziehung und eine zugehorige gewohnliche Dif-
ferentialgleichung (Ordinary Differential Equation, kurz
ODE) zur Bestimmung der Totzeit herzuleiten [20, 41].

Im vorliegenden Beitrag steht, dhnlich wie in [41], der
konstruktive Zugang im Mittelpunkt, wobei der Fokus in
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[20] auf systemtheoretischen Aspekten liegt. Eng verwandt
mit den Modellen dieses Beitrags sind Verkehrsflussmo-
delle diskretisierter Transportsysteme [9], die ebenfalls fiir
den Reglerentwurf genutzt werden kénnen [7]. Eine Uber-
sicht zu Transportprozessen und -modellen in der Ver-
fahrenstechnik gibt van Genuchten [39], wobei der Trans-
port durch Rohrleitungen von besonderem Interesse ist
[16, 17, 38]. Wihrend der Transport in vollstdndig gefiillten
Rohrleitungen durch Totzeitglieder mit zeitvariabler Tot-
zeit modelliert wird [5, 12, 34, 43], erfolgt die Transport-
modellierung von Fliissigkeitsfilmen hdufig durch Appro-
ximation mittels konstanter Totzeit [24, 27, 31, 36, 40]. Al-
lerdings héangt die Totzeit bei Fliissigkeitsfilmen von zeit-
verdnderlichen Grof3en wie den Liquideigenschaften und
dem Massenstrom ab [8], weshalb die Modellierung mit
konstanter Totzeit lediglich eine grobe Ndaherung darstellt.
Des Weiteren treten insbesondere bei gravitationsgetriebe-
nen Fliissigkeitsfilmen Oberflichenwellen auf [4, 15]. Letz-
tere bestehen aus einem grof3en Wellenbuckel und kleine-
ren Kapillarwellen davor [2, 4]. Neben diesen Phdnomenen
sind zahlreiche weitere Effekte — wie Turbulenz, Druck-
gradienten, Fouling oder der Marangoni-Effekt — méglich,
die das dynamische Flussverhalten beeinflussen kénnen
[19]. Noch schwieriger wird die Modellierung, wenn ver-
dampfende Fliissigkeitsfilme betrachtet werden. Zu deren
Simulation existieren CFD-Simulationsergebnisse fiir die
Kopplung von Fliissigkeits- und Gasphase [13, 21]. Derar-
tige Simulationen erdffnen zwar wegen des hohen Detail-
lierungsgrades eine bessere Visualisierung, die aber nur
dann das reale Verhalten gut widerspiegelt, wenn die vie-
len Annahmen und die unbekannten Parameter richtig ge-
wdahlt sind. Zudem erschwert die hohe Komplexitat die-
ser Modelle ihre Nutzbarkeit fiir den Reglerentwurf. Des-
halb werden im vorliegenden Beitrag Modelle entworfen,
die mit mittleren Geschwindigkeiten arbeiten, wodurch ei-
ne Reihe der beschriebenen Phdnomene darin aggregiert
werden kann. Fiir die Wahl der mittleren Geschwindigkeit
in Abhédngigkeit der Liquideigenschaften bietet sich bspw.
deren indirekte Ermittlung iiber empirische Korrelationen
fiir die Filmdicke an [1, 22, 23, 25].

Im E/A-Verhalten eines Fliissigkeitsfilm bzgl. des Mas-
senstroms sind sowohl die zeitvariable Totzeit als auch das
Uberschwingen des Ausgangsmassenstroms auf Grund
des grof3en Wellenbuckels ersichtlich [2, 4, 34]. Daher sind
Modelle erforderlich, welche diese Phinomene abbilden
konnen. Um die Modelle zusitzlich fiir den Reglerentwurf
Zu nutzen, ist eine einfache retardierte E/A-Darstellung
niitzlich. Ausgehend von diesen Anforderungen werden
zwei neue Transportmodelle fiir Fliissigkeitsfilme entwi-
ckelt. Des Weiteren lassen sich die Ergebnisse des Beitrags
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auch auf andere Transportprozesse iibertragen, was durch
Analogiebildungen motiviert wird.

Um andere Transportprozesse mit dem hier beschrie-
benen Zugang behandeln zu kdonnen, miissen diese einer
der beiden nachfolgenden Klassen zugehoren, sich in die-
se transformieren oder durch diese approximieren lassen.
Die angesprochenen Klassen umfassen die quasilinearen

PDEs erster Ordnung
ow(t, x) ow(t,x)
T c(t, x,w) > p(t,x,w),
x € [0,€], t =ty (1)
AB: w(ty, x) = wy(x),
RB: w(t,0) = u(t),
und den Typ
aw(gtx, ) + Caw(g;(x, ‘. p(t.x,c,w),
x €[0,¢], t = ¢y, #)]

AB: W(to,x, C) = WO(X> C)a
RB: w(t,0,¢) = u(t, c),

in welchem die Transportgeschwindigkeit c als zusatzliche
unabhdngige Variable auftritt.

Der vorliegende Beitrag ist wie folgt gegliedert. In Ab-
schnitt 2 wird der Fallfilmverdampfer-(FFV)-Prozess na-
her erldutert und er liefert die technische Motivation fiir
diesen Beitrag. Des Weiteren werden Modelle der Vertei-
lerplatte und der mittleren Filmgeschwindigkeit am FFV-
Rohreingang beschrieben, da beide die Art der zuldssi-
gen Eingangssignale der Transportmodelle beeinflussen.
In Abschnitt 3 werden klassische Transportmodelle mit
zeitvariabler Geschwindigkeit sowohl fiir den Fliissigkeits-
film als auch fiir das vollstdndig gefiillte Rohr diskutiert.
Zwei neue Transportmodelle fiir Fliissigkeitsfilme werden
anschlieflend in Abschnitt 4 eingefiihrt. Abschnitt 5 zeigt
die Simulationsergebnisse der in Abschnitt 4 diskutierten
Modelle und Abschnitt 6 fasst die Ergebnisse zusammen.

2 Der Fallfilmverdampferprozess

Fallfilmverdampfer sind industrielle Warmetauscher, um
ein fliissiges, temperaturempfindliches Produkt, z.B.
Milch, Orangensaft oder Bioethanol zu konzentrieren. Der
Durchsatz dieser hdufig in der Lebensmittelindustrie ein-
gesetzten Anlagen kann bis zu 150 t/h betragen [38].
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Abb. 1: Skizze eines vier-wegigen Fallfilmverdampfers.

2.1 Beschreibung des Prozesses

Abbildung 1 zeigt die schematische Darstellung eines FFV,
dessen Aufgabe es ist, eine Konzentrationserh6hung im
Liquid durch Verdampfen von Wasser zu erzielen. Die Ver-
dampfung findet in den Verdampferrohren, an denen der
Film flieft, statt. Das verdampfte Wasser — der sog. Brii-
den — wird iiber einen Kompressor angesaugt und im Tem-
peraturniveau angehoben. Beim Kondensieren an der Au-
Renseite der Verdampferrohre wird dann die zur Verdamp-
fung bendtigte Energie frei. Durch Verwenden des im Pro-
zess generierten Briidens arbeiten FFV trotz hoher ther-
mischer Leistung sehr energieeffizient. Des Weiteren tragt
eine bauliche Ausfithrung als Mehrwegeverdampfer zur
besseren Energieeffizienz bei. In jedem Verdampferweg er-
hoht sich dabei die Konzentration, wobei der zu erreichen-
de Verdampfungsgrad technisch durch Viskositdtsvorga-
ben begrenzt ist, da es sonst zu unerwiinschtem Fouling
[11], d. h. verschlechterter Warmeiibertragung durch Ab-
lagerungen an den Rohrwdnden, kommt. Die Verdamp-
fung selbst erfolgt bei Unterdruck, wodurch bei eiweif3hal-
tigen Produkten eine Gerinnung vermieden und zugleich
dank niedrigerer Temperaturen Energie gespart wird. Um
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Tab. 1: Symbole.

Symbol Bezeichnung

A Querschnittsfliche (m?)

c Geschwindigkeit (ms™!)

d Rohrinnendurchmesser (m)

g Schwerebeschleunigung (m s72)

h Fiillstand (m)

m Massenstrom (kgs™?!)

n AnzahlVerdampferrohre (=)

Re Reynoldszahl (-)

s Filmdicke (m)

n dynamische Viskositit (kgm™ s 1)
0 Dichte (kg m™>)

Tab. 2: Indizes.

Index Beschreibung

H Holes = Lécher

i input = Eingangs-

o output = Ausgangs-

P Plate = Verteilerplatte

R Ring = Kreisring

T Tubes = Verdampferrohre

mittlere

—
~

sicherzustellen, dass die Fliissigkeit nicht frei in die Roh-
re fallt, sondern sich als diinner Film anlegt, ist den Ver-
dampferrohren eine Verteilerplatte vorgeschaltet.

Der vorliegende Beitrag setzt am Modell eines Ver-
dampferweges, bestehend aus Verteilerplatte und Ver-
dampferrohren, an. Dazu wird im Abschnitt 2.2 zundchst
das Modell der Verteilerplatte erarbeitet. Anschliefiend
wird in Abschnitt 2.3 ein Zusammenhang fiir die mittlere
Filmgeschwindigkeit am Eingang der Verdampferrohre be-
stimmt. Die in den beiden folgenden Abschnitten verwen-
dete Nomenklatur ist in den Tabellen 1 und 2 erklart.

2.2 Verteilerplatte

Die Verteilerplatte ist in Abb. 2 dargestellt und besteht aus
einem Behélter, an dessen Boden sich Locher befinden, so-
dass die zu konzentrierende Fliissigkeit auf die Verdamp-
ferrohre verteilt wird. Da die Lécher versetzt zum Rohrin-
neren sind, wird Filmausbildung erméglicht.

Mit dem Bernoulli-Gesetz fiir stationdre Strémungen
gilt das Torricelli-Theorem [35]

1, p(t) = AR\ 28hp(0).

(3)
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Abb. 2: Skizze der Verteilerplatte.

Zudem lautet die Massenbilanz fiir die Verteilerplatte

d 1 ,. .
—hp(t) = @("H’,P(t) — 1, p(t)).

o (4)

Durch Auflésen von (3) nach hp(t), Berechnung der zeitli-
chen Ableitung und Einsetzen in (4) wird

d S0A}

aﬁlo,p(t) = m(mi,P(f) — i, p(t)),

)

1, p(0) = 1; po

fiir das EA-Verhalten bzgl. des Massenstroms erhalten. So-
mit kann die Verteilerplatte im Kleinsignalverhalten als
ein PT,-Glied mit arbeitspunktabhéngiger Zeitkonstante
interpretiert werden. Der Ausgangsmassenstrom aus der
Verteilerplatte entspricht dem Eingangsmassenstrom in
die Verdampferrohre, d. h. 1, p = my; 1.

2.3 Mittlere Filmgeschwindigkeit am
Rohreingang

Die mittlere Geschwindigkeit des Films am Eingang der
Verdampferrohre wird in den Randbedingungen der PDEs
in den Abschnitten 3.1 und 4 benétigt.

Mit Ay = nin(d - 5)s fiihrt rin; ¢ = pC;Ag auf

m;r

Ci

Zur Bestimmung von § existieren zahlreiche Korrelationen
[1, 22, 23]. In diesem Beitrag wird die von Nusselt [25] fiir
laminare Strémungen entwickelte Korrelation

2 13 .
m:
5= <3—’12Re) , oL
8o

- mmdn
genutzt. Da sich der Eingangsmassenstrom ri; r mit der
Zeit dndern kann, sind in (6) die GroBen ¢;(t), 5(t) und
m; 1(t) zu verwenden.

)
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3 Klassische Transportmodelle

Beim Transport von homogenen Liquiden kommt iiberwie-
gend das Pfropfenmodell fiir konstante und fiir zeitvaria-
ble Geschwindigkeit zum Einsatz. Wird von der Homogeni-
tat der Liquide abgewichen, so ist die Diffusion, z. B. Eddy-
Diffusion bei Wirbelvermischungen von Liquiden, zu be-
achten [37]. Das Verhiltnis von advektiven zu diffusiven
Fliissen (Péclet-Zahl) auf einer charakteristischen Linge
¢ entscheidet iiber die Vernachlassigbarkeit der Diffusion,
sollte diese nicht durch Experimente oder Erfahrungen ge-
rechtfertigt sein. Zunéchst spielt die Diffusion keine Rolle,
wahrenddessen sie in einer vom zweiten Ableitungsterm
abweichenden Form in Abschnitt 4.2 Beriicksichtigung fin-
det.

Da das Pfropfenmodell mit konstanter Geschwindig-
keit ein Sonderfall des Pfropfenmodells mit zeitvariabler
Geschwindigkeit ist, wird lediglich auf letzteres einge-
gangen. Des Weiteren wird neben dem Fliissigkeitsfilm
auch das vollstidndig gefiillte Rohr diskutiert, welches den
Grenziibergang zu dicken Fliissigkeitsfilmen darstellt und
in zahlreichen Anwendungen zum Einsatz kommt [5, 12,
43].

Fortan werden stets eindimensionale Strémungen mit
der Hauptflussrichtung x und die damit einhergehende
langenbezogene Dichte ¢ in kg/m bei Fliissigkeitsfilmen
als Transportgrofie betrachtet. Zudem wird sich auf die
reine Transportmodellierung beschrankt und dadurch auf
zusétzliche Quell-/Senkterme verzichtet.

Wihrend es fiir das E/A-Verhalten der Pfropfenstro-
mung mit konstanter Geschwindigkeit keine Rolle spielt,
ob ein Fliissigkeitsfilm betrachtet wird oder das Rohr voll-
standig gefiillt ist, muss dies bei zeitvariabler Geschwin-
digkeit unterschieden werden. Das ist Gegenstand der bei-
den folgenden Abschnitte, in denen die Annahmen
1. zeitvariable Eintrittsgeschwindigkeit ¢;(t),

2. Bewegung aller Pfropfen mit dieser Geschwindigkeit

gelten.

3.1 Zeitvariable Pfropfenstromung fiir
Fliissigkeitsfilm

Eng verwandt mit dem Modell eines Férderbands mit zeit-
variabler Geschwindigkeit [28] ist die in Abb. 3 dargestell-
te zeitvariable Pfropfenstrémung des Fliissigkeitsfilms. In-



DE GRUYTER OLDENBOURG

g(tlv 9“)

7

Abb. 3: Skizze der zeitvariablen Pfropfenstromung bei Fliissigkeits-
film.

folge der Annahmen ergibt sich die PDE

o4 (t,x) o (t, x)
ot ox

AB: &(tg, x) = (),
1 p(t)

G °
Ausg.: 1,1 (t) = GBE(L, ).

+(t) =0, xe[0,¢],t=t,

RB: £(t,0) =

Die mittlere Eintrittsgeschwindigkeit ¢; kann gemaf3 Ab-
schnitt 2.3 gewidhlt werden. Analog zu [41] liefert das Cha-
rakteristikenverfahren die E/A-Gleichung

t t
ci(vé(e- [e0)d0), [c0)do<e
=4 ° o )
M J@i(g) do > ¢
gt -1() o

und die implizite Integralbeziehung

t
j &(0)d0 = . (10)

t—1(t)

Gleichung (10) kann auch direkt aus der Kontinuitatsglei-
chung abgeleitet werden, wobei Bresch-Pietri [5] die Kau-
salitét von (10) nachweist. Die zeitliche Ableitung von (10)
fiihrt zu einer ODE mit zustandsabhangiger Eingangstot-
zeit

d

_ Gi(t)
&T(t) =1

S G(t-T(0)
T(tf) = tf - tO

(11)

—_ 629
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Abb. 4: Skizze der zeitvariablen Pfropfenstromung bei vollstandig
gefiilltem Rohr.

zur Bestimmung der Totzeit, wobei tr aus
(12)

folgt und (11) fiir alle ¢ > tr gilt.

Die entsprechenden Zusammenhinge fiir die Pfrop-
fenstromung mit zeitlich konstanter Geschwindigkeit er-
geben sich, indem in (8), im unteren Fall von (9) und in (10)
{C;(t), ¢;(t—1(1)), ¢;(0)} := € = const. sowie 7(t) := T = const.
gesetzt werden.

3.2 Zeitvariable Pfropfenstromung fiir
vollstindig gefiilltes Rohr

Bei vollstidndig gefiilltem Rohr, s. Abb. 4, wird entweder
die Dichte oder die Konzentration des Liquids als transpor-
tierte Gr6f3e betrachtet [39]. Das hat zur Folge, dass sich
sowohl die Berechnung der mittleren Eintrittsgeschwin-
digkeit als auch die Randbedingungen und Ausgangsglei-
chungen strukturell unterscheiden. So wird der Dichte-

transport inkompressibler Liquide durch
oo(t,x) . . op(t,x)
Qat L&) an =0, xecl[0,e],t>t,

AB: (ty, X) = 0o (%),
RB: 0(t,0) = 0;1(t),
Ausg.: g, 1(t) = o(t, )

(13)

modelliert. Die mittlere Eintrittsgeschwindigkeit ¢; wird
aus

~ 2
. 0irGnd
mir = 4
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Abb. 5: Qualitatives E/A-Verhalten: Antwort des Ausgangsmassen-
stroms ri1, 1 aus den Verdampferrohren auf einen Auf-/Abwarts-
sprung des Eingangsmassenstroms 1, p in die Verteilerplatte.

per Umformung bestimmt. Fiir eine Regelung kann die
mittlere Eintrittsgeschwindigkeit aber auch direkt aus
Messwerten vorgeschalteter Pumpen bestimmt werden,
die den Transport in vollstdndig gefiillten Rohren bewir-
ken. Losen der PDE (13) fiihrt auf

t t
00 (e - [ &0 d9>, J&@®ado<e

to

Qo,1(t) = o (14)
2ir(t - (D), [e(©)do>e
to
und
t
G;(0)do = ¢. (15)

t—1(t)

Die Berechnung von 7(t) erfolgt analog zu (11) und (12) in
Abschnitt 3.1. In Matlab/Simulink sind (14) und (15) im Va-
riable Transport Delay-Block [44] implementiert.

4 Neue Transportmodelle

In Abb. 5 ist das qualitative E/A-Verhalten bzgl. des Mas-
senstroms {iber einen Verdampferweg gezeigt, das aus Ex-
perimenten aggregiert wurde. Dabei wird bei Aufwérts-
sprung im Eingang eine zeitverzégerte Antwort des Aus-
gangs mit deutlichem Uberschwingen beobachtet. Bei Ab-
wartssprung im Eingang tritt ebenfalls eine zeitverzogerte
Antwort auf. Je nach dynamischer Viskositdt und Dichte
kann es hier zuséatzlich zu einem leichten Unterschwingen
kommen.
Allerdings spiegelt der untere Teil von Formel (9)

&i(Omr(t - 7(6))
(_.‘i(l' - T(t))

mo,T(t) =

das Verhalten aus Abb. 5 nicht addquat wider. So besagt
ndmlich die Produktbildung im Zidhler, dass ein Sprung
der Eintrittsgeschwindigkeit direkt (totzeitfrei) wegen der
Verstirkerwirkung von ¢; eine sprungférmige Anderung

DE GRUYTER OLDENBOURG

t= tQ
&(ta, )
f(tl,l’)
| o= .

Abb. 6: Skizze der zeit- und ortsvariablen Pfropfenstrémung.

am Ausgang bewirkt, wahrenddessen Abb.5 aber keine
direkte — sondern totzeitverzégerte — Antwort zeigt. Da-
her bedarf es neuer Modelle, die einerseits zeitvariables
Totzeitverhalten und andererseits ein Uberschwingen der
Aufwirtssprungantwort aufweisen.

4.1 Zeit- und ortsvariable Pfropfenstromung

In Abb. 6 ist die zeit- und ortsvariable Pfropfenstrémung

skizziert, wobei folgende Annahmen getroffen werden:

1. zeitvariable Eintrittsgeschwindigkeit c;(¢t), die als ste-
tig differenzierbar angenommen wird,

2. Pfropfen haben verschiedene Geschwindigkeiten,
aber ein einzelner Pfropfen behilt seine Eintrittsge-
schwindigkeit bei,

3. kein Ein- und Uberholen von Pfropfen.

Fiir den Leser mégen Annahmen 2 und 3 intuitiv wi-
derspriichlich wirken. Um diesen scheinbaren Wider-
spruch aufzulésen, wird ein einfaches Gedankenexperi-
ment durchgefiihrt. Dazu stelle man sich Autos (Pfrop-
fen) in einem einspurigen Tunnel (Liquidfilm im Rohr) vor.
Nachdem Auto 1 mit der Geschwindigkeit c; in den Tunnel
gefahren ist, folgt Auto 2 mit der hoheren Geschwindigkeit
C,. Beim Eintritt des Autos 2 hat Auto 1die Distanz ax = ¢, at
zuriickgelegt. Unter der Bedingung

—nx L

4 G

findet kein Einholen statt. Einsetzen von ax = ¢; at und
Umstellen fiihrt auf

-G < €1G
At e
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und nach Grenzwertbildung zur Restriktion

. cA(t)
C(t) < 7,

vgl. auch (28).

Wegen der Annahme 2 muss neben der Massenbilanz
auch die Impulsbilanz ausgewertet werden. Au3erdem er-
fordert die Ortsabhédngigkeit in der Massenbilanz die An-
wendung der Produktregel auf den Term c(t,x)é(t, x), s.
(16a). Die Impulshilanz vereinfacht sich infolge eindimen-
sionaler Strémung und dem Ausschluss von Interaktion
der Pfropfen zu (16b). Zusammengefasst ergibt sich

a{(att’X) +c(t, x) —=—— af(t X) +&(¢, )ac(t ) =0,  (16a)
X € [0,6], t> t();
AB: &(ty,x) = &,(x),
_ _ ()
RB: £(t,0) = E0)
acgt;x) o(t, )ac(t ,X) _o, (16b)

AB: c(ty,x) = co(x),
RB: c(t,0) = ¢;(t),

Ausg.: m,1(t) = &(t, £)c(t, £).

Offensichtlich entspricht (16b) der reibungsfreien Burgers-

Gleichung [29, 33]. Die Lésung dieser Gleichung kann Sin-

gularitdten, sog. Schockwellen, entwickeln. Letztere kén-

nen auftreten, wenn sich Charakteristiken schneiden (not-

wendige Bedingung) und sind daher als nicht eindeu-

tige Losungen zu verstehen. Durch Hinzunahme eines

hinreichend grofien Diffusionsterms D% lassen sich

Schockwellen a priori vermeiden. Um aber die mit der Hin-

zunahme des Diffusionsterms einhergehenden Nachteile,

wie

(a) Steigerung des Simulationsaufwands,

(b) zusitzlicher Identifikationsaufwand fiir D und

(c) Nichtanwendbarkeit des Charakteristikenverfahrens
infolge einer dann parabolischen Geschwindigkeits-
PDE

zu umgehen, verzichten die Autoren auf den Diffusions-
term. Zusatzlich wird das Auftreten von Schockwellen im
vorliegenden Modell durch die spiter diskutierten Ge-
schwindigkeitsrestriktionen ausgeschlossen.

Die direkte Anwendung des Charakteristikenverfah-
rens auf (16a) ist aufgrund des Terms & g—)‘; nicht moglich.
Allerdings gelingt durch Einfiihren einer neuen Variablen
{(t,x) = % eine Uberfiihrung der beiden PDEs in (16) in
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das nachfolgende System dreier PDEs, das einer Auswer-
tung zugénglich ist:

a{(att, 9 et )a‘s(t Y et 0t 0), (17a)
xe[0,¢], t=t,,
AB: t{(to,x) = go(x)>
_  ip(t)
RB: £(t,0) = G0)"
acgt, X) o(t, )8c(t ,X) _0, (17b)
AB: c(ty, x) = co(x),
RB: c(t,0) = ¢(t),
a(gtt,x) o, )6((t X) _ - (%), a7¢)
ABZ ((to,x) = dCC(I))EX)>
. _ G s dl
RB: {(¢,0) = a0 mit ¢; = dtC,(t),
Ausg.: m, 1(t) = &(t, €)c(t, £).

Die PDE (17c) wird durch Ableiten von (16b) nach x erhal-
ten.

Anstelle von umfangreichen Rechnungen, die in An-
hang A ausgefiihrt sind, werden an dieser Stelle die E/A-
Beziehung

Cogd)(t))fo(d’(l))) b <tsty+ L
L ) ‘o (0)
. A gt 0
mo,T(t) = (18)
& (t-1(t) )iy (t-1()) . sonst
& (t-1(0)-&(t-1®) )r(0)

mit der Abbildung ¢ : [t,,ty + o (0 ] — [0, £] implizit defi-
niert durch

P(t) = £ = co((D)(t - to) (19)
und die implizite Gleichung
4
R0 0

zur Ermittlung der Totzeit kompakt angegeben. Dabei be-
stimmt ¢(¢t) den Ort des Pfropfens aus dem Anfangsprofil
co(x), welcher den Ausgang zur Zeit ¢t erreicht. Mit ande-
ren Worten: Der Pfropfen, der an der Stelle x = ¢(t) zur
Zeit t, mit Geschwindigkeit cy(¢p(t)) startet, legt die Dis-
tanz ¢ — ¢(t) im Zeitintervall [t,, t] zuriick.

Die Auswertung von (20) ist bei der Simulation proble-
matisch, da sie in jedem Zeitschritt das Losen einer impli-
ziten Gleichung erfordert und somit die Rechenzeit erheb-
lich erhoht. Aus diesem Grund wird (20) als zeitvariables
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Ruhelagenproblem

%(r(t)éi(t —1(0) - £) = —y(tE(t-1(t) -€) Q1)

mit y > 0 umgeschrieben. Die Variable y stellt hierbei ein
exponentielles Abklingen des Gleichungsfehlers sicher.
Durch Ausfiihren der Differentiation in (21) ergibt sich eine
ODE mit zustandsabhédngiger Eingangstotzeit

dr _ (¢ (t - 1(t)) +y (t(O)g;(t - 1(t)) - )

dt ()Gt - (1) - &(t - T(8)) (22)
T(tf) = tf - tO’
wobei
tr =ty + %, (23)
i\to

was aus (20) folgt. Damit gilt (22) fiir alle t > ¢;. Zur Reali-

sierung der Ableitung ¢; sollte bei Verwendung von Messsi-

gnalen ein Filter, z. B. ein Zustandsvariablenfilter [42], ent-
worfen werden.

In den PDE-Modellen (16) und (17) ist die Annahme 3
nicht explizit abgebildet. Also stellt sich die Frage, wel-
che Bedingungen an das Anfangsprofil cy(x) und an die
Eintrittsgeschwindigkeit ¢;(t) zu stellen sind, um die An-
nahme 3 zu erfiillen. Daher werden nun funktionale Ge-
schwindigkeitsrestriktionen anhand dreier notwendiger
Bedingungen mathematisch prazise gefasst:

1. Aus der Forderung eines stetigen Geschwindigkeits-
verlaufs fiir dieses Modell ergibt sich fiir das Anfangs-
profil cy(x) die Randstetigkeitsforderung

Co(0) = &(ty). (24)

2. Die Forderung nach einem positiven Ausgangsmas-
senstrom erzwingt im oberen Fall von (18) einen po-
sitiven Nenner

dcy(x)
1+ (;)x |¢(t)(t -t)) >0, Vtz=t, (25)
und fiihrt mit (19) auf
dCO(X) Co(X)
dx > x—¢ Vx € [0, ¢). (26)

Das heifdt, dass grofiere Geschwindigkeitsdnderungen

im Anfangsprofil an der Stelle x = ¢~ = lim x zu-
x—&,x<€

lassig sind als an der Stelle x = 0. Anschaulich be-
deutet dies, dass ein kurzer Weg bis zum Austritt ein
Einholen trotz groflerer Geschwindigkeitsanderungen
im Anfangsprofil nicht zuldsst.
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3. Die Forderung nach einem positiven Ausgangsmas-
senstrom erzwingt im unteren Fall von (18) einen po-
sitiven Nenner

Gt —1®) -Gt —T@E)T(t) >0, Vt=t, (27)

Durch Einsetzen von (20) in (27) wird eine Zwangsbe-

dingung zwischen Eintrittsgeschwindigkeit und deren

Anderungsrate

. ()
¢(t) < 7

vt > t, (28)

erhalten.

Die Dampfung der Geschwindigkeit durch die Verteiler-
platte ist fiir das Einhalten der Geschwindigkeitsrestrik-
tionen 1 bis 3 hilfreich. Gleichwohl ist zu priifen, ob
durch zu grofle Aufwartsspriinge des Eingangsmassen-
stroms die Bedingung 3 nicht doch verletzt wird. Fiir den
praktisch untersuchten FFV-Prozess mit Milch als Liquid
liegen die prozessbedingten Aufwértsspriinge nur bei et-
wa 50 % der vom Modell tolerierten maximal zuldssigen
Sprunghohe; Abwartsspriinge schranken ohnehin die Be-
dingung 3 nicht ein. Sollten die Bedingungen in ande-
ren Prozesskonfigurationen mit anderen Liquiden den-
noch verletzt sein, erfordert dies ein Modell, das Uber-
holen zuldsst und ohne die genannten Restriktionen aus-
kommt. Ein solches Modell wird im folgenden Abschnitt
eingefiihrt.

Abschliefiend sei angemerkt, dass Cascetta in [6] den
unteren Fall der Formel (18) sowie (20) fiir allgemei-
ne Transportsysteme unter dem Begriff Dynamic Network
Loading Model einfiihrt, allerdings ohne Bezug auf den
PDE-Zusammenhang und die Implementierungsthema-
tik. Auch die Geschwindigkeitsrestriktionen bleiben uner-
wahnt.

4.2 Zeit- und ortsvariable Partikelstromung
mit Uberholen

Damit ein Uberholen von Partikeln abgebildet werden
kann, muss das in der Stromungslehre gangige und bis-
her betrachtete Modell einer Pfropfenstromung aufgege-
ben werden. Per Definition fiillen Pfropfen ndmlich den
kompletten Stromungsquerschnitt (Filmquerschnitt oder
Rohrquerschnitt) aus. Bei der im Folgenden betrachteten
Partikelstrémung wird sich die Partikelbewegung entlang
fester Spuren ohne gegenseitige Interaktion vorgestellt, s.
Abb. 7. Eine analoge Modellvorstellung sind Autos auf ei-
ner breiten Autobahn.
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langsame schnelle]
Spuren  Spuren

Cmin

0 » C

’I'TLD’T(tz)

Abb. 7: Skizze der Charakteristiken in der ¢, x-Ebene der zeit- und

ortsvariablen Partikelstromung mit Uberholen. Die blauen und ro-
ten Ellipsen sind als Mengen gleichzeitig eingetretener Partikel zu
verstehen.

Es werden folgende Annahmen getroffen:

1. Verteilungsdichte f der Eintrittsgeschwindigkeiten,

2. Partikel haben verschiedene Geschwindigkeiten, aber
ein einzelnes Partikel behilt seine Eintrittsgeschwin-
digkeit bei,

3. Partikel kénnen sich iiberholen.

Um Annahme 3 zu realisieren, wird die Geschwindigkeit ¢
eines Partikels als zusétzliche unabhéngige Variable ein-
gefiihrt. Zudem wird fiir die Partikel im Eintrittsmoment
eine Verteilungsdichte f der Geschwindigkeiten angenom-
men. Damit liefert die Massenbilanz fiir ein Partikel

0é(t,x,c) 9&(t,x,c) _
ot ST T

x €[0,€], t > ty, € € [Copin> Crmax)>

AB: &(ty, x,¢) = &(x, ),

RB: &(t,0,¢) = ri1(6) f(c; ¢4(0)),

J &(t,¢,c)dc.

Cmin

O)

(29)

Ausg.: m, 1(t) ==

Die Verteilungsdichte f(c; ¢;(t)) der Geschwindigkeiten be-
wirkt, dass gleichzeitig eintretende Partikel den Ausgang
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Abb. 8: Verteilungsdichte (30) mit (6) fiir ¢;.

etwas frither bzw. spiter erreichen. Dadurch wird das
Uberholen méglich und gleichzeitig eine Art kiinstliche
Diffusion im Modell erzeugt. Die Verteilungsdichte sollte
bevorzugt stetig gewdhlt werden und keine Dirac-Impulse
enthalten, wie sie z. B. bei einer Gauf3-Verteilung auftreten,
wenn diese via Sattigung auf den zuldssigen Geschwin-
digkeitsbereich reduziert wird. Stattdessen ist es besser,
auf gestutzte Verteilungsdichten auszuweichen oder von
vornherein Approximationen zu verwenden, die auf endli-
chem Tréager definiert sind. Eine derartige Approximation
ist
Zn(c—é,-(t))) 5
] > 2

(1+cos lc—¢;(t)] <

S o=

flec(0) = { (30)

, sonst,

die in Abb. 8 dargestellt ist und in den empirischen Un-
tersuchungen Anwendung fand. Aus praktischer Sicht ist
eine symmetrisch unimodale Verteilungsdichte zweckma-
BBig, da wegen zahlreicher physikalischer Effekte und des
»zentralen Grenzwertsatzes der Statistik gauf3-dhnliche
Dichten zu préferieren sind.

Ein weiterer, physikalisch motivierter Ansatz zur
Wahl der Verteilungsdichte besteht darin, die Geschwin-
digkeitsfunktion zu betrachten, welche durch Losung
der stationaren, ortlich zweidimensionalen Navier-Stokes-
Gleichungen fiir Fallfilm erhalten wird [26]. Im Fall lami-
narer Strémungen ist die Geschwindigkeitsfunktion iiber
dem Radius parabolisch und - aufgrund der Haftbedin-
gung — Null an der Rohrwand. Da aber eine Geschwin-
digkeit von Null mit einer unendlichen Totzeit verkniipft
ist, entstehen analytische und numerische Probleme. Des-
halb sollte c,;;, > O gewdhlt werden. Falls eine modifi-
zierte Geschwindigkeitsfunktion, die derjenigen in [26] dh-
nelt, aber Gleiten an der Rohrwand (c,;, > 0) erlaubt,
gefunden werden kann, ist eine Berechnung der Vertei-
lungsdichte basierend auf dieser Geschwindigkeitsfunkti-
on moglich.

Mit der abkiirzenden Schreibweise fc(t) = f(c;¢4(t))
ergibt sich entsprechend der Herleitung in Anhang B die
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(b) Grofler Massenstrom-Impuls {iberholt kleinen

t=11.6
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|
|
|

0
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0 1
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c

(d) Gipfel des kleinen Massenstrom-Impulses erreicht Ausgang

Abb. 9: Generelles Modellverhalten der zeit- und ortsvariablen Partikelstromung mit Uberholen bei laufender Simulationszeit.

E/A-Gleichung
c.(t)
a0 = | g€ -ct-to0)de
Cmin
Cmax (31)
. e\ - 14
+ J mi,T(t - E)fc(t - E) dc,
c.(t)
wobei
Cmin> é < Cpin
()= {Cmax 7 > Cmax (32)

4

m , sonst.

Der entscheidende Vorteil des in diesem Abschnitt abgelei-
teten Modells gegeniiber dem Modell in Abschnitt 4.1 be-
steht darin, dass keine funktionalen Restriktionen an die
Eintrittsgeschwindigkeit zu stellen sind. Allerdings liefert
das hier betrachtete Modell — anders als bei Pfropfenstro-
mungen — keine Gleichung fiir die Totzeit. Anstelle der Tot-
zeit 1dsst sich aber eine mittlere Verweilzeit

Crmax

o= | (2629 ¢) o
min mO’T(t) ¢
definieren, die bspw. bei energetischen Betrachtungen
hilfreich ist.

Um das generelle Verhalten der zeit- und ortsvaria-
blen Partikelstrémung mit Uberholen zu veranschauli-
chen, wird in Abb. 9 ein Beispiel gezeigt. Dabei folgt auf
einen kleinen Impuls des Eingangsmassenstroms ein gro-

Tab. 3: Parameter und Konstanten fiir die Simulation in Abb. 9.

Symbol Wert

Cmax 0.2

Cmin 0.07

14 1

0 0.02

BBer, gemaf}
1, 1<t<?2

mr(t) =42, 3<t<4

0, sonst

und

&(t) = 0.04 + 0.06 1 1 (t)

sowie den verwendeten dimensionslosen Parametern in
Tab. 3. Da ein grof3erer Eingangsmassenstrom eine hohere
Eintrittsgeschwindigkeit bedingt, iiberholt der grof3e Im-
puls den kleinen.

5 Simulativer Modellvergleich

In diesem Abschnitt werden die Simulationsergebnisse zu
den neuen Modellen aus Abschnitt 4 gezeigt und hinsicht-
lich des qualitativen E/A-Verhaltens in Abb.5 bewertet.
Um die Simulationsexperimente méglichst realistisch zu
gestalten, werden Auf- und Abwértsspriinge des Eingangs-
massenstrom auf die Verteilerplatte zwischen m; p, und
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Abb. 10: Simulationen zur zeit- und ortsvariablen Pfropfenstromung bei Auf- und Abwartssprung des Massenstroms in die Platte.

Tab. 4: Parameter und Konstanten fiir den simulativen Modellver-
gleich.

Symbol Wert Einheit
Ay 0.005 m?

Ap 2.14 m?
Crmax 0.52 ms™!
Cmin 0.24 ms™?
d 0.05 m

g 9.81 ms2
14 17.7 m

n 131 -

m; po 5 kgs!
hjpy 6.6 kgs™
% 10 571

] 0.1 ms?
n 0.004 kgmts7!
4} 1135 kgm™3

m; py durchgefiihrt. Das sind Situationen, die beim Anfah-
ren des Fallfilmverdampfers oder beim Arbeitspunktwech-
sel auftreten [34].

Die in der vorliegenden Simulationsstudie verwende-
ten Parameter und Konstanten in Tab. 4 beziehen sich auf
den ersten Weg eines vier-wegigen Fallfilmverdampfers,
s. Abb. 1, zur Konzentration von Milch mit 35 % Trocken-
massenanteil bei 57.5°C. Zur Berechnung von g und 1 wer-
den die Korrelationen aus [34] verwendet. Die vollstindige
Simulationskonfiguration setzt sich folgendermaf3en zu-
sammen:

1. E/A-Dynamik der Verteilerplatte (5),

2. Mittlere Filmgeschwindigkeit am Eingang der Ver-
dampferrohre (6) mit (7) fiir die mittlere Filmdicke,

3. E/A-Dynamik der Verdampferrohre:

—  Zeit- und ortsvariable Pfropfenstrémung: (18) fiir

den Massenstrom und (22) fiir die Totzeit,

- Zeit- und ortsvariable Partikelstrémung mit Uber-
holen: (31) fiir den Massenstrom und (30) fiir die
Verteilungsdichte.

Anstelle der hier implementierten retardierten E/A-
Gleichungen der Verdampferrohre kann ein Anwender
auch direkt auf den angegebenen PDEs arbeiten, sofern er
einen geeigneten Solver hat. Fiir Simulink-Anwendungen
empfiehlt sich der Solver aus [30].

Das Simulationsergebnis fiir die zeit- und ortsva-
riable Pfropfenstromung ist in Abb.10 fiir eine kon-
stante Anfangsfunktion gezeigt. Das erhaltene E/A-
Verhalten in Abb.10(a) stimmt gut mit dem abzubil-
denden qualitativen E/A-Verhalten iiberein. Da iiber
den kompletten Simulationszeitraum die Geschwindig-
keitsrestriktionen (24), (26) und (28) erfiillt sind, reicht
die Dampfung der Verteilerplatte fiir dieses Liquid aus,
um Uberholvorginge von Pfropfen auszuschliefien. Das
PT;-dhnliche Totzeitverhalten in Abb.10(b) erklart sich
aus dem ndherungsweisen PT;-Verhalten der Verteiler-
plattendynamik bzgl. der Geschwindigkeit gemaf (5) und
(6) sowie dem Geschwindigkeit-Totzeit-Zusammenhang
(22).

Das Simulationsergebnis fiir die zeit- und ortsvariable
Partikelstrdmung mit Uberholen ist in Abb. 11 fiir eine kon-
stante Anfangsfunktion dargestellt. Um eine Vorstellung
zu entwickeln, wie der Zeit-Ort-Geschwindigkeit-Verlauf
der langenbezogenen Dichte aussieht, zeigt Abb. 12 Aus-
schnitte einer Animation. Ebenso wie das neue Pfropfen-
modell spiegelt das Partikelmodell mit Uberholen das qua-
litative Verhalten gut wider. Verglichen mit Abb. 10(a) ist
das Uberschwingen in Abb. 11 weniger stark ausgepragt
und besitzt weichere Ubergéinge, die durch die mit der
Verteilungsdichte f einhergehenden Diffusion zu erklaren
sind.
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800

Abb. 11: EA-Verhalten der zeit- und ortsvariablen Partikelstromung
mit Uberholen.

Welches der beiden Modelle das reale Verhalten bes-
ser widerspiegelt, kann nur anhand von Experimenten ab-
schlief3end beurteilt werden und ist nicht Gegenstand die-
ses Beitrags.

6 Zusammenfassung und Ausblick

Der vorliegende Beitrag diskutiert Transportmodelle fiir
Fliissigkeitsfilme durch Rohrleitungen, wobei der Schwer-

t=100s
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£ inkgm™!
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prung Rohrausgang
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(e) Ende des Eingangssprungs erreicht
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punkt auf den Zusammenhdngen zwischen den PDE-
Modellen und den retardierten E/A-Modellen liegt. Als be-
sonders vorteilhaft fiir das Ableiten der Zusammenhéan-
ge erweist sich dabei der Umstand, dass die PDEs einem
Losen per Charakteristikenverfahren zugdnglich sind. Das
Hauptergebnis des Beitrags ist der Nachweis, dass zwei
neu erstellte Transportmodelle

— zeit- und ortsvariable Pfropfenstrémung,

- zeit-und ortsvariable Partikelstrdmung mit Uberholen

geeignet sind, ein in Experimenten beobachtetes E/A-
Verhalten qualitativ widerzuspiegeln. Ein klassisches
Transportmodell mit zeitvariabler Geschwindigkeit von
Pfropfen erweist sich fiir den Fliissigkeitsfilm als ungeeig-
net. Ungeachtet dessen findet das Modell mit zeitvariabler
Geschwindigkeit fiir den Dichte-/Konzentrationstransport
im vollstdndig gefiillten Rohr eine breite Anwendung in
der Verfahrenstechnik.

Bemerkenswert am Modell der Partikelstrémung mit
Uberholen ist das Auftreten eines Diffusionseffekts trotz
des Nichtvorhandenseins eines zweiten Ortsableitungs-
terms in der PDE. Das erklart sich durch die am Modell-
eingang angenommene Verteilungsdichte der Geschwin-
digkeiten, die sich zeitlich dndert.

Aus Sicht des Simulationsaufwands sind die beiden
neuen Modelle gleichwertig, allerdings aufwendiger als

-1
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£ inkgm
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zin m cinms z in m
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wartssprung

t="750s
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(f) Stationdrer Zustand nach Abwérts-

sprung

Abb. 12: Langenbezogene Dichte der zeit- und ortsvariablen Partikelstrémung mit Uberholen bei laufender Simulationszeit.
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die klassischen Modelle. Die Entscheidung fiir eines der
beiden Modelle sollte, wenn méglich, in dhnlich gelager-
ten Anwendungen durch Validierungsexperimentente ge-
troffen werden.

Da die Transportmodelle haufig in grofie Anlagensi-
mulationen integriert sind, kénnen {iiber die Regelungs-
technik hinausgehende Aufgaben — wie Prozessauslegung
oder Operatorschulung — gelost werden.

Fiir den Reglerentwurf sind weitere Vereinfachungen
und Modifikationen der eingefiihrten Modelle vorzuneh-
men. Dies ist ebenso Gegenstand zukiinftiger Beitrage wie
auch der Reglerentwurf selbst.

Danksagung: Die Autoren danken der GEA Wiegand
GmbH fiir Informationen zum Fallfilmverdampferprozess.

Finanzierung: Die Autoren danken dem Impuls- und Ver-
netzungsfonds der Helmholtz Gemeinschaft fiir die Un-
terstiitzung des Projekts ,,Energy Systems Integration®
(ZT-0002).

Anhang A

Nachfolgend wird der Zusammenhang zwischen der PDE
und den retardierten Gleichungen mittels des Charakteris-
tikenverfahrens fiir das Transportmodell aus Abschnitt 4.1
hergeleitet. Dazu wird die Variable s eingefiihrt, sodass

()(s) = ()(t(s), x(s))

gilt, wobei (-) eine beliebige abhdngige Variable (£, ¢ oder
{) bezeichnet. Fiir die Ableitung folgt

d() _o() dt

de) __+a(-)dx
ds ot ds

ox ds’
Nach Koeffizientenvergleich mit (17) wird das charakteris-
tische System

% “1 )=t (33a)
% _e x(0) = x, (33b)
Yo g (0=4 (330
% ~0, «0)=cy, (33d)
o2 1= (33¢)
erhalten, welches die Losung
ts)=t, +5, (34a)
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X(s) =X, + f c(3) ds, (34b)
c(s) = ¢, O (340)
§6) =1 flgs (34d)
{(s) = 1:;—1(15 (34e)

besitzt. Mit der Annahme, dass Pfropfen zur Zeitt; =t - 7
an der Stelle x; = O eintreten, sind die ABen von (33a) und
(33b) festgelegt. Die weiteren ABen von (33) ergeben sich
mit den RBen in (17) zu

Cl = El(t - T))

_ myp(t-1)
ST
_ El(t - T)
)

Die zur Zeit t;, = t — T an der Stelle x; = O eingetretenen
Pfropfen verlassen die Rohrleitung zur Zeit t(s) = t an der
Stelle x(s) = ¢. Es folgt aus (34a), dass T = s und aus (34b),
dass

€
o= gt-1(t)

was eine implizite Gleichung zur Bestimmung der Totzeit
darstellt. Des Weiteren ist

c(t, €) = ¢t - 1(t)),
£(t,0) = - mi,T(t; 7(t)) .
Gt — 1) — ¢;(t — 7(1)7(t)

(35)

Um die Anfangsfunktion zu bestimmen, werden die ABen
t(0) = ty, und x(0) = x; in (33) betrachtet. Entsprechend
der ABen in (17) folgt dann

t(s) =ty +s, (36a)
x(s) = x; + J c(5) ds, (36b)
0
c(s) = ¢o(xy), (36¢)
_ & (x)
&(s) = a0 (36d)
1+ =358
40
= - 36
O e o

als Losung von (33). Am Ausgangsrand gilt bekanntlich
t(s) = tund x(s) = ¢, sodass t = t, + s aus (36a) und
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X, = € = co(xy)(t — ty) aus (36b) folgt. Damit ergibt sich fiir
diesen Fall
c(t, €) = co(P(D)),
$(9(0)
dcgix) i(j)(t)(t - to)

£t e) = (37

1+

wobei ¢(t) mittels der impliziten Gleichung

B(t) = €~ co(p(D))(t — to)

ermittelt wird. Durch Kombination von (35) und (37) wird
unter Nutzung der Ausgangsgleichung von (17)

co((0)& (1))

dcg (%)
O g (Eto0)

, fpst<ty+

14
¢o(0)

1+

m,(t) =
& (t-1(®)) 1 (t-1())
& (t-1(0)-&(t-r))r()

, sonst

fiir die retardierte E/A-Beziehung des Massenstroms erhal-
ten.

Anhang B

Ebenso wird fiir das in Abschnitt 4.2 diskutierte Trans-
portmodell der Zusammenhang zwischen der PDE und
der E/A-Beziehung gezeigt. Zwecks kompakter Darstel-
lung wird auch hier die Abkiirzung fc(t) := f(c; ¢;(t)) fiir die
Verteilungsdichte genutzt. Zur Anwendung des Charakte-
ristikenverfahrens wird die Variable s eingefiihrt, sodass

&(s) = £(t(s),x(s), c(s)) und
ds _og dr

o dx ot de
ds ~ otds

oxds  ocds’ (38)

Durch Koeffizientenvergleich der PDE (29) mit (38) ergibt
sich das charakteristische System zu

% “1, H0)=t, (39a)
% _e x(0) = x, (39b)
% =0, ¢(0)=c, (39¢)
% =0, £0)=4. (39d)

Die Wahl der ABen von (39) ergeben sich aus der Annah-
me, dass ein Partikel zur Zeit t; = t — 7 an der Stelle
x; = 0 mit der Geschwindigkeit ¢; = c eintritt, sodass
& =&(t—1,0,c). Dies liefert

t(s)=t—T+s, (40a)
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x(s) = cs, (40Db)
c(s)=g¢ (40c)
§(s)=¢(t-1,0,0 (40d)

fiir die Losung des charakteristischen Systems (39). Am
Ausgangsrand gilt £(s) = ¢, x(s) = £ und c(s) = c¢. Mit (40)
wird s = T = £/c und damit

£(t,6,0) =y (£ S) Fo(t- g)

erhalten. Zur Ermittlung der Anfangsfunktion werden die
ABen t(0) = ty, x(0) = x4, c(0) = ¢, sodass £(0) = &,(xy,¢),
in (39) betrachtet, was zur Losung

(41)

t(s) =ty +s, (42a)
x(s) = s + Xy, (42b)
c(s)=c, (42¢)
§(s) = §o(xy1,0) (42d)

fiihrt. Am Ausgangsrand gilt weiterhin t(s) = t, x(s) = ¢
und c(s) = c. Mit (42) erzeugt dies t = ty+S,x; = £—c(t—ty)
und deshalb

&t e,c)=&(6—c(t-ty),0). (43)
Durch Kombination von (41) und (43) folgt
_ _ _t
£t e,c) = {50(5 ‘ (i fO)’ C)’e €=t (4t4)
mi’T (t— E)fC (t— E), sonst.

Mit der Ausgangsgleichung aus (29) ergibt sich der Aus-
gangsmassenstrom zu

c.(t)

J &8 —c(t-ty),c)dc

Crmin

mo,T(t) =

Cmax
. £\ ; ¢
Tl )

c.(b)

wobei
I4
Cmin> m < Cmin
¢
C.(t) = § Cmax = > Cmax
14
R, sonst.
L]
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