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Zustandsschatzung im Fall simultan
auftretender mengenbasierter und
stochastischer Unsicherheiten

State Estimation in Case of Mixed Set Theoretic and Stochastic Uncertainties

Uwe D. Hanebeck, Technische Universitat Miinchen, und Joachim Horn, Siemens AG, Miinchen

Dieser Beitrag stellt ein neuartiges Filter zur Schatzung des Zustands eines zeitvarianten
linearen dynamischen Systems fiir den Fall vor, dass sowohl im Systemeingang als auch in der
Messung simultan zwei unterschiedliche Unsicherheitsformen auftreten. Die erste Unsicher-
heit ist durch einen stochastischen Prozess mit bekannter Charakteristik gegeben. Die zweite
wird nur durch ihre Wertbegrenzung beschrieben, die Verteilungsdichte ist jedoch unbekannt.
Das neue Filter verallgemeinert bekannte Konzepte wie das Kalman-Filter und das mengen-
basierte Filter, und umfasst diese als Grenzfélle. Zwei Anwendungen des neuen Filters auf

Probleme in der Robotik werden vorgestellt.

This paper presents a new approach for estimating the state of a time-variant linear dynamic
system when the system input and the measurements suffer from two different types of
uncertainties simultaneously. The first type of uncertainty is a stochastic process with given
characteristics. The second type of uncertainty is only known to be bounded, the underlying
distribution is unknown. The new estimator generalizes Kalman filtering and set theoretic
filtering and contains these filters as special cases. Two applications in robotics are discussed.

1 Einleitung

Die Bestimmung des Zustands eines dynamischen Systems
aus unsicheren Beobachtungen ist ein Standardproblem in
vielen Disziplinen. Ein typisches Beispiel ist die Berech-
nung der Position eines Kraftfahrzeugs auf der Basis von
GPS-Daten oder Bildinformationen.

Ublicherweise wird eine stochastische Beschreibung der
auftretenden Unsicherheiten gewéhlt und ein Kalman-Fil-
ter oder eine seiner vielen Variationen [1; 2; 11] zur Zu-
standsschitzung verwendet.

In vielen Fillen ist jedoch eine stochastische Systembe-
schreibung nicht zweckmiBig oder sogar unsinnig. Dies
ist etwa der Fall bei deterministischen oder systematischen
Fehlern oder bei Unsicherheiten, die durch nichtmodel-
lierte Nichtlinearititen entstehen; ein weiteres augenfilli-
ges Beispiel sind Quantisierungsfehler. In diesen Féllen
konnen eher Schranken fiir die Fehler angegeben werden.
Der Einsatz eines Kalman-Filters bei Vorliegen derartiger
wertbegrenzter Unsicherheiten fiihrt in der Regel nicht zu
guten Resultaten. Aulerdem liefert das Kalman-Filter auch
nicht die fiir ein solches Unsicherheitsmodell wiinschens-

at — Automatisierungstechnik 48 (2000) 6 © Oldenbourg Verlag

werte Worst-Case-Abschitzung fiir das Ergebnis. Gliickli-
cherweise existieren fiir diesen Zweck aber spezifischere,
mengenbasierte Zustandsschitzer [3; 13], die sich auch in
praktischen Applikationen bewéhrt haben.

Treten nun mengenbasierte und stochastische Unsicherhei-
ten simultan auf, fiihrt die Anwendung sowohl des men-
genbasierten Filters als auch des Kalman-Filters im Allge-
meinen zu keinem sinnvollen Ergebnis. Im Fall des Kal-
man-Filters miilte die mengenbasierte Unsicherheit durch
eine stochastische Unsicherheit approximiert werden, was
in den meisten Fiéllen schwierig ist. Im Fall des mengen-
basierten Filters wire die stochastische Unsicherheit durch
Wertbegrenzungen zu beschreiben, was insbesondere bei
schwach abklingenden Verteilungsdichtefunktionen zu ei-
ner unsinnig konservativen Beschreibung und damit zu un-
brauchbaren Ergebnissen fiihren kann. Benotigt wird also
ein mathematisch fundierter Algorithmus zur Zustands-
schitzung im Fall simultan auftretender mengenbasierter
und stochastischer Unsicherheiten.

Ein erstes Verfahren zur optimalen Zustandsschitzung un-
ter mengenbasierten und stochastischen Unsicherheiten
wurde in [4; 7] vorgestellt. Es handelt sich dabei um ein
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numerisches Verfahren fiir die Schitzung von skalaren Zu-
stinden, welches zwar exakt ist, aber durch seine hohe
Komplexitit fiir die praktische Anwendung nur von be-
grenztem Wert ist. Fiir den Fall skalarer Zustinde wurde
daher in [5; 6] eine effiziente Niherungslosung hergeleitet.
Eine Verallgemeinerung auf vektorielle Zusténde fiir den
Fall, dass Zustandsvektor und Beobachtungsvektor die
gleiche Dimension aufweisen, findet sich in [8].

In diesem Beitrag wird die Schitzung von vektoriellen Zu-
stinden mit beliebiger Dimension auf der Basis von skala-
ren Messungen behandelt. Dazu wird ein effizienter neuer
Filteralgorithmus beschrieben, welcher die beiden klassi-
schen Schitzverfahren — Kalman-Filter und mengenbasier-
tes Filter — verallgemeinert. Als Ergebnis der Schétzung
werden ellipsoidale Losungsmengen moglicher Zustinde
angegeben, deren Lage im stochastischen Sinne unsicher
ist. AuBerdem sind die beiden klassischen Filter darin als
Grenzfille enthalten, d.h. bei Wegfall einer der beiden Un-
sicherheitstypen konvergieren die Filtergleichungen entwe-
der gegen das mengenbasierte Filter oder gegen das Kal-
man-Filter.

In Abschnitt 2 wird zunédchst die Problemstellung detail-
liert beschrieben. Fiir rein stochastische oder rein mengen-
basierte Unsicherheitsmodelle werden die Grundlagen be-
kannter Standard-Verfahren in den Abschnitten 3 (Kalman-
Filter) und 4 (mengenbasiertes Filter) wiederholt. Der neue
Filteralgorithmus wird in Abschnitt 5 beschrieben. In allen
Fillen wird sowohl der Priadiktionsschritt als auch der Fil-
terschritt betrachtet.

Zur Verdeutlichung der Wirkungsweise werden in Ab-
schnitt 6 zwei typische Anwendungsfille des neuartigen
Filters vorgestellt. Die erste Anwendung diskutiert die
Schitzung des Zustandes eines nichtlinearen Systems aus
verrauschten Messungen. Dazu wird iiblicherweise ein Er-
weitertes Kalman-Filter (EKF) verwendet, welches aus ei-
ner Linearisierung des originalen Systems mit nachfolgen-
der Kalman-Filterung besteht. Der entstehende Linearisie-
rungsfehler, welcher in der Regel eine komplizierte Vertei-
lungsdichte aufweist, wird dabei vernachléssigt. Durch An-
wendung des neuen Filters anstelle des EKF konnen entste-
hende Linearisierungsfehler als weitere Unsicherheit be-
riicksichtigt werden. Auflerdem kdnnen problemlos auch
nichtdifferenzierbare Nichtlinearititen wie Sprungnichtli-
nearitdten behandelt werden.

Die zweite Anwendung behandelt die Lokalisierung eines
mobilen Roboters basierend auf verrauschten Messungen
zu Landmarken, deren Lage nur innerhalb gewisser Tole-
ranzen bekannt ist.

2 Formulierung des Problems

Betrachtet werde ein lineares zeitvariantes System der
Form

X = Ay X1+ B U
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mit der Messgleichung
yk - ﬂkTEk .

X, stellt den Zustandsvektor, i, den Systemeingang und yy
die skalare Messung zum Zeitschritt k dar. Ist dieses Sys-
tem vollstindig beobachtbar, kann der Zustand x;, auf der
Basis von ausreichend vielen Messungen zum Beispiel
durch einen Beobachter exakt rekonstruiert werden.

Im Allgemeinen sind nun aber sowohl die Systemeinginge
als auch die Messungen unsicher, wobei hier additive Un-
sicherheitsquellen angenommen werden, d.h.

X =Ap1x ) + Bk—l(ﬂkfl +Kk71), )

Vi = E]Z-Ek + V.

w,, bezeichnet dabei die Eingangsunsicherheit, v, bezeich-
net die Unsicherheit in der Messung.

Im Gegensatz zum obigen unsicherheitsfreien Fall besteht
nun die Aufgabe darin, eine moglichst gute Schdtzung des
gesuchten Zustandes zu bestimmen. Die Schitzung besteht
dabei aus einem Schitzwert und einer Quantifizierung der
zugehorigen Unsicherheit.

3 Kalman-Filter

Betrachten wir zunichst ein rein stochastisches Unsicher-
heitsmodell geméal

— LU
ka — £k9

vk = Céy

wobei wir hier voraussetzen, dass ¢, c;f mittelwertfreie,
weifle und voneinander unabhéngige Zufallsvariable mit
Gauf3scher Verteilungsdichte gemif

g~ N, Cf), ¢ ~NO, ) @

sind; die Kovarianzmatrix C,’f, und die Varianz Ci werden
als bekannt vorausgesetzt. Fiir dieses Systemmodell stellt
das Kalman-Filter den optimalen Zustandsschitzer dar.

Selbstverstindlich ist die Herleitung von entsprechenden
Filtern auch fiir den Fall moglich, dass eine bekannte Kor-
relation zwischen ¢ und ¢; vorliegt. AuBerdem ist es noch
moglich, auf die Annahme normalverteilter Zufallsvariable
zu verzichten und beliebige Verteilungen zu behandeln,
von denen Momente bis zur zweiten Ordnung bekannt sind.
In diesem Fall ist das Kalman-Filter immerhin noch der be-
ste Zustandsschitzer aus der Familie aller linearen Schét-
Zer.

Im Folgenden werden die Ergebnisse des Pridiktions-
schritts mit dem Index p und die Ergebnisse des Filter-
schritts mit dem Index f* bezeichnet.

3.1 Pradiktionsschritt

Wenn eine Zustandsschitzung 1‘,{_1 zum Zeitschritt k£ — 1
vorliegt, kann das Systemmodell gema$ (1) dazu verwen-
det werden, um den sogenannten Pradiktionsschritt durch-



U. D. Hanebeck, J. Horn: Zustandsschatzung im Fall simultan auftretender mengenbasierter-. . .

zufiihren, d.h. die aktuelle Zustandsschidtzung mitsamt Un-
sicherheit zum nichsten Zeitschritt fortzuschreiben. Die so
fortgeschriebene Zustandsschitzung x; zum Zeitschritt k
ist durch

E/f = Ak—lii_l + Bro11y_y

gegeben [1; 2]. Die Rekursionsformel fiir die entsprechen-
de Kovarianzmatrix lautet

C’ =AwC)_ AT | +B,,C!_ Bl . (3)

Im ersten Préadiktionsschritt wird die initiale Zustands-
schitzung verwendet, welche durch gg , C-of gegeben sei.

3.2 Filterschritt

Bei vorliegendem Messwert zum Zeitschritt £ kann nun ba-
sierend auf dem prédizierten Zustand gf der Filterschritt
durchgefiihrt werden. Die mit Hilfe der Messung verbes-
serte Zustandschitzung ergibt sich bekanntlich [1; 2] zu
C'H
X = k
b Ak (v~ H]x 4
S =S o T C”Hk(y/ Hx0). ¥
mit der korrespondierenden Rekursionsformel

C/H, H{C]

cf = ¢ — ek Tk Sk
C}‘(-i-ﬂkTC,fﬂk

)

fiir die Kovarianzmatrix.

4 Mengenbasiertes Filter

In diesem Abschnitt werden rein mengenbasierte Unsicher-
heiten der Form

u
Kk = gk )

— o
Vi = €

angenommen, wobei keine weitere Annahme iiber die Un-
sicherheiten ef, e,f gemacht wird als deren Begrenztheit
durch

(@) (B ‘et <1, ()< E. (6)

Das bedeutet, dass weder individuelle noch gemeinsame
Verteilungsdichtefunktionen von ¢, ] bekannt sind.

4.1 Pradiktionsschritt

Wenn eine Zustandsschiitzung x,’;l zum Zeitschritt k — 1
gegeben ist, kann wieder das Systemmodell geméB (1) fiir
den Prédiktionsschritt verwendet werden. Die Menge aller
prédizierten Zustandsschétzungen zum Zeitschritt & ergibt
sich als Minkowski-Summe [13] zweier Mengen, d.h. kon-
zeptionell muss zu jedem Wert in der Menge der geschétz-
ten Zustinde jeder Wert in der Menge der Eingangsunsi-
cherheiten addiert werden. Die entstehende Zustandsmen-
ge ist im Fall von elhpsmdalen Mengen fiir die gegebene
Zustandsschitzung xk , und die Eingangsunsicherheit ¢}/
nicht wieder ein Ellipsoid. Es kann jedoch eine Familie
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von Ellipsoiden gefunden werden, die von einem skalaren
Parameter abhiingen und jeweils eine duflere Hiille fiir die
exakte Minkowski-Summe darstellen. Der Mittelpunkt die-
ser Menge ergibt sich zu

P Vi
X, = Ar1x + By .

Die Rekursionsformel fiir die mengenbasierte Unsicherheit
lautet [3]

1

E/ =———
k 0.5 — K

A Bl AL
(7)

—— B E{_ B/ .
T8 T k1 B
Der skalare Parameter «; € (0.5, 0.5) kann nun so gewihlt
werden, dass ein geeignetes MaB fiir die GroBe des Hiill-
ellipsoids, wie zum Beispiel das Volumen, minimiert wird
[3]. Die Rekursion wird mit der Menge initialer Zustands-
schitzungen gegeben durch xO , Ef gestartet.

4.2 Filterschritt

Bei vorliegendem Messwert zum Zeitschritt & kann nun ba-
sierend auf dem pridiziertem Zustand x/ der Filterschritt
durchgefiihrt werden. Die mit Hilfe der Messung einge-
grenzte Menge moglicher Zustdnde ergibt sich zu [3]

4
X'/f = Xl[; + )\k 7 Ekﬁ;i
TS T e B,

(7 — H{ x{)

und
= diP]

mit
S _ wP Elfﬂk HkT Elf
Py =E; — A v Ty !

Ek + )\'k ﬂk E](Ek

und

—H x?

k@+m&w&'

Der Parameter A, € [0, o) wird wieder so gewihlt, dass
die Grofle von E,{ minimiert wird [3].

5 Verallgemeinertes Filter

Nach Vorstellung der klassischen Unsicherheitsmodelle
und der entsprechenden Schitzmethoden wollen wir uns
nun dem verallgemeinerten Unsichermodell zuwenden.
Dazu betrachten wir die additive Kombination von men-
genbasierten und stochastischen Unsicherheiten geméaf

wp = e + ¢,

vk =e¢j + ¢,
wobei ¢}/, ek wieder wie in (6) wertbegrenzt sind. Entspre-
chend der Diskussion des rein stochastischen Unsicher-

heitsmodells werden ¢y, c,“: wie in (2) als mittelwertfreie,
weille und voneinander unabhingige Zufallsvariable mit
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GauBscher Verteilungsdichte angenommen, wobei die Ko-
varianzmatrix Cj und die Varianz C} bekannt sind.

5.1 Pradiktionsschritt

Der Pridiktionsschritt beim verallgemeinerten Unsicher-
heitsmodell kann durch Superposition der Ergebnisse der
Prédiktion fiir die klassischen Unsicherheitsmodelle durch-
gefiihrt werden. Der Schitzwert ergibt sich wiederum zu

xp = Ak—lz‘;{,l + By .

Die Kovarianzmatrix C; des pridizierten Zustands x/ er-
hilt man aus (3), die mengenbasierte Unsicherheit Ef ge-
maB (6). Entsprechend dem rein mengenbasierten Fall wird
auch hier k; € (0.5, 0.5) so gewihlt, dass die GréB3e von
E/ minimiert wird. Der Pridiktionsschritt wird mit der
Schitzung 1'(’; s C'(’; s Eg initialisiert.

5.2 Filterschritt

Die Verallgemeinerung des Filterschritts ist leider nicht
durch die einfache Kombination der Ergebnisse von men-
genbasiertem und Kalman-Filter zu bewerkstelligen. Der
Grund hierfiir ist, dass im verallgemeinerten Fall der
Schnitt zweier Mengen mit stochastischer Lage zu bestim-
men ist, wobei das Ergebnis eine komplizierte Menge mit
stochastischer Grofie, Orientierung und Lage ist. Um ein in
der praktischen Anwendung niitzliches Ergebnis zu be-
kommen, wird daher das exakte Resultat durch ein Ellip-
soid mit einem normalverteilten Mittelpunkt approximiert.
Der Schitzwert ist dann durch

x| =Wix! + Wiy @®
— (WIC[H — W Ci)Fi (v — Hyx{)

gegeben [9]. Die mengenbasierte Unsicherheit, welche die

GroBe und Orientierung des Ellipsoids bestimmt, ergibt

sich zu

E/H, H[E]

E/ = (1+ M) E — (1 4+ 1) A — :
k k y
E} 4+ HIE/H,

)

Die korrespondierende Kovarianzmatrix, welche die Unsi-
cherheit in der Lage des Ellipsoidmittelpunkts definiert, ist
durch

cf =wicp (W) +w(wy)' ¢
— (WiClH, — W, Y) (10)
(WPCLHy — WCY) " Fa (v — H] xf)

gegeben [9], wobei die GroBen WY, W7, Fi(yi — ﬁ,{;,f)
und F>(yx — H} x!) im Anhang zu finden sind. Der Para-
meter A, € [0, 0o) wird wieder so bestimmt, dass ein Mal3
fiir die GroBe der Gesamtunsicherheit, d.h. eine geeignete
Funktion von E£ und C-,ﬁ, minimiert wird.
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6 Anwendungsbeispiele

Im Folgenden werden nun zwei typische Anwendungsfille
des neuartigen Filters diskutiert.

6.1 Ersatz des Erweiterten Kalman-Filters fiir
spezielle nichtlineare Systeme

Hier soll der Zustand eines nichtlinearen Systems aus ver-
rauschten Messungen geschitzt werden. Um die Ergeb-
nisse leichter interpretierbar zu gestalten, wird ein Prozess
mit nicht vorhandener Dynamik, d.h. ein stationédrer Zu-
stand x = [x, xz]T , angenommen. Damit ist der Pradikti-
onsschritt hier ohne Bedeutung.

Es seien zwei nichtlineare Messgleichungen
Vi = X1+ 2sin(x) + ¢, (11)
yZ =2x1 + x2 + 3cos(xz) + cZ (12)

gegeben, wobei ¢} und ciﬁ Realisierungen von zwei vonein-
ander unabhingigen weiflen mittelwertfreien Gaufschen
Zufallsprozessen mit Standardabweichung o} =3 und
cr,f = 3 sind. Der initiale Schitzwert ist durch gg = [20,
20]7 gegeben. Die korrespondierende Kovarianzmatrix
lautet

s [1002 0
CO‘[ 0 100% |

Zur Bestimmung des Zustands derartiger Systeme wird,
wie schon eingangs erwihnt, iiblicherweise ein Erweitertes
Kalman-Filter (EKF) verwendet. Dazu werden die vorlie-
genden nichtlinearen Gleichungen zunichst um einen ge-
eigneten Zustand linearisiert, wobei in der Regel der aktu-
elle Schitzwert verwendet wird. Der durch die Linearisie-
rung enstehende Fehler wird dabei vernachlissigt. Auf die
entstehenden linearen Gleichungen wird dann das in Ab-
schnitt 3 beschriebene Kalman-Filter angewendet.

Auf das hier betrachtete Problem wird zu Referenzzwek-
ken zunichst ein solches EKF angewendet. Die Ergebnisse
sind in Bild la dargestellt. Gezeigt wird die zeitliche Ver-
dnderung der Konfidenzmenge, welche um den Schitzwert
gkf zentriert ist und deren Grofe sich aus der mit 9 multipli-
zierten Kovarianzmatrix ergibt. Fiir kK — oo enthilt die
Konfidenzmenge nicht den wahren Zustand X = [17, 13]7,
welcher durch einen Punkt markiert ist.

Allerdings macht im vorliegenden Fall eine lokale Lineari-
sierung wenig Sinn, da das Ergebnis zu sensitiv gegeniiber
dem gewihlten Linearisierungspunkt ist'. Es wird daher
eine globale Linearisierung der Form

W~ Hx+ ¢,
WARHx+c)
mit H, = [1,0]7, H, = [2, 1]7 vorgenommen. Der entste-

hende Linearisierungsfehler, welcher eine komplizierte
Verteilungsdichte aufweist, wird hier vernachléssigt. Auf

"' Auch ein sogenanntes Iteratives Erweitertes Kalman-Filter
(IEKF) [11] wiirde hier keine Verbesserung bringen.
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Bild 1: Ergebnis der nichtlinearen Zustandsschatzung mit a) Erweitertem Kalman-Filter, b) globaler Linearisierung und nachfolgender Anwendung des
Kalman-Filters und c) verallgemeinertem Filter. Der wahre Zustand ist X = [17,13]’.

die entstehenden linearen Gleichungen wird das Kalman-
Filter angewendet. Die zeitliche Verdnderung der wie oben
definierten Konfidenzmenge ist in Bild 1b dargestellt.
Auch hier enthilt die Konfidenzmenge fiir kK — oo nicht
den wahren Zustand.

Zur Anwendung des neuen Filters werden nun die origina-
len nichtlinearen Messgleichungen ebenfalls durch eine
globale Linearisierung in eine lineare Form

V=HIx+el +cf, (13)
Vo =HIx+el +c (14)

gebracht, wobei wieder H, = [1,0]7, H, = [2, 1]7 gilt. Im
Gegensatz zum oben beschriebenen Vorgehen werden die
Linearisierungfehler nun aber nicht vernachléssigt, sondern
durch Einfiihren zusitzlicher Fehlerterme ey, e,}z konservativ
abgeschitzt. Die Grenzen von ef, eZ sind dabei durch

2
E, = (max|2 sin(x1)|) =22
xeR?

Ey

2
(max|3 COS(X2)|) = 3?
xeR?
gegeben.

Vor Anwendung des neuen Filters miissen die kompletten
Anfangsbedingungen festgelegt werden. Der initiale
Schitzwert und die korrespondierende Kovarianzmatrix
sind gegeben. Die initiale mengenbasierte Unsicherheit ist
gleich Null, wird aber zu

e 0
Eg:[o 6:|

mit einem kleinen Wert € > 0 gesetzt, um positive Definit-
heit zu gewihrleisten.

Entsprechend dem Vorgehen bei der Anwendung des Kal-
man-Filters wird das neue Filter nun mittels der Formeln
fiir x/ in (8), E/ in (9) und C/ in (10) in jedem Zeitschritt
k zunichst auf Messgleichung (13) und dann auf (14) re-
kursiv angewendet. Der Parameter A, wird dabei so be-
stimmt, dass das Maf} det(E‘,’I) + 9det(C,{) fiir die Gesamt-
unsicherheit minimiert wird.

Der zeitliche Verlauf der Konfidenzmenge ist in Bild 1c ge-
zeigt. Die Konfidenzmenge ist wieder um den Schitzwert
x,i zentriert, ihre GroBe ist durch die Minkowski-Summe
[13] der durch E,{ und 9 C‘,Z definierten Mengen gegeben.

Fiir den hypothetischen Fall verschwindender stochasti-
scher Unsicherheiten in den linearisierten Messgleichun-

269



at 6/2000

gen aus (13), (14) wiirde sich die beste Zustandsschétzung
als Schnittmenge der beiden dargestellten Streifen ergeben.
Diese beiden Streifen reprisentieren die Grenzen fiir den
Linearisierungsfehler. Die Konfidenzmenge stellt eine du-
Bere Hiille fiir die hypothetische Schnittmenge dar und er-
gibt fiir k — oo eine enge ellipsoidale Approximation. Da-
mit ist der wahre Zustand immer in der Konfidenzmenge
enthalten.

6.2 Lokalisierung eines mobilen Roboters auf der
Basis unsicherer Landmarken

Betrachtet wird ein mit Abstandssensoren ausgeriisteter
mobiler Roboter gemif3 Bild 2, welcher die Abstinde zu
drei Wénden 7, i = 1, 2, 3, misst. Die Lage der Winde sei
nur innerhalb gewisser Toleranzen bekannt, d.h.

di = d; + Ad; mit |Ady| < b,

wobei a~7,~ den tatsidchlichen (vorzeichenbehafteten) Abstand
der Wand i vom Ursprung bezeichnet. Ad; ist die unbe-
kannte, aber begrenzte Abweichung des tatsidchlichen Ab-
standes vom Nominalwert d;.

In jedem Zeitschritt werden sequentiell die Abstéinde zu den
Winden gemessen, wobei bis zum Zeitschritt £ = 1000 nur
die ersten beiden Winden beriicksichtigt werden. Danach
werden die Abstdnde zu allen Winden gemesssen. Die Ab-
standsmessungen sind dabei durch weifles normalverteiltes
mittelwertfreies Rauschen mit Varianz o7 gestort. Damit
ergibt sich die Messgleichung

y=di+ D} =Hx+ Ad; + ¢,

wobei D} den gemessenen Abstand und X = [X, 7T =
[2000, 2000]7 die tatsichliche Roboterposition bezeichnet.
Die Einheitsnormalenvektoren H; der Winde seien exakt
bekannt. Die verbleibenden Parameter sind in der Tabelle 1
aufgefiihrt.

Die initiale Lageschitzung sei durch A"(’; = [1900, 2100]"
mit

g/ _[2000% 0
o= 0 2000

Wand 2

lgemessener Abstand
zu Wand 1

gemessener

R
oboter Abstand zu
Wand 2

Wand 1

Abstand der Wand 2 zum Ursprung

Wand 3

Bild 2: Lokalisierung eines mobilen Roboters.

270

THEORETISCHE ARBEIT

Tabelle 1: Parameter des Lokalisierungsexperiments.

Wand i 1 2 3
Normalenvektor H; [1,0]" 1,17 /v2 | ]o,1)"
Nominaler Abstand d; 0 -6000 0
Tatsédchlicher Abstand J,v =25 -6030 =20
Schranke b; 30 50 30
Standardabweichung o; 100 10 300
und
cf — [ 20002 0 }
0 0 20002
gegeben.

Ergebnisse des Kalman-Filters: Um das reine Kalman-
Filter auf dieses Problem anzuwenden, werden die Wan-
dunsicherheiten als zusitzliches weiles Rauschen ange-
nommen. Damit ergibt sich die gesamte stochastische
Messunsicherheit zu C} + E] = o} + b?. Basierend auf
dieser Unsicherheit wird dann die Lageschidtzung mit Hilfe
der Gleichungen (4), (5) rekursiv verbessert. Der zeitliche
Verlauf der entstehenden Konfidenzmenge ist in Bild 3a
dargestellt, wobei sich die Konfidenzmenge wie im vorhe-
rigen Beispiel ergibt. Die Konfidenzmenge fiir k — oo ent-
hilt nicht die durch einen Punkt gekennzeichnete tatsdch-
liche Position.

Ergebnisse des mengenbasierten Filters: Zur Anwen-
dung des rein mengenbasierten Filters wird nun das unbe-
grenzte Rauschen in der Abstandsmessung als zusitzliche
begrenzte Unsicherheit beriicksichtigt. Damit ergibt sich
die gesamte mengenbasierte Messunsicherheit zu
E} 4y Cf = b} 4 y o}, wobei y hinreichend groB gewihlt
werden muss. Je kleiner y gewihlt wird, desto groBer ist
die Wahrscheinlichkeit einer inkonsistenten Schitzung.

Das Ergebnis fiir y = 4 ist in Bild 3b dargestellt. Hier ent-
hilt die Konfidenzmenge fiir kK — oo nicht die tatsichliche
Position. Der Fall y = 16, Bild 3c, ergibt in dieser Simula-
tion eine konsistente, aber konservative Schétzung.

Ergebnisse des verallgemeinerten Filters: Um die
Schitzung der Roboterposition mit Hilfe einer verrausch-
ten Abstandsmessung zur Wand i zu verbessern, werden
die Gleichungen fiir x,: in (8), E,£ in (9) und C’]: in (10) mit
E] = b? und C} = o7 verwendet. Der Parameter A, wird
dabei numerisch so bestimmt, dass det(E,{) + det(C,’:) mi-
nimiert wird. Bild 3d zeigt den Verlauf der Schitzung liber
der Zeit. Die Konfidenzmenge ist wieder um den Schitz-
wert 1{ zentriert, ihre Grofe ist durch die Minkowski-
Summe der durch E’; und 9 C/: definierten Mengen gege-
ben. Die Konfidenzmenge stellt auch hier wieder eine du-
Bere Hiille fiir die hypothetische Schnittmenge der drei dar-
gestellten Streifen dar, welche die Toleranzen in der Lage
der Winde reprisentieren. Fiir & — oo ergibt sich eine el-
lipsoidale Approximation, die die wahre Position enthilt.

Das Bild 4 zeigt die Verldufe des Schitzfehlers ||1-,( — x|
fiir die oben diskutierten Filtertypen. Beim Kalman-Filter
sind schon nach wenigen Messungen nur noch geringe An-
derungen im Schétzfehler festzustellen. Beim mengenba-
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I verlauf bei der
120 Lokalisierung des
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a) Kalman-Filter,
40 b) mengenbasier-
| tes Filter, v = 4,
d 0 7000 2000 3000 4000 5000 Q=16 und.
' d) veralllgemel-
nertes Filter.

sierten Filter sowohl fiir y = 4 als auch fiir y = 16 zeigt
sich, dass nicht jede Messung zu einer Verdnderung des ak-
tuellen Schitzwertes beitrdgt. Auerdem ist der Verlauf fiir
y = 16 erwartungsgemiB sehr unruhig. Es ist auffallend,
dass nur das neue Filter die Information der ab Zeitschritt

k = 1001 zusitzlich vermessenen Wand 3 sinnvoll zur Re-
duktion des Schitzfehlers nutzt und dabei den geringsten
Schitzfehler erreicht.

7 Bewertung

Probleme der Zustandsschitzung werden meist ohne zu
hinterfragen auf der Basis einfacher stochastischer Fehler-
modelle behandelt. In vielen Fillen ist jedoch eine men-
genbasierte Fehlermodellierung angemessener und fiihrt
daher zu besseren Ergebnissen.

Dariiber hinaus ist es oft erforderlich, simultan auftretende
stochastische und mengenbasierte Unsicherheiten zu be-
riicksichtigen, was aber mit den klassischen Schétzverfah-
ren wie dem Kalman-Filter oder dem mengenbasierten Fil-
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ter nicht moglich ist. Deshalb werden héufig heuristische
Verfahren eingesetzt. Zur mathematisch korrekten Behand-
lung der Zustandsschédtzung im Fall simultan auftretender
mengenbasierter und stochastischer Unsicherheiten wurde
daher ein neuartiger Filteralgorithmus entwickelt.

Mit diesem Filteralgorithmus erhélt der Anwender eine ge-
nauere quantitative Angabe der Unsicherheit in der Schitz-
ung und damit einen genaueren Schitzwert fiir die gesuchte
GroBe. Der dazu bendtigte Rechenaufwand ist von der glei-
chen GroBenordnung wie bei den bekannten Filteralgorith-
men. Ein weiterer wesentlicher Vorteil ist die Transparenz
des neuartigen Filters, wodurch umsténdliche Anpassun-
gen an das konkrete Problem entfallen.

Anhang
Die Gewichtungsfaktoren W%, W5 sind durch
E/H, H
E} + i H{E[H,
E/H,
‘ E} + M HEJH,

W, =1—1y

W=

gegeben. Die nichtlinearen Funktionen F; und F, der soge-
nannten Innovationen I =y, — H ,{ glf sind definiert als
Fi(Ily) = Go(It, B,o)  und  Fy(Iy) = (Go(lx, B, 0))’
+ G (I, B, 0)/0?* mit

1
Go(x, B, o) = :
o(x, B, 0) N
exp(—4 S — exp (-4 4
erf (2=8) — erf (x££) ’
Gi(x, B,o) = ! .
2T Vane

(v = Bexp(—4 5) - (x+ Brewp (1 42)
erf (8) — erf (*£2)

o

und

B=E +\H{E{H, o= \/H{CIH, +C]

sowie erf(x) gemal [12].
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