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Kurzfassung
Der anhaltende Trend zum Downsizing bei modernen Verbrennungsmotoren
und Gasturbinen führt zu einem erhöhten Verhältnis von Oberfläche zu Vo-
lumen in Brennkammern und Brennräumen. Aus diesem Grund steigt der
Einfluss der Wand auf Verbrennungsprozesse welche in Wandnähe stark durch
die Wechselwirkung zwischen Flamme und Wand beeinflusst werden können.
Um diese Prozesse vollständig zu verstehen, konzentriert sich die heutige
Forschung vermehrt auf die Untersuchung von Flamme-Wand-Interaktionen
(FWI). Neben experimentellen Untersuchungen haben sich Simulationen rea-
gierender Strömungssysteme zu einem wichtigen Werkzeug zur Untersuchung
und Verbesserung von Verbrennungsprozessen entwickelt. Allerdings ist die
detaillierte Simulation komplexer Verbrennungsvorgänge auch mit modernen
Computern sehr zeitaufwendig. Um Simulationen dennoch in vertretbarer
Zeit durchführen zu können, werden reduzierte kinetische Modelle entwickelt.
Eines dieser Modelle ist die Reaktions-Diffusions-Mannigfaltigkeit (REDIM),
die sowohl die chemische Kinetik als auch Transportprozesse berücksichtigt.
Diese Methode wurde ursprünglich für Verbrennungsprozesse in der Gasphase
entwickelt und wird im Rahmen dieser Arbeit für Verbrennungsprozesse in
Wandnähe erweitert.

Im Zuge dessen wird die REDIM dahingehend angepasst, dass sie FWI
wiedergeben kann. Durch die FWI kommt es unter anderem zu einem Wär-
meverlust an die Wand welcher essentiell für die korrekte reduzierte Beschrei-
bung der wandnahen Verbrennung ist. In der vorliegenden Arbeit werden
neben reduzierten kinetischen Modellen für eindimensionale Modellsyste-
me auch reduzierte Modelle für zweidimensionale Modellsysteme entwickelt
und demonstriert. Außerdem wird die Herleitung sowie Implementierung
der Randbedingung für heterogene Wandreaktionen im Kontext der REDIM
und die Implementierung der REDIM für FWI mit Gemischinhomogenitäten
beschrieben und reduzierte Modelle werden erstellt.
Neben der Erstellung der reduzierten Modelle für FWI wird in dieser

Arbeit die Implementierung mannigfaltigkeitsbasierter kinetischer Modelle
detailliert untersucht und beschrieben. Anschließend werden die erstellten
REDIMs validiert und es wird gezeigt, dass sie die jeweilige Systemdynamik
der unterschiedlichen Verbrennungssysteme sehr gut wiedergeben.
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1 Einleitung

Obwohl Verbrennungsprozesse die wohl älteste genutzte Technologie der
Menschheit darstellen, sind sie heute immer noch die Grundlage vieler techni-
scher Anwendungen. Bei diesen Prozessen wird chemisch gespeicherte Energie
in thermische Energie gewandelt, welche beispielsweise zum Heizen von Ge-
bäuden genutzt werden kann. Außerdem kann die thermische Energie in
mechanische Energie umgewandelt werden.

Im letzten Jahrhundert wurden hauptsächlich fossile Brennstoffe als chemi-
scher Energielieferant genutzt. Diese weisen zum einen den Nachteil auf, dass
die vorhandenen Bestände nicht unermüdbar sind, zum anderen entstehen
bei deren Verbrennung unerwünschte Treibhausgase. Um sowohl die Ressour-
cen dieser Brennstoffe zu schonen als auch umweltschädliche Emissionen zu
minimieren, müssen Verbrennungsprozesse effizienter gestaltet und besser
verstanden werden [101].

Eine Möglichkeit um die Leistungsdichte in Flugtriebwerken und Verbren-
nungsmotoren zu erhöhen um somit effizientere Antriebe zu entwickeln stellt
das sogenannte Downsizing dar [37]. Hier wird die Brennkammer bzw. der
Brennraum bei gleicher oder steigender Leistung verkleinert. Dies hat zur
Folge, dass die Oberfläche im Verhältnis zum Volumen zunimmt wodurch der
Einfluss der Wand auf die ablaufenden Verbrennungsprozesse steigt. Dabei
können die Wände einen großen Einfluss auf wandnahe Verbrennungsprozesse
haben. Hierbei beeinflussen sich die Flamme, die Wand und die vorherrschende
Strömung gegenseitig, es kommt zur sogenannten Flamme-Wand-Interaktion
(FWI). Im Zuge dessen treten beispielsweise Wandreaktionen auf oder Wärme-
verluste an die Wand führen zu lokalem Verlöschen der Flamme in Wandnähe.

Anders als die Verbrennungsprozesse in der Gasphase ist die FWI noch
nicht vollständig verstanden. Damit die vorherrschenden Prozesse korrekt
modelliert werden können, muss die FWI detailliert analysiert und erforscht
werden. Zu diesem Zweck wurden zwei generische Konfigurationen entwickelt,
das Head-On Quenching (HOQ) [40, 55, 65, 104], bei welchem die Flamme
parallel auf die Wand zuläuft und an dieser verlischt sowie das Side-Wall
Quenching (SWQ), bei dem sich die Flamme entlang einer Wand bewegt [2,
40, 50], wodurch sich ein stationärer Zustand einstellen kann.

1



1 Einleitung

Neben experimentellen Untersuchungen dieser beiden Konfigurationen wer-
den auch numerische Simulationen durchgeführt [2, 9, 27, 32, 40, 42, 76].
Allgemein werden numerischen Strömungssimulationen genutzt, um die in
Verbrennungssystemen auftretenden Vorgänge möglichst genau zu verstehen,
zu modellieren und anschließend wiederzugeben. Dabei wird unter anderem
ein partielles Differentialgleichungssystem genutzt, das chemische Prozesse
sowie diffusiven und konvektiven Transport berücksichtigt. Zum Lösen des
Differentialgleichungssystems, welches die Erhaltung von Gesamtmasse, Im-
puls, Energie und Speziesmassen berücksichtigt, werden Computational Fluid
Dynamics (CFD) Codes verwendet [101].
Prozesse in der Gasphase, fernab der Wand, sind durch die Forschung der
vergangenen Jahre sehr gut verstanden und können daher ohne prinzipiel-
len Probleme modelliert und numerisch behandelt werden. Die chemische
Reaktion wird dabei durch sogenannte Reaktionsmechanismen modelliert
wohingegen die molekulare Diffusion durch Diffusionsmodelle beschrieben
wird [101].
Die Reaktionsmechanismen beschreiben die chemische Reaktion mit Hilfe
einer Vielzahl von Spezies und Reaktionen, was in einem hochdimensionalen
Differentialgleichungssystem resultiert. Zudem betragen die in Verbrennungs-
prozessen typischerweise vorkommenden Zeitskalen Ordnungen von etwa
O(10−10s) bis O(1s). Dies bedeutet, dass es sich bei den Systemen um sehr
steife und nichtlineare Gleichungssysteme handelt [61, 77, 101].
Die in Transportprozessen auftretenden Zeitskalen hingegen sind von der
Ordnung O(10−6m) bis O(1m) [64], wodurch die Gitterweite sehr klein ge-
wählt werden muss um die kleinsten Längenskalen aufzulösen.
Je nach zu untersuchendem Modellsystem müssen in CFD Codes ein-, zwei-
oder dreidimensionale räumliche Probleme gelöst werden. Durch die Erhöhung
der räumlichen Dimension steigt die Komplexität des zu lösenden Systems
stark an.
Diese Tatsachen führen dazu, dass das Lösen des Differentialgleichungssys-
tems mit dem gesamten Reaktionsmechanismus sehr rechenzeitaufwändig sein
kann. Um mit der heutigen Rechenleistung dennoch Simulationen von kom-
plexen Anwendungen zu ermöglichen, werden reduzierte kinetische Modelle
entwickelt und angewendet, welche Rechnungen mit vertretbarem Rechen-
zeitaufwand ermöglichen. Dabei muss ein Kompromiss aus Komplexität und
Genauigkeit des reduzierten Systems gefunden werden.

Oftmals werden mannigfaltigkeitsbasierte reduzierte kinetische Modelle für
die Reduktion der Kinetik und der Diffusion herangezogen. Beispiele hierfür
sind Flameletbasierte Methoden [18], die Intrinsic Low Dimensional Manifold
(ILDM) [62], die sogenannte Flame Prolongation of ILDM (FPI) [34], die
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Flamelet Generated Manifold (FGM) [72, 98] und die Reaktions-Diffusions
Mannigfaltigkeit (REDIM) [12]. In dieser Arbeit wird die REDIM-Methode,
welche Diffusionsprozesse sowie chemische Kinetik berücksichtigt und welche
für Verbrennungsprozesse in Wandnähe entwickelt wurde (siehe z.B. [69, 71,
90]) genutzt um die FWI mit wenig Rechenzeitaufwand möglichst akkurat
beschreiben zu können.
Die Herausforderungen dabei sind, den Wärmeverlust während der FWI

korrekt zu beschreiben, da er essentiell für den Verlauf von sogenannten offenen
Systemen ist. Des Weiteren müssen neben reduzierten kinetischen Modellen für
eindimensionale Modellsysteme auch reduzierte Modelle für zweidimensionale
Modellsysteme bereitgestellt werden, da einige Konfigurationen der FWI
nicht eindimensional untersucht werden können (siehe Kapitel 3). Dabei
gilt es, die optimalen Dimensionen der reduzierten Modelle zu finden. Eine
weitere Herausforderung stellt die Herleitung sowie Implementierung der
Randbedingung für heterogene Wandreaktionen im Kontext der REDIM
sowie die Implementierung der REDIM für FWI mit Gemischinhomogenitäten
dar.

Hierfür werden in Kapitel 2 die Grundlagen der detaillierten numerischen
Beschreibung chemisch reagierender Strömungen behandelt. Anschließend
wird in Kapitel 3 auf die Grundlagen der FWI eingegangen, wobei neben
den generischen Konfigurationen zur Untersuchung der FWI auch der For-
schungsstand zur Simulation von FWI beschrieben wird. Außerdem wird die
Modellierung von FWI mit den sich ergebenden Randbedingungen für die in
Kapitel 2 behandelten Erhaltungsgleichungen für die detaillierte Berechnung
vorgestellt.
Kapitel 4 stellt die Grundlagen der REDIM vor, woraufhin in Kapitel 5 auf
die REDIMs für FWI eingegangen wird. Im Zuge dessen werden die oben
genannten Herausforderungen behandelt und deren Lösungen vorgestellt.
In Kapitel 6 werden die unterschiedlichen Implementierungsmethoden der
REDIM mit den sich ergebenden Vor- bzw. Nachteilen vorgestellt. Diese
Implementierungsmethoden können auf jedes mannigfaltigkeitsbasierte redu-
zierte kinetische Modell übertragen werden.
Kapitel 7 zeigt die Anwendung sowie Validierung der REDIMs für FWI,
deren Implementierung und theoretischen Grundlagen in Kapitel 5 vorgestellt
wurden. Dabei werden verschiedene erstellte REDIMs vorgestellt und getestet.
In Kapitel 8 wird die vorliegende Arbeit zusammengefasst und es wird ein
Ausblick auf zukünftige Entwicklungsmöglichkeiten gegeben.
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2 Mathematische Beschreibung
chemisch reagierender
Strömungen

Die Dynamik eines chemisch reagierenden Systems kann mathematisch mit
Hilfe der dem System zugrunde liegenden Erhaltungsgleichungen bestimmt
werden. Bei diesen Gleichungen werden die zu erhaltenden Größen für ein
Kontrollvolumen innerhalb der chemisch reagierenden Strömung bilanziert.
Das so entstehende partielle Differentialgleichungssystem beschreibt die zeit-
liche und örtliche Änderung der Zustandsgrößen aufgrund von diffusivem
und konvektivem Transport, chemischer Reaktion und Fernwirkung (z.B.
Strahlung und Gravitation) [7, 44, 59, 101].

Im Folgenden werden die einzelnen Erhaltungsgleichungen vorgestellt wobei
auf ihre detaillierte Herleitung verzichtet wird. Diese ist beispielsweise in
[101] und [59] zu finden.
Die allgemeine Kontinuitätsgleichung, welche die Erhaltung der Gesamt-

masse beschreibt, ist durch

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0 (2.1)

gegeben, wobei ρ die Dichte und v den Geschwindigkeitsvektor darstellt. Die
Änderung der Dichte in Abhängigkeit der Zeit hängt in dieser Gleichung also
nur von dem konvektiven Term div(ρv) ab.
Die Erhaltung der Speziesmassen wird durch die Gleichung

∂ρwi
∂t

+ div(ρwiv) + div(ji,D) = Miω̇i (2.2)

beschrieben. Hierbei bezeichnet wi den Massenbruch,Mi die molare Masse, ω̇i
die Bildungsgeschwindigkeit und ji,D die Diffusionsstromdichte der Spezies i.
Anders als in Gleichung 2.1, in der neben der zeitlichen Änderung der Dichte
nur ein konvektiver Term auftritt, treten in der Speziesmassenerhaltung ein
konvektiver und ein diffusiver Term auf.
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2 Mathematische Beschreibung chemisch reagierender
Strömungen

Die Erhaltung des Impulses wird durch die Gleichung
∂ρv

∂t
+ div(ρv ⊗ v) + div ¯̄p = ρg (2.3)

beschrieben, wobei ¯̄p den Drucktensor, ⊗ das dyadisches Produkt zweier
Vektoren und g die Erdbeschleunigung darstellt. Zusätzlich zu einem diffusiven
und einem konvektiven Term trägt in dieser Erhaltungsgleichung auch die
Fernwirkung ρg einen Anteil zur Dynamik des Systems bei.
Die letzte Erhaltungsgleichung ist die der Gesamtenergie des Systems:

∂ρh

∂t
− ∂p

∂t
+ div(ρhv + jq) + ¯̄p : grad(v) = qr. (2.4)

Hier beschreibt h die spezifische Enthalpie, qr die Strahlungsdichte und jq
die Wärmestromdichte.
Dieses System partieller Differentialgleichungen kann mit Hilfe der Pro-

duktregel sowie der Kontinuitätsgleichung in vektorieller Form geschrieben
werden [12, 59]:

∂ψ

∂t
= F (ψ)− vgrad(ψ) + 1

ρ
div(Dgrad(ψ)) ≡ φ(ψ). (2.5)

Hier beschreibt ψ = (h, p, w1
M1
, ..., wns

Mns
)T den (n = ns + 2)-dimensionalen

Zustandsvektor mit ns Spezies. Des weiteren ist F (ψ) = [F1, F2, ..., Fn]T
der Quelltermvektor, wobei bei der Vernachlässigung der Fernwirkung durch
Strahlung F1 = 0 und mit der Annahme konstanten Druckes F2 = 0 gilt.
Weiterhin ist D die quadratische Transportmatrix.
Für die Schließung von Gleichungssystem 2.5 wird eine thermische Zustands-
gleichung benötigt. Da sich die Verbrennungsprozesse in dieser Arbeit durch
hohe Temperaturen auszeichnen, wird hier das Gesetz der idealen Gase [26,
101]

p = ρRgT (2.6)

herangezogen. Hier bezeichnet Rg die spezifische Gaskonstante des Gemisches,
wobei diese durch

Rg = R

M̄
(2.7)

mit der universellen Gaskonstante R und der mittleren molaren Masse M̄
des Gemisches gegeben ist [101].
In den beiden folgenden Unterkapiteln wird die Modellierung des Quellterms
sowie die Modellierung der Transportmatrix weiter beschrieben.
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2.1 Modellierung der chemischen Reaktion

2.1 Modellierung der chemischen Reaktion
Für die detaillierte Modellierung der chemischen Kinetik wird üblicherweise
auf Reaktionsmechanismen zurückgegriffen, welche aus einzelnen Reaktionen
bestehen. Dabei liegt jede einzelne Reaktion in der Form [59, 101]

ns∑
i=1

ailχi
kl−→

ns∑
i=1

ãilχi (2.8)

vor, wobei kl die Geschwindigkeitskoeffizienten, ail und ãil die stöchiometri-
schen Koeffizienten von Edukten und Produkten der Stoffe i in der Reaktion
l und χi die Speziessymbole darstellen. Außerdem gibt ns die Anzahl der
Spezies an.
Der Geschwindigkeitskoeffizient kl kann mit Hilfe des modifizierten Arrheni-
usansatzes nach

kl = AlT
βlexp

(
Ea,l
RT

)
(2.9)

berechnet werden. Hier stellt Al den präexponentiellen Faktor, βl den Tempe-
raturexponenten und Ea,l die Aktivierungsenergie der Reaktion l dar. Neben
der Temperaturabhängigkeit können die Geschwindigkeitskoeffizienten der
Teilreaktionen aufgrund der Theorie der unimolekularen Reaktionen auch
vom Druck abhängen [81]. Modelle um dieses Phänomen abzubilden sind
beispielsweise das Lindemann-Modell [57] oder das Troe-Modell [35].
Die Bildungsgeschwindigkeit ril einer Spezies i in der Reaktion l kann durch
[49, 101]

ril = kl(ail − ãil)
ns∏
i=1

(
ρ
wi
Mi

)ail
(2.10)

berechnet werden. Der chemische Quellterm Fi der Spezies i ergibt sich dann
durch Summation der Bildungsgeschwindigkeiten aller Reaktionen zu [101]

Fi = 1
ρ

R∑
l=1

ril. (2.11)

Moderne Reaktionsmechanismen können eine sehr große Anzahl an Spezies
und Reaktionen aufweisen. Außerdem können sich die Geschwindigkeitskoeffi-
zienten einzelner Elementarreaktionen sehr stark voneinander unterscheiden,
wodurch es zu einer sehr hohen Steifigkeit des partiellen Differentialgleichungs-
systems (PDE-Systems) kommen kann [101]. Beides führt dazu, dass die
Berechnung des PDE-Systems sehr zeitintensiv sein kann. Allerdings bilden
die unterschiedlichen Zeitskalen des Systems auch die Basis, welche sich bei
reduzierten kinetischen Modellen zu Nutze gemacht wird (siehe Kapitel 4).
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2 Mathematische Beschreibung chemisch reagierender
Strömungen

2.2 Modellierung von Transportprozessen
Die Diffusionsstromdichte ji,D in Gleichung 2.2 setzt sich aus der Massendif-
fusion ji,d, der Thermodiffusion ji,T und der Druckdiffusion ji,p zusammen
[7, 59, 101]:

ji,D = ji,d + ji,T + ji,p. (2.12)

Die Massendiffusion wird mit Hilfe des Fickschen Gesetzes berechnet wohin-
gegen die Thermodiffusion (Soret-Effekt) mittels der kinetischen Theorie der
Gase bestimmt wird [7, 46]. Die Druckdiffusion ist in den meisten Anwendun-
gen sehr gering, da sie nur bei starken Druckgradienten von Bedeutung ist.
Aus diesem Grund wird sie im Rahmen dieser Arbeit vernachlässigt [7].

Wie auch die Diffusionsstromdichte setzt sich die Wärmestromdichte jq
auch aus unterschiedlichen Anteilen zusammen [7, 59, 101]:

jq = jq,F + jq,d + jq,D. (2.13)

Hier beschreibt jq,F die Wärmeleitung, welche mit Hilfe des Fourierschen
Gesetz berechnet wird, jq,d den Anteil der Wärmestromdichte, welcher durch
Diffusion der Teilchen verschiedener spezifischer Enthalpien hervorgerufen
wird und jq,D den Anteil, der durch den Dufour-Effekt hervorgerufen wird.
Dieser ist im Vergleich zu den anderen Anteilen sehr gering und wird deshalb
im Rahmen der vorliegenden Arbeit vernachlässigt.

Entsprechend der Diffusionsstromdichte ji,D sowie der Wärmestromdichte
jq kann eine Transportmatrix D formuliert werden. Dabei wird für den Stoff-
transport durch Speziesgradienten die Curtiss-Hirschfelder-Approximation
angewandt um die effektiven Diffusionskoeffizienten DD

i zu bestimmen. Bei
dieser Approximation wird angenommen, dass sich bei der Diffusion einer
Spezies alle anderen Spezies mit derselben Geschwindigkeit bewegen [44, 101].
Die effektiven Diffusionskoeffizienten der Spezies i ergeben sich zu [45]

DD
i = 1− wi∑

j 6=i
xj
Dij

(2.14)

wobei Dij Diffusionskoeffizienten binärer Mischungen sind. Die Diffusions-
stromdichte ist für die Molenbrüche xi und die Massenbrüche wi der Spezies i
sowie die Temperatur T und den Druck p dann in allgemeiner Form gegeben
durch

ji,D = −ρwi
xi
DD
i gradxi − ρ

wi
xi
DT
i

1
T

gradT, (2.15)
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2.2 Modellierung von Transportprozessen

wobei DT
i die Diffusionskoeffizienten der Thermodiffusion sind.

Die Wärmestromdichte wird mit der Wärmeleitfähigkeit λ nach

jq = −λWgradT +
∑
i

hiji,D. (2.16)

berechnet.
In einer Vielzahl von Anwendungen wird die Vereinfachung getroffen, dass

alle Spezies die gleichen Diffusionskoeffizienten D aufweisen und die Lewis-
Zahl durch [54]

Le = λW
Dρcp

= 1 (2.17)

gegeben ist [54, 101]. Hier steht cp für die spezifische Wärmekapazität bei
konstantem Druck. Diese Vereinfachung liefert vor allem für die Methan-
verbrennung gute Ergebnisse [22] und wird im Rahmen dieser Arbeit auch
vereinzelt angewandt und mit den Lösungen des detaillierten Diffusionsmo-
dells verglichen.
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3 Grundlagen der Flamme-Wand
Interaktion

Das Verhalten chemisch reagierender Strömungen wird stark durch nahe-
liegende Wände beeinflusst. So haben Wände beispielsweise einen Einfluss
auf die Schadstoff- oder Ablagerungsbildung im Brennraum, außerdem kann
es zu katalytischen Effekten kommen. Die Wände wiederum werden durch
wandnahe Flammenfronten beeinflusst. Sie erfahren beispielsweise einen durch
die Flamme hervorgerufenen Wärmestrom und es kommt zu einer Interaktion
zwischen Flamme und Wand. Zudem beeinflussen sich Flammenfronten und
die im System vorherrschenden Strömungsfelder gegenseitig und es kommt
zu den in Abbildung 3.1 dargestellten Wechselwirkungen.

Wand Strömung

Flamme

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der Wechselwirkungen der FWI.

Durch die Wechselwirkungen unterscheidet sich die Verbrennung in Wand-
nähe und die dadurch bedingte FWI maßgeblich von Verbrennungen, welche
fernab von Wänden abläuft. Dies äußert sich unter anderem in zusätzlichen
Randbedingungen und veränderten Eigenschaften der Flamme.
Im folgenden Kapitel soll zuerst auf die unterschiedlichen Konfigurationen
der FWI eingegangen werden, welche sich in zwei grundlegenden generischen
Aufbauten unterteilen lassen. Anschließend wird ein Überblick über den
Forschungsstand zur Berechnung von Flamme-Wand-Interaktionen gegeben
woraufhin die Randbedingungen für die numerische Modellierung der FWI
erläutert werden.
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3 Grundlagen der Flamme-Wand Interaktion

3.1 Generische Konfigurationen zur
Untersuchung der FWI

Damit die FWI systematisch untersucht werden kann, wurden die Löschvor-
gänge an Wänden in zwei generische Konfigurationen eingeteilt: Löschung
einer zur Wand parallelen Flammenfront (Head-on Quenching, HOQ) und
Löschung einer zur Wand senkrechten Flammenfront (Side-Wall-Quenching,
SWQ). Diese beiden Konfigurationen werden in der heutigen Forschung so-
wohl numerisch als auch experimentell untersucht. In der Praxis treten die
zwei Konfigurationen allerdings eher selten auf, da es sich in Motoren oder
anderen Verbrennungssystemen meist um eine Mischform der Konfigurationen
handelt.

3.1.1 Head-On Quenching
Bei dem sogenannten Head-On Quenching verläuft eine Flammenfront parallel
auf eine Wand zu und verlischt an dieser (schematisch dargestellt in Abb. 3.2).
Bei diesem stets instationären Vorgang wird ein sehr großer Wärmestrom an
die Wand abgegeben. Der Zeitpunkt des maximalen Wärmestroms, welcher
der Wand zugeführt wird, wird oftmals als Quenchzeitpunkt (Löschzeitpunkt)
bezeichnet [89, 95] . Aufgrund der Symmetrie kann diese Konfiguration
eindimensional behandelt werden, was die numerische Behandlung enorm
vereinfacht. Die so erzielten numerischen Ergebnisse zeigen eine gute Überein-
stimmung (siehe unter anderem [89, 95]) mit experimentellen Untersuchungen
[65].

unverbranntes Gas

Wand

Flamme

verbranntes Gas

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung des Head-On Quenchings.

3.1.2 Side-Wall Quenching
Anders als das Head-On Quenching kann das Side-Wall Quenching auch sta-
tionär betrieben werden. Bei dieser Konfiguration verläuft eine Flammenfront

12



3.2 Forschungsstand zur Berechnung von
Flamme-Wand-Interaktionen

entlang einer Wand (schematisch dargestellt in Abb. 3.3) und wird durch
diese beeinflusst. Da sich die Gemischzusammensetzung und der Reaktions-
fortschritt sowohl senkrecht als auch parallel zur Wand ändern kann, sind
für die Beschreibung dieser Konfiguration in numerischen Untersuchungen
mindestens zwei räumliche Dimensionen nötig. Aus diesem Grund müssen
die Erhaltungsgleichungen für mindestens zwei Dimensionen gelöst werden,
was je nach untersuchtem Kraftstoff und Mechanismus zu einem erhebli-
chen Rechenaufwand führen kann. Um die numerische Untersuchung der
SWQ-Konfiguration zu ermöglichen werden oftmals reduzierte kinetische
Modelle wie die, in dieser Arbeit eingesetzte, REDIM-Methode angewendet
(siehe unter anderem [32]), durch welche sehr gute Übereinstimmungen zu
experimentellen Untersuchungen [50] erzielt werden.

un
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Abbildung 3.3: Schematische Darstellung des Side-Wall Quenchings.

3.2 Forschungsstand zur Berechnung von
Flamme-Wand-Interaktionen

Nachdem die Abgasrestriktionen immer strenger werden und somit immer
genauere Modelle für Verbrennungssysteme gefordert werden, rückt die FWI
weiter in den Fokus der heutigen Forschung. Bereits in den 1970-1980 Jahren
wurden Oberflächenphänomene in Verbrennungsanwendungen sowie die FWI
experimentell untersucht (siehe z.B. [41, 99]). Neben zahlreichen experimentel-
len Arbeiten wurde die FWI schon in dieser Zeit numerisch beschrieben und
analysiert (siehe z.B. [11, 47, 103]). Bei diesen Arbeiten wie auch bei den Ar-
beiten in der darauffolgenden Zeit (z.B. [9, 20, 27, 42, 78]), handelt es sich aber
fast ausschließlich um eindimensionale Berechnungen des HOQ-Modellsystems,
da die Berechnung mehrdimensionaler Systeme zu rechenzeitintensiv war. Oft
wurde die Wand als inert angenommen.
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3 Grundlagen der Flamme-Wand Interaktion

Schneller werdende Rechner ermöglichten schließlich auch mehrdimensionale
detaillierte Direkte Numerische Simulationen (DNS) von FWI [2, 40, 76], wobei
die chemische Kinetik oftmals vereinfacht beschrieben wurde (z.B. durch Ein-
oder Zweischrittkinetik). Dennoch ist auch heute noch die direkte numerische
Lösung der kompletten Erhaltungsgleichungen komplexer technischer Systeme
sehr rechenzeitaufwändig. Dies resultiert unter anderem aus der hohen Anzahl
von Spezies sowie Reaktionen heutiger Reaktionsmechanismen (z.B. [4, 84]).

Um dennoch Berechnungen komplexer Verbrennungssysteme durchführen
zu können um beispielsweise Vorhersagen über diese Systeme zu machen,
werden reduzierte Modelle genutzt. Bei diesen Modellen muss ein Kompromiss
aus Genauigkeit sowie akzeptablem Berechnungsaufwand gefunden werden.
Für den wandnahen Bereich sowie die FWI finden sich in der Literatur
nur wenige reduzierte kinetische Modelle. Dies resultiert daraus, dass die
Komplexität des Systems durch den Einfluss der Wand stark erhöht ist. Da
es in der wandnahen Region zu geringen Temperaturen kommt wodurch
Transportprozesse an Bedeutung gewinnen, sollte das reduzierte Modell
sowohl die chemische Kinetik als auch Transportprozesse berücksichtigen um
Fehler vorzubeugen [25].
Eine Möglichkeit, detaillierte Reaktionsmechanismen zu reduzieren sind

Skelettmechanismen, welche für die Berechnung der FWI herangezogen werden
[66]. Dies ist allerdings nur für Mechanismen welche durch wenige Spezies
beschrieben werden wie z.B. das Wasserstoff-Luft-System sinnvoll, da die
Skelettmechanismen von höheren Kohlenwasserstoffen immer noch aus einer
großen Anzahl von Spezies und Reaktionen bestehen.
Ein weiteres reduziertes kinetisches Modell, welches für die Beschreibung

von FWI genutzt wird, ist die Flamelet Generated Manifolds (FGM) Methode
[23, 31, 74, 80]. Allerdings werden bei deren Erzeugung Wandeffekte bzw. die
Interaktion mit der Wand meist nicht berücksichtigt, da sie aus einzelnen
brennerstabilisierten Flammen erstellt wird.
Auch die sogenannte Flame-Prolongation of ILDM wurde für Verbren-

nungsprozesse in Wandnähe angewendet, allerdings kommt es hier zu Fehlern
der Temperatur-Vorhersage in der Wandregion [29].
Die in dieser Arbeit für die Modellreduktion genutzte REDIM-Methode

wurde von Steinhilber et al. [89] bereits für FWI angewendet.
Im Rahmen der hier vorliegenden Arbeit wird die Verfeinerung des reduzierten
Modelles aus [89] vorgestellt. Dabei werden unter anderem unterschiedliche
Diffusionsmodelle und Mechanismen sowie die heterogene Wandreaktion
implementiert sowie ein- und mehrdimensionale Gradientenabschätzungen in
die REDIM-Methode einbezogen.
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3.3 Modellierung von Flamme-Wand-Interaktionen

3.3 Modellierung von
Flamme-Wand-Interaktionen

Bei der Modellierung der FWI können wie bei jeder anderen Modellierung
verschiedene Detaillierungsgrade gewählt werden. Da die Wandtemperatur
der zwei Konfigurationen, welche im vorangegangenen Kapitel vorgestellt
wurden, in experimentellen Untersuchungen möglichst konstant gehalten wird
(beispielsweise durch Wasserkühlung [65]), kann sie auch bei der numerischen
Untersuchung als konstant betrachtet werden. Aus diesem Grund ergibt
sich für die Randbedingung der Temperatur an der Wand (x = 0 m) die
Dirichlet-Randbedingung

T (x = 0 m) = TW, (3.1)

die einen Wärmeübergang zur Wand zulässt.

Für die Formulierung der Spezies-Randbedingung kann die Wand beispiels-
weise als inert betrachtet werden. In diesem Fall wird davon ausgegangen,
dass Teilchen weder in die Wand hinein- noch herausdiffundieren. Aus diesem
Grund ist der Massenstrom jsi,x der Spezies i, der in diesem Fall dem Diffusi-
onsstrom ji,x entlang der x−Koordinate entspricht, in Normalenrichtung zur
Wand gegeben durch

jsi,x(x = 0 m) = ji,x(x = 0 m) = 0. (3.2)

Eine weitere, komplexere Randbedingung für die Spezies berücksichtigt
heterogene Wandreaktionen. Bei dieser Wandreaktion diffundieren Moleküle
(v.a. Radikale) zur Wand, kombinieren dort mit einer bestimmten Wahr-
scheinlichkeit zu stabilen Teilchen und diffundieren anschließend zurück in
die Gasphase (siehe Abb. 3.4). Die Reaktionswahrscheinlichkeit wird dabei
experimentell bestimmt. Rekombiniert ein Teilchen nicht mit einem anderen
Teilchen, so bleibt es unverändert und diffundiert nach der Reflektion an der
Wand zurück in die Gasphase.
Die an der Oberfläche auftretenden Reaktionen

al,kχl
γk→ ã1,kχ1 + ã2,kχ2 + ...+ ãn,kχn, (3.3)

werden durch einen Reaktionsmechanismus vorgegeben und treten mit der
Wahrscheinlichkeit γk auf [59]. Die Reaktionsrate der Spezies i in der Ober-
flächenreaktion k ist bei diesen Reaktionen gegeben durch

ω̇i,k = 1
ρ

n∑
k=1

γk · Zl · (ãik − aik), (3.4)
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3 Grundlagen der Flamme-Wand Interaktion

Rekombination /
Zerstörung

Radikale

Radikale &
stabile Moleküle

Diffusion

Diffusion

Abbildung 3.4: Schematische Darstellung der heterogenen Wandreaktion.

wobei ãik und aik die stöchiometrischen Koeffizienten der Spezies i in der
Reaktion k sind. Zl stellt die Stoßzahl mit der Oberfläche dar und ist nach
der kinetischen Gastheorie gegeben durch [7]

Zl = 1
4 ·
√

8RT
πMi

· ci. (3.5)

Die gesamte Bildungsrate der Spezies i in allen n0 Wandreaktionen wird
beschrieben durch

ω̇i =
n0∑
k=1

ω̇i,k. (3.6)

Auch für die Formulierung dieser Randbedingung geht man davon aus, dass
es keinen Massenfluss ji,x der Spezies i durch die Oberfläche gibt. Allerdings
besteht der Massenfluss jsi,x in Normalenrichtung zur Wand in diesem Fall
nicht nur aus dem Diffusionsfluss ji,x normal zur Wand, sondern auch aus
dem Reaktionsfluss ω̇i der Oberflächenreaktion:

jsi,x = ji,x + ω̇i. (3.7)

Somit ergibt sich die Randbedingung für die Spezies an der Wand zu

jsi,x = ji,x + ω̇i = 0. (3.8)
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4 Grundlagen der REDIM
Methode

Wie bereits in Kapitel 2 erwähnt wurde, ist Gleichung 2.5 aufgrund der stark
unterschiedlichen Zeitskalen der chemischen Prozesse ein steifes partielles
Differentialgleichungssystem hoher Dimension, deren Lösung je nach Modell-
system sehr viel Rechenzeit in Anspruch nimmt [101]. Um dennoch komplexe
Modellsysteme wie beispielsweise die innermotorische Verbrennung oder mehr-
dimensionale Brenner-Konfigurationen mit vertretbarem Rechenzeitaufwand
durchführen zu können [3, 32, 43], werden sogenannte reduzierte kinetischen
Modelle entwickelt und angewendet.
Eine Methodik zur Modellreduktion liefern mannigfaltigkeitsbasierte reduzier-
te kinetischen Modelle, welche die Dimension der zu lösenden Entwicklungsglei-
chung 2.5 reduzieren wobei möglichst exakte Ergebnisse erzielt werden sollen.
Vertreter dieser Modelle sind beispielsweise die Intrinsic-Low-Dimensional-
Manifolds (ILDM) [6, 8, 12, 58, 61, 62], die Flame-Prolongation of ILDM
(FPI) [30, 34, 52], die Flamelet-Generated-Manifold (FGM) [22, 24, 74, 98]
und die Reaktions-Diffusions-Mannigfaltigkeit (REDIM) [12–14, 16, 70, 95].

Der Begriff der Mannigfaltigkeit ist für das REDIM-Verfahren von zerntraler
Bedeutung. Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist eine niedrigdimensionale
Parameterdarstellung im mehrdimensionalen Raum [51, 56]. Diese Mannig-
faltigkeit M hat die Dimension k genau dann, wenn die Mannigfaltigkeit
eine Teilmenge des Rk abbildet [56]. Dies bedeutet, dass sich die Mannigfal-
tigkeit durch k unabhängige Koordinaten, den sogenannten generalisierten
Koordinaten, beschreiben lässt [51, 56].

Wie bereits in Kapitel 2.1 erklärt wurde, treten in Verbrennungssystemen
üblicherweise Reaktionen mit stark variierenden Geschwindigkeitskoeffizienten
auf, wodurch es zu einem sehr steifen PDE-System kommt [33, 101]. Aufgrund
dieser Steifheit wird bei Verbrennungsprozessen nur ein kleiner Teil des ther-
mochemischen Zustandsraums eingenommen [62], wodurch eine reduzierte
Beschreibung mit Hilfe einer Mannigfaltigkeit ermöglicht wird. Während die
schnellen chemischen Prozesse nach sehr kurzer Zeit abgeschlossen sind und
als quasistationär betrachtet werden können bzw. sich im partiellen Gleich-
gewicht befinden [38, 62, 101], koppeln die langsamen chemischen Prozesse
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Gleichgewichtsannahme
gerechtfertigt

100s

10−2s

10−4s

10−6s

10−8s

Chemische Zeitskalen

langsame Zeitskalen,
z.B. NO-Bildung

mittlere Zeitskalen

schnelle Zeitskalen
(quasistationäre Zustände,
partielle Gleichgewichte)

Physikalische Zeitskalen

Zeitskalen für Strömung,
Transport und Turbulenz

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung der Zeitskalen in chemisch rea-
gierenden Strömungen [101].

mit den Transportprozessen des Systems welche beide die Entwicklung der
Systemdynamik bestimmen (siehe Abb. 4.1) [14].
Die Entkopplung der schnellen chemischen Prozesse wird bei den oben

genannten reduzierten Modellen genutzt, da die schnellen Prozesse, beispiels-
weise nach einer Störung des Systems, auf die Mannigfaltigkeit führen. Durch
diese schnelle Relaxation wird die Mannigfaltigkeit als attraktiv bezeichnet.
Die langsamen Prozesse des Systems bestimmen die Systemdynamik entlang
der Mannigfaltigkeit sodass die Anzahl der Dimensionen der Mannigfaltigkeit
der Anzahl langsamer Prozesse entspricht.

Ist die Mannigfaltigkeit gefunden, können die Zustände sowie alle weiteren
notwendigen Informationen in Abhängigkeit der Parametrisierungsvariablen
tabelliert werden. Anschließend kann die langsame Systemdynamik mit Hilfe
des zuvor erstellten reduzierten kinetischen Modells mit Hilfe weniger Pa-
rametrisierungsvariablen bestimmt werden, wobei die Anzahl der Variablen
durch die Anzahl der Dimensionen der Mannigfaltigkeit gegeben ist [38].
Dies bedeutet, dass nur noch Entwicklungsgleichungen für die Parametrisie-
rungsvariblen berechnet werden müssen, wodurch die Dimension des Systems
reduziert wird.

Im Rahmen dieser Arbeit wird die REDIM Methode eingesetzt, welche die
langsame Systemdynamik gekoppelter Reaktions-Diffusions-Prozesse identifi-
ziert. Die mathematisch-physikalischen Grundlagen dieser Methode werden
in den kommenden Unterkapiteln beschrieben (eine detaillierte Herleitung
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4.1 REDIM-Entwicklungsgleichung

der REDIM-Methode ist in [12, 13, 60] zu finden). Bei dieser Beschreibung
wird zuerst auf die REDIM-Entwicklungsgleichung eingegangen, durch welche
die langsame invariante Mannigfaltigkeit im Zustandsraum gefunden wird.
Anschließend wird die Gradientenabschätzung erläutert, welche für die Ab-
schätzung der molekularen Transportprozesse auf der REDIM zuständig ist
um die Kopplung zwischen chemischer Reaktion und Diffusion abzuschätzen.
Um die REDIM-Entwicklungsgleichung lösen zu können, müssen für die Rän-
der der REDIM spezielle Randbedingungen formuliert werden, welche in den
Kapiteln 4.3 und 5.4 behandelt werden. Da die REDIM-Entwicklungsgleichung
ein partielles Differentialgleichungssystem ist, muss außerdem eine geeignete
Anfangslösung, die sogenannte Anfangsmannigfaltigkeit, bereitgestellt werden
(siehe Kapitel 4.4). Die numerische Lösung dieses partiellen Differentialglei-
chungssystems wird im darauffolgenden Unterkapitel beschrieben (Kapitel
4.5), woraufhin die Tabellierung der REDIM in Kapitel 4.6 beschrieben wird.

4.1 REDIM-Entwicklungsgleichung
Die Identifikation der REDIM beruht auf der Lösung einer Entwicklungsglei-
chung, welche aus geometrischen Bedingungen des Vektorfeldes im thermo-
chemischen Zustandsraum resultiert.
Die REDIM, welche eine Mannigfaltigkeit M der langsamen Prozesse ist,
muss positiv invariant sein damit die von ihr abzubildenden Verbrennungs-
prozesse korrekt beschrieben werden [14]. Dies bedeutet, dass die Zustände
die REDIM für jeden Zeitpunkt t > t0 nicht mehr verlassen können, sofern
sie nach der Relaxation der nf = n−m schnellen Prozesse zum Zeitpunkt t0
Zustände auf der Mannigfaltigkeit eingenommen haben. Hier entspricht m der
Anzahl der langsamen Prozesse und n gibt die Anzahl der thermochemischen
Zustandsgrößen. Dies bedeutet, dass ψ(x, t) ∈ M [17]. Daraus resultiert,
dass das Vektorfeld φ der rechten Seite von Gleichung 2.5 für t > t0 an jedem
Punkt tangential, also entlang der langsamen MannigfaltigkeitM verlaufen
muss und es folgt die Invarianzbedingung [12, 17]

φ ∈ T M. (4.1)

Hier entspricht T M dem m- dimensionalen tangentialen Unterraum vonM.
Dies hat zur Folge, dass für die Projektion des Vektorfeldes φ durch den
Projektionsoperator P gelten muss [12]

Pφ = 0, (4.2)
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4 Grundlagen der REDIM Methode

wobei P den Normalenraum der MannigfaltigkeitM aufspannt, welcher dem
schnellen Unterraum des Zustandsraums entspricht [12].
Durch die Tatsache, dass die Systemdynamik nur noch entlang der Mannig-
faltigkeit verläuft, kann die langsame MannigfaltigkeitM zur Beschreibung
der Dynamik herangezogen werden und es wird nicht der volle Zustandsraum
zur Beschreibung benötigt [12].
Damit die MannigfaltigkeitM in expliziter Form gegeben werden kann, muss
sie so parametrisiert werden, dass jeder Koordinate θ des m−dimensionalen
Unterraumes ein Punkt ψ(θ) ∈ M im n−dimensionalen Zustandsraum
zugeordnet werden kann, sodass

M = {ψ : ψ = ψ(θ),θ ∈ Rm,ψ ∈ Rn}. (4.3)

Diese Parametrisierung erfolgt über sogenannte generalisierte Koordinaten
θ = (θ1, θ2, ..., θm)T [5, 6, 53]. Bei diesen Koordinaten entsprechen die Git-
terkoordinaten der Indizierung des jeweiligen Gitterpunktes, wodurch die
Abstände der Parametrisierungsvariablen zweier benachbarter Gitterpunkte
dem Wert 1 entsprechen.
Der Tangentialraum vonM wird an einer Stelle ψ(θ) durch die Matrix

der partiellen Ableitungen des Zustandsvektors nach den generalisierten
Koordinaten aufgespannt und ist gegeben durch [6, 12]

ψθ =


∂ψ1
∂θ1

· · · ∂ψ1
∂θm

∂ψ2
∂θ1

· · · ∂ψ2
∂θm... · · · ...

∂ψn
∂θ1

· · · ∂ψn
∂θm

 . (4.4)

Unter der Verwendung der Kettenregel für das Differential des Zustandsvek-
tors nach den Ortskoordinaten x, y und z

gradψ =


∂ψ1
∂x

∂ψ1
∂y

∂ψ1
∂z

... · · · ...
∂ψn
∂x

∂ψn
∂y

∂ψn
∂z



=


∂ψ1
∂θ1

· · · ∂ψ1
∂θm

∂ψ2
∂θ1

· · · ∂ψ2
∂θm... · · · ...

∂ψn
∂θ1

· · · ∂ψ3
∂θm




∂θ1
∂x

∂θ1
∂y

∂θ1
∂z

... ... ...
∂θm
∂x

∂θm
∂y

∂θm
∂z


= ψθgradθ (4.5)
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kann das Vektorfeld von φ aus Gleichung 2.5 in Abhängigkeit der generali-
sierten Koordinaten angegeben werden [12]:

φ = F − vψθgrad(θ) + 1
ρ

div(Dψθgrad(θ))

= F − vψθgrad(θ) + 1
ρ

(Dψθgrad(θ))θgrad(θ). (4.6)

Der Projektionsoperator P , welcher die Dynamik auf den normalen Unterraum
vonM projiziert, ist gegeben durch [12]

P = I −ψθψ+
θ (4.7)

mit der Einheitsmatrix I und der verallgemeinerten Moore-Penrose Pseudoin-
versen ψ+

θ [12]

ψ+
θ = (ψT

θ Sψθ)−1ψT
θ S (4.8)

wobei gilt

ψ+
θ ψθ = I. (4.9)

Hier ist S eine reguläre Matrix, welche die Größenordnungen der Enthalpie
und des Druckes auf die Größenordnung der spezifischen Molzahl angleicht.
Durch diese Vorgehensweise wird die Orthogonalität im Zustandsraum de-
terminiert, wodurch Probleme bei der Integration der REDIM-Gleichung
unterbunden werden. Im Rahmen dieser Arbeit ist S definiert als [60]

S = diag(10−12, 10−12, 1, ..., 1). (4.10)

Neben Gleichung 4.7 kann die Pseudo-Inverse ψ+
θ auch anders definiert

werden, wobei Gleichung 4.9 erfüllt sein muss.
Die Entwicklungsgleichung der REDIM lässt sich mit den Gleichungen

4.6 und 4.7 sowie unter Verwendung einer Abschätzung χ für die lokalen
Gradienten grad(θ) als

∂ψ

∂t
= (I −ψθψ+

θ )
{
F − vψθχ+ 1

ρ
(Dψθχ)θχ

}
(4.11)

formulieren. Der zweite Term dieser Gleichung fällt heraus, da mit Gleichung
4.9 gilt

(I −ψθψ+
θ )vψθχ = ψθvχ−ψθψ+

θ ψθvχ

= ψθvχ−ψθvχ
= 0. (4.12)
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4 Grundlagen der REDIM Methode

Dies heißt, dass Konvektionsprozesse keinen direkten Einfluss auf die REDIM
haben, und die REDIM durch diese Prozesse lediglich über die Gradientenab-
schätzung (siehe Kapitel 4.2) beeinflusst werden kann.
Die REDIM Entwicklungsgleichung vereinfacht sich daher zu [12]

∂ψ

∂t
= (I −ψθψ+

θ )
{
F + 1

ρ
(Dψθχ)θχ

}
(4.13)

mit der Dichte ρ = ρ(θ(x, t)), dem chemischen Quellterm F = F (ψ(θ(x, t)))
und der Transportmatrix D = D(ψ(θ(x, t))), wobei χ = f(θ). Es wird
ersichtlich, dass die REDIM Methode sowohl die chemische Kinetik als auch
den molekularen Transport berücksichtigt.
Für die Charakterisierung der molekularen Transportprozesse auf der REDIM
wird die Gradientenabschätzung χ benötigt [12], welche in Kapitel 4.2 weiter
beschrieben wird. Mit Hilfe der partiellen Differentialgleichung 4.13 mit dem
Zustandsvektor ψ als abhängige sowie den generalisierten Koordinaten θ und
der Zeit t als unabhängige Variablen kann die langsame invariante Mannigfal-
tigkeitMREDIM in Abhängigkeit der Gradientenabschätzung χ approximiert
werden. Zur Lösung von Gleichung 4.13 müssen eine Gradientenabschätzung
χ , eine geeignete AnfangslösungMa sowie geeignete Randbedingungen be-
reitgestellt werden worauf in den folgenden Unterkapiteln eingegangen wird.
Durch eine Integration der Entwicklungsgleichung 4.13 für die Zeit τ →∞
bis hin zum stationärer Zustand wird die REDIM erstellt. Mit Erreichen des
stationären Zustandes ist die Invarianzbedingung erfüllt und es gilt

(I −ψθψ+
θ )φ = 0, (4.14)

was bedeutet, dass es sich um eine langsame, invariante Mannigfaltigkeit
handelt [17]. Da die REDIM sowohl die chemische Kinetik als auch molekulare
Diffusionsprozesse berücksichtigt, zeichnet sich die stationäre Lösung der RE-
DIM dadurch aus, dass die Projektionen des Reaktions- und Diffusionsterms
in jeweils entgegengesetzte Richtungen im Zustandsraum zeigen und sich an
jedem Punkt der MannigfaltigkeitMREDIM aufheben.
Wichtig zu erwähnen ist, dass die REDIM-Gleichung 4.13 unabhängig von
deren Parametrisierung θ ist [15], da sowohl der Projektionsoperator P =
(I −ψθψ+

θ ) als auch der Quellterm F und der Diffusionsterm 1
ρ
(Dψθχ)θχ

unabhängig von θ sind [15].
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4.2 Abschätzung der Gradienten zur
Berücksichtigung von Transportprozessen

Die Gradientenabschätzung χ ist, wie bereits in vorherigen Kapiteln erwähnt,
unentbehrlicher Bestandteil der REDIM-Erstellung, da sie die molekularen
Transportprozesse auf der REDIM definiert. Sie ist Teil des Diffusionsterms
1
ρ
(Dψθχ)θ)χ der REDIM-Gleichung, wodurch sowohl die Größe als auch

die Zeitskalen der physikalischen Prozesse abgeschätzt werden und somit
die Kopplung zwischen chemischer Reaktion und Diffusion wiedergibt. Aus
diesem Grund beeinflusst die Gradientenabschätzung auch die stationäre Lö-
sung der REDIM, da durch sie das Gleichgewicht des projizierten Reaktions-
und Diffusionsterms, welche in jeweils entgegengesetzte Richtungen zeigen,
definiert wird.
Die Gradientenabschätzung χ kann dabei auf verschiedene Weisen bereitge-
stellt werden. Die einfachste Möglichkeit ist die Vorgabe global konstanter
Werte K über die gesamte MannigfaltigkeitMREDIM mit [14]

χ = K. (4.15)

Eine weitere Möglichkeit ist die Bestimmung von χ über räumliche Gra-
dienten des Zustandsvektors ψ, welche beispielsweise bei eindimensionalen
Modellsystemen durch

grad(ψ) =


∂ψ1
∂r
∂ψ2
∂r...
∂ψn
∂r

 (4.16)

gegeben sind, wobei r die Ortskoordinate ist. In diesem Fall können ent-
weder experimentelle Ergebnisse oder andere Erfahrungswerte für grad(ψ)
gewählt werden. Alternativ können die Gradienten des Zustandsvektors aus
detaillierten Rechnungen entnommen werden. Diese können beispielsweise
eindimensionale Simulationen sein, bei denen der Zustandsvektor ψ(r) für
r0 < r < r1 vorliegt.
Für die Berechnung der Gradientenabschätzung χ aus gradψ wird zunächst
die Kettenregel für gradψ angewandt

gradψ = ψθgradθ (4.17)

woraufhin beide Seiten mit ψ+
θ multipliziert werden

gradθ = ψ+
θ gradψ. (4.18)
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4 Grundlagen der REDIM Methode

Hier ist gradθ eine (m × nx)-Matrix die durch die Abschätzung χ darge-
stellt wird und nx gibt die Anzahl an Raumdimensionen an [14]. Die für die
Lösung der REDIM-Gleichung herangezogenen Gradienten des Zustandsvek-
tors gradψ werden durch die Abschätzung ξ repräsentiert, wodurch sich aus
Gleichung 4.18

χ = ψ+
θ ξ (4.19)

ergibt.
In vielen Fällen reicht es aus, die Flammencharakteristik durch die Vorgabe

der Gradienten weniger Zustandsvariablen zu beschreiben. Hierbei handelt es
sich um Zustandsvariablen, die die wichtigen Prozesse des Verbrennungssys-
tems korrekt beschreiben bzw. die relevanten Informationen durch einzelne
Zustandsvariablen ausgedrückt werden können. Beispiele hierfür sind Haupt-
spezies zur Beschreibung des Mischungszustandes oder des Reaktionsfort-
schrittes oder der Enthalpiegradient zur Beschreibung des Wärmeverlustes
(siehe Kapitel 5).
In diesen Fällen werden die Zustandsvariablen für die Gradientenabschätzung
durch die Spaltenvektoren der (m× n)−dimensionalen Matrix C definiert,
mit welcher Gleichung 4.17 multpliziert wird [88]:

Cξ = Cψθχ. (4.20)

Anschließend ergibt sich die Gradientenabschätzung zu

χ = (Cψθ)−1Cξ. (4.21)

Sollen beispielsweise nur die erste und dritte Zustandsvariable in der Gradi-
entenabschätzung berücksichtigt werden, so ergibt sich für die Matrix C

C =
(

1 0 0 ... 0
0 0 1 ... 0

)
. (4.22)

Gleichung 4.21 bringt den Vorteil mit sich, dass weniger Informationen für
die Erstellung einer REDIM benötigt werden, allerdings hängt es vom An-
wendungsfall ab, ob sich Gleichung 4.18 oder 4.21 für die Generierung der
REDIM besser eignet.
Liegt die Schätzung ξ der Gradienten der Zustandsvariablen im tangentialen
Unterraum der Mannigfaltigkeit, so führen die Gleichungen 4.18 und 4.21 zum
gleichen Ergebnis. Liegen die Gradienten nicht im tangentialen Unterraum
der Mannigfaltigkeit, so unterscheiden sich die berechneten Ergebnisse für χ.
Im Fall von Gleichung 4.18 wird ξ senkrecht bzw. normal der REDIM auf den
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tangentialen Unterraum projiziert (siehe Abb. 4.2a). Für Gleichung 4.21 wird
ξ nicht normal zur Mannigfaltigkeit projiziert, sondern nur in Abhängigkeit
der durch C definierten Variablen. Abbildung 4.2b veranschaulicht dies, wobei
in dem dargestellten Fall die Zustandsvariable ψ2 durch C definiert wurde.
Es wird ersichtlich, dass sich in diesem Fall der Wert des Gradienten von ψ2
durch die Projektion nicht ändert.

ψ1

ψ2
M

(a) Berechnung der Gradientenab-
schätzung χ mit Gleichung 4.18.

ψ1

ψ2
M

(b) Berechnung der Gradientenab-
schätzung χ mit Gleichung 4.21.

Abbildung 4.2: Schematische Darstellung unterschiedlicher Möglichkeiten
zur Berechnung der Gradientenabschätzung χ (blau), wenn die Schätzung der
Gradienten der Zustandsvariablen ξ (rot) nicht im tangentialen Unterraum
der REDIM liegt.

Die Gradienten ξ der Zustandsvariablen werden zu Beginn der REDIM-
Integration an den Zuständen ψa der AnfangsmannigfaltigkeitMa definiert.
Während der Integration der REDIM ändern sich die Zustände an den
diskreten Gitterpunkten und somit auch die Form und Lage der REDIM,
wodurchMREDIM vonMa abweicht. Dies hat zur Folge, dass an den aktuellen
Zuständen der MannigfaltigkeitMREDIM keine Gradienten gradψ vorliegen,
da diese lediglich für die Zustände der AnfangsmannigfaltigkeitMa definiert
sind. Aus diesem Grund müssen die aktuellen Zustände ψ der REDIM
MREDIM zu jedem Zeitschritt korrespondierenden Zuständen ψa zugeordnet
werden, von welchen die Gradientenabschätzung entnommen wird.
Diese Zuordnung kann auf unterschiedliche Weise erfolgen. Zum einen kann
der minimale quadratische Abstand des gesamten Zustandes nach [60]

ψa = min[(ψ(t,θ∗)−ψa) · (ψ(t,θ)−∗ ψa)] (4.23)
minimiert werden. Zum anderen kann der minimale quadratische Abstand
nur weniger Zustandsvariablen nach [60]

ψa = min[(diag(d)(ψ(t,θ∗)−ψa)) · (diag(d)(ψ(t,θ∗)−ψa))] (4.24)
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MREDIM

x
x

x

ψ(θ∗)

Ma

x
x

x
∆θ̃x

ψa(θ̃∗)

Abbildung 4.3: Interpolation der Gradientenabschätzung ξ der Zustands-
variablen unter Verwendung der Zentraldifferenzen; der Verbindungsvektor
zwischen ψ(θ∗) und ψa(θ̃∗) ist grün, der Parmetervektor ∆θ̃ an der Stelle
θ̃∗ ist blau dargestellt [69].

bestimmt werden. Die Wahl des (1×n)-Vektors d hängt vom Anwendungsfall
ab, in der Regel handelt es sich aber um Hauptspezies, deren Werte viel
entscheidender sind als beispielsweise die Werte von Radikalen, die sich
während der REDIM-Integration stark ändern können [60].

Neben der Zuweisung des Gradienten eines bestimmten Gitterpunktes
der Anfangsmannigfaltigkeit durch die Gleichungen 4.23 oder 4.24 kann die
Gradientenabschätzung ξ zwischen den Gitterpunkten vonMREDIM linear
interpoliert werden (vgl. Abb. 4.3) [69]. Dabei wird zuerst mit Hilfe von
Gleichung 4.23 oder 4.24 der zu ψ(θ∗) nächstliegende Punkt ψa(θ̃∗) aufMa

identifiziert. Daraufhin wird mit Hilfe von Zentral-, Vorwärts oder Rückwärts-
differenzen die Ableitung ψa

θ̃
gebildet. Durch die Projektion mit ψa

θ̃
+ wird der

Verbindungsvektor zwischen ψ(θ∗) und ψa(θ̃∗) auf ψa
θ̃
projiziert, wodurch

der Parametervektor ∆θ̃ an der Stelle θ̃∗ bestimmt wird. Anschließend kann
die Abschätzung ξ an der Stelle θ̃∗ + ∆θ̃ berechnet werden durch [69]

ξ(θ∗) = ξa(θ̃∗) + ∆θ̃ · ∂(ξa(θ̃∗))
∂θ̃

. (4.25)

Dieses Vorgehen weißt den Vorteil auf, dass die Dimensionen vonMREDIM

undMa nicht übereinstimmen müssen.
Prinzipiell hängt die Verwendung von Gleichung 4.23, 4.24 oder 4.25 aller-

dings vom Anwendungsfall ab.
Wichtig zu erwähnen ist, dass die Sensitivität der REDIM in Bezug auf χ in
starkem Maße von der Dimension der REDIM abhängt [14]. Dies bedeutet,
dass die Gradientenabschätzung mit zunehmender Dimension weniger genau
sein muss um gute Ergebnisse in reduzierten Rechnungen zu erzielen. Auf
diese Weise können REDIMs mit nur sehr wenigen Vorkenntnissen bezüglich
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der Gradienten erstellt werden. Allerdings nimmt der Aufwand zur Erstellung
der REDIM mit ansteigender Dimension zu.

4.3 Randbedingungen der REDIM
Die Ränder ∂M der REDIMMREDIM bilden die Begrenzung der Mannigfal-
tigkeit im Zustandsraum, deren Dimension stets um mindestens eins geringer
als die Dimension der REDIM ist. Wie im physikalischen Raum auch, müssen
für die Ränder des Rechengebietes bestimmte Randbedingungen formuliert
werden.
Bei der Beschreibung der Randbedingungen der REDIM muss nach der
Art der Ränder der REDIM unterschieden werden: Es gibt Zustände, wel-
che sowohl im physikalischen Raum als auch im Zustandsraum am Rand
des Rechengebiets liegen. Werden bei diesen Rändern im physikalischen
Raum Dirichlet-Randbedingungen angewendet, so müssen an den im Zu-
standsraum auf der REDIM korrespondierenden Gitterpunkten θ∂ auch
Dirichlet-Randbedingungen angewendet werden, welche durch die Anfangs-
mannigfaltigkeitMa gegeben ist durch

ψ(θ = θ∂) = ψa. (4.26)

Diese Randbedingung kann nicht nur für physikalische Ränder der REDIM
angewendet werden. Wenn die zwischen den physikalischen Rändern statt-
findende Systemdynamik ψ(x, t) die Ränder der Anfangsmannigfaltigkeit
nicht überschreitet und die REDIM die Systemdynamik komplett abdeckt, so
kann sie auch für nicht physikalische Ränder der REDIM eingesetzt werden.
Dies ist die einfachste Randbedingung, welche in einer Vielzahl von Arbeiten
angewendet wurde (z.B. [16, 88–90]). Allerdings kann diese Randbedingung
nur genutzt werden, sofern die Lösung der REDIM nicht stark von den im-
plementierten Randbedingungen abhängt, da sich die Ränder während der
REDIM-Integration nicht ändern können.
Werden im physikalischen Raum ein Spezialfall der von-Neumann Randbedin-
gungen angewendet, bei dem alle örtlichen Änderungen in normale Richtung
zum physikalischen Rechengebiet verschwinden, wird dies durch Vorgabe der
Gradientenabschätzung in der REDIM-Integration berücksichtigt. Handelt es
sich beispielsweise um eindimensionale Flammenprofile, ergibt sich für den
nulldimensionalen Rand rR des Rechengebietes im physikalischen Raum

ξ(r = rR) = 0. (4.27)
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Da die Gradientenabschätzung des Zustandsvektors am Randpunkt verschwin-
det, muss auch die Gradientenabschätzung der generalisierten Koordinaten
an den korrespondierenden Randpunkten der REDIM verschwinden und es
ergibt sich

χ∂ = 0. (4.28)

Durch diesen Zusammenhang hängt die Form und Lage der REDIM in diesem
Gebiet nur noch von dem projizierten Quellterm ab und es ergibt sich die
Gleichung

∂ψ∂

∂t
= (I −ψθψ+

θ ) {F } . (4.29)

Neben Dirichlet und von-Neumann-Randbedingungen gibt es im physikali-
schen Raum unter anderem Randbedingungen, welche heterogene Wandre-
aktionen berücksichtigen. Die Überführung dieser Randbedingungen in die
REDIM-Methode wird in Kapitel 5.4 erläutert, in welchem REDIMs für FWI
behandelt werden.
Für Zustände, die auf der REDIM, nicht aber im physikalischen Raum Ränder
bilden, kann eine Randbedingung formuliert und genutzt werden, welche aus
einer geometrischen Überlegung hervorgeht. Gegeben sei eine invariante Man-
nigfaltigkeit, welche die zwischen den physikalischen Rändern stattfindende
Systemdynamik komplett abdeckt und die Profile die Ränder der REDIM
nicht überschreiten. In diesem Fall müssen die Gradienten, welche immer
tangential zu den Flammenprofilen verlaufen, am Rand der REDIM ebenso
tangential zur Mannigfaltigkeit sein [69]. Dieser Zusammenhang wird mit
Hilfe der Abbildungen 4.4a und 4.4b erläutert: Alle Profile, die in einem Punkt
ψ∂ ∈ ∂M am Rand der Mannigfaltigkeit verlaufen, die nicht in ψ∂ starten
oder enden, verlaufen entlang, also tangential zu ∂M. Da die räumlichen
Gradienten gradψ immer entlang der Flammenprofile verlaufen, verlaufen die
Gradienten am Rand der REDIM tangential zu dieser. Diese Annahme kann
ausgenutzt werden, um eine Randbedingung zu formulieren [69]. Für diese
Randbedingung wird eine neue Basis bestehend aus ψβ und ψη gebilden,
wobei ψβ ⊥ ψη. Hier ist ψβ die Basis des Tangentialraums T∂M und ψη der
nach außen zeigender Normalenvektor zum Rand ∂M.
Für den Fall, dass die Mannigfaltigkeit M invariant ist und der Gradient
tangential zum Rand verläuft, so verschwindet der Anteil von grad(ψ)|ψ∂ in
Richtung ψη. Aus diesem Grund wird die Gradientenabschätzung auf den tan-
gentialen Unterraum des Randes der REDIM projiziert und die modifizierte
Abschätzung ergibt sich zu

ξ̃(θ∂) = ψβψ
+
β ξ(θ∂). (4.30)
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Die für die Integration der REDIM benötigte Gradientenabschätzung χ̃,
welche den Gradienten gradβ der neuen Basis repräsentiert, ergibt sich zu

χ̃ = ψ+
β ξ̃(θ∂) (4.31)

und der Transportterm T wird am Rand mit

T = (Dψβχ̃)βχ̃ (4.32)

gelöst.
Durch die Projektion des räumlichen Gradienten des Zustandsvektors auf
den tangentialen Unterraum des Randes der REDIM mit der Dimension m
ergibt sich für den Transportterm die Dimension m− 1 [69].
Mit Hilfe dieser Randbedingung ist es außerdem möglich, die REDIM

Domäne durch Expansion zu erweitern. Dies ist beispielsweise nötig, wenn die
zwischen den physikalischen Rändern stattfindende Systemdynamik durch
eine REDIM nicht komplett abdeckt ist und die Profile die Ränder der
REDIM aus diesem Grund überschreiten könnten. Das Vektorfeld, bestehend
aus chemischem Quellterm und Diffusionsterm, zeigt bei einer invarianten
REDIM ins Innere der REDIM, da die Systemdynamik die Ränder der REDIM
nicht überschreiten darf. Aus diesem Grund kann die Bedingung

ψ+
η

(
F (ψ∂) + 1

ρ
(Dψθχ)θχ

)
≤ 0 (4.33)

für die invariante Mannigfaltigkeit formuliert werden. Alternativ kann auch ei-
ne strengere Bedingung formuliert werden, bei welcher nicht das aus Quellterm

M

∂M

ψ∂

(a) Schematische Darstellung zweier
Profile, welche bei einer invarianten
Mannigfaltigkeit bei Erreichen des Ran-
des am Punkt ψ∂ tangential zum Rand
∂M der Mannigfaltigkeit verlaufen.

ψβ

ψη

M

∂M

ψ∂

T∂M

(b) Schematische Darstellung zur Ver-
anschaulichung der neu aufgespannten
Basis am Punkt ψ∂ des Randes ∂M
der Mannigfaltigkeit.

Abbildung 4.4: Schematische Darstellungen zum besseren Verständnis der
zum Rand der Mannigfaltigkeit tangential verlaufenden Gradienten und der
lokal neu aufgespannten Basis ψβ ⊥ ψη.
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und Diffusionsterm resultierende Vektorfeld, sondern jeweils die einzelnen
Vektorfelder dieser beiden ins Innere der REDIM zeigen müssen (siehe [69]).
Mit Hilfe von Gleichung 4.33 kann die Evolutionsgleichung formuliert werden,
welche die Expansion des Anfangsgitters an den Randpunkten zulässt, sofern
Gleichung 4.33 nicht erfüllt ist [69]:

∂ψ

∂t
= (ψηψ+

η )
(
F (ψ∂) + 1

ρ
(Dψθχ)θχ

)
. (4.34)

Die Expansion erfolgt tangential zur REDIM, da der Projektionsoperator
(ψηψ+

η ) das Vektorfeld orthogonal auf den nach außen zeigenden Vektor ψη
projiziert, welcher in tangentialer Richtung zur Mannigfaltigkeit liegt. Um eine
invariante Mannigfaltigkeit zu erhalten, wird Gleichung 4.34 angewendet, bis
Bedingung 4.33 überall auf dem Rand der REDIM erfüllt ist [69]. Abbildung
4.5 zeigt diese Vorgehensweise schematisch. Das Vektorfeld φ des illustrierten
Randpunktes ψ∂ zeigt in Abbildung 4.5a nicht ins Innere der REDIM, sodass
Gleichung 4.33 nicht erfüllt ist. Nach Anwendung von Gleichung 4.34 erweitert
sich die REDIM Domain. Das aus chemischer Kinetik und Diffusionsterm
bestehende Vektorfeld φ wird für die neuen Zustände erneut berechnet und
die REDIM Domain wird gegebenenfalls weiter expandiert. Dieses Vorgehen
wird wiederholt, bis das Vektorfeld φ am gesamten Rand ∂M ins Innere der
REDIM zeigt. Dies bedeutet, dass die Zustände die REDIM während der
reduzierten Rechnung nicht verlassen können.

φ

M

∂M

ψ∂

(a) Das Vektorfeld φ am Randpunkt
ψ∂ zeigt nicht in das Innere der Man-
nigfaltigkeit, sodass die reduzierte Sys-
temdynamik die Mannigfaltigkeit an
dieser Stelle verlassen könnte.

φ

ψ∂

M

∂M

(b) Nach der Expansion zeigt das Vek-
torfeld φ am Randpunkt ψ∂ in das
Innere der Mannigfaltigkeit, sodass die
reduzierte Systemdynamik die Mannig-
faltigkeit an dieser Stelle nicht verlas-
sen kann.

Abbildung 4.5: Schematische Darstellung zur Veranschaulichung von Be-
dingung 4.33. Die Bedingung ist in der linken Darstellung nicht erfüllt
wohingegen sie in der rechten Abbildung erfüllt ist.
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4.4 Anfangslösung der REDIM

4.4 Anfangslösung der REDIM
Um die REDIM-Gleichung 4.13 zu lösen, muss neben der Gradientenabschät-
zung und den Randbedingungen eine Anfangsmannigfaltigkeit Ma bereit-
gestellt werden. Das in diskreter Form vorliegende Anfangsgitter bildet die
Anfangslösung der partiellen Differentialgleichung 4.13. Neben den Zuständen
ψa der Anfangslösung wird außerdem an den diskreten Gitterpunkten auch
die örtliche Gradientenabschätzung ξ des Zustandsvektors gespeichert, mit
welcher die Gradientenabschätzung χ berechnet wird.
Je nach Anwendungsfall der REDIM muss der Erstellung des Anfangsgitters
unterschiedlich viel Aufmerksamkeit zugewendet werden da die Anfangsman-
nigfaltigkeit unterschiedlich viele Informationen enthalten müssen. Allerdings
sollten im Anfangsgitter der REDIM die physikalischen Ränder bereits Teil
der Mannigfaltigkeit sein, da eine Expansion, also eine Erweiterung der
REDIM Domain, nur an nicht physikalischen Rändern erfolgen kann. Dies
resultiert aus der Tatsache, dass die Bedingung 4.33 unter der Annahme
formuliert wurde, dass die Gradienten der detaillierten Rechnungen immer
tangential zum Rand der REDIM verlaufen. An den Rändern der REDIM,
deren Zustände auch Rändern im physikalischen Raum entsprechen, ist dies
aber nicht der Fall.
Für die Anfangslösung der REDIM kann beispielsweise eine über die Parame-
trisierungsvariable lineare Interpolation aus verbranntem und unverbranntem
Gemisch, welche die Ränder der eindimensonalen REDIM darstellen, heran-
gezogen werden [70]. Des Weiteren kann das Anfangsgitter auch aus anderen
mannigfaltigkeitsbasierten reduzierten kinetischen Modellen erstellt werden,
wie der ILDM [14].
Zudem können Anfangslösungen mit Hilfe von detaillierten Flammenprofilen
oder Flammenrechnungen erstellt werden. In diesem Fall werden Ergebnisse
aus detaillierten Rechnungen zusammengefasst und anschließend gemäß einer
vorgegebenen Parametrisierung auf ein strukturiertes Gitter interpoliert. Dies
bringt den Vorteil mit sich, dass das Anfangsgitter nahe an der REDIM liegt,
wodurch sich eine sehr schnelle Konvergenz einstellt. Hier muss beachtet wer-
den, dass eine eindeutige Parametrisierung vorliegt. Dies bedeutet, dass sich
die detaillierten Profile nicht hinterschneiden, da sonst kein eindeutiges An-
fangsgitter erstellt werden kann. Um diese Hinterschneidungen zu vermeiden,
können auch Linearkombinationen des Zustandsvektors zur Parametrisierung
herangezogen werden. Der Vektor der Parametrisierungsvariablen Γ kann
nach

Γ = Cψ (4.35)
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4 Grundlagen der REDIM Methode

berechnet werden, wobei C die (m×n)-dimensionale Parametrisierungsmatrix
darstellt, welche mit dem Zustandsvektor ψ multipliziert wird. Die genaue
Festlegung der Parametrisierungsmatrix hängt jedoch unter anderem vom
Kraftstoff, dem Transportmodell und der Konfiguration ab.
Für einen Zustandsvektor

ψ = (h, p, wCO2

MCO2

,
wH2O

MH2O
, ...) (4.36)

und die Parametrisierungsmatrix

C =
(

1 0 0 0 0 ... 0
0 0 1 1 0 ... 0

)
(4.37)

ergeben sich die Parametrisierungsvariablen beispielsweise zu

Γ1 = h, (4.38)
Γ2 = wCO2

MCO2

+ wH2O

MH2O
. (4.39)

4.5 Numerische Lösung der REDIM-Gleichung
Die REDIM-Gleichung 4.13 ist ein n-dimensionales partielles Differentialglei-
chungssystem, welches bis zur stationären Lösung berechnet wird. Um diese
Berechnung durchzuführen, wird die Gleichung sowohl im Parameterbereich
als auch zeitlich diskretisiert. Die Diskretisierung im Parameterbereich erfolgt
dabei durch die Bereitstellung eines Anfangsgitters an dessen Punkten die
Zustände ψ(θ) in diskreter Form vorliegen (siehe Kapitel 4.4). Des Weiteren
werden die in der REDIM-Gleichung vorkommenden Differenzenapproxima-
tionen durch klassische Finite Differenzen Verfahren [28, 48, 68] auf dem
diskreten Gitter berechnet. So wird beispielsweise ψθ an jedem Gitterpunkt
im Inneren der REDIM mit Hilfe von Zentraldifferenzen durch

ψθi = 1
2

ψ


θ1
...

θi + 1
...

θm

−ψ


θ1
...

θi − 1
...

θm



 (4.40)

bestimmt. Die REDIM-Gleichung wird in generalisierten Koordinaten gelöst,
welche den Gitterkoordinaten der jeweiligen Gitterpunkte entsprechen. Aus
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4.5 Numerische Lösung der REDIM-Gleichung

diesem Grund ergibt sich als Abstand zwischen zwei benachbarten Gitterpunk-
ten jeweils der Wert 1. Da bei der Zentraldifferenz die Differenz der Werte
an den diskret vorliegenden Gitterpunkten durch zwei Mal dem Abstand
zwischen zwei benachbarten Gitterpunkten geteilt werden muss, resultiert
dies im Faktor 1

2 . Für die Berechnungen der Differenzenapproximation an den
Randpunkten der REDIM werden je Vorwärts- bzw. Rückwärtsdifferenzen
angewendet, da in diesem Fall die Zustände ψ(θi + 1) bzw. ψ(θi − 1) nicht
definiert sind.

Die Berechnung des Transportterms, welche für alle Gitterpunkte erfolgen
muss, kann auf unterschiedliche Weise erfolgen. Zum einen kann die Ketten-
regel angewendet werden, wodurch der Transportterm in zwei Teile zerlegt
werden kann und sich ergibt zu

(Dψθχ)θ χ = Dψθχθχ+ χ ◦ (Dψθ)θ ◦ χ (4.41)

wobei gilt

(Dψθχθχ)i = Di,k
∂ψk
∂θl

∂χlm
∂θj

χjm, (4.42)

(χ ◦ (Dψθ)θ ◦ χ)i =
∂Dik

∂ψk
∂θl

∂θk
χkjχlj. (4.43)

Im Falle gleicher Diffusivitäten und Le = 1 verschwindet der Ausdruck
Dψθχθχ, wodurch die REDIM-Gleichung vereinfacht wird. Gleichung 4.41
kann an den Randpunkten der REDIM in die Richtung, welche nicht entlang
des Randes verläuft, nicht gelöst werden, da die Differenzenapproximatio-
nen (z.B. die zweite Ableitung (Dψθ)θ) mangels diskreter Punkte, welche
außerhalb des Randes liegen würden, hier nicht berechnet werden können.
Für diese Fälle kann der Diffusionsterm auch in der Form

(Dψθgradθ)θ gradθ (4.44)

direkt gelöst werden, wobei hier nur Vorwärts- bzw. Rückwärtsdifferenzen
zum Einsatz kommen.

Zur zeitlichen Diskretisierung der REDIM-Gleichung und somit zur Lösung
des parabolischen Gleichungssystems bietet sich prinzipiell ein voll-implizites
Lösungsverfahren an, da es sich durch den chemischen Quellterm um ein
sehr steifes System handelt und die Wahl der Zeitschrittweite bei expliziten
Methoden sehr beschränkt ist [14]. Problematisch hierbei ist jedoch, dass
sehr aufwändige Methoden benötigt würden um sehr große Matrizen zu
zerlegen. Aus diesem Grund wird für die Lösung der REDIM-Gleichung ein
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4 Grundlagen der REDIM Methode

semi-implizites Verfahren verwendet, welches den chemischen Quellterm semi-
implizit und den Diffusionsterm explizit behandelt [14]. Dieses semi-implizites
Euler Verfahren erster Ordnung ist gegeben durch

ψi+1 −ψi = ∆τP (ψi)(F (ψi) + Fψ(ψi)(ψi+1 −ψi) + T (ψi)), (4.45)

wobei ψi+1 und ψi die Zustandsvektoren des aktuellen Zeitpunktes τ bzw.
des nachfolgenden Zeitpunkts τ + ∆τ darstellt, ∆τ die Zeitschrittweite ist,
Fψ die Jacobi-Matrix des chemischen Quellterms bezeichnet und T (ψi) =
(Dψθχ)θχ der Transportvektor ist.
Gleichung 4.45 kann anschließend nach dem Zustandsvektor des nächstmögli-
chen Zeitpunkts umgeformt werden und ergibt sich zu

ψi+1 = ψi + ∆τ(I −∆τP (ψi)Fψ(ψi)−1P (F (ψi) + T (ψi)). (4.46)

Gleichung 4.46 wird bis zur Stationarität gelöst, wobei beachtet werden muss,
dass die maximale Zeitschrittweite begrenzt ist. Wird die Zeitschrittweite zu
groß gewählt, kann es zu Instabilitäten im Integrationsprozess kommen [19].
Die Wahl der maximalen Zeitschrittweite ist somit abhängig vom Anwen-
dungsfall.

4.6 Tabellierung der REDIM
Nachdem die stationäre Lösung von Gleichung 4.13 mit Hilfe der Gleichung
4.46 gefunden und somit die REDIM erstellt wurde, werden die für die
reduzierten Rechnungen benötigten Größen ψ+

θ , ψ+
θ F sowie Dψθ an den je-

weiligen Gitterpunkten tabelliert. Außerdem enthält die Tabelle die Zustände
ψ(θ) an den Gitterpunkten der REDIM. Diese Informationen können genutzt
werden, um zeiteffiziente Rechnungen mit reduzierter Kinetik durchzufüh-
ren. Auf die konkrete Anwendung und Implementierung der REDIM wird in
Kapitel 6 eingegangen.
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5 REDIM für
Flamme-Wand-Interaktionen

Die vorangehenden Kapitel erläuterten die detaillierte Lösung der Berechnung
von FWI sowie die Grundlagen der REDIM-Methode. In diesem Kapitel
wird auf die konkrete Erstellung und Implementierung unterschiedlicher
REDIMs für FWI eingegangen, wobei sich die Mannigfaltigkeiten je nach
Anwendungsfall und Detaillierungsgrad unterscheiden. Die Methodik wird in
diesem Kapitel für das Methan/Luft System demonstriert, wobei der GRI 3.0
Mechanismus [85] mit 53 Spezies und 325 Reaktionen für die Modellierung
der chemischen Kinetik genutzt wird.

5.1 Modellierung des Wärmeverlusts an die
Wand

Ziel bei der Erstellung von reduzierten kinetischen Modellen ist neben der
Reduktion der Rechenzeit die möglichst exakte Reproduktion der Simulati-
onsergebnisse mit detaillierter Chemie. Um dies zu gewährleisten, muss das
reduzierte Modell alle für den jeweiligen Anwendungsfall relevanten thermo-
kinetischen Zustände enthalten. Zwar ist eine automatische Expansion bzw.
Erweiterung der REDIM-Domain möglich (siehe Kapitel 4.3), allerdings gilt
dies nur für Ränder der REDIM, welche nicht Rändern im physikalischen
Raum zugeordnet werden können. Wie weiter unten in diesem Kapitel ersicht-
lich wird, kann der Rand des Rechengebiets im physikalischen Raum, welcher
die Wand modelliert, Rändern der REDIM zugeordnet werden. Aus diesem
Grund muss das Anfangsgitter, das zur Erstellung der REDIM für FWI
genutzt wird, bereits alle Zustände enthalten, die während der Verlöschung
eingenommen werden. Des Weiteren muss die Gradientenabschätzung, welche
für die Erstellung der REDIM herangezogen wird, den Wärmeverlust an
die Wand wiedergeben. In diesem Unterkapitel wird auf die Erstellung des
Anfangsgitters sowie die Bereitstellung der Gradienten zur Berücksichtigung
des Wärmeverlustes eingegangen.
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5 REDIM für Flamme-Wand-Interaktionen

Anders als bei Flammen fernab der Wand kommt es bei FWI mit kalten
Wänden zu einer Wärmeabgabe an die Wand. Dies wird mit Hilfe einer
Dirichlet-Randbedingung für die Temperatur modelliert (vgl. Kapitel 3.3).

Der zeitliche Temperaturverlauf im Ortsraum, der sich für das vereinfachte
Transportmodell mit Le = 1 für das HOQ Modellsystem einer stöchiome-
trischen, vorgemischten Flamme ergibt, ist in Abb. 5.1a dargestellt, wobei
sich die Wand bei r = 0 m befindet. Zu den Zeitpunkten t1 und t2 > t1
läuft die flache, vorgemischte Flamme auf die Wand zu. Bei Erreichen der
Wand kommt es zu einer Wärmeabgabe an die Wand woraufhin die Flamme
verlischt. Durch die Wärmeabgabe nimmt die Energie im System ab und die
Enthalpie des Gases an der Wand sinkt (vgl. Abb. 5.1b zu den Zeitpunkten
t3 < t4 < t5). Die Wärmeleitung sorgt für die Abnahme der Temperatur
des Gases und sowohl die Temperatur als auch die spezifische Enthalpie
des Systems streben einem über das Rechengebiet konstanten Wert, dem
chemischen Gleichgewicht (GGW), zu.
Wird dieser Prozess der Verlöschung im Zustandsraum betrachtet, so bilden
die Profile eine Fläche. Der durch die spezifische Molzahl von CO2 und die
spezifische Enthalpie h aufgespannt Zustandsraum eignet sich für diese Be-
trachtung besonders, da CO2 den Fortschritt der chemischen Reaktion und
die spezifische Enthalpie den Fortschritt der Wärmeabgabe an die Wand
darstellt. Abbildung 5.1c zeigt die Profile während der Verlöschung in dieser
Projektion. Zu Zeitpunkten der Rechnung, bei denen die Flamme noch nicht
durch die Wand beeinflusst wird, liegen die Profile übereinander (siehe Abb.
5.1c für die Zeitpunkte t1 und t2). Das unverbrannte Gemisch (CO2 ≈ 0)
befindet sich im Zustandsraum am unteren Ende dieser Profile, das verbrann-
te Gemisch am oberen Ende und die Flammenfront befindet sich zwischen
diesen Regionen, entlang der Profile. Das System hat noch keinerlei Wärme
an die Wand abgegeben, daher ist die spezifische Enthalpie für die Annahme
gleicher Diffusivitäten konstant. Erreicht die Flamme die Wand, nimmt die
spezifische Enthalpie, ausgehend vom Gasgemisch an der Wand, über den
zeitlichen Verlauf ab, wobei gleichzeitig durch die chemische Reaktion CO2
gebildet wird (vgl. Profile zum Zeitpunkt t3). Ist das komplette Gemisch
verbrannt, kühlt das Gas ab bis sich schließlich alle Zustände im Rechengebiet
im chemischen Gleichgewicht befinden.

Um eine REDIM für FWI zu erstellen, die den Wandwärmeverlust korrekt
beschreibt, wird das Anfangsgitter aus detaillierten Rechnungen des jeweiligen
Modellsystems erstellt. Dies hat zur Folge, dass automatisch alle Zustän-
de, welche während der Verlöschung eingenommen werden, in der REDIM
berücksichtigt werden. CO2 und die spezifische Enthalpie h können für die
Parametrisierung des Anfangsgitters der REDIM für FWI mit vereinfachtem
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kg ); dargestellt sind die
Profile des HOQ-Systems sowie die An-
fangslösung der REDIM [89] .

Abbildung 5.1: Zeitlicher Verlauf des HOQ-Verlöschungsprozesses (wobei
ti+1 > ti) sowie Anfangslösung der REDIM (d) [89] für die stöchiometrische,
vorgemischte Methan/Luft-Verbrennung, die mit dem GRI 3.0 Mechanismus
[85] und vereinfachtem Transportmodell mit Le = 1 berechnet wurde.
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Transportmodell gewählt werden, da sie der Forderung nach eindeutigen
Zuständen und nicht hinterschneidenden Profilen entspricht (vgl. Kapitel
4.4) [89]. Abbildung 5.1d zeigt das erstellte Anfangsgitter der REDIM. Es
ist ersichtlich, dass die Zustände am Rand der REDIM Zuständen am Rand
des Rechengebietes des HOQ-Modellsystems zugeordnet werden können, wes-
halb eine Expansion der REDIM in diesem Bereich nicht möglich ist. Das
Anfangsgitter wurde am rechten Rand der REDIM mit Hilfe einer flachen
Flamme einer höheren Temperatur des unverbrannten Gases erweitert (blau
dargestellt in Abb. 5.1d) [89]. Auf diese Weise wird sichergestellt, dass die
Lösung der reduzierten Rechnung nicht auf dem Rand der REDIM erfolgen
muss, sondern alle Zustände der flachen Flamme innerhalb der REDIM liegen.
Es gibt allerdings auch Modellsysteme, bei welchen die oben genannte Parame-
trisierung nicht geeignet ist. Dies zeigt sich beispielsweise bei der Verwendung
des detaillierten Transportmodells mit Thermo-Diffusion im HOQ-System.
Abbildung 5.2a zeigt den Verlauf der Verlöschung im Zustandsraum, wel-
cher durch CO2 und die spezifische Enthalpie h aufgespannt wird. Es wird
ersichtlich, dass sich die Profile in der Nähe des chemischen Gleichgewichtes
oben links überschneiden. Aus diesem Grund kann in diesem Bereich kein
adäquates Anfangsgitter erstellt werden, da die Zustände in dieser Projektion
nicht eindeutig sind. Um eine geeignete Parametrisierung zu erhalten, muss in
diesem Fall auf mehrere Spezies zurückgegriffen werden und das Anfangsgitter
dieses Modellsystems wird mit Hilfe der spezifischen Enthalpie h und der
Linearkombination CO2 + H2O + 10 · NO parametrisiert (siehe Abb. 5.2b)
[95].
Wie auch bei der Anfangslösung der REDIM muss der Wärmeverlust des

Systems in der Gradientenabschätzung der REDIM berücksichtigt werden.
Die Gradientenabschätzung bestimmt die Kopplung von chemischer Kinetik
und Transportprozessen und muss daher so gewählt werden, dass sie die
für das System relevanten Prozesse korrekt beschreibt. Aus diesem Grund
müssen für die REDIM für FWI sowohl der Reaktionsfortschritt als auch
der Wärmeverlust an die Wand und die jeweils resultierende Koppelung mit
Diffusionsprozessen spezifiziert werden [89].

Damit der Wärmeverlust an die Wand und die daraus resultierenden Trans-
portprozesse korrekt beschrieben werden, wird der Gradient der spezifischen
Enthalpie grad h für die Erstellung der REDIM herangezogen (siehe Abb.
5.3. Für die Spezifikation der Kopplung aus Reaktionsfortschritt und Dif-
fusion wird der Gradient der spezifischen Molzahl von CO2 genutzt. Die
Gradientenabschätzungen werden dabei aus detaillierten Lösungen des Mo-
dellsystems gewonnen [89, 95]. Im folgenden Kapitel soll detailliert auf die
Gradientenabschätzung der REDIM für FWI eingegangen werden.
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5.2 Gradientenabschätzung für die Flamme-Wand-Interaktion
homogener Gemische
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Abbildung 5.2: Zeitlicher Verlauf des Verlöschungsprozesses im Zustands-
raum sowie Anfangslösung der REDIM [95] für die stöchiometrische, vorge-
mischte Methan/Luft-Verbrennung mit dem GRI 3.0 Mechanismus [85] und
detailliertem Transportmodell mit Thermo-Diffusion.

5.2 Gradientenabschätzung für die
Flamme-Wand-Interaktion homogener
Gemische

Bereits im vorangegangenen Kapitel wurde erläutert, dass sich für die Be-
stimmung einer REDIM für FWI eines homogenen Gemisches die örtlichen
Gradienten der spezifischen Enthalpie h und der spezifischen Molzahl von
CO2 zur Spezifizierung des Wärmeverlusts an die Wand und des Reaktions-
fortschritts eignen. Die Werte der Gradientenabschätzung können dabei aus
Beispielrechnungen mit detaillierter Chemie gewonnen werden. In dem folgen-
den Kapitel wird gezeigt, wie sich diese Gradienten für die unterschiedlichen
Modellsysteme des HOQ- (vgl. Kapitel 3.1.1) sowie des SWQ-Systems (vgl.
Kapitel 3.1.2) implementieren lassen. Diese beiden Konfigurationen verlaufen
im physikalischen Raum sehr unterschiedlich: Bei der HOQ-Konfiguration fin-
det immer ein instationär ablaufender Verlöschungsprozess statt, der aufgrund
der Symmetrie eindimensional behandelt werden kann (siehe z.B. [104]). Aus
diesem Grund sind in diesem Fall nur eindimensionale, räumliche Gradienten

39



5 REDIM für Flamme-Wand-Interaktionen

h / (J/kg)

-3E+06

-2E+06

-1E+06

CO20
1

2
3

d
h

 / 
d

x

0

1E+10
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erforderlich um die Diffusionsprozesse in der REDIM zu beschreiben. Im
Gegensatz dazu breitet sich in der SWQ-Konfiguration eine Flamme entlang
einer Wand aus (siehe z.B. [2]), zu dessen Beschreibung ein örtlich zwei- oder
dreidimensionales Modellsystem benötigt wird.
In dieser Arbeit wird neben den eindimensionalen Rechnungen des HOQ-
Systems die Simulation einer stationären zweidimensionalen SWQ-Flamme
untersucht, aus welcher zweidimensionale räumliche Gradienten gewonnen
werden. Die verwendete Modellkonfiguration für den SWQ-Brenner ist in
Abb. 5.4 dargestellt. Diese Konfiguration ist mit experimentellen Untersu-
chungen von Jainski et al. [50] vergleichbar: Ein stöchiometrisches Methan /
Luft-Gemisch strömt aus einer Düse an einer Wand entlang mit welcher die
Flamme interagiert, wobei ein stationärer Betriebspunkt untersucht wird. Die
numerische Modellierung, aus deren Ergebnis eine zweidimensionale Gradien-
tenabschätzung entnommen wird, wurde in Darmstadt in der Arbeitsgruppe
von Professor Janicka von Ganter et al. durchgeführt [91].

Obwohl die Unterschiede zwischen den Konfigurationen von SWQ und HOQ
im physikalischen Raum offensichtlich sind, werden während des Verlöschens
in der HOQ-Flamme und der FWI der SWQ-Flamme sehr ähnliche Zustände
eingenommen [93]. Dies ist in Abb. 5.5 zu sehen, in der die in den beiden
Konfigurationen durchlaufenen Zustände im Zustandsraum dargestellt sind.
Darüber hinaus ist in Abb. 5.5a der Massenanteil von OH für die SWQ-
Konfiguration dargestellt, wodurch die Übertragung aus dem physikalischen
Raum mit Hilfe der OH−Werte in Abb. 5.4 vereinfacht werden soll.
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Abbildung 5.4: Schematische Darstellung des SWQ Brenners sowie Farb-
Kontur des Massenbruchs von OH (in (−)). Die Flammenfront ist durch die
rote Linie schematisch dargestellt.

Da es sich bei der SWQ-Konfiguration um einen stationären Betriebspunkt
handelt, werden die Zustände in diesem Fall im gesamten zweidimensionalen
Rechengebiet gleichzeitig eingenommen wohingegen sie bei der instationären
HOQ-Flamme während des Verlöschungsprozesses durchlaufen werden.
Die eingenommenen Zustände der HOQ- und SWQ-Flamme ähneln sich sehr
stark, wodurch sich die Frage stellt, welche Bedeutung den Transportphäno-
menen in den beiden Konfigurationen zukommt. Im Falle des HOQ-Brenners
liegen durch die eindimensionale Konfiguration lediglich eindimensionale Gra-
dienten vor, welche alle tangential der eindimensionalen Profile zeigen. Im
Fall des SWQ-Brenners variiert die Richtung und der Betrag der räumlichen
Gradienten sowohl im physikalischen Raum als auch im Zustandsraum [93].
Dies wird aus Abb. 5.6 ersichtlich, in der die räumlichen Gradienten von CO2
und von der spezifischen Enthalpie h für den physikalischen Raum und den
Zustandsraum dargestellt sind. Der Gradient der spezifischen Enthalpie ist
sowohl im Zustandsraum als auch im physikalischen Raum über das gesamte
Rechengebiet in beide Richtungen negativ, wohingegen der Gradient von CO2
in x− Richtung positiv und in y−Richtung negativ ist. Des Weiteren variiert
der Quotient der Gradienten gradxψi

gradyψi
einer Zustandsvariable ψi in x− und
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kg ) für die HOQ- (schwarz) und
die SWQ- (rot) Konfigurationen [93].

Abbildung 5.5: Zustände, welche während der HOQ- und SWQ-
Konfiguration durchlaufen werden.

y−Richtung. Dies verdeutlicht, dass die Gradienten sowohl bezüglich ihres
Betrags als auch bezüglich der Richtung sehr stark variieren [93].
Abbildung 5.7 veranschaulicht die Höhenlinien einiger Zustandsvariablen

(Spezies und Enthalpie) im Ortsraum. Es werden unterschiedliche Dinge
ersichtlich: Zum einen haben die Höhenlinien der Spezies CO2 eine andere
Form als die der spezifischen Enthalpie (siehe Abb. 5.7a). Dies bedeutet, dass
die Vektoren der Gradienten von CO2 und der spezifischen Enthalpie in unter-
schiedliche Richtungen zeigen. Außerdem wird ersichtlich, dass es Regionen
im Rechengebiet gibt, an denen die Gradienten der Spezies nahezu orthogonal
zu den Gradienten der Enthalpie zeigen, da sich die Höhenlinien auch nahezu
orthogonal schneiden. Analog dazu zeigt Abb. 5.7b, dass es Gitterpunkte gibt,
an denen sich die Richtungen der Gradienten unterschiedlicher Spezies stark
unterscheiden. Dies bedeutet, dass die Gradienten aller Zustandsvariablen
bezüglich ihrer Richtung und ihres Betrages streuen.
Um diese Gradienten in die REDIM zu implementieren, müssen die Gra-

dienten modifiziert werden, damit sie unabhängig von den ursprünglichen
Koordinaten werden [93].
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Abbildung 5.6: Komponenten der räumlichen Gradienten der spezifischen
Molzahl von CO2 (in mol

kg m ) und der spezifischen Enthalpie h (in J
kg m ) in

x- (schwarz) und y−Richtung (rot) [93]. Dargestellt sind die Gradienten
im Ortsraum in Abhängigkeit der x- und y-Koordinate (in m) sowie im
Zustandsraum in Abhängigkeit der spezifischen Entlapie h (in J

kg ) und der
spezifischen Molzahl von CO2 (in mol

kg ).

In diesem Unterkapitel wird zuerst die Einbindung eindimensionaler Gradi-
entenabschätzungen ξ des Zustandsvektors dargelegt. Anschließend wird die
Modifizierung mehrdimensionaler Gradientenabschätzungen ξ des Zustands-
vektors und deren Einbindung in die REDIM erläutert.

5.2.1 Implementierung der eindimensionalen
Gradientenabschätzung

Im eindimensionalen Fall des HOQ-Systems (vgl. Kapitel 3.1.1) sind die
örtlichen Gradienten durch die Ableitung der Zustandsvariablen nach der
eindimensionalen Ortskoordinate r (grad h = dh

dr sowie grad CO2 = dCO2
dr )

gegeben. Zur besseren Veranschaulichung sind der örtliche Verlauf der spezifi-
schen Molzahl von CO2 sowie die örtlichen Gradienten der Spezies CO2 in
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(b) Höhenlinien der spezifischen Molzahl von CO2 (rot)
und der spezifischen Molzahl von OH (blau).

Abbildung 5.7: Höhenlinien einiger Zustandsvariablen zur Visualisierung
der Streuung der zweidimensionalen Gradientenvektoren in Abhängigkeit
der Ortskoordinaten x und y (in m). Die Zahlenwerte sind der besseren
Übersichtlichkeit wegen nicht angegeben.

Abb. 5.8 für eine flache, auf die Wand zulaufende Flamme dargestellt. Die
während der Verlöschung auftretenden Gradienten der benötigten Zustandsva-
riablen werden auf das Anfangsgitter der REDIM interpoliert bzw. gemittelt
und können ohne prinzipiellen Probleme mit Hilfe des Zusammenhangs [14]

χr = ψ+
θ · ξr (5.1)

in den Gradienten der generalisierten Koordinate θ überführt und in die
REDIM-Gleichung eingebunden werden. Da die örtlichen Gradienten lediglich
in eine Ortsrichtung vorliegen, ergibt sich der Transportterm der REDIM-
Gleichung zu [14]

(Dψθχ)θχ = (Dψθχr)θχr. (5.2)
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Abbildung 5.8: Spezifische Molzahl von CO2 (in mol
kg ) sowie der örtliche

Gradienten der Spezies CO2 (in mol
kg m ) einer flachen Flamme in Abhängigkeit

der Ortskoordinate r (in m).

Mit diesem Transportterm wird die REDIM Entwicklungsgleichung 4.13 gelöst
und REDIMHOQ wird erstellt.

5.2.2 Implementierung der zweidimensionalen
Gradientenabschätzung

Das Problem multidimensionaler Gradientenabschätzungen wurde bereits für
turbulente Verbrennungsprozesse von Schießl et al. [83] untersucht, allerdings
wurde hier lediglich der Einfluss der Speziesgradienten berücksichtigt. Der
Gradient der Enthalpie ist sehr wichtig für die Beschreibung von FWI weshalb
er für deren Modellierung einbezogen werden sollte. Für die Erstellung einer
REDIM ist eine Gradientenabschätzung notwendig, welche unabhängig von
den ursprünglichen räumlichen Koordinaten ist. Dies trifft für die aus der
zweidimensionalen Simulation des Modellsystems gewonnenen Gradienten-
abschätzung nicht zu (siehe Abb. 5.6 und Abb. 5.7) [93]. Aus diesem Grund
müssen die Gradienten modifiziert werden damit sie in die REDIM-Gleichung
implementiert werden können. Hierzu wird analog zur Arbeit von Schießl et al.
[83] eine Singulärwertzerlegung (Singular Value Decomposition - SVD) durch-
geführt [93]. Um diese durchzuführen, werden die räumlichen Gradienten der
n = nS+2 Zustandsvariablen in x- und y-Richtung an jedem gegebenen Punkt
in der zweidimensionalen Berechnungsdomäne bestimmt. Die resultierenden
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Werte werden in das Gradientenfeld Gi,j = gradi(ψj)(i = 1, 2; j = 1, ..., n)
eingetragen. Anschließend werden die Gradienten nach

G∗i,j = Gi,j√
G2

1,j +G2
2,j

(5.3)

normiert um die Richtung der lokalen Gradienten zu bestimmen [93]. Auf-
grund dieser Normierung werden alle Gradienten als gleich wichtig behandelt,
auch die Gradienten der Spezies welche nur in sehr geringem Anteil vor-
handen sind (Minoritätenspezies). Die Gradienten dieser Spezies weisen in
verschiedene Richtungen und die Wichtigkeit der korrekten Modellierung
dieser Spezies ist nicht so hoch wie die der Hauptspezies. Um einen Fehler zu
vermeiden, der durch die Normierung hervorgerufen wird (vgl. [91]), werden
die Gradientenvektoren gefiltert: Es werden nur Einträge des Zustandsvektors
berücksichtigt, deren Werte größer als das 0,1-fache des Maximalwerts der
entsprechenden Zustandsvariablen im gesamten Berechnungsbereich sind [93].
Anschließend wird die eigentliche Singulärwertzerlegung durchgeführt um ein
orthonormales, lokales Koordinatensystem aufzuspannen, das in Richtung
der normierten Gradientenvektoren G∗i,j ausgerichtet ist [93]:

G∗ = U · σ · V . (5.4)
Hier ist U eine 2× 2-Matrix die aus den Basisvektoren a und b des lokalen
Koordinatensystems besteht und deren Einträge orthonormal zueinander
sind. σ ist eine 2 × n-Matrix mit den Singulärwerten, die die Wichtigkeit
der entsprechenden Basisvektoren a und b beschreiben und V ist eine n× n-
Matrix. Auf diese Weise wird ein orthonormales, lokales Koordinatensystem,
das in Richtung des normalisierten Gradientenvektors G∗ zeigt, eingeführt
[93].

Abbildung 5.9 zeigt die Richtungen der Basisvektoren a im physikalischen
Raum. Auch hier wird ersichtlich, dass die Gradienten streuen, da die Basis-
vektoren a, welche die Hauptrichtung der Gradienten angeben, nur parallel
verlaufen bis die Flamme durch die Wand verlischt. Rechts von dieser Region
variiert die Richtung der Basisvektoren, da die Flamme durch die Wand
beeinflusst wird und Wärme an die Wand abgegeben wird. Durch diesen
Vorgang verändert sich unter anderem das Strömungsfeld wodurch auch die
Gradienten beeinflusst werden [93].

Die lokal ausgerichtete Gradientenabschätzung, welche von den ursprüngli-
chen physikalischen Koordinaten unabhängig ist, ist nach der Durchführung
der Singulärwertzerlegung durch

Ga,b
i,j =

2∑
k=1

Ui,k ·Gk,j (5.5)
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Abbildung 5.9: Kontur des Massenbruchs von OH (in (-)) und Richtungen
der Basisvektoren a (Pfeile) in Abhängigkeit der Ortskoordinaten x und y
(in m) [93].

gegeben. Auf diese Weise wird an jedem Gitterpunkt der Haupt- und der
Nebenbeitrag der Gradientenabschätzung berechnet [93].

Abbildung 5.10 zeigt die ausgerichteten räumlichen Gradienten von CO2
und h in die Hauptrichtung a (schwarz) und die Nebenrichtung b (blau). Es
ist zu beobachten, dass der Wert der Komponente des Gradienten von CO2
in die Hauptrichtung bei den meisten Zuständen größer ist als die Gradienten
in die Nebenrichtung. Für die Gradienten der spezifischen Enthalpie sieht
dies anders aus. Hier sind die ausgerichteten Gradienten in die Nebenrichtung
oftmals größer als in die Hauptrichtung. Dies bedeutet, dass der Gradient der
spezifischen Enthalpie und der Gradient von CO2 in den meisten Bereichen im
Zustandsraum nahezu orthogonal zueinander verlaufen. Durch die Normierung
der Gradienten vor der Singulärwertzerlegung werden alle Gradienten als
gleich wichtig behandelt und haben den gleichen Einfluss auf die Richtung
der Basisvektoren. Darüber hinaus unterscheiden sich die Richtungen der
räumlichen Gradienten der Spezies untereinander weniger als sich die Richtung
des Gradienten der Enthalpie von den Gradienten der Spezies unterscheidet.
Aus diesem Grund wird die Hauptrichtung der angepassten Gradienten von
den räumlichen Gradienten der Spezies dominiert, weshalb die ausgerichteten
räumlichen Gradienten der Enthalpie in die Hauptrichtung unterschätzt und
in die Nebenrichtung überschätzt wird [93].

Anders als in der Arbeit von Schießl et al. [83] können die Gradienten in
die Nebenrichtung aus diesem Grund nicht vernachlässigt werden, da der
Wärmeverlust zur Wand und der resultierende große Gradient der Enthalpie
unterschätzt wird wodurch das reduzierte kinetische Modell ungenau wird
[93].
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Abbildung 5.10: Komponenten der räumlichen Gradienten der spezifischen
Molzahl von CO2 (in mol

kg m ) und der spezifischen Enthalpie h (in J
kg m ) in a-

(schwarz) und b−Richtung (blau) in Abhängigkeit der spezifischen Enthalpie
h (in J

kg ) und der spezifischen Molzahl von CO2 (in mol
kg ) [93].

Die ausgerichteten Gradientenabschätzungen in zwei Dimensionen werden
mit Hilfe des Zusammenhangs

χa = ψ+
θ · ξa (5.6)

bzw.

χb = ψ+
θ · ξb (5.7)

in die Gradientenabschätzung der generalisierten Koordinate θ überführt [83,
93].
Die Basisvektoren a und b spannen ein orthogonales Koordinatensystem auf,
daher kann der Diffusionsterm der REDIM-Evolutionsgleichung in die beiden
Richtungen a und b separat gelöst werden und ergibt sich zu [83, 93]

(Dψθχ)θχ = (Dψθχa)θχa (5.8)
+(Dψθχb)θχb. (5.9)

Die REDIM Entwicklungsgleichung 4.13 wird mit der so bereitgestellten
Gradientenabschätzung gelöst und REDIMSWQ wird erstellt.

5.3 Optimale Dimension der REDIM für
Flamme-Wand-Interaktionen homogener
Systeme

In den vorangegangenen Unterkapiteln wurden zweidimensionale Anfangsgit-
ter für die REDIMs für die HOQ- sowie SWQ-Konfiguration genutzt. Dies
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resultierte aus der Tatsache, dass die in den jeweiligen Prozessen eingenom-
menen Zustände eine zweidimensionale Fläche im Zustandsraum bilden. In
diesem Kapitel soll geprüft werden, ob die zweidimensionale REDIM für FWI
gerechtfertigt ist. Um dies festzustellen, werden die Beiträge des Quellterms
in orthogonale Richtung sowie entlang der Mannigfaltigkeit berechnet.

Ein Verbrennungssystem wird durch unterschiedliche Zeitskalen beeinflusst,
die sich unter anderem aus dem Quellterm des Systems ergeben. Die lokale
Systemdynamik eines homogenen Systems am Zustand ψ0 des Zustandsraums
ist durch das Vektorfeld F (ψ0) gegeben. Die charakteristischen Zeitskalen
der chemischen Prozesse können mit Hilfe der Eigenwertanalyse identifiziert
werden. Diese Eigenwertanalyse wird mit

Fψ(ψ0) = ∂F

∂ψ
= WΛW−1 (5.10)

durchgeführt, wobei W die Eigenvektoren und Λ die Matrix der Eigenwerte
der Jakobimatrix sind [16]. Die Eigenvektoren von Fψ zeigen die charakteris-
tischen Richtungen der Systemdynamik, während ihre Eigenwerte bzw. das
Reziproke der Eigenwerte den Zeitskalen entsprechen.
Aufgrund der Konstanz von Masse, Energie und Druck des homogenen Sys-
tems sind die ersten 7 Eigenwerte der Jacobi-Matrix null, wobei 5 Eigenwerte
die enthaltenen Elemente (C, N, O, H, Ar) darstellen [16].

Um die Frage nach der optimalen Dimension der REDIM zu beantworten,
wird die Jacobi-Matrix auf den tangentialen Unterraum Z‖FψZ̃‖ und den
normalen Unterraum Z⊥FψZ̃⊥ der REDIM projiziert [16] (vgl. schematische
Darstellung in Abb. 5.11). Anschließend werden die Eigenwerte der projizier-
ten Jacobi-Matrix berechnet. Der normale Unterraum der REDIM beschreibt
die Richtung der schnellen chemischen Prozesse, während sich die langsamen
chemischen Prozesse, die mit physikalischen Prozessen koppeln, entlang des
tangentialen Unterraums der REDIM entwickeln.

In den folgenden Unterkapiteln werden die REDIMs mit ein- bzw. zweidi-
mensionaler Gradientenabschätzung bezüglich ihrer Eigenwerte untersucht.

5.3.1 Optimale Dimension der REDIM für Head-on
Quenching Systeme

Damit geprüft werden kann, ob eine zweidimensionale REDIM für die Be-
schreibung des HOQ-Systems ausreicht, wird die Eigenwertanalyse 5.10 an
jedem Gitterpunkt der REDIM durchgeführt, wobei die Jacobi-Matrix auf
den tangentialen Unterraum Z‖FψZ̃‖ und den normalen Unterraum Z⊥FψZ̃⊥

49



5 REDIM für Flamme-Wand-Interaktionen

Abbildung 5.11: Schematische Darstellung des tangentialen Unterraums
Z‖ und des normalen Unterraums Z⊥ im Zustandsraum, welcher durch die
spezifische Enthalpie h (in J

kg ) und die spezifische Molzahl einiger Spezies
(in mol

kg ) aufgespannt ist.

der REDIM projiziert wird.
Wie durch die Erhaltung von Masse, Energie und des konstanten Drucks
gefordert, sind die ersten 7 Eigenwerte (λ1, ...λ7) der Jakobi-Matrix null.

Abbildung 5.12 zeigt exemplarisch die Realteile der Eigenwerte λ8, λ9, λ10
und λ40, wobei sie in der Reihenfolge betragsmäßig von Null aufsteigend
sortiert sind. Die Eigenwerte λ8 und λ9 entsprechen der Jacobi-Matrix, welche
auf den tangentialen Unterraum der REDIM projiziert wird wohingegen
λ10, ..., λ55 den Werten entsprechen, die auf den normalen Unterraum der
REDIM projiziert wurden. Es ist zu beobachten, dass die Eigenwerte λ8
und λ9 entlang der REDIM teilweise positiv sind, wobei sie für λ10, ..., λ55
alle negativ sind. Die positiven Eigenwerte veranschaulichen das instabile
Verhalten der chemischen Kinetik [16], während die zunehmenden negativen
Eigenwerte die relaxierten chemischen Prozesse darstellen.

Es ist zu erkennen, dass für die auf den normalen Unterraum der REDIM
projizierten Eigenwerte |λ⊥| ≥ 10000 gilt. Die Kehrwerte dieser Eigenwerte
geben die Zeitskalen der korrespondierenden Eigenvektoren an, mit denen
sich das System bewegt [58]. Aus diesem Grund sind die charakteristischen
Zeitskalen der schnellen, relaxierten Prozesse kleiner als 10−4 s wohingegen
die Zeitskalen der diffusiven Prozesse, sowie der Wärmeleitung des nicht
turbulenten Verbrennungsprozesses, größer als 10−4 s sind [101]. Die diffusiven
Prozesse koppeln daher mit den Prozessen, welche durch die Eigenwerte λ8
und λ9 beschrieben werden.
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Hiermit wird gezeigt, dass die Attraktivität der zweidimensionalen Man-
nigfaltigkeit gegeben ist. Dies bedeutet, dass sie stabil gegenüber kleinen
Störungen ist. Die Verwendung der zweidimensionalen Mannigfaltigkeit für
die HOQ Flamme ist daher gerechtfertigt.
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Abbildung 5.12: Realteile der Eigenwerte λ8, λ9, λ10 und λ40 der Jacobi-
Matrix des chemischen Quellterms auf der zweidimensionalen REDIM der
HOQ-Konfiguration in Abhängigkeit der spezifische Enthalpie h (in J

kg ) und
der spezifischen Molzahl von CO2 + H2O + 10 ·NO (in mol

kg ).

5.3.2 Optimale Dimension der REDIM für Side-Wall
Quenching Systeme

Auch bei der REDIM für SWQ-Systeme wird zur Prüfung der optimalen
Dimension eine Eigenwertanalyse gemäß 5.10 durchgeführt wobei die Jacobi-
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Matrix auf den tangentialen Unterraum Z‖FψZ̃‖ und den normalen Unter-
raum Z⊥FψZ̃⊥ der REDIM projiziert wird.
Die ersten 7 Eigenwerte der Jakobi-Matrix sind auch in diesem Fall null.
Abbildung 5.13 zeigt die Realteile der Eigenwerte λ8, λ9, λ10 und λ40, welche
in der Reihenfolge von Null aufsteigend sortiert sind. Die Eigenwerte λ8 und
λ9 entsprechen der Jacobi-Matrix, welche auf den tangentialen Unterraum der
REDIM projiziert wird. Sie sind teilweise positiv entlang der REDIM. Auch
hier zeigen die positiven Eigenwerte das instabile Verhalten der chemischen
Kinetik.
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Abbildung 5.13: Realteile der Eigenwerte λ8, λ9, λ10 und λ40 der Jacobi-
Matrix des chemischen Quellterms auf der zweidimensionalen REDIM der
SWQ-Konfiguration in Abhängigkeit der spezifische Enthalpie h (in J

kg ) und
der spezifischen Molzahl von CO2 (in mol

kg ).
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REDIM

Die Eigenwerte λ10, ..., λ55 sind die auf den normalen Unterraum der RE-
DIM projizierten Eigenwerte, welche überall negativ sind und die schnellen
chemischen Prozesse darstellen.
Somit wurde auch im Falle des laminaren SWQ-Systems gezeigt, dass

die Attraktivität der zweidimensionalen Mannigfaltigkeit gegeben ist und
sie stabil gegenüber kleinen Störungen ist. Dies bedeutet, dass auch die
Verwendung einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit für die SWQ Flamme
gerechtfertigt ist, wodurch die Erstellung der REDIM und die anschließende
Implementierung vereinfacht wird.

5.4 Implementierung heterogener
Wandreaktionen in die REDIM

Um die in Kapitel 3.3 für die Berechnung mit detaillierter Chemie vorgestellte
heterogene Wandreaktion für FWI in den Kontext der REDIM einzubinden,
wurde folgende Randbedingung für die REDIM Methode formuliert und
implementiert. Bei der Erstellung der REDIM wird an jedem Gitterpunkt die
für die REDIM-Integration notwendige Gradientenabschätzung χ = ψ+

θ ξ für
die generalisierte Koordinate θ berechnet und genutzt. Aus diesem Grund
kann die heterogene Wandreaktion direkt über die Bestimmung der Gradien-
tenabschätzung ξ des Zustandsvektors über eine Neumann-Randbedingung
vorgegeben werden [96].

Für die Randbedingung der Spezies wird der Speziesgradient gradψS an
der Wand durch einen mathematischen Ausdruck, welcher die Reaktionsrate
an der Wand beinhaltet, ersetzt. Ausgehend von der Randbedingung der
detaillierten Rechnung in Normalenrichtung zur Wand

jsi,x = ji,x + ω̇i = 0 (5.11)

mit dem Reaktionsfluss ω̇i (siehe Kapitel 3.3) und dem Diffusionsfluss

jx = −DgradxψS (5.12)

ergibt sich [96]

DgradxψS = ω̇. (5.13)

Die Diffusionsmatrix ist durch die Massenerhaltung im Falle eines detaillierten
Diffusionsmodells singulär, wodurch sie nicht invertiert werden kann [36, 96].
Aus diesem Grund muss Gleichung 5.13 auf einem anderen Weg umformu-
liert werden. Hierfür kann auf verschiedene Möglichkeiten zurückgegriffen
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werden. Zum einen kann die Pseudoinversen der Diffusionsmatrix verwendet
werden, zum anderen können nur die für die Wandreaktion wichtigen Spezies
berücksichtigt werden. Zudem besteht die Möglichkeit, die Gradientenab-
schätzung χ der generalisierten Koordinaten mit Hilfe der Wandreaktion
direkt vorzugeben.

Bei der Verwendung der Pseudoinversen lässt sich die Gradientenabschät-
zung ξS der Spezies durch

ξS = D+ω̇ (5.14)

berechnen, wobei ξS die Gradienten der Spezies gradxψs darstellt.
Des Weiteren besteht die Möglichkeit, nur die für die Wandreaktion und die
Verbrennung an der Wand wichtigen Spezies zu berücksichtigen. Wichtige
Spezies sind all die Spezies, die durch den Mechanismus in der Wandreaktion
involviert sind bzw. in einem gewissen Anteil an der Wand vorliegen. Hier
ergibt sich die Gradientenabschätzung für den Zustandsvektor zu [96]

ξ∗S = (C ·D ·CT )−1 ·C · ω (5.15)

oder zu

ξ∗S = (B ·D)−1 ·B · ω. (5.16)

In diesen Fällen werden die oben genannten wichtigen Spezies durch die
Matrizen B bzw. C vorgegeben. Die Gradienten der Spezies, die als unwichtig
betrachtet werden, werden zu null gesetzt.
Wird die Gradientenabschätzung χ der generalisieren Koordinaten direkt
vorgegeben, so ergibt sich

χ = ((H ·ψθ)−1 ·H ·D ·ψθ)−1(H ·ψθ)−1 ·H · ω. (5.17)

In diesem Fall müssen durch die Matrix H repräsentative Spezies gewählt
werden, welche die durch die FWI als auch durch die heterogene Wandreakti-
on bedingten Szenarien korrekt wiedergeben und beschreiben. Als nachteilig
zeigte sich hier jedoch, dass der Enthalpiegradient an der Wand durch Glei-
chung 5.17 nicht berücksichtigt wird, wodurch es zu Fehlern kommen kann.
Allgemein werden zur Bestimmung der REDIM nur die Gradientenabschätzun-
gen einzelner Zustandsvariablen, welche das System repräsentativ beschreiben,
benötigt. Für die Verlöschung an der Wand wird deshalb in den meisten
Fällen eine Gradientenabschätzung der Enthalpie benötigt. Um die Randbe-
dingung für die Enthalpie zu formulieren, wird die Dirichlet-Randbedingung
der Energie (konstante Wandtemperatur) in eine Neumann-Randbedingung
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REDIM

umformuliert, da Randbedingungen in der REDIM direkt durch die Angabe
der Gradientenabschätzung vorgegeben werden können [96].

Um die Dirichlet-Randbedingung in eine Neumann-Randbedingung umzu-
wandeln und die Gradientenabschätzung am Rand der REDIM vorzugeben,
wird die Definition des Gradienten

gradψ = dψ
dr (5.18)

herangezogen. Für die Abschätzung ξ des Gradienten des Zustandsvektors
gilt dann in der Form der finiten Differenzen

ξ = ∆ψ
∆r . (5.19)

Dieser Ausdruck wird daraufhin umformuliert zu

∆r = ∆ψi
ξi

(5.20)

und unter der Annahme, dass die Distanz ∆r zur Berechnung des Gradienten
der Enthalpie oder einer Spezies für den gesamten Zustandsvektor an einem
Gitterpunkt konstant ist ergibt sich die Bedingung

∆r = ∆ψS,i
ξS,i

= ∆h
ξh
, (5.21)

wobei ξS,i die Abschätzung des Gradienten der Spezies i und ξh die Abschät-
zung des Gradienten der spezifischen Enthalpie beschreibt. Diese Gleichung
kann wiederum umformuliert werden zu [96]

ξh = ∆h
∆ψS,i

ξS,i. (5.22)

Um Gleichung 5.22 zu lösen müssen zwei Dinge spezifiziert werden: Zum
einen müssen die Punkte bestimmt werden, mit welchen ∆h und ∆ψS,i
determiniert werden. Hier etablierten sich die Werte des Gitterpunkts mit
größerer Enthalpie eines bestimmten Gitterpunktes, wobei der Nachbarpunkt
gewählt wurde, welcher den nächstgrößeren CO2-Wert zu dem jeweiligen
Gitterpunkt aufweist. Diese Werte sind erfahrungsgemäß ähnlich zu den
Werten, welche in detaillierten Rechnungen auftreten. Des Weiteren müssen
Spezies i festgelegt werden, welche repräsentativ für die Gradienten der
Spezies an der Wand sind. Hier muss beachtet werden, dass diese Gradienten
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nicht null sein dürfen, es sich also um für die Wandreaktion wichtige Spezies
handelt [96].
Die vorgeschlagene Umwandlung der Dirichlet-Randbedingung in eine

Neumann-Randbedingung erleichtert die numerische Behandlung des Pro-
blems, da sowohl für die Spezies als auch für die Enthalpie gleichartige
Randbedingungen vorliegen, welche direkt in Form der Gradientenabschät-
zung vorgegeben werden. Die ursprüngliche Gradientenabschätzung wird
durch die von der Wandreaktion vorgegebene Gradientenabschätzung ersetzt
und Gleichung 4.13 wird gelöst [96].

5.5 REDIM für FWI mit
Gemischinhomogenitäten

In den vorangegangenen Kapiteln wurde erläutert, wie Reaktions-Diffusions
Mannigfaltigkeiten für FWI homogener Gemische erstellt werden. Diese ho-
mogenen Gemische treten beispielsweise in Verbrennungsmotoren mit äußerer
Gemischbildung auf (siehe Abb. 5.14a, Oxidationsmittel mit Brennstoff homo-
gen gemischt), bei denen der Brennstoff und das Oxidationsmittel vermischt
werden, bevor sie in die Brennkammer eingeleitet werden. Allerdings treten
in praxisorientierten Anwendungen immer häufiger Verbrennungsprozesse
auf, bei denen Brennstoff und das Oxidationsmittel nicht vorgemischt sind
und es beispielsweise durch eine direkte Einspritzung zu Gemischinhomoge-
nitäten kommt. Dies ist in Abb. 5.14b schematisch dargestellt: Bei Verbren-
nungsmotoren mit Direkteinspritzung wird der Kraftstoff direkt in den mit
Oxidationsmittel gefüllten Brennraum injiziert, wodurch eine ungleichmäßige
Vermischung im Brennraum entsteht und das Äquivalenzverhältnis φ lokal
variiert. Das Äquivalenzverhältnis wird aus den Massenbrüchen w von Luft
und Brennstoff (Br) der aktuellen und stöchiometrischen Mischung durch

φ = (wLuft/wBr)stöch

wLuft/wBr
(5.23)

berechnet.
Durch diese Gemischzusammensetzungen müssen reduzierte kinetische Mo-

delle entwickelt werden, welche Gemischinhomogenitäten berücksichtigen. Im
Kontext der REDIM bedeutet dies, dass die REDIM erweitert werden muss,
da die für homogene Gemischzusammensetzungen erstellten REDIMs dieses
Phänomen nicht wiedergeben können [92]. Dies bedeutet, dass neben einer
Anfangsmannigfaltigkeit für die REDIM für inhomogene Verbrennungssyste-
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φ = const.

(a) Verbrennungsmotor mit äußerer
Gemischbildung und nahezu homoge-
nem Gemisch.

φ ≈ ∞

φ = 0

(b) Verbrennungsmotor mit direk-
ter Einspritzung und inhomogener
Gemischzusammensetzung aus Luft
(weiß) und Kraftstoff (grün).

Abbildung 5.14: Schematische Darstellung von Verbrennungsmotoren mit
homogener und inhomogener Gemischzusammensetzung.

me eine Gradientenabschätzung bereitgestellt werden muss, um Gleichung
4.13 lösen zu können [92].

Abbildung 5.15a zeigt die während der Verlöschung des HOQ-Systems an
einer Wand durchlaufenen Zustände von drei unterschiedlichen, homogenen
Gemischzusammensetzungen. Die Wandtemperatur sowie die Temperatur des
unverbrannten Gases betragen T = 300 K, der Duck beträgt p = 1 bar
und für die Modellierung der Transportprozesse wurde das vereinfachte
Transportmodell mit Le = 1 genutzt. Da die Profile der drei unterschiedlichen
Rechnungen nicht auf einer Fläche liegen wird ersichtlich, dass eine REDIM
für FWI mit Gemischinhomogenitäten mindestens dreidimensional sein muss.
Für die Erstellung der Anfangslösung dieser REDIM werden Rechnungen

mit detaillierter Kinetik verschiedener homogener Gemischzusammensetzun-
gen verwendet. Dies hat zur Folge, dass alle Zustände abgedeckt werden,
die während der geschichteten FWI durchlaufen werden können. Aus diesem
Grund wird das Äquivalenzverhältnis der einzelnen homogenen Rechnungen
von φ = 0, 5− 2, 0 variiert. Mit Hilfe der Ergebnisse dieser Rechnungen wird
daraufhin jeweils eine zweidimensionale Anfangslösung erstellt (siehe Abb.
5.16a) [92].
Durch den unterschiedlich hohen Luft-Anteil variiert der Anteil von N2

für die verschiedenen zweidimensionalen Anfangslösungen (vgl. Abb. 5.16a
und 5.16b). Dies hat zur Folge, dass N2 als dritte Parametrisierungsvariable
herangezogen werden kann [92].
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(b) Richtungen der räumlichen Gradi-
enten welche während der Verlöschung
für verschiedene Gemischzusammenset-
zungen auftreten.

Abbildung 5.15: Analyse der Flammenlöschung mit den Äquivalenzver-
hältnissen φ = 0, 5 (rot), φ = 1, 0 (schwarz) und φ = 2, 0 (blau) (in (-))
im Zustandsraum welcher durch die spezifische Enthalpie (in J

kg ) und die
spezifischen Molzahlen von CO2 und H2O (in mol

kg ) aufgespannt wird.

Bei der Erstellung der REDIM für FWI inhomogener Verbrennungssys-
teme muss berücksichtigt werden, dass die REDIM neben der korrekten
Beschreibung des Verbrennungsfortschrittes und der Wärmeabgabe zur Wand
auch den Mischungsprozess der unterschiedlichen Gaszusammensetzungen
korrekt beschreiben muss. Dies bedeutet, dass die Gradientenabschätzung
diesen Mischvorgang berücksichtigen muss, da sie die Kopplung von che-
mischen und physikalischen Prozessen festlegt. Abbildung 5.15b zeigt die
räumlichen Gradienten der drei Verlöschungsvorgänge unterschiedlicher Ge-
mischzusammensetzungen im Zustandsraum. Es wird ersichtlich, dass diese
Gradientenabschätzungen im Tangentialraum der zweidimensionalen Mannig-
faltigkeiten liegen und somit keine Interaktion zwischen den einzelnen Lagen
der dreidimensionalen REDIM stattfinden kann. Anders als bei REDIMs
für homogene Systeme, bei denen die Gradientenabschätzung komplett aus
detaillierten Rechnungen gezogen werden kann, muss die Gradientenabschät-
zung für die REDIM für Gemischinhomogenitäten so modifiziert werden, dass
sie Vermischungsprozesse berücksichtigt [92].

Jede dieser Anfangslösungen unterschiedlicher Gemischzusammensetzungen
ist mit der spezifischen Enthalpie und der spezifischen Molzahl von CO2 pa-
rametrisiert. Diese zweidimensionalen Anfangslösungen werden anschließend

58



5.5 REDIM für FWI mit Gemischinhomogenitäten

h / (J/kg)
-2E+06

0
CO

2
0

2

N
2

25

26

(a) Zweidimensionale Anfangsman-
nigfaltigkeiten der homogen vorge-
mischten Verbrenungssysteme unter-
schiedlicher Gemischzusammensetzun-
gen (φ = 0, 5 bis φ = 2, 0).
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(b) Dreidimensionale Anfangsmannig-
faltigkeit der REDIM für geschichtete
Verbrennung (schwarz) und zweidimen-
sionale Anfangsmannigfaltigkeiten der
homogen vorgemischten Verbrenungs-
systeme (grün).

Abbildung 5.16: Zwei- bzw. dreidimensionale Anfangsmannigfaltigkeiten
im Zustandsraum; dargestellt sind die spezifische Molzahl von N2 (in mol

kg )
als Funktion der spezifischen Molzahl von CO2 (in mol

kg ) und der spezifischen
Enthalpie (in J

kg ) [92].

kombiniert und eine dreidimensionale Anfangslösung für die REDIM für ge-
schichtete Verbrennung wird erstellt (siehe Abb. 5.16b). Die hier vorgestellte
REDIM weist drei Dimensionen auf, weshalb Gradientenabschätzungen für
drei verschiedene Zustandsvariablen angegeben werden müssen. Analog zu
zweidimensionalen REDIMs für homogene Mischungen wird der Wärmeverlust
zur Wand durch die Gradienten der spezifische Enthalpie und der Fortschritt
der chemischen Reaktion durch die Gradienten von CO2 beschrieben [92].
Um den Fortschritt des Mischprozesses zu spezifizieren, kann für die dritte
Dimension die Gradientenschätzung für N2 herangezogen werden, für die
beispielsweise ein konstanter Wert angenommen werden kann [92].

Anschließend wird die REDIM Entwicklungsgleichung mit den spezifzierten
Gradienten bis zur Stationarität gelöst.
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6 Implementierung
mannigfaltigkeitsbasierter
reduzierter kinetischer Modelle

Jedes mannigfaltigkeitsbasierte reduzierte kinetische Modell kann in unter-
schiedlicher Weise implementiert und somit angewendet werden. Die m-
dimensionale REDIM wird typischerweise in den generalisierten Koordinaten
θ = (θ1, θ2, ..., θm)T berechnet. Dies führt dazu, dass der thermo-kinetische
Zustand der REDIM in Abhängigkeit dieser Koordinaten, welche die lokalen
Koordinaten der REDIM darstellen, vorliegt [14].

Da die Interpretation dieser Parametrisierung nicht sehr intuitiv ist, ziehen
einige Wissenschaftler eine einfache und transparente physikalische Interpre-
tation vor und führen Berechnungen in physikalischen Variablen mit einer
konstanten Parametrisierungsmatrix C durch [32, 43]. Diese Parametrisie-
rungsmatrix definiert die konstanten Zustandsvariablen, mit denen die Man-
nigfaltigkeit parametrisiert wird. Allerdings kann diese Parametrisierung zu
Problemen bzw. Fehlern führen. Um dennoch in physikalischen Koordinaten
rechnen zu können, kann die reduzierte Modellgleichung die Systemdynamik
im tangentialen Unterraum der Mannigfaltigkeit berechnen [94].
In diesem Kapitel werden zuerst die Grundlagen der Implementierung

mannigfaltigkeitsbasierter reduzierter kinetischer Modelle dargelegt. Anschlie-
ßend werden die unterschiedlichen reduzierten Modellgleichungen hergeleitet,
vorgestellt und der Unterschied zwischen diesen herausgearbeitet.

6.1 Grundlagen der Implementierung
Bei der Implementierung mannigfaltigkeitsbasierter reduzierter kinetischer
Modelle gilt es, unterschiedliche Situationen bezüglich der Mannigfaltigkeiten
zu beachten [94]: Zum einen gibt es Mannigfaltigkeiten, welche sowohl den
Quellterm als auch Diffusionsprozesse beachten und invariant sowie attraktiv
sind. Zu diesen Mannigfaltigkeiten gehören REDIMs, welche mit exakten Gra-
dientenabschätzungen erstellt wurden. In diesem Fall folgt die Systemdynamik
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in einer Rechnung mit reduzierter Chemie automatisch der Mannigfaltigkeit
und die chemische Reaktion und molekulare Diffusion gleichen sich in die zur
Mannigfaltigkeit normale Richtung perfekt aus (siehe Abb. 6.1a) [94].

Allerdings gibt es auch Mannigfaltigkeiten, bei denen dieses Gleichgewicht
nicht vorliegt. Dies kann zum einen daran liegen, dass die Mannigfaltigkeit
nur auf der Analyse homogener Systeme basiert (z.B. bei der ILDM). Diese
Mannigfaltigkeit ist bezüglich des Transportterms nicht invariant wodurch
die Systemdynamik die Mannigfaltigkeit ohne Korrektur verlassen würde. Um
dem vorzubeugen, wird eine schnelle Relaxation durch eine Projektion auf
die Mannigfaltigkeit durchgeführt, wodurch das Vektorfeld der reduzierten
Rechnung auf den tangentialen Unterraum der Mannigfaltigkeit projiziert
wird [94].
Außerdem gibt es Mannigfaltigkeiten, bei welchen das Gleichgewicht aus
diffusiven Prozessen und chemischer Kinetik nicht vorliegt, obwohl sie so-
wohl den Quellterm als auch Transportprozesse berücksichtigen. Zu diesen
Mannigfaltigkeiten zählen beispielsweise die FGM oder eine REDIM mit
grober Gradientenabschätzung. In diesem Fall liegt das aus Quellterm und
Diffusionsterm bestehende Vektorfeld nicht im tangentialen Unterraum der
Mannigfaltigkeit wie es bei der Rechnung mit detaillierter Chemie der Fall
ist (siehe Abb. 6.1b). Für diese Mannigfaltigkeiten unterscheiden sich die
Ergebnisse in Abhängigkeit der Parametrisierung und der verwendeten redu-
zierten Modellgleichung [94]. Diese Modellgleichungen werden in den folgenden
Unterkapiteln vorgestellt.

θ

ψ M
TM

Diffusion

chem.
Reaktion

(a) Vektorfeld liegt im tangentialen
Unterraum der Mannigfaltigkeit.

θ

ψ M
TM

Diffusion

chem.
Reaktion

(b) Vektorfeld liegt nicht im tangen-
tialen Unterraum der Mannigfaltigkeit.

Abbildung 6.1: Schematische Darstellung verschiedener Arten von redu-
zierten kinetischen Modellen;M: Mannigfaltigkeit, TM: Tangente der Man-
nigfaltigkeit [94].
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6.2 Rechnung in generalisierten Koordinaten
Die Entwicklungsgleichung eines reagierenden Systems mit dem Zustands-
vektor ψ, dem Quellterm F , der Dichte ρ, der Geschwindigkeit u und der
Diffusionsmatrix D ist gegeben durch [6]

∂ψ

∂t
= F − u gradψ + 1

ρ
div (D · gradψ) . (6.1)

Nach Anwendung der Kettenregel auf die Terme

∂ψ

∂t
= ∂ψ

∂θ

∂θ

∂t
= ψθ

∂θ

∂t
(6.2)

und
gradψ = ∂ψ

∂θ
gradθ = ψθgradθ (6.3)

ergibt sich Gleichung 6.1 zu [14]

ψθ
∂θ

∂t
= F − u ψθgradθ + 1

ρ
div (D ·ψθ · gradθ) . (6.4)

Anschließend werden beide Seiten der Gleichung mit ψ+
θ multipliziert wodurch

die reduzierte Modellgleichung in generalisierten Koordinaten θ gegeben ist
durch [14]

∂θ

∂t
= ψ+

θ F − u gradθ + 1
ρ
ψ+
θ div (D ·ψθ gradθ) . (6.5)

Bei der Anwendung von Gleichung 6.5 werden die Werte für ψ+
θ F , ψ+

θ

und D · ψθ aus der REDIM-Tabelle entnommen [14]. Die Multiplikation
mit ψ+

θ berechnet die Vektorfelder des Quellterms und des Diffusionsterms
automatisch im tangentialen Unterraum der Mannigfaltigkeit wodurch sich
die Systemdynamik entlang der Mannigfaltigkeit bewegt und diese in normale
Richtung nicht verlassen kann [94].

6.3 Rechnung in physikalischen Koordinaten
ohne Projektion

Die reduzierte Modellgleichung in physikalischen Koordinaten ohne Projek-
tion wird wegen ihrer einfacheren Interpretierbarkeit häufig angewendet,
beispielsweise bei turbulenten Verbrennunsregimen. Hier wird die Gleichung
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in physikalischen Variablen gelöst, was für die Nachbearbeitung oder während
der Überwachung des Integrationsprozesses praktisch sein kann (siehe z. B. [1,
67, 100]). Diese Art der Parametrisierung erfordert jedoch, dass die Mannig-
faltigkeit nicht mehrdeutig bezüglich der entsprechenden Parametrisierung ist.
Dies bedeutet, dass für einen bestimmten physikalischen Parametrisierungs-
vektor nur ein Eintrag in der Tabelle des reduzierten Modells vorhanden sein
darf. Das reduzierte Modell muss folglich monoton parametrisiert sein, was
durch eine geschickte Wahl der sogenannten chemischen Fortschrittsvariablen
sichergestellt wird. Für die Definition der Fortschrittsvariable gibt es verschie-
dene Ansätze [39, 73, 75, 79, 102]. Es zeigte sich im Rahmen dieser Arbeit,
dass dies vor allem für reduzierte Modelle mit detailliertem Diffusionsmodell
für FWI nur über eine Linearkombination aus spezifischen Molzahlen möglich
ist [95].

Der Parametrisierungsvektor Γ ist im Falle einer konstanten Parametrisie-
rungsmatrix gegeben durch Γ = C ψ, wobei er aus physikalischen Zustands-
variablen oder aus Linearkombinationen dieser besteht [94]. Die Parametri-
sierungsmatrix C ist im Rahmen dieser Arbeit für die Annahme gleicher
Diffusivitäten und Lewis-Zahl Le = 1 beispielsweise gegeben durch

C =
[

1 0 0 ... 0
0 0 1 ... 0

]
, (6.6)

wodurch sich der Parametrisierungsvektor

Γ =
(

h
wCO2
MCO2

)
(6.7)

ergibt.
Zur Herleitung der Modellgleichung in physikalischen Koordinaten wird
Gleichung 6.1 mit der Parametrisierungsmatrix C multipliziert und es ergibt
sich [94]

∂Γ
∂t

= C
∂ψ

∂t
= C F − u C gradψ + 1

ρ
C div (Dgradψ) . (6.8)

Ist diese Gleichung implementiert, so müssen die Terme F und D für die
chemische Kinetik und die Diffusion aus dem reduzierten Modell entnommen
werden.

Bei dieser reduzierten Modellgleichung wird das Vektorfeld nicht automa-
tisch im tangentialen Unterraum der Mannigfaltigkeit berechnet; daher kann
es zu Fehlern kommen, sofern das aus Diffusionsprozessen und chemischer
Kinetik bestehende Vektorfeld nicht im tangentialen Unterraum der REDIM
liegt (siehe Kapitel 7.1.5) [94].
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6.4 Rechnung in physikalischen Koordinaten mit
Projektion

Damit die Rechnung mit reduzierter Chemie nicht in generalisierten Koordi-
naten durchgeführt werden muss, allerdings trotzdem gute Ergebnisse erzielt
werden, kann die reduzierte Modellgleichung in physikalischen Koordinaten
auf den tangentialen Unterraum der Mannigfaltigkeit projiziert werden [94].
Dies geschieht, ausgehend von Gleichung 6.1, analog zu Gleichung 6.5 mit
Hilfe der Kettenregel für

∂ψ

∂t
= ∂ψ

∂Γ
∂Γ
∂t

= ψΓ
∂Γ
∂t

(6.9)

und
gradψ = ∂ψ

∂Γ
gradΓ = ψΓgradΓ. (6.10)

Die reduzierte Modellgleichung ergibt sich dann zu [94]

∂Γ
∂t

= ψ+
Γ F − u gradΓ + 1

ρ
ψ+

Γ div (DψΓ gradΓ) . (6.11)

Bei der Anwendung von Gleichung 6.11 müssen die Werte für ψ+
ΓF , ψ+

Γ und
DψΓ aus der REDIM-Tabelle entnommen werden. Durch die Multiplikation
der Gleichung 6.1 mit ψ+

Γ wird das Vektorfeld im tangentialen Unterraum
der Mannigfaltigkeit berechnet.
Der Zusammenhang zwischen ψ+

Γ und den generalisierten Koordinaten θ
kann auch wie folgt verdeutlicht werden [94]:

ψ+
Γ =

(
ψT

Γ ψΓ
)−1

ψT
Γ

= Γθ (Γθ)−1
(
ψT

Γ ψΓ
)−1 (

ΓT
θ

)−1
ΓT
θ ψ

T
Γ

= Γθ
(
ΓT
θ ψ

T
Γ ψΓ Γθ

)−1
(ψΓ Γθ)T

= Γθ
[
(ψΓ Γθ)T ψΓ Γθ

]−1
(ψΓ Γθ)T

= Γθ
(
ψT
θ ψθ

)−1
ψT
θ

= Γθ ψ+
θ

= C ψθ ψ
+
θ . (6.12)

Der Term ψθ ψ
+
θ aus der vorangegangenen Gleichung ist ein Projektions-

operator, welcher die Systemdynamik auf den tangentialen Unterraum der
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Mannigfaltigkeit projiziert. Aus diesem Grund setzt sich ψ+
Γ aus den auf

die Mannigfaltigkeit projizierten Kontrollvariablen zusammen. Dies bedeu-
tet, dass das Vektorfeld durch die Multiplikation mit ψ+

Γ im tangentialen
Unterraum der Mannigfaltigkeit berechnet wird [94].
Durch diese Vorgehensweise können auch mit einer reduzierten Modell-

gleichung in physikalischen Koordinaten bei der Nutzung einer nicht perfekt
invarianten Mannigfaltigkeit gute Ergebnisse erzielt werden (siehe Kapitel
7.1.5). Allerdings bleibt das Problem der eindeutigen Parametrisierung be-
stehend, welches auch bei der reduzierten Modellgleichung in physikalischen
Koordinaten ohne Projektion auftritt [94].
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der reduzierten Modelle

In diesem Kapitel werden die in den vorherigen Kapiteln vorgestellten Grundla-
gen und Erweiterungen sowie die unterschiedlichen Implementierungskonzepte
der REDIM für das Methan / Luft System sowie das Isooktan / Luft System
angewendet und ausgewertet. Ausgangspunkt hierfür ist immer die für die
FWI vorgestellte Modellierung des Wärmeverlusts an die Wand (siehe Kapitel
5.1) .

Prinzipiell gilt, dass eine REDIM nach ihrer Erstellung vor ihrer weiteren
Nutzung in reduzierten Rechnungen validiert werden muss. Dies kann über
den Vergleich von Rechnungen mit detaillierter und REDIM-reduzierter Kine-
tik erfolgen, wobei unterschiedliche Größen miteinander verglichen werden. In
der vorliegenden Arbeit werden unter anderem die zwei folgenden Methoden
zur Validierung von HOQ-Flammen angewendet.
Bei der ersten Methode handelt es sich um eine Untersuchung im Zustands-
raum, bei der eine Zustandsvariable in Abhängigkeit einer anderen Zustands-
variable an unterschiedlichen Wandabständen aufgetragen wird. Abbildung
7.1a zeigt beispielhaft die Spezies CO in Abhängigkeit der Temperatur für den
Wandabstände rW = 0, 5 mm einer HOQ-Flamme. Der Verlauf dieser Kurve
ergibt sich wie folgt: Hat die Flammenfront den Wandabstand rW = 0, 5 mm
noch nicht passiert, so entsprechen die Temperatur und der Wert von CO de-
nen des unverbrannten Gases (siehe Abb. 7.1b). Wenn die Flammenfront den
Wandabstand rW = 0, 5 mm passiert, erhöhen sich sowohl der Wert von CO
als auch die Temperatur (siehe Abb. 7.1c und 7.1d). Anschließend wird das
CO umgewandelt wobei sich die Temperatur weiter erhöht (siehe Abb. 7.1e).
Nachdem die Flamme verloschen ist, sinkt neben CO auch die Temperatur T
durch die Wärmeleitung bis sie schließlich der Wandtemperatur entspricht
und nahezu kein CO im System vorhanden ist (das System befindet sich im
chemischen Gleichgewicht) (siehe Abb. 7.1f). Bei sehr kleinen Wandabständen
(beispielsweise rW = 0, 1 mm für das vorliegende Modellsystem) erhöht sich
die Temperatur nach Erreichen des Maximalwertes von CO kaum noch und
es kommt direkt zu einem Temperaturabfall.
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Abbildung 7.1: Beispielhafter Verlauf der spezifischen Molzahl von CO
(in mol

kg ) als Funktion der Temperatur T (in K) für den Wandabstand
rW = 0, 5 mm (Abb. 7.1a), in welchem die Temperatur T (rote Linie, in K)
und die spezifischen Molzahl von CO (blau, in mol

kg )) der unterschiedlichen
Zeitpunkte t1 − t5 aus den Abb. 7.1b - 7.1f gekennzeichnet sind.
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Bei der zweiten Auswertemethode zum Validieren der REDIM wird bei der
HOQ-Konfiguration der Wärmestrom zur Wand

qW = | − λ∂T
∂r
| (7.1)

in Abhängigkeit der Zeit bestimmt (siehe beispielhaft Abb. 7.2). Während
die Flamme auf die Wand zuläuft, gibt das System noch keine Energie an
die Wand ab und der Wärmestrom beträgt qW = 0. Erreicht die Flamme
die Wand, nimmt der Wärmestrom zu. Häufig wird der Zeitpunkt des ma-
ximalen Wandwärmestroms als Quenchzeitpunkt benannt. Mit Hilfe dieser
Auswertemethode können gleichzeitig zwei Dinge überprüft werden: Wird
für die Rechnungen mit detaillierter und reduzierter Kinetik das gleiche
Anfangsprofil verwendet, so sind die Quenchzeitpunkte gleich, sofern die
Flammengeschwindigkeit durch das reduzierte Modell korrekt wiedergegeben
wird. Des Weiteren ist die maximale Wärmeabgabe zur Wand ein Indikator
für die Genauigkeit eines reduzierten kinetischen Modells.

t / s

q
W

 / 
(W

/m
2 )

0 0.02 0.04 0.06
0

300000

Abbildung 7.2: Beispielhafter Wärmestrom qW zur Wand (in W
m2 ) in Ab-

hängigkeit der Zeit t (in s) während des Löschungsvorgangs.

In den folgenden Kapiteln werden die für die FWI erstellten REDIMs
beschrieben und validiert, wobei unter anderem auf die oben genannten
Vergleichsmethoden zurückgegriffen wird. Die Rechnungen mit reduzierter
Kinetik erfolgen dabei, sofern nicht anders angegeben, mit Hilfe von Gleichung
6.5. Sowohl die detaillierten als auch die reduzierten eindimensionalen HOQ-
Rechnungen werden mit dem Programmpaket INSFLA [63] durchgeführt. In
diesem Programmpaket werden die partiellen Differentialgleichungssysteme
mit Hilfe des linear impliziten Extrapolationsverfahren LIMEX [21] gelöst.
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Sofern nicht anders beschrieben, sind die Randbedingungen der Spezies und
der Energie für die detaillierte Kinetik gegeben durch (siehe Kapitel 3.3)

T (r = 0 m) = TW, (7.2)
ji(r = 0 m) = 0, (7.3)

wohingegen die Randbedingungen für die reduzierte Kinetik spezifiziert sind
als

T (r = 0 m) = TW, (7.4)
jCO2(r = 0 m) = 0. (7.5)

7.1 REDIM für vorgemischte Methan/Luft
Systeme mit FWI

Alle im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Methoden wurden anhand des
Methan/Luft-Systems untersucht und für dieses angewendet. Dieses System
bietet unterschiedliche Vorteile: Zum einen ist die Verbrennung von Methan
ein bereits gut verstandener Vorgang, für den in der Literatur eine große
Anzahl von Reaktionsmechanismen verfügbar sind. Des Weiteren bestehen
diese Mechanismen aus relativ wenigen Spezies und Elementarreaktionen im
Verhältnis zu den Mechanismen der langkettigen, in konventionellen Motoren
und Flugzeugturbinen genutzten Treibstoffen. Dies bedeutet, dass ein genauer
Vergleich von Rechnungen mit detaillierter und reduzierter Kinetik möglich
ist, da mit solch kleinen Mechanismen auch zweidimensionale Rechnungen mit
detaillierter Kinetik durchgeführt werden können. Auf diesem Weg können
die Methoden, welche im Rahmen dieser Arbeit entwickelt wurden, numerisch
sehr genau untersucht werden. Ein weiterer Vorteil von Methan als Brennstoff
ist, dass es oftmals in experimentellen Untersuchungen Anwendung findet.
Dies bedeutet, dass experimentelle Ergebnisse vorliegen, mit welchen die
Ergebnisse der Berechnungen verglichen werden können.

7.1.1 Einfluss des Diffusionsmodells
Für die Untersuchung des Einflusses des Diffusionsmodells wird ein HOQ-
Modellsystem angewendet, welches vergleichbar zu dem experimentellen Auf-
bau von Mann et al. [65] ist. Die Wandtemperatur sowie die Temperatur
des unverbrannten Gases betragen T = 300 K wobei der Druck konstant bei
p = 1 bar gehalten wird. Für die Modellierung der chemischen Kinetik findet
der GRI 3.0-Mechanismus [85] Anwendung [89, 95].
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Für die Modellierung des molekularen Transportes kommen zwei unter-
schiedliche Modelle zum Einsatz: Zum einen wird ein detailliertes Diffu-
sionsmodell mit Thermo-Diffusion angewendet, welches auf der Curtiss-
Hirschfelder-Approximation basiert [44]. Des Weiteren wird ein einfaches
Diffusionsmodell angewendet, welches vor allem für die Methanverbrennung
gute Ergebnisse erzielt [22]: gleiche Diffusivitäten und die Lewis-Zahl Le = 1
[89, 95]. Dies vereinfacht die REDIM Evolutionsgleichung enorm, da ein
Term der Gleichung herausfällt (siehe Kapitel 4.1) [14]. Die REDIMs für die
unterschiedlichen Diffusionsmodelle werden erstellt, wobei die Gradienten-
abschätzung sowie das Anfangsgitter aus zuvor durchgeführten Rechnungen
mit detaillierter Chemie erstellt wurden [89, 95]. Anschließend werden sie in
Rechnungen mit reduzierter Kinetik genutzt.

Abbildung 7.3 zeigt die oben beschriebene Auswertemethode für die Rech-
nungen mit detaillierter und reduzierter Kinetik im Zustandsraum [89, 95]. Des
Weiteren sind die experimentellen Ergebnisse von Mann et al. [65] dargestellt.
Die Rechnungen mit reduzierter Kinetik stimmen für beide Diffusionsmodelle
sehr gut mit den Ergebnissen der detaillierten Chemie überein. Außerdem
unterscheiden sich die Ergebnisse der Rechnungen mit detaillierter Diffusion
von denen mit einfachem Diffusionsmodell und Le = 1. Bei dem detaillierten
Diffusionsmodell sind an den dargestellten Wandabständen sowohl die ma-
ximale Temperatur als auch der maximale Wert von CO höher als für das
vereinfachte Diffusionsmodell. Dies bedeutet, dass der Abstand der Flamme
zur Wand zum Quenchzeitpunkt in diesem Fall kleiner ist, was durch die
unterschiedlichen Diffusivitäten und dem dadurch erfolgenden Energietrans-
port der verschiedenen Spezies zu erklären ist. Des Weiteren ist zu erkennen,
dass die Ergebnisse der Berechnungen für beide Diffusionsmodelle für den
Wandabstand rW = 0, 5 mm gut mit den experimentellen Ergebnissen über-
einstimmen, wohingegen bei kleineren Wandabständen weder die gemessenen
Temperaturen noch die detektierten Werte von CO erreicht werden [95].

Der Wärmestrom zur Wand für die unterschiedlichen Rechnungen ist
in Abbildung 7.4 dargestellt. Auch hier ist für beide Diffusionsmodelle zu
erkennen, dass die Ergebnisse der Rechnungen mit reduzierter Kinetik gut mit
den Ergebnissen mit detaillierter Kinetik übereinstimmen. Dies gilt sowohl
für den Zeitpunkt als auch für den Wert des maximalen Wandwärmestroms.
Allerdings ist auch hier ein signifikanter Unterschied zwischen den Rechnungen
mit detailliertem und vereinfachten Diffusionsmodell zu sehen [95].
Insgesamt kann gesagt werden, dass die REDIM reduzierte Kinetik die

detaillierte Systemdynamik für beide Diffusionsmodelle sehr gut wiedergibt,
wobei der entstehende Fehler durch das vereinfachte Diffusionsmodell vielfach
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Abbildung 7.3: Werte des Massenbruchs von CO (in (−)) als Funktion der
Temperatur T (in K), welche an unterschiedlichen Wandabständen auftreten.
Dargestellt sind Rechnungen mit Le = 1 (blau) sowie detailliertem Diffusions-
modell (rot). Reduzierte (gestrichelte Linie) und detaillierte (durchgezogene
Linie) Kinetik [95]. Außerdem dargestellt sind die experimentellen Ergebnisse
von Mann et al. [65] (graue Punkte).

größer ist als der Fehler, welcher durch die Reduktion der Kinetik entsteht
[95].

7.1.2 Einfluss des Mechanismus
Um die Genauigkeit der REDIM-Methode für vorgemischte FWI neben der
Nutzung unterschiedlicher Diffusionsmodelle weiter zu demonstrieren, wird
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Abbildung 7.4: Wärmestrom qW zur Wand (in W
m2 ) in Abhängigkeit der

Zeit t (in s) während des Löschungsvorgangs. Dargestellt sind Rechnungen
mit Le = 1 (blau) sowie detailliertem Diffusionsmodell (rot) mit reduzierter
(gestrichelte Linie) und detaillierter (durchgezogene Linie) Kinetik [95].

die Methode für das HOQ-Modellsystem für unterschiedliche Mechanismen
angewendet [95]. Auch für diese numerischen Untersuchungen ist das Modell-
system vergleichbar zu den durchgeführten Experimenten von Mann et al.
[65] wodurch die Wandtemperatur sowie die Temperatur des unverbrannten
Gases T = 300 K betragen und der Druck konstant bei p = 1 bar gehalten
wird [95].

Für die Modellierung des molekularen Transportes wird das detaillier-
te Diffusionsmodell mit Thermo-Diffusion unter Verwendung der Curtiss-
Hirschfelder-Approximation [44] angewendet [95].
Zur Modellierung der chemischen Kinetik werden neben dem GRI 3.0

Mechanismus [85] auch der SanDiego Mechanismus [82], der Warnatz Mecha-
nismus [87] und der Smooke [86] Mechanismus genutzt.

Abbildung 7.5 zeigt die mit den unterschiedlichen Mechanismen erstellten
REDIMs im Zustandsraum. Zu sehen sind die spezifische Molzahl von H2O2
(Abb. 7.5a und Abb. 7.5b) bzw. die spezifische Molzahl von OH (Abb. 7.5c
und Abb. 7.5d) in Abhängigkeit der spezifischen Enthalpie h und der spezifi-
schen Mohlzahl von CO2. Es ist zu erkennen, dass sich die REDIMs für die
Minoritätenspezies H2O2 stark unterscheiden, wohingegen sie für das für den
Verbrennungsprozess wichtige Radikal OH fast übereinstimmen [95].

Abbildung 7.6 zeigt den Vergleich der HOQ-Rechnungen mit detaillierter
und reduzierter Kinetik im Zustandsraum für die verschiedenen Mechanismen.
Neben der Spezies CO (siehe Abb. 7.6a und Abb. 7.6b) ist hier auch der
Massenbruch von HO2 als Funktion der Temperatur für den Wandabstand
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Abbildung 7.5: REDIMs der unterschiedlichen Mechanismen im Zustands-
raum. Gezeigt sind die spezifischen Molzahlen von H2O2 und OH (in mol

kg )
in Abhängigkeit der spezifischen Molzahl von CO2 (in mol

kg ) und der spezifi-
schen Enthalpie h (in J

kg ) [95] für den GRI 3.0 Mechanismus [85] (rot), den
Warnatz Mechanismus [87] (blau), den SanDiego Mechanismus [82] (grün)
und den Smooke Mechanismus [86] (grau).

rW = 0, 2 mm aufgetragen. Alle Rechnungen mit reduzierter Kinetik stimmen
sehr gut mit den Rechnungen der detaillierten Kinetik überein. Außerdem
variiert der Verlauf der Rechnungen für die unterschiedlichen Mechanismen
je nach betrachteter Spezies mehr oder weniger stark. Dies bedeutet, dass
es Spezies wie das dargestellte HO2 gibt, für welche die Mechanismen stark
variierende Ergebnisse liefern (siehe Abb. 7.6c und Abb. 7.6d). Dies gilt
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hauptsächlich für Minoritätenspezies. Für Hauptspezies sind die Ergebnisse
relativ ähnlich, so auch für den Massenbruch von CO (siehe Abb. 7.6a und
Abb. 7.6b). Allerdings ist der durch die Mechanismen bedingte Unterschied
auch hier größer als der Unterschied der Rechnungen mit detaillierter und
reduzierter Kinetik [95].
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Abbildung 7.6: Werte des Massenbruchs von CO bzw. HO2 (in (-)) als
Funktion der Temperatur T (in K), welche an dem Wandabstand rW =
0, 2 mm auftreten [95]. Dargestellt sind die Rechnungen mit dem GRI
3.0 Mechanismus [85] (rot), dem Warnatz Mechanismus [87] (blau), dem
SanDiego Mechanismus [82] (grün) und dem Smooke Mechanismus [86]
(grau) mit reduzierter (gestrichelte Linie) und detaillierter (durchgezogene
Linie) Kinetik. Die experimentellen Ergebnisse von Mann et al. [65] sind
ebenfalls dargestellt (graue Punkte).
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7 Anwendung und Validierung der reduzierten Modelle

Abbildung 7.7 zeigt den Verlauf des Wandwärmestroms während des Verlö-
schungsvorgangs der HOQ-Flamme für die unterschiedlichen Mechanismen.
Auch hier sind die Ergebnisse der Rechnungen mit reduzierter und detaillierter
Kinetik dargestellt. Es wird ersichtlich, dass sowohl der Quenchzeitpunkt
als auch der maximale Wandwärmestrom sehr gut vom reduzierten Modell
wiedergegeben werden und der Unterschied zwischen reduzierter und detail-
lierter Kinetik kleiner ist als der Unterschied, welcher aus den verschiedenen
Mechanismen resultiert [95].

Insgesamt kann gesagt werden, dass die REDIM Methode für verschiedene
Mechanismen demonstriert wurde und der durch die Modellreduktion entste-
hende Fehler kleiner ist, als der Fehler, welcher durch die Modellierung des
Mechanismus entsteht [95].
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Abbildung 7.7: Wärmestrom qW (in W
m2 ) zur Wand als Funktion der Zeit

t (in s) während des Verlöschungsvorgangs [95]. Dargestellt sind die Rech-
nungen, welche mit dem GRI 3.0 Mechanismus [85] (rot), dem Warnatz
Mechanismus [87] (blau), dem SanDiego Mechanismus [82] (grün) und dem
Smooke Mechanismus [86] (grau) mit reduzierter (gestrichelte Linie) und
detaillierter (durchgezogene Linie) Kinetik erstellt wurden.

7.1.3 Einfluss der heterogenen Wandreaktion
Der Einfluss der heterogenen Wandreaktion (siehe Kapitel 5.4) unterscheidet
sich je nach betrachtetem Modellsystem. Aus diesem Grund wird die in
Kapitel 5.4 vorgestellte Randbedingung für unterschiedliche Modellsysteme
angewendet. Zum einen wird sie in diesem Unterkapitel für das Methan/Luft
System demonstriert woraufhin es in Kapitel 7.3 für das Isooktan-Luft System
gezeigt wird.
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7.1 REDIM für vorgemischte Methan/Luft Systeme mit FWI

Tabelle 7.1: Reaktionsmechanismus der heterogenen Wandreaktion

Reaktions-
Edukte wahrscheinlichkeit Produkte

1,00 HO2
γk=10−2
−−−−−→ 0,50 H2O + 0,75O2

1,00 O −−−−−→ 0,50 O2

1,00 H −−−−−→ 0,50 H2

1,00 OH −−−−−→ 0,50 H2O + 0,25O2

Wie bereits in den vorangegangenen Kapiteln, wird auch hier ein eindi-
mensionales HOQ-Modellsystem gewählt, welches mit den Experimenten von
Mann et al. [65] vergleichbar ist: die Wandtemperatur sowie die Temperatur
des unverbrannten Gases betragen T = 300 K und der Druck is p = 1 bar.
Zur Modellierung der chemischen Kinetik wird auf den GRI 3.0 Mechanismus
[85] zurückgegriffen. Für die Modellierung der Wandreaktion wird der in
Tabelle 7.1 dargestellte Reaktionsmechanismus verwendet, bei dem Radikale
an der Wand zu stabileren Molekülen reagieren [96].

Der Einfluss der Wandreaktion hängt stark vom vorherrschenden Druck ab.
Bei hohen Drücken sind die freien Weglängen der Teilchen kleiner als bei niede-
ren Drücken wodurch die Moleküle langsamer diffundieren. Aus diesem Grund
ist das System in diesem Fall diffusionskontrolliert. Im Falle niederer Drücke
diffundieren die Teilchen schneller und das System ist reaktionskontrolliert.
Um die implementierte Wandreaktion zu testen und zu demonstrieren, wird
das oben beschriebene HOQ-Modellsystem mit detailliertem Diffusionsmodell
zusätzlich für die Drücke p = 0, 2 bar und p = 10 bar angewendet und RE-
DIMs mit diesen Drücken mit der in Kapitel 5.4 vorgestellten Wandreaktion
werden erstellt [96].

Für die Ränder der REDIM, welche keine Ränder im physikalischen Raum
darstellen werden Randbedingungen gewählt, durch welche sich die Ränder
frei entwickeln können (vgl. Kapitel 4.3). Anschließend werden die REDIMs in
reduzierten Rechnungen der unterschiedlichen Modellsysteme angewendet und
mit den Lösungen der detaillierten Kinetik verglichen. Die Randbedingung
der Spezies der detaillierten Lösung ist dabei gegeben durch Gleichung 3.8
[96].
Abbildung 7.8 zeigt die Auswertung der Rechnungen mit detaillierter

und reduzierter Kinetik im Zustandsraum für die Wandabstände rW =
0, 1 mm und rW = 0, 02 mm. Dargestellt sind die spezifischen Molzahlen
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Abbildung 7.8: Werte des Massenbruchs von H2O2 bzw. HO2 (in (−)) als
Funktion der Temperatur T (in K), welche an unterschiedlichen Wandab-
ständen für die unterschiedlichen Modellsysteme auftreten [96]. Dargestellt
sind Rechnungen mit (rot) und ohne (blau) Wandreaktion mit detaillierter
(durchgezogene Linie) und reduzierter Kinetik (gestrichelte Linie)).
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von H2O2 und HO2 in Abhängigkeit der Temperatur da die Wandreaktion
auf diese beiden Spezies den größten Einfluss hat. Auf die anderen Spezies
des genutzten Mechanismus hat die Wandreaktion kaum Einfluss was daran
liegt, dass bei den vorherrschenden Temperaturen kaum Radikale in direkter
Wandnähe vorhanden sind [96]. Neben den Rechnungen mit detaillierter
und reduzierter Kinetik mit Wandreaktion ist auch jeweils der Verlauf der
detaillierten Rechnung ohne Wandreaktion dargestellt. Es ist zu erkennen,
dass die Wandreaktion für den Druck p = 0, 2 bar den größten Einfluss hat.
Für diesen Druck wird der Verlauf von HO2 als Funktion der Temperatur
sehr gut wiedergegeben, wohingegen es zu leichten Unterschieden für den
Verlauf von H2O2 für sehr kleine Wandabstände gibt. In diesem Fall liegt das
Ergebnis der reduzierten Rechnung zwischen den Ergebnissen der detaillierten
Rechnungen mit und ohne Wandreaktion. Für die Drücke p = 1 bar und
p = 10 bar wird die heterogene Wandreaktion von dem reduzierten Modell
sehr gut wiedergegeben und unterscheidet sich deutlich von der detaillierten
Rechnung ohne Wandreaktion [96]. Insgesamt kann also gesagt werden, dass
die heterogene Wandreaktion durch die vorgestellte REDIM-Randbedingung
gut wiedergegeben wird [96].

7.1.4 Einfluss mehrdimensionaler Gradienten
In Kapitel 5.2 werden unterschiedliche Gradientenabschätzungen sowie deren
Einbindung in den REDIM-Kontext beschrieben. Dabei handelt es sich um
ein- bzw. zweidimensionale örtliche Gradienten, welche neben Rechnungen
des HOQ-Modellsystems (siehe Kapitel 3.1.1) aus Rechnungen mit dem SWQ-
Modellsystem (siehe Kapitel 3.1.2) generiert wurden. In diesem Kapitel sollen
REDIMs, welche mit den Gradientenabschätzungen beider Konfigurationen
erstellt wurden, verglichen werden. Im Zuge dessen wird geprüft, ob eine RE-
DIM mit HOQ-Gradienten für reduzierte Rechnungen der SWQ-Konfiguration
genutzt werden kann.
Für die zu vergleichenden REDIMs wurden der GRI 3.0 Mechanismus [85]
und das vereinfachte Diffusionsmodell mit gleichen Diffusivitäten und Lewis-
Zahl Le = 1 genutzt. Des Weiteren wurde die Wandtemperatur sowie die
Temperatur des unverbrannten Gases auf T = 300 K gesetzt und der Druck
wurde als p = 1 bar angenommen [93].

Um den Unterschied dieser REDIMs zu quantifizieren, wird eine dritte RE-
DIM mit HOQ-Gradienten und detailliertem Diffusionsmodell herangezogen,
wobei ebenfalls der GRI 3.0 Mechanismus [85] verwendet wurde. Dies ermög-
licht, den durch die ein- bzw. zweidimensionalen Gradientenabschätzungen
hervorgerufenen Unterschied mit dem durch unterschiedliche Diffusionsmo-
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7 Anwendung und Validierung der reduzierten Modelle

delle hervorgerufenen Unterschied zu vergleichen. Das Diffusionsmodell mit
gleichen Diffusivitäten und Le = 1 wird für die Methanverbrennung sehr oft
angewendet und der dadurch entstehende Fehler gilt als akzeptabel [93]. Ist
der Unterschied zwischen den REDIMs unterschiedlicher Gradientenabschät-
zungen kleiner oder gleich groß wie der Unterschied der REDIMs mit HOQ
Gradienten und unterschiedlichen Diffusionsmodellen, so kann die REDIM
mit HOQ-Gradienten für reduzierte Rechnungen der SWQ-Konfiguration
genutzt werden [93].
Für den Vergleich der drei REDIMs (REDIMHOQ,Le=1, REDIMSWQ,Le=1

und REDIMHOQ,det.Transp.) wird die REDIM mit HOQ-Gradienten und verein-
fachtem Transportmodell (REDIMHOQ,Le=1) als Referenzwert angenommen.

Für diesen Vergleich wird ein generischer Ansatz verwendet: Es werden die
Zustände der REDIMs an allen Gitterpunkten untersucht, indem die Distanz
zwischen den entsprechenden Gitterpunkten mit

δ = ||PHOQ,Le=1 · (ψHOQ,Le=1 −ψi)|| (7.6)

bestimmt wird [93]. Hier sind ψi die Zustände von REDIMHOQ,det.Transp. und
REDIMSWQ,Le=1.
Außerdem ist ||...|| die euklidische Norm, der Projektionsoperator

PHOQ,Le=1 = I −ψθ,HOQ,Le=1 ·
(ψT

θ,HOQ,Le=1 · S ·ψθ,HOQ,Le=1)−1 ·ψT
θ,HOQ,Le=1 · S (7.7)

projiziert die Distanz der Gitterpunkte auf den normalen Unterraum von
REDIMHOQ,Le=1 und ψθ ist die partielle Ableitung von ψ nach θ, die den
tangentialen Unterraum der REDIM aufspannt. Die Skalierungsmatrix S =
diag(10−12, 10−12, 1, ..., 1) skaliert die spezifische Enthalpie und den Druck
auf die Ordnung 1 und gewährleistet so Orthogonalität im Zustandsraum.
Des Weiteren sind die entsprechenden Gitterpunkte der REDIMs diejenigen,
die die geringste Differenz der Zustände aufweisen, wobei die spezifische
Enthalpie und der Druck mit 10−6 skaliert wurden [93].

Anschaulich gesprochen wird durch Gleichung 7.6 der Vektor zwischen RE-
DIMs an jedem Gitterpunkt auf den normalen Unterraum von REDIMSWQ,Le=1
projiziert. Der Abstand zwischen den REDIMs ergibt sich also aus der Norm
dieser Projektion [93].

Abbildung 7.9 zeigt die so berechneten Abstände in Abhängigkeit der Para-
metrisierungsvariablen. Es ist zu erkennen, dass der normierte Abstand zwi-
schen REDIMHOQ,Le=1 und REDIMHOQ,det.Transp. für die meisten Gitterpunkte
größer ist als der Abstand zwischen REDIMHOQ,Le=1 und REDIMSWQ,Le=1.
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7.1 REDIM für vorgemischte Methan/Luft Systeme mit FWI

Der entstehende Fehler unterscheidet sich dabei um etwa eine Größenordnung
[93].
Dies bedeutet, dass der Fehler, welcher durch das ungenaue Transport-

modell hervorgerufen wird, größer ist als der Fehler, welcher durch die Ver-
wendung von REDIMHOQ,Le=1 anstelle von REDIMSWQ,Le=1 entsteht. Aus
diesem Grund kann REDIMHOQ,Le=1 auch für Berechnungen von SWQ-
Konfigurationen genutzt werden [93]. Dies zeigen auch die numerischen Un-
tersuchungen von Ganter et al. [32], bei welchen REDIMHOQ,Le=1 für die
reduzierte Beschreibung der SWQ-Konfiguration genutzt wurde, wobei eine
gute Übereinstimmung zwischen detaillierter und reduzierter Kinetik vorliegt.
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Abbildung 7.9: Normierter Abstand δ zwischen den REDIMs in Abhängig-
keit der spezifischen Enthalpie h (in J

kg ) und der spezifischen Molzahl von
CO2 (in mol

kg ).

7.1.5 Implementierung nicht perfekt invarianter REDIMs
In den vorangegangenen Teilkapiteln wurden REDIMs validiert und ange-
wendet, welche als perfekt invariant angenommen werden können. Dies liegt
daran, dass zu deren Erstellung sehr genaue Gradientenabschätzungen genutzt
wurden, welche aus detaillierten Rechnungen der Modellsysteme stammen.
Bereits in Kapitel 6 wurde über die Problematik der Implementierung nicht
perfekt invarianter Mannigfaltigkeiten berichtet, welche in diesem Teilkapitel
demonstriert werden sollen.
Ausgangspunkt hierfür ist erneut das in den Kapiteln 7.1.1 und 7.1.2

vorgestellte Modellsystem einer HOQ-Flamme: Eine flache Flamme läuft
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auf eine Wand zu und verlischt an dieser, wobei die Wandtemperatur und
die Temperatur des unverbrannten Gases 300 K betragen und der Druck
konstant bei p = 1 bar gehalten wurde. Für die Modellierung der chemischen
Kinetik wurde der GRI 3.0 Mechanismus [85] genutzt, für die Modellierung
der Diffusion wurde das detaillierte Diffusionsmodell mit Thermo-Diffusion
[44] angewendet [94].
Bevor die Implementierung nicht perfekt invarianter Mannigfaltigkeiten

demonstriert wird, sollen an dieser Stelle die unterschiedlichen Arten der
Implementierung an perfekt invarianten Mannigfaltigkeiten demonstriert
werden. Hierfür werden die reduzierten Modellgleichungen in generalisierten
Koordinaten (Gleichung 6.5) und physikalischen Variablen mit konstanter
Parametrisierungsmatrix (Gleichung 6.8) angewendet und die Ergebnisse
werden miteinander verglichen [94].

Modellgleichung 6.5 ist eine sehr generische Modellgleichung, die unabhän-
gig von der Parametrisierung ist. Allerdings scheint die Deutung und das
Verständnis dieser Modellgleichung durch die generalisierten Koordinaten
im Falle des Debuggings schwerer, wodurch einige Forschungsgruppen die
Modellgleichung in physikalischen Koordinaten mit konstanter Parametrisie-
rungsmatrix 6.8 vorziehen [94].

Abbildung 7.10 zeigt den Verlauf der Rechnungen im CO, T− sowie OH,CO2−
Zustandsraum für die Wandabstände rW = 0, 2 mm und rW = 0, 3 mm [94].
Neben den Ergebnissen mit den reduzierten Modellgleichungen ist hier auch
das Ergebnis der Rechnung mit detaillierter Chemie dargestellt. Es ist zu
erkennen, dass die Ergebnisse der einzelnen Rechnungen sehr gut miteinander
übereinstimmen. Einzig gegen Ende der durchgeführten Rechnungen, nach-
dem die Flamme verloschen ist und das Gas abkühlt, kommt es durch die
grobe Diskretisierung der REDIM in diesen Bereichen zu geringen Abwei-
chungen. Die gute Übereinstimmung der Rechnungen zeigt, dass Gleichung
6.8 im Falle einer perfekt invarianten Mannigfaltigkeit genutzt werden kann,
da das Vektorfeld automatisch im tangentialen Raum der Mannigfaltigkeit
liegt (siehe Kapitel 6) [94].
Für die Erstellung nicht perfekt invarianter Mannigfaltigkeiten wurde die

aus der detaillierten Rechnung des Modellsystems erstellte Gradientenab-
schätzung mit unterschiedlichen Faktoren α ∈ [0, 8; 2, 0] multipliziert. Dies
hat zur Folge, dass sich die Lage der REDIM verändert, da die REDIM
gefunden ist, wenn sich Diffusionsprozesse und Reaktionsprozesse auf der
REDIM in Balance halten. Durch diese Veränderung ändern sich nicht nur die
Zustände, sondern auch die anderen für die Systemdynamik verantwortlichen
Größen [94]. Aus diesem Grund gilt es zu prüfen, ob die Rechnungen mit den
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Abbildung 7.10: Werte der spezifischen Molzahl von CO bzw. OH (in
mol
kg ) als Funktion der Temperatur T (in K), welche an unterschiedlichen
Wandabständen für die perfekt invariante REDIM auftreten [94]. Dargestellt
sind Rechnungen der Modellgleichung 6.5 in generalisierte Koordinaten
(rot), der Modellgleichung 6.8 in physikalischen Variablen mit konstanter
Parametrisierungsmatrix (grün) und die Rechnung mit detaillierter Kinetik
(schwarz).

unterschiedlichen Modellgleichungen 6.5 und 6.8 zu den gleichen Ergebnissen
führen.

Abbildung 7.11 zeigt den Verlauf der Rechnungen mit reduzierter Kinetik
im Zustandsraum für die Wandabstände rW = 0, 2 mm und rW = 0, 3 mm,
wobei die Gradientenabschätzung der REDIM mit dem Faktor α = 0, 9
multipliziert wurde [94]. Es ist zu erkennen, dass sich die Rechnung mit physi-
kalischen Variablen und fester Parametrisierungsmatrix (Gleichung 6.8) und
die Rechnung in generalisierten Koordinaten (Gleichung 6.5) unterscheiden
[94]. Dies gilt sowohl für den Verlauf der Spezies CO als Funktion der Tempe-
ratur T als auch für den Verlauf der Spezies OH in Abhängigkeit der Spezies
CO2 für beide dargestellten Wandabstände. Es wird ersichtlich, dass sich die
Lage der REDIM und somit auch die Systemdynamik der unterschiedlichen
Modellgleichungen ändern. Die veränderte Lage hat zur Folge, dass sich die
Systemdynamik im Falle einer nicht perfekten Gradientenabschätzung nicht
automatisch im tangentialen Unterraum der REDIM befindet [94].

Zur Lösung dieses Problems wurde in Kapitel 6.4 eine verbesserte Modell-
gleichung 6.11 vorgestellt, bei welcher die Parametrisierungsvariablen auch
physikalischen Zustandsvariablen entspechen. Anders als bei Gleichung 6.8
wird bei der verbesserten Modellgleichung das Vektorfeld automatisch im
Tangentialraum der REDIM berechnet [94]. Abbildung 7.11 zeigt neben den
oben genannten Ergebnissen auch das Ergebnis der Rechnung mit Gleichung
6.11. Es ist zu erkennen, dass diese Rechnung sehr gut mit der Rechnung in
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Abbildung 7.11: Werte der spezifischen Molzahl von CO bzw. OH (in
mol
kg ) als Funktion der Temperatur T (in K), welche an unterschiedlichen
Wandabständen für die REDIM mit α = 0, 9 auftreten [94]. Dargestellt
sind Rechnungen der Modellgleichung 6.5 in generalisierte Koordinaten
(rot), der Modellgleichung 6.8 in physikalischen Variablen mit konstanter
Parametrisierungsmatrix (grün) und der Modellgleichung in physikalischen
Variablen mit Projektion auf den tangentialen Unterraum (blau gestrichelt).

generalisierten Koordinaten übereinstimmt und die beiden Modellgleichungen,
welche die Systemdynamik im tangentialen Raum der REDIM berechnen, zu
dem gleichen Resultat führen [94].

Um die Problematik mit Modellgleichung 6.8 weiter zu verdeutlichen, sind
in Abb. 7.12 die sich für die unterschiedlichen Modellgleichungen ergebenden
Flammengeschwindigkeiten in Abhängigkeit des Faktors α dargestellt. Es ist
zu erkennen, dass die Flammengeschwindigkeiten für die zwei Modellgleichun-
gen, welche die Systemdynamik im Tangentialraum der REDIM berechnen,
gleich sind, wohingegen sie für Gleichung 6.8 variieren. Wird die Gradienten-
abschätzung durch einen Faktor α > 1 vergrößert, hat dies zur Folge, dass
auch die Flammengeschwindigkeit zunehmen muss. Für die Modellgleichun-
gen 6.5 und 6.8 ist dies gegeben und die Flammengeschwindigkeit nimmt
mit zunehmendem α ebenfalls zu [94]. Für die Ergebnisse der Gleichung 6.8
ist dies allerdings nicht der Fall, wodurch gesagt werden kann, dass diese
Gleichung zu fehlerhaften Ergebnissen führen kann [94].

7.2 REDIM für geschichtete Methan/Luft
Systeme mit FWI

Neben den in den vorherigen Unterkapiteln vorgestellten homogen vorgemisch-
ten Verbrennungssystemen nimmt die geschichtete Verbrennung in heutigen
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Abbildung 7.12: Flammengeschwindigkeiten (in m
s ) als Funktion des Fak-

tors α welche mit den verschiedenen Modellgleichungen für die unterschied-
lichen REDIMs berechnet wurden [94]. Dargestellt sind Rechnungen der
Modellgleichung 6.5 in generalisierte Koordinaten (rot), der Modellgleichung
6.8 in physikalischen Variablen mit konstanter Parametrisierungsmatrix
(grün) und der Modellgleichung in physikalischen Variablen mit Berechnung
im tangentialen Unterraum (blau gestrichelt).

Verbrennungssystemen (z.B. in modernen Motoren) immer weiter an Be-
deutung zu (siehe Kapitel 5.5). In diesem Abschnitt wird die in Kapitel
5.5 vorgestellte Methode zur Erstellung einer REDIM für geschichtete FWI
demonstriert und die so erstellte REDIM wird validiert.
Für diese Demonstration wurde der GRI 3.0 Mechanismus [85] für die

Modellierung des chemischen Quellterms herangezogen. Außerdem wurden
zur Vereinfachung gleiche Diffusivitäten und Le =1 für den molekularen
Transport angenommen [92].

Gemäß der in Kapitel 5.5 vorgestellten Beschreibung wurde ein dreidimen-
sionales Anfangsgitter mit Hilfe mehrerer homogener HOQ-Flammen erstellt,
wobei der Druck bei p = 1 bar gehalten wurde. Das Äquivalenzverhältnis der
vorgemischten Flammen wurde von φ = 0, 5 bis φ = 2, 0 variiert [92].

Zum Lösen der REDIM-Gleichung wurden für die Gradientenabschätzungen
in die ersten beiden Richtungen der Gradient der spezifischen Enthalpie
und der Gradient von CO2 aus den detaillierten Lösungen der homogenen
Verbrennungssysteme entnommen. Um die Vermischungsprozesse entlang
der REDIM zu beschreiben, wurde die Gradientenabschätzung in die dritte
Richtung angepasst und es wurde der Gradient

gradN2 = −100 mol
kg m (7.8)

85



7 Anwendung und Validierung der reduzierten Modelle

Tabelle 7.2: Für die Validierung herangezogene Anfangsprofile für die
Rechnungen mit detaillierter und reduzierter Kinetik [92].

φW an Bereich der
Fall Symbol der Wand Inhomogenität
I • 1,00 keine Schichtung
II � 0,75 0,003 m
III ◦ 1,25 0,003 m
IV . 1,25 0,006 m
V � 1,50 0,003 m
VI / 1,75 0,003 m

genutzt [92]. Diese Gradientenabschätzung entspricht ungefähr dem gemit-
telten räumlichen Gradienten von einer der Beispielrechnungen, welche im
Folgenden vorgestellt werden (Fall II).
Um die so erstellte REDIM zu validieren, wurden verschiedene Testfälle

generiert, in denen es zu Gemischinhomogenitäten in Wandnähe kommt [92].
Diese Testfälle wurden realisiert, indem ein eindimensionales Anfangspro-
fil mit über die Ortskoordinate variierendem Äquivalenzverhältnis für das
HOQ-Modellsystem angewendet wurde. Abbildung 7.13 zeigt diese Anfangs-
profile bezüglich des Äquivalenzverhältnisses φ und der Temperatur T als
Funktion des Ortes. Außerdem sind die Daten der Anfangsprofile in Tabelle
7.2 angegeben. Ausgehend von diesen Anfangsprofilen wurden Rechnun-
gen mit detaillierter und reduzierter Kinetik durchgeführt und anschließend
ausgewertet [92].
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Abbildung 7.13: Anfangsprofile bezogen auf das Äquivalenverhältnis φ (in
(−)) und die Temperatur T (in K) in Abhängigkeit des Wandabstandes r
(in m) für Fall I (•), Fall II (� ), Fall III (◦), Fall IV (.), Fall V (�) und Fall
VI (/) [92].
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7.2 REDIM für geschichtete Methan/Luft Systeme mit FWI

Die Untersuchung und Auswertung erfolgt dabei in drei Unterkapiteln.
Durch Tropfenaufprall des Brennstoffs auf die Zylinder- bzw. Kolbenwand ist
das Brennstoff-zu-Luft-Verhältnis in Wandnähe typischerweise erhöht [105].
Dies bedeutet, dass das Äquivalenzverhältnis in Wandnähe höher ist als in
der Gasphase. Aus diesem Grund liegt der Fokus der Untersuchungen der
geschichteten Verbrennungen hier auf Anfangsprofilen mit zunehmendem
Brennstoff-zu-Luft-Verhältnis in Wandnähe. Dennoch wird die REDIM zuerst
für ein Anfangsprofil mit abnehmenden Äquivalenzverhältnis (Fall II) zur
Wand getestet. Die resultierenden detaillierten und reduzierten Rechnungen
werden mit Rechnungen mit zunehmendem Äquivalenzverhältnis (Fall III) zur
Wand verglichen. Somit wird die REDIM sowohl für Gemischinhomogenitäten
mit brennstoffreichem als auch mit brennstoffarmem Gemisch in Wandnähe
getestet und validiert [92].
Anschließend werden Rechnungen durchgeführt, welche von Anfangsprofi-

len mit unterschiedlichen Steigungen bezüglich des Äquivalenzverhältnisses
gestartet werden (Fall III und Fall IV) wobei die Gemischzusammensetzung
an der Wand und in der Gasphase konstant gehalten wird. Da die Strati-
fizierung in Fall III innerhalb von 0, 003 m und in Fall IV im Bereich von
0, 006 m auftritt, variiert der mittlere Gradient der Stratifizierung um den
Faktor 2. Auf diese Weise kann sowohl untersucht werden, ob die Steigung der
Stratifizierung einen signifikanten Einfluss auf die Ergebnisse hat. Außerdem
wird ermittelt, ob die REDIM Schichtungen mit unterschiedlichen Gradien-
ten abdecken kann, obwohl sie mit einer konstanten Gradientenabschätzung
erstellt wurde [92].

Zuletzt werden Rechnungen mit Anfangsprofilen unterschiedlicher Stratifi-
zierung verglichen. In diesem Fall wird das Äquivalenzverhältnis an der Wand
variiert wobei der Bereich der Schichtung konstant bei 0, 003 m beibehalten
wird [92].

Zunehmendes und abnehmendes Brennstoff-zu-Luft-Verhältnis an der
Wand

In diesem Abschnitt werden Rechnungen, welche von den Anfangsprofilen I,
II und III gestartet werden, verglichen. Bei diesen Anfangsprofilen handelt
es sich um ein homogenes, stöchiometrisches Gemisch, ein Gemisch mit ab-
nehmendem Äquivalenzverhältnis (φW = 0, 75) zur Wand und ein Gemisch
mit zunehmendem Äquivalenzverhältnis (φW = 1, 25) zur Wand. Die Flam-
menfronten der betrachteten Anfangsprofile weisen den gleichen Abstand zur
Wand auf.
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7 Anwendung und Validierung der reduzierten Modelle

Abbildung 7.14 zeigt die Wandwärmestromdichte qW = | − λ grad T | für
die detaillierten und reduzierten Rechnungen ausgehend von den genannten
Anfangsprofilen. Es wird ersichtlich, dass der Maximalwert des Wandwär-
mestroms der homogenen Verbrennung größer ist als die Maximalwerte der
geschichteten Verbrennungen. Des Weiteren wird ersichtlich, dass die Flam-
men zu ähnlichen Zeitpunkten die Wand erreichen, da qW zu ähnlichen
Zeitpunkten zu steigen beginnt wohingegen der maximale Wandwärmestrom
zu unterschiedlichen Zeitpunkten erreicht wird. Dieses Verhalten wird durch
die REDIM sehr gut wiedergegeben, da die Verläufe der detaillierten Rech-
nungen gut mit denen der reduzierten Rechnungen übereinstimmen. Sowohl
der maximale Wandwärmestrom als auch der Zeitpunkt des maximalen Wand-
wärmestroms werden sehr gut von der reduzierten Rechnung reproduziert
[92].
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Abbildung 7.14: Wärmestromdichte qW zur Wand (in W
m2 ) in Abhängigkeit

der Zeit t (in s) für Fall I (•), Fall II (� ) und Fall III (◦) für die detaillierte
(durchgezogene Linie) und reduzierte Kinetik (gestrichelte Linie) [92].

Anders als in vorherigen Kapiteln wird in diesem Kapitel für die Auswer-
tung und Analyse der Spezies nicht der Verlauf einer Zustandsvariable in
Abhängigkeit einer anderen für einen bestimmten Wandabstand untersucht.
Stattdessen wird eine Zustandsvariable in Abhängigkeit der Zeit für einen be-
stimmten Wandabstand analysiert [92]. Auf diese Weise geht die Information
über den zeitlichen Verlauf nicht verloren.

Abbildung 7.15 zeigt die spezifische Molzahl von CH4 und CH2O direkt an
der Wand (rW = 0 m) und an dem Wandabstand rW = 0, 001 m als Funktion
der Zeit. An der Position rW = 0, 001 m ist der Einfluss der Wand bereits
sichtbar (siehe vorangegangene Kapitel).
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7.2 REDIM für geschichtete Methan/Luft Systeme mit FWI
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Abbildung 7.15: Spezifische Molzahl unterschiedlicher Spezies (in mol
kg ) an

den Wandabständen rW = 0 m und rW = 0, 001 m als Funktion der Zeit t
(in s) [92]. Dargestellt sind die Rechnungen mit detaillierter (durchgezogene
Linie) und reduzierter Kinetik (gestrichelte Linie) von Fall I (•), Fall II (�)
und Fall III (◦).

Die Flammenfronten passieren zuerst den Wandabstand rW = 0, 001 m
wodurch die spezifische Molzahl von CH4 sinkt. Durch die chemische Reak-
tion wird die Zwischenspezies CH2O gebildet und anschließend verbraucht,
wobei gleichzeitig die Produkte CO2 und H2O gebildet werden. Anschließend
erreicht die Flamme die Wand und auch hier wird CH4 oxidiert und CH2O
gebildet und verbraucht. Die Steigung des Abfalls des CH4 der stöchiome-
trischen, homogenen Rechnung (Fall I) ist größer als die der geschichteten
Verbrennungen. Der maximale Wert von CH2O wird bei dem Wandabstand
rW = 0, 001 m für die homogene Rechnung (Fall I) und die Rechnung mit sin-
kendem Brennstoff-zu-Luft-Verhältnis an der Wand (Fall II) nahezu zeitgleich
erreicht, wohingegen der Maximalwert für das ansteigende Brennstoff-zu-Luft-
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7 Anwendung und Validierung der reduzierten Modelle

Verhältnis an der Wand später erreicht wird. Außerdem ist die Steigung des
Anstiegs von CH2O für Fall III geringer als die der anderen beiden Rechnun-
gen. Dies lässt sich durch das Verhalten von freien Flammen unterschiedlicher
Äquivalenzverhältnisse erklären, bei welchen die Flammendicke der fetten
Flammen größer ist als die der stöchiometrischen oder mageren Flammen.
Außerdem ist der maximal erreichte CH2O-Wert für die fette Verbrennung
geringer [92].
Die Maximalwerte des CH2O direkt an der Wand (rW = 0 m) werden

für alle drei Anfangsprofile zu unterschiedlichen Zeitpunkten erreicht, da
die Flammen zu unterschiedlichen Zeitpunkten auf die Wand treffen und
verlöschen. Diese Beobachtung ist mit dem Verlauf des Wandwärmestroms
konsistent, deren Maxima auch zu unterschiedlichen Zeitpunkten erreicht
werden [92].

Außerdem zeigt Abbildung 7.15, dass die beschriebene Systemdynamik von
der reduzierten Kinetik sehr gut wiedergegeben wird [92].
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Abbildung 7.16: Temperatur (in K) am Wandabstand rW = 0, 001 m als
Funktion der Zeit t (in s). Dargestellt sind die Rechnungen mit detaillierter
(durchgezogene Linie) und reduzierter Kinetik (gestrichelte Linie) von Fall I
(•), Fall II (�) und Fall III (◦).

Abbildung 7.16 zeigt den Verlauf der Temperatur als Funktion der Zeit
für den Wandabstand rW = 0, 001 m (am Wandabstand rW = 0 m beträgt
die Temperatur durch die Dirichlet-Randbedingung konstant 300 K). Hier
werden sowohl der Verlauf des Erwärmens als auch der Beginn des Abkühlens
sehr gut durch die REDIM reproduziert und auch die maximal erreichte
Temperatur wird sehr gut wiedergegeben.
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7.2 REDIM für geschichtete Methan/Luft Systeme mit FWI

Insgesamt kann gesagt werden, dass die REDIM reduzierte Kinetik sowohl
für Gemischinhomogenitäten mit fetter als auch mit magerer Mischung an
der Wand sehr gute Ergebnisse erzielt und somit für reduzierte Rechnungen
genutzt werden kann [92].

Variation des Gradienten der Stratifizierung

In diesem Abschnitt werden Rechnungen verglichen, welche ausgehend von
den Anfangsprofilen III und IV starten. Bei diesen Anfangsprofilen betragen
die Äquivalenzverhältnisse an der Wand φ = 1, 25 und am rechten Rand des
Rechengebietes φ = 1, 0, allerdings variiert der Gradient der Schichtung bzw.
des Äquivalenzverhältnisses um Faktor 2 (siehe Abb. 7.13).
Abbildung 7.17 zeigt die Wärmestromdichte zur Wand für die genannten

Rechnungen. Es ist zu beobachten, dass die maximalen Wärmeströme beider
Rechnungen unabhängig vom Gradienten der Schichtung nahezu gleich groß
sind [92]. Die zeitliche Verschiebung der maximalen Wärmestromdichten
ist darauf zurückzuführen, dass sich die Flammenfront aufgrund der unter-
schiedlichen Steigungen der Schichtung im Anfangsprofil an unterschiedlichen
Wandabständen befindet [92].

Des Weiteren ist auch hier zu beobachten, dass sowohl die maximalen Wär-
mestromdichten als auch die Zeit bei der die maximalen Wärmestromdichten
auftreten durch das reduzierte kinetische Modell für beide Fälle sehr gut
reproduziert werden [92].
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Abbildung 7.17: Wärmestromdichte qW zur Wand (in W
m2 ) in Abhängig-

keit der Zeit t (in s) für Fall III (◦) und Fall IV (. ) für die detaillierte
(durchgezogene Linie) und reduzierte Kinetik (gestrichelte Linie) [92].
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7 Anwendung und Validierung der reduzierten Modelle

Das gleiche Verhalten zeigt sich für die Profile der Zustandsvariablen
als Funktion der Zeit direkt an der Wand (rW = 0 m). Hier sehen die
Verläufe sehr ähnlich aus, sie sind lediglich verschoben bezüglich der Zeit.
Auch bei dem Wandabstand rW = 0, 001 m sehen die zeitlichen Verläufe
ähnlich aus, allerdings variiert hier der im Anfangsprofil vorgegebene Wert von
beispielsweise CH4 durch den unterschiedlichen Gradienten der Schichtung
[92]. Abbildung 7.18 zeigt dies für die spezifische Molzahl von CH4, die zu
Beginn der Rechnungen (t = 0 s) variiert. Außerdem zeigt die Abbildung
den Verlauf der spezifischen Molzahl von CH2O, der sich für die Rechnungen
der unterschiedlichen Anfangsprofile lediglich um die Verschiebung der Zeit
unterscheiden. Auch hier erkennt man, dass die Ergebnisse der detaillierten
und reduzierten Kinetik sehr gut übereinstimmen obwohl in beiden reduzierten
Rechnungen eine REDIM mit gleicher Gradientenabschätzung genutzt wurde
[92].
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Abbildung 7.18: Spezifische Molzahl unterschiedlicher Spezies (in mol
kg )

an dem Wandabstand rW = 0, 001 m als Funktion der Zeit t (in s) [92].
Dargestellt sind die Rechnungen mit detaillierter (durchgezogene Linie) und
reduzierter Kinetik (gestrichelte Linie) von für Fall III (◦) und Fall IV (.).

Variation der Stärke der Stratifizierung

In diesem Abschnitt wird die Systemdynamik bei variierender Höhe der Stra-
tifizierung an der Wand untersucht. Hierzu wurden reduzierte und detaillierte
Rechnungen von den Anfangsprofilen I, III, V und VI gestartet. Die Äquiva-
lenzverhältnisse dieser Anfangsprofile direkt an der Wand betragen φ = 1, 0,
φ = 1, 25, φ = 1, 5 und φ = 1, 75 wohingegen die Äquivalenzverhältnisse in
der Gasphase fernab der Wand bei φ = 1, 0 liegen (vgl. Abb. 7.13).
Auch in diesem Abschnitt wird die Wärmestromdichte zur Wand unter-

sucht, die in Abb. 7.19 dargestellt ist. Die Abbildung zeigt, dass die maximale
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7.3 REDIM für vorgemischte Isooktan/Luft Systeme mit FWI

Wärmestromdichte sowie der Gradient des Verlaufs der Wärmestromdichte
mit zunehmendem Äquivalenzverhältnis an der Wand abnehmen. Diese Beob-
achtung wird durch die oben beschriebenen unterschiedlichen Flammenprofile
für die unterschiedlichen Äquivalenzverhältnisse verursacht [92].
Des Weiteren wird aus Abb. 7.19 ersichtlich, dass die maximal erreichten

Wärmestromdichten in den Rechnungen unterschiedlicher Anfangsprofile mit
der REDIM reduzierten Kinetik sehr gut reproduziert werden, während es
geringfügige Unterschiede in der Zeit der maximalen Wärmestromdichte für
Fall V und Fall VI gibt. Dieser Unterschied liegt für Fall IV (Beispiel mit der
höchsten Schichtung) bei etwa 7 % [92].

Abbildung 7.20 zeigt die spezifischen Molzahlen von CH4 und CH2OH für
den Wandabstand rW = 0 m als Funktion der Zeit. Es wird ersichtlich, dass die
Ungenauigkeiten bzgl. der Zeit auch hier auftreten wohingegen die Maximal-
und Minimalwerte durch die reduzierte Kinetik sehr gut wiedergegeben werden.
Darüber hinaus ist zu beobachten, dass im verbrannten Gas sowohl für die
detaillierte als auch für die reduzierte Kinetik noch CH4 vorhanden ist, was
durch den Kraftstoffüberschuss verursacht wird [92].
Die genannten Abweichungen bei starker Stratifizierung können auf die

grobe Diskretisierung der REDIM-Tabelle in die dritte Dimension (Richtung
von N2) zurückzuführen sein. Dies kann durch eine feinere Diskretisierung
verbessert werden [92]. Die genutzte REDIM gilt für Äquivalenzverhältnisse
von φ = 0, 5 bis φ = 2, 0. Eine feinere Diskretisierung würde zu einer höheren
Gitteranzahl führen. In praktischen Anwendungen variieren die Äquivalenz-
verhältnisse allerdings weniger, wodurch eine genauere Diskretisierung bei
gleichbleibender Gitterpunktanzahl ermöglicht wird [92].
Insgesamt kann gesagt werden, dass die REDIM die Systemdynamik für

geschichtete Verbrennungen mit FWI gut beschreiben kann [92].

7.3 REDIM für vorgemischte Isooktan/Luft
Systeme mit FWI

Um zu zeigen, dass das in dieser Arbeit vorgestellte reduzierte kinetische
Modell auch für Kraftstoffe angewendet werden kann, welche in der Praxis
eine größere Bedeutung haben, wurde eine REDIM für FWI von homogenen
Isooktan/Luft Systemen erstellt. Dieses System wird üblicherweise durch
relativ große Mechanismen abgebildet, was zusätzlich dazu führt, dass die
REDIM für einen komplexen Kraftstoff demonstriert wird [97].
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Abbildung 7.19: Wärmestromdichte qW zur Wand (in W
m2 ) in Abhängigkeit

der Zeit t (in s) für Fall I (•), Fall III (◦), Fall V (�) und Fall VI (/) für die
detaillierte (durchgezogene Linie) und reduzierte Kinetik (gestrichelte Linie).
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Abbildung 7.20: Spezifische Molzahl unterschiedlicher Spezies (in mol
kg ) an

dem Wandabstand rW = 0 m als Funktion der Zeit t (in s) [92]. Dargestellt
sind die Rechnungen mit detaillierter (durchgezogene Linie) und reduzierter
Kinetik (gestrichelte Linie) für Fall III (◦) und Fall IV (.).

Die REDIM wird für eine HOQ-Flamme beim Druck p = 1 bar erstellt,
wobei die Temperatur des unverbrannten Gases und der Wand T = 300 K
betragen. Für die Modellierung der molekularen Diffusion wird das detail-
lierte Diffusionsmodell basierend auf der Curtis-Hirschfelder-Approximation
[44] angewendet, für die Modellierung der chemischen Kinetik dient der
Golovitchev-Mechanismus [10] mit 84 Spezies und 412 Reaktionen. Wie auch
für das Methan/Luft System, wird der Mechanismus aus Tabelle 7.1 für die
Modellierung der Wandreaktion herangezogen [97].
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7.3 REDIM für vorgemischte Isooktan/Luft Systeme mit FWI

Auch hier werden das zweidimensionale Anfangsgitter der REDIM sowie
die Gradientenabschätzung aus zuvor durchgeführten detaillierten Rechnun-
gen des Modellsystems erstellt. An den Rändern der REDIM, welche den
physikalischen Rändern im Ortsraum entsprechen, werden als Randbedingung
heterogene Wandreaktionen implementiert. An den Rändern der REDIM,
deren Zustände im physikalischen Raum keinen Rändern entsprechen, kommt
die Randbedingung für freie Mannigfaltigkeitsränder zum Einsatz (siehe
Kapitel 4.3) [97].
Nach dem Erstellen der REDIM wird diese für Rechnungen mit reduzier-

ter Chemie genutzt und die Ergebnisse werden mit den Ergebnissen der
detaillierten Chemie verglichen.

Abbildung 7.21 zeigt verschiedene Spezies in Abhängigkeit der Temperatur
T für unterschiedliche Wandabstände. Dargestellt sind neben den Rechnun-
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Abbildung 7.21: Spezifische Molzahl verschiedener Spezies (in mol
kg ) in Ab-

hängigkeit der Temperatur T (in K) für unterschiedliche Wandabstände [97].
Dargestellt sind die Ergebnisse der detaillierten Kinetik ohne Wandreaktion
(blau), der detaillierten Kinetik mit Wandreaktion (rote, durchgezogene
Linie) und der reduzierten Kinetik mit Wandreaktion (rote, gestrichelte
Linie).
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7 Anwendung und Validierung der reduzierten Modelle

gen mit detaillierter und reduzierter Chemie mit Wandreaktion auch die
Ergebnisse der detaillierten Chemie ohne Wandreaktion. Dies ermöglicht,
die Güte der Randbedingung zu demonstrieren. In der Abbildung ist zu
erkennen, dass die Wandreaktion fast keinen Einfluss auf die meisten Spezies
(wie z.B. die abgebildeten Spezies CH4 und CH2O) hat. Wie auch bei Methan
(siehe Kapitel 7.1.3) zeigt sich der Unterschied hauptsächlich für die Spezies
H2O2 und HO2, welche durch die Wandreaktion reduziert werden. Es ist zu
erkennen, dass die REDIM reduzierte Chemie die detaillierte Chemie sehr
gut reproduziert. Auch die implementierte Wandreaktion wird durch das
reduzierte Modell sehr gut wiedergegeben [97].
Abbildung 7.22 zeigt die Wandwärmestromdichte als Funktion der Zeit

für die detaillierte sowie reduzierte Kinetik mit Wandreaktionen. Es ist zu
erkennen, dass die maximale Wärmestromdichte wie auch der Zeitpunkt
der maximalen Wärmestromdichte sehr gut von der reduzierten Kinetik
reproduziert wird [97].
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Abbildung 7.22: Wärmestromdichte qW zur Wand (in W
m2 ) in Abhängigkeit

der Zeit t (in s) für die detaillierte (durchgezogene Linie) und reduzierte
Kinetik (gestrichelte Linie).

Die Auswertungen zeigen, dass die REDIM auch für den oftmals in der
Praxis genutzten Brennstoff Isooktan sehr gute Ergebnisse liefert und für
reduzierte Rechnungen herangezogen werden kann. Obwohl der Brennstoff
durch die hohe Anzahl an Spezies und Elementarreaktion um ein vielfaches
komplexer ist als die im Rahmen der vorliegenden Arbeit genutzten Methan-
Mechanismen [82, 85–87], muss für die reduzierte Beschreibung lediglich eine
zweidimensionale REDIM genutzt werden [97].
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8 Zusammenfassung und Ausblick
Der Einfluss der Wand auf Verbrennungsprozesse gewinnt in der aktuellen
Forschung immer mehr an Bedeutung. Dies resultiert zum einen aus dem
andauernden Trend des Downsizings in modernen Gasturbinen und Ver-
brennungsmotoren. Außerdem werden Verbrennungssysteme immer besser
verstanden und detaillierter modelliert, wodurch das Augenmerk auf den
Einfluss der Wand fällt.
Simulationen von komplexen Verbrennungssystemen mit detaillierter Be-

rechnung der chemischen Kinetik stellen auch in der heutigen Zeit trotz
modernster Computer einen enormen, oftmals nicht zu bewältigenden Rechen-
aufwand dar. Die Komplexität wird dabei durch zwei Dinge bestimmt: Zum
einen können komplexe Geometrien (z.B. Motoren) simuliert werden, zum
anderen bestehen die meisten Reaktionsmechanismen aus einer sehr großen
Anzahl von Spezies und Reaktionen. Um dennoch Berechnungen dieser Syste-
me mit vertretbarem Rechenzeitaufwand zu ermöglichen, werden reduzierte
kinetische Modelle entwickelt und implementiert. Ein reduziertes kinetisches
Modell, welches sowohl die chemische Kinetik als auch Diffusionsprozesse
berücksichtigt, ist die REDIM Methode [14]. Diese wurde ursprünglich für
Verbrennungsprozesse in der Gasphase, fernab von Wänden, entwickelt.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die REDIM Methode für Verbrennungs-
prozesse in Wandnähe adaptiert und weiterentwickelt. Im Zuge dessen musste
die REDIM dahingehend erweitert werden, dass sie den bei Flamme-Wand-
Interaktionen (FWI) auftretenden Wärmeverlust an die Wand berücksichtigt.
Zur weiteren Verfeinerung des reduzierten Modells für FWI wurde eine Rand-
bedingung für heterogene Wandreaktionen formuliert und in die REDIM
implementiert.
Damit neben den eindimensionalen Rechnungen des Head-On Quenching
(HOQ)-Systems auch reduzierte Rechnungen des mehrdimensionalen Side-
Wall Quenching (SWQ)-Systems mit großer Genauigkeit durchgeführt werden
können, wurde eine Methodik zur Einbindung mehrdimensionaler Gradien-
tenabschätzungen für REDIMs mit FWI erarbeitet und implementiert.
Oftmals sind Oxidationsmittel und Brennstoff in der Brennkammer prakti-
scher Anwendungen nicht homogen vorgemischt was in Gemischinhomogeni-
täten resultiert. Aus diesem Grund wurde die REDIM dahingehend erweitert,
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8 Zusammenfassung und Ausblick

dass sie für die reduzierte Behandlung inhomogener Gemischzusammenset-
zungen angewendet werden kann.
Für die Validierung der REDIMs wurden Rechnungen mit detaillierter und
reduzierter Chemie analysiert und miteinander verglichen. Die detaillierten
Auswertungen zeigen, dass alle vorgestellten REDIMs die Systemdynamik
der Simulation mit detaillierter Chemie sehr gut reproduzieren.
Neben der Entwicklung und Erstellung von reduzierten kinetischen Mo-

dellen für FWI wurde in dieser Arbeit auch die Implementierung mannigfal-
tigkeitsbasierter reduzierter kinetischer Modelle detailliert untersucht und
analysiert. Es wurde gezeigt, dass es, je nach verwendeter reduzierter Modell-
gleichung, zu einem Fehler kommen kann, sofern die Mannigfaltigkeit nicht
perfekt invariant ist. Um dieses Problem zu umgehen, wurde im Rahmen
dieser Arbeit eine verbesserte Modellgleichung hergeleitet und implementiert.

Die in der vorliegenden Arbeit vorgestellten reduzierten kinetische Modelle
für Verbrennungsprozesse in Wandnähe liefern sehr gute und akkurate Er-
gebnisse. Dennoch können die Modelle in zukünftigen Arbeiten noch weiter
verfeinert werden. Im Rahmen dessen können weitere Untersuchungen be-
züglich der Schadstoffbildung durchgeführt werden, welche daraufhin in die
REDIM implementiert werden kann. Gleiches gilt für Verbrennungssysteme
bei höheren Drücken, wie sie typischerweise in Motoren vorkommen.

Außerdem kann das REDIM-Konzept dahingehend erweitert werden, dass
eine hierarchische Mannigfaltigkeitsgenerierung für FWI ermöglicht wird.
Dies kann auf Basis einer Randbedingung erfolgen, welche von Neagos et al.
[70] vorgestellt und implementiert wurde. Mit Hilfe einer Zeitskalenanalyse
und detaillierten Rechnungen kann dabei die für eine Dimensionserhöhung
notwendige zusätzliche Richtung abgeschätzt werden.

Die sogenannte Modellreduktion on the fly stellt eine weitere Möglichkeit
dar, die in künftigen Arbeiten implementiert werden kann. Hierbei wird
das reduzierte Modell simultan zur Durchführung der reduzierten Rechnung
erstellt. Die sich aus der reduzierten Rechnung ergebenden Gradienten werden
direkt für die Berechnung der REDIM herangezogen. Die Implementierung
dieses Konzepts mit einer geeigneten Schnittstelle zwischen der Erstellung
der REDIM und der Bereitstellung der Gradienten stellt dabei die größte
Herausforderung dar.
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