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Kurzfassung

Selbstauswuchtsysteme sind im Bereich der Technik weit verbreitet, um das Schwin-
gungsniveau von rotierenden Maschinen mit variabler Unwucht, wie z.B. Waschmaschi-
nen, Zentrifugen, optische Laufwerke u.v.a.m., zu reduzieren. Ein Unwuchtausgleich
mit besagten Selbstauswuchtsystemen ist dabei nur im tiberkritischen Drehzahlbereich
der Maschinen méglich. Im Zuge einer Beschleunigung der Maschine auf einen im
tiberkritischen Drehzahlbereich liegenden Betriebspunkt passiert diese zwangslaufig
ein oder mehrere Resonanzfrequenzen, an denen es zu unerwiinschten dynamischen
Effekten kommen kann, die in der Regeln von einer deutlichen Zunahme des Schwin-
gungsniveaus begleitet werden.

Die vorliegende Arbeit widmet sich der systematischen Untersuchung der Dynamik
solcher unwuchtiger Maschinen mit einem einfachen Selbstauswuchtsystem unter
Berticksichtigung der Interaktion des mechanischen Systemteils mit einem nicht-idealen
Antrieb begrenzter Leistung. Der Schwerpunkt liegt dabei auf den beim Resonanzdurch-
gang eines exemplarischen Rotors auftretenden dynamischen Effekten.

Im Zuge der Untersuchungen wurden zwei Arten von Bewegungen identifiziert, die
jeweils einem Héangenbleiben des Rotors in der Resonanz entsprechen. Im ersten Fall
rotieren der Rotor und zwei Auswuchtpendel eines zugehorigen Selbstauswucht-
systems mit der gleichen Drehzahl knapp unterhalb der Resonanzdrehzahl, wobei
die Schwingungsamplitude der Rotordrehachse nahezu konstant bleibt. Im zweiten
Fall eilen die Auswuchtpendel des Selbstauswuchtsystems dem Rotor hinterher, was
zu einer kontinuierlichen Verdnderung der effektiven Unwucht des gesamten Sys-
tems fiihrt, wobei dies zu einer starken Modulation der Rotordrehzahl sowie der
Schwingungsamplitude der Rotordrehachse fiihrt. Beide Arten der beschriebenen
Resonanzlosungen koexistieren mit einer weiteren, kompensierenden Losung, bei
welcher der Rotor seine Nenndrehzahl erreicht und die Auswuchtpendel die Unwucht
des Rotors vollstandig kompensieren. Ein zentraler Punkt der vorliegenden Arbeit
ist dabei die Untersuchung der Existenz-, Stabilitdts- und Einzugsgebiete aller drei
genannten Losungsarten.
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Kurzfassung

Um die negativen Auswirkungen des Selbstauswuchtsystems auf die Rotordynamik
im Resonanzbereich zu reduzieren, wird weiterhin eine Konstruktionsanderung der
Auswuchtpendel vorgeschlagen, die es ermoglicht, diese erst am Betriebspunkt im
tiberkritischen Drehzahlbereich zu aktivieren. Alternativ kann das Phdnomen des
nicht-stationdren Hangenbleibens in der Resonanz auch zur Gestaltung einer Anre-
gungsquelle fiir Betriebsfestigkeitsversuche genutzt werden.
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1  Einleitung

Das Problem des Auswuchtens ist fast so alt wie die Erfindung des Tépferrads um ca.
3500 vor Christus. Rdder wurden dabei primér fiir den handwerklichen Gebrauch
entwickelt, bevor sie fiir den Transport verwendet wurden. Erst 500 Jahre spéter
entwickelten die Agypter das erste sorgfiltig ausbalancierte Steinrad fiir den rollenden
Transport [65]. Im Laufe der Zeit und mit dem technischen Fortschritt wurden die
ersten Wasser- und Windrader entwickelt. Eine ungenaue Fertigung fiihrte dazu, dass
derartige Rdder mit dem Massenschwerpunkt nach unten rotierten und sich bei einer
schwachen Stromung bzw. Wind iiberhaupt nicht mehr drehten [73].

Mit dem Beginn der industriellen Revolution wurde das Problem des Auswuchtens
noch akuter. Die Erhohung der Betriebsdrehzahlen rotierender Maschinen fiihrte
zu einer deutlichen Zunahme der Amplituden der durch die Unwucht induzierten
Schwingungen. Bis Ende des 19. Jahrhunderts wurde die Uberschreitung der ersten
Resonanzdrehzahl fiir unmoglich gehalten [[64]. Im Jahr 1889 konstruierte der schwe-
dische Ingenieur K.G. Laval eine einstufige Dampfturbine [47], wobei er experimentell
zeigte, dass im Falle einer ausreichend schnellen Beschleunigung der Maschine diese
keine Zeit hat, sich in der Resonanz aufzuschaukeln sondern in den tiberkritischen
Bereich zu einem ruhigeren Laufverhalten tibergeht. Die theoretischen Grundlagen fiir
eine tiberkritische Selbstzentrierung des Rotors wurden einige Jahre spéter von Foppl
[25] und Jeffcott [38] ausgearbeitet.

Im Jahr 1902 entdeckte der deutsche Physiker A. Sommerfeld, dass die Motorleistung
unter Umstdnden nicht ausreicht, um den Rotor durch die Resonanz zu bringen [77]],
sodass eine fiir den {iberkritischen Betrieb ausgelegte Maschine vor der Resonanz
stehen bleibt und mit sehr hohen Amplituden schwingt. Dabei fiihrte eine leichte
Erhohung der Energieversorgung zu nahezu keiner Erhohung der Drehzahl. Erst
nach einem Leistungsanstieg {iber einen bestimmten Schwellenwert ,springt” der
Rotor auf die iiberkritische Drehzahl. Dieses Phanomen wurde entsprechend seines
Entdeckers als Sommerfeld-Effekt bezeichnet und blieb ein halbes Jahrhundert lang
unerkldrt. Erst in den fiinfziger Jahren des 20. Jahrhunderts wurde eine theoretische
Erkldarung dieses Phénomens fiir ein System mit einem oszillierenden und einem



1 Einleitung

rotierenden Freiheitsgrad zunéchst von Blekhman erarbeitet [10,11] und danach von
Kononenko erweitert [43]. Diese Arbeiten legten den richtungsweisenden Grundstein
fur die wissenschaftlichen Forschung tiber die Interaktion von schwingenden Systemen
mit nicht-idealen Energiequellen. Der Einfluss eines Antriebs mit begrenzter Leistung
wurde fiir eine Vielzahl von Systemen untersucht, u.a. fiir flexible Rotoren [90], Kurbel-
triebe [89], selbstsynchronisierende Vibratoren [§8} [11] und sogar fiir die Stabilisierung
von Raumschiffen und Satelliten [88].

Viele Autoren untersuchten die Méglichkeit, den Sommerfeld-Effekt zu vermeiden oder
zu minimieren, unter anderem durch aktive Steuerung des Antriebsmomentes [88]],
Anderung der Systemsteifigkeit [17, 18,24, 90] oder Systemdampfung [40] wihrend
des Hochlaufs, mit Hilfe von trockener Reibung [15] und aktiver Magnetlager [39].
Parallel zu der Entwicklung der rotierenden Maschinen trat auch die Auswuchttechnik
in den Fokus der Forschung. Im Falle einer permanenten Unwucht kann diese mit
hoher Genauigkeit durch starr angebrachte Zusatzgewichte ausgeglichen werden [21}
73]. Der Auswuchtvorgang wird in der Regel einmalig vor der Inbetriebnahme der
Maschine durchgefiihrt, was auch als ,Offline-Auswuchten” bezeichnet wird. In Fillen
variierender Unwucht, bei denen sich die Unwucht von Start zu Start oder sogar wahrend
des Betriebs der Maschine verdndern kann, ist dieser Ansatz allerdings nicht geeignet.
Hier ist ein kontinuierlicher Unwuchtausgleich wihrend der gesamten Laufzeit der
Maschine erforderlich, was tiblicherweise als , Online-Auswuchten” bezeichnet wird.
Zu den Maschinen, die online ausgewuchtet werden miissen, gehdren unter anderem
Waschmaschinen [7} 53]], verschiedene Zentrifugen [55} 58], optische Laufwerke [16, 34,
42]] und elektrische Handwerkzeuge [61, 63].

Im Hinblick auf die Realisierung wird dabei zwischen aktiven und passiven Online-
Auswuchtsystemen unterschieden. Bei aktiven Systemen wird die Position der Aus-
gleichsmasse(n) durch spezielle Aktoren in Abhingigkeit vom momentanen System-
zustand eingestellt (siehe zum Beispiel [1} 57, 86]), was oft ein komplexes und teures
Regelungssystem in Kombination mit entsprechenden Messsensoren erfordert. Bei
passiven Auswuchtsystemen, auch Selbstauswuchtsysteme genannt, wird dagegen
nur die natiirliche Dynamik der Interaktion zwischen dem Hauptsystem und den
Ausgleichsmassen genutzt, was bei vielen Anwendungen durchaus vorteilhaft sein
kann.

Das erste passive Auswuchtsystem wurde von Leblanc im Jahre 1915 patentiert [48]. Er
schlug vor, eine Scheibe mit einer kreisformigen Nut, die teilweise mit einer schweren
viskosen Fliissigkeit gefiillt wurde, als Auswuchtkorper zu verwenden. Einige Jahre
spater stellte Tearle eine Konstruktion vor, bei der Kugeln anstatt der viskosen Fliissigkeit
zum Balancieren verwendet wurden [83].

Die Mehrheit der wissenschaftlichen Arbeiten zum Selbstauswuchten ist dabei der
Dynamik von Selbstauswuchtsystemen vom Kugeltyp gewidmet. Blekhman leitete die



Bewegungsgleichungen fiir den Fall von n identischen Kugeln her und untersuchte
die stationdren Losungen und deren Stabilitdt fiir ein System mit zwei Kugeln fiir
eine quasi-konservative Problemformulierung [11]. Es konnte gezeigt werden, dass die
kompensierende Konfiguration nur im tiberkritischen Drehzahlbereich stabil ist. Im
unterkritischen Bereich neigen die Kugeln dazu, die Unwucht des Rotors zu vergrofsern.
Stationdre Losungen und ihre Stabilitét fiir den sich in der Ebene bewegenden Rotor mit
einem Auswuchtsystem vom Kugeltyp wurden ebenfalls in den Arbeiten [14, 2729} 35,
49| 51-53] untersucht. In [52] wurde der Effekt der Rollreibung zwischen den Kugeln
und der Fithrung untersucht. Es wurde gezeigt, dass die Reibungskrafte die Kugeln
daran hindern koénnen, sich in die ideale Auswuchtkonfiguration zu bewegen, woraus
geschlossen wurde, dass ein vollstindiges Auswuchten in solchen Systemen nicht
moglich ist.

Das Auswuchten mit nur einer Kugel wurde dagegen in [62] untersucht. Es wurde
gezeigt, dass ein vollstandiges Auswuchten nur dann mdglich ist, wenn die urspriing-
liche Unwucht des Rotors komplett mit der durch die Kugel erzeugten Unwucht
tibereinstimmt.

In [35] wurde ein Auswuchtsystem mit zwei Fithrungsbahnen unterschiedlicher Radien
untersucht. Bei der Drehung des Rotors mit einer Resonanzfrequenz wurde eine nicht
synchrone Bewegung der Kugeln beobachtet, die zu einer signifikanten Erthshung der
Amplitude der Rotorschwingungen und ihrer Modulation fiihrte.

Der Einfluss der Dampfung auf den Zeitraum, in dem eine kompensierende Konfigu-
ration der Kugeln bei einer gegebenen Rotordrehzahl erreicht wird (Konvergenzzeit),
wurde in [27] untersucht. Es wurde gezeigt, dass sich die Dampfung positiv auf die
Konvergenzzeit auswirkt, jedoch kann eine zu hohe Dampfung zu einem Stabilitatsver-
lust der kompensierenden Losung fithren. Mittels Pfadverfolgungsmethoden wurden
in [29] die Bifurkationen von stationdren Losungen untersucht sowie die Existenz von
Grenzzyklen nachgewiesen.

Der Einfluss einer dufieren Stérung auf die Stabilitdt von stationdren Losungen wurde
in [82] diskutiert. Es wurde gezeigt, dass eine dufiere Stérung nur dann einen signifi-
kanten Einfluss auf die Position der Kugeln hat, wenn die Stérungsfrequenz nahe der
Resonanzfrequenz liegt.

Um die Dynamik der Auswuchtsysteme zu verbessern, wurde in [28] vorgeschlagen, die
Kugelfithrung in drei bzw. vier Sektoren mit jeweils einer Kugel zu unterteilen. Diese
Aufteilung sollte die Massenverteilung im System im unterkritischen Drehzahlbereich
verbessern. Um die Auswuchtqualitdt und den Stabilitdtsbereich der Ausgleichskonfi-
guration zu verbessern, wurde in [37] empfohlen, eine Auswuchtscheibe mit mehreren
Fiihrungen unterschiedlicher Radien mit jeweils zwei Kugeln in jeder Fithrung zu
verwenden.



1 Einleitung

Im Falle von Rotoren, die rdumliche Bewegungen ausfiihren und/oder dynamische
Unwuchten aufweisen, sollten dreidimensionale Modelle verwendet werden. Die M&g-
lichkeiten des Auswuchtens mit einer einzigen Auswuchtscheibe fiir derartige Rotoren
wurden im Hinblick auf verschiedene technische Anwendungen in den Arbeiten [16, 42,
55,61} [80] untersucht. Es wurde gezeigt, dass ein vollstindiges Auswuchten nur in der
Ebene der Auswuchtscheibe moglich ist. In anderen Rotorebenen gab es Restschwin-
gungen, deren Amplituden im Vergleich zu einem Rotor ohne Selbstauswuchtsystem
allerdings deutlich reduziert waren.

In [14] wurde vorgeschlagen, statt einer Auswuchtscheibe einen Ausgleichszylinder zu
verwenden, in dem sich die Kugeln nicht nur in einer, zur Rotordrehachse senkrechten
Ebene, sondern auch entlang der Rotorachse frei bewegen kénnen.

Dem Auswuchten in zwei Ebenen mit Hilfe von zwei Auswuchtscheiben sind die
Arbeiten [32, 54, 67, |79] gewidmet.

In [32] wurde gezeigt, dass durch die Verwendung von zwei Auswuchtscheiben,
die in verschiedenen Ebenen angebracht sind, sowohl statische als auch dynamische
Unwuchten eines starren Rotors ausgeglichen werden kénnen.

In [79] wurde nachgewiesen, dass die Stabilitdt der Ausgleichskonfiguration stark vom
Verhiltnis der Haupttragheitsmomente des Rotors und dem Abstand zwischen den
Auswuchtscheiben abhéangt.

In [54] wurde das Auswuchten des Rotors auf einer elastischen Welle in zwei Ebenen
untersucht. Es hat sich ergeben, dass in diesem Fall ein vollstindiges Auswuchten nicht
moglich ist und die Qualitdt des Auswuchtens umso besser ist, je kleiner der Abstand
zwischen den Auswuchtscheiben und dem Rotor ausfallt.

Eine Alternative zu einer Auswuchtscheibe mit zwei oder mehr Kugeln ist die Verwen-
dung von zwei Auswuchtpendeln.

In [44] wurden stationdre Losungen fiir ein System mit mehreren Auswuchtpendeln
untersucht, deren Aufhdngepunkte einen Abstand zur Rotordrehachse aufweisen. Es
hat sich gezeigt, dass ein vollstindiges Auswuchten nur moglich ist, falls die Rotor-
und Pendelachsen zusammenfallen. Die Stabilitdt von stationdren Losungen eines
Selbstauswuchtsystems vom Pendeltyp wurde auch in [33] untersucht. Es wurde
bestétigt, dass die Verlagerung des Aufhingepunktes der Auswuchtpendel relativ zur
Rotordrehachse einen stark negativen Einfluss auf die Qualitdt des Auswuchtens hat.
Der vorgenommene Vergleich von Pendeltyp- und Kugeltyp-Selbstauswuchtsystemen
zeigte, dass das Pendeltyp-System nicht nur unempfindlicher gegeniiber dufleren
Stérungen ist, sondern aufgrund eines geringeren Widerstandsmoments auch ein
schnelleres Erreichen der kompensierenden Konfiguration erméglicht. Die numerischen
Simulationsergebnisse wurden in einer Reihe von experimentellen Versuchen validiert.
Die Untersuchung von stationdren Losungen von Selbstauswuchtsystemen beider
zuvor genannter Typen offenbarte, dass eine stabile Konfiguration des Systems im



1.1 Ziel der Arbeit

unterkritischen Drehzahlbereich einen negativen Einfluss auf die Dynamik des Systems
hat, was unter Berticksichtigung des nicht-idealen Antriebs die Frage nach der Fahigkeit
des Systems zum Passieren der Resonanz aufwirft und in der Literatur kaum unter-
sucht wurde. In Artikel [78] wurden die Ergebnisse eines experimentellen und eines
simulierten Hochlaufs des Rotors mit einer einzelnen Ausgleichskugel verglichen, um
das Reibungsmodell zwischen der Ausgleichskugel und der Fiithrung zu validieren. Die
Merkmale des Hochlaufprozesses und der Durchgang des Systems durch die Resonanz
wurden in der besagten Arbeit nicht angesprochen.

Stationdre und transiente Losungen fiir ein ebenes Modell eines starren Rotors mit
einer Auswuchtscheibe mit zwei Kugeln unter Beriicksichtigung einer linearen Motor-
Kennlinie wurden in [68] untersucht. In der Simulation wurde die Motornenndrehzahl
dabei langsam erhoht und es zeigte sich, dass ab einer bestimmten Drehzahl in der Nahe
der Resonanz die Kugeln sich nicht mehr mit dem Rotor synchronisieren und stattdessen
bei einer Frequenz knapp unterhalb der Resonanzfrequenz verbleiben. Dieses Verhalten
der Ausgleichskugeln fiihrt zu einem starken Anstieg der Schwingungsamplitude des
Systems und in einigen Fallen sogar zu einer starken Modulation. Im Falle eines starren
Rotors, der eine raumliche Bewegung ausfiihrt, wurde dieses Phanomen ebenfalls beim
Auswuchten mit einer [70,[80] bzw. mit zwei [69] Auswuchtscheiben beobachtet.
Nichtsynchrone Losungen dieser Art sind auch in Arbeiten anderer Autoren angedeutet
(siehe z.B. [5} 27, 135} 37} 149}, 61]). In all diesen Publikationen wurden diese Losungen
jedoch unter Annahme einer vorgegebenen oder sogar konstanten Rotordrehzahl
beobachtet, was in den meisten Féllen keine addquate Annahme bei der Untersuchung
des Durchgangs durch die Resonanz darstellt. Sowohl die auftretenden periodischen
Losungen als auch ihre Ursachen wurden dartiber hinaus nur rudimentér analysiert.

1.1 Ziel der Arbeit

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die systematische Untersuchung der Dynamik eines
unwuchtigen Rotors mit einem einfachen Selbstauswuchtsystem unter Berticksichti-
gung der Interaktion des mechanischen Systemteils mit einem nicht-idealen Antrieb
begrenzter Leistung. Sowohl die duflere radiale Dimpfung des Rotors als auch die Rota-
tionsddmpfung in den Lagern zwischen dem Rotor und den Auswuchtpendeln werden
in dem zu untersuchenden Modell beriicksichtigt. Der Schwerpunkt der Studie liegt
dabei auf Untersuchungen der nicht-stationdren Losungen, die wiahrend des Hochlaufs
des Rotors bis zu Motornenndrehzahl entstehen, wobei ein Resonanzdurchlauf mit
eingeschlossen ist.



1 Einleitung

1.2

Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2| werden die in dieser Arbeit verwendeten Grundlagen dargelegt.
Der erste Teil des Kapitels ist der Einfithrung in die Theorie der nichtlinearen
Schwingungen gewidmet, wohingegen der zweite Teil des Kapitels die Minimal-
modelle des unwuchtigen Rotors und der Elektromotoren, die als Grundlage fiir
die Modellierung des Rotors mit einem Selbstauswuchtsystem dienen, umfasst.

Kapitel 3| befasst sich mit der Methode der Mittelwertbildung und ihrer Modi-
fikation fiir Systeme mit signifikanter Dampfung, die spdter zur Herleitung
von Gleichungen fiir die langsame Dynamik der zu untersuchenden Systeme
verwendet wird. Nach einer kurzen theoretischen Einfithrung wird die Methode
anhand des Beispiels des Sommerfeld-Effekts illustriert.

Im Kapitel | wird ein Minimalmodell eines unwuchtigen Rotors mit einem Selbst-
auswuchtsystem eingefiihrt. Nach der Modellbeschreibung wird die Herleitung
der Gleichungen der langsamen Dynamik des betreffenden Systems dargestellt.

Kapitel 5| widmet sich der systematischen Untersuchung der stationdren und der
periodischen Losungen der Gleichungen der langsamen Dynamik, die in Kapitel
A]hergeleitet wurden. Der letzte Abschnitt des Kapitels befasst sich mit der qualita-
tiven Bewertung der verwendeten Methode hinsichtlich der Approximationsgiite.

In Kapitel [ werden zwei spezifische technische Anwendungen vorgestellt, die auf
den Ergebnissen dieser Arbeit basieren. Der erste Abschnitt zeigt eine Anderung
der Konstruktion von Auswuchtpendeln, um die negativen Auswirkungen des
Selbstauswuchtsystems auf die Dynamik im Resonanzbereich zu reduzieren.
Im zweiten Abschnitt wird das Phdnomen des nichtstationdren Hangenbleibens
in der Resonanz zur Gestaltung der Anregungsquelle bei versuchstechnischen
Abschidtzungen der Betriebsfestigkeit thematisiert.

SchlieBlich fasst Kapitel [7] die wichtigsten Ergebnisse der vorliegenden Arbeit
zusammen und fiihrt tiberdies offene Fragen der zugrundeliegenden Problem-
stellung an.
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Im ersten Teil dieses Kapitels werden die grundlegenden Konzepte der Theorie der
nichtlinearen Schwingungen und der Stabilitdtstheorie diskutiert, die in der vorliegen-
den Arbeit verwendet werden.

Der zweite Teil dieses Kapitels ist den Basismodellen eines Rotors und eines Elektro-
motors gewidmet, die spéter als Grundlage fiir die Modellierung der Selbstauswucht-
systeme dienen.

2.1  Grundbegriffe der Theorie der nichtlinearen
Schwingungen

Die Dynamik mechanischer Systeme mit konzentrierten Parametern wird in der Regel
durch ein System gewohnlicher Differentialgleichungen

‘71 = fl(ﬂlr ey qﬂ)/

(2.1)
Gn = fu(q1, ..., qn)
beschrieben, welches wahlweise auch in Matrizenform
q=f(q) (22)
geschrieben werden kann, wobei
n
q=| " 23)
qn
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eine Spaltenmatrix mit den Variablen 4;...q, ist, die Verschiebungen und Geschwindig-
keiten des Systems der Ordnung 1 beschreiben. Die Spaltenmatrix

fq, - qn)
(g =| 4
fn(ﬂl/- rqn

beinhaltet die Funktionen f1(q1, ..., 4u)--- fu(q1, ..., gu), die von der spezifischen Problem-
stellung abhidngen. Treten die Variablen g;...q, nur in erster Potenz in den Funktionen
fi..-fu auf, wird das Gleichungssystem als linear, ansonsten als nichtlinear genannt.
Fiir den betrachteten Fall, dass die rechten Seiten der Gleichungen bzw.
nicht explizit von einem unabhéngigen Argument abhidngen, wird das System als
autonom bezeichnet. Andernfalls ist das System nicht autonom, wobei ein zugehoriges
Gleichungssystem

q1 :fl(qlr“-/ qr’lrt)/
(2.5)
1711 :fn(q1/-~-/ Qn/t)/

durch die Einfiihrung einer zusitzlichen Variable g,41 = ¢ und einer zusitzlichen
Gleichung fiir diese autonomisiert werden kann:

ql = fl(lh, ety 5]11/ Qn+1)/
(2.6)

l?n = fn(q1/-~-/ Qn/ Qn+1)/
QVHl =1

Somit ist das zeitabhédngige System der Ordnung n ein Sonderfall des Systems der
Ordnung (n + 1).

Erfiillt der Funktionssatz q(t) = (q1(t)...q.(t))T das Gleichungssystem (2.1), so wird
dieser Funktionssatz als Losung des Systems bezeichnet. Der Wertesatz der Variablen
q(to) = (§14---Gn,)" zum Zeitpunkt t; (in den meisten Fallen wird angenommen, dass
to = 0ist) wird als Anfangsbedingungen bezeichnet und stellt zusammen mit dem Glei-
chungssystem (2.1) ein Anfangswertproblem dar. Nach dem Satz von Picard-Lindelof,
hat jedes Anfangswertproblem eine eindeutige Losung in der Umgebung des Punktes
to, sofern die Funktionen fi(q1, ..., gu)---fu(q1, ..., gn) stetig, stetig-differenzierbar und
begrenzt sind sowie die Lipschitz-Bedingungen erfiillen [4].

8



2.1 Grundbegriffe der Theorie der nichtlinearen Schwingungen

Eine der wichtigsten Eigenschaften der Losungen des Gleichungssystems ist ihre
Stabilitdt, die das Verhalten des Systems im Falle einer Storung der Anfangsbedingungen
charakterisiert. Die formale Definition der Stabilitdt einer Losung ist von Lyapunov
gegeben worden.

Im Folgenden werden zwei Losungen des Systems betrachtet: eine ungestorte
Losung q(t) und eine gestorte Losung q(#).

Die ungestorte Losung ¢(t) des Systems wird als stabil in Bezug auf die Variablen
q1...qn bezeichnet, wenn fiir ein beliebiges ¢ > 0 ein solches 6 > 0 existiert, sodass
fiir jede Losung q(t) des Systems, die der Bedingung ||q(to) — q(fo)|| < 0 gentigt, die
Ungleichung

lla(t) = q(B)ll < e (2.7)

fiir alle t > tg erfiillt ist.
Sollte ferner neben auch

llq(t) —q(H)ll =0, t > o0 (2.8)
erfiillt sein, wird eine solche Losung auch als asymptotisch stabil bezeichnet [75].

() (b)

(91(t0), q2(to))

q2
qz

(q1(t1), 92(t1))
q1 q1

Abbildung 2.1: Phasentrajektorie (a) und Phasenportrait (b) eines Systems zweiter Ordnung

In der Untersuchung der Dynamik mechanischer Systeme erfolgt die Analyse von
Systemlosungen nicht zwingend im Zeitbereich, sondern hdufiger im sogenannten
Phasenraum [3]. Jeder Systemzustand, der durch den Satz von Werten der Varia-
blen g;...q, beschrieben wird, entspricht nur einem Punkt im Phasenraum, sodass
jeder Punkt im Phasenraum einem einzigen Zustand des Systems entspricht. Die
Gesamtmenge aller zu einer Systemldsung q1(t)...q,(t) gehorenden Punkte bildet eine
Phasentrajektorie, die auch Phasenkurve oder Phasenbahn genannt wird. Die Pfeile
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auf der Phasentrajektorie zeigen die Richtung der Anderung der Zustandsvariablen fiir
in der Regel zunehmende Werte des unabhingigen Arguments (in den meisten Fallen
die Zeit) an. Der Phasenraum des Systems ist dicht mit Trajektorien gefiillt, da jeder
Punkt des Phasenraums als Anfangsbedingung dienen kann. Das Gesamtbild der fiir
das System charakteristischer Phasentrajektorien wird als Phasenportrait des Systems
bezeichnet.

Abb.[2.T)zeigt Beispiele fiir die Phasenkurve und das Phasenportrait eines dynamischen
Systems zweiter Ordnung mit Variablen g1 und ¢».

(@)

Abbildung 2.2: Zylindrische Phasenraum (a) und torusformige Phasenraum (b) eines Systems zweiter
Ordnung

Phasenraum des Systems zweiter Ordnung, der die lineare Bewegung des mechanischen
Systems beschreibt, ist im betrachteten Fall eine Ebene. Beschreibt ein Gleichungssystem
eine Drehbewegung eines mechanischen Systems, wie z.B. Schwingungen oder Dre-
hungen eines mathematischen Pendels, dann erfiillt die Darstellung des Phasenraums
in Form einer Ebene nicht die Anforderung einer eindeutigen Darstellung des System-
zustandes im Phasenportrait. Der gleiche physikalische Zustand des Systems entspricht
einer unendlichen Anzahl von Punkten mit den Koordinaten (q3, 45), (9] + 27, q5),
(g7 + n7, q3) usw. im Phasenportrait. Der Phasenraum solcher Systeme ist daher eine
Zylinderoberflache (siehe Abb ). Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird jedoch
in der Regel eine Auffaltung der zylindrischen Oberfliche verwendet. Falls beide
Zustandsgrofien Winkelkoordinaten sind, stellt der Phasenraum eine Torusflache dar
(siehe Abb. 2.2b). Mit zunehmender Dimension des Systems nimmt folglich auch die
Dimension des Phasenraums zu, der sich beliebig komplex gestalten kann.

Im Folgenden werden zwei Arten von Losungen, die fiir die qualitative Analyse der
Systemdynamik von besonderem Interesse sind - stationdre Losungen und Grenzzyklen
- ndher betrachtet.

10



2.1 Grundbegriffe der Theorie der nichtlinearen Schwingungen

2.1.1 Stationidre Losungen

Wenn eine Losung q = konst. des Systems die rechten Seiten der Gleichungen zu
Null werden lédsst, dann wird eine solche Losung als stationidre Losung oder Gleich-
gewichtslage bezeichnet. Im Phasenportrait des Systems entspricht eine stationire
Losung dabei einem Punkt.

Um die Stabilitdt von stationdren Losungen zu untersuchen, wird das Verhalten von
Trajektorien in der Nédhe des Gleichgewichtspunktes ausgewertet. Zu diesem Zweck
wird eine Abweichung Aq(t) von einer stationdren Losung formell eingefiihrt:

Aq(t) = q(t) - §. 29)

In diesem Fall wird Gleichung in Bezug auf die Abweichungen in die Form
Aq(t) = £(q + Aq(t), 1) (2.10)

umgeschrieben. Da nur geringe Abweichungen von der Gleichgewichtslage beriicksich-
tigt werden, kann die rechte Seite von Gleichung (2.10) in einer Taylorreihe entwickelt
und die Gleichung selbst in Bezug auf A(q) linearisiert werden

Aq(t) = JAq(t) + O(A (1)), 2.11)

wobei J eine charakteristische Matrix mit den Koeffizienten

df
Jy = a_ﬁ (2.12)
Tila=a
bezeichnet.
Aus den Ljapunovschen Stabilitdtssédtzen [30] folgt, dass

e die stationdre Losung q stabil ist, wenn alle Eigenwerte der Matrix J negative
Realteile haben,

o die stationdre Losung q instabil ist, wenn zumindest einer der Eigenwerte der
Matrix A einen positiven Realteil hat,

o der kritische Fall vorliegt, falls der Realteil bei einem oder mehreren Eigenwerten
gleich null ist, und alle anderen Eigenwerte negative Realteile haben. In diesem Fall
wird die Stabilitdt der Losung durch nichtlineare Terme der Gleichung bestimmt,
sofern es sich bei dem betrachteten System um ein nichtlineares System handelt,
ansonsten ist entscheidend, ob die den kritischen Eigenwerten entsprechenden
Elementarteiler einfach oder mehrfach sind.

11
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Weiterhin werden die Arten von stationdren Losungen und deren Stabilitét fiir Systeme
zweiter Ordnung betrachtet. Die charakteristische Matrix des Systems zweiter Ordnung
hat zwei Eigenwerte, die das Systemverhalten in der Nidhe der Gleichgewichtslage
bestimmen.

(a) (b)

q2
q2

q q

Abbildung 2.3: Phasenportraits eines stabilen Knotens (a) und eines instabilen Knotens (b)

In dem Fall, dass beide Eigenwerte reell sind und gleiche Vorzeichen haben, wird die
Gleichgewichtslage als Knoten bezeichnet. In der Umgebung eines Knotens bilden die
Trajektorien ein Biindel. Der Knoten ist stabil, falls das Biindel sich auf den Knoten
zubewegt (siehe Abb.[2.3a), und instabil, falls es sich von diesem weg bewegt (siehe

Abb. 235).

>\’>;/</<
LN
TN

Abbildung 2.4: Phasenportraits eines Sattelpunktes (a) und eines Zentrums (b)

Die stationdre Losung heifit Sattelpunkt, wenn die Eigenwerte zwar reell sind, aber
entgegengesetzte Vorzeichen haben. Am Sattelpunkt (Abb. [2.4a) gibt es zwei Paare

12



2.1 Grundbegriffe der Theorie der nichtlinearen Schwingungen

von Phasentrajektorien, von denen sich eines auf den Sattel zu und das andere von
dem Sattel weg bewegt. Die Trajektorien jedes Paares haben gemeinsame Tangenten
an dem Sattelpunkt, wobei der Sattelpunkt selbst nicht zu diesen Trajektorien gehort.
Diese Bahnen werden Separatrizen genannt und sind von grofier Bedeutung, da sie
den Phasenraum oft in Bereiche mit qualitativ unterschiedlicher Dynamik des Systems
unterteilen. Die verbleibenden Phasenkurven kénnen in Richtung der Gleichgewichts-
position gezogen werden, wobei sie sich fiir eine Weile in deren Ndhe bewegen und
sich dann wieder von dieser entfernen.

(a) (b)

q2
q2

n 1

Abbildung 2.5: Phasenportraits eines stabilen Fokus (a) und eines instabilen Fokus (b)

Im Fall von rein imaginédren Eigenwerten wird die Gleichgewichtslage als Zentrum
bezeichnet. In der Umgebung eines Zentrums bilden die Trajektorien geschlossene Kur-
ven (Abb.[2.4b). Da die Realteile der Eigenwerte in diesem Fall gleich Null sind, wird die
Stabilitat dieses stationdren Punktes durch nichtlineare Terme des Gleichungssystems
bestimmt.

Im Falle von komplex konjugierten Eigenwertpaaren wird die entsprechende Gleichge-
wichtslage als Fokus bezeichnet. In der Umgebung eines Fokus sind die Trajektorien
spiralférmig und bewegen sich entweder auf den Punkt zu (stabiler Fokus - Abb.
oder von diesem weg (instabiler Fokus -[2.5b)([72] p.79).

212 Grenzzyklen

Ist die Losung q(t) von Gleichung eine periodische Funktion, d.h. es gibt eine
solche Konstante T > 0, dass q(t) = q(t + T) fiir beliebige ¢ gilt, dann wird die Losung
q(t) als periodisch bezeichnet, und die minimale Konstante T ist eine Periodendauer
dieser Losung. Periodische Losungen sind geschlossene Kurven im Phasenportrait

(siehe Abbildungen 2.1} 2.4b).

13
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Ist eine periodische Losung isoliert, d.h. es gibt keine weiteren periodischen Lésungen
in ihrer unmittelbaren Umgebung, so wird eine solche Losung als Grenzzyklus
bezeichnet.

(@) (b)

q2
q2

n n
Abbildung 2.6: Phasenportraits eines stabilen Grenzzyklus (a) und eines instabilen Grenzzyklus (b)
Die Stabilitdt von Grenzzyklen kann auch im Sinne der Stabilitdt nach Ljapunov
beurteilt werden. Zu diesem Zweck wird, dhnlich wie bei der Untersuchung der
Stabilitdt stationdrer Losungen, die Abweichung Aq(t) von der periodischen Losung

q(t) eingefiihrt, und das Gleichungssystem wird in der Néhe der periodischen
Losung linearisiert:

Aq(t) =J(HAq(H) + O(AG* (1)), (2.13)
wobei die Koeffizienten der zeitabhéngigen Matrix J()

dfi
Jij(t) = a—f (214)

1la=a(1)
periodische Funktionen der unabhéngigen Variable ¢ mit Periode T sind, sodass
Jt)=Jt+T) (2.15)

gilt. Basierend darauf wird die Stabilitdt der trivialen Losung der Gleichung (2.13)
untersucht. Aufgrund der Abhingigkeit der Matrix J(t) von der unabhéngigen Variable
t (Zeit) ist eine direkte Berechnung der Eigenwerte nicht moglich, da der Begriff

14
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Eigenwert fiir solche Systeme nicht definiert ist. Nach dem Satz von Floquet [30] gibt
es eine Variablentransformation

p = P(t)Aq, (2.16)
sodass ein System von Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten

Aq(t) = J(t)Aq(t) (2.17)

mit dem entsprechenden Fundamentalsystem

F(t) = J(t)F(t) (2.18)

zu einem Gleichungssystem mit konstanten Koeffizienten

p = Bp(?) (2.19)
uberfiihrt werden kann, wobei

B = (B(t) + P())(£)P () (220)

gilt. Dabei ist die Transformationsmatrix P(¢) ebenfalls T-periodisch und nicht singulér.
Die Fundamentalmatrix von (2.19) kann als Exponentialfunktion der Form eB! geschrie-
ben werden, sodass die Fundamentalmatrix von (2.17) unter Berticksichtigung von

als

F(t) = P71(t)eB! (2.21)
angegeben werden kann [30] und Lésungen der Gleichung als

Aq(t) = F(t)Aq(0) = P7'(t)e Aq(0) (2.22)

geschrieben werden kénnen. Diese stellen das Produkt von periodischen Funktionen
und Matrixexponentialfunktion dar. Die Stabilitdt der Losung hdngt also nur von den
Eigenwerten der Matrix B ab. Im allgemeinen Fall kann die Matrix P(t) und damit die
Matrix B jedoch nicht explizit angegeben werden, weswegen in der Praxis die Matrix
F(t) in der Regel numerisch (in seltenen Fillen analytisch) fiir den Zeitpunkt berechnet
wird, der einer Periode entspricht ¢t = T. Die Matrix F(T) wird Monodromiematrix
genannt und ihre Eigenwerte p; werden als Floquet-Multiplikatoren bezeichnet.

Auf Basis der Berechnung und Analyse der Floquet-Multiplikatoren kénnen folgende
Schlussfolgerungen gezogen werden:

15
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o Eine periodische Losung q(f) ist asymptotisch stabil, falls alle Eigenwerte der
Monodromiematrix F(T) vom Betrag her kleiner eins sind.

e Ist der Betrag mindestens eines Eigenwerts grofler eins, ist die periodische Losung
q(t) instabil.

e Falls die Matrix F(T') keinen Eigenwert mit Betrag grofier eins aufweist, aber zumin-
dest einen Eigenwert vom Betrag her gleich eins hat, wird die Losungsstabilitit
durch nichtlineare Terme der Gleichung bestimmt [30].

Das Phasenportrait eines stabilen Grenzzyklus ist in Abb. [2.6ajund das eines instabilen
Grenzzyklus ist in Abb. dargestellt.

2.1.3 Bifurkationen

Im Allgemeinen hidngt das Systemverhalten von einem oder mehreren Steuerungs-
parametern g = (1, y2...)T ab. Infolge dessen kénnen kleine Anderungen der Para-
meterwerte der Steuerungsparameter zu signifikanten qualitativen Verdnderungen
des Losungsverhaltens fithren. Eine solche schlagartig auftretende Anderung des
Systemverhaltens wird als Bifurkation oder Verzweigung bezeichnet [3]], wobei der
kritische Parameterwert pi,, an dem diese Anderung auftritt, Bifurkationspunkt
genannt wird [41]. Das Ziel der sog. Bifurkationsanalyse ist es, kritische Parameterwerte
zu bestimmen und neue, aus der Bifurkation abzweigende Losungen und deren
Stabilitat zu identifizieren [56].

Lokale Bifurkationen der Ruhelagen

In diesem Abschnitt werden nur die einfachsten Formen lokaler Verzweigungen von
stationdren Losungen betrachtet, die von lediglich einem Parameter abhangen. Solche
Verzweigungen verdndern den Charakter von Phasentrajektorien nur in der lokalen
Umgebung stationdrer Punkte, was deren Analyse und Zuordnung zu einem der
wenigen Grundtypen erheblich erleichtert.

Im Folgenden werden Systeme des Typs

Xx=f(x,u), pek (2.23)

untersucht, die fiir einen Parameterwert p eine stationdre Losung xo aufweisen. Damit
wird durch die Gleichung

flx,u)=0 (2.24)

16
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die Funktion x = x(u) implizit vorgegeben. Ein Punkt (xo, tio) heifit regulir, falls es
eine Umgebung dieses Punktes gibt, in der die Funktion x(u) stetig und eindeutig ist.
Ansonsten heifst der Punkt singulr.

Bifirkationspunkte sind diejenigen singuldren Punkte, die innerhalb des Definitionsbe-
reichs der Funktion f(x, ) liegen.

Die Regularitétskriterien sind durch den Satz tiber die implizite Funktionen bestimmt.
Es wird die Jakobi-Matrix aufgebaut:

_ 9f(xp)

J dx

. (2.25)
(xo0,40)

Ist die Funktion f(x, i) stetig in y und die Jakobi-Matrix J nicht singulér (det (J) # 0),
dann gibt es eine Umgebung des Punktes (xg, o), in der x eine eindeutige und stetige
Funktion von p (x = x(u)) ist.

Wird angenommen, dass die Jakobi-Matrix J im Punkt (xo, px,) singuldr ist, kann die
Funktion f(x, p) = 0 in der Nahe des singuldren Punktes in eine Taylor-Reihe

fx, u) = f(xo+ Ax, ugr + Ap) =

df (x.u) of (x.u)
f(XQ, [ukr) + fa H Ax + fa H Ay-ﬁ-
x (o0, tkr) ¢ (xo0,tkr)
02 . % f(x. 02 .
1 f(xzu) A2 4 L f(xzu) AL + 5‘(; ) AxAp+ .
2 ox (x0,tikr) 2 &“ (%0, tkr) xou (x0,tikr)
(2.26)

entwickelt werden, um die Verzweigung der Losungen in einer lokalen Umgebung des
Bifurkationspunktes zu analysieren.
Aus Griinden der Anschaulichkeit wird das System aus Gleichung (2.23) um

j=-y (227)

erweitert. Die Bifurkationscharakteristik wird dadurch nicht verandert [56|, aber der
Phasenraum wird zweidimensional und die stationdren Losungen kénnen den in

Abschnitt beschriebenen Typen zugeordnet werden.

Falte oder Sattel-Knoten Bifurkation. Es wird ein System der Form
x:y—ﬁ
y=-y,(ueR) (2.28)
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(a)

> i [

Hkr

B<

Abbildung 2.7: Bifurkationsdiagramm (a) und Entwicklung des Phasenraums (b) bei einer Sattel-Knoten
Bifurkation

betrachtet, bei dem sich die stationdren Losungen wie folgt ergeben

X0 ==H, 4 =0, (2.29)
yo =0. (2.30)

Je nach dem Parameterwert u gibt es null, eine oder zwei Losungen von System (2.28).
Der singulédre Punkt ergibt sich aus der Gleichung

aus der xi, = 0 und mit auch pg, = 0 folgt. Der Bifurkationspunkt ist also
(Xkr, [Jkr) =(0,0).

Das Bifurkationsdiagramm ist in Abb. dargestellt. Sind die u-Werte negativ, hat
das System keine stationdren Losungen, wie im Phasenportrait des Systems (Abb.
unterste Ebene) zu sehen ist.

Wenn der Parameter u einen kritischen Wert erreicht (hier pg, = 0), existiert ein
singuldrer stationdrer Punkt. Dann spaltet sich dieser in einen stabilen Knoten und
einen instabilen Sattelpunkt auf, die sich mit dem zunehmenden Anstieg des Parameters
y weiter voneinander entfernen.
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(a) :
‘ X% /:::W«:W P
-
W,

—]

Hkr

u<0*=

Abbildung 2.8: Bifurkationsdiagramm (a) und Entwicklung des Phasenraums (b) bei einer transkritischen
Bifurkation

Transkritische Bifurkation. Das einfachste Beispiel zur Veranschaulichung dieser
Art von Verzweigung ist das Gleichungssystem

X =ux - x?, (2.31)
y=-y. (2.32)

Dieses System hat zwei stationdre Losungen: eine triviale Losung (xo1 = 0,y01 =
0) und eine vom Parameter u abhdngige Losung (xp2 = p,y02 = 0), die sich am
Bifurkationspunkt bei (ux, = 0, xo = 0) schneiden (siehe Abb.[2.8a).

Bei negativen Werten des Parameters p ist die triviale Gleichgewichtslage (xo1 = 0, yo1 =
0) stabil und stellt einen stabilen Knoten dar. Die zweite Losung ist instabil und stellt
einen Sattelpunkt dar. Beim Passieren des Bifurkationspunktes verliert die triviale
Losung ihre Stabilitdt und wird zu einem Sattelpunkt, und die zweite Losung wird zu
einem stabilen Knoten.

Die qualitative Anderung des Phasenraumes mit Anstieg des Parameters y in der Nahe
des Bifurkationspunktes ist in Abb. dargestellt.

Pitchfork-Bifurkation. Es wird das Gleichungssystem

% = ux —x3, (2.33)
j=—y (2.34)
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Abbildung 2.9: Bifurkationsdiagramm (a) und Entwicklung des Phasenraums (b) bei einer Pitchfork
Bifurkation

untersucht. Stationédre Losungen sind durch die Gleichungen

x(p-x2)=0 (2.35)
y=0 (2.36)

bestimmt. Je nach Wert des Parameters u hat das System eine oder drei stationdre
Losungen (xg1 = 0, yo1 = 0), (x02,3 = i\/ﬁ, Yo2,3 =0) (siehe Abb

Die Stabilitdt der trivialen Losung (x = 0,y = 0) wird untersucht. Die Eigenwerte
ergeben sich aus der Gleichung

pu—=A 0

0 —1—/\‘:0

det(J) = ‘
zu Ay = =1 und Ay = p. Somit ist die Gleichgewichtslage (x¢1 = 0, yo1 = 0) bei negativen
Werten des Parameters y ein stabiler Knoten (siehe unterste Ebene in der Abb. )
und wird bei i > pg, = 0 zu einem instabilen Sattelpunkt. Beide stationdre Losungen,
die nach dem Bifurkationspunkt entstehen, haben Eigenwerte A; = =1 und A, = -3u
und sind stabile Knoten (oberste Ebene in der Abb.[2.9b). Das Bifurkationsdiagramm
dhnelt in diesem Fall einer stilisierten Gabel (vergleiche Abb.[2.9a), wodurch der Name
dieser Bifurkation entstanden ist.
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2.1 Grundbegriffe der Theorie der nichtlinearen Schwingungen

Hopf-Bifurkation. In den vorherigen Féllen wurden Systeme mit reelen Eigenwerten
betrachtet. In diesem Abschnitt wird die Bifurkation einer stationdren Losung mit
komplex konjugierten Eigenwerten am Beispiel des Gleichungssystems

i=—y+x(p-x" -y, (2.37)
y=x+y(u-x*>-y? (2.38)
betrachtet.

(@)

e

Hikr

Abbildung 2.10: Bifurkationsdiagramm (a) und Entwicklung des Phasenraums (b) bei einer Hop{-Bifurkation

In diesem System existiert eine triviale stationidre Losung fiir alle Werte des Parameters
y mit den entsprechenden Eigenwerten A, = p + i des zugehorigen linearisierten
Systems.

Im Falle negativer Werte des Parameters p ist die stationdre Losung ein stabiler Fokus,
wihrend sie im Falle positiver u-Werte ein instabiler Fokus ist.

Fiir die Gestaltung von Phasenportraits des Systems ist es hilfreich, eine Variablentrans-
formation der Form

x =rcos(0), (2.39)
y = rsin(0) (2.40)

vorzunehmen, die zum Gleichungssystem

F=r(u-— r?), (2.41)
=1 (2.42)
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2 Grundlagen

fiihrt. Die Analyse von Gleichung zeigt, dass bei positiven Werten des Parameters
p zusétzlich zur trivialen stationdren Losung eine zusétzliche nichttriviale stationédre
Losung fiir die mit einer Amplitude zu assoziierende Variable r, mit r = \/u entsteht,
die einem stabilen Grenzzyklus des Ausgangssystems entspricht und deren Amplitude
r mit dem Parameter i zunimmt (siehe Abb.[2.10a). Die Entwicklung des Phasenraums
fiir diesen Fall ist in Abb. dargestellt.

(a)

T
N
N\ X _
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of — &0 !
|
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Abbildung 2.11: Bifurkationsdiagramm (a) und Entwicklung des Phasenraums (b) bei einer Hopf-Bifurkation

Das betrachtete Szenario eines stabilen Grenzzyklus im {iiberkritischen Bereich der
Parameterwerte wird tiblicherweise als superkritische Hopf-Bifurkation bezeichnet.
Es gibt tiberdies ein sehr dhnliches Bifurkationsszenario, in dem ein instabiler Grenzzy-
klus mit einem stabilen Fokus im unterkritischen Bereich der Parameterwerte koexis-
tiert. Die Amplitude des Grenzzyklus nimmt mit steigendem Parameterwert ab, und
falls der Parameter den kritischen Wert uy, erreicht, ,kollabiert” der Grenzzyklus
um die Gleichgewichtsposition herum, wodurch die Ruhelage instabil wird. Dieses
Bifurkationsszenario wird als subkritische Hopf-Bifurkation bezeichnet. Das zugeho-
rige Bifurkationsdiagramm und die Entwicklung des Phasenraums sind in Abb.
dargestellt.

Globale Bifurkationen der Grenzzyklen

Die zuvor betrachtete Hopf-Bifurkation ist die bekannteste und am weitesten verbreitete
Variante des Auftretens und/oder des Verschwindens von Grenzzyklen. In diesem
Abschnitt werden nun drei weitere Arten von Grenzzyklus-Verzweigungen betrachtet,
die zu der Klasse der sog. globalen Bifurkationen gehéren. Diese Verzweigungen sind
schwieriger zu identifizieren, da sie grofie Bereiche des Phasenraums verdndern, was
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2.1 Grundbegriffe der Theorie der nichtlinearen Schwingungen

die Verwendung von linearisierten Gleichungen in der Nahe stationédrer Punkte fiir ihre
Analyse nicht zulésst.

Sattel-Knoten Bifurkation der Grenzzyklen. Diese Bifurkation kann in dem durch

Gleichungen
d=x(p+ 2+ 2= (P +yH?) -yl + b(x* + ), (2.43)
v=yp+2+y? = (2 +y??) + x(@ + b(x* + y?)) (2.44)

beschriebenen System beobachtet werden [81]]. Durch eine Variablentransformation

x = rcos(0), (2.45)
y = rsin(0) (2.46)

wird das System in die Form

P=ur+rd-r°, (2.47)
0=w+br? (2.48)

umgeschrieben. Durch Analyse von Gleichung kann gezeigt werden, dass das
System je nach Wert des Parameters u einen, zwei oder drei stationdre Werte fiir die
Amplitude r hat (siehe Abb.[2.12a).

(a)

Abbildung 2.12: Stationdre Losungen (a) und Entwicklung des Phasenraums (b) bei einer Sattel-Knoten
Bifurkation der Grenzzyklen

Bei unterkritischen Werten von Parameter u gibt es lediglich eine triviale stationédre
Losung fiir die Amplitude, die dem stabilen Fokus des urspriinglichen Systems
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2 Grundlagen

entspricht. Die Struktur der Phasentrajektorien ist fiir diesen Fall auf der untersten
Ebene von Abb. dargestellt.

Bei einem kritischen Wert des Parameters u tritt eine weitere nichttriviale statio-
ndre Losung fiir die Amplitude auf. In diesem Fall erscheint das Phasenportrat des
Ursprungssystems ,,aus dem Nichts” als halbstabiler Grenzzyklus von betrachtlicher
Amplitude, der sich mit weiterem Anstieg des Parameters u in zwei Grenzzyklen, einen
stabilen und einen instabilen, aufspaltet (siche obere Ebene in Abb.[2.12b).

Infinite-Period Bifurkation. Das System wird durch Gleichungen in Polarkoordina-
ten beschrieben [81]

F=r(l-1?), (2.49)
0 =u~—sind, (2.50)

die mit einer Variablentransformation

x = rcos(0), (2.51)
y = rsin(0), (2.52)

auch in kartesischen Koordinaten dargestellt werden konnen.

Fiir alle Werte von u existiert eine instabile triviale stationdre Losung. Bei Werten von
u Kleiner eins gibt es zwei weitere stationdre Losungen (r = 1, 6 = arcsin(u)) und
(r =1, 6 = - arcsin(u)), die einem stabilen Knoten und einem instabilen Sattelpunkt
entsprechen. Diese beiden stationdren Losungen sind durch zwei Heteroklinen mit-
einander verbunden, die eine geschlossene kreisf6rmige Kurve bilden (siehe unterste
Ebene in Abb.[2.13bb).

Mit zunehmendem Parameter u bewegen sich nicht-triviale stationdre Punkte entlang
dieses Kreises aufeinander zu und verschmelzen zu einem singuldren Punkt, falls der
Parameter y den kritischen Wert von y = uy, = 1 erreicht (vergleiche Abb. 2.13a).
Dabei verschmelzen zwei heterokline Orbits zu einer Homoklinen (siehe Mittelebene
in Abb. und die Bewegung entlang dieser kann unendlich lange dauern. Falls der
Parameter u iiber den kritischen Wert ux, hinaus ansteigt, verschwindet der nichttriviale
stationdre Punkt und die Homokline wird zu einer geschlossenen stabilen periodischen
Bahn mit einer nicht kleinen Amplitude.
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Abbildung 2.13: Stationdre Losungen (a) und Entwicklung des Phasenraums (b) bei einer Infinite-Period
Bifurkation

Homoklinische Bifurkation. Diese Art der Bifurkation lédsst sich am Beispiel eines
Gleichungssystems

x=y, (2.53)
y=puy+x—x*+xy (2.54)
demonstrieren [81].
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Abbildung 2.14: Entwicklung des Phasenraums bei einer homoklinischen Bifurkation

Es existieren zwei stationdre Losungen in diesem System: ein instabiler Fokus und
ein Sattelpunkt. Bei unterkritischen Werten des Parameters u gibt es zwischen ihnen
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2 Grundlagen

eine periodische Trajektorie auf der Phasenebene (siehe unterste Ebene in Abb. 2.14).
Mit zunehmendem Parameter u nimmt die Amplitude des Grenzzyklus zu und die
periodische Bahn ndhert sich dem Sattelpunkt und seinen Separatrizen. Erreicht der
Parameter u den kritischen Wert, verschmilzt der Grenzzyklus mit einer der Sattel-
Separatrizen und verwandelt diese in eine geschlossene homoklinische Umlaufbahn,
entlang derer Bewegungen unendlich lange dauern.

Eine weitere Erhohung des Wertes des Parameters u fithrt dazu, dass die geschlossenen
Trajektorien verschwinden. Die Homokline zerféllt in zwei verschiedene Separatrizen,
von denen eine Heteroklin ist und den Sattel und den instabilen Fokus miteinander
verbindet. Die Anderung des Phasenportraits des Systems mit steigenden Werten des
Parameters p ist in Abb. dargestellt.

Alle in diesem Kapitel betrachteten Bifurkationen sind Bifurkationen der Kodimension
eins, da sie bei der Anderung nur eines Systemparameters beobachtet werdet kénnen.
In Systemen mit mehreren Parametern kénnen komplexere Bifurkationen hoherer Kodi-
mension existieren. Ein wohlbekanntes Beispiel fiir eine Bifurkation der Kodimension
zwei ist die Bogdanov-Takens-Bifurkation, bei der sich eine Sattel-Knoten-Bifurkation,
eine Hopf-Bifurkation und eine homoklinische Bifurkation in einem Punkt des Parame-
terraums treffen [45]. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden solche Bifurkationen
jedoch nicht im Detail betrachtet.

2.2  Grundmodelle

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Modelle fiir einen Rotor und einen
Elektromotor diskutiert, auf denen die Modellierung eines unwuchtigen Rotors mit
Selbstauswuchtsystem in Kapitel 4| basiert.

2.2.1 Grundmodell des Rotors

Bei Problemen der Dynamik rotierender Maschinen wird oft das Modell des Lavalrotors
verwendet, welches in der englischsprachigen Literatur auch als Jeffcottrotor bekannt
ist. Bei diesem Modell (vereinfacht in Abb. dargestellt) handelt es sich um eine mas-
selose elastische Welle mit radialer Steifigkeit ¢, in deren Mitte eine unwuchtbehaftete
Scheibe der Masse M mit einem Tragheitsmoment Jr beziiglich des Massenschwer-
punktes S befestigt ist. Der Schwerpunkt S der Scheibe ist relativ zur Drehachse (bzw.
zum WellendurchstofSpunkt W) um einen Abstand e verschoben. Die Scheibe wird
durch ein Drehmoment T angetrieben, das der Differenz aus Antriebsmoment Ty; und
Lastmoment T; entspricht:

T=Ty-T,. (2.55)
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2.2 Grundmodelle

Abbildung 2.15: Vereinfachte Darstellung eines Lavalrotors

Im betrachteten Modell wird angenommen, dass die Wellenlager absolut starr sind
und die Scheibe stets orthogonal zur Wellenachse fixiert ist. Etwaige Schiefstellung
der Scheibe wird im Rahmen dieses Modells nicht betrachtet und die Analyse wird
auf eine ebene Bewegung der Scheibe beschrankt. Diese Annahmen mogen zwar eine
ziemlich starke Einschrankung des Modells sein, allerdings hat die Praxis gezeigt (siehe
z.B. [20]), dass das Modell den qualitativen Einfluss der Unwucht auf das Verhalten
von Rotorsystemen mit ausreichender Genauigkeit beschreibt. Anderseits ermoglicht
das Ausschliessen der Schriaglage die Beschreibung des Systems stark zu vereinfachen,
sodass lediglich ein ebenes Modell (siehe Abb. mit drei Freiheitsgraden vorliegt.
Die Verschiebungen der Rotordrehachse (bzw. des Wellendurchstoffpunkts W) werden
durch die Koordinaten x und y beschrieben und der Rotordrehwinkel wird durch die
Winkelkoordinate ¢ beschrieben. Um die Energiedissipation zu berticksichtigen, wird
sowohl in x- als auch in y-Richtung eine viskose Ddmpfung mit Ddmpfungsfaktor b
eingefiihrt.

Die Bewegungsgleichungen des Systems konnen mit Hilfe der Lagrange-Gleichungen
zweiter Art hergeleitet werden

d (dL\ oL o

a(&—qi)—a—qi—Qj, 1—1,2,3, (256)
wobei

L = Egin — Epot (2-57)
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Abbildung 2.16: Modellskizze eines Lavalrotors

die Lagrange-Funktion ist,

n x
a=| q2 |=| v (2.58)
q3 ¢

der Vektor der generalisierten Koordinaten, und

Ql Qx
Q= Q2 |=]| Qy (2.59)
Qs Qo

der Vektor der generalisierten Krafte ist.
Die kinetische Energie setzt sich aus der Energie der Bewegung des Rotorschwerpunkts
S und der Rotationsenergie der Scheibe zusammen:

1 1. .
Egin = EMVS2 +35 JR%. (2.60)

Der Betrag der Geschwindigkeit des Rotorschwerpunkts S ergibt sich zu

Vs = /x5 + vis?, (2.61)
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2.2 Grundmodelle

wobei
Xs =X +ecoso, (2.62)
Yys=y+esing (2.63)

die Koordinaten des Schwerpunkts und

X5 =% —edsing, (2.64)
s =1 +epcosd (2.65)

die zugehorigen Zeitableitungen sind.
Die potentielle Energie beschreibt die Verformungsenergie elastischen Welle

1 > 1 5
Epor = Ecx + Ecy . (2.66)

Die generalisierte Krifte ergeben sich aus dem Ausdruck der virtuellen Arbeit des
Antriebsmoments und der Widerstandskréifte der viskosen Dampfer:

SA =Tod — bidx — bydy = Qx0x + Qy0y + Qud . (2.67)

Die resultierende Bewegungsgleichungen ergeben sich damit zu

MZX +bx + cx = Me(¢p? cos ¢ + ¢ sin ), (2.68)
Mij + by + cy = Me(¢p?sin ¢ — ¢ cos ), (2.69)
Jr$ =T + Me (¥sing — jjcos p) . (2.70)

Es handelt sich um ein System gekoppelter nichtlinearer Differentialgleichungen
sechster Ordnung, deren exakte Losung im allgemeinen Fall nicht analytisch ermittelt
werden kann. Folglich erfordert eine qualitative Untersuchung der Dynamik dieses
Systems die Einfiihrung zusitzlicher vereinfachender Annahmen.

Zum Beispiel wird in [91] bei der Betrachtung des Hochlaufs eines oszillierenden
Systems von einer konstanten Beschleunigung ausgegangen. In den meisten Arbeiten
beschranken sich die Autoren auf die Untersuchung stationédrer Lésungen, wobei die
Rotordrehzahl konstant gehalten wird

q[) = w = konst. (2.71)
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In diesem Fall wird das Gleichungssystem (2.68)-(2.70) zu

M# + b% + cx = Mew? cos wt, (2.72)
Mij + by + cy = Mew? sin wt (2.73)

vereinfacht. Es handelt sich um ein System zweier unabhéngiger linearer Differenti-
algleichungen zweiter Ordnung, deren Lésung analytisch einfach zu berechnen ist.
Die allgemeine Losung dieser Gleichungen setzt sich aus Eigenschwingungen und
erzwungenen Schwingungen zusammen. Da die Eigenschwingungen im geddmpften
System abklingen, werden in der Regel nur rein erzwungene Lésungen der Form

ew?

(k% — w?)? + 402 w? (
2

(k* — @?) cos(wt) + 20w sin(wt)) , (2.74)

xp:

ew

Yr = (k2 — 22 + 4022 ((k* - @?) sin(wt) — 20w cos(wt)) (2.75)

untersucht, wobei die Eigenfrequenz des ungedampften Systems durch

k=151 (2.76)

und die Ddmpfungskonstante durch

b
gegeben ist.
0=0
0 =0.05
0=0.1
=4

o

@

Abbildung 2.17: Amplitudenverlauf der Wellenschwingingen in Abhédngigkeit von der Rotordrehzahl
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Die Rotorachse bewegt sich auf einer Kreisbahn mit Radius

2
2 ew

R=x2+y2= i
g V(K2 — 0?)? + 4022

(2.78)

p

Die Abhingigkeit der Schwingungsamplitude R (bzw. des Bahnradius) von der Rotor-
drehzahl bei unterschiedlichen Dampfungswerten des Systems ist in Abb. darge-
stellt. Die Amplitude der Schwingungen erreicht die maximalen Werte in der Nihe der
Eigenfrequenz des ungeddmpften Systems, wobei die entsprechende Rotordrehzahl
auch als kritisch bezeichnet wird.

Bei unterkritischen Drehzahlen bewegt sich der Rotorschwerpunkt S um einen Kreis,
dessen Radius grofSer ist als die Amplitude der Rotorachsenschwingung (siehe Abb.
[2.18a)), was unter anderem zu hohen Belastungen der Wellenlager fiihrt.

Abbildung 2.18: Relative Lage von Wellendurchstosspunkt W und Rotorschwerpunkt S fiir (a) unterkritischen
Betrieb (w < k) und (b) tiberkritischen Betrieb (v > k)

Im {tiberkritischen Drehzahlbereich wird der Rotationsradius des Schwerpunkts der
Scheibe kleiner als die Schwingungsamplitude der Drehachse (siehe Abb. und
strebt mit zunehmender Drehgeschwindigkeit gegen Null. Dieses Phanomen wird als
Selbstzentrierung des Rotors bezeichnet.

Durch Einsetzen der Ausdriicke (2.71), 2.74) und (2.75) in die Gleichung kann
das Drehmoment ermittelt werden, das erforderlich ist, um die Rotordrehung auf einer
konstanten Drehzahl zu halten:

2e25w°
T= . 2.79
(k%2 — w?)2 + 402 w? 2.79)
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@

Abbildung 2.19: Erforderliches Antriebsmoment in Abhédngigkeit von der Rotordrehzahl

Die qualitative Abhingigkeit dieses Drehmoments von der Rotordrehzahl ist in Abb.
dargestellt. Diese Kennlinie ist nicht zwingend typisch fiir reale Motoren, wobei
deren Umsetzung ein komplexes Steuerungssystem in Kombination mit einem Hoch-
leistungsmotor erfordern wiirde. Die Leistungskennlinien der einfachsten realen Elek-
tromotoren werden im néchsten Abschnitt diskutiert.

2.2.2 Grundmodelle der Elektromotoren

Im vorherigen Abschnitt wurde die Rotordrehzahl bzw. das Motordrehmoment als
konstant angenommen, d.h. es wurde der ideale Antrieb mit unendlicher Leistung
angenommen. In realen Maschinen wird der Rotor durch einen nicht-idealen Antrieb
mit begrenzter Leistung angetrieben.

Die vorliegende Arbeit beschriankt sich darauf, nur die am haufigsten vorkommenden
Antriebsart, den Elektromotor zu untersuchen. Physikalische Simulationsmodelle von
Motoren kénnen beliebig komplex sein, aber bei Problemen der Dynamik mechanischer
Systeme reicht es in der Regel aus, sich auf so genannte mechanische Charakteristi-
ken von Motoren zu beschréanken. Die mechanische Charakteristik des Motors ist
die Beziehung zwischen den Steuerungsparametern Up(t) (elektrische Spannung
und/oder Wechselstromfrequenz bei Elektromotoren), der generalisierten Koordinate
q(t), der generalisierten Geschwindigkeit §(¢), und der generalisierten Kraft Q(t) am
Ausgang des Antriebs. Es wird dabei zwischen idealen, statischen und dynamischen
Motorkennlinien unterschieden [36].

Bei einer idealen kinematischen Kennlinie wird davon ausgegangen, dass die ver-
allgemeinerte Drehgeschwindigkeit ¢ am Ausgang des Antriebs ausschlieflich vom
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Wert der Steuerungsparameter U(t) und nicht von dem verallgemeinerten Moment Ty
abhéangt:

¢ = fo(U). (2.80)

Die Anwendung einer idealen kinematischen Kennlinie ist nur bei starren Motoren
zuldssig, bei denen die Ausgangsdrehzahl geringfiigig von der Last abhangig ist, z.B.
bei Synchronmotoren.

Die zweite Art der idealen Charakteristiken ist die ideale Kraftkennlinie. In diesem
Fall wird angenommen, dass die generalisierte Antriebskraft unabhédngig von der
Antriebsgeschwindigkeit ist:

v = fr(U). (2.81)

Im Allgemeinen hdngt die Antriebsdrehzahl aufgrund der Dynamik der im Motor
ablaufenden physikalischen Prozesse sowohl vom Lastwert als auch von dessen Zeitab-
leitungen ab. In erster Naherung wird diese Abhéngigkeit in der Form

¢ = fo(U, Tv, Tm) (2.82)

geschrieben und als dynamische Motorkennlinie bezeichnet.

In Féllen, in denen stationdre Bewegungen untersucht werden oder Geschwindigkeits-
und Lastdnderungen in einem mechanischen System viel langsamer als elektromagne-
tische Prozesse im Motor ablaufen, ist es zuldssig, die statischen Kennlinien

¢ = fo(U, Tw) 2.83)

bzw.
T = fr(U, ¢) (2.84)

zu verwenden.

Im Folgenden werden die statischen Charakteristiken der zwei am hdufigsten in der
Technik verwendeten Arten von Elektromotoren betrachtet: Gleichstrommotor und
Asynchronmotor.

Die in der Technik weit verbreiteten Synchronmotoren werden in diesem Kapitel nicht
behandelt. Thre statischen Kennlinien dhneln den idealen Charakteristiken, sodass
Maschinen mit solchen Motoren nicht anféllig fiir den Sommerfeld-Effekt sind (siehe
z.B. [50]) und sich in erster Ndaherung durch Modelle mit einer fest vorgegebenen
Motordrehzahl beschreiben lassen.
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Gleichstrommotor

Die Drehung des Rotors des Gleichstrommotors wird durch die Wechselwirkung des
in der Rotorwicklung (Anker) erzeugten Stroms mit dem durch die Erregerwicklung
erzeugten Magnetfeld verursacht. Je nach Schaltung der Erregerwicklung wird zwi-
schen einem fremderregten Gleichstrommotor, einem Nebenschlussmotor und einem
Reihenschlussmotor unterschieden.

(@) (b)

T |

Tm

¢
Abbildung 2.20: Ersatzbild (a) und statische Motorkennlinie (b) eines fremderregten Gleichstrommotors

Das Drehmoment Ty; am Motoranker wird entweder als Summe tiber die Kréfte auf
die einzelnen Leiterstdbe im Rotor

Ty = kmIa®k, (2.85)

oder iiber die innere Leistung P

P 1
TM__:M

¢ ¢

berechnet [6], wobei I4 die Stromstédrke in der Ankerwicklung, U; die induzierte

(2.86)

Spannung, g der magnetische Fluss der Erregerwicklung, kj; der durch die Motorkon-
struktionsparameter bestimmte Proportionalititsfaktor und ¢ die Drehgeschwindigkeit
der Rotors ist. Der magnetische Fluss @ der Erregerwicklung ist proportional zum
Strom Ig in der Erregerwicklung

O =L, (2.87)
wobei Lg - die Induktivitit der Erregerwicklung ist.
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Unter Berticksichtigung des Gesamtwiderstandsverlusts R4 wird die Gleichung des
Ankerkreises wie folgt geschrieben:

U - U; = Rala. (2.88)

Im Fall eines fremderregten Gleichstrommotors (siehe Abb.[2.20a) ist der magnetische
Fluss ®¢ unabhingig vom Strom in der Ankerwicklung und kann als konstant ange-
nommen werden. Dann kann aus den Gleichungen (2.85) und (2.86) die Stromstarke

Tm
=— 2.89
= (2.89)
bzw. die induzierte Spannung
U; = ku®e, (2.90)
ermittelt und die Gleichung (2.88) schliefilich in der Form
. TmRa
= kpy®e = 291
U=km®eo = g (2.91)

umgeschrieben werden. Nach der Auflésung der Gleichung (2.91) beziiglich des
Drehmoments Ty ergibt sich die statische Motorkennlinie

k2 @2 U
M™E H
S - 2.92
= (KMQDE ¢)’ 292)

die nach Einfithrung der Parameter

2 H2
kfI)E* u

M
= = 2.93
uM RA , W KM(DEI ( )
in die Form
Tw = Un (w* - <j>) , (2.94)

geschrieben werden kann. Dabei ist Uy die Steigung der Motorkennlinie und »*
die Leerlaufdrehzahl des Motors. Die Kennlinie ist linear, das Motormoment fallt
mit zunehmender Drehzahl ab. Der grafische Verlauf der Kennlinie ist in Abb.
dargestellt.

Die Charakteristik eines Nebenschlussmotors ist beinahe identisch mit der eines
fremderregten Gleichstrommotors. Da die Erregerwicklung jedoch von der gleichen
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Abbildung 2.21: Ersatzbild (a) und statische Motorkennlinie (b) eines Nebenschlussmotors

Spannungsquelle wie die Ankerwicklung versorgt wird, sind der Ankerstrom und
Erregerstrom nicht mehr unabhangig:

In=1-1If. (2.95)

Die Stromstdrke im Erregerkreis kann aus der Maschenregel bestimmt werden

u

Ip=—
E RE,

(2.96)
wobei Rg der Gesamtwiderstand des Erregerkreises ist. Damit kann die induzierte
Spannung U; wie folgt umgeschrieben werden:

kmULED

U; = kylgLed = o

(2.97)

Unter Berticksichtigung von Gleichung (2.97) und Gleichung (2.88) fiir den Ankerkreis
kann der Ankerstrom I4 gemafs

= kmLEd
Re

Iy = — , (2.98)

Ra
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2.2 Grundmodelle

berechnet werden. Folglich ergibt sich das zum Ankerstrom proportionale Motordreh-
moment zu

K2 U2 [ R .
Ty=-M"_E(ZE 3], 2.99
M RaRZ (kMLE qb) 299)

Da der Ankerstrom bei der gleichen Leistung der Stromquelle wie beim fremderregten
Motor durch geringer ausfallt, wird die statische Kennlinie weicher (siehe Abb.
[2.21b). Um sicherzustellen, dass der Strom in der Erregerwicklung minimal ist, wird
diese mit einer grofsen Anzahl von Windungen und damit mit einem hohen Widerstand
ausgefiihrt.

(@ (b)

Tm

¢
Abbildung 2.22: Ersatzbild (a) und statische Motorkennlinie (b) eines Reihenschlussgleichstrommotors

Bei einem Reihenschlussmotor befindet sich die Erregerwicklung im gleichen Strom-
kreis wie die Ankerwicklung (siehe Abb.[2.22a). Der magnetische Fluss kann in diesem
Fall nicht mehr als unabhingig betrachtet werden, da er proportional zum Strom in der
Wicklung ist:

O =IgLg = IaLE. (2.100)

Das Motordrehmoment hédngt also nicht wie in den vorherigen Fillen (fremderregte
Motor und Nebenschlussmotor) linear, sondern quadratisch vom Ankerstrom ab:

Tv = kmI3LE. (2.101)
Gleichung fiir den Stromkreis wird zu

U - kmlIaLgg = Ryla, (2.102)
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2 Grundlagen

umgeschrieben, wobei Ry = R4 + Rg der Gesamtwiderstand des Stromkreises ist. So
kann der Strom in der Ankerwicklung durch

In = L., (2.103)
RZ +k MLEQD
angegeben werden, woraus die statische Motorkennlinie
L 2
kmLeU (2.104)

M=%
(RZ + kELE(P)Z

folgt. In diesem Fall ist die statische Charakteristik nichtlinear, sie ist in Abb.
dargestellt. Bei Reihenschlussmotoren wird die Erregerwicklung mit einer geringen
Anzahl von Windungen gewdhlt, so dass die Stromstdrke im Stromkreis und damit das
Motordrehmoment méglichst grof ist [36].

Ein weiteres Merkmal ergibt sich durch Auflosen der Gleichung nach der
Drehgeschwindigkeit

__u Ry
VkMLETM kMLE'

Aus dieser Gleichung ist ersichtlich, dass bei fehlendem Lastmoment die Drehgeschwin-
digkeit des Rotors unendlich wird, d.h. der Motor neigt zum Durchdrehen [6]]. Daher

o (2.105)

sollte der Motor nur unter Last betrieben werden.

Asynchronmotor

Asynchronmotoren gehéren zur Klasse der Drehfeldmaschinen. Der Stator eines Asyn-
chronmotors hat mehrere Wicklungen, die im Raum gegeneinander versetzt sind.
Werden diese mit Mehrphasenstrom versorgt, erzeugen die Wicklungen ein rotierendes
Magnetfeld. Dieses Magnetfeld induziert den Strom im Rotor, der mit dem Magnetfeld
derart interagiert, dass der Rotor sich in die gleiche Richtung wie das Magnetfeld zu
drehen beginnt. Die relative Differenz zwischen der Rotorgeschwindigkeit und der
Statorfeldgeschwindigkeit wird als Schlupf s 4 bezeichnet und mit Hilfe der Formel

sS4 = M (2.106)

®s

bestimmt. Dabei ist ¢ = 27f/p die synchrone Drehgeschwindigkeit des Magnetfelds
des Stators, die durch die Netzfrequenz f und Polpaarzahl p festgelegt ist, und ¢
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2.2 Grundmodelle

beschreibt die Rotordrehgeschwindigkeit. Falls kein Schlupf vorhanden ist, erzeugt der
Asynchronmotor kein Drehmoment.

R X1o X;, R,

=1

L

] R'z(l—sA)/sA

Abbildung 2.23: Vereinfachtes Ersatzschaltbild eines Asynchronmotors (basiert auf Abb. 4.6.1-2 [6])

O

Zur Berechnung der Drehmomentkennlinie eines Asynchronmotors wird das in Abb.
gezeigte vereinfachte Ersatzschaltbild verwendet, bei dem die elektromagnetische
Kopplung zwischen den Rotor- und Statorwicklungen durch eine elektrische Kopplung
ersetzt wird [6]. Dabei sind U, die Phasenspannung der Statorwicklung, R; der aktive
Widerstand der Statorwicklung, X, die primére Streuinduktivitdt der Statorwicklung,
I, der Strom in der Statorwicklung, X] = die auf den Stator bezogene Streuinduktivitét
(auch induktiver Blindwiderstand genannt) der Rotorwicklung, I, der auf den Stator
bezogener Strom in der Rotorwicklung, U, die induzierte Hauptspannung und X,
die Streuinduktivitidt des Magnetisierungskreises. Da ein Asynchronmotor elektrische
Energie in mechanische Energie umwandelt, wird in dem Ersatzschaltbild in Abb.
ein variabler aktiver Widerstand R;(1-s4)/s, zugeschaltet, der vom Schlupf s4 abhingig
ist [74]. Bei fehlender Belastung auf der Motorwelle ist der Schlupf nahezu Null s4 =
0. Folglich ist der variable Widerstand in der Rotorwicklung unendlich, was einem
Leerlaufbetrieb entspricht. Bei einer Uberlastung des Motors gilt dagegen sa4 = 1,
sodass der Widerstand gleich Null ist, was einem Kurzschlussmodus entspricht.

Die Grundgleichungen eines Asynchronmotors, die diesem Ersatzschaltbild entspre-
chen, werden in der Form

L+L,-1,=0, (2.107)
u,-u, =Xy, +Rl, (2.108)
u, =Xx;,I, + jlz (2.109)
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2 Grundlagen

geschrieben. Mit Exponentialdarstellung der Stromstérke I, = I;e/' lassen sich diese
Gleichungen in die Form

L+, -1,=0, (2.110)
u,-u, =jXj,L + Ry, (2.111)
U, =jXp,L+ =1, 2.112)
u )

umschreiben.

Das Drehmoment des Asynchronmotors berechnet sich aus der Drehfeldleistung Pp,
die im Luftspalt aus den Energiedifferenzen des Rotors- und Statorfeldes entsteht und
fiir einen dreiphasigen Motor

R’ 112
Pp =322 (2.113)
5A

betrdgt. Abziiglich der Widerstandsverlustleistung in den Rotorwicklungen

Py =3R,I = s4Pp (2.114)
ergibt sich die mechanische Leistung des Motors

3RII2(1 -5
Pyech = Pp =Py = (1 =s4)Pp = M. (2.115)

SA

Zugleich wird die mechanische Leistung durch das Drehmoment Tj; und die Rotor-
drehgeschwindigkeit ¢ bestimmt:

Puech = T . (2.116)
Daraus folgt der Ausdruck fiir das Motordrehmoment
_ 3R,I2(1—s4)
¢ sa¢

Der Betrag des auf die Statorwicklung bezogenen Rotorstroms wird aus der Gleichung

(2.112)) abgeleitet

Ty = Pm.ech _

(2.117)

- t (2.118)

;= .
VR + R[5+ (Xig + X5,
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2.2 Grundmodelle

Das Drehmoment kann dann unter Beriicksichtigung von cp =(1- s)q{)s als Funktion
des Schlupfes s4 angegeben werden:

3R,U2

Ty = - .
sa®s (R1+Ry/sa)f + (X1 + X3, )?)

(2.119)

Das maximale Drehmoment eines Asynchronmotors Ty, (siehe Abb. [2.24a)) wird als
Kippmoment bezeichnet und ergibt sich aus der Bedingung dTu/ds, = 0 zu

3R,U?
Ty, = ) (2.120)
26 ((Rl + R+ (Xag + X, 2
mit einer entsprechenden Kippschlupfzahl
R
SA (2.121)

kT .
JRE + (X + X5, 2

Nach Substitution des Ausdrucks s4 = 1 — ¢/¢s in Gleichung ergibt sich die
Abhingigkeit des Motordrehmoments von der Drehzahl ¢. Der grafische Verlauf dieser
Kennlinie ist in Abb. dargestellt.

Im Allgemeinen sind die Motorkennlinien (wie z.B. (2.104) bzw. (2.119)) nichtlineare
Funktionen der Variablen (i),TM und U. Normalerweise werden die Betriebsbedin-
gungen der Motoren so gewdhlt, dass die entsprechenden Bereiche der statischen
Kennlinien allerdings nahezu linear sind. Im vorliegenden Fall ist es gerechtfertigt, die
Kennlinien zu linearisieren und in Form umzuschreiben, indem die Funktionen

in eine Taylor-Reihe entwickelt werden.
Im Rahmen dieser Arbeit werden ausschlie8lich lineare bzw. linearisierte Motorkennli-
nien verwendet.
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(@) (b)

Tm
Tm

0 ‘ 0 .
0 SAg 1 0 Wk Wsync

SA ¢

Abbildung 2.24: Statische Momentkennlinie eines Asynchronmotors in Abhéngigkeit von dem Schlupf (a)
und von der Motordrehgeschwindigkeit (b)
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3 Asymptotische Analyse der partiell
stark gedimpften Systeme

Systeme von nichtlinearen gewshnlichen Differentialgleichungen haben im Allgemei-
nen keine exakte analytische Losung. Die numerische Integration erméglicht es, schnell
und mit geringem Aufwand eine Losung fiir einen bestimmten Parametersatz und
Anfangsbedingungen zu finden, ist aber in den meisten Féllen fiir eine qualitative
Analyse des Systems ineffizient, da eine grofse Anzahl von Berechnungen erforderlich ist
und die spatere Auswertung der so gewonnenen Ergebnisse vergleichsweise kompliziert
ist.

Als Alternative bieten sich Asymptotische Naherungsverfahren an, die haufig fiir die
qualitative Analyse nichtlinearer Systeme eingesetzt werden. In dieser Arbeit wird
eine der Modifikationen des von Bogoljubow und Mitropolski in den 50er Jahren des
20. Jahrhunderts entwickelten Mittelwertbildungsverfahrens [13|] verwendet. Der erste
Abschnitt gibt zunéchst eine kurze Einfiihrung in das klassische Mittelwertbildungsver-
fahren. Anschlieffend wird ein Ansatz fiir die asymptotische Analyse von partiell stark
gedampften Systemen vorgestellt, der anhand des in der Einfiihrung beschriebenen
Sommerfeld-Effekts veranschaulicht wird.

3.1 Mittelwertbildungsverfahren

Die klassische Mittelwertebildungsmethode ist fiir Systeme in der Standardform
x = eX(x,t), x(ty) = xg (3.1)

formuliert. Dabei ist ¢ eine unabhangige Variable, meistens die explizite Zeit, und ¢
stellt einen kleinen Parameter des Systems dar (¢ <« 1).

Die Mittelwertbildung ist kein Verfahren zum Bestimmen einer Ndherungslosung des
Gleichungssystems (3.1), sondern ein Verfahren zur Ableitung eines im Vergleich zum
urspriinglichen System einfacheren Anfangswertproblems, dessen Losung innerhalb
eines asymptotisch langen Zeitintervalls in der Ndhe der Losung des Originalsystems
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3 Asymptotische Analyse der partiell stark gedampften Systeme

liegt [92]. Eine solche Vereinfachung kann durch Eliminierung der unabhingigen
Variablen t aus dem betrachteten Differentialgleichungssystem erreicht werden. Die
effektive Ordnung des Systems wird dadurch um eins reduziert.

Das Verfahren basiert auf einer quasi-identischen Variablentransformation [23]:

X = X+ eX(X, 1) + O(e?). (3.2)

Diese Variablentransformation spaltet die Losung des urspriinglichen Systems in zwei
Teile auf: einen nicht kleinen, sich langsam verdndernden Teil X, der die Evolution des
Systems beschreibt, und einen kleinen, schnell schwingenden Teil X, der fiir die schnelle
Schwingung des Systems um den sich langsam verdndernden Teil verantwortlich ist.
Die Variable X wird durch die autonome Differentialgleichung der Form

X = e@®(X) + O(&?), (3.3)

bestimmt. Beide Funktionen X(x, t) und @(x) sind zunichst unbekannt und sollen im
Rahmen des Verfahrens ermittelt werden.

Nach Substitutionen der Reihen und (3.3) ergibt sich Gleichung (3.1) zu

o eX(X+ €X, 1) + O(e?) = eX(X, 1) + O(?), (3.4)

eOKX) + ¢
sofern die Funktion X(x, t) hinreichend glatt ist. Das Ausgleichen der Terme nach
Potenzen des Parameters ¢ unter Berticksichtigung der Erfordernisse der Beschranktheit
(und der Periodizitét in t im Falle von periodischen Funktion X) der Funktion X fiihrt

zu dem Schluss, dass Gleichung nur erfiillt wird, falls die Funktion ®(x) der
Mittelwert der Funktion X(X, t) tiber die unabhéngige Variable ¢ ist:

T
BO(x) = (X(x,t)); = lim l/. X(x, t)dt. (3.5)
T—o0 T 0
Somit ist die Funktion X(x, ) durch den Ausdruck
t
K30 = [ XG0 - OR) d+ ol 6
0

bestimmt. Die Funktionen Xo(x) werden in der Regel so gewahlt, dass der Mittelwert
der Funktion X gleich Null ist.
Fiir die Funktion X(x, t) gilt dabei Folgendes:
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3.1 Mittelwertbildungsverfahren

1. Falls die Funktion auf einem asymptotisch langen Zeitintervall beschréankt ist

—~

IX(x, )] <M, 0<¢t < L=0(); (3.7)

ZI
2. und die Funktion die Lipschitzsche Bedingung erfiillt
L
[IX(x1,t) = X(x2, £)|| € Al|x1 —x2]|, 0 <t < E’ A=0(1); (3.8)

3. und der Mittelwert

T
X(x) = (X(x, £)) = Tlig; % /0 X(x, t)dt, (3.9)

gleichmafiig in Bezug auf die Variable x existiert;

so gilt der erste Satz von Bogoljubow, der eine Abschitzung der Approximationsgiite
des Anfangswertproblems durch ein einfacheres Anfangswertproblem

X = (eX(X, 1)), X(to) = xo (3.10)
liefert. Im Allgemeinen gilt fiir die erste Naherung [71]
Ix =Xl = 00" (e)), t = O™, (3.11)

wobei

O(e) =sup sup ¢
xeD tefo,L]

/Ot(X(x, 7) = X(x))dz|. (3.12)

In dem speziellen Fall, dass die rechte Seite von Gleichung (3.1) eine periodische
Funktion der unabhéngigen Variablen ¢ mit Periode T ist, kann die Fehlerschitzung
zudem verbessert werden [92]:

lIx = X|| < 2AMe®TAH(N +1)eM, NT <t < (N + 1)T. (3.13)
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3 Asymptotische Analyse der partiell stark gedampften Systeme

3.2 Erweiterung auf partiell stark gedimpfte
Systeme

In dieser Arbeit bezieht sich der Begriff , partiell stark geddmpfte Systeme” auf Systeme
der Art:

x = eX(x,y,1), (3.14)
y
y =Ky +¢Y(x,y,t), e <1 (3.15)

Dabei wird angenommen, dass die logarithmische Norm der Matrix K streng negativ
ist. In diesem Fall werden die durch die Gleichungen vom Typ beschriebenen
Variablen als stark geddmpfte Variablen bezeichnet.

Gleichung kann nicht auf die Standardform fiir die klassische Mittelwertbil-
dung gebracht werden [23]. Die ungestorte Gleichung lautet

¥ = Ky, (3.16)
mit der allgemeinen Losung
Yo = Ae. (3.17)

Wird dabei A als neue Variable betrachtet, was dem Ansatz der Variation der Konstanten
entspricht, ergibt sich

A = ee Ky(AeX ). (3.18)

Gleichung konnte eine Gleichung in Standardform sein, ist es aber nicht. Die
rechte Seite ist im Allgemeinen keine beschrankte Funktion von ¢, d.h. Bedingung
ist verletzt und die klassische Mittelwertbildung kann nicht angewendet werden. Fiir
solche Systeme wird daher ein modifiziertes Vorgehen verwendet.

Durch die Einfithrung einer neuen Zeitskala t = ¢7 wird das System in eine fiir singulér
gestorte Systeme typische Form umgewandelt:

dx

a = X(X, N ST), (319)
dy

ea =KXy + ¢Y(x,y, €1), ¢ < 1. (3.20)
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Es kann gezeigt werden (vgl. [22]], [84]), dass in der ersten Naherung das Verhalten der
langsamen Variablen x durch
dx

Fri X(x,y,(x, €7), €7) (3.21)

bestimmt wird, wobei y,, eine stabile Losung des ungestorten Problems
K(x)y, = 0 (3.22)

ist.

Diese Ergebnisse wurden von Pontryagin und Rodygin [59] und Alymkulov [2] fiir
den Fall von stabilen periodischen Lésungen in einem Subsystem mit schneller Zeit
generalisiert.

Nach der Riickkehr zur urspriinglichen Zeit ¢ wird die Dynamik des Systems auf einer
langsamen Mannigfaltigkeit durch

x = X(x,yo(x,1),1), (3.23)

beschrieben. Erfiillt die rechte Seite von Gleichung (3.23) die Anforderungen der
Standardmittelwertbildung, kann das System in der ersten Ordnung gemittelt werden.
Somit wird die effektive Ordnung des Gleichungssystems um eins reduziert:

X = e(X(X,1ny(X, 1), t)), (3.24)
Kn, =0. (3.25)

Winkelklammern () in Gleichung (3.24) bezeichnen die Mittelung nach der expliziten
Zeit t unter Beriicksichtigung der Zeitabhdngigkeit der Variable 7. Dennoch gilt in
diesem konkreten Fall in der ersten Naherung 1, = 0. Die Genauigkeit dieser Ndherung
liegt bei

lIx—x|| = O(e), O(ln(e)™) < t < O(e7). (3.26)

Das Mittelwertbildungsverfahren fiir teilweise stark geddmpfte Systeme ist in seiner
Idee der Konstruktion der zentralen Mannigfaltigkeit sehr &hnlich, d.h. der invarianten
Mannigfaltigkeit im Phasenraum, die fiir alle nahe gelegenen Phasentrajektorien des
Systems attraktiv ist [85]].
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3.3 Anwendungsbeispiel: Sommerfeldeffekt

Bei teilweise stark geddmpften Systemen besteht das Problem darin, stark und schwach
gedampfte Variablen von einander zu trennen und das Gleichungssystem auf die
Standardform (3.14)-(3.15) zu bringen. In diesem Abschnitt wird eine mégliche Vorge-
hensweise am Beispiel des bekannten Sommerfeld-Effekts veranschaulicht.

3.3.1 Starrer Rotor auf einem oszillierenden Triger

Um die mit der beschriebenen Methode erzielten Ergebnisse mit den Ergebnissen
klassischer Arbeiten zu vergleichen, wird der Durchgang durch die Resonanz eines
starren Rotors auf einer elastischen Unterlage betrachtet, wobei das Modell mit zwei
Freiheitsgraden beschrieben wird. Dieses Modell wird hdufig bei Synchronisierungspro-
blemen von Schwingungserregern eingesetzt, falls die Verformungen und Bewegungen
des Tragersystems die Verformungen des Rotors deutlich {ibersteigen. Der Inhalt dieses
Abschnitts basiert auf den unter [24] veroffentlichten Forschungsergebnissen. Es wird

(b)

(@)

Abbildung 3.1: Modell eines unwuchtigen Rotors mit leistungsbegrenztem Antrieb (a) und linearisierter
statischer Motorkennlinie (b)

das Modell eines Rotors der Masse M mit dem Massentrdgheitsmoment in Bezug
auf die Drehachse Jr betrachtet (siehe Abb. Der Massenschwerpunkt des Rotors
ist relativ zur Drehachse um den Abstand e verschoben. Der Rotor ist auf einem
masselosem Trdger montiert, der in horisontaler Richtung tiber ein Feder-Dampfer
Element der Steifigkeit ¢ und des Dampfungsfaktors b mit der Umgebung verbunden
ist. Die Drehung des Rotors wird durch die Winkelkoordinate ¢ und die horizontale
Bewegung seiner Achse durch die Koordinate x beschrieben. Das System wird durch
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3.3 Anwendungsbeispiel: Sommerfeldeffekt

das Motordrehmoment Ty, angetrieben. Zur Beschreibung des Motordrehmoments
wird eine linearisierte statische Kennlinie verwendet:

T = Up(w* = ¢). (3.27)

Die Kennlinie beriicksichtigt sowohl das elektromagnetische Moment des Antriebs als
auch die Verluste, einschliefilich der Reibungsverluste in den Lagern. Der grafische
Verlauf der Kennlinie ist in Abb. dargestellt.
Die Bewegungsgleichungen des Systems werden mit Hilfe der Lagrange-Gleichung
zweiter Art [76] hergeleitet und haben die Form:

MZX + b + cx = Me(¢? cos ¢ + P sin ), (3.28)
Jr$ = Tyt + Mei sin ¢. (3.29)

Das System muss fiir die weitere Analyse entdimensioniert werden, wofiir die dimen-
sionslosen Parameter

e b w0t Um _ Me?
k= M,G—ZMk,A— k'u_KMez'g_ T (3.30)

die dimensionslose Verschiebung

X

= 31
&= (3.31)
und die dimensionslose Zeit
T = kt, (3.32)
eingefiihrt werden und sich damit die Gleichungen (3.28)-(3.29) zu

& +208 + &= ¢ cosp + ¢ sing, (3.33)
¢" =¢e(u(A=¢’)+&"sing) (3.34)

ergeben. Der Parameter ¢ stellt dabei das Quadrat aus dem Verhilinis der Exzentrizitdt
des Rotors zu seinem effektiven Tragheitsradius dar. Fiir die iberwiegende Mehrheit
der rotierenden Maschinen ist dieser Wert klein, weswegen ohne Vorbehalt ¢ <« 1
angenommen werden kann.

Als Nullanndherung wird das ungestorte System betrachtet (¢ = 0). Die Losung der
ungestorten Gleichung lautet

¢ = konst. (3.35)
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Unter Verwendung der Bezeichnung ¢’ = w fiir die Rotordrehzahl, wird Gleichung
(3.33) in die Form

&Y +208) + & = w?cos ¢ (3.36)

umgeschrieben.
Die rein erzwungene Losung dieser Gleichung kann analytisch gefunden werden und
ist durch

w?(A cos ¢ + Bsin ¢)

gpo = A2 N B2 ’ (337)
gegeben, wobei
A=1-w? B=20w (3.38)

gilt. Nun werden die bestimmten Losungen als Grundlage fiir eine Variablentransforma-
tion verwendet. Horizontale dimensionslose Verschiebungen der Rotorachse werden
als Summe der rein erzwungenen Losung der ungestorten Gleichungen und ihre
Abweichungen von der Lésung der urspriinglichen Gleichung dargestellt:

E=&o+i. (3.39)
Damit ergibt sich die Gleichung fiir die neue Variable zu

& +208 +E=0(e). (3.40)
Mit Hilfe einer weiteren Variablentransformation

& = pg cos (kT) + g sin (k7), (3.41)

& = ps (—xsin(kt) — 0 cos (kT)) + Cg (k cos (kT) — 0 sin(kT)), (3.42)

x=V1-o02, (3.43)

kann Gleichung (3.40) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung geschrie-
ben werden:

pr = —ope +0(e), (3.44)
Ce =—0Cc +O0(¢). (3.45)

Die Gleichungen haben die Standardform fiir stark geddmpfte Systeme, sodass die
Variablen pg und (¢ und somit auch die Variable & in der ersten Naherung auf Null
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gesetzt werden kénnen. Die Ableitung in der rechten Seite der Gleichung (3.34) ist
damit durch

w*(Acos ¢ + Bsin¢)

& =- S +0(e), (3.46)
gegeben.
Es resultiert ein System von zwei Differentialgleichungen erster Ordnung;:
P =w, (3.47)
w* (Acos ¢ + Bsin¢) sin ¢
= A—w)+ . 3.48
= efr -y 2R P00 o

Wird die Winkelkoordinate ¢ als neue unabhingige Variable gewdhlt, ergibt sich
eine Differentialgleichung erster Ordnung, die die Entwicklung der Rotordrehzahl
beschreibt:

dw ¢
%ZE(Z/I(A—M)—

w* (Acos ¢ + Bsin¢) sin¢)) (3.49)

A2 + B2

Gleichung (3.49) entspricht der Standardform (3.1) und kann mit Hilfe der Mittelwert-
bildung autonomisiert werden:

do ¢ - >
% = 5 (M(A - a))

Gleichung (3.50) stimmt mit dem Ergebnis von Blekhman {iberein, der diese mit dem
Verfahren der direkten Trennung von Bewegungen erhalt [12].

Die Gleichung zur Bestimmung stationdrer Losungen ergibt sich durch Annahme einer

@’0
- . 3.50
11— 22+ 4620—)2) (3.50)

tiber den Winkel ¢ konstanten Rotordrehzahl, sodass Nullstellen der rechten Seite von
Gleichung (3.50) identifiziert werden miissen:

- @%0 _
u(A—a)-— A= %22 + 40207 =0. (3.51)

Tu(®)

il m

V(o)

Der erste Summand in der Klammer von Gleichung (3.51) entspricht dem dimen-
sionslosen Drehmoment des Motors Ty (@) und der zweite Summand entspricht
dem sogenannten Vibrationsmoment V (@), das sich aus der Wechselwirkung des
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3 Asymptotische Analyse der partiell stark gedampften Systeme

Tragersystems mit dem drehenden Rotor ergibt. Diese Gleichung kann nach dem
Motorparameter u aufgelost werden:

@°c

LT U+ 42ad)(A — @)

(3.52)
Ein grafischer Verlauf der Abhéngigkeit der stationdren Rotordrehzahl vom Motorpa-

@) (b)

| — ‘ ‘
o 5 _ u=15
% 3 o6 u =26 [
g =
f \\ = u=235
= N £ 41
@ L n é stabil
£ s}
£ |
qg) stabil o ‘7( %)
——— 7 1 Q @
3 ol | | instabil || - | ‘ instabil ‘ |
5 5 10 0 1 2
Dimensionsloser Motorparameter u Drehzahl @

Abbildung 3.2: Stationédre Losungen des Systems in Abhéngigkeit des Motorparameters u (a) und deren
graphische Interpretation (b)

rameter u ist in Abb. dargestellt. Zur Erstellung des Diagramms wurden die in
Tabelle 3.1|aufgefiihrten Parameterwerte verwendet.

Parameterbezeichnung Formelzeichen Standardwert
dimensionslose Exzentrizitat € 0.001
dimensionslose Betriebsdrehzahl A 2
dimensionslose Dampfung o 0.1

Tabelle 3.1: Standardparametersatz fiir die Untersuchung des dynamischen Verhaltens eines unwuchtigen
Rotors mit leistungsbegrenztem Antrieb

Je nach Wert des Motorparameters 1 kann das System eine, zwei oder drei stationdre
Losungen aufweisen, die sich bei Ubereinstimmung von Motor- und Vibrationsmoment
ergeben (siehe Abb.[3.2b). Im Falle von drei stationdren Losungen ist die mittlere Losung,
die in der Néhe der Resonanz im {iberkritischen Drehzahlbereich liegt, instabil. Die
unterkritische stationdre Losung und die Losung nahe der Leerlaufdrehzahl sind dage-
gen stabil. Im Falle von zwei stabilen stationdren Losungen wird die Geschwindigkeit
der stationdren Rotorbewegung durch die Anfangsbedingungen bestimmt.
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3.3 Anwendungsbeispiel: Sommerfeldeffekt

(a) )
2F \ B T
. 15 - N o 4 N
= o
s & 2r ]
A 05 4 <
Of ! ! L °L ! ! ! |
0 1000 2000 0 1000 2000
Verdrehwinkel des Rotors ¢ Verdrehwinkel des Rotors ¢
W=15——u=26——u=35|

Abbildung 3.3: Vergleich der numerischen Simulationsergebnisse des reduzierten E} und des urspriing-
lichen vollen =~} Gleichungssystems fiir die Drehgeschwindigkeit des Rotors (a) und Schwingungsampli-
tude des Tragersystems (b) bei verschiedenen Werten des Motorparameters u

Im Folgenden wird die Beschleunigung des Rotors aus dem Ruhezustand heraus
betrachtet. Die Giite der Approximation wird durch Vergleich mit den Ergebnissen
der numerischen Integration von System (3.33)-(3.34) bewertet. Die Berechnungser-
gebnisse fiir drei verschiedene Motorparameterwerte sind in Abb. [3.3| dargestellt. Es
wurden sowohl der glatte Durchgang durch die Resonanz (rote Linien) als auch das
Héngenbleiben in der Resonanz (gelbe und griine Linien) gezeigt. In allen Fallen
ist die Diskrepanz zwischen den Losungen des reduzierten Systems (durchgezogene
Linien) und des vollstindigen Gleichungssystem extrem gering, obwohl die transienten
Prozesse im oszillierenden Teil des Systems vernachldssigt wurden. Im Falle von System-
parameterwerten in der Ndhe des Bifurkationspunktes (Berithrung der Motorkennlinie
und des Vibrationsmomentes) kann die Divergenz der Ergebnisse erheblich sein. Dieser
Fall wurde in [24] ndher betrachtet und analysiert.

3.3.2 Elastischer Rotor in starren Lagern

In diesem Abschnitt wird der Einfluss der Berticksichtigung der Rotorelastizitédt auf den
Sommerfeld-Effekt untersucht. Es wird das Modell des Rotors der Masse M mit dem
Massentragheitsmoment in Bezug auf die Drehachse Ji betrachtet (siehe Abb[3.4). Der
Massenschwerpunkt des Rotors ist relativ zur Drehachse um den Abstand e verschoben.
Die Rotorachse ist durch zwei identische Feder-Dampfern Elemente mit Steifigkeit c und
Dampfungsfaktor b in vertikaler und horizontaler Richtung visko-elastisch gelagert.
Die Drehung des Rotors wird durch die Winkelkoordinate ¢ und die horizontale und
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3 Asymptotische Analyse der partiell stark gedampften Systeme

vertikale Bewegung seiner Achse durch die Koordinaten x bzw. y beschrieben. Das
System wird durch das Motordrehmoment Ty = U(@* — ¢) angetrieben.

Abbildung 3.4: Modell eines Laval-Rotors mit leistungsbegrenztem Antrieb

Die Bewegungsgleichungen des Systems ergeben sich damit zu:

MZX +bx + cx = Me(¢p? cos ¢ + P sin ), (3.53)
Mij + by + cy = Me(¢p*sin ¢ — ¢ cos §), (3.54)
Jrd = Tat + Me (¥sin¢ — jjcos ¢) . (3.55)

Das System wird analog zum vorherigen Fall entdimensioniert. Nach der Einfiihrung
der dimensionslosen Parametern

[c b " u Me?
k = M,O'—m,A—k,u—KMez,é— ]r, (356)

der dimensionslosen Verschiebungen

, ==, (3.57)
und der dimensionslosen Zeit

T = kt, (3.58)
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3.3 Anwendungsbeispiel: Sommerfeldeffekt

ergeben sich die Gleichungen (3.53)-(3.55) zu

& +208 +&=¢?cosp + ¢ sing, (3.59)
N’ +20n +n=¢*sing - ¢” cos ¢, (3.60)
¢" =¢e(uA—¢)+& sing — 1’ cos ). (3.61)

Zur Beschreibung der Rotordrehzahl wird wieder eine neue Variable w eingefiihrt:
¢ =w. (3.62)

Im betrachtetem Fall kann ebenfalls gezeigt werden, dass die Variablen, die die
Schwingungen der Rotorachse beschreiben, stark gedampft sind. Daher werden im
Folgenden nur noch rein erzwungene Losungen der Gleichungen (3.59) und (3.60)
betrachtet:

w?(A cos ¢ + Bsin ¢)

Epo = YO , (3.63)
20 A

Mo = — “ Sji_Bf cosf) (3.64)
wobei

A=1-w? B=20w. (3.65)
Daraus resultiert ein System von zwei Differentialgleichungen erster Ordnung;:

¢ =w, (3.66)

5
w' =¢ (u(/\ - w)— = wf;aj_ 402w2) . (3.67)

Wird die Winkelkoordinate ¢ wieder als neue unabhingige Variable betrachtet, ergibt
sich eine Differentialgleichung erster Ordnung, die die langsame Entwicklung der
Rotordrehzahl beschreibt:

dw_i

P w(u()\—a))—

Aufgrund der Symmetrie des betrachteten Systems ist Gleichung (3.68) bereits vor
der Mittelwertbildung autonom. Diese Gleichung stimmt mit Gleichung (3.50) der
langsamen Entwicklung der Drehzahl eines Rotors auf einem elastischen Tréger bis auf

200° ) . (3.68)

(1 - w?)? + 402w?

einen konstanten Koeffizienten iiberein. Daher kénnen alle im vorherigen Abschnitt
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3 Asymptotische Analyse der partiell stark gedampften Systeme

vorgestellten Ergebnisse mit der entsprechenden Auswahl von Systemparametern auf
das Modell des elastischen Rotors in starren Lagern verallgemeinert werden.
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4 Modell eines unwuchtigen Rotors
mit Selbstauswuchtsystem

Dieses Kapitel widmet sich der Modellierung eines starren Rotors mit einem Selbst-
auswuchtsystem, der von einem Motor mit begrenzter Leistung angetrieben wird,
sowie der Herleitung von Gleichungen der langsamen Dynamik fiir dieses System. Das
Modell basiert auf dem Laval-Rotormodell und der linearen statischen Motorkennlinie
aus Abschnitt[2.2]

(b)

D

¥

Abbildung 4.1: Modell eines starren Rotors mit Selbstauswuchtsystem (a) und Darstellung der neuen relativen
Koordinaten 1) und ¢ (b)

Ein starrer Rotor der Masse M mit Massentrdgheitsmoment J, beziiglich seiner Dreh-
achse wird horizontal und vertikal von zwei linearen viskoelastischen Elementen der
Steifigkeit ¢ und der Dampfung b abgestiitzt. Der Massenschwerpunkt des Rotors ist
um den Abstand e relativ zur Drehachse versetzt. Der Rotor wird von einem elektroma-
gnetischen Motor mit einem Drehmoment Ty, angetrieben. Zwei Auswuchtpendeln der
Masse m, Pendelldnge » und dem Massentragheitsmoment Jp beziiglich der Drehachse
sind koaxial zum Hauptrotor montiert. Die Wechselwirkung zwischen Rotor und Pendel
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4 Modell eines unwuchtigen Rotors mit Selbstauswuchtsystem

wird durch eine viskose Dampfung mit Dampfungsfaktor b, sowie Normalkréften in
den Lagern modelliert.

Die Winkelkoordinaten ¢, 61 und 6, beschreiben die absoluten Verdrehungen des
Rotors und der Auswuchtpendel. Die Lage der Drehachse wird durch die generalisierten
Koordinaten x und y beschrieben. Obwohl in der Beschreibung die terminologie ,, Aus-
wuchtpendel“verwendet wird, kann das Modell mit der entsprechenden Parameterwahl
(Jo = mr?) auch die Dynamik eines Systems mit kugelférmigen Ausgleichsmassen
beschreiben. Das Abrollen der Kugeln in der Fiihrung wird dabei aber vernachlassigt,
und die Kugeln werden nur als Massenpunkte betrachtet.

41 Bewegungsgleichungen und dimensionslose
Parameter

Die Bewegungsgleichungen werden in Form der Lagrange-Gleichung 2. Art hergeleitet
und ergeben sich zu

(M +2m)X + bx + cx = Me(ff)z cos ¢ + (ﬁsin o)+

2
+ Z mr (éi2 cos 0; + 91 sin 9,‘) , (4.1)
i=1

(M +2m)ij + by + cy = Me(¢?sin ¢ — ¢ cos )+

2
+ mr (éiz sin 6; — 6; cos Qi) , (4.2)

i=1
Jr + by (2 — 61 — 62) = Tyy + Me (¥sin¢p — §j cos §) , (4.3)
Jpb; + b,(6; — ) = mr (¥sin0; — fjcos 0;) , i = 1,2. (4.4)
Das Antriebsmoment wird durch die linearisierte statische Motorcharakteristik beschrie-

ben:

Tv = Un(@* - ¢), (4.5)
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4.1 Bewegungsgleichungen und dimensionslose Parameter

wobei der Parameter Uy der Motorsteuerungsparameter (bzw. Steigung der Motor-
kennlinie) und der Parameter w* die nominale Motordrehzahl bezeichnet.

Um die weitere Analyse zu erleichtern, werden die mittlere Phasenverschiebung
zwischen dem Hauptrotor und den Pendeln

ML) "

und der Pendel6ffnungswinkel
6=01-0 (4.7)

als neue relative Koordinaten eingefiihrt.
Durch die zusitzliche Einfithrung der dimensionslosen Parameter

2 2
M*=M+2m,k: L*,S:& S:M—e,p:ﬂ"u:pﬂ*’
VM Jr

mr’ Jp
_%,ozﬁ,ﬁr=%,ﬁp=%,)\=a]j,uz%, (4.8)
der dimensionslosen Zeit
T = kt, (4.9)
der dimensionslosen Verschiebungen
&= m;x, n= m;y, (4.10)

und der Abkiirzung d/dt = (-)’ lassen sich die Bewegungsgleichungen (4.1)-(&.4) durch

4208 +E= fi(d, &, w00, 5,8, 87), (4.11)
n"+20n +1=fyld, ¢, 0", ¢, 9", 9", 6,0",0"), (4.12)
" =By = efo(P, 9", ", "), (4.13)
Y+ (Br+ B = efy(P, 9", ¢, 0,87, 1), (4.14)
0"+ Bpd’ = efs(p, @', 6,8",1") (4.15)

angeben, wobei
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4 Modell eines unwuchtigen Rotors mit Selbstauswuchtsystem

fe(P, @', ", 0, W' Y",65,0,8") = s(¢ cos  + ¢ sin )+
2

+ (qb’+1//+%) cos(¢+¢+g)+

+ (¢’,+4’”+%)Sm(¢+¢+g)+

)\ 2
+(qb’+1/}’—%) Cos((p+¢—g)+

+(¢”+¢”—%)sin(¢+¢—g),

Fld, ¢, 0", 0, 'Y",8,06,8") = s(¢"* sind — ¢” cos P)+
N2
+ (qb’+z,l/+%) sin(gb+z,b+g)—

—(¢"+¢J"+%ﬂ)cos(q§+4)+g)+

14

—(qb”+¢”—%)cos(qb+lp—g),

efe(d, ¢, &, ") = ¢ (u(A — ¢') + w(&" sing — 1" cos ¢)) ,

fyld, @',,0,8",1") =

(4.16)

(4.17)

(4.18)

= u (&”sin(¢p + ) —n” cos(¢p + ¢)) cosg —-¢efy, (419)

efs(Q, ', 9, 0,&",1") =2u (" cos(p + ) +n” sin(¢p + ¢)) sin g

gilt.

(4.20)

Der Parameter ¢ kann dabei mit dem Quadrat des Verhiltnisses von Exzentrizitit
zum effektiven Tragheitsradius des Rotors assoziiert werden. Bei den meisten realen
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4.2 Asymptotische Analyse

Maschinen liegt dieser dimensionslose Parameter im Bereich 1073 bis 10~® und kann
als eher klein angesehen werden:

ex 1 (4.21)

Der Parameter u ist proportional zum Verhiltnis der Masse der Auswuchtpendel zur
Gesamtmasse des Systems. In den meisten Féllen wird bei der Auslegung angestrebt,
die Auswuchtfunktion mit minimalen Auswirkungen auf die Parameter des Original-
systems, einschliefilich dessen Masse, zu realisieren. Das bedeutet, dass die Masse der
Ausgleichsvorrichtung und damit die Masse der Auswuchtpendel oder -kugeln im
Vergleich zur Masse des Originalsystems klein sein muss. Nachfolgend werden u und
¢ formal als Parameter derselben Groflienordnung betrachtet:

i =0(e). (4.22)

Sowohl die Dampfungskoeffizienten des oszillierenden Teils des Systems als auch des
rotierenden Teilsystems werden als nicht klein angenommen, d.h. es gilt

o =0(1), B, =0(1), B, = O(1). (4.23)

Abschnitt[5.6|behandelt dabei die Fille, fiir die die Annahmen (.22) und (4.23) nicht
erfiillt sind.

4.2 Asymptotische Analyse

Um die Gleichungen der langsamen Dynamik des Selbstauswuchtsystems herzuleiten,
wird die Verallgemeinerung der Mittelungsmethode fiir partiell stark geddmpfte
Systeme verwendet, die im Abschnitt beschrieben wurde. Dazu muss das Glei-

chungssystem (4.11)-(4.15) in die Standardform (3.14)-(3.15) iiberfiihrt werden. Mit der

Einfiihrung der Variablentransformation

=~ P+ Br+ PP
Y= TR B (4.24)
Y=0+a, (4.25)
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4 Modell eines unwuchtigen Rotors mit Selbstauswuchtsystem

kann Gleichung (4.14) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung

~, €f¢,
= i 4.26
Pr+Bp (420
a’=—(Br+Bpla - %, (4.27)

angegeben werden. Es ist zu beachten, dass die Variable « stark geddmpft ist, sodass
diese in erster Naherung durch eine stationédre Losung von der Gleichung (4.27) der

Form
efy
ag=—-———""7— (4.28)
Br + By )?
ersetzt werden kann. Somit gilt in der ersten Naherung;:
¥ =1 +0(e). (4.29)
Analog dazu wird die Gleichung (4.15) durch die Variablentransformation
~ O +Bpo
5:——ﬁ1, (4.30)
Py
5=0+v, (4.31)
auf die Form
Ly (4.32)
Py
wz—mv—ié, 4.33)
Py

gebracht. Die Variable v ist ebenfalls stark gedampft und kann in erster Naherung durch
eine stationdre Losung der Gleichung (4.33) der Form

Vo = (4.34)
i
ersetzt werden. Damit gilt in der ersten Naherung
5=058+0(). (4.35)
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4.2 Asymptotische Analyse

Nach der Einfiihrung einer neuen Variablen w fiir eine dimensionslose Rotordreh-
zahl und unter Berticksichtigung der Gleichungen (¢.24) und (4.25) vereinfacht sich

Gleichung (4.13) zu

P =w, (4.36)

efy Pr
Br+Bp

Mitw’ = O(¢), ¥’ = O(e)und &’ = O(¢) konnen auch die rechten Seiten der Gleichungen
und (4.12) vereinfacht werden:

W =efy+ (4.37)

+ O(e), (4.38)

fe = w? [scosc{)+cos(¢+1,b+g)+cos(¢+¢—g)

+0(e). (4.39)

fn=w2 [ssin¢+sin(¢+lp+g)+sin((p+¢—g)

In diesem Fall konnen die rein erzwungenen Losungen der Gleichungen (4.11) und
(4.12) in nullter Naherung (also fiir @’ = 0) analytisch wie folgt angegeben werden:

b= o [ scontcoof i D) wos 302«
+B(ssingb+sin(cf)+t/)+g)+sin(<p+lp—g))], (4.40)
npozﬁzBZ A(ssin¢+sin(¢+¢+g)+sin(¢+¢—g))—
—B(scos¢+cos(¢+¢+g)+cos(q>+¢—g))], (4.41)
mit
A=1-0w? (4.42)
B =20w. (4.43)
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4 Modell eines unwuchtigen Rotors mit Selbstauswuchtsystem

Weiterhin werden die Variablen & und n als eine Summe der rein erzwungenen

Losungen &, bzw. 1,0 und der Abweichungen &, fj von der vollstandigen Losungen

der Ausgangsgleichungen (4.11) bzw. (4.12) dargestellt:

E=&o+é,
1 ="1po +1].

Durch die Variablentransformation

= pg cos (kT) + Cg sin(kT),
"= pe (=K sin(kT) — 0 cos (k7)) + L& (k cos (kT) — o sin(k1)),
py cos (k) + Cyy sin (kT),
" = py (=xsin (k7) — 0 cos (k7)) + C; (k cos (kT) — 0 sin (k7))

V1 - o2,

a0 =St St M
Il

kann gezeigt werden, dass die Variablen p;, Cs, p, und C, stark gedampft sind

pr = —ops +0(e),
Ce =—-0Cc+0(e),
p;] =—opy +0(¢),
¢ = —aC, +0(0),

(4.44)
(4.45)

(4.46)
(4.47)
(4.48)
(4.49)

(4.50)

(4.51)
(4.52)
(4.53)
(4.54)

sodass es fiir die weitere Analyse in der ersten Naherung ausreicht, nur die rein
erzwungenen Losungen &,0 und 7,0 zu berticksichtigen. In diesem Fall kénnten die
Ableitungen der Variablen & und n auf der rechten Seiten der Gleichungen , ,
und durch die gegebenen Funktionen schwach geddmpfter Variablen ersetzt

werden:
5502142_—10432 A(scosqb+cos(¢+1,b+g)+cos(¢+¢—g)) +
cassing s 54+ 2] rsin o+ -2 o)
r];g'():#a; A(ssin¢+sin(¢+lp+§)+sin(¢+¢—g)) =
afrcosgcon(i 4 ) o0~ 2)) | 000
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4.2 Asymptotische Analyse

Um das System in eine fiir die Anwendung der Mittelwertbildungsmethode geeignete
Form zu bringen, muss Gleichung (4.36) eliminiert werden. Dies wird bewerkstelligt,
indem der Drehwinkel des Hauptrotors ¢ als neue unabhingige Variable eingefiihrt
wird:

&fy Br

dw 1

%zakgfwﬁﬁﬁp , 4.57)
dp 1| efy

 _1 , 458
d¢ @ [Br+Bp (4.58)
dé 1 [efs

— == =. 4.59
a6~ w B (45)

Das System der Gleichungen (4.57)-(4.59) erfiillt die Anforderungen der klassischen
Mittelwertbildung und kann in Bezug auf den Drehwinkel des Hauptrotors ¢ gemittelt
werden. Die Gleichungen der ersten Naherung ergeben sich damit zu

da _ eﬁpu(/\—a'))+
do — w(By +Br)

CT)3

T AT B, + pr)

(AQ2eBpw — uprs)siny—

— B(2eByw + upys) cos ) cosg — B (uBr(cosd+1)+ efpsw) |, (4.60)

d_l,@__eu(/\—d))+
do — w(Bp+pr)

(4_)3

A%+ B2)(Bp + Br)

- AQ2ew + pus)siny) cosg — B (u(cosd—1) —esw) |, (4.61)

(BQ2ew — ps) cos P—

T

- e i i -
do _ e [As costp — Bssiny + 2A cos g sin g (4.62)

d¢ — p,(AZ+B)

Hier stellt @ die gemittelte Rotordrehzahl dar, und ¢ bzw. 6 bezeichnen die gemittelten
Variablen ¢/ und §, die in der ersten Niherung die mittlere Phasenverschiebung der
Pendel bzw. den Pendel6ffnungswinkel beschreiben.
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4 Modell eines unwuchtigen Rotors mit Selbstauswuchtsystem

So kann die langsame Dynamik des mechanischen Systems mit vier Freiheitsgraden,
also eines Systems achter Ordnung, mit nur drei gew6hnlichen Differentialgleichungen
erster Ordnung beschrieben werden. Eine derart starke Reduzierung des Gleichungs-
systems ermoglicht eine umfassende qualitative Analyse des Systemverhaltens und ein
tieferes Verstdndnis der physikalischen Mechanismen, die die Dynamik des Systems
bestimmen.
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5 Dynamik des
Selbstauswuchtsystems

Dieses Kapitel widmet sich der Analyse der stationdren und der transienten Losun-
gen der Gleichungen der langsamen Dynamik des Selbstauswuchtssystems, die im
vorangegangenen Kapitel hergeleitet wurden.

5.1 Stationare Losungen

Gleichungen zur Bestimmung stationdrer Losungen ergeben sich, indem die rechten
Seiten der Gleichungen (4.60)-(4.62) zu Null gesetzt werden:

efpu(A — @) N o3
w(Bp +Br) (A2 +B2)(By + Br)

— B(2eBpw — upys) cos ) cosg — B (upr(cosd + 1) + efpsw) } =0, (5.1)

[ (A(2eBpw — pprs)siny—

eu(d — @) @3

W(By+Br)  (AZ+ BBy + )
— AQ2ew + pus)siny) cosg - B (u(cosd - 1) — esw) } =0, (5.2)

(BQ2ew — pus) cos P—

2u@? - - 5| .6
m Ascosp — Bssiny + 2A cos 5|sing = 0, (5.3)
wobei
A=1-&% B=20& (5.4)
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5 Dynamik des Selbstauswuchtsystems

gilt.

(b)

Abbildung 5.1: Stationdre Konfigurationen der Auswuchtpendel eines Selbstauswuchtsystems

Das resultierende Gleichungssystem bis verfiigt {iber drei Arten von stationa-
ren Losungen, die in Abbildung|5.T|dargestellt sind.

1. Konfiguration I mit Kompensation der Unwucht (siehe Abb. [5.1a):

Y=m, (5.5)
5 = 2arccos (%) ,8<2, (5.6)
@ = A. (5.7)

Bei dieser Art von stationdrer Losung kompensieren die Auswuchtpendel die
Unwucht des Hauptrotors vollstindig. Dies ist nur moglich, falls die primére
Unwucht des Rotors nicht grofer ist als die Unwucht der beiden Auswucht-
pendel zusammen (s < 2). Der effektive Massenschwerpunkt des Systems liegt
auf der Drehachse und der Rotor dreht sich mit seiner nominalen Drehzahl.
Die praktische Umsetzung dieser Losung ist der eigentliche Einsatzzweck des
Selbstauswuchtsystems bei unwuchtigen Rotoren.

2. Konfiguration IT mit zusammenfallenden Auswuchtpendeln (siehe Abb. 5.1b):

) B (2A2 + AyS2(AZ 1 B2) - 432) 5

Y = arctan ;82 ———, (5.8)
A (282 - AV52(AZ+ B2) - 4B2) VAZ+ B2

6=0. (5.9)
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5.1 Stationdre Losungen

Die stationdre Rotordrehzahl fiir diese Konfiguration wird aus der Gleichung

(Batw(s? +4) — us(A% + B)(A - @)

+
16B208w?s?
Batw(s? — 4) — us(A2 + B)(A - @))°
+ ( ( ) _( i ) =1 (5.10)
16A208w?s?
bestimmt, die nach dem Motorparameter u aufgelost werden kann:
WS woA%(s? + 1) + B2(s2 — 1) + \/A2(A252 + B2(s2 — 1))
u=- . (5.11)

s(@ — A)(A2 + B22

Bei dieser Konfiguration haben die beiden Auswuchtpendel die gleiche Phasen-
lage und konnen je nach Rotordrehzahl die Unwucht des Rotors teilweise kom-
pensieren oder sogar verstarken. Es ist zu beachten, dass die Konfiguration 6 = 0
eine Losung der Gleichungen bzw. fiir beliebige (auch ¢-abhingige)
Werte der Variablen ) und @ darstellt.

. Konfiguration IIT mit gegentiberliegenden Auswuchtpendeln (siehe Abb.[5.1d):

Y — beliebig, (5.12)
5 =m. (5.13)

Die stationédre Rotordrehzahl fiir diese Konfiguration ergibt sich aus der Gleichung

Bpe (u(A% + B?)(A — @) — Bswd?)
(A2 + B2)(Bp + Br)

=0, (5.14)

die ebenfalls nach dem Motorparameter u aufgelost werden kann:

2&°sow

T o) AT By

(5.15)

In dieser Konfiguration sind die Auswuchtpendel auf einer Geraden gegentiber
voneinander angeordnet (Gegenphase) und kompensieren sich gegenseitig.

Abb.[5.3)zeigt die stationdren Drehzahlen des Rotors in Abhéngigkeit des Motorparame-
ters u fiir ein System mit dem in Tabelle[5.TJaufgefiihrten Standardparametersatz. Stabile

Losungen werden als durchgezogene Linien (—) und instabile Losungen als gestri-
chelte (---) und strichpunktierte Linien (- - -)) dargestellt. Die Stabilitit der Losungen
wurde auf Grundlage der direkten numerischen Berechnung von Eigenwerten ermittelt.
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5 Dynamik des Selbstauswuchtsystems

Parameter Standardwert Parameter Standardwert
I3 0.01 By 1.0
U 0.01 Br 0.1
S 0.75 A 2.0
w 1.30 o 0.1

Tabelle 5.1: Standardparametersatz fiir die Untersuchung des dynamischen Verhaltens eines unwuchtigen
Rotors mit Selbstauswuchtsystem

In diesem Beispiel entspricht @ = 1 einer dimensionslosen Resonanzdrehzahl und
@ = 2 einer dimensionslosen Motornenndrehzahl.

2
e
3 U —
g 15 I - |
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: o= |
: I
50 | |
: I stabil |
=
- : - - — instabil 1. Grad
: - - - instabil 2. Grad
L i

5 u, 10

Dimensionsloser Motorparameter u

Abbildung 5.2: Stationédre Drehzahlen des Rotors mit Selbstauswuchtsystem in Abhingigkeit vom Motorpa-
rameter u

Die unterkritischen Losungen vom Typ II mit @ < 1 existieren nur im Bereich kleinerer
Werte des Parameters u, was einer geringen Motorleistung entspricht. Beim kritischen
Wert u = u] kollidieren stabile und instabile Lésungen und verschwinden. Die stabile
unterkritische Losung kann als klassischer Sommerfeld-Effekt oder als stationéres
Hangenbleiben in der Resonanz beschrieben werden. Die entsprechende geometrische
Konfiguration des Systems ist in Abb. dargestellt. Die Auswuchtpendel verstarken
die urspriingliche Unwucht des Rotors, was zu hohen Amplituden der Rotordrehachse
fiihrt.

Uberkritische Lésungen, die der Konfiguration II mit zusammenfallenden Auswucht-
pendeln entsprechen, existieren nur im Bereich grofierer Werte des Parameters u (u >
u3). Bei diesen Lésungen wird die Unwucht des Hauptrotors durch die Auswuchtpendel
teilweise kompensiert und die Amplitude der Schwingungen der Rotordrehachse wird
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5.2 Hochlaufsimulationen

kleiner. Beide tiberkritischen Losungen dieser Art sind jedoch instabil und kénnen
daher im Betrieb nicht realisiert werden.

Abhéngig von der Parameterkonfiguration (z.B. fiir andere Dampfungsparameter o)
kann der kritische Wert u] grofler oder kleiner als u] sein. Das bedeutet, dass fiir
bestimmte Parameterwerte ein Paar unterkritischer Losungen vom Typ II mit einem
Paar tiberkritischer stationdrer Losungen dieses Typs koexistieren kann (siehe z.B.
lilafarbene Linien in Abb.[5.3).

27 _7

15 Q O n

Drehgeschwindigkeit @
\
!

_____________ mmm e — o2
stabil |
- — - instabil 1. Grad
- - — instabil 2. Grad
0 !
0 5 10

Dimensionsloser Motorparameter u

0 =0.05 o =0.068 0=0.1

Abbildung 5.3: Stationdre Losungen vom Typ II in Abhédngigkeit vom Motorparameter u fiir verschiedene
Werte des Dampfungsparameters o

Die stationdre Losung vom Typ III existiert fiir beliebige Werte des Motorparameters u.
Losungen dieser Art sind jedoch immer instabil, werden in der Praxis nicht verwirklicht
und haben keinen wesentlichen Einfluss auf die Dynamik des Rotors.

Die kompensierende stationdre Losung vom Typ I existiert bei allen Werten des
Motorparameters u und ist stets stabil.

5.2 Hochlaufsimulationen

In diesem Abschnitt wird der Hochlauf des unwuchtigen Rotors mit Selbstauswuchtsys-
tem einschliefllich des Durchgangs durch die Resonanz diskutiert. Die Ergebnisse der
numerischen Integration des gemittelten Gleichungssystems (4.60)-(4.62), die in Abb.
mit durchgezogenen Linien (—) dargestellt sind, werden mit den Ergebnissen

fur die Ausgangsgleichungen (.11)-(4.15) (gestrichelte Linien mit Marker (-=-) in
Abbj5.4) bei dquivalenter Wahl der Anfangsbedingungen verglichen. Die Schitzung
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5 Dynamik des Selbstauswuchtsystems

der Amplitude der Rotordrehachse fiir das reduzierte System wird dabei aus den rein
erzwungenen Losungen &po(¢, @, 1/_1, 5) und 1p0(¢, @, 1{_1, 5) gemaf

p= \/5;270 + nio (5.16)

berechnet.

Im Bereich kleiner Werte des Motorparameters u (u < uj), der proportional zur
Steigung der Motorkennlinie ist, erreicht der Rotor eine Drehzahl leicht unterhalb der
Resonanzdrehzahl (vgl. orangefarbene Kurve in Abb5.4a), wonach der Rotor zusammen
mit den Auswuchtpendeln mit derselben konstanten Drehgeschwindigkeit als Einheit
rotiert. Diese Losung zeichnet sich durch eine konstant hohe Amplitude der radialen
Schwingungen der Rotordrehachse aus (vgl. orangefarbene Kurve in AbbJ5.4c) und
kann als stationdres Héngenbleiben in der Resonanz oder auch Sommerfeld-Effekt
bezeichnet werden.
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5.2 Hochlaufsimulationen
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Abbildung 5.4: Vergleich der numerischen Simulationsergebnisse des reduzierten E} und des urspriing-
lichen vollen Gleichungssystems fiir die Drehgeschwindigkeit des Rotors (a), den Offnungswinkel
der Auswuchtpendel 6 (b), die Schwingungsamplitude der Rotordrehachse p (c) und die mittlere Phasenver-
schiebung 1 (d) fiir verschiedene Werte des Motorparameters u

Bei hohen Werten des Motorparameters u (1 > u)) passiert der Rotor erfolgreich die
Resonanz. Im tiberkritischen Bereich driften die Auswuchtpendel auseinander (vgl.
lilafarbene Linie in Abb. [5.4b), wodurch die Unwucht des Hauptrotors kompensiert
wird. Danach strebt die Amplitude der Schwingungen der Rotordrehachse asymptotisch
gegen Null (Abb. und der Rotor erreicht die Nenndrehzahl des Motors (sihe Abb.
5.4al).

Im mittleren Bereich des Motorparameters 1] < u < u; ist die kompensierende Konfi-
guration vom Typ I zwar die einzige stabile stationdre Losung des Systems, allerdings
kann der Rotor immer noch in die Resonanz gefangen werden. Beide Auswuchtpendel
drehen sich gemeinsam als eine Einheit, jedoch etwas langsamer als der Hauptrotor
(vgl. griine Linie in Abb. 5.4d). Die effektive Unwucht des Gesamtsystems &ndert
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5 Dynamik des Selbstauswuchtsystems

sich dabei stindig, was zu einer starken Modulation der Rotordrehzahl sowie der
Schwingungsamplitude der Rotordrehachse fiihrt (vgl. griine Linien in Abb. und
b.4d). Gleichzeitig iibersteigt die Schwingungsamplitude groftenteils deutlich die beim
stationdren Hangenbleiben in der Resonanz auftretende Amplitude. Im Folgenden
wird diese Art der Losung als ,nichtstationdres Hangenbleiben in der Resonanz” oder
einfach als ,periodische Losung” bezeichnet.

5.3 Dynamik des Systems in Konfiguration II (6 = 0)

Sowohl stationére als auch periodische Losungen, die dem Héngenbleiben des Systems
in der Resonanz entsprechen, sind durch die Konfiguration vom Typ II gekennzeichnet,
bei der beide Pendel die gleiche Phasenlage haben und sich gemeinsam als Einheit
drehen. In diesem Abschnitt wird die Dynamik des Systems in dieser Konfiguration
ausfiihrlich erortert.

Wenn die Winkelstellungen der Auswuchtpendel zusammenfallen, geht die Phasendif-
ferenz 6 gegen Null und das Gleichungssystem (.60)-(4.62) vereinfacht sich zu

do _ eppu(d — o) @°

dp ~ wBy+p) | A2+ BB, + )

— B(2eBpw + uprs)cos P — B (2up, + efpsw) ], (5.17)

AQ2epw — upys) sin—

) @3

A6~ @Byt B A2+ BB, +Br)

B(2ew — us) cos P—

— AQ2ew + us)sin + Besw]. (5.18)

Das System verhdlt sich in diesem Fall effektiv wie ein Schwingungserreger mit
koaxialen Unwuchten, dessen Dynamik hinreichend in [20] untersucht wurde.

Um den Mechanismus des Auftretens der periodischen Losungen im Resonanzbereich
sowie den Ubergang zwischen den drei Losungsarten, die im vorigen Abschnitt
beschrieben wurden, zu verstehen, wird die Entwicklung des Phasenraums des Systems
(6.17)-(5.18) mit dem Anstieg des Motorparameters u betrachtet. Der Phasenraum dieses
Subsystems ist eine Zylinderoberfldche, die durch die vertikale Koordinate @ und die
umlaufende Winkel-Koordinate ¢ beschrieben wird. Abwicklungen dieser Fliche sind
fur verschiedene Werte des Motorparameters u in Abb. 5.5|dargestellt.
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5.3 Dynamik des Systems in Konfiguration II (6 = 0)

(b)u =138

Abbildung 5.5: Entwicklung des Phasenraums des Subsystems mit 6 = 0 fiir steigende Werte des
Motorparameters u bei o = 0.1

Fiir kleine Werte des Parameters u (vgl. Abb. gibt es nur zwei stationdre Losungen,

den stabilen Knoten (SK) und den Sattelpunkt (SP), die durch zwei heterokline Orbits
(rote Linien) miteinander verbunden sind. Aufgrund der zylindrischen Form des
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5 Dynamik des Selbstauswuchtsystems

Phasenraums bilden diese beiden Bahnen eine geschlossene Kontur
deroberfliche.

auf der Zylin-
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Abbildung 5.6: Geschwindigkeitsverldufe (a),(c) und Amplitudenverldufe (b),(d) der periodischen Losung
fiir verschiedene Werte des Motorparameters u

Mit zunehmendem Wert des Motorparameters u bewegen sich die beiden stationédren
Punkte aufeinander zu (vgl. Abb.[5.5b). Erreicht der Motorparameter u einen kritischen
Wert u = uj, kollidieren die stationdren Punkte und verschwinden, sodass die beiden
Heteroklinen zu einer geschlossenen Umlaufbahn verschmelzen (vgl. Abb. [5.5d). Die
Periodendauer der Bewegung entlang dieser Trajektorie unmittelbar nach der Bifur-
kation ist nahezu unendlich lang. Diese Bifurkation ist eine globale Bifurkation und
der in Abschnitt gezeigten Infinite-Period Bifurkation sehr dhnlich, aber nicht
identisch. Im Falle der klassischen Infinite-Period Bifurkation ist das Vorhandensein
einer stationdren Losung innerhalb einer geschlossenen Kontur eine Voraussetzung fiir
die Existenz der Kontur selbst. Im Falle des Phasenraums des Selbstauswuchtsystems

76



5.3 Dynamik des Systems in Konfiguration II (6 = 0)

ist eine weitere stationdre Losung nicht erforderlich. Die Existenz einer geschlossenen
Trajektorie wird durch die zylindrische Form der Phasenoberfldche ermoglicht.

Mit zunehmender Erhchung des Motorparameters u ausgehend vom Verzweigungs-
punkt bei u = uj erhoht sich sowohl die Frequenz der periodischen Bewegung entlang
der Trajektorie als auch die Amplitude der Modulation der Rotordrehzahl und die
Schwingungsamplitude seiner Drehachse (vgl. Abb. und [5.6D).

Bei Anndherung an den zweiten Bifurkationspunkt bei = u nimmt die Modulations-
amplitude der periodischen Ltisung weiter zu, allerdings nimmt die Schwingungsperi-
odendauer zu (vgl. Abb.[5.6qund[5.6d) und strebt unmittelbar vor der Bifurkation gegen
unendlich. Erreicht der Motorparamter u den zweiten kritischen Wert 17, bildet sich auf
der periodischen Trajektorie eine stationire Losung (vgl. Abb.[5.5¢), die anschheﬁend in
ein Paar stationdrer Punkte zerfillt (vgl. Abb.[5.5f), infolgedessen die periodische Lésung
nicht mehr existiert. Diese Bifurkation stellt eine Analogie der ersten Bifurkation dar,
die bei u = uj auftritt. Auf der Phasenflache 6 = 0 entsprechen die neuen stationiren
Losungen einem stabilen Knoten (SK) und einem Sattelpunkt (SP). Allerdings sind im
dreidimensionalen Phasenraum des Selbstauswuchtsystems beide Losungen instabil
(siehe Abschnitt[5.).

Der schattierte Bereich in Abb.[5.7)zeigt den Existenzbereich der periodischen Lésung.
Die gepunkteten Linien zeigen die maximalen und minimalen Werte der Rotor-
geschwindigkeit in Abhédngigkeit des Motorparameters u.
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Abbildung 5.7: Stationdre Losungen vom Typ II und die Grenzen der periodischen Lésung in Abhéngigkeit
des Motorparameters u

Bei niedrigeren Werten des radialen Dampfungskoeffizienten o, fiir die uj > u;
gilt, unterscheidet sich das Phasenportrait im Bereich u < uj qualitativ nicht vom
vorherigen Fall. Im unterkritischen Bereich gibt es nach wie vor zwei stationire
Losungen, einen stabilen Knoten (SK;) und einen Sattelpunkt (SP1), die durch zwei
Heteroklinen in einem geschlossenen Kreis miteinander verbunden sind (vgl. Abb5.8a).
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5 Dynamik des Selbstauswuchtsystems

Abbildung 5.8: Entwicklung des Phasenraums des Subsystems 6 = 0 fiir steigende Werte des Motorparame-
ters u bei ¢ = 0.05

Die kompensierende Losung @ = 2, sowie die instabile Lésung 6 = 7 sind in der
Abbildung nicht dargestellt, da sie auBerhalb der Phasenfldche 6 = 0 liegen.

Erreicht der Motorparameter u einen kritischen Wert 7, bildet sich in unmittelbarer
Néhe einer der Heteroklinen eine neue stationdre Losung (BP) (siehe Abb, die
weiter in einen stabilerﬂ Knoten (5K3) und einen Sattelpunkt (SP,) zerféllt. Dies fithrt zu
einem Brechen der Heteroklinen, die die stationdren Punkte im unterkritischen Drehge-
schwindigkeitsbereich miteinander verbindet. Nun bewegt sich eine der ausgehenden
Separatrizen des Sattelpunktes SP; auf den Knoten SK; im tiberkritischen Bereich
zu und der stabile Knoten SK; im unterkritischen Bereich ist durch eine Heterokline
zudem mit dem iiberkritischen Sattelpunkt SP, verbunden (vgl. Abb.[5.8d)). So wird
eine geschlossene, aus Heteroklinen bestehende Umlaufbahn nach dem Verschwinden
des Paares von unterkritischen stationdren Losungen nicht kontinuierlich und die
periodische Losung tritt nicht auf (vgl. Abb.[5.8d)).

1 Diese Losung ist nur im Subsystem 6 = 0 stabil.
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5.4 Stabilitdt der periodischen Losung

Das Verhalten des Systems ist keineswegs auf das zuvor beschriebene Szenario der
Phasenraumentwicklung beschréankt. In [20] wurde ein Parametersatz untersucht, bei
dem die periodische Losung mit dem Paar von stationdren Losungen im tiberkritischen
Drehzahlbereich in einem betrdchtlichen Bereich des Motorparameters u koexistieren
kann. Ein solcher Parametersatz und entsprechende Phasendiagramme finden sich in
5 in
ausreichender Entfernung vom periodischen Orbit auf. Erst wenn der Motorparameter

u weiter erhoht wird, bewegt sich der Sattelpunkt auf die periodische Losung zu und

Anhang (Al In diesem Fall tritt das zweite Paar stationdrer Losungen bei u = u

»zieht” sie gleichzeitig an sich. Erreicht der Motorparameter u den dritten kritischen
Wert u3, schneidet der Sattelpunkt die periodische Trajektorie und zerstort diese. Diese
globale Bifurkation scheint niher an die in Abschnitt[2.1.3]beschriebene homoklinische
Bifurkation zu sein, ist aber nicht identisch mit dieser. Bei der klassischen homokli-
nischen Bifurkation wird der Grenzzyklus um einen instabilen Fokus gebildet. Im
vorliegenden Fall ist die Geschlossenheit des Grenzzyklus durch die zylindrische Form
der Phasenfldche gegeben.

Die Frage des Ubergangs zwischen den beiden beschriebenen Szenarien des Verschwin-
dens der periodischen Losung ist nicht untersucht worden und bleibt offen.

5.4 Stabilitdt der periodischen Losung

Obwohl die periodische Losung im Subsystem 6 = 0 stabil ist, kann die Konfiguration
mit zusammenfallenden Pendeln selbst die Stabilitdt verlieren. Zur Beurteilung der
Stabilitit der periodischen Losung @ = Q(¢), ¥ = W(¢h), 6 = 0 werden die Gleichungen
(@.60)-(4.62) in der Nihe dieser periodischen Losung linearisiert. Die periodische
Losung selbst kann numerisch gefunden werden, z.B. mit Hilfe eines Schief3- oder
eines Kollokationsverfahrens (siehe zum Beispiel [56], [9]). Es ergibt sich ein System
von linearen Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten der Struktur

F(U - F(U T

Ae = 3o Aw + L AD, (5.19)
dd |- -w,5=0 dy |5=0,5=w,5=0

. dFR, _dry, _

AP = —2 Ao+ —2 AD, (5.20)
dv 5-0,§=w,5=0 dy |5=0,§=v,5=0

AY = d—Ff Ab, (5.21)
dd la=0,§=w,5=0

wobei F, (@, IZJ, 5), Fy(@, 1,5, 5), Fs(@, 1/_1, 5) die rechten Seiten der Gleichungen ,
([4.61) bzw. [4.62) bezeichnen.
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Abbildung 5.9: Der Existenz- und Stabilitétsbereich der periodischen Losung (a) und Drehgeschwindigkeits-
verlauf fiir verschiedene Werte des Anfangsoffnungswinkels 6¢ im Falle einer instabilen periodischen Losung
(u=35,0=0.1)(b)

Es ist zu beachten, dass die Gleichung (5.21), die den Offnungswinkel der Auswuchtpen-
del in der Néhe der periodischen Losung beschreibt, vollstindig von den Gleichungen

(5.19), (5.20) entkoppelt ist:
B pQ3AS
(1 - Q22 +40%02)

AS’ (2sQo sin(W) — (s cos(W) +2)(1 — Q%)) (5.22)
Aus der numerischen Berechnung der Floquet-Multiplikatoren ergibt sich, dass die
Stabilitdt der periodischen Losung allein durch die Stabilitdt der Losung der Gleichung
bestimmt wird. Daher muss lediglich ein Floquet-Multiplikator berechnet werden,
um die Stabilitat abzuschdtzen. Die Existenz- und Stabilitdtsbereiche der periodischen
Resonanzlésung des Systems sind in Abbildung|[5.9a| dargestelit.

Das Verhalten des Systems wihrend des Hochlaufs im Falle der Existenz einer instabilen
periodischen Losung ist in Abb. dargestellt. Eine kleine Abweichung der Anfangs-
bedingungen von 6¢ = 0 fiithrt zu einem zunehmenden Offnungswinkel zwischen den
Auswuchtpendeln. Die Rotordrehzahl kann sehr lange in der Ndhe der modulierten
Resonanzldsung verbleiben, bis der Offnungswinkel einen kritischen Wert erreicht,
infolgedessen das System schnell zur stabilen kompensierenden Lésung konvergiert
(vgl. lilafarbene Linie auf Abb.[5.9b).

5.5 Einzugsgebiet der kompensierenden Losung

Die Koexistenz mehrerer stabiler Losungen motiviert zu einer sorgfaltigen Analyse
ihrer Einzugsgebiete. Der Begriff , Einzugsgebiet” wird in diesem Abschnitt nicht im
klassischen Sinne verwendet, da die Anfangsbedingungen fiir eine der drei Systemva-
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Abbildung 5.10: Einzugsgebiete der kompensierenden Losung (schraffierter Bereich) fiir verschiedene Werte
des Motorparameters u

riablen — die Rotordrehzahl @ — nicht variiert werden. Alle angegebenen Diagramme
beziehen sich auf die Beschleunigung des Rotors aus dem Stillstand, d.h.

@(¢ =0) =0, (5.23)

was eine natiirliche Anfangsbedingung beim Start der rotierenden Maschine ist.

Bei kleineren Werten des Motorparameters u ist die Realisierung einer kompensie-
renden Losung vom Typ I nur dann méglich, wenn die Anfangsbedingungen fiir
die Auswuchtpendel in einem kleinen Bereich nahe der Kompensationskonfiguration
gewahlt werden (¢ = 71, § = 0.38n fiir den betrachteten Parametersatz aus Tabelle .
Der schattierte Bereich in Abb. zeigt das Einzugsgebiet der kompensierenden
Losung. Liegen die Anfangsbedingungen aufierhalb des schattierten Bereichs, wird
das System in der Resonanz mit einer konstant hohen Amplitude der Rotordrehachse
gefangen.
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5 Dynamik des Selbstauswuchtsystems

Mit einer Zunahme des Motorparameters u nimmt auch das Einzugsgebiet der kom-
pensierenden Losung zu bzw. wird grofier (vgl. Abb. - . Uberschreitet der
Motorparameter u jedoch den kritischen Wert 1], wird das System bei Anfangsbedin-
gungen auflerhalb des schattierten Bereichs in einer nicht stationdren stark modulierten
Resonanzlésung mit einer deutlich hheren Amplitude der Rotordrehachse hingen
bleiben.

Uberschreitet der Motorparameter u die Stabilititsgrenze der periodischen Losung,
wird das Einzugsgebiet der kompensierenden Loésung global, mit Ausnahme von
Geraden bei 6 = 0. Theoretisch kann das System im Falle der idealen Erfiillung der
Anfangsbedingungen 6¢ = 0 wahrend endlicher Zeit die kompensierende Losung nicht
erreichen und bleibt in der Nihe der instabilen periodischen Lésung hdngen. Dieses
Szenario wird jedoch in der Praxis nicht realisiert. Die geringste Abweichung von den
Anfangsbedingungen fiihrt dazu, dass das System die Oberflidche 6 = 0 verldsst und
zur kompensierenden Losung tibergeht. Die Zeit, die das System hierfiir benétigt kann
jedoch in Abhéngigkeit der Ausgangsbedingungen stark variieren.

5.6 Untersuchung der Approximationsqualitdt durch
das reduzierte System

Die in Kapitel [ hergeleiteten Gleichungen der langsamen Dynamik des Selbstaus-
wuchtsystems sind eine Approximation mit einem hohen Grad der Modellreduktion,
wobei die Ordnung des Differentialgleichungssystems von zehn auf drei reduziert
wurde. Im folgenden Abschnitt wird die Qualitdt dieser Approximation diskutiert
und die Ergebnisse der numerischen Losungen des vollstindigen und des gendherten
Gleichungssystems werden verglichen. Im ersten Teil des Abschnitts wird die Qualitat
der Approximation anhand des in dieser Arbeit verwendeten Standardsatz von Parame-
tern diskutiert. Der zweite Teil befasst sich mit dem Einfluss der breiten Variation der
wichtigsten Parameter auf die Konvergenz der Losungen. Das Ziel ist, zu priifen, ob und
wie weit die mathematisch abgesteckten Parameterbereiche in der Realitdt ausgeweitet
werden kénnen.

5.6.1 Allgemeine Anmerkungen

Die in Abschnitt 5.2 dargestellten Verldufe des Hochlaufs des Rotors zeichnen sich
sowohl durch gute qualitative als auch quantitative Ubereinstimmungen der Lésungen
des reduzierten und des vollstandigen Gleichungssystems aus (vgl. Abb.[5.4).

In einigen Féllen, die im Folgenden eingehender behandelt werden, kann die Diskrepanz
jedoch erheblich werden.
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Abbildung 5.11: Vergleich der numerischen Simulationsergebnisse des reduzierten und des
urspriinglichen vollen EI) Gleichungssystems fiir die Drehgeschwindigkeit des Rotors (a) und die
Schwingungsamplitude der Rotordrehachse p (b) im Falle einer nicht stationdren Resonanz

Abbildung der periodischen Losung

Abb. zeigt die Verldufe von Drehzahl und Amplitude der Rotorachse im Falle
des Einfangens des Systems in nichtstationdrer Resonanz. Es kann festgestellt werden,
dass die entstehende periodische Losung des vollstandigen Gleichungssystems durch
eine etwas hohere Modulationsfrequenz im Vergleich zum Néaherungssystem gekenn-
zeichnet ist. Dies fiihrt zu einer Zunahme des absoluten Fehlers bei grofien Werten der
unabhingigen Variablen.
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Abbildung 5.12: Vergleich der numerischen Simulationsergebnisse des reduzierten und des
urspriinglichen vollen EI) Gleichungssystems fiir die Drehgeschwindigkeit des Rotors (a) und die
Schwingungsamplitude der Rotordrehachse p (b) in Abhédngigkeit von der mittleren Phasenverschiebung
im Falle einer nicht stationdren Resonanz

Wird die Entwicklung der Drehzahl und der Amplitude in Abhdngigkeit von der mitt-
leren Phasenverschiebung aufgetragen, sind die Kurven der Rotationsgeschwindigkeit
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5 Dynamik des Selbstauswuchtsystems

des vollstandigen und des angenaherten Systems nahezu identisch (vgl. Abb. [5.12a).
Der Phasenfehler in Amplitudenkurven verschwindet ebenfalls (vgl. Abb. ) und
der Fehler im absoluten Amplitudenwert scheint nur in dem Bereich signifikant zu sein,
in dem die Rotordrehzahl nahe der Resonanz liegt und die erzwungenen Lésungen
der Form (@.55),[#56) koénnen das Verhalten der Rotorachse nicht mit ausreichender
Genauigkeit beschreiben. Daraus ldsst sich schlieflen, dass der Fehler in der Frequenz der
periodischen Losung durch einen kleinen Fehler bei der Bestimmung der gemittelten
Phasenverschiebung ¢ verursacht wird.

Dieser Unterschied in der Frequenz steht jedoch nicht im Widerspruch zur erwarteten
Genauigkeit der verwendeten asymptotischen Methode. Das Mittelwertbildungsver-
fahren garantiert die Konvergenz auf einem asymptotisch langen Intervall der unab-
hingigen Variablen der GrofSenordnung O(Y/e).

Im verwendeten Parametersatz sind die beiden kleinen Parameter ¢ = y = 0.01
angenommen worden. Dies bedeutet, dass eine hohe Genauigkeit fiir das ¢-Intervall
der Grolenordnung O(100) erwartet werden kann, was im vorliegenden Fall auch
erfiillt ist.

Umgebung einer instabilen Lésung

Im Falle einer instabilen periodischen Resonanzlésung im System und der Wahl von
Anfangsbedingungen in der Nihe dieser Losung tendiert das vollstandige System dazu,
langer in der Néhe der instabilen Losung zu verbleiben als das Naherungssystem (vgl.

Abb.[FT3).
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Abbildung 5.13: Vergleich der numerischen Simulationsergebnisse des reduzierten E) und des
urspriinglichen vollen EI) Gleichungssystems fiir die Drehgeschwindigkeit des Rotors (a) und die
Schwingungsamplitude der Rotordrehachse p (b) in der Néhe einer instabilen periodischen Losung, die
durch 69 = 0 gekennzeichnet ist
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5.6 Untersuchung der Approximationsqualitit durch das reduzierte System

Gleichzeitig beschreibt das Naherungssystem das qualitative Verhalten des vollen
Systems noch korrekt und konvergiert am Ende zur kompensierenden Losung. Ein
signifikanter Unterschied zwischen den Losungen wird nur auflerhalb des Konvergenz-
intervalls der Mittelwertbildung erkennbar.

Grenze des Einzugsgebiets

Im Falle der Auswahl der Anfangsbedingungen in der Ndhe der Grenze des Einzugs-
gebiets verschiedener Arten von Losungen konnen die Losungen vollstandiger und
angendherter Systeme voneinander divergieren (vgl. Abb.[5.14).
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Abbildung 5.14: Vergleich der numerischen Simulationsergebnisse des reduzierten E) und des
urspriinglichen vollen Gleichungssystems fiir die Drehgeschwindigkeit des Rotors (a) und die
Schwingungsamplitude der Rotordrehachse p (b) bei Anfangsbedingungen in der Néhe einer Grenze der
Einzugsgebiete

Die Grenze des Einzugsgebiets selbst kann mit Hilfe eines Ndherungssystems von
Gleichungen nur mit einer Genauigkeit in der Groenordnung von O(¢) bestimmt
werden. In der e-Umgebung der gefundenen Grenze ist es daher unméglich, die Losung
des Systems zuverldssig vorherzusagen.

Bei einem geringen Abstand der Anfangsbedingungen von der Grenze des Einzugsge-
biets in beliebiger Richtung stimmen jedoch die Lésungen beider Gleichungssysteme
wieder iiberein (vgl. Abb.[5.15).
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Abbildung 5.15: Vergleich der numerischen Simulationsergebnisse des reduzierten und des
urspriinglichen vollen EI) Gleichungssystems fiir die Drehgeschwindigkeit des Rotors (a) und die
Schwingungsamplitude der Rotordrehachse p (b) bei Anfangsbedingungen in der Néhe einer Grenze der
Einzugsgebiete

5.6.2 Einflufl der Systemparameter

Eine Variation der Modellparameter in einem weiten, tiber die Giiltigkeitsgrenzen des
mathematischen Verfahrens hinausgehenden Bereich kann dazu fiihren, dass die zu
vergleichenden Losungen qualitativ unterschiedlich ausfallen. In solchen Fallen ist es
schwierig, die Konvergenz auf Grundlage der direkten Betrachtung von Zeitverldufen
der Variablen zu bewerten. Daher werden im Folgenden die absoluten Abweichungen
der Losungen des reduzierten Systems von den Losungen des vollstindigen Gleichungs-
systems fiir die Drehgeschwindigkeit des Rotors

Awy = | () = (o) (5.24)
und die Amplitude der Schwingungen der Rotorachse
Apa = |p(¢) — p(9)| (5.25)

analysiert. Weiterhin wird der Einfluss der vier fiir die Konvergenz der verwendeten
asymptotischen Methode mafigeblichen Parameter untersucht: Dampfungskoeffizien-
ten 0 und b, sowie die kleinen Parameter 1 und .
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5.6 Untersuchung der Approximationsqualitit durch das reduzierte System

Einfluf der radialen Dampfung o

Die Abweichungen der Losungen des reduzierten Systems von den Losungen des
vollstandigen Gleichungssystems fiir verschiedene Werte des radialen Dampfungsko-
effizienten o sind in Abb. dargestellt.
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Abbildung 5.16: Die absolute Abweichung zwischen dem reduzierten und dem urspriinglichen vollen
Gleichungssystem fiir die Drehgeschwindigkeit des Rotors (a) und die Schwingungsamplitude der
Rotordrehachse p (b) bei verschiedenen Werten des Dampfungsparameters o

Eine Erhohung des als nicht klein angenommenen radialen Dampfungsfaktors o
fiihrt zu einer leicht verbesserten Qualitdt der Approximation der Losung. Liegt der
radiale Dampfungsfaktor ¢ nahe am Wert kleiner Parameter (im vorliegenden Fall
¢ = u = 0.01), fithrt die Fehlerzunahme beim Durchgang durch die Resonanz zur
Divergenz der Losungen des reduzierten und des vollstindigen Systems. Daraus lasst
sich schlieflen, dass die erhaltene Approximation fiir die Analyse der Dynamik von
schwach geddmpften Systemen nicht geeignet ist.

87



5 Dynamik des Selbstauswuchtsystems

Einflufs der Rotationsdimpfung b,

Da der Drehddampfungsfaktor in zwei dimensionslosen Parametern 8, und 8, enthalten
ist, werden diese beiden Parameter in den nachfolgenden Berechnungen mit dem
gleichen Faktor multipliziert.

Die Ergebnisse der Variation der Rotationsddmpfung sind in Abb. dargestellt.
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Abbildung 5.17: Die absolute Abweichung zwischen dem reduzierten und dem urspriinglichen vollen
Gleichungssystem fiir die Drehgeschwindigkeit des Rotors (a) und die Schwingungsamplitude der
Rotordrehachse p (b) bei verschiedenen Werten des Dampfungsparameters b,

Die Analyse der Ergebnisse zeigt, dass sowohl eine signifikante Erhchung als auch
eine signifikante Reduktion der Rotationsddmpfung zu einer Verschlechterung der
Approximationsqualitat fithrt. Ein moglicher Grund ist, dass die Rotationsddmpfung
bezogen auf das Tragheitsmoment von Auswuchtpendeln f, viel grofer ist als die
Dampfung bezogen auf das Tragheitsmoment des Rotors ;. So fiihrt eine signifikante
Erhéhung des Koeffizienten b, dazu, dass der Parameter 3, im Vergleich zu den anderen
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5.6 Untersuchung der Approximationsqualitit durch das reduzierte System

Parameter der Gleichungen nicht von der GréBenordnung O(1), sondern wesentlich
grofser ist. Eine signifikante Reduzierung des Koeffizienten b, fiihrt zu einer Senkung
des Parameters f, auf ein Niveau, das mit kleinen Parametern des Systems ¢ und
u vergleichbar ist. In beiden Féllen sind die Voraussetzungen fiir die Anwendung
asymptotischer Methoden verletzt.

Einflufs des Unwuchtgrades ¢

Abb. zeigt die Fehlerverldufe in Drehgeschwindigkeit und Amplitude fiir die
verschiedenen Werte des Parameters ¢. Hohe Werte dieses Parameters entsprechen
Anwendungen mit signifikanter Unwucht (z.B. Waschmaschinen), niedrige Werte
dagegen Systemen mit geringer Restunwucht (z.B. optische Laufwerke).
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Abbildung 5.18: Die absolute Abweichung zwischen dem reduzierten und dem urspriinglichen vollen
Gleichungssystem fiir die Drehgeschwindigkeit des Rotors (a) und die Schwingungsamplitude der
Rotordrehachse p (b) bei verschiedenen Werten des kleinen Parameters ¢
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5 Dynamik des Selbstauswuchtsystems

Eine Erhohung des Parameters ¢ bis zu einem Grenzwert ¢ = 1 fithrt nur zu einer
geringfiigigen Anderung des absoluten Fehlers unter Beibehaltung seiner Gréenord-
nung. In Anbetracht der lilafarbenen Kurven in Abb. mag es scheinen, dass eine
starke Verringerung des Parameters ¢ zu einem Anstieg des absoluten Fehlerwertes
fiihrt, was jedoch nicht der Fall ist. Die Reduktion eines kleinen Parameters um eine
Grofsenordnung fiihrt lediglich zu einer Erhhung der Dauer der transienten Vorgange.
Deshalb werden die Fehlerkurven entlang der ¢-Achse "gestreckt", die Maximalwerte
der Fehler bleiben dabei im gleichen Bereich wie bei hoheren Werten des Parameters
¢. Somit hat die Anderung des Parameters Epsilon praktisch keinen Einfluss auf die
Qualitdt der Approximation mittels des Naherungssystems. Dies ermoglicht es, die
hergeleiteten Gleichungen der langsamen Dynamik fiir die Analyse von Systemen
sowohl mit signifikanter als auch mit kleiner Unwucht zu verwenden.

Einflufl des Massenverhiltnisses u

Die Variation des Parameters y ist konstruktiv begrenzt. Hohe Werte dieses Parameters
bedeuten, dass die Masse des Auswuchtsystems mit der des auszuwuchtenden Rotors
vergleichbar ist, was in den meisten Féllen nicht erwtinscht ist. Eine signifikante Ver-
ringerung dieses Parameters bedeutet, dass die radialen Abmessungen der Auswucht-
pendel deutlich erh6ht werden miissen, um einen vollstandigen Unwuchtausgleich zu
ermoglichen.

Die Ergebnisse der Fehlerberechnung fiir die verschiedenen Werte des Parameters y sind
in Abb.[5.19dargestellt. Eine Reduktion des Parameters i um den Faktor zehn hat nahezu
keinen Einfluss auf den Approximationsfehler. Eine Verzehnfachung des Parameters
fihrt zu einer merkbaren Erh6hung des Fehlers im Interval der Verdnderung von der als
unabhiéngig betrachteten Variable ¢, in dem das Mittelwertbildungsverfahren giiltig ist.
Diese Erhchung des Fehlers bleibt in Ubereinstimmung mit der erwarteten Genauigkeit
des reduzierten Modells.
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Abbildung 5.19: Die absolute Abweichung zwischen dem reduzierten und dem urspriinglichen vollen
Gleichungssystem fiir die Drehgeschwindigkeit des Rotors (a) und die Schwingungsamplitude der
Rotordrehachse p (b) bei verschiedenen Werten des kleinen Parameters u
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6 Mbogliche technische Anwendungen

Die durchgefiihrte dynamische Analyse hat gezeigt, dass die Verwendung des einfachs-
ten Selbstauswuchtsystems mit starren Pendeln dazu fithren kann, dass das System in
der Resonanz hidngen bleibt. In diesem Fall wird die Realisierung der Hauptfunktion
dieses Systems praktisch unméglich, und daher ist sein Einsatz in der betrachteten
Form zum Auswuchten von Rotoren und zur Reduktion des Schwingungsniveaus nicht
zielfithrend.

Im ersten Teil des folgenden Kapitels wird eine moégliche Anderung der Konstruktion
von Auswuchtpendeln vorgestellt, die den negativen Einfluss des Selbstauswuchtsys-
tems auf die Rotordynamik im Vor- und Resonanzbereich deutlich reduzieren kann,
was die Anwendung von Selbstauswuchtsystemen erheblich erweitert.

Der zweite Teil des Kapitels befasst sich mit einer moglichen Anwendung des Phano-
mens des nichtstationdren Hangenbleibens in der Resonanz bei der Festigkeitspriifung
von Maschinenbauteilen.

6.1 Selbstauswuchtsystem mit schaltbaren
Auswuchtpendeln

Selbst im Falle eines Systems mit leistungsstarkem Antrieb, in dem das System in
der Lage ist, durch die Resonanz durchzugehen, fallen die Schwingungsamplituden
des Rotors mit einem Selbstauswuchtsystem wesentlich hoher aus als im Falle eines
Rotors ohne ein derartiges System (vgl. Abb.[6.1)), was fiir eine praktische Umsetzung
inakzeptabel ist.

Um die negativen Auswirkungen des Selbstauswuchtsystems wahrend des Hochlaufs
des Rotors zu vermeiden oder zumindest zu verringern, kann eine in [19] vorgeschlagene
Konstruktion der schaltbaren Auswuchtpendel verwendet werden. Ein schaltbares
Auswuchtpendel besteht aus einem starren Rahmen und einer darin beweglichen Masse.
Die Masse ist dabei mithilfe einer Feder derart vorgespannt, dass das Gesamtkonstrukt
des Auswuchtpendels im unterkritischen Geschwindigkeitsbereich vollstandig ausge-
wuchtet ist (vgl. Abb.[6.2a).
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Zeit

Abbildung 6.1: Qualitativer Amplitudenverlauf der Wellenschwingungen eines Rotors mit und ohne
Selbsauswuchtsystem

Die Amplitudenkurve des Rotors mit solchen Auswuchtpendeln folgt im unterkriti-
schen Drehzahlbereich der Kurve des Rotors ohne Selbstauswuchtsystem (vgl. Abb[6.2b).
Im tiberkritischen Drehzahlbereich wird die durch die Feder vorgespannte Masse
aufgrund der Fliehkraft nach aufien gedriickt, wodurch die Unwucht entsteht (vgl. Abb.
6.2a untenﬂ Nun kann die Unwucht des Rotors kompensiert werden.

(b)

ohne Pendel
'VV’ starre Pendel
R AAA' schaltbare Pendel

Amplitude

S

Zeit

Abbildung 6.2: Schaltbare Auswuchtpendel im unterkritischen (oben) bzw. tiberkritischen (unten) Dreh-
zahlbereich (a) und qualitativer Amplitudenverlauf der Wellenschwingungen eines Rotors mit starren und
schaltbaren Auswuchtpendeln und ohne Selbsauswuchtsystem

Eine schnelle Anderung der Systemparameter fiihrtjedoch zu einem transienten Prozess
mit einer ziemlich hohen Schwingungsamplitude (vgl. Abb.[6.2b). Die Spitzenamplitude

1 Ein &hnliches Prinzip wurde von Rezaee und Fathi in [66] vorgeschlagen, um die Dynamik des
Selbstauswuchtsystems vom Kugeltyp zu verbessern.
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und die Dauer dieses transienten Vorgangs hingt jedoch stark von der Ausrichtung der
Auswuchtpendel zueinander kurz vor dem Eintritt in die Resonanzzone ab (vgl. Abb.
[6-3b). Die Ausrichtung in die entgegengesetzten Richtungen (vgl. Abb. erscheint
besonders vorteilhaft zu sein.

(a) (b)
—06=0°
6 =90°
i — 0 =180°

Amplitude

Zeit

Abbildung 6.3: Vorteilhafte Ausrichtung der Auswuchtpendel vor der Aktivierung des Schaltmechanismus
(a) und qualitativer Amplitudenverlauf der Wellenschwingungen bei verschiedenen Orientierungen der
schaltbaren Auswuchtpendel (b)

In dieser Konfiguration kompensieren sich die Auswuchtpendel gegenseitig, was zu
einer deutlichen Verringerung der Amplitude der Spitzenwerte im Amplitudenverlauf
fihrt.

Allerdings ist fraglich, wie diese Konfiguration kurz vor der Aktivierung der Aus-
wuchtpendel sichergestellt werden kann. Es kann sich hierfiir anbieten, die natiirliche
Dynamik des Systems im unterkritischen Drehgeschwindigkeitsbereich zu nutzen.
Die Idee besteht darin, eins von beiden Auswuchtpendeln mit einer kleinen perma-
nenten Unwucht in Richtung der schaltbaren Hauptunwucht auszulegen und das
andere Auswuchtpendel mit einer um 180° phasenverschobenen kleinen Unwucht
(vgl. Abb. Im unterkritischen Bereich sind die kleinen Unwuchtmassen bestrebt,
die gleiche Phasenlage (Konfiguration II) zu erreichen (vgl. Abb. oben). Dies
fiihrt dazu, dass die schaltbaren Hauptunwuchten sich wihrend der Aktivierung in
entgegengesetzten Richtungen bewegen und sich gegenseitig kompensieren (vgl. Abb.
unten).

Die kleineren zusétzlichen Unwuchten erhdhen zwar leicht die Schwingungsamplitude
im unterkritischen Bereich und bei der Resonanz, helfen aber die ideale Ausrichtung
der Hauptpendel zu erreichen und tragen dadurch mafigeblich dazu bei, einen langen
transienten Prozess mit hohen Amplitude durch die Aktivierung der Hauptpendel zu
vermeiden (vgl. Abb.[6.5).
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Abbildung 6.4: Schaltbare Auswuchtpendel mit kleinen zusitzlichen Unwuchten (a) und deren relative
Position kurz vor und nach der Aktivierung (b)
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Abbildung 6.5: Qualitativer Amplitudenverlauf der Wellenschwingungen mit ideal ausgerichteten schalt-
baren Auswuchtpendeln ohne zusitzliche Unwuchten (griin) und mit schaltbaren Auswuchtpendeln und
zusdtzlichen Unwuchten (lila)

6.2 Schwingungserreger fiir einen Priifstand

Den Statistiken zufolge versagen Maschinenteile und Komponente viel hdufiger in Folge
von Schwingungsbruch und Ermiidungsrissen als von Gewaltbruch [46].

Die Besonderheit des Ermiidungsversagens besteht darin, dass es nicht als Folge einer
einzigen extrem hohen Belastung auftritt, sondern sich allmédhlich unter dem Einfluss
variabler (oft zyklischer) Belastungen entwickelt. Die entstehenden Mikrorisse hdaufen
sich, was zur Bildung und zum Wachstum eines makroskopischen Risses fiihrt. Mit
zunehmendem Risswuchs sinkt die Querschnittsfliche des betreffenden Teils immer
weiter, und schlieSlich bricht das Teil unter einer extremen Belastung [31].

Das Belastungsniveau ist nur in sehr seltenen Féllen konstant, da sich hohe, mittlere und
niedrige Lasten stindig abwechseln. Ein typisches Lastprofil hangt von vielen Faktoren
ab und wird in der Regel experimentell in Form von Beanspruchungs-Zeit-Funktionen
ermittelt (siehe z.B. [60] S. 256). Auf Grundlage der ermittelten Verldufe werden mit
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verschiedenen statistischen Methoden Haufigkeitsverteilungen von Lastamplituden,
sogenannte Lastkollektive oder Beanspruchungskollektive, berechnet. Einige Beispiele
fur derartige Beanspruchungskollektive sind in Abb. dargestellt.
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Abbildung 6.6: Beispiele verschiedener Formen eines Lastkollektivs (a) und Stufung eines Lastkollektivs

Die experimentelle Untersuchung der Festigkeit ist in den meisten Fllen ein unerléssli-
cher Bestandteil des Produktentstehungsprozesses. Um in der Praxis den Arbeitsauf-
wand zu reduzieren und das Priifverfahren zu vereinfachen, wird die glatte Kurve des
Lastkollektivs gestuft (vgl. Abb. und der Priifling wird auf eine endliche Anzahl
diskreter, amplitudenkonstanter Lasten hingetestet [31]].

Als Anregungsquelle in Priifstinden ist der Einsatz von Unwuchtschwingungserregern
(siehe z.B. [87]]) aufgrund ihres einfachen Aufbaus, ihrer Zuverlédssigkeit und ihrer
geringen Kosten weit verbreitet. Die Umsetzung eines stufigen Lastkollektivs erfordert
dabei jedoch ein entsprechendes Steuerungssystem. Dariiber hinaus wird die Tatsache,
dass ein Priifkdrper versagt, oft nur visuell festgestellt, wenn der Priifstand von einem
Mitarbeiter kontrolliert wird. Dies kann zu einem erheblichen Fehler bei der Schitzung
der Anzahl der Lastwechsel bis zum Versagen fiihren.

Die Grundidee dieses Abschnitts besteht darin, das untersuchte Phianomen des nicht-
stationdren Hangenbleibens in der Resonanz zur Gestaltung der Anregungsquelle bei
einem Betriebsfestigkeitsversuch zu nutzen.

Dieses Phdanomen erlaubt es, Beanspruchungskollektive unterschiedlicher Art nachzu-
bilden (vgl. Abb. . In diesem Fall besteht keine Notwendigkeit, das Lastkollektiv
zu stufen, da die Lastamplitude sich kontinuierlich dndert.

2 Die Amplitudenverlaufe wurden mit folgenden Modellparameterwerten berechnet: ¢ = 0.01, s = 1,

p=099,8, =028, =2,0=0.1,(a) u=05,(b) u=0.1
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6 Mogliche technische Anwendungen

Zwei koaxiale Unwuchten (Hauptrotor und ein einziges Auswuchtpendel) sind fiir die
technische Umsetzung dieser periodischen Bewegung ausreichend. Dies vereinfacht
sowohl die Konstruktion im Vergleich zum Selbstauswuchtsystem als auch die Zuverlas-
sigkeit bei der Umsetzung der gewiinschten Bewegungsart erheblich. Das Einzugsgebiet
der modulierten Losung hingt in diesem Fall nicht von der Anfangsstellung des Pendels
ab und die periodische Losung selbst ist tiber den gesamten Existenzbereich stabil [20].

(@) (b)

Amplitude
Amplitude

Zeit Zeit

Abbildung 6.7: Qualitative Amplitudenverldufe der Schwingungserreger mit einem hoheren (a) und
niedrigeren (b) Anteil der hohen Amplituden

Dariiber hinaus kann der Schwingungserreger so ausgelegt werden, dass beim Versagen
eines Priiflings (was einer starken Anderung der Systemsteifigkeit entspricht) das
System aus der Resonanz ,fillt” und zu einer anderen stationdren Losung tibergeht.
In diesem Fall kann der Zeitpunkt des Versagens leicht bestimmt werden, indem
lediglich die Drehgeschwindigkeit des Schwingungserregers mit einer relativ niedrigen
Abtastrate gemessen wird. Dies ist bei Versuchen, die oft mehrere Wochen oder sogar
Monate dauern und eine sehr hohe Anzahl an Lastwechseln verzeichnen, besonders
wichtig.

Die Auswahl der Parameter des Schwingungserregers zwecks Realisierung des vorge-
gebenen Belastungskollektivs und Erfiillung zusitzlicher Bedingungen ist eine weiter-
fiihrende, nicht triviale Aufgabe, die im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht weiter

behandelt wurde.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde systematisch die langsame Dynamik eines unwuchti-
gen Rotors mit einem einfachen Selbstauswuchtsystem und einem Antrieb mit begrenz-
ter Leistung untersucht.

Durch die Berticksichtigung einer betrdchtlichen Dampfung im System und die Ver-
wendung einer zweistufigen asymptotischen Methode, die die Prinzipien der Analyse
von singulér gestorten Systemen und die Grundlagen der Mittelwertbildung vereinigt,
konnte die Ordnung des bewegungsbeschreibenden Differentialgleichungssystems
von zehn auf drei reduziert werden. Eine derart starke Modellreduktion erméglichte
es, stationdre und periodische Losungen des Systems, die wihrend des Hochlaufs
des Rotors ( inklusive des Resonanzdurchgangs) entstehen, zu identifizieren und
ausfiihrlich zu analysieren. Vor allem wurden zwei Arten von Losungen gefunden,
die dem Héangenbleiben des Systems in der Resonanz entsprechen.

Der erste Typ kann als stationdres Hangenbleiben in der Resonanz beschrieben werden
und ist dem klassischen Sommerfeld-Effekt dhnlich. In diesem Fall rotieren der Rotor
und die Auswuchtpendel zusammen als eine Einheit mit einer konstanten Geschwin-
digkeit geringfiigig unterhalb der Resonanzdrehzahl. Beide Auswuchtpendel nehmen
dabei die gleiche Winkellage ein und verstdrken die Primdrunwucht des Rotors. Diese
Art der Losung tritt im Bereich von geringen Werten des Motorparameters auf.

Die zweite Art des Hangenbleibens in der Resonanz ist nicht stationdr. Diese Art
von Losung tritt infolge einer globalen Bifurkation nach der Kollision und dem
Verschwinden eines Paares unterkritischer stationdrer Losungen auf, bei der zwei
hetorokline Bahnen, die stationdre Punkte miteinander verbinden, zu einer geschlosse-
nen Trajektorie verschmelzen. Die Auswuchtpendel drehen sich dabei gemeinsam
als Einheit, jedoch etwas langsamer als der Hauptrotor. Dadurch édndert sich die
effektive Unwucht des Gesamtsystems stindig, was zu einer starken Modulation
der Rotordrehzahl und der Amplitude der Rotorachse fiihrt. Diese Art von Losung
existiert in einem weiten Bereich von Werten des Motorparameters, wird aber bei
hohen Werten instabil. Dabei kénnen zwei mogliche Szenarien fiir das Verschwinden
dieser periodischen Losung identifiziert werden. Im ersten Fall erscheint eine neue
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7 Zusammenfassung und Ausblick

tiberkritische stationdre Losung direkt auf der periodischen Trajektorie und unterbricht
diese. Im zweiten Fall koexistiert die periodische Losung in einem bestimmten Bereich
des Motorparameters mit einem Paar tiberkritischer stationdrer Losungen und néhert
sich diesen allméhlich an, bis die Separatrix des Sattelpunkts die Losung schneidet.
Der Ubergang zwischen diesen beiden Szenarien wurde im Rahmen der vorliegenden
Arbeit nicht ndher betrachtet und ist einer der moglichen Themenbereiche fiir weitere
Untersuchungen.

Beide Arten von Resonanzldsungen koexistieren im gesamten Existenzbereich mit einer
kompensierenden stationdren Losung, die durch das Erreichen der Motornenndrehzahl
und der Nullamplitude der Rotorachse gekennzeichnet ist. Bei kleinen Werten des
Motorparameters kann die kompensierende Lésung beim Hochlauf des Rotors aus dem
Stillstand heraus nur realisiert werden, falls die Anfangspositionen der Pendel in der
Néahe der Kompensationskonfiguration liegen. Mit steigendem Motorparameter wachst
zudem das Einzugsgebiet der kompensierenden Losung. Steigt der Motorparameter
iiber die Stabilitdtsgrenze der nichtstationdren Resonanzlésung hinaus an, passiert der
Rotor erfolgreich die Resonanz unter allen moglichen Anfangsbedingungen, bis auf die
Ausgangslage mit exakter Ubereinstimmung der Winkellage der beiden Auswuchtpen-
del.

Um die Dynamik des Selbstauswuchtsystems im Resonanzbereich zu verbessern, ist eine
Konstruktion von Auswuchtpendeln vorgeschlagen worden, die nur im tiberkritischen
Bereich aktiviert werden. Es wurde weiterhin vorgeschlagen, das Phdnomen des nicht-
stationdren Hangenbleibens in der Resonanz zur Gestaltung einer Anregungsquelle fiir
Betriebsfestigkeitsversuche zu nutzen.

Die Ergebnisse der Berechnungen mit dem entwickelten reduzierten Modell zeigen
sowohl eine gute qualitative als auch quantitative Ubereinstimmung mit den Ergeb-
nissen des urspriinglichen, vollstindigen Gleichungssystems. Fiir eine vollstindige
Validierung der hier vorgestellten Ergebnisse wire zusatzlich eine experimentelle
Bestatigung vorteilhaft.
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Notation

Allgemein

a Skalar

a Vektor

a; i-te Komponente des Vektors a
A Matrix

Ajj Komponente der Matrix A
f(a,b,..,t) Funktion der Variablen a,b, .., t
i, j  Laufindizes

Konventionen

% =() Differentialoperator bzgl. Zeit ¢

% = (.) Differentialoperator bzgl. dimensionsloser Zeit 7
O(.) GroBenordnung
()¢  Mittelwert bzgl. Verdrehwinkel des Rotors ¢

() Mittelwert bzgl. Zeit ¢

Symbolverzeichnis

b radieale Dampfungskonstante
b, Drehddampfungskonstante

c radieale Steifigkeit des Rotors
e Exzentrizitdt des Rotors

[Ns/m]
[Nms]
[N/m]

[m]
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Notation

Ekin  kinetische Energie Ul
Epot  potentielle Energie (71
f Netzfrequenz [Hz]
fs generalisierte Kraft in 6 [-]
fu generalisierte Kraft in n [-]
fe generalisierte Kraft in & [-]
fo generalisierte Kraft in ¢ [-]
fo generalisierte Kraft in ¢ [-]
I Stromstéirke [A]
Iy Stromstdrke in der Ankerwicklung [A]
It Stromstédrke in der Erregerwicklung [A]
L Strom in der Statorwicklung [A]
I ’2 auf den Stator bezogener Strom in der Rotorwicklung [A]
Ip Tragheitsmoment des Auswuchtpendels [kgm?]
Jr Tragheitsmoment des Rotors [kgm?]
k Eigenfrequenz des ungedampften Systems [-]
km Proportionalitdtsfaktor [-1
L Lagrange-Funktion 1)
Lg Induktivitdt der Erregerwicklung [H]
m Masse des Auswuchtpendels [kg]
M Masse des Rotors [kgl
M Gesamtmasse des Systems [kg]

Polpaarzahl [-]
P innere Leistung (W]
Pp Drehfeldleistung [W]
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Notation

Pmech

Py
Q(t)
q(t)

Rq
Ra

Re

SA

SAg

Ua

Um

mechanische Leistung des Motors
Widerstandsverlustleistung in den Rotorwicklungen
generalisierte Kraft

generalisierte Koordinate

Lange des Auswuchtpendels
Schwingungsamplitude bzw. Bahnradius der Rotordrehachse
aktiver Widerstand der Statorwicklung
Elektrischer Widerstand der Ankerwickling
Elektrischer Widerstand der Erregerwickling
Gesamtwiderstand des Stromkreises
dimensionsloser Parameter, Unwuchtverhiltnis
Schlupf des Asynchronmotors
Kippschlupfzahl

Schwerpunkt des Rotors

Zeit

Drehmoment

Lastmoment

Antriebsmoment

Kippmoment eines Asynchronmotors
dimensionslosen Drehmoment des Motors
dimensionsloser Motorparameter

elektrische Spannung

elektrische Spannung im Ankerkreis

induzierte Spannung

Motorsteuerungsparameter bzw. Steigung der Motorkennlinie

(W]
(W]
[N]
[m]
[m]

[m]

[Nms]
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Notation

u, Phasenspannung der Statorwicklung [V]
u, induzierte Hauptspannung [V]
% dimensionslosen Vibrationsmoment [-]1
w dimensionsloser Parameter,umgekehrt proportional zum Unwuchtverhéltnis [-]

W Wellendurchstofspunkt

X horizontale Verschiebung der Rotordrehachse [m]
Xn Streuinduktivitdt des Magnetisierungskreises [H]
X1 primdre Streuinduktivitat der Statorwicklung [H]
Xj,  aufden Stator bezogene Streuinduktivititder Rotorwicklung [H]
Yy vertikale Verschiebung der Rotordrehachse [m]
a stark geddampfte Anteil der Variable i [-]
o stationdre Losung fiir die Variable o [-]1
By dimensionsloser Drehdampfungsfaktor bezogen auf Auswuchtpendel [-]
Br dimensionsloser Drehddmpfungsfaktor bezogen auf Rotor [-]
o Offnungswinkel der Auswuchtpendel [-]
5 gemittelte 6ffnungswinkel der Auswuchtendeln [-]
5 schwach geddmpfte Anteil der Variable 6 [-1
5 gemittelte Offnungswinkel der Auswuchtpendel [-]
oo Anfangswert des Offnungswinkels der Auswuchtpendel [-]
€ dimensionsloser kleiner Parameter, Unwuchtgrad [-]1
Ce stark geddmpfte Variable [-]
Ce stark gedampfte Variable [-]
n dimensionslose vertikale Verschiebung der Rotordrehachse [m]
npo  rein erzwungene Losung fiir Variable n [-]
7] Abweichung zwichen den Variablen n und 7,0 [-]
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Notation

01

e}

Pn
Apg

pe

Verdrehwinkel des ersten Auswuchtpendels [-]
Verdrehwinkel des zweiten Auswuchtpendels [-]
Eigenfrequenz des geddmpften Systems [-]
dimensionsloser kleiner Parameter, proportional zum Massenverhaltnis [-]
stark gedampfte Anteil der Variable 6 [-]
stationdre Losung fiir die Variable v [-]
dimensionslose horizontale Verschiebung der Rotordrehachse [m]
rein erzwungene Losung fiir Variable & [-]
Abweichung zwichen den Variablen ¢ und &, [-]
dimensionslose Schwingingsamplitude der Rotordrehachse [-]
gemittelte dimensionnslose Schwingingsamplitude der Rotordrehachse [-]
stark geddmpfte Variable [-]
absolute Abweichungen der Losung fiir die Schwingungsamplitude [-]
stark geddmpfte Variable [-]
dimensionslose radieale Dampfungskonstante [-]
dimensionslose Zeit [-]
Verdrehwinkel des rotors [-]
magnetischer Fluss der Erregerwicklung [Wb]
synchrone Drehgeschwindigkeit des Magnetfelds des Stators [1/s]
dimensionslose Nenndrehzyhl der Rotors [-]
mittlere Phasenverschiebung der Auswuchtpendel [-]
gemittelte mittlere Phasenferschiebung der Auswuchtendeln [-1
schwach gedampfte Anteil der Variable i [-]
gemittelte mittlere Phasenverschiebung der Auswuchtpendel [-]

periodische Losung fiir die mittlere Phasenverschiebung der Auswuchtpendel[-]
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Notation

Aw,

106

Anfangswert der mittleren Phasenverschiebung der Auswuchtpendel [-]
dimensionslose Drehgeschwindigkeit des Rotors [-]
Lehrlaufdrehgeschwindigkeit des Elektromotors [1/s]
gemittelte dimensionslose Drehgeschwindigkeit des Rotors [-]
periodische Losung fiir die Drehgeschwindigkeit des Rotors [-]

absolute Abweichungen der Losung fiir die Drehgeschwindigkeit des Rotors|-]
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A Stationdre und periodische
Losungen des Systems fiir einen
alternativen Parametersatz

Parameter Standardwert Parameter Standardwert
e 0.01 By 1
i 0.02 Br 1
5 1 A 2
w 0.98 o 0.1

Tabelle A.1: Alternative Parametersatz fiir die Untersuchung des dynamischen Verhaltens eines unwuchtigen
Rotors mit einem Selbstauswuchtsystem
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Abbildung A.1: Stationédre Drehzahlen des Rotors mit Selbstauswuchtsystem in Abhangigkeit des Motorpa-
rameters u fiir einen alternativen Parametersatz
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Abbildung A.2: Entwicklung des Phasenraums auf der Langsamen Mannigfaltigkeit 6 = 0 mit der Steigung
des Motorparameters u bei einem alternativen Parametersatz

Wie beim Standardparametersatz gibt es auch in diesem Fall mit kleinen Werten des
Motorparameters u nur zwei stationdre Punkte, die durch zwei heterokline Orbits
miteinander verbunden sind (vgl. Abb. [A.2a). Mit zunehmendem Wert des Motor-
parameters u bewegen sich die stationdren Punkte aufeinander zu (vgl. Abb. [A.2D).
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Thre Kollision bei u = u] fiihrt zur Entstehung eines Grenzzyklus (vgl. Abb. . Im
Gegensatz zum Standard-Parametersatz erscheint das zweite Paar stationdrer Losungen
bei u = u; in ausreichender Entfernung vom periodischen Orbit (vgl. Abb. . Erst
wenn der Motorparameter u weiter erhoht wird, bewegt sich der Sattelpunkt auf
die periodische Losung zu und ,zieht” sie gleichzeitig an (vgl. Abb. [A.2€). Erreicht
der Motorparameter u den dritten kritischen Wert ], schneidet der Sattelpunkt die
periodische Trajektorie und zerstort diese (vgl. Abb. [A21).
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Abbildung A.3: Stationdre Losungen vom Typ II und die Grenzen der periodischen Lésung in Abhéngigkeit
vom Motorparameter u fiir einen alternativen Parametersatz

121



	Danksagung
	Kurzfassung
	Inhaltsverzeichnis
	1 Einleitung
	1.1 Ziel der Arbeit
	1.2 Aufbau der Arbeit

	2 Grundlagen
	2.1 Grundbegriffe der Theorie der nichtlinearen Schwingungen
	2.2 Grundmodelle

	3 Asymptotische Analyse der partiell stark gedämpften Systeme
	3.1 Mittelwertbildungsverfahren
	3.2 Erweiterung auf partiell stark gedämpfte Systeme
	3.3 Anwendungsbeispiel: Sommerfeldeffekt

	4 Modell eines unwuchtigen Rotors mit Selbstauswuchtsystem
	4.1 Bewegungsgleichungen und dimensionslose Parameter
	4.2 Asymptotische Analyse

	5 Dynamik des Selbstauswuchtsystems
	5.1 Stationäre Lösungen
	5.2 Hochlaufsimulationen
	5.3 Dynamik des Systems in Konfiguration II (=0)
	5.4 Stabilität der periodischen Lösung
	5.5 Einzugsgebiet der kompensierenden Lösung
	5.6 Untersuchung der Approximationsqualität durch das reduzierte System

	6 Mögliche technische Anwendungen
	6.1 Selbstauswuchtsystem mit schaltbaren Auswuchtpendeln
	6.2 Schwingungserreger für einen Prüfstand

	7 Zusammenfassung und Ausblick
	Notation
	Literaturverzeichnis
	Eigene Publikationen
	Anhang
	A Stationäre und periodische Lösungen des Systems für einen alternativen Parametersatz

