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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit wird die Anwendung polymorpher Unschérfemodelle
im Bereich der nichtlinearen Strukturmechanik diskutiert. Die Schwerpunkte der
Arbeit sind die Einfithrung der Unscharfemodellierung im Schalenbeulen, Model-
lierung rdumlicher Variabilitat und Aspekte der Metamodellierung.

Eine realitidtsnahe Tragwerksanalyse erfordert neben einem geeigneten Modell
auch die Beriicksichtigung von Unschérfen in den Eingangsdaten. Eine explizite
Unterscheidung zwischen aleatorischen und epistemischen Unscharfen wird er-
moglicht mit der polymorphen Unschérfemodellierung. Fiir die numerische Um-
setzung wird die a-Level-Optimierung angewendet. Diese ist fiir grole Model-
le sehr rechenaufwendig. Deshalb werden effiziente und robuste Metamodelle
bendtigt. In dieser Arbeit werden verschiedene Metamodelle wie das Kriging-
Verfahren, Neuronale Netze und die hochdimensionale Modelldarstellung im Rah-
men der Unschirfemodellierung eingesetzt. Dabei wird der Einfluss der unter-
schiedlichen Ersatzmodelle auf die Qualitat der unscharfen Ergebnisgrofien disku-
tiert. Die Unscharfe soll zukiinftig bei der Entscheidungsfindung in einem Trag-
werksentwurf beriicksichtigt werden. Zur Unterstiitzung der Entscheidungsfin-
dung wird eine globale Sensitivitdtsanalyse auf Basis der Metamodelle angewen-
det.

Manche Eingangsparameter miissen durch raumlich korrelierte Felder beschrie-
ben werden. Hierfiir wird die Anwendung von Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierten
Zufallsfedern erlautert. Zur Diskretisierung dieser Felder im Rahmen der Finite-
Element-Methode werden effiziente Methoden vorgestellt. Zusétzlich werden auch
Problemstellungen mit zeitlichen Abhéangigkeiten behandelt.

Ein grofler Anwendungsbereich polymorpher Unscharfemodelle ist das Thema
Schalenbeulen. Geometrische und materielle Imperfektionen haben einen grofien
Einfluss auf das Beulverhalten von Schalen. Das Dilemma ist, dass die Imper-
fektionen in der Regel unbekannt sind. In dieser Arbeit werden neben den bereits
existierenden semi-empirischen und herkémmlichen probabilisitischen Ansatzen
verschiedene Unschérfemodelle eingefiihrt, um aleatorische und epistemische Un-
scharfen bei der Modellierung von Imperfektionen zu berticksichtigen. Zur Mo-
dellierung der rdumlichen Variabilitdt von Mantelimperfektionen wird ein Korre-
lationsmodell mit polymorph unscharfen Parametern entwickelt. Die Quantifizie-
rung der Unscharfe basiert auf realen Messdaten von Imperfektionen. Zusatzlich
werden weitere Unschirfemodelle fiir Aufstandsimperfektionen, Variationen der
Schalendicke und materielle Imperfektionen diskutiert.

Weiterhin werden Méglichkeiten zur Effizienzsteigerung im Rahmen der Unschér-
femodellierung genannt. Abschliefend wird das Konzept der polymorphen Un-
scharfemodellierung an weiteren Beispielen aus dem Ingenieurwesen gezeigt.






Abstract

In the present doctoral thesis, the application of polymorphic uncertainty models
in the field of nonlinear structural mechanics is discussed. The main focuses of the
thesis are the introduction of polymorphic uncertainty modeling in shell buckling,
modeling of spatial variability and aspects of surrogate modeling.

A realistic structural analysis requires a suitable model as well as the considera-
tion of uncertainties in the input data. The polymorphic uncertainty modeling
allows to distinguish explicitly between aleatoric and epistemic uncertainties. For
the numerical treatment the so-called a-level-optimization is used. This is very
demanding for the computation of large models. Therefore, efficient and robust
surrogate models are required. In this thesis different surrogate models like kri-
ging, neural networks and the high-dimensional model representation are used
in context of uncertainty modeling. The influence of the different models on the
quality of the fuzzy result variables is discussed. The aim is to consider different
kinds of uncertainties in a structural design process. Therefore, a global sensitivity
analysis based on the surrogate models is applied to support the decision-making
process.

Some input parameters have to be modelled by spatially correlated fields. There-
fore, the use of fuzzy probability based random fields will be presented in detail.
Efficient methods for the discretization of random fields within the framework
of the finite element method are presented. Additionally, problems with time
dependencies are discussed.

The use of polymorphic uncertainty models is particularly appropriate in shell
buckling. Geometric and material imperfections have a great influence on the
buckling behavior of shells. The dilemma is that the imperfections are usually
unknown. In this thesis, in addition to the already existing semi-empirical and
classical probabilistic approaches, different uncertainty models are introduced to
consider aleatoric and epistemic uncertainties in modeling of imperfections. A
correlation model with polymorphic uncertain parameters is developed for mode-
ling spatial variability of initial imperfections. The uncertainty quantification is
based on real imperfection measurements. Different uncertainty models for boun-
dary imperfections, variations in shell thickness and material imperfections are
also discussed.

Furthermore, possibilities for increasing the efficiency within the scope of uncer-
tainty modeling are mentioned. Finally, the concept of polymorphic uncertainty
modeling is shown within further engineering applications.






‘As far as the laws of mathematics refer to reality, they are
not certain, and as far as they are certain, they do not
refer to reality.

— Albert Einstein
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1 Einleitung

1.1 Motivation und Ziele

In den letzten Jahren haben rasante Entwicklungen im Bereich der numerischen
Strukturmechanik es moglich gemacht, dass beliebig komplexe Tragwerke be-
rechnet werden konnen. Die Finite-Elemente-Methode gehort mittlerweile zum
Standardwerkzeug eines im konstruktiven Ingenieurbau tatigen Ingenieurs. Auch
wenn die Berechnungsverfahren immer préziser werden, kann die Komplexitéat
der realen Welt dennoch nicht vollstandig erfasst werden. Die Anwendung der
Finite-Elemente-Methode erfordert immer die Beschreibung eines Modells. Dafiir
werden Vereinfachungen getroffen und die Eingangsparameter auf Basis weniger
Experimente a posteriori validiert. Oftmals wird bei den gewéhlten Eingangspa-
rametern eine Genauigkeit vorgetauscht, die im Widerspruch zu den vorliegenden
Daten steht. Das mechanische Verhalten eines Tragwerks kann nur realitatsnah
wiedergegeben werden, wenn die Unschérfe in den Eingangsdaten und in den
Modellgrofen zutreffend quantifiziert wird. Daher besteht die Motivation in die-
ser Arbeit darin, die vorhandenen aleatorischen und epistemischen Unschéarfen bei
Problemstellungen aus der nichtlinearen Strukturmechanik in einem numerischen
Modell zu berticksichtigen.

Die Unschérfemodellierung und -quantifizierung erfordern unterschiedliche Ver-
fahren und Strategien fiir eine effiziente numerische Umsetzung. Um den Rechen-
aufwand gering zu halten, wird das komplexe Ausgangsmodell durch ein verein-
fachtes Modell ersetzt werden. Damit befasst sich das Forschungsgebiet der Meta-
modellierung. In dieser Arbeit wird gezeigt, wie ein Metamodell die Qualitat der
Ergebnisgrofie beeinflusst. Dazu werden zunachst die Grundlagen bekannter Me-
tamodelle, wie die Polynominterpolation, Methode der kleinsten Fehlerquadrate,
Kriging, Kinstlich Neuronale Netze mit Feed Forward-Struktur und das HDMR-
Metamodell, beschrieben. Erlautert wird, warum die Wahl eines geeigneten Me-
tamodells in Abhéngigkeit des angewendeten Unscharfemodells getroffen werden
sollte.

Ein grofler Anwendungsbereich der Unscharfemodellierung ist das Thema Scha-
lenbeulen. Imperfektionen haben einen groflen Einfluss auf die Stabilitatslast von
Schalen. Bis heute gibt es noch kein zufriedenstellendes Regelwerk wie Imper-
fektionen in einem numerischen Modell berticksichtigt werden sollen. Das Dilem-
ma besteht darin, dass die Form der Imperfektionen i.A. unbekannt sind. Das
Ziel ist, das unvollstindige und ungenaue Wissen mit verschiedenen Unschérfe-
modellen zu quantifizieren. Damit soll die Unscharfemodellierung in der Stabi-
litdtsanalyse von Schalenstrukturen eingefithrt werden. Bei Imperfektionen als
Abweichungen von der Sollgeometrie einer Schale handelt es sich um raumlich
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korrelierte Felder. Die raumliche Variabilitat wird in einer stochastischen Model-
lierung mit Zufallsfeldern simuliert. Auch hier muss fiir eine realitdtsnahe Model-
lierung die Unschérfe in einem benotigten Korrelationsmodell berticksichtigt wer-
den. Der Fokus liegt in der Anwendung von Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierten
Zufallsfeldern. Zur Darstellung der Imperfektionen sind oft nur wenige Messda-
ten vorhanden. Daher wird gezeigt, wie mit wenigen Daten die Parameter fiir die
Zufallsfelder gewonnen werden konnen. Als Ergebnis wird ein Korrelationsmodell
mit unscharfen Parametern vorgestellt. Zudem werden fir die numerische Um-
setzung effiziente Methoden zur Diskretisierung der Fuzzy-wahrscheinlichkeitsba-
sierten Zufallsfelder diskutiert. Der Einsatz verschiedener Unscharfemodelle bei
Stabilitdtsuntersuchungen von Schalentragwerken soll die Notwendigkeit der Un-
schérfemodellierung auch fiir weitere Anwendungen deutlich machen. Die Moti-
vation und Ziele dieser Arbeit lassen sich wie folgt zusammenfassen:

Berticksichtigung der Unschéarfe bei Problemstellungen aus der nichtlinearen
Strukturmechanik.

o Einfithrung der Unscharfemodellierung in der Stabilitatsanalyse von Scha-
lentragwerken.

o Wahl geeigneter Unscharfemodelle auf Grundlage vorhandener Daten aus
Messungen zu verschiedenen Imperfektionsarten wie Mantelimperfektionen,
materielle Imperfektionen, Aufstandsimperfektionen und Variationen der
Schalendicke.

o Entwicklung eines Korrelationsmodells mit unscharfen Parametern zur Si-
mulation rdumlich korrelierter Imperfektionen mit Fuzzy-wahrscheinlich-
keitsbasierten Zufallsfeldern.

o Methoden zur Diskretisierung von Zufallsfeldern im Rahmen der Finite-
Elemente-Methode.

» Effizienzsteigerung der Unschéirfemodellierung durch Anwendung geeigneter
Metamodelle.

o Untersuchungen zum Einfluss der Metamodelle auf die Qualitdt der un-
scharfen Ergebnisgrofie.

 Sensitivitatsanalyse als Unterstiitzung der Entscheidungsfindung (engl.:
decision-making) im Rahmen der polymorphen Unscharfemodellierung,.
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1.2 Stand der Technik und Einordnung der Arbeit

Neben Forschungen zu robusten FE-Modellen ist das Thema der Unsicherheits-
analyse (engl.: uncertainty analysis) als ein weiterer umfangreicher Forschungs-
zweig entstanden. Die steigenden Computerressourcen machen es heutzutage mog-
lich solche Unsicherheitsanalysen durchzufithren. Fiir eine realitidtsnahe Trag-
werksanalyse ist eine Quantifizierung der Unschérfen in den Eingangsparametern
und den Modellparametern unbedingt notwendig. Denn selbst ein weiterentwi-
ckeltes mechanisches Modell, wie z.B. die Anwendung eines Materialmodells mit
dem ein Materialverhalten genauer abgebildet werden kann, fithrt nicht immer zu
einer Verbesserung der Losung. Oftmals sind zusétzliche Parameter erforderlich.
Diese sind wiederum nicht exakt ermittelbar und kénnen im schlimmsten Fal-
le sogar zu einer Verschlechterung der Losung fithren [56]. Bereits in den 1920er
Jahren machte MAYER [194] den Vorschlag, Wahrscheinlichkeiten zur Sicherheits-
beurteilung der Bauwerke zu verwenden [56]. MAYER schreibt, dass die gebréauch-
lichen zulassigen Beanspruchungen der Materialien willkiirlich gewahlt seien und
somit keine Aussagen tréfen iber die Sicherheit einer Konstruktion [244]. Die-
se und weitere Arbeiten, wie z.B. FREUDENTHAL [101], kénnen als Vorldufer
des heutigen Sicherheitskonzepts der Tragwerke betrachtet werden. Der aktuelle
Eurocode [64] basiert auf einem semi-probabilistischen Sicherheitskonzept. Dar-
in wird die Zuverlassigkeit i.d.R. mit probabilistischen Gréflen ausgedriickt, d.h.
die Beschreibung erfolgt tiber die Festlegung von Wahrscheinlichkeitsfunktionen.
Der Eurocode ermoglicht eine Kalibrierung der Teilsicherheitsbeiwerte durch Zu-
verldssigkeitsmethoden 1. Ordnung (Stufe II) und vollstdndig probabilistischen
Methoden (Stufe III). In einer Anmerkung des Eurocodes [64] heifit es:

,Die Versagenswahrscheinlichkeit und der zugehorige Zuverlassigkeit-
sindex [...] sind lediglich operative Werte, die nicht die wirklichen Ver-
sagensraten ausdriicken, sondern nur fiir die Kalibrierung der Normen
und fiir Vergleiche der Zuverléssigkeitsniveaus verschiedener Trag-
werke verwendet werden.”

Bei der Anwendung sollte stets die wahre Sicherheit eines Tragwerks hinterfragt
werden. Eine weitere Anmerkung im Eurocode [64] zur Anwendung der vollstén-
dig probabilistischen Methode (Stufe III) lautet:

,Die vollstandig probabilistischen Methoden (Stufe IIT) geben zwar im
Prinzip genaue Auskiinfte zum Zuverlédssigkeitsproblem, werden aber
selten als Grundlage fiir Bemessungsnormen angewendet, da héufig
statistische Daten fehlen.”
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Fir spezielle Tragwerke, die nicht von der Norm erfasst werden, konnen aber
solche vollstiandig probabilistischen Methoden einen Ausweg darstellen. Hierzu
gibt es bereits entsprechende Zusatztools kommerzieller Programme fiir die nu-
merische Strukturanalyse, siche z.B. LS-OPT von Dynamore [72], Probabilistic
Design System und DesignXplorer von ANSYS [8] oder optiSlang der Firma Dy-
nardo [73]. Diese ermoglichen bereits durch Simulationsmethoden, wie z.B. der
Monte-Carlo-Methode, eine Berechnung von Versagenswahrscheinlichkeiten. Die
Anwendung der Zusatztools erfordert aber stets eine ausreichende Datengrund-
lage, um zuverlassige Ergebnisse zu erzeugen.

Das englische Wort Uncertainty wird meist mit Unsicherheit iibersetzt. Der Be-
griff wird im Deutschen fiir mehrere Zusammenhénge verwendet. Eine politische
Lage, eine Autofahrt oder ein Netzwerkzugang kann ebenso als unsicher beschrie-
ben werden. Bezogen auf ,,unsichere” Eingangsdaten kann die Frage gestellt wer-
den, was damit eigentlich ausgedriickt werden soll. Kénnen die Eingangsdaten
,unsicher” sein? Eine alternative Ubersetzung fiir Uncertainty ist Ungewissheit.
Die Eingangsdaten sind wohl auch eher ungewiss als unsicher. Oftmals ist aber
ein begrenztes Wissen iiber die Daten vorhanden, d.h. sie sind nicht vollstandig
ungewiss. Vielmehr sind die Daten unscharf (engl.: uncertain). Nach GRAF ET
AL. [107,108], MOLLER ET AL. [203,205], BEER [24,25] und REUTER [248] sind die
Daten fiir die Tragwerksplanung mit Unschérfe behaftet. Eine inhdrente Unschér-
fe lésst sich bei der Annahme moglicher Verteilungstypen auf Basis wenig vor-
handener Daten verdeutlichen. Als Beispiel sind hierzu in Abbildung 1.1 die Ver-
suchsergebnisse der Beullasten von elf ringformig ausgesteiften Zylinderschalen
(AR-Schalen) aus [10] in einem Histogramm aufgetragen. Fiir eine Risikoabschét-
zung wird die Versagenswahrscheinlichkeit berechnet. Dazu werden auf Basis der
vorhandenen Daten eine Normalverteilung, Weibull-Verteilung und Lognormal-
verteilung geschétzt. Alle drei Verteilungstypen sind durchaus zuléssig. In Tabelle
1.1 sind fiir drei festgelegte Beullasten, bei denen ein Versagen eintritt, die be-
rechneten Unterschreitungswahrscheinlichkeit enthalten. Insbesondere bei kleinen

Unterschreitungswahrscheinlichkeit

Dichtefunkti

ichtefunition P(Py <3kN) P(P, <5kN) P(P.<TkN)
Normalverteilung 1,80-1073 7,40 -1073 2,44 -1072
Weibull-Verteilung 1,40 -1073 9,70 - 1073 3,40 - 102
Lognormalverteilung 3,55 - 10719 1,26 -107° 0,17 - 1072

Tabelle 1.1: Unterschreitungswahrscheinlichkeiten fiir verschiedene Versagenslasten

unter Annahme einer Normal-, Weibull- und Lognormalverteilung

Auftretenswahrscheinlichkeiten, d.h. im Bereich der ,,Schwénze“ der Wahrschein-
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Abbildung 1.1: Versuchsergebnisse der Beullasten von N = 11 ringformig ausge-
steiften Zylinderschalen (AR-Schalen) aus [10]: Histogramm und Annahmen moglicher

Dichtefunktionen

lichkeitsverteilungen, sind die Abweichungen der Unterschreitungswahrscheinlich-
keiten grof3. Die Tragsicherheit kann allein durch die Wahl moglicher Dichtefunk-
tionen und zugehoriger Verteilungsparameter um mehrere Zehnerpotenzen ab-
weichen [108,116]. GRAF ET AL. [108] bezeichnen daher diese Wahrscheinlichkei-
ten auch als unscharf. Eine Angabe der Verteilungsparameter als Intervallgrofien
fithrt zu keiner Reduzierung der Unschéarfe. Vorwiegend bei Problemstellungen
der nichtlinearen Strukturmechanik sind die Parameter, die zu konservativen Fr-
gebnissen fithren, im Voraus unbekannt. Um die Tragsicherheit zu erhohen, sind
alternative Modelle zur Beschreibung diverser Arten von Unschérfe erforderlich.
Unschérfe wird zwischen Daten- und Modellunschéarfe unterschieden. Modellun-
schirfe entsteht beim Modellierungsprozess. Ein unscharfes Modell liefert eine
unscharfe Modellantwort, obwohl scharfe Eingangsparameter vorliegen. Unschar-
fe Modellgroflen sind unscharfe Tragwerksparameter, die nur modellintern wirken
und lediglich die Abbildung beeinflussen [109]. Beispielsweise liefert ein Balken-
modell mit entsprechender Abmessung und gleicher Eingangsgrofien bereits un-
terschiedliche Ergebnisse, wenn eine Bernoulli- Theorie oder Timoshenko-Theorie
verwendet wird. Bei Datenunschérfe handelt es sich um Unschérfe in den Ein-
gangsparametern. Die unscharfen Eingangsgréfien werden mithilfe des Modells
auf Ergebnisgroflen abgebildet und haben dabei keinen Einfluss auf das Modell
selbst. Daneben gibt es die lexikalische Unschérfe, die eine Quantifizierung von
sprachlichen Aussagen mithilfe von linguistischen Variablen méglich macht [203].
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Als Weiterentwicklung gilt der Begriff der Polymorphen Unschdrfe nach GRAF ET
AL. [105,106]. Die polymorphe Unschérfe ermoglicht explizit die Unterscheidung
zwischen aleatorischen und epistemischen Unschérfen. In zahlreichen Veroffentli-
chungen wird das Thema der Quantifizierung von aleatorischer und epistemischer
Unschérfe diskutiert, siche z.B. in [26,48,133,134,154, 210,219,229, 249].

Unter aleatorischer Unschdrfe versteht man die natiirliche Variabilitdt. Aleato-
rische Unschéarfe liegt vor, wenn die Groflen eines Prozesses zufillig variieren.
Die Beschreibung der Variabilitat erfolgt mit den bekannten stochastischen Me-
thoden. Diese Art von Unschéarfe kann jedoch nicht reduziert werden. Aleatorik
stammt aus dem Lateinischen alea und heiflt tibersetzt ,Wiirfel, Risiko, Zufall“.

Mit epistemischer Unschdrfe, aus dem Griechischen episteme (Wissen, Erkennt-
nis, Wissenschaft), werden Unschérfen aufgrund fehlendem Wissen (engl.: lack
of knowledge) bezeichnet. Epistemische Unschérfe ist vorhanden, wenn eine Be-
obachtung nicht prézise beschrieben werden kann. Hierbei wird zwischen zwei
Ursachen unterschieden: Ungenauigkeit (engl.: imprecision) der vorliegenden Da-
ten und Unvollstdndigkeit (engl.: incompleteness), d.h. wenn nur ein begrenzter
Stichprobenumfang einer Beobachtung vorliegt. Wird diese Art der Unschérfe
identifiziert, kann sie z.B. durch Erhohen des Stichprobenumfangs oder einer ver-
besserten Genauigkeit der Messungen reduziert werden.

Heute wird intensiv zu Ansétzen geforscht, wie gleichzeitig aleatorische und epis-
temische Unschérfe in einem Modell beriicksichtigt werden kénnen. Einigkeit be-
steht dartiber, dass aleatorische Unschéarfe mit den klassischen stochastischen Me-
thoden modelliert werden kann. Offen ist die Frage, wie zusétzlich die epistemi-
sche Unschérfe berticksichtigt werden kann. Dazu sind folgende Ansétze bekannt:

e Possibilistische Modelle
o Bayes-Stochastik

o und ungenaue Wahrscheinlichkeiten (engl.: imprecise probability)

Mithilfe Possibilistischer Modelle wird versucht anstatt der Wahrscheinlichkeit,
die Méglichkeit des Auftretens eines Ereignisses zu beschreiben [68,69]. Dazu kon-
nen die von ZADEH [360,361] eingefithrte Theorie der Fuzzy-Mengen verwendet
werden.

Die Fuzzy-Theorie kann als Verallgemeinerung der klassischen Mengenlehre oder
der dualen Logik angesehen werden [365]. Bei einer klassischen Variable gibt es
nur zwei Zustande, entweder gehort eine Variable x zur Menge x € X oder sie
gehort nicht zur Menge ¢ X. Die Zugehorigkeit kann nur zwei Werte anneh-
men, entweder 1 oder 0. Hingegen kann die Zugehorigkeitsfunktion einer Fuzzy-
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Variable Werte zwischen 1 oder 0 annehmen. Somit konnen Elemente als nur teil-
weise zugehorig einer Menge betrachtet werden. Das ermoglicht eine Bewertung
der Eingangsdaten. Die Definition einer solchen Zugehorigkeitsfunktion wird auch
Fuzzifizierung genannt und kann durch linguistische Bewertungen oder Experten-
wissen erfolgen [326]. Die Fuzzifizierung ist eine problemspezifische Quantifizie-
rungsmethode [108].

Die Fuzzy-Theorie wird als nichtstochastische Methode zur Quantifizierung von
Unschéarfen vor allem unter den Vertretern des Bayes’schen Ansatzes kontrovers
diskutiert [365]. Beim Bayes’schen Ansatz wird eine a priori Wahrscheinlich-
keit (aleatorische Unschérfe) auf Grundlage von Expertenwissen (epistemische
Unschérfe) festgelegt. Danach erfolgt mithilfe einer Likelihood-Funktion auf Ba-
sis von Messdaten und dem Bayes-Theorem die Berechnung einer a posterio-
ri Wahrscheinlichkeitsfunktion (engl.: Bayesian Update) fiir eine Zufallsvariable.
Der Nachteil dabei ist, dass epistemische und aleatorische Unscharfe miteinander
vermischt werden. Ebenfalls wird die Festlegung der a priori Wahrscheinlichkeit
kritisches gesehen [201]. Anwendungsbeispiele zum Bayes’schen Ansatz sind z.B.
in [42,83,141,189] zu finden.

Viele Veroffentlichungen existieren zum Ansatz der ungenauen Wahrscheinlich-
keiten (engl.: imprecise probability). Dahinter verbirgt sich eine Vielzahl unter-
schiedlicher Methoden, siehe z.B. in [26,52,116,207,217-219]. Bekannte Metho-
den sind die Evidenztheorie von DEMPSTER und SHAFER [61,286], Intervall-
Wahrscheinlichkeiten (engl.: interval probabilities) [348], p-box (engl.: probabili-
ty boz) [89,90,270] und Fuzzy-Wahrscheinlichkeiten (engl.: fuzzy randomness)
[199,200]. Diese Methoden erméglichen die Trennung von aleatorischen und epis-
temischen Unschérfen.

Unter imprecise probability kann als Erweiterung auch die Polymorphe Unschdr-
femodellierung eingeordnet werden. Das Attribut polymorph bezieht sich auf die
diversen Unschérfemodelle zur Berticksichtigung der verschiedenen Unschérfecha-
rakteristiken. Damit wird eine Beschreibung der Unscharfe auf Grundlage der
vorliegenden Datenbasis erméglicht, ohne dass falsche Voraussetzungen generiert
werden [27,116, 223]. In zahlreichen Anwendungen wird der Einsatz polymor-
pher Unscharfemodelle demonstriert. Beispielsweise verwendet LEICHSENRING
in [184] Unschérfemodelle zur Beschreibung der stark streuenden Materialpara-
meter von Holz und in [183] wird die Unschéarfe auf Mikroebene in einem repré-
sentativen Volumenelement (RVE) fiir ein FE?>-Modell fiir Beton beriicksichtigt.
HENNING ET AL. [125] beschreiben fliissigkeitsgesittigte Boden unter Unschérfe.
EDLER [74] definiert unscharfe Parameter zur Modellierung der Rissausbreitung
in einer Stahlbetonbriicke.

In dieser Arbeit wird die polymorphe Unschérfemodellierung bei der Stabilitéats-
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analyse von Schalentragwerken eingefiihrt. Dabei steht die Beschreibung der Un-
schérfe fiir Imperfektionen im Vordergrund. Als Fortsetzung zu den Veroffentli-
chungen in [91-93] werden auflerdem verschiedene Unscharfemodelle fir Mantel-
imperfektionen, Aufstandsimperfektionen, materielle Imperfektionen und Varia-
tionen der Schalendicke diskutiert.

Fiir die Modellierung der rdumlichen Variabilitat der Mantelimperfektionen, d.h.
Abweichungen von der Sollgeometrie der perfekten Schale, sind Zufallsfelder not-
wendig. Eine ausfiihrliche Literaturrecherche zur Geschichte des Schalenbeulens
wird im Kapitel 8 skizziert. Im Gegensatz zur Umsetzung mit klassischen Zufalls-
feldern wird die Unscharfe bei raumlich korrelierten Feldern beriicksichtigt. Dazu
werden Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsfeder verwendet. Einen umfas-
senden Uberblick zur Modellierung raumlich korrelierter Felder unter Unschérfe
geben z.B. SCHIETZOLD ET AL. [276]. Anwendungen sind z.B. in [275,277,278]
gegeben. Eine weitere Klasse ungenauer Zufallsfelder (engl.: imprecise random
fields) sind Intervall-Zufallsfelder (engl.: interval fields), siehe z.B. in [84,85,206,
324].

Als Zusammenfassung ist in Abbildung 1.2, in Anlehnung an SUDRET [309], ein
Ablaufschema der Strukturanalyse mit unscharfen Parametern skizziert.

Quant1ﬁz1e{ung der | : Vieddiildums | Unscharfefortpﬂanzung
Unscharfe in den Ergebnisraum
v v v
Eingangsraum Abbildungsoperator Ergebnisraum
L —
x € RM M(z) 2= M(x)
Aleatorische Mechanisches
Unschéarfe Modell
Epistemische
Unschéarfe

f‘ E i Sensitivitédtsanalyse
+

S,

Abbildung 1.2: Ablaufschema einer Strukturanalyse mit unscharfen Parametern
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Am Anfang wird ein Modell M(x) zu einer moglichst genauen Beschreibung der
Realitét erstellt. Das kann wie in dieser Arbeit ein mechanisches Modell bzw. ein
FE-Modell sein oder auch eine beliebig komplexe mathematische Formulierung
eines physikalischen Systems. Im Gegensatz zu einer deterministischen Analyse
wird nun die Unscharfe der Eingangsdaten quantifiziert. Der Vektor der Eingangs-
daten £ € RM kann zur Beschreibung eines mechanischen Modells die Materi-
alparameter, Geometrieparameter, Querschnittswerte und Lasten enthalten. Die
polymorphen Unschérfemodelle ermdglichen hierbei eine differenzierte Quantifi-
zierung der Unscharfe in den Eingangsdaten. Das Modell iibertragt dann die Un-
schérfen der Eingangsdaten in den Ausgang. Der Prozess wird im Englischen auch
uncertainty propagation genannt. Die Ausgangsgrofien, wie Knotenverschiebun-
gen, Spannungen/SchnittgroBen oder in dieser Arbeit vorwiegend von Interesse
die Stabilitatslasten von Schalentragwerken, sind demnach auch unscharfe Gro-
Ben. Diese ermdglichen die Berticksichtigung der Unschéarfe zur Entscheidungsfin-
dung (engl.: decision-making) in einem Bemessungsprozess. Zur Unterstiitzung
der Entscheidungsfindung werden mithilfe einer Sensitivitdtsanalyse die Einfliis-
se der einzelnen Eingangsgrofien auf eine definierte Ausgangsgrofie untersucht.

1.3 Gliederung der Arbeit

Die Arbeit besteht im Wesentlichen aus den Themenschwerpunkten: Unschérfe-
modellierung, Stabilitat von Schalentragwerken, Modellierung raumlicher Varia-
bilitdt und Metamodellierung mit Sensitivitatsanalyse. Diese Themen sind auf-
geteilt unter den folgenden Kapiteln:

o In Kapitel 2 werden die benotigten Grundlagen der Kontinuumsmecha-
nik behandelt. Ausgehend von dem kontinuumsmechanischen Modell eines
mechanisch deformierbaren Korpers werden die Groflen zur Beschreibung
einer nichtlinearen Kinematik und die daraus resultierenden Spannungen
hergeleitet. Danach werden die Bilanzgleichungen aufgestellt und die Vor-
aussetzungen fir ein hyperelastisches Material erlautert. AbschlieBend wird
die schwache Form des Gleichgewichts und dessen Linearisierung zur Um-
setzung mit der Methode der Finiten Elemente vorgestellt.

o FEine Unschéarfemodellierung diinner Schalentragwerke erfordert die Anwen-
dung robuster Schalenelemente. Dazu werden in Kapitel 3 die Grundglei-
chungen einer geometrisch nichtlinearen Schale vorgestellt. Nach der Her-
leitung der Schalenkinematik und der Schalenschnittgrofien wird die Finite-
Element-Formulierung prasentiert.

« In Kapitel 4 wird die Stabilitiat von Tragwerken behandelt. Zunéchst wird
das Verfahren zur Losung nichtlinearer Finite Elemente Gleichungen vor-
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gestellt. Nach der Herleitung der tangentialen Steifigkeitsmatrix aus der
Schalenformulierung werden hier die Moglichkeiten numerischer Stabilitéts-
untersuchungen aufgezeigt. Zuséatzlich werden Pfadverfolgungsalgorithmen
genannt, die bei einem stark nichtlinearen Last-Verformungsverhalten ein-
gesetzt werden konnen. Abschlieend wird das Stabilitatsverhalten einer
imperfekten Kreiszylinderschale diskutiert und die dabei auftretenden nu-
merischen Probleme gezeigt.

Die Unscharfe- und Metamodellierung wird auch an Beispielen der nichtli-
nearen Strukturdynamik vorgefithrt. Dazu werden in Kapitel 5 die beno-
tigten Grundlagen zur Behandlung zeitabhéngiger Probleme beschrieben.
Explizite und implizite Zeitintegrationsverfahren werden vorgestellt.

In Kapitel 6 werden zuerst die mathematischen Grundlagen der Basisun-
scharfemodelle, wie Zufélligkeit, Fuzziness und Intervalle, beschrieben. Dar-
auf aufbauend werden die einzelnen polymorphen Unschiarfemodelle vorge-
stellt. Zur Beschreibung der raumlichen Variabilitat werden die Zufallsfelder
eingefiihrt. Um auch hier Unschérfen beschreiben zu kénnen, werden Fuzzy-
wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsfelder beschrieben. Die numerische Um-
setzung der Zufallsfelder erfordert geeignete Diskretisierungsmethoden wie
die Karhunen-Loeve-Transformation und die EOLE-Methode. Bei der An-
wendung der EOLE-Methode wird zwischen dem Finite-Element-Netz und
einem stochastischen Netz unterschieden. Das ermdglicht eine Reduzierung
des Eigenwertproblems der Kovarianzmatrix. Einfache Beispiele zeigen hier-
zu den Netzeinfluss des stochastischen Netzes auf das Ergebnis der stochas-
tischen Simulation mit der Monte-Carlo-Methode. Zudem wird die numeri-
sche Umsetzung mit dem Erweiterungsprinzip und der a-Level-Optimierung
erlautert und der Schleifenalgorithmus einer Fuzzy-stochastischen Analyse
vorgestellt.

Der Rechenaufwand einer Unschéarfemodellierung ist sehr hoch. Daher wird
der Abbildungsoperator, hier das FE-Modell, durch ein einfacheres Mo-
dell, das weniger rechenintensiv ist, ersetzt. So ein Ersatzmodell wird auch
Metamodell genannt. In Kapitel 7 werden die in dieser Arbeit umgesetz-
ten Metamodelle, wie die Polynominterpolation, die Methode der kleinsten
Fehlerquadrate, Neuronale Netze, Kriging und die hochdimensionale Modell-
darstellung (HDMR), detailliert fir den allgemein mehrdimensionalen Fall
hergeleitet. Dabei werden die Metamodelle in Interpolationsmodelle und in
Ausgleichsmodelle klassifiziert. Die Metamodellierung erfordert zudem eine
sinnvolle Wahl der Stiitzstellen (engl.: sample points). Dazu werden die Me-
thoden der statistischen Versuchsplanung vorgestellt. Zur Validierung der
Metamodelle werden unterschiedliche Verfahren prasentiert. Als Unterstiit-
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zung der Entscheidungsfindung (engl.: decision-making) wird die varianz-
basierte Sensitivitatsanalyse (ANOVA-HDMR) vorgeschlagen. Die Strategie
der numerischen Umsetzung dieser Sensitivitdtsanalyse wird auf Basis der
Metamodelle ausfithrlich dargelegt. An Benchmark-Tests wird die Funktio-
nalitdt und auch die unterschiedliche Leistungsfahigkeit der implementier-
ten Metamodelle gezeigt. Als baupraktisches Beispiel dient das Stabilitats-
problem eines elastisch gebetteten Bohrpfahls unter Axialdruck mit einer
Anfangsschiefstellung als Imperfektion. Anhand der kritischen Knicklast,
die als unscharfe Ergebnisgrofie vorliegt, wird der Einfluss der Metamodelle
auf die Qualitit der Ergebnisgrofie diskutiert.

o Das Kapitel 8 beinhaltet das umfangreiche Beispiel der Zylinderschale mit
Imperfektionen. Zuerst wird ein historischer Uberblick zum Forschungsge-
biet des Schalenbeulens gegeben. Bis heute besteht das Dilemma der un-
bekannten Imperfektionen. Zur Behandlung des Problems existiert noch
kein abgeschlossenes Regelwerk. Um die Unschéarfen mit der vorhandenen
Datenbasis zu quantifizieren, kommen die vorgestellten polymorphen Un-
scharfemodelle zum FEinsatz. Das Vorgehen wird anhand einer Datenbank
mit Messungen zu Mantelimperfektionen von Zylinderschalen aus unter-
schiedlichen Herstellprozessen gezeigt. Hierfiir wird ein Korrelationsmodell
mit unscharfen Parametern entwickelt, fiir das die Korrelationseigenschaften
aus der Datenbank gewonnen werden. Aus der Fuzzifizierung der Korrelati-
onsparameter folgt eine Darstellung der Mantelimperfektionen mit Fuzzy-
wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsfeldern. Die Ergebnisse sind stochasti-
sche Groflen der Beullasten als unscharfe Parameter. Diese werden mit
Versuchsergebnissen verglichen und eine Sensitivitatsanalyse durchgefiihrt.
Zusatzlich zum Unschérfemodell fiir die Mantelimperfektionen werden wei-
tere Unschérfemodelle fiir die Modellierung von Aufstandsimperfektionen,
materielle Imperfektionen und Variationen der Schalendicke eingesetzt. Die
Ergebnisse des Gesamtmodells werden ausfiihrlich diskutiert und den ak-
tuellen Bemessungsregeln, die auf semi-empirischen Ansétzen beruhen, ge-
geniibergestellt. Ebenso findet eine Diskussion zum decision-making mit
unscharfen kritischen Beulfaktoren als Ergebnisgrofie statt.

« In Kapitel 9 werden weitere numerische Beispiele aus der Ingenieurpraxis
prasentiert. Die Anwendung des Korrelationsmodells mit unscharfen Pa-
rametern wird an einer Kegelschale der Zwischenstufe der Ariane-Rakete
gezeigt. Hierfiir werden ebenfalls aus Imperfektionsmessungen die Korrela-
tionseigenschaften gewonnen. Ein weiteres Beispiel ist eine dynamische Un-
tersuchung eines Propfans des Transportflugzeugs A400M unter Berticksich-
tigung der Unschérfe. Hierbei wird u.a. gezeigt, dass stochastische Imper-
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fektionen auch problemlos auf gekriimmte Oberflichen aufgebracht werden

konnen.

« In Kapitel 10 werden die wesentlichen Erkenntnisse der Arbeit zusammen-
gefasst. Dariiber hinaus wird ein Ausblick zu weiteren Forschungsvorhaben
gegeben.

Eine bildhafte Darstellung der einzelnen Kapitel wird in Abbildung 1.3 gegeben.
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2 Kontinuumsmechanische Grundlagen

Die Kontinuumsmechanik wird als Grundlage verwendet, um wesentliche physika-
lische Phanomene zu beschreiben. Die Idee besteht darin beliebig vorkommende
Strukturen als einen materiellen Korper — ein Kontinuum — zu betrachten. Die-
se Idealisierung erfordert keine detaillierten Kenntnisse iiber die mikroskopische
Struktur. Die zusammenhéangenden materiellen Punkte bilden einen materiellen
Korper als Ausgangspunkt fiir weitere Untersuchungen. Bezogen auf die Festkor-
permechanik ermoglicht die Betrachtungsweise eine vollstdndige Beschreibung des
mechanischen Verhaltens von Festkorpern. In diesem Kapitel werden die wesent-
lichen Punkte der Kontinuumsmechanik:

Kinematik

e Spannungen
« Bilanzgleichungen

o und die konstitutive Modellierung

zusammengefasst. Abschliefend wird zur Anwendung der Finite-Element-Metho-
de (FEM) die Variationsformulierung und Linearisierung vorgestellt. Die Aus-
fithrungen sind aus den folgenden Standardwerken zur Kontinuumsmechanik ent-
nommen: HOLZAPFEL [135], STEIN & BARTHOLD [305], WRIGGERS [355], MARS-
DEN & HUGHES [191], ERINGEN [81], GREVE [110], PARISCH [228] und ALTEN-
BACH [5]. Die Herleitungen bilden die Grundlage fiir die Elementformulierung der
Schale im nachfolgenden Kapitel.

2.1 Kinematik

2.1.1 Konfigurationen und Bewegung eines materiellen Korpers

In der Kontinuumsmechanik wird mit der Kinematik das Deformationsverhalten
und die Verschiebungen eines Kontinuums beschrieben. Das Kontinuum ist ein
homogener Kérper B, der durch den Rand 0B begrenzt ist. Dieser Korper be-
steht aus einer endlichen Anzahl an materiellen Punkten P € B und wird im
dreidimensionalen Euklidischen Raum R? definiert.

Zur Beschreibung der Lage und Bewegung des Korpers wird ein kartesisches
Bezugssystem mit festem Ursprung O und den orthonormalen Basisvektoren
e;, 1 = {1,2,3} eingefithrt, siche Abbildung 2.1. Wahrend der Bewegung durch
den Raum verformt sich der Korper und nimmt verschiedene Konfigurationen
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Referenzkonfiguration

Momentankonfiguration

€1

@)

Abbildung 2.1: Referenz- und Momentankonfiguration eines materiellen Kérpers

Qo, ..., ein. Die Referenzkonfiguration () ist die Lage des unverformten Kor-
pers zur Referenzzeit ¢ = 0. Die Momentankonfiguration ist die Lage, die der
verformte Korper zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ einnimmt. Die Gebiete beider
Konfigurationen sind mit den Rédndern 0€)y und 02 begrenzt. Die Einfiihrung
der Abbildungen X = ®¢(P,t) und & = ®(P,t) ermoglicht die Beschreibung der
eindeutigen Lage eines materiellen Punkts P € B in der Referenzkonfiguration
X € Qp und in der Momentankonfiguration « € 2. Die Ortsvektoren X und x
werden fiir beide Konfigurationen wie folgt definiert:

X = Xz €; S QO (21)
Mithilfe der Abbildung = ¢(X, ¢) kann der Korper direkt von der Referenzkon-
figuration in die Momentankonfiguration tberfiithrt werden. Eine inverse Abbil-

dung X = ¢~ !(x, ) existiert, weil eine bijektive Abbildung vorausgesetzt wird.
Die Differenz beider Ortsvektoren

u=x—X (2.3)

ist der Verschiebungsvektor des materiellen Punkts. In der Lagrangeschen Be-
trachtungsweise lassen sich die Ortsvektoren in der Momentankonfiguration auch



16 2 KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN

als Funktion der Ortsvektoren in der Referenzkonfiguration und der Zeit t dar-
stellen:

r=x(X,t) . (2.4)

In dieser Betrachtungsweise nimmt ein materieller Punkt P andere Raumpunkte
P’ mit den Koordinaten z; ein. Daraus folgt, dass die Fulerschen oder raumliche
Koordinaten x; von den Lagrangeschen oder materiellen Koordinaten X; und der
Zeit t abhéngig sind. Der Beobachter ist hierbei fest mit den materiellen Punkten
P des Korpers B verbunden und verfolgt die Bewegung. Daher wird diese Darstel-
lungsform auch materielle Betrachtungsweise genannt. Der Verschiebungsvektor
nach Gleichung (2.3) lasst sich mit diesem Zusammenhang auch in der Lagrange-
schen Darstellung angeben:

u=x(X,t)- X . (2.5)

2.1.2 Der materielle Deformationsgradient

Die Beschreibung der Bewegung materieller Korper wird im Folgenden fiir die
Darstellung von Deformationen und Verzerrungen eines Korpers benutzt. Hierzu
wird ein Linienelement in der Referenzkonfiguration dX in die Momentankonfi-
guration de tiberfithrt, siehe Abbildung 2.1. Mithilfe der Beziehung

de =x(X +dX,t) —x(X,1) (2.6)

wird das Linienelement in der Momentankonfiguration definiert. Der Ortsvektor
kann als Taylorreihe dargestellt werden:

ox 1 0%z
(X +dX,t) :m(X,t)+87XdX+§aX2

Wird die Taylorreihenentwicklung nach dem ersten Glied abgebrochen und in

dX*+... . (2.7)

Gleichung (2.6) eingesetzt folgt fir das Linienelement

ox
de = a—XdX = Grad(x)dX . (2.8)
Der materielle Deformationsquotient
ox ox;

wird als lineare Abbildung des Linienelements d X der Referenzkonfiguration auf
das Linienelement dx der Momentankonfiguration eingefiihrt:

de = FdX . (2.10)
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Der Deformationsgradient ist im Allgemeinen nicht symmetrisch:

T11 T12 T13 9
F = To1 T22 X23 7£ FT mit () == (),j . (211)
0X;
T31 T32 T33

Die Voraussetzung fiir die Existenz einer inversen Abbildung F~! ist, dass die
Jacobische Funktionaldeterminante J ungleich Null ist:

J=det F#£0 . (2.12)

Dies gilt auch bei Starrkorperverschiebungen. Um eine Selbstdurchdringung des
Korpers zu vermeiden, wird auflerdem gefordert, dass die Determinante J > 0 ist.
Mithilfe der Determinante lassen sich auch Flédchenelemente und Volumenelemen-
te von der Referenzkonfiguration in die Momentankonfiguration transformieren

da=JFTdA |, (2.13)
dv=JdV . (2.14)

Eine weitere Darstellung des materiellen Deformationsgradienten wird mithilfe
des materiellen Verschiebungsgradienten

H = Grad(u) = U;; € X €;
= Grad(z) — Grad(X) (2.15)
—F-1

gegeben.

2.1.3 Der Green-Lagrange-Verzerrungstensor

Im materiellen Deformationsgradienten sind unterschiedliche Bewegungsanteile
wie Starrkorpertranslationen, Starrkorperrotationen und Deformationen enthal-
ten. Mit Starrkérperbewegungen werden ausschlieBlich Anderungen der Lage des
Koérpers im Raum beschrieben. Allerdings sind fiir die Definition von Verzerrun-
gen lediglich die Deformationen von Bedeutung. Der Deformationsgradient ist
kein geeignetes Verzerrungsmaf, weil dieser fiir Starrkérperrotationen und Starr-
korpertranslationen nicht identisch Null ist. Bei Starrkorperbewegungen diirfen
bei Multiplikation des Materialtensors mit dem Verzerrungstensor keine Span-
nungen entstehen. Ein weiterer Nachteil ist, dass der Deformationsgradient im
Allgemeinen nicht symmetrisch ist, siche Gleichung (2.11). Jedoch herrscht ein
symmetrischer Spannungszustand. Fiir die Definition einfacher Materialtensoren
ist daher ebenfalls ein symmetrisches Verzerrungsmafl erforderlich.
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Die Einfithrung eines geeigneten Verzerrungsmafes erfordert eine Trennung der
Deformationsanteile. Die polare Zerlegung des Deformationsgradienten

F=RU oder F=VR (2.16)

ist Basis diverser Verzerrungsmafle. Dabei ist R der Drehtensor, U der materielle
Rechts-Streck-Tensor und V' der raumliche Links-Streck-Tensor. Die polare Zer-
legung ist eine Hintereinanderschaltung von Starrkérperrotation und Streckung
in unterschiedlicher Reihenfolge, siche Abbildung 2.2. Die Tensoren zweiter Stufe

Abbildung 2.2: Polare Zerlegung des materiellen Deformationsgradienten

R und V sind symmetrisch und positiv definit. Damit gilt:
U=U" bzw. V=V | (2.17)
Zusatzlich ist der Drehtensor R orthogonal, d.h.
R"R=RR"=1 bzw. RT=R"' . (2.18)

Unter Berticksichtigung der Zusammenhénge nach Gleichung (2.17) und (2.18)
wird der materielle Rechts-Cauchy-Green-Tensor eingefiihrt:

C=F'F=(RU'RU=U"R"RU =U'U=U? . (2.19)

In diesem Tensor werden die Rotationsanteile R eliminiert. Fir den Fall einer
Starrkorpertranslation entspricht der Rechts-Cauchy-Green-Tensor sowie der De-
formationsgradient einem zweistufigen Einheitstensor: C' = F = 1. Nach Glei-
chung (2.15) verschwindet in diesem Fall auch der Verschiebungsgradient H.
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Obwohl der materielle Kérper nicht deformiert wird, fithrt dies bei der Multipli-
kation mit dem Materialtensor féalschlicherweise zu Spannungen.

Gesucht wird daher ein Verzerrungstensor, der bei Starrkérperbewegungen einem
Null-Tensor entspricht und symmetrisch ist. Diese gewiinschten Eigenschaften
werden mit dem Green-Lagrange- Verzerrungstensor

1 7 1
E=(F'F-1)=3(C-1) (2.20)

erfiilllt. Alternativ wird der Green-Lagrange-Verzerrungstensor oftmals auch mit-
hilfe der Differenz der Skalarprodukte der Linienelemente da € 2 und dX € €
hergeleitet:

|d|]? — ||dX||? = FdX -FdX —dX -1dX
= dX(FTF — 1)dX (2.22)
= dX(2E)dX

Wird der Zusammenhang zwischen Deformations- und Verschiebungsgradient
nach Gleichung (2.15) in Gleichung (2.21) eingesetzt, resultiert die Darstellungs-
form des Greenschen Verzerrungstensors mithilfe des Verschiebungsgradients:

1 1
E= (A+H)"(1+H)-1) = 5(H+HT+HTH)
(2.23)
F = i(um’ + Uj,i + Uk,iuk,j) €; & ej

In dieser Darstellung kann der Greensche Verzerrungstensor additiv in einen
linearen Anteil Ej;, und in einen nichtlinearen Anteil E,;, der Verschiebungen u
in der Form

E = Ey, + Ey;, (224)
mit
1 T 1 T
Ey, = i(H +H") = 5(%3 +uji) e ®e; = By, und (2.25)
1 1
E,in = §(HTH) = 5 (uniun) e @ e; = E;, (2.26)

zerlegt werden.
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7 in der

Die Verzerrungen lassen sich mit den Verschiebungen w = [uy, ug, ug
Voigtschen Notation in bekannter Vektorschreibweise darstellen:

_ - _ T 1 -
En U1,1 §(U1,1U1,1 + U921 + Uz U31)
1
Eys U 2 5 (12Ut 2 + Uz 2Un g + U3 2U32)
1
Fss us3 5 (U1 3u13 + Uz 3Un 3 + Uz 3U33)
U U Ug 1U Us U
0B, | | we + U9y 1,1U1,2 + U2 1U2 2 + U3 1U3 2+ .
- + U1,2U1,1 + U 2U2 1 + U3 2U3 1 (2.27)
2 Es Upg + U3 Uy 1U13 + Ug1U2 3 + U3 1U3 3+
U1,3U1,1 + U 3U21 + U3 3U3 1
2 Fo3 U3 + U32 Uy 3U1,2 + U 3Uo 2 + U3 3US3 2+
L 1 | 1L Uipu13+ UgoUo 3 + U3 2U3 3
E Elin Enlin

Bei einer geometrisch linearen Theorie kénnen fir ||[H|| < 1 die nichtlinearen
Anteile E,;, vernachlassigt werden. Mithilfe der Linearisierung von E im Punkt
X in der Referenzkonfiguration

Lin[E], = E+ DEwu mit
S— _1_d X +ouw)]" [0(X + au)
DEu=35 da“ 0X ] ox | * .
1[d T
=2 %[[1+O¢H] 1+ aH] - 1] (2.28)
L a=0
1-d T 2 T
== |- [aH +aH" + > H"H|
2 | da I
_1' T T _1 Tl _
= [H+H" +oH"H| = [H+H"|=E,

und E = 0 kann gezeigt werden, dass die Anwendung eines linearisierten Verzer-
rungstensors Ey, fiir kleine Verschiebungen w zulassig ist.

In der geometrisch linearen Theorie wird der lineare Verzerrungstensor Ey, auch
mit & bezeichnet.

Im Rahmen der klassischen Ingenieurmechanik gilt fiir die Ingenieurdehnungen
in Richtung der drei Koordinatenachsen

Y11 = €11, Y22 = €22, Y33 = £33 (2-29)

und fiir die Ingenieurgleitungen

1 1 1

2712 €12, 2723 €23, 2713 €13 ( )
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2.2 Spannungen

Die Ursache der Deformation eines materiellen Korpers sind Spannungen. Mit
dem Fulerschen Schnittprinzip werden gedanklich Schnitte durch den materiellen
Korper gefiihrt und damit ein Zugang zu den inneren Kréften des mechanisch be-
anspruchten Kontinuums ermoglicht. Die Herleitung des Konzepts der Spannung
wird ausgehend vom Korper B in der Momentankonfiguration 2 erlautert. Der
Korper wird durch einen ebenen Schnitt .S in zwei Teilkorper 2; und 25 mit den
Oberflachen 9 U S~ und 09, U ST zerlegt, siche Abbildung 2.3.

Abbildung 2.3: Spannungs- und Normalenvektor in einem Schnitt durch den Kérper

B in der Momentankonfiguration

Die Lage der Tangentialfliche der Schnittfliche wird mit dem Normalenvektor
n festgelegt. Durch den Schnitt werden innere Kréfte frei gelegt. An einem Fla-
chenelement Aa der Schnittflache wirkt die Kraft A f. Die Spannung ¢ an einem
materiellen Punkt & wird als Grenzwert

A
t:= hm—f—ﬂ

— = 2.31
Aa—0 Aa da (2:31)

eingefiihrt. Der Kraftvektor d f lasst sich sowohl fiir die Momentankonfiguration
mit £ und da als auch fiir die Referenzkonfiguration mit ¢, und dA formulieren:

df =tedA=tda . (2.32)

Zwischen dem Spannungsvektor ¢ und der Flachennormale n besteht die Bezie-
hung

t=t(x,n) , (2.33)

die als Cauchy-Postulat bekannt ist und gilt als weitreichende Annahme. Dieses
besagt, dass der Spannungsvektor ¢ in Punkt @ nur von der Lage der Tangential-
ebene und nicht von den Eigenschaften der Schnittfliche, wie z.B. der Kriitmmung,
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abhéngig ist. Des Weiteren gilt das Fundamentallemma von Cauchy
t(x,n) =—t(x,—n) (2.34)

mit der Aussage, dass die Spannungsvektoren auf den entgegengesetzten Seiten
der Schnittfliche betragsméfig gleich, aber entgegengesetzt in der Richtung sind.
Die lineare Beziehung

ty 011 012 013 ny
t(az, n) = 0'(33)’", s tg = 091 092 0923 N9 (235)
t3 031 032 033 n3

zwischen dem Spannungsvektor ¢ und dem Normalenvektor n wird als Cauchy-
Theorem bezeichnet. Mit der Drehimpulsbilanz lasst sich die Symmetrie des
Cauchyschen Spannungstensors zeigen

o=0" . (2.36)

Die Cauchy-Spannungen o wirken in der Momentankonfiguration und werden
auch als wahre Spannungen bezeichnet. Da die verformte Konfiguration zunéchst
unbekannt ist, wird eine pull-back-Transformation in die unverformte Konfigura-
tion durchgefiithrt. Mithilfe der Beziehungen (2.13), (2.35) und den vektoriellen
Oberflachenelementen da = n da der Momentankonfiguration und dA = N dA
der Referenzkonfiguration folgt der Zusammenhang:

tda =onda=o0da=0JF TdA = JoF 7' NdA =t,dA . (2.37)
P

Dabei wird der Spannungsvektor £, in der Referenzkonfiguration als 1. Piola-
Kirchhoffsche Spannungsvektor (Abk.: 1. P.K.) bezeichnet mit der Definition

P=JoF T"T=detFoF " . (2.38)
Dieser Spannungstensor ist nicht symmetrisch
P+ pPT (2.39)

Fir die Aufstellung der schwachen Form des Gleichgewichts wird jedoch ein sym-
metrischer Tensor benotigt, der arbeitskonform zum bereits eingefithrtem Green-
schen Verzerrungstensor E ist. Dabei wird mithilfe der Kongruenztransformation
FloFT die Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors bewahrt. Daraus
resultiert der 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor (Abk.: 2. P.K.):

S=F'P=det FF'oF " . (2.40)

Der 2. P.K dient nur als Rechengrofie, dessen Komponenten keine physikalische
Bedeutung haben. Dieser Spannungstensor ist symmetrisch:

S=8" . (2.41)
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2.3 Bilanzgleichungen der Mechanik

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Bilanzgleichungen der Mechanik
behandelt. Dabei werden die Bilanzen der Masse, des Impulses, des Drehimpulses
und die Energieerhaltung bzw. der erste Hauptsatz der Thermodynamik disku-
tiert. Die Bilanzgleichungen miissen fiir jeden beliebigen Korper B und jeden
Teilkorper erfiillt sein. Diese lassen sich formal in der Form

i/adv=/2dv+/Fda (2.42)
B B oB

angeben und sind unabhéngig von den materiellen Eigenschaften. Die Zustands-
variablen « resultieren aus dem Zuwachs ¥ innerhalb des Gebiets B und einer
Zufuhr I" iiber die Oberfliche 0B. Mit den Erhaltungssatzen fir Masse, Impuls
und Drehimpuls werden die Grolen o, > und I' definiert.

2.3.1 Massenerhaltung

Der Satz von der Erhaltung der Masse besagt, dass sich die Masse m des mate-
riellen Korpers B wahrend des Deformationsprozesses nicht dndert. Der Korper
wird als ein abgeschlossenes System betrachtet, dessen Gesamtmasse sich weder
durch Massenzufuhr iiber die Oberfliche 0B noch durch Zufuhr im Inneren von
B verandert. Ein Gegenbeispiel ist der Start einer Rakete, die durch die Verbren-
nung von Treibstoff an Masse verliert. Zur Berechnung der Gesamtmasse wird
die Existenz einer Massendichte p vorausgesetzt. In der Momentankonfiguration
wird die Dichte p in einem Punkt & durch die Grenzwertbetrachtung

Am_dm

= lim — = — 2.4
P 550 Av dv (243)
definiert. Damit folgt die Beziehung

dm =pdv . (2.44)

Der Satz von der Erhaltung der Masse bedeutet, dass die Masse m fiir jede Kon-
figuration €2; von B gleich ist. Damit kann die Gesamtmasse zu jedem Zeitpunkt
t mit der Integration

m = /dm = /pdv = konst. (2.45)
Q Q4

berechnet werden. Fiir die Bilanz der Masse zwischen der Referenzkonfiguration
Qp und der Momentankonfiguration 2 gilt insbesondere

m0:/podV:/de:m (2.46)
Qo )
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und mit der Transformation der Volumenelemente nach Gleichung (2.14) folgt

/podV:/pdethV:/(po—pdetF)deo . (2.47)
Qo Qo Qo

Dabei ist pg die Massendichte in der Referenzkonfiguration. Diese Gleichung wird
fiir einen beliebigen Korper Null, wenn der Integrand verschwindet. Damit lasst
sich die erste lokale Form der Massenerhaltung

formulieren. Mit der Masse als Erhaltungsgroe gilt fiir Gleichung (2.49)
d
— dv=0 . 2.49
P B/ pdv (2.49)

Diese Beziehung wird auch als zweite lokale Form der Massenbilanz bezeichnet
und besagt, dass sich die Masse auch zeitlich nicht dndert.

2.3.2 Impulserhaltung

Der Impuls I eines Korpers B, der sich mit der Geschwindigkeit & bewegt, ist mit

I:=mi= /pa'zdv _ /pozde (2.50)
Q Qo

definiert und ist eine Erhaltungsgrofie. Das 2. Newton’sche Gesetz der Bewe-
gung ist Grundlage der Impulserhaltung. Durch die Impulsbilanz wird postuliert,
dass die Summe aller auf einen Korper einwirkenden Kréfte gleich der zeitlichen
Impulsanderung ist. Die Darstellung dieses Erhaltungssatzes wird in materieller
Form wie folgt definiert:

dr . )
I:E/poa':dV:/posde:/todA—i—/pobodV . (2.51)
QQ QQ 890 Q0

F, F,

Dabei wird die resultierende Oberflichenkraft F;, mit der Integration der ein-
geprigten Spannung t, iiber die Oberfliche 9 erhalten und die resultierende
Volumenkraft F} entsteht aus der massenbezogenen Beschleunigung by, z.B. der
Erdbeschleunigung. Die Beziehung in Gleichung (2.51) wird als dynamische Krif-
tegleichgewichtsbedingung bezeichnet und ist in Abbildung 2.4 dargestellt.
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Abbildung 2.4: Kriftegleichgewicht am Korper B in der Referenzkonfiguration g

In jedem Punkt X der Oberfliche 0€)y der Referenzkonfiguration {2y entspricht
die eingepriagte Oberflichenspannung t, der dort auftretenden Schnittspannung
ty. Durch die Anwendung des 1. Piola-Kirchhoffschen Spannungsvektors gilt:

to=to=PN . (2.52)

Damit kann die dynamische Kriftegleichgewichtsbedingung nach Umstellen von
Gleichung (2.51) in der Form

/ PN dA + /pg(BO —@)dV =0 (2.53)
8Q0 Q0

geschrieben werden. Mithilfe des Gaufischen Integralsatzes wird das Oberflachen-
integral tiber die Oberfliche der Referenzkonfiguration in ein Volumenintegral
umgewandelt. Dies fithrt auf die Beziehung

/{DivP + polbo — &) AV} =0 (2.54)
Qo
die nur fiir beliebige Korper erfiillt sein kann, wenn der Integrand identisch Null
wird. Damit wird die dynamische Feldgleichung in materieller Form

DivP + po(by — &) = 0 (2.55)
hergeleitet. Die Anwendung des symmetrischen 2. Piola-Kirchhoffschen Span-
nungstensors fiihrt mit der Beziehung P = F'S auf die Definition der dynami-
schen Feldgleichung

Div(F'S) + po(bo — &) =0 (2.56)
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in der Referenzkonfiguration. Unter Vernachldssigung der Tragheitskrafte, d.h.
@ =~ 0, resultiert das statische Krdftegleichgewicht:

/ to dA + /po by dV =0 (2.57)
8 Qo
bzw. die statische Feldgleichung in der Referenzkonfiguration mit dem 2. P.K.

Div(FS) + pobo =0 . (2.58)
Mithilfe des Cauchy Theorems
t=t=on Vxec (2.59)

kann die dynamische Kriftegleichgewichtsbedingung und die dynamische Feldglei-
chung in der Momentankonfiguration €2 wie folgt angegeben werden:

/Eda+/p(5—5¢) dv =0 (2.60)
o0 Q

dive +p(b—&) =0 . (2.61)

2.3.3 Drehimpulserhaltung

Mit der Drehimpulsbilanz kann die Symmetrie des Cauchyschen Spannungsten-
sors gezeigt werden. Diese muss neben der Impulsbilanz zu jedem Zeitpunkt er-
fillt sein. Der Drall- oder Drehimpuls L eines materiellen Kérpers B, der sich mit
der Geschwindigkeit beziiglich eines raumfesten Punkts xy bewegt, ist gegeben
mit

L = /(a:—:z:o) xp:‘cdv:/(:c—mo) X poxdV . (2.62)

Q Qo

Das Postulat des Satzes der Erhaltung des Drehimpulses besagt, dass die zeitli-
che Anderung des Drehimpulses L gleich der vektoriellen Summe der Momente
aller auf den Korper einwirkenden Kréfte ist. In Gleichung (2.49) sind die Zu-
wachse ¥ und I'" die Momente, die durch Volumenkréafte und Oberflachenkrafte
verursacht werden. Mit den resultierenden Momenten kénnen die Gleichungen
der Impulsbilanz in der Referenzkonfiguration und Momentankonfiguration auf-
gestellt werden:

(ii = /(:1: —xg) X po dV = /(a: — xg) X fodA+/(a: — ) X pobodV
o 80 Q
M, M,
(2.63)
dL . _ _
it /(:13 —xg) X pEdv = /(:I: — @) X tda+/(m —xy) X pbdv . (2.64)
) 59 O

M, M,
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Dabei ist M, das resultierende Moment der auf der Oberfliche 0y bzw. 02
wirkenden eingeprigten Krifte ¢, bzw. ¢ und M, das resultierende Moment der
in 0 bzw. Q) eingeprigten Volumenkraft. Mithilfe der Anwendung des Gaufischen
Integralsatzes fiir Kreuzprodukte, siehe z.B. [58], und einigen Umformungen der
Gleichung (2.63) bzw. (2.64) kann die Symmetrie des Cauchyschen bzw. des 2.
Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors gezeigt werden.

2.3.4 Energieerhaltung

Der Energicerhaltungssatz besagt, dass die zeitliche Anderung der Energie £ in
einem Korper aus der Summe der Leistung der eingeprégten Oberflichen- und
Volumenkrafte W,y und der auleren Warmezufuhr O resultiert. Weitere Ener-
gieformen, wie z.B. chemische, nukleare und elektromagnetische Energieformen,
werden hier ausgeschlossen. Damit gilt fiir die Anderung der Energie:

_de
S

Die Leistung der Krafte Wey in der Referenz- und Momentankonfiguration ist

£ Wext +Q . (2.65)

gegeben durch
West = /fozbdA+/pOBOd3dV:/fd:da—l—/pi;:bdv (2.66)
Ion Qo o9 )
und die von auflen zugefithrte Warmemenge O ist
Q:/—(Q)NdA+/pordV:/—(q)nda—i—/prdv (2.67)
o Q o0 Q

mit der Warmequelle r im materiellen Korper und dem Wérmefluss Q bzw. q iiber
die Oberfliche des materiellen Korpers. Zur Herleitung des 1. Hauptsatzes der
Thermodynamik wird die gesamte Energie £ additiv in den Anteil der kinetischen
Energie

1 1
IC:/§p0:i3-:ich:/§p:b-:i:dv (2.68)
Q Q
und in einen Anteil der inneren Energie

U:/po-edV:/p-edv (2.69)
o QO

zerlegt, wobei e die Energiedichtefunktion ist. Damit ist die Definition der gesam-
ten Energie

E=K+U . (2.70)
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Der Bilanzsatz der inneren Energie ist der 1. Hauptsatz der Thermodynamik.
Dieser besagt, dass die zeitliche Anderung der inneren Energie I/ der Summe der
inneren Spannungsleistung Wi,, und der zugefithrten Warme Q entspricht. Damit
gilt:

Cau

(= =W . 2.71
U T Wint + Q (2.71)

Wird die Beziehung & = K + U in Gleichung (2.65) eingesetzt, folgt
Wei + Q=K +U . (2.72)

Mit der Definition der Anderung der inneren Energie nach Gleichung (2.71) und
Umstellung nach K resultiert beispielsweise fiir die Referenzkonfiguration

.od o1
/C:5/5[)033-9“1\/:Wext—Wmt . (2.73)

Qo

Fiur quasi-statische Prozesse, d.h. & ~ 0, folgt der Arbeitssatz der Mechanik
Wint = Wext . (274)

Der Term W, entspricht der Leistung der inneren Spannungen. Nur arbeits-
konforme Paarungen eines Spannungstensors mit einem Verzerrungsgeschwindig-
keitstensor beschreiben eine tatsédchliche physikalische Leistung. Der 1. Piola-
Kirchhoffsche Spannungstensor mit dem Deformationsgradienten und der 2. Piola-
Kirchhoffsche Spannungstensor mit dem Green-Lagrangeschen Verzerrungsten-
sor sind beispielsweise arbeitskonforme Paarungen. Damit kann die innere Span-
nungsleistung in der Referenz- und Momentankonfiguration mit geeigneten ma-
teriellen Zeitableitungen der Verzerrungstensoren wie folgt dargestellt werden:

Wimz/P:dez/s:Edv (2.75)
Qo QD

:/a:gradz'cdv:/a':ddv . (2.76)
Q Q

Dabei ist d der raumliche Deformationsgeschwindigkeitstensor, F der materielle
Geschwindigkeitsgradient und E die Ableitung des Green-Lagrangeschen Verzer-
rungstensors. AbschlieSlend sei der 2. Hauptsatz der Thermodynamik erwahnt.
Dieser besagt, dass fiir thermodynamische Vorgéange eine Prozessrichtung gege-
ben ist. Beispielsweise kann Warme nicht von selbst aus einem Korper niedriger
Temperatur 7T} zu einem Korper hoherer Temperatur T, > 77 tbergehen. Als
Maf3 zur Beschreibung der Prozessrichtung wird die Entropie eingefithrt. Eine
Anderung der Entropie tritt infolge Wirmeproduktion und Entropieproduktion
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auf. Bei reversiblen Prozessen ist keine bestimmte Prozessrichtung vorgegeben
und eine Umkehrung der Vorgange ist moglich. Hingegen ist bei einem irreversi-
blen Prozess eine Umkehrung nicht ohne weitere Energiezufuhr von aufien mog-
lich. Beispiele sind Prozesse mit Reibung, Plastizitat oder Schadigung, bei denen
Energie dissipiert. Solche Beispiele werden in dieser Arbeit nicht betrachtet.

2.4 Konstitutive Modellierung

Die bereits hergeleiteten Grundgleichungen zur Beschreibung von Deformatio-
nen, Spannungen und Bilanzen sind stoffunabhéangig. Aus der Bilanzierung der
stoffunabhéngigen Gleichungen verbleiben sechs unbekannte Gleichungen. Dabei
stehen fiir den statischen Fall neun unbekannte Gréflen fiir den Spannungsten-
sor und den drei unbekannten Verschiebungsgrofien jeweils drei Gleichungen aus
der Impuls- und Drehimpulsbilanz gegentiber. Zusammengefasst folgen fiir zwolf
unbekannte Groflen nur sechs Gleichungen. Zur eindeutigen Losbarkeit werden
konstitutive Beziehungen eingefiihrt. Diese konstitutiven Gesetze werden auch
als Stoffgesetze oder Materialgleichungen bezeichnet und stellen den Zusammen-
hang von Verzerrungs- und Spannungstensor her.

2.4.1 Hyperelastisches Material

In dieser Arbeit werden ausschliellich homogene elastische Materialien betrach-
tet. Wenn der Cauchy-Spannungstensor o nur vom Deformationsgradienten F'
abhangt, ist das Material elastisch. Das Material ist zusétzlich homogen, wenn
dessen Eigenschaften in jedem materiellen Punkt X € ) gleich sind. Damit gilt
die Beziehung

c=0(X,F)=0(F) |, (2.77)

die mit der Gleichung (2.40) auf die Gréflen des 2. P.K’s S(F') transformiert
werden kann. Der Cauchy-Spannungstensor lasst sich allein vom aktuellen Defor-
mationszustand herleiten und ist damit nicht von der Verformungsgeschichte des
Koérpers abhéangig. Allerdings ist die von der Spannung geleistete Arbeit vom De-
formationsweg abhéngig. Folglich kann keine Potentialfunktion zugeordnet wer-
den. Diese elastische Materialien werden auch als Cauchy-elastische Materiali-
en bezeichnet. Im Gegensatz dazu sind hyperelastische Materialien, die auch als
Green-elastische Materialien bezeichnet werden, wegunabhéngig. Fiir diese spezi-
elle Gruppe elastischer Materialien kann die Existenz eines elastischen Potentials
Y vorausgesetzt werden. Das Potential beschreibt die im Korper gespeicherte Ver-
zerrungsenergie und wird daher auch als Verzerrungsenergiefunktion bezeichnet.
Fiir isotherme Prozesse, d.h. Prozesse ohne Temperaturanderung, entspricht die
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Potentialfunktion der freien Helmholz-Energie. Vereinfachend wird die volumen-
bezogene Dehnungsenergiefunktion

U = potp = pvp (2-78)

eingefithrt. Diese kann als Funktion der Cauchyschen Verzerrungen C und Green-
schen Verzerrungen E dargestellt werden:

U(F)=V(C)=Y(E) . (2.79)
Aus der Ableitung der Energiefunktion nach den Verzerrungen folgt die Herlei-
tung des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors

_OV(E) 28\1/(0)
~ 9E T oC

Die zweite Ableitung der Energiefunktion bzw. die Ableitung der Spannungen

S (2.80)

nach den Verzerrungen liefert den vierstufigen Materialtensor
oS 0*w 0*U

— — =4 2.81
OE OEOFE ocoC ( )

mit der Darstellung beziiglich des kartesischen Koordinatensystems {e;, es, e3}

C

C=Cijneie e, Qe (2.82)

wobei die Koeffizienten durch die Beziehung

a5, 0%

Ciint = —9 baw., Cipg = —0—
T YR Ton

(2.83)
berechnet werden. Aufgrund der Vertauschbarkeit der Indexpaare {ij} und {kl}
und der Symmetrie des 2. P.K’s verbleiben von den 3* = 81 Konstanten des
Materialtensors noch 21 unabhéngige Konstanten fiir einen anisotropen elasti-
schen Werkstoff. Der Materialtensor C' ist nichtlinear abhéngig vom Greenschen
Verzerrungstensor. Fiir ein linear elastisches Materialverhalten wird ein linea-
rer Zusammenhang zwischen den Spannungen und Verzerrungen vorausgesetzt.
Damit gilt die Beziehung

S=CE |, (2.84)

wobei der Materialtensor konstant ist. Ein Beispiel einer linear elastischen Ma-
terialgleichung ist das St. Venant-Kirchhoff-Material. Bei der Linearisierung der
Spannungen beziiglich des Greenschen Verzerrungstensors in der Umgebung der
spannungsfreien Referenzkonfiguration

_ 9S8 _

S = Lin[S|g + O(||E||) = S(E) + a—E(E) :E+ O(||E||) (2.85)
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kann ein Fehler der Groe O(||E||) angegeben werden. Die Vernachlassigung die-
ses Fehlers fiihrt auf ein St. Venant-Kirchhoff-Material, durch das eine lineare
Beziehung zwischen dem Greenschen Verzerrungstensor E und dem 2. Piola-
Kirchhoffschen Spannungstensor S dargestellt wird. Aufgrund der nichtlinearen
Beziehung zwischen dem Greenschen Verzerrungstensor E und den Verschiebun-
gen u kénnen grofle Verschiebungen auftreten. Die Anwendbarkeit ist damit auf
kleine Verzerrungen beschrankt.

Im Rahmen der FEM ist es zweckméaBig die Stoffgesetze in Vektor- bzw. Matri-
zenschreibweise darzustellen. Dazu werden die Spannungs- und Verzerrungsgro-
flen unter Ausnutzung der Symmetrien S = ST, E = ET und C = C7 in der
Voigtschen Notation wie folgt angegeben:

Sn Cnu Cip Ciz Ciy Ci5 Cis Ep
Sa2 Cop Oz Cyy Coz Oy E»
Ssz | _ Csz O3y O35 Cse E33 ' (2.86)
Si2 Cu Ci Cys 2 g
Sis Css Cse 2FE3
| S23 | | sym Ces | | 2 Ens |

Darin wird mit der Materialmatrix ein anisotroper Werkstoff beschrieben, der mit
21 unabhéangigen Materialparametern definiert ist. Durch eine weitere Reduzie-
rung der Anzahl der Materialparameter konnen spezielle Werkstoffeigenschaften
beschrieben werden. In dieser Arbeit werden Beispiele aus Stahl und Faserver-
bundmaterial untersucht. Daher werden in den folgenden Abschnitten die dazu-
gehorigen Materialmatrizen angegeben.

2.4.2 Isotropes Materialverhalten

Ein isotropes Material ist unabhéngig vom gewéhlten Bezugssystem und ist mit
unendlich vielen Symmetrieebenen charakterisiert. Jede Schnittebene durch den
materiellen Korper ist zugleich eine Symmetrieebene. Beispiele solcher Materiali-
en sind metallische Werkstoffe und unverstirkte Kunststoffe. Ein isotroper Werk-
stoff lasst sich mit zwei unabhéngigen Materialparametern darstellen. Das redu-
zierte Stoffgesetz ist definiert zu

St Chn Cip Ciz 0 0 0 Er1y
Sa2 Cip Cypp Ciz 0 0 0 Eo
Sa3 _ Cia Cyp Ty 0 0 0 Es3 (2.87)
Si2 0 0 0 Cu O 0 2 Fis
S13 0 0 0 0 Cu O 2 F5
(S| |0 0 0 0 0 Cul| 2B
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Die isotrope Elastizitatsmatrix

T (1-v)E vE vE
X ( A) x 0 0 0
vE 1—-v)E vE
~ X < 000
vk vE A= vE
= A A A
0 0 0 G 0 0 (2.88)
0 0 0 0 G 0
0 0 0 0 0 G
mit A= (14+v)(1—-2r) und G—L
' - A T o1t

wird aufgrund der Symmetrieebenen mit zwei Ingenieurkonstanten: dem Elasti-
zitdtsmodul £ = E; = F, und einer Querdehnzahl v = v15 = 13 beschrieben.
Die Definition des Schubmoduls G erfolgt mithilfe des E-Moduls und der Quer-
dehnzahl.

2.4.3 Transversal isotropes Materialverhalten

In Kapitel 9.2 wird eine dynamische Analyse eines Propfans durchgefiihrt. Dieser
ist aus einem transversal isotropen Faserverbundmaterial hergestellt. Ein trans-
versal isotropes Werkstoffverhalten liegt vor, wenn ein Material eine Vorzugsrich-
tung und dazu unendlich viele Symmetrieebenen besitzt. Transversale Isotropie
ist ein Sonderfall der Orthotropie. Der Werkstoff verhélt sich beziiglich einer
Ebene isotrop. Bei Faserverbundmaterialien ist die Vorzugsrichtung die Faser-
richtung. Fiir die Vorzugsrichtung wird meistens die 1-Richtung gewéhlt. In der
Materialmatrix

S Cn Cp Cz 0 0 O En
Saa Cia Cyp Cyy 0 0 0 Eoo
Sss | _ | Ciz Gz Cp 0 0 0 E33 (2.89)
S1a2 0 0 0 Cu O 0 2 Fqs
Si3 0 0 0 0 Cu O 2 Fis
(S| [0 0 0 0 0 Cu 2B

sind fiinf unabhéngige Materialparameter enthalten. Aus dem identischen Ma-
terialverhalten in der 2- und 3-Richtung folgt fiir die Elastizitdtsmoduln, die
Querdehnzahlen und die Schubmoduln

Ey=FEs, vig=uw3, Gia=0G3 (2.90)
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mit dem dritten Schubmodul

Ey

Gog = ————— 291
23 2(1 —+ V23) ( )
Die Materialmatrix fiir ein transversal isotropes Materialverhalten
i (]_ — V223)E1 (1 —+ V23)V21E1 (1 =+ V23>V21E1 0 O O
A A A
(14 vog)vor By (1 —viovog) By (vag + viovan) By 0 0 0
( A) ( ) ) ( . )
14+ vas)vo By (a3 + vigver) By 1 — vy91v91) Es
— 0 0 0
C A A A
0 0 0 Gy O 0
0 0 0 0 G2 0
| 0 0 0 0 0 Gos |
mit A=1-— 2V12V21 — 2V121/21V23 — 1/223
(2.92)

ist unabhéngig von der Rotation um die 1-Richtung. Zusammenfassend sind Fj,
Es, Gyo, Goz und vy5 die fiinf unabhéngigen Materialparameter, die zur Beschrei-
bung des transversal isotropen Materialverhaltens notwendig sind.

2.5 Variationsformulierung

Die Grundgleichungen aus den vorherigen Abschnitten werden fiir die Formu-
lierung eines Randwertproblems verwendet. Die Gleichungen sind in Tabelle 2.1
fir den statischen Fall, d.h. & ~ 0, in der Referenzkonfiguration zusammenge-
fasst. Zur Losung des Randwertproblems mit der FEM miissen Randbedingungen

Kinematik: E=1/2(FTF -1) in B,
Gleichgewicht: DivP + poby = 0 in By
ov .
Stoffgesetz: -~ in B
S 9E 0
Verschiebungs-RB: U = U auf 0
Spannungs-RB: to= PN =t, auf 07

Tabelle 2.1: Grundgleichungen der strengen Form der Randwertaufgabe

(RB) definiert werden. Der Rand 0 eines mehrdimensionalen Korpers in der
Referenzkonfiguration wird in Rander mit vorgegebener Verschiebung 0€2; und
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in Rénder mir vorgegebener Spannung 0] unterteilt. Fiir die Réander bzw. Teil-
flachen gilt:

00 = 0L U QS mit IQLNIN =2 . (2.93)

Auf dem Rand 02 werden die Verschiebungsrandbedingungen u = u, definiert.
Diese Randbedingungen werden auch als Dirichlet- oder geometrische Randbe-
dingungen bezeichnet. Auf dem Rand 0f)] werden hingegen Spannungen ¢, =
PN = t, definiert. Diese werden als Neumann- oder statische Randbedingungen
bezeichnet. Damit kann das lokale Gleichgewicht des Korpers als Randwertpro-
blem formuliert werden. Gesucht ist die Losung des Verschiebungszustands u.
Die Verschiebungen sind die primaren FeldgroBen. Da die Differentialgleichungen
in Tabelle 2.1 in jedem Punkt P des Korpers erfiillt sein miissen, wird die Rand-
wertaufgabe auch als strenge Form bezeichnet und stellt ein System gekoppelter
Differentialgleichungen dar. Nur in seltenen Fallen kann das Gleichungssystem
analytisch gelost werden. Allerdings kann mit der Variationsrechnung eine N&-
herungslosung ermittelt werden. Die variationelle Form wird auch als schwache
Form des Randwertproblems bezeichnet. In dieser Form ist das Gleichgewicht
nicht mehr in jedem Punkt, sondern im integralen Mittel erfillt. Das Gleich-
gewicht ist damit schwach erfiillt. Um eine schwache Form zu erhalten, kann
das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie, das Prinzip der virtuellen
Kréfte (PVK) und das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PVV) angewendet
werden. Das PVV wird im Folgenden zur Herleitung der schwachen Form des
Gleichgewichts verwendet. Der Vorteil dieses Verfahrens ist, dass im Gegensatz
zum Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie kein Potential vorausgesetzt
wird. Damit konnen auch Problemstellungen mit nicht konservativen Lasten, d.h.
nicht richtungstreuen Lasten, oder irreversible Prozesse mit plastischem Materi-
alverhalten und Schadigung untersucht werden.

Die Herleitung der schwachen Form erfolgt iiber die Impulsbilanz. Dabei wird die
starke Form der Impulsbilanz mit einer Testfunktion du multipliziert und iiber
das Gebiet integriert. Hieraus folgt die schwache Form der Impulsbilanz:

/ (DivP + pobo)dudV =0 . (2.94)

Qo

Die Testfunktion du wird auch als virtuelle Verschiebung oder virtuelle Ver-
riickung bezeichnet. Diese muss die geometrischen Randbedingungen du = 0
auf 0 erfiillen. Die Gleichung (2.94) wird nur erfiillt, wenn fiir die beliebig und
infinitesimal kleinen virtuellen Verschiebungen du # 0 die Impulsbilanz erfillt
wird. Die Anwendung der Produktregel auf den Divergenzterm

Div(P*éu) = Div(P) - u + P : Grad(éu) (2.95)
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sowie des Gaufischen Integralsatzes

/ Div(PTdu)dV = / PTlou- N dA = / du -ty dA (2.96)
o 003 o0e

fithrt auf die schwache Form des Gleichgewichts

G(u, du) = / P : Grad(dw) — pobo - du dV — / Su-todA=0 . (2.97)
o 208

Mit der Beziehung
Grad(du) = dH = §F (2.98)
kann die schwache Form des Gleichgewichts in der Darstellung

G(u,éu):/P:éF—pol_)0~5udV— / du -t dA =0 (2.99)
o 208

angegeben werden. In dieser Form ist P : 0F eine arbeitskonforme Paarung.
Aufgrund der Symmetrie des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors und des
Greenschen Verzerrungstensors wird die Darstellung

G(u,éu):/S:éE—/pOEO-éudV— /5u-£0 dA=0 (2.100)
Qo Qo o0¢e
—_——
5Wint 5Wext

fir die Anwendung der FEM bevorzugt. In Gleichung (2.100) wird das Gleichge-
wicht der virtuellen Arbeiten, das auch unter dem Prinzip der virtuellen Arbeiten
(PdvA) bekannt ist, dargestellt. Die virtuelle innere Arbeit 6Wy, ist gleich der
virtuellen dufleren Arbeit dW,,. Dabei wird die virtuelle innere Arbeit 0 Wiy
durch die tatséchlich auftretenden inneren Spannungen S auf dem Weg virtuel-
ler Verzerrungen 0 E geleistet und die virtuelle &uflere Arbeit 0W.; wird durch
die tatsachlich auftretenden, flichenhaft bzw. volumenhaft verteilten, &ufleren
Spannungen t, bzw. poby auf dem Weg virtueller Verschiebungen du des Randes
geleistet.

2.6 Linearisierung

Die schwache Form des Gleichgewichts in Gleichung (2.100) ist i.A. eine nichtli-
neare Funktion von den Verschiebungen w. Die Nichtlinearitdten konnen aus den
nichtlinearen Verzerrungen (geometrische Nichtlinearitit) und/oder einem nicht-
linearem Werkstoffverhalten (materielle Nichtlinearitit) resultieren. Zur Losung



36 2 KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN

nichtlinearer Gleichungssysteme im Rahmen der FEM werden iterative Verfah-
ren eingesetzt. Ein bekanntes Verfahren ist das Newton-Raphson-Verfahren. Die-
ses Verfahren wird im Kapitel 4.2 beschrieben. Fiir die iterative Berechnung der
Verschiebungen muss die schwache Form des Gleichgewichts in Gleichung (2.100)
linearisiert werden. Bei der Linearisierung von E in Gleichung (2.28) und der
Spannungen in Gleichung (2.85) wird das Prinzip der Linearisierung bereits an-
gewendet. Dieses soll am Beispiel einer beliebigen Funktion f = f(u) mit einer
Veranderlichen im Folgenden néher erlautert werden. Die Funktion sei stetig dif-
ferenzierbar. Mit dieser Voraussetzung kann die Funktion f an der festen Stelle
u in eine Taylorreihe

0f (u)

ou

entwickelt werden. Das nichtlineare Restglied R(u) beschreibt einen Fehler. Fur

flu+ Au) = f(u)+ f'(u) + R(u) mit f'(u) = (2.101)

kleine Inkremente Au konvergiert das Restglied gegen Null. Die Vernachlassigung
des Restglieds fiihrt auf die Linearisierung der Funktion f

of (u)

L[f(u, Au)] = f(u) + “ou (2.102)
Mit der Linearisierung wird eine Tangente der Funktion f(u) an der Stutzstelle
u beschrieben. Dabei ist L[...] der Operator der Linearisierung.

Die schwache Form des Gleichgewichts in Gleichung (2.100) ist eine Funktion
mehrerer Verinderlicher f(w) im FEuklidischen Raum uw € R3. Zur Ableitung
wird die Richtungsableitung oder auch Gateauz-Ableitung angewendet. Die Rich-
tungsableitung von f in Richtung Aw ist wie folgt definiert:

DIf(w)] - A (fa[f(a cadu)] - ag:) Au (2.103)
Dabei ist « ein infinitesimal kleiner Parameter und mit D]...] wird der Gdteauz-

Operator eingefiihrt. Die Anwendung dieser Grundlagen fithrt auf die Linearisie-
rung der schwachen Form des Gleichgewichts

LiG(u,du,Au)|] = G(u, du) + D|G(u,du)| - Au . (2.104)

Auf den Querstrich zur Kennzeichnung der Stiitzstelle wird im Folgenden ver-
zichtet. Unter Annahme konservativer (nicht richtungstreuen) Lasten, d.h. die
Belastungen sind unabhéngig vom Verschiebungszustand, wird nur die innere
Arbeit der schwachen Form in Gleichung (2.100) linearisiert. Die Verzerrungen
und Spannungen sind abhédngige Funktionen von der Verschiebung und miissen
linearisiert werden. Damit folgt mit Anwendung der Produktregel

D[|G(u,du, Au)] - Au = D[0Wint(u, du, Au)] - Au
= [sE:ASAv+ [AsE:sav . (2109
Qo Q0
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Mit dem ersten Summanden wird beispielsweise die Anderung der Spannungen
bei festgehaltenen virtuellen Verzerrungen beschrieben. Dieser Term wird auch
als materieller Anteil bezeichnet. Weiterhin wird das Differential der Spannungen

AS(E) = aggz)

:AE=C:AFE (2.106)

mit der Anwendung der Kettenregel angegeben. Der zweite Term AJE : S in
Gleichung (2.105) ist der geometrische Anteil. In diesem Term ist die geome-
trische Nichtlinearitat enthalten, wenn die nichtlinearen Anteile im Greenschen
Verzerrungstensor beriicksichtigt werden. Die linearisierten Verzerrungen werden
definiert zu

ASE = sym(Grad” (Au)Grad(du)) . (2.107)

Abschliefend kann die gesamte Linearisierung der schwachen Form des Gleichge-
wichts formuliert werden:

LG(u, du, Au)] = /s : 5EdV—/pOBO-5u dv — / du - £ dA
Qo QO

o (2.108)

+/5E:C:AEdV+/A5E:SdV
QU QU

In dieser Linearisierung wird ausschliefflich eine geometrische Nichtlinearitét be-
riicksichtigt. Im Falle einer materiellen Nichtlinearitat ist der Materialtensor eben-
so eine Funktion der Verzerrungen und damit der Verschiebungen. Dies erfordert
auch eine Linearisierung des Materialtensors.



38 3 GRUNDGLEICHUNGEN DER SCHALE

3 Grundgleichungen der Schale

Schalen sind gekennzeichnet durch ihre effiziente Lastabtragung. Haufig werden
ebene Flachentragwerke mit ausgeprigten Kanten und Ecken realisiert. Solche
Tragwerke werden auch Faltwerke genannt und sind im Massivbau sehr verbrei-
tet. Auch in der Natur wird die Form einer Schale bevorzugt, um simultan Las-
ten abzutragen und Raum zu umschlieSen. Eine Muschel oder ein Hithnerei sind
Beispiele von natiirlich vorkommenden Schalenstrukturen. Mit verbesserten Bau-
weisen und Berechnungsmethoden konnen wie in der Natur beliebig gekriimmte
Schalen umgesetzt werden. Abhéngig von der Konstruktion einer Schale werden
die Lasten iiber Biegung und Membrankréafte abgetragen. Damit kann ein Inge-
nieur ein filigranes Bauwerk realisieren.

Bei der Berechnung diinner Schalenstrukturen sollen zukiinftig vorhandene Un-
schirfen bei der Bemessung berticksichtigt werden. In diesem Kapitel werden die
Grundgleichungen zur numerischen Behandlung einer Schale mit der Methode
der Finiten Elemente bereitgestellt. Das Kapitel ist eine Zusammenfassung einer
Schalenformulierung aus bekannten Forschungsarbeiten, wie z.B.: KLINKEL ET
AL. [159], BETSCH & STEIN [29], BLETZINGER ET AL. [32], GRUTTMANN ET
AL. [114], SANSOUR [268], BATHE & BOLOURCHI [19] und WISNIEWSKI [353].
Die im vorherigen Kapitel vorgestellten Grundlagen der Kontinuumsmechanik
werden auf ein Schalenkontinuum angewendet.

3.1 Schalenkonzept

Schalenstrukturen sind diinne Strukturen, deren Abmessungen in der Ebene um
ein Vielfaches grofler sind als die Dicke des Querschnitts. Ist diese Vorausset-
zung gegeben, konnen Deformationen in Dickenrichtung vernachléssigt werden.
Weiterhin ist dadurch eine Reduktion der Schale als dreidimensionales Kontinu-
um auf eine Mittel- oder Referenzflache zuléssig. Die Beschreibung gekriimmter
Strukturen erfordert die Einfithrung konvektiver Koordinaten, die nicht zwingend
orthogonal zueinander gerichtet sind. Ebene Schalen werden definiert, mit denen
Faltwerke berechnet werden kénnen. Gekriimmte Schalenstrukturen kénnen aus
mehreren ebenen Schalen zusammengesetzt werden. Die Ausrichtung einzelner
Schalenflachen wird durch den Direktorvektor beschrieben. In der unverformten
Ausgangslage entspricht dieser Vektor dem Normalenvektor, d.h. der Direktor
steht senkrecht auf der Mittelflache. Im vorherigen Kapitel werden Deformatio-
nen mit Verschiebungen beschrieben. Die Freiheitsgrade werden im Rahmen des
Schalenkonzepts um Verdrehungen in der Mittelfliche erweitert. Diese sind im
Direktorvektor enthalten. Damit konnen Membran- und Biegeverformungen ein-
deutig beschrieben werden.
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Fiir das vorgestellte Schalenkonzept werden folgende Annahmen und Vorausset-
zungen definiert:

e Die Verzerrung in Dickenrichtung wird vernachlassigt
o Normalspannungen in Dickenrichtung werden nicht beriicksichtigt
o Ebene Querschnitte bleiben wihrend der Deformation eben

e Schubverzerrungen werden durch die Reissner-Mindlin-Kinematik bertick-
sichtigt

o Fir méaflige Drehungen £, < 7° — 8° gilt: sinf ~ tan f ~ [ und cos f ~ 1
o Kleine Verzerrungen € < 5%, St. Venant-Kirchhoff Material
o Verwendung konvektiver Koordinaten {&' &2 €3} mit ¢ = &3

« Inextensibles Direktorfeld: |d| =1

3.2 Differentialgeometrie

Die Grundlagen der Differentialgeometrie sind fiir die Herleitung der Schalenfor-
mulierung erforderlich. Fiir beliebig gekriimmte Strukturen werden die in Kapitel
2 eingefiihrten Vektoren und Tensoren beziiglich einer kovarianten G; bzw. g;
(tiefgestellter Index) oder kontravarianten G bzw. g' (hochgestellter Index) Ba-
sis dargestellt. Die dazugehorigen konvektiven Koordinatenlinien £ = {£!, €2, &3}
in der Referenz- und Momentankonfiguration sind krummlinige Koordinaten, die
sich beim Deformationsprozess des Korpers mitverformen [305]. Damit kénnen
die Ortsvektoren in den konvektiven Koordinaten

X =X(¢,,8), z=2(¢,88) (3.1)

formuliert werden. An jedem materiellen Punkt des Korpers kann ein kovariantes
Basissystem aufgestellt werden. Die kovarianten Basisvektoren sind Tangenten an
den konvektiven Koordinatenlinien

G, = 8X(§ ) mit ¢=1,2,3 und (3.2)
¢
_ox(E)
gi = o6 mit =1,2,3 . (3.3)

Eine Darstellung der krummlinigen Koordinatenlinien wird in Abbildung 3.1 ge-
geben. Fiir die kontravariante Basis gilt:
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Momentankonfiguration

Abbildung 3.1: Konvektive Koordinaten in der Referenz- und Momentankonfiguration

G -G =6 baw. g,-g' =0 (3.4)

mit dem Kronecker-Symbol der krummlinigen Basis

; 1, i=j
5 = ’ . 3.5
=i 32)
Das bedeutet, dass die kontravarianten Basisvektoren orthonormal zu den kova-
rianten Basisvektoren sind [355]. Mit dem Skalarprodukt der Basisvektoren kann
der Metriktensor in ko- und kontravarianter Darstellung

Gij=G;-Gj, gij=gi-g; bzw.

C . . g o 3.6
Gz] — Gl . G], gl] :gz .g] ( )

aufgestellt werden. Mithilfe des Metriktensors kénnen die ko- und kontravarianten
Basisvektoren ineinander tiberfiihrt werden:

g=09xg'®g"
g =9"g ® g (3.7)
gfl.g:]_

Bei orthogonalen kartesischen Koordinaten sind die ko- und kontravarianten Ba-
sen identisch. In diesem Fall ist der Metriktensor ein Einheitstensor [355].

3.3 Schalenkinematik

Die Beschreibung der Kinematik einer ebenen Schale basiert auf dem vorgestellten
Deformationsprozess eines Kontinuums, siehe Kapitel 2. In Abbildung 3.2 ist die
ebene Schale in der Referenz- und Momentankonfiguration mit einer Referenzfla-
che dargestellt. Zusatzlich zu dem globalen kartesischen Koordinatensystem mit
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Referenzkonfiguration
t=20 : Momentankonfiguration

XQ) Zo
€2

O el 7X1,.7}1

Abbildung 3.2: Die ebene Schale in der Referenz- und Momentankonfiguration

den Basisvektoren e; werden zwei lokale Koordinatensysteme fiir beide Konfigura-
tionen der Schale eingefiihrt. Beispielsweise wird in der Referenzkonfiguration ein
materieller Punkt P mit den Basisvektoren G; definiert. Dieser Punkt wird auf
die Referenzflache der ebenen Schale projiziert und mit P bezeichnet. An dieser
Stelle wird eine weitere Basis mit den Basisvektoren A; definiert. In der Momen-
tankonfiguration werden diese beiden Basissysteme mit den Kleinbuchstaben g;
und a; dargestellt. Da eine ebene Schale beschrieben wird, sind Kriimmungen
ausgeschlossen. Ein Shifter-Tensor mit dem der Zusammenhang beider lokaler
Koordinatensysteme G;, A; bzw. g;, a; definiert wird, ist daher nicht notwendig.
In beiden Konfigurationen wird jeder Punkt der Schale zusétzlich durch einen
Direktorvektor d bzw. D beschrieben. Unter der Annahme mafliger Drehungen
wird der Direktorvektor d in der Momentankonfiguration wie folgt definiert:

0 B B
d=D+B=|0|+|06|=]| 5 (3.8)
1 0 1
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In der Referenzkonfiguration steht der Direktor senkrecht auf der Referenzflache
(D = G3) und die Basissysteme
Gi=A =e=[10 0]
Gy=A,=e;=[0 1 0] (3.9)
Gs=As;=e;=[0 0 1]"

sind identisch. Der Direktor d dndert wahrend des Deformationsprozesses seine
Richtung und steht in der Momentankonfiguration nicht mehr senkrecht auf der
Ebene. Eine graphische Darstellung des Direktors mit der lokalen Basis A; wird
in Abbildung 3.3 gegeben. Mit der Annahme eines inextensiblen Direktorfelds gilt

fﬁgzo
D= A;

=y

Abbildung 3.3: Graphische Darstellung des Direktors

fiir den Direktorvektor in beiden Konfigurationen:
|D|=|d|=1 . (3.10)

Diese Annahme ist aufgrund der Linearisierung der Winkelbeziehungen nicht ex-
akt erfiillt. Allerdings gilt fiir kleine Winkel: |d| ~ 1. Mit der Einfithrung der
Koordinate ( = &3 wird die Schalendicke beschrieben. Ein beliebiger Punkt auf
der Referenzfliche der Schale wird mithilfe der Ortsvektoren X und « definiert.
Von diesem Punkt ausgehend kann ein weiterer Punkt mithilfe der Ortsvektoren
@, ¢ und der Koordinate ¢ wie folgt definiert werden:

d=X+(D, p=z-+(d . (3.11)

Mit den Ableitungen dieser Ortsvektoren nach den globalen Koordinaten werden
die Tangentenvektoren berechnet. Aus der Differenz der Tangentenvektoren folgt
der Greensche Verzerrungstensor

1
IS 5 (pi-p; —®;-®;) . (3.12)
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Die Komponenten des Greenschen Verzerrungstensors werden in Matrixschreib-
weise wie folgt angeordnet:

E
11 E12 E13 Em Es

Eij: E21 E22 E23 = . (313>
Es1 Es | Ess ET | Es

Die Verzerrungen werden unterteilt in Membrananteile E,,, Gleitungen E, und in
die Verzerrung iiber die Schalendicke F33. Fiir die Beschreibung der Verzerrungen
im zweidimensionalen Raum werden die Indizes «, 3 = 1,2 eingefithrt. Damit
werden die Eintrédge des Verzerrungstensors mit E,g, E,3 und Es3 bezeichnet.
Mithilfe der Ableitungen der Ortsvektoren

(I),a:X,a—'—CD,ou ¢,3:D

(3.14)
Pa=%at+tCds, $3=4d
konnen die Verzerrungskomponenten
1
Eap = 5[ ps — @l
_1 d ds)— (Xo+CD,)(Xp+CD (3.15)
=5 l[@a+Cda) (@5 +(dp) = (Xa +¢Da) (X5 +¢Dg)]
= Eap + C’iaﬁ + ngaﬂ
angegeben werden. Diese setzen sich aus den Membranverzerrungen
1
EaB = 5 [$7a'$ﬁ — X,Q'Xﬁ] (316)
den Kriimmungen erster Ordnung
1
Fap = 5 [odps+xsd,—XoDg—XsD,l (3.17)
und den Krimmungen zweiter Ordnung
1
005 = 5 [dady— DDy (3.13)

die fiir diinne Schalen vernachléssigt werden, zusammen. Weiterhin folgt mit der
Annahme eines inextensiblen Direktorfelds

d|=|D|=1 — d-do=0 bzw. D-D,=0 (3.19)

die Definition der Querschubverzerrungen

1
5 (‘P,a'80,3 - ¢,a'¢,3)

= (20 +Cda)d— (X,+(D,)D (3.20)
= w7a.d _ X}a,D

Ya3 = 2Ea3 -
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Mit Gleichung (3.16) kann gezeigt werden, dass die Dickenverzerrungen ver-
schwinden:

1
€33 = B33 = ~(p3-p3 — P30 3]

2
3.21
_Yada-pD—0 (3.21)
2N~ =

-1 =1

Die Beziehungen der Kinematik kénnen mit dem Verschiebungsgradienten H
dargestellt werden. In diesem sind neben den Verschiebungen u auch die Verdre-
hungen B enthalten. Die Schale wird mit insgesamt fiinf Freiheitsgraden definiert.
Damit kann der Gesamtverschiebungsvektor wie folgt angegeben werden:

v:{u B}T:[ul us ug i ﬂQ}T ) (3.22)

Die Definition der Verdrehung resultiert aus der Konvention, dass durch eine
positive Verdrehung positive Spannungen an der Unterseite der Schale erzeugt

werden. Eine Darstellung der Freiheitsgrade wird in Abbildung 3.4 gegeben.

-

Abbildung 3.4: Freiheitsgrade der Schale

Die Verzerrungen werden mit den Verschiebungen wie folgt dargestellt:

1

5 (X +u), (X +u),— X o0 Xl

1

= 5[ Xaus+ Xpua+uqugl
——— N———

Eag =

2
= ua7ﬁ = uﬁ7a

(3.23)

1 1
= 5[%,6 + uga] + 5[“«1'%6]

€lin €nlin
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Dabei werden die linearen Anteile €);, und die nichtlinearen Anteile €, sicht-
bar. Auch die Krimmungen kénnen in Abhangigkeit des Verschiebungsgradienten
ausgedriickt werden:

1
Kag = 5 [.’B’Oé'dﬁ + w,ﬁ'dﬂ — X,Q-D’B — X75-D7a]

1
= i[X,a-d”g + X”B-dﬂ =+ X7a-D”3 — X,5~D,a +u7a-d”3 + uyg-d@]
=Bas = Bsa =0 (3.24)
1 1
=3 [Bas + Boal + §(U7a‘d,,6’ +ugd,)
/ig% /fg%n

wobei der nichtlineare Anteil mgg“ aufgrund der Annahme méfBiiger Drehungen

vernachlassigt wird. Weiterhin werden die Querschubverzerrungen nach Gleichung
(3.20) mit den Beziehungen X 3 = D und = 3 = d umformuliert zu

Yoz =Tod— X, D= (X+ u),a -d—X,-D
= Xod+tugd—XoD=0,+us, - (3.25)
=0

Die Gesamtverzerrungen der Schale

€ €lin + €nlin
e=| kK| = K (3.26)
Y Y

enthalten aus der Herleitung der Verzerrungen und Kriimmungen nur fiir die
Membrangréfen einen nichtlinearen Anteil. Die Annahme ist fiir mafige Drehun-
gen glltig. In Abhéngigkeit der Verschiebungsgréfien konnen die Verzerrungen
wie folgt angegeben werden:

[ e ] (G + 5 (U%1 + Ug,1 + U%l)
€22 U2 + % (U%2 + U%,z + U§2>
2¢€12 Urg U271 + Up1UL2 + Uz U2 + U3 1US32
e=| ™ | = brr . (3.27)
K22 52,2
2 K12 B2 + B2
Y13 B+ us;
L VY23 i Ba + us3 2 ]

Die Beschreibung des Zusammenhangs der Verzerrungen

E=Ae (3.28)
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erfolgt tiber die Transformationsmatrix

1, (1; O
A= . 3.29
lo 0 12] (3.29)
Damit wird die Matrixschreibweise
S
"By ] T100[co0o0loo0] ;2
Fy 010[0¢ 000 c12
K
E=[2E, =00 1[00 ¢[00 H“ = Ae¢ (3.30)
2FE3 000/0O0O0[1O 2?
2 s 000/00O0|01 12
- - _ _ 713
A L Y23 |

der Verzerrungen ermoglicht, die fiir eine Formulierung von Materialgesetzen ver-
wendet werden kann. Die Verzerrungen enthalten aufgrund der Annahme Es3 = 0
fiinf Komponenten. Fiir die virtuellen inneren Arbeiten aus Kapitel 2 miissen die
virtuellen Schalenverzerrungen de auf die des Kontinuums  E umgerechnet wer-
den. Diese Umrechnung erfolgt ebenfalls mithilfe der Transformationsmatrix A:

SE=Abe . (3.31)

3.4 Schnittgroflen

In diesem Abschnitt wird der Vektor der Schalenschnittgrofien hergeleitet. Unter
der Annahme eines ebenen Spannungszustands wird die Hauptspannung iiber die

Hohe des Querschnitts S33 vernachlassigt. Damit verbleiben fiinf Spannungen fiir
die Schale:

S = [ 511 522 512 513 523 ]T . (332)

Mit den virtuellen Verzerrungen
5E = [ 5E11 5E22 25E12 25E13 2(5E23 ]T (333)

kann die virtuelle innere Arbeit
Win, = / SETS dV (3.34)

v

aufgestellt werden. Darin sind der Green-Lagrange Verzerrungstensor E und der
zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S arbeitskonforme Grofien. Mit dem Zu-

sammenhang der virtuellen Verzerrungen nach Gleichung (3.31) kénnen die vir-
tuellen inneren Arbeiten auf die Referenzfliche der Schale wie folgt umgerechnet
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werden:
+h/2
Wi = / / SETS ¢ dA
Qo —h/2
+h/2 (3.35)
:/55T / ATS ¢ dA:/ésTadA
Q —h/2 Q
N
o
Die Schalenschnittgrofien resultieren aus der Integration der Spannungen iiber

die konstante Schalendicke h:

[ nyy | 1.0 0/0 0]
T99 01 0(0 O - S q
N1 00 1/00 M
- T 00 0| | o
o=| " :/ S [dC . (3.36)
2o 0 C 0[O0 O
—h/2 Si3
M2 00 C 0 0
L 523 -
13 00 0|1 O
L 23 ] L 0O 0 00 1 ]
A
Darinsind N = [ ny; ngy npp |7 die Membrankrifte, M = [ my; may mig |7

die Biegemomente und Q = [ q13 ¢o3 |7 die Querkrifte. Die Schnittgréfien am
positiven Schnittufer der Schale sind in Abbildung 3.5 dargestellt.

Abbildung 3.5: SchnittgréBenkonvention der Schale

3.5 Stoffgesetz

In diesem Abschnitt wird auf Basis der Herleitungen in Kapitel 2.4 das St. Venant-
Kirchhoff Stoffgesetz fiir die Schale angegeben. Im Folgenden wird auch das iso-



48

3 GRUNDGLEICHUNGEN DER SCHALE

trope und transversal-isotrope Materialverhalten der Schale beschrieben. Durch

die Annahme eines ebenen Spannungszustands (Ss33 = 0) und unter Berticksich-

tigung der Schubspannungen kann das Stoffgesetz nach Gleichung (2.86) weiter

reduziert werden:

(3.37)

[ Si ] [ O Cp Ci3 Cuy Cis | [ En
Sao Cor Caz Cyy Chs Es
Sz | = Csz Csy Css 2FE
S13 Cu Cys 2E3

i So3 i sym Css || 2E93

—_——

S C FE

Fiir ein isotropes Material folgt die Materialmatrix

o O O

o oo X =~

o OO — <]

—
CDCDMLIOO

—
|
AN

o

N ‘

TOOOO

AN

2 ‘

mit dem Schubkorrekturfaktor = 5/6. Zur Modellierung von Laminatschalen

wird im Folgenden ein transversal-isotropes Werkstoffverhalten beschrieben. Die

Materialmatrix einer einzelnen Schicht eines Laminats wird wie folgt angegeben:

EY ESvis 0O 0 0
E; V12 E; 0 O 0 =

C = 0 0 Gp| O 0 = [ %’” g ]

0 0 0 | kGia 0 s (3.39)

0 0 0 0 K Gas |
E
mit Ef = FE /A | E;=FE/A |, A= (1+V23)(1_V122§2)
1

Der Elastizitatsmodul der Vorzugsrichtung einer Faser wird mit £ bezeichnet
und der E-Modul senkrecht zur Faser ist mit Ey definiert. Zudem ist die Angabe
einer Querdehnzahl 115 und der Schubmoduln G5 und Ga3 erforderlich. Die an-

gegebene Materialmatrix in Gleichung (3.39) basiert auf einem orthonormierten
Basissystem t; mit ¢ = 1,2, 3 fiir jede Schicht, sieche Abbildung 3.6.
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Az &——— Aj
A1 Al

Abbildung 3.6: Schichtaufbau und Faserwinkel fiir Faserverbund-Laminate

Die Vorzugsrichtung ist in der Laminattheorie mit dem Vektor ¢; definiert. Die
Koordinatensysteme t; der einzelnen Schichten stimmen nicht zwangslaufig mit
dem globalen Hauptkoordinatensystem A; iiberein. Deshalb muss die lokale Ma-
terialmatrix C in Gleichung (3.39) mit der Beziehung

t, c s 0 A
ta | = —s ¢ 0 A, (3.40)
ts 0 0 1] As

in das Hauptkoordinatensystem transformiert werden. Die Schichten liegen in
der Ebene der aufgespannten Fliche der Vektoren A; und A,. Die Rotation
um die Az-Achse wird mit dem Winkel © angegeben. Damit kénnen die lokalen
Verzerrungen E in die globalen Verzerrungen E mit dem Zusammenhang

2 s sc 0 0
2 2 —sc 0 0
E=T"E mit T | —2s¢ 2s¢c ¢—s> 0 0 (3.41)
0 0 0 c s
| 0 0 0 -5 ¢ |

umgerechnet werden. Darin gilt fiir die Abkiirzungen s = sin©® und ¢ = cos ©.
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Weiterhin kann die lokale Materialmatrix C' in Gleichung (3.39) mit der Vorschrift

Cll 012 014 0 0
C’12 022 C24 0 0 C 0
T m
C =T CT = 014 024 044 0 0 = [ 0 C ] (3.42)
0 0 0 055 C56 3
L 0 0 0 056 066 ]

in das globale Hauptkoordinatensystem A; transformiert werden. Infolge der
Transformation entstehen zusétzliche Terme. Die globalen Materialparameter kon-
nen wie folgt berechnet werden:

Ciy = c*Cy + 20282(612 + 26—'44) + 5'Chy

Cla = ?s*(Chy + Cyy — 4Cy) + (c* 4 51Oy

Oy = s(Cyy — Cra — 204) — 5°¢(Cag — Cha — 2C4y)

Cyy = s*C1y + 20282(612 + 26_’44) + Oy,

Coy = 8°c(Chy — Crg — 2C4y) — 35(Cog — Cra — 2C4) (3.43)
Cyy = *s*(Chy + Cag — 2C12 — 2C4) + (c* + 5*)Cyy

Css = 2Cs5 + 52Cee

Cs6 = 05(6'55 - éGﬁ)

Ces = 5°Css + *Cg

3.6 Materialmatrix

Das Endergebnis der Schalenschnittgrofien

ht ht
a:/ATSng/ATCAdge:Da (3.44)
h— h—
[ —
D

ist fiir eine beliebige Referenzfliche und unterschiedliche Materialien giiltig. Fiir
Schichtverbunde folgt die Materialmatrix
| Cn (C, 0 | Ck CF o0
D= / cCr 2C, 0 | dc=SD, =% / ct Cct o0 | (3.45)
h- 0 0 C, k=1 =L 1 0 o0 C*

k

Nlay Nlay

aus der Addition der Materialmatrizen Dy der einzelnen Schichten. In Abbildung
3.7 ist ein Laminat mit £ = 1,...,nj,, Schichten dargestellt.
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| !
| i
5 N
| O
+ A-a C . =
& ) QL—A&—— . . f@ :
! / , : !
i Referenzebene @ : <

Abbildung 3.7: Schichtung einer Schale in Dickenrichtung

Die Lage einer Referenzebene kann beliebig im Laminat definiert werden. Die Di-
cke einer Einzelschicht wird mit hy bezeichnet. Fiir die Dickenintegration werden
die Integrationsgrenzen der Einzelschicht mit

h h
hy = CGom — ?k und A = G + ?k (3.46)
angegeben. Die Auswertung der Integrale in Gleichung (3.45) liefert
t t nt y
/ d¢c =hy, | /gdg = hCom und /<2 A=+t - (347)
h hy h
Daraus resultiert die globale Materialmatrix eines Schichtverbunds
nlay D?’j’b D’;’Lb 0 D’ITL Dmb 0
D= |D Df o |=|D, D, 0 (3.48)
k=1 0 0 DF 0 0 D,

mit den Membran-D,,, Biege-D, und Schubanteilen D, sowie den gemischten
Kopplungstermen D,,,;,. Wird die Referenzfliche abweichend zur Mittelfldche des
Laminats gewéahlt, sind diese Kopplungsterme ungleich Null. Das ist auch der
Fall, wenn iiber die Hohe keine symmetrische Steifigkeitsverteilung vorliegt. Bei-
spielsweise konnen fiir ein Laminat mit einer unsymmetrischen Schichtung, das
nur mit einer Zugkraft belastet wird, Biegeanteile aktiviert werden.

3.7 Variationsformulierung und Linearisierung

In den vorherigen Kapiteln 2.5 und 2.6 werden die Grundlagen der Variations-
formulierung und der Linearisierung beschrieben. Diese Grundlagen werden im
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Folgenden auf das Randwertproblem ebener Schalen angewendet. Die Formulie-
rungen fiir die Verzerrungen und Schnittgrofien der Schale konnen in die schwache
Form des Gleichgewichts

G (v,0v) = /56T DedA— / sv’qydA — / sv’ fydS =0 (3.49)
Qo Qo Q0
5Wint 5Wext

eingesetzt werden. Die Feldgrofien der Schale

T

'v:[ul Ug Us 61 52 0} bzw. (350)
bv=[ dur duy Sus 6By 35 0] (3.51)

werden in Verschiebungen u und Rotationen 8 aufgeteilt. Arbeitskonforme Gro-
Ben zu den Verschiebungen sind Kréfte und zu den Rotationen die Momente. Die
auBeren Lasten werden mit dem Vektor der Flachenlasten

T
qo = [ @1 2 g 0 0 0 } (3.52)
bzw. mit dem Vektor der Randlasten
- - B T
Jo= [ fi fa fs M1 oma 0 } (3.53)

definiert. Eine Darstellung der &ufleren Lasten mit den Verschiebungs- 0€) und
Spannungsrandern 02§ wird in Abbildung 3.8 gezeigt.

Qf
fo
Q7
€3

€2
€1

Abbildung 3.8: Die Schale mit Verschiebungs- und Spannungsrindern in der Refe-

renzkonfiguration

Mit der eingefiihrten Notation in Tabelle 2.1 gilt fiir die Randbedingungen v = v,
auf 00¢ und f = fo auf 9QF. Durch die Annahme méBiger Drehung sind die Mem-
brananteile der Schalenverzerrungen e nichtlinear. Deshalb ist eine Linearisierung



3.7 Variationsformulierung und Linearisierung 53
der schwachen Form notwendig. Mithilfe der virtuellen Verzerrungen
r Se B [ 5U171 + 5U171U171 + (SUQJUQJ + 5’&371%371 |
11
Se 5u272 + 5u172u172 + 5u272u2’2 + 5U372’LL372
22
Uy 1Uy 9 + OUg 1Ug o + Uz U3 2+
9 6215 Surs + Sus, 1,1U1,2 2,122 3,1U3,2
e Oug 2U1 1 + Uz 2Ug 1 + OUz 2U3 1
K11
58 = = 551,1 )
0Ka22 5
2 (5/112 6272
T 0f12+ 0521
Y13
5&1 + (5U371
0723
- - 0By + dus o |
(3.54)

den linearisierten Verzerrungen

[ N n AUJ1,1UlA,1 + Augjug 1+ ]
U3,1u31
o My Buemt St
2 Ay Aug gy + Aug g o+
CAky Ay + Aug,y + Augugg + Augoug 1+
Ae = AKoy - Augsus 1 + Aug g
2 Ak ABia
A~y13 Ao
A~yos3 ABia+ ABa
) . AP+ Aug
L APy + Aug o

(3.55)
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und den linearisierten virtuellen Verzerrungen

C Ager ] [ Our 1 Aug g + dug 1 Augq + dus1Aus |
Ades, Oug oAU 9 + dug 2 AUs 9 + dus 2Ausg o
2 Aders duq 2 AUy 1 + Sug 2 Ausg + dugaAug 1+
Tfm dur 1 Aug o + dug 1 Aug g + dus 1 Aus o
Ade = = 0 , (3.56)
Ad Koo
2 AdKqo g
Adyi3 0
| Adves | _ 0 |

in denen im Fall méafliger Drehungen nur noch nichtlineare Membrananteile ent-
halten sind, kann die Linearisierung in der Form

Lin [G (8, 6v, Av)] = /55T edA — /5qu0 dA — / v fy dS

o o o0 (3.57)

+ /(5.€T D AcdA + /A(SETU dA
QO Q0

durchgefithrt werden.

3.8 Finite-Elemente-Formulierung

Zur Losung der schwachen Form nach Gleichung (3.49) bietet sich die Anwen-
dung der Finite-Elemente-Methode (Abk.: FEM) an. In diesem Kapitel wird die
FE-Formulierung der Schale vorgestellt. Das beschriebene Schalenelement wird
im Rahmen der Unscharfemodellierung eingesetzt. Die Elementformulierung der
Schale basiert auf den Arbeiten von WAGNER & GRUTTMANN [340, 341] und
GRUTTMANN & WAGNER [115]. Die benotigten Grundlagen der FEM sind in
diesem Kapitel zusammengefasst und konnen aus den Standardwerken zur FEM,
wie z.B.: ZIENKIEWICZ ET AL. [364], WRIGGERS [355], BELYTSCHKO ET AL. [28],
BATHE & Ho [20,21] und HUGHES [139], entnommen werden.

Die FE-Losung ist abhéangig von der Variationsformulierung und den gewéhlten
Anséatzen eine Naherungslosung. In der FEM wird der materielle Korper B in eine
endliche Anzahl finiter Elemente €2¢ zerlegt. In Abbildung 3.9 ist eine Diskreti-
sierung des Korpers in der Referenzkonfiguration dargestellt.
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Abbildung 3.9: FE-Diskretisierung eines materiellen Kérpers

Mit der Beziehung

numel

Qor Q= | O (3.58)
e=1

wird beschrieben, dass der Korper Q2 eine Niherung des materiellen Kérpers €
ist. Die Oberflichen werden mit 9 und 9QF definiert. Eine feinere Diskreti-
sierung, d.h. eine erhohte Anzahl finiter Elemente 2f, fithrt auf eine verbesserte
Approximation der Geometrie des Korpers. Die Anzahl der Elemente wird mit
numel bezeichnet. Durchdringungen und Uberlappungen der Elemente miissen
vermieden werden, um ein brauchbares FE-Netz zu erhalten. Die Elemente werden
mit Eckknoten beschrieben. In dieser Arbeit wird ein 4-Knoten-Schalenelement
angewendet. Zusétzlich ist in Abbildung 3.9 ein Referenzelement f mit einem
¢-n-Koordinatensystem und den Knotennummern dargestellt. In einer isopara-
metrischen FE-Formulierung werden die einzelnen Elemente, die beliebig verzerrt
sein konnen, auf ein solches Referenzelement projiziert. Fir die FE-Formulierung
ist eine Transformation der Ortsvektoren der Knoten auf das lokale Basissys-
tem der Schale notwendig. Mithilfe der globalen Element-Koordinaten fiir den
jeweiligen Knoten [

T
xXi¢=[ x5 xp7 x| (3.59)

kann der Mittelpunkt eines Elements
e,G 1 ! e,G
X, = Z Xy (3.60)
43

berechnet werden. Zudem koénnen mithilfe der normierten Diagonalenvektoren

_ X'3€,G _ Xle,G d2 _ XZG,G _ XE,G
X579 - X797 X5 — X5

d : (3.61)
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die Basisvektoren in der Schalenebene wie folgt ermittelt werden:

di+dy  di—dy
1 — 77 3 2 — 17 71

, L As=A x Ay . 3.62
dy + ds| dy — d] 3 ! 2 (3.62)

Dabei wird die Normale der Schalenebene Aj iiber das Kreuzprodukt gebildet.
Dieses orthonormale Basissystem ist nur fiir regelméflige Netze und ein isotro-
pes Werkstoftverhalten giiltig. Eine Transformation fiir Werkstoffe aus Faserver-
bundmaterial wird in Kapitel 3.5 vorgestellt. Die Definition der Ortsvektoren der
Knoten im lokalen Basissystem

X; =T (X7 - X5) (3.63)
erfolgt mit einer Transformationsmatrix
T
T:=A®e=|A A A;] . (3.64)

Zusatzlich werden die Verschiebungen und Verdrehungen mit der Beziehung

e T e,G
i gl Lo 2 ][5 ] 65

in das lokale Koordinatensystem transformiert. In der fiinfparametrigen Schalen-
kinematik werden pro Knoten lokal fiinf Freiheitsgrade berticksichtigt:

€ € € € € € T
UI:[UH usr ugp P Py 0} : (3.66)

Der sechste lokale Freiheitsgrad wird, wie bereits in Kapitel 3.3 diskutiert, zu
Null gesetzt. Allerdings sind global alle sechs Freiheitsgrade

G G eG eG peG  peG  ped 1T

vy = [ uir ugr ugp By o B } (3.67)
vorhanden. Der sechste globale Freiheitsgrad Bg’[G ist bei Verkantungen zwischen
Elementen bzw. bei Verschneidungen von SchnittgréBen ungleich Null. Aus den
Elementverwolbungen 557 und 85 kann damit eine Verdrillung 857 resultieren.
Die Definition der Freiheitsgrade in der FEM sind in Abbildung 3.10 dargestellt.

Abbildung 3.10: Freiheitsgrade der Schale in der FEM
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Im Gegensatz zur kontinuumsmechanischen Beschreibung in Abbildung 3.4 wer-
den die Verdrehungen zum zugehorigen Basisvektor definiert. Damit gilt fir die
Definition der Freiheitsgrade in der FE-Formulierung:

61 — é{onti ’ 52 — i{onti ] (368)

Die Elementformulierung der Schale basiert auf dem isoparametrischen Konzept.
Dabei werden Geometrie und Verschiebungen mit den gleichen Ansatzfunktio-
nen approximiert. Das bedeutet, dass sowohl zur Nédherung der Ortsvektoren der
Referenzflache

X = Y Ni(€n) X (3.69)

I=1

als auch fiir die lokalen Verschiebungen

4
ot = 3 Ni(g.m) v (3.70)
=1
die bilinearen Ansatzfunktionen
1
Ni(€n) = 7 (1+&8) (L+mm) (3.71)

angewendet werden. Die CY-stetigen Ansatzfunktionen sind in den natiirlichen
Koordinaten (£,n) formuliert. Damit konnen die Knotenkoordinaten mit &; €
{=1,1} und n; € {—1,1} angegeben werden. Eine isoparametrische Abbildung
des 4-Knoten-Elements ist in Abbildung 3.11 dargestellt.

€3

iez (—=1,-1) (1,-1)

Abbildung 3.11: Isoprametrische Abbildung eines 4-Knoten-Elements

Die virtuellen und inkrementellen Verschiebungsgrofien werden gleichermafien ap-
proximiert:

4 4
61)6:2]\/1({,77)5'0? , Ave:ZN](g,n)Avf ) (3.72)

I=1 I=1
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Im Folgenden wird auf den Index h zur Darstellung der approximierten Grofien
verzichtet. Mithilfe der Ableitungen der Ansatzfunktionen nach ¢ und 7 kénnen
die Verschiebungsgradienten

4 4
=Y Nigl&mop ZNh7 £,1)v (3.73)
=1 =1

berechnet werden. Fiir die Verzerrungen werden die Ableitungen der Ansatzfunk-
tionen nach den lokalen Koordinaten benotigt. Die Transformation

Nriy _T [ Nig¢ 1
Tl =J ' 3.74
[ NI72 ‘| NIW ( )
wird mithilfe der Jacobi-Matriz
4
Xe, X¢

J=3 X:® VN, = l fe Xi ] (3.75)

= X5e X5,

durchgefiithrt. Damit konnen die virtuellen und inkrementellen Schalenverzerrun-
gen mit den Beziehungen

4 4
be =S Biove |, Ae=Y BvS (3.76)

I=1 I=1

berechnet werden. Die B-Matrix ist wie folgt definiert:

BTy 5 0342
B18><5 = 03><3 B?SXI& . (377)
O2x2  Bjoys

Diese wird in einen Membrananteil B, Biegeanteil BY und in einen Schubanteil
Bj aufgeteilt. In der B-Matrix sind die Ableitungen der Ansatzfunktionen nach
den lokalen Koordinaten enthalten. Damit gilt fiir die einzelnen Matrizen:

Nra(14 ) Niiug, Niius;
Bn . Niou o Nio(1+uzs) | Niougo (3.78)
foxa Nriiug o+ Nii(1+ug0)+ | Npjugo ’ .

Nro(14uypy) Niaug, Niousq

0 0 Np|
Bl ., =10 —Niy 0 und (3.79)
0 —Np1 Npg |
i Nrp 0 1]
B, 4= Nra —1 0 (3.80)




3.8  Finite-Elemente- Formulierung 59

Im Membrananteil der B-Matrix nach Gleichung (3.78) sind aufgrund der geome-
trischen Nichtlinearitét zusatzlich zu den Ableitungen der Ansatzfunktionen auch
Verschiebungsgradienten enthalten. Die gesamte B-Matrix des Elements wird wie
folgt beschrieben:

BS,=|Bi B, By B,| . (3.81)

Das Einsetzen des FE-Ansatzes nach Gleichung (3.76) in die schwache Form des
Gleichgewichts nach Gleichung (3.49) fithrt auf die Form

G (v°, 6v°) Zav /B}fadA /NIquA+/NTf0dS
o2 (3.82)
R; Py

4 4

= > 60T (R - ) = Y 00 Gy

I=1 I=1

Dabei wird durch das Residuum auf Elementebene G$ die Differenz der inneren
und dufleren Krafte beschrieben. Die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems
wird mit dem Newton-Raphson-Verfahren, das im Rahmen der FEM in Kapitel
4.2 beschrieben wird, durchgefiihrt. Hierfiir wird eine Linearisierung der inneren
Arbeiten notwendig. Da in der vorgestellten FE-Formulierung ausschliellich kon-
servative Kréafte betrachtet werden, miissen die &ufleren Arbeiten nicht linearisiert
werden. Die Grundlagen der Linearisierung sind in Kapitel 2.6 beschrieben. Fiir
die Linearisierung der inneren Arbeiten folgt mit Anwendung der Produktregel

die Beziehung
DIG(v*, 6v°, Av®)] /55 D Ae dA+/A5€ odA

SviT (K™ 4 KS5O™) Avs, (3.83)

Trx Trx

Il
zMw
M%EM»

e,T e e
ovy” K, Avj

|
NE

~
Il

1

=
I

1

Die Steifigkeitsmatrix K¢, 5.5 wird in einen materiellen Anteil

Kyt = / BT D By dA (3.84)
o

und in einen geometrischen Anteil

nrrl
Jeeseom _ / [ N lsxs O3y ] a4 (3.85)

Tri
02 x3 02 X2
Q5
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mit
firxk = nuuNiiNg1 + 119 (Np 1 Ngo + NiaoNg 1) + noaNpaNgeo (3.86)

aufgeteilt. Fiir die Integration der Gleichungen (3.84) und (3.85) wird die Gauf-
Integration angewendet. Die numerische Integration einer beliebigen Funktion
g(X) kann auf dem Referenzelement Qg wie folgt durchgefiithrt werden:

Jo(X)dA= [ g(&n) det J(& m)dedy
Qe QRrE
) (3.87)
= Z 9(&pymp) det (&, mp) Wy
p=1

Fiir das lineare Schalenelement ist eine 2-Punkt-Gauf$-Integration je Richtung
ausreichend. Dabei sind die Koordinaten der Gaufipunkte im Referenzelement Qrg
mit &, = +v/3/3, n, = £1/3/3 definiert. Fiir den Wichtungsfaktor gilt: w, = 1.
Allerdings ist fiir eine verzerrte Elementgeometrie die Losung der numerischen
Integration mit der Gauf-Integration nicht exakt. Der Grund hierfiir ist, dass die
Determinante der Jacobi-Matrixz det J bei verzerrten Elementen keine Konstante
ist. Aufgrund der Division mit der Determinante zur Bildung der Inverse der
Jacobi-Matriz, siche Gleichung (3.74), entstehen gebrochenrationale Funktionen
und die Anwendung der Gauf-Integration fihrt auf eine Naherungslosung. Eine
Verbesserung der Losung kann durch eine erhdhte Anzahl an Gaufipunkten erzielt
werden.

Der materielle Anteil der Steifigkeitsmatrix nach Gleichung (3.84) kann abhéngig
von der FE-Formulierung nur in Ausnahmefallen in einen linearen und nichtlinea-
ren Anteil aufgespaltet werden. Mit der Zerlegung der virtuellen Verzerrungen

4 4
e =Y Biov; = 3 (B + By'™)suS (3.88)

=1 =1
kann der materielle Anteil der Steifigkeitsmatrix in der Form

K =y [ (Bi"+ By™)" D (B + Byi») dA

Tri

4 . .
=2 > / B DB+ (3.89)

B}in,TDB%ﬂi + B?ili’TDBlIi{n + B?hn’TDB?{hn dA
:Ke,lin + Ke7u

Tri Tri

angegeben werden. Dabei ist K%Ili? der lineare Anteil und K7° wird als An-
fangsverschiebungsmatrix bezeichnet. Fiir die Formulierung des Eigenwertpro-
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blems zur Behandlung von Stabilitatsproblemen ist die Kenntnis tiiber die Zu-
sammensetzung der Steifigkeitsmatrix von Bedeutung. Beispielsweise wird bei ei-
ner klassischen Beulanalyse die Anfangsverschiebungsmatrix nicht berticksichtigt.
Der Zusammenhang wird in Kapitel 4.4.2 diskutiert.

Die vollstandige Linearisierung der Variationsformulierung fiir ein Element wird
mit

L[G(v¢, 0v°, Av®)] Zév (G + Z K7, Av) (3.90)

definiert. Die Grofle der vollstandigen Elementsteifigkeitsmatrix ist in der Ma-
trixschreibweise

K%l 1 K’le—i 2 K%l 3 K%l 4
e e e e
K% 90x00 = §7;21 §?2 g?'s g?zx
T31 T32 T33 T34
K%Al 1 K%Al 2 K%Al 3 K%44

(3.91)

dargestellt. Die lokalen Groflen in Gleichung (3.90) mussen abschlieend auf das
globale Koordinatensystem transformiert werden. Die Transformation wird mit
der Beziehung in Gleichung (3.64) durchgefithrt. Damit folgt fiir die Linearisie-
rung:

4

LIG(v®, 0v¢, Av®)] = 3~ duy T (TGS + Z T/ K5, TiAvg©)
I=1

. K=t (3.92)
_ 5 e,G,T GeG‘{’ZK;IiAveG)
=1
Der Zusammenbau der Elementgrofien
numel numel numel
Kr= |J K% AV =] Av¢® wd G= |J G°° (3.93)
e=1 e=1 e=1
fithrt auf das nichtlineare Gleichungssystem
WG+ KrAV)=0 . (3.94)

Die virtuellen Verschiebungen sind beliebig und ungleich Null: 6V # 0. Daraus
folgt das zu losende Gleichungssystem

KAV = -G . (3.95)

Wird eine Schale nur durch Biegung beansprucht, verschwinden in einigen Fal-
len die transversalen Schubspannungen nicht. Der Grund fiir dieses Phénomen
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sind die gewahlten Ansatzfunktionen. Bei der numerischen Integration entstehen
,parasitdre* Terme. Diese sind Ursache eines Versteifungseffekts (engl.: Locking).
Beispielsweise kann mit einer selektiven oder reduzierten Integration der transver-
salen Schubverzerrungen dieses Locking vermieden werden, siehe z.B. [188,214].
Der Nachteil einer reduzierten Integration ist, dass das Phdnomen des Hourglas-

sings auftreten kann.

In dieser Arbeit wird daher zur Vermeidung von Locking-Effekten bei dinn-
wandigen schubelastischen Schalen die Assumed-Natural-Strain-Methode (Abk.:
ANS-Methode) von DVORKIN & BATHE [71] bevorzugt. Die Methode basiert
auf Interpolationsansitzen fiir die Schubverzerrungen. Diese zusétzlichen Ansét-
ze werden tiiber die Seitenmittelpunkte A, B, C' und D des Elements im &, n-
Koordinatensystem definiert:

N 1 . 1 N
7&3=§(1—n)-7§+§(1+n)-7£
) ; 1 y (3.96)
%3:5(1—5>'%3+§(1+5)'%3

Die Interpolationsfunktionen sind in den lokalen Koordinaten beschrieben. In
Abbildung 3.12 werden die ANS-Ansétze fir das 4-Knoten-Element dargestellt.

U;

®
B B

Abbildung 3.12: ANS-Ansétze fiir ein 4-Knoten-Schalenelement

Die Schubverzerrungen werden an den Seitenmittelpunkten berechnet und iiber
die jeweiligen Knoten gemittelt. An den Kollokationspunkten gilt fiir die Schub-

verzerrungen:

383 =i BY +yd B + udk, M = B, D, (3.97)
Yoy = xh BE 4y B 4+ ug,, L=AC '
Die Verschiebungsgradienten uéEM bzw. ugéw sowie die Verdrehungen 35 bzw.
5yL’M werden mit der Interpolation iiber die Eckknoten ermittelt. Mithilfe der
Jacobi-Matriz werden die Schubverzerrungen auf die kartesischen Koordinaten
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transformiert:

M3 | g1 | Tes
) _y]ie] .

Damit kann die Bj-Matrix fiir den Schubanteil wie folgt modifiziert werden:

NI,& _Nl,gngéV[ NI,££1X1M‘| (399>

S .__ =T
Bi=J [ Niy —NrgmXs NpgniX{
Die Zuordnung der Kollokationspunkte zu den jeweiligen Knoten I = {1,2,3,4}
erfolgt mit den Exponenten M und L. Die Reihenfolge wird mit M = {B, B, D, D}
und L = {A,C,C, A} festgelegt. Mit der modifizierten Bj-Matrix fir den Schu-
banteil konnen die inneren Arbeiten der schwachen Form des Gleichgewichts neu
aufgestellt werden. Fiir die numerische Integration der Schubanteile kann unver-
andert eine 2-Punkt-Gaufi-Integration je Richtung angewendet werden.
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4 Stabilitat von Tragwerken

Das Stabilitdtsversagen ist vor allem bei diinnwandigen Schalenstrukturen un-
ter Druckbeanspruchung oft die mafigebende Versagensart. Daher spielt in der
nichtlinearen Strukturmechanik das Auffinden von Stabilitdtspunkten, die in der
mathematischen Betrachtungsweise auch als singulare Punkte bezeichnet werden,
eine wichtige Rolle. Dazu werden in diesem Kapitel die Grundlagen numerischer
Berechnungsmoglichkeiten diskutiert. Zur Behandlung von Stabilitédtsproblemen
existieren bereits zahlreiche Standardwerke. Der Inhalt des Kapitels wird mithilfe
der Arbeiten von STEIN ET AL. [306], WAGNER [337], BAZANT & CEDOLIN [23],
TIMOSHENKO [319], WOLMIR [354] und PFLUGER [234] zusammengestellt.

4.1 Einordnung von Stabilitatsproblemen

Ein System wird als stabil bezeichnet, wenn es die Fahigkeit besitzt nach ei-
ner Storung wieder in den Ausgangszustand zuriickzukehren. Kriterien fiir das
nichtlineare Stabilitatsverhalten von Tragwerken werden in der Regel aus der
Diskussion der Last-Verschiebungskurven erhalten. Dabei werden die Kurven
hinsichtlich singuldrer Punkte untersucht. In Abbildung 4.1 sind typische Last-
Verschiebungskurven verschiedener Tragwerke dargestellt. Das erste Tragwerk in

Spannungsproblem Verzweigungsproblem Durschlagproblem
P

IDQ“T
VAR
q /7 |\ v

~
-

,g
1, P, P,
i " labil / q A\ ........................................ /C
nili. Th. / AP
G N B \
Ao P P . \‘h 2h o
A\ \ . stabil B k. o )
lin. Th. indiff. Pkt. SN
AP labil =™ '\ _/ stabil
0 > U » U B
L Ver

Abbildung 4.1: Tragwerke und deren Last-Verschiebungskurven zur Beurteilung des
Stabilitdtsverhaltens
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Abbildung 4.1 (links) ist ein Biegebalken unter Streckenlast. In diesem Beispiel
ist die Kurve monoton wachsend und es tritt keine Mehrdeutigkeit auf. In der
Last-Verschiebungskurve ist kein Stabilitdatsproblem zu erkennen. Des Weiteren
sind hier unterschiedliche Kurven fiir eine lineare Theorie und nichtlineare Theo-
rie skizziert. Auch unter Annahme eines linear-elastischen Werkstoffgesetzes ist
die Last-Verschiebungskurve mit nichtlinearen Verlauf die genaue Losung. Der
Grund hierfiir ist die geometrische Nichtlinearitat. Um diese zu beriicksichtigen,
muss das Gleichgewicht am verformten System aufgestellt werden. Eine materiell
und geometrisch lineare Theorie stellt lediglich eine Naherungslosung dar. Die
Anwendung einer vollstandig geometrisch nichtlinearen Theorie endlicher Rota-
tionen ermoglicht in diesem Fall die Abbildung einer Zugversteifung. Meist ist
die lineare Theorie bei Werkstoffen mit kleinen Verzerrungen ausreichend, wenn
die Verschiebungen nicht zu grof3 werden. Allerdings konnen bei Beispielen mit
einem Stabilitdtsproblem die Verschiebungen sehr grofl werden, obwohl nur kleine
Verzerrungen auftreten.

Eine Stabilitdtsuntersuchung erfordert stets die Anwendung einer geometrisch
nichtlinearen Theorie. Wenn sich mehrere Verschiebungszusténde v; zu einem
Lastniveau \;P ergeben oder umgekehrt, ist das Stabilitdtsverhalten zu unter-
suchen. Dazu kann im einfachsten Fall zwischen einem Verzweigungsproblem
oder einem Durchschlagproblem unterschieden werden. Ausfiihrlicher wird dies
beispielsweise in BUDIANSKY [45], THOMPSON & HUNT [317], WRIGGERS ET
AL. [357] oder WRIGGERS & SIMO [356] diskutiert.

In Abbildung 4.1 (mitte) ist das statische System eines Knickstabs dargestellt.
Die momentenfreie Lagerung an beiden Enden entspricht einem Eulerfall 2. Die
Druckkraft wird solange erhoht bis der Stabilitatspunkt bzw. die kritische Last
P., mit der dazugehorigen kritischen Verschiebung u., erreicht wird. Das Last-
Verschiebungsverhalten vor Erreichen des Stabilitdtspunkts wird als Vorbeulver-
halten bezeichnet. Schlanke Stabtragwerke sind durch ein lineares Vorbeulverhal-
ten charakterisiert. Das Verhalten nach Erreichen des Stabilitatspunkts wird als
tiberkritischer Bereich oder Nachbeulverhalten bezeichnet. Am kritischen Punkt,
auch indifferenter Punkt genannt, verzweigt der Gleichgewichtspfad in einen labi-
len und stabilen Pfad. Daher wird ein solches Problem auch Verzweigungsproblem
genannt. Ein indifferenter Punkt liegt vor, wenn neben einem Grundzustand (G)
ein infinitesimal ausgelenkter Nachbarzustand (N) existiert, der sich fiir die glei-
che Last im Gleichgewicht befindet. Dabei ist die Last-Verschiebungskurve nicht
mehr eindeutig. Ein Knicken tritt auf, wenn das System ab diesem Punkt eine
Auslenkung — eine Imperfektion — erfihrt. Der Knickvorgang ist ein Stabilitéts-
versagen. Dabei treten groflen Verschiebungen auf. Bei einem Knickstab kann
die Last nicht mehr weiter gesteigert werden. Der horizontale Verlauf der Last-
Verschiebungskurve nach dem Ausknicken wird als neutral bezeichnet. Mit diesem
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Pfad wird ein stabiles Gleichgewicht beschrieben. Erfahrt das System keine Aus-
lenkung — das System enthélt keine Imperfektionen — kann iiber den indifferenten
Punkt hinaus die Last beliebig weiter gesteigert werden ohne zu versagen. In die-
sem Fall wird mit der Kurve ein labiler Pfad beschrieben. Auf diesem Pfad gentigt
schon eine kleine Storung, dass das System ein stabiles Gleichgewicht einnimmt.
Der Sachverhalt kann mit einer Kugelanalogie erkléart werden, siehe Abbildung
4.2. Ein Gleichgewichtszustand wird als stabil bezeichnet, wenn die Kugel nach

stabil indifferent labil
N G G

N O O N
W

Abbildung 4.2: Kugelanalogie der Gleichgewichtszusténde [234]

einer Auslenkung wieder von alleine ihre urspriingliche Lage einnimmt, siche Ab-
bildung 4.2 (links). In Abbildung 4.2 (rechts) ist ein labiler Gleichgewichtszustand
dargestellt. Erfahrt die Kugel dort eine kleine Stérung, rollt diese, bestrebt nach
einem giinstigeren energetischen Zustand, den Abhang hinunter ohne wieder die
Ausgangslage einzunehmen. Beim indifferenten Fall verdndert sich der energeti-
sche Zustand der Kugel nicht. Im Gegensatz zum labilen Fall nimmt die Kugel
nach einer Auslenkung und einem kurzen Rollen auf der horizontale Ebene wieder
eine stabile Lage ein, siche Abbildung 4.2 (mitte).

Die Analogie kann auch auf das Durchschlagproblem in Abbildung 4.1 (rechts)
iibertragen werden. Ein klassisches Durchschlagproblem ist der symmetrische
Zweischlag mit einer gelenkigen Lagerung und Verbindung der zwei Stdbe. Da-
mit ist eine Biegung der Stédbe ausgeschlossen. Die Belastung P erzeugt eine
Drucknormalkraft in beiden Stdben. Ein steiler Zweischlag entsteht, wenn die
Hohe h grofl genug gewéhlt wird. Bei einem steilen Zweischlag kann jeder einzel-
ne Stab wie ein Eulerfall 2 versagen. Die Last-Verschiebungskurve in Abbildung
4.1 (rechts) entspricht einem flachen Zweischlag. Hier resultiert bereits aus einer
kleinen Verschiebung v eine Mehrdeutigkeit in der Last-Verschiebungskurve, d.h.
zu einem Lastniveau AP existieren mehrere Verschiebungszustédnde vy, v und vs.
Nach Erreichen des indifferenten Punkts A, der hier auch als Durchschlagpunkt
bezeichnet werden kann, erfolgt ein dynamischer Durchschlag bis zum Punkt
B. Der Bereich zwischen beiden Punkten wird als labil eingestuft. Ein Kurven-
verfolgungsalgorithmus mit einer Laststeuerung kann den Bereich zwischen den
Punkten A und C nicht erfassen. Hierfiir ist eine Verschiebungssteuerung not-
wendig. Zudem kann ein berechneter labiler Gleichgewichtspfad in der Praxis nur
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durchfahren werden, wenn das Tragwerk gefiihrt wird. Dennoch sind auch diese
Bereiche fiir eine Bemessung von Interesse. Sie tragen beispielsweise zur Kenntnis
iiber das Imperfektionsverhalten bei. Bei einem Schalentragwerk kann die nied-
rigste Beullast auch weit im Nachbeulbereich auftreten. Im Folgenden werden
Strategien zum Auffinden der singuldren Punkte vorgestellt.

4.2 Losung nichtlinearer FE-Gleichungen

In der nichtlinearen Strukturmechanik muss in der Regel ein nichtlineares Glei-
chungssystem gelost werden. Hierfiir existiert eine Vielzahl von Losungsverfah-
ren. Das wohl bekannteste Verfahren aus der Nullstellensuche ist das Newton-
Raphson-Verfahren, auch bekannt unter dem Newton-Verfahren. Im vorherigen
Kapitel wird eine Schalenformulierung hergeleitet, die hier als Ausgangsgleichung
dienen soll. Fiir die numerische Umsetzung im Rahmen der Finite-Elemente-
Methode wird das Prinzip der virtuellen Verschiebung fiir ein 4-Knoten-Scha-
lenelement definiert:

numel 4
Glv.ov)= |J 3 o7 /BTadA /NquA /NTf ds| . 4.1
e=1 I=1 90e

R[ PI

Dabei ist P der Vektor der dufleren Krafte und R der Vektor der inneren Kréfte.
Ein System befindet sich im Gleichgewicht, wenn gilt:

G, ") =R(v)-\N"P=0 . (4.2)

Das Residuum G(v, A'*') muss hierbei verschwinden. Zur inkrementellen Last-
steigerung fiir eine Anzahl von ¢ Lastschritten wird der Lastfaktor A'*! eingefiihrt.
Der Vektor der inneren Kréfte ist abhéngig vom Verschiebungszustand v. Die
Gleichung (4.2) ist ein nichtlineares Gleichungssystem. Die verwendete Theorie
bestimmt den Grad der Nichtlinearitdat. Der Verschiebungsgrad bei einer Scha-
lentheorie unter Verwendung endlicher Rotationen hangt von trigonometrischen
Funktionen ab, siche GRUTTMANN [113], WAGNER [335]. Auch die Anwendung
eines elasto-plastischen Stoffgesetzes kann zu unterschiedlichen Graden der Nicht-
linearitéat fihren [337]. Zur Losung wird die beliebig nichtlineare Gleichung (4.2)
in eine Taylorreihe entwickelt:

IG (v, \tT1)
ov

—_———
Ky

G(v + Av, X' = G(v, A1) + Av+---=0 . (4.3)
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Die Taylorreihe wird an einem aktuellen Gleichgewichtszustand G(v, AX'™!) in
Richtung Awv innerhalb eines Lastinkrements AX mit A'*! = Xt 4+ A\ lineari-
siert, d.h. die Reihe wird nach dem linearen Glied abgebrochen. Innerhalb des
Verfahrens werden mehrere lineare Gleichungssysteme gelost:

Mol = K ()Gl A (4.4

Durch die Verschiebungsinkremente Av! wird in der Iterationsschleife ein Update
der Verschiebung durchgefiihrt

vl =+ Av) . (4.5)

Die Iteration ist abgeschlossen, wenn die Norm des Residuums eine zuvor fest-
gelegte Toleranz unterschreitet. Das Verfahren ist in Abbildung 4.3 skizziert und
der zugehorige Losungsalgorithmus ist in Tafel 4.1 dargestellt.

P a G ( )
—Gh(vh) 73\
D NGl 2 N A 2(vy) 77
t
—G] 1 KT(’UE)
t Kr(v)
- o =
s 5 .
A, PY i =
A ”
K (vg)
O
=
e A Avi | Avl
A 4 A 4 A 4 A 4 » U
vh=1v vl vh vl

Abbildung 4.3: Newton-Raphson- Verfahren

Das Verfahren konvergiert auflerdem quadratisch in der Nahe der Gleichgewichts-
l6sung. Bei FE-Diskretisierungen mit einer grofen Anzahl an Elementen wird
die Steifigkeitsmatrix K7 sehr groff. Diese muss beim Losungsalgorithmus des
Newton-Raphson- Verfahrens fiir einen neuen Verschiebungszustand stets neu auf-
gestellt werden. Das kann sehr rechenintensiv sein. Einige Verfahren berechnen
die Steifigkeitsmatrix daher nur ndherungsweise. Als Beispiel sei das modifizierte
Newton-Verfahren zu nennen. In diesem Verfahren wird innerhalb eines Last-
schrittes die Steifigkeitsmatrix aus dem ersten Iterationsschritt verwendet und
nicht weiter angepasst.

K1 (v5)Avg = —G(vy) (4.6)
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(1) Setze Startwerte: vg =0, t =0, A\g = 0 und A\
(2) Schleife tiber alle Lastinkremente: A1 = A" + AX
(3) Iterationsschleife

— Berechne G!(v!, \'"!) = R(v!) — X' P

— Konvergenz-Check:
WENN ||Gt(vi, X)) || < TOL — Gehe zu 4)
SONST — Weiter

— Berechne Av! = —K;'(v!) Gt (v}, \'+1)
— Update: vl,, = v! + Av!
— Setze i =1+ 1

(4) vl =

(5) Setze t =t+ 1 — Gehe zu (1)

Tafel 4.1: Losungsalgorithmus fiir das Newton-Raphson-Verfahren

Ein Nachteil kann sein, dass bei stark nichtlinearen Problemen sich das Konver-
genzverhalten so verschlechtert, dass dies zu einer Divergenz fithren kann und
daraus auch hohere Rechenzeiten resultieren. Des Weiteren sind moderne Glei-
chungsloser, wie z.B. der PARDISO-Solver [274], in der Lage automatisch das
Iterationsverfahren zu wechseln, wenn nur kleine Anderungen festgestellt werden.
Der PARDISO-Solver fithrt bei entsprechender Einstellung und naherungsweisen
linearen Last-Verschiebungsverhalten die Berechnung der Steifigkeitsmatrix mit
einer quadrierten konjugierten Gradienten Methode (engl.: conjugate gradients
squared method, CGS) durch, siehe zur Beschreibung der Methode in [301]. Das
Verfahren ermoglicht schnellere Berechnungen, kann aber auch Konvergenzpro-
bleme hervorrufen. Zudem koénnen bei Stabilitdtsuntersuchungen mit ndherungs-
weisen linearem Vorbeulverhalten die Stabilitdtspunkte nicht erfasst werden.

4.3 Pfadverfolgungsalgorithmen

Das Newton-Verfahren funktioniert gut fiir monoton wachsenden Last-Verschie-
bungskurven mit einem stetigen Zuwachs der aufleren Last. Das Eingangsbei-
spiel eines Zweischlags in Abbildung 4.1 ist ein Beispiel fiir nicht eindeutige Zu-
sammenhéange zwischen Last- und Verschiebungsgrofien. Hier versagt eine inkre-
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Laststeuerung versagt

)\t+1 Pjﬁi

Laststeuerung

AP

Verschiepungs-
steuerupig versagt

Verschiebungssteuerung

Abbildung 4.4: Versagen der Last- und Verschiebungssteuerung

mentelle Steigerung der Last. Das Versagen einer Laststeuerung und zusétzlich
einer Verschiebungssteuerung ist in Abbildung 4.4 verdeutlicht. Die Laststeue-
rung versagt bei einem Abfall des Lastfaktors. Die Verschiebungssteuerung ver-
sagt bei zuriickgehender Verschiebung. In der nichtlinearen Strukturmechanik ist
dennoch das Verhalten im gesamten Lastbereich von Interesse. Eine vollstandi-
ge Verfolgung beliebiger nichtlinearer Last-Verschiebungskurven ermoglichen ver-
schiedene inkrementell-iterative Losungsstrategien, sogenannte Pfadverfolgungs-
algorithmen. Im Folgenden ermdglicht die Einfiihrung einer Nebenbedingung ein
allgemeines Konzept fiir die Herleitung einer Laststeuerung, Verschiebungssteue-
rung und des Bogenldngenverfahrens. Einen tieferen Einblick in die Thematik
der Pfadverfolgung wird z.B. in WAGNER & WRIGGERS [342], RIKS [252,253],
CRISFIELD [53] und RAMM [241] gegeben. Das Gleichungssystem wird durch eine
spezifizierte Nebenbedingung f(v, ) wie folgt erweitert:

Gv,\) = l %‘)’” j)) ] . (4.7)

Mit der Nebenbedingung wird die Form der Korrektoriteration vorgegeben. Das
erweiterte Gleichungssystem (4.7) wird nach den Verschiebungen und Lasten an
einem bekannten Gleichgewichtspunkt (v, \) linearisiert

le GA][AU]__[G(U,X)] (48)
fo b AX f(v,A) '
mit den Richtungsableitungen (Gatéauz-Ableitungen)

can= 4 [G(w, A+ eAN)]
5:0’ de ’

, hAA= 56 [f(8, A+ eAN)]

e=0

G, Av = jﬁ [G(v + eAv, )]

Ffrav = (Z [f(’ﬁ—i—eAv,j\)}
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In der Ingenieurliteratur ist G, als tangentiale Steifigkeitsmatrix K bekannt.
Das Lastkollektiv G ist definiert durch G, = P. Damit kann das Gleichungs-
system (4.8) wie folgt formuliert werden:

5 Il

T || Ax f(©,))
Kr Aw G(v,\)

Das Gleichungssystem ist unsymmetrisch und kann mit der Partitionierungsme-
thode gelost werden. Die Methode wird von KELLER [150] auch Block-Eliminati-
onsverfahren genannt. Das Verschiebungsinkrement Awv in Gleichung (4.10) wird
in jedem Iterationsschritt ¢ in Teillosungen aufgeteilt

A'UPi = Kfll P s A’UGZ' = _K;Zl GZ‘(’UZ‘, /\) (411)
und zu einem Gesamtverschiebungsinkrement zusammengefasst:
A’Ui = A)\Z A’Upi + AUG’i . (412)

Durch Einsetzen des Gesamtverschiebungsinkrements nach Gleichung (4.12) in
das Gleichungssystem (4.10) resultiert das noch unbekannte Inkrement des Las-

parameters
FLAv + HAN = f (AN Avp; + Avg,) + [LAN = —fi(v, )
o Ay = Jil© )+ fy Ave (4.13)
b ngvPi + f)\ ’

Das Vorgehen der Block-Elimination ist giltig fiir regulare Matritzen K7 und
K. Der mathematische Beweis wird in KELLER [150] gefithrt. Dennoch wird
bei Erreichen eines Stabilitatspunkts sowohl an einem Durchschlag— als auch an
einem Verzweigungspunkt die tangentiale Steifigkeitsmatrix K singular. Aller-
dings kann gezeigt werden, dass fiir einen Durchschlagpunkt die Koeffizienten-
matrix Kr reguldr bleibt. Denn fiir einen Durchschlagpunkt gilt: Kr¢ = 0,
aber mit @’ P # 0 ist die Regularitit von Kr gesichert. Die erweiterte Ma-
trix ist fiir einen Verzweigungspunkt nach wie vor singular. Das verhindert eine
Invertierung. Allerdings wird bei der inkrementell-iterativen Pfadverfolgung ein
singularer Punkt i.d.R. nicht exakt erreicht, sodass K auch invertierbar bleibt.

4.3.1 Laststeuerung

Bei einer klassischen Laststeuerung bleibt die Belastung innerhalb eines Last-
schritts konstant: A = ¢ = konst.. Die Nebenbedingung ist die Differenz zwischen
dem Lastniveau A und einem vorgegebenen Wert c

flo,N)=A—c . (4.14)
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Aus der Linearisierung folgt f7 = 0 und fy = 1. Mithilfe der Gleichungen (4.12)
und (4.13) resultiert das Last- und Verschiebungsinkrement:

A)\Z = —fl‘(’U, )\) =-A +c A’UZ‘ = —KEI (R(’UZ) - CP) . (415)

Das Verschiebungsinkrement entspricht der Grundgleichung des Newton- Verfahrens,
vgl. Gleichung (4.4).

4.3.2 Verschiebungssteuerung

Auch zur Realisierung einer Verschiebungssteuerung kann eine Nebenbedingung
angegeben werden, siche z.B. BAT0OZ & DHATT [22]. Die Nebenbedingung ist

fo,\) =v,—c (4.16)

mit der vorgegebenen Verschiebungsgrofe v,. Der aktuelle Wert der Verschiebung
wird mit ¢ definiert. Aus der Linearisierung folgen die Beziehungen f! = eI und
fr = 0 mit dem Einheitsvektor

el=[00 ... 1..00], (4.17)

der an der der Stelle a den Wert 1 besitzt. Dementsprechend folgen wieder mithilfe
den Gleichungen (4.12) und (4.13) die beiden Inkremente fiir Last und Verschie-
bung

(0. \ T Awp, (v, A TAwg;
A)\i:_fZ(v’ )+ea (xes ’ Avi:_ﬁ(vv )+ea VGi + Avg; . (418)

T , T
el Avp; el

4.3.3 Bogenlingenverfahren

In Abbildung 4.4 wird gezeigt, wann eine Last- und Verschiebungssteuerung ver-
sagt. Daraus wird ersichtlich, dass Pfadverfolgungsverfahren benotigt werden,
die sowohl den Belastungs- als auch den Verschiebungszustand wéahrend der Ite-
ration verdndern konnen. Eine entsprechende Formulierung der Nebenbedingung
macht dies moglich. Ein bekanntes Verfahren ist das Bogenlingenverfahren von
RIKS [252,253]. Weitere Varianten des Verfahrens, die sich im Wesentlichen durch
die Wahl der Nebenbedingung unterscheiden, sind z.B. in WAGNER [336] oder
CRISFIELD [53] beschrieben. Die Idee des Verfahrens besteht darin, nach einem
Pradiktorschritt die Gleichgewichtslosung durch einen Korrektorschritt mit spe-
zieller Richtung zu ermitteln. Eine Mdoglichkeit ist die Iteration auf einer Norma-
lenebene. Dabei erfolgt der Korrektorschritt senkrecht auf dem vorangegangenen
Préadiktorschritt. Die geometrische Interpretation ist in Abbildung 4.5 dargestellt.
Die dazugehorige Nebenbedingung ist

f0,\) = (v =) (v —v0) + An = A (A= Ap) =0 (4.19)
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P a
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Abbildung 4.5: Bogenlidngenverfahren mit Iteration auf einer Normalenebene

mit den GroBen des zuvor erreichten Gleichgewichtszustands G/(w, A). Die Neben-
bedingung ist abhéngig von dem Verschiebungszustand v,, und dem Lastfaktor
Am. Mit dem Index m wird der Zwischenzustand innerhalb der Korrektoritera-
tion angegeben. Fiir m = 1 = konst. bleibt die Normalenebene senkrecht zum
Préadiktorschritt. Die Wahl von m = ¢ ermoglicht eine Anpassung der Normale-
nebene in jedem Iterationsschritt, siche z.B. RAMM [241]. Aus der Linearisierung
der Nebenbedingung folgt:

fh=n—0)" | fi=dn—A . (4.20)
Mithilfe der zuvor eingefithrten Notation resultiert das Lastinkrement

Ay = — L@ + (On = 8) Ave (4.21)
(Am = A) + (v — v)T Avp;

und der inkrementelle Zuwachs der Verschiebung

i, A) 4 (v — 0)T Awg;
(>\m - 5\) + (’Um — 6)TAUpi

Av; = Avp; + Avg . (4.22)

Bei dem Verfahren muss eine Bogenldnge ds vorgegeben werden mit dieser der
Lastschritt A\; wie folgt berechnet werden kann:

AN = As . (4.23)

V/(Avp) T Avp;)

Abschlieflend ist in Tafel 4.2 der Losungsalgorithmus fiir das Bogenlédngenverfah-
ren skizziert.
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(1) Setze Startwerte: vg =0, t =0, \g = 0 und As
(2) Schleife tiber alle Lastinkremente: A1 = A" + AX
(3) Préadiktorschitt

— Avpy = K7 ' (vpy) \y P
As
V(Avky)TAvh,)

— Avl = AN Avl,

— AN, =

Update: v{ = v + Avf, X =X+ AN
(4) Korrektoriteration ¢ =1,2,. ..

— Avp; = K;'(v)) \LP
Avg,; = K7 ' (v)) Gi(vf, X))
_ant = _ilwh X)) + (v = v)" Ave
C (A=A + (vf = vh)T Avpy
Avl = ANAVL, + Avg,

— Udpate: XLy, = X+ AN, ot = of + Aol

)

— Konvergenz-Check:
Wenn: ||G;(vl, 1, A\l1)|| < TOL — Gehe zu (5)
SONST: Weiter 1 =17+ 1

(5) vy =

(6) Setzet =t+1 — Gehe zu (1)

Tafel 4.2: Losungsalgorithmus fiir das Bogenlédngenverfahren mit Iteration auf einer

Normalenebene

4.4 Numerische Berechnung von Stabilitatspunkten

In diesem Abschnitt werden verschiedene Moglichkeiten zum Auffinden singu-
larer Punkte im Rahmen der FEM diskutiert. Im Ingenieurbereich werden die-
se Punkte Stabilitatspunkte oder Instabilitdtspunkte genannt. Allgemein liegt

ein Stabilitatsproblem vor, wenn neben dem urspriinglichen Gleichgewichtszu-

stand G (v, \) auf einem Gleichgewichtspfad ein weiterer Gleichgewichtszustand
G" (v + Av, \) auf einem benachbarten Gleichgewichtspfad existiert. Ausgehend



4.4 Numerische Berechnung von Stabilitdtspunkten 75

vom Grundzustand
G%v,\) =0 (4.24)
kann der Nachbarzustand in eine Taylorreihe nach v entwickelt werden

G (v + Av,)\) = G°(v,\) + D,G (0, \) Av + . ..

— (4.25)
0 Kr(v,))
Befindet sich der Nachbarzustand ebenfalls im Gleichgewicht
GN(v+Av,\) =0 (4.26)

resultiert aus der Taylorreihenentwicklung (4.25) die Definition eines Stabilitéts-
problems an der Stelle (v, \)

Kr(0,\)Av =0 . (4.27)

Die Losung dieses homogenen Gleichungssystems kann mit einer mathematischen
Betrachtungsweise oder der klassischen und linearen Beulanalyse in einer inge-
nieurméafligen Herangehensweise erfolgen. Beide Methoden werden in den folgen-
den Abschnitten vorgestellt.

4.4.1 Mathematische Betrachtungsweise

Aus mathematischer Sicht definiert die quadratische Matrix K, , eine Abbil-
dung des R" in sich selbst. Jedem Vektor ¢ wird ein Vektor

y=Kryp (4.28)

zugeordnet. Gesucht sind die Vektoren ¢ # 0, die ihre Richtung nicht dndern,
sondern nur in ein Vielfaches wep, w € R iibergehen. Das fiihrt auf die Formulie-
rung des speziellen Eigenwertproblems

Kro=wp <<= [Kr—wllp=0 . (4.29)

Die Vektoren ¢ werden auch als Eigenvektoren von K7 mit den dazugehorigen
Eigenwerten w bezeichnet. Ein singuldrer Punkt liegt vor, wenn Null-Eigenwerte
w; = 0 auftreten. Dadurch vereinfacht sich das spezielle Eigenwertproblem zu

Der zugehorige Eigenvektor ¢ kann als Beulform interpretiert werden. Durch
Ersetzen des Eigenvektors ¢ mit der Verschiebung Awv resultiert das Stabilitéts-
problem aus Gleichung (4.27). Das Eigenwertproblem kann bei der Berechnung
der Last-Verschiebungskurve begleitend gelost werden. Treten Null-Eigenwerte
auf, ist ein Stabilitatspunkt gefunden.
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4.4.2 Klassische und lineare Beulanalyse

Fiir eine Bemessung ist meist nur eine naherungsweise Berechnung des ersten
singuldren Punkts von Interesse. Auf eine geometrisch nichtlineare Untersuchung
kann in den meisten Fallen verzichtet werden. Dann ist nur ein linearer Rechen-
schritt erforderlich. Das ist die Motivation der klassischen und linearen Beulana-
lyse, die in der Ingenieurliteratur weit verbreitet sind. Diese Methoden basieren
auf der Zerlegung der tangentialen Steifigkeitsmatrix

Ky = K™+ K"+ K™ (4.31)

mit der linearen Steifigkeitsmatrix K'™, der Anfangsverschiebungsmatrix K" und
der geometrischen Matrix K&°™. Eine solche Zerlegung kann abhéngig von der
Variationsformulierung nur in wenigen Féallen durchgefiithrt werden. Im allgemei-
nen Fall kann die Zerlegung

KT — Klin =+ Knlin o Knlin — KT o Klin (432)

in einen linearen K" und einen nichtlinearen Anteil K™ durchgefiihrt werden.
Die Untersuchung des Stabilitdtsverhalten beginnt dabei im Ursprung G(0,0).
Dort wird die lineare Losung

K;(0)vg=P <+= vy=K;'(0)P (4.33)

berechnet mit K'™ = Kr7(0). Bei der klassischen Beulanalyse entfallen die Vor-
beuldeformationen und das allgemeine Eigenwertproblem lautet:

(K™ 4 AK®™ (1) o =0 . (4.34)
Bei einer linearen Beulanalyse werden alle Anteile betrachtet:
(K™ + A(K"(v) + K=™(9))| o =0 . (4.35)

Die Idee der beiden Beulanalysen basiert darauf, dass bei einer Stabilitatsunter-
suchung die tangentiale Steifigkeitsmatrix Kt vom Belastungszustand und damit
auch vom Verschiebungszustand abhangig ist. Dabei d&ndern sich nur die nichtli-
nearen Terme K" und K®&*°™ mit der Last. Die Frage ist wie weit diese Terme
gesteigert werden miissen, damit die Gleichungen (4.34) und (4.35) fur eine nicht-
triviale Losung ¢ # 0 erfiillt werden. Im Falle eines linearen Vorbeulverhaltens
gilt ndherungsweise

P, ~ A (K" + K&™) (4.36)

Die kritische Last mit der dazugehorigen kritischen Verschiebung kann dann mit
der linearen Beziehung

P.=AP , v,=Av (4.37)
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berechnet werden. Der Eigenwert A kann als Laststeigerungsfaktor mechanisch
wie folgt beurteilt werden:

> 1 uberkritisch
A{=1 singuldr (am Stabilitatspunkt) . (4.38)
< 1 unterkritisch

Ein Nachteil im Vergleich zur mathematischen Betrachtungsweise ist, dass die
Matrizen K" und K#&*°™ nicht positiv-definit sind. Deshalb wird auch ein spezi-
eller Eigenwertloser benotigt.

4.5 Begleitende nichtlineare Stabilitatsuntersuchung

Die Ergebnisse einer klassischen oder linearen Beulanalyse (Stabilitatsanalyse)
kénnen bei einem nichtlinearem Vorbeulverhalten stark von der tatsachlichen
Beullast abweichen. Hierfiir ist eine vollstdndig geometrisch nichtlineare Berech-
nung notwendig. Die nichtlineare Stabilitatsuntersuchung erfolgt hierbei ohne gro-
Beren Aufwand begleitend zur Berechnung des Last-Verschiebungsverhaltens. Die
Beobachtung der Determinante und der Anzahl der negativen Diagonalelemente
der tangentialen Steifigkeitsmatrix K sind einfache Methoden, die in diesem Ab-
schnitt diskutiert werden. Weitere Moglichkeiten sind die Inverse Iteration, das
Bisektionsverfahren oder die Untersuchung des Current Stiffness Parameters, sie-
he fiir eine Zusammenfassung der Verfahren in [337]. Die Determinante det Kr
kann als Nebenprodukt der Dreieckszerlegung Kr = LT DL der tangentialen
Steifigkeitsmatrix Kp nahezu ohne zuséatzlichen Rechenaufwand ermittelt wer-
den. Mithilfe der Determinante von K kann folgende Aussage iiber die Art des
Gleichgewichtszustands getroffen werden:

> (0 stabiles Gleichgewicht - positiv definit
det Kr = { =0 indifferentes Gleichgewicht - indefinit . (4.39)
< 0 labiles Gleichgewicht - negativ definit

Hierbei ist die Bedingung det K1 > 0 fiir ein stabiles Verhalten notwendig, aber
nicht hinreichend. Die Berechnung der Determinante erfolgt tiber das Produkt
der Hauptdiagonalelemente D;;

ndof
det Kr = [] D (4.40)
i=1
mit ndof der Anzahl der Freiheitsgrade. Zur Beobachtung wird die Determinante
in der Form

detk KT

det Kp = ——~
¢ r dethT

(4.41)
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skaliert. Eine Berechnung beginnt so stets mit det K7 = 1. Komplexe FE-Modelle
mit einer sehr groflen Anzahl von Freiheitsgraden kénnen zu groflen Werten von
det K7 fithren. Die Grofe ist durch den darstellbaren Zahlenbereich des Compu-
tersystems beschrankt. Das Problem kann durch Anwendung der extrem langsam
anwachsenden Logarithmus-Funktion gelost werden

detk; KTS it
- mil
dethTs

ndof ndof (442)
detkKTS = (_1)negd lOg H |kDu| = (_1)negd Z log |k:Du|

i=1 =1

det KT =

Dabei muss die Anzahl der negativen Diagonalelemente mit dem Parameter negd
gezahlt werden. Trotzdem ist die Determinantenbeobachtung fiir sehr grofie Syste-
me ungeeignet. Eine Nullstelle mit der v-Achse in einem det K1 — v—Diagramm
ist aufgrund der Darstellung der Genauigkeit auch mithilfe der Logarithmus-
Funktion oft nicht ersichtlich. Das Phanomen wird ,,schleifender Schnitt“ genannt.
In Abbildung 4.6 ist ein schleifender Schnitt bei einer Stabilitatsuntersuchung ei-
ner axialgedriickten Zylinderschale dargestellt.

1e
p
g
det Kr = 10~ g
&~ 8 (@) E ~ v
det Kr = 10~
< . vilz
= det Kr = 10712 Q“’ 2 P
,Schleifender Schnitt® |L R=50mm E =10°N/mm?
<10 s aeee = L =100mm v =0,0
([ ¢ ¢ FYVPVPPPT seoosessdesseee  — | mm 100 x 50 Elemente

Ver = 1,14mm
Verschiebung v

Abbildung 4.6: Determinantenbeobachtung fiir eine Stabilitdtsuntersuchung einer

axialgedriickten Zylinderschale

Nach der Skalierung der Determinante auf den Wert Eins erfolgt bereits beim
zweiten Verschiebungsschritt ein starker Abfall auf den Wert det K¢ = 10~%. Ein
Schnitt mit der v—Achse kann im weiteren Verlauf nicht festgelegt werden. Ein
negatives Diagonalelement D;; tritt viel spater auf. In [40,334, 338,339,342, 345]
wird daher die Beobachtung der Hauptdiagonalelemente als zuverlassiges Krite-
rium fiir das Auffinden eines Stabilitatspunkts empfohlen. Instabile Pfade sind
grundsatzlich durch ein oder mehrere negative Diagonalelemente gegeben. Das
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fithrt auch dazu, dass bei geradzahliger Anzahl von negativen Diagonalelementen
eine positive Determinante resultiert, obwohl ein instabiles Gleichgewicht vorliegt.
Das Vorzeichen der Diagonalelemente von Kr legt die Art des Gleichgewichtzu-
stands fest:

VD , D; >0 — stabil

iD;; , D; =0 — indifferent ) (4.43)

dD; , Dy <0 —  instabil, labil

Die Beobachtung der Elemente der Hauptdiagonalen kostet ebenso keine zusétz-
liche Rechenzeit. Diese liefert ein moderner Gleichungsloser als Nebenprodukt.

4.6 Verhalten bei Imperfektionen

In diesem Abschnitt soll das Tragverhalten bei aufgebrachten Imperfektionen er-
ldutert werden. Imperfektionen konnen Abweichungen in der Geometrie (Mantel-
imperfektionen), Belastung, Randbedingung oder im Werkstoff sein. In Abbildung
4.7 ist das Last-Verschiebungsverhalten unter Imperfektionen fiir einen Stab, ei-
ner Platte und einer Zylinderschale gegeniibergestellt.

Stab Platte Zylinderschale
P
| HIThr ,

> T, T

p
pa frtftre
: Fy 2 labil ,
lab\ﬂ’/' : labil _’ -7
o / 7 E— bl

Per 2 — . : :

x ' imperfekt !

imperfekt | . |
- + imperfekt
| a ! "0 " >V

/UCI' /Ucr ,Ucr

Abbildung 4.7: Last-Verschiebungsverhalten unter Imperfektionen eines Stabs (links),

einer Platte (mitte) und einer Zylinderschale (rechts)

Der stabile Pfad des Stabmodells eines Eulerfalls 2 in Abbildung 4.7 (links) ist
durch ein neutrales Verhalten charakterisiert. Hingegen kann bei einer Platte nach
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Erreichen des indifferenten Punkts die Last aufgrund der zweiachsigen Tragwir-
kung weiter gesteigert werden. Im Rahmen der FEM kann ein Pfadwechsel am
singuldren Punkt nur dann erreicht werden, wenn eine Stérung in Form einer
Imperfektion aufgebracht wird. Unter Verwendung geometrischer Imperfektionen
kann mit den berechneten Eigenwerten am Stabilitdtspunkt der Gleichgewichts-
zustand (v, \) des primaren Pfads gestort werden:

=
Dabei wird auf das aktuelle Verschiebungsfeld v der normierte Eigenvektor aufge-
bracht. Die Imperfektionsamplitude wird mit &; gesteuert. Alternativ kann auch
der Eigenvektor auf die Knotenkoordinaten des FE-Netzes x; als spannungsfreie

Knotenverschiebung aufgebracht werden:

_Pi

T, =T+ &7
el

(4.45)
Die Imperfektionen bewirken eine Eindeutigkeit in der Last-Verschiebungskurve
und ein Stabilitdtsproblem wird zu einem Spannungsproblem. Der imperfekte
Pfad liegt unterhalb des labilen Pfads. Vor allem bei der Zylinderschale tritt ein
Stabilitatsversagen unter dem Einfluss von Imperfektionen bei einer viel geringe-
ren Last ein. Zudem kommt es nach Erreichen des Stabilitdtspunktes zu einem
schlagartigen Lastabfall. Das Verhalten wird auch als bosartig bezeichnet. Das
spezielle Verhalten und die Imperfektionsanfélligkeit einer Zylinderschale wird in
Abbildung 4.8 genauer betrachtet. Die ideelle Beullast fiir eine Schale ohne Imper-

p A
Der,perf-|--onmmnmmoeoeoaooe ?/V erzweigungspunkt
/1
71
/1
— —Av
/0
/
/
i 1 urchschlagpunkt
Per jimpf - -------—- - p J_. ] gp
y i\
i
i
1
i
1
i
1
!
E Nachbeulminimum
| >0
Ucr,impf

Abbildung 4.8: Last-Verschiebungsverhalten einer imperfekten Zylinderschale in An-
lehnung an [321]
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fektionen wird im weiteren Verlauf der Arbeit mit pe, pert bezeichnet. Die kritische
Last bei aufgebrachten Imperfektionen wird mit pey jmps definiert. In Abbildung 4.8
wird verdeutlicht, dass bereits eine geringe Storverschiebung Av ausreichend ist,
die Schale in den instabilen Bereich zu tiberfiihren. Das ist auch ein Grund fiir die
Empfindlichkeit der Versagenslast gegeniiber relativ kleinen Imperfektionen [321].
Die Imperfektionsempfindlichkeit kann in Abhédngigkeit der Imperfektionsampli-
tude &; dargestellt werden, siche Abbildung 4.9. Schon eine geringe Verdnderung

A A

A&
N

Abbildung 4.9: Definition der Imperfektionsempfindlichkeit

der Imperfektionsamplitude A&; oder des Imperfektionsmusters konnen zu einem
tiberproportionalen Abfall der Beullast A\, fithren [162]. Hingegen gelten plat-
tenformige Bauteile als imperfektionsunempfindlich. Sie zeigen keine Reduktion
der kritischen Last nach Erreichen des Stabilitdtspunkts, siehe Abbildung 4.7
(mitte). Der Anstieg der &-A-Kurve in Abbildung 4.9 (rechts) ist ein Maf fiir
die Imperfektionsempfindlichkeit. In THOMPSON & HUNT [317] sind weitere Aus-
fithrungen zu dieser Thematik zu finden. Die Imperfektionsempfindlichkeit ist ein
wichtiger Parameter bei der Festlegung von Sicherheitsfaktoren im Rahmen einer
Normung [162].

Auflerdem entféllt der Verzweigungspunkt, wenn Imperfektionen vorhanden sind.
Stattdessen tritt an der Stelle der maximal aufnehmbaren Last pe; imps €in Durch-
schlagpunkt auf. Die Pfade ndhern sich dann wieder einander an und erreichen
ein stabiles Gleichgewicht im Nachbeulbereich. Mithilfe statischer Untersuchun-
gen unter Anwendung der vorgestellten Kurvenverfolgungsverfahren ist es nicht
moglich den Nachbeulbereich zu untersuchen, siehe z.B. [283]. Das ist auch der
Fall, wenn die Schrittweiten der Kurvenverfolgungsverfahren sehr klein gewéhlt
werden. Der primare Losungspfad verzweigt im Nachbeulbereich einer Zylinder-
schale unter axialem Druck mehrfach und es existieren mehrere sekundare Pfade.
Das Phdnomen wird als Clusterbildung bezeichnet. Die unterschiedliche Beul-
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formen der einzelnen Verzweigungspfade liegen sehr dicht beieinander. Bei im-
perfekten Schalen entfallen die Verzweigungspunkte und eine Abfolge von Durch-
schlagproblemen tritt auf. Das bedeutet, dass viele Bereiche mit abfallenden Last-
Verschiebungskurven enthalten sind [283]. Ein Pfadwechsel nach Gleichung (4.44)
zu initiieren, ist aufgrund der grofien Anzahl moglicher Pfade nahezu unméoglich.
Der Beulvorgang lasst sich vielmehr als zeitlich sehr schnell ablaufender Vorgang
beschreiben, sodass dynamische Phanomene beriicksichtigt werden miissen, wenn
ein Interesse am Nachbeulminimum besteht. Nach Erreichen des Nachbeulmi-
nimums befindet sich der Zylinder wieder in einem stabilen Gleichgewicht und
die aufnehmbare Last kann weiter gesteigert werden. Dieser Bereich in der Last-
Verschiebungskurve wird Nachbeulbereich genannt. Ein weiteres charakteristi-
sches Merkmal des Last-Verschiebungsverhaltens einer Zylinderschale ist, dass
nach Erreichen des Stabilitatspunkts die Verschiebung kleiner werden kann. Die-
ses Phianomen wird snapback genannt. In der numerischen Pfadverfolgung versagt
an dieser Stelle eine Verschiebungssteuerung.
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5 Grundgleichungen der Strukturdynamik

Oft sind vor allem dynamische Systeme mit grolen Unschérfen behaftet. Bau-
praktische Beispiele sind Schwingungen von Tragwerken aufgrund zeitlich abhan-
giger Wind- oder Erdbebenlasten. Das Verhalten kann durch Fuzzy-stochasti-
sche Prozesse modelliert werden. Hierzu werden im Folgenden die Grundlagen
der Strukturdynamik bereitgestellt. Zur numerischen Losung der semidiskreten
Bewegungsgleichung im Rahmen der FEM wird ein explizites und implizites Zei-
tintegrationsverfahren vorgestellt. Daraufhin wird ein Ausblick zu ,verbesserten*
Zeitintegrationsverfahren gegeben, die fiir eine zuverlassige zeitabhéngige Fuzzy-
stochastische Analyse erforderlich sind. Das Kapitel entspricht im Wesentlichen
einer kurzen Zusammenfassung der Werke von HUGHES [139] und BATHE [18].

5.1 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

In der dynamischen Betrachtung werden die Volumenkréfte pbdV mit den
d’Alembert’schen Tragheitskriften pudV erweitert, siche Abbildung 5.1.

W

08,

Abbildung 5.1: Oberflichen-, Volumen- und d’Alembert’sche Tragheitskréifte eines

materiellen Kérpers bezogen auf die allgemeine Konfiguration €2
Die Oberflichenkrifte #dA bilden mit den modifizierten Volumenkriften ein
Gleichgewicht

/p(b—u)-dvdv+/t_-6ud/1:0 . (5.1)
Q o0

Damit kann die schwache Form des (dynamischen) Gleichgewichts als Basis einer
FE-Formulierung aufgestellt werden

G(u,éu):/S:(SEdV—/p(b—fu)-(SudV—/t_-dudA:() C 52)
Q Q o0
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5.2 Semidiskrete Bewegungsgleichung

Mithilfe der Anséatze fiir die Verschiebung v und fiir die Beschleunigung

u= Nv Ou = Nov

] § ) § (5.3)
=N ot = NOv

folgt mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebung nach Gleichung (5.2) die FE-
Formulierung fiir ein 4-Knoten-Element

numel 4
w=J Zév}“{/B[TadA—/N,TQdA—/NIdes
e=1 I=1 Qe Qe a0e
R] PI

4
K=1 ge

(5.4)

M]K

Dabei sind die einzelnen Eintrége wie folgt definiert:

R;: Vektor der inneren Kréfte
P, Vektor der dufleren Krifte

My - Massenmatrix

Fir die vorgestellte Schalenformulierung wird eine Lumped-Form der Massenma-
trix verwendet. Die Matrix ist nur auf der Hauptdiagonalen besetzt. Das fiihrt
zu einer Reduzierung des Rechenaufwands bei der Invertierung der Matrix. Aus
einer numerischen Integration folgt die Darstellung der Massenmatrix zu

pdetJ fir I=K
My = :
1K { 0 fir [£K (5.:5)
mit
o -
h 0
h
0 h3/12
L 0 -

Die einzelnen Eintrage in p fiir die Rotationsfreiheitsgrade resultieren aus dem
Massentrégheitsmoment fiir dinnwandige Schalen. Die Gleichung (5.4) fihrt auf
die semidiskrete Bewegungsgleichung

Mu(t) + R(v(t)) = P(t) . (5.7)
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Dabei wird der Démpfungsterm vernachlassigt. Der Ausdruck semidiskret weist
darauf hin, dass die Knotenwerte einer rdumlichen Diskretisierung entstammen,
aber dennoch kontinuierlich von der Zeit ¢ abhéngen [162].

5.3 Zeitintegrationsverfahren

Zur Losung der semidiskreten Bewegungsgleichung (5.7) werden Zeitintegrati-
onsverfahren eingesetzt. Unterschieden wird zwischen expliziten und impliziten
Verfahren. Das Zentrale Differenzen-Verfahren ist ein Vertreter der expliziten
Verfahren. Das bekannte Newmark-Verfahren zahlt zu den impliziten Zeitinte-
grationsverfahren. In den folgenden zwei Abschnitten werden beide Methoden
kurz vorgestellt.

5.3.1 Explizite Verfahren

Das Zentrale Differenzen-Verfahren nach VERLET [325] basiert auf einer Appro-
ximation der Geschwindigkeit ¥ und Verschiebung v

(tn—l—l - tn) + (tn - tn—l)
2 C o (5.8)

’l}n+1/2 = 1}”_1/2 + AZ?’UTL mit At_ =
Unptr1 = Uy + At'l.)n+1/2 mit At = tn+1 — tn

Durch Einsetzen der Ansétze nach der Gleichung (5.8) in die semidiskrete Bewe-
gungsgleichung (5.7) resultiert ein lineares Gleichungssystem

M’i}n+1 — _R'n,+1 + Pn+1 y (59)

das ohne Iteration und mit der Lumped-Form der Massenmatrix M = [M )] fiir
jeden Freiheitsgrad (i) direkt gelost werden kann

.. (7 1 7 7
Uﬁﬂ)rl = W[ - ng)d + Pr(b+)1 : (5.10)

Die Beschleunigungen 4,, 1 zum Zeitpunkt n+1 werden anschlieflend in die Ansét-
ze (5.8) eingesetzt, um den neuen Verschiebungszustand und Geschwindigkeitszu-
stand zu erhalten. Zum Start der Berechnung wird ein Geschwindigkeitszustand
vorgegeben

’l.)0+1/2 ~ ’l.)o -+ At’l)o . (511)
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5.3.2 Implizite Verfahren

Das Newmark-Verfahren ist benannt nach NEWMARK [213] und ist wohl der be-
kannteste Vertreter der impliziten Zeitintegrationsverfahren. Das Verfahren ba-
siert auf den folgenden parametrisierten Beschleunigungsansatzen

inv V4, =(1—7)0,+70,41 und (5.12)
NV Bpas = (1 28)by + 280nsr (5.13)

Die Parameter v und / sind in den Grenzen 0 < v < 1 und 0 < g < 0,5
frei wahlbar. Typische Werte sind v = 0,5 und g = 0,25. Fir v = 0,5 und
B = 0 resultiert das explizite Verfahren. Durch die Integration der Ansétze fir
die Beschleunigung resultieren die Approximationen fiir die Geschwindigkeiten

Vpi1 = (1 — 7)Ab, + v At + B, (5.14)

und Verschiebungen
1
Vnpr = (5 — B0 At + B AL + 0, Al + v, . (5.15)

Das Umstellen von Gleichung (5.15) nach der Beschleunigung 9,1 fihrt auf

. 1 1 . 1.
Upt1 = W('Ihm#»l - 'Un) - mvn — <1 — 2ﬁ> (™ (516)

und durch Einsetzen dieser Gleichung (5.16) in Gleichung (5.14) folgt fiir die
Geschwindigkeit

Drir = 57&(”"“ —w) + (1 - g) b + (1 - 2%) DAL (5.17)

Die Gleichungen (5.16) und (5.17), die nun in Abhéngigkeit der Verschiebung
V41 ausgedriickt sind, werden in die semidiskrete Bewegungsgleichung (5.7) fir
den Zeitpunkt ¢, eingesetzt

M’bn_;_l + R'l)n+1 = Pn_|_1 . (518)
Daraus resultiert die Definition eines Residuums

BAE BAL 23
+Rn+1_Pn+1 =0

1 1 1
G,oo1=M Vel —Up) — ——0p + (1 —— | v,
i (V1 = vn) ( > ] (5.19)

Das Residuum bildet ein nichtlineares Gleichungssystem und ist implizit von den
gesuchten Groflen abhangig und muss iterativ gelost werden. Die Losung der un-
bekannten Verschiebungen v, ; kann mit dem Losungsalgorithmus des Newton-
Raphson-Verfahrens nach Tafel 4.1 aus dem vorherigen Kapitel erfolgen. Dafiir
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ist eine Linearisierung erforderlich, die auf einen Algorithmus mit einer effektiven
Steifigkeitsmatrix fiihrt

oG
vl BAL
crAuth = —G(v),,)

+1 i+1
vn+1 - vn—l—l + A’U'rz—i-l

M+ Ky, = K
(5.20)

Die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems ist fiir jeden Zeitschritt n mit ¢
Iterationen erforderlich. Der Rechenaufwand pro Zeitschritt ist dadurch im Ver-
gleich zu einem expliziten Verfahren grofler. Dafiir kann aber die Zeitschrittweite
vergrofert werden. Dennoch kann auch hier das Phanomen einer numerischen Dis-
sipation auftreten, d.h. die Losung divergiert mit fortschreitender Zeit. Besonders
bei einem Fuzzy-stochastischen Zeitprozess muss dies verhindert werden, da sonst
auch der Verlauf der Unschérfe in der Zeit divergiert. Deshalb sollten auch abhén-
gig von der Problemstellung alternative Verfahren verwendet werden. KLARMANN
& WAGNER [155] untersuchen z.B. ein ,verbessertes” Zeitintegrationsverfahren

speziell fiir nichtlineare Dynamikprobleme. Weitere bekannte Verfahren sind z.B.
das Generalized-a-Verfahren [51] oder das HHT-Verfahren [129].
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6 Polymorphe Unscharfemodellierung

In diesem Kapitel werden die Grundlagen der polymorphen Unschéarfemodellie-
rung bereitgestellt. Hierzu werden zunéchst die Basisunschiarfemodelle, wie Zu-
falligkeit, Intervalle und Fuzziness, beschrieben. Danach werden die polymorphen
Unscharfemodelle, die in dieser Arbeit zum Einsatz kommen, vorgestellt. Die
Modelle werden aus GRAF ET AL. [106], GOTZ [116], PANNIER ET AL. [223]
und SCHIETZOLD ET AL. [276] zusammengefasst. Im Anschluss wird die numeri-
sche Umsetzung einer Fuzzy-stochastischen Analyse diskutiert. Die Beschreibung
der raumlichen Variabilitdt erfordert die Theorie der Zufallsfelder. Die Theorie
und geeignete Diskretisierungsmethoden zur numerischen Umsetzung werden be-
handelt. Um zusatzlich epistemische Unscharfe bei Problemstellungen raumlicher
Variabilitat berticksichtigen zu konnen, wird der Fokus auf Fuzzy-wahrscheinlich-
keitsbasierte Zufallsfelder gelegt.

6.1 Basisunscharfemodelle

Unschérfe kann in aleatorische und epistemische Unschdrfe unterteilt werden. Mit
aleatorischer Unschdrfe wird die natiirliche Variabilitat beschrieben, die mit dem
Basisunschérfemodell Zufallsvariable aus der bekannten Wahrscheinlichkeitstheo-
rie dargestellt werden kann. Fehlendes Wissen wird mit epistemische Unschdrfe
quantifiziert. Damit kann die Unvollstandigkeit und Ungenauigkeit der vorhan-
denen Daten beschrieben werden. Die Basisunschérfemodelle Fuzzy-Variable und
Intervallvariable aus der Moglichkeitstheorie (engl.: possibility theory) werden zur
Beschreibung der epistemischen Unschdirfe angewendet. Im Folgenden werden die
drei Basisunscharfemodelle Zufallsvariable, Fuzzy-Variable und Intervallvariable
vorgestellt, siche Abbildung 6.1.

| Aleatorische Unschiirfe | | Epistemische Unschérfe |
F (‘{U ) Zufallsvariable Xz (‘fC )Intervallvariable X (ff ) Fuzzy-Variable
1 14

v
&

Abbildung 6.1: Basisunschéirfemodelle: Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion einer

Zufallsvariable (links), Intervallvariable (mitte), Fuzzy-Variable (rechts)
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6.1.1 Zufallsvariable

Die folgenden Zusammenhéange stammen aus den Standardwerken der Stochastik:
FAHRMEIR ET AL. [86], KUTTING & SAUER [171], JANCZYK & PFISTER [145],
BAMBERG [17], BOX ET AL. [36] und LEHN & WEGMANN [182].

Die Zufalligkeit wird iiber den Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,%, P) (6.1)

einer Zufallsgrofle bzw. Experiments definiert. Dabei ist 2 die Ergebnismenge
eines Zufallsexperiments, 3 ist das Ereignissystem (o-Algebra) und P ist das
Wahrscheinlichkeitsmafl. Eine Zufallsvariable X ordnet jedem Elementarereignis
w € ) eine Zahl x € R zu. Das Ereignis w wird als Realisation des Zufallsexperi-
ments bezeichnet. Die Zufallsvariable ist eine Abbildung von €2 in den Raum der
reellen Zahlen

X:Q->R:w— X(w) (6.2)
mit der Wahrscheinlichkeit im Intervall [0,1] eines Zufallsexperiments
P:¥—10,1] . (6.3)

Fir die Angabe eines Wahrscheinlichkeitsmafies werden Verteilungsfunktionen
und Dichtefunktionen verwendet. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion
(engl.: cumulative distribution function, cdf) einer Zufallsgroie entspricht der In-
tegration der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (engl.: probability density
function, pdf)

Fz) = P(X <) = / F6ydt . (6.4)

Mit P(X < z) kann eine Unterschreitungswahrscheinlichkeit angegeben werden.
Da ein Ereignis im Intervall (—oo, 00) sicher eintritt, gilt:

“+oo
/ fydt=1 . (6.5)

Zur Angabe einer Unterschreitungswahrscheinlichkeit p bzw. Uberschreitungs-
wahrscheinlichkeit 1 — p werden Quantilwerte verwendet. Eine reelle Zahl

zp,=sup{r € R : F(z) <p}=inf{x e R : F(x) > p} (6.6)

wird fiir 0 < p < 1 auch p-Quantil einer Zufallsvariable genannt. Der Erwartungs-
wert berechnet sich zu
“+oo

uw=E[X]= /xf(x)dx (6.7)

—0o0
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und die Varianz ist wie folgt definiert:

+oo
0% = Var(X) = / (& — p)? f(z)de = El(x — )] . (6.8)

—00

Die Attribute werden auch als statistische Momente bezeichnet. E[X"] bzw.
E[(X — n)"] sind n-te Momente um X

1. Moment (Mittelwert): FE[X]=FE[(X —u)|=FE[X]—p=0

. ) (6.9)
2. Moment (Varianz): FE[(X — p)°] = E[X] — p = Var(X)

Oftmals wird als Maf} der Streuung die Standardabweichung fiir Dichtefunktionen
angegeben. Diese berechnet sich aus der Wurzel der Varianz o = v/o2. Bekannte
Wahrscheinlichkeitsdichte- und Verteilungsfunktionen sind die Gleichverteilung
und die Normalverteilung. Die Normalverteilung wird auch Gaufs- Verteilung ge-
nannt.

Fir eine Gleichverteilung, wie in Abbildung 6.2 dargestellt, gilt:

0 fir z<a,
1 . I
fir a<t<b, }
ft)=3b—a , F(x)= / dt fir a<t<b,
0 sonst e VT

1 fir b<u

(6.10)
mit dem Erwartungswert und der Varianz
1 a+b (b—a)?

= — = 2= . 11
a b—a/xdx 2 7 12 (6.11)

a

Eine Gleichverteilung im Intervall [a, b] kann mit U(a, b) angegeben werden.

A A
1
b—al | o )
|
|
| i )58 ,
| i |
| i
1 ! > H >
0 u ; > 1 0 : m b > T

Abbildung 6.2: Dichtefunktion (links) und Wahrscheinlichkeitsverteilung (rechts) ei-

ner Gleichverteilung
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Abbildung 6.3: Dichtefunktion (links) und Wahrscheinlichkeitsverteilung (rechts) ei-

ner Normalverteilung

In Abbildung 6.3 ist eine Normalverteilung N (i, 0?) dargestellt. Sie ist folgen-
dermaflen definiert:

1 1/t —p\2
)= ——=—exp|—= ( ) ) 6.12
0= e |5 (551 (612
Das Maximum der Dichtefunktion liegt an der Stelle ¢ = p und an den Stellen
t = p £ o besitzt sie Wendestellen. Mit A/(0,1) wird eine Standardnormalver-
teilung definiert. Aus der Maximum-Likelithood-Schditzung einer Gauf- Verteilung
resultiert der Stichprobenmittelwert

1 N
f=—=> (6.13)
N=
und die Stichprobenvarianz
s 1 2
= 2w (6.14)
i=1

Die Parameter zur Beschreibung einer Dichtefunktion fx und einer Verteilungs-
funktion Fy(x), wie z.B. Erwartungswert E[X]| und Standardabweichung oy,
konnen in einem Vektor Ax zusammengefasst werden:

Fx(z) = F(z,Ax) und fx(z)= f(z,Ax) . (6.15)

Bei diesem Unscharfemodell sind die enthaltenen Parameter in Ay deterministi-
sche Grofen.

6.1.2 Fuzzy-Variable

Die folgenden mathematischen Definitionen der Fuzzy-Set-Theorie orientieren
sich an MOLLER & BEER [200], MOLLER [199] und MOLLER ET AL. [202].

In der klassischen Mengenlehre kénnen Elemente zu einer Menge nur binar zuge-
ordnet werden. Entweder gehort ein Element x zur Menge x € A oder es gehort
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nicht zur Menge x ¢ A. Die Zugehorigkeit kann nur zwei Werte annehmen, ent-
weder 0 oder 1. Im Gegensatz zur klassischen Mengenlehre wird bei der Fuzzy-
Set-Theorie die Zugehorigkeit eines Elements zur Menge A mit einer Zugehorig-
keitsfunktion p4(x) graduell bewertet. Die Zugehorigkeitsfunktion kann Werte
zwischen 0 und 1 annehmen. Damit kénnen Elemente als nur teilweise zugehorig
zur Menge betrachtet werden, siehe Abbildung 6.4.

“A‘Ex ) voll scharfe Menge Fuzzy-Menge
zugehorig
L N V>N ,hoch*

teilweise
zugehorig _

nicht ,mittel

zugehorig ,

' Lgering” .

Abbildung 6.4: Bewertung der Zugehorigkeit eines Elements mit einer Fuzzy-Menge

und scharfen Menge

Die Bewertung der Zugehorigkeit wird auch als Fuzzifizierung bezeichnet und ist
eine problemspezifische Quantifizierungsmethode [108]. Die Festlegung der Zuge-
horigkeitsfunktion kann auf Basis linguistischer Bewertungen und Expertenwis-
sen erfolgen. Hierzu konnen vorhandenen Daten als Anhaltspunkt dienen. Ohne
statistischen Hintergrund erfolgt eine subjektive Bewertung der Daten, indem
verbale Aussagen zur Zugehorigkeit getroffen werden, wie z.B. ,,gering”, , mittel“
und ,hoch“. Mit der Zugehorigkeitsfunktion einer Fuzzy-Menge wird eine (epis-
temische) Moglichkeit des Auftretens beschrieben. Eine normierte Fuzzy-Variable
A ist wie folgt definiert:

A={(z,pa(@)) |z €R}
pa(z) R —10,1] (6.16)
sup[pa ()] = 1
In Abbildung 6.5 ist diese normierte Fuzzy-GroBle dargestellt. Der Wert bei
pa(z) = 1 wird auch als Trendwert bezeichnet. Zur numerischen Umsetzung wird

die a-Level-Diskretisierung durchgefiihrt. Hierfiir wird die Zugehoérigkeitsfunktion
in a-Levels unterteilt:

Ay, ={z €R | pa(z) >}, @€ (0,1, k=1,...,Nuey - (6.17)

Mit jedem a-Level A,, wird ein Intervall A,, C R, A,, = %4, Ta,] beschrieben
und damit eine scharfe Menge. Das Unschéirfemodell Intervallvariable kann als
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Abbildung 6.5: Darstellung einer normierten Fuzzy-Grofie

Sonderfall einer Fuzzy-Variable betrachtet werden. Die Stiitzmenge (engl.: Sup-
port) einer Fuzzy-Variable ist ebenfalls eine scharfe Menge

S(A)={z € R | pa(z)) >0} . (6.18)

In der vorliegenden Arbeit werden ausschliefllich konvexe Fuzzy-Grofien definiert.
Die Zugehérigkeitsfunktion jiy () einer konvexen Fuzzy-Variable A ist beidseitig
vom maximalen Funktionswert p4(z) = 1 monoton fallend:

pa(zo) > minfpa(x1); pazs)] Vaoy, 0,25 € A mit 2y <ap <3 . (6.19)

In Abbildung 6.6 ist eine konvexe Fuzzy-Dreieckszahl und ein Fuzzy-Trapezinter-
vall mit linearer Zugehorigkeitsfunktion dargestellt.

Fuzzy-Dreieckszahl Fuzzy-Trapezintervall

v i) I3 Ty

Abbildung 6.6: Darstellung einer Fuzzy-Dreieckszahl (links) und eines Fuzzy-Trape-

zintervalls (rechts)

Beide Fuzzy-Zahlen konnen mit folgender einfacher Notation beschrieben werden:
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o Fuzzy-Dreieckszahl A = (21, T2, x3)

o Fuzzy-Trapezintervall A = (zq, z9, 3, 74)

Nichtkonvexe Fuzzy-Grofien werden z.B. in [247] erldutert. In Abbildung 6.7 ist
eine nichtkonvexe Fuzzy-Variable dargestellt.

-9

-t

)_lg_____
S h------
()
8
w

Abbildung 6.7: Darstellung einer nichtkonvexen Fuzzy-Variable

6.1.3 Intervallvariable

Ist beispielsweise keine Bewertung der Daten moglich, bietet sich die Wahl des Un-
scharfemodells Intervallvariable an. Damit konnen ungenaue, unbewertete Daten
abgebildet werden. Die Grenzen konnen durch Experteneinschatzungen festgelegt
werden. Ein Intervall Z C R ist durch eine charakteristische Funktion

(2) 1, fir z€Z (6.20)
x) = :
X 0, fir z¢7

definiert und kann unter der Annahme z;, z,,z € R mit z; < x, wie folgt ange-
geben werden:

[x),x.], fir x€ZCR:2 <xz<ux, geschlossen

(xy,z,), fir 2€ZCR:xy <z <z, offen
[ (6.21)

)
, fir r€eZCR:x <x<ux,, rechtsoffen
(xy,z,], fir z€Z CR:x <z <z, links offen

Eine Menge, die alle IntervallgroBen enthélt, wird auch mit Z(R) bezeichnet.
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6.2 Polymorphe Unschiarfemodelle

Aus der Kombination aleatorischer und epistemischer Basisunscharfemodelle ist
der Begriff der polymorphen Unschdrfe entstanden, siche GRAF ET AL. [105,106].
Polymorphe Unschdirfemodelle ermoglichen die Berticksichtigung verschiedener
Unscharfecharakteristiken in einer Analyse. Vorteilhaft ist, dass eine explizite
Trennung zwischen aleatorischer und epistemischer Unschirfe moglich ist. Im
Folgenden werden die angewendeten Unscharfemodelle einer Intervall-wahrschein-
lichkeitsbasierten Zufallsvariable (p-box) und einer Fuzzy-wahrscheinlichkeitsba-
sierten Zufallsvariable erldutert. Abschlieend werden weitere Unschérfemodelle
aus [105,106,116,223] in einer Tabelle zusammengestellt.

6.2.1 Intervall-wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsvariable

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion einer Intervall-wahrscheinlichkeitsba-
sierten Zufallsvariable (engl.: interval probability based random variable, ip-r) wird
durch eine linke Grenze F(z) und rechte Grenze F(z) gebildet, siche Abbildung
6.8.

Abbildung 6.8: Darstellung einer Intervall-wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsvaria-
ble (p-box)

Das Intervall [F'(z), F(x)] wird Wahrscheinlichkeitsbox (engl.: probability bozx, p-
box) genannt [26]. Dieses Unschérfemodell wird angewendet, wenn kein Vertei-
lungstyp festgelegt werden kann. Neben aleatorsicher Unschérfe wird damit auch
epistemische Unscharfe berticksichtigt. Der Wahrscheinlichkeit P* wird ein In-

*

*] zugeordnet. Eine p-box kann vollstandig wie folgt definiert

tervall 7* = [z}, x
werden [26]:

(F(x), E(x), M, V, F) (6.22)
unter Einhaltung der Bedingung
Fy(x) < Fx(x) < Fx(z) . (6.23)
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Liegen weitere Informationen vor, kann hier auch ein Konfidenzintervall des Fr-
wartungswerts M und der Varianz V angegeben werden. In F sind alle moglichen
Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktionen enthalten. Die Abbildungsvorschrift ei-
ner p-box als Zufallsvariable mit Intervallisierung ist X : Q — Z(R).

6.2.2 Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsvariable

Das Unscharfemodell Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsvariable (engl.:
fuzzy probability based random variable, fp-r) wird in PANNIER [222] und PANNIER
ET AL. [223] eingefithrt. Wenn mindestens ein Verteilungsparameter im Vektor
nach Gleichung (6.15) durch eine Fuzzy-Variable beschrieben wird, resultiert dar-
aus eine Fuzzy-wertige Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion. Die fp-r-Variable
ist fiir den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 3, 15) definiert. 2 und ¥ kénnen aus der
Definition einer Zufallsvariable entnommen werden. P wird Fuzzy-wertige Wahr-
scheinlichkeit genannt

pP= (ﬁa)aem . (6.24)

Diese ordnet fiir jedes a-Level jedem A € ¥ ein Wahrscheinlichkeitsmaf in Form
eines Intervalls P, = [P, (A), P,,(A)] zu. Dabei gilt die Bedingung

0 < Pos(A) < Pop(A) <1 (6.25)

Fiir jedes a-Level kann eine zugehorige Fuzzy-wertige Wahrscheinlichkeitsverteil-
ungsfunktion definiert werden

Fx = <(FX)a>ae(o,1] (6.26)
Eine fp-r-Variable ist auflerdem folgende Abbildung:
X: Q=R . (6.27)

In Abbildung 6.9 (rechts) ist die fp-r-Variable mit Fuzzy-wertigen Wahrschein-
lichkeiten dargestellt. Mithilfe der Abbildung soll verdeutlicht werden, dass bei
einer fp-r-Variable das Wahrscheinlichkeitsmaf eines Ereignisses fuzzifiziert wird.
Wenn der Erwartungswert oder die Varianz eines Verteilungstyps aufgrund zu
wenig vorhandener Daten nicht festgelegt werden kénnen, bietet sich die Verwen-
dung der fp-r-Variable an. Die Definition der Verteilungsparameter fiihrt dann auf
eine Fuzzy-wertige Wahrscheinlichkeitsfunktion. Das Unscharfemodell erlaubt ne-
ben der aleatorischen Unschérfe auch die Quantifizierung der Unvollstandigkeit
der Daten als Teil epistemischer Unschérfe.
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6.2.3 Zusammenfassung polymorpher Unschirfemodelle

In Tabelle 6.1 sind die polymorphen Unscharfemodelle nach [105, 106, 116] zu-
sammengefasst. Da das gewéhlte Unschirfemodell das Ergebnis und auch das
decision-making mafigeblich beeinflusst, sollte die Wahl eines Modells stets von
den tatsidchlich vorhandenen Daten abhéngig gemacht werden. Dazu werden in
der letzten Spalte der Tabelle entsprechende Hinweise gegeben. Der Vorteil der
polymorphen Unschéarfemodelle besteht darin, dass bei geeigneter Wahl den Ein-
gangsparametern kein hoherer Informationsgehalt nachgesagt wird. Die Unschér-
femodellierung ermoglicht eine ,wahrheitsgeméfie“ Angabe der Parameter und
damit eine zuverlédssige und realitdtsnahe Modellierung. Neben den Basisunschér-
femodellen werden in dieser Arbeit das p-box-Modell und das fp-r-Modell ein-
gesetzt. Zur Vollstandigkeit sind in Tabelle 6.1 zusétzlich die Modelle Fuzzy-
Zufallsvariable (fr) und Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte Fuzzy-Zufallsvariable
(fp-fr) aufgefithrt. In Abbildung 6.9 wird einer fr-Variable eine fp-r-Variable ge-

geniibergestellt.
[ T 7 =
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Abbildung 6.9: Darstellung einer Fuzzy-Zufallsvariable (links) und einer Fuzzy-
wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsvariable mit Fuzzy-wertigen Wahrscheinlichkeiten
(rechts), in Anlehnung an [116]

Bei der fr-Variable wird nicht das Wahrscheinlichkeitsmafl fuzzifiziert, sondern
die Realisation. Das ist mit der Abbildung

X: Q- F(R) (6.28)

gekennzeichnet. Die Wahrscheinlichkeit ist bei diesem Modell also ,scharf. Als
Beispiel sind Ungenauigkeiten von Messungen zu nennen. Auch wenn die Auftre-
tenswahrscheinlichkeit genau ermittelbar ist, kann durchaus ein Messgerét feh-
lerhafte Werte der Realisation liefern. Damit konnen durch dieses Modell Un-
genauigkeiten quantifiziert werden. Aus der Kombination mit dem fp-r-Modell
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resultiert das fp-fr-Modell, eingefithrt in [222,223]. GOTZ fithrt in [116] zusétz-
lich das Modell Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte p-box (fp-p-box) ein, das ein
Sonderfall der fp-fr-Variable darstellt.
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6.3 Numerische Strukturanalyse mit unscharfen Daten

In einer numerischen Strukturanalyse mit unscharfen Daten werden die Fuzzy-
Eingangsgrofien & = {&,...,%;,...2y} auf die Fuzzy-Ergebnisgrofien
z=A{%,...,%,... 2y} abgebildet

gcDCcR” - z2ecRY . (6.29)

Der Abbildungsoperator z = M(x) stellt den Analysealgorithmus dar, z.B. das
FE-Modell. Dieser transformiert alle Punkte & aus dem Fuzzy-Eingangsraum
& in den Fuzzy-Ergebnisraum Z [203]. Folgend wird nur ein eindimensionaler
Ergebnisraum mit 7 € R! betrachtet. Die Abbildung wurde urspriinglich mit
dem Erweiterungsprinzip von ZADEH [360] gelost. Allerdings fiihrt diese Methode
bei rechnerisch aufwendigen Abbildungsoperatoren M(x) mit mehreren Fuzzy-
Eingangsgrofien auf unwirtschaftliche Rechenzeiten. Eine effiziente numerische
Umsetzung der Abbildung erfolgt deshalb besser mit der a-Level-Optimierung
(ALO), siehe z.B. [202].

6.3.1 «a-Level-Optimierung

Bei der ALO wird folgendes Optimierungsproblem gelost:
Zay, = min [M(x)]

T€EAq,

(6.30)
Zay, = Max [M(x)] mit k=1,..., Ny,

Die minimalen und maximalen Ergebnisgrofien auf jedem a-Level werden gesucht.
In Abbildung 6.10 ist das Prinzip fiir einen zweidimensionalen Eingangsraum und
einem eindimensionalen Ergebnisraum dargestellt. Ein mehrdimensionaler Fuzzy-
Eingangsraum K wird durch das kartesische Produkt der Fuzzy-Eingangsmengen
Ay, ..., Ay gebildet:

K=A x---x Ay . (6.31)

Das ist aber nur zulassig, wenn Abhangigkeiten unter den Fuzzy-Eingangsmen-
gen ausgeschlossen werden kénnen. Zur Losung des Optimierungsproblems kon-
nen Suchverfahren, wie z.B. Evolutionsstrategien, angewendet werden. In [202]
wird im Kontext der a-Level-Optimierung eine modifizierte Evolutionsstrategie
vorgestellt. Solche Evolutionsstrategien sind bei komplexen Abbildungsoperato-
ren nicht mehr zielfiihrend. Deshalb wird die Strategie der Metamodelle, die im
nachsten Kapitel vorgestellt wird, angewendet. Dabei wird fiir den Abbildungs-
operator ein geeignetes Ersatzmodell gesucht. Die Auswertung des Ersatzmodells
lauft sehr viel schneller ab. Auf dem Metamodell kénnen dann wieder die ent-
wickelten Evolutionsstrategien zum Auffinden der extremalen Punkte eingesetzt
werden.
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Fuzzy-Eingangsgrofien Fuzzy-Ausgangsgrofie
a-Level-Optimierung

Abbildungsoperator M ()

deterministische n
Grundlésung
2 (37 1, T2 )
A
1 a
Q.

» L1

Abbildung 6.10: Darstellung der a-Level-Optimierung fiir einen zweidimensionalen

Eingangsraum und einem eindimensionalen Ausgangsraum

6.3.2 Monte-Carlo-Simulation

Die folgende Beschreibung der Monte-Carlo-Simulation ist eine kurze Zusam-
menfassung aus [171]. Durch die Entwicklung von Computern kénnen heutzutage
Zufallsexperimente mit Modellen numerisch durchgefithrt werden. Damit kann
aleatorische Unscharfe mit der Simulation von Zufallszahlen berticksichtigt wer-
den. Das Ereignis, das bei einem solchen numerischen Zufallsexperiment eintritt,
wird als Realisation bezeichnet. Die Methode fiir numerische Zufallsexperimente
wird Monte-Carlo-Simulation (MCS) genannt. Die Namensgebung dieser Metho-
de geht auf die Roulettespiele im berithmten Casino der Stadt Monte-Carlo zu-
riick. Die Zufallszahlen werden mit der Anwendung eines Zufallszahlengenerators
erzeugt. Die durch den Computer generierten Zufallszahlen sind keine ,echten®
Zufallszahlen. Diese werden mit deterministischen Algorithmen, wie z.B. der li-
nearen Kongruenzmethode, erzeugt. Diese Zahlen werden deshalb Pseudozufalls-
zahlen genannt. Ausgehend von gleichverteilten Zufallsvariablen im Intervall [0, 1]
konnen weitere Verteilungen von Zufallszahlen erzeugt werden. Eine Methode zur
Erzeugung normalverteilter Zufallszahlen ist beispielsweise die Polare Methode
der Normalverteilung nach Box & MULLER [37]. Die Grundlage der MCS ist das
Gesetz der grofien Zahlen. Dieses besagt, wenn das numerische Zufallsexperiment
immer wieder mit den gleichen Voraussetzungen durchgefithrt wird, konvergiert
die relative Haufigkeit gegen die Wahrscheinlichkeit des Zufallsexperiments. Im
Rahmen der Unschéarfemodellierung ist daher darauf zu achten, dass geniigend
Realisationen eines Zufallsexperiments erzeugt werden.
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6.3.3 Fuzzy- und Fuzzy-stochastische Strukturanalyse

Bei einer Fuzzy-Analyse werden die Eingangsparameter als Fuzzy-Variablen de-
finiert. Das Ergebnis der a-Level-Optimierung sind Fuzzy-Ausgangsgrofien. Das
Schema einer Fuzzy-Strukturanalyse fiir eine Fuzzy-Eingangsvariable ist in Ab-
bildung 6.11 dargestellt. Bei einer Fuzzy-stochastischen Analyse werden die Ver-

Fuzzy-Analyse

a-Level-Optimierung
Grundlosung M ()

» T > 2

Abbildung 6.11: Darstellung einer Fuzzy-Strukturanalyse fiir den eindimensionalen
Fall

teilungsparameter, wie z.B. Erwartungswert und Standardabweichung, als Fuzzy-
Variablen definiert. Hier muss an den Stiitzstellen im Eingangsraum jeweils eine
stochastische Analyse, z.B. mit der MCS, durchgefiihrt werden. Fiir eine MCS
sind Ny,es Auswertungen der Grundlosung notig, um ausreichend genaue stochas-
tische Ausgangsgrofien zu erhalten. In dieser Arbeit basieren die deterministi-
schen Grundlésungen meist auf der Nichtlinearen Finiten-Elemente-Methode, d.h.
der Abbildungsoperator M(x) ist ein FE-Modell mit dem geometrische Nichtli-
nearitdten beschrieben werden kénnen. Die Strukturanalyse mit unscharfen Pa-
rametern und einem FE-Modell zur Berechnung der deterministischen Grund-
16sung wird auch Fuzzy-stochastische Finite-Elemente-Methode (FSFEM) ge-
nannt [204, 289]. Eine praktische Beschreibung Fuzzy-zufélliger Eingangsgrofien
bietet die Scharparameterdarstellung, siehe z.B. in [199,200, 288]. Dabei kénnen
beispielsweise der Fuzzy-Erwartungswert und die Fuzzy-Standardabweichung in
einem Scharparameter § = {i, 7, ...} zusammengefasst werden. Eine Fuzzy-cdf
kann dann wie folgt angegeben werden:

F(z)=F(s,x) . (6.32)

In Abbildung 6.12 ist eine Fuzzy-stochastische Strukturanalyse mit einer fp-r-Va-
riable dargestellt. Die Verteilungsparameter s; und s, sind als Eingangsvariablen
im Scharparameter s enthalten. Die Ergebnisgrofie z der Analyse ist ebenfalls eine
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Fuzzy-stochastische Analyse

a-Level-Optimierung

Scharparameter §=[s1, s

(1)
1 .........

Stochastische Analyse
— Grundlosung M (z)

(07 N

11(s2)

Qg

Abbildung 6.12: Darstellung einer Fuzzy-stochastischen Strukturanalyse mit einer

Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsvariable (fp-r)

fp-r-Variable. Zusammenfassend besteht der Algorithmus einer Fuzzy-stochasti-
schen Analyse fiir das fp-r-Unschérfemodell aus drei Schleifen, sieche Abbildung
6.13 (links).

Fuzzy-Analyse Stochastische Analyse
Stochastische Analyse Fuzzy-Analyse
Grundlésung Grundlosung

Abbildung 6.13: Schleifenalgorithmus zur Verarbeitung verschiedener Unschérfemo-
delle nach [223]: Struktogramm fiir eine fp-r-Variable (links) und einer fr-Variable
(rechts)

Die duBlere Schleife ist die Fuzzy-Analyse und beinhaltet die a-Level-Optimierung.
Die mittlere Schleife besteht aus der stochastischen Analyse und die deterministi-
sche Grundlosung bildet die innere Schleife. Bei der Verarbeitung eines fr-Modells
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wird beispielsweise die Stochastik- mit der Fuzzy-Schleife getauscht. Eine ausfiihr-
liche Beschreibung der Analysemethoden fiir unterschiedliche Unschérfemodelle
wird in [223,250] gegeben.

6.4 Modellierung raumlicher Variabilitat

In diesem Abschnitt werden Methoden zur Behandlung rdumlich variierender Un-
scharfe vorgestellt. Die Streuungen von Material- oder auch Geometrieparametern
beschreiben raumlich korrelierte Felder. Werden die mechanischen Eigenschaften
an zwei benachbarten Punkten eines Tragwerks betrachtet, ist eine Korrelati-
on der Materialeigenschaften zu beobachten. Fiir eine realistische Modellierung
muss diese Korrelation beriicksichtigt werden. Dafiir werden im Folgenden nach
den Grundlagen der multivariaten Stochastik die Theorie der Zufallsfelder skiz-
ziert. Zur Berticksichtigung der Unschirfe werden Fuzzy-wahrscheinlichkeitsba-
sierte und Intervall-wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsfelder vorgestellt. Im An-
schluss werden effiziente Methoden zur Diskretisierung der Felder erldutert.

6.4.1 Grundlagen der multivariaten Stochastik

Wie stark Ereignisse miteinander zusammenhangen, wird in der Stochastik mit
der Korrelation beschrieben. Der lineare Zusammenhang zweier Zufallsvariablen
X; und X, kann tiber die Kovarianz wie folgt angegeben werden:

C(X1, X2) = B[(X1 — px, ) (X2 — px,)] - (6.33)

Die Korrelation ist die Normierung der Kovarianz mit der Standardabweichung
der jeweiligen Zufallsvariablen

C(X1, X
R(Xl,XQ) = M = PX;,Xy - (634)

OXlan

Der Korrelationskoeffizient py, x,, umgangssprachlich die Korrelation, kann fol-
gende Werte annehmen:

-1 S PX1,X> S 1 . (635)

Die Matrixschreibweise
C=0’R (6.36)

mit C der (Auto-)Kovarianzmatrix und R der (Auto-)Korrelationsmatrix ermog-
licht die Darstellung einer multivariaten Gaufs- Verteilung

fx(x) = \/(QWUQ;V Tt - wC i@ . (637)
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6.4.2 Zufallsfelder

Die skizzierten Grundlagen sind aus [312,322] entnommen. Ein Zufallsfeld H (x, 0)
ist ein Skalarfeld, in dem jedem Ort @ € () eine Zufallsvariable zugeordnet wird. In
Abbildung 6.14 ist ein zweidimensionales Zufallsfeld dargestellt. Fiir einen festen

Realisation H(x,0)

Abbildung 6.14: Darstellung eines Zufallsfelds

Ort x ist H(xg, ) eine Zufallsvariable und ein Zufallsfeld stellt mit
{H(z.,0) :x € ,0cO} (6.38)

eine Sammlung von Zufallsvariablen dar. Die méglichen Ereignisse aus der Ereig-
nismenge O eines Zufallsexperiments werden mit 6 bezeichnet. Damit kann eine
Realisation eines Zufallsfelds fiir ein festes Ereignis 6y mit

ho(x) := H(x, 6y) (6.39)
angegeben werden. Bei einem Gauf-Zufallsfeld ist die Verteilungsfunktion an

jedem Ort eine Gaufi-Normalverteilung mit dem Mittelwert p und der Varianz
2

o
Hy(0) := H(xo,0) ~ N (i1,0%) . (6.40)

Ein Gauf-normalverteiltes Zufallsfeld kann durch die Mittelwertfunktion
p(x) = E[H(z)] (6.41)

und der Kovarianz zwischen zwei Zufallsvariablen des Felds mit den Ortsvektoren
x; und x; zu

Clas, ;) = E[(H () — p(x:))(H(z;) — pla;))] (6.42)
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vollstandig beschrieben werden. C(z;, ;) wird auch Kovarianzfunktion genannt.
Durch die Normierung der Standardabweichung folgt die Korrelationsfunktion

C(zi, z;)
o(x;)o(x;)

Mithilfe der Korrelationsfunktion wird die Form eines Zufallsfelds gesteuert. Die-

plxi, x;) = (6.43)

se spielt eine zentrale Rolle bei der Modellierung raumlicher Variabilitat. Die
Korrelationsfunktion kann als Funktion des relativen Abstands 7 der Punkte
zueinander angegeben werden

pl;, ;) =p(T) mit 7=, —x; . (6.44)
Ein Zufallsfeld wird als schwach homogen bezeichnet, wenn die ersten beiden

Momente (Erwartungswert und Varianz) im Gebiet €2 konstant (translationsin-
variant) sind.

wx)=p und o*(x) =o? (6.45)
Sind auch noch die hoheren Momente konstant, wird ein Zufallsfeld als streng

homogen bezeichnet. Auflerdem ist fiir ein homogenes Zufallsfeld die Korrelati-
onsfunktion nicht vom Ort abhangig, sondern lediglich vom Abstand

p(xi, @) = p(xi, @i +7) = p(T) . (6.46)
Eine homogene Korrelationsstruktur lasst sich folglich schreiben zu
C(r) =ao’p(T) . (6.47)

Eine Korrelationsstruktur ist separierbar, wenn die Korrelationsfunktion wie folgt
aufgebaut werden kann:

p(T) = p1(11) pa(72) p3(73) (6.48)

mit 7; den Komponenten des Relativvektors 7 [15]. Ein Zufallsfeld kann zusétzlich
als isotrop bezeichnet werden, wenn die Korrelationsfunktion rotationsinvariant
ist, d.h. bei einer Rotation des Relativvektors 7 lasst sich keine Verdnderung der
Korrelation beobachten, siehe [144].

6.4.3 Intervall-wahrscheinlichkeitsbasiertes Zufallsfeld

Aleatorische Unschérfe raumlicher Variabilitat wird durch ein klassisches Zufalls-
feld beschrieben. Allerdings sind die Parameter fiir ein Zufallsfeld oftmals nicht
exakt ermittelbar. Eine Moglichkeit die epistemische Unschérfe zu bertiicksichti-
gen, bietet ein Intervall-wahrscheinlichkeitsbasiertes Zufallsfeld (ip-rf). Die Para-
meter wie Standardabweichung, Mittelwert und Korrelationsldngen(-parameter)
zur Beschreibung der Korrelationsfunktion werden bei diesem Feld als Intervalle
angegeben. Das flihrt zu einer p-box an jedem Knoten des Feldes, sieche Abbildung
6.15.
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Realisation H (x, )

Abbildung 6.15: Intervall-wahrscheinlichkeitsbasiertes Zufallsfeld (ip-rf)

6.4.4 Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasiertes Zufallsfeld

Die Theorie der Zufallsfelder kann mit der Fuzzy-Set-Theorie erweitert werden.
Hierbei sind die Parameter als Fuzzy-Variablen definiert. Ein Fuzzy-wahrschein-
lichkeitsbasiertes Zufallsfeld ist ein Vektor bestehend aus fp-r-Variablen, d.h. an
jedem Punkt des Felds wird eine fp-r-Variable definiert. Jede Realisation hg(x)
fiir ein Ereignis 6y € © ist eine Fuzzy-Funktion. Analog kann jedes Unschérfemo-
dell zur Darstellung der rdumlichen Variabilitdt verwendet werden. In Abbildung
6.16 ist ein Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasiertes Zufallsfeld (fp-rf) dargestellt.

Realisation H(x,6,)

Abbildung 6.16: Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasiertes Zufallsfeld (fp-rf)
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6.4.5 Ubersicht der Unschirfemodelle

In Tabelle 6.2 sind die Modelle raumlich veranderlicher Unscharfe zusammenge-
fasst. Neben den in dieser Arbeit verwendeten Modellen sind zusatzlich auch In-

Name Bezeichnung Charakteristik
H(x,0) ,
Zufallsfeld (rf) X0 SR aleatorisch
. H(x) epistemisch, unbewertete
I lifeld (if
ntervallfeld (if) xz: R — {0,1} Feldparameter
H(x) epistemisch, bewertete

Fuzzy-Feld (ff) pi(x): R —[0,1] Feldparameter

aleatorisch, epistemisch,

H
Fuzzy-Zufallsfeld (f-rf) (@) bewertete Feldparameter,
X :Q— F(R) e
Unvollstandigkeit
Intervall- FI(:B,H) aleatorisch, epistemisch
ri istemi
wahrscheinlichkeits- X :Q—ZI(R) b ) t, E‘ d Jt
unbewertete Feldparameter
basiertes Zufallsfeld (ip-rf) P : ¥ — [0, 1] >
o . H(zx, 0) aleatorisch, epistemisch,
F -wahrscheinlichkeits-
uzzy-walrschein ichielts X: Q=R bewertete Feldparameter,

: ‘ i X -
basiertes Zufallsfeld (fp-rf) P ( a) Unvollsténdigkeit

aleatorisch, epistemisch
Fuzzy-wahrscheinlichkeits- > P ’

H bewertete Feldparameter
basiertes Fuzzy-Zufallsfeld X : Q — F(R) CraLenE L e

A A Unvollsténdigkeit &
(fp-f-rf) P

Ungenauigkeit

Tabelle 6.2: Polymorphe Unschérfemodelle zur Modellierung rdumlicher Variabilitat

tervallfelder (if), Fuzzy-Felder (ff) und Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte Fuzzy-
Zufallsfelder (fp-f-rf) aufgelistet. Mithilfe von Fuzzy-Zufallsfeldern und deren Spe-
zialfall den Intervallfeldern konnen raumliche Felder mit epistemischer Unschérfe
beschrieben werden. Eine Vorgehensweise wie mehrere Fuzzy-Variablen fiir jeden
Punkt im Raum berticksichtigt werden koénnen, wird z.B. in [116,117] gezeigt. Im
Verlauf der Arbeit werden Imperfektionen als Zufallsfelder beschrieben und die
Korrelationseigenschaften aus Messungen gewonnen. Die Messungen werden als
ausreichend genau vorausgesetzt. Daher wird ein Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasier-
tes Zufallsfeld (fp-rf) ausgewéhlt. In weiteren Arbeiten kann fiir diese Problem-
stellung die Anwendung eines fp-f-rf-Felds untersucht werden. Dadurch kénnen
zusatzlich die Messungenauigkeiten beriicksichtigt werden.
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6.4.6 Methoden zur Diskretisierung von Zufallsfeldern

Um die rdumliche Variabilitat in einem Finite-Elemente-Modell abbilden zu kon-
nen, werden die Zufallsfelder an einer endlichen Anzahl von Stiitzstellen x =
(€1 3 ... zy]T, den FE-Knoten oder den GauBpunkten, dargestellt. Neben der
Ortsdiskretisierung ist zusétzlich eine stochastische Diskretisierung der Zufalls-
variable erforderlich.

Hz) Dketserng g (6.49)

Hierfiir existiert eine Vielzahl von Maoglichkeiten, siehe auch [312]. Eine hau-
fig verwendete Methode ist die Karhunen-Loéve-Transformation (KLT) (engl.:
Karhunen-Loéve- Expansion, KLE), die in diesem Zusammenhang in [363] einge-
fuhrt wird. Weitere mathematische Grundlagen sind in [3, 153] beschrieben. Die
KLE ist eine Reihenentwicklung, bei der sich das diskrete Zufallsfeld als Summe
M unabhéngiger Basisvektoren ¢;(x) und den Zufallsvariablen b;(f) zusammen-
setzt.

H(z.0) =) bi(9) pi(z) (6.50)

=1

Die Basisvektoren resultieren aus dem Eigenwertproblem der Kovarianzmatrix

C(xy, 1) -+ Clxy,xy)
C @i =X mit C=o0"p(t)= : : (6.51)

Clxy,x1) -+ Clxn,xzy)

mit den Eigenvektoren ¢; und den Eigenwerten J);. Da die Kovarianzfunktion
symmetrisch und positiv ist, ist auch die Kovarianzmatrix symmetrisch und posi-
tiv definit. Diese kann mit einer Korrelationsfunktion p(z;, ;) entwickelt werden.
Dazu bietet sich ein exponentieller Verlauf

o1, ;) = exp [—d%"’)] (6.:52)

oder ein quadratisch exponentieller Verlauf

M] (6.53)

p(wwm]) = exXp l_ /

an. Dabei ist d(x;, ;) der Abstand der FE-Knoten oder der GauBpunkte. Der
Parameter /. ist die Korrelationslange. Mit der Korrelationslange, auch Korre-
lationsparameter genannt, kann der Verlauf der Exponentialfunktion gesteuert
werden. Fir {. — oo oder fiir d(i,7) — 0 konvergiert die Exponentialfunktion
gegen den Wert 1. Damit besteht ein maximaler Zusammenhang (Korrelation)
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zwischen den beiden Punkten ¢ und j. Hingegen beeinflussen sich zwei Punkte
mit sehr groflem Abstand kaum. In Abbildung 6.17 sind hierzu Realisationen einer
Struktur mit 8 x 8 Knoten fiir eine quadratisch exponentielle Korrelationsfunktion
mit zwei unterschiedlichen Korrelationslangen dargestellt. Die Korrelationsldngen

Kovarianzmatrix

Abbildung 6.17: Kovarianzmatrix und Realisation einer quadratischen Struktur mit
den Seitenldngen 1 x 1 und 8 x 8 Knoten fiir eine quadratisch exponentielle Korrelati-

onsfunktion mit zwei unterschiedlichen Korrelationsldngen

konnen in der Unschiarfemodellierung als Fuzzy-Variablen beschrieben werden.
Des Weiteren spielt auch die Wahl der Korrelationsfunktion eine entscheidende
Rolle fiir die Glattheit der Realisation. Die Ableitung der Korrelationsfunktion
ist maBigebend fiir die Glattheit des Zufallsfelds, sieche [243,308]. Wenn fiir die
Ableitung an der Stelle d = 0 gilt:

2 —o (6.54)

folgen glatte Realisationen eines Zufallsfelds. Das ist hier nur fiir die quadratisch
exponentielle Korrelationsstruktur der Fall, siche Abbildung 6.18.

Die Zufallsvariablen b;(6) sind unkorreliert und mittelwertfrei, aber nicht stan-
dardnormalverteilt. Die Eigenwerte ); sind die Varianz of der Zufallsvariablen
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Abbildung 6.18: Vergleich der Realisationen fiir eine exponentielle und quadratisch

exponentielle Korrelationsfunktion

und mit dem Zusammenhang
bi(0) —
a0) = "0 v, (6.55)

konnen die Zufallsvariablen transformiert werden. Daraus resultiert die bekannte
Form des diskreten Zufallsfelds

Z VA 60) i) (6.56)

Durch Vorgabe eines Mittelwerts p(x) kann ein beliebiges Gauf-normalverteiltes
Feld beschrieben werden.

H(z,0) +az\f§ o4 (6.57)

Eine effizientere Methode ist die EOLE (Expansion Optimal Linear Estimation)
nach L1 & KIUREGHIAN [185]. Diese minimiert den Varianzfehler an den Knoten
des Felds

Minimiere: Var [H(a:) — [—A[(w)} . (6.58)

Dafiir wird ein stochastisches Netz eingefithrt. Damit ist eine einfache Trennung
vom FE-Netz moglich. Die Reihenentwicklung ahnelt der KLE und ist wie folgt
definiert:

H(x,0) = (Z\/—, )C(acs,:c) . (6.59)
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=[xy ... z7 ... ©3,;] enthalten und

Die stochastischen Knoten sind im Vektor x :

die FE-Knoten werden mit dem Vektor = [&; ... «; ... x| definiert. Die Losung
des Eigenwertproblems ist nur beziiglich der Knoten des stochastischen Netzes
erforderlich. Die Kovarianzen zwischen FE- und stochastischen Knoten sind in
der gemischten Kovarianzmatrix

[ C(zf,zy) ... Clzf,z;) ... Clzf,zy) ]
Cz® z)=| Cx’,x) ... Cllx;) ... Cx} xy) (6.60)
| Oz, x1) ... C(x3,x) ... Cx3,zN) |

enthalten. Das stochastische Netz kann weniger Knoten enthalten als das FE-
Netz. Dadurch kann der numerische Aufwand zur Losung des Eigenwertproblems
verringert werden. Der Rechenaufwand kann weiter reduziert werden, indem nicht
alle Eigenwerte ausgerechnet werden. Allerdings ist die Anzahl der benétigten
Eigenwerte abhangig von der gewédhlten Korrelationsstruktur. Fiir ein unregel-
méfiges Zufallsfeld werden mehr Eigenwerte benotigt als fiir ein glattes Feld. Zur
Abschétzung der Anzahl bendtigter Eigenwerte wird in [15,41] das Qualitdtsmal
Ny—ca

Ak

Q= l;:(IC) (6.61)

gegeben. Ein Qualitdtsmafl () = 1 bedeutet, dass alle Eigenwerte N, fiir die

Darstellung des Zufallsfelds berticksichtigt werden. Die Qualitdt nimmt ab, wenn
eine Anzahl von ¢y Eigenwerten bei der Summe vernachléssigt wird.

1,007 1
ualitat
Q Q 05
1 0
0,8
Korrelationslange ..

100

Anzahl der Eigenwerte

Abbildung 6.19: Qualitdtsmaf eines Zufallsfelds mit exponentieller Korrelationsfunk-
tion nach Gleichung (6.52) fiir eine quadratische Struktur mit der Abmessung 1 x 1
und 10 x 10 Knoten.
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In Abbildung 6.19 ist das Qualitatsmaf fiir ein Zufallsfeld einer quadratischen
Struktur mit der Abmessung 1 x 1 fiir verschiedene Korrelationslangen ¢. mit
exponentieller Korrelationsfunktion nach Gleichung (6.52) dargestellt. Die Dis-
kretisierung besteht aus 10 x 10 Knoten. Damit betrédgt die maximale Anzahl zu
berechneter Eigenwerte Ny = 100. In [179] werden geometrische Imperfektionen
von Plattenstrukturen mit Zufallsfeldern modelliert. In dieser Veroffentlichung
wird auch die Auswirkung der Vernachlassigung von Eigenwerten bei der Dar-
stellung der Zufallsfelder mit der KLE auf das Beulverhalten genauer untersucht.

6.4.7 Beispiel: Quadratplatte mit Imperfektionen

Das Beispiel soll den Einfluss des stochastischen Netzes auf das Ergebnis einer
MCS verdeutlichen. Geometrische Imperfektionen werden als Realisationen eines
Zufallsfelds fiir eine Quadratplatte mit Navier-Lagerung erzeugt. Fiir die Stan-
dardabweichung des Zufallsfelds wird o = 5mm gewéhlt. Die Korrelationsma-
trix wird mit der quadratisch exponentiellen Korrelationsfunktion nach Gleichung
(6.53) erstellt. Mit dieser Wahl der Korrelationsfunktion wird eine Glattheit der
erzeugten stochastischen Imperfektionen erreicht. Das FE-Modell der Quadrat-
platte unter Axialdruck und den Materialparametern fiir ein isotropes Stoffgesetz
ist in Abbildung 6.20 dargestellt.

U +— p D
" A
E = 210000 N/mm? |« labil
v=20,3 —]
pcr T " i
t =10mm = | imperfekt
“— S !
] ™ |
—| ' stabil
1 il |
> ¢+ T = u
uCI'
1000 [mm]

Abbildung 6.20: FE-Modell der Quadratplatte mit Navier-Lagerung unter Axialdruck
(links) und Last-Verschiebungskurve (rechts)

Die ideelle Beullast betragt p., = 758,73 N/mm mit der zugehorigen kritischen
Verschiebung u., = 0,361 mm. Fir die MCS werden jeweils 500 stochastische
Imperfektionen erzeugt. Diese geometrischen Imperfektionen werden im FE-Mo-
dell als spannungsfreie Knotenverschiebungen senkrecht zur Ebene berticksichtigt.
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Die Beulanalyse wird mit dem Bogenldngenverfahren und einer Verschiebungs-
steuerung durchgefithrt. Aufgrund der Imperfektion wird mit der Last-Verschie-
bungskurve ein Spannungsproblem beschrieben, d.h. der indifferente Punkt ent-
fallt. Deshalb wird die Last der imperfekten Platte an der Stelle der kritischen
Verschiebung untersucht. Die zu dieser Verschiebung zugehorigen Lasten aus der
MCS werden mit der ideellen Beullast normiert. Die Normierung fithrt auf den
kritischen Beulfaktor:

Qe = Pexpert (6.62)
Per impf
Die untersuchte Grofe ist der Stichprobenmittelwert des kritischen Beulfaktors
o, - Fur die MCS werden zur Berechnung des Stichprobenmittelwerts 500 Simu-
lationen gewéhlt.

2

¢ l, =103 mm? —e—
\ l, =10*mm? —e—
— LE-Losung ——

0,9 \
s 0,8

0,7 o

0,6

5 x5 10 x 10 15 x 15 20 x 20 25 x 25 30 x 30
Anzahl der Elemente des stochastischen Netzes

Abbildung 6.21: Konvergenzuntersuchung zum Stichprobenmittelwert des kritischen

Beulfaktors fiir unterschiedliche stochastische Netze

Das FE-Netz besteht aus 30 x 30 Schalenelementen. Variiert wird das stochasti-
sche Netz der EOLE-Methode. Das Ergebnis fiir zwei unterschiedliche Korrela-
tionslangen ist in Abbildung 6.21 dargestellt. Mit dem Diagramm soll gezeigt
werden, dass fir kleinere Korrelationslangen eine groflere Anzahl an stochas-
tischen Knoten erforderlich ist. Zum Beispiel werden fiir die Korrelationslange
l. = 10* mm? nur halb so viele stochastische Knoten benotigt als FE-Knoten. Die
Losung der EOLE-Methode fiir ein Netz mit 30 x 30 Knoten entspricht wieder
der KLE-Losung. In Abbildung 6.22 sind Realisationen des Zufallsfelds mit unter-
schiedlicher stochastischer Diskretisierung fiir die Korrelationslinge I, = 10* mm?
dargestellt. Mit dieser Abbildung soll gezeigt werden, dass zur Darstellung der
Variabilitat ein Netz mit 5 x 5 stochastischen Elementen nicht ausreichend ist.
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EOLE-Netz: 5 x 5 EOLE-Netz: 15 x 15 EOLE-Netz: 30 x 30

Abbildung 6.22: Realisationen eines Zufallsfelds (5-fach iiberhoht dargestellt) mit

unterschiedlichen Diskretisierungen des stochastischen Netzes

Zusatzlich zu einem Konvergenztest im Rahmen der FEM muss vor einer stochas-
tischen Analyse mit Zufallsfeldern auch immer ein Konvergenztest zum stochas-
tischen Netz durchgefiihrt werden.

6.4.8 Beispiel: Eingespannte Lochplatte mit Imperfektionen

An diesem Beispiel soll der Vorteil der Anwendung der EOLE-Methode fiir Struk-
turen mit Aussparungen und verzerrten FE-Netzen verdeutlicht werden. Fiir ei-
ne eingespannte Lochplatte werden geometrische Imperfektionen als Realisatio-
nen eines Zufallsfelds erzeugt. Eine Beulanalyse und das Aufbringen von Imper-
fektionen senkrecht zur Ebene der Lochplatte erfordert eine Diskretisierung mit
Schalenelementen. Das verzerrte FE-Netz wird mit dem Netzgenerator NEGE
in [291] erstellt und umfasst 1048 Schalenelemente bzw. 1148 Knoten. Die qua-
dratische Lochplatte ist auf einer Seite eingespannt und wird auf der gegentiber-
liegenden Seite mit Axialdruck belastet. Das FE-Modell und die Materialpara-
meter fiir ein isotropes Stoffgesetz sind in Abbildung 6.24 dargestellt. Das Last-
Verschiebungsverhalten ist &hnlich dem der Platte in Abbildung 6.20 (rechts).
Deshalb werden auch hier die Lasten im Rahmen der stochastischen Analyse an
der Stelle der kritischen Verschiebung ausgewertet. Die kritische Last der ideel-
len Lochplatte ist p,, = 30,45 N/mm und die zugehorige kritische Verschiebung
ist ue, = 0,02435mm. Fir das Zufallsfeld wird eine Standardabweichung von
o = 5mm definiert und die Korrelation wird mit einer quadratisch exponentiel-
len Korrelationsfunktion nach Gleichung (6.53) beschrieben. In Abbildung 6.24
(links) ist das stochastische Netz mit 16 x 16 Knoten und das verzerrte FE-Netz
dargestellt. Zusatzlich wird auf der rechten Seite in Abbildung 6.24 eine Reali-
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i E = 210000 N/mm?
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Abbildung 6.23: FE-Netz und Materialparameter der eingespannten Lochplatte unter
Axialdruck

sation des Zufallsfelds fiir die Korrelationslinge ¢, = 10* mm? gezeigt. Im Be-
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Abbildung 6.24: FE-Netz mit stochastischen Knoten (links) und Realisation einer

stochastischen Imperfektion (rechts)

reich des Lochs werden stochastische Knoten generiert. Dies kann abhéngig von
der Herstellung und der Messung geometrischer Imperfektionen gemacht werden.
Wird beispielsweise das Loch erst nach der Herstellung des Blechs und nach der
Messung von Imperfektionen ausgestanzt, ist es sinnvoll die Eigenschaften des
Zufallsfelds, die in diesem Bereich auch einen Einfluss auf den restlichen Bereich
haben, zu berticksichtigen. Unter der Annahme, dass die stochastischen Imper-
fektionen des ausgestanzten Blechs keinen Einfluss auf andere Bereiche der Struk-
tur haben, konnen die stochastischen Knoten in diesem Bereich geloscht werden.
Untersucht wird das Konvergenzverhalten der Standardabweichung des kritischen
Beulfaktors o, fiir unterschiedliche Diskretisierungen des stochastischen Netzes.
Die Standardabweichung wird aus einer MCS mit 1000 Simulationen fiir zwei
unterschiedliche Korrelationslingen ¢, = 10> mm? und ¢, = 10* mm? berechnet.
Das Ergebnis ist in Abbildung 6.25 dargestellt. Bereits fiir ein stochastisches Netz
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‘ (., =103 mm? —e—
0 =10"mm? —e—
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Anzahl der Elemente des stochastischen Netzes

Abbildung 6.25: Konvergenzuntersuchung zur Standardabweichung des kritischen
Beulfaktors fiir unterschiedliche stochastische Netze der Lochplatte

mit 15 x 15 Knoten ist eine gute Konvergenz der Standardabweichung zu beob-
achten. Die Losung mit 1048 Elementen entspricht der KLE-Losung, bei der alle
FE-Knoten fiir die Diskretisierung des Zufallsfelds verwendet werden. In zahl-
reichen Veroffentlichungen wird die Wahl eines geeigneten stochastischen Netzes
diskutiert, siehe z.B. [4,30]. Das Ziel ist die Entwicklung von Netzgeneratoren
fiir das stochastische Netz, um eine optimale Diskretisierung von Zufallsfeldern
zu erreichen. Mithilfe solcher Netzgeneratoren wird beispielsweise versucht den
Fehler der Varianz des Zufallsfelds

e = | VarlH (@*,9)] = Var[H (@5, 6)]
T Vs Var[H (x5, 6)]

dVs (6.63)

zU minimieren.

6.5 Modellierung unscharfer Ergebnisprozesse

In dieser Arbeit werden auch Beispiele zeitlicher Abhédngigkeiten diskutiert. Bei-
spielsweise wird in Kapitel 9.2 eine dynamische Untersuchung eines Propfans
durchgefithrt. Ein weiteres baupraktisches Beispiel eines Stockwerkrahmens un-
ter Erdbebenbeanspruchung wird in [346] diskutiert. Dabei wird das Erdbeben
mit unscharfen Parametern simuliert. Die Grundlagen zur Berticksichtigung von
Unschérfe bei Beispielen mit zeitlicher Abhangigkeit wird in diesem Abschnitt
bereitgestellt. Der Fokus wird auf unscharfe Ergebnisprozesse gelegt, die durch
die Abbildung

& Z2(t) = [Z, . G A (6.64)
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charakterisiert sind. Durch die Diskretisierung der Zeit folgt ein Prozess, bei dem
zu jedem Zeitpunkt eine Fuzzy-ErgebnisgroBe definiert ist. Weitere Abbildungs-
varianten raumlicher und zeitlicher Abhéngigkeiten werden in [116] diskutiert. In
Abbildung 6.26 ist ein eindimensionaler unscharfer Ergebnisprozess sowie zwei
Schnitte an den Zeitpunkten ¢ = ¢; und ¢t = t, dargestellt.

Z(t)u /
W ) i y

»

\/

v v
Ztl Ztg

tl t?

Abbildung 6.26: Eindimensionaler unscharfer Ergebnisprozess

Die zeitlichen Verlaufe fiir 4 — 0 werden als Stiitzfunktionen bezeichnet. Der
Verlauf fiir ¢ = 1 wird Trendfunktion genannt. In [106, 118] werden Varianten
der numerischen Umsetzung vorgestellt. In dieser Arbeit wird die beschriebe-
ne Variante I angewendet. In dieser Variante werden fiir jeden Zeitschritt eine
Fuzzy-Ergebnisgrofle berechnet. Die unscharfen Analysen sind zeitunabhéngig.
In Kapitel 7.3 wird die Umsetzung der a-Level-Optimierung mit Metamodellen
veranschaulicht.
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7 Methoden der kiinstlichen Intelligenz

Der Begriff kiinstliche Intelligenz (KI) umfasst viele unterschiedliche Verfahren.
GRUHN & FRANZ geben in ihrem Artikel [112] eine Einordnung der KI und
soll hier als Einfithrung wiedergegeben werden. In der Informationstechnik wird
unter dem Begriff die Abbildung eines ,intelligenten* Verhaltens durch Compu-
tersysteme verstanden. In letzter Zeit riickt nicht nur in der Politik das Thema
der KI immer mehr in den Fokus. Auch in Unternehmen werden KI-Systeme
immer vielseitiger eingesetzt. Die Hauptgrinde dafiir sind, dass immer mehr Da-
ten, Speicherkapazitdten und auch Rechenleistung zur Verfiigung stehen. Dabei
wird zwischen ,starker KI“ und ,schwacher KI* unterschieden. In der ,starken
KI“ wird versucht menschliche Intelligenz nachzuahmen und sogar zu tibertreffen.
Dies ist nach heutigem Stand noch nicht moéglich. Hingegen wird die ,;schwache
KI“ schon in vielen technischen Systemen eingesetzt. Die Grundlage eines KI-
Systems ist das Modell, das fiir bestimme Fragestellungen entwickelt ist.

In dieser Arbeit werden FE-Modelle erstellt, die dann durch ein geeignetes KI-
Verfahren ersetzt werden sollen. Nach einem Lernprozess soll die KI in der Lage
sein fiir gewisse Fingangsdaten die FE-Losung mit erheblich weniger Rechenzeit
wvorherzusagen“. Das maschinelle Lernen (engl.: Machine Learning) wird in drei
Varianten unterschieden: tiberwachtes Lernen, uniiberwachtes Lernen und ver-
starkendes Lernen (engl.: Reinforcement Learning). Die in diesem Kapitel vorge-
stellten Methoden beziehen sich alle auf das tiberwachte Lernen. Das heif3t, die
Trainingsdaten oder Stiitzstellen an denen eine FE-Rechnung nétig ist, werden
vom Benutzer vorgegeben. Beim uniiberwachten Lernen hingegen entscheidet das
KI-System hinsichtlich sinnvoller Trainingsdaten. Eine starkere Version stellt das
Reinforcement Learning dar. Dabei findet der Lernprozess durch direktes Feed-
back statt und nicht durch die Vorgabe von Trainingsdaten. Als Beispiel ist der
Schachcomputer zu nennen.

Zusammengefasst kommen in dieser Arbeit zur Modellierung mit unscharfen Da-
ten die Methoden der ,schwachen KI“ zum Einsatz. Zuerst werden die Grund-
lagen der Metamodellierung vorgestellt, orientiert an DEY & ADHIKARI [63],
FORRESTER ET AL. [96], QUEIPO ET AL. [237], RYBERG ET AL. [261], SIMPSON
ET AL. [292], SUDRET ET AL. [313] und WANG & SHAN [344]. Danach werden
die einzelnen Ersatzmodelle: Polynominterpolation, Ausgleichsrechnung, Kriging,
Neuronale Netze und die hochdimensionale Modelldarstellung vorgestellt. Zusatz-
lich wird die globale Sensitivititsanalyse beschrieben, um Aussagen iiber den Ein-
fluss der Eingangsparameter auf die Systemantwort treffen zu kénnen. Die Vor-
und Nachteile der aufgefithrten Metamodelle werden anschlieend an moglichst
einfachen numerischen Beispielen gezeigt.
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7.1 Idee der Metamodellierung

Ein Metamodell ist eine Vereinfachung eines detaillierten Simulationsmodells und
wird daher in der Literatur auch héaufig als ,Modell eines Modells* beschrie-
ben [156]. Im Gebiet der numerischen Strukturmechanik wird mithilfe eines Me-
tamodells versucht rechenaufwendige Finite-Element-Modelle durch ein ,einfa-
cheres® mathematisches Modell zu ersetzen. Im Englischen wird daher neben
dem Begriff Metamodell (engl.: metamodel) auch oft die Ubersetzung fiir ein Er-
satzmodell (engl.: surrogate model) verwendet. In Abbildung 7.1 wird gezeigt an
welcher Stelle die Metamodellstrategie in der Unscharfemodellierung eingesetzt
wird. Die Grundidee ist das Computermodell oder allgemein einen Abbildungs-

5 :
Metamodell rgebms/\raum
z = M(x)

LA
N LA

Eingangsraum
_’ |
x € RM M(x) =~ M(x)

LA
IALLA

I Sensitivitatsanalyse

Sz

Abbildung 7.1: Metamodellstrategie im Rahmen der Unschirfemodellierung

operator M(z) durch ein Niherungsmodell M(x) zu ersetzen:
M(z) ~ M(z) . (7.1)

Die eingefithrte Notation orientiert sich an SUDRET [313]. Die Modellfunktion
M(x) stellt eine Abbildung der Eingangsgrofen in den Ergebnisraum dar:

xeDCRM 2= M(z) eR! (7.2)

mit den Ny, Stitzstellen Xy = {x1,..., @i, ..., xN,,} C D. Die dazugehori-
gen Ergebnisgrofien seien mit Zgy, = {21,..., 2, .-, 2Ny, } iM eindimensionalen
Ergebnisraum definiert. Wird ein mehrdimensionaler Ergebnisraum betrachtet,
konnen die Ergebnisgrofien auch in einem Vektor zusammengefasst werden:

z = M(z) € R (7.3)
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mit O der Anzahl der Ergebnisgrofien. Da ein Metamodell eine Naherung be-
schreibt, entsteht ein Approximationsfehler

e(x) = M(x) — M(x) (7.4)

der u.a. abhéngig von der Anzahl der Stiitzstellen Ny, ist. Wenn das Metamodell
M\(m) aufgestellt ist, konnen nun an beliebigen Stiitzstellen im Eingangsraum wei-
tere Ergebnisgrofien ausgewertet werden ohne weitere aufwendige Berechnungen
mit dem Abbildungsoperator M(x) durchfithren zu miissen. Neben dem Vorteil,
dass die Auswertung des Metamodells erheblich weniger Rechenzeit kostet, ist
durch M\(w) nun auch ein funktioneller Zusammenhang zwischen den Eingangs-
und Ausgangsgrofien gegeben. Deshalb wird im Zusammenhang mit der Metamo-
dellierung auch haufig das Synonym ,,Antwortflichenverfahren® (engl.: Response
Surface Method, RSM) verwendet. In Abbildung 7.2 wird durch das Metamodell
M(z) eine , Antwortfliche® dargestellt.

a) Versuchsplan (DoE) b) Metamodell

Abbildung 7.2: Darstellung eines Metamodells fiir den zweidimensionalen Fall mit

Versuchsplanung (links) und der Néherung durch ein Metamodell M(z) (rechts)

Die Bezeichnung RSM wurde im Zusammenhang der Polynomapproximation ein-
gefiihrt und ist nur eine bestimmte Klasse der Metamodelle, siehe z.B.: [131,211,
212].

7.2 Die statistische Versuchsplanung

Die Entwicklung eines Metamodells erfordert zunéchst die Erstellung eines Ver-
suchsplans (engl.: Design of Ezperiments, DoE), siche Abbildung 7.2. Das DoE ist
die Wahl der Stiitzstellen (engl.: sample points) im entsprechenden Definitionsbe-
reich und wird daher oft auch als sampling plan bezeichnet [237]. Unterschieden
wird zwischen klassischen und raumfiillenden Methoden (engl.: space filling desi-
gns) [292]. Die klassischen Methoden stammen urspriinglich aus der Planung von
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physikalischen Experimenten. Dazu gehoren z.B. das Factorial Design [208], Cen-
tral Composite Design [38] und das Box Behnken Design [35]. Die drei Methoden
sind in Abbildung 7.3 mit drei Eingangsvariablen dargestellt.

ﬁ

Abbildung 7.3: Klassische Methoden der Versuchsplanung mit drei Eingangs-

variablen: Full Factorial Design (links), Box Behnken Design (mitte) und Central Com-
posite Design (rechts)

Bei einer vollfaktoriellen Versuchsplanung (engl.: Full Factorial Design) kann
die Anzahl der Stiitzstellen mit der Dimension exponentiell ansteigen. Daher
ist eine dquidistante Anordnung der Stiitzstellen fiir Problemstellungen mit ei-
nem hochdimensionalen Eingangsraum nicht mehr geeignet. Aulerdem kommen
bei stochastischen Computersimulationen héufiger die raumfiillenden Methoden
zum Einsatz. Beispielsweise kann mithilfe der Monte-Carlo-Methode eine zufallige
Anordnung der Stiitzstellen generiert werden (engl.: Simple Random Sampling).
Hierbei kann es allerdings passieren, dass Bereiche des Versuchsraums nicht be-
riicksichtigt werden. Um eine bessere Raumausfiillung zu erreichen, empfiehlt es
sich daher eine Versuchsplanung in Form einer geschichteten Zufallsstichprobe
(engl.: Stratified Random Sampling) zu verwenden. Bei dieser Variante wird der
Versuchsraum in Abschnitte unterteilt, in denen dann einzelne Stichproben ge-
zogen werden. Ein beliebtes Verfahren ist das Latin Hypercube Sampling (LHS).
Durch eine ,intelligentere“ Anordnung kann die Anzahl der Stiitzstellen weiter
reduziert werden, indem Stiitzstellen mit gleichen Informationen entfernt werden.
Dieses Verfahren soll nachfolgend detaillierter beschrieben werden.

Latin Hypercube Sampling

Das Latin Hypercube Sampling wurde von MCKAY [195] eingefiihrt und u.a. von
STEIN [307] weiterentwickelt. Das LHS baut auf dem Stratified Sampling auf
[262,290]. Die Idee besteht darin den Versuchsraum D in N voneinander getrennte
Schichten S; zu unterteilen. Dabei gilt: U, S; = D [287]. Die L Realisationen
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pro Schicht @; = {xy;,...,2;j,...,2r;} konnen folgendermafien definiert werden:
vy =F (Uy) , i=1,...,L , j=1,...,N
U 1+ & (7.5)
1] T N .

Fx, sind kumulative Verteilungsfunktionen und &;; ~ #(0, 1) sind unabhangige
und gleichverteilte Zufallsvariablen auf dem Intervall [0, 1]. Fiir eine Schichtanzahl
N =1 und L = N, wird der Zusammenhang fiir das einfache Simple Random
Sampling erhalten. Der Vorteil der geschichteten Stichprobe ist eine bessere Ab-
deckung des Versuchsraums durch die Vermeidung einer ,,Clusterbildung®, d.h.
einer Ansammlung der sample points. Allerdings steigt auch bei einer Stiitzstel-
le pro Schicht (L = 1) die Gesamtanzahl der notwendigen Stiitzstellen mit der
Dimension M exponentiell an: Ny, = N™. Die Motivation vom LHS ist nun
diesen Anstieg der sample points zu verhindern, indem unnotige Stiitzstellen ver-
mieden werden. Die Vorgehensweise ist vergleichbar mit dem ,,.Sudoku-Spiel“, in
dem nur ein sample point pro Zeile und Spalte gesetzt werden darf. Das Sudoku-
Spiel ist ein spezielles lateinisches Quadrat im zweidimensionalen Raum [7]. Die
Erweiterung auf den mehrdimensionalen Fall wird ,Hyperwirfel“ (engl.: hyper-
cube) genannt. Die Stitzstellen im Rahmen des LHSs kénnen nach STEIN [307]
folgendermaflen beschrieben werden:

e =Fx'(Up) . j=1,...,N , k=1,....M

Tk — 1 + gjk (76)
Dabei ist 7)), eine zufillige Permutation von {1,2,..., N}. Demzufolge ist 7 eine

N x M—Matrix. Die Adresse der Stiitzstellen im gleichméflig eingeteilten Ver-
suchsraum mit N Schichten pro Dimension wird durch die Werte in einer Zeile der
Matrix angegeben. Wobei fiir die Gesamtanzahl der Stiitzstellen gilt: Ny, = N.
Fiir den 2-D Versuchsraum entsteht ein regelméifiiges Gitter mit N™ Zellen. In
welcher ,,Zelle® sich die Stiitzstelle befindet, wird mit 7;;, angegeben. Mithilfe der
gleichverteilten Zufallsvariable £, wird definiert, wo genau in der ,Zelle® sich
die Stiitzstelle befinden soll [307]. In Abbildung 7.4 ist die Methode fiir einen
Versuchsraum als Einheitsquadrat mit M = 2 Eingangsvariablen und N = 4
Schichten dargestellt. Die LHS-Bedingung, dass nur eine Stiitzstelle pro Reihe
vorkommen darf, wird in der Abbildung 7.4 sichtbar. Alternativ wird haufig auch
das zentrierte LHS (engl.: Midpoint Latin Hypercube Sampling, MLHS) verwen-
det [290]. Hierzu andert sich Uy, in Gleichung (7.6) wie folgt:
Tk — 0, 5
N

Dadurch befindet sich jede Stiitzstelle im Mittelpunkt einer Zelle. Auch hier han-
delt es sich um eine zufillige Versuchsplanung mit (M!)Y~! moglichen Anordnun-

Up = (7.7)

gen der Stiitzstellen. Die drei Methoden der zufallsbasierten Versuchsplanung:
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Abbildung 7.4: Darstellung des LHSs auf dem Einheitsquadrat

Simple Random Sampling, Stratified Sampling und Latin Hypercube Sampling
sind in Abbildung 7.5 mit Ny, = 25 Stiitzstellen gegeniibergestellt.
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Abbildung 7.5: Methoden der Versuchsplanung als Zufallsstichprobe, Stichproben-
anzahl Ngm = 25: Simple Random Sampling (links), Stratified Sampling (mitte) und
Latin Hypercube Sampling (rechts)

Bei den Methoden koénnen kiinstliche Korrelationen auftreten. Um das zu verhin-
dern, empfiehlt OWEN in [220] fiir das LHS oder MLHS zusétzlich einen Algo-
rithmus basierend auf dem Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren. Dieser
Algorithmus reduziert die Korrelation der Stiitzstellen unter Einhaltung der LHS-
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Bedingung. Als Abbruchkriterium dient die mittlere quadratische Korrelation

Z2 k21 i
o I < TOL 7.8
wobei hier die Stichprobenkorrelation p;; wie folgt berechnet wird:
Nsim _ _
12 (g = ) (i — )

Y
Nsim -1 O-XjO-Xk

Die Abbildung 7.6 zeigt auf der linken Seite ein MLHS mit zwei Eingangsvariablen
und N, = 25 ohne Gram-Schmidt-Orthogonalisierung. Die mittlere quadratische
Korrelation betragt p* = 0,6876. Fiir eine maximale Korrelation gilt: p?> = 1,0. In
diesem Fall liegen alle Stiitzstellen auf einer Geraden. Dabei ist auch die LHS-
Bedingung eingehalten. Auf der rechten Seite der Abbildung 7.6 ist das Ergebnis
nach der Orthogonalisierung zu sehen. Hier gilt: p?> ~ 0 und damit existiert
naherungsweise keine Korrelation zwischen den Eingangsvariablen.
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Abbildung 7.6: MLHS fiir zwei Eingangsvariablen ohne (links) und mit Gram-
Schmidt-Orthogonalisierung (rechts)

Eine weitere Moglichkeit zur Verbesserung des LHSs ist zum Beispiel den kleinsten
Euklidischen Abstand zu maximieren [147,209]. Dies soll hier nur erwahnt bleiben
und wird in dieser Arbeit nicht weiterverfolgt.
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7.3 Metamodelle in der Unschirfemodellierung

Die im Kapitel 6.3.1 bereits vorgestellte a-Level-Optimierung soll nun mit dem
Konzept der Metamodellierung durchgefiihrt werden. Ein Metamodell kann im
Schleifenalgorithmus der Unscharfemodellierung auf verschiedenen Ebenen einge-
setzt werden, siehe Abbildung 7.7. Im Rahmen einer Fuzzy-stochastischen Ana-

a-Level-Optimierung a-Level-Optimierung
Monte-Carlo-Simulation| Monte-Carlo-Simulation]
Grundlosung Grundlésung

Abbildung 7.7: Anwendung der Metamodelle fir die Grundlésung (links) oder der
Monte-Carlo-Simulation (rechts)

lyse ist eine Moglichkeit, die Grundlésung durch ein Metamodell zu ersetzen. Die
Monte-Carlo-Simulation wird dann mithilfe des Metamodells durchgefiihrt. Alter-
nativ kann die Monte-Carlo-Schleife inklusive der Grundlosung ersetzt werden.
In diesem Fall wird der Zusammenhang zwischen den Eingangsparametern und
den statistischen Momenten, wie z.B. Mittelwert oder Standardabweichung, durch
das Metamodell abgebildet. Diese Variante wird in Kapitel 8 bei der Unschérfe-
modellierung von Imperfektionen mit Zufallsfeldern angewendet. Dabei wird bei-
spielsweise der Zusammenhang zwischen den Feldparametern des Zufallsfelds und
dem Mittelwert der Beullast abgebildet. Die extremalen Punkte nach Gleichung
(6.30) werden auf dem Metamodell M(x) ermittelt:

—

Zap ~ 0 [M ()
L

Zay,, A Max [/(/l\(a:)] mit k=1,..., Nyev
ag

(7.10)

Die Genauigkeit der Fuzzy-Ergebnisgrofle ist demnach auch abhéngig vom ge-
wahlten Metamodell. Meistens ist es ausreichend, das Metamodell lediglich auf
der Support-Menge x € S aufzustellen. Im Definitionsbereich der einzelnen a-
Levels mit D = {x | ¢ € A,, } wird das Optimierungsproblem geldst, indem der
Definitionsbereich fiir jedes a-Level angepasst wird, ohne dass das Metamodell
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neu aufgestellt werden muss. Bei einem stark nichtlinearem Verhalten der Modell-
funktion muss allerdings der Support zum Auffinden der extremalen Punkte sehr
fein diskretisiert werden. Alternativ konnen zur Effizienzsteigerung die extrema-
len Punkte auch auf dem Metamodell mithilfe von modernen Suchalgorithmen
gefunden werden. Hierzu eignen sich Algorithmen auf Basis von Evolutionsstra-
tegien, wie z.B. der Optimierungsalgorithmus nach HANSEN [121,122].

Eine weitere Moglichkeit, die in der Literatur z.B. in [2, 14] angewendet wird,
ist dass das Metamodell M\ak(a:ak) pro a-Level neu aufgestellt wird. Dabei kann
auch das DoE gedndert werden. Dies kann zwar bei stark nichtlinearem Sys-
temverhalten zu einer besseren Konvergenz fiihren, hat aber auch einen hoheren
Rechenaufwand zur Folge. Deshalb wird diese Variante hier nicht nédher betrach-
tet. Hingegen wird stets das Ziel verfolgt, ein geeignetes Metamodell auf dem
Support aufzustellen. Beide Varianten sind in Abbildung 7.8 gegeniibergestellt.
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Abbildung 7.8: Die a-Level-Optimierung mit einer Eingangsvariable: Metamodell auf

der Support-Menge (oben) oder fiir jedes a-Level ein neues Metamodell (unten)
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Fiir zeitabhédngige Probleme wird fir jeden Zeitschritt das Metamodell neu aus-
gewertet. Zu Beginn wird ein passendes DoE gewéhlt. Dabei kann fiir jeden Zeit-
schritt das gleiche DoE verwendet werden. Zur numerischen Umsetzung eines
unscharfen Ergebnisprozesses ist es sinnvoll, zuerst alle Zeitverlaufskurven mit

1,...,t, Zeitschritten fir jeden sample point zu berechnen und in einer Matrix
der Form
Zél Zé? U Ztln
Z Z - .. Z
Z(.’E, t) — ?1 7‘52 7‘5n
Zt]\lfsim Zt];[sim .. Zi:isim (711)
/(/l\(ar:,tl) M(z,ts) M\(a’atn)

abzuspeichern. Die Anzahl der Versuchskurven entspricht der Anzahl der Stiitz-
stellen fiir ein gewédhltes DoE. Danach kann die Ergebnisgréfie an jedem Zeit-
punkt durch erneutes Auswerten des Metamodells berechnet werden. Das Vor-
gehen fiir zeitabhéngige Problemstellungen wird in Abbildung 7.9 verdeutlicht.
In Tabelle 7.1 sind die in dieser Arbeit umgesetzten Metamodelle zur Bertick-
sichtigung polymorpher Unschérfe aufgelistet. Diese werden in zwei Kategorien
eingeteilt: Interpolations- und Ausgleichsmodelle. Bei den Interpolationsmodellen

Interpolationsmodelle Ausgleichsmodelle
[ J
M\ [ ) [)
BA °
(=) % . M)
[ J

e Methode der kleinsten

e Polynominterpolation | M’ () Fehlerquadrate MA ()

o HDMR-Metamodell mit o HDMR-Metamodell mit
Interpolation | M"P () Ausgleichsrechnung | MH"P(x)
e Kriging | M¥R(x) e Neuronale Netze | M¥NN(z)

Tabelle 7.1: Klassifizierung der Metamodelle

verlaufen die Naherungsfunktionen anders als bei den Ausgleichsmodellen durch
die vorgegebenen Stiitzstellen. Durch diese Bedingung kann eine kleine Storung
in den Daten eine grofie Anderung des Verlaufs der Niherungsfunktion verur-
sachen [236]. Eine kleine Storung in den Daten kann im Rahmen einer MCS
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Fuzzy-Eingangsraum a1 () Ofk 1 w(x)
q E /(/l\(:v,tl) q : M(Z’,tg)
v : v
oo x
a-Level-Optimierun a-Level-Optimierun
zum Zeitschritt [tﬁ - zum Zeitschritt [tj
Grundlosung mit Grundlésung mit
Metamodell M(x,t;)| Metamodell M(x,ts)
2(t)a :
ar 1 A
——— iz - 1(z,)
/_\ '

v v
2ty 2ty

tl t2

Abbildung 7.9: Unscharfer Ergebnisprozess und a-Level-Optimierung mit Metamo-
dellen

zum Beispiel durch einen zu geringen Stichprobenumfang verursacht werden. Da
die Naherungsfunktion bei den Ausgleichsmodellen nicht zwangsldufig durch die
Stiitzstellen verlaufen muss, sind diese Modelle daher in der Lage einen Feh-
ler in der stochastischen Simulation auszugleichen. Zusétzlich existieren in der
Literatur noch weitere interessante Techniken der Metamodellierung, die in die-
sem Zusammenhang untersucht werden kénnen. Dazu zahlen u.a. Radial Basis
Functions (RBF) [87,124], Moving Least Squares (MLS) [39,175], Metamodellie-
rung mit NURBS [320], Multivariate Adaptive Regression Splines (MARS) [102],
Support Vector Machine (SVM) [293,323], Polynomial chaos (PC) [311] oder das
PC-Metamodell in Kombination mit dem Kriging- Verfahren, auch PC-Kriging ge-
nannt [152,271]. Nachfolgend werden nun die theoretischen Grundlagen der einge-
setzten Metamodelle ndher beschrieben und im Anschluss die Vor- und Nachteile
an Beispielen gezeigt.
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7.3.1 Polynominterpolation als Metamodell

Als Einstieg in die Metamodell-Strategie dient hier die Lagrange-Form des In-
terpolationspolynoms, auch bekannt aus der FEM. Im Gegensatz zur Finite-
Element-Methode, bei der stiickweise Lagrange-Polynome als Ansatzfunktionen
verwendet werden, wird ein globales Polynom beliebig hoher Ordnung gesucht.
Die Grundlagen orientieren sich an HAMMERLIN [132] und QUARTERONI [236],
wobei direkt der allgemeine M-dimensionale Fall in D € RM mit K-ter Ordnung
beschrieben wird. Gesucht wird ein M-dimensionales Polynom P (z), das durch
die Stiitzstellen

Pi(xz) =z, i=1,..., Nyn (7.12)

verlaufen soll. Der hochgestellte Index I steht fiir Interpolation und dient spater
zur Unterscheidung zwischen den einzelnen Metamodellen. Eine Voraussetzung
ist, dass der Polynomgrad K in jeder Dimension gleich ist. Damit seien Ny, =
(K + 1)M Stiitzstellen

([x(l) .ZC(2) ---7‘1.1(%)]1'721'1,1'2 ..... iM>7 i17i27"'7iM = 07"'7K (713)

71 Y12 )

gegeben, die auch als Interpolationsknoten bezeichnet werden. Das M-dimensionale
Interpolationspolynom hochstens K-ter Ordnung ist wie folgt definiert:

K K K
=D D> Giiging Liniging (T) (7.14)

11=012=0 i =0
mit den zunédchst noch unbekannten Koeffizienten ago . o...ax k, . x und den
Lagrange-Faktoren Lo, o(x) ... Lk, k(x)als Basisfunktlonen im mehrdimen-
sionalen Polynomraum Py, x,  x,,, wobei gilt K1 = Ky = Ky = K. Die For-

mulierung der mehrdimensionalen Lagrange-Faktoren erfolgt iber das Produkt

M
[T (e) der eindimensionalen Faktoren
1

n—

M K ,n) _ ()

Livigin(@) = T] H fm (7.15)
n=1 j=0 -Tin — Ly

Jin
Dabei stellt die Forderung

M 1 fir i, =j

2 M n n;

£i1,i2 ..... v (:L‘El)’ 22)7 ey §A4) H injn { (716)

n—=1 0 sonst

sicher, dass das Polynom durch die Stiitzstellen verlauft. Eingesetzt in die Interpo-
lationsbedingung nach Gleichung (7.12) werden fiir die unbekannten Koeffizienten
genau die Stiitzwerte

Ay ig,...iing — 21,52, ing 0,02, .50 = 0,..., K (7-17)
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erhalten. Daraus folgt das M-dimensionale Lagrange-Interpolationspolynom als
Metamodell

M (z) = PL(z) = 3 3 - 7.18
(w) K(w) Z Z Z le 12,0 M 11 12500y ZM(w) . ( . )

Die eindimensionalen Polynome sind nach Gleichung (7.15) voneinander unab-
hangig. Deshalb kann dieses Metamodell auch nur fiir unabhangige Fuzzy-Ein-
gangsvariablen verwendet werden. Auflerdem soll noch erwéhnt sein, dass bei
einer dquidistanten Stiitzstellenwahl der Interpolationsfehler nicht zu Null wird:

lim [M(@) - Ph(z)| £0 . (7.19)
Speziell an den Randpunkten divergiert das Interpolationspolynom [236]. Dieses
Phénomen hat CARL RUNGE erstmals in [259] beschrieben und wird daher auch
als RUNGE-Phanomen bezeichnet. Durch eine Verdichtung der Stiitzstellen an
den Réndern kénnen diese ,,Uberschwingungen® verhindert werden. In der Praxis
werden dazu die K + 1 Nullstellen des TSCHEBYSCHOW-Polynoms [126]

K
1(1)’ 52),...,x§M):cos( KZTI'), 1=0...K (7.20)

angewendet, die auf dem Intervall = € [—1,1] definiert sind und anschlieend in
einen beliebigen physikalischen Versuchsraum transformiert werden konnen.
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7.3.2 Methode der kleinsten Fehlerquadrate als Metamodell

Die Polynomapproximation ist als Metamodell bekannt aus dem Antwortflichen-
verfahren und wird haufig auch als Regressionsmodell bezeichnet. Im Englischen
wird die Methode Least Squares method (LSQ) genannt. Im Gegensatz zur Forde-
rung nach Gleichung (7.12) der Polynominterpolation muss die Naherungsfunk-
tion M (x) nicht durch die ,exakten® Werte der Stiitzstellen verlaufen. Dadurch
konnen Instabilitdten des Metamodells in Folge gestorter Daten verhindert wer-
den [236]. Die Anzahl der Stiitzstellen Ny, ist damit nicht an den Polynom-
grad K gekoppelt. Um eine stabile Losung zu erhalten, sollte dennoch gelten:
Ngm > KM, Bevor der mehrdimensionale Fall beschrieben wird, soll zunichst
das Prinzip der LSQ im eindimensionalen Fall D € R! beschrieben werden. Die
folgenden Grundlagen sind hierzu aus [123,236] entnommen. Gegeben seien im
eindimensionalen Raum i = 1... Ny, Datenpunkte (x;, z;). Das Ziel ist ein Poly-
nom K-ter Ordnung der Struktur

P (z)) Z a;r] (7.21)
zu finden, das den quadratischen Fehler
min Z — Pi(z;,a))? (7.22)

minimiert. Die Koeffizienten a; sind noch unbekannt und miissen ermittelt wer-
den. Durch den hochgestellten Index A wird das Metamodell fiir eine Polynomap-
proximation gekennzeichnet. Die Bedingung zur Erfiillung des Minimierungspro-
blems wird durch die partielle Ableitung nach den Koeffizienten

Vo= Z (zi — Pi(2:,a))> =0 (7.23)

erreicht. Durch Einsetzen der Gleichung (7.21) und nach einigen Umformungen,
kann die partielle Ableitung wie folgt angegeben werden:

Nsim Nsim

z<zi—z%asz>2]:zzlw—z;)aszmf o

i=1

0

Vo=
6&(

Wird dieser Zusammenhang in die Minimierungsbedingung (7.23) eingesetzt, folgt
ein lineares Gleichungssystem

K Nsim Nsim
YRR 4 _
e a; =Y zap (=0,...,K . (7.25)
j=0 i=1 i=1
—_————
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Die Matrix und Vektoren fiir die Implementierung sind:

) @ xf
Nsim le x? PR x,{{—"_l
X = ) ) _ ) , (7.26)
i—1 : : .. :
K L K+1 2K
Lo T i (K+1)x (K+1)
Nsim T
a= [ ag a; -+ a } und 7.27
Zl o K J(rsnx1 (7.27)
1=
Nsim T
_ -0 o K
b= > [ 29z 2% }(K+1)><1 . (7.28)

i=1
Die unbekannten Koeffizienten werden durch die Losung des linearen Gleichungs-
systems (LGSs)

a=X"'b (7.29)

erhalten. Je nach Stiitzstellenwahl kann die zu invertierende Matrix schlecht kon-
ditioniert sein.
Deshalb wird fiir eine bessere numerische Stabilitdt die VANDERMONDE-MATRIX
vorgeschlagen:

1 2 K
1 2 T i1
A=| S : : (7.30)
1 2 K
1 stim stim $Nsim NsimX(K+1)

Das Gleichungssystem kann mit der Beziehung
ATA=X (7.31)
in die Normalengleichung iiberfithrt werden:
Xa=bs ATAa=A"z . (7.32)

Die Koeffizienten konnen tuiber das Losen des LGSs

a=A"'z (7.33)
ermittelt werden. Dabei setzt sich die rechte Seite mit den Ergebnisgréfien
_ T
z= [ 21 Zo ot ZNgw ]NA » (7.34)

zusammen. Das Metamodell fiir den eindimensionalen Fall der Polynomapproxi-
mation ist schlussendlich

MA(z) = Pi(z) = z_%] ajr’ (7.35)
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In der Literatur ist haufig nur eine Formulierung der LSQ fiir den zweidimen-
sionalen Fall zu finden. Zur Losung der Approximation mit mehrdimensionalen
Polynomen wird oft auf ein nichtlineares Gleichungssystem verwiesen [62]. Des-
halb wird hier die Formulierung aus [347] vorgestellt, die mithilfe einer einfachen
Indextransformation auch im mehrdimensionalen Fall auf ein lineares Gleichungs-
system fiihrt. Gegeben seien nun i = 1,..., Ny, Stiitzstellen (x;, z;) in D € RM

([Zﬁzll),l'g),,ZEE%[)]Z,ZZLW .... iM)’ il,ig,...,iM :07...,K . (736)
Zu beachten ist, dass die Dimensionierung (1),(2),...,(M) im Gegensatz zur

Schreibweise bei der Polynominterpolation nach Gleichung (7.13) jetzt aus Griin-
den der Ubersichtlichkeit tiefgestellt ist. Gesucht sei das M-dimensionale Polynom
héchstens K-ter Ordnung

K K K .
Pi(@) =323+ 3 Giriaiae®(hy@By o 70

11=012=0 ip=0
K (7.37)
- Z Qi yig,.ying H $Zn )
i, =0
n=1...M

das den quadratischen Fehler

Nsim

Vo= (2 — Pi(z;,a))> =0 (7.38)

=1

minimieren soll. Wird das Monom
iy iy ZA{‘I(I)'TEQ) ml(TM/[) (7.39)

betrachtet, ist zu erkennen, dass die Exponenten durch die Indizes der unbe-
kannten Koeffizienten definiert werden. Die Anzahl der moglichen Monome ist
(K + 1)M. Fiir die Adressierung in einem linearen Gleichungssystem wie in Glei-
chung (7.25) ist es sinnvoll, die Koeffizienten und Exponenten mit einer neuen
Indizierung anzugeben:

i1 pis g “1(k
ail,iz,iMx(ll)x(Z) (M) = apx E ) ()l . (740)
Die Koeffizienten seien gegeben mit
N T
a = [ ap Gz -+ Qap o QKM } (741)

und die Umrechnung der Exponenten erfolgt mit der Vorschrift

M—-1
ko= wlin, iz, ...,in) =1+ > (K+1)iy_; . (7.42)

Jj=0
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Durch die inverse Abbildung werden wieder die urspriinglichen Exponenten
My =i iy i e i | (7.43)

erhalten. Die Transformation soll am Beispiel eines zweidimensionalen Polynoms
mit M = 1 und einem Polynomgrad K = 2 gezeigt werden:

0,.0 0,.1 0,.2

1,0 1,1 1,2
P (x Z Za,l,mxl T2 = | G10T1Ty AT Ty AT . (7.44)

11=012=0 2.0 2.1 2,.2

Die urspriinglichen und transformierten Koeffizienten seien untereinander als Vek-
toren geschrieben:

T
a= { agp Qg1 Qo2 Q19 A11 Q12 G0 (21 A2 } (7.45)
. T
a = |: aq as as ay as ag ary as ag } . (746)

Der dritte Index kann mit der Transformationsgleichung (7.42) folgendermafien

berechnet werden:

w(02) =k =1+[2+1)% o+ 2+ D'z =1+ |1+ i +3- i) | =3

~— ~—
2 0

(7.47)

Analog zur Gleichung (7.25) und mithilfe der eingefithrten Indextransformation
kann das LGS in der kompakten Schreibweise

(K+DM [Ngim M _

w1 (d) M w10
)SREDIE | LT P S B SO T

k=1 i=1 n=1 =1 n=1

v (7.48)
Xa b
(=1,... (K+1M
dargestellt werden. Fiir die Matrix X und den Vektor b folgt:
0 1 (K+D)M
s s - Tli(+1)M+1
Ngim M I‘l ) ,IQ ) ce €T .
X H (n),z (n)vl (n)ﬂ* ,
i=1 n=1 .
(K+)M  (K+D)M41 o (K+D)M(K+D)M
(n);i Tn),i Ln),i (K+1)M x (K+1)M
(7.49)
. Nsim M M M m 17
K+1
b= { 2 ]:[1 Thyi Zi I:[1 Tlyi 0 % ]:[1 argn)t ) ; . (7.50)
i—1 n n= n= (K+1)M x1
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Die Koeffizienten nach Gleichung (7.41) werden durch Losung des LGSs

a=X"'b (7.51)
erhalten. Alternativ kann das Gleichungssystem mit der VANDERMONDE-Matrix
aufgestellt werden:

r M M M M

(K+1)
1 Hlx%n) 1 1;[1 Thya l;llx(n),l
n]\_J 1 nM ) nM (KeD)M ay 21
1 nl;ll 'T(TL),Q nl:Il x(n)72 nl;ll SL’(n)Q a9 . Z9
M M M M a M ZN.:
b e I % T P v

(7.52)

Das Metamodell kann abschliefend fiir den allgemein mehrdimensionalen Fall

der Polynomapproximation mithilfe der vorgestellten kompakten Schreibweise wie
folgt definiert werden:

A A ™ M [w=t (k)]
Mtw) = P = S o [Lagy (7.53)
n=1

k=1
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7.3.3 Nichtlineare Methode der kleinsten Fehlerquadrate

Zusatzlich soll an dieser Stelle auch das Vorgehen der Nichtlinearen Methode der
kleinsten Fehlerquadrate (engl.: Nonlinear Least Squares method, NLLSQ) erlau-
tert werden. Die Methode wird spéter fiir das Fitten von Korrelationsfunktionen
angewendet, wird aber nicht als Metamodell eingesetzt. Bei der zuvor behandel-
ten linearen LSQ ist die Modellfunktion P#(x;,a) zwar nichtlinear in x, aber
linear in den Koeffizienten a. Das fithrt auch im mehrdimensionalen Fall auf ein
lineares Gleichungssystem, sieche Abschnitt 7.3.2. Bei der NLLSQ hingegen sind
die Modellfunktionen auch nichtlinear beziiglich den Koeffizienten a. Fir das
nichtlineare Problem der kleinsten Fehlerquadrate folgt
Nsim
mmf = min Z :1:1, a)? . (7.54)
T

Das Polynom in D € RM wird durch eine allgemeine Modellfunktion M (z;, a)
ersetzt. Aufgrund der Nichtlinearitdt der Modellfunktion in beiden Parametern
muss ein nichtlineares Gleichungssystem gelost werden. Die notwendige Bedin-
gung fordert, dass der Gradient Null werden muss

of( f S (@@

Vaf(a) = }: 8a] =0 ,j=1,...,P (7.55)

mit P der Anzahl der Koefﬁmenten bzw. der Anzahl der Fitting-Parameter. Die
Bedingung kann mithilfe der Jacobi-Matrix
ori(a) OM(z:, a)
J i = = — ,
@)l = Ty i

definiert werden zu

i=1,...,Ngm, j=1,....,P (7.56)

Vof(a)=J(a)'r(a)=0 . (7.57)
Zur Losung der nichtlinearen Gleichung mit dem Newton-Verfahren ist eine Li-
nearisierung der Funktion notwendig:

Vaof(a+ Aa) =V,f(a) +Vif(a)Aa =0
& Vif(a)Aa = —V,.f(a)

Die zweiten partiellen Ableitungen V2 werden in der Hesse-Matriz zusammenge-

(7.58)

fasst:
*f(a) & ori(a)dri(a) o 0?ry(a)
2 _ — 7 7 A i
Vaf(a) N 6ak8ag ; 8ak 8@5 * 12::1 Tl(a) 8ak8ag
NSlIIl
=J(a —I—Zn Wiri(a kt=1,...,P . (7.59)
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o Setze Startwerte: ag und k£ =0
o Iterationsschleife

(1) Berechne die Inkremente Aay, durch Lésung des LGSs:
I (ar)"J (ar)| Aar = —J(ar)"r(ax)

(2) Update: ary1 = ax, + Aag

(3) Konvergenz:

WENN ||J(ay,)"r(ay)|| < TOL —s STOP
SONST — k=k+1 und gehe zu (1)

Tafel 7.1: Algorithmus des Gauf-Newton-Verfahrens fiir die Nichtlineare Methode der

kleinsten Fehlerquadrate

Mit der Definition des Gradienten und der Hesse-Matriz unter Vernachlassigung
des zweiten Terms S(a) folgt das nichtlineare Gleichungssystem

[J(a)"J(a)] Aa = ~J(a)r(a) , (7.60)

das mit dem Newton-Verfahren gelost werden kann. Die Vernachliassigung des
zweiten Terms der Hesse-Matrixz ist bei ,,schwach® nichtlinearen Problemen fir
eine bessere Performance sinnvoll. Das Verfahren wird auch als Gauf$-Newton-
Verfahren bezeichnet. Der Losungsalgorithmus ist in Tafel 7.1 dargestellt. Dieser
kann auch fiir mehrdimensionale Polynome als Modellfunktionen ./(/l\(zcl, a)inD €
RM verwendet werden. Allerdings wird die zuvor vorgestellte Indextransformation
empfohlen, um das Iterationsverfahren zu vermeiden.



7.8  Metamodelle in der Unscharfemodellierung 139

7.3.4 Kriging-Verfahren

Ein etabliertes Verfahren der Metamodellierung ist das Kriging, benannt nach
dem Geologen D.G. KRIGE [170]. Da beim Kriging-Modell davon ausgegangen
wird, dass die Modellfunktion einer Realisation eines Gaufs-Prozesses (GP) ent-
spricht, wird das Kriging-Verfahren auch oft als Gauf-Prozess-Modell bezeich-
net. Die Ausgangsgleichung des Metamodells ist demnach ein stationarer Gauf-
Prozess [269]:

Y(z) = f'(x) B+ 0" Z(z,w) ~ N(f' () B,07) . (7.61)

Eine Realisation ist hierzu in Abbildung 7.10 dargestellt. Mit dem ersten Anteil in

M(z)t —Realisation GauB-Prozess
----Trend
e sample points

Abbildung 7.10: Der Gaufs-Prozess als Grundlage des Kriging-Modells

Gleichung (7.61) f7(x) 8 wird der Mittelwert des Gauf-Prozesses beschrieben,
auch , Trend“ genannt. Darin sind die Basisfunktionen {f;, i = 1,..., P} und die
Regressionskoeffizienten {3;, i = 1,..., P} enthalten [176]. P ist die Anzahl belie-
biger Funktionen, z.B. Polynome. In [177,308] wird durch die Form des Trends das
Kriging-Verfahren in drei unterschiedliche Typen gegliedert. Diese sind in Tabelle
7.2 aufgelistet. In dieser Arbeit wird lediglich das Ordinary-Kriging angewendet.

Name Trend

Universal-Kriging T (x) B = f: fi(x);
i=1

f¥(z) B = p1, f1 bekannt
f(x) B = fi(z) B =5
mit fi(x) = 1, f; unbekannt

Simple-Kriging

Ordinary-Kriging

Tabelle 7.2: Namen der Kriging- Verfahren fiir verschiedene Formen des Trends [177]



140 7 METHODEN DER KUNSTLICHEN INTELLIGENZ

Dieses Verfahren ist ein konstantes Regressionsmodell, fiir das der Parameter (;
zunachst noch unbekannt ist. Hingegen wird beim Simple-Kriging der Parameter
[ als bekannt vorausgesetzt. Simple- und Ordinary-Kriging sind Spezialfille des
Universal-Krigings, das die allgemeine und auch flexibelste Form beschreibt. Im
zweiten Teil der Gleichung (7.61) ist 0 die Varianz des Gaufs-Prozesses und mit
Z(x,w) ist ein standardnormalverteilter Gauf$-Prozess definiert. Die Zufallscha-
rakteristik bzw. der Wahrscheinlichkeitsraum ist mit w beschrieben. Der Gauf-
Prozess ist vollstandig definiert durch eine Autokorrelationsfunktion R(x,x'; 0)
zwischen zwei beliebigen Punkten & und &’ im Raum der Eingangsgrofien. Die
Korrelationsparameter, die beziiglich der vorhanden Daten noch ermittelt werden
miissen, sind im Vektor 8 € R™*! enthalten. Im Kontext des Krigings werden
diese auch Hyperparameter genannt. An einem beliebigen Punkt & im Eingangs-
raums soll spater das Kriging-Modell ausgewertet werden. Die Ergebnisgrofien
fir die Menge aller sample points Xgm = {x1,..., @i, ..., 2N, } C D werden
fir die folgende Formulierung in einem Vektor zusammengefasst: y = [y; =
M(x1), ... y0 = M(xy), ..., yng. = M(xn,,,)]". Die Notation orientiert sich
hierzu an [177,271]. Die Vorhersage des Kriging-Modells an einem beliebigen
Punkt @ entspricht einer Gaufs-Zufallsvariable

V() ~ N(pp(), o3 ()) (7.62)

Mithilfe des Vektors der Ergebnisgrofien y kann eine multivariate Gaufs- Verteilung
definiert werden:

9wl R e

Dabei ist F € RMsm*" die Regressionsmatrix
Fy=fz) , i=1,...Ngm , j=1,...,P | (7.64)
R ¢ RMsimxNsim dje Korrelationsmatrix zwischen den sample points
R = R(z;,z;,0) , i,7=1,... Ngm (7.65)

und r(x) € RMs=x! st der Vektor, in dem die Korrelationen zwischen den sample
points und einem beliebigen Auswertungspunkt @ enthalten sind

Die Wahl der Korrelationsfunktion, die im Rahmen des Krigings auch Kernfunk-
tion genannt wird, hat einen entscheidenden Einfluss auf die Giite der Naherung
des Kriging-Metamodells. In der Praxis werden die stationdren Korrelationsfunk-
tionen in Tabelle 7.3 bevorzugt verwendet. Diese sind lediglich von dem Abstand
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Name Berechnungsformel

Exponentiell (exp.) R(d;0) = exp <_g|)

12
GauB (quad. exp.) R(d;0) = exp <_|0|>

Matérn, v = 3/2 R(d;0) = (1 + \/39\d\> exp (_\/geffﬂ)

2
Matérn, v = 5/2 R(d; ) = (1 X V51d| n 5|d| )exp (_\/59\6”>

0 362

Tabelle 7.3: Liste gingiger Korrelationsfunktionen fiir ein Kriging-Modell

zweier Punkte abhangig: d = || —a'||. Fiir den allgemein mehrdimensionalen Fall
(M > 1) wird in [176,262] eine separierbare Korrelationsfunktion vorgeschlagen:

M
R(z,x';0) = || R(xz:, 2};6;) . (7.67)
i=1
Der Einfluss der Korrelationsfunktion auf die Realisationen des Gaufl-Prozesses
wird in Abbildung 7.11 gezeigt. Wie bereits in Kapitel 6.4 diskutiert, beeinflusst
die Differenzierbarkeit die Glattheit der Realisation.

Realisationen Realisationen

AR
YINA R

Abbildung 7.11: Realisationen fiir verschiedene Korrelationsfunktionen des Kriging-
Modells zur Abbildung der Funktion M(z) = \/x cos(x): Exponentielle Korrelations-
funktion mit Ngp, = 8 (links) und Gaufs-Korrelationsfunktion mit N, = 4 (rechts)

Zur Bildung des Kriging-Metamodells miissen zunéchst die optimalen Hyperpa-
rameter @ berechnet werden. Hierzu kommen bekannte Schitzmethoden wie die
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Mazximum-Likelihood-Methode (ML) [70,180,190] oder auch die schon vorgestellte
Cross Validation (CV) [13,269] zum Einsatz. In dieser Arbeit werden die Hyper-
parameter mit der ML-Methode berechnet. Die Idee hinter der Methode ist die
Wahrscheinlichkeit (engl.: Likelihood) fur das Auftreten der Ergebnisgréfien in y
zu maximieren. Diese ist abhingig von den Parametern {3, 02, 8}, die durch das
Losen einer Optimierungsaufgabe ermittelt werden. Im Vektor y aus Gleichung
(7.63) sind die Realisationen eines multivariaten Gaufs-Prozesses enthalten:

Y ~ N (FB,0°R) . (7.68)

Werden der Erwartungswertvektor o = F'3 und die Kovarianzmatrix C = 0?R
in die Gleichung (6.37) der mehrdimensionalen Normalverteilung eingesetzt, re-
sultiert die Likelihood-Funktion:

1
L ) 27 0 =
(y | IB g ) \/(27TO.2)Nsim det(R)

exp |~ 5y~ FO)'R(y ~ FP)

(7.69)

Das Maximieren dieser Funktion kann aufgrund grofler Bereiche mit Funktions-
werten nahe Null sehr schwierig sein. Allerdings ist die Likelithood-Funktion streng
positiv. Deshalb wird zur Verbesserung des Optimierungsprozesses auf den Loga-
rithmus der Likelihood-Funktion zuriick gegriffen [192]:

_In(det(R)) (y—FB)"R'(y — FP)

Nsim
l<y|/8702a0) = - 9 111(27‘(‘0’2)

2 202
(7.70)
Das Maximum kann durch die partiellen Ableitungen nach den Parametern er-
ol 20

mittelt werden. Aus der partiellen Ableitung (y ‘aﬂﬁ’a .6) = 0 folgt:

B=pB0)=(F'R'F)'F'R'y (7.71)
2
und aus Olly|B,07.0) = 0 folgt:
0o?

ot =0*0) = —(y—FB)'R'(y - FB) . (7.72)

Durch Einsetzen der Gleichungen (7.71) und (7.72) in die Log-Likelihood-Funktion
(7.70) resultiert:

Nsim ln(det(R)) Nsim

l(y|B,0%6)=— In(270?) — 5 - (7.73)

Gesucht werden die Korrelationsparameter 6, fiir die die Funktion ein Maximum

einnimmt:
In(det(R))  Nom

Nsim 2 .
0 = arg max (—2111(27m ) — 5 ~— > fir 6, >0 . (7.74)
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Eine analytische Losung kann nicht ohne Weiteres angegeben werden. Zur Lo-
sung dieser Optimierungsaufgabe koénnen Gradientenverfahren wie das Newton-
Raphson oder auch verschiedene Evolutionsstrategien angewendet werden. In ei-
nem gewahlten Definitionsbereich Dy der Korrelationsparameter kann die Glei-
chung (7.73) ausgewertet und die optimalen Korrelationsparameter aus der Men-
ge Xp = {61,0,...,0y,} ermittelt werden. Fiir die Vorhersage des Kriging-
Metamodells ist zusitzlich der Mittelwert po(x) und die Varianz der Gaup-
Zufallsvariable oy (x) in der Gleichung (7.62) zu berechnen. Diese kénnen mit
dem besten linearen erwartungstreuen Schétzer (engl.: Best Linear Unbiased Pre-
dictor, BLUP) geschatzt werden. Die Grundlage hierfir ist der MSE. An dieser
Stelle wird auf eine ausfiihrliche Herleitung verzichtet und auf die Fachliteratur

verweisen: [70,269]. Der Mittelwert kann hiermit wie folgt angegeben werden:

po (@) = (@) B+r'(x) R (y — FP) (7.75)

und das Ergebnis der Varianz ist

o%<w>=02(1—[fT<w>rT<w>}[3 ‘:]I[MD e

r(x)

Die Korrelationsmatrix nach Gleichung (7.65) und der Vektor der Korrelationen
zwischen sample points und einem beliebigen Auswertungspunkt nach Gleichung
(7.66) sind durch die bekannten optimalen Korrelationsparameter 6 ebenfalls
ermittelbar. Als Metamodell wird dann lediglich der Mittelwert yio () verwendet:

M(z) =~ MER(z) = po(z) (7.77)

Die Varianz oy (x) wird als lokaler Fehler der Vorhersage interpretiert [176]. Zu-
sdtzlich konnen mit dem Mittelwert und der Varianz an beliebigen Auswertungs-
punkten x Konfidenzintervalle bzw. Vertrauensbereiche angegeben werden. Die

obere und untere Schranke sind definiert zu

Vo(x) = pio () — 7! (1 - ‘;‘) os(x) und (7.78)
¥,(z) = po(x) + ! (1 - Z) oo () (7.79)

mit ® der Verteilungsfunktion einer Normalverteilung und der Wahrscheinlich-
keit von 1 — . Das Intervall kann als Bereich interpretiert werden, in dem sich
der Kriging-Schitzer Y () mit der gewiihlten Wahrscheinlichkeit befindet. In Ab-
bildung 7.12 werden die Vertrauensbereiche fiir eine unterschiedliche Anzahl an
Stiitzstellen gezeigt. Je mehr Stiitzstellen vorhanden sind, desto kleiner sind die
Konfidenzintervalle. Aulerdem ist zu erkennen, dass die Intervalle an den sample
points verschwinden. Dabei gilt:

pg () = M(z;) und o%(x;) =0 fir i=1,...Ngn . (7.80)
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Abbildung 7.12: Kriging-Modell und Konfidenzintervalle mit o = 0,05 fiir die Abbil-
dung der Funktion M(z) = \/x cos(x): Ngim = 6 (links) und Ng, = 8 (rechts)

Durch das Kriging-Modell werden die Daten interpoliert. Deshalb wird das Me-
tamodell in die Gruppe der Interpolationsmodelle eingeordnet.
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7.3.5 Kinstliche Neuronale Netze

Kinstliche neuronale Netze (KNN) (engl.: artificial neuronal network, ANN) sind
weitere Metamodelle und stellen einen grofien Bereich der Kiinstlichen Intelligenz
dar. Neuronale Netze sind inspiriert durch biologische Systeme, wie das mensch-
liche Nervensystem, die aus einer grofe Anzahl einfacher Einheiten (Nervenzel-
len) aufgebaut sind und sich gegenseitig Informationen tiber gerichtete Verbin-
dungen senden [362]. KNNs werden u.a. zur Mustererkennung und Funktions-
approximation eingesetzt. Arbeiten, in denen die Funktionsapproximation mit
Neuronalen Netzen diskutiert wird, sind z.B. [88] und [137]. Ein Uberblick zur
Anwendung Neuronaler Netze in der Strukturmechanik wird in [1] gegeben. Fur
verschiedene Aufgabenstellungen existieren unterschiedliche Netz-Architekturen,
siche z.B.: [255]. FREITAG entwickelte in [97] rekurrente neuronale Netze fur
Fuzzy-Groflen, mit denen unscharfe zeitabhingige Tragwerksantworten modell-
frei prognostiziert werden kénnen. Fortsetzungen hierzu sind u.a. in [100, 104]
veroffentlicht. In dieser Arbeit wird im Rahmen der polymorphen Unschérfemo-
dellierung zur Approximation des Abbildungsoperators ein Multilayer Perceptron
(MLP) mit Feed Forward-Struktur verwendet. Die Grundlagen zur Umsetzung
des MLP’s sind aus [6,240] entnommen. Eine Darstellung des Netzes mit der
Feed Forward-Struktur wird in Abbildung 7.13 gezeigt.

Eingangsschicht Versteckte Schicht Ausgangsschicht
ilay =1 ilay = 2 ilay = Ny
—1 Bias-Neuron -1
wﬁ) Neuron w Ny
11— 1 1 M) 10
11
w(Nlay) P
Ty —> 2 2 12 1 | — M(x)
w%évlay)
3
gNlay)
n2
Tpr—rf T
w?@

e gewichtete Verbindungen

na

Abbildung 7.13: Darstellung des Multilayer Perceptrons (MLP)

Das Netz besteht aus einer Eingangs- und Ausgangsschicht. Dazwischen befin-



146 7 METHODEN DER KUNSTLICHEN INTELLIGENZ

den sich verdeckte Schichten (engl.: Hidden Layers). Die Stiitzstellen bzw. die
Trainingsdaten @; = [z1,x9,...,2y]|; mit ¢ = 1,..., Ngn werden iiber die Ein-
gangsschicht dem Netz zugefiihrt. Die Anzahl der Neuronen in der Eingangs-
schicht entspricht der Dimension M der Eingangsgrofien: ny = M. Die Aus-
gangsschicht besteht dementsprechend aus einem Ausgabeneuron fiir die eindi-
mensionale Ausgangsgrofe z = M (x). Die Anzahl der Neuronen in einer Schicht
ilay wird mit nj,, bezeichnet. In dieser Struktur sind alle Neuronen auBer die
der Eingangsschicht mit einem Bias-Neuron verbunden. Dieses ermdglicht durch
einen Schwellenwert ein Neuron zu aktivieren oder es inaktiv zu schalten. Die
Intensitat der Verbindungen der Neuronen untereinander wird durch die Wich-
tungsfaktoren w definiert. Sie werden zu Beginn mit gleichverteilten Zufallszahlen
w ~ U(—0,5,0,5) initialisiert. Ein einzelnes Neuron j ist in Abbildung 7.14 darge-
stellt. Uber eine Aktivierungsfunktion g(r;) wird der Eingang des Neurons r; in

Bias-Neuron

Neuron j

jnilayfl
Schicht ilay — 1 Schicht ilay
Abbildung 7.14: Darstellung eines Neurons

(ilay)
j
ilay berechnet sich aus der gewichteten Summe der Ausginge

eines Neurons aus der Schicht
(ilay—1
t;

den Ausgang t; transformiert. Der Eingang r
) aller Neu-
ronen der vorherigen Schicht (ilay — 1):

) ilay—1 .
r§1lay) _ Z w@(;lay) t;lay—l . (781)
=0

Als Aktivierungsfunktion (Sigmoidfunktion) der Neuronen in den versteckten
Schichten wird folgende logistische Funktion gewahlt:

1
~ 1+exp(=T-1y)

tj=g(r;) (7.82)

Hierzu miissen die Eingangsparameter normiert werden. Die Konstante 7" wird
auch als Temperaturparameter bezeichnet. In Abbildung 7.15 wird das Verhalten
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Abbildung 7.15: Logistische Aktivierungsfunktion (Sigmoidfunktion)

der Aktivierungsfunktion fir verschiedene Parameter T gezeigt. Fiir das Neu-
ron der Ausgangsschicht Ny, wird eine Identitatsfunktion verwendet. Damit ent-
spricht der Ausgang dieses Neurons dem Eingang:

—

M(w) =g (T(Nlay)> — T(Nlaw . (783)

Backpropagation-Algorithmus

Dem Netz werden Ny, Stiitzstellen als Trainingsdaten zugefithrt. Durch einen
Trainingsalgorithmus erlernt das Netz den Zusammenhang zwischen Eingangs-
und Ausgangsgrofien. Fiir das Training des Netzes wird die Riickpropagierung
(engl.: Backpropagation) angewendet, orientiert an [46,358]. Zur Verbesserung des
Trainings kann z.B. der Rprop-Algorithmus [251] oder der Levenberg-Marquardt-
Algorithmus [359] eingesetzt werden. Ahnlich wie bei der Methode der kleinsten
Fehlerquadrate ist das Ziel, den quadratischen Fehler zwischen Ndherungsfunkti-
on und Modellfunktion zu minimieren:

—

min E(w, w) mit E(w,w):;(M(a:)—M(w,w))Q | (7.84)

Gesucht werden die Wichtungsfaktoren w. Die Naherungsfunktion verléduft nicht
durch die Stiitzstellen. Deshalb wird das Neuronale Netz in Tabelle 7.1 unter den
Ausgleichsmodellen eingruppiert. Ausgehend von der Ausgangsschicht erfolgt ei-
ne Anpassung der Wichtungsfaktoren mithilfe eines Gradientenverfahrens. Zuerst
werden die partiellen Ableitungen der Fehlerfunktion nach den Wichtungsfakto-
ren wj(-ﬁvl‘“’) der letzten Schicht gebildet

0E

(Nlay)
ow;,

= ~(M(@) - M(2)) - ¢ (r;") 4" (7.85)

N lay
(53'
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mit der Ableitung der Identitatsfunktion ¢’ = 1. Zur Schrittweitensteuerung wird
eine Lernrate eingefiihrt:

Aw' M) = gy gy (M=) (7.86)

Ju J

Das Update der Gewichte zwischen der vorletzten und letzten Schicht lasst sich
dann angeben zu

wien = Wi + Awi™ (7.87)

Der Gradient wird fiir die restlichen Schichten wie folgt berechnet:

OFE Nilay+1 (lay+1) , (lay+1) — , ( (lay)) (ilay—1)
6 11ay) - — Z (5 w]n 9 (rrj ).ti (788)
wﬂ

61‘1ay

mit ¢ = g(1 + g) der Ableitung der angewendeten Aktivierungsfunktion nach
Gleichung (7.82). Das Update der Gewichte erfolgt mit der Lernrate als Schritt-
weitensteuerung;:

ij(;lay) . 5(ilay) . t(ilay—l) (7 89)
ila; (ilay) 11& ’
w]('i,k}:zl - ]z ky + A V)

Sind die Wichtungsfaktoren fiir das Minimum des quadratischen Fehlers ermittelt,
kann das Neuronale Netz als Metamodell mit einer versteckten Schicht aufgestellt
werden:

no M
MEN () = > wg) - sigmoid (Z w](-,zc) xk> (7.90)
5=0 k=0
mit ny = M der Anzahl der Neuronen in der Eingangsschicht und ny der An-
zahl der Neuronen in der versteckten Schicht. Fiir die numerischen Beispiele wird
lediglich eine versteckte Schicht gewahlt, die fiir die Funktionsapproximation aus-
reichend ist. Eine ausfiihrliche Parameterstudie zur Netzarchitektur und den Ein-
stellmoglichkeiten des Netzes ist nicht Bestandteil dieser Arbeit. Daher wird eine
Lernrate von n = 0,02 gewéhlt. Der Temperaturparameter in der Sigmoidfunktion
nach Gleichung (7.82) ist fiir alle numerischen Beispiele T = 5.



7.8  Metamodelle in der Unscharfemodellierung 149

7.3.6 Hochdimensionale Modelldarstellung - HDMR

Fiir den Abbildungsoperator M (x) vieler Problemstellungen aus dem Ingenieur-
wesen miissen meist viele Eingangsparameter beschrieben werden. In der Lite-
ratur gilt ein Problem beispielsweise ab einer Anzahl von M > 10 Eingangs-
variablen als hochdimensional [50]. Allerdings sind die Einfliisse der Eingangspa-
rameter auf die Ergebnisgrofie meist voneinander unabhéangig. Das bedeutet, dass
zwischen den Variablen nur eine ,schwache* Korrelation vorhanden ist [238]. In
diesem Fall kénnen die Einflisse hoherer Ordnung vernachléssigt werden. Das
ist die Motivation der hochdimensionalen Modelldarstellung (Abk.: HDMR) nach
SoBoL’ [295]. Die Abkiirzung HDMR steht fir die englische Bezeichnung High-
Dimensional Model Representation. Diese Methode wird auch schon in zahl-
reichen Anwendungen im Rahmen der Fuzzy-Analyse eingesetzt, siehe hierzu
z.B.: [16,49, 343|. Folgend wird der theoretische Hintergrund mithilfe der Ver-
offentlichungen [50, 186, 238, 239, 297] wiedergegeben. Die HDMR ist eine Sum-
menentwicklung des Abbildungsoperators M (x), der von M Eingangsparameter
x = [x1,Ts, ..., x)] abhingig ist:

M(z) = Mo+ > My (k)

M ko—1

+ Z Z Mk1k2($k1,$k2)

ko=2k1=1

T (7.91)

ks—1ko—1

+ Z Z Z Mklk’z kr, xklyxkzv--'ka)

=L  ke=2k1=1
+ ...

+ Mo ks (Thyy Thyy - - - Thyy)

Dabei ist M, ein konstanter Term. Mit der Funktion My (z) werden die Einfliis-
se auf den Abbildungsoperator der Variablen x; beschrieben. Die gemeinsamen
Einflisse der Variablen z, und xy, werden mit der Funktion My, g, (xk, , Tx,) de-
finiert. Der Term My, k,. k, (Tk,, Tk, - - - T, ) beschreibt die Einfliisse L-ter Ord-
nung. Die Ordnung der Einfliisse ist nicht mit der Ordnung einer Funktion zu
verwechseln, die beispielsweise durch den grofiten vorkommenden Exponenten im
Funktionsausdruck ermittelt wird. Das heifit, die Teilfunktionen M () beschrei-
ben zwar die Einfliisse erster Ordnung, konnen aber beliebig nichtlinear werden.
Die gemeinsamen Einfliisse aller Variablen auf den Abbildungsoperator sind im
letzten Term My k. k2, (Thys Thgs - - - Ty, ) €nthalten. Im Gegensatz zur Reihenent-
wicklung der KLE oder einem Taylor-Polynom ist bei dieser Formulierung die
Anzahl der Summenglieder endlich und unter Mitnahme aller Terme exakt. Die
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Anzahl aller moglichen Teilsummenfunktionen zur Beriicksichtigung der Einfliisse
L-ter Ordnung lésst sich mithilfe des Binomialkoeffizienten berechnen [136]:

M
> (f) =2M—-1 . (7.92)
L=1
Fir einen Abbildungsoperator mit M = 3 Eingangsparameter resultieren drei
Einflisse erster Ordnung Mi(z1), Ma(z2), Ms(x3), drei Einflisse 2. Ordnung
M ko (Thy s Thy )y Mgk (Thy s Thy )y Miggks (Thy, Ty ) und ein Einfluss dritter Ord-
nung My, koks (Tky s Thy, Try ). Das Ziel eines HDMR-Metamodells ist nun die Sum-
menentwicklung zu kiirzen, um den Rechenaufwand zu minimieren. Dabei ist eine
HDMR 2. Ordnung fiir die meisten physikalischen Problemstellungen bereits aus-
reichend [238,239]:

M M ko—1
M(:c) =~ MU -+ Z Mk(xk> + Z Z ./\/lkle (xkl,:ckQ) . (793)
k=1 ko=2k1=1

Die numerische Umsetzung ist nur moglich, wenn die einzelnen Teilsummenfunk-
tionen My (zx), M ks (Thys Ty )s - - s Mk king (Thy s Thgs - - - Tiy, ) ermittelbar sind.
Dazu werden in der Literatur im Wesentlichen zwei Methoden vorgeschlagen: die
cut-HDMR-Methode oder die RS(Random Sampling)-HDMR-Methode. In die-
ser Arbeit wird die cut-HDMR-Methode angewendet und vorgestellt. Fiir diese
Methode ist die Wahl eines Referenzpunkts im Raum der Eingangsparameter
erforderlich. Dieser ist folgendermafien definiert:
max x; + min x;

z;, €D z, €D .
", =" ! Vi=1,.
) 92 ) )

c=[c ¢ ... oy oMo (7.94)

Die Wahl des Referenzpunkts hat einen groflen Einfluss auf die Konvergenz der
HDMR. SoBoL’ zeigt in [297], dass der Mittelpunkt des Eingangsraums ein opti-
maler Punkt dafiir ist. In einer Fuzzy-Analyse ist dies nicht der Punkt in der Sup-
port-Menge des Fuzzy-Eingangs mit der grofiten Zugehorigkeit. Die Teilsummen-
funktionen der Summenentwicklung werden durch den Referenzpunkt als Schnitt-
linien My, (zy, c¥), Schnittflichen My, (Tk,, Tr,, ¥*2) oder fiir eine HDMR 3.
Ordnung durch ein Volumen My, j,ks (ks Thys Thg s cFk2k3) angegeben. Eine Vi-
sualisierung der eindimensionalen bzw. zweidimensionalen Schnitte wird in Ab-
bildung 7.16 gezeigt. Die einzelnen Teilsummenfunktionen einer HDMR, bis ein-
schlieBlich 2. Ordnung koénnen mithilfe der eingefithrten Schnitte dann folgender-
maflen definiert werden:

My = M(c) (7.95)

Mk(l‘k) == Mk(l‘k, C) — Mo (796)
Mk1k2 (xklaxkz) = Mkle(xkl7xk‘27 ckl’]@) - Ml(xl) — MQ(I’Q) — MO . (797)
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Abbildung 7.16: Darstellung der Schnitte fiir drei Eingangsvariablen fiir die cut-
HDMR: Schnittlinien (links) und Schnittflichen (rechts)

Die Einfliisse niedriger Ordnung werden jeweils subtrahiert, um diese nicht mehr-
fach zu berticksichtigen. Im Verlauf der Arbeit werden zusétzlich auch diese Funk-
tionen dargestellt, da sie die ,bereinigten“ Einfliisse der Eingangsvariablen wie-
derspiegeln. Werden die Gleichungen (7.95) bis (7.97) der Teilsummenfunktionen
in die Summenentwicklung der HDMR nach Gleichung (7.91) eingesetzt, resul-
tieren die Gleichungen der Schnittfunktionen der cut-HDMR zur numerischen
Umsetzung. Die Schnittfunktionen der cut-HDMR 1. Ordnung sind wie folgt de-
finiert:

MU () = kz_j My (g, ) — (M — 1) M(e) (7.98)

und fiir die cut-HDMR 2. Ordnung folgt:

M ko—1

MIP(z) = > 3 My, (h,, 2py, €2)
k2=2 k1=1 ; (7.99)
_m4_m§:wu@m&y+MJ_ng_mAu@

Die einzelnen Schnittfunktionen, die einen beliebigen Verlauf haben konnen, kon-
nen nun auch durch Metamodelle entwickelt werden:

M (z) ~ M (z) . (7.100)

Fiir die eindimensionalen Schnittfunktionen gilt:

o~

My (zg, ") = My (x) (7.101)



152 7 METHODEN DER KUNSTLICHEN INTELLIGENZ

und die zweidimensionalen Schnittfunktionen konnen wie folgt angegeben werden:
My (Thy s Thy, €52) 2 Mo (21,5 08,) (7.102)

In Abbildung 7.17 ist die Ndherung durch ein Metamodell mit einer vollfaktori-
ellen Versuchsplanung auf einer ausgewéhlten Schnittlinie und Schnittfliche aus
Abbildung 7.16 dargestellt.

M\kl,kz (mklﬁ xk2)

Abbildung 7.17: Nidherung der Schnittfunktionen durch Metamodelle: Metamodell
fiir eine eindimensionale Schnittfunktion (links) und einer zweidimensionalen Schnitt-
funktion (rechts)

Zur Darstellung der Schnittfunktionen konnen die vorgestellten Metamodelle aus
Tabelle 7.1 angewendet werden. Kommen die Ausgleichsmodelle wie das LSQ-
Metamodell M (x) oder das Neuronale Netz MXNN(z) zum Einsatz, ist das
HDMR-Metamodell auch ein Ausgleichsmodell. Wird hingegen ein Metamodell
mit Lagrange-Polynomen M\I(m) oder das Kriging-Modell M\KR(:I:) angewendet,
ist das HDMR-Metamodell ein Interpolationsmodell. Die statistische Versuchs-
planung beschrénkt sich hier auf eine vollfaktorielle Versuchsplanung mit einer
ungeraden Anzahl an Stiitzstellen pro Variable. Damit ist sichergestellt, dass die
Schnittlinien bzw. Schnittflichen durch den Referenzpunkt als Mittelpunkt des
Eingangsraums verlaufen. Die Random Sampling Methoden kénnen deshalb zur
Erstellung der Schnittfunktionen nicht angewendet werden. Der Rechenaufwand
gemessen in der Gesamtanzahl der notigen Stiitzstellen Ny, kann fiir eine HDMR
L-ter Ordnung in Abhéngigkeit der Anzahl der Eingangsvariablen M wie folgt
berechnet werden:

Lo M ;
Naim (M, ngim) = ; m(nsim - 1)

~

(7.103)
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Dabei ist ng, die Anzahl der Stiitzstellen pro Eingangsvariable fiir eine vollfak-
torielle Versuchsplanung. Hierzu wird in Abbildung 7.18 der Rechenaufwand fiir
eine bestimmte Anzahl an Eingangsvariablen fiir ng, = 5 dargestellt.

761 T ‘
/ — HDMR 1. Ord.

613

. / — HDMR 2. Ord.
E M _ M
Zm 365 / — Ngim = 5

265 /

181 -/

113

[ —

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Anzahl der Variablen M

Abbildung 7.18: Darstellung des Rechenaufwands mit ngy, = 5 Stiitzstellen pro Ein-
gangsvariable fiir eine HDMR 1. Ordnung, HDMR 2. Ordnung und einer vollfaktoriellen
Versuchsplanung ohne die HDMR

Wird eine vollfaktorielle Versuchsplanung ohne das HDMR-Metamodell ange-
wendet, entspricht der Aufwand einem exponentiellen Verlauf Ny, ~ n2L . Nach
Gleichung (7.103) resultiert fiir eine HDMR 2. Ordnung ein quadratischer Verlauf
2

Ny ~ n2 . M?. Der Aufwand kann damit erheblich reduziert werden.
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7.3.7 Zusammenfassung der Metamodelle

In Tabelle 7.4 sind alle Metamodelle, die zur Losung der Problemstellungen in
dieser Arbeit angewendet werden, gegeniibergestellt. Zusétzlich sind in der Ta-

Metamodell Form Parameter
_ K K
Lagrange Mix) =3 - % Zipin Liyin () L(x),z
=0  ix=0
_— K+1)M M w-L(k
LSQ MA(z) = ap 11 2t a
k=1 n=1
Kriging MER(z) = fl(x)B+rT(x) R (y — FB) 0.,B,0°
—~ no p M
KNN MENN () = wg‘;) - sigmoid | > wﬁ) cxp | W
=0 k=0

@k<xk)a

HDMR M\HD(;L-) nach Gleichung (7.98) oder (7.99) by (T4, T8,
k1,k2\ k1) Lk

Tabelle 7.4: Ubersicht der vorgestellten Metamodelle und deren Konstruktionspara-

meter

belle die Parameter aufgelistet, die zur Konstruktion des jeweiligen Metamo-
dells berechnet werden miissen. Sind diese bekannt, konnen fiir beliebige weitere
Stiitzstellen im Definitionsbereich der Eingangsparameter das Metamodell ohne
groflem Rechenaufwand ausgewertet werden. In der Anwendung miissen mehrere
Ersatzmodelle getestet werden, wenn fiir ein System keine Kenntnis zum Funkti-
onsverlauf vorhanden ist. Ein Metamodell, das fiir alle Problemstellungen gleich
gut funktioniert existiert nicht. Mit der Validierung der Modelle befasst sich der
nachste Abschnitt. Im Verlauf der Arbeit hat sich dennoch die HDMR, in Kombi-
nation mit den Ausgleichsmodellen als sehr effizient erwiesen. Das gilt aber nur
fiir die im Folgenden vorgestellten Beispiele.
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7.4 Methoden zur Beurteilung der Qualitéit eines Meta-
modells

Schon allein die Validierung eines Metamodells beschreibt ein eigenes Forschungs-
feld. Hierzu gibt es zahlreiche Veroffentlichungen: [31,95,103, 142,146, 157, 285].
Die Gite eines Metamodells kann nach JIN ET. AL [146] unter folgenden Ge-
sichtspunkten bewertet werden:

o Genauigkeit Die Féahigkeit des Ersatzmodells die Ergebnisgrofien der
,wahren Funktion an weiteren Stitzstellen im Versuchsraum moglichst
genau ,vorherzusehen®.

e Robustheit Die Moglichkeit das aufgestellte Ersatzmodell auch fiir wei-
tere Problemstellungen einzusetzen.

o Effizienz Die benétigte Rechenzeit zur Aufstellung und Auswertung des
Metamodells.

e Transparenz Die Konstruktion eines Metamodells sollte durchschaubar
sein. Eine ,Black Box“ sollte moglichst vermieden werden.

o Einfachheit Ist das Metamodell einfach zu implementieren und zu be-
dienen?

Die hierzu etablierten Messgrofien fiir die Qualitat sind in Tafel 7.2 aufgelis-
tet. Darunter sind der mittlere quadratische Fehler (engl.: Mean Square Error,
MSE), die Wurzel des MSE (engl.: Root Mean Square Error, RMSE) und das
Bestimmtheitsmaf, auch Determinationskoeffizient R? genannt, wohl die meist
genutzten Qualitdtskriterien. Diese Groflen sind auch ein Maf fiir die globale
Genauigkeit eines Metamodells. Das Bestimmtheitsmafl gibt an, wie gut ein Me-
tamodell sich an variable Daten anpassen kann. Je grofiler R?, desto hoher ist
die ,Gite“ des Ersatzmodells. Hingegen wird mit dem maximalen absoluten Feh-
ler (engl.: Mazimum Absolute Error, MAE) nur ein lokaler Fehler beschrieben.
Weitere Kriterien, wie der mittlere absolute Fehler (engl.: Average Absolute Er-
ror, AAE) und das Maximum des absoluten Fehlers in Prozent (engl.: Maximum
Absolute Percentage Error, MAPE), sind zwar global orientiert, aber anféllig be-
ziiglich ,Ausreifler. Auflerdem wird davon abgeraten, den Fehler beziiglich der
Stiitzstellen mit denen das Metamodell aufgestellt wird, zu berechnen. Da das Me-
tamodell robust sein soll, muss es auch fiir einen unterschiedlichen statistischen
Versuchsplan die gleiche Qualitat aufweisen. Daher werden fiir die Validierung zu
den Ny, Stitzstellen Xy, = {@1,..., @4, ..., ®N,, } C D zusitzliche Nyog Test-
punkte Xiest = {x1,.... &), ..., TN, C D eingefiithrt. Die Wahl der Testpunkte
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1 Ntest o
MSE = —— 3 (M(z;) — M(z,))? . (7.104)
Ntest j=1
1 Ntest -
Ntest j=1
Ntcst — 2
, jzz:l (z;) — M(z;))
R =1- N , (7.106)
, (xj) — M(=;))?
7j=1
MAE = max |M(z;) — M(z;)| , j=1,..., Neet (7.107)
1 Ntest o
AAE = > IM(zj) — M(zy)| (7.108)
Ntest i—=1
M(z;) — M(z; .
MAPE = max (’”j\)/l(wj> @)l 100 . =1, N (7.109)

Tafel 7.2: Qualitatskriterien fiir die Bewertung der Giite eines Metamodells

kann mit den vorgestellten Methoden der Versuchsplanung durchgefithrt werden,
z.B. dem LHS. Allerdings ist darauf zu achten, dass geniigend Testpunkte ge-
wahlt werden und diese mit einem ausreichenden Abstand zu den Stiitzstellen
liegen [142]. Bei der Interpretation der FehlergroBen ist zu beachten, dass keine
falschen Schlussfolgerungen getroffen werden. In Abbildung 7.19 ist dargestellt,
wie beispielsweise der Determinationskoeffizient R? eine falsche Aussage liefern
kann bei unterschiedlich ausgepragten Metamodellen.

Abbildung 7.19: Beispiele aus [261] zum Determinationskoeffizienten R? zur Beurtei-
lung der Qualitét eines Metamodells: Metamodell als Interpolation (links), Quverfitting-

Phanomen (mitte), ndherungsweise konstanter Verlauf der Modellfunktion (rechts)
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Bei einem Metamodell mit Polynominterpolation oder auch beim Kriging ver-
lauft das Metamodell durch die Stiitzstellen. Dadurch wird kein Fehler angezeigt,
wenn die Stiitzstellen als Testpunkte gewdhlt werden. Deshalb kann in diesem
Fall auch nur bei einem Ausgleichspolynom ein Fehler gemessen werden. Bei
einem Querfitting-Phdinomen wie dem RUNGE-Effekt wird beispielsweise auch
kein Fehler angezeigt, obwohl zwischen den Stiitzstellen grofle Abweichungen zur
,wahren“ Funktion vorhanden sind. Ist die Funktion unsensibel beziiglich einer
Eingangsvariable oder werden nur kleine Fluktuationen in den Daten angezeigt,
gilt: R? ~ 0, obwohl die Abweichungen zum Ersatzmodell eher gering sind. Eine
weitere Moglichkeit zur Fehlerauswertung ist die Methode der Kreuzvalidierung
(engl.: Cross Validation, CV) nach MECKESHEIMER [197,198]. In der p-fold CV
wird die Menge an Stiitzstellen

Xsim:XhXQ;'--,Xpy pZ 2 (7110)

in moglichst p gleich grofle Untermengen aufgeteilt. Die Auswahl der Stiitzstellen
der Untermengen erfolgt zuféllig. Das Metamodell wird dann k-mal | gefittet.
Dabei wird bei jedem Durchlauf eine Untermenge ausgelassen. In der ausgelas-
senen Untermenge sind Ny Testpunkte enthalten. Der CV-Fehler wird jeweils
an diesen ausgelassenen Punkten berechnet. Die tibrigen Stiitzstellen bilden die
Trainingsdaten mit denen das Metamodell neu aufgestellt wird. Werden die Aus-
gangsgroffen des neuen Metamodells M\*(a:) mit den Ausgangsgrofien des ur-
springlichen Metamodells M () an den ausgelassenen Stiitzstellen verglichen,
kann eine Differenz festgestellt werden. Diese Differenz wird bei der CV zur Feh-
lermessung mit den bekannten Groflen aus Tafel 7.2 verwendet. Oft wird der
Mittelwert des MSE als Kriterium angewendet:

p
MSE¢qy = EZMSE(i) (7.111)
=1
mit
‘ 1 Neest .y )
MSE(i) = N > (M(zy) — MH(x5))? . (7.112)
est j—1

Die Fahigkeit des Metamodells wie gut die Ergebnisgrofien mit neuen Eingangs-
daten vorhergesagt werden konnen, wird durch den CV-Fehler beschrieben. Fiir
eine 2-fold C'V und einem Versuchsraum mit Ng,, = 8 Stiitzstellen, wie in Abbil-
dung 7.20 dargestellt, werden beispielsweise zwei gleich groie Untermengen mit
jeweils Niest = 4 Testpunkten erhalten. Das heifit, das Metamodell wird 2-mal an
den jeweils 4 verbleibenden Stiitzstellen , gefittet. Dabei wird der Fehler an den
vier ausgelassenen Stiitzstellen gemessen.
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Test-Metamodell M? ()
Metamodell M (z)

Test-Metamodell M2 (x)

v
8

Ty T9 T3z Xy Ty g Ty T

Abbildung 7.20: 2-fold Cross Validation mit 8 Stiitzstellen und 2 Test-Metamodellen

In [31,163] wird eine 10-fold CV empfohlen. Die Anwendung stellt auch sicher,
dass nicht zu viele Stiitzstellen ausgelassen werden. Eine Leave-One-Out CV wird
durch den Fall p = Ny, beschrieben. Alternativ werden bei einer Leave-k-Out CV
alle moglichen

Nsim Nsim!
L 7.113

Untermengen der Grofie k ausgelassen. Fir den Fall £ = 1 resultiert wieder eine
Leave-One-Out CV. Allerdings ist dieses Vorgehen auch aufwendiger.
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7.5 Globale Sensitivitiatsanalyse

In der Analyse von Unschérfen oder der probabilistischen Strukturmechanik spielt
die Sensitivitatsanalyse (SA) eine wichtige Rolle. Mithilfe einer SA werden die
Einfliisse der Eingangsparameter auf die Ausgangsgrofien eines Modells unter-
sucht. Die Eingangsparameter werden dabei nach Wichtigkeit sortiert. Eine SA
wird daher auch als importance measure bezeichnet. Das Bewertungsmaf ist ein
skalarer Wert und wird auch als Sensitivitdtsmafl oder Sensitivitatsindex be-
nannt [119]. Das Ergebnis stellt damit eine Art Rangliste dar, an der abgelesen
werden kann, welche Eingangsparameter das Modell am starksten beeinflussen.
Mit dieser Zusatzinformation kann beispielsweise ein planender Ingenieur irre-
levante Groflen identifizieren und das Modell mit den relevanten Eingangsgro-
Ben gezielt anpassen. Die Durchfithrung einer SA findet nach der Berechnung
der Ausgangsgrofien statt und wird deshalb auch als Nebenprodukt einer sto-
chastischen Modellierung oder als Nachlaufrechnung (engl.: Post Processing) be-
zeichnet. In [116,222] werden beispielsweise Sensitivitaten fiir den Entwurf von
Tragwerken unter Berticksichtigung von Unschérfen eingesetzt, um damit die Ro-
bustheit eines Tragwerks zu bewerten. Im Rahmen der Unschérfemodellierung
kann zur Unterstiitzung der Entscheidungsfindung (engl.: decision-making) eine
SA durchgefiihrt werden.

Die vorgestellten Grundlagen orientieren sich im Wesentlichen an SUDRET [309]
und SALTELLI ET AL. [263-265], die umfassend den Stand der Technik zu den
Methoden der Sensitivitdtsanalyse beschreiben. Diese lassen sich in zwei Katego-
rien einteilen: lokale und globale Methoden. Eine lokale SA beschrankt sich auf
die Untersuchung lokaler Einfliilsse der Eingangsparameter und basiert auf der
Berechnung des Gradienten, der als Sensitivitdtsmafl verwendet wird. Wenn die
Modellfunktion nicht analytisch differenziert werden kann, kénnen hierbei nume-
rische Verfahren, wie z.B. das Finite Differenzen-Verfahren, angewendet werden.
Hingegen wird bei einer globalen Sensitivitatsanalyse (GSA) der gesamte Definiti-
onsbereich des Eingangsraums betrachtet. Zuséatzlich werden kombinierte Effekte
der Eingangsvariablen auf die Ausgangsgrofien berticksichtigt.

In [264] wird zwischen regressionsbasierten und varianzbasierten Methoden unter-
schieden. Bei den regressionsbasierten Methoden wird der Effekt jeder Eingangs-
variable mit einem Korrelationskoeffizienten gemessen, z.B. mit den Pearson-
Korrelationskoeffizienten. Da diese Methoden auf einem linearen Korrelations-
modell beruhen, kénnen bei einem nichtlinearen Verhalten des Abbildungsope-
rators die Sensitivitdtsmafle nur mit unzureichender Genauigkeit berechnet wer-
den [266]. Bei den varianzbasierten Methoden wird die Varianz der Ausgangs-
groffe in eine Summe von Einzelvarianzen und Kombinationen aufgeteilt. Zu
den bekannten Methoden gehoren der Fourier Amplitude Sensitivity Test (Abk.:
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FAST) [54,55,267] und die Sobol’-Indizes [12,136,266,295,296,298|. Diese Tech-
niken sind unter der Abkiirzung ANOVA fiir Analysis of Variance bekannt.

7.5.1 Varianzbasierte Sensitivitdtsanalyse

In dieser Arbeit wird die ANOVA-HDMR angewendet, d.h. die Sobol’-Indizes
werden zur Angabe von Sensitivitdtsmaflen berechnet. Diese Methode basiert
auf der bereits vorgestellten HDMR in Abschnitt 7.3.6. Zur Herleitung sei eine
Modellfunktion mit M Eingangsparameter im Einheitsraum gegeben:

y=M(z), xcl0,1]M . (7.114)

In [296,297] fiihrt SOBOL’ den Begriff ANOVA-HDMR ein, wenn bei der Zerlegung
der Modellfunktion in eine Summenentwicklung nach Gleichung (7.91) folgende
Bedingungen erfillt sind:

e Das Integral jeder Teilsummenfunktion tiiber die unabhéangigen Variablen
ist Null

1
/Mklkg...ks (Thyy Ty - - - g, ) dx; =0 far @ =ky ... ks (7.115)
0

o und die unterschiedlichen Teilsummenfunktionen sind orthogonal zueinan-

der

1
O/Mkle"'ks (‘Tk17xk2’ . ka>M€1€2...Zs (1341737527 <o 7‘7:515) dx = (7116)

fur (/Clks)?é<€1€t)

Wird die Summenentwicklung nach Gleichung (7.91) tiber den Einheitsraum inte-
griert und wird zusétzlich die Bedingung nach Gleichung (7.115) beriicksichtigt,
folgt der konstante Term M, als Mittelwert der Zerlegung

My = M(x) dx (7.117)

[071}1\4

mit dx fir dz; ...dz),. Die eindimensionalen Teilsummenfunktionen
[0’1]]»1—1
und die zweidimensionalen Teilsummenfunktionen

Mij(i, x5) = / M(@) dzgijy — Mi(x) — Mj(z;) — Moy (7.119)

0,1)24-2
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konnen analytisch durch das Losen der Integrale ermittelt werden. Wie nach den
Gleichungen (7.95) bis (7.97) miissen auch hier die Effekte niedriger Ordnung
subtrahiert werden. Zur Vermeidung der Darstellung mit mehrdimensionalen In-
tegralen wird die kompakte Schreibweise nach SUDRET [309] gewéhlt. Hierbei ist
Joapr—2 dx(;y eine Integration tber alle Variablen auier den Variablen z; und
xj. Da spater mit den Varianzen die Sensitivitatsmafle beschrieben werden, wer-
den fiir deren Herleitung die Eingangsparameter als unabhéngige gleichverteilte
Zufallsvariablen definiert:

X ={X,Xg,... Xp... Xs}', Xpe~U,1), k=1,...,M . (7.120)

Daraus folgt, dass auch die Ergebnisgrofie Y = M(X) eine Zufallsvariable ist. Al-
ternativ kann damit der Mittelwert in Gleichung (7.117) auch mithilfe Gleichung
(6.7) fiir den Erwartungswert und der Beziehung [*2° f(z)dz = 1 hergeleitet
werden:

“+oo

EY] =M, = / M(x) [T fe(Xy) dee : )
—0 k=1 7.121

= M(x) dx

(0,11

Die Varianz der Ausgangsgrofie kann analog mithilfe der Gleichung (6.8) und der
Orthogonalitéitsbedingung nach Gleichung (7.116) angegeben werden zu

+oo

D =VarlM(X)] = / (M(z) — Mo)? kU Fo(X,) doe
= o M) = Mo iz e
= [, M@ = Mida

Die Varianz D wird auch als totale Varianz bezeichnet. Wird die Gleichung (7.91)
quadriert und integriert, kann die totale Varianz mithilfe der Orthogonalitatsbe-
dingung (7.116) wie folgt zerlegt werden:

M M ka—1
D = Z Dk + Z Z Dkle + e + Dklk}Q...k}w . (7.123)
k=1 ko=2k1=1

Die partiellen Varianzen konnen mit der Beziehung

Dy, .k, = Mil..,k:S(xkl cooxy,)dxy .. dxy,
[0,1]° (7.124)

fir 1<k <---<ks<M, s=1,....M
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berechnet werden. Die Anzahl der partiellen Varianzen ist nach Gleichung (7.92)

2M _ 1. Das Ergebnis einer Normierung mit der totalen Varianz sind die Sobol -

Indizes
(7.125)

die als Sensitivitatsmafle verwendet werden. Fiir die Summe aller Indizes gilt:

M M ko—1
SoSk+ D D Skt Skksk =1 (7.126)
k=1 ko=2k1=1

Die Indizes erster Ordnung Sy, sind die Effekte jeder einzelnen Variable auf die Va-
rianz der Ergebnisgrofle. Diese Effekte werden als Haupteffekte bezeichnet. Durch
die Effekte hoherer Ordnung Sk, x,. x,, werden die Einfliisse der Interaktion der
Eingangsparameter untereinander beriicksichtigt. Die Indizes der totalen Varianz
werden von HOMMA & SALTELLI [136] zur Beschreibung aller Einfliisse einer be-
stimmten Variable X} eingefiihrt. Diese beinhalten alle partiellen Varianzen mit
dem Index k und sind in der Schreibweise nach SUDRET [309] wie folgt definiert:

St = Skvksy I ={{k1,....ks} D{k}} . (7.127)

Folgende Indizes der totalen Varianz werden beispielsweise fiir eine Problemstel-
lung mit drei Eingangsvariablen erhalten:

St = 51+ Siz + S13 + Sies
St, = S + Si2 + Saz + S123 (7.128)
St, = S5 4 Si3 + Sa3 + S12s

AuBlerdem gilt:
Sp, =1- S, (7.129)

mit S, der Summe aller Indizes der partiellen Varianzen, die nicht den Index
k enthalten. Ist ein Index der totalen Varianz nahezu Null, hat die dazugehorige
Eingangsgrofie keinen Einfluss auf die Ausgangsgrofie des Modells. Diese Variable
kann dann vernachléssigt werden und damit die Dimension der Problemstellung
reduziert werden [300]. Das ist vor allem bei hochdimensionalen Modellfunktionen
von groflem Interesse.

7.5.2 Monte-Carlo-Integration

Die Berechnung der Sobol’-Indizes erfordert z.B. die Losung der Integration in
Gleichung (7.122). Diese kann mithilfe einer Monte-Carlo-Simulation durchge-
fiihrt werden. Dazu werden zuféllige Auswertungspunkte in zwei unabhéngige
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Matrizen A € RVmesXM ypd B € RNwes*M jim Definitionsbereich der Eingangspa-
rameter generiert:

und

a
L11

a
Ty

a
:Cchs]-

b
L1
b
Tyy
b
meCS:l

a
Lig

a
Lk

a
T Nunesk

b
Ty
b
Lk,
b
L Ninesk

L NpesM

a
Ty
a
Lon

a

b i
Tim
b
Lom
b
L NipesM

(7.130)

(7.131)

mit £ = 1... M Eingangsparameter und ¢ = 1... Ny, Auswertungspunkte. Zur

Generierung der Auswertungspunkte empfiehlt sich ein Random Sampling oder
die Sobol’-Sequenzen in [294]. Diese werden in diesem Kapitel nicht vorgestellt,

kommen aber in der Literatur zur Berechnung der Sensitivitdtsmafle oft zum

Einsatz, um eine bessere Konvergenz der Sobol’-Indizes zu erreichen. Zusatzlich

werden aus den Matrizen A und B drei weitere Matrizen konstruiert:

und

fir

b
L T Npes1

b
L1

b
Ly

a
L T Nmesl

a
L1k

a
Lk

a
L Npnesk

1<k<j<M

a
L Nunesk

a
L1k

a
Lk

b

Tk
b

Lok

a

a
'Tchsj

L NpesM

b _
Ty

b
Tonm

a
Tim

a
Lon

a
L' NopesM
Tim
Tonm

L Nynes M

(7.132)

(7.133)

(7.134)
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Dabei sind die Spalten der Matrix B bis auf die k-te-Spalte in der Matrix Bif)
enthalten. Die k-te-Spalte wird der Matrix A entnommen. Fir die Matrix Bx(fj )
werden die Spalten £ und j der Matrix A entnommen. Sinngeméf} sind die Spal-
ten der Matrix A bis auf die k-te-Spalte in der Matrix Ag) enthalten. Die k-
te-Spalte wird der Matrix B entnommen. Mit der Einfithrung dieser Matrizen
kénnen der Mittelwert nach Gleichung (7.121), die totale Varianz nach Gleichung
(7.122) und die partiellen Varianzen nach Gleichung (7.124) mit einer Monte-

Carlo-Simulation wie folgt berechnet werden:

1 chs o
S MAL,:)M(B(L,:)) (7.135)
mcs (=1
NII]CS o~
D~ Y M(A — M (7.136)
mcs =1
1 e (k) '
> MAW)MBY(4:) = M, (7.137)
mcs =1
/\ 1 chs
Doy ~ S M(A)MAR (4,) - M2 (7.138)
mcs /=1
) Rt Ui B k) 5 D 2
Dy~ ; M(A,)M(BY (L)) — Dy, — Dj — M; . (7.139)
mes yp—1

Die Notation A (¢, :) mit dem Doppelpunkt-Operator bedeutet, dass die komplette
(-te Zeile aus der Matrix A entnommen wird. Der Index der totalen Varianz kann
anschlieend mithilfe der Gleichung (7.138) berechnet werden:

o~

. D,

Da mit einer Monte-Carlo-Simulation je nach Gestalt der Modellfunktion viele
Auswertungen notig sind und diese deshalb sehr rechenintensiv ist, findet die In-
tegration auf dem Metamodell M () statt. In der Praxis ist es meist ausreichend
die Indizes erster Ordnung und die der totalen Varianz zu berechnen. Mit dem
Vergleich beider Indizes ist erkennbar, ob Effekte hoherer Ordnung eine Rolle
spielen. Dennoch wird versucht, wie Indizes héherer Ordnung ohne zusatzlichen
numerischen Aufwand erhalten werden koénnen, siehe z.B.: [216]. SUDRET zeigt
in [310,311] wie auf Basis des Polynomial Chaos Metamodells die Sobol’-Indizes
als Nachlaufrechnung analytisch ermittelt werden kénnen und damit eine Monte-
Carlo-Integration vermieden werden kann.
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7.6 Numerische Beispiele
7.6.1 Benchmark-Funktionen

Zur Validierung eines Metamodells werden Benchmark-Funktionen eingesetzt.
Dazu werden die Fehlergroflen zum Beispiel nach Tafel 7.2 herangezogen. Fol-
gend wird an der Runge-, Ezp-Tanh- und der Ishigami-Funktion die Funktio-
nalitdt der implementierten Metamodelle fiir unterschiedliche DoEs gezeigt. Fiir
alle untersuchten Benchmark-Funktionen basiert das Kriging-Modell auf einem
konstanten Regressionsmodell und der Gauf$-Korrelationsfunktion. Das Neurona-
le Netz (ANN) aus Kapitel 7.3.5 ist aus einer versteckten Schicht mit ny = 20
Neuronen aufgebaut.

Rungefunktion

Gegeben ist die zweidimensionale Runge-Funktion:

1

M) = o )

, x1,%9 € [-5,5] . (7.141)

In Abbildung 7.21 wird das Ergebnis einer Polynominterpolation mit einem Po-
lynomgrad K = 10 gezeigt. An dieser Funktion ist das Runge-Phdnomen sicht-

Abbildung 7.21: Die zweidimensionale Runge-Funktion mit einem Polynomgrad K =

10 fiir eine dquidistante (links) und Tschebyschow- Versuchsplanung (rechts)

bar. Die , Uberschwingungen“ an den Réndern konnen mit einer unregelmaBi-
gen Tschebyschow-Versuchsplanung nach Gleichung (7.20) unterdriickt werden.
In Abbildung 7.22 wird der Verlauf des MSE- und des AAE-Fehlers in Abhéan-
gigkeit der Anzahl der Stiitzstellen dargestellt. Fiir die Fehlerauswertung werden
Niest = 20 Testpunkte mit der MLHS-Methode erzeugt. Fiir das Kriging-Modell
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Abbildung 7.22: Fehleranalyse verschiedener Metamodelle zur Abbildung der Run-
gefunktion: MSE als globaler Fehler (links) und AAE als lokaler Fehler (rechts)

und das Neuronale Netz (ANN) wird zum Vergleich eine vollfaktorielle Versuchs-
planung gewéihlt. Die Uberschwingungen kénnen vor allem beim Verlauf des lo-
kalen AAE-Fehlers beobachtet werden. Das Kriging-Modell und das Neuronale
Netz liefern dhnlich gute Ergebnisse.

Exp-Tanh-Funktion

Eine weitere Testfunktion ist die Exp-Tanh-Funktion, siche Abbildung 7.23. Diese
Funktion wird zum Beispiel in [221] zur Validierung der Ersatzmodelle Polynomial
Chaos und Kriging verwendet.

Abbildung 7.23: Exp-Tanh-Funktion als Benchmark-Testfunktion
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Der Abbildungsoperator ist
M(zq, x9) = exp(—x1) tanh(5xg) , z,29 € [—1,1] . (7.142)

Das Ergebnis der Validierung ist in Abbildung 7.24 dargestellt.

072 T T . T T T 0’3 T T . T T T
Lagr. mit Tsch. ——— Lagr. mit Tsch. ——
Kriging —=— Kriging ——
ANN —=— ANN —s—
‘ 0,2 e
‘ ~ ]
<
<
0,1
| | VN
=SV A 0 i j %
0 25 50 75 100 125 150 0 25 50 75 100 125 150
Nsim Nsim

Abbildung 7.24: Fehleranalyse verschiedener Metamodelle zur Abbildung der Exp-
Tanh-Funktion: MSE als globaler Fehler (links) und AAE als lokaler Fehler (rechts)

Eine vollfaktorielle Versuchsplanung wird angewendet. Fiir die Fehlerauswertung
werden Nio; = 20 Testpunkte mit der MLHS-Methode erzeugt. Auch bei die-
ser Funktion liefern das Kriging-Modell und das Neuronale Netz dhnlich gute
Ergebnisse. Dennoch sollte — wie bereits diskutiert — fiir eine vorliegende Pro-
blemstellung immer mehrere Metamodelle getestet werden.

Ishigami-Funktion

Die Ishigami-Funktion wird oft als Testfunktion im Rahmen der globalen Sen-
sitivitdtsanalyse eingesetzt, siehe z.B. in [143,299, 314]. Die stark nichtlineare
Funktion wird folgendermaflen definiert:

M(x) = sin(z;) + asin®(zy) + bajsin(x) (7.143)

mit den drei Eingangsgrofien @ = {z, 79,23} € [—7,7]® und den Konstanten
a =T und b = 0,1. Zundchst wird der Einfluss unterschiedlicher DoEs auf die Gii-
te des Kriging-Modells und des Neuronalen Netzes untersucht. Dazu wird die An-
zahl der Testpunkte, die mit der MLHS-Methode erzeugt werden, auf N, = 100
gesetzt. In Abbildung 7.25 wird eine Konvergenzstudie beziiglich des MSE-Fehlers
fiir eine vollfaktorielle Versuchsplanung, einem Simple Random Sampling mit der
Monte-Carlo-Methode und der MLHS-Methode gezeigt. Dabei konvergiert der
MSE beim Random Sampling und der MLHS-Methode schneller gegen Null als
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Abbildung 7.25: Fehleranalyse verschiedener DoEs zur Abbildung der Ishigami-
Funktion: MSE-Verlauf mit dem Kriging-Modell (links) und dem ANN-Modell (rechts)

bei der vollfaktoriellen Versuchsplanung. Damit konnen Stiitzstellen gespart wer-
den. Nachfolgend wird die Effizienz des HDMR-Metamodells an dieser Funktion
demonstriert. Das entsprechende Ergebnis der Fehlerauswertung ist in Abbildung
7.26 dargestellt. Zur Erstellung der HDMR-Schnittfunktionen werden verschiede-
ne Metamodelle wie das Kriging, das Neuronale Netz (ANN) und die Lagrange-
Interpolation mit Tschebyschow- Versuchsplanung verwendet. Im Vergleich zu den
anderen Metamodellen ohne Anwendung der HDMR, unter dquivalenter Versuchs-
planung werden mit Anwendung des HDMR-Modells bereits fiir eine niedrige
Anzahl an Stiitzstellen kleine Werte des MSE- und AAE-Fehlers erhalten. Die

20 T T 4 T T
Lagr. mit Tsch. —— Lagr. mit Tsch. ——
HDMR-LAGR. —— HDMR-LAGR. ——
15 = HDMR Krig. . HDMR Krig.
= HDMR-ANN 0 DMR-ANN
010 - Kriging —— | Z9 | Kriging —— |
= ANN —e— < ANN —=—
S5 ] ]
NN AN
0 — == — 0 - — - =
0 250 500 750 0 250 500 750
Nsim Nsim

Abbildung 7.26: Fehleranalyse verschiedener Metamodelle zur Abbildung der
Ishigami-Funktion: MSE als globaler Fehler (links) und AAE als lokaler Fehler (rechts)

Schnittfunktionen der HDMR auf Basis eines Lagrange-Metamodells mit einem
Polynomgrad K = 8 sind in Abbildung 7.27 dargestellt.
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Abbildung 7.27: Schnittfunktionen der HDMR, auf Basis eines Lagrange-Metamodells
mit einem Polynomgrad K = 8 der Ishigami-Funktion: 1D-Schnittfunktionen (oben),

2D-Schnittfunktionen (mitte) und Ergebnis der Teilsummenfunktionen (unten)

Darin sind auch die Losungen an den Stiitzstellen als schwarze Punkte darge-
stellt. Zusatzlich sind die Teilsummenfunktionen mit den ,bereinigten® Einfliis-
sen abgebildet. Diese werden erhalten durch entsprechender Subtraktion der ein-
dimensionalen Schnittfunktionen von den zweidimensionalen Schnittfunktionen.
Dabei verschwinden die Funktionen Ms(x1, 25) und Mas(xa, x3). Dieses Ergeb-
nis kann bei der globalen Sensitivitatsanalyse fiir die Funktion beobachtet wer-
den, siehe hierzu Abbildung 7.28. Die entsprechenden Sobol’-Indizes S1o und So3
sind Null. Die globale Sensitivitdtsanalyse beruht hierbei auf Basis des HDMR-
Metamodells. Die Schnittfunktionen werden mit dem Kriging-Modell erstellt. Fir
die Anzahl der Stiitzstellen wird Ny, = 15 gewihlt. Zur Berechnung der Sobol -
Indizes wird fir die Monte-Carlo-Integration ein Random Sampling als DoE mit
150® Auswertungspunkten verwendet. Die numerische Losung kann mit der ana-
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Abbildung 7.28: Numerische Losungen der Sobol’-Indizes fiir die Ishigami- Funktion

lytischen Losung der Sobol’-Indizes verglichen werden. Die analytischen Losungen
der totalen Varianz und der partiellen Varianzen nach den Gleichungen (7.122)

und (7.124) sind

1 +m +7 47
.l):(2 3///MQ(ZL‘l,ZEQ,JZg)—Mgdl‘ldl'gdl’g
)
1 2 b4 b28
_ .. _§+%+%+%:13,8446
+m
1 br* brt
D:/ 202 ) dey = - = ~ 4+ 2 42— 43450
1 . M (1) day 5T : + 50 ; (7.144)
a2
D2:---:§:6,1250, Dy=-.--=0,
b2rt brd
Diy=---=0, Dizg=-=— ———=33737, Dys=---=0
12 ) 13 18 50 ) ) 23
Digg=---=0

Werden die partiellen Varianzen mit der totalen Varianz normiert, resultieren die
Sobol’-Indizes

Sy =0,3139, S, =0,4424, S; = 0,0000,
Sip = 0,0000, Si3=0,2437, Sss = 0,0000, Sis3 = 0,0000, (7.145)
Sr, = 0,5576, Sp, =0,4424, Sp, = 0,2437

Die Einfliisse der Variable x; sind nur in S; und S;3 enthalten und damit kann
der Index der totalen Varianz wie folgt angegeben werden:

S, = Sy + Si3 = 0,3139 + 0,2437 = 0,5576 . (7.146)
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7.6.2 Elastisch gebetteter Bohrpfahl mit Imperfektion

Als baupraktisches Beispiel sei ein elastisch gebetteter Bohrpfahl mit einer kleinen
Auslenkung g als Imperfektion gegeben, siehe Abbildung 7.29. Gesucht ist die
kritische Last P.. des Systems. Der Bohrpfahl mit der Linge L = 20m ist im

I S

Weichschicht ©o

é

:;Lusgelenkte
* Lage
4

I

Abbildung 7.29: System eines Bohrpfahls mit kleiner Auslenkung als Imperfektion
(links) und das statische Modell (rechts)

Bereich des tragfihigen Baugrunds iiber die Einbindetiefe L elastisch gebettet.
Der Bettungsmodul fiir den angegebenen Boden, bestehend aus fein-groben Kies
mit Sand, kann mit ¢ = 80 — 200 M N/m3 angegeben werden. Dariiber befindet
sich eine Weichschicht bis zur Gelandeoberkante (GOK) ohne Tragféhigkeit. Der
Pfahldurchmesser betragt D, = 0,5m. Die senkrecht zur Pfahlachse wirkende
Spannung wird naherungsweise als konstant angenommen. Demzufolge kann die
Federkonstante der Linienfeder mit & = ¢- D, berechnet werden. Zunéachst soll mit
der Energiemethode eine analytische Losung der kritischen Last gefunden werden.
Die Ausgangslage des Systems wird mit der Imperfektion g beschrieben und wird
als unbelasteter Zustand definiert. Ausgehend von dieser Lage wird das System in
einen Nachbarzustand ausgelenkt. Der Winkel ¢ wird von der senkrechten Achse
aus gemessen. Das auflere Potential der Druckkraft ist durch

Mexy = —P L(cos g — cos @) (7.147)
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gegeben. Das innere Potential der Linienfeder ist

Lg
1_[int = /WFeder dx
0

~

E
14
ku?(r)dr mit wu(x) = (sing —singg)x (7.148)

k L% (sin ¢ — sin )

Il
Ob\r—\e\
N | =

Damit kann das Gesamtpotential und die Ableitung angegeben werden mit

IT= 1_[int + Hext
1 ) .
=k L (sing — sin ¢g) — P L(cos pg — cosp) und (7.149)
o 1

e §kL% cos @ (sing — sinyg) — P L sin ¢
¥

Die Gleichgewichtslagen fiir den Winkel ¢ im Nachbarzustand folgen aus der
oIl

Bedingung — =0 zu
dp

3L cos ¢ (sin ¢ — sin )
P(p) = : 7.150
kL3 (%) sin ¢ ( )

Die verschiedenen Last-Winkelbeziehungen in Abhéangigkeit der Imperfektion sind
in Abbildung 7.30 dargestellt. Ist das System imperfekt, verschwindet der Ver-

N 0 — stabil
//SUO ,,,,,,, . instabil
- o = 0,087
> / NS 0 0,175
- U — %0 =Y,
@&mm 0,5 s
IS Plie, 5 50 = 0349
0 :
0 0’5 Pkrit 1 175 2

Winkel ¢ in [rad]
Abbildung 7.30: Uberkritisches Verhalten in Abhingigkeit der Imperfektion ¢q

zweigungspunkt. Dennoch stellt der Extremwert der Kurven ein Stabilitatspunkt
dar. Die kritische Last P., kann tiber die Ableitung der Gleichung (7.150) ermit-
telt werden:

OP(p)  cos® ¢ sing — sin ¢ + sin ¢

7.151
) sin? ¢ ( )
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P(y)
e

0
Aus der Bedingung = 0 folgt

sin e, = v/ (singg) . (7.152)
Dies eingesetzt in Gleichung (7.150), liefert einen Ausdruck fir die kritische Last

kL3
P, =—E£ (1 — (sin @0)2/3)3/2

1
21 (7.153)

Durch diesen Ausdruck wird im Rahmen einer Fuzzy-stochastischen Analyse der
Abbildungsoperator gebildet:

M(x)=P, mit = ={k Lg, oo} . (7.154)

Dabei soll der Einfluss der drei Eingangsparameter k, Lg und ¢, auf die kritische

Last gezeigt werden. Die fiir die Eingangsparameter ausgewahlten Unscharfemo-
delle sind in Tabelle 7.5 aufgefiihrt.

Parameter Unscharfemodell

Federkonstante  fp-r-Modell, Gauf- Verteilung

k[MN/m?| k= N(u, = (40, 70, 100), o} = 7000)
Einbindetiefe Fuzzy-Variable

Lg [m] Lp=1{4,6,7)

Imperfektion Fuzzy-Variable

©o [rad] wo = (0,087, 0,175, 0,349)

Tabelle 7.5: Unschérfemodelle der Eingangsparameter fiir den Bohrpfahl

Die Zugehérigkeitsfunktionen der Eingangsvariablen sind in der Abbildung 7.31
dargestellt. Die Dicke der nicht tragfahigen Weichschicht kann nicht ,scharf”
definiert werden und wird deshalb wie die Imperfektion als Fuzzy-Variable ange-
geben. Die Verteilung der Federkonstante k ist eine Gauf- Verteilung. Allerdings
wird der Mittelwert py als Fuzzy-Variable beschrieben und die Standardabwei-
chung o} als deterministische Variable definiert. Fiir die Federsteifigkeit wird
eine Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsvariable (fp-r) festgelegt. Um das
Ergebnis der kritischen Last P.. als fp-r-Variable zu erhalten, muss eine Monte-
Carlo-Simulation mit einem ausreichend groflen Stichprobenumfang Ny,.s durch-
gefithrt werden. Fiir die a-Level-Optimierung werden zunéchst die Metamodelle
Kriging, ANN und die HDMR getestet. Hierbei basiert das Kriging-Modell wieder
auf einem linearen Korrelationsmodell und der Gaufs-Korrelationsfunktion. Das
Neuronale Netz (ANN) mit dem Backpropagation-Algorithmus besteht aus einer
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Abbildung 7.31: Fuzzy-Eingangsvariablen fiir den Bohrpfahl

Hidden Layer mit 20 Neuronen. Fiir die Lernrate wird n = 0,02 gewéhlt. Ein LSQ-
Metamodell mit kubischen Polynomen bildet die Schnittfunktionen der HDMR.
Fir alle Metamodelle werden 5 Stiitzstellen pro Dimension gewéhlt. Fiir die voll-
faktorielle Versuchsplanung werden Ny, = 5% Stiitzstellen erhalten und fiir das
HDMR-Modell resultieren Ng,, = 61. In Abbildung 7.32 wird das Ergebnis der
Fuzzy-stochastischen Analyse fir den Mittelwert und der Standardabweichung
der kritischen Last gezeigt. Der Stichprobenumfang der Monte-Carlo-Simulation

w(pp.,) p(op,)
1 A\ 1 A

HDMR ——

HDMR ——
Kriging —— Kriging ——
ANN —— \ ANN ——
O I I 7§ 0 Sok I I
0 100 200 300 400 500 O 10 20 30

Mittelwert pp,,, [MN] Standardabweichung op,, [M N]

Abbildung 7.32: Fuzzy-Ergebnisgrofien der kritischen Last entwickelt mit verschie-
denen Metamodellen: Mittelwert (links) und Standardabweichung (rechts)

ist Npmes = 10000. Eine gute Ubereinstimmung ist fiir die Losungen des HDMR-
Modells und des Neuronalen Netzes (ANN) zu beobachten. Hingegen ist bei der
Anwendung des Kriging-Modells vor allem bei der Fuzzy-Standardabweichung ei-
ne grofere Abweichung der Zugehorigkeitsfunktionen zu erkennen. Allerdings sei
an dieser Stelle auch erwahnt, dass dies keine zu verallgemeinerte Aussage gegen
das Kriging-Modell ist. Moglicherweise konnen andere Einstellungen fiir dieses
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Metamodell bessere Ergebnisse liefern. Das soll hier aber nicht weiter untersucht
werden. In Abbildung 7.33 werden die funktionalen Zusammenhénge zwischen
den drei Eingangsparametern und dem Mittelwert der kritischen Last als Ergeb-
nisgroffe durch die Schnittfunktionen der HDMR gezeigt. Diese Zusammenhéange
sind auch durch den analytisch hergeleiteten Abbildungsoperator in Gleichung
(7.153) gegeben. Dabei ist der Mittelwert der kritischen Last linear abhangig

[Py (i) [M N [Py (00) [M N pp, (Lg)[MN]

150 150 200

\ 150 o~
100 100 \\ 100

Abbildung 7.33: Schnittfunktionen der HDMR auf Basis des LSQ-Metamodells mit
kubischen Polynomen fiir den Mittelwert der kritischen Last: eindimensionale Schnitt-

funktionen (oben) und zweidimensionale Schnittfunktionen (unten)

vom Mittelwert der Federsteifigkeit p;, und nichtlinear von der Einbindetiefe Lg
und der Imperfektion .

Zusatzlich sind die Ergebnisse einer globalen Sensitivitdtsanalyse fiir den Mittel-
wert in Abbildung 7.34 und der Standardabweichung in Abbildung 7.35 darge-
stellt. Die Ergebnisse der varianzbasierten Sensitivitdtsanalyse werden dem Sup-
port des Fuzzy-Eingangsraums (a = 0) zugeordnet. Da varianzbasierte Sensiti-
vitatsanalysen fiir stochastische Ausgangsgrofien eingesetzt werden, werden hier
die Fuzzy-Groflen als gleichverteilte Zufallsvariablen aufgefasst. Durch diese Ver-
einfachung wird die Unschéarfe in den Ergebnissen der Sensitivitdtsanalyse nicht
beriicksichtigt. Die varianzbasierte Sensitivitdtsanalyse muss daher getrennt von
der Fuzzy-Strukturanalyse betrachtet werden. Allerdings kann damit eine erste
Abschatzung der Einfliilsse angegeben werden. Die GSA basiert auf dem HDMR-
Metamodell mit dem LSQ-Ausgleichsmodell fiir die Schnittfunktionen. Fiir die
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Abbildung 7.34: Ergebnisse der globalen Sensitivitdtsanalyse fiir den Mittelwert der
kritischen Last
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Abbildung 7.35: Ergebnisse der globalen Sensitivitdtsanalyse fiir die Standardabwei-
chung der kritischen Last

Monte-Carlo-Integration auf dem Metamodell werden 1003 Auswertungspunkte
fiir ein Random Sampling gewéhlt. Die grofite Sensitivitat auf den Mittelwert
der kritischen Last hat die Einbindetiefe Lg. Die Effekte 2. Ordnung spielen
hingegen kaum eine Rolle. Die Ergebnisse der Sensitivitdtsanalyse beziiglich des
Mittelwerts unterscheiden sich zudem von den Ergebnissen der Standardabwei-
chung. Die Steifigkeit & in Abbildung 7.35 hat beispielsweise keinen Einfluss auf
die Standardabweichung der kritischen Last.

Zusétzlich wird an diesem Beispiel der Vorteil der Ausgleichsmodelle gegeniiber
den Interpolationsmodellen bei gestorten Daten gezeigt. Solche gestorte Daten in
Form von ,Ausreifliern® konnen zum Beispiel bei der MCS aufgrund eines zu ge-
ringen Stichprobenumfangs N, auftreten. Daraus folgen Instabilitdten bei den
Interpolationspolynomen [236]. Mit den Ausgleichsmodellen kénnen solche ,, Aus-
reifler in einem gewissen Umfang ausgeglichen werden. Dieses Phdnomen wird im
Rahmen der Unschérfemodellierung gezeigt und kann bei der Fuzzy-Ergebnisgro-
Be der Standardabweichung der kritischen Last beobachtet werden. Hierzu sind
in Abbildung 7.36 die Zugehorigkeitsfunktionen dieser Ergebnisgroflie fiir einen



7.6 Numerische Beispiele 177

unterschiedlichen Stichprobenumfang gegeniibergestellt.

p(op,)

1
N, =100
Ng =200 —=—
Ny =300 ——
Ng =500 —=—

0 N, = 10000 ——

0 10 20 30
Standardabweichung op_. [M N] Standardabweichung op_. [M N]

Abbildung 7.36: Fuzzy-Ergebnisgrofie der Standardabweichung der kritischen Last
fiir einen unterschiedlichen Stichprobenumfang der MCS: HDMR mit LSQ (links) und
HDMR mit Lagrange-Interpolation (rechts)

Bei der Anwendung eines LSQ-Metamodells als Vertreter der Ausgleichsmodel-
le zur Berechnung der Schnittfunktionen der HDMR werden die Ergebnisgro-
Ben in der Abbildung (links) erhalten. Die ErgebnisgroBen in der Abbildung
(rechts) entstehen bei der Anwendung von Lagrange-Interpolationspolynomen fiir
die Schnittfunktionen. Dabei wird die Losung fiir einen Stichprobenumfang mit
Nes = 10000 als Referenzlosung angesehen. Zur Vergleichbarkeit sind alle Ergeb-
nisgroflen mit dem gleichen seed- Wert berechnet. Bereits mit dem Ausgleichsmo-
dell kann fiir kleine Stichprobenumfénge eine stabile Fuzzy-Ergebnisgrofie erzielt
werden. Hingegen kann es bei Anwendung von Interpolationsmodellen vor allem
auf dem Support der Ergebnisgrofie zu groflen Abweichungen kommen. Der Aus-
gleichseffekt kann gut an den eindimensionalen Schnittfunktionen in Abbildung
7.37 beobachtet werden. Die Schnittfunktion fiir den Mittelwert der Federsteifig-
keit g ist ndherungsweise ein konstanter Verlauf. Bei einem zu geringen Stich-
probenumfang sind bei der Berechnung der Standardabweichung ,,Ausreifler* zu
beobachten. Diese kénnen mit der Forderung (7.12), dass ein Lagrange-Polynom
durch die Stitzstellen verlaufen muss, erklart werden. Damit kénnen die , Aus-
reiffer” nicht mehr ausgeglichen werden. Als Fazit wird deshalb empfohlen fiir die
a-Level-Optimierung bei einer Fuzzy-stochastischen Analyse die Ausgleichsmo-
delle zu verwenden.
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HDMR/LSQ-Metamodell, Monte-Carlo-Simulation: Ny = 10000
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Abbildung 7.37: Eindimensionale Schnittfunktionen fiir die Standardabweichung der

kritischen Last als Ergebnisgrofie mit unterschiedlichem Stichprobenumfang Ny
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7.6.3 Einmassenschwinger

Am Beispiel eines linearen Einmassenschwingers soll die Anwendung der Meta-
modellierung fiir einen unscharfen Ergebnisprozess diskutiert werden. Der lineare
Schwinger mit einem Freiheitsgrad ist ein vereinfachtes Modell zur Schwingungs-
untersuchung eines Bauwerks. Durch diesen kénnen wesentliche Eigenschaften
eines Bauwerks wie die Tragheitskraft mii, die Dampfungskraft du und die Riick-
stellkraft cpu erfasst werden. In Abbildung 7.38 ist der Einmassenschwinger als
Kragtrager mit einer Endmasse und das Ersatzfedermodell dargestellt.

u
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Abbildung 7.38: Kragtriger mit Einzelmasse (links) und Ersatzfedermodell mit Frei-
schnitt der Tragheitskraft mi und der Riickstellkraft cpu (rechts)

Aus dem Kriftegleichgewicht kann die Bewegungsgleichung fiir eine ungedédmpfte
Eigenschwingung

mii+wu=0 mit w?="2 (7.155)

m

hergeleitet werden. Obwohl reale Bauwerke dissipativ sind, wird die Dampfungs-
kraft du, die auch entgegen der Bewegungsrichtung wirkt, vernachléssigt. Bei
der Untersuchung der Eigenschwingung wird keine Erregerkraft angesetzt. Der
Kragtrager wird bis zum Zeitpunkt ¢ = 0 um uy = 0,01 m ausgelenkt. Vor dem
Loslassen gilt fiir die Anfangsgeschwindigkeit: @g = 0. Mithilfe dieser Anfangsbe-
dingungen und des Losungsansatzes

u(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) (7.156)

kann das Anfangswertproblem gelost werden. Als Abbildungsoperator fiir den
unscharfen Ergebnisprozess wird die Losung der Beschleunigung

M(z,t) = ii(z,t) = —0,01 w? cos(wt) (7.157)

verwendet. Die Eingangsgrofle wird durch die Variable x beschrieben. Fiir die
Fuzzy-Analyse wird die Biegesteifigkeit E'T als Fuzzy-Eingangsgrofie

EI = (1000, 3000, 5000) kNm? (7.158)
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und die Masse m als Konstante m = 1000 kg definiert. Die Biegesteifigkeit des
Kragtragers wird mit der Federsteifigkeit

3FEI
Ccp = L3

(7.159)

im Ersatzfedermodell berticksichtigt. Damit kann die Eigenkreisfrequenz, die ei-
ne wesentliche Systemeigenschaft des Einmassenschwingers ist, und die Schwin-
gungsdauer T des Systems wie folgt berechnet werden:

. CB_ 3FEI
w = /m_,/L3m , (7.160)

T=2r|w . (7.161)

Untersucht wird der Beschleunigungs-Zeit-Verlauf fiir eine Dauer von ¢,,,x = 5s
und einer Zeitschrittweite von dt = 0,01 s. Ein LSQ-Metamodell mit dem Po-
lynomgrad K = 5 wird fiir jeden Zeitschritt aufgestellt. Dabei wird jeweils die
gleiche adquidistante Versuchsplanung mit zehn Stiitzstellen gewahlt. In Abbil-
dung 7.39 ist das Ergebnis fiir den eindimensionalen unscharfen Ergebnisprozess
dargestellt. Der Abstand der Stiitzfunktionen g = 0 bzw. die Unschérfe wird

0,2 F H‘O_*
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Abbildung 7.39: Unscharfer Ergebnisprozess der Beschleunigung i(t)

mit fortschreitender Zeit grofer. Mit dem gewédhlten Metamodell muss fir jeden
Zeitschritt der nichtlineare Zusammenhang zwischen der Eingangsgrofie E1 und
der Ausgangsgrofe i(t) abgebildet werden kénnen. Hierzu konnen die Qualitats-
kriterien in Tafel 7.2 fiir jeden Zeitschritt berechnet werden. Fiir dieses Beispiel
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Abbildung 7.40: Zeitlicher Verlauf der Fehlergréfie RMSE fiir verschiedene Polynom-
grade

ist der zeitliche Verlauf der Fehlergrofie RMSE fiir verschiedene Polynomgrade
in Abbildung 7.40 dargestellt. Zur Fehlerberechnung werden jeweils 100 zuféllige
Testpunkte generiert. Der RMSE-Fehler steigt mit fortschreitender Zeit. Aller-
dings ist zu erkennen, dass das LSQ-Metamodell mit einem quintischen Polynom
(K = 5) ausreichend ist. Ein zu groBer Fehler wirkt sich zudem auf die Gestalt
der Fuzzy-Variable an einem betrachteten Zeitschritt aus. In Abbildung 7.41 ist
hierzu die Fuzzy-Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢t = 2,55 fiir die Anwendung
des LSQ-Metamodells mit einem linearen, kubischen und quintischen Polynom
dargestellt. Die Anwendung eines kubischen Polynoms fithrt auf gute Ergebnisse.

p(i(t))

1 |
linear ——
kubisch
quintisch =

' // N

—0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2
Beschleunigung i(t) [m/s?

Abbildung 7.41: Fuzzy-Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢ = 2,5 s fiir die Anwendung
des LSQ-Metamodells mit unterschiedlichen Polynomgraden
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8 Zylinderschale mit Imperfektionen

Ein grofleres Anwendungsbeispiel in dieser Arbeit stellt die Zylinderschale mit
Imperfektionen dar. Nach einem historischen Uberblick wird in diesem Kapitel
gezeigt, wie die polymorphe Unscharfemodellierung einen Beitrag zur Verbesse-
rung der computergestiitzten Beulbemessung von Schalentragwerken leisten kann.
Die Forschung fiir einen sicheren Entwurf beulgefdhrdeter Schalen ist noch lange
nicht abgeschlossen. Bisher existiert noch kein umfassendes Regelwerk, wie vor
allem die unbekannten Imperfektionen in einer numerischen Stabilitatsuntersu-
chung zu behandeln sind. In diesem Kapitel werden Unschéarfemodelle fiir folgende
Imperfektionen vorgestellt:

o Abweichungen von der ideellen Oberfléche der Schale
» Variationen der Schalendicke
o Aufstandsimperfektionen

o Variation der Materialparameter

Da das Tragverhalten einer Schale gleichzeitig von vielen Groflen abhéngt, ist
eine Vorhersage der kritischen Last sehr schwierig. Die Zylinderschale wird daher
in der Literatur auch als prima donna der Tragstrukturen bezeichnet [242]. Die
kritische Last hangt dabei mafigeblich von der Ausbildung der Imperfektionen ab.
Uber deren Form und Grofle kénnen keine zuverlissigen Aussagen getroffen wer-
den. Die grundlegende Idee besteht darin, die bereits vorgestellten polymorphen
Unscharfemodelle zu verwenden, um auch die Unscharfen der Eingangsparameter
fiir Stabilitatsuntersuchungen von Schalenstrukturen zu quantifizieren. Da in der
Regel nur wenige Messdaten vorhanden sind, konnen damit in der numerischen
Berechnung neben den aleatorischen auch die epistemischen Unschéarfen abgebil-
det werden.

In diesem Kapitel werden auf Basis realer Messdaten zundchst die Unscharfen
der Eingangsparameter quantifiziert, um anschlieend eine Fuzzy-stochastische
Analyse durchzufiihren. Diese ist sehr rechenintensiv und erfordert deshalb die
Anwendung der Metamodellstrategien aus dem vorherigen Kapitel. Die Mantel-
imperfektionen werden dabei als Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsfelder
dargestellt. Dazu wird erlautert wie die Korrelationseigenschaften zur Beschrei-
bung solcher Zufallsfelder aus wenig Messdaten gewonnen werden kénnen. Zudem
wird ein Gesamtmodell prasentiert, in dem weitere Imperfektionen, wie Randim-
perfektionen, materielle Imperfektionen und Variationen der Schalendicke model-
liert werden. Die Ergebnisse der Unscharfemodellierung sind die stochastischen
Groflen als unscharfe Parameter, wie z.B. der Mittelwert der kritischen Last. Das
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Ziel soll sein, dass zukiinftig auch die Unschérfe bei der Bemessung im Schalen-
beulen mit berticksichtigt werden kann.

8.1 Historischer Uberblick

Folgend wird eine Zusammenfassung zur Geschichte des Schalenbeulens gegeben.
Dazu geben u.a. SCHMIDT [279,280], ELISHAKOFF [78] und ROTTER [258] eine
gute Ubersicht.

8.1.1 Deterministisches vs. probabilistisches Bemessungskonzept

Die klassische Stabilitdtstheorie der Kreiszylinderschale wurde Anfang des 20.
Jahrhunderts unabhéngig voneinander von LORENZ (1911) [187], TIMOSHENKO
(1910) [318] und SOUTHWELL (1914) [302] entwickelt. Als ein Ergebnis der Ar-
beiten ging u.a. die kritische Last einer ideal elastischen Zylinderschale unter
Axialdruck hervor:

271 B2
Pcr,perf - (81)
3(1 —v?)

mit £ dem Elastizitdtsmodul, ¢ der Schalendicke und R dem Radius der Scha-
le. Die Gleichung gilt fiir eine perfekt kreiszylindrische Schale, daher auch die
Abkiirzung ,perf* im Index. Eine Diskrepanz der Beullasten zwischen der klas-
sischen Theorie und den Experimenten wurde erstmals von ROBERTSON [254]
wahrgenommen. WILSON & NEWMARK [352] modifizierten daraufhin die Glei-
chung (8.1) mit einem Abminderungsfaktor von o = 0,3 ohne die Ursache fir
die geringeren Beullasten aus den Versuchen zu kennen. KOITER [164] erkann-
te, dass die Imperfektionen, wie Abweichungen von der Sollgeometrie der Schale,
Lastvariationen und Materialabweichungen die Ursache fiir die grofle Diskrepanz
zwischen Theorie und Praxis sind. DONNELL & WAN [67] kamen zur gleichen
Erkenntnis, dass die reale Beullast von Art und Grofle der Imperfektion abhédngen
muss. Die bis dahin entwickelten nichtlinearen Schalentheorien erméglichten zwar
Stabilitatsuntersuchungen von Schalen, aber schon damals existierte das Dilem-
ma mit den unbekannten Imperfektionen. Das Problem bestand darin, dass die
Imperfektionen aus dem Herstellungsprozess nicht erfassbar waren. In den 1960er
Jahren wurden zur Losung des Dilemmas vor allem in der Luft- und Raumfahrt-
branche fiir die Auslegung von Raketen und anderer Tréagersysteme viele Versuch-
sprogramme durchgefithrt. In WEINGARTEN ET AL. [349] und SEIDE ET AL. [284]
sind beispielsweise verschiedene Versuchsergebnisse von Beuluntersuchungen zu-
sammengefasst. Daraus ging die heute noch weit verbreitete Bemessungsrichtlinie
der NASA hervor [351]. Ein Ergebnis ist die bertthmte Knock-Down-Kurve fur
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isotrope, unausgesteifte Kreiszylinderschalen unter Axialdruck, sieche Abbildung
8.1.

1Lk
Perfekt
“« ., « Experiment
20,75 s Empirisch
5 L
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Abbildung 8.1: NASAs Knock-Down-Kurve isotroper Zylinderschalen unter Axial-
druck [351] mit den hinterlegten Versuchsdaten aus [284]

Die Kurve ist eine untere Grenze aller Versuchsergebnisse. Die Berechnung des
empirischen Abminderungsfaktors e emp (engl.: knockdown factor, KDF) erfor-
dert lediglich das R/t-Verhéaltnis der Schale:

Pcr emp 1 R .
Qer emp Pyt 0,90 ( exp ( 16” ; )) ir R/t < 1500
(8.2)

Ein elastisches Beulen sehr diinner Schalen findet bereits bei einem Abminderungs-
faktor von qieyemp = 0,2 statt [140]. Diese Schalen sind auch sehr empfindlich ge-
gentiber von Imperfektionen. BUDIANSKY & HUTCHINSON [44] erkannten, dass
eine deterministische Beschreibung der Imperfektionen zur Vorhersage der Beul-
lasten solch imperfektionsempfindlicher Schalen keine zuverldssigen Ergebnisse
liefert. Sie empfahlen deshalb einen probabilistischen Ansatz. Auch BOLOTIN
versucht in [33,34] die Imperfektionen mit statistischen Methoden zu erfassen. Er
erwahnt auflerdem, dass fiir das Ergebnis der Berechnung der kritischen Last auch
ein Wert angeben werden kann, mit dem eine Grengze fiir die ,Wahrscheinlichkeit
des Beulens® definiert wird. Ungefahr ab diesem Zeitraum entwickelte sich paral-
lel zu den semi-empirischen Ansétzen ein probabilistitsches Bemessungskonzept.
In [79] stellten ELISHAKOFF & ARBOCZ die gemessenen Imperfektionen in Form
von Fourier-Reithen dar und definierten die Fourier-Koeffizienten als Zufallsva-
riablen. Sie erreichten dadurch mithilfe der Monte-Carlo-Methode eine Verbesse-
rung der unteren Grenze der Beullast [77]. Dieser Ansatz unter Verwendung der
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statistischen Eigenschaften 2. Ordnung der Fourier-Koeffizienten fiihrte zur Ent-
wicklung der First-order second-moment-Methode (FOSM), siche z.B. in [80]. Al-
lerdings wird bei dieser Methode vorausgesetzt, dass die Zufallsvariablen normal-
verteilt sind. ELISHAKOFF beschreibt bereits in [76] eine alternative Moglichkeit
wie rdumlich verédnderliche Imperfektionen mit homogenen Zufallsfeldern und ei-
ner gegebenen Autokorrelationsfunktion dargestellt werden kénnen. Ungefahr ab
Beginn der 2000er Jahre wird verstarkt untersucht, wie Imperfektionen als homo-
gene Gauf-Zufallsfelder oder auch als nicht Gaufische Zufallsfelder beschrieben
werden konnen. Hierfiir werden haufig die Methoden wie die spektrale Darstellung
oder die Karhunen-Loeéve-Erweiterung (KLE) eingesetzt. Anwendungen der Me-
thode der spektralen Darstellung finden sich in [151,224,303]. Die benotigte spek-
trale Leistungsdichte wird dabei aus Messergebissen gewonnen. In [43,272,273]
sind Arbeiten, in denen die KLE Anwendung findet. Darin wird die benotigte
Kovarianzmatrix ebenfalls aus vermessenen Mantelimperfektionen gewonnen. Bei
beiden Methoden haben die Korrelationsparameter einen grofien Einfluss auf die
Imperfektionsform und damit auch auf die Streuung der Beullasten. Hierzu unter-
suchte LAUTERBACH in [178,179] den Einfluss dieser Korrelationsparameter, auch
Korrelationsléngen genannt. Dennoch wird bei all den Methoden aufgrund zu we-
nig vorhandener Daten das Zufallsfeld meist als homogen angenommen und die
Korrelationsparameter werden schlussendlich so gewahlt, damit ein Worst-Case-
Szenario in der Simulation abgedeckt wird. Fiir moderne Schalenstrukturen ist
der KDF nach Gleichung (8.2) ein sehr konservativer Abminderungsfaktor [130].
Deshalb wird heute noch in zahlreichen Forschungsarbeiten ein zuverlassiger und
gleichzeitig wirtschaftlicher KDF gesucht [168, 169, 330, 331]. Als weiteren For-
schungszweig ist das Storlastkonzept zu nennen, siehe z.B. [128,329]. Bei dieser
Methode wird eine Storlast als Ersatzimperfektion gesucht, die die reale Beullast
wiedergeben soll.

8.1.2 Schalenbeulen in der aktuellen Norm

Nicht nur in der Luft- und Raumfahrtbranche werden robuste Schalenstrukturen
bendtigt, sondern auch in Bereichen des Bauingenieurwesens. Der wachsende Be-
darf an Speichermoglichkeiten verschiedener Produkte, ldsst hier beispielsweise
die Nachfrage an Silos und Tanks steigen. Aber auch Schornsteine und Tiirme
von Windkraftanlagen sind Schalentragwerke, die auf Stabilitat untersucht wer-
den miissen. Mit dem Ziel dem Ingenieur fiir die Bemessung solcher Tragwerke
ein umfassendes Regelwerk zur Verfiigung zu stellen, begannen die Arbeiten von
ROTTER, SCHMIDT und GREINER. Die Arbeiten sind die Grundlage des aktuellen
Eurocodes 3 (EC3): Festigkeit und Stabilitét von Schalen [65]. Im EC3 sind zwei
Moéglichkeiten der Nachweisfiihrung beschrieben: ein spannungsbasierter Beulsi-
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a) Geometrische Imperfektionen:

Abweichungen von der Nenngeometrie der Schalenmittelfliche (Verfor-
mungen/Vorbeulen, Unrundheiten);

UnregelméaBigkeiten an und nahe Schweifindhten (kleine Exzentritéten,
Schrumpfeinziehungen, Kriimmungsfehler vom Walzen);

Abweichungen von der Nenndicke

mangelnde Ebenheit der Auflagerung

b) Materielle Imperfektionen:

- durch Walzen, Pressen, Schweiflen, Richten usw. verursachte Eigen-
spannungen;

- Inhomogenitéten und Anisotropien.

Tafel 8.1: In einer GMNIA- (oder GNIA-) Berechnung abzudeckende Imperfektionen
nach EN 1993-1-6 [65]

cherheitsnachweis fiir eine Handrechnung und ein numerisch gestiitzter Beulsi-
cherheitsnachweis. Der Kern des spannungsbasierten Nachweises ist ein auf der
FlieBspannung f, r bezogener Abminderungsfaktor x als Funktion der dimensi-
onslosen Schlankheit A = (f, /0.)%°. Dieser wurde von ROTTER eingefiihrt und
modifiziert [256,257]. Beim numerisch gestiitzten Beulsicherheitsnachweis kénnen
die Imperfektionen explizit in der geometrisch und/oder materiell nichtlinearen
FE-Berechnung mit modelliert werden. Als Beispiel sei das GNIA (Geometrisch
nichtlineare elastische Berechnung mit Imperfektionen) und das vollstdndig nicht-
lineare Berechnungskonzept GMNIA (Geometrisch und materiell nichtlineare Be-
rechnung mit Imperfektionen) genannt. Im EC3 wird zwischen geometrischen und
materiellen Imperfektionen unterschieden, siehe Tafel 8.1. Allerdings besteht auch
hier das Dilemma mit den unbekannten Imperfektionen. In Tafel 8.2 ist ein Aus-
zug der aktuellen Norm [65] zur Behandlung von Imperfektionen in einer globalen
GMNTIA-Berechnung abgebildet. Die Amplitude der Ersatzimperfektion kann bei-
spielsweise tiber die Klassen der Herstelltoleranz-Qualitat ermittelt werden. Die
Norm erlaubt auflerdem fiir den Fall, wenn keine ungiinstige Imperfektionform
gefunden werden kann, eine eigenformaffine Imperfektionsform aufzubringen. Al-
lerdings ist das Ergebnis einer Eigenwertanalyse der Zylinderschale oft eine Clus-
terbildung der Eigenwerte [282]. Das bedeutet, dass es nahezu unmoglich ist die
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8.8.2 Bemessungswert des Widerstandes

(14)  Die Form der geometrischen Ersatzimperfektionen ist so zu wéhlen,
dass sie den bezogenen elastisch-plastischen Beulwiderstand der imperfek-
ten Schale so ungiinstig wie moglich beeinflussen. Falls die ungtinstigste
Imperfektionsform nicht ohne weiteres zweifelsfrei erkennbar ist, sollte die
Berechnung fiir eine ausreichende Anzahl verschiedener Imperfektionsformen
wiederholt werden, um den ungiinstigsten Fall [...] zu identifizieren.

(15)  Wenn keine andere ungiinstigere Imperfektionsform begriindet werden
kann, darf eine eigenformaffine Imperfektionsform angesetzt werden.

ANMERKUNG Die eigenformaffine Form ist die kritische Beulform, die zu
dem basierend auf einer LBA-Berechnung der perfekten Schale ermittelten
idealen bezogenen elastischen Beulwiderstand R, gehort.

Tafel 8.2: Auszug der Norm EN 1993-1-6 [65] zur Behandlung von Imperfektionen in
einer globalen GMNIA-Berechnung

ungiinstigste Eigenform als Imperfektion zu finden. SCHNEIDER schreibt hierzu
deutlich in [281,282], dass es die eine ungiinstige Imperfektionsform iiberhaupt
nicht gabe. SCHMIDT [280] mo6chte das Dilemma der unbekannten Imperfektions-
formen mit einer Doppelstrategie l6sen. Bei dieser Strategie werden Hersteller-
toleranzen definiert, in denen der Tragwerksplaner mit geeigneten Berechnungs-
verfahren die ungiinstigen Imperfektionsformen aufspiiren kann. Dennoch besteht
Einigkeit darin, dass die Forschung zum Schalenbeulen noch lange nicht abge-
schlossen ist. Auch ROTTER schreibt in [258], dass das aktuelle Regelwerk noch
verbessert werden muss. Die Regeln zur Behandlung von Imperfektionen seien
mit begrenzten Wissen und unter Zeitdruck entstanden.
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8.1.3 Einfiihrung der Unschiarfemodellierung im Schalenbeulen

In Abbildung 8.2 ist die historische Entwicklung des Schalenbeulens zusammen-
fassend dargestellt. Das Hauptproblem vieler Forschungsarbeiten zur Entwick-
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Abbildung 8.2: Zeitstrahl zur Geschichte des Schalenbeulens: Der Weg vom determi-

nistischen zu einem probabilistischen Bemessungskonzept mit Unschérfe

lung eines deterministischen und auch probabilistischen Bemessungskonzeptes ist,
dass nur wenige Versuchsdaten zur Validierung vorhanden sind. Zudem entspricht
ein vermessener Modellzylinder unter Laborbedingungen auch nicht einer realen
Struktur wie z.B. einer Rakete oder eines Silos. Fiir eine probabilistische Modellie-
rung konnen zwar unter gewissen Annahmen die Korrelationsparameter fiir eine
Darstellung der Imperfektionen als Zufallsfelder aus Versuchen gewonnen werden,
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aber bei einer schwachen Datengrundlage sollten die Ergebnisse immer hinterfragt
werden. Nicht zuletzt hat der Herstellprozess einer Zylinderschale einen grofien
Einfluss auf die Imperfektionsform. Daher ist es auch generell schwierig, eine um-
fassende Aussage tiber die Korrelationseigenschaften zu treffen. In der Literatur
wird darauf hingewiesen, dass die vorhandenen Unschérfen unbedingt beschrie-
ben werden miissen. Dazu schreibt ROTTER am Ende seines Artikels [258] zur
Behandlung von Imperfektionen in einem FE-Modell:

‘Because of the uncertainty concerning the final imperfection patterns
and amplitudes that may appear in the final construction, it is vital
that a computational model adopts safe assumptions concerning im-
perfection forms and amplitudes.’

Als ein Vertreter des Forschungszweigs zur probabilistischen Modellierung des
Schalenbeulproblems schreibt ARBOCZ in [11]:

‘Clearly, if one could quantify and understand the “problem uncertain-

ties“ for each application and their influence on the problem design
variables, one could obtain a better engineered, better designed and,
ultimately, a safer product.’

KRIEGESMANN geht in [167] auf das Problem ein, dass die Ergebnisse bei einem
zu geringen Stichprobenumfang sehr stark streuen:

‘If for instance 100 samples of a structure are manufactured, but
only 10 are considered in a probabilistic analysis, the result will differ
depending on whether the first 10 samples, or the 11 — 20 sample, or
the last 10 samples are considered. The larger the samples size, the
smaller the scatter of the design load.’

Das Problem mit den Unschérfen ist also erkannt und scheint nur l6sbar mit einer
sehr groflen Anzahl an Versuchen vor jeder Herstellung eines Tragwerks. Das ist
aber niemals umsetzbar und scheitert nicht zuletzt an wirtschaftlichen Griinden.
In dieser Arbeit wird daher ein neuer Weg vorgeschlagen. Der klassische probabi-
listische Ansatz zur Losung des Schalenbeulproblems wird durch die Einfiihrung
der bereits im Kapitel 6 vorgestellten polymorphen Unscharfemodelle von GRAF
ET AL. [105,106] erweitert. Die Unscharfemodellierung soll zur Losung des Di-
lemmas mit den unbekannten Imperfektionen beitragen. Hier ist die Unschérfe
nicht allein der zu geringe Stichprobenumfang, sondern auch beispielsweise das
schon begrenzte Wissen iiber den Herstellungsprozess. Daher ist es wichtig, dass
verschiedene Arten von Unschéarfen im Modell berticksichtigt werden und zwar
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aleatorische sowie epistemische Unschérfen. Genau das wird durch Anwendung
der polymorphen Unscharfemodelle ermdglicht. Mit der aleatorischen Unschérfe,
die bereits beim herkommlichen probabilistischen Bemessungskonzept simuliert
wird, wird die natiirliche Variabilitat beschrieben. Dieser Typ von Unschérfe kann
nicht reduziert werden und muss vom ,,Schalenbauer* in Kauf genommen werden.
Das bedeutet, dass schon allein der Herstellungsprozess einer Zylinderschale ein
Zufallsprozess mit teilweise unvermeidbarer Unschérfe darstellt. Mit der episte-
mischen Unscharfe wird hingegen die Unvollsténdigkeit und die Ungenauigkeit
der vorhandenen Daten beschrieben. Im Gegensatz zur aleatorischen Unscharfe
lassen sich diese reduzieren, z.B. durch das Testen von mehr Schalen oder durch
das Festlegen strengerer Toleranzen. Die epistemischen Unschérfen konnen durch
Fuzzy-Variablen im Modell beschrieben werden. Die Beschreibung ,unscharfer
Imperfektionen fithrt zum Ergebnis ,unscharfer* Beullasten. Das Ziel ist, dass
diese Unschérfen bei der Bemessung stabilitédtsgefahrdenter Tragwerke zukiinftig
besser berticksichtigt werden konnen.
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8.2 Unschirfemodell fiir Mantelimperfektionen

Das folgende Unscharfemodell fiir Mantelimperfektionen, d.h. fiir die Abweichun-
gen von der ideellen Oberfliche der Zylinderschale, basiert auf real vermessener
Imperfektionen. Das Vorgehen von der Auswertung einer Imperfektionsdatenbank
bis hin zur Beschreibung der Unschérfen in einem Korrelationsmodell und der nu-
merischen Umsetzung soll in diesem Abschnitt vorgestellt werden.

8.2.1 Auswertung einer Imperfektionsdatenbank

In einem Korrelationsmodell sind die Informationen iiber die Form der Mantel-
imperfektionen enthalten. Damit hat diese einen grofien Einfluss auf das Beul-
verhalten. Das bedeutet, dass bereits die Beschreibung eines Korrelationsmodells
eine Schliisselaufgabe ist, um zuverldssige Ergebnisse zu erhalten [59]. In die-
ser Arbeit wird die Imperfektionsdatenbank der Technischen Universitat Delft
(TU Delft) von ARBOCZ & ABRAMOVICH [10] angewendet. Das folgende Vor-
gehen kann auch fiir beliebige und aktuellere Datenbanken mit Imperfektions-
messungen, wie z.B. fiir die vermessenen Imperfektionen der Modellzylinder von
UMMENHOFER [321], durchgefithrt werden. Die angewendete Datenbank der TU
Delft ist offentlich zugénglich und sehr umfangreich. In dieser sind Versuchser-
gebnisse von Kreiszylinderschalen mit unterschiedlichen Abmessungen und Her-
stellungsprozessen enthalten. Das macht die Datenbank so interessant, um den
Einfluss des Herstellungsprozesses auf die Korrelationseigenschaften der Mantel-
imperfektionen zu untersuchen. Die unterschiedlichen Herstellungsprozesse der
unausgesteiften isotropen Schalen mit der Anzahl der Versuchsschalen sind in
Tabelle 8.1 aufgelistet.

Schalentyp Material und Anzahl der
Herstellungsprozess Versuchsschalen N,

A-7T-A-14 kupfergalvanisiert 7

N-6, N-9, N-11 nickelgalvanisiert 3

B-1 -B+4 gefriste Messingschalen 4

ST-1 - ST-6 geschweifite Edelstahlschalen 6

Tabelle 8.1: Ubersicht der untersuchten Schalen aus der Imperfektionsdatenbank der
TU Delft [10]

Die A-Schalen und N-Schalen haben eine galvanisierte Beschichtung. Die B-
Schalen sind von einem dickwandigen Messingrohr abgeschnitten und durch an-
schliefendes Frisen in die gewiinschte Form gebracht. Die geschweifiten ST-Schalen
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sind durch eine plastische Ausweitung geformt. Die Mantelimperfektionen sind
Messungen der radialen Abweichungen eines definierten ,perfekten* Zylinders.
Diese Abweichungen von der perfekten Schalengeometrie w(z,y) konnen als
Fourier-Reihen dargestellt werden. Hierzu wird die in der Datenbank gegebene
Halbwellen-Cosinus-Darstellung in Axialrichtung angewendet:

N -
w(z,y) =ty Ajp cos (T)

=0

Vi Ne kmx l (¢
+t Z Zcos <Z> (AM cos (]ii) + By sin (é))

k=0¢=1

(8.3)

Darin sind A;g, Age und By, die Fourier-Koeffizienten fir die Anzahl der Halb-
wellen 4, k£ in Axialrichtung und ¢ der Anzahl der Vollwellen in Umfangsrichtung.
Die Koordinaten x und y in Axial- und Umfangsrichtung beziehen sich auf die
gemittelte Oberfliche der ,perfekten“ Schale. Zudem ist R der Radius, L die Ho-
he und ¢ die Dicke der Schale. Fiir das FE-Modell werden die Geometrie- und
Materialdaten der Versuchsschalen fiir jeden Schalentyp gemittelt. Diese sind zu-
satzlich mit der maximal gemessenen Imperfektionsamplitude |w(z,y)| und der
Anzahl der Messpunkte No x Ng in Tabelle 8.2 aufgefiihrt.

R L jw(z,y)| B

mm] fm) ™ m] (V) Y

A-Schalen 101,60 202,20 0,1160 0,3672 104410 0,3 49x31
N-Schalen 101,60 196,85 0,0980 0,4393 172400 0.3 49x29
B-Schalen 101,60 155,89 0,2007 0,4685 106500 0.3 49x41
ST-Schalen 118,16 148,62 04559 14339 180600 0.3 49x41

Schalentyp Nex Ng

Tabelle 8.2: Gemittelte Schalenabmessungen und Materialparameter nach [10]: Ra-
dius R, Schalenhohe L, Schalendicke ¢, maximal gemessene Imperfektionsamplitude

|w(z,y)|, E-Modul E, Querdehnzahl v und die Anzahl der Messpunkte N¢ in Um-
fangsrichtung und Np in Axialrichtung

Mithilfe der Fourier-Koeffizienten in Gleichung (8.3), die in der Datenbank ab-
gedruckt sind, konnen die Mantelimperfektionen aus der Messung rekonstruiert
werden. Fiir jeden Schalentyp ist hierzu in Abbildung 8.3 eine aufgerollte Im-
perfektionsform dargestellt. Die abgebildeten Mantelimperfektionen unterschei-
den sich in der Form und Amplitude. Die B-Schalen sind in der Fourier-Reihe
durch Moden niedriger Ordnung dominiert, d.h. deren Form ist durch eine ho-
here Welligkeit gekennzeichnet. Bei den ST-Schalen ist die Schweifinaht im Im-
perfektionsmuster zu erkennen. Die groite Imperfektionsamplitude kann bei den
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Abbildung 8.3: Auswahl gemessener Mantelimperfektionen in aufgerollter Konfigu-
ration der vier untersuchten Schalentypen aus der Imperfektionsdatenbank der TU
Delft [10]

N-Schalen beobachtet werden mit einem Verhéltnis der maximal gemessenen Ab-
weichung bezogen auf die Schalendicke |w(z,y)|/t = 4,48. AuBlerdem korrelieren
die Fourier-Koeffizienten mit dem Herstellungsprozess. Damit konnen nach AR-
BOCzZ & ABRAMOVICH [10] die charakteristischen Imperfektionsformen einem
Herstellungsprozess zugeordnet werden.

8.2.2 Ein Korrelationsmodell fiir Mantelimperfektionen

Ein erster Schritt zur direkten Ermittlung der Korrelationscharakteristiken aus
vorliegenden Messungen ist die Anwendung der korrigierten Stichprobenkovarianz

1 Ngn

T L (@) — @) (w(e;,) — @) (34)

n=1

C(wiv wj) =

mit i dem Stichprobenmittelwert. Aufgrund der zu kleinen Stichprobengrofie
ist es wichtig, den erwartungstreuen Schétzer 1/(Ng, — 1) anstelle von 1/(Ngp)
zu verwenden. Die Anzahl der Versuchsschalen Ny, kann fiir jeden Schalentyp
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entsprechend aus Tabelle 8.1 entnommen werden. In Abbildung 8.4 werden die
Kovarianzmatrizen mit 7 x 7 Knoten der sieben A-Schalen und der vier B-Schalen
dargestellt. In den Abbildungen der Kovarianzmatrizen wird deutlich eine inho-

A-Schalen mit Ng, =7 B-Schalen mit Ny, = 4
0,04
g 0,02
g 0
O 0,02

Knoten x;

Abbildung 8.4: Stichprobenkovarianzmatrix der A-Schalen (links) und B-Schalen
(rechts)

mogene Struktur gezeigt. Damit ist auch das Zufallsfeld der Imperfektion inho-
mogen. Ein Zufallsfeld ist homogen, wenn die Kovarianzfunktion nur von dem
relativen Abstand zweier Punkte @; und x; abhéingig ist [322]:

Clzi,x;) =C(d) mit d=/Az2+Ay? . (8.5)

Das ist bei den Kovarianzstrukturen in Abbildung 8.4 nicht der Fall. Dies kann
festgestellt werden, wenn die Kovarianzen auf der Hauptdiagonalen der Matrix
betrachtet werden. Hier ist der relative Abstand der Knoten zu sich selbst gleich
Null. Im Fall einer homogenen Struktur muss die Kovarianz aber gleich sein.
SCHENK & SCHUELLER schlussfolgern in [272], dass die Kovarianzen fiir geome-
trische Imperfektionen auch vom Ort abhéngig seien und durch ein inhomogenes
Zufallsfeld beschrieben werden sollten. Allerdings muss aufgrund des zu kleinen
Stichprobenumfang mit solchen Aussagen sehr vorsichtig umgegangen werden.
Zusétzlich wird in einem zweiten Teil der Imperfektionsdatenbank [57] der Stich-
probenumfang erhoht, um zuverlassigere Ergebnisse zu erhalten. Dazu sind in die-
ser Datenbank die Imperfektionsmessungen von 33 einfachen Dosen als Zylinder-
schalen veroffentlicht. Das Ergebnis der Berechnung der zugehdrigen Stichproben-
kovarianzmatrix ist in Abbildung 8.5 zu sehen. Die Struktur ist zwar regelméfiger,
aber dennoch nicht homogen. Um eine sichere Aussage tiber die Eigenschaften der
Korrelationsstruktur treffen zu kénnen, werden weitaus mehr Versuchsschalen be-
notigt. Das ist bei komplexeren Schalenstrukturen aus wirtschaftlichen Griinden
nicht durchfithrbar. Eine Anwendung solcher Kovarianzstrukturen auf Basis ei-
nes zu geringen Stichprobenumfangs fiir eine probabilistische Modellierung kann



8.2 Unschdrfemodell fiir Mantelimperfektionen 195

Abbildung 8.5: Stichprobenkovarianzmatrix fiir einen gréfleren Stichprobenumfang
mit Ng, = 33 Schalen aus der Datenbank Teil 2 der TU Delft [57]

zu sehr unsicheren Ergebnissen fithren. Zusatzlich diirfen hier auch nicht die nu-
merischen Probleme, die bei der Losung des Eigenwertproblems einer solchen
Kovarianzmatrix auftreten konnen, aufler Acht gelassen werden. Der im spéte-
ren Verlauf dieses Kapitels vorgestellte Fuzzy-stochastische Ansatz erfordert eine
funktionale Darstellung der Korrelationsstruktur mithilfe von Korrelationspara-
metern, die aus den Messungen evaluiert werden sollen. Hierflir werden an das
Zufallsfeld zusétzlich zur Annahme eines Gaufischen Zufallsfelds folgende Bedin-
gungen gestellt:

o Homogenitét
o Separierbarkeit und

o Ergodizitét

Aus der Annahme der Separierbarkeit folgt die Bedingung der Homogenitat der
Form

Claway —cm, r={ ol { 2o (36)

|yi —yj|

mit 7 dem Vektor der Abstdnde eines Knotenpaares. Das bedeutet, dass die
Kovarianz nur fiir Knotenpunkte, die den gleichen Abstand Az und Ay haben,
gleich ist. Aus der getrennten Abstandsberechnung folgt auch, dass die Struktur
der Imperfektion entlang der x-Koordinate (Axialrichtung) unabhéngig von der
Struktur entlang der y-Koordinate (Umfangsrichtung) ist. Diese Annahme stellt
eine Vereinfachung dar, kann aber durch den Herstellungsprozess begriindet wer-
den. Zum Beispiel kann das Blech einer Zylinderschale in den zwei Richtungen
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unterschiedlich gewalzt sein. Genauere Untersuchungen hierzu gibt es noch nicht.
SCHENK & SCHUELLER fithren in [272] zur probabilistischen Simulation von
Mantelimperfektionen mit der KLE die vollsténdig getrennte Korrelationsstruk-
tur

Cu(T) = 071 pu(A2) pu(Ay) (8.7)

ein. Darin sind p,(Az) und p,(Ay) eindimensionale Autokorrelationsfunktionen
entlang der Axialrichtung und Umfangsrichtung des Zylinders. Die benétigte Va-
rianz o2 ist gegeben durch die Stichprobenvarianz der Mantelimperfektionen der
n-ten Versuchsschale

7= 37 2 0(wn) — ) (89

mit dem Stichprobenmittelwert ji,, der Mantelimperfektion einer Versuchsschale.
M entspricht der Anzahl der Knotenpunkte fiir die Diskretisierung des Zufalls-
felds, z.B. mit der EOLE-Methode. Dabei bietet es sich an fiir M die Anzahl der
Messpunkte aus Tabelle 8.2 zu verwenden: M = Ng X Ngi. Aus der Annahme
der Separierbarkeit folgt die Beschreibung der Abweichungen von der perfekten
Schalengeometrie als unabhingige eindimensionale stochastische Prozesse. Fiir
die Axialrichtung wird der eindimensionale stochastische Prozess mit w(x,) be-
zeichnet und die Anzahl der Beobachtungen des Prozesses sind mit r =1 ... N
definiert. w(y.) entspricht dem stochastischen Prozess in Umfangsrichtung mit
c¢=1... No — 1 Beobachtungen. Da der aufgewickelte Zylinder eine geschlossene
Struktur ist, muss hier eine Knotenreihe der Naht geloscht werden. Folglich kann
die Schétzung der Autokorrelationsfunktion in Bezug auf die Knotenabsténde in
Axialrichtung definiert werden zu
Nr—¢

pe(EA20) = ;R (e, + €870, = ) e, ~ ) (89)

mit £ =0 ... Ng—1 der Anzahl der Vielfache eines konstanten Abstands Axg. Die
Notation der Vielfache ist in Abbildung 8.6 (links) dargestellt. Fir jedes Vielfache
der Abstande muss die Korrelation zwischen einem Knotenpaar ermittelt werden.
Fiir die Autokorrelationsfunktion wird der verzerrte Schétzer mit 1/Np gewéhlt.
Damit strebt die Autokorrelationsfunktion vor allem fiir die geringere Anzahl an
groflen Abstdnde zweier Knoten schneller gegen Null. Hingegen wird bei einem
erwartungstreuen (unverzerrten) Schétzer mit 1/(Ng — &) fiir groBlere Abstande
durch eine noch geringere Anzahl geteilt. Dadurch wird die tiberschiatzte Korre-
lation nicht korrigiert. Das bedeutet fiir Knotenpaare mit groflem Abstand eine
grofle Korrelation. Angenommen wird, dass so ein Korrelationsverhalten nicht
der Realitat entspricht und deshalb wird der verzerrte Schétzer bevorzugt. Zu-
dem sollte darauf geachtet werden, dass das globale Korrelationsverhalten gut
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Abbildung 8.6: Notation der Vielfachen der Knotenabstinde zur Berechnung der
Autokorrelation in Axialrichtung (links) und Umfangsrichtung (rechts) einer Zylinder-

schale

abgebildet wird. Die Schatzung einzelner Korrelationen nur bestimmter Knoten-
abstédnde spielt bei diesem Ansatz eine untergeordnete Rolle.

Weiter kann die Autokorrelationsfunktion in Bezug auf die Knotenabstande in
Umfangsrichtung wie folgt definiert werden:

Ncl— 1 i (Iw<x7ﬂ’ Ye + 77Ay0> - /jn)<w(xr7 yc) - ﬂn> (810)

c=1
mit 7 = 0 ... No — 1 der Anzahl der Vielfache eines konstanten Abstands Ayy.
Dabei wird die obere Grenze der Summe definiert zu No — 1. Das bedeutet,

pr(nAyp) =

dass aufgrund der geschlossenen Struktur die Anzahl fir jedes mogliche Vielfache
von Ay im Gegensatz zur Axialrichtung gleich bleibt, siehe hierzu Abbildung 8.6
(rechts). Mit den Gleichungen (8.9) und (8.10) wird eine Autokorrelationsfunktion
pro Knotenreihe erhalten. Durch eine Mittelwertbildung kann so eine Gesamtkor-
relationsfunktion pro Versuchsschale aufgestellt werden. Die Grundlage hierfiir ist
die Annahme der Ergodizitat. Diese ist erlaubt, wenn ein stochastischer Prozess in
unabhéngige Abschnitte aufgeteilt werden kann und durch die Darstellung eines
Abschnittes die Informationen des kompletten stochastischen Prozesses wiederge-
geben werden konnen. Diese unabhingigen Abschnitte des stochastischen Prozes-
ses der Zylinderschale sind hier die Variationen der Imperfektionen jeder Knoten-
reihe. Aus der Mittelung folgt die Autokorrelationsfunktion einer Versuchsschale
in Axialrichtung

No—1

Yo7 L ledn) (8.11)

p(§Axg) =

und in Umfangsrichtung

QL
pnAyo) = 522 pr(1Awo) - (8.12)
R y=1
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Das Vorgehen zur Ermittlung der Autokorrelationsfunktion einer Zylinderschale
ist in Abbildung 8.7 dargestellt. Die evaluierten Autokorrelationsfunktionen aus

p(Ay) 4

1 1 : :
~

TR 2R

Y

Y Mittelung der

w(@.) Korrelationsfunktionen
w(x,) in Umfangsrichtung
r=1... NR

1 Mittelung der
p(Az) Korrelationsfunktionen
in Axialrichtung

N

Abbildung 8.7: Evaluierung der separierten Autokorrelationsfunktionen in Umfangs-

richtung und Axialrichtung an einer Versuchsschale

den Imperfektionsmessungen fiir die vier getesteten Schalentypen nach Tabel-
le 8.1 werden in Abbildung 8.8 gezeigt. Die einzelnen Funktionen variieren von
Schale zu Schale. Dennoch sind in der Korrelationsstruktur der unterschiedlichen
Schalentypen typische Merkmale zu erkennen, die auf den Herstellungsprozess zu
fithren sind. Zum Beispiel streuen die Funktionen der A-Schalen starker als die
der ST-Schalen. Bei den ST-Schalen ist auflerdem die Lage der Schweifinaht durch
die geraden Linien im Imperfektionsmuster zu erkennen. Des Weiteren haben die
Autorkorrelationsfunktionen in Axialrichtung verschiedene Kriimmungsverlaufe.
Einige Kurven sind konkav, andere wieder konvex. Dennoch streben alle Funk-
tionen in Axialrichtung aufgrund der Anwendung des verzerrten Schétzers ziigig
gegen Null fir grofie Abstdnde Az. Die Funktionen in Umfangsrichtung haben
eine unterschiedliche Welligkeit. Fiir den Abstand zur Berechnung der Korrela-
tionen wird stets der kleinste Weg um den Zylinder gewahlt:

(8.13)
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Abbildung 8.8: Aus Messungen der Schalen nach Tabelle 8.1 evaluierte Autokorrela-
tionsfunktionen in Axialrichtung p(Az) (links) und in Umfangsrichtung p(Ay) (rechts)
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Daraus folgt die Symmetrie beziiglich der Achse des halben Umfangs der Autokor-
relationsfunktionen in Umfangsrichtung. Zusammenfassend gilt, dass die Art des
Herstellungsprozesses nicht nur in der Imperfektionsform sichtbar wird, sondern
offenbar auch in der Korrelationsstruktur. Falls eine reprasentative Korrelations-
funktion einer Versuchsreihe benétigt wird, konnen alle evaluierten Korrelations-
funktionen zusétzlich gemittelt werden. Diese Funktion ist in Abbildung 8.8 mit
»Z-AKF*“ bezeichnet.

Abschlieend kann das gesamte Korrelationsmodell nach Gleichung (8.7) durch
Einsetzen der gemittelten Korrelationsfunktionen nach den Gleichungen (8.11),
(8.12) und der Stichprobenvarianz nach Gleichung (8.8) aufgestellt werden. Hier-
zu konnen die einzelnen Kovarianzen beziiglich der Abstédnde in Axialrichtung
Az und in Umfangsrichtung Ay aufgetragen werden. In Abbildung 8.9 (links)
ist entsprechend das Ergebnis einer solchen zweidimensionalen Autokovarianz-
funktion mit den Kovarianzen aus der gemittelten Kurve (@-AKF) fir die B-
Schalen dargestellt. Werden die einzelnen Kovarianzen nach den Abstdnden in
eine Matrix einsortiert, wird eine Kovarianzmatrix erhalten, die zur Simulation
der Imperfektionen als Zufallsfelder verwendet werden kann. Eine Darstellung
der Kovarianzmatrix fiir die B-Schalen mit einem Netz von 7 x 7 = 49 Kno-
ten ist in Abbildung 8.9 (rechts) zu sehen. Aufgrund der getroffenen Annahme
der Homogenitat wird bei der zuriickgerechneten Kovarianzmatrix im Gegensatz
zur direkt berechneten korrigierten Stichprobenkovarianzmatrix in Abbildung 8.4

eine homogene Kovarianzstruktur dargestellt.

.; ;;

] '””212835424
714" Knoten x;

Abbildung 8.9: Gemittelte zweidimensionale Autokovarianzfunktion (links) und da-

zugehorige Kovarianzmatrix (rechts) fiir die B-Schalen
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8.2.3 Definition geeigneter Korrelationsfunktionen und Fitting

Als néachster Schritt werden die Autokorrelationsfunktionen in Abbildung 8.8 |, ge-
fittet“. Die ,Fitting-Parameter” entsprechen den Korrelationsparametern zur Be-
schreibung der Imperfektionen als Zufallsfelder. Diese Parameter sollen spéater
als unscharfe Variablen definiert werden. Als erstes ist eine Wahl von Korrela-
tionsfunktionen nétig. Die quadratische Exponentialfunktion eignet sich gut als
Néherung der Autokorrelationsfunktionen in Axialrichtung:

2
p(Az, L.p) = exp (— ?xh ) (8.14)
mit dem Korrelationsparameter ¢ ;. Die Ableitung der Funktion ist an der Stelle
Az = 0 Null. Das heifit, dass das Zufallsfeld im quadratischen Mittel differen-
zierbar ist [308]. Daraus folgen glatte Realisationen des Zufallsfelds bzw. glatte
Imperfektionsmuster. Das Beulverhalten einer Zylinderschale unter Axialdruck
wird mafBigeblich durch die Glattheit einer Realisation in Axialrichtung beein-
flusst. Fiir das ,Fitting”“ der Korrelationsfunktionen in Umfangsrichtung wird
eine lineare Kosinusfunktion gewéahlt:

p(Ay, by, T) = (1 — ?y) £ COS <27TTAy> (8.15)

mit dem Korrelationsparameter /., und der Periodenldnge 7. Diese Funktion
ist nicht im quadratischen Mittel differenzierbar. Die Korrelationsparameter £y,
und /., sind die , Fitting-Parameter®. Die Periodenlénge 7" wird fiir jede Schale
innerhalb einer Versuchsreihe konstant gehalten, um die Anzahl der Eingangspa-
rameter zu beschrianken. Fir das ,Fitting” wird die Nichtlineare Methode der
kleinsten Fehlerquadrate nach Kapitel 7.3.3 angewendet. Das Minimierungspro-
blem fiir £, ist

be,n i=1

min [ ;i(% - p(Aaci,EC’h))Q] (8.16)

und fir 4.,

bou i=1

min [ ; i (zi — p(Ayi,éc’u))Ql (8.17)

mit z; den berechneten Korrelationen nach den Gleichungen (8.11) und (8.12) fur
die zugehorigen Abstinde Ax; und Ay;. Zum ,Fitting” der Korrelationsfunkti-
on in Umfangsrichtung wird lediglich die halbe Funktion Ay € [0, 7R] verwen-
det und danach an der Symmetrieachse bei Ay = wR gespiegelt. Die ,Fitting“-
Ergebnisse der Korrelationsparameter fiir die vier untersuchten Schalentypen mit
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Schale o ) lep [mm?] ey [mm] T=konst.
[mm?] ’ ’ [mm]
A-T 0,0070 9234 210 217
A-8 0,0100 2744 180 217
A-9 0,0035 7179 199 217
A-10 0,0029 8630 327 217
A-12 0,0070 4211 307 217
A-13 0,0113 11862 234 217
A-14 0,0041 7733 187 217

Tabelle 8.3: Korrelationsparameter und Stichprobenvarianz der A-Schalen

)

o 9 T'=konst.
Schale — lep [mm?] Loy [Mmm)] fmm]
N-6 0,0028 7442 197 199
N-9 0,0026 11422 188 199
N-11 0,0045 2365 197 199

Tabelle 8.4: Korrelationsparameter und Stichprobenvarianz der N-Schalen

Schale o ) Lep [mm?] Loy [mm)] T=konst.
[mm?] ’ ’ [mm]
B-1 0,0073 5216 198 203
B-2 0,0076 4054 184 203
B-3 (0,0233) 2943 187 203
B-4 0,0044 3307 198 203

Tabelle 8.5: Korrelationsparameter und Stichprobenvarianz der B-Schalen

unterschiedlichem Herstellungsprozess sind zusammen mit der Stichprobenvari-
anz nach Gleichung (8.8) in den Tabellen 8.3 bis 8.6 aufgefithrt. Die Perioden-
lange wird mit der gemittelten Autokorrelationsfunktion berechnet und fiir alle
Schalen in der jeweiligen Versuchsreihe als konstant angenommen. Zudem gilt fiir
die Periodenlénge néherungsweise:

N27TR
-3

In den Tabellen sind mit Klammern die Ausreifler markiert, siehe Schale B-3

T (8.18)

oder ST-6. Die gewahlten Funktionen fiir das ,,Fitting” bilden nicht immer exakt
den Korrelationsverlauf ab. Hier kann eine Verbesserung durch die Wahl von
Funktionen mit zusatzlichen , Fitting“-Parametern erreicht werden.
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Schale o ) lepy [mm?] ey [mm] T=konst.
[mm?] ’ ’ [mm]
ST-1 0,0199 7232 222 256
ST-2 0,0163 7012 208 256
ST-3 0,0235 7152 226 256
ST-4 0,0131 6982 221 256
ST-5 0,0201 7542 235 256
ST-6 (0,1601) 6054 234 256

Tabelle 8.6: Korrelationsparameter und Stichprobenvarianz der ST-Schalen

Eine Studie zu verschiedenen Korrelationsfunktionen muss unbedingt noch durch-
geflihrt werden, ist aber nicht Bestandteil dieser Arbeit. Allerdings sollte bei der
Einfiihrung von vielen Parametern auch immer der Rechenaufwand einer Fuzzy-
stochastischen Analyse beachtet werden.

8.2.4 Das Korrelationsmodell mit unscharfen Parametern

Eine sinnvolle Wahl geeigneter Funktionen fiir eine traditionelle Modellierung mit
Zufallsfeldern ist aufgrund der grofien Streuung der Korrelationsfunktionen in Ab-
bildung 8.8 sehr schwierig. Deshalb wird das Korrelationsmodell nach Gleichung
(8.7) nun mithilfe unscharfer Parameter beschrieben:

C(r) = &% p(Ax) p(Ay) (8.19)

Dabei wird die Stichprobenvarianz 52 und die Korrelationsparameter £, j, in p(Ax)
nach Gleichung (8.14) und /., in p(Ay) nach Gleichung (8.15) als Fuzzy-Va-
riablen definiert. Eine Fuzzifizierung, d.h. die Definition einer Zugehorigkeits-
funktion kann mit den Ergebnissen der Parameter aus den Tabellen 8.3 bis 8.6
durchgefiithrt werden. Sinnvoll ist, dass zunéichst einzelne Histogramme fiir die

2 erstellt werden.

Korrelationsparameter ¢.p, {., und der Stichprobenvarianz o
Die Zugehorigkeitsfunktionen mit den hinterlegten Histogrammen sind hierzu in
Abbildung 8.10 dargestellt. Gewahlt werden konvexe Fuzzy-Dreieckszahlen mit
linearem Verlauf. Alternativ konnen auch Fuzzy-Trapezzahlen zur Definition der
Zugehorigkeitsfunktionen mit linearen, quadratischen oder polygonalem Verlauf
verwendet werden. Auch nicht konvexe Fuzzy-Zahlen sind denkbar, siehe z.B.
in [246]. Diese erfordern aber einen modifizierten Algorithmus fiir die a-Level-

Optimierung.



204 8 ZYLINDERSCHALE MIT IMPERFEKTIONEN
A-Schalen: pi,2 A-Schalen: py,_, A-Schalen: pi, |,
1 1 ‘
0ld 0l ¢ H( .
0,002 0,012 2000 13000 175 400
a2 [mm?] Lo [mm?] Loy [mm)]

N-Schalen: 2

N-Schalen: py,,

1+ ﬂ 1
\
o 4l AL
0,001 0,007 3000 7000 13000
a? [mm? Loy [mm?]
B-Schalen: p,2 B-Schalen: py, ,
1

Oz\

0,002

a2 [mm?]

ST-Schalen: 2

N

0,026

2000 6000
Lopy [mm?]

ST-Schalen: py,,

[N

0,01 0,1

a2 [mm?]

0

Jil,

5000 9000
Lo [mm?]

N-Schalen: fi,

200

Loy [mim)]

B-Schalen: pq, |,

187,5
e, [mm]

ST-Schalen: fi,

|

|

225
le [mm)]

Abbildung 8.10: Zugehorigkeitsfunktionen und Histogramme der Stichprobenvarianz

(links) und der Korrelationsparameter in Axialrichtung (Mitte) und in Umfangsrichtung

(rechts)
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Die Festlegung geeigneter Zugehorigkeitsfunktionen kann in diesem Kontext die
Aufgabe eines ,,Schalenkonstrukteurs® sein. Bei einer zu schwachen Datengrund-
lage kann dieser beispielsweise auch anordnen, dass weitere Schalen getestet wer-
den miissen. Damit konnen nachtriglich die Zugehorigkeitsfunktionen modifiziert
werden, um die Unscharfe in der Ergebnisgrofie zu reduzieren. Die Fuzzifizierung
ist hier eher konservativ durchgefiihrt, d.h. es sind immer alle Versuchswerte aus
den Tabellen 8.3 bis 8.6 im Support der Eingangsvariablen enthalten. Zusétzlich
wird an der linken und rechten Grenze der Zugehorigkeitsfunktion ein kleiner
Uberhang gewihlt. Das wird durch fehlendes Expertenwissen begriindet. Aufier-
dem sind die Korrelationsparameter fiir einen Schalenkonstrukteur eher schwierig
erfassbar. Fiir die Fuzzifizierung — die Festlegung einer Zugehorigkeitsfunktion —
existieren keine festen Regeln. Allerdings wird ein konsistentes Vorgehen emp-
fohlen, das stets begriindet werden kann. Bei einer Fuzzifizierung auf Grundlage
eines Histogramms muss zudem darauf geachtet werden, dass die Form der Zuge-
horigkeitsfunktion auch von der gewahlten Balkenbreite abhéngig ist. Ausreifler
kénnen durch die Vorgabe von strengeren Herstellungstoleranzen ausgeschlossen
werden, sind hier aber immer im Support enthalten. Zur Vergleichbarkeit der
vier Schalentypen untereinander, haben die z-Achsen der Diagramme bis auf das
p-o-Diagramm der ST-Schalen aufgrund des grofien Ausreiers, die gleiche Ska-
lierung. Bei der Fuzzifizierung des Korrelationsparameters ¢, muss auflerdem
darauf geachtet werden, dass der Wertebereich der Autokorrelationsfunktionen
in Umfangsrichtung nach Gleichung (8.15) wie folgt eingehalten wird:

—1<p(Ay) <1 . (8.20)

Das ist sichergestellt, wenn fiir den Korrelationsparameter /., gilt:

9
Con > 7T2R fir T = 7;R . (8.21)

Diese Voraussetzung ist fiir die angewendete quadratische Exponentialfunktion
nach Gleichung (8.14) fiir alle £.; > 0 giiltig. Das Ergebnis der Fuzzy-Stichpro-
benvarianz und der Fuzzy-Korrelationsparameter der vier untersuchten Schalen-
typen ist in Tabelle 8.7 zusammengefasst. Neben der Definition der Zugehorig-
keitsfunktionen mithilfe von Expertenwissen existieren noch andere Moglichkeiten
der Fuzzifizierung. Als Beispiel ist die Percentage-Intervals-Methode aus [120,138]
zu nennen. Das Vorgehen der Methode wird fiir die A-Schalen gezeigt. Die Da-

(1) (Nsh) 2

ten [s; 7, ...,s; ] der drei Eingangsparameter s; = 0°, sy = l.j; und s3 = l.,

werden aus der Tabelle 8.3 entnommen. Dem Median der Daten eines Parame-
ters wird eine Zugehorigkeit von p = 1 zugewiesen. Mit den verbleibenden Daten

(4) (Ns+1—j)] ;

Ng» — 1 werden die Intervalle I;; = [s;”,s; 7 =1,..., Nyey der a-Levels

definiert. Die Gesamtanzahl der a-Levels berechnet sich mit Ny, = (Ns — 1)/2
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Schalentyp Fuzzy-Eingangsvariablen
52 = (0,002, 0,007, 0,012)

A-Schalen .., = (2000, 9000, 13000)
ﬁf = (175, 225, 400)

&% = (0,001, 0,003, 0,007)
N-Schalen l., = (3000, 7000, 13000)
Z — (170, 200, 230)

= (0,002, 0,008, 0,026)
= (2000, 4000, 6000)
— (165, 187.5, 210)

B-Schalen:

Nz Nz Qz

5% = (0,01, 0,02, 0,16)
ST-Schalen len = (5000, 7000, 9000)
E = (200, 225, 250)

Tabelle 8.7: Fuzzy-Stichprobenvarianz und Fuzzy-Korrelationsparameter als Fuzzy-

Dreieckszahlen der vier untersuchten Schalentypen

und die Zugehorigkeit der Intervalle wird wie folgt ermittelt:

/‘LSi(‘[’L =1—-— Z XI” Z(k) (822)
3 k=1

mit der Indikatorfunktion

(k)
(k) 1 € [Z]
(s8;,7) = . 8.23
XIZ] <Sl ) { 0 ) i ¢ [z] } ( )

Der Wert der Zugehorigkeit eines a-Levels ist von der Anzahl der Daten abhéngig.
Die Intervallgrenzen werden anschliefend linear interpoliert. Das Ergebnis einer
solchen Fuzzifizierung wird in Abbildung 8.11 gezeigt. Die Percentage-Intervals-
Methode ist einfach umsetzbar und bietet ein konsistentes Vorgehen der Fuzzifi-
zierung. Die Anwendung der Methode bietet sich an, wenn zu Beginn einer Pro-
blemstellung noch kein Expertenwissen vorhanden ist. In [250] wird als weitere
Moglichkeit die Angabe von [,r,-Intervallen (Links-Rechts-Intervalle) beschrie-
ben. Diese Methode ist bei der Definition von Fuzzy-Zufallsvariablen hilfreich.

Abschliefend sind die Fuzzy-Autokorrelationsfunktionen (Fuzzy-AKFs) in Abbil-
dung 8.12 dargestellt. Diese resultieren durch das Einsetzen der Ergebnisse aus
Tabelle 8.7 in die Gleichungen (8.14) und (8.15). In der Abbildung wird gezeigt,
dass mit den gewahlten Fuzzy-AKFs der Verlauf der Korrelationsfunktionen der
evaluierten AKFs aus den Messungen in Abbildung 8.8 mit ausreichender Genau-
igkeit abgedeckt werden kann. Die Fuzzy-AKFs in Axialrichtung konvergieren
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Abbildung 8.11: Fuzzifizierung mit der Percentage-Intervals-Methode am Beispiel der

A-Schalen

gegen Null unter Vernachlassigung negativer Korrelationen. Die Funktionen in
Umfangsrichtung weisen im Bereich kleiner Abstdnde kaum Streuungen auf. Zu-
dem liegen abhingig von der konstant gewahlten Periodenldnge feste Nullstellen
vor. Vor allem der Verlauf der Korrelationsfunktionen in Umfangsrichtung sollte

noch verbessert werden, denn dieser Verlauf kann bei weiteren Lastfillen einen

grofien Einfluss haben.
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Abbildung 8.12: Fuzzy-Autokorrelationsfunktionen (Fuzzy-AKFs) in Axialrichtung
(links) und in Umfangsrichtung (rechts)
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8.2.5 Darstellung der Imperfektionen als fp-rf-Zufallsfeld

Die Erweiterung des Korrelationsmodells mit unscharfen Parametern fiihrt auf
eine Darstellung der Imperfektionen mit fp-rf-Zufallsfeldern. Erganzend zu den
theoretischen Grundlagen iiblicher Zufallsfelder in Kapitel 6.4 und Fuzzy-Zufalls-
felder in Kapitel 6.4 wird die Simulation von Imperfektionen mit Fuzzy-wahr-
scheinlichkeitsbasierten Zufallsfeldern detaillierter erlautert. Bei einer iiblichen
probabilistischen Modellierung ist ein Zufallsfeld eine Menge von Zufallsvaria-
blen w(x, f). Dies wird in Abbildung 8.13 durch die kumulative Verteilungsfunk-
tion (cdf) dargestellt. Die Abweichungen von der Sollgeometrie der Schale stellen

w(z, Oo) cdf

Abbildung 8.13: Darstellung einer geometrischen Imperfektion als Realisation eines
Zufallsfelds

Realisationen an jedem Knoten des Zufallsfelds dar. Die Fuzzifizierung der Ein-
gangsparameter fithrt auf ein Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasiertes Zufallsfeld (fp-
rf) zur Modellierung der Mantelimperfektionen. Mithilfe einer Menge von Fuzzy-
wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsvariablen (fp-r) wird ein fp-rf-Feld beschrie-
ben:

{w(x,0):x€Q,0cO} . (8.24)

Die fp-r-Variable ermoglicht zusétzlich eine Fuzzy-Beschreibung des Wahrschein-
lichkeitsmafles einer Zufallszahl als eine Menge von Wahrscheinlichkeitsfunktio-
nen [105]. Das heifit, bezogen auf die Anwendung geometrischer Imperfektion-
en, dass das Wahrscheinlichkeitsmafi des zufélligen Ereignisses ,Mantelimper-
fektion* nun auch ein Fuzzy-Charakter haben kann. An jedem Ort des Fuzzy-
wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsfelds wird das Ereignis durch die Fuzzy-Ein-
gangsvariablen &2, gc,h und lﬁqu definiert. Das ermoglicht neben der natiirlichen
raumlichen Variabilitat nun auch die Beschreibung der Unvollstandigkeit der Da-
ten. Fir die numerische Umsetzung wird die Fuzzy-Scharparameterdarstellung
angewendet. Das Fuzzy-Zufallsfeld ist damit eine Schar von Zufallsfunktionen

w(x, ) =w(s,x,0) (8.25)
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mithilfe des Scharparameters §. In diesem werden die drei Fuzzy-Eingangspara-
meter gebiindelt:

2
b (8.26)

N

VARt
I
i) ISI Qe

Eine entsprechende Darstellung des Fuzzy-Zufallsfelds mit der Scharparameter-
darstellung wird in Abbildung 8.14 gezeigt. In dieser Abbildung ist die Realisation

Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte
w(s = {6% i}, x,0) Zufallsvariable (fp-r)

Zufallsvariable

F(w())

0,5

Abbildung 8.14: Realisation eines Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsfelds
(fp-rf) als Scharparameterdarstellung in Anlehnung an [200]: Trennung in w(§ =
{62, i}, x, ) mit einer fp-r-Variable (oben) und w(§ = {gqh,ll,u},m,e) mit einer Zu-

fallsvariable (unten)

des Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsfelds in zwei Darstellungen aufge-
teilt. Bei der oberen Scharparameterdarstellung mit

w(§ = {5% i}, x,0) (8.27)

ist lediglich die Stichprobenvarianz 62(xy) als Fuzzy-Variable definiert. Zusétzlich
kann auch der Mittelwert ji(xg) des Zufallsfelds fuzzifiziert werden. Dieser wird
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hier aber stets zu Null gesetzt. Nur durch die Fuzzy-Varianz ist an jedem Kno-
ten des Zufallsfelds auch das Wahrscheinlichkeitsmaf3 fuzzifiziert. Die Amplitude
der Realisation wird mithilfe der Varianz gesteuert. In der unteren Darstellung
der Abbildung sind die Fuzzy-Korrelationsparameter Zc,h und ll,u im Vektor des
Scharparameters enthalten:

w(8 = {lep, Lo} @,0) (8.28)

Diese kontrollieren die Welligkeit des Zufallsfelds, haben aber keinen Einfluss auf
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses , Imperfektion* an den Knoten. Auflerdem
kann wie dargestellt fiir jeden Abstand Ax und Ayg in der entsprechenden Fuzzy-
Autokorrelationsfunktion eine Fuzzy-Variable definiert werden. Im Gegensatz zur
oberen Darstellung ist an jedem Knoten des Zufallsfelds eine Zufallsvariable und
keine fp-r-Variable definiert.
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8.2.6 Schleifenalgorithmus der Stabilitdtsanalyse unter Unschérfe

Eine Stabilitatsanalyse mit der Darstellung der Imperfektionen als Fuzzy-wahr-
scheinlichkeitsbasierte Zufallsfelder erfordert die Losung der Abbildung

w(3,z,0) — P.(0) (8.29)

in der Notation der Scharparameterdarstellung. Der numerische Aufwand be-
steht in der Durchfihrung der Monte-Carlo-Simulation (MCS) und der a-Level-
Optimierung (ALO). Fir eine spezifische Konfiguration des Scharparameters s
wird mit der MCS eine gewiinschte stochastische Ausgangsgroie berechnet, z.B.
der Stichprobenmittelwert P..(s = s¢) oder der Quantilwert Py o0s5(s = sp) der
Beullast. Die Grenzen der Scharparameter sind zugleich die Grenzen der a-Levels
ay der Eingangsparameter

s € [Sak»l7 Sakﬂ"] = {Sak} . (8.30)

Die Fuzzy-Ausgangsgrofien, wie z.B. der Fuzzy-Stichprobenmittelwert, werden
durch die Anwendung der ALO wie folgt ermittelt:

_ _ (8.31)
Pcr g,y — Pcr

anr = 2% | Pa(s)]

Fiir die Losung des rechenaufwendigen Optimierungsproblems wird das HDMR-

Metamodell eingesetzt:

~

P.(s) = P.(s), secS(3) . (8.32)

Da der Verlauf zwischen den drei Eingangsparametern o2, lepy Leqy und den sto-
chastischen Ausgangsgrofien der Beullast P,.. zundchst unbekannt ist, miissen die
Einstellungen fiir das Metamodell in einer umfangreichen Parameterstudie ge-
funden werden. Wird fiir die Approximation der Schnittfunktionen einer HMDR
2. Ordnung die LSQ-Methode mit kubischen Polynomen angewendet, resultie-
ren bereits mit einer Anzahl von ng, = 5 Stiitzstellen pro Variable gute Er-
gebnisse. Der numerische Aufwand der HDMR fiir die drei Eingangsparameter
kann in Abbildung 7.18 fiir ng, = 5 abgelesen werden. Im Raum der drei Ein-
gangsparameter miissen 61 Monte-Carlo-Simulationen durchgefiihrt werden. Im
Vergleich dazu sind fiir eine vollfaktorielle Versuchsplanung 53 = 125 Stiitzstellen
notwendig. Eine MCS mit 500 Simulationen, d.h. 500 Berechnungen der Beul-
last, liefert brauchbare Ergebnisse der stochastischen Gréflen. Insgesamt werden
61 x 500 = 30500 kritische Lasten berechnet. Der Schleifenalgorithmus fiir die
numerische Umsetzung der Fuzzy-stochastischen Analyse ist in Abbildung 8.15
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Fuzzy-Analyse

s = {&27 Zc,h: Zc,u}

Quantifizierung der Unschérfe

HDMR-Metamodell

Stochastische Analyse

FE-Beulanalyse
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Abbildung 8.15: Schleifenalgorithmus der Fuzzy-stochastischen Stabilitdtsanalyse

dargestellt. Die &uflere Schleife stellt die Fuzzy-Analyse mit der ALO dar, die mit-
hilfe des HDMR-~-Metamodells durchgefithrt wird. Die mittlere Schleife ist eine
parallelisierte Monte-Carlo-Simulationsschleife. Der Abbildungsoperator ist die
innere Schleife mit einem nichtlinearem FE-Model zur Losung der numerischen
Stabilitatsanalyse. Die programmtechnische Umsetzung erfolgt mit einem entwi-
ckelten Programm, das ein Zusammenspiel mit FEAP [316] und MATLAB [193]
erlaubt. Die FE-Modellierung wird mit FEAP durchgefiithrt. Die Algorithmen
der Unschérfemodellierung, der Stochastik und der Metamodelle sind in MAT-
LAB umgesetzt. Die Berechnungszeit wird erheblich durch die Parallelisierung der
MCS-Schleife reduziert. Zur Parallelisierung wird der MATLAB Parallel Pool an-
gewendet. Um eine Beeintrichtigung der Parallelisierung zu verhindern, muss die
Parallelisierung der Elementschleife in FEAP deaktiviert werden.
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8.2.7 FE-Modell der Zylinderschale

In diesem Abschnitt wird das FE-Modell der Zylinderschale unter Axialdruck
vorgestellt. Die Theorie und Numerik zur Stabilitatsuntersuchung einer Zylinder-
schale ist recht anspruchsvoll. Zusétzlich muss gewahrleistet sein, dass die Vielzahl
an numerischen Beulanalysen in einer Fuzzy-stochastischen Analyse alle korrekt
und moglichst schnell durchgefithrt werden. Die benétigten Grundlagen zur Scha-
le und zu numerischen Stabilitdtsuntersuchungen sind bereits in den Kapiteln 3
und 4 beschrieben. Das verwendete Schalenelement basiert auf der Elementfor-
mulierung nach WAGNER & GRUTTMANN [340,341] und GRUTTMANN & WAG-
NER [115]. Durch die folgenden Eigenschaften des Elements wird eine stabile und
effiziente Berechnung der Grundlosung im Rahmen einer Fuzzy-stochastischen
Analyse ermoglicht:

geometrisch nichtlinear mit moderaten Rotationen

o kleine Verzerrungen, St. Venant-Kirchhoff Material
 isoparametrische Formulierung mit linearen Ansatzfunktionen
o ANS-Anséatze zur Vermeidung von Locking-Effekten

Beriicksichtigung der Elementverwolbung nach TAYLOR [315]

Das FE-Modell der untersuchten Zylinderschale ist in Abbildung 8.16 dargestellt.
Die gemittelten Abmessungen und Materialdaten fiir das FE-Modell der vier
Schalentypen konnen aus der Tabelle 8.2 entnommen werden. Bei sehr diinnen
Schalen kann plastisches Beulen ausgeschlossen werden, d.h. die kritische Beul-
spannung aller untersuchten Schalen ist unterhalb der FlieSspannung des Mate-
rials. Die Zylinderschale ist Navier-gelagert mit den Randbedingungen v = v =
w =0, ¢, #0, ¢, # 0 fiir die Unterseite des Zylinders und fiir den oberen Rand
gilt: u = Au, v = w =0, ¢, # 0, ¢, # 0. Die axiale Belastung wird durch
eine Verschiebungssteuerung mit Au an der Oberseite des Zylinders simuliert. Ist
der Stabilitdtspunkt erreicht, kann aus der Summe der Reaktionskréfte an der
unteren Lagerung die kritische Last berechnet werden. Die Mantelimperfektion-
en werden durch spannungsfreie Knotenverschiebungen in w-Richtung modelliert.
Die Zylinderschale ist zwar rotationssymmetrisch, aber die die Symmetrieebenen
konnen nicht ausgenutzt werden. Bei der Darstellung der Mantelimperfektionen
als Zufallsfelder ist keine Symmetrie mehr gegeben. Daher wird von einer Fuzzy-
stochastischen Analyse mit nur einem Segment des Zylinders abgeraten. Fiir alle
Schalentypen wird ein Finite-Element-Netz mit 200 Elementen in Umfangsrich-
tung und 100 Elementen in Axialrichtung verwendet. Das gewédhlte FE-Netz ist



8.2 Unschdrfemodell fiir Mantelimperfektionen 215

Abbildung 8.16: FE-Modell der Zylinderschalen unter Axialdruck: Oberflichenko-
ordinaten x, y; Mantelimperfektionen in w-Richtung; verschiebungsgesteuert mit Aw;
Randbedingungen: v = v = w = 0, ¢, # 0, ¢, # 0 (unterer Rand) und u = Au,
v=w=0, p; #0, ¢, # 0 (oberer Rand)

ausreichend fein, um die kritischen Beulformen darstellen zu kénnen. Unter Be-
riicksichtigung der Rechenzeit wird ein sehr kleiner Diskretisierungsfehler unter
5% akzeptiert. Ein Konvergenztest der gemittelten A-Schalen mit unterschiedli-
cher Querdehnzahl ist hierzu in Abbildung 8.17 dargestellt.

v=20,0 v=20,3
10000 ‘ ‘ 10000 ‘ ‘
FEM —e— FEM —e—
ly. n. Gl. (8.1) —— ly. n. Gl. (8.1) ——
£ 5000 =a—s—s—s-—a £ 5000
Ay Al
2500 2500
200 x 100 300 x 200 200 x 100 300 x 200
Elementanzahl Elementanzahl

Abbildung 8.17: Konvergenztest zur Beullast der A-Schalen mit einer Querdehnzahl
v = 0,0 (links) und v = 0,3 (rechts)

In beiden Diagrammen ist auch die analytische Referenzlosung der ideellen kri-
tischen Last nach Gleichung (8.1) eingetragen. Bei einer Querdehnzahl v = 0
konvergiert die FE-Losung zur Referenzlosung. In diesem Fall sind die radialen
Verschiebungen des Zylinders unter Axialdruck gleich Null. Das entspricht auch
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den Randbedingungen zur Herleitung der Referenzlgsung nach Gleichung (8.1).
Im rechten Diagramm der Abbildung 8.17 ist fiir den Fall v = 0,3 eine Kon-
vergenz der FE-Losung der ideellen Beullasten gegen einen Grenzwert unterhalb
der analytischen Losung zu beobachten. In diesen Fall treten radiale Verschie-
bungen auf. Jedoch wird mit der Modellierung einer Navier-Lagerung an der
Unterseite und Oberseite eine radiale Aufweitung des Zylinders verhindert. Die-
ses Phanomen ist einer Imperfektion gleichzusetzen und ist im ersten Eigenvektor
1 am Stabilitdtspunkt der A-Schale sichtbar, siche Abbildung 8.18. Deshalb re-
sultieren auch schon bereits ohne aufgebrachte Mantelimperfektionen geringere
Beullasten. Zur Berechnung des Stabilitatspunkts werden, wie in [338, 339, 342]

¢, fir v =0,0

Abbildung 8.18: Der erste Eigenvektor (1 am Stabilitdtspunkt der perfekten A-
Schale fiir eine Querdehnzahl v = 0,0 (links) und v = 0,3 (rechts)

empfohlen, die Diagonalelemente Dy der Steifigkeitsmatrix beobachtet. Findet
ein Vorzeichenwechsel in einem der Diagonalelemente statt, ist der Stabilitéts-
punkt erreicht. Negative Diagonalelemente werden von einigen Losern als Neben-
produkt der Gleichungslosung ausgewiesen. Am Stabilitdatspunkt wird dann die
FE-Berechnung innerhalb der parallelisierten Monte-Carlo-Schleife durch einen
Taskkill-Befehl abgebrochen. Vom vorherigen Schritt wird die Last als Beullast
abgespeichert. Die Ergebnisse der ideellen Beullast Py, per¢ der vier Schalentypen
sind in der Tabelle 8.8 fiir ¥ = 0,3 und in Tabelle 8.9 fiir v = 0,0 aufgelistet.

Schalentyp A-Schalen N-Schalen B-Schalen ~ ST-Schalen
a) P = Ao P 5839 N 6976 N 16931 N 144287 N
b) Taskkill, wenn

Dy <0 5073 N 6080 N 14797 N 125500 N

Tabelle 8.8: Lineare Stabilitatsanalyse vs. Taskkill (wenn Dy < 0) fiir die vier Scha-

lentypen mit einer Querdehnzahl v = 0,3
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Schalentyp A-Schalen N-Schalen B-Schalen  ST-Schalen
a) P = AP 5680 N 6790 N 16441 N 140071 N
b) Taskkill, wenn

Dy <0 5656 N 6678 N 16251 N 138540 N

Tabelle 8.9: Lineare Stabilitdtsanalyse vs. Taskkill (wenn Dy < 0) fiir die vier Scha-

lentypen mit einer Querdehnzahl v = 0,0

Dabei werden die kritischen Lasten aus einer linearen Stabilitdtsanalyse unter
a) mit den Lasten bei einem ersten Vorzeichenwechsel eines Diagonalelements
unter b) verglichen. Fiir den Fall v = 0,0 stimmen die Ergebnisse ndherungs-
weise liberein. Hingegen liefert eine Beobachtung der Diagonalelemente fiir den
realen Fall v = 0,3 etwas geringere Beullasten wegen der Behinderung der vor-
handenen Radialverschiebungen. In den Last-Verschiebungskurven der perfekten
und imperfekten A-Schale in Abbildung 8.19 kann ein lineares Vorbeulverhalten
beobachtet werden.

6000
Pcr,perf
Pcr,impf
£ 3000
A
2000 stabil
1000 / imperfekt —es—
0 0,05 Ucr,impf ~ Uer,perf

u [mm]

Abbildung 8.19: Last-Verschiebungskurve der perfekten und imperfekten Zylinder-
schale mit einer zufillig generierten Imperfektion (02 = 0,01,4., = 3000,%., =
200, T = 217) der A-Schalen

Unter anderem hat die Schrittweite der Verschiebungssteuerung neben der Ele-
mentanzahl einen sehr grofien Einfluss auf die Gesamtrechenzeit der Fuzzy-sto-
chastischen Analyse. Deshalb wird zuerst ein grober Verschiebungsschritt durch-
gefithrt und dann weiter bis zum Stabilitdtspunkt eine feine Schrittweite von
A = 0,002mm eingestellt. In Abhéngigkeit der Eingangsparameter, die den
grofften Einfluss auf die Beullast haben, muss die Grofle des ersten Verschie-
bungsschritts abgeschatzt werden. Zusatzlich zum FE-Netz muss auch noch ein
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stochastisches Netz zur Diskretisierung der Zufallsfelder gewahlt werden. Die Be-
rechnung der Zufallsfelder erfolgt hierbei mit der EOLE-Methode. Zur Diskre-
tisierung werden die Messstellen aus Tabelle 8.2 verwendet. In Abbildung 8.20
ist das FE-Netz mit 201 x 101 Knoten und das stochastische Netz mit 49 x 31
Knoten fiir die A-Schalen gegeniibergestellt. Das stochastische Netz ist deutlich

Abbildung 8.20: FE-Netz mit 200 x 100 Elementen (links) und EOLE-Netz mit 49x 31
stochastischen Knoten (rechts) der A-Schalen

grober. Je kleiner die Korrelationsparameter, desto unregelmafliger wird die Form
der Imperfektion und desto mehr Knoten zur Darstellung des Zufallsfelds sind er-
forderlich. Da die Messpunkte zum Aufstellen der Fourier-Reihen als Basis des
Korrelationsmodells verwendet werden, konnen diese auch fiir das stochastische
Netz verwendet werden. Abschliefend werden in Abbildung 8.21 drei Realisatio-
nen der Mantelimperfektionen in den Grenzen der Fuzzy-FEingangsparameter fiir
die A-Schalen dargestellt.
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Abbildung 8.21: Realisationen der Mantelimperfektionen mit aufgerollter Konfigu-
ration fir die gewahlten Fuzzy-Eingangsparameter der A-Schalen (50-fach iiberhoht
dargestellt)
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Mit der Darstellung der Realisationen kann gezeigt werden, in welchem Mafle mit
der Varianz die Imperfektionsamplitude und mit den Korrelationsparametern die
Imperfektionsform gesteuert werden kann.

Fiir die folgenden Ergebnisse werden alle Beullasten mit der ideellen Beullast der
Versuchsschalen aus Tabelle 8.8 b) normiert:

Pcr im
~coimpt (8.33)

Oy =
P, cr,perf

Das Verhéltnis a,, wird als kritischer Beulfaktor bezeichnet.

8.2.8 Ergebnisse einer probabilistischen Modellierung

Bevor die Ergebnisse einer Unscharfemodellierung préasentiert werden, soll anhand
einer klassischen probabilistischen Modellierung gezeigt werden, wie schwierig und
unsicher es sein kann, eine Aussage iiber die Verteilung der Beullasten zu treffen.
Dazu wird eine MCS durchgefithrt mit gewédhlten Werten fiir die Stichprobenvari-
anz und der Korrelationsparameter aus Tabelle 8.3 der A-Schalen. Die Ergebnisse
der MCS fiir die Schale a) A-8, b) A-12 und fiir ¢) den Mittelwert der Parame-
ter aller sieben A-Schalen sind in Abbildung 8.22 dargestellt. Zusétzlich sind in
Tabelle 8.10 die Ergebnisse des normierten Beulfaktors der probabilistischen Ana-
lyse aufgefiihrt. Die Monte-Carlo-Simulation umfasst 500 Simulationen. Die drei

Mittelwert CoV 5%-Quantil
Schale _
Aler [_] J//vL [%] Qler,0,05 [_]
a) A-8 0,78 7,98 0,67
b) A-12 0,95 2.44 0,89
c¢) Mittelwert 0,96 1,19 0,94

Tabelle 8.10: Ergebnisse der MCS des normierten Beulfaktors fiir ausgewdhlte Werte
der Stichprobenvarianz und der Korrelationsparameter aus den Messergebnissen nach
Tabelle 8.22

Ergebnisse zeigen vollig unterschiedliche Verteilungen der Beullast. Der niedrigste
Mittelwert und Quantilwert werden bei einer MCS mit den Parametern der Scha-
le A-8 erhalten. Werden diese Parameter fiir eine Beulbemessung gewahlt, wird
damit eine konservative Bemessung durchgefiithrt. Das Ergebnis der Schale A-12
ist eine viel geringere Abminderung und Streuung der Beullasten. Eine Simulati-
on mit den gemittelten Parametern fithrt auch nicht zu einer sicheren Bemessung.
Mit dem Beispiel wird gezeigt, dass durch eine probabilistische Modellierung nicht
alle ,,Unscharfen” quantifiziert werden kénnen. Dieses fehlende Wissen soll daher
nachfolgend in den Ergebnissen der Unschérfemodellierung abgebildet werden.
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a) Schale A-8: 02 = 0,010, £,, = 2744, (,,, = 180
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Abbildung 8.22: Histogramme (MCS mit 500 Simulationen) zum normierten Beulfak-
tor mit den evaluierten Korrelationsparametern und der Stichprobenvarianz aus Tabelle
8.3 der A-Schalen: a) Schale A-8, b) Schale A-12 und c) Mittelwert der sieben Parame-

ter
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8.2.9 Ergebnisse der Unschiarfemodellierung

Die Ergebnisse der Unscharfemodellierung fiir die vier untersuchten Schalenty-
pen sind in Abbildung 8.23 dargestellt. Die zugehorigen Fuzzy-Eingangspara-
meter konnen aus Abbildung 8.10 entnommen werden. Auf Basis des HDMR-
Metamodells werden der Fuzzy-Mittelwert a., und der Fuzzy-5%-Quantilwert
Oer 0,05 ausgewertet. Zusatzlich werden die gemessenen Mantelimperfektionen als
Fourier-Reihen modelliert und in das FE-Modell integriert. In Abbildung 8.3 sind
Beispiele der Fourier-Reihen dargestellt. Die entsprechenden Ergebnisse werden
als Fourier-Imperfektionen gekennzeichnet. Fiir alle Schalen kann eine gute Uber-
einstimmung zu den gemessenen Fourier-Imperfektionen beobachtet werden. Die
Fourier-Imperfektionen sind auch die Grundlage des aufgestellten Fuzzy-Korre-
lationsmodells. Die Beullasten, die mit diesen Imperfektionen berechnet werden,
sind im Bereich der grofiten Zugehorigkeit, d.h. im Bereich des Trendwerts der
Zugehorigkeitsfunktion. Zusatzlich ist in Abbildung 8.24 eine Fuzzy-Verteilungs-
funktion dargestellt.

Fuzzy-5%-Quantilwert

A
1
—~ 038
206
3
\50,4
0,2
o5 0,6 0,7 0,8 0,9 10
Fuzzy-cdf
1 T ?
— /"L =
0,75 —p= } -
S 05) :
£y
0,25 | % .
0705 | | (" | \J'

O | !
0,203 04 05 06 07 08 09 1,0 1,1
normierter Beulfaktor o,

Abbildung 8.24: Fuzzy-Verteilungsfunktion mit Fuzzy-5%-Quantilwert der A-Schalen

An der Stelle F(a.,) = 0,05 kann die Fuzzy-Ergebnisgrofie des 5%-Quantilwerts
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abgelesen werden. Zudem sind in Abbildung 8.23 die experimentellen Ergebnisse
der Versuchsschalen aus der Imperfektionsdatenbank [10] enthalten. Die Test-
ergebnisse liegen auflerhalb der Fuzzy-Ergebnisgrofien oder im Bereich geringer
Zugehorigkeiten. Die Begriindung fiir die immer noch vorhandene Diskrepanz ist,
dass beim bisher vorgestellten Modell lediglich die Mantelimperfektionen abge-
bildet werden. Die Abminderung der Beullasten mit der grofiten Zugehorigkeit
liegt bei allen Schalentypen um die 10%. Fiir eine moglichst realitdtsnahe Model-
lierung miissen weitere Imperfektionen wie Variation der Schalendicke, materielle
Imperfektionen und Aufstandsimperfektionen berticksichtigt werden. Auflerdem
werden andere Faktoren wie Messungenauigkeiten oder sonstige unscharfe Pa-
rameter des Herstellungsprozesses, wie z.B. menschliche Fehler, im vorgestellten
Unscharfemodell nicht erfasst. In Tabelle 8.11 sind die Berechnungszeiten der
Fuzzy-stochastischen Beulanalyse fiir die Berechnung einer Fuzzy-Ergebnisgrofie
enthalten.

Schalentypen A-Schalen ~ N-Schalen  B-Schalen  ST-Schalen
CPU-Zeit [h] 296 201 280 373

Tabelle 8.11: Berechnungszeiten der Fuzzy-stochastischen Beulanalysen

Dazu wird eine Workstation mit folgender Ausstattung verwendet:

e 2 CPUs Intel Xeon E5-2667 v4 mit je 8 Kernen @ 3.20 GHz, 128 GB
RAM, Win 10 x64

o Erweiterte IBS-Version FEAP [316], Intel Pardiso Gleichungsloser

« MATLAB [193] Parallel Pool

Die Berechnungszeit ist vor allem abhangig von den Einstellungen des FE-Modells
wie Elementtyp, Elementanzahl, Verschiebungsschrittweite, Anzahl der Newton-
Iterationen zur Losung der nichtlinearen FE-Gleichungen und dem Gleichungslo-
ser. Fir eine gute Konvergenz der Fuzzy-Ausgangsvariablen werden 61 x 500 =
30500 Beulanalysen durchgefiithrt. Bei aufwendigen Grundlosungen kann also
schon sehr viel Rechenzeit durch die Verwendung eines optimierten FE-Modells
eingespart werden.
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Abbildung 8.23: Fuzzy-Beulfaktoren der vier untersuchten Schalentypen



224 8§ ZYLINDERSCHALE MIT IMPERFEKTIONEN

8.2.10 Ergebnisse der Sensitivitatsanalyse

Ein Schalenkonstrukteur kann mit den Fuzzy-Ergebnisgrofien des Beulfaktors die
vorhandenen Unschéarfen einschétzen. Der Fuzzy-Mittelwert a., und der Fuzzy-
5%-Quantilwert ., 005 der A-Schalen in Abbildung 8.23 (oben) haben einen brei-
ten Support. Deshalb lohnt es sich fiir einen Schalenbauer die Unschérfen mit nur
wenig Aufwand zu reduzieren. Dazu ist die Kenntnis iiber die einzelnen Einfliisse
der drei Eingangsparameter o2, ., und £, auf den kritischen Beulfaktor o, no-
tig. Diese Zusatzinformation wird mit einer Sensitivitatsanalyse erhalten. Hierfiir
wird die ANOVA-HDMR, eingesetzt. Varianzbasierte Sensitivitatsanalysen wer-
den tublicherweise fiir stochastische Ausgangsgrofien angewendet. Eine Anwen-
dung fiir epistemische Unschérfen ist nicht moglich. Als Datengrundlage wird
daher lediglich der Support des Fuzzy-Eingangsraums definiert. Dabei werden die
Fuzzy-Variablen als gleichverteilte Zufallsvariablen aufgefasst. Dies ist eine star-
ke Vereinfachung, bei der die Unscharfe in den Ergebnissen nicht beriicksichtigt
wird. Allerdings kann damit der Einfluss abgeschatzt werden. Die Sobol’-Indizes
werden mit einer Monte-Carlo-Integration auf dem HDMR-Metamodell berech-
net. Fiir diese wird ein Simple Random Sampling mit 100 Auswertungspunkten
angewendet. In Abbildung 8.25 sind die Sobol’-Indizes bezogen auf den Fuzzy-
Mittelwert ae, des kritischen Beulfaktors dargestellt. Der Korrelationsparameter

Effekte 1. Ord. Effekte 2. Ord. Totale Effekte

1 1 1
0,8 0,8 0,8 —
0,6 i 0,6 0,6
0,4 0,4 0,4
0,2 0,2 0,2

7O (W i ’0 (W 0 |

o? fc,h fc,u U27£c,h 02;£c,u fc,h,fc,u o? gc,h gc,u

Abbildung 8.25: Ergebnisse der globalen Sensitivitédtsanalyse bezogen auf den Mit-

telwert des kritischen Beulfaktors a.,

in Axialrichtung /., hat den gréfiten Einfluss auf die Beullast. Das erscheint fiir
eine Zylinderschale unter Axialdruck auch plausibel. Zuséatzlich darf auch nicht

2 unterschitzt werden. Denn dieser Para-

der Einfluss der Stichprobenvarianz o
meter kontrolliert die Amplitude der Mantelimperfektion. Die Stichprobenvarianz
hat zusammen mit dem Korrelationsparameter /. auch noch einen gekoppelten
Einfluss. Weitere Effekte 2. Ordnung konnen vernachléssigt werden. Der Korre-
lationsparameter in Umfangsrichtung ¢.,, hat fiir die axialbelastete Zylinderscha-

le einen geringen Einfluss. Durch das HDMR-Metamodell sind die funktionalen
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Zusammenhénge bekannt. Diese werden bei Betrachtung der Schnittfunktionen
bzw. Teilsummenfunktionen in Abbildung 8.26 sichtbar. Die Stichprobenvarianz
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1 1 1
\\\’\ . . /—_,
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0,8 0,8 0,8
0,002 0,012 2000 13000 175 400
02 Ec,h Ec,u
a’cr(0-27 gc,h) afc1r(0-27 ec,u) afcr (gc,ha gc,u)

e

L

<
T

""' "’

2

52000

Wi
7 001

9
/]

Cch(ozv éc,h)

e

Abbildung 8.26: Schnittfunktionen der HDMR, auf Basis des LSQ-Metamodells mit
kubischen Polynomen und 5 Stiitzstellen bezogen auf den Mittelwert des Beulfaktors:
1D-Schnittfunktionen (oben), 2D-Schnittfunktionen (mitte) und das Ergebnis der Teil-

summenfunktionen (unten)

wird néherungsweise durch einen linearen Verlauf beschrieben. Je gréfier die Va-
rianz, desto kleiner die Beullasten. Hingegen haben die Korrelationsparameter
einen nichtlinearen Einfluss auf den Beulfaktor. In Abbildung 8.26 (oben) wird
mit der 1D-Schnittfunktion des Parameters ¢, die grofie Sensitivitat dieses Pa-
rameters gezeigt. Kleine Werte fiir /., fiihren in der Schnittfunktion zu einer
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Abminderung von ca. 20% der Beullast. Die gekoppelten Einfliisse der Parame-
ter werden mithilfe der 2D-Schnittfunktionen dargestellt. Hieraus ist ersichtlich,
dass nur bei einer entsprechend grofien Varianz die Korrelationsparameter einen
Einfluss haben. Das Ergebnis der Teilsummenfunktionen wird mit dem Ergebnis
der Sobol’-Indizes der Effekte 2. Ordnung in Abbildung 8.25 bestéatigt. Dabei ist
nur eine Anderung im Verlauf der Teilsummenfunktion o — ., zu erkennen.

8.3 Ein Gesamtmodell fiir geometrische und materielle
Imperfektionen

Bei den vier Ergebnissen der Unscharfemodellierung in Abbildung 8.23 besteht
immer noch eine Diskrepanz zwischen den real getesteten Zylindern aus der Da-
tenbank [10] und der jeweiligen Fuzzy-Ergebnisgrofe. Auch wenn mit dem Un-
schérfemodell fiir Mantelimperfektionen die Fourier-Imperfektionen gut abgebil-
det werden koénnen, liegen die realen Experimente zum Teil aulerhalb des Sup-
ports der Fuzzy-Ergebnisgrofle oder nur im Bereich sehr geringer Zugehorigkeit.
Der Grund hierfiir ist, dass noch nicht alle Imperfektionsarten berticksichtigt
werden. Daher werden nachfolgend mogliche Unschérfemodelle fiir Aufstandsim-
perfektionen, materielle Imperfektionen und Variationen der Schalendicke vorge-
stellt. Das Gesamtmodell wird beispielhaft fir die A-Schalen entwickelt.

8.3.1 Unschirfemodell fiir Aufstandsimperfektionen

Aufstandsimperfektionen kdnnen zu einer drastischen Reduktion der Beullast fiih-
ren. Diese sind in der Literatur auch unter dem Synonym Lastimperfektionen
bekannt. FLUGGE [94] untersuchte schon 1932 den Einfluss ungleichméfiger Be-
lastung auf das Beulverhalten isotroper Zylinderschalen [127]. In [233] sind bei-
spielsweise auch analytische Losungen fiir Zylinderschalen mit beliebig verteilter
Axialbelastung zu finden. UMMENHOFER [321] und KNEBEL [162] stellten eben-
falls in ihren numerischen und experimentellen Untersuchungen einen grofien Ab-
fall der Beullast infolge Auflagerimperfektionen fest. Nach UMMENHOFER [321]
ist auBlerdem die Interaktion von Randaufstandsimperfektionen mit den Mantel-
imperfektionen ein wesentlicher Faktor, der die Beullast deutlich beeinflusst. Der
Einfluss der Randaufstandsimperfektionen wéchst also mit zunehmenden R/t-
Verhéltnis. In [161] schreibt KNODEL: ,,Moglicherweise gelingt ein entsprechendes
,Hinunter-rechnen“, wenn man auch Aufstandsimperfektionen einbezieht.“ Aller-
dings ist in der aktuellen Norm EN 1993-1-6 [65] noch keine zufriedenstellende
Vorgehensweise zur Behandlung von Aufstandsimperfektionen beschrieben, siehe
Tafel 8.3. Ein Wert wird fiir einen Neigungswinkel der Imperfektion in Umfangs-
richtung angegeben. Zur Form wird aber keine Aussage getroffen. UMMENHOFER
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8.4.5 Toleranz fiir Auflager-Unebenheit

(1)  Wenn ein anderes Tragelement kontinuierlich eine Schale unterstitzt
(wie z. B. ein Fundament), sollte seine Ebenheitsabweichung ortlich keinen
groferen Neigungswinkel in Umfangsrichtung als 3y aufweisen.

ANMERKUNG  Der Wert von [y darf im Nationalen Anhang festgelegt
werden. Es wird ein Wert von 3y = 0,1% = 0,001 rad empfohlen.

Tafel 8.3: Auszug aus der Norm EN 1993-1-6 [65] zur Behandlung von Aufstandsim-

perfektionen

geht in seiner Doktorarbeit [321] davon aus, dass die Unebenheiten der Lastein-
leitungsplatten am unteren Zylinderrand Ursache fiir die Ungleichférmigkeit der
Membranlédngsspannungsverteilungen sind. Aus den vermessenen Membranlangs-
spannungen kurz vor Versagen der Schale entwickelt UMMENHOFER eine dquiva-
lente Randlast als Fourier-RReihe zur Beriicksichtigung in seinem FE-Modell. Eine
Ursache fiir Aufstandsimperfektionen konnen auftretende Setzungen sein. Das ist
vor allem beim Bau von Silos oder Tanks relevant. Als Beispiel sind hierzu die
Arbeiten von ESSLINGER & MELZER [82] und KAMYAB & PALMER [148] zu
nennen. ESSLINGER & MELZER haben in [82] Bodensetzungen vermessen und
halten als Ergebnis ihrer Simulation fest, dass aufgrund von Unebenheiten vor
allem bei schlanken Behéltern unter hoher Belastung eine Abminderung von bis
zu 40% der Beullast beobachtet werden kann. Generell sind wenige Messungen zu
Aufstandsimperfektionen in der Fachliteratur vorhanden. Trotzdem wird nachfol-
gend eine Moglichkeit beschrieben, wie Aufstandsimperfektionen als homogenes
1D-Zufallsfeld modelliert werden konnen. In [9] ist hierzu eine Messung einer
Randimperfektion von einer Zylinderschale mit d&hnlichen Abmessungen der A-
Schalen veroffentlicht. Das Messergebnis der Unebenheit der Auflager und die
fiir die weitere Berechnung benoétigte gendherte Funktion ist in Abbildung 8.27
dargestellt. Fir das Fitting wird die LSQ-Methode mit 75 Stiitzstellen und ei-
nem Polynomgrad von K = 10 angewendet. Danach kann mithilfe der Gleichung
(8.10) aus der gendherten Funktion der Aufstandsimperfektion eine Autokorrela-
tionsfunktion in Umfangsrichtung entwickelt werden. Analog zur Ermittlung der
AKFs fur die Mantelimperfektionen wird die lineare Kosinusfunktion

A 2w A
P(AY, Lepa, Tha) = (1 — y) -cos( z y> (8.34)
leba Tha
fir ein Fitting mit der NLLSQ-Methode verwendet. Die Fitting-Ergebnisse der
Korrelationslange ¢.1,q und der Periodenlange Ti,4 sind

lopa =494 und Tpy =349 . (8.35)
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Abbildung 8.27: Messung der Aufstandsimperfektion von ARBOCZ [9] mit Ndherung

Die aus der Messung evaluierte und gendherte AKF fiir eine Knotenanzahl von
N¢ =49 sind in Abbildung 8.28 dargestellt. Die lineare Kosinusfunktion ist eine
gute Nédherung fiir die AKF. Mit der AKF kann die Kovarianzmatrix

AKF aus Messung o
Néherung

s/
AR/

ot

0 TR 2rR
Abstand Ay

Abbildung 8.28: Autokorrelationsfunktion fir die gemessene Aufstandsimperfektion

in Abbildung 8.27 und N#herung mit der Funktion nach Gleichung (8.34) fiir die Pa-
rameter £, pq = 494 und Ti,q = 349

C(Ay) = o*p(Ay, Lepa; Tha) (8.36)
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fiir die Simulation der Aufstandsimperfektionen mit einem homogenen standard-
normalverteilten Zufallsfeld

upa(y,0) ~ N(0,1) (8.37)

berechnet werden. Die einzige Messung ist ein Anhaltswert zur Abschétzung der
Korrelationseigenschaften und auch zur Form der Aufstandsimperfektionen. Zur
Varianz und Amplitude sind keine naheren Informationen gegeben. Deshalb wer-
den die Realisationen des Zufallsfelds mit einem Amplitudenfaktor a,q in Abhén-
gigkeit der kritischen Verschiebung u., wie folgt skaliert:

a ubd(yi> Ucr
Uopg(¥i) = T -
O’bd( ) ’ ’UO,bd(y) ‘ ’max Qbd

mit i=1...No . (8.38)

Die kritische Verschiebung am Stabilitdtspunkt der idealen A-Schale ist wu.,. =
0,134 mm. In Abbildung 8.29 sind exemplarisch zwei Realisationen des Zufalls-
felds fiir die Parameter anq = 10, . pa = 494 und Tr,q = 349 dargestellt. Zudem

P
T o0 Realisationen uf ,4(y) in [mm]
T w
//é' \A\AA 902 0,0134
—0,0134
_ 2 ugpa(y) 0 mh 2kt

Koordinate y

Abbildung 8.29: Modellierung der Aufstandsimperfektionen im FE-Modell (links)

mit zwei Realisationen des Zufallsfelds (rechts)

ist in der Abbildung 8.29 (links) dargestellt, wie die Aufstandsimperfektionen im
FE-Modell berticksichtigt werden. Diese werden in Form von Auflagerverschie-
bungen in u-Richtung am unteren Rand des Zylinders aufgebracht. Durch die
eingepragten Verschiebungen als Realisation eines Zufallsfelds entsteht ein un-
gleichmafliger Spannungszustand in der Schale, der einer Imperfektion gleicht.
Diese Lagerverschiebungen werden bei der Verschiebungssteuerung nicht mit ge-
steigert. Zur Wahl der Unschéarfemodelle wird der Einfluss der Parameter T4,
lepa und apgq auf den Mittelwert des kritischen Beulfaktors untersucht. Hierfiir
wird eine MCS mit 500 Realisationen durchgefithrt. Zur Diskretisierung des 1D-
Zufallsfelds wird die EOLE-Methode angewendet. Die Verlaufe der Ergebnisse
werden in den Abbildungen 8.30, 8.31 und 8.32 gezeigt. Der Verlauf des Korrela-
tionsparameter /.14 ist fliir den untersuchten Definitionsbereich konstant. Fir die
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Abbildung 8.30: Einfluss des Parameters T},q auf den Mittelwert des Beulfaktors mit
lepa = 494 und apg = 15
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Abbildung 8.31: Einfluss des Parameters /. ,q auf den Mittelwert des Beulfaktors mit
Tepd = 349 und apg = 15

Parameter T4 und apq gilt je kleiner sie sind, desto geringer sind die Beullasten.
Auf Basis der Messung und der Parameterstudie wird ein Intervall-wahrschein-
lichkeitsbasiertes Zufallsfeld als Unscharfemodell fiir die Modellierung der Auf-
standsimperfektionen gewédhlt. Da nur eine Messung zur Korrelationseigenschaft
vorhanden ist, werden die Parameter nicht als Fuzzy-Variablen beschrieben. Mit
nur einem Messwert ist keine Bewertung der Daten moglich. Die eingefithrten
Parameter werden als Intervalle definiert:

Tha € [100, 500]
apq € [10, 20]
Der Korrelationsparameter £.1,q wird aufgrund des unverénderlichen Verlaufs als

konstante Variable gewahlt: £,1,q = 494. Zusammenfassend wird nochmal darauf
hingewiesen, dass das Vorgehen zur Modellierung der Aufstandsimperfektionen
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Abbildung 8.32: Einfluss des Parameters apq auf den Mittelwert des Beulfaktors mit
Tepd = 349 und £ pq = 494

hier nur auf einer Messung basiert. Damit konnen die Parameter zur Korrela-
tionseigenschaft abgeschétzt werden. Der Amplitudenfaktor ayq ist frei gewéhlt,
weil keine Messungen zu den Amplituden vorhanden sind. Ein dhnliches Vorgehen
ist beispielsweise auch denkbar fiir Messungen zur Verteilung der Membranspan-
nungen an den Randern. Eine verbesserte Quantifizierung der Unschéarfen fir die
Aufstandimperfektionen ist nur mit weiteren Untersuchungen méglich.

8.3.2 Unscharfemodell fiir materielle Imperfektionen

Die Messung der rdumlichen Variation der Materialparameter gestaltet sich &u-
Bert schwierig. Die Forscher der Stochastischen Finite Elemente Methode (SFEM),
die sich mit der Beriicksichtigung der Materialparameter in Form von Zufallsfel-
dern beschéftigen, sind daher gezwungen die Korrelationsparameter nur qualitativ
anzunehmen [47]. In [172,225,304] werden z.B. fiir die Simulation der rdumlichen
Variabilitat der Materialparameter mit der Methode der spektralen Darstellung
die Korrelationsparameter, bezogen auf die Abmessungen der Schale, frei gewahlt.
LAUTERBACH [178] wéhlt aus Anschauung mithilfe einer Messung fiir welche Kor-
relationslénge plausible materielle Imperfektionen erzeugt werden kénnen. In der
Imperfektionsdatenbank [10] sind Messergebnisse zum E-Modul der sieben A-
Schalen gegeben, siehe Tabelle 8.12. Da kein Wissen tiber die Korrelationseigen-

Schale A-7 A-8 A-9 A-10  A-12 A-13  A-14
E-Modul

OU; 104110 104800 101350 102730 104800 104110 108940
[N/mm?]

Tabelle 8.12: Die gemessenen Werte des E-Moduls der A-Schalen aus [10]
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schaften vorhanden ist, wird der E-Modul als eine epistemische Gréfle definiert.
Zur Orientierung werden die Messwerte fiir den E-Modul als Histogramm darge-
stellt. Die festgelegte Zugehorigkeitsfunktion und das Histogramm des E-Moduls
sind in Abbildung 8.33 dargestellt. Als linke und rechte Grenze des Supports wird

Messergebnisse aus [10] m===
Mittelwert

—_

Haufigkeit

Zugehorigkeit pu(E)

O =N W

|

101350 104406 108940
E-Modul [N/mm?]

=}

Abbildung 8.33: Histogramm und Zugehorigkeitsfunktion fiir den E-Modul der A-
Schalen

der minimale und maximale gemessene E-Modul definiert. Als Trendwert wird
der Mittelwert der Messwerte festgelegt. Die Fuzzy-Dreieckszahl des E-Moduls
ist definiert zu

E = (101350, 104406, 108940) [N/mm?] . (8.39)

Im Gegensatz zur eher konservativen Wahl der Korrelationsparameter fiir die
Mantelimperfektionen wird fiir den Materialparameter eine strengere Wahl ge-
troffen. Die Begriindung hierfiir ist, dass es fiir den E-Modul leichter ist Tole-
ranzvorgaben zu machen als fiir die Korrelationsparameter. Deshalb werden den
Werten auflerhalb des Bereichs der Messwerte auch keine Zugehorigkeitswerte
zZugewiesen.

8.3.3 Unscharfemodell fiir Imperfektionen der Schalendicke

In der Imperfektionsdatenbank sind ebenfalls fiir die A-Schalen die gemessenen
Schalendicken angegeben, siche Tabelle 8.13. Allerdings sind keine Messungen zur
Verteilung der Dicke der Schale vorhanden. Jedoch sind solche Dickenmessungen
leichter durchfithrbar als Messungen zum E-Modul und daher in der Literatur
einfacher zu finden. Zum Beispiel wird in [60] eine Dickenmessung an einer Zylin-
derschale aus Faserverbundmaterial durchgefiihrt. Hierbei kann eine Korrelation
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Schale A-7 A-8 A-9 A-10 A-12 A-13 A-14

Schalendicke

0,1140 0,1179 0,1153 0,1204 0,1204 0,1128 0,110
t [mm]

Tabelle 8.13: Die gemessenen Schalendicken der A-Schalen aus [10]

der Schalendicke iiber das Bauteil beobachtet werden. Da fiir die A-Schalen aber
auch keine Messungen mit vergleichbaren Schalen gefunden werden kénnen, wird
die Schalendicke als Fuzzy-Variable definiert. Die Messergebnisse in Form eines
Histogramms und die Zugehorigkeitsfunktion sind dazu in Abbildung 8.34 dar-
gestellt. Der Mittelwert wird als Trendwert verwendet und der minimale und

= Messergebnisse aus [10] ===
X Mittelwert
=1 4 5
5 g
e 13
= =
He} 4 Havl
4 -
% 11
N \

0 0/ 0

0,111 0,116 0,1204
Schalendicke t [mm]

Abbildung 8.34: Histogramm und Zugehoérigkeitsfunktion fiir die Schalendicke der
A-Schalen

maximale Messwert als Support-Grenzen. Dabei wird hier wieder angenommen,
dass es fiir die Schalendicke leichter ist, Toleranzen zu definieren. Die Fuzzy-

Dreieckszahl ist definiert zu

f=1(0,111, 0,116, 0,1204) [mm] . (8.40)
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8.3.4 Ergebnisse der Unschirfemodellierung

In Abbildung 8.35 sind die polymorphen Unschéirfemodelle der Eingangsparame-
ter zur Beschreibung aller Imperfektionsarten dargestellt. Zusétzlich zur Model-

Mantelimperfektionen

Variationen der Dicke

Fuzzy-wahrscheinlichkeits-
basiertes Zufallsfeld

C(r) = &% p(Az) p(Ay)

Fuzzy-Variable
t={(z,n)|teR}

Materielle Imperfektionen

2
g gc,h gc,u

1P

B

Aufstandsimperfektionen

Fuzzy-Variable
E={(z,u(E)) | E € R}

i

Intervall-wahrscheinlich-
keitsbasiertes Zufallsfeld
ubd(y> 9) ~ N(O> 1)

anhd de gc,bd

C | C | |

L - L | I

Abbildung 8.35: Ubersicht der Unschérfemodelle zur Beschreibung von Imperfektion-

en am Gesamtmodell

lierung der natiirlichen Variabilitat der Imperfektionen mit Zufallsfeldern kann
mithilfe dieser Modelle die vorhandene Unschérfe aufgrund zu wenig vorhandener
Daten fiir eine Beulanalyse erfasst werden. Eine Zusammenfassung der Unschérfe-
modelle fiir das Gesamtmodell mit Anmerkungen zur deren Wahl fiir die einzelnen
Imperfektionsarten ist in Tabelle 8.14 gegeben. Insgesamt sind fiir die Unschéarfe-
modellierung sieben Eingangsparameter definiert. Die Scharparameterdarstellung
ist

§={6" Len, lew, Tha, ava, E, T} . (8.41)

Ein HDMR-Metamodell mit der LSQ-Methode und ng,, = 5 Stiitzstellen pro
Eingangsvariable wird fiir die Naherung der Schnittfunktionen angewendet. Der
Berechnungsaufwand fiir die sieben Eingangsvariablen kann in Abbildung 7.18
abgelesen werden. An 365 Stiitzstellen ist eine MCS erforderlich. Fiir jede MCS
werden 500 Realisationen berechnet. Insgesamt werden 365 x 500 = 182500 Beul-
analysen durchgefiihrt. Die Ergebnisse der Unscharfemodellierung fiir den Mittel-
wert und den 5%-Quantilwert des kritischen Beulfaktors sind in Abbildung 8.36
dargestellt. Die Versuchsergebnisse werden durch den Bereich grofler Zugehorig-
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keit beider Ergebnisgrofien abgedeckt. In Abbildung 8.36 ist ebenfalls das Ergeb-
nis des spannungsbasierten Beulsicherheitsnachweises fiir eine Herstelltoleranz-
Qualitétsklasse C dargestellt. Aus diesem Nachweis folgt eine starke Abminde-
rung der ideellen Beullast von a., = 0,12. Zudem wird ein numerisch gestiitzter
Beulsicherheitsnachweis durchgefiihrt. Bei der geometrisch nichtlinearen, elasti-
schen Berechnung mit Imperfektionen (GNIA) wird der erste Eigenvektor ¢, aus
Abbildung 8.18 (rechts) aufgebracht. Die Skalierung der Imperfektionsamplitude
erfolgt ebenfalls mit der Herstelltoleranz-Qualitiatsklasse C. Hierfiir ist die ma-
ximale Vorbeultiefe der Zylinderschale Awg g, = 0,3433 mm. Damit kann der
kritische Beulfaktor mit dem Wert a., = 0,54 angegeben werden. Zusatzlich wird
der Knock-Down-Faktor a. = 0,24 aus der NASA-Richtlinie [351] angegeben.
Die Bemessungsgrofie des spannungsbasierten Beulsicherheitsnachweises und der
Knock-Down-Faktor der NASA liegen auflerhalb der berechneten Zugehorigkeits-
funktionen.

Beim numerisch gestiitzten Beulsicherheitsnachweis ist der erste Eigenvektor nicht
zwangslaufig die kritischste Beulform. Nach Norm miissen weitere Beulformen un-
tersucht werden. Bei einer groflen Anzahl moglicher Beulformen gleicht das sprich-
wortlich der ,,Suche einer Nadel im Heuhaufen“. Die Anwendung verschiedener
Bemessungsvarianten fithrt zu unterschiedlichen Beulfaktoren. Hiermit soll deut-
lich gemacht werden, dass eine ,sichere” Bemessung sehr schwierig ist. Aufgrund
der Normierung der Beullasten mit der ideellen Beullast aus Tabelle 8.8 sind in
der Fuzzy-FErgebnisgrofle auch Beulfaktoren gréfler Eins enthalten. Beispielsweise
konnen in der Fuzzy-stochastischen Analyse grofiere Werte als die gemittelten
Werte nach Tabelle 8.2 fiir die Schalendicke oder des E-Moduls auftreten.

Beim Ergebnis der Fuzzy-Ausgangsvariable des Quantilwerts ist ein starker Abfall
der Zugehorigkeitsfunktion vom Plateau p = 1 zu beobachten. Das ist ein Hinweis
darauf, dass die Unschérfen mit nur wenig Aufwand reduziert werden kénnen. Um
den grofiten Einfluss der sieben Eingangsparameter auf den kritischen Beulfaktor
zu zeigen, wird eine Sensitivitatsanalyse durchgefiihrt. Das Random Sampling fir
die Monte-Carlo-Integration umfasst Np.s = 157 = 170859375 Auswertungsstel-
len auf dem Metamodell. Da als Datengrundlage der Sensitivitdtsanalyse lediglich
der Support des Fuzzy-Eingangsraums (a = 0) verwendet wird, wird die Unschér-
fe in den Ergebnissen der Sobol’-Indizes nicht berticksichtigt. Die Fuzzy-Struktur-
analyse muss daher getrennt von der Sensitivitdtsanalyse betrachtet werden. Das
Ergebnis der Sobol’-Indizes ist in Abbildung 8.37 dargestellt. Der Korrelations-
parameter in Axialrichtung /.;, die Schalendicke ¢ und die Periodenlénge Tiq
der Aufstandsimperfektionen haben den grofiten Einfluss. Die Effekte 2. Ord-
nung kénnen bis auf den gekoppelten Effekt o — £, vernachléssigt werden. Aus
den Indizes der totalen Effekte kann der Gesamteinfluss einer Imperfektionsart
abgelesen werden. Fiir die Summe der Parameter der Matelimperfektionen resul-
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Effekte 1. Ord.
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Abbildung 8.37: Sobol’-Indizes der Eingangsparameter des Gesamtmodells bezogen

auf den Fuzzy-Quantilwert

tiert ein Einfluss dieser Imperfektionsart von 38,4%. Der prozentuale Anteil der
Aufstandsimperfektionen ist 33,9%. Die Dicke hat einen Einfluss von 24,3%. Im
Vergleich dazu ist der Einfluss des E-Moduls mit 3,4% eher gering.
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Imperfektionsart ~ Unscharfemodell Charakteristik Anmerkungen zur Wahl
leatorisch istemisch
Fuzzy-wahrscheinlichkeits- aea oE.moU%M CPISTEHISER,
ni n
basiertes Zufallsfeld N.ﬂ ém. &L @. o konservative Wahl der Parameter,
Mantel- 5 raumliche Variabilitat durch . .
s erfektione % = (0,002, 0,007, 0,012) ein Gaufl-Zufallsfeld nur wenig Expertenwissen zu den
imperfektionen ~ in Gauf$-Zufallsfe
P L., = (2000, 9000, 13000) . ’ Korrelationseigenschaften vorhanden
= Korrelationsmodell:
eu = (175, 225, 400) ~ o - _
C(r) = 5" p(Az) p(Ay)
Intervall- aleatorisch & epistemisch, )
. ) ) ) nur eine Messung vorhanden,
wahrscheinlichkeitsbasiertes wenig unbewertete Daten, keine Wort dor Date solich
Aufstands- Zufallsfeld raumliche Variabilitdt durch N ﬁb I mu csm. ' ib o M%om et
eine Informationen iiber die
imperfektionen Thq € [100, 500] ein Gauf$-Zufallsfeld, . )
i Amplitude der Imperfektion
apq € [10, 20] Korrelationsmodell: orhanden
v
Nﬁ_om =494 QADMQV = waAbw\v Nnvvav %@&v
Materielle Fuzzy-Variable epistemisch, zu wenig Daten,  Korrelationseigenschaften unbekannt
Imperfektionen E= (101350, 104406, 108940) Bewertung der Daten moglich  und nur schwer messbar

Variationen der
Schalendicke

Fuzzy-Variable
t = (0,111, 0,116, 0,1204)

epistemisch, zu wenig Daten,
Bewertung der Daten moglich

Korrelationseigenschaften
unbekannt, aber messbar

Tabelle 8.14: Zusammenstellung der eingesetzten polymorphen Unschérfemodelle und Diskussion zu deren Wahl fiir das Gesamtmodell

verschiedener Imperfektionsarten
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8.3.5 Diskussion zur Entscheidungsfindung

Nach der Berechnung der unscharfen Ergebnisgrofie muss der Ingenieur nun eine
Aussage treffen, ob die Struktur beulgefidhrdet ist oder nicht. Oder anders ausge-
driickt, ob das Tragwerk (die Zylinderschale) ,sicher* oder ,unsicher® ist. Beim
semiprobabilistischen Sicherheitskonzept wird eine Sicherheitszone zwischen der
Dichtefunktion der Einwirkungen und des Tragwiderstands definiert, sieche Ab-
bildung 8.38. Die Grofle der Sicherheitszone wird durch Teilsicherheitsbeiwer-

f(x) Einwirkungen Tragwiderstand

A

zentrale Sicherheitszone

< »

Nennsicher- fr(x)
fs(x) heitszone

A'YS"YR
XX SN
O 10
D
> T
Ej, Ry,

Abbildung 8.38: Semiprobabilistisches Sicherheitskonzept [158]

te beeinflusst. Die Uberschneidungsfliche beider Dichtefunktionen entspricht der
Versagenswahrscheinlichkeit der Konstruktion. Wie bereits in der Einleitung in
diese Arbeit erlautert, sollte bei diesem Sicherheitskonzept vor allem bei der Beul-
sicherheit von Zylinderschalen die wahre Sicherheit stets hinterfragt werden. Bei
der durchgefithrten Unschérfemodellierung wird die quantifizierte Unschérfe der
Eingangsparameter vollstindig auf das Ergebnis des kritischen Beulfaktors in
Abbildung 8.36 iibertragen. Das Ergebnis kann mit einem festgelegten Beulsi-
cherheitsniveau iiberlagert werden, siche Abbildung 8.39. Dabei wird eine Zuge-
horigkeitsfunktion mit nicht akzeptierten Beulfaktoren (5%-Quantilwerte) exem-
plarisch festgelegt. Der 5%-Quantilwert ist ein mogliches Fuzzy-Beulsicherheits-
niveau. Hier erweist sich nun das Ergebnis der Beulfaktoren in Form einer Fuzzy-
Menge als besonders vorteilhaft. Damit konnen z.B. verbale Aussagen zur Im-
perfektionsempfindlichkeit, wie ,hoch“,  mittel“ oder , gering“, numerisch erfasst
werden. Der Uberschneidungsbereich mit der Ergebnisgrofie des 5%-Quantilwerts
kennzeichnet ein mogliches ,Beulrisiko”. Weitere verbale Aussagen zum finan-
ziellen, gesellschaftlichen sowie Leib und Leben betreffenden Gefahrenpotentials
kénnen zusatzlich mit dem Modell der Fuzzy-Mengen beschrieben werden [108].
Abschlielend seien noch die verschiedenen Methoden der Defuzzifizierung fir die
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Abbildung 8.39: ,Beulrisiko® als Uberschneidungsflichen zwischen berechneter
Fuzzy-Beulsicherheit (5%-Quantilwert) und festgelegte Zugehorigkeitsfunktion nicht

akzeptierter kritischer Beulfaktoren

Entscheidungsfindung (engl.: decision-making) genannt, siehe z.B. in [181,260].
Ein Kriterium ist der Flachenschwerpunkt der Zugehorigkeitsfunktion. Der Ab-
szissenwert des Flachenschwerpunkts des Fuzzy-5%-Quantilwerts ist

f ey » N(acr> dacr
J laer) dever

Dieser ,,scharfe® Ergebniswert kann mit einem festgelegten Grenzwert als ,,Sicher-

Qers = =077 . (8.42)

heitsniveau® verglichen werden.

8.3.6 Zusammenfassung

Durch die Einfithrung der polymorphen Unschéarfemodelle im Schalenbeulen wird
gezeigt wie zukiinftig aleatorische und epistemische Unschérfen bei der Model-
lierung von Imperfektionen berticksichtigt werden konnen. Die Wahl der Un-
scharfemodelle fiir verschiedene Imperfektionsarten wie Mantelimperfektionen,
Aufstandsimperfektionen, materielle Imperfektionen und Variation der Schalen-
dicke, wurde diskutiert. Das Vorgehen ist in Abbildung 8.40 dargestellt. Der erste
Schritt ist die Unscharfequantifizierung. Die Informationen zur Korrelation fiir
eine Modellierung der raumlichen Variabilitdt konnen aus der Darstellung der
Imperfektionen als Fourier-Reihen gewonnen werden. Die Anwendung effizienter
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Metamodelle, wie das HDMR-Metamodell, ermoglicht die Losung der a-Level-
Optimierung fiir eine groffere Anzahl von Eingangsparametern. Ist das Metamo-
dell aufgestellt, kann dieses fiir die Sensitivitdtsanalyse verwendet werden. Das
vorgestellte Gesamtmodell ermdglicht mithilfe verschiedener Unschéarfemodelle ei-
ne bessere Abbildung der experimentellen Beuluntersuchungen. Um diese Aussage
zu bestéatigen, miissen allerdings noch zahlreiche Untersuchungen gemacht wer-
den. Das Modell basiert auf einer Versuchsreihe mit nur sieben Schalen. Zudem ist
vor allem das entwickelte Unscharfemodell fiir die Randimperfektionen noch sehr
vage. Auflerdem werden auch nur die Unvollstandigkeit und noch nicht die Unge-
nauigkeit der Daten abgebildet. Dazu kann der Einsatz weiterer Unschérfemodelle
untersucht werden. Abschlieend wird eine Diskussion zur Entscheidungsfindung
(engl.: decision-making) gefiihrt. Die Darstellung der kritischen Beulfaktoren als
Fuzzy-Mengen ermoglicht die numerische Beschreibung von verbalen Aussagen
zur Beulsicherheit. Allerdings sind weitere Untersuchungen erforderlich, um ei-
ne sichere Bemessung unter Beriicksichtigung der Unschérfe im Schalenbeulen
durchfithren zu kénnen.
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Quantifizierung der Unschérfe fiir unterschiedliche Imperfektionsarten:

e Mantelimperfektionen
e Aufstandsimperfektionen

e materielle Imperfektionen

e Variationen der Schalendicke

Aufstellen eines Korrelationsmodells auf Basis von Messungen
zur Modellierung rdumlicher Variabilitit von Imperfektionen

C(r) =& p(Az) p(Ay)

Scharparameterdarstellung

~ _ [(~9 = = = =
s = {0 ) gc,ha gc,ua Abd dea gc,bda t: E}

Fuzzy-Analyse

Metamodell

Stochastische Analyse

FE-Beulanalyse

v

Fuzzy-Ergebnisgrofien der Beullast

~

Mittelwert: |:Pcr,ak,l7 Pcr,ak,r]’

~
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Abbildung 8.40: Ein mdgliches Vorgehen zur Beriicksichtigung der Unschérfe im

Schalenbeulen
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9 Weitere Beispiele aus dem Ingenieurwesen

Nachdem im vorherigen Kapitel 8 die Unschérfemodellierung an einer Zylinder-
schale vorgestellt wurde, wird hier das Vorgehen an weiteren praxisrelevanten
Beispielen diskutiert. Das erste Beispiel ist eine Kegelschale der Zwischenstu-
fe der Ariane-Rakete. Auf Basis einer weiteren Imperfektionsdatenbank der TU
Delft [160] wird die Unschérfe in den Korrelationsparametern zur Modellierung
der Mantelimperfektionen als fp-r-Zufallsfelder quantifiziert. Das zweite Beispiel
kann ebenfalls der Luft- und Raumfahrtbranche zugeordnet werden und umfasst
eine dynamische Analyse eines Propfans fiir ein Transportflugzeug. Mit diesem
Beispiel soll die Funktionsweise der vorgestellten Methoden auch fiir zeitlich ab-
hangige Problemstellungen demonstriert werden. Zudem soll gezeigt werden, wie
stochastische Imperfektionen auf beliebig gekriimmten Oberflichen erzeugt wer-
den konnen.

9.1 Zwischenstufe der Ariane-Rakete

Das Beispiel ist motiviert durch die frei zugénglichen Messergebnisse in [160] zu
den Mantelimperfektionen einer Zwischenstufe der Ariane-3-Rakete. Nach Erléau-
terungen zum FE-Modell werden Korrelationseigenschaften fiir die Quantifizie-
rung der Unschéarfe aus den vorliegenden Messungen gewonnen.

9.1.1 FE-Modell der Kegelschale

Die Zwischenstufe kann als Kegelschale modelliert werden und wird fiir den Last-
fall Axialdruck beziiglich der Stabilitdt untersucht. In der Kegelschale sind drei
Aussparungen fiir den Einbau von Luken enthalten. Das Modell mit den Abmes-
sungen und der Belastung ist in Abbildung 9.1 dargestellt. Die Lage der Luken
kann aus der Datenbank [160] entnommen werden. Die Schale ist Navier-gelagert
mit folgenden Randbedingungen fiir die Unterseite: uv = v = w = 0, ¢, # 0,
¢y, # 0 und fiir den oberen Rand gilt: u = Au, v = w = 0, ¢, # 0, ¢, # 0.
Dabei erfolgt die axiale Belastung durch eine Verschiebungssteuerung mit Au
an der Oberseite. Die isotrope Kegelschale ist aus zehn gekriitmmten Aluminium-
Segmenten zusammengesetzt. Die Verbindungen der Segmente sind mit sogenann-
ten , Hut“-Steifen in Langsrichtung genietet. Der E-Modul ist E = 60000 N/mm?
und fir die Querdehnzahl wird v = 0,34 angegeben. Auch in diesem Beispiel
wird aufgrund der geringen Schalendicke von t = 1,8 mm ein plastisches Beulen
ausgeschlossen. Fiir die numerische Stabilitdtsuntersuchung wird ebenfalls das
Schalenelement nach WAGNER & GRUTTMANN [340,341] und GRUTTMANN &
WAGNER [115] angewendet. Ein FE-Netz mit verzerrten Elementen wird mit dem
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Abbildung 9.1: Zwischenstufe einer Ariane-3-Rakete aus [160]: Geometrie und Belas-
tung

Netzgenerator NEGE [291] erstellt. Mit einem Konvergenztest kann gezeigt wer-
den, dass 22546 Knoten und 22032 Schalenelemente zur Berechnung der kritischen
Last ausreichend sind. Die stochastischen Imperfektionen werden mit der EOLE-
Methode erzeugt. Im Gegensatz zum unregelmafigem FE-Netz wird ein gleichmé-
Biges Netz mit 81 x 21 Knoten fiir die stochastische Diskretisierung gewéhlt. Die
beiden Netze sind in Abbildung 9.2 dargestellt. Unter der Annahme, dass bei den

Abbildung 9.2: FE-Modell der Kegelschale: FE-Netz mit 22546 Knoten und 22032
Elementen (links) und Netz der stochastischen Diskretisierung mit 81 x 21 Knoten
(rechts)
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Messungen der Imperfektionen noch keine Aussparungen vorhanden waren, wer-
den stochastische Knoten auch im Bereich der Aussparungen (Luken) gesetzt. Die
Wahl des stochastischen Netzes kann hierbei durch den Herstellprozess begriindet
werden. Auflerdem wird eine geringere Anzahl an stochastischen Knoten gewéhlt
als Messstellen fiir die Imperfektionsmessungen. Damit werden Rechenaufwand
und Speicherbedarf des Eigenwertproblems der Kovarianzmatrix reduziert. Zur
Darstellung der Imperfektionsmuster ist aber die gewahlte Anzahl der stochasti-
schen Knoten ausreichend. Eine nichtlineare Stabilitatsanalyse liefert die ideelle
Beullast Py pers = 248,92 kN bei einer kritischen Verschiebung e, per = 0,92 mm.
Der Stabilitatspunkt ist erreicht, wenn ein erster Vorzeichenwechsel der Diago-
nalelemente der Steifigkeitsmatrix identifiziert wird. Eine analytische Losung fiir
die ideelle Beullast einer geschlossenen Kegelschale unter Axialdruck mit einem
Neigungswinkel o = 7° kann wie folgt berechnet werden [350]:

27 Et? cos?(a)
3(1 —v?)

Perpert = — 738, 74kN . (9.1)

Zum Vergleich fithren die drei Aussparungen zur einer grofien Reduktionen der
Stabilitatslast: 248,92/738,74 = 0,34. Der kleine Neigungswinkel @ = 7° hat
dabei keinen grofien Einfluss. In der Bemessungsrichtlinie der NASA [350] kann
beispielsweise bei einem Neigungswinkel a@ < 10° die Bemessungslast auch an
einer dquivalenten Zylinderschale berechnet werden. Ein dhnliches Vorgehen fiir
Kegelschalen ist auch im EC3 [65] beschrieben.

9.1.2 Unscharfemodell fiir Mantelimperfektionen

In der Datenbank [160] sind die Messergebnisse von insgesamt acht originalen Ke-
gelschalen der Ariane-Zwischenstufe dokumentiert. Mit den gegebenen Fourier-
Koeffizienten konnen die Imperfektionen als Fourier-Reihen dargestellt werden.
In Abbildung 9.3 sind zwei Imperfektionen der acht Schalen dargestellt. Dafir
werden 121 x 31 Auswertungsstellen fir die Fourier-Reihen verwendet. Die Naht-
stellen in Axialrichtung zwischen den einzelnen Segmenten sind auch im Imper-
fektionsmuster zu erkennen. Alle Imperfektionsbilder der acht Schalen sind ge-
pragt durch eine grofle Welligkeit in Umfangsrichtung. Die Form der Imperfek-
tion wird durch den Herstellungsprozess definiert. Die Fourier-Reihen basieren
auf der Halbwellen-Cosinus-Darstellung nach Gleichung (8.3) aus dem vorherigen
Kapitel. Fir die Kegelschale kann in dieser Gleichung die Umfangskoordinate y
durch 0 = y/R; ersetzt werden. R; entspricht dem Radius der Kegelschale an
einer beliebigen Koordinate in Axialrichtung. Die Gleichung der Fourier-Reihen
ist auch in der Datenbank [160] angegeben. Die Abstandsberechnung zum Auf-
stellen der Korrelationsfunktionen kann vereinfacht auf der projizierten Flache
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Abbildung 9.3: Zwei Mantelimperfektionen der Ariane-Zwischenstufe aus [160]

der Kegelschale durchgefithrt werden. Die projizierte Fliche ist ein Trapez. Die
Koordinaten werden zusétzlich in einen Parameterraum ¢ € [0, 1] und ¢ € [0, 27]
transformiert, sieche Abbildung 9.4. Alternativ kann das Abtasten der Abstdnde

Physikalischer Raum Parameterraum
21 R,
I—vy A I_’C
x ,19
\ "
y 27 y
27 R, ! !

>
>

Abbildung 9.4: Transformation der Koordinaten der Kegelschale in einen Parameter-
raum: Projizierte Fliache der Kegelschale im physikalischen Raum (links) und Parame-

terraum (rechts)

fiir die Korrelationsfunktionen auch auf der abgewickelten Mantelfliche des Kegel-
stumpfs erfolgen. Zur Simulation der Mantelimperfektionen mittels Zufallsfelder
wird auch hier, wie fiir die Zylinderschale, die vollstindig getrennte Korrelati-
onsstruktur nach Gleichung (8.7) angewendet. Die Néherung der Autokorrelati-
onsfunktionen wird mit der Methode der kleinsten Fehlerquadrate durchgefiihrt.
Die quadratische Exponentialfunktion nach Gleichung (8.14) wird fur die Funk-
tion in Axialrichtung eingesetzt. Fiir die Umfangsrichtung wird die lineare Kosi-
nusfunktion nach Gleichung (8.15) gewéhlt. Die Periodenldnge wird fiir alle acht
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Funktionen definiert zu 7" = 2/37. Die Ergebnisse der Korrelationsfunktionen be-
ziglich des Parameterraums sind in Abbildung 9.5 dargestellt. In den Funktionen
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Abbildung 9.5: Autokorrelationsfunktionen in Axialrichtung p(A¢) (links) und in
Umfangsrichtung p(A() (rechts) der Ariane-Zwischenstufe

der Umfangsrichtung wird eine grofie Welligkeit festgestellt. Die dazugehorigen
Korrelationsparameter als Fitting-Ergebnisse und die Stichprobenvarianz sind in
Tabelle 9.1 aufgelistet. Zur Ermittlung der Zugehorigkeitsfunktionen der drei Pa-

Schale C0-1 €02 C0-3 C04 CO5 CO6 CO-7 C0-8
52[mm? 0263 0314 0256 0344 0401 0426 0,503 0,358
Copmm? 0139 0,116 0,101 0,129 0,164 0,124 0,167 0,208
Cow[mm] 3,146 2,090 2,370 1,955 2,124 0,225 2,018 1,876

Tabelle 9.1: Korrelationsparameter und Stichprobenvarianz der Ariane-Zwischenstufe

rameter ., (., und o2 des Korrelationsmodells werden die Fitting-Ergebnisse
in einem Histogramm dargestellt, sieche Abbildung 9.6.
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Abbildung 9.6: Zugehorigkeitsfunktionen und Histogramme der Stichprobenvarianz
(links) und der Korrelationsparameter in Axialrichtung (Mitte) und in Umfangsrichtung
(rechts)

Die Zugehorigkeitsfunktionen orientieren sich am jeweiligen Histogramm und wer-
den wie folgt durch Fuzzy-Trapezintervalle und einer Fuzzy-Dreieckszahl beschrie-
ben:

&% = (0,15, 0,25, 0,45, 0,65)
len = (0,05, 0,125, 0,175, 0,250) (9.2)
o = (1,6, 2,0, 4,0)

Die linke und rechte Grenze der Fuzzy-Gréfien werden aufgrund mangelndem Ex-
pertenwissen tiber die Korrelationsstruktur einer Kegelschale konservativ gewahlt.
Die zugehorigen Fuzzy-Autokorrelationsfunktionen in Abbildung 9.7 resultieren
durch Einsetzen der Fuzzy-Korrelationsparameter in die gewédhlten Funktionen
fir das Fitting. Die Funktionen in Axialrichtung sind eine gute Ndherung. Hin-
gegen ist die gewédhlte Fitting-Funktion fiir die Umfangsrichtung nicht geeignet,
die Welligkeit der aus den Messungen evaluierten AKFs abzubilden. Auch eine
Verringerung der Periodenldnge fiihrt mit der gewahlten Funktion zu keiner Ver-
besserung der Naherung. Wenn die Welligkeit gut dargestellt wird, wird hingegen
die Naherung der Amplitude schlechter. Zur Verbesserung des Fittings miissen
daher alternative Funktionen getestet werden, die bei Bedarf auch mehr Parame-
ter erfordern. In diesem Beispiel wird davon ausgegangen, dass die Welligkeit der
Korrelationsfunktion fiir den Lastfall Axialdruck eher einen geringen Einfluss auf
die Beullast hat. Abschlieend sind in Abbildung 9.8 zwei Realisationen der Ke-
gelschale fiir die linke und rechte Grenze der festgelegten Fuzzy-Eingangsgrofien
dargestellt.
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Abbildung 9.7: Fuzzy-Autokorrelationsfunktionen (Fuzzy-AKFs) in Axialrichtung
(links) und in Umfangsrichtung (rechts)
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Abbildung 9.8: Realisationen der Kegelschale (100-fach iiberhoht dargestellt) fiir die

linke und rechte Grenze der Fuzzy-Eingangsgrofien

9.1.3 Ergebnisse und Diskussion

Die a-Level-Optimierung der Fuzzy-stochastischen Analyse wird auf Basis ei-
nes HDMR-Metamodells 2. Ordnung geldst. Zur Approximation der Schnittfunk-
tionen wird die LSQ-Methode mit kubischen Polynomen und einer Anzahl von
Ngim = D Stiitzstellen pro Variable angewendet. Der numerische Aufwand mit drei
Fuzzy-Eingangsparameter wird mit 61 Monte-Carlo-Simulationen definiert. Da-
zu werden 500 Realisationen pro MCS durchgefithrt. In Abbildung 9.9 sind die
Ergebnisse des Fuzzy-Mittelwerts und des Fuzzy-5%-Quantilwerts des kritischen
Beulfaktors dargestellt.
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Abbildung 9.9: Fuzzy-Beulfaktor der Ariane-Zwischenstufe

Zusatzlich werden die real gemessenen Imperfektionen als Fourier- Reihen auf das
FE-Modell aufgebracht. Diese Ergebnisse des kritischen Beulfaktors werden im
Histogramm gezeigt. Eine gute Ubereinstimmung der Ergebnisse mit dem Fuzzy-
5%-Quantilwert wird gezeigt. Der Fuzzy-Mittelwert korreliert hingegen weniger
mit den Fourier-Imperfektionen. An dieser Stelle muss vor allem das mangelhafte
Fitting der AKFs in Umfangsrichtung hinterfragt werden. Die Wahl einer alter-
nativen Fitting-Funktion kann hier zu einer Verbesserung der Ergebnisse fithren.
Die Annahme, dass die Welligkeit der AKF in Umfangsrichtung einen geringeren
Einfluss auf die Beullast hat, muss an dieser Stelle tiberpriift werden. Die linke
Grenze des Fuzzy-5%-Quantilwerts liegt bei ., =~ 0,92.

Das Stabilitatsverhalten dieser Kegelschale ist weniger sensitiv beziiglich den vor-
handenen Mantelimperfektionen aus dem Herstellungsprozess. Dennoch sollten
weitere Imperfektionsformen und deren Unschérfe modelliert werden. Allerdings
sind fiir dieses Beispiel zur Modellierung der Aufstandsimperfektionen, Varia-
tionen der Schalendicke und den materiellen Imperfektionen keine Messungen
vorhanden.
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9.2 Dynamische Untersuchung eines Propfans

Probabilistische Methoden fiir die strukturmechanische Auslegung sind bei der
Entwicklung robuster Turbinenschaufeln und Rotorblattern schon weit verbrei-
tet, siche z.B. [196, 245, 328]. Einsatzgebiete sind grofie Gasturbinen im Kraft-
werksbau, Turbinen oder Propeller im Flugzeugbau, Rotorblatter von Windra-
dern oder auch Ventilatoren in der Klimatechnik. Dabei haben materielle und
geometrische Imperfektionen einen grofien Einfluss auf die Laufzeit. In aufwendi-
gen dynamischen Untersuchungen kénnen Ausfallwahrscheinlichkeiten berechnet
werden. Aber auch hier sind die Eingangsgréfien mit Unschérfen behaftet, die
unbedingt berticksichtigt werden miissen.

Ein mogliches Vorgehen wird beispielhaft am Modell eines Propfans diskutiert.
Ein Propfan zeichnet sich durch die grofie Anzahl (8-10) stark verwundener und
teils iiberlappender Schaufelbldtter aus. Ein Propfan-Triebwerk wird bei Flug-
zeugen mit Antriebsgeschwindigkeiten weit unter der Schallgeschwindigkeit ein-
gesetzt. Diese Art von Triebwerk ermoglicht im Vergleich zu einem herkémme-
lichen Propeller eine verbesserte Antriebsleistung bei geringerer Drehzahl. Da-
durch wird der Stromungswiderstand an den Blattspitzen verringert. Bei moder-
nen Transport- oder Kurzstreckenflugzeugen kann damit der Treibstoffverbrauch
um bis zu 25% sowie der Larmpegel reduziert werden.

Der simulierte Propfan ist aus LAMMERING [174] und WAGNER & GRUTT-
MANN [340] entnommen. Dieser ist eine Entwurfsversion des SR3-Propfans der
Firma Hamilton Standard mit einem Durchmesser von ca. 2,70 m. In einer neue-
ren Ausfithrung wird der Propfan auch beim Airbus A400M eingesetzt, siche Ab-
bildung 9.10. Folgend wird die Rotation eines einzelnen Schaufelblatts als Fuzzy-

(©bnn.de/Holger Hollemann/dpa (©julianherzog.com

Abbildung 9.10: Transportflugzeug A400M mit Propfan-Triebwerk

stochastischer Prozess simuliert. Die Abweichung von der Geometrie des Schaufel-
blatts wird mit einem Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsfeld modelliert.
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Dabei wird diskutiert, wie Korrelationseigenschaften von Imperfektionen auch
bei beliebig gekriimmten Oberflichen gewonnen werden konnen. Weitere Fuzzy-
Eingangsgrofien sind das Antriebsmoment und die Dichte des Rotorblatts. Das
Rotorblatt ist an der Antriebsnabe eingespannt. An dieser Stelle wird die zeitlich
verdnderliche Auflagergroflie als unscharfe Variable untersucht.

9.2.1 FE-Modell des Propfans

Der untersuchte Propfan besteht aus einem Faserverbundmaterial (CFK). Durch
die Leichtbauweise wird eine Reduzierung der auftretenden Zentrifugalkrafte wéah-
rend der Rotation ermdglicht. LAMMERING [174] untersucht hierzu z.B. den Ein-
fluss des Materials auf das Verhalten eines Rotorblatts bei konstanter Drehzahl.
Aufgrund der vorhandenen Symmetrie des Gesamtmodells kann eine dynamische
Untersuchung an einem einzelnen Rotorblatt durchgefithrt werden. Das Rotor-
blatt wird mit numnp = 802 Knoten und numel = 740 Schalenelementen dis-
kretisiert. Durch die geometrisch nichtlineare Formulierung des Elements nach
WAGNER & GRUTTMANN [340] werden die finiten Rotationen beriicksichtigt.
Das FE-Modell des rdumlich gekriimmten Rotorblatts und der Schichtaufbau des
Laminats werden in Abbildung 9.11 dargestellt. Die steife Verbindung bis zur
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Abbildung 9.11: FE-Modell des raumlich gekriimmten Rotorblatts mit 802 Knoten
und 740 Schalenelementen (links) und der Schichtaufbau des Laminats (rechts)

Rotationsachse im Schwerpunkt der Nabe des Propellers wird mit starren Ele-
menten modelliert. Der Querschnitt des Propfans ist ein Hohlprofil mit rdumlich
variabler Gesamtdicke d(zx) mit dem Vektor der Knotenkoordinaten = [z, vy, z].
Das Laminat besteht in Dickenrichtung aus sechs Einzelschichten mit einem
Schichtaufbau von [90°,45°,0°,0°,45°, 90°]. Die Schichtdicke einer Einzelschicht
ist t = 0,8mm. Die dazugehorigen Materialparameter des transversal isotropen
Faserverbundmaterials sind in Tabelle 9.2 dargestellt.
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Ey Es G2 = Ga3 V12 p
[kN/em?] [kN/em?] [EN/em?] -] [kg/m?|
13500 1000 240 0,3 1600

Tabelle 9.2: Propfan: Materialparameter

Die Rotation des Propfans wird mit einem Antriebsmoment an der Rotationsachse
um die z-Achse initialisiert.

Die Lastfunktion f(¢) wird in Abbildung 9.12 dargestellt.

f(t),
LA .

= i

.2 '

+ 1

— |

= !

= !

frg !

= 0 i . X —> t

0 1 2 max

Zeit in [s]
Bereich 1 Bereich 2 Bereich 3
T T e T

Abbildung 9.12: Lastfunktion f(¢) zur Initialisierung der Bewegung des Rotorblatts

Das Rotorblatt des Propfans ist durch eine hohe Steifigkeit charakterisiert. Des-
halb kann ein Vergleich der numerischen Ergebnisse mit einer analytischen Lo-
sung einer Starrkorperbewegung durchgefiihrt werden. Zusatzlich wird mithilfe
des Faserverbundwerkstoffs eine Konstruktion mit geringer Massendichte ermog-
licht. Das Rotorblatt wird unter der Annahme einer unendlich groflen Biegestei-
figkeit £I — oo vereinfacht und durch ein starres Modell ersetzt, siehe Abbil-
dung 9.13. Die Gesamtmasse des Rotorblatts m = 3,77 kg wird als Punktmasse
im Massenschwerpunkt S modelliert. Das starre Vergleichsmodell ist ein Pendel.
Die Pendellange ¢s wird mit den Koordinaten des Massenschwerpunkts S(x,y, 2)
ermittelt.

(s = 1/0,7722 + 0,2462 + 0,01732 = 0,81m (9.4)



254 9 WEITERE BEISPIELE AUS DEM INGENIEURWESEN

_;ﬂMo f(t)

Abbildung 9.13: Starres Vergleichsmodell des Rotorblatts

Das Massentragheitsmoment
/:v +3?) /r pdV (9.5)

wird numerisch mit den Ansétzen des 4-Knoten-Schalenelements wie folgt be-
rechnet:

numel 4

Oorei= U 3 Z / / P2pNpNt(C) dCdA = 2,826 kgm? . (9.6)

elIlKlﬁe

Untersucht wird der Verlauf der vertikalen Auflagerkraft V' (¢) wéhrend der Rota-
tion des Rotorblatts. Dieser kann aus dem dynamischen Gleichgewicht (Momen-
tensatz/Drallsatz) ermittelt werden.

0p(t) — Mof(t) =0 (9.7)

Durch Integration und Berticksichtigung der Bereiche der Lastfunktion f(¢) nach
Abbildung 9.12 konnen die Funktionen von ¢(t), ¢(¢) und ¢(t) aufgestellt wer-
den. Dabei gilt fir die Anfangsbedingungen: ¢(0) = 0 und ¢(0) = 0. Aus dem
Kraftegleichgewicht folgt eine analytische Losung fiir den zeitlichen Verlauf der
vertikalen Auflagerkraft.

V(t) = mlslcos(p(t))(t) — sin(o(t)) 9" (t)] (9-8)

Fiir eine Abschéitzung wird der Anteil der Gewichtskraft vernachléssigt. In Ab-
bildung 9.14 wird die analytische Losung mit der numerischen Losung von drei
Zeitintegrationsverfahren verglichen. Dazu werden bei der numerischen Losung
die Knoten-Reaktionskrafte an der Rotationsachse aufsummiert. Die Zeitschritt-
weite wird zu At = 0,05s gewahlt. Die Bewegung des Rotorblatts wird bis zu
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einer Zeit t,,.. = 5 s berechnet. Das entspricht etwa zwei Umdrehungen des Ro-
torblatts.

75 ‘ — :
analytisch ——
Generalized-a,0,8
50 HHT-Verfahren,0,05 ——

Newmark: g =0,25,v=0,5 ——

\\ \
Ny NN

" i \

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,9 4 4,5 3
Zeit t [s]

Abbildung 9.14: Verlauf der vertikalen Auflagerkraft V' (¢): Vergleich der analytischen

Loésung mit numerischen Losungen verschiedener Zeitintegrationsverfahren

Die analytische Losung des starren Vergleichsmodells stimmt gut mit der FE-
Losung iiberein. Die Annahme eines starren Korpers fiir das Rotorblatt ist zulés-
sig. Eine mogliche Begriindung der geringen Abweichungen ist u.a. das nicht voll-
kommen starre Verhalten des FE-Modells. Vor allem beim Anfahrprozess fiihrt
dies zu etwas geringeren Auflagerreaktionen. Bei der numerischen Lésung mit
dem Newmark-Verfahren ist bereits nach einer ersten Umdrehung bei einer Zeit
von ca. t &~ 2,25 eine numerische Dissipation zu beobachten. Die berechneten
Verldufe mit dem HHT-Verfahren und dem Generalized-a-Verfahren sind nahezu
deckungsgleich. Durch die Anwendung dieser Verfahren werden stabile Losungen
fiir den gewédhlten Zeitbereich gewéahrleistet. Damit konnen sie fiir Unschérfemo-
dellierung angewendet werden. Fiir dieses Beispiel werden weitere Untersuchun-
gen zur Stabilitdt der Verfahren z.B. in [155] durchgefithrt. Vor allem in einer
Unscharfemodellierung muss sichergestellt sein, dass fiir den gewéhlten Defini-
tionsbereich der Eingangsgrofien die Methoden nicht divergieren. Sonst ist eine
Divergenz auch in der Fuzzy-Ergebnisgrofie zu beobachten.

9.2.2 Geometrische Imperfektionen des gekriimmten Rotorblatts

Die Abweichungen von der ideellen Geometrie des Rotorblatts werden orthogonal
zur gekritmmten Oberfliche aufgebracht. Zudem ist eine Abstandsberechnung fiir
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die Berechnung einer Korrelationsmatrix erforderlich. Fiir die Geometrie wird ein
Ersatzmodell mit den gegebenen Knotenkoordinaten aufgestellt:

[, )" mit = =[r,y]" . (9.9)

Zur Approximation wird die LSQ-Methode angewendet. Bei geschickter Drehung
der Struktur ist eine Approximation mit biquadratischen Polynomen ausreichend.

2

2
— Z Z A ™Y (9.10)

m=0 n=0
Durch den vorhandenen Funktionsausdruck der Geometrie kann mithilfe der Ab-

leitungen

m—1, n
A MI Yy

(9.11)

m, n—1
AmnpNIT Y

i

HMM ||Mw

an jedem Knoten «; durch das Kreuzprodukt der normierte Normalenvektor

t, xt
n(r) = —-% (9.12)
t, x t,|
berechnet werden. Dabei sind ¢, = [1 0 2,]7 und ¢, = [0 1 2,]" die li-

near unabhangigen Tangentialvektoren. Der Abstand, der zur Berechnung der
Korrelationen erforderlich ist, wird iiber eine projizierte Bogenldnge angegeben,
siehe Abbildung 9.15. Dabei wird angenommen, dass die projizierte gerade Ver-
bindungslinie der geringste Abstand zweier Punkte ist. Die Verbindungslinie der

Abbildung 9.15: LSQ-Approximation der Geometrie des gekriimmten Rotorblatts,

Normalenvektoren fiir Imperfektionsrichtung und Abstandsberechnung
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Koordinaten [x;, 2;] und [x;, 2;] wird durch eine Kurve in der Parameterdarstel-
lung

sy —u)  sel0] (9.13)

beschrieben. Der Abstand d;; ist wie folgt definiert:

dij /\/xQ )+ 92(s) + 2%(s)ds . (9.14)

Das Integral wird numerisch mit einer Newton-Cotes-Integration gelost. Die geo-
metrischen Imperfektionen werden durch das normalverteilte Zufallsfeld

w(x,0) ~ N(u(x),o) (9.15)

modelliert. Da keine Messungen zu den Imperfektionen vorliegen, wird eine kon-
stante Standardabweichung von ¢ = 0,3m frei gewéhlt. Durch diese wird maf-
geblich die Amplitude der Imperfektion gesteuert. Das homogene Zufallsfeld soll
symmetrisch beziiglich der ideellen Geometrie sein. Daher gilt fiir den Mittelwert:
p(x) = 0. Um eine endgiiltig mittelwertfreie Imperfektion zu erhalten, muss das
arithmetische Mittel des Feldes wie folgt subtrahiert werden:

w(x, ) =w(x,0) — — Z (9.16)
w i=1
mit der Anzahl N,, = numnp—25 = 777 ohne die FE-Knoten an der Rotationsach-
se. Diese 25 Knoten sind imperfektionsfrei. Fiir die stochastische Diskretisierung
wird die KLT angewendet. Die Korrelationsmatrix wird mit der quadratischen
exponentiellen Korrelationsfunktion

d2.
[plij = exp (—;), i,7=1,..., N, (9.17)

berechnet. Da keine Messergebnisse vorhanden sind, muss die Korrelationslan-
ge (. frei gewéahlt werden. Zur Wahl werden Realisationen der Zufallsfelder fiir
verschiedene Korrelationslangen betrachtet. In Abbildung 9.16 sind drei Reali-
sationen mit dem Netz der urspriinglichen Geometrie des Rotorblatts fiir die
Korrelationslangen ¢. € [100, 500, 1000] dargestellt. Fiir die kleinste Korrelations-
linge /. = 100 m? kann eine maximale Abweichung zur Referenzgeometrie des
Rotorblatts (Gesamtlinge L ~ 1,35mm) von Aw ~ 17mm beobachtet werden.
Fiir die grofite Korrelationslange ist die Abweichung nahezu Null.
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. = 500 m?

£, = 1000 m?

o

)
—7,5

Abbildung 9.16: Realisationen geometrischer Imperfektionen fiir verschiedene Kor-
relationslédngen ¢, € [100,500,1000] und der Standardabweichung ¢ = 0,3 m mit dem
Netz der Ausgangsgeometrie des Rotorblatts

9.2.3 Fuzzy-stochastische Analyse der Propfan-Rotation

Fiir die Unscharfemodellierung werden die Wichte p, das Antriebsmoment M
und die Korrelationslange /. als Fuzzy-Dreieckszahlen wie folgt definiert:

p = (1500, 1600, 1700)
My = (9, 10, 11) (9.18)
(. = (100, 500, 1000)

Diese sind auch in Abbildung 9.17 dargestellt. Durch die Fuzzifizierung der Kor-
relationslange werden die Imperfektionen durch ein Fuzzy-wahrscheinlichkeitsba-
siertes Zufallsfeld beschrieben. Die Ergebnisgrofie des Fuzzy-stochastisches Pro-
zesses ist der Erwartungswert der vertikalen Auflagerkraft E[V]. An jedem Zeit-
schritt wird ein HDMR-Metamodell 2. Ordnung aufgestellt. Die Naherung der
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‘ ‘ ‘ ‘ ] 0 ‘ | ‘
1500 1600 1700 9 10 11 100 500 1000
p [kg/m’] Moy [Nm] le [mm?]

Abbildung 9.17: Fuzzy-Eingangsgrofien fiir den Fuzzy-stochastischen Prozess: Wichte
p (links), Antriebsmoment M (mitte) und Korrelationsldnge /. (rechts)

Schnittfunktionen erfolgt mit der LSQ-Methode unter Verwendung kubischer Po-
lynome. Fiir die drei Eingangsgrofien und fiinf Stiitzstellen pro Variable miissen an
insgesamt 61 Stiitzstellen Monte-Carlo-Simulationen durchgefiihrt werden. Jede
Simulation umfasst 500 Realisationen. Die Grundlésungen des Fuzzy-stochasti-
schen Prozesses werden mit dem HHT-Verfahren und einer Zeitschrittweite von
At = 0,05 s berechnet. Die Gesamtlange des Prozesses ist t,,4,, = 5 s. Damit muss
das HDMR-Metamodell 100-mal aufgestellt werden, wobei die statistische Ver-
suchsplanung unveréandert bleibt. In Abbildung 9.18 ist die zeitliche Entwicklung
der Unscharfe fiir den Erwartungswert der vertikalen Auflagerkraft dargestellt.

5

=0 —
=1 —
— 50 | |
Z,
k=
= 25 |
S
5 0
E
g
Z-25 |
_507 L L L L L L L L i

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 d
Zeit tin [s]

Abbildung 9.18: Fuzzy-stochastischer Prozess fiir den Erwartungswert der vertikalen
Auflagerkraft E[V]
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Nach dem Anfahrprozess nimmt die Unschérfe mit fortschreitender Zeit stetig zu.
Zur Uberpriifung, ob das Metamodell an unterschiedlichen Zeitpunkten das Ver-
halten abbilden kann, konnen die Schnittfunktionen der HDMR an unterschiedli-
chen Zeitpunkten betrachtet werden. In Abbildung 9.19 sind an den Zeitpunkten
t=1,5sund t = 2,5 s die Naherungen der 2-D-Schnittfunktionen fiir die Wichte
p und das Antriebsmoment M, ausgewertet. Der Funktionsverlauf é&ndert sich

111700

Abbildung 9.19: HDMR-Schnittfunktionen p—Mj an den unterschiedlichen Zeitpunk-
ten t = 1,5 s (links) und ¢ = 2,5 s (rechts)

deutlich. Zu jedem Zeitpunkt muss dennoch gewéhrleistet sein, dass das Meta-
modell das Verhalten abbilden kann. Des Weiteren dndern sich auch die Einfliisse
der drei Eingangsgrofien auf die Ausgangsgrofle in jedem Zeitschritt. Die Frage,
wann eine ausgesuchte Eingangsgrofie den grofiten Einfluss hat, kann mit einem
zeitlichen Verlauf der Sobol’-Indizes beantwortet werden.

Effekte 1. Ord. Effekte 2. Ord. Totale Effekte

1 — 1 1 —
0,8 0,8 0,8
0,6 0,6 0,6
0,4 0,4 0,4
0,2 0,2 0,2

0 Le= 0 0 le==

p M le p, My p, L. My, L. p M, e

Abbildung 9.20: Ergebnisse der Sensitivitdtsanalyse bezogen auf den Mittelwert der
vertikalen Auflagerkraft am Zeitpunkt t = 1,55
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Effekte 1. Ord. Effekte 2. Ord. Totale Effekte

1 1 1
0,8 0,8 0,8
0,6 b 0,6 0,6 ==
0,4 0,4 0,4
0,2 0,2 0,2

0 o L 0

P Mo le p, Mo  p,le Mo, L. p My L,

Abbildung 9.21: Ergebnisse der Sensitivitdtsanalyse bezogen auf den Mittelwert der
vertikalen Auflagerkraft am Zeitpunkt t = 2.5 s

An den Zeitpunkten ¢t = 1,5s und ¢t = 2,5 s wird jeweils eine Sensitivitdtsana-
lyse mit 100 generierten Auswertungsstellen mittels Random-Sampling fiir die
Monte-Carlo-Integration durchgefithrt. Als Datengrundlage der Sensitivitatsana-
lyse wird lediglich der Support des Fuzzy-Eingangsraums (o = 0) verwendet.
Durch diese starke Vereinfachung wird die Unschérfe in den Ergebnissen der Sen-
sitivitatsanalyse vernachléssigt. Allerdings konnen damit die Einfliisse an ver-
schiedenen Zeitpunkten abgeschétzt werden. Die Ergebnisse der Sobol’-Indizes
sind in den Abbildungen 9.20 und 9.21 dargestellt. Bei dem Zeitpunkt ¢t = 1,5 s
findet noch der Anfahrprozess statt, siche Abbildung 9.12. Das Antriebsmoment
hat an diesem Zeitpunkt einen sehr grofien Einfluss auf die Auflagerkraft. Wer-
den die Sobol’-Indizes eine Sekunde spater zum Zeitpunkt ¢ = 2,5 s betrachtet,
haben sich diese bereits stark verdandert. Der Einfluss der Wichte nimmt zu und
Effekte 2. Ordnung treten auf. Die Korrelationslange hat an beiden Zeitpunkten
keinen Einfluss. Durch die grofle Steifigkeit des untersuchten Propfans kénnen
geometrische Imperfektionen vernachlassigt werden.
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10 Zusammenfassung und Ausblick

10.1 Zusammenfassung

Ein realitdtsnahes Tragverhalten erfordert die Beriicksichtigung von Unschérfen.
Mithilfe der polymorphen Unschérfemodellierung konnen aleatorische und episte-
mische Unschérfen klar unterschieden werden. In der vorliegenden Arbeit werden
verschiedene Unschéarfemodelle fiir unterschiedliche Problemstellungen aus der
nichtlinearen Strukturmechanik eingesetzt. Zusammenfassend werden drei The-
menschwerpunkte bearbeitet:

o Modellierung raumlicher Variabilitdt mit Unschérfe
o Metamodelle und Sensitivitatsanalyse

o Unscharfemodellierung im Schalenbeulen

Fiir eine effiziente Modellierung der raumlichen Variabilitat werden geeignete Dis-
kretisierungsmethoden fiir die Simulation von Zufallsfeldern im Rahmen der Fi-
niten Elemente Methode bendtigt. Die Grundlagen werden in Kapitel 6 gegeben.
Die Anwendung der EOLE-Methode erweist sich als sehr vorteilhaft. Mit dieser
Methode ist eine einfache Trennung zwischen dem FE-Netz und einem stochas-
tischen Netz moglich. Je nach Variabilitat kann dieses Netz wesentlich grober
sein als das FE-Netz. Dadurch kann der Rechenaufwand beim Losen des Ei-
genwertproblems der Kovarianzmatrix erheblich reduziert werden. Eine Fuzzy-
Analyse erfordert zudem die Durchfiihrung der a-Level-Optimierung. Werden
zusétzlich aleatorische Unscharfen beriicksichtigt, ist z.B. ein Sampling mit der
Monte-Carlo-Methode erforderlich. Um den Rechenaufwand zu reduzieren, wird
die Strategie der Metamodellierung angewendet. Die Grundlosung wird durch ein
einfacheres Modell ersetzt. Dabei hat das gewéhlte Metamodell einen groflen Ein-
fluss auf die Qualitdt der Ergebnisgrofien. In Kapitel 7 werden die Grundlagen
der finf gédngigsten Metamodelle: Polynominterpolation, Methode der kleinsten
Fehlerquadrate, Kriging, Kiinstlich Neuronale Netze mit Feed Forward-Struktur
und das HDMR-Metamodell detailliert beschrieben. Die Metamodelle werden in
zwei Klassen eingeteilt: Interpolationsmodelle und Ausgleichsmodelle. Als Fazit
konnen die folgenden Erkenntnisse zur Anwendung der Metamodelle im Rahmen
der Unschéarfemodellierung festgehalten werden:

o Durch die Anwendung der Ausgleichsmodelle konnen auftretende Fluktua-
tionen bei einer Monte-Carlo-Simulation ausgeglichen werden. Damit kon-
nen stabilere unscharfe Ergebnisgrofien erzielt werden. Deshalb wird emp-
fohlen fiir Fuzzy-stochastische Analysen mit der Monte-Carlo-Methode oder
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alternativer Sampling-Methoden die Metamodelle aus der Klasse der Aus-
gleichsmodelle zu wéhlen.

o Das HDMR-Metamodell hat sich als besonders effizient erwiesen. Die An-
zahl der Stiitzstellen kann bei diesem Metamodell fiir hochdimensionale
Problemstellungen erheblich reduziert werden. Eine HDMR 2. Ordnung ist
fiir die meisten physikalischen Problemstellungen ausreichend. Zusétzlich
kann mit den Schnittfunktionen der HDMR der funktionale Zusammen-
hang der einzelnen Eingangsparameter dargestellt werden.

Als Hilfsmittel bei der Entscheidungsfindung (engl.: decision-making) wird die
ANOVA-HDMR als varianzbasierte Sensitivitdtsanalyse empfohlen. Diese wird
auf Basis der Metamodelle durchgefithrt. Mithilfe der Sobol’-Indizes wird der
Einfluss der Eingangsparameter auf die Ergebnisgrofien angegeben.

Ein grofles Thema dieser Arbeit ist die Anwendung der Unscharfemodellierung im
Schalenbeulen. Im Gegensatz zu den semi-empirischen und klassischen probabilis-
tischen Ansétzen werden neben den aleatorischen auch epistemische Unscharfen
bei der Modellierung von Imperfektionen berticksichtigt. Fiir die Modellierung
der Mantelimperfektionen wird das Vorgehen anhand von vorliegenden Imperfek-
tionsmessungen vorgestellt. Ein Korrelationsmodell mit unscharfen Parametern
wird entwickelt, in dem die Korrelationsparameter und die Varianz als Fuzzy-Gro-
en definiert werden. Der Ansatz fithrt auf die Darstellung der rdumlich korrelier-
ten Mantelimperfektionen als Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsfelder. In
einem Gesamtmodell werden weitere Imperfektionsarten wie Aufstandsimperfek-
tionen, materielle Imperfektionen und Variationen der Schalendicke beriicksich-
tigt. Hierfiir werden verschiedene Unscharfemodelle eingesetzt. Die Wahl der Mo-
delle wird anhand der vorhandenen Datenbasis diskutiert. Dadurch werden keine
falschen Voraussetzungen implementiert. Das ist ein wesentlicher Vorteil der poly-
morphen Unschérfemodellierung. Die experimentellen Ergebnisse der Beullasten
konnen mit den Ergebnissen der Beullasten aus der Unschéarfemodellierung ab-
gebildet werden. Zur Diskussion werden die unscharfen Ergebnisgrofen mit den
herkémmlichen Bemessungsgrundlagen, wie dem Knock-Down-Factor und dem
Beulsicherheitsnachweis nach EC3, gegentibergestellt. Die wichtigsten Punkte zur
Unscharfemodellierung im Schalenbeulen lassen sich wie folgt zusammenfassen:

o Aleatorische und epistemische Unschérfen konnen mithilfe der polymorphen
Unschérfemodellierung fiir die Modellierung der Imperfektionen von Scha-
lentragwerken quantifiziert werden.

o Entwicklung eines Korrelationsmodells fiir die Modellierung der raumlichen
Variabilitat von Imperfektionen.
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o Die Wahl eines Unschérfemodells fiir eine bestimmte Imperfektionsart er-
folgt auf Basis vorhandener Daten. Damit wird eine angemessene Quanti-
fizierung der Unschérfen, ohne dass falsche Voraussetzungen generiert wer-
den, ermoglicht.

e Die experimentellen Ergebnisse der Beullasten konnen mit den Ergebnissen
aus der Fuzzy-stochastischen Analyse abgebildet werden. Die aktuellen Be-
messungsgrundlagen konnen eingeordnet werden. Ein decision-making wird
diskutiert.

e Der Einfluss der Eingangsparameter auf die Beullast wird mithilfe einer
Sensitivitatsanalyse auf Basis der Metamodelle abgebildet. Fiir die axial-
gedriickte Zylinderschale hat der Korrelationsparameter in Axialrichtung
und die Schalendicke den groBten Einfluss. Effekte zweiter Ordnung werden
lediglich beim Korrelationsparameter in Axialrichtung gekoppelt mit der
Varianz beobachtet.

o Durch die Darstellung der kritischen Beulfaktoren als Fuzzy-Mengen wird
eine numerische Beschreibung von verbalen Aussagen zur Beulsicherheit
ermoglicht.

Abschlieflend werden in Kapitel 9 weitere Beispiele aus der Ingenieurpraxis vor-
gestellt. Das vorgestellte Korrelationsmodell mit unscharfen Parametern wird am
Modell einer Kegelschale der Zwischenstufe einer Ariane-Rakete angewendet. Mit
diesem Beispiel wird gezeigt, dass Strukturen mit Aussparungen kein Problem
darstellen. Zudem wird die Anwendbarkeit der behandelten Methoden fiir zeit-
lich abhéngige Problemstellungen mit einer dynamischen Analyse eines Propfans
demonstriert. Die Modellierung von Imperfektionen mittels Zufallsfelder ist auch
bei der gekriimmten Oberflache des Rotorblatts moglich.



10.2  Ausblick fiir weitere Forschungsvorhaben 265

10.2 Ausblick fiir weitere Forschungsvorhaben

Gegenstand zukiinftiger Forschungsarbeiten konnten folgende Punkte sein:

e Themen zur Modellierung der raumlichen Variabilitat

— Nicht Gauf3sche Zufallsfelder und Kreuzkorrelationen

In der vorliegenden Arbeit werden ausschliefSlich homogene Gaufische
Zufallsfelder betrachtet. Aufgrund einer zu geringen Datengrundlage
kann noch keine Aussage dariiber getroffen werden, ob z.B. Mantel-
imperfektionen durch nicht Gaufsche Zufallsfelder dargestellt werden
miissen. Dafiir ist eine Transformation des Zufallsfelds erforderlich, sie-
he z.B. in [111,173,226]. Ein Gaufsches Zufallsfeld zur Darstellung der
Imperfektionen w(x) kann in ein nicht Gaufisches Zufallsfeld wie folgt
transformiert werden:

w(z,0) = F®lw(x, 0)] (10.1)

mit F' der nicht Gauflschen bedingten Verteilungsfunktion von w(x, )
und ®[w(x, )] der standardnormalverteilten Gaufischen Zufallsvaria-
ble. Ein weiterer Punkt ist die Berticksichtigung von Kreuzkorrela-
tionen (engl.: cross correlation) zwischen einzelnen Zufallsfeldern, sie-
he z.B. [327]. Damit kann beispielsweise eine Korrelation zwischen
rdumlich korrelierten geometrischen und materiellen Imperfektionen
beschrieben werden.

— Bedingte Zufallsfelder

Viele Bauteile im Bauwesen bestehen aus zusammengesetzten Quer-
schnitten. Fir den Zusammenbau miissen bei den Imperfektionsfeldern
gewisse Randbedingungen eingehalten werden. Diese konnen bei der
Beschreibung der Zufallsfelder direkt berticksichtigt werden. Beispiele
fir bedingte Zufallsfelder sind in [66, 165, 215] gegeben. Der Einbau
von Randbedingungen ist vor allem bei der Trennung eines stochasti-
schen Netzes vom FE-Netz interessant. Die Bedingungen miissen nicht
nur an den stochastischen Knoten erfiillt werden, sondern auch an den
entsprechenden FE-Knoten. Dafiir kénnte eine Formulierung im Rah-
men der EOLE-Methode entwickelt werden. In der Literatur ist hierfiir
bisher kein Ansatz bekannt.

— Entwicklung geeigneter Netzgeneratoren fiir das stochasti-
sche Netz
Bei komplexen Strukturen kann durch eine geschickte Wahl der sto-
chastischen Knoten zur Diskretisierung der Zufallsfelder viel Rechen-
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zeit bei der Losung des Eigenwertproblems der Kovarianzmatrix ein-
gespart werden. Hierbei konnen geeignete Netzgeneratoren fiir das sto-
chastische Netz weiterhelfen.

o Unschirfemodellierung im Schalenbeulen

— Entwicklung weiterer Korrelationsmodelle zur Modellierung
der raumlichen Variabilitdt von Imperfektionen
Die in Kapitel 3 aufgestellten Korrelationsfunktionen in Axial- und
Umfangsrichtung sind voneinander unabhéngig. Diese Annahme kann
mit dem Herstellungsprozess einer Zylinderschale begriindet werden.
Das aufgerollte Schalenblech kann in zwei Richtungen unterschiedlich
gewalzt sein. Die Annahme stellt in dieser Arbeit eine wesentliche Ver-
einfachung dar, weil keine naheren Informationen zum Herstellungs-
prozess der Schalen vorliegen. Eine Abhéngigkeit in beide Richtungen
muss dann bei der Abstandsberechnung der Knoten zum Aufstellen
der Korrelationsfunktionen auf Basis der Fourier-Reihen beriicksich-
tigt werden. Die Zusammenhénge konnen auch begleitend zu Experi-
menten untersucht werden.

— Uberpriifung der Modelle an aktuellen Versuchsdaten

Das Vorgehen der Unscharfemodellierung im Schalenbeulen wird an-
hand der Imperfektionsdatenbank der TU Delft [10] aus dem Jahre
1979 gezeigt. Jedoch ist die Ubertragung auf beliebige Datenbanken
zur Beuluntersuchung von Schalentragwerken problemlos moglich. Ei-
ne aktuellere Datenbank kann daher zu einem erweiterten Experten-
wissen fiir die Definition der Zugehorigkeitsfunktionen der Eingangspa-
rameter beitragen. Zudem sind die unbekannten Korrelationseigen-
schaften der materiellen Imperfektionen immer noch ein offener Punkt.
Hingegen konnen die Korrelationseigenschaften der Schalendicke ein-
facher ermittelt werden. Untersuchungen fiir Schalentragwerke beste-
hend aus anderen Materialien, wie z.B. Faserverbundmaterialien, kon-
nen u.a. fir die Luft- und Raumfahrtindustrie von Interesse sein.

— Fortentwicklung polymorpher Unschirfe
Bisher werden aleatorische Unschéarfen und unvollstindige Daten als
Teil epistemischer Unschéarfe berticksichtigt. Messungenauigkeiten wer-
den in dieser Arbeit vernachlassigt, d.h. die Messung der Fourier-
Reihen wird als ausreichend genau angenommen. Durch die Anwen-
dung eines fp-fr-Modells kénnen ungenaue Daten quantifiziert werden.
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— Unschirfemodelle bei alternativen Ansiatzen zur Beriicksich-
tigung von Imperfektionen
Ein Schweifinahteinzug ist fiir geschweifite Schalen die mafigebende Im-
perfektionsform. Kenntnisse iiber die Lage und Ausbildung der Schweif3-
naht konnen in einem Unschéarfemodell ebenfalls beschrieben werden.
In [332] wird ein Uberblick zu verschiedenen Bemessungskonzepten im
Schalenbeulen gegeben. Das Konzept der polymorphen Unschéarfe kann
bei verschiedenen Bemessungskonzepten angewendet werden.

— Beulsicherheitsnachweis mit Unschérfe
Das hohere Ziel ist ein umfassendes Bemessungskonzept fiir die Praxis
zur Beriicksichtigung der Unschérfe im Schalenbeulen. Dazu sollten
durch weitere Beispiele mit einer umfangreicheren Datengrundlage die
Wahl der Unscharfemodelle fiir die einzelnen Imperfektionsarten tiber-
priift werden. Dann kann auch eine Strategie fiir eine ,sichere* Bemes-
sung entwickelt werden.

e Modellunscharfe
Ein weiterer Aspekt ist die Modellunschéarfe. In der vorliegenden Arbeit
werden die Eingangsparameter als unscharfe Parameter definiert, aber das
Modell ist nicht unscharf. Eine Beriicksichtigung der Modellunschérfe ist
beim numerischen Modell und dem Korrelationsmodell moglich.

e Decision-making in der Tragwerksanalyse unter Unscharfe

Die Bewertung der Sicherheit eines Tragwerks wird mithilfe der aktuellen
Bemessungsrichtlinien, wie dem Eurocode [64], durchgefiihrt. Die Sicher-
heitsbeurteilung basiert darin auf den klassischen probabilistischen Metho-
den und erfolgt durch die Definition von Zuverléssigkeitsindizes und Ver-
sagenswahrscheinlichkeiten. Das ultimative Ziel der Unschéarfemodellierung
ist die Unterstiitzung der Entscheidungsfindung (engl.: decision-making) in
einem Bemessungsprozess [227]. Die Frage, wie ein Ingenieur in der Praxis
mit einer unscharfen Antwortgrofie umgehen soll, wird meist offen gelassen.
In [227] wird an einem einfachen Beispiel die epistemische Unschérfe mit ver-
schiedenen Modellen (Fuzzy-Variablen, Intervalle, BAYES-Stochastik) quan-
tifiziert und das decision-making diskutiert. Ahnliche Untersuchungen fiir
das Schalenbeulen miissen noch durchgefiithrt werden.

o« Management der Unschirfen
Eine weitere interessante Idee ist das ,Management von Unschéarfen“, das
in [230] diskutiert wird. Die explizite Unterscheidung von aleatorischen und
epistemischen Unscharfen wird mit der polymorphen Unschérfemodellie-
rung ermoglicht. Die Quantifizierung des Einflusses der epistemischen Un-
schirfe auf eine bestimmte Ergebnisgrofie ist von grofiem Interesse. Hierzu
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miissen in einer Sensitivitdtsanalyse die Einfliisse in einen epistemischen
und aleatorischen Anteil separiert werden. Da epistemische Unschérfen re-
duziert werden konnen, ermoglicht dies dann eine gezielte Reduktion der
Unschérfen.

o« Metamodelle, Multifidelity und High-Performance Computing

— Metamodelle fiir hochdimensionale Eingangsriume

Das HDMR-Metamodell hat sich zwar fiir die Problemstellungen in
dieser Arbeit bewahrt, aber ein Vergleich zu speziellen Metamodellen
fiir hochdimensionale Eingangsraume muss noch durchgefithrt werden.
Metamodelle fiir hochdimensionale Eingangsraume sind z.B. optimier-
te Kiinstliche Neuronale Netze, Low Rank Tensoren und Polynomial

Chaos, siehe [75,149,166].

Multilevel-Metamodellierung

Die Metamodelle fiir hochdimensionale Eingangsréume konnen fiir eine
Multilevel-Metamodellierung eingesetzt werden. In dieser Arbeit wird
die Metamodell-Strategie ausschlieSlich zur Abbildung stochastischer
Groflen eingesetzt. Zur Durchfithrung der Monte-Carlo-Simulation sind
immer noch zahlreiche FE-Rechnungen notwendig. Mit einem weiteren
Metamodell fiir die Grundlésung kann der Aufwand weiter reduziert
werden. Die Monte-Carlo-Simulation wird dann nicht mit dem FE-
Modell durchgefiihrt, sondern mit dem zusétzlichen Metamodell. Das
Prinzip ist am Beispiel der Beulanalyse als Grundlésung in Abbildung
10.1 dargestellt. Die Beulanalyse in der inneren Schleife wird durch das

Fuzzy-Analyse Level 3
Stochastische Analyse

M\Q(m) S — Pcra ﬁcr,0,0S Level 2
FE-Beulanalyse

My(x) w(w,0) = P Level 1

Abbildung 10.1: Multilevel-Metamodellierung in der Fuzzy-stochastischen Analyse

Metamodell 1 ersetzt und die stochastische Analyse durch ein zweites
Metamodell. Vor allem fiir die Abbildung w(x, ) — P., muss mit dem
Metamodell 1 ein hochdimensionales Problem gelost werden. Hierfiir
werden die speziellen Metamodelle benotigt.
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— Multifidelity-Ansitze
Eine weitere Moglichkeit zur Effizienzsteigerung sind Multifidelity-An-
satze, siehe z.B.: [231,232,235]. Die Idee wird am Beispiel der Zylin-
derschale in Abbildung 10.2 gezeigt. Wenn der Zusammenhang mit

High Fidelity-Modell:

- Low Fidelity-Modell:

MHFid@) - MLFid(x)

Abbildung 10.2: Idee des Multifidelity-Ansatzes am Beispiel der Zylinderschale

einem Metamodell zwischen dem Low Fidelity-Modell (Zylinderschale
mit groben FE-Netz) und dem High Fidelity-Modell (Zylinderscha-
le mit feinem FE-Netz) gefunden wird, sind nur noch Berechnungen
am Low Fidelity-Modell notwendig. Als Grofe fiir den Zusammenhang
kann z.B. die Differenz zwischen der Low Fidelity- und High Fidelity-
Lésung verwendet werden. Der Vorteil ist, dass der Verlauf der Diffe-
renz besser abgebildet werden kann. Damit sind weniger Stiitzstellen
zum Aufstellen des Metamodells notwendig, siehe Abbildung 10.2 (un-
ten).

— Parallel Computing, Cloud Computing und Clusteranalyse
fiir die Unscharfemodellierug
Die Unschérfemodellierung ist besonders bei komplexen Abbildungs-
modellen sehr rechenaufwendig. Mithilfe der Methoden aus der Infor-



270

10 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

matik wie Clusteranaylsen, Parallel Computing oder Cloud Computing
und der Anwendung der vorher beschriebenen Ansétze kann die Be-
rechnungszeit weiter reduziert werden.

» Sensitivitdtsmafle fiir unscharfe Ergebnisgroflen

In dieser Arbeit wird im Rahmen der Fuzzy-Strukturanalyse eine varianzba-
sierte Sensitivitdtsanalyse durchgefithrt. Damit kann der Einfluss der Ein-
gangsparameter auf den Ausgang abgeschatzt werden. Die Datengrundlage
der Sensitivitatsanalyse ist der Support des Fuzzy-Eingangsraums. Die Fr-
gebnisse miissen einem a-Level zugeordnet werden. Dabei werden die Fuzzy-
Variablen als gleichverteilte Zufallsvariable aufgefasst. Durch diese starke
Vereinfachung wird die Unschérfe in den Ergebnissen der Sensitivitatsana-
lyse vernachlassigt. Die Fuzzy-Strukturanalyse muss hier getrennt von der
Sensitivitatsanalyse betrachtet werden. Varianzbasierte Sensitivitdtsanaly-
sen werden tiblicherweise fiir stochastische Ausgangsgrofien angewendet und
nicht fiir epistemische Unschéarfen. In weiteren Forschungsarbeiten kann da-
her untersucht werden, wie Sensitivitaten fiir unscharfe Ergebnisgrofen dar-
gestellt werden konnen.

Optimierung diinner Schalenstrukturen mit Unschéarfe

Ein weiteres interessantes Forschungsfeld ist die Optimierung mit unschar-
fen Daten. In zahlreichen Arbeiten wird dieses Thema bereits diskutiert,
siehe z.B. [98,99,116]. Eine Optimierung diinner Schalenstrukturen mit Un-
schérfe kann ebenfalls durchgefiihrt. Ein Beispiel ist die Untersuchung beul-
gefahrdeter Schalen aus Faserverbundmaterial. Eine Fragestellung konnte
sein, wie ein optimaler Schichtaufbau definiert sein muss, um den Wider-
stand gegen Stabilitdtsversagen zu erhéhen, siehe z.B. [333]. Die vorgestell-
ten Methoden zur Beriicksichtigung der Unschérfe konnen in einem Opti-
mierungsalgorithmus angewendet werden. Der Schleifenalgorithmus in Ab-
bildung 10.1 wird durch eine weitere auflere Optimierungsschleife erweitert.
Vor allem fiir die meist rechenaufwendige Optimierung sind effiziente Me-
tamodelle gefragt.
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