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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit wird die Anwendung polymorpher Unschärfemodelle
im Bereich der nichtlinearen Strukturmechanik diskutiert. Die Schwerpunkte der
Arbeit sind die Einführung der Unschärfemodellierung im Schalenbeulen, Model-
lierung räumlicher Variabilität und Aspekte der Metamodellierung.
Eine realitätsnahe Tragwerksanalyse erfordert neben einem geeigneten Modell
auch die Berücksichtigung von Unschärfen in den Eingangsdaten. Eine explizite
Unterscheidung zwischen aleatorischen und epistemischen Unschärfen wird er-
möglicht mit der polymorphen Unschärfemodellierung. Für die numerische Um-
setzung wird die α-Level-Optimierung angewendet. Diese ist für große Model-
le sehr rechenaufwendig. Deshalb werden effiziente und robuste Metamodelle
benötigt. In dieser Arbeit werden verschiedene Metamodelle wie das Kriging-
Verfahren, Neuronale Netze und die hochdimensionale Modelldarstellung im Rah-
men der Unschärfemodellierung eingesetzt. Dabei wird der Einfluss der unter-
schiedlichen Ersatzmodelle auf die Qualität der unscharfen Ergebnisgrößen disku-
tiert. Die Unschärfe soll zukünftig bei der Entscheidungsfindung in einem Trag-
werksentwurf berücksichtigt werden. Zur Unterstützung der Entscheidungsfin-
dung wird eine globale Sensitivitätsanalyse auf Basis der Metamodelle angewen-
det.
Manche Eingangsparameter müssen durch räumlich korrelierte Felder beschrie-
ben werden. Hierfür wird die Anwendung von Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierten
Zufallsfedern erläutert. Zur Diskretisierung dieser Felder im Rahmen der Finite-
Element-Methode werden effiziente Methoden vorgestellt. Zusätzlich werden auch
Problemstellungen mit zeitlichen Abhängigkeiten behandelt.
Ein großer Anwendungsbereich polymorpher Unschärfemodelle ist das Thema
Schalenbeulen. Geometrische und materielle Imperfektionen haben einen großen
Einfluss auf das Beulverhalten von Schalen. Das Dilemma ist, dass die Imper-
fektionen in der Regel unbekannt sind. In dieser Arbeit werden neben den bereits
existierenden semi-empirischen und herkömmlichen probabilisitischen Ansätzen
verschiedene Unschärfemodelle eingeführt, um aleatorische und epistemische Un-
schärfen bei der Modellierung von Imperfektionen zu berücksichtigen. Zur Mo-
dellierung der räumlichen Variabilität von Mantelimperfektionen wird ein Korre-
lationsmodell mit polymorph unscharfen Parametern entwickelt. Die Quantifizie-
rung der Unschärfe basiert auf realen Messdaten von Imperfektionen. Zusätzlich
werden weitere Unschärfemodelle für Aufstandsimperfektionen, Variationen der
Schalendicke und materielle Imperfektionen diskutiert.
Weiterhin werden Möglichkeiten zur Effizienzsteigerung im Rahmen der Unschär-
femodellierung genannt. Abschließend wird das Konzept der polymorphen Un-
schärfemodellierung an weiteren Beispielen aus dem Ingenieurwesen gezeigt.





Abstract

In the present doctoral thesis, the application of polymorphic uncertainty models
in the field of nonlinear structural mechanics is discussed. The main focuses of the
thesis are the introduction of polymorphic uncertainty modeling in shell buckling,
modeling of spatial variability and aspects of surrogate modeling.
A realistic structural analysis requires a suitable model as well as the considera-
tion of uncertainties in the input data. The polymorphic uncertainty modeling
allows to distinguish explicitly between aleatoric and epistemic uncertainties. For
the numerical treatment the so-called α-level-optimization is used. This is very
demanding for the computation of large models. Therefore, efficient and robust
surrogate models are required. In this thesis different surrogate models like kri-
ging, neural networks and the high-dimensional model representation are used
in context of uncertainty modeling. The influence of the different models on the
quality of the fuzzy result variables is discussed. The aim is to consider different
kinds of uncertainties in a structural design process. Therefore, a global sensitivity
analysis based on the surrogate models is applied to support the decision-making
process.
Some input parameters have to be modelled by spatially correlated fields. There-
fore, the use of fuzzy probability based random fields will be presented in detail.
Efficient methods for the discretization of random fields within the framework
of the finite element method are presented. Additionally, problems with time
dependencies are discussed.
The use of polymorphic uncertainty models is particularly appropriate in shell
buckling. Geometric and material imperfections have a great influence on the
buckling behavior of shells. The dilemma is that the imperfections are usually
unknown. In this thesis, in addition to the already existing semi-empirical and
classical probabilistic approaches, different uncertainty models are introduced to
consider aleatoric and epistemic uncertainties in modeling of imperfections. A
correlation model with polymorphic uncertain parameters is developed for mode-
ling spatial variability of initial imperfections. The uncertainty quantification is
based on real imperfection measurements. Different uncertainty models for boun-
dary imperfections, variations in shell thickness and material imperfections are
also discussed.
Furthermore, possibilities for increasing the efficiency within the scope of uncer-
tainty modeling are mentioned. Finally, the concept of polymorphic uncertainty
modeling is shown within further engineering applications.





‘As far as the laws of mathematics refer to reality, they are
not certain, and as far as they are certain, they do not
refer to reality.’

— Albert Einstein
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1

1 Einleitung

1.1 Motivation und Ziele

In den letzten Jahren haben rasante Entwicklungen im Bereich der numerischen
Strukturmechanik es möglich gemacht, dass beliebig komplexe Tragwerke be-
rechnet werden können. Die Finite-Elemente-Methode gehört mittlerweile zum
Standardwerkzeug eines im konstruktiven Ingenieurbau tätigen Ingenieurs. Auch
wenn die Berechnungsverfahren immer präziser werden, kann die Komplexität
der realen Welt dennoch nicht vollständig erfasst werden. Die Anwendung der
Finite-Elemente-Methode erfordert immer die Beschreibung eines Modells. Dafür
werden Vereinfachungen getroffen und die Eingangsparameter auf Basis weniger
Experimente a posteriori validiert. Oftmals wird bei den gewählten Eingangspa-
rametern eine Genauigkeit vorgetäuscht, die im Widerspruch zu den vorliegenden
Daten steht. Das mechanische Verhalten eines Tragwerks kann nur realitätsnah
wiedergegeben werden, wenn die Unschärfe in den Eingangsdaten und in den
Modellgrößen zutreffend quantifiziert wird. Daher besteht die Motivation in die-
ser Arbeit darin, die vorhandenen aleatorischen und epistemischen Unschärfen bei
Problemstellungen aus der nichtlinearen Strukturmechanik in einem numerischen
Modell zu berücksichtigen.

Die Unschärfemodellierung und -quantifizierung erfordern unterschiedliche Ver-
fahren und Strategien für eine effiziente numerische Umsetzung. Um den Rechen-
aufwand gering zu halten, wird das komplexe Ausgangsmodell durch ein verein-
fachtes Modell ersetzt werden. Damit befasst sich das Forschungsgebiet der Meta-
modellierung. In dieser Arbeit wird gezeigt, wie ein Metamodell die Qualität der
Ergebnisgröße beeinflusst. Dazu werden zunächst die Grundlagen bekannter Me-
tamodelle, wie die Polynominterpolation, Methode der kleinsten Fehlerquadrate,
Kriging, Künstlich Neuronale Netze mit Feed Forward-Struktur und das HDMR-
Metamodell, beschrieben. Erläutert wird, warum die Wahl eines geeigneten Me-
tamodells in Abhängigkeit des angewendeten Unschärfemodells getroffen werden
sollte.

Ein großer Anwendungsbereich der Unschärfemodellierung ist das Thema Scha-
lenbeulen. Imperfektionen haben einen großen Einfluss auf die Stabilitätslast von
Schalen. Bis heute gibt es noch kein zufriedenstellendes Regelwerk wie Imper-
fektionen in einem numerischen Modell berücksichtigt werden sollen. Das Dilem-
ma besteht darin, dass die Form der Imperfektionen i.A. unbekannt sind. Das
Ziel ist, das unvollständige und ungenaue Wissen mit verschiedenen Unschärfe-
modellen zu quantifizieren. Damit soll die Unschärfemodellierung in der Stabi-
litätsanalyse von Schalenstrukturen eingeführt werden. Bei Imperfektionen als
Abweichungen von der Sollgeometrie einer Schale handelt es sich um räumlich
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korrelierte Felder. Die räumliche Variabilität wird in einer stochastischen Model-
lierung mit Zufallsfeldern simuliert. Auch hier muss für eine realitätsnahe Model-
lierung die Unschärfe in einem benötigten Korrelationsmodell berücksichtigt wer-
den. Der Fokus liegt in der Anwendung von Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierten
Zufallsfeldern. Zur Darstellung der Imperfektionen sind oft nur wenige Messda-
ten vorhanden. Daher wird gezeigt, wie mit wenigen Daten die Parameter für die
Zufallsfelder gewonnen werden können. Als Ergebnis wird ein Korrelationsmodell
mit unscharfen Parametern vorgestellt. Zudem werden für die numerische Um-
setzung effiziente Methoden zur Diskretisierung der Fuzzy-wahrscheinlichkeitsba-
sierten Zufallsfelder diskutiert. Der Einsatz verschiedener Unschärfemodelle bei
Stabilitätsuntersuchungen von Schalentragwerken soll die Notwendigkeit der Un-
schärfemodellierung auch für weitere Anwendungen deutlich machen. Die Moti-
vation und Ziele dieser Arbeit lassen sich wie folgt zusammenfassen:

• Berücksichtigung der Unschärfe bei Problemstellungen aus der nichtlinearen
Strukturmechanik.

• Einführung der Unschärfemodellierung in der Stabilitätsanalyse von Scha-
lentragwerken.

• Wahl geeigneter Unschärfemodelle auf Grundlage vorhandener Daten aus
Messungen zu verschiedenen Imperfektionsarten wie Mantelimperfektionen,
materielle Imperfektionen, Aufstandsimperfektionen und Variationen der
Schalendicke.

• Entwicklung eines Korrelationsmodells mit unscharfen Parametern zur Si-
mulation räumlich korrelierter Imperfektionen mit Fuzzy-wahrscheinlich-
keitsbasierten Zufallsfeldern.

• Methoden zur Diskretisierung von Zufallsfeldern im Rahmen der Finite-
Elemente-Methode.

• Effizienzsteigerung der Unschärfemodellierung durch Anwendung geeigneter
Metamodelle.

• Untersuchungen zum Einfluss der Metamodelle auf die Qualität der un-
scharfen Ergebnisgröße.

• Sensitivitätsanalyse als Unterstützung der Entscheidungsfindung (engl.:
decision-making) im Rahmen der polymorphen Unschärfemodellierung.
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1.2 Stand der Technik und Einordnung der Arbeit

Neben Forschungen zu robusten FE-Modellen ist das Thema der Unsicherheits-
analyse (engl.: uncertainty analysis) als ein weiterer umfangreicher Forschungs-
zweig entstanden. Die steigenden Computerressourcen machen es heutzutage mög-
lich solche Unsicherheitsanalysen durchzuführen. Für eine realitätsnahe Trag-
werksanalyse ist eine Quantifizierung der Unschärfen in den Eingangsparametern
und den Modellparametern unbedingt notwendig. Denn selbst ein weiterentwi-
ckeltes mechanisches Modell, wie z.B. die Anwendung eines Materialmodells mit
dem ein Materialverhalten genauer abgebildet werden kann, führt nicht immer zu
einer Verbesserung der Lösung. Oftmals sind zusätzliche Parameter erforderlich.
Diese sind wiederum nicht exakt ermittelbar und können im schlimmsten Fal-
le sogar zu einer Verschlechterung der Lösung führen [56]. Bereits in den 1920er
Jahren machte Mayer [194] den Vorschlag, Wahrscheinlichkeiten zur Sicherheits-
beurteilung der Bauwerke zu verwenden [56]. Mayer schreibt, dass die gebräuch-
lichen zulässigen Beanspruchungen der Materialien willkürlich gewählt seien und
somit keine Aussagen träfen über die Sicherheit einer Konstruktion [244]. Die-
se und weitere Arbeiten, wie z.B. Freudenthal [101], können als Vorläufer
des heutigen Sicherheitskonzepts der Tragwerke betrachtet werden. Der aktuelle
Eurocode [64] basiert auf einem semi-probabilistischen Sicherheitskonzept. Dar-
in wird die Zuverlässigkeit i.d.R. mit probabilistischen Größen ausgedrückt, d.h.
die Beschreibung erfolgt über die Festlegung von Wahrscheinlichkeitsfunktionen.
Der Eurocode ermöglicht eine Kalibrierung der Teilsicherheitsbeiwerte durch Zu-
verlässigkeitsmethoden 1. Ordnung (Stufe II) und vollständig probabilistischen
Methoden (Stufe III). In einer Anmerkung des Eurocodes [64] heißt es:

„Die Versagenswahrscheinlichkeit und der zugehörige Zuverlässigkeit-
sindex [...] sind lediglich operative Werte, die nicht die wirklichen Ver-
sagensraten ausdrücken, sondern nur für die Kalibrierung der Normen
und für Vergleiche der Zuverlässigkeitsniveaus verschiedener Trag-
werke verwendet werden.“

Bei der Anwendung sollte stets die wahre Sicherheit eines Tragwerks hinterfragt
werden. Eine weitere Anmerkung im Eurocode [64] zur Anwendung der vollstän-
dig probabilistischen Methode (Stufe III) lautet:

„Die vollständig probabilistischen Methoden (Stufe III) geben zwar im
Prinzip genaue Auskünfte zum Zuverlässigkeitsproblem, werden aber
selten als Grundlage für Bemessungsnormen angewendet, da häufig
statistische Daten fehlen.“
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Für spezielle Tragwerke, die nicht von der Norm erfasst werden, können aber
solche vollständig probabilistischen Methoden einen Ausweg darstellen. Hierzu
gibt es bereits entsprechende Zusatztools kommerzieller Programme für die nu-
merische Strukturanalyse, siehe z.B. LS-OPT von Dynamore [72], Probabilistic
Design System und DesignXplorer von ANSYS [8] oder optiSlang der Firma Dy-
nardo [73]. Diese ermöglichen bereits durch Simulationsmethoden, wie z.B. der
Monte-Carlo-Methode, eine Berechnung von Versagenswahrscheinlichkeiten. Die
Anwendung der Zusatztools erfordert aber stets eine ausreichende Datengrund-
lage, um zuverlässige Ergebnisse zu erzeugen.
Das englische Wort Uncertainty wird meist mit Unsicherheit übersetzt. Der Be-
griff wird im Deutschen für mehrere Zusammenhänge verwendet. Eine politische
Lage, eine Autofahrt oder ein Netzwerkzugang kann ebenso als unsicher beschrie-
ben werden. Bezogen auf „unsichere“ Eingangsdaten kann die Frage gestellt wer-
den, was damit eigentlich ausgedrückt werden soll. Können die Eingangsdaten
„unsicher“ sein? Eine alternative Übersetzung für Uncertainty ist Ungewissheit.
Die Eingangsdaten sind wohl auch eher ungewiss als unsicher. Oftmals ist aber
ein begrenztes Wissen über die Daten vorhanden, d.h. sie sind nicht vollständig
ungewiss. Vielmehr sind die Daten unscharf (engl.: uncertain). Nach Graf et
al. [107,108], Möller et al. [203,205], Beer [24,25] und Reuter [248] sind die
Daten für die Tragwerksplanung mit Unschärfe behaftet. Eine inhärente Unschär-
fe lässt sich bei der Annahme möglicher Verteilungstypen auf Basis wenig vor-
handener Daten verdeutlichen. Als Beispiel sind hierzu in Abbildung 1.1 die Ver-
suchsergebnisse der Beullasten von elf ringförmig ausgesteiften Zylinderschalen
(AR-Schalen) aus [10] in einem Histogramm aufgetragen. Für eine Risikoabschät-
zung wird die Versagenswahrscheinlichkeit berechnet. Dazu werden auf Basis der
vorhandenen Daten eine Normalverteilung, Weibull-Verteilung und Lognormal-
verteilung geschätzt. Alle drei Verteilungstypen sind durchaus zulässig. In Tabelle
1.1 sind für drei festgelegte Beullasten, bei denen ein Versagen eintritt, die be-
rechneten Unterschreitungswahrscheinlichkeit enthalten. Insbesondere bei kleinen

Dichtefunktion Unterschreitungswahrscheinlichkeit
P (Pcr ≤ 3 kN) P (Pcr ≤ 5 kN) P (Pcr ≤ 7 kN)

Normalverteilung 1,80 · 10−3 7,40 · 10−3 2,44 · 10−2

Weibull-Verteilung 1,40 · 10−3 9,70 · 10−3 3,40 · 10−2

Lognormalverteilung 3,55 · 10−10 1,26 · 10−5 0,17 · 10−2

Tabelle 1.1: Unterschreitungswahrscheinlichkeiten für verschiedene Versagenslasten
unter Annahme einer Normal-, Weibull- und Lognormalverteilung

Auftretenswahrscheinlichkeiten, d.h. im Bereich der „Schwänze“ der Wahrschein-
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Abbildung 1.1: Versuchsergebnisse der Beullasten von N = 11 ringförmig ausge-
steiften Zylinderschalen (AR-Schalen) aus [10]: Histogramm und Annahmen möglicher
Dichtefunktionen

lichkeitsverteilungen, sind die Abweichungen der Unterschreitungswahrscheinlich-
keiten groß. Die Tragsicherheit kann allein durch die Wahl möglicher Dichtefunk-
tionen und zugehöriger Verteilungsparameter um mehrere Zehnerpotenzen ab-
weichen [108,116]. Graf et al. [108] bezeichnen daher diese Wahrscheinlichkei-
ten auch als unscharf. Eine Angabe der Verteilungsparameter als Intervallgrößen
führt zu keiner Reduzierung der Unschärfe. Vorwiegend bei Problemstellungen
der nichtlinearen Strukturmechanik sind die Parameter, die zu konservativen Er-
gebnissen führen, im Voraus unbekannt. Um die Tragsicherheit zu erhöhen, sind
alternative Modelle zur Beschreibung diverser Arten von Unschärfe erforderlich.
Unschärfe wird zwischen Daten- und Modellunschärfe unterschieden. Modellun-
schärfe entsteht beim Modellierungsprozess. Ein unscharfes Modell liefert eine
unscharfe Modellantwort, obwohl scharfe Eingangsparameter vorliegen. Unschar-
fe Modellgrößen sind unscharfe Tragwerksparameter, die nur modellintern wirken
und lediglich die Abbildung beeinflussen [109]. Beispielsweise liefert ein Balken-
modell mit entsprechender Abmessung und gleicher Eingangsgrößen bereits un-
terschiedliche Ergebnisse, wenn eine Bernoulli-Theorie oder Timoshenko-Theorie
verwendet wird. Bei Datenunschärfe handelt es sich um Unschärfe in den Ein-
gangsparametern. Die unscharfen Eingangsgrößen werden mithilfe des Modells
auf Ergebnisgrößen abgebildet und haben dabei keinen Einfluss auf das Modell
selbst. Daneben gibt es die lexikalische Unschärfe, die eine Quantifizierung von
sprachlichen Aussagen mithilfe von linguistischen Variablen möglich macht [203].
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Als Weiterentwicklung gilt der Begriff der Polymorphen Unschärfe nach Graf et
al. [105,106]. Die polymorphe Unschärfe ermöglicht explizit die Unterscheidung
zwischen aleatorischen und epistemischen Unschärfen. In zahlreichen Veröffentli-
chungen wird das Thema der Quantifizierung von aleatorischer und epistemischer
Unschärfe diskutiert, siehe z.B. in [26,48,133,134,154,210,219,229,249].

Unter aleatorischer Unschärfe versteht man die natürliche Variabilität. Aleato-
rische Unschärfe liegt vor, wenn die Größen eines Prozesses zufällig variieren.
Die Beschreibung der Variabilität erfolgt mit den bekannten stochastischen Me-
thoden. Diese Art von Unschärfe kann jedoch nicht reduziert werden. Aleatorik
stammt aus dem Lateinischen alea und heißt übersetzt „Würfel, Risiko, Zufall“.

Mit epistemischer Unschärfe, aus dem Griechischen episteme (Wissen, Erkennt-
nis, Wissenschaft), werden Unschärfen aufgrund fehlendem Wissen (engl.: lack
of knowledge) bezeichnet. Epistemische Unschärfe ist vorhanden, wenn eine Be-
obachtung nicht präzise beschrieben werden kann. Hierbei wird zwischen zwei
Ursachen unterschieden: Ungenauigkeit (engl.: imprecision) der vorliegenden Da-
ten und Unvollständigkeit (engl.: incompleteness), d.h. wenn nur ein begrenzter
Stichprobenumfang einer Beobachtung vorliegt. Wird diese Art der Unschärfe
identifiziert, kann sie z.B. durch Erhöhen des Stichprobenumfangs oder einer ver-
besserten Genauigkeit der Messungen reduziert werden.

Heute wird intensiv zu Ansätzen geforscht, wie gleichzeitig aleatorische und epis-
temische Unschärfe in einem Modell berücksichtigt werden können. Einigkeit be-
steht darüber, dass aleatorische Unschärfe mit den klassischen stochastischen Me-
thoden modelliert werden kann. Offen ist die Frage, wie zusätzlich die epistemi-
sche Unschärfe berücksichtigt werden kann. Dazu sind folgende Ansätze bekannt:

• Possibilistische Modelle

• Bayes-Stochastik

• und ungenaue Wahrscheinlichkeiten (engl.: imprecise probability) .

Mithilfe Possibilistischer Modelle wird versucht anstatt der Wahrscheinlichkeit,
die Möglichkeit des Auftretens eines Ereignisses zu beschreiben [68,69]. Dazu kön-
nen die von Zadeh [360, 361] eingeführte Theorie der Fuzzy-Mengen verwendet
werden.

Die Fuzzy-Theorie kann als Verallgemeinerung der klassischen Mengenlehre oder
der dualen Logik angesehen werden [365]. Bei einer klassischen Variable gibt es
nur zwei Zustände, entweder gehört eine Variable x zur Menge x ∈ X oder sie
gehört nicht zur Menge x 6∈ X. Die Zugehörigkeit kann nur zwei Werte anneh-
men, entweder 1 oder 0. Hingegen kann die Zugehörigkeitsfunktion einer Fuzzy-
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Variable Werte zwischen 1 oder 0 annehmen. Somit können Elemente als nur teil-
weise zugehörig einer Menge betrachtet werden. Das ermöglicht eine Bewertung
der Eingangsdaten. Die Definition einer solchen Zugehörigkeitsfunktion wird auch
Fuzzifizierung genannt und kann durch linguistische Bewertungen oder Experten-
wissen erfolgen [326]. Die Fuzzifizierung ist eine problemspezifische Quantifizie-
rungsmethode [108].

Die Fuzzy-Theorie wird als nichtstochastische Methode zur Quantifizierung von
Unschärfen vor allem unter den Vertretern des Bayes’schen Ansatzes kontrovers
diskutiert [365]. Beim Bayes’schen Ansatz wird eine a priori Wahrscheinlich-
keit (aleatorische Unschärfe) auf Grundlage von Expertenwissen (epistemische
Unschärfe) festgelegt. Danach erfolgt mithilfe einer Likelihood-Funktion auf Ba-
sis von Messdaten und dem Bayes-Theorem die Berechnung einer a posterio-
ri Wahrscheinlichkeitsfunktion (engl.: Bayesian Update) für eine Zufallsvariable.
Der Nachteil dabei ist, dass epistemische und aleatorische Unschärfe miteinander
vermischt werden. Ebenfalls wird die Festlegung der a priori Wahrscheinlichkeit
kritisches gesehen [201]. Anwendungsbeispiele zum Bayes’schen Ansatz sind z.B.
in [42,83,141,189] zu finden.

Viele Veröffentlichungen existieren zum Ansatz der ungenauen Wahrscheinlich-
keiten (engl.: imprecise probability). Dahinter verbirgt sich eine Vielzahl unter-
schiedlicher Methoden, siehe z.B. in [26, 52, 116, 207, 217–219]. Bekannte Metho-
den sind die Evidenztheorie von Dempster und Shafer [61, 286], Intervall-
Wahrscheinlichkeiten (engl.: interval probabilities) [348], p-box (engl.: probabili-
ty box) [89, 90, 270] und Fuzzy-Wahrscheinlichkeiten (engl.: fuzzy randomness)
[199,200]. Diese Methoden ermöglichen die Trennung von aleatorischen und epis-
temischen Unschärfen.

Unter imprecise probability kann als Erweiterung auch die Polymorphe Unschär-
femodellierung eingeordnet werden. Das Attribut polymorph bezieht sich auf die
diversen Unschärfemodelle zur Berücksichtigung der verschiedenen Unschärfecha-
rakteristiken. Damit wird eine Beschreibung der Unschärfe auf Grundlage der
vorliegenden Datenbasis ermöglicht, ohne dass falsche Voraussetzungen generiert
werden [27, 116, 223]. In zahlreichen Anwendungen wird der Einsatz polymor-
pher Unschärfemodelle demonstriert. Beispielsweise verwendet Leichsenring
in [184] Unschärfemodelle zur Beschreibung der stark streuenden Materialpara-
meter von Holz und in [183] wird die Unschärfe auf Mikroebene in einem reprä-
sentativen Volumenelement (RVE) für ein FE2-Modell für Beton berücksichtigt.
Henning et al. [125] beschreiben flüssigkeitsgesättigte Böden unter Unschärfe.
Edler [74] definiert unscharfe Parameter zur Modellierung der Rissausbreitung
in einer Stahlbetonbrücke.

In dieser Arbeit wird die polymorphe Unschärfemodellierung bei der Stabilitäts-
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analyse von Schalentragwerken eingeführt. Dabei steht die Beschreibung der Un-
schärfe für Imperfektionen im Vordergrund. Als Fortsetzung zu den Veröffentli-
chungen in [91–93] werden außerdem verschiedene Unschärfemodelle für Mantel-
imperfektionen, Aufstandsimperfektionen, materielle Imperfektionen und Varia-
tionen der Schalendicke diskutiert.
Für die Modellierung der räumlichen Variabilität der Mantelimperfektionen, d.h.
Abweichungen von der Sollgeometrie der perfekten Schale, sind Zufallsfelder not-
wendig. Eine ausführliche Literaturrecherche zur Geschichte des Schalenbeulens
wird im Kapitel 8 skizziert. Im Gegensatz zur Umsetzung mit klassischen Zufalls-
feldern wird die Unschärfe bei räumlich korrelierten Feldern berücksichtigt. Dazu
werden Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsfeder verwendet. Einen umfas-
senden Überblick zur Modellierung räumlich korrelierter Felder unter Unschärfe
geben z.B. Schietzold et al. [276]. Anwendungen sind z.B. in [275, 277, 278]
gegeben. Eine weitere Klasse ungenauer Zufallsfelder (engl.: imprecise random
fields) sind Intervall-Zufallsfelder (engl.: interval fields), siehe z.B. in [84,85,206,
324].
Als Zusammenfassung ist in Abbildung 1.2, in Anlehnung an Sudret [309], ein
Ablaufschema der Strukturanalyse mit unscharfen Parametern skizziert.

Abbildung 1.2: Ablaufschema einer Strukturanalyse mit unscharfen Parametern
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Am Anfang wird ein ModellM(x) zu einer möglichst genauen Beschreibung der
Realität erstellt. Das kann wie in dieser Arbeit ein mechanisches Modell bzw. ein
FE-Modell sein oder auch eine beliebig komplexe mathematische Formulierung
eines physikalischen Systems. Im Gegensatz zu einer deterministischen Analyse
wird nun die Unschärfe der Eingangsdaten quantifiziert. Der Vektor der Eingangs-
daten x ∈ RM kann zur Beschreibung eines mechanischen Modells die Materi-
alparameter, Geometrieparameter, Querschnittswerte und Lasten enthalten. Die
polymorphen Unschärfemodelle ermöglichen hierbei eine differenzierte Quantifi-
zierung der Unschärfe in den Eingangsdaten. Das Modell überträgt dann die Un-
schärfen der Eingangsdaten in den Ausgang. Der Prozess wird im Englischen auch
uncertainty propagation genannt. Die Ausgangsgrößen, wie Knotenverschiebun-
gen, Spannungen/Schnittgrößen oder in dieser Arbeit vorwiegend von Interesse
die Stabilitätslasten von Schalentragwerken, sind demnach auch unscharfe Grö-
ßen. Diese ermöglichen die Berücksichtigung der Unschärfe zur Entscheidungsfin-
dung (engl.: decision-making) in einem Bemessungsprozess. Zur Unterstützung
der Entscheidungsfindung werden mithilfe einer Sensitivitätsanalyse die Einflüs-
se der einzelnen Eingangsgrößen auf eine definierte Ausgangsgröße untersucht.

1.3 Gliederung der Arbeit

Die Arbeit besteht im Wesentlichen aus den Themenschwerpunkten: Unschärfe-
modellierung, Stabilität von Schalentragwerken, Modellierung räumlicher Varia-
bilität und Metamodellierung mit Sensitivitätsanalyse. Diese Themen sind auf-
geteilt unter den folgenden Kapiteln:

• In Kapitel 2 werden die benötigten Grundlagen der Kontinuumsmecha-
nik behandelt. Ausgehend von dem kontinuumsmechanischen Modell eines
mechanisch deformierbaren Körpers werden die Größen zur Beschreibung
einer nichtlinearen Kinematik und die daraus resultierenden Spannungen
hergeleitet. Danach werden die Bilanzgleichungen aufgestellt und die Vor-
aussetzungen für ein hyperelastisches Material erläutert. Abschließend wird
die schwache Form des Gleichgewichts und dessen Linearisierung zur Um-
setzung mit der Methode der Finiten Elemente vorgestellt.

• Eine Unschärfemodellierung dünner Schalentragwerke erfordert die Anwen-
dung robuster Schalenelemente. Dazu werden in Kapitel 3 die Grundglei-
chungen einer geometrisch nichtlinearen Schale vorgestellt. Nach der Her-
leitung der Schalenkinematik und der Schalenschnittgrößen wird die Finite-
Element-Formulierung präsentiert.

• In Kapitel 4 wird die Stabilität von Tragwerken behandelt. Zunächst wird
das Verfahren zur Lösung nichtlinearer Finite Elemente Gleichungen vor-
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gestellt. Nach der Herleitung der tangentialen Steifigkeitsmatrix aus der
Schalenformulierung werden hier die Möglichkeiten numerischer Stabilitäts-
untersuchungen aufgezeigt. Zusätzlich werden Pfadverfolgungsalgorithmen
genannt, die bei einem stark nichtlinearen Last-Verformungsverhalten ein-
gesetzt werden können. Abschließend wird das Stabilitätsverhalten einer
imperfekten Kreiszylinderschale diskutiert und die dabei auftretenden nu-
merischen Probleme gezeigt.

• Die Unschärfe- und Metamodellierung wird auch an Beispielen der nichtli-
nearen Strukturdynamik vorgeführt. Dazu werden in Kapitel 5 die benö-
tigten Grundlagen zur Behandlung zeitabhängiger Probleme beschrieben.
Explizite und implizite Zeitintegrationsverfahren werden vorgestellt.

• In Kapitel 6 werden zuerst die mathematischen Grundlagen der Basisun-
schärfemodelle, wie Zufälligkeit, Fuzziness und Intervalle, beschrieben. Dar-
auf aufbauend werden die einzelnen polymorphen Unschärfemodelle vorge-
stellt. Zur Beschreibung der räumlichen Variabilität werden die Zufallsfelder
eingeführt. Um auch hier Unschärfen beschreiben zu können, werden Fuzzy-
wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsfelder beschrieben. Die numerische Um-
setzung der Zufallsfelder erfordert geeignete Diskretisierungsmethoden wie
die Karhunen-Loève-Transformation und die EOLE-Methode. Bei der An-
wendung der EOLE-Methode wird zwischen dem Finite-Element-Netz und
einem stochastischen Netz unterschieden. Das ermöglicht eine Reduzierung
des Eigenwertproblems der Kovarianzmatrix. Einfache Beispiele zeigen hier-
zu den Netzeinfluss des stochastischen Netzes auf das Ergebnis der stochas-
tischen Simulation mit der Monte-Carlo-Methode. Zudem wird die numeri-
sche Umsetzung mit dem Erweiterungsprinzip und der α-Level-Optimierung
erläutert und der Schleifenalgorithmus einer Fuzzy-stochastischen Analyse
vorgestellt.

• Der Rechenaufwand einer Unschärfemodellierung ist sehr hoch. Daher wird
der Abbildungsoperator, hier das FE-Modell, durch ein einfacheres Mo-
dell, das weniger rechenintensiv ist, ersetzt. So ein Ersatzmodell wird auch
Metamodell genannt. In Kapitel 7 werden die in dieser Arbeit umgesetz-
ten Metamodelle, wie die Polynominterpolation, die Methode der kleinsten
Fehlerquadrate, Neuronale Netze, Kriging und die hochdimensionale Modell-
darstellung (HDMR), detailliert für den allgemein mehrdimensionalen Fall
hergeleitet. Dabei werden die Metamodelle in Interpolationsmodelle und in
Ausgleichsmodelle klassifiziert. Die Metamodellierung erfordert zudem eine
sinnvolle Wahl der Stützstellen (engl.: sample points). Dazu werden die Me-
thoden der statistischen Versuchsplanung vorgestellt. Zur Validierung der
Metamodelle werden unterschiedliche Verfahren präsentiert. Als Unterstüt-
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zung der Entscheidungsfindung (engl.: decision-making) wird die varianz-
basierte Sensitivitätsanalyse (ANOVA-HDMR) vorgeschlagen. Die Strategie
der numerischen Umsetzung dieser Sensitivitätsanalyse wird auf Basis der
Metamodelle ausführlich dargelegt. An Benchmark-Tests wird die Funktio-
nalität und auch die unterschiedliche Leistungsfähigkeit der implementier-
ten Metamodelle gezeigt. Als baupraktisches Beispiel dient das Stabilitäts-
problem eines elastisch gebetteten Bohrpfahls unter Axialdruck mit einer
Anfangsschiefstellung als Imperfektion. Anhand der kritischen Knicklast,
die als unscharfe Ergebnisgröße vorliegt, wird der Einfluss der Metamodelle
auf die Qualität der Ergebnisgröße diskutiert.

• Das Kapitel 8 beinhaltet das umfangreiche Beispiel der Zylinderschale mit
Imperfektionen. Zuerst wird ein historischer Überblick zum Forschungsge-
biet des Schalenbeulens gegeben. Bis heute besteht das Dilemma der un-
bekannten Imperfektionen. Zur Behandlung des Problems existiert noch
kein abgeschlossenes Regelwerk. Um die Unschärfen mit der vorhandenen
Datenbasis zu quantifizieren, kommen die vorgestellten polymorphen Un-
schärfemodelle zum Einsatz. Das Vorgehen wird anhand einer Datenbank
mit Messungen zu Mantelimperfektionen von Zylinderschalen aus unter-
schiedlichen Herstellprozessen gezeigt. Hierfür wird ein Korrelationsmodell
mit unscharfen Parametern entwickelt, für das die Korrelationseigenschaften
aus der Datenbank gewonnen werden. Aus der Fuzzifizierung der Korrelati-
onsparameter folgt eine Darstellung der Mantelimperfektionen mit Fuzzy-
wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsfeldern. Die Ergebnisse sind stochasti-
sche Größen der Beullasten als unscharfe Parameter. Diese werden mit
Versuchsergebnissen verglichen und eine Sensitivitätsanalyse durchgeführt.
Zusätzlich zum Unschärfemodell für die Mantelimperfektionen werden wei-
tere Unschärfemodelle für die Modellierung von Aufstandsimperfektionen,
materielle Imperfektionen und Variationen der Schalendicke eingesetzt. Die
Ergebnisse des Gesamtmodells werden ausführlich diskutiert und den ak-
tuellen Bemessungsregeln, die auf semi-empirischen Ansätzen beruhen, ge-
genübergestellt. Ebenso findet eine Diskussion zum decision-making mit
unscharfen kritischen Beulfaktoren als Ergebnisgröße statt.

• In Kapitel 9 werden weitere numerische Beispiele aus der Ingenieurpraxis
präsentiert. Die Anwendung des Korrelationsmodells mit unscharfen Pa-
rametern wird an einer Kegelschale der Zwischenstufe der Ariane-Rakete
gezeigt. Hierfür werden ebenfalls aus Imperfektionsmessungen die Korrela-
tionseigenschaften gewonnen. Ein weiteres Beispiel ist eine dynamische Un-
tersuchung eines Propfans des Transportflugzeugs A400M unter Berücksich-
tigung der Unschärfe. Hierbei wird u.a. gezeigt, dass stochastische Imper-
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fektionen auch problemlos auf gekrümmte Oberflächen aufgebracht werden
können.

• InKapitel 10 werden die wesentlichen Erkenntnisse der Arbeit zusammen-
gefasst. Darüber hinaus wird ein Ausblick zu weiteren Forschungsvorhaben
gegeben.

Eine bildhafte Darstellung der einzelnen Kapitel wird in Abbildung 1.3 gegeben.
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Abbildung 1.3: Grafische Zusammenfassung der einzelnen Kapitel
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2 Kontinuumsmechanische Grundlagen

Die Kontinuumsmechanik wird als Grundlage verwendet, um wesentliche physika-
lische Phänomene zu beschreiben. Die Idee besteht darin beliebig vorkommende
Strukturen als einen materiellen Körper – ein Kontinuum – zu betrachten. Die-
se Idealisierung erfordert keine detaillierten Kenntnisse über die mikroskopische
Struktur. Die zusammenhängenden materiellen Punkte bilden einen materiellen
Körper als Ausgangspunkt für weitere Untersuchungen. Bezogen auf die Festkör-
permechanik ermöglicht die Betrachtungsweise eine vollständige Beschreibung des
mechanischen Verhaltens von Festkörpern. In diesem Kapitel werden die wesent-
lichen Punkte der Kontinuumsmechanik:

• Kinematik

• Spannungen

• Bilanzgleichungen

• und die konstitutive Modellierung

zusammengefasst. Abschließend wird zur Anwendung der Finite-Element-Metho-
de (FEM) die Variationsformulierung und Linearisierung vorgestellt. Die Aus-
führungen sind aus den folgenden Standardwerken zur Kontinuumsmechanik ent-
nommen: Holzapfel [135], Stein & Barthold [305], Wriggers [355], Mars-
den & Hughes [191], Eringen [81], Greve [110], Parisch [228] und Alten-
bach [5]. Die Herleitungen bilden die Grundlage für die Elementformulierung der
Schale im nachfolgenden Kapitel.

2.1 Kinematik

2.1.1 Konfigurationen und Bewegung eines materiellen Körpers

In der Kontinuumsmechanik wird mit der Kinematik das Deformationsverhalten
und die Verschiebungen eines Kontinuums beschrieben. Das Kontinuum ist ein
homogener Körper B, der durch den Rand ∂B begrenzt ist. Dieser Körper be-
steht aus einer endlichen Anzahl an materiellen Punkten P ∈ B und wird im
dreidimensionalen Euklidischen Raum R3 definiert.

Zur Beschreibung der Lage und Bewegung des Körpers wird ein kartesisches
Bezugssystem mit festem Ursprung O und den orthonormalen Basisvektoren
ei, i = {1, 2, 3} eingeführt, siehe Abbildung 2.1. Während der Bewegung durch
den Raum verformt sich der Körper und nimmt verschiedene Konfigurationen
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Abbildung 2.1: Referenz- und Momentankonfiguration eines materiellen Körpers

Ω0, . . . ,Ω ein. Die Referenzkonfiguration Ω0 ist die Lage des unverformten Kör-
pers zur Referenzzeit t = 0. Die Momentankonfiguration ist die Lage, die der
verformte Körper zu einem beliebigen Zeitpunkt t einnimmt. Die Gebiete beider
Konfigurationen sind mit den Rändern ∂Ω0 und ∂Ω begrenzt. Die Einführung
der Abbildungen X = Φ0(P , t) und x = Φ(P , t) ermöglicht die Beschreibung der
eindeutigen Lage eines materiellen Punkts P ∈ B in der Referenzkonfiguration
X ∈ Ω0 und in der Momentankonfiguration x ∈ Ω. Die Ortsvektoren X und x
werden für beide Konfigurationen wie folgt definiert:

X = Xi ei ∈ Ω0 (2.1)
x = xi ei ∈ Ω . (2.2)

Mithilfe der Abbildung x = ϕ(X, t) kann der Körper direkt von der Referenzkon-
figuration in die Momentankonfiguration überführt werden. Eine inverse Abbil-
dung X = ϕ−1(x, t) existiert, weil eine bijektive Abbildung vorausgesetzt wird.
Die Differenz beider Ortsvektoren

u = x−X (2.3)

ist der Verschiebungsvektor des materiellen Punkts. In der Lagrangeschen Be-
trachtungsweise lassen sich die Ortsvektoren in der Momentankonfiguration auch
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als Funktion der Ortsvektoren in der Referenzkonfiguration und der Zeit t dar-
stellen:

x = x(X, t) . (2.4)

In dieser Betrachtungsweise nimmt ein materieller Punkt P andere Raumpunkte
P ′ mit den Koordinaten xi ein. Daraus folgt, dass die Eulerschen oder räumliche
Koordinaten xi von den Lagrangeschen oder materiellen Koordinaten Xi und der
Zeit t abhängig sind. Der Beobachter ist hierbei fest mit den materiellen Punkten
P des Körpers B verbunden und verfolgt die Bewegung. Daher wird diese Darstel-
lungsform auch materielle Betrachtungsweise genannt. Der Verschiebungsvektor
nach Gleichung (2.3) lässt sich mit diesem Zusammenhang auch in der Lagrange-
schen Darstellung angeben:

u = x(X, t)−X . (2.5)

2.1.2 Der materielle Deformationsgradient

Die Beschreibung der Bewegung materieller Körper wird im Folgenden für die
Darstellung von Deformationen und Verzerrungen eines Körpers benutzt. Hierzu
wird ein Linienelement in der Referenzkonfiguration dX in die Momentankonfi-
guration dx überführt, siehe Abbildung 2.1. Mithilfe der Beziehung

dx = x(X + dX, t)− x(X, t) (2.6)

wird das Linienelement in der Momentankonfiguration definiert. Der Ortsvektor
kann als Taylorreihe dargestellt werden:

x(X + dX, t) = x(X, t) + ∂x

∂X
dX + 1

2
∂2x

∂X2 dX2 + . . . . (2.7)

Wird die Taylorreihenentwicklung nach dem ersten Glied abgebrochen und in
Gleichung (2.6) eingesetzt folgt für das Linienelement

dx = ∂x

∂X
dX = Grad(x)dX . (2.8)

Der materielle Deformationsquotient

F = ∂x

∂X
= Grad(x) = ∂xi

∂Xj

ei ⊗ ej (2.9)

wird als lineare Abbildung des Linienelements dX der Referenzkonfiguration auf
das Linienelement dx der Momentankonfiguration eingeführt:

dx = FdX . (2.10)
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Der Deformationsgradient ist im Allgemeinen nicht symmetrisch:

F =


x1,1 x1,2 x1,3

x2,1 x2,2 x2,3

x3,1 x3,2 x3,3

 6= F T mit ∂

∂Xj

(. . . ) = (. . . ), j . (2.11)

Die Voraussetzung für die Existenz einer inversen Abbildung F−1 ist, dass die
Jacobische Funktionaldeterminante J ungleich Null ist:

J := detF 6= 0 . (2.12)

Dies gilt auch bei Starrkörperverschiebungen. Um eine Selbstdurchdringung des
Körpers zu vermeiden, wird außerdem gefordert, dass die Determinante J > 0 ist.
Mithilfe der Determinante lassen sich auch Flächenelemente und Volumenelemen-
te von der Referenzkonfiguration in die Momentankonfiguration transformieren

da = JF−TdA , (2.13)
dv = JdV . (2.14)

Eine weitere Darstellung des materiellen Deformationsgradienten wird mithilfe
des materiellen Verschiebungsgradienten

H = Grad(u) = ui,j ei ⊗ ej
= Grad(x)−Grad(X)
= F − 1

(2.15)

gegeben.

2.1.3 Der Green-Lagrange-Verzerrungstensor

Im materiellen Deformationsgradienten sind unterschiedliche Bewegungsanteile
wie Starrkörpertranslationen, Starrkörperrotationen und Deformationen enthal-
ten. Mit Starrkörperbewegungen werden ausschließlich Änderungen der Lage des
Körpers im Raum beschrieben. Allerdings sind für die Definition von Verzerrun-
gen lediglich die Deformationen von Bedeutung. Der Deformationsgradient ist
kein geeignetes Verzerrungsmaß, weil dieser für Starrkörperrotationen und Starr-
körpertranslationen nicht identisch Null ist. Bei Starrkörperbewegungen dürfen
bei Multiplikation des Materialtensors mit dem Verzerrungstensor keine Span-
nungen entstehen. Ein weiterer Nachteil ist, dass der Deformationsgradient im
Allgemeinen nicht symmetrisch ist, siehe Gleichung (2.11). Jedoch herrscht ein
symmetrischer Spannungszustand. Für die Definition einfacher Materialtensoren
ist daher ebenfalls ein symmetrisches Verzerrungsmaß erforderlich.
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Die Einführung eines geeigneten Verzerrungsmaßes erfordert eine Trennung der
Deformationsanteile. Die polare Zerlegung des Deformationsgradienten

F = RU oder F = V R (2.16)

ist Basis diverser Verzerrungsmaße. Dabei ist R der Drehtensor, U der materielle
Rechts-Streck-Tensor und V der räumliche Links-Streck-Tensor. Die polare Zer-
legung ist eine Hintereinanderschaltung von Starrkörperrotation und Streckung
in unterschiedlicher Reihenfolge, siehe Abbildung 2.2. Die Tensoren zweiter Stufe

Abbildung 2.2: Polare Zerlegung des materiellen Deformationsgradienten

R und V sind symmetrisch und positiv definit. Damit gilt:

U = UT bzw. V = V T . (2.17)

Zusätzlich ist der Drehtensor R orthogonal, d.h.

RTR = RRT = 1 bzw. RT = R−1 . (2.18)

Unter Berücksichtigung der Zusammenhänge nach Gleichung (2.17) und (2.18)
wird der materielle Rechts-Cauchy-Green-Tensor eingeführt:

C = F TF = (RU )TRU = UTRTRU = UTU = U 2 . (2.19)

In diesem Tensor werden die Rotationsanteile R eliminiert. Für den Fall einer
Starrkörpertranslation entspricht der Rechts-Cauchy-Green-Tensor sowie der De-
formationsgradient einem zweistufigen Einheitstensor: C = F = 1. Nach Glei-
chung (2.15) verschwindet in diesem Fall auch der Verschiebungsgradient H .
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Obwohl der materielle Körper nicht deformiert wird, führt dies bei der Multipli-
kation mit dem Materialtensor fälschlicherweise zu Spannungen.
Gesucht wird daher ein Verzerrungstensor, der bei Starrkörperbewegungen einem
Null-Tensor entspricht und symmetrisch ist. Diese gewünschten Eigenschaften
werden mit dem Green-Lagrange-Verzerrungstensor

E = 1
2(F TF − 1) = 1

2(C − 1) (2.20)

(2.21)

erfüllt. Alternativ wird der Green-Lagrange-Verzerrungstensor oftmals auch mit-
hilfe der Differenz der Skalarprodukte der Linienelemente dx ∈ Ω und dX ∈ Ω0

hergeleitet:

||dx||2 − ||dX||2 = FdX · FdX − dX · 1dX
= dX(F TF − 1)dX
= dX(2E)dX .

(2.22)

Wird der Zusammenhang zwischen Deformations- und Verschiebungsgradient
nach Gleichung (2.15) in Gleichung (2.21) eingesetzt, resultiert die Darstellungs-
form des Greenschen Verzerrungstensors mithilfe des Verschiebungsgradients:

E = 1
2
(
(1 +H)T (1 +H)− 1

)
= 1

2
(
H +HT +HTH

)
E = 1

2(ui,j + uj,i + uk,iuk,j) ei ⊗ ej .
(2.23)

In dieser Darstellung kann der Greensche Verzerrungstensor additiv in einen
linearen Anteil Elin und in einen nichtlinearen Anteil Enlin der Verschiebungen u
in der Form

E = Elin +Enlin (2.24)

mit

Elin = 1
2(H +HT ) = 1

2(ui,j + uj,i) ei ⊗ ej = ET
lin und (2.25)

Enlin = 1
2(HTH) = 1

2(uk,iuk,j) ei ⊗ ej = ET
nlin (2.26)

zerlegt werden.
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Die Verzerrungen lassen sich mit den Verschiebungen u = [u1, u2, u3]T in der
Voigtschen Notation in bekannter Vektorschreibweise darstellen:

E11

E22

E33

2E12

2E13

2E23


︸ ︷︷ ︸

E

=



u1,1

u2,2

u3,3

u1,2 + u2,1

u1,3 + u3,1

u2,3 + u3,2


︸ ︷︷ ︸

Elin

+



1
2(u1,1u1,1 + u2,1u2,1 + u3,1u3,1)
1
2(u1,2u1,2 + u2,2u2,2 + u3,2u3,2)
1
2(u1,3u1,3 + u2,3u2,3 + u3,3u3,3)

u1,1u1,2 + u2,1u2,2 + u3,1u3,2+
u1,2u1,1 + u2,2u2,1 + u3,2u3,1

u1,1u1,3 + u2,1u2,3 + u3,1u3,3+
u1,3u1,1 + u2,3u2,1 + u3,3u3,1

u1,3u1,2 + u2,3u2,2 + u3,3u3,2+
u1,2u1,3 + u2,2u2,3 + u3,2u3,3


︸ ︷︷ ︸

Enlin

. (2.27)

Bei einer geometrisch linearen Theorie können für ||H|| � 1 die nichtlinearen
Anteile Enlin vernachlässigt werden. Mithilfe der Linearisierung von E im Punkt
X in der Referenzkonfiguration

Lin[E]u = Ē +DEu mit

DEu = 1
2

 d

dα

[∂(X + αu)
∂X

]T [
∂(X + αu)

∂X

]
− 1


α=0

= 1
2

[
d

dα

[
[1 + αH ]T [1 + αH ]− 1

]]
α=0

= 1
2

[
d

dα

[
αH + αHT + α2HTH

]]
α=0

= 1
2
[
H +HT + αHTH

]
α=0

= 1
2
[
H +HT

]
= Elin

(2.28)

und Ē = 0 kann gezeigt werden, dass die Anwendung eines linearisierten Verzer-
rungstensors Elin für kleine Verschiebungen u zulässig ist.
In der geometrisch linearen Theorie wird der lineare Verzerrungstensor Elin auch
mit ε bezeichnet.
Im Rahmen der klassischen Ingenieurmechanik gilt für die Ingenieurdehnungen
in Richtung der drei Koordinatenachsen

γ11 = ε11, γ22 = ε22, γ33 = ε33 (2.29)

und für die Ingenieurgleitungen

1
2γ12 = ε12,

1
2γ23 = ε23,

1
2γ13 = ε13 . (2.30)
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2.2 Spannungen

Die Ursache der Deformation eines materiellen Körpers sind Spannungen. Mit
dem Eulerschen Schnittprinzip werden gedanklich Schnitte durch den materiellen
Körper geführt und damit ein Zugang zu den inneren Kräften des mechanisch be-
anspruchten Kontinuums ermöglicht. Die Herleitung des Konzepts der Spannung
wird ausgehend vom Körper B in der Momentankonfiguration Ω erläutert. Der
Körper wird durch einen ebenen Schnitt S in zwei Teilkörper Ω1 und Ω2 mit den
Oberflächen ∂Ω1 ∪ S− und ∂Ω2 ∪ S+ zerlegt, siehe Abbildung 2.3.

Abbildung 2.3: Spannungs- und Normalenvektor in einem Schnitt durch den Körper
B in der Momentankonfiguration

Die Lage der Tangentialfläche der Schnittfläche wird mit dem Normalenvektor
n festgelegt. Durch den Schnitt werden innere Kräfte frei gelegt. An einem Flä-
chenelement ∆a der Schnittfläche wirkt die Kraft ∆f . Die Spannung t an einem
materiellen Punkt x wird als Grenzwert

t := lim
∆a→0

∆f
∆a = df

da (2.31)

eingeführt. Der Kraftvektor df lässt sich sowohl für die Momentankonfiguration
mit t und da als auch für die Referenzkonfiguration mit t0 und dA formulieren:

df = t0dA = t da . (2.32)

Zwischen dem Spannungsvektor t und der Flächennormale n besteht die Bezie-
hung

t = t(x,n) , (2.33)

die als Cauchy-Postulat bekannt ist und gilt als weitreichende Annahme. Dieses
besagt, dass der Spannungsvektor t in Punkt x nur von der Lage der Tangential-
ebene und nicht von den Eigenschaften der Schnittfläche, wie z.B. der Krümmung,
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abhängig ist. Des Weiteren gilt das Fundamentallemma von Cauchy

t(x,n) = −t(x,−n) (2.34)

mit der Aussage, dass die Spannungsvektoren auf den entgegengesetzten Seiten
der Schnittfläche betragsmäßig gleich, aber entgegengesetzt in der Richtung sind.
Die lineare Beziehung

t(x,n) = σ(x)n ,


t1
t2
t3

 =


σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33



n1

n2

n3

 (2.35)

zwischen dem Spannungsvektor t und dem Normalenvektor n wird als Cauchy-
Theorem bezeichnet. Mit der Drehimpulsbilanz lässt sich die Symmetrie des
Cauchyschen Spannungstensors zeigen

σ = σT . (2.36)

Die Cauchy-Spannungen σ wirken in der Momentankonfiguration und werden
auch als wahre Spannungen bezeichnet. Da die verformte Konfiguration zunächst
unbekannt ist, wird eine pull-back-Transformation in die unverformte Konfigura-
tion durchgeführt. Mithilfe der Beziehungen (2.13), (2.35) und den vektoriellen
Oberflächenelementen da = n da der Momentankonfiguration und dA = N dA
der Referenzkonfiguration folgt der Zusammenhang:

tda = σnda = σda = σJF−TdA = JσF−T︸ ︷︷ ︸
P

NdA = t0dA . (2.37)

Dabei wird der Spannungsvektor t0 in der Referenzkonfiguration als 1. Piola-
Kirchhoffsche Spannungsvektor (Abk.: 1. P.K.) bezeichnet mit der Definition

P = JσF−T = detFσF−T . (2.38)

Dieser Spannungstensor ist nicht symmetrisch

P 6= P T . (2.39)

Für die Aufstellung der schwachen Form des Gleichgewichts wird jedoch ein sym-
metrischer Tensor benötigt, der arbeitskonform zum bereits eingeführtem Green-
schen Verzerrungstensor E ist. Dabei wird mithilfe der Kongruenztransformation
F−1σF−T die Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors bewahrt. Daraus
resultiert der 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor (Abk.: 2. P.K.):

S = F−1P = detFF−1σF−T . (2.40)

Der 2. P.K dient nur als Rechengröße, dessen Komponenten keine physikalische
Bedeutung haben. Dieser Spannungstensor ist symmetrisch:

S = ST . (2.41)
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2.3 Bilanzgleichungen der Mechanik

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Bilanzgleichungen der Mechanik
behandelt. Dabei werden die Bilanzen der Masse, des Impulses, des Drehimpulses
und die Energieerhaltung bzw. der erste Hauptsatz der Thermodynamik disku-
tiert. Die Bilanzgleichungen müssen für jeden beliebigen Körper B und jeden
Teilkörper erfüllt sein. Diese lassen sich formal in der Form

d
dt

∫
B

α dv =
∫
B

Σ dv +
∫
∂B

Γ da (2.42)

angeben und sind unabhängig von den materiellen Eigenschaften. Die Zustands-
variablen α resultieren aus dem Zuwachs Σ innerhalb des Gebiets B und einer
Zufuhr Γ über die Oberfläche ∂B. Mit den Erhaltungssätzen für Masse, Impuls
und Drehimpuls werden die Größen α,Σ und Γ definiert.

2.3.1 Massenerhaltung

Der Satz von der Erhaltung der Masse besagt, dass sich die Masse m des mate-
riellen Körpers B während des Deformationsprozesses nicht ändert. Der Körper
wird als ein abgeschlossenes System betrachtet, dessen Gesamtmasse sich weder
durch Massenzufuhr über die Oberfläche ∂B noch durch Zufuhr im Inneren von
B verändert. Ein Gegenbeispiel ist der Start einer Rakete, die durch die Verbren-
nung von Treibstoff an Masse verliert. Zur Berechnung der Gesamtmasse wird
die Existenz einer Massendichte ρ vorausgesetzt. In der Momentankonfiguration
wird die Dichte ρ in einem Punkt x durch die Grenzwertbetrachtung

ρ := lim
∆v→0

∆m
∆v = dm

dv (2.43)

definiert. Damit folgt die Beziehung

dm = ρ dv . (2.44)

Der Satz von der Erhaltung der Masse bedeutet, dass die Masse m für jede Kon-
figuration Ωt von B gleich ist. Damit kann die Gesamtmasse zu jedem Zeitpunkt
t mit der Integration

m =
∫
Ωt

dm =
∫
Ωt

ρ dv = konst. (2.45)

berechnet werden. Für die Bilanz der Masse zwischen der Referenzkonfiguration
Ω0 und der Momentankonfiguration Ω gilt insbesondere

m0 =
∫

Ω0

ρ0 dV =
∫
Ω

ρ dv = m (2.46)
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und mit der Transformation der Volumenelemente nach Gleichung (2.14) folgt
∫

Ω0

ρ0 dV =
∫

Ω0

ρ detF dV =
∫

Ω0

(ρ0 − ρ detF )dV = 0 . (2.47)

Dabei ist ρ0 die Massendichte in der Referenzkonfiguration. Diese Gleichung wird
für einen beliebigen Körper Null, wenn der Integrand verschwindet. Damit lässt
sich die erste lokale Form der Massenerhaltung

ρ0 = ρ detF ∀ X ∈ Ω0 (2.48)

formulieren. Mit der Masse als Erhaltungsgröße gilt für Gleichung (2.49)

d
dt

∫
B

ρ dv = 0 . (2.49)

Diese Beziehung wird auch als zweite lokale Form der Massenbilanz bezeichnet
und besagt, dass sich die Masse auch zeitlich nicht ändert.

2.3.2 Impulserhaltung

Der Impuls I eines Körpers B, der sich mit der Geschwindigkeit ẋ bewegt, ist mit

I := m ẋ =
∫
Ω

ρẋ dv =
∫

Ω0

ρ0ẋ dV (2.50)

definiert und ist eine Erhaltungsgröße. Das 2. Newton’sche Gesetz der Bewe-
gung ist Grundlage der Impulserhaltung. Durch die Impulsbilanz wird postuliert,
dass die Summe aller auf einen Körper einwirkenden Kräfte gleich der zeitlichen
Impulsänderung ist. Die Darstellung dieses Erhaltungssatzes wird in materieller
Form wie folgt definiert:

İ = dI
dt

∫
Ω0

ρ0 ẋ dV =
∫

Ω0

ρ0 ẍ dV =
∫
∂Ω0

t̄0 dA

︸ ︷︷ ︸
Ft

+
∫

Ω0

ρ0 b̄0 dV

︸ ︷︷ ︸
Fb

. (2.51)

Dabei wird die resultierende Oberflächenkraft Ft mit der Integration der ein-
geprägten Spannung t̄0 über die Oberfläche ∂Ω0 erhalten und die resultierende
Volumenkraft Fb entsteht aus der massenbezogenen Beschleunigung b̄0, z.B. der
Erdbeschleunigung. Die Beziehung in Gleichung (2.51) wird als dynamische Kräf-
tegleichgewichtsbedingung bezeichnet und ist in Abbildung 2.4 dargestellt.
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Abbildung 2.4: Kräftegleichgewicht am Körper B in der Referenzkonfiguration Ω0

In jedem Punkt X der Oberfläche ∂Ω0 der Referenzkonfiguration Ω0 entspricht
die eingeprägte Oberflächenspannung t̄0 der dort auftretenden Schnittspannung
t0. Durch die Anwendung des 1. Piola-Kirchhoffschen Spannungsvektors gilt:

t̄0 = t0 = PN . (2.52)

Damit kann die dynamische Kräftegleichgewichtsbedingung nach Umstellen von
Gleichung (2.51) in der Form∫

∂Ω0

PN dA+
∫

Ω0

ρ0(b̄0 − ẍ) dV = 0 (2.53)

geschrieben werden. Mithilfe des Gaußschen Integralsatzes wird das Oberflächen-
integral über die Oberfläche der Referenzkonfiguration in ein Volumenintegral
umgewandelt. Dies führt auf die Beziehung∫

Ω0

{
DivP + ρ0(b̄0 − ẍ) dV

}
= 0 , (2.54)

die nur für beliebige Körper erfüllt sein kann, wenn der Integrand identisch Null
wird. Damit wird die dynamische Feldgleichung in materieller Form

DivP + ρ0(b̄0 − ẍ) = 0 (2.55)

hergeleitet. Die Anwendung des symmetrischen 2. Piola-Kirchhoffschen Span-
nungstensors führt mit der Beziehung P = FS auf die Definition der dynami-
schen Feldgleichung

Div(FS) + ρ0(b̄0 − ẍ) = 0 (2.56)
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in der Referenzkonfiguration. Unter Vernachlässigung der Trägheitskräfte, d.h.
ẍ ≈ 0, resultiert das statische Kräftegleichgewicht:∫

∂Ω0

t0 dA+
∫

Ω0

ρ0 b̄0 dV = 0 (2.57)

bzw. die statische Feldgleichung in der Referenzkonfiguration mit dem 2. P.K.

Div(FS) + ρ0b̄0 = 0 . (2.58)

Mithilfe des Cauchy Theorems

t̄ = t = σn ∀ x ∈ Ω (2.59)

kann die dynamische Kräftegleichgewichtsbedingung und die dynamische Feldglei-
chung in der Momentankonfiguration Ω wie folgt angegeben werden:∫

∂Ω

t̄ da+
∫
Ω

ρ(b̄− ẍ) dv = 0 (2.60)

divσ + ρ(b̄− ẍ) = 0 . (2.61)

2.3.3 Drehimpulserhaltung

Mit der Drehimpulsbilanz kann die Symmetrie des Cauchyschen Spannungsten-
sors gezeigt werden. Diese muss neben der Impulsbilanz zu jedem Zeitpunkt er-
füllt sein. Der Drall- oder Drehimpuls L eines materiellen Körpers B, der sich mit
der Geschwindigkeit bezüglich eines raumfesten Punkts x0 bewegt, ist gegeben
mit

L :=
∫
Ω

(x− x0)× ρẋ dv =
∫

Ω0

(x− x0)× ρ0ẋ dV . (2.62)

Das Postulat des Satzes der Erhaltung des Drehimpulses besagt, dass die zeitli-
che Änderung des Drehimpulses L gleich der vektoriellen Summe der Momente
aller auf den Körper einwirkenden Kräfte ist. In Gleichung (2.49) sind die Zu-
wächse Σ und Γ die Momente, die durch Volumenkräfte und Oberflächenkräfte
verursacht werden. Mit den resultierenden Momenten können die Gleichungen
der Impulsbilanz in der Referenzkonfiguration und Momentankonfiguration auf-
gestellt werden:

dL
dt =

∫
Ω0

(x− x0)× ρ0ẍ dV =
∫
∂Ω0

(x− x0)× t̄0 dA

︸ ︷︷ ︸
Mt

+
∫

Ω0

(x− x0)× ρ0b̄0 dV

︸ ︷︷ ︸
Mb

(2.63)
dL
dt =

∫
Ω

(x− x0)× ρẍ dv =
∫
∂Ω

(x− x0)× t̄ da

︸ ︷︷ ︸
Mt

+
∫
Ω

(x− x0)× ρb̄ dv

︸ ︷︷ ︸
Mb

. (2.64)
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Dabei ist Mt das resultierende Moment der auf der Oberfläche ∂Ω0 bzw. ∂Ω
wirkenden eingeprägten Kräfte t̄0 bzw. t̄ und Mb das resultierende Moment der
in Ω0 bzw. Ω eingeprägten Volumenkraft. Mithilfe der Anwendung des Gaußschen
Integralsatzes für Kreuzprodukte, siehe z.B. [58], und einigen Umformungen der
Gleichung (2.63) bzw. (2.64) kann die Symmetrie des Cauchyschen bzw. des 2.
Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors gezeigt werden.

2.3.4 Energieerhaltung

Der Energieerhaltungssatz besagt, dass die zeitliche Änderung der Energie Ė in
einem Körper aus der Summe der Leistung der eingeprägten Oberflächen- und
Volumenkräfte Wext und der äußeren Wärmezufuhr Q resultiert. Weitere Ener-
gieformen, wie z.B. chemische, nukleare und elektromagnetische Energieformen,
werden hier ausgeschlossen. Damit gilt für die Änderung der Energie:

Ė = dĖ
dt =Wext +Q . (2.65)

Die Leistung der Kräfte Wext in der Referenz- und Momentankonfiguration ist
gegeben durch

Wext =
∫
∂Ω0

t̄0 ẋ dA+
∫

Ω0

ρ0b̄0 ẋ dV =
∫
∂Ω

t̄ ẋ da+
∫
Ω

ρb̄ ẋ dv (2.66)

und die von außen zugeführte Wärmemenge Q ist

Q =
∫
∂Ω0

−(Q)N dA+
∫

Ω0

ρ0 r dV =
∫
∂Ω

−(q)n da+
∫
Ω

ρ r dv (2.67)

mit der Wärmequelle r im materiellen Körper und demWärmeflussQ bzw. q über
die Oberfläche des materiellen Körpers. Zur Herleitung des 1. Hauptsatzes der
Thermodynamik wird die gesamte Energie E additiv in den Anteil der kinetischen
Energie

K =
∫

Ω0

1
2ρ0ẋ · ẋ dV =

∫
Ω

1
2ρẋ · ẋ dv (2.68)

und in einen Anteil der inneren Energie

U =
∫

Ω0

ρ0 · e dV =
∫
Ω

ρ · e dv (2.69)

zerlegt, wobei e die Energiedichtefunktion ist. Damit ist die Definition der gesam-
ten Energie

E = K + U . (2.70)
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Der Bilanzsatz der inneren Energie ist der 1. Hauptsatz der Thermodynamik.
Dieser besagt, dass die zeitliche Änderung der inneren Energie U der Summe der
inneren SpannungsleistungWint und der zugeführten Wärme Q entspricht. Damit
gilt:

U̇ = dU
dt =Wint +Q . (2.71)

Wird die Beziehung Ė = K̇ + U̇ in Gleichung (2.65) eingesetzt, folgt

Wext +Q = K̇ + U̇ . (2.72)

Mit der Definition der Änderung der inneren Energie nach Gleichung (2.71) und
Umstellung nach K̇ resultiert beispielsweise für die Referenzkonfiguration

K̇ = d
dt

∫
Ω0

1
2ρ0ẋ · ẋ dV =Wext −Wint . (2.73)

Für quasi-statische Prozesse, d.h. ẋ ≈ 0, folgt der Arbeitssatz der Mechanik

Wint =Wext . (2.74)

Der Term Wint entspricht der Leistung der inneren Spannungen. Nur arbeits-
konforme Paarungen eines Spannungstensors mit einem Verzerrungsgeschwindig-
keitstensor beschreiben eine tatsächliche physikalische Leistung. Der 1. Piola-
Kirchhoffsche Spannungstensor mit dem Deformationsgradienten und der 2. Piola-
Kirchhoffsche Spannungstensor mit dem Green-Lagrangeschen Verzerrungsten-
sor sind beispielsweise arbeitskonforme Paarungen. Damit kann die innere Span-
nungsleistung in der Referenz- und Momentankonfiguration mit geeigneten ma-
teriellen Zeitableitungen der Verzerrungstensoren wie folgt dargestellt werden:

Wint =
∫

Ω0

P : Ḟ dV =
∫

Ω0

S : Ė dV (2.75)

=
∫
Ω

σ : gradẋ dv =
∫
Ω

σ : d dv . (2.76)

Dabei ist d der räumliche Deformationsgeschwindigkeitstensor, Ḟ der materielle
Geschwindigkeitsgradient und Ė die Ableitung des Green-Lagrangeschen Verzer-
rungstensors. Abschließend sei der 2. Hauptsatz der Thermodynamik erwähnt.
Dieser besagt, dass für thermodynamische Vorgänge eine Prozessrichtung gege-
ben ist. Beispielsweise kann Wärme nicht von selbst aus einem Körper niedriger
Temperatur T1 zu einem Körper höherer Temperatur T2 > T1 übergehen. Als
Maß zur Beschreibung der Prozessrichtung wird die Entropie eingeführt. Eine
Änderung der Entropie tritt infolge Wärmeproduktion und Entropieproduktion
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auf. Bei reversiblen Prozessen ist keine bestimmte Prozessrichtung vorgegeben
und eine Umkehrung der Vorgänge ist möglich. Hingegen ist bei einem irreversi-
blen Prozess eine Umkehrung nicht ohne weitere Energiezufuhr von außen mög-
lich. Beispiele sind Prozesse mit Reibung, Plastizität oder Schädigung, bei denen
Energie dissipiert. Solche Beispiele werden in dieser Arbeit nicht betrachtet.

2.4 Konstitutive Modellierung

Die bereits hergeleiteten Grundgleichungen zur Beschreibung von Deformatio-
nen, Spannungen und Bilanzen sind stoffunabhängig. Aus der Bilanzierung der
stoffunabhängigen Gleichungen verbleiben sechs unbekannte Gleichungen. Dabei
stehen für den statischen Fall neun unbekannte Größen für den Spannungsten-
sor und den drei unbekannten Verschiebungsgrößen jeweils drei Gleichungen aus
der Impuls- und Drehimpulsbilanz gegenüber. Zusammengefasst folgen für zwölf
unbekannte Größen nur sechs Gleichungen. Zur eindeutigen Lösbarkeit werden
konstitutive Beziehungen eingeführt. Diese konstitutiven Gesetze werden auch
als Stoffgesetze oder Materialgleichungen bezeichnet und stellen den Zusammen-
hang von Verzerrungs- und Spannungstensor her.

2.4.1 Hyperelastisches Material

In dieser Arbeit werden ausschließlich homogene elastische Materialien betrach-
tet. Wenn der Cauchy-Spannungstensor σ nur vom Deformationsgradienten F
abhängt, ist das Material elastisch. Das Material ist zusätzlich homogen, wenn
dessen Eigenschaften in jedem materiellen Punkt X ∈ Ω0 gleich sind. Damit gilt
die Beziehung

σ = σ(X,F ) = σ(F ) , (2.77)

die mit der Gleichung (2.40) auf die Größen des 2. P.K.’s S(F ) transformiert
werden kann. Der Cauchy-Spannungstensor lässt sich allein vom aktuellen Defor-
mationszustand herleiten und ist damit nicht von der Verformungsgeschichte des
Körpers abhängig. Allerdings ist die von der Spannung geleistete Arbeit vom De-
formationsweg abhängig. Folglich kann keine Potentialfunktion zugeordnet wer-
den. Diese elastische Materialien werden auch als Cauchy-elastische Materiali-
en bezeichnet. Im Gegensatz dazu sind hyperelastische Materialien, die auch als
Green-elastische Materialien bezeichnet werden, wegunabhängig. Für diese spezi-
elle Gruppe elastischer Materialien kann die Existenz eines elastischen Potentials
ψ vorausgesetzt werden. Das Potential beschreibt die im Körper gespeicherte Ver-
zerrungsenergie und wird daher auch als Verzerrungsenergiefunktion bezeichnet.
Für isotherme Prozesse, d.h. Prozesse ohne Temperaturänderung, entspricht die
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Potentialfunktion der freien Helmholz-Energie. Vereinfachend wird die volumen-
bezogene Dehnungsenergiefunktion

Ψ = ρ0ψ = ρψ (2.78)

eingeführt. Diese kann als Funktion der Cauchyschen Verzerrungen C und Green-
schen Verzerrungen E dargestellt werden:

Ψ(F ) = Ψ(C) = Ψ(E) . (2.79)

Aus der Ableitung der Energiefunktion nach den Verzerrungen folgt die Herlei-
tung des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors

S = ∂Ψ(E)
∂E

= 2∂Ψ(C)
∂C

. (2.80)

Die zweite Ableitung der Energiefunktion bzw. die Ableitung der Spannungen
nach den Verzerrungen liefert den vierstufigen Materialtensor

C = ∂S

∂E
= ∂2Ψ
∂E∂E

= 4 ∂2Ψ
∂C∂C

(2.81)

mit der Darstellung bezüglich des kartesischen Koordinatensystems {e1, e2, e3}

C = Cijklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el , (2.82)

wobei die Koeffizienten durch die Beziehung

Cijkl = ∂Sij
∂Ekl

bzw. Cijkl = ∂2Ψ
∂Eij∂Ekl

(2.83)

berechnet werden. Aufgrund der Vertauschbarkeit der Indexpaare {ij} und {kl}
und der Symmetrie des 2. P.K.’s verbleiben von den 34 = 81 Konstanten des
Materialtensors noch 21 unabhängige Konstanten für einen anisotropen elasti-
schen Werkstoff. Der Materialtensor C ist nichtlinear abhängig vom Greenschen
Verzerrungstensor. Für ein linear elastisches Materialverhalten wird ein linea-
rer Zusammenhang zwischen den Spannungen und Verzerrungen vorausgesetzt.
Damit gilt die Beziehung

S = CE , (2.84)

wobei der Materialtensor konstant ist. Ein Beispiel einer linear elastischen Ma-
terialgleichung ist das St. Venant-Kirchhoff-Material. Bei der Linearisierung der
Spannungen bezüglich des Greenschen Verzerrungstensors in der Umgebung der
spannungsfreien Referenzkonfiguration

S = Lin[S]E +O(||E||) = S(Ē) + ∂S

∂E
(Ē) : E +O(||E||) (2.85)
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kann ein Fehler der Größe O(||E||) angegeben werden. Die Vernachlässigung die-
ses Fehlers führt auf ein St. Venant-Kirchhoff-Material, durch das eine lineare
Beziehung zwischen dem Greenschen Verzerrungstensor E und dem 2. Piola-
Kirchhoffschen Spannungstensor S dargestellt wird. Aufgrund der nichtlinearen
Beziehung zwischen dem Greenschen Verzerrungstensor E und den Verschiebun-
gen u können große Verschiebungen auftreten. Die Anwendbarkeit ist damit auf
kleine Verzerrungen beschränkt.

Im Rahmen der FEM ist es zweckmäßig die Stoffgesetze in Vektor- bzw. Matri-
zenschreibweise darzustellen. Dazu werden die Spannungs- und Verzerrungsgrö-
ßen unter Ausnutzung der Symmetrien S = ST , E = ET und C = CT in der
Voigtschen Notation wie folgt angegeben:

S11

S22

S33

S12

S13

S23


=



C11 C12 C13 C14 C15 C16

C22 C23 C24 C25 C26

C33 C34 C35 C36

C44 C45 C46

C55 C56

sym C66





E11

E22

E33

2E12

2E13

2E23


. (2.86)

Darin wird mit der Materialmatrix ein anisotroper Werkstoff beschrieben, der mit
21 unabhängigen Materialparametern definiert ist. Durch eine weitere Reduzie-
rung der Anzahl der Materialparameter können spezielle Werkstoffeigenschaften
beschrieben werden. In dieser Arbeit werden Beispiele aus Stahl und Faserver-
bundmaterial untersucht. Daher werden in den folgenden Abschnitten die dazu-
gehörigen Materialmatrizen angegeben.

2.4.2 Isotropes Materialverhalten

Ein isotropes Material ist unabhängig vom gewählten Bezugssystem und ist mit
unendlich vielen Symmetrieebenen charakterisiert. Jede Schnittebene durch den
materiellen Körper ist zugleich eine Symmetrieebene. Beispiele solcher Materiali-
en sind metallische Werkstoffe und unverstärkte Kunststoffe. Ein isotroper Werk-
stoff lässt sich mit zwei unabhängigen Materialparametern darstellen. Das redu-
zierte Stoffgesetz ist definiert zu

S11

S22

S33

S12

S13

S23


=



C11 C12 C12 0 0 0
C12 C22 C12 0 0 0
C12 C22 C22 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C44 0
0 0 0 0 0 C44





E11

E22

E33

2E12

2E13

2E23


. (2.87)
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Die isotrope Elastizitätsmatrix

C =



(1− ν)E
∆

νE

∆
νE

∆ 0 0 0
νE

∆
(1− ν)E

∆
νE

∆ 0 0 0
νE

∆
νE

∆
(1− ν)E

∆ 0 0 0

0 0 0 G 0 0

0 0 0 0 G 0

0 0 0 0 0 G


mit ∆ = (1 + ν)(1− 2ν) und G = E

2(1 + ν)

(2.88)

wird aufgrund der Symmetrieebenen mit zwei Ingenieurkonstanten: dem Elasti-
zitätsmodul E = E1 = E2 und einer Querdehnzahl ν = ν12 = ν23 beschrieben.
Die Definition des Schubmoduls G erfolgt mithilfe des E-Moduls und der Quer-
dehnzahl.

2.4.3 Transversal isotropes Materialverhalten

In Kapitel 9.2 wird eine dynamische Analyse eines Propfans durchgeführt. Dieser
ist aus einem transversal isotropen Faserverbundmaterial hergestellt. Ein trans-
versal isotropes Werkstoffverhalten liegt vor, wenn ein Material eine Vorzugsrich-
tung und dazu unendlich viele Symmetrieebenen besitzt. Transversale Isotropie
ist ein Sonderfall der Orthotropie. Der Werkstoff verhält sich bezüglich einer
Ebene isotrop. Bei Faserverbundmaterialien ist die Vorzugsrichtung die Faser-
richtung. Für die Vorzugsrichtung wird meistens die 1-Richtung gewählt. In der
Materialmatrix

S11

S22

S33

S12

S13

S23


=



C11 C12 C12 0 0 0
C12 C22 C23 0 0 0
C12 C23 C22 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C44 0
0 0 0 0 0 C66





E11

E22

E33

2E12

2E13

2E23


(2.89)

sind fünf unabhängige Materialparameter enthalten. Aus dem identischen Ma-
terialverhalten in der 2- und 3-Richtung folgt für die Elastizitätsmoduln, die
Querdehnzahlen und die Schubmoduln

E2 = E3, ν12 = ν13, G12 = G13 (2.90)
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mit dem dritten Schubmodul

G23 = E2

2(1 + ν23) . (2.91)

Die Materialmatrix für ein transversal isotropes Materialverhalten

C =



(1− ν2
23)E1

∆
(1 + ν23)ν21E1

∆
(1 + ν23)ν21E1

∆ 0 0 0
(1 + ν23)ν21E1

∆
(1− ν12ν21)E2

∆
(ν23 + ν12ν21)E1

∆ 0 0 0
(1 + ν23)ν21E1

∆
(ν23 + ν12ν21)E1

∆
(1− ν12ν21)E2

∆ 0 0 0

0 0 0 G12 0 0

0 0 0 0 G12 0

0 0 0 0 0 G23


mit ∆ = 1− 2ν12ν21 − 2ν12ν21ν23 − ν2

23

(2.92)

ist unabhängig von der Rotation um die 1-Richtung. Zusammenfassend sind E1,
E2, G12, G23 und ν12 die fünf unabhängigen Materialparameter, die zur Beschrei-
bung des transversal isotropen Materialverhaltens notwendig sind.

2.5 Variationsformulierung

Die Grundgleichungen aus den vorherigen Abschnitten werden für die Formu-
lierung eines Randwertproblems verwendet. Die Gleichungen sind in Tabelle 2.1
für den statischen Fall, d.h. ẍ ≈ 0, in der Referenzkonfiguration zusammenge-
fasst. Zur Lösung des Randwertproblems mit der FEM müssen Randbedingungen

Kinematik: E = 1/2(F TF − 1) in B0

Gleichgewicht: DivP + ρ0b̄0 = 0 in B0

Stoffgesetz: S = ∂Ψ
∂E

in B0

Verschiebungs-RB: u = ū0 auf ∂Ωu
0

Spannungs-RB: t0 = PN = t̄0 auf ∂Ωσ
0

Tabelle 2.1: Grundgleichungen der strengen Form der Randwertaufgabe

(RB) definiert werden. Der Rand ∂Ω0 eines mehrdimensionalen Körpers in der
Referenzkonfiguration wird in Ränder mit vorgegebener Verschiebung ∂Ωu

0 und
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in Ränder mir vorgegebener Spannung ∂Ωσ
0 unterteilt. Für die Ränder bzw. Teil-

flächen gilt:

∂Ω0 = ∂Ωu
0 ∪ ∂Ωσ

0 mit ∂Ωu
0 ∩ ∂Ωσ

0 = ∅ . (2.93)

Auf dem Rand ∂Ωu
0 werden die Verschiebungsrandbedingungen u = ū0 definiert.

Diese Randbedingungen werden auch als Dirichlet- oder geometrische Randbe-
dingungen bezeichnet. Auf dem Rand ∂Ωσ

0 werden hingegen Spannungen t0 =
PN = t̄0 definiert. Diese werden als Neumann- oder statische Randbedingungen
bezeichnet. Damit kann das lokale Gleichgewicht des Körpers als Randwertpro-
blem formuliert werden. Gesucht ist die Lösung des Verschiebungszustands u.
Die Verschiebungen sind die primären Feldgrößen. Da die Differentialgleichungen
in Tabelle 2.1 in jedem Punkt P des Körpers erfüllt sein müssen, wird die Rand-
wertaufgabe auch als strenge Form bezeichnet und stellt ein System gekoppelter
Differentialgleichungen dar. Nur in seltenen Fällen kann das Gleichungssystem
analytisch gelöst werden. Allerdings kann mit der Variationsrechnung eine Nä-
herungslösung ermittelt werden. Die variationelle Form wird auch als schwache
Form des Randwertproblems bezeichnet. In dieser Form ist das Gleichgewicht
nicht mehr in jedem Punkt, sondern im integralen Mittel erfüllt. Das Gleich-
gewicht ist damit schwach erfüllt. Um eine schwache Form zu erhalten, kann
das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie, das Prinzip der virtuellen
Kräfte (PVK) und das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PVV) angewendet
werden. Das PVV wird im Folgenden zur Herleitung der schwachen Form des
Gleichgewichts verwendet. Der Vorteil dieses Verfahrens ist, dass im Gegensatz
zum Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie kein Potential vorausgesetzt
wird. Damit können auch Problemstellungen mit nicht konservativen Lasten, d.h.
nicht richtungstreuen Lasten, oder irreversible Prozesse mit plastischem Materi-
alverhalten und Schädigung untersucht werden.
Die Herleitung der schwachen Form erfolgt über die Impulsbilanz. Dabei wird die
starke Form der Impulsbilanz mit einer Testfunktion δu multipliziert und über
das Gebiet integriert. Hieraus folgt die schwache Form der Impulsbilanz:∫

Ω0

(DivP + ρ0b̄0)δu dV = 0 . (2.94)

Die Testfunktion δu wird auch als virtuelle Verschiebung oder virtuelle Ver-
rückung bezeichnet. Diese muss die geometrischen Randbedingungen δu = 0
auf ∂Ωu

0 erfüllen. Die Gleichung (2.94) wird nur erfüllt, wenn für die beliebig und
infinitesimal kleinen virtuellen Verschiebungen δu 6= 0 die Impulsbilanz erfüllt
wird. Die Anwendung der Produktregel auf den Divergenzterm

Div(P T δu) = Div(P ) · δu+ P : Grad(δu) (2.95)
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sowie des Gaußschen Integralsatzes∫
Ω0

Div(P T δu) dV =
∫
∂Ωσ0

P T δu ·N dA =
∫
∂Ωσ0

δu · t̄0 dA (2.96)

führt auf die schwache Form des Gleichgewichts

G(u, δu) =
∫

Ω0

P : Grad(δu)− ρ0b̄0 · δu dV −
∫
∂Ωσ0

δu · t̄0 dA = 0 . (2.97)

Mit der Beziehung

Grad(δu) = δH = δF (2.98)

kann die schwache Form des Gleichgewichts in der Darstellung

G(u, δu) =
∫

Ω0

P : δF − ρ0b̄0 · δu dV −
∫
∂Ωσ0

δu · t̄0 dA = 0 (2.99)

angegeben werden. In dieser Form ist P : δF eine arbeitskonforme Paarung.
Aufgrund der Symmetrie des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors und des
Greenschen Verzerrungstensors wird die Darstellung

G(u, δu) =
∫

Ω0

S : δE

︸ ︷︷ ︸
δWint

−
∫

Ω0

ρ0b̄0 · δu dV −
∫
∂Ωσ0

δu · t̄0 dA

︸ ︷︷ ︸
δWext

= 0 (2.100)

für die Anwendung der FEM bevorzugt. In Gleichung (2.100) wird das Gleichge-
wicht der virtuellen Arbeiten, das auch unter dem Prinzip der virtuellen Arbeiten
(PdvA) bekannt ist, dargestellt. Die virtuelle innere Arbeit δWint ist gleich der
virtuellen äußeren Arbeit δWext. Dabei wird die virtuelle innere Arbeit δWint

durch die tatsächlich auftretenden inneren Spannungen S auf dem Weg virtuel-
ler Verzerrungen δE geleistet und die virtuelle äußere Arbeit δWext wird durch
die tatsächlich auftretenden, flächenhaft bzw. volumenhaft verteilten, äußeren
Spannungen t̄0 bzw. ρ0b̄0 auf dem Weg virtueller Verschiebungen δu des Randes
geleistet.

2.6 Linearisierung

Die schwache Form des Gleichgewichts in Gleichung (2.100) ist i.A. eine nichtli-
neare Funktion von den Verschiebungen u. Die Nichtlinearitäten können aus den
nichtlinearen Verzerrungen (geometrische Nichtlinearität) und/oder einem nicht-
linearem Werkstoffverhalten (materielle Nichtlinearität) resultieren. Zur Lösung
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nichtlinearer Gleichungssysteme im Rahmen der FEM werden iterative Verfah-
ren eingesetzt. Ein bekanntes Verfahren ist das Newton-Raphson-Verfahren. Die-
ses Verfahren wird im Kapitel 4.2 beschrieben. Für die iterative Berechnung der
Verschiebungen muss die schwache Form des Gleichgewichts in Gleichung (2.100)
linearisiert werden. Bei der Linearisierung von E in Gleichung (2.28) und der
Spannungen in Gleichung (2.85) wird das Prinzip der Linearisierung bereits an-
gewendet. Dieses soll am Beispiel einer beliebigen Funktion f = f(u) mit einer
Veränderlichen im Folgenden näher erläutert werden. Die Funktion sei stetig dif-
ferenzierbar. Mit dieser Voraussetzung kann die Funktion f an der festen Stelle
ū in eine Taylorreihe

f(ū+ ∆u) = f(ū) + f ′(ū) +R(ū) mit f ′(ū) = ∂f(ū)
∂u

(2.101)

entwickelt werden. Das nichtlineare Restglied R(ū) beschreibt einen Fehler. Für
kleine Inkremente ∆u konvergiert das Restglied gegen Null. Die Vernachlässigung
des Restglieds führt auf die Linearisierung der Funktion f

L[f(ū,∆u)] = f(ū) + ∂f(ū)
∂u

. (2.102)

Mit der Linearisierung wird eine Tangente der Funktion f(u) an der Stützstelle
ū beschrieben. Dabei ist L[. . . ] der Operator der Linearisierung.
Die schwache Form des Gleichgewichts in Gleichung (2.100) ist eine Funktion
mehrerer Veränderlicher f(u) im Euklidischen Raum u ∈ R3. Zur Ableitung
wird die Richtungsableitung oder auch Gâteaux-Ableitung angewendet. Die Rich-
tungsableitung von f in Richtung ∆u ist wie folgt definiert:

D[f(ū)] ·∆u = ∂

∂α
[f(ū+ α∆u)]

∣∣∣∣∣
α=0

= ∂f(ū)
∂u

·∆u . (2.103)

Dabei ist α ein infinitesimal kleiner Parameter und mit D[. . . ] wird der Gâteaux-
Operator eingeführt. Die Anwendung dieser Grundlagen führt auf die Linearisie-
rung der schwachen Form des Gleichgewichts

L[G(ū, δu,∆u)] = G(ū, δu) +D[G(ū, δu)] ·∆u . (2.104)

Auf den Querstrich zur Kennzeichnung der Stützstelle wird im Folgenden ver-
zichtet. Unter Annahme konservativer (nicht richtungstreuen) Lasten, d.h. die
Belastungen sind unabhängig vom Verschiebungszustand, wird nur die innere
Arbeit der schwachen Form in Gleichung (2.100) linearisiert. Die Verzerrungen
und Spannungen sind abhängige Funktionen von der Verschiebung und müssen
linearisiert werden. Damit folgt mit Anwendung der Produktregel

D[G(u, δu,∆u)] ·∆u = D[δWint(u, δu,∆u)] ·∆u

=
∫

Ω0

δE : ∆S dV +
∫

Ω0

∆δE : S dV . (2.105)
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Mit dem ersten Summanden wird beispielsweise die Änderung der Spannungen
bei festgehaltenen virtuellen Verzerrungen beschrieben. Dieser Term wird auch
als materieller Anteil bezeichnet. Weiterhin wird das Differential der Spannungen

∆S(E) = ∂S(E)
∂E

: ∆E = C : ∆E (2.106)

mit der Anwendung der Kettenregel angegeben. Der zweite Term ∆δE : S in
Gleichung (2.105) ist der geometrische Anteil. In diesem Term ist die geome-
trische Nichtlinearität enthalten, wenn die nichtlinearen Anteile im Greenschen
Verzerrungstensor berücksichtigt werden. Die linearisierten Verzerrungen werden
definiert zu

∆δE = sym(GradT (∆u)Grad(δu)) . (2.107)

Abschließend kann die gesamte Linearisierung der schwachen Form des Gleichge-
wichts formuliert werden:

L[G(u, δu,∆u)] =
∫

Ω0

S : δE dV −
∫

Ω0

ρ0b̄0 · δu dV −
∫
∂Ωσ0

δu · t̄0 dA

+
∫

Ω0

δE : C : ∆E dV +
∫

Ω0

∆δE : S dV .
(2.108)

In dieser Linearisierung wird ausschließlich eine geometrische Nichtlinearität be-
rücksichtigt. Im Falle einer materiellen Nichtlinearität ist der Materialtensor eben-
so eine Funktion der Verzerrungen und damit der Verschiebungen. Dies erfordert
auch eine Linearisierung des Materialtensors.
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3 Grundgleichungen der Schale

Schalen sind gekennzeichnet durch ihre effiziente Lastabtragung. Häufig werden
ebene Flächentragwerke mit ausgeprägten Kanten und Ecken realisiert. Solche
Tragwerke werden auch Faltwerke genannt und sind im Massivbau sehr verbrei-
tet. Auch in der Natur wird die Form einer Schale bevorzugt, um simultan Las-
ten abzutragen und Raum zu umschließen. Eine Muschel oder ein Hühnerei sind
Beispiele von natürlich vorkommenden Schalenstrukturen. Mit verbesserten Bau-
weisen und Berechnungsmethoden können wie in der Natur beliebig gekrümmte
Schalen umgesetzt werden. Abhängig von der Konstruktion einer Schale werden
die Lasten über Biegung und Membrankräfte abgetragen. Damit kann ein Inge-
nieur ein filigranes Bauwerk realisieren.

Bei der Berechnung dünner Schalenstrukturen sollen zukünftig vorhandene Un-
schärfen bei der Bemessung berücksichtigt werden. In diesem Kapitel werden die
Grundgleichungen zur numerischen Behandlung einer Schale mit der Methode
der Finiten Elemente bereitgestellt. Das Kapitel ist eine Zusammenfassung einer
Schalenformulierung aus bekannten Forschungsarbeiten, wie z.B.: Klinkel et
al. [159], Betsch & Stein [29], Bletzinger et al. [32], Gruttmann et
al. [114], Sansour [268], Bathe & Bolourchi [19] und Wisniewski [353].
Die im vorherigen Kapitel vorgestellten Grundlagen der Kontinuumsmechanik
werden auf ein Schalenkontinuum angewendet.

3.1 Schalenkonzept

Schalenstrukturen sind dünne Strukturen, deren Abmessungen in der Ebene um
ein Vielfaches größer sind als die Dicke des Querschnitts. Ist diese Vorausset-
zung gegeben, können Deformationen in Dickenrichtung vernachlässigt werden.
Weiterhin ist dadurch eine Reduktion der Schale als dreidimensionales Kontinu-
um auf eine Mittel- oder Referenzfläche zulässig. Die Beschreibung gekrümmter
Strukturen erfordert die Einführung konvektiver Koordinaten, die nicht zwingend
orthogonal zueinander gerichtet sind. Ebene Schalen werden definiert, mit denen
Faltwerke berechnet werden können. Gekrümmte Schalenstrukturen können aus
mehreren ebenen Schalen zusammengesetzt werden. Die Ausrichtung einzelner
Schalenflächen wird durch den Direktorvektor beschrieben. In der unverformten
Ausgangslage entspricht dieser Vektor dem Normalenvektor, d.h. der Direktor
steht senkrecht auf der Mittelfläche. Im vorherigen Kapitel werden Deformatio-
nen mit Verschiebungen beschrieben. Die Freiheitsgrade werden im Rahmen des
Schalenkonzepts um Verdrehungen in der Mittelfläche erweitert. Diese sind im
Direktorvektor enthalten. Damit können Membran- und Biegeverformungen ein-
deutig beschrieben werden.
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Für das vorgestellte Schalenkonzept werden folgende Annahmen und Vorausset-
zungen definiert:

• Die Verzerrung in Dickenrichtung wird vernachlässigt

• Normalspannungen in Dickenrichtung werden nicht berücksichtigt

• Ebene Querschnitte bleiben während der Deformation eben

• Schubverzerrungen werden durch die Reissner-Mindlin-Kinematik berück-
sichtigt

• Für mäßige Drehungen βα ≤ 7◦ − 8◦ gilt: sin β ≈ tan β ≈ β und cos β ≈ 1

• Kleine Verzerrungen ε < 5%, St.Venant-Kirchhoff Material

• Verwendung konvektiver Koordinaten {ξ1, ξ2, ξ3} mit ζ = ξ3

• Inextensibles Direktorfeld: |d| = 1 .

3.2 Differentialgeometrie

Die Grundlagen der Differentialgeometrie sind für die Herleitung der Schalenfor-
mulierung erforderlich. Für beliebig gekrümmte Strukturen werden die in Kapitel
2 eingeführten Vektoren und Tensoren bezüglich einer kovarianten Gi bzw. gi
(tiefgestellter Index) oder kontravarianten Gi bzw. gi (hochgestellter Index) Ba-
sis dargestellt. Die dazugehörigen konvektiven Koordinatenlinien ξi = {ξ1, ξ2, ξ3}
in der Referenz- und Momentankonfiguration sind krummlinige Koordinaten, die
sich beim Deformationsprozess des Körpers mitverformen [305]. Damit können
die Ortsvektoren in den konvektiven Koordinaten

X = X̂(ξ1, ξ2, ξ3), x = x̂(ξ1, ξ2, ξ3) (3.1)

formuliert werden. An jedem materiellen Punkt des Körpers kann ein kovariantes
Basissystem aufgestellt werden. Die kovarianten Basisvektoren sind Tangenten an
den konvektiven Koordinatenlinien

Gi = ∂X(ξi)
∂ξi

mit i = 1, 2, 3 und (3.2)

gi = ∂x(ξi)
∂ξi

mit i = 1, 2, 3 . (3.3)

Eine Darstellung der krummlinigen Koordinatenlinien wird in Abbildung 3.1 ge-
geben. Für die kontravariante Basis gilt:
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Abbildung 3.1: Konvektive Koordinaten in der Referenz- und Momentankonfiguration

Gi ·Gj = δji bzw. gi · gj = δji (3.4)

mit dem Kronecker-Symbol der krummlinigen Basis

δji =
{

1, i = j

0, i 6= j
. (3.5)

Das bedeutet, dass die kontravarianten Basisvektoren orthonormal zu den kova-
rianten Basisvektoren sind [355]. Mit dem Skalarprodukt der Basisvektoren kann
der Metriktensor in ko- und kontravarianter Darstellung

Gij = Gi ·Gj, gij = gi · gj bzw.
Gij = Gi ·Gj, gij = gi · gj

(3.6)

aufgestellt werden. Mithilfe des Metriktensors können die ko- und kontravarianten
Basisvektoren ineinander überführt werden:

g = gikg
i ⊗ gk

g−1 = gikgi ⊗ gk
g−1 · g = 1 .

(3.7)

Bei orthogonalen kartesischen Koordinaten sind die ko- und kontravarianten Ba-
sen identisch. In diesem Fall ist der Metriktensor ein Einheitstensor [355].

3.3 Schalenkinematik

Die Beschreibung der Kinematik einer ebenen Schale basiert auf dem vorgestellten
Deformationsprozess eines Kontinuums, siehe Kapitel 2. In Abbildung 3.2 ist die
ebene Schale in der Referenz- und Momentankonfiguration mit einer Referenzflä-
che dargestellt. Zusätzlich zu dem globalen kartesischen Koordinatensystem mit
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Abbildung 3.2: Die ebene Schale in der Referenz- und Momentankonfiguration

den Basisvektoren ei werden zwei lokale Koordinatensysteme für beide Konfigura-
tionen der Schale eingeführt. Beispielsweise wird in der Referenzkonfiguration ein
materieller Punkt P mit den Basisvektoren Gi definiert. Dieser Punkt wird auf
die Referenzfläche der ebenen Schale projiziert und mit P̄ bezeichnet. An dieser
Stelle wird eine weitere Basis mit den Basisvektoren Ai definiert. In der Momen-
tankonfiguration werden diese beiden Basissysteme mit den Kleinbuchstaben gi
und ai dargestellt. Da eine ebene Schale beschrieben wird, sind Krümmungen
ausgeschlossen. Ein Shifter-Tensor mit dem der Zusammenhang beider lokaler
Koordinatensysteme Gi, Ai bzw. gi, ai definiert wird, ist daher nicht notwendig.
In beiden Konfigurationen wird jeder Punkt der Schale zusätzlich durch einen
Direktorvektor d bzw. D beschrieben. Unter der Annahme mäßiger Drehungen
wird der Direktorvektor d in der Momentankonfiguration wie folgt definiert:

d = D + β =


0
0
1

+


β1

β2

0

 =


β1

β2

1

 . (3.8)
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In der Referenzkonfiguration steht der Direktor senkrecht auf der Referenzfläche
(D = G3) und die Basissysteme

G1 = A1 = e1 = [ 1 0 0 ]T

G2 = A2 = e2 = [ 0 1 0 ]T

G3 = A3 = e3 = [ 0 0 1 ]T
(3.9)

sind identisch. Der Direktor d ändert während des Deformationsprozesses seine
Richtung und steht in der Momentankonfiguration nicht mehr senkrecht auf der
Ebene. Eine graphische Darstellung des Direktors mit der lokalen Basis Ai wird
in Abbildung 3.3 gegeben. Mit der Annahme eines inextensiblen Direktorfelds gilt

Abbildung 3.3: Graphische Darstellung des Direktors

für den Direktorvektor in beiden Konfigurationen:

|D| = |d| = 1 . (3.10)

Diese Annahme ist aufgrund der Linearisierung der Winkelbeziehungen nicht ex-
akt erfüllt. Allerdings gilt für kleine Winkel: |d| ≈ 1. Mit der Einführung der
Koordinate ζ = ξ3 wird die Schalendicke beschrieben. Ein beliebiger Punkt auf
der Referenzfläche der Schale wird mithilfe der Ortsvektoren X und x definiert.
Von diesem Punkt ausgehend kann ein weiterer Punkt mithilfe der Ortsvektoren
Φ, ϕ und der Koordinate ζ wie folgt definiert werden:

Φ = X + ζD, ϕ = x+ ζd . (3.11)

Mit den Ableitungen dieser Ortsvektoren nach den globalen Koordinaten werden
die Tangentenvektoren berechnet. Aus der Differenz der Tangentenvektoren folgt
der Greensche Verzerrungstensor

Eij = 1
2 (ϕ,i ·ϕ,j −Φ,i ·Φ,j) . (3.12)
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Die Komponenten des Greenschen Verzerrungstensors werden in Matrixschreib-
weise wie folgt angeordnet:

Eij =


E11 E12 E13

E21 E22 E23

E31 E32 E33

 =

 Em Es

ET
s E33

 . (3.13)

Die Verzerrungen werden unterteilt in Membrananteile Em, Gleitungen Es und in
die Verzerrung über die Schalendicke E33. Für die Beschreibung der Verzerrungen
im zweidimensionalen Raum werden die Indizes α, β = 1, 2 eingeführt. Damit
werden die Einträge des Verzerrungstensors mit Eαβ, Eα3 und E33 bezeichnet.
Mithilfe der Ableitungen der Ortsvektoren

Φ,α = X,α + ζD,α, Φ,3 = D

ϕ,α = x,α + ζd,α, ϕ,3 = d
(3.14)

können die Verzerrungskomponenten

Eαβ = 1
2 [ϕ,α·ϕ,β − φ,α·φ,β]

= 1
2 [(x,α + ζd,α) (x,β + ζd,β)− (X,α + ζD,α) (X,β + ζD,β)]

= εαβ + ζκαβ + ζ2%αβ

(3.15)

angegeben werden. Diese setzen sich aus den Membranverzerrungen

εαβ = 1
2 [x,α·x,β −X,α·X,β] (3.16)

den Krümmungen erster Ordnung

καβ = 1
2 [x,α·d,β + x,β·d,α −X,α·D,β −X,β·D,α] (3.17)

und den Krümmungen zweiter Ordnung

%αβ = 1
2 [d,α·d,β −D,α·D,β] , (3.18)

die für dünne Schalen vernachlässigt werden, zusammen. Weiterhin folgt mit der
Annahme eines inextensiblen Direktorfelds

|d| = |D| = 1 → d · d,α = 0 bzw. D ·D,α = 0 (3.19)

die Definition der Querschubverzerrungen

γα3 = 2Eα3 = 1
2(ϕ,α·ϕ,3 − φ,α·φ,3)

= (x,α + ζd,α)·d− (X,α + ζD,α)·D
= x,α·d−X,α·D .

(3.20)
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Mit Gleichung (3.16) kann gezeigt werden, dass die Dickenverzerrungen ver-
schwinden:

ε33 = E33 = 1
2(ϕ3·ϕ,3 − φ3·φ,3]

= 1
2[d·d︸︷︷︸

= 1
−D·D︸ ︷︷ ︸

= 1
] = 0 .

(3.21)

Die Beziehungen der Kinematik können mit dem Verschiebungsgradienten H
dargestellt werden. In diesem sind neben den Verschiebungen u auch die Verdre-
hungen β enthalten. Die Schale wird mit insgesamt fünf Freiheitsgraden definiert.
Damit kann der Gesamtverschiebungsvektor wie folgt angegeben werden:

v =
[
u β

]T
=
[
u1 u2 u3 β1 β2

]T
. (3.22)

Die Definition der Verdrehung resultiert aus der Konvention, dass durch eine
positive Verdrehung positive Spannungen an der Unterseite der Schale erzeugt
werden. Eine Darstellung der Freiheitsgrade wird in Abbildung 3.4 gegeben.

Abbildung 3.4: Freiheitsgrade der Schale

Die Verzerrungen werden mit den Verschiebungen wie folgt dargestellt:

εαβ = 1
2
[
(X + u),α (X + u),β −X,α·X,β

]
= 1

2[X,α·u,β︸ ︷︷ ︸
= uα,β

+X,β·u,α︸ ︷︷ ︸
= uβ,α

+u,α·u,β]

= 1
2[uα,β + uβ,α]︸ ︷︷ ︸

εlin

+ 1
2[u,α·u,β]︸ ︷︷ ︸
εnlin

.

(3.23)
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Dabei werden die linearen Anteile εlin und die nichtlinearen Anteile εnlin sicht-
bar. Auch die Krümmungen können in Abhängigkeit des Verschiebungsgradienten
ausgedrückt werden:

καβ = 1
2 [x,α·d,β + x,β·d,α −X,α·D,β −X,β·D,α]

= 1
2[X,α·d,β︸ ︷︷ ︸

= βα,β

+X,β·d,α︸ ︷︷ ︸
= ββ,α

+X,α·D,β −X,β·D,α︸ ︷︷ ︸
= 0

+u,α·d,β + u,β·d,α]

= 1
2 [βα,β + ββ,α]︸ ︷︷ ︸

κlinαβ

+ 1
2(u,α·d,β + u,β·d,α)︸ ︷︷ ︸

κnlinαβ

,

(3.24)

wobei der nichtlineare Anteil κnlinαβ aufgrund der Annahme mäßiger Drehungen
vernachlässigt wird. Weiterhin werden die Querschubverzerrungen nach Gleichung
(3.20) mit den Beziehungen X,3 = D und x,3 = d umformuliert zu

γα3 = x,α·d−X,α·D = (X + u),α ·d−X,α·D
= X,α·d+ u,α·d−X,α·D︸ ︷︷ ︸

= 0
= βα + u3,α . (3.25)

Die Gesamtverzerrungen der Schale

ε =


ε

κ

γ

 =


εlin + εnlin

κ

γ

 (3.26)

enthalten aus der Herleitung der Verzerrungen und Krümmungen nur für die
Membrangrößen einen nichtlinearen Anteil. Die Annahme ist für mäßige Drehun-
gen gültig. In Abhängigkeit der Verschiebungsgrößen können die Verzerrungen
wie folgt angegeben werden:

ε =



ε11

ε22

2 ε12

κ11

κ22

2κ12

γ13

γ23



=



u1,1 + 1
2

(
u2

1,1 + u2
2,1 + u2

3,1

)
u2,2 + 1

2

(
u2

1,2 + u2
2,2 + u2

3,2

)
u1,2 + u2,1 + u1,1u1,2 + u2,1u2,2 + u3,1u3,2

β1,1

β2,2

β1,2 + β2,1

β1 + u3,1

β2 + u3,2



. (3.27)

Die Beschreibung des Zusammenhangs der Verzerrungen

E = Aε (3.28)
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erfolgt über die Transformationsmatrix

A =
[

13 ζ13 0
0 0 12

]
. (3.29)

Damit wird die Matrixschreibweise

E =



E11

E22

2E12

2E13

2E23

 =



1 0 0 ζ 0 0 0 0
0 1 0 0 ζ 0 0 0
0 0 1 0 0 ζ 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

A



ε11

ε22

2 ε12

κ11

κ22

2κ12

γ13

γ23


= Aε (3.30)

der Verzerrungen ermöglicht, die für eine Formulierung von Materialgesetzen ver-
wendet werden kann. Die Verzerrungen enthalten aufgrund der Annahme E33 = 0
fünf Komponenten. Für die virtuellen inneren Arbeiten aus Kapitel 2 müssen die
virtuellen Schalenverzerrungen δε auf die des Kontinuums δE umgerechnet wer-
den. Diese Umrechnung erfolgt ebenfalls mithilfe der Transformationsmatrix A:

δE = A δε . (3.31)

3.4 Schnittgrößen

In diesem Abschnitt wird der Vektor der Schalenschnittgrößen hergeleitet. Unter
der Annahme eines ebenen Spannungszustands wird die Hauptspannung über die
Höhe des Querschnitts S33 vernachlässigt. Damit verbleiben fünf Spannungen für
die Schale:

S = [ S11 S22 S12 S13 S23 ]T . (3.32)

Mit den virtuellen Verzerrungen

δE = [ δE11 δE22 2δE12 2δE13 2δE23 ]T (3.33)

kann die virtuelle innere Arbeit

δWint =
∫
V

δETS dV (3.34)

aufgestellt werden. Darin sind der Green-Lagrange Verzerrungstensor E und der
zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S arbeitskonforme Größen. Mit dem Zu-
sammenhang der virtuellen Verzerrungen nach Gleichung (3.31) können die vir-
tuellen inneren Arbeiten auf die Referenzfläche der Schale wie folgt umgerechnet
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werden:

δWint =
∫

Ω0

+h/2∫
−h/2

δETS dζ dA

=
∫

Ω0

δεT
+h/2∫
−h/2

ATS dζ

︸ ︷︷ ︸
σ

dA =
∫

Ω0

δεTσ dA .

(3.35)

Die Schalenschnittgrößen resultieren aus der Integration der Spannungen über
die konstante Schalendicke h:

σ =



n11

n22

n12

m11

m22

m12

q13

q23


=

+h/2∫
−h/2



1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
ζ 0 0 0 0
0 ζ 0 0 0
0 0 ζ 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

A



S11

S22

S12

S13

S23

 dζ . (3.36)

Darin sindN = [ n11 n22 n12 ]T die Membrankräfte,M = [ m11 m22 m12 ]T
die Biegemomente und Q = [ q13 q23 ]T die Querkräfte. Die Schnittgrößen am
positiven Schnittufer der Schale sind in Abbildung 3.5 dargestellt.

Abbildung 3.5: Schnittgrößenkonvention der Schale

3.5 Stoffgesetz

In diesem Abschnitt wird auf Basis der Herleitungen in Kapitel 2.4 das St.Venant-
Kirchhoff Stoffgesetz für die Schale angegeben. Im Folgenden wird auch das iso-
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trope und transversal-isotrope Materialverhalten der Schale beschrieben. Durch
die Annahme eines ebenen Spannungszustands (S33 = 0) und unter Berücksich-
tigung der Schubspannungen kann das Stoffgesetz nach Gleichung (2.86) weiter
reduziert werden:



S11

S22

S12

S13

S23


︸ ︷︷ ︸
S

=



C11 C12 C13 C14 C15

C22 C23 C24 C25

C33 C34 C35

C44 C45

sym C55


︸ ︷︷ ︸

C



E11

E22

2E12

2E13

2E23


︸ ︷︷ ︸

E

. (3.37)

Für ein isotropes Material folgt die Materialmatrix

C = E

1 + ν2



1 ν 0 0 0
ν 1 0 0 0
0 0 1−ν

2 0 0
0 0 0 κ 1−ν

2 0
0 0 0 0 κ 1−ν

2

 =
[
Cm 0
0 Cs

]
(3.38)

mit dem Schubkorrekturfaktor κ = 5/6. Zur Modellierung von Laminatschalen
wird im Folgenden ein transversal-isotropes Werkstoffverhalten beschrieben. Die
Materialmatrix einer einzelnen Schicht eines Laminats wird wie folgt angegeben:

C̄ =



E∗1 E∗2 ν12 0 0 0
E∗2 ν12 E∗2 0 0 0

0 0 G12 0 0
0 0 0 κG12 0
0 0 0 0 κG23

 =
[
C̄m 0
0 C̄s

]

mit E∗1 = E1/∆ , E∗2 = E2/∆ , ∆ = (1 + ν23)(1− ν2
12
E2

E1
) .

(3.39)

Der Elastizitätsmodul der Vorzugsrichtung einer Faser wird mit E1 bezeichnet
und der E-Modul senkrecht zur Faser ist mit E2 definiert. Zudem ist die Angabe
einer Querdehnzahl ν12 und der Schubmoduln G12 und G23 erforderlich. Die an-
gegebene Materialmatrix in Gleichung (3.39) basiert auf einem orthonormierten
Basissystem ti mit i = 1, 2, 3 für jede Schicht, siehe Abbildung 3.6.
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Abbildung 3.6: Schichtaufbau und Faserwinkel für Faserverbund-Laminate

Die Vorzugsrichtung ist in der Laminattheorie mit dem Vektor t1 definiert. Die
Koordinatensysteme ti der einzelnen Schichten stimmen nicht zwangsläufig mit
dem globalen Hauptkoordinatensystem Ai überein. Deshalb muss die lokale Ma-
terialmatrix C̄ in Gleichung (3.39) mit der Beziehung


t1
t2
t3

 =


c s 0
−s c 0
0 0 1



A1

A2

A3

 (3.40)

in das Hauptkoordinatensystem transformiert werden. Die Schichten liegen in
der Ebene der aufgespannten Fläche der Vektoren A1 und A2. Die Rotation
um die A3-Achse wird mit dem Winkel Θ angegeben. Damit können die lokalen
Verzerrungen Ē in die globalen Verzerrungen E mit dem Zusammenhang

E = T T Ē mit T



c2 s2 sc 0 0
s2 c2 −sc 0 0
−2sc 2sc c2 − s2 0 0

0 0 0 c s

0 0 0 −s c

 (3.41)

umgerechnet werden. Darin gilt für die Abkürzungen s = sin Θ und c = cos Θ.
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Weiterhin kann die lokale Materialmatrix C̄ in Gleichung (3.39) mit der Vorschrift

C = T T C̄ T =



C11 C12 C14 0 0
C12 C22 C24 0 0
C14 C24 C44 0 0
0 0 0 C55 C56

0 0 0 C56 C66

 =
[
Cm 0
0 Cs

]
(3.42)

in das globale Hauptkoordinatensystem Ai transformiert werden. Infolge der
Transformation entstehen zusätzliche Terme. Die globalen Materialparameter kön-
nen wie folgt berechnet werden:

C11 = c4C̄11 + 2c2s2(C̄12 + 2C̄44) + s4C̄22

C12 = c2s2(C̄11 + C̄22 − 4C̄44) + (c4 + s4)C̄12

C14 = c3s(C̄11 − C̄12 − 2C̄44)− s3c(C̄22 − C̄12 − 2C̄44)
C22 = s4C̄11 + 2c2s2(C̄12 + 2C̄44) + c4C̄22

C24 = s3c(C̄11 − C̄12 − 2C̄44)− c3s(C̄22 − C̄12 − 2C̄44)
C44 = c2s2(C̄11 + C̄22 − 2C̄12 − 2C̄44) + (c4 + s4)C̄44

C55 = c2C̄55 + s2C̄66

C56 = cs(C̄55 − C̄66)
C66 = s2C̄55 + c2C̄66 .

(3.43)

3.6 Materialmatrix

Das Endergebnis der Schalenschnittgrößen

σ =
h+∫
h−

AT S dζ =
h+∫
h−

ATCA dζ

︸ ︷︷ ︸
D

ε = Dε (3.44)

ist für eine beliebige Referenzfläche und unterschiedliche Materialien gültig. Für
Schichtverbunde folgt die Materialmatrix

D =
h+∫
h−


Cm ζCm 0
ζCT

m ζ2Cm 0
0 0 Cs

 dζ =
nlay∑
k=1
Dk =

nlay∑
k=1

h+
k∫

h−
k


Ck
m Ck

m 0
Ck
m Ck

m 0
0 0 Ck

s

 (3.45)

aus der Addition der MaterialmatrizenDk der einzelnen Schichten. In Abbildung
3.7 ist ein Laminat mit k = 1, . . . , nlay Schichten dargestellt.
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Abbildung 3.7: Schichtung einer Schale in Dickenrichtung

Die Lage einer Referenzebene kann beliebig im Laminat definiert werden. Die Di-
cke einer Einzelschicht wird mit hk bezeichnet. Für die Dickenintegration werden
die Integrationsgrenzen der Einzelschicht mit

h−k = ζkm −
hk
2 und h+

k = ζkm + hk
2 (3.46)

angegeben. Die Auswertung der Integrale in Gleichung (3.45) liefert

h+
k∫

h−
k

dζ = hk ,

h+
k∫

h−
k

ζ dζ = hkζkm und
h+
k∫

h−
k

ζ2 dζ = h3
k

12 + hkζ
2
km . (3.47)

Daraus resultiert die globale Materialmatrix eines Schichtverbunds

D =
nlay∑
k=1


Dk

m Dk
mb 0

Dk,T
mb Dk

b 0
0 0 Dk

s

 =


Dm Dmb 0
DT

mb Db 0
0 0 Ds

 (3.48)

mit den Membran-Dm, Biege-Db und Schubanteilen Ds sowie den gemischten
Kopplungstermen Dmb. Wird die Referenzfläche abweichend zur Mittelfläche des
Laminats gewählt, sind diese Kopplungsterme ungleich Null. Das ist auch der
Fall, wenn über die Höhe keine symmetrische Steifigkeitsverteilung vorliegt. Bei-
spielsweise können für ein Laminat mit einer unsymmetrischen Schichtung, das
nur mit einer Zugkraft belastet wird, Biegeanteile aktiviert werden.

3.7 Variationsformulierung und Linearisierung

In den vorherigen Kapiteln 2.5 und 2.6 werden die Grundlagen der Variations-
formulierung und der Linearisierung beschrieben. Diese Grundlagen werden im
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Folgenden auf das Randwertproblem ebener Schalen angewendet. Die Formulie-
rungen für die Verzerrungen und Schnittgrößen der Schale können in die schwache
Form des Gleichgewichts

G (v, δv) =
∫

Ω0

δεT Dε dA

︸ ︷︷ ︸
δWint

−
∫

Ω0

δvT q̄0 dA−
∫
∂Ω0

δvT f̄0 dS

︸ ︷︷ ︸
δWext

= 0 (3.49)

eingesetzt werden. Die Feldgrößen der Schale

v =
[
u1 u2 u3 β1 β2 0

]T
bzw. (3.50)

δv =
[
δu1 δu2 δu3 δβ1 δβ2 0

]T
(3.51)

werden in Verschiebungen u und Rotationen β aufgeteilt. Arbeitskonforme Grö-
ßen zu den Verschiebungen sind Kräfte und zu den Rotationen die Momente. Die
äußeren Lasten werden mit dem Vektor der Flächenlasten

q̄0 =
[
q̄1 q̄2 q̄3 0 0 0

]T
(3.52)

bzw. mit dem Vektor der Randlasten

f̄0 =
[
f̄1 f̄2 f̄3 m̄1 m̄2 0

]T
(3.53)

definiert. Eine Darstellung der äußeren Lasten mit den Verschiebungs- ∂Ωu
0 und

Spannungsrändern ∂Ωσ
0 wird in Abbildung 3.8 gezeigt.

Abbildung 3.8: Die Schale mit Verschiebungs- und Spannungsrändern in der Refe-
renzkonfiguration

Mit der eingeführten Notation in Tabelle 2.1 gilt für die Randbedingungen v = v̄0

auf ∂Ωu
0 und f = f̄0 auf ∂Ωσ

0 . Durch die Annahme mäßiger Drehung sind die Mem-
brananteile der Schalenverzerrungen ε nichtlinear. Deshalb ist eine Linearisierung
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der schwachen Form notwendig. Mithilfe der virtuellen Verzerrungen

δε =



δε11

δε22

2 δε12

δκ11

δκ22

2 δκ12

δγ13

δγ23



=



δu1,1 + δu1,1u1,1 + δu2,1u2,1 + δu3,1u3,1

δu2,2 + δu1,2u1,2 + δu2,2u2,2 + δu3,2u3,2

δu1,2 + δu2,1 + δu1,1u1,2 + δu2,1u2,2 + δu3,1u3,2+
δu1,2u1,1 + δu2,2u2,1 + δu3,2u3,1

δβ1,1

δβ2,2

δβ1,2 + δβ2,1

δβ1 + δu3,1

δβ2 + δu3,2



,

(3.54)

den linearisierten Verzerrungen

∆ε =



∆ε11

∆ε22

2 ∆ε12

∆κ11

∆κ22

2 ∆κ12

∆γ13

∆γ23



=



∆u1,1 + ∆u1,1u1,1 + ∆u2,1u2,1+
∆u3,1u3,1

∆u2,2 + ∆u1,2u1,2 + ∆u2,2u2,2+
∆u3,2u3,2

∆u1,2 + ∆u2,1 +
∆u1,1u1,2 + ∆u2,1u2,2+
∆u3,1u3,2 + ∆u1,2u1,1+
∆u2,2u2,1 + ∆u3,2u3,1

∆β1,1

∆β2,2

∆β1,2 + ∆β2,1

∆β1 + ∆u3,1

∆β2 + ∆u3,2


(3.55)
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und den linearisierten virtuellen Verzerrungen

∆δε =



∆δε11

∆δε22

2 ∆δε12

∆δκ11

∆δκ22

2 ∆δκ12

∆δγ13

∆δγ23



=



δu1,1∆u1,1 + δu2,1∆u2,1 + δu3,1∆u3,1

δu1,2∆u1,2 + δu2,2∆u2,2 + δu3,2∆u3,2

δu1,2∆u1,1 + δu2,2∆u2,1 + δu3,2∆u3,1+
δu1,1∆u1,2 + δu2,1∆u2,2 + δu3,1∆u3,2

0
0
0
0
0



, (3.56)

in denen im Fall mäßiger Drehungen nur noch nichtlineare Membrananteile ent-
halten sind, kann die Linearisierung in der Form

Lin [G (v̄, δv,∆v)] =
∫

Ω0

δεT ε dA−
∫

Ω0

δvT q̄0 dA−
∫
∂Ω0

δvT f̄0 dS

+
∫

Ω0

δεT D∆ε dA+
∫

Ω0

∆δεTσ dA
(3.57)

durchgeführt werden.

3.8 Finite-Elemente-Formulierung

Zur Lösung der schwachen Form nach Gleichung (3.49) bietet sich die Anwen-
dung der Finite-Elemente-Methode (Abk.: FEM) an. In diesem Kapitel wird die
FE-Formulierung der Schale vorgestellt. Das beschriebene Schalenelement wird
im Rahmen der Unschärfemodellierung eingesetzt. Die Elementformulierung der
Schale basiert auf den Arbeiten von Wagner & Gruttmann [340, 341] und
Gruttmann & Wagner [115]. Die benötigten Grundlagen der FEM sind in
diesem Kapitel zusammengefasst und können aus den Standardwerken zur FEM,
wie z.B.: Zienkiewicz et al. [364], Wriggers [355], Belytschko et al. [28],
Bathe & Ho [20, 21] und Hughes [139], entnommen werden.

Die FE-Lösung ist abhängig von der Variationsformulierung und den gewählten
Ansätzen eine Näherungslösung. In der FEM wird der materielle Körper B in eine
endliche Anzahl finiter Elemente Ωe zerlegt. In Abbildung 3.9 ist eine Diskreti-
sierung des Körpers in der Referenzkonfiguration dargestellt.
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Abbildung 3.9: FE-Diskretisierung eines materiellen Körpers

Mit der Beziehung

Ω0 ≈ Ωh
0 =

numel⋃
e=1

Ωe
0 (3.58)

wird beschrieben, dass der Körper Ωh
0 eine Näherung des materiellen Körpers Ω0

ist. Die Oberflächen werden mit ∂Ω0 und ∂Ωh
0 definiert. Eine feinere Diskreti-

sierung, d.h. eine erhöhte Anzahl finiter Elemente Ωe
0, führt auf eine verbesserte

Approximation der Geometrie des Körpers. Die Anzahl der Elemente wird mit
numel bezeichnet. Durchdringungen und Überlappungen der Elemente müssen
vermieden werden, um ein brauchbares FE-Netz zu erhalten. Die Elemente werden
mit Eckknoten beschrieben. In dieser Arbeit wird ein 4-Knoten-Schalenelement
angewendet. Zusätzlich ist in Abbildung 3.9 ein Referenzelement Ωe

RE mit einem
ξ-η-Koordinatensystem und den Knotennummern dargestellt. In einer isopara-
metrischen FE-Formulierung werden die einzelnen Elemente, die beliebig verzerrt
sein können, auf ein solches Referenzelement projiziert. Für die FE-Formulierung
ist eine Transformation der Ortsvektoren der Knoten auf das lokale Basissys-
tem der Schale notwendig. Mithilfe der globalen Element-Koordinaten für den
jeweiligen Knoten I

Xe,G
I =

[
Xe,G
I1 Xe,G

I2 Xe,G
I3

]T
(3.59)

kann der Mittelpunkt eines Elements

Xe,G
0 := 1

4

4∑
I=1
Xe,G

I (3.60)

berechnet werden. Zudem können mithilfe der normierten Diagonalenvektoren

d1 := Xe,G
3 −Xe,G

1

|Xe,G
3 −Xe,G

1 |
, d2 := Xe,G

2 −Xe,G
4

|Xe,G
2 −Xe,G

4 |
(3.61)
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die Basisvektoren in der Schalenebene wie folgt ermittelt werden:

A1 = d1 + d2

|d1 + d2|
, A2 = d1 − d2

|d1 − d2|
, A3 = A1 ×A2 . (3.62)

Dabei wird die Normale der Schalenebene A3 über das Kreuzprodukt gebildet.
Dieses orthonormale Basissystem ist nur für regelmäßige Netze und ein isotro-
pes Werkstoffverhalten gültig. Eine Transformation für Werkstoffe aus Faserver-
bundmaterial wird in Kapitel 3.5 vorgestellt. Die Definition der Ortsvektoren der
Knoten im lokalen Basissystem

Xe
I = T

(
Xe,G

I −Xe,G
0

)
(3.63)

erfolgt mit einer Transformationsmatrix

T := Ai ⊗ ei =
[
A1 A2 A3

]T
. (3.64)

Zusätzlich werden die Verschiebungen und Verdrehungen mit der Beziehung

veI =
[
ueI
βeI

]
=
[
T 0
0 T

] [
ue,GI
βe,GI

]
(3.65)

in das lokale Koordinatensystem transformiert. In der fünfparametrigen Schalen-
kinematik werden pro Knoten lokal fünf Freiheitsgrade berücksichtigt:

veI =
[
ue1I ue2I ue3I βe1I βe2I 0

]T
. (3.66)

Der sechste lokale Freiheitsgrad wird, wie bereits in Kapitel 3.3 diskutiert, zu
Null gesetzt. Allerdings sind global alle sechs Freiheitsgrade

ve,GI =
[
ue,G1I ue,G2I ue,G3I βe,G1I βe,G2I βe,G3I

]T
(3.67)

vorhanden. Der sechste globale Freiheitsgrad βe,G3I ist bei Verkantungen zwischen
Elementen bzw. bei Verschneidungen von Schnittgrößen ungleich Null. Aus den
Elementverwölbungen βe,G1I und βe,G2I kann damit eine Verdrillung βe,G3I resultieren.
Die Definition der Freiheitsgrade in der FEM sind in Abbildung 3.10 dargestellt.

Abbildung 3.10: Freiheitsgrade der Schale in der FEM
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Im Gegensatz zur kontinuumsmechanischen Beschreibung in Abbildung 3.4 wer-
den die Verdrehungen zum zugehörigen Basisvektor definiert. Damit gilt für die
Definition der Freiheitsgrade in der FE-Formulierung:

β1 = −βkonti
2 , β2 = βkonti

1 . (3.68)

Die Elementformulierung der Schale basiert auf dem isoparametrischen Konzept.
Dabei werden Geometrie und Verschiebungen mit den gleichen Ansatzfunktio-
nen approximiert. Das bedeutet, dass sowohl zur Näherung der Ortsvektoren der
Referenzfläche

Xe =
4∑
I=1

NI(ξ, η)Xe
I (3.69)

als auch für die lokalen Verschiebungen

ve =
4∑
I=1

NI(ξ, η)veI (3.70)

die bilinearen Ansatzfunktionen

NI(ξ, η) = 1
4 (1 + ξIξ) (1 + ηIη) (3.71)

angewendet werden. Die C0-stetigen Ansatzfunktionen sind in den natürlichen
Koordinaten (ξ, η) formuliert. Damit können die Knotenkoordinaten mit ξI ∈
{−1, 1} und ηI ∈ {−1, 1} angegeben werden. Eine isoparametrische Abbildung
des 4-Knoten-Elements ist in Abbildung 3.11 dargestellt.

Abbildung 3.11: Isoprametrische Abbildung eines 4-Knoten-Elements

Die virtuellen und inkrementellen Verschiebungsgrößen werden gleichermaßen ap-
proximiert:

δve =
4∑
I=1

NI(ξ, η) δveI , ∆ve =
4∑
I=1

NI(ξ, η) ∆veI . (3.72)
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Im Folgenden wird auf den Index h zur Darstellung der approximierten Größen
verzichtet. Mithilfe der Ableitungen der Ansatzfunktionen nach ξ und η können
die Verschiebungsgradienten

ve,ξ =
4∑
I=1

NI,ξ(ξ, η)veI , ve,η =
4∑
I=1

NI,η(ξ, η)veI (3.73)

berechnet werden. Für die Verzerrungen werden die Ableitungen der Ansatzfunk-
tionen nach den lokalen Koordinaten benötigt. Die Transformation[

NI,1

NI,2

]
= J−T

[
NI,ξ

NI,η

]
(3.74)

wird mithilfe der Jacobi-Matrix

J =
4∑
I=1
Xe

I ⊗∇ξNI =
[
Xe

1,ξ Xe
1,η

Xe
2,ξ Xe

2,η

]
(3.75)

durchgeführt. Damit können die virtuellen und inkrementellen Schalenverzerrun-
gen mit den Beziehungen

δε =
4∑
I=1
BIδv

e
I , ∆ε =

4∑
I=1
BIδv

e
I (3.76)

berechnet werden. Die B-Matrix ist wie folgt definiert:

BI 8×5 :=


Bm
I 3×3 03×2

03×3 Bb
I 3×3

02×2 Bs
I 2×3

 . (3.77)

Diese wird in einen Membrananteil Bm
I , Biegeanteil Bb

I und in einen Schubanteil
Bs
I aufgeteilt. In der B-Matrix sind die Ableitungen der Ansatzfunktionen nach

den lokalen Koordinaten enthalten. Damit gilt für die einzelnen Matrizen:

Bm
I 3×3 :=


NI,1(1 + u1,1) NI,1u2,1 NI,1u3,1

NI,2u1,2 NI,2(1 + u2,2) NI,2u3,2

NI,1u1,2+ NI,1(1 + u2,2)+ NI,1u3,2

NI,2(1 + u1,1) NI,2u2,1 NI,2u3,1

 , (3.78)

Bb
I 3×3 :=


0 0 NI,1

0 −NI,2 0
0 −NI,1 NI,2

 und (3.79)

Bs
I 2×3 :=

[
NI,1 0 1
NI,2 −1 0

]
. (3.80)
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Im Membrananteil derB-Matrix nach Gleichung (3.78) sind aufgrund der geome-
trischen Nichtlinearität zusätzlich zu den Ableitungen der Ansatzfunktionen auch
Verschiebungsgradienten enthalten. Die gesamteB-Matrix des Elements wird wie
folgt beschrieben:

Be
8×20 :=

[
B1 B2 B3 B4

]
. (3.81)

Das Einsetzen des FE-Ansatzes nach Gleichung (3.76) in die schwache Form des
Gleichgewichts nach Gleichung (3.49) führt auf die Form

G (ve, δve) =
4∑
I=1

δve,TI


∫

Ω0

BT
I σ dA

︸ ︷︷ ︸
Re
I

−

∫
Ω0

NT
I q̄0 dA+

∫
∂Ω0

NT
I f̄0 dS


︸ ︷︷ ︸

P e
I


=

4∑
I=1

δve,TI [Re
I − P e

I ] =
4∑
I=1

δve,TI Ge
I .

(3.82)

Dabei wird durch das Residuum auf Elementebene Ge
I die Differenz der inneren

und äußeren Kräfte beschrieben. Die Lösung des nichtlinearen Gleichungssystems
wird mit dem Newton-Raphson-Verfahren, das im Rahmen der FEM in Kapitel
4.2 beschrieben wird, durchgeführt. Hierfür wird eine Linearisierung der inneren
Arbeiten notwendig. Da in der vorgestellten FE-Formulierung ausschließlich kon-
servative Kräfte betrachtet werden, müssen die äußeren Arbeiten nicht linearisiert
werden. Die Grundlagen der Linearisierung sind in Kapitel 2.6 beschrieben. Für
die Linearisierung der inneren Arbeiten folgt mit Anwendung der Produktregel
die Beziehung

D[G(ve, δve,∆ve)] =
∫

Ω0

δεT D∆ε dA+
∫

Ω0

∆δεT σ dA

=
4∑
I=1

4∑
K=1

δve,TI (Ke,mat
TIK

+Ke,geom
TIK

)∆veK

=
4∑
I=1

4∑
K=1

δve,TI Ke
TIK

∆veK .

(3.83)

Die Steifigkeitsmatrix Ke
TIK5×5 wird in einen materiellen Anteil

Ke,mat
TIK

=
∫

Ωe0

BT
I DBK dA (3.84)

und in einen geometrischen Anteil

Ke,geom
TIK

=
∫

Ωe0

[
n̂IK13×3 03×2

02×3 02×2

]
dA (3.85)



60 3 GRUNDGLEICHUNGEN DER SCHALE

mit

n̂IK = n11NI,1NK,1 + n12 (NI,1NK,2 +NI,2NK,1) + n22NI,2NK,2 (3.86)

aufgeteilt. Für die Integration der Gleichungen (3.84) und (3.85) wird die Gauß-
Integration angewendet. Die numerische Integration einer beliebigen Funktion
g(X) kann auf dem Referenzelement ΩRE wie folgt durchgeführt werden:∫

Ωe
g(X)dA =

∫
ΩRE

g(ξ, η) detJ(ξ, η)dξdη

=
4∑
p=1

g(ξp, ηp) detJ(ξp, ηp)wp .

(3.87)

Für das lineare Schalenelement ist eine 2-Punkt-Gauß-Integration je Richtung
ausreichend. Dabei sind die Koordinaten derGaußpunkte im Referenzelement ΩRE

mit ξp = ±
√

3/3, ηp = ±
√

3/3 definiert. Für den Wichtungsfaktor gilt: wp = 1.
Allerdings ist für eine verzerrte Elementgeometrie die Lösung der numerischen
Integration mit der Gauß-Integration nicht exakt. Der Grund hierfür ist, dass die
Determinante der Jacobi-Matrix detJ bei verzerrten Elementen keine Konstante
ist. Aufgrund der Division mit der Determinante zur Bildung der Inverse der
Jacobi-Matrix, siehe Gleichung (3.74), entstehen gebrochenrationale Funktionen
und die Anwendung der Gauß-Integration führt auf eine Näherungslösung. Eine
Verbesserung der Lösung kann durch eine erhöhte Anzahl an Gaußpunkten erzielt
werden.
Der materielle Anteil der Steifigkeitsmatrix nach Gleichung (3.84) kann abhängig
von der FE-Formulierung nur in Ausnahmefällen in einen linearen und nichtlinea-
ren Anteil aufgespaltet werden. Mit der Zerlegung der virtuellen Verzerrungen

δε =
4∑
I=1
BIδv

e
I =

4∑
I=1

(Blin
I +Bnlin

I )δveI (3.88)

kann der materielle Anteil der Steifigkeitsmatrix in der Form

Ke,mat
TIK

=
4∑
I=1

4∑
K=1

∫
Ωe0

(
Blin
I +Bnili

I

)T
D
(
Blin
K +Bnlin

K

)
dA

=
4∑
I=1

4∑
K=1

∫
Ωe0

Blin,T
I DBlin

K +

Blin,T
I DBnili

K +Bnili,T
I DBlin

K +Bnlin,T
I DBnlin

K dA
=Ke,lin

TIK
+Ke,u

TIK

(3.89)

angegeben werden. Dabei ist Ke,lin
TIK

der lineare Anteil und Ke,u
TIK

wird als An-
fangsverschiebungsmatrix bezeichnet. Für die Formulierung des Eigenwertpro-
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blems zur Behandlung von Stabilitätsproblemen ist die Kenntnis über die Zu-
sammensetzung der Steifigkeitsmatrix von Bedeutung. Beispielsweise wird bei ei-
ner klassischen Beulanalyse die Anfangsverschiebungsmatrix nicht berücksichtigt.
Der Zusammenhang wird in Kapitel 4.4.2 diskutiert.
Die vollständige Linearisierung der Variationsformulierung für ein Element wird
mit

L[G(ve, δve,∆ve)] =
4∑
I=1

δve,TI (Ge
I +

4∑
K=1

Ke
TIK

∆veK) (3.90)

definiert. Die Größe der vollständigen Elementsteifigkeitsmatrix ist in der Ma-
trixschreibweise

Ke
T 20×20 =


Ke

T11 Ke
T12 Ke

T13 Ke
T14

Ke
T21 Ke

T22 Ke
T23 Ke

T24

Ke
T31 Ke

T32 Ke
T33 Ke

T34

Ke
T41 Ke

T42 Ke
T43 Ke

T44

 (3.91)

dargestellt. Die lokalen Größen in Gleichung (3.90) müssen abschließend auf das
globale Koordinatensystem transformiert werden. Die Transformation wird mit
der Beziehung in Gleichung (3.64) durchgeführt. Damit folgt für die Linearisie-
rung:

L[G(ve, δve,∆ve)] =
4∑
I=1

δve,G,TI (T T
I G

e
I +

4∑
K=1

T T
I K

e
TIK
TK∆ve,GK )

=
4∑
I=1

δve,G,TI (Ge,G
I +

4∑
K=1

Ke,G
TIK

∆ve,GK ) .

(3.92)

Der Zusammenbau der Elementgrößen

KT =
numel⋃
e=1

Ke,G
T , ∆V =

numel⋃
e=1

∆ve,G und G =
numel⋃
e=1

Ge,G (3.93)

führt auf das nichtlineare Gleichungssystem

δV (G+KT∆V ) = 0 . (3.94)

Die virtuellen Verschiebungen sind beliebig und ungleich Null: δV 6= 0. Daraus
folgt das zu lösende Gleichungssystem

KT∆V = −G . (3.95)

Wird eine Schale nur durch Biegung beansprucht, verschwinden in einigen Fäl-
len die transversalen Schubspannungen nicht. Der Grund für dieses Phänomen
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sind die gewählten Ansatzfunktionen. Bei der numerischen Integration entstehen
„parasitäre“ Terme. Diese sind Ursache eines Versteifungseffekts (engl.: Locking).
Beispielsweise kann mit einer selektiven oder reduzierten Integration der transver-
salen Schubverzerrungen dieses Locking vermieden werden, siehe z.B. [188, 214].
Der Nachteil einer reduzierten Integration ist, dass das Phänomen des Hourglas-
sings auftreten kann.

In dieser Arbeit wird daher zur Vermeidung von Locking-Effekten bei dünn-
wandigen schubelastischen Schalen die Assumed-Natural-Strain-Methode (Abk.:
ANS-Methode) von Dvorkin & Bathe [71] bevorzugt. Die Methode basiert
auf Interpolationsansätzen für die Schubverzerrungen. Diese zusätzlichen Ansät-
ze werden über die Seitenmittelpunkte A, B, C und D des Elements im ξ, η-
Koordinatensystem definiert:

γ̃ξ3 = 1
2 (1− η) · γ̃Bξ3 + 1

2 (1 + η) · γ̃Dξ3

γ̃η3 = 1
2 (1− ξ) · γ̃Aη3 + 1

2 (1 + ξ) · γ̃Cη3 .
(3.96)

Die Interpolationsfunktionen sind in den lokalen Koordinaten beschrieben. In
Abbildung 3.12 werden die ANS-Ansätze für das 4-Knoten-Element dargestellt.

Abbildung 3.12: ANS-Ansätze für ein 4-Knoten-Schalenelement

Die Schubverzerrungen werden an den Seitenmittelpunkten berechnet und über
die jeweiligen Knoten gemittelt. An den Kollokationspunkten gilt für die Schub-
verzerrungen:

γ̃Mξ3 = xM,ξ β
M
x + yM,ξ β

M
y + uM3,ξ, M = B,D,

γ̃Lη3 = xL,η β
L
x + yL,η β

L
y + uL3,η, L = A,C .

(3.97)

Die Verschiebungsgradienten uL,M3,ξ bzw. uL,M3,η sowie die Verdrehungen βL,Mx bzw.
βL,My werden mit der Interpolation über die Eckknoten ermittelt. Mithilfe der
Jacobi-Matrix werden die Schubverzerrungen auf die kartesischen Koordinaten
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transformiert: [
γ13

γ23

]
= J−T

[
γ̃ξ3
γ̃η3

]
. (3.98)

Damit kann die Bs
I -Matrix für den Schubanteil wie folgt modifiziert werden:

Bs
I := J−T

[
NI,ξ −NI,ξξIX

M
2 NI,ξξIX

M
1

NI,η −NI,ηηIX
L
2 NI,ηηIX

L
1

]
. (3.99)

Die Zuordnung der Kollokationspunkte zu den jeweiligen Knoten I = {1, 2, 3, 4}
erfolgt mit den ExponentenM und L. Die Reihenfolge wird mitM = {B,B,D,D}
und L = {A,C,C,A} festgelegt. Mit der modifizierten Bs

I -Matrix für den Schu-
banteil können die inneren Arbeiten der schwachen Form des Gleichgewichts neu
aufgestellt werden. Für die numerische Integration der Schubanteile kann unver-
ändert eine 2-Punkt-Gauß-Integration je Richtung angewendet werden.
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4 Stabilität von Tragwerken

Das Stabilitätsversagen ist vor allem bei dünnwandigen Schalenstrukturen un-
ter Druckbeanspruchung oft die maßgebende Versagensart. Daher spielt in der
nichtlinearen Strukturmechanik das Auffinden von Stabilitätspunkten, die in der
mathematischen Betrachtungsweise auch als singuläre Punkte bezeichnet werden,
eine wichtige Rolle. Dazu werden in diesem Kapitel die Grundlagen numerischer
Berechnungsmöglichkeiten diskutiert. Zur Behandlung von Stabilitätsproblemen
existieren bereits zahlreiche Standardwerke. Der Inhalt des Kapitels wird mithilfe
der Arbeiten von Stein et al. [306], Wagner [337], Bažant & Cedolin [23],
Timoshenko [319], Wolmir [354] und Pflüger [234] zusammengestellt.

4.1 Einordnung von Stabilitätsproblemen

Ein System wird als stabil bezeichnet, wenn es die Fähigkeit besitzt nach ei-
ner Störung wieder in den Ausgangszustand zurückzukehren. Kriterien für das
nichtlineare Stabilitätsverhalten von Tragwerken werden in der Regel aus der
Diskussion der Last-Verschiebungskurven erhalten. Dabei werden die Kurven
hinsichtlich singulärer Punkte untersucht. In Abbildung 4.1 sind typische Last-
Verschiebungskurven verschiedener Tragwerke dargestellt. Das erste Tragwerk in

Abbildung 4.1: Tragwerke und deren Last-Verschiebungskurven zur Beurteilung des
Stabilitätsverhaltens
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Abbildung 4.1 (links) ist ein Biegebalken unter Streckenlast. In diesem Beispiel
ist die Kurve monoton wachsend und es tritt keine Mehrdeutigkeit auf. In der
Last-Verschiebungskurve ist kein Stabilitätsproblem zu erkennen. Des Weiteren
sind hier unterschiedliche Kurven für eine lineare Theorie und nichtlineare Theo-
rie skizziert. Auch unter Annahme eines linear-elastischen Werkstoffgesetzes ist
die Last-Verschiebungskurve mit nichtlinearen Verlauf die genaue Lösung. Der
Grund hierfür ist die geometrische Nichtlinearität. Um diese zu berücksichtigen,
muss das Gleichgewicht am verformten System aufgestellt werden. Eine materiell
und geometrisch lineare Theorie stellt lediglich eine Näherungslösung dar. Die
Anwendung einer vollständig geometrisch nichtlinearen Theorie endlicher Rota-
tionen ermöglicht in diesem Fall die Abbildung einer Zugversteifung. Meist ist
die lineare Theorie bei Werkstoffen mit kleinen Verzerrungen ausreichend, wenn
die Verschiebungen nicht zu groß werden. Allerdings können bei Beispielen mit
einem Stabilitätsproblem die Verschiebungen sehr groß werden, obwohl nur kleine
Verzerrungen auftreten.

Eine Stabilitätsuntersuchung erfordert stets die Anwendung einer geometrisch
nichtlinearen Theorie. Wenn sich mehrere Verschiebungszustände vi zu einem
Lastniveau λiP ergeben oder umgekehrt, ist das Stabilitätsverhalten zu unter-
suchen. Dazu kann im einfachsten Fall zwischen einem Verzweigungsproblem
oder einem Durchschlagproblem unterschieden werden. Ausführlicher wird dies
beispielsweise in Budiansky [45], Thompson & Hunt [317], Wriggers et
al. [357] oder Wriggers & Simo [356] diskutiert.

In Abbildung 4.1 (mitte) ist das statische System eines Knickstabs dargestellt.
Die momentenfreie Lagerung an beiden Enden entspricht einem Eulerfall 2. Die
Druckkraft wird solange erhöht bis der Stabilitätspunkt bzw. die kritische Last
Pcr mit der dazugehörigen kritischen Verschiebung ucr erreicht wird. Das Last-
Verschiebungsverhalten vor Erreichen des Stabilitätspunkts wird als Vorbeulver-
halten bezeichnet. Schlanke Stabtragwerke sind durch ein lineares Vorbeulverhal-
ten charakterisiert. Das Verhalten nach Erreichen des Stabilitätspunkts wird als
überkritischer Bereich oder Nachbeulverhalten bezeichnet. Am kritischen Punkt,
auch indifferenter Punkt genannt, verzweigt der Gleichgewichtspfad in einen labi-
len und stabilen Pfad. Daher wird ein solches Problem auch Verzweigungsproblem
genannt. Ein indifferenter Punkt liegt vor, wenn neben einem Grundzustand (G)
ein infinitesimal ausgelenkter Nachbarzustand (N) existiert, der sich für die glei-
che Last im Gleichgewicht befindet. Dabei ist die Last-Verschiebungskurve nicht
mehr eindeutig. Ein Knicken tritt auf, wenn das System ab diesem Punkt eine
Auslenkung – eine Imperfektion – erfährt. Der Knickvorgang ist ein Stabilitäts-
versagen. Dabei treten großen Verschiebungen auf. Bei einem Knickstab kann
die Last nicht mehr weiter gesteigert werden. Der horizontale Verlauf der Last-
Verschiebungskurve nach dem Ausknicken wird als neutral bezeichnet. Mit diesem
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Pfad wird ein stabiles Gleichgewicht beschrieben. Erfährt das System keine Aus-
lenkung – das System enthält keine Imperfektionen – kann über den indifferenten
Punkt hinaus die Last beliebig weiter gesteigert werden ohne zu versagen. In die-
sem Fall wird mit der Kurve ein labiler Pfad beschrieben. Auf diesem Pfad genügt
schon eine kleine Störung, dass das System ein stabiles Gleichgewicht einnimmt.
Der Sachverhalt kann mit einer Kugelanalogie erklärt werden, siehe Abbildung
4.2. Ein Gleichgewichtszustand wird als stabil bezeichnet, wenn die Kugel nach

Abbildung 4.2: Kugelanalogie der Gleichgewichtszustände [234]

einer Auslenkung wieder von alleine ihre ursprüngliche Lage einnimmt, siehe Ab-
bildung 4.2 (links). In Abbildung 4.2 (rechts) ist ein labiler Gleichgewichtszustand
dargestellt. Erfährt die Kugel dort eine kleine Störung, rollt diese, bestrebt nach
einem günstigeren energetischen Zustand, den Abhang hinunter ohne wieder die
Ausgangslage einzunehmen. Beim indifferenten Fall verändert sich der energeti-
sche Zustand der Kugel nicht. Im Gegensatz zum labilen Fall nimmt die Kugel
nach einer Auslenkung und einem kurzen Rollen auf der horizontale Ebene wieder
eine stabile Lage ein, siehe Abbildung 4.2 (mitte).

Die Analogie kann auch auf das Durchschlagproblem in Abbildung 4.1 (rechts)
übertragen werden. Ein klassisches Durchschlagproblem ist der symmetrische
Zweischlag mit einer gelenkigen Lagerung und Verbindung der zwei Stäbe. Da-
mit ist eine Biegung der Stäbe ausgeschlossen. Die Belastung P erzeugt eine
Drucknormalkraft in beiden Stäben. Ein steiler Zweischlag entsteht, wenn die
Höhe h groß genug gewählt wird. Bei einem steilen Zweischlag kann jeder einzel-
ne Stab wie ein Eulerfall 2 versagen. Die Last-Verschiebungskurve in Abbildung
4.1 (rechts) entspricht einem flachen Zweischlag. Hier resultiert bereits aus einer
kleinen Verschiebung v eine Mehrdeutigkeit in der Last-Verschiebungskurve, d.h.
zu einem Lastniveau λP existieren mehrere Verschiebungszustände v1, v2 und v3.
Nach Erreichen des indifferenten Punkts A, der hier auch als Durchschlagpunkt
bezeichnet werden kann, erfolgt ein dynamischer Durchschlag bis zum Punkt
B. Der Bereich zwischen beiden Punkten wird als labil eingestuft. Ein Kurven-
verfolgungsalgorithmus mit einer Laststeuerung kann den Bereich zwischen den
Punkten A und C nicht erfassen. Hierfür ist eine Verschiebungssteuerung not-
wendig. Zudem kann ein berechneter labiler Gleichgewichtspfad in der Praxis nur
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durchfahren werden, wenn das Tragwerk geführt wird. Dennoch sind auch diese
Bereiche für eine Bemessung von Interesse. Sie tragen beispielsweise zur Kenntnis
über das Imperfektionsverhalten bei. Bei einem Schalentragwerk kann die nied-
rigste Beullast auch weit im Nachbeulbereich auftreten. Im Folgenden werden
Strategien zum Auffinden der singulären Punkte vorgestellt.

4.2 Lösung nichtlinearer FE-Gleichungen

In der nichtlinearen Strukturmechanik muss in der Regel ein nichtlineares Glei-
chungssystem gelöst werden. Hierfür existiert eine Vielzahl von Lösungsverfah-
ren. Das wohl bekannteste Verfahren aus der Nullstellensuche ist das Newton-
Raphson-Verfahren, auch bekannt unter dem Newton-Verfahren. Im vorherigen
Kapitel wird eine Schalenformulierung hergeleitet, die hier als Ausgangsgleichung
dienen soll. Für die numerische Umsetzung im Rahmen der Finite-Elemente-
Methode wird das Prinzip der virtuellen Verschiebung für ein 4-Knoten-Scha-
lenelement definiert:

G(v, δv) =
numel⋃
e=1

4∑
I=1

δvTI


∫
Ωe
BT
I σ dA

︸ ︷︷ ︸
RI

−
∫
Ωe
NT

I q̄ dA−
∫
∂Ωe

NT
I f̄ dS

︸ ︷︷ ︸
PI

 . (4.1)

Dabei ist P der Vektor der äußeren Kräfte und R der Vektor der inneren Kräfte.
Ein System befindet sich im Gleichgewicht, wenn gilt:

G(v, λt+1) = R(v)− λt+1P = 0 . (4.2)

Das Residuum G(v, λt+1) muss hierbei verschwinden. Zur inkrementellen Last-
steigerung für eine Anzahl von t Lastschritten wird der Lastfaktor λt+1 eingeführt.
Der Vektor der inneren Kräfte ist abhängig vom Verschiebungszustand v. Die
Gleichung (4.2) ist ein nichtlineares Gleichungssystem. Die verwendete Theorie
bestimmt den Grad der Nichtlinearität. Der Verschiebungsgrad bei einer Scha-
lentheorie unter Verwendung endlicher Rotationen hängt von trigonometrischen
Funktionen ab, siehe Gruttmann [113], Wagner [335]. Auch die Anwendung
eines elasto-plastischen Stoffgesetzes kann zu unterschiedlichen Graden der Nicht-
linearität führen [337]. Zur Lösung wird die beliebig nichtlineare Gleichung (4.2)
in eine Taylorreihe entwickelt:

G(v̄ + ∆v, λt+1) = G(v̄, λt+1) + ∂G(v̄, λt+1)
∂v︸ ︷︷ ︸
KT

∆v + · · · = 0 . (4.3)
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Die Taylorreihe wird an einem aktuellen Gleichgewichtszustand G(v̄, λt+1) in
Richtung ∆v innerhalb eines Lastinkrements ∆λ mit λt+1 = λt + ∆λ lineari-
siert, d.h. die Reihe wird nach dem linearen Glied abgebrochen. Innerhalb des
Verfahrens werden mehrere lineare Gleichungssysteme gelöst:

∆vti = −K−1
T (vti)Gt

i(vti , λt+1) . (4.4)

Durch die Verschiebungsinkremente ∆vti wird in der Iterationsschleife ein Update
der Verschiebung durchgeführt

vti+1 = vti + ∆vti . (4.5)

Die Iteration ist abgeschlossen, wenn die Norm des Residuums eine zuvor fest-
gelegte Toleranz unterschreitet. Das Verfahren ist in Abbildung 4.3 skizziert und
der zugehörige Lösungsalgorithmus ist in Tafel 4.1 dargestellt.

Abbildung 4.3: Newton-Raphson-Verfahren

Das Verfahren konvergiert außerdem quadratisch in der Nähe der Gleichgewichts-
lösung. Bei FE-Diskretisierungen mit einer großen Anzahl an Elementen wird
die Steifigkeitsmatrix KT sehr groß. Diese muss beim Lösungsalgorithmus des
Newton-Raphson-Verfahrens für einen neuen Verschiebungszustand stets neu auf-
gestellt werden. Das kann sehr rechenintensiv sein. Einige Verfahren berechnen
die Steifigkeitsmatrix daher nur näherungsweise. Als Beispiel sei das modifizierte
Newton-Verfahren zu nennen. In diesem Verfahren wird innerhalb eines Last-
schrittes die Steifigkeitsmatrix aus dem ersten Iterationsschritt verwendet und
nicht weiter angepasst.

KT (vt0)∆v0 = −G(vt0) (4.6)
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(1) Setze Startwerte: v0 = 0, t = 0, λ0 = 0 und ∆λ

(2) Schleife über alle Lastinkremente: λt+1 = λt + ∆λ

(3) Iterationsschleife

– Berechne Gt
i(vti , λt+1) = R(vti)− λt+1P

– Konvergenz-Check:
WENN ||Gt

i(vti , λt+1)|| ≤ TOL −→ Gehe zu 4)
SONST −→ Weiter

– Berechne ∆vti = −K−1
T (vti)Gt

i(vti , λt+1)
– Update: vti+1 = vti + ∆vti
– Setze i = i+ 1

(4) vt+1
0 = vti

(5) Setze t = t+ 1 −→ Gehe zu (1)

Tafel 4.1: Lösungsalgorithmus für das Newton-Raphson-Verfahren

Ein Nachteil kann sein, dass bei stark nichtlinearen Problemen sich das Konver-
genzverhalten so verschlechtert, dass dies zu einer Divergenz führen kann und
daraus auch höhere Rechenzeiten resultieren. Des Weiteren sind moderne Glei-
chungslöser, wie z.B. der PARDISO-Solver [274], in der Lage automatisch das
Iterationsverfahren zu wechseln, wenn nur kleine Änderungen festgestellt werden.
Der PARDISO-Solver führt bei entsprechender Einstellung und näherungsweisen
linearen Last-Verschiebungsverhalten die Berechnung der Steifigkeitsmatrix mit
einer quadrierten konjugierten Gradienten Methode (engl.: conjugate gradients
squared method, CGS) durch, siehe zur Beschreibung der Methode in [301]. Das
Verfahren ermöglicht schnellere Berechnungen, kann aber auch Konvergenzpro-
bleme hervorrufen. Zudem können bei Stabilitätsuntersuchungen mit näherungs-
weisen linearem Vorbeulverhalten die Stabilitätspunkte nicht erfasst werden.

4.3 Pfadverfolgungsalgorithmen

Das Newton-Verfahren funktioniert gut für monoton wachsenden Last-Verschie-
bungskurven mit einem stetigen Zuwachs der äußeren Last. Das Eingangsbei-
spiel eines Zweischlags in Abbildung 4.1 ist ein Beispiel für nicht eindeutige Zu-
sammenhänge zwischen Last- und Verschiebungsgrößen. Hier versagt eine inkre-
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Abbildung 4.4: Versagen der Last- und Verschiebungssteuerung

mentelle Steigerung der Last. Das Versagen einer Laststeuerung und zusätzlich
einer Verschiebungssteuerung ist in Abbildung 4.4 verdeutlicht. Die Laststeue-
rung versagt bei einem Abfall des Lastfaktors. Die Verschiebungssteuerung ver-
sagt bei zurückgehender Verschiebung. In der nichtlinearen Strukturmechanik ist
dennoch das Verhalten im gesamten Lastbereich von Interesse. Eine vollständi-
ge Verfolgung beliebiger nichtlinearer Last-Verschiebungskurven ermöglichen ver-
schiedene inkrementell-iterative Lösungsstrategien, sogenannte Pfadverfolgungs-
algorithmen. Im Folgenden ermöglicht die Einführung einer Nebenbedingung ein
allgemeines Konzept für die Herleitung einer Laststeuerung, Verschiebungssteue-
rung und des Bogenlängenverfahrens. Einen tieferen Einblick in die Thematik
der Pfadverfolgung wird z.B. in Wagner & Wriggers [342], Riks [252, 253],
Crisfield [53] und Ramm [241] gegeben. Das Gleichungssystem wird durch eine
spezifizierte Nebenbedingung f(v, λ) wie folgt erweitert:

Ĝ(v, λ) =
[
G(v, λ)
f(v, λ)

]
. (4.7)

Mit der Nebenbedingung wird die Form der Korrektoriteration vorgegeben. Das
erweiterte Gleichungssystem (4.7) wird nach den Verschiebungen und Lasten an
einem bekannten Gleichgewichtspunkt (v̄, λ̄) linearisiert[

Gv Gλ

fTv fλ

] [
∆v
∆λ

]
= −

[
G(v̄, λ̄)
f(v̄, λ̄)

]
(4.8)

mit den Richtungsableitungen (Gatêaux-Ableitungen)

Gv∆v = d

dε

[
G(v̄ + ε∆v, λ̄)

] ∣∣∣∣∣
ε=0
, Gλ∆λ = d

dε

[
G(v̄, λ̄+ ε∆λ)

] ∣∣∣∣∣
ε=0
,

fTv ∆v = d

dε

[
f(v̄ + ε∆v, λ̄)

] ∣∣∣∣∣
ε=0
, fλ∆λ = d

dε

[
f(v̄, λ̄+ ε∆λ)

] ∣∣∣∣∣
ε=0

.

(4.9)
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In der Ingenieurliteratur ist Gv als tangentiale Steifigkeitsmatrix KT bekannt.
Das Lastkollektiv Gλ ist definiert durch Gλ = P . Damit kann das Gleichungs-
system (4.8) wie folgt formuliert werden:[

KT −P
fTv fλ

]
︸ ︷︷ ︸

K̂T

[
∆v
∆λ

]
︸ ︷︷ ︸

∆ŵ

= −
[
G(v̄, λ̄)
f(v̄, λ̄)

]
︸ ︷︷ ︸
Ĝ(v, λ)

. (4.10)

Das Gleichungssystem ist unsymmetrisch und kann mit der Partitionierungsme-
thode gelöst werden. Die Methode wird von Keller [150] auch Block-Eliminati-
onsverfahren genannt. Das Verschiebungsinkrement ∆v in Gleichung (4.10) wird
in jedem Iterationsschritt i in Teillösungen aufgeteilt

∆vPi = K−1
T i P , ∆vGi = −K−1

T i Gi(vi, λ) (4.11)

und zu einem Gesamtverschiebungsinkrement zusammengefasst:

∆vi = ∆λi ∆vPi + ∆vGi . (4.12)

Durch Einsetzen des Gesamtverschiebungsinkrements nach Gleichung (4.12) in
das Gleichungssystem (4.10) resultiert das noch unbekannte Inkrement des Las-
parameters

fTv ∆v + fλ∆λi = fTv (∆λi ∆vPi + ∆vGi) + fλ∆λi = −fi(v, λ)

⇔ ∆λi = −fi(v, λ) + fTv ∆vGi
fTv ∆vPi + fλ

.
(4.13)

Das Vorgehen der Block-Elimination ist gültig für reguläre Matritzen KT und
K̂T . Der mathematische Beweis wird in Keller [150] geführt. Dennoch wird
bei Erreichen eines Stabilitätspunkts sowohl an einem Durchschlag– als auch an
einem Verzweigungspunkt die tangentiale Steifigkeitsmatrix KT singulär. Aller-
dings kann gezeigt werden, dass für einen Durchschlagpunkt die Koeffizienten-
matrix K̂T regulär bleibt. Denn für einen Durchschlagpunkt gilt: KT ϕ = 0,
aber mit ϕTP 6= 0 ist die Regularität von K̂T gesichert. Die erweiterte Ma-
trix ist für einen Verzweigungspunkt nach wie vor singulär. Das verhindert eine
Invertierung. Allerdings wird bei der inkrementell–iterativen Pfadverfolgung ein
singulärer Punkt i.d.R. nicht exakt erreicht, sodass KT auch invertierbar bleibt.

4.3.1 Laststeuerung

Bei einer klassischen Laststeuerung bleibt die Belastung innerhalb eines Last-
schritts konstant: λ = c = konst.. Die Nebenbedingung ist die Differenz zwischen
dem Lastniveau λ und einem vorgegebenen Wert c

f(v, λ) = λ− c . (4.14)
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Aus der Linearisierung folgt fTv = 0 und fλ = 1. Mithilfe der Gleichungen (4.12)
und (4.13) resultiert das Last- und Verschiebungsinkrement:

∆λi = −fi(v, λ) = −λ+ c , ∆vi = −K−1
T (R(vi)− cP ) . (4.15)

Das Verschiebungsinkrement entspricht der Grundgleichung desNewton-Verfahrens,
vgl. Gleichung (4.4).

4.3.2 Verschiebungssteuerung

Auch zur Realisierung einer Verschiebungssteuerung kann eine Nebenbedingung
angegeben werden, siehe z.B. Batoz & Dhatt [22]. Die Nebenbedingung ist

f(v, λ) = va − c (4.16)

mit der vorgegebenen Verschiebungsgröße va. Der aktuelle Wert der Verschiebung
wird mit c definiert. Aus der Linearisierung folgen die Beziehungen fTv = eTa und
fλ = 0 mit dem Einheitsvektor

eTa =
[

0 0 . . . 1 . . . 0 0
]

, (4.17)

der an der der Stelle a den Wert 1 besitzt. Dementsprechend folgen wieder mithilfe
den Gleichungen (4.12) und (4.13) die beiden Inkremente für Last und Verschie-
bung

∆λi = −fi(v, λ) + eTa∆vGi
eTa∆vPi

, ∆vi = −fi(v, λ) + eTa∆vGi
eTa

+ ∆vGi . (4.18)

4.3.3 Bogenlängenverfahren

In Abbildung 4.4 wird gezeigt, wann eine Last- und Verschiebungssteuerung ver-
sagt. Daraus wird ersichtlich, dass Pfadverfolgungsverfahren benötigt werden,
die sowohl den Belastungs- als auch den Verschiebungszustand während der Ite-
ration verändern können. Eine entsprechende Formulierung der Nebenbedingung
macht dies möglich. Ein bekanntes Verfahren ist das Bogenlängenverfahren von
Riks [252,253]. Weitere Varianten des Verfahrens, die sich im Wesentlichen durch
die Wahl der Nebenbedingung unterscheiden, sind z.B. in Wagner [336] oder
Crisfield [53] beschrieben. Die Idee des Verfahrens besteht darin, nach einem
Prädiktorschritt die Gleichgewichtslösung durch einen Korrektorschritt mit spe-
zieller Richtung zu ermitteln. Eine Möglichkeit ist die Iteration auf einer Norma-
lenebene. Dabei erfolgt der Korrektorschritt senkrecht auf dem vorangegangenen
Prädiktorschritt. Die geometrische Interpretation ist in Abbildung 4.5 dargestellt.
Die dazugehörige Nebenbedingung ist

f(v, λ) = (vm − v̄)T (v − vm) + (λm − λ̄)(λ− λm) = 0 (4.19)
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Abbildung 4.5: Bogenlängenverfahren mit Iteration auf einer Normalenebene

mit den Größen des zuvor erreichten GleichgewichtszustandsG(v̄, λ̄). Die Neben-
bedingung ist abhängig von dem Verschiebungszustand vm und dem Lastfaktor
λm. Mit dem Index m wird der Zwischenzustand innerhalb der Korrektoritera-
tion angegeben. Für m = 1 = konst. bleibt die Normalenebene senkrecht zum
Prädiktorschritt. Die Wahl von m = i ermöglicht eine Anpassung der Normale-
nebene in jedem Iterationsschritt, siehe z.B. Ramm [241]. Aus der Linearisierung
der Nebenbedingung folgt:

fTvi = (vm − v̄)T , fλi = λm − λ̄ . (4.20)

Mithilfe der zuvor eingeführten Notation resultiert das Lastinkrement

∆λi = − fi(v, λ) + (vm − v̄)T∆vGi
(λm − λ̄) + (vm − v̄)T∆vPi

(4.21)

und der inkrementelle Zuwachs der Verschiebung

∆vi = − fi(v, λ) + (vm − v̄)T∆vGi
(λm − λ̄) + (vm − v̄)T∆vPi

∆vPi + ∆vGi . (4.22)

Bei dem Verfahren muss eine Bogenlänge ds vorgegeben werden mit dieser der
Lastschritt ∆λi wie folgt berechnet werden kann:

∆λi = ∆s√
(∆vPi)T∆vPi)

. (4.23)

Abschließend ist in Tafel 4.2 der Lösungsalgorithmus für das Bogenlängenverfah-
ren skizziert.
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(1) Setze Startwerte: v0 = 0, t = 0, λ0 = 0 und ∆s

(2) Schleife über alle Lastinkremente: λt+1 = λt + ∆λ

(3) Prädiktorschitt

– ∆vtP0 = K−1
T (vtP0)λt0P

– ∆λt0 = ∆s√
(∆vtP0)T∆vtP0)

– ∆vt0 = ∆λt0∆vtP0

Update: vt1 = vt0 + ∆vt0, λt1 = λt0 + ∆λt0

(4) Korrektoriteration i = 1, 2, . . .

– ∆vPi = K−1
T (vti)λtiP .

∆vtGi = K−1
T (vti)Gi(vti , λti)

– ∆λti = −fi(v
t
i , λ

t
i) + (vti − vt0)T∆vGi

(λti − λt0) + (vti − vt0)T∆vPi
∆vti = ∆λti∆vtP i + ∆vtGi

– Udpate: λti+1 = λti + ∆λti, vt+1
i = vti + ∆vti

– Konvergenz-Check:
Wenn: ‖Gi(vti+1, λ

t
i+1)‖ ≤ TOL→ Gehe zu (5)

SONST: Weiter i = i+ 1

(5) vt+1
0 = vti

(6) Setze t = t+ 1 −→ Gehe zu (1)

Tafel 4.2: Lösungsalgorithmus für das Bogenlängenverfahren mit Iteration auf einer
Normalenebene

4.4 Numerische Berechnung von Stabilitätspunkten

In diesem Abschnitt werden verschiedene Möglichkeiten zum Auffinden singu-
lärer Punkte im Rahmen der FEM diskutiert. Im Ingenieurbereich werden die-
se Punkte Stabilitätspunkte oder Instabilitätspunkte genannt. Allgemein liegt
ein Stabilitätsproblem vor, wenn neben dem ursprünglichen Gleichgewichtszu-
stand GG(v̄, λ̄) auf einem Gleichgewichtspfad ein weiterer Gleichgewichtszustand
GN(v̄+ ∆v, λ̄) auf einem benachbarten Gleichgewichtspfad existiert. Ausgehend
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vom Grundzustand

GG(v̄, λ̄) = 0 (4.24)

kann der Nachbarzustand in eine Taylorreihe nach v entwickelt werden

GN(v̄ + ∆v, λ̄) = GG(v̄, λ̄)︸ ︷︷ ︸
0

+DvG
G(v̄, λ̄)︸ ︷︷ ︸

KT (v̄, λ̄)

∆v + . . . .
(4.25)

Befindet sich der Nachbarzustand ebenfalls im Gleichgewicht

GN(v̄ + ∆v, λ̄) = 0 , (4.26)

resultiert aus der Taylorreihenentwicklung (4.25) die Definition eines Stabilitäts-
problems an der Stelle (v̄, λ̄)

KT (v̄, λ̄)∆v = 0 . (4.27)

Die Lösung dieses homogenen Gleichungssystems kann mit einer mathematischen
Betrachtungsweise oder der klassischen und linearen Beulanalyse in einer inge-
nieurmäßigen Herangehensweise erfolgen. Beide Methoden werden in den folgen-
den Abschnitten vorgestellt.

4.4.1 Mathematische Betrachtungsweise

Aus mathematischer Sicht definiert die quadratische Matrix KTn×n eine Abbil-
dung des Rn in sich selbst. Jedem Vektor ϕ wird ein Vektor

y = KT ϕ (4.28)

zugeordnet. Gesucht sind die Vektoren ϕ 6= 0, die ihre Richtung nicht ändern,
sondern nur in ein Vielfaches ωϕ, ω ∈ R übergehen. Das führt auf die Formulie-
rung des speziellen Eigenwertproblems

KT ϕ = ωϕ ⇐⇒ [KT − ω1]ϕ = 0 . (4.29)

Die Vektoren ϕ werden auch als Eigenvektoren von KT mit den dazugehörigen
Eigenwerten ω bezeichnet. Ein singulärer Punkt liegt vor, wenn Null-Eigenwerte
ωi = 0 auftreten. Dadurch vereinfacht sich das spezielle Eigenwertproblem zu

[KT − ω1]ϕ = KT ϕ = 0 . (4.30)

Der zugehörige Eigenvektor ϕ kann als Beulform interpretiert werden. Durch
Ersetzen des Eigenvektors ϕ mit der Verschiebung ∆v resultiert das Stabilitäts-
problem aus Gleichung (4.27). Das Eigenwertproblem kann bei der Berechnung
der Last-Verschiebungskurve begleitend gelöst werden. Treten Null-Eigenwerte
auf, ist ein Stabilitätspunkt gefunden.
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4.4.2 Klassische und lineare Beulanalyse

Für eine Bemessung ist meist nur eine näherungsweise Berechnung des ersten
singulären Punkts von Interesse. Auf eine geometrisch nichtlineare Untersuchung
kann in den meisten Fällen verzichtet werden. Dann ist nur ein linearer Rechen-
schritt erforderlich. Das ist die Motivation der klassischen und linearen Beulana-
lyse, die in der Ingenieurliteratur weit verbreitet sind. Diese Methoden basieren
auf der Zerlegung der tangentialen Steifigkeitsmatrix

KT = K lin +Ku +Kgeom (4.31)

mit der linearen SteifigkeitsmatrixK lin, der AnfangsverschiebungsmatrixKu und
der geometrischen Matrix Kgeom. Eine solche Zerlegung kann abhängig von der
Variationsformulierung nur in wenigen Fällen durchgeführt werden. Im allgemei-
nen Fall kann die Zerlegung

KT = K lin +Knlin ⇔Knlin = KT −K lin (4.32)

in einen linearen K lin und einen nichtlinearen Anteil Knlin durchgeführt werden.
Die Untersuchung des Stabilitätsverhalten beginnt dabei im Ursprung G(0, 0).
Dort wird die lineare Lösung

KT (0)v0 = P ⇐⇒ v0 = K−1
T (0)P (4.33)

berechnet mit K lin = KT (0). Bei der klassischen Beulanalyse entfallen die Vor-
beuldeformationen und das allgemeine Eigenwertproblem lautet:[

K lin + ΛKgeom(v0)
]
ϕ = 0 . (4.34)

Bei einer linearen Beulanalyse werden alle Anteile betrachtet:[
K lin + Λ(Ku(v0) +Kgeom(v0))

]
ϕ = 0 . (4.35)

Die Idee der beiden Beulanalysen basiert darauf, dass bei einer Stabilitätsunter-
suchung die tangentiale SteifigkeitsmatrixKT vom Belastungszustand und damit
auch vom Verschiebungszustand abhängig ist. Dabei ändern sich nur die nichtli-
nearen Terme Ku und Kgeom mit der Last. Die Frage ist wie weit diese Terme
gesteigert werden müssen, damit die Gleichungen (4.34) und (4.35) für eine nicht-
triviale Lösung ϕ 6= 0 erfüllt werden. Im Falle eines linearen Vorbeulverhaltens
gilt näherungsweise

Pcr ∼ Λ (Ku +Kgeom) . (4.36)

Die kritische Last mit der dazugehörigen kritischen Verschiebung kann dann mit
der linearen Beziehung

Pcr = ΛP , vcr = Λv0 (4.37)
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berechnet werden. Der Eigenwert Λ kann als Laststeigerungsfaktor mechanisch
wie folgt beurteilt werden:

Λ


> 1 überkritisch
= 1 singulär (am Stabilitätspunkt)
< 1 unterkritisch

. (4.38)

Ein Nachteil im Vergleich zur mathematischen Betrachtungsweise ist, dass die
Matrizen Ku und Kgeom nicht positiv-definit sind. Deshalb wird auch ein spezi-
eller Eigenwertlöser benötigt.

4.5 Begleitende nichtlineare Stabilitätsuntersuchung

Die Ergebnisse einer klassischen oder linearen Beulanalyse (Stabilitätsanalyse)
können bei einem nichtlinearem Vorbeulverhalten stark von der tatsächlichen
Beullast abweichen. Hierfür ist eine vollständig geometrisch nichtlineare Berech-
nung notwendig. Die nichtlineare Stabilitätsuntersuchung erfolgt hierbei ohne grö-
ßeren Aufwand begleitend zur Berechnung des Last-Verschiebungsverhaltens. Die
Beobachtung der Determinante und der Anzahl der negativen Diagonalelemente
der tangentialen SteifigkeitsmatrixKT sind einfache Methoden, die in diesem Ab-
schnitt diskutiert werden. Weitere Möglichkeiten sind die Inverse Iteration, das
Bisektionsverfahren oder die Untersuchung des Current Stiffness Parameters, sie-
he für eine Zusammenfassung der Verfahren in [337]. Die Determinante detKT

kann als Nebenprodukt der Dreieckszerlegung KT = LTDL der tangentialen
Steifigkeitsmatrix KT nahezu ohne zusätzlichen Rechenaufwand ermittelt wer-
den. Mithilfe der Determinante von KT kann folgende Aussage über die Art des
Gleichgewichtszustands getroffen werden:

detKT =


> 0 stabiles Gleichgewicht - positiv definit
= 0 indifferentes Gleichgewicht - indefinit
< 0 labiles Gleichgewicht - negativ definit

. (4.39)

Hierbei ist die Bedingung detKT > 0 für ein stabiles Verhalten notwendig, aber
nicht hinreichend. Die Berechnung der Determinante erfolgt über das Produkt
der Hauptdiagonalelemente Dii

detKT =
ndof∏
i=1

Dii (4.40)

mit ndof der Anzahl der Freiheitsgrade. Zur Beobachtung wird die Determinante
in der Form

det K̄T = detkKT

det1KT

(4.41)
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skaliert. Eine Berechnung beginnt so stets mit det K̄T = 1. Komplexe FE-Modelle
mit einer sehr großen Anzahl von Freiheitsgraden können zu großen Werten von
det K̄T führen. Die Größe ist durch den darstellbaren Zahlenbereich des Compu-
tersystems beschränkt. Das Problem kann durch Anwendung der extrem langsam
anwachsenden Logarithmus-Funktion gelöst werden

det K̄T = detkKTs

det1KTs

mit

detkKTs = (−1)negd log
ndof∏
i=1
|kDii| = (−1)negd

ndof∑
i=1

log |kDii| .

(4.42)

Dabei muss die Anzahl der negativen Diagonalelemente mit dem Parameter negd
gezählt werden. Trotzdem ist die Determinantenbeobachtung für sehr große Syste-
me ungeeignet. Eine Nullstelle mit der v-Achse in einem detKT − v−Diagramm
ist aufgrund der Darstellung der Genauigkeit auch mithilfe der Logarithmus-
Funktion oft nicht ersichtlich. Das Phänomen wird „schleifender Schnitt“ genannt.
In Abbildung 4.6 ist ein schleifender Schnitt bei einer Stabilitätsuntersuchung ei-
ner axialgedrückten Zylinderschale dargestellt.

Abbildung 4.6: Determinantenbeobachtung für eine Stabilitätsuntersuchung einer
axialgedrückten Zylinderschale

Nach der Skalierung der Determinante auf den Wert Eins erfolgt bereits beim
zweiten Verschiebungsschritt ein starker Abfall auf den Wert detKT = 10−4. Ein
Schnitt mit der v−Achse kann im weiteren Verlauf nicht festgelegt werden. Ein
negatives Diagonalelement Dii tritt viel später auf. In [40, 334, 338, 339, 342, 345]
wird daher die Beobachtung der Hauptdiagonalelemente als zuverlässiges Krite-
rium für das Auffinden eines Stabilitätspunkts empfohlen. Instabile Pfade sind
grundsätzlich durch ein oder mehrere negative Diagonalelemente gegeben. Das
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führt auch dazu, dass bei geradzahliger Anzahl von negativen Diagonalelementen
eine positive Determinante resultiert, obwohl ein instabiles Gleichgewicht vorliegt.
Das Vorzeichen der Diagonalelemente von KT legt die Art des Gleichgewichtzu-
stands fest:

∀Dii , Dii > 0 → stabil
∃Dii , Dii = 0 → indifferent
∃Dii , Dii < 0 → instabil, labil

. (4.43)

Die Beobachtung der Elemente der Hauptdiagonalen kostet ebenso keine zusätz-
liche Rechenzeit. Diese liefert ein moderner Gleichungslöser als Nebenprodukt.

4.6 Verhalten bei Imperfektionen

In diesem Abschnitt soll das Tragverhalten bei aufgebrachten Imperfektionen er-
läutert werden. Imperfektionen können Abweichungen in der Geometrie (Mantel-
imperfektionen), Belastung, Randbedingung oder imWerkstoff sein. In Abbildung
4.7 ist das Last-Verschiebungsverhalten unter Imperfektionen für einen Stab, ei-
ner Platte und einer Zylinderschale gegenübergestellt.

Abbildung 4.7: Last-Verschiebungsverhalten unter Imperfektionen eines Stabs (links),
einer Platte (mitte) und einer Zylinderschale (rechts)

Der stabile Pfad des Stabmodells eines Eulerfalls 2 in Abbildung 4.7 (links) ist
durch ein neutrales Verhalten charakterisiert. Hingegen kann bei einer Platte nach
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Erreichen des indifferenten Punkts die Last aufgrund der zweiachsigen Tragwir-
kung weiter gesteigert werden. Im Rahmen der FEM kann ein Pfadwechsel am
singulären Punkt nur dann erreicht werden, wenn eine Störung in Form einer
Imperfektion aufgebracht wird. Unter Verwendung geometrischer Imperfektionen
kann mit den berechneten Eigenwerten am Stabilitätspunkt der Gleichgewichts-
zustand (v̄, λ̄) des primären Pfads gestört werden:

vi = v̄ + v̄0 mit v̄0 = ξi
ϕ̄i
‖ϕ̄i‖

. (4.44)

Dabei wird auf das aktuelle Verschiebungsfeld v̄ der normierte Eigenvektor aufge-
bracht. Die Imperfektionsamplitude wird mit ξi gesteuert. Alternativ kann auch
der Eigenvektor auf die Knotenkoordinaten des FE-Netzes xi als spannungsfreie
Knotenverschiebung aufgebracht werden:

xi = x̄+ ξi
ϕ̄i
‖ϕ̄i‖

. (4.45)

Die Imperfektionen bewirken eine Eindeutigkeit in der Last-Verschiebungskurve
und ein Stabilitätsproblem wird zu einem Spannungsproblem. Der imperfekte
Pfad liegt unterhalb des labilen Pfads. Vor allem bei der Zylinderschale tritt ein
Stabilitätsversagen unter dem Einfluss von Imperfektionen bei einer viel geringe-
ren Last ein. Zudem kommt es nach Erreichen des Stabilitätspunktes zu einem
schlagartigen Lastabfall. Das Verhalten wird auch als bösartig bezeichnet. Das
spezielle Verhalten und die Imperfektionsanfälligkeit einer Zylinderschale wird in
Abbildung 4.8 genauer betrachtet. Die ideelle Beullast für eine Schale ohne Imper-

Abbildung 4.8: Last-Verschiebungsverhalten einer imperfekten Zylinderschale in An-
lehnung an [321]
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fektionen wird im weiteren Verlauf der Arbeit mit pcr,perf bezeichnet. Die kritische
Last bei aufgebrachten Imperfektionen wird mit pcr,impf definiert. In Abbildung 4.8
wird verdeutlicht, dass bereits eine geringe Störverschiebung ∆v ausreichend ist,
die Schale in den instabilen Bereich zu überführen. Das ist auch ein Grund für die
Empfindlichkeit der Versagenslast gegenüber relativ kleinen Imperfektionen [321].
Die Imperfektionsempfindlichkeit kann in Abhängigkeit der Imperfektionsampli-
tude ξi dargestellt werden, siehe Abbildung 4.9. Schon eine geringe Veränderung

Abbildung 4.9: Definition der Imperfektionsempfindlichkeit

der Imperfektionsamplitude ∆ξi oder des Imperfektionsmusters können zu einem
überproportionalen Abfall der Beullast ∆λcr führen [162]. Hingegen gelten plat-
tenförmige Bauteile als imperfektionsunempfindlich. Sie zeigen keine Reduktion
der kritischen Last nach Erreichen des Stabilitätspunkts, siehe Abbildung 4.7
(mitte). Der Anstieg der ξi-λcr-Kurve in Abbildung 4.9 (rechts) ist ein Maß für
die Imperfektionsempfindlichkeit. In Thompson & Hunt [317] sind weitere Aus-
führungen zu dieser Thematik zu finden. Die Imperfektionsempfindlichkeit ist ein
wichtiger Parameter bei der Festlegung von Sicherheitsfaktoren im Rahmen einer
Normung [162].
Außerdem entfällt der Verzweigungspunkt, wenn Imperfektionen vorhanden sind.
Stattdessen tritt an der Stelle der maximal aufnehmbaren Last pcr,impf ein Durch-
schlagpunkt auf. Die Pfade nähern sich dann wieder einander an und erreichen
ein stabiles Gleichgewicht im Nachbeulbereich. Mithilfe statischer Untersuchun-
gen unter Anwendung der vorgestellten Kurvenverfolgungsverfahren ist es nicht
möglich den Nachbeulbereich zu untersuchen, siehe z.B. [283]. Das ist auch der
Fall, wenn die Schrittweiten der Kurvenverfolgungsverfahren sehr klein gewählt
werden. Der primäre Lösungspfad verzweigt im Nachbeulbereich einer Zylinder-
schale unter axialem Druck mehrfach und es existieren mehrere sekundäre Pfade.
Das Phänomen wird als Clusterbildung bezeichnet. Die unterschiedliche Beul-
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formen der einzelnen Verzweigungspfade liegen sehr dicht beieinander. Bei im-
perfekten Schalen entfallen die Verzweigungspunkte und eine Abfolge von Durch-
schlagproblemen tritt auf. Das bedeutet, dass viele Bereiche mit abfallenden Last-
Verschiebungskurven enthalten sind [283]. Ein Pfadwechsel nach Gleichung (4.44)
zu initiieren, ist aufgrund der großen Anzahl möglicher Pfade nahezu unmöglich.
Der Beulvorgang lässt sich vielmehr als zeitlich sehr schnell ablaufender Vorgang
beschreiben, sodass dynamische Phänomene berücksichtigt werden müssen, wenn
ein Interesse am Nachbeulminimum besteht. Nach Erreichen des Nachbeulmi-
nimums befindet sich der Zylinder wieder in einem stabilen Gleichgewicht und
die aufnehmbare Last kann weiter gesteigert werden. Dieser Bereich in der Last-
Verschiebungskurve wird Nachbeulbereich genannt. Ein weiteres charakteristi-
sches Merkmal des Last-Verschiebungsverhaltens einer Zylinderschale ist, dass
nach Erreichen des Stabilitätspunkts die Verschiebung kleiner werden kann. Die-
ses Phänomen wird snapback genannt. In der numerischen Pfadverfolgung versagt
an dieser Stelle eine Verschiebungssteuerung.
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5 Grundgleichungen der Strukturdynamik

Oft sind vor allem dynamische Systeme mit großen Unschärfen behaftet. Bau-
praktische Beispiele sind Schwingungen von Tragwerken aufgrund zeitlich abhän-
giger Wind- oder Erdbebenlasten. Das Verhalten kann durch Fuzzy-stochasti-
sche Prozesse modelliert werden. Hierzu werden im Folgenden die Grundlagen
der Strukturdynamik bereitgestellt. Zur numerischen Lösung der semidiskreten
Bewegungsgleichung im Rahmen der FEM wird ein explizites und implizites Zei-
tintegrationsverfahren vorgestellt. Daraufhin wird ein Ausblick zu „verbesserten“
Zeitintegrationsverfahren gegeben, die für eine zuverlässige zeitabhängige Fuzzy-
stochastische Analyse erforderlich sind. Das Kapitel entspricht im Wesentlichen
einer kurzen Zusammenfassung der Werke von Hughes [139] und Bathe [18].

5.1 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

In der dynamischen Betrachtung werden die Volumenkräfte ρbdV mit den
d’Alembert’schen Trägheitskräften ρüdV erweitert, siehe Abbildung 5.1.

Abbildung 5.1: Oberflächen-, Volumen- und d’Alembert’sche Trägheitskräfte eines
materiellen Körpers bezogen auf die allgemeine Konfiguration Ω

Die Oberflächenkräfte t̄ dA bilden mit den modifizierten Volumenkräften ein
Gleichgewicht ∫

Ω

ρ(b− ü) · δv dV +
∫
∂Ωσ

t̄ · δu dA = 0 . (5.1)

Damit kann die schwache Form des (dynamischen) Gleichgewichts als Basis einer
FE-Formulierung aufgestellt werden

G(u, δu) =
∫
Ω

S : δE dV −
∫
Ω

ρ(b− ü) · δu dV −
∫
∂Ωσ

t̄ · δu dA = 0 . (5.2)



84 5 GRUNDGLEICHUNGEN DER STRUKTURDYNAMIK

5.2 Semidiskrete Bewegungsgleichung

Mithilfe der Ansätze für die Verschiebung u und für die Beschleunigung ü

u = Nv ∂u = N∂v ,

ü = Nv̈ ∂ü = N∂v̈
(5.3)

folgt mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebung nach Gleichung (5.2) die FE-
Formulierung für ein 4-Knoten-Element

δW =
numel⋃
e=1

4∑
I=1

δvTI
{ ∫

Ωe
BT
I σ dA

︸ ︷︷ ︸
RI

−
∫
Ωe
NT

I q̄ dA−
∫
∂Ωe

NT
I f̄ ds

︸ ︷︷ ︸
PI

+
4∑

K=1

∫
Ωe
NT

I ρNK dA

︸ ︷︷ ︸
MIK

v̈K
}

= 0 .

(5.4)

Dabei sind die einzelnen Einträge wie folgt definiert:

RI : Vektor der inneren Kräfte
PI : Vektor der äußeren Kräfte
MIK : Massenmatrix .

Für die vorgestellte Schalenformulierung wird eine Lumped-Form der Massenma-
trix verwendet. Die Matrix ist nur auf der Hauptdiagonalen besetzt. Das führt
zu einer Reduzierung des Rechenaufwands bei der Invertierung der Matrix. Aus
einer numerischen Integration folgt die Darstellung der Massenmatrix zu

MIK =
{
ρ detJ für I = K

0 für I 6= K
(5.5)

mit

ρ = ρ0



h

h 0
h

h3/12
0 h3/12

0


. (5.6)

Die einzelnen Einträge in ρ für die Rotationsfreiheitsgrade resultieren aus dem
Massenträgheitsmoment für dünnwandige Schalen. Die Gleichung (5.4) führt auf
die semidiskrete Bewegungsgleichung

Mv̈(t) +R(v(t)) = P (t) . (5.7)
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Dabei wird der Dämpfungsterm vernachlässigt. Der Ausdruck semidiskret weist
darauf hin, dass die Knotenwerte einer räumlichen Diskretisierung entstammen,
aber dennoch kontinuierlich von der Zeit t abhängen [162].

5.3 Zeitintegrationsverfahren

Zur Lösung der semidiskreten Bewegungsgleichung (5.7) werden Zeitintegrati-
onsverfahren eingesetzt. Unterschieden wird zwischen expliziten und impliziten
Verfahren. Das Zentrale Differenzen-Verfahren ist ein Vertreter der expliziten
Verfahren. Das bekannte Newmark-Verfahren zählt zu den impliziten Zeitinte-
grationsverfahren. In den folgenden zwei Abschnitten werden beide Methoden
kurz vorgestellt.

5.3.1 Explizite Verfahren

Das Zentrale Differenzen-Verfahren nach Verlet [325] basiert auf einer Appro-
ximation der Geschwindigkeit v̇ und Verschiebung v

v̇n+1/2 = v̇n−1/2 + ∆t̄v̈n mit ∆t̄ = (tn+1 − tn) + (tn − tn−1)
2 ,

vn+1 = vn + ∆tv̇n+1/2 mit ∆t = tn+1 − tn .
(5.8)

Durch Einsetzen der Ansätze nach der Gleichung (5.8) in die semidiskrete Bewe-
gungsgleichung (5.7) resultiert ein lineares Gleichungssystem

Mv̈n+1 = −Rn+1 + Pn+1 , (5.9)

das ohne Iteration und mit der Lumped-Form der MassenmatrixM = [M (ii)] für
jeden Freiheitsgrad (i) direkt gelöst werden kann

v̈
(i)
n+1 = 1

M (ii)

[
−R(i)

n+1 + P (i)
n+1

]
. (5.10)

Die Beschleunigungen v̈n+1 zum Zeitpunkt n+1 werden anschließend in die Ansät-
ze (5.8) eingesetzt, um den neuen Verschiebungszustand und Geschwindigkeitszu-
stand zu erhalten. Zum Start der Berechnung wird ein Geschwindigkeitszustand
vorgegeben

v̇0+1/2 ≈ v̇0 + ∆tv̈0 . (5.11)
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5.3.2 Implizite Verfahren

Das Newmark-Verfahren ist benannt nach Newmark [213] und ist wohl der be-
kannteste Vertreter der impliziten Zeitintegrationsverfahren. Das Verfahren ba-
siert auf den folgenden parametrisierten Beschleunigungsansätzen

in v̇ v̈n+γ = (1− γ)v̈n + γv̈n+1 und (5.12)
in v v̈n+2β = (1− 2β)v̈n + 2βv̈n+1 . (5.13)

Die Parameter γ und β sind in den Grenzen 0 ≤ γ ≤ 1 und 0 ≤ β ≤ 0,5
frei wählbar. Typische Werte sind γ = 0,5 und β = 0,25. Für γ = 0,5 und
β = 0 resultiert das explizite Verfahren. Durch die Integration der Ansätze für
die Beschleunigung resultieren die Approximationen für die Geschwindigkeiten

v̇n+1 = (1− γ)∆tv̈n + γv̈n+1∆t+ v̇n (5.14)

und Verschiebungen

vn+1 = (1
2 − β)v̈n∆t2 + βv̈n+1∆t2 + v̇n∆t+ vn . (5.15)

Das Umstellen von Gleichung (5.15) nach der Beschleunigung v̈n+1 führt auf

v̈n+1 = 1
β∆t2

(vn+1 − vn)− 1
β∆t v̇n −

(
1− 1

2β

)
v̈n (5.16)

und durch Einsetzen dieser Gleichung (5.16) in Gleichung (5.14) folgt für die
Geschwindigkeit

v̇n+1 = γ

β∆t(vn+1 − vn) +
(

1− γ

β

)
v̇n +

(
1− γ

2β

)
v̈n∆t . (5.17)

Die Gleichungen (5.16) und (5.17), die nun in Abhängigkeit der Verschiebung
vn+1 ausgedrückt sind, werden in die semidiskrete Bewegungsgleichung (5.7) für
den Zeitpunkt tn+1 eingesetzt

Mv̈n+1 +Rvn+1 = Pn+1 . (5.18)

Daraus resultiert die Definition eines Residuums

Gn+1 = M

[
1

β∆t2
(vn+1 − vn)− 1

β∆t v̇n +
(

1− 1
2β

)
v̈n

]
+Rn+1 − Pn+1 = 0 .

(5.19)

Das Residuum bildet ein nichtlineares Gleichungssystem und ist implizit von den
gesuchten Größen abhängig und muss iterativ gelöst werden. Die Lösung der un-
bekannten Verschiebungen vn+1 kann mit dem Lösungsalgorithmus des Newton-
Raphson-Verfahrens nach Tafel 4.1 aus dem vorherigen Kapitel erfolgen. Dafür
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ist eine Linearisierung erforderlich, die auf einen Algorithmus mit einer effektiven
Steifigkeitsmatrix führt

∂Gi

∂vin+1
= 1
β∆t2

M +Ki
Tn+1 =: Ki

eff

Ki
eff∆vi+1

n+1 = −G(vin+1)
vi+1
n+1 = vin+1 + ∆vi+1

n+1 .

(5.20)

Die Lösung des nichtlinearen Gleichungssystems ist für jeden Zeitschritt n mit i
Iterationen erforderlich. Der Rechenaufwand pro Zeitschritt ist dadurch im Ver-
gleich zu einem expliziten Verfahren größer. Dafür kann aber die Zeitschrittweite
vergrößert werden. Dennoch kann auch hier das Phänomen einer numerischen Dis-
sipation auftreten, d.h. die Lösung divergiert mit fortschreitender Zeit. Besonders
bei einem Fuzzy-stochastischen Zeitprozess muss dies verhindert werden, da sonst
auch der Verlauf der Unschärfe in der Zeit divergiert. Deshalb sollten auch abhän-
gig von der Problemstellung alternative Verfahren verwendet werden. Klarmann
& Wagner [155] untersuchen z.B. ein „verbessertes“ Zeitintegrationsverfahren
speziell für nichtlineare Dynamikprobleme. Weitere bekannte Verfahren sind z.B.
das Generalized-α-Verfahren [51] oder das HHT-Verfahren [129].
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6 Polymorphe Unschärfemodellierung

In diesem Kapitel werden die Grundlagen der polymorphen Unschärfemodellie-
rung bereitgestellt. Hierzu werden zunächst die Basisunschärfemodelle, wie Zu-
fälligkeit, Intervalle und Fuzziness, beschrieben. Danach werden die polymorphen
Unschärfemodelle, die in dieser Arbeit zum Einsatz kommen, vorgestellt. Die
Modelle werden aus Graf et al. [106], Götz [116], Pannier et al. [223]
und Schietzold et al. [276] zusammengefasst. Im Anschluss wird die numeri-
sche Umsetzung einer Fuzzy-stochastischen Analyse diskutiert. Die Beschreibung
der räumlichen Variabilität erfordert die Theorie der Zufallsfelder. Die Theorie
und geeignete Diskretisierungsmethoden zur numerischen Umsetzung werden be-
handelt. Um zusätzlich epistemische Unschärfe bei Problemstellungen räumlicher
Variabilität berücksichtigen zu können, wird der Fokus auf Fuzzy-wahrscheinlich-
keitsbasierte Zufallsfelder gelegt.

6.1 Basisunschärfemodelle

Unschärfe kann in aleatorische und epistemische Unschärfe unterteilt werden. Mit
aleatorischer Unschärfe wird die natürliche Variabilität beschrieben, die mit dem
Basisunschärfemodell Zufallsvariable aus der bekannten Wahrscheinlichkeitstheo-
rie dargestellt werden kann. Fehlendes Wissen wird mit epistemische Unschärfe
quantifiziert. Damit kann die Unvollständigkeit und Ungenauigkeit der vorhan-
denen Daten beschrieben werden. Die Basisunschärfemodelle Fuzzy-Variable und
Intervallvariable aus der Möglichkeitstheorie (engl.: possibility theory) werden zur
Beschreibung der epistemischen Unschärfe angewendet. Im Folgenden werden die
drei Basisunschärfemodelle Zufallsvariable, Fuzzy-Variable und Intervallvariable
vorgestellt, siehe Abbildung 6.1.

Abbildung 6.1: Basisunschärfemodelle: Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion einer
Zufallsvariable (links), Intervallvariable (mitte), Fuzzy-Variable (rechts)
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6.1.1 Zufallsvariable

Die folgenden Zusammenhänge stammen aus den Standardwerken der Stochastik:
Fahrmeir et al. [86], Kütting & Sauer [171], Janczyk & Pfister [145],
Bamberg [17], Box et al. [36] und Lehn & Wegmann [182].
Die Zufälligkeit wird über den Wahrscheinlichkeitsraum

(Ω,Σ, P ) (6.1)

einer Zufallsgröße bzw. Experiments definiert. Dabei ist Ω die Ergebnismenge
eines Zufallsexperiments, Σ ist das Ereignissystem (σ-Algebra) und P ist das
Wahrscheinlichkeitsmaß. Eine Zufallsvariable X ordnet jedem Elementarereignis
ω ∈ Ω eine Zahl x ∈ R zu. Das Ereignis ω wird als Realisation des Zufallsexperi-
ments bezeichnet. Die Zufallsvariable ist eine Abbildung von Ω in den Raum der
reellen Zahlen

X : Ω→ R : ω 7→ X(ω) (6.2)

mit der Wahrscheinlichkeit im Intervall [0,1] eines Zufallsexperiments

P : Σ→ [0, 1] . (6.3)

Für die Angabe eines Wahrscheinlichkeitsmaßes werden Verteilungsfunktionen
und Dichtefunktionen verwendet. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion
(engl.: cumulative distribution function, cdf) einer Zufallsgröße entspricht der In-
tegration der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (engl.: probability density
function, pdf)

F (x) = P (X ≤ x) =
x∫

−∞

f(t) dt . (6.4)

Mit P (X ≤ x) kann eine Unterschreitungswahrscheinlichkeit angegeben werden.
Da ein Ereignis im Intervall (−∞,∞) sicher eintritt, gilt:

+∞∫
−∞

f(t) dt = 1 . (6.5)

Zur Angabe einer Unterschreitungswahrscheinlichkeit p bzw. Überschreitungs-
wahrscheinlichkeit 1− p werden Quantilwerte verwendet. Eine reelle Zahl

xp = sup{x ∈ R : F (x) < p} = inf{x ∈ R : F (x) ≥ p} (6.6)

wird für 0 < p < 1 auch p-Quantil einer Zufallsvariable genannt. Der Erwartungs-
wert berechnet sich zu

µ ≡ E[X] =
+∞∫
−∞

x · f(x) dx (6.7)



90 6 POLYMORPHE UNSCHÄRFEMODELLIERUNG

und die Varianz ist wie folgt definiert:

σ2 ≡ Var(X) =
+∞∫
−∞

(x− µ)2 f(x) dx = E[(x− µ)2] . (6.8)

Die Attribute werden auch als statistische Momente bezeichnet. E[Xn] bzw.
E[(X − µ)n] sind n-te Momente um X

1. Moment (Mittelwert): E[X] = E[(X − µ)] = E[X]− µ = 0
2. Moment (Varianz): E[(X − µ)2] = E[X]− µ ≡ Var(X) .

(6.9)

Oftmals wird als Maß der Streuung die Standardabweichung für Dichtefunktionen
angegeben. Diese berechnet sich aus der Wurzel der Varianz σ =

√
σ2. Bekannte

Wahrscheinlichkeitsdichte- und Verteilungsfunktionen sind die Gleichverteilung
und die Normalverteilung. Die Normalverteilung wird auch Gauß-Verteilung ge-
nannt.

Für eine Gleichverteilung, wie in Abbildung 6.2 dargestellt, gilt:

f(t) =


1

b− a
für a ≤ t ≤ b,

0 sonst
, F (x) =



0 für x < a,
x∫

−∞

1
b− a

dt für a ≤ t ≤ b,

1 für b < x

(6.10)

mit dem Erwartungswert und der Varianz

µ = 1
b− a

b∫
a

x dx = a+ b

2 , σ2 = (b− a)2

12 . (6.11)

Eine Gleichverteilung im Intervall [a, b] kann mit U(a, b) angegeben werden.

Abbildung 6.2: Dichtefunktion (links) und Wahrscheinlichkeitsverteilung (rechts) ei-
ner Gleichverteilung
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Abbildung 6.3: Dichtefunktion (links) und Wahrscheinlichkeitsverteilung (rechts) ei-
ner Normalverteilung

In Abbildung 6.3 ist eine Normalverteilung N (µ, σ2) dargestellt. Sie ist folgen-
dermaßen definiert:

f(t) = 1
σ
√

2π
exp

[
−1

2

(
t− µ
σ

)2]
. (6.12)

Das Maximum der Dichtefunktion liegt an der Stelle t = µ und an den Stellen
t = µ ± σ besitzt sie Wendestellen. Mit N (0, 1) wird eine Standardnormalver-
teilung definiert. Aus der Maximum-Likelihood-Schätzung einer Gauß-Verteilung
resultiert der Stichprobenmittelwert

µ̂ = 1
N

N∑
i=1

xi (6.13)

und die Stichprobenvarianz

σ̂2 = 1
N

N∑
i=1

(xi − µ)2 . (6.14)

Die Parameter zur Beschreibung einer Dichtefunktion fX und einer Verteilungs-
funktion FX(x), wie z.B. Erwartungswert E[X] und Standardabweichung σX ,
können in einem Vektor λX zusammengefasst werden:

FX(x) = F (x,λX) und fX(x) = f(x,λX) . (6.15)

Bei diesem Unschärfemodell sind die enthaltenen Parameter in λX deterministi-
sche Größen.

6.1.2 Fuzzy-Variable

Die folgenden mathematischen Definitionen der Fuzzy-Set-Theorie orientieren
sich an Möller & Beer [200], Möller [199] und Möller et al. [202].
In der klassischen Mengenlehre können Elemente zu einer Menge nur binär zuge-
ordnet werden. Entweder gehört ein Element x zur Menge x ∈ A oder es gehört
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nicht zur Menge x 6∈ A. Die Zugehörigkeit kann nur zwei Werte annehmen, ent-
weder 0 oder 1. Im Gegensatz zur klassischen Mengenlehre wird bei der Fuzzy-
Set-Theorie die Zugehörigkeit eines Elements zur Menge A mit einer Zugehörig-
keitsfunktion µA(x) graduell bewertet. Die Zugehörigkeitsfunktion kann Werte
zwischen 0 und 1 annehmen. Damit können Elemente als nur teilweise zugehörig
zur Menge betrachtet werden, siehe Abbildung 6.4.

Abbildung 6.4: Bewertung der Zugehörigkeit eines Elements mit einer Fuzzy-Menge
und scharfen Menge

Die Bewertung der Zugehörigkeit wird auch als Fuzzifizierung bezeichnet und ist
eine problemspezifische Quantifizierungsmethode [108]. Die Festlegung der Zuge-
hörigkeitsfunktion kann auf Basis linguistischer Bewertungen und Expertenwis-
sen erfolgen. Hierzu können vorhandenen Daten als Anhaltspunkt dienen. Ohne
statistischen Hintergrund erfolgt eine subjektive Bewertung der Daten, indem
verbale Aussagen zur Zugehörigkeit getroffen werden, wie z.B. „gering“, „mittel“
und „hoch“. Mit der Zugehörigkeitsfunktion einer Fuzzy-Menge wird eine (epis-
temische) Möglichkeit des Auftretens beschrieben. Eine normierte Fuzzy-Variable
Ã ist wie folgt definiert:

Ã = {(x, µA(x)) | x ∈ R} ,

µA(x) : R→ [0, 1] ,

sup
x∈R

[µA(x)] = 1 .

(6.16)

In Abbildung 6.5 ist diese normierte Fuzzy-Größe dargestellt. Der Wert bei
µA(x) = 1 wird auch als Trendwert bezeichnet. Zur numerischen Umsetzung wird
die α-Level-Diskretisierung durchgeführt. Hierfür wird die Zugehörigkeitsfunktion
in α-Levels unterteilt:

Aαk = {x ∈ R | µA(x) ≥ αk}, α ∈ (0, 1], k = 1, ..., Nalev . (6.17)

Mit jedem α-Level Aαk wird ein Intervall Aαk ⊆ R, Aαk = [xα,l, xα,r] beschrieben
und damit eine scharfe Menge. Das Unschärfemodell Intervallvariable kann als
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Abbildung 6.5: Darstellung einer normierten Fuzzy-Größe

Sonderfall einer Fuzzy-Variable betrachtet werden. Die Stützmenge (engl.: Sup-
port) einer Fuzzy-Variable ist ebenfalls eine scharfe Menge

S(Ã) = {x ∈ R | µA(x)) > 0} . (6.18)

In der vorliegenden Arbeit werden ausschließlich konvexe Fuzzy-Größen definiert.
Die Zugehörigkeitsfunktion µA(x) einer konvexen Fuzzy-Variable Ã ist beidseitig
vom maximalen Funktionswert µA(x) = 1 monoton fallend:

µA(x2) ≥ min[µA(x1);µA(x3)] ∀x1, x2, x3 ∈ Ã mit x1 ≤ x2 ≤ x3 . (6.19)

In Abbildung 6.6 ist eine konvexe Fuzzy-Dreieckszahl und ein Fuzzy-Trapezinter-
vall mit linearer Zugehörigkeitsfunktion dargestellt.

Abbildung 6.6: Darstellung einer Fuzzy-Dreieckszahl (links) und eines Fuzzy-Trape-
zintervalls (rechts)

Beide Fuzzy-Zahlen können mit folgender einfacher Notation beschrieben werden:
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• Fuzzy-Dreieckszahl Ã = 〈x1, x2, x3〉

• Fuzzy-Trapezintervall Ã = 〈x1, x2, x3, x4〉 .

Nichtkonvexe Fuzzy-Größen werden z.B. in [247] erläutert. In Abbildung 6.7 ist
eine nichtkonvexe Fuzzy-Variable dargestellt.

Abbildung 6.7: Darstellung einer nichtkonvexen Fuzzy-Variable

6.1.3 Intervallvariable

Ist beispielsweise keine Bewertung der Daten möglich, bietet sich die Wahl des Un-
schärfemodells Intervallvariable an. Damit können ungenaue, unbewertete Daten
abgebildet werden. Die Grenzen können durch Experteneinschätzungen festgelegt
werden. Ein Intervall I ⊆ R ist durch eine charakteristische Funktion

χI(x) =

1, für x ∈ I
0, für x 6∈ I

(6.20)

definiert und kann unter der Annahme xl, xr, x ∈ R mit xl < xr wie folgt ange-
geben werden:

I =



[xl, xr], für x ∈ I ⊂ R : xl ≤ x ≤ xr, geschlossen
(xl, xr), für x ∈ I ⊆ R : xl < x < xr, offen
[xl, xr), für x ∈ I ⊂ R : xl ≤ x < xr, rechts offen
(xl, xr], für x ∈ I ⊂ R : xl < x ≤ xr, links offen .

(6.21)

Eine Menge, die alle Intervallgrößen enthält, wird auch mit I(R) bezeichnet.
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6.2 Polymorphe Unschärfemodelle

Aus der Kombination aleatorischer und epistemischer Basisunschärfemodelle ist
der Begriff der polymorphen Unschärfe entstanden, siehe Graf et al. [105,106].
Polymorphe Unschärfemodelle ermöglichen die Berücksichtigung verschiedener
Unschärfecharakteristiken in einer Analyse. Vorteilhaft ist, dass eine explizite
Trennung zwischen aleatorischer und epistemischer Unschärfe möglich ist. Im
Folgenden werden die angewendeten Unschärfemodelle einer Intervall-wahrschein-
lichkeitsbasierten Zufallsvariable (p-box) und einer Fuzzy-wahrscheinlichkeitsba-
sierten Zufallsvariable erläutert. Abschließend werden weitere Unschärfemodelle
aus [105,106,116,223] in einer Tabelle zusammengestellt.

6.2.1 Intervall-wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsvariable

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion einer Intervall-wahrscheinlichkeitsba-
sierten Zufallsvariable (engl.: interval probability based random variable, ip-r) wird
durch eine linke Grenze F (x) und rechte Grenze F (x) gebildet, siehe Abbildung
6.8.

Abbildung 6.8: Darstellung einer Intervall-wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsvaria-
ble (p-box)

Das Intervall [F (x), F (x)] wird Wahrscheinlichkeitsbox (engl.: probability box, p-
box) genannt [26]. Dieses Unschärfemodell wird angewendet, wenn kein Vertei-
lungstyp festgelegt werden kann. Neben aleatorsicher Unschärfe wird damit auch
epistemische Unschärfe berücksichtigt. Der Wahrscheinlichkeit P ∗ wird ein In-
tervall I∗ = [x∗l , x∗r] zugeordnet. Eine p-box kann vollständig wie folgt definiert
werden [26]:

〈F (x), F (x),M,V ,F〉 (6.22)

unter Einhaltung der Bedingung

FX(x) ≤ FX(x) ≤ FX(x) . (6.23)
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Liegen weitere Informationen vor, kann hier auch ein Konfidenzintervall des Er-
wartungswertsM und der Varianz V angegeben werden. In F sind alle möglichen
Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktionen enthalten. Die Abbildungsvorschrift ei-
ner p-box als Zufallsvariable mit Intervallisierung ist X : Ω→ I(R).

6.2.2 Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsvariable

Das Unschärfemodell Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsvariable (engl.:
fuzzy probability based random variable, fp-r) wird in Pannier [222] und Pannier
et al. [223] eingeführt. Wenn mindestens ein Verteilungsparameter im Vektor
nach Gleichung (6.15) durch eine Fuzzy-Variable beschrieben wird, resultiert dar-
aus eine Fuzzy-wertige Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion. Die fp-r-Variable
ist für den Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,Σ, P̂ ) definiert. Ω und Σ können aus der
Definition einer Zufallsvariable entnommen werden. P̂ wird Fuzzy-wertige Wahr-
scheinlichkeit genannt

P̂ =
(
P̂α
)
α∈(0,1]

. (6.24)

Diese ordnet für jedes α-Level jedem A ∈ Σ ein Wahrscheinlichkeitsmaß in Form
eines Intervalls P̂α = [P̂α,l(A), P̂α,r(A)] zu. Dabei gilt die Bedingung

0 ≤ P̂α,l(A) ≤ P̂α,r(A) ≤ 1 . (6.25)

Für jedes α-Level kann eine zugehörige Fuzzy-wertige Wahrscheinlichkeitsverteil-
ungsfunktion definiert werden

FX =
(
(FX)α

)
α∈(0,1]

. (6.26)

Eine fp-r-Variable ist außerdem folgende Abbildung:

X : Ω→ R . (6.27)

In Abbildung 6.9 (rechts) ist die fp-r-Variable mit Fuzzy-wertigen Wahrschein-
lichkeiten dargestellt. Mithilfe der Abbildung soll verdeutlicht werden, dass bei
einer fp-r-Variable das Wahrscheinlichkeitsmaß eines Ereignisses fuzzifiziert wird.
Wenn der Erwartungswert oder die Varianz eines Verteilungstyps aufgrund zu
wenig vorhandener Daten nicht festgelegt werden können, bietet sich die Verwen-
dung der fp-r-Variable an. Die Definition der Verteilungsparameter führt dann auf
eine Fuzzy-wertige Wahrscheinlichkeitsfunktion. Das Unschärfemodell erlaubt ne-
ben der aleatorischen Unschärfe auch die Quantifizierung der Unvollständigkeit
der Daten als Teil epistemischer Unschärfe.
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6.2.3 Zusammenfassung polymorpher Unschärfemodelle

In Tabelle 6.1 sind die polymorphen Unschärfemodelle nach [105, 106, 116] zu-
sammengefasst. Da das gewählte Unschärfemodell das Ergebnis und auch das
decision-making maßgeblich beeinflusst, sollte die Wahl eines Modells stets von
den tatsächlich vorhandenen Daten abhängig gemacht werden. Dazu werden in
der letzten Spalte der Tabelle entsprechende Hinweise gegeben. Der Vorteil der
polymorphen Unschärfemodelle besteht darin, dass bei geeigneter Wahl den Ein-
gangsparametern kein höherer Informationsgehalt nachgesagt wird. Die Unschär-
femodellierung ermöglicht eine „wahrheitsgemäße“ Angabe der Parameter und
damit eine zuverlässige und realitätsnahe Modellierung. Neben den Basisunschär-
femodellen werden in dieser Arbeit das p-box-Modell und das fp-r-Modell ein-
gesetzt. Zur Vollständigkeit sind in Tabelle 6.1 zusätzlich die Modelle Fuzzy-
Zufallsvariable (fr) und Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte Fuzzy-Zufallsvariable
(fp-fr) aufgeführt. In Abbildung 6.9 wird einer fr-Variable eine fp-r-Variable ge-
genübergestellt.

Abbildung 6.9: Darstellung einer Fuzzy-Zufallsvariable (links) und einer Fuzzy-
wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsvariable mit Fuzzy-wertigen Wahrscheinlichkeiten
(rechts), in Anlehnung an [116]

Bei der fr-Variable wird nicht das Wahrscheinlichkeitsmaß fuzzifiziert, sondern
die Realisation. Das ist mit der Abbildung

X : Ω→ F(R) (6.28)

gekennzeichnet. Die Wahrscheinlichkeit ist bei diesem Modell also „scharf“. Als
Beispiel sind Ungenauigkeiten von Messungen zu nennen. Auch wenn die Auftre-
tenswahrscheinlichkeit genau ermittelbar ist, kann durchaus ein Messgerät feh-
lerhafte Werte der Realisation liefern. Damit können durch dieses Modell Un-
genauigkeiten quantifiziert werden. Aus der Kombination mit dem fp-r-Modell
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resultiert das fp-fr-Modell, eingeführt in [222, 223]. Götz führt in [116] zusätz-
lich das Modell Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte p-box (fp-p-box) ein, das ein
Sonderfall der fp-fr-Variable darstellt.
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6.3 Numerische Strukturanalyse mit unscharfen Daten

In einer numerischen Strukturanalyse mit unscharfen Daten werden die Fuzzy-
Eingangsgrößen x̃ = {x̃1, . . . , x̃i, . . . x̃M} auf die Fuzzy-Ergebnisgrößen
z̃ = {z̃1, . . . , z̃j, . . . z̃N} abgebildet

x̃ ∈ D ⊂ RM 7→ z̃ ∈ RN . (6.29)

Der Abbildungsoperator z = M(x) stellt den Analysealgorithmus dar, z.B. das
FE-Modell. Dieser transformiert alle Punkte x aus dem Fuzzy-Eingangsraum
x̃ in den Fuzzy-Ergebnisraum z̃ [203]. Folgend wird nur ein eindimensionaler
Ergebnisraum mit z̃ ∈ R1 betrachtet. Die Abbildung wurde ursprünglich mit
dem Erweiterungsprinzip von Zadeh [360] gelöst. Allerdings führt diese Methode
bei rechnerisch aufwendigen Abbildungsoperatoren M(x) mit mehreren Fuzzy-
Eingangsgrößen auf unwirtschaftliche Rechenzeiten. Eine effiziente numerische
Umsetzung der Abbildung erfolgt deshalb besser mit der α-Level-Optimierung
(ALO), siehe z.B. [202].

6.3.1 α-Level-Optimierung

Bei der ALO wird folgendes Optimierungsproblem gelöst:
zαk,` = min

x∈Aαk
[M(x)]

zαk,r = max
x∈Aαk

[M(x)] mit k = 1, . . . , Nalev .
(6.30)

Die minimalen und maximalen Ergebnisgrößen auf jedem α-Level werden gesucht.
In Abbildung 6.10 ist das Prinzip für einen zweidimensionalen Eingangsraum und
einem eindimensionalen Ergebnisraum dargestellt. Ein mehrdimensionaler Fuzzy-
Eingangsraum K̃ wird durch das kartesische Produkt der Fuzzy-Eingangsmengen
Ã1, . . . , ÃM gebildet:

K̃ = Ã1 × · · · × ÃM . (6.31)

Das ist aber nur zulässig, wenn Abhängigkeiten unter den Fuzzy-Eingangsmen-
gen ausgeschlossen werden können. Zur Lösung des Optimierungsproblems kön-
nen Suchverfahren, wie z.B. Evolutionsstrategien, angewendet werden. In [202]
wird im Kontext der α-Level-Optimierung eine modifizierte Evolutionsstrategie
vorgestellt. Solche Evolutionsstrategien sind bei komplexen Abbildungsoperato-
ren nicht mehr zielführend. Deshalb wird die Strategie der Metamodelle, die im
nächsten Kapitel vorgestellt wird, angewendet. Dabei wird für den Abbildungs-
operator ein geeignetes Ersatzmodell gesucht. Die Auswertung des Ersatzmodells
läuft sehr viel schneller ab. Auf dem Metamodell können dann wieder die ent-
wickelten Evolutionsstrategien zum Auffinden der extremalen Punkte eingesetzt
werden.



6.3 Numerische Strukturanalyse mit unscharfen Daten 101

Abbildung 6.10: Darstellung der α-Level-Optimierung für einen zweidimensionalen
Eingangsraum und einem eindimensionalen Ausgangsraum

6.3.2 Monte-Carlo-Simulation

Die folgende Beschreibung der Monte-Carlo-Simulation ist eine kurze Zusam-
menfassung aus [171]. Durch die Entwicklung von Computern können heutzutage
Zufallsexperimente mit Modellen numerisch durchgeführt werden. Damit kann
aleatorische Unschärfe mit der Simulation von Zufallszahlen berücksichtigt wer-
den. Das Ereignis, das bei einem solchen numerischen Zufallsexperiment eintritt,
wird als Realisation bezeichnet. Die Methode für numerische Zufallsexperimente
wird Monte-Carlo-Simulation (MCS) genannt. Die Namensgebung dieser Metho-
de geht auf die Roulettespiele im berühmten Casino der Stadt Monte-Carlo zu-
rück. Die Zufallszahlen werden mit der Anwendung eines Zufallszahlengenerators
erzeugt. Die durch den Computer generierten Zufallszahlen sind keine „echten“
Zufallszahlen. Diese werden mit deterministischen Algorithmen, wie z.B. der li-
nearen Kongruenzmethode, erzeugt. Diese Zahlen werden deshalb Pseudozufalls-
zahlen genannt. Ausgehend von gleichverteilten Zufallsvariablen im Intervall [0, 1]
können weitere Verteilungen von Zufallszahlen erzeugt werden. Eine Methode zur
Erzeugung normalverteilter Zufallszahlen ist beispielsweise die Polare Methode
der Normalverteilung nach Box & Muller [37]. Die Grundlage der MCS ist das
Gesetz der großen Zahlen. Dieses besagt, wenn das numerische Zufallsexperiment
immer wieder mit den gleichen Voraussetzungen durchgeführt wird, konvergiert
die relative Häufigkeit gegen die Wahrscheinlichkeit des Zufallsexperiments. Im
Rahmen der Unschärfemodellierung ist daher darauf zu achten, dass genügend
Realisationen eines Zufallsexperiments erzeugt werden.
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6.3.3 Fuzzy- und Fuzzy-stochastische Strukturanalyse

Bei einer Fuzzy-Analyse werden die Eingangsparameter als Fuzzy-Variablen de-
finiert. Das Ergebnis der α-Level-Optimierung sind Fuzzy-Ausgangsgrößen. Das
Schema einer Fuzzy-Strukturanalyse für eine Fuzzy-Eingangsvariable ist in Ab-
bildung 6.11 dargestellt. Bei einer Fuzzy-stochastischen Analyse werden die Ver-

Abbildung 6.11: Darstellung einer Fuzzy-Strukturanalyse für den eindimensionalen
Fall

teilungsparameter, wie z.B. Erwartungswert und Standardabweichung, als Fuzzy-
Variablen definiert. Hier muss an den Stützstellen im Eingangsraum jeweils eine
stochastische Analyse, z.B. mit der MCS, durchgeführt werden. Für eine MCS
sind Nmcs Auswertungen der Grundlösung nötig, um ausreichend genaue stochas-
tische Ausgangsgrößen zu erhalten. In dieser Arbeit basieren die deterministi-
schen Grundlösungen meist auf der Nichtlinearen Finiten-Elemente-Methode, d.h.
der AbbildungsoperatorM(x) ist ein FE-Modell mit dem geometrische Nichtli-
nearitäten beschrieben werden können. Die Strukturanalyse mit unscharfen Pa-
rametern und einem FE-Modell zur Berechnung der deterministischen Grund-
lösung wird auch Fuzzy-stochastische Finite-Elemente-Methode (FSFEM) ge-
nannt [204, 289]. Eine praktische Beschreibung Fuzzy-zufälliger Eingangsgrößen
bietet die Scharparameterdarstellung, siehe z.B. in [199, 200, 288]. Dabei können
beispielsweise der Fuzzy-Erwartungswert und die Fuzzy-Standardabweichung in
einem Scharparameter s̃ = {µ̃, σ̃, . . . } zusammengefasst werden. Eine Fuzzy-cdf
kann dann wie folgt angegeben werden:

F̃ (x) = F (s̃, x) . (6.32)

In Abbildung 6.12 ist eine Fuzzy-stochastische Strukturanalyse mit einer fp-r-Va-
riable dargestellt. Die Verteilungsparameter s1 und s2 sind als Eingangsvariablen
im Scharparameter s̃ enthalten. Die Ergebnisgröße z der Analyse ist ebenfalls eine
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Abbildung 6.12: Darstellung einer Fuzzy-stochastischen Strukturanalyse mit einer
Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsvariable (fp-r)

fp-r-Variable. Zusammenfassend besteht der Algorithmus einer Fuzzy-stochasti-
schen Analyse für das fp-r-Unschärfemodell aus drei Schleifen, siehe Abbildung
6.13 (links).

Abbildung 6.13: Schleifenalgorithmus zur Verarbeitung verschiedener Unschärfemo-
delle nach [223]: Struktogramm für eine fp-r-Variable (links) und einer fr-Variable
(rechts)

Die äußere Schleife ist die Fuzzy-Analyse und beinhaltet die α-Level-Optimierung.
Die mittlere Schleife besteht aus der stochastischen Analyse und die deterministi-
sche Grundlösung bildet die innere Schleife. Bei der Verarbeitung eines fr-Modells
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wird beispielsweise die Stochastik- mit der Fuzzy-Schleife getauscht. Eine ausführ-
liche Beschreibung der Analysemethoden für unterschiedliche Unschärfemodelle
wird in [223,250] gegeben.

6.4 Modellierung räumlicher Variabilität

In diesem Abschnitt werden Methoden zur Behandlung räumlich variierender Un-
schärfe vorgestellt. Die Streuungen von Material- oder auch Geometrieparametern
beschreiben räumlich korrelierte Felder. Werden die mechanischen Eigenschaften
an zwei benachbarten Punkten eines Tragwerks betrachtet, ist eine Korrelati-
on der Materialeigenschaften zu beobachten. Für eine realistische Modellierung
muss diese Korrelation berücksichtigt werden. Dafür werden im Folgenden nach
den Grundlagen der multivariaten Stochastik die Theorie der Zufallsfelder skiz-
ziert. Zur Berücksichtigung der Unschärfe werden Fuzzy-wahrscheinlichkeitsba-
sierte und Intervall-wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsfelder vorgestellt. Im An-
schluss werden effiziente Methoden zur Diskretisierung der Felder erläutert.

6.4.1 Grundlagen der multivariaten Stochastik

Wie stark Ereignisse miteinander zusammenhängen, wird in der Stochastik mit
der Korrelation beschrieben. Der lineare Zusammenhang zweier Zufallsvariablen
X1 und X2 kann über die Kovarianz wie folgt angegeben werden:

C(X1, X2) = E[(X1 − µX1)(X2 − µX2)] . (6.33)

Die Korrelation ist die Normierung der Kovarianz mit der Standardabweichung
der jeweiligen Zufallsvariablen

R(X1, X2) = C(X1, X2)
σX1σX2

≡ ρX1,X2 . (6.34)

Der Korrelationskoeffizient ρX1,X2 , umgangssprachlich die Korrelation, kann fol-
gende Werte annehmen:

−1 ≤ ρX1,X2 ≤ 1 . (6.35)

Die Matrixschreibweise

C = σ2R (6.36)

mit C der (Auto-)Kovarianzmatrix und R der (Auto-)Korrelationsmatrix ermög-
licht die Darstellung einer multivariaten Gauß-Verteilung

fX(x) = 1√
(2πσ2)N det(C)

exp
[
−1

2(x− µ)TC−1(x− µ)
]

. (6.37)
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6.4.2 Zufallsfelder

Die skizzierten Grundlagen sind aus [312,322] entnommen. Ein ZufallsfeldH(x, θ)
ist ein Skalarfeld, in dem jedem Ort x ∈ Ω eine Zufallsvariable zugeordnet wird. In
Abbildung 6.14 ist ein zweidimensionales Zufallsfeld dargestellt. Für einen festen

Abbildung 6.14: Darstellung eines Zufallsfelds

Ort x0 ist H(x0, θ) eine Zufallsvariable und ein Zufallsfeld stellt mit

{H(x, θ) : x ∈ Ω, θ ∈ Θ} (6.38)

eine Sammlung von Zufallsvariablen dar. Die möglichen Ereignisse aus der Ereig-
nismenge Θ eines Zufallsexperiments werden mit θ bezeichnet. Damit kann eine
Realisation eines Zufallsfelds für ein festes Ereignis θ0 mit

h0(x) := H(x, θ0) (6.39)

angegeben werden. Bei einem Gauß-Zufallsfeld ist die Verteilungsfunktion an
jedem Ort eine Gauß-Normalverteilung mit dem Mittelwert µ und der Varianz
σ2:

H0(θ) := H(xxx0, θ) ∼ N (µ, σ2) . (6.40)

Ein Gauß-normalverteiltes Zufallsfeld kann durch die Mittelwertfunktion

µ(x) = E[H(x)] (6.41)

und der Kovarianz zwischen zwei Zufallsvariablen des Felds mit den Ortsvektoren
xi und xj zu

C(xi,xj) = E[(H(xi)− µ(xi))(H(xj)− µ(xj))] (6.42)
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vollständig beschrieben werden. C(xi,xj) wird auch Kovarianzfunktion genannt.
Durch die Normierung der Standardabweichung folgt die Korrelationsfunktion

ρ(xi,xj) = C(xi,xj)
σ(xi)σ(xj)

. (6.43)

Mithilfe der Korrelationsfunktion wird die Form eines Zufallsfelds gesteuert. Die-
se spielt eine zentrale Rolle bei der Modellierung räumlicher Variabilität. Die
Korrelationsfunktion kann als Funktion des relativen Abstands τ der Punkte
zueinander angegeben werden

ρ(xi,xj) = ρ(τ ) mit τ = xj − xi . (6.44)

Ein Zufallsfeld wird als schwach homogen bezeichnet, wenn die ersten beiden
Momente (Erwartungswert und Varianz) im Gebiet Ω konstant (translationsin-
variant) sind.

µ(x) = µ und σ2(x) = σ2 (6.45)

Sind auch noch die höheren Momente konstant, wird ein Zufallsfeld als streng
homogen bezeichnet. Außerdem ist für ein homogenes Zufallsfeld die Korrelati-
onsfunktion nicht vom Ort abhängig, sondern lediglich vom Abstand

ρ(xi,xj) = ρ(xi,xi + τ ) = ρ(τ ) . (6.46)

Eine homogene Korrelationsstruktur lässt sich folglich schreiben zu

C(τ) = σ2ρ(τ ) . (6.47)

Eine Korrelationsstruktur ist separierbar, wenn die Korrelationsfunktion wie folgt
aufgebaut werden kann:

ρ(τ ) = ρ1(τ1) ρ2(τ2) ρ3(τ3) (6.48)

mit τi den Komponenten des Relativvektors τ [15]. Ein Zufallsfeld kann zusätzlich
als isotrop bezeichnet werden, wenn die Korrelationsfunktion rotationsinvariant
ist, d.h. bei einer Rotation des Relativvektors τ lässt sich keine Veränderung der
Korrelation beobachten, siehe [144].

6.4.3 Intervall-wahrscheinlichkeitsbasiertes Zufallsfeld

Aleatorische Unschärfe räumlicher Variabilität wird durch ein klassisches Zufalls-
feld beschrieben. Allerdings sind die Parameter für ein Zufallsfeld oftmals nicht
exakt ermittelbar. Eine Möglichkeit die epistemische Unschärfe zu berücksichti-
gen, bietet ein Intervall-wahrscheinlichkeitsbasiertes Zufallsfeld (ip-rf). Die Para-
meter wie Standardabweichung, Mittelwert und Korrelationslängen(-parameter)
zur Beschreibung der Korrelationsfunktion werden bei diesem Feld als Intervalle
angegeben. Das führt zu einer p-box an jedem Knoten des Feldes, siehe Abbildung
6.15.
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Abbildung 6.15: Intervall-wahrscheinlichkeitsbasiertes Zufallsfeld (ip-rf)

6.4.4 Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasiertes Zufallsfeld

Die Theorie der Zufallsfelder kann mit der Fuzzy-Set-Theorie erweitert werden.
Hierbei sind die Parameter als Fuzzy-Variablen definiert. Ein Fuzzy-wahrschein-
lichkeitsbasiertes Zufallsfeld ist ein Vektor bestehend aus fp-r-Variablen, d.h. an
jedem Punkt des Felds wird eine fp-r-Variable definiert. Jede Realisation h̃0(x)
für ein Ereignis θ0 ∈ Θ ist eine Fuzzy-Funktion. Analog kann jedes Unschärfemo-
dell zur Darstellung der räumlichen Variabilität verwendet werden. In Abbildung
6.16 ist ein Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasiertes Zufallsfeld (fp-rf) dargestellt.

Abbildung 6.16: Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasiertes Zufallsfeld (fp-rf)
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6.4.5 Übersicht der Unschärfemodelle

In Tabelle 6.2 sind die Modelle räumlich veränderlicher Unschärfe zusammenge-
fasst. Neben den in dieser Arbeit verwendeten Modellen sind zusätzlich auch In-

Name Bezeichnung Charakteristik

Zufallsfeld (rf) H(x, θ)
X : Ω→ R aleatorisch

Intervallfeld (if) H̄(x)
χI : R→ {0, 1}

epistemisch, unbewertete
Feldparameter

Fuzzy-Feld (ff) H̃(x)
µÃ(x) : R→ [0, 1]

epistemisch, bewertete
Feldparameter

Fuzzy-Zufallsfeld (f-rf) H̃(x)
X : Ω→ F(R)

aleatorisch, epistemisch,
bewertete Feldparameter,
Unvollständigkeit

Intervall-
wahrscheinlichkeits-
basiertes Zufallsfeld (ip-rf)

H̄(x, θ)
X : Ω→ I(R)
P : Σ→ [0, 1]

aleatorisch, epistemisch,
unbewertete Feldparameter

Fuzzy-wahrscheinlichkeits-
basiertes Zufallsfeld (fp-rf)

H̃(x, θ)
X : Ω→ R
P̂ =

(
P̂α
)
α∈(0,1]

aleatorisch, epistemisch,
bewertete Feldparameter,
Unvollständigkeit

Fuzzy-wahrscheinlichkeits-
basiertes Fuzzy-Zufallsfeld
(fp-f-rf)

H̃(x, θ)
X : Ω→ F(R)
P̂ = (P̂α)α∈(0,1]

aleatorisch, epistemisch,
bewertete Feldparameter,
Unvollständigkeit &
Ungenauigkeit

Tabelle 6.2: Polymorphe Unschärfemodelle zur Modellierung räumlicher Variabilität

tervallfelder (if), Fuzzy-Felder (ff) und Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte Fuzzy-
Zufallsfelder (fp-f-rf) aufgelistet. Mithilfe von Fuzzy-Zufallsfeldern und deren Spe-
zialfall den Intervallfeldern können räumliche Felder mit epistemischer Unschärfe
beschrieben werden. Eine Vorgehensweise wie mehrere Fuzzy-Variablen für jeden
Punkt im Raum berücksichtigt werden können, wird z.B. in [116,117] gezeigt. Im
Verlauf der Arbeit werden Imperfektionen als Zufallsfelder beschrieben und die
Korrelationseigenschaften aus Messungen gewonnen. Die Messungen werden als
ausreichend genau vorausgesetzt. Daher wird ein Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasier-
tes Zufallsfeld (fp-rf) ausgewählt. In weiteren Arbeiten kann für diese Problem-
stellung die Anwendung eines fp-f-rf-Felds untersucht werden. Dadurch können
zusätzlich die Messungenauigkeiten berücksichtigt werden.
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6.4.6 Methoden zur Diskretisierung von Zufallsfeldern

Um die räumliche Variabilität in einem Finite-Elemente-Modell abbilden zu kön-
nen, werden die Zufallsfelder an einer endlichen Anzahl von Stützstellen x =
[x1 x2 ... xN ]T , den FE-Knoten oder den Gaußpunkten, dargestellt. Neben der
Ortsdiskretisierung ist zusätzlich eine stochastische Diskretisierung der Zufalls-
variable erforderlich.

H(x) Diskretisierung−−−−−−−−→ Ĥ(x) (6.49)

Hierfür existiert eine Vielzahl von Möglichkeiten, siehe auch [312]. Eine häu-
fig verwendete Methode ist die Karhunen-Loève-Transformation (KLT) (engl.:
Karhunen-Loève-Expansion, KLE), die in diesem Zusammenhang in [363] einge-
führt wird. Weitere mathematische Grundlagen sind in [3, 153] beschrieben. Die
KLE ist eine Reihenentwicklung, bei der sich das diskrete Zufallsfeld als Summe
M unabhängiger Basisvektoren ϕi(x) und den Zufallsvariablen bi(θ) zusammen-
setzt.

Ĥ(x, θ) =
M∑
i=1

bi(θ) ϕi(x) (6.50)

Die Basisvektoren resultieren aus dem Eigenwertproblem der Kovarianzmatrix

C ϕi = λi ϕi mit C = σ2ρ(τ ) =


C(x1,x1) · · · C(x1,xN)

... . . . ...
C(xN ,x1) · · · C(xN ,xN)

 (6.51)

mit den Eigenvektoren ϕi und den Eigenwerten λi. Da die Kovarianzfunktion
symmetrisch und positiv ist, ist auch die Kovarianzmatrix symmetrisch und posi-
tiv definit. Diese kann mit einer Korrelationsfunktion ρ(xi,xj) entwickelt werden.
Dazu bietet sich ein exponentieller Verlauf

ρ(xi,xj) = exp
[
−d(xi,xj)

`c

]
(6.52)

oder ein quadratisch exponentieller Verlauf

ρ(xi,xj) = exp
[
−d

2(xi,xj)
`c

]
(6.53)

an. Dabei ist d(xi,xj) der Abstand der FE-Knoten oder der Gaußpunkte. Der
Parameter `c ist die Korrelationslänge. Mit der Korrelationslänge, auch Korre-
lationsparameter genannt, kann der Verlauf der Exponentialfunktion gesteuert
werden. Für `c → ∞ oder für d(i, j) → 0 konvergiert die Exponentialfunktion
gegen den Wert 1. Damit besteht ein maximaler Zusammenhang (Korrelation)



110 6 POLYMORPHE UNSCHÄRFEMODELLIERUNG

zwischen den beiden Punkten i und j. Hingegen beeinflussen sich zwei Punkte
mit sehr großem Abstand kaum. In Abbildung 6.17 sind hierzu Realisationen einer
Struktur mit 8×8 Knoten für eine quadratisch exponentielle Korrelationsfunktion
mit zwei unterschiedlichen Korrelationslängen dargestellt. Die Korrelationslängen

Abbildung 6.17: Kovarianzmatrix und Realisation einer quadratischen Struktur mit
den Seitenlängen 1× 1 und 8× 8 Knoten für eine quadratisch exponentielle Korrelati-
onsfunktion mit zwei unterschiedlichen Korrelationslängen

können in der Unschärfemodellierung als Fuzzy-Variablen beschrieben werden.
Des Weiteren spielt auch die Wahl der Korrelationsfunktion eine entscheidende
Rolle für die Glattheit der Realisation. Die Ableitung der Korrelationsfunktion
ist maßgebend für die Glattheit des Zufallsfelds, siehe [243, 308]. Wenn für die
Ableitung an der Stelle d = 0 gilt:

∂ρ(d)
∂d

∣∣∣∣∣
d=0

= 0 , (6.54)

folgen glatte Realisationen eines Zufallsfelds. Das ist hier nur für die quadratisch
exponentielle Korrelationsstruktur der Fall, siehe Abbildung 6.18.

Die Zufallsvariablen bi(θ) sind unkorreliert und mittelwertfrei, aber nicht stan-
dardnormalverteilt. Die Eigenwerte λi sind die Varianz σ2

b der Zufallsvariablen
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Abbildung 6.18: Vergleich der Realisationen für eine exponentielle und quadratisch
exponentielle Korrelationsfunktion

und mit dem Zusammenhang

ξi(θ) = bi(θ)− µb
σb

∼ N (0, 1) (6.55)

können die Zufallsvariablen transformiert werden. Daraus resultiert die bekannte
Form des diskreten Zufallsfelds

Ĥ(x, θ) =
M∑
i=1

√
λi ξi(θ) ϕi(x) . (6.56)

Durch Vorgabe eines Mittelwerts µ(xxx) kann ein beliebiges Gauß-normalverteiltes
Feld beschrieben werden.

Ĥ(x, θ) = µ(x) + σ
M∑
i=1

√
λi ξi(θ) ϕi(x) (6.57)

Eine effizientere Methode ist die EOLE (Expansion Optimal Linear Estimation)
nach Li & Kiureghian [185]. Diese minimiert den Varianzfehler an den Knoten
des Felds

Minimiere: V ar
[
H(x)− Ĥ(x)

]
. (6.58)

Dafür wird ein stochastisches Netz eingeführt. Damit ist eine einfache Trennung
vom FE-Netz möglich. Die Reihenentwicklung ähnelt der KLE und ist wie folgt
definiert:

Ĥ(x, θ) = µ(x) +
(
M∑
i=1

ξi(θ)√
λi
ϕi(xS)

)
C(xS,x) . (6.59)
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Die stochastischen Knoten sind im Vektor xS = [x1 ... x
S
i ... x

S
M ] enthalten und

die FE-Knoten werden mit dem Vektor x = [x1 ... xj ... xN ] definiert. Die Lösung
des Eigenwertproblems ist nur bezüglich der Knoten des stochastischen Netzes
erforderlich. Die Kovarianzen zwischen FE- und stochastischen Knoten sind in
der gemischten Kovarianzmatrix

C(xS,x) =



C(xS1 ,x1) . . . C(xS1 ,xj) . . . C(xS1 ,xN)
... . . . ... . . . ...

C(xSi ,x1) . . . C(xSi ,xj) . . . C(xSi ,xN)
... . . . ... . . . ...

C(xSM ,x1) . . . C(xSM ,xj) . . . C(xSM ,xN)


(6.60)

enthalten. Das stochastische Netz kann weniger Knoten enthalten als das FE-
Netz. Dadurch kann der numerische Aufwand zur Lösung des Eigenwertproblems
verringert werden. Der Rechenaufwand kann weiter reduziert werden, indem nicht
alle Eigenwerte ausgerechnet werden. Allerdings ist die Anzahl der benötigten
Eigenwerte abhängig von der gewählten Korrelationsstruktur. Für ein unregel-
mäßiges Zufallsfeld werden mehr Eigenwerte benötigt als für ein glattes Feld. Zur
Abschätzung der Anzahl benötigter Eigenwerte wird in [15,41] das Qualitätsmaß

Q =

Nλ−cλ∑
k=1

λk

tr(C) (6.61)

gegeben. Ein Qualitätsmaß Q = 1 bedeutet, dass alle Eigenwerte Nλ für die
Darstellung des Zufallsfelds berücksichtigt werden. Die Qualität nimmt ab, wenn
eine Anzahl von cλ Eigenwerten bei der Summe vernachlässigt wird.

Abbildung 6.19: Qualitätsmaß eines Zufallsfelds mit exponentieller Korrelationsfunk-
tion nach Gleichung (6.52) für eine quadratische Struktur mit der Abmessung 1 × 1
und 10× 10 Knoten.



6.4 Modellierung räumlicher Variabilität 113

In Abbildung 6.19 ist das Qualitätsmaß für ein Zufallsfeld einer quadratischen
Struktur mit der Abmessung 1 × 1 für verschiedene Korrelationslängen `c mit
exponentieller Korrelationsfunktion nach Gleichung (6.52) dargestellt. Die Dis-
kretisierung besteht aus 10× 10 Knoten. Damit beträgt die maximale Anzahl zu
berechneter Eigenwerte Nλ = 100. In [179] werden geometrische Imperfektionen
von Plattenstrukturen mit Zufallsfeldern modelliert. In dieser Veröffentlichung
wird auch die Auswirkung der Vernachlässigung von Eigenwerten bei der Dar-
stellung der Zufallsfelder mit der KLE auf das Beulverhalten genauer untersucht.

6.4.7 Beispiel: Quadratplatte mit Imperfektionen

Das Beispiel soll den Einfluss des stochastischen Netzes auf das Ergebnis einer
MCS verdeutlichen. Geometrische Imperfektionen werden als Realisationen eines
Zufallsfelds für eine Quadratplatte mit Navier-Lagerung erzeugt. Für die Stan-
dardabweichung des Zufallsfelds wird σ = 5mm gewählt. Die Korrelationsma-
trix wird mit der quadratisch exponentiellen Korrelationsfunktion nach Gleichung
(6.53) erstellt. Mit dieser Wahl der Korrelationsfunktion wird eine Glattheit der
erzeugten stochastischen Imperfektionen erreicht. Das FE-Modell der Quadrat-
platte unter Axialdruck und den Materialparametern für ein isotropes Stoffgesetz
ist in Abbildung 6.20 dargestellt.

Abbildung 6.20: FE-Modell der Quadratplatte mit Navier-Lagerung unter Axialdruck
(links) und Last-Verschiebungskurve (rechts)

Die ideelle Beullast beträgt pcr = 758,73N/mm mit der zugehörigen kritischen
Verschiebung ucr = 0,361mm. Für die MCS werden jeweils 500 stochastische
Imperfektionen erzeugt. Diese geometrischen Imperfektionen werden im FE-Mo-
dell als spannungsfreie Knotenverschiebungen senkrecht zur Ebene berücksichtigt.
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Die Beulanalyse wird mit dem Bogenlängenverfahren und einer Verschiebungs-
steuerung durchgeführt. Aufgrund der Imperfektion wird mit der Last-Verschie-
bungskurve ein Spannungsproblem beschrieben, d.h. der indifferente Punkt ent-
fällt. Deshalb wird die Last der imperfekten Platte an der Stelle der kritischen
Verschiebung untersucht. Die zu dieser Verschiebung zugehörigen Lasten aus der
MCS werden mit der ideellen Beullast normiert. Die Normierung führt auf den
kritischen Beulfaktor:

αcr = pcr,perf

pcr,impf
. (6.62)

Die untersuchte Größe ist der Stichprobenmittelwert des kritischen Beulfaktors
µαcr . Für die MCS werden zur Berechnung des Stichprobenmittelwerts 500 Simu-
lationen gewählt.

0,6

0,7

0,8

0,9

1

5× 5 10× 10 15× 15 20× 20 25× 25 30× 30

µ
α

cr

Anzahl der Elemente des stochastischen Netzes

`c = 103mm2

`c = 104mm2

KLE-Lösung

Abbildung 6.21: Konvergenzuntersuchung zum Stichprobenmittelwert des kritischen
Beulfaktors für unterschiedliche stochastische Netze

Das FE-Netz besteht aus 30× 30 Schalenelementen. Variiert wird das stochasti-
sche Netz der EOLE-Methode. Das Ergebnis für zwei unterschiedliche Korrela-
tionslängen ist in Abbildung 6.21 dargestellt. Mit dem Diagramm soll gezeigt
werden, dass für kleinere Korrelationslängen eine größere Anzahl an stochas-
tischen Knoten erforderlich ist. Zum Beispiel werden für die Korrelationslänge
lc = 104mm2 nur halb so viele stochastische Knoten benötigt als FE-Knoten. Die
Lösung der EOLE-Methode für ein Netz mit 30 × 30 Knoten entspricht wieder
der KLE-Lösung. In Abbildung 6.22 sind Realisationen des Zufallsfelds mit unter-
schiedlicher stochastischer Diskretisierung für die Korrelationslänge lc = 104mm2

dargestellt. Mit dieser Abbildung soll gezeigt werden, dass zur Darstellung der
Variabilität ein Netz mit 5 × 5 stochastischen Elementen nicht ausreichend ist.
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Abbildung 6.22: Realisationen eines Zufallsfelds (5-fach überhöht dargestellt) mit
unterschiedlichen Diskretisierungen des stochastischen Netzes

Zusätzlich zu einem Konvergenztest im Rahmen der FEM muss vor einer stochas-
tischen Analyse mit Zufallsfeldern auch immer ein Konvergenztest zum stochas-
tischen Netz durchgeführt werden.

6.4.8 Beispiel: Eingespannte Lochplatte mit Imperfektionen

An diesem Beispiel soll der Vorteil der Anwendung der EOLE-Methode für Struk-
turen mit Aussparungen und verzerrten FE-Netzen verdeutlicht werden. Für ei-
ne eingespannte Lochplatte werden geometrische Imperfektionen als Realisatio-
nen eines Zufallsfelds erzeugt. Eine Beulanalyse und das Aufbringen von Imper-
fektionen senkrecht zur Ebene der Lochplatte erfordert eine Diskretisierung mit
Schalenelementen. Das verzerrte FE-Netz wird mit dem Netzgenerator NEGE
in [291] erstellt und umfasst 1048 Schalenelemente bzw. 1148 Knoten. Die qua-
dratische Lochplatte ist auf einer Seite eingespannt und wird auf der gegenüber-
liegenden Seite mit Axialdruck belastet. Das FE-Modell und die Materialpara-
meter für ein isotropes Stoffgesetz sind in Abbildung 6.24 dargestellt. Das Last-
Verschiebungsverhalten ist ähnlich dem der Platte in Abbildung 6.20 (rechts).
Deshalb werden auch hier die Lasten im Rahmen der stochastischen Analyse an
der Stelle der kritischen Verschiebung ausgewertet. Die kritische Last der ideel-
len Lochplatte ist pcr = 30,45N/mm und die zugehörige kritische Verschiebung
ist ucr = 0,02435mm. Für das Zufallsfeld wird eine Standardabweichung von
σ = 5mm definiert und die Korrelation wird mit einer quadratisch exponentiel-
len Korrelationsfunktion nach Gleichung (6.53) beschrieben. In Abbildung 6.24
(links) ist das stochastische Netz mit 16× 16 Knoten und das verzerrte FE-Netz
dargestellt. Zusätzlich wird auf der rechten Seite in Abbildung 6.24 eine Reali-
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Abbildung 6.23: FE-Netz und Materialparameter der eingespannten Lochplatte unter
Axialdruck

sation des Zufallsfelds für die Korrelationslänge `c = 104mm2 gezeigt. Im Be-

Abbildung 6.24: FE-Netz mit stochastischen Knoten (links) und Realisation einer
stochastischen Imperfektion (rechts)

reich des Lochs werden stochastische Knoten generiert. Dies kann abhängig von
der Herstellung und der Messung geometrischer Imperfektionen gemacht werden.
Wird beispielsweise das Loch erst nach der Herstellung des Blechs und nach der
Messung von Imperfektionen ausgestanzt, ist es sinnvoll die Eigenschaften des
Zufallsfelds, die in diesem Bereich auch einen Einfluss auf den restlichen Bereich
haben, zu berücksichtigen. Unter der Annahme, dass die stochastischen Imper-
fektionen des ausgestanzten Blechs keinen Einfluss auf andere Bereiche der Struk-
tur haben, können die stochastischen Knoten in diesem Bereich gelöscht werden.
Untersucht wird das Konvergenzverhalten der Standardabweichung des kritischen
Beulfaktors σαcr für unterschiedliche Diskretisierungen des stochastischen Netzes.
Die Standardabweichung wird aus einer MCS mit 1000 Simulationen für zwei
unterschiedliche Korrelationslängen `c = 103mm2 und `c = 104mm2 berechnet.
Das Ergebnis ist in Abbildung 6.25 dargestellt. Bereits für ein stochastisches Netz
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Abbildung 6.25: Konvergenzuntersuchung zur Standardabweichung des kritischen
Beulfaktors für unterschiedliche stochastische Netze der Lochplatte

mit 15 × 15 Knoten ist eine gute Konvergenz der Standardabweichung zu beob-
achten. Die Lösung mit 1048 Elementen entspricht der KLE-Lösung, bei der alle
FE-Knoten für die Diskretisierung des Zufallsfelds verwendet werden. In zahl-
reichen Veröffentlichungen wird die Wahl eines geeigneten stochastischen Netzes
diskutiert, siehe z.B. [4, 30]. Das Ziel ist die Entwicklung von Netzgeneratoren
für das stochastische Netz, um eine optimale Diskretisierung von Zufallsfeldern
zu erreichen. Mithilfe solcher Netzgeneratoren wird beispielsweise versucht den
Fehler der Varianz des Zufallsfelds

eσ2 = 1
VS

∫
VS

Var[H(xS, θ)]− Var[Ĥ(xS, θ)]
Var[Ĥ(xS, θ)]

dVS (6.63)

zu minimieren.

6.5 Modellierung unscharfer Ergebnisprozesse

In dieser Arbeit werden auch Beispiele zeitlicher Abhängigkeiten diskutiert. Bei-
spielsweise wird in Kapitel 9.2 eine dynamische Untersuchung eines Propfans
durchgeführt. Ein weiteres baupraktisches Beispiel eines Stockwerkrahmens un-
ter Erdbebenbeanspruchung wird in [346] diskutiert. Dabei wird das Erdbeben
mit unscharfen Parametern simuliert. Die Grundlagen zur Berücksichtigung von
Unschärfe bei Beispielen mit zeitlicher Abhängigkeit wird in diesem Abschnitt
bereitgestellt. Der Fokus wird auf unscharfe Ergebnisprozesse gelegt, die durch
die Abbildung

x̃ 7→ z̃(t) = [z̃t1 , . . . , z̃ti , . . . , z̃tn ] (6.64)
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charakterisiert sind. Durch die Diskretisierung der Zeit folgt ein Prozess, bei dem
zu jedem Zeitpunkt eine Fuzzy-Ergebnisgröße definiert ist. Weitere Abbildungs-
varianten räumlicher und zeitlicher Abhängigkeiten werden in [116] diskutiert. In
Abbildung 6.26 ist ein eindimensionaler unscharfer Ergebnisprozess sowie zwei
Schnitte an den Zeitpunkten t = t1 und t = t2 dargestellt.

Abbildung 6.26: Eindimensionaler unscharfer Ergebnisprozess

Die zeitlichen Verläufe für µ → 0 werden als Stützfunktionen bezeichnet. Der
Verlauf für µ ≡ 1 wird Trendfunktion genannt. In [106, 118] werden Varianten
der numerischen Umsetzung vorgestellt. In dieser Arbeit wird die beschriebe-
ne Variante I angewendet. In dieser Variante werden für jeden Zeitschritt eine
Fuzzy-Ergebnisgröße berechnet. Die unscharfen Analysen sind zeitunabhängig.
In Kapitel 7.3 wird die Umsetzung der α-Level-Optimierung mit Metamodellen
veranschaulicht.
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7 Methoden der künstlichen Intelligenz

Der Begriff künstliche Intelligenz (KI) umfasst viele unterschiedliche Verfahren.
Gruhn & Franz geben in ihrem Artikel [112] eine Einordnung der KI und
soll hier als Einführung wiedergegeben werden. In der Informationstechnik wird
unter dem Begriff die Abbildung eines „intelligenten“ Verhaltens durch Compu-
tersysteme verstanden. In letzter Zeit rückt nicht nur in der Politik das Thema
der KI immer mehr in den Fokus. Auch in Unternehmen werden KI-Systeme
immer vielseitiger eingesetzt. Die Hauptgründe dafür sind, dass immer mehr Da-
ten, Speicherkapazitäten und auch Rechenleistung zur Verfügung stehen. Dabei
wird zwischen „starker KI“ und „schwacher KI“ unterschieden. In der „starken
KI“ wird versucht menschliche Intelligenz nachzuahmen und sogar zu übertreffen.
Dies ist nach heutigem Stand noch nicht möglich. Hingegen wird die „schwache
KI“ schon in vielen technischen Systemen eingesetzt. Die Grundlage eines KI-
Systems ist das Modell, das für bestimme Fragestellungen entwickelt ist.

In dieser Arbeit werden FE-Modelle erstellt, die dann durch ein geeignetes KI-
Verfahren ersetzt werden sollen. Nach einem Lernprozess soll die KI in der Lage
sein für gewisse Eingangsdaten die FE-Lösung mit erheblich weniger Rechenzeit
„vorherzusagen“. Das maschinelle Lernen (engl.: Machine Learning) wird in drei
Varianten unterschieden: überwachtes Lernen, unüberwachtes Lernen und ver-
stärkendes Lernen (engl.: Reinforcement Learning). Die in diesem Kapitel vorge-
stellten Methoden beziehen sich alle auf das überwachte Lernen. Das heißt, die
Trainingsdaten oder Stützstellen an denen eine FE-Rechnung nötig ist, werden
vom Benutzer vorgegeben. Beim unüberwachten Lernen hingegen entscheidet das
KI-System hinsichtlich sinnvoller Trainingsdaten. Eine stärkere Version stellt das
Reinforcement Learning dar. Dabei findet der Lernprozess durch direktes Feed-
back statt und nicht durch die Vorgabe von Trainingsdaten. Als Beispiel ist der
Schachcomputer zu nennen.

Zusammengefasst kommen in dieser Arbeit zur Modellierung mit unscharfen Da-
ten die Methoden der „schwachen KI“ zum Einsatz. Zuerst werden die Grund-
lagen der Metamodellierung vorgestellt, orientiert an Dey & Adhikari [63],
Forrester et al. [96], Queipo et al. [237], Ryberg et al. [261], Simpson
et al. [292], Sudret et al. [313] und Wang & Shan [344]. Danach werden
die einzelnen Ersatzmodelle: Polynominterpolation, Ausgleichsrechnung, Kriging,
Neuronale Netze und die hochdimensionale Modelldarstellung vorgestellt. Zusätz-
lich wird die globale Sensitivitätsanalyse beschrieben, um Aussagen über den Ein-
fluss der Eingangsparameter auf die Systemantwort treffen zu können. Die Vor-
und Nachteile der aufgeführten Metamodelle werden anschließend an möglichst
einfachen numerischen Beispielen gezeigt.
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7.1 Idee der Metamodellierung

Ein Metamodell ist eine Vereinfachung eines detaillierten Simulationsmodells und
wird daher in der Literatur auch häufig als „Modell eines Modells“ beschrie-
ben [156]. Im Gebiet der numerischen Strukturmechanik wird mithilfe eines Me-
tamodells versucht rechenaufwendige Finite-Element-Modelle durch ein „einfa-
cheres“ mathematisches Modell zu ersetzen. Im Englischen wird daher neben
dem Begriff Metamodell (engl.: metamodel) auch oft die Übersetzung für ein Er-
satzmodell (engl.: surrogate model) verwendet. In Abbildung 7.1 wird gezeigt an
welcher Stelle die Metamodellstrategie in der Unschärfemodellierung eingesetzt
wird. Die Grundidee ist das Computermodell oder allgemein einen Abbildungs-

Abbildung 7.1: Metamodellstrategie im Rahmen der Unschärfemodellierung

operatorM(x) durch ein Näherungsmodell M̂(x) zu ersetzen:

M(x) ≈ M̂(x) . (7.1)

Die eingeführte Notation orientiert sich an Sudret [313]. Die Modellfunktion
M(x) stellt eine Abbildung der Eingangsgrößen in den Ergebnisraum dar:

x ∈ D ⊂ RM 7→ z =M(x) ∈ R1 (7.2)

mit den Nsim Stützstellen Xsim = {x1, . . . ,xi, . . . ,xNsim} ⊂ D. Die dazugehöri-
gen Ergebnisgrößen seien mit Zsim = {z1, . . . , zi, . . . , zNsim} im eindimensionalen
Ergebnisraum definiert. Wird ein mehrdimensionaler Ergebnisraum betrachtet,
können die Ergebnisgrößen auch in einem Vektor zusammengefasst werden:

z =M(x) ∈ RO (7.3)
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mit O der Anzahl der Ergebnisgrößen. Da ein Metamodell eine Näherung be-
schreibt, entsteht ein Approximationsfehler

ε(x) =M(x)− M̂(x) , (7.4)

der u.a. abhängig von der Anzahl der Stützstellen Nsim ist. Wenn das Metamodell
M̂(x) aufgestellt ist, können nun an beliebigen Stützstellen im Eingangsraum wei-
tere Ergebnisgrößen ausgewertet werden ohne weitere aufwendige Berechnungen
mit dem AbbildungsoperatorM(x) durchführen zu müssen. Neben dem Vorteil,
dass die Auswertung des Metamodells erheblich weniger Rechenzeit kostet, ist
durch M̂(x) nun auch ein funktioneller Zusammenhang zwischen den Eingangs-
und Ausgangsgrößen gegeben. Deshalb wird im Zusammenhang mit der Metamo-
dellierung auch häufig das Synonym „Antwortflächenverfahren“ (engl.: Response
Surface Method, RSM) verwendet. In Abbildung 7.2 wird durch das Metamodell
M̂(x) eine „Antwortfläche“ dargestellt.

Abbildung 7.2: Darstellung eines Metamodells für den zweidimensionalen Fall mit
Versuchsplanung (links) und der Näherung durch ein Metamodell M̂(x) (rechts)

Die Bezeichnung RSM wurde im Zusammenhang der Polynomapproximation ein-
geführt und ist nur eine bestimmte Klasse der Metamodelle, siehe z.B.: [131,211,
212].

7.2 Die statistische Versuchsplanung

Die Entwicklung eines Metamodells erfordert zunächst die Erstellung eines Ver-
suchsplans (engl.: Design of Experiments, DoE), siehe Abbildung 7.2. Das DoE ist
die Wahl der Stützstellen (engl.: sample points) im entsprechenden Definitionsbe-
reich und wird daher oft auch als sampling plan bezeichnet [237]. Unterschieden
wird zwischen klassischen und raumfüllenden Methoden (engl.: space filling desi-
gns) [292]. Die klassischen Methoden stammen ursprünglich aus der Planung von
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physikalischen Experimenten. Dazu gehören z.B. das Factorial Design [208], Cen-
tral Composite Design [38] und das Box Behnken Design [35]. Die drei Methoden
sind in Abbildung 7.3 mit drei Eingangsvariablen dargestellt.

Abbildung 7.3: Klassische Methoden der Versuchsplanung mit drei Eingangs-
variablen: Full Factorial Design (links), Box Behnken Design (mitte) und Central Com-
posite Design (rechts)

Bei einer vollfaktoriellen Versuchsplanung (engl.: Full Factorial Design) kann
die Anzahl der Stützstellen mit der Dimension exponentiell ansteigen. Daher
ist eine äquidistante Anordnung der Stützstellen für Problemstellungen mit ei-
nem hochdimensionalen Eingangsraum nicht mehr geeignet. Außerdem kommen
bei stochastischen Computersimulationen häufiger die raumfüllenden Methoden
zum Einsatz. Beispielsweise kann mithilfe derMonte-Carlo-Methode eine zufällige
Anordnung der Stützstellen generiert werden (engl.: Simple Random Sampling).
Hierbei kann es allerdings passieren, dass Bereiche des Versuchsraums nicht be-
rücksichtigt werden. Um eine bessere Raumausfüllung zu erreichen, empfiehlt es
sich daher eine Versuchsplanung in Form einer geschichteten Zufallsstichprobe
(engl.: Stratified Random Sampling) zu verwenden. Bei dieser Variante wird der
Versuchsraum in Abschnitte unterteilt, in denen dann einzelne Stichproben ge-
zogen werden. Ein beliebtes Verfahren ist das Latin Hypercube Sampling (LHS).
Durch eine „intelligentere“ Anordnung kann die Anzahl der Stützstellen weiter
reduziert werden, indem Stützstellen mit gleichen Informationen entfernt werden.
Dieses Verfahren soll nachfolgend detaillierter beschrieben werden.

Latin Hypercube Sampling

Das Latin Hypercube Sampling wurde von McKay [195] eingeführt und u.a. von
Stein [307] weiterentwickelt. Das LHS baut auf dem Stratified Sampling auf
[262,290]. Die Idee besteht darin den VersuchsraumD inN voneinander getrennte
Schichten Sj zu unterteilen. Dabei gilt: ⋃Nj=1 Sj = D [287]. Die L Realisationen
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pro Schicht xj = {x1j, . . . , xij, . . . , xLj} können folgendermaßen definiert werden:

xij = F−1
Xi

(Uij) , i = 1, . . . , L , j = 1, . . . , N ,

Uij = j − 1 + ξij
N

.
(7.5)

FXi sind kumulative Verteilungsfunktionen und ξij ∼ U(0, 1) sind unabhängige
und gleichverteilte Zufallsvariablen auf dem Intervall [0, 1]. Für eine Schichtanzahl
N = 1 und L = Nsim wird der Zusammenhang für das einfache Simple Random
Sampling erhalten. Der Vorteil der geschichteten Stichprobe ist eine bessere Ab-
deckung des Versuchsraums durch die Vermeidung einer „Clusterbildung“, d.h.
einer Ansammlung der sample points. Allerdings steigt auch bei einer Stützstel-
le pro Schicht (L = 1) die Gesamtanzahl der notwendigen Stützstellen mit der
Dimension M exponentiell an: Nsim = NM . Die Motivation vom LHS ist nun
diesen Anstieg der sample points zu verhindern, indem unnötige Stützstellen ver-
mieden werden. Die Vorgehensweise ist vergleichbar mit dem „Sudoku-Spiel“, in
dem nur ein sample point pro Zeile und Spalte gesetzt werden darf. Das Sudoku-
Spiel ist ein spezielles lateinisches Quadrat im zweidimensionalen Raum [7]. Die
Erweiterung auf den mehrdimensionalen Fall wird „Hyperwürfel“ (engl.: hyper-
cube) genannt. Die Stützstellen im Rahmen des LHSs können nach Stein [307]
folgendermaßen beschrieben werden:

xjk = F−1
Xk

(Ujk) , j = 1, . . . , N , k = 1, . . . ,M

Ujk = πjk − 1 + ξjk
N

.
(7.6)

Dabei ist πjk eine zufällige Permutation von {1, 2, . . . , N}. Demzufolge ist π eine
N ×M−Matrix. Die Adresse der Stützstellen im gleichmäßig eingeteilten Ver-
suchsraum mit N Schichten pro Dimension wird durch die Werte in einer Zeile der
Matrix angegeben. Wobei für die Gesamtanzahl der Stützstellen gilt: Nsim = N .
Für den 2-D Versuchsraum entsteht ein regelmäßiges Gitter mit NM Zellen. In
welcher „Zelle“ sich die Stützstelle befindet, wird mit πjk angegeben. Mithilfe der
gleichverteilten Zufallsvariable ξjk wird definiert, wo genau in der „Zelle“ sich
die Stützstelle befinden soll [307]. In Abbildung 7.4 ist die Methode für einen
Versuchsraum als Einheitsquadrat mit M = 2 Eingangsvariablen und N = 4
Schichten dargestellt. Die LHS-Bedingung, dass nur eine Stützstelle pro Reihe
vorkommen darf, wird in der Abbildung 7.4 sichtbar. Alternativ wird häufig auch
das zentrierte LHS (engl.: Midpoint Latin Hypercube Sampling, MLHS) verwen-
det [290]. Hierzu ändert sich Ujk in Gleichung (7.6) wie folgt:

Ujk = πjk − 0, 5
N

. (7.7)

Dadurch befindet sich jede Stützstelle im Mittelpunkt einer Zelle. Auch hier han-
delt es sich um eine zufällige Versuchsplanung mit (M !)N−1 möglichen Anordnun-
gen der Stützstellen. Die drei Methoden der zufallsbasierten Versuchsplanung:
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Abbildung 7.4: Darstellung des LHSs auf dem Einheitsquadrat

Simple Random Sampling, Stratified Sampling und Latin Hypercube Sampling
sind in Abbildung 7.5 mit Nsim = 25 Stützstellen gegenübergestellt.

Abbildung 7.5: Methoden der Versuchsplanung als Zufallsstichprobe, Stichproben-
anzahl Nsim = 25: Simple Random Sampling (links), Stratified Sampling (mitte) und
Latin Hypercube Sampling (rechts)

Bei den Methoden können künstliche Korrelationen auftreten. Um das zu verhin-
dern, empfiehlt Owen in [220] für das LHS oder MLHS zusätzlich einen Algo-
rithmus basierend auf dem Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren. Dieser
Algorithmus reduziert die Korrelation der Stützstellen unter Einhaltung der LHS-
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Bedingung. Als Abbruchkriterium dient die mittlere quadratische Korrelation

ρ2 =

M∑
j=2

j−1∑
k=1

ρ2
jk

(M − 1)M/2 ≤ TOL , (7.8)

wobei hier die Stichprobenkorrelation ρjk wie folgt berechnet wird:

ρjk = 1
Nsim − 1

Nsim∑
i=1

(xij − µ̄(xj))(xik − µ̄(xk))

σXjσXk
, j = 1 . . .M . (7.9)

Die Abbildung 7.6 zeigt auf der linken Seite ein MLHS mit zwei Eingangsvariablen
und Nsim = 25 ohne Gram-Schmidt-Orthogonalisierung. Die mittlere quadratische
Korrelation beträgt ρ2 = 0,6876. Für eine maximale Korrelation gilt: ρ2 = 1,0. In
diesem Fall liegen alle Stützstellen auf einer Geraden. Dabei ist auch die LHS-
Bedingung eingehalten. Auf der rechten Seite der Abbildung 7.6 ist das Ergebnis
nach der Orthogonalisierung zu sehen. Hier gilt: ρ2 ≈ 0 und damit existiert
näherungsweise keine Korrelation zwischen den Eingangsvariablen.

Abbildung 7.6: MLHS für zwei Eingangsvariablen ohne (links) und mit Gram-
Schmidt-Orthogonalisierung (rechts)

Eine weitere Möglichkeit zur Verbesserung des LHSs ist zum Beispiel den kleinsten
Euklidischen Abstand zu maximieren [147,209]. Dies soll hier nur erwähnt bleiben
und wird in dieser Arbeit nicht weiterverfolgt.
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7.3 Metamodelle in der Unschärfemodellierung

Die im Kapitel 6.3.1 bereits vorgestellte α-Level-Optimierung soll nun mit dem
Konzept der Metamodellierung durchgeführt werden. Ein Metamodell kann im
Schleifenalgorithmus der Unschärfemodellierung auf verschiedenen Ebenen einge-
setzt werden, siehe Abbildung 7.7. Im Rahmen einer Fuzzy-stochastischen Ana-

Abbildung 7.7: Anwendung der Metamodelle für die Grundlösung (links) oder der
Monte-Carlo-Simulation (rechts)

lyse ist eine Möglichkeit, die Grundlösung durch ein Metamodell zu ersetzen. Die
Monte-Carlo-Simulation wird dann mithilfe des Metamodells durchgeführt. Alter-
nativ kann die Monte-Carlo-Schleife inklusive der Grundlösung ersetzt werden.
In diesem Fall wird der Zusammenhang zwischen den Eingangsparametern und
den statistischen Momenten, wie z.B. Mittelwert oder Standardabweichung, durch
das Metamodell abgebildet. Diese Variante wird in Kapitel 8 bei der Unschärfe-
modellierung von Imperfektionen mit Zufallsfeldern angewendet. Dabei wird bei-
spielsweise der Zusammenhang zwischen den Feldparametern des Zufallsfelds und
dem Mittelwert der Beullast abgebildet. Die extremalen Punkte nach Gleichung
(6.30) werden auf dem Metamodell M̂(x) ermittelt:

ẑαk,` ≈ min
x∈Aαk

[M̂(x)]

ẑαk,r ≈ max
x∈Aαk

[M̂(x)] mit k = 1, . . . , Nalev .
(7.10)

Die Genauigkeit der Fuzzy-Ergebnisgröße ist demnach auch abhängig vom ge-
wählten Metamodell. Meistens ist es ausreichend, das Metamodell lediglich auf
der Support-Menge x ∈ S aufzustellen. Im Definitionsbereich der einzelnen α-
Levels mit D = {x | x ∈ Aαk} wird das Optimierungsproblem gelöst, indem der
Definitionsbereich für jedes α-Level angepasst wird, ohne dass das Metamodell
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neu aufgestellt werden muss. Bei einem stark nichtlinearem Verhalten der Modell-
funktion muss allerdings der Support zum Auffinden der extremalen Punkte sehr
fein diskretisiert werden. Alternativ können zur Effizienzsteigerung die extrema-
len Punkte auch auf dem Metamodell mithilfe von modernen Suchalgorithmen
gefunden werden. Hierzu eignen sich Algorithmen auf Basis von Evolutionsstra-
tegien, wie z.B. der Optimierungsalgorithmus nach Hansen [121,122].

Eine weitere Möglichkeit, die in der Literatur z.B. in [2, 14] angewendet wird,
ist dass das Metamodell M̂αk(xαk) pro α-Level neu aufgestellt wird. Dabei kann
auch das DoE geändert werden. Dies kann zwar bei stark nichtlinearem Sys-
temverhalten zu einer besseren Konvergenz führen, hat aber auch einen höheren
Rechenaufwand zur Folge. Deshalb wird diese Variante hier nicht näher betrach-
tet. Hingegen wird stets das Ziel verfolgt, ein geeignetes Metamodell auf dem
Support aufzustellen. Beide Varianten sind in Abbildung 7.8 gegenübergestellt.

Abbildung 7.8: Die α-Level-Optimierung mit einer Eingangsvariable: Metamodell auf
der Support-Menge (oben) oder für jedes α-Level ein neues Metamodell (unten)
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Für zeitabhängige Probleme wird für jeden Zeitschritt das Metamodell neu aus-
gewertet. Zu Beginn wird ein passendes DoE gewählt. Dabei kann für jeden Zeit-
schritt das gleiche DoE verwendet werden. Zur numerischen Umsetzung eines
unscharfen Ergebnisprozesses ist es sinnvoll, zuerst alle Zeitverlaufskurven mit
1, . . . , tn Zeitschritten für jeden sample point zu berechnen und in einer Matrix
der Form

(7.11)

abzuspeichern. Die Anzahl der Versuchskurven entspricht der Anzahl der Stütz-
stellen für ein gewähltes DoE. Danach kann die Ergebnisgröße an jedem Zeit-
punkt durch erneutes Auswerten des Metamodells berechnet werden. Das Vor-
gehen für zeitabhängige Problemstellungen wird in Abbildung 7.9 verdeutlicht.
In Tabelle 7.1 sind die in dieser Arbeit umgesetzten Metamodelle zur Berück-
sichtigung polymorpher Unschärfe aufgelistet. Diese werden in zwei Kategorien
eingeteilt: Interpolations- und Ausgleichsmodelle. Bei den Interpolationsmodellen

Interpolationsmodelle Ausgleichsmodelle

• Polynominterpolation | M̂I(x) • Methode der kleinsten
Fehlerquadrate M̂A(x)

• HDMR-Metamodell mit
Interpolation | M̂HD(x)

• HDMR-Metamodell mit
Ausgleichsrechnung | M̂HD(x)

• Kriging | M̂KR(x) • Neuronale Netze | M̂KNN(x)

Tabelle 7.1: Klassifizierung der Metamodelle

verlaufen die Näherungsfunktionen anders als bei den Ausgleichsmodellen durch
die vorgegebenen Stützstellen. Durch diese Bedingung kann eine kleine Störung
in den Daten eine große Änderung des Verlaufs der Näherungsfunktion verur-
sachen [236]. Eine kleine Störung in den Daten kann im Rahmen einer MCS
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Abbildung 7.9: Unscharfer Ergebnisprozess und α-Level-Optimierung mit Metamo-
dellen

zum Beispiel durch einen zu geringen Stichprobenumfang verursacht werden. Da
die Näherungsfunktion bei den Ausgleichsmodellen nicht zwangsläufig durch die
Stützstellen verlaufen muss, sind diese Modelle daher in der Lage einen Feh-
ler in der stochastischen Simulation auszugleichen. Zusätzlich existieren in der
Literatur noch weitere interessante Techniken der Metamodellierung, die in die-
sem Zusammenhang untersucht werden können. Dazu zählen u.a. Radial Basis
Functions (RBF) [87,124], Moving Least Squares (MLS) [39,175], Metamodellie-
rung mit NURBS [320], Multivariate Adaptive Regression Splines (MARS) [102],
Support Vector Machine (SVM) [293,323], Polynomial chaos (PC) [311] oder das
PC-Metamodell in Kombination mit dem Kriging-Verfahren, auch PC-Kriging ge-
nannt [152,271]. Nachfolgend werden nun die theoretischen Grundlagen der einge-
setzten Metamodelle näher beschrieben und im Anschluss die Vor- und Nachteile
an Beispielen gezeigt.
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7.3.1 Polynominterpolation als Metamodell

Als Einstieg in die Metamodell-Strategie dient hier die Lagrange-Form des In-
terpolationspolynoms, auch bekannt aus der FEM. Im Gegensatz zur Finite-
Element-Methode, bei der stückweise Lagrange-Polynome als Ansatzfunktionen
verwendet werden, wird ein globales Polynom beliebig hoher Ordnung gesucht.
Die Grundlagen orientieren sich an Hämmerlin [132] und Quarteroni [236],
wobei direkt der allgemeine M -dimensionale Fall in D ∈ RM mit K-ter Ordnung
beschrieben wird. Gesucht wird ein M-dimensionales Polynom P I

K(x), das durch
die Stützstellen

P I
K(xi) = zi, i = 1, . . . , Nsim (7.12)

verlaufen soll. Der hochgestellte Index I steht für Interpolation und dient später
zur Unterscheidung zwischen den einzelnen Metamodellen. Eine Voraussetzung
ist, dass der Polynomgrad K in jeder Dimension gleich ist. Damit seien Nsim =
(K + 1)M Stützstellen

([x(1)
i1 , x

(2)
i2 , . . . , x

(M)
iM

]i, zi1,i2,...,iM ), i1, i2, . . . , iM = 0, . . . , K (7.13)

gegeben, die auch als Interpolationsknoten bezeichnet werden. Das M-dimensionale
Interpolationspolynom höchstens K-ter Ordnung ist wie folgt definiert:

P I
K(x) =

K∑
i1=0

K∑
i2=0
· · ·

K∑
iM=0

ai1,i2,...,iMLi1,i2,...,iM (x) (7.14)

mit den zunächst noch unbekannten Koeffizienten a0,0,...,0 . . . aK,K,...,K und den
Lagrange-Faktoren L0,0,...,0(x) . . .LK,K,...,K(x) als Basisfunktionen im mehrdimen-
sionalen Polynomraum PK1,K2,...KM , wobei gilt K1 = K2 = KM = K. Die For-
mulierung der mehrdimensionalen Lagrange-Faktoren erfolgt über das Produkt
M∏
n=1

(•) der eindimensionalen Faktoren

Li1,i2,...,iM (x) =
M∏
n=1

K∏
j=0
j 6=in

x(n) − x(n)
j

x
(n)
in − x

(n)
j

. (7.15)

Dabei stellt die Forderung

Li1,i2,...,iM (x(1)
j1 , x

(2)
j2 , . . . , x

(M)
jM

) =
M∏
n=1

δinjn =

1 für in = jn,

0 sonst
(7.16)

sicher, dass das Polynom durch die Stützstellen verläuft. Eingesetzt in die Interpo-
lationsbedingung nach Gleichung (7.12) werden für die unbekannten Koeffizienten
genau die Stützwerte

ai1,i2,...,iM = zi1,i2,...,iM , i1, i2, . . . , iM = 0, . . . , K (7.17)
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erhalten. Daraus folgt das M-dimensionale Lagrange-Interpolationspolynom als
Metamodell

M̂I(x) = P I
K(x) =

K∑
i1=0

K∑
i2=0
· · ·

K∑
iM=0

zi1,i2,...,iMLi1,i2,...,iM (x) . (7.18)

Die eindimensionalen Polynome sind nach Gleichung (7.15) voneinander unab-
hängig. Deshalb kann dieses Metamodell auch nur für unabhängige Fuzzy-Ein-
gangsvariablen verwendet werden. Außerdem soll noch erwähnt sein, dass bei
einer äquidistanten Stützstellenwahl der Interpolationsfehler nicht zu Null wird:

lim
K→∞

|M(x)− P I
K(x)| 6= 0 . (7.19)

Speziell an den Randpunkten divergiert das Interpolationspolynom [236]. Dieses
Phänomen hat Carl Runge erstmals in [259] beschrieben und wird daher auch
als Runge-Phänomen bezeichnet. Durch eine Verdichtung der Stützstellen an
den Rändern können diese „Überschwingungen“ verhindert werden. In der Praxis
werden dazu die K + 1 Nullstellen des Tschebyschow-Polynoms [126]

x
(1)
i , x

(2)
i , . . . , x

(M)
i = cos

(
K − i
K

π
)
, i = 0 . . . K (7.20)

angewendet, die auf dem Intervall x ∈ [−1, 1] definiert sind und anschließend in
einen beliebigen physikalischen Versuchsraum transformiert werden können.
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7.3.2 Methode der kleinsten Fehlerquadrate als Metamodell

Die Polynomapproximation ist als Metamodell bekannt aus dem Antwortflächen-
verfahren und wird häufig auch als Regressionsmodell bezeichnet. Im Englischen
wird die Methode Least Squares method (LSQ) genannt. Im Gegensatz zur Forde-
rung nach Gleichung (7.12) der Polynominterpolation muss die Näherungsfunk-
tion M̂(x) nicht durch die „exakten“ Werte der Stützstellen verlaufen. Dadurch
können Instabilitäten des Metamodells in Folge gestörter Daten verhindert wer-
den [236]. Die Anzahl der Stützstellen Nsim ist damit nicht an den Polynom-
grad K gekoppelt. Um eine stabile Lösung zu erhalten, sollte dennoch gelten:
Nsim � KM . Bevor der mehrdimensionale Fall beschrieben wird, soll zunächst
das Prinzip der LSQ im eindimensionalen Fall D ∈ R1 beschrieben werden. Die
folgenden Grundlagen sind hierzu aus [123, 236] entnommen. Gegeben seien im
eindimensionalen Raum i = 1 . . . Nsim Datenpunkte (xi, zi). Das Ziel ist ein Poly-
nom K-ter Ordnung der Struktur

PA
K(xi) =

K∑
j=0

ajx
j
i (7.21)

zu finden, das den quadratischen Fehler

min
a

Nsim∑
i=1

(zi − PA
K(xi,a))2 (7.22)

minimiert. Die Koeffizienten aj sind noch unbekannt und müssen ermittelt wer-
den. Durch den hochgestellten Index A wird das Metamodell für eine Polynomap-
proximation gekennzeichnet. Die Bedingung zur Erfüllung des Minimierungspro-
blems wird durch die partielle Ableitung nach den Koeffizienten

∇a =
Nsim∑
i=1

(zi − PA
K(xi,a))2 = 0 (7.23)

erreicht. Durch Einsetzen der Gleichung (7.21) und nach einigen Umformungen,
kann die partielle Ableitung wie folgt angegeben werden:

∇a = ∂

∂a`

Nsim∑
i=1

(zi −
K∑
j=0

ajx
j
i )2

 = 2
Nsim∑
i=1

(zi −
K∑
j=0

ajx
j
i )x`i . (7.24)

Wird dieser Zusammenhang in die Minimierungsbedingung (7.23) eingesetzt, folgt
ein lineares Gleichungssystem

K∑
j=0

Nsim∑
i=1

xj+`i aj︸ ︷︷ ︸
Xa

=
Nsim∑
i=1

zix
`
i︸ ︷︷ ︸

b

` = 0, . . . , K . (7.25)
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Die Matrix und Vektoren für die Implementierung sind:

X =
Nsim∑
i=1


x0
i x1

i · · · xKi
x1
i x2

i · · · xK+1
i

... ... . . . ...
xKi xK+1

i · · · x2K
i


(K+1)×(K+1)

, (7.26)

a =
Nsim∑
i=1

[
a0 a1 · · · aK

]T
(K+1)×1

und (7.27)

b =
Nsim∑
i=1

[
zix

0
i zix

1
i · · · zix

K
i

]T
(K+1)×1

. (7.28)

Die unbekannten Koeffizienten werden durch die Lösung des linearen Gleichungs-
systems (LGSs)

a = X−1b (7.29)

erhalten. Je nach Stützstellenwahl kann die zu invertierende Matrix schlecht kon-
ditioniert sein.
Deshalb wird für eine bessere numerische Stabilität die Vandermonde-Matrix
vorgeschlagen:

A =


1 x1

1 x2
1 · · · xK1

1 x1
2 x2

2 · · · xK2
... ... ... . . . ...
1 x1

Nsim x2
Nsim · · · xKNsim


Nsim×(K+1)

. (7.30)

Das Gleichungssystem kann mit der Beziehung

ATA = X (7.31)

in die Normalengleichung überführt werden:

Xa = b⇔ ATAa = AT z̄ . (7.32)

Die Koeffizienten können über das Lösen des LGSs

a = A−1z̄ (7.33)

ermittelt werden. Dabei setzt sich die rechte Seite mit den Ergebnisgrößen

z̄ =
[
z1 z2 · · · zNsim

]T
Nsim×1

(7.34)

zusammen. Das Metamodell für den eindimensionalen Fall der Polynomapproxi-
mation ist schlussendlich

M̂A(x) = PA
K(x) =

M∑
j=0

ajx
j . (7.35)
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In der Literatur ist häufig nur eine Formulierung der LSQ für den zweidimen-
sionalen Fall zu finden. Zur Lösung der Approximation mit mehrdimensionalen
Polynomen wird oft auf ein nichtlineares Gleichungssystem verwiesen [62]. Des-
halb wird hier die Formulierung aus [347] vorgestellt, die mithilfe einer einfachen
Indextransformation auch im mehrdimensionalen Fall auf ein lineares Gleichungs-
system führt. Gegeben seien nun i = 1, . . . , Nsim Stützstellen (xi, zi) in D ∈ RM

([xi1(1), x
i2
(2), . . . , x

iM
(M)]i, zi1,i2,...,iM ), i1, i2, . . . , iM = 0, . . . , K . (7.36)

Zu beachten ist, dass die Dimensionierung (1), (2), . . . , (M) im Gegensatz zur
Schreibweise bei der Polynominterpolation nach Gleichung (7.13) jetzt aus Grün-
den der Übersichtlichkeit tiefgestellt ist. Gesucht sei das M-dimensionale Polynom
höchstens K-ter Ordnung

PA
K(x) =

K∑
i1=0

K∑
i2=0
· · ·

K∑
iM=0

ai1,i2,...,iMx
i1
(1)x

i2
(2), . . . , x

iM
(M)

=
K∑

in=0
n=1...M

ai1,i2,...,iM

M∏
n=1

xin(n) ,

(7.37)

das den quadratischen Fehler

∇a =
Nsim∑
i=1

(zi − PA
K(xi,a))2 = 0 (7.38)

minimieren soll. Wird das Monom

ai1,i2,iMx
i1
(1)x

i2
(2), x

iM
(M) (7.39)

betrachtet, ist zu erkennen, dass die Exponenten durch die Indizes der unbe-
kannten Koeffizienten definiert werden. Die Anzahl der möglichen Monome ist
(K + 1)M . Für die Adressierung in einem linearen Gleichungssystem wie in Glei-
chung (7.25) ist es sinnvoll, die Koeffizienten und Exponenten mit einer neuen
Indizierung anzugeben:

ai1,i2,iMx
i1
(1)x

i2
(2), x

iM
(M) ⇔ ak̂x

[w−1(k̂)]n
(n) . (7.40)

Die Koeffizienten seien gegeben mit

â =
[
a1 a2 · · · ak̂ · · · a(K+1)M

]T
(7.41)

und die Umrechnung der Exponenten erfolgt mit der Vorschrift

k̂ := w(i1, i2, . . . , iM) = 1 +
M−1∑
j=0

(K + 1)jiM−j . (7.42)
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Durch die inverse Abbildung werden wieder die ursprünglichen Exponenten

w−1(k̂) =
[
i1 i2 · · · in · · · iM

]
(7.43)

erhalten. Die Transformation soll am Beispiel eines zweidimensionalen Polynoms
mit M = 1 und einem Polynomgrad K = 2 gezeigt werden:

PA
K(x) =

K∑
i1=0

K∑
i2=0

ai1,i2x
i1
1 x

i2
2 =


a00x

0
1x

0
2 a01x

0
1x

1
2 a02x

0
1x

2
2

a10x
1
1x

0
2 a11x

1
1x

1
2 a12x

1
1x

2
2

a20x
2
1x

0
2 a21x

2
1x

1
2 a22x

2
1x

2
2

 . (7.44)

Die ursprünglichen und transformierten Koeffizienten seien untereinander als Vek-
toren geschrieben:

a =
[
a00 a01 a02 a10 a11 a12 a20 a21 a22

]T
(7.45)

â =
[
a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9

]T
. (7.46)

Der dritte Index kann mit der Transformationsgleichung (7.42) folgendermaßen
berechnet werden:

w(02) = k̂ = 1 +
[
(2 + 1)0i2−0 + (2 + 1)1i2−1

]
= 1 +

1 · i2︸︷︷︸
2

+3 · i1︸︷︷︸
0

 = 3 .

(7.47)

Analog zur Gleichung (7.25) und mithilfe der eingeführten Indextransformation
kann das LGS in der kompakten Schreibweise

(K+1)M∑
k̂=1

Nsim∑
i=1

M∏
n=1

x
[w−1(k̂)+w−1(ˆ̀)]

n

(n),i

 ak̂︸ ︷︷ ︸
X̂â

=
Nsim∑
i=1

zi
M∏
n=1

x
[w−1(ˆ̀)]

n

(n),i︸ ︷︷ ︸
b̂

,

ˆ̀= 1, . . . , (K + 1)M

(7.48)

dargestellt werden. Für die Matrix X̂ und den Vektor b̂ folgt:

X̂ =
Nsim∑
i=1

M∏
n=1


x0

(n),i x1
(n),i · · · x

(K+1)M
i

x1
(n),i x2

(n),i · · · x
(K+1)M+1
(n),i

... ... . . . ...
x

(K+1)M
(n),i x

(K+1)M+1
(n),i · · · x

(K+1)M+(K+1)M
(n),i


(K+1)M×(K+1)M

,

(7.49)

b̂ =
Nsim∑
i=1

[
zi

M∏
n=1

x0
(n),i zi

M∏
n=1

x1
(n),i · · · zi

M∏
n=1

x
(K+1)M
(n),i

]T
(K+1)M×1

. (7.50)
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Die Koeffizienten nach Gleichung (7.41) werden durch Lösung des LGSs

â = X̂−1b̂ (7.51)

erhalten. Alternativ kann das Gleichungssystem mit der Vandermonde-Matrix
aufgestellt werden:

1
M∏
n=1

x1
(n),1

M∏
n=1

x2
(n),1 · · ·

M∏
n=1

x
(K+1)M
(n),1

1
M∏
n=1

x1
(n),2

M∏
n=1

x2
(n),2 · · ·

M∏
n=1

x
(K+1)M
(n),2

... ... ... . . . ...

1
M∏
n=1

x1
(n),Nsim

M∏
n=1

x2
(n),i · · ·

M∏
n=1

x
(K+1)M
(n),Nsim




a1

a2
...

a(K+1)M

 =


z1

z2
...

zNsim

 .

(7.52)

Das Metamodell kann abschließend für den allgemein mehrdimensionalen Fall
der Polynomapproximation mithilfe der vorgestellten kompakten Schreibweise wie
folgt definiert werden:

M̂A(x) = PA
K(x) =

(K+1)M∑
k̂=1

ak̂

M∏
n=1

x
[w−1(k̂)]

n

(n) . (7.53)
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7.3.3 Nichtlineare Methode der kleinsten Fehlerquadrate

Zusätzlich soll an dieser Stelle auch das Vorgehen der Nichtlinearen Methode der
kleinsten Fehlerquadrate (engl.: Nonlinear Least Squares method, NLLSQ) erläu-
tert werden. Die Methode wird später für das Fitten von Korrelationsfunktionen
angewendet, wird aber nicht als Metamodell eingesetzt. Bei der zuvor behandel-
ten linearen LSQ ist die Modellfunktion PA

K(xi,a) zwar nichtlinear in x, aber
linear in den Koeffizienten a. Das führt auch im mehrdimensionalen Fall auf ein
lineares Gleichungssystem, siehe Abschnitt 7.3.2. Bei der NLLSQ hingegen sind
die Modellfunktionen auch nichtlinear bezüglich den Koeffizienten a. Für das
nichtlineare Problem der kleinsten Fehlerquadrate folgt

min
a
f(a) ≡ min

a

Nsim∑
i=1

(zi − M̂(xi,a)︸ ︷︷ ︸
ri

)2 . (7.54)

Das Polynom in D ∈ RM wird durch eine allgemeine Modellfunktion M(xi,a)
ersetzt. Aufgrund der Nichtlinearität der Modellfunktion in beiden Parametern
muss ein nichtlineares Gleichungssystem gelöst werden. Die notwendige Bedin-
gung fordert, dass der Gradient Null werden muss

∇af(a) = ∂f(a)
∂aj

=
Nsim∑
i=1

ri(a)∂ri(a)
∂aj

= 0 , j = 1, . . . , P (7.55)

mit P der Anzahl der Koeffizienten bzw. der Anzahl der Fitting-Parameter. Die
Bedingung kann mithilfe der Jacobi-Matrix

[J(a)]ij = ∂ri(a)
∂aj

= −∂M̂(xi,a)
∂aj

, i = 1, . . . , Nsim, j = 1, . . . , P (7.56)

definiert werden zu

∇af(a) = J(a)Tr(a) = 0 . (7.57)

Zur Lösung der nichtlinearen Gleichung mit dem Newton-Verfahren ist eine Li-
nearisierung der Funktion notwendig:

∇af(a+ ∆a) = ∇af(a) +∇2
af(a)∆a = 0

⇔ ∇2
af(a)∆a = −∇af(a) .

(7.58)

Die zweiten partiellen Ableitungen ∇2
a werden in der Hesse-Matrix zusammenge-

fasst:

∇2
af(a) = ∂2f(a)

∂ak∂a`
=

Nsim∑
i=1

∂ri(a)
∂ak

∂ri(a)
∂a`

+
Nsim∑
i=1

ri(a)∂
2ri(a)
∂ak∂a`

= J(a)TJ(a) +
Nsim∑
i=1

ri(a)∇2
ari(a)︸ ︷︷ ︸

S(a)

, k, ` = 1, . . . , P .
(7.59)
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• Setze Startwerte: a0 und k = 0

• Iterationsschleife

(1) Berechne die Inkremente ∆ak durch Lösung des LGSs:[
J(ak)TJ(ak)

]
∆ak = −J(ak)Tr(ak)

(2) Update: ak+1 = ak + ∆ak
(3) Konvergenz:

WENN ||J(ak)Tr(ak)|| ≤ TOL −→ STOP
SONST −→ k=k+1 und gehe zu (1)

Tafel 7.1: Algorithmus des Gauß-Newton-Verfahrens für die Nichtlineare Methode der
kleinsten Fehlerquadrate

Mit der Definition des Gradienten und der Hesse-Matrix unter Vernachlässigung
des zweiten Terms S(a) folgt das nichtlineare Gleichungssystem[

J(a)TJ(a)
]

∆a = −J(a)Tr(a) , (7.60)

das mit dem Newton-Verfahren gelöst werden kann. Die Vernachlässigung des
zweiten Terms der Hesse-Matrix ist bei „schwach“ nichtlinearen Problemen für
eine bessere Performance sinnvoll. Das Verfahren wird auch als Gauß-Newton-
Verfahren bezeichnet. Der Lösungsalgorithmus ist in Tafel 7.1 dargestellt. Dieser
kann auch für mehrdimensionale Polynome als Modellfunktionen M̂(xi,a) inD ∈
RM verwendet werden. Allerdings wird die zuvor vorgestellte Indextransformation
empfohlen, um das Iterationsverfahren zu vermeiden.
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7.3.4 Kriging-Verfahren

Ein etabliertes Verfahren der Metamodellierung ist das Kriging, benannt nach
dem Geologen D.G. Krige [170]. Da beim Kriging-Modell davon ausgegangen
wird, dass die Modellfunktion einer Realisation eines Gauß-Prozesses (GP) ent-
spricht, wird das Kriging-Verfahren auch oft als Gauß-Prozess-Modell bezeich-
net. Die Ausgangsgleichung des Metamodells ist demnach ein stationärer Gauß-
Prozess [269]:

Y (x) = fT (x)β + σ2 Z(x, ω) ∼ N (fT (x)β, σ2) . (7.61)

Eine Realisation ist hierzu in Abbildung 7.10 dargestellt. Mit dem ersten Anteil in

Abbildung 7.10: Der Gauß-Prozess als Grundlage des Kriging-Modells

Gleichung (7.61) fT (x)β wird der Mittelwert des Gauß-Prozesses beschrieben,
auch „Trend“ genannt. Darin sind die Basisfunktionen {fi, i = 1, . . . , P} und die
Regressionskoeffizienten {βi, i = 1, . . . , P} enthalten [176]. P ist die Anzahl belie-
biger Funktionen, z.B. Polynome. In [177,308] wird durch die Form des Trends das
Kriging-Verfahren in drei unterschiedliche Typen gegliedert. Diese sind in Tabelle
7.2 aufgelistet. In dieser Arbeit wird lediglich das Ordinary-Kriging angewendet.

Name Trend

Universal-Kriging fT (x)β =
P∑
i=1

fi(x)βi
Simple-Kriging fT (x)β = β1, β1 bekannt

Ordinary-Kriging fT (x)β = f1(x) β1 = β1

mit f1(x) = 1, β1 unbekannt

Tabelle 7.2: Namen der Kriging-Verfahren für verschiedene Formen des Trends [177]
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Dieses Verfahren ist ein konstantes Regressionsmodell, für das der Parameter β1

zunächst noch unbekannt ist. Hingegen wird beim Simple-Kriging der Parameter
β1 als bekannt vorausgesetzt. Simple- und Ordinary-Kriging sind Spezialfälle des
Universal-Krigings, das die allgemeine und auch flexibelste Form beschreibt. Im
zweiten Teil der Gleichung (7.61) ist σ2 die Varianz des Gauß-Prozesses und mit
Z(x, ω) ist ein standardnormalverteilter Gauß-Prozess definiert. Die Zufallscha-
rakteristik bzw. der Wahrscheinlichkeitsraum ist mit ω beschrieben. Der Gauß-
Prozess ist vollständig definiert durch eine Autokorrelationsfunktion R(x,x′;θ)
zwischen zwei beliebigen Punkten x und x′ im Raum der Eingangsgrößen. Die
Korrelationsparameter, die bezüglich der vorhanden Daten noch ermittelt werden
müssen, sind im Vektor θ ∈ RM×1 enthalten. Im Kontext des Krigings werden
diese auch Hyperparameter genannt. An einem beliebigen Punkt x im Eingangs-
raums soll später das Kriging-Modell ausgewertet werden. Die Ergebnisgrößen
für die Menge aller sample points Xsim = {x1, . . . ,xi, . . . ,xNsim} ⊂ D werden
für die folgende Formulierung in einem Vektor zusammengefasst: y = [y1 =
M(x1), . . . , yi = M(xi), . . . , yNsim = M(xNsim)]T . Die Notation orientiert sich
hierzu an [177, 271]. Die Vorhersage des Kriging-Modells an einem beliebigen
Punkt x entspricht einer Gauß-Zufallsvariable

Ŷ (x) ∼ N (µ
Ŷ

(x), σ2
Ŷ

(x)) . (7.62)

Mithilfe des Vektors der Ergebnisgrößen y kann eine multivariateGauß-Verteilung
definiert werden:[

Ŷ (x)
y

]
∼ NNsim+1

([
fT (x)β
F β

]
; σ2

[
fT (x)β rT (x)
r(x) R

])
. (7.63)

Dabei ist F ∈ RNsim×P die Regressionsmatrix

Fij = fj(xi) , i = 1, . . . Nsim , j = 1, . . . , P , (7.64)

R ∈ RNsim×Nsim die Korrelationsmatrix zwischen den sample points

Rij = R(xi,xj,θ) , i, j = 1, . . . Nsim (7.65)

und r(x) ∈ RNsim×1 ist der Vektor, in dem die Korrelationen zwischen den sample
points und einem beliebigen Auswertungspunkt x enthalten sind

ri(x) = R(x,xi;θ) , i = 1, . . . Nsim . (7.66)

Die Wahl der Korrelationsfunktion, die im Rahmen des Krigings auch Kernfunk-
tion genannt wird, hat einen entscheidenden Einfluss auf die Güte der Näherung
des Kriging-Metamodells. In der Praxis werden die stationären Korrelationsfunk-
tionen in Tabelle 7.3 bevorzugt verwendet. Diese sind lediglich von dem Abstand
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Name Berechnungsformel

Exponentiell (exp.) R(d; θ) = exp
(
−|d|
θ

)

Gauß (quad. exp.) R(d; θ) = exp
(
−|d|

2

θ

)

Matérn, ν = 3/2 R(d; θ) =
(

1 +
√

3 |d|
θ

)
exp

(
−
√

3 |d|
θ

)

Matérn, ν = 5/2 R(d; θ) =
(

1 +
√

5 |d|
θ

+ 5 |d|2
3θ2

)
exp

(
−
√

5 |d|
θ

)

Tabelle 7.3: Liste gängiger Korrelationsfunktionen für ein Kriging-Modell

zweier Punkte abhängig: d = ||x−x′||. Für den allgemein mehrdimensionalen Fall
(M > 1) wird in [176,262] eine separierbare Korrelationsfunktion vorgeschlagen:

R(x,x′;θ) =
M∏
i=1

R(xi, x′i; θi) . (7.67)

Der Einfluss der Korrelationsfunktion auf die Realisationen des Gauß-Prozesses
wird in Abbildung 7.11 gezeigt. Wie bereits in Kapitel 6.4 diskutiert, beeinflusst
die Differenzierbarkeit die Glattheit der Realisation.
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M(x)
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Abbildung 7.11: Realisationen für verschiedene Korrelationsfunktionen des Kriging-
Modells zur Abbildung der Funktion M(x) =

√
x cos(x): Exponentielle Korrelations-

funktion mit Nsim = 8 (links) und Gauß-Korrelationsfunktion mit Nsim = 4 (rechts)

Zur Bildung des Kriging-Metamodells müssen zunächst die optimalen Hyperpa-
rameter θ berechnet werden. Hierzu kommen bekannte Schätzmethoden wie die
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Maximum-Likelihood-Methode (ML) [70,180,190] oder auch die schon vorgestellte
Cross Validation (CV) [13,269] zum Einsatz. In dieser Arbeit werden die Hyper-
parameter mit der ML-Methode berechnet. Die Idee hinter der Methode ist die
Wahrscheinlichkeit (engl.: Likelihood) für das Auftreten der Ergebnisgrößen in y
zu maximieren. Diese ist abhängig von den Parametern {β, σ2,θ}, die durch das
Lösen einer Optimierungsaufgabe ermittelt werden. Im Vektor y aus Gleichung
(7.63) sind die Realisationen eines multivariaten Gauß-Prozesses enthalten:

y ∼ NNsim(Fβ, σ2R) . (7.68)

Werden der Erwartungswertvektor µ = Fβ und die Kovarianzmatrix C = σ2R

in die Gleichung (6.37) der mehrdimensionalen Normalverteilung eingesetzt, re-
sultiert die Likelihood-Funktion:

L(y |β, σ2,θ) = 1√
(2πσ2)Nsim det(R)

exp
[
− 1

2σ2 (y − Fβ)TR−1(y − Fβ)
]

.

(7.69)

Das Maximieren dieser Funktion kann aufgrund großer Bereiche mit Funktions-
werten nahe Null sehr schwierig sein. Allerdings ist die Likelihood-Funktion streng
positiv. Deshalb wird zur Verbesserung des Optimierungsprozesses auf den Loga-
rithmus der Likelihood-Funktion zurück gegriffen [192]:

l(y |β, σ2,θ) = −Nsim

2 ln(2πσ2)− ln(det(R))
2 − (y − Fβ)TR−1(y − Fβ)

2σ2 .

(7.70)

Das Maximum kann durch die partiellen Ableitungen nach den Parametern er-
mittelt werden. Aus der partiellen Ableitung ∂ l(y |β, σ

2,θ)
∂β

= 0 folgt:

β = β(θ) = (F TR−1F )−1F TR−1y (7.71)

und aus ∂ l(y |β, σ
2,θ)

∂σ2 = 0 folgt:

σ2 = σ2(θ) = 1
Nsim

(y − Fβ)TR−1(y − Fβ) . (7.72)

Durch Einsetzen der Gleichungen (7.71) und (7.72) in die Log-Likelihood-Funktion
(7.70) resultiert:

l(y |β, σ2,θ) = −Nsim

2 ln(2πσ2)− ln(det(R))
2 − Nsim

2 . (7.73)

Gesucht werden die Korrelationsparameter θ, für die die Funktion ein Maximum
einnimmt:

θ = arg max
Dθ

(
−Nsim

2 ln(2πσ2)− ln(det(R))
2 − Nsim

2

)
für θi > 0 . (7.74)
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Eine analytische Lösung kann nicht ohne Weiteres angegeben werden. Zur Lö-
sung dieser Optimierungsaufgabe können Gradientenverfahren wie das Newton-
Raphson oder auch verschiedene Evolutionsstrategien angewendet werden. In ei-
nem gewählten Definitionsbereich Dθ der Korrelationsparameter kann die Glei-
chung (7.73) ausgewertet und die optimalen Korrelationsparameter aus der Men-
ge Xθ = {θ1,θ2, . . . ,θNθ} ermittelt werden. Für die Vorhersage des Kriging-
Metamodells ist zusätzlich der Mittelwert µ

Ŷ
(x) und die Varianz der Gauß-

Zufallsvariable σ
Ŷ

(x) in der Gleichung (7.62) zu berechnen. Diese können mit
dem besten linearen erwartungstreuen Schätzer (engl.: Best Linear Unbiased Pre-
dictor, BLUP) geschätzt werden. Die Grundlage hierfür ist der MSE. An dieser
Stelle wird auf eine ausführliche Herleitung verzichtet und auf die Fachliteratur
verweisen: [70,269]. Der Mittelwert kann hiermit wie folgt angegeben werden:

µ
Ŷ

(x) = fT (x)β + rT (x)R−1 (y − Fβ) (7.75)

und das Ergebnis der Varianz ist

σ2
Ŷ

(x) = σ2

1−
[
fT (x) rT (x)

] [ 0 F T

F R

]−1 [
f(x)
r(x)

] . (7.76)

Die Korrelationsmatrix nach Gleichung (7.65) und der Vektor der Korrelationen
zwischen sample points und einem beliebigen Auswertungspunkt nach Gleichung
(7.66) sind durch die bekannten optimalen Korrelationsparameter θ ebenfalls
ermittelbar. Als Metamodell wird dann lediglich der Mittelwert µ

Ŷ
(x) verwendet:

M(x) ≈ M̂KR(x) ≡ µ
Ŷ

(x) . (7.77)

Die Varianz σ
Ŷ

(x) wird als lokaler Fehler der Vorhersage interpretiert [176]. Zu-
sätzlich können mit dem Mittelwert und der Varianz an beliebigen Auswertungs-
punkten x Konfidenzintervalle bzw. Vertrauensbereiche angegeben werden. Die
obere und untere Schranke sind definiert zu

Ŷu(x) = µ
Ŷ

(x)− Φ−1
(

1− α

2

)
σ
Ŷ

(x) und (7.78)

Ŷo(x) = µ
Ŷ

(x) + Φ−1
(

1− α

2

)
σ
Ŷ

(x) (7.79)

mit Φ der Verteilungsfunktion einer Normalverteilung und der Wahrscheinlich-
keit von 1 − α. Das Intervall kann als Bereich interpretiert werden, in dem sich
der Kriging-Schätzer Ŷ (x) mit der gewählten Wahrscheinlichkeit befindet. In Ab-
bildung 7.12 werden die Vertrauensbereiche für eine unterschiedliche Anzahl an
Stützstellen gezeigt. Je mehr Stützstellen vorhanden sind, desto kleiner sind die
Konfidenzintervalle. Außerdem ist zu erkennen, dass die Intervalle an den sample
points verschwinden. Dabei gilt:

µ
Ŷ

(xi) =M(xi) und σ2
Ŷ

(xi) = 0 für i = 1, . . . Nsim . (7.80)
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Abbildung 7.12: Kriging-Modell und Konfidenzintervalle mit α = 0,05 für die Abbil-
dung der FunktionM(x) =

√
x cos(x): Nsim = 6 (links) und Nsim = 8 (rechts)

Durch das Kriging-Modell werden die Daten interpoliert. Deshalb wird das Me-
tamodell in die Gruppe der Interpolationsmodelle eingeordnet.
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7.3.5 Künstliche Neuronale Netze

Künstliche neuronale Netze (KNN) (engl.: artificial neuronal network, ANN) sind
weitere Metamodelle und stellen einen großen Bereich der Künstlichen Intelligenz
dar. Neuronale Netze sind inspiriert durch biologische Systeme, wie das mensch-
liche Nervensystem, die aus einer große Anzahl einfacher Einheiten (Nervenzel-
len) aufgebaut sind und sich gegenseitig Informationen über gerichtete Verbin-
dungen senden [362]. KNNs werden u.a. zur Mustererkennung und Funktions-
approximation eingesetzt. Arbeiten, in denen die Funktionsapproximation mit
Neuronalen Netzen diskutiert wird, sind z.B. [88] und [137]. Ein Überblick zur
Anwendung Neuronaler Netze in der Strukturmechanik wird in [1] gegeben. Für
verschiedene Aufgabenstellungen existieren unterschiedliche Netz-Architekturen,
siehe z.B.: [255]. Freitag entwickelte in [97] rekurrente neuronale Netze für
Fuzzy-Größen, mit denen unscharfe zeitabhängige Tragwerksantworten modell-
frei prognostiziert werden können. Fortsetzungen hierzu sind u.a. in [100, 104]
veröffentlicht. In dieser Arbeit wird im Rahmen der polymorphen Unschärfemo-
dellierung zur Approximation des Abbildungsoperators ein Multilayer Perceptron
(MLP) mit Feed Forward-Struktur verwendet. Die Grundlagen zur Umsetzung
des MLP’s sind aus [6, 240] entnommen. Eine Darstellung des Netzes mit der
Feed Forward-Struktur wird in Abbildung 7.13 gezeigt.

Abbildung 7.13: Darstellung des Multilayer Perceptrons (MLP)

Das Netz besteht aus einer Eingangs- und Ausgangsschicht. Dazwischen befin-
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den sich verdeckte Schichten (engl.: Hidden Layers). Die Stützstellen bzw. die
Trainingsdaten xi = [x1, x2, . . . , xM ]i mit i = 1, . . . , Nsim werden über die Ein-
gangsschicht dem Netz zugeführt. Die Anzahl der Neuronen in der Eingangs-
schicht entspricht der Dimension M der Eingangsgrößen: n1 ≡ M . Die Aus-
gangsschicht besteht dementsprechend aus einem Ausgabeneuron für die eindi-
mensionale Ausgangsgröße z = M̂(x). Die Anzahl der Neuronen in einer Schicht
ilay wird mit nilay bezeichnet. In dieser Struktur sind alle Neuronen außer die
der Eingangsschicht mit einem Bias-Neuron verbunden. Dieses ermöglicht durch
einen Schwellenwert ein Neuron zu aktivieren oder es inaktiv zu schalten. Die
Intensität der Verbindungen der Neuronen untereinander wird durch die Wich-
tungsfaktoren w definiert. Sie werden zu Beginn mit gleichverteilten Zufallszahlen
w ∼ U(−0,5, 0,5) initialisiert. Ein einzelnes Neuron j ist in Abbildung 7.14 darge-
stellt. Über eine Aktivierungsfunktion g(rj) wird der Eingang des Neurons rj in

Abbildung 7.14: Darstellung eines Neurons

den Ausgang tj transformiert. Der Eingang r(ilay)
j eines Neurons aus der Schicht

ilay berechnet sich aus der gewichteten Summe der Ausgänge t(ilay−1)
i aller Neu-

ronen der vorherigen Schicht (ilay− 1):

r
(ilay)
j =

ilay−1∑
i=0

w
(ilay)
ij tilay−1

i . (7.81)

Als Aktivierungsfunktion (Sigmoidfunktion) der Neuronen in den versteckten
Schichten wird folgende logistische Funktion gewählt:

tj = g(rj) = 1
1 + exp(−T · rj)

. (7.82)

Hierzu müssen die Eingangsparameter normiert werden. Die Konstante T wird
auch als Temperaturparameter bezeichnet. In Abbildung 7.15 wird das Verhalten
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Abbildung 7.15: Logistische Aktivierungsfunktion (Sigmoidfunktion)

der Aktivierungsfunktion für verschiedene Parameter T gezeigt. Für das Neu-
ron der Ausgangsschicht Nlay wird eine Identitätsfunktion verwendet. Damit ent-
spricht der Ausgang dieses Neurons dem Eingang:

M̂(x) = g
(
r(Nlay)

)
= r(Nlay) . (7.83)

Backpropagation-Algorithmus

Dem Netz werden Nsim Stützstellen als Trainingsdaten zugeführt. Durch einen
Trainingsalgorithmus erlernt das Netz den Zusammenhang zwischen Eingangs-
und Ausgangsgrößen. Für das Training des Netzes wird die Rückpropagierung
(engl.: Backpropagation) angewendet, orientiert an [46,358]. Zur Verbesserung des
Trainings kann z.B. der Rprop-Algorithmus [251] oder der Levenberg-Marquardt-
Algorithmus [359] eingesetzt werden. Ähnlich wie bei der Methode der kleinsten
Fehlerquadrate ist das Ziel, den quadratischen Fehler zwischen Näherungsfunkti-
on und Modellfunktion zu minimieren:

min
w
E(x,w) mit E(x,w) = 1

2(M(x)− M̂(x,w))2 . (7.84)

Gesucht werden die Wichtungsfaktoren w. Die Näherungsfunktion verläuft nicht
durch die Stützstellen. Deshalb wird das Neuronale Netz in Tabelle 7.1 unter den
Ausgleichsmodellen eingruppiert. Ausgehend von der Ausgangsschicht erfolgt ei-
ne Anpassung der Wichtungsfaktoren mithilfe eines Gradientenverfahrens. Zuerst
werden die partiellen Ableitungen der Fehlerfunktion nach den Wichtungsfakto-
ren w(Nlay)

ji der letzten Schicht gebildet

∂E

∂w
(Nlay)
ji

= −(M(x)− M̂(x)) · g′
(
r

(Nlay)
j

)
︸ ︷︷ ︸

δ
Nlay
j

·t(Nlay−1)
i (7.85)
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mit der Ableitung der Identitätsfunktion g′ = 1. Zur Schrittweitensteuerung wird
eine Lernrate eingeführt:

∆w(Nlay)
ji = η · δNlay

j · t(Nlay−1)
i . (7.86)

Das Update der Gewichte zwischen der vorletzten und letzten Schicht lässt sich
dann angeben zu

w
(Nlay)
ji,k+1 = w

(Nlay)
ji,k + ∆w(Nlay)

ji . (7.87)

Der Gradient wird für die restlichen Schichten wie folgt berechnet:

∂E

∂w
(ilay)
ji

= −
nilay+1∑
n=1

δ(ilay+1)
n · w(ilay+1)

jn · g′
(
r

(ilay)
j

)
︸ ︷︷ ︸

δilay
j

·t(ilay−1)
i (7.88)

mit g′ = g(1 + g) der Ableitung der angewendeten Aktivierungsfunktion nach
Gleichung (7.82). Das Update der Gewichte erfolgt mit der Lernrate als Schritt-
weitensteuerung:

∆w(ilay)
ji = η · δ(ilay)

j · t(ilay−1)
i

w
(ilay)
ji,k+1 = w

(ilay)
ji,k + ∆w(ilay)

ji .
(7.89)

Sind die Wichtungsfaktoren für das Minimum des quadratischen Fehlers ermittelt,
kann das Neuronale Netz als Metamodell mit einer versteckten Schicht aufgestellt
werden:

M̂KNN(x) =
n2∑
j=0

w
(3)
1j · sigmoid

(
M∑
k=0

w
(2)
jk · xk

)
(7.90)

mit n1 ≡ M der Anzahl der Neuronen in der Eingangsschicht und n2 der An-
zahl der Neuronen in der versteckten Schicht. Für die numerischen Beispiele wird
lediglich eine versteckte Schicht gewählt, die für die Funktionsapproximation aus-
reichend ist. Eine ausführliche Parameterstudie zur Netzarchitektur und den Ein-
stellmöglichkeiten des Netzes ist nicht Bestandteil dieser Arbeit. Daher wird eine
Lernrate von η = 0,02 gewählt. Der Temperaturparameter in der Sigmoidfunktion
nach Gleichung (7.82) ist für alle numerischen Beispiele T = 5.
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7.3.6 Hochdimensionale Modelldarstellung - HDMR

Für den AbbildungsoperatorM(x) vieler Problemstellungen aus dem Ingenieur-
wesen müssen meist viele Eingangsparameter beschrieben werden. In der Lite-
ratur gilt ein Problem beispielsweise ab einer Anzahl von M > 10 Eingangs-
variablen als hochdimensional [50]. Allerdings sind die Einflüsse der Eingangspa-
rameter auf die Ergebnisgröße meist voneinander unabhängig. Das bedeutet, dass
zwischen den Variablen nur eine „schwache“ Korrelation vorhanden ist [238]. In
diesem Fall können die Einflüsse höherer Ordnung vernachlässigt werden. Das
ist die Motivation der hochdimensionalen Modelldarstellung (Abk.: HDMR) nach
Sobol’ [295]. Die Abkürzung HDMR steht für die englische Bezeichnung High-
Dimensional Model Representation. Diese Methode wird auch schon in zahl-
reichen Anwendungen im Rahmen der Fuzzy-Analyse eingesetzt, siehe hierzu
z.B.: [16, 49, 343]. Folgend wird der theoretische Hintergrund mithilfe der Ver-
öffentlichungen [50, 186, 238, 239, 297] wiedergegeben. Die HDMR ist eine Sum-
menentwicklung des AbbildungsoperatorsM(x), der von M Eingangsparameter
x = [x1, x2, . . . , xM ] abhängig ist:

M(x) ≡M0 +
M∑
k=1
Mk(xk)

+
M∑
k2=2

k2−1∑
k1=1
Mk1k2(xk1 , xk2)

+ . . .

+
M∑

kL=L
· · ·

k3−1∑
k2=2

k2−1∑
k1=1
Mk1k2...kL(xk1 , xk2 , . . . xkL)

+ . . .

+Mk1k2...kM (xk1 , xk2 , . . . xkM ) .

(7.91)

Dabei istM0 ein konstanter Term. Mit der FunktionMk(xk) werden die Einflüs-
se auf den Abbildungsoperator der Variablen xk beschrieben. Die gemeinsamen
Einflüsse der Variablen xk1 und xk2 werden mit der FunktionMk1k2(xk1 , xk2) de-
finiert. Der Term Mk1k2...kL(xk1 , xk2 , . . . xkL) beschreibt die Einflüsse L-ter Ord-
nung. Die Ordnung der Einflüsse ist nicht mit der Ordnung einer Funktion zu
verwechseln, die beispielsweise durch den größten vorkommenden Exponenten im
Funktionsausdruck ermittelt wird. Das heißt, die TeilfunktionenMk(xk) beschrei-
ben zwar die Einflüsse erster Ordnung, können aber beliebig nichtlinear werden.
Die gemeinsamen Einflüsse aller Variablen auf den Abbildungsoperator sind im
letzten TermMk1k2...kM (xk1 , xk2 , . . . xkM ) enthalten. Im Gegensatz zur Reihenent-
wicklung der KLE oder einem Taylor-Polynom ist bei dieser Formulierung die
Anzahl der Summenglieder endlich und unter Mitnahme aller Terme exakt. Die
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Anzahl aller möglichen Teilsummenfunktionen zur Berücksichtigung der Einflüsse
L-ter Ordnung lässt sich mithilfe des Binomialkoeffizienten berechnen [136]:

M∑
L=1

(
M

L

)
= 2M − 1 . (7.92)

Für einen Abbildungsoperator mit M = 3 Eingangsparameter resultieren drei
Einflüsse erster Ordnung M1(x1), M2(x2), M3(x3), drei Einflüsse 2. Ordnung
Mk1k2(xk1 , xk2), Mk1k3(xk1 , xk3), Mk2k3(xk2 , xk3) und ein Einfluss dritter Ord-
nungMk1k2k3(xk1 , xk2 , xk3). Das Ziel eines HDMR-Metamodells ist nun die Sum-
menentwicklung zu kürzen, um den Rechenaufwand zu minimieren. Dabei ist eine
HDMR 2. Ordnung für die meisten physikalischen Problemstellungen bereits aus-
reichend [238,239]:

M(x) ≈M0 +
M∑
k=1
Mk(xk) +

M∑
k2=2

k2−1∑
k1=1
Mk1k2(xk1 , xk2) . (7.93)

Die numerische Umsetzung ist nur möglich, wenn die einzelnen Teilsummenfunk-
tionenMk(xk),Mk1k2(xk1 , xk2), . . . ,Mk1k2...kM (xk1 , xk2 , . . . xkM ) ermittelbar sind.
Dazu werden in der Literatur im Wesentlichen zwei Methoden vorgeschlagen: die
cut-HDMR-Methode oder die RS(Random Sampling)-HDMR-Methode. In die-
ser Arbeit wird die cut-HDMR-Methode angewendet und vorgestellt. Für diese
Methode ist die Wahl eines Referenzpunkts im Raum der Eingangsparameter
erforderlich. Dieser ist folgendermaßen definiert:

c = [ c1 c2 . . . cM ]T , ci =
max xi
xi∈D

+ min xi
xi∈D

2 , ∀i = 1, . . . ,M . (7.94)

Die Wahl des Referenzpunkts hat einen großen Einfluss auf die Konvergenz der
HDMR. Sobol’ zeigt in [297], dass der Mittelpunkt des Eingangsraums ein opti-
maler Punkt dafür ist. In einer Fuzzy-Analyse ist dies nicht der Punkt in der Sup-
port-Menge des Fuzzy-Eingangs mit der größten Zugehörigkeit. Die Teilsummen-
funktionen der Summenentwicklung werden durch den Referenzpunkt als Schnitt-
linien Mk(xk, ck), Schnittflächen Mk1k2(xk1 , xk2 , c

k1,k2) oder für eine HDMR 3.
Ordnung durch ein Volumen Mk1k2k3(xk1 , xk2 , xk3 , c

k1,k2,k3) angegeben. Eine Vi-
sualisierung der eindimensionalen bzw. zweidimensionalen Schnitte wird in Ab-
bildung 7.16 gezeigt. Die einzelnen Teilsummenfunktionen einer HDMR bis ein-
schließlich 2. Ordnung können mithilfe der eingeführten Schnitte dann folgender-
maßen definiert werden:

M0 =M(c) (7.95)
Mk(xk) =Mk(xk, c)−M0 (7.96)

Mk1k2(xk1 , xk2) =Mk1k2(xk1 , xk2 , c
k1,k2)−M1(x1)−M2(x2)−M0 . (7.97)
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Abbildung 7.16: Darstellung der Schnitte für drei Eingangsvariablen für die cut-
HDMR: Schnittlinien (links) und Schnittflächen (rechts)

Die Einflüsse niedriger Ordnung werden jeweils subtrahiert, um diese nicht mehr-
fach zu berücksichtigen. Im Verlauf der Arbeit werden zusätzlich auch diese Funk-
tionen dargestellt, da sie die „bereinigten“ Einflüsse der Eingangsvariablen wie-
derspiegeln. Werden die Gleichungen (7.95) bis (7.97) der Teilsummenfunktionen
in die Summenentwicklung der HDMR nach Gleichung (7.91) eingesetzt, resul-
tieren die Gleichungen der Schnittfunktionen der cut-HDMR zur numerischen
Umsetzung. Die Schnittfunktionen der cut-HDMR 1. Ordnung sind wie folgt de-
finiert:

MHD(x) =
M∑
k=1
Mk(xk, ck)− (M − 1)M(c) (7.98)

und für die cut-HDMR 2. Ordnung folgt:

MHD(x) =
M∑
k2=2

k2−1∑
k1=1
Mk1k2(xk1 , xk2 , c

k1,k2)

− (M − 2)
M∑
k=1
Mk(xk, ck) + (M − 1)(M − 2)

2 M(c) .

(7.99)

Die einzelnen Schnittfunktionen, die einen beliebigen Verlauf haben können, kön-
nen nun auch durch Metamodelle entwickelt werden:

MHD(x) ≈ M̂HD(x) . (7.100)

Für die eindimensionalen Schnittfunktionen gilt:

Mk(xk, ck) ≈ M̂k(xk) (7.101)
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und die zweidimensionalen Schnittfunktionen können wie folgt angegeben werden:

Mk1k2(xk1 , xk2 , c
k1,k2) ≈ M̂k1k2(xk1 , xk2) . (7.102)

In Abbildung 7.17 ist die Näherung durch ein Metamodell mit einer vollfaktori-
ellen Versuchsplanung auf einer ausgewählten Schnittlinie und Schnittfläche aus
Abbildung 7.16 dargestellt.

Abbildung 7.17: Näherung der Schnittfunktionen durch Metamodelle: Metamodell
für eine eindimensionale Schnittfunktion (links) und einer zweidimensionalen Schnitt-
funktion (rechts)

Zur Darstellung der Schnittfunktionen können die vorgestellten Metamodelle aus
Tabelle 7.1 angewendet werden. Kommen die Ausgleichsmodelle wie das LSQ-
Metamodell M̂A(x) oder das Neuronale Netz M̂KNN(x) zum Einsatz, ist das
HDMR-Metamodell auch ein Ausgleichsmodell. Wird hingegen ein Metamodell
mit Lagrange-Polynomen M̂I(x) oder das Kriging-Modell M̂KR(x) angewendet,
ist das HDMR-Metamodell ein Interpolationsmodell. Die statistische Versuchs-
planung beschränkt sich hier auf eine vollfaktorielle Versuchsplanung mit einer
ungeraden Anzahl an Stützstellen pro Variable. Damit ist sichergestellt, dass die
Schnittlinien bzw. Schnittflächen durch den Referenzpunkt als Mittelpunkt des
Eingangsraums verlaufen. Die Random Sampling Methoden können deshalb zur
Erstellung der Schnittfunktionen nicht angewendet werden. Der Rechenaufwand
gemessen in der Gesamtanzahl der nötigen Stützstellen Nsim kann für eine HDMR
L-ter Ordnung in Abhängigkeit der Anzahl der Eingangsvariablen M wie folgt
berechnet werden:

Nsim(M,nsim) =
L∑
i=0

M !
i!(M − i)!(nsim − 1)i

= 1 +M(nsim − 1) + M(M − 1)(nsim − 1)2

2 + . . . .

(7.103)
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Dabei ist nsim die Anzahl der Stützstellen pro Eingangsvariable für eine vollfak-
torielle Versuchsplanung. Hierzu wird in Abbildung 7.18 der Rechenaufwand für
eine bestimmte Anzahl an Eingangsvariablen für nsim = 5 dargestellt.

Abbildung 7.18: Darstellung des Rechenaufwands mit nsim = 5 Stützstellen pro Ein-
gangsvariable für eine HDMR 1. Ordnung, HDMR 2. Ordnung und einer vollfaktoriellen
Versuchsplanung ohne die HDMR

Wird eine vollfaktorielle Versuchsplanung ohne das HDMR-Metamodell ange-
wendet, entspricht der Aufwand einem exponentiellen Verlauf Nsim ∼ nMsim. Nach
Gleichung (7.103) resultiert für eine HDMR 2. Ordnung ein quadratischer Verlauf
Nsim ∼ n2

sim,M
2. Der Aufwand kann damit erheblich reduziert werden.
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7.3.7 Zusammenfassung der Metamodelle

In Tabelle 7.4 sind alle Metamodelle, die zur Lösung der Problemstellungen in
dieser Arbeit angewendet werden, gegenübergestellt. Zusätzlich sind in der Ta-

Metamodell Form Parameter

Lagrange M̂I(x) =
K∑
i1=0
· · ·

K∑
iM=0

zi1,...,iMLi1,...,iM (x) L(x), zi

LSQ M̂A(x) =
(K+1)M∑̂
k=1

ak̂
M∏
n=1

x
[w−1(k̂)]

n

(n)
a

Kriging M̂KR(x) = fT (x)β + rT (x)R−1 (y − Fβ) θ,β, σ2

KNN M̂KNN(x) =
n2∑
j=0

w
(3)
1j · sigmoid

(
M∑
k=0

w
(2)
jk · xk

)
w

HDMR M̂HD(x) nach Gleichung (7.98) oder (7.99) M̂k(xk),
M̂k1,k2(xk1 , xk2)

Tabelle 7.4: Übersicht der vorgestellten Metamodelle und deren Konstruktionspara-
meter

belle die Parameter aufgelistet, die zur Konstruktion des jeweiligen Metamo-
dells berechnet werden müssen. Sind diese bekannt, können für beliebige weitere
Stützstellen im Definitionsbereich der Eingangsparameter das Metamodell ohne
großem Rechenaufwand ausgewertet werden. In der Anwendung müssen mehrere
Ersatzmodelle getestet werden, wenn für ein System keine Kenntnis zum Funkti-
onsverlauf vorhanden ist. Ein Metamodell, das für alle Problemstellungen gleich
gut funktioniert existiert nicht. Mit der Validierung der Modelle befasst sich der
nächste Abschnitt. Im Verlauf der Arbeit hat sich dennoch die HDMR in Kombi-
nation mit den Ausgleichsmodellen als sehr effizient erwiesen. Das gilt aber nur
für die im Folgenden vorgestellten Beispiele.
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7.4 Methoden zur Beurteilung der Qualität eines Meta-
modells

Schon allein die Validierung eines Metamodells beschreibt ein eigenes Forschungs-
feld. Hierzu gibt es zahlreiche Veröffentlichungen: [31, 95, 103, 142, 146, 157, 285].
Die Güte eines Metamodells kann nach Jin et. al [146] unter folgenden Ge-
sichtspunkten bewertet werden:

• Genauigkeit Die Fähigkeit des Ersatzmodells die Ergebnisgrößen der
„wahren“ Funktion an weiteren Stützstellen im Versuchsraum möglichst
genau „vorherzusehen“.

• Robustheit Die Möglichkeit das aufgestellte Ersatzmodell auch für wei-
tere Problemstellungen einzusetzen.

• Effizienz Die benötigte Rechenzeit zur Aufstellung und Auswertung des
Metamodells.

• Transparenz Die Konstruktion eines Metamodells sollte durchschaubar
sein. Eine „Black Box“ sollte möglichst vermieden werden.

• Einfachheit Ist das Metamodell einfach zu implementieren und zu be-
dienen?

Die hierzu etablierten Messgrößen für die Qualität sind in Tafel 7.2 aufgelis-
tet. Darunter sind der mittlere quadratische Fehler (engl.: Mean Square Error,
MSE), die Wurzel des MSE (engl.: Root Mean Square Error, RMSE) und das
Bestimmtheitsmaß, auch Determinationskoeffizient R2 genannt, wohl die meist
genutzten Qualitätskriterien. Diese Größen sind auch ein Maß für die globale
Genauigkeit eines Metamodells. Das Bestimmtheitsmaß gibt an, wie gut ein Me-
tamodell sich an variable Daten anpassen kann. Je größer R2, desto höher ist
die „Güte“ des Ersatzmodells. Hingegen wird mit dem maximalen absoluten Feh-
ler (engl.: Maximum Absolute Error, MAE) nur ein lokaler Fehler beschrieben.
Weitere Kriterien, wie der mittlere absolute Fehler (engl.: Average Absolute Er-
ror, AAE) und das Maximum des absoluten Fehlers in Prozent (engl.: Maximum
Absolute Percentage Error, MAPE), sind zwar global orientiert, aber anfällig be-
züglich „Ausreißer“. Außerdem wird davon abgeraten, den Fehler bezüglich der
Stützstellen mit denen das Metamodell aufgestellt wird, zu berechnen. Da das Me-
tamodell robust sein soll, muss es auch für einen unterschiedlichen statistischen
Versuchsplan die gleiche Qualität aufweisen. Daher werden für die Validierung zu
den Nsim Stützstellen Xsim = {x1, . . . ,xi, . . . ,xNsim} ⊂ D zusätzliche Ntest Test-
punkte Xtest = {x1, . . . ,xj, . . . ,xNtest} ⊂ D eingeführt. Die Wahl der Testpunkte
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MSE = 1
Ntest

Ntest∑
j=1

(M(xj)− M̂(xj))2 , (7.104)

RMSE =

√√√√√ 1
Ntest

Ntest∑
j=1

(M(xj)− M̂(xj))2 , (7.105)

R2 = 1−

Ntest∑
j=1

(M(xj)− M̂(xj))2

Ntest∑
j=1

(M(xj)−M(xj))2
, (7.106)

MAE = max |M(xj)− M̂(xj)| , j = 1, . . . , Ntest , (7.107)

AAE = 1
Ntest

Ntest∑
j=1
|M(xj)− M̂(xj)| , (7.108)

MAPE = max
∣∣∣∣∣M(xj)− M̂(xj)

M(xj)

∣∣∣∣∣× 100 , j = 1, . . . , Ntest (7.109)

Tafel 7.2: Qualitätskriterien für die Bewertung der Güte eines Metamodells

kann mit den vorgestellten Methoden der Versuchsplanung durchgeführt werden,
z.B. dem LHS. Allerdings ist darauf zu achten, dass genügend Testpunkte ge-
wählt werden und diese mit einem ausreichenden Abstand zu den Stützstellen
liegen [142]. Bei der Interpretation der Fehlergrößen ist zu beachten, dass keine
falschen Schlussfolgerungen getroffen werden. In Abbildung 7.19 ist dargestellt,
wie beispielsweise der Determinationskoeffizient R2 eine falsche Aussage liefern
kann bei unterschiedlich ausgeprägten Metamodellen.

Abbildung 7.19: Beispiele aus [261] zum Determinationskoeffizienten R2 zur Beurtei-
lung der Qualität eines Metamodells: Metamodell als Interpolation (links), Overfitting-
Phänomen (mitte), näherungsweise konstanter Verlauf der Modellfunktion (rechts)
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Bei einem Metamodell mit Polynominterpolation oder auch beim Kriging ver-
läuft das Metamodell durch die Stützstellen. Dadurch wird kein Fehler angezeigt,
wenn die Stützstellen als Testpunkte gewählt werden. Deshalb kann in diesem
Fall auch nur bei einem Ausgleichspolynom ein Fehler gemessen werden. Bei
einem Overfitting-Phänomen wie dem Runge-Effekt wird beispielsweise auch
kein Fehler angezeigt, obwohl zwischen den Stützstellen große Abweichungen zur
„wahren“ Funktion vorhanden sind. Ist die Funktion unsensibel bezüglich einer
Eingangsvariable oder werden nur kleine Fluktuationen in den Daten angezeigt,
gilt: R2 ≈ 0, obwohl die Abweichungen zum Ersatzmodell eher gering sind. Eine
weitere Möglichkeit zur Fehlerauswertung ist die Methode der Kreuzvalidierung
(engl.: Cross Validation, CV) nach Meckesheimer [197, 198]. In der p-fold CV
wird die Menge an Stützstellen

Xsim = X1,X2, . . . ,Xp, p ≥ 2 (7.110)

in möglichst p gleich große Untermengen aufgeteilt. Die Auswahl der Stützstellen
der Untermengen erfolgt zufällig. Das Metamodell wird dann k-mal „gefittet“.
Dabei wird bei jedem Durchlauf eine Untermenge ausgelassen. In der ausgelas-
senen Untermenge sind Ntest Testpunkte enthalten. Der CV-Fehler wird jeweils
an diesen ausgelassenen Punkten berechnet. Die übrigen Stützstellen bilden die
Trainingsdaten mit denen das Metamodell neu aufgestellt wird. Werden die Aus-
gangsgrößen des neuen Metamodells M̂∗(x) mit den Ausgangsgrößen des ur-
sprünglichen Metamodells M̂(x) an den ausgelassenen Stützstellen verglichen,
kann eine Differenz festgestellt werden. Diese Differenz wird bei der CV zur Feh-
lermessung mit den bekannten Größen aus Tafel 7.2 verwendet. Oft wird der
Mittelwert des MSE als Kriterium angewendet:

MSECV = 1
p

p∑
i=1

MSE(i) (7.111)

mit

MSE(i) = 1
Ntest

Ntest∑
j=1

(M̂(xj)− M̂∗(xj))2 . (7.112)

Die Fähigkeit des Metamodells wie gut die Ergebnisgrößen mit neuen Eingangs-
daten vorhergesagt werden können, wird durch den CV-Fehler beschrieben. Für
eine 2-fold CV und einem Versuchsraum mit Nsim = 8 Stützstellen, wie in Abbil-
dung 7.20 dargestellt, werden beispielsweise zwei gleich große Untermengen mit
jeweils Ntest = 4 Testpunkten erhalten. Das heißt, das Metamodell wird 2-mal an
den jeweils 4 verbleibenden Stützstellen „gefittet“. Dabei wird der Fehler an den
vier ausgelassenen Stützstellen gemessen.
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Abbildung 7.20: 2-fold Cross Validation mit 8 Stützstellen und 2 Test-Metamodellen

In [31, 163] wird eine 10-fold CV empfohlen. Die Anwendung stellt auch sicher,
dass nicht zu viele Stützstellen ausgelassen werden. Eine Leave-One-Out CV wird
durch den Fall p = Nsim beschrieben. Alternativ werden bei einer Leave-k-Out CV
alle möglichen (

Nsim

k

)
= Nsim!
k!(Nsim − k)! (7.113)

Untermengen der Größe k ausgelassen. Für den Fall k = 1 resultiert wieder eine
Leave-One-Out CV. Allerdings ist dieses Vorgehen auch aufwendiger.
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7.5 Globale Sensitivitätsanalyse

In der Analyse von Unschärfen oder der probabilistischen Strukturmechanik spielt
die Sensitivitätsanalyse (SA) eine wichtige Rolle. Mithilfe einer SA werden die
Einflüsse der Eingangsparameter auf die Ausgangsgrößen eines Modells unter-
sucht. Die Eingangsparameter werden dabei nach Wichtigkeit sortiert. Eine SA
wird daher auch als importance measure bezeichnet. Das Bewertungsmaß ist ein
skalarer Wert und wird auch als Sensitivitätsmaß oder Sensitivitätsindex be-
nannt [119]. Das Ergebnis stellt damit eine Art Rangliste dar, an der abgelesen
werden kann, welche Eingangsparameter das Modell am stärksten beeinflussen.
Mit dieser Zusatzinformation kann beispielsweise ein planender Ingenieur irre-
levante Größen identifizieren und das Modell mit den relevanten Eingangsgrö-
ßen gezielt anpassen. Die Durchführung einer SA findet nach der Berechnung
der Ausgangsgrößen statt und wird deshalb auch als Nebenprodukt einer sto-
chastischen Modellierung oder als Nachlaufrechnung (engl.: Post Processing) be-
zeichnet. In [116, 222] werden beispielsweise Sensitivitäten für den Entwurf von
Tragwerken unter Berücksichtigung von Unschärfen eingesetzt, um damit die Ro-
bustheit eines Tragwerks zu bewerten. Im Rahmen der Unschärfemodellierung
kann zur Unterstützung der Entscheidungsfindung (engl.: decision-making) eine
SA durchgeführt werden.

Die vorgestellten Grundlagen orientieren sich im Wesentlichen an Sudret [309]
und Saltelli et al. [263–265], die umfassend den Stand der Technik zu den
Methoden der Sensitivitätsanalyse beschreiben. Diese lassen sich in zwei Katego-
rien einteilen: lokale und globale Methoden. Eine lokale SA beschränkt sich auf
die Untersuchung lokaler Einflüsse der Eingangsparameter und basiert auf der
Berechnung des Gradienten, der als Sensitivitätsmaß verwendet wird. Wenn die
Modellfunktion nicht analytisch differenziert werden kann, können hierbei nume-
rische Verfahren, wie z.B. das Finite Differenzen-Verfahren, angewendet werden.
Hingegen wird bei einer globalen Sensitivitätsanalyse (GSA) der gesamte Definiti-
onsbereich des Eingangsraums betrachtet. Zusätzlich werden kombinierte Effekte
der Eingangsvariablen auf die Ausgangsgrößen berücksichtigt.

In [264] wird zwischen regressionsbasierten und varianzbasierten Methoden unter-
schieden. Bei den regressionsbasierten Methoden wird der Effekt jeder Eingangs-
variable mit einem Korrelationskoeffizienten gemessen, z.B. mit den Pearson-
Korrelationskoeffizienten. Da diese Methoden auf einem linearen Korrelations-
modell beruhen, können bei einem nichtlinearen Verhalten des Abbildungsope-
rators die Sensitivitätsmaße nur mit unzureichender Genauigkeit berechnet wer-
den [266]. Bei den varianzbasierten Methoden wird die Varianz der Ausgangs-
größe in eine Summe von Einzelvarianzen und Kombinationen aufgeteilt. Zu
den bekannten Methoden gehören der Fourier Amplitude Sensitivity Test (Abk.:
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FAST) [54,55,267] und die Sobol’-Indizes [12,136,266,295,296,298]. Diese Tech-
niken sind unter der Abkürzung ANOVA für Analysis of Variance bekannt.

7.5.1 Varianzbasierte Sensitivitätsanalyse

In dieser Arbeit wird die ANOVA-HDMR angewendet, d.h. die Sobol’-Indizes
werden zur Angabe von Sensitivitätsmaßen berechnet. Diese Methode basiert
auf der bereits vorgestellten HDMR in Abschnitt 7.3.6. Zur Herleitung sei eine
Modellfunktion mit M Eingangsparameter im Einheitsraum gegeben:

y =M(x), x ∈ [0, 1]M . (7.114)

In [296,297] führt Sobol’ den Begriff ANOVA-HDMR ein, wenn bei der Zerlegung
der Modellfunktion in eine Summenentwicklung nach Gleichung (7.91) folgende
Bedingungen erfüllt sind:

• Das Integral jeder Teilsummenfunktion über die unabhängigen Variablen
ist Null

1∫
0

Mk1k2...ks(xk1 , xk2 , . . . xks) dxi = 0 für i = k1 . . . ks (7.115)

• und die unterschiedlichen Teilsummenfunktionen sind orthogonal zueinan-
der

1∫
0

Mk1k2...ks(xk1 , xk2 , . . . xks)M`1`2...`s(x`1 , x`2 , . . . , x`t) dx = 0

für (k1 . . . ks) 6= (`1 . . . `t) .

(7.116)

Wird die Summenentwicklung nach Gleichung (7.91) über den Einheitsraum inte-
griert und wird zusätzlich die Bedingung nach Gleichung (7.115) berücksichtigt,
folgt der konstante TermM0 als Mittelwert der Zerlegung

M0 =
∫

[0,1]M
M(x) dx (7.117)

mit dx für dx1 . . . dxM . Die eindimensionalen Teilsummenfunktionen

Mi(xi) =
∫

[0,1]M−1
M(x) dx∼i −M0 (7.118)

und die zweidimensionalen Teilsummenfunktionen

Mij(xi, xj) =
∫

[0,1]M−2
M(x) dx∼{ij} −Mi(xi)−Mj(xj)−M0 (7.119)
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können analytisch durch das Lösen der Integrale ermittelt werden. Wie nach den
Gleichungen (7.95) bis (7.97) müssen auch hier die Effekte niedriger Ordnung
subtrahiert werden. Zur Vermeidung der Darstellung mit mehrdimensionalen In-
tegralen wird die kompakte Schreibweise nach Sudret [309] gewählt. Hierbei ist∫

[0,1]M−2 dx∼{ij} eine Integration über alle Variablen außer den Variablen xi und
xj. Da später mit den Varianzen die Sensitivitätsmaße beschrieben werden, wer-
den für deren Herleitung die Eingangsparameter als unabhängige gleichverteilte
Zufallsvariablen definiert:

X = {X1, X2, . . . Xk . . . XM}T , Xk ∼ U(0, 1), k = 1, . . . ,M . (7.120)

Daraus folgt, dass auch die Ergebnisgröße Y =M(X) eine Zufallsvariable ist. Al-
ternativ kann damit der Mittelwert in Gleichung (7.117) auch mithilfe Gleichung
(6.7) für den Erwartungswert und der Beziehung

∫+∞
−∞ f(x) dx = 1 hergeleitet

werden:

E[Y ] =M0 =
+∞∫
−∞

M(x)
M∏
k=1

fk(Xk) dx

=
∫

[0,1]M
M(x) dx .

(7.121)

Die Varianz der Ausgangsgröße kann analog mithilfe der Gleichung (6.8) und der
Orthogonalitätsbedingung nach Gleichung (7.116) angegeben werden zu

D = V ar[M(X)] =
+∞∫
−∞

(M(x)−M0)2
M∏
k=1

fk(Xk) dx

=
∫

[0,1]M
(M(x)−M0)2 dx

=
∫

[0,1]M
M(x)2 −M2

0 dx .

(7.122)

Die Varianz D wird auch als totale Varianz bezeichnet. Wird die Gleichung (7.91)
quadriert und integriert, kann die totale Varianz mithilfe der Orthogonalitätsbe-
dingung (7.116) wie folgt zerlegt werden:

D =
M∑
k=1

Dk +
M∑
k2=2

k2−1∑
k1=1

Dk1k2 + · · ·+Dk1k2...kM . (7.123)

Die partiellen Varianzen können mit der Beziehung

Dk1...ks =
∫

[0,1]s
M2

k1...ks(xk1 . . . xks) dx1 . . . dxks

für 1 ≤ k1 < · · · < ks ≤M, s = 1, . . . ,M
(7.124)
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berechnet werden. Die Anzahl der partiellen Varianzen ist nach Gleichung (7.92)
2M − 1. Das Ergebnis einer Normierung mit der totalen Varianz sind die Sobol’-
Indizes

Sk1...ks = Dk1...ks

D
, (7.125)

die als Sensitivitätsmaße verwendet werden. Für die Summe aller Indizes gilt:
M∑
k=1

Sk +
M∑
k2=2

k2−1∑
k1=1

Sk1k2 + · · ·+ Sk1k2...kM = 1 . (7.126)

Die Indizes erster Ordnung Sk sind die Effekte jeder einzelnen Variable auf die Va-
rianz der Ergebnisgröße. Diese Effekte werden als Haupteffekte bezeichnet. Durch
die Effekte höherer Ordnung Sk1k2...kM werden die Einflüsse der Interaktion der
Eingangsparameter untereinander berücksichtigt. Die Indizes der totalen Varianz
werden von Homma & Saltelli [136] zur Beschreibung aller Einflüsse einer be-
stimmten Variable Xk eingeführt. Diese beinhalten alle partiellen Varianzen mit
dem Index k und sind in der Schreibweise nach Sudret [309] wie folgt definiert:

STk =
∑
I
Sk1...ks , I = {{k1, . . . , ks} ⊃ {k}} . (7.127)

Folgende Indizes der totalen Varianz werden beispielsweise für eine Problemstel-
lung mit drei Eingangsvariablen erhalten:

ST1 = S1 + S12 + S13 + S123

ST2 = S2 + S12 + S23 + S123

ST3 = S3 + S13 + S23 + S123 .

(7.128)

Außerdem gilt:

STk = 1− S∼k (7.129)

mit S∼k der Summe aller Indizes der partiellen Varianzen, die nicht den Index
k enthalten. Ist ein Index der totalen Varianz nahezu Null, hat die dazugehörige
Eingangsgröße keinen Einfluss auf die Ausgangsgröße des Modells. Diese Variable
kann dann vernachlässigt werden und damit die Dimension der Problemstellung
reduziert werden [300]. Das ist vor allem bei hochdimensionalen Modellfunktionen
von großem Interesse.

7.5.2 Monte-Carlo-Integration

Die Berechnung der Sobol’-Indizes erfordert z.B. die Lösung der Integration in
Gleichung (7.122). Diese kann mithilfe einer Monte-Carlo-Simulation durchge-
führt werden. Dazu werden zufällige Auswertungspunkte in zwei unabhängige
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Matrizen A ∈ RNmcs×M und B ∈ RNmcs×M im Definitionsbereich der Eingangspa-
rameter generiert:

A =



xa11 · · · xa1k · · · xa1M
... ... ... ... ...
xa`1 · · · xa`k · · · xa`M
... ... ... ... ...

xaNmcs1 · · · xaNmcsk · · · xaNmcsM


(7.130)

und

B =



xb11 · · · xb1k · · · xb1M
... ... ... ... ...
xb`1 · · · xb`k · · · xb`M
... ... ... ... ...

xbNmcs1 · · · xbNmcsk · · · xbNmcsM


(7.131)

mit k = 1 . . .M Eingangsparameter und ` = 1 . . . Nmcs Auswertungspunkte. Zur
Generierung der Auswertungspunkte empfiehlt sich ein Random Sampling oder
die Sobol’-Sequenzen in [294]. Diese werden in diesem Kapitel nicht vorgestellt,
kommen aber in der Literatur zur Berechnung der Sensitivitätsmaße oft zum
Einsatz, um eine bessere Konvergenz der Sobol’-Indizes zu erreichen. Zusätzlich
werden aus den Matrizen A und B drei weitere Matrizen konstruiert:

B
(k)
A =



xb11 · · · xa1k · · · xb1M
... ... ... ... ...
xb`1 · · · xa`k · · · xb`M
... ... ... ... ...

xbNmcs1 · · · xaNmcsk · · · xbNmcsM


, (7.132)

A
(k)
B =



xa11 · · · xb1k · · · xa1M
... ... ... ... ...
xa`1 · · · xb`k · · · xa`M
... ... ... ... ...

xaNmcs1 · · · xbNmcsk · · · xaNmcsM


(7.133)

und

B
(kj)
A =



xb11 · · · xa1k · · · xa1j · · · xb1M
... ... ... ... ... ... ...
xb`1 · · · xa`k · · · xa`j · · · xb`M
... ... ... ... ... ... ...

xbNmcs1 · · · xaNmcsk · · · xaNmcsj · · · xbNmcsM


für 1 ≤ k < j ≤M .

(7.134)
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Dabei sind die Spalten der Matrix B bis auf die k-te-Spalte in der Matrix B(k)
A

enthalten. Die k-te-Spalte wird der Matrix A entnommen. Für die Matrix B(kj)
A

werden die Spalten k und j der Matrix A entnommen. Sinngemäß sind die Spal-
ten der Matrix A bis auf die k-te-Spalte in der Matrix A(k)

B enthalten. Die k-
te-Spalte wird der Matrix B entnommen. Mit der Einführung dieser Matrizen
können der Mittelwert nach Gleichung (7.121), die totale Varianz nach Gleichung
(7.122) und die partiellen Varianzen nach Gleichung (7.124) mit einer Monte-
Carlo-Simulation wie folgt berechnet werden:

M̂2
0 ≈

1
Nmcs

Nmcs∑
`=1
M̂(A(`, :))M̂(B(`, :)) , (7.135)

D̂ ≈ 1
Nmcs

Nmcs∑
`=1
M̂(A(`, :))2 − M̂2

0 , (7.136)

D̂k ≈
1

Nmcs

Nmcs∑
`=1
M̂(A(`, :))M̂(B(k)

A (`, :))− M̂2
0 , (7.137)

D̂∼k ≈
1

Nmcs

Nmcs∑
`=1
M̂(A(`, :))M̂(A(k)

B (`, :))− M̂2
0 , (7.138)

D̂kj ≈
1

Nmcs

Nmcs∑
`=1
M̂(A(`, :))M̂(B(kj)

A (`, :))− D̂k − D̂j − M̂2
0 . (7.139)

Die NotationA(`, :) mit dem Doppelpunkt-Operator bedeutet, dass die komplette
`-te Zeile aus der Matrix A entnommen wird. Der Index der totalen Varianz kann
anschließend mithilfe der Gleichung (7.138) berechnet werden:

ŜTk = 1− D̂∼k

D̂
. (7.140)

Da mit einer Monte-Carlo-Simulation je nach Gestalt der Modellfunktion viele
Auswertungen nötig sind und diese deshalb sehr rechenintensiv ist, findet die In-
tegration auf dem Metamodell M̂(x) statt. In der Praxis ist es meist ausreichend
die Indizes erster Ordnung und die der totalen Varianz zu berechnen. Mit dem
Vergleich beider Indizes ist erkennbar, ob Effekte höherer Ordnung eine Rolle
spielen. Dennoch wird versucht, wie Indizes höherer Ordnung ohne zusätzlichen
numerischen Aufwand erhalten werden können, siehe z.B.: [216]. Sudret zeigt
in [310, 311] wie auf Basis des Polynomial Chaos Metamodells die Sobol’-Indizes
als Nachlaufrechnung analytisch ermittelt werden können und damit eine Monte-
Carlo-Integration vermieden werden kann.
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7.6 Numerische Beispiele

7.6.1 Benchmark-Funktionen

Zur Validierung eines Metamodells werden Benchmark-Funktionen eingesetzt.
Dazu werden die Fehlergrößen zum Beispiel nach Tafel 7.2 herangezogen. Fol-
gend wird an der Runge-, Exp-Tanh- und der Ishigami-Funktion die Funktio-
nalität der implementierten Metamodelle für unterschiedliche DoEs gezeigt. Für
alle untersuchten Benchmark-Funktionen basiert das Kriging-Modell auf einem
konstanten Regressionsmodell und der Gauß-Korrelationsfunktion. Das Neurona-
le Netz (ANN) aus Kapitel 7.3.5 ist aus einer versteckten Schicht mit n2 = 20
Neuronen aufgebaut.

Rungefunktion

Gegeben ist die zweidimensionale Runge-Funktion:

M(x1, x2) = 1
(1 + x2

1)(1 + x2
2) , x1, x2 ∈ [−5, 5] . (7.141)

In Abbildung 7.21 wird das Ergebnis einer Polynominterpolation mit einem Po-
lynomgrad K = 10 gezeigt. An dieser Funktion ist das Runge-Phänomen sicht-

Abbildung 7.21: Die zweidimensionale Runge-Funktion mit einem Polynomgrad K =
10 für eine äquidistante (links) und Tschebyschow-Versuchsplanung (rechts)

bar. Die „Überschwingungen“ an den Rändern können mit einer unregelmäßi-
gen Tschebyschow-Versuchsplanung nach Gleichung (7.20) unterdrückt werden.
In Abbildung 7.22 wird der Verlauf des MSE- und des AAE-Fehlers in Abhän-
gigkeit der Anzahl der Stützstellen dargestellt. Für die Fehlerauswertung werden
Ntest = 20 Testpunkte mit der MLHS-Methode erzeugt. Für das Kriging-Modell
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Abbildung 7.22: Fehleranalyse verschiedener Metamodelle zur Abbildung der Run-
gefunktion: MSE als globaler Fehler (links) und AAE als lokaler Fehler (rechts)

und das Neuronale Netz (ANN) wird zum Vergleich eine vollfaktorielle Versuchs-
planung gewählt. Die Überschwingungen können vor allem beim Verlauf des lo-
kalen AAE-Fehlers beobachtet werden. Das Kriging-Modell und das Neuronale
Netz liefern ähnlich gute Ergebnisse.

Exp-Tanh-Funktion

Eine weitere Testfunktion ist die Exp-Tanh-Funktion, siehe Abbildung 7.23. Diese
Funktion wird zum Beispiel in [221] zur Validierung der Ersatzmodelle Polynomial
Chaos und Kriging verwendet.
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M
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1,
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Abbildung 7.23: Exp-Tanh-Funktion als Benchmark-Testfunktion
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Der Abbildungsoperator ist

M(x1, x2) = exp(−x1) tanh(5x2) , x1, x2 ∈ [−1, 1] . (7.142)

Das Ergebnis der Validierung ist in Abbildung 7.24 dargestellt.
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Abbildung 7.24: Fehleranalyse verschiedener Metamodelle zur Abbildung der Exp-
Tanh-Funktion: MSE als globaler Fehler (links) und AAE als lokaler Fehler (rechts)

Eine vollfaktorielle Versuchsplanung wird angewendet. Für die Fehlerauswertung
werden Ntest = 20 Testpunkte mit der MLHS-Methode erzeugt. Auch bei die-
ser Funktion liefern das Kriging-Modell und das Neuronale Netz ähnlich gute
Ergebnisse. Dennoch sollte – wie bereits diskutiert – für eine vorliegende Pro-
blemstellung immer mehrere Metamodelle getestet werden.

Ishigami-Funktion

Die Ishigami-Funktion wird oft als Testfunktion im Rahmen der globalen Sen-
sitivitätsanalyse eingesetzt, siehe z.B. in [143, 299, 314]. Die stark nichtlineare
Funktion wird folgendermaßen definiert:

M(x) = sin(x1) + a sin2(x2) + b x4
3 sin(x1) (7.143)

mit den drei Eingangsgrößen x = {x1, x2, x3} ∈ [−π, π]3 und den Konstanten
a = 7 und b = 0,1. Zunächst wird der Einfluss unterschiedlicher DoEs auf die Gü-
te des Kriging-Modells und des Neuronalen Netzes untersucht. Dazu wird die An-
zahl der Testpunkte, die mit der MLHS-Methode erzeugt werden, auf Ntest = 100
gesetzt. In Abbildung 7.25 wird eine Konvergenzstudie bezüglich des MSE-Fehlers
für eine vollfaktorielle Versuchsplanung, einem Simple Random Sampling mit der
Monte-Carlo-Methode und der MLHS-Methode gezeigt. Dabei konvergiert der
MSE beim Random Sampling und der MLHS-Methode schneller gegen Null als
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Abbildung 7.25: Fehleranalyse verschiedener DoEs zur Abbildung der Ishigami-
Funktion: MSE-Verlauf mit dem Kriging-Modell (links) und dem ANN-Modell (rechts)

bei der vollfaktoriellen Versuchsplanung. Damit können Stützstellen gespart wer-
den. Nachfolgend wird die Effizienz des HDMR-Metamodells an dieser Funktion
demonstriert. Das entsprechende Ergebnis der Fehlerauswertung ist in Abbildung
7.26 dargestellt. Zur Erstellung der HDMR-Schnittfunktionen werden verschiede-
ne Metamodelle wie das Kriging, das Neuronale Netz (ANN) und die Lagrange-
Interpolation mit Tschebyschow-Versuchsplanung verwendet. Im Vergleich zu den
anderen Metamodellen ohne Anwendung der HDMR unter äquivalenter Versuchs-
planung werden mit Anwendung des HDMR-Modells bereits für eine niedrige
Anzahl an Stützstellen kleine Werte des MSE- und AAE-Fehlers erhalten. Die
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Abbildung 7.26: Fehleranalyse verschiedener Metamodelle zur Abbildung der
Ishigami-Funktion: MSE als globaler Fehler (links) und AAE als lokaler Fehler (rechts)

Schnittfunktionen der HDMR auf Basis eines Lagrange-Metamodells mit einem
Polynomgrad K = 8 sind in Abbildung 7.27 dargestellt.
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Abbildung 7.27: Schnittfunktionen der HDMR auf Basis eines Lagrange-Metamodells
mit einem Polynomgrad K = 8 der Ishigami-Funktion: 1D-Schnittfunktionen (oben),
2D-Schnittfunktionen (mitte) und Ergebnis der Teilsummenfunktionen (unten)

Darin sind auch die Lösungen an den Stützstellen als schwarze Punkte darge-
stellt. Zusätzlich sind die Teilsummenfunktionen mit den „bereinigten“ Einflüs-
sen abgebildet. Diese werden erhalten durch entsprechender Subtraktion der ein-
dimensionalen Schnittfunktionen von den zweidimensionalen Schnittfunktionen.
Dabei verschwinden die FunktionenM12(x1, x2) undM23(x2, x3). Dieses Ergeb-
nis kann bei der globalen Sensitivitätsanalyse für die Funktion beobachtet wer-
den, siehe hierzu Abbildung 7.28. Die entsprechenden Sobol’-Indizes S12 und S23

sind Null. Die globale Sensitivitätsanalyse beruht hierbei auf Basis des HDMR-
Metamodells. Die Schnittfunktionen werden mit dem Kriging-Modell erstellt. Für
die Anzahl der Stützstellen wird Nsim = 15M gewählt. Zur Berechnung der Sobol’-
Indizes wird für die Monte-Carlo-Integration ein Random Sampling als DoE mit
1503 Auswertungspunkten verwendet. Die numerische Lösung kann mit der ana-
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Abbildung 7.28: Numerische Lösungen der Sobol’-Indizes für die Ishigami-Funktion

lytischen Lösung der Sobol’-Indizes verglichen werden. Die analytischen Lösungen
der totalen Varianz und der partiellen Varianzen nach den Gleichungen (7.122)
und (7.124) sind

D = 1
(2π)3

+π∫
−π

+π∫
−π

+π∫
−π

M2(x1, x2, x3)−M2
0 dx1dx2dx3

= · · · = 1
2 + a2

8 + bπ4

5 + b2π8

18 = 13,8446

D1 =
+π∫
−π

M2
1(x1) dx1 = · · · = 1

2 + bπ4

5 + b2π8

50 = 4,3459

D2 = · · · = a2

8 = 6,1250, D3 = · · · = 0,

D12 = · · · = 0, D13 = · · · = b2π4

18 −
b2π8

50 = 3,3737, D23 = · · · = 0

D123 = · · · = 0 .

(7.144)

Werden die partiellen Varianzen mit der totalen Varianz normiert, resultieren die
Sobol’-Indizes

S1 = 0,3139, S2 = 0,4424, S3 = 0,0000,
S12 = 0,0000, S13 = 0,2437, S23 = 0,0000, S123 = 0,0000,
ST1 = 0,5576, ST2 = 0,4424, ST3 = 0,2437 .

(7.145)

Die Einflüsse der Variable x1 sind nur in S1 und S13 enthalten und damit kann
der Index der totalen Varianz wie folgt angegeben werden:

ST1 = S1 + S13 = 0,3139 + 0,2437 = 0,5576 . (7.146)
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7.6.2 Elastisch gebetteter Bohrpfahl mit Imperfektion

Als baupraktisches Beispiel sei ein elastisch gebetteter Bohrpfahl mit einer kleinen
Auslenkung ϕ0 als Imperfektion gegeben, siehe Abbildung 7.29. Gesucht ist die
kritische Last Pcr des Systems. Der Bohrpfahl mit der Länge L = 20m ist im

Abbildung 7.29: System eines Bohrpfahls mit kleiner Auslenkung als Imperfektion
(links) und das statische Modell (rechts)

Bereich des tragfähigen Baugrunds über die Einbindetiefe LE elastisch gebettet.
Der Bettungsmodul für den angegebenen Boden, bestehend aus fein-groben Kies
mit Sand, kann mit c = 80 − 200MN/m3 angegeben werden. Darüber befindet
sich eine Weichschicht bis zur Geländeoberkante (GOK) ohne Tragfähigkeit. Der
Pfahldurchmesser beträgt Ds = 0,5m. Die senkrecht zur Pfahlachse wirkende
Spannung wird näherungsweise als konstant angenommen. Demzufolge kann die
Federkonstante der Linienfeder mit k = c·Ds berechnet werden. Zunächst soll mit
der Energiemethode eine analytische Lösung der kritischen Last gefunden werden.
Die Ausgangslage des Systems wird mit der Imperfektion ϕ0 beschrieben und wird
als unbelasteter Zustand definiert. Ausgehend von dieser Lage wird das System in
einen Nachbarzustand ausgelenkt. Der Winkel ϕ wird von der senkrechten Achse
aus gemessen. Das äußere Potential der Druckkraft ist durch

Πext = −P L(cosϕ0 − cosϕ) (7.147)
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gegeben. Das innere Potential der Linienfeder ist

Πint =
LE∫
0

WFeder dx

=
LE∫
0

1
2 k u

2(x) dx mit u(x) = (sinϕ− sinϕ0)x

= 1
6 k L

3
E (sinϕ− sinϕ0) .

(7.148)

Damit kann das Gesamtpotential und die Ableitung angegeben werden mit

Π = Πint + Πext

= 1
6 k L

3
E (sinϕ− sinϕ0)− P L(cosϕ0 − cosϕ) und

∂Π
∂ϕ

= 1
3 k L

3
E cosϕ (sinϕ− sinϕ0)− P L sinϕ .

(7.149)

Die Gleichgewichtslagen für den Winkel ϕ im Nachbarzustand folgen aus der
Bedingung ∂Π

∂ϕ
= 0 zu

3L
k L3

E

P (ϕ) = cosϕ (sinϕ− sinϕ0)
sinϕ . (7.150)

Die verschiedenen Last-Winkelbeziehungen in Abhängigkeit der Imperfektion sind
in Abbildung 7.30 dargestellt. Ist das System imperfekt, verschwindet der Ver-

Abbildung 7.30: Überkritisches Verhalten in Abhängigkeit der Imperfektion ϕ0

zweigungspunkt. Dennoch stellt der Extremwert der Kurven ein Stabilitätspunkt
dar. Die kritische Last Pcr kann über die Ableitung der Gleichung (7.150) ermit-
telt werden:

∂P (ϕ)
∂ϕ

= cos2 ϕ sinϕ− sinϕ+ sinϕ0

sin2 ϕ
. (7.151)
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Aus der Bedingung ∂P (ϕ)
∂ϕ

= 0 folgt

sinϕcr = 3
√

(sinϕ0) . (7.152)

Dies eingesetzt in Gleichung (7.150), liefert einen Ausdruck für die kritische Last

Pcr = k L3
E

3L
(
1− (sinϕ0)2/3

)3/2
. (7.153)

Durch diesen Ausdruck wird im Rahmen einer Fuzzy-stochastischen Analyse der
Abbildungsoperator gebildet:

M(x) = Pcr mit x = {k, LE, ϕ0} . (7.154)

Dabei soll der Einfluss der drei Eingangsparameter k, LE und ϕ0 auf die kritische
Last gezeigt werden. Die für die Eingangsparameter ausgewählten Unschärfemo-
delle sind in Tabelle 7.5 aufgeführt.

Parameter Unschärfemodell

Federkonstante
k [MN/m2]

fp-r-Modell, Gauß-Verteilung
k = N (µk = 〈40, 70, 100〉, σk = 7000)

Einbindetiefe
LE [m]

Fuzzy-Variable
LE = 〈4, 6, 7〉

Imperfektion
ϕ0 [rad]

Fuzzy-Variable
ϕ0 = 〈0,087, 0,175, 0,349〉

Tabelle 7.5: Unschärfemodelle der Eingangsparameter für den Bohrpfahl

Die Zugehörigkeitsfunktionen der Eingangsvariablen sind in der Abbildung 7.31
dargestellt. Die Dicke der nicht tragfähigen Weichschicht kann nicht „scharf“
definiert werden und wird deshalb wie die Imperfektion als Fuzzy-Variable ange-
geben. Die Verteilung der Federkonstante k ist eine Gauß-Verteilung. Allerdings
wird der Mittelwert µk als Fuzzy-Variable beschrieben und die Standardabwei-
chung σk als deterministische Variable definiert. Für die Federsteifigkeit wird
eine Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsvariable (fp-r) festgelegt. Um das
Ergebnis der kritischen Last Pcr als fp-r-Variable zu erhalten, muss eine Monte-
Carlo-Simulation mit einem ausreichend großen Stichprobenumfang Nmcs durch-
geführt werden. Für die α-Level-Optimierung werden zunächst die Metamodelle
Kriging, ANN und die HDMR getestet. Hierbei basiert das Kriging-Modell wieder
auf einem linearen Korrelationsmodell und der Gauß-Korrelationsfunktion. Das
Neuronale Netz (ANN) mit dem Backpropagation-Algorithmus besteht aus einer
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Abbildung 7.31: Fuzzy-Eingangsvariablen für den Bohrpfahl

Hidden Layer mit 20 Neuronen. Für die Lernrate wird η = 0,02 gewählt. Ein LSQ-
Metamodell mit kubischen Polynomen bildet die Schnittfunktionen der HDMR.
Für alle Metamodelle werden 5 Stützstellen pro Dimension gewählt. Für die voll-
faktorielle Versuchsplanung werden Nsim = 53 Stützstellen erhalten und für das
HDMR-Modell resultieren Nsim = 61. In Abbildung 7.32 wird das Ergebnis der
Fuzzy-stochastischen Analyse für den Mittelwert und der Standardabweichung
der kritischen Last gezeigt. Der Stichprobenumfang der Monte-Carlo-Simulation

Mittelwert µPkrit [MN ]

µ(µPcr)

HDMR
Kriging

ANN
0

1

0 100 200 300 400 500
Standardabweichung σPkrit [MN ]

µ(σPcr)
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Abbildung 7.32: Fuzzy-Ergebnisgrößen der kritischen Last entwickelt mit verschie-
denen Metamodellen: Mittelwert (links) und Standardabweichung (rechts)

ist Nmcs = 10000. Eine gute Übereinstimmung ist für die Lösungen des HDMR-
Modells und des Neuronalen Netzes (ANN) zu beobachten. Hingegen ist bei der
Anwendung des Kriging-Modells vor allem bei der Fuzzy-Standardabweichung ei-
ne größere Abweichung der Zugehörigkeitsfunktionen zu erkennen. Allerdings sei
an dieser Stelle auch erwähnt, dass dies keine zu verallgemeinerte Aussage gegen
das Kriging-Modell ist. Möglicherweise können andere Einstellungen für dieses
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Metamodell bessere Ergebnisse liefern. Das soll hier aber nicht weiter untersucht
werden. In Abbildung 7.33 werden die funktionalen Zusammenhänge zwischen
den drei Eingangsparametern und dem Mittelwert der kritischen Last als Ergeb-
nisgröße durch die Schnittfunktionen der HDMR gezeigt. Diese Zusammenhänge
sind auch durch den analytisch hergeleiteten Abbildungsoperator in Gleichung
(7.153) gegeben. Dabei ist der Mittelwert der kritischen Last linear abhängig
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Abbildung 7.33: Schnittfunktionen der HDMR auf Basis des LSQ-Metamodells mit
kubischen Polynomen für den Mittelwert der kritischen Last: eindimensionale Schnitt-
funktionen (oben) und zweidimensionale Schnittfunktionen (unten)

vom Mittelwert der Federsteifigkeit µk und nichtlinear von der Einbindetiefe LE
und der Imperfektion ϕ0.
Zusätzlich sind die Ergebnisse einer globalen Sensitivitätsanalyse für den Mittel-
wert in Abbildung 7.34 und der Standardabweichung in Abbildung 7.35 darge-
stellt. Die Ergebnisse der varianzbasierten Sensitivitätsanalyse werden dem Sup-
port des Fuzzy-Eingangsraums (α = 0) zugeordnet. Da varianzbasierte Sensiti-
vitätsanalysen für stochastische Ausgangsgrößen eingesetzt werden, werden hier
die Fuzzy-Größen als gleichverteilte Zufallsvariablen aufgefasst. Durch diese Ver-
einfachung wird die Unschärfe in den Ergebnissen der Sensitivitätsanalyse nicht
berücksichtigt. Die varianzbasierte Sensitivitätsanalyse muss daher getrennt von
der Fuzzy-Strukturanalyse betrachtet werden. Allerdings kann damit eine erste
Abschätzung der Einflüsse angegeben werden. Die GSA basiert auf dem HDMR-
Metamodell mit dem LSQ-Ausgleichsmodell für die Schnittfunktionen. Für die
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Abbildung 7.34: Ergebnisse der globalen Sensitivitätsanalyse für den Mittelwert der
kritischen Last
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Abbildung 7.35: Ergebnisse der globalen Sensitivitätsanalyse für die Standardabwei-
chung der kritischen Last

Monte-Carlo-Integration auf dem Metamodell werden 1003 Auswertungspunkte
für ein Random Sampling gewählt. Die größte Sensitivität auf den Mittelwert
der kritischen Last hat die Einbindetiefe LE. Die Effekte 2. Ordnung spielen
hingegen kaum eine Rolle. Die Ergebnisse der Sensitivitätsanalyse bezüglich des
Mittelwerts unterscheiden sich zudem von den Ergebnissen der Standardabwei-
chung. Die Steifigkeit k in Abbildung 7.35 hat beispielsweise keinen Einfluss auf
die Standardabweichung der kritischen Last.
Zusätzlich wird an diesem Beispiel der Vorteil der Ausgleichsmodelle gegenüber
den Interpolationsmodellen bei gestörten Daten gezeigt. Solche gestörte Daten in
Form von „Ausreißern“ können zum Beispiel bei der MCS aufgrund eines zu ge-
ringen Stichprobenumfangs Nmcs auftreten. Daraus folgen Instabilitäten bei den
Interpolationspolynomen [236]. Mit den Ausgleichsmodellen können solche „Aus-
reißer“ in einem gewissen Umfang ausgeglichen werden. Dieses Phänomen wird im
Rahmen der Unschärfemodellierung gezeigt und kann bei der Fuzzy-Ergebnisgrö-
ße der Standardabweichung der kritischen Last beobachtet werden. Hierzu sind
in Abbildung 7.36 die Zugehörigkeitsfunktionen dieser Ergebnisgröße für einen
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unterschiedlichen Stichprobenumfang gegenübergestellt.
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Abbildung 7.36: Fuzzy-Ergebnisgröße der Standardabweichung der kritischen Last
für einen unterschiedlichen Stichprobenumfang der MCS: HDMR mit LSQ (links) und
HDMR mit Lagrange-Interpolation (rechts)

Bei der Anwendung eines LSQ-Metamodells als Vertreter der Ausgleichsmodel-
le zur Berechnung der Schnittfunktionen der HDMR werden die Ergebnisgrö-
ßen in der Abbildung (links) erhalten. Die Ergebnisgrößen in der Abbildung
(rechts) entstehen bei der Anwendung von Lagrange-Interpolationspolynomen für
die Schnittfunktionen. Dabei wird die Lösung für einen Stichprobenumfang mit
Nmcs = 10000 als Referenzlösung angesehen. Zur Vergleichbarkeit sind alle Ergeb-
nisgrößen mit dem gleichen seed-Wert berechnet. Bereits mit dem Ausgleichsmo-
dell kann für kleine Stichprobenumfänge eine stabile Fuzzy-Ergebnisgröße erzielt
werden. Hingegen kann es bei Anwendung von Interpolationsmodellen vor allem
auf dem Support der Ergebnisgröße zu großen Abweichungen kommen. Der Aus-
gleichseffekt kann gut an den eindimensionalen Schnittfunktionen in Abbildung
7.37 beobachtet werden. Die Schnittfunktion für den Mittelwert der Federsteifig-
keit µk ist näherungsweise ein konstanter Verlauf. Bei einem zu geringen Stich-
probenumfang sind bei der Berechnung der Standardabweichung „Ausreißer“ zu
beobachten. Diese können mit der Forderung (7.12), dass ein Lagrange-Polynom
durch die Stützstellen verlaufen muss, erklärt werden. Damit können die „Aus-
reißer“ nicht mehr ausgeglichen werden. Als Fazit wird deshalb empfohlen für die
α-Level-Optimierung bei einer Fuzzy-stochastischen Analyse die Ausgleichsmo-
delle zu verwenden.
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HDMR/LSQ-Metamodell, Monte-Carlo-Simulation: Nmcs = 10000
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HDMR/LSQ-Metamodell, Monte-Carlo-Simulation: Nmcs = 200
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HDMR/Lagrange-Metamodell, Monte-Carlo-Simulation: Nmcs = 200
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Abbildung 7.37: Eindimensionale Schnittfunktionen für die Standardabweichung der
kritischen Last als Ergebnisgröße mit unterschiedlichem Stichprobenumfang Nmcs
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7.6.3 Einmassenschwinger

Am Beispiel eines linearen Einmassenschwingers soll die Anwendung der Meta-
modellierung für einen unscharfen Ergebnisprozess diskutiert werden. Der lineare
Schwinger mit einem Freiheitsgrad ist ein vereinfachtes Modell zur Schwingungs-
untersuchung eines Bauwerks. Durch diesen können wesentliche Eigenschaften
eines Bauwerks wie die Trägheitskraft mü, die Dämpfungskraft du̇ und die Rück-
stellkraft cBu erfasst werden. In Abbildung 7.38 ist der Einmassenschwinger als
Kragträger mit einer Endmasse und das Ersatzfedermodell dargestellt.

Abbildung 7.38: Kragträger mit Einzelmasse (links) und Ersatzfedermodell mit Frei-
schnitt der Trägheitskraft mü und der Rückstellkraft cBu (rechts)

Aus dem Kräftegleichgewicht kann die Bewegungsgleichung für eine ungedämpfte
Eigenschwingung

mü+ ω2u = 0 mit ω2 = cB
m

(7.155)

hergeleitet werden. Obwohl reale Bauwerke dissipativ sind, wird die Dämpfungs-
kraft du̇, die auch entgegen der Bewegungsrichtung wirkt, vernachlässigt. Bei
der Untersuchung der Eigenschwingung wird keine Erregerkraft angesetzt. Der
Kragträger wird bis zum Zeitpunkt t = 0 um u0 = 0,01m ausgelenkt. Vor dem
Loslassen gilt für die Anfangsgeschwindigkeit: u̇0 = 0. Mithilfe dieser Anfangsbe-
dingungen und des Lösungsansatzes

u(t) = A cos(ωt) +B sin(ωt) (7.156)

kann das Anfangswertproblem gelöst werden. Als Abbildungsoperator für den
unscharfen Ergebnisprozess wird die Lösung der Beschleunigung

M(x, t) = ü(x, t) = −0,01ω2 cos(ωt) (7.157)

verwendet. Die Eingangsgröße wird durch die Variable x beschrieben. Für die
Fuzzy-Analyse wird die Biegesteifigkeit EI als Fuzzy-Eingangsgröße

EI = 〈1000, 3000, 5000〉 kNm2 (7.158)
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und die Masse m als Konstante m = 1000 kg definiert. Die Biegesteifigkeit des
Kragträgers wird mit der Federsteifigkeit

cB = 3EI
L3 (7.159)

im Ersatzfedermodell berücksichtigt. Damit kann die Eigenkreisfrequenz, die ei-
ne wesentliche Systemeigenschaft des Einmassenschwingers ist, und die Schwin-
gungsdauer T des Systems wie folgt berechnet werden:

ω =
√
cB
m

=
√

3EI
L3m

, (7.160)

T = 2π/ω . (7.161)

Untersucht wird der Beschleunigungs-Zeit-Verlauf für eine Dauer von tmax = 5 s
und einer Zeitschrittweite von dt = 0,01 s. Ein LSQ-Metamodell mit dem Po-
lynomgrad K = 5 wird für jeden Zeitschritt aufgestellt. Dabei wird jeweils die
gleiche äquidistante Versuchsplanung mit zehn Stützstellen gewählt. In Abbil-
dung 7.39 ist das Ergebnis für den eindimensionalen unscharfen Ergebnisprozess
dargestellt. Der Abstand der Stützfunktionen µ = 0 bzw. die Unschärfe wird
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ü

(t
)[
m
/s

2 ]

Zeit t [s]

µ = 0
µ = 1

Abbildung 7.39: Unscharfer Ergebnisprozess der Beschleunigung ẍ(t)

mit fortschreitender Zeit größer. Mit dem gewählten Metamodell muss für jeden
Zeitschritt der nichtlineare Zusammenhang zwischen der Eingangsgröße EI und
der Ausgangsgröße ü(t) abgebildet werden können. Hierzu können die Qualitäts-
kriterien in Tafel 7.2 für jeden Zeitschritt berechnet werden. Für dieses Beispiel
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Abbildung 7.40: Zeitlicher Verlauf der Fehlergröße RMSE für verschiedene Polynom-
grade

ist der zeitliche Verlauf der Fehlergröße RMSE für verschiedene Polynomgrade
in Abbildung 7.40 dargestellt. Zur Fehlerberechnung werden jeweils 100 zufällige
Testpunkte generiert. Der RMSE-Fehler steigt mit fortschreitender Zeit. Aller-
dings ist zu erkennen, dass das LSQ-Metamodell mit einem quintischen Polynom
(K = 5) ausreichend ist. Ein zu großer Fehler wirkt sich zudem auf die Gestalt
der Fuzzy-Variable an einem betrachteten Zeitschritt aus. In Abbildung 7.41 ist
hierzu die Fuzzy-Beschleunigung zum Zeitpunkt t = 2,5 s für die Anwendung
des LSQ-Metamodells mit einem linearen, kubischen und quintischen Polynom
dargestellt. Die Anwendung eines kubischen Polynoms führt auf gute Ergebnisse.

Beschleunigung ü(t) [m/s2]
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Abbildung 7.41: Fuzzy-Beschleunigung zum Zeitpunkt t = 2,5 s für die Anwendung
des LSQ-Metamodells mit unterschiedlichen Polynomgraden
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8 Zylinderschale mit Imperfektionen

Ein größeres Anwendungsbeispiel in dieser Arbeit stellt die Zylinderschale mit
Imperfektionen dar. Nach einem historischen Überblick wird in diesem Kapitel
gezeigt, wie die polymorphe Unschärfemodellierung einen Beitrag zur Verbesse-
rung der computergestützten Beulbemessung von Schalentragwerken leisten kann.
Die Forschung für einen sicheren Entwurf beulgefährdeter Schalen ist noch lange
nicht abgeschlossen. Bisher existiert noch kein umfassendes Regelwerk, wie vor
allem die unbekannten Imperfektionen in einer numerischen Stabilitätsuntersu-
chung zu behandeln sind. In diesem Kapitel werden Unschärfemodelle für folgende
Imperfektionen vorgestellt:

• Abweichungen von der ideellen Oberfläche der Schale

• Variationen der Schalendicke

• Aufstandsimperfektionen

• Variation der Materialparameter

Da das Tragverhalten einer Schale gleichzeitig von vielen Größen abhängt, ist
eine Vorhersage der kritischen Last sehr schwierig. Die Zylinderschale wird daher
in der Literatur auch als prima donna der Tragstrukturen bezeichnet [242]. Die
kritische Last hängt dabei maßgeblich von der Ausbildung der Imperfektionen ab.
Über deren Form und Größe können keine zuverlässigen Aussagen getroffen wer-
den. Die grundlegende Idee besteht darin, die bereits vorgestellten polymorphen
Unschärfemodelle zu verwenden, um auch die Unschärfen der Eingangsparameter
für Stabilitätsuntersuchungen von Schalenstrukturen zu quantifizieren. Da in der
Regel nur wenige Messdaten vorhanden sind, können damit in der numerischen
Berechnung neben den aleatorischen auch die epistemischen Unschärfen abgebil-
det werden.
In diesem Kapitel werden auf Basis realer Messdaten zunächst die Unschärfen
der Eingangsparameter quantifiziert, um anschließend eine Fuzzy-stochastische
Analyse durchzuführen. Diese ist sehr rechenintensiv und erfordert deshalb die
Anwendung der Metamodellstrategien aus dem vorherigen Kapitel. Die Mantel-
imperfektionen werden dabei als Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsfelder
dargestellt. Dazu wird erläutert wie die Korrelationseigenschaften zur Beschrei-
bung solcher Zufallsfelder aus wenig Messdaten gewonnen werden können. Zudem
wird ein Gesamtmodell präsentiert, in dem weitere Imperfektionen, wie Randim-
perfektionen, materielle Imperfektionen und Variationen der Schalendicke model-
liert werden. Die Ergebnisse der Unschärfemodellierung sind die stochastischen
Größen als unscharfe Parameter, wie z.B. der Mittelwert der kritischen Last. Das
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Ziel soll sein, dass zukünftig auch die Unschärfe bei der Bemessung im Schalen-
beulen mit berücksichtigt werden kann.

8.1 Historischer Überblick

Folgend wird eine Zusammenfassung zur Geschichte des Schalenbeulens gegeben.
Dazu geben u.a. Schmidt [279, 280], Elishakoff [78] und Rotter [258] eine
gute Übersicht.

8.1.1 Deterministisches vs. probabilistisches Bemessungskonzept

Die klassische Stabilitätstheorie der Kreiszylinderschale wurde Anfang des 20.
Jahrhunderts unabhängig voneinander von Lorenz (1911) [187], Timoshenko
(1910) [318] und Southwell (1914) [302] entwickelt. Als ein Ergebnis der Ar-
beiten ging u.a. die kritische Last einer ideal elastischen Zylinderschale unter
Axialdruck hervor:

Pcr,perf = 2π E t2√
3(1− ν2)

(8.1)

mit E dem Elastizitätsmodul, t der Schalendicke und R dem Radius der Scha-
le. Die Gleichung gilt für eine perfekt kreiszylindrische Schale, daher auch die
Abkürzung „perf“ im Index. Eine Diskrepanz der Beullasten zwischen der klas-
sischen Theorie und den Experimenten wurde erstmals von Robertson [254]
wahrgenommen. Wilson & Newmark [352] modifizierten daraufhin die Glei-
chung (8.1) mit einem Abminderungsfaktor von α = 0,3 ohne die Ursache für
die geringeren Beullasten aus den Versuchen zu kennen. Koiter [164] erkann-
te, dass die Imperfektionen, wie Abweichungen von der Sollgeometrie der Schale,
Lastvariationen und Materialabweichungen die Ursache für die große Diskrepanz
zwischen Theorie und Praxis sind. Donnell & Wan [67] kamen zur gleichen
Erkenntnis, dass die reale Beullast von Art und Größe der Imperfektion abhängen
muss. Die bis dahin entwickelten nichtlinearen Schalentheorien ermöglichten zwar
Stabilitätsuntersuchungen von Schalen, aber schon damals existierte das Dilem-
ma mit den unbekannten Imperfektionen. Das Problem bestand darin, dass die
Imperfektionen aus dem Herstellungsprozess nicht erfassbar waren. In den 1960er
Jahren wurden zur Lösung des Dilemmas vor allem in der Luft- und Raumfahrt-
branche für die Auslegung von Raketen und anderer Trägersysteme viele Versuch-
sprogramme durchgeführt. In Weingarten et al. [349] und Seide et al. [284]
sind beispielsweise verschiedene Versuchsergebnisse von Beuluntersuchungen zu-
sammengefasst. Daraus ging die heute noch weit verbreitete Bemessungsrichtlinie
der NASA hervor [351]. Ein Ergebnis ist die berühmte Knock-Down-Kurve für
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isotrope, unausgesteifte Kreiszylinderschalen unter Axialdruck, siehe Abbildung
8.1.
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Abbildung 8.1: NASAs Knock-Down-Kurve isotroper Zylinderschalen unter Axial-
druck [351] mit den hinterlegten Versuchsdaten aus [284]

Die Kurve ist eine untere Grenze aller Versuchsergebnisse. Die Berechnung des
empirischen Abminderungsfaktors αcr,emp (engl.: knockdown factor, KDF) erfor-
dert lediglich das R/t-Verhältnis der Schale:

αcr,emp = Pcr,emp

Pcr,perf
= 1− 0,901

1− exp
− 1

16

√
R

t

 für R/t < 1500 .

(8.2)

Ein elastisches Beulen sehr dünner Schalen findet bereits bei einem Abminderungs-
faktor von αcr,emp ∼= 0,2 statt [140]. Diese Schalen sind auch sehr empfindlich ge-
genüber von Imperfektionen. Budiansky & Hutchinson [44] erkannten, dass
eine deterministische Beschreibung der Imperfektionen zur Vorhersage der Beul-
lasten solch imperfektionsempfindlicher Schalen keine zuverlässigen Ergebnisse
liefert. Sie empfahlen deshalb einen probabilistischen Ansatz. Auch Bolotin
versucht in [33,34] die Imperfektionen mit statistischen Methoden zu erfassen. Er
erwähnt außerdem, dass für das Ergebnis der Berechnung der kritischen Last auch
ein Wert angeben werden kann, mit dem eine Grenze für die „Wahrscheinlichkeit
des Beulens“ definiert wird. Ungefähr ab diesem Zeitraum entwickelte sich paral-
lel zu den semi-empirischen Ansätzen ein probabilistitsches Bemessungskonzept.
In [79] stellten Elishakoff & Arbocz die gemessenen Imperfektionen in Form
von Fourier-Reihen dar und definierten die Fourier-Koeffizienten als Zufallsva-
riablen. Sie erreichten dadurch mithilfe der Monte-Carlo-Methode eine Verbesse-
rung der unteren Grenze der Beullast [77]. Dieser Ansatz unter Verwendung der
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statistischen Eigenschaften 2. Ordnung der Fourier-Koeffizienten führte zur Ent-
wicklung der First-order second-moment-Methode (FOSM), siehe z.B. in [80]. Al-
lerdings wird bei dieser Methode vorausgesetzt, dass die Zufallsvariablen normal-
verteilt sind. Elishakoff beschreibt bereits in [76] eine alternative Möglichkeit
wie räumlich veränderliche Imperfektionen mit homogenen Zufallsfeldern und ei-
ner gegebenen Autokorrelationsfunktion dargestellt werden können. Ungefähr ab
Beginn der 2000er Jahre wird verstärkt untersucht, wie Imperfektionen als homo-
gene Gauß-Zufallsfelder oder auch als nicht Gaußsche Zufallsfelder beschrieben
werden können. Hierfür werden häufig die Methoden wie die spektrale Darstellung
oder die Karhunen-Loève-Erweiterung (KLE) eingesetzt. Anwendungen der Me-
thode der spektralen Darstellung finden sich in [151,224,303]. Die benötigte spek-
trale Leistungsdichte wird dabei aus Messergebissen gewonnen. In [43, 272, 273]
sind Arbeiten, in denen die KLE Anwendung findet. Darin wird die benötigte
Kovarianzmatrix ebenfalls aus vermessenen Mantelimperfektionen gewonnen. Bei
beiden Methoden haben die Korrelationsparameter einen großen Einfluss auf die
Imperfektionsform und damit auch auf die Streuung der Beullasten. Hierzu unter-
suchte Lauterbach in [178,179] den Einfluss dieser Korrelationsparameter, auch
Korrelationslängen genannt. Dennoch wird bei all den Methoden aufgrund zu we-
nig vorhandener Daten das Zufallsfeld meist als homogen angenommen und die
Korrelationsparameter werden schlussendlich so gewählt, damit ein Worst-Case-
Szenario in der Simulation abgedeckt wird. Für moderne Schalenstrukturen ist
der KDF nach Gleichung (8.2) ein sehr konservativer Abminderungsfaktor [130].
Deshalb wird heute noch in zahlreichen Forschungsarbeiten ein zuverlässiger und
gleichzeitig wirtschaftlicher KDF gesucht [168, 169, 330, 331]. Als weiteren For-
schungszweig ist das Störlastkonzept zu nennen, siehe z.B. [128, 329]. Bei dieser
Methode wird eine Störlast als Ersatzimperfektion gesucht, die die reale Beullast
wiedergeben soll.

8.1.2 Schalenbeulen in der aktuellen Norm

Nicht nur in der Luft- und Raumfahrtbranche werden robuste Schalenstrukturen
benötigt, sondern auch in Bereichen des Bauingenieurwesens. Der wachsende Be-
darf an Speichermöglichkeiten verschiedener Produkte, lässt hier beispielsweise
die Nachfrage an Silos und Tanks steigen. Aber auch Schornsteine und Türme
von Windkraftanlagen sind Schalentragwerke, die auf Stabilität untersucht wer-
den müssen. Mit dem Ziel dem Ingenieur für die Bemessung solcher Tragwerke
ein umfassendes Regelwerk zur Verfügung zu stellen, begannen die Arbeiten von
Rotter, Schmidt und Greiner. Die Arbeiten sind die Grundlage des aktuellen
Eurocodes 3 (EC3): Festigkeit und Stabilität von Schalen [65]. Im EC3 sind zwei
Möglichkeiten der Nachweisführung beschrieben: ein spannungsbasierter Beulsi-
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a) Geometrische Imperfektionen:

- Abweichungen von der Nenngeometrie der Schalenmittelfläche (Verfor-
mungen/Vorbeulen, Unrundheiten);

- Unregelmäßigkeiten an und nahe Schweißnähten (kleine Exzentritäten,
Schrumpfeinziehungen, Krümmungsfehler vom Walzen);

- Abweichungen von der Nenndicke

- mangelnde Ebenheit der Auflagerung

b) Materielle Imperfektionen:

- durch Walzen, Pressen, Schweißen, Richten usw. verursachte Eigen-
spannungen;

- Inhomogenitäten und Anisotropien.

Tafel 8.1: In einer GMNIA- (oder GNIA-) Berechnung abzudeckende Imperfektionen
nach EN 1993-1-6 [65]

cherheitsnachweis für eine Handrechnung und ein numerisch gestützter Beulsi-
cherheitsnachweis. Der Kern des spannungsbasierten Nachweises ist ein auf der
Fließspannung fy,k bezogener Abminderungsfaktor χ als Funktion der dimensi-
onslosen Schlankheit λ = (fy,k/σcr)0,5. Dieser wurde von Rotter eingeführt und
modifiziert [256,257]. Beim numerisch gestützten Beulsicherheitsnachweis können
die Imperfektionen explizit in der geometrisch und/oder materiell nichtlinearen
FE-Berechnung mit modelliert werden. Als Beispiel sei das GNIA (Geometrisch
nichtlineare elastische Berechnung mit Imperfektionen) und das vollständig nicht-
lineare Berechnungskonzept GMNIA (Geometrisch und materiell nichtlineare Be-
rechnung mit Imperfektionen) genannt. Im EC3 wird zwischen geometrischen und
materiellen Imperfektionen unterschieden, siehe Tafel 8.1. Allerdings besteht auch
hier das Dilemma mit den unbekannten Imperfektionen. In Tafel 8.2 ist ein Aus-
zug der aktuellen Norm [65] zur Behandlung von Imperfektionen in einer globalen
GMNIA-Berechnung abgebildet. Die Amplitude der Ersatzimperfektion kann bei-
spielsweise über die Klassen der Herstelltoleranz-Qualität ermittelt werden. Die
Norm erlaubt außerdem für den Fall, wenn keine ungünstige Imperfektionform
gefunden werden kann, eine eigenformaffine Imperfektionsform aufzubringen. Al-
lerdings ist das Ergebnis einer Eigenwertanalyse der Zylinderschale oft eine Clus-
terbildung der Eigenwerte [282]. Das bedeutet, dass es nahezu unmöglich ist die
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8.8.2 Bemessungswert des Widerstandes
(14) Die Form der geometrischen Ersatzimperfektionen ist so zu wählen,
dass sie den bezogenen elastisch-plastischen Beulwiderstand der imperfek-
ten Schale so ungünstig wie möglich beeinflussen. Falls die ungünstigste
Imperfektionsform nicht ohne weiteres zweifelsfrei erkennbar ist, sollte die
Berechnung für eine ausreichende Anzahl verschiedener Imperfektionsformen
wiederholt werden, um den ungünstigsten Fall [...] zu identifizieren.
(15) Wenn keine andere ungünstigere Imperfektionsform begründet werden
kann, darf eine eigenformaffine Imperfektionsform angesetzt werden.

ANMERKUNG Die eigenformaffine Form ist die kritische Beulform, die zu
dem basierend auf einer LBA-Berechnung der perfekten Schale ermittelten
idealen bezogenen elastischen Beulwiderstand Rcr gehört.

Tafel 8.2: Auszug der Norm EN 1993-1-6 [65] zur Behandlung von Imperfektionen in
einer globalen GMNIA-Berechnung

ungünstigste Eigenform als Imperfektion zu finden. Schneider schreibt hierzu
deutlich in [281, 282], dass es die eine ungünstige Imperfektionsform überhaupt
nicht gäbe. Schmidt [280] möchte das Dilemma der unbekannten Imperfektions-
formen mit einer Doppelstrategie lösen. Bei dieser Strategie werden Hersteller-
toleranzen definiert, in denen der Tragwerksplaner mit geeigneten Berechnungs-
verfahren die ungünstigen Imperfektionsformen aufspüren kann. Dennoch besteht
Einigkeit darin, dass die Forschung zum Schalenbeulen noch lange nicht abge-
schlossen ist. Auch Rotter schreibt in [258], dass das aktuelle Regelwerk noch
verbessert werden muss. Die Regeln zur Behandlung von Imperfektionen seien
mit begrenzten Wissen und unter Zeitdruck entstanden.
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8.1.3 Einführung der Unschärfemodellierung im Schalenbeulen

In Abbildung 8.2 ist die historische Entwicklung des Schalenbeulens zusammen-
fassend dargestellt. Das Hauptproblem vieler Forschungsarbeiten zur Entwick-

Abbildung 8.2: Zeitstrahl zur Geschichte des Schalenbeulens: Der Weg vom determi-
nistischen zu einem probabilistischen Bemessungskonzept mit Unschärfe

lung eines deterministischen und auch probabilistischen Bemessungskonzeptes ist,
dass nur wenige Versuchsdaten zur Validierung vorhanden sind. Zudem entspricht
ein vermessener Modellzylinder unter Laborbedingungen auch nicht einer realen
Struktur wie z.B. einer Rakete oder eines Silos. Für eine probabilistische Modellie-
rung können zwar unter gewissen Annahmen die Korrelationsparameter für eine
Darstellung der Imperfektionen als Zufallsfelder aus Versuchen gewonnen werden,
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aber bei einer schwachen Datengrundlage sollten die Ergebnisse immer hinterfragt
werden. Nicht zuletzt hat der Herstellprozess einer Zylinderschale einen großen
Einfluss auf die Imperfektionsform. Daher ist es auch generell schwierig, eine um-
fassende Aussage über die Korrelationseigenschaften zu treffen. In der Literatur
wird darauf hingewiesen, dass die vorhandenen Unschärfen unbedingt beschrie-
ben werden müssen. Dazu schreibt Rotter am Ende seines Artikels [258] zur
Behandlung von Imperfektionen in einem FE-Modell:

‘Because of the uncertainty concerning the final imperfection patterns
and amplitudes that may appear in the final construction, it is vital
that a computational model adopts safe assumptions concerning im-
perfection forms and amplitudes.’

Als ein Vertreter des Forschungszweigs zur probabilistischen Modellierung des
Schalenbeulproblems schreibt Arbocz in [11]:

‘Clearly, if one could quantify and understand the “problem uncertain-
ties“ for each application and their influence on the problem design
variables, one could obtain a better engineered, better designed and,
ultimately, a safer product.’

Kriegesmann geht in [167] auf das Problem ein, dass die Ergebnisse bei einem
zu geringen Stichprobenumfang sehr stark streuen:

‘If for instance 100 samples of a structure are manufactured, but
only 10 are considered in a probabilistic analysis, the result will differ
depending on whether the first 10 samples, or the 11− 20 sample, or
the last 10 samples are considered. The larger the samples size, the
smaller the scatter of the design load.’

Das Problem mit den Unschärfen ist also erkannt und scheint nur lösbar mit einer
sehr großen Anzahl an Versuchen vor jeder Herstellung eines Tragwerks. Das ist
aber niemals umsetzbar und scheitert nicht zuletzt an wirtschaftlichen Gründen.
In dieser Arbeit wird daher ein neuer Weg vorgeschlagen. Der klassische probabi-
listische Ansatz zur Lösung des Schalenbeulproblems wird durch die Einführung
der bereits im Kapitel 6 vorgestellten polymorphen Unschärfemodelle von Graf
et al. [105, 106] erweitert. Die Unschärfemodellierung soll zur Lösung des Di-
lemmas mit den unbekannten Imperfektionen beitragen. Hier ist die Unschärfe
nicht allein der zu geringe Stichprobenumfang, sondern auch beispielsweise das
schon begrenzte Wissen über den Herstellungsprozess. Daher ist es wichtig, dass
verschiedene Arten von Unschärfen im Modell berücksichtigt werden und zwar
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aleatorische sowie epistemische Unschärfen. Genau das wird durch Anwendung
der polymorphen Unschärfemodelle ermöglicht. Mit der aleatorischen Unschärfe,
die bereits beim herkömmlichen probabilistischen Bemessungskonzept simuliert
wird, wird die natürliche Variabilität beschrieben. Dieser Typ von Unschärfe kann
nicht reduziert werden und muss vom „Schalenbauer“ in Kauf genommen werden.
Das bedeutet, dass schon allein der Herstellungsprozess einer Zylinderschale ein
Zufallsprozess mit teilweise unvermeidbarer Unschärfe darstellt. Mit der episte-
mischen Unschärfe wird hingegen die Unvollständigkeit und die Ungenauigkeit
der vorhandenen Daten beschrieben. Im Gegensatz zur aleatorischen Unschärfe
lassen sich diese reduzieren, z.B. durch das Testen von mehr Schalen oder durch
das Festlegen strengerer Toleranzen. Die epistemischen Unschärfen können durch
Fuzzy-Variablen im Modell beschrieben werden. Die Beschreibung „unscharfer“
Imperfektionen führt zum Ergebnis „unscharfer“ Beullasten. Das Ziel ist, dass
diese Unschärfen bei der Bemessung stabilitätsgefährdenter Tragwerke zukünftig
besser berücksichtigt werden können.
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8.2 Unschärfemodell für Mantelimperfektionen

Das folgende Unschärfemodell für Mantelimperfektionen, d.h. für die Abweichun-
gen von der ideellen Oberfläche der Zylinderschale, basiert auf real vermessener
Imperfektionen. Das Vorgehen von der Auswertung einer Imperfektionsdatenbank
bis hin zur Beschreibung der Unschärfen in einem Korrelationsmodell und der nu-
merischen Umsetzung soll in diesem Abschnitt vorgestellt werden.

8.2.1 Auswertung einer Imperfektionsdatenbank

In einem Korrelationsmodell sind die Informationen über die Form der Mantel-
imperfektionen enthalten. Damit hat diese einen großen Einfluss auf das Beul-
verhalten. Das bedeutet, dass bereits die Beschreibung eines Korrelationsmodells
eine Schlüsselaufgabe ist, um zuverlässige Ergebnisse zu erhalten [59]. In die-
ser Arbeit wird die Imperfektionsdatenbank der Technischen Universität Delft
(TU Delft) von Arbocz & Abramovich [10] angewendet. Das folgende Vor-
gehen kann auch für beliebige und aktuellere Datenbanken mit Imperfektions-
messungen, wie z.B. für die vermessenen Imperfektionen der Modellzylinder von
Ummenhofer [321], durchgeführt werden. Die angewendete Datenbank der TU
Delft ist öffentlich zugänglich und sehr umfangreich. In dieser sind Versuchser-
gebnisse von Kreiszylinderschalen mit unterschiedlichen Abmessungen und Her-
stellungsprozessen enthalten. Das macht die Datenbank so interessant, um den
Einfluss des Herstellungsprozesses auf die Korrelationseigenschaften der Mantel-
imperfektionen zu untersuchen. Die unterschiedlichen Herstellungsprozesse der
unausgesteiften isotropen Schalen mit der Anzahl der Versuchsschalen sind in
Tabelle 8.1 aufgelistet.

Schalentyp Material und
Herstellungsprozess

Anzahl der
Versuchsschalen Nsh

A-7 – A-14 kupfergalvanisiert 7
N-6, N-9, N-11 nickelgalvanisiert 3
B-1 – B-4 gefräste Messingschalen 4
ST-1 – ST-6 geschweißte Edelstahlschalen 6

Tabelle 8.1: Übersicht der untersuchten Schalen aus der Imperfektionsdatenbank der
TU Delft [10]

Die A-Schalen und N-Schalen haben eine galvanisierte Beschichtung. Die B-
Schalen sind von einem dickwandigen Messingrohr abgeschnitten und durch an-
schließendes Fräsen in die gewünschte Form gebracht. Die geschweißten ST-Schalen
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sind durch eine plastische Ausweitung geformt. Die Mantelimperfektionen sind
Messungen der radialen Abweichungen eines definierten „perfekten“ Zylinders.
Diese Abweichungen von der perfekten Schalengeometrie w(x, y) können als
Fourier-Reihen dargestellt werden. Hierzu wird die in der Datenbank gegebene
Halbwellen-Cosinus-Darstellung in Axialrichtung angewendet:

w(x, y) = t
Nk∑
i=0

Ai0 cos
(
iπx

L

)

+ t
Nk∑
k=0

N∑̀
`=1

cos
(
kπx

L

)(
Ak` cos

(
`y

R

)
+Bk` sin

(
`y

R

))
.

(8.3)

Darin sind Ai0, Ak` und Bk` die Fourier-Koeffizienten für die Anzahl der Halb-
wellen i, k in Axialrichtung und ` der Anzahl der Vollwellen in Umfangsrichtung.
Die Koordinaten x und y in Axial- und Umfangsrichtung beziehen sich auf die
gemittelte Oberfläche der „perfekten“ Schale. Zudem ist R der Radius, L die Hö-
he und t die Dicke der Schale. Für das FE-Modell werden die Geometrie- und
Materialdaten der Versuchsschalen für jeden Schalentyp gemittelt. Diese sind zu-
sätzlich mit der maximal gemessenen Imperfektionsamplitude |w(x, y)| und der
Anzahl der Messpunkte NC ×NR in Tabelle 8.2 aufgeführt.

Schalentyp R

[mm]
L

[mm] t [mm] |w(x, y)|
[mm]

E

[N/mm2] ν [−] NC×NR

A-Schalen 101,60 202,29 0,1160 0,3672 104410 0,3 49x31
N-Schalen 101,60 196,85 0,0980 0,4393 172400 0,3 49x29
B-Schalen 101,60 155,89 0,2007 0,4685 106500 0,3 49x41
ST-Schalen 118,16 148,62 0,4559 1,4339 180600 0,3 49x41

Tabelle 8.2: Gemittelte Schalenabmessungen und Materialparameter nach [10]: Ra-
dius R, Schalenhöhe L, Schalendicke t, maximal gemessene Imperfektionsamplitude
|w(x, y)|, E-Modul E, Querdehnzahl ν und die Anzahl der Messpunkte NC in Um-
fangsrichtung und NR in Axialrichtung

Mithilfe der Fourier-Koeffizienten in Gleichung (8.3), die in der Datenbank ab-
gedruckt sind, können die Mantelimperfektionen aus der Messung rekonstruiert
werden. Für jeden Schalentyp ist hierzu in Abbildung 8.3 eine aufgerollte Im-
perfektionsform dargestellt. Die abgebildeten Mantelimperfektionen unterschei-
den sich in der Form und Amplitude. Die B-Schalen sind in der Fourier-Reihe
durch Moden niedriger Ordnung dominiert, d.h. deren Form ist durch eine hö-
here Welligkeit gekennzeichnet. Bei den ST-Schalen ist die Schweißnaht im Im-
perfektionsmuster zu erkennen. Die größte Imperfektionsamplitude kann bei den
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Abbildung 8.3: Auswahl gemessener Mantelimperfektionen in aufgerollter Konfigu-
ration der vier untersuchten Schalentypen aus der Imperfektionsdatenbank der TU
Delft [10]

N-Schalen beobachtet werden mit einem Verhältnis der maximal gemessenen Ab-
weichung bezogen auf die Schalendicke |w(x, y)|/t = 4,48. Außerdem korrelieren
die Fourier-Koeffizienten mit dem Herstellungsprozess. Damit können nach Ar-
bocz & Abramovich [10] die charakteristischen Imperfektionsformen einem
Herstellungsprozess zugeordnet werden.

8.2.2 Ein Korrelationsmodell für Mantelimperfektionen

Ein erster Schritt zur direkten Ermittlung der Korrelationscharakteristiken aus
vorliegenden Messungen ist die Anwendung der korrigierten Stichprobenkovarianz

C(xi,xj) = 1
Nsh − 1

Nsh∑
n=1

(w(xi,n)− µ̄(xi))(w(xj,n)− µ̄(xj)) (8.4)

mit µ̄ dem Stichprobenmittelwert. Aufgrund der zu kleinen Stichprobengröße
ist es wichtig, den erwartungstreuen Schätzer 1/(Nsh − 1) anstelle von 1/(Nsh)
zu verwenden. Die Anzahl der Versuchsschalen Nsh kann für jeden Schalentyp
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entsprechend aus Tabelle 8.1 entnommen werden. In Abbildung 8.4 werden die
Kovarianzmatrizen mit 7×7 Knoten der sieben A-Schalen und der vier B-Schalen
dargestellt. In den Abbildungen der Kovarianzmatrizen wird deutlich eine inho-

A-Schalen mit Nsh = 7

7 142128354249

Knoten xi7142128354249

Knoten xj

−0,02
0

0,02
0,04

C
(x

i,
x
j
)

B-Schalen mit Nsh = 4

7 142128354249

Knoten xi7142128354249

Knoten xj

−0,02
0

0,02
0,04

Abbildung 8.4: Stichprobenkovarianzmatrix der A-Schalen (links) und B-Schalen
(rechts)

mogene Struktur gezeigt. Damit ist auch das Zufallsfeld der Imperfektion inho-
mogen. Ein Zufallsfeld ist homogen, wenn die Kovarianzfunktion nur von dem
relativen Abstand zweier Punkte xi und xj abhängig ist [322]:

C(xi,xj) = C(d) mit d =
√

∆x2 + ∆y2 . (8.5)

Das ist bei den Kovarianzstrukturen in Abbildung 8.4 nicht der Fall. Dies kann
festgestellt werden, wenn die Kovarianzen auf der Hauptdiagonalen der Matrix
betrachtet werden. Hier ist der relative Abstand der Knoten zu sich selbst gleich
Null. Im Fall einer homogenen Struktur muss die Kovarianz aber gleich sein.
Schenk & Schuëller schlussfolgern in [272], dass die Kovarianzen für geome-
trische Imperfektionen auch vom Ort abhängig seien und durch ein inhomogenes
Zufallsfeld beschrieben werden sollten. Allerdings muss aufgrund des zu kleinen
Stichprobenumfang mit solchen Aussagen sehr vorsichtig umgegangen werden.
Zusätzlich wird in einem zweiten Teil der Imperfektionsdatenbank [57] der Stich-
probenumfang erhöht, um zuverlässigere Ergebnisse zu erhalten. Dazu sind in die-
ser Datenbank die Imperfektionsmessungen von 33 einfachen Dosen als Zylinder-
schalen veröffentlicht. Das Ergebnis der Berechnung der zugehörigen Stichproben-
kovarianzmatrix ist in Abbildung 8.5 zu sehen. Die Struktur ist zwar regelmäßiger,
aber dennoch nicht homogen. Um eine sichere Aussage über die Eigenschaften der
Korrelationsstruktur treffen zu können, werden weitaus mehr Versuchsschalen be-
nötigt. Das ist bei komplexeren Schalenstrukturen aus wirtschaftlichen Gründen
nicht durchführbar. Eine Anwendung solcher Kovarianzstrukturen auf Basis ei-
nes zu geringen Stichprobenumfangs für eine probabilistische Modellierung kann
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Abbildung 8.5: Stichprobenkovarianzmatrix für einen größeren Stichprobenumfang
mit Nsh = 33 Schalen aus der Datenbank Teil 2 der TU Delft [57]

zu sehr unsicheren Ergebnissen führen. Zusätzlich dürfen hier auch nicht die nu-
merischen Probleme, die bei der Lösung des Eigenwertproblems einer solchen
Kovarianzmatrix auftreten können, außer Acht gelassen werden. Der im späte-
ren Verlauf dieses Kapitels vorgestellte Fuzzy-stochastische Ansatz erfordert eine
funktionale Darstellung der Korrelationsstruktur mithilfe von Korrelationspara-
metern, die aus den Messungen evaluiert werden sollen. Hierfür werden an das
Zufallsfeld zusätzlich zur Annahme eines Gaußschen Zufallsfelds folgende Bedin-
gungen gestellt:

• Homogenität

• Separierbarkeit und

• Ergodizität .

Aus der Annahme der Separierbarkeit folgt die Bedingung der Homogenität der
Form

C(xi,xj) = C(τ ), τ =
{
|xi − xj|
|yi − yj|

}
=
{

∆x
∆y

}
(8.6)

mit τ dem Vektor der Abstände eines Knotenpaares. Das bedeutet, dass die
Kovarianz nur für Knotenpunkte, die den gleichen Abstand ∆x und ∆y haben,
gleich ist. Aus der getrennten Abstandsberechnung folgt auch, dass die Struktur
der Imperfektion entlang der x-Koordinate (Axialrichtung) unabhängig von der
Struktur entlang der y-Koordinate (Umfangsrichtung) ist. Diese Annahme stellt
eine Vereinfachung dar, kann aber durch den Herstellungsprozess begründet wer-
den. Zum Beispiel kann das Blech einer Zylinderschale in den zwei Richtungen
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unterschiedlich gewalzt sein. Genauere Untersuchungen hierzu gibt es noch nicht.
Schenk & Schuëller führen in [272] zur probabilistischen Simulation von
Mantelimperfektionen mit der KLE die vollständig getrennte Korrelationsstruk-
tur

Cn(τ ) = σ2
n ρn(∆x) ρn(∆y) (8.7)

ein. Darin sind ρn(∆x) und ρn(∆y) eindimensionale Autokorrelationsfunktionen
entlang der Axialrichtung und Umfangsrichtung des Zylinders. Die benötigte Va-
rianz σ2

n ist gegeben durch die Stichprobenvarianz der Mantelimperfektionen der
n-ten Versuchsschale

σ̄2
n = 1

M

M∑
k=1

(w(xk)− µ̄n)2 (8.8)

mit dem Stichprobenmittelwert µ̄n der Mantelimperfektion einer Versuchsschale.
M entspricht der Anzahl der Knotenpunkte für die Diskretisierung des Zufalls-
felds, z.B. mit der EOLE-Methode. Dabei bietet es sich an für M die Anzahl der
Messpunkte aus Tabelle 8.2 zu verwenden: M = NC × NR. Aus der Annahme
der Separierbarkeit folgt die Beschreibung der Abweichungen von der perfekten
Schalengeometrie als unabhängige eindimensionale stochastische Prozesse. Für
die Axialrichtung wird der eindimensionale stochastische Prozess mit w(xr) be-
zeichnet und die Anzahl der Beobachtungen des Prozesses sind mit r = 1 ... NR

definiert. w(yc) entspricht dem stochastischen Prozess in Umfangsrichtung mit
c = 1 ... NC − 1 Beobachtungen. Da der aufgewickelte Zylinder eine geschlossene
Struktur ist, muss hier eine Knotenreihe der Naht gelöscht werden. Folglich kann
die Schätzung der Autokorrelationsfunktion in Bezug auf die Knotenabstände in
Axialrichtung definiert werden zu

ρc(ξ∆x0) = 1
NR

NR−ξ∑
r=1

(w(xr + ξ∆x0, yc)− µ̄n)(w(xr, yc)− µ̄n) (8.9)

mit ξ = 0 ... NR−1 der Anzahl der Vielfache eines konstanten Abstands ∆x0. Die
Notation der Vielfache ist in Abbildung 8.6 (links) dargestellt. Für jedes Vielfache
der Abstände muss die Korrelation zwischen einem Knotenpaar ermittelt werden.
Für die Autokorrelationsfunktion wird der verzerrte Schätzer mit 1/NR gewählt.
Damit strebt die Autokorrelationsfunktion vor allem für die geringere Anzahl an
großen Abstände zweier Knoten schneller gegen Null. Hingegen wird bei einem
erwartungstreuen (unverzerrten) Schätzer mit 1/(NR − ξ) für größere Abstände
durch eine noch geringere Anzahl geteilt. Dadurch wird die überschätzte Korre-
lation nicht korrigiert. Das bedeutet für Knotenpaare mit großem Abstand eine
große Korrelation. Angenommen wird, dass so ein Korrelationsverhalten nicht
der Realität entspricht und deshalb wird der verzerrte Schätzer bevorzugt. Zu-
dem sollte darauf geachtet werden, dass das globale Korrelationsverhalten gut
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Abbildung 8.6: Notation der Vielfachen der Knotenabstände zur Berechnung der
Autokorrelation in Axialrichtung (links) und Umfangsrichtung (rechts) einer Zylinder-
schale

abgebildet wird. Die Schätzung einzelner Korrelationen nur bestimmter Knoten-
abstände spielt bei diesem Ansatz eine untergeordnete Rolle.
Weiter kann die Autokorrelationsfunktion in Bezug auf die Knotenabstände in
Umfangsrichtung wie folgt definiert werden:

ρr(η∆y0) = 1
NC − 1

NC−1∑
c=1

(w(xr, yc + η∆y0)− µ̄n)(w(xr, yc)− µ̄n) (8.10)

mit η = 0 ... NC − 1 der Anzahl der Vielfache eines konstanten Abstands ∆y0.
Dabei wird die obere Grenze der Summe definiert zu NC − 1. Das bedeutet,
dass aufgrund der geschlossenen Struktur die Anzahl für jedes mögliche Vielfache
von ∆y0 im Gegensatz zur Axialrichtung gleich bleibt, siehe hierzu Abbildung 8.6
(rechts). Mit den Gleichungen (8.9) und (8.10) wird eine Autokorrelationsfunktion
pro Knotenreihe erhalten. Durch eine Mittelwertbildung kann so eine Gesamtkor-
relationsfunktion pro Versuchsschale aufgestellt werden. Die Grundlage hierfür ist
die Annahme der Ergodizität. Diese ist erlaubt, wenn ein stochastischer Prozess in
unabhängige Abschnitte aufgeteilt werden kann und durch die Darstellung eines
Abschnittes die Informationen des kompletten stochastischen Prozesses wiederge-
geben werden können. Diese unabhängigen Abschnitte des stochastischen Prozes-
ses der Zylinderschale sind hier die Variationen der Imperfektionen jeder Knoten-
reihe. Aus der Mittelung folgt die Autokorrelationsfunktion einer Versuchsschale
in Axialrichtung

ρ(ξ∆x0) = 1
NC − 1

NC−1∑
c=1

ρc(ξ∆x0) (8.11)

und in Umfangsrichtung

ρ(η∆y0) = 1
NR

NR∑
r=1

ρr(η∆y0) . (8.12)
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Das Vorgehen zur Ermittlung der Autokorrelationsfunktion einer Zylinderschale
ist in Abbildung 8.7 dargestellt. Die evaluierten Autokorrelationsfunktionen aus

Abbildung 8.7: Evaluierung der separierten Autokorrelationsfunktionen in Umfangs-
richtung und Axialrichtung an einer Versuchsschale

den Imperfektionsmessungen für die vier getesteten Schalentypen nach Tabel-
le 8.1 werden in Abbildung 8.8 gezeigt. Die einzelnen Funktionen variieren von
Schale zu Schale. Dennoch sind in der Korrelationsstruktur der unterschiedlichen
Schalentypen typische Merkmale zu erkennen, die auf den Herstellungsprozess zu
führen sind. Zum Beispiel streuen die Funktionen der A-Schalen stärker als die
der ST-Schalen. Bei den ST-Schalen ist außerdem die Lage der Schweißnaht durch
die geraden Linien im Imperfektionsmuster zu erkennen. Des Weiteren haben die
Autorkorrelationsfunktionen in Axialrichtung verschiedene Krümmungsverläufe.
Einige Kurven sind konkav, andere wieder konvex. Dennoch streben alle Funk-
tionen in Axialrichtung aufgrund der Anwendung des verzerrten Schätzers zügig
gegen Null für große Abstände ∆x. Die Funktionen in Umfangsrichtung haben
eine unterschiedliche Welligkeit. Für den Abstand zur Berechnung der Korrela-
tionen wird stets der kleinste Weg um den Zylinder gewählt:

∆y = min

|yi − yj|2πR− |yi − yj| .
(8.13)
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Abbildung 8.8: Aus Messungen der Schalen nach Tabelle 8.1 evaluierte Autokorrela-
tionsfunktionen in Axialrichtung ρ(∆x) (links) und in Umfangsrichtung ρ(∆y) (rechts)
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Daraus folgt die Symmetrie bezüglich der Achse des halben Umfangs der Autokor-
relationsfunktionen in Umfangsrichtung. Zusammenfassend gilt, dass die Art des
Herstellungsprozesses nicht nur in der Imperfektionsform sichtbar wird, sondern
offenbar auch in der Korrelationsstruktur. Falls eine repräsentative Korrelations-
funktion einer Versuchsreihe benötigt wird, können alle evaluierten Korrelations-
funktionen zusätzlich gemittelt werden. Diese Funktion ist in Abbildung 8.8 mit
„�-AKF“ bezeichnet.
Abschließend kann das gesamte Korrelationsmodell nach Gleichung (8.7) durch
Einsetzen der gemittelten Korrelationsfunktionen nach den Gleichungen (8.11),
(8.12) und der Stichprobenvarianz nach Gleichung (8.8) aufgestellt werden. Hier-
zu können die einzelnen Kovarianzen bezüglich der Abstände in Axialrichtung
∆x und in Umfangsrichtung ∆y aufgetragen werden. In Abbildung 8.9 (links)
ist entsprechend das Ergebnis einer solchen zweidimensionalen Autokovarianz-
funktion mit den Kovarianzen aus der gemittelten Kurve (�-AKF) für die B-
Schalen dargestellt. Werden die einzelnen Kovarianzen nach den Abständen in
eine Matrix einsortiert, wird eine Kovarianzmatrix erhalten, die zur Simulation
der Imperfektionen als Zufallsfelder verwendet werden kann. Eine Darstellung
der Kovarianzmatrix für die B-Schalen mit einem Netz von 7 × 7 = 49 Kno-
ten ist in Abbildung 8.9 (rechts) zu sehen. Aufgrund der getroffenen Annahme
der Homogenität wird bei der zurückgerechneten Kovarianzmatrix im Gegensatz
zur direkt berechneten korrigierten Stichprobenkovarianzmatrix in Abbildung 8.4
eine homogene Kovarianzstruktur dargestellt.
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Abbildung 8.9: Gemittelte zweidimensionale Autokovarianzfunktion (links) und da-
zugehörige Kovarianzmatrix (rechts) für die B-Schalen
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8.2.3 Definition geeigneter Korrelationsfunktionen und Fitting

Als nächster Schritt werden die Autokorrelationsfunktionen in Abbildung 8.8 „ge-
fittet“. Die „Fitting-Parameter“ entsprechen den Korrelationsparametern zur Be-
schreibung der Imperfektionen als Zufallsfelder. Diese Parameter sollen später
als unscharfe Variablen definiert werden. Als erstes ist eine Wahl von Korrela-
tionsfunktionen nötig. Die quadratische Exponentialfunktion eignet sich gut als
Näherung der Autokorrelationsfunktionen in Axialrichtung:

ρ(∆x, `c,h) = exp
(
−∆x2

`c,h

)
(8.14)

mit dem Korrelationsparameter `c,h. Die Ableitung der Funktion ist an der Stelle
∆x = 0 Null. Das heißt, dass das Zufallsfeld im quadratischen Mittel differen-
zierbar ist [308]. Daraus folgen glatte Realisationen des Zufallsfelds bzw. glatte
Imperfektionsmuster. Das Beulverhalten einer Zylinderschale unter Axialdruck
wird maßgeblich durch die Glattheit einer Realisation in Axialrichtung beein-
flusst. Für das „Fitting“ der Korrelationsfunktionen in Umfangsrichtung wird
eine lineare Kosinusfunktion gewählt:

ρ(∆y, `c,u, T ) =
(

1− ∆y
`c,u

)
· cos

(
2π∆y
T

)
(8.15)

mit dem Korrelationsparameter `c,u und der Periodenlänge T . Diese Funktion
ist nicht im quadratischen Mittel differenzierbar. Die Korrelationsparameter `c,h
und `c,u sind die „Fitting-Parameter“. Die Periodenlänge T wird für jede Schale
innerhalb einer Versuchsreihe konstant gehalten, um die Anzahl der Eingangspa-
rameter zu beschränken. Für das „Fitting“ wird die Nichtlineare Methode der
kleinsten Fehlerquadrate nach Kapitel 7.3.3 angewendet. Das Minimierungspro-
blem für `c,h ist

min
`c,h

 1
2

NR∑
i=1

(zi − ρ(∆xi, `c,h))2

 (8.16)

und für `c,u

min
`c,u

 1
2

NC−1∑
i=1

(zi − ρ(∆yi, `c,u))2

 (8.17)

mit zi den berechneten Korrelationen nach den Gleichungen (8.11) und (8.12) für
die zugehörigen Abstände ∆xi und ∆yi. Zum „Fitting“ der Korrelationsfunkti-
on in Umfangsrichtung wird lediglich die halbe Funktion ∆y ∈ [0, πR] verwen-
det und danach an der Symmetrieachse bei ∆y = πR gespiegelt. Die „Fitting“-
Ergebnisse der Korrelationsparameter für die vier untersuchten Schalentypen mit
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Schale σ̄2

[mm2] `c,h [mm2] `c,u [mm] T=konst.
[mm]

A-7 0,0070 9234 210 217
A-8 0,0100 2744 180 217
A-9 0,0035 7179 199 217
A-10 0,0029 8630 327 217
A-12 0,0070 4211 307 217
A-13 0,0113 11862 234 217
A-14 0,0041 7733 187 217

Tabelle 8.3: Korrelationsparameter und Stichprobenvarianz der A-Schalen

Schale σ̄2

[mm2] `c,h [mm2] `c,u [mm] T=konst.
[mm]

N-6 0,0028 7442 197 199
N-9 0,0026 11422 188 199
N-11 0,0045 5365 197 199

Tabelle 8.4: Korrelationsparameter und Stichprobenvarianz der N-Schalen

Schale σ̄2

[mm2] `c,h [mm2] `c,u [mm] T=konst.
[mm]

B-1 0,0073 5216 198 203
B-2 0,0076 4054 184 203
B-3 (0,0233) 2943 187 203
B-4 0,0044 3307 198 203

Tabelle 8.5: Korrelationsparameter und Stichprobenvarianz der B-Schalen

unterschiedlichem Herstellungsprozess sind zusammen mit der Stichprobenvari-
anz nach Gleichung (8.8) in den Tabellen 8.3 bis 8.6 aufgeführt. Die Perioden-
länge wird mit der gemittelten Autokorrelationsfunktion berechnet und für alle
Schalen in der jeweiligen Versuchsreihe als konstant angenommen. Zudem gilt für
die Periodenlänge näherungsweise:

T ≈ 2πR
3 . (8.18)

In den Tabellen sind mit Klammern die Ausreißer markiert, siehe Schale B-3
oder ST-6. Die gewählten Funktionen für das „Fitting“ bilden nicht immer exakt
den Korrelationsverlauf ab. Hier kann eine Verbesserung durch die Wahl von
Funktionen mit zusätzlichen „Fitting“-Parametern erreicht werden.
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Schale σ̄2

[mm2] `c,h [mm2] `c,u [mm] T=konst.
[mm]

ST-1 0,0199 7232 222 256
ST-2 0,0163 7012 208 256
ST-3 0,0235 7152 226 256
ST-4 0,0131 6982 221 256
ST-5 0,0201 7542 235 256
ST-6 (0,1601) 6054 234 256

Tabelle 8.6: Korrelationsparameter und Stichprobenvarianz der ST-Schalen

Eine Studie zu verschiedenen Korrelationsfunktionen muss unbedingt noch durch-
geführt werden, ist aber nicht Bestandteil dieser Arbeit. Allerdings sollte bei der
Einführung von vielen Parametern auch immer der Rechenaufwand einer Fuzzy-
stochastischen Analyse beachtet werden.

8.2.4 Das Korrelationsmodell mit unscharfen Parametern

Eine sinnvolle Wahl geeigneter Funktionen für eine traditionelle Modellierung mit
Zufallsfeldern ist aufgrund der großen Streuung der Korrelationsfunktionen in Ab-
bildung 8.8 sehr schwierig. Deshalb wird das Korrelationsmodell nach Gleichung
(8.7) nun mithilfe unscharfer Parameter beschrieben:

C̃(τ ) = σ̃2 ρ̃(∆x) ρ̃(∆y) . (8.19)

Dabei wird die Stichprobenvarianz σ̃2 und die Korrelationsparameter ˜̀
c,h in ρ(∆x)

nach Gleichung (8.14) und ˜̀
c,u in ρ(∆y) nach Gleichung (8.15) als Fuzzy-Va-

riablen definiert. Eine Fuzzifizierung, d.h. die Definition einer Zugehörigkeits-
funktion kann mit den Ergebnissen der Parameter aus den Tabellen 8.3 bis 8.6
durchgeführt werden. Sinnvoll ist, dass zunächst einzelne Histogramme für die
Korrelationsparameter `c,h, `c,u und der Stichprobenvarianz σ̄2 erstellt werden.
Die Zugehörigkeitsfunktionen mit den hinterlegten Histogrammen sind hierzu in
Abbildung 8.10 dargestellt. Gewählt werden konvexe Fuzzy-Dreieckszahlen mit
linearem Verlauf. Alternativ können auch Fuzzy-Trapezzahlen zur Definition der
Zugehörigkeitsfunktionen mit linearen, quadratischen oder polygonalem Verlauf
verwendet werden. Auch nicht konvexe Fuzzy-Zahlen sind denkbar, siehe z.B.
in [246]. Diese erfordern aber einen modifizierten Algorithmus für die α-Level-
Optimierung.
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Abbildung 8.10: Zugehörigkeitsfunktionen und Histogramme der Stichprobenvarianz
(links) und der Korrelationsparameter in Axialrichtung (Mitte) und in Umfangsrichtung
(rechts)
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Die Festlegung geeigneter Zugehörigkeitsfunktionen kann in diesem Kontext die
Aufgabe eines „Schalenkonstrukteurs“ sein. Bei einer zu schwachen Datengrund-
lage kann dieser beispielsweise auch anordnen, dass weitere Schalen getestet wer-
den müssen. Damit können nachträglich die Zugehörigkeitsfunktionen modifiziert
werden, um die Unschärfe in der Ergebnisgröße zu reduzieren. Die Fuzzifizierung
ist hier eher konservativ durchgeführt, d.h. es sind immer alle Versuchswerte aus
den Tabellen 8.3 bis 8.6 im Support der Eingangsvariablen enthalten. Zusätzlich
wird an der linken und rechten Grenze der Zugehörigkeitsfunktion ein kleiner
Überhang gewählt. Das wird durch fehlendes Expertenwissen begründet. Außer-
dem sind die Korrelationsparameter für einen Schalenkonstrukteur eher schwierig
erfassbar. Für die Fuzzifizierung – die Festlegung einer Zugehörigkeitsfunktion –
existieren keine festen Regeln. Allerdings wird ein konsistentes Vorgehen emp-
fohlen, das stets begründet werden kann. Bei einer Fuzzifizierung auf Grundlage
eines Histogramms muss zudem darauf geachtet werden, dass die Form der Zuge-
hörigkeitsfunktion auch von der gewählten Balkenbreite abhängig ist. Ausreißer
können durch die Vorgabe von strengeren Herstellungstoleranzen ausgeschlossen
werden, sind hier aber immer im Support enthalten. Zur Vergleichbarkeit der
vier Schalentypen untereinander, haben die x-Achsen der Diagramme bis auf das
µ-σ2-Diagramm der ST-Schalen aufgrund des großen Ausreißers, die gleiche Ska-
lierung. Bei der Fuzzifizierung des Korrelationsparameters `c,u muss außerdem
darauf geachtet werden, dass der Wertebereich der Autokorrelationsfunktionen
in Umfangsrichtung nach Gleichung (8.15) wie folgt eingehalten wird:

−1 ≤ ρ(∆y) ≤ 1 . (8.20)

Das ist sichergestellt, wenn für den Korrelationsparameter `c,u gilt:

`c,u ≥
πR

2 für T = 2πR
3 . (8.21)

Diese Voraussetzung ist für die angewendete quadratische Exponentialfunktion
nach Gleichung (8.14) für alle `c,h > 0 gültig. Das Ergebnis der Fuzzy-Stichpro-
benvarianz und der Fuzzy-Korrelationsparameter der vier untersuchten Schalen-
typen ist in Tabelle 8.7 zusammengefasst. Neben der Definition der Zugehörig-
keitsfunktionen mithilfe von Expertenwissen existieren noch andere Möglichkeiten
der Fuzzifizierung. Als Beispiel ist die Percentage-Intervals-Methode aus [120,138]
zu nennen. Das Vorgehen der Methode wird für die A-Schalen gezeigt. Die Da-
ten [s(1)

i , ..., s
(Nsh)
i ] der drei Eingangsparameter s1 := σ2, s2 := `c,h und s3 := `c,u

werden aus der Tabelle 8.3 entnommen. Dem Median der Daten eines Parame-
ters wird eine Zugehörigkeit von µ = 1 zugewiesen. Mit den verbleibenden Daten
Nsh − 1 werden die Intervalle Iij = [s(j)

i , s
(Ns+1−j)
i ], j = 1, ..., Nalev der α-Levels

definiert. Die Gesamtanzahl der α-Levels berechnet sich mit Nalev = (Ns − 1)/2
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Schalentyp Fuzzy-Eingangsvariablen

σ̃2 = 〈0,002, 0,007, 0,012〉
A-Schalen ˜̀

c,h = 〈2000, 9000, 13000〉
˜̀
c,u = 〈175, 225, 400〉

σ̃2 = 〈0,001, 0,003, 0,007〉
N-Schalen ˜̀

c,h = 〈3000, 7000, 13000〉
˜̀
c,u = 〈170, 200, 230〉

σ̃2 = 〈0,002, 0,008, 0,026〉
B-Schalen: ˜̀

c,h = 〈2000, 4000, 6000〉
˜̀
c,u = 〈165, 187.5, 210〉

σ̃2 = 〈0,01, 0,02, 0,16〉
ST-Schalen ˜̀

c,h = 〈5000, 7000, 9000〉
˜̀
c,u = 〈200, 225, 250〉

Tabelle 8.7: Fuzzy-Stichprobenvarianz und Fuzzy-Korrelationsparameter als Fuzzy-
Dreieckszahlen der vier untersuchten Schalentypen

und die Zugehörigkeit der Intervalle wird wie folgt ermittelt:

µsi(Iij) = 1− 1
Ns

Ns∑
k=1

χIij(s
(k)
i ) (8.22)

mit der Indikatorfunktion

χIij(s
(k)
i ) =

 1 , s
(k)
i ∈ Iij

0 , s
(k)
i /∈ Iij

 . (8.23)

Der Wert der Zugehörigkeit eines α-Levels ist von der Anzahl der Daten abhängig.
Die Intervallgrenzen werden anschließend linear interpoliert. Das Ergebnis einer
solchen Fuzzifizierung wird in Abbildung 8.11 gezeigt. Die Percentage-Intervals-
Methode ist einfach umsetzbar und bietet ein konsistentes Vorgehen der Fuzzifi-
zierung. Die Anwendung der Methode bietet sich an, wenn zu Beginn einer Pro-
blemstellung noch kein Expertenwissen vorhanden ist. In [250] wird als weitere
Möglichkeit die Angabe von lαrα-Intervallen (Links-Rechts-Intervalle) beschrie-
ben. Diese Methode ist bei der Definition von Fuzzy-Zufallsvariablen hilfreich.
Abschließend sind die Fuzzy-Autokorrelationsfunktionen (Fuzzy-AKFs) in Abbil-
dung 8.12 dargestellt. Diese resultieren durch das Einsetzen der Ergebnisse aus
Tabelle 8.7 in die Gleichungen (8.14) und (8.15). In der Abbildung wird gezeigt,
dass mit den gewählten Fuzzy-AKFs der Verlauf der Korrelationsfunktionen der
evaluierten AKFs aus den Messungen in Abbildung 8.8 mit ausreichender Genau-
igkeit abgedeckt werden kann. Die Fuzzy-AKFs in Axialrichtung konvergieren
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σ̄2 [mm2]

µσ̄2

0

0,29

0,57

1

0,0029 0,0113
`c,h [mm2]

µ`c,h

0

0,29

0,57

1

2744 11862
`c,u [mm]

µ`c,u

0

0,29

0,57

1

180 327

Abbildung 8.11: Fuzzifizierung mit der Percentage-Intervals-Methode am Beispiel der
A-Schalen

gegen Null unter Vernachlässigung negativer Korrelationen. Die Funktionen in
Umfangsrichtung weisen im Bereich kleiner Abstände kaum Streuungen auf. Zu-
dem liegen abhängig von der konstant gewählten Periodenlänge feste Nullstellen
vor. Vor allem der Verlauf der Korrelationsfunktionen in Umfangsrichtung sollte
noch verbessert werden, denn dieser Verlauf kann bei weiteren Lastfällen einen
großen Einfluss haben.
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Abbildung 8.12: Fuzzy-Autokorrelationsfunktionen (Fuzzy-AKFs) in Axialrichtung
(links) und in Umfangsrichtung (rechts)
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8.2.5 Darstellung der Imperfektionen als fp-rf-Zufallsfeld

Die Erweiterung des Korrelationsmodells mit unscharfen Parametern führt auf
eine Darstellung der Imperfektionen mit fp-rf-Zufallsfeldern. Ergänzend zu den
theoretischen Grundlagen üblicher Zufallsfelder in Kapitel 6.4 und Fuzzy-Zufalls-
felder in Kapitel 6.4 wird die Simulation von Imperfektionen mit Fuzzy-wahr-
scheinlichkeitsbasierten Zufallsfeldern detaillierter erläutert. Bei einer üblichen
probabilistischen Modellierung ist ein Zufallsfeld eine Menge von Zufallsvaria-
blen w(x, θ). Dies wird in Abbildung 8.13 durch die kumulative Verteilungsfunk-
tion (cdf) dargestellt. Die Abweichungen von der Sollgeometrie der Schale stellen

Abbildung 8.13: Darstellung einer geometrischen Imperfektion als Realisation eines
Zufallsfelds

Realisationen an jedem Knoten des Zufallsfelds dar. Die Fuzzifizierung der Ein-
gangsparameter führt auf ein Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasiertes Zufallsfeld (fp-
rf) zur Modellierung der Mantelimperfektionen. Mithilfe einer Menge von Fuzzy-
wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsvariablen (fp-r) wird ein fp-rf-Feld beschrie-
ben:

{w̃(x, θ) : x ∈ Ω, θ ∈ Θ} . (8.24)

Die fp-r-Variable ermöglicht zusätzlich eine Fuzzy-Beschreibung des Wahrschein-
lichkeitsmaßes einer Zufallszahl als eine Menge von Wahrscheinlichkeitsfunktio-
nen [105]. Das heißt, bezogen auf die Anwendung geometrischer Imperfektion-
en, dass das Wahrscheinlichkeitsmaß des zufälligen Ereignisses „Mantelimper-
fektion“ nun auch ein Fuzzy-Charakter haben kann. An jedem Ort des Fuzzy-
wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsfelds wird das Ereignis durch die Fuzzy-Ein-
gangsvariablen σ̃2, ˜̀

c,h und ˜̀
c,u definiert. Das ermöglicht neben der natürlichen

räumlichen Variabilität nun auch die Beschreibung der Unvollständigkeit der Da-
ten. Für die numerische Umsetzung wird die Fuzzy-Scharparameterdarstellung
angewendet. Das Fuzzy-Zufallsfeld ist damit eine Schar von Zufallsfunktionen

w̃(x, θ) = w(s̃,x, θ) (8.25)
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mithilfe des Scharparameters s̃. In diesem werden die drei Fuzzy-Eingangspara-
meter gebündelt:

s̃ =


σ̃2

˜̀
c,h

˜̀
c,u

 . (8.26)

Eine entsprechende Darstellung des Fuzzy-Zufallsfelds mit der Scharparameter-
darstellung wird in Abbildung 8.14 gezeigt. In dieser Abbildung ist die Realisation

Abbildung 8.14: Realisation eines Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsfelds
(fp-rf) als Scharparameterdarstellung in Anlehnung an [200]: Trennung in w(s̃ =
{σ̃2, µ̃},x, θ) mit einer fp-r-Variable (oben) und w(s̃ = {˜̀c,h, ˜̀

c,u},x, θ) mit einer Zu-
fallsvariable (unten)

des Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsfelds in zwei Darstellungen aufge-
teilt. Bei der oberen Scharparameterdarstellung mit

w(s̃ = {σ̃2, µ̃},x, θ) (8.27)

ist lediglich die Stichprobenvarianz σ̃2(x0) als Fuzzy-Variable definiert. Zusätzlich
kann auch der Mittelwert µ̃(x0) des Zufallsfelds fuzzifiziert werden. Dieser wird



8.2 Unschärfemodell für Mantelimperfektionen 211

hier aber stets zu Null gesetzt. Nur durch die Fuzzy-Varianz ist an jedem Kno-
ten des Zufallsfelds auch das Wahrscheinlichkeitsmaß fuzzifiziert. Die Amplitude
der Realisation wird mithilfe der Varianz gesteuert. In der unteren Darstellung
der Abbildung sind die Fuzzy-Korrelationsparameter ˜̀

c,h und ˜̀
c,u im Vektor des

Scharparameters enthalten:

w(s̃ = {˜̀c,h, ˜̀
c,u},x, θ) . (8.28)

Diese kontrollieren die Welligkeit des Zufallsfelds, haben aber keinen Einfluss auf
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses „Imperfektion“ an den Knoten. Außerdem
kann wie dargestellt für jeden Abstand ∆x0 und ∆y0 in der entsprechenden Fuzzy-
Autokorrelationsfunktion eine Fuzzy-Variable definiert werden. Im Gegensatz zur
oberen Darstellung ist an jedem Knoten des Zufallsfelds eine Zufallsvariable und
keine fp-r-Variable definiert.
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8.2.6 Schleifenalgorithmus der Stabilitätsanalyse unter Unschärfe

Eine Stabilitätsanalyse mit der Darstellung der Imperfektionen als Fuzzy-wahr-
scheinlichkeitsbasierte Zufallsfelder erfordert die Lösung der Abbildung

w(s̃,x, θ) → P̃cr(θ) (8.29)

in der Notation der Scharparameterdarstellung. Der numerische Aufwand be-
steht in der Durchführung der Monte-Carlo-Simulation (MCS) und der α-Level-
Optimierung (ALO). Für eine spezifische Konfiguration des Scharparameters s0

wird mit der MCS eine gewünschte stochastische Ausgangsgröße berechnet, z.B.
der Stichprobenmittelwert P̄cr(s = s0) oder der Quantilwert Pcr,0,05(s = s0) der
Beullast. Die Grenzen der Scharparameter sind zugleich die Grenzen der α-Levels
αk der Eingangsparameter

s ∈ [sαk,l, sαk,r] = {sαk} . (8.30)

Die Fuzzy-Ausgangsgrößen, wie z.B. der Fuzzy-Stichprobenmittelwert, werden
durch die Anwendung der ALO wie folgt ermittelt:

P̄cr,αk,l = min
s∈{sαk}

[
P̄cr(s)

]
P̄cr,αk,r = max

s∈{sαk}

[
P̄cr(s)

]
.

(8.31)

Für die Lösung des rechenaufwendigen Optimierungsproblems wird das HDMR-
Metamodell eingesetzt:

̂̃
P cr(s) ≈ P̃cr(s), s ∈ S(s̃) . (8.32)

Da der Verlauf zwischen den drei Eingangsparametern σ2, `c,h, `c,u und den sto-
chastischen Ausgangsgrößen der Beullast Pcr zunächst unbekannt ist, müssen die
Einstellungen für das Metamodell in einer umfangreichen Parameterstudie ge-
funden werden. Wird für die Approximation der Schnittfunktionen einer HMDR
2. Ordnung die LSQ-Methode mit kubischen Polynomen angewendet, resultie-
ren bereits mit einer Anzahl von nsim = 5 Stützstellen pro Variable gute Er-
gebnisse. Der numerische Aufwand der HDMR für die drei Eingangsparameter
kann in Abbildung 7.18 für nsim = 5 abgelesen werden. Im Raum der drei Ein-
gangsparameter müssen 61 Monte-Carlo-Simulationen durchgeführt werden. Im
Vergleich dazu sind für eine vollfaktorielle Versuchsplanung 53 = 125 Stützstellen
notwendig. Eine MCS mit 500 Simulationen, d.h. 500 Berechnungen der Beul-
last, liefert brauchbare Ergebnisse der stochastischen Größen. Insgesamt werden
61 × 500 = 30500 kritische Lasten berechnet. Der Schleifenalgorithmus für die
numerische Umsetzung der Fuzzy-stochastischen Analyse ist in Abbildung 8.15
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Abbildung 8.15: Schleifenalgorithmus der Fuzzy-stochastischen Stabilitätsanalyse

dargestellt. Die äußere Schleife stellt die Fuzzy-Analyse mit der ALO dar, die mit-
hilfe des HDMR-Metamodells durchgeführt wird. Die mittlere Schleife ist eine
parallelisierte Monte-Carlo-Simulationsschleife. Der Abbildungsoperator ist die
innere Schleife mit einem nichtlinearem FE-Model zur Lösung der numerischen
Stabilitätsanalyse. Die programmtechnische Umsetzung erfolgt mit einem entwi-
ckelten Programm, das ein Zusammenspiel mit FEAP [316] und MATLAB [193]
erlaubt. Die FE-Modellierung wird mit FEAP durchgeführt. Die Algorithmen
der Unschärfemodellierung, der Stochastik und der Metamodelle sind in MAT-
LAB umgesetzt. Die Berechnungszeit wird erheblich durch die Parallelisierung der
MCS-Schleife reduziert. Zur Parallelisierung wird der MATLAB Parallel Pool an-
gewendet. Um eine Beeinträchtigung der Parallelisierung zu verhindern, muss die
Parallelisierung der Elementschleife in FEAP deaktiviert werden.
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8.2.7 FE-Modell der Zylinderschale

In diesem Abschnitt wird das FE-Modell der Zylinderschale unter Axialdruck
vorgestellt. Die Theorie und Numerik zur Stabilitätsuntersuchung einer Zylinder-
schale ist recht anspruchsvoll. Zusätzlich muss gewährleistet sein, dass die Vielzahl
an numerischen Beulanalysen in einer Fuzzy-stochastischen Analyse alle korrekt
und möglichst schnell durchgeführt werden. Die benötigten Grundlagen zur Scha-
le und zu numerischen Stabilitätsuntersuchungen sind bereits in den Kapiteln 3
und 4 beschrieben. Das verwendete Schalenelement basiert auf der Elementfor-
mulierung nach Wagner & Gruttmann [340,341] und Gruttmann & Wag-
ner [115]. Durch die folgenden Eigenschaften des Elements wird eine stabile und
effiziente Berechnung der Grundlösung im Rahmen einer Fuzzy-stochastischen
Analyse ermöglicht:

• geometrisch nichtlinear mit moderaten Rotationen

• kleine Verzerrungen, St.Venant-Kirchhoff Material

• isoparametrische Formulierung mit linearen Ansatzfunktionen

• ANS-Ansätze zur Vermeidung von Locking-Effekten

• Berücksichtigung der Elementverwölbung nach Taylor [315] .

Das FE-Modell der untersuchten Zylinderschale ist in Abbildung 8.16 dargestellt.
Die gemittelten Abmessungen und Materialdaten für das FE-Modell der vier
Schalentypen können aus der Tabelle 8.2 entnommen werden. Bei sehr dünnen
Schalen kann plastisches Beulen ausgeschlossen werden, d.h. die kritische Beul-
spannung aller untersuchten Schalen ist unterhalb der Fließspannung des Mate-
rials. Die Zylinderschale ist Navier-gelagert mit den Randbedingungen u = v =
w = 0, ϕx 6= 0, ϕy 6= 0 für die Unterseite des Zylinders und für den oberen Rand
gilt: u = ∆u, v = w = 0, ϕx 6= 0, ϕy 6= 0. Die axiale Belastung wird durch
eine Verschiebungssteuerung mit ∆u an der Oberseite des Zylinders simuliert. Ist
der Stabilitätspunkt erreicht, kann aus der Summe der Reaktionskräfte an der
unteren Lagerung die kritische Last berechnet werden. Die Mantelimperfektion-
en werden durch spannungsfreie Knotenverschiebungen in w-Richtung modelliert.
Die Zylinderschale ist zwar rotationssymmetrisch, aber die die Symmetrieebenen
können nicht ausgenutzt werden. Bei der Darstellung der Mantelimperfektionen
als Zufallsfelder ist keine Symmetrie mehr gegeben. Daher wird von einer Fuzzy-
stochastischen Analyse mit nur einem Segment des Zylinders abgeraten. Für alle
Schalentypen wird ein Finite-Element-Netz mit 200 Elementen in Umfangsrich-
tung und 100 Elementen in Axialrichtung verwendet. Das gewählte FE-Netz ist
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Abbildung 8.16: FE-Modell der Zylinderschalen unter Axialdruck: Oberflächenko-
ordinaten x, y; Mantelimperfektionen in w-Richtung; verschiebungsgesteuert mit ∆u;
Randbedingungen: u = v = w = 0, ϕx 6= 0, ϕy 6= 0 (unterer Rand) und u = ∆u,
v = w = 0, ϕx 6= 0, ϕy 6= 0 (oberer Rand)

ausreichend fein, um die kritischen Beulformen darstellen zu können. Unter Be-
rücksichtigung der Rechenzeit wird ein sehr kleiner Diskretisierungsfehler unter
5% akzeptiert. Ein Konvergenztest der gemittelten A-Schalen mit unterschiedli-
cher Querdehnzahl ist hierzu in Abbildung 8.17 dargestellt.
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Abbildung 8.17: Konvergenztest zur Beullast der A-Schalen mit einer Querdehnzahl
ν = 0,0 (links) und ν = 0,3 (rechts)

In beiden Diagrammen ist auch die analytische Referenzlösung der ideellen kri-
tischen Last nach Gleichung (8.1) eingetragen. Bei einer Querdehnzahl ν = 0
konvergiert die FE-Lösung zur Referenzlösung. In diesem Fall sind die radialen
Verschiebungen des Zylinders unter Axialdruck gleich Null. Das entspricht auch
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den Randbedingungen zur Herleitung der Referenzlösung nach Gleichung (8.1).
Im rechten Diagramm der Abbildung 8.17 ist für den Fall ν = 0,3 eine Kon-
vergenz der FE-Lösung der ideellen Beullasten gegen einen Grenzwert unterhalb
der analytischen Lösung zu beobachten. In diesen Fall treten radiale Verschie-
bungen auf. Jedoch wird mit der Modellierung einer Navier-Lagerung an der
Unterseite und Oberseite eine radiale Aufweitung des Zylinders verhindert. Die-
ses Phänomen ist einer Imperfektion gleichzusetzen und ist im ersten Eigenvektor
ϕ1 am Stabilitätspunkt der A-Schale sichtbar, siehe Abbildung 8.18. Deshalb re-
sultieren auch schon bereits ohne aufgebrachte Mantelimperfektionen geringere
Beullasten. Zur Berechnung des Stabilitätspunkts werden, wie in [338, 339, 342]

Abbildung 8.18: Der erste Eigenvektor ϕ1 am Stabilitätspunkt der perfekten A-
Schale für eine Querdehnzahl ν = 0,0 (links) und ν = 0,3 (rechts)

empfohlen, die Diagonalelemente Dii der Steifigkeitsmatrix beobachtet. Findet
ein Vorzeichenwechsel in einem der Diagonalelemente statt, ist der Stabilitäts-
punkt erreicht. Negative Diagonalelemente werden von einigen Lösern als Neben-
produkt der Gleichungslösung ausgewiesen. Am Stabilitätspunkt wird dann die
FE-Berechnung innerhalb der parallelisierten Monte-Carlo-Schleife durch einen
Taskkill-Befehl abgebrochen. Vom vorherigen Schritt wird die Last als Beullast
abgespeichert. Die Ergebnisse der ideellen Beullast Pcr,perf der vier Schalentypen
sind in der Tabelle 8.8 für ν = 0,3 und in Tabelle 8.9 für ν = 0,0 aufgelistet.

Schalentyp A-Schalen N-Schalen B-Schalen ST-Schalen

a) Pcr = ΛcrP 5839N 6976N 16931N 144287N
b) Taskkill, wenn
Dii ≤ 0 5073N 6080N 14797N 125500N

Tabelle 8.8: Lineare Stabilitätsanalyse vs. Taskkill (wenn Dii ≤ 0) für die vier Scha-
lentypen mit einer Querdehnzahl ν = 0,3
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Schalentyp A-Schalen N-Schalen B-Schalen ST-Schalen

a) Pcr = ΛcrP 5680N 6790N 16441N 140071N
b) Taskkill, wenn
Dii ≤ 0 5656N 6678N 16251N 138540N

Tabelle 8.9: Lineare Stabilitätsanalyse vs. Taskkill (wenn Dii ≤ 0) für die vier Scha-
lentypen mit einer Querdehnzahl ν = 0,0

Dabei werden die kritischen Lasten aus einer linearen Stabilitätsanalyse unter
a) mit den Lasten bei einem ersten Vorzeichenwechsel eines Diagonalelements
unter b) verglichen. Für den Fall ν = 0,0 stimmen die Ergebnisse näherungs-
weise überein. Hingegen liefert eine Beobachtung der Diagonalelemente für den
realen Fall ν = 0,3 etwas geringere Beullasten wegen der Behinderung der vor-
handenen Radialverschiebungen. In den Last-Verschiebungskurven der perfekten
und imperfekten A-Schale in Abbildung 8.19 kann ein lineares Vorbeulverhalten
beobachtet werden.
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Abbildung 8.19: Last-Verschiebungskurve der perfekten und imperfekten Zylinder-
schale mit einer zufällig generierten Imperfektion (σ2 = 0,01, `c,h = 3000, `c,u =
200, T = 217) der A-Schalen

Unter anderem hat die Schrittweite der Verschiebungssteuerung neben der Ele-
mentanzahl einen sehr großen Einfluss auf die Gesamtrechenzeit der Fuzzy-sto-
chastischen Analyse. Deshalb wird zuerst ein grober Verschiebungsschritt durch-
geführt und dann weiter bis zum Stabilitätspunkt eine feine Schrittweite von
∆ = 0,002mm eingestellt. In Abhängigkeit der Eingangsparameter, die den
größten Einfluss auf die Beullast haben, muss die Größe des ersten Verschie-
bungsschritts abgeschätzt werden. Zusätzlich zum FE-Netz muss auch noch ein
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stochastisches Netz zur Diskretisierung der Zufallsfelder gewählt werden. Die Be-
rechnung der Zufallsfelder erfolgt hierbei mit der EOLE-Methode. Zur Diskre-
tisierung werden die Messstellen aus Tabelle 8.2 verwendet. In Abbildung 8.20
ist das FE-Netz mit 201 × 101 Knoten und das stochastische Netz mit 49 × 31
Knoten für die A-Schalen gegenübergestellt. Das stochastische Netz ist deutlich

Abbildung 8.20: FE-Netz mit 200×100 Elementen (links) und EOLE-Netz mit 49×31
stochastischen Knoten (rechts) der A-Schalen

gröber. Je kleiner die Korrelationsparameter, desto unregelmäßiger wird die Form
der Imperfektion und desto mehr Knoten zur Darstellung des Zufallsfelds sind er-
forderlich. Da die Messpunkte zum Aufstellen der Fourier-Reihen als Basis des
Korrelationsmodells verwendet werden, können diese auch für das stochastische
Netz verwendet werden. Abschließend werden in Abbildung 8.21 drei Realisatio-
nen der Mantelimperfektionen in den Grenzen der Fuzzy-Eingangsparameter für
die A-Schalen dargestellt.

Abbildung 8.21: Realisationen der Mantelimperfektionen mit aufgerollter Konfigu-
ration für die gewählten Fuzzy-Eingangsparameter der A-Schalen (50-fach überhöht
dargestellt)
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Mit der Darstellung der Realisationen kann gezeigt werden, in welchem Maße mit
der Varianz die Imperfektionsamplitude und mit den Korrelationsparametern die
Imperfektionsform gesteuert werden kann.
Für die folgenden Ergebnisse werden alle Beullasten mit der ideellen Beullast der
Versuchsschalen aus Tabelle 8.8 b) normiert:

αcr = Pcr,impf

Pcr,perf
. (8.33)

Das Verhältnis αcr wird als kritischer Beulfaktor bezeichnet.

8.2.8 Ergebnisse einer probabilistischen Modellierung

Bevor die Ergebnisse einer Unschärfemodellierung präsentiert werden, soll anhand
einer klassischen probabilistischen Modellierung gezeigt werden, wie schwierig und
unsicher es sein kann, eine Aussage über die Verteilung der Beullasten zu treffen.
Dazu wird eine MCS durchgeführt mit gewählten Werten für die Stichprobenvari-
anz und der Korrelationsparameter aus Tabelle 8.3 der A-Schalen. Die Ergebnisse
der MCS für die Schale a) A-8, b) A-12 und für c) den Mittelwert der Parame-
ter aller sieben A-Schalen sind in Abbildung 8.22 dargestellt. Zusätzlich sind in
Tabelle 8.10 die Ergebnisse des normierten Beulfaktors der probabilistischen Ana-
lyse aufgeführt. Die Monte-Carlo-Simulation umfasst 500 Simulationen. Die drei

Schale Mittelwert
ᾱcr [−]

CoV
σ/µ [%]

5%-Quantil
αcr,0,05 [−]

a) A-8 0,78 7,98 0,67
b) A-12 0,95 2,44 0,89
c) Mittelwert 0,96 1,19 0,94

Tabelle 8.10: Ergebnisse der MCS des normierten Beulfaktors für ausgewählte Werte
der Stichprobenvarianz und der Korrelationsparameter aus den Messergebnissen nach
Tabelle 8.22

Ergebnisse zeigen völlig unterschiedliche Verteilungen der Beullast. Der niedrigste
Mittelwert und Quantilwert werden bei einer MCS mit den Parametern der Scha-
le A-8 erhalten. Werden diese Parameter für eine Beulbemessung gewählt, wird
damit eine konservative Bemessung durchgeführt. Das Ergebnis der Schale A-12
ist eine viel geringere Abminderung und Streuung der Beullasten. Eine Simulati-
on mit den gemittelten Parametern führt auch nicht zu einer sicheren Bemessung.
Mit dem Beispiel wird gezeigt, dass durch eine probabilistische Modellierung nicht
alle „Unschärfen“ quantifiziert werden können. Dieses fehlende Wissen soll daher
nachfolgend in den Ergebnissen der Unschärfemodellierung abgebildet werden.
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a) Schale A-8: σ2 = 0,010, `c,h = 2744, `c,u = 180
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b) Schale A-12: σ2 = 0,007, `c,h = 4211, `c,u = 307
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c) Mittelwert der Parameter: σ2 = 0,0065, `c,h = 7370, `c,u = 235
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Abbildung 8.22: Histogramme (MCS mit 500 Simulationen) zum normierten Beulfak-
tor mit den evaluierten Korrelationsparametern und der Stichprobenvarianz aus Tabelle
8.3 der A-Schalen: a) Schale A-8, b) Schale A-12 und c) Mittelwert der sieben Parame-
ter
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8.2.9 Ergebnisse der Unschärfemodellierung

Die Ergebnisse der Unschärfemodellierung für die vier untersuchten Schalenty-
pen sind in Abbildung 8.23 dargestellt. Die zugehörigen Fuzzy-Eingangspara-
meter können aus Abbildung 8.10 entnommen werden. Auf Basis des HDMR-
Metamodells werden der Fuzzy-Mittelwert ᾱcr und der Fuzzy-5%-Quantilwert
αcr,0,05 ausgewertet. Zusätzlich werden die gemessenen Mantelimperfektionen als
Fourier-Reihen modelliert und in das FE-Modell integriert. In Abbildung 8.3 sind
Beispiele der Fourier-Reihen dargestellt. Die entsprechenden Ergebnisse werden
als Fourier-Imperfektionen gekennzeichnet. Für alle Schalen kann eine gute Über-
einstimmung zu den gemessenen Fourier-Imperfektionen beobachtet werden. Die
Fourier-Imperfektionen sind auch die Grundlage des aufgestellten Fuzzy-Korre-
lationsmodells. Die Beullasten, die mit diesen Imperfektionen berechnet werden,
sind im Bereich der größten Zugehörigkeit, d.h. im Bereich des Trendwerts der
Zugehörigkeitsfunktion. Zusätzlich ist in Abbildung 8.24 eine Fuzzy-Verteilungs-
funktion dargestellt.

Abbildung 8.24: Fuzzy-Verteilungsfunktion mit Fuzzy-5%-Quantilwert der A-Schalen

An der Stelle F (αcr) = 0,05 kann die Fuzzy-Ergebnisgröße des 5%-Quantilwerts
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abgelesen werden. Zudem sind in Abbildung 8.23 die experimentellen Ergebnisse
der Versuchsschalen aus der Imperfektionsdatenbank [10] enthalten. Die Test-
ergebnisse liegen außerhalb der Fuzzy-Ergebnisgrößen oder im Bereich geringer
Zugehörigkeiten. Die Begründung für die immer noch vorhandene Diskrepanz ist,
dass beim bisher vorgestellten Modell lediglich die Mantelimperfektionen abge-
bildet werden. Die Abminderung der Beullasten mit der größten Zugehörigkeit
liegt bei allen Schalentypen um die 10%. Für eine möglichst realitätsnahe Model-
lierung müssen weitere Imperfektionen wie Variation der Schalendicke, materielle
Imperfektionen und Aufstandsimperfektionen berücksichtigt werden. Außerdem
werden andere Faktoren wie Messungenauigkeiten oder sonstige unscharfe Pa-
rameter des Herstellungsprozesses, wie z.B. menschliche Fehler, im vorgestellten
Unschärfemodell nicht erfasst. In Tabelle 8.11 sind die Berechnungszeiten der
Fuzzy-stochastischen Beulanalyse für die Berechnung einer Fuzzy-Ergebnisgröße
enthalten.

Schalentypen A-Schalen N-Schalen B-Schalen ST-Schalen

CPU-Zeit [h] 296 201 280 373

Tabelle 8.11: Berechnungszeiten der Fuzzy-stochastischen Beulanalysen

Dazu wird eine Workstation mit folgender Ausstattung verwendet:

• 2 CPUs Intel Xeon E5-2667 v4 mit je 8 Kernen @ 3.20 GHz, 128 GB
RAM, Win 10 x64

• Erweiterte IBS-Version FEAP [316], Intel Pardiso Gleichungslöser

• MATLAB [193] Parallel Pool .

Die Berechnungszeit ist vor allem abhängig von den Einstellungen des FE-Modells
wie Elementtyp, Elementanzahl, Verschiebungsschrittweite, Anzahl der Newton-
Iterationen zur Lösung der nichtlinearen FE-Gleichungen und dem Gleichungslö-
ser. Für eine gute Konvergenz der Fuzzy-Ausgangsvariablen werden 61 × 500 =
30500 Beulanalysen durchgeführt. Bei aufwendigen Grundlösungen kann also
schon sehr viel Rechenzeit durch die Verwendung eines optimierten FE-Modells
eingespart werden.
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µ(ᾱcr)
µ(αcr,0,05)

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1
0
1
2
3
4
5
6
7

Zu
ge
hö

rig
ke
it

H
äu

fig
ke
it

Beulfaktor αcr der N-Schalen

Versuchsergebnisse aus [10]
Fourier-Imperfektionen

µ(ᾱcr)
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Abbildung 8.23: Fuzzy-Beulfaktoren der vier untersuchten Schalentypen



224 8 ZYLINDERSCHALE MIT IMPERFEKTIONEN

8.2.10 Ergebnisse der Sensitivitätsanalyse

Ein Schalenkonstrukteur kann mit den Fuzzy-Ergebnisgrößen des Beulfaktors die
vorhandenen Unschärfen einschätzen. Der Fuzzy-Mittelwert ᾱcr und der Fuzzy-
5%-Quantilwert αcr,0,05 der A-Schalen in Abbildung 8.23 (oben) haben einen brei-
ten Support. Deshalb lohnt es sich für einen Schalenbauer die Unschärfen mit nur
wenig Aufwand zu reduzieren. Dazu ist die Kenntnis über die einzelnen Einflüsse
der drei Eingangsparameter σ2, `c,h und `c,u auf den kritischen Beulfaktor αcr nö-
tig. Diese Zusatzinformation wird mit einer Sensitivitätsanalyse erhalten. Hierfür
wird die ANOVA-HDMR eingesetzt. Varianzbasierte Sensitivitätsanalysen wer-
den üblicherweise für stochastische Ausgangsgrößen angewendet. Eine Anwen-
dung für epistemische Unschärfen ist nicht möglich. Als Datengrundlage wird
daher lediglich der Support des Fuzzy-Eingangsraums definiert. Dabei werden die
Fuzzy-Variablen als gleichverteilte Zufallsvariablen aufgefasst. Dies ist eine star-
ke Vereinfachung, bei der die Unschärfe in den Ergebnissen nicht berücksichtigt
wird. Allerdings kann damit der Einfluss abgeschätzt werden. Die Sobol’-Indizes
werden mit einer Monte-Carlo-Integration auf dem HDMR-Metamodell berech-
net. Für diese wird ein Simple Random Sampling mit 1003 Auswertungspunkten
angewendet. In Abbildung 8.25 sind die Sobol’-Indizes bezogen auf den Fuzzy-
Mittelwert ᾱcr des kritischen Beulfaktors dargestellt. Der Korrelationsparameter
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Abbildung 8.25: Ergebnisse der globalen Sensitivitätsanalyse bezogen auf den Mit-
telwert des kritischen Beulfaktors ᾱcr

in Axialrichtung `c,h hat den größten Einfluss auf die Beullast. Das erscheint für
eine Zylinderschale unter Axialdruck auch plausibel. Zusätzlich darf auch nicht
der Einfluss der Stichprobenvarianz σ2 unterschätzt werden. Denn dieser Para-
meter kontrolliert die Amplitude der Mantelimperfektion. Die Stichprobenvarianz
hat zusammen mit dem Korrelationsparameter `c,h auch noch einen gekoppelten
Einfluss. Weitere Effekte 2. Ordnung können vernachlässigt werden. Der Korre-
lationsparameter in Umfangsrichtung `c,u hat für die axialbelastete Zylinderscha-
le einen geringen Einfluss. Durch das HDMR-Metamodell sind die funktionalen
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Zusammenhänge bekannt. Diese werden bei Betrachtung der Schnittfunktionen
bzw. Teilsummenfunktionen in Abbildung 8.26 sichtbar. Die Stichprobenvarianz
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Abbildung 8.26: Schnittfunktionen der HDMR auf Basis des LSQ-Metamodells mit
kubischen Polynomen und 5M Stützstellen bezogen auf den Mittelwert des Beulfaktors:
1D-Schnittfunktionen (oben), 2D-Schnittfunktionen (mitte) und das Ergebnis der Teil-
summenfunktionen (unten)

wird näherungsweise durch einen linearen Verlauf beschrieben. Je größer die Va-
rianz, desto kleiner die Beullasten. Hingegen haben die Korrelationsparameter
einen nichtlinearen Einfluss auf den Beulfaktor. In Abbildung 8.26 (oben) wird
mit der 1D-Schnittfunktion des Parameters `c,h die große Sensitivität dieses Pa-
rameters gezeigt. Kleine Werte für `c,h führen in der Schnittfunktion zu einer
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Abminderung von ca. 20% der Beullast. Die gekoppelten Einflüsse der Parame-
ter werden mithilfe der 2D-Schnittfunktionen dargestellt. Hieraus ist ersichtlich,
dass nur bei einer entsprechend großen Varianz die Korrelationsparameter einen
Einfluss haben. Das Ergebnis der Teilsummenfunktionen wird mit dem Ergebnis
der Sobol’-Indizes der Effekte 2. Ordnung in Abbildung 8.25 bestätigt. Dabei ist
nur eine Änderung im Verlauf der Teilsummenfunktion σ2 − `c,h zu erkennen.

8.3 Ein Gesamtmodell für geometrische und materielle
Imperfektionen

Bei den vier Ergebnissen der Unschärfemodellierung in Abbildung 8.23 besteht
immer noch eine Diskrepanz zwischen den real getesteten Zylindern aus der Da-
tenbank [10] und der jeweiligen Fuzzy-Ergebnisgröße. Auch wenn mit dem Un-
schärfemodell für Mantelimperfektionen die Fourier-Imperfektionen gut abgebil-
det werden können, liegen die realen Experimente zum Teil außerhalb des Sup-
ports der Fuzzy-Ergebnisgröße oder nur im Bereich sehr geringer Zugehörigkeit.
Der Grund hierfür ist, dass noch nicht alle Imperfektionsarten berücksichtigt
werden. Daher werden nachfolgend mögliche Unschärfemodelle für Aufstandsim-
perfektionen, materielle Imperfektionen und Variationen der Schalendicke vorge-
stellt. Das Gesamtmodell wird beispielhaft für die A-Schalen entwickelt.

8.3.1 Unschärfemodell für Aufstandsimperfektionen

Aufstandsimperfektionen können zu einer drastischen Reduktion der Beullast füh-
ren. Diese sind in der Literatur auch unter dem Synonym Lastimperfektionen
bekannt. Flügge [94] untersuchte schon 1932 den Einfluss ungleichmäßiger Be-
lastung auf das Beulverhalten isotroper Zylinderschalen [127]. In [233] sind bei-
spielsweise auch analytische Lösungen für Zylinderschalen mit beliebig verteilter
Axialbelastung zu finden. Ummenhofer [321] und Knebel [162] stellten eben-
falls in ihren numerischen und experimentellen Untersuchungen einen großen Ab-
fall der Beullast infolge Auflagerimperfektionen fest. Nach Ummenhofer [321]
ist außerdem die Interaktion von Randaufstandsimperfektionen mit den Mantel-
imperfektionen ein wesentlicher Faktor, der die Beullast deutlich beeinflusst. Der
Einfluss der Randaufstandsimperfektionen wächst also mit zunehmenden R/t-
Verhältnis. In [161] schreibt Knödel: „Möglicherweise gelingt ein entsprechendes
„Hinunter-rechnen“, wenn man auch Aufstandsimperfektionen einbezieht.“ Aller-
dings ist in der aktuellen Norm EN 1993-1-6 [65] noch keine zufriedenstellende
Vorgehensweise zur Behandlung von Aufstandsimperfektionen beschrieben, siehe
Tafel 8.3. Ein Wert wird für einen Neigungswinkel der Imperfektion in Umfangs-
richtung angegeben. Zur Form wird aber keine Aussage getroffen. Ummenhofer
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8.4.5 Toleranz für Auflager-Unebenheit
(1) Wenn ein anderes Tragelement kontinuierlich eine Schale unterstützt
(wie z. B. ein Fundament), sollte seine Ebenheitsabweichung örtlich keinen
größeren Neigungswinkel in Umfangsrichtung als βθ aufweisen.

ANMERKUNG Der Wert von βθ darf im Nationalen Anhang festgelegt
werden. Es wird ein Wert von βθ = 0,1% = 0,001 rad empfohlen.

Tafel 8.3: Auszug aus der Norm EN 1993-1-6 [65] zur Behandlung von Aufstandsim-
perfektionen

geht in seiner Doktorarbeit [321] davon aus, dass die Unebenheiten der Lastein-
leitungsplatten am unteren Zylinderrand Ursache für die Ungleichförmigkeit der
Membranlängsspannungsverteilungen sind. Aus den vermessenen Membranlängs-
spannungen kurz vor Versagen der Schale entwickelt Ummenhofer eine äquiva-
lente Randlast als Fourier-Reihe zur Berücksichtigung in seinem FE-Modell. Eine
Ursache für Aufstandsimperfektionen können auftretende Setzungen sein. Das ist
vor allem beim Bau von Silos oder Tanks relevant. Als Beispiel sind hierzu die
Arbeiten von Esslinger & Melzer [82] und Kamyab & Palmer [148] zu
nennen. Esslinger & Melzer haben in [82] Bodensetzungen vermessen und
halten als Ergebnis ihrer Simulation fest, dass aufgrund von Unebenheiten vor
allem bei schlanken Behältern unter hoher Belastung eine Abminderung von bis
zu 40% der Beullast beobachtet werden kann. Generell sind wenige Messungen zu
Aufstandsimperfektionen in der Fachliteratur vorhanden. Trotzdem wird nachfol-
gend eine Möglichkeit beschrieben, wie Aufstandsimperfektionen als homogenes
1D-Zufallsfeld modelliert werden können. In [9] ist hierzu eine Messung einer
Randimperfektion von einer Zylinderschale mit ähnlichen Abmessungen der A-
Schalen veröffentlicht. Das Messergebnis der Unebenheit der Auflager und die
für die weitere Berechnung benötigte genäherte Funktion ist in Abbildung 8.27
dargestellt. Für das Fitting wird die LSQ-Methode mit 75 Stützstellen und ei-
nem Polynomgrad von K = 10 angewendet. Danach kann mithilfe der Gleichung
(8.10) aus der genäherten Funktion der Aufstandsimperfektion eine Autokorrela-
tionsfunktion in Umfangsrichtung entwickelt werden. Analog zur Ermittlung der
AKFs für die Mantelimperfektionen wird die lineare Kosinusfunktion

ρ(∆y, `c,bd, Tbd) =
(

1− ∆y
`c,bd

)
· cos

(
2π∆y
Tbd

)
(8.34)

für ein Fitting mit der NLLSQ-Methode verwendet. Die Fitting-Ergebnisse der
Korrelationslänge `c,bd und der Periodenlänge Tbd sind

`c,bd = 494 und Tbd = 349 . (8.35)
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Abbildung 8.27: Messung der Aufstandsimperfektion von Arbocz [9] mit Näherung

Die aus der Messung evaluierte und genäherte AKF für eine Knotenanzahl von
NC = 49 sind in Abbildung 8.28 dargestellt. Die lineare Kosinusfunktion ist eine
gute Näherung für die AKF. Mit der AKF kann die Kovarianzmatrix
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Abbildung 8.28: Autokorrelationsfunktion für die gemessene Aufstandsimperfektion
in Abbildung 8.27 und Näherung mit der Funktion nach Gleichung (8.34) für die Pa-
rameter `c,bd = 494 und Tbd = 349

C(∆y) = σ2ρ(∆y, `c,bd, Tbd) (8.36)
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für die Simulation der Aufstandsimperfektionen mit einem homogenen standard-
normalverteilten Zufallsfeld

ubd(y, θ) ∼ N (0, 1) (8.37)

berechnet werden. Die einzige Messung ist ein Anhaltswert zur Abschätzung der
Korrelationseigenschaften und auch zur Form der Aufstandsimperfektionen. Zur
Varianz und Amplitude sind keine näheren Informationen gegeben. Deshalb wer-
den die Realisationen des Zufallsfelds mit einem Amplitudenfaktor abd in Abhän-
gigkeit der kritischen Verschiebung ucr wie folgt skaliert:

ua0,bd(yi) = ubd(yi)
||u0,bd(y)||max

· ucr

abd
mit i = 1 . . . NC . (8.38)

Die kritische Verschiebung am Stabilitätspunkt der idealen A-Schale ist ucr =
0,134mm. In Abbildung 8.29 sind exemplarisch zwei Realisationen des Zufalls-
felds für die Parameter abd = 10, `c,bd = 494 und Tbd = 349 dargestellt. Zudem

Abbildung 8.29: Modellierung der Aufstandsimperfektionen im FE-Modell (links)
mit zwei Realisationen des Zufallsfelds (rechts)

ist in der Abbildung 8.29 (links) dargestellt, wie die Aufstandsimperfektionen im
FE-Modell berücksichtigt werden. Diese werden in Form von Auflagerverschie-
bungen in u-Richtung am unteren Rand des Zylinders aufgebracht. Durch die
eingeprägten Verschiebungen als Realisation eines Zufallsfelds entsteht ein un-
gleichmäßiger Spannungszustand in der Schale, der einer Imperfektion gleicht.
Diese Lagerverschiebungen werden bei der Verschiebungssteuerung nicht mit ge-
steigert. Zur Wahl der Unschärfemodelle wird der Einfluss der Parameter Tbd,
`c,bd und abd auf den Mittelwert des kritischen Beulfaktors untersucht. Hierfür
wird eine MCS mit 500 Realisationen durchgeführt. Zur Diskretisierung des 1D-
Zufallsfelds wird die EOLE-Methode angewendet. Die Verläufe der Ergebnisse
werden in den Abbildungen 8.30, 8.31 und 8.32 gezeigt. Der Verlauf des Korrela-
tionsparameter `c,bd ist für den untersuchten Definitionsbereich konstant. Für die
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Abbildung 8.30: Einfluss des Parameters Tbd auf den Mittelwert des Beulfaktors mit
`c,bd = 494 und abd = 15
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Abbildung 8.31: Einfluss des Parameters `c,bd auf den Mittelwert des Beulfaktors mit
Tc,bd = 349 und abd = 15

Parameter Tbd und abd gilt je kleiner sie sind, desto geringer sind die Beullasten.
Auf Basis der Messung und der Parameterstudie wird ein Intervall-wahrschein-
lichkeitsbasiertes Zufallsfeld als Unschärfemodell für die Modellierung der Auf-
standsimperfektionen gewählt. Da nur eine Messung zur Korrelationseigenschaft
vorhanden ist, werden die Parameter nicht als Fuzzy-Variablen beschrieben. Mit
nur einem Messwert ist keine Bewertung der Daten möglich. Die eingeführten
Parameter werden als Intervalle definiert:

Tbd ∈ [100, 500]
abd ∈ [10, 20] .

Der Korrelationsparameter `c,bd wird aufgrund des unveränderlichen Verlaufs als
konstante Variable gewählt: `c,bd = 494. Zusammenfassend wird nochmal darauf
hingewiesen, dass das Vorgehen zur Modellierung der Aufstandsimperfektionen
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Abbildung 8.32: Einfluss des Parameters abd auf den Mittelwert des Beulfaktors mit
Tc,bd = 349 und `c,bd = 494

hier nur auf einer Messung basiert. Damit können die Parameter zur Korrela-
tionseigenschaft abgeschätzt werden. Der Amplitudenfaktor abd ist frei gewählt,
weil keine Messungen zu den Amplituden vorhanden sind. Ein ähnliches Vorgehen
ist beispielsweise auch denkbar für Messungen zur Verteilung der Membranspan-
nungen an den Rändern. Eine verbesserte Quantifizierung der Unschärfen für die
Aufstandimperfektionen ist nur mit weiteren Untersuchungen möglich.

8.3.2 Unschärfemodell für materielle Imperfektionen

Die Messung der räumlichen Variation der Materialparameter gestaltet sich äu-
ßert schwierig. Die Forscher der Stochastischen Finite Elemente Methode (SFEM),
die sich mit der Berücksichtigung der Materialparameter in Form von Zufallsfel-
dern beschäftigen, sind daher gezwungen die Korrelationsparameter nur qualitativ
anzunehmen [47]. In [172,225,304] werden z.B. für die Simulation der räumlichen
Variabilität der Materialparameter mit der Methode der spektralen Darstellung
die Korrelationsparameter, bezogen auf die Abmessungen der Schale, frei gewählt.
Lauterbach [178] wählt aus Anschauung mithilfe einer Messung für welche Kor-
relationslänge plausible materielle Imperfektionen erzeugt werden können. In der
Imperfektionsdatenbank [10] sind Messergebnisse zum E-Modul der sieben A-
Schalen gegeben, siehe Tabelle 8.12. Da kein Wissen über die Korrelationseigen-

Schale A-7 A-8 A-9 A-10 A-12 A-13 A-14

E-Modul
[N/mm2] 104110 104800 101350 102730 104800 104110 108940

Tabelle 8.12: Die gemessenen Werte des E-Moduls der A-Schalen aus [10]
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schaften vorhanden ist, wird der E-Modul als eine epistemische Größe definiert.
Zur Orientierung werden die Messwerte für den E-Modul als Histogramm darge-
stellt. Die festgelegte Zugehörigkeitsfunktion und das Histogramm des E-Moduls
sind in Abbildung 8.33 dargestellt. Als linke und rechte Grenze des Supports wird
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Abbildung 8.33: Histogramm und Zugehörigkeitsfunktion für den E-Modul der A-
Schalen

der minimale und maximale gemessene E-Modul definiert. Als Trendwert wird
der Mittelwert der Messwerte festgelegt. Die Fuzzy-Dreieckszahl des E-Moduls
ist definiert zu

Ẽ = 〈101350, 104406, 108940〉 [N/mm2] . (8.39)

Im Gegensatz zur eher konservativen Wahl der Korrelationsparameter für die
Mantelimperfektionen wird für den Materialparameter eine strengere Wahl ge-
troffen. Die Begründung hierfür ist, dass es für den E-Modul leichter ist Tole-
ranzvorgaben zu machen als für die Korrelationsparameter. Deshalb werden den
Werten außerhalb des Bereichs der Messwerte auch keine Zugehörigkeitswerte
zugewiesen.

8.3.3 Unschärfemodell für Imperfektionen der Schalendicke

In der Imperfektionsdatenbank sind ebenfalls für die A-Schalen die gemessenen
Schalendicken angegeben, siehe Tabelle 8.13. Allerdings sind keine Messungen zur
Verteilung der Dicke der Schale vorhanden. Jedoch sind solche Dickenmessungen
leichter durchführbar als Messungen zum E-Modul und daher in der Literatur
einfacher zu finden. Zum Beispiel wird in [60] eine Dickenmessung an einer Zylin-
derschale aus Faserverbundmaterial durchgeführt. Hierbei kann eine Korrelation
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Schale A-7 A-8 A-9 A-10 A-12 A-13 A-14

Schalendicke
t [mm] 0,1140 0,1179 0,1153 0,1204 0,1204 0,1128 0,1110

Tabelle 8.13: Die gemessenen Schalendicken der A-Schalen aus [10]

der Schalendicke über das Bauteil beobachtet werden. Da für die A-Schalen aber
auch keine Messungen mit vergleichbaren Schalen gefunden werden können, wird
die Schalendicke als Fuzzy-Variable definiert. Die Messergebnisse in Form eines
Histogramms und die Zugehörigkeitsfunktion sind dazu in Abbildung 8.34 dar-
gestellt. Der Mittelwert wird als Trendwert verwendet und der minimale und
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Abbildung 8.34: Histogramm und Zugehörigkeitsfunktion für die Schalendicke der
A-Schalen

maximale Messwert als Support-Grenzen. Dabei wird hier wieder angenommen,
dass es für die Schalendicke leichter ist, Toleranzen zu definieren. Die Fuzzy-
Dreieckszahl ist definiert zu

t̃ = 〈0,111, 0,116, 0,1204〉 [mm] . (8.40)



234 8 ZYLINDERSCHALE MIT IMPERFEKTIONEN

8.3.4 Ergebnisse der Unschärfemodellierung

In Abbildung 8.35 sind die polymorphen Unschärfemodelle der Eingangsparame-
ter zur Beschreibung aller Imperfektionsarten dargestellt. Zusätzlich zur Model-

Abbildung 8.35: Übersicht der Unschärfemodelle zur Beschreibung von Imperfektion-
en am Gesamtmodell

lierung der natürlichen Variabilität der Imperfektionen mit Zufallsfeldern kann
mithilfe dieser Modelle die vorhandene Unschärfe aufgrund zu wenig vorhandener
Daten für eine Beulanalyse erfasst werden. Eine Zusammenfassung der Unschärfe-
modelle für das Gesamtmodell mit Anmerkungen zur deren Wahl für die einzelnen
Imperfektionsarten ist in Tabelle 8.14 gegeben. Insgesamt sind für die Unschärfe-
modellierung sieben Eingangsparameter definiert. Die Scharparameterdarstellung
ist

s̃ = {σ̃2, ˜̀
c,h, ˜̀

c,u, Tbd, abd, Ẽ, t̃} . (8.41)

Ein HDMR-Metamodell mit der LSQ-Methode und nsim = 5 Stützstellen pro
Eingangsvariable wird für die Näherung der Schnittfunktionen angewendet. Der
Berechnungsaufwand für die sieben Eingangsvariablen kann in Abbildung 7.18
abgelesen werden. An 365 Stützstellen ist eine MCS erforderlich. Für jede MCS
werden 500 Realisationen berechnet. Insgesamt werden 365×500 = 182500 Beul-
analysen durchgeführt. Die Ergebnisse der Unschärfemodellierung für den Mittel-
wert und den 5%-Quantilwert des kritischen Beulfaktors sind in Abbildung 8.36
dargestellt. Die Versuchsergebnisse werden durch den Bereich großer Zugehörig-
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keit beider Ergebnisgrößen abgedeckt. In Abbildung 8.36 ist ebenfalls das Ergeb-
nis des spannungsbasierten Beulsicherheitsnachweises für eine Herstelltoleranz-
Qualitätsklasse C dargestellt. Aus diesem Nachweis folgt eine starke Abminde-
rung der ideellen Beullast von αcr = 0,12. Zudem wird ein numerisch gestützter
Beulsicherheitsnachweis durchgeführt. Bei der geometrisch nichtlinearen, elasti-
schen Berechnung mit Imperfektionen (GNIA) wird der erste Eigenvektor ϕ1 aus
Abbildung 8.18 (rechts) aufgebracht. Die Skalierung der Imperfektionsamplitude
erfolgt ebenfalls mit der Herstelltoleranz-Qualitätsklasse C. Hierfür ist die ma-
ximale Vorbeultiefe der Zylinderschale ∆w0,eq = 0,3433mm. Damit kann der
kritische Beulfaktor mit dem Wert αcr = 0,54 angegeben werden. Zusätzlich wird
der Knock-Down-Faktor αcr = 0,24 aus der NASA-Richtlinie [351] angegeben.
Die Bemessungsgröße des spannungsbasierten Beulsicherheitsnachweises und der
Knock-Down-Faktor der NASA liegen außerhalb der berechneten Zugehörigkeits-
funktionen.

Beim numerisch gestützten Beulsicherheitsnachweis ist der erste Eigenvektor nicht
zwangsläufig die kritischste Beulform. Nach Norm müssen weitere Beulformen un-
tersucht werden. Bei einer großen Anzahl möglicher Beulformen gleicht das sprich-
wörtlich der „Suche einer Nadel im Heuhaufen“. Die Anwendung verschiedener
Bemessungsvarianten führt zu unterschiedlichen Beulfaktoren. Hiermit soll deut-
lich gemacht werden, dass eine „sichere“ Bemessung sehr schwierig ist. Aufgrund
der Normierung der Beullasten mit der ideellen Beullast aus Tabelle 8.8 sind in
der Fuzzy-Ergebnisgröße auch Beulfaktoren größer Eins enthalten. Beispielsweise
können in der Fuzzy-stochastischen Analyse größere Werte als die gemittelten
Werte nach Tabelle 8.2 für die Schalendicke oder des E-Moduls auftreten.

Beim Ergebnis der Fuzzy-Ausgangsvariable des Quantilwerts ist ein starker Abfall
der Zugehörigkeitsfunktion vom Plateau µ = 1 zu beobachten. Das ist ein Hinweis
darauf, dass die Unschärfen mit nur wenig Aufwand reduziert werden können. Um
den größten Einfluss der sieben Eingangsparameter auf den kritischen Beulfaktor
zu zeigen, wird eine Sensitivitätsanalyse durchgeführt. Das Random Sampling für
die Monte-Carlo-Integration umfasst Nmcs = 157 = 170859375 Auswertungsstel-
len auf dem Metamodell. Da als Datengrundlage der Sensitivitätsanalyse lediglich
der Support des Fuzzy-Eingangsraums (α = 0) verwendet wird, wird die Unschär-
fe in den Ergebnissen der Sobol’-Indizes nicht berücksichtigt. Die Fuzzy-Struktur-
analyse muss daher getrennt von der Sensitivitätsanalyse betrachtet werden. Das
Ergebnis der Sobol’-Indizes ist in Abbildung 8.37 dargestellt. Der Korrelations-
parameter in Axialrichtung `c,h, die Schalendicke t und die Periodenlänge Tbd
der Aufstandsimperfektionen haben den größten Einfluss. Die Effekte 2. Ord-
nung können bis auf den gekoppelten Effekt σ2 − `c,h vernachlässigt werden. Aus
den Indizes der totalen Effekte kann der Gesamteinfluss einer Imperfektionsart
abgelesen werden. Für die Summe der Parameter der Matelimperfektionen resul-
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Effekte 1. Ord.

0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5

1 = σ2 2 = `c,h 3 = `c,u 4 = abd 5 = Tbd 6 = t 7 = E

Effekte 2. Ord.

0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5

12 13 14 15 16 17 23 24 25 26 27 34 35 36 37 45 46 47 56 57 67

Totale Effekte

0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5

1 = σ2 2 = `c,h 3 = `c,u 4 = abd 5 = Tbd 6 = t 7 = E

Abbildung 8.37: Sobol’-Indizes der Eingangsparameter des Gesamtmodells bezogen
auf den Fuzzy-Quantilwert

tiert ein Einfluss dieser Imperfektionsart von 38,4%. Der prozentuale Anteil der
Aufstandsimperfektionen ist 33,9%. Die Dicke hat einen Einfluss von 24,3%. Im
Vergleich dazu ist der Einfluss des E-Moduls mit 3,4% eher gering.
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8.3.5 Diskussion zur Entscheidungsfindung

Nach der Berechnung der unscharfen Ergebnisgröße muss der Ingenieur nun eine
Aussage treffen, ob die Struktur beulgefährdet ist oder nicht. Oder anders ausge-
drückt, ob das Tragwerk (die Zylinderschale) „sicher“ oder „unsicher“ ist. Beim
semiprobabilistischen Sicherheitskonzept wird eine Sicherheitszone zwischen der
Dichtefunktion der Einwirkungen und des Tragwiderstands definiert, siehe Ab-
bildung 8.38. Die Größe der Sicherheitszone wird durch Teilsicherheitsbeiwer-

Abbildung 8.38: Semiprobabilistisches Sicherheitskonzept [158]

te beeinflusst. Die Überschneidungsfläche beider Dichtefunktionen entspricht der
Versagenswahrscheinlichkeit der Konstruktion. Wie bereits in der Einleitung in
diese Arbeit erläutert, sollte bei diesem Sicherheitskonzept vor allem bei der Beul-
sicherheit von Zylinderschalen die wahre Sicherheit stets hinterfragt werden. Bei
der durchgeführten Unschärfemodellierung wird die quantifizierte Unschärfe der
Eingangsparameter vollständig auf das Ergebnis des kritischen Beulfaktors in
Abbildung 8.36 übertragen. Das Ergebnis kann mit einem festgelegten Beulsi-
cherheitsniveau überlagert werden, siehe Abbildung 8.39. Dabei wird eine Zuge-
hörigkeitsfunktion mit nicht akzeptierten Beulfaktoren (5%-Quantilwerte) exem-
plarisch festgelegt. Der 5%-Quantilwert ist ein mögliches Fuzzy-Beulsicherheits-
niveau. Hier erweist sich nun das Ergebnis der Beulfaktoren in Form einer Fuzzy-
Menge als besonders vorteilhaft. Damit können z.B. verbale Aussagen zur Im-
perfektionsempfindlichkeit, wie „hoch“, „mittel“ oder „gering“, numerisch erfasst
werden. Der Überschneidungsbereich mit der Ergebnisgröße des 5%-Quantilwerts
kennzeichnet ein mögliches „Beulrisiko“. Weitere verbale Aussagen zum finan-
ziellen, gesellschaftlichen sowie Leib und Leben betreffenden Gefahrenpotentials
können zusätzlich mit dem Modell der Fuzzy-Mengen beschrieben werden [108].
Abschließend seien noch die verschiedenen Methoden der Defuzzifizierung für die
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Abbildung 8.39: „Beulrisiko“ als Überschneidungsflächen zwischen berechneter
Fuzzy-Beulsicherheit (5%-Quantilwert) und festgelegte Zugehörigkeitsfunktion nicht
akzeptierter kritischer Beulfaktoren

Entscheidungsfindung (engl.: decision-making) genannt, siehe z.B. in [181, 260].
Ein Kriterium ist der Flächenschwerpunkt der Zugehörigkeitsfunktion. Der Ab-
szissenwert des Flächenschwerpunkts des Fuzzy-5%-Quantilwerts ist

αcr,S =
∫
αcr · µ(αcr) dαcr∫
µ(αcr) dαcr

= 0,77 . (8.42)

Dieser „scharfe“ Ergebniswert kann mit einem festgelegten Grenzwert als „Sicher-
heitsniveau“ verglichen werden.

8.3.6 Zusammenfassung

Durch die Einführung der polymorphen Unschärfemodelle im Schalenbeulen wird
gezeigt wie zukünftig aleatorische und epistemische Unschärfen bei der Model-
lierung von Imperfektionen berücksichtigt werden können. Die Wahl der Un-
schärfemodelle für verschiedene Imperfektionsarten wie Mantelimperfektionen,
Aufstandsimperfektionen, materielle Imperfektionen und Variation der Schalen-
dicke, wurde diskutiert. Das Vorgehen ist in Abbildung 8.40 dargestellt. Der erste
Schritt ist die Unschärfequantifizierung. Die Informationen zur Korrelation für
eine Modellierung der räumlichen Variabilität können aus der Darstellung der
Imperfektionen als Fourier-Reihen gewonnen werden. Die Anwendung effizienter
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Metamodelle, wie das HDMR-Metamodell, ermöglicht die Lösung der α-Level-
Optimierung für eine größere Anzahl von Eingangsparametern. Ist das Metamo-
dell aufgestellt, kann dieses für die Sensitivitätsanalyse verwendet werden. Das
vorgestellte Gesamtmodell ermöglicht mithilfe verschiedener Unschärfemodelle ei-
ne bessere Abbildung der experimentellen Beuluntersuchungen. Um diese Aussage
zu bestätigen, müssen allerdings noch zahlreiche Untersuchungen gemacht wer-
den. Das Modell basiert auf einer Versuchsreihe mit nur sieben Schalen. Zudem ist
vor allem das entwickelte Unschärfemodell für die Randimperfektionen noch sehr
vage. Außerdem werden auch nur die Unvollständigkeit und noch nicht die Unge-
nauigkeit der Daten abgebildet. Dazu kann der Einsatz weiterer Unschärfemodelle
untersucht werden. Abschließend wird eine Diskussion zur Entscheidungsfindung
(engl.: decision-making) geführt. Die Darstellung der kritischen Beulfaktoren als
Fuzzy-Mengen ermöglicht die numerische Beschreibung von verbalen Aussagen
zur Beulsicherheit. Allerdings sind weitere Untersuchungen erforderlich, um ei-
ne sichere Bemessung unter Berücksichtigung der Unschärfe im Schalenbeulen
durchführen zu können.
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Abbildung 8.40: Ein mögliches Vorgehen zur Berücksichtigung der Unschärfe im
Schalenbeulen
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9 Weitere Beispiele aus dem Ingenieurwesen

Nachdem im vorherigen Kapitel 8 die Unschärfemodellierung an einer Zylinder-
schale vorgestellt wurde, wird hier das Vorgehen an weiteren praxisrelevanten
Beispielen diskutiert. Das erste Beispiel ist eine Kegelschale der Zwischenstu-
fe der Ariane-Rakete. Auf Basis einer weiteren Imperfektionsdatenbank der TU
Delft [160] wird die Unschärfe in den Korrelationsparametern zur Modellierung
der Mantelimperfektionen als fp-r-Zufallsfelder quantifiziert. Das zweite Beispiel
kann ebenfalls der Luft- und Raumfahrtbranche zugeordnet werden und umfasst
eine dynamische Analyse eines Propfans für ein Transportflugzeug. Mit diesem
Beispiel soll die Funktionsweise der vorgestellten Methoden auch für zeitlich ab-
hängige Problemstellungen demonstriert werden. Zudem soll gezeigt werden, wie
stochastische Imperfektionen auf beliebig gekrümmten Oberflächen erzeugt wer-
den können.

9.1 Zwischenstufe der Ariane-Rakete

Das Beispiel ist motiviert durch die frei zugänglichen Messergebnisse in [160] zu
den Mantelimperfektionen einer Zwischenstufe der Ariane-3-Rakete. Nach Erläu-
terungen zum FE-Modell werden Korrelationseigenschaften für die Quantifizie-
rung der Unschärfe aus den vorliegenden Messungen gewonnen.

9.1.1 FE-Modell der Kegelschale

Die Zwischenstufe kann als Kegelschale modelliert werden und wird für den Last-
fall Axialdruck bezüglich der Stabilität untersucht. In der Kegelschale sind drei
Aussparungen für den Einbau von Luken enthalten. Das Modell mit den Abmes-
sungen und der Belastung ist in Abbildung 9.1 dargestellt. Die Lage der Luken
kann aus der Datenbank [160] entnommen werden. Die Schale ist Navier-gelagert
mit folgenden Randbedingungen für die Unterseite: u = v = w = 0, ϕx 6= 0,
ϕy 6= 0 und für den oberen Rand gilt: u = ∆u, v = w = 0, ϕx 6= 0, ϕy 6= 0.
Dabei erfolgt die axiale Belastung durch eine Verschiebungssteuerung mit ∆u
an der Oberseite. Die isotrope Kegelschale ist aus zehn gekrümmten Aluminium-
Segmenten zusammengesetzt. Die Verbindungen der Segmente sind mit sogenann-
ten „Hut“-Steifen in Längsrichtung genietet. Der E-Modul ist E = 60000N/mm2

und für die Querdehnzahl wird ν = 0,34 angegeben. Auch in diesem Beispiel
wird aufgrund der geringen Schalendicke von t = 1,8mm ein plastisches Beulen
ausgeschlossen. Für die numerische Stabilitätsuntersuchung wird ebenfalls das
Schalenelement nach Wagner & Gruttmann [340, 341] und Gruttmann &
Wagner [115] angewendet. Ein FE-Netz mit verzerrten Elementen wird mit dem
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Abbildung 9.1: Zwischenstufe einer Ariane-3-Rakete aus [160]: Geometrie und Belas-
tung

Netzgenerator NEGE [291] erstellt. Mit einem Konvergenztest kann gezeigt wer-
den, dass 22546 Knoten und 22032 Schalenelemente zur Berechnung der kritischen
Last ausreichend sind. Die stochastischen Imperfektionen werden mit der EOLE-
Methode erzeugt. Im Gegensatz zum unregelmäßigem FE-Netz wird ein gleichmä-
ßiges Netz mit 81× 21 Knoten für die stochastische Diskretisierung gewählt. Die
beiden Netze sind in Abbildung 9.2 dargestellt. Unter der Annahme, dass bei den

Abbildung 9.2: FE-Modell der Kegelschale: FE-Netz mit 22546 Knoten und 22032
Elementen (links) und Netz der stochastischen Diskretisierung mit 81 × 21 Knoten
(rechts)
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Messungen der Imperfektionen noch keine Aussparungen vorhanden waren, wer-
den stochastische Knoten auch im Bereich der Aussparungen (Luken) gesetzt. Die
Wahl des stochastischen Netzes kann hierbei durch den Herstellprozess begründet
werden. Außerdem wird eine geringere Anzahl an stochastischen Knoten gewählt
als Messstellen für die Imperfektionsmessungen. Damit werden Rechenaufwand
und Speicherbedarf des Eigenwertproblems der Kovarianzmatrix reduziert. Zur
Darstellung der Imperfektionsmuster ist aber die gewählte Anzahl der stochasti-
schen Knoten ausreichend. Eine nichtlineare Stabilitätsanalyse liefert die ideelle
Beullast Pcr,perf = 248,92 kN bei einer kritischen Verschiebung ucr,perf = 0,92mm.
Der Stabilitätspunkt ist erreicht, wenn ein erster Vorzeichenwechsel der Diago-
nalelemente der Steifigkeitsmatrix identifiziert wird. Eine analytische Lösung für
die ideelle Beullast einer geschlossenen Kegelschale unter Axialdruck mit einem
Neigungswinkel α = 7◦ kann wie folgt berechnet werden [350]:

Pcr,perf = 2π E t2 cos2(α)√
3(1− ν2)

= 738,74 kN . (9.1)

Zum Vergleich führen die drei Aussparungen zur einer großen Reduktionen der
Stabilitätslast: 248,92/738,74 = 0,34. Der kleine Neigungswinkel α = 7◦ hat
dabei keinen großen Einfluss. In der Bemessungsrichtlinie der NASA [350] kann
beispielsweise bei einem Neigungswinkel α < 10◦ die Bemessungslast auch an
einer äquivalenten Zylinderschale berechnet werden. Ein ähnliches Vorgehen für
Kegelschalen ist auch im EC3 [65] beschrieben.

9.1.2 Unschärfemodell für Mantelimperfektionen

In der Datenbank [160] sind die Messergebnisse von insgesamt acht originalen Ke-
gelschalen der Ariane-Zwischenstufe dokumentiert. Mit den gegebenen Fourier-
Koeffizienten können die Imperfektionen als Fourier-Reihen dargestellt werden.
In Abbildung 9.3 sind zwei Imperfektionen der acht Schalen dargestellt. Dafür
werden 121×31 Auswertungsstellen für die Fourier-Reihen verwendet. Die Naht-
stellen in Axialrichtung zwischen den einzelnen Segmenten sind auch im Imper-
fektionsmuster zu erkennen. Alle Imperfektionsbilder der acht Schalen sind ge-
prägt durch eine große Welligkeit in Umfangsrichtung. Die Form der Imperfek-
tion wird durch den Herstellungsprozess definiert. Die Fourier-Reihen basieren
auf der Halbwellen-Cosinus-Darstellung nach Gleichung (8.3) aus dem vorherigen
Kapitel. Für die Kegelschale kann in dieser Gleichung die Umfangskoordinate y
durch θ = y/Ri ersetzt werden. Ri entspricht dem Radius der Kegelschale an
einer beliebigen Koordinate in Axialrichtung. Die Gleichung der Fourier-Reihen
ist auch in der Datenbank [160] angegeben. Die Abstandsberechnung zum Auf-
stellen der Korrelationsfunktionen kann vereinfacht auf der projizierten Fläche
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Abbildung 9.3: Zwei Mantelimperfektionen der Ariane-Zwischenstufe aus [160]

der Kegelschale durchgeführt werden. Die projizierte Fläche ist ein Trapez. Die
Koordinaten werden zusätzlich in einen Parameterraum ϑ ∈ [0, 1] und ζ ∈ [0, 2π]
transformiert, siehe Abbildung 9.4. Alternativ kann das Abtasten der Abstände

Abbildung 9.4: Transformation der Koordinaten der Kegelschale in einen Parameter-
raum: Projizierte Fläche der Kegelschale im physikalischen Raum (links) und Parame-
terraum (rechts)

für die Korrelationsfunktionen auch auf der abgewickelten Mantelfläche des Kegel-
stumpfs erfolgen. Zur Simulation der Mantelimperfektionen mittels Zufallsfelder
wird auch hier, wie für die Zylinderschale, die vollständig getrennte Korrelati-
onsstruktur nach Gleichung (8.7) angewendet. Die Näherung der Autokorrelati-
onsfunktionen wird mit der Methode der kleinsten Fehlerquadrate durchgeführt.
Die quadratische Exponentialfunktion nach Gleichung (8.14) wird für die Funk-
tion in Axialrichtung eingesetzt. Für die Umfangsrichtung wird die lineare Kosi-
nusfunktion nach Gleichung (8.15) gewählt. Die Periodenlänge wird für alle acht
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Funktionen definiert zu T = 2/3π. Die Ergebnisse der Korrelationsfunktionen be-
züglich des Parameterraums sind in Abbildung 9.5 dargestellt. In den Funktionen
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Abbildung 9.5: Autokorrelationsfunktionen in Axialrichtung ρ(∆ϑ) (links) und in
Umfangsrichtung ρ(∆ζ) (rechts) der Ariane-Zwischenstufe

der Umfangsrichtung wird eine große Welligkeit festgestellt. Die dazugehörigen
Korrelationsparameter als Fitting-Ergebnisse und die Stichprobenvarianz sind in
Tabelle 9.1 aufgelistet. Zur Ermittlung der Zugehörigkeitsfunktionen der drei Pa-

Schale C0-1 C0-2 C0-3 C0-4 C0-5 C0-6 C0-7 C0-8

σ̄2 [mm2] 0,263 0,314 0,256 0,344 0,401 0,426 0,503 0,358
`c,h [mm2] 0,139 0,116 0,101 0,129 0,164 0,124 0,167 0,208
`c,u [mm] 3,146 2,090 2,370 1,955 2,124 0,225 2,018 1,876

Tabelle 9.1: Korrelationsparameter und Stichprobenvarianz der Ariane-Zwischenstufe

rameter `c,h, `c,u und σ̄2 des Korrelationsmodells werden die Fitting-Ergebnisse
in einem Histogramm dargestellt, siehe Abbildung 9.6.



248 9 WEITERE BEISPIELE AUS DEM INGENIEURWESEN

σ̄2 [mm2]

0

1

0,15 0,65
0

1

2

`c,h [mm2]

0

1

0,05 0,25
0

1

2

3

`c,u [mm]

0

1

1,6 4,0
0
1
2
3
4
5

Abbildung 9.6: Zugehörigkeitsfunktionen und Histogramme der Stichprobenvarianz
(links) und der Korrelationsparameter in Axialrichtung (Mitte) und in Umfangsrichtung
(rechts)

Die Zugehörigkeitsfunktionen orientieren sich am jeweiligen Histogramm und wer-
den wie folgt durch Fuzzy-Trapezintervalle und einer Fuzzy-Dreieckszahl beschrie-
ben:

σ̃2 = 〈0,15, 0,25, 0,45, 0,65〉
˜̀
c,h = 〈0,05, 0,125, 0,175, 0,250〉

˜̀
c,u = 〈1,6, 2,0, 4,0〉 .

(9.2)

Die linke und rechte Grenze der Fuzzy-Größen werden aufgrund mangelndem Ex-
pertenwissen über die Korrelationsstruktur einer Kegelschale konservativ gewählt.
Die zugehörigen Fuzzy-Autokorrelationsfunktionen in Abbildung 9.7 resultieren
durch Einsetzen der Fuzzy-Korrelationsparameter in die gewählten Funktionen
für das Fitting. Die Funktionen in Axialrichtung sind eine gute Näherung. Hin-
gegen ist die gewählte Fitting-Funktion für die Umfangsrichtung nicht geeignet,
die Welligkeit der aus den Messungen evaluierten AKFs abzubilden. Auch eine
Verringerung der Periodenlänge führt mit der gewählten Funktion zu keiner Ver-
besserung der Näherung. Wenn die Welligkeit gut dargestellt wird, wird hingegen
die Näherung der Amplitude schlechter. Zur Verbesserung des Fittings müssen
daher alternative Funktionen getestet werden, die bei Bedarf auch mehr Parame-
ter erfordern. In diesem Beispiel wird davon ausgegangen, dass die Welligkeit der
Korrelationsfunktion für den Lastfall Axialdruck eher einen geringen Einfluss auf
die Beullast hat. Abschließend sind in Abbildung 9.8 zwei Realisationen der Ke-
gelschale für die linke und rechte Grenze der festgelegten Fuzzy-Eingangsgrößen
dargestellt.
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Abbildung 9.7: Fuzzy-Autokorrelationsfunktionen (Fuzzy-AKFs) in Axialrichtung
(links) und in Umfangsrichtung (rechts)

Abbildung 9.8: Realisationen der Kegelschale (100-fach überhöht dargestellt) für die
linke und rechte Grenze der Fuzzy-Eingangsgrößen

9.1.3 Ergebnisse und Diskussion

Die α-Level-Optimierung der Fuzzy-stochastischen Analyse wird auf Basis ei-
nes HDMR-Metamodells 2. Ordnung gelöst. Zur Approximation der Schnittfunk-
tionen wird die LSQ-Methode mit kubischen Polynomen und einer Anzahl von
nsim = 5 Stützstellen pro Variable angewendet. Der numerische Aufwand mit drei
Fuzzy-Eingangsparameter wird mit 61 Monte-Carlo-Simulationen definiert. Da-
zu werden 500 Realisationen pro MCS durchgeführt. In Abbildung 9.9 sind die
Ergebnisse des Fuzzy-Mittelwerts und des Fuzzy-5%-Quantilwerts des kritischen
Beulfaktors dargestellt.
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Abbildung 9.9: Fuzzy-Beulfaktor der Ariane-Zwischenstufe

Zusätzlich werden die real gemessenen Imperfektionen als Fourier-Reihen auf das
FE-Modell aufgebracht. Diese Ergebnisse des kritischen Beulfaktors werden im
Histogramm gezeigt. Eine gute Übereinstimmung der Ergebnisse mit dem Fuzzy-
5%-Quantilwert wird gezeigt. Der Fuzzy-Mittelwert korreliert hingegen weniger
mit den Fourier-Imperfektionen. An dieser Stelle muss vor allem das mangelhafte
Fitting der AKFs in Umfangsrichtung hinterfragt werden. Die Wahl einer alter-
nativen Fitting-Funktion kann hier zu einer Verbesserung der Ergebnisse führen.
Die Annahme, dass die Welligkeit der AKF in Umfangsrichtung einen geringeren
Einfluss auf die Beullast hat, muss an dieser Stelle überprüft werden. Die linke
Grenze des Fuzzy-5%-Quantilwerts liegt bei αcr ≈ 0,92.
Das Stabilitätsverhalten dieser Kegelschale ist weniger sensitiv bezüglich den vor-
handenen Mantelimperfektionen aus dem Herstellungsprozess. Dennoch sollten
weitere Imperfektionsformen und deren Unschärfe modelliert werden. Allerdings
sind für dieses Beispiel zur Modellierung der Aufstandsimperfektionen, Varia-
tionen der Schalendicke und den materiellen Imperfektionen keine Messungen
vorhanden.



9.2 Dynamische Untersuchung eines Propfans 251

9.2 Dynamische Untersuchung eines Propfans

Probabilistische Methoden für die strukturmechanische Auslegung sind bei der
Entwicklung robuster Turbinenschaufeln und Rotorblättern schon weit verbrei-
tet, siehe z.B. [196, 245, 328]. Einsatzgebiete sind große Gasturbinen im Kraft-
werksbau, Turbinen oder Propeller im Flugzeugbau, Rotorblätter von Windrä-
dern oder auch Ventilatoren in der Klimatechnik. Dabei haben materielle und
geometrische Imperfektionen einen großen Einfluss auf die Laufzeit. In aufwendi-
gen dynamischen Untersuchungen können Ausfallwahrscheinlichkeiten berechnet
werden. Aber auch hier sind die Eingangsgrößen mit Unschärfen behaftet, die
unbedingt berücksichtigt werden müssen.

Ein mögliches Vorgehen wird beispielhaft am Modell eines Propfans diskutiert.
Ein Propfan zeichnet sich durch die große Anzahl (8–10) stark verwundener und
teils überlappender Schaufelblätter aus. Ein Propfan-Triebwerk wird bei Flug-
zeugen mit Antriebsgeschwindigkeiten weit unter der Schallgeschwindigkeit ein-
gesetzt. Diese Art von Triebwerk ermöglicht im Vergleich zu einem herkömm-
lichen Propeller eine verbesserte Antriebsleistung bei geringerer Drehzahl. Da-
durch wird der Strömungswiderstand an den Blattspitzen verringert. Bei moder-
nen Transport- oder Kurzstreckenflugzeugen kann damit der Treibstoffverbrauch
um bis zu 25% sowie der Lärmpegel reduziert werden.

Der simulierte Propfan ist aus Lammering [174] und Wagner & Grutt-
mann [340] entnommen. Dieser ist eine Entwurfsversion des SR3-Propfans der
Firma Hamilton Standard mit einem Durchmesser von ca. 2,70m. In einer neue-
ren Ausführung wird der Propfan auch beim Airbus A400M eingesetzt, siehe Ab-
bildung 9.10. Folgend wird die Rotation eines einzelnen Schaufelblatts als Fuzzy-

Abbildung 9.10: Transportflugzeug A400M mit Propfan-Triebwerk

stochastischer Prozess simuliert. Die Abweichung von der Geometrie des Schaufel-
blatts wird mit einem Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsfeld modelliert.
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Dabei wird diskutiert, wie Korrelationseigenschaften von Imperfektionen auch
bei beliebig gekrümmten Oberflächen gewonnen werden können. Weitere Fuzzy-
Eingangsgrößen sind das Antriebsmoment und die Dichte des Rotorblatts. Das
Rotorblatt ist an der Antriebsnabe eingespannt. An dieser Stelle wird die zeitlich
veränderliche Auflagergröße als unscharfe Variable untersucht.

9.2.1 FE-Modell des Propfans

Der untersuchte Propfan besteht aus einem Faserverbundmaterial (CFK). Durch
die Leichtbauweise wird eine Reduzierung der auftretenden Zentrifugalkräfte wäh-
rend der Rotation ermöglicht. Lammering [174] untersucht hierzu z.B. den Ein-
fluss des Materials auf das Verhalten eines Rotorblatts bei konstanter Drehzahl.
Aufgrund der vorhandenen Symmetrie des Gesamtmodells kann eine dynamische
Untersuchung an einem einzelnen Rotorblatt durchgeführt werden. Das Rotor-
blatt wird mit numnp = 802 Knoten und numel = 740 Schalenelementen dis-
kretisiert. Durch die geometrisch nichtlineare Formulierung des Elements nach
Wagner & Gruttmann [340] werden die finiten Rotationen berücksichtigt.
Das FE-Modell des räumlich gekrümmten Rotorblatts und der Schichtaufbau des
Laminats werden in Abbildung 9.11 dargestellt. Die steife Verbindung bis zur

Abbildung 9.11: FE-Modell des räumlich gekrümmten Rotorblatts mit 802 Knoten
und 740 Schalenelementen (links) und der Schichtaufbau des Laminats (rechts)

Rotationsachse im Schwerpunkt der Nabe des Propellers wird mit starren Ele-
menten modelliert. Der Querschnitt des Propfans ist ein Hohlprofil mit räumlich
variabler Gesamtdicke d(x) mit dem Vektor der Knotenkoordinaten x = [x, y, z].
Das Laminat besteht in Dickenrichtung aus sechs Einzelschichten mit einem
Schichtaufbau von [90◦, 45◦, 0◦, 0◦, 45◦, 90◦]. Die Schichtdicke einer Einzelschicht
ist t = 0,8mm. Die dazugehörigen Materialparameter des transversal isotropen
Faserverbundmaterials sind in Tabelle 9.2 dargestellt.
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E1

[kN/cm2]
E2

[kN/cm2]
G12 = G23

[kN/cm2]
ν12

[−]
ρ

[kg/m3]

13 500 1 000 540 0,3 1 600

Tabelle 9.2: Propfan: Materialparameter

Die Rotation des Propfans wird mit einem Antriebsmoment an der Rotationsachse
um die z-Achse initialisiert.

Mz(t) = M0 f(t) mit M0 = 10Nm (9.3)

Die Lastfunktion f(t) wird in Abbildung 9.12 dargestellt.

Abbildung 9.12: Lastfunktion f(t) zur Initialisierung der Bewegung des Rotorblatts

Das Rotorblatt des Propfans ist durch eine hohe Steifigkeit charakterisiert. Des-
halb kann ein Vergleich der numerischen Ergebnisse mit einer analytischen Lö-
sung einer Starrkörperbewegung durchgeführt werden. Zusätzlich wird mithilfe
des Faserverbundwerkstoffs eine Konstruktion mit geringer Massendichte ermög-
licht. Das Rotorblatt wird unter der Annahme einer unendlich großen Biegestei-
figkeit EI → ∞ vereinfacht und durch ein starres Modell ersetzt, siehe Abbil-
dung 9.13. Die Gesamtmasse des Rotorblatts m = 3,77 kg wird als Punktmasse
im Massenschwerpunkt S modelliert. Das starre Vergleichsmodell ist ein Pendel.
Die Pendellänge `S wird mit den Koordinaten des Massenschwerpunkts S(x, y, z)
ermittelt.

`S =
√

0,7722 + 0,2462 + 0,01732 = 0,81m (9.4)
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Abbildung 9.13: Starres Vergleichsmodell des Rotorblatts

Das Massenträgheitsmoment

θz =
∫
m

(x2 + y2) dm =
∫
V

r2ρ dV (9.5)

wird numerisch mit den Ansätzen des 4-Knoten-Schalenelements wie folgt be-
rechnet:

θz,FEM =
numel⋃
e=1

4∑
I=1

4∑
K=1

∫
Ωe

∫
ζ

r2ρNINKt(ζ) dζdA = 2,826 kg m2 . (9.6)

Untersucht wird der Verlauf der vertikalen Auflagerkraft V (t) während der Rota-
tion des Rotorblatts. Dieser kann aus dem dynamischen Gleichgewicht (Momen-
tensatz/Drallsatz) ermittelt werden.

θϕ̈(t)−M0f(t) = 0 (9.7)

Durch Integration und Berücksichtigung der Bereiche der Lastfunktion f(t) nach
Abbildung 9.12 können die Funktionen von ϕ(t), ϕ̇(t) und ϕ̈(t) aufgestellt wer-
den. Dabei gilt für die Anfangsbedingungen: ϕ(0) = 0 und ϕ̇(0) = 0. Aus dem
Kräftegleichgewicht folgt eine analytische Lösung für den zeitlichen Verlauf der
vertikalen Auflagerkraft.

V (t) = m`S[cos(ϕ(t))ϕ̈(t)− sin(ϕ(t))ϕ̇2(t)] (9.8)

Für eine Abschätzung wird der Anteil der Gewichtskraft vernachlässigt. In Ab-
bildung 9.14 wird die analytische Lösung mit der numerischen Lösung von drei
Zeitintegrationsverfahren verglichen. Dazu werden bei der numerischen Lösung
die Knoten-Reaktionskräfte an der Rotationsachse aufsummiert. Die Zeitschritt-
weite wird zu ∆t = 0,05 s gewählt. Die Bewegung des Rotorblatts wird bis zu
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einer Zeit tmax = 5 s berechnet. Das entspricht etwa zwei Umdrehungen des Ro-
torblatts.
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Abbildung 9.14: Verlauf der vertikalen Auflagerkraft V (t): Vergleich der analytischen
Lösung mit numerischen Lösungen verschiedener Zeitintegrationsverfahren

Die analytische Lösung des starren Vergleichsmodells stimmt gut mit der FE-
Lösung überein. Die Annahme eines starren Körpers für das Rotorblatt ist zuläs-
sig. Eine mögliche Begründung der geringen Abweichungen ist u.a. das nicht voll-
kommen starre Verhalten des FE-Modells. Vor allem beim Anfahrprozess führt
dies zu etwas geringeren Auflagerreaktionen. Bei der numerischen Lösung mit
dem Newmark-Verfahren ist bereits nach einer ersten Umdrehung bei einer Zeit
von ca. t ≈ 2,2 s eine numerische Dissipation zu beobachten. Die berechneten
Verläufe mit dem HHT-Verfahren und dem Generalized-α-Verfahren sind nahezu
deckungsgleich. Durch die Anwendung dieser Verfahren werden stabile Lösungen
für den gewählten Zeitbereich gewährleistet. Damit können sie für Unschärfemo-
dellierung angewendet werden. Für dieses Beispiel werden weitere Untersuchun-
gen zur Stabilität der Verfahren z.B. in [155] durchgeführt. Vor allem in einer
Unschärfemodellierung muss sichergestellt sein, dass für den gewählten Defini-
tionsbereich der Eingangsgrößen die Methoden nicht divergieren. Sonst ist eine
Divergenz auch in der Fuzzy-Ergebnisgröße zu beobachten.

9.2.2 Geometrische Imperfektionen des gekrümmten Rotorblatts

Die Abweichungen von der ideellen Geometrie des Rotorblatts werden orthogonal
zur gekrümmten Oberfläche aufgebracht. Zudem ist eine Abstandsberechnung für
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die Berechnung einer Korrelationsmatrix erforderlich. Für die Geometrie wird ein
Ersatzmodell mit den gegebenen Knotenkoordinaten aufgestellt:

[xi, zi]T mit x = [x, y]T . (9.9)

Zur Approximation wird die LSQ-Methode angewendet. Bei geschickter Drehung
der Struktur ist eine Approximation mit biquadratischen Polynomen ausreichend.

ẑ(x) =
2∑

m=0

2∑
n=0

am,nx
myn (9.10)

Durch den vorhandenen Funktionsausdruck der Geometrie kann mithilfe der Ab-
leitungen

ẑ,x =
2∑

m=1

2∑
n=0

amnmx
m−1yn

ẑ,y =
2∑

m=0

2∑
n=1

amnnx
myn−1

(9.11)

an jedem Knoten xi durch das Kreuzprodukt der normierte Normalenvektor

n(x) = tx × ty
|tx × ty|

(9.12)

berechnet werden. Dabei sind tx = [1 0 ẑ,x]T und ty = [0 1 ẑ,y]T die li-
near unabhängigen Tangentialvektoren. Der Abstand, der zur Berechnung der
Korrelationen erforderlich ist, wird über eine projizierte Bogenlänge angegeben,
siehe Abbildung 9.15. Dabei wird angenommen, dass die projizierte gerade Ver-
bindungslinie der geringste Abstand zweier Punkte ist. Die Verbindungslinie der

Abbildung 9.15: LSQ-Approximation der Geometrie des gekrümmten Rotorblatts,
Normalenvektoren für Imperfektionsrichtung und Abstandsberechnung
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Koordinaten [xi, ẑi] und [xj, ẑj] wird durch eine Kurve in der Parameterdarstel-
lung

K(s) :


x(s) = xi + s(xj − xi)
y(s) = yi + s(yj − yi)
z(s) = ẑ(x(s), y(s))

s ∈ [0, 1] (9.13)

beschrieben. Der Abstand dij ist wie folgt definiert:

dij =
1∫

0

√
ẋ2(s) + ẏ2(s) + ż2(s) ds . (9.14)

Das Integral wird numerisch mit einer Newton-Cotes-Integration gelöst. Die geo-
metrischen Imperfektionen werden durch das normalverteilte Zufallsfeld

w(x, θ) ∼ N (µ(x), σ) (9.15)

modelliert. Da keine Messungen zu den Imperfektionen vorliegen, wird eine kon-
stante Standardabweichung von σ = 0,3m frei gewählt. Durch diese wird maß-
geblich die Amplitude der Imperfektion gesteuert. Das homogene Zufallsfeld soll
symmetrisch bezüglich der ideellen Geometrie sein. Daher gilt für den Mittelwert:
µ(x) = 0. Um eine endgültig mittelwertfreie Imperfektion zu erhalten, muss das
arithmetische Mittel des Feldes wie folgt subtrahiert werden:

w̄(x, θ) = w(x, θ)− 1
Nw

Nw∑
i=1

[w]i (9.16)

mit der AnzahlNw = numnp−25 = 777 ohne die FE-Knoten an der Rotationsach-
se. Diese 25 Knoten sind imperfektionsfrei. Für die stochastische Diskretisierung
wird die KLT angewendet. Die Korrelationsmatrix wird mit der quadratischen
exponentiellen Korrelationsfunktion

[ρ]ij = exp
(
−
d2
ij

`c

)
, i, j = 1, . . . , Nw (9.17)

berechnet. Da keine Messergebnisse vorhanden sind, muss die Korrelationslän-
ge `c frei gewählt werden. Zur Wahl werden Realisationen der Zufallsfelder für
verschiedene Korrelationslängen betrachtet. In Abbildung 9.16 sind drei Reali-
sationen mit dem Netz der ursprünglichen Geometrie des Rotorblatts für die
Korrelationslängen `c ∈ [100, 500, 1000] dargestellt. Für die kleinste Korrelations-
länge `c = 100m2 kann eine maximale Abweichung zur Referenzgeometrie des
Rotorblatts (Gesamtlänge L ≈ 1,35mm) von ∆w ≈ 17mm beobachtet werden.
Für die größte Korrelationslänge ist die Abweichung nahezu Null.
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Abbildung 9.16: Realisationen geometrischer Imperfektionen für verschiedene Kor-
relationslängen `c ∈ [100, 500, 1000] und der Standardabweichung σ = 0,3m mit dem
Netz der Ausgangsgeometrie des Rotorblatts

9.2.3 Fuzzy-stochastische Analyse der Propfan-Rotation

Für die Unschärfemodellierung werden die Wichte ρ, das Antriebsmoment M0

und die Korrelationslänge `c als Fuzzy-Dreieckszahlen wie folgt definiert:

ρ = 〈1500, 1600, 1700〉
M0 = 〈9, 10, 11〉
`c = 〈100, 500, 1000〉 .

(9.18)

Diese sind auch in Abbildung 9.17 dargestellt. Durch die Fuzzifizierung der Kor-
relationslänge werden die Imperfektionen durch ein Fuzzy-wahrscheinlichkeitsba-
siertes Zufallsfeld beschrieben. Die Ergebnisgröße des Fuzzy-stochastisches Pro-
zesses ist der Erwartungswert der vertikalen Auflagerkraft E[V ]. An jedem Zeit-
schritt wird ein HDMR-Metamodell 2. Ordnung aufgestellt. Die Näherung der
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Abbildung 9.17: Fuzzy-Eingangsgrößen für den Fuzzy-stochastischen Prozess: Wichte
ρ (links), Antriebsmoment M0 (mitte) und Korrelationslänge `c (rechts)

Schnittfunktionen erfolgt mit der LSQ-Methode unter Verwendung kubischer Po-
lynome. Für die drei Eingangsgrößen und fünf Stützstellen pro Variable müssen an
insgesamt 61 Stützstellen Monte-Carlo-Simulationen durchgeführt werden. Jede
Simulation umfasst 500 Realisationen. Die Grundlösungen des Fuzzy-stochasti-
schen Prozesses werden mit dem HHT-Verfahren und einer Zeitschrittweite von
∆t = 0,05 s berechnet. Die Gesamtlänge des Prozesses ist tmax = 5 s. Damit muss
das HDMR-Metamodell 100-mal aufgestellt werden, wobei die statistische Ver-
suchsplanung unverändert bleibt. In Abbildung 9.18 ist die zeitliche Entwicklung
der Unschärfe für den Erwartungswert der vertikalen Auflagerkraft dargestellt.
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Abbildung 9.18: Fuzzy-stochastischer Prozess für den Erwartungswert der vertikalen
Auflagerkraft E[V ]
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Nach dem Anfahrprozess nimmt die Unschärfe mit fortschreitender Zeit stetig zu.
Zur Überprüfung, ob das Metamodell an unterschiedlichen Zeitpunkten das Ver-
halten abbilden kann, können die Schnittfunktionen der HDMR an unterschiedli-
chen Zeitpunkten betrachtet werden. In Abbildung 9.19 sind an den Zeitpunkten
t = 1,5 s und t = 2,5 s die Näherungen der 2-D-Schnittfunktionen für die Wichte
ρ und das Antriebsmoment M0 ausgewertet. Der Funktionsverlauf ändert sich

Abbildung 9.19: HDMR-Schnittfunktionen ρ–M0 an den unterschiedlichen Zeitpunk-
ten t = 1,5 s (links) und t = 2,5 s (rechts)

deutlich. Zu jedem Zeitpunkt muss dennoch gewährleistet sein, dass das Meta-
modell das Verhalten abbilden kann. Des Weiteren ändern sich auch die Einflüsse
der drei Eingangsgrößen auf die Ausgangsgröße in jedem Zeitschritt. Die Frage,
wann eine ausgesuchte Eingangsgröße den größten Einfluss hat, kann mit einem
zeitlichen Verlauf der Sobol’-Indizes beantwortet werden.
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Abbildung 9.20: Ergebnisse der Sensitivitätsanalyse bezogen auf den Mittelwert der
vertikalen Auflagerkraft am Zeitpunkt t = 1,5 s
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Abbildung 9.21: Ergebnisse der Sensitivitätsanalyse bezogen auf den Mittelwert der
vertikalen Auflagerkraft am Zeitpunkt t = 2,5 s

An den Zeitpunkten t = 1,5 s und t = 2,5 s wird jeweils eine Sensitivitätsana-
lyse mit 1003 generierten Auswertungsstellen mittels Random-Sampling für die
Monte-Carlo-Integration durchgeführt. Als Datengrundlage der Sensitivitätsana-
lyse wird lediglich der Support des Fuzzy-Eingangsraums (α = 0) verwendet.
Durch diese starke Vereinfachung wird die Unschärfe in den Ergebnissen der Sen-
sitivitätsanalyse vernachlässigt. Allerdings können damit die Einflüsse an ver-
schiedenen Zeitpunkten abgeschätzt werden. Die Ergebnisse der Sobol’-Indizes
sind in den Abbildungen 9.20 und 9.21 dargestellt. Bei dem Zeitpunkt t = 1,5 s
findet noch der Anfahrprozess statt, siehe Abbildung 9.12. Das Antriebsmoment
hat an diesem Zeitpunkt einen sehr großen Einfluss auf die Auflagerkraft. Wer-
den die Sobol’-Indizes eine Sekunde später zum Zeitpunkt t = 2,5 s betrachtet,
haben sich diese bereits stark verändert. Der Einfluss der Wichte nimmt zu und
Effekte 2. Ordnung treten auf. Die Korrelationslänge hat an beiden Zeitpunkten
keinen Einfluss. Durch die große Steifigkeit des untersuchten Propfans können
geometrische Imperfektionen vernachlässigt werden.
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10 Zusammenfassung und Ausblick

10.1 Zusammenfassung

Ein realitätsnahes Tragverhalten erfordert die Berücksichtigung von Unschärfen.
Mithilfe der polymorphen Unschärfemodellierung können aleatorische und episte-
mische Unschärfen klar unterschieden werden. In der vorliegenden Arbeit werden
verschiedene Unschärfemodelle für unterschiedliche Problemstellungen aus der
nichtlinearen Strukturmechanik eingesetzt. Zusammenfassend werden drei The-
menschwerpunkte bearbeitet:

• Modellierung räumlicher Variabilität mit Unschärfe

• Metamodelle und Sensitivitätsanalyse

• Unschärfemodellierung im Schalenbeulen .

Für eine effiziente Modellierung der räumlichen Variabilität werden geeignete Dis-
kretisierungsmethoden für die Simulation von Zufallsfeldern im Rahmen der Fi-
niten Elemente Methode benötigt. Die Grundlagen werden in Kapitel 6 gegeben.
Die Anwendung der EOLE-Methode erweist sich als sehr vorteilhaft. Mit dieser
Methode ist eine einfache Trennung zwischen dem FE-Netz und einem stochas-
tischen Netz möglich. Je nach Variabilität kann dieses Netz wesentlich gröber
sein als das FE-Netz. Dadurch kann der Rechenaufwand beim Lösen des Ei-
genwertproblems der Kovarianzmatrix erheblich reduziert werden. Eine Fuzzy-
Analyse erfordert zudem die Durchführung der α-Level-Optimierung. Werden
zusätzlich aleatorische Unschärfen berücksichtigt, ist z.B. ein Sampling mit der
Monte-Carlo-Methode erforderlich. Um den Rechenaufwand zu reduzieren, wird
die Strategie der Metamodellierung angewendet. Die Grundlösung wird durch ein
einfacheres Modell ersetzt. Dabei hat das gewählte Metamodell einen großen Ein-
fluss auf die Qualität der Ergebnisgrößen. In Kapitel 7 werden die Grundlagen
der fünf gängigsten Metamodelle: Polynominterpolation, Methode der kleinsten
Fehlerquadrate, Kriging, Künstlich Neuronale Netze mit Feed Forward-Struktur
und das HDMR-Metamodell detailliert beschrieben. Die Metamodelle werden in
zwei Klassen eingeteilt: Interpolationsmodelle und Ausgleichsmodelle. Als Fazit
können die folgenden Erkenntnisse zur Anwendung der Metamodelle im Rahmen
der Unschärfemodellierung festgehalten werden:

• Durch die Anwendung der Ausgleichsmodelle können auftretende Fluktua-
tionen bei einer Monte-Carlo-Simulation ausgeglichen werden. Damit kön-
nen stabilere unscharfe Ergebnisgrößen erzielt werden. Deshalb wird emp-
fohlen für Fuzzy-stochastische Analysen mit der Monte-Carlo-Methode oder



10.1 Zusammenfassung 263

alternativer Sampling-Methoden die Metamodelle aus der Klasse der Aus-
gleichsmodelle zu wählen.

• Das HDMR-Metamodell hat sich als besonders effizient erwiesen. Die An-
zahl der Stützstellen kann bei diesem Metamodell für hochdimensionale
Problemstellungen erheblich reduziert werden. Eine HDMR 2. Ordnung ist
für die meisten physikalischen Problemstellungen ausreichend. Zusätzlich
kann mit den Schnittfunktionen der HDMR der funktionale Zusammen-
hang der einzelnen Eingangsparameter dargestellt werden.

Als Hilfsmittel bei der Entscheidungsfindung (engl.: decision-making) wird die
ANOVA-HDMR als varianzbasierte Sensitivitätsanalyse empfohlen. Diese wird
auf Basis der Metamodelle durchgeführt. Mithilfe der Sobol’-Indizes wird der
Einfluss der Eingangsparameter auf die Ergebnisgrößen angegeben.

Ein großes Thema dieser Arbeit ist die Anwendung der Unschärfemodellierung im
Schalenbeulen. Im Gegensatz zu den semi-empirischen und klassischen probabilis-
tischen Ansätzen werden neben den aleatorischen auch epistemische Unschärfen
bei der Modellierung von Imperfektionen berücksichtigt. Für die Modellierung
der Mantelimperfektionen wird das Vorgehen anhand von vorliegenden Imperfek-
tionsmessungen vorgestellt. Ein Korrelationsmodell mit unscharfen Parametern
wird entwickelt, in dem die Korrelationsparameter und die Varianz als Fuzzy-Grö-
ßen definiert werden. Der Ansatz führt auf die Darstellung der räumlich korrelier-
ten Mantelimperfektionen als Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsfelder. In
einem Gesamtmodell werden weitere Imperfektionsarten wie Aufstandsimperfek-
tionen, materielle Imperfektionen und Variationen der Schalendicke berücksich-
tigt. Hierfür werden verschiedene Unschärfemodelle eingesetzt. Die Wahl der Mo-
delle wird anhand der vorhandenen Datenbasis diskutiert. Dadurch werden keine
falschen Voraussetzungen implementiert. Das ist ein wesentlicher Vorteil der poly-
morphen Unschärfemodellierung. Die experimentellen Ergebnisse der Beullasten
können mit den Ergebnissen der Beullasten aus der Unschärfemodellierung ab-
gebildet werden. Zur Diskussion werden die unscharfen Ergebnisgrößen mit den
herkömmlichen Bemessungsgrundlagen, wie dem Knock-Down-Factor und dem
Beulsicherheitsnachweis nach EC3, gegenübergestellt. Die wichtigsten Punkte zur
Unschärfemodellierung im Schalenbeulen lassen sich wie folgt zusammenfassen:

• Aleatorische und epistemische Unschärfen können mithilfe der polymorphen
Unschärfemodellierung für die Modellierung der Imperfektionen von Scha-
lentragwerken quantifiziert werden.

• Entwicklung eines Korrelationsmodells für die Modellierung der räumlichen
Variabilität von Imperfektionen.
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• Die Wahl eines Unschärfemodells für eine bestimmte Imperfektionsart er-
folgt auf Basis vorhandener Daten. Damit wird eine angemessene Quanti-
fizierung der Unschärfen, ohne dass falsche Voraussetzungen generiert wer-
den, ermöglicht.

• Die experimentellen Ergebnisse der Beullasten können mit den Ergebnissen
aus der Fuzzy-stochastischen Analyse abgebildet werden. Die aktuellen Be-
messungsgrundlagen können eingeordnet werden. Ein decision-making wird
diskutiert.

• Der Einfluss der Eingangsparameter auf die Beullast wird mithilfe einer
Sensitivitätsanalyse auf Basis der Metamodelle abgebildet. Für die axial-
gedrückte Zylinderschale hat der Korrelationsparameter in Axialrichtung
und die Schalendicke den größten Einfluss. Effekte zweiter Ordnung werden
lediglich beim Korrelationsparameter in Axialrichtung gekoppelt mit der
Varianz beobachtet.

• Durch die Darstellung der kritischen Beulfaktoren als Fuzzy-Mengen wird
eine numerische Beschreibung von verbalen Aussagen zur Beulsicherheit
ermöglicht.

Abschließend werden in Kapitel 9 weitere Beispiele aus der Ingenieurpraxis vor-
gestellt. Das vorgestellte Korrelationsmodell mit unscharfen Parametern wird am
Modell einer Kegelschale der Zwischenstufe einer Ariane-Rakete angewendet. Mit
diesem Beispiel wird gezeigt, dass Strukturen mit Aussparungen kein Problem
darstellen. Zudem wird die Anwendbarkeit der behandelten Methoden für zeit-
lich abhängige Problemstellungen mit einer dynamischen Analyse eines Propfans
demonstriert. Die Modellierung von Imperfektionen mittels Zufallsfelder ist auch
bei der gekrümmten Oberfläche des Rotorblatts möglich.
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Gegenstand zukünftiger Forschungsarbeiten könnten folgende Punkte sein:

• Themen zur Modellierung der räumlichen Variabilität

– Nicht Gaußsche Zufallsfelder und Kreuzkorrelationen
In der vorliegenden Arbeit werden ausschließlich homogene Gaußsche
Zufallsfelder betrachtet. Aufgrund einer zu geringen Datengrundlage
kann noch keine Aussage darüber getroffen werden, ob z.B. Mantel-
imperfektionen durch nicht Gaußsche Zufallsfelder dargestellt werden
müssen. Dafür ist eine Transformation des Zufallsfelds erforderlich, sie-
he z.B. in [111,173,226]. Ein Gaußsches Zufallsfeld zur Darstellung der
Imperfektionen w(x) kann in ein nicht Gaußsches Zufallsfeld wie folgt
transformiert werden:

w(x, θ) = F−1Φ[w(x, θ)] (10.1)

mit F der nicht Gaußschen bedingten Verteilungsfunktion von w(x, θ)
und Φ[w(x, θ)] der standardnormalverteilten Gaußschen Zufallsvaria-
ble. Ein weiterer Punkt ist die Berücksichtigung von Kreuzkorrela-
tionen (engl.: cross correlation) zwischen einzelnen Zufallsfeldern, sie-
he z.B. [327]. Damit kann beispielsweise eine Korrelation zwischen
räumlich korrelierten geometrischen und materiellen Imperfektionen
beschrieben werden.

– Bedingte Zufallsfelder
Viele Bauteile im Bauwesen bestehen aus zusammengesetzten Quer-
schnitten. Für den Zusammenbau müssen bei den Imperfektionsfeldern
gewisse Randbedingungen eingehalten werden. Diese können bei der
Beschreibung der Zufallsfelder direkt berücksichtigt werden. Beispiele
für bedingte Zufallsfelder sind in [66, 165, 215] gegeben. Der Einbau
von Randbedingungen ist vor allem bei der Trennung eines stochasti-
schen Netzes vom FE-Netz interessant. Die Bedingungen müssen nicht
nur an den stochastischen Knoten erfüllt werden, sondern auch an den
entsprechenden FE-Knoten. Dafür könnte eine Formulierung im Rah-
men der EOLE-Methode entwickelt werden. In der Literatur ist hierfür
bisher kein Ansatz bekannt.

– Entwicklung geeigneter Netzgeneratoren für das stochasti-
sche Netz
Bei komplexen Strukturen kann durch eine geschickte Wahl der sto-
chastischen Knoten zur Diskretisierung der Zufallsfelder viel Rechen-
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zeit bei der Lösung des Eigenwertproblems der Kovarianzmatrix ein-
gespart werden. Hierbei können geeignete Netzgeneratoren für das sto-
chastische Netz weiterhelfen.

• Unschärfemodellierung im Schalenbeulen

– Entwicklung weiterer Korrelationsmodelle zur Modellierung
der räumlichen Variabilität von Imperfektionen
Die in Kapitel 3 aufgestellten Korrelationsfunktionen in Axial- und
Umfangsrichtung sind voneinander unabhängig. Diese Annahme kann
mit dem Herstellungsprozess einer Zylinderschale begründet werden.
Das aufgerollte Schalenblech kann in zwei Richtungen unterschiedlich
gewalzt sein. Die Annahme stellt in dieser Arbeit eine wesentliche Ver-
einfachung dar, weil keine näheren Informationen zum Herstellungs-
prozess der Schalen vorliegen. Eine Abhängigkeit in beide Richtungen
muss dann bei der Abstandsberechnung der Knoten zum Aufstellen
der Korrelationsfunktionen auf Basis der Fourier-Reihen berücksich-
tigt werden. Die Zusammenhänge können auch begleitend zu Experi-
menten untersucht werden.

– Überprüfung der Modelle an aktuellen Versuchsdaten
Das Vorgehen der Unschärfemodellierung im Schalenbeulen wird an-
hand der Imperfektionsdatenbank der TU Delft [10] aus dem Jahre
1979 gezeigt. Jedoch ist die Übertragung auf beliebige Datenbanken
zur Beuluntersuchung von Schalentragwerken problemlos möglich. Ei-
ne aktuellere Datenbank kann daher zu einem erweiterten Experten-
wissen für die Definition der Zugehörigkeitsfunktionen der Eingangspa-
rameter beitragen. Zudem sind die unbekannten Korrelationseigen-
schaften der materiellen Imperfektionen immer noch ein offener Punkt.
Hingegen können die Korrelationseigenschaften der Schalendicke ein-
facher ermittelt werden. Untersuchungen für Schalentragwerke beste-
hend aus anderen Materialien, wie z.B. Faserverbundmaterialien, kön-
nen u.a. für die Luft- und Raumfahrtindustrie von Interesse sein.

– Fortentwicklung polymorpher Unschärfe
Bisher werden aleatorische Unschärfen und unvollständige Daten als
Teil epistemischer Unschärfe berücksichtigt. Messungenauigkeiten wer-
den in dieser Arbeit vernachlässigt, d.h. die Messung der Fourier-
Reihen wird als ausreichend genau angenommen. Durch die Anwen-
dung eines fp-fr-Modells können ungenaue Daten quantifiziert werden.
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– Unschärfemodelle bei alternativen Ansätzen zur Berücksich-
tigung von Imperfektionen
Ein Schweißnahteinzug ist für geschweißte Schalen die maßgebende Im-
perfektionsform. Kenntnisse über die Lage und Ausbildung der Schweiß-
naht können in einem Unschärfemodell ebenfalls beschrieben werden.
In [332] wird ein Überblick zu verschiedenen Bemessungskonzepten im
Schalenbeulen gegeben. Das Konzept der polymorphen Unschärfe kann
bei verschiedenen Bemessungskonzepten angewendet werden.

– Beulsicherheitsnachweis mit Unschärfe
Das höhere Ziel ist ein umfassendes Bemessungskonzept für die Praxis
zur Berücksichtigung der Unschärfe im Schalenbeulen. Dazu sollten
durch weitere Beispiele mit einer umfangreicheren Datengrundlage die
Wahl der Unschärfemodelle für die einzelnen Imperfektionsarten über-
prüft werden. Dann kann auch eine Strategie für eine „sichere“ Bemes-
sung entwickelt werden.

• Modellunschärfe
Ein weiterer Aspekt ist die Modellunschärfe. In der vorliegenden Arbeit
werden die Eingangsparameter als unscharfe Parameter definiert, aber das
Modell ist nicht unscharf. Eine Berücksichtigung der Modellunschärfe ist
beim numerischen Modell und dem Korrelationsmodell möglich.

• Decision-making in der Tragwerksanalyse unter Unschärfe
Die Bewertung der Sicherheit eines Tragwerks wird mithilfe der aktuellen
Bemessungsrichtlinien, wie dem Eurocode [64], durchgeführt. Die Sicher-
heitsbeurteilung basiert darin auf den klassischen probabilistischen Metho-
den und erfolgt durch die Definition von Zuverlässigkeitsindizes und Ver-
sagenswahrscheinlichkeiten. Das ultimative Ziel der Unschärfemodellierung
ist die Unterstützung der Entscheidungsfindung (engl.: decision-making) in
einem Bemessungsprozess [227]. Die Frage, wie ein Ingenieur in der Praxis
mit einer unscharfen Antwortgröße umgehen soll, wird meist offen gelassen.
In [227] wird an einem einfachen Beispiel die epistemische Unschärfe mit ver-
schiedenen Modellen (Fuzzy-Variablen, Intervalle, Bayes-Stochastik) quan-
tifiziert und das decision-making diskutiert. Ähnliche Untersuchungen für
das Schalenbeulen müssen noch durchgeführt werden.

• Management der Unschärfen
Eine weitere interessante Idee ist das „Management von Unschärfen“, das
in [230] diskutiert wird. Die explizite Unterscheidung von aleatorischen und
epistemischen Unschärfen wird mit der polymorphen Unschärfemodellie-
rung ermöglicht. Die Quantifizierung des Einflusses der epistemischen Un-
schärfe auf eine bestimmte Ergebnisgröße ist von großem Interesse. Hierzu
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müssen in einer Sensitivitätsanalyse die Einflüsse in einen epistemischen
und aleatorischen Anteil separiert werden. Da epistemische Unschärfen re-
duziert werden können, ermöglicht dies dann eine gezielte Reduktion der
Unschärfen.

• Metamodelle, Multifidelity und High-Performance Computing

– Metamodelle für hochdimensionale Eingangsräume
Das HDMR-Metamodell hat sich zwar für die Problemstellungen in
dieser Arbeit bewährt, aber ein Vergleich zu speziellen Metamodellen
für hochdimensionale Eingangsräume muss noch durchgeführt werden.
Metamodelle für hochdimensionale Eingangsräume sind z.B. optimier-
te Künstliche Neuronale Netze, Low Rank Tensoren und Polynomial
Chaos, siehe [75,149,166].

– Multilevel-Metamodellierung
Die Metamodelle für hochdimensionale Eingangsräume können für eine
Multilevel-Metamodellierung eingesetzt werden. In dieser Arbeit wird
die Metamodell-Strategie ausschließlich zur Abbildung stochastischer
Größen eingesetzt. Zur Durchführung derMonte-Carlo-Simulation sind
immer noch zahlreiche FE-Rechnungen notwendig. Mit einem weiteren
Metamodell für die Grundlösung kann der Aufwand weiter reduziert
werden. Die Monte-Carlo-Simulation wird dann nicht mit dem FE-
Modell durchgeführt, sondern mit dem zusätzlichen Metamodell. Das
Prinzip ist am Beispiel der Beulanalyse als Grundlösung in Abbildung
10.1 dargestellt. Die Beulanalyse in der inneren Schleife wird durch das

Abbildung 10.1: Multilevel-Metamodellierung in der Fuzzy-stochastischen Analyse

Metamodell 1 ersetzt und die stochastische Analyse durch ein zweites
Metamodell. Vor allem für die Abbildung w(x, θ)→ Pcr muss mit dem
Metamodell 1 ein hochdimensionales Problem gelöst werden. Hierfür
werden die speziellen Metamodelle benötigt.
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– Multifidelity-Ansätze
Eine weitere Möglichkeit zur Effizienzsteigerung sind Multifidelity-An-
sätze, siehe z.B.: [231, 232, 235]. Die Idee wird am Beispiel der Zylin-
derschale in Abbildung 10.2 gezeigt. Wenn der Zusammenhang mit

Abbildung 10.2: Idee des Multifidelity-Ansatzes am Beispiel der Zylinderschale

einem Metamodell zwischen dem Low Fidelity-Modell (Zylinderschale
mit groben FE-Netz) und dem High Fidelity-Modell (Zylinderscha-
le mit feinem FE-Netz) gefunden wird, sind nur noch Berechnungen
am Low Fidelity-Modell notwendig. Als Größe für den Zusammenhang
kann z.B. die Differenz zwischen der Low Fidelity- und High Fidelity-
Lösung verwendet werden. Der Vorteil ist, dass der Verlauf der Diffe-
renz besser abgebildet werden kann. Damit sind weniger Stützstellen
zum Aufstellen des Metamodells notwendig, siehe Abbildung 10.2 (un-
ten).

– Parallel Computing, Cloud Computing und Clusteranalyse
für die Unschärfemodellierug
Die Unschärfemodellierung ist besonders bei komplexen Abbildungs-
modellen sehr rechenaufwendig. Mithilfe der Methoden aus der Infor-
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matik wie Clusteranaylsen, Parallel Computing oder Cloud Computing
und der Anwendung der vorher beschriebenen Ansätze kann die Be-
rechnungszeit weiter reduziert werden.

• Sensitivitätsmaße für unscharfe Ergebnisgrößen
In dieser Arbeit wird im Rahmen der Fuzzy-Strukturanalyse eine varianzba-
sierte Sensitivitätsanalyse durchgeführt. Damit kann der Einfluss der Ein-
gangsparameter auf den Ausgang abgeschätzt werden. Die Datengrundlage
der Sensitivitätsanalyse ist der Support des Fuzzy-Eingangsraums. Die Er-
gebnisse müssen einem α-Level zugeordnet werden. Dabei werden die Fuzzy-
Variablen als gleichverteilte Zufallsvariable aufgefasst. Durch diese starke
Vereinfachung wird die Unschärfe in den Ergebnissen der Sensitivitätsana-
lyse vernachlässigt. Die Fuzzy-Strukturanalyse muss hier getrennt von der
Sensitivitätsanalyse betrachtet werden. Varianzbasierte Sensitivitätsanaly-
sen werden üblicherweise für stochastische Ausgangsgrößen angewendet und
nicht für epistemische Unschärfen. In weiteren Forschungsarbeiten kann da-
her untersucht werden, wie Sensitivitäten für unscharfe Ergebnisgrößen dar-
gestellt werden können.

• Optimierung dünner Schalenstrukturen mit Unschärfe
Ein weiteres interessantes Forschungsfeld ist die Optimierung mit unschar-
fen Daten. In zahlreichen Arbeiten wird dieses Thema bereits diskutiert,
siehe z.B. [98,99,116]. Eine Optimierung dünner Schalenstrukturen mit Un-
schärfe kann ebenfalls durchgeführt. Ein Beispiel ist die Untersuchung beul-
gefährdeter Schalen aus Faserverbundmaterial. Eine Fragestellung könnte
sein, wie ein optimaler Schichtaufbau definiert sein muss, um den Wider-
stand gegen Stabilitätsversagen zu erhöhen, siehe z.B. [333]. Die vorgestell-
ten Methoden zur Berücksichtigung der Unschärfe können in einem Opti-
mierungsalgorithmus angewendet werden. Der Schleifenalgorithmus in Ab-
bildung 10.1 wird durch eine weitere äußere Optimierungsschleife erweitert.
Vor allem für die meist rechenaufwendige Optimierung sind effiziente Me-
tamodelle gefragt.
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