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Quasimonotonie und Vergleichsséitze
Peter Volkmann

Meinem Sohn Stefan zum 50. Geburtstag

1. Einleitung. Essei D CR"und ® : D — R"; firx € D, x = (z1,...,7,)
schreiben wir ®(z) = (Py(z),...,P,(x)). Eine solche Funktion ® nennt
Wolfgang Walter [11] quasimonoton wachsend, wenn fiir k& € {1,...,n} aus
v,y €D, x <y (dh zy <y, ...,x < Yn), Tr = Y stets Pp(x) < Di(y)
folgt.

Der Raum R"™ wird nun durch einen geordneten topologischen Vektorraum
E ersetzt, und wie in [7] wird obige Definition unter Verwendung des topolo-
gischen Duals E* auf Funktionen ® : D — E mit (D C FE) iibertragen; siehe
unten die Definition in Nr. 2.

Dieser Quasimonotonie-Begrift gestattet es, fiir R™ bekannte Vergleichssétze
auch fiir allgemeine geordnete topologische Vektorrdume zu erhalten: Vgl. [7]
fiir gewohnliche Differentialgleichungen, [6] fiir parabolische Differentialglei-
chungen (mit Ursprung bei Mitio Nagumo [5]), und [2], [8] fiir Funktional-
gleichungen; [9] stellt diese Ergebnisse einheitlich dar, vgl. auch [4]. Weiteres
iiber Quasimonotonie bringt der Ubersichtsartikel [3] von Gerd Herzog.

In [1], [10] werden Vergleichssétze fiir Integralgleichungen behandelt. Am En-
de von [1] steht die Bemerkung, dass es interessant wire, die Zusammenhénge
des dortigen Satzes 2 mit den Resultaten der hier zitierten [2], [4], [7], [8], [9]
zu untersuchen. Wir werden nun zeigen, dass dieser Satz 2 sich mit Hilfe des
Ergebnisses von [8] beweisen ldsst (welches auch ein Spezialfall von Satz 2.1
in [4] ist).

2. Abstrakter Vergleichssatz. Satz 2 aus [1] wird dort “abstrakter Ver-
gleichssatz” genannt. Wir geben ihn hier als Satz A wieder (und werden ihn
genauso formulieren wie in [1]).

Dazu sei E ein reeller separierter topologischer Vektorraum, E* bezeichne
seinen topologischen Dual. Es sei K ein Keil in F, also ¢ # K C E mit

A>0, €K, ne K= \N+n) eK.
Wir setzen noch

K=K, Int K #¢



voraus (d.h. K ist abgeschlossen, sein Inneres ist nicht leer). Fiir £,n € E
definieren wir

E<nen—¢eK, (<<n&n—-E(elnt K.
Schliellich sei K* der zu K duale Keil, d.h.

K*={plpeE" p(§)>0(eK)}

Definition ([7]). Fine Funktion ® : D — E mit D C E heifit quasimonoton
wachsend, wenn gilt: Aus &n € D, € < n, ¢ € K*, ¢(&) = o(n) folgt

P(2(8)) < (2(n)).
Nun sei 7' > 0, und fiir ¢ €]0, 77 sei

EP ={g|g:[0.4] = E}.
Fiir g, h € EI%Y definieren wir g < h durch

g(s) < h(s) (0<s <),

und fiir W C B wird eine Funktion F : W — E (monoton) wachsend
genannt, falls gilt:

g,heW, g<h= F(g) < F(h).

Satz A. Es seiT > 0, und fiir allet €]0,T) sei D, C E, W, C ELU F(¢,-,-) :
Wy x Dy — E. Dabei wird F(t, g,&) (fir jedes & € Dy) als monoton wachsend
beziiglich g € Wy vorausgesetzt.

Es seienv,w : [0,T] — E stetige Funktionen mit

v(t),w(t)e Dy (0<t<T)
und
Vo, w oW (0<t<T)

(wobei v |y, w |y Einschrinkungen auf das Intervall [0,t] bedeuten). Au-
Berdem sei fiir jedes t €]0,T] mindestens eine der beiden Funktionen

(1) F(t, v log, ), Flt,wlog,): De—= E
quasimonoton wachsend. Dann folgt aus den Ungleichungen

(2) v(0) << w(0),

(3)  Fltwlog ) << F(t.v g, v(t) (0<t<T)
die Beziehung
v(t) <<w(t) (0<t<T).
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3. Ein Beweis zu Satz A. Wir benutzen den Satz aus [8]. Im Folgenden
nennen wir ihn Satz B, der in [8] gegebene Beweis ist kurz. Es sei wieder
T > 0, und C([0,T], E') bezeichne den Raum aller stetigen w : [0,7] — E.

Satz B. Es sei Q C C([0,T],FE), ®:]0,7] x Q2 — E, und es seien v,w €
mat folgender Eigenschaft:
(P) Aus 0 <t <T, o€ K*, v(s) <<w(s) (0<s<t), pu(t)) =p(w(t))

folgt p(®(t,v)) < p(O(t, w)).
Dann ergibt sich aus

(4) v(0) << w(0), (t,w) << ®(t,v) (0<t<T)

die Ungleichung

(5) v(t) <<w(t) (0<t<T).

Nun seien v,w : [0,7] — E wie in der Voraussetzung des Satzes A, ins-

besondere seien (2), (3) erfiillt. Wir bilden Q = {v,w} und definieren & :
10,7] x Q@ — E durch

O(t,u) = F(t,ulpg, u(t)) (0<t<T, ue{v,w}).

Mit (2), (3) folgt dann (4). Wir konnen nun (P) aus Satz B nachweisen, dieser
Satz liefert dann (5), und damit ist Satz A bewiesen.

Nachweis von (P). Esseialso 0 <t <T, ¢ € K*,
v(s) <<w(s) (0<s<t), p(u(t)) =p(w(t)).

Unser Ziel ist

(6) P(F(t v [0, v(t)) < @(F(tw |pg, w(t))).

Es ist v(t) < w(t), und die Quasimonotonie einer der Funktionen (1) liefert
(7) P(F (0 g, v(1) < @(F 0 g, w(t)))

oder

(8) P(F(tw g, v(t)) < e(F(w [, w(t)))-

Hieraus ergibt sich (6) mit Hilfe der Monotonie von F(¢, g, &) beziiglich g €
Wy In Wy ist

U log< w oy -

Gilt (7), so folgt (6), wenn nach rechts durch o(F(t,w |jog, w(t))) ab-
geschiitzt wird; im Falle (8) kann nach links durch ¢(F(t,v |j4, v(t))) ab-
geschitzt werden.
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