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❊r❦❧är✉♥❣ ③✉r ❙❡❧❜ststä♥❞✐❣❦❡✐t

■❝❤ ✈❡rs✐❝❤❡r❡ ✇❛❤r❤❡✐ts❣❡♠äÿ✱ ❞✐❡ ❆r❜❡✐t s❡❧❜ststä♥❞✐❣ ✈❡r❢❛sst✱ ❛❧❧❡ ❜❡♥✉t③t❡♥ ❍✐❧❢s✲
♠✐tt❡❧ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✉♥❞ ❣❡♥❛✉ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ❛❧❧❡s ❦❡♥♥t❧✐❝❤ ❣❡♠❛❝❤t ③✉ ❤❛❜❡♥✱ ✇❛s
❛✉s ❆r❜❡✐t❡♥ ❛♥❞❡r❡r ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ♦❞❡r ♠✐t ❆❜ä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇✉r❞❡ s♦✇✐❡ ❞✐❡
❙❛t③✉♥❣ ❞❡s ❑■❚ ③✉r ❙✐❝❤❡r✉♥❣ ❣✉t❡r ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡r Pr❛①✐s ✐♥ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧s ❣ü❧t✐❣❡♥
❋❛ss✉♥❣ ❜❡❛❝❤t❡t ③✉ ❤❛❜❡♥✳

❖rt✱ ❉❛t✉♠✿ ❯♥t❡rs❝❤r✐❢t✿





❆❜str❛❝t

❈r♦ss✇❡❧❧ s❡✐s♠✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t♦ st✉❞② ❛♥✐s♦tr♦♣② ❞✉❡ t♦ ❤✐❣❤ s♦✉r❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ✈❡rt✐❝❛❧❧②
tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✭❱❚■✮ ♠❡❞✐✉♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡s✱ ■ ❢♦r✇❛r❞ s✐♠✉❧❛t❡
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❛❧✐st✐❝ ✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤♦✉❣❤ ❛
tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❜② ✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❚❤❡✐r st✉❞② ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❙✲✇❛✈❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❝❦ t❤❡r❡♦❢ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ P✲✇❛✈❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ♣❡r❢♦r♠
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡sts ♦❢ ❛ ❧♦✇✲✈❡❧♦❝✐t② ❛♥♦♠❛❧② ✇❤❡r❡ ■ ✐♥✈❡rt ❢♦r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♦r ❛♥✐s♦✲
tr♦♣✐❝ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦♥❧② ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ P✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ❝♦♥st❛♥t✳
❲✐t❤ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s vP, vP✱❤♦r, v❙❱, v❙❱(45◦) ❛♥❞
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ρ✱ ❜♦t❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥s ♣r♦✈❡
t♦ ❜❡ s✉♣❡r✐♦r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❱❚■ ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛♥ ✉♥✜tt✐♥❣
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝✐t② ♠✐❣❤t ②✐❡❧❞
❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐❧❧✱ t❤✉s✱ ♣r♦❤✐❜✐t t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠
♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ P♦ss✐❜❧❡ ❝r♦sst❛❧❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs s❡❡♠s
t♦ ❜❡✱ ✐❢ ❡①✐st❡♥t ❛t ❛❧❧✱ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts✬ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❋✉t✉r❡ st✉✲
❞✐❡s s❤♦✉❧❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ❱❚■ P✴❙❱✲❝❛s❡ ❋❲■ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✳
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❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣

❙❡✐s♠✐s❝❤❡ ❇♦❤r❧♦❝❤✲❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❜✐❡t❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❤♦❤❡♥ ◗✉❡❧❧❢r❡q✉❡♥③❡♥ ✉♥❞ ❞❡r
❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥s❣❡♦♠❡tr✐❡ ❡✐♥❡ ❛✉ÿ❡r❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡ ●❡❧❡❣❡♥❤❡✐t ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥
ü❜❡r ❞❡♥ ❯♥t❡r❣r✉♥❞ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ③✉ st✉❞✐❡r❡♥✳ ❊✐♥❡ ❤ä✉✜❣ ✈♦r❦♦♠✲
♠❡♥❞❡ ❋♦r♠ ❞❡r ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ✐st ❞✐❡ ❞❡s ✈❡rt✐❦❛❧ tr❛♥s✈❡rs❡♥ ✭❱❚■✮ ▼❡❞✐✉♠s✱ ✇❡❧❝❤❡s
❛✉s ❢❡✐♥❡♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ❜❡st❡❤t✳ ❯♠ ❞✐❡ ❊✛❡❦t❡ ❡✐♥❡s s♦❧❝❤❡♥ ▼❡❞✐✉♠s ✉♥❞
✈♦♥ ❉ä♠♣❢✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙❱✲❲❡❧❧❡♥ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ ♠♦❞❡❧❧✐❡r❡ ✐❝❤ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥
❲❡❧❧❡♥❢❡❧❞❡r ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ r❡❛❧✐st✐s❝❤❡♥ ❲❡❧❧❡♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ▲❛✉❢③❡✐✲
t❡♥t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ✈♦♥ ✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮ ❜❡st✐♠♠t ✇✉r❞❡♥✳ ❉❡r❡♥ ❙t✉❞✐❡ ❡♥t✲
❞❡❝❦t❡ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡ ❙✲❲❡❧❧❡ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❋❡❤❧❡♥ ✐♠ ❋❛❧❧❡ ❞❡r P✲❲❡❧❧❡✳ ❉❛s ❡r✲
❧❛✉❜t ❘❡❦♦♥str✉❦t✐♦♥st❡sts ❡✐♥❡r ◆✐❡❞❡r❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❛♥♦♠❛❧✐❡✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ✐❝❤ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤
❢ür ❞✐❡ ✐s♦tr♦♣❡ ✉♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣❡♥ ❙✲❲❡❧❧❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ✐♥✈❡rt✐❡r❡✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r P❛r❛✲
♠❡t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ●r❛❞✐❡♥t ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ vP, vP✱❤♦r, v❙❱, v❙❱(45◦)
✉♥❞ ❞❡r ❉✐❝❤t❡ ρ✱ ❡r✇❡✐s❡♥ s✐❝❤ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ✈❡rt✐❦❛❧❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❆✉✢ös✉♥❣
❞❡r ✐s♦tr♦♣❡♥ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡r❡r ❞❡s ❱❚■ ❋❛❧❧s ü❜❡r❧❡❣❡♥✳ ❏❡❞♦❝❤ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss
❡✐♥❡ ✉♥♣❛ss❡♥❞❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ❯♥t❡r❣r✉♥❞s ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❆♥✐s♦✲
tr♦♣✐❡ ✉♥❞ ❱✐s❦♦❡❧❛st✐③✐tät ③✉ ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣ ❢ü❤r❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ ❑♦♥✈❡r❣❡♥③
❞❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ ❤✐♥ ③✉♠ ❣❧♦❜❛❧❡♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ❞❡r ♠✐s✜t ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈❡r❤✐♥❞❡rt✳ ▼ö❣❧✐❝❤❡r
❝r♦sst❛❧❦ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❙❱✲❲❡❧❧❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts♣❛r❛♠❡t❡r♥ s❝❤❡✐♥t✱ ❢❛❧❧s ü❜❡r❤❛✉♣t
❡①✐st❡♥t✱ ✐♥ ❞❡r ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r ■♥✈❡rs✐♥s❛rt❡❢❛❦t❡ ③✉ s❡✐♥✳ ❑ü♥❢t✐❣❡ ❙t✉❞✐❡♥ s♦❧❧t❡♥
✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ ✇✐❡ ❞❛s ❆✉✢ös✉♥❣s✈❡r♠ö❣❡♥ ❞❡r ❱❚■ ❲❡❧❧❡♥❢♦r♠✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♠ P✴❙❱✲❋❛❧❧
✈❡r❜❡ss❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❛✉❢ ❋❡❧❞❞❛t❡♥ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
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❉❛♥❦s❛❣✉♥❣

❩✉♥ä❝❤st ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ❜❡✐ Pr♦❢❡ss♦r ❚❤♦♠❛s ❇♦❤❧❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❇❡tr❡✉✉♥❣ ❞✐❡s❡r ▼❛s✲
t❡r❛r❜❡✐t ✉♥❞ ❞❛❜❡✐ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❢ür ❞✐❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ♠ö❣❧✐❝❤❡r ▲ös✉♥❣s❛♥sät③❡ ❜❡❞❛♥❦❡♥✳
❲❡✐t❡r ❣✐❧t ♠❡✐♥ ❉❛♥❦ Pr♦❢❡ss♦r ❏♦❛❝❤✐♠ ❘✐tt❡r ❛❧s ❑♦r❡❢❡r❡♥t✳

❆✉ÿ❡r❞❡♠ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ❞❡r ❣❡s❛♠t❡♥ ❆r❜❡✐ts❣r✉♣♣❡ ❢ür ❞✐❡ ✇ö❝❤❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❉✐s❦✉ss✐♦✲
♥❡♥ ❞❡r ▼❛st❡r❛r❜❡✐tst❤❡♠❡♥ ❞❛♥❦❡♥✳ ❉✐❡ ❞❛❜❡✐ ❣❡s❛♠♠❡❧t❡♥ ■❞❡❡♥ ✉♥❞ ❡r❤❛❧t❡♥❡♥
❍✐♥✇❡✐s❡ ✇❛r❡♥ s❡❤r ❤✐❧❢r❡✐❝❤✳ ❇❡s♦♥❞❡r❡r ❉❛♥❦ ❣❡❤t ❤✐❡r❜❡✐ ❛♥ ❚❤♦♠❛s ❍❡rt✇❡❝❦ ✉♥❞
▲❛rs ❍♦✉♣t✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥r✉♥❞❡♥ ♠♦❞❡r✐❡rt❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❡✐♥❡ P❧❛tt❢♦r♠ ❞❛❢ür ❜♦t❡♥✱
❞❛s P❛♥❞❡♠✐❡ ❜❡❞✐♥❣t ❢❡❤❧❡♥❞❡ ❆r❜❡✐ts❣r✉♣♣❡♥❧❡❜❡♥ ③✉ ❦♦♠♣❡♥s✐❡r❡♥✳

❲❡✐t❡r❡r ❉❛♥❦ ❣❡❜ü❤rt ❚❤♦♠❛s ❍❡rt✇❡❝❦✱ ▲❛rs ❍♦✉♣t ✉♥❞ ❨✉❞✐ P❛♥ ❢ür ❞❛s ❑♦rr❡❦✲
t✉r❧❡s❡♥ ♠❡✐♥❡r ❚❤❡s✐s✳ ❉✐❡ ❍✐♥✇❡✐s❡ ③✉r ❜❡ss❡r❡♥ ❱❡rstä♥❞❧✐❝❤❦❡✐t ✉♥❞ ❞✐❡ s♣r❛❝❤❧✐❝❤❡♥
❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣s✈♦rs❝❤❧ä❣❡ ✇❛r❡♥ ä✉ÿ❡rst ✇❡rt✈♦❧❧✳

❊✐♥ ❣r♦ÿ❡r ❉❛♥❦ ❣❡❤t ❛♥ ♠❡✐♥❡ ❑♦♠♠✐❧✐t♦♥✐♥♥❡♥ ✉♥❞ ❑♦♠♠✐❧✐t♦♥❡♥✳ ❉✐❡ ❣❡♠❡✐♥✲
s❛♠❡♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡♥ ❑❛✛❡❡♣❛✉s❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❞❛❜❡✐ st❛tt✜♥❞❡♥❞❡ ❆✉st❛✉s❝❤ ü❜❡r ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥
❋♦rts❝❤r✐tt❡ ❞✐✈❡rs❡r Pr♦❥❡❦t❡ ✇❛r st❡ts ❡✐♥❡ ✇✐❧❧❦♦♠♠❡♥❡ ❆❜✇❡❝❤s❧✉♥❣✳ ■♠ ❇❡s♦♥❞❡r❡♥
♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ❤✐❡r❜❡✐ ❇❡♥❡❞✐❦t ❇r❛s③✉s✱ ❆♠❡❧✐❡ ◆üss❡✱ ▼❛rí❛ ❯rq✉✐③❛r ❈❛r♠♦♥❛✱ ❱✐♥❝❡♥t
✈❛♥ ❞❡r ❍❡✐❞❡♥ ✉♥❞ ❑♦♥st❛♥t✐♥ ❉r❛❝❤ ❞❛♥❦❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠♠❡r ❡✐♥ ♦✛❡♥❡s ❖❤r ❢ür ♠✐❝❤ ❤❛tt❡♥✳

❩✉ ❣✉t❡r ▲❡t③t ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ❜❡✐ ♠❡✐♥❡r ❋❛♠✐❧✐❡ ❜❡❞❛♥❦❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐❝❤ st❡ts ❛✉❢
♠❡✐♥❡♠ ❲❡❣ ✉♥t❡rstüt③t ❤❛t✳

✈✐✐





❈♦♥t❡♥ts

❆❜str❛❝t ✐✈

❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✈✐

❉❛♥❦s❛❣✉♥❣ ✈✐✐✐

▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ①✐✐

▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ①✐✐✐

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✸

✷✳✶ ❙❡✐s♠✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
✷✳✶✳✶ ❙tr❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
✷✳✶✳✷ ❙❡✐s♠✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
✷✳✶✳✸ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✫ s♦✉r❝❡s ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
✷✳✶✳✹ ❙②♠♠❡tr✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
✷✳✶✳✺ ❱❡rt✐❝❛❧❧② tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣② ✭❱❚■✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✷✳✶✳✻ ❊❧❛st✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
✷✳✶✳✼ ❱✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✷✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✷✳✷✳✶ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✷✳✷✳✷ ■♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✷✳✷✳✸ ●r✐❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✷✳✷✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✸ ❋✉❧❧✲✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✷✳✸✳✶ ■♥✈❡rs✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✷✳✸✳✷ ●r❛❞✐❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✷✳✸✳✸ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✸ ❋✐❡❧❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✶✾

✸✳✶ ❙❡tt✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✸✳✶✳✶ ❙❛✜r❛ r❡s❡❛r❝❤ t❡st s✐t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✸✳✶✳✷ ❉❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✸✳✷ ❉❛t❛ q✉❛❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✸✳✷✳✶ ❙❤♦t ❣❛t❤❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✸✳✷✳✷ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ s♣❡❝tr❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✸✳✸ ❚r❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✸✳✸✳✶ ❙❡♣❛r❛t❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✐①



✸✳✸✳✷ ❏♦✐♥t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✸✳✹ Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✸✳✹✳✶ ❉❛t❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✸✳✹✳✷ ▼♦❞❡❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✸✳✹✳✸ ❙❱✲✇❛✈❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ t♦♠♦❣r❛♣❤② r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✹ ❋♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✸✵
✹✳✶ ❊❧❛st✐❝ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✹✳✶✳✶ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✹✳✶✳✷ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✹✳✷ ❱✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✹✳✷✳✶ ◗✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✹✳✷✳✷ ◗ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✹✳✷✳✸ ❱✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✹✳✸ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✺ ❙②♥t❤❡t✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t❡sts ✹✶
✺✳✶ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡sts ✇✐t❤ sq✉❛r❡ ❛♥♦♠❛❧② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✺✳✶✳✶ ■s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✺✳✶✳✷ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✺✳✶✳✸ ■s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✺✳✶✳✹ ❱❚■ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✺✳✶✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✺✳✷ ❆♣❡rt✉r❡ t❡sts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✺✳✷✳✶ ■s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✺✳✷✳✷ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✺✳✷✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✺✳✸ ❈r♦sst❛❧❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t❡sts ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✺✼

①



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✷✳✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❱❚■ ♠❡❞✐✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✷✳✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ❛♥❣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
✷✳✸ ❇❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
✷✳✹ ❙t❛❣❣❡r❡❞ ❣r✐❞ s❤♦✇✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✸✳✶ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ r❛② ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✸✳✷ ❙❤♦t ❣❛t❤❡r ✭Z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✮ ❛t ❛ s♦✉r❝❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✶✽♠ ❛♥❞ ✷✽♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✸✳✸ ❆✈❡r❛❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛❧❧ s❤♦ts ❛♥❞ tr❛❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✸✳✹ Pr❡✲♣r♦❝❡ss❡❞ s❤♦t ❣❛t❤❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✸✳✺ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡♣❛r❛t❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✸✳✻ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❥♦✐♥t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✹✳✶ ❊✛❡❝t ♦❢ ❱❚■ t❤❡♦r② ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✉s✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✹✳✷ ❊✛❡❝t ♦❢ ❱❚■ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✉s✐♥❣

❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✹✳✸ ❙♥❛♣s❤♦ts ♦❢ ❢♦r✇❛r❞✲♠♦❞❡❧❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❱❚■ ❝♦❞❡ ✸✸
✹✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✹✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ❱❚■ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✹✳✻ ▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s♣❡❝tr❛❧ r❛t✐♦ ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✹✳✼ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ Q ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ τ ✲♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✹✳✽ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❱❚■ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝

t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ♦✈❡r❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠✉♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✹✳✾ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❱❚■ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝

t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ tr❛❝❡ ♠❛①✐♠✉♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✹✳✶✵ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❱❚■ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✺✳✶ ■s♦tr♦♣✐❝ tr✉❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡sts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✺✳✷ ■♥✈❡rt❡❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡sts ✳ ✳ ✳ ✹✷
✺✳✸ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠✐s✜t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✺✳✹ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ tr✉❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡sts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✺✳✺ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rt❡❞ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡sts ✳ ✳ ✹✺
✺✳✻ ❙❡✐s♠♦❣r❛♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ tr✉❡✱ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st ♠♦❞❡❧ ✹✼
✺✳✼ ■s♦tr♦♣✐❝❛❧❧② ✐♥✈❡rt❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❢r♦♠ ❱❚■ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✺✳✽ ❚r✉❡ ❱❚■ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✹✾
✺✳✾ ■♥✈❡rt❡❞ ❱❚■ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧ ❜❛❝❦✲

❣r♦✉♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✺✳✶✵ ❙❡✐s♠♦❣r❛♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ tr✉❡✱ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st

♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❱❚■ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✺✳✶✶ ❙❡✐s♠♦❣r❛♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ tr✉❡✱ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt❡❞ ❛♣❡rt✉r❡ t❡st ♠♦❞❡❧ ✳ ✺✹
✺✳✶✷ ❙❡✐s♠♦❣r❛♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ tr✉❡✱ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt❡❞ ❝r♦sst❛❧❦ t❡st ♠♦❞❡❧ ✳ ✺✺

①✐





▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✷✳✶ ❆✈❡r❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s ✼

✸✳✶ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✹✳✶ ▼❡❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✹✳✷ ▼❡❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✹✳✸ Q ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ τ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

①✐✐✐





✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ ❝r♦ss✇❡❧❧ s❡tt✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥ ✜♥❡✲s❝❛❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❜♦r❡❤♦❧❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐s ✐❞❡❛❧ t♦ st✉❞② ❛♥✐s♦tr♦♣②✳ P❛st st✉❞✐❡s ♦❢
tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❡①♣❧♦✐t t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ✇✐t❤ ✐ts ❞❡♥s❡ r❛② ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞
❤✐❣❤ s♦✉r❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
✐t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s✐t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛q✉✐❢❡rs ✭✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✮✱ ❣❡♦t❤❡r♠❛❧ s✐t❡s ✭●❛✉❝❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦✐❧ ❛♥❞ ❣❛s r❡s❡r✈♦✐rs
✭❇❛✉❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✱ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳

▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥ts ♦❢ ❝r♦ss❤♦❧❡ s❡tt✐♥❣s ✇❡r❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ tr❛✈✲
❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❜② ▼❝▼❡❝❤❛♥ ✭✶✾✽✸✮ ✇❤♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ r❡s♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛✳ ❘❛♦ ❛♥❞ ❲❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐❞❡❛s ♦♥ ❤♦✇
t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✐ss✉❡s ❧✐❦❡ ♣r♦♣❡r❧② s❡tt✐♥❣ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❱♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮
❛♣♣❧✐❡❞ ❝r♦ss✲❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❡♥s✉r❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞✲
❡❧s t❤❛t ✇✐❧❧ s❡r✈❡ ❛s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❋❲■ ♦❢ ❝r♦ss✇❡❧❧
s❡✐s♠✐❝ ❞❛t❛ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ❢✉❧❧✲✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭❋❲■✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡tt❡r
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t ❤❛❧❢ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♦♥s❡t t✐♠❡s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞
✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❚❛r❛♥t♦❧❛ ✭✶✾✽✹✮ ❛♥❞ ❤❛s s✐♥❝❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ ❛
✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s❝❛❧❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭❑ü❤♥✱ ✷✵✶✽✮✱ ♥❡❛r✲s✉r❢❛❝❡ s❡✐s✲
♠✐❝s ✭❑r❛♠♣❡✱ ✷✵✶✽✮✱ r❡✢❡❝t✐♦♥ s❡✐s♠✐❝s ✭❱✐r✐❡✉① ❛♥❞ ❖♣❡rt♦✱ ✷✵✵✾✱ ❲❛r♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮
❛♥❞ ✐♥ s❡✐s♠♦❧♦❣② ✭❚r♦♠♣✱ ✷✵✷✵✮✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ♠♦❞❡r♥ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❝♦♠♣✉t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✈❡rs ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t
♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳

❈r♦ss❤♦❧❡ st✉❞✐❡s ✉s✐♥❣ ❋❲■ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
✇❛✈❡ t❤❡♦r② ❛s t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s ♣♦s❡ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s tr❛♥s✲
✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✭❚■✮ ♠❡❞✐❛ ❢♦r♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣✳ Pr❛tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ s❤♦✇ ✐♥ ❛♥
❛❝♦✉st✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❋❲■ ♠❛t❝❤
t❤❡ ❞❛t❛ ❡q✉❛❧❧② ✇❡❧❧✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠♦♦t❤❡r t❤❛♥ ❡①✲
♣❡❝t❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♥tr❛sts ❛r❡ ❧❡ss str♦♥❣ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❆ ❧❛t❡r
❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ st✉❞② ❜② ❍❛❞❞❡♥ ❛♥❞ Pr❛tt ✭✷✵✶✼✮ ✉s❡s s②♥t❤❡t✐❝ ❝r♦ss❤♦❧❡ ❞❛t❛ ❛♥❞
❛ss✉♠❡s ❛ t✐❧t❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✭❚❚■✮ ♠❡❞✐✉♠ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡r ❝r♦sst❛❧❦ ❝❛♥ ❜❡ ♠✐t✐❣❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✜❧t❡r ❜❡❢♦r❡
❋❲■ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ t♦ ✐♥✈❡rt ❢♦r ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥❧②
✐♥ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡ ✐s ❛❧s♦ s✉❣❣❡st❡❞ t❤r♦✉❣❤ st✉❞✐❡s ❜② ●❤♦❧❛♠✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✳

❇❛r♥❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❛ss❡ss t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❋❲■ ✐♥ ❛ ❝r♦ss✇❡❧❧ s❡tt✐♥❣
✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r ❛ ✈❡rt✐❝❛❧❧② tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✭❱❚■✮ ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡② ✉s❡ ❛
s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛s❡t ✐♥ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t



✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❛♥❞ ❛❞❞❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s
♦❢ t❤❡ P✲ ❛♥❞ ❙✲✇❛✈❡✱ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❚❤♦♠s❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ε ❛♥❞ δ ②✐❡❧❞s r♦❜✉st r❡s✉❧ts✳
❑❛♠❛t❤ ❛♥❞ ❚s✈❛♥❦✐♥ ✭✷✵✶✹✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❋❲■ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✷❉
❱❚■ ♠❡❞✐❛ ✐♥ ❛ ❝r♦ss✇❡❧❧ s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛♣♣❧② ❛
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ✐✳❡✳✱ ✈❡rt✐❝❛❧✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ◆▼❖ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱
❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st✉❞②✱ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr②
❛♥❞ ❛♣❡rt✉r❡ ❤✐❣❤❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ r❡s✉❧t✳ ❆♥♦t❤❡r st✉❞② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ❡❧❛st✐❝
❋❲■ t♦ ❝r♦ss❤♦❧❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛ ❱❚■ ♠❡❞✐✉♠ ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② ❙✐♥❣❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s
❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡② ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ r♦❝❦✲♣❤②s✐❝s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s
✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠❛❣❡✲❣✉✐❞❡❞
s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛❧❧♦✇s t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡s✳

❆t t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝r♦ss❤♦❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❈❤❛r❛r❛ ❛♥❞ ❇❛r♥❡s ✭✷✵✶✻✮✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❡st ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝✱ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝
❋❲■✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ◗ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡
P✲ ❛♥❞ t❤❡ ❙✲✇❛✈❡✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✇❡❧❧ r❡❝♦✈❡r❡❞✱ ❜✉t ❤❛✈❡ ❛ ❜✐❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝✐t② ♦♥ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡s ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
✐♥ ❛ ❝r♦ss✇❡❧❧ s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❱❚■ ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ P✴❙❱✲❝❛s❡ ❛♥❞ t❡st ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❛♥ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s❡tt✐♥❣✳ ❋✐rst❧②✱ ■
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥
✈❡rt✐❝❛❧❧② tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✭❱❚■✮ ♠❡❞✐❛✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❙❡❝✲
♦♥❞❧②✱ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡s t❤❛t ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ✈♦♥
❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✱ ✷✵✶✾✮ ❛♥❞ t❤❛t s❡r✈❡ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ♠② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳
❚❤✐r❞❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝✐t② ♦♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞
❛r❡ st✉❞✐❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t❡sts✱ t❤❛t
❡♥❝♦♠♣❛ss r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r♦sst❛❧❦ t❡sts✱ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✱ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳
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✷✳✶ ❙❡✐s♠✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛

❲❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ♣❛rt❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✱
✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② t❤❡♦r② ✐s ♦❢t❡♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ str❡ss✲
✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ◆❡✇t♦♥✬s ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ ✐ts str♦♥❣
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

ρ ~̇v = ▽ · σ + ~f ⇔ ρ v̇i =
∂σij
∂xj

+ fi ✭✷✳✶✮

✇✐t❤ ρ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ ~v t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ σ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ ~f ❛ ❢♦r❝❡ ❞❡♥s✐t②✱
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐❛ ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✮✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ s❡✐s♠✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜♦t❤ ❜② ✐ts ♦❜s❡r✈✲
❛❜❧❡ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦
❞❡s❝r✐❜❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❝❛s❡✳

✷✳✶✳✶ ❙tr❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r

■♥ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② t❤❡♦r②✱ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐❛ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

σij = Cijkl ǫkl (i, j, k, l = 1, 2, 3) ✭✷✳✷✮

✉s✐♥❣ ❊✐♥st❡✐♥ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ σij ❛r❡ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ Cijkl

❛r❡ t❤❡ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❛♥❞ ǫkl ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②

ǫkl =
1

2

(

∂ uk
∂ xl

+
∂ ul
∂ xk

)

(k, l = 1, 2, 3) ✭✷✳✸✮

✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ui ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♣❛❝❡
❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10−6✱ ✐✳❡✳✱ s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞✳

❚❤❡ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r Cijkl ✐s ❛ t❡♥s♦r ♦❢ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ✇✐t❤ ✽✶ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ♦♥❧② ✷✶
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ str❡ss ✭σij = σji✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
t❡♥s♦r ✭ǫkl = ǫlk✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t❡♥s♦rs✬ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛♥❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛r❡
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ❛s ❛ 6×6♠❛tr✐① ✉s✐♥❣ ❱♦✐❣t✬s
♥♦t❛t✐♦♥ ✭❱♦✐❣t✱ ✶✾✶✵✮ ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②
r❡♥❛♠✐♥❣ t❤❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ 11 → 1, 22 → 2, 33 → 3, 23 → 4, 13 → 5, 12 → 6✱ s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s

σα = Cαβ ǫβ (α, β = 1, 2, ..., 6) . ✭✷✳✹✮
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✷✳✶✳✷ ❙❡✐s♠✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥✐s♦tr♦♣② r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
■♥ s❡✐s♠✐❝s t❤✐s ♠❛✐♥❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t ✇❤✐❝❤ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❡❞✐✉♠✳
❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❛t✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥
✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡s✬ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❝❛♥✱
❤❡♥❝❡✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞r❛✇ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛s ✐t ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡rs✱ ❢r❛❝t✉r❡s ❛♥❞ ♠✐♥❡r❛❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥✲s✐t✉ str❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❍❡❧❜✐❣ ❛♥❞ ❚❤♦♠s❡♥ ✭✷✵✵✺✮✳

✷✳✶✳✸ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✫ s♦✉r❝❡s ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②

❙❡✐s♠✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✈❛r②✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ tr❛✈❡❧✲
t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤✉s ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣❛r✲
t✐❝❧❡ ♠♦t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❤♦❞♦❣r❛♠s ❛♥❞ ♠♦st r❡❧✐❛❜❧② ❜② s❤❡❛r ✇❛✈❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❈r❛♠♣✐♥
✭✶✾✽✹✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦❞✉❝❡s t✇♦ s❤❡❛r ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ❛rr✐✈❡
❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ δt✱ ♦❢t❡♥
❝❛❧❧❡❞ ❞❡❧❛② t✐♠❡✳

❙❡✐s♠✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
t❤❛t ✜♥❞ t❤❡✐r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡ ✭❚❤♦♠s❡♥✱ ✶✾✽✻✮✳ ❙♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ❤❡r❡❜② r❡❢❡rs
t♦ ❛ s✐③❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❢❡❛t✉r❡
❤❛s t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①t❡♥t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s t♦ ❝❛✉s❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳ ●❡♦❧♦❣✐❝ ❢❡❛✲
t✉r❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ✜♥❡ ❧❛②❡r✐♥❣ ✐♥ s❡❞✐♠❡♥t❛r② r♦❝❦s ✭❍❡❧❜✐❣✱ ✶✾✽✶✱ ❚❤♦♠s❡♥✱ ✶✾✽✻✮✱ ❛❧✐❣♥❡❞
❢r❛❝t✉r❡s ❛♥❞ ❝r❛❝❦s ✭❈r❛♠♣✐♥✱ ✶✾✽✹✱ ●✉♣t❛✱ ✶✾✼✸✮ ♦r ✈♦✐❞s ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤
✢✉✐❞s ✭◆✐s❤✐③❛✇❛✱ ✶✾✽✷✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ str❡ss ✐♥❞✉❝❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥❡r❛❧s ♦r ❝r②s✲
t❛❧s s✉❝❤ ❛s ✐♥ ♦❧✐✈✐♥❡ ❛♥❞ ✐❝❡ ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣
✇❛✈❡s ✭❈❧❛②t♦♥✱ ✷✵✶✶✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠✐♥❡r❛❧s ✐ts❡❧❢ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳ ❆♥♦t❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❝❛♥ ❜❡ ❜♦r❡❤♦❧❡s ❛s
t❤❡② ②✐❡❧❞ ❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ str❡ss ❜② ❝❧♦s✐♥❣ ♦r ♦♣❡♥✐♥❣ ❝r❛❝❦s ❞✉r✐♥❣ ❞r✐❧❧✐♥❣ ✭❋❛♥❣
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✱ ❏❛❡❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳

✷✳✶✳✹ ❙②♠♠❡tr✐❡s

❚②♣✐❝❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✱ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❡①❤✐❜✐t s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣②✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❜❡❤❛✈❡s ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ s②♠♠❡tr②✳ ❆ss✉♠✐♥❣
tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✭❚■✮ ♠❡❞✐❛ ✭❚❤♦♠s❡♥✱ ✶✾✽✻✮✱ ♦♥❧② ✜✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
t❤❡ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r r❡♠❛✐♥ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✐♥ ♦♥❡ ♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s

CTI =

















c11 c12 c13 0 0 0
c12 c22 c23 0 0 0
c13 c23 c33 0 0 0
0 0 0 c44 0 0
0 0 0 0 c55 0
0 0 0 0 0 c66

















. ✭✷✳✺✮

❈♦♠♠♦♥❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s②♠♠❡tr✐❡s ❛r❡ ✈❡rt✐❝❛❧❧② tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣② ✭❱❚■✮✱ ❤♦r✐✲
③♦♥t❛❧❧② tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣② ✭❍❚■✮ ❛♥❞ t✐❧t❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣② ✭❚❚■✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧♦✇❡r
s②♠♠❡tr✐❡s✱ ❧✐❦❡ ♦rt❤♦r❤♦♠❜✐❝ ❛♥❞ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝✱ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡
✜rst ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ❢r❛❝t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ ✜♥❡❧② ❧❛②❡r❡❞
♠❡❞✐✉♠ ✭❚s✈❛♥❦✐♥✱ ✷✵✵✶✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ✇✐t❤ ♥✐♥❡ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❤❛s t✐❧t❡❞ ❢r❛❝t✉r❡s ♦❢ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉ ✺

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❱❚■ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ❛①✐s ♦❢ s②♠♠❡tr② ✐s t❤❡ z✲❛①✐s
t❤❛t ♣♦✐♥ts ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❞♦✇♥✇❛r❞s✳ ❲✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❧❛②❡r t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝✳

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❛②❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ ♠✐rr♦r s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r
❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ❛①✐s ❛♥❞ ✶✸ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭■❦❡❧❧❡ ❛♥❞ ❆♠✉♥❞s❡♥✱ ✷✵✵✺✮✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ■ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❱❚■ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ s②♠♠❡tr② ✐s ✈❡rt✐❝❛❧✱
❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠✳ ❆ s❦❡t❝❤ ♦❢
s✉❝❤ ❛ ❱❚■ ♠❡❞✐✉♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳ ■♥ ❛ ❱❚■ ♠❡❞✐✉♠ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❧❛♥❡ ✐s t❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ✸✲❛①✐s ✐s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧✱ ❤❡r❡❛❢t❡r r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞
t❤✉s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✿

c22 = c11 ✭✷✳✻✮

c44 = c55 ✭✷✳✼✮

c23 = c13 ✭✷✳✽✮

c12 = c11 − 2 c66 ✭✷✳✾✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❱❚■ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② ✜✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧②

CVTI =

















c11 c11 − 2 c66 c13 0 0 0
c11 − 2 c66 c11 c13 0 0 0

c13 c13 c33 0 0 0
0 0 0 c55 0 0
0 0 0 0 c55 0
0 0 0 0 0 c66

















. ✭✷✳✶✵✮

✷✳✶✳✺ ❱❡rt✐❝❛❧❧② tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣② ✭❱❚■✮

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❡❛❦ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ✐✳❡✳✱ ❧❡ss t❤❛♥ ✷✵✪✱ ♦❢ t❤❡ ❱❚■ t②♣❡✱ ❚❤♦♠s❡♥ ✭✶✾✽✻✮
❞❡r✐✈❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛♥❣❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ P✲ ❛♥❞ ❙✲✇❛✈❡s t❤❛t ❛r❡
❣✐✈❡♥ ❜②

vP(θ) = vP0
(

1 + δ sin2 θ cos2 θ + ε sin4 θ
)

✭✷✳✶✶✮

vSV(θ) = vSV0

(

1 +
v2P0
v2SV0

(ε− δ) sin2 θ cos2 θ

)

✭✷✳✶✷✮

vSH(θ) = vSH0

(

1 + γ sin2 θ
)

✭✷✳✶✸✮
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wavefront
ray

θ

φ

~k

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❣❧❡ θ ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ~k✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r❛② ✭❛❢t❡r
❚❤♦♠s❡♥ ✭✶✾✽✻✮✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ❡q✉❛❧❧② ✐♥
✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ❢❛st❡r ♦r s❧♦✇❡r ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ t✇♦ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ε ❛♥❞ δ✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ v❙❱ t♦✇❛r❞s 45◦✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❛
✇❛✈❡❢r♦♥t ✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ s❤❛♣❡✳

✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡① ③❡r♦ ✐♠♣❧②✐♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ✇❤❡r❡ θ ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❣❧❡✱ ✇❤✐❝❤
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t
✐♥ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡ t❤✐s ❛♥❣❧❡ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ε, δ ❛♥❞ γ ❛r❡
t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❚❤♦♠s❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② t♦ ε ❜❡✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✇ ♠✉❝❤
❢❛st❡r t❤❡ P✲✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧✱ δ ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t✱ ✐✳❡✳✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ♠♦✈❡♦✉t✱ ♥❡❛r t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ε =
c11 − c33
2 c33

✭✷✳✶✹✮

δ =
(c13 + c55)

2 − (c13 − c55)
2

2 c33(c33 − c55)
✭✷✳✶✺✮

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ✭s❡❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✮✳ ❲❤✐❧❡ ε ✐s ❡①❛❝t✶✱ δ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❛❦ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❥✉st ❛s ❡q✉❛t✐♦♥s ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✶ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✸✳ ❚❤♦s❡
t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥❧② ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ P✴❙❱✲❝❛s❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❙❍✲✇❛✈❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡♠✳
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ε✱ γ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❙❍✲✇❛✈❡ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

γ =
c66 − c55
2 c55

. ✭✷✳✶✻✮

❚❤♦♠s❡♥ ✭✶✾✽✻✮ ❛♥❛❧②③❡s t❤❛t✱ ❢♦r s♠❛❧❧ θ✱ t❤❡ δ✲t❡r♠ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣②
♦❢ t❤❡ P✲✇❛✈❡✱ ✉♥❧❡ss ε ≫ δ✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐t❡r❛t✐✈❡ ✉♣❞❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♣❛r❛♠❡t❡rs
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ δ ✐♥ t❤❡ P✴❙❱✲❝❛s❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ε = δ✱
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ✐s r❛r❡❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ■♥st❡❛❞✱ ε ❛♥❞ δ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡
♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥✱ ✇✐t❤ δ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳ ■♥ ✜♥❡❧②
❧❛②❡r❡❞ s❡❞✐♠❡♥t❛r② r♦❝❦s✱ δ ✐s str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ε ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍❡❧❜✐❣ ✭✶✾✼✾✮ ❛♥❞
❇❡rr②♠❛♥ ✭✶✾✼✾✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❚❤♦♠s❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✵ t♦ ✷✵ ♣❡r❝❡♥t✳

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ θ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❚❤♦♠s❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❤♦✲
s❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ P✲✇❛✈❡
✈❡❧♦❝✐t② s❤♦✇s ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s t❤❡ ❙❍✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡✐r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

✶❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❛❦ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ t❤♦✉❣❤✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✾✻✳
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❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s
✭s❡❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮✳

P❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡

vP,ver ✐♥ ♠✴s ✶✻✽✵
vS,ver ✐♥ ♠✴s ✷✼✷
ρ ✐♥ ❦❣✴♠3 ✶✾✽✹
ε ✵✳✵✵✺✷
δ ✵✳✵✵✶✶
γ ✵✳✵✸✸✹

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ P✲ ❛♥❞ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❛♥❣❧❡✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❙❍✲✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❚❤♦♠s❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭ε = 0.0052, δ = 0.0011 ❛♥❞ γ = 0.0334✮ t❤❛t ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❜② ✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✳

❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦♥❡s✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❛t✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ ❤❛s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❛t ❛❜♦✉t 45◦✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ δ
✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ε t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t 45◦ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥✱
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✐♠♠❛t✉r❡ s❛♥❞st♦♥❡ ✭❚❤♦♠s❡♥✱ ✶✾✽✻✮✳

✷✳✶✳✻ ❊❧❛st✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ■ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢
❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡✱

σ̇ij = Cijkl ǫ̇kl ✭✷✳✶✼✮

✇✐t❤

ǫ̇kl =
1

2

(

∂ vk
∂ xl

+
∂ vl
∂ xk

)

, ✭✷✳✶✽✮

✇❤❡r❡ vi ✭i = 1, 2, 3✮ ❛r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❛t✱ ◆❡✇t♦♥✬s
s❡❝♦♥❞ ❧❛✇ ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

ρ v̇i =
∂σij
∂xj

✭✷✳✶✾✮

✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ρ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳
❙✐♥❝❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ y ✈❛♥✐s❤ ✐♥ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡
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❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ x ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣t❤ z✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ✜rst ♦r❞❡r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

P✴❙❱✲❝❛s❡

ρ v̇x =
∂σxx
∂x

+
∂σxz
∂z

✭✷✳✷✵✮

ρ v̇z =
∂σxz
∂x

+
∂σzz
∂z

✭✷✳✷✶✮

σ̇xx = c11
∂vx
∂x

+ c13
∂vz
∂z

✭✷✳✷✷✮

σ̇zz = c13
∂vx
∂x

+ c33
∂vz
∂z

✭✷✳✷✸✮

σ̇xz = c55

(

∂vx
∂z

+
∂vz
∂x

)

✭✷✳✷✹✮

❙❍✲❝❛s❡

ρ v̇y =
∂σxy
∂x

+
∂σyz
∂z

✭✷✳✷✺✮

σ̇xy = c66
∂vy
∂x

✭✷✳✷✻✮

σ̇xy = c55
∂vy
∂z

✭✷✳✷✼✮

❚❤✐s ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ str❡ss✲✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❱❚■ ❝❛s❡✳ ■t ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ P✴❙❱✲✇❛✈❡s ❛r❡ ❢✉❧❧② ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❍✲✇❛✈❡s ❛s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ P✴❙❱✲❝❛s❡ ❞♦ ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡
❙❍✲❝❛s❡✳

✷✳✶✳✼ ❱✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

❲❤❡♥ s❡✐s♠✐❝ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡❛rt❤ t❤❡② ❜❡❝♦♠❡ ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ❣❡✲
♦♠❡tr✐❝❛❧ s♣r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧♦ss ♦❢ ❡♥❡r❣② t❤❛t ✐s
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❤❡❛t✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r✱
❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ◗✲❢❛❝t♦r✱ t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♣❡r ❝②❝❧❡

Q = 2π
E

∆E
. ✭✷✳✷✽✮

■ts ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Q =
ℜ(Cijkl)

ℑ(Cijkl)
✭✷✳✷✾✮

❛s t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞✉❧✉s Cijkl✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ r♦❝❦ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✭▲✐✉ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✻✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❧✐♥❡❛r s♦❧✐❞ ✭●❙▲❙✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜② ❛ s✉✲
♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ L r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ❛ ❍♦♦❦❡ ❜♦❞② ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❛ ◆❡✇t♦♥ ❜♦❞② ❢♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♣❧❛❝❡❞ ✐♥ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②
fl t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ τσl = 1/2πfl ✭❇♦❤❧❡♥✱ ✷✵✵✷✮✳ ❊❛❝❤ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇❛✐ ❛♥❞ ❚s✈❛♥❦✐♥ ✭✷✵✶✻✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

Ψij(t) = CR
ijkl

(

1− 1

L

L
∑

l=1

(

1− τεl
τσl

)

e−t/τσl

)

H(t) , ✭✷✳✸✵✮

✇❤❡r❡ CR
ijkl ✐s t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥t✱ τεl t❤❡ r❡t❛r❞❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ H(t) t❤❡ ❍❡❛✈✲

✐s✐❞❡ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ Ψ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡
r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞
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✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Ψ̇ ✇✐t❤ t❤❡ str❛✐♥ ε ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ Ψ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Ψ̇ ✇✐t❤ t❤❡
str❛✐♥ ε ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥

σij(t) = Ψ̇ijkl(t) ∗ εkl(t) . ✭✷✳✸✶✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❈❛r❝✐♦♥❡ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✽✮ ❛♥❞ ❘♦❜❡rtss♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮
s✉❣❣❡st t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠❡♠♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s r ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s②st❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✱ ✈✐s✲
❝♦❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐❛ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐♥t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✶✮ ✇❤✐❝❤
❧❡❛❞s t♦

σ̇ij = Cijkl

(

1 +
L
∑

l=1

(

τεl
τσl

− 1

)

e−t/τσl

)

vkl − Cijkl

L
∑

l=1

(

τεl
τσl

− 1

)

e−t/τσl H(t) ∗ vkl ,

✭✷✳✸✷✮
✇❤❡r❡ ✐t ✐s ✉s❡❞ t❤❛t Ḣ(t) = δ(t)✱ ✇❤✐❝❤ ♣✐❝❦s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ❛t t✐♠❡ ③❡r♦✱ ❛♥❞
CU
ijkl = Cijkl(1 + τijkl) ❛s ✉♥r❡❧❛①❡❞ ♠♦❞✉❧✉s✳

❚❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♠❡♠✲
♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠❡♠♦r②
✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤

ṙij = − 1

τσl

(

Cijkl

L
∑

l=1

(

τεl
τσl

− 1

)

+ rij

)

. ✭✷✳✸✸✮

✇❤❡r❡ vk,l ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ lt❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ xk✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❱❚■ ♠❡❞✐❛ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

ρ v̇x =
∂σxx
∂x

+
∂σxz
∂z

✭✷✳✸✹✮

ρ v̇z =
∂σxz
∂x

+
∂σzz
∂z

✭✷✳✸✺✮

σ̇xx = c11 (1 + L τ11)
∂vx
∂x

+ c13 (1 + L τ13)
∂vz
∂z

+ rxx ✭✷✳✸✻✮

σ̇zz = c13 (1 + L τ13)
∂vx
∂x

+ c33 (1 + L τ33)
∂vz
∂z

+ rzz ✭✷✳✸✼✮

σ̇xz = c55 (1 + L τ55)

(

∂vx
∂z

+
∂vz
∂x

)

+ rxz ✭✷✳✸✽✮

ṙxx = − 1

τσ

(

c11 L τ11
∂vx
∂x

+ c13 L τ13
∂vz
∂z

+ rxx

)

✭✷✳✸✾✮

ṙzz = − 1

τσ

(

c13 L τ13
∂vx
∂x

+ c33 L τ33
∂vz
∂z

+ rzz

)

✭✷✳✹✵✮

ṙxz = − 1

τσ

(

c55 L τ55

(

∂vx
∂x

+
∂vz
∂z

)

+ rxz

)

✭✷✳✹✶✮

✇❤❡r❡ ❱♦✐❣t✬s ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss
♣❛r❛♠❡t❡r τ ❛s

τ =
τεl
τσl

− 1 ✭✷✳✹✷✮

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② τ ≈ 2/Q ✭❇❛✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮ ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t ◗✲♠♦❞❡❧✳ ❚♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ τ13✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✉♥r❡❧❛①❡❞ ♠♦❞✉❧✉s c13✱ Q13 ❤❛s t♦
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❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ❋♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❩❤✉ ❛♥❞ ❚s✈❛♥❦✐♥ ✭✷✵✵✻✮ ♣r♦✈✐❞❡

Q13 = Q33
c33 − 2 c55

c33 − 2 c55
Q33

Q55

. ✭✷✳✹✸✮

❋✉rt❤❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤❛t Q11 = Q33 ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♥♦♠❡♥✲
❝❧❛t✉r❡ Q33 = QP ❛♥❞ Q55 = QS✱ t❤❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

✷✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

❆♣❛rt ❢r♦♠ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐✲
❝❛❧❧②✳ ■♥st❡❛❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✈❡r ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ▼♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛r❡ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡
✭❋❉✮ ❛♥❞ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ✭❋❊✮ s❝❤❡♠❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛❧❧♦✇ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t♦♣♦❣r❛✲
♣❤②✱ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡s t❡♥❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛t ♥♦♥✲✢❛t s✉r❢❛❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡tt✐♥❣s✱ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✱
t❤✐s ✇✐❧❧ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡
✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❧✐❦❡ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛♥❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞s✱ ♣r❡✈❛✐❧✳

✷✳✷✳✶ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ s♣❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r✐❞ ✇✐t❤ ❡q✉✐❞✐st❛♥t ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x ❛♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ z✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t s♣❛❝✐♥❣
✐s ❝❛❧❧❡❞ ∆h✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x, z) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② (i∆h, j∆h)✱ ✇❤❡r❡
i ❛♥❞ j ❛r❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡rs✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ t✐♠❡
❞♦♠❛✐♥ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✉s❡s ❛ r❡❣✉❧❛r t✐♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ∆t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t✐♠❡ t ❜②
t = n∆t ✇✐t❤ n ❜❡✐♥❣ t❤❡ n✲t❤ t✐♠❡ st❡♣✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛♥❞ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ✈❡✲
❧♦❝✐t② ❛♥❞ str❡ss✱ ❛ st❛❣❣❡r❡❞ ❣r✐❞ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❱✐r✐❡✉① ✭✶✾✽✹✱ ✶✾✽✻✮ ❛♥❞ ▲❡✈❛♥❞❡r
✭✶✾✽✽✮ ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ❙♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t✱ ❜✉t
s❤✐❢t❡❞ ❜② ❤❛❧❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✱ ∆h/2✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❣r✐❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
t❤❛t✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ ❝♦♠✲
♣r❡ss✐♦♥❛❧ str❡ss❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡✱ ❢✉❧❧ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t✱ s❤❡❛r str❡ss❡s ♦♥ ❛ ❤❛❧❢✲✇❛②
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❞✐❛❣♦♥❛❧ t♦ t❤❛t✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts vx ❛♥❞ vz
❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❛st✐❝
❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❛❧❧ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❢✉❧❧ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✳

❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡✱ t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✵
t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✼✱ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
❝❡♥tr❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ♦♥❧② t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡s ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②

∂f

∂x
[n, i] ≈ f

[

n, i+ 1
2

]

− f
[

n, i− 1
2

]

∆h
✭✷✳✹✹✮

∂f

∂t
[n, i] ≈ f

[

n+ 1
2 , i
]

− f
[

n− 1
2 , i
]

∆t
. ✭✷✳✹✺✮

❋♦r ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡rs ✐♥ s♣❛❝❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ s✐①t❤ ♦r❞❡r t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❢❛rt❤❡r ❣r✐❞
♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
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❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❝♦❛rs❡r s♣❛t✐❛❧ ❣r✐❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts
②✐❡❧❞✐♥❣ ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts✱ ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛❧s♦
❡❧♦♥❣❛t❡s t❤❡ ❋❉ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❤❡r❡ ❍♦❧❜❡r❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❤❛✈❡ t♦
❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ρ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛✈❡r❛❣❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ s❤❡❛r str❡ss❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t②
t❤✐s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛✈❡r❛❣❡

ρ[j, i+ 1
2 ] =

1

2
(ρ[j, i] + ρ[j, i+ 1]) ✭✷✳✹✻✮

ρ[j + 1
2 , i] =

1

2
(ρ[j, i] + ρ[j + 1, i]) . ✭✷✳✹✼✮

❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❛t✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝❛❧❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ▼♦❝③♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❆❣❛✐♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ♦♥❧② c55 ✐♥ t❤❡ P✴❙❱✲❝❛s❡ ❛♥❞
c66 ✐♥ t❤❡ ❙❍✲❝❛s❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ σxz ❛♥❞ σxy✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢♦✉r ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✐s
t❤✉s ❣✐✈❡♥ ❜②✷

ckk[j+
1
2 , i+

1
2 ] =

(

1

4

(

1

ckk
[j, i] +

1

ckk
[j, i+ 1] +

1

ckk
[j + 1, i] +

1

ckk
[j + 1, i+ 1]

))

−1

.

✭✷✳✹✽✮
❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇ ❢♦r ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✵ ✉s✐♥❣
s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❋❉ ♦♣❡r❛t♦rs✳

ρ[j, i+ 1
2 ]
v
n+ 1

2
x [j, i+ 1

2 ]− v
n− 1

2
x [j, i+ 1

2 ]

∆t
✭✷✳✹✾✮

=
σnxx[j, i+ 1]− σnxx[j, i]

∆h
+
σnxz[j +

1
2 , i+

1
2 ]− σnxz[j − 1

2 , i+
1
2 ]

∆h

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛rr❛♥❣❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡

st❡♣ v
n+ 1

2
x ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♣❛st t✐♠❡ st❡♣s✳

v
n+ 1

2
x [j, i+ 1

2 ] = v
n− 1

2
x [j, i+ 1

2 ] +
1

ρ
[

j, i+ 1
2

]

∆t

∆h
(σnxx[j, i+ 1]− σnxx[j, i] ✭✷✳✺✵✮

+σnxz[j +
1
2 , i+

1
2 ]− σnxz[j − 1

2 , i+
1
2 ])

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✶ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✹ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r
♠❛♥♥❡r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❋❉ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ str❡ss
✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✷✳✷✳✷ ■♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆t t✐♠❡ ③❡r♦ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛r❡ ❛t r❡st ❛♥❞ ♥♦ str❡ss❡s ❛❝t ♦♥
t❤❡♠✳ ❆t t❤❡ t♦♣ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t❤❛t
✐♠✐t❛t❡s t❤❡ ❡❛rt❤✲❛✐r ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ str❡ss❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ ✈❛♥✐s❤

✷◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ckk ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❜✉t r❡❢❡rs t♦
t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐①✳
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[j,i] [j,i+1]

[j+1,i]

[j,i] [j,i+1]

[j+1,i]

x x

zz

[j+1/2,i+1/2] [j+1/2,i+1/2]
vz

vx

σxz , rxz vy

σxx , σzz , rxx , rzz

ρ , c11 , c13 , c33

σxz , rxz , c55 σxy , rxy , c66

σyz , ryz 

ρ , c55

P/SV SH

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♥
❛ st❛❣❣❡r❡❞ ❣r✐❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❜② ❱✐r✐❡✉① ✭✶✾✽✹✱ ✶✾✽✻✮✳ ❚❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s
❛❞❛♣t❡❞ ❛❢t❡r ❑r❛♠♣❡ ✭✷✵✶✽✮✳

✭σxz = σyz = σzz = 0✮ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s
t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦r ♠✐rr♦r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭▲❡✈❛♥❞❡r✱ ✶✾✽✽✮✳ ■t ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ❢♦r ♣❧❛♥❛r ❢r❡❡
s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ s❡ts t❤❡ str❡ss❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤♦s❡ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡❧♦✇ ✐t✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ st❛❜✐❧✐t②✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s s❤♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ σxx✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ σzz|z=0 = 0 ✐s
✉t✐❧✐③❡❞ ✭▲❡✈❛♥❞❡r✱ ✶✾✽✽✮✳ ■t ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ vz ✭❑r❛♠♣❡✱ ✷✵✶✽✮✿

σzz = ∆t

(

c13
∂vx
∂x

+ c33
∂vz
∂z

)

= 0

⇒ ∂vz
∂z

= −c13
c33

∂vx
∂x

❚❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ σxx ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

σnxx = σn−1
xx +∆t

(

c11 −
c213
c33

)

∂vx
∂x

. ✭✷✳✺✶✮

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ❛♥❞
❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛rt✐✜❝✐❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❛t ❞❛♠♣s t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣
✇❛✈❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤✐♥❣ ❧❛②❡r ✭❈P▼▲✮
✭❑♦♠❛t✐ts❝❤ ❛♥❞ ▼❛rt✐♥✱ ✷✵✵✼✮ ❛s t❤❡ ❧❛tt❡r ♠✐❣❤t ❝❛✉s❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
❝❛s❡ ✭❇é❝❛❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳

✷✳✷✳✸ ●r✐❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❙✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞s t♦ ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st t✇♦ s❛♠♣❧❡s ♣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
◆②q✉✐st✬s t❤❡♦r❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜♥❡r t❤❡ ❣r✐❞✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ t❤♦✉❣❤✱ s✉❣❣❡st t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✳
❍❡♥❝❡✱ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✐❧❧ ❛✈♦✐❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t❡❞
t♦ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❣r✐❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st s♠❛❧❧✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✿

∆h ≤ λ♠✐♥

n
=

v♠✐♥

n f♠❛①

, ✭✷✳✺✷✮
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✇❤❡r❡ λ♠✐♥ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ n t❤❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ♣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ v♠✐♥ t❤❡ ♠✐♥✲
✐♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ f♠❛① t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ n ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❍♦❧❜❡r❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
❡rr♦r ♦❢ 0.1% ❛t 3 f♠❛① ✭❘♦❜❡rtss♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹✮✳

✷✳✷✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t②

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❛②s st❛❜❧❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❈♦✉r❛♥t✲❋r✐❡❞r✐❝❤s✲
▲❡✇② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❈♦✉r❛♥t ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✷✽✱ ✶✾✻✼✮ ♠✉st ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡
❣✐✈❡♥ ❜②

∆t ≤ ∆h

γ
√
2 v♠❛①

, ✭✷✳✺✸✮

✇❤❡r❡ γ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❋❉ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ vmax t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♠♦❞❡❧ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r ♦❢

√
2 r❡❢❡rs t♦ ❛ ✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆ s♣❡❝✐✜❝ st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥

❢♦r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② P❡✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❡❧❛st✐❝
❝♦♥st❛♥ts✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∆t ≤ 1

γ
√
2

ρ

S
✭✷✳✺✹✮

✇✐t❤
S = max

{ c11
∆h2

,
c33
∆h2

,
c55
∆h2

,
c66
∆h2

}

. ✭✷✳✺✺✮

✷✳✸ ❋✉❧❧✲✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥

❙♦ ❢❛r s❡✐s♠✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❇❡❧♦✇ ■ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇
✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❧♦✐t t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡✳

✷✳✸✳✶ ■♥✈❡rs✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ❞❛t❛ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡
str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝♦r❞s ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ✇❛✈❡s t❤❛t tr❛✈❡❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❲❤✐❧❡
tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✉s❡s ♦♥❧② t❤❡ ♦♥s❡t t✐♠❡s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♣❤❛s❡s✱ ❢✉❧❧✲✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡r✲
s✐♦♥ ✭❋❲■✮ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s
t❤❛t ❛r❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② ❋❲■ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♦♥❧② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ tr❛✈❡❧t✐♠❡s✱ ❜✉t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✇❛✈❡✲
❢♦r♠✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❜✉t ♣r♦♠✐s❡s ❛ ❜❡tt❡r
✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t t❤❛t ✐s ✉s❡❞✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❋❲■ ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❚❛r❛♥t♦❧❛ ✭✶✾✽✹✮✱ ✇❤♦ ✉s❡❞ ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞✳ ❍❡ s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ❢♦r✇❛r❞
♠♦❞❡❧ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ ✜❡❧❞
❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞❛t❛ s❡ts ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✲
✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ r❡s✐❞✉❛❧s ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r
♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞
✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠✐s✜t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❞✐✛❡r
t♦♦ ♠✉❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s❤✐❢t❡❞ ❜②
♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❝❛✉s❡
t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳



✶✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉

❚❤❡ ♠✐s✜t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ J(m) ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ▲✷ ♥♦r♠✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥
t❤❡ ♠✐s✜t ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❜② s❧✐❣❤t❧② ♣❡rt✉r❜✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❜②
δm✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛t❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡
♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

mn+1 = mn − αn Pn

(

∂J

∂m

)

n

, ✭✷✳✺✻✮

✇❤❡r❡ mn ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥✱ αn t❤❡ st❡♣ ❧❡♥❣t❤✱ Pn t❤❡ ♣r❡❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❢❛❝t♦r ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛t❡✱ t❤❡ st❡♣
❧❡♥❣t❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ■❢ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦♦ ❜✐❣✱ t❤❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ♠✐❣❤t ♥♦t ✜♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❜✉t ❛❝t✉❛❧❧② ♦✈❡rst❡♣ ✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ st❡♣ ❧❡♥❣t❤ t♦♦
s♠❛❧❧ ♠✐❣❤t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ❧♦♥❣❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ st❡♣ ❧❡♥❣t❤ s❡❛r❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙♦✉r❜✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾❛✱❜✮✱ ❇r♦ss✐❡r
✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t ✭✶✾✾✾✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ st❡♣ ❧❡♥❣t❤✳ ❚♦
❞♦ s♦✱ t❤❡ ♠✐s✜t ❛t ❛ ❢❡✇ s❤♦ts ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣ ❧❡♥❣t❤s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
♠✐s✜t ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✜tt❡❞ ❜② ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝✉r✈❡✳ ■ts ♠✐♥✐♠✉♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❡♣
❧❡♥❣t❤ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❡❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❜② P❧❡ss✐① ❛♥❞ ▼✉❧❞❡r ✭✷✵✵✹✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❍❡ss✐❛♥ ❛s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
❛❧s♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛t❡
✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

δm→ δmc = αn

(

Pn

(

∂J

∂m

)

n

+ βn δmn−1

)

. ✭✷✳✺✼✮

❚❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦r βn ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❜② P♦❧❛❦
❛♥❞ ❘✐❜✐❡r❡ ✭✶✾✻✾✮ ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

βn =
∇JT

n (∇Jn −∇Jn−1)

∇JT
n−1∇Jn−1

. ✭✷✳✺✽✮

■t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ◆♦❝❡❞❛❧ ❛♥❞ ❲r✐❣❤t ✭✶✾✾✾✮ ❛♥❞ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✼✮✱ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡
❜② ❋❧❡t❝❤❡r ✭✶✾✻✹✮✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳

✷✳✸✳✷ ●r❛❞✐❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s r❡q✉✐r❡s t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ J ✳ ❚❤♦s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞
t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ s♦❧✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❣✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ P❧❡ss✐① ✭✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ▲✐✉ ❛♥❞ ❚r♦♠♣ ✭✷✵✵✻✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❜② ❑r❛♠♣❡ ✭✷✵✶✽✮ ❢♦r t❤❡ ❙❍✲❝❛s❡✱ ■ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❱❚■ P✴❙❱✲
❝❛s❡ ❤❡r❡❛❢t❡r✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❋❲■ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♦❢t❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ▲✷ ♥♦r♠

J(m) =
1

2

∑

r

∑

i

∫ T

0
dt (vi − vobs,i)

2 , ✭✷✳✺✾✮
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✇❤❡r❡ vi ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ vobs,i t❤❡ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ♦♥❡s ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r r ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡
str❡ss✲✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❞❡♥s✐t② fi

ρ v̇i =
∂σij
∂xj

+ fi ✭✷✳✻✵✮

σ̇ij = Cijkl
∂vk
∂xl

✭✷✳✻✶✮

♣♦s❡ ❛s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s vi(t = 0) = 0 ❛♥❞ σij(t = 0) = 0
❛s st❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ L ✇✐t❤ t❤❡
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ψ(1)

i ❛♥❞ ψ(2)
ij ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ♦❢ ❑r❛♠♣❡ ✭✷✵✶✽✮ ❛s

L =
1

2

∑

r

∑

i

∫ T

0
dt (vi − vobs,i)

2 −
∫∫

dΩdt ψ
(1)
i

(

ρ v̇i −
∂σij
∂xj

− fi

)

✭✷✳✻✷✮

−
∫∫

dΩdt ψ
(2)
ij

(

σ̇ij − Cijkl
∂vk
∂xl

)

,

✇❤❡r❡ dΩ ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✈♦❧✉♠❡✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② vi ❛♥❞ str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts σij ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ψ(1)
i

❛♥❞ ψ(2)
ij ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ s❡t t♦ ③❡r♦✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs vi ❛♥❞ σij ❛r❡ ♥♦t

❞✐r❡❝t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻✷✱ ❜✉t ♦♥❧② t❤❡✐r t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ❛♥
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡♠✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s

L =
1

2

∑

r

∑

i

∫ T

0
dt (vi − vobs,i)

2 +

∫∫

dΩdt

(

ρ ψ̇
(1)
i vi −

∂ψ
(1)
i

∂xj
σij + ψ̇

(1)
i fi

)

✭✷✳✻✸✮

+

∫∫

dΩdt

(

ψ̇
(2)
ij σij −

∂(ψ
(2)
ij Cijkl)

∂xl
vk

)

.

❚❤❡ t❡r♠s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts
❜❡❝♦♠❡ ③❡r♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② st✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs t❤❛t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

ψ
(1)
i (T ) = 0 ✭✷✳✻✹✮

ψ
(2)
ij (T ) = 0 . ✭✷✳✻✺✮

❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ②✐❡❧❞

∂L
∂vi

= 0 ⇔ ρ ψ̇
(1)
i =

∂(ψ
(2)
kl cklij)

∂xj
− (vi − vobs,i) , ✭✷✳✻✻✮

∂L
∂σij

= 0 ⇔ ψ̇
(2)
ij =

∂ψ
(1)
i

∂xj
. ✭✷✳✻✼✮

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤♦s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻✵ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻✶ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡②
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡♥ ❛t t = T ✭s❡❡ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✷✳✻✹✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t ❜② T − t✱ ✇❤✐❝❤ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡✈❡rs❡s t✐♠❡✳
❋✉rt❤❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉❜st✐t✉t❡ T − t ❜② τ ❛♥❞ ✉s❡ ψ̇(1)

i (T − t) = −ψ̇(1)
i ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦

ρ ψ̇
(1)
i (τ) = −∂(ψ

(2)
kl (τ) cklij)

∂xj
+ (vi − vobs,i) , ✭✷✳✻✽✮
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ψ̇
(2)
ij (τ) = −∂ψ

(1)
i (τ)

∂xj
. ✭✷✳✻✾✮

✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ψ(1)
i (τ = 0) = 0 ❛♥❞ ψ(2)

ij (τ = 0) = 0✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡

str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ −ψ(2)
kl (τ) cklij ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❜② ψ̃(2)

ij ✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s

ρ ψ̇
(1)
i (τ) =

∂ψ̃
(2)
ij

∂xj
+ (vi − vobs,i) , ✭✷✳✼✵✮

˙̃
ψ
(2)
ij (τ) = Cijkl

∂ψ
(1)
k (τ)

∂xl
✭✷✳✼✶✮

❛r❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛❞❥♦✐♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✇❛✈❡✜❡❧❞s ψ(1)
i ❛♥❞ ψ̃(2)

ij ✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t s♦✉r❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
r❡s✐❞✉❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ tr❛❝❡s✳ ❚❤✉s✱ ψ(1)

i ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❜❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✱ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s v⋆i ✱
❛♥❞ ψ̃(2)

ij ❛s t❤❡ ❜❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ str❡ss ✜❡❧❞ ❝❛❧❧❡❞ σ⋆ij ✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

∂J

∂ρ
= −

∫

dt v⋆i v̇i ✭✷✳✼✷✮

∂J

∂Cijkl
=

∫

dt ψ
(2)
ij

∂vk
∂xl

. ✭✷✳✼✸✮

❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ str❡ss ✜❡❧❞✱ ♦♥❡ ♠✉st ✐♥✈❡rt t❤❡ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐①✳ ❋♦r t❤❡ P✴❙❱✲❝❛s❡ ■
✜rst r❡✇r✐t❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✷ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✹ ✐♥ ♠❛tr✐① ♥♦t❛t✐♦♥





σ̇xx
σ̇zz
σ̇xz



 =





c11 c13 0
c13 c33 0
0 0 c55



 ·





vx,x
vz,z

vx,z + vz,x



 ✭✷✳✼✹✮

✇✐t❤ vx,z ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ vx ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ z ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡
s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s s♦❧✈❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ②✐❡❧❞✐♥❣





vx,x
vz,z

vx,z + vz,x



 =







c33
c11c33−c2

13

− c13
c11c33−c2

13

0

− c13
c11c33−c2

13

c11
c11c33−c2

13

0

0 0 1
c55






·





σ̇xx
σ̇zz
σ̇xz



 . ✭✷✳✼✺✮

❚❤✉s✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✼✸ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✇❛✈❡✜❡❧❞s ❛s

∂J

∂Cijkl
=

∫

dt
(

−[C−1
VTI]ijkl σ

⋆
ij

) (

[C−1
VTI]ijkl σ̇ij

)

. ✭✷✳✼✻✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ P✴❙❱✲❝❛s❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

∂J

∂c11
= −

∫

dt [c̃211σ
⋆
xxσ̇xx + c̃213σ

⋆
zzσ̇zz + c̃11c̃13(σ

⋆
xxσ̇zz + σ⋆zzσ̇xx)] , ✭✷✳✼✼✮

∂J

∂c33
= −

∫

dt [c̃213σ
⋆
xxσ̇xx + c̃233σ

⋆
zzσ̇zz + c̃13c̃33(σ

⋆
xxσ̇zz + σ⋆zzσ̇xx)] , ✭✷✳✼✽✮
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∂J

∂c13
= −

∫

dt [(c̃11c̃13 + c̃213)σ
⋆
xxσ̇xx + (c̃11c̃33 + c̃13c̃33)σ

⋆
xxσ̇zz ✭✷✳✼✾✮

+ (c̃213 + c̃33c̃13)σ
⋆
zzσ̇xx + (c̃13c̃33 + c̃233)σ

⋆
zzσ̇zz

+ c̃55σ
⋆
xz(c̃13σ̇xx + c̃33σ̇zz)] ,

∂J

∂c55
= −

∫

dt c̃255σ
⋆
xzσ̇xz ✭✷✳✽✵✮

✇✐t❤

c̃11 =
c33

c11c33 − c213
, ✭✷✳✽✶✮

c̃13 = − c13
c11c33 − c213

, ✭✷✳✽✷✮

c̃33 =
c11

c11c33 − c213
, ✭✷✳✽✸✮

c̃55 =
1

c55
. ✭✷✳✽✹✮

❋♦r t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ c55 ■ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ st✐✛✲
♥❡ss t❡♥s♦r ✐♥ ❚■ ♠❡❞✐❛✱ ✇❤❡r❡ c31 = c13✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥✲
s♦r✱ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ψ(2)

31 = ψ
(2)
13 ✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤✐s✱ ✇❡ r❡✇r✐t❡ ψ(2)

13
∂vx
∂z ❛s

1
2(ψ

(2)
13

∂vx
∂z +ψ

(2)
31

∂vz
∂x ) =

1
2ψ

(2)
13 (∂vx∂z + ∂vz

∂x ) ❛♥❞ t❤✉s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ✉s❡ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✼✹✳

✷✳✸✳✸ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ❛❧❧♦✇ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ (ρ, vP, vSV, ε, δ) ♦r (ρ, vP, vSV, vP,hor, vSV,hor)✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❛❧❧ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s
❜❡♥❡✜❝✐❛❧ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❢❛st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❑ö❤♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ✇❤♦
s❤♦✇❡❞ t❤✐s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝✱ ❡❧❛st✐❝ ❝❛s❡✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧
❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ρ ✇♦✉❧❞ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦st ✐♥t✉✐t✐✈❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② vSV,hor ♠✐❣❤t ❝❛✉s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✭s❡❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✺✮✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❢✉❧✜❧❧ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❙❱✲
✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ 45◦ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

vSV(45
◦) = vSV

(

1 +
v2P
v2SV

ε− δ

4

)

✭✷✳✽✺✮

✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❡❛❦ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤♦♠s❡♥ ✭✶✾✽✻✮ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✷✮✳

❋♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (ρ, vP, vSV, vP,hor, vSV(45
◦))✱ ✇❡

✉s❡ ❚❤♦♠s❡♥✬s r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

c11 = ρ v2P,hor , ✭✷✳✽✻✮

c33 = ρ v2P , ✭✷✳✽✼✮

c55 = ρ v2SV , ✭✷✳✽✽✮

c13 = ρ

(

√

2 δ v2P (v2P − v2SV) + (v2P − v2SV)
2 − v2SV

)

, ✭✷✳✽✾✮
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✇❤❡r❡ ■ s♦❧✈❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✺ ❢♦r c13 ❛♥❞ ✐♥s❡rt c33 ❛♥❞ c55 t♦ ♦❜t❛✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✽✾✳ ❚❤✉s✱
❛❧s♦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✽✻ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✽✾
❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✽✺✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡

∂J

∂vP
=

∂J

∂c33
2 ρ vP , ✭✷✳✾✵✮

∂J

∂vP,hor
=

∂J

∂c11
2 ρ vP, hor , ✭✷✳✾✶✮

∂J

∂vSV
=

∂J

∂c55
2 ρ vSV , ✭✷✳✾✷✮

∂J

∂vSV(45◦)
=

∂J

∂c11
8 ρ vP, hor

vSV
vP

+
∂J

∂c33
ρ vSV





(

vP,hor

vP
− 1
)

− δ

4





−1

+
∂J

∂c55
2 ρ vSV



1− v2P
v2SV

(

vP,hor

vP
− 1
)

− δ

4





−1

+
∂J

∂c13



− 4 ρ vSV (v2P − v2SV)
√

2 δ (v2P − v2SV) v
2
P + (v2P − v2SV)

2



 ✭✷✳✾✸✮

∂J

∂ρ′
=

∂J

∂c33
v2P +

∂J

∂c11
v2P, hor +

∂J

∂c55
v2SV

+
∂J

∂c13

(

√

2 δ (v2P − v2SV) v
2
P + (v2P − v2SV)

2 − v2SV

)

+
∂J

∂ρ
✭✷✳✾✹✮

✇✐t❤

δ =
1

v2P

(

v2P, hor
2

− 4 vSV vSV(45
◦) + 4 v2SV

)

− 1

2
. ✭✷✳✾✺✮

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ρ ✐s ❛❧t❡r❡❞
❛♥❞ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ρ′✳ ❋♦r t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ vSV(45◦) ❛♥❞ ρ′✱ ■ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②
✉s❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ P✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❜②

vP,hor = vP (1 + ε) . ✭✷✳✾✻✮

❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❱❚■ ♠❡❞✐❛ t❤❛t ♠❡r❡❧② ❡①❤✐❜✐t ✇❡❛❦
❛♥✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡✳



✸✳ ❋✐❡❧❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ tr❛✈❡❧t✐♠❡

t♦♠♦❣r❛♣❤②

✸✳✶ ❙❡tt✐♥❣

✸✳✶✳✶ ❙❛✜r❛ r❡s❡❛r❝❤ t❡st s✐t❡

❚❤❡ ❙❛✜r❛ r❡s❡❛r❝❤ t❡st s✐t❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛❜♦✉t 40 km s♦✉t❤ ♦❢ ▲❡✐♣③✐❣ ❛♥❞ 5 km ❡❛st ♦❢
❩❡✐t③ ✐♥ ❡❛st❡r♥ ●❡r♠❛♥② ✭❉✐❡t③❡✱ ✷✵✵✼✮✳✸ ●❡♦❧♦❣✐❝❛❧❧②✱ ✐t ✐s s✐t✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ s♦✉t❤❡r♥
❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❊❧st❡r s❡❞✐♠❡♥t❛r② ❜❛s✐♥✱ ✇❤❡r❡ ❚❡rt✐❛r② ❛♥❞ ◗✉❛t❡r♥❛r② s❡❞✐♠❡♥t❛r②
❞❡♣♦s✐ts ♦❢ t❤❡ ❲❡✐ÿ❡ ❊❧st❡r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❞✐♣ t♦ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ◆♦rt❤❡❛st✳ ❆t t❤❡
s✐t❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❛q✉✐❢❡rs ♠❛❞❡ ♦❢ ♠❡❞✐✉♠ t♦ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ s❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞
❜② ❧❛②❡r❡❞ ❝❧❛② ❛♥❞ ✐♥t❡r❜❡❞❞❡❞ ❧✐❣♥✐t❡ s❡❛♠s ✭✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾✮✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡
❣❧❛❝✐❛❧ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❊❧st❡r✲❙❛❛❧❡ t❤❡ ❝❧❛② ❛♥❞ ❧✐❣♥✐t❡ ❜❡❝❛♠❡ ♦✈❡r✲❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ❛t ❛♥
❡①t❡♥t ♦❢ ❛❜♦✉t 15m ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❈♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s♦✐❧ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡❞
✐ts ✈♦❧✉♠❡ ❞✉❡ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣r❡ss✉r❡✳ ❆♥ ♦✈❡r✲❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ❧❛②❡r t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❢❡rs t♦
❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❝❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡ str❡ss ❡①❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ♦✈❡r❜✉r❞❡♥
✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st✳ ❲❤❡♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❛s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛♥
✐❝❡ s❤✐❡❧❞✱ t❤❡ s♦✐❧ ❣♦t ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ t❤❛t ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ✐❝❡✳ ❆s
t❤❡ ✐❝❡ ♠❡❧t❡❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡❛rt❤ ❝♦✉❧❞ r❡❛❝t ❛♥❞ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡
t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣r❡ss✉r❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❧❛②❡rs ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✜rst ❛q✉✐❢❡r ❛r❡ s❛t✉r❛t❡❞
s✉❝❤ t❤❛t r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ✭✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✮✳ ❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧✱ s✉❝❤ ❛
❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r✐♥❣ t❤❛t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ str❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ s❤♦✇ ❱❚■ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳

✸✳✶✳✷ ❉❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

●❡♦♠❡tr②

❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮ ✐♥ t✇♦ ❜♦r❡❤♦❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❞✐st❛♥❝❡
♦❢ 13.45m ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡ ♣❧❛♥❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ◆◆❊✲
❙❙❲✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 0.5m ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❡♣t❤ r❛♥❣❡ ♦❢
50m✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡s ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ ❞❡♣t❤ ❢r♦♠ 32.4 cm ❞♦✇♥ t♦ 24m ❞❡♣t❤
❛♥❞ 27.3 cm ❞♦✇♥ t♦ 54m ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ❝❛s✐♥❣ ✐s ❛ P❊❍❉✲♣✐♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❡♥❡tr❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇
34m ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ✇❛t❡r t❛❜❧❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛❜♦✉t 9.6m ❞❡♣t❤✳ ▲♦❣❣✐♥❣ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❣r❛✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt✱ ❝❧❛② ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞❡♣t❤s ❛♥❞ ❧✐❣♥✐t❡
❛♥❞ ❣r❛✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡✳ ❚❤r❡❡✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❝❡✐✈❡rs ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥
❞❡♣t❤s ❢r♦♠ 5 t♦ 49m ✇✐t❤ ❛ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ 1m✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ s❤♦t ❞❡♣t❤ ♦❢ 10
t♦ 30m ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ❞❡♣t❤s ♦❢ 10 t♦ 29m✱ s✐♥❝❡ t❤❛t ✐s t❤❡ ❞❡♣t❤ r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣②

✸❆ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ s✐t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡s ❇✷✾ ❛♥❞ ❇✺✾ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ ❋✐❣✉r❡ ✶✳

✶✾



✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❋■❊▲❉ ❉❆❚❆ ❆◆❉ ❚❘❆❱❊▲❚■▼❊ ❚❖▼❖●❘❆P❍❨

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡

s♦✉r❝❡ ①✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ 13.45m
s♦✉r❝❡ ❞❡♣t❤s 10− 30m
s♦✉r❝❡ s♣❛❝✐♥❣ 1m
♠❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② 110Hz
r❡❝❡✐✈❡r ①✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ 0m
r❡❝❡✐✈❡r ❞❡♣t❤s 10− 29m
r❡❝❡✐✈❡r s♣❛❝✐♥❣ 1m
♥❛t✉r❛❧ s❡♥s♦r ❢r❡q✉❡♥❝② 10Hz
s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ dt 1

214
s

r❡❝♦r❞✐♥❣ t✐♠❡ T 0.5 s
❞❡❧❛② t✐♠❡ td 60ms

✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✈♦♥
❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❞❡♥s❡ r❛② ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢
t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❜♦r❡❤♦❧❡s✳ ❆ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞
t❤❡ r❛② ❝♦✈❡r❛❣❡ ❜② str❛✐❣❤t r❛②s✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧s ✐s ❛ss✉♠❡❞✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳

❙♦✉r❝❡s ✫ r❡❝❡✐✈❡rs

❚❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ●❡♦t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡
●♠❜❍ ✐♥ ◆❡✉✇✐❡❞✳ ❚❤❡ t❤r❡❡✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❝❡✐✈❡rs✱ ♦♥❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ t✇♦
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦♥❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✉s✐♥❣ st✐✛ ❤♦s❡s ✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥t t♦rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s♣r❡❛❞s✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛tt❛❝❤❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣❛ss✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❡♥❛❜❧❡ ❛♥ ♦r✐✲
❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s♣r❡❛❞s ✇✐t❤ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ±2.5◦✳ ❇♦t❤ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ❛♥❞ t❤❡
s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♣♥❡✉♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❧❛♠♣❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡ ✇❛❧❧s✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ s✐❣✲
♥❛❧s ✇✐t❤ ✉♣ t♦ 4 kHz ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦❧♦❣② ❛♥❞ ❜♦r❡❤♦❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭●❡♦t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡
●♠❜❍✱ ✷✵✷✶✮✳

❙❤♦ts ✇❡r❡ ✜r❡❞ t✇✐❝❡ ✭✉♣✲❤♦❧❡ ❛♥❞ ❞♦✇♥✲❤♦❧❡✮ ❛t ❡❛❝❤ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛
♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ ❛ s♦✉r❝❡ t❤❛t ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❣❡♥❡r❛t❡s ✈❡rt✐❝❛❧❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❙✲✇❛✈❡s✱ ❤❡r❡✲
❛❢t❡r r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❙❱✲✇❛✈❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❙❍✲✇❛✈❡ s♦✉r❝❡ ✇❛s ✉s❡❞ t❤❛t str♦❦❡
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡ ♣❧❛♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❡r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ♠♦❞❡❧ ❙❱✲s♦✉r❝❡ ❞❛t❛
❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ P❙❱✲❱❚■✲❝❛s❡✳
❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r Z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣♦✐♥ts ❞♦✇♥✇❛r❞s ❛♥❞ t❤❡✐r
X✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ Y ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❧✐❣❤t
✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❜♦r❡❤♦❧❡ ♣❧❛♥❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
✇❛② t❤❡ ❣❡♦♣❤♦♥❡s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ t❤♦✉❣❤ t♦ ❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛♥♥❡❞ ♦♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♣❤♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❡♠s❡❧✈❡s
❛r❡ ♥♦t ♣r♦♣❡r❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✭s❡❡ ❛❧s♦ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✳

❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ r❛② ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ▽ ♠❛r❦s r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ⋆
s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❛② ❝♦✈❡r❛❣❡ ✭❜❧✉❡✮ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
♠❡❞✐✉♠✱ ✇❤❡r❡ r❛②s ❛r❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❙❤♦t ❣❛t❤❡r ❢♦r ❛ s♦✉r❝❡ ❛t 18m ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ 28m ❞❡♣t❤ ✭r✐❣❤t✮✳ ❘❡❝❡✐✈❡rs ❛r❡
❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❞❡♣t❤s ♦❢ 10 t♦ 29m✳ ❉❡♣✐❝t❡❞ ✐s t❤❡ Z✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡s
❛r❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② r❡❣✐st❡r❡❞✳

✸✳✷ ❉❛t❛ q✉❛❧✐t②

✸✳✷✳✶ ❙❤♦t ❣❛t❤❡rs

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❞❛t❛ q✉❛❧✐t②✱ ❛❧❧ s❤♦t ❣❛t❤❡rs ❛r❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞ ✈✐s✉❛❧❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷
✭❧❡❢t✮ s❤♦✇s t❤❡ s❤♦t ❣❛t❤❡r ❢♦r t❤❡ ❛ s❤♦t ❛t 18m ❞❡♣t❤✱ ✐✳❡✳✱ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
❞❡♣t❤✱ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t t❤❡ Z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❡①♣❡❝t t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❙❱✲
✇❛✈❡s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ P✲✇❛✈❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛t ♦♥s❡t t✐♠❡s ❜❡t✇❡❡♥ 7 ❛♥❞ 9ms✱
t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛❧♠♦st ❣❡t ❧♦st ✐♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳
❚❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡s ❛rr✐✈❡ ❜❡t✇❡❡♥ 47ms ❛♥❞ 57ms✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❙✲✇❛✈❡ ♦♥s❡t ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦
♦❜s❡r✈❡ s♦♠❡ r✐♥❣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣❛r❛s✐t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♣❤♦♥❡s✳

❇♦r❡❤♦❧❡✲s♣❡❝✐✜❝ ❡✈❡♥ts s✉❝❤ ❛s t✉❜❡ ✇❛✈❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤♦t ❣❛t❤❡r
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛t t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❡♣t❤ r❛♥❣❡ ❛s t❤❡② ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❡❛❦❡r ✐♥ ❛✐r✲✜❧❧❡❞ ❜♦r❡❤♦❧❡s t❤❛♥ ✐♥
✢✉✐❞✲✜❧❧❡❞ ♦♥❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❤✐❣❤✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❧✐♥❡❛r ❡✈❡♥ts t❤❛t ❢♦r♠
❛ tr✐❛♥❣❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s❤♦t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❝❡♥tr❛❧❧② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s♣r❡❛❞ ✭▼❛r✐ ❛♥❞
❱❡r❣♥✐❛✉❧t✱ ✷✵✷✵✮✳

❙♦♠❡ s❤♦t ❣❛t❤❡rs ✇✐t❤ ❛ ❞❡❡♣❡r s❤♦t ♣♦s✐t✐♦♥ t❡♥❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♥♦✐s② ❛t t❤❡ ❞❡❡♣
r❡❝❡✐✈❡rs✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇❡r ❞❡♣✐❝t ❝❧❡❛♥❡r ✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✸✳✷ ✭r✐❣❤t✮✳ ❆ r❡❛s♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡s✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r
❡✈❡♥t ✐♥ t❤❡ s❤♦t ❣❛t❤❡r ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t✉❜❡ ✇❛✈❡s ❛t
✜rst s✐❣❤t✳ ❆ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s✱ t❤♦✉❣❤✱ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ✜rst ❛rr✐✈❛❧s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s s✉s♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ t❤✐s ❧✐♥❡❛r ❡✈❡♥t ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠❛❧❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳

✸✳✷✳✷ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ s♣❡❝tr❛

■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦✈❡r
❛❧❧ s❤♦ts ❛♥❞ tr❛❝❡s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣
t❤❡ r❡❝♦r❞✐♥❣s r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ❛❜♦✉t 30Hz t♦ 250Hz ✇✐t❤ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ♣❡❛❦ ❛r♦✉♥❞
110Hz✳
❚❤❡ ♥♦t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❡✈❡r② 15 t♦ 20Hz ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛❧❧ s❤♦ts ❛♥❞ tr❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞
❜② ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❜♦✉t 30 ❛♥❞ 250Hz ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡❛❦ ❛t 110Hz✳

s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❛t✱ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❝❛♥ ❛❝t ❛s ❛ s❡❝♦♥❞❛r② s♦✉r❝❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❡✈❡♥ts
t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❣❤♦sts ✐♥ t❤❡✐r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳

✸✳✸ ❚r❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②

■♥ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✱ ✷✵✶✾✮ ✉s❡❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝r♦ss❤♦❧❡ ❞❛t❛ t♦
♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡✐r ♦❜❥❡❝t✐✈❡
✇❛s t♦ st✉❞② t❤❡ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ str❡ss ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞❡r✐✈❡
♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❧✐t❤♦❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ❣❡♦t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞
❛♥✐s♦tr♦♣②✳
❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ t❤❡② ♣❡r❢♦r♠❡❞ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡s✱ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝
s❡♣❛r❛t❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❥♦✐♥t ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❙❱✲s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❙❍✲s♦✉r❝❡ ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ s❡♣❛r❛t❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ s❤♦✇s
t❤❛t t❤❡r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❧❛②❡r❡❞ ♠❡❞✐✉♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ P✲ ❛♥❞ ❙✲✇❛✈❡
✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐✛❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❝♦rr❡❧❛t❡ ❧❡ss ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡ ❧♦❣s
t❤❛♥ t❤❡ P✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❳✲s❤❛♣❡❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙✲
✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛♥✐s♦tr♦♣② ♠✐❣❤t ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❱❚■
♠❡❞✐✉♠✳ ❆ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✭✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❛❦✐♥❣ ❱❚■ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t♦ ♦❜t❛✐♥
❜❡tt❡r ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡✳

✸✳✸✳✶ ❙❡♣❛r❛t❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s

❆ s❡♣❛r❛t❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐❝❦❡❞ P✱ ❙❱ ❛♥❞ ❙❍ tr❛✈❡❧t✐♠❡s ❛❧❧♦✇s t♦ r❡tr✐❡✈❡ ✐s♦tr♦♣✐❝
♠♦❞❡❧s✳ ❱♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮ ✉s❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s st❛rt✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ ❛❧❧ str❛✐❣❤t r❛② ♣❛t❤s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❛②s
❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ str❛✐❣❤t✲r❛② ✐♥✈❡rs✐♦♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s
s❡♥s❡✳ ❚❤❡r❡❜② t❤❡ tr❛✈❡❧t✐♠❡ r❡s✐❞✉❛❧s δτ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❢t❡r ❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❛ ✜rst ♦r❞❡r tr❛✈❡❧t✐♠❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

δτ =

∫

R
(δ~p · d~x− d~p · δ~x) ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ ~p ✐s t❤❡ s❧♦✇♥❡ss ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ~x ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ ❚✐❦❤♦♥♦✈ r❡❣✉✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤✐❝❤ s✉♣♣r❡ss❡s ♥♦✐s❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ♣✐❝❦✐♥❣ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ❛♥❞ ❤❛s



✷✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❋■❊▲❉ ❉❆❚❆ ❆◆❉ ❚❘❆❱❊▲❚■▼❊ ❚❖▼❖●❘❆P❍❨

❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ❛❝ts ❛s ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✳
❚❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ◗❘✲❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✭▲❙◗❘✮ ♠❡t❤♦❞ ✭P❛✐❣❡ ❛♥❞ ❙❛✉♥❞❡rs✱ ✶✾✽✷✮✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ❝♦♥❥✉❣❛t❡✲❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✉♣❞❛t❡ t❤❡ s❧♦✇♥❡ss ♠♦❞❡❧ ✉♥t✐❧
t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❞✐✛❡r ✶✪ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ✐s r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s
❛ ❝✉r✈❡❞✲r❛② tr❛❝✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ●✐r♦✉① ❛♥❞ ●❧♦❛❣✉❡♥ ✭✷✵✶✷✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t❡♥ t✐♠❡s✳

✸✳✸✳✷ ❏♦✐♥t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s

■♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❱✲ ❛♥❞ ❙❍✲s♦✉r❝❡ ❞❛t❛ ✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✱ ✷✵✶✾✮
❛❞❞ ❝r♦ss✲❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●❛❧❧❛r❞♦ ❛♥❞ ▼❡❥✉ ✭✷✵✵✸✱ ✷✵✵✹✮ t♦ ❡♥s✉r❡
str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛s st❛rt✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❡st✐✲
♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❜♦r❡❤♦❧❡ ❧♦❣s✱ t❤❡ ❝✉r✈❡❞✲r❛② tr❛❝✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
t❤❛t ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢✉rt❤❡r ❢♦r ❱❚■ ♠❡❞✐❛ ❜② ✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ ✐s r✉♥ ✇✐t❤
t❡♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❆❢t❡r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤♦s❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✷✺ ▲❙◗❘ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡
♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✬ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❋♦r ❛ ❥♦✐♥t ✐♥✈❡rs✐♦♥ t❤❡ ▲❙◗❘ ♠❡t❤♦❞
✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝r♦ss✲❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥str❛✐♥t ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

~tk = ∇~m
(1)
k ×∇~m

(2)
k

!
= ~0 , ✭✸✳✷✮

✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡
♦♥❧② ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲❣r❛❞✐❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ~tk ✐s t❤❡ y✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■t ✐s
❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② ❛ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ ✭●❛❧❧❛r❞♦ ❛♥❞ ▼❡❥✉✱ ✷✵✵✹✱ ✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✮ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

✸✳✹ Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s
t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❢♦r✇❛r❞ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✇❛✈❡s ❛♥❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡
s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✳

✸✳✹✳✶ ❉❛t❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

❆❢t❡r r❡❛❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛✱ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ✐t t♦ ❙❯ ❢♦r♠❛t ❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ q✉❛❧✐t②
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦t ❣❛t❤❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❧♦tt✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
s♣❡❝tr❛ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✱ ❢✉rt❤❡r ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❧❛t❡r ♦♥✳

❋✐rst❧②✱ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r♦t❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡ ♣❧❛♥❡ t♦
❞❡✜♥❡ t❤❡✐r ❡①❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦♥t♦ t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡ ♣❧❛♥❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱
■ ❝♦rr❡❝t ❢♦r t❤❡ t✐❧t ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs t❤❛t ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲✈❡rt✐❝❛❧ ❜♦r❡❤♦❧❡s✳ ❋♦r
t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ tr❛❝❡s ❛r❡ r♦t❛t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs
❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐r❞❧②✱ ■ ❤❛✈❡ t♦
tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ✸❉ ❞❛t❛ t♦ ✷❉✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ■❋❖❙✷❉ ✉s❡s
❛ ✷❉ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✈❡r✳ ■t s✐♠✉❧❛t❡s ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❧✐♥❡ s♦✉r❝❡ t❤❛t ❡①t❡♥❞s
✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ x✲z✲♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡ ♣❧❛♥❡
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✸❉ t♦ ✷❉ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s♣r❡❛❞✐♥❣
♦❢ ❛ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❛ ❧✐♥❡ s♦✉r❝❡ ❜♦t❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞
♣❤❛s❡✳ ❆ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✇♦✉❧❞ t❤✉s ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ Pr❡✲♣r♦❝❡ss❡❞ s❤♦t ❣❛t❤❡r ❢♦r ❛ s❤♦t ✐♥ 18m ❞❡♣t❤✳ ❙❤♦✇♥ ✐s t❤❡ r❛✇
✜❡❧❞ ❞❛t❛ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss❡❞ s❤♦t ❣❛t❤❡r ✐♥ r❡❞✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✸❉ t♦ ✷❉
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞✐r❡❝t ✇❛✈❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❋♦r❜r✐❣❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤

√
t−1✱ ✇❤❡r❡ t ✐s

t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤
√
t−1✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ❛s ❛ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ t❛♣❡r✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱

❛♥♦t❤❡r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r
√
2 s❝❛❧❡s t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♦✛s❡t r✳ ❚❤❡

♣r❡♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛ ✐s ❡①❡♠♣❧❛r✐❧② s❤♦✇♥ ❢♦r ❛ s❤♦t ❞❡♣t❤ ♦❢ 18m ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❢❛❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

✸✳✹✳✷ ▼♦❞❡❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✾✮ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛ ❥♦✐♥t ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ vP✱ vSV ❛♥❞ vSH ❛s ✇❡❧❧ ❛s vP0✱ vS0✱ ε✱ δ ❛♥❞ γ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
❧❛tt❡r t❤r❡❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❚❤♦♠s❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✺ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡① ③❡r♦ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳

Pr♦❝❡❞✉r❡

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❇✉♥❦s ❡t ❛❧✳
✭✶✾✾✺✮ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡rr♦rs t❤❛t ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s s❡♥s❡✳ ❚❤✐s ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛s ✐t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ tr❛✈❡❧✲
t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧② s♠♦♦t❤s t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❣r✐❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥
❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✷ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ t♦♠♦❣r❛✲
♣❤② ♠♦❞❡❧s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❛❜♦✉t 158m/s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts
♣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐①t❤✲♦r❞❡r ❋❉ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❍♦❧❜❡r❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
n = 4.77✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t✇✐❝❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❊❛rt❤
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❛❝ts ❛s ❛ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ 150Hz✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s 300Hz✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❣r✐❞ s♣❛❝✐♥❣ ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ❛♥ ❡✈❡♥
♥✉♠❜❡r ✐♥ ❝❡♥t✐♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♣❞❛t❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t❤❛t
♠✐❣❤t ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② st✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❜♦✉♥❞❛r② ③♦♥❡s ♦❢ ✷✵ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s✐❞❡ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳✹ ❚❤✐s ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
✇❛✈❡✜❡❧❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■ ❛ss✐❣♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥ts✱ ✐✳❡✳✱ ■
❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❜♦tt♦♠
❜♦✉♥❞❛r② ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ t❤❡ ❞❡♣t❤ r❡❣✐♦♥ ❢r♦♠ 0 t♦ 10m ❞❡♣t❤✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡
❧❛❝❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡✳❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ♣♦s❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♦✉r❝❡
❢♦r ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ✇❡ ♥♦t ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦
r❡✢❡❝t✐♦♥s✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❛t✱ ■ r❡q✉✐r❡ ❛ ❞❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ P✲✇❛✈❡
✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✈✐❛ ●❛r❞♥❡r✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭●❛r❞♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✹✮ t❤❛t ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs

ρ = 310 v0.25P ✭✸✳✸✮

✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ρ ✐♥ ❦❣✴♠3 ❛♥❞ t❤❡ P✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② vP✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡
t❛❦❡♥ ✐♥ ♠✴s✳

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ 400 × 220 ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ∆h =
0.08m ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✺ ❛♥❞ ✸✳✻✳

▼♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❚❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ P✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✱ ✉♣♣❡r ❧❡❢t✮ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
1540m/s t♦ 1890m/s✱ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦✈❡rs ❛ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ 160m/s ❛♥❞ 480m/s
❛♥❞ t❤❡ ❙❍✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛ ♥❛rr♦✇❡r r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ 200m/s ❛♥❞ 450m/s✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t②
✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 1940 kg/m3 ❛♥❞ 2040 kg/m3✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❧♦✇✲✈❡❧♦❝✐t② ♦r ❧♦✇✲❞❡♥s✐t② str✉❝t✉r❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r
❜♦✉♥❞s✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞❡♣t❤s ❜❡t✇❡❡♥ 10m ❛♥❞ 30m✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ P✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❞✐✛❡rs ❞❡s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts
t❤❛t ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ P✲✇❛✈❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❧♦✇✲
✈❡❧♦❝✐t② str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❙✲✇❛✈❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ❜② r♦✉♥❞ ❤✐❣❤✲✈❡❧♦❝✐t② ❛♥♦♠❛❧✐❡s
r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❡♣❡r ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❤❡r❡❛s✱ t❤♦s❡ ❛♥♦♠❛✲
❧✐❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ P✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐❣❤✲✈❡❧♦❝✐t②
❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ ✉♣ t♦ 0.8m t❤✐❝❦♥❡ss t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r r✐❣❤t
❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡❧❧✱ t❤♦✉❣❤ t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ❧❛t❡r❛❧ ❡①t❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ♣r♦❜❛❜❧②
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ P✲ ❛♥❞ ❙❱✲✇❛✈❡s✳ ❇❡❧♦✇ t❤❡ ❤✐❣❤✲✈❡❧♦❝✐t② ❧❛②❡r✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t
r❡❝♦❣♥✐③❡ ❢♦✉r t♦ s✐① ♠♦r❡ ❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ ✈❛r②✐♥❣
t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥ t❤❡ P✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✳

❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❙❱✲ ❛♥❞ t❤❡ ❙❍✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤♦✉❣❤ t♦
❛ s♠❛❧❧❡r ❡①t❡♥t t❤❛♥ t❤❡ P✲✇❛✈❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤✲✈❡❧♦❝✐t② ❛♥♦♠❛❧② ❥✉st ❜❡❧♦✇ 10m

✹◆♦t❡ t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❢♦r ❡❛s✐❡r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡rs✳
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❞❡♣t❤ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❙❍✲♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❧❡ss t❤✐❝❦ ❛♥❞ ♠♦r❡
❡①t❡♥❞❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧❡❢t ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t②✳

❚❤❡ r♦✉♥❞ ❤✐❣❤✲✈❡❧♦❝✐t② ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛t 20m ❛♥❞
25m ❞❡♣t❤ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛❜♦✉t 1.5m ❛♥❞ 2.5m✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧♦✇❡r
♦♥❡ ✐s ♠♦r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❍✲♠♦❞❡❧✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❛t✱ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❙❱✲♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦r❡
❜❧✉rr❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❤✐❣❤✲✈❡❧♦❝✐t② ❧❛②❡r t❤❛t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r r✐❣❤t ❝♦r♥❡r ♦❢
t❤❡ P✲♠♦❞❡❧✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❛t✱ t❤❡ ❙❍✲♠♦❞❡❧ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❧❛②❡r✐♥❣ str✉❝t✉r❡
❧✐❦❡ t❤❡ P✲♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥ t❤❡ ❙❱✲♠♦❞❡❧✱ t❤♦✉❣❤✱ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦
t❤❡ ❝♦❧♦r s❝❤❡♠❡ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣❧♦t t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛s ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♠♦❞❡❧s ❜② ✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ P✲✇❛✈❡
✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧ ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❚❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ s❤♦✇ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❧❛②❡r✐♥❣ ❝❧❡❛r❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❤✐❣❤✲✈❡❧♦❝✐t② ❛♥♦♠❛❧② r✐❣❤t ♦❢
t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❙✲✇❛✈❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ♦♥❡ ❛❧♠♦st ✈❛♥✐s❤❡s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤✲✈❡❧♦❝✐t② ❧❛②❡r ❛t t❤❡ t♦♣✱ t❤♦✉❣❤✱ ♥♦✇ ❡①t❡♥❞s
♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♣❛r❛♠❡t❡rs ε✱ δ ❛♥❞ γ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r r♦✇✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ε ♠♦❞❡❧ ❞❡♣✐❝ts s♦♠❡ r♦✉♥❞ ❛♥♦♠❛❧✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧♦❝❛t✐♦♥s
♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡ ❤✐❣❤ δ ❛♥♦♠❛❧② t❤❛t ❡①t❡♥❞s ♦✈❡r ❛❧♠♦st t❤❡ ❡♥t✐r❡
❜♦r❡❤♦❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❥✉st ❜❡❧♦✇ 20m ♠✐❣❤t ②✐❡❧❞ t♦ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞
P✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❛t ❞❡♣t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t ❝♦r♥❡r ❞♦❡s
♥♦t s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ t❤❛t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ P✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ γ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s s♦♠❡
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❙✲✇❛✈❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ r♦✉♥❞ ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❛r❡ ✈❡r② ♠✉❝❤ s♠❡❛r❡❞
♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡s ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ P✲
✇❛✈❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❤❛s ❛ s✐♠✐❧❛r✱ t❤♦✉❣❤ r❡✈❡rs❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❛t ❞❡♣t❤✱ ✐✳❡✳✱ ❧♦✇ P✲✇❛✈❡
✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ γ ✈❛❧✉❡s✳

✸✳✹✳✸ ❙❱✲✇❛✈❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ t♦♠♦❣r❛♣❤② r❡s✉❧ts

❚❤❡ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ε ❛♥❞ δ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✈❡r② ✇❡❛❦ P✲✇❛✈❡ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳ ❱♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✾✮ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ②✐❡❧❞s s♠❛❧❧❡r ❡rr♦rs✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❙❱✲
✇❛✈❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛s ✐t ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ vP/vS✲r❛t✐♦ ✇❤✐❝❤
❧❡❛❞s t♦ ❛ ❙✲✇❛✈❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❜❡t✇❡❡♥ ✷✪ ❛♥❞ ✷✵✪ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✱ ✷✵✶✾✮✳ ❚❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛② ♠✐♥❡r❛❧s
❛♥❞ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ str❡ss ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✇❛s t❡st❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝❤❡❝❦❡r❜♦❛r❞ t❡sts ✇❤✐❝❤
s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐s♦❧❛t❡❞ ❤✐❣❤❡r ε ✈❛❧✉❡s ❧✐❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛❜♦✉t 3×3m✳ ❚❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✇♦ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠
✶✵✵ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✈❡rs✐♦♥s t♦ 80m/s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✺✪ ❢♦r t❤❡ P✲✇❛✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✹✵✪
❢♦r t❤❡ ❙✲✇❛✈❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
str❡ss r❡❣✐♠❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❛s
t❤❡ ❳✲s❤❛♣❡❞ ❞✐st♦rs✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛♥✐s♦tr♦♣②
❜② ✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ ❞♦ ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✭✉♣♣❡r ❧❡❢t✿ vP✱ ✉♣♣❡r r✐❣❤t✿ vSV ❛♥❞ ❧♦✇❡r
r✐❣❤t✿ vSH✮ t❤❛t ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥
❜② ✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧ ρ ✭❧♦✇❡r ❧❡❢t✮ t❤❛t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ●❛r❞♥❡r✬s ❡q✉❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✭✉♣♣❡r ❧❡❢t✿ vP✱ ✉♣♣❡r ❝❡♥t❡r✿ vSV✮
❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧ ✭✉♣♣❡r r✐❣❤t✿ ρ✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❚❤♦♠s❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❜♦tt♦♠
r♦✇✮ t❤❛t ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐♥ ❛ ❥♦✐♥t ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❜②
✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❆❣❛✐♥✱ ρ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞
●❛r❞♥❡r✬s ❡q✉❛t✐♦♥✳



✹✳ ❋♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♠❛♥✐❢❡sts ✐ts❡❧❢ ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢
t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ t❤✐s ❝❛♥ ②✐❡❧❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞✐r❡❝t✐♦♥s ✉♣ t♦ 45◦✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡✲
❢r♦♥ts ❛r❡✱ t❤✉s✱ ♥♦ ❧♦♥❣❡r s♣❤❡r✐❝❛❧ ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✜r♠
t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❱❚■ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝r♦ss✇❡❧❧ s❡tt✐♥❣✱ ■ ❢♦r✇❛r❞✲♠♦❞❡❧ ✐t ❜❛s❡❞
♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳ ❋♦r
t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t✇♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❛t ✉s❡ t❤❡
✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✈❡r ♦❢ t❤❡ ■❋❖❙✷❉ s♦❢t✇❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❡✲
s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✐♥ ❱❚■ ♠❡❞✐❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✬ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧②
❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳
❆♥♦t❤❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✲♠♦❞❡❧❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s
r❡✈❡❛❧s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛♥❞ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱
✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞✳
❚❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛r❡ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❡①❛♠✐♥❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r ♦♥s❡t t✐♠❡s ❛♥❞ t❤❡
✇❛✈❡❢♦r♠ ✜ts✳

✹✳✶ ❊❧❛st✐❝ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✹✳✶✳✶ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧s

■♥ ❛ ✜rst st❡♣ t♦ st✉❞② ❱❚■ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥
✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♦✈❡r ❛❧❧ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤♦✉t
t❤❡ ❛❞❞❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ③♦♥❡s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❚♦ s✐♠✲
✉❧❛t❡ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ■ r✉♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✈❡✲
❧♦❝✐t✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ s❤♦✇s t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ s❤♦t ❣❛t❤❡rs ❢♦r ❛ s❤♦t ❛t 18m ❞❡♣t❤✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ❆s ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✷✱
t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡s ❛rr✐✈❡ ❡❛r❧✐❡r ❛t r❡❝❡✐✈❡rs ❢✉rt❤❡r ✉♣ ♦r ❞♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❤♦t ❞❡♣t❤ ✐♥ t❤❡
❱❚■ ❝❛s❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ❙❱✲✇❛✈❡s
♣r♦♣❛❣❛t❡ ❢❛st❡r ❢♦r ♣❤❛s❡ ❛♥❣❧❡s θ ∈ ]0◦, 90◦[ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❡♣❡r tr❛❝❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r ✐♥ t❤❡
❱❚■ ❝❛s❡✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦r✲
✇❛r❞ s♦❧✈❡r ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❑r❛♠♣❡ ✭✷✵✶✽✮✳ ❚❤❡r❡✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ❢♦r ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥
✇✐t❤ ε ❛♥❞ δ t❤❛t t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❧♠♦st q✉❛❞r❛t✐❝ ✇❛✈❡❢r♦♥t ✇✐t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝♦r♥❡rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❡✐♥❣ ❤✐❣❤❡st ❛t ❛ ♣❤❛s❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ 45◦✳ ❚❤✐s✱ ❤♦✇✲
❡✈❡r✱ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ δ > ε ♦r ε < 0 ❛s s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ②✐❡❧❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠
♦❢ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t 45◦✳ ❲❤✐❧❡ ❛ str♦♥❣ ❢r❡❡✲s✉r❢❛❝❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡
✐s♦tr♦♣✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ s♥❛♣s❤♦ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸

✸✵
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❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ▼❡❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ P✴❙❱✲
❝❛s❡✳

♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡

vP ✐♥ ♠✴s ✶✻✽✵
v❙❱ ✐♥ ♠✴s ✷✼✷
ρ ✐♥ kg/m3 ✶✾✽✺
vP✱❤♦r ✐♥ ♠✴s ✶✻✽✾
v❙❱(45

◦) ✐♥ ♠✴s ✸✶✻
ε ✵✳✵✵✺✷
δ ✵✳✵✵✶✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ▼❡❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s✳

♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡

vP ✐♥ ♠✴s ✶✻✾✷
v❙❱ ✐♥ ♠✴s ✸✵✸
ρ ✐♥ kg/m3 ✶✾✽✽

r❡✈❡❛❧ str♦♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♥♦♥✲❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ❱❚■
❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥ t❤❛t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❡❛❦❡r ❛♥❞ t❤✉s ❞♦ ♥♦t
♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✈✐s✐❜❧❡ ❢r❡❡✲s✉r❢❛❝❡ r❡✢❡❝t✐♦♥✳

■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ❡st✐✲
♠❛t❡❞✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✭s❡❡
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✮ ❛r❡ s❡t ✉♣ ❛♥❞ ✐♥♣✉t ✐♥t♦ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✈❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ s❤♦✇s
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣✱ ❢✉❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ s❤♦t ❣❛t❤❡r ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❢✉❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳
■t ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s 31m/s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❛♥ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✮✱ ♦✈❡r❝♦♠♣❡♥s❛t❡s t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❡✛❡❝t
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❛♥❣❧❡ θ✳ ❖♥❧② t❤❡ t✇♦ tr❛❝❡s ❢r♦♠
t❤❡ ❞❡❡♣❡st ❣❡♦♣❤♦♥❡s s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r ❙❱✲✇❛✈❡ ♦♥s❡t t✐♠❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛t ❛ ♣❤❛s❡
❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ 40◦ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝
♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❞❡♣t❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❛rr✐✈❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 7ms
❡❛r❧✐❡r✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ♦❢ 13.49m ❛♥❞ t♦ ❛
❣r❡❛t❡r ❡①t❡♥t t❤❡✐r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ∆h = 0.08m✱
t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐✲
③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r ✐♥ t❤❡ ❱❚■ ❝❛s❡
t❤❛♥ t❤❡② ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡✳ ❚♦✇❛r❞s s❤❛❧❧♦✇❡r ❛♥❞ ❞❡❡♣❡r r❡❝❡✐✈❡rs✱ t❤♦✉❣❤✱ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥❝r❡❛s❡ str♦♥❣❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤✐s ♠❛t❝❤❡s t❤❡
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❱❚■ ♠❡❞✐❛✳

✹✳✶✳✷ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s

❘✉♥♥✐♥❣ t✇♦ ❢♦r✇❛r❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✮
❛♥❞ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❞❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✮ ✇✐t❤
t❤❡ ❱❚■ ❝♦❞❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣②
✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ❛❣❛✐♥ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ Z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s❤♦t ❣❛t❤❡r ✇✐t❤ ❛
s❤♦t ❛t 18m ❞❡♣t❤✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❡❛r❧✐❡r ❛rr✐✈❛❧s ❛t t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ❛♥❞
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Z-component, shot at depth 18m, Z-component
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vtiC-vtiM

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❱❚■ t❤❡♦r② ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✉s✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ s❤♦t
✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ 18m ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡s ❛rr✐✈❡ ❡❛r❧✐❡st ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛t t❤❡ s❛♠❡
❞❡♣t❤✳ ❆t r❡❝❡✐✈❡rs ❢✉rt❤❡r ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ t❤❡ ✇❛✈❡s ❛rr✐✈❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❡❛r❧✐❡r ✐♥ t❤❡ ❱❚■
❝❛s❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡✳
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Z-component, shot at depth 18m, Z-component

isoC-isoM

vtiC-vtiM

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❱❚■ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✉s✐♥❣
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ s❤♦t ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ 18m ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡s ❛rr✐✈❡
❡❛r❧✐❡st ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♣t❤✳ ❆t r❡❝❡✐✈❡rs ❢✉rt❤❡r ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ t❤❡ ✇❛✈❡s
❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❧❛r❣❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥ t❤❡ ❱❚■ ❝❛s❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ t❤♦✉❣❤✱ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❡✛❡❝t
✐s ♦✈❡r❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❙♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✲♠♦❞❡❧❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❱❚■
❝♦❞❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ✉♣♣❡r r♦✇ t✇♦ s♥❛♣s❤♦ts ❛t t = 0.15 s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡
✇❛✈❡✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❞❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ r❡✈❡❛❧s ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ✇❛✈❡✲
❢r♦♥t ✐♥ t❤❡ y✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❧❛r❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥
♥♦♥✲❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❛t✱ t❤❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❱❚■ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss ❝✉r✈❡❞ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛t ❛❜♦✉t 45◦ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡
♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈❧♦s❡r t♦✇❛r❞s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❜❡❝♦♠❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✇❡❛❦✳ ❆t ❛
❧❛t❡r t✐♠❡ st❡♣ ♦❢ t = 0.225 s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧② ❤✐❣❤✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢r❡❡✲s✉r❢❛❝❡ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s s✐❣✲
♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❡❛❦❡r ✐♥ t❤❡ ❱❚■ ❝❛s❡✳ ❍❡r❡✱ ❛❣❛✐♥✱ ❧❛r❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t 45◦ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧♦✇❡r r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡✳
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❞❡❡♣ r❡❝❡✐✈❡rs ✐♥ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❙❱✲
✇❛✈❡s ❛rr✐✈❡ ❡✈❡♥ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❱❚■ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐♥ 30m
❞❡♣t❤✳ ❚❤✐s ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
t❤❡✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣②
❡✛❡❝t✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✐t ❛❧s♦ ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡
✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❛✈❡ ❤❛s tr❛✈❡❧❡❞
❛r❡✱ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥t✱ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t t❤❡
❛♥✐s♦tr♦♣② ❡✛❡❝t ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧✳

■♥ ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❲■ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♥s❡t t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r② ❧❡ss t❤❛♥ ❤❛❧❢ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❜♦t❤
t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❧❧♦✇ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡
♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥s❡t t✐♠❡s✱ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❞✐✛❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ s❤❛❧❧♦✇ ❞❡♣t❤s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❧❛r❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
❛t ❧❛t❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❋❲■ t❤❛t ✜ts ♥♦t ♦♥❧②
t❤❡ ♦♥s❡ts ❜✉t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✭❧❡❢t✮ r❡✈❡❛❧s ❛ t✐♠❡ s❤✐❢t ❛t t❤❡ ♦♥s❡t
♦❢ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ❜② ❛❜♦✉t 5.5ms ✐♥ t❤❡ tr❛❝❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤✐s ✐s
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❘✐❝❦❡r ✇❛✈❡❧❡t ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s♦✉r❝❡ ✇❛✈❡❧❡t✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤
❛ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❘✐❝❦❡r ✇❛✈❡❧❡t t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❝❛✉s❛❧✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛ ♣❤②s✐❝❛❧
✇❛✈❡❧❡t ❛s ✐t ✐s ③❡r♦✲♣❤❛s❡✳ P❤②s✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s✱ t❤♦✉❣❤✱ ❛r❡ ✐❞❡❛❧❧② ♠✐♥✐♠✉♠✲♣❤❛s❡✱
✐✳❡✳✱ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ❜✉✐❧❞✉♣ ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♦♥s❡t✳ ❆ s✉✐t❛❜❧❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s♦✉r❝❡ t✐♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
♠❛❦❡ ✐t ❡❛s✐❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s✱ ■ ❝♦rr❡❝t t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ❜② s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡
s❤♦t ❣❛t❤❡r ❜② 5.5ms ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ tr❛❝❡ t♦ tr❛❝❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡
❙❱✲✇❛✈❡s t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛r❡ ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛♥✐s♦tr♦♣② ♠❛t❝❤
✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♦♥s❡t t✐♠❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❤♦t ❣❛t❤❡r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✭r✐❣❤t✮✳
■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✲♠♦❞❡❧❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❛rr✐✈❡s ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛
✐♥ ❞❡♣t❤s ❢r♦♠ 25 t♦ 29m✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❛t✱ t❤❡r❡ ❛♣♣❡❛rs ❛ ♣♦❧❛r✐t② r❡✈❡rs❛❧ ❜❡t✇❡❡♥
23 ❛♥❞ 29m ❞❡♣t❤ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♦♥s❡ts✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✲♠♦❞❡❧❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♦♥❡✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✇✐❧❧ ❤✐❣❤❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛♥❞
t❤✉s ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❢❛❝t♦r ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❛✈❡✲
❢♦r♠s✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❛t✱ ✸❉ ❡✛❡❝ts t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡
✷❉ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✷❉ ♠♦❞❡❧s✳ ◆❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❜♦r❡❤♦❧❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♦✉r❝❡s
❢♦r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ❛❧t❡r t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞
t❤❛t t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ ❝❛✈✐t✐❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛st t♦
t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠✳ ❉✉❡ t♦ t❤❛t t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡ ✇❛❧❧s ❝❛♥ ❛❝t ❛s s❡❝♦♥❞❛r② s♦✉r❝❡s✱
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞✱ t❤♦✉❣❤✱
t❤❛t t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡s ♦❢ ❛r♦✉♥❞ 0.3m ✐s ♦♥❧② ❛❜♦✉t ❢♦✉r t✐♠❡s t❤❡ ❣r✐❞
s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ 0.08m ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❛♥ ♥♦t ♣r♦♣❡r❧② ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥②✇❛②✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡q✉✐r❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣r✐❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❛s ❲✉ ❛♥❞ ❍❛rr✐s ✭✷✵✵✸✮ s✉❣❣❡st✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ✇❛t❡r t❛❜❧❡ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❣r❛✈❡❧ ❧❛②❡rs
❢♦r♠ ❛ ♣♦r♦✲❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

✹✳✷ ❱✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❘❡❛❧ ♠❡❞✐❛ ❛r❡ ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ❡❧❛st✐❝✱ ❤❡♥❝❡ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ s❤♦✉❧❞ ✐♠✲
♣r♦✈❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❛♥❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛tt❡♥✉❛t❡s
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Z-component, shot at depth 18m, Z-component

isoC-isoM

vtiC-vtiM

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳ ❚❤❡ s❤♦t ❣❛t❤❡r s❤♦✇s
t❤❡ Z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ◆♦ s②st❡♠❛t✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ t❤❛t ❝♦✉❧❞
❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳
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vtiC-vtiM

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ❱❚■ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s❤♦t ❣❛t❤❡rs
s❤♦✇ t❤❡ Z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♦♥s❡t t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❞❡♣t❤
t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✲s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐s s❤✐❢t❡❞ ❜② 5.5ms ✐♥ t❤❡ s❤♦t ❣❛t❤❡r ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲
❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✲♠♦❞❡❧❡❞ ♦♥s❡t t✐♠❡s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❜② ❛ ✈❛r②✐♥❣ ❡①t❡♥t✳
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t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ✐t ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚♦
s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r Q ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✼✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✐s
❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛t✐♦ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ τ ✲♠❡t❤♦❞✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞✲
❡❧s ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♦♥❡✳

✹✳✷✳✶ ◗✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥

❆ Q ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✜ts t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② t❤❡
s♣❡❝tr❛❧ r❛t✐♦ ♠❡t❤♦❞ ✭❚♦♥♥✱ ✶✾✽✾✮✱ t❤❛t ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ✈❡rt✐❝❛❧ s❡✐s♠✐❝ ♣r♦✲
✜❧✐♥❣ ✭❱❙P✮ ❞❛t❛ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡❝❛② ✇✐t❤ ♦✛s❡t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱
r❡❝♦r❞✐♥❣s ❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✛s❡ts xi (i = 1, 2) ✇✐t❤ x2 > x1 ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♣❡❝tr❛ |P1| ❛♥❞ |P2| ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡✐r ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ r❛t✐♦ ✐s ❣✐✈❡♥
❜②

ln

( |P2|
|P1|

)

= −ω x2 − x1
2 c(ω0)Q

✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ ω ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ r❛❞✴s✱ c(ω0) t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ♠✴s ❛t ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡
❢r❡q✉❡♥❝② ω0✳ P❧♦tt✐♥❣ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ω✱
t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r Q ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❧♦♣❡ m ❜②

Q = − x2 − x1
2 c(ω0)m

. ✭✹✳✷✮

❍❡r❡✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛t✐♦ ♠❡t❤♦❞ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❘❊❲❊❙ Q✲❡st✐♠❛t♦r t♦♦❧ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✱ ■ ❛❣❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❙✲✇❛✈❡s ❛♥❞ s♦rt t❤❡ s❤♦t ❣❛t❤❡rs
❜② ♦✛s❡t✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ t✐♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t s♦✉r❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱
❛ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ❧❡♥❣t❤✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❙❱✲✇❛✈❡s ✇❤❡♥
❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ st❛rt✐♥❣ t✐♠❡s ❢♦r t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡st✐♠❛t❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥
t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❡ t♦♦❧ ❣❡♥❡r❛t❡s s②♥t❤❡t✐❝ tr❛❝❡s ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠✲♣❤❛s❡ ✇❛✈❡❧❡ts ❢♦r ❛♥
✐♠♣✉❧s❡ s♦✉r❝❡✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛t✐♦ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
▲❛st❧②✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✜tt❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ✜t ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳ ❚❤❡
s♣❡❝tr❛❧ r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜t ❛r❡ ❡①❡♠♣❧❛r✐❧② s❤♦✇♥ ❢♦r ❛ s❤♦t ✐♥ 18m ❞❡♣t❤
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✳ ❚❤❡ ✜t ✐s ❝❧❡❛r❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s♣❡❝tr❛❧ r❛t✐♦
❜❡❧♦✇ 50Hz✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ Q ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s❧♦♣❡
♦❢ t❤❡ ✜t✱ ♠✐❣❤t ❜❡ t♦♦ ❧❛r❣❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❞❛♠♣❡❞ t♦♦ ✇❡❛❦❧②
❛♥❞ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t♦♦ str♦♥❣❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ❥✉st ♦♥❡ ❝♦♥st❛♥t Q ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❜r♦❛❞
❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❡rt❛✐♥ tr❛❞❡✲♦✛ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❤❛s t♦
❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❘✉♥♥✐♥❣ t❤❡ t♦♦❧ ❢♦r ❛❧❧ s❤♦ts ②✐❡❧❞s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ Q ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✵✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
✇❛✈❡s ❛r❡ ♠♦❞❡r❛t❡❧② ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ✉♥❞❡r ♥❡❛r✲s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡❛❦❧② ❞✐s♣❡rs✐✈❡✳

✹✳✷✳✷ ◗ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❆ ❝♦♥st❛♥t Q ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ τ ✲♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❧❛♥❝❤ ❡t ❛❧✳
✭✶✾✾✺✮✳ ■t ❛❧❧♦✇s t♦ ♠♦❞❡❧ L r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❜② t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s fl
❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ τ ♦♥❧②✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ✇❡❛❦ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t Q ❧❡ss t❤❛♥
✷✵ t❤❡ Q ✈❛❧✉❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
♦♥❡✳ ❆♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞
τ ✲♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇♦❤❧❡♥ ✭✶✾✾✽✮ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ❛♥❞
♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ♠❡t❤♦❞ ❛❢t❡r ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ▲♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s♣❡❝tr❛❧ r❛t✐♦ ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s♣❡❝tr❛❧ r❛t✐♦
✭❜❧✉❡ ❝✉r✈❡✮ ✐s ✜tt❡❞ ✉♣ t♦ 400Hz ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✉♣ t♦
✇❤✐❝❤ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s fl = 1/(2πτσl) ❛♥❞ τ ✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ τ ✲♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇♦❤❧❡♥ ✭✶✾✾✽✮ t❤❛t ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡
sq✉❛r❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡

τ ✐♥ s ✵✳✵✾✾✵
f1 ✐♥ ❍③ ✶✳✽✽
f2 ✐♥ ❍③ ✷✾✳✺✶
f3 ✐♥ ❍③ ✷✾✺✳✽✹

r❡s✐❞✉❛❧s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤✉s✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Q ❡✈❡♥ ❛t
❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ str♦♥❣ ❞❛♠♣✐♥❣✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡st✐♠❛t❡❞ Q ✈❛❧✉❡ ♦❢ 20 ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤r❡❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s fl ❛♥❞ τ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✳ ❚❤r❡❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❜②
❛ ❝♦♥st❛♥t Q ✈❛❧✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s✉❝❤ t❤❛t ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼
s❤♦✇s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ Q ✈❛❧✉❡ Qapprox ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦♥❡ Q0✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ t❤❛t ✐t ✈❛r✐❡s r♦✉❣❤❧② ❜② ❧❡ss t❤❛♥ ±3 ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❜❡❧♦✇ 75Hz ❛♥❞
❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t f2 ♦❢ ❛❜♦✉t 2.5 ✇❤❡♥ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛t ③❡r♦ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❛t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t s✐① t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
t❤❛t ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ Q ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❤♦t ❣❛t❤❡rs
♦❢ ✶✾✳✻✽ t♦ ✷✵✳✹✽ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ Q ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ τ ✲♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇♦❤❧❡♥
✭✶✾✾✽✮ ✇❤❡r❡ t❤r❡❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢r❡✲
q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ τ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ Q ✈❛❧✉❡s ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 20 ❜② ❛❜♦✉t 2.5 ❛t f2 = 29.51Hz✳

✹✳✷✳✸ ❱✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❆s t❤❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧s ❜❡❝♦♠❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❡✈❡♥
t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✸ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✹✮ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞
❛♥❞ t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s r❡♠❛✐♥s ✉♥❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧
✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞✳

❚♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝
❛♥❞ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✮✳ ❚❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ ❙✲✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❛t✱ t❤❡ ❧❛t❡r ❛rr✐✈❛❧s ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞❡♣t❤
❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② s♠♦♦t❤✱ ✐✳❡✳✱ ❞❡❡♣❡r ❢r❡q✉❡♥t✱ ✐♥ t❤❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝
✇❛✈❡✜❡❧❞ ❤❛s s♦♠❡ ♠♦r❡ ✇✐❣❣❧❡s t❤❡r❡✳

❇② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❡❛❝❤ tr❛❝❡ t♦ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❛♣❛rt ❢r♦♠
t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝❛② ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♠♦r❡ t❤♦r♦✉❣❤❧② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
t❤❛t t❤❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❛rr✐✈❡s ✉♣ t♦ 1.5ms ❡❛r❧✐❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♦♥❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡❛r❧② ❛rr✐✈❛❧s t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥ t❤❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❧❛t❡r ❛rr✐✈❛❧s ❤❛✈❡ s♠❛❧❧❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥ ❞❡♣t❤s ❛r♦✉♥❞ 22m✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♥s❡ts ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t t❤❛t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② 4ms
✐♥ t❤❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❝❛s❡✳ ❇♦t❤ t❤❡ s❤♦t ❣❛t❤❡r ✇✐t❤♦✉t s❤✐❢t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ s❤✐❢t✐♥❣
❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❤♦t ❣❛t❤❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s t❤❡ ❢♦r♠❡r✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
❛r❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ✐s ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ ✐t
✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ Q✲❢❛❝t♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ❈❘❊❲❊❙ t♦♦❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❱❚■ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ t♦✲
♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ♦✈❡r❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠✉♠✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❱❚■ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ t♦✲
♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ tr❛❝❡ ♠❛①✐♠✉♠✳
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viscoelastic

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❱❚■ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s❤♦t ❣❛t❤❡rs
s❤♦✇ t❤❡ Z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♦♥s❡t t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❞❡♣t❤ t❤❡
❢♦r✇❛r❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✐s s❤✐❢t❡❞ ❜② 4ms ✐♥ t❤❡ s❤♦t ❣❛t❤❡r ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ♦♥s❡t t✐♠❡s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❜② ❛ ✈❛r②✐♥❣ ❡①t❡♥t✳

✹✳✸ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐✳❡✳✱ ✐s♦tr♦♣② ♦r ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦r ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝✐t②✱
❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✲♠♦❞❡❧❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳

❆♥ ✐ss✉❡ t❤❛t ♠✐❣❤t ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥✜tt✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡
s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♦r t❤❡ ❧❛❝❦ t❤❡r❡♦❢ ✐s ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♦♥s❡t t✐♠❡s ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡❢♦r♠s ❞✐✛❡r ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ ❛ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ♣r♦❤✐❜✐ts ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧❛t❡r ♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳

❖♥ ❛♥♦t❤❡r ♥♦t❡ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❛♠♣✲
❡♥s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ✇❡❛❦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈❡r② ✇❡❛❦ ❛♥✐s♦tr♦♣②
t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝❛✉s❡ ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠✐❣❤t ✉❧t✐✲
♠❛t❡❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝❛❧❧② ❢♦r✇❛r❞✲♠♦❞❡❧❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✇✐t❤
t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ✜♥❛❧❧② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡✲s❤✐❢t t❤❛t ❛❧s♦ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠
tr❛❝❡ t♦ tr❛❝❡✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t ❛ s♦✉r❝❡ t✐♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ s♦✉r❝❡ ✇❛✈❡❧❡t t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡✲s❤✐❢t❡❞ ❘✐❝❦❡r ✇❛✈❡❧❡t t❤❛t ✐s
✉s❡❞ ❤❡r❡ ✐❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ✐s ✐♥✈❡rt❡❞✳



✺✳ ❙②♥t❤❡t✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t❡sts

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❱❚■ ❣r❛❞✐❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ t❡st❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝r♦ss✇❡❧❧ s❡tt✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st✐❝
❝❛s❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇✲✈❡❧♦❝✐t② ❛♥♦♠❛❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡✲
❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋❡r♠❛t✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ✇✐❧❧ ♣r♦♣❛❣❛t❡
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ s✉❝❤ t❤❛t ✐ts tr❛✈❡❧t✐♠❡ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❧♦✇✲
✈❡❧♦❝✐t② ❛♥♦♠❛❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t✳ ❚❤❡✐r ✈❡❧♦❝✐t②
✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✹✪ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡♥s✉r❡ st❛❜❧❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❢♦r
❜♦t❤ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❱❚■ ❝❛s❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❙✲✇❛✈❡ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ t❤❛t ✐s
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② v❙❱ ❛♥❞ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥
❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ 45◦✱ ❛♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ■ ✐♥✈❡rt ❢♦r t❤❡ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♠♦❞❡❧s ♦♥❧② ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ P✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧s ❝♦♥st❛♥t ❛t t❤❡✐r tr✉❡
✈❛❧✉❡s✳

❆t ✜rst✱ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐s ♣✉t ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❙✲✇❛✈❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐s ❡q✉❛❧❧② ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ✇❛✈❡s
♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇✳ ❍❡r❡✱ ❝❡♥t❡r r❡❢❡rs t♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞❡♣t❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
s♦✉r❝❡ ❞❡♣t❤s ♦❢ 10 t♦ 30m✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐s s❤✐❢t❡❞ ❢✉rt❤❡r t♦ s❤❛❧❧♦✇❡r
s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ❞❡♣t❤s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛t
❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡
♦t❤❡r✱ t♦ st✉❞② t❤❡ ❝r♦sst❛❧❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❱❚■ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs v❙❱ ❛♥❞
vSV(45

◦)✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ ❢♦r✇❛r❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r✉♥ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤♦✉t ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s st❛rt✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳

✺✳✶ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡sts ✇✐t❤ sq✉❛r❡ ❛♥♦♠❛❧②

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ ✇❡❧❧ ❛♥ ❛♥♦♠❛❧② ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇❤❡♥ ❧❛r❣❡ ♣❛rts ♦❢
t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛♥❞ ❡q✉❛❧❧② ♠❛♥②
✇❛✈❡s ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ✐t✱ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ sq✉❛r❡ ❧♦✇✲✈❡❧♦❝✐t② ❛♥♦♠❛❧② ♦❢ 3×3♠
✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ v❙❱ ❛♥❞ v❙❱(45◦) ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣ ❡❞❣❡ ✐♥ 18.48m ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡
❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭s❡❡
s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✮ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❞✐r❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞
❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤✐s t❡st ✐s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✧t❤❡✧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st✳

✺✳✶✳✶ ■s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s

❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❢✉❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡ ✐s st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s✳
❚❤❡ tr✉❡ ❙✲✇❛✈❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ sq✉❛r❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♣r❡❝✐s❡❧② 290.88m/s
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✭❛✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r
❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❝✐r❝✉❧❛r t❛♣❡rs ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 1m ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦❣✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡s❡

✹✶
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❚r✉❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ v❙❱ = 303m/s✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧②
✐s 290.88m/s✳ ▼♦❞❡❧ ✭❛✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ✐❧❧✉✲
♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧②✳ ❚❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ✐s st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭❜✮✱ ✇❤❡r❡ ♠♦r❡ ✇❛✈❡s
♦r✐❣✐♥❛t❡ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② t❤❛♥ ❛❜♦✈❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ■♥✈❡rt❡❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ▼♦❞❡❧ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ sq✉❛r❡ ❛♥♦♠❛❧② ♦❢ 3 × 3♠ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♣❡rt✉r❡
t❡st r❡s✉❧t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭❜✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ❳✲s❤❛♣❡❞ ❛rt✐❢❛❝ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ✐s ♦❢ s✐♠✐❧❛r q✉❛❧✐t②✳
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♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡s ♦❝❝✉r t❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❣r❛❞✐❡♥ts t❤❛t ②✐❡❧❞
❧❛r❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♣❞❛t❡s✳

❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✭❛✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡
❛♥♦♠❛❧② ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ tr✉❡ s❤❛♣❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱
t❤❡ ✹✪ ❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧♠♦st r❡❛❝❤❡❞ ❛t ♠❛♥②
❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❛t t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❢♦r ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ str✐♣ ♦❢ ❛❜♦✉t 0.8m ✇✐❞t❤ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡
tr✉❡ ❛♥♦♠❛❧② ✈❛❧✉❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ −1m/s✳ ❆t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧✬s ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧②✬s ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ❛❜♦✉t
298m/s✳ ❆♥♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ t♦ ❛
❣r❡❛t❡r ❡①t❡♥t ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧②✱ ✇❤❡r❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ str✐♣❡s ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❡❛r ✇✐t❤ ❛ r❡❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 0.64m✳ ❚❤❡✐r ❧❛t❡r❛❧ ❡①✲
t❡♥t ✐s ❛❧♠♦st ❛s ❧❛r❣❡ ❛s t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ❝❧♦s❡ t♦ ✐t ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡
❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❛❧♠♦st tr✐❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡✳ ❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❛t✱ ❳✲s❤❛♣❡❞ ❛rt✐❢❛❝ts✱ t❤❛t ❜❡❣✐♥ ❛t
t❤❡ ❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ❛♥❞ ❡①t❡♥t t♦✇❛r❞s t❤❡ ✉♣♣❡r♠♦st ❛♥❞ ❧♦✇❡r♠♦st r❡❝❡✐✈❡r
✭❧❡❢t s✐❞❡✮ ❛♥❞ s♦✉r❝❡ ✭r✐❣❤t s✐❞❡✮ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛r❡ ❡✈✐❞❡♥t✳ ❚❤❡✐r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧②
❞❡❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ t②♣✐❝❛❧ ❢♦r t❤✐s ❦✐♥❞
♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❍❛❞❞❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❆♥♦t❤❡r
❳✲s❤❛♣❡❞ ❛rt✐❢❛❝t ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ 0 t♦ 8m ❞❡♣t❤✳

❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ r✉♥s ❢♦r ✶✷✺ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉♥t✐❧ t❤❡ st❡♣ ❧❡♥❣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❧s ❜❡❝❛✉s❡
✐t ❝❛♥♥♦t ✜♥❞ ❛ st❡♣ ❧❡♥❣t❤ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❢✉rt❤❡r ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♠✐s✜t✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ▲✷ ♠✐s✜t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✭❧❡❢t✮ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡
✜rst ✶✻ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❡ ♠✐s✜t ❞❡❝r❡❛s❡s str♦♥❣❧② ❞♦✇♥ t♦ ❛❜♦✉t 1.3 · 10−3✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱
t❤❡ ❝✉r✈❡ ✢❛tt❡♥s ✉♥t✐❧ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ▲✷ ♠✐s✜t r❡❛❝❤❡s ✐ts ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ❧✐❡s ✐♥ t❤❡
♦r❞❡r ♦❢ 10−5✳

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✲♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ s❡✐s♠♦❣r❛♠s r❡✈❡❛❧s t❤❛t
t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❞♦ ♥♦t ❞✐✛❡r ❜② ❡②❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✭❧❡❢t✮✮✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤♦✉❣❤✱ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② q✉✐t❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✲♠♦❞❡❧❡❞ s②♥t❤❡t✐❝s ❛♥❞
❞❡✈✐❛t❡ s♦❧❡❧② ❛t ❞❡♣t❤s ❜❡❧♦✇ 17m✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♦♥s❡t t✐♠❡s s❡❡♠ t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ t❤❡ ♣❤❛s❡
❛♥❞ t♦ ❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳

✺✳✶✳✷ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s

❆❢t❡r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❱❚■ ❝❛s❡ ✐s st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱❚■ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡
tr✉❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳✺ ❚❤❡ ❧♦✇✲✈❡❧♦❝✐t② ❛♥♦♠❛❧② ✐s
❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧②✬s ✈❡❧♦❝✐t② ✐s r❡❞✉❝❡❞
❜② ✹✪ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❛r❡✱ ❤❡♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ ❜②
261.12m/s ❢♦r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ 303.36m/s ❢♦r v❙❱(45◦)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤✉s✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ v❙❱(45◦) ♠♦❞✲
❡❧s✳ ❏✉st ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ❝✐r❝✉❧❛r s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r t❛♣❡rs ✉s✐♥❣ ❛
❧♦❣✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t t❤❡s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳

✺◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧♦r❜❛rs r❛♥❣❡ ❢r♦♠ 250m/s t♦ 290m/s ❢♦r v❙❱ ❛♥❞ ❢r♦♠ 290m/s t♦ 330m/s ❢♦r
v❙❱(45

◦)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠✐s✜t ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥✈❡rs✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❞❡
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧❛❝❦✱ t❤♦s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❱❚■ ❝♦❞❡ ✐♥ r❡❞✳ ▲❡❢t✿ ❆♥♦♠❛❧② ✐♥ ❝❡♥t❡r✱ ❝❡♥t❡r✿
❛♣❡rt✉r❡ t❡st ✇✐t❤ ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ 12 t♦ 15m ❞❡♣t❤✱ r✐❣❤t✿ ❱❚■ ❝r♦sst❛❧❦ t❡st✳ ❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧✱
t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ✜♥❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ▲✷ ♠✐s✜t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❱❚■ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t❤❛t ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛t ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❚r✉❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❛r❡
vSV,a = 261.12m/s ❛♥❞ vSV,a(45

◦) = 303.36m/s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❞✮
❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧②✳
❚❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ✐s st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❡✮✳ ❈r♦sst❛❧❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡
✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❢✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ■♥✈❡rt❡❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r r♦✇ s❤♦✇s t❤❡
r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡ ❧♦✇❡r r♦✇ t❤♦s❡ ❢♦r t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥
❛ 45◦ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ❞❡♣✐❝t t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ sq✉❛r❡ ❛♥♦♠❛❧②
t❤❛t ❣❡t ♠❛①✐♠✉♠ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ t❡st r❡s✉❧ts ✐♥ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❡✮ r❡✈❡❛❧ t❤❛t
t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ t❤❡ v❙❱(45◦) ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❧❡ss ✇❡❧❧ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡
v❙❱ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝r♦sst❛❧❦ t❡st ❢♦r t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❢✮ s❤♦✇s ♥♦
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✭❛✮ ❛♥❞ ✭❞✮ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❱❚■ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ v❙❱ ❛♥♦♠❛❧② ❛r❡ s❤❛r♣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ v❙❱(45◦) ❛♥♦♠❛❧②✳
❲❤✐❧❡ ❤✐❣❤❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ r✐❣❤t ♦✉ts✐❞❡ ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ❡❞❣❡ ❛t t❤❡ r✐❣❤t
❧♦✇❡r ❝♦r♥❡r ✐s ❧♦❝❛t❡❞✱ ❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥ ❜❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡❞❣❡✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ st✉❞②
❜② ❍❛❞❞❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✱ t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤❡ v❙❱ ♠♦❞❡❧ ✐♥st❡❛❞✳ ❚❤❡r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ✉s❡
❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❚❤♦♠s❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠♦❞❡❧s ε ❛♥❞ δ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
tr✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢♦r v❙❱(45◦) ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧♦s❡st ✈❛❧✉❡
❜❡✐♥❣ 306m/s✱ ✇❤✐❝❤ st✐❧❧ ❞✐✛❡rs ❜② ❛❜♦✉t +2.5m/s ❛♥❞ t❤✉s ❧❡ss t❤❛♥ ✶✪ ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡
✈❛❧✉❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ v❙❱ ❛♥♦♠❛❧② ✐s ♦♥❧② 1.00m/s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥ ❝❛s❡
♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✇✐❞t❤
♦❢ t❤✐s ③♦♥❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r✱ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ v❙❱(45◦) ♠♦❞❡❧✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡r❡
✐s ❛ s❤❛r♣ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❈♦♥✲
tr❛r② t♦ t❤❛t✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ str✐♣❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢✉rt❤❡r ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜❡❧♦✇
t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ t❤❡ v❙❱(45◦) ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡ v❙❱ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡② s❡❡♠ t♦ ❜❡
s♠♦♦t❤❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤♦s❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ str✐♣❡s ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ v❙❱(45◦)
♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✈❡❧♦❝✐t② ③♦♥❡s ✐♥ t❤❡ v❙❱ ♠♦❞❡❧ ❡①t❡♥❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❳✲s❤❛♣❡❞
❛rt✐❢❛❝ts t❤❛t t❤❡♠s❡❧✈❡s ❡①t❡♥❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ s❤❛❧❧♦✇❡st ❛♥❞ ❞❡❡♣❡st r❡❝❡✐✈❡r ✭❧❡❢t✲❤❛♥❞
s✐❞❡✮ ❛♥❞ s♦✉r❝❡ ✭r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✮ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❳✲s❤❛♣❡❞ ❛rt✐❢❛❝ts ❤❛✈❡ ❛❧s♦
❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❍❛❞❞❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✱ ✇❤♦ ❛❧s♦ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❱❚■ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡sts
✇✐t❤ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ ❛ ❝r♦ss✇❡❧❧ s❡tt✐♥❣✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ v❙❱(45◦) ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts
♠♦r❡ ❛rt✐❢❛❝ts t❤❛♥ t❤❡ v❙❱ ♠♦❞❡❧✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡①tr❡♠❡ ✈❡❧♦❝✐t②
✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ s♣♦tt❡❞ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❧♦❝❛t✐♦♥s ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ t❛♣❡rs✱ t❤❡ v❙❱(45◦) ♠♦❞❡❧
❢❡❛t✉r❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ tr✉❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡✲
❧♦❝✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡❡♣❡st s♦✉r❝❡s ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs✳

❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛❢t❡r ✻✽ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❜♦rt ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐✈❡
♠✐s✜t ❝❤❛♥❣❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✪ ✐s ♠❡t✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ▲✷ ♠✐s✜t ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r✲
❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✭❧❡❢t✮ ✐♥ r❡❞✳ ❆ str♦♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡ ❞♦✇♥ t♦ ❛❜♦✉t
7.9 · 10−3 ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst t✇❡❧✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❜❡❝♦♠❡s
✢❛tt❡r ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ✇✐t❤ 5.3 · 10−4✳

❈♦♥tr❛r② t♦ ✇❤❛t ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛♥♦♠❛❧②✱ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✜t t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❢♦r✇❛r❞✲♠♦❞❡❧❡❞ ❞❛t❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ❜② ✈✐✲
s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✭r✐❣❤t✮✮✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦rt ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♠✐s✜t ❝❤❛♥❣❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✪ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛❢t❡r ❛
s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❛t✱ ❣❡♦✲
♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛❧✇❛②s ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠❜✐❣✉✐t② s✉❝❤ t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s
❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❡q✉❛❧❧② ✇❡❧❧✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s t❤❛t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❛❧
✐♥✈❡rs✐♦♥ r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✭r✐❣❤t✮✮✱ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✜t ♣❡r❢❡❝t❧②✳ ▲✐❦❡
✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ t❡st✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ②✐❡❧❞ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ s❤❛❧❧♦✇❡st
tr❛❝❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❙❡✐s♠♦❣r❛♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ tr✉❡ ✭❜❧❛❝❦✮✱ st❛rt✐♥❣ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt❡❞ ✭r❡❞✮ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st ♠♦❞❡❧✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞✱ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❱❚■ ❝❛s❡✳

✺✳✶✳✸ ■s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss✱ ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠✐♥❣ ❱❚■ s②♠♠❡tr②✱ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✐s ✐♥✈❡rt❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❞❡✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ■ ♦♥❧② ✐♥✈❡rt ❢♦r t❤❡ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ❝✐r❝✉❧❛r
s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r t❛♣❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✭❧❡❢t✮ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❞♦♠✐✲
♥❛t❡❞ ❜② ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✭❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✮ ❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✭r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✮
♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❛t✱ t❤❡ ❳✲s❤❛♣❡❞ ❛rt✐❢❛❝ts ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ❛♥♦♠❛❧②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡
❣✉❡ss❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❳✲s❤❛♣❡❞ ❛rt✐❢❛❝t✳

❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ st♦♣s ❛❢t❡r ♦♥❧② s✐① ✐t❡r❛t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ st❡♣ ❧❡♥❣t❤ ❡st✐♠❛t❡ ❢❛✐❧s✳
❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦♣❡r❧② ❝♦♥✈❡r❣❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛♣♣❛r❡♥t t❤r♦✉❣❤
❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✭r✐❣❤t✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♦♥s❡t t✐♠❡s ♦❢ t❤❡
❢♦r✇❛r❞✲♠♦❞❡❧❡❞ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛❧♠♦st
♠❛t❝❤ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❞❡♣t❤✱ t❤❡② ❞✐✛❡r ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ ❛ ♣❡r✐♦❞ ❛t t❤❡ s❤❛❧❧♦✇❡st
❛♥❞ ❞❡❡♣❡st r❡❝❡✐✈❡rs ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❝❤❛♣t❡r ✹✮✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣
❛♥❞ ♣r♦❤✐❜✐ts ❛ ♣r♦♣❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳

✺✳✶✳✹ ❱❚■ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧

■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ st❛rt✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ t♦♠♦❣✲
r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦✇ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥♦♠❛❧② ❛s ❛❜♦✈❡
✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❱❚■ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ✐♥✈❡rt✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ♦♥❧②
✇❤✐❧❡ t❤❡ P✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t r❡♠❛✐♥s✱ ❥✉st
❧✐❦❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r t❛♣❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ r❡s✉❧t✳ ◆❡✐t❤❡r t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ t❤❡ v❙❱ ♠♦❞❡❧
♥♦r t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ v❙❱(45◦) ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞✳ ■♥st❡❛❞✱ ❜♦t❤ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ■s♦tr♦♣✐❝❛❧❧② ✐♥✈❡rt❡❞ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❢r♦♠ ❱❚■ ❞❛t❛✳
▲❡❢t✿ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✱ r✐❣❤t✿ tr✉❡✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s✳

♠♦❞❡❧s s❤♦✇ ❛rt✐✜❝✐❛❧ str✉❝t✉r❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ❧♦❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
♠♦❞❡❧s ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss s♠♦♦t❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♠♣❛r❛❜❧② ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛t
t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♦❧❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r
t❤❛t t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ❛♥♦t❤❡r str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡ tr❡♥❝❤✲❧✐❦❡ ♦r tr✐❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡tt❡r ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ v❙❱ ♠♦❞❡❧ t❤❛♥ t❤❡
v❙❱(45

◦) ♠♦❞❡❧✳ ❆❧♦♥❣ ✐ts r✐❣❤t ❡❞❣❡ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ♠❛❦❡ ♦✉t ❛ ❧♦✇✲✈❡❧♦❝✐t② ❢❡❛t✉r❡✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❧♦✇❡r r✐❣❤t ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐s ❧♦❝❛t❡❞✳

❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ st♦♣s ❛❢t❡r ✶✼ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ st❡♣ ❧❡♥❣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❧s✳
❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞❛t❛ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✸✱ ❝②❝❧❡

s❦✐♣♣✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛t t❤❡ tr❛❝❡s ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ 21 ❛♥❞ 22m✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❞✐s❛❣r❡❡ q✉✐t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛t ❧❛t❡r t✐♠❡s ♦❢ ❛r♦✉♥❞ 75ms ✐♥ t❤❡ ❞❡♣t❤
♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧②✳ ❆t t❤❡ tr❛❝❡ ❛t 10m ❞❡♣t❤ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❡✈❡♥ ❞✐✛❡rs ♠♦r❡
❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ ❢♦r✇❛r❞✲♠♦❞❡❧❡❞ ❞❛t❛ t❤❛♥ ✐t ❞♦❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧✳
❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❛t✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ✜t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s r❡❝♦r❞❡❞ ❛t t❤❡ t❤r❡❡
❞❡❡♣❡st r❡❝❡✐✈❡rs✳

✺✳✶✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✧✐♥✈❡rs❡ ❝r✐♠❡✧ ✐s ❝♦♠♠✐tt❡❞ ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✈❡r ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
tr✉❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢✉rt❤❡r r❡str✐❝ts t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛ss❡ss
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❱❚■ ❣r❛❞✐❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♦♥❡
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐s✜t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝✉r✈❡s✳ ■♥ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡s✱ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝r✐♠❡
❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐t✐❣❛t❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥♦✐s❡ t♦ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ t❤❛t ♣r❡❢❡r❛❜❧② ❤❛s ❛
s✐♠✐❧❛r s♣❡❝tr✉♠ ❛s t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✉s❡ ❛♥♦t❤❡r t♦♦❧
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ P✲ ❛♥❞ ❙❱✲✇❛✈❡s ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❜❡✲
❝❛✉s❡ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐s ♦♥❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❚r✉❡ ❱❚■ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳
❋✐❣✉r❡ ✭❛✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✱ ✭❜✮ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ 45◦✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ■♥✈❡rt❡❞ ❱❚■ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✭❛✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✱ ✭❜✮ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥ ♦❢ 45◦✳ ❚❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ❝❛♥ ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥♦t ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥❞ ❛rt✐❢❛❝ts ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡
✭r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✮ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❧♦❝❛t✐♦♥s ✭❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✮ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡
✐♥✈❡rt❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧②✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞✐s✲
t♦rt❡❞ ❜② ❛rt✐❢❛❝ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❙❡✐s♠♦❣r❛♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ tr✉❡ ✭❜❧❛❝❦✮✱ st❛rt✐♥❣ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt❡❞ ✭r❡❞✮
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳

t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛s ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✸✮✱
✇❤❡r❡ ❛❧♠♦st ♥♦ P✲✇❛✈❡ ❜✉t str♦♥❣ ❙✲✇❛✈❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ P✲✇❛✈❡ s❤♦✇s ♥♦ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡
❞♦❡s✱ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤ vP/vSV✲r❛t✐♦ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✈✐❛ t❤❡
❙❱✲✇❛✈❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♣❛r❛♠❡t❡r ν = (vP0/vS0)

2 (ε− δ) ✭✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾✮✻✳ P♦s✲
s✐❜❧❡ ❝r♦sst❛❧❦ ✐♥t♦ t❤❡ P✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧s ✐s ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡s❡
♠♦❞❡❧s ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ②✐❡❧❞s
❛ ♠♦r❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❙✲✇❛✈❡ ❧♦✇✲✈❡❧♦❝✐t② ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ ✐♥✲
t❡r♠❡❞✐❛t❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ❞❡♣t❤s✳ ❚❤✐s ❤♦❧❞s ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧②
❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ ✐♥✈❡rs✐♦♥s✱ t❤♦✉❣❤✱ ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ t❤❛t t❤❡ ✈❡rt✐✲
❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦♥❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❡❞❣❡ ❛r❡
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❡❞❣❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ r❡❝♦✈❡r❡❞
♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛❧♦♥❣ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ str✐♣❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
❛♥♦♠❛❧✐❡s✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❱❚■ ❝❛s❡✳ ❚❤❡✐r ❧❛t❡r❛❧ ❡❞❣❡s✱ t❤♦✉❣❤✱ ❛r❡
s❤❛r♣❡r ✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡② ❛r❡ ✐rr❡❣✉❧❛r ✐♥ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡✳ ❍❡♥❝❡✱
t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❱❚■ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳
❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥
♣r♦❞✉❝❡s ♠♦r❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✱ ❛ str♦♥❣❡r t❛♣❡r ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♣♣r♦✲
♣r✐❛t❡✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛t❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡str✐❝t❡❞ ❢✉rt❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ tr✉❡
✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡s❡ t❡sts✳

✻■♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞ σ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ν✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ σ ✐s ❛❧r❡❛❞②
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ str❡ss ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
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❚❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ❱❚■ ❞❛t❛ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ t❤❡♦r② ✐s ✐♥❝❛✲
♣❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲✈❡rt✐❝❛❧ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②
✐s t♦♦ ❧❛r❣❡ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ②✐❡❧❞s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ✐♥st❡❛❞
♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s
r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ tr✉❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❡✈❡♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❡❛❦ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥♦♠❛✲
❧✐❡s✳

❚❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
♠♦❞❡❧s ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ❛s ✇❡❧❧✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t
❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ❧❛st t✇♦ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡sts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡
st❛rt✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣r♦♣❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡
❞❛t❛✳

✺✳✷ ❆♣❡rt✉r❡ t❡sts

❚❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ❤❡r❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❢❡❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦✈❡❞
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥ ❛ ❝r♦ss✇❡❧❧ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ r❡s♦❧✉✲
t✐♦♥ ✐♥ ✐ts r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛ ✇❛✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
❛♥♦♠❛❧②✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛✱
❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♦♥❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢
❛♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥♦♠❛❧②✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛♣❡rt✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②
✐s st✉❞✐❡❞✱ r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ t❡sts ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ ❜✉t t❤✐s t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧②✬s ✉♣♣❡r ❡❞❣❡
✐♥ ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ ♦♥❧② 12.00m✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐s ♣❧❛❝❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❧② t✇♦ s♦✉r❝❡s
❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐t✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛✈❡s t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t❡
t❤r♦✉❣❤ ✐t ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤♦s❡ t❤❛t ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧②✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❛✈❡s ❢r♦♠ ❣r❡❛t❡r ❞❡♣t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❧♦✇❡r r✐❣❤t ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡
❛♥♦♠❛❧② ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛❜♦✉t 23◦ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡s ❢r♦♠ s❤❛❧❧♦✇❡r
❞❡♣t❤s ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ❛❜♦✉t 78◦ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t ❝♦r♥❡r✳ ❇② t❤✐s
t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡✳ ❋♦r t❤❡ ❱❚■ ❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♦♥❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡
✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❛ 45◦ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ t❤✉s ❝♦♥t❛✐♥s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢
t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❱❚■ ❝❛s❡ ♠✐❣❤t ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❧❡ss t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s
❣♦❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❛t✱ ■
❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✇♦rs❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡sts ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐s ❧❡ss ✇❡❧❧ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✳

✺✳✷✳✶ ■s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s

❆❣❛✐♥✱ ■ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ tr✉❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❙✲
✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✭❜✮✳ ❆s ❜❡❢♦r❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡sts✱
❝✐r❝✉❧❛r t❛♣❡rs ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s t♦ ♣r❡✈❡♥t ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s
✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ❝❛♥ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✇❡❧❧
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❡①t❡♥t ❛♥❞ s❤❛♣❡✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧



✺✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❨◆❚❍❊❚■❈ ■◆❱❊❘❙■❖◆ ❚❊❙❚❙

❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t② ❛s ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st✳
❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ tr✉❡ ❛♥♦♠❛❧② ✈❛❧✉❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ −1m/s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
r❡❝♦✈❡r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ❡✈❡♥ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ tr✉❡ ❛♥♦♠❛❧② ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st✳ ❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❧✐❦❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ str✐♣❡s ❛♥❞ ❳✲s❤❛♣❡❞ ❛rt✐❢❛❝ts ❛♣♣❡❛r
♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❳✲s❤❛♣❡❞ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❜② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜r❛♥❝❤❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ♥♦t ♦♥❧② ❡①t❡♥❞ t♦ t❤❡ ♦✉t❡r s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r
❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❢r❡❡✲s✉r❢❛❝❡ ❛t ❛♥ ❛♥❣❧❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s t♦✇❛r❞s t❤❡
❞❡❡♣❡st s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥ t❤❡ ✐♥✲
✈❡rt❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐s ♥♦t ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ❞❡♣t❤s
❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞✐st✉r❜❡❞ t♦✇❛r❞s ✈❡❧♦❝✐t✐❡s s❧✐❣❤t❧② t♦♦ ❤✐❣❤✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t t❤❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐s ❧♦❝❛t❡❞✱
❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡
❝❤❛♥❣❡❞ ❛♣❡rt✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛♥✐❢❡st ✐ts❡❧❢ ✐♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♦r ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t ✐♥✲
st❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♠♦r❡ ❛rt✐❢❛❝ts✳

❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ✶✵✶ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛♥❞ st♦♣s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡❛❝❤❡s t❤❡
♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦rt ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♠✐s✜t ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✪✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
▲✷ ♠✐s✜t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✭❝❡♥t❡r✮ ✐♥
❜❧❛❝❦✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st✱ t❤❡ ♠✐s✜t ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s s♠♦♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❛s st❡❡♣ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❦✐♥❦✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠✐s✜t ✐s 1.8·10−4 ❛♥❞ t❤✉s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
t❡st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ ❛❢t❡r t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧✳

❆s ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st✱ t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✜t t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✲♠♦❞❡❧❡❞ s②♥✲
t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✭❧❡❢t✮✮✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s st❛rt✐♥❣ ♦♥❧② ❞✐✛❡r ❛t t❤❡ s❤❛❧❧♦✇❡st r❡❝❡✐✈❡rs ❛s t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t
s❤❛❧❧♦✇ ❞❡♣t❤✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♦♥s❡t t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧
✇❛✈❡❢♦r♠s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳

✺✳✷✳✷ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s

▲✐❦❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st✱ t❤❡ ❧♦✇✲✈❡❧♦❝✐t② ❛♥♦♠❛❧✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣ ❡❞❣❡ ✐♥ 12m ❞❡♣t❤ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✭❜✮
❛♥❞ ✭❡✮✮✳ ❏✉st ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥✈❡rs✐♦♥s✱ ❝✐r❝✉❧❛r t❛♣❡rs ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞
r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ v❙❱ ❛♥❞ t❤❡ v❙❱(45◦) ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺
✭❜✮ ❛♥❞ ✭❡✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st✱ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❛r❡ ❧❡ss
✇❡❧❧ r❡s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❜♦t❤ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❛❜♦✉t ✶✪ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡
tr✉❡ ✈❛❧✉❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ t❤❡ v❙❱ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ ♠♦r❡ s❛t✐s❢②✐♥❣❧②
r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐ts s❤❛♣❡ ❛s t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❡❞❣❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t
t❤❡② ❡①t❡♥❞ ♦✈❡r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧②✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡❞❣❡s✱ t❤♦✉❣❤✱
❛r❡ ❧❡ss s❤❛r♣ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ s♣r❡❛❞s ❢✉rt❤❡r
✐♥ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡r t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧❡❢t ❡❞❣❡✬s ❝❡♥t❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
✈❡❧♦❝✐t② ♣❡♥❡tr❛t❡s t❤❡ sq✉❛r❡ s❤❛♣❡ ❢r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②
♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝❧♦s❡st r❡❝♦✈❡r❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ v❙❱(45◦) ❛♥♦♠❛❧② ❞✐✛❡rs ❜② ❛❜♦✉t 5m/s ❛♥❞
t❤✉s ❧❡ss t❤❛♥ ✷✪ ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② t❡♥❞s t♦ ❡①t❡♥❞ t♦✲
✇❛r❞s t❤❡ ✉♣♣❡r r✐❣❤t ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r s♣r❡❛❞s ❢r♦♠ ✐ts ❝♦r♥❡rs✱
✇❤✐❧❡ ✐t ❧❛❝❦s s♦♠❡ ❡①t❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❳✲s❤❛♣❡ ❡✛❡❝t ✐s
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❧❡ss s②♠♠❡tr✐❝ t❤❛♥ ❜❡❢♦r❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡✳ ■t ❝❛♥
❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥
t❤❡ ❱❚■ ❝❛s❡✳ ❆s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❣❧❡ ✐s ❧❛r❣❡r ❢♦r ✇❛✈❡s t❤❛t ♦r✐❣✐♥❛t❡ ✐♥ s❤❛❧❧♦✇ ❞❡♣t❤
✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❜♦r❡❤♦❧❡✱ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ t❤❛t
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥ t❤❡ v❙❱(45◦) ♠♦❞❡❧ ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡ v❙❱ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥
❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧②✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ♠✐❣❤t t♦ ❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t ❛❧s♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡
♦t❤❡r ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st v❙❱(45◦) ♠♦❞❡❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ❝❛♥♥♦t
❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ❡①❛❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❡✲
❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ t❡st✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st✱
❛t t❤❡ s❤❛❧❧♦✇❡st r❡❝❡✐✈❡r ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✭❝❡♥t❡r✮ ✐♥ r❡❞✳ ■t ❞❡❝r❡❛s❡s s✐♠✐✲
❧❛r❧② t♦ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✉♣ t♦ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✶✻✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❜❡♥❞s str♦♥❣❡r t❤❛♥
✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ▲✷ ♠✐s✜t ♦❢ 4.0 · 10−3

❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ ✹✸ ❛♥❞ ❛s s✉❝❤ r❡♠❛✐♥s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10−4✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t❡r♠✐♥❛t❡s
❛s t❤❡ ❛❜♦rt ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✪ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ♠✐s✜t ❝❤❛♥❣❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✭❧❡❢t✮✳ ❆❣❛✐♥✱ ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❏✉st ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧②
♦♥❧② ❤❛s ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ tr❛❝❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t s❤❛❧❧♦✇ ❞❡♣t❤ ❛❜♦✈❡ 17m✳

✺✳✷✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❛❧❧♦✇s t♦ ❞r❛✇ t❤❡
s✉r♣r✐s✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ s❝❤❡♠❡ ♣r♦✈❡s t♦ ②✐❡❧❞ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❜♦t❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ✈❡❧♦❝✐t②
✈❛❧✉❡s✳ ❆ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳
❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡sts ❤❛✈❡
❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ t❤❡ ✐♥❢❡r✐♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❱❚■ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥
❝r♦ss✇❡❧❧ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐s✜t st❛❣♥❛t❡s ❡❛r❧✐❡r✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛❜♦rt ❝r✐t❡r✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠✐s✜t ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛❢t❡r
❢❡✇❡r ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❆ ❤②♣♦t❤❡s✐s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ v❙❱(45◦) ❢♦r♠✉❧❛ ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✽✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❱❚■ ❣r❛❞✐❡♥ts ✭s❡❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮ ♣r♦❤✐❜✐ts ❛ str♦♥❣❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛ ❜❡tt❡r
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡r❢❡❝t ✇❛✈❡❢♦r♠ ✜t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s♦❢t✇❛r❡
r❡❛❞s ✐♥ t❤❡ v❙❱(45◦) ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛
❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✽✺✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ t❡st ②✐❡❧❞s ♠♦r❡ ❛rt✐❢❛❝ts t❤❛♥
t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st✱ ✐t ✐s st✐❧❧ s✉♣❡r✐♦r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇❤✐❝❤
❛❧s♦ s❤♦✇s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡
♠♦❞❡❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❙❡✐s♠♦❣r❛♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ tr✉❡ ✭❜❧❛❝❦✮✱ st❛rt✐♥❣ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt❡❞ ✭r❡❞✮
❛♣❡rt✉r❡ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ❱❚■ ❝❛s❡ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞✳

✺✳✸ ❈r♦sst❛❧❦

❋♦r t❤❡ ❝r♦sst❛❧❦ t❡st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❱❚■ ❙❱✲✇❛✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ t❤❡ v❙❱
❛♥❞ v❙❱(45◦) ♠♦❞❡❧ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✭❝✮ ❛♥❞ ✭❢✮✮✳ ❚❤❡
✉♣♣❡r ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ t❤❡ v❙❱ ♠♦❞❡❧ ✐s ❤❡r❡❜② ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ 16.48m ❞❡♣t❤ ❛♥❞ t❤❡
♦♥❡ ✐♥ t❤❡ v❙❱(45◦) ♠♦❞❡❧ ✐♥ 20.48m ❞❡♣t❤✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t✇♦ ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❤❛✈❡ ❛ ❞✐st❛♥❝❡
♦❢ 1.00m✳✼ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❤♦t✱ ❝✐r❝✉❧❛r t❛♣❡rs ✇✐t❤ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ❧♦❣✲❢✉♥❝t✐♦♥
❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✭❝✮ ❛♥❞ ✭❢✮ r❡✈❡❛❧ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s
s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❧✐tt❧❡ ❝r♦sst❛❧❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ t❤❡ v❙❱ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡st ✐♥
s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷ ❛♥❞ s❤♦✇s ❡✈❡♥ ❧❡ss ❡①tr❡♠❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✳
❚❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢
2m/s✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ t❤❡ v❙❱(45◦) ♠♦❞❡❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❧♦♦❦s ♠♦r❡
❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ t❡st✳ ❚❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡
❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ✐t ❜② ❛❜♦✉t 3m/s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛♥♦t❤❡r ③♦♥❡ ♦❢ ❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ tr✉❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✇❤✐❝❤ ♣r♦❜❛❜❧② ❤❛s
t♦ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ t❤❡ v❙❱ ♠♦❞❡❧✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❞✐✛❡r
✐♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡①♣♦s❡s ♠✐♥♦r ❝r♦sst❛❧❦ ❢r♦♠ t❤❡ v❙❱
♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥t♦ t❤❡ v❙❱(45◦) ♣❛r❛♠❡t❡r ♠♦❞❡❧✳ ❆ ❜❡❤❛✈✐♦r ❧✐❦❡ t❤✐s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛s t❤❡
❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r v❙❱(45◦) ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✽✺ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❙❱✲
✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② v❙❱✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ P✲✇❛✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
P✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ t❤✐s ❡♥t❛✐❧s t❤❛t ❢♦✉r ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝
❝♦♥st❛♥ts✱ ♥❛♠❡❧② c11, c13, c33 ❛♥❞ c55✱ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ v❙❱(45◦) ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡

✼◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ v❙❱ ❛♥♦♠❛❧② ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛t 19.44m ❞❡♣t❤ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ∆h = 0.08m✳
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0.045 0.05 0.055 0.06 0.065 0.07 0.075 0.08 0.085 0.09
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shot at depth 18m, Z-component

forward

initial

inverted

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❙❡✐s♠♦❣r❛♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ tr✉❡ ✭❜❧❛❝❦✮✱ st❛rt✐♥❣ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt❡❞ ✭r❡❞✮
❝r♦sst❛❧❦ t❡st ♠♦❞❡❧✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ❱❚■ ❝❛s❡ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞✳

❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐t✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❛t✱ v❙❱ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐t
♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ c55✳

❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ st♦♣s ❛❢t❡r ✺✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛t ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✜♥❛❧ ♠✐s✜t ♦❢ 1.3 · 10−3 ❜❡✲
❝❛✉s❡ ♥♦ ♣r♦♣❡r st❡♣ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ st❡♣ ❧❡♥❣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ♠✐s✜t ❞❡❝❛②s str♦♥❣❧② ✉♥t✐❧
t❤❡ ❝✉r✈❡ ❜❡♥❞s ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ ❡✐❣❤t ❛♥❞ ♠♦r❡ s♦ ❛t ❛❜♦✉t ✐t❡r❛t✐♦♥ ✷✺✳

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❛❝t❧② r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ✐♥✐t✐❛❧
✇❛✈❡❢♦r♠s t❤❛t ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt❡❞ ❞❛t❛ ♦✈❡r ❛❧♠♦st t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❡♣t❤
r❛♥❣❡ ♦❢ r❡❝❡✐✈❡rs ✐♥ t❤❡✐r ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ♦♥s❡t t✐♠❡s✱ t♦✉❣❤✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥✳

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t❡sts ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t❡sts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ②✐❡❧❞s ♠♦r❡
s❛t✐s❢②✐♥❣ r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥♦♠❛❧②
❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ s✉♣♣♦s❡❞❧② ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❛♣❡rt✉r❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❝r♦sst❛❧❦ ✐♥ t❤❡ ❱❚■ ❝❛s❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❝r♦sst❛❧❦
t❡st✳ P♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❱❚■ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠✐❣❤t ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ v❙❱(45◦) ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❱❚■ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛



✺✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❙❨◆❚❍❊❚■❈ ■◆❱❊❘❙■❖◆ ❚❊❙❚❙

r❡❞✉❝❡❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s✱ ♣r♦❜❛❜❧②✱ ❛❧s♦ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐♠✐♥✐s❤❡❞
q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ♣r♦❢♦✉♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥♦♠❛❧✐❡s✱ ❡✈❡♥ ✇❡❛❦
✈❡❧♦❝✐t② ❛♥♦♠❛❧✐❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❙❱✲✇❛✈❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s
❧❡❛❞ t♦ ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤♦✉t ❛♥♦♠❛❧② ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r
s✉✐t❛❜❧❡ ❛s st❛rt✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛♥ ✐♥❛❞❡q✉❛t❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐s♦tr♦♣②
♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥♥♦t r❡❝♦✈❡r t❤❡ tr✉❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❛s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✭♦r ❞❡❝r❡❛s❡✮
♦❢ t❤❡ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠✐❣❤t ❝❛✉s❡ ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣ ❛t t❤♦s❡ tr❛❝❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t ❛rr✐✈❡s ♥❡✐t❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♥♦r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ st❛rt✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡✳

❋✉rt❤❡r st✉❞✐❡s s❤♦✉❧❞ tr❡❛t t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝r✐♠❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t♦♦❧
t♦ ❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ P✲ ❛♥❞ ❙❱✲✇❛✈❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❝♦✉❧❞
❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❛t✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡✈❡rs❡❞ s♦✉r❝❡
❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ❜♦r❡❤♦❧❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❤♦✇ ♠✉❝❤
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❱❚■ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ✐ts ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ■♥ ❛ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ st✉❞②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
❝♦sts s✉❝❤ t❤❛t s②♥t❤❡t✐❝ st✉❞✐❡s ❞❡✜♥✐t❡❧② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ t♦ ❛ss❡ss
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❧❛❝❦ t❤❡r❡♦❢✳ ❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❛t✱ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ✇♦✉❧❞
r❡q✉✐r❡ ❛ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❊❛rt❤ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ❡❧❛st✐❝ ❜✉t ❛❝ts ❛s ❧♦✇✲
♣❛ss ✜❧t❡r ❞❛♠♣✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡
❥♦✐♥t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ P✴❙❱✲ ❛♥❞ ❙❍✲✇❛✈❡ ❞❛t❛✱ ♠✐❣❤t ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❜❡tt❡r r❡❝♦♥str✉❝t
❛♥♦♠❛❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❱❚■ ❝❛s❡✳ ❍❛❞❞❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡✐r ❝❛s❡✱ ✜❧t❡r✐♥❣
t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♣❛r❛♠❡t❡rs ε ❛♥❞ δ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡
✐♥✈❡rs✐♦♥ r❡s✉❧ts✳



✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❱✲✇❛✈❡s ✐♥ ❛ ❝r♦ss✇❡❧❧
s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ♦✛❡rs ❛ r❛r❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥ ✜♥❡✲s❝❛❧❡ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦r❡❤♦❧❡s✳ ❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❛t✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐❞❡❛❧
t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛✳

▼② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ❛ tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❜② ✈♦♥
❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✱ ✷✵✶✾✮✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ✇❛s ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t t❤❡ s♦✉t❤❡r♥ ❜♦r❞❡r ♦❢
t❤❡ ❊❧st❡r s❡❞✐♠❡♥t❛r② ❜❛s✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝❛♠❡ ♦✈❡r✲❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❊❧st❡r✲❙❛❛❧❡
❣❧❛❝✐❛❧ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ str❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ ❱❚■ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳ ❆ ❥♦✐♥t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❱✲ ❛♥❞ ❙❍✲s♦✉r❝❡ ❞❛t❛
❝♦♥✜r♠❡❞ t❤✐s ❛s ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥ t❤❡ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦✉❧❞
❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❱❚■ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❚❤♦♠s❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ε, δ ❛♥❞ γ✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss
t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ P✲ ❛♥❞ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ P✲✇❛✈❡
✈❡❧♦❝✐t② vP✱❤♦r ❛♥❞ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❛ 45◦ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ v❙❱(45◦)✳

❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞s s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛♥❞
✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝✐t② ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ❞❡✲
❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❛♥❣❧❡ ✉♣ t♦ 45◦✱ ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣
❝❛♥ ♦❝❝✉r ❡✈❡♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❡❛❦ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐❢ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✜❡❧❞ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✳ ❲❡❛❦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱
t❤❛t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡✱ ♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧✱
❧✐❦❡ t❤❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧✱ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❝②❝❧❡
s❦✐♣♣✐♥❣ s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡♥ ✈❡r② ✇❡❛❦❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ②✐❡❧❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥✲
✜tt✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
♦❢ s✉✐t❛❜❧❡ st❛rt✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❋❲■ ❛♥❞ ❤♦✇ ❞✐✣❝✉❧t ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ t♦ ✜♥❞ t❤♦s❡ ✐♥ ❝❛s❡
♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✱ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝✱ ✐✳❡✳✱ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝✱ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❲❤✐❧❡ ♣❛st st✉❞✐❡s ♦♥ s❡✐s♠✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤②
♦r ❛♥ ❛❝♦✉st✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❋❲■✱ ■ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❱❚■ P✴❙❱✲❝❛s❡ ✉s✐♥❣ ❛
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s vP, vP✱❤♦r, v❙❱ ❛♥❞ v❙❱(45

◦) ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❞❡♥s✐t② ρ✱ ✐✳❡✳✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❱❚■ ❋❲■ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❛ ❝r♦ss✇❡❧❧
s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t② r❛t✐♦s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤
❛ tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❜② ✈♦♥ ❑❡t❡❧❤♦❞t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ❢✉rt❤❡r ❧✐♠✐t❡❞
t♦ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ ❙❱✲✇❛✈❡s ❛s t❤❡ P✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧ r❡♠❛✐♥
❝♦♥st❛♥t✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ❱❚■ ❋❲■✬s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ■ r✉♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡sts ♦❢ ❛ ❧♦✇✲
✈❡❧♦❝✐t② ❙❱✲✇❛✈❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝



✺✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙

❛♥❞ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ■❋❖❙✷❉ ❝♦❞❡✳ ❇♦t❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ s✉♣❡✲
r✐♦r ✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ t❡sts✱ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧②✳ ❚❤❡
r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❛t r❡♠❛✐♥ s♦ ❢❛r ✉♥❝❧❡❛r ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ❆ ❝r♦sst❛❧❦ t❡st
r❡✈❡❛❧s s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❧✐tt❧❡ ❝r♦sst❛❧❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❙❱✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs
v❙❱ ❛♥❞ v❙❱(45

◦)✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t ❝②❝❧❡ s❦✐♣♣✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛♥ ✉♥✜tt✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

❛❜♦✉t t❤❡ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❝t✉❛❧❧② ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ ❛
s✐♠♣❧❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s st❛rt✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❛♥♦♠❛❧②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ❛s ✐t ✐s ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ♠♦❞❡❧✱ ❞♦❡s ♥♦t
❛❧❧♦✇ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ❛s ✇❡❧❧✱ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r ❛ ❱❚■ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ❛ ❱❚■ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r ❙❱✲✇❛✈❡s ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐❢
t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧❧② tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥
♠✐❣❤t ♦t❤❡r✇✐s❡ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ s✉❜s✉r❢❛❝❡
♠♦❞❡❧s ♦❢ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❛ ❜❡tt❡r ❤❛♥❞❧✐♥❣
♦❢ t❤❡✱ ✐♥ ♣❛rts✱ ❡①tr❡♠❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐s ♣r♦❜❛✲
❜❧② r❡q✉✐r❡❞✳ ❋✉rt❤❡r st✉❞✐❡s✱ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r P✲✇❛✈❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
❙❱✲✇❛✈❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛s t❤♦s❡ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡❝♦✉♣❧❡❞✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡
❝r♦sst❛❧❦ t❡sts ✇✐t❤ ❛❧❧ ❱❚■ P✴❙❱✲♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✜❡❧❞ ❞❛t❛
✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❢✉❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❱❚■ P✴❙❱✲❝❛s❡ ❋❲■✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❇❛✐✱ ❚✳ ❛♥❞ ❚s✈❛♥❦✐♥✱ ■✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❚✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❛tt❡♥✉❛t✐✈❡
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✽✶✭✷✮✿❈✻✾✕❈✼✼✳

❇❛✐✱ ❚✳✱ ❚s✈❛♥❦✐♥✱ ■✳✱ ❛♥❞ ❲✉✱ ❳✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❲❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥
✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✽✷✭✹✮✿❲❆✽✸✕❲❆✾✸✳

❇❛r♥❡s✱ ❈✳✱ ❈❤❛r❛r❛✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❚s✉❝❤✐②❛✱ ❚✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❋❡❛s✐❜✐❧✐t② st✉❞② ❢♦r ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❢✉❧❧
✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝r♦ss✲✇❡❧❧ s❡✐s♠✐❝ ❞❛t❛✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ Pr♦s♣❡❝t✐♥❣✱ ✺✻✭✻ ❙P❊❈✳
■❙❙✳✮✿✽✾✼✕✾✵✻✳

❇❛✉❡r✱ ❑✳✱ ❍❛❜❡r❧❛♥❞✱ ❈✳✱ Pr❛tt✱ ❘✳✱ ❘②❜❡r❣✱ ❚✳✱ ❲❡❜❡r✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ▼❛❧❧✐❦ ❲♦r❦✐♥❣ ●r♦✉♣
✭✷✵✵✸✮✳ ❈r♦ss✇❡❧❧ s❡✐s♠✐❝ st✉❞✐❡s ✐♥ ❣❛s ❤②❞r❛t❡✲❜❡❛r✐♥❣ s❡❞✐♠❡♥ts✿ P ✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②
❛♥❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ■♥ ❊●❙ ✲ ❆●❯ ✲ ❊❯● ❏♦✐♥t ❆ss❡♠❜❧②✱ ❊●❙ ✲ ❆●❯ ✲
❊❯● ❏♦✐♥t ❆ss❡♠❜❧②✱ ♣❛❣❡ ✶✷✸✼✼✳

❇é❝❛❝❤❡✱ ❊✳✱ ❋❛✉q✉❡✉①✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❏♦❧②✱ P✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤❡❞ ❧❛②❡rs✱
❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❛✈❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✶✽✽✭✷✮✿✸✾✾✕
✹✸✸✳

❇❡rr②♠❛♥✱ ❏✳ ●✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ▲♦♥❣✲✇❛✈❡ ❡❧❛st✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥ tr❛♥s✈❡rs❡❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛✳
●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✹✹✭✺✮✿✽✾✻✕✾✶✼✳

❇❧❛♥❝❤✱ ❏✳ ❖✳✱ ❘♦❜❡rtss♦♥✱ ❏✳ ❖✳✱ ❛♥❞ ❙②♠❡s✱ ❲✳ ❲✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t
◗✿ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧❧② ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝
t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✻✵✭✶✮✿✶✼✻✕✶✽✹✳

❇♦❤❧❡♥✱ ❚✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❱✐s❦♦❡❧❛st✐s❝❤❡ ❋❉✲▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ s❡✐s♠✐s❝❤❡r ❲❡❧❧❡♥ ③✉r ■♥t❡r♣r❡t❛✲
t✐♦♥ ❣❡♠❡ss❡♥❡r ❙❡✐s♠♦❣r❛♠♠❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❈❤r✐st✐❛♥✲❆❧❜r❡❝❤t ❯♥✐✈❡rs✐t② ❑✐❡❧✳

❇♦❤❧❡♥✱ ❚✳ ✭✷✵✵✷✮✳ P❛r❛❧❧❡❧ ✸✲❉ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❡✐s♠✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❈♦♠♣✉t✲
❡rs ❛♥❞ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✽✭✽✮✿✽✽✼✕✽✾✾✳

❇r♦ss✐❡r✱ ❘✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ■♠❛❣❡r✐❡ s✐s♠✐q✉❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ✈✐s❝♦✲é❧❛st✐q✉❡s
♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s ✿ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✳

❇✉♥❦s✱ ❈✳✱ ❙❛❧❡❝❦✱ ❋✳ ▼✳✱ ❩❛❧❡s❦✐✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❈❤❛✈❡♥t✱ ●✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ s❡✐s♠✐❝ ✇❛✈❡✲
❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✻✵✭✺✮✿✶✹✺✼✕✶✹✼✸✳

❈❛r❝✐♦♥❡✱ ❏✳ ▼✳✱ ❑♦s❧♦✛✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❑♦s❧♦✛✱ ❘✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ❲❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛
❧✐♥❡❛r ✈✐s❝♦❛❝♦✉st✐❝ ♠❡❞✐✉♠✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✾✸✭✷✮✿✸✾✸✕✹✵✶✳

❈❤❛r❛r❛✱ ▼✳ ❛♥❞ ❇❛r♥❡s✱ ❈✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ▼✉❧t✐✲♣❛r❛♠❡t❡r ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✲
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝r♦ss✲✇❡❧❧ ❙❡✐s♠✐❝ ❞❛t❛✳ ■♥ ✼✽t❤ ❊❆●❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊①❤✐❜✐t✐♦♥ ✷✵✶✻✿
❊✣❝✐❡♥t ❯s❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✲ ❯♥❧♦❝❦✐♥❣ P♦t❡♥t✐❛❧✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✵✶✻✱ ♣❛❣❡s ✶✕✺✳ ❊✉r♦♣❡❛♥
❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ●❡♦s❝✐❡♥t✐sts ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡rs✱ ❊❆●❊✳

✺✾



✻✵ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨

❈❧❛②t♦♥✱ ❈✳ ❘✳ ■✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❙t✐✛♥❡ss ❛t s♠❛❧❧ str❛✐♥✿ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ●é♦t❡❝❤♥✐q✉❡✱
✻✶✭✶✮✿✺✕✸✼✳

❈♦✉r❛♥t✱ ❘✳✱ ❋r✐❡❞r✐❝❤s✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ▲❡✇②✱ ❍✳ ✭✶✾✷✽✮✳ Ü❜❡r ❞✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥❣❧❡✲
✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ P❤②s✐❦✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆♥♥❛❧❡♥✱ ✶✵✵✭✶✮✿✸✷✕✼✹✳

❈♦✉r❛♥t✱ ❘✳✱ ❋r✐❡❞r✐❝❤s✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ▲❡✇②✱ ❍✳ ✭✶✾✻✼✮✳ ❖♥ t❤❡ P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥s
♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✳ ■❇▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✶✶✭✷✮✿✷✶✺✕✷✸✹✳

❈r❛♠♣✐♥✱ ❙✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛✳ ●❡♦✲
♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❆str♦♥♦♠✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✼✻✭✶✮✿✶✼✕✷✽✳

❉✐❡t③❡✱ ▼✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❊✈❛❧✉✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❋❡❧❞♠❡t❤♦❞❡♥ ③✉r ◗✉❛♥t✐✜③✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❙❝❤❛❞st♦✛✲
♠✐♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✐♠ ❋❛❤♥❡♥❜❡r❡✐❝❤ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡s ❇❚❊❳✲❙❝❤❛❞❡♥s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱
■♥st✐t✉t ❢ür ●❡♦✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ❚ü❜✐♥❣❡♥✱ ❚ü❜✐♥❣❡♥✱ ●❡r♠❛♥②✳

❋❛♥❣✱ ❳✳✱ ❋❡❤❧❡r✱ ▼✳ ❈✳✱ ❛♥❞ ❈❤❡♥❣✱ ❆✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ str❡ss✲✐♥❞✉❝❡❞
❛♥✐s♦tr♦♣② ♦♥ ❜♦r❡❤♦❧❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✼✾✭✹✮✿❉✷✵✺✕
❉✷✶✻✳

❋❧❡t❝❤❡r✱ ❘✳ ✭✶✾✻✹✮✳ ❋✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r
❏♦✉r♥❛❧✱ ✼✭✷✮✿✶✹✾✕✶✺✹✳

❋♦r❜r✐❣❡r✱ ❚✳✱ ●r♦♦s✱ ▲✳✱ ❛♥❞ ❙❝❤ä❢❡r✱ ▼✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ▲✐♥❡✲s♦✉r❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r s❤❛❧❧♦✇✲
s❡✐s♠✐❝ ❞❛t❛✳ P❛rt ✶✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✱
✶✾✽✭✸✮✿✶✸✽✼✕✶✹✵✹✳

●❛❧❧❛r❞♦✱ ▲✳ ❆✳ ❛♥❞ ▼❡❥✉✱ ▼✳ ❆✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡❛r✲s✉r❢❛❝❡
♠❛t❡r✐❛❧s ❜② ❥♦✐♥t ✷❉ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❞❝ r❡s✐st✐✈✐t② ❛♥❞ s❡✐s♠✐❝ ❞❛t❛✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤
▲❡tt❡rs✱ ✸✵✭✶✸✮✿✶✻✺✽✳

●❛❧❧❛r❞♦✱ ▲✳ ❆✳ ❛♥❞ ▼❡❥✉✱ ▼✳ ❆✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❏♦✐♥t t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❈ r❡s✐st✐✈✐t② ❛♥❞
s❡✐s♠✐❝ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ❝r♦ss✲❣r❛❞✐❡♥ts ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧
❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✵✾✭❇✸✮✿❇✵✸✸✶✶✳

●❛r❞♥❡r✱ ●✳ ❍✳✱ ●❛r❞♥❡r✱ ▲✳ ❲✳✱ ❛♥❞ ●r❡❣♦r②✱ ❆✳ ❘✳ ✭✶✾✼✹✮✳ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❱❡❧♦❝✐t② ❛♥❞
❉❡♥s✐t② ✲ t❤❡ ❉✐❛❣♥♦st✐❝ ❇❛s✐❝s ❢♦r ❙tr❛t✐❣r❛♣❤✐❝ ❚r❛♣s✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✸✾✭✻✮✿✼✼✵✕✼✽✵✳

●❛✉❝❤❡r✱ ❊✳✱ ❆③③♦❧❛✱ ❏✳✱ ❙❝❤✉❧③✱ ■✳✱ ▼❡✐♥❡❝❦❡✱ ▼✳✱ ❉✐r♥❡r✱ ❙✳✱ ❙t❡✐♥❡r✱ ❯✳✱ ❛♥❞ ❚❤✐❡♠❛♥♥✱
❑✳ ✭✷✵✷✵✮✳ ❆❝t✐✈❡ ❝r♦ss✲✇❡❧❧ s✉r✈❡② ❛t ❣❡♦t❤❡r♠❛❧ s✐t❡ ❙❝❤ä❢t❧❛r♥str❛ÿ❡✳

●❡♦t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ●♠❜❍ ✭✷✵✷✶✮✳ ❙❡✐s♠✐❝ ❜♦r❡❤♦❧❡ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❡q✉✐♣♠❡♥t ✔ ●❡♦t♦♠♦✲
❣r❛♣❤✐❡ ●♠❜❍✳

●❤♦❧❛♠✐✱ ❨✳✱ ❇r♦ss✐❡r✱ ❘✳✱ ❖♣❡rt♦✱ ❙✳✱ Pr✐❡✉①✱ ❱✳✱ ❘✐❜♦❞❡tt✐✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❱✐r✐❡✉①✱ ❏✳ ✭✷✵✶✸✮✳
❲❤✐❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛❝♦✉st✐❝ ✈❡rt✐❝❛❧ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡✲
❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥❄ P❛rt ✷✿ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ❢r♦♠ ❱❛❧❤❛❧❧✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱
✼✽✿❘✽✶✕❘✶✵✺✳

●✐r♦✉①✱ ❇✳ ❛♥❞ ●❧♦❛❣✉❡♥✱ ❊✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ●❡♦st❛t✐st✐❝❛❧ tr❛✈❡❧t✐♠❡ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧❧②
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛✳ ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ Pr♦s♣❡❝t✐♥❣✱ ✻✵✭✻✮✿✶✶✸✸✕✶✶✹✾✳

●✉♣t❛✱ ■✳ ◆✳ ✭✶✾✼✸✮✳ Pr❡♠♦♥✐t♦r② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❙✲✇❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥✐s♦tr♦♣② ❜❡❢♦r❡ ❡❛rt❤✲
q✉❛❦❡s ✐♥ ◆❡✈❛❞❛✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✽✷✭✹✶✶✼✮✿✶✶✷✾✕✶✶✸✷✳
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❍❛❞❞❡♥✱ ❙✳✱ Pr❛tt✱ ❘✳ ●✳✱ ❛♥❞ ❙♠✐t❤②♠❛♥✱ ❇✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❢✉❧❧✲✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥
♦❢ ❝r♦ss❤♦❧❡ s❡✐s♠✐❝ ❞❛t❛✿ ❆ ✈❡rt✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② ❛①✐s ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱
✽✹✭✶✮✿❇✶✺✕❇✸✷✳

❍❛❞❞❡♥✱ ❙✳ ▼✳ ❛♥❞ Pr❛tt✱ ❘✳ ●✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝r♦ss❤♦❧❡ ❞❛t❛ ✐♥
t✐❧t❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛✳ ■♥ ✼✾t❤ ❊❆●❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊①❤✐❜✐t✐♦♥ ✷✵✶✼✳
❊✉r♦♣❡❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ●❡♦s❝✐❡♥t✐sts ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡rs✱ ❊❆●❊✳

❍❡❧❜✐❣✱ ❑✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ❖♥✿ ✏❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ r❡❢r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡s ✐♥ ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤
❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✑✱ ❜② ❋r❛♥❦❧②♥ ❑✳ ▲❡✈✐♥ ✭●❡♦♣❤②s✐❝s ✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✼✽✱ ♣✳
✺✷✽✕✺✸✼✳✮✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱ ✹✹✭✺✮✿✾✽✼✕✾✾✵✳

❍❡❧❜✐❣✱ ❑✳ ✭✶✾✽✶✮✳ ❙②st❡♠❛t✐❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣②✳ ●❡♦✲
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❞❛t❛ ✐♥ ✷❉ ❱❚■ ♠❡❞✐❛✳ ■♥ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ●❡♦♣❤②s✐❝✐sts ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊①♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✽✹t❤ ❆♥♥✉❛❧ ▼❡❡t✐♥❣ ❙❊● ✷✵✶✹✱ ♣❛❣❡s ✶✶✺✼✕✶✶✻✶✳ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥
●❡♦♣❤②s✐❝✐sts✳

❑ö❤♥✱ ❉✳✱ ❉❡ ◆✐❧✱ ❉✳✱ ❑✉r③♠❛♥♥✱ ❆✳✱ Pr③❡❜✐♥❞♦✇s❦❛✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❇♦❤❧❡♥✱ ❚✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❖♥ t❤❡
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❧❛②❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛t ❣r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ s❡✐s♠✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ●❡♦♣❤②s✐❝s✱
✼✷✭✺✮✿❙▼✶✺✺✕❙▼✶✻✼✳

❑r❛♠♣❡✱ ❱✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ✷❉ ❡❧❛st✐❝ ❢✉❧❧✲✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲♦✈❡ ✇❛✈❡s ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧❧② tr❛♥s✲
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