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Insofern sich die Sitze der Mathematik auf die
Wirklichkeit beziehen, sind sie nicht sicher, und
insofern sie sicher sind, beziehen sie sich nicht auf
die Wirklichkeit. Mathematische Theorien iiber
die Wirklichkeit sind immer ungesichert - wenn
sie gesichert sind, handelt es sich nicht um die

Wirklichkeit.
Albert Einstein



Kurzfassung

Fiir einen sicheren und effizienten Betrieb von Batteriezellen werden zunehmend modellbasierte
Methoden eingesetzt. Zur Modellierung der Batteriezellen haben sich fraktionale Modelle, die
durch nicht-ganzzahlige Ableitungsordnungen gekennzeichnet sind, als Beschreibungsform
etabliert. Zum einen bilden fraktionale Modelle sehr gut das Diffusionsverhalten von Batterie-
zellen ab. Zum anderen lassen sich die Parameter und Ableitungsordnungen eines fraktionalen
Modells elektrochemisch interpretieren und Riickschliisse auf den Zustand der Batteriezelle
ziehen. Um wihrend der Batterienutzung den Zustand der Batteriezelle beurteilen zu kénnen,
ist eine fortlaufende Identifikation der Parameter und Ableitungsordnungen des fraktiona-
len Modells notwendig. In der Arbeit werden Verfahren zur gemeinsamen Parameter- und
Ableitungsordnungsidentifikation fraktionaler Systeme présentiert, die keine Einschrankung
beziiglich des Anregungszustands der Batterie zu Beginn der Identifikation treffen und die auch
bei verrauschten Ausgangssignal die gesuchten Grofien fehlerfrei identifizieren.

Fiir die Parameteridentifikation wird ein Verfahren basierend auf dem Modulationsfunktions-
verfahren hergeleitet, wobei die Methode der Hilfsvariablen anstelle der Methode der kleinsten
Quadrate eingesetzt wird. Auf dem Parameteridentifikationsverfahren aufbauend wird auch
ein optimierungsbasiertes Verfahren zur Ableitungsordnungsidentifikation beschrieben. Ein
zweites optimierungsbasiertes Verfahren zur Ableitungsordnungsidentifikation basiert auf
dem Vergleich des verrauschten Ausgangssignals und eines simulierten Ausgangssignals. Eine
gemeinsame Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation wird durch die Kombination des
Parameteridentifikationsverfahrens mit dem Verfahren zur Ableitungsordnungsidentifikation
erzielt.

Beide Kombinationen der hergeleiteten Verfahren werden erfolgreich zur Parameter- und
Ableitungsordnungsidentifikation eines fraktionalen Modells einer Batteriezelle eingesetzt.
Dadurch dass die Parameter und Ableitungsordnungen des fraktionalen Modells elektroche-
misch interpretierbar sind, lassen sich damit wihrend der Batterienutzung Riickschliisse auf
den Batteriezustand ziehen.
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1  Einleitung

Der Import von Lithium-Ionen-Batteriezellen nach Deutschland hat sich von 55 Mio. Stiick
im Jahr 2012 auf 231 Mio. Stiick im Jahr 2019 mehr als vervierfacht'. Dieser Trend hingt
mit der steigenden Forderung nach Elektromobilitdt zusammen. Wahrend im Jahr 2020 noch
136.000 Elektroautos zugelassen wurden, sind es im Jahr 2021 (Stand: 01. April) bereits 365.0007.
Ebenfalls stieg die Absatzzahl von E-Bikes in den letzten Jahren stark an. Diese betrug im Jahr
2010 noch 200.000 Stiick und im Jahr 2020 bereits 1.950.000 Stiick®. Ein weiterer Treiber des
Trends ist das Internet der Dinge*, wodurch zum einen die Forderung nach immer leistungs-
starkeren mobilen Endgeriten besteht. Zum anderen werden viele Geréte wie Zahnbiirsten
oder Kopfhorer ebenfalls elektrifiziert. Auch der Wunsch nach Nutzung erneuerbarer Energien,
die aufgrund ihrer Volatilitit eine Speicherung erfordern, sorgt fiir einen Anstieg in der Batteri-
enutzung [Bun20]. Speziell im Bereich der mobilen Endgerate und der Elektromobilitat haben
sich Lithium-Ionen-Batteriezellen aufgrund ihrer hohen Energiedichte durchgesetzt [BEH" 13].
Bei der Nutzung von Batteriezellen ist zu beriicksichtigen, dass sich Zelleigenschaften, wie
beispielsweise der Innenwiderstand, die Kapazitit und die Energiedichte, sowohl alterungsbe-
dingt als auch betriebsbedingt durch den aktuellen Ladezustand, Strom und Temperatur dndern
[Kor13, S. 16 ff.] [Ill14, S. 19 ff.]. Abhéngig der momentanen Zelleigenschaften miissen die
Grenzen der Betriebsgrofien wie zum Beispiel der maximale Strom und damit die Leistungsab-
gabe festgelegt werden [NBJ20]. Da die Energiedichte einer Batteriezelle mit dem Ladezustand
zusammenhéngt, konnen Ladezustandsschétzer eingesetzt werden, um Riickschliisse auf die
Energiedichte zu ziehen [Il114, S. 19]. Zur Bestimmung der Batteriezellparameter ist die am héu-
figsten eingesetzte Methode die elektrochemischen Impedanzspektroskopie (EIS). Die EIS ist ein
Frequenzbereichsverfahren, das sehr zeitaufwéndig ist und konstante Umgebungsbedingungen
beziiglich der Temperatur und des Ladezustands benétigt [NBJ20]. Da diese Bedingungen in der
Regel fiir eine praktische Anwendung im Betrieb nicht erfiillt sind, wird eine phdnomenologi-
sche Maf3zahl State of Health® (SOH), die aus einem Spannungssprung und dem resultierenden
Strom geschatzt wird, statt der Batteriezellparameter verwendet [NBJ20]. In Abhangigkeit der
Mafzahl SOH werden dann die Grenzen der Betriebsgrofien festgesetzt [NBJ20].

Um eine effizientere Nutzung einer Lithium-Ionen-Batteriezelle zu ermdglichen und die pha-
nomenologische Mafizahl SOH zu ersetzen, werden vermehrt modellbasierte Ansitze zur
Bestimmung der Batteriezellparameter entwickelt [NBJ20]. Als Modellklasse besitzen sowohl

https://de.statista.com/statistik/daten/studie/1082426/umfrage/import-und-export-
von-lithium-ionen-akkus-in-deutschland/
https://de.statista.com/statistik/daten/studie/265995/umfrage/anzahl-der-
elektroautos-in-deutschland/
https://de.statista.com/statistik/daten/studie/152721/umfrage/absatz-von-e-bikes-in-
deutschland/

engl. internet of things

engl. fiir Gesundheitszustands, im Kontext von Batterien: Kennwert des Alterungszustands
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elektrochemische als auch fraktionale Modelle den Vorteil, dass diese zusatzlich Informatio-
nen iiber einzelne Prozesse liefern, die innerhalb der Batteriezelle ablaufen [Ill14, S. 49 ff.]
[Eck17,S. 7 £.]. Bei elektrochemischen Modellen folgt dies daraus, dass diese Modelle die Physik
der Lithium-Ionen-Batteriezelle auf Atomebene nachbildet. Bei fraktionalen Modellen ist es
dagegen darin begriindet, dass Modellparameter einzelnen Prozessen innerhalb der Lithium-
Ionen-Batteriezelle zugeordnet werden kénnen und daher elektrochemisch interpretierbar
sind [Eck17, S. 15 ff.] [SGL*18]. Fur die praktische Anwendung miissen die Batteriezellpa-
rameter mittels einem Batterie-Management-System (BMS) bestimmt werden, die meist auf
Mikrocontroller realisiert werden [CKVMO03], damit die Grenzen der Betriebsgrofien auch
wihrend der Batterienutzung festgesetzt werden konnen [NBJ20]. Aufgrund der Rechenin-
tensitét elektrochemische Modelle lassen sich diese nicht echtzeitfahig auf Mikrocontrollern
implementieren, weshalb fraktionale Modelle zu bevorzugen sind [SGL*18]. Aus diesem Grund
wird unter Beriicksichtigung einer moglichst grolen Nutzungsdauer der Batteriezellen im
Sinne einer effizienten Nutzung ein Identifikationsverfahren zur gemeinsamen Parameter- und
Ableitungsordnungsbestimmung von fraktionalen Systemen, das

(a) die elektrochemische Interpretierbarkeit der Parameter und Ableitungsordnungen ge-
wihrleistet,

(b) unabhingig von bestimmten Anfangswertbedingungen des fraktionalen Systems ist,
(c) bereits zur Verfugung stehende Messdaten nutzt und
(d) sich auf einem Digitalrechner implementieren lasst.

Falls die Anforderung (a) von einem Identifikationsverfahren nicht erfiillt wird, sind keine
Riickschliisse auf die Prozesse innerhalb einer Lithium-Ionen-Batteriezelle moglich. Aus diesem
Grund ist die elektrochemische Interpretierbarkeit der Parameter und Ableitungsordnungen
relevant. Die Anforderung (b) ergibt sich daher, dass eine Identifikation der Parameter und
Ableitungsordnungen des fraktionalen Systems jederzeit und nicht nur unter bestimmten
Bedingungen moglich sein muss, um einen sicheren Betrieb der Batteriezelle zu gewahrleisten
[Kup19, S. 14 ff.]. Hinter der Anforderung (c) verbergen sich bezogen auf eine Batteriezelle zwei
Aspekte. Zum einen werden dadurch Verfahren ausgeschlossen, die eine Anregung mit einem
speziellen Signal ben6tigen, um eine Unterbrechung der Batterienutzung zu vermeiden. Zum
anderen werden in den eingesetzten BMSen bereits der Strom und die Spannung kontinuierlich
gemessen [CKVMO03]. Durch Verwendung dieser Messdaten wird der messtechnische Aufwand
nicht erhoht. Die iiberwiegend rechnergestiitzte Messwerterfassung mit einer anschlieenden
digitalen Signalverarbeitung fithrt auf Anforderung (d) [Ler16, S. 311].

Dass Lithium-Ionen-Batteriezellen durch fraktionale Modelle effektiv beschrieben werden
konnen, liegt in der sogenannten nicht-lokalen Eigenschaft des fraktionalen Ableitungsopera-
tors. Aufgrund dieser Eigenschaft sind zukiinftige Funktionswerte der fraktionalen Ableitung
nicht nur von dem Anfangswert wie bei in der Systemtheorie tiblichen Ableitung abhéngig.
Stattdessen miissen alle vergangene Funktionswerte explizit beriicksichtigt werden [LH98].
Diese Tatsache auf ein System bezogen bedeutet, dass zur eindeutigen Bestimmung des Sys-
temverlaufs nicht nur die Anfangswerte wie bei gewohnlichen Systemen, sondern der gesamte
vergangene Systemverlauf benétigt wird. Der vergangene Systemverlauf wird auch als System-
historie bezeichnet und wird bei der Systembeschreibung durch eine Initialisierungsfunktion
abgebildet [SMMO10], die als Gedachtnis oder Speicher verstanden werden kann [SMMO10].
Durch die Beriicksichtigung der Systemhistorie besteht stets eine direkte Verbindung zwischen
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dem aktuellen Funktionswert und dem Anfangswert. Bezogen auf den Diffusionsprozess, der in
einer Lithium-Ionen-Batteriezelle ablduft, entspricht die Elektronenverteilung vor dem Beginn
der Diffusion aus einer Ruhelage diesem Anfangswert [LH98].

Ein modellbasierter Ansatz ermdglicht im Gegensatz zu der phanomenologischen Maf3zahl
SOH Informationen uiber Prozesse innerhalb einer Batteriezelle zu generieren. Da sich die
Batteriezellparameter alterungsbedingt und betriebsbedingt 4ndern, ist ein Einsatz von Iden-
tifikationsverfahren wihrend der Batterienutzung notwendig. Identifikationsverfahren fiir
fraktionale Systeme kénnen in Frequenzbereichs- und Zeitbereichsmethoden unterteilt werden.
Frequenzbereichsmethoden basieren vorwiegend auf der EIS [Ill14, S. 24 f.] und der nachgela-
gerten Analyse des Impedanzspektrums, zum Beispiel mit der Distribution of Relaxation Times®
(DRT) [11114, S. 26]. Fur die EIS wird die Lithium-Ionen-Batteriezelle mit sinusformigen Stromsi-
gnalen unterschiedlicher Frequenz nacheinander angeregt und das Impedanzspektrum mittels
einer Spannungsmessung punktweise aufgezeichnet. Bei der Lithium-Ionen-Batteriezelle sind
im Besonderen auch die niedrigen Frequenzen von Bedeutung, sodass die Messungen der EIS
langwierig sind [Sch17, S. 80 f.]. Sowohl das Messprinzip als auch die Messdauer verhindern
einen Einsatz in einer praktischen Anwendung zur Bestimmung der Batteriezellparameter, da
einerseits ein spezielles Anregungssignal notwendig ist und die Lithium-Ionen-Batteriezelle
stets zu Beginn der Messung in Ruhe sein muss.

Im Gegensatz zu den Frequenzbereichsmethoden konnen die Strom- und Spannungsmessungen,
die im BMS aufgenommen werden, in Zeitbereichsmethoden zur Batteriezellparameteridentifi-
kation verwendet werden. Bei allen bisherigen Methoden fir fraktionale Systeme wird jedoch
vorausgesetzt, dass das zu System zu Beginn der Identifikation in Ruhe ist. Aus Sicht der fraktio-
nalen Ableitung ist in diesem Fall die Systemhistorie Null, sodass diese auch keinen Einfluss auf
den zukunftigen Systemverlauf besitzt [Eck17, S. 29 ff.]. Damit diese Voraussetzung in der Praxis
erfillt wird, darf die Lithium-Ionen-Batteriezelle vor einer Batteriezellparameteridentifikation
so lange nicht verwendet werden, bis die Diffusionsprozesse innerhalb der Lithium-Ionen-
Batteriezelle abgeklungen sind. Dieser Abklingvorgang kann allerdings im Stundenbereich
liegen [Sch17, S. 133 ff.], sodass die Voraussetzung eines in Ruhe befindlichen Systems bezogen
auf die Verfugbarkeit der Lithium-Ionen-Batteriezelle eine starke Einschrankung darstellt.
Zudem gehen die meisten Ansétzen von unverrauschten Messdaten aus.

Aus dem aktuellen Wissenschaftsstand geht hervor, dass zwar Identifikationsverfahren existie-
ren. Allerdings betrachten nur wenige Verfahren verrauschte Ausgangssignale. Die restriktivste
Anforderung, die die bisherigen Ansétze besitzen, betrifft die Anfangsbedingung, dass sich das
System zu Beginn der Identifikation in Ruhe befinden muss. Daraus ergibt sich die zentrale
Forschungsfrage der Arbeit:

Wie kann in einem Verfahren zur Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation fraktionaler
Systeme beriicksichtigt werden, dass
« das zu untersuchende reale System zu Beginn der Identifikation nicht in Ruhe sein muss,

« bereits vorhandene Messdaten, die von Rauschen tiberlagert sind und als Zeitbereichsmes-
sungen vorliegen, verwendet werden konnen und

« sich das Verfahren auf einem Digitalrechner umsetzen ldsst?

% engl. fiir Verteilungsfunktion der Relaxationszeiten






2  Einfithrung und Stand der Wissenschaft

In diesem Kapitel wird der Stand der Wissenschaft, der in der Einleitung angesprochen wird,
genauer betrachtet. Dabei steht zum einen die Modellierung von Batteriezellen als fraktionales
Modell und die Verbindung der fraktionalen Modellparameter zu der Physik im Fokus. Zum
anderen werden verschiedene Ansitze zur Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation
beleuchtet. Anhand der Vor- und Nachteile der einzelnen Ansétze wird schlief8lich die eingangs
formulierte Forschungsfrage konkretisiert.

2.1 Einfiihrung: Fraktionales Modell einer Batteriezelle

In diesem Abschnitt wird die Modellierung der Impedanz von Batteriezellen mittels fraktionaler
Modelle motiviert. Dafiir wird als Erstes im Abschnitt 2.1.1 der Aufbau und die Funktionsweise
einer Lithium-Ionen-Batteriezelle erlautert und die innerhalb einer Batteriezelle auftretenden
Verlustprozesse angegeben. Da die Verlustprozesse durch Diffusionsprozesse bestimmt werden,
wird im Abschnitt 2.1.2 die allgemeine Diffusionsimpedanz eines elektrochemischen Systems
hergeleitet und die Approximation der Diffusionsimpedanz mittels fraktionaler Modelle be-
schrieben. Abschlieffend wird das fraktionale Batteriemodell im Abschnitt 2.1.3 definiert.

2.1.1 Aufbau, Funktionsweise und Verlustprozesse einer
Lithium-Ionen-Batteriezelle

Aufbau und Funktionsweise einer Lithium-Ionen-Batteriezelle

Der prinzipielle Aufbau einer Batteriezelle, der aus zwei Elektroden, einem leitfahigen Elektrolyt
und einem Separator besteht und in der Abbildung 2.1 dargestellt ist, ist unabhéngig von den an
den Elektroden eingesetzten Materialien [Kor13, S. 16]. Die Elektroden setzen sich aus einem
Stromableiter sowie Aktivmaterial zusammen. Fur die negative Elektrode wird in der Regel
Kupfer als Stromableiter und Graphit als Aktivmaterial eingesetzt. Fiir die positive Elektrode
wird dagegen Aluminium als Stromableiter und Mischoxide als Aktivmaterial verwendet
[Kor13, S. 14]. In dem Aktivmaterial der negativen Elektrode ist das Lithium bei einer voll
geladenen Lithium-Ionen-Batteriezelle eingelagert. Beim Entladen trennt sich an der negativen
Elektrode ein Elektron vom Lithium (1). Wahrend das Lithium-Ion durchs Elektrolyt zur
positiven Elektrode diffundiert (2), flieit das Elektron tiber den dufleren Schaltkreis (Last) zur
positiven Elektrode. An dieser Elektrode reagiert das Elektron mit dem Lithium-Ion (3) und das
Lithium lagert sich in das Aktivmaterial der positiven Elektrode ein (4). Beim Laden lauft der
beschriebene Prozess umgekehrt ab.
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Abbildung 2.1: Schematische Darstellung einer Lithium-Ionen-Batteriezelle

Jedes Aktivmaterial besitzt ein spezifisches Leerlaufpotential’ (OCP), das eine charakteristische
Abhingigkeit beziiglich der Lithium-Konzentration aufweist [DB11, S. 851 ff.]. Die Differenz
der OCPe der positiven und negativen Elektrode definiert die Leerlaufspannung® (OCV) (siehe
Definition 2.2). Da der Ladezustand® (SOC), der in Definition 2.1 formal beschrieben ist, propor-
tional zur Lithium-Konzentration und einfacher bestimmbar ist, wird die OCV tiblicherweise

in Abhangigkeit des SOCs angegeben [DB11, S. 851 ff.] [Ill14, S. 22].

Definition 2.1 (Ladezustand [Ill14, S. 22])

Sei Qaktuella QNenrn teR.
Der Ladezustand

a. ue t

SOC (t) := 100 g Qaktnen (1) (2.1)
Nenn

ist ein prozentuales Maf3 im Bereich [0 %, 100 %] zur Angabe, wie viel Ladung Q axtuen

zum aktuellen Zeitpunktt bezogen auf die Nennkapazitit QNenn noch entnommen werden

kann bzw. wie viel Ladung QNenn — Qaktuen (t) eingebracht werden kann.

engl. open circuit potential
engl. open circuit voltage
engl. state of charge
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Definition 2.2 (Leerlaufspannung [LSF*16])

Sei Epos; Eneg € R und SOC der Ladezustand entsprechend Definition 2.1.
Unter Beriicksichtigung der Definition 2.1 des Ladezustands zur Normalisierung der
Lithium-Konzentration ist die Leerlaufspannung als

OCV (SOC) i= Epos (SOC) = Epeg (SOC) (2.2)

mit dem Elektrodenpotential E der positiven (pos) und negativen (neg) Elektrode und dem
Ladezustand SOC definiert.

Verlustprozesse einer Lithium-Ionen-Batteriezelle

Neben den vorangegangenen Groéflen SOC und OCV zur Beschreibung des Zustands einer
Batteriezelle treten aufgrund der Zelleigenschaften Verlustprozesse beim Beschalten der Zelle
auf, die in der nachfolgenden Definition 2.3 angegeben werden [Ill114, S. 16 ff.], [Jos06].

Definition 2.3 (Verlustprozesse in einer Lithium-Ionen-Batteriezelle [11114,
S. 16 ff.], [Jos06])
Die wesentlichen Verlustprozesse, die innerhalb einer Lithium-Ionen-Batteriezelle auftreten,
sind:
« Elektrischer Widerstand:
Der elektrische Widerstand einer Lithium-Ionen-Batteriezelle setzt sich aus dem
Widerstand des Elektrolyts, des Stromableiters und des Aktivmaterials zusammen.
Hinzu kommt der Ubergangswiderstand zwischen dem Stromableiter und dem
Aktivmaterial.
« Ladungstransfer:
Der Ladungstransfer umfasst den gesamten Transportprozess eines Lithium-Ions
von der negativen Elektrode zur positiven Elektrode, das Austreten eines Elektrons
aus dem Stromableiter, die Reaktion des Lithium-Ions mit dem Elektron und die
Einlagerung des Lithiums in das Aktivmaterials beim Entladevorgang bzw. in
umgekehrter Richtung beim Ladevorgang.
« Festkorperdiffusion:
Abhdngig vom Konzentrationsgradient des Lithiums innerhalb eines Aktivmaterials
finden Diffusionsprozesse statt, sodass der energetisch giinstigste Zustand innerhalb
des Aktivmaterials erreicht wird.

Die Verlustprozesse rufen bei Einpragung eines Stroms eine Uberspannung hervor, die die
OCV beim Entladen verringert und beim Laden erhéht [JWO06, S. 16]. Eine Moglichkeit, um
den Zusammenhang zwischen der Uberspannung und dem Strom zu beschreiben, ist iiber die
Impedanz der Lithium-Ionen-Batteriezelle [Kup19, S. 10].
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2.1.2 Diffusionsimpedanz elektrochemischer Systeme und die
Approximation mittels fraktionaler Modelle

In diesem Abschnitt wird zunéchst die allgemeine Diffusionsimpedanz fiir elektrochemische
Systeme hergeleitet, die die Grundlage fiir elektrochemische Impedanzmodelle einer Lithium-
Ionen-Batteriezelle bilden. Basierend darauf wird die empirische Approximation der elektro-
chemischen Modelle mittels fraktionaler Modelle motiviert.

Diffusionsimpedanz elektrochemischer Systeme

Der Ausgangspunkt zur Herleitung der Diffusionsimpedanz ist das konzentrationsabhingige
Elektrodenpotential eines Redox-Paares, das durch die Nernst-Gleichung

T
E:£ﬂ+}{m(6@””) (2.3)
Ze F CRed

mit dem Elektrodenpotential F/, dem Standardelektrodenpotential E°, der universellen Gas-
konstanten R, der absoluten Temperatur T, der Aquivalentzahl z., der Faraday-Konstante F’
und der Konzentration der betreffenden orts- und zeitabhéngigen Redox-Partner ¢ (z,t) sowie
CRred bestimmt werden kann [LSF*16]. Bei der Konzentration beschreibt ¢ (x, ) den Anteil der
Oxidations- und cpeq der Reduktionsteilreaktion. Unter der Annahme einer idealen reversiblen
Reaktion ist die resultierende Konzentrationsanderung klein, sodass die Linearisierung der
Nernst-Gleichung um das Gleichgewichtspotential [LSF*16]

OF RT
Bin= —|  Ac(zo,t) = ——— Ac(xo,t 2.4
! ¢ |z 1o ¢(o,t) zeFe(xg,to) ¢(o,t) @4

giiltig ist [Fre05]. Uber die Diffusionsstromdichte besteht ein Zusammenhang zwischen dem
Strom 7 und der Teilchenstromdichte J

Mﬂ:—QD@%%Q (2.5)
=QJ (z,1) (2-6)

mit der Ladung () und dem Diffusionskoeffizienten D. Einsetzen von (2.4) und (2.5) in (2.8)
ergibt die in [JW95] beschriebene Diffusionsimpedanz

RT AC (z9,s)
(zeF)?c(z0,t0) J (20,5)

Z(s)= (27)

unter Beriicksichtigung des Zusammenhangs () = F'z, zwischen der Faraday-Konstante F' und
der Ladung (). Allgemein beschreibt die Diffusionsimpedanz das Verhltnis von Uberspannun-
gen Uec, die sich beim Anlegen eines Stroms einstellen, und der zur Stromverteilung zugehéorige
Strom i [I1114, S. 5]

(2.8)
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Im Folgenden wird die Diffusionsimpedanz (2.7) fiir eine eindimensionale Diffusion hergeleitet.
Fir den zwei- und dreidimensionalen Fall wird auf Jacobsen [JW95] verwiesen, der auch die
Grundlage fiir die Ausfithrungen im eindimensionalen Fall bildet. Der Ausgangspunkt ist die
Laplace-Transformierte der eindimensionalen Diffusionsgleichung

2
A
pPACE:s) o (2,5) =0 (2.9)
Oz
mit der allgemeinen Losung
AC (2,8) = C1eVD + Che™VD (2.10)

fur die Konzentrationsabweichung AC. Abhangig der gew#hlten Randbedingungen ergeben
sich die speziellen Losungen fiir C'; und C. Die erste Randbedingung bezieht sich auf die
Elektrodenoberflidche bei zg = 0. An der Stelle ¢ = 0 berechnet sich die Teilchenstromdichte J
unter Verwendung von (2.10) zu

J(x0,8) = _D(‘M%i;x,s) (2.11)
x0=0
= —VsD(Cy -Cy). (2.12)

Die zweite Randbedingung beschreibt die Begrenzung des Diffusionsbereichs bei z;, = L. Wenn
die Begrenzung einer Nernstschen Diffusionsschicht entspricht, gilt

AC(zrp,s)=0. (2.13)

Falls die Diffusionsschicht durch eine undurchdringbare Begrenzung abgeschlossen wird, ist
die zweite Randbedingung
J(zr,s)=0. (2.14)

Nachfolgend werden fiir beide Randbedingungen die speziellen Impedanzen hergeleitet.

Nernstsche Diffusionsschicht

Im ersten Schritt wird die allgemeine Losung (2.10) und die Randbedingung an der Elektro-
denoberflache (2.11) in die Formel zur Beschreibung der Diffusionsimpedanz (2.7) eingesetzt:

B RT Cl + CQ
(zeF)2c(x0,t0) /5D (Cy - Cy)

Aus der Randbedingung fiir eine Nernstsche Diffusionsschicht (2.13) ergibt sich fiir C; und Cs
der Zusammenhang

Z(s)=

(2.15)

Cy = —0162‘7%\/%. (2.16)
Einsetzen von (2.16) in (2.15) resultiert im Finite Length Warburg-Element (FLW)
QJCL\/E -1
RT € b
Z(s) = ( ) (2.17)

GeFYPe(20.10) /5D (205 +1)
RT tanh (xL\/‘_%)

= . (2.18)

 (2eF)%c (20, t0) VsD
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Undurchdringbare Begrenzung

Die Randbedingung (2.14) liefert
Co = CLe¥ VB (2.19)
als Zusammenhang der unbekannten Konstanten C; und C5. Durch Einsetzen des Zusammen-

hangs (2.19) in (2.15) ergibt sich die auch als Finite Space Warburg-Element (FSW) bezeichnete
Impedanz

z(s)= 1 (27 1) (2.20)
Z (ZeF)Qc(x07t0) @(62$L\/§_1)
RT coth (IL\/%) 221

T (zeF)c(zoto) V5D

Die Besonderheit der Diffusionsimpedanzen (2.18) und (2.21), die fiir ein allgemeines elektro-
chemisches System giiltig ist, ist der konstante Phasenwinkel von 45° fiir hohe Frequenzen:

RT 1
lim Z (s) ~ lim .
S—»ooi( ) §—00 (ZeF)QC(xO;tO)‘/SD

Der Phasenwinkel stellt sich wegen der Abhingigkeit der beiden Impedanzen von der Quadrat-
wurzel der komplexen Frequenz /s ein. Der Frequenzbereich, in dem die Phase konstant ist,
wird dabei hauptsachlich durch den Diffusionskoeffizienten D bestimmt. Der hochfrequente
Anteil der Diffusionsimpedanzen (2.18) und (2.21) lasst sich als ein Elemente mit konstanter
Phase!® (CPE)

(2.22)

1
Zepg (jw) = W (2.23)

mit 7, € R, interpretieren, wobei in der Literatur auch haufig 7 = ) als Notation fiir die
Zeitkonstante verwendet wird [Pod98, S. 105 f.].

Approximation der Diffusionsimpedanz

Die Approximation der Diffusionsimpedanz (2.18) und (2.21) geht auf das empirische Modell der
frequenzabhéngigen Dielektrizititskonstante von [CC41a], [CC41b] zuriick. Das empirische
Modell lisst sich eine Parallelschaltung von einem Widerstand R und einem CPE auffassen
[Sab15] [Eck17] [Kup19]. Die aus der Parallelschaltung resultierende Impedanz

R

Zyg (jw) = T+ R(jwQ)®

(2.24)

mit R, Q,a € R, stellt aufgrund des nicht-ganzzahligen Exponenten « eine fraktionale
Impedanz dar [I1114, S. 37], die auch als RQ- oder ZARC-Element bezeichnet wird [I1114, S. 37].

10 engl. Constant Phase Element
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In der Abbildung 2.2 werden die Impedanzverldufe eines FLWs (2.18) (durchgezogen), eines
RQ-Glieds (2.24) (gestrichelt) und eines RC-Glieds (gestrichpunktet) gegentibergestellt. Charak-
teristisch fir den Impedanzverlauf des FLWs ist der lineare Anstieg mit einer Steigung von 45°,
der durch das CPE bei hohen Frequenzen hervorgerufen wird. Mit abnehmender Frequenz geht
der Impedanzverlauf in einen Halbkreis tiber. Wahrend der Impedanzverlauf des RC-Glieds
den charakteristischen Halbkreis ausbildet, ist der Impedanzverlauf des RQ-Glieds abgeflacht.
Je kleiner der Exponent « ist, umso stiarker flacht der Halbkreis ab. In der Abbildung ist das
RQ-Glied mit o = 0,83 dargestellt. Dieser zusatzliche Freiheitsgrad kann genutzt werden, um
den Impedanzverlauf des RQ-Glieds an den Impedanzverlauf des FLW's anzupassen. Durch
die Anpassbarkeit des RQ-Glieds lassen sich die Diffusionsprozesse einer Batteriezelle durch
RQ-Glieder gut approximieren und eine Zuordnung der RQ-Glieder zu den Diffusionspro-
zessen vornehmen, wodurch die elektrochemische Interpretierbarkeit gesichert werden kann
[Eck17, S. 18 ff.]. Die in der Abbildung 2.2 dargestellte Approximation des FSWs mittels des
RQ-Glieds bildet die Basis fir die fraktionale Impedanzmodellierung der Diffusionsprozesse
einer Batteriezelle, die im nachsten Abschnitt erlautert wird.

—— Impedanzverlauf des FLWs - -- Impedanzverlauf eines RQ-Glieds mit « = 0,83
---- Impedanzverlauf eines RC-Glieds

-0,5 4
G -0,4 -
k=

3 -0,3
N

N _0a2 n
’—E‘ -0,1 +

0 T T T T —
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Re (Z (jw)) in ©2

Abbildung 2.2: Vergleich des Impedanzverlaufs eines FLWs, eines RQ-Glieds und eines RC-Glieds

2.1.3 Fraktionales Impedanzmodell einer Lithium-Ionen-Batteriezelle

In diesem Abschnitt wird ein fraktionales Modell zur Beschreibung der Impedanz einer Lithium-
Ionen-Batteriezelle!! eingefiihrt.

Die Impedanz einer Lithium-Ionen-Batteriezelle bildet sich aufgrund der innerhalb der Lithium-
Ionen-Batteriezelle auftretenden Verlustprozesse (siehe Definition 2.3) aus und wird vor allem
durch die sich tiberlagernde Diffusionsprozesse charakterisiert [Ill114, S. 76 ff.]. Die einzelnen

11 Als nicht parametrische Methode hat sich die EIS zur Bestimmung der Impedanz einer Lithium-Ionen-Batteriezelle

etabliert [Mac92], [BMO05], [Ill14, S. 24], [Las14], die im Anhang A erlautert wird. Im Anhang A wird zudem ein
Impedanzspektrum der in der Arbeit eingesetzten Lithium-Polymer (LiPO)-Batteriezelle dargestellt.
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Diffusionsprozesse lassen sich mittels FLWen (2.18) elektrochemisch modellieren, wobei die
Anzahl der notwendigen FLWen von dem eingesetzten Aktivmaterial abhéngt [I1114, S. 111 ff.].
An Stelle der elektrochemischen Beschreibungsform wird in dieser Arbeit ein fraktionale Modell
verwendet, da einerseits sich das elektrochemische Modelle aufgrund ihrer Rechenintensitét
auf einem BMS nicht umsetzen lassen [SGL*18] [BMO™"16]. Andererseits sind die Parameter
des fraktionalen Modells elektrochemisch interpretierbar [Eck17, S. 18 ff.], da sich entspre-
chend Abschnitt 2.1.2 die einzelnen FLWe mittels RQ-Glieder (2.24) approximieren lassen und
somit die RQ-Glieder den zugehorigen Diffusionsprozessen direkt zugeordnet werden kénnen.
Folglich liefern die Parameter R, (), o des RQ-Glieds Informationen tiber den zugehérigen
Diffusionsprozess [Eck17, S. 18 ff.], obwohl das RQ-Glied aus einer empirischen Modellierung
hervorgeht.

Fir das fraktionale Modell ist zu beriicksichtigen, dass die in Definition 2.3 beschriebenen
Verlustprozesse mehrere Diffusionsprozesse umfassen und daher durch mehrere RQ-Glieder
beschrieben werden konnen [11114, S. 111 ff.] [Sch17, S. 24] [Sab15, S. 143 ff.]. Der niederfrequente
Bereich wird durch das kapazitive Verhalten der Batteriezelle dominiert, das sich mittels einer
differentiellen Kapazitat [Sch17, S. 24], [HLL* 18] modellieren lasst, die das Verhéltnis einer
kleinen Anderung der Ladungsmenge () zur Anderung der OCV

dQ

CDiff (SOC) = W(SOC) (225)

fiir einen bestimmten SOC beschreibt. Das Ende des Impedanzspektrums im hochfrequenten
Bereich hingegen bildet ein ohmscher Widerstand. Das allgemeine fraktionale Impedanzmodell
einer Lithium-Ionen-Batteriezelle ist in der Definition 2.4 gegeben.

Definition 2.4 (Fraktionales Impedanzmodell einer Lithium-Ionen-Batterie-
zelle [I1114, S. 151 ff.], [HLL" 18])

Sei M, N eN, T := {iENHSN},’CZZ {]{JEN“CSM},iEI,]{JEK:,RQ,CDH{,RZ',QZ‘,
Ry, Qr € Ryo, o, o, 0 € (0,1, Zy 1, Zpyig € C und die komplexe Frequenz s € C.

Die Impedanz einer Lithium-Ionen-Batteriezelle ldsst sich im Kleinsignalbereich durch

Zyip (8) = Ro+ Zyp (s) + Zpp (8) + (2.26)

s*Cpitr

mit dem ohmschen Widerstand Ry, der Impedanz der Ladungstransferprozesse Z . und
der Festkorperdiffusionsprozesse Z y, sowie der differentiellen Kapazitit Cpig modellie-
ren. Durch Anwendung von (2.24) zur Beschreibung der Ladungstransferprozesse

N
R,
Zim(s)=> ———+ (2.27
ur (9) ;1+Ri(3Qi)l :
und der Festkorperdiffusionsprozesse
M
R
Zpp ()= Y . (2.28)

k=1 1+ Rk (SQk)ak
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ergibt sich das fraktionale Impedanzmodell. Durch die Summen in (2.27) und (2.28) wird
beriicksichtigt, dass die Verlustprozesse aufgrund der Uberlagerung einzelner Diffusions-
prozesse mit Hilfe mehrerer RQ-Glieder approximiert werden konnen [Ill14, S. 111 ff']
[Sch17, S. 24] [Sab15, S. 143 ff.].

Anzumerken ist, dass sich die Parameter Ry, R;, Q;, R, Qk, Cpifr, @, o und v in (2.26), (2.27)
und (2.28) abhéngig vom SOC, der Temperatur und dem Alterungszustand dndern [Kup19,
S. 55]. Wenn ein Batteriezelltyp hinreichend vermessen ist und somit der Einfluss der einzelnen
Abhiéngigkeiten auf die Parameter bekannt ist, lassen unter Kenntnis des aktuellen SOCs und
der Temperatur die Parameterwerte Riickschliisse auf den Alterungszustand zu [SZK* 14a]
[SZK*14b].

Da Strom und Spannung im BMS kontinuierlich gemessen werden, bieten sich Zeitbereichsver-
fahren zur Bestimmung der Parameter und Ableitungsordnungen des fraktionalen Batteriemo-
dells an, wofiir ein Zeitbereichsmodell benétigt wird. Die Zeitbereichsdarstellung fraktionaler
Systeme ist durch die fraktionale Differentialgleichung gegeben. Der Zusammenhang zwi-
schen der fraktionalen Differentialgleichung und der Beschreibungsform im Frequenzbereich
(2.26) stellt die Laplace-Transformation her [LH98, S. 46 ff.], [Eck17, S. 37]. Die allgemeine
Beschreibungsform einer fraktionalen Differentialgleichung ist durch

Ya; D%y (t) = by DAk (t) (2.29)
i=0 k=0

mit den Parametern a;, by € R und den Ableitungsordnungen «;, fB; € Ryo gegeben. Die
Operatoren D% und D stellen einen allgemeinen fraktionalen Differentialoperator mit der
Ableitungsordnung «; beziiglich des Ausgangssignal y beziehungsweise mit der Ableitungs-
ordnung [ des Eingangssignals u dar. An dieser Stelle sei erwiahnt, dass es eine Vielzahl an
Definitionen fiir den fraktionalen Differentialoperator existiert [dTM14]. Die in dieser Arbeit
verwendeten Operatoren und Notationen werden im Kapitel 3 eingefithrt. Fir die fraktio-
nale Differentialgleichung gilt die Annahme, dass die Ableitungsordnungen entsprechend
Qo <+ < ay, sowie By < --- < By, sortiert sind und «,, > By, gilt. Aus den Parametern des Zeit-
bereichsmodells konnen die Parameter des fraktionalen Batteriemodells im Frequenzbereich
bestimmt werden, die die elektrochemische Interpretierbarkeit besitzen.

Beispiel 2.1:

In diesem Beispiel wird die Riickrechnung der Parameter fiir ein Impedanzmodell (2.26) mit
N =1 RQ-Gliedern zur Beschreibung des Ladungstransferprozesses und M = 0 RQ-Gliedern
zur Beschreibung der Festkorperdiffusion demonstriert. Fiir das resultierende Impedanzmodell

RirQurCpig DT Pty (¢) + Cpig Dy (t) = RoRrr QurCpig DY Pify (¢) +
(RO + RLT) CDiﬁ‘DaDifo (t) + RLTQLTDQLTU (t) +Uu (t)
(2.30)

konnen die Parameter aus einem Vergleich mit der allgemeinen Differentialgleichung (2.29)

asD*y (t) + agD*?y (t) = bsDPu (t) + by DP2u () + b1 DP (1) + u (t) (2.31)
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bestimmt werden. Aus dem Vergleich folgt a3 = 3 = apr + apig. Unter der Annahme,
dass apig > apr fiir das Beispielsystem (2.30) gilt, lassen sich auch die Ableitungsordnungen
g = B2 = apig sowie 81 = ayr und der Parameter as = Cpyg direkt bestimmen. Die restlichen
Parameter ergeben sich aus der Losung des Gleichungssystems

-
RurQur = 2

RoRirQur =2 (2.32)

as
b
RO +RLT = TZ

zZUu
_ agbo—agbs
Ryr = azbs
— b2
Qur = 2o asty - (2.33)

b
Ry=%

2.2 Methoden zur Identifikation der Parameter und
Ableitungsordnungen fraktionaler Systemen

Im vorherigen Abschnitt 2.1 wird ein fraktionales Impedanzmodell einer Lithium-Ionen-
Batteriezelle eingefiihrt, dessen Parameter und Ableitungsordnungen sich alterungsbedingt und
betriebsbedingt dndern [11114, S. 108 ff.] [SZK* 14a]. Um einen sicheren Betrieb zu gewihrleisten,
miissen die Parameter und Ableitungsordnungen wihrend der Batterienutzung identifiziert
werden. In diesem Abschnitt wird betrachtet, inwieweit sich durch Methoden aus dem Stand der
Wissenschaft zur Bestimmung die Parameter eines fraktionalen Modells a;, by, «; und B unter
Beriicksichtigung der in der Einleitung gestellten Anforderungen beziiglich der Verwendung
von Messdaten und Unabhéngigkeit von Anfangswertbedingungen eignen. Fiir die Messdaten
gelten die beiden Annahmen, dass diese erstens als Zeitbereichsmessungen vorliegen und
zweitens sich aus einer Uberlagerung des ungestorten Systemsignals und Rauschen ergeben.
Als zusétzlicher Punkt wird noch betrachtet, ob sich das jeweilige Identifikationsverfahren
direkt auf das Zeitbereichsmodell (2.31) der Batteriezelle anwenden lasst.

2.2.1 Parameteridentifikation

In diesem Abschnitt werden Verfahren diskutiert, die die Parameter eines fraktionalen Systems
identifizieren und die Annahme von bekannten Ableitungsordnungen «; und 3y, treffen. Die
Verfahren lassen sich dabei in Frequenzbereichs- und Zeitbereichsverfahren unterteilen, die
wiederum in approximative und nicht-approximative Verfahren gruppiert werden kénnen
(siehe Abbildung 2.3).
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Nicht-approximatives
Verfahren

Frequenz-
bereich

Approximatives
Verfahren

Fraktionales
Modell

Nicht-approximatives
Verfahren

— Zeitbereich

Approximatives
Verfahren

Abbildung 2.3: Uberblick iiber Einteilung von Identifikationsverfahren fiir fraktionale Systeme

Frequenzbereichsverfahren

Fiir die Frequenzbereichsverfahren wird eine fraktionale Ubertragungsfunktion

m

» bksﬂ’“

k=0

G(s)=—— (2.34)

2 a; 8%

i=0
zur Beschreibung des Systems eingesetzt. Die Parameteridentifikation erfolgt durch ein punkt-
weisen Vergleich

E (aia bk> h) = Gmcss (jwh) -G (aia bkvjwh) (235)

des Frequenzgang der Ubertragungsfunktion G (2.34) und eines gemessenen Frequenzgangs
des Systems G55 Basierend auf (2.35) werden die Parameter in [HL03] mittels der Methode
der kleinsten Quadrate'? (LS-Methode), in [KMRM12] mit Hilfe eines optimierungsbasierten
Ansatzes und in [VT15] durch den Einsatz von Intervallarithmetik identifiziert. In allen Ansétzen
wird angenommen, dass der gemessene Frequenzgang bereits vorliegt. In der Praxis hat sich
dafiir die EIS (siehe Anhang A) etabliert. Mit Bezug auf die in der Einleitung formulierten
Anforderungen fiir die Identifikationsverfahren wird zum einen die Anforderung (b) nicht
erfiillt, da sich die Batterie fiir die EIS in Ruhe befinden muss. Da aulerdem die Anregung fiir
die EIS mit einem sinusférmigen Signal fiir unterschiedliche Frequenzen erfolgen muss [I1114,
S. 24 f£.], wird auch die Anforderung (c) von den Frequenzbereichsverfahren nicht erfillt.

12 engl. least squares
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Approximative Verfahren

Approximative Verfahren ndhern im ersten Schritt die fraktionalen Ableitungen in (2.29) durch
ganzzahlige Ableitungen, sodass sich ein gewohnliches System

[ ) m R
Yay P () =Y bu™ (1) (2.36)
=0 k=0

ergibt. Um eine Approximation mit nur einem geringen Fehler zu erhalten, wird im Allgemeinen
eine grofiere Anzahl Parametern 7 > n und m > m benétigt, wodurch a; # a; und by, # by, gilt
[OAZM21]. In Bezug auf die Impedanzmodellierung der Lithium-Ionen-Batteriezelle besteht
der Nachteil darin, dass die elektrochemische Interpretierbarkeit der Parameter nicht mehr in
den approximativen Beschreibungen gegeben ist und damit die in der Einleitung formulierte
Anforderung (a) nicht erfullt wird [Kup19, S. 12 f.]. Daher wird an dieser Stelle nicht niher auf
die approximativen Ansétze eingegangen. Es sei lediglich auf einige Arbeiten Khadhraoui et al.
[KJTM15], Lu et al. [LZT20], Lu et al. [LTZW20], Malti et al. [MVOO08], Sabatier et al. [SAO* 06],
Tang et al. [TLW*15], Touil et al. [TLC19], Yakoub et al. [YACA15], Yakoub et al. [YAAC19]
und Zhang et al. [ZTZZ21] verwiesen.

Parameteridentifikation durch Zustandsschitzer

Zur Parameteridentifikation sind einige Zustandsschétzverfahren fiir fraktionale Modelle so wei-
ter entwickelt worden, dass eine Parameteridentifikation méglich ist [SD06], [Has08, S. 137 ff.],
[WBG17]. Damit die Parameteridentifikation mittels der Zustandsschétzer erfolgen kann, diir-
fen sich die Parameter zwischen zwei Schétzschritten nicht &ndern. Fiir die Parameteridentifi-
kation wird der Zustandsvektor erweitert, weshalb ebenfalls die Systemrauschmatrix angepasst
werden muss. Allerdings ist es nicht ausreichend, die Hauptdiagonalelemente anzupassen.
Allgemein bestehen Abhéngigkeiten zwischen den Parametern und den eigentlich zu schatzen-
den Zusténden. Da diese nicht analytisch angegeben werden kénnen [SD06], [Has08, S. 143],
muss diese Abhangigkeit durch Vorgabe der entsprechenden Nebendiagonalelemente in der
Systemrauschmatrix beriicksichtigt werden. Die Qualitdt der Parameterschétzung héngt von
der heuristischen Wahl der Systemrauschmatrix ab [SD06]. Die Verfahren zur Parameteriden-
tifikation durch Zustandsschatzer konzentrieren sich dabei auf in Ruhe befindliche Systeme,
sodass die in der Einleitung formulierte Anforderung (b), die Unabhéngigkeit von den Anfangs-
wertbedingungen, nicht erfillt wird.

Stochastische Verfahren

Ein Alleinstellungsmerkmal des in [CTM*13] vorgestellten stochastischen Verfahren ist, dass
ein rauschbehaftetes Eingangssignal zugelassen wird. Sowohl fir das Ein- als auch das Aus-
gangsrauschen wird eine symmetrische Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion angenommen. Fiir
eine symmetrische Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion verschwindet die Kumulante dritter
Ordnung®. Diese Tatsache wird in [CTM*13] ausgenutzt. Anstelle der urspriinglichen Ein-

13 Sei {x (t;)} ein reelwertiger, mittelwertfreier, stationirer Zufallsprozess. Die Kumulante dritter Ordnung ist fiir

{z (tx)} wie folgt definiert: Crrr (71,72) = E{x (tx) x (t§ + 71) = (t; + 72)} mit dem Erwartungswert E.
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und Ausgangssignale werden Kumulanten dritter Ordnung beider Signale in der fraktionalen
Differentialgleichung verwendet, wodurch der Rauscheinfluss eliminiert wird. Die Parameteri-
dentifikation erfolgt mittels der LS-Methode.

Dass neben dem Ausgangssignal ebenfalls das Eingangssignal verrauscht sein darf, ist mit Blick
auf die praktischen Anwendbarkeit vorteilhaft. Allerdings muss das rauschfreie Eingangssignal
ein mittelwertfreier stationérer stochastischer Prozess sein. In der Regel wird ein System im
Betrieb nicht mit einem solchen Signal angeregt, sodass fiir die Identifikation vorhandene
Messdaten nicht verwendet werden konnen. Ebenfalls wird als Anfangsbedingung gestellt, dass
sich das System zu Beginn der Identifikation in Ruhe befindet. Dadurch erfiillt dieses Verfahren
die Anforderungen (b) und (c) aus der Einleitung nicht.

Algebraische Methode

Die algebraische Methode basiert auf der Operatorenrechnung nach Mikusiriski [Mik57]. Diese
Methode wurde in [Geh15] erstmalig vorgestellt und in [Eck17, S. 63 ff.] formal bewiesen. Die
Anwendung der Operatorenrechnung nach Mikusinski auf die fraktionale Differentialgleichung
(2.29) ergibt die algebraische Gleichung

S ais®y(t) = Y brsu(t), (2.37)
i=0 k=0

wobei s den Differentialoperator nach Mikusiniski'* représentiert. Durch wiederholte Differen-
tiation von (2.37) nach dem Differentialoperator s ergibt sich eine Gleichung, in der sowohl die
Parameter als auch die Ableitungsordnungen als gew6hnliche Parameter vorkommen [Eck17,
S. 66]. Das charakteristische Polynom dieser Gleichung ist nur noch abhingig von dem Ein-
und Ausgangssignal und deren ganzzahligen Ableitungen. Durch Anwendung des Integrations-
operators ergibt sich ein lineares Gleichungssystem, das fiir die Parameteridentifikation gelost
werden muss.

Der Vorteil dieser Methode ist, dass keine fraktionale Integration oder Differentiation ange-
wendet werden muss und die Ableitungsordnungen direkt als Parameter mitbestimmt werden.
Allerdings entstehen durch die wiederholte Differentiation nichtlineare Zusammenhénge der
urspriinglichen Parameter a; und by, sowie Ableitungsordnungen a; und f. Fiir die Identifika-
tion werden die nichtlinearen Zusammenhiange als Ersatzparameter interpretiert. Dies macht
eine Riickrechnung auf die urspriinglichen Gréfien notwendig, die aufgrund der Nichtlinearitét
jedoch nicht eindeutig sein muss. Da sich die Parameter aus dem Lésen einer charakteristischen
Gleichung ergeben, in die sdmtliche Ableitungen des Ausgangssignals eingehen, kann bereits
ein geringer Rauscheinfluss zu einem inkorrekt gestellten Problem fithren'®. Dariiber hinaus ist
diese Methode nur fiir in Ruhe befindliche Systeme einsetzbar, sodass die eingangs formulierten
Anforderungen (b) und (c) von dem algebraischen Ansatz nicht erfiillt werden.

Die Differentiation wird als Operator aufgefasst und ist als Umkehrung des Integrationsoperators

t
{1} = {{ f(T)d‘F}/{f(t)} definiert, wobei {} zur Kennzeichnung der Zeitfunktion verwendet wird [Mik57].

15 In [Eck17, S. 84 ff.] wird fiir ein Simulationsbeispiel beschrieben, dass ab einem Signal-Rausch-Verhaltnis (SNR)
kleiner 75 dB eine Parameteridentifikation nicht mehr méglich ist.
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Optimierungsbasierte Verfahren

Die Grundlage der Klasse der optimierungsbasierten Verfahren bildet ein Giitemaf3. Dieses
wird als ein Vergleich von einer simulierten Gréfie und einer gemessenen Grofie in der Form

N
J(aiyb) = Y (Tmess (th) = Toim (s, bi, 1))’ (2.38)
h=1

gebildet, wobei &y,e5s entweder ein gemessenes Ausgangssignal oder Zustand und gy, die
zugehorige Simulationsgrofie ist. Diese beiden Grofien ess und iy, werden an insgesamt
N unterschiedlichen, diskreten Zeitpunkten ¢;, verglichen. Das Ziel der Verfahren ist die
Minimierung des aufgestellten Giitemafes iiber die Parameter a,; und by,

mibn J (a;,bg), (2.39)
a;,0k

sodass die simulierte Grofie iy, moglichst gut die Messgrofle xess abbildet. Die Ansatze
unterscheiden sich primér in dem gewahlten Verfahren, um das Problem (2.39) zu l6sen. Ein-
gesetzte Verfahren sind unter anderem das Gauf3-Newton-Verfahren [Ahm20], [CWC*17],
[FAI18], [VMGO13], das Verfahren nach Levenberg-Marquardt [NEHGP18], die differentielle
Evolution [DMTT17] und die Partikelschwarm-Optimierung [HLL* 18], [LB11].

Die vorgeschlagenen Ansédtze zur Losung des formulierten Optimierungsproblems sind itera-
tive Verfahren, weshalb fiir die erste Iteration Anfangswerte benotigt werden. Bei fast allen
vorgeschlagenen Verfahren handelt es sich um lokal konvergente Verfahren, bei denen das
gefundene Optimum von den gewahlten Anfangswerten abhangt. Bei den lokal konvergen-
ten Verfahren muss das gefundene Optimum nicht dem globalen Optimum des formulierten
Problems entsprechen. Einzige Ausnahme bilden die auf der Partikelschwarm-Optimierung
basierenden Ansitze, die auf Kosten der Rechenzeit eine globale Konvergenz sicherstellen
koénnen [HLL*18]. Wie bei den bisherigen Verfahren wird auch von den optimierungsbasierten
Verfahren die Anforderung (b) nicht erfiillt, da simtliche Verfahren ein in Ruhe befindliches
System zu Beginn der Identifikation annehmen.

Modulationsfunktionsverfahren

Das Modulationsfunktionsverfahren geht zurtick auf [Shi54] und findet vielfach Anwendung
fur fraktionale Systeme [ALL14], [ALL15], [EKH14], [Eck17], [Gao17], [GLZ138], [LLGP13],
[WLB*17]. Dabei wird aus den Messdaten ein Gleichungssystem, das linear in den Parametern
a; und by, ist, hergeleitet. Dieses kann anschlieffend zum Beispiel mit der LS-Methode geldst
werden. Die Besonderheit ist, dass zur Erzeugung der Gleichungen nicht die Messdaten von
einem Zeitpunkt ¢5,, sondern von einem Intervall [¢o,¢; ] herangezogen werden. Der erste
Schritt im Modulationsfunktionsverfahren ist, dass die fraktionale Differentialgleichung (2.29)
mit einer Modulationsfunktion v multipliziert wird. Die Modulationsfunktionen besitzen die
beiden folgenden Eigenschaften':

16 Eine formale Definition wird im Abschnitt 3.3.1 gegeben.
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(i) Die Funktion 7 ist [, |-stetig auf dem Intervall [¢g, ¢; ] differenzierbar sein und

(i) die ganzzahligen Ableitungen v(*) (t) verschwinden fiir i = 0,1, ..., [, ] an der Unter-
grenze des Intervalls ¢ = ¢ty sowie an der Obergrenze ¢ = ¢;.

Eine Ubersicht iiber einige Modulationsfunktionen ist beispielsweise in [PR93a, S. 6] gegeben.
Als zweiter Schritt wird das resultierende System nach der Multiplikation mit der Modulations-
funktion + tiber das Intervall [¢o, ¢; | integriert. Mit Hilfe der fraktionalen partiellen Integration
[Eck17, S. 48 ff.] wird die Differentiation der Messsignale auf die Modulationsfunktion tibertra-

gen:
ty

n tl m

> a; / y (1) DYy (t)dt = by f w () DPery () dt. (2.40)

=0 7 k=0 7
Durch unterschiedliche Anregungssignale, Messzeitpunkte oder Modulationsfunktionen
konnen linear unabhéngige Gleichungen erzeugt werden, um ein Gleichungssystem fiir die
Identifikation aufzustellen'’.

In Bezug auf die praktische Einsetzbarkeit ist hervorzuheben, dass nicht die verrauschten
Messsignale, sondern die bis auf die beiden Eigenschaften (i) und (ii) beliebig vorgebbare
Modulationsfunktion abgeleitet wird. Auflerdem wurde in [LLGP13] gezeigt, dass ein unbe-
kannter Bias in der Messung eliminiert wird, sofern das Integral im Intervall [¢y, ¢1 ] iiber die
Modulationsfunktion und deren Ableitungen verschwindet. Nachteilig ist, dass die Modulati-
onsfunktion abhangig der Ableitungsordnungen und auftretenden Zeitkonstanten heuristisch
an jedes System separat angepasst werden muss [Eck17, S. 27]. Im Rahmen dieser Arbeit ist
auch der Beitrag [SEMH21] entstanden, in dem ein Verfahren zur automatischen Bestimmung
einer Modulationsfunktion vorgestellt wird, sodass die Anpassung fiir die Parameteridentifi-
kation hinfillig wird. Dieser Ansatz beschrankt sich jedoch auf kommensurable fraktionale
Systeme, deren Ableitungen sich durch «; = i« und 5 = ka mit a € R beschreiben lassen.
Dadurch ist das Verfahren auf das Zeitbereichsmodell (2.31) der Batteriezelle nicht anwendbar.
Bezogen auf die in der Einleitung formulierten Anforderungen an das Parameteridentifikati-
onsverfahren wird fiir die Anwendung des Modulationsfunktionsverfahren ebenfalls ein in
Ruhe befindliches System gefordert, wodurch die Anforderung (b), die Unabhéngigkeit von
Anfangswertbedingungen, nicht erfullt ist.

2.2.2 Ableitungsordnungsidentifikation

In diesem Abschnitt werden Verfahren zur Ableitungsordnungsidentifikation vorgestellt. Die
meisten Verfahren treffen die Annahme, dass die Parameter ebenfalls unbekannt sind und
identifiziert werden miissen. Wie bei der Parameteridentifikation kénnen die Verfahren in
Frequenz- und Zeitbereichsverfahren unterteilt werden (siehe Abbildung 2.3). Eine Unterteilung
in approximative und nicht-approximative Verfahren ist nicht zielfithrend, da durch die Appro-
ximation die zu identifizierende Ableitungsordnung «; und S, nicht mehr in den betrachteten
Systemen (2.36) vorkommt [KJTM15] [LZT20] [SAO*06] [TLW™15]. Zudem widerspricht die
Approximation der Anforderung (a) aus der Einleitung.

7" Das Vorgehen wird detailliert im Abschnitt 3.3.2 beschrieben.
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Frequenzbereichsverfahren

Zur Ableitungsordnungsbestimmung wird in den beiden Ansitzen von Khemane et al. [KMRM12]
sowie Valério und Tejado [VT15] beim punktweisen Vergleich (2.35) des gemessenen und des
simulierten Frequenzgangs

E (a;, by, i, B, h) = Gess (Jwn) — G (@i, bi, a4, Bre, jwn) (2.41)

ebenfalls die Ableitungsordnungen als Freiheitsgrad betrachtet. Allerdings bleibt die Annah-
me bestehen, dass die gemessenen Frequenzginge G ess bekannt sind. Folglich erfiillen die
Frequenzbereichsverfahren wie bei der Parameteridentifikation auch fiir die Ableitungsord-
nungsidentifikation die in der Einleitung formulierten Anforderungen (b) und (c) nicht.

Analytischer Ansatz

Ein analytischer Ansatz wird in [DLMA17] verfolgt. Dieser ist jedoch auf die Klasse fraktionaler
Differentialgleichungen
D*Pu (t) + by DPu () + bou (t) = 0 (2.42)

beschréankt. Da die Einschrankung sehr restriktiv ist und eine Abbildung einer Batteriezelle
(2.31) mit der Klasse (2.42) nicht méglich ist, wird dieser Ansatz in der Arbeit nicht niher
betrachtet.

Ableitungsordnungsidentifikation durch Zustandsschitzer

Die Schitzverfahren fiir den Ladezustand [SD06], [Has08, S. 137 ff.], [WBG17] lassen sich
wie bei der Parameteridentifikation auch fiir die Ableitungsordnungsidentifikation erweitern.
Wie bei der Parameteridentifikation héngt die Identifikationsgiite mafigeblich von der vorgeb-
baren Systemrauschmatrix ab. Da die Ableitungsordnungen Einfluss auf die zu schitzenden
Zustandsgroflen besitzen [SD06], sind auch die entsprechenden Nebendiagonalelemente der
Systemrauschmatrix, die die Ableitungsordnungen mit den Zustanden verkniipfen, anzupassen.
Da sich das Verfahren gegeniiber der Parameterschédtzung nicht gedndert hat, erfiillen die
erweiterten Schitzungen ebenfalls die Anforderung (b) nicht.

Algebraische Methode

Ein Vorteil der im Abschnitt 2.2.1 vorgestellten algebraischen Methode ist, dass diese neben den
Parametern ebenfalls die Ableitungsordnungen direkt mit identifiziert [Eck17, S. 63 f.], [Geh15].
Da es sich um die gleiche Methode handelt, wird auch fiir die Ableitungsordnungsidentifikation
die beiden Anforderungen (b) und (c) nicht erfiillt.
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Optimierungsbasierte Verfahren

Wie bei der Parameteridentifikation liegt der Klasse der optimierungsbasierten Verfahren zur
Bestimmung der Ableitungsordnungen quadratische Giitemafle zugrunde. Im Gegensatz zu
den Parameteridentifikationsverfahren ist die Vergleichsgrofle stets das Ausgangssignal. Die
optimierungsbasierten Ansitze lassen sich in zwei Gruppen unterteilen. In der ersten Gruppe
werden die Parameter und die Ableitungsordnungen simultan bestimmt. Dafiir wird in [Ahm20],
[FAI18], [DMTT17], [HLL" 18] ein Giitema8

N
2
J (aia bka [o7%} Bk) = Z (ymess (th) ~Ysim (aia bka Qi 6/67 th)) (243)
h=1
mit dem gemessenen und simulierten Ausgangssignal ¥mess und ysim entsprechend (2.38)
genutzt, in dem das gemessene und das simulierte Ausgangssignal an diskreten Zeitpunkten ¢,
verglichen werden. In [RPJ13] wird das Giitemafd

t
J (ai, by, o, Br) = f (Yumess (T) = Ysim (@, by, v, B, 7)) dr (2.44)
0

verwendet, in dem das gemessene und das simulierte Ausgangssignal ¥/yess Und ysim, konti-
nuierlich im Intervall [0, ¢] verglichen wird. Unabhéngig davon erfolgt die Parameter- und
Ableitungsordnungsidentifikation tiber die Minimierung des gewiahlten Giitemafies

min  J (a;, bk, aq, Br) - (2.45)

ai,bk, i, B

Der Hauptunterschied besteht in den eingesetzten Losungsalgorithmen. In [Ahm20], [FAI18],
[RPJ13], [YAAC19] wird das Gauf3-Newton Verfahren, in [DMTT17] die Differential Evolution
und in [HLL*18] die Partikelschwarm-Optimierung angewendet.

Die Verfahren in der zweiten Gruppe bestimmen in einem iterativen Prozess die Parameter und
die Ableitungsordnungen [VMGO13] [YAAC19]. Dabei werden abwechselnd die Parameter und
Ableitungsordnungen in Abhéngigkeit der jeweils anderen Gré8e bestimmt. Die Bestimmung
der Ableitungsordnungen erfolgt durch Minimierung des Giitemafies

N
J (Oéi, ﬁk) = Z (ymess (th) ~ Ysim (aia Bkvth))2 (246)
h=1

beziiglich der Ableitungsordnungen «; und Jj. Fir die Parameteridentifikation wird ebenfalls
ein optimierungsbasiertes Verfahren sowohl in Victor et al. [VMGO13] und in Yakoub et al.
[YAAC19] eingesetzt. Der Vorteil der ersten Gruppe ist, dass die Konvergenz des formulierten
Problems untersucht werden kann. Bei der zweiten Gruppe kann dagegen nur fiir die bei-
den einzelnen Optimierungsprobleme die Konvergenz gezeigt werden. Fiir die gemeinsame
Konvergenz wird auf Simulationsergebnisse verwiesen.

Wie im Zusammenhang bei der Formulierung der allgemeinen Differentialgleichung (2.29)
erwihnt, existiert eine Vielzahl an Definitionen fiir den fraktionalen Differentialoperator
[dTM14]. Die Ableitung des Differentialoperators nach der Ableitungsordnung 9P /oa wird fiir
die gradientbasierten Verfahren in [Ahm20], [FAI18], [RPJ13], [VMGO13] benétigt. Dieser weist
jedoch fiir die gewahlte Definition von Riemann-Liouville in den ersten drei Ansétzen aufgrund
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des Ausdrucks In (¢ — 7) mit 7 € [¢,¢1] an der Untergrenze des Intervalls 7 = ¢ eine Singularitit
auf. In [VMGO13] wird der Gradient basierend auf der Ubertragungsfunktion (2.34) bestimmt,
wodurch der natiirliche Logarithmus In (s) der komplexen Frequenz s fiir Re (s) € [0, 00)
berechnet werden muss. Wie bei den anderen Ansatzen tritt damit an der Untergrenze des
Intervalls s = 0 eine Singularitat auf. Die auftretenden Singularititen werden jedoch in keinem
Ansatz analysiert. Bei den in [DMTT17], [HLL* 18] gewéhlten Algorithmen besteht der Nachteil,
dass diese sehr rechenintensiv sind und der Rechenaufwand stark mit zunehmender Anzahl an
Variablen ansteigt. Aus diesem Grund muss fiir eine akzeptable Rechenzeit der Algorithmus
auf einem performanten Rechner ausgefithrt werden [ADH"11], weshalb die beiden Ansitze
die Anforderung (c) aus der Einleitung nicht erfiillen. Dartiber hinaus fordern alle Ansétze ein
zu Beginn der Identifikation in Ruhe befindliches System, wodurch die Anforderung (b) nicht
erfullt wird.

Modulationsfunktionsverfahren

Ausgehend von der Gleichung (2.40), die dem Modulationsfunktionsverfahren zugrunde liegt,
ist in [ALL14], [ALL15], [BL15], [BL18] ein iterativer Ansatz zur Bestimmung der Parameter
sowie der Ableitungsordnungen entwickelt worden, wobei die Verfahren auf Systeme der Klasse

S Dy (1) = u () (2.47)
=0

mit og = 0 beschrénkt sind. In jeder Iteration wird als erster Schritt die Parameteridentifikation
gemafl Abschnitt 2.2.1 durchgefiihrt. Die dafiir notwendigen Ableitungsordnungen werden
fur die erste Iteration vorgegeben und ab der zweiten Iteration im Anschluss an die Parame-
teridentifikation bestimmt. Zur Ableitungsordnungsbestimmung wird (2.40) als nichtlineare
Gleichung in Abhangigkeit der Ableitungsordnungen

O z a:(8) [ () Doy ()t~ [ u(t)y(1)di (2.48)

mit @ := [, ...,a1]" aufgefasst. Fiir die realen Parameter und Ableitungsordnungen des
Systems muss (2.48) zu Null werden. Dadurch lésst sich die Ableitungsordnungsidentifikation
als Nullstellensuche formulieren, fiir die das Newton-Verfahren angewendet wird.

Der auch bei der Parameteridentifikation auftretende Vorteil, dass die Modulationsfunktion
und nicht das verrauschte Messsignal abgeleitet wird, bleibt fiir die Bestimmung der Ablei-
tungsordnung bestehen. Allerdings wird durch die Einschrinkung der Modellklasse auf (2.47)
auch die Anzahl der Systeme reduziert, auf die diese Verfahren angewendet werden kénnen.
Unter anderem kénnen die Verfahren nicht zur Ableitungsordnungsbestimmung eines frak-
tionalen Impedanzmodells einer Lithium-Ionen-Batteriezelle (2.26) eingesetzt werden, da das
Zeitbereichsmodell (2.30) sowohl Ableitungen des Eingangssignals besitzt als auch Integra-
tionsverhalten durch ag # 0 aufweist. Eine direkte Erweiterung auf allgemeine fraktionale
Differentialgleichungen (2.29) ist nicht moglich, da die in [ALL14], [ALL15], [BL15], [BL18]
formulierten Losungsansétze zur Nullstellensuche einen von der Ableitungsordnung unabhén-
gigen Term benétigen. Dieses bedeutet, dass mindestens eine der beiden Ableitungsordnungen
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o und Sy Null sein muss. Wie bei den gradientenbasierten Verfahren [Ahm20], [FAI18],
[RPJ13], [VMGO13] zuvor wird die Ableitung des Differentialoperators 9D/sq fiir die Ansitze
in [ALL14], [ALL15], [BL15] und [BL18] benétigt. Da ebenfalls die Definition des Differential-
operators von Riemann-Liouville gewahlt wurde, tritt dieselbe Singularitit an der Untergrenze
des Intervalls 7 = ¢ auf, die auch bei diesen Ansitzen nicht weiter untersucht wird. Eine weitere
Annahme in den Ansitzen [BL15] und [BL18] kann zu einer mit Nullen besetzten Zeile in der
Jacobi-Matrix des Newton-Verfahrens fithren. In Bezug auf die in der Einleitung formulierten
Anforderungen ist dariiber hinaus anzumerken, dass in allen Ansitzen ein kontinuierlicher
Ableitungsoperator gewahlt wird. Dadurch ist eine direkte Implementierung nicht méglich und
die Anforderung (c) nicht erfiillt. Weiterhin wird auch die Anforderung (b) verletzt, da sich das
System zu Beginn der Identifikation in Ruhe befinden muss.

2.3 Bewertung des Stands der Wissenschaft und
Spezifizierung der Forschungsliicke

In diesem Abschnitt wird der Stand der Wissenschaft der Parameter- und Ableitungsord-
nungsidentifikationsverfahren aus Abschnitt 2.2 in Bezug auf die in der Einleitung gestellten
Forschungsfrage bewertet, die die fiir die Praxis relevanten Anforderungen

(a) Sicherstellung der elektrochemischen Interpretierbarkeit der Parameter und Ableitungs-
ordnungen in Bezug auf die Lithium-Ionen-Batteriezelle ,

(b) Unabhéngigkeit von spezifischen Anfangswertbedingungen,
(c) Nutzung bereits vorhandener Messdaten und

(d) Implementierbarkeit auf einem Digitalrechner
beriicksichtigt.

Die Anforderung (a) schlief3t die approximativen Verfahren aus, da durch die Approximation
der Parameter und der Ableitungsordnungen die elektrochemische Interpretierbarkeit verloren
geht. Die elektrochemische Interpretierbarkeit, die durch die Zuordnung der Parameter und
Ableitungsordnungen zu einzelnen Prozessen in der Lithium-Ionen-Batteriezelle sichergestellt
werden kann, ist fiir die Beurteilung des Batteriezustands von entscheidender Bedeutung [Eck17,

S.23ff].

Bei der Betrachtung der im Abschnitt 2.2 vorgestellten Verfahren zur Parameter- und Ablei-
tungsordnungsidentifikatin vorgestellten Verfahren geht hervor, dass kein aktuell bekanntes
Verfahren die Anforderung (b) erfillt. Allen Verfahren ist gemein, dass diese ein sich zu Be-
ginn der Identifikation in Ruhe befindliches System fordern. Speziell bei der Anwendung der
Identifikationsverfahren auf eine Batteriezelle ist dieses eine sehr restriktive Forderung. Damit
eine Lithium-Ionen-Batteriezelle als in Ruhe gilt, miissen die Diffusionsprozesse abgeklungen
sein, das mehrere Stunden dauern kann [Sch17, S. 133 ff.]. Das Entwickeln eines Verfahrens
zur Parameteridentifikation und eines Verfahrens zur Ableitungsordnungsidentifikation fiir
ein zu Beginn der Identifikation nicht in Ruhe befindliches System stellt somit die erste For-
schungsliicke dar.
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Nachfolgend werden die Verfahren aus dem Abschnitt 2.2 beziiglich der Anforderung (c), dem
Nutzen von vorhandenen Messdaten, analysiert. Damit die von einer Identifikationsmethode
ermittelten Parameter und Ableitungsordnungen fiir etwaige nachgelagerte Prozesse verwert-
bar sind, miissen die Parameter und Ableitungsordnungen auch bei verrauschten Messungen
fehlerfrei bestimmt werden. Da bereits ein geringer Einfluss durch Rauschen bei der algebrai-
schen Methoden zu einem inkorrekt gestellten Problem fithren kann [Eck17, S. 84 ff.], wird die
algebraischen Methode aufgrund der Anforderung (c) im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht
niher betrachtet. Weiterhin wird das stochastische Verfahren nicht naher betrachtet, da dieses
ein spezielles Anregungssignal benétigt und vorhandene Messdaten nicht genutzt werden
konnen. Vielversprechend hingegen ist das Modulationsfunktionsverfahren. Dieses Verfahren
profitiert davon, dass nicht die verrauschten Messdaten abgeleitet werden, stattdessen wird
die vorgebbaren Modulationsfunktion «y differenziert. Trotzdem sind die mit der LS-Methode
identifizierten Parameter durch das Rauschen biasbehaftet [GLZ18]. Zur Korrektur des Bias
schitzen einige Ansétze den Einfluss des Rauschens, um nachtraglich die Parameteridentifika-
tion zu korrigieren [DWHW16], [GLZ18]. Allerdings wird nicht iiberprift, ob der Bias durch
die Korrektur tatséchlich eliminiert wird und somit die Parameter fehlerfrei bestimmt werden.
Im Falle der Identifikation der Ableitungsordnung werden stets rauschfreie Ausgangssignale
fur die auf dem Modulationsfunktionsverfahren basierenden Ansétze angenommen, sodass
génzlich die Beriicksichtigung von verrauschten Messdaten im Stand der Wissenschaft fehlt. Im
Gegensatz dazu werden bei der iberwiegenden Anzahl der optimierungsbasierten Ansatzen fiir
die Parameteridentifikation genauso wie fiir die Ableitungsordnungsidentifikation verrauschte
Messdaten zugelassen. Allerdings lassen die verdffentlichten Ergebnisse den Schluss zu, dass
sowohl die Parameter als auch die Ableitungsordnungen bei Anwesenheit von Rauschen nicht
fehlerfrei identifiziert werden. Jedoch wird der durch das Rauschen hervorgerufene Fehler nicht
analysiert und keine Aussage beziiglich der Identifikationsgiite getroffen. Im Stand der Wis-
senschaft existiert somit weder ein Ansatz zur simultanen noch zur iterativen Parameter- und
Ableitungsordnungsbestimmung bei verrauschten Messungen, die eine fehlerfreie Identifikation
ermoglichen. Dieser Sachverhalt stellt die zweite Forschungsliicke dar.

Einzig in den beiden Ansétze in [KMRM12] und in [TLC19] wird explizit eine numerische
Umsetzung beriicksichtigt, wodurch sich diese auf einem Digitalrechner realisieren lassen und
der Anforderung (d) entsprechen. Allerdings ist das Verfahren von Khemane et al. [KMRM12]
ein Frequenzbereichsverfahren und das Verfahren von Touil et al. [TLC19] basiert auf einem
approximativen Ansatz. Fiir das Frequenzbereichsverfahren wird angenommen, dass der Fre-
quenzgang zumindest als punktweise Messung vorliegt. In der Praxis muss dieser ermittelt
werden, wofir sich die EIS in Bezug auf die Lithium-Ionen-Batteriezelle etabliert hat. Die
EIS erfiillt jedoch die beiden Anforderungen (b) und (c) nicht. Gegeniiber den Frequenzbe-
reichsverfahren besitzen die Zeitbereichsverfahren den Vorteil, dass der im BMS erfasste Strom
und die Spannung direkt verwendet werden konnen, und somit lediglich die Anforderung (b)
nicht erfiillen. Wie bereits im Zusammenhang mit der Anforderung (a) beschrieben, werden
approximative Verfahren in dieser Arbeit nicht betrachtet, da die Parameter nicht elektroche-
misch interpretierbar sind. Somit ist die dritte Forschungsliicke, dass kein nicht-approximatives
Zeitbereichsverfahren zur Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation existiert, das eine
numerische Umsetzung beriicksichtigt.
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Basierend auf dem im vorherigen Abschnitten 2.1 und 2.2 gegebenen Uberblick iiber fraktio-
nale Systeme und dem Stand der Wissenschaft der Identifikationsverfahren kann die initiale
Forschungsfrage prazisiert und in zwei Teilfragen aufgeteilt werden:

Wie lassen sich die Parameter eines fraktionalen Systems unter der Annahme bekannter Ablei-
tungsordnungen erwartungstreu identifizieren, wenn

« das System zu Beginn der Parameteridentifikation nicht in Ruhe ist und

« das Ausgangssignal als verrauschte MessgrofSe vorliegt und
was muss fiir eine numerische Umsetzung des Parameteridentifikationsverfahrens beriicksichtigt
werden?
Wie konnen die Parameter und Ableitungsordnungen eines fraktionalen Systems gemeinsam iden-
tifiziert werden, wenn

« das System zu Beginn der Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation nicht in Ruhe
ist und

« das Ausgangssignal als verrauschte MessgrofSe vorliegt und

was muss fiir eine numerische Umsetzung des gemeinsamen Parameter- und Ableitungsordnungsi-
dentifikationsverfahrens beriicksichtigt werden?






3  Methodische Grundlagen und Notation

In diesem Abschnitt werden die fiir diese Arbeit relevanten methodischen Grundlagen und
Notationen présentiert. Dafiir werden zuerst die Grundlagen der fraktionalen Analysis und der
fraktionalen Systemdarstellung beschrieben. Anschlieend wird auf die Simulation eines frak-
tionalen Systems und das Modulationsfunktionsverfahren fiir fraktionale Systeme eingegangen,
auf die die in dieser Arbeit entwickelten Methoden aufbauen.

3.1 Fraktionale Analysis

Die fraktionale Analysis besitzt die Besonderheit, dass reelle Integrations- und Ableitungs-
ordnungen zuléassig sind. Somit stellt die fraktionale Analysis eine Verallgemeinerung der
gewoOhnlichen Analysis dar. Als Erstes wird die fraktionale Integration im Abschnitt 3.1.1
eingefiihrt, da diese die Grundlage fiir die Definitionen der fraktionalen Ableitungen bildet,
die im Abschnitt 3.1.2 prasentiert werden. Aus der Verwendung reellwertiger Integrations-
und Ableitungsordnungen folgt, dass fiir die Berechnung des aktuellen Funktionswerts der
gesamte vergangene Funktionsverlauf beriicksichtigt werden muss. Der vergangene Verlauf
wird dabei durch die Initialisierungsfunktion beschrieben, die Gegenstand des Abschnitts 3.1.3
sind. Da weit zuriickliegende Werte nur noch einen geringen Einfluss auf den aktuellen Funkti-
onswert besitzen, ist das Short-Memory'®-Prinzip (SMP) eingefiihrt worden [Pod98, S. 199 ff.],
[WCCW17], auf das ebenfalls in den Grundlagen im Abschnitt 3.1.4 eingegangen wird. Fiir
das Modulationsfunktionsverfahren ist zudem die fraktionale partielle Integration notwendig,
deren Beschreibung im Abschnitt 3.1.5 folgt. AbschlieBend werden noch die partiellen Ablei-
tungen der fraktionalen Ableitung im Abschnitt 3.1.6 eingefiihrt, die im Rahmen der Herleitung
der Verfahren zur Ableitungsordnung benoétigt werden. Falls es nicht anders angegeben ist,
beziehen sich die folgenden Ausfithrungen auf [Eck17], [LH98] und [Pod98].

3.1.1 Fraktionale Integration

Die fraktionale Integration stellt eine Verallgemeinerung der Cauchy-Formel fiir Mehrfachinte-
gration

t 71 Tn-1
Wil f (1) = f f f F(r0) T .. drodm (3.1)
to to to
G

" (n-1)! - 2

18 engl. fiir Kurzzeitspeicher
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dar, mit der die n-fache Integration einer stetigen Funktion f : R — R am Punkt ¢ berechnet
werden kann [0S06, S. 38]. Fiir die Fakultat gilt allgemein der Zusammenhang (n—1)! =T (n)
zur Gamma-Funktion I' [Pod98, S. 1 ff.]. Im Gegensatz zur Fakultit ist die Gamma-Funktion
ebenfalls fiir die Menge der reellen Zahlen definiert. Das Ersetzen der Fakultat in (3.2) durch
die Gamma-Funktion I' erm6glicht somit eine natiirliche Erweiterung von (3.2) auf reelle
Integrationsordnungen « € Ryo.

Definition 3.1 (Fraktionales Integral [KST06, S. 69])

Sei o € Ry, to,t1,t € R, to <t <ty und seien f: R - R mit f (t) =0 fiirt < to und
h:R—> R mith(t) =0 fiirt >ty absolut stetige Funktionen.

Das linksseitige fraktionale Integral ist definiert als

. 1 f(7)
tozt f (t) = F (Oé) (t B T)l_a (33)
und das rechtsseitige fraktionale Integral als
o 1 h(r
dig b (1) = (7) (3.4)

mit der Gamma-Funktion I [Pod98, S. 1 ff.].

Bei der Notation in (3.1) und der Definition 3.1, die aus [Eck17], [KST06], [Pod98], [PAT13]
iibernommen ist, wird die Untergrenze des Integrals im Index unten links, die Obergrenze im
Index unten rechts und die Integrationsordnung im Index oben rechts angegeben.

3.1.2 Fraktionale Differentiation

Im Gegensatz zur fraktionalen Integration existieren verschiedene Definitionen fiir die fraktiona-
le Differentiation. In diesem Abschnitt werden die Definitionen der fraktionalen Differentiation
nach Riemann-Liouville (RL) [KSTO06, S. 69 f.], Caputo (C) [KST06, S. 90 f.] und Grinwald-
Letnikov (GL) [KST06, S. 121 f.] angegeben, die auch in der Arbeit eingesetzt werden. Diese
Definitionen unterscheiden sich nicht nur in den Rechenvorschriften, sondern weisen auch Un-
terschiede in den Eigenschaften wie zum Beispiel im Definitionsbereich auf [dTM14]. Allgemein
gilt jedoch, dass die abzuleitende Funktion f beziehungsweise h [«]-fach stetig differenzierbar
sein muss [KSTO06, S. 73, 92]. In der Arbeit wird die in der fraktionalen Analysis typischerweise
eingesetzte Aufrundungsfunktion, die in der Definition 3.2 angegeben ist, verwendet.

Definition 3.2 (Auf- und Abrundungsfunktion [KSTO06, S. 73])
Die Aufrundungsfunktion bestimmt die zu x € R echt groflere ganze Zahl

[2] :=min{k e Z|k >z} (3.5)
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und die Abrundungsfunktion entsprechend die um Eins kleinere ganze Zahl

|x]:=[z]-1. (3.6)

Fraktionale Ableitung nach Riemann-Liouville und Caputo

Die Definitionen nach Riemann-Liouville und Caputo setzen sich aus einer fraktionalen In-
tegration nach Definition 3.1 und einer ganzzahligen Ableitung zusammen. Wihrend bei
der Definition nach Riemann-Liouville als Erstes die Funktion integriert und anschlieBend
differenziert wird, ist die Reihenfolge in der Definition nach Caputo gerade umgekehrt.

Definition 3.3 (Fraktionale Ableitung nach Riemann-Liouville und Caputo
[KSTO06, S. 70,90 £.])

Sei v € Ry, to,t1,t € R, tg <t < t1 und seien f : R - R mit f (t) = 0 fiirt < to und
h:R > R mith(t) =0 fiirt > t; absolut stetige Funktionen. Ferner seien die Funktionen
f und h [a]-fache stetig differenzierbar.

Die linksseitige fraktionale Ableitungen nach Riemann-Liouville ist definiert als

o A\ fal-a
1o dRLY f(t):= (&) I:tozz[f 1 f (t)] (3.7)
und die fraktionale Ableitung nach Caputo als
fal-a[(d [a]
WACEF (1) = i) [(dt) f (t)] . (3.8)

Die rechtsseitige fraktionale Ableitung nach Riemann-Liouville ist definiert als

[]

(ARLE B (t) = (1)l (%) [l ()] (3.9)

und die fraktionale Ableitung nach Caputo als

al Jal-a d [a]
LACE R () = (-1)f] il [(dt) h(t)]. (3.10)

Da die Definitionen der fraktionalen Ableitungen auf dem fraktionalen Integral basieren, werden
die Integralgrenzen bei dem Ableitungsoperator entsprechend Abschnitt 3.1.1 unten links und
rechts angegeben. Der obere rechte Index des Operators gibt die Ableitungsordnung an. Fiir
die beiden Definitionen nach Riemann-Liouville (RL) und Caputo (C) existiert der folgende
funktionale Zusammenhang [KSTO06, S. 91].
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Lemma 3.1 (Zusammenhang der Definitionen nach Riemann-Liouville und
Caputo [KSTO06, S. 92 £.])

Sei av € Ry, to,t1,t € R, tg < t < t1 und seien f und h absolut stetige Funktionen
entsprechend Definition 3.3.

Der Zusammenhang fiir die linksseitigen Definitionen ist

(t-t)" (311

t=to

. . le] o FR (1)
WARLE £ (£) = 4GP £ (8) + 3 dRLY *—
k=0 :

und fiir die rechtsseitigen Definitionen

o N ppe 1E®) ‘
ARLY f () =,dCY f(t) + Y. (dRLY o (t; —t)". (3.12)
k=0 : t=tq
Beweis:
Fur den Beweis wird auf Kilbas et al. [KST06, S. 92 f.] verwiesen. O

Fraktionale Ableitung nach Griinwald-Letnikov

Die Definition nach Griinwald-Letnikov verallgemeinert den Differenzenquotienten n-ter
Ordnung [Pod98, S. 43]

£ (1) = %E“TIZZ ' (1) -m) (3.13)

mit der stetigen Funktion f : R — R mit f (¢) = 0 fiir ¢ < ¢p und der Abtastzeit T' € Ryq. Dafiir
wird ausgenutzt, dass sich der Binomialkoeffizient durch die Gamma-Funktion

(Tll) B F(l+1;)(?;nlzl+1)

(3.14)

beschreiben liasst und somit auch fiir reelle Werte n definiert ist [KST06, S. 26 £.].

Definition 3.4 (Fraktionale Ableitung nach Griinwald-Letnikov [KSTO06, S. 121])
Sei a, T € Ry, to,t1,t € R, tg < t < t1 und seien f und h absolut stetige Funktionen
entsprechend Definition 3.3.

Die linksseitige fraktionale Ableitung nach Griinwald-Letnikov ist definiert als

t t

LAGLE T (1) —hm— Z (-1 (‘;‘)f(t—z:r) (3.15)

1=0

o
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und die rechtsseitige fraktionale Ableitung nach Griinwald-Letnikov als

tl—tJ

L
g (4) = Tim —— (@
[AGL{ h(t) = %{%Ta z;) (-1) (Z)h(t+zT). (3.16)

Wihrend in (3.13) der Binomialkoeffizient fiir [ > n stets Null ist und somit die Summan-
denanzahl gerade der Ableitungsordnung entspricht, ist dies fiir reelle Ableitungsordnungen
allgemein nicht der Fall. Dadurch miissen alle Funktionswerte der Funktion f im Intervall
[to,t) beziehungsweise der Funktion h im Intervall (¢, ¢ | vergleichbar zu den Definitionen
nach Riemann-Liouville und Caputo beriicksichtigt werden (siehe Definition 3.3). Die Abrun-
dungsfunktion bei der Summenobergrenze ist notwendig, da abhéngig von der Unabhéngigen ¢
und dem gewihlten Abtastwert nicht zwangsweise eine ganze Zahl aus dem Quotienten (t=to)/n
beziehungsweise (t1-t)/n resultiert. Falls die [«]-fach abgeleitete Funktion f beziehungsweise
h im Intervall [t(,t) beziehungsweise (¢, ¢ | integrierbar ist, entsprechen sich die Definitionen
nach Riemann-Liouville und Griinwald-Letnikov [Pod98, S. 75 ff.].

Lemma 3.2 (Zusammenhang der Definitionen nach Riemann-Liouville und
Griinwald-Letnikov [P0d98, S. 75 ff.])

Sei a € Ry, to,t1,t € R, tg < t < t1 und seien f und h absolut stetige Funktionen
entsprechend Definition 3.3. Ferner sei die [ «|-fache Ableitung der Funktion f im Intervall
[to,t] und die [«]-fache Ableitung der Funktion h im Intervall [t,t,] integrierbar.

Der Zusammenhang fiir die linksseitigen Definitionen ist

1o dRLY f(t) =, dGLY f (t) (3.17)

und fiir die rechtsseitigen Definitionen

ARLE K (t) =  AGLY h(t). (3.18)

Beweis:
Fir den Beweis wird auf Podlubny [Pod98, S. 75 ff.] verwiesen. O

Zeidiskrete Approximation der Definition nach Griinwald-Letnikov

Die in den Definitionen 3.3 und 3.4 gegebenen Berechnungsvorschriften sind stetige Operatoren.
Diese konnen somit nicht direkt auf einem auf einem Digitalrechner zur Simulation oder
digitalen Signalverarbeitung angewendet werden. Eine zumindest approximative Umsetzung
ist fiir die Definition 3.4 nach Griinwald-Letnikov moglich, wenn die Schrittweite 7" € R, in
(3.15) und (3.16) klein genug gewahlt wird [Pod98, S. 204 ff.], [Xuel7, S. 55].
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Definition 3.5 (Zeitdiskrete Approximation der fraktionalen Ableitung nach
Griinwald-Letnikov [Pod98, S. 204 ff.], [Xuel7, S. 55])

Seiav € Ryp, to,t1,t € R, tg <t <t1,T € Ry und seien f und h absolut stetige Funktionen
entsprechend Definition 3.3.

Die zeitdiskrete, linksseitige fraktionale Ableitung nach Griinwald-Letnikov ist definiert
als

o~

L7

|
todGL?f(t)::Tlal (-1)1(‘;)f(t-zT)+R (3.19)
-0

=)

und die zeitdiskrete, rechtsseitige fraktionale Ableitung nach Griinwald-Letnikov als

o
o

=7

|
AGLE L (1) (-1)" (?)h (t+1T)+R (3.20)

=0

mit der festen Abtastzeit T und dem Restglied R € O (T).

In der Definition 3.5 bezeichnet O das Landau-Symbol fiir lineares Wachstum, das in diesem
Fall abhéngig von der Abtastzeit T ist [Zeil3, S. 249 f.].

Die in diesem Abschnitt gegebenen Definitionen der fraktionalen Ableitungsoperatoren nach
Riemann-Liouville, Caputo und Griinwald-Letnikov hangen iiber verschiedene Beziehungen
zusammen, die in den Lemmata 3.1 und 3.2 gegeben sind. Aus diesem Grund sind laut [Die10,
S.5f], [Xuel7, S. 88 f.] die Definitionen fiir die praktische Anwendung nicht unterschiedlich
zu behandeln. Die einzige Unterscheidung ist, dass zur Beschreibung von kontinuierlichen
Modellen die Definitionen nach Riemann-Liouville und Caputo weit verbreitet sind, wihrend
hingegen die Definition nach Griinwald-Letnikov mit Blick auf eine numerische Umsetzung
wegen der zeitdiskreten Approximation in Definition 3.5 eingesetzt wird [SLMO15, S. 277],
[Xuel7, S. 52 f.]. Damit kommt speziell der Definition nach Griinwald-Letnikov eine besondere
Bedeutung mit Blick auf die in der Einleitung gestellten Anforderung (c) zu.

3.1.3 Initialisierung der fraktionalen Operatoren fiir Funktionen

In der fraktionalen Analysis bezeichnet eine korrekte Initialisierung, dass das Integral , ¢ f ()
ab dem Zeitpunkt ¢ = ¢; mit ¢; > o einer kontinuierlichen Fortsetzung des Integrals , if' f ()
entspricht, wobei fiir die Funktion f (¢) = 0 fur ¢ < ¢y gilt. In der klassischen Analysis hingen
die Integrale tiber

ff(t)dt—ff(t)dt:F(tl)—F(to):C’ (3.21)

zusammen. Die Integrationskonstante C' berechnet sich fiir die Funktion f zu C = f(t1)
[LHO0]. Damit der Verlauf des Integrals mit der Untergrenze ¢; identisch zu dem Integral mit
der Untergrenze t ist, muss lediglich der Funktionswert f (¢1) addiert werden. Im Gegensatz
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dazu wird fir die Initialisierung der fraktionalen Integration eine zeitabhingige Initialisie-
rungsfunktion bendtigt, die den Funktionsverlauf des Intervalls [tg,¢1) auf ¢ > ¢; abbildet
[LH98], [LHO00], [LHO08]. Die obigen Erlduterungen entsprechen dem linksseitigen Fall und sind
ebenfalls fiir den rechtsseitigen Fall giltig [Eck17, S. 31 f.].

Definition 3.6 (Initialisierung des fraktionalen Integrals [LH98, S. 18 £.])
Sei v € RZO: t(),tl,tg,tg,t € R, to <ty <t <ty <ty und seien f :R->R mltf(t) =0
fiirt<tg, h:R—>Rmith(t) =0 firt >t und & : R > R absolut stetige Funktionen.
Das initialisierte linksseitige fraktionale Integral ist definiert als

nle () =i £ (8) + 0 (& to, b1, 1) (3.22)
mit der Initialisierungsfunktion n: R® - R

L)
I'(a) 7ot )

77(&047750,151775) = dT, (323)

sodass ; I3 f (t) =, g f (t) furt >t gilt.
Das initialisierte rechtsseitige fraktionale Integral ist definiert als
tI?gh (t) = ti?gh (t) + s (f» «, tZa tSv t) (3-24)

mit der Initialisierungsfunktion n,s : R® — R

s (€, 0, o, 3, 1) = F(a) f (75 tT))l _dr, (3.25)

sodass ¢ h (1) = g, h (L) furt < to gilt.

Die Intervalle [tg,1) fiir die linksseitige Integration und (¢2,¢3] fiir die rechtsseitige Inte-
gration werden als Historie oder Speicher der Funktion bezeichnet [LH98, S. 4, 77]. Da die
fraktionalen Ableitungen nach Riemann-Liouville und Caputo auf der fraktionalen Integration
basieren, hingen auch deren Verlaufe von der Historie ab. Somit werden ebenfalls zeitabhéngige
Initialisierungsfunktionen zur korrekten Initialisierung der fraktionalen Ableitungen benétigt
[LH98], [LHO00], [LHO08].

Definition 3.7 (Initialisierung der fraktionalen Ableitungen nach Riemann-
Liouville, Caputo und Griinwald-Letnikov [LH98, S. 21 f.;], [LH11], [Kup19,
S.36f.,])

Sei v € Ryq, to,t1,ta,t3,t € R, tg <t1 <t <ty <tsundseien f undh die absolut stetigen
Funktionen entsprechend Definition 3.6.

Die initialisierte linksseitige fraktionale Ableitung ist definiert als

Daf(t) tlda (t) +¢(§a0477507t1;t) (326)
mit der Initialisierungsfunktion 1 : R®> - R, sodass , DY f (t) = , d¢* f (t) fiirt > t; gilt.
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Die initialisierte rechtsseitige fraktionale Ableitung ist definiert als
tDI?;h(t) = fdto;h(t) ‘H/Jrs (§7a7t27t37t) (327)
mit der Initialisierungsfunktion {5 : R®> - R, sodass D7 b (t) = ,dg h (t) t < t, gilt.

In Definition 3.7 hangt der spezifische Operator DRL, DC' beziehungsweise DG L sowohl im
links- als auch rechtsseitigen Fall davon ab, ob der uninitialisierte Operator nach Riemann-
Liouville, Caputo oder Griinwald-Letnikov verwendet wird. Die Definitionen der einzelnen
Initialisierungsfunktionen sind im Anhang B explizit gegeben.

3.1.4 Short-Memory-Prinzip fiir Funktionen

Aus den Definitionen 3.6 und 3.7 folgt, dass zur Berechnung des aktuellen Funktionswerts
der Integration oder Ableitung entweder der gesamte Funktionsverlauf ab ¢ = ¢y oder eine
diesen Funktionsverlauf abbildende Initialisierungsfunktion notwendig ist. Mit fortschreitender
Zeit vergroflert sich das zu beriicksichtigende Intervall bei den Definitionen von Riemann-
Liouville sowie Caputo und bei der Definition nach Griinwald-Letnikov steigt die Anzahl der
Summanden. Dies ist natiirlich auch bei Verwendung der zeitdiskreten Approximation des
Ableitungsoperators nach Griinwald-Letnikov entsprechend Definition 3.5 der Fall. Dadurch
vergrofiert sich mit jedem Abtastschritt sowohl der Speicherbedarf fiir die Berechnung eines
neuen Funktionswerts als auch der Rechenaufwand [Xuel7, S. 62].

Eine Methode, dem entgegenzuwirken, ist das SMP [Pod98, S. 203 ff.], [WCCW17]. Das SMP
ist nicht auf eine spezielle Definition der fraktionalen Ableitung begrenzt. Mit Blick auf den
praktischen Fokus der Arbeit konzentrieren sich die nachfolgenden Erlduterungen auf die
Definition nach Griinwald-Letnikov. Nach der Definition 3.5 wird jeder zuriickliegende Funk-
tionswert durch den Binomialkoeffizienten gewichtet aufsummiert. Die Gewichtung nimmt
mit grofBer werdender Zéahlvariablen ab und wird vernachléssigbar klein. Somit besitzen die
jingsten Funktionswerte den groten Einfluss auf den weiteren Verlauf der Ableitung. Die
Approximation mittels dem SMP, die in der Definition 3.8 angegeben ist, beriicksichtigt gerade
die jingeren Funktionswerte und vernachléssigt altere Funktionswerte [WCCW17].

Definition 3.8 (Approximation der fraktionalen Ableitung nach Griinwald-
Letnikov mit endlicher Speicherlinge [Xue17, S. 62])

Sei v € Ryq, to,t1,t0,t3,t € R, tg <ty <t <ty <t3, LeN,T € R,g undseien f: R - R
mit f (t) =0 fiirt <to und h : R - R mit h (t) = 0 fiirt > t1 absolut stetige Funktionen.
Die linksseitige fraktionale Ableitung nach Griinwald-Letnikov wird mit Hilfe des SMPs
durch

10 dGLY f (8) ~ _pdGLY f (1) (3.28)
und die rechtsseitige fraktionale Ableitung nach Griinwald-Letnikov durch
[AdGLE A (L) ~  dGLY, pph(t). (3.29)

mit einer endlichen Speicherldnge L, der festen Abtastzeit'T' undty <t <t— LT sowie
t3 >ty 2t + LT approximiert.
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Da der Binomialkoeffizient nur fir den Grenzwert lim;_, o, (‘7) = 0 verschwindet, ergibt sich
stets ein Fehler. Eine obere Abschatzung des Fehlers fiir den linksseitigen Fall aus Definition 3.5
wird in [WCCW17] hergeleitet.

Lemma 3.3 (Fehlerobergrenze durch Anwendung einer endlichen Speicher-
lange [WCCW17])

Sei v € Ry, to,t1,t € R tg <ty <t, L e N,T € Ry, f eine absolut stetige Funktion
entsprechend Definition 3.5 und es gilt

M= sup |f(¢). (3.30)

te(to,t1)

Der Fehler zwischen der linksseitigen fraktionalen Ableitung nach Griinwald-Letnikov
ohne SMP und mit SMP

e(t) =, dGLY f (1) = ¢ prdGLE f (2) (3.31)
besitzt die Obergrenze
M
D ——m—. 3.32
Beweis:
Der Beweis wird in [WCCW17] gefiihrt. O

Aus (3.32) kann mit der Vorgabe einer Fehlerschranke |e (t)| < ey mit ejiy, € Rsg die notwen-
dige Speicherlange durch
M a
L> () (3.33)

elim [T (1 - @)
unter der Annahme, dass M bekannt ist, bestimmt werden [WCCW17].

Aus der Ubertragung der Abschitzung auf die Initialisierungsfunktion folgt, dass spitestens
fiir t > ¢; + LT der durch die Initialisierungsfunktion hervorgerufene Fehler e (¢) kleiner
als die Schranke ey;py, ist [Kup19, S. 35 ff.]. Damit lasst sich die Ableitung mit einem kleinen
Fehler nur mit den Funktionswerten aus dem Zeitbereich [t — LT t] berechnen, sodass weiter
zuriickliegende Funktionswerte vernachldssigt werden kénnen [Kup19, S. 37].

3.1.5 Fraktionale partielle Integration

Die fraktionale partielle Integration ist ein wesentlicher Schritt in dem Modulationsfunktions-
verfahren, das im Abschnitt 3.3 eingefiihrt wird und im Kapitel 4 und 6 Anwendung findet. An
dieser Stelle wird die fraktionale partielle Integration als Teil der Grundlagen der fraktionalen
Analysis eingefiihrt.
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Unter der Annahme zweier n-fach stetig differenzierbaren Funktionen f und + ist die n-fache
partielle Integration bei ganzzahligen Ableitungen wohl bekannt [SR11]:

t1 . . t
d" f (t) Fdn v(t) = [y @) d 7 r @) |
t[ (1) det:(—l) EVE) r iy + zo(—nf o, (3.34)

to

mit ¢y < t1, n € N, t € [tg,t1]. Die Ableitungsordnung geht bei Anwendung der partiellen
Integration von der Funktion f auf die Funktion -y iiber. Allerdings tritt eine Summe auf, die die
Randwerte an der Untergrenze ¢, und Obergrenze ¢; beinhaltet. Bei der fraktionalen partiellen
Integration ist aufgrund der Randwerte eine Unterscheidung zwischen der Definition nach
Riemann-Liouville und Caputo notwendig [Eck17, S. 49 f.].

Lemma 3.4 (Fraktionale partielle Integration fiir die Definition nach Rie-
mann-Liouville und Caputo [Eck17, S. 49 £.])
Sei v € Ry, to,t1,t € R, tg < t1,t € [to,t1] und seien f : R > R mit f (t) = 0 fiir
t<toundvy:R - R mith(t) =0 firt >t absolut stetige Funktionen. Ferner seien die
Funktionen f und v [«]-fache stetig differenzierbar.
Die fraktionale partielle Integration fiir die linksseitige Definition nach Riemann-Liouville
ist
t1 tl
[ @) drLg (e = [ ACEy (1) f () dt
fo o (3.35)
Z( )J d?y (1) dle tolt tf (t)
dei dtlel-i
to
und fiir die Definition nach Caputo
tl tl
[ @ dcer@dt= [ ARLG A (0) £ (1) der
i io ) (3.36)
« 1
lZJ -1y [ iy (t) dle (t)]
o dei dtlaJ—J "
Beweis:
Die Beweise sind in [Eck17, S. 48 ff., S. 180] gegeben. O

Neben der Tatsache, dass die Ableitung von der Funktion f auf die Funktion ~ Gibergeht, ist
anzumerken, dass sich in (3.35) auch der fraktionale Ableitungsoperator von der linksseitigen
Definition nach Riemann-Liouville in die rechtsseitige Definition nach Caputo und in (3.36)
umgekehrt dndert. Weiterhin treten fraktionale Ableitungen der Funktion f in (3.35) und der
Funktion 7 in (3.36) als Randwerte auf.



3.1 Fraktionale Analysis

3.1.6 Partielle Ableitungen des fraktionalen Ableitungsoperators nach

Griinwald-Letnikov

In dieser Arbeit finden die erste und zweite Ableitung des uninitialisierten, rechtsseitigen
Ableitungsoperators nach Griinwald-Letnikov beziiglich der Ableitungsordnung o Anwendung.
Diese Ableitungen sind im Rahmen der Arbeit formuliert worden und werden in den beiden

nachfolgenden Lemmata angegeben.

Lemma 3.5 (Erste partielle Ableitung der fraktionalen Ableitung nach Griin-
wald-Letnikov-Definition beziiglich der Ableitungsordnung [SKH20])

Sei o, T € Ryp, t1,t € R, t < t1, h: R > R mit h(t) =0 fiirt > t1 eine absolut stetige
Funktion. Ferner sei ([dG'L{, der uninitialisierte, rechtsseitige Ableitungsoperator nach
Griinwald-Letnikov (3.16) und die Funktion h [«|-fache stetig differenzierbar.

Die erste partielle Ableitung von (3.16) nach der Ableitungsordnung « ist

9 dGLE h(t 17
e ():—li ln(T) (1 (a)h(t+lT)+
- (3.37)
llT a -1 1
lim — 1) — _h(t+IT).
TIE%)TO‘ IZ (- (z)goa—/\ (t+1T)

Beweis:
Der Beweis des Lemmas 3.5 ist im Anhang C.1.1 angegeben.

Lemma 3.6 (Zweite partielle Ableitung der fraktionalen Ableitung nach Griin-
wald-Letnikov-Definition beziiglich der Ableitungsordnung [SKH20])

Sei a, T € Ryg, t1,t € R, t < t1, h : R > R mit h(t) = 0 fiirt > t; absolut stetige
Funktion. Ferner sei ([dG'L{, der uninitialisierte, rechtsseitige Ableitungsoperator nach
Griinwald-Letnikov (3.16) und die Funktion h [o|-fache stetig differenzierbar.

Die zweite partielle Ableitung von (3.16) nach der Ableitungsordnung o ist

111

9% dGL h(t) i n? (T) .

da? -0 T* [
L9 -1
fim 200 T gy (O‘) LN
T-0 T* = U)o /\
. (3.38)
1 I.ITJ L -1 1 2
lim — -1 — | h(t+1T)-
mze 5 eV ()(ga55) nerm
2] -1
1 L I K%
lim — -1 h(t+1T
T50 Ta Z(:) ( )(Z)/\=0( 2+

Beweis:
Der zum Lemma 3.6 zugehorige Beweis wird im Anhang C.1.2 gefiihrt.
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3.2 Fraktionale Systemdarstellung

Im Abschnitt 3.1 sind die grundlegenden Formeln zur Berechnung der fraktionalen Integration
und Ableitung gegeben. Basierend auf den dortigen Definitionen werden die Grundlagen zur
Beschreibung von fraktionalen Systemen in diesem Abschnitt vorgestellt. Im Abschnitt 3.2.1
wird als Erstes der Bildbereich betrachtet. Mit Hilfe der fiir die fraktionale Analysis erweiterten
Laplace-Transformation ist eine Darstellung im Zeitbereich moglich, die im Abschnitt 3.2.2 the-
matisiert wird. Im Abschnitt 3.2.3 wird abschlieflend eine numerisch umsetzbare geschlossene
Losung der Zeitbereichsdarstellung eingefiihrt.

3.2.1 Fraktionale Ubertragungsfunktion

Die in Definition 2.4 eingefithrte Impedanz der Lithium-Ionen-Batteriezelle stellt eine frak-
tionale Ubertragungsfunktion dar. Wie in der ganzzahligen Analysis gilt allgemein, dass die
fraktionale Ubertragungsfunktion die Beziehung zwischen dem transformierten Systemeingang
U und Systemausgang Y darstellt [MCV*10, S. 18].

Definition 3.9 (Fraktionale Ubertragungsfunktion [MCV*10, S. 18])

Sei s die komplexe Frequenz, n,m e N,ZT:={ieN|i<n}, K:={keN|k<m},ieZ,
kel a;, by €R, ay, By € Ryg, ag <+ <, Bo <+ < By und By < iy

Die fraktionale Ubertragungsfunktion

g bis”

Y(s) k=0

G(s) = o
U(S) Z aisai
=0

(3.39)

beschreibt den Zusammenhang zwischen dem Eingang U (s) und dem AusgangY (s)
eines Systems im Bildbereich.

Die Ubertragungsfunktion der Form (3.39) wird als nicht-kommensurabel bezeichnet. Wenn sich
hingegen die Ableitungsordnungen als Vielfache o; = ia und 5y = ka schreiben lassen, handelt
es sich um eine kommensurable Ubertragungsfunktion [MCV™*10, S. 18]. Der Zusammenhang
zum Zeitbereich ergibt sich mit der Erweiterung der Laplace-Transformation fiir fraktionale
Systeme. Wie bei der fraktionalen partiellen Integration muss zwischen der Definition nach
Riemann-Liouville und Caputo unterschieden werden [Pod98, S. 105 f.].

Lemma 3.7 (Laplace-Transformation der uninitialisierten fraktionalen Inte-
gration und Ableitung nach Riemann-Liouville sowie Caputo [Pod98, S. 105 £.])
Sei v € Ry, to, t € R, tg < t, s die komplexe Frequenz, f : R - R mit f (t) =0 fiirt <to
eine absolut stetige Funktion und F' die zugehorige Funktion im Bildbereich.

Die Laplace-Transformation fiir die fraktionale Integration ist

LA, i f(t)}= S%F (s). (3.40)
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Die Laplace-Transformation der Ableitungsvorschrift nach Riemann-Liouville ist
& k —k-1
L{,dRLYf (1)} =s"F (s) = 3 s ( dRLETF ()], (3.41)
k=0

und nach Caputo

L]
L{, dCf (1)) =sF (s) - . s*7F71 f) ()]s, - (3.42)
k=0
Beweis:
Der Beweis findet sich in [Pod98, S. 105 f.]. O

Es ist zu beachten, dass im Lemma 3.7 keine Anfangswerte verwendet werden. In den Defini-
tionen der initialisierten fraktionalen Integration und Ableitung treten hingegen zeitabhéngige
Initialisierungsfunktionen auf, die bei der Laplace-Transformation gesondert betrachtet werden
miissen [LH98, S. 48, 54].

Lemma 3.8 (Laplace-Transformation der initialisierten fraktionalen Integra-
tion und Ableitung [LH98, S. 48, 54])

Sei v € Ry, to,t1,t € R, tg < t1 < t, s die komplexe Frequenz, f eine absolut stetige
Funktion entsprechend Lemma 3.7 und F' die zugehdrige Funktion im Bildbereich.
Die Laplace-Transformation fiir die initialisierte fraktionale Integration ist

o 1
‘C{tl:[tf(t)} = ZF (3)+£{77(§704»t07t17t)} (343)
s
und fiir die initialisierte fraktionale Ableitung

L{,.Dif ()} =5"F(s)+L{¢ (& to, 1)} (3.44)

Bewelis:
Der Beweis ist in [LH98, S. 48, 54] zu finden. O

Im Lemma 3.8 hiangt der spezifische Operator DRL beziehungsweise DC' wie in Definition 3.7
von der Wahl der Definition des uninitialisierten Operators ab. Aus der Definitionswahl ergibt
sich auch die zugehorige Initialisierungsfunktion.

3.2.2 Fraktionale Differentialgleichung

Wie im Bildbereich ist eine Beschreibung eines fraktionalen Systems im Zeitbereich moglich.
Dieses erfolgt iiber eine fraktionale Differentialgleichung (FDGL) mit dem Systemeingang u
und dem Systemausgang y.
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Definition 3.10 (Fraktionale Differentialgleichung [Eck17, S. 38])

Seitg,t1,t e R, tg <ty <t,mmeN,ZT:={ieNji<n}, K:={keNk<m},iecZ
kekK,a;,bp R, a;, B, €R, g <++- < ap, Bo < -+ < B und By, < vy, Ferner sei der
Systemeingang u (t) = 0 und der Systemausgang y (t) = 0 fiirt < to.

Die fraktionale Differentialgleichung ist

> i, Dy (t) = 3 iy DY u (t). (3.45)
i=0 k=0

Fiir den Ableitungsoperator in (3.45) kann sowohl die Definition nach Riemann-Liouville als
auch die Definition nach Caputo eingesetzt werden. Unabhangig von der gewahlten Definition
ist der Zusammenhang zwischen der FDGL in Definition 3.10 und der Ubertragungsfunktion
in Definition 3.9 durch (3.44) allgemein gegeben [Eck17, S. 38]. Wie bei der Darstellung im
Bildbereich werden die FDGLen in nicht-kommensurable FDGLen entsprechend Definition 3.10
und kommensurable FDGLen, fir die o; = ¢ und Sy, = ka gilt, unterteilt.

Fiir die Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation werden nachfolgend zwei Annahmen
beztiglich der FDGL getroffen. Die erste Annahme betrifft die Parameter der FDGL und durch
die zweite Annahme wird die Eindeutigkeit der FDGL sichergestellt.

Annahme 3.1 (Normierung der Parameter)

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit wird angenommen, dass a,, = 1 gilt.

Annahme 3.2 (Eindeutigkeit des fraktionalen Systems [Eck17, S. 38])
Fiir die Ubertragungsfunktion in Definition 3.9 und die FDGL in Definition 3.10 wird die
Teilerfremdheit der Polynome

n m

S a2 und Y b\

=0 k=0
angenommen.

Fir das betrachtete Ausgangssignal in der vorliegenden Arbeit soll

y)=y(t)+e(t) (3.46)

mit dem rauschfreien Ausgangssignal y und dem Rauschen ¢ gelten. Fiir das Rauschen gilt die
folgende Annahme.

Annahme 3.3 (Rauscheigenschaften)

Es wird mittelwertfreies, weifSes Rauschen
E{e(t)}=0 und (3.47)
E{e(t)e(t-T1)} =0 (7) (3.48)

mit dem Erwartungswert E, der Varianz o und der Delta-Distribution § gilt [IM11, S. 56].
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Beziiglich dem Eingangssignal © und dem verrauschten Ausgangssignal § werden noch ab-
schliefend zwei Annahme getroffen.

Annahme 3.4 (Beschrinktes Ein- und Ausgangssignal)

Es wird angenommen, dass das Eingangssignal und das verrauschte Ausgangssignal stets
eine beschrinkte Amplitude aufweisen.

Annahme 3.5 (Unverrauschtes Eingangssignal)

Es wird angenommen, dass das Eingangssignal unverrauscht ist.

3.2.3 Geschlossene Losung fiir fraktionale Differentialgleichungen

Nur fiir wenige FDGLen kann eine analytische Losung bestimmt werden. Jedoch ist zumindest
eine approximative Losung tiber numerische Ansitze moglich [Xuel7, S. 113]. Der Ausgangs-
punkt fir den numerischen Ansatz ist eine uninitialisierte FDGL entsprechend Definition 3.10.
Unter der Annahme, dass das Eingangssignal stetig ist, sind die Definitionen der uninitiali-
sierten Ableitungen im Abschnitt 3.1.2 d4quivalent [Xuel7, S. 87 ff.]. Aus diesem Grund kann
die Definition nach Griinwald-Letnikov zur Beschreibung der Ableitungsoperatoren gewahlt
werden.

Lemma 3.9 (Geschlossene Losung fiir FDGLen [Xuel7, S. 113 ff.])

Seitg,t e R, tg <t, TeR,nmeN,Z:={ieNli<n}, K:={keNk<m},iecZ
ke, a;,bp e R, o;,8r € R, g < +++ <, By < +++ < By und B, < vy, und sei die
fraktionale Differentialgleichung

3 a5y dGLYy (t) = 3 by, AGLFu(t) (3.49)
i=0 k=0
gegeben.
Dann kann die geschlossene Losung der FDGL durch
m b t;OJ B
o k o\ PE oy
v =Jim | > 3 V' (et
=" (3.50)
S o (-
- -1 ( )y t-1IT
i T o l

berechnet werden.

Beweis:
Der Beweis wird in [Xuel7, S. 113 ff.] erbracht und ist auch im Anhang C.2 aufgefiihrt. O
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Ein numerisch umsetzbarer Algorithmus ergibt sich bei der Wahl einer endlichen Abtastzeit,
wobei dadurch eine Approximation der geschlossenen Losung vorgenommen wird. Fir eine
numerisch robustere Umsetzung wird in [Xuel7, S. 114] vorgeschlagen, in einem ersten Schritt
den Einfluss durch die Ausgangsparameter und anschliefend den Einfluss durch die Eingangspa-
rameter zu evaluieren. Durch diese Evaluierungsreihenfolge gehen konstante Eingangssignale
auch beim Auftreten von ganzzahligen Ableitungsordnungen korrekt in die Berechnung des
Ausgangssignals ein. Weiterhin wird eine rekursive Berechnung des Binomialkoeffizienten

fay 1 fori=0
1) (l) B {(1— arly (1) () forl=1,2,... (351)

unter Beriicksichtigung des Vorfaktors (—l)l fiir eine numerisch robustere Berechnung ange-
geben [Xuel7, S. 113].

3.3 Modulationsfunktionsverfahren

Das Modulationsfunktionsverfahren ist erstmalig in [Shi54] zur Parameteridentifikation ge-
wohnlicher Systeme beschrieben worden. Die Idee des Modulationsfunktionsverfahren ist, mit
Hilfe der partiellen Integration die Ableitungen des Ein- und Ausgangssignal auf eine vorgeb-
bare Funktion zu iibertragen. Dadurch wird das Ableiten des verrauschten Ausgangssignals
(3.46) vermieden, das ein inkorrektes mathematisches Problem bildet [JJ09]. Insgesamt besteht
das Modulationsfunktionsverfahren aus vier Schritten:

1. Multiplikation der FDGL mit einer vorgebbaren Funktion,
2. Integration des modulierten Systems iiber einen festlegbaren Identifikationshorizont,
3. Anwendung der fraktionalen partiellen Integration und

4. Parameteridentifikation.

3.3.1 Modulationsfunktion

Aufgrund der partiellen Integration geht die Ableitungsberechnung auf die vorgebbare Funkti-
on ber. Damit dieser Schritt anwendbar ist, muss die vorgebbare Funktion mindestens so oft
stetig differenzierbar sein, dass die Differentiationsklasse der vorgebbaren Funktion der Klasse
des Systems entspricht. Dabei treten aufgrund der partiellen Integration entsprechend (3.34)
Randwerte auf. Falls die vorgebbare Funktion die Randwerte eliminiert, wird diese Modulati-
onsfunktion genannt. Diese Idee ist auf fraktionale Systeme u.a. in [ALL14], [EKH14], [Gao17],
[GLZ18], [LLGP13], [WLB*17] uibertragen worden.
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Definition 3.11 (Modulationsfunktion fiir fraktionale Systeme [EKH14])
Seitg,t1 € R, tg < t1, a, € R die grofste Ableitungsordnung der FDGL entsprechend
Definition 3.10, 7 := {i € N|i < [a,, |} und i € Z.
Eine Funktion v, die die Eigenschaften

(P1) : y(t) eC* ([to, t1])

(P2) + 2 (1) =9 (1) =0

erfiillt, heiffit Modulationsfunktion.

Eine Ubersicht von Funktionen, die die Eigenschaften in Definition 3.11 erfiillen, ist in [PR93a,
S. 6] gegeben. Eine Modulationsfunktion ist beispielsweise die Spline-Type-Modulationsfunktion
[Mal78]. Diese Funktion wird aus der wiederholten Integration einer gewichteten Impulsfolge

generiert.

Definition 3.12 (Spline-Type-Modulationsfunktion [Mal78])

SeiseN,0eNg,s>0+2undtg,t, T €R.
Die Spline-Type-Modulationsfunktion ist als

to+T  to+T s

i(s T
Ys,o (t) = (—1)J(,)5(j——t+t)dt°+2 (3.52)
[ [ R pis e
| —
(0+2)-mal

mit der Delta-Distribution § definiert. Dabei entspricht s der Anzahl der Impulse und o
der Ordnung der Spline-Type-Modulationsfunktion.

Die Spline-Type-Modulationsfunktion (3.52) ist entsprechend der Ordnung o haufig stetig

differenzierbar [Eck17, S. 161 f.].

3.3.2 Parameteridentifikation mit Hilfe des Modulationsfunktions-
verfahrens

Das Anwenden der ersten drei Schritte des Modulationsfunktionsverfahrens auf eine uninitiali-

sierte FDGL nach Definition 3.10 fiihrt auf das nachfolgende Lemma.

Lemma 3.10 (Identifikationsgleichung des Modulationsfunktionsverfahrens
[Eck17, S. 51 ff.])
Sei to, t] € R, to <11, die FDGL

> ai dRLY Y (t) = Y by, dRL u () (3.53)
=0 k=0
und y eine Modulationsfunktion nach Definition 3.11.
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Die Identifikationsgleichung, die sich aus der Anwendung des Modulationsfunktionsver-
fahrens auf die uninitialisierte FDGL (3.53) ergibt, fiihrt auf

n t1 m ty
Sa; [ y(t),dCoy (1) dt =S by f w(t)  dCPy (1) dt. (3.54)
=0 7 k=0 3
Beweis:
Der Beweis wird in [Eck17, S. 51 ff.] gefiihrt. O

Zum Lemma 3.10 ist anzumerken, dass bezogen auf eine Parameteridentifikation eine lineare,
algebraische Gleichung in den unbekannten Parametern a;, by vorliegt. Durch Erzeugen von
unabhingigen Gleichungen kann ein lineares Gleichungssystem algebraischer Gleichungen
aufgestellt werden. Unabhéngige Gleichungen kénnen durch Verwendung unterschiedlicher
Modulationsfunktionen oder durch Verwendung unterschiedlicher Anregungssignale erreicht
werden [Eck17, S. 53 ff.]. Zudem wird in [Eck17, S. 53 ff.] vorgeschlagen, die unabhéngige Glei-
chungen durch Verschieben der Modulationsfunktion zu erzeugen, sodass sich unterschiedliche
Integrationszeitpunkte ergeben. Dadurch dass sich das System zu Beginn der verschobenen Inte-
grationszeitpunkte nicht mehr in Ruhe befindet, miissen die initialisierten Ableitungsoperatoren
(3.26) des Ein- und Ausgangssignals zur eindeutigen Beschreibung des fraktionalen Systems
verwendet werden [LHO08]. Die Initialisierungsfunktionen werden jedoch fiir die Parameteri-
dentifikation nicht beriicksichtigt. Die Untersuchung des Einflusses der Initialisierungsfunktion
auf die Identifikationsgleichung (3.54) erfolgt im Abschnitt 4.1. Im nachstehenden Lemma 3.11
wird die Identifikation anhand der Anwendung unterschiedlicher Modulationsfunktionen
erlautert.

Lemma3.11 (Lineares Gleichungssystem zur Parameteridentifikation [LLGP13])
Sei die FDGL

n-1

W ARLE™y () + ZO a;, ARLy (t) = ;ObktodRLfku (1), (3.55)

g2n+m+1,H:={heNh<q}, h € H,to,t1 € R, T;,Ta € Ry, und seien
unterschiedliche Modulationsfunktionen nach Definition 3.11.
Das lineare Gleichungssystem

z=Mp (3.56)
mitp = [an_1, ..., G0, by, ..., bo]" muss zur Identifikation der Parameter a; und by,
geldst werden, wobei z := [2g, ..., zq]T die au,, -te Ableitung des modulierten Ausgangs-
signal

t1
n = / y () ,dCEny, () dt (3.57)

to
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und die Messmatrix M := [my, ..., mq]T mit
t1 ty
mj = l— [ y (1) dC "y (t)dt, ...y — f y (1) dCoy (t) dt,
to to
. . (3.58)
f w(t)  dCPy, (1) dt, ..., / w(t) , dCPoy, (1) dtl
t() t(]
die tibrigen Ableitungen des Ein- und Ausgangssignals beschreibt.
Beweis:
Der Beweis wird in [LLGP13] erbracht. O

Um die Parameter des fraktionalen Systems (3.55) zu bestimmen, muss das lineare Gleichungs-
system (3.56) gelost werden. Ein Standardverfahren zum Losen eines solchen Gleichungssystem
stellt die LS-Methode dar, das den letzten Schritt des Modulationsfunktionsverfahrens bildet
[ALL15].

Lemma 3.12 (Parameteridentifikation mittels der LS-Methode in Blockver-
arbeitung)

Sei
z=Mp (3.59)

das lineare Gleichungssystem (3.56) und rang (M) =n +m + L.
Die Parameter D des fraktionalen Systems (3.55) werden durch

p=[M M| M= (3.60)

bei Anwendung der Blockverarbeitung der LS-Methode identifiziert.

Beweis:

Die Berechnungsvorschrift (3.60) ergibt sich aus dem allgemeinen Ansatz der LS-Methode,
der von Isermann [IM11, S. 223 ff.] hergeleitet wird. Der Beweis ist in [Eck17, S. 53 ff.] zu
finden. O

Eine hiufig weniger rechenintensive und echtzeitfihige Variante zum Identifizieren bildet die
rekursive LS-Methode.

Lemma 3.13 (Parameteridentifikation mittels der rekursiven LS-Methode
[IM11, S. 271 £.])

Sei zp, die o, -te Ableitung des modulierten Ausgangssignals entsprechend (3.56), my, ein
Zeilenvektor der Messmatrix M entsprechend (3.58), I eine (n+m+1) x (n+m+1)
Einheitsmatrix und P die Kovarianzmatrix.
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Die rekursive Berechnungsvorschrift der LS-Methode zur Parameteridentifikation p fiir
das Modulationsfunktionsverfahren ist mit den Gleichungen

Pymyp

Ky = (3.61)
m;TL+1thh+1 +1

Dhs1 =DPp + (2h+1 - mzﬂﬁh) (3.62)

Py=(I-Kymj,,)P, (3.63)

gegeben, wobei Py fiir die erste Iteration vorzugeben ist.

Beweis:
Der Beweis ist [IM11, S. 271 f.] zu entnehmen. O

3.3.3 Parameteridentifikation bei verrauschtem Ausgangssignal

Unter realen Bedingungen wird das ideale Ausgangssignal y von Storeinflissen tiberlagert.
In der vorliegenden Arbeit wird eine additive Uberlagerung des Ausgangssignal y mit einem
Rauschen entsprechend (3.46) angenommen, das die Eigenschaften in Annahme 3.3 aufweist.
Exemplarisch ergibt sich die o,-te Ableitung des modulierten Ausgangssignals zu

t1 t1

5, = f y (1) ,dCmy, (£) dt + f £ () Ay, (£) dt. (3.64)
to to
Der Gleichungsfehler e := [eg, ..., €;]" mit
N t - t
n=3on [ 50,405 M= 3b [u@dCin @ ey
Ut )

beinhaltet somit auch die verrauschten Ausgangsgrofien . Da der Gleichungsfehler e fiir die
urspriinglichen Parameter p im Gegensatz zum rauschfreien Fall nicht Null wird, fiihrt die
Minimierung des quadratischen Gleichungsfehlers entsprechend der LS-Methode auf einen

Parameterschitzwert p := [dn_l, R ZAJO]T, der im Allgemeinen von den Parametern p des Sys-
tems abweicht [PR93a] [Eck17,S. 61 ff.]. Ein zusétzlicher Fehler in den Parameterschiatzwerten p
aufgrund der Ableitung verrauschter Messgréfien tritt bei dem Modulationsfunktionsverfahren
nicht auf, da die Modulationsfunktion abgeleitet wird [PR93a].

Da die Modulationsfunktion vorgebbar ist, konnen neben den beiden notwendigen Eigen-
schaften (P1) und (P2) in Definition 3.11 noch weitere Eigenschaften formuliert werden. In
[WLB*17] wird beispielsweise eine Modulationsfunktion mit der im Lemma 3.14 Eigenschalft
verwendet, sodass ein konstanter Offset ¢ in der Messung des Ausgangssignals eliminiert wird.
Dadurch muss der Offset g fiir eine fehlerfreie Parameteridentifikation nicht explizit geschatzt
werden.
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Lemma3.14 (Eigenschaftzur Eliminierung eines konstanten Offsets [WLB*17])
Sei to, t € R, to < t1, die FDGL

n m
S i ARLY G (t) = 3 by ARLu (1), (3.66)
i=0 k=0

mit dem Ausgangssignal y = y + o, wobei y das ungestorte Ausgangssignal und o ein
konstanter Offset ist, und y eine Modulationsfunktion entsprechend Definition 3.11.

Wenn die Modulationsfunktion vy zusdtzlich die Eigenschaft
ty

(P3) : f (dC%iy (£)dt =0 (3.67)
to
besitzt, wird ein konstanter Offset o im Ausgangssignal § bei Anwendung des Modulati-
onsfunktionsverfahrens eliminiert.

Beweis:
Der Beweis ist in [WLB*17] zu finden. O

Diese Eigenschaft lasst sich direkt auf ein mit einem Offset tiberlagerten Eingangssignal iiber-
tragen und resultiert in

ty
f LdCTEy (1) dt. (3.68)
to

Beispielsweise erfiillt die in [WLB*17] eingesetzte Polynom-Modulationsfunktion, die im An-
hang D angegeben ist, die Eigenschaft (P3). Nachteilig an der Forderung zusétzlicher Eigen-
schaften ist, dass dadurch die méglichen Kandidaten der Modulationsfunktionen verringert
werden. Zum Beispiel besitzt die von Bruederle und Weber [PR93a, S. 6] formulierte Modulati-
onsfunktion

Tow (1) =a (1 - cos (%)) (3.69)

mita € R, T € R,p und ¢ € [0,7] die Eigenschaft (P3) nicht, da fir a« =0

T
f 0%y () dt = aT (3.70)
0

folgt. Obwohl die Funktion (3.69) eine Modulationsfunktion entsprechend Definition 3.11 ist,
kann diese nicht eingesetzt werden, falls zusatzlich die Eigenschaft (P3) von der Modulations-
funktion gefordert wird.






4 Parameteridentifikation fur initialisierte
fraktionale Systeme

Die im Abschnitt 2.3 verwendeten Kriterien zur Einordnung des Stands der Wissenschaft,
dass einerseits sich das fraktionale System zu Beginn der Parameteridentifikation nicht in
Ruhe befindet und andererseits das Ausgangssignal als verrauschte Messgrofie vorliegt, bilden
die zentralen Anforderungen fiir das im Rahmen der Arbeit hergeleitete Parameteridentifika-
tionsverfahren. Das Identifikationsverfahren wird auf dem Modulationsfunktionsverfahren
aufgebaut (siehe Abschnitt 3.3), da zum einen das Modulationsfunktionsverfahren eine ge-
ringe Rauschsensitivitat besitzt. Zum anderen kann die Modulationsfunktion durch weitere
Eigenschaften an spezifische Anforderungen wie im Lemma 3.14 gezeigt angepasst werden.

Bislang ist bei der Parameteridentifikation mit dem Modulationsfunktionsverfahren ein zu
Beginn der Identifikation in Ruhe befindliches fraktionales System angenommen worden. Im
Abschnitt 4.1 wird diese Annahme fiir fraktionale Systeme erstmalig nicht getroffen. Somit
miissen entsprechend Abschnitt 3.1.3 die initialisierten Ableitungsoperatoren zur Beschreibung
des fraktionalen Systems eingesetzt werden. Zur Eliminierung des unbekannten Initialisie-
rungseinflusses wird eine zusitzliche Eigenschaft fir die Modulationsfunktion formuliert. Ein
erster Ansatz zur Beriicksichtigung zeitvarianter Parameter erfolgt im Abschnitt 4.2, wobei
ebenfalls ein nicht in Ruhe befindliches System betrachtet wird. Um auch bei einem verrausch-
ten Ausgangssignal die Parameter des fraktionalen Systems biasfrei zu identifizieren, wird im
Abschnitt 4.3 die Methode der Hilfsvariablen!® (IV-Methode) in Kombination mit dem Modu-
lationsfunktionsverfahren auf fraktionale Systeme erweitert. Die Ergebnisse dieses Kapitels
werden im Abschnitt 4.4 zusammengefasst und diskutiert.

4.1 Modulationsfunktionsverfahren fiir initialisierte
fraktionale Systeme

Die Annahme, dass das fraktionale System zu Beginn der Parameteridentifikation ¢; nicht
in Ruhe sein soll, bedeutet fiir die uninitialisierten Ableitungen, dass , df' f (t) # ; df' f (1)
mit ¢y < t; gilt. Damit die Funktionsverlaufe des Systems korrekt berechnet werden, muss
die Initialisierungsfunktion in der FDGL beriicksichtigt werden und daher im Gegensatz zur
Parameteridentifikation im Abschnitt 3.3.2 die initialisierte FDGL

> a; DRLY 'y (t) = Y. by DRL u (t) (4.1)
=0 k=0

betrachtet werden.

19 engl. instrumental variable
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4.1.1 Eigenschaft zur Eliminierung des Initialisierungseinflusses

Aufgrund der Verwendung der initialisierten Ableitungsdefinitionen zur Beschreibung des
fraktionalen Systems (4.1) dndert sich ebenfalls die Identifikationsgleichung des Modulations-
funktionsverfahrens (3.54). Die geénderte Identifikationsgleichung wird als Erstes hergeleitet.
Aus Basis dieser Identifikationsgleichung wird anschlieffend eine Eigenschaft der Modulations-
funktion abgeleitet, die den Einfluss der Initialisierungsfunktion eliminiert.

Lemma 4.1 (Identifikationsgleichung des Modulationsfunktionsverfahrens
fiir initialisierte FDGLen [SKKH18])
Sei
Z a;,, DRLYy (t) = Z by, DRL u (t) (4.2)
=0
die initialisierte FDGL, ~y eine Modulationsfunktion nach Definition 3.11, ty,t1,t2 € R und
to <11 < ts.
Die Identifikationsgleichung, die sich aus der Anwendung des Modulationsfunktionsver-
fahrens auf die initialisierte FDGL (4.2) ergibt, fiihrt auf

to t1
[y dcgy@ats [y@),aciy@dr| -
ty to

. (4.3)

fj [ ey @yde+ f u(t) dCP (1) dt

t1 to

Beweis:
Analog zum Beweis des Lemmas 3.10 wird die initialisierte FDGL (4.2) zunéchst mit der Modu-
lationsfunktion -y multipliziert und anschliefiend im Intervall [¢;, ¢ ] integriert

ta

azf DRL%y () (1) dt = Zbk WDRLPu (t) 5 () dt. (4.4)
)

1=( = i

Entsprechend der Definition 3.6 kann der initialisierte Ableitungsoperator in die beiden Sum-
manden, uninitialisierter Operator d und Initialisierungsfunktion v, geteilt werden:

ta

n t2
> a; tldRL?iy(t)'V(t)dt“‘/wRL (y, iy to, t1, )y (1) dt | =
i=0 7

n (4.5)

m t2

to
> by, tldRLfku ()~ (t)dt + f Yre (W, Br, to, t1,t) v () dt
t1

k=0 \7



4.1 Modulationsfunktionsverfahren fiir initialisierte fraktionale Systeme 51

Fiir den uninitialisierten Ableitungsoperator ergibt sich das aus Lemma 3.10 bekannte Ergeb-
nis (3.54). Die Summanden, die die Initialisierungsfunktionen reprasentieren, werden exempla-
risch fiir der ;-ten Ableitung des Ausgangssignals ausgewertet. Dafiir wird als erster Schritt
die Definition der Initialisierungsfunktion (B.1) eingesetzt:

t t t
: 2 d el f

Wie bei der uninitialisierten Ableitung wird die fraktionale partielle Integration (3.35) ange-
wendet, wobei die Randbedingungen aufgrund der Eigenschaft (P2) der Modulationsfunktion
verschwinden. Dieser Schritt resultiert in

(-1
(|raz sz) [ (t T)ocL Otz dth (47)

Anwenden der Definition der rechtsseitigen Ableitung nach Caputo (3.10) ergibt

to ty
/¢RL (yaalvt()vtht)’)/(t)dt:‘/y(T)F
11 to

to ty
[ v it tr )y (9t = [ () dcgdr. (@5)
t1 to

Die gleichen Schritte werden auf die Initialisierungsfunktionen des Eingangssignals fur alle
Ableitungsordnungen f3), angewendet, das

ty

ta
[ e (B to 1,007 (= [ u(r) aCkdr (4.9)
ty

to

zum Ergebnis hat. Einsetzen von (3.54), (4.8) und (4.9) in (4.5), ergibt die Identifikationsgleichung
(4.3) des Modulationsfunktionsverfahrens fiir initialisierte FDGLen (4.2). O

Aus der Identifikationsgleichung in Lemma 4.1 wird die zusétzliche Eigenschaft zur Eliminierung
der Initialisierungsfunktion direkt ersichtlich.

Lemma 4.2 (Eigenschaft der Modulationsfunktion zur Eliminierung der
Initialisierungsfunktion [SKKH18])

Seity,t1,t2,t € R, tg < t1 < to, 7 eine Modulationsfunktion nach Definition 3.11 und
seien «;, B die Ableitungsordnungen der FDGL (4.2).

Wenn die Modulationsfunktion y die Eigenschaft

) dCEy () =0
(P4) : { By (1) =0 (4.10)

im Intervall t € [to,t1] besitzt, wird der Einfluss der Initialisierungsfunktion in der
Identifikationsgleichung (4.3) eliminiert.
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Beweis:
Der Beweis folgt direkt durch Einsetzen von (4.10) in (4.3). L

Anzumerken zu der Eigenschaft (P4) ist, dass diese bezogen auf die Menge der Modulations-
funktionen einschrinkend ist (siehe Abschnitt 3.3.3). Wenn jedoch die Modulationsfunktion die
Eigenschaft (P4) erfiillt, ist die Identifikationsgleichung der initialisierten FDGL (4.3) gleich
der Identifikationsgleichung der uninitialisierten FDGL (3.54).

Neben der im Abschnitt 3.3.2 vorgestellten Moglichkeiten zum Erstellen eines Gleichungssys-
tems (3.56), aus dem die Parameter des fraktionalen Systems bestimmt werden konnen, existiert
durch die Eigenschaft (P4) eine weitere Moglichkeit. Falls die eingesetzte Modulationsfunktion
die Eigenschaft besitzt, kann die Identifikationsgleichung (4.3) fiir unterschiedliche Zeitpunkte
ausgewertet werden.

Lemma 4.3 (Lineares Gleichungssystem zur Parameteridentifikation durch
Verschiebung der Integrationsgrenzen)

Sei
n—-1 m
WDRLE"y () + Y. a;, DRLYy (t) = Y. by, DRL u (1), (4.11)
=0 k=0

die FDGL, g > n+m+ 1, H :={heN|h<q}, h e H, to,tan ten € R, T;,Ta € Ry,
to < t1,tan = t1 + KIA, te, = ton + 1; und sei vy eine Modulationsfunktion nach
Definition 3.11 mit der Eigenschaft (P4) gegeben.

Das lineare Gleichungssystem

z=Mp (4.12)
mit p = [An-1, - A0y Dy -y bo]T muss zur Identifikation der Parameter a; und by,
gelost werden, wobei z := [z, ..., zq]T die oy, -te Ableitung des modulierten Ausgangs-
signal

te n
= f y (1), dCen 4 (t) dt (4.13)
ta,h
und die Messmatrix M := [my, ..., m,]" mit
tr:,h tc,h
m] = | - / y (£) Oty () dt, .., - f y (1), dCeo 5 (t) dt,
ta,n ta,h
ton ton (4.14)
/ w(t) ,dCPm ~ () dt, ..., f w(t) ,dCP ~ () dt
ta,h ta,h

die tibrigen Ableitungen des Ein- und Ausgangssignals beschreibt.
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Beweis:
Als Erstes wird die Modulationsfunktion auf das fraktionale System (4.11) im Intervall [¢1,¢1 + T5]
angewendet. Mit den Notationen (4.13) und (4.14) ergibt sich

20 = m|p. (4.15)
Anschliefflend wird das Zeitintervall um T)n verschoben, wodurch die neue Gleichung
21 =mip (4.16)

fiir das Intervall [t; + Ta,t1 + T; + Ta] bestimmt wird. Dies wird solange fortgesetzt, bis
mindestens ¢ unabhéngige Gleichungen vorliegen, die entsprechend (4.12) zu einem linearen
Gleichungssystem zusammengefasst werden. O

Das lineare Gleichungssystem lésst sich fiir die Parameterbestimmung beispielsweise mittels
der LS-Methode entsprechend Lemma 3.12 16sen [ALL15].

4.1.2 Wahl der Modulationsfunktion

In der nachstehenden Definition 4.1 wird eine Modulationsfunktion definiert, die die Eigenschaft

(P4) besitzt.

Definition 4.1 (Gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion)

SeiseN,0eNy,s>0+2,ty,t1,te,t, 7,0 e Rundt <t.
Die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion ist als

to to
o s ) ty—t
Yoo (t) = (t=7)" ff S (-1)’ (;)5(3 23 ! —t+t1)dt"+2 (4.17)
o4y J70
—_———
(o+2)-mal

mit der Delta-Distribution § definiert. Dabei entspricht s der Anzahl der Impulse und o
der Ordnung der gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion.

Zwei Anmerkungen sind zu der Definition der gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion
(4.17) zu machen. Da die rechtsseitige Ableitung auf die Modulationsfunktion in der Identifika-
tionsgleichung (4.3) angewendet wird, ist die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion im
rechtsseitigen Sinne definiert worden, wodurch sich der Faktor (7 — t)Ml ergibt. Die zweite
Anmerkung betrifft eben den Faktor (¢ — T)a+1. Dieser Faktor dient wie bei der fraktionalen
Gram’schen Matrix in [Das13], [Eck17] zur Kompensation von Singularititen. Der Faktor kann
als zeitabhéngige Gewichtung aufgefasst werden. Abhangig des zu betrachteten Zeitpunkts 7
werden zuriickliegende Funktionswerte gewichtet.

Im Lemma 4.4 wird gezeigt, dass die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) die
beiden notwendigen Eigenschaften (P1) und (P2) einer Modulationsfunktion erfillt.
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Lemma 4.4 (Modulationsfunktionseigenschaften der gewichteten Spline-
Type-Modulationsfunktion)

Seien die gleichen Notationen und GrofSen wie in der Definition 4.1 gegeben und sei
zusdtzlich o, € R die grofite Ableitungsordnung eines fraktionalen Systems (4.1) sowie
Vs,o eine gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17).

Die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) erfiillt die Eigenschaften (P1)
und (P2), wenn fiir die Ordnung o > [, | gilt.

Beweis:
Die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) lasst sich in die zwei Funktionen
F@)= (- (4.18)
und
PR to —t
g(t) = ff S (-1) (8_)5 (j 2 —t+t1)dt°+2 (4.19)
= J S
t 4y J90
——
(0+2)-mal

aufteilen, wobei g der Struktur der Spline-type-Modulationsfunktion (3.52) entspricht. Wahrend
die Funktion f mittels der Potenzregel beliebig oft differenzierbar ist, sind fiir die Ableitung
der Funktion g die Ableitungsregeln eines Parameterintegral [Zeil3, S. 355 f.] anzuwenden,

woraus b to
(%)g(t) - [~/ ]i)(_l)j (;)5(]@:1 _t)dtoﬂ (4.20)
t tp J7

1
—_——
(o+1)-mal

folgt [Mal78]. Aus der Definition 3.12 der Spline-Type-Modulationsfunktion folgt direkt, dass
diese (0)-fach stetig differenzierbar ist. Damit ist die Eigenschaft (P1) erfillt, wenn o > [« |
ist.

Fiir die Eigenschaft (P2) muss die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.27) an
den beiden Grenzen t; und t, verschwinden. Dafiir wird ausgenutzt, dass die Spline-Type-
Modulationsfunktion ein stiickweise definiertes Polynom auf dem Intervall ¢ € [ty,¢5] ist
[Mal78]. Dadurch muss fiir die Obergrenze ¢ = ¢5 die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunk-
tion auf dem Intervall ¢ € [t — (t2=t1)/s, t5 | ausgewertet werden, fiir das j = s in (4.17) bezie-
hungsweise in (4.19) gilt. Aufgrund der Definition im rechtsseitigen Sinne folgt

W) == [ e [ ) (4.21)

to—(t2-t1))s ta—(t2-t1)/s

(0+2)-mal
to to
= (to—7)"" f [ (-1)° O (ty - t) dt° (4.22)

tQ*(tz_t’l)/S tz*(tQ_tl)/s

(o+1)-mal
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mit der Heaviside-Funktion © und nach [AS65, S. 1021] [PR93b] ergibt sich

= (ty - 7)) f f (=1)* (to - ) dt° (4.23)

to—(t2-t1))s ta—(t2-t1)/s

(0)-mal

el (_1)s+o
(o+ 1)

ta
o+1

= (t2-7) (t2-1) (4.24)

to—(t2-t1)/s

Aus (4.24) folgt, dass die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) an der Obergrenze
t = t5 zu Null wird. Nachfolgend wird die Modulationsfunktion fiir das Zeitintervall ¢ € (—oo, 1 ]
untersucht. Fir diesen Zeitbereich gilt fiir die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion
(4.27)

to ta
[} 2 ] to—t
Yoo (t) = (t=7)" /f S (-1)’ (%)5(]Q—t+t1)dt0+2. (4.25)
e o J=0 J S
N—_——
(o+2)-mal

Aufgrund der symmetrischen Anordnung der Dirac-Distributionen im Intervall ¢ € [¢1,t2] und,
da fiir die Summe der Binomialkoeffizienten

ji(:)(—l)j (j) =0 (4.26)

nach [ABH"13, S. 132 f.] gilt?, ist die Spline-Type-Modulationsfunktion (3.52) fiir das betrach-
tete Zeitintervall ¢ € (—oo, t1 | per Definition Null [PR93a, S. 6] [PR93b]. Daraus folgt, dass die
gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.27) auch die Eigenschaft (P2) besitzt. O

Aus Lemma 4.4 geht hervor, dass die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) eine
Modulationsfunktion im Sinne der Definition 3.11 ist. Damit fehlt noch die Uberpriifung der ge-
wichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) beziiglich der Eigenschaft (P4). Dafiir ist die
rechtsseitige Ableitung nach Caputo (3.10) der gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion
zu bestimmen, die die [«]-fache Ableitung der abzuleitenden Funktion benétigt. Diese wird als
Erstes bestimmt, bevor die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion auf die Eigenschaft
(P4) untersucht wird.

s o
20 Aus dem binomischen Lehrsatz (z +y)° = ¥ (;)In_] y? folgt mit = 1 und y = —1 direkt (4.26).
j=0
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Lemma 4.5 (Ableitung der gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion)

Seien die gleichen Notationen und GrofSen wie in der Definition 4.1 gegeben und sei
zusdtzlich n € N sowie v, , eine gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17).
Die Ableitung der gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion ist

n

(2 0= £ () (T 1) -

AZ0
/2 f Z( 1)3( ) ( 7t_t+t )dta+2’)‘ (4.27)

(o+2 A)-mal

wenn o > n ist.

Beweis:

Die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) lasst sich wie im Beweis zum Lem-
ma 4.4 in die beiden Funktionen f und g aufteilen. Die Ableitung der gewichteten Spline-
Type-Modulationsfunktion (4.27) folgt aus der Anwendung der Leibniz’schen Produktregel
[Zeil3, S. 261]. Dabei ist zu beriicksichtigen, dass die Spline-Type-Modulationsfunktion g (4.19)
maximal o-fach stetig differenzierbar ist (sieche [PR93a, S. 6]). O

Mit Lemma 4.5 ist die [«]-fache Ableitung der gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion
gegeben und die Uberpriifung auf die Eigenschaft (P4) kann erfolgen.

Lemma 4.6 (Eliminationseigenschaft der gewichteten Spline-Type-Modulati-
onsfunktion)

Seien die gleichen Notationen und GrofSen wie in der Definition 4.1 gegeben und sei zu-
sdtzlich n € N sowie 7y, , eine gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17).

Die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) erfiillt die Eigenschaften (P4),
wenn 0 > [ou, | ist.

Beweis:
Die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) wird in die Berechnungsvorschrift
(4.10) der Eigenschaft (P4) eingesetzt. Fiir die a,,-te Ableitung des fraktionalen Systems (3.45)
ergibt sich

(ACI o (8). (4.28)
Die Anwendung der rechtsseitigen Definition nach Caputo (3.10) fithrt auf

Ot

! 'YSO(T)
(T ) lon]

1O 5,0 () dt = (1) ) / (4.29)

In (4.29) wird die Notation der Definition des rechtsseitigen Ableitungsoperators (3.10) ver-
wendet, sodass sich die Variablen ¢ und 7 gegeniiber der Definition 4.1 gerade vertauschen. Da
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sich die Ableitung der gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion (4.27) aus einer Summe
zusammensetzt, lasst sich jeder Summand einzeln betrachten. Fiir den A-ten Summanden folgt

(0+2-X\)-mal
—

ta
b (T_t)()én*[an‘|+1+)\ f

H\,S

é( 1)]() ( to—t1 t1 C+t1)d<o+2 A

(T —gynlen] -
J (4.30)
to to s
f (- t) f f Z (- 1)] ( ) ( i - —<+t1)d<0+2_>\d7'
t1 t1 J=0

(0+2-X)-mal

unter Vernachlassigung der von 7 unabhangigen Ausdriicke. Wie im Beweis des Lemmas 4.4
lasst sich (4.30) in die beiden Funktionen f (4.18) und g (4.19) aufteilen. Die Funktion g ent-
spricht wieder der Spline-Type-Modulationsfunktion (3.52), die nach [PR93a, S. 6] o-fach stetig
differenzierbar ist. Damit fiir jeden Summanden aus (4.27) die Ableitung der gewichteten
Spline-Type-Modulationsfunktion existiert, muss o > [, | gelten.

Die Anwendung der partiellen Integration fithrt auf

Jo [ gerplst e

(o+2- k) mal
ta
to ta s "
(r— ) ff Z () ( 23 —§+t)d<°+2"\“ - @31)
t1 ty 3=0
—
(0+2-A+1)-mal =t
to to to s " "
f(r D) f [ z () (72 1—§+t1)d(°+2"\+1d7.
for s

A,_/
(0+2=-A+1)-mal

Zunichst wird der erste Ausdruck in (4.31), der der Stammfunktion entspricht, fir die beiden
Grenzen 7 = t und 7 = t5 betrachtet. Fiir die Obergrenze 7 = 5 gilt

to to

(ty — 1) ff Z 1)1()(t28 —§+t1)d§°+2’“1 0. (432

t1 t1 -
—_——
(0+2-A+1)—-mal ety

Dies folgt direkt aus (4.23). Da 0 > [, | sowie A < o gilt und folglich o + 2 — A + 1 > 2, wird die
Spline-Type-Modulationsfunktion mindestens zweifach integriert, wodurch die Obergrenze
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zu Null wird. Fir die Untergrenze 7 = ¢ wird die Stammfunktion in (4.31) ebenfalls aufgrund
von (7 — t) Null. Damit ist der erste Ausdruck in (4.31) Null und muss nicht weiter betrachtet
werden.

Auf den zweiten Ausdruck in (4.31) wird erneut die partielle Integration angewendet. Unter Be-
riicksichtigung, dass der erste Ausdruck in (4.31) zu Null wird, folgt nach A-facher Anwendung
der partiellen Integration

f(T_t)A [f jzsg)(_l)j (j)(; (]% —C+t1)dco+2_’\d7-=

(0+2-X)-mal
ta ty  ty . -

A’f ff 2, -1y’ (s.)é(j—2 : —C+t1)dc"+2d7.
t o 4 IO J §

—_——
(0+2)-mal

(4.33)

Die rechtsseitige Ableitung nach Caputo der gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion
reduziert sich nach (4.33) auf die Integration der Spline-Type-Modulationsfunktion (3.52). Es
gilt, dass die Spline-Type-Modulationsfunktion und deren Integrale aulerhalb des Intervalls
t € [t1,t2] per Definition Null ist [PR93a, S. 6] [PR93b]. Daraus folgt, dass (4.33) unabhingig
des Zeitpunkts ¢ mit ¢ < ¢; und des Summanden A zu Null wird. Folglich besitzt die gewichtete
Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) die Eigenschaft (P4), falls o > [, ] gilt. O

Mit den Lemmata 4.4 und 4.6 ist gezeigt, dass die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion
(4.17) eine Modulationsfunktion nach Definition 3.11 ist und zusatzlich die Eigenschaft (P4)
aus Lemma 4.2 erfiillt. Bei Anwendung der gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17)
wird der Einfluss der Initialisierungsfunktion auf die Parameteridentifikation eliminiert.

Im Gegensatz zur Spline-Type-Modulationsfunktion (3.52) muss neben der Anzahl der Impulse
s und der Ordnung o noch der zu betrachtende Zeitpunkt 7 fiir die gewichtete Spline-Type-
Modulationsfunktion (4.17) angegeben werden. Aus der Identifikationsgleichung (4.3) fiir in-
itialisierte FDGLn folgt, dass der zu betrachtende Zeitpunkt 7 = ¢; ist, um das gesamte Intervall
des Modulationsfunktionsverfahren zu beriicksichtigen. Offen ist noch die Frage nach der
Wahl der Anzahl der Impulse s und der Ordnung o. Aus [PR93a, S. 13] geht hervor, dass die
Anzahl der Impulse s deutlich grofler als die Ordnung des Systems gewéhlt werden sollte. Dies
héngt damit zusammen, dass die Modulationsfunktion entsprechend der Systemordnung héufig
abgeleitet werden muss und die maximale Ordnung oy,,x der Spline-Type-Modulationsfunktion
von der Anzahl der Impulse mit omax = s — 2 zusammenhéngt. Falls die maximale Ordnung
Omax der Spline-Type-Modulationsfunktion kleiner als die Systemordnung ist, verliert die
Spline-Type-Modulationsfunktion die notwendigen Eigenschaften (P1) und (P2). AuBlerdem
verbessert sich die Tiefpassfiltereigenschaft mit zunehmender Anzahl an Impulse. Ebenfalls in
[PR93a, S. 13] wird fur die Ordnung o = s — 2 empfohlen, sodass entsprechend der Anzahl der
Impulse s viele Integrationen ausgefithrt werden. In einer praktischen Anwendung sind die
kontinuierlichen Integrale numerisch zu evaluieren. Aufgrund der numerischen Integration
ergibt sich ein Fehler, der sich mit der Anzahl an Integrationen aufsummiert. Aus diesem Grund
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ist fiir die Anwendung ein Kompromiss zwischen der Filtereigenschaft und dem numerischen
Fehler einzugehen.

Bei der numerischen Umsetzung der gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion ist zudem
darauf zu achten, dass die Impulse auf einem Abtastschritt liegen missen. Falls dies nicht der
Fall ist, gilt die Eigenschaft nicht mehr, dass die Spline-Type-Modulationsfunktion au3erhalb
der Integralgrenzen per Definition Null ist. Dies ist jedoch nach (4.33) essentiell, damit die
gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion die Eigenschaft ( P4) besitzt.

Beispiel 4.1:

In diesem Beispiel wird anhand zweier gewichteter Spline-Type-Modulationsfunktionen mit
den Ableitungsordnungen a;; = 0,7 und oa = 1,2 demonstriert, dass die Modulationsfunktion
die Eigenschaft (P4) besitzt. Dafiir wird die Untergrenze des Modulationsfunktionsverfahren
zuty = 10s, wodurch 7 = 10s folgt, und die Obergrenze zu to = 20s gewdhlt. Die Anzahl der
Impulse wird auf s = 10 und die Ordnung o = 5 festgelegt, um einen Kompromiss zwischen
der Filtereigenschaft und numerischen Fehler zu erzielen. Die Abtastzeit betrdgt T = 0,01s,
wodurch die Impulse mit Abtastpunkten zusammenfallen. Die beiden gewichteten Spline-
Type-Modulationsfunktionen (4.17) und deren rechtsseitige Ableitung nach Caputo sind in der
Abbildung 4.1 dargestellt.

Zu den Verldufen ist anzumerken, dass alle zum Zeitpunkt t = t1 nicht Null werden. Jedoch ist
selbst die grofSte Abweichung zum Zeitpunktt = t1 kleiner als 10~'* und daher vernachléssigbar
klein. Zudem verringern sich alle Abweichungen mit abnehmender Zeit, die aufgrund der
rechtsseitigen Ableitung betrachtet werden muss.

- - - Modifizierte Spline-Type-Modulationsfunktion
—— Ableitung der modifizierte Spline-Type-Modulationsfunktion
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Abbildung 4.1: Grafische Darstellung zweier modifizierter Spline-Type-Modulationsfunktionen und deren Ablei-
tungen fiir tg = 0s,¢1 = 10s und t3 = 20s




60 4 Parameteridentifikation fiir initialisierte fraktionale Systeme

4.1.3 Numerische Umsetzung des Modulationsfunktionsverfahrens

Eine weitere Anforderung, die im Zusammenhang mit der Forschungsfrage gestellt wird, ist
die numerischen Umsetzbarkeit des Identifikationsverfahrens. Jedoch erfordert die Evaluierung
von (4.3) zum einen die Berechnung des kontinuierlichen Ableitungsoperators nach Caputo und
zum anderen die Evaluierung von kontinuierlichen Integralen. Diese beiden Aspekte machen
eine numerische Approximation notwendig.

Zunéchst wird der Ableitungsoperator nach Caputo betrachtet. Dieser kann aufgrund der
Eigenschaft (P2) der Modulationsfunktion durch die Definition nach Riemann-Liouville ersetzt
werden, da diese Eigenschaft die Summe im Zusammenhang der beiden Definitionen (3.12)
eliminiert (siehe Lemma 3.1). Wenn sichergestellt wird, dass die ganzzahligen Ableitungen der
Modulationsfunktionen bis zur Ableitungsordnung [, ] integrierbar sind, sind auflerdem die
Definitionen nach Riemann-Liouville und Griinwald-Letnikov identisch (sieche Lemma 3.2).
Durch Wahl einer festen Abtastzeit l4sst sich der Ableitungsoperator nach Griinwald-Letnikov
numerisch umsetzen (siehe Definition 3.5).

Fiir die numerische Approximation der Integrale des Modulationsfunktionsverfahrens in (4.13)
und (4.14) wird angenommen, dass eine diskrete Beobachtung y (t5) mit t5 = tq p + sT, S :=
{s€Ng|s <r}und s €S vorliegt. Weiterhin wird angenommen, dass die Integrale mit einer
interpolatorischen Quadraturformel approximiert werden [Zeil3, S.898 ff.]. Die Anwendung
der Quadraturformel fiihrt beispielhaft fiir den Summanden, der die c;-te Ableitungsordnung
in (4.3) beschreibt, zu
te,n .

f y(t) AGLE v (1) dt =T ) P(s)g(ts) AGLY, (t)|t=t +F, (4.34)
ta,h 5=0 °

mit den Gewichtungen der Integrationsapproximationsmethode P und dem numerischen Fehler
F,, wenn die Modulationsfunktion die Eigenschaft (P4) erfillt.

Lemma 4.7 (Numerischer Fehler des Modulationsfunktionsverfahren)

Sei y eine Modulationsfunktion entsprechend Definition 3.11 mit der Eigenschaft (P4),
der Messvektor z mit (4.13) und die Messmatrix M mit (4.14) entsprechend Lemma 4.3.
Der numerische Fehler I, durch die Approximation des Integrals in dem Messvektor z
und in der Messmatrix M durch eine interpolatorischen Quadraturformel und des Ablei-
tungsoperators nach Griinwald-Letnikov in dem Messvektor z und in der Messmatrix M
geht gegen Null, wenn die [ v, |-fache Ableitung der Modulationsfunktion +y integrierbar
ist und die Abtastzeit T gegen Null geht.

Beweis:

Der rechtsseitige Ableitungsoperator nach Caputo kann in dem Messvektor z und in der
Messmatrix M durch den rechtsseitigen Ableitungsoperator nach Griinwald-Letnikov ersetzt
werden, wenn die [, |-fache Ableitung der Modulationsfunktion - integrierbar ist. Der Fehler-
term durch die zeitdiskrete Approximation des Ableitungsoperators nach Griinwald-Letnikov
(3.20) lasst sich durch O (T") abschitzen und ist somit proportional zur Abtastzeit (siehe Defi-
nition 3.5), sodass dieser mit einer kleiner werdenden Abtastzeit ebenfalls kleiner wird [Pod98,
S. 204 f1.].
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Der Fehlerterm der Integralapproximation F}, hangt von der gewahlten Methode ab. So geht
beispielsweise bei der Trapezregel die Abtastzeit mit dritter Ordnung [Zeil3, S. 899]

TS
Fy,TrapeZ [f] = _ﬁf@) (37) (435)
ein. Daraus folgt
i 0 T p)
YI}LHO Fy,TrapeZ [f] == 71}_% Ef (LL') ’ (436)

dass der Fehler durch Anwendung der interpolatorischen Quadraturformel mit abnehmender
Abtastzeit gegen Null geht [Zeil3, S. 899]. Damit verschwinden beide Fehlerterme fiir den
Grenzwert T' — 0. O

Genauso wie fiir das Modulationsfunktionsverfahren miissen zur Bestimmung der gewichteten
Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) Integrale berechnet werden.

Lemma 4.8 (Numerischer Fehler der gewichteten Spline-Type-Modulations-
funktion durch Quadraturformel)

Sei vy eine gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion entsprechend (4.17).

Der numerische Fehler F, durch Anwendung einer interpolatorischen Quadraturformel
fiir die in der gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) auftretenden Integrale
geht gegen Null, wenn die Abtastzeit T' gegen Null geht.

Beweis:
Der Beweis folgt analog zum Beweis des Lemmas 4.7 [Zeil3, S. 899]. O

Nach Lemma 4.7 und Lemma 4.8 lasst sich der Fehler, der durch die numerische Integration
entsteht, durch eine Verringerung der Abtastzeit minimieren. Dem gegeniiber steht der Re-
chenaufwand zur Evaluierung der einzelnen Gleichungen (4.34) mit einer kleineren Abtastzeit
T steigt die Anzahl der notwendigen Multiplikationen 7 + 1 aufgrund des Zusammenhangs
r = (te,n=ta,n)/T.

Beispiel 4.2:

In diesem Beispiel wird anhand einer Simulation gezeigt, dass die Parameter eines fraktionalen
Systems mit dem Modulationsfunktionsverfahren fiir ein sich zu Beginn der Identifikation nicht
in Ruhe befindlichen Systems korrekt identifiziert werden, sofern die Modulationsfunktion die
Eigenschaft (P4) erfiillt. Dafiir wird das fraktionale System

o DRL)®y (t) + a1, DRL™ y (t) + agy (t) = b1, DRLY u (t) + bo, DRLY u (t) (4.37)

mit den zu identifizierenden Parametern a1 = 2, ag = 3, by = 1 und by = 4 betrachtet. Das
System befindet sich vor dem Beginn der Anregungto = O's in Ruhe. Die Parameteridentifikation
wird zum Zeitpunkt t, = 15s (Abbildung 4.2 (gepunktete Linie)) mit einem Identifikations-
horizont von T; = 30s gestartet. Die gesamte Simulationsdauer betrigt Ty., = 60s und die
Abtastzeit wird gemdfl Lemma 4.7 zuT = 0,01 s gewdhlt. Als Anregungssignal u wird Pseu-
dozufallsrauschen [IM11, S. 164 f.] mit einer Amplitude von 1 und einem Sprungabstand von
1s verwendet. Das Anregungssignal w ist in der Abbildung 4.2 (oben) und das zugehorige
Ausgangssignal y in der Abbildung 4.2 (unten) dargestellt.
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Die Integrale der Identifikationsgleichung (4.3) werden mit der Trapezregel [Zeil3, S. 899]
approximiert. Die Intervallgrofie wird dafiir gleich der Abtastzeit T’ gewdhlt. Die unabhdngigen
Gleichungen werden entsprechend Lemma 4.3 aus dem Verschieben des Integrationsintervalls
erzeugt. Das erste Intervall ist [15 8,45 s] basierend auf dem gewdhlten Starizeitpunkt t1 und
dem Identifikationshorizont T;. Fiir die weiteren Gleichungen wird das Intervall jeweils um
Ta = 3s verschoben. Dadurch ergibt sich das zweite Intervall [18 s, 48 5] fiir die Identifikati-
onsgleichung. Nachdem vier Gleichungen entsprechend der Anzahl der Unbekannten erzeugt
wurden, wird erstmalig das lineare Gleichungssystem (4.12) mittels der LS-Methode (3.60)
gelost. Dieses stellt die erste Iteration dar. Fiir die folgenden Iterationen wird das Intervall wie
beschrieben verschoben. Die sich neu ergebende Gleichung wird zu dem Gleichungssystem
hinzugefiigt und dieses erneut mit (3.60) gelGst.

Fiir die Parameteridentifikation wird sowohl die gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion
als auch eine Polynom-Modulationsfunktion, deren Definition im Anhang D angegeben ist,
eingesetzt. Durch die Wahl der Parameter der gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion
zu s = 10 und o = 5 besitzt die gewdhlte Modulationsfunktion die Eigenschaft (P1), da
0 2 [an] und s > 0+ 2 gilt. Da zudem o > [ay,| ist, besitzt die gewichtete Spline-Type-
Modulationsfunktion auch die Eigenschaft (P4). Die Polynom-Modulationsfunktion hingegen
besitzt die Eigenschaft (P4) nicht. Die identifizierten Parameter sind in der Abbildung 4.3
iiber der Iteration aufgetragen. Die gewdhiten Parameter p des Systems (4.37) sind als grau
gestrichelte Linie eingezeichnet. Die Identifikationsergebnisse p, die mit der Anwendung der
gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion erzielt werden, sind als durchgezogene Linie
und die mit der Polynom-Modulationsfunktion bestimmten Parameter als gepunktete Linie
abgebildet. Aufgrund der Abwesenheit von Rauschen werden die Parameter bei Anwendung der
gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion mit der kleinsten Anzahl an notwendigen unab-
hdngigen Gleichungen richtig identifiziert [IM11, S. 226]. Dahingegen werden die Parameter mit
der Polynom-Modulationsfunktion auch bei steigender Anzahl an unabhdngigen Gleichungen
nicht korrekt identifiziert. Dieses Beispiel macht somit auch deutlich, dass das Ignorieren der
Anforderung (b) ,System in Ruhe® bei den Verfahren aus dem Stand der Technik zu fehlerhaf-
ten Identifikationsergebnissen fiihrt. Erst mit der Eigenschaft (P4) der Modulationsfunktion
werden korrekte Ergebnisse erzielt.
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—— Eingangssignal =~ - Beginn der Identifikation
—— Ausgangssignal
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Abbildung 4.2: Pseudozufallsrauschen als Eingangssignal (oben) und das resultierende Ausgangssignal (unten)
fiir die Parameteridentifikation eines initialisierten Systems
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Abbildung 4.3: Vergleich der Parameteridentifikationsergebnisse zwischen der gewichteten Spline-Type-
Modulationsfunktion, die die Eigenschaft (P4) besitzt, und einer Polynom-Modulationsfunktion,
die die Eigenschaft (P4) nicht besitzt
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4.2 Modulationsfunktionsverfahren fiir zeitvariante
fraktionale Systeme

In diesem Abschnitt wird die zeitvariante FDGL

S a; (t) ( dRLY Y (t) = 3 by () ,, dRL u (t) (4.38)
i=0 k=0
betrachtet, deren zeitabhangige Parameter sich als Polynomfunktionen
Na,; )
a;i (t) = ), ai;t’ (4.39)
§=0
Ny ks ]
t)= > bp st (4.40)
3=0

mit Ng i, Ny € Ng beschreiben lassen. Zudem wird angenommen, dass sich die Parameter
erst ab ¢ > ¢y d&ndern und vor ¢ = ty konstant a; = a;,0 und by, = by ¢ sind. Fiir die Parameter-
identifikation wird das Modulationsfunktionsverfahren auf diese Klasse (4.38) mit (4.39) und
(4.40) von fraktionalen Systemen erweitert.

4.2.1 Identifikationsgleichung

Fiir die FDGL (4.38) mit den Parametern der Form (4.39) und (4.40) ergibt sich die im Lemma 4.9
dargestellte Identifikationsgleichung, wobei die Normierung a,, o = 1 ohne Beschrankung der
Allgemeinheit entsprechend der Annahme 3.1 gilt.

Lemma 4.9 (Identifikationsgleichung des Modulationsfunktionsverfahrens
fiir zeitvariante FDGLen)

Seito,t1,t2 € R, ty < t1 < to, v eine Modulationsfunktion nach Definition 3.11, die
zeitvariante FDGL

megmwy@_zmwgmﬁwm (4.41)
=0

mit Parametern entsprechend (4.39) und (4.40) und N, ;, Ny i, € N der Grad des zum
Parameter a; (t) beziehungsweise by, (t) gehérenden Polynoms.

Die Identifikationsgleichung, die sich aus der Anwendung des Modulationsfunktionsver-
fahrens auf die zeitvariante FDGL ergibt, ist

ai, fy(t ) dCR (7 (1) dt+fy(t) dCy (P~ (t))dt

(4.42)

&

b f () AP (7 (1)) dt+f (), dOPx (Hy () dt
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Beweis:

Der Beweis erfolgt analog zu den Schritten, die im Beweis des Lemmas 3.10 durchgefiihrt
wurden. Bei Anwendung der fraktionalen partiellen Integration werden die Unabhéngigen des
Polynoms ¢/ und die Modulationsfunktion als eine zeitgewichtete Modulationsfunktion

5 (8) =ty (t) (4.43)

aufgefasst. Unter der Annahme, dass die Randwerte der zeitgewichteten Modulationsfunktion
entsprechend der Definition 3.11 der Modulationsfunktion verschwinden, ergibt sich direkt die
Identifikationsgleichung fiir zeitvariante FDGLen. 0

4.2.2 Eigenschaft zur Eliminierung des Initialisierungseinflusses

Wie im Abschnitt 4.1.1 kann durch Anwendung des Modulationsfunktionsverfahren ausgenutzt
werden, dass zur Eliminierung des Initialisierungseinflusses eine zusitzliche Eigenschaft fiir
die zeitgewichtete Modulationsfunktion (4.43) gefordert werden kann.

Lemma 4.10 (Eigenschaft der Modulationsfunktion zur Eliminierung der
Initialisierungsfunktion fiir zeitvariante fraktionale Systeme)

Seitg,t1,t2,t € R, tg < t1 < to, vy eine Modulationsfunktion nach Definition 3.11 und
seien o, O die Ableitungsordnungen der FDGL (4.2).

Der Einfluss der Initialisierungsfunktion in der Identifikationsgleichung fiir zeitvariante
fraktionale Systeme (4.42) wird eliminiert, wenn die zeitgewichtete Modulationsfunktion
7; (t) = t7v (t) (4.43) die Eigenschaft

dCyi~, (t)dt =0
(P5): | ¥ 7 () (4.44)
¢dCyy; (8)dE =0
im Intervall t € [to,t1] besitzt.
Beweis:
Der Beweis folgt direkt durch Einsetzen von (4.44) in (4.42). O

Der Einfluss der Initialisierungsfunktion wird mit der Eigenschaft (P5) eliminiert. Jedoch
wird der Zeitpunkt ¢( benétigt, ab dem sich die Parameter nach (4.39) und (4.40) dndern. Falls
dieser bekannt ist, kann ein lineares Gleichungssystem fiir die Parameteridentifikation wie im
Lemma 4.11 aufgestellt werden.



66 4 Parameteridentifikation fiir initialisierte fraktionale Systeme

Lemma 4.11 (Lineares Gleichungssystem zur Parameteridentifikation im zeit-
varianten Fall)
Sei Na,i7 Nb,k € N(),

n-1 m

0 (t) ,\DRL"y (t) + Y. a; (t)  DRL{y (t) = Y by (1)  DRL}Fu(t)  (4.45)
i=0 k=0
die FDGL mit den zeitabhdngige Parameter
Na.i _
ai (t) = >, a; it/ (4.46)
§=0
Ny, )
be (1) = Y bist’, (4.47)
§=0

g>n+m+1,H:={heNh<q}, heHttotanten € R T;,Ta € Rog, tan =
t1 +hTA, ten = tan +1; und seivy; eine zeitgewichtete Modulationsfunktion (4.43) mit
den Eigenschaften (P1) und (P2) entsprechend der Definition 3.11 und Eigenschaft (P5).
Das lineare Gleichungssystem

z=Mp (4.48)
mit dem erweiterten Parametervektor
D= |0n1s +++5 An Ny s -5 @0,05 -5 GO,N, o>
[ n,1, y Un , 0 (4.49)
bm,Oa ey bm,Nb,mv ey b0,0a sy bO,Nb’[)] 5
dem Messvektor z == [zg, ..., Zn,y .., zq]T mit
te,n
= f y (1), dCen  (t) dt (4.50)
ta,h
und der Messmatrix M := [mg, ..., mp, ..., mq]T mit
e, h te,n
[y acg, (v yan - [y,a05n (Y @),
ta,h
te,h te,h
—[y(t)tdC’f;?h'y(t)dt, —fy (1),dCge, (N0 (1)) dt,....
ta h ta,h

[ (1) dCPm y (1) dt, . f (1), dCm (Mo (1)) ...

te.h te,h
[ (1), dC v (8)dt, .. fu(t)tdcf;fh (V00 (1)) dt
ta,h ta,h

(4.51)

muss zur Identifikation der Parameter a; j und by, ; gelost werden.
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Beweis:
Der Beweis erfolgt analog zum Beweis des Lemmas 4.3. O

Das lineare Gleichungssystem lésst sich fiir die Parameterbestimmung beispielsweise mittels
der LS-Methode entsprechend Lemma 3.12 16sen [ALL15].

4.2.3 Wahl der Modulationsfunktion

Durch die zeitvarianten Parameter der Form (4.39) und (4.40) ist es nicht ausreichend, dass die
Modulationsfunktion ~ die Eigenschaften (P1) und (P2) erfiillt, sondern die zeitgewichtete
Modulationsfunktion v; (¢) = #/~y (t) (4.43) muss diese erfiillen. Weiterhin muss zur Eliminie-
rung des Initialisierungseinflusses die zeitgewichtete Modulationsfunktion (4.43) die Eigen-
schaft (P5) besitzen. In dieser Arbeit wird die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion
(4.17) zum Aufstellen der zeitgewichteten Modulationsfunktion (4.43) eingesetzt. Die sich
ergebende zeitgewichtete Modulationsfunktion

to to
v (1) =t (t-7) “+1f f Z () ('%—tﬂfl)dt"” (4.52)
(0+2) -mal

wird als zeitgewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion bezeichnet. Als Erstes wird die zeit-
gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion beziiglich der Eigenschaften (P1) und (P2)
entsprechend der Definition 3.11 untersucht.

Lemma 4.12 (Modulationsfunktionseigenschaften der zeitgewichteten Spline-
Type-Modulationsfunktion)

Sei cv, die grofste Ableitungsordnung eines fraktionalen Systems (3.45), 7y eine gewichtete
Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) und y; eine zeitgewichtete Spline-Type-Modulati-
onsfunktion (4.52).

Die zeitgewichtete Modulationsfunktion y; erfullt die Eigenschaften (P1) und (P2), wenn
die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion mit der Ordnung o > [, | eingesetzt
wird.

Beweis:
Der Beweis erfolgt analog zum Beweis des Lemmas 4.4. O

Wie im Abschnitt 4.1.2 wird zunéchst die [«]-fache Ableitung der zeitgewichteten Spline-Type-
Modulationsfunktion berechnet, da diese fiir die Uberpriifung der Eigenschaft (P5) aufgrund
des anzuwendenden rechtsseitigen Ableitungsoperators nach Caputo benétigt wird (siehe
Lemma 4.10).
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Lemma 4.13 (Ableitung der zeitgewichteten Spline-Type-Modulationsfunkti-
on)

Sein,ni,ng,n3 € N, 74, eine Spline-Type-Modulationsfunktion (3.52), y eine gewich-
tete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) und -y; eine zeitgewichteten Spline-Type-
Modulationsfunktion (4.52).

Die Ableitung der zeitgewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion ist

d n n d ni B d na ol d ns
t) = —| ¥(=) - — | o (t
(dt) % (1) = n1+n;n3=n(n17n2,n3)(dt) (dt) (t=7) (dt) Vo (1)

53
() e-{F ™ 59
(&) -t = (T avt-a) -, s
(4 0= [ ] S (seren)ar s

(o+2 nz)-mal

und dem Multinomialkoeffizient [MN07, S. 79]

n n!
( ) _ 7 (4.57)
ni,Ng, N3 n1!n2!n3!
wenn o > ng ist.
Beweis:
Die zeitgewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.52) lasst sich in die drei Funktionen
f(t)=t, (4.58)
g(t):=(t-7)*" und (4.59)
to to s "
h(t) _f f Z ( ) ( 2 —t+t1)dt°*2 (4.60)
720 s
g._v__/
(o+2)-mal

aufteilen. Die Ableitungen der Funktionen f und g ergeben sich direkt aus der Potenzregel.
Die Ableitung der Funktion h, die der Spline-Type-Modulationsfunktion (3.52) 7, , entspricht,
ist im Beweis zum Lemma 4.5 mit (4.20) gegeben. Durch Anwendung der verallgemeinerten
Leibniz-Regel fiir mehrere Faktoren?! [deB05] folgt direkt die Berechnungsvorschrift (4.53). [J

21 Niahere Informationen zur verallgemeinerten Leibniz-Regel sind im Anhang E gegeben.
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Aufbauend auf der Ableitung (4.53) der zeitgewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.52)
wird diese Modulationsfunktion (4.52) auf die Eigenschaft (P5) tiberpriift.

Lemma 4.14 (Eliminationseigenschaft der zeitgewichteten Spline-Type-Modu-
lationsfunktion)

Seien die gleichen Notationen und GrofSen wie im Lemma 4.12 gegeben.

Die zeitgewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.52) erfiillt die Eigenschaften ( P5),
wenn o > o, | ist.

Beweis:
Der Ansatz erfolgt analog zum Beweis des Lemmas 4.6. Fiir das Tripel (A1, A2, A3) entsprechend
den Ableitungsordnungen n1, no und ng in (4.53) ergibt sich

(0+2-X3)-mal
r—’%

t ! (T t)a" [an ]+1+A2 tf2 tf jio( 1)1( ) ( to—t1 t1 —C+ty ) Co+2—)\3
f (T_t)o‘n_l.o‘nj dr =

t

(4.61)
to to

fT“wH/mf()(

(o+2 Az)-mal

1 ) d<O+2—)\3 d’T

unter Vernachlidssigung der von 7 unabhéngigen Ausdriicke. Fiir (4.61) gilt analog zu (4.30),
dass 0 > [a, ] gelten muss, damit die Ableitung der Spline-Type-Modulationsfunktion 7, ,
existiert [PR93a, S. 6]. Da stets A3 < [, ] ist, folgt die Bedingung o > [, | fiir die Existenz der
Ableitung. Das dufere Integral in (4.61) wird mittels der partiellen Integration gel6st. Dafiir
werden die Ergebnisse (4.31) — (4.33) im Beweis des Lemmas 4.6 verwendet. Damit folgt

Jorviema fof o (pltecenguc

tl t1

0+2-\ mal
(0230 (4.62)

ta  t2 ta

(7= A)!A! f f f i 1)1( ) ( tQS _C+t1)d<o+2—>\3+j—>\1+>\2d7_

(0+2-A3+j— )\1+)\2) -mal

nach (j — A1 + Aa)-facher Anwendung der partiellen Integration. Da die Spline-Type-Modulati-
onsfunktion und deren Integrale auflerhalb des Intervalls ¢ € [¢;,t2] per Definition Null ist
[PR93a, S. 6], besitzt die zeitgewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.52) die Eigenschaft
(P5), sofern o > [, | gilt. O
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Beispiel 4.3:

In diesem Beispiel wird anhand einer Simulation gezeigt, dass die Parameter eines zeitvari-
anten fraktionalen Systems, die sich als Polynome entsprechend (4.39) und (4.40) modellieren
lassen, mit dem Modulationsfunktionsverfahren korrekt identifiziert werden. Die Paramete-
ridentifikation wird fiir ein zu Beginn der Identifikation nicht in Ruhe befindliches System
demonstriert, sodass eine Modulationsfunktion mit der Eigenschaft (P5) eingesetzt werden
muss. Als Beispielsystem wird das fraktionale System

(1+a1,1t) , DRL)®y (t) + aoy (t) = bou (t) (4.63)

mit den zu identifizierenden Parametern a1 = 0,05, ag = 2 und by = 0,5 betrachtet. Das
System befindet sich vor dem Beginn der Anregungto = 0's in Ruhe. Die Parameteridentifikation
wird zum Zeitpunkt t, = 15s (Abbildung 4.4 (gepunktete Linie)) mit einem Identifikations-
horizont von T; = 30s gestartet. Die gesamte Simulationsdauer betrigt Ty., = 60s und die
Abtastzeit wird gemdfl Lemma 4.7 zu'T = 0,01 s gewdhlt. Als Anregungssignal v wird Pseu-
dozufallsrauschen [IM11, S. 164 f.] mit einer Amplitude von 1 und einem Sprungabstand von
1s verwendet. Das Anregungssignal u ist in der Abbildung 4.4 (oben) und das zugehdirige
Ausgangssignal y in der Abbildung 4.4 (unten) dargestellt.

Als Modulationsfunktion -y in der zeitgewichteten Modulationsfunktion vy; (4.43) wird die
gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) eingesetzt, sodass sich die zeitgewichtete
Spline-Type-Modulationsfunktion (4.52) ergibt. Durch die Wahl der Parameter der gewichteten
Spline-Type-Modulationsfunktion zu s = 10 und o = 5 besitzt die gewdhlte Modulationsfunktion
die Eigenschaft (P1), da o > [, ]| und s > o + 2 gilt. Da zudem o > [, ] ist, besitzt die
gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion auch die Eigenschaft (P5).

Die Integrale der Identifikationsgleichung (4.3) werden mit der Trapezregel [Zeil3, S. 899]
approximiert. Die IntervallgrofSe wird dafiir gleich der Abtastzeit'T" gewdhlt. Die unabhdngigen
Gleichungen werden entsprechend Lemma 4.3 aus dem Verschieben des Integrationsintervalls
erzeugt. Das erste Intervall ist [15 8,45 s] basierend auf dem gewdhlten Starizeitpunkt t1 und
dem Identifikationshorizont T;. Fiir die weiteren Gleichungen wird das Intervall jeweils um
Ta = 3s verschoben. Dadurch ergibt sich das zweite Intervall [18 s,48s] fiir die Identifikations-
gleichung. Nach dem Aufstellen einer Identifikationsgleichung fiir das lineare Gleichungssystem
wird dieses mittels der LS-Methode in Blockverarbeitung (3.60) gelost. Da kein Rauschen auf
dem Ausgangssignal angenommen wird, werden der Parameteranzahl entsprechend viele Itera-
tionen fiir die Identifikation bendtigt [IM11, S. 226]. In diesem Beispiel sind es demnach drei
Iterationen. Die Ergebnisse p der einzelnen Iterationen sind in der Abbildung 4.5 dargestellt.
Die vorgegebenen Parameter sind als grau gestrichelte Linie und die identifizierten Parameter
als durchgezogene schwarze Linie eingezeichnet.

Bei Anwendung der Polynom-Modulationsfunktion, die bereits im Beispiel 4.2 eingesetzt wird
und die die Eigenschaft (P5) nicht besitzt, ergeben sich die als gepunktete Linie abgebildete
Parameter p. Auch bei steigender Anzahl an unabhdngigen Gleichungen werden die Referenz-
parameter p des Beispielsystems nicht korrekt identifiziert. Auch anhand dieses Beispiels wird
deutlich, dass das Ignorieren der Anforderung (b) ,System in Ruhe“ zu fehlerhaften Identifikati-
onsergebnissen fiihrt.
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—— Eingangssignal =~ - Beginn der Identifikation
—— Ausgangssignal

u (t)

y (t)

tins

Abbildung 4.4: Pseudozufallsrauschen als Eingangssignal (oben) und das resultierende Ausgangssignal (unten)
fiir die Parameteridentifikation zeitvarianter fraktionaler Systeme

- - - Referenzparameter ——— Parameter (Spline-Type-Modulationsfunktion)
-0+ Parameter (Modulationsfunktion ohne (P5))

Iterationsschritt

Abbildung 4.5: Iterative Parameterbestimmung eines zeitvarianten Systems, dessen Parameter sich als Polynom-
funktion beschreiben lassen, mit der zeitgewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion, die die
Eigenschaft (P5) besitzt, und der Polynom-Modulationsfunktion, die die Eigenschaft (P5) nicht
besitzt




72 4 Parameteridentifikation fiir initialisierte fraktionale Systeme

4.3 Erwartungstreue Parameteridentifikation bei
verrauschtem Ausgangssignal

In diesem Abschnitt wird zusitzlich zur Initialisierungsfunktion ein mit Rauschen iiberlagertes
Ausgangssignal der Form (3.46) bei der Parameteridentifikation mit dem Modulationsfunktions-
verfahren fiir zeitinvariante fraktionale Systeme (4.1) beriicksichtigt. Es wird angenommen, dass
die Modulationsfunktion neben den beiden Eigenschaften (P1) und (P2) auch die zusétzliche
Eigenschaft (P4) besitzt. Durch die getroffene Annahme wird der Einfluss der Initialisierungs-
funktion eliminiert (siehe Abschnitt 4.1). Im Abschnitt 3.3.3 wird zwar erlautert, warum die
Anwendung der LS-Methode zur Parameteridentifikation im Modulationsfunktionsverfahren
bei einem verrauschten Ausgangssignal prinzipiell zu einer biasbehafteten Parameterbestim-
mung fithrt, der Fehler ist aber bislang in der Literatur nicht analysiert worden. Dies erfolgt
im Abschnitt 4.3.1. Auflerdem wird untersucht, ob der Bias mittels der eingesetzten Modulati-
onsfunktion reduziert werden kann. Um trotz verrauschtem Ausgangssignal eine konsistente
Parameterschitzung zu erhalten, wird im Abschnitt 4.3.2 die Anwendung der IV-Methode zur
Parameterbestimmung im Modulationsfunktionsverfahren untersucht.

4.3.1 Analyse des Identifikationsfehlers des
Modulationsfunktionsverfahrens bei Anwendung der
LS-Methode

In diesem Abschnitt wird das verrauschte Ausgangssignal

y)=y(t)+e(t) (4.64)

mit dem ungestorten Ausgangssignal y und dem Rauschen ¢, das die Eigenschaften in Annah-
me 3.3 besitzt, betrachtet. Beim Aufstellen des Gleichungssystems (4.12) geht das verrauschte
Ausgangssignal y anstelle des unverrauschten Ausgangssignal y ein. Um dies zu kennzeichnen,
wird % als Notation fiir den Messvektor und M fiir die Messmatrix verwendet. Falls das Glei-
chungssystems (4.12) mit Z und M mittels der LS-Methode gelost wird, weicht das Ergebnis p
von den Parametern p des Systems ab, da der der LS-Methode zugrunde gelegte Gleichungsfeh-
ler (3.65) fiir die Parameter p nicht Null wird (siehe Abschnitt 3.3.3). Im nachfolgenden Lemma
wird die sich ergebende Abweichung analysiert, bevor im Anschluss untersucht wird, ob die
Abweichung mittels der Modulationsfunktion reduziert werden kann.

Lemma 4.15 (Bias der LS-Methode fiir das Modulationsfunktionsverfahren
bei verrauschtem Ausgangssignal [SKKH18])
Sei
n o m /B
Y aiy ARLE G (t) = > by dRL u (t) (4.65)
i=0 k=0
die FDGL mit § das mit Rauschen ¢ iiberlagerte Ausgangssignals y (4.64), g >2n+m+ 1,
H:={heNlh<q}, heH tto,tan ten € R T;,Ta € Rog, tan = to + WA, tep =
ta,n + T; und v eine Modulationsfunktion nach Definition 3.11 mit der Eigenschaft (P4).
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Ferner sei ~
z=Mp (4.66)
ein lineare Gleichungssystem entsprechend Lemma 4.3.
Wenn zum Losen des linearen Gleichungssystems (4.66) die LS-Methode in Blockverarbei-
tung (3.60) eingesetzt wird, resultiert der Bias
B R -
= E{(M M) M (z.- Mgp)}, (4.67)
wobei ze = (2 0y .., zs,q]T mit
te,n
Zepi= [ £ (t),dC 4 (£) dt (4.68)
ta,n
den Rauschanteil des Messvektors und M ¢ := [m. o, ..., My, ..., Tn,&q]T mit
te,h, te,h
O f e (), dCP™ Y (1) dt, .., - [ e (), A0 y (1) dt, 0, ..., 0].
ta,h ta,,h
(4.69)
den Rauschanteil der Messmatrix ist.

Beweis:

Da sich das Rauschen additiv entsprechend (4.64) iiberlagert, wird im ersten Schritt der Mess-
vektor z und die Messmatrix M des linearen Gleichungssystems (4.66) in zwei Anteile zerlegt.
Der erste Anteil enthilt die unverrauschten Groflen z entsprechend (3.57) und M entsprechend

(3.58). Der zweite Anteil beschreibt das Rauschen fir den Messvektor z. = [z, .- -, ,257(1]T
mit (4.68) und die Messmatrix M, := [m., ..., mg,q]T mit (4.69). Dadurch ergibt sich (4.66)
zu

z+z.=Mp+ M_p. (4.70)

Anwenden der LS-Methode in Blockverarbeitung auf den unverrauschten Teil M p des Glei-
chungssystems (4.70) resultiert in

p=(MM)" M (z+z - M.p). 4.71)

Durch Einsetzen von (3.56) in (4.71) fiir z lassen sich die tatsichlichen Parameter des Systems
p rekonstruieren
p=p+(M™M)" M (2. - M.p). (4.72)

Der Schitzfehler ergibt sich aus (4.72) zu

p-p=(M"M)" M (2. - M.p). (4.73)
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Der Bias berechnet sich als letzter Schritt aus dem Erwartungswert des Schétzfehlers [IM11,
S. 230 ff]

p=E () -p (474
_E {(MTM)‘1 M (2. - Mai))} . (4.75)
0

Aus Lemma 4.15 folgt, dass die LS-Methode fiir verrauschte Ausgangsgrofien erwartungstreu
ist, wenn (4.75) zu Null wird [IM11, S. 230]. Mit dem Satz von Slutsky [IM11, S. 230 ff.] wird
der Erwartungswert in (4.75) wie folgt aufgetrennt:

1 ! 1
R R I P L
Falls der Erwartungswert von M T M zu Null wird, existiert die Inverse nicht mehr. Die Existenz
der Inversen von M " M wird fiir die Anwendung der LS-Methode gefordert. Folglich kann der
Bias nur iiber den zweiten Ausdruck in (4.76) zu Null werden. Falls M " Null ist, ist ebenfalls
die Voraussetzung fiir die LS-Methode verletzt. Somit ist nur noch der Ausdruck z. - M .p
zu untersuchen. Unter der Annahme, dass das Ausgangssignal verrauscht wird, gilt in der
Regel z. # 0 und M. # 0. Damit p gerade den identifizierten Parametern p des Systems (4.66)
entsprechen, muss z. = z und M. = M sein. In diesem Fall entspricht das Rauschen dem Ein-
und Ausgangssignal des Systems. Dieses widerspricht sowohl der Annahme 3.3 als auch der
Tatsache, dass nur das Ausgangssignal von Rauschen tiberlagert ist. Eine letzte Moglichkeit fiir
die erwartungstreue Schatzung besteht darin, dass mittels der Modulationsfunktion der Bias
eliminiert wird. Der Bias wird dann eliminiert, wenn entweder die Unter- und Obergrenze der
Integrale des Modulationsfunktion gleich gewahlt werden oder die rechtsseitigen Ableitungen
der Modulationsfunktion zu Null werden. In beiden Fillen ist es gleichbedeutend, dass die
Parameteridentifikation nicht mehr méglich ist, da dadurch sdmtliche Ausdriicke auch in den
unverrauschten Teilen des Messvektors z und in der Messmatrix M verschwinden. Daraus
folgt, dass mittels dem Modulationsfunktionsverfahren in Kombination mit der LS-Methode
keine biasfreie Parameterschiatzung erzielt wird, sofern das Ausgangssignal verrauscht ist. Ein
Ansatz zur biasfreien Parameterschitzung wird im nichsten Abschnitt prasentiert.

4.3.2 Methode der Hilfsvariable fiir fraktionale Systeme

Im vorherigen Abschnitt ist der Bias (4.67) bestimmt worden, der sich durch Anwendung der
LS-Methode im Modulationsfunktionsverfahren ergibt, wenn das Ausgangssignal mit Rauschen
iberlagert ist. Trotz der Modulationsfunktion als zusétzlicher Freiheitsgrad lasst sich keine
allgemein giiltige Eigenschaft vergleichbar zu (P4) und (P5) ableiten, um eine Eliminierung
des Bias zu erreichen. Bei Systemen mit ganzzahligen Ableitungsordnungen wird fiir eine
biasfreie Schatzung die IV-Methode verwendet. Diese hat den Vorteil, dass keine Kenntnis tiber
die stochastischen Merkmale des Rauschens apriori bekannt sein miissen [Lju99, S. 224 ff.],
[IM11, S. 302 f£].
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Fiir die IV-Methode wird wie fiir die LS-Methode ein lineares Gleichungssystem entsprechend
Lemma 3.11 oder 4.3 aufgestellt. Der Ansatz der IV-Methode zum Lésen des Gleichungssystem
basiert ebenfalls auf der Minimierung des quadratischen Gleichungsfehlers e mit (3.65). Der
Unterschied zwischen der LS-Methode und der IV-Methode liegt in dem Losungsansatz des
Gleichungssystems. Anstelle der transponierten Messmatrix M wird in der Berechnungsvor-
schrift (3.60) die Transponierte einer Matrix von Hilfsvariablen W eingesetzt. Die Elemente
der Matrix W werden Hilfsvariablen genannt, wenn [IM11, S. 302]

plimW'e =0 (4.77)
g—o0
plim W™ M positiv definit (4.78)
q—><>o

gilt, wobei e dem Gleichungsfehler, M der Messmatrix mit den verrauschten Ausgangssi-
gnalen ¢, ¢ der Anzahl der Identifikationsgleichungen (4.3) und ,plim“ dem Operator fiir die
Konvergenz in der Wahrscheinlichkeit entspricht [IM11, S. 685 £.].

Damit eine konsistente Parameterschitzung im quadratischen Mittel mit der IV-Methode er-
reicht wird, miissen die folgenden Bedingungen erfiillt sein [IM11, S. 304]:

(a) Die Anzahl der zu bestimmenden Parameter n und m miissen bekannt sein.
(b) Das Eingangssignal muss als unverrauschte Gréfie vorliegen.
(c) Der Gleichungsfehler e mit (3.65) muss den Erwartungswert Null E {e} = 0 besitzen.

(d) Der Gleichungsfehler e muss unkorreliert mit den Hilfsvariablen der Matrix W sein.

Die Bedingung (a), dass die Parameteranzahl bekannt ist, geht mit keiner Einschrankung einher.
Die Parameteranzahl ergibt sich bei einer White-Box-Modellierung direkt aus dem Modellie-
rungsprozess. Bei einer Black-Box-Modellierung wird die Anzahl der Parameter vorgegeben.
Die Bedingung (b) wird durch die Annahme 3.5 in der Arbeit gesichert. Die Bedingung (c) hangt
von dem Rauschen ab und die Bedingung (d) ist abhangig von der Wahl der Hilfsvariablen.
Geeignete Hilfsvariablen sind nach [IM11, S. 302 f.] das bekannte Eingangssignal und eine
Schétzung des unverrauschten Ausgangssignals des Systems. Dies liegt daran, dass mit dieser
Wahl die beiden Bedingungen (4.77) und (4.78) erfiillt werden.

Uberpriifung der Bedingungen (c) und (d) der IV-Methode fiir das Modulations-
funktionsverfahren

In diesem Abschnitt wird als Erstes im Theorem 4.1 die Bedingung (c) fiir das Modulationsfunkti-
onsverfahren unter Beriicksichtigung der getroffenen Annahme 3.3 beziiglich der Eigenschaften
des Rauschens analysiert. AnschlieBend wird tiberpriift, ob die Verwendung einer Schiatzung
des unverrauschten Ausgangssignals als Hilfsvariable bei Anwendung des Modulationsfunk-
tionsverfahrens ebenfalls unkorreliert zum Rauschen und somit eine sinnvolle Wahl fiir die
Hilfsvariablen ist.
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Theorem 4.1 (Erwartungswert des Gleichungsfehlers des Modulationsfunkti-
onsverfahrens [SPKH20])
Sei

Z a; DRLY (t) = Z biy DRL*u (t) (4.79)

k=0

die FDGL, §j (t) eine Messung des mit Rauschen ¢ (t) additiv iiberlagerten Ausgangssignals
y (t),u (t) das Eingangssignal, ¢ > n+m+1,H :={heN|h< g}, h e H,t,t1,tq n,ten €
R, T5,Ta € Ryg, tan, = t1 + RTA, teh = tan + T, 7y eine Modulationsfunktion nach
Definition 3.11 mit der Eigenschaft (P4) und der aus dem Modulationsfunktionsverfahren

resultierende Gleichungsfehler e = [e, ..., en, ..., €] mit
te,n te,n
en=>a f 7(1),dC5 (1) dt - Z by [ w(t), dCP v (1) dt.  (480)
i=0 ta,h ta h

Der Erwartungswert des Gleichungsfehlers des Modulationsfunktionsverfahrens ist
E{e} =0, (4.81)

wenn das Rauschen die Eigenschaften aus der Annahme 3.3 besitzt.

Beweis:

Als Erstes wird der Erwartungswert auf den Gleichungsfehler (4.80) angewendet. Durch die
additive Uberlagerung des Rauschens lisst sich der Gleichungsfehler in einen ungestérten Teil
und einen Teil, der das Rauschen beinhaltet, auftrennen. Der ungestérte Teil summiert sich fiir
die Parameter p des Systems zu Null auf, sodass nur der rauschabhéngige Teil

te,h
E{en} =E{Y a; f e (1), dC (1) dt (4.82)
=0 7 '

evaluiert werden muss. Durch Fubini’s Theorem kann der Erwartungswert unter das Integral
gezogen werden. Da die Modulationsfunktion ~y frei wéhlbar ist, wird die Unkorreliertheit zum
Storsignal angenommen, wodurch

E{en} = Zaz/E{e(t)} Ay, y(t)dt (4.83)

folgt. Aufgrund der ersten Eigenschaft (3.47) in der Annahme 3.3 verschwindet der Erwartungs-
wert des Gleichungsfehlers. O

Damit wird die Bedingung (c) der IV-Methode bei Anwendung des Modulationsfunktions-
verfahrens erfiillt. Ausstehend ist noch die Uberpriifung der Bedingung (d), die nach (4.78)
von den Hilfsvariablen abhangt. Die in der Arbeit eingesetzten Hilfsvariablen werden in der
Definition 4.2 aufgestellt.
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Definition 4.2 (Hilfsvariablen fiir das Modulationsfunktionsverfahren)

Seien die gleichen Notationen und GrofSen wie im Theorem 4.1 gegeben und sei zusdtzlich
Ys eine Schdtzung des unverrauschten Ausgangssignals y des Systems (4.79).
Die Matrix der Hilfsvariablen W := [wy, ..., wh, w7 besteht aus den Vektoren

[ s (D), dC 7 (1)t / s (1) 4050, (1)
ah

u.h

(4.84)

te,n ten
[ u®aciny @t . [u)dck, v (o

ta,h ta,h

Um die Bedingung (d) fiir die Hilfsvariablen aus der Definition 4.2 zu tiberpriifen, wird das
folgende Lemma benétigt und die im Anschluss getroffene Annahme 4.1 verwendet.

Lemma 4.16 (Standardabweichungen des Gleichungsfehlers und der Hilfsva-
riablen [SPKH20])

Seien die gleichen Notationen und Groflen wie im Theorem 4.1 gegeben und sei zusdtzlich
ys eine Schdtzung des unverrauschten Ausgangssignals des Systems (4.79) und W die
Matrix der Hilfsvariablen mit den Zeilenvektoren (4.84).

Sowohl die Standardabweichung des Gleichungsfehlers o als auch der Hilfsvariable o,
sind endlich und nehmen von Null verschiedene Werte an.

Beweis:
Der Beweis ist im Anhang C.3 zu finden. O

Annahme 4.1 (Unkorreliertheit einer Schiatzung des ungestorten Ausgangssi-
gnals mit Rauschen)

Seij (t) =y (t) + € (t) eine Beobachtung eines verrauschten Ausgangssignals mit dem
unverrauschten Ausgangssignal y und dem Rauschen €. Weiterhin sei ys eine Schdtzung
des ungestorten Ausgangssignals y.

Es wird angenommen, dass die Schatzung ys des ungestorten Ausgangssignals y unkorre-
liert zum Rauschen ¢ ist.

Mit dem Lemma 4.16 und der Annahme 4.1 wird die Bedingung (d) der IV-Methode fiir die
Hilfsvariablen, die in der Definition 4.2 aufgestellt werden, untersucht.

Theorem 4.2 (Unkorreliertheit der Hilfsvariablen vom Rauschen [SPKH20])

Seien die gleichen Notationen und GrofSen wie im Theorem 4.1 gegeben und sei zusdtzlich
Ys eine Schdtzung des unverrauschten Ausgangssignals des Systems (4.79) und W die
Matrix der Hilfsvariablen mit den Zeilenvektoren (4.84) entsprechend der Definition 4.2.
Ferner gilt fiir die Korrelation der Schétzung des ungestorten Ausgangssignals ys mit dem
Rauschen € die Annahme 4.1.

Die Hilfsvariablen in der Matrix W sind fiir diese Voraussetzungen unkorreliert zum
Rauschen €.
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Beweis:
Der Ausgangspunkt ist der Korrelationskoeffizient zwischen dem Gleichungsfehler e;, und den

Hilfsvariablen wy,
Do = E{(en —Efen}) (wn —E{wn})} (4.85)
o OeOw )

mit den Standardabweichungen des Gleichungsfehlers o, und o,,. Wenn der Korrelationskoef-
fizient zu Null wird, sind der Gleichungsfehler und die Hilfsvariable unkorreliert [Zei13, S. 821].
Dafiir muss entweder der Zahler zu Null werden oder der Nenner gegen unendlich gehen. Aus
Lemma 4.16 folgt direkt, dass der Nenner einen endlichen Wert annimmt. Aus diesem Grund
ist der Zahler fiir die Analyse der Unkorreliertheit zu evaluieren. Da der Erwartungswert des
Gleichungsfehlers E {ep, } nach (4.83) zu Null wird, ergibt sich

_ E{enwn} —E{exE {wy}} (4.86)
Pew = P '

unter Ausnutzung der Linearitit des Erwartungswerts. Da der Erwartungswert der Hilfsvaria-
blen E {w}, } dem Beweis zu Lemma 4.16 folgend einen von Null verschiedenen endlichen Wert
annimmt, kann dieser aus dem zweiten Ausdruck E {e;, E {wy}, } } ausgeklammert werden. Der
Erwartungswert iiber den Gleichungsfehler E {e, } ist nach (4.83) Null, wodurch der gesamte
zweite Ausdruck zu Null wird.

Der noch iibrig bleibende Ausdruck E {e,wy, } lisst sich aufteilen, da der Erwartungswert
eines Vektors dem Erwartungswert der einzelnen Elemente entspricht und jeder Summand
des Gleichungsfehlers aufgrund der Linearitat des Erwartungswerts fiir sich evaluiert werden
kann. Die nachfolgenden Schritte werden daher beispielhaft fiir das Element der Hilfsvaria-
blen mit der a;-ten Ableitungsordnung und dem Summand des Gleichungsfehlers mit der
Ableitungsordnung o; durchgefiihrt. Abschlieend wird das Ergebnis auf alle Elemente des
Hilfsvariablenvektors und Summanden des Gleichungsfehlers generalisiert. Fiir die beiden
Ableitungsordnungen ergibt sich der Korrelationskoeffizient

te,n te,n
pejwi =E] - f e (1), dC y (1) dt f ys (1) O3~ (1)t . (4.87)
ta,n ta,n

Zur Evaluierung des Erwartungswerts wird aufgrund der Integrale die numerische Approxima-
tion aus dem Abschnitt 4.1.3 angewendet, womit (4.87) in

Pejwi = { ( i P(s)e(ts) AGLY 7(t)|tt )

s=0

( T3 Q). (1) 46LEA O, + )}

(4.88)

mit der Abtastzeit 7', den einzelnen Abtastzeitpunkten ¢, den Gewichtungen P, () der Methode
zur Integrationsapproximation und den numerischen Fehlern F;, F,; resultiert. Die Fehlerter-
me verschwinden nach Lemma 4.7 fiir den Grenzwert T — 0. Fir den nichsten Schritt wird
einerseits ausgenutzt, dass der Erwartungswert linear ist. Andererseits gilt die Annahme, dass
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die Modulationsfunktion und deren Ableitungen unkorreliert zur Schétzung des Ausgangssi-
gnals und zum Rauschen sind. Dies wird wie im Beweis des Theorems 4.1 dadurch motiviert,
dass die Modulationsfunktion unabhingig von den Systemgrofien frei vorgebbar ist. Aufgrund
dieser beiden Eigenschaften resultiert (4.88) in

pej,wi = _T2 27: 27: P (tsl) Q (ts2) E {5 (tsl) Ys (tSQ)}
5120 5920 (4.89)

E { {AGLy v ()], (dGLY (t)|t=t52} :

Aus (4.89) folgt, dass die aj-te Ableitungsordnung des Gleichungsfehlers unkorreliert zu der
a;-ten Ableitungsordnung der Hilfsvariablen ist, wenn die Annahme 4.1 gilt, dass das Rauschen
unkorreliert zu der verwendeten Schiatzung des ungestorten Ausgangssignals ist.

Die Herleitung gilt fiir alle anderen Kombinationen der Ableitungsordnungen des Gleichungs-
fehlers und der Hilfsvariablen. Somit lasst sich die fiir die beiden beispielhaften Ableitungsord-
nungen getroffene Aussage folgendermafien generalisieren. Der Gleichungsfehler ist unkor-
reliert zu den Hilfsvariablen, wenn das Rauschen unkorreliert sowohl zu der Schétzung des
ungestorten Ausgangssignals als auch zu dem exakten Eingangssignal ist. 0

Parameteridentifikation mit der Methode der Hilfsvariable fiir das Modulations-
funktionsverfahren

Unter der Annahme 4.1 ist mit den Theoremen 4.1 und 4.2 gezeigt, dass die IV-Methode die
Parameter eines fraktionalen Systems bei Anwendung des Modulationsfunktionsverfahrens
erwartungstreu schétzt, sofern eine Schiatzung des ungestorten Ausgangssignals vorliegt. Die
Parameter lassen sich unter dieser Voraussetzung entsprechend dem folgenden Theorem 4.3 be-
stimmen. Zur Unterscheidung der mit der IV-Methode ermittelten Parameter von den Parameter
p des fraktionalen Systems werden diese durch p gekennzeichnet.

Theorem 4.3 (Parameteridentifikation mittels der IV-Methode in Blockver-
arbeitung [SPKH20])

Seien die gleichen Notationen und GrofSen wie im Theorem 4.1 gegeben und sei zusdtzlich
Ys eine Schdtzung des unverrauschten Ausgangssignals des Systems (4.79) und W die
Matrix der Hilfsvariablen mit den Zeilenvektoren (4.84) entsprechend der Definition 4.2.
Weiterhin sei _

z=Mp (4.90)
das lineare Gleichungssystem (4.66) entsprechend Lemma 4.2 und rang (M) =n+m+1.
Ferner gilt fiir die Korrelation der Schétzung des ungestorten Ausgangssignals ys mit dem
Rauschen € die Annahme 4.1.
Die Parameter p des fraktionalen Systems (3.55) werden durch

p= [WTJ\N/.I]_1 W'z (4.91)
bei Anwendung der Blockverarbeitung der IV-Methode geschiitzt.
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Beweis:
Entsprechend [IM11, S. 302] wird das lineare Gleichungssystem (4.90) mit der Transponierten
der Matrix der Hilfsvariablen W linksseitig multipliziert:

W'z =W Mp. (4.92)
Aufgrund der zweiten Bedingung der Hilfsvariablen (4.78) ist WM reguldr. Mit der Invertie-
rung der Matrix W' M ergibt sich die Bestimmungsgleichung fiir die Parameter (4.91). [

Neben der IV-Methode in Blockverarbeitung steht auch der rekursive Ansatz wie bei der
LS-Methode zur Verfiigung (siehe Lemma 3.13).

Lemma 4.17 (Parameteridentifikation mittels der rekursiven IV-Methode
[IM11, S. 305])

Seien die gleichen Notationen und GrofSen wie im Theorem 4.1 gegeben und sei zusdtzlich
ys eine Schdtzung des unverrauschten Ausgangssignals des Systems (4.79), w ein Vektor
(4.84) der Matrix der Hilfsvariablen W gemdf3 der Definition 4.2, I € R(*+7+1)x(n+m+1)
eine Einheitsmatrix und P ¢ R+ Dx(m4m+1) oine Kovarianzmatrix.
Die rekursive Berechnungsvorschrift der IV-Methode zur Parameteridentifikation p fiir
das Modulationsfunktionsverfahren ist mit den Gleichungen

Prwp

Ky = (4.93)
m}THlPhthrl +1

Dhs1 =Dp + (2h+1 - m;ﬁlflh) (4.94)

Py = (I-Kymy,,) Py, (4.95)

gegeben, wobei die Kovarianzmatrix P fiir die erste Iteration vorzugeben ist.

Beweis:

Die allgemeinen Gleichungen der rekursiven IV-Methode sind in [IM11, S. 305] gegeben und
die Gleichungen (4.93) - (4.95) fir das Modulationsfunktionsverfahren ergeben sich durch
Einsetzen der entsprechenden Gréfien. O

Mit der IV-Methode wird ein direkter Ansatz fiir die konsistente Schétzung mit dem Theo-
rem 4.3 und dem Lemma 4.17 in dieser Arbeit prasentiert. Im Gegensatz zu bisherigen Ansitzen
[DWHW16], [GLZ18], die auch verrauschte Ausgangssignale angenommen haben, wird kei-
ne Schatzung des Rauschens oder ein zusatzlicher Filterungsschritt vorgenommen. Mit den
Theoremen 4.1 und 4.2 wird die Anwendbarkeit der IV-Methode fiir das Modulationsfunktions-
verfahren gezeigt, wenn die Hilfsvariablen entsprechend der Definition 4.2 aufgestellt werden.
Ein wesentlicher Punkt des Beweises zum Aufstellen der Hilfsvariablen, die im Theorem 4.2
betrachtet werden, ist, dass eine Schatzung des ungest6rten Ausgangssignals vorliegt. In [IM11,
S. 303] wird dafiir ein simuliertes Ausgangssignal abhéngig von den aktuellen Schatzparameter
P vorgeschlagen. Um keine Einschriankung beziiglich der fiir die Forschungsfrage formulierten
Anforderungen vorzunehmen, wird eine Simulationsvorschrift benétigt, die nicht ein System in
Ruhe voraussetzt. Im Stand der Wissenschaft sind solche Simulationsansitze nicht bekannt (sie-
he Abschnitt 3.2.3). Daher wird im Kapitel 5 ein auf dem SMP basierender Ansatz zur Simulation
von fraktionalen Systemen, die zu Simulationsbeginn nicht in Ruhe sind, prasentiert. Basierend
auf dieser Simulationsvorschrift wird im Abschnitt 5.4 die Methode der Hilfsvariablen an einem
Beispiel illustriert.
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4.4 Zusammenfassung und Diskussion der
Parameteridentifikationsverfahren

In diesem Kapitel wird erstmalig ein Modulationsfunktionsverfahren zur Parameteridentifikati-
on fraktionaler Systeme vorgestellt, die sich nicht in Ruhe befinden. In diesem Fall miissen die
fraktionalen Systeme mit Hilfe der initialisierten Ableitungsoperatoren beschrieben werden,
weshalb der gesamte vergangene Ein- und Ausgangsverlauf des Systems zu berticksichtigen ist
(siehe Abschnitt 3.1.3). Die in dieser Arbeit formulierte optionale Eigenschaft (P4), die von
der Modulationsfunktion gefordert wird (sieche Lemma 4.2), eliminiert den Einfluss der Initiali-
sierung. Wie die Eigenschaft (P3) schrankt auch die Eigenschaft (P4) die Menge moglicher
Modulationsfunktionen ein (siehe Abschnitt 3.3.3). Als Kandidat fiir eine Modulationsfunk-
tion, die die zusitzliche Eigenschaft (P4) besitzt (siehe Lemma 4.6), wird eine gewichtete
Spline-Type-Modulationsfunktion in der Definition 4.1 vorgeschlagen.

Zudem wird ein Beitrag zur Parameteridentifikation zeitvarianter fraktionaler Systeme erbracht,
deren zeitabhéngige Parameter sich als Polynomfunktionen beschreiben lassen. Im Gegensatz
zu den zeitinvarianten Systemen tritt bei Anwendung des Modulationsfunktionsverfahren
eine zeitgewichtete Modulationsfunktion (4.43) in der Identifikationsgleichung auf (siehe Lem-
ma 4.2.1). Bei der Betrachtung nicht in Ruhe befindlicher Systeme muss die zeitgewichtete
Modulationsfunktion eine zur Eigenschaft (P4) vergleichbare Eigenschaft (P5) zur Eliminie-
rung des Initialisierungseinflusses besitzen. Im Lemma 4.14 wird gezeigt, dass die zeigewichtete
Spline-Type-Modulationsfunktion (4.52) diese Eigenschaft besitzt. Um jedoch die Anderungen
der Parameter korrekt zu beriicksichtigen, wird zusétzlich der Zeitpunkt benétigt, ab dem sich
die Parameter dndern.

Die Erweiterung des Modulationsfunktionsverfahrens fiir nicht in Ruhe befindliche Systeme
wird zunéchst fiir den rauschfreien Fall hergeleitet. Der durch Rauschen hervorgerufene Fehler,
der bei der Parameteridentifikation mittels der LS-Methode im Rahmen des Modulationsfunkti-
onsverfahrens fiir zeitinvariante fraktionale Systeme entsteht, wird explizit berechnet (siehe
Lemma 4.15). Damit wird gezeigt, dass die LS-Methode nicht erwartungstreu ist. Um dennoch
eine konsistente Parameteridentifikation zu erhalten, wird in dieser Arbeit vorgeschlagen, an
Stelle der LS-Methode die IV-Methode fiir die Parameteridentifikation innerhalb dem Modulati-
onsfunktionsverfahren anzuwenden. Zum Aufstellen der Hilfsvariablen wird angenommen,
dass eine Schitzung des ungestorten Ausgangssignals existiert. Wenn das Rauschen unkorre-
liert zu dieser Schéatzung des ungestorten Ausgangssignals und mittelwertfrei ist, werden die
Parameter des fraktionalen Systems mit dem Modulationsfunktionsverfahren in Kombination
mit der IV-Methode biasfrei identifiziert (siche Abschnitt 4.3.2). Eine zentrale Anforderung der
Forschungsfrage beziiglich der Parameteridentifikation ist, dass sich das System zu Beginn
der Identifikation nicht in Ruhe befinden muss. Dies bedeutet, dass auch die Schiatzung des
ungestorten Ausgangssignals fiir ein nicht in Ruhe befindliches System erfolgen muss. Da im
Stand der Wissenschaft keine Berechnungsvorschrift dafiir existiert, wird im nachsten Kapitel 5
eine Simulationsvorschrift basierend auf dem SMP beschrieben, um diesen Fall abzudecken.
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Im vorherigen Kapitel wird eine Methode zur Parameteridentifikation fiir sich nicht in Ru-
he befindliche fraktionale Systeme auf dem Modulationsfunktionsverfahren hergeleitet. Die
Kombination mit der IV-Methode erméglicht die konsistente Parameteridentifikation im Falle
verrauschter Ausgangssignale. Entsprechend [IM11, S. 302] miissen die Hilfsvariablen dabei un-
korreliert zum Rauschen und sollten moglichst stark korreliert zu dem Ein- und Ausgangssignal
des Systems sein (siehe (4.77) und (4.78)). Daher wird als Hilfsvariable das ungestorte Ein-
gangssignal und eine Schatzung des ungestorten Ausgangssignal entsprechend Definition 4.2
vorgeschlagen. Bislang existiert jedoch lediglich ein Algorithmus zur Berechnung der geschlos-
senen Losung, wenn das System zu Beginn der Simulation in Ruhe ist [Xuel7, S. 113]. Dies
liegt daran, dass stets die gesamte Systembhistorie zur exakten Berechnung des Ausgangssignals
notwendig ist. Da aber mit voranschreitender Zeit der Einfluss zuriickliegender Werte abnimmt,
stellt sich die Frage, ob in Analogie zum SMP fiir Funktionen (sieche Abschnitt 3.1.4) ein SMP
fur fraktionale Systeme beschrieben werden kann. Ein solcher Ansatz wird im Abschnitt 5.1
prasentiert. Im Abschnitt 5.2 wird der Fehler des simulierten Ausgangssignals gegeniiber
dem Ausgangssignal des fraktionalen Systems berechnet, der sich durch die Verwendung des
SMPs anstelle des gesamten vergangenen Funktionsverlaufs ergibt. Anschlieffend wird im
Abschnitt 5.3 iiberpriift, welche Voraussetzungen vom fraktionalen System erfillt sein miissen,
damit dieser Fehler mit zunehmender Zeit gegen Null konvergiert. Die geschlossene Losung
basierend auf dem SMP stellt eine Antwort auf den letzten offenen Punkt aus Abschnitt 4.3.2, die
Schatzung

mittels dem Modulationsfunktionsverfahren in Kombination mit der IV-Methode anwenden,
das anhand eines Beispiels im Abschnitt 5.4 illustriert wird.

5.1 Geschlossene Losung unter Beriicksichtigung des
Short-Memory-Prinzips

Die in der Literatur [Xuel7, S. 113] bekannte geschlossenen Losung (3.50) benoétigt alle Funkti-
onswerte des Ein- und Ausgangssignals bis zu dem Zeitpunkt ¢y, ab dem das fraktionale System
aus der Ruhe ausgelenkt wurde. Um eine praktische Anwendung des hergeleiteten Parameteri-
dentifikationsverfahrens zu ermdglichen, gilt in dieser Arbeit jedoch, dass Messdaten erst ab
einem Zeitpunkt ¢; mit ¢ > tg zur Verfiigung stehen. Da diese Annahme der Voraussetzung
der geschlossenen Losung (3.50) widerspricht, sind diese nicht einsetzbar. Zur Berechnung
der fraktionalen Ableitung von Funktionen ist fiir diesen Fall das SMP beschrieben worden,
damit zumindest approximativ der Funktionsverlauf bestimmt werden kann. Dem SMP liegt die
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Erkenntnis zugrunde, dass weiter zuriickliegende Funktionswerte einen geringeren Einfluss auf
aktuelle und zukiinftige Funktionswerte haben (siehe Abschnitt 3.1.4). In [Den07] und [BD17]
ist das SMP auch auf fraktionale Systeme angewendet worden. Allerdings wird in [Den07] die
Klasse der fraktionalen Systeme auf

1, dC T (t) = f (1, ) (5.1)

beschrénkt, wodurch dieser Ansatz fiir die Beantwortung der Forschungsfrage zu einschrénkend
ist (siehe Abschnitt 2.1.3). In [BD17] wird das System ausgehend von einer Ruhelage simuliert.
Nach dem Prinzip des Moving Horizon werden bei der Berechnung der Funktionswerte stets
nur eine feste Anzahl zuriickliegender Funktionswerte beriicksichtigt. Im Gegensatz dazu soll in
dieser Arbeit keine Einschrankung beziiglich des fraktionalen Systems und des Startzeitpunkts
der Simulation vorgenommen werden.

Definition 5.1 (Geschlossene Losung fiir FDGLen mit dem SMP [SSH21])

Seitg,t1,ta,t € R, tg <ty <t,T € R die Abtasizeit, L € N die Speicherlinge des SMPs,
fg = tl + LT,

m

> ai, DGLE G (£) = 3 b, DGLu (¢) (5.2)
1=0 k=0

die FDGL mit dem exakten Eingangssignal u und dem von Rauschen additiv iiberlagerten
Ausgangssignal y entsprechend (3.46), to der Zeitpunkt, vor dem das fraktionale System
in Ruhe, war und t, der Zeitpunkt, ab dem das Eingangssignal u sowie die Messungen des
Ausgangssignals y vorliegen.

Die geschlossene Losung der FDGL Yy, unter Beriicksichtigung des SMPs wird im Intervall
[t - LT,t] durch

iy & bk &, i (Br oy
omp (1) = lim T LZO 7 L (D ( z )u(t )
=0 (5.3)
SR b3 () PRURFU RS SN SOl (3] TURES
0T \ia ! Yomp I=L;+1 ! Y
mit
L= min([#LL) (5.4)
bestimmt.

In der prasentierten geschlossenen Losung (5.3) werden die ersten L Messwerte nach dem
Messbeginn t; verwendet, um die Berechnungsvorschrift zu initialisieren und somit den An-
fangsfehler zu reduzieren [Kup19, S. 35]. Mit Hilfe dieser Messwerte wird der erste Simulati-
onswert fiir £ berechnet. Fiir alle nachfolgenden Zeitpunkte werden keine weiteren Messwerte
hinzugenommen, sondern die simulierten Ausgangswerte werden als aktuellere Funktionswerte
in (5.3) verwendet. Dieses wird tiber die Hilfsgrole L; (5.4) sichergestellt.
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5.2 Simulationsfehler bei Anwendung des
Short-Memory-Prinzips

Mit (5.3) steht eine Simulation des Ausgangssignals fiir die IV-Methode zur Verfiigung. Jedoch
muss sich ein Fehler ergeben, da zum einen die Signalverliufe fiir ¢ € [¢o, 1 ) nicht beriicksichtigt
werden und zum anderen die Messung des verrauschten Ausgangssignals zur Initialisierung
des SMPs fiir t € [t1,t2) verwendet wird.

Lemma 5.1 (Simulationsfehler der geschlossenen Losung fiir FDGLen mit dem
SMP [SSH21])

Seien die gleichen Notationen und Grofen wie im Lemma 5.1 gegeben und sei zusdtzlich
Ysmp das mit (5.3) berechnete Ausgangssignal des fraktionalen Systems (5.2).
Der Simulationsfehler eqp, der sich aus der Differenz zwischen (3.50) und (5.3) ergibt, ist

come (1) =0 (€)=t (0 (5.5)
- i 1 <« bk i 1 (B
i=0
n a; [t_qfoj ey L ey (56)
2 20 (G remm- 50 0! (F)ee-im-
n a; Ly (o
L 7w ;1(_1) (z)e(t_lT)]
mit
" mm(L#J’L)' (5.7)
Beweis:

Beim Bilden der Differenz von (3.50) und (5.3) wird direkt offensichtlich, dass sich alle Ausdriicke
beziiglich des Eingangssignals « mit Ausnahme der Ausdriicke im Bereich t € [tg,t — LT)
gegenseitig aufheben. In diesem Bereich wird in (5.3) das Ausgangssignal y ebenfalls nicht
berticksichtigt, wodurch der Anteil aus (3.50) im Simulationsfehler auftaucht. Da mit (3.50) das
unverrauschte Ausgangssignal y berechnet wird, aber in (5.3) das mit Rauschen tiberlagerte
Ausgangssignal § zur Initialisierung des SMPs im Bereich ¢ € [¢1,t2) verwendet wird, taucht
im Simulationsfehler das Rauschen ¢ fiir diesen Zeitbereich auf. Nach ¢ = t5 unterscheiden sich
die Ausgangssignale § und ysmp, wenn das System vor ¢ = ¢; nicht in Ruhe war und Rauschen
das Ausgangssignal iiberlagert. Dies fithrt somit auf
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m =y
2 L 1 (B
€smp (1) = lim — Thr >, (-1 ( ! )U(t—lT)—
> % k=0 l [f_flj+1

noag o N[ _ B [ _ _ (5.8)
N, 2 Y (Y )o-mm) L2, ()ee-my

t—t t—t
=21 -

(-1)! (Ozi)y(t _IT) _i » J(—l)l (OZ)ymp (t-1T)

a;
o
1=0 T =1

Die Summen, die das Intervall [¢ — LT, t) beschreiben, lassen sich zusammenfassen. Durch
Ausklammern aller Ausdriicke bis auf % und ysm,p, treten die beiden Ausgangssignale y und Ysmy,
als Differenz nur in der inneren Summe mit dem Laufindex [ auf. Das Nutzen der Definition
des Simulationsfehlers (5.5) fithrt schlieilich auf (5.6). O

Fiir den Zeitbereich ¢ € [t1, t2] resultiert der Simulationsfehler (5.6) in

. 1 & by 1=z (B
€smp (t2) = %}% ™ . Z Tﬁk Z (—1) ( I )u (t — ZT) (t) _
C[il‘;i k=0 l=[t2;tlj+1
0 (5.9)
n g [tz;toj o [tz—tlJ | fa
Yorar 2, (D) ( ’)y(t—lT)— > (-1) ( z)e(t—l:ﬁ) .
i= T to—t l — l
=0 =221 |11 1=1

Daraus folgt, dass der initiale Simulationsfehler sich aufgrund der Vernachléssigung der Historie
sowie dem Rauschen im Intervall [¢;,¢5) ausbildet. Allerdings kommt es fiir ¢ > ¢5 zusitzlich
zur Uberlagerung des Einflusses der Historie und der Dynamik des Simulationsfehlers egpp.
Dies wird im néichsten Abschnitt analysiert.

5.3 Konvergenzanalyse der geschlossenen Losung
basierend auf dem Short-Memory-Prinzip

In diesem Abschnitt wird analysiert, welche Voraussetzungen das fraktionale System erfiil-
len muss, damit der Simulationsfehler (5.6) gegen Null konvergiert und damit das simulierte
Ausgangssignal dem ungestorten Ausgangssignal des Systems entspricht. Dafiir gilt die An-
nahme, dass die Parameter und Ableitungsordnungen des fraktionalen Systems bekannt sind.
Im vorherigen Abschnitt wurde erldutert, dass der Simulationsfehler sich aus der Historie des
fraktionalen Systems, dem Rauschen wahrend der SMP-Initialisierung und der Dynamik des
Simulationsfehlers zusammensetzt. Da sich bei Anwendung des Moving Horizon-Prinzips der
Einfluss der Systemhistorie in Abhingigkeit der zusitzlich vernachlassigten Funktionswerte &n-
dert, ist keine Aussage beziiglich der Konvergenz moglich [WCCW17]. Aus diesem Grund wird
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analog zu den Funktionen iiberpriift, ob sich der Simulationsfehler der Berechnungsvorschrift
(5.3) bei zunehmender Speicherldnge L verringert [WCCW17]. Fiir die Konvergenzanalyse
wird angenommen, dass

(a) sich das fraktionale System vor ¢ = ¢y in Ruhe befindet,

(b) zur Initialisierung der Berechnungsvorschrift (5.3) die Messdaten des Ein- und Ausgangs-
signals u und § aus dem Intervall [¢1,t2) mit ¢ < ¢1 < to genutzt werden,

(c) abt =ty das berechnete Ausgangssignal ysmp zur Verfiigung steht und
(d) der Speicher mit der Lange L siamtliche Daten im Intervall [¢1,¢] umfasst.

Daraus folgt fiir die Berechnungsvorschrift (5.3)

m g2
Yo (1) = Jim [21?5 > 0 (F)ue-m)-

_4i | k=0 1=0
EOT% (5.10)
N G 'z 1 Lz Lo -
P71 IDINCIV () PRV RS SR G O G FICRED
i=0 I=1 1= &2 |+1

T

Mit fortschreitender Zeit nimmt der Einfluss der Historie des Ein- und Ausgangssignals « und
y sowie des Rauschens ¢ aufgrund der Gewichtung mit dem Binomialkoeffizienten ab. Dies
wird ausgenutzt, indem diese beiden Einfliisse als ein abklingendes Eingangssignal

mop L7t
(t) = 71}2%;;0?;’“ > (-1) (ﬂlk)u (t-1T)-
= +1

L5

- - (5.11)
n a; T o T Q;
YAy (—1)1( )y(t—lT)— » (—1)1( )5(t—lT)
'=()T ¢ t-t l t—t l
? I=| =t |+1 I=]| =2 |+1

fiir die Konvergenzanalyse interpretiert werden und die Dynamik des Simulationsfehlers als
ein fraktionales System aufgefasst wird. Zur Formulierung des fraktionalen Systems des Fehlers
wird die folgende Annahme getroffen.

Annahme 5.1 (Existenz Laplace-Transformierte des Hilfseingangssignals)

Es wird angenommen, dass U eine Laplace-Transformierte des Hilfseingangssignals @
(5.11) ist.

Lemma 5.2 (Fehlersystem der geschlossenen Losung mit dem SMP [SSH21])

Sei esmp der Simulationsfehler aus Lemma 5.1, U die Laplace-Transformierte des Hilfsein-
gangssignals 4 (5.11) und s € C die komplexe Frequenz.
Unter der Annahme 5.1 ist der Simulationsfehler im Frequenzbereich

E(s) = ;0(5). (5.12)

apS8%i

™

=0
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Beweis:
Mit dem Hilfseingangsignal (5.11) ist der resultierende Simulationsfehler

o 22
esmp(t):%,im nl ﬂ’(t)_z Z. Z

>0y A i=0
i

(-1)" (C;)e (t - ZT)] . (5.13)

Von diesem Punkt aus werden die Schritte zur Herleitung der geschlossenen Losung (3.9)
riickwirts durchgefiihrt. Dafiir wird als Erstes (5.13) mit Y-, @i/~ multipliziert. Die linke
Seite der sich ergebenden Gleichung entspricht fiir [ = 0 dem Summand der auf der rechten
Seite stehenden Summe. Wenn alle Ausdriicke des Simulationsfehlers egy,p, auf die linke Seite
gebracht werden, ergibt sich

noa Vo
> (-1) ( ’)esmp(t—lT)=a(t) (5.14)
by A ! l
D @iy, AGLY egmp () = 0 (t) (5.15)

Il
[}

(3

mit der Definition der Ableitungsvorschrift nach Griinwald-Letnikov (3.15). Unter der Annah-
me 5.1 fithrt die Anwendung von (3.41) auf (5.15) zu dem Ergebnis

Y ais® E(s) = U(s). (5.16)
=0
Auflésen von (5.16) nach E ergibt (5.12). O

Der vorherige Beweis basiert auf der Annahme 5.1. Aufgrund des in (5.11) auftretenden Binomi-
alkoeffizienten ist eine Laplace-Transformation des Hilfseingangssignals @ jedoch nicht direkt
moglich. Fiir die Konvergenzanalyse wird daher eine Hilfsfunktion verwendet, die zu jedem
Zeitpunkt betragsméflig grofier als das Hilfseingangssignal ist. Diese Hilfsfunktion wird im
Nachfolgenden als obere Abschitzung des Hilfseingangssignals bezeichnet. Dadurch wird si-
cher gestellt, dass die Konvergenzanalyse restriktiver ist und somit giiltig fiir das urspriingliche
Hilfseingangssignal @ bleibt.

Lemma 5.3 (Obere Abschitzung des Hilfseingangssignals [SSH21])

Sei L € N die Speicherlinge des SMPs, k,\ € Ry, s € C die komplexe Frequenz, das
fraktionale System entsprechend Lemma 5.1 mit der FDGL

> a;, DGLY G (1) = Y. by DGLYFu(t) (5.17)
=0 k=0

4 das Hilfseingangssignal (5.11) und I'; die unvolilstindige Gamma-Funktion [AS65,
S. 260].
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Die Laplace-Transformierte einer oberen Abschdtzung von dem Hilfseingangssignal @
(5.11) ist

t1-tq ta— 11

~ n+m+2[TJ n+1l J” Vs s
U, = lF 0, — Xt T . (5.18
o5 b 5 Bl oo

j=0 =1 4,l j=0 I=1 4l

Beweis:

In dem Beweis wird ausgenutzt, dass durch Abschétzung jedes einzelnen Summanden in (5.11)
nach oben ebenfalls eine Abschétzung der gesamten Summe nach oben erreicht wird. Da
alle Summanden in (5.11) die gleiche Struktur aufweisen, ist es ausreichend einen Summan-
den exemplarisch zu betrachten. Die obere Abschétzung wird fiir die «;-te Ableitung des
Ausgangssignals

2]
S L%

>oo(-1 ( l )y(t—lT) (5.19)

1=| 55 41

ﬂi(t):;

hergeleitet. Auch fiir die Abschatzung von (5.19) gilt, dass die Struktur der Summanden gleich
ist und die Abschétzung der Summe iiber die einzelnen Summanden erfolgen kann.

Mit der Annahme, dass [ > | ;| ist, ergibt sich der ausmultiplizierte Binomialkoeffizient zu

(o) (el oo 2D (o le ) (5.20

Die Faktoren in (5.20) werden in einen positiven und negativen Teil aufgetrennt. Anschlie8end
werden die positiven und negativen Teile als Produkte zusammenfassen:

[e] I-|ai]-1
I (w-p) T D" (p-ai+|o])

(677 ©=0 p=1
= . 5.21
( l ) ! (5.21)

Aufgrund der betragsméafiigen Abschiatzung kann im zweiten Produkt das Vorzeichen ver-
nachléassigt werden und die Produkte selbst durch die Fakultdt nach oben abgeschétzt werden.

Dadurch ergibt sich
‘(O@) Nl (= lai] - 1)!
L I ’

(5.22)

Die Abschitzung (5.22) wird verwendet, um (5.19) betragsméafiig abzuschétzen. Nach wie vor
soll I > |a; ] gelten, wodurch die betragsmiBige Abschitzung zu

o (o

T (5.23)

[O‘Z]y(t—lT)‘ (l—l@J—l)"

= [A ety (e - ZT)‘ — (5.24)
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fihrt. Das Produkt H .| # wéichst dem Beweis in [Spi06, S. 322] nach schneller als jedes

Polynom. Folglich gllt
a; l 1
T U (5 ) ¢ 11) | < | Tty (611 || —— 529)
1
p=l—|o]
< ’ﬂ[ai]ly (t- ZT)’ S ) (5.26)
T 1+)\i,l (t—tl)

wobei mittels A; ; eine Hilfsgrole fiir die Abschétzung des Abklingverhaltens nach oben ist.
Die anderen Groéf3en werden in

a;
Cil = ﬁ[ai]!y (t-1T) (5.27)

zusammengefasst, wodurch c; ; den Anfangswerteinfluss der o;-ten Ableitung des Ausgangssi-
gnals zum [-ten Schritt abschitzt. Damit stellt
Ci,l

—_— 5.28
1+/\i7l(t—t1) ( )

Uiy (t) =

eine obere Abschitzung des [-ten Summanden von (5.19) dar.

Falls [ < | ;| ist, treten die negativen Faktoren in (5.20) nicht auf, wodurch sich die Abschitzung
(5.24) zu

‘%(_1)z (OZi)y(t_lT) g‘%{ai]!y(t—lT)H%‘ (5.29)

andert. Die obere Abschitzung (5.28) ist basierend auf dem Beweis in [Spi06, S. 322] in diesem
Fall auch eine giltige Abschitzung.

Auf die obere Abschitzung des Summanden (5.28) wird die Definition der Laplace-Transformation
[Sch99, S. 2] angewendet. Daraus resultiert

il et gy 5.30
Ui (s) = f1+/\” t—t1) (5:30)

und mit der Substitution 7 := ng (1+ X (t—t1)) folgt

[}

~ C; _s e T

Uii(s) = /\Z—_’lle*i’l f ?dT7 (5.31)

1, s
ALl

wobei das Integral die unvollstindige Gamma-Funktion I'; ( e l ) reprasentiert [AS65, S. 260].
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Der Beweis folgt fiir alle anderen auftretenden Summanden analog. Dabei ist zu berticksichtigen,
dass das Ein- und Ausgangssignal im Intervall [¢o, ¢1 ) und das Rauschen im Intervall [¢;,¢5) in
(5.11) auftritt. Aufgrund der Linearitdtseigenschaft der Laplace-Transformation addieren sich
die einzelnen Laplace-Transformierten, sodass die obere Abschatzung des Hilfseingangssignals
(5.18) resultiert.

Damit sind die Vorarbeiten zur Untersuchung der Konvergenz des Simulationsfehlers (5.6)
abgeschlossen und das Theorem kann formuliert werden.

Theorem 5.1 (Konvergenz der geschlossenen Losung fiir FDGLen mit dem
SMP [SSH21])

Sei E der Simulationsfehler im Frequenzbereich (5.12)
1 -
E(S) = nan (S) (532)
2, Gp s
i=0

mit U, der oberen Abschitzung (5.18) des Hilfseingangssignals (5.18) im Frequenzbereich.
Der Simulationsfehler konvergiert fiirt — oo gegen Null, wenn die Ableitungsordnung der
FDGL g < 1 ist.

Beweis:

Zur Analyse der Konvergenz werden die Ergebnisse der Lemmata 5.2 und 5.3 verwendet. Auf das
System der Fehlergleichung (5.12) wird der Endwertsatz [Sch99, S. 88] unter Beriicksichtigung
der oberen Abschitzung des Hilfseingangssignals (5.18)

E = lwir% sE (s) (5.33)

tl—tOJ to—tq

n+m+2 | T . s n+1l ZT ]~ . s
=lims; ooy %emfi (0,;)+ > Bil %5 T, (O, ;\5 )
j N

s=0 &

S s \ i=0  i=1 Adl Gl)  i=0 =1 A il
i=0
(5.34)
angewendet. Da die Ausdriicke s fiir s = 1,...,n aufgrund der Sortierung der Ableitungsord-

nungen (o, > a1 > ... > ag) schneller als oy gegen Null konvergieren, reduziert sich (5.34)
zu

n+m+2 [%J Kl 1 s n+l Ltz;tl ] I~€j . 1 s
E, = ——lims O‘”F-(O )+ —= lims O“’1"-(0 ~).
JZE} z; agA;,1 50 A ;) z; apAjp =0 T
(5.35)
Fur die Konvergenz miissen nur noch die von der komplexen Frequenz s abhangige Teile

fia(s) = s700T, (0, AS;) und (5.36)
05

Fia ()= s, (0, 2 ) (5.37)

J;l

>
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untersucht werden, das im Nachfolgenden exemplarisch fiir f;; erfolgt. Aus der Definition der
unvollstdndigen Gamma-Funktion folgt der Grenzwert

. s
wihrend fiir den von (s!7%0)-abhingigen Ausdruck eine Fallunterscheidung

=0 firag<1
=1 firag=1 (5.39)

— o0 furog>1

lim st~
s—0

notwendig ist. Aus (5.38) und (5.39) folgt direkt, dass Fo, — oo fiir aig > 1 gilt. Fir ap < 1 ist
fj,1 an der Stelle s = 0 unbestimmt. Zur Endwertbestimmung wird die Regel von de L’Hospital
[AS65, S. 13] angewendet, womit

lim LI s (5.40)

und somit F,, = 0 folgt. O

Aus dem Theorem 5.1 folgt, dass mit zunehmender Zeit beziehungsweise grofier werdender
Speicherlange L der Simulationsfehler ey, fiir fraktionale Systeme mit ag < 1 fiir ¢ — oo
gegen Null konvergiert, wiahrend der Simulationsfehler fiir die fraktionalen Systeme mit oy >
1 divergiert. In der praktischen Anwendung ist ein Kompromiss zwischen der Grofle des
Simulationsfehlers und der Rechenzeit zu treffen. Die Rechenzeit erhoht sich mit zunehmender
Speicherlédnge L, da dadurch die Anzahl an mathematischen Operationen zur Bestimmung von
Ysmp (1) ansteigt.

Mit Blick auf die Parameteridentifikation aus Abschnitt 4.3 ist anzumerken, dass von einer
starken Korrelation zwischen den beiden Signalen auszugehen ist, da der Simulationsfehler g,
als Differenz zwischen dem mit (5.3) berechneten Ausgangssignal ¥smp und dem ungestorten
Ausgangssignal y des fraktionalen Systems definiert ist. Folglich erfiillt das Ausgangssignal
Ysmp die im Abschnitt 4.3.2 formulierten Bedingungen und kann als Hilfsvariable fiir die
Parameteridentifikation eingesetzt werden.

Beispiel 5.1:
In diesem Beispiel wird die Konvergenz des Simulationsfehlers eqy,p, betrachtet. Als Beispielsys-
tem wird das fraktionale Modell

2, dRL; % (t) + , ARL{*G (t) =  dRLY u (t) (5.41)

verwendet. Im ersten Fall wird oy = 0,4 gewdhlt, sodass die Bedingung fiir die Konvergenz
in dem Theorem 5.1 erfiillt wird. Im zweiten Fall wird die Bedingung fiir die Konvergenz mit
g = 1 verletzt. Als Anregungssignal dient ein Pseudozufallsrauschen [IM11, S. 164 f.] mit einer
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Amplitude von 1 und einem Sprungabstand von 10s, das insgesamt Ty, = 100000 lang ist.
Um die Simulationsfehler zu bestimmen, wird das Ausgangssignal y nach (3.50) fiir das in Ruhe
befindliche System und das Ausgangssignal ysmp nach (5.10) fiir das nicht in Ruhe befindliche
System mit einer Abtastzeit von T' = 1 berechnet. Die Berechnung des Ausgangssignals Ysmp
beginnt ab t1 = 50s. Fiir die Initialisierung der Berechnungsvorschrift (5.10) wird das Ein- und
Ausgangssignal im Intervall [50s, 500s] verwendet. Zudem wird zur Berechnung mit (5.10)
ein verrauschtes Ausgangssignal § mit einem Signal-Rausch-Verhdltnis (SNR) von 38,3 dB
anstelle des Ausgangssignals y eingesetzt.

In der Abbildung 5.1 ist der Simulationsfehler (5.5) dargestellt, wobei sich der obere Verlauf
fiir ag = 0,4 und der untere fiir g = 1 ergibt. Entsprechend dem Theorem 5.1 konvergiert,
der nach (5.6) berechnete Simulationsfehler fiir den Fall ag = 0,4 < 1 fiirt — oo gegen Null,
wohingegen fiir cg = 1 der Fehler mit zunehmender Zeit anwdchst. Zu dem Verlauf, der sich
fiir ag = 0,4 ergibt, ist anzumerken, dass der Fehler des simulierten Ausgangssignals zum
Zeitpunkt t = 500 s Null sein muss, da dieser noch dem letzten Messwert des Ausgangssignals
entspricht. AnschliefSend steigt der Simulationsfehler an. Das liegt daran, dass die anfdnglichen
Abweichungen durch den Binomialkoeffizient stirker gewichtet werden. Der Einfluss der Historie
verringert sich mit zunehmender Zeit, sodass der Fehler fiir ag < 1 abnimmt und gegen Null
konvergiert.

’— Gleichungsfehler ‘
0 —
Z 0,14
ﬂ»
S 024
-0,3 T T T T T T T T T ™

€1 (t)
|

x x x x x ™ 107
o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

tins

Abbildung 5.1: Verlauf der Simulationsfehler fiir das System (5.41) mit a9 = 0,4 (oben), sodass die Bedingung
im Theorem 5.1 erfullt ist, und mit g = 1 (unten), sodass die Bedingung im Theorem 5.1 nicht
erfullt ist
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5.4 Beispiel zur Illustrierung der Methode der
Hilfsvariablen fiir fraktionale Systeme

Im Abschnitt 4.3 wird fir eine konsistente Parameteridentifikation mittels dem Modulati-
onsfunktionsverfahren vorgeschlagen, die IV-Methode anstelle der LS-Methode einzusetzen.
Allerdings blieb die Frage offen, wie die notwendige Schétzung des ungestorten Ausgangssignals
Ys (4.84) bestimmt werden kann. Mit der geschlossenen Losung (5.3) steht eine Simulationsvor-
schrift fur fraktionale Systeme, die sich nicht in Ruhe befinden, zur Verfiigung, wodurch (5.3)
diesen letzten, offenen Punkt schlief3t. In diesem Abschnitt wird die Parameteridentifikation
eines fraktionalen Systems mit dem Modulationsfunktionsverfahren in Kombination mit der
IV-Methode anhand eines Beispiels illustriert.

Beispiel 5.2:

In diesem Beispiel wird fiir die Parameteridentifikation im Modulationsfunktionsverfahren
einerseits die IV-Methode aus Abschnitt 4.3 und andererseits die LS-Methode eingesetzt. Anhand
der Identifikationsergebnisse wird gezeigt, dass im Gegensatz zur LS-Methode die IV-Methode
die Parameter erwartungstreu bestimmt. Neben den verrauschten Ausgangssignal wird zudem
die Parameteridentifikation fiir ein zu Beginn der Identifikation nicht in Ruhe befindliches
System demonstriert. Als Beispielsystem wird das fraktionale System

o DRLY®y (t) + a1, DRLY y (t) + agy (t) = by, DRLY u (t) + by, DRLY u (t) (5.42)

mit den zu identifizierenden Parametern a1 = 2, ag = 3, by = 1 und by = 4 betrachtet. Das
System befindet sich vor dem Beginn der Anregungto = 0s in Ruhe. Die Parameteridentifikation
wird zum Zeitpunkt t1 = 15s (Abbildung 4.4 (gepunktete Linie)) mit einem Identifikations-
horizont von T; = 20s gestartet. Die gesamte Simulationsdauer betrigt Ty., = 170s und
die Abtastzeit wird gemdf$ Lemma 4.7 zu T = 0,01 s gewdhlt. Als Anregungssignal u wird
Pseudozufallsrauschen [IM11, S. 164 f.] mit einer Amplitude von 1 und einem Sprungabstand
von 1's verwendet. Das Anregungssignal v ist in der Abbildung 5.2 (oben) und das zugehorige
ungestirte Ausgangssignal y in der Abbildung 5.2 (unten) als gestrichelte Linie dargestellt. Um
das verrauschte Ausgangssignal §j zu erzeugen, wird das Ausgangssignal y mit mittelwertfreies,
weifSes Rauschen ¢ entsprechend Annahme 3.3 iiberlagert, das zu einem SNR von 38,4 dB fiihrt.
Das verrauschte Ausgangssignal ist ebenfalls in der Abbildung 4.4 als durchgezogene Linie
abgebildet.

Als Modulationsfunktion v wird die gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) einge-
setzt. Durch die Wahl der Parameter der gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion zu s = 10
und o = 5 besitzt die gewdhlte Modulationsfunktion die Eigenschaft (P1), da o > [a, | und
s > 0+ 2 gilt. Da zudem o > [, | ist, besitzt die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion
auch die Eigenschaft (P4).

Die Integrale der Identifikationsgleichung (4.3) werden mit der Trapezregel [Zeil3, S. 899]
approximiert. Die Intervallgrofie wird dafiir gleich der Abtastzeit T gewdhlt. Die unabhdngigen
Gleichungen werden entsprechend Lemma 4.3 aus dem Verschieben des Integrationsintervalls er-
zeugt. Das erste Intervall ist [ 15 s, 35 5] basierend auf dem gewdhlten Startzeitpunkt 1 und dem
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Identifikationshorizont T;. Fiir die weiteren Gleichungen wird das Intervall jeweils um Ta = 2s
verschoben. Dadurch ergibt sich das zweite Intervall [ 17 s, 37 s] fiir die Identifikationsgleichung.
Die Identifikationsgleichungen werden in einem Gleichungssystem (3.59) zusammengefasst,
das fiir die Parameteridentifikation einerseits mit der LS-Methode und andererseits mittels der
IV-Methode jeweils in Blockverarbeitung (3.60) beziehungsweise (4.91) geldost wird.

Die Identifikationsergebnisse sind in der Abbildung 5.3 dargestellt. Darin sind die durch die
LS-Methode ermittelten Parameter als gepunktete Linie und die durch die IV-Methode be-
stimmten Parametern als durchgezogene Linie dargestellt. Die grau gestrichelte Linie in der
Abbildung entspricht den vorgegebenen Parametern. Bei den Identifikationsergebnissen fallt
auf, dass die ersten vier Parameter fiir beide Methoden identisch sind. Dies liegt darin, dass
fiir die IV-Methode zur Simulation des Ausgangssignals, die mit der geschlossenen Losung
(5.3) berechnet wird, Schdtzwerte der Parameter bendtigt werden. Fiir die Bestimmung dieser
Schdtzwerte wird entsprechend [IM11, S. 303] die LS-Methode eingesetzt wird. Weiterhin zeigt
das Beispiel, dass selbst bei zunehmender Anzahl an Identifikationsgleichungen die mittels der
LS-Methode bestimmten Parameter einen Fehler gegeniiber den vorgegebenen Parameter auf-
weisen. Dahingegen konvergieren die Parameter, die mit Hilfe der IV-Methode bestimmt werden,
trotz verrauschten Ausgangssignal entsprechend dem Theorem 4.1 gegen die Referenzparameter.

w (t)

y (t)

—— Eingangssignal - - - Ausgangssignal
(S L I — T
0,5
054 |
-1 " ‘ L | ‘ 11
1 :
. r r | r“ W VM‘ \Mm
-1 I : T T T T I T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160

------ Beginn der Identifikation ~—— verrauschtes Ausgangssignal
-0.5 44 11 8l
tins

Abbildung 5.2: Pseudozufallsrauschen als Eingangssignal (oben) und das resultierende und verrauschte Ausgangs-
signal (unten) fiir die Parameteridentifikation fraktionaler Systeme mit der IV-Methode
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- - - Referenzparameter ~—%— Parameter mittels IV-Methode
--@-- Parameter mittels LS-Methode

-2 T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

Iterationsschritt

Abbildung 5.3: Iterative Parameterbestimmung eines fraktionalen Systems, dessen Ausgangssignal nur als ver-
rauschte Gréfie vorliegt, mit der IV-Methode und mit der LS-Methode

5.5 Zusammenfassung und Diskussion des
Short-Memory-Prinzips fiir fraktionale Systeme

Im Abschnitt 4.3 ist eine Parameteridentifikation fiir nicht in Ruhe befindliche fraktionale
Systeme mit verrauschten Messungen des Ausgangssignals prasentiert worden. Dafiir wird
eine Schitzung des ungestorten Ausgangssignals eines nicht in Ruhe befindlichen Systems
benétigt. In diesem Abschnitt wird dafiir eine geschlossene Losung basierend auf dem SMP
(siehe Abschnitt 3.1.4) in der Definition 5.1 prasentiert. Allerdings kommt es bei Anwendung
dieser geschlossenen Losung zur Bestimmung des Ausgangssignals eines fraktionalen Systems
zu einem Simulationsfehler, der die Differenz zwischen dem ungestorten Ausgangssignal des
fraktionalen Systems und der geschlossenen Losung basierend auf dem SMP angibt (siehe
Lemma 5.1). Dieser Simulationsfehler resultiert, da ein Teil der Systembhistorie vernachlassigt
wird und die geschlossene Losung mittels dem Ausgangssignal des Systems, das mit Rauschen
iiberlagert ist, initialisiert wird.
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Die Konvergenz des Simulationsfehlers wird in Analogie zum SMP fiir Funktionen fiir einen
mit der Zeit zunehmenden Speicher untersucht (siehe Abschnitt 5.3). Die nicht beriicksichtigte
Historie des Ein- und Ausgangssignals © und y sowie das Rauschen ¢ wirkt fiir die Konver-
genzanalyse wie ein zeitlich abnehmendes Eingangssignal. Fiir eine obere Abschatzung dieses
Eingangssignals wird gezeigt, dass der Simulationsfehler fiir Systeme mit oy < 1 gegen Null
konvergiert (siehe Theorem 5.1). Anhand des Beispiels 5.1 ist zu erkennen, dass die Konvergenz
sehr langsam erfolgt, der maximale Simulationsfehler jedoch betragsméafig kleiner als 0,3
ist. Dieser geringe Simulationsfehler lasst bezogen auf das Parameteridentifikationsverfahren
im Abschnitt 4.3 den Schluss zu, dass eine starke Korrelation zwischen dem Ausgangssignal
des fraktionalen Systems y und der Schitzung y, besteht. Unter Beriicksichtigung, dass das
Ausgangssignal ¢ zur Initialisierung der Berechnungsvorschrift (5.3) mit Rauschen iiberlagert
war, ist die Annahme, dass die Schitzung des Ausgangssignal y, unkorreliert zum Rauschen
ist, valide. Damit kann die Berechnungsvorschrift (5.3) zum Aufstellen der Hilfsvariablen (4.84)
in der IV-Methode eingesetzt werden und schliefit somit den letzten, offenen Punkt fiir das im
Abschnitt 4.3 prasentierte Parameteridentifikationsverfahren. Dies Verfahren kombiniert das
Modulationsfunktionsverfahren mit der IV-Methode und erméglicht im Gegensatz zur Kombina-
tion mit der LS-Methode anstelle der IV-Methode eine erwartungstreue Parameteridentifikation
trotz eines verrauschten Ausgangssignals (Abschnitt 5.4).






6  Verfahren zur Ableitungsordnungs-
identifikation fiir fraktionale Systeme

Das im Kapitel 4 hergeleitete Verfahren basiert auf der Annahme, dass die Ableitungsordnungen
des fraktionalen Systems bekannt sind. In diesem Kapitel wird diese Annahme fallen gelassen
und Verfahren zur Ableitungsordnungsidentifikation und deren Kombination mit der Parame-
teridentifikation nach Abschnitt 3.3.2 und 4.3 zur Beantwortung der zweiten Forschungsfrage
hergeleitet. Die im Abschnitt 2.3 formulierten Anforderungen, dass das fraktionale System zu
Beginn der Identifikation nicht in Ruhe sein muss und dass das Ausgangssignal als verrauschte
Messung vorliegt, bleiben unverandert bestehen. Im Abschnitt 6.1 wird bei der Herleitung eines
Ableitungsordnungsidentifikationsverfahren zunichst der Fokus auf den Einfluss durch die
Systemhistorie vergleichbar zum Abschnitt 4.1 gelegt und fiir die Herleitung der Verfahren
von unverrauschten Ausgangssignalen ausgegangen. Der Einfluss des Rauschens auf die Ablei-
tungsordnungsidentifikation wird anschlieffend analysiert. Im Abschnitt 6.2 wird basierend auf
den Ergebnissen der Rauscheinflussuntersuchung zwei optimierungsbasierte Ansétze fiir die
Ableitungsordnungsidentifikation hergeleitet.

6.1 Ableitungsordnungsidentifikation als
Nullstellenproblem

Im Abschnitt 6.1.1 wird ausgehend von der Identifikationsgleichung (4.3) das Problem der
Ableitungsordnungsidentifikation in ein mehrdimensionales Nullstellenproblem tiberfiihrt. Im
Abschnitt 6.1.2 wird das Newton-Verfahren zum Losen des Nullstellenproblems eingesetzt und
die Konvergenz des Newton-Verfahrens fiir das formulierte Problem analysiert. Bei der Konver-
genzanalyse wird die Parameterabhingigkeit der Identifikationsgleichung beriicksichtigt, auf
die detailliert im Abschnitt 6.1.3 eingegangen wird. Im Gegensatz zu der numerischen Bestim-
mung der Nullstellen wird im Abschnitt 6.1.4 die Identifikationsgleichung aus Abschnitt 6.1.1
durch eine kubische Spline-Funktion approximiert. Die Nullstelle der Spline-Funktion lasst
sich iiber die Cardanische Formel analytisch bestimmt. Der Abschnitt 6.1.5 zur Untersuchung
des Rauscheinflusses auf das Nullstellenproblem schliefit den Abschnitt 6.1 ab.
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6.1.1 Formulierung des Nullstellenproblems

Die Idee hinter dem nachfolgend erlduterten Ansatz ist, dass die Identifikationsgleichung (4.3)
als eine Funktion

t2 m t2
70)=Yai(0) [ y(t) AL (W) dt=> 1y (0) [ u(®) AGLEx (e (o)
i=0 & k=0 4

aufgefasst werden kann, die abhiangig von den Ableitungsordnungen ist. Ebenfalls werden
die Parameter als Ableitungsordnung abhingige Grofien interpretiert, sodass die Funktion
(6.1) einzig von den Ableitungsordnungen abhéngt. Ausgehend von den Ergebnissen im Ab-
schnitt 3.3 und im Kapitel 4 l4sst sich die Annahme dadurch rechtfertigen, dass eine Variation
der Ableitungsordnungen auch den Messvektor (3.57) und die Messmatrix (3.58) andern. Dies
hat zur Folge, dass sich eine abweichende Losung fiir das Gleichungssystem (3.57) der Parame-
teridentifikation ergibt. Diese abweichende Losung wird im Folgenden als Ableitungsordnung
abhingige Parameterschitzung

P(0) =[an1(8), ..., 40 (6), ..., b (6), ..., by ()] (6.2)

bezeichnet. In
0:=[an, ..., a0, Bm, - Bol’ (6.3)

werden alle Ableitungsordnungen des fraktionalen Systems zusammengefasst, wobei die iden-
tifizierten Ableitungsordnungen durch

0 := [dna ey @Oa 6'm7 ey BO]T (64)

repréisentiert werden. Weiterhin wird fir (6.1) angenommen, dass die gewiahlte Modulations-
funktion die Eigenschaft (P4) erfiillt. Dadurch wird der Einfluss der Systemhistorie eliminiert
(siehe Abschnitt 4.1). Wenn in (6.1) die dem System zugrundeliegenden Ableitungsordnungen
0 und Parameter a; sowie b, eingesetzt werden, muss f (6) = 0 gelten. Damit reduziert sich
die Identifikation der Ableitungsordnungen des fraktionalen Systems zu einer Nullstellensuche
von (6.1).

Beispiel 6.1:

Dass sich die Ableitungsordnungsidentifikation durch die Formulierung von (6.1) auf ein
Nullstellensuchproblem reduziert, wird in diesem Beispiel veranschaulicht. Die geschilderte
Uberlegung wird anhand dem fraktionalen System

+ DGL y (1) + 10y (t) = u () (6.5)

mit der Ableitungsordnung oy = 0,5 demonstriert. Der in Abbildung 6.1 dargestellte Verlauf
ergibt sich durch die Evaluierung der Funktion (6.1) im Bereich & € [0, 1] mit einer Schrittweite
von A, = 0,01, wenn eine gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion mit s = 10 und
o = b eingesetzt wird. Bei der Ableitungsordnung &1 = o1 = 0,5 nimmt die Funktion in
Ubereinstimmung mit den zuvor formulierten Uberlegungen den Wert Null an. Allerdings
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geht ebenfalls aus der Abbildung 6.1 hervor, dass die Funktion (6.1) bei & = 0,97 eine zweite
Nullstelle besitzt. Dies bedeutet, dass eine Nullstellensuche keine eindeutige Losung fiir die
Bestimmung der Ableitungsordnung liefert. Daher muss fiir die praktische Anwendung durch
einen Validierungsschritt sicher gestellt werden, dass die gefundenen Nullstellen auch den
Ableitungsordnungen 6 des fraktionalen Systems entspricht.

—— Funktionsverlauf mit Brute-Force-Evaluierung  * Nullstellen ‘
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Abbildung 6.1: Illustration des Funktionsverlaufs (6.1) des einfachen Beispielsystems (6.5) bei einer Auswertung
an einer Vielzahl an Funktionsstellen im Bereich &3 € [0,1]

6.1.2 Losungsansatz und Konvergenzverhalten des Newton-Verfahrens
bei rauschfreien Ausgangssignal

In der vorliegenden Arbeit wird zum Losen des Nullstellenproblems (6.1) das Newton-Verfahren
[AGLR19, S. 209 ff.] angewendet. Da es sich im Allgemeinen um ein mehrdimensionales Problem
handelt, miissen N = n + m + 2 unabhéngige Gleichungen von (6.1) bestimmt werden. Dies
kann durch eine Verschiebung des Identifikationshorizonts um ein Zeitintervall T erfolgen,
wie es bereits fur die Parameteridentifikation im Abschnitt 4.1.1 beschrieben wurde. Dadurch
ergibt sich fiir die einzelnen Gleichungen

te n m R te.n .
ﬁ&é):§j@(é)/ﬂyu)@GLily(ﬂdt—Ejmxe)/"uu)@GLﬁhyu)m (6.6)
=0 ta,n k=0 ta,n

mitt, p =t1+hTa undt. p, = to n+71;, wobei TA € R, die Verschiebung des Zeitintervalls und
T; € Ry den Identifikationshorizont des Modulationsfunktionsverfahrens ist. Die einzelnen
Gleichungen (6.6) lassen sich zu einem Vektor

F(6)=[£(8),.... £(8),...., In (6)] 6.7)
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zusammenfassen und somit als mehrdimensionale Funktion interpretieren. Die iterative Vor-
schrift des Newton-Verfahrens [AGLR19, S. 209 ff.] ergibt sich fur (6.7) mit (6.6) zu

éq+1 = éq -J (éq) f (éq) (6.8)

mit der vektorwertigen Funktion f (6.7) und den einzelnen Funktionen f;, (6.6), der Jacobi-
Matrix

0f1(0,) Bfl(Aéq)
)= (69)
J(0,):= : : .
afn(04) afn(6,)
Jan " op

und dem Iterationsschritt ¢ € Ng.

Fiir die Evaluierung von (6.7) und (6.9) werden die von den Ableitungsordnungen abhéngigen
Parameter benétigt. In diesem Abschnitt gilt die Annahme, dass die Parameter p abhingig von
den Ableitungsordnungen des aktuellen Iterationsschritts éq bekannt sind. Da allgemein die
Parameter bei der praktischen Anwendung nicht bekannt sind, erfolgt eine Kombination des
vorgestellten Verfahrens zur Ableitungsordnungsidentifikation mit dem Parameteridentifikati-
onsverfahrens aus Abschnitt 4.1 im Abschnitt 6.1.3. Weiterhin ist anzumerken, dass Startwerte
fur die Ableitungsordnungen vorgegeben werden miissen. Da jedoch die Identifikationsglei-
chung (6.1) mehrere Nullstellen (siehe Abbildung 6.1) besitzen kann, miissen die Startwerte in
der Néhe der zu den Ableitungsordnungen korrespondierenden Nullstellen gew#hlt werden.
Andernfalls kann das Newton-Verfahren gegen eine Nullstelle konvergieren, die nicht die
Ableitungsordnungen reprasentiert. In Bezug auf eine praktische Anwendung sind dadurch
falsche Riickschliisse auf das System méglich.

Nachfolgend wird in diesem Abschnitt die Konvergenz des Newton-Verfahrens fiir die aus der
Identifikationsgleichung resultierenden Funktion (6.7) untersucht. Dafiir wird sowohl die erste
als auch die zweite partielle Ableitung dieser Funktion benétigt, die vor der Konvergenzanalyse
bestimmt werden.

Erste und zweite partielle Ableitung der Funktion des Nullstellenproblems

Zum Aufstellen der Jacobi-Matrix (6.9) ist die erste partielle Ableitung der Funktion (6.6) not-
wendig. Bei der Berechnung ist zu beriicksichtigen, dass die Parameter d; und by, entsprechend
(6.2) als von den Ableitungsordnungen 6 abhingig angenommen werden. Auierdem wird in
diesem Zusammenhang auch die zweite partielle Ableitung der Funktion (6.6) bestimmt, da
diese im anschlieSenden Konvergenzbeweis benotigt wird.
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Lemma 6.1 (Erste partielle Ableitung der Funktion des Nullstellenproblems
[SKH20])

Sei

n-1

 DRLY™y (1) + Zo a;,, DRLYy (t) = kzo by, DRLu (t), (6.10)

die FDGL, N =n+m+2,H:={heNlh<q},heH, T :={jeN|j<N}, jeJ,
to,tah,ten € R, T, Ta € Rog, to <1, tan =t1 +RTA, te p = ta,n + 15, 7y eine Modulati-
onsfunktion nach Definition 3.11 mit der Eigenschaft (P4), 6= [&n, e BO]T ein Vektor,
der die identifizierten Ableitungsordnungen des fraktionalen Systems zusammenfasst, und
fn eine unabhdingige Funktion des Nullstellenproblems

te,h, m e h N
£u(8) = i (6) [y (1) AGLE 7 (D)t =Y. by (6 [ (1) [dGL", ~ () dt,
ton k=0

i=0
A (6.11)
entsprechend (6.6). Ferner beschreibt {B}j das j-te Element des Ableitungsordnungsvektors

6, wobei die Indizierung bei 1 beginnt. R
Die partielle Ableitung der Funktion f}, bezogen auf{@}j ist

ofn(0) & 0a:(0) 1
a{o}j =0 8{0}j tan

y () dGLY ~ (t) dt-

(6.12)
m i) A e h
Z f t), dGL Ly () dt+ W ()
i=0 0}
.7 ta h
mit
R L ten 8,dGLI ™17 (1) _
An+1-j (G)tf y (1) Wdt j<n+1
V)= ‘. t a dGLBN_j]’Y(t) ’ (613)
_ t te,h,
by —j (O)taf;, U 7@{[9}]. dt sonst

wobei die erste partielle Ableitung des rechtsseitigen Ableitungsoperators nach Grinwald-
Letnikov mit (3.37) gegeben ist.

Beweis:

Die partielle Ableitung der Funktion fj, (6.6) folgt direkt bei Anwendung der Produktregel,
da sowohl die Parameter als auch die Ableitungen der Modulationsfunktion von den Ablei-
tungsordnungen abhingen. Da sich der Vektor 6 sowohl aus den Ableitungsordnungen des
Ausgangssignals als auch des Eingangssignals zusammensetzt, ist die Fallunterscheidung (6.13)
notwendig.
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Wihrend sich die erste partielle Ableitung des rechtsseitigen Ableitungsoperators nach Griinwald-
Letnikov mit (3.37) explizit berechnen lasst, ist dieses fiir die partiellen Ableitungen der Para-
meter nicht moglich. O

Zum Lemma 6.1 ist anzumerken, dass die partiellen Ableitung der Parameter 313(9)/0{9} bei
J

der Kombination der Ableitungsordnungsidentifikation mit der Parameteridentifikation im
Abschnitt 6.1.3 betrachtet werden.

Lemma 6.2 (Zweite partielle Ableitung der Funktion des Nullstellenproblems
[SKH20])
Seien die gleichen Notationen und GrofSen wie im Lemma 6.1 gegeben und sei zusdtzlich
K:={keNk<N}undrkek.
Die zweite partielle Ableitung der Funktion f;, bezogen auf{@}ﬁ und {G}j ist
o2 n 8%,
fh( A) =27/ (), dGL L () dt=
o{o},0{6}, iwo{e},0{6},,7,
mo 92hy (0) tf s (6-14)
— u (t) thLt:h,,y (t) de+
25 0(},0(0),,J.
U (j,k)+ ¥ (k,J) +Q2(j,K)
mit
8an+1 7(A) 3 GLan+1 7'}/(t)
——en At j<n+1
vl O A o
S abN—j(B) tevh a, dGLﬁN T (t) '
—— u(t) ——e——dt  sonst
o8}, il o{6},
und
L\ ten 0 G Ly ™ 5 (1)
n (7] t) ——t——dt j< lundj=
a+1]()tafhy a{é}j j<n+lundj=k
Q(j, k) = L\ ten 82,dGL N (1) , (6.16
(G: ) —bN](O)f (t)iwdt j>n+lundj=r (6.16)
ta,n 6{0}j
0 sonst
wobei die erste und zweite partielle Ableitung des rechtsseitigen Ableitungsoperators nach
Griinwald-Letnikov mit (3.37) und (3.38) gegeben sind.
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Beweis:

Die zweite partielle Ableitung folgt direkt bei Anwendung der Produktregel auf (6.12) mit der
Hilfsgrofie (6.13), da die Parameter implizit von den Ableitungsordnungen abhiangen. Die erste
partielle Ableitung des rechtsseitigen Ableitungsoperators nach Griinwald-Letnikov (3.37) ist
im Lemma 3.5 und die zweite partielle Ableitung (3.38) im Lemma 3.6 gegeben. O

Die Parameter sind stets abhéngig von allen Ableitungsordnungen, wihrend die Ableitungs-
operatoren nach Griinwald-Letnikov nur von einer Ableitungsordnung abhangen. Daher muss
der Parameter in (6.15) ebenfalls nach der Ableitungsordnung {O}j beziehungsweise {0}’{

differenziert werden, auch wenn j # x gilt, wohingegen (6.16) in dem Fall j # x zu Null wird.

Konvergenzanalyse

Mit den partiellen Ableitungen der Funktion (6.1) im Lemma 6.1 und 6.2 lasst sich die Konvergenz
des Newton-Verfahrens zur Ableitungsordnungsidentifikation untersuchen. Zu den beiden
Lemmata werden zusétzlich die beiden Annahmen 6.1 und 6.2 getroffen.

Annahme 6.1 (Beschrinktheit der Modulationsfunktion und deren
Ableitungen fiir die Konvergenzanalyse des Newton-Verfahrens)

Fiir die Konvergenzanalyse des Newton-Verfahrens fiir das formulierte Nullstellensuchpro-
blem (6.6) wird angenommen, dass

(a) die Modulationsfunktion -,

(b) die Griinwald-Letnikov-Ableitungen der Modulationsfunktion thLth'y (t) und
AGL 3 (1),

(c) die erste partielle Ableitung der rechtsseitigen Griinwald-Letnikov-Ableitung der
Modulationsfunktion 3thij,,L'Y(t)/a{é}j und athLf:;h’Y(t)/a{é}j sowie

(d) die zweite partielle Ableitung der rechtsseitigen Griinwald-Letnikov-Ableitung der
Modulationsfunktion 9 dGLY | V(t)/a{é}j und 9 thL?,ih"/(t)/a{é}j

beschrankt sind.

Annahme 6.2 (Beschrinktheit der partiellen Ableitungen der Parameter fiir
die Konvergenzanalyse des Newton-Verfahrens)

Fiir die Konvergenzanalyse des Newton-Verfahrens fiir das formulierte Nullstellensuchpro-
blem (6.6) wird angenommen, dass

(a) die erste partielle Ableitung der Parameter 3&i(é)/a{é}j und agk(é)/a{é}j sowie
(b) die zweite partielle Ableitung der Parameter azdi(é)/a{é}ja{é}n und
azék(é)/a{g}ja{g}

beschrdnkt sind.

3

Basierend auf den Lemmata 6.1 sowie 6.2 und den Annahmen 6.1 und 6.2 erfolgt die Konver-
genzanalyse des Newton-Verfahrens (6.8) fiir die Ableitungsordnungsidentifikation.
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Theorem 6.1 (Konvergenz der iterativen Vorschrift zur Losung des Nullstel-
lenproblems [SKH20])

Sei die iterative Vorschrift (6.8) des Newton-Verfahrens fiir die Funktion f (6.7) eines
fraktionalen Systems mit der Jacobi-Matrix (6.9) gegeben, sei ~y eine Modulationsfunktion
mit der zusdtzlichen Eigenschaft (P4) und N =n +m + 2.

Die iterative Vorschrift (6.8) des Newton-Verfahrens konvergiert fiir die Funktion f (6.7),
wenn die Annahmen 6.1 und 6.2 giiltig sind.

Beweis:
Nach [Kel95, S. 67 ff.] muss fiir die lokale Konvergenz der iterativen Vorschrift des Newton-
Verfahrens gezeigt werden, dass die zur Funktion (6.7) zugehorige Jacobi-Matrix (6.9) Lipschitz

stetig . .
[ 7(61) -7 (62)] <

mit der Lipschitz-Konstanten L in einer geschlossenen Untermenge = ist. Die geschlossene
Untermenge = muss die Ableitungsordnungen 6 des fraktionalen Systems enthalten. Im ersten
Schritt wird die Matrix-Norm durch eine Vektornorm ausgedriickt. Wenn die 1-Norm auf die
linke Seite von (6.17) angewendet wird, folgt

(6.17)

Ofn (91) _Ofn (92)
ole},  o{ey,

mit einem beliebigen Vektor ¢ € RY. Wenn zusitzlich f, € C? Vh e {1,2,..., N} gilt, ist

|l (6.18)

I((8) -7 (8:) ], = 3 3

h=1j=1

01 (8:) _05(8:)| |25 (0)

o), 000}, |"| ooy

eine giltige Abschatzung [Kel95, S. 67 ff.]. Aus (6.19) wird offensichtlich, dass das iterative
Verfahren lokal konvergiert, wenn die zweite partielle Ableitung des Nullstellenproblems
existiert und fiir die Untermenge = beschrankt ist. Unter der Annahme, dass die erste und
zweite partielle Ableitung des rechtsseitigen Ableitungsoperators nach Griinwald-Letnikov
(3.37) und (3.38) existiert, wird die Beschranktheit untersucht. Dafiir wird (6.14) mittels der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

61 -6, (6.19)

anh( ) n 8 a,L te n N )
{0y afoy | d dGLY d
8{0} 8{0} ZZ(:J a{g} 5{0} f |y(t)| t tLth ‘t te,ﬂ(t)‘ t+
m 52 bk te,n X ) (6.20)
e Bk
=0 6{0} 8{9} f£ u (1) dt ff} ‘td Lte,ﬂ(t)| dt+

(W (G o)+ [ (R, )]+ 12 (G, R)
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mit
- 2
Gns i a e h te,n (')thLj"Jrl’J
W (4, )| = . \ o i (6.21)
bn_;(6) te.n c’)dGLBN J’y(t)
u (¢)[ dt ——er—| dt sonst

ofa). / tf 5763,

und

dZ,dGL“"“ i 'y(t)

o{e},

s (8 )\| T a1

Q0. o

Q, k)| = te.n 2, BNJvt
s @I T o | 1 |2

0 sonst

dt j<n+lundj=k

dt j>n+1lundj=~x

(6.22)

betragsmafig nach oben abgeschétzt. Aus (6.20) — (6.22) konnen direkt die Bedingungen abge-
leitet werden, die fiir eine lokale Konvergenz des iterativen Verfahrens notwendig sind. Die
zweite partielle Ableitung des Nullstellenproblems ist genau dann beschriankt, wenn

(a) das Eingangssignal u,

(b) das Ausgangssignal y,

(c) die Parameter a; (é) und l;k (é),

(d) die erste partielle Ableitung der Parameter nach den Ableitungsordnungen 94: (9)/a{é}j
und abk(e)/a{é}j,

(e) die zweite partielle Ableitung der Parameter 32@i(9)/8{é}j B{é}m und 625k(9)/a{é}j8{é}n,

(f) die Modulationsfunktion -,

(g) die Griinwald-Letnikov-Ableitungen der Modulationsfunktion thLth'y (t) und
AGL 7 (1),

(h) die erste partielle Ableitung der rechtsseitigen Griinwald—Letnikov-Ableitung der Modu-
lationsfunktion 9,dGL, "fl ’ V(t)/a{e} und 9.dGL; y T RRIOEN: } sowie

(i) die zweite partielle Ableitung der rechtsseitigen Grunyvald—Letnikov—Ableitung der Mo-

. . Qpt1-j X BN-j a9
dulationsfunktion 9% ,dGL; " JW(f)/a{e}% und a2thLtENhJ’7(t)/3{0}z_
, ; , ;

beschrénkt sind.

Die Annahme 3.4, dass das Ein- und Ausgangssignal stets begrenzt sind, stellt sicher, dass die
Bedingungen (a) und (b) erfiillt sind. Aus dieser folgt auch, dass alle Parameter beschrankt
sein miissen und somit die Bedingung (c) erfiillt wird. Ansonsten ist die Unbeschrénktheit des
Ausgangssignals trotz eines beschrinkten Eingangssignal nicht gewahrleistet [Lun20, S. 429 ff.].
Wenn die Annahmen 6.1 und 6.2, die die ibrigen Bedingungen (d) — (i) abdecken, giiltig sind,
konvergiert das Newton-Verfahren fiir das Nullstellenproblem (6.1). O
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Die Annahme 6.1 sichert die Erfiillung der Bedingungen (f) - (i) aus dem Beweis des Theo-
rems 6.1. Diese Bedingungen betreffen die Wahl der Modulationsfunktion. Wahrend die Be-
schrinktheit von (f) und (g) direkt durch die Vorgabe der Modulationsfunktion sichergestellt
werden kann, muss fiir die Beschrinktheit von (h) und (i) eine von Null verschiedene Abtastzeit
gewihlt werden. Dadurch weisen die beiden partiellen Ableitungen (3.37) und (3.38) keine Sin-
gularitdt auf und fithren fiir eine beschrénkte Funktion ebenfalls auf eine beschrankte partielle
Ableitung. Aus Anwendungssicht stellt die von Null verschiedene Abtastzeit und damit die
Annahme 6.1 keine Restriktion dar.

Um eine Aussage beziiglich der Annahme 6.2 und damit den Bedingungen (d) und (e) aus dem
Beweis des Theorems 6.1 treffen zu kénnen, miissen die erste und zweite partielle Ableitung
der Parameter nach den Ableitungsordnungen noch untersucht werden. Die partiellen Ablei-
tungen héngen vom gewéhlten Parameteridentifikationsverfahren ab und werden im néchsten
Abschnitt fiir das Parameteridentifikationsverfahren aus Abschnitt 4.1 untersucht.

Zu der Konvergenzanalyse ist anzumerken, dass durch Erfiillen der Bedingungen (f) - (i) das
Newton-Verfahren nicht zwingend gegen die Nullstelle konvergiert, die auch den Ableitungs-
ordnungen entspricht. Dies folgt daraus, dass das Newton-Verfahren ein lokal konvergentes
Verfahren ist und somit die Nullstelle, gegen die das Verfahren konvergiert, von den gewéhlten
Startwerten éo abhangt [AGLR19, S. 209 ff.].

6.1.3 Kombination des Newton-Verfahrens zur Ableitungsordnungs-
identifikation und des Modulationsfunktionsverfahrens zur
Parameteridentifikation

Im vorherigen Abschnitt wird zum Lésen des Nullstellenproblems, in das die Ableitungsord-
nungsidentifikation fraktionaler Systeme im Abschnitt 6.1.1 tiberfithrt wurde, das Newton-
Verfahren eingesetzt. Dafiir gilt die Annahme, dass die in der zugrunde gelegten Identifikations-
gleichung (6.6) auftretenden Parameter p (9) (6.2) und deren partiellen Ableitungen op(6 )/a{é}

J
und 32?’(‘9)/8{@}J8{9}H bekannt sind. In diesem Abschnitt wird diese Annahme fallengelassen,
sodass diese Grofien ebenfalls zu ermitteln sind. Zur Bestimmung der Parameter p (9) wird
die Ableitungsordnungsidentifikation mit der Parameteridentifikation aus Abschnitt 4.1 kom-
biniert. Basierend auf der Berechnungsvorschrift zur Parameteridentifikation (3.60) werden
die partiellen Ableitungen ai’(@))/a{é} und 32?’@)/6{@}78{9}5 bestimmt und entsprechend dem
Theorem 6.1 auf Beschréanktheit ﬁber]prilft. ‘

Kombination der Ableitungsordnungsidentifikation mit der Parameteridentifikation
Da das Ausgangssignal als rauschfrei angenommen wird, wird fiir das Parameteridentifikations-
verfahren aus Abschnitt 4.1 die LS-Methode eingesetzt. Nach dem Aufstellen des Messvektors
z (4.13) und der Messmatrix M (4.14) werden die Parameter p (6.2) durch

p(8,)=[M17(8,) M (b,)] M (8,)=(8,) (6.23)
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bestimmt, wobei die Normierung aus Annahme 3.1 mit a,, = a,, = 1 gilt (sieche Lemma 4.3).
Im Gegensatz zu Abschnitt 4.1 sind in diesem Fall die Ableitungsordnungen des fraktionalen
Systems nicht bekannt. Stattdessen werden die Ableitungsordnungen des aktuellen Iterations-
schritts éq von (6.8) fiir die Parameteridentifikation in (6.23) verwendet.

In Abschnitt 6.1.1 wird die Funktion (6.1) einzig in Abhangigkeit der Ableitungsordnung 6
angenommen, wobei auch die Parameter p unbekannt sind. Durch die explizite Berechnungs-
vorschrift (6.23) fiir die Parameter p lasst sich die Abhangigkeit der Funktion (6.6) von den
Parametern eliminieren. Einsetzen von (6.23) in (6.6) ergibt

te,n

I (9q)=fy(t) (AGLE™ 1y (1) dt+
2{[MT((94)M(9¢1)] MT(é )= (9q)} ) fy(t) dGL(’”’Py(t)dt— (6.24)

M(0,)=(0,)}

> {[m7(6,) 0 (6,)]

k=0

te.n
f u(t) ALYy (t) dt
h

n+m+1-k

fur die Ableitungsordnungen des aktuellen Iterationsschritts éq von (6.8). Die resultierende
Identifikationsgleichung (6.24) hangt nur noch von den zu identifizierenden Ableitungsord-
nungen ab. Dies rechtfertigt die im Abschnitt 6.1.1 getroffene Annahme. Weiterhin erméglicht
(6.24), dass Ableitungsordnungen eines fraktionalen Systems unabhéngig von den Parametern
identifiziert werden konnen.

Partielle Ableitungen der Parameter

Durch die Verwendung der Berechnungsvorschrift (6.23) zur Parameteridentifikation lassen
sich die erste und zweite partielle Ableitung der Parameter explizit angeben. Die erste partielle
Ableitung wird sowohl zum Aufstellen der Jacobi-Matrix (6.9) als auch zur Konvergenzanalyse
des Newton-Verfahrens aus dem vorherigen Abschnitt benétigt. Die zweite partielle Ableitung
hingegen ist ausschliefllich fiir die Konvergenzanalyse erforderlich (siehe Theorem 6.1).

Lemma 6.3 (Erste partielle Ableitung der Parameter nach der Ableitungs-
ordnung)

Seit,to,t1,ta,n,ten € R, tg < t1 < ton < ten, v eine Modulationsfunktion mit der
zusdtzlichen Eigenschaft (P4),

> a; DGLYy (t) = Y. by, DGL u(t) (6.25)
1=0 k=0

die FDGL, p = [ap-1, ---, bo], 0 = [an,...,ﬁo] Ny>n+m+1, Ng=n+m+2,
q € Ng der aktuelle Iteratlonsschrltt von (6.8), H := {heN|h<N,}, h € H, T :=

{jENUSNg},]GJ,M( ):[ml(é) , My, ) ..,mNp(é)] die Mess-

matrix mit
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te,n te,n
m] (6) = |- / y (1) AGLE 1y (1) dt, .., - f y(t) AGL{°, 5 (1) dt,
tu,,h ta,h
fon ton (6.26)
fu(t) AGLI™ 5 (t)dt, .., fu(t) AGLE 5 (t)dt
ta,h ta,h.
und z (9) = [zl (@) Y eeey 2R (é) s ooy 2N, (9)]T der Messvektor mit
te,n
2, (0) = f y (1) AGL" v (t) dt (6.27)
ta,h

entsprechend Lemma 4.3. Ferner beschreibt {é}j das j-te Element des Ableitungsord-

nungsvektors 6. Der Ubersichtlichkeit wegen wird der Index des Iterationsschritts q in
diesem Lemma und im zugehorigen Beweis nicht aufgefiihrt.

Die partielle Ableitung der Parameter beziiglich des j-ten Elements des Ableitungsord-
nungsvektors 6 berechnet sich zu

@) | ) 0) 2D
J . i I (6.28)
MO) s ()5 (0) - 107 (0) 220 9).

{6},

wenn die Parameteridentifikation mit der LS-Methode (6.23) erfolgt.

Beweis:
Der erste Schritt des Beweises ist, dass das fiir die Parameteridentifikation aufgestellte Glei-
chungssystem (4.12)

M (6)p(6)==2() (6.29)
mit der transponierten Messmatrix M von links multipliziert wird:
MT(0)M (6)p(6)=M"(6)=(8). (6.30)

Dieser Ausdruck wird nach {é}j abgeleitet. Unter Beriicksichtigung der Produktregel folgt

oM’ (0) op(6)

M (6)p(6)+M7(6) p(6)+M"(6) M (6) =

{0}, {0}, o{o}, 651
oM™ (9) . L. 027(8) '
8{@}jz(e) «M7(8) s

die nach den partiellen Ableitungen der Parameter 3i’(é)/a{é}j umgestellt wird. O
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Sofern das fraktionale System ausreichend angeregt wurde und die einzelnen Messgleichungen
linear unabhingig sind, existiert die Inverse von M ' (9) M (é) Diese beiden Voraussetzungen
fur die Inverse sind ebenfalls essentiell fur die Parameteridentifikation, da ansonsten die
Parameter nicht mit (6.23) ermittelt werden kénnen.

Lemma 6.4 (Zweite partielle Ableitung der Parameter nach der Ableitungs-
ordnung)

Seien die gleichen Notationen und GrofSen wie im Lemma 6.3 gegeben und sei zusdtzlich
K:={rkeN|k <Ny}, kek und 3i’(9)/a{é}j die erste partielle Ableitung der Parameter
nach den Ableitungsordnungen entsprechend Lemma 6.3. Der Ubersichtlichkeit halber wird
die Abhdngigkeit von den Ableitungsordnungen 6 in diesem Lemma und im zugehdorigen
Beweis nicht aufgefiihrt.

Die zweite partielle Ableitung der Parameter beziiglich des j-ten und k-ten Elements des
Ableitungsordnungsvektors 6 berechnet sich zu

_ 0P — =[M" ]_1 AaQMTA zZ+ m\fﬂ 8:z +
9(6},0(0), 0(6),0(0)," " 00}, 0(0),
oM™ 0z . 9%z 2M" )
o6}, 000}, " afey,oley, olen,00en, T o
OMT OM_,_ oM, 0p M OM |
2(6),006)," {8y, " {6, {6}, 06,
. M OM™ - 9p o M Op

of6y0(0)." ote),ote). " a{e), 000 |

wenn die Parameteridentifikation mit dem Ansatz (6.23) erfolgt.

Beweis:

Im ersten Schritt wird die erste partielle Ableitung der Parameter (6.31) ein weiteres Mal
nach der Ableitungsordnung { G}H differenziert. Unter Beriicksichtigung der Produktregel und
der Annahme, dass M " (9) M (é) vollen Rang besitzt, folgt (6.32) durch Umstellen nach der
gesuchten Grofle 321”’/&){@}]_('){@}N analog zum Beweis des Lemmas 6.3. O

Da die Elemente in M T(é) M (é) und z (é) lediglich von genau einer Ableitungsordnung
abhédngen, beispielsweise alle Elemente des Vektors z (9) von {9}1 = (&, werden viele Aus-
driicke je nach Wahl der Elemente j und « zu Null. Zum Beispiel ergibt sich die zweite partielle
Ableitung der Parameter nach den Ableitungsordnungen fiir j = 1 und x # 1 zu

oMT(0) o ap(0) . M () 0p(0) (639
o@, Vo, MO 56 0w, |



112 6 Verfahren zur Ableitungsordnungsidentifikation fiir fraktionale Systeme

Beschrinktheit der ersten und zweiten partiellen Ableitung

Mit (6.23), (6.28) und (6.32) stehen Berechnungsvorschriften zur Bestimmung der Parameter
und deren partiellen Ableitungen nach den Ableitungsordnungen zur Verfiigung. Damit bei
Anwendung der LS-Methode das Newton-Verfahren konvergiert und somit die Ableitungsord-
nungen des fraktionalen Systems identifiziert werden konnen, miissen dem Theorem 6.1 nach
die partiellen Ableitungen der Parameter (6.28) und (6.32) beschrankt sein. Die Untersuchung
erfolgt in den beiden nachfolgenden Lemmata.

Lemma 6.5 (Beschrinktheit der ersten partiellen Ableitung der Parameter)

Seien die gleichen Notationen und Gréflen wie im Lemma 6.3 gegeben. Ferner beschreibt

{M};, ;) das (h,j)-te Element und { M} ;, . die h-te Zeile der Matrix M.

Die partielle Ableitung der Parameter nach den Ableitungsordnungen 313(9)/8{@)} (6.28)
J

aus Lemma 6.3 ist beschrinkt, wenn die Abtastzeit endlich ist und das Ein- sowie Aus-
gangssignal und die Modulationsfunktion beschrdnkt sind.

Beweis:
Der Beweis ist im Anhang C.4 gefiihrt. O

Lemma 6.6 (Beschrinktheit der zweiten partiellen Ableitung der Parameter)
Seien die gleichen Notationen und Gréflen wie im Lemma 6.3 gegeben. Ferner beschreibt
{M};, ;) das (h,j)-te Element und {M} ;, ., die h-te Zeile der Matrix M.

Die partielle Ableitung der Parameter nach den Ableitungsordnungen 32?’(@/6{@}'_6{@} _

(6.32) aus Lemma 6.4 ist beschrinkt, wenn die Abtastzeit endlich ist und das Ein- und
Ausgangssignal sowie die Modulationsfunktion beschrinkt sind.

Beweis:
Der Beweis ist im Anhang C.5 gegeben. O

Aus den Lemmata 6.5 und 6.6 folgt, dass die partiellen Ableitungen der Parameter nach den
Ableitungsordnungen 8ﬁ(é)/a{é}j und 82i;(é)/3{g}j o{6} beschrankt sind, wenn die Abtastzeit
von Null verschieden ist und das Ein- und Ausgangssignal sowie die Modulationsfunktion
beschrénkt sind. Dadurch wird die lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens zur Ableitungs-
ordnungsidentifikation sichergestellt.

Theorem 6.2 (Konvergenz der gemeinsamen Ableitungsordnungs- und Para-
meteridentifikation)

Sei die iterative Vorschrift (6.8) des Newton-Verfahrens fiir die Funktion f (6.7) eines frak-
tionalen Systems mit der Jacobi-Matrix (6.9) und sei das Modulationsfunktionsverfahren
aus Kapitel 4 zur Parameteridentifikation (6.23) gegeben und sei vy eine Modulationsfunk-
tion mit der zusdtzlichen Eigenschaft (P4).
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Bei einer Kombination des Newton-Verfahrens zur Ableitungsordnungsidentifikation (6.8)
mit dem Parameteridentifikationsverfahren aus Kapitel 4 existiert ein lokal konvergentes
Verfahren zur gemeinsamen Ableitungsordnungs- und Parameteridentifikation, wenn die
Abtastzeit von Null verschieden, die Modulationsfunktion beschrdankt und die Annahme 3.4
gultig ist.

Beweis:
Der Beweis folgt direkt aus der Kombination des Theorems 6.1 und den Lemmata 6.3 bis 6.6. [J

Praktische Umsetzung

Der Nachteil der LS-Methode in Blockverarbeitung (6.23) ist aus praktischer Sicht, dass fiir die
Parameteridentifikation zunéchst sdmtliche Identifikationsgleichungen gespeichert werden
miissen, bevor die Identifikation stattfindet. Mit der rekursiven LS-Methode, dessen Gleichungen
fir das Modulationsfunktionsverfahren im Lemma 3.13 angegeben sind, steht ein weniger
rechenintensiver und echtzeitfihiger Algorithmus zur Verfiigung [IM11, S. 269]. Allerdings
lassen sich die erste und zweite partielle Ableitung der Parameter nicht mehr analytisch angeben.
In diesem Fall wird auf den Differenzenquotienten zuriickgegriffen.

Definition 6.1 (Differenzenquotient zur Approximation der ersten partiellen
Ableitung der Parameter)

Seien die gleichen Notationen und Grofsen wie im Lemma 6.3 gegeben. Ferner sei A € R,
unde; =[0,...,1, ..., 0]" der Einheitsvektor, wobei das j-te Element 1 ist.

Der Differenzenquotient zur Approximation der ersten partiellen Ableitung der Parameter
nach den Ableitungsordnungen ist

0{p(0)},  {p(0+2e))} - {p(6)};

o{ey, A

(6.34)

Definition 6.2 (Differenzenquotient zur Approximation der zweiten partiellen
Ableitung der Parameter)

Seien die gleichen Notationen und Grioflen wie im Lemma 6.3 gegeben. Ferner sei K :=
{keN|k <Ny}, ke, AeRygunde;=[0,...,1,...,0]" derEinheitsvektor, wobei
das j-te Element 1 ist.

Der Differenzenquotient zur Approximation der zweiten partiellen Ableitung der Parameter
nach den Ableitungsordnungen ist

P (p(0)), (p(00e,)},~ (p(0+de,-de)}~ (p(0)),+ {1 (0-Ae,),
2(6),0(0), &

(6.35)
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Die Bedingungen, dass sowohl die erste als auch zweite partielle Ableitung der Parameter
nach den Ableitungsordnungen entsprechend dem Theorem 6.1 beschrankt sein miissen, bleibt
ebenfalls beim Verwenden des Differenzenquotienten (6.34) und (6.35) giiltig. Diese sind ge-
nau dann beschrankt, wenn die identifizierten Parameter p beschrinkt sind, das iiber die
Annahme 3.4 sichergestellt wird. Somit konvergiert das Newton-Verfahren zur Ableitungsord-
nungsidentifikation ebenfalls bei Anwendung der rekursiven LS-Methode in Kombination mit
den Differenzenquotienten (6.34) und (6.35). Im Gegensatz zu der LS-Methode in Blockverar-
beitung lasst sich die rekursive Berechnungsvorschrift nicht in die Funktion (6.6) entsprechend
(6.24) einsetzen. Dies macht ein zweistufiges iteratives Verfahren notwendig, wobei in den
Stufen abwechselnd die Parameter- und die Ableitungsordnungen identifiziert werden. Zwei
mogliche Umsetzungen sind in der Abbildung 6.2 dargestellt [SKH20].

initiale initiale
Ableitungsordnung Ableitungsordnung
6o 6o
Parameter-

Parameter- . . . A

identifikation p(6,1) identifikation p(6o)
g=q+1 Ableitungsordnungs- Ableitungsordnungs-

identifikation 6, identifikation 6,

g=q+1 Parameter-
identifikation p(8,)

Konvergenz?

Parameter- Konvergenz?

identifikation p(8,)

Abbildung 6.2: Zwei Moglichkeiten ein zweistufiges iteratives Verfahren zur Bestimmung der Parameter und der
Ableitungsordnungen eines fraktionalen Systems beim Einsetzen der rekursiven LS-Methode zu
realisieren [SKH20]

Wahl der Modulationsfunktion

Die Modulationsfunktion muss fiir die Konvergenz nach den Theorem 6.1 beschrinkt sein.
Da die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion die Eigenschaft (P4) erfiillt, die fiir
die Eliminierung des Initialisierungseinflusses hinreichend ist, wird diese auf Beschranktheit
uberpriift.
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Lemma 6.7 (Beschrinktheit der gewichteten Spline-Type-Modulationsfunkti-
on)

Sei vy eine gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) entsprechend Definition 4.1
gegeben.

Die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) ist beschrdnkt, wenn die Anzahl
der Impulse s endlich ist (siehe Definition 4.1).

Beweis:

Eine endliche Anzahl an Impulsen s hat zur Folge, dass jede Gewichtung der Impulse durch den
Binomialkoeflizienten in (4.17) beschrénkt ist. Da das Integral einer beschrénkten Funktion
auf einem kompakten Intervall beschrankt ist [Zeil13, S. 313 ff.], ist die gewichtete Spline-Type-
Modulationsfunktion genau dann beschrinkt, wenn die Anzahl an Impulse endlich ist. O

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren zur gemeinsamen Ableitungsordnungs- und Paramete-
ridentifikation hergeleitet. Da sowohl die fiir die Ableitungsordnungsidentifikation zugrunde
gelegte Funktion (6.1) als auch das Parameteridentifikation aus Kapitel 4 auf dem Modulations-
funktionsverfahren basiert, ist eine Identifikation fur ein nicht in Ruhe befindliches fraktionales
System méglich. Dafiir muss die eingesetzte Modulationsfunktion die Eigenschaft (P4) be-
sitzen, wobei mit der gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) eine solche in der
Arbeit gegeben ist. Damit stellt das hergeleitete Verfahren einen fundamentalen Beitrag zur
Beantwortung der zweiten Forschungsfrage dar.

Beispiel 6.2:
Die kombinierte Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation wird fiir das fraktionale

System
W DGL2y (t) + a1, DGLY y () + agy (t) = bo, DGL u (t) (6.36)

demonstriert. Die zu identifizierenden Parameter sind a1 = 3, ag = 2, by = 1 und die Ablei-
tungsordnungen ag = 1,4, a1 = 0,6 und o = 0,2. Der Parameter ay = 1 ist entsprechend
der Annahme 3.1 festgesetzt. Die Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation wird zum
Zeitpunkt t1 = 30s mit einem Identifikationshorizont von T; = 30s gestartet. Die gesamte
Simulationsdauer betrigt Tyes = 500s und die Abtastzeit wird zu T = 0,02s gewdhit. Als
Anregungssignal w wird Pseudozufallsrauschen [IM11, S. 164 f.] mit einer Amplitude von 1
und einem Sprungabstand von 1s verwendet. Das Anregungssignal u ist in der Abbildung 6.3
(oben) und das zugehorige Ausgangssignal y in der Abbildung 6.3 (unten) dargestellt. Allerdings
wird fiir die bessere Ubersichtlichkeit nicht der gesamte Signalverlauf des Eingangs und des
Ausgangs, sondern nur die ersten 200 Sekunden abgebildet. Der Start der Identifikation ist in
beiden Grafiken als gepunktete Linie eingezeichnet.

Als Modulationsfunktion wird die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) mit
den beiden Parametern s = 10 und o = 5 eingesetzt, wodurch diese die Eigenschaft (P1)
wegen 0 > [y, | und s > o+ 2 besitzt. Da o > [a,| ist, besitzt die gewichtete Spline-Type-
Modulationsfunktion auch die Eigenschaft (P4). Durch die Wahl der Impulsanzahl mit s = 10
wird sichergestellt, dass die Bedingung aus Lemma 6.7 fiir die Beschrdnktheit der gewichteten
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Spline-Type-Modulationsfunktion erfiillt ist. Die Integrale des Modulationsfunktionsverfahrens
werden mit der Trapezregel berechnet, dessen Intervallgrofe der Abtastzeit T' entspricht. Um
eine neue Gleichung zu erzeugen, wird die Modulationsfunktion um Ta = 20s weitergeschoben,
sodass das erste Intervall [30s,60s] und das zweite Intervall [50s, 70s] ist. Die Startwerte
werden zu G2 o = 1,3, 61,0 = 0,7, &o,0 = 0 und 5070 = 0,1 gewdhlt, die den initialen Vektor der
Ableitungsordnungen 0 = [1,3,0,7,0,0,3]" bilden.

In diesem Beispiel wird die rekursive LS-Methode aus Lemma 3.13 eingesetzt. Daher sind sowohl
fiir das Verfahren zur Ableitungsordnungsidentifikation als auch fiir das zur Parameteriden-
tifikation Abbruchbedingungen aufzustellen. In beiden Fillen wird das Verfahren einerseits
nach n, = ng = 100 Iterationen abgebrochen. Andererseits werden die Verfahren auch dann
beendet, wenn die Anderung der Ableitungsordnungen beziehungsweise der Parameter zweier
aufeinanderfolgender Iterationen geringer als die Toleranz ,, = g9 < 107° ist.

Die Ableitungsordnungen sind in der Abbildung 6.4 und die dazugehorigen Parameter in der
Abbildung 6.5 iiber der Iteration des Newton-Verfahrens als durchgezogene Linie aufgetragen.
Fiir die Darstellung der Ergebnisse der Parameteridentifikation ist anzumerken, dass nur die
Parameter nach Abbruch des Parameteridentifikationsverfahrens fiir die aktuellen Ableitungs-
ordnungen éq aufgetragen sind. Somit sind die Parameter der Iteration q = 0 die Parameter,
die sich fiir die Startwerte der Ableitungsordnungen 6o ergeben. Das Identifikationsverfahren
endet nach 45 Iterationen, da die Abweichung der Ableitungsordnungen zu den Ergebnissen
aus der vorherigen Iteration geringer als die Toleranz ist. Auffillig bei den Ergebnissen ist, dass
sich einerseits die Ableitungsordnung o aufgrund der korrekten Startwertwahl nicht dndert.
Andererseits sind die initialen Ableitungsordnungen nahe der Referenzwerte gewdhlt worden.
Dies hdngt mit der lokalen Konvergenz des Newton-Verfahrens [AGLR19, S. 209 ff.] und dem
kleinen Einzugsbereich fiir den vorliegenden Fall zusammen.

—— Eingangssignal =~ - Beginn der Identifikation
—— Ausgangssignal

1-
0,5 - :
0,5 -
_1 -

u (1)

0,3
- 0,15
= 0
-0,15 :
-0,3 —— T T T T T T T \
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

tins

Abbildung 6.3: Pseudozufallsrauschen als Eingangssignal (oben) und das resultierende Ausgangssignal (unten)
fir die gemeinsame Ableitungsordnungsidentifikation mit dem Newton-Verfahren (6.8)
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- - - Referenzableitungsordnung —— identifizierter Parameter

N
S
T T T T T
—
& 0,65
036 I T T T T T T I T o
0,14
Ne] O

031 T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Iteration q

Abbildung 6.4: Entwicklung der Ableitungsordnungen, die sich zu jedem Iterationsschritt des Newton-Verfahrens
ergeben

- - - Referenzparameter ——— identifizierter Parameter

N ON RO ONRRD

T T T

35 40 45

Iteration q

Abbildung 6.5: Entwicklung der Parameter, die sich zu jedem Iterationsschritt des Newton-Verfahrens in Abhén-
gigkeit der aktuellen Ableitungsordnungen ergeben
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6.1.4 Iterative Spline-Interpolation zur Ableitungsordnungs-
identifikation

Zum Losen des im Abschnitt 6.1.1 formulierte Nullstellenproblems zur Ableitungsordnungs-
identifikation wird im Abschnitt 6.1.2 ein Ansatz basierend auf dem Newton-Verfahren vor-
geschlagen. Das Newton-Verfahren bestimmt jedoch die Nullstellen eines Problems nur ni-
herungsweise, sodass mit dem hergeleiteten Verfahren die Ableitungsordnungen angenahert
werden. In diesem Abschnitt wird hingegen die fiir die Ableitungsordnung zugrunde gelegte
Funktion (6.1) approximiert. Der sich daraus ergebende Vorteil ist, dass fiir die approximierte
Funktion eine analytische Berechnungsvorschrift zur Ermittlung der Nullstelle existiert, das
Vorteile bei der praktischen Umsetzung mit sich bringt.

Der in diesem Abschnitt verfolgte Ansatz setzt ein kommensurables System

n X m
S a;, D%y (t) = > by, DF*u(t) (6.37)
=0 k=0

voraus, dessen Ableitungsordnung « zu bestimmen ist. Zunéchst wird wie im Abschnitt 6.1.2
angenommen, dass die Parameter des fraktionalen Systems (6.37) bekannt sind. Diese Annahme
wird in einem zweiten Schritt entsprechend dem Abschnitt 6.1.3 fallengelassen. Zur Unterschei-
dung von der Ableitungsordnung des Systems « wird fiir die identifizierte Grofle & verwendet
(siehe Abschnitt 6.1.1).

Kubische Spline-Funktion

In der vorliegenden Arbeit wird eine kubische Spline-Funktion zur Approximation der Funktion
(6.1) eingesetzt. Nach [FHO07, S. 112 ff.] sind kubische Spline-Funktionen wie folgt definiert.

Definition 6.3 (Kubische Spline-Funktion)

Sei XA = [xg < x1 <...<xp] eine Unterteilung des Intervalls [z, x n].
Eine reelle Funktion C : [xq, ] = R mit den Eigenschaften

(a) ¢ €C?[wg, xN] und

(b) ¢ stimmt aufjedem Teilintervall [x;, x;,1],4=0, 1, ..., N-1 mit einem kubischen
Polynom iiberein

ist eine zu X o gehorende kubische Spline-Funktion.

Wenn die kubische Spline-Funktion eine Familie* Y := (yo, y1, ..., yn) mit ¢ (Y;z;) = y;
firi =0, 1, ..., N abbildet, wird diese als interpolierende Splinefunktion ¢ (Y'; ) bezeichnet.
Die Familie kann aus Messdaten oder der Evaluierung einer Funktion f an den Stiitzstellen x;
des Teilintervalls X erzeugt werden. Um eine eindeutige Spline-Funktion zu erhalten, sind
zwei weitere Anforderungen zu stellen. Géingige Anforderungen [FHO07, S. 113] sind

22 Als Familie wird die Abbildung einer Menge auf eine andere Menge bezeichnet und eine Familie wird haufig als
Menge von Wertepaaren dargestellt [ABH" 13, S. 42].
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Ay (P (via)|,_, =P i), =0
(A2) ¢® (Y;:c)|mo = ¢® (Y;x)‘zsz =0 fiir k=0, 1, 2 oder
@3) fO (@), =¢W V)|, und fO(x)| _ =D (Y.2)

wobei jeder Punkt (A1) - (A3) durch die Unter- und Obergrenze zy und x ; zwei Anforderungen
reprasentiert. Im Bezug auf die Ableitungsordnungsidentifikation entspricht die Funktion f
der Funktion (6.1). Diese Funktion (6.1) erfiillt im Allgemeinen die Punkte (A1) und (A2) nicht.
Daher wird fur die eindeutige Beschreibung die Anforderungen des Punkts (A3) gewihlt.
Die dafiir notwendige Ableitung 9f(&)/sa lasst sich nach (6.12) berechnen. Die Aussagen
beziiglich der partiellen Ableitungen der Parameter ist wie beim Newton-Verfahren abhéngig
von dem gewéhlten Parameteridentifikationsverfahren und wird detailliert im Abschnitt 6.1.3

behandelt.

T=x0 =1 N =z N’

Iterative Spline-Interpolation fiir bekannte Parameter

Allgemein gilt, dass kubische Spline-Funktionen fiir sehr kleine Teilintervalle [z;, ;11 ] gegen
die im Intervall I zu approximierende Funktion f konvergieren, solange | f{*) | s existiert
und endlich ist [FHO7, S. 122 ff.]. Fur die Identifikation der Ableitungsordnung muss die
kubische Spline-Funktion gegen die Funktion (6.1) lediglich um deren Nullstellen konvergieren,
da die Nullstellen der Funktion (6.1) mogliche Kandidaten fiir die Ableitungsordnung des
Systems (6.37) sind (siehe Abschnitt 6.1.1). Mit der iterativen Spline-Interpolation werden die
Teilintervalle gezielt um die Nullstellen der Identifikationsgleichung weiter aufgeteilt, um
eine Konvergenz der kubischen Spline-Funktion gegen die Identifikationsgleichung um die
Nullstellen zu erreichen.

Das Vorgehen der iterativen Spline-Interpolation fiir bekannte Parameter setzt sich aus den
sieben Schritte zusammen:
(a) Vorgabe des Suchintervalls T := [&y, G5,
(b) Festlegung weiterer Stiitzstellen &y, zu der Unter- &, und Obergrenze &, fiir die Start-
stiitzstellen &,
(c) Berechnung der Ableitung der Identifikationsgleichung f(*) (6.12) an der Untergrenze
&, und der Obergrenze &, des Intervalls I,
(d) Evaluierung der Funktion (6.1) an den Stiitzstellen &;,
(e) Berechnung der kubischen Spline-Funktion { aus den Stiitzstellen &; und den zugehéorigen
Funktionswerten der Funktion (6.1),
(f) Anwenden der Cardanischen Formel zur Bestimmung der Nullstellen r; der kubischen
Spline-Funktion ¢ sowie
(g) Erweitern der Stitzstellen &; um die Nullstellen r; von (f) und Beginn wieder bei (d).

Im Schritt (a) wird das zu untersuchende Intervall I := [&,, &,] vorgegeben, das die Ab-
leitungsfunktion o des Systems (6.37) beinhalten muss. Die Stiitzstellen &; zum Start der
iterativen Spline-Interpolation sind im Schritt (b) auszuwahlen. Die einzige Einschrankung bei
der Stiitzstellenwahl ist, dass die Unter- &,, und Obergrenze &, als zwei Stiitzstellen feststehen.
Ansonsten konnen die Stitzstellen beliebig beispielsweise d4quidistant durch
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OAéo_OAéu

G =0y +1 (6.38)

mit ¢ = 1, ..., N — 1 im Intervall I verteilt werden. Bei der Wahl der Stiitzstellen ist zu
beachten, dass eine hohere Anzahl an Stiitzstellen eine genauere Approximation verspricht,
aber die genauere Approximation auf Kosten von Rechenzeit erfolgt [FH07, S. 122 ff.]. Um
die Anforderung (A3) bei der Berechnung der kubischen Spline-Funktion erfiillen zu kénnen,
wird die Ableitung der Identifikationsgleichung f!) (6.12) an der Untergrenze ¢, und der
Obergrenze ¢, benotigt. Mit (6.12) steht die Berechnungsvorschrift fiir die Ableitung f(*) zur
Verfiigung, in der die Ableitungen der Parameter nach der Ableitungsordnung 9p(&)/aa auftre-
ten. Diese sind fiir diesen Abschnitt aufgrund der Annahme, dass die Parameter bekannt sind
und sich daher in Abhéngigkeit der Ableitungsordnung & nicht andern, Null. Die Berechnung
der Ableitungswerte bildet den Schritt (c).

Der Schritt (d) besteht aus der Evaluierung der Funktion (6.1) fir die Stiitzstelle &;. Zudem
werden die Stiitzstellen, die Funktionswerte und die Ableitungswerte der Funktion an der
Untergrenze &, und der Obergrenze &, in der Tupelmenge

Sr={(Gs f(@i); fO (@u)s P (o))} (6.39)

erfasst. Den Schritt (e) bildet die Berechnung der kubischen Spline-Funktion ¢ mit der zu-
satzlichen Anforderung (A3) [FHO07, S. 117 ff.] aus den Daten der Tupelmenge St. Mit der
Cardanischen Losungsformel [Zeil3, S. 595 f.] werden die Nullstellen der kubischen Spline-
Funktion ¢ im Schritt (f) bestimmt. Diese Nullstellen werden als zusitzliche Stiitzstellen &y,
interpretiert und mit den bisherigen Stiitzstellen &; fiir die nachste Iteration als neue Startstiitz-
stellen ¢&; zusammengefasst. Dadurch werden die Nullstellen der kubischen Spline-Funktion
¢ in der néchsten Iteration im Schritt (d) an den eigentlichen Funktionswert der Funktion
(6.1) angepasst. Dieses stellt sicher, dass sich die kubische Spline-Funktion ¢ der Funktion (6.1)
anndhert.

Da es sich um ein iteratives Verfahren handelt, ist fur die praktische Anwendung mindes-
tens eine Abbruchbedingung zu formulieren. Neben einer vorgebbaren maximalen Anzahl an
Iterationen lésst sich auch die Anderung der Nullstellen zwischen zwei Iterationen als Ab-
bruchbedingung betrachtet. Unter der Annahme, dass R Nullstellen r1, 7o, ..., rg mittels der
iterativen Spline-Interpolation ermittelt werden, werden nur die Nullstellen der Tupelmenge

S hi figt, fiir di
T hinzugefigt, fir die Flre) 2 € (6.40)

mit £ = 1, 2, ..., R und der Toleranz ¢ gilt. Wenn kein neues Tupel der Tupelmenge St
hinzugefiigt wird, wird das Verfahren beendet. Somit wird tiber die Toleranz ¢ die Giite der
Nullstellenapproximation festgelegt.

Eine Besonderheit der iterativen Spline-Interpolation ist, dass alle Nullstellen der Funktion (6.1)
approximiert werden. Jede der R Nullstellen 71, s, ..., rg stellen einen moglichen Kandidat
fiir die Ableitungsordnung des fraktionalen Systems dar (siehe Abschnitt 6.1.1). Um die zum
System zugehorige Ableitungsordnung aus den Kandidaten zu extrahieren, kann beispielsweise
eine zweite Funktion entsprechend (6.1) aufgestellt werden. Fiir diese zweite Funktion kann
einerseits eine andere Modulationsfunktion eingesetzt werden. Andererseits kann die zweite
Funktion fiir einen anderen Zeitbereich des Ein- und Ausgangssignals evaluiert werden. Die
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zweite Funktion besitzt ebenfalls fiir die Ableitungsordnung « des Systems (6.37) eine Nullstelle.
Fiir die anderen Kandidaten weist die zweite Funktion im Allgemeinen keine Nullstelle auf.
Somit entspricht die Nullstelle, die auch bei der zweiten Funktion eine Nullstelle ist, der
gesuchten Ableitungsordnung « des fraktionalen Systems. Falls die zweite Funktion fiir mehrere
mogliche Kandidaten ebenfalls zu Null wird, ist mindestens eine weitere Funktion entsprechend
(6.1) notwendig.

Iterative Spline-Interpolation fiir unbekannte Parameter

Die Annahme, dass die Parameter p des Systems (6.37) bekannt sind, ist im Allgemeinen in
der Praxis nicht erfullt und wird fiir diesen Abschnitt fallengelassen. Fiir die Identifikation
werden die Parameter entsprechend Abschnitt 6.1.1 als Grélen p (&) aufgefasst, die von einer
aktuellen Schiatzung der Ableitungsordnung & abhingen.

Wenn das Vorgehen der iterativen Spline-Funktion aus dem vorherigen Abschnitt zugrunde ge-
legt wird, werden die Parameter erstmalig fiir die Berechnung der Ableitung der Funktion f(*)
(6.12) benoétigt. Dadurch andert sich das Vorgehen der iterativen Spline-Funktion gegentiber
dem vorherigen Abschnitt zu:
(a) Vorgabe des Suchintervalls [4,, &,],
(b) Festlegung weiterer Stiitzstellen &y, zu der Unter- &,, und Obergrenze &,fir die Start-
stiitzstellen &,
(c) Identifikation der Parameter p fir die Stiitzstellen ¢;,
(d) Berechnung der Ableitung der Funktion f (1) (6.12) an der Unter- é&,, und der Obergrenze
G, des Intervalls I,
(e) Evaluierung der Funktion (6.1) an den Stiitzstellen &,
(f) Berechnung der kubischen Spline-Funktion ¢ aus den Stiitzstellen &; und den zugehorigen
Funktionswerten der Funktion (6.1),
(g) Anwenden der Cardanischen Formel zur Bestimmung der Nullstellen &y, der kubischen
Spline-Funktion sowie
(h) Erweitern der Stiitzstellen &; um die Nullstellen &y, von (g) und Beginn wieder bei (c).

Da ein rauschfreies Ausgangssignal angenommen wird, kénnen die Parameter p im Schritt
(c) mittels der LS-Methode entsprechend (6.23) bestimmt werden. Fir den Schritt (d) muss
die Ableitung der Funktion f(!) (6.12) evaluiert werden, in die die partiellen Ableitungen der
Parameter 99(4)/aa eingehen. Wenn die LS-Methode eingesetzt wird, konnen diese mit (6.28)
bestimmt werden. Zum Schritt (d) ist weiterhin anzumerken, dass dieser nur bei der ersten
Iteration ausgefiihrt werden muss. Dieses liegt daran, dass die Ableitung der Funktion f(*)
(6.12) nur fiir die festen Grenzen des Suchintervalls ¢&,, und &, evaluiert werden muss.
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Konvergenzanalyse der iterativen Spline-Interpolation

Es gilt allgemein, damit eine Spline-Funktion gegen eine gegebene Funktion f konvergiert,
muss || f*) (0) e, existieren und endlich sein [FH07, S. 122 ff.]. In der iterativen Spline-
Interpolation entspricht die Funktion f der Identifikationsgleichung. Um die Bedingung fiir
die Identifikationsgleichung zu tiberpriifen, werden zunichst die beiden folgenden Annahmen
getroffen.

Annahme 6.3 (Beschrinktheit der Modulationsfunktion und deren
Ableitungen fiir die Konvergenzanalyse der iterativen Spline-Interpolation)

Fiir die Konvergenzanalyse der iterativen Spline-Interpolation wird angenommen, dass

(a) die Modulationsfunktion -,

(b) die Griinwald-Letnikov-Ableitungen der Modulationsfunktion thLf’C’:hfy (t) und
AGLY, 7 (1),

(c) die erste partielle Ableitung der rechtsseitigen Griinwald-Letnikov-Ableitung der
Modulationsfunktion 3thLf;h'v(t)/a{é}j und athLf:h’v(t)/a{é}j,

(d) die zweite partielle Ableitung der rechtséeitigen Grilnwald—Letnikov—Ableitung der
Modulationsfunktion 32thLfih'Y(t)/a{é}j und 32thLff’h’Y(t)/a{é}j,

(e) die dritte partielle Ableitung der rechtsseitigen Griinwald-Letnikov-Ableitung der
Modulationsfunktion 93thij'h“/(t)/a{é}j und agthLfﬁhW(t)/a{é}j sowie

(f) die vierte partielle Ableitung der rechtsseitigen Griinwald-Letnikov-Ableitung der
Modulationsfunktion 34thLf;,ﬂ(t)/a{é}j und 34thL?jh7(t)/a{é}j

beschrdnkt sind.

Annahme 6.4 (Beschrinktheit der partiellen Ableitungen der Parameter fiir
die Konvergenzanalyse der iterativen Spline-Interpolation)

Fiir die Konvergenzanalyse der iterativen Spline-Interpolation wird angenommen, dass

(a) die erste partielle Ableitung der Parameter adi(é)/a{é}j und 85k(é)/8{é}j,

(b) die zweite partielle Ableitung der Parameter azdi(9)/8{@}]_8{@}N und
0°b:(0)/o{0} o{a} ,

(c) die dritte partielle Ableitung der Parameter 33@i(é)/a{é}la{é}ja{é}m und
agék(é)/a{é}la{é}ja{é}ﬁ sowie

(d) die vierte partielle Ableitung der Parameter 34@z‘(@/a{é}xa{é}la{é}ja{é}ﬁ und
7'0(0)fo{0),0{0) 0{2} ,5(0},

beschrdnkt sind.

Mit den beiden Annahmen 6.3 und 6.4 ergibt sich das nachstehende Lemma fir die Konvergenz
der Spline-Funktion ¢ gegen die Identifikationsgleichung (6.1).
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Lemma 6.8 (Konvergenz der Spline-Funktion gegen die Identifikationsglei-
chung)

Sei ¢ eine kubische Spline-Funktion (, I := &, G| das fiir die Approximation beriick-
sichtigte Intervall und v eine Modulationsfunktion mit der zusdtzlichen Eigenschaft (P4).
Sei zusatzlich die zu approximierende Identifikationsgleichung f (6.1) gegeben.

Die kubische Spline-Funktion ( konvergiert gegen die Identifikationsgleichung f, wenn das
Intervall I in sehr kleine Teilintervalle [z;, x;,1] gegliedert wird und die Annahmen 6.3
und 6.4 giiltig sind.

Beweis:
Der Beweis ist im Anhang C.6 gefiihrt. O

Mit der iterativen Spline-Interpolation wird ein zweites Verfahren zur gemeinsamen Ableitungs-
ordnungs- und Parameteridentifikation von kommensurablen fraktionalen Systemen vorgestellt.
Wie das erste Verfahren im Abschnitt 6.1.2 basiert der Ansatz auf dem Modulationsfunkti-
onsverfahren, sodass der Einfluss der Initialisierungsfunktion tiber eine Modulationsfunktion
mit der Eigenschaft (P4) eliminiert werden kann. Wihrend das Newton-Verfahren abhin-
gig der gewihlten Startwerte gegen eine Nullstelle konvergiert, wird mittels der iterativen
Spline-Interpolation alle Nullstellen der Funktion bestimmt. Aus den Nullstellen muss in einem
nachgelagerten Validierungsschritt die Ableitungsordnung des fraktionalen Systems ermittelt
werden.

Beispiel 6.3:
In diesem Beispiel wird die Anwendbarkeit der iterativen Spline-Interpolation an dem kommen-
surablen System

 DGLy (t) + a1, DGL{y (t) + agy () = bou () (6.41)

mit den zu identifizierenden Parametern a1 = 3, ag = 2, by = 1 und oo = 0,6 demonstriert. Der
Parameter ay = 1 ist entsprechend der Konvention in der Annahme 3.1 fiir die Parameteridenti-
fikation normiert. Das System wird mit einem Pseudozufallsrauschen [IM11, S. 164 f.] fiir eine
Gesamtdauer von Ty, = 140s mit einer Abtastzeit vonT' = 0,02s angeregt. Die Amplitude
des Anregungssignal betrdgt 1 und der Sprungabsatnd ist 5s. Das Anregungssignal u ist in
der Abbildung 6.6 (oben) und das zugehorige Ausgangssignal y in der Abbildung 6.6 (unten)
dargestellt. AufSerdem ist der Startzeitpunkt der Identifikation t = 50s durch eine gepunktete
Linie gekennzeichnet.

Die Identifikation der Parameter und der Ableitungsordnung erfolgt gemdf3 den Schritten (a) -
(h) der iterativen Spline-Interpolation fiir unbekannte Parameter. Da das Verfahren auf dem
Modulationsfunktionsverfahren basiert, muss eine Modulationsfunktion vorgegeben werden.
Dafiir wird die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (3.52) mit s = 10 und o = 5
verwendet, wodurch diese die Eigenschaft (P1) wegen o > [a,] und s > o + 2 besitzt. Da
0 > [au,] ist, besitzt die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion auch die Eigenschaft
(P4).
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Der Identifikationshorizont wird zu T' = 50 s und die Differenz zweier Identifikationszeitpunkte
zuTa = 10s gewdhlt. Zusdtzlich zu den Einstellparametern des Modulationsfunktionsver-
fahrens wird das Suchintervall der iterativen Spline-Interpolation mit & € [0, 2] und die
initialen Abtastpunkte mit N = 4 vorgegeben, die in dem vorgegebenen Suchintervall nach
(6.38) dquidistant verteilt werden.

Falls die Funktion (6.1) mehrere Nullstellen besitzt, werden diese auch mit der iterativen Spline-
Interpolation gefunden. Die Entwicklungen der Nullstellen sind in der Abbildung 6.7 dargestellt,
in die auch die vorgegebene Ableitungsordnung « als gestrichelte Linie eingezeichnet ist. Die
Nullistelle ro wird durch eine gepunktete Linie und die Nullstelle r1 durch eine durchgezogene
Linie reprdsentiert. Beide Nullstellen konvergieren nach fiinf Iterationsschritten und resultieren
inrg = 0,466 beziehungsweise r1 = 0,604. Fiir die beiden Nullstellen miissen die zugehorigen
Parameter bestimmt werden, wofiir die LS-Methode (6.23) angewendet wird. Die identifizier-
ten Parameter sind in der Abbildung 6.8 dargestellt. Dabei gelten die gleichen Zuordnungen
zwischen Linienart und zu der jeweiligen Nullstelle zugehorigen Parametern wie in der Abbil-
dung 6.8.

Der letzte Schritt der iterativen Spline-Interpolation ist die Validierung der Nullstellen r¢
und r1. Dafiir wird die Funktion f.,) entsprechend (6.1) aufgestellt, fiir die eine gewichtete
Spline-Type-Modulationsfunktion mit s = 10 und o = 8 eingesetzt wird. Diese erfiillt ebenfalls
die Bedingung o > [, | und s > o + 2 der Eigenschaft (P1) wegen. Da auch o > [ay,|
ist, besitzt die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion auch die Eigenschaft (P4). Diese
Identifikationsgleichung f..1 wird ebenfalls fiir die beiden Nulistellen ry und r1 und den
zugehdrigen Parametern evaluiert. Die Nullstelle ry weist mit fyq) (1) = 0,004 gegeniiber der
anderen Nullstelle mit f,1 (7o) = 0,932 den signifikant kleineren Funktionswert auf und wird
folglich als Ableitungsordnung « des fraktionalen Systems korrekterweise interpretiert.

—— Eingangssignal =~ -+ Beginn der Identifikation
—— Ausgangssignal

0,25

-0,25 :
-0,5 T : T T T T T g
0 20 40 60 80 100 120 140

tins

Abbildung 6.6: Pseudozufallsrauschen als Eingangssignal (oben) und Ausgangssignal (unten) fiir die gemeinsame
Ableitungsordnungs- und Parameteridentifikation mit der iterativen Spline-Interpolation und der
LS-Methode
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Abbildung 6.7: Entwicklung aller Nullstellen, die die Identifikationsgleichung (6.1) besitzt und folglich Kandidaten
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Abbildung 6.8: Entwicklung der Parameter in Abhéngigkeit aller Nullstellen, die mit der iterativen Spline-
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6.1.5 Einfluss eines verrauschten Ausgangssignal auf das
Nullstellenproblem

Die Herleitung der Verfahren zur Ableitungsordnungsidentifikation erfolgt in den vorherigen
Abschnitten mit der Annahme, dass ein unverrauschtes Ausgangssignal vorliegt. In diesem
Abschnitt wird von einem verrauschten Ausgangssignal § ausgegangen, dass sich durch

g)=y(t) +e(t) (6.42)

mit dem ungestorten Ausgangssignal y und dem Rauschen € entsprechend der Annahme 3.3
beschreiben lisst. Falls die Modulationsfunktion die Eigenschaft (P4) erfiillt, ergibt sich die
Funktion (6.1) beim Verwenden des gestorten Ausgangssignals ¢ anstatt des ungestorten
Ausgangssignals y zu

to

( ) i ( )/y(t) dGLal t)dt—Zbk (é)[ (t) dGLﬁk (t) dt. (6.43)

Wie im Abschnitt 6.1 werden auch in diesem Abschnitt die Parameter als Grofien, die von den
Ableitungsordnungen abhéngig sind, betrachtet und die gleichen Notationen zur Unterschei-
dung der Parameter p und der Ableitungsordnungen 6 des fraktionalen Systems und deren
identifizierten Gréfien p und 6 genutzt.

Lemma 6.9 (Einfluss der verrauschten Messung des Ausgangssignals auf die
Funktion zur Ableitungsordnungsbestimmung)

Seit,t1,t2 € R, t1 < to, v eine Modulationsfunktion mit der zusdtzlichen Eigenschaft
(P4),

n m

> i DGLYy (1) = Y. by, DGLY u(t) (6.44)
i=0 k=0

die FDGL, §j das verrauschte Ausgangssignal (6.42), ¢ das Rauschen mit den Eigenschaften

in Annahme 3.3, 0 = [, ..., Bo], f : R"™*2 — R die Funktion zur Ableitungsord-

nungsbestimmung mit dem unverrauschten Ausgangssignal (6.1) und fiR™™2 LR

die Funktion mit dem verrauschtem Ausgangssignal (6.43).

Der Fehler in der Funktion zur Ableitungsordnungsbestimmung durch das Rauschen ¢ ist

eora (0) = f(8) - £ (8) (6.45)
IS a; (6) f e (t) AGLY v (t) dt. (6.46)
1=0 o

Beweis:

Um den vom Rauschen erzeugten Fehler zu bestimmen und einen Fehler aufgrund der Parameter
oder Ableitungsordnungen auszuschlielen, gilt die Annahme, dass sowohl fiir die Funktion
f (6.1) als auch f (6.43) die gleichen Parameter p in Abhéngigkeit der Ableitungsordnungen
6 ermittelt werden. Unter dieser Annahme ergibt sich der Fehler durch Subtraktion (6.1) von
(6.43). O
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Aufgrund der Verwendung des Modulationsfunktionsverfahrens besitzt die Identifikationsglei-
chung Freiheitsgrade wie die Modulationsfunktion oder den Identifikationshorizont. Nachfol-
gend wird geklért, inwiefern diese genutzt werden kénnen, um den Fehler (6.46) zu verringern.
Dafiir wird mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung eine Abschiatzung nach oben fur (6.46)
bestimmt, die in

a; (0)

resultiert. Aus der Abschiatzung geht hervor, dass der Fehler proportional zu dem Identifi-
kationshorizont T; = t5 — t1, zu der Modulationsfunktion v und deren Ableitungen nach
Griinwald-Letnikov ist. Damit kann der Fehler e,,q tiber die beiden Mafinahmen Verkiirzung
des Identifikationshorizont und Verkleinerung der Funktionswerte der Modulationsfunktion
reduziert werden. Beide Mafinahmen zur Reduzierung des Fehlers konnen dazu fithren, dass die
zu invertierende Matrix der LS-Methode (3.60) oder der IV-Methode (4.91) schlecht konditio-
niert ist [IM11, S. 555 ff.]. Dieses widerspricht jedoch der fiir die LS-Methode und IV-Methode
bestehende Forderung der ausreichenden Anregung, die fiir eine gute Konditionierung der zu
invertierende Matrix fithrt [IM11, S. 250].

[eora (6)

to —t ) dGL% ~ (¢ 6.47
|to 1\tef[?ﬁ§2]‘5()t(;tﬂ()’ (6.47)

n
<5
=0

1=

Beispiel 6.4:
Der Einfluss des Rauschens wird fiir das System (6.5)

WDGLY y (1) +10y (1) = u (¢)

mit der Ableitungsordnung oy = 0,5 in der Abbildung 6.9 illustriert. Wie fiir die Abbil-
dung 6.1 wird die Funktion (6.43) im Bereich &1 € [0, 1] mit einer Schrittweite von A,, = 0,01
evaluiert, wofiir eine gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion mit s = 10 und o = 5
eingesetzt wird. Die Evaluierung der Funktion (6.43) erfolgt fiir ein unverrauschtes Ausgangssi-
gnal (durchgezogene Linie) und ein mit Rauschen tiberlagerten Ausgangssignal, wobei zwei
Rauschprozesse €1 (t) und g2 (t) mit unterschiedlichen Varianzen betrachtet werden. Fiir einen
SNR; = 37,8dB ergibt sich der gestrichelte Verlauf und fiir einen SNRy = 17,7dB der ge-
punktete Verlauf. Wihrend sich der Verlauf bei dem SNR lediglich geringfiigig anhebt und
damit die Nullstelle verschiebt, weist der Verlauf, der sich fiir den SNRy = 17,7dB ergibt,
keine Nullstelle mehr auf. Daraus folgt, dass aus dem verrauschten Ausgangssignal mit dem
SNR; = 37,8dB zumindest noch niherungsweise die Ableitungsordnungen des Systems mit
den in diesem Abschnitt vorgestellten Verfahren bestimmt werden konnen. Fiir das verrauschte
Ausgangssignal mit dem SNRy = 17,7 dB hingegen ist eine Ableitungsordnungsidentifikation
mit den vorgestellten Verfahren nicht méglich. Folglich lassen sich auch nur fiir den ersten Fall
in Abhdngigkeit der verschobenen Nullstellen Parameter identifizieren.
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—— Identifikationsgleichung ohne Rauschen --- Verschieben der Nullstelle
------ Verschwinden der Nullstelle

1074

f(a1)

Abbildung 6.9: Illustration der Nullstellenverschiebung der Funktion (6.1), die zur Bestimmung der Ableitungs-
ordnung angewendet wird, aufgrund von einem verrauschten Ausgangssignal

6.1.6 Zusammenfassung und Diskussion der auf dem
Nullstellenproblem basierenden Verfahren

In diesem Abschnitt werden zwei Verfahren zur Ableitungsordnungsidentifikation vorgestellt.
Beide Verfahren basieren auf einer Nullstellensuche der Funktion (6.1), die sich aus der Umstel-
lung der Identifikationsgleichung zur Parameterbestimmung (4.3) ergibt. Dadurch lasst sich wie
bei der Parameteridentifikation fiir die Ableitungsordnungsidentifikation ausnutzen, dass der
Einfluss der Initialisierungsfunktion durch eine Modulationsfunktion mit der Eigenschaft (P4)
eliminiert wird, falls sich das System zu Beginn der Identifikation nicht in Ruhe befindet.

Die Nullstellensuche wird beim ersten Verfahren mit dem Newton-Verfahren durchgefiihrt.
Fir das formulierte Problem (6.8) mit (6.7) und (6.9) konvergiert das Newton-Verfahren, wenn
sowohl die Modulationsfunktion, die Parameter und deren Ableitungen als auch das Ein- und
Ausgangssignal beschrinkt sind (siehe Theorem 6.1). Die Beschrinktheit dieser Grofien bis auf
die Beschranktheit der Parameter und deren Ableitungen kann iiber die Wahl des Eingangssi-
gnals und der Modulationsfunktion aufgrund der Annahme 3.4 sichergestellt werden (siehe
Abschnitt 6.1.2), da die Beschrinktheit der Parameter und deren Ableitungen abhingig von dem
Parameteridentifikationsverfahren sind. Fir die LS-Methode wird die Beschranktheit dieser
Grofien im Abschnitt 6.1.3 untersucht. Bei Anwenden der LS-Methode in Blockverarbeitung
lassen sich die Ableitungen der Parameter mit (6.28) und (6.32) explizit berechnen. In diesem Fall
lasst sich die Beschréanktheit der Parameter auch durch das Eingangssignal und die Modulati-
onsfunktion gewahrleisten (siehe Lemma 6.5 und 6.6). Falls hingegen die rekursive LS-Methode
zur Parameteridentifikation eingesetzt wird, miissen die Ableitungen der Parameter durch den
Differenzenquotienten approximiert werden, die aufgrund der Annahme 3.4 per Definition
beschrinkt sind. Wihrend die Berechnungsvorschrift der LS-Methode in Blockverarbeitung
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in die Funktion (6.1) entsprechend (6.24) eingesetzt werden kann, ist dies fiir die rekursive LS-
Methode nicht méglich. Fiir die gemeinsame Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation
wird daher ein zweistufiges Verfahren vorgeschlagen. Bei diesem Verfahren wird abwechselnd
die Parameter- und die Ableitungsordnungsidentifikation ausgefiithrt (sieche Abbildung 6.2).
Zu diesem Verfahren ist anzumerken, dass das Newton-Verfahren nur lokal konvergent ist.
Dadurch dass die Funktion (6.1) mehrere Nullstellen besitzen kann (siehe Abschnitt 6.1.1),
kann bei ungeeigneter Startwertwahl eine fehlerhafte Bestimmung der Ableitungsordnungen
erfolgen, weshalb die Startwertwahl der Ableitungsordnungen 6, fiir das Newton-Verfahren
ein kritischer Schritt ist.

Waihrend das erste Verfahren eine numerische Losung der Nullstellen mittels des Newton-
Verfahrens bestimmt, approximiert das zweite Verfahren die Funktion (6.1) selbst. Die Appro-
ximation erfolgt dabei durch eine kubische Spline-Funktion (siehe Definition 6.3). In jedem
Iterationsschritt wird die Funktion (6.1) an den Nullstellen der kubischen Spline-Funktion
ausgewertet. Diese Punkte dienen in der nachsten Iteration als weitere Stiitzstelle, um eine
Annidherung der kubischen Spline-Funktion an die Funktion (6.1) zu erzielen. Dadurch konver-
gieren auch die Nullstellen der kubischen Spline-Funktion gegen die Nullstellen der Funktion
(6.1), sodass die Nullstellen der kubischen Spline-Funktion den Ableitungsordnungen des frak-
tionalen Systems entsprechen. Fiir die notwendige Parameteridentifikation wird dieser Ansatz
wie das auf dem Newton-Verfahren basierenden Ansatz mit der LS-Methode kombiniert.

Vorteilhaft bei der iterativen Spline-Interpolation gegentiber dem auf dem Newton-Verfahren
basierenden Ansatz ist, dass die kubische Spline-Funktion gegen die Identifikationsgleichung
konvergiert, wenn die Teilintervalle sehr klein werden, und samtliche Nullstellen der Funktion
(6.1) bestimmt. Damit kann iiber ein Validierungsschritt die Ableitungsordnung des fraktionalen
Systems bestimmt werden. Dahingegen besitzt das auf dem Newton-Verfahren basierender
Ansatz lediglich lokale Konvergenz, weshalb die identifizierte Nullstelle von dem gewahlten
Startwert abhéngt. Dadurch kann bei einer ungeeigneten Startwertwahl die Ableitungsordnung
fehlerhaft bestimmt werden. Dafiir schrankt der Ansatz basierend auf dem Newton-Verfahren
im Gegensatz zu der iterativen Spline-Interpolation, die sich nur auf kommensurable fraktionale
Systeme anwenden lasst, die Struktur des fraktionalen Systems nicht ein.

Die Kombination der beiden Ansitze zur Ableitungsordnungsidentifikation mit dem Parame-
teridentifikationsverfahren aus Abschnitt 4.1 resultiert in zwei Verfahren zur gemeinsamen
Ableitungsordnungs- und Parameteridentifikation. Da beide Verfahren auf dem Modulations-
funktionsverfahren basieren, sind diese nicht auf fraktionale Systeme beschrankt, die zu Beginn
der Identifikation in Ruhe sind. Daher stellen beide in dem Abschnitt 6.1.2 und 6.1.4 hergeleite-
ten Verfahren einen fundamentalen Beitrag zur Beantwortung der zweiten Forschungsfrage
dar. Allerdings erfolgt die Herleitung der beiden Verfahren unter der Annahme, dass das Aus-
gangssignal als unverrauschte Grofle vorliegt. Der durch ein verrauschtes Ausgangssignal
resultierende Identifikationsfehler wird im Abschnitt 6.1.5 analysiert. Durch den Einfluss des
Rauschens verschiebt sich die Lage der Nullstelle, die auch génzlich verschwinden kann (sie-
he Abbildung 6.9). Uber die vorgebbaren Groflen des Modulationsfunktionsverfahrens wie
beispielsweise die Modulationsfunktion besteht die Mdglichkeit, den Identifikationsfehler zu
verringern. Die dafiir zu treffenden Mafinahmen fithren jedoch auf ein schlecht gestelltes
Problem bezogen auf die Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation. Um dieses Problem
zu vermeiden, werden im Abschnitt 6.2 zwei optimierungsbasierte Verfahren prasentiert.
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6.2 Ableitungsordnungsidentifikation als
Optimierungsproblem

Im vorherigen Abschnitt 6.1 erfolgte die Herleitung der Verfahren zur Ableitungsordnungs-
identifikation fir ein unverrauschtes Ausgangssignal und erst nachtriaglich wurde der Rau-
scheinfluss im Abschnitt 6.1.5 analysiert. In diesem Abschnitt wird bereits bei der Herleitung
der Verfahren angenommen, dass das Ausgangssignal y additiv mit Rauschen ¢ tiberlagert
ist. Wie die beiden Verfahren aus Abschnitt 6.1 wird im Abschnitt 6.2.1 zunéchst ein opti-
mierungsbasierter Ansatz basierend auf der Funktion (6.1) prasentiert. Fiir eine gemeinsame
Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation wird im Abschnitt 6.2.2 der Ansatz ana-
log zum Abschnitt 6.1.3 mit einem Parameteridentifikationsverfahren kombiniert. In diesem
Fall wird anstelle der LS-Methode die IV-Methode eingesetzt, damit die Parameter auch in
Anwesenheit von Rauschen konsistent bestimmt werden (siehe Abschnitt 4.3). Ein zweiter
optimierungsbasierter Ansatz, der im Abschnitt 6.2.3 thematisiert wird, verwendet statt der
Funktion (6.1) den Gleichungsfehler zwischen der verrauschten Messung des Ausgangssignals
und einem simulierten Ausgangssignal zur Formulierung des notwendigen Giitemaf3es.

6.2.1 Optimierungsproblem basierend auf dem
Modulationsfunktionsverfahren und Losungsansatz

Im Abschnitt 6.1.5 wird gezeigt, dass aufgrund des Rauschens die Nullstellen der Funktion (6.1),
die den Ableitungsordnungen des fraktionalen Systems entsprechen, verschwinden kénnen.
Damit auch in dem Fall eine Ableitungsordnungsidentifikation basierend auf der Funktion (6.1)
durchfithrbar ist, wird in diesem Abschnitt anstelle des Nullstellensuchansatz ein optimierungs-
basierter Ansatz prasentiert. Dazu wird ein zu minimierendes Giitemafy

Jn(8) = f2(6) (6.48)

DO |
M=

h=1

mit N > n+m+ 2 aufgestellt, das das Quadrat unabhéngiger Gleichungen der Funktion (6.43)

n . ben N mo R ten ~
7n(8) =2 () [ () AGLE A (D dt- Y b (0) [ u(t) AGLY v (1)dt (649
=0 ton k=0 tan

aufsummiert, die der Funktion (6.1) unter Beriicksichtigung eines verrauschten Ausgangssignals
y entspricht. Die unabhangigen Gleichungen fn werden wie bei dem Nullstellensuchproblem
im Abschnitt 6.1.2 beispielsweise durch Verschiebung der Integrale um ein Zeitintervall T'a
erzeugt und in dem Vektor

FO)=[/1(8),.... 7n(8),.... In (0)] (6.50)
zusammengefasst. Zum Losen des Optimierungsproblems

min JM(é) (6.51)
6
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wird das Gauf3-Newton-Verfahren [AGLR19, S. 214 ff.] angewendet. Fiir das formulierte Giite-
maf (6.48) mit (6.49) ergibt sich dies zu

éq.,.l = éq - [HM(éq)]_l VJM(éq) (6.52)

mit dem Gradienten

~ A~ ~ ~ T
. N Ofn(6q) ~ . N Ofn(04) ~ 4
WNCAEIDY th (0g), s > th (64) (6.53)
ho1 Odn h=1 0B
und der nach dem Gauf3-Newton-Verfahren approximierten Hesse-Matrix
% afh(éq) 3flz(éq) g 8fh(éq) afh(éq)
) & 0. Dan A T 0an o
Hu(8,) = : : . (6.54)
N é)~h(éq) 8fh(éq) N 8~h(éq) afh(éq)
hgl 9Bo 9éin }El 9Bo 9B

Partielle Ableitung des Optimierungsproblems

Die in (6.53) und (6.54) auftretenden partiellen Ableitungen der Funktion fh (6.43) nach den
Ableitungsordnungen sind identisch zu denen, die zum Aufstellen der Jacobi-Matrix (6.9) des
Newton-Verfahrens aus Abschnitt 6.1.2 benotigt werden. Folglich sind die partiellen Ableitungen
mit der Berechnungsvorschrift (6.12) im Lemma 6.1 bereits gegeben. Der einzige Unterschied
ist, dass das verrauschte Ausgangssignal § (6.42) anstelle des unverrauschten Ausgangssignals
y verwendet wird:

g 0 A te,n
ofn(0) & 0a;(0) / N
N - 7 (t) AGLY ~(t)dt-
8{0}] Z(:) a 0}] tmh t te,h
m ag (é) te,n (6.55)
k 3 .
2. 77 f u(t) , dGLY*, v (t) dt + W (5)
k=0 8{0}.7 ta,n
mit
. R te‘h,~ BthLf"“‘f (t) -
On+1-j (G)tf () %dt j<n+1
\I/ (]) = R . te,n 8thLiNh_j 'y(t) (656)
~bN-j (9) [ ou(t) a{#dt sonst
tu,h J
Konvergenzanalyse

Das Gauf3-Newton-Verfahren besitzt eine positive definite Hesse-Matrix, sofern die Hesse-
Matrix nicht-singular ist [AGLR19, S. 215]. Daraus folgt direkt, dass das Gauf3-Newton-Verfahren
konvergiert, falls der Gradient existiert und beschrankt ist. Um dies fiir das formulierte Glitemaf}
(6.48) mit (6.49) zu Uiberpriifen, werden die beiden folgenden Annahmen 6.5 und 6.6 getroffen.
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Annahme 6.5 (Beschrinktheit der Modulationsfunktion und deren
Ableitungen fiir die Konvergenzanalyse des Gauf}-Newton-Verfahrens)

Fiir die Konvergenzanalyse des Gauf3-Newton-Verfahrens fiir das Giitemaf3 (6.48) mit
(6.49) wird angenommen, dass

(a) die Modulationsfunktion -,

(b) die Grinwald-Letnikov-Ableitungen der Modulationsfunktion ,[dGLg* ~y (t) und
thL?:h’y (t) sowie

(c) die erste partielle Ableitung der rechtsseitigen Griinwald-Letnikov-Ableitung der
Modulationsfunktion BthLf;h'v(t)/a{é}j und 3thijh7(t)/a{é}

J

beschrdnkt sind.

Annahme 6.6 (Beschrinktheit der partiellen Ableitungen der Parameter fiir
die Konvergenzanalyse des Gauf3-Newton-Verfahrens)

Fiir die Konvergenzanalyse des Gauf3-Newton-Verfahrens fiir das Giitemafs (6.48) mit

(6.49) wird angenommen, dass die partielle Ableitung der Parameter nach den Ableitungs-
ordnungen B@fi(g)/a{é}j und 8bk(9)/a{g}j beschrankt ist.

Basierend auf der partiellen Ableitungen der Funktion f (6.55) und den Annahmen 6.5 und 6.6
erfolgt die Konvergenzanalyse des Gauf3-Newton-Verfahrens fiir die Ableitungsordnungsidenti-
fikation.

Theorem 6.3 (Konvergenz der iterativen Vorschrift des Optimierungsproblems
basierend auf dem Modulationsfunktionsverfahren [SPH21])

Sei die iterative Vorschrift (6.52) des Gauf3-Newton-Verfahrens fiir das Giitemaf§ mit der
Funktion f (9) = [fl (9) R % (é) ey IN (9)]T mit fp, (6.49) gegeben, seiy eine
Modulationsfunktion mit der zusdtzlichen Eigenschaft (P4) und N =n +m + 2.

Die iterative Vorschrift (6.52) des Gauf3-Newton-Verfahrens konvergiert fiir die Funktion

f (6.49), wenn die Annahmen 6.5 und 6.6 erfiillt sind.

Beweis:

Damit das Gau3-Newton-Verfahren konvergiert, muss nach [AGLR19, S. 215] der Gradient
(6.53) existieren und darf keine Singularitit aufweisen. Dieses ist genau dann der Fall, wenn
die partielle Ableitung der Funktion f nach den Ableitungsordnungen (6.55) keine Singula-
ritat besitzt. Die Abschatzung der partielle Ableitung (6.55) erfolgt analog zum Beweis des
Theorems 6.1. Dadurch ergibt sich
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ngé}) Zno ZQEO} f 1§ (1) dt f ‘ dGLE 5 ()] dt-
) — (6.57)
kZ ‘ f|u(t)| dt [‘thLtBﬁﬂ(t)|2dt+|\I’(j)|
- tan ton
mit
R ten| 0,dGLEm (1) |
i O],/ |z)(t)|2dt\ J T dt j<n+1
| ()] = : ’ 7 . (6.58)
bn-; (0) 7h|u(t)|2dt\} fh %@}'y(t) dt sonst
tan tan g

Aus (6.57) und (6.58) leiten sich die Bedingungen fiir die Beschranktheit der partielle Ableitung
(6.55) ab. Die partielle Ableitung (6.55) ist genau dann beschréankt, wenn

(a) das Eingangssignal u,

(b) das verrauschte Ausgangssignal g,

(c) die Parameter a; (é) und by, (é),

(d) die partielle Ableitung der Parameter nach den Ableitungsordnungen afli(é)/a{é}j und
abk(e)/a{g,}j,

(e) die Modulationsfunktion -,

(f) die Grinwald-Letnikov-Ableitungen der Modulationsfunktion thLf‘;.h"y (t) und
thLi’fﬁ'y (t) sowie

(g) die erste partielle Ableitung der rechtsseitigen Grunwald—Letnikov—Ableitung der Modu-
lationsfunktion @,dGL; nfl”’v(t)/a{é}j und 2,dGL " ”Y(t)/a{e}

beschriankt sind.

Aufgrund der Annahme 3.4, dass das Ein- und Ausgangssignal stets beschrinkt sind, sind die
Bedingungen (a) und (b) erfillt. Aus dieser folgt auch, dass alle Parameter beschrinkt sein
miissen und somit die Bedingung (c) erfiillt wird. Ansonsten ist die Unbeschranktheit des
Ausgangssignals trotz eines beschrankten Eingangssignals nicht gewahrleistet. Das bedeutet,
dass das Gauf3-Newton-Verfahren fiir das Optimierungsproblem (6.52) konvergiert, wenn die
iibrigen Bedingungen (d) - (g) erfiillt werden. Dies wird durch die Annahmen 6.5 und 6.6 sicher
gestellt. O

Beziglich der Modulationsfunktion treten die gleichen Bedingungen wie in dem Beweis zur
Konvergenz des Newton-Verfahrens im Abschnitt 6.1.2 auf, sodass auch die gleichen Schluss-
folgerungen gelten. Die in der Annahme 6.5 auftretenden Grofien betreffen die Wahl der
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Modulationsfunktion und somit die Bedingungen (e) - (g). Die Bedingungen (e) und (f) kénnen
direkt durch die Wahl einer beschrankten Modulationsfunktion «y sichergestellt werden. Da-
mit die erste partielle Ableitung der Griinwald-Letnikov-Definition (3.37) keine Singularitét
aufweist und somit beschrankt ist, muss auch in diesem Fall eine von Null verschiedene Ab-
tastzeit gewahlt werden. Dies erfiillt die Bedingung (g). Eine Aussage beziiglich der partiellen
Ableitung der Parameter nach den Ableitungsordnungen und somit beziiglich der Annahme 6.6
beziehungsweise der Bedingung (d) hiangt nach den Ergebnissen im Abschnitt 4.1 und 6.1.3 von
der gewihlten Methode zur Parameteridentifikation ab und wird im folgenden Abschnitt 6.2.2
untersucht.

Zur Konvergenz des Gauf3-Newton-Verfahrens ist weiterhin anzumerken, dass dieses nur fiir
konvexe Giitemafle stets gegen das globale Minimum konvergiert. Im Allgemeinen kann die
Konvergenz gegen das globale Minimum nicht garantiert werden, da das Verfahren auf einer
linearen Approximation des eigentlichen Problems aufbaut. Vielmehr hangt das Minimum,
gegen das das Gaufl-Newton-Verfahren konvergiert, von den gewahlten Startwerten und den
Nichtlinearititen ab, die im eigentlichen Problem auftreten [AGLR19, S. 214 ff.].

Konvexititsanalyse

Nachfolgend wird anhand eines Beispiels die Konvexitat des formulierten Problems (6.48) mit
(6.49) untersucht, die zum einen von den auftretenden Nichtlinearitaten abhingt. Zum anderen
besitzt sowohl das das Ein- und Ausgangssignal als auch die verwendete Modulationsfunkti-
onsverfahren einen Einfluss auf die Konvexitét.

Beispiel 6.5:

Dass das Giitemaf3 (6.48) mit (6.49) nicht konvex werden kann, wird in diesem Beispiel veran-
schaulicht. Dafiir wird das fraktionale System

o DGL{ y () + 10y (t) = u (t) (6.59)

mit der Ableitungsordnung o,y = 0,5 und dem in der Abbildung 6.10 angegebenen Ein- und
Ausgangssignal verwendet. Der in Abbildung 6.11 dargestellte Verlauf ergibt sich durch die
Evaluierung des GiitemayfSes (6.48) im Bereich & € [0, 1] mit einer Schrittweite von A, = 0,01,
wenn eine gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion mit s = 10 und o = 5 eingesetzt wird.
Aus der Abbildung 6.11 folgt aus den zwei auftretenden Minima direkt [ABH* 13, S. 580 ff],
dass fiir das Ein- und Ausgangssignal (siehe Abbildung 6.10) das Giitemaf3 (6.48) nicht konvex
ist.
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—— Eingangssignal

—— Ausgangssignal

ﬂ

u (t)

-

y (1)

:
UUL L

IR

Abbildung 6.10: Pseudozufallsrauschen als Eingangssignal (oben) und das resultierende und Ausgangssignal
(unten) fiir die Konvexitatsbetrachtung des Giitemafles (6.48)

—— Verlauf des Giitemafl o Globales Minimum
x Lokales Minimum
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Abbildung 6.11: Illustration des Giitemafiverlaufs (6.48) des einfachen Beispielsystems (6.5) mit den Ein- und

Ausgangssignal aus Abbildung 6.10 bei einer Auswertung an einer Vielzahl an Funktionsstellen
im Bereich &1 € [0,1]

Anhand des Beispiels ist gezeigt, dass das formulierte Problem (6.48) mit (6.49) ein nicht-
konvexes Giitemaf ist. Damit hangt das gefundene Minimum wie die bestimmte Nullstelle bei
dem Newton-Verfahren (siehe Abschnitt 6.1.2) von dem gewihlten Startwert 6 ab.
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6.2.2 Kombination des Optimierungsproblems zur
Ableitungsordnungsidentifikation und der
Parameteridentifikation mittels der IV-Methode

Zur Evaluierung der fiir das Gaufi-Newton-Verfahren notwendigen Funktion (6.49) und deren
partiellen Ableitung (6.55) werden sowohl die Parameter p (é) als auch die partiellen Ableitun-
gen der Parameter nach den Ableitungsordnungen 31”0(9)/8{(9}7 benétigt. Da das Ausgangssignal
als eine verrauschte Messgrofe § vorliegt, fithrt die Parameteridentifikation mit Hilfe der
LS-Methode auch fiir die Ableitungsordnungen 6 = 0 des fraktionalen Systems zu fehlerhaften
Identifikationsergebnissen (siehe Abschnitt 4.3.1). Um trotz des verrauschten Ausgangssignals
eine konsistente Parameterschitzung zu erhalten, wird die IV-Methode aus Abschnitt 4.3
anstelle der LS-Methode eingesetzt.

Mit der IV-Methode ist die Parameteridentifikation fiir das verrauschte Ausgangssignal y:
A~ A P A -1 A A
p(8,)=[W7(0,) M (6,)] W7 (8,)2(6,). (6.60)
Dabei entspricht W' der Matrix der Hilfsvariablen, die in Definition 4.2 angegeben sind. Zum

Aufstellen der Hilfsvariablen wird eine Schiatzung y, des ungestorten Ausgangssignal y des
fraktionalen Systems bendtigt, wofiir die Rechenvorschrift (5.3) verwendet werden kann .

Partielle Ableitung der Parameter

Analog zur Berechnungsvorschrift mit rauschfreien Messungen lassen sich die notwendigen
partiellen Ableitungen der Parameter durch Differentiation von (6.60) nach den Ableitungsord-
nungen bestimmen.

Lemma 6.10 (Partielle Ableitung der Parameter nach der Ableitungsordnung
bei verrauschtem Ausgangssignal)

Seit,to,t1,ta.n,ten € R, tg < t1 < ton < ten, v eine Modulationsfunktion mit der
zusdtzlichen Eigenschaft (P4),

> a;, DRLY G (t) = Y. by, DRL u (t) (6.61)
i=0 k=0
die FDGL, p = [an-1, ---, b0], @ = [, ..., Bo], ¥ das mit Rauschen ¢ iiberlagerte
Ausgangssignal y des fraktionalen Systems, N, >n+m+1, Ng =n+m+2, q € Ny der
aktuelle Iterationsschritt von (6.8), " := {h e NJh < N}, h e H, J := {j e N|j < Ny},
jeJ, W (é) = ['wl (é) s eeey Wh (9) s eeny WN, (é)]T die Matrix der Hilfsvariablen
mit
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w] [ ys () dGLE™y (1) dt, . [ ys (1) dGLYO ~ (1) dt
(6.62)

f w(t) dGLI" ~ (1) dt, ... f (t) AGL ~ (t)dt
ta,h

entsprechend Definition 4.2, M (é) = [ml (é) e, My, (9) s oeey MN, (9)]T die Mess-
matrix mit

te,h te.h
mj, (8) = | - f y (£) AGLE™ 1 () dt, [ y (1) AGLE 5 (1) dt
ta,n ta,n
- - (6.63)
f u(t) AGLY ~ (1) dt, ..., [ u(t) AGLP (1) dt
ta,h ta,h
und z (é) = [zl (é) s eeey 2R (é) s +ees 2N, (é)]T der Messvektor mit
te,n
2, (8) = f y (1)  AGL" v (1) dt (6.64)
ta,h

entsprechend Lemma 4.3. Ferner beschreibt {9}j das j-te Element des Ableitungsord-

nungsvektors 6. Der Ubersichtlichkeit wegen wird der Index des Iterationsschritts q in
diesem Lemma und im zugehorigen Beweis nicht aufgefiihrt.

Die partielle Ableitung der Parameter beziiglich des j-ten Elements des Ableitungsord-
nungsvektors 6 berechnet sich zu

3’12? [ (@) M (8)]” a;V{e<}”> (0)+ W (0) Z{;f . o
) 6.65
%S) ()p(0) - T(é)a;\g}i)ﬁ(é).

wenn die Parameteridentifikation mit der IV-Methode (6.60) erfolgt.
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Beweis:
Der Beweis erfolgt analog zum Beweis des Lemmas 6.3. Der Unterschied ist, dass im ersten
Schritt das fiir die Parameteridentifikation aufgestellte Gleichungssystem

M (6)p(6)=2(6) (6.66)

mit der transponierten Matrix der Hilfsvariablen W von links multipliziert wird

WT(0)M (6)p(6)=WT"(0)=(6). (6.67)

Anschlielend erfolgt die partielle Ableitung nach den Ableitungsordnungen unter Bertick-
sichtigung der Produktregel, worauf die Umstellung nach der gesuchten Grofie 3@(9)/8{9}7
folgt. O

Beschrianktheit der partiellen Ableitung
Aus der Konvergenzanalyse des Gauf3-Newton-Verfahren fiir das Giitemaf3 (6.48) geht hervor,

dass die partielle Ableitung der Parameter 31?’@)/8{9} _fiir die Konvergenz des Gau3-Newton-
J
Verfahrens beschrinkt sein miissen.

Lemma 6.11 (Beschrinktheit der partiellen Ableitung der Parameter bei ver-
rauschtem Ausgangssignal)

Seien die gleichen Notationen und Gréfien wie im Lemma 6.10 gegeben. Ferner beschreibt
{M}, ; das (h,j)-te Element und {M} ,, ., die h-te Zeile der Matrix M.
Die partielle Ableitung der Parameter nach den Ableitungsordnungen

legij _ [Wr(é) M (é)]‘l (K;(}f)z (é) + WT(Bq) ZZ{Té(}éj) - .
) . 6.68
w @p0)-w' (@) é(}”;) »(6)

entsprechend Lemma 6.10 ist beschrdnkt, wenn die Abtastzeit endlich ist und das Ein- und
Ausgangssignal, das simulierte Ausgangssignal sowie die Modulationsfunktion beschrdnkt
sind.

Beweis:
Der zugehorige Beweis wird im Anhang C.7 erbracht. O

Aufgrund der Annahme 3.4 ist sowohl das Ein- und Ausgangssignal beschréankt. Ebenfalls
sichert die Annahme 3.4, dass das mit (5.3) berechnete Ausgangssignal beschrankt ist. Damit
sind die partiellen Ableitungen der Parameter nach den Ableitungsordnungen bei Anwendung
der IV-Methode in Blockverarbeitung (4.91) beschréinkt, wenn die Abtastzeit endlich ist und
eine beschriankte Modulationsfunktion gewahlt wird. In diesem Fall konvergiert das Gauf3-
Newton-Verfahrens fiir das im Abschnitt 6.2.1 formulierte Optimierungsproblem (6.51).
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Praktische Umsetzung

Der Nachteil der LS-Methode in Blockverarbeitung, dass fiir die Parameteridentifikation zu-
néichst sdmtliche Identifikationsgleichungen gespeichert werden miissen, bevor die Identifikati-
on stattfinden kann, bleiben bei der IV-Methode in Blockverarbeitung bestehen [IM11, S. 269].
Beim Einsatz der weniger rechenintensiven und echtzeitfahigen rekursiven IV-Methode aus
Lemma 4.17 muss die partielle Ableitung der Parameter (6.65) ebenfalls wie im Abschnitt 6.1.3
approximiert werden. Der Differenzenquotient zur Approximation ist mit der Definition 6.1
angegeben und muss fiir das Gauf3-Newton-Verfahren nach dem Theorem 6.3 beschrankt
sein. Entsprechend der Definition 6.1 ist dies der Fall, wenn die identifizierten Parameter p
beschrinkt sind. Da die Parameter aufgrund der Annahme 3.4 beschrankt sind, konvergiert das
Gauf3-Newton-Verfahren (6.52) fir das formulierte Giitemaf} (6.48) mit (6.49) auch bei Anwen-
dung der rekursiven IV-Methode und dem Differenzenquotienten (6.34). Da die Parameter in der
Identifikationsgleichung (6.49) nicht mehr wie in (6.24) ersetzen werden konnen, miissen die
Parameter und Ableitungsordnungen mittels eines zweistufigen Verfahrens identifiziert werden.
Zwei mogliche Vorgehensweise sind in der Abbildung 6.2 im Abschnitt 6.1.3 angegeben.

Durch das iterative Verfahren (6.53) in Kombination mit der IV-Methode (6.60) wird ein Ver-
fahren zur gemeinsamen Ableitungsordnungs- und Parameterbestimmung beschrieben, das
verrauschte Ausgangsmessungen zuldsst. Aufgrund der Anwendung des Modulationsfunkti-
onsverfahrens ist auch eine Identifikation moglich, wenn sich das fraktionale System nicht
in Ruhe befindet, sofern die Modulationsfunktion die Eigenschaft (P4) erfiillt. Die Kombi-
nation der beiden Verfahren stellt somit eine Antwort auf die zweite Forschungsfrage unter
Beriicksichtigung der beiden formulierten Anforderungen dar.

6.2.3 Optimierungsproblem basierend auf dem Gleichungsfehler und
Losungsansatz

Die bisherigen Verfahren zur Ableitungsordnungsbestimmung basieren auf dem Modulati-
onsfunktionsverfahren. In diesem Abschnitt wird ein weiterer Ansatz zur Identifikation der
Ableitungsordnungen eines fraktionalen Systems beschrieben, die auf dem Gleichungsfehler
zwischen dem verrauschten Ausgangssignal y des fraktionalen Systems und einem simulierten
Ausgangssignal y, basiert.

Analog zur Parameteridentifikation von ganzzahligen Systemen [IM11, S. 225 f.] wird das
Giitemafd

Jy(0) = er (0) (6.69)

N | —
M=

h=1

mit N >n +m + 2 und dem Gleichungsfehler
en(0)=9(th) -ys (i), (6.70)

der die Differenz zwischen dem verrauschten Ausgangssignal des Systems y und dem simu-
lierten Ausgangssignal ys an den Zeitpunkten ¢;, beschreibt, zur Bestimmung der Ableitungs-

ordnungen 6 := [&n, ey BO]T definiert. Da das Verfahren auch fiir Systeme giltig sein soll,
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die sich zu Identifikationsbeginn nicht in Ruhe befinden, wird die in Lemma 5.1 préisentierte
geschlossene Losung fiir FDGLen zur Berechnung des simulierten Ausgangssignals 75 = Ysmp
angewendet. Abhéngig der gewéhlten Speicherlange des SMPs L beginnt die Berechnung des
Simulationssignals ab to = ¢; + LT mit der Abtastzeit T', wobei ¢; den Beginn der Messung
markiert. Die Zeitpunkte 7}, an denen der Gleichungsfehler berechnet wird, ergeben sich zu
th =to + TA 1, mit den wahlbaren Zeitabstanden Ta 5, € Ryo.

Wie bei dem optimierungsbasierten Ansatz im Abschnitt 6.2.1 werden die Ableitungsordnungen
durch das Minimieren des Giitemafies (6.69) beziiglich der Ableitungsordnungen 6

min Jy (6) (6.71)
4

bestimmt, wofiir ebenfalls das Gauf3-Newton-Verfahren [AGLR19, S. 214 ff.]

~ ~ ~ -1 A
0,1 =6,-[Hy(0,)] VJIv(8,) (6.72)
mit dem Gradienten
. . T
. N Oey, (0 ) . N Oey, ( ) R
VJv(0,) = ———en (0 0 (6.73)
w0 = |3 200 o). 5 20 @)
und der nach dem Gauf3-Newton-Verfahren approximierten Hesse-Matrix
N 66;,(9 )aeh(e ) N Beh(éq)aeh(éq)
. hz=:1 Oan  9an hz=:1 9an  9po
Hy(8,) = : : (6.74)
N 8eh(éq) Beh(éq) N Oeh(éq) Oeh(éq)
hz=:1 9ho 0én hz=:1 9Bo 8Bo

eingesetzt wird.

Partielle Ableitung des Gleichungsfehlers

Die partielle Ableitung des Gleichungsfehlers (6.70) nach den Ableitungsordnungen bildet die
Grundlage fiir die Berechnung des Gradienten (6.73) sowie der Hesse-Matrix (6.74).

Lemma 6.12 (Partielle Ableitung des Gleichungsfehlers Losung nach den Ab-
leitungsordnungen)
Sei L € Ny die Speicherlinge des SMPs, t,ty,t1,t2 € R, to =11 + LT, 19 < t1 <ty < ¢,

T € R, die Abtastzeit, L, := min ([t_tlT_LTL L),

> a;, DRLYG (t) = 3 by DRL u (t) (6.75)
=0 k=0

die FDGL, p = [an-1, - .-, 00), 0 = [an, ..., Bo, N=n+m+2, T ={jeN|j< N},
j € J und ey, der Gleichungsfehler des Optimierungsproblems (6.70)

en (9) =3 (th) - s (tn)
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mit dem verrauschten Ausgangssignal des zu identifizierenden Systems y und dem nach
(5.3) berechneten Ausgangssignal ysmp. Ferner beschreibt {O}j das j-te Element des

Ableitungsordnungsvektors 0. .
Die partielle Ableitung des Gleichungsfehlers e, bezogen auf{@}j ist

o (5

e (0 i=0 1" 018 1

AR {0};) [wmp () =

AU O o ({e)) e 5 _w(0)
=0 T{ }n+171 1=0 T{ }n+1—w

(6.76)

mit
dns+1-5(0)In(T) )
R N I ) W U 1
v ({B}j) SRR P2} 7T{@}fi)u : (6.77)

0 sonst

und

({”l} o (¢ 17 +

T TMh

=

A1
an+1 -7 (0)( =
TA{ J
({0 ) ysmp (t-1T)+
J j<n+1

ln(T) i ({} g(t-I1T)+

Tan+1 J T+

2({0),) - S (- ({ ) )_Zl_Ag(t—lT))

= L1+1

IIM

o~
v

by (6 )(l;ﬁ(ffZ( o (O )u-imy

Z( 1! ({ })2 } —lT)) sonst

(6.78)
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Beweis:
Aus der Definition des Gleichungsfehlers (6.70) ergibt sich die allgemeine partielle Ableitung
nach der Ableitungsordnung {0}]. zu

en (8) =5 (1) = Yomp (1) (6.79)

e (8) Oy (1)

{6}, {6},
Im Gegensatz zu der berechneten Ausgangsgrofle ysmp dndert sich die Ausgangsgrofle i des
fraktionalen Systems bei Variation der Ableitungsordnungen im Gleichungsfehler des Op-
timierungsproblems (6.70) nicht. Das simulierte Ausgangssignal ysm, wird hingegen durch
die Rechenvorschrift (5.3) unter Beriicksichtigung, dass die Parameter p entsprechend Ab-

schnitt 6.1.1 von den Ableitungsordnungen abhangt, beschrieben. Die Rechenvorschrift (5.3)
ergibt sich damit zu

(6.80)

-0 no w(8) | TR D

e (6) = Jimy —— [ib’“( 5 o (e im)-

=0 T{é}IL+1 i

R e R T

5> () (P —m)]

I= L1+1

Aus (6.81) geht hervor, dass mehrere Abhéngigkeiten von der Ableitungsordnung als Produkt
vorkommen. Daher wird die Produktregel zur Berechnung der partiellen Ableitung des Glei-
chungsfehlers angewendet. Fiir die Bestimmung der partiellen Ableitungen der Parameter
nach den Ableitungsordnungen 51?7(9)/8{(9} ~wird auf die Ergebnisse im Abschnitt 6.1.3 fiir den
rauschfreien Fall und auf die Ergebnisse im Abschnitt 6.2.2 fiir verrauschte Messungen des
Ausgangssignals zuriickgegriffen. Die einzelnen Summen innerhalb der eckigen Klammern
in (6.81) entsprechen von der Struktur her dem Ableitungsoperator nach Griinwald-Letnikov.
Die partielle Ableitung des Ableitungsoperators nach Griinwald-Letnikov ist im Lemma 3.5
angegeben. Dabei ist anzumerken, dass im Hilfsvektor 0 die Ableitungsordnungen sowohl des
Ein- als auch des Ausgangssignals zusammengefasst sind. Daher muss in Abhéngigkeit des
ausgewahlten Elements {é}j eine Fallunterscheidung getroffen werden, die in (6.78) angegeben
ist.

Es bleibt noch der Ausdruck
0 1

2{6}; 5 AAAEL, 3{0}

1= 0 T n+l-i

(ia (0)1" {0} ) , (6.82)

der der eckigen Klammer in (6.81) vorangestellt ist, zu evaluieren. Bei der Evaluierung ist eben-

falls eine Fallunterscheidung vorzunehmen, da T{e}nﬂ—i nur von den Ableitungsordnungen
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«; des Ausgangssignals abhédngt, wihrend die Parameter von allen Ableitungsordnungen «o;
und Sj, abhangen. Unter Zuhilfenahme der Ketten- und Produktregel ergibt sich fiir die ersten
n + 1 Elemente

) i 1 aai(é) A

n ~ T o ~

a{%} (Za )71 }) S . BA{G}J' - Aa"’J( )1?(?) S (683)
J - (2} T{C:}(,izfi ) T{e}j Z:O T (;L}(vi)lﬂ )

Fiir die restlichen Elemente des Hilfsvektors 6 entfillt der zweite Term, da diese die Ablei-
tungsordnungen des Eingangs beschreiben. Diese Fallunterscheidung ist in (6.77) zusammenge-
fasst. O

Falls das System zu Beginn der Identifikation in Ruhe ist, ist der Beginn der Simulation gleich
dem Beginn der Messung ¢2 = t;. Demnach verschwinden alle Ausdriicke in (6.76) — (6.78), die
abhangig von dem Ausgangssignal ¥ sind.

Konvergenzanalyse

Damit das Gauf3-Newton-Verfahren konvergiert, gilt allgemein, dass die zum Problem zuge-
horige Hesse-Matrix reguldr sein muss [AGLR19, S. 215]. Wie beim vorherigen Ansatz im
Abschnitt 6.2.2 folgt direkt, dass der Gradient (6.73) fiir die Konvergenz existieren und be-
schrinkt sein muss. Fiir die Konvergenzanalyse wird die Annahme 6.7 getroffen.

Annahme 6.7 (Beschrinktheit der partiellen Ableitungen der Parameter fiir
die Konvergenzanalyse basierend auf dem Gleichungsfehler)

Fiir die Konvergenzanalyse des Gauf3-Newton-Verfahrens fiir das formulierte Optimie-

rungsproblem (6.71) wird angenommen, dass die erste partielle Ableitung der Parameter
afli(")/a{é}v und Bbk(l’)/a{é}j beschrinkt ist.

J

Theorem 6.4 (Konvergenz der iterativen Vorschrift des Optimierungsproblems
basierend auf dem Gleichungsfehler)

Sei die iterative Vorschrift (6.72) des Gaufi-Newton-Verfahrens fiir das Giitemaf§ mit dem
Gleichungsfehler ey, (6.70) gegeben und sei N =n +m + 2.

Die iterative Vorschrift (6.72) des Gauf3-Newton-Verfahrens konvergiert fiir den Gleichungs-
fehler ey, (6.70), wenn die Abtastzeit T' und Annahme 6.7 erfiillt ist.

Beweis:

Die Konvergenz fiir das Gauf3-Newton-Verfahren fiir das formulierte Giitemaf} (6.69) mit
dem Gleichungsfehler e, (6.70) erfolgt, sofern der Gradient (6.73) keine Singularitit aufweist
[AGLR19, S. 215]. Folglich darf die partielle Ableitung des Gleichungsfehlers (6.76) keine Singu-
laritat besitzen. Die Abschétzung der partielle Ableitung (6.76) erfolgt analog zum Beweis des
Theorems 6.1, die der Ubersicht halber im Anhang C.8 angegeben ist. Mit dieser Abschitzung
(C.39) lassen sich die Bedingungen fiir die Beschranktheit der partielle Ableitung (6.76) direkt
ableiten. Die partielle Ableitung (6.76) ist genau dann beschrénkt, wenn
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(a) die Abtastzeit T und
(b) die Summe Y}, a:(8)/7(%} a1

von Null verschieden ist und
(c) das Eingangssignal u,
(d) das verrauschte Ausgangssignal g,
(e) das simulierte Ausgangssignal Ysmp,
(f) die Parameter a; (9) und by, (9) und
(g) die partielle Ableitung der Parameter nach den Ableitungsordnungen 9é: (é)/a{é}j und
o (0)ofs),
beschrankt ist.

Aufgrund der Annahme 3.4, dass das Ein- und Ausgangssignal stets begrenzt sind, sind die
Bedingungen (c) und (d) erfiillt. Aus dieser folgt auch, dass alle Parameter beschrénkt sein
miissen und somit die Bedingung (f) erfiillt wird. Ansonsten ist die Unbeschrianktheit des
Ausgangssignals trotz eines beschrankten Eingangssignal nicht gewéhrleistet. Weiterhin folgt
aus der Annahme 3.4, dass die Summe Y di(é)/T{é}nH—i von Null verschieden sein muss und
somit die Bedingung (b) erfiillt wird. Falls die Summe Null wire, wiirde das Ausgangssignal
y nach der geschlossenen Losung (3.50) mindestens fiir [ = 0 unbeschrankt sein. Zudem
geht aus der geschlossenen Losung mit dem SMP (5.3) direkt hervor, dass das simulierte
Ausgangssignal ysmp, fiir beschrankte Ein- und Ausgangssignale und Parameter sowie einer von
Null verschiedenen Abtastzeit ebenfalls beschréankt ist. Das bedeutet, dass das Gauf3-Newton-
Verfahren fiir das Optimierungsproblem basierend auf dem Gleichungsfehler (6.72) konvergiert,
wenn die tibrigen Bedingungen (a) und (g) erfiillt werden. O

Mit Blick auf die Implementierung des Verfahrens (6.72) auf einem Digitalrechner wird die Be-
dingung (a) zwangsweise erfiillt. Die Bedingung (g) wird fiir den Beweis durch die Annahme 6.7
gesichert und héingt nach den Ergebnissen im Abschnitt 6.1.3 und 6.2.2 von der gewahlten
Methode zur Parameteridentifikation ab.

Kombination des Ansatzes basierend auf dem Gleichungsfehlers und der
Parameteridentifikation mittels der IV-Methode

Zur Evaluierung des Gleichungsfehlers (6.70) werden die ableitungsordnungsabhéngigen Pa-
rameter p benoétigt. Aus diesem Grund muss der bis hierhin beschriebene Ansatz zur Ablei-
tungsordnungsidentifikation mit einem Parameteridentifikationsverfahren kombiniert werden.
Wenn zur Bestimmung der Parameter p wie im Abschnitt 6.2.2 die IV-Methode eingesetzt
wird, bleiben die in dem Abschnitt getroffenen Aussagen giltig. Fiir die Konvergenz des Gauf3-
Newton-Verfahrens im Theorem 6.4 wird die Beschrinktheit der partiellen Ableitung der
Parameter nach den Ableitungsordnungen 51?7(9)/8{@} _uber die Annahme 6.7 sichergestellt.
Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 6.2.2 folgt, dass (iiese dann beschrankt sind, wenn die
Abtastzeit endlich ist und das Ein- und Ausgangssignal, das simulierte Ausgangssignal sowie
die Modulationsfunktion beschrénkt sind.
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Fir die praktische Umsetzung kann auch die weniger rechenintensive und echtzeitfahige re-
kursive IV-Methode aus Lemma 4.17 anstelle der Blockverarbeitung eingesetzt werden [IM11,
S. 269]. Bei Anwendung der rekursiven IV-Methode lassen sich die partiellen Ableitungen
der Parameter mittels dem Differenzenquotienten in Definition 6.1 approximieren, deren Be-
schranktheit durch die Annahme 3.4 gesichert wird. Allerdings gilt, wie es im Abschnitt 6.2.1
angegeben ist, dass das Gauf3-Newton-Verfahren nicht automatisch gegen das globale Minimum
konvergiert, sondern das Minimum von den gewahlten Startwerten 6o und den im eigentlichen
Problem auftretenden Nichtlinearititen abhangt [AGLR19, S. 214 ff.]. Weiterhin ist ein Ersetzen
der Parameter im Gleichungsfehler (6.70) durch eine Berechnungsvorschrift entsprechend
(6.24) bei Anwendung der rekursiven IV-Methode zur Parameterbestimmung nicht méglich. In
diesem Fall ist eine getrennte Ausfithrung der Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikati-
on notwendig. Zwei mégliche Vorgehensweise sind in der Abbildung 6.2 im Abschnitt 6.1.3
dargestellt.

Einfluss des Simulationsfehlers der geschlossenen Losung auf das Giitemaf}

In der Praxis ist iiblicherweise nicht die gesamte Systembhistorie des Ein- und Ausgangssignals
u und y bekannt, falls das System zu Beginn der Identifikation nicht in Ruhe ist. Daher wird zur
Berechnung des simulierten Ausgangssignals ysmp, das zum Aufstellen des Gleichungsfehlers ej,
(6.70) benotigt wird, die geschlossene Losung unter Beriicksichtigung des SMPs (5.3) verwendet.
Allerdings ergibt sich durch Vernachlassigung eines Teils der Historie der Gleichungsfehler
€smp (5.6), sodass das simulierte Ausgangssignal Ysm,p selbst im unverrauschten Fall nicht exakt
dem Ausgangssignal y des fraktionalen Systems entspricht. Im Giitemaf; (6.69) geht dieser
Gleichungsfehler eq, daher mit ein, sodass die exakten Ableitungsordnungen 6 und Parameter
p des fraktionalen Systems das Giitemaf} (6.69) im Allgemeinen nicht minimieren.

Die Aussage, dass durch Vernachlassigung eines Teils der Historie das Giitemaf} nicht durch die
zum System gehorigen Parameter und Ableitungsordnungen minimiert wird, soll im Nachfol-
genden plausibilisiert werden. Fiir die bessere Nachvollziehbarkeit wird die Plausibilisierung fiir
den Eingangsparameter by durchgefithrt und dazu angenommen, dass alle anderen Parameter
a;,o;miti=0,1, ..., nund by, B mitk =1, 2, ..., m das Giitemaf} nicht weiter verbessern
konnen. Unter der Annahme, dass das System vor dem Zeitpunkt ¢ in Ruhe war, stellt der
Gleichungsfehler ey;s », unter Beriicksichtigung der gesamten Historie

€his,h (i?o) =en(0) - > (-1 (ﬂlk)u(t—lT)—

.io “@ [ T i
2 a; (0) 'z K
3 Ta > (-1) (l)y(t—lT)+ (6.84)
=0 1=t 41

92 e
> (D' () 0~ 1T) = g (¢-17))

=1
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den Ausgangspunkt dar, wobei e, der im Giitemaf3 (6.69) beriicksichtigte Gleichungsfehler ist.
Die Signale im Zeitintervall [¢g, 1) sind im Allgemeinen fiir die Identifikation unbekannt. Der
Gleichungsfehler der gesamten Historie wird fiir die weiteren Untersuchungen in einen von bo
abhéngigen und einen von by nicht abhangigen Teil €5 p,

bo (6) Li
TBo - a7(0) =0

=0 T

(ﬁo) (t-1T) (6.85)

€his, h (50) = €his,h —

unterteilt. Als néchster Schritt wird fiir die Plausibilisierung das Giitemaf}

J (bo) = Zi: erion (Do) (6.86)

l\:JM—l

aufgestellt. Es wird ein vom eigentlichen Eingangsparameter by abweichender Parameter bo
gesucht, sodass J (bo) < J (bg) gilt. Wenn ein solcher Parameter existiert ist die Aussage, dass
durch Vernachléssigung eines Teils der Historie das Glitemaf} nicht durch die zum System ge-

horigen Parameter minimiert wird, bestatigt. Dafiir wird folgende Fallunterscheidung getroffen:
t— fo

1A i (1) (%)u(t-1T) =

t t

o
2. T lzo (1) (%)u(t -1T) <0 und
ttD

3. = z ( D (%)t -1T) >0

Im ersten Fall ist der Einfluss der Historie gerade Null, sodass unabhéngig der Beriicksichtigung
das Simulationssignal dem Ausgangssignal entspricht. Aus praktischer Sicht wird dieses nur
gegeben sein, wenn das System vor dem Beginn der Messungen ¢; in Ruhe war. Wenn diese
Situation gegeben ist, wird der Parameter richtig bestimmt und es gilt bo = bo. Beim zweiten
und dritten Fall ist der Gleichungsfehler und folglich das Giitemaf bei der Berticksichtigung
der Historie fiir den Systemparameter by ungleich Null. Wenn die Historie vernachléssigt wird,
wird der Gleichungsfehler fiir den zweiten Fall negativ beziehungsweise fiir den dritten Fall
positiv. Um dies auszugleichen und somit das Giitemaf} zu minimieren, muss entsprechend
bo > bo beziehungsweise by < by sein.

Damit ist plausibilisiert, dass durch Vernachléssigung eines Teils der Historie die Parameter
des Systems das Giitemaf3 (6.69) nicht minimieren. Da die Parameter p abhingig von den
Ableitungsordnungen @ sind, miissen auch die ermittelten Ableitungsordnungen 6 von den
zum System zugehorigen Ableitungsordnungen 6 bei einer Vernachldssigung eines Teils der
Systemhistorie abweichen.
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Beispiel 6.6:
Die theoretischen Uberlegung zur Anderung der Optimumslage des GiitemafSes (6.69) aufgrund
der Nicht-Beriicksichtigung der gesamten Historie wird anhand des Beispielsystems

G(s)= & (6.87)
8% 4 ggs*0

mitay = 0,5, b9 =1, a1 = 0,6, a9 = 0 und By = 0,3 illustriert. Das System wird insgesamt
50s mit einem Pseudozufallsrauschen [IM11, S. 164 f.] mit einer Amplitude von 1 und einem
Sprungabstand von 1s angeregt. Nach t1 = 15s wird das Ein- und Ausgangssignal u und y
zum Aufstellen des GiitemafSes (6.69) verwendet. Das dafiir benotigte Ausgangssignal Ysmp
wird mit (5.3) berechnet. Die Speicherldnge fiir (5.3) wird zu L = 500 gewdhit und alle 5s wird
ein Abtastpunkt zur Bildung des Gleichungsfehlers (6.70) festgelegt.

Um die Parameter p und Ableitungsordnungen 6 zu bestimmen, die das Gitemaf3 (6.69) bei
Verwendung des SMPs minimieren, wird ein CNLS*-Fit durchgefiihrt. Den kleinsten Wert

J (i)7 0) =1 x 1078 nimmt das Giitemap fiir die Parameter G ~ 0,5265, by ~ 1,0189 und die

Ableitungsordnungen &1 ~ 0,5920, &g ~ 0,0130 und Bo ~ 0,2900 an. Dahingegen betrdgt der
Wert des Giitemaf3 J (p, 0) = 1,8 x 107° fiir die Parameter p und die Ableitungsordnungen
des Systems. Bereits aus diesem Ergebnis ist erkennbar, dass sich das Optimum des Giitemaf3es
verschoben hat.

Die Plausibilisierung zuvor wurde fiir den Parameter by hergeleitet, weshalb dieser nochmals
ndher betrachtet wird. Die nicht beriicksichtigte Historie des Eingangssignals liefert einen
negativen Beitrag

ltl—to

1 T
TBo ZE)

]
(-1 (ﬁlo)u (t - IT) u (t) = -3,04 (6.88)

zum Giitemaf3. Um diesen negativen Anteil auszugleichen, muss der Parameter bo, der das
Giitemafs ohne volistidndige Historie minimiert, gréfler als der eigentliche Parameter by sein.
Dieses ist nach dem CNLS-Fit, bei dem sdmtliche Kombinationen innerhalb der zuldssigen
Intervalle mit by ~ 1,0189 gegeben. In der Abbildung 6.12 ist das Giitemaf3 in Abhdngigkeit des
Parameters by dargestellt, wobei die anderen Parameter entsprechend des CNLS-Fits gewdhlt
werden. Das Giitemaf3 weist bei bo ~ 1,0189 anstelle bei by ein Minimum auf.

23

Komplexwertige, nichtlineare Methode der kleinsten Quadrate (engl. complex nonlinear least squares)



148 6 Verfahren zur Ableitungsordnungsidentifikation fiir fraktionale Systeme

1074
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Abbildung 6.12: Der Verlauf des Giitemafles in Abhéngigkeit des Eingangsparameters bo, wenn die Systemhistorie
vernachlassigt wird und alle anderen Parameter p und Ableitungsordnungen € nach dem Brute-
Force-Ansatz gewéhlt werden

Der in diesem Abschnitt beschriebene Ansatz zur Ableitungsordnungsidentifikation, der auf
dem Gleichungsfehler (6.70) basiert, lasst sich mit der im Abschnitt 4.3.2 vorgestellten IV-
Methode zu einem Verfahren zur gemeinsamen Parameter- und Ableitungsordnungsidentifi-
kation kombinieren. Bei Anwendung der im Abschnitt 5.1 definierten Berechnungsvorschrift
(5.3), die auf dem SMP basiert, besteht nicht die Anforderung, dass das System zu Beginn der
Simulation in Ruhe sein muss. Daher wird auch das gemeinsame Identifikationsverfahren dies-
beziiglich nicht eingeschrankt. Weiterhin schétzt die IV-Methode die Parameter erwartungstreu
auch bei verrauschten Messdaten und ebenso besteht fiir die Berechnungsvorschrift (5.3) keine
Einschriankung diesbeziiglich. Damit bildet auch das in diesem Abschnitt kombinierte Verfahren
eine Antwort auf die zweite Forschungsfrage.

6.2.4 Zusammenfassung und Diskussion der optimierungsbasierten
Verfahren

Zwei optimierungsbasierte Zeitbereichsverfahren zur Identifikation der Ableitungsordnungen
eines fraktionalen Systems sind in diesem Abschnitt hergeleitet worden Die Herleitung erfolgt
unter Berticksichtigung der Anforderungen, dass sich das System zu Beginn der Identifikation
nicht in Ruhe befindet und im Gegensatz zum Abschnitt 6.1 das Ausgangssignal mit Rauschen
uberlagert ist.

Das erste Verfahren basiert auf dem Modulationsfunktionsverfahren und nutzt als Gitemafd
eine Summe der quadrierten Gleichung der Nullstellensuche (6.6) (sieche Abschnitt 6.2.1). Da
der Ansatz wie die Verfahren im Abschnitt 6.1 auf dem Modulationsfunktionsverfahren auf-
bauen, ist der Einfluss der Initialisierungsfunktion iiber die Eigenschaft (P4) der Modulati-
onsfunktion eliminierbar. Zum Losen des formulierten Optimierungsproblems (6.52) wird das
Gauf-Newton-Verfahren eingesetzt, fiir das Bedingungen zur Konvergenz hergeleitet werden
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(siehe Theorem 6.3). Zur gemeinsamen Parameteridentifikation wird das Verfahren analog zum
Abschnitt 6.1.3 mit dem Verfahren aus Kapitel 4 kombiniert (siehe Abschnitt 6.2.2). Anstelle der
LS-Methode wird die IV-Methode eingesetzt, da aufgrund des verrauschten Ausgangssignals
die LS-Methode entsprechend Lemma 4.15 zu fehlerhaften Identifikationsergebnissen fiihrt.
Fir die IV-Methode in Blockverarbeitung ist eine analytische Berechnung der partiellen Ablei-
tungen der Parameter moglich (siehe Lemma 6.10), die zur Bestimmung der Hesse-Matrix des
Gaufl-Newton-Verfahrens benotigt werden. Die notwendige Beschrénktheit dieser Ableitungen
fiir die Konvergenz des Gau3-Newton-Verfahren lasst sich durch das Eingangssignal, das simu-
lierte Ausgangssignal und die Modulationsfunktion gewahrleisten (siehe Lemma 6.11). Beim
Einsetzen der rekursiven IV-Methode zur Parameteridentifikation wird die Approximation der
partiellen Ableitungen durch den Differenzenquotienten prasentiert, der die Beschrianktheit
per Definition sicherstellt. In diesem Fall wird fiir die gemeinsame Parameter- und Ableitungs-
ordnungsidentifikation das zweistufiges Verfahren aus Abschnitt 6.1.3 vorgeschlagen, bei dem
abwechselnd die Parameter- und die Ableitungsordnungsidentifikation ausgefiihrt wird (siehe

Abbildung 6.2).

Im zweiten Verfahren wird das Giitemaf3 als quadratischer Fehler zwischen dem Ausgangs-
signal des fraktionalen Systems und einem simulierten Ausgangssignal formuliert (siche Ab-
schnitt 6.2.3). Damit auch dieses Verfahren fiir fraktionale Systeme, die sich zu Beginn der
Identifikation nicht in Ruhe befinden eingesetzt werden kann, wird zur Berechnung des simulier-
ten Ausgangssignals die geschlossene Losung unter Beriicksichtigung des SMPs (5.3) verwendet.
Wie beim ersten optimierungsbasierten Verfahren wird das Gau3-Newton-Verfahren eingesetzt
und Bedingungen fiir die Konvergenz im Theorem 6.4 beschrieben. In diesem Zusammen-
hang tritt neben dem Gleichungsfehler auch die partielle Ableitung des Gleichungsfehlers
(siehe Lemma 6.12) auf, die sich durch Verwendung des SMPs und der Griinwald-Letnikov-
Definition ohne auftretende Singularitit berechnen lassen, falls eine von Null verschiedenen
Abtastzeit verwendet wird (siehe Theorem 6.4). Wie bei den vorherigen Verfahren werden
ebenfalls die Parameter abhéngig der Ableitungsordnungen fiir die Evaluierung des Giitemafes
benotigt. Aufgrund der verrauschten Messungen des Ausgangssignals wird auch fiir dieses
Verfahren auf das Modulationsfunktionsverfahren in Kombination mit der IV-Methode (siehe
Abschnitt 4.3) zuriickgegriffen, wodurch ein Verfahren zur simultanen Ableitungsordnungs-
und Parameteridentifikation resultiert (sieche Abbildung 6.2).

Da beide Verfahren keine erwartungstreue Schétzer sind, werden im Allgemeinen die Ablei-
tungsordnungen lediglich ndherungsweise bestimmt. Dies zeigt sich fiir den auf dem Modulati-
onsfunktionsverfahren basierten Ansatz durch (6.46) und fiir den auf dem Gleichungsfehler
basierten Ansatz durch den Rauschterm in (5.6). Weiterhin besitzt auch das Vernachléssigen der
Systemhistorie im zweiten Ansatz einen Einfluss auf die Optimumslage des zugrunde gelegten
Gitemafles (6.69) (siehe Beispiel 6.6). Da beide Verfahren aber auch bei einem verrauschten Aus-
gangssignal eine Ableitungsordnungsbestimmung erméglichen und zudem nicht auf Systeme in
Ruhe beschrinkt sind, tragen beide Verfahren zur Beantwortung der zweiten Forschungsfrage
bei. In Kombination mit dem Parameteridentifikationsverfahren, das im Abschnitt 4.3 beschrie-
ben ist und die erste Forschungsfrage adressierte, lassen sich mit beiden Verfahren neben
den Ableitungsordnungen auch gleichzeitig die Parameter des fraktionalen Systems ermitteln.
Damit stellt die Kombination der Verfahren eine Antwort auf die zentrale Forschungsfrage
der vorliegenden Arbeit unter Beriicksichtigung der formulierten Anforderungen dar (siehe
Abschnitt 2.3).






7 Identifikation der Parameter- und
Ableitungsordnung einer
Lithium-Ionen-Batteriezelle

In diesem Kapitel sollen erstmalig die im Rahmen der Arbeit entwickelten Verfahren aus
dem Abschnitt 6.2.1 und 6.2.3 in Kombination mit der rekursiven IV-Methode entsprechend
Lemma 4.17 zur gemeinsamen Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation einer realen
LiPO-Batteriezelle eingesetzt werden. Als Testtrager wird eine Zelle der Firma Kokam, deren
technischen Daten im Anhang G angegeben sind, eingesetzt.

Im Abschnitt 7.1 wird zunéchst der Messaufbau beschrieben und das reale Batteriemodell aus
der allgemeinen Beschreibung (2.26) abgeleitet. Anschlieflend wird die Versuchsdurchfithrung
erldutert und die Referenzparameter des eingesetzten Batteriemodells ermittelt. Die Identifi-
kationsergebnisse, die aus der Anwendung der entwickelten Verfahren resultieren, werden
im Abschnitt 7.2 présentiert. Eine Diskussion der Identifikationsergebnisse im Abschnitt 7.3
schlief3t das Kapitel ab.

7.1 Versuchsbeschreibung und fraktionales
Batteriezellmodell

Messaufbau

Die fiir die praktische Erprobung der Identifikationsverfahren notwendige Messung wird am
Batteriemessstand des Instituts fiir Regelungs- und Steuerungssysteme (IRS), der detailliert im
Anhang F beschrieben wird, durchgefiihrt. Die Anregung erfolgt tiber ein Kepco BOP 20-20M, die
Spannungsmessung iiber das A/D-Board DS2004 High-Speed A/D Board und die Strommessung
uber das Agilent 34410A. Die Strom- und Spannungsmessung kann auch tiber das BOP 20-
20M vorgenommen werden. Allerdings sind die Standardabweichungen des BOP 20-20M mit
oBOP,; = 2,6 mA fiir die Strommessung und mit ogop , = 2,9mV fiir die Spannungsmessung
deutlich grofier als die Standardabweichungen der Agilent-Gerdte mit oqy, = 1,1 mA fir
den Messbereich von +1 A und des A/D-Board-Kanals mit 05904 = 0,14 mV. Dies liegt darin
begriindet, dass die Strom- und Spannungsmessung des BOP 20-20M nicht als Vierpunktmessung
ausgefiihrt und von der Stromversorgung des BOP 20-20M physikalisch entkoppelt ist. Die Dauer,
um die Messdaten des Digitalmultimeters Agilent 34410A zu iibertragen, benétigt ungefahr
T = 0,05 - 0,07s. Wihrend der Ubertragung kann das Digitalmultimeter keine Messdaten
aufnehmen. Um durch Messdatenverlust keine fehlerhafte Identifikation der Parameter und
Ableitungsordnungen zu erhalten, wird die Abtastzeit zu T" = 0,1 s gewihlt.
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Da das fraktionale Impedanzmodell (2.25) zur Beschreibung einer LiPO-Batteriezelle lediglich
das Kleinsignalverhalten fiir den aktuellen SOC beschreibt und die OCV nicht explizit beriick-
sichtigt, muss die gemessene Ausgangsspannung um die aktuelle OCV fiir eine erwartungstreue
Bestimmung der Parameter korrigiert werden. Eine stromrichtige Messung fiihrt auf einen
systematischen Fehler in der Spannungsmessung, sodass die Korrektur der Ausgangsspannung
fehlerbehaftet ist [Ler16, S. 229 ff.]. Der zusitzliche Spannungsabfall iber dem Strommessgerat
ist zwar sehr gering, suggeriert jedoch speziell im Bereich von SOC = 40 % bis SOC = 60 %
eine grofle Anderung des SOCs, da der Verlauf der SOC-OCV-Kurve in diesem Bereich (siche
Abbildung G.2) sehr flach ist. Infolgedessen wiren die Identifikationsergebnisse der Parameter
und Ableitungsordnungen, die abhiangig vom SOC sind, nicht aussagekraftig. Aus diesem
Grund wird die Strom-Spannung-Messung spannungsrichtig ausgefiithrt. Der Messaufbau ist
schematisch in der Abbildung 7.1 dargestellt.

34410A
n .
A)

BOP 20-20M @ DS2004 __ LiPO-Batteriezelle

Abbildung 7.1: Schematische Darstellung des Messaufbaus zur Identifikation der Parameter und Ableitungsordnung
einer LiPO-Batteriezelle

Impedanzmodell der LiPO-Batteriezelle

In der Definition 2.4 ist ein allgemeines fraktionales Modell zur Beschreibung der Impedanz
einer LiPO-Batteriezelle angegeben. Aufgrund der Abtastzeit von 7" = 0,1 s kann jedoch nur
der Modellanteil bis maximal f7 = 5 Hz gemé&fl dem Nyquist-Shannon-Abtasttheorem korrekt
rekonstruiert werden. Aus den in der Abbildung A.1 dargestellten Impedanzspektren geht
hervor, dass die maximale Frequenz des kapazitiven Bereichs im Bereich von f ~ 0,3 — 0,5 Hz
liegt. Dadurch lasst sich dieser Bereich mit Hilfe der Messungen exakt rekonstruieren, wohin-
gegen der Bereich der Festkorperdiffusion und des Ladungstransfers hoherfrequente Anteile
aufweisen. Daher begrenzt sich das fiir die Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation
verwendete fraktionale Impedanzmodell der LiPO-Batteriezelle auf den kapazitiven Bereich
des allgemeinen Impedanzmodells (2.26)

Zyp (8) = RO +

. 7.1
5Cpig (7.1
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Der Widerstand R entspricht nicht dem ohmschen Widerstand Ry in (2.26), sondern beriick-
sichtigt zu dem ohmschen Widerstand R ebenfalls approximativ die schnelleren Dynamiken.
Fiir die Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation muss das Modell in der Form (3.39)
gegeben sein (siehe Beispiel 2.1). Dadurch ergibt sich fiir (7.1) das fiir die Identifikation genutzte

Modell b b
18~ + 0o
Z 1B, ident (8) = T (7.2)
mit der Normierung a,, = 1 entsprechend der Annahme 3.1 und den Parametern b; = RO sowie
bo = 1/CDiff-

Versuchsdurchfiihrung

Bei der Versuchsdurchfithrung muss zusétzlich zur SOC-Abhéngigkeit des fraktionalen Im-
pedanzmodells (7.2) beriicksichtigt werden, dass die Parameter und die Ableitungsordnung
des fraktionalen Batteriemodells temperaturabhéngig sind. Aus diesem Grund wird die LiPO-
Batteriezelle im Klimaschrank betrieben, dessen Innenraum fiir die gesamte Dauer der Messung
auf T = 20°C geregelt wird. Erst nachdem die gewiinschte Temperatur fiir 30 min eingeregelt
ist, wird die Stromanregung gestartet.

Beim Anregungssignal ist ein Kompromiss zu finden, dass die langsamen Dynamiken angeregt
werden, aber der SOC nicht geandert wird. Damit sich die langsamen Dynamiken ausbilden
konnen, wird als Anregungssignal ein Stromprofil mit einer Pulsdauer von Tp = 10s vorgege-
ben. Dieses ist wie bei den numerischen Beispielen zuvor als Pseudozufallsrauschen ausgefiihrt.
Um den SOC tiiber die gesamte Messdauer moglichst konstant zu halten, wird die Peak-zu-
Peak-Amplitude des Stromsignals zu 7 = 400 mA gewihlt. AuBerdem wird das Stromsignal so
entworfen, dass es bezogen auf die Gesamtanregungsdauer mittelwertfrei ist. Die Abbildung 7.2
zeigt den mit dem Agilent 34410A gemessenen Strom, der das Eingangssignal fiir die Parameter-
und Ableitungsordnungsidentifikation bildet. Die zugehorige Ausgangsspannung, die tiber das
A/D-Board DS2004 High-Speed A/D Board erfasst wurde, ist in der Abbildung 7.3 aufgetragen.

Bevor die in der Arbeit entwickelten Methoden angewendet werden, werden die Referenzwer-
te der Parameter Ro, Cpig und « fur den Arbeitspunkt der verwendeten LiPO-Batteriezelle
bestimmt. Zudem liefert das in den Methoden verwendete Parameteridentifikationsverfahren
nur dann erwartungstreue Ergebnisse, wenn das Ausgangsmesssignal um die OCV korrigiert
wird [IM11, S. 255]. Um die OCV ermitteln zu kénnen und bei der Bestimmung der Referenz-
werte keinen Fehler aufgrund der Systemhistorie zu erhalten, wird das System zu Beginn bis
T = 20s nicht angeregt. Diese Zeit wird zum einen genutzt, um die OCV zu bestimmen. Zum
anderen wird mittels der Standardabweichungen tiberpriift, ob sich die LiPO-Batteriezelle in
Ruhe befindet.

Im ersten Schritt wird die OCV bestimmt. Dafiir wird das arithmetische Mittel der Span-
nungsmesswerte, die in den ersten zwanzig Sekunden aufgenommen wurden, gebildet. Die so
bestimmte OCV betrigt

OCV =3,749 V. (7.3)



154 7 Identifikation der Parameter- und Ableitungsordnung einer Lithium-Ionen-Batteriezelle

— Eingangssignal = -+ Beginn der Identifikation ‘
4 i
0,2 e T s O asdian Pt -
< 0,1 ]
E 0
< -0,1 4

=0,2 1 L e st

T T T I T

T T T T ™
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
tins

Abbildung 7.2: Zeitverlauf des Anregungsstroms, der mit dem Digitalmultimeter Agilent 34410A gemessen wurde
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Abbildung 7.3: Zeitverlauf der Ausgangsspannung, die mit dem A/D-Board DS2004 High-Speed A/D Board gemessen
wurde

Im zweiten Schritt wird iberpriift, ob sich das System in Ruhe befindet. Dies wird angenommen,
wenn die Messwerte innerhalb der Messungenauigkeit des A/D-Boards DS2004 High-Speed A/D
Board liegen. Dafiir wird zunachst die Standardabweichung der Messung ermittelt, die

02004,mess = 07146 mV (74)

betragt. Anschlieflend wird der experimentell ermittelte Wert 02004, mess mit der Standardab-
weichung des Messkanals G994 = 0,15 mV des A/D-Boards D52004 High-Speed A/D Board
verglichen. Die Standardabweichung des A/D-Boards G204 ist die gemittelte Standardabwei-
chung tiber alle Kanale, die tiber einen langeren Zeitraum (7, = 300 s) und ohne angeschlossene
Last bestimmt wird. Da 02004, mess < 02004 ist, wird das System als in Ruhe angenommen.

Im Nachfolgenden werden die Referenzwerte der Parameter und der Ableitungsordnung aus
den Messungen bestimmt. Die differentielle Kapazitat Cig ref lasst sich nach (2.25) aus der
Differentiation der SOC-OCV-Kurve ableiten. Dafiir wird zunachst der zur OCV gehoérige SOC
mit Hilfe der Abbildung G.2 abgelesen. Der abgelesene SOC betrigt 34,9 %. Mit diesem kann
aus der Abbildung G.3 direkt die differentielle Kapazitat mit
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Opift ref = 191,6 As V™ (7.5)

abgelesen werden. Damit ist der zu identifizierende Parameter

bo =0,0052VAtst (7.6)

CDiff,ref

Der zweite Parameter und die Ableitungsordnung werden mittels eines CNLS-Fits bestimmt,
wobei der Fehler zwischen einem simulierten Ausgangssignal v, das mit der geschlossenen
Lésung (3.50) bestimmt wird, und der um die Ruhespannung korrigierten gemessenen Aus-
gangsspannung (siehe Abbildung H.2) minimiert wird. Die so ermittelten Referenzwerte sind

by = Ry = 0,039 und (7.7)
a=0,39. (7.8)

Das simulierte Ausgangssignal, das sich bei der Verwendung der Referenzparameter (7.6) —
(7.8) ergibt, ist zusammen mit der gemessenen Ausgangsspannung in der Abbildung 7.4 (oben)
dargestellt. Fir die Simulation wird die geschlossene Losung (3.50) eingesetzt, da sich die
Lithium-Ionen-Batteriezelle zu Beginn in Ruhe befindet. In der Abbildung 7.4 (unten) ist der
resultierende Fehler zwischen der Messung wess und der Simulation ug;,, der Ausgangsspan-
nung

Eref (t) ‘= Umess (t) — Usim (t) (79)

aufgetragen. Dabei fallt auf, dass der Fehler im Allgemeinen in der Gréflenordnung des Rau-
schens liegt. Die Grofienordnung des Rauschens lasst sich direkt in den ersten 20s ablesen, da
zu diesem Zeitpunkt keine Anregung erfolgt. Einzig, wenn das Ausgangssignal sich sprunghaft
andert, kommt es zu einer geringfigig grofieren Abweichung zwischen der Messung und der
Simulation. Diese Abweichung ist jedoch um eine Zehnerpotenz kleiner als die sprunghafte
Anderung. Das Auftreten der grofieren Abweichung an den Sprungstellen ist darauf zuriick-
zufiithren, dass das in der Arbeit verwendete Modell (7.1) die héherfrequenten Anteile der
Lithium-Ionen-Batteriezelle nicht abbildet.

7.2 Identifikation der Parameter und der
Ableitungsordnung des fraktionalen
Batteriezellmodells

Da ein wesentlicher Aspekt die praktische Anwendbarkeit der Verfahren ist, wird die gemein-
same Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation als zweistufiges iteratives Verfahren
durchgefiihrt (siehe Abschnitt 6.1.3 und 6.2.2 sowie Abbildung 6.2). Fiir die Identifikation wird
angenommen, dass lediglich die Daten des Eingangs- und Ausgangssignals aus dem vorherigen
Abschnitt ab ¢; = 80 s zur Verfiigung stehen. Dieser Zeitpunkt ist ebenfalls in der Abbildung 7.2
und 7.3 als vertikal gestrichelte Linie markiert. Aus den beiden Abbildungen geht hervor, dass
die Messung sowohl des Ein- als auch des Ausgangssignals mit Rauschen tiberlagert ist. Die in
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Abbildung 7.4: Vergleich der Messung und der mit den Referenzparametern durchgefiihrten Simulation der Aus-
gangsspannung

der Arbeit beschriebenen Verfahren setzen jedoch ein unverrauschtes Eingangssignal voraus.
Das vorgegebene Eingangssignal, das unverrauscht ist, kann nicht direkt fiir die Identifikation
eingesetzt werden. Dies liegt daran, dass durch die Dateniibertragung und Schaltprozesse in
der Stromquelle Kepco BOP 20-20M das gestellte Eingangssignal verzogert gegeniiber dem
vorgegebenen Eingangssignal ist. Die Verzogerung liegt im Bereich von 73, = 100 ms — 300 ms.
Da die LiPO-Batteriezelle auf das real gestellte Eingangssignal reagiert, erfolgt die Anderung im
Ausgangssignal entsprechend. Damit die Zeitpunkte der Anregung und Reaktion iibereinstim-
men und das unverrauschte Eingangssignal genutzt werden kann, miissen die Zeitpunkte der
Spriinge des unverrauschten Eingangssignals an die des gemessenen Eingangssignals angepasst
werden. Das angepasste Eingangssignal ist in der Abbildung H.1 dargestellt. Weiterhin wird
die um die OCV (7.3) korrigierte Spannungsmessung, die in der Abbildung H.2 abgebildet ist,
als Ausgangssignal fiir die Identifikation.

Da die gemeinsame Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation als zweistufiges ite-
ratives Verfahren durchgefithrt wird, wird fiir die Parameteridentifikation auf die rekursive
IV-Methode aus Lemma 4.17 zuriickgegriffen (siehe Abschnitt 6.2.2 und Abbildung 6.2). Da die
rekursive IV-Methode eingesetzt wird, muss eine initiale Kovarianzmatrix vorgegeben werden
(siehe Lemma 4.17). Da zwei Parameter zu identifizieren sind, ist die Kovarianzmatrix eine
2 x 2-Matrix. Aufgrund der sehr kleinen Referenzwerte der Parameter (7.6) und (7.7) werden
die beiden Diagonalelemente der initialen Kovarianzmatrix auf 0.1 festgelegt. Weiterhin wird
eine Schétzung des ungestorten Ausgangssignals zum Aufstellen der Hilfsvariablen benétigt
(siehe Abschnitt 4.3.2). Als Schiatzung wird eine Simulation des Ausgangssignals verwendet,
die mit der auf dem SMP basierenden geschlossenen Losung (5.3) mit einer Speicherlédnge
von L = 200 berechnet wird. Da keine initialen Parameterwerte vorgegeben werden, ist eine
Simulation zu Beginn des Identifikationsprozesses nicht méglich. Aus diesem Grund wird die
erste Parameteridentifikation als LS-Methode anstatt IV-Methode in der ersten Iteration des
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zweistufigen Verfahrens ausgefiihrt. Nach dieser liegen Parameterschatzungen p vor. Mit diesen
Parametern wird die Simulation zum Aufstellen der Hilfsvariablen der nichsten Iteration durch-
gefiihrt. Hierbei ist anzumerken, dass die Hilfsvariablen als unkorreliert zur Spannungsmessung
angenommen werden konnen, da zur Strommessung ein anderes Messgerit eingesetzt wird.
Dies ist fiir die erwartungstreue Identifikation der Parameter eine notwendige Voraussetzung
(siehe Abschnitt 4.3.2). Samtliche Einstellparameter der IV-Methode sind in der Tabelle 1.1
zusammengefasst.

Da die Parameteridentifikation aus Abschnitt 4.3.2 auf dem Modulationsfunktionsverfahren
basiert, muss eine Modulationsfunktion vorgegeben werden. Um die Initialisierungsfunktion
nicht beriicksichtigen zu miissen, wird als Modulationsfunktion die gewichtete Spline-Type-
Modulationsfunktion (4.17) eingesetzt und die Anzahl der Impulse wird zu s = 10 und die
Ordnung zu o = 5 gewihlt. Dadurch besitzt diese die Eigenschaft (P1) wegen o > [a, ] und
5 > o + 2. Unter Beriicksichtigung der Referenzgrofle der Ableitungsordnung (7.8) besitzt die
gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion mit den gewihlten Groflen die Eigenschaft (P4),
da o > [a,] ist. Der Identifikationshorizont wird zu T; = 40s festgelegt und zum Erzeugen
neuer unabhangiger Gleichungen ausgehend von dem Identifikationsbeginn stets um 7a = 4s
verschoben. Damit ist das erste Intervall fiir die Parameteridentifikation [80s, 120 s] und das
zweite Intervall [84 s, 124 s]. Mit der Gesamtdauer der Messung Tyes = 200 s folgt, dass maximal
15 Iterationen innerhalb der rekursiven IV-Methode ausgefiihrt werden konnen. Diese maximale
Anzahl an Iterationen markiert die erste Abbruchbedingung. Als zweite Abbruchbedingung fiir
die Parameteridentifikation wird die Toleranz epara = 1076 vorgegeben, die fiir beide Parameter
gilt. Wenn die Anderung aller Parameter kleiner als die vorgegebene Toleranz ist, gelten die
Parameter als konvergiert und die Parameteridentifikation wird vorzeitig abgebrochen. Fiir die
Parameteridentifikation sind die wesentlichen Einstellparameter in der Tabelle 1.2 aufgelistet.

Fir die Ableitungsordnungsidentifikation werden die beiden Verfahren aus dem Abschnitt 6.2.1
und 6.2.3 angewendet. In beiden Féllen wird der Startwert zu &g ¢ = 0,8 festgelegt. Auflerdem
erfolgt fiir beide Verfahren die Berechnung der partiellen Ableitungen der Parameter nach der
Ableitungsordnung mittels dem Differenzenquotienten (6.34). Die dafiir benétigte Abweichung
zum aktuellen Wert der Ableitungsordnung wird auf A = 0,001 gesetzt. Dartiber hinaus wird
fir das Verfahren aus Abschnitt 6.2.1 eine Modulationsfunktion benétigt. Es wird ebenfalls
eine gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) mit denselben Eigenschaften wie bei
der Parameteridentifikation verwendet, wodurch diese ebenfalls die Eigenschaft (P1) und
(P4) besitzt. Fir das andere Verfahren aus dem Abschnitt 6.2.3 miissen die Zeitpunkte fiir
die Bildung des Gleichungsfehlers vorgegeben werden. Ausgehend vom Startzeitpunkt wer-
den insgesamt 50 Zeitpunkte im Abstand von T ;, = 2s gewdhlt. Wie beim Verfahren zur
Parameteridentifikation werden zwei Abbruchbedingungen fiir das zweistufige iterative Ver-
fahren aufgestellt. Das Verfahren wird zum einen abgebrochen, falls 500 Iterationen ausgefiihrt
wurden. Zum anderen wird das Verfahren beendet, falls die Anderung der Ableitungsordnung
zwischen zwei Iterationen kleiner als die Toleranz e,,q4 = 1075 ist. Die Einstellparameter fiir
die Ableitungsordnungsidentifikation, die auf dem Modulationsfunktionsverfahren aufbaut,
sind in der Tabelle 1.3 aufgefiithrt und die Einstellparameter fiir das zweite Verfahren in der
Tabelle 1.4.
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Die Identifikationsergebnisse beider Verfahren sind in der Abbildung 7.5 dargestellt. Die Er-
gebnisse, die mit dem Verfahren aus dem Abschnitt 6.2.1 basierend auf dem Modulationsfunk-
tionsverfahren erzielt werden, sind als durchgezogene Linie und die Ergebnisse des zweiten
Verfahrens aus dem Abschnitt 6.2.3 als gestrichelte Linie illustriert. Die im Abschnitt 7.1 be-
stimmten Referenzwerte sind als gepunktete Linie eingezeichnet. Beide Verfahren konvergieren
gegen die Referenzwerte. Auffallig dabei ist, dass das auf dem Modulationsfunktionsverfahren
basierende Verfahren bereits nach 7 Iterationen konvergiert. Im Gegensatz dazu benétigt das
Verfahren, dem der Gleichungsfehler zugrunde liegt, 27 Iterationen. Die relativen Fehler der
einzelnen Parameter und der Ableitungsordnung

P {p}; (&q) - {p};
pﬂ {r};

bezogen auf die Referenzwerte nach der Konvergenz des zweistufigen Verfahrens sind in der
nachstehenden Tabelle 7.1 angegeben. Daraus geht hervor, dass die identifizierten Parameter
und die Ableitungsordnung fiir beide Verfahren einen kleinen Fehler aufweisen. Allerdings
sind alle relativen Fehler, die sich fiir das auf dem Modulationsfunktionsverfahren basierten
Verfahren ergeben, betragsmaflig kleiner als die zugehorigen relativen Fehler des zweiten
Verfahrens.

-100 % (7.10)

------ Referenzwerte —e— Giitemaf basierend auf Nullstellensuche
- %~ Giutemafd basierend auf Gleichungsfehler
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Abbildung 7.5: Vergleich der Entwicklung der Parameter und der Ableitungsordnung des LiPO-Batteriemodells (7.2),
die mit den beiden im Abschnitt 6.2 beschriebenen Methoden unter Verwendung realer Messdaten
identifiziert werden
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Tabelle 7.1: Vergleich der relativen Fehler beider optimierungsbasierter Verfahren zur gemeinsamen Parameter- und
Ableitungsordnungsidentifikation

Verfahren Relativer Fehler
Ableitungsordnungsidentifikation ~ €q,1 = -1,6%
basierend auf dem Modulations- e, 1 =001 %
funktionsverfahren €51 =0,7%

Ableitungsordnungsidentifikation ~ €a,2 = —1,7%
basierend auf dem Gleichungsfehler ¢; , =-0,1%
€ho2 = 1,5%

Die Identifikationsergebnisse der beiden Verfahren (siehe Abbildung 7.5) werden im Folgenden
simulativ mit der Messung verglichen®®. Das Ergebnis ist in der Abbildung 7.6 dargestellt. Die
Tatsache, dass sich die Identifikationsergebnisse lediglich geringfiigig unterscheiden, zeigt sich
auch in den Verlaufe, die grafisch tibereinander liegen. In der Abbildung 7.7 ist der resultierende
Fehler zwischen der Messung e und den beiden Simulationen ug;, der Ausgangsspan-
nung

€mess (t) = Umess (t) — Usim (t) (7.11)

aufgetragen. Wie bei der Simulation mit den Referenzparametern (siehe Abbildung 7.4) fallt auf,
dass der Fehler im Allgemeinen in der Gréfienordnung des Rauschens liegt. Da in den ersten 20's
keine Anregung erfolgt, kann die Gréfienordnung des Rauschens aus dem Zeitintervall direkt
abgelesen werden. Aufgrund der vernachlissigten Abbildung der héherfrequenten Anteile der
Lithium-Ionen-Batteriezelle im Modell (7.1) treten in diesem Fall wie bei der Simulation mit den
Referenzparametern, die in der Abbildung 7.4 dargestellt ist, geringfiigig groflere Abweichungen
zwischen der Messung und der Simulation zu den Zeitpunkten der sprunghaften Anderung des
Ausgangssignals auf. Diese Abweichungen sind jedoch ebenfalls um eine Zehnerpotenz kleiner
als die sprunghafte Anderung.

—— Messung - -- Simulation (Nullstellensuche)
Simulation (Gleichungsfehler)
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Abbildung 7.6: Vergleich der Messung und den Simulationen der Ausgangsspannung, die sich mit den identifizierten
Parametern p sowie Ableitungsordnung & ergeben

24 Ein Vergleich mit der Simulation, fiir die die Referenzparameter verwendet werden, findet im Anhang J statt.
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Abbildung 7.7: Resultierenden Fehler zwischen der Messung und den Simulationen der Ausgangsspannung, die sich
mit den identifizierten Parametern p sowie Ableitungsordnung & ergeben

In Bezug auf die praktische Anwendbarkeit ist der Rechenaufwand neben dem Parametrie-
rungsaufwand und der Genauigkeit ein weiterer wichtiger Punkt. Ein Iterationsdurchlauf
des zweistufigen Verfahrens mit den im Abschnitt 7.2 gewéhlten Werten benétigt maximal
tﬂitcr_,l ~ 0,89s und durchschnittlich #te; 1 ~ 0,57s fiir das auf dem Modulationsfunktions-
verfahren basierende Verfahren aus dem Abschnitt 6.2.1. Dahingegen dauert ein Durchlauf
des zweiten Verfahrens aus dem Abschnitt 6.2.3, dem der Gleichungsfehler zugrunde liegt,
maximal fiter,1 ~ 0,79 s und durchschnittlich e, 2 » 0,34 s. Der Hauptrechenaufwand geht fiir
beide Verfahren auf die Berechnung des Ausgangssignals zuriick, das an der rekursiven Form
der geschlossenen Losung (5.3) liegt. Das berechnete Ausgangssignal wird bei der Paramete-
ridentifikation zum Aufstellen der Hilfsvariablen (siehe Definition 4.2) und beim Verfahren
aus dem Abschnitt 6.2.3 zur Berechnung des Gleichungsfehlers (6.70) benétigt. Mit der in
diesem Kapitel gewihlten Parametrierung des zweistufigen Verfahrens kann nach dem ers-
ten Identifikationsintervall alle TA = 4 s eine neue Gleichung fiir die Parameteridentifikation
erzeugt werden und somit ein erneuter Durchlauf des zweistufigen iterativen Verfahren erfol-
gen. Dass beide maximalen und durchschnittlichen Rechenzeiten deutlich kleiner als T'A sind,
weist darauf hin, dass beide Verfahren zumindest fiir eine kleine Anzahl an Parametern und
Ableitungsordnungen echtzeitfahig sind. Die maximale Rechenzeit kann als untere Schranke
fiir das Verschieben der Modulationsfunktion interpretiert werden. Falls Ta < fier gewihlt
wird, werden mit zunehmender Zeit nicht mehr die aktuellen Messwerte fur die Identifikation
beriicksichtigt.

7.3 Zusammenfassung und Diskussion der Parameter- und
Ableitungsordnungsidentifikation

In diesem Kapitel werden die Verfahren zur gemeinsamen Parameter- und Ableitungsord-
nungsidentifikation, die im Abschnitt 6.2 hergeleitet werden, zur Identifikation dieser Gré3en
eines LiPO-Batteriezellmodells aus Zeitbereichsmessdaten erfolgreich angewendet. Dafiir wird
eine LiPO-Batteriezelle bei konstanter Temperatur innerhalb eines Klimaschranks mit einem
Stromsignal angeregt und das resultierende Spannungssignal gemessen (siehe Abschnitt 7.1).
Neben der Verwendung von verrauschten Messdaten ist besonders hervorzuheben, dass sich
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die LiPO-Batteriezelle zu Beginn der Identifikation nicht in Ruhe befunden hat. Dies ist bei den
bisher in der Literatur bekannten Verfahren eine wesentliche Voraussetzung und zugleich eine
starke Einschrankung fiir die Anwendbarkeit der Verfahren in der Praxis.

Ein wesentlicher Punkt bei beiden Verfahren ist die Parametrierung (siehe Abschnitt 7.2 und
Anhang I). So ist die Modulationsfunktion fiir die Parameteridentifikation stets auf das zu iden-
tifizierende System anzupassen. Weitere Parameter, die die Identifikationsgiite beeinflussen,
sind die Speicherlédnge des SMPs, die Kovarianzmatrix der rekursiven IV-Methode, die Variation
der Ableitungsordnung zur Berechnung des Differenzenquotienten sowie die Abtastpunkte
bei Verwendung der Methode aus dem Abschnitt 6.2.3, die auf dem Gleichungsfehler basiert.
Mit der gewahlten Parametrierung weist bei beiden Verfahren die identifizierte Ableitungs-
ordnung & die grofite relative Abweichung gegeniiber dem Referenzwert o auf, wobei dieser
in beiden Fillen betragsmiBig kleiner als 2 % ist (siehe Tabelle 7.1). Bei einem Vergleich der
Simulationsergebnisse, die mit den identifizierten Parametern erzielt werden, und der Messung
liegt die Abweichung in der Gréflenordnung des Rauschens. Die einzige Ausnahme bilden
sprunghafte Anderungen, die jedoch aufgrund des gewéhlten Modells nicht abgebildet werden
konnen (siehe Abbildung 7.7)

Im Abschnitt 2.2.2 werden im Stand der Wissenschaft etablierte Verfahren zur gemeinsamen
Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation beschrieben. Mit Bezug auf das Identifikati-
onsszenario besitzen sdmtliche Verfahren den Nachteil, dass diese ein zu Beginn der Identifika-
tion in Ruhe befindliches System voraussetzen. Hinzu kommt, dass auch fiir die Anwendung
der Verfahren bis auf fiir die optimierungsbasierten Verfahren von einem unverrauschten
Ausgangssignal ausgegangen wird. In dem Identifikationsszenario in diesem Kapitel sind diese
beiden Anforderungen jedoch nicht erfiillt. Zum einen wird die Identifikation erst 60 s nach
der Anregung gestartet und zum anderen sind die Messgréfien von Rauschen tiberlagert (siehe
Abbildung 7.2 und 7.3). Dadurch ist eine Anwendung der Verfahren aus dem Stand der Wis-
senschaft im Gegensatz zu den beiden im Abschnitt 6.2 hergeleiteten Verfahren nicht moglich.
Durch den Parameter by = 1/Cpgr,ver besitzt das Modell (7.1) einen direkten Zusammenhang zur
differentiellen Kapazitit, aus der Riickschliisse auf den Zustand der Lithium-Ionen-Batteriezelle
gezogen werden konnen [Sch17, S. 150 ff.]. In [Sch17] wird zur Charakterisierung der differen-
tiellen Kapazitat das nicht-parametrisches Frequenzbereichsverfahren Distribution Function of
Differential Capacity?® (DDC) vorgeschlagen. Um die DDC anwenden zu kénnen, wird die Im-
pedanz der Lithium-Ionen-Batteriezelle benétigt. Fiir die Impedanzbestimmung hat sich in der
Praxis die EIS etabliert [Mac92], [BMO05], [11114, S. 24], [Las14], mit der durch sinusférmige An-
regung der Lithium-Ionen-Batteriezelle punktweise das Impedanzspektrum aufgenommen wird
(siehe Anhang A). Aus diesem Grund sind die Messungen speziell im niederfrequenten Bereich
sehr langwierig und eine Messung kann um die 90 h betragen [Sch17, S. 76 f.]. Zu den genann-
ten Nachteilen der Verfahren, dass sich das System in Ruhe befinden und ein unverrauschtes
Ausgangssignal vorliegen muss, kommt hinzu, dass durch die spezielle Anregungsform eine
Nutzung der Lithium-Ionen-Batteriezelle wihrend der Messung im Allgemeinen nicht méglich
ist. Im Gegensatz dazu kann die differentielle Kapazitit mit den in dieser Arbeit hergeleite-
ten Verfahren aus einer Zeitbereichsmessung bestimmt werden, ohne dabei die Nutzung der
Lithium-Ionen-Batteriezelle einzuschranken.

% engl. fiir Verteilungsfunktion der differentiellen Kapazitit






8 Zusammenfassung

In den letzten Jahren ist das Marktpotenzial von Batterien unter anderem durch die Forde-
rung nach Elektromobilitat, die Entwicklungen im Energiesektor und im Bereich Internet
der Dinge stark angewachsen®® [Bun20]. Dies treibt auch die Batterieforschung voran, wobei
speziell Lithium-Ionen-Batteriezellen aufgrund ihrer hohen Energiedichte im Fokus stehen
[BMO™16]. Ein Teil der Forschung beschiftigt sich mit dem sicheren und effizienten Betrieb
von Lithium-Tonen-Batteriezelle mittels modellbasierter Ansétze [NBJ20]. Zur Beschreibung
des dynamischen Verhaltens von Lithium-Ionen-Batteriezelle haben sich fraktionale Modelle
hervorgetan, die durch nicht-ganzzahlige Ableitungsordnungen gekennzeichnet sind. Die-
ses ist darin begriindet, dass sich die Parameter und Ableitungsordnungen in Bezug auf die
Lithium-Ionen-Batteriezelle elektrochemisch interpretieren lassen [Ill14, S. 37 ff.]. Da sich
die Parameter und Ableitungsordnungen des Batteriemodells in Abhangigkeit der Alterung
und des Betriebszustands wie beispielsweise dem SOC oder der Temperatur dndern, miissen
diese wihrend der Batterienutzung identifiziert werden. Existierende Ansitze zur Parameter-
und Ableitungsordnungsidentifikation fordern, dass sich das durch das fraktionale Modell
beschriebene System zu Beginn der Identifikation in Ruhe befindet. Bezogen auf eine Lithium-
Ionen-Batteriezelle bedeutet dies, dass alle auftretenden Diffusionsprozesse abgeklungen sein
miissen. Da der Abklingvorgang im Stundenbereich liegen kann [Sch17, S. 133 ff.], ist eine
Identifikation der Parameter und Ableitungsordnungen mit den in der Literatur bestehenden
Verfahren wihrend der Nutzung nicht mehr gegeben. Bei der Identifikation ist auch zu bertick-
sichtigen, dass die Messsignale in der Regel von dufieren Rauscheinfluss tiberlagert sind [IM11,
S. 7 ff] [Ler16, S. 476 ff.]. Damit fraktionalen Batteriemodelle mit elektrochemisch interpre-
tierbaren Parametern und Ableitungsordnungen in Anwendungen eingesetzt werden konnen,
muss das Identifikationsverfahren die Parameter und Ableitungsordnungen des fraktionalen
Batteriemodells unter den Bedingungen, dass

(a) das System zu Beginn der Identifikation nicht in Ruhe ist und

(b) das Ausgangssignal als verrauschte Messgrofie vorliegt,

korrekt bestimmen. Im Rahmen dieser Arbeit werden Verfahren zur gemeinsamen Identifikation
der Parameter und der Ableitungsordnung eines fraktionalen Systems unter Beriicksichtigung
der formulierten Anforderungen (a) und (b) hergeleitet.

Der erste Beitrag der Arbeit zum Stand der Wissenschaft betrifft die Parameteridentifikation,
die auf dem Modulationsfunktionsverfahren [Shi54] aufgebaut wird. Der Vorteil ist, dass die
Modulationsfunktion bis auf zwei Eigenschaften frei wéhlbar ist (siehe Definition 3.11), sodass
weitere Eigenschaften fiir die Modulationsfunktion gefordert werden kénnen. In [WLB*17]
wird beispielsweise ein konstanter Offset, der das Ausgangssignal tiberlagert, mittels einer
zusétzlichen Eigenschaft der Modulationsfunktion eliminiert. Die Méglichkeit, zusatzliche

26 https://de.statista.com/prognosen/400286/herstellung-von-batterien-und-akkus-in-

deutschland- - -umsatzprognose
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Eigenschaften fiir die Modulationsfunktion zu formulieren, wird zur Parameteridentifikation
fraktionaler Systeme genutzt, die sich zu Beginn der Identifikation nicht in Ruhe befinden. Um
zu beriicksichtigen, dass ein fraktionales System nicht in Ruhe ist, miissen die initialisierten
Ableitungsoperatoren verwendet werden [LH98]. Dadurch gehen bei der Parameteridentifikati-
on nicht nur das Ein- und Ausgangssignal ab dem Beginn der Identifikation, sondern auch das
gesamte Ein- und Ausgangssignal ab der Auslenkung aus der Ruhe ein (sieche Abschnitt 4.1.1).
Aus der Herleitung der Identifikationsgleichung des Modulationsfunktionsverfahrens (4.3)
unter Beruicksichtigung der initialisierten fraktionalen Ableitungsoperatoren ergibt sich eine
Bedingung zur Eliminierung der Initialisierungsfunktion der Ableitungsoperatoren, die als
zusitzliche Eigenschaft (P4) fiir die Modulationsfunktion in Lemma 4.2 formuliert wird. Wenn
die Modulationsfunktion die Eigenschaft (P4) besitzt, wird kein vergangenes Ein- und Aus-
gangssignal, sondern nur das Ein- und Ausgangssignal ab dem Identifikationsbeginn benétigt.
Eine solche Modulationsfunktion, die diese zusétzliche Eigenschaft mitbringt, ist die gewichtete
Spline-Type-Modulationsfunktion (siehe Abschnitt 4.1.2). Damit ist ein Verfahren zur Parame-
teridentifikation unter Berticksichtigung der Anforderung (a) formuliert. Dies Verfahren wird
in einem ersten Ansatz auf zeitvariante fraktionale Systeme erweitert, deren Parameter sich als
Polynomfunktionen schreiben lassen (siehe Abschnitt 4.2). Fiir diese Systeme lasst sich eine
zur Eigenschaft (P4) vergleichbare Eigenschaft (P5) formulieren, die ebenfalls den Einfluss
der Initialisierungsfunktion eliminiert und die von einer in dieser Arbeit vorgeschlagenen
gewichteten Spline-Type-Modulationsfunktion erfiillt wird. Um ebenfalls bei verrauschten
Ausgangsmessungen eine erwartungstreue Parameteridentifikation zu erhalten und somit auch
die Anforderung (b) zu erfiillen, wird anstelle der LS-Methode die IV-Methode im Modula-
tionsfunktionsverfahren eingesetzt (siche Abschnitt 4.3). Zum Anwenden der IV-Methode
missen Hilfsvariablen aufgestellt werden, die allgemein stark korreliert zu dem Ein- und un-
verrauschten Ausgangssignal und unkorreliert zum Rauschen sein sollen [IM11, S. 302]. Die
im Sinne des Modulationsfunktionsverfahrens definierten Hilfsvariablen (siehe Definition 4.2)
erfilllen die Kriterien, sofern wie fiir in der Systemtheorie tiblichen Systemen eine Schitzung
des ungestorten Ausgangssignals des Systems vorliegt (siehe Theorem 4.2).

Um eine solche Schitzung des ungestorten Ausgangssignals zu erhalten, wird basierend auf
der aktuellen Parameterschatzung eine Simulation des Systems vorgeschlagen [IM11, S. 302 {.].
Die bisherigen Berechnungsvorschriften in der Literatur zur Bestimmung des Ausgangssignals
fiir fraktionale Systeme gehen jedoch von einem System in Ruhe aus [Xuel7, S. 113 f], das
im Widerspruch mit der Anforderung (a) steht. Um diese Einschrankung aufzuheben, wird
in dieser Arbeit eine geschlossene Losung basierend auf dem SMP (5.3) beschrieben, die den
zweiten zentralen Beitrag der Arbeit markiert (siehe Abschnitt 5.1). Da jedoch nicht die kom-
plette Vergangenheit des Ein- und Ausgangssignals durch das SMP abgebildet wird, stellt das
berechnete Ausgangssignal lediglich eine Approximation des Ausgangssignals des fraktionalen
Systems dar (siehe Abschnitt 5.2). Falls ag < 1 gilt, konvergiert das berechnete Ausgangssignal
gegen das Ausgangssignal des fraktionalen Systems fiir ¢ - oo (siehe Abschnitt 5.3). Mit der
geschlossene Losung basierend auf dem SMP konnen die Hilfsvariablen der IV-Methode ent-
sprechend der Definition 4.2 aufgestellt werden, sodass ein Parameteridentifikationsverfahren
fiir fraktionale Systeme unter Beriicksichtigung der Anforderungen (a) und (b) hergeleitet und
die erste Forschungsfrage beantwortet ist.
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Den dritten Beitrag dieser Arbeit stellen die Verfahren zur Ableitungsordnungsidentifika-
tion dar, die die zweite Forschungsfrage behandeln. Der erste Ansatz basiert auf der Iden-
tifikationsgleichung (4.3), die sich bei Anwendung des Modulationsfunktionsverfahren auf
initialisierte fraktionale Modelle ergibt. Dadurch kann die Anforderung (a) fiir die Ableitungs-
ordnungsidentifikation auch durch eine Modulationsfunktion mit der Eigenschaft (P4) erfiillt
werden. Die Identifikationsgleichung (4.3) wird fiir die Ableitungsordnungsidentifikation als
eine nichtlineare Gleichung (6.1) interpretiert, die von den Ableitungsordnungen abhingt
(siehe Abschnitt 6.1.1). Fiir ein unverrauschtes Ausgangssignal wird somit die Identifikation
der Ableitungsordnung auf eine mehrdimensionale Nullstellensuche reduziert. In der Arbeit
werden zwei Losungsstrategien zur Bestimmung der Nullstellen der nichtlinearen Gleichung
verfolgt. Zum einen werden die Nullstellen mittels dem Newton-Verfahren angenéhert (sie-
he Abschnitt 6.1.2). Zum anderen wird die nichtlineare Gleichung (6.1) durch eine kubische
Spline-Funktion approximiert, wodurch die Nullstellen der kubischen Spline-Funktion mit
der Cardanischen Losungsformel analytisch bestimmt werden kénnen (siehe Abschnitt 6.1.4).
Um in den beiden Ansitzen die nichtlineare Gleichung (6.1) evaluieren zu kénnen, werden
die Parameter des fraktionalen Systems benétigt. Unter der Annahme, dass die Parameter
unbekannt sind, miissen diese neben den Ableitungsordnungen ebenfalls identifiziert werden.
Beide Ansatze lassen sich fiir eine gemeinsame Parameter- und Ableitungsordnungsidentifi-
kation mit dem Modulationsfunktionsverfahren aus dem Abschnitt 4.1.1 kombinieren. Da ein
unverrauschtes Ausgangssignal angenommen wird, kann die LS-Methode innerhalb des Modu-
lationsfunktionsverfahrens eingesetzt werden. Fiir die Kombination des Newton-Verfahrens
mit dem Modulationsfunktionsverfahren basierend auf der LS-Methode in Blockverarbeitung
wird die Konvergenz gezeigt (siehe Abschnitt 6.1.3). Fir eine weniger rechenintensive und
echtzeitfihige Umsetzung der LS-Methode wird nach [IM11, S. 269] die rekursive LS-Methode
betrachtet und ein zweistufiger Ansatz vorgeschlagen. Bei diesem Ansatz wird abwechselnd
ein Schritt des Newton-Verfahrens zur Identifikation der Ableitungsordnungen und die rekur-
sive LS-Methode zur Parameteridentifikation in Abhéngigkeit der aktuellen Schitzung der
Ableitungsordnungen ausgefiihrt (siche Abbildung 6.2). Im Abschnitt 6.1.5 wird der Einfluss
von Rauschen, das das Ausgangssignal iberlagert, auf die Ableitungsordnungsidentifikation
untersucht und somit die Anforderung (b) beriicksichtigt. Der durch das Rauschen entste-
hende Fehler bezogen auf die Ableitungsordnungsidentifikation lasst sich durch Verwendung
des Modulationsfunktionsverfahrens reduzieren, indem der Identifikationshorizont oder die
Funktionswerte der Modulationsfunktion verringert werden.

Im Gegensatz zum Abschnitt 6.1 wird im Abschnitt 6.2 die Anforderung (b) direkt bei der Her-
leitung der Verfahren zur Ableitungsordnungsidentifikation beriicksichtigt, die in diesem Fall
aus optimierungsbasierten Ansétze resultieren. Fiir den ersten Ansatz wird ein Giitemaf3 (6.48)
basierend auf der nichtlinearen Gleichung (6.1) formuliert. Die Minimierung und somit die
Identifikation der Ableitungsordnungen erfolgt in der Arbeit mit dem Gaufi-Newton-Verfahren
(sieche Abschnitt 6.2.1). Wie bei den beiden vorherigen Verfahren sind im Allgemeinen die
Parameter fiir die Evaluierung der Gleichungen des Gau3-Newton-Verfahrens nicht bekannt.
In diesem Fall wird der Ansatz zur Ableitungsordnungsbestimmung mit der IV-Methode aus
dem Abschnitt 4.3 fiir eine gemeinsame Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation
kombiniert und die Konvergenz des Gauf3-Newton-Verfahrens fiir die Kombination gezeigt
(siehe Theorem 6.3 und Lemma 6.11). Der Grund die IV-Methode anstelle der LS-Methode
zu verwenden ist, dass die IV-Methode im Gegensatz zur LS-Methode trotz der verrauschten
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Messungen eine erwartungstreue Schiatzung der Parameter vornimmt (siehe Abschnitt 4.3).
Fiir eine praktische Umsetzung lasst sich das Gaufl-Newton-Verfahren auch mit der rekursiven
IV-Methode unter Verwendung des Differenzenquotienten vergleichbar zu den vorherigen
Verfahren kombinieren (siehe Abschnitt 6.2.2). Ein zweiter Ansatz zur Ableitungsordnungsiden-
tifikation bei verrauschten Messungen wird durch die geschlossene Losung basierend auf dem
SMP (5.3) erméglicht. Das GiitemafS wird als Summe iiber den quadrierten Gleichungsfehler zu
verschiedenen Zeitpunkten gebildet. Der Gleichungsfehler ergibt sich aus der Differenz des
gemessenen Ausgangssignals des Systems und des Ausgangssignals, das mit der geschlossenen
Losung basierend auf dem SMP berechnet wird. Fiir diesen Ansatz wird in der Arbeit ebenfalls
gezeigt, dass das Gau3-Newton-Verfahren bei einer Kombination mit der IV-Methode aus dem
Abschnitt 4.3 konvergiert (siehe Abschnitt 6.2.3). Allerdings verschiebt sich das Optimum des
Giitemafles aufgrund der Vernachlassigung eines Teils der Systembhistorie bei der Berechnung
des simulierten Ausgangssignals (siehe Beispiel 6.6). Dadurch entsprechen die Ableitungs-
ordnungen, die das Glitemaf$ minimieren, nicht den Ableitungsordnungen des Systems. Da
die Parameter in Abhéngigkeit der Ableitungsordnungen identifiziert werden, lassen sich die
Parameter des Systems ebenfalls nicht fehlerfrei bestimmen. Zusammenfassend besitzen die
beiden hergeleiteten Verfahren beziiglich der Anforderungen (a) und (b) keine Einschrin-
kungen und kénnen mit dem Modulationsfunktionsverfahren basierend auf der IV-Methode
zu einem Verfahren zur gemeinsamen Parameter- und Ableitungsordnung kombiniert wer-
den. Diese Kombinationen stellen einen wesentlichen Beitrag zur Beantwortung der zweiten
Forschungsfrage dar.

Die praktische Anwendung der beiden optimierungsbasierten Verfahren aus dem Abschnitt 6.2
in Kombination mit dem Modulationsfunktionsverfahren basierend auf der rekursiven IV-
Methode aus dem Abschnitt 4.3 bildet den letzten Beitrag der Arbeit. Die Verfahren werden zur
Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation eines fraktionalen Batteriemodells einge-
setzt, das eine LiPO-Batteriezelle beschreibt. Da reale Messdaten, die mit Rauschen tiberlagert
sind, verwendet werden, lassen sich die Verfahren beziiglich der Anforderung (b) untersuchen.
Auflerdem wird zur Uberpriifung der Anforderung (a) die Batteriezelle vor dem Identifikati-
onsbeginn angeregt, sodass sich die LiPO-Batteriezelle nicht in Ruhe befindet. Das fraktionale
Modell zur Beschreibung der eingesetzten LiPO-Batteriezelle wird aus dem allgemeinen frak-
tionalen Impedanzmodell (2.26) abgeleitet, in dem explizit die elektrochemisch interpretierbare
differentielle Kapazitit [Sch17, S. 59 ff.] auftritt. Fir das abgeleitete Modell werden anschlieflend
die Referenzparameter ermittelt (siche Abschnitt 7.1). Beide Verfahren konvergieren gegen
die Referenzwerte. Wiahrend das auf der nichtlinearen Gleichung (6.1) basierende Verfahren 7
Iterationen benétigt, ist das zweite Verfahren, dem der Gleichungsfehler zugrunde liegt, erst
nach 27 Iterationen konvergiert (siche Abbildung 7.5). Auflerdem weist das erste Verfahren
sowohl fiir Parameter als auch fiir die Ableitungsordnung stets einen kleineren relativen Fehler
als das zweite Verfahren auf (siehe Tabelle 7.1). Aus den Identifikationsergebnissen geht hervor,
dass beide unter Beriicksichtigung der Anforderungen (a) und (b) hergeleiteten Verfahren zur
gemeinsamen Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation eines fraktionalen Batteriemo-
dells einsetzbar sind. Dagegen sind fiir die im Abschnitt 2.2 prasentierten Verfahren durch die
nicht in Ruhe befindliche Lithium-Ionen-Batteriezelle, das eine explizite Berticksichtigung der
Initialisierungsfunktion notwendig macht (siche Abschnitt 4.1), und durch die Verwendung der
verrauschten Ausgangsspannung wesentliche Voraussetzungen nicht erfiillt. Die Nichtberiick-
sichtigung sowohl der Initialisierungsfunktion (siehe Abschnitt 4.1) als auch des verrauschten
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Ausgangssignals (siehe Abschnitt 4.3) fithrt bei diesen Verfahren auf fehlerhafte Identifikations-
ergebnisse. Dadurch ist ein Einsatz der im Abschnitt 2.2 prasentierten im Gegensatz zu den im
Abschnitt 6.2 hergeleiteten Verfahren zur Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation
eines fraktionalen Batteriemodells in der praktischen Anwendung nicht geeignet.

Zusammenfassend liefert die Arbeit mit den Erkenntnissen zur Initialisierungsfunktion und
der Erweiterung der IV-Methode auf fraktionale Systeme einen theoretischen Beitrag zur frak-
tionalen Analysis. Zudem eré6ffnen die hergeleiteten Verfahren die Identifikation der Parameter
und Ableitungsordnungen fraktionaler Systeme unter praktischen Bedingungen. Hinsichtlich
der Anwendung auf Lithium-Ionen-Batteriezellen konnen somit fraktionale Batteriemodelle
in praktischen Anwendungen eingesetzt werden, deren Parameter und Ableitungsordnun-
gen auch wihrend der Batterienutzung mit diesen Verfahren identifiziert werden kénnen. Da
die Parameter der fraktionalen Batteriemodelle elektrochemisch interpretierbar sind, lassen
sich durch die Verwendung fraktionaler Batteriemodelle genauere Riickschliisse auf einzelne
Prozesse innerhalb der Batterie als durch phanomenologische Mafizahlen ziehen.






A  Elektrochemische Impedanzspektroskopie

Die EIS ist eine Frequenzbereichsmethode zur Bestimmung des Impedanzspektrums eines linea-
ren, kausalen und zeitinvarianten elektrochemischen Systems. Eine Lithium-Ionen-Batteriezelle
erfiillt die Voraussetzungen naherungsweise, sofern der Arbeitspunkt im Verlauf einer Messung
nicht verlassen wird [Il114, S. 24]. So darf sich beispielsweise der SOC oder die Batteriezelltem-
peratur nur geringfiigig dandern. Als Anregungssignal dient ein sinusférmiger Eingangsstrom
oder -spannung mit der Frequenz f und entsprechend des Anregungssignal erfolgt entweder
eine Spannungs- oder Strommessung. Unter der Annahme einer Stromanregung und Span-
nungsmessung ergibt sich der zur Frequenz f gehorige komplexe Impedanzwert

Z(f) _ Ua‘r[np (f)ejAap(f) (A.l)
amp

mit der gemessenen Spannungsamplitude Uyp,p, der vorgegebenen Stromamplitude I,y sowie
der Phasenverschiebung Ag. Um das vollstindige Impedanzspektrum der Lithium-Ionen-
Batteriezelle zu erhalten, sind wiederholte Messungen mit unterschiedlichen Frequenzen not-
wendig [I1114, S. 24 {.].

In der Abbildung A.1 ist ein mittels EIS aufgenommenes Impedanzspektrum fiir einen SOC =
50 % (durchgezogen) und einen SOC = 90 % (gestrichelt) der in der Arbeit eingesetzten LiPO-
Batteriezelle dargestellt, deren technische Daten im Anhang G aufgefiihrt sind. Anzumerken ist,
dass wie bei der Darstellung von Impedanzspektren einer Batteriezelle iiblich die Ordinate in der
Abbildung A.1 umgekehrt wird [I1114, S. 24]. Bei Frequenzen oberhalb von f ~ 3,2kHz ist aus
dem Impedanzspektrum zu erkennen, dass sich das untersuchte Gesamtsystem induktiv verhalt.
Nach [Ill14, S. 131] liegt dies an dem Induktivititsbelag der verwendeten Kabel. Bei f ~ 3,2kHz
schneidet der Verlauf des Impedanzspektrums die reelle Achse. Da der Imaginérteil zu Null
wird, entspricht das Verhalten bei dieser Frequenz dem Verhalten eines ohmschen Widerstands.
Daran anschlieflend befindet ein Bereich bis f ~ 0,3Hz bei SOC ~ 50 % beziehungsweise
f ~ 0,5Hz bei SOC ~ 90 %, der mithilfe eines abgeflachten Halbkreis beschrieben werden
kann. Diese Form ist charakteristisch fiir den Ladungstransferprozess [11114, S. 110]. Der Bereich
unterhalb von f ~ 0,3 Hz beziehungsweise f ~ 0,5Hz ist der Festkorperdiffusion zuzuordnen
und weist kapazitives Verhalten auf [I1114, S. 70].
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Abbildung A.1: Impedanzspektrum der in dieser Arbeit eingesetzten Lithium-Polymer-Batteriezelle bei einem SOC =
50 % und einem SOC = 90 %
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Initialisierungsfunktionen

Definition B.1 (Initialisierungsfunktionen der fraktionalen Ableitungen nach
Riemann-Liouville, Caputo und Griinwald-Letnikov [LH98, S. 21 f.,], [LH11],
[Kup19, S. 36 £.,])

Sei v € Ry, to,t1,ta,t3t € R, tg <ty <t <ty <tz undseien f: R -~ R mit f (t) =0 fir
t<to,h:R—>Rmith(t)=0firt>t und&: R — R absolut stetige Funktionen.

Die Initialisierungsfunktion ¢» : R — R der linksseitigen Ableitung nach Riemann-
Liouville ist [LH98, S. 21 f.,]

t1

Ur (€, auto, t1,t) = F; ( d )[a] [

FICE
([a] - ) \dt ? dr.

PRRCET (B.1)

Die Initialisierungsfunktion 1) : R® — R der linksseitigen Ableitung nach Caputo ist
[LH11]

F @) e

qu(gva;thtlvt):F(|'a‘|_a)t (t_T)a—[aJ

(B.2)

Die Initialisierungsfunktion 1) : R> — R der linksseitigen Ableitung nach Griinwald-
Letnikov ist [Kup19, S. 36 f.,]

Y
Yar (&, o, to, t1,t) = Jim Ta > (-1)' (?)f (t-1T). (B3)

=] S [+1

Die Initialisierungsfunktion 1) : R> — R der rechtsseitigen Ableitung nach Riemann-
Liouville ist [LH98, S. 21 f.,]

t3

YRLs (&, ta,t3,t) = Fg{j])[_a]a) (i)m f

=T

Die Initialisierungsfunktion 1 : R® — R der rechtsseitigen Ableitung nach Caputo ist
[LH11]

(_1)[(1] ts (%)[Q]g(T) _

L (I s W T e

(B.5)




XXII B Initialisierungsfunktionen

Die Initialisierungsfunktion ¢ : R® — R der rechtsseitigen Ableitung nach Griinwald-
Letnikov ist [Kup19, S. 36 f.,]

wGL,rs(f,a,to,tl,t):hmi > (—1)l(a)§(t+lT). (B.6)
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C Beweise

In diesem Kapitel werden Beweise bereit gestellt, die nicht fiir das Verstandnis in den jeweiligen
Abschnitten zwingend erforderlich sind.

C.1 Beweise zu den partiellen Ableitungen des
rechtsseitigen Ableitungsoperators nach
Griinwald-Letnikov

C.1.1 Beweis von Lemma 3.5: Erste partielle Ableitung

Beweis:
Da die Ableitungsordnung o zweimal in der Definition nach Grinwald-Letnikov vorkommt,
muss die Produktregel angewendet werden, wodurch sich die allgemeine partielle Ableitung

9,dGLY h (t) o 1! 4
——— " =lim —— -1 h(t+IT
dar 1 ga7a & )(1) (t+1T)+
e (C.1)
1 L 1 8 «
e 3 (' g e
ergibt. Nach (C.1) miissen die Ausdriicke
0 1
0 («
— C3
toJe! ( l) (©3)
fir die partielle Ableitung evaluiert werden.
Mit Hilfe der Umformulierung von (C.2) in
g1 0 -aln(T)
- - - = C4
JdaTe 5‘046 €4
folgt direkt
0 1 In(T
= M (C.5)

Oa T Te
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Zur Bestimmung der partiellen Ableitung von (C.3) wird als Erstes der Binomialkoeffizient
ausmultipliziert

9\ 0 a(a-1) .. (a-(1-2)) (a-(-1))
%(l)‘% I ' (C6)

Auf diesen Ausdruck kann ebenfalls die Produktregel angewendet werden

g(a): (@=D-c(a=(=1) a(a=1)-...-(a=(-2)
da\l Il Il '

(C.7)

Jeder Summand wird so erweitert, dass sich wieder ein Binomialkoeffizient ergibt

0 (ay a-(a-1)-...-(a-(l-1)) a-...-(a=-(1-2))-(a-(-1))
%(Z)‘ lla Tt Na—(-1)) - (€8

Dadurch kann der Binomialkoeffizient ausgeklammert und die fiir die Erweiterung des Bruchs
benoétigten Ausdriicke in einer Summe zusammengefasst werden

0 (a a\ld 1

— = _— C.9

Oa ( l ) ( l ) /\Z:;) a—-A (€9)
Durch das Einsetzen von (C.5) und (C.9) in (C.1) ergibt sich die in (3.37) angegebene erste
partielle Ableitung. O

C.1.2 Beweis von Lemma 3.6: Zweite partielle Ableitung

Beweis:

Entsprechend der Berechnung der ersten partiellen Ableitung (3.37) wird auch bei der zweiten
partiellen Ableitung die Produktregel angewendet. Die Evaluierung der zu berechnenden
Ausdrucke fiuhrt dazu, dass neben den aus dem Beweis von Lemma 3.5 bekannten Ausdriicken

noch
o 1 1

daa -\ =_(Q_A)2

(C.10)

ausgewertet werden muss. Die einzelnen Ergebnisse (C.5), (C.9) und (C.10) werden wieder in
die allgemeine zweite partielle Ableitung eingesetzt. Abschlielend werden gleiche Summanden
zusammengefasst. 0
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C.2 Beweis von Lemma 3.9: Geschlossene Losung fiir
fraktionale Differentialgleichungen

Beweis:
Das Einsetzen der Definition nach Griinwald-Letnikov ist der erste Schritt im Beweis des
Lemmas 3.9

t t

i( ()(—lT)-hmZTB iﬁ

=0 1=0

o

%}_I%ZTQZ (-1) (5") (t-1T). (C.11)

Anschlieflend wird der Ausdruck fiir [ = 0 auf der linken Seite von der restlichen Summe
separiert:

t—to

n

7| o
hm Z —y(t) + hm Z TO“ ; (—l)l ( ll)y (t-1IT) =

(C.12)

hm ﬁ
T-0 = TP*

Z (-1) (ﬂlk)u(t—lT).

=0

Die Gleichung wird nach y () aus der ersten Summe der linken Seite umgestellt, woraus sich
die Berechnungsvorschrift fiir die geschlossene Losung fiir FDGLen ergibt. O

C.3 Beweis von Lemma 4.16: Standardabweichungen des
Gleichungsfehlers und der Hilfsvariablen

Beweis:
Unter der Annahme, dass die Parameter des fraktionalen Systems sowie das Ein- und Ausgangs-
signal bekannt sind, hingt der Gleichungsfehler e = [eg, ..., ep, ..., eq]T mit (4.80) nur noch
vom Rauschen ab .
,h
en = Zaz f e (t),dCy () dt. (C.13)

a,h

Dieser Ausdruck weist die gleiche Struktur wie die Eintrége der Hilfsvariablen (4.84) auf, sodass
an dieser Stelle die Kurzform

te,h

fu= [ 9(®)aCL 7 ()t (€14

ta,n

mit g (t) = ys (t) sowie g (t) = u (¢) fir (4.84) und mit g () = € (¢) fiir (C.13) geschrieben
werden kann. Die Ableitungsordnung 6 steht fiir alle in der FDGL auftretenden Ableitungs-
ordnungen «; beziehungsweise ). Aufgrund des Integrals wird wie im Abschnitt 4.1.3 eine
numerische Approximation fiir die Analyse angewendet [SKKH18]. Dadurch ergibt sich
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te,n r
[ 9@®aCt A at=T Y P(s)g(t) AGLLA ()], +F,  (C19)
tan s=0

mit der Abtastzeit T = (en-tan)fr, 7 e N, S := {s e No|s<r}, s € S, b5 =ty + ST, den Ge-
wichtungen P der Methode zur Integrationsapproximation und dem durch die Approximation
resultierenden numerischen Fehler F;. Die Standardabweichung berechnet sich mit (C.15) zu

s=0

o= (E{(T Z P(s)g(ts) dAGLY v (1), dt+Fy-

(C.16)

. 2Y\ 2
E{TZP(s)g(ts) thLfﬂ(t)L:ts dt+Fg}) }) .

Da der Fehlerterm einen festen Wert annimmt, kann dieser aus dem inneren Erwartungswert
gezogen werden. Falls die gleiche numerische Integrationsvorschrift verwendet wird, sind die
beiden Fehlerterme identisch. In diesem Fall heben sich diese auf. Weiterhin kann der innere
Erwartungswert in die Summe gezogen werden. Es wird angenommen, dass die Ableitung
der Modulationsfunktion weder mit dem Rauschen noch mit dem Ein- oder Ausgangssignal
korreliert. Daraus folgt

s=0

o= (E{(T Zr: P (3) g (ts) zthLtefy (t)|f,:ts B
(C.17)

1
2

TiP(s)E{g(a)}E{thLfn(t)L_ts}) }) .

s=0

Aufgrund der Annahme 3.3 verschwindet der zweite Term, sofern das Rauschen g (t) = € ()
analysiert wird. Dieses ist fiir das Ein- und Ausgangssignal u und y sowie das Simulationssignal
ys im Allgemeinen nicht der Fall.

Zunichst wird die Standardabweichung fiir das Ein- und Ausgangssignal sowie das Simula-
tionssignal und anschlieend fiir das Rauschen betrachtet. Hierfiir soll die Annahme gelten,
dass der Erwartungswert aller auftretender Ableitungen der Modulationsfunktion zu Null wird.
Dadurch reduziert sich (C.17) zu

. 21\ 2
o= (E {(T S P(s)g(ts) AGLY v (t)|tts) }) . (C.18)

s=0

Fiir das Eingangssignal g (¢) = u (¢) sowie das Simulationssignal des Ausgangs g (t) = ys (t)
entspricht der Ausdruck gerade den Elementen der Hilfsvariablen. Um die Definition der
Hilfsvariablen [IM11, S. 302] zu erfiillen, miissen die Elemente von Null verschieden und endlich
sein. Daraus folgt, dass die Standardabweichung der Hilfsvariablen o, endlich ist. Dieses muss
giltig bleiben, falls der Erwartungswert aller auftretender Ableitungen der Modulationsfunktion
einen von Null verschiedenen Wert annimmt.
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Fiir die Analyse der Standardabweichung des Gleichungsfehlers o mit g (¢) = £ (¢) wird das
Quadrat der Summe ausmultipliziert. AnschliefSend kann der Erwartungswert wieder in die
Summe gezogen werden. Weiterhin wird angenommen, dass das Rauschen und die Modulations-
funktion sowie deren Ableitungen unkorreliert sind. Aufgrund der Korrelationseigenschaft in
Annahme 3.3 sind daher Summanden, die von nicht quadratischen Ausdriicken des Rauschens
abhingen, Null, wodurch die Standardabweichung in

oo - (T2 %PQ (5)E{e? (ts)}E{( thLf'lfy(t)|t=ts)2})2 (C.19)

resultiert. Wegen (3.48) wird auch die Standardabweichung des Gleichungsfehlers nicht Null
und nimmt einen endlichen Wert an. Somit nimmt sowohl die Standardabweichung der Hilfsva-
riablen o, und die Standardabweichung des Gleichungsfehlers o, einen von Null verschiedenen,
endlichen positiven Wert an. 0

C.4 Beweis von Lemma 6.5: Beschranktheit der ersten
partiellen Ableitung der Parameter

Beweis:

Da die Beschrinktheit fir jede partielle Ableitung jedes Parameters gelten muss, wird der
Beweis beispielhaft fiir das h-te Element des Parametervektors p und das j-te Element des
Ableitungsvektors @ beschrieben. Als erster Schritt wird der Betrag der partiellen Ableitung

op (] laMTz+ 92T oM™ M ]
— | = ) ~ —~ T p- ~—~ P
{6}, { }<h»~> {6}, 0{e}, o{e}, {6},
(C.20)
gebildet. Dieser wird mit Hilfe der Dreiecksungleichung
op o -1 oM’ T -1 ; 027
— | <y MM - MM M —
9{6). {L ] }(h,:) a6} | {L ] }(h,:) a6} |
j J J (C.21)

‘{[MTM]l} OM ool s

(hst) 3{g}j p
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op Nl Np OM” .

5‘{9}] b {[M ] }(h M1 521 { {0}_}(/\,19) |{ }19|
et Tas1 L & T 0z"
Pl {[M M] }(h)\) 19:1|{]\4 }()\,19) {(9{9}]}19

(C.22)
A3 || oMT S :
& N g ol 2 { {M} }< ) PN ETIN[ENE
A0

Ng-1 . ) N, M A
S [{araagy, ; {a{é}j}w (b},

nach oben abgeschitzt.

Durch die Umformung in (C.22) wird die Untersuchung der Beschranktheit aller partiellen
Ableitungen der Parameter auf die Untersuchung der Beschrianktheit aller vorkommenden
Elemente

(@) |{M}(h,)\)|’

{ }’i (h,)\)
(C) |{ :}h 4

Oz
@ {a{é}j}h
(e) |{P};| und
® [{[Ma™]}

zuriickgefiihrt.

>

Die Elemente (a) — (d) beschreiben die modulierten Ein- und Ausgangssignale sowie deren erste
partielle Ableitung nach den Ableitungsordnungen. Im Beweis zu dem Theorem 6.1 sind diese
Groflen ebenfalls untersucht worden. Aus den Uberlegungen zu dem Beweis folgt, dass die
Elemente (a) — (d) beschrinkt sind, wenn die Abtastzeit endlich ist und die Ein- und Ausgangs-
signale sowie die Modulationsfunktion beschrénkt sind. Im gleichen Beweis werden auch die
Parameter untersucht. Diese miissen bei einem beschréinkten Ein- und Ausgangssignal auch
beschrinkt sein, wodurch auch das Element (e) die Beschrinktheit erfiillt [Lun20, S.429 ff.].

Folglich muss noch das Element (f), das die einzelnen Eintrige der Inversen von M 'M be-
schreibt, iiberpriift werden. Damit die Inverse existiert, muss die Matrix M ™ reguldr und
folglich die Eintrage auch beschrinkt sein. Dieses folgt direkt aus der Gruppeneigenschaft,

. . . . . . . . —1\-1 . .
dass die Inverse der inversen Matrix wieder die urspriingliche Matrix (A ) = A ist [Zeil3,
S. 585 £.]. Folglich ist es ausreichend die Eintrige der Matrix M "M
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Np te,h . 2
P [ y(),dCyn v (t)dt
= t

~ ~ a,h
MT(eq)M(BQ) =
Np te.h & te,h B
hzl— [y (@), dCyn vy (t)dt [ u(t),dC,”, v (t)dt
=1 tan ta,h

(C.23)

N, ten R te,n N
3= Ty (0.ACE A (dt [ u(®),dC 5 (0 dt

=1 ta,n ta,n

N, [ te,n A 2
> ( [ u(),dC2, v (t) dt)
h=1 \ta.n ’

zu untersuchen. Die Eintriage der Matrix M "M sind Summen iiber die Anzahl der verwendeten
Messungen N, wobei die Summanden alle moglichen Produkte zweier Messvektoren ergeben.
Die Abschatzung der Eintrdge mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung nach oben fithrt auf
die Bedingungen (c), (d) und (f) - (h) im Beweis des Theorems 6.1. Aus den Uberlegungen zu

{rml?y

endlich ist und die Ein- und Ausgangssignale sowie die Modulationsfunktion beschrankt
sind. U

dem Beweis folgt, dass alle Elemente beschrankt sind, wenn die Abtastzeit

C.5 Beweis von Lemma 6.6: Beschrianktheit der zweiten
partiellen Ableitung der Parameter

Beweis:
Der Beweis erfolgt analog zu dem Beweis des Lemmas 6.5 (siehe Anhang C.4). Zusitzlich zu
den untersuchten Elementen miissen fiir die zweite partielle Ableitung noch die Elemente

auf Beschranktheit iiberpriift werden. Durch die Abschéatzung der Elemente mit der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung ergeben sich die gleichen Ausdriicke wie im Beweis des Theorems 6.1.
Aus den Uberlegungen zum Beweis folgt direkt, dass die Elemente (a) und (b) genau dann
beschrinkt sind, wenn die Abtastzeit von Null verschieden ist und die Ein- und Ausgangssignale
sowie die Modulationsfunktion beschrankt sind. O

und

>
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C.6 Beweis von Lemma 6.8: Konvergenz der

Spline-Funktion gegen die Identifikationsgleichung

In diesem Abschnitt wird die Konvergenz der kubischen Spline-Funktion ¢ gegen die Identifika-
tionsgleichung f (6.1) gezeigt. Nach [FHO07, S. 122 ff.] gilt, dass kubische Spline-Funktionen fiir
sehr kleine Teilintervalle [z;, ;.1 ] gegen die im Intervall I zu approximierende Funktion f
konvergieren, solange | f(* | 0,1 existiert und endlich ist. Demnach muss fiir die Konvergenz-
analyse die vierte partielle Ableitung der Identifikationsgleichung f auf Beschranktheit unter-
sucht werden. Um die notwendige partielle Ableitung bestimmen zu kénnen, wird jedoch die
dritte sowie vierte partielle Ableitung der fraktionalen Ableitung nach der Griinwald-Letnikov-
Definition beziiglich der Ableitungsordnung benétigt. Diese sind in den beiden nachfolgenden

Lemmata gegeben.

Lemma C.1 (Dritte partielle Ableitung der fraktionalen Ableitung nach Griin-
wald-Letnikov-Definition beziiglich der Ableitungsordnung)
Sei a, T € Ryp, t1,t € R, t < t1, h : R - R mit h(t) = 0 fiirt > t1 absolut stetige
Funktion. Ferner sei ,|dGL{, der uninitialisierte, rechtsseitige Ableitungsoperator nach
Griinwald-Letnikov (3.16) und die Funktion h [«|-fache stetig differenzierbar.
Die dritte partielle Ableitung von (3.16) nach der Ableitungsordnung o ist
tq—t
0% dGLY h(t) (1) L'E) o a
—— = =-lim ——~ -1 T
- e TRRC) (l)h(t+l )+
1 2 T [L;J -1 q
L CURE SRaRY (o‘) L hteiy-
T-0 T« iz U)ssha—-A
12 -1 2
Jim S8 iT) S (-1) (a)( L ) h(t+1T)+
-0 T i=0 LI\iZha=A
In(T [%J -1 1
fim S Ty (a) — _n(t+IT)-  (C24)
-0 T* 3 U520 (=)
14 =
lim — -1 h(t+1T)+
e 2 C0(0) 8 B )
[th:tJ a -1 1 3
lim ——— —11() —— | h(t+IT)+
720 T ZZO N g ams) M)
14 -1
w3 (1)
lim — -1 h(t+1T).
T-0 T« ZE) ( ) l A=0 (a— 3 ( )
Beweis:

Die dritte partielle Ableitung (C.24) ergibt sich durch Anwenden der Produkt- und Potenzregel

auf (3.38) sowie den Ergebnissen (C.5), (C.9) und (C.10).

O
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Lemma C.2 (Vierte partielle Ableitung der fraktionalen Ableitung nach Griin-
wald-Letnikov-Definition beziiglich der Ableitungsordnung)
Sei a, T € Ry, t1,t € R, ¢t < t1, h : R > R mit h(t) = 0 fiirt > t1 absolut stetige
Funktion. Ferner sei (\dG Ly der uninitialisierte, rechtsseitige Ableitungsoperator nach
Griinwald-Letnikov (3.16) und die Funktion h [«]-fache stetig differenzierbar.
Die vierte partielle Ableitung von (3. 16) nach der Ableitungsordnung o ist
0*, dGLg h(t) In* (T) o
i lzg (-1 ( )h(t+lT)—
. 4ln? (T) ) l(oz)l !
lim ——= -1 —h t+1T)+
D 0 (3) 5 e
rl—t 2
. 6In? (T) T (o) (&1
Jim (-1) ( ) ) weimy-
T-0 T@ ;0 l /\Z:E) a-A
n2(T [tlftJ -1 1
lim S 5~y (O‘) L hi)-
-0 T i3 1) 520 (=)
b= 3
41 T L 1T ] -1 1
fim 20D 5y (‘“) ) hsimye
T-0 T* = U\soha-A
In(T [QJ -1 -1
10 T —~ 1 £ 1
Jim 2010.(7) S (-1)! (O‘) Sh(t+1T)-
0 Te & 1) Za-XE (a-))
|t ) ' (C.25)
8In(T) " & -
tim ST 5Ty (O‘) Sh(t+1T)-
-0 T* 3 U520 (a=-N)
%] 1-1 211
4 L 1 [& 1
lim — 3 (1) ( )( ) h(t+1T)+
T-0 T z;) J\sZoa— A )\Z:‘B( -
2] -1 2
1 1
lim — 3 (-1)" (O‘)( 2) h(t+1T)+
=0T 5 I7\5Z0 (a= )
14 -1 -1
4 4 Z 1
lim 3 (-1)" (O‘) h(t+1T)+
0T = U iZa=A 5 (a-
1] -1 4
1+ 1
lim — > (-1) (a) —— | h(t+IT)-
T-0T> = UJ\sha-A
1) -1
. 6 L 1 [
lim — (-1) ( ) h(t+1T)
-0 T l;) U5z (a-2)*

Beweis:

Die vierte partielle Ableitung (C.25) ergibt sich durch Anwenden der Produkt- und Potenzregel
auf (C.24) sowie den Ergebnissen (C.5), (C.9) und (C.10).

O
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Mit der ersten bis viertel partiellen Ableitungen (3.37), (3.38), (C.24) und (C.25) von dem Ablei-
tungsoperator entsprechend Griinwald-Letnikov (3.16) nach der Ableitungsordnung « lasst
sich die vierte partielle Ableitung der Identifikationsgleichung f bestimmen.

Lemma C.3 (Vierte partielle Ableitung der Identifikationsgleichung)
Sei

W DRLE™y () + Z a; DRLYy (t) = Z by, DRL*u (t), (C.26)

=0

die FDGL, N =n+m+2,H :={heN|h<q},he ’H,j ={jeN|j<N}, jeJ,
Ki={keNrk<N}, ke, L:={leNJI<N}le L A:={AeNJASN} X e,
tostansten € RT3, Ta € Rog, tg <t1,tan = t1 +ATA, ten = ta,n +Tj, 7y eine Modulati-
onsfunktion nach Definition 3.11 mit der Eigenschaft (P4), 0= [dm ceey BO]T ein Vektor,
der die identifizierten Ableitungsordnungen des fraktionalen Systems zusammenfasst, und
fn eine unabhdingige Funktion des Nullstellenproblems

te,n

) o - u B
fu(8) = 3 i fy(t) dGLY" y (t)dt kzobk( )f (1) AGLP 5 (t)dt,

(C.27)
entsprechend (6.6). Ferner beschreibt {0} das j-te Element des Ableitungsordnungsvektors

6, wobei die Indizierung bei 1 beginnt. R . A .
Die vierte partielle Ableitung der Funktion fj, bezogen auf{@})\, {0}1’ {0}'€ und {G}j
ist

0" f»(0) _
2(0),0(9),010),0(6),
" 84&l(A) fen .
y(t) dGL7?, v (t)di-
i= 3{9} 6{0} a{o}za{e}mfh ! o
m N0 o ; (C.28)
S — _ . . u(t) AGLY* y (t) dt+
k=0 8{9}]-8{0},18{9}18{0})\15({ t -
\P(-]7K:’l7A)+W(H7Z)A7j)+W(Z7A’j7ﬁ:)+w()\7.]),{7l)+
Q& LA) +Q (8, LA ) + QA G k) + Q (N, k5, 1) +
QLR A) + (8, A5, 1)+ x (G5, LX) + x (R, LA ) +
X(l,)\’j’ﬁ)+x(>\’j7ﬁ7l)+T(j,l{7l7)\)
mit
8 Gn1- ]( ) te 6 GLan‘H I ( ) .
—_——— —dt <n+1
BN EoxzoK {e}ﬂiy“ ofaf, 4t I<n
(]7’{317)‘) - /N j ’ (ng)
by J( ) a WAGL, N (1)
———dt  sonst
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Oani1-(8) P GLI () ,
fy )%"dt j<n+lundk=j
a{e} ofe} a{6 }2
QG,r, L) =1 8% e 82 dGLBNJ ¢ 7
U ) v (0) (t)iw j>n+lundk=7j
o000, ok
0 sonst
(C.30)
Olmy1-; eh 83 dGLL ™1 (1
= ()fy ;’”"Y()dt j<n+lundl=rk=j
SO olo};
Xk, LA) =1 obn(9) ! 5 AGLN () . .
fu()i j>n+lundl=rk=j
8{9} a h { }j
0 sonst
(C.31)
und
5\ Len " AGL, " 4 (t
ans1-;(0) [y (t ){}wdt j<n+lund=l=r=j
ta h
Y (G, k1, N) =4+ ten 84dGLBNJ *) ,
G, 2) -wNﬂ()j‘()A——T?—l—m j >n+lundr=l=r=j
j
0 sonst
(C32)
wobei die partiellen Ableitungen des rechtsseitigen Ableitungsoperators nach Griinwald-
Letnikov mit (3.37), (3.38), (C.24) und (C.25) gegeben sind.

Beweis:

Die vierte partielle Ableitung folgt durch zweifache Anwendung der Produktregel auf (6.14)
mit den Hilfsgrofien (6.15) und (6.16), da die Parameter implizit von den Ableitungsordnungen

abhéngen.

O

Mit (C.28) kann der Beweis des Lemmas 6.8 beziiglich der Konvergenz der Spline-Funktion

gefithrt werden.

Beweis des Lemmas 6.8:

Damit die kubische Spline-Funktion ( gegen die Identifikationsgleichung f (6.1) konvergiert,

0'11(0)

ist zu zeigen, dass die vierte partielle Ableitung oo } 5 {e} o[6] o6 (C.28) beschrénkt ist.
A

Dafiir wird im ersten Schritt (C.28) mit Hilfe der Cauchy Schwarz-Ungleichung
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()] _
a{e}ja{e}ﬁa{e}la{oh
n 84a2 . 2
) dt dGLE ~ ()| at
lowrsowrom ny( i Jf' o
m a4bk N 2 (C.33)
) dt AGLY* ~ ()| dt
&|oor, 001, a{o}la{e}AJf o Jf S
(W (i, 5, M)+ [ (R, LA D)+ W (LA, G, 5)+ [ (A, g, K, D)+
1, 1, )+ 192 (R LA D+ QA G, 5]+ QA 5,5, D]+
0(G, 1, M+ [ (5, A3 D+ I G s LA X (R 1A 5)] =+
mit
a?)dn+1—j (é) o 2
- - - ly (t)|"dt
ORIORION A |
- > j<n+1
oaGL T (1)
/ . dt
, 0{6}.
. a,h J
@ (4, 5,1, \)] = . & : (C.34)
Pby-; (0)

. E _ | lu (¢)[ dt
0{6},0{6),0{6}, \f

2
/ adGLﬁNw(t)
{6},

sonst

dt
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2, K, 1 A)] =

IX (4, k.1, \)| =

Pani-j ()
0{0},0{6},

\tu.,h

te,n

/

N (9)3
2{6},0{6},

02, dGLy" 7 (t)

o{6),

eﬁh|u ()] dt
Y

2
dt

te n

ta,h,

0

Dins1- (6)
0{6},

\ta,,h

02 AGLY 5 (1)
AN 2
{6},

te,n

[wora

2

dt

te,h

/

dbx-; (0) |
0{6},

\ta,h,

0% AGLY" 7 (1)

0{0},

te,h

f lu ()] dt

2

dt

te,n

/

ta,h

08 AGL,N 5 (1)
~N3
{6}

2

dt

j<n+lundk=j

(€.35)

)

j>n+lundk=j

sonst

j<n+lundli=k=3j

j>n+lundl=k=j

sonst
(C.36)
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und
O
&7L+1—j (é) [ |y (t)|2 dt
\tmh - 5 j<n+lundA=Il=k=7j
te,n 84thL?;n:1_jry (t)
4 dt
wa | 016},
|T (j?’%ala)\)| = . ) te,n ,
bn-; (6) u (4)]* dt
ta,
- A 5 j>n+lundA=l=k=7j
/ O AGL,Y 7 (1)
4
tan 0 {H}j
0 sonst

(C.37)

eine Abschitzung nach oben vorgenommen.

Aus (C.33) - (C.37) konnen direkt die Bedingungen abgeleitet werden, die fiir die Konvergenz
der kubischen Spline-Funktion gegen die Identifikationsgleichung notwendig sind. Die vierte
partielle Ableitung der Identifikationsgleichung ist genau dann beschrankt, wenn

(a) das Eingangssignal u,

(b) das Ausgangssignal y,

(c) die Parameter a; (9) und by, ([9),

(d) die erste partielle Ableitung der Parameter nach den Ableitungsordnungen f’@i(é)/a{é}
und agk(é)/a{é}j,

(e) die zweite partielle Ableitung der Parameter ‘926“'(@)/3{9}].3{9}” und 9°bx (@/a{é}ja{é}n,

J

() di(? dr}tte partielle Ableitung der Parameter addi(e)/a{é}la{é}j a{é}ﬁ und
0:(0)fo{8} {6} 2{0),.

(g) die vierte partielle Ableitung der Parameter 34&1:(9)/6{é}ka{é}18{é}ja{é}ﬁ und
o0 (0)fofa}, 0{0) 0{2} o{0} .

(h) die Modulationsfunktion -,

(i) die Griinwald-Letnikov-Ableitungen der Modulationsfunktion thLf: .7 (t) und
AGL 5 (1),

(j) die erste partielle Ableitung der rechtsseitigen Griinwald-Letnikov-Ableitung der Modu-
lationsfunktion 3thLf:,tl_j7(t)/a{é}j und athL?:],:j'v(t)/a{é}j,

(k) die zweite partielle Ableitung der rechtsseitigen Griinwald-Letnikov-Ableitung der Mo-

. . Gpp1oj . BN-j N
dulationsfunktion 9% dGL.", "/ 1(1)a{6)” und 0* AGL, ", v(D)]a{6)’,
J J
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(I) die dritte partielle Ableitung der rechtsseitigen Griinwald-Letnikov-Ableitung der Modu-
lationsfunktion 331,dGL?:;1_j’Y(t)/a{é}ef und 33thLfg,:j'v(t)/6{é}?f sowie
J J
(m) die vierte partielle Ableitung der rechtsseitigen Griinwald-Letnikov-Ableitung der Mo-
dulationsfunktion 34thLZf;17jv(t)/a{é}% und 5’4thLiI_V,:j7(1‘/)/3{@}4_L
J : J
beschrankt sind.

Die Annahme 3.4, dass das Ein- und Ausgangssignal stets begrenzt sind, stellt sicher, dass die
Bedingungen (a) und (b) erfiillt sind. Aus dieser folgt auch, dass alle Parameter beschrankt
sein miissen und somit die Bedingung (c) erfiillt wird. Ansonsten ist die Unbeschranktheit des
Ausgangssignals trotz eines beschrinkten Eingangssignal nicht gewahrleistet [Lun20, S. 429 ff.].
Wenn die Annahmen 6.3 und 6.4 giiltig sind, konvergiert die kubische Spline-Funktion ¢ gegen
die Identifikationsgleichung f. 0

C.7 Beweis von Lemma 6.11: Beschrinktheit der ersten
partiellen Ableitung der Parameter bei verrauschtem
Ausgangssignal

Beweis:

Der Beweis erfolgt analog zum Beweis des Lemmas 6.5 (siche Anhang C.4). Der Unterschied
ist, dass die transponierte Messmatrix durch die transponierte Matrix der Hilfsvariablen ersetzt
wird. Dadurch muss

@ [{(wr@nm@
{r@)m (o))

o) (W7 (8)} 0|

uberpriift werden.

statt und zusétzlich noch das Element

(h,X)

Die verdnderte Inverse in (a) kann auf die gleiche Weise tiber die Gruppeneigenschaft auf
BeschArénktheAit untersucht werden, sodass es wieder ausrpichendA ist, alle Elemente der Matrix
WT(B) M (0) einzeln zu iiberpriifen. Die Matrix W' (0) M (0) ist



XXX VIIT C Beweise

Np te,h te,h

S [y (), dCn v () dt [ ys (1), dCp7 v (1) dt

=1t, n ta,n

N,  ten

. te,n .
L= y®acyma | w (1), dCH ~ (1)t

a,h

(C.38)

a,h
N, len

te.n .
2= ] us(0,dCT (0 dt [ u(®), 0,y (1) dt

a,h

N, [ te,n N 2
5 ( J u(t),dC, v (t) dt)
h=1\ta,n

Abweichend zum Beweis des Lemmas 6.5 kommt das simulierte Ausgangssignal in dieser Matrix
mit vor, sodass die Matrix nur dann beschrénkt ist, wenn zu den bisherigen Forderungen der
endlichen Abtastzeit und der beschrinkten Ein- und Ausgangssignale sowie der beschrankten
Modulationsfunktion auch das simulierte Ausgangssignal beschrankt ist. Sofern die Simulation
gegen das urspriingliche Ausgangssignal konvergiert, das fiir fraktionale Systeme mit «g <
1 erfolgt (siche Theorem 5.1), ist auch die Beschrinktheit des simulierten Ausgangssignals
gegeben.

Das Element (b) beschreibt das modulierte Simulationssignal und taucht als Element auch in
der Matrix W' (0) M (0) auf, sodass die gleichen Bedingungen fiir die Beschrénktheit wie
zuvor gelten. O

C.8 Hilfsgrofie im Beweis zum Theorem 6.4: Konvergenz
der iterativen Vorschrift des Optimierungsproblems
basierend auf dem Gleichungsfehler

Im Beweis zum Theorem 6.4, in dem die Konvergenz der iterativen Vorschrift des Optimierungs-
problems basierend auf dem Gleichungsfehler untersucht wird, wird eine obere Abschitzung
der partiellen Ableitung des Gleichungsfehlers (6.76) benétigt. Der Ubersicht halber ist die obere
Abschitzung, die sich bei Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf (6.76) ergibt, an
dieser Stelle angegeben:
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XXXIX

oy [2ai(8)

86(}9) = lim gT—dM | ({9} )‘ e ()] + 1
ofey;| o s |{al( ) smp : |{(21}(é)|
m | by, (8) 1 L|({6), )

P sy |7 e
|94 (6) 1 Loy
o1 |91 (1) -

({ }n+1 ) (i - lT)I) o ({9})‘]

lL1+1
mit
J@ii@mﬂil j<n+1
@({é}J)|T{9}] B
0 sonst
und
oy 1 (D)] & {6},
|an+1—j (0)| T{é}j l:l( I )|ysmp (t_lT)|+
bl o) s 1 .
(" )§|{é}j_A|ysmp<t e 1
. j<n+
@ () wee-mr-
AR UR -
IIZEH( l Azo\{e}j—A\ =t
s O 2 () -0
. ;=0 sonst
{g}j -1 1 (it
21 ),\_0|{é}j—)\|| ¢ lT)')

(C.39)

(C.40)

(C.41)






D Polynom-Modulationsfunktion

Der Vorteil der Polynom-Modulationsfunktion liegt darin, dass die fraktionale Ableitungen
analytisch in Abhéngigkeit der Polynomkoeffizienten berechnet werden kann. Diese Polynom-
koeffizienten sind direkt an das vorliegende fraktionale Modell anzupassen.

Definition D.1 (Polynom-Modulationsfunktion [Gao17])

Seitg,t1,t € R, tg < ty,t € [to,t1], v, die grofite aufiretende Ableitungsordnung eines
fraktionalen Systems, Z := {i e N|i< [, |}, K:={keN|k<[an]|-1},ieT, kekK
und H; € R.

Die Polynom-Modulationsfunktion ist als

[an] ,
v(t)= > Htlon (D.1)
i=0
mit den Polynomkoeffizienten

$3 (o] + ) [an]+i-k _
2 Tan]+i-mi =0 (D.2)

definiert.

Die Polynom-Modulationsfunktion wird im Beispiel 4.2 zum Vergleich eingesetzt, um zu zeigen,
dass entweder die Initialisierungsfunktion beriicksichtigt werden muss oder die Modulations-
funktion die in dieser Arbeit formulierte Eigenschaft (P4) erfillen muss.






E  Verallgemeinerte Leibniz-Regel fiir mehrere
Faktoren

Die verallgemeinerte Leibniz-Regel stellt eine Rechenvorschrift zur Berechnung der n-ten
Ableitung einer Funktion f bereit, die sich als Produkt zweier Funktionen f (z) = f1 (z) f2 (z)
schreiben lasst [Zeil3, S. 261]:

n

(%)” f1(2) fa(z) =3, (Z)fl(n_k) () £ (2). E1)

k=0

Die Erweiterung auf eine Funktion f, die sich nicht als Produkt aus zwei, sondern m Funktionen
f(x)=f1(x)-...- fm () ergibt, ist die verallgemeinerte Leibniz-Regel fiir mehrere Funktionen
[deB05]

(&) 1@ - T (o " )@ @ @)

ni+..+nm,=n
n;eN

mit dem Multinomialkoeffizient [MNO07, S. 79]

n n!
(o) e
Neyeeny Ty ni!. . Ing,!

Die verallgemeinerte Leibniz-Regel fiir mehrere Funktionen (E.2) soll beispielhaft fiir eine
Funktion f, die sich als Produkt von drei Funktionen f (x) = f1 (z) f2 (x) f3 () schreiben
lasst, demonstriert werden. Die erste Ableitung ist

(%)h () f2 () f3 (z) = f ) () fo (2) f3 (2) +
£ @) 59 (@) fs () + f1 (@) fo (2) £$9) (2) .

Die Ableitungsordnungen lassen sich als Ableitungstupel zusammenfassen. Fiir die einzelnen
Summanden folgt A; 1 = (1,0,0), A; 2 = (0,1,0) und A; 5 = (0,0,1), die in der Multimenge
Ay ={A11, A1 2, A1,3} zusammengefasst werden. Fiir die 2-te Ableitung der Funktion f muss
jeder Summand aus (E.4) einzeln abgeleitet werden, fiir die erneut die Produktregel anzuwen-
den ist. In der Abbildung E.1 sind die sich ergebenden Ableitungstupel dargestellt, die die
Multimenge A5 bilden. Die Anzahl des in der Multimenge A5 auftretenden Ableitungstupels
entspricht dem Vorfaktor in der Ableitung. Beispielsweise kommt das Ableitungstupel (1,0,1),

(E.4)

der f1( b (x) fa (x) fél) (x) reprasentiert, zweimal in der Multimenge A, vor, sodass in der
2-ten Ableitung der Funktion f dieser Ausdruck mit dem Faktor 2 eingeht. Dahingegen geht

1(2) (x) f2 () f3 (x) mit dem Faktor 1 ein. Dieser Vorfaktor wird mittels dem Multinomialko-
effizienten (E.3) in (E.2) beriicksichtigt und die Ableitungstupel werden durch den Laufindex in
der Summe in (E.2) reprasentiert.
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f(z) (0,0,0)

: o T

f(z) (1,0,0) (0,1,0) (0,

A 4

f (z) (2,0,0) (1,1,0) (1,0,1) (1,1,0) (0,2,0) (0,1,1) (1,0,1) (0,1,1) (O

)

)

p
[\]
~

Abbildung E.1: Multimengen fiir die erste und zweite Ableitung einer Funktion f, die sich als Produkt von drei
Funktionen f (z) = f1 (z) f2 (x) f3 (x) schreiben ldsst



F Aufbau des Batteriemessstands

Der Batteriemessstand am IRS besteht aus dem Echtzeitsystem DS1006 Processor Board von der
Firma dSpace, das mit den beiden A/D-Boards DS2002 Multi-Channel A/D Board und DS2004
High-Speed A/D Board zur Spannungsmessung sowie dem D/A-Board D52102 D/A Board zur
Ansteuerung der Strom-Spannungsquellen betrieben wird. Als Strom-Spannungsquellen stehen
insgesamt sechs Bipolar Power Supply vom Typ BOP 20-20M mit 400 W Ausgangsleistung sowie
ein High Power Bipolar Power Supply vom Typ BOP 6-125MG mit 1000 W Ausgangsleistung
der Firma Kepco zur Verfiigung. Aufierdem sind ein Agilent 34410A und zwei Keysight 34410A
Digitalmultimeter fiir die Stromerfassung in dem Batteriemessstand integriert. Die Zellen
werden wihrend einer Messung im Klimaschrank VC® 4018 von Vétsch betrieben. Neben der
Moglichkeit, die Temperatur und die Luftfeuchtigkeit vorzugeben, besitzt der Klimaschrank
eine CO4-Loschanlage und ist mit dem CO-Sensor Polytron 7000 der Firma Drager gekoppelt.
Die Ansteuerung des Klimaschranks und die Programmierung des Echtzeitsystems erfolgt
iiber einen Desktop-Computer, auf dem auch die Visualisierung der Messdaten durchgefiithrt
wird. Die Programmierung des Klimaschranks erfolgt iiber das vom Hersteller bereitgestellte
Programm S!MPATI®. Das Echtzeitsystem wird mittels der dSpace-Toolbox in Matlab und
Simulink programmiert. Fiir die Vorgabe von Strom- oder Spannungswerten sowie fiir die
Visualisierung der Messwerte stellt dSpace das Programm ControlDesk bereit.

Die beiden A/D-Boards DS2002 Multi-Channel A/D Board und DS2004 High-Speed A/D Board
besitzen eine 16-bit Aufldsung und einen Spannungsmessbereich von +5V. Die beiden Boards
unterscheiden sich im wesentlichen aufgrund der unterschiedlichen Umwandlungszeiten. W&h-
rend das DS2002 Multi-Channel A/D Board die Daten in 3,9 ps umwandelt, benétigt das DS2004
High-Speed A/D Board lediglich 0,8 ps. Ein weiterer Unterschied ist auch die Standardabwei-
chung des Messrauschens der Kanile. Die Standardabweichungen sind messtechnisch ermittelt
worden und betragen fiir das D52002 Multi-Channel A/D Board iiber alle Kanéile gemittelt
72002 = 0,13 mV und fiir das DS2004 High-Speed A/D Board 2004 = 0,15 mV. Eine Offsetkorrek-
tur erfolgt softwaretechnisch, sodass die wiahrend einer Messung auftretenden Rauschprozesse
als mittelwertfrei angenommen werden kénnen.

Die Strommessgerite Agilent 34410A und Keysight 34410A besitzen die gleichen Spezifikationen.
Fir die Messungen wird ein Strommessbereich von 1 A verwendet. In dem Datenblatt wird eine
Messgenauigkeit von 0,1 % des Messwerts und 0,01 % des Messbereichs fiir diesen Messbereich
angegeben, sodass das Messgerit eine betragsmaflig maximale Messungenauigkeit von 1,1 mA
besitzt. Messtechnisch ist eine Standardabweichung von o4, = 1,6 mA bestimmt worden.

Die Strom-Spannungsquellen BOP 20-20M und BOP 6-125MG sind beide als Vierquadrantenstel-
ler ausgefiihrt. Ansonsten weisen die Geritetypen unterschiedliche Spezifikationen auf. Neben
der unterschiedlichen Ausgangsleistung besitzt das BOP 20-20M einen maximalen Strombereich
von +20 A und einen Spannungsbereich von +20V, wihrend das BOP 6-125MG einen maxi-
malen Strombereich von +125 A und einen Spannungsbereich von +6 V hat. Zudem variieren



XLVI F Aufbau des Batteriemessstands

auch die Strom- und Spannungsanstiegszeiten. Beim BOP 20-20M betragen beide Anstiegs-
zeiten 35 ps. Dahingegen besitzt das BOP 6-125MG eine Stromanstiegszeit von 1,2 s und eine
Spannungsanstiegszeit von 250 ps. Ein weiterer Unterschied ist, dass das BOP 20-20M analog
und das BOP 6-125MG digital angesteuert wird. Zu den unterschiedlichen Spezifikationen
kommt hinzu, dass die Strom- und Spannungsmessung des BOP 20-20M im Gegensatz zum
BOP 6-125MG miittels der Messkarten des Echtzeitsystems ausgelesen werden kénnen. Die
Strommessung des BOP 20-20M weist bei der Vorgabe eines Sollstroms von 0 A iiber alle Gerite
gemittelt eine Standardabweichung von 6gop,; = 2,4mA auf. Die Spannungsmessung besitzt
eine Standardabweichung von 6gop 4, = 3,1 mV.



G Zellspezifikation der Kokam
Lithium-Polymer-Batteriezelle

Zur Demonstration der in der vorliegenden Arbeit hergeleiteten Verfahren zur Parameter-
und Ableitungsordnungsidentifikation fraktionaler Systeme im Kapitel 7 wird eine LiPO-
Batteriezelle der Firma Kokam mit der Bezeichnung SLPB 834374H eingesetzt. Dieser Zelltyp
besitzt an der Anode Graphit als Aktivmaterial. Das Aktivmaterial an der Kathode ist ein Blend
aus Nickel-Cobalt-Aluminium und Cobaltdioxid [Ill14, S. 8]. Die Zellspezifikationen sind dem
Datenblatt in der Abbildung G.1 zu entnehmen.

Kokam Global Leader in Power Solution

Cell Specification

@ Typical Capacity? 2.0 Ah
1Bs1s
@® Nominal Voltage 3.7V
Tko. Tl - 0.2
" @® Charge Max. Curren 4.0A
% -
D_ - Condition Voltage 4.2V £0.03V

1 —
?: @ Discharge Continuous 30.0A

Condition peak Curren-
Cut-off Volta-

® Cycle Life (at 80% DOD)? -
@ Operating Charge -
] @ Dimension Thickness (n-
win (o IETYTEY

1) Typical Capacity : 0.5C, 4.2 ~ 2.7V @25°C

B6:es

73,515

83102

Abbildung G.1: Datenblatt der in der Arbeit eingesetzten LiPO-Batteriezelle des Zelltyps SLPB 834374H der Firma
Kokam

Aus der SOC-OCV-Kurve kann mit (2.25) die differentielle Kapazitit in Abhangigkeit des SOCs
fiir das Kleinsignalverhalten bestimmt werden. Am Batteriemessstand des IRS ist die SOC-OCV-
Kurve fiir die im Kapitel 7 eingesetzte Zelle mit einem Strom von / = 100 mA messtechnisch
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erfasst worden. Die SOC-OCV-Kurve gibt einen Zusammenhang zwischen dem Lade- sowie
Entladestrom und der Zellkapazitét an [Il114, S. 21]. Die gemittelte SOC-OCV-Kurve ist in der
Abbildung G.2 dargestellt. Die aus den Messungen mit (2.25) ermittelte differentielle Kapazitat
Cpig ist in der Abbildung G.3 tiber den Ladezustand aufgetragen.

—— SOC-0OCV-Kurve

A

4,2 1
4A
3,8 -
3,6 -
3,4 4
3,2 4
3A
278 T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
SOC in %

Abbildung G.2: SOC-OCV-Kurve der LiPO-Batteriezelle des Zelltyps SLPB 834374H der Firma Kokam, die fiir die
praktische Erprobung der Identifikationsmethoden eingesetzt wird
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Abbildung G.3: SOC-abhingige differentielle Kapazitat der in dieser Arbeit eingesetzten LiPO-Batteriezelle des
Zelltyps SLPB 834374H der Firma Kokam
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H Anregungs- und Ausgangssignal fiir die
Parameter- und Ableitungsordnungs-
identifikation

In diesem Abschnitt sind der Anregungsstrom und die um den OCV korrigierte Ausgangsspan-

nung dargestellt, die fiir die gemeinsame Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation
verwendet werden.

—— Eingangssignal = -+ Beginn der Identifikation
\ i
0,2 ] T — __

< 0,1 ]
E 0

S

0.2 L1 L
‘ ‘ ‘ ‘ .

T T T T T

T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
tins

Abbildung H.1: Rauschfreier Anregungsstroms, der das Eingangssignal fiir die Parameter- und Ableitungsordnungs-
identifikation des LiPO-Batteriezellmodells bildet

—— Ausgangssignal - Beginn der Identifikation
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Abbildung H.2: Ausgangsspannung, die um die aktuelle OCV korrigiert ist und die das Ausgangssignal fiir die
Parameter- und Ableitungsordnungsidentifikation des LiPO-Batteriezellmodells darstellt






I  Zusammenfassung der Einstellparameter
fiir die praktische Anwendung

In diesem Abschnitt werden sédmtliche Einstellparameter, die im Abschnitt 7.2 verwendet
werden, tabellarisch aufgefiihrt. Die Einstellparameter fiir die rekursive IV-Methode sind in der
Tabelle 1.1 zusammengefasst.

Tabelle 1.1: Einstellparameter fiir die rekursive Methode der Hilfsvariablen

Grofle Parameter

. . 0,1 O
Kovarianzmatrix Py =
0 0,11

Speicherldnge L =200

Fir die Parameteridentifikation, die auf dem Modulationsfunktionsverfahren basiert und fiir das
die gewichtete Spline-Type-Modulationsfunktion (4.17) eingesetzt wird, sind die wesentlichen
Einstellparameter in der Tabelle 1.2 aufgelistet.

Tabelle 1.2: Einstellparameter fiir die Parameteridentifikation

Grofle Parameter
Anzahl der Impulse 5=10
Ordnung 0=9
Identifikationshorizont T; =40s
Zeit zwischen zwei Th =4s

Identifikationshorizonten

Abbruchbedingung I maximal 15 Iterationen
Abbruchbedingung II maximale Ableitungsordnungsénderung zwischen
zwei Iterationen kleiner als €pars = 1076
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1 Zusammenfassung der Einstellparameter fiir die praktische Anwendung

Die Einstellparameter fir die Ableitungsordnungsidentifikation, die auf dem Modulationsfunk-
tionsverfahren aufbaut, sind in der Tabelle 1.3 aufgefithrt und die Einstellparameter fiir das
zweite Verfahren, dem der Gleichungsfehler zugrunde liegt, in der Tabelle I.4.

Tabelle 1.3: Einstellparameter fiir die Ableitungsordnungsidentifikation basierend auf dem Modulationsfunktionsver-

fahren
Grofie Parameter
Startwert G0 =0,8
Anzahl der Impulse s=10
Ordnung 0=9
Identifikationshorizont T,=40s
Zeit zwischen zwei Th =4s
Identifikationshorizonten
Variation fur A =0,001
Differenzenquotienten
Abbruchbedingung I maximal 15 Iterationen
Abbruchbedingung II maximale Ableitungsordnungsénderung zwischen

zwei Iterationen kleiner als €para = 1076

Tabelle 1.4: Einstellparameter fiir die Ableitungsordnungsidentifikation basierend auf dem Gleichungsfehler

Grofle Parameter

Startwert G0 =0,8

Anzahl der N =50

Vergleichspunkte

Abstand zwischen zwei Tap=2s

Vergleichspunkten

Variation fiir A =0,001

Differenzenquotienten

Abbruchbedingung I maximal 500 Iterationen

Abbruchbedingung II maximale Ableitungsordnungsinderung zwischen

zwei Iterationen kleiner als e,rs = 107




J  Vergleich der Simulationen basierend auf
den Referenzparametern und
Identifikationsergebnissen

In diesem Abschnitt wird die Simulation der Ausgangsspannung, die mit den Referenzparame-
tern (7.6) — (7.8) erzielt wird, und den Simulationen mit den Identifikationsergebnissen (siehe
Abbildung 7.5) verglichen. Das Ergebnis ist in der Abbildung J.1 dargestellt. Dabei fallt auf, dass
sich die beiden Verldufe, die sich mit den identifizierten Parametern und der Ableitungsordnung
ergeben, nur geringfiigig von der Simulation mit den Referenzparametern unterscheiden. In der
Abbildung 7.7 ist der resultierende Fehler zwischen der Simulation mit den Referenzparametern
Uyef Und den anderen beiden Simulationen w;qgent der Ausgangsspannung

Evgl (ﬁ) ‘= Upef (t) — Ujdent (t) 01)

aufgetragen. Aus den Verldufen geht hervor, dass die Simulation mit den Parameter und Ab-
leitungsordnungen, die mit dem Verfahren basierend auf der Nullstellensuche identifiziert
wurden, einen geringeren Fehler im Bezug auf die Simulation mit den Referenzparametern
aufweist. Dies stimmt mit den Erkenntnissen zu den relativen Fehlern, die in Tabelle 7.1 ange-
geben sind, tiberein. Weiterhin ist anzumerken, dass sich die Abweichung der Simulationen
mit zunehmender Zeit nach einem Sprung im Eingangssignal aufgrund des kapazitiven Cha-
rakters des Modells und der Abweichung in den Modellparametern vergrofiert. Allerdings ist
selbst die maximale Abweichung um iiber zwei Zehnerpotenzen kleiner als die Anderung der
Ausgangsspannung.

—— Simulation (Referenzparameter) --- Simulation (Nullstellensuche)
Simulation (Gleichungsfehler)

| ] i ninial |
> 3’7575 | :,‘ E /‘,‘1 ."”.-E ; P E ",,.-- :' # P
1 : ] 1 1 : : 1 1 1
i= 3.75 - i ! Poror o } | i {
pay R R I [ ' H i 1
- : A T T B | | : |
< 03,7425 L R N B S~ | S|
......... - et el et e
3,735 T T T T ™

x T x x T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Abbildung J.1: Vergleich der Simulation mit den Referenzparametern und den Simulationen der Ausgangsspannung,
die sich mit den identifizierten Parametern p sowie Ableitungsordnung & ergeben



LIV J Vergleich der Simulationen basierend auf den Referenzparametern und Identifikationsergebnissen

—— Fehler (Nullstellensuche) - -- Fehler (Gleichungsfehler)

Evgl (t) inV

I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

tins

Abbildung J.2: Resultierenden Fehler zwischen der Simulation mit den Referenzparametern und den Simulationen
der Ausgangsspannung, die sich mit den identifizierten Parametern p sowie Ableitungsordnung &

ergeben
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