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�� *OUSPEVDUJPO

5P FYQMPJU UIF QPUFOUJBM PG MPX�DPTU IJHI UFNQFSBUVSF TVQFS�
DPOEVDUPST 	)54
 XJUI FYDFMMFOU QFSGPSNBODF <�>
 DPBUFE DPO�
EVDUPS 	$$
 UFDIOPMPHZ XBT EFWFMPQFE CBTFE PO BMM�DIFNJDBM
UIJO àMNT XJUI NVMUJMBZFS BSDIJUFDUVSFT 	J�F� QSPUFDUJWF MBZFS�
�FQJUBYJBM 3&#B�$V�0�−δ 	3&#$0
 3& = SBSF FBSUI
 MBZ�
FS�CVGGFS MBZFST
 EFQPTJUFE POUP NFUBMMJD TVCTUSBUFT <�>� *O
UIF BMM�DIFNJDBM SPVUF
 NVMUJMBZFST BSF EFQPTJUFE WJB DIFN�
JDBM TPMVUJPO EFQPTJUJPO 	$4%
 UFDIOJRVF POUP SPMMJOH�BTTJTUFE
CJBYJBMMZ�UFYUVSFE TVCTUSBUF 	3"#J54
� 5IF JO�àFME TVQFSDPO�
EVDUJOH QFSGPSNBODF PG QSJTUJOF :#B�$V�0�−δ 	:#$0
 MBZFS
JT PGUFO JOTVGàDJFOU GPS BQQMJDBUJPOT EVF UP B TUSPOH SFEVDUJPO
PG DSJUJDBM DVSSFOU 	*D
 JO BQQMJFE NBHOFUJD àFMET # = µ�)

DBVTFE CZ WPSUFY NPUJPO <�>� 5IFSFGPSF
 BSUJàDJBM QJOOJOH DFO�
UFST BSF JODPSQPSBUFE BT OBOP�TJ[FE EFGFDUT JO UIF 3&#$0
NBUSJY UP BDIJFWF UIF JNNPCJMJ[BUJPO PG WPSUJDFT
 FOIBODJOH
JO�àFME *D BT XFMM BT JUT JTPUSPQZ <�m�>� 'PS $4%�HSPXO
3&#$0 OBOPDPNQPTJUFT
 UIF QJOOJOH DFOUFST DBO CF JOUSP�
EVDFE WJB TQPOUBOFPVT TFHSFHBUJPO PG OBOPQBSUJDMFT 	JO�TJUV
BQQSPBDI <�m��>
 PS TUBSUJOH GSPN QSFGPSNFE OBOPDSZTUBMT 	FY�
TJUV BQQSPBDI <��
 ��>
� 5IF MBUUFS BQQSPBDI
 XIJDI TUBSUT GSPN
DPMMPJEBM TPMVUJPOT
 QSPNJTFT CFUUFS DPOUSPM PG UIF QBSUJDMF TJ[F
EJTUSJCVUJPO UIBO UIF VTVBM NFUIPE PG TFMG�BTTFNCMFE OBOP�
QBSUJDMFT <��m��>� $PMMPJEBM TJOHMF NFUBM PYJEF.0� OBOPDSZT�
UBMT 	. = ;S BOE )G
 XFSF VTFE àSTU <��
 ��>� 5IFJS SFBDUJPO
XJUI #B�+ MFBET UP GPSNBUJPO PG MBSHF #B.0� 	#.0
 OBO�
PQBSUJDMFT JO UIF :#$0 NBUSJY� *U DBO CF FYQFDUFE UIBU UIF
SFBDUJWJUZ PG UIF .0� OBOPDSZTUBMT DPVME CF BWPJEFE CZ VTJOH
QSFGPSNFE EPVCMF NFUBM PYJEF #.0 OBOPDSZTUBMT <��>� 8F
IBWF SFDFOUMZ TIPXO UIBU QSFGPSNFE #.0 OBOPDSZTUBMT DBO CF
JOUSPEVDFE JO :#$0 àMNT PO -B"M0� TVCTUSBUFT XJUIPVU EJT�
UVSCJOH UIFJS FQJUBYJBM HSPXUI
 XIJDI MFBET UP BO JNQSPWFNFOU
PG UIF QJOOJOH DBQBCJMJUZ CZ B GBDUPS PG UISFF <��>�

5IF HPBM PG UIJT XPSL JT USBOTGFSSJOH PVS QSFWJPVT SFTVMUT
PG UIF :#$0 OBOPDPNQPTJUF TUBSUJOH GSPN DPMMPJEBM :#$0
TPMVUJPOT PO TJOHMF�DSZTUBM TVCTUSBUFT UP MPOH�MFOHUI CVGGFSFE
3"#J54 BOE GSPN UIF MBC TDBMF UP UIF JOEVTUSJBM MFWFM
 J�F�
GBCSJDBUJPO PG MPOH�MFOHUI :#$0 OBOPDPNQPTJUF $$ WJB UIF
FY�TJUV BQQSPBDI BOE CZ BO BMM�$4% NFUIPE WJB B DPOUJOV�
PVT JOEVTUSJBM SFFM�UP�SFFM 	353
 QSPDFTT� 0QUJNJ[BUJPO PG UIF
BMSFBEZ FTUBCMJTIFE JOEVTUSJBM QSPDFTT MFE UP B ���m��� JO�
àFME *D JODSFBTF PG #B)G0� 	#)0
�BEEFE :#$0 OBOPDPN�
QPTJUF UBQFT BU UFNQFSBUVSFT CFUXFFO �� BOE �� ,� 5IF QPT�
TJCJMJUJFT PG GVSUIFS JNQSPWFNFOU BSF EJTDVTTFE CBTFE PO UIF
NJDSPTUSVDUVSF BOBMZTJT PG UIF OBOPDPNQPTJUFT�

�� &YQFSJNFOUBM TFDUJPO

���� 4ZOUIFTJT PG QSFGPSNFE #.0 OBOPDSZTUBMT

#)0 BOE #B;S0� 	#;0
 OBOPDSZTUBMT XFSF TZOUIFUJ[FE PO
BO JOEVTUSJBM TDBMF WJB B NJDSPXBWF�BTTJTUFE TPMWPUIFSNBM
NFUIPE XJUI UIF TBNF QSPDFEVSF BT EFTDSJCFE JO UIF QBUFOU
BQQMJDBUJPO 80�����������"� <��> BOE PVUMJOFE JO UIF TVQ�
QMFNFOUBSZ NBUFSJBM� 5IF NPSQIPMPHZ BOE TJ[F EJTUSJCVUJPO
	���� JOEJWJEVBM QBSUJDMFT DPVOUFE
 PG UIF OBOPDSZTUBMT JO UIF
DPMMPJEBM TVTQFOTJPO XFSF TUVEJFE CZ USBOTNJTTJPO FMFDUSPO

'JHVSF �� 5&. JNBHFT PG BHHMPNFSBUJPO�GSFF #)0 	B
 BOE #;0 	C

OBOPDSZTUBMT XJUI BWFSBHF EJBNFUFST PG ��� ± ��� ON BOE
��� ± ��� ON
 SFTQFDUJWFMZ�

NJDSPTDPQZ 	5&.
 +&0- +&.�����'4 PQFSBUFE BU ��� L7


XIJDI DPOàSNFE UIF QSFTFODF PG BHHMPNFSBUJPO�GSFF OBOP�
DSZTUBMT XJUI BWFSBHF EJBNFUFST PG ��� ± ��� ON GPS #)0
BOE ��� ± ��� ON GPS #;0
 àHVSF �� 5IFTF OBOPDSZTUBMT
TIPX QTFVEP�DVCJD TUSVDUVSF BOE XFSF TUBCJMJ[FE XJUI B QPMZ�
FUIZMFOF HMZDPM CJTQIPTQIPOBUF BDDPSEJOH UP <��>
 ZJFMEJOH UIF
DPMMPJEBMMZ TUBCMF BOE BHHMPNFSBUJPO�GSFF OBOPTVTQFOTJPOT JO
NFUIBOPM 	àHVSF 4� 	BWBJMBCMF POMJOF BU TUBDLT�JPQ�PSH�4645�
����������NNFEJB

�

���� 'BCSJDBUJPO PG UIF $$T

5IF UFNQMBUFT VTFE JO UIJT XPSL XFSF BCPVU ��� N MPOH
��NNXJEF $4%�CVGGFSFE UBQFT GSPN UIF TUBOEBSE QSPEVDUJPO
PG %FVUTDIF /BOPTDIJDIU (NC) 	%�/BOP
 (FSNBOZ

 DPO�
TJTUJOH PG �� µN UIJDL /J��BU� 8 BMMPZ 	/J�8
 3"#J54
	���� $VCF XJUIJO ��◦ NJTPSJFOUBUJPO
 DPBUFE XJUI ���m
��� FQJUBYJBM $4%�-B�;S�0� 	-;0
 BOE $4%�$F0� CVGGFS
MBZFST <��m��>� :#$0 QSFDVSTPS TPMVUJPOT XJUI ��� SFEVDFE
áVPSJOF DPOUFOU XFSF QSFQBSFE CZ EJTTPMWJOH :�QSPQJPOBUF

#B�USJáVPSPBDFUBUF
 BOE $V�QSPQJPOBUF JO BO :�#B�$V SBUJP
PG ��������� JO NFUIBOPM 	$)30."40-7
>������4JHNB�
"MESJDI
 XJUI B UPUBM NFUBM JPO DPODFOUSBUJPO PG ��� .� 'PS UIF
DPMMPJEBM #.0�BEEFE :#$0 QSFDVSTPS TPMVUJPOT
 BEFRVBUF
BNPVOUT PG OBOPTVTQFOTJPOT XFSF BEEFE UP UIF QSJTUJOF
:#$0 QSFDVSTPS TPMVUJPO UP PCUBJO B � NPM�� DPOUFOU PG
OBOPDSZTUBMT�

#PUI QSJTUJOF BOE DPMMPJEBM :#$0 QSFDVSTPS TPMVUJPOT XFSF
EFQPTJUFE PO UIF CVGGFSFE TVCTUSBUF WJB TMPU�EJF UFDIOJRVF
VTJOH UIF JOEVTUSJBM 353 FRVJQNFOU PG %�/BOP 	TFF B TDIFN�
BUJD JMMVTUSBUJPO JO TVQQMFNFOUBSZ JOGPSNBUJPO
 àHVSF 4�
� 5IF
MBZFS UIJDLOFTT XBT BEKVTUFE UP DPSSFTQPOE UP ���� ± ���� µN
àOBM :#$0 àMN� "GUFS EFQPTJUJPO BOE ESZJOH BU B UFN�
QFSBUVSF PG �� ◦$ UP FWBQPSBUF UIF TPMWFOU 	NFUIBOPM

 UIF
UBQFT XFSF TVCKFDUFE UP B UISFF�TUFQ UIFSNBM USFBUNFOU 	BT
EFTDSJCFE JO QBUFOU BQQMJDBUJPO 80�����������"� <��>
 UP
HSPX UIF FQJUBYJBM :#$0 àMN� /BNFMZ
 UIF QSPDFTT DPOTJTUFE
JO UIFSNBM EFDPNQPTJUJPO 	QZSPMZTJT
 PG UIF ESJFE MBZFS
 àSTU
IFBUJOH QSPDFTT 	UIF TP�DBMMFE OVDMFBUJPO TUFQ

 BOE B TFDPOE
IFBUJOH QSPDFTT 	HSPXUI TUFQ
� 5IF NBJO QBSBNFUFST PG UIJT
NVMUJTUFQ UIFSNBM QSPDFTT 	UJNF�UFNQFSBUVSF QSPàMFT
 QSPDFTT
BUNPTQIFSF BOE HBT FYDIBOHF DPOEJUJPOT
 XFSF PQUJNJ[FE CZ



5BCMF �� 7BMVFT PG UIF WBSJBCMFT JO FBDI MFWFM DIPTFO GPS UIF DFOUSBM DPNQPTJUF EFTJHO� NBYJNVN QSPDFTTJOH UFNQFSBUVSF 	χ�
 5

 XBUFS
NBTT áPX SBUF 	χ�
 Ṅ

 UBQF TQFFE 	χ�
 W

 UPUBM QSFTTVSF 	χ�
 1
 BOE PYZHFO DPODFOUSBUJPO 	χ�
 Y0�
�

7BSJBCMFT −αT 	−����
 −� � +� αT 	����


χ�
 5 	◦$
 5� − ���� 5� − �� 5� 5� + �� 5� + ����
χ�
 Ṅ 	H I−�
 Ṅ� − ��� Ṅ� − ��� Ṅ� Ṅ� + ��� Ṅ� + ���
χ�
 W 	N I−�
 W� − � W� − � W� W� + � W� + �
χ�
 1 	NCBS
 1� − ���� 1� − � 1� 1� + � 1� + ����
χ�
 Y0� 	NPM��
 Y� − ���� Y� − � Y� Y� + � Y� + ����

%�/BOP <��
 ��> GPS OBOPDSZTUBM GSFF :#$0� *O UIJT XPSL

TUBOEBSE QSPDFEVSFT PG %�/BOP GPS �� NN XJEF UBQFT XFSF
GPMMPXFE GPS QSJTUJOF :#$0
 XIFSFBT GPS UIF OBOPDSZTUBM�
BEEFE :#$0
 BO PQUJNJ[BUJPO PG UIF QSPDFTT QBSBNFUFST XBT
OFFEFE UP SFBDI SFBTPOBCMZ IJHI *D WBMVFT� 5IJT PQUJNJ[BUJPO
XBT DBSSJFE PVU GPS #)0�$$ POMZ� "GUFS :#$0 QSPDFTTJOH

TPNF :#$0 UBQFT XFSF $4% DPBUFE XJUI � µN UIJDL TJMWFS
MBZFST PO POF PS CPUI TJEFT�

���� 0QUJNJ[BUJPO PG OBOPDSZTUBM�BEEFE :#$0 HSPXUI

0OMZ UIF TP�DBMMFE OVDMFBUJPO TUFQ PG UIF NVMUJTUFQ UIFSNBM
QSPDFTT <��m��> XBT PQUJNJ[FE WJB UIF EFTJHO PG FYQFSJNFOUT
	%P&
 BQQSPBDI <��
 ��>� 5IVT
 UIF TFMG�àFME DSJUJDBM DVSSFOU

*D
 PG UIF DPNQMFUFMZ DPOWFSUFE :#$0 PO $4%�CVGGFSFE UBQFT
	BGUFS :#$0 QSPDFTTJOH BOE XJUIPVU B TJMWFS DPBUJOH
 XBT
DIPTFO BT UIF SFTQPOTF 	:
� 5XP UZQFT PG %P& XFSF VTFE�
OBNFMZ
 B GVMM GSBDUJPOBM GBDUPSJBM EFTJHO 	''%
 BOE B DFOU�
SBM DPNQPTJUF EFTJHO 	$$%
� 'JSTU
 B DMBTTJDBM ''% FYQFSJ�
NFOU XBT DIPTFO XJUI L = � WBSJBCMFT 	NBYJNVN QSPDFTTJOH
UFNQFSBUVSF
 UPUBM QSFTTVSF
 BOE PYZHFO DPODFOUSBUJPO
 �L = �
FYQFSJNFOUT JO UPUBM
 UP EFUFSNJOF B TVJUBCMF DFOUFS QPJOU GPS
UIF GPMMPXJOH $$% FYQFSJNFOUT XJUI L= � WBSJBCMFT 	UBCMF �
�
5IF $$% BMMPXT UIF JOEFQFOEFOU TUVEZ PG UIF FGGFDU PG FBDI
WBSJBCMF 	χJ
 J = � UP L
 BOE UIF JOUFSBDUJPO CFUXFFO WBSJ�
BCMFT UISPVHI BQQSPYJNBUJOH UIF SFTQPOTF CZ B TFDPOE�PSEFS
QPMZOPNJBM�

:= BP +
L∑

J=�

BJχJ+
L∑

J=�

BJJχ
�
J +

L−�∑

J=�

L∑

K>J

BJKχJχK. 	�


'JWF WBSJBCMFT GPS $$% IBE CFFO JEFOUJàFE BT QPUFOUJBMMZ
BGGFDUJOH UIF SFTQPOTF *D� NBYJNVN QSPDFTTJOH UFNQFSBUVSF
	χ�
 5

 XBUFS NBTT áPX SBUF 	χ�
 Ṅ

 UBQF TQFFE 	χ�
 W


UPUBM QSFTTVSF 	χ�
 1

 BOE PYZHFO QBSUJBM QSFTTVSF 	χ�
 Q0�
�
" IBMG�GSBDUJPOBM GBDUPSJBM EFTJHO XBT DIPTFO UP SFEVDF UIF
OVNCFS PG FYQFSJNFOUT GSPN �L + �L + DFOUFS QPJOU 	�� JO
UPUBM
 UP �L−� + �L + DFOUFS QPJOUT 	�� JO UPUBM

 JOWPMWJOH ��
	=�L−�
 GBDUPSJBM QPJOUT
 �� 	=�L
 BYJBM QPJOUT 	DBMMFE ATUBS
QPJOUT� BU B EJTUBODF ±αT = ±���� GSPN UIF DFOUFS QPJOU
 BOE
UISFF DFOUFS QPJOUT 	UBCMF �
� 5ISFF DFOUFS QPJOUT BSF JOUSPEVDFE
UP BTTFTT SFQSPEVDJCJMJUZ BOE SFEVDF FYQFSJNFOUBM FSSPST� 5IF
$$% FYQFSJNFOUT XFSF SVO JO SBOEPN PSEFS PO �m� N MPOH
QJFDFT DVU GSPN BCPVU ��� N MPOH QZSPMZ[FE #)0�BEEFE
:#$0 UBQFT�

���� &MFDUSJDBM DIBSBDUFSJ[BUJPO

5IF TFMG�àFME *D XBT NFBTVSFE JOEVDUJWFMZ JO MJRVJE OJUSP�
HFO BU �� , WJB DPOUJOVPVT )BMM TFOTPS UFDIOJRVF VTJOH B
5)&7"5"1&45"3 TZTUFN PWFS UIF GVMM UBQF XJEUI GPS �m� N
MPOH TBNQMFT� 5IF DPSSFTQPOEJOH DVSSFOUmWPMUBHF DVSWFT XFSF
NFBTVSFE XJUI B TUBOEBSE GPVS�QPJOU UFDIOJRVF PO SFQSFTFOU�
BUJWF
 �� DN MPOH EFGFDU�GSFF QJFDFT BMTP JO MJRVJE OJUSPHFO�
5IF FMFDUSJD àFME DSJUFSJPO GPS USBOTQPSU *D XBT � µ7 DN−��
'SPN UIFTF SFQSFTFOUBUJWF QJFDFT
 BCPVU � DN MPOH BOE �� NN
XJEF TBNQMFT DPOUBJOJOH UIF WPMUBHF UBQT 	�� NN BQBSU GSPN
POF BOPUIFS
 XFSF VTFE GPS JO�àFME USBOTQPSU NFBTVSFNFOUT BU
�� ,
 �� , BOE �� , JO NBHOFUJD àFMET VQ UP � 5 XJUI DVSSFOUT
VQ UP ��� " JO B DVTUPN�NBEF )54���� TZTUFN 	3PCFSUTPO
3FTFBSDI *OTUJUVUF
 /FX ;FBMBOE <��>
� 5IF EFQFOEFODF PG *D
PO UIF BOHMF θ CFUXFFO UIF FYUFSOBM NBHOFUJD àFME BOE UIF UBQF
OPSNBM EJSFDUJPO 	/%
XBTNFBTVSFE VOEFS NBYJNVN-PSFOU[
GPSDF DPOàHVSBUJPO 	J�F� XJUI UIF NBHOFUJD àFME QFSQFOEJDVMBS
UP UIF USBOTQPSU DVSSFOU
 XJUI B TUFQ TJ[F PG �◦ GPS àFMET BMNPTU
QBSBMMFM UP UIF TVSGBDF 	θ = ��◦m��◦
 BOE �◦ PUIFSXJTF�

���� 4USVDUVSBM BOE UFYUVSF DIBSBDUFSJ[BUJPO

5IF QIBTF DPNQPTJUJPO BOE UIF UFYUVSF PG UIF :#$0 àMNT�
BGUFS UIF PYZHFOBUJPO USFBUNFOU BOE CFGPSF UIF TJMWFS DPBUJOH�
XFSF BOBMZ[FE CZ 93% VTJOH FJUIFS B UISFF�DJSDMF 	�θ
 ω

ϕ
 #SVLFS %� &OEFBWPS EJGGSBDUPNFUFS BOE B GPVS�DJSDMF 	�θ

ω
 ϕ
 χ
 #SVLFS %� %JTDPWFSZ EJGGSBDUPNFUFS XJUI B �%
EFUFDUPS 	CPUI XJUI $V ,α SBEJBUJPO
� :#$0�T MBUUJDF QBSB�
NFUFS D XBT BTTFTTFE GSPN UIF QFBL QPTJUJPOT PG ��ℓ SFáFD�
UJPOT 	ℓ = �m��

 BOE UIF NJDSPTUSBJO εD XBT DBMDVMBUFE GSPN
UIF JOUFHSBM CSFBEUI PG :#$0 ,α� ��ℓ QFBLT GPMMPXJOH UIF
VONPEJàFE 8JMMJBNTPO�)BMM BQQSPBDI BT EFTDSJCFE CZ 4DBSEJ
FU BM <��>�

5IF UFYUVSF RVBMJUZ PG UIF FQJUBYJBM :#$0 àMNT XBT
BTTFTTFE GSPN SPDLJOH DVSWF 	ω�TDBO
 BOE ϕ�TDBO NFBTVSF�
NFOUT� 'PS UIF PVU�PG�QMBOF UFYUVSF
 UIF GVMM XJEUIT BU IBMG NBY�
JNVN 	'8).
 WBMVFT 	∆ω5% BOE∆ω3%
 PG CPUI UIF SPDLJOH
DVSWFT BSPVOE UIF USBOTWFSTF 	5%
 BOE UIF SPMMJOH EJSFDUJPO
	3%
 BSF SFQPSUFE� "U #SVLFS %�
 UIF SPDLJOH DVSWFT XFSF
NFBTVSFE BU UIF NBYJNVN QPTJUJPO PG UIF ��� QFBL
 XIFSFBT
BU #SVLFS %�
 JU XBT QPTTJCMF UP TJNVMUBOFPVTMZ NFBTVSF UIF
SPDLJOH DVSWFT PG ���
 ��� BOE ��� SFáFDUJPOT PG :#$0 BOE
BTTFTT UIF BWFSBHF BT XFMM BT UIF SPDLJOH DVSWF PG ��� SFáFD�
UJPO PG /J�8�

5IF JO�QMBOF UFYUVSF XBT DIBSBDUFSJ[FE CZ UIF '8).WBMVF
	∆ω/%
 PG UIF PSJFOUBUJPO EJTUSJCVUJPO BSPVOE UIF /%
 XIJDI



XBT BTTFTTFE GSPN UIF '8). 	∆ϕ
 WBMVFT PG ��� BOE 	���

���
 ϕ TDBOT VTJOH UIF SFMBUJPOTIJQ EFSJWFE CZ 4QFDIU FU BM
<��>�

∆ω/% = [∆ϕILM
� − (∆ω3% UBOχILM DPTϕILM)

�

− (∆ω5% UBOχILM TJOϕILM)
�]�/� 	�


XIFSF ��◦mχILM JT UIF TBNQMF UJMU GSPN UIF /% BOE ϕILM JT UIF
B[JNVUI XJUI SFTQFDU UP 3%�

5IF FQJUBYJBM GSBDUJPO 	&'
�UIF SBUJP PG FQJUBYJBM :#$0
UP UIF UPUBM BNPVOU PG NBUFSJBM JO UIF àMN�XBT BTTFTTFE CZ
DPNQBSJOH UIF TQBUJBMMZ BOE �θ�JOUFHSBUFE JOUFOTJUZ PG UIF ���
BOE ��� SFáFDUJPOT PG UIF :#$0 àMN XJUI TJNJMBS EBUB GPS B
TUBOEBSE 	J�F� ��� BOE ��� SFáFDUJPOT PG B ��� ± �� ON UIJDL
QVMTFE MBTFS EFQPTJUFE :#$0 àMN
 BT EFTDSJCFE JO EFUBJM CZ
3JLFM FU BM <��
 ��>�

���� .JDSPTUSVDUVSBM DIBSBDUFSJ[BUJPO

5IF NJDSPTUSVDUVSF PG UIF àMNT XBT TUVEJFE XJUI B $T�
DPSSFDUFE +&0- +&. �����'4 TDBOOJOH USBOTNJTTJPO FMFD�
USPO NJDSPTDPQZ 	45&.
 PQFSBUFE BU ��� L7 XJUI IJHI�BOHMF
BOOVMBS EBSL�àFME 	)""%'
 EFUFDUPS� $SPTT�TFDUJPOBM MBNFM�
MBF XFSF QSFQBSFE CZ GPDVTFE JPO CFBN JO BO '&* /PWB ���
/BOPMBC %VBM #FBN TDBOOJOH FMFDUSPONJDSPTDPQZ BOE FYUSBD�
UFE VTJOH UIF JO�TJUV MJGU�PVU QSPDFEVSF XJUI BO 0NOJQSPCF
FYUSBDUJPO OFFEMF� 5IF TPGUXBSF *NBHF+ XBT VTFE UP NFBT�
VSF UIF OBOPQBSUJDMF TJ[F EJBNFUFS EJTUSJCVUJPO JO UIF :#$0
NBUSJY GSPN TFWFSBM DSPTT�TFDUJPOBM JNBHFT� $PNQPTJUJPOBM
JOGPSNBUJPO BCPVU UIF MBZFST XBT PCTFSWFE WJB DPNCJOJOH
)""%'�45&. XJUI FOFSHZ EJTQFSTJWF Y�SBZ TQFDUSPTDPQZ
	&%9
� %FUBJMFE &%9 NBQT XFSF QFSGPSNFE PO BO '&* 5JUBO
FMFDUSPO NJDSPTDPQF PQFSBUFE BU ��� L7 BDDFMFSBUJPO WPMUBHF

FRVJQQFE XJUI BO BCFSSBUJPO DPSSFDUPS GPS UIF QSPCF�GPSNJOH
MFOT BOE XJUI B A4VQFS�9� &%9 EFUFDUPS <��>�

�� 3FTVMUT

���� 0QUJNJ[FE TFMG�àFME *D PG OBOPDSZTUBM�BEEFE $$T

"QQMZJOH UIF TUBOEBSE UIFSNBM USFBUNFOU PG %�/BOP PO
OBOPDSZTUBM�BEEFE :#$0 UBQFT
 TFMG�àFME *D WBMVFT BU �� , PG
�� ± � " GPS #)0�BEEFE BOE �� ± � " GPS #;0�BEEFE $$T
XFSF PCUBJOFE
 XIJDI BSF MPX DPNQBSFE UP UIF ��� ± �� "
PG QSJTUJOF :#$0 $$T� *O UIF QSFMJNJOBSZ ''% FYQFSJNFOUT

UIF *D XBT PQUJNJ[FE UP ��� " GPS #)0�$$ HJWJOH OFX DFOUFS
QPJOUT EJGGFSFOU GSPN UIF %�/BOP TUBOEBSE UIFSNBM USFBUNFOU�
6TJOH UIF $$% FYQFSJNFOUT 	UBCMF �

 àWF QBSBNFUFST PG UIF
TP�DBMMFE OVDMFBUJPO TUBHF PG #)0�$$ XFSF PQUJNJ[FE JO ��
FYQFSJNFOUT
 XIJDI ZJFMEFE TBNQMFT XJUI *D GSPN � UP ��� "

UBCMF 4� JO TVQQMFNFOUBSZ NBUFSJBM� 5IF �� GBDUPST 	BJ
 BJJ
 BOE
BJK
 PG UIF TFDPOE�PSEFS QPMZOPNJBM NPEFM 	UBCMF 4�
 JOEJD�
BUF UIBU NBYJNVN UFNQFSBUVSF 	χ�
 BOE UBQF TQFFE 	χ�
 BSF
UIF NPTU TJHOJàDBOU GBDUPST XJUI IJHIMZ OPO�MJOFBS SFTQPOTFT�
6TJOH UIJT NPEFM
 UIF PQUJNBM WBMVFT PG UIF WBSJBCMFT MFBEJOH
UP UIF NBYJNVN *D XFSF PCUBJOFE 	UBCMF �
�

"QQMZJOH UIF PQUJNBM DPOEJUJPOT PG UBCMF � SFTVMUFE JO
JNQSPWFE *D = ��� " PG #)0�$$� "GUFSXBSET
 UIF ��� N

5BCMF �� 5IF PQUJNBM WBMVFT MFBEJOH UP UIF NBYJNVN *D SFTQPOTF
GPS #)0�$$B�

7BSJBCMFT 0QUJNBM DPOEJUJPO

χ�
 5 	◦$
 5� − ����
χ�
 Ṅ 	H I−�
 Ṅ� + ��
χ�
 W 	N I−�
 W� + ���
χ�
 1 	NCBS
 1� + ���
χ�
 Q0� 	NPM��
 Y�

B 5IF UBCMF EPFT OPU QSFTFOU UIF DPNQMFUF JOGPSNBUJPO TIPXJOH POMZ UIF
UFOEFODJFT JO WBSJBUJPO PG QBSBNFUFST XIFO #)0 OBOPDSZTUBMT BSF BEEFE�
8F DPOTJEFS UIJT TVGàDJFOU CFDBVTF GPS TVDI B DPNQMJDBUFE QSPDFTT BT MPX
áVPSJOF NFUBM�PSHBOJD EFQPTJUJPO
 UIF SFBM EBUB BSF IJHIMZ TQFDJàD UP UIF
QBSUJDVMBS FRVJQNFOU�

MPOH QJFDF PG #)0�$$ XBT DPBUFE XJUI B TJMWFS MBZFS BOE SF�
PYZHFOBUFE� *U TIPXFE B SBUIFS VOJGPSN *D = ���± ��"XIJDI
JT DMPTF UP UIF ��� ± �� " PG UIF QSJTUJOF $$
 àHVSF �� 5IFTF
PQUJNJ[FE DPOEJUJPOT XFSF BMTP VTFE UP QSPDFTT B #;0�BEEFE
$$
 XIJDI ZJFMEFE B TPNFXIBU MPXFS *D WBMVF PG ���± �� "�

���� 'JFME BOE BOHVMBS EFQFOEFODF PG UIF DSJUJDBM DVSSFOU

5IF àFME EFQFOEFODJFT PG *D BOE DPSSFTQPOEJOH QJOOJOH GPSDF
EFOTJUJFT 	'Q

 àHVSF �
 TIPX JNQSPWFNFOU GPS UIF PQUJNJ[FE
#)0�$$ BU BMM UFNQFSBUVSFT
 XIFSFBT GPS #;0�$$ POMZ BU
IJHI UFNQFSBUVSFT 	�� ,
 BO JNQSPWFNFOU JT WJTJCMF�
*D	#
 DBO CF EFTDSJCFE XJUI UISFF EJTUJODU SFHJPOT� B MPX�

àFME QMBUFBV VQ UP UIF TP�DBMMFE BDDPNNPEBUJPO àFME #
∗


 B
QPXFS�MBX EFQFOEFODF *D ∼ #−α BU NFEJVN àFMET
 BOE B SBQJE
EFDSFBTF PG *D UPXBSET UIF JSSFWFSTJCJMJUZ àFME #JSS� "U �� ,

POMZ UIF QPXFS�MBX SFHJPO XBT PCTFSWBCMF EVF UP MJNJUBUJPOT JO
USBOTQPSU DVSSFOU BOE NBHOFUJD àFME� 5IF EBUB PO BDDPNNPE�
BUJPO àFME #

∗

	EFUFSNJOFE BT *D (#∗) = �.� · *D�
 BOE UIF FYQP�
OFOU α PG UIF QPXFS MBX SFHJPO BTTFTTFE GSPN UIF NPTU MJOFBS
	CFTU χ�
 QPSUJPO JO UIF EPVCMF MPHBSJUINJD QMPUT PG àHVSF �	B

BSF QSFTFOUFE JO UBCMF ��

'JUUJOH UIF 'Q DVSWFT OPSNBMJ[FE UP C = #�#NBY SBUIFS
UIBO #�#JSS
 XIFSF #NBY JT UIF àFME BU XIJDI 'Q JT NBY�
JNVN
 XJUI B TJOHMF HFOFSBMJ[FE %FX�)VHIFT GVODUJPO
'Q ∼ 	Q�R
R × CQ			Q + R
�Q
 − C
R ZJFMEFE Q WBMVFT JO UIF
SBOHF ����m���
 J�F� Q∼ ��� 	UBCMF 4� JO TVQQMFNFOUBSZ NBUFS�
JBM
 UBLJOH JOUP BDDPVOU UIF FYUSB MPX�àFME DPOUSJCVUJPO BOE
NJTTJOH IJHI�àFME EBUB� 5IF R WBMVFT BSF JO NPTU DBTFT VOQIZT�
JDBMMZ MBSHF EVF UP NJTTJOH EBUB OFBS #JSS BOE PWFSFTUJNBUFE
*D WBMVFT EVF UP MBSHF DSFFQ FGGFDUT 	TNBMM O WBMVFT
� 0OMZ
GPS #)0�$$ BU �� , UIF BOBMZTJT ZJFMEFE B SFBTPOBCMF WBMVF
R = ���
 J�F� ∼� TVHHFTUJOH UIBU UIF NBJO QJOOJOH DPOUSJCV�
UJPO DBO CF SFMBUFE UP TVSGBDF QJOOJOH XJUI 	Q
 R
 = 	���
 �
�
$PNQBSJTPO PG TVDI B UFTU GVODUJPO XJUI UIF EBUB GPS #)0�$$
JT TIPXO JO MPHBSJUINJD QMPU PG àHVSF �� 5IF BEEJUJPOBM QJO�
OJOH DPNQPOFOU BU MPX àFMET
 NBSLFE XJUI BO BSSPX
 JT DMFBSMZ
SFDPHOJ[BCMF BT EFWJBUJPO GSPN UIF %FX�)VHIFT EFQFOEFODF
XJUI 	Q
 R
 = 	���
 �
�

5IF USFOE PG UIF JSSFWFSTJCJMJUZ àFMET IBT CFFO FTUJNBUFE CZ
UIF ,SBNFS àFME
 J�F� CZ B MJOFBS FYUSBQPMBUJPO JO NFEJVN�UP�
IJHI àFMET PG UIF ,SBNFS GVODUJPO +D���#���� UP [FSP
 UBCMF ��



'JHVSF �� 5IF JOEVDUJWF TFMG�àFME *D NFBTVSFE BMPOH ��� N MPOH QJFDFT PG QSJTUJOF $$
 #)0�$$
 BOE #;0�$$ BGUFS TJMWFS DPBUJOH BOE
SF�PYZHFOBUJPO�

'JHVSF �� 	B
 'JFME EFQFOEFODF PG *D BU ��
 �� BOE �� , 	BU �� ,
 UIF NFBTVSFNFOUT XFSF EPOF POMZ JO NBHOFUJD àFMET ) � ��� 5 EVF UP
MJNJUBUJPOT PG UIF DVSSFOU TPVSDF
� 1JOOJOH GPSDF EFOTJUZ WFSTVT NBHOFUJD àFME JO MJOFBS TDBMF
 BU 	C
 �� ,
 	D
 �� , BOE 	F
 �� ,�

5IF TBNF USFOE JT WJTJCMF JO UIF *D = �� " EBUB QPJOUT JO
àHVSF �	B
�

5IF EFQFOEFODF PG UIF USBOTQPSU *D PO UIF BOHMF θ CFUXFFO
UIF EJSFDUJPO PG NBHOFUJD àFME BOE UIF UBQF /% BU �� BOE
�� ,
 àHVSF �
 TIPXT B TUSPOH EFDSFBTF JO UIF *D BOJTPUSPQZ

*D	#]]BC
�*D	#]]D
 PG UIF OBOPDPNQPTJUFT 	∼�
 DPNQBSFE UP UIF
QSJTUJOF TBNQMF 	∼�

 UBCMF �� 5IF #;0�$$ TBNQMF TIPXT
B MPXFS *D JO UIF XIPMF BOHVMBS SBOHF� 5IF BC�QFBL GPS UIF
OBOPDPNQPTJUF àMNT JT TPNFXIBU CSPBEFS UIBO GPS UIF QSJTUJOF
TBNQMF�



5BCMF �� "DDPNNPEBUJPO àFME #
∗

BOE QPXFS�MBX FYQPOFOU α
FYUSBDUFE GSPN *D	#

 àHVSF �	B

 JO UIF HJWFO àFME SBOHF� 5IF α
WBMVFT XFSF FYUSBDUFE JO UIF NPTU MJOFBS SFHJPO� 5IF FSSPS CBST BSF
∼� N5 GPS )∗ BOE ∼����
 �����
 BOE ����� GPS α BU �� ,
 �� ,
 BOE
�� ,
 SFTQFDUJWFMZ�

�� , �� , �� ,

4BNQMF
#

∗

	N5

α

	���m��� 5

#∗

	N5

α

	���m��� 5

α

	���m��� 5


1SJTUJOF �� ���� �� ����� ����
#)0�$$ �� ���� ��� ���� ����
#;0�$$ �� ���� ��� ���� ����

'JHVSF �� 1JOOJOH GPSDF EFOTJUZ PG #)0�$$ WFSTVT NBHOFUJD àFME
BU �� , JO MPHBSJUINJD TDBMF XJUI àUUFE DVSWF�

���� 4USVDUVSBM JOWFTUJHBUJPO

������ 1IBTF DPNQPTJUJPO� 5IF 93% θ��θ TDBOT PG BMM UISFF
$$ TBNQMFT
 àHVSF �
 BSF EPNJOBUFE CZ UIF ��ℓ SFáFDUJPOT PG
:#$0 BT XFMM BT UIF QFBLT DPSSFTQPOEJOH UP UIF /J�8 TVC�
TUSBUF BOE UIF -;0 CVGGFS MBZFS� "NPOH UIF MJOFT XJUI TNBMMFS
JOUFOTJUZ
 XF àSTU NFOUJPO 	���
 ���
 ���
 QFBLT 	�θ = ����◦m
����◦
 DPSSFTQPOEJOH UP SBOEPNMZ PSJFOUFE :#$0 BOE NBKPS
MJOFT PG /J80� BOE /J0� 0UIFS MJOFT DBO CF BUUSJCVUFE UP
:�0�
 :�$V�0�
 #B	0
'
�
 #)0�#;0
 BOE:�#B�$V�0�� 	:�
���
� 5IF QSFTFODF PG UIFTF TFDPOEBSZ QIBTFT JT DPOàSNFE CZ
45&.�&%9 BOBMZTJT 	TFF CFMPX
� 'JHVSF � TIPXT UIF QPSUJPOT
PGNFBTVSFE �% QBUUFSOT UIBU QBSUMZ JMMVTUSBUF UIF FQJUBYJBM 	PVU�
PG�QMBOF
 SFMBUJPOTIJQT CFUXFFO :#$0 BOE PUIFS QIBTFT� *U
TIPXT UIBU :�0� QBSUJDMFT BSF QSFTFOU JO UIF QSJTUJOF :#$0
$$ CPUI BT UFYUVSFE POFT 	B TIPSU CSJHIU BSD PO UIF ��� SJOH
TNBMMFS UIBO UIF ��� BSD PG -;0 JO UIF �%�QBUUFSO BOE TUSPOH
��� SFáFDUJPO JO UIF �%�93% QBUUFSO
 BOE
 QPTTJCMZ
 BT SBO�
EPNMZ PSJFOUFE POFT 	B DPOUJOVPVT ��� SJOH JO UIF �% QBUUFSO
BOE TNBMM JOUFOTJUZ ��� QFBL JO UIF �% 93% QBUUFSO OFYU UP
��� QFBL PG -;0
�

*U JT BMTP DMFBS GSPN àHVSF � UIBU UIF PVU�PG�QMBOF UFYUVSF JT
BMNPTU UIF TBNF GPS :#$0
 :���� QIBTF BOE :�0� BOE MPPLT
TIBSQFS UIBO UIBU PG -;0 	TFF BMTP UBCMF � CFMPX
� *O UIF #)0�
$$ BOE #;0�$$
 POMZ DPOUJOVPVT BOE VOJGPSN ��� BOE ���
SJOHT PG #)0 BOE #;0 BSF TFFO TVHHFTUJOH UIBU #)0 BOE
#;0 OBOPQBSUJDMFT BSF NPTUMZ SBOEPNMZ PSJFOUFE� 5IF NPTU
QSPOPVODFE EJGGFSFODF UP UIF QBUUFSO PG UIF QSJTUJOF TBNQMF JT
UIF TUSPOH SFEVDUJPO JO JOUFOTJUJFT PG :�0� QFBLT 	�θ ≈ ��◦


��◦ BOE ��◦
 JO UIF QBUUFSOT PG UIF OBOPDPNQPTJUF $$T� 5IF
BNPVOU PG SBOEPN :#$0 JT BMNPTU VOBGGFDUFE CZ UIF BEEJUJPO
PG #)0 BOE #;0 	���
���
 ��� QFBLT BMNPTU UIF TBNF

 CVU
UIF OVNCFS PG BC�HSBJOT TMJHIUMZ JODSFBTFT GSPN ����� PG ���
JO UIF QSJTUJOF $$ UP ����� 	#)0�$$
 BOE ���� 	#;0�$$
�
5IF BNPVOUT PG :���� BOE #B	0
'
� BSF MPXFS JO UIF #)0�$$
BOE #;0�$$ UIBO JO UIF QSJTUJOF $$�

������ -BUUJDF QBSBNFUFS
 NJDSPTUSBJO
 UFYUVSF DIBSBDUFSJ[BUJPO

BOE &' PG :���� QIBTF� 5IF JODPSQPSBUJPO PG #)0 PS
#;0 OBOPDSZTUBMT JO UIF :#$0 NBUSJY SFTVMUT JO B TJHOJàD�
BOU JODSFBTF JO UIF :#$0 MBUUJDF QBSBNFUFS D
 B SBUIFS NPE�
FSBUF DIBOHF JO JUT NJDSPTUSBJO εD
 BOE OP DIBOHF 	XJUIJO UIF
FSSPS
 JO UIF BWFSBHF DSZTUBMMJUF TJ[F -� BMPOH UIF D�BYJT
 UBCMF ��
5IF MBUUJDF QBSBNFUFS D JT TFOTJUJWF UP UIF PYZHFO DPOUFOU JO
:#B�$V�0�−δ 	TFF
 F�H� <��>

 BOE UIF NJDSPTUSBJO εD DBO CF
BGGFDUFE CZ UIF IPNPHFOFJUZ JO PYZHFO EJTUSJCVUJPO XJUIJO UIF
:#$0 MBZFS� 5P DIFDL UP XIBU FYUFOU UIFTF FGGFDUT NBZ DPO�
USJCVUF UP UIF EJGGFSFODF JO D BOE εD
 BMM UISFF TBNQMFT XFSF
QPTU�BOOFBMFE JO � CBS QVSF PYZHFO BU ��� ◦$�"U UIJT UFNQFSBU�
VSF
 UIF PYZHFOBUJPO JT TMVHHJTI 	QBSUJDVMBSMZ
 JO #)0�$$ BOE
#;0�$$ <��>
 BOE VTVBM DPPMJOH SBUFT∼ � ◦$ T−� GVMMZ àY UIF
PYZHFO EJTUSJCVUJPO JO UIF :#$0 NBUSJY� 5IFTF FYQFSJNFOUT
SFWFBMFE OP DIBOHFT JO D BOE εD XJUI JODSFBTJOH PYZHFOBUJPO
UJNF GSPN �� UP ��� I
 TVHHFTUJOH UIBU UIF EJGGFSFODFT JO D BOE
εD SFQPSUFE JO UBCMF � BSF EVF UP UIF BEEJUJPO PG OBOPDSZTUBMT�

*O #)0�$$
 UIF PVU�PG�QMBOF UFYUVSF ∆ω PG UIF :#$0
MBZFS JT �� ± �� XPSTF UIBO JO UIF QSJTUJOF $$
 XIFSFBT UIF
JO�QMBOF UFYUVSF JT OPU BGGFDUFE 	UBCMF �
� *O #;0�$$
 ∆ω JT
BMTP XPSTF UIBO JO UIF QSJTUJOF $$
 CVU UIF FGGFDU JT BOJTPUSPQJD
	�� ± �� GPS ∆ω5% BOE � ± �� GPS ∆ω3%
� "O JNQPSUBOU
EJGGFSFODF CFUXFFO #)0�$$ BOE #;0�$$ JT B TJHOJàDBOUMZ
XPSTF JO�QMBOF UFYUVSF JO UIF #;0�$$ PG �� ± ��� %FTQJUF
PG UIF XPSTF UFYUVSF
 UIF &' JO UIF OBOPDSZTUBM�BEEFE $$T JT
XJUIJO UIF FSSPS UIF TBNF BT JO UIF QSJTUJOF $$�

5IF UFYUVSF DIBSBDUFSJTUJDT PG /J�8 TVCTUSBUF BOE -;0 CVG�
GFS MBZFS NFBTVSFE PO UIF TBNF TBNQMFT BOE DPSSFDUFE GPS
BCTPSQUJPO FGGFDUT BSF BMTP TIPXO JO UBCMF �� $PNQBSFE UP UIF
-;0 UFNQMBUF
 UIF PVU�PG�QMBOF UFYUVSF PG :#$0 JT JNQSPWFE
CZ ∼��� JO UIF QSJTUJOF $$ BOE CZ ∼��m��� JO UIF #)0�
$$ BOE #;0�$$� UIF JO�QMBOF UFYUVSF JT UIF TBNF BT JO -;0
	QSJTUJOF $$ BOE #)0�$$
 PS XPSTF 	#;0�$$
� *U JT JNQPSU�
BOU UP OPUF B SBUIFS IJHI TBNQMF�UP�TBNQMF JSSFQSPEVDJCJMJUZ
	��m��
 JO ∆ω3% BOE ∆ω/% WBMVFT GPS OBOPDSZTUBM�BEEFE
:#$0$$T DPNQBSFE UP ����� TDBUUFS JO∆ω GPS UIF UFNQMBUF�
*U JT
 UIVT
 MJLFMZ UIBU UIF MBSHFS TDBUUFS JO ∆ω3% BOE ∆ω/%

SFQPSUFE JO UBCMF � JT EVF UP UIF BEEJUJPO PG #)0 BOE #;0
OBOPDSZTUBMT�

������ /BOPDPNQPTJUF NJDSPTUSVDUVSF� "T PCTFSWFE JO
)""%'�45&. JNBHFT
 UIF QSJTUJOF $$ 	àHVSFT �	B
m	D

DPOUBJOT ∼�� WPM�� TFDPOEBSZ QIBTF QBSUJDMFT JO UIF XIPMF
:#$0 NBUSJY
 XIJDI JT SPVHIMZ DPOTJTUFOU XJUI UIF &' ∼ ��
	XU
 � GSPN 93% 	UBCMF �

 BT UIF NBTT EFOTJUJFT PG NBKPS
TFDPOEBSZ QIBTFT BSF SBUIFS TJNJMBS BOE UIF FSSPST JO CPUI
NFUIPET BSF ∼��� 5IF TFDPOEBSZ QIBTF QBSUJDMFT BOE QPSFT
BSF OPO�VOJGPSNMZ EJTUSJCVUFE BDSPTT UIF àMN UIJDLOFTT� 5IF



5BCMF �� #NBY BOE 'NBY
Q 	àHVSF �

 ,SBNFS àFME #L
 BOE *D BOJTPUSPQZ 	àHVSF �
 BU �� , BOE �� ,�

#NBY 	5
 'NBY
Q 	(/ N−�
 #L 	5
 *D 	θ = ��◦
�*D 	θ = �◦


4BNQMF �� , �� , �� , �� , �� , �� , �� ,

1SJTUJOF � ��� ��� ���� ��� ��� ���
#)0�$$ ��� ���� ��� ���� ��� ��� ���
#;0�$$ ��� ���� ��� ���� ��� ��� ���

'JHVSF �� "OHVMBS EFQFOEFODF PG *D JO BO FYUFSOBM NBHOFUJD àFME PG � 5 BU �� BOE �� ,�

'JHVSF �� θ��θ TDBO 	JO MPHBSJUINJD JOUFOTJUZ TDBMF
 GPS UIF QSJTUJOF $$
 #)0�$$
 BOE #;0�$$� *OEFYJOH PG QFBLT JT CBTFE PO UIF EBUB
GSPN <��> GPS :���� BOE GSPN 1PXEFS EJGGSBDUJPO àMF 	1%'
 GPS #B	0
'
� 	1%' �������

 :�0� 	1%' �������

 :�$V�0� 	1%' �������


/J80� 	1%' �������

 /J0 	1%' �������
�



'JHVSF �� �% 93% QBUUFSOT PG 	B
 QSJTUJOF $$
 	C
 #)0�$$
 	D
 #;0�$$ BOE DPSSFTQPOEJOH �% QBUUFSOT 	JO MPHBSJUINJD JOUFOTJUZ TDBMF

PCUBJOFE CZ JOUFHSBUJPO PG �% QBUUFSOT PWFS B[JNVUIBM BOHMF γ� 5IF QBUUFSOT JMMVTUSBUF QSFTFODF PG CJBYJBMMZ UFYUVSFE BOE QPTTJCMZ SBOEPNMZ
PSJFOUFE :�0�� %BTIFE MJOFT JO UIF �% QBUUFSOT BSF ESBXO UP JMMVTUSBUF FQJUBYJBM 	PVU�PG�QMBOF
 SFMBUJPOTIJQT CFUXFFO :#$0 BOE PUIFS QIBTFT�

5BCMF �� :#$0 MBUUJDF QBSBNFUFS D
 NJDSPTUSBJO 	εD
 BOE UIF
DSZTUBMMJUF TJ[F -� BMPOH UIF D�BYJT BTTFTTFE GSPN MJOF CSPBEFOJOH
FGGFDUT
 PG QSJTUJOF BOE OBOPDSZTUBM�BEEFE :#$0 $$T 	OVNCFST JO
QBSFOUIFTFT TIPX UIF FSSPS JO UIF MBTU EJHJU
� 5IF EBUB SFQSFTFOU
BWFSBHF WBMVFT PG BU MFBTU UISFF NFBTVSFNFOUT�

D 	ª
 εD 	�
 -� 	ON


1SJTUJOF ������� 	�
 ����� 	�
 ��� 	��

#)0 ������� 	�
 ����� 	�
 ��� 	��

#;0 ������� 	�
 ����� 	��
 ��� 	��


5BCMF �� 0VU�PG�QMBOF 	∆ω5% BOE∆ω3%


 BOE JO�QMBOF 	∆ω/%

UFYUVSF TIBSQOFTT 	'8). WBMVFT

 BOE FQJUBYJBM GSBDUJPO 	&'
 PG
QSJTUJOF BOE OBOPDSZTUBM�BEEFE :#$0 $$T
 VOEFSMZJOH CVGGFS
	-;0�$F0�
 BOE /J�8 	OVNCFST JO QBSFOUIFTFT TIPX UIF FSSPS JO
UIF MBTU EJHJU	T

� 5IF EBUB SFQSFTFOU BWFSBHF WBMVFT PG BU MFBTU UISFF
NFBTVSFNFOUT�

∆ω5% 	◦
 ∆ω3% 	◦
 ∆ω/% 	◦
 &' 	�


1SJTUJOF $$ ���� 	�
 ���� 	�
 ���� 	�
 �� 	�

#)0�$$ ���� 	�
 ���� 	��
 ���� 	��
 �� 	�

#;0�$$ ���� 	�
 ���� 	��
 ���� 	��
 �� 	�

-;0�$F0� ���� 	�
 ���� 	��
 ���� 	�
 �� 	�
B

/J�8 ���� 	�
 ���� 	��
 ���� 	��
 ���� 	�
C

&#4% SFTVMUT� B � $VCF�JOEFYFE�
C � $VCF PSJFOUFE 	���◦ NJTPSJFOUBUJPO GSPN /%
�

QBSUJDMFT BSF CJHHFS JO UIF VQQFS QBSU 	∼��� ON BWFSBHF EJB�
NFUFS
 UIBO JO UIF MPXFS QBSU 	∼�� ON
 PG UIF :#$0 àMN�
4PNF QPSPTJUZ 	∼��
 JT QSFTFOU UISPVHIPVU UIF :#$0 àMN
	BHBJO FTQFDJBMMZ JO UIF VQQFS QBSU
� )JHIFS�NBHOJàDBUJPO

JNBHFT 	àHVSFT �	C
 BOE 	D

 TIPX UIBU UIF TFDPOEBSZ QIBTF
QBSUJDMFT BSF TVSSPVOEFE CZ QMBOBS EFGFDUT� 5IF &%9 NBQT PG
UIF QSJTUJOF $$ 	àHVSF �	B

 TIPX QSFTFODF PG :�0� 	NBSLFE
XJUI EBTIFE MJOF
� #B	0
'
� BOE :�$V�0� BSF BMTP PCTFSWFE
WJB EFUBJMFE &%9 NBQT JO àHVSF 4�� :���� JODMVTJPOT PG VQ
UP ��� ON JO EJBNFUFS XFSF BMTP TFFO QBSUJDVMBSMZ JO UIF VQQFS
QBSUT PG UIF àMN BT JEFOUJàFE CZ UIF DIBOHF JO MBUUJDF TQBDJOH
PCTFSWFE JO UIF )""%'�45&. JNBHF 	àHVSF 4�
� 5IVT
 UIF
SFTVMUT PG 5&. QIBTF BOBMZTJT BSF RVBMJUBUJWFMZ DPOTJTUFOU XJUI
UIF SFTVMUT PG 93% TUVEJFT 	àHVSFT � BOE �
�

5IF )""%'�45&. JNBHFT BOE &%9 NBQT GPS #)0�$$
BOE #;0�$$ BMTP TIPX UIF SFTVMUT DPOTJTUFOU XJUI UIF 93%
EBUB PO QIBTF DPNQPTJUJPO� :�0� JT OPU PCTFSWFE JO UIF &%9
NBQT 	àHVSFT �	C
 BOE 	D

 PG OBOPDSZTUBM�BEEFE $$T� #PUI
#)0�$$ BOE #;0�$$ IBWF B OPUJDFBCMZ TNBMMFS BNPVOU PG
#B	0
'
� UIBO UIF QSJTUJOF $$ XIJMF UIF BNPVOU PG :�$V�0�

JT TJNJMBS JO BMM àMNT�
"CTFODF PG :�0� QBSUJDMFT JO #.0�$$T JOEJDBUFT UIFJS

JOUFSBDUJPO XJUI #.0� 5IF EFUBJMFE &%9 NBQT IBWF CFFO
EPOF 	àHVSF 4�
� "O FYBNQMF GPS #;0�$$ JT TIPXO JO
àHVSF ��� -JOF TDBOT BDSPTT UIF ;S�SJDI QBSUJDMFT DMFBSMZ TIPX
UIBU : JT EJTTPMWFE JO #;0 OBOPQBSUJDMFT�

*O CPUI #)0�$$ BOE #;0�$$
 UIF #.0 OBOPQBSUJDMFT
BSF VOJGPSNMZ EJTUSJCVUFE XJUIPVU BOZ TJHO PG PSEFSJOH
 CVU
TJHOJàDBOU DPBSTFOJOH JT PCTFSWFE XJUI UIF BWFSBHF QBSUJDMF
EJBNFUFS 〈E〉 JODSFBTFE UP �� ON GPS #)0 BOE �� ON
GPS #;0
 CPUI XJUI B NFBO TRVBSF EFWJBUJPO σE = � ON
	DG àHVSF ��
�

1MBOBS EFGFDUT 	J�F� TUBDLJOH GBVMUT
 4'T
 DBO CF TFFO JO BMM
UISFF $$T 	àHVSFT �	D

 	G

 BOE 	J


 XIFSF 4'T BSF PG EJGGFSFOU
MFOHUI
 NPTUMZ PG ��m�� ON
 SBSFMZ VQ UP ��� ON�



'JHVSF �� )""%'�45&. JNBHFT PG QSJTUJOF $$ 	B
m	D

 #)0�$$ 	E
m	G

 BOE #;0�$$ 	H
m	G
� 5IF OBOPDSZTUBM�BEEFE $$T TIPX B
IPNPHFOFPVT EJTUSJCVUJPO PG OBOPQBSUJDMFT� " TJNJMBS BNPVOU PG TFDPOEBSZ QIBTF QBSUJDMFT BOE QPSFT BSF WJTJCMF JO BMM UIF $$T
 CFJOH NPSF
GSFRVFOU JO UIF VQQFS IBMG PG UIF $$T
 BT XFMM BT B IJHI DPODFOUSBUJPO PG QMBOBS EFGFDUT�

'JHVSF �� 45&. JNBHFT BOE DPSSFTQPOEJOH FMFNFOUBM NBQT
 PG 	B
 QSJTUJOF $$
 	C
 #)0�$$ BOE 	D
 #;0�$$ PCUBJOFE WJB &%9 NBQQJOH�
5IF DPMPS DPEF JT SFE GPS :
 HSFFO GPS #B
 BOE CMVF GPS $V�



'JHVSF ��� 	B
 $PNQPTJUF JNBHF PG )""%'�45&. BOE FMFNFOUBM :
 ;S
 BOE #B &%9 NBQT PG B DSPTT�TFDUJPOBM #;0�$$� 	C
 &%9 MJOF
QSPàMF PG :
 ;S
 #B
 BOE $V GSPN UIF MJOF TDBO BDSPTT ;S�SJDI QBSUJDMFT� /P : TJHOBM ESPQ JT PCTFSWFE
 TIPXJOH B DMFBS FWJEFODF PG : JO UIF
;S�SJDI QBSUJDMFT� #B DPODFOUSBUJPO JT OPU FRVBM UP : CFDBVTF PG PWFSMBQQJOH WPMVNF BOE RVBOUJàDBUJPO FSSPS�

'JHVSF ��� 4J[F EJTUSJCVUJPO PG OBOPQBSUJDMFT JO #;0�$$ BOE
#)0�$$ NFBTVSFE GSPN )""%'�45&. DSPTT�TFDUJPOBM JNBHFT�
#)0 OBOPQBSUJDMFT IBWF BO BWFSBHF EJBNFUFS 〈E〉 PG �� ON BOE
#;0 OBOPQBSUJDMF IBWF 〈E〉= �� ON
 CPUI XJUI TUBOEBSE EFWJBUJPO
σ = � ON�

�� %JTDVTTJPO

5IJT XPSL BJNFE BU USBOTGFSSJOH UIF GBCSJDBUJPO PG BMM�$4%
:#$0 OBOPDPNQPTJUFT TUBSUJOH GSPN DPMMPJEBM QSFDVSTPS TPMV�
UJPOT GSPN TJOHMF�DSZTUBM TVCTUSBUFT UP MPOH�MFOHUI CVGGFSFE
3"#J54 BOE GSPN UIF MBC TDBMF UP UIF JOEVTUSJBM MFWFM� 0QUJN�
J[JOH UIF QSPDFTT QBSBNFUFST PG POMZ UIF OVDMFBUJPO TUFQ
 XF
XFSF BCMF UP SFBDI UIF TFMG�àFME *D 	��,
 UIBU DPOTUJUVUFT ����
	#)0�$$
 BOE ���� 	#;0�$$
 PG UIF QSJTUJOF�$$ *D WBM�
VFT� 8F TUSFTT UIBU UIF EJGGFSFODF CFUXFFO UIF FGGFDUT PG #;0
BOE #)0 OBOPDSZTUBM BEEJUJPOT NBZ OPU CF JOUSJOTJD CVU TUFN
GSPN UIF GBDU UIBU UIF PQUJNJ[BUJPO XBT EPOF GPS UIF #)0�$$

BOE UIF QSPDFTT QBSBNFUFST UIVT PCUBJOFE XFSF BMTP VTFE GPS

UIF #;0�$$� *O HFOFSBM
 XF NBZ DPODMVEF UIBU UIF PQUJNJ[B�
UJPO TUSBUFHZ DIPTFO CBTFE PO UIF FBSMJFS SFTVMUT <��
 ��> XBT
DPSSFDU�

0O UIF PUIFS IBOE
 UIF QPTJUJWF FGGFDUT PG BEEJOH OBOPDSZT�
UBMT BSF NVDI MFTT QSPOPVODFE UIBO JO UIF DBTF PG TJOHMF�DSZTUBM
TVCTUSBUFT� *O PVS TUVEJFT PG :#$0 OBOPDPNQPTJUF àMNT PO
-B"M0� <��>
 UIF PCTFSWFE +D	��
 TG 
 XFSF ��� IJHIFS JO CPUI
#)0� BOE #;0�BEEFE :#$0 àMNT
 BOE JO IJHI àFMET 	�� 5

+D JODSFBTFE CZ B GBDUPS PG UISFF 	#)0�BEEFE
 BOE UXP 	#;0�
BEEFE
� *O UIF DVSSFOU TUVEZ
 #)0�$$ BOE #;0�$$ TIPX B
SBUIFS NPEFSBUF JODSFBTF 	∼�� BOE ���
 JO *D BU �� , BOE
IJHI àFMET 	�� 5

 XIJDI CFDPNFT MFTT QSPOPVODFE 	�� BOE
��� JO #)0�$$
 PS FWFO EJTBQQFBST 	JO #;0�$$
 BU �� ,
BOE �� ,� #FMPX XF EJTDVTT UIF QPTTJCMF SFBTPOT GPS TVDI B
NPEFTU JNQSPWFNFOU BOE QPTTJCMF XBZT UP FOIBODF UIFTF QPT�
JUJWF FGGFDUT�

���� /PO�PQUJNJ[FE QJOOJOH MBOETDBQF

5IF QSPDFTTJOH PG UIF QSJTUJOF $$ BOE
 IFODF
 JUT NJDSPTUSVD�
UVSF XFSF BMSFBEZ PQUJNJ[FE XJUI SFTQFDU UP TFMG�àFME QFSGPSN�
BODF BU ��, <��
 ��>� #FDBVTF PG UIF PWFSBMM OPOTUPJDIJPNFUSJD
:���#B���$V���0Y DPNQPTJUJPO BOE VOàOJTIFE SFBDUJPO 	QSFT�
FODF PG #B	0
'
�

 JU DPOUBJOT SBUIFS TNBMM 	��m��� ON
 TFD�
POEBSZ QIBTF QBSUJDMFT 	:�0� BOE :�$V�0�
 BOE B SBUIFS MBSHF
EFOTJUZ PG 4'T 	àHVSF �
� 5IFTF EFGFDUT BSF QPTTJCMZ UIF NBKPS
SFBTPO XIZ UIF BEEJUJPO PG � NPM�� #)0 PS #;0 OBOPDSZT�
UBMT HJWFT TNBMMFS FGGFDUT PO UIF $$ UFNQMBUFT UIBO PO -B"M0�

<��>� *OEFFE
 UIF NJDSPTUSBJO ε≈ ����� JO UIF QSJTUJOF :#$0�
$$ JT BMSFBEZ SBUIFS MBSHF 	DPNQBSFE UP≈����� JO UIF QSJTUJOF
:#$0 PO -B"M0�
 BOE POMZ TMJHIUMZ JODSFBTFT UP ε ≈ �����
JO #)0�$$ BOE #;0�$$ 	UBCMF �
�

5IF BDDPNNPEBUJPO àFME BU �� , PG UIF QSJTUJOF $$

#∗ = ��± �N5 	UBCMF �

 JT NPSF UIBO POF PSEFS PG NBHOJUVEF
MBSHFS UIBO UIBU PG UIF QSJTUJOF :#$0 PO -B"M0� BOE UXJDF BT
MBSHF BT JO � NPM�� #)0�BEEFE :#$0 PO -B"M0�� "EEJOH



5BCMF �� 4VNNBSZ PG UIF BWFSBHF TJ[F EJBNFUFS PG UIF OBOPDSZTUBMT JO UIF DPMMPJEBM TPMVUJPO BOE UIF QBSUJDMFT JO :#$0 NBUSJY PO /J�8 BOE
-B"M0� TVCTUSBUFT BOE JUT DBMDVMBUFE DPBSTFOJOH GBDUPS�

:#$0 PO /J�8 :#$0 PO -B"M0� <��>

#;0 #)0 #;0 #)0

/BOPDSZTUBMT ��� ± ��� ON ��� ± ��� ON ��� ± ��� ON ��� ± ��� ON
1BSUJDMFT �� ± � ON �� ± � ON �� ± � ON � ± � ON

� NPM�� PG OBOPDSZTUBMT 	��� WPM�� #;0 PS ��� WPM�� #)0

JODSFBTFT #∗ 	�� ,
 TVHHFTUJOH GVSUIFS JODSFBTF JO UIF EFOTJUZ
PG QJOT GBWPSBCMF JO UIF MPX�àFME SBOHF� 5IJT JT BMTP PCTFSWBCMF
CZ UIF BEEJUJPOBM QJOOJOH DPNQPOFOU JO 'Q	#
 BU BSPVOE ��� 5

SFDPHOJ[BCMF BT TIPVMEFS UP UIF NBJO 'Q DPNQPOFOU BOE NPTU
QSPNJOFOU BU �� , GPS #)0�$$ 	àHVSF �
�

%FTQJUF PG UIF JNQSPWFE QJOOJOH JO UIF MPX�àFME SBOHF
 UIF
TFMG�àFME *D PG #.0�BEEFE $$ BSF OPUJDFBCMZ TNBMMFS UIBO JO
UIF QSJTUJOF $$
 XIJDI DBOOPU CF SFMBUFE UP TNBMMFS 5D 	BDDPSE�
JOH UP <��>
 5D PG GVMMZ PYZHFOBUFE #)0�$$ JT IJHIFS UIBO UIBU
PG QSJTUJOF $$
 BOE NPTU MJLFMZ JT EVF UP UIF XPSTF UFYUVSF PG
#)0�$$ BOE #;0�$$ 	UBCMF �
�

5IF EBUB PO UIF QPXFS MBX FYQPOFOU α 	UBCMF �
 TVHHFTU UIBU
UIF #)0 BOE #;0 OBOPQBSUJDMFT UIFNTFMWFT BSF OPU UIF POMZ
OPS EPNJOBOU DPOUSJCVUPST UP QJOOJOH FWFO JO UIF NFEJVN àFME
SBOHF� *OEFFE
 BMM α WBMVFT GPS PVS TBNQMFT BSF JO UIF SBOHF
����m���� JOEFQFOEFOUMZ PG UIF QSFTFODF PG OBOPQBSUJDMFT�
"DDPSEJOH UP TJNVMBUJPO SFTVMUT CZ 8JMMB FU BM <��>
 JO DBTF
UIF OBOPQBSUJDMFT XFSF UIF EPNJOBOU QJOOJOH DFOUFST
 UIF FYQP�
OFOU α XPVME EFQFOE POMZ PO UIF WPMVNF GSBDUJPO PG OBOP�
QBSUJDMFT TMJHIUMZ MBSHFS UIBO UIF DPIFSFODF MFOHUI ξ
 BOE GPS
UIF WPMVNF GSBDUJPO PG ∼�� 	J�F� � NPM��

 POF XPVME BOUJ�
DJQBUF B NVDI TNBMMFS WBMVF α ∼ ����� /PUF UIBU JO � NPM��
#)0� BOE #;0�BEEFE :#$0 àMNT PO -B"M0� TVCTUSBUFT
 XF
PCTFSWFE α = ���� BOE ���� WFSTVT α = ���� JO UIF QSJTUJOF
àMNT <��>�

5IF 'Q	#
 EBUB GVSUIFS TVHHFTU UIBU UIF NBKPS DPOUSJCVUJPO
DPNFT GSPN TVSGBDF QJOOJOH 	TFF àHVSFT �	C
m	E

 àHVSF � BOE
DPSSFTQPOEJOH EJTDVTTJPO
� 5IVT
 UIF QJOOJOH CFIBWJPS JO PVS
UBQF TBNQMFT JT EFUFSNJOFE CZ B NPSF DPNQMFY QJOOJOH MBOE�
TDBQF UIBO CZ UIF OBOPQBSUJDMFT� $PBSTFOJOH PG OBOPQBSUJDMFT
EVSJOH QSPDFTTJOH JT UIF NPTU MJLFMZ SFBTPO GPS UIFJS MPX FGà�
DJFODZ BT QJOOJOH DFOUFST�

���� &WPMVUJPO PG OBOPQBSUJDMFT EVSJOH 353 QSPDFTTJOH

"DDPSEJOH UP UIF 5&. TUVEJFT 	àHVSF �

 UIF #)0 BOE #;0
OBOPQBSUJDMFT SFNBJO IPNPHFOFPVTMZ EJTUSJCVUFE CVU CFDPNF
DPBSTFS EVSJOH UIFSNBM QSPDFTTJOH 	àHVSF ��
� 5IF BWFSBHF
EJBNFUFST �E� PG #)0 	�� ON
 BOE #;0 	�� ON
 BSF BCPVU
UXJDF BT MBSHF BT JO UIF MBC�TDBMF :#$0 àMNT PO -B"M0� TVC�
TUSBUFT <��>
 UBCMF ��

5IVT
 GPS JOEVTUSJBM QSPDFTTJOH
 UIF OVDMFBUJPO BOE HSPXUI
TUBHFT PG XIJDI BSF JOFWJUBCMZ MPOHFS UIBO GPS UIF MBC TDBMF
QSPDFTTFT
 BU MFBTU CFDBVTF PG B GBDUPS PG àWF MBSHFS :#$0
àMN UIJDLOFTT
 VTJOH QSFGPSNFE #)0 BOE #;0 OBOPDSZTUBMT
EPFT OPU TPMWF UIF QSPCMFN PG UIFJS TUBCJMJUZ� 'JSTU
 #)0 BOE
#;0 OBOPQBSUJDMFT JO UIF :#$0NBUSJY NBZ SFBDU XJUI :�0�

BT TVHHFTUFE GPS 1-%�:#$0 	1-%
 QVMTFE MBTFS EFQPTJUJPO


<��
 ��> BOE .0$7%�	(E
:
#$0 àMNT <��> 	.0$7%

NFUBM�PSHBOJD DIFNJDBM WBQPS EFQPTJUJPO
� 4VDI BO JOUFSBDUJPO
TIPVME SFTVMU JO EJTTPMVUJPO PG :�0� JO #;0 BOE #)0
 XIFSF
ZUUSJVN TVCTUJUVUFT VQ UP �� NPM�� ;S PS )G <��
 ��>� 5IF
TUSPOH SFEVDUJPO JO UIF BNPVOU PG :�0� JO #)0�$$ BOE #;0�
$$ EFUFDUFE CZ CPUI 93% 	àHVSFT � BOE �
 BOE 5&.�&%9
	àHVSFT � BOE �
 BOE EFUBJMFE &%9 NBQT 	àHVSF ��
 TUSPOHMZ
TVQQPSU UIJT JOUFSQSFUBUJPO�

+VTU BO JOUFSBDUJPO PG #B.0� 	. = )G
 ;S
 XJUI :�0�

TIPVME DBVTF BO JODSFBTF JO UIF OBOPQBSUJDMF WPMVNF BT JT
DMFBS GSPN UIF SFBDUJPO GPSNVMB #B.0� + ���Y :�0� + Y

#B0 = 	� + Y
 #B	.�−Y:Y
0�−[
 J�F� B ��� JODSFBTF GPS UIF
NBYJNVN TVCTUJUVUJPO PG Y = ���� <��
 ��>
 *U NBZ BMTP BGGFDU
UIF TVSGBDF FOFSHZ PG UIF OBOPQBSUJDMFT BOE UIF FMBTUJD FOFSHZ
BOE
 IFODF
 UIF ESJWJOH GPSDF GPS QBSUJDMF DPBMFTDFODF�

*U JT LOPXO UIBU : TVCTUJUVUJPO GPS ;S JO #;0 SFTVMUT JO BO
FTTFOUJBM 	VQ UP ��
 JODSFBTF JO UIF #;0 MBUUJDF QBSBNFUFS <��>

XIJDINBZ MFBE UP B MBSHFS TUSFTT BTTPDJBUFEXJUI OBOPQBSUJDMFT�
0VS EBUB PO MBUUJDF QBSBNFUFS D 	UBCMF �
 BSF DPOTJTUFOU XJUI UIJT
IZQPUIFTJT� *OEFFE
 DPNQBSFE UP UIF QSJTUJOF UBQF
 #)0� BOE
#;0�$$T IBWF BO JODSFBTFE MBUUJDF QBSBNFUFS D
 XIJDI DBO
CF GVMMZ SFMBUFE UP UIF BEEJUJPOBM TUSFTT BTTPDJBUFE XJUI #)0
BOE #;0 BEEJUJPO <��
 ��>� *O PVS FBSMJFS TUVEZ PG � NPM��
#)0� BOE #;0�BEEFE UP TUPJDIJPNFUSJD 	:�#B�$V = �����

:#$0 PO -B"M0� TVCTUSBUFT <��>
 OP SFBDUJPO CFUXFFO #.0
BOE:�0� XBT PCTFSWFE
 BOE UIF DIBOHF PG UIF TUSFTT TUBUF DIBS�
BDUFSJ[FE CZ BO JODSFBTF JO UIF MBUUJDF QBSBNFUFS D XBT B GBDUPS
PG � TNBMMFS 	∆D≈ ����� ª WT ����� ª
� *U TIPVME CF OPUFE UIBU
UIF EJGGFSFODF JO UIF MBUUJDF QBSBNFUFST D NBZ PSJHJOBUF GSPN
UIF EJGGFSFODF JO DPIFSFODZ PG OBOPQBSUJDMFT UP UIF :#$0NBU�
SJY 	JO 1-%�:#$0
 XIFSF UIF OBOPQBSUJDMFT BSF NPTUMZ DPIFS�
FOU UP UIF NBUSJY
 ∆D = ����� ª GPS � NPM�� #)0 BEEJUJPO
<��>
� )PXFWFS
 UIF GBDU UIBU �% 93% QBUUFSOT 	àHVSF �
 TIPX
BMNPTU VOJGPSN ��� BOE ��� SJOHT PG #)0 BOE #;0 TVHHFTUT
UIBU UIJT NFDIBOJTN JT VOMJLFMZ�

5IF SFBDUJPO XJUI :�0� BMPOF DBOOPU FYQMBJO DPBSTFOJOH PG
#)0 BOE #;0 OBOPQBSUJDMFT UIBU SFRVJSFT BMTP NBTT USBOTGFS
PG PUIFS FMFNFOUT� 5IPVHI
 OP EBUB PO )G BOE ;S TVCTUJUVUJPO
JO :#$0 BSF LOPXO
 FWFO UJOZ TPMVCJMJUJFT BSF TVGàDJFOU GPS
NBTT USBOTGFS� 5IVT
 DPBSTFOJOH PG àOF QBSUJDMFT WJB 0TUXBME
SJQFOJOH DBO CF BOUJDJQBUFE
 QBSUJDVMBSMZ
 JG USFBUNFOU JOWPMWFT
QBSUJBM NFMUJOH
 XIJDI JT UIF DBTF GPS $4%�:#$0 QSPDFTTJOH
<��>� ,JOFUJDT PG 0TUXBME SJQFOJOH VOEFS JTPUIFSNBM DPOEJUJPOT
BSF HJWFO CZ UIF SFMBUJPO 〈E〉� (U)− 〈E〉

�
(�) = ,U XIFSF �E� JT

UIF BWFSBHF EJBNFUFS BOE UIF SBUF DPOTUBOU , JT EFUFSNJOFE CZ
UIF NBTT USBOTGFS PG MJNJUJOH FMFNFOU <��>� "T : BOE #B BSF
BCVOEBOU JO UIF :#$0NBUSJY
 JU JT OBUVSBM UP DPOTJEFS UIFNBTT
USBOTGFS PG )G PS ;S BT UIF MJNJUJOH GBDUPS� 5IF QSPDFTTJOH DPO�
EJUJPOT GPS #)0�$$ BOE #;0�$$XFSF UIF TBNF JO UIJT TUVEZ�



UIFO
 JU GPMMPXT GPS UIF EBUB PG UBCMF � UIBU UIF SBUF DPOTUBOU ,
JO #;0�$$ BOE #)0�$$ ;S EJGGFS CZ �� ± ���� 2VBMJUBU�
JWFMZ TJNJMBS DPODMVTJPO DBO CF ESBXO GSPN UIF EBUB GPS #)0�
BOE #;0�BEEFE :#$0 PO -B"M0�
 UBCMF �� -J FU BM <��> BMTP
PCTFSWFE DPBSTFOJOH PG #.0 	.=)G BOE ;S
 QSFGPSNFE OBO�
PQBSUJDMFT XIFO QSPDFTTJOH :#$0��� NPM�� #.0 OBOPDPN�
QPTJUFT PO -B"M0� TJOHMF�DSZTUBM TVCTUSBUFT XJUI B ��m�� ON
UIJDL TFFE QSJTUJOF :#$0 MBZFS� 5IFZ EJE OPU SFQPSU BOZ EJG�
GFSFODF JO UIF DPBSTFOJOH SBUFT PG #;0 BOE #)0
 CVU UIF 5&.
JNBHFT QSFTFOUFE JO UIFJS QBQFS 	àHVSF � JO <��>
 BSF DPOTJTU�
FOU XJUI PVS DPODMVTJPO� 5IFZ BMTP TIPXFE UIBU DPBSTFOJOH PG
#.0 OBOPQBSUJDMFT DBO CF TVQQSFTTFE CZ SFEVDJOH UIF SFBD�
UJPO UJNF
 CVU JO FYQFOTF PG XPSTFOJOH UIF JO�QMBOF UFYUVSF�

���� 1BUIT GPS JNQSPWJOH QFSGPSNBODF PG #.0�BEEFE

$4%�:#$0

5IF NBKPS DPODMVTJPO GSPN UIF BCPWF BOBMZTJT JT UIBU TUSPOH
DPBSTFOJOH PG #.0 QBSUJDMFT EVSJOH $4% QSPDFTTJOH JT UIF
NPTU MJLFMZ SFBTPO GPS MPX FGàDJFODZ PG #.0 BEEJUJPOT BT QJO�
OJOH DFOUFST� 5IF JO�àFME QFSGPSNBODF DBO CF JNQSPWFE JG UIF
TJ[F PG #.0 BOE TFDPOEBSZ QIBTF QBSUJDMFT BSF JO UIF PSEFS PG
UIF TVQFSDPOEVDUJOH DPIFSFODF MFOHUI 	�− � ON GPS :#$0 BU
�� ,
 BOE BHHMPNFSBUJPO�GSFF 	UP SFBDI B IJHIFS OVNCFS EFOT�
JUZ PG EFGFDUT JO :#$0 NBUSJY
 <��>� 4P
 VOEFSTUBOEJOH UIF
NFDIBOJTN BOE LJOFUJDT PG DPBSTFOJOH BSF OFDFTTBSZ UP CFU�
UFS DPOUSPM MPX QBSUJDMF TJ[F� )PXFWFS
 DFSUBJO SFDFJQUT DBO CF
GPSNVMBUFE CBTFE PO UIF BWBJMBCMF EBUB� 0VS EBUB TVHHFTU UIBU
DPBSTFOJOH BU MFBTU QBSUMZ TUFNT GSPN JOUFSBDUJPO PG #.0 XJUI
:�0�� 5IF SFBDUJPO DBO CF TVQQSFTTFE CZ BEEJOH ZUUSJVN QSF�
DVSTPS EVSJOH UIF NJDSPXBWF TZOUIFTJT PG UIF QSFGPSNFE OBOP�
DSZTUBMT MFBEJOH UP :�+�EPQFE #.0 OBOPDSZTUBMT� *U JT BMTP
DMFBS UIBU B TJNVMUBOFPVT PQUJNJ[BUJPO PG ZUUSJVN DPOUFOU JO UIF
QSJTUJOF :#$0 QSFDVSTPS TPMVUJPO JT OFDFTTBSZ UP NBLF BEEJ�
UJPO PG #.0 OBOPDSZTUBMT NPSF FGàDJFOU�

4IPSUFOJOH UIF QSPDFTTJOH UJNF JT BOPUIFS PCWJPVT QBUI GPS
EFDSFBTJOH QBSUJDMF HSPXUI� /PUF JO UIJT SFTQFDU UIBU BDIJFWJOH
PQUJNVN *D JO #)0�BEEFE $$ OFFET GBTUFS TQFFE BU UIF OVDMF�
BUJPO TUBHF 	χ� JO UBCMF �

 BOE IFODF TIPSUFS QSPDFTTJOH UJNF
UIBO JO UIF QSJTUJOF UBQF� 5IJT JT PQQPTJUF UP BOUJDJQBUJPO
 BT UIF
PQUJNVN QSPDFTTJOH UFNQFSBUVSF 	χ� JO UBCMF �
 JT MPXFS� 5IJT
NBZ SFáFDU DPNQFUJUJWFOFTT PG QSPDFTTJOH HPBMT PG BDIJFWJOH
HPPE UFYUVSF XIJMF LFFQJOH TNBMM TJ[F PG #.0 BEEJUJPOT� *O
PUIFS XPSET
 PQUJNJ[FE QSPDFTTJOH PG OBOPDPNQPTJUFT DPVME
CF EJGGFSFOU GPS UFNQMBUFT XJUI EJGGFSFOU UFYUVSF TIBSQOFTT�

*NQSPWJOH UIF UFYUVSF TIBSQOFTT PG :#$0 JO OBOPDPNQPT�
JUFT JT MJLFMZ OFDFTTBSZ GPS GVSUIFS PQUJNJ[JOH UIF TFMG�àFME *D� *U
JT FTUBCMJTIFE UIBU XPSTFOJOH PG UFYUVSF JO UIF OBOPDPNQPTJUFT
JT OPU UIF FGGFDU JOUSJOTJD UP #.0 BEEJUJPO
 BT � NPM�� #)0�
BEEFE 1-%�:#$0 IBT UIF TBNF PVU�PG�QMBOF UFYUVSF BT UIF
QSJTUJOF :#$0 <��>� .PSFPWFS
 UIPVHI UIF UFYUVSF PG #.0�
$$ JT XPSTF UIBO UIBU PG QSJTUJOF UBQF
 UIF PVU�PG�QMBOF UFYUVSF
PG CPUI #)0�$$ BOE #;0�$$ JT TUJMM CFUUFS 	TIBSQFS
 UIBO UIBU
PG UIF -;0 UFNQMBUF 	TFF UBCMF �
� 'VSUIFS TUVEJFT BSF OFDFTTBSZ
UP VOEFSTUBOE UIF NFDIBOJTN CZ XIJDI UIF PVU�PG�QMBOF UFY�
UVSF JT JNQSPWFE EVSJOH UIF QSPDFTT
 BOE XIZ #.0 QBSUJDMFT
JOIJCJU UIJT JNQSPWFNFOU� 6TJOH B OBOPDSZTUBM�GSFF TFFE MBZFS
BT JO UIF TUVEZ CZ -J FU BM <��> NBZ IFMQ UP PWFSDPNF UIF

DPNQFUJUJPO CFUXFFO UIF UFYUVSF TIBSQOFTT BOE OBOPQBSUJDMF
DPBSTFOJOH�

'JOBMMZ
 PVS TUVEJFT EFNPOTUSBUF UIBU %P& BQQSPBDI BQQFBST
UP CF FYUSFNFMZ VTFGVM� 5IVT
 JU JT XPSUI SFQFBUJOH UIJT TUVEZ CZ
PQUJNJ[JOH UIF JO�àFME QFSGPSNBODF BOE FYUFOE UIF %P& QMBO
JOWPMWJOH PUIFS QSPDFTTJOH QBSBNFUFST� 1BSUJDVMBSMZ JNQPSUBOU
DPVME CF PQUJNJ[BUJPO PG PYZHFOBUJPO QSPDFTT
 BT UIF MPX�
UFNQFSBUVSF PYZHFOBUJPO LJOFUJDT PG #)0�$$ BOE #;0�$$T
BSF NVDI NPSF TMVHHJTI UIBO JO UIF QSJTUJOF $$ <��>�

�� $PODMVTJPO

*O UIJT XPSL
 XF EFNPOTUSBUF UIF FY�TJUV SPVUF GPS JOUSPEVDJOH
QSFGPSNFE #.0 OBOPDSZTUBMT JO $4%�:#$0� 5IJT UFDIOP�
MPHZ XBT TVDDFTTGVMMZ USBOTGFSSFE GSPN UIF MBC UP JOEVTUSJBM
TDBMF
 XIJDI SFRVJSFE BEEJUJPOBM QSPDFTT PQUJNJ[BUJPO VTJOH B
%P& BQQSPBDI UP SFBDI B NPEFSBUF 	���m���
 JNQSPWFNFOU
PG UIF JO�àFME QFSGPSNBODF JO #)0�$$ DPNQBSFE UP QSJTUJOF
$$� UIF UBQF TQFFE BOE UIF NBYJNVN QSPDFTTJOH UFNQFSBU�
VSF BU UIF TP�DBMMFE OVDMFBUJPO TUFQ PG UIF IFBU USFBUNFOU XFSF
TIPXO UP CF NPTU TJHOJàDBOU GBDUPST�

)PXFWFS
 BEEJOH #.0 OBOPDSZTUBMT BT QJOOJOH DFOUFST JO
$$ XBT MFTT FGGFDUJWF DPNQBSFE UP UIF DBTF XIFO TJOHMF�
DSZTUBM TVCTUSBUFT XFSF VTFE� 8PSTFOJOH PG UFYUVSF BOE TUSPOH
DPBSTFOJOH PG #.0 OBOPQBSUJDMFT XFSF JEFOUJàFE BT UIF NBKPS
PCTUBDMFT GPS JNQSPWJOH QJOOJOH BT PCTFSWFE WJB 93% BOE
5&. NFBTVSFNFOUT� : EJTTPMVUJPO JO #.0 OBOPQBSUJDMFT BT
POF PG UIF QPTTJCMF SFBTPOT GPS DPBSTFOJOH XBT FYQFSJNFOU�
BMMZ DPOàSNFE� "MTP
 VOEFS UIF TBNF QSPDFTTJOH DPOEJUJPOT

DPBSTFOJOH PG #;0 OBOPQBSUJDMFT XBT GPVOE UP CF MBSHFS UIBO
UIBU PG #)0� 'VUVSF FGGPSUT TIPVME CF EJSFDUFE UP VOEFSTUBOE
UIF NFDIBOJTN BOE LJOFUJDT PG DPBSTFOJOH PG #.0 OBOP�
QBSUJDMFT UP IBWF CFUUFS DPOUSPM UIF QBSUJDMF TJ[F EJTUSJCVUJPO JO
DPNCJOBUJPO XJUI HPPE PVU�PG�QMBOF UFYUVSF PG :#$0�

"DLOPXMFEHNFOUT

5IF BVUIPST UIBOL.BSLVT )FJO BOE $MBVEJB ,BSCBDI GPS DIBS�
BDUFSJ[JOH FMFDUSJDBM QSPQFSUJFT PG $$T
 BOE .JDIBFM 8FJOHÅSU�
OFS GPS UIF FYQFSJNFOUT QMBOOJOH� 5IF BVUIPST BMTP UIBOL UIF
XIPMF %�/BOP UFBN GPS UIFJS FGGPSU PO UIF GBCSJDBUJPO PG UIF
$$T� 8F BSF BMTP HSBUFGVM UP 1SPGFTTPS 8JU[MFCFO 	6OJWFSTJUZ
PG "QQMJFE 4DJFODF
 #POO�3IFJO�4JFH
 GPS EJTDVTTJOH EJGGFSFOU
BTQFDUT PG 93% BOBMZTJT VTJOH �% EFUFDUPST�
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