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Vorwort

Viele Anwendungen und Technologien aus unserem Alltag wären ohne Mathematik
nicht denkbar. Sei es die Bestimmung unserer aktuellen Position auf der Erde (basie-
rend auf GPS), die Verwendung der Suchmaschine von Google oder das Entsperren
des Smartphones per Gesichtserkennung. Die enorme Relevanz von Mathematik für
Technik, Alltag und Gesellschaft erfahrbar zu machen ist eine zentrale Aufgabe des
Mathematikunterrichts. So forderte bereits Winter (1995, S. 17), dass der Mathe-
matikunterricht Lernenden ermöglichen sollte „Erscheinungen der Welt um uns, die
uns alle angehen oder angehen sollten, aus Natur, Gesellschaft und Kultur, in einer
spezifischen Art wahrzunehmen und zu verstehen.“

Eine Möglichkeit die Bedeutung von Mathematik für unsere Gesellschaft aktiv er-
fahrbar zu machen ist der Einbezug mathematischer Modellierungsaktivitäten in den
Mathematikunterricht. Modellieren, was in Kürze als Prozess des Hin- und Herwech-
selns zwischen Mathematik und Realität beschrieben werden kann, ist mittlerwei-
le auch in den Bildungsstandards der Kultusministerkonferenz fest verankert. Dort
wird das mathematische Modellieren als eine von sechs allgemeinen mathematischen
Kompetenzen, die Lernende im Mathematikunterricht erwerben sollen, ausgewiesen
(vgl. Kultusministerkonferenz, 2003; Kultusministerkonferenz, 2012).
Die Einbindung authentischer Problemstellungen in den Mathematikunterricht und
das Lösen dieser mithilfe (computergestützter) mathematischer Modellierung hat
unter anderem das Potential Interesse und Motivation am Mathematiktreiben zu
fördern, ein ganzheitliches Bild von Mathematik zu vermitteln und die Bedeutung
von Mathematik zu erleben (vgl. Greefrath et al., 2013, S. 20).
Obgleich zahlreiche Gründe für mehr Gelegenheiten zum Modellieren im Mathema-
tikunterricht sprechen, ist der Anteil, den das Modellieren im Unterricht einnimmt,
oft als gering anzusehen. Unter anderem die COACTIV-Studie, in deren Rahmen
ca. 45000 Aufgaben untersucht wurden, die im Schuljahr 2003/2004 in der 9. und
10. Klasse im Mathematikunterricht gestellt wurden, unterstreicht, dass nur wenige
Aufgaben tatsächlich außer- oder innermathematische Bezüge im Sinne des Model-
lierens herstellen (vgl. Jordan et al., 2008, S. 103).

Blum (2007) diskutiert in seinem Beitrag Mathematisches Modellieren – zu schwer
für Schüler und Lehrer? verschiedene Gründe für die Lücke zwischen Wunsch und
Wirklichkeit in Bezug auf das Modellieren im Mathematikunterricht:

„Weshalb ist die Situation im Unterricht so? Das liegt wesentlich dar-
an, dass Modellieren auch für Lehrer schwer ist, der Unterricht wird
hierdurch komplexer und weniger vorhersagbar, und es ist außermathe-
matisches Sachwissen nötig (Freudenthal 1973, Pollak 1979, Blum 1996,
Burkhardt 2004)“ (Blum, 2007, S. 6).
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Vorwort

Wenn Modellieren so schwierig ist und insbesondere Wissen aus anderen Disziplinen
notwendig ist, warum sollte es dann überhaupt im Mathematikunterricht gemacht
werden? Diese Frage wurde auch von Blum et al. (2007, S. 4–5) aufgegriffen:

„At various times in the history of mathematics teaching and learning, it
has been debated whether some forms of mathematical applications (or,
in more recent times, modelling) should have a place in different sorts of
mathematics curricula, or whether the extra-mathematical utilisation of
mathematics should be the responsibility of those subjects that utilise
the applications and the modelling. [...] The very fact that there are,
from time to time, such debates about the possible place and role of
applications and modelling in the teaching and learning of mathematics
suggests that there are issues to consider and think about.“

In ihrem Beitrag basieren Blum et al. (2007) weiterführende Diskussionen rund um
Anwendungen und Modellierung auf der Annahme, dass das Modellieren einen Platz
in der mathematischen Ausbildung haben sollte. Wir bleiben hier jedoch bei der
vorgelagerten Frage, ob das Modellieren einen Platz in den Curricula des Fachs
Mathematik haben sollte. Würde es nicht vollkommen ausreichen, den Ingenieu-
rinnen und Ingenieuren, den Physikerinnen und Physikern oder den Informatike-
rinnen und Informatikern das Modellieren zu überlassen? Letztlich den Personen,
in deren Anwendungsfeld das Problem auftritt? Könnten Anwendungen und Mo-
dellierung nicht genauso gut (oder vielleicht noch besser) einen Platz in anderen
Disziplinen und Schulfächern einnehmen? Oder sind gegebenenfalls doch fundierte
innermathematische Überlegungen im Hinblick auf das Wechselspiel zwi-
schen mathematischen Methoden und Anwendungsfragen sinnvoll oder
gar notwendig? In dieser Arbeit werden mögliche Antworten auf diese Fragen
anhand einer zentralen Problemklasse, den Optimierungsproblemen, geliefert.
Probleme im Bereich des Optimierens, das als eine fundamentale Idee der Mathe-
matik bezeichnet wird, sind höchst divers und facettenreich (vgl. Vogel, 2010a, S.
6; Humenberger, 2015b, S. 2). Zum einen durchdringen sie verschiedenste Bereiche
der Mathematik (sowohl der diskreten als auch der kontinuierlichen) und greifen
zahlreiche elementar-mathematische Grundlagen und Konzepte auf. Zum anderen
verbergen sich solche Probleme hinter diversen Anwendungen und Technologien.

Ziele dieser Arbeit
Mit dieser Arbeit beziehungsweise der ihr zugrundeliegenden Forschung werden drei
Hauptziele verfolgt:
Das erste, fachliche Ziel bezieht sich auf das Herausarbeiten des mathematischen
Verständnisses und der mathematischen Begriffe, die notwendig sind, um Optimie-
rungsprobleme zu bearbeiten. Dazu werden verschiedene reale Probleme aus unter-
schiedlichen Blickrichtungen (diskret, kontinuierlich, Einbezug von Unsicherheiten
etc.) angegangen. Dabei wird insbesondere herausgestellt, welche innermathemati-
schen Überlegungen und Modellentscheidungen zentral sind, um Optimierungspro-
bleme so zu formulieren, dass sich mathematisch wohlgestellte Probleme ergeben.
Das heißt solche Probleme, bei denen Existenz und Eindeutigkeit eines Optimal-
punktes gegeben ist und die auch in der Praxis lösbar sind. Losgelöst von einzelnen
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Fallbeispielen wird diskutiert, wie sich mathematische Methoden und Anwendungs-
fragen wechselseitig beeinflussen (können). Etwas informeller gesprochen soll der
Frage nachgegangen werden, inwieweit es Mathematikerinnen und Mathematiker
braucht, um aus Anwendungsfragen resultierende Optimierungsprobleme geeignet
zu lösen. Dies nämlich ließe sich als weiteres Argument dafür ansehen, das Model-
lieren im Mathematikunterricht zu verankern – und nicht ausschließlich in anderen
Fächern und Disziplinen.

Das zweite Hauptziel dieser Arbeit ist es, aus den Erkenntnissen des mathematisch-
fachlichen Teils didaktische Konsequenzen für das Modellieren mit Schülerinnen und
Schülern abzuleiten. Konkret wurde innovatives, digitales Lernmaterial für Lernende
der Mittel- und Oberstufe zu realen Problemstellungen, die auf Optimierungsfragen
hinauslaufen, entwickelt und erprobt. Das Lernmaterial verdeutlicht exemplarisch,
wie die facettenreiche Diskussion von Optimierungsproblemen im Rahmen mathema-
tischer Modellierungsaktivitäten zu authentischen Fragestellungen realisiert werden
kann. Die Entwicklung und Erprobung des Lernmaterials fand entlang von vier auf-
einander aufbauenden Schritten statt: Im ersten Schritt wurden zwei ausgewählte
Problemstellungen mathematisch modelliert und wesentliche Aspekte beim Formu-
lieren und Lösen der auftretenden Optimierungsprobleme herausgearbeitet, die im
zweiten Schritt didaktisch reduziert wurden. Basierend auf den Erkenntnissen der
ersten beiden Schritte wurde im dritten Schritt Lehr- und Lernmaterial entwickelt.
Der vierte Schritt stellt schließlich die Erprobung des Materials dar. Dazu wurde
dieses im Rahmen verschiedener Modellierungsveranstaltungen des Computational
and Mathematical Modeling Programs (CAMMP),1 mit Standorten am Karlsruher
Institut für Technologie (KIT) und an der RWTH Aachen, eingesetzt und evaluiert.
Die vorliegende Arbeit ist in der Stoffdidaktik zu verorten. Die Evaluationen, die
im Rahmen von Fragebögen für Schülerinnen und Schüler sowie basierend auf teil-
nehmenden Beobachtungen durchgeführt wurden, sollten allgemeine Tendenzen und
Erfahrungswerte zusammentragen. Auf Grundlage dieser wurden die Materialien ite-
rativ überarbeitet und erneut erprobt.
Für die Entwicklung des Unterrichtsmaterials wurden Problemstellungen aus zwei
Kontexten gewählt, die zum einen höchst relevant für Gesellschaft, Technik und
Forschung sind, die aber insbesondere im Alltag vieler Schülerinnen und Schüler
eine bedeutende Rolle spielen. Das erste Problem stammt aus dem Bereich der er-
neuerbaren Energien, genauer der Solarenergieforschung. Es geht um die Frage, wie
ein solarthermisches Kraftwerk mit planaren Fresnelspiegeln optimal gebaut werden
kann. Diese Fragestellung ist auch aus fachlich-methodischer Sicht in der aktuellen
Forschung vertreten. Dort werden neue Methoden entwickelt, um die Effizienz der
Kraftwerke zu erhöhen.
Auch der zweite Kontext ist in Forschung und Technik äußerst präsent und in den
Medien vielfach vertreten: künstliche Intelligenz (KI) beziehungsweise das maschinel-
le Lernen. Von Gesichtserkennung über personalisierte Werbung, von automatischer
Krankheitsdiagnostik bis hin zum autonomen Fahren findet KI in mehr und mehr Be-
reichen Anwendung. Konkret geht es bei der zweiten Problemstellung um die Frage,
wie Nutzerinnen und Nutzern von Streaming-Plattformen individuell zugeschnittene

1Für mehr Informationen siehe Kapitel 3 oder www.cammp.online, letzter Aufruf: 13.11.2021.
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Empfehlungen für neue Filme gegeben werden können. Doch was verbirgt sich dahin-
ter? Auf welchen mathematischen Konzepten basieren maschinelle Lernmethoden?
Es lässt sich an dieser Stelle bereits vorwegnehmen, dass einer der Grundpfeiler
zahlreicher maschineller Lernmethoden die mathematische Optimierung ist. Dem
Formulieren von Optimierungsproblemen und dem Entwickeln effizienter Algorith-
men kommt damit auch in der Forschung zu KI eine essentielle Rolle zu (vgl. Bottou
et al., 2018, S. 225; Sra et al., 2011, S. 1). Die Optimierung schlägt im Rahmen dieser
Dissertation somit die Brücke zwischen den gewählten Problemstellungen aus den
Bereichen erneuerbare Energien und KI.

Das dritte Hauptziel ist es, Lehrkräften ein ganzheitliches Bild verschiedener An-
sätze beim Formulieren und Lösen von Optimierungsproblemen und möglicher di-
daktischer Reduktionen zu vermitteln. Dazu wird ein kompakter Überblick zu grund-
legenden Überlegungen beim Formulieren und Lösen von Optimierungsproblemen in
der Anwendung geliefert. Diese Arbeit soll Lehrkräften Orientierung bieten, wenn
Modellierungsprojekte zu realen Problemen, die auf Optimierungsprobleme hinaus-
laufen, möglichst unangeleitet von Lernenden bearbeitet werden. Denkbare Lösungs-
ansätze (auch seitens der Lernenden) und zentrale innermathematische Überlegun-
gen werden in dieser Arbeit zusammengestellt.

Zielgruppen und Aufbau
Diese Arbeit richtet sich in erster Linie an Lehramtsstudierende, Referendarinnen
und Referendare undMathematiklehrkräfte, die Modellierungsprojekte zu realen Pro-
blemstellungen in ihren Unterricht integrieren möchten. Dazu erhalten (angehende)
Lehrkräfte mit dieser Arbeit nicht nur das notwendige Hintergrundwissen zu ausge-
wählten, authentischen Problemstellungen, sondern darüber hinaus konkrete, exem-
plarisch erprobte Unterrichtsmaterialien an die Hand. Da nicht davon auszugehen
ist, dass (angehende) Lehrkräfte über Grundvorlesungen zur Analysis und Numerik
hinausgehende Fachvorlesungen zur Optimierung besucht haben, wird ein Überblick
über wesentliche Eigenschaften, Unterscheidungen und Formulierungen von Opti-
mierungsproblemen gegeben.
Diese Arbeit richtet sich zudem an Mathematikdidaktikerinnen und -didaktiker so-
wie didaktisch interessierte Mathematikerinnen und Mathematiker, die authentische
Anwendungen in ihre Hochschullehre einbringen und Studierenden Erfahrungen im
Modellieren realer Probleme (mit Fokus auf der Optimierung) ermöglichen wol-
len. Diese Arbeit liefert dazu zahlreiche Anknüpfungspunkte und ein Konzept, wie
Modellierungsveranstaltungen kollaborativ und online durchgeführt werden können.

Die vorliegende Arbeit ist in fünf Teile gegliedert:

• Teil I dieser Arbeit liefert das notwendige fachliche Hintergrundwissen zur Mo-
dellierung und Optimierung. Dazu wird in Kapitel 1 die aktuelle fachdidak-
tische Diskussion um mathematisches Modellieren im Mathematikunterricht
aufgegriffen. Es wird beschrieben, was Modellierung ist, wie sie betrieben wer-
den kann, welche Ziele mit dem Modellieren im Mathematikunterricht verfolgt
werden und welche Rolle dem Computer beziehungsweise digitalen Werkzeu-
gen dabei zukommt. Auch werden Kriterien für gute Modellierungsprobleme
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benannt. Anschließend wird in Kapitel 2 die gesamte mathematische Problem-
klasse in den Blick genommen: Optimierungsprobleme. Es wird dargestellt,
welche Arten von Optimierungsproblemen es gibt und wie diese angegangen
werden (können). Dabei wird insbesondere herausgearbeitet, welches Wissen
notwendig ist, um Optimierungsprobleme so zu formulieren, dass sie möglichst
gewünschte Eigenschaften haben. Es wird diskutiert, was – im Hinblick auf
Anwendungsfragen – überhaupt gewünschte Eigenschaften derartiger Proble-
me sind. Zudem werden exemplarische Strategien zum Lösen der Probleme
beschrieben. Abschließend wird herausgestellt, inwieweit die mathematische
Optimierung bereits im Mathematikunterricht verankert ist und eine Über-
sicht über bestehende fachdidaktische Literatur zur Optimierung gegeben.

• Ein Teilziel dieser Arbeit war die Entwicklung von innovativem, digitalem
Lernmaterial. In Teil II werden die Ziele, die mit dem Material verfolgt werden,
beschrieben. Zudem werden dessen Aufbau und Einsatzmöglichkeiten sowie
didaktisch-methodische Entscheidungen erläutert. Der organisatorische Rah-
men, unter dem das Lernmaterial erprobt wurde, wird vorgestellt. Zudem
werden die digitalen Werkzeuge beschrieben, die zur Realisierung des Lern-
materials wie auch für die unterrichtspraktische Erprobung in kollaborativen
(online durchgeführten) Modellierungsprojekten eingesetzt wurden.

• Im Fokus von Teil III steht die Optimierung verschiedener Parameter eines
solarthermischen Kraftwerks. Beim Formulieren und Lösen der Optimierungs-
probleme wird die gesamte Bandbreite an denkbaren Formulierungen ausge-
schöpft. Es wird detailliert aufgeschlüsselt, welche unterschiedlichen Ansät-
ze beim Formulieren von Optimierungsproblemen auch seitens der Lernenden
denkbar sind. Zudem werden Vor- und Nachteile der Formulierungen disku-
tiert. Anschließend werden Ziele, Aufbau und Inhalte des entwickelten Lern-
materials sowie Erfahrungen aus den Erprobungen mit Lernenden beschrieben.

• Teil IV liefert zunächst einen Einblick in das maschinelle Lernen und Chan-
cen den Mathematikunterricht durch aktuelle maschinelle Lernmethoden zu
bereichern. Anschließend wird die Modellierung eines Empfehlungssystems für
Filme beschrieben. Es wird diskutiert, welche Optimierungsprobleme auftreten
und wie diese mit Lernenden bearbeitet werden können. Die Optimierungspro-
bleme werden dabei weniger kleinschrittig diskutiert als bei der Modellierung
und Optimierung des Solarkraftwerks. Abschließend wird das entwickelte Lern-
material für stärker angeleitete Modellierungsprojekte und die Erfahrungen aus
diversen Erprobungen mit Schülerinnen und Schülern beschrieben.

• Basierend auf den Erfahrungen aus den Modellierungsprojekten und den Er-
kenntnissen aus der Modellierung realer Problemstellungen, fasst Teil V zusam-
men, inwieweit und an welchen Stellen sich das Optimieren für die Gestaltung
möglichst offener, unangeleiteter Modellierungsprojekte eignet. Dabei wird ein-
mal mehr aufgegriffen, welche Überlegungen im Hinblick auf die wechselseitige
Beeinflussung von Anwendungsfragen und innermathematischen Entscheidun-
gen beim Formulieren und Lösen von Optimierungsproblemen relevant sind.
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Diese Dissertation basiert zum Teil auf Arbeiten, die bereits veröffentlicht oder zur
Veröffentlichung angenommen wurden:

In dem Beitrag Frank et al. (im Druck) zu computergestützter mathematischer Mo-
dellierung habe ich insbesondere zu den Inhalten rund um Kriterien für gute Pro-
blemstellungen und den Erfahrungen aus Schülerworkshops beigetragen. Auszüge
daraus finden sich in Abschnitt 1.3 dieser Arbeit wieder.

Das ganzheitliche Konzept für die online Durchführung von kollaborativen mathe-
matischen Modellierungsprojekten, welches in Teil II dieser Arbeit beschrieben wird,
wurde in Schönbrodt et al. (im Druck) zur Veröffentlichung angenommen. Bis auf
die Diskussion der Erfahrungswerte und den Vergleich der beschriebenen Modellie-
rungsprojekte mit Freys Projektmethode, die von Kirsten Wohak erarbeitet wur-
de, wurde diese Veröffentlichung eigenständig von mir verfasst. Zudem finden sich
einige Beschreibungen der Elemente des digitalen Lernmaterials sowie didaktisch-
methodische Begründungen für deren Einsatz und Umsetzung in Gerhard et al. (im
Druck) wieder. Dort habe ich in besonderem Maße bei der Diskussion der einzelnen
Elemente des Lernmaterials und der damit verbundenen Ziele für die Gestaltung
mathematischer Modellierungsaktivitäten mitgewirkt.

Zur Modellierung eines Solarkraftwerks wurde von Krahforst (2016) bereits Lern-
material entwickelt und mit Schülerinnen und Schülern erprobt. Das bestehende
Lernmaterial von Krahforst (2016) befasste sich ausschließlich mit der Modellierung
der Spiegelausrichtung und der durch das Kraftwerk erzielten Leistung. Auch Hat-
tebuhr et al. (2015), Roeckerath (2012) und Frank et al. (2017) haben bereits in
verschiedenen Veröffentlichungen diskutiert, inwieweit sich die Modellierung von So-
larkraftwerken für authentische Modellierungsprojekte eignet. Die von den benann-
ten Autorinnen und Autoren beschriebene Modellierung der Leistung und des Ener-
gieumsatzes eines solarthermischen Kraftwerks werden zum besseren Verständnis in
Teil III dieser Arbeit aufgegriffen und entsprechend gekennzeichnet. Bei der Entwick-
lung des Unterrichtsmaterials wurde das Material von Krahforst (2016) aufgegriffen,
adaptiert, mit anderen digitalen Werkzeugen umgesetzt und um das in dieser Arbeit
zentrale Lernmaterial zur Optimierung erweitert. Teile der Beschreibung des Lern-
materials und des inner- und außermathematischen Hintergrunds zur Modellierung
und Optimierung eines solarthermischen Kraftwerks erscheinen in Schönbrodt (im
Druck). Eine kurze Zusammenfassung des Lernmaterials wurde zudem in Schönbrodt
und Frank (2020) veröffentlicht.

Ein Teil der Beschreibung des mathematischen Modells für Empfehlungssysteme in
Teil IV dieser Arbeit sowie denkbare didaktische Reduktionen und Umsetzungen
im Lernmaterial wurden bereits in Schönbrodt et al. (2021) sowie Schönbrodt und
Frank (2021) veröffentlicht und wurden eigenständig von mir verfasst.

Im Lernmaterial im Anhang und an verschiedenen Stellen in dieser Arbeit wurden
Icons der Fontawesome-Schriftart2 von Dave Gandy und Xavier Danaux verwendet.
Diese sind unter SIL Open Font License (OFL) verfügbar.

2Weitere Informationen unter: https://fontawesome.com, letzter Aufruf: 23.12.2021.
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Zugriff auf das entwickelte Lernmaterial
Um den Leserinnen und Lesern einen ersten Eindruck davon zu vermitteln, wie das
entwickelte digitale Lernmaterial aussieht, wird empfohlen bei der Lektüre der Teile
III und IV einen Blick auf das Material zu werfen. Dieses befindet sich auf einer onli-
ne zugänglichen Workshop-Plattform.3 Der Zugriff wird in einem kurzen Video unter
www.cammp.online/214.php beschrieben. Das Passwort, welches benötigt wird, um
die Lösungsversionen des Lernmaterials zu erhalten, lautet:CAMMP=MatheFun!

3Die Registrierung auf der Workshop-Plattform erfolgt über https://jupyterhub.cammp
.online/hub/login, letzter Aufruf: 05.01.2022.
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Teil I

Fundamentales zu Modellierung und
Optimierung
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1 Mathematische Modellierung in
der Schule

In diesem Kapitel wird diskutiert, was unter mathematischer Modellierung verstan-
den wird, wie diese betrieben werden kann und welche Rolle sie im Mathematikun-
terricht der Schule einnimmt beziehungsweise einnehmen sollte. Es werden Kriterien
für gute Modellierungsprobleme benannt und die Bedeutung digitaler Werkzeuge für
das Modellieren beschrieben.

1.1 Was ist mathematische Modellierung?

Der Begriff Modellieren wurde insbesondere von Pollak (1979) geprägt, der das Mo-
dellieren als einen Teilaspekt der angewandten Mathematik hervorhebt und dabei
das (wiederholte) Hin- und Herwechseln zwischen der Mathematik und dem „Rest
der Welt außerhalb der Mathematik“ in den Fokus rückt (Pollak, 1979, S. 255 f.,
zitiert nach Greefrath et al., 2013, S. 11).

Reales Problem
Vereinfachtes

Problem
vereinfachen/
strukturieren

Mathematisches
Modell

mathematisch
beschreiben

Mathematische
Lösung

mathematisch
arbeiten

interpretieren/
validieren

Abb. 1.1: Modellierungskreislauf angelehnt an
Blum (1985)

Der Prozess des Modellierens
wird vielfach idealisiert in Form
eines Kreislaufs dargestellt. Ei-
ner der wohl bekanntesten
ist der vierschrittige Modellie-
rungskreislauf von Blum (1985)
(vgl. Abb. 1.1). Ausgangspunkt
der Modellierung ist stets eine
reale Problemstellung. Da rea-
le Probleme oft viel zu kom-
plex sind, um sie direkt ma-
thematisch zu beschreiben, wer-
den sie meist strukturiert, ver-
einfacht und idealisiert. Zentral
ist dabei, dass das Problem ver-
standen wurde. Die Vereinfa-
chungen und Strukturierungen liefern ein vereinfachtes Problem,1 welches dann in
mathematischen Ausdrücken beschrieben werden kann. Ein mathematisches Modell
wird entwickelt. Anschließend werden mathematische Methoden angewandt, um zu

1Blum (1985, S. 200) nutzt anstelle des Begriffs vereinfachtes Problem die Bezeichnung reales
Modell oder Realmodell.
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1 Mathematische Modellierung in der Schule

einer mathematischen Lösung zu gelangen. Dabei wird heutzutage oft auf digitale
Hilfsmittel (insbesondere Computer) zurückgegriffen. Die erhaltene mathematische
Lösung muss schließlich in Bezug zur Realität gesetzt werden. Dazu wird die Lösung
im Hinblick auf das reale Problem interpretiert und validiert (vgl. Blum et al., 2007,
S. 9–10; Blum, 2007, S. 6; Blum, 1985, S. 200–205).
Die beschriebenen Schritte werden keineswegs stets in der angegebenen Reihenfolge
durchlaufen. Beispielsweise ist es denkbar, dass beim Mathematisieren festgestellt
wird, dass die notwendigen mathematischen Kompetenzen beziehungsweise Werk-
zeuge fehlen, um das vereinfachte Problem mathematisch darzustellen. Dann werden
gegebenenfalls weitere Vereinfachungen vorgenommen und anschließend ein neuer
Versuch unternommen ein mathematisches Modell zu entwickeln (vgl. Maaß, 2007,
S. 13). Vielfach liefert das einmalige Durchlaufen des Modellierungskreislaufs noch
keine zufriedenstellende Lösung, weshalb alle oder einzelne Schritte erneut absolviert
werden. Modellieren kann damit als iterativer Prozess verstanden werden.
Der vierschrittige Modellierungskreislauf eignet sich aufgrund seiner Einfachheit für
den Einsatz als metakognitives, strategisches Element, welches die Reflexion des
gesamten Modellierungsprozesses durch die Lernenden unterstützen und sogleich
den Aufbau mathematischer Modellierungskompetenz erleichtern soll (vgl. Hinrichs,
2008, S. 55). Der vierschrittige Kreislauf wird in dem Unterrichtsmaterial, das im
Rahmen dieser Arbeit entwickelt wurde, wiederholt aufgegriffen (vgl. Kap. 6).

Abb. 1.2: Computergestützte Modellierungsspirale adaptiert von der Solution He-
lix of Math der Initiative Computer-Based Math (o. D.)

Erweitern wir den vierschrittigen Kreislauf von Blum (1985) um eine weitere Di-
mension, erhalten wir die Darstellung als Modellierungsspirale, die zusätzlich den
Lösungsfortschritt verdeutlicht (vgl. Abb. 1.2).
Darüber hinaus existieren verschiedene weitere idealisierte Darstellungen des Model-
lierungsprozesses, die zu unterschiedlichen Zwecken entwickelt wurden und die die
einzelnen Teilprozesse beim Modellieren unterschiedlich detailliert analysieren bezie-
hungsweise aufschlüsseln (vgl. Greefrath et al., 2013, S. 18). An dieser Stelle sei auf

4



1.2 Warum mathematische Modellierung im Mathematikunterricht?

den von Blum und Leiß (2005) entwickelten siebenschrittigen Kreislauf hingewiesen
(vgl. Abb. 1.3). Dieser eignet sich insbesondere für diagnostische Zwecke, da kogniti-
ve Aspekte des Modellierens detailliert dargestellt werden (vgl. Niss und Blum, 2020,
S. 25). Denken wir in Richtung Beurteilung und Bewertung von Modellierungspro-

Abb. 1.3: Siebenschrittiger Modellierungskreislauf von Blum und Leiß (2005) ent-
nommen aus Greefrath et al. (2013, S. 18)

zessen der Lernenden, eine in der Forschung viel diskutierte und in der Praxis noch
offene Herausforderung, so wäre ein denkbarer Ansatz die Modellierungsschritte der
Lernenden den Schritten des siebenschrittigen Kreislaufs zuzuordnen und diese dann
separat zu bewerten (vgl. Niss und Blum, 2020, S. 99 f.).

Zwei Abgrenzungen im Hinblick auf die Begrifflichkeit des Modellierens scheinen
an dieser Stelle angebracht: Unter Modellieren wird in dieser Arbeit Blum et al.
(2007, S. 9) folgend nicht nur die Übersetzung eines realen Problems in ein mathe-
matisches Modell bezeichnet, sondern der gesamte Prozess des (wiederholten) Hin-
und Herwechselns zwischen Mathematik und Realität. Zudem sei auf eine zentrale
Unterscheidung zwischen dem Prozess des Modellierens und einem mathematischen
Modell hingewiesen. Mathematische Modelle sind lediglich ein (wenn auch integra-
ler) Teil des gesamten Prozesses, machen diesen jedoch keinesfalls in Gänze aus. Ein
mathematisches Modell kann beispielsweise ein Gleichungssystem oder eine Diffe-
rentialgleichung zur Beschreibung einer außermathematischen Situation (z. B. eines
physikalischen Prozesses) sein (Frank et al., im Druck).

1.2 Warum mathematische Modellierung im
Mathematikunterricht?

Die Frage Warum mathematische Modellierung im Mathematikunterricht? lässt sich
insbesondere im Hinblick auf die von Winter (1995, S. 37) beschriebenen Grunder-
fahrungen beantworten. Diese lauten

„Der Mathematikunterricht sollte anstreben, die folgenden drei Grunder-
fahrungen, die vielfältig miteinander verknüpft sind, zu ermöglichen:
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(1) Erscheinungen der Welt um uns, die uns alle angehen oder angehen
sollten, aus Natur, Gesellschaft und Kultur, in einer spezifischen
Art wahrzunehmen und zu verstehen,

(2) mathematische Gegenstände und Sachverhalte, repräsentiert in Spra-
che, Symbolen, Bildern und Formeln, als geistige Schöpfungen, als
eine deduktiv geordnete Welt eigener Art kennen zu lernen und zu
begreifen,

(3) in der Auseinandersetzung mit Aufgaben Problemlösefähigkeiten,
die über die Mathematik hinaus gehen, (heuristische Fähigkeiten)
zu erwerben.

Das Wort Erfahrung soll zum Ausdruck bringen, dass das Lernen von
Mathematik weit mehr sein muss als eine Entgegennahme und Abspei-
cherung von Information, dass Mathematik erlebt (möglicherweise auch
erlitten) werden muss.“

Echtes Modellieren und die aktive Auseinandersetzung mit Problemen aus dem wirk-
lichen Leben, die somit über eingekleidete Aufgabenstellungen hinausgehen, haben
das Potential, Lernenden insbesondere die erste Grunderfahrung Winters zu ermögli-
chen. Dies wird auch aus folgenden Ausführungen Winters zu seiner ersten Grunder-
fahrung erkennbar:

„In (1) ist die Mathematik als nützliche, brauchbare Disziplin angespro-
chen, und tatsächlich ist sie in dieser Hinsicht von schier universeller
Reichweite. Dies allein impliziert noch nicht eine Bedeutung für Allge-
meinbildung; den Gebrauch von Mathematik, der über Alltagsrechnen
hinausgeht, könnte man ja der Berufsausbildung zuweisen. Interessant
und wirklich unentbehrlich für Allgemeinbildung sind Anwendungen der
Mathematik erst, wenn in Beispielen aus dem gelebten Leben erfahren
wird, wie mathematische Modellbildung funktioniert und welche Art von
Aufklärung durch sie zustande kommen kann, und Aufklärung ist Bür-
gerrecht und Bürgerpflicht (und wird durchaus nicht in den Schoß ge-
worfen)“ (Winter, 1995, S. 38).

Die Frage nach dem „Warum?“ lässt sich zudem über die von der Kultusministerkon-
ferenz festgelegten Bildungsstandards (die ebenso auf Winter fußen) beantworten.
In diesen wird das mathematische Modellieren als eine der allgemeinen mathema-
tischen Kompetenzen benannt, die Lernende im Fach Mathematik erwerben sollen.
Auch die oben beschriebenen Teilschritte des Modellierungsprozesses werden dort
explizit ausgewiesen (vgl. Kultusministerkonferenz, 2012, S. 15; Kultusministerkon-
ferenz, 2003, S. 8). Zur Kompetenz „Mathematisch modellieren“ heißt es:

„Hier geht es um den Wechsel zwischen Realsituationen und mathema-
tischen Begriffen, Resultaten oder Methoden. Hierzu gehört sowohl das
Konstruieren passender mathematischer Modelle als auch das Verstehen
oder Bewerten vorgegebener Modelle. Typische Teilschritte des Model-
lierens sind das Strukturieren und Vereinfachen gegebener Realsituatio-
nen, das Übersetzen realer Gegebenheiten in mathematische Modelle, das
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Interpretieren mathematischer Ergebnisse in Bezug auf Realsituationen
und das Überprüfen von Ergebnissen im Hinblick auf Stimmigkeit und
Angemessenheit bezogen auf die Realsituation. Das Spektrum reicht von
Standardmodellen (z. B. bei linearen Zusammenhängen) bis zu komplex-
en Modellierungen“ (Kultusministerkonferenz, 2012, S. 15).

Vereinfacht gesagt kann die Modellierungskompetenz als die Fähigkeit bezeich-
net werden die notwendigen Prozessschritte beim Hin- und Herwechseln zwischen
Mathematik und dem „Rest der Welt außerhalb der Mathematik“ problemadäquat
auszuführen (vgl. Blum, 2007, S. 6; Greefrath et al., 2013, S. 18). Die oben beschrie-
benen Teilschritte des Modellierungsprozesses können dabei als Teilkompetenzen des
Modellierens betrachtet werden (vgl. Kaiser, 2007).

Die Ziele, die mit dem Modellieren im Mathematikunterricht verfolgt wer-
den, sind vielfältig und können als weitere Argumente, die für eine stärkere Ein-
bindung von Anwendungsbezügen und Modellieren in den Mathematikunterricht
sprechen, aufgefasst werden (vgl. Blum und Niss, 1991, S. 42–44; Greefrath et al.,
2013, S. 20):

• Modellierung und Anwendungsorientierung soll zu einem tieferen Verständnis
und einem besseren Behalten mathematischer Inhalte beitragen. Zudem sollen
Interesse und Motivation an der Beschäftigung mit Mathematik vermittelt
oder gefördert werden. Im Hinblick auf die dritte Grunderfahrung Winters
können Modellierung und Realitätsbezüge dazu beitragen andere allgemeine
mathematische Kompetenzen, wie etwa Problemlösefähigkeiten, heuristische
Strategien und Argumentations- sowie Kommunikationsfähigkeiten, zu fördern
und einen kreativen Umgang mit Mathematik zu ermöglichen (vgl. Greefrath
et al., 2013, S. 19; Maaß, 2007, S. 15 f.).

• Erneut bezugnehmend auf Winters erste Grunderfahrung soll Modellieren da-
zu beitragen, dass Schülerinnen und Schüler lernen ihre Umwelt durch die
Beschäftigung mit realen Problemen in einer spezifischen Art wahrzunehmen
und sich diese mit mathematischen Mitteln zu erschließen (vgl. Greefrath et al.,
2013, S. 20). Auch soll Modellieren helfen ein ausgewogenes Bild von Mathema-
tik als Wissenschaft zu vermitteln. Die Bedeutung von Mathematik für Kultur
und Gesellschaft soll erfahrbar werden. Durch die aktive Beschäftigung mit rea-
len Problemen sollen Nutzen und Sinn von Mathematik für die Lebenswelt der
Lernenden deutlich werden.

• Die Lernenden sollen „Bezüge zwischen Mathematik und Realität erkennen,
Kenntnisse über den Gebrauch und Missbrauch von Mathematik erwerben und
die Grenzen der Mathematisierbarkeit erfahren“ (Maaß, 2007, S. 15).

• Zudem sollen soziale Kompetenzen der Lernenden durch die gemeinsame Be-
arbeitung von Modellierungsproblemen gefördert werden (vgl. Greefrath et al.,
2013, S. 20).
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1.3 Kriterien für gute Modellierungsprobleme

Die Auswahl geeigneter Problemstellungen nimmt eine übergeordnete Stellung bei
der Entwicklung von Lehr- und Lernmaterialien und der Gestaltung von mathe-
matischem Modellierungsunterricht ein. Es existieren verschiedene Kriterien, die be-
rücksichtigt werden können, um eine Problemstellung als mehr oder weniger geeignet
einzuordnen. Die Kriterien, die in dieser Arbeit bei der Auswahl der Problemstellun-
gen im Vordergrund stehen, sind Authentizität, Relevanz und Reichhaltigkeit.
Einer Definition von Niss (1992) folgend wird ein außermathematisches Problem
in dieser Arbeit als authentisch bezeichnet, wenn es für Expertinnen und Exper-
ten in diesem Gebiet relevant ist und von diesen als ein Problem angesehen wird,
mit dem sie sich in ihrer Arbeit auseinandersetzen würden (vgl. Niss, 1992, zitiert
nach Kaiser und Schwarz, 2010, S. 53; Maaß, 2010, S. 292). Diese Definition kann
um den Aspekt erweitert werden, dass beim Lösen der Probleme in Workshops /
im (Projekt-)Unterricht die Mathematik thematisiert wird und die mathematischen
Modelle entwickelt werden, die in der Praxis (gegebenenfalls in komplexerer Form)
tatsächlich zum Lösen der Probleme verwendet werden (vgl. Greefrath et al., 2017,
S. 934; Frank et al., im Druck). Die Problemstellung soll zudem real sein und damit
nicht für das Einüben eines mathematischen Inhalts konstruiert worden sein (Stich-
wort: eingekleidete Aufgaben). Tatsächlich greift diese durchaus strikte Definition
von Authentizität bei den in dieser Arbeit diskutierten Modellierungsproblemen.
Darüber hinaus existieren verschiedene weitere (weniger strikte) Definitionen und
gänzlich andere Auffassungen des Authentizitätsbegriffs (vgl. Niss und Blum, 2020,
S. 103; Vos, 2011, S. 68). Für eine umfassende Diskussion dessen sei auf Vos (2011)
oder Palm (2002) verwiesen. In der vorliegenden Arbeit wird der Authentizitätsbe-
griff überdies auf die Nutzung digitaler Werkzeuge übertragen, was in Abschnitt 1.4
detaillierter ausgeführt wird.
Als relevant wird ein Problem bezeichnet, wenn es aus der Erfahrungswelt der
Lernenden stammt oder sie zumindest eine Beziehung zu dem Problem aufbauen
können (vgl. Maaß, 2010, S. 292). Ob eine Schülerin oder ein Schüler ein Problem
als relevant ansieht oder Interesse für dieses entwickeln kann, hängt jedoch von der
individuellen Lernsituation der/des Lernenden ab (vgl. Maaß, 2010, S. 292; Greefrath
et al., 2013, S. 26).
Der Begriff der Reichhaltigkeit einer Problemstellung ist in der didaktischen Li-
teratur nicht klar definiert. In dieser Arbeit wird eine Problemstellung als reichhal-
tig bezeichnet, wenn sie möglichst viele der folgenden Eigenschaften aufweist, die
unter anderem bei Heiliö und Pohjolainen (2016) benannt werden und bei Frank
et al. (im Druck), Wohak et al. (2021) und Sube (2019) aufgegriffen wurden:

• Das Problem ist sowohl innermathematisch als auch außermathematisch in-
terdisziplinär. Zur Lösung sind verschiedene Gebiete der Mathematik sowie
weiteres außermathematisches Wissen notwendig (vgl. Heiliö und Pohjolainen,
2016, S. 4).

• Das Problem ist offen und lässt verschiedene Lösungsstrategien zu. Die Offen-
heit eines Problems verstehen wir dabei insbesondere im Sinne von Wiegand
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und Blum (1999). Die Autoren beschreiben ein Problem als eine geistige An-
forderung, bei der ein gewisser Anfangszustand (A) über ein gewisse Transfor-
mation (T) in einen gewünschten Zielzustand (Z) überführt werden soll. Als
offen bezeichnen sie ein Problem beziehungsweise eine Aufgabe wenn mindes-
tens einer dieser drei Bestandteile (A, T oder Z) unklar oder mehrdeutig ist
(vgl. Blum und Wiegand, 2000, S. 52; Wiegand und Blum, 1999, S. 590–591).

• Das Problem erlaubt es zu erkennen, dass eine vollständige und optimale Lö-
sung nicht immer existiert und auch die Definition von „gelöst“ divers sein
kann (vgl. Heiliö und Pohjolainen, 2016, S. 4).

• Das Problem lässt einfache und auch komplexe Modellierung zu und ermög-
licht den Lernenden einen kreativen Einsatz von Mathematik (vgl. Heiliö und
Pohjolainen, 2016, S. 4; Sube, 2019, S. 11).

• Die Arbeit an dem Problem verdeutlicht den Lernenden die Bedeutung von
Teamarbeit für das Lösen realer Problemstellungen (vgl. Heiliö und Pohjolai-
nen, 2016, S. 4).

Durchaus muss die Ausprägung der verschiedenen Aspekte an die gegebenen Rah-
menbedingungen angepasst werden. Findet die Modellierungsaktivität in einer län-
gerfristigen Projektzeit statt, so können die Lernenden Problemstellungen durchaus
sehr offen, unangeleitet und selbstbestimmt bearbeiten. Steht hingegen weniger Zeit
zur Verfügung, wie beispielsweise im Rahmen einer Doppelstunde im Mathematikun-
terricht, so ist es notwendig die Arbeitsaufträge kleinschrittiger und enger zu fassen
(vgl. Frank et al., im Druck). Dies gilt insbesondere, wenn garantiert werden soll,
dass bei der Bearbeitung komplexer Probleme alle Schritte des Modellierungskreis-
laufs von den Lernenden durchlaufen werden.
Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Unterrichtsmaterialien wurden für die
Durchführung unter verschiedenen Rahmenbedingungen und damit auch mit variie-
rendem Offenheitsgrad entwickelt und erprobt. Auf die konkrete Umsetzung wird in
Teil II eingegangen.

Die hier beschriebenen Kriterien für gute Problemstellungen werden in den Abschnit-
ten 13.3 und 18.3 wieder aufgegriffen. Dort wird diskutiert, inwieweit die gewählten
Probleme aus den Bereichen Solarenergie und KI diesen Kriterien genügen.

1.4 Mathematisches Modellieren mit digitalen
Werkzeugen

Die Erprobung der entwickelten Lehr- und Lernmaterialien hat bedingt durch die
COVID-19-Pandemie fast ausschließlich im Rahmen von online Modellierungsprojek-
ten stattgefunden. Digitale Werkzeuge haben somit eine grundlegende Rolle gespielt.
Der Einsatz von digitalen Werkzeugen in mathematischen Modellierungsaktivitäten
ist jedoch keineswegs nur sinnvoll, wenn diese online durchgeführt werden, sondern
kann auch die Präsenzdurchführungen bereichern. Verschiedene Ziele und Vortei-
le des Einsatzes von Technologien für mathematische Modellierungsaktivitäten, die
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unter anderem bereits von Greefrath und Siller (2018, 2010) hervorgehoben wurden,
umfassen folgende Punkte:

• Technologien erleichtern oder ermöglichen es, sich mit realen Problemstellun-
gen auseinanderzusetzen. Reale Probleme sind vielfach komplex, erfordern die
Arbeit mit großen Datenmengen oder das Ausführen rechenaufwendiger Ope-
rationen (vgl. Siller und Greefrath, 2010, S. 2138; Greefrath und Siller, 2018, S.
5). Der Einsatz von Technologien bietet die Chance die Vielfalt an Problemen
zu erweitern, die mit Schülerinnen und Schülern behandelt werden können.
Dies ist insbesondere in der heutigen Zeit relevant, in der zahlreiche Proble-
me und Anwendungen, die den Lernenden tagtäglich begegnen, auf riesigen
Datenmengen basieren. Beispiele dafür sind Apps zur Musikerkennung, Fit-
nesstracker oder die automatische Gesichtserkennung. Alle diese Anwendungen
fußen auf mathematischen Modellen, die computergestützt und in elementa-
rer Form auch Schülerinnen und Schülern zugänglich gemacht werden können
(vgl. Wohak et al., 2021, S. 41–43).

• Durch den Einsatz von Technologien kann der Fokus auf den Modellierungspro-
zess gelegt werden, indem repetitive oder aufwendige Rechnungen dem Com-
puter überlassen werden (vgl. Greefrath und Siller, 2018, S. 5). Dies erlaubt es
zudem zeiteffizient auch experimentell zu arbeiten, beispielsweise in Form von
Parameterstudien beziehungsweise systematischen Variationen.

• Ein aktiver, gestaltender, aber auch kritisch-reflektierter Einsatz von digita-
len Werkzeugen ist in der heutigen Zeit, in der wir im Alltag mit sich rasant
wandelnden Technologien und digitalen Medien konfrontiert werden, eine we-
sentliche Kompetenz (vgl. Kultusministerkonferenz, 2017, S. 11).

• In Wissenschaft, Technik und Forschung werden reale Probleme mithilfe von
digitalen Werkzeugen angegangen und gelöst. Damit kann der Einsatz digita-
ler Werkzeuge in Problemlöseprozessen auch im Hinblick auf die angestrebte
Authentizität von Modellierungsunterricht legitimiert werden.

• Der Einsatz von Technologien erlaubt die Darbietung verschiedener Visuali-
sierungen im Modellierungsprozess (vgl. Siller und Greefrath, 2010, S. 2139).

Auch in den Bildungsstandards wird ein lernfördernder Einsatz digitaler Werkzeuge
hervorgehoben:

„Die Entwicklung mathematischer Kompetenzen wird durch den sinnvol-
len Einsatz digitaler Mathematikwerkzeuge unterstützt. Das Potenzial
dieser Werkzeuge entfaltet sich im Mathematikunterricht

• beim Entdecken mathematischer Zusammenhänge, insbesondere
durch interaktive Erkundungen beim Modellieren und Problemlö-
sen,

• durch Verständnisförderung für mathematische Zusammenhän-
ge, nicht zuletzt mittels vielfältiger Darstellungsmöglichkeiten,

• mit der Reduktion schematischer Abläufe und der Verarbeitung
größerer Datenmengen,
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• durch die Unterstützung individueller Präferenzen und Zugänge
beim Bearbeiten von Aufgaben einschließlich der reflektierten Nut-
zung vonKontrollmöglichkeiten“ (Kultusministerkonferenz, 2012,
S. 13).

Sämtliche der hier genannten Potentiale digitaler Werkzeuge wurden in unterschiedli-
cher Ausprägung im entwickelten computergestützten Lernmaterial aufgegriffen und
umgesetzt.
Durchaus kann der Einsatz digitaler Werkzeuge jedoch auch zu neuen Herausforde-
rungen führen. So muss – neben der womöglich bereits anspruchsvollen Bearbeitung
eines realen Problems – sogleich die Verwendung des digitalen Werkzeugs erlernt und
beherrscht werden. Damit es seitens der Lernenden nicht zu Überforderung kommt,
sollte die Einführung, die Gestaltung und der Einsatz (neuer) digitaler Werkzeuge
durchdacht erfolgen (vgl. Niss und Blum, 2020, S. 106).
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2 Optimierung

Das Optimieren spielt in der Mathematik bereits seit der Antike eine Rolle; da-
mals insbesondere „im Zusammenhang mit der Analyse geometrischer Konstruktio-
nen“ (Schupp, 1992, S. 53). Eine Übersicht über die Entwicklung der Optimierung
und zentraler Ausrichtungen von der Antike bis in die 90er Jahre liefert Schupp
(1992, S. 53 ff.) in seinem Buch „Optimieren“. Dabei greift er unter anderem die
Entwicklung des Kalküls der Differentialrechnung im 17. Jahrhundert und damit
einhergehend die Bestimmung von Extremwerten differenzierbarer Funktionen auf.
Diese wurde in besonderem Maße durch Arbeiten von Leibniz und Euler geprägt.
Zudem diskutiert er, wie sich die im 20. Jahrhundert aufstrebenden Zweige der
Spieltheorie, der kombinatorischen Optimierung und die Theorie zu linearer sowie
nichtlinearer Optimierung entwickelt haben.
Die mathematische Optimierung findet sich in der Literatur vielfach auch unter
dem Begriff der mathematischen Programmierung wieder. Dieser geht laut Nocedal
und Wright (2006, S. 9) auf die 1940er Jahre zurück. Damals war die Bezeichnung
„Programmierung“ im Kontext der Optimierung weniger mit der Informatik und der
Entwicklung von Computersoftware verknüpft (wie es heute der Fall ist) als vielmehr
mit dem Design und der Entwicklung von Algorithmen.

In diesem Kapitel wird zunächst ein Überblick über die mathematische Optimie-
rung gegeben. Zentrale Begriffe werden geklärt und die theoretischen Grundlagen
geliefert, die für die spätere Diskussion der Optimierungsprobleme im entwickelten
Unterrichtsmaterial wesentlich sind. Zudem werden unterschiedliche Arten von Op-
timierungsproblemen einander gegenübergestellt. Abschließend wird die bestehende
didaktische Literatur und Forschung rund um Optimierungsprobleme beleuchtet und
Konsequenzen für die stoffdidaktische Forschung dieser Arbeit aufgezeigt.

2.1 Grundlagen und zentrale Begriffe

Ausgangspunkt der Optimierung ist das Ziel aus einer Menge an möglichen Al-
ternativen diejenigen auszuwählen, die eine Größe beziehungsweise ein Kriterium
maximieren oder minimieren. Die Menge der betrachteten Alternativen wird auch
als zulässige Menge F bezeichnet (vgl. Stein, 2021a, S. 2). In der Mathematik
wird das Kriterium mit dem die Optimalität gemessen werden kann, üblicherweise
durch eine Funktion1 beschrieben. Diese Funktion wird auch als Zielfunktion oder

1In den meisten Fällen handelt es sich um ein Funktional. In diesem Kapitel wird jedoch auch
die multikriterielle Optimierung und damit vektorwertige Funktionen angerissen, für die diese
Beschreibung nicht zutrifft. Deswegen wird hier durchgängig von einer Funktion gesprochen.
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Bewertungsfunktion bezeichnet. Sie weist jeder Alternative x ∈ F einen Wert
zu. Kern der Optimierung ist es, die Zielfunktion auf der zulässigen Menge zu mi-
nimieren oder zu maximieren. Formal lassen sich Optimierungsprobleme schreiben
als

min
x

f(x) u. d. Nb. x ∈ F (2.1)

mit Zielfunktion f : F → R. Die Abkürzung u. d. Nb. steht für unter der Neben-
bedingung oder unter den Nebenbedingungen. In den folgenden Abschnitten werden
zentrale Aussagen für Probleme diskutiert für die F ⊆ Rn gilt. In diesem Fall wird
nicht mehr von Alternativen, sondern von Punkten gesprochen. Ein Punkt x ∈ Rn,
für den x ∈ F gilt, wird auch zulässiger Punkt genannt.
Durchaus gibt es Optimierungsprobleme bei denen die zulässige Menge F nicht als
Teilmenge des Rn beschrieben werden kann. Beispielsweise Probleme bei denen F
Teilmenge eines (unendlichdimensionalen) Funktionenraums oder eine Menge von
Permutationen ist.

Maximierungs- oder Minimierungsprobleme?
In der mathematischen Optimierung ist es üblich Minimierungsprobleme zu formu-
lieren. Viele der computergestützten Optimierungsverfahren, die entwickelt und im-
plementiert werden, sind für das Lösen von Minimierungsproblemen ausgelegt. Ma-
ximierungsprobleme können als Minimierungsprobleme formuliert werden, indem die
negative Zielfunktion betrachtet wird (d. h. max f = min (−f)). In diesem Kapitel
werden die theoretischen Grundlagen anhand von Minimierungsproblemen einge-
führt.

Lokale und globale Minimalpunkte
Ziel der globalen Optimierung ist es, Punkte x∗ aus der zulässigen Menge zu finden,
die unter allen Punkten in der zulässigen Menge den kleinsten Funktionswert besit-
zen. Derartige Punkte werden auch als globale Minimalpunkte bezeichnet. Formal
definieren wir diese wie folgt:

Definition 1 (globaler Minimalpunkt).
Seien eine zulässige Menge F ⊆ Rn und eine Funktion f : F → R gegeben. Ein
Punkt x∗ ∈ F wird globaler Minimalpunkt oder globale Lösung von f auf F genannt,
wenn f(x∗) ≤ f(z) für alle z ∈ F gilt. Ist die strikte Ungleichung f(x∗) < f(z)
für z 6= x∗ erfüllt, so spricht man von einem strikten globalen Minimalpunkt. Der
Funktionswert f(x∗) zum globalen Minimalpunkt wird globaler Minimalwert genannt.

Existiert ein globaler Minimalpunkt, so spricht man davon, dass das Optimierungs-
problem lösbar ist. Erzielt ein Punkt x lediglich in einer Umgebung N von x den
kleinsten Zielfunktionswert, so liegt ein lokaler Minimalpunkt vor (vgl. Abb. 2.1).
Formal halten wir fest:
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Definition 2 (lokaler Minimalpunkt).
Seien eine zulässige Menge F ⊆ Rn und eine Funktion f : F → R gegeben. Ein
Punkt x∗ ∈ F wird lokaler Minimalpunkt oder lokale Lösung von f auf F genannt,
wenn eine Umgebung N von x∗ existiert, sodass f(x∗) ≤ f(z) für alle z ∈ F∩N gilt.
Ist die strikte Ungleichung f(x∗) < f(z) für z 6= x∗ erfüllt, so spricht man von einem
strikten lokalen Minimalpunkt. Der Funktionswert f(x∗) zum lokalen Minimalpunkt
wird lokaler Minimalwert genannt.

Der Begriff der Lösung eines Optimierungsproblems wird in der Literatur nicht im-
mer einheitlich verwendet. Zum Teil wird darunter nur der Optimalpunkt verstanden
(vgl. Alt, 2011, S. 3), zum Teil umfasst der Begriff den Optimalpunkt und den Op-
timalwert (vgl. Stein, 2021a, S. 3). Hier wird der Begriff auf den Optimalpunkt
bezogen. Der Grund dafür ist didaktischer Natur: Im Mathematikunterricht wird
üblicherweise zwischen Extremstelle, Extremwert und Extrempunkt unterschieden
(vgl. Brandt et al., 2014, S. 84). Der Begriff Extrempunkt bezieht sich dabei auf die
Angabe des optimalen Wertes für die Variable x ∈ R (Extremstelle) und des zugehö-
rigen Zielfunktionswertes f(x) (Extremwert). Um Verwechslungen zwischen den mit
unterschiedlicher Bedeutung belegten Begriffen eines Extrempunktes (x und f(x))
und eines Optimalpunktes (nur x) zu vermeiden, wird im entwickelten Lernmate-
rial der Begriff einer optimalen Lösung anstelle des Begriffs eines Optimalpunktes
verwendet.

globaler 
Minimalpunkt

lokaler 
Minimalpunkt

globaler 
Minimalwert

lokaler 
Minimalwert

zulässige 
Menge

Abb. 2.1: Lokale und globale Minimalpunkte

In der Regel ist man daran interessiert globale Minimalpunkte zu finden. Dies ist
jedoch oft keine leichte Aufgabe. Insbesondere bei der Modellierung von realen Pro-
blemen sind die Zielfunktionen nicht selten so komplex, dass es nicht möglich ist
sich ein globales Bild der Funktion f zu verschaffen. Stattdessen liegen nur lokale
Informationen über die Funktion vor (vgl. Nocedal und Wright, 2006, S. 12).

Beim Formulieren und Lösen von Optimierungsproblemen sind insbesondere im Hin-
blick auf Anwendungsprobleme verschiedene Fragestellungen zentral:
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1. Welche Eigenschaften haben Zielfunktion, Nebenbedingungen und Variablen
des Optimierungsproblems?

2. Existenz: Existieren überhaupt globale Minimalpunkte? Mit anderen Worten,
ist das Optimierungsproblem lösbar?

3. Eindeutigkeit: Falls ein globaler Minimalpunkt existiert, ist dieser eindeutig?

4. Auswahl eines Verfahrens: Welche Strategien beziehungsweise Verfahren
eignen sich zum Lösen des Optimierungsproblems?

5. Laufzeit des Verfahrens: Wie lange dauert es, um mit einem gewählten
Verfahren einen Minimalpunkt zu bestimmen?

6. Güte: Wie nah liegt die mit einem Verfahren gefundene Lösung an dem tat-
sächlichen Minimalpunkt, sofern dieser existiert?

Die Fragen 1 bis 3 beziehen sich auf die Analyse und Untersuchung von Eigenschaf-
ten und Struktur eines Optimierungsproblems. Je nach Eigenschaften können die
Probleme in Klassen unterteilt werden. Auf verschiedene Klassen von Optimierungs-
problemen wird in Abschnitt 2.1.2 eingegangen. Die Fragen 4 bis 6 zielen darauf ab
konkrete Verfahren / Algorithmen zu entwickeln, mit denen ein Minimalpunkt des
Optimierungsproblems gefunden werden kann. Für die Entwicklung oder Auswahl
und die Evaluierung eines Optimierungsverfahrens sind die Antworten auf Fragen 1
bis 3 zentral.

2.1.1 Existenz und Eindeutigkeit globaler Minimalpunkte

Wir beschäftigen uns zunächst mit der Existenz eines globalen Minimalpunktes be-
ziehungsweise der Lösbarkeit eines Optimierungsproblems. Auch hier gehen wir nur
auf wenige zentrale Sätze ein die in der Modellierung der ausgewählten Problemstel-
lungen in Teil III und IV aufgegriffen werden, um die Existenz von Minimalpunkten
bei den betrachteten Optimierungsproblemen zu zeigen.

Eine hinreichende (wenngleich nicht notwendige) Bedingung, die die Existenz globa-
ler Minimalpunkte garantiert, liefert ein zentraler Satz der Analysis: der Satz von
Weierstraß (vgl. Stein, 2021a, S. 19–20).

Satz 1 (Satz von Weierstraß).
Die Funktion f : F → R sei stetig und die Menge F ⊆ Rn sei nichtleer und kompakt.
Dann besitzt die Funktion f auf F mindestens einen globalen Minimalpunkt und
einen globalen Maximalpunkt.

Beweis. Der Beweis kann bei Stein (2021a, S. 20) eingesehen werden.

Damit der Satz von Weierstraß anwendbar ist, muss die zulässige Menge des Op-
timierungsproblems kompakt, das heißt abgeschlossen und beschränkt sein; was in
vielen Fällen nicht gegeben ist. Beispielsweise bei der Minimierung der quadrati-
schen Funktion f : R → R mit f(x) = x2 ist der Satz von Weierstraß nicht direkt

15



2 Optimierung

anwendbar. Um dennoch hinreichende Bedingungen für die Existenz globaler Mini-
malpunkte angeben zu können, werden wir eine Version des Satzes von Weierstraß
ausnutzen, bei der die Voraussetzungen der Beschränktheit und Abgeschlossenheit
abgeschwächt werden (vgl. Stein, 2021b, S. 14). Dazu benötigen wir zunächst die
Definition von unteren Niveaumengen:

Definition 3 (Untere Niveaumenge).
Sei f : D → R eine Funktion mit D ⊆ Rn. Für ein a ∈ R heißt die Menge

Niv(f, a) = {x ∈ D|f(x) ≤ a}
untere Niveaumenge von f auf D zum Niveau a (vgl. Stein, 2021b, S. 15).

Der verschärfte Satz von Weierstraß nutzt die Definition unterer Niveaumengen, um
ein hinreichendes Kriterium für die Existenz globaler Minimalpunkte abzuleiten. Er
wird in der nichtlinearen Optimierung vielfach genutzt, um die Existenz globaler
Minimalpunkte zu zeigen (vgl. Alt, 2011, S. 5).

Satz 2 (Verschärfter Satz von Weierstraß).
Ist die Funktion f : F → R des Problems (2.1) mit F ⊆ Rn stetig und ist für
ein a ∈ R die untere Niveaumenge Niv(f, a) nichtleer und kompakt, dann existiert
mindestens ein globaler Minimalpunkt des Optimierungsproblems.

Beweis. Der Beweis kann bei Alt (2011, S. 5) eingesehen werden.

In Abbildung 2.2 sind Beispiele für Funktionen mit kompakter und nichtkompakter
unterer Niveaumenge dargestellt.
Der verschärfte Satz von Weierstraß lässt sich mit D = Rn nun auch auf Probleme
ohne Nebenbedingungen (sog. unrestringierte Probleme) anwenden.

(a) Nichtkompakte Niveaumenge (b) Kompakte Niveaumenge

Abb. 2.2: Kompakte und nichtkompakte Niveaumengen

Um nicht stets ein explizites Niveau a angeben zu müssen, für das die Bedingungen
aus Satz 2 erfüllt sind, lässt sich die sogenannte Koerzivität von Funktionen aus-
nutzen, um die Existenz globaler Minimalpunkte zu garantieren (vgl. Stein, 2021a,
S. 26).
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Definition 4 (Koerzivität).
Sei f : D → R eine Funktion mit D ⊆ Rn. Falls für alle Folgen (xk)k∈N ⊆ D mit
limk ||xk|| → +∞ und alle konvergenten Folgen (xk)k∈N ⊆ D mit limk xk /∈ D

lim
k
f(xk) = +∞

gilt, dann heißt f koerziv auf D (vgl. Stein, 2021a, S. 33).

Ein Beispiel für eine koerzive Funktion auf R ist f mit f(x) = x2. Hingegen ist die
Funktion f mit f(x) = ex aufgrund des asymptotischen Verhaltens für x → −∞
nicht koerziv auf R, jedoch auf R≥0.
Die Koerzivität einer Funktion können wir nun ausnutzen, um die Kompaktheit
unterer Niveaumengen für beliebige Niveaus a zu garantieren:

Satz 3. Sei f : D → R eine stetige und auf D ⊆ Rn koerzive Funktion. Dann ist
die untere Niveaumenge Niv(f, a) für jedes Niveau a ∈ R kompakt.

Beweis. Der Beweis ist bei Stein (2021a, S. 33) zu finden.

Für die Existenz globaler Minimalpunkte genügt es gemäß dem folgenden Lemma
somit Stetigkeit und Koerzivität der Zielfunktion f auf der zulässigen Menge F zu
fordern:

Lemma 1. Die zulässige Menge F ⊆ Rn des Problems (2.1) sei nichtleer und die
Zielfunktion f : F → R sei stetig und koerziv auf F . Dann existiert (mindestens)
ein globaler Minimalpunkt des Optimierungsproblems.

Beweis. Der Beweis kann bei Stein (2021a, S. 34) eingesehen werden.

Nun haben wir bereits verschiedene hinreichende Bedingungen kennengelernt, die
die Existenz globaler Minimalpunkte garantieren. Vielfach ist man jedoch nicht nur
daran interessiert, ob ein globaler Minimalpunkt existiert, sondern ob dieser zudem
eindeutig ist. In diesem Fall ist eine andere Eigenschaft von Funktionen äußerst
nützlich: Konvexität. Bevor zentrale Aussagen zu konvexen Optimierungsproble-
men benannt werden, sei zunächst an wichtige Definitionen erinnert:

Definition 5 (Konvexe Mengen und Funktionen).

• Eine Menge D ⊆ Rn heißt konvex, wenn für alle x,y ∈ D und λ ∈ (0, 1)

(1− λ) x + λy ∈ D

gilt. Das bedeutet anschaulich, dass die Verbindungsstrecke zweier Punkte aus
D stets vollständig innerhalb der Menge D liegt.
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• Sei D ⊆ Rn konvex. Die Funktion f : D → R heißt konvex auf D, wenn für
alle x,y ∈ D und λ ∈ (0, 1)

f ((1− λ) x + λy) ≤ (1− λ) f(x) + λf(y)

gilt. Das bedeutet anschaulich, dass jede Verbindungslinie von zwei Punkten
auf dem Funktionsgraphen von f oberhalb des Graphen selbst liegt (vgl. Abb.
2.3). Falls für x 6= y sogar die strikte Ungleichung gilt, heißt f auch strikt
konvex.

• Sei D ⊆ Rn konvex. Die Funktion f : D → Rn heißt (strikt) konkav, wenn die
Funktion −f (strikt) konvex ist.

Beispiele für konvexe und nichtkonvexe Funktionen sind in Abbildung 2.3 dargestellt.

3 2 1 0 1 2 3
5

0

5

10

15

20

 

konvexe Funktion
strikt konvexe Funktion
nichtkonvexe Funktion

Abb. 2.3: Konvexe und nichtkonvexe Funktionen

Definition 6 (Konvexes Optimierungsproblem).
Ein Optimierungsproblem der Form (2.1) heißt konvex, wenn die zulässige Menge F
konvex ist und zudem die Zielfunktion f konvex auf F ist.

Eine wesentliche Eigenschaft, die konvexe Optimierungsprobleme zu „besonders gern
gesehenen“ Problemen macht, liefert der folgende Satz:

Satz 4. Jeder lokale Minimalpunkt eines konvexen Optimierungsproblems ist auch
globaler Minimalpunkt.

Beweis. Der Beweis ist beispielsweise bei Stein (2021a, S. 43) zu finden.

Bei konvexen Problemen genügt es damit, einen lokalen Minimalpunkt zu suchen.
Der folgende Satz liefert schließlich eine Bedingung, die die Eindeutigkeit von Lö-
sungen garantiert:
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Satz 5. Das Optimierungsproblem (2.1) sei konvex. Falls die Zielfunktion f strikt
konvex auf F ist, dann existiert höchstens ein globaler Minimalpunkt.

Beweis. Der Beweis ist bei Stein (2021a, S. 52) zu finden.

Für konvexe Optimierungsprobleme mit nichtleerer zulässiger Menge F und einer
auf F strikt konvexen, stetigen und koerziven Zielfunktion f existiert damit nach
Lemma 1 ein globaler Minimalpunkt. Nach Satz 5 ist dieser eindeutig. Das Optimie-
rungsproblem ist in diesem Fall eindeutig lösbar. Derartige Optimierungsprobleme
sind beim Lösen realer Problemstellungen gern gesehen, da man sich keine Gedan-
ken darüber machen muss, ob mit einem Verfahren gegebenenfalls nur ein lokaler
Minimalpunkt (und womöglich einer mit schlechtem Zielfunktionswert) gefunden
wird.
Für ein- und zweimal stetig differenzierbare Funktionen können nützliche Charak-
terisierungen von beziehungsweise Bedingungen für (strikte) Konvexität angegeben
werden, die vielfach leichter zu überprüfen sind als die in Definition 5 gegebenen
Eigenschaften.

Satz 6 (C1-Charakterisierung von Konvexität).
Die Funktion f : D → R sei mindestens einmal stetig differenzierbar und die Menge
D ⊆ Rn sei konvex. Es gilt:

a) Die Funktion f ist genau dann konvex, wenn für alle x,y ∈ D gilt
f(y) ≥ f(x) +∇f(x) · (y− x) .

Hier bezeichnet ∇f(x) den Gradienten von f an x.
b) Die Funktion f ist genau dann strikt konvex, wenn für alle x,y ∈ D,x 6= y

gilt
f(y) > f(x) +∇f(x) · (y− x) .

Beweis. Der Beweis ist bei Boyd und Vandenberghe (2004, S. 70) zu finden.

Satz 7 (Hinreichende Bedingung für Konvexität zweiter Ordnung).
Die Funktion f : D → R sei mindestens zweimal stetig differenzierbar und die Menge
D ⊆ Rn sei konvex.

a) Falls die Hesse-Matrix ∇2f(x) für alle x ∈ D positiv semidefinit2 ist, dann ist
f konvex auf D.

b) Falls die Hesse-Matrix ∇2f(x) für alle x ∈ D positiv definit ist, dann ist f
strikt konvex auf D.

Beweis. Der Beweis von Aussage a) kann bei Stein (2021a, S. 58 f.) nachgelesen
werden. Der Beweis von Aussage b) folgt analog zum Beweis von Aussage a) un-
ter Verwendung des Satzes von Taylor und der C1-Charakterisierung von strikter
Konvexität.

2Zur Erinnerung: Eine symmetrische Matrix A ∈ Rn×n heißt positiv semidefinit, falls xᵀAx ≥ 0
für alle x ∈ Rn. Ist diese Ungleichung für alle x 6= 0 sogar strikt erfüllt, so heißt A positiv
definit.
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2 Optimierung

Optimalitätsbedingungen
In der Regel ist man insbesondere im Hinblick auf Anwendungsfragen nicht nur daran
interessiert, theoretische Aussagen über die Existenz und Eindeutigkeit von Mini-
malpunkten zu machen, sondern diese auch zu identifizieren. Dazu können Optimali-
tätsbedingungen genutzt werden, die notwendige oder hinreichende Bedingungen für
die Optimalität eines Punktes x ∈ F liefern. Optimalitätsbedingungen für unrestrin-
gierte Probleme, die auf Eigenschaften der ersten oder zweiten Ableitung beruhen,
sind bereits in der Schulmathematik der Oberstufe (für Probleme mit f : R → R)
fest verankert.

Wir beschränken uns in diesem Kapitel auf Optimalitätsbedingungen für unrestrin-
gierte Probleme. Zwar tauchen im Laufe dieser Arbeit auch restringierte Probleme
auf, da wir diese jedoch meist durch Umformulieren in unrestringierte Probleme lö-
sen werden (vgl. Abschn. 11.2.2), spielen Optimalitätsbedingungen für restringierte
Probleme nicht direkt eine Rolle.
Voraussetzung für die Anwendung der folgenden Optimalitätsbedingungen ist, dass
die betrachteten Zielfunktionen (mehrfach) stetig differenzierbar sind.

Satz 8 (Notwendige Bedingung erster Ordnung).
Es sei x∗ ∈ Rn ein lokaler Minimalpunkt der differenzierbaren Funktion f : Rn → R.
Dann gilt ∇f(x∗) = 0.

Beweis. Der Beweis ist bei Stein (2021b, S. 31 f.) zu finden.

Punkte x, für die ∇f(x) = 0 gilt, werden auch als kritische Punkte bezeichnet. Im
eindimensionalen Fall (f : R→ R) entspricht dies gerade dem in der Schule vielfach
eingesetzten Kriterium f ′(x) = 0.

Satz 9 (Notwendige Bedingung zweiter Ordnung).
Es sei x∗ ∈ Rn ein lokaler Minimalpunkt der Funktion f : Rn → R und f sei
zweimal differenzierbar in x∗. Dann gilt ∇f(x∗) = 0 und die Hesse-Matrix ∇2f(x∗)
ist positiv semidefinit.

Beweis. Der Beweis ist bei Alt (2011, S. 43) zu finden.

Diese Optimalitätsbedingungen sind zentrale Grundlage für zahlreiche Algorithmen,
die zur Lösung von unrestringierten Problemen entwickelt wurden. Auf verschiedene
Weise wird versucht kritische Punkte zu finden (vgl. Boyd und Vandenberghe, 2004,
S. 16). Ein Algorithmus, der auf dieser Grundidee basiert, wird in Abschnitt 2.2
aufgegriffen.

Abschließend geben wir noch ein hinreichendes Kriterium für lokale Minimalität an.

Satz 10 (Hinreichende Bedingung zweiter Ordnung).
Es sei f : Rn → R in x∗ zweimal differenzierbar. Es gelte ∇f(x∗) = 0 und die
Hesse-Matrix ∇2f(x∗) sei positiv definit. Dann ist x∗ strikt lokaler Minimalpunkt
von f .
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2.1 Grundlagen und zentrale Begriffe

Beweis. Der Beweis kann bei Stein (2021b, S. 44 f.) eingesehen werden.

Auch für restringierte Optimierungsprobleme können Optimalitätsbedingungen her-
geleitet werden. Die Bedingungen für restringierte Probleme beruhen im wesentli-
chen auf den sogenannten Karush-Kuhn-Tucker (KKT)-Bedingungen. Für weiterfüh-
rende Informationen seien interessierte Leserinnen und Leser auf Stein (2021a, S. 78
ff.) oder Nocedal und Wright (2006, S. 320 ff.) verwiesen.

2.1.2 Welche Arten von Optimierungsproblemen gibt es?

Optimierungsprobleme lassen sich je nach Eigenschaften von Zielfunktion, Entschei-
dungsvariablen und zulässiger Menge zu Klassen zusammenfassen.
Wirft man einen Blick in Vorlesungsverzeichnisse und Fachliteratur zur Optimierung,
so wird schnell ersichtlich, dass die mathematische Optimierung ein enorm breites
Feld mit zahlreichen Spezialisierungen und Unterklassen ist. Diese reichen von einer
groben Unterscheidung in diskrete und kontinuierliche Optimierungsprobleme bis
hin zu einer feinen Unterscheidung in lineare, quadratische, konvexe, nichtlineare,
gemischt-ganzzahlige etc. Optimierungsprobleme. Mit dieser Arbeit wird nicht das
Ziel verfolgt, sämtliche Teilaspekte und Unterklassen von Optimierungsproblemen
detailliert aufzuzeigen und abzugrenzen. Stattdessen werden die Unterscheidungen
beschrieben, die zum einen im entwickelten Unterrichtsmaterial eine Rolle spielen
und die zum anderen (angehenden) Lehrkräften bei der Betreuung von Modellie-
rungsaktivitäten rund um Optimierungsprobleme Orientierung bieten sollen.

Restringierte und unrestringierte Optimierung

Eine grundlegende Unterscheidung kann zwischen Optimierungsproblemen mit Ne-
benbedingungen (restringierte Probleme) und solchen ohne Nebenbedingungen (un-
restringierte Probleme) vorgenommen werden. In Abschnitt 2.1.1 wurde bereits deut-
lich, dass diese Unterscheidung im Hinblick auf die Optimalitätsbedingungen durch-
aus zentral ist. Für eindimensionale Probleme würde es, wie in der Schule üblich,
sogar ausreichen, die Bedingungen für unrestringierte Probleme anzuwenden und
zusätzlich die Randpunkte der zulässigen Menge zu betrachten. Da die Menge der
Randpunkte jedoch bei mehrdimensionalen Problemen unendlich sein kann, ist dies
nicht mehr praktikabel (vgl. Stein, 2021a, S. 64).

Unrestringierte Optimierungsprobleme treten in vielen Kontexten auf. Probleme oh-
ne Nebenbedingungen treten zum Teil auch beim Lösen von restringierten Proble-
men auf. Diese werden in unrestringierte Probleme umformuliert, indem die Ne-
benbedingungen beispielsweise als Strafterme in die Zielfunktion integriert werden.
Darauf wird in Abschnitt 2.2 erneut eingegangen. Zudem ist es teilweise möglich
Nebenbedingungen wegzulassen, wenn klar ist, dass diese keinen Einfluss auf die
Optimalpunkte haben (vgl. Nocedal und Wright, 2006, S. 6).
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2 Optimierung

Kontinuierliche vs. diskrete Optimierung

Eine wichtige Unterscheidung von Optimierungsproblemen kann hinsichtlich der zu-
lässigen Menge getroffen werden. Ist die Menge der zulässigen Werte endlich (bzw.
abzählbar unendlich) so spricht man von einem diskreten Optimierungspro-
blem. Ist die Menge der zulässigen Werte hingegen ein Kontinuum, so spricht man
von einem kontinuierlichen Optimierungsproblem.
Bei verschiedenen Anwendungsproblemen kann es sinnvoll oder gar notwendig sein,
alle oder einzelne Variablen auf ganzzahlige Werte einzuschränken. Diese speziel-
len diskreten Probleme werden auch als ganzzahlige Optimierungsprobleme
(engl. Integer Programs) bezeichnet. Die Forderung nach Ganzzahligkeit der Varia-
blen kann dabei durch Nebenbedingungen ausgedrückt werden (z. B. x ∈ Z oder
x ∈ N). Probleme, die als ganzzahlige Optimierungsprobleme formuliert werden,
sind die Standortplanung, beispielsweise von Fabriken oder medizinischen Einrich-
tungen. Ebenso können sogenannte Zuordnungsprobleme oder Matching-Probleme,
die unter anderem bei der Verteilung von Studierenden auf verfügbare Seminarkurse
oder bei der Zuweisung von Arbeitskräften zu gewissen Aufgaben auftreten, als ganz-
zahlige Optimierungsprobleme formuliert werden. Die genannten Beispiele werden
auch als kombinatorische Optimierungsprobleme bezeichnet. Die kombinato-
rische Optimierung ist eng verwoben mit der Graphentheorie, der Kombinatorik,
dem Operations Research (OR) und der theoretischen Informatik3 (vgl. Korte und
Vygen, 2018, S. XXI).
Einen leicht verständlichen Zugang zu Problemen der diskreten (kombinatorischen)
Optimierung und deren Einsatzmöglichkeiten für einen authentischen Mathematik-
unterricht sind bei Hußmann und Lutz-Westphal (2007) zu finden. Optimierungs-
probleme rund um die Standortplanung und deren potentielle Einbindung in den
mathematischen Modellierungsunterricht werden bei Kreckler (2015) diskutiert.
In anderen Fällen ist es hingegen sinnvoll, dass die Variablen alle Werte eines Kon-
tinuums annehmen können. Dies trifft beispielsweise auf Probleme zu, bei denen ge-
gebene Messwerte (z. B. eines physikalischen Experiments) bestmöglich durch eine
Funktion modelliert werden sollen. Kontinuierliche Optimierungsprobleme werden
vielfach in folgender (Standard-)Form geschrieben:

min
x

f(x)

u. d. Nb. hi(x) = 0 für i = 1, . . . , p (2.2)
gj(x) ≤ 0 für j = 1, . . . , q.

Hierbei bezeichnet f : Rn → R die Zielfunktion, hi(x) = 0 Gleichungsnebenbe-
dingungen und gj(x) ≤ 0 Ungleichungsnebenbedingungen mit hi : Rn → R und
gj : Rn → R. Die zulässige Menge ist gegeben durch F := {x ∈ Rn | hi(x) =
0, gj(x) ≤ 0, ∀ i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q} (vgl. Boyd und Vandenberghe, 2004, S.
127).

3Die Forschungsbereiche OR und theoretische Informatik beschäftigen sich durchaus intensiv mit
Problemstellungen aus Graphentheorie bzw. kombinatorischer Optimierung, jedoch keineswegs
ausschließlich. So spielen im OR auch Probleme der kontinuierlichen Optimierung eine zentrale
Rolle.
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2.1 Grundlagen und zentrale Begriffe

Lineare, quadratische und nichtlineare Optimierung

Optimierungsprobleme, bei denen sowohl die Zielfunktion als auch sämtliche Neben-
bedingungen lineare Funktionen sind, werden als lineare Optimierungsprobleme
oder als lineare Programme bezeichnet. Ein zentraler Vorteil von linearen Optimie-
rungsproblemen ist, dass diese konvex sind, womit jeder lokale Minimalpunkt einem
globalen Minimalpunkt entspricht.
Nichtlineare Optimierungsprobleme zeichnen sich dadurch aus, dass mindes-
tens eine der Nebenbedingungen oder die Zielfunktion selbst nichtlineare Funktionen
sind. Insbesondere bei ingenieurwissenschaftlichen Fragestellungen und auch in den
Naturwissenschaften treten derartige Probleme vermehrt auf. Beispielsweise bei der
Simulation und Optimierung solarthermischer Kraftwerke (vgl. Teil III).
Als ein in der Praxis meist gut zu lösender Spezialfall der nichtlinearen Probleme sei
die Klasse der konvexen nichtlinearen Optimierungsprobleme benannt. Eine weitere
Unterklasse nichtlinearer Probleme, die meist gesondert betrachtet wird, umfasst
die quadratischen Optimierungsprobleme. Bei diesen ist die Zielfunktion eine
quadratische Funktion. Zudem werden sämtliche Nebenbedingungen durch lineare
Funktionen induziert (vgl. Nocedal und Wright, 2006, S. 448). Ein wichtiges Beispiel,
welches auf einem quadratischen Optimierungsproblem beruht, ist die Methode der
kleinsten Quadrate, die vielfach im Bereich der Ausgleichsrechnung zur Anpassung
von Messdaten Anwendung findet. Dies wird in Abschnitt 19.1 erneut aufgegriffen.

Deterministische vs. stochastische Optimierung

In der Realität sind Daten vielfach mit gewissen Unsicherheiten behaftet. Beispiels-
weise, wenn diese aus physikalischen Experimenten stammen oder wenn die Daten
zum Zeitpunkt der Modellierung lediglich geschätzt werden können, weil sie sich
auf zukünftige Entwicklungen beziehen. Als Beispiel sei die Produktionsplanung ge-
nannt, die insbesondere von dem zukünftigen Interesse / Bedarf der Kundschaft
abhängt.
Es gibt unterschiedliche Ansätze, um Unsicherheiten bei der Optimierung zu berück-
sichtigen. Im Bereich der stochastischen Optimierung wird versucht, die Unsi-
cherheit zu quantifizieren. Diese Quantifizierungen werden dann genutzt, um einen
Punkt zu finden, der den unter Unsicherheiten zu erwartenden Ausgang eines Mo-
dells optimiert (vgl. Nocedal und Wright, 2006, S. 7). Ein weiteres Forschungsgebiet,
welches sich intensiv mit dem Lösen von Optimierungsproblemen unter unsicheren
Daten beschäftigt, ist die robuste Optimierung.
Der stochastischen Optimierung steht die deterministische Optimierung gegen-
über. Bei dieser wird angenommen, dass das Modell vollständig bekannt ist und
die Daten keinen Unsicherheiten unterliegen (vgl. Nocedal und Wright, 2006, S. 7).
Der Fokus dieser Arbeit liegt auf der deterministischen Optimierung, wenngleich in
Abschnitt 11.1.5 ein kurzer Exkurs in die stochastische Optimierung vollzogen wird.
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2 Optimierung

Einkriterielle vs. multikriterielle Optimierung

Bisher haben wir Probleme betrachtet, bei denen ein Kriterium zu minimieren war.
Diese Probleme werden auch als einkriterielle Probleme bezeichnet. In der Pra-
xis treten durchaus Probleme auf bei denen mehrere (meist konkurrierende) Ziele
verfolgt werden. Derartige Probleme sind dem Bereich der multikriteriellen Opti-
mierung, auch Pareto Optimierung oder Vektoroptimierung genannt, zuzuordnen.
Formal kann ein multikriterielles Optimierungsproblem geschrieben werden als

min
x

(f1(x), f2(x), . . . , fm(x))ᵀ u. d. Nb. x ∈ F , (2.3)

wobei Zielfunktionen fl : F → R mit l = 1, . . . ,m und m ≥ 2 betrachtet werden.
Das min in (2.3) bezieht sich dabei auf alle m Funktionen, die möglichst gleichzeitig
minimiert werden sollen. Auch hier muss die Menge F nicht notwendigerweise Teil-
menge des Rn sein.
Oftmals existiert bei multikriteriellen Problemen kein Punkt x, der Minimalpunkt
jeder einzelnen Zielfunktion ist. Stattdessen muss ein geeigneter Kompromiss ge-
funden werden. Eine Möglichkeit, um multikriterielle Probleme zu lösen, ist diese
über einen Skalarisierungsansatz in ein einkriterielles Problem zu überführen (vgl.
Miettinen, 1998, S. 1).

2.2 Wie werden Optimierungsprobleme gelöst?

In der Schule, insbesondere in der Oberstufe, werden Optimierungsprobleme (Stich-
worte: Extremwertaufgaben und Kurvendiskussion) zumeist analytisch gelöst. Da-
zu werden Optimalitätsbedingungen erster und zweiter Ordnung ausgenutzt. Auf-
grund der Komplexität von Optimierungsproblemen, die in der Praxis auftreten, ist
es jedoch vielfach nicht praktikabel oder möglich Optimierungsprobleme analytisch
anzugehen. Deswegen werden Optimierungsverfahren entwickelt mit denen versucht
wird eine gute oder gar optimale Lösung zu berechnen.
Den meisten Verfahren ist Folgendes gemein: ausgehend von einem Startpunkt für
die Entscheidungsvariable x (der entweder von uns gewählt oder aus vorherigen
Simulationen und Modellen generiert wird) wird versucht, iterativ neue Werte der
Variablen mit verbesserten Zielfunktionswerten zu finden bis das Verfahren aufgrund
eines gewählten Abbruchkriteriums endet (vgl. Nocedal und Wright, 2006, S. 9). Bei
der Entwicklung von Optimierungsverfahren wird in der Regel versucht folgenden
Kriterien zu genügen:

• Robustheit: Das Verfahren kann in einem breiten Spektrum von Optimie-
rungsproblemen der gleichen Art angewendet werden und funktioniert für ver-
schiedene (sinnvolle) Wahlen eines Startpunktes zuverlässig (vgl. Nocedal und
Wright, 2006, S. 9; Antoniou und Lu, 2007, S. 10).

• Effizienz: Die Rechenleistung und der Speicherplatz, die zur Ausführung des
Verfahrens benötigt werden, sollten nicht zu groß sein (vgl. Nocedal undWright,
2006, S. 9).
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2.2 Wie werden Optimierungsprobleme gelöst?

• Genauigkeit: Das Verfahren sollte mit hoher Genauigkeit einen Optimal-
punkt finden ohne dabei zu sensitiv auf Fehler zu reagieren; seien es Fehler
in den Daten oder Rundungsfehler, die bei der Verarbeitung / Darstellung
von Daten oder bei der Umsetzung des Algorithmus mithilfe des Computers
entstehen (vgl. Nocedal und Wright, 2006, S. 9).

Durchaus können diese Kriterien miteinander im Konflikt stehen.

Eine Unterscheidung von Optimierungsverfahren lässt sich hinsichtlich dessen vor-
nehmen, welche Informationen über die Zielfunktion und deren erste und zweite
Ableitung (sofern diese existieren) ausgenutzt werden:

• Verfahren erster Ordnung nutzen den Gradienten der Zielfunktion, um
einen Minimalpunkt zu berechnen. Da der Gradient lediglich lokale Eigenschaf-
ten der Zielfunktion abbildet, sind die meisten gradientenbasierten Verfahren
insbesondere für die Bestimmung von lokalen Minimalpunkten beziehungswei-
se für konvexe Probleme geeignet. Ein Beispiel für ein Verfahren erster Ord-
nung ist das Gradientenverfahren, bei dem iterativ in die Richtung des steilsten
Abstiegs vorangeschritten wird (vgl. Abschn. 2.2.1).

• Verfahren zweiter Ordnung nutzen neben dem Gradienten zusätzlich die
Hesse-Matrix. Ein Beispiel ist das Newton-Verfahren, welches eingesetzt wer-
den kann, um die Nullstellen des Gradienten (und damit die kritischen Punkte)
zu berechnen.

• Verfahren nullter Ordnung nutzen keine Informationen über den Gradi-
enten oder die Hesse-Matrix. Diese Verfahren werden auch als gradienten-
freie Verfahren bezeichnet. Sie werden unter anderem bei Problemen einge-
setzt, bei denen keine analytische Form der Zielfunktion vorliegt, beispielswei-
se wenn die Auswertung der Zielfunktion auf komplexen Simulationen beruht
(vgl. Nocedal und Wright, 2006, S. 221). Selbst wenn eine analytische Form
der Zielfunktion vorliegt, ist es nicht immer praktikabel oder möglich einen
Gradienten zu berechnen, beispielsweise weil dessen Bestimmung äußerst re-
chenintensiv wäre oder weil die Zielfunktion nicht überall differenzierbar ist.
Gradientenfreie Verfahren werden somit auch zum Lösen von Problemen mit
nichtdifferenzierbarer Zielfunktion eingesetzt. Beispiele für solche Verfahren
sind das Nelder-Mead-Verfahren, das Simulated Annealing oder genetische Al-
gorithmen. Die gradientenfreien Verfahren sind weniger weit entwickelt als die
gradientenbasierten Verfahren und lassen sich vielfach nur bei Problemen mit
simplen Nebenbedingungen (bspw. Box-Restriktionen der Art lb ≤ x ≤ ub)
einsetzen (vgl. Nocedal und Wright, 2006, S. 221).

Je nach mathematischen Eigenschaften des gegebenen Optimierungsproblems eignen
sich unterschiedliche Verfahren.

Im Folgenden wird kurz die Grundidee und Funktionsweise von sogenannte Abstiegs-
verfahren beschrieben. Bei der Beschreibung dieser werden exemplarisch wesentli-
che Merkmale vieler numerischer Optimierungsverfahren (Startpunkt, Schrittweite,
Suchrichtung etc.) deutlich.
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2 Optimierung

2.2.1 Abstiegsverfahren

Abstiegsverfahren finden vielfach zur Lösung unrestringierter nichtlinearer Optimie-
rungsprobleme mit stetig differenzierbarer Zielfunktion Anwendung. Die Grundidee
ist, ausgehend von einem festzulegenden Startpunkt, gemäß einer festzulegenden
Schrittweite, in Richtung kleinerer Zielfunktionswerte voranzuschreiten. Dies wird
solange durchgeführt bis ein Abbruchkriterium erfüllt ist. Im Detail werden folgende
Schritte ausgeführt (vgl. Alt, 2011, S. 69):

1. Wähle einen Startpunkt x(0), eine Abbruchtoleranz ε, eine maximale Anzahl
an Iterationen kmax und setze k := 0.

2. Falls ‖∇f(x(0))‖ < ε oder k > kmax stoppe das Verfahren.

3. Berechne eine Abstiegsrichtung d(k) und eine Schrittweite αk, sodass

f
(
x(k) + αkd(k)

)
< f

(
x(k)

)

und setze x(k+1) = x(k) + αkd(k)

4. Setze k := k + 1 und gehe zu Schritt 2.

Für die Festlegung der Schrittweiten αk in den einzelnen Iterationen existieren ver-
schiedene Strategien, wie die inexakte, jedoch effiziente Armijoregel (vgl. Alt, 2011,
S. 98). Ein Spezialfall des allgemeinen Abstiegsverfahrens ist das sogenannte Gra-
dientenverfahren. Bei diesem wird als Suchrichtung der negative Gradient4 in der
aktuellen Iterierten gewählt: d(k) = −∇f

(
x(k)

)
. Das Gradientenverfahren ist auch

als Verfahren des steilsten Abstiegs bekannt.

Bei Anwendung des Verfahrens auf ein Problem mit nichtkonvexer Zielfunktion mit
vielen lokalen Minimalpunkten, ist es möglich, dass bei ungünstiger Wahl des Start-
punktes nur ein lokaler Minimalpunkt (ggf. mit schlechtem Zielfunktionswert) ge-
funden wird. Wird zudem die Schrittweite bei einer derartigen Funktion ungünstig
gewählt, so kann es passieren, dass Minimalpunkte übersprungen werden. Abstiegs-
verfahren und Probleme, die je nach Gestalt der Zielfunktion auftreten können,
scheinen durchaus geeignet, um im ein- oder zweidimensionalen Fall auf anschauli-
cher Ebene auch mit Schülerinnen und Schülern diskutiert zu werden.

Bei der Modellierung eines solarthermischen Kraftwerkes wurden verschiedene Op-
timierungsprobleme basierend auf dem Gradientenverfahren gelöst (vgl. Abschn.
11.1). Bei der Modellierung eines Empfehlungssystems für Filme wird in Anhang
E.1 zudem eine im Bereich des maschinellen Lernens oft genutzte Erweiterung, das
stochastische Gradientenverfahren, aufgegriffen.

4Der Gradient in einem Punkt x zeigt in die Richtung des steilsten Anstiegs. Deswegen wird beim
Lösen von Minimierungsproblemen mit dem Gradientenverfahren der negative Gradient (die
Richtung des steilsten Abstiegs) gewählt.
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2.2.2 Lösen von restringierten Optimierungsproblemen

Zum Lösen von Optimierungsproblemen mit Nebenbedingungen existieren verschie-
dene Ansätze. Zentral sind ...

• Ansätze, bei denen das restringierte Problem in ein oder sukzessiv in mehrere
unrestringierte Probleme überführt wird, welche dann gelöst werden. Verfah-
ren, die auf diesem Ansatz beruhen, sind Straftermverfahren, Barrieremetho-
den oder augmentierte Langrangeverfahren. Im Folgenden wird die Idee der
Modellierung als unrestringiertes Problem detaillierter ausgeführt, da dies bei
der Optimierung von Solarkraftwerken relevant sein wird (vgl. Abschn. 11.2).

• Ansätze, bei denen die Optimalitätsbedingungen für restringierte Probleme
(konkret die KKT-Bedingungen) ausgenutzt werden. Dazu gehören beispiels-
weise Verfahren des Sequential Quadratic Programming (vgl. Nocedal und
Wright, 2006, S. 423; Stein, 2021b, S. 189).

Die Grundidee der Modellierung als unrestringiertes Problem ist, die Zulässigkeit
eines Punktes als weiteres Ziel zu formulieren. Dazu können sogenannte Strafterm-
funktionen φ : Rn → R definiert werden, für die

• φ(x) = 0, falls x ∈ F
• φ(x) > 0, falls x /∈ F .

gelten soll. Die Forderung nach Zulässigkeit kann als Minimierung der Strafterm-
funktion φ betrachtet werden. Es wird nun versucht, sowohl die ursprüngliche Ziel-
funktion f als auch die Straftermfunktion φ zu minimieren. Damit liegt ein unre-
stringiertes multikriterielles Optimierungsproblem der Form

min
x

(
f(x)
φ(x)

)
(2.4)

vor. Anstatt das Problem über Methoden der multikriteriellen Optimierung anzu-
gehen, kann dieses über einen Skalarisierungsansatz in ein unrestringiertes einkrite-
rielles Problem mit Strafparameter µ > 0 überführt werden (vgl. Stein, 2021b, S.
190), etwa

min
x

f(x) + µ · φ(x). (2.5)

Nun bleibt die Frage, wie die Straftermfunktion gewählt werden sollte. Wünschens-
wert wäre, wenn die Minimalpunkte des neuen unrestringierten Problems für ausrei-
chend große Strafparameter µ den Minimalpunkten des ursprünglichen restringierten
Problems entsprächen. Zwei gängige Straftermfunktionen sind ...

• die `1-Straftermfunktion

φ1(x) =
q∑

j=1
max{0, gj(x)}+

p∑

i=1
|hi(x)|.

Diese hat den Vorteil, dass sich die Optimalpunkte des restringierten Pro-
blems unter gewissen Voraussetzungen und für genügend großen Strafparame-
ter µ durch Lösen des unrestringierten Problems ergeben. Deshalb wird diese
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Funktion auch als exakte Straftermfunktion bezeichnet. Nachteil ist, dass die
`1-Funktion nicht überall differenzierbar ist. Sie wird deswegen oft eingesetzt,
wenn bereits die Zielfunktion des ursprünglichen Problems nicht überall diffe-
renzierbar ist (vgl. Nocedal und Wright, 2006, S. 507; Stein, 2021b, S. 195).

• die `2-Straftermfunktion

φ2(x) =
q∑

j=1
(max{0, gj(x)})2 +

p∑

i=1
(hi(x))2.

Diese ist zwar überall differenzierbar, jedoch nicht exakt.

Die meisten Straftermverfahren, die sich der Ankopplung einer Straftermfunktion
an die ursprüngliche Zielfunktion zunutze machen, basieren darauf, eine Folge unre-
stringierter Probleme mit wachsendem Strafparameter zu lösen, und zwar so lange,
bis die Verletzung der Nebenbedingungen ausreichend klein ist (vgl. Nocedal und
Wright, 2006, S. 511).

2.3 Warum Optimierung in der Schule?

Die Leitfrage dieses Abschnitts soll im Hinblick auf die einschlägige fachdidaktische
Literatur rund um Optimierungsprobleme diskutiert werden. Es wird deutlich, dass
nicht nur im Hinblick auf die mathematische Modellierung, sondern auch darüber
hinaus vielfach das Potential hervorgehoben wurde, welches die Optimierung für den
Mathematikunterricht bereithält:

Optimierung als Grundbedürfnis des Menschen: „Wir wollen das Beste aus
dem Tag machen, die Zeit optimal nutzen, das Geld einträglich und sicher anlegen
[...] Kurz: Wir wollen maximalen Nutzen mit minimalen Einsatz erzielen und das in
möglichst vielen Lebensbereichen und Lebenslagen“ (Vogel, 2010a, S. 4). Die Opti-
mierung liegt in der Natur des Menschen und birgt vermutlich deswegen ein enormes
Motivationspotential – auch für den Mathematikunterricht. Die Optimierung unter-
streicht damit in besonderem Maße, was Winter (1975, S. 59) bei der Diskussion
allgemeiner Lernziele für den Mathematikunterricht zu betonen wusste: Mathema-
tik und Mensch sind sich in ihrem Wesen in verschiedener Hinsicht durchaus ähnlich.

Optimierung als fundamentale Idee der Mathematik: Unter anderem Schupp
(1997) hebt das Optimieren als fundamentale Idee der Mathematik im Sinne des
amerikanischen Psychologen Jerome Bruner hervor. Bruner (1960) hatte mit sei-
nem Buch „The Process of Education“ erstmals den Begriff fundamentaler Ideen5

im Hinblick auf deren Bedeutung für die Curriculumsgestaltung und den Unterricht
geprägt. Bruner fordert, den Unterricht eines Faches an dessen fundamentalen Ideen
auszurichten und diese spiralförmig auf unterschiedlichem Niveau wiederkehren zu
lassen (vgl. Humenberger und Reichel, 1995, S. 2). Aufbauend auf Bruner haben
sich verschiedene Mathematikdidaktikerinnen und -didaktiker der Entwicklung von

5In der fachdidaktischen Literatur werden vielfach auch Synonyme, wie zentrale, universelle,
bedeutsamen Ideen, verwendet.
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Kriterien und Katalogen für fundamentale Ideen der Mathematik gewidmet. In di-
versen dieser Kataloge, taucht das Optimieren, die Optimierung oder Optimalität
als eine fundamentale Idee explizit auf. Hier sei exemplarisch auf die Ideenkataloge
von Schreiber (1983) und Tietze et al. (1997) verwiesen. Eine Übersicht über die
Entwicklung fundamentaler Ideen in der mathematikdidaktischen Diskussion ist et-
wa in Humenberger und Reichel (1995) zu finden. Eben diese Autoren haben zudem
einen Katalog von fundamentalen Ideen für die angewandte Mathematik erarbeitet,
dem auch das Optimieren angehört (vgl. Humenberger und Reichel, 1995, S. 30).

Ebenfalls im Hinblick auf fundamentale Ideen hat Von der Bank (2012) das Vernet-
zungspotential der Optimierung an verschiedenen Beispielen herausgearbeitet. Dazu
hat sie einen sogenannten Vernetzungspentagraph entwickelt, der dabei helfen soll
„Unterrichtsinhalte zu analysieren und so einen Beitrag leisten [kann], im Unterricht
Aspekte, die für Mathematik ganz wesentlich sind, nicht auszublenden“ (Von der
Bank, 2012, S. 37). Die Autorin stellt verschiedene Optimierungsaufgaben vor und
veranschaulicht mithilfe des Vernetzungspentagraphen, inwieweit bei der Bearbei-
tung dieser Aufgaben Inhalte aus Analysis, Algebra, Geometrie, Stochastik und dis-
kreter Mathematik vernetzt werden können.

Optimieren bietet zahlreiche Anlässe für mathematisches Modellieren:
Viele Anwendungen und Technologien aus unserem Alltag beruhen letztlich auf dem
Formulieren und Lösen von Optimierungsproblemen. Sei es, wenn die optimale Be-
strahlung von Tumoren schon vor der eigentlichen Strahlentherapie simuliert und
optimiert wird, wenn die Flügel eines Flugzeuges mit Blick auf die Aerodynamik
optimal designt werden oder Gesichter von Menschen in der automatischen Ge-
sichtserkennung bestmöglich erkannt werden sollen. Optimierungsprobleme haben
eine enorme Relevanz für Fragestellungen aus Alltag und Forschung und stellen da-
mit einen vielversprechenden Kandidaten für die mathematische Modellierung mit
Schülerinnen und Schülern dar. Die Chancen, die die Optimierung für den stärkeren
Einbezug von Anwendungsfragen und damit das mathematische Modellieren bie-
tet, wurde bereits von verschiedenen Autorinnen und Autoren hervorgehoben (vgl.
Kreckler, 2015; Lutz-Westphal, 2006; Oldenburg, 2006; Vogel, 2010a; Humenberger
und Reichel, 1995).

Nicht nur die Anlässe für das Modellieren, sondern auch die Vielfalt an Möglichkeiten
Optimierungsprobleme zu formulieren und Strategien um diese zu lösen, sprechen für
eine stärkere Einbindung von Optimierungsfragen in den Unterricht. Die verschiede-
nen Stellen, an denen das Formulieren und Lösen von Optimierungsproblemen Raum
bietet mathematisch kreativ an das Lösen realer Probleme heranzugehen, werden in
Abschnitt 19.1 diskutiert.

Vogel (2010a) nennt als weitere Vorteile, die die Optimierung für den Mathematik-
unterricht haben kann, dass sie a) Möglichkeiten zur Förderung algorithmischen
Denkens bietet und b) den Weg zu tragfähigen Begriffen weisen kann. Er be-
zieht sich dabei auf den Median und das arithmetische Mittel, die aus der Lösung
von Optimierungsproblemen resultieren. Hierauf wird in Abschnitt 19.1 erneut ein-
gegangen.
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Wunsch und Wirklichkeit

Obgleich die Optimierung als fundamentale Idee der (angewandten) Mathematik an-
gesehen wird, findet sie in der Schule zumeist nur im Bereich Analysis (unter anderem
bei quadratischen Funktionen / Parabeln) und in der Oberstufe vielfach reduziert
auf das Lösen von Extremwertaufgaben sowie das mitunter rezeptartige Anwenden
des Kriteriums Ableitung gleich Null statt. Dabei bietet die Optimierung deutlich
mehr Möglichkeiten den Mathematikunterricht zu bereichern und wahrhaftig das Po-
tential auszuschöpfen, welches ihr als fundamentale Idee innewohnt (Schupp, 1997,
S. 4).

Ebenso Oldenburg (2006) diskutiert, dass das Einschränken der Optimierung auf die
Bestimmung der Ableitung und das Nullsetzen dieser, den Anwendungsbereich der
Optimierung enorm reduziert. Denn dies verlangt, dass die betrachtete Zielfunkti-
on analytisch darstellbar und mindestens einmal differenzierbar ist. Dies ist in der
Realität und auch bei den in dieser Arbeit betrachteten Problemen nicht immer der
Fall. Er schlägt vor, Optimierungsprobleme mithilfe numerischer Verfahren mit den
Lernenden anzugehen und nennt zugleich verschiedene Beispielprobleme und Ver-
fahren (bspw. das Newton-Verfahren oder die Nutzung von Straftermverfahren für
restringierte Probleme), die sich für den Unterricht eignen könnten. Er richtet sich
in seinen Ausführungen an Lehrkräfte und diskutiert verschiedene Probleme, die für
den Unterricht denkbar wären. Vorschläge für konkrete Unterrichtsmaterialien und
deren Erprobung sind nicht Bestandteil des Artikels. Auch wird die diskrete Op-
timierung ausgeklammert. Zudem wird nicht detailliert auf zentrale Eigenschaften
von Optimierungsproblemen, der damit verbundenen Existenz und Eindeutigkeit
von Optimalpunkten sowie das Wechselspiel zwischen innermathematischen Überle-
gungen und Anwendungsfragen eingegangen.

Unter anderem Schupp (1997, S. 4) und Humenberger (2010, S. 44) fordern das
Optimieren schon in der Sekundarstufe I stärker in den Mathematikunterricht ein-
zubinden: „Daraus ergibt sich: die Begegnung mit dem Optimieren als zentraler
und aktueller mathematischer Aktivität erfolgt in unseren Schulen zu spät (für viele
Schüler überhaupt nicht) und wenig repräsentativ“ (Schupp, 1997, S. 4). Schupp lie-
fert neben dieser Kritik zugleich inhaltliche, didaktische und unterrichtspraktische
Anregungen, um das benannte Defizit abzubauen. Als Leitlinien für das verstärkte
Einbinden der Optimierung in den Mathematikunterricht benennt er das Optimieren
durch Finitisieren (lineare Optimierung, Approximation der Zielfunktion durch Ver-
wendung von Wertetabellen, Ablesen von Extrema am Funktionsgraphen), das Op-
timieren in endlichen Mengen (bspw. bereits in der Primarstufe, bei der Bestimmung
des ggT / kgV), die Verwendung von Mitteln aus Graphentheorie / Kombinatorik,
Analysis oder linearer Algebra, die Optimierung über die Verwendung von Niveau-
linien oder den Rückbezug auf Basisungleichungen (vgl. Schupp, 1997, S. 8–10).
Auch Danckwerts und Vogel (2001), Vogel (2010a) und Humenberger (2015a) heben
die Möglichkeiten des Optimierens mithilfe elementarer Methoden an verschiedenen
Beispielen hervor und unterstreichen, dass es nicht der Differentialrechnung bedarf,
um Optimierungsprobleme zu verschiedenen Zeitpunkten der schulmathematischen
Laufbahn zu verankern.
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Im Hinblick auf die diskrete Optimierung und Potentiale anhand dieser den Ma-
thematikunterricht zu bereichern, sei auf Hußmann und Lutz-Westphal (2007) und
Lutz-Westphal (2006) hingewiesen, die zahlreiche Impulse liefern, wie die kombinato-
rische Optimierung imMathematikunterricht verankert werden kann. Lutz-Westphal
(2006) hebt dabei insbesondere die Chancen für die authentische Gestaltung von
Mathematikunterricht hervor. Sie diskutiert, dass sich kombinatorische Optimie-
rungsprobleme durch eine besonders leichte Zugänglichkeit auszeichnen und einen
modularen Einsatz des Stoffes im Unterricht erlauben:

„Im Falle der kombinatorischen Optimierung ist besonders die Modulari-
tät des Stoffes hervorzuheben. Der Stoff ist nicht hierarchisch gegliedert,
sondern bietet die Möglichkeit in verschiedene Richtungen ausgekund-
schaftet zu werden. [...] Diese Offenheit im Erkundungsprozess ermög-
licht es, über mehrere Schulstunden hinweg freies Forschen zuzulassen,
um dann die Erkundungswege zusammenzutragen, zu vergleichen und
jeweils noch nicht Bearbeitetes von anderen zu lernen“ (Lutz-Westphal,
2006, S. 69).

Zudem diskutiert Fest (2007), dass sich die kombinatorische Optimierung besonders
dafür eignet, greifbare Probleme aus dem Alltag der Lernenden im Mathematikun-
terricht zu behandeln.
Im Hinblick auf die Umsetzung mathematischer Modellierungsprojekte, die über
das Nullsetzen der Ableitung hinausgehen, sei überdies auf die Arbeit von Kreckler
(2015) hingewiesen. Die Autorin arbeitete in ihrer Dissertation umfänglich heraus,
wie Standortprobleme im mathematischen Modellierungsunterricht mit Schülerinnen
und Schülern basierend auf Methoden der diskreten oder geometrischen Optimierung
angegangen werden können.

Konsequenzen für diese Arbeit
Die Forderung, Optimierung im Schulunterricht früher, häufiger und inhaltlich brei-
ter zu behandeln, ist, wie die oben zitierten Arbeiten zeigen, nicht neu. Es existieren
bereits diverse Publikationen, die sich dem Thema Optimierung und deren Chancen
für den Mathematikunterricht nähern. Die Mehrheit der Publikationen fokussiert
einen ausgewählten innermathematischen Bereich der Optimierung oder eine be-
ziehungsweise mehrere ausgewählte Methoden und beschreibt Möglichkeiten diesen
Aspekt / diese Methode im Mathematikunterricht zu verankern.

In der vorliegenden Arbeit wird hingegen nicht nur eine ausgewählte Klasse von Op-
timierungsproblemen in den Blick genommen. Stattdessen werden ausgehend von
realen Problemstellungen wesentliche Aspekte von Optimierungsproblemen mathe-
matisch untersucht. Dabei werden übergeordnete Leitfragen beim Formulieren und
Lösen von Optimierungsproblemen diskutiert, die sich nicht auf eine Art von Op-
timierungsproblemen oder eine ausgewählte Methode beschränken. Vielmehr steht
das Wechselspiel zwischen Anwendungsfragen und innermathematischen Überlegun-
gen im Hinblick auf Eigenschaften der Optimierungsprobleme im Vordergrund. Der
Facettenreichtum der Optimierung und diverser denkbarer Modellentscheidungen
(auch seitens der Lernenden) werden in dieser Arbeit umfänglich ausgeschöpft. So
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wird beispielsweise ein- und dieselbe Optimierungsfrage im Lernmaterial zu den
Solarkraftwerken über drei verschiedene Formulierungen (sowohl diskrete als auch
kontinuierliche) angegangen und gelöst.

In dieser Arbeit werden Optimierungsprobleme in den Blick genommen, die aufgrund
ihrer Komplexität den Einsatz von numerischen Methoden zum Lösen der Probleme
erfordern. Damit wird sich in natürlicher Weise von dem in der Schule gängigen Vor-
gehen gelöst – und damit sogleich der von Schupp (1997, S. 12) zurecht angemerkten
Kritik entgegengewirkt:

„Die von unseren Analysisbüchern vermittelte Exaktheit des Infinitisi-
malkalküls ist eine Schimäre. Sie lebt davon, dass man sich auf wenige
Funktionsklassen beschränkt, bei denen f ′(x) = 0 exakt lösbar ist. Hinzu
kommt, dass für den Anwender die Exaktheit nicht unbedingt erforder-
lich ist [...].“

32



Teil II

Realisierung von kollaborativen
Modellierungsprojekten online
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3 Einleitung
Der in diesem Kapitel vorgestellte ganzheitliche Ansatz für die Online-Durchführung
von kollaborativen Modellierungsaktivitäten wurde im Rahmen des Computatio-
nal and Mathematical Modeling Programs (CAMMP)1 entwickelt. CAMMP ist ein
Schülerlabor an der RWTH Aachen und ein Programm am Karlsruher Institut für
Technologie, welches seit 2011 Modellierungsaktivitäten für Schülerinnen und Schü-
ler der Klassenstufen 8 bis 13 durchführt. Die in dieser Arbeit entwickelten Lernma-
terialien wurden im Rahmen zweier Arten von Modellierungsaktivitäten erprobt: a)
solche mit kurzem Zeitrahmen, die Modellierungstage,2 und b) solche mit großzügi-
gem Zeitrahmen, die Modellierungswochen.3 Das Konzept und Lernmaterial für die
Modellierungstage kann und wurde bereits für die Durchführung von Unterrichts-
reihen angepasst.
Neben den Modellierungstagen und -wochen, die im Zuge von CAMMP durchgeführt
werden, gibt es in Deutschland eine Reihe weiterer, von Universitäten organisierter
Modellierungsaktivitäten. Zwei Beispiele sind die Hamburger Modellierungstage und
die im Rahmen des Projekts KOMMS in Kaiserslautern durchgeführten Modellie-
rungstage und -wochen (vgl. Vorhoelter und Freiwald, im Druck; Bock und Bracke,
2015).

Wieso online?
Meist findet der größte Teil des Lernens und Lehrens von Mathematik in der Schu-
le statt oder, wie im Rahmen dieser Arbeit, in Modellierungsveranstaltungen für
Schülerinnen und Schüler, die von wissenschaftlichen Mitarbeitenden oder studenti-
schen Hilfskräften organisiert und durchgeführt werden – beispielsweise im Rahmen
eines Schülerlabors. Gerade in Zeiten von Distanzunterricht und Homeschooling ist
es wichtig geworden, Lernenden die Möglichkeit zu geben, die in Abschnitt 1.2 er-
wähnten Modellierungskompetenz(en) durch die Arbeit an Problemen von zu Hause
aus zu erwerben. Daher wurde ein ganzheitliches und anpassungsfähiges Konzept
erprobt, um mathematisches Modellieren online zu ermöglichen. Der Anlass für die
Entwicklung eines Konzepts zur Durchführung mathematischer Modellierungsak-
tivitäten online war die COVID-19-Pandemie. Gleichwohl wurde das entwickelte
Lernmaterial bereits vor der Pandemie für den Einsatz in Präsenzworkshops digi-
tal umgesetzt. Dies liegt in den Vorteilen digitaler Werkzeuge für das Modellieren
begründet (vgl. Abschn. 1.4). Die Potentiale, die digitale Lernumgebungen als Er-
gänzung zum traditionellen Präsenzunterricht mit sich bringen, hebt auch die Kul-
tusministerkonferenz (2017, S. 13–14) hervor:

1Weitere Informationen unter: www.cammp.online, letzter Aufruf: 31.10.2021.
2CAMMP days, siehe www.cammp.online/116.php, letzter Aufruf: 26.11.2021.
3CAMMP week, siehe www.cammp.online/21.php, letzter Aufruf: 26.11.2021.
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„Diese digitalen Lernumgebungen helfen Schülerinnen und Schülern, sich
im Team zu organisieren, gemeinsam Lösungen zu entwickeln, selbststän-
dig Hilfen heranzuziehen und ermöglichen unmittelbare Rückmeldungen.
Sie vereinfachen die Organisation und Kommunikation von Arbeitspro-
zessen und helfen dabei, dass Arbeitsmaterialien und Zwischenstände
jederzeit dokumentiert und verfügbar sind. Zusätzlich zum regulären Ler-
nen im Klassenverband kann der virtuelle Lern- und Arbeitsraum auf-
grund seiner Unabhängigkeit von festgesetzter Zeittaktung und physi-
scher Anwesenheit Lernsituationen zwischen verschiedenen Lerngruppen
innerhalb einer Schule oder auch zwischen verschiedenen Schulen sowie
in außerunterrichtlichen Kontexten vereinfacht ermöglichen. Insgesamt
bietet sich die Chance, den Schülerinnen und Schülern mehr Verantwor-
tung für die Gestaltung des eigenen Lernens zu übertragen und damit
ihre Selbstständigkeit zu fördern.“

Wieso kollaborativ?
Aufgrund der komplexen Natur realer Probleme aus unserem Alltag spielt Teamwork
typischerweise eine wichtige Rolle bei Problemlösungsprozessen in der realen Welt.
Daher ist Teamarbeit und damit kollaboratives4 Modellieren auch bei dem vorge-
stellten Konzept für Online-Modellierungsaktivitäten zentral. Die Nähe zu realen
Problemlösungsprozessen ist natürlich nicht der einzige Vorteil von kollaborativem
oder kooperativem Lernen.5 Es kann auch dazu beitragen, das Selbstwertgefühl der
Lernenden zu stärken und sie zu motivieren, sich aktiv am Lernprozess zu beteiligen
(vgl. Panitz, 1999b, S. 59). Darüber hinaus hat „kollaboratives Lernen als Haupt-
merkmal eine Struktur, die das Gespräch der Schülerinnen und Schüler ermöglicht:
Die Schülerinnen und Schüler sollen miteinander reden und es ist in diesem Gespräch,
in dem ein Großteil des Lernens stattfindet“ (Golub, 1988, S. 1, eigene Übersetzung).
Wie im Folgenden ersichtlich wird, ist Kommunikation zwischen den Lernenden auch
in den hier beschriebenen Modellierungsaktivitäten zentral. In Panitz (1999b) und
Johnson und Johnson (1989) werden einige weitere Vorteile des kooperativen und
kollaborativen Lernens aufgezeigt.

Im nächsten Kapitel werden zunächst die beiden Unterrichtsformate vorgestellt:

• Projekte mit kürzerem Zeitrahmen (Modellierungstage / Unterrichtsreihen),
bei denen die Lernenden stärker angeleitet an didaktisch aufbereiteten Lern-
materialien arbeiten, und

4Der Begriff kollaborativ bzw. Kollaboration wird im Bereich Lernmethoden / Lernpsychologie
wertfrei verwendet. Hier wird sich klar von der negativen Besetzung des Begriffs „Zusammen-
arbeit mit dem Feind“, der insbesondere durch die NS-Zeit geprägt wurde, abgegrenzt.

5Die Begriffe kollaboratives und kooperatives Lernen werden oft austauschbar verwendet. Panitz
(1999a) und Bruffee (1995) unterscheiden jedoch zwischen beiden Begriffen. Nach Bruffee (1995)
besteht ein Unterschied darin, dass kollaboratives Lernen eher schülerzentriert ist, während
kooperatives Lernen eher lehrerzentriert ist und somit stärker von der Lehrkraft kontrolliert
wird (vgl. Panitz, 1999a, S. 5). Bei der Verwendung der Begriffe kollaboratives und kooperatives
Lernen wird sich in dieser Arbeit auf die Definition von Bruffee (1995) bezogen.
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• Projekte mit längerem Zeitrahmen (Modellierungswochen), in denen die Ler-
nenden offene Probleme aus Forschung und Industrie selbstbestimmt und un-
angeleitet bearbeiten.

Es wird beschrieben, wie die beiden Unterrichtsformate in Präsenz gestaltet und
durchgeführt werden. Anschließend werden Herausforderungen für die Online-Reali-
sierung eben dieser Unterrichtsformate benannt und Anforderungen an digitale Werk-
zeuge herausgestellt. Es wird begründet, welche digitalen Werkzeuge für die Gestal-
tung und Durchführung der Modellierungsaktivitäten eingesetzt wurden. Anschlie-
ßend werden das entwickelte digitale Lernmaterial und dessen Ziele, Aufbau und
wesentlichen Elemente beschrieben.
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4 Die Unterrichtsformate

4.1 Modellierungstage – Projekte mit kurzem
Zeitrahmen

Im Rahmen eines Modellierungstages beschäftigen sich die Lernenden mit der Lö-
sung von realen Problemen aus Alltag, Technik, Wirtschaft oder Wissenschaft (vgl.
Frank et al., 2018, S. 138; Wohak et al., 2021). Drei von vielen Problemstellungen,
die im Rahmen der Modellierungstage von CAMMP zum Einsatz kommen, sind:

• Wie können Gesichter oder andere Objekte auf Bildern automatisch klassi-
fiziert werden? Die Lernenden entwickeln ein Klassifikationsmodell auf der
Grundlage eines Datensatzes mit zwei- oder dreidimensionalen Daten. An-
schließend wenden sie dieses auf höherdimensionale Daten an, um handge-
schriebene Ziffern oder Gesichter von Menschen zu klassifizieren (vgl. Schmidt,
2019; Schönbrodt, 2019).

• Wie können wir Nutzerinnen und Nutzern einer Streaming-Plattform bestmög-
liche Empfehlungen für neue Filme, Serien etc. aussprechen (vgl. Teil IV)?

• Wie sollte ein solarthermisches Kraftwerk gebaut werden, damit der Ener-
gieumsatz maximal wird (vgl. Teil III)?

Während eines Modellierungstages wird der Modellierungsprozess durch digitales
Lernmaterial mit Arbeitsblättern und verschiedenen Differenzierungsmaterialien an-
geleitet. In Kapitel 6 wird der Aufbau des digitalen Materials im Detail beschrieben.
Die Modellierungstage von CAMMP finden (bei Durchführung in Präsenz) meist mit
ganzen Mathematikkursen und damit durchaus heterogenen Lerngruppen ab Klasse
8 statt (vgl. Frank et al., 2018; Wohak et al., 2021; Gerhard et al., im Druck).

Hauptelemente bei der Durchführung in Präsenz

Bei der Durchführung der Modellierungstage in Präsenz befinden sich Lehrkraft1

und Lernende im selben Raum. Zu Beginn gibt die Lehrkraft mithilfe von Präsen-
tationsfolien eine Einführung in das Problem. Dabei werden die Lernenden durch
Diskussionsfragen einbezogen. Nach der Einführung beginnen die Lernenden in
Zweier- oder Dreiergruppen mithilfe eines Computers / Laptops / Tablets und vor-
bereiteten digitalen Arbeitsblättern an dem Problem zu arbeiten. Während der

1Die meisten Modellierungsaktivitäten wurden von wissenschaftlichen Mitarbeitenden angeleitet.
Eine erste Durchführung durch eine Gymnasiallehrkraft fand 2020 statt.
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Gruppenarbeit findet normalerweise ein reger Austausch zwischen den Lernenden
statt. Die digitalen Arbeitsblätter führen die Lernenden durch den Modellierungspro-
zess. Je nach Problemstellung spielen Skizzen, die die Lernenden zur (gegenseitigen)
Erklärung anfertigen, eine wichtige Rolle. Kommunikation, aber auch gemeinsame
schriftliche Dokumentationen sind in den Arbeitsphasen zentral.
Kommen die Lernenden nicht weiter, können sie auf gestufte Hilfekarten zugrei-
fen, die im digitalen Lernmaterial bereitgestellt werden. Wenn sie trotz Hilfekarten
Schwierigkeiten haben, können sie die Lehrkraft um Rat fragen. Die Schwierig-
keiten der Lernenden sind in der Regel durch kleine Hinweise, eine kurze Diskussion
oder eine Skizze der Lehrkraft lösbar. Stellt die Lehrkraft fest, dass ein Problem
in mehreren Gruppen auftritt, kann er/sie dieses spontan im Plenum besprechen.
Dadurch, dass sich alle Lernenden im selben Raum befinden, kann die Lehrkraft
den individuellen Fortschritt der Gruppen jederzeit einsehen und sich einen Über-
blick über Arbeitsstand und Motivation der Lernenden verschaffen. Bei beobachteten
Schwierigkeiten kann die Lehrkraft von sich aus intervenieren und Unterstützung an-
bieten. Die Lehrkraft verfolgt bei den Interventionen das Prinzip der minimale
Hilfe im Sinne von Aebli (2006).2 Um der Heterogenität innerhalb einer Lerngrup-
pe gerecht zu werden, können schnellere Lernende an vertiefenden Aufgaben oder
offenen Teilproblemen arbeiten (vgl. Abschn. 6.3). Zudem werden im Lernmaterial
unterschiedliche Arten von Lernhilfen gemäß der Taxonomie von Zech (1998) auf-
gegriffen, die auch als Weiterentwicklung des Prinzips von Aebli angesehen werden
kann (vgl. Stender, 2018, S. 104). Zech unterscheidet in seiner Taxonomie „Moti-
vationshilfen“, „Rückmeldungshilfen“, „allgemein-strategische Hilfen“, „inhaltsori-
entierte strategische Hilfen“ und „inhaltliche Hilfen“ (Zech, 1998, S. 315–319), die
hierarchisch aufeinander aufbauen. Im Lernmaterial werden insbesondere die Rück-
meldungshilfen realisiert. Zudem greifen die gestuften Hilfekarten unterschiedliche
Ebenen von Zechs Taxonomie auf. Die Elemente, die im Lernmaterial umgesetzt
werden, um die Heterogenität innerhalb einer Lerngruppe zu berücksichtigen (z.
B. gestufte Hilfen, automatische Lösungskontrolle), werden in Abschnitt 6.2 aus-
führlich diskutiert.
Zu verschiedenen Zeitpunkten des Modellierungstages werden Zwischendiskussio-
nen im Plenum abgehalten, um bisherige Ergebnisse zu vergleichen und zu vali-
dieren oder um weitere Fragen und Ideen der Lernenden zu diskutieren. In den Ple-
numsdiskussionen verwendet die Lehrkraft erneut Präsentationsfolien. Zudem kann
die Tafel als weiteres Medium hilfreich sein, damit die Lernenden Ideen visualisie-
ren und mit ihren Mitlernenden teilen können. Eine Plenumsdiskussion, die von
der Lehrkraft moderiert wird, beendet den Modellierungstag. Der gesamte Model-
lierungsprozess wird zusammengefasst, die erzielten Ergebnisse werden interpretiert

2Aebli (2006, S. 300) versteht unter dem Prinzip der minimalen Hilfe, dass die Lehrkraft „dem
selbstständigen Nachdenken der Schüler solange seinen Lauf läßt, als sie auf dem Wege der
Lösung des Problems weiterkommen. Aber auch wenn sie Hilfe brauchen, interveniert er nicht
sofort auf massive Weise.“ Die Lehrkraft bietet stattdessen die minimale Unterstützung und An-
leitung, die die Lernenden zur Lösung einer Aufgabe benötigen. Aebli begründet dies dadurch,
dass es unbefriedigend ist mehr Hilfe zu erhalten, als man eigentlich braucht. „Der Schüler
findet, man nehme ihn nicht für voll [...] und leistet daher weniger, als er könnte“ (Aebli, 2006,
S. 300).
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/ validiert und weitere Modellverbesserungen diskutiert (vgl. Wohak et al., 2021;
Schönbrodt et al., im Druck).

4.2 Modellierungswochen – Projekte mit
großzügigem Zeitrahmen

Während einer Modellierungswoche arbeiten die Lernenden in kleinen Teams (5–
6 Lernende) an realen, offenen Problemen aus Forschung, Wirtschaft oder Alltag.
Jede Lerngruppe wird von einem/einer wissenschaftlichen Mitarbeitenden betreut.
Die Probleme sind insofern offen beziehungsweise ungelöst, dass Personen aus dem
jeweiligen Anwendungsfeld selbst noch an diesem Problem arbeiten. Außer einer
Problembeschreibung und gegebenenfalls einem (aufbereiteten) Datensatz erhalten
die Schülerinnen und Schüler keine Lernmaterialien. Sie strukturieren und gestal-
ten den Modellierungsprozess selbständig. Zwei Beispiele für Probleme, die die Ler-
nenden bereits während der halbjährlich im Rahmen von CAMMP durchgeführten
Modellierungswochen bearbeitet haben, sind:

• Wie sollten Windturbinen in einem Offshore-Windpark positioniert werden,
damit sie sich nicht gegenseitig abschatten, aber gleichzeitig die verfügbare
Fläche optimal ausgenutzt wird (vgl. Abschn. 19.2)?

• Wie kann die Patienten-Raum-Zuteilung in Krankenhausstationen optimiert
werden?

Die Modellierungswochen finden mit Lernenden statt, die sich explizit für die Teil-
nahme bewerben. Damit kann die teilnehmende Schülerschaft durchaus als mathe-
matisch interessiert beziehungsweise begabt eingeschätzt werden.

Hauptelemente bei der Durchführung in Präsenz

Ein beispielhafter Ablauf einer Modellierungswoche ist in Abbildung 4.1 dargestellt.
Zu Beginn der Woche hält die Betreuungsperson eine kurze Präsentation zu den
noch ungelösten Problemen. Danach beginnt die Arbeitsphase in Gruppen. Dazu hat
jede Gruppe ihren eigenen Gruppenraum3 und es stehen mehrere Laptops pro
Gruppe zur Verfügung. Während der Gruppenarbeit visualisieren die Lernenden ihre
Ideen und strukturieren anstehende Aufgaben auf Flipcharts. In der Regel sitzen
mehrere Lernende um einen Laptop zusammen und implementieren gemeinsam
ein Programm. Während der Arbeitsphasen ist oft zu beobachten, dass sich die Ler-
nenden in kleinere Untergruppen aufteilen, um an verschiedenen Teilproblemen
zu arbeiten. Immer wieder gibt es Phasen, in denen sie sich in der Gesamtgruppe
sammeln, um den aktuellen Fortschritt zu besprechen.
Die betreuende Person der Gruppe begleitet den gesamten Arbeitsprozess und hilft

3Die Modellierungswochen finden meist in einer Jugendherberge oder in Seminarräumen der Uni-
versität (KIT oder RWTH Aachen) statt.
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Programm
Sonntag
bis 17:30 Ankunft an der Jugendherberge
17:45 Willkommen &

Kennenlernspiel
18:30 - 19:30 Abendessen
19:30 Vortrag zur mathematischen Modellierung

Montag
08:00 - 09:00 Frühstück
09:00 - 10:00 Vorstellung der Problemstellungen
10:30 - 12:30 Gruppenarbeit
12:30 - 14:00 Mittagessen
14:00 - 18:00 Gruppenarbeit
18:30 - 19:30 Abendessen
19:30 Uhr MATLAB - Crash-Kurs (optional)

Dienstag
08:00 - 09:00 Frühstück
09:00 - 12:30 Gruppenarbeit
12:30 - 14:00 Mittagessen
14:00 - 18:00 Gruppenarbeit
18:30 - 19:30 Abendessen
19:30 Uhr Betreuer:innentreffen

Mittwoch
08:00 - 09:00 Frühstück
09:00 - 12:30 Gruppenarbeit
12:30 - 13:45 Mittagessen
14:00 - 14:45 Studieninfo
14:45 - 17:45 Sports Game
17:45 Grillen
19:00 Gäste besuchen die Gruppen

Donnerstag
08:00 - 09:00 Frühstück
09:00 - 12:30 Gruppenarbeit
12:30 - 14:00 Mittagessen
14:00 - 15:00 Gruppenarbeit
15:00 - 18:00 Probevorträge &

Deadline für den Gruppenbericht
18:30 - 19:30 Uhr Abendessen
19:30 Uhr Betreuer:innentreffen

Freitag
08:00 - 09:00 Frühstück
09:00 - 09:30 Evaluation
11:15 - 16:30 Präsentationen der Schüler:innen &

Abschied

Abb. 4.1: Beispielhaftes Programm einer Modellierungswoche

der Gruppe, falls nötig, ihren Arbeitsfortschritt zu strukturieren, Ergebnisse zu dis-
kutieren und die Zeit im Auge zu behalten. Da Programmierkenntnisse keine Vor-
aussetzung für die Teilnahme an einer Modellierungswoche sind, hilft die betreuende
Person bei Bedarf mit Hinweisen zur Entwicklung eines Programms. Vielfach wurde
während der Modellierungswochen die Programmierumgebung Matlab verwendet.
Prinzipiell ist jedoch jede andere Sprache mit ähnlich einfacher Syntax (bspw. Julia,
Python oder R) denkbar. Insgesamt wird bei der Betreuung das Prinzip der mini-
male Hilfe im Sinne von Aebli (2006) verfolgt. Am Ende der Modellierungswoche
präsentieren die Lernenden ihre Ergebnisse vor Publikum (wissenschaftliches Per-
sonal, Problemstellende, Eltern, Lehrkräfte etc.) und geben einen Bericht ab, der
ihren Modellierungsprozess dokumentiert.

Wie aus den vorherigen Ausführungen ersichtlich wurde, durchlaufen die Lernenden
während der Modellierungswoche verschiedene Phasen. Diese lassen sich den von
Gudjons (2014, S. 79–92) beschriebenen Schritten und Merkmalen eines handlungs-
orientierten Projektunterrichts zuordnen (vgl. Roeckerath, 2012, S. 13–14):

1. Schritt: Auswahl einer geeigneten, problemhaltigen Sachlage.
Die Sachlage soll so ausgewählt werden, dass sie nicht zu weit von bisherigen Er-
fahrungen der Lernenden entfernt ist, aber dennoch ein echtes Problem / eine echte
Herausforderung für diese darstellt (Situationsbezug). Zudem soll sie Bezug zum
realen Leben haben, sich an den Interessen der Lernenden orientieren und gesell-
schaftliche Praxisrelevanz aufweisen (vgl. Gudjons, 2014, S. 79–82). Die Probleme
der Modellierungswochen stammen aus der aktuellen Forschung von Firmen oder
Instituten, die an praxisrelevanten Fragestellungen arbeiten. Die Auswahl der Pro-
bleme erfolgt durch die Organisierenden der Modellierungswoche unter anderem im
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Hinblick auf Relevanz (auch für die Lernenden) und inner- sowie außermathemati-
sche Zugänglichkeit und Reichhaltigkeit.

2. Schritt: Gemeinsame Entwicklung eines Plans zur Problemlösung.
Zielgerichtet werden einzelne Arbeitsschritte, die Verteilung von Aufgaben, der zeit-
liche Verlauf, die Erstellung der Endprodukte (im Falle der Modellierungswoche der
Bericht und die Präsentation) sowie die Auswertung geplant (vgl. Gudjons, 2014, S.
83 f.). Zentral ist dabei die Selbstorganisation und -verantwortung der Lernenden.
Dies wird im Rahmen der Modellierungswochen insbesondere durch das Prinzip der
minimalen Hilfe realisiert.

3. Schritt: Handlungsorientierte Auseinandersetzung mit dem Problem.
In diesem Schritt sind soziale Lernprozesse, im Sinne eines kommunikativen, rück-
sichtsvollen und interagierenden Arbeitens und eines Lernens von- und miteinander,
zentral (vgl. Gudjons, 2014, S. 85 f.). Dies wird in den Modellierungswochen in be-
sonderem Maße ermöglicht. Auch ist in diesem Schritt der Einbezug vieler Sinne
wünschenswert, was in den Modellierungswochen nicht umgesetzt wird.

4. Schritt: Überprüfung der erarbeiteten Problemlösung an der Realität.
Merkmal dieses Schrittes ist die verstärkte Produktorientierung. Die Erstellung ei-
nes Produkts bietet die Möglichkeit, die erarbeitete Lösung an der Wirklichkeit zu
überprüfen und zu reflektieren, inwieweit initiale Ziele erreicht wurden (vgl. Gudjons,
2014, S. 86 f.). Wesentlich dabei ist, dass die Ergebnisse auch Personen außerhalb
der Lerngruppe zugänglich gemacht werden. Im Rahmen der Modellierungswochen
wird die Produktorientierung durch den Bericht, der Erkenntnisse und Ergebnis-
se dokumentiert, sowie durch die Präsentationen, die vor Öffentlichkeit stattfinden,
realisiert.

Zudem betont Gudjons die Interdisziplinarität bei der Durchführung von Projekt-
unterricht. Diese ist bei den für die Modellierungswochen ausgewählten Problemen
gegeben, insbesondere im Hinblick auf Mathematik und Informatik und meist auch
darüber hinaus.
Des Weiteren ließe sich der Verlauf und die Gestaltung der Phasen einer Modellie-
rungswoche den Komponenten der Projektmethode nach Frey (2012, S. 158–159)
zuordnen. Eine Diskussion dazu findet sich bei Schönbrodt et al. (im Druck).

Kurze Einordnung der Unterrichtsformate – Holistisch oder atomistisch?
In der Fachliteratur werden zwei Extremformen der Gestaltung mathematischer Mo-
dellierungsaktivitäten zur Förderung mathematischer Modellierungskompetenz(en)
unterschieden. Inwieweit sich die beiden vorgestellten Unterrichtsformate diesen Ex-
tremformen zuordnen lassen, wird hier kurz beschrieben. Eine ausführliche Diskus-
sion der beiden Extremformen findet sich unter anderem bei Blomhøj und Jensen
(2003, S. 128 f.) und Niss und Blum (2020, S. 83 f.).
Die erste Extremform sind sogenannte holistische Ansätze. Beim holistischen An-
satz werden die Modellierungsaktivitäten so konzipiert, dass die Lernenden bei der
Bearbeitung einer Modellierungsaufgabe / eines Problems alle Schritte des Modellie-
rungsprozesses vollständig durchlaufen. Demgegenüber steht die zweite Extremform,
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sogenannte atomistische Ansätze. Grundidee dieser Ansätze ist, die Teilkompe-
tenzen des Modellierens separat zu fördern. Dazu bearbeiten die Lernenden mehrere
(einzelne) Aufgaben, die jeweils auf die Förderung von ein bis zwei Teilkompetenzen
ausgerichtet sind (vgl. Niss und Blum, 2020, S. 83).

Mit den mathematischen Modellierungswochen wird ein holistischer Ansatz verfolgt.
Die Lernenden durchlaufen den Modellierungsprozess eigenständig und in Gänze.
Das Problem bzw. der Modellierungsprozess wird nicht in kleinere Teile zerglie-
dert oder vorstrukturiert. Dies ist wiederum der Fall bei den Modellierungstagen,
bei denen die Zuordnung zu den beiden Extremformen weniger eindeutig ist. Zwar
spielen im Laufe eines Modellierungstages durchaus alle zentralen Schritte von Mo-
dellierungsprozessen eine Rolle, womit der Grundgedanke ganzheitlicher Natur ist.
Jedoch durchlaufen die Lernenden den Modellierungsprozess nicht komplett eigen-
ständig. Stattdessen werden sie durch kleinere Aufgabenstellungen angeleitet. Diese
strukturieren das Problem und den Modellierungsprozess vor. Betrachtet man diese
stärker angeleitete Detailebene der Modellierungstage, so lassen sich diese eher dem
atomistischen Ansatz zuordnen.

4.3 Herausforderungen für die Online-Durchführung

Wie aus den obigen Ausführungen zu Modellierungstagen und -wochen ersichtlich
wurde, sind Teamarbeit und Kommunikation bei beiden Unterrichtsformaten un-
erlässlich. Um beides während der Online-Durchführung zu ermöglichen, sind die
folgenden Fragen zentral:

• Wie kann die Kommunikation zwischen den Lernenden und mit der Lehrkraft
online realisiert werden?

• Wie kann die Betreuung virtuell organisiert werden? Wie beziehungsweise
wann kann die Lehrkraft bei Problemen kontaktiert werden und Unterstüt-
zung leisten?

• Wie kann die Lehrkraft den Fortschritt der Lernenden verfolgen?

• Welche Werkzeuge eignen sich für die Realisierung von Skizzen und reichhal-
tigen Visualisierungen, die einen wichtigen Teil der Modellierungsaktivitäten
ausmachen?

• Plenumsdiskussionen finden häufig während der Modellierungsaktivitäten statt.
Wie können diese virtuell und spontan realisiert werden? Wie können Plen-
umsphasen so gestaltet werden, dass die Lernenden aktiv einbezogen werden?

• Die Lernenden arbeiten bereits in den Präsenzveranstaltungen mit computer-
gestütztem, digitalem Lernmaterial – ein guter Ausgangspunkt für die Online-
Realisierung. Wie kann jedoch das digitale Lernmaterial ohne die Installation
von Software oder Programmen auf den Geräten der Lernenden (Computer,
Laptop, Tablet) bearbeitet werden?
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In den nachfolgenden Kapiteln werden alle genannten Fragen aufgegriffen, wobei auf
einige detaillierter eingegangen wird als auf andere. Die Fragen sind eng verknüpft
mit dem Forschungsfeld Computer-Supported Collaborative Learning (CSCL), in dem
zahlreiche Publikationen auf die Chancen und Herausforderungen hinweisen, die sich
bei der Implementierung von kollaborativem Lernen in einer virtuellen Umgebung
ergeben (vgl. Roberts, 2004; Stahl et al., 2006). CSCL „ist ein aufstrebender Zweig
der Lernwissenschaften, der sich mit der Frage beschäftigt, wie Menschen mithilfe
von Computern gemeinsam lernen können“ (Stahl et al., 2006, S. 1, eigene Über-
setzung). Johnson und Johnson (2014, S. 3, eigene Übersetzung) heben hervor, dass
„Technologie Schülerinnen und Schüler nicht isolieren und trennen muss. Wenn sie
effektiv eingesetzte wird, kann sie die Schülerinnen und Schüler in kooperativen Be-
strebungen / Projekten zusammenbringen und die Erfahrungen der Lernenden ver-
bessern.“ Dieser Grundgedanke war auch bei der Konzipierung eines ganzheitlichen
Lern- und Lehrkonzepts für kollaborative Online-Modellierungsaktivitäten leitend.

Im Folgenden werden zunächst die digitalenWerkzeuge vorgestellt, die zur Beantwor-
tung der in diesem Abschnitt aufgeworfenen Fragen eingesetzt und erprobt wurden.
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5.1 Auswahl einer Kommunikationsplattform

Wie bereits erwähnt, spielt Teamarbeit bei der Bearbeitung von (komplexen) Model-
lierungsproblemen eine wesentliche Rolle. In Präsenzkursen können die Lernenden
leicht zusammenkommen und ihre Probleme und Ideen diskutieren, die Lehrkraft
beantwortet Fragen und motiviert oder ermutigt die Lernenden. Um die Kommuni-
kation in einer digitalen Lernumgebung zu ersetzen, wird eine virtuelle Kommuni-
kationsplattform benötigt, die möglichst alle der folgenden Anforderungen erfüllen
sollte:

• Die Plattform sollte Open Source sein, damit keine Datenschutzprobleme beim
Umgang mit personenbezogenen Daten auftreten.

• Sowohl mündlicher als auch schriftlicher Austausch sollte innerhalb einer Grup-
pe in gängiger Klassenstärke möglich sein.

• Es werden virtuelle Gruppenräume benötigt, in denen sich die Lernenden in
kleinen Teams austauschen können.

• Eine Option zur Präsentation von Folien und zum Teilen von Bildschirmen ist
zwingend erforderlich.

• Die Plattform sollte (idealerweise) ein Whiteboard zur Verfügung stellen, auf
dem sich Lernende und Lehrkraft über Ideen durch Zeichnungen austauschen
können.

• Der Austausch von Dateien sollte möglich sein.

Alle diese Funktionen sollten übersichtlich, einfach und intuitiv zu bedienen sein.
Aufgrund langsamer und instabiler Internetverbindungen in vielen Gegenden sollte
die Plattform möglichst robust sein, das heißt einen reibungslosen Verbindungsauf-
bau ermöglichen.

Ein Werkzeug, das die genannten Anforderungen erfüllt, ist Mattermost1. Matter-
most kann sowohl von Lehrkräften als auch von Lernenden selbstständig und flexibel
genutzt werden. Innerhalb von Mattermost können alle Benutzerinnen und Benut-
zer (Lernende und Lehrkräfte) bei Bedarf verschiedene Kanäle, zu verstehen wie ein
Gruppenraum, erstellen (vgl. Abb. 5.1). In diesen Kanälen können die Benutzerinnen

1Weitere Informationen unter: https://mattermost.com, letzter Aufruf: 19.11.2021.
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Abb. 5.1: Die Kommunikationsplattform Mattermost

und Benutzer Textnachrichten versenden, Umfragen erstellen und Dokumente hoch-
laden. Zudem können Videokonferenzen über einen Jitsi2-Plugin gestartet werden.
Der Erfahrung nach ist es hilfreich, einen Kanal für Plenumsphasen und einen Kanal
für jede Gruppe von Lernenden einzurichten. Weitere Vorteile von Mattermost für
die Realisierung von Online-Modellierungsaktivitäten sind:

• Die Lernenden können selbstständig Videokonferenzen starten und zwischen
verschiedenen Konferenzen wechseln. Die Lehrkraft muss die Lernenden nicht
manuell zu Untergruppen (Kanälen) zuweisen.

• Die Lernenden können ihren Bildschirm in Videokonferenzen freigeben, ohne
Erlaubnis einholen zu müssen. Dies erleichtert die Zusammenarbeit in den
Gruppen.

• Der Chatverlauf in den Kanälen der Schülergruppen bleibt erhalten. Dies
ist besonders für mehrtägige Modellierungsprojekte nützlich, wenn auf älte-
re Nachrichten, Links oder Screenshots zugegriffen werden muss.

• Die Lehrkraft kann alle Lernenden durch eine einzige Nachricht im Chat des
Plenumskanals benachrichtigen (vgl. Abb. 5.1). Dies ist zum Beispiel sinnvoll,
um einen Hinweis zu einer Aufgabe zu geben, die alle betrifft, oder um Dis-
kussionen im Plenumskanal anzukündigen. Umgekehrt können die Lernenden
die Lehrkraft jederzeit kontaktieren und bitten, an der Videokonferenz ihrer
Gruppe teilzunehmen.

Neben einem Werkzeug zur Kommunikation wird zudem ein digitales Tool für die
Realisierung der Lernmaterialien benötigt. Ein solches wird im nächsten Abschnitt
vorgestellt.

2Weitere Informationen unter: https://meet.jit.si, letzter Aufruf: 12.11.2021.
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5.2 Jupyter Notebook

Ein Werkzeug, welches sich für die Entwicklung von interaktivem digitalen Lern-
material eignet, ist Jupyter Notebook.3 Vereinfacht gesagt sind Jupyter Notebooks
digitale Dokumente, die es sowohl erlauben Texte zu schreiben als auch Code aus-
zuführen und damit mathematische Ausdrücke zu berechnen. Die Notebooks bieten
gegenüber reinen Text-Dateien und reinen Code-Dateien den Vorteil, dass Aufgaben-
stellungen (narrativer Text), erläuternde Abbildungen oder Videos und kleine Code-
Abschnitte übersichtlich in einem einzelnen Dokument dargestellt werden können
(vgl. Abb. 5.2). Des Weiteren können Hilfen und zusätzliche Informationen leicht
integriert und in entsprechenden Aufgabenstellungen verlinkt werden. Zusätzlich
können alle Elemente beliebig kombiniert und angeordnet werden.
Jupyter Notebooks sind webbasiert, Open Source und werden aktiv weiterentwi-
ckelt und kontinuierlich verbessert. Zudem finden sie in zahlreichen Branchen von
Industrie, Forschung und Wirtschaft Einsatz (vgl. Pimentel et al., 2021, S. 1). Da-
mit liefern nicht nur die eingesetzten Modellierungsprobleme, sondern zudem das
verwendete digitale Werkzeug einen authentischen Einblick in aktuelle Problemlö-
sestrategien und technische Umsetzungen in der angewandten Mathematik und in
MINT-Berufen. Die Vorteile, die Jupyter Notebooks für die Gestaltung von Unter-
richtsmaterial speziell für den Informatikunterricht liefern, wurden unter anderem
von Kapp und Schulte (2019) aufgezeigt. Möglichkeiten, Jupyter Notebooks im Rah-
men von mathematischen Modellierungsaktivitäten einzusetzen, werden bei Wohak
et al. (2021), Gerhard et al. (im Druck) und Wohak (2021) hervorgehoben.

Jupyter Notebooks bestehen grundlegend aus zwei Elementen (Zellen), die flexibel
angeordnet werden können. Die beiden Zelltypen sind sogenannte Text- und Co-
dezellen. Beide Zelltypen werden in Abbildung 5.2 hervorgehoben. Je nachdem, wie
viel Anleitung oder (visuelle) Unterstützung die Lehrkraft geben möchte, können die
Zellen mehr oder weniger Inhalt enthalten. Zwei extreme Formen der Unterstützung
sind:

a) Das Entwerfen und Strukturieren von Lernmaterial mit verschiedenen Erklä-
rungen, kleineren Aufgaben, Unterstützungsmaterial und Abbildungen (geeig-
net für stärker angeleitete Modellierungsprojekte, wie die oben genannten Mo-
dellierungstage)

b) Offene Projekte, wie die Modellierungswochen, in denen die Lernenden ermu-
tigt werden, Jupyter Notebooks selbstständig zu gestalten.

Im Folgenden werden die Text- und Codezellen sowie deren Gestaltungsmöglichkei-
ten kurz beschrieben.

Textzellen
Wie der Name andeutet, besteht die Hauptverwendung von Textfeldern darin, erzäh-
lenden Text bereitzustellen. Dies ist beispielsweise in Form von längeren Erklärun-
gen oder kleinen Notizen möglich, die das Problem erläutern und die die Lernenden

3Weitere Informationen unter: www.jupyter.org, letzter Aufruf: 19.07.2021.
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5 Eingesetzte digitale Werkzeuge

Codezelle, aufgebaut 
als Lückentext (NaN)
für die Eingaben der 
Lernenden

Link, der zu einer  
Tippkarte passend zur 
Aufgabenstellung 
führt

Durch einen Mausklick 
auf diesen Button wird 
der Code ausgeführt

Textzelle mit kurzer 
Problembeschreibung 

Textzelle mit 
Aufgabenstellung

Hinweis, dass etwas
notiert werden soll

Hinweis, dass eine 
Eingabe in der 
Codezelle folgen soll

Abb. 5.2: Screenshot eines digitalen Arbeitsblatts (Jupyter Notebook) aus dem
Lernmaterial zu Solarkraftwerken

durch das Material führen. Die Verwendung von Textfeldern ist nicht auf narrativen
Text beschränkt: Es kann weiteres (interaktives) Material, zum Beispiel Videos, Bil-
der oder Tabellen, eingefügt werden. Um verschiedene Textdesigns zu ermöglichen,
beispielsweise fetten Text oder Überschriften, und Bilder oder Videos einzubinden,
wird die Einstellung Markdown4 verwendet. Diese bietet einen intuitiven und reich-
haltigen Satz einfacher Befehle, um gewünschte Text- und Medieneinstellungen zu
erreichen. Die Textfelder bieten zudem die Möglichkeit mathematische Gleichungen
und Formeln darzustellen (in LATEX-Notation) oder auf andere Dokumente, Arbeits-
blätter oder Tipps zu verweisen. Diese können direkt an der Stelle verlinkt werden,
an der sie benötigt werden.

Codezellen
Codezellen ermöglichen es, Code zu schreiben und auszuführen. Der Code kann
in einer von mehreren Programmiersprachen, unter anderem Python, Julia oder R,
geschrieben werden. Immer, wenn eine Codezelle ausgeführt wird, werden die imple-
mentierten Berechnungen durchgeführt. Variablen, die in einer ausgeführten Code-
zelle definiert werden, bleiben dabei verfügbar, sodass sie auch in anderen Codezellen
des gleichen Jupyter Notebooks verwendet werden können.

5.3 Bereitstellung des digitalen Lernmaterials

Im Rahmen von beiden Unterrichtsformaten (Modellierungstage und -wochen) kom-
men Jupyter Notebooks zum Einsatz. Diese werden jedoch auf unterschiedliche Art
und Weise bereitgestellt: im Falle der Modellierungstage / Unterrichtsreihen über
JupyerHub und bei den Modellierungswochen über die Plattform CoCalc.

4Weitere Informationen unter: https://markdown.de, letzter Aufruf: 19.11.2021.
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5.3 Bereitstellung des digitalen Lernmaterials

JupyterHub
Die Jupyter Notebooks, die für die angeleiteten Modellierungsaktivitäten entwickelt
wurden, werden auf einem Server des KIT, auf dem die Software JupyterHub5 läuft,
bereitgestellt. Das Material kann in jedem Internetbrowser verwendet werden, ohne
dass eine zusätzliche Software installiert werden muss. Darüber hinaus laufen alle
Berechnungen auf Servern des KIT, sodass das Material auch auf Geräten mit be-
schränkten Ressourcen (bspw. einem Tablet) geöffnet und ausgeführt werden kann.
Die einzige Voraussetzung für den Einsatz des Lernmaterials ist eine stabile In-
ternetverbindung und ein Webbrowser. Der Zugriff auf das Material erfolgt über
https://workshops.cammp.online. Zu Beginn der angeleiteten Modellierungspro-
jekte erstellen alle Lernende ein Konto, um sich auf JupyterHub anzumelden, greifen
auf das digitale Lernmaterial zu und bearbeiten dieses. Alle Lernenden haben einen
eigenen Account mit einem eigenen, bearbeitbaren Satz an Lernmaterial. Die Ler-
nenden können nur auf das eigene Material zugreifen und somit keine Änderungen
an den Notebooks anderer Schülerinnen und Schüler vornehmen. Im Folgenden wird
die Bereitstellung des stärker angeleiteten, digitalen Lernmaterials auf JupyterHub
als Workshop-Plattform bezeichnet.

CoCalc
Die Jupyter Notebooks für die längerfristigen, offenen Modellierungsprojekte (Mo-
dellierungswochen) werden nicht auf der Workshop-Plattform bereitgestellt. Der
Grund dafür ist, dass die Lernenden während dieser Projekte kollaborativ an den
Problemen und insbesondere an der Entwicklung von Programmcode arbeiten sol-
len. Eine wichtige Voraussetzung dafür ist, dass die Lernenden gleichzeitig am selben
Notebook arbeiten können. Ein Werkzeug, welches kollaboratives Programmieren
ermöglicht, ist CoCalc.6 CoCalc ist Open Source, wird aktiv weiterentwickelt und
erlaubt die Erstellung von Jupyter Notebooks mit verschiedenen Programmierspra-
chen (Python, Julia, R oder Octave). Darüber hinaus verfügt CoCalc über zahlreiche
zusätzliche Funktionalitäten, die auf der Workshop-Plattform nicht vorhanden sind.
Dazu gehören ein LATEX-Editor oder ein Chat-System. Diese zusätzlichen Funktio-
nen erhöhen jedoch die Komplexität und machen die Bedienung weniger intuitiv. Die
Erfahrung hat gezeigt, dass CoCalc besser für Projekte geeignet ist, die sich über
einen längeren Zeitraum erstrecken. Dagegen ist die Workshop-Plattform aufgrund
ihrer Übersichtlichkeit besser geeignet für kürzere Projekte (wie die beschriebenen
Modellierungstage).
Neben CoCalc existieren verschiedene weitere Plattformen, die kollaboratives Pro-
grammieren erlauben. Ein Beispiel ist Google Colab,7 was jedoch nicht Open Source
ist.

5Weitere Informationen unter: https://jupyter.org/hub, letzter Aufruf: 04.11.2021.
6Weitere Informationen unter: https://cocalc.com, letzter Aufruf: 04.11.2021.
7Weitere Informationen unter: https://colab.research.google.com, letzter Aufruf:
04.11.2021.
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6 Ziele, Aufbau und Elemente des
digitalen Lehr- und Lernmaterials

In diesem Kapitel werden zentrale Entscheidungen und Ziele bei der Entwicklung des
Lernmaterials zu beiden Problemstellungen (Empfehlungssysteme und Solarkraft-
werk) beschrieben. Der Fokus liegt auf dem Lernmaterial für Projekte mit kürzerem
Zeitrahmen (mathematische Modellierungstage oder Unterrichtsreihen) und damit
auf dem stärker angeleitet konzipierten Material.

6.1 Übergeordnete Zielsetzungen und
didaktisch-methodische Entscheidungen

Unabhängig von möglichen mathematisch-inhaltlichen Lernzielen (Erarbeitung oder
Anwendung von Inhalten) wurde das digitale Lernmaterial für stärker angeleitete
Modellierungsaktivitäten (Modellierungstage / Unterrichtsreihen) im Hinblick auf
folgende Zielsetzungen entwickelt und eingesetzt:

• Indem die Lernenden angeleitet durch kleinere Aufgaben mathematische For-
meln entwickeln und problemorientiert Aufgaben bearbeiten beziehungsweise
lösen, erfassen sie die Bedeutung von Mathematik für das Lösen realer
Probleme mit dem Fokus auf Optimierungsproblemen.

• Das Lernmaterial soll es den Lernenden ermöglichen, auch in heterogenen
Lerngruppen selbstbestimmt an den Aufgaben zu arbeiten. Dazu wer-
den zahlreiche gestufte Hilfen zu einzelnen Aufgaben, vertiefendes Informati-
onsmaterial und Zusatzaufgaben bereitgestellt. Zur Förderung des eigenstän-
digen Arbeitens im eigenen Lerntempo werden die Lösungen der Lernenden
nach der Eingabe in digitale Arbeitsblätter automatisch überprüft. Die Lernen-
den erhalten eine individuelle Rückmeldung. Bei fehlerhaften Eingaben werden
die Lösungen nicht direkt offengelegt. Stattdessen werden die Lernenden dazu
angeregt, selbst nach Fehlern zu suchen. Selbstwirksamkeitserwartungen der
Lernenden sollen so gestärkt werden (vgl. Schwarzer und Jerusalem, 2002).1

1Das Konzept der Selbstwirksamkeitserwartungen wurde maßgeblich durch die sozial-kognitive
Theorie Banduras (1977) geprägt. „Mit Selbstwirksamkeitserwartung bezeichnet man [...] das
Vertrauen in die eigene Kompetenz, auch schwierige Handlungen in Gang setzen und zu Ende
führen zu können“ (Schwarzer und Jerusalem, 2002, S. 39). Als zentralen Einflussfaktor auf die
Steigerung der Selbstwirksamkeitserwartung hebt Bandura (1977) das erfolgreiche Überwinden
von Aufgaben beziehungsweise Barrieren hervor.
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6.2 Elemente des Lehr- und Lernmaterials für angeleitetes Modellieren

• Das Lernmaterial ermöglicht ein hohes Maß an Schüleraktivität und je
nach Rahmenbedingungen mehr oder weniger offenes, unangeleitetes Arbeiten.
Die Offenheit wird insbesondere im Hinblick auf individuelle Lernwege und das
Verfolgen kreativer Lösungsstrategien (beim Lösen der Optimierungsprobleme)
realisiert.

• Wenngleich der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit und auch des konzipier-
ten Lernmaterials auf der mathematischen Optimierung liegt, so greifen die
entwickelten Modelle dennoch Inhalte aus ganz unterschiedlichen Bereichen der
Mathematik (Geometrie, Analysis, Stochastik, lineare Algebra) auf. Durchaus
ist eines der Ziele des Lernmaterials, dass die Bedeutung von (in der Schule
seltener erkennbaren) innermathematischen Vernetzungen für das Lösen
realer Probleme erfahrbar gemacht wird.

• Die Lernenden bearbeiten die Materialien in kleinen Gruppen. Sie tauschen
sich über Ideen und Fragen bei der Entwicklung der Modelle aus. Es soll deut-
lich werden, dass Teamarbeit für das Lösen realer, komplexer Problemstellun-
gen hilfreich oder gar notwendig ist. Team- und Kommunikationsfähigkei-
ten werden nicht nur durch den Austausch in Kleingruppen gefördert, sondern
auch durch zahlreiche Diskussionen im Plenum. Bei diesen werden Teilergeb-
nisse gesichert, Fragen aufgeworfen und Ideen der Lernenden diskutiert.

• Das Lernmaterial ermöglicht den Lernenden das vollständige Durchlaufen
des Modellierungsprozesses. Der Fokus liegt dabei auf der problemori-
entierten Bearbeitung des Materials.

6.2 Elemente des Lehr- und Lernmaterials für
angeleitetes Modellieren

Die folgenden Elemente sind im stärker angeleiteten Lernmaterial zu den beiden
Problemstellungen (Solarkraftwerk und Empfehlungssysteme) zentral.2

6.2.1 Präsentationsfolien

Die Präsentationsfolien dienen dazu,

a) einen Einstieg in die Problemstellung zu geben,

b) die Zwischensicherungen und Diskussionen im Plenum anzuleiten,

c) die absolvierten Modellierungsschritte in einer abschließenden Diskussion mit
den Lernenden zu resümieren, finale Ergebnisse zu validieren und zu inter-
pretieren, Grenzen der Modelle aufzuzeigen und Modellverbesserungsideen zu
sammeln.

2Die folgenden Elemente des digitalen Lernmaterials wurden insbesondere in Zusammenarbeit mit
Kirsten Wohak, Maike Gerhard und Maren Hattebuhr erprobt. Eine detaillierte Beschreibung
findet sich in Gerhard et al. (im Druck). Dieser Abschnitt orientiert sich daran.
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6 Ziele, Aufbau und Elemente des digitalen Lehr- und Lernmaterials

In den Präsentationen a) bis c) ist der an Blum (1985) angelehnte vierschrittige Mo-
dellierungskreislauf (vgl. Abschn. 1.1) ein wiederkehrendes Element. Dieser soll den
Lernenden in gemeinsamen Diskussionen Orientierung hinsichtlich bereits absolvier-
ter sowie anstehender Modellierungsschritte bieten und den Aufbau von Metawissen
über den Modellierungsprozess unterstützen (vgl. Hinrichs, 2008, S. 33).

6.2.2 Arbeitsblätter

Die Arbeitsblätter wurden als Jupyter Notebooks basierend auf der Programmier-
sprache Julia3 realisiert (vgl. Abschn. 5.2). Ein wichtiger Aspekt, warum Julia ge-
wählt wurde, ist die einfache Syntax, die dem sogenannten Pseudocode nahe kommt.
Das heißt, das Lesen und Schreiben von Julia ist vergleichsweise einfach und ähnlich
wie das Niederschreiben der Lösungen / Formeln / Algorithmen mit Stift und Papier
(vgl. Gerhard et al., im Druck).

Gestaltung der Textzellen
Die Arbeitsblätter beginnen stets mit einem Textfeld, in dem das Ziel des jeweiligen
Arbeitsblattes benannt wird und gegebenenfalls weiterführende Informationen be-
reitgestellt werden. Die weiteren Textfelder beinhalten Aufgabenstellungen, kleinere
Zwischenrésumés, Erklärvideos und Abbildungen. In die Textfelder sind Icons (bspw.
L oder §) integriert. Diese machen kenntlich, wie die jeweilige Aufgabenstellung
zu bearbeiten ist (vgl. Abb. 5.2).

Gestaltung der Codezellen
Im entwickelten Lernmaterial für die angeleiteten Modellierungsprojekte müssen
die Codezellen von den Lernenden entsprechend einer Aufgabenstellung, die in ei-
nem vorangegangenen Textfeld beschrieben wird, bearbeitet beziehungsweise er-
gänzt werden. An diesem Punkt verändern die Lernenden das digitale Arbeitsblatt
aktiv. Im Lernmaterial für die angeleiteten Projekte wird ein Lückentext-Ansatz
verfolgt. Alle von den Lernenden zu ergänzenden Lücken im Code werden durch
einen bestimmten Platzhalter gekennzeichnet, nämlich NaN4 (vgl. Abb. 5.2). Diese
Platzhalter müssen von den Lernenden zum Beispiel durch Formeln, Zahlen oder
Gleichungen ersetzt werden. Dies reduziert die Menge an Code, die die Lernenden
schreiben müssen, und stellt sicher, dass keine Programmierkenntnisse erforderlich
sind. Der Fokus wird auf die eigentliche Aufgabe gelegt. Die von den Lernenden zu
vervollständigenden Code-Eingaben gehen in den angeleiteten Projekten nicht über
die Bedienung eines grafischen Taschenrechners hinaus.

3Eine Ausnahme stellt das Arbeitsblatt 1 des Workshops zu den Empfehlungssystemen dar. Dieses
wurde in Python entwickelt, da die Visualisierungsmöglichkeiten des Datensatzes in Python
vielfältiger waren. Weitere Informationen zu Julia unter: www.julialang.org, letzter Aufruf:
20.07.2021.

4NaN steht für Not a Number und ist ein gängiger Indikator für undefinierte Variablen in Pro-
grammiersprachen.
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6.2 Elemente des Lehr- und Lernmaterials für angeleitetes Modellieren

Die Ausgabe
Bei der Ausführung von Code erhalten die Lernenden eine Ausgabe. Jupyter Note-
books zeigen die Ausgabe / die Ergebnisse direkt unter der Codezelle an (vgl. Abb.
6.1). Julia-Code erlaubt es, verschiedene Formen von Ausgaben zu erstellen, zum
Beispiel Bilder, Tabellen, Plots oder Ergebnisse von mathematischen Berechnungen.
Dies ermöglicht es den Lernenden, ihre Ergebnisse schnell zu überprüfen oder ver-
schiedene Eingaben auszuprobieren, um den Zusammenhang zwischen Eingabe und
Ergebnis zu untersuchen.
In manchen Fällen ist es schwierig, die Lernenden selbst ihre Ergebnisse und Einga-
ben überprüfen zu lassen. Um dem entgegenzuwirken, wurden Funktionen geschrie-
ben, die die Lernenden so früh wie möglich darüber informieren, ob die getätigten
Eingaben korrekt sind oder nicht. Diese sogenannten Überprüfe-Funktionen finden
Einsatz, indem eine einzelne Codezeile (z. B. checkReflection in Abb. 6.1) un-
ter den Zeilen ausgeführt wird, in denen die Lernenden Code-Lücken ausfüllen. Der
Code für die Überprüfung ist für die Lernenden nicht sichtbar. Dadurch bleibt das
Arbeitsblatt übersichtlich. Der Fokus liegt auf der eigentlichen Modellierungsauf-
gabe, während gleichzeitig wertvolles Feedback gegeben wird. Der Funktionsaufruf
wird durch einen Kommentar im Code (# Hier nichts ändern) gekennzeichnet
und soll von den Lernenden nicht geändert werden.

Ausgabe nach erfolgreicher Bearbeitung 
der Aufgabenstellung: in Textform und grafisch

Eingabe der Lösung im Code

Abb. 6.1: Screenshot der Rückmeldung auf einem digitalen Arbeitsblatt aus dem
Lernmaterial zu Solarkraftwerken. Eine Lösung der Aufgabe wurde be-
reits eingetragen.

Im Falle eines häufigen Fehlers5 in der Eingabe fängt die Überprüfe-Funktion den
Fehler im Hintergrund ab und liefert Hinweise, die die Lernenden bei der Verbesse-
rung ihrer Eingabe unterstützen sollen. Dies vereinfacht eigenständige Korrekturen

5Mit häufig ist hier gemeint, dass der Fehler in bereits durchgeführten Modellierungs-
veranstaltungen wiederholt beobachtet wurde.
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6 Ziele, Aufbau und Elemente des digitalen Lehr- und Lernmaterials

und unterstützt eine personalisierte Form des Feedbacks. Im Falle der unangeleiteten
Bearbeitung offener Probleme (wie bspw. im Rahmen einer Modellierungswoche) ist
ein derartiges Feedbacksystem nicht umsetzbar.

6.2.3 Erklärvideos

In die digitalen Arbeitsblätter sind an verschiedenen Stellen Erklärvideos einge-
bunden. In diesen werden weiterführende Informationen geliefert, bisherige Model-
lierungschritte resümiert oder komplexere Erläuterungen aus den Plenumsphasen
visuell und zum wiederholten Anschauen bereitgestellt.

6.2.4 Gestufte Hilfen

Die Lernenden können bei zahlreichen Aufgaben auf gestufte Hilfen, im Folgenden
auch Tippkarten genannt, zugreifen. Diese Tippkarten wurden als separate Jupyter
Notebooks realisiert und können über einen Link an der entsprechenden Aufgaben-
stellung geöffnet werden (vgl. Abb. 5.2). Die Tippkarten können Hinweise, Skiz-
zen, Gleichungen oder erläuternde Beispiele enthalten. Je nach Aufgabe und deren
Schwierigkeitsgrad stehen mehrere Tippkarten zur Verfügung. Im Hinblick auf ei-
ne On-Demand-Lernunterstützung, bei der sowohl Über- wie auch Unterforderung
vermieden wird, sollen die Lernenden selbst entscheiden, ob und wann sie auf einen
Tipp zugreifen. Die Tipps decken dabei ein breites Spektrum von einem wenig hilfrei-
chen bis zu einem sehr präzisen Hinweis ab (schrittweise ansteigende Hilfen). Zudem
gibt es zu einzelnen Aufgabenstellungen Tipps, die gleichwertig nebeneinanderste-
hen, jedoch verschiedene Aspekte der Aufgabe beleuchten. Beispielsweise werden
im Lernmaterial zur Solarenergie bei einer Aufgabenstellung Kenntnisse a) rund um
Richtungsvektoren und b) zu Sinus und Kosinus im rechtwinkligen Dreieck benötigt.
Zu beiden Themen liegen separate Tippkarten bereit. Die Lernenden entscheiden,
ob und welche Tippkarten sie öffnen.

6.2.5 Vertiefendes Zusatz- und Informationsmaterial

Zu beiden Problemstellungen wurden zusätzliche (optionale) Materialien erstellt,
die auf den jeweiligen Arbeitsblättern über Links aufgerufen werden und sich in
separaten Jupyter Notebooks öffnen. Die Zusatz- und Informationsmaterialien wur-
den als Methode der weiteren Differenzierung entwickelt und bieten interessierten
Lernenden zusätzliche Aufgaben oder vertiefende Informationen (sowohl inner- als
auch außermathematisch). Ergänzend zu den umfangreicheren Zusatzblättern sind
kleinere Zusatzaufgaben in die Arbeitsblätter integriert, die von schnelleren Lernen-
den während oder nach der Bearbeitung der Standardaufgaben des Arbeitsblattes
bearbeitet werden können. Die Zusatzaufgaben und -blätter können neben den Tipp-
karten als weiteres differenzierendes Element betrachtet werden, welches den Einsatz
des Materials in heterogenen Lerngruppen ermöglichen soll. Schwierigkeitsgrad und
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6.3 Elemente des Lernmaterials für unangeleitetes Modellieren

Umfang des Materials sollen somit flexibel an unterschiedliche Leistungsstände und
Vorkenntnisse angepasst werden können.

6.2.6 Antwort- und Dokumentationsblätter

Um den Modellierungsprozess bei der Bearbeitung der Problemstellungen zu doku-
mentieren (dies bietet sich insbesondere bei Projekten an, die über mehrere Schul-
stunden hinweg durchgeführt werden) und Ergebnisse in Diskussionsphasen im Ple-
num direkt verfügbar zu haben, können die Lernenden vorbereitete Antwort- und
Dokumentationsblätter nutzen. Diese liegen als bearbeitbare pdf-Dateien vor.

6.3 Elemente des Lernmaterials für unangeleitetes
Modellieren

Für die eigenständige Bearbeitung der offenen (Teil-)Projekte wird wenig Lernmate-
rial bereitgestellt, da die Lernenden selbstständig und kreativ arbeiten und möglichst
unangeleitet eigene Modellierungsansätze verfolgen sollen.

Das für die Durchführung von Modellierungswochen bereitgestellte Lernmaterial
umfasst

• Präsentationsfolien für die Vorstellung des realen Problems durch die Betreu-
ungsperson,

• eine kurze, ein- bis zweiseitige Problembeschreibung (als pdf) und

• ein Jupyter Notebook mit Hinweisen zur Verwendung der digitalen Werkzeu-
ge und gegebenenfalls erste Einleseroutinen für die zur Verfügung stehenden
Daten.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde überdies Material fürModellierungstage mit an-
steigendem Offenheitsgrad entwickelt. Konkret arbeiten die Lernenden zunächst
stärker angeleitet mit dem in Abschnitt 6.2 beschriebenen Lernmaterial, um einen
niederschwelligen Einstieg in die Problemstellung und die Verwendung der digitalen
Werkzeuge zu erhalten. An diversen Stellen des Modellierungsprozesses besteht dann
die Möglichkeit von den stärker angeleiteten Bausteinen des Materials zum offenen
Modellieren überzugehen. Dazu wurden Arbeitsblätter (Jupyter Notebooks) konzi-
piert, in denen die bereits im angeleiteten Teil des Projektes entwickelten Formeln
und Funktionen geladen werden. Diese stehen dann für den direkten Einsatz durch
die Lernenden bereit.
Ein Beispiel ist die eigenständige Entwicklung und Implementierung eines Verfahrens
zur Optimierung der Positionen der Spiegel eines solarthermischen Kraftwerks. Die
Zielfunktion basiert auf einem Modell für den Energieumsatz, welches die Lernen-
den zuvor angeleitet entwickelt haben. Die Funktion zur Beschreibung der Energie
wird auf dem Arbeitsblatt zum unangeleiteten Modellieren bereitgestellt, sodass die
Lernenden bei der Entwicklung eines Optimierungsverfahrens und beim Schreiben
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von eigenem Programmcode direkt darauf zugreifen können (vgl. Abschn. 12.2.4).
Im Gegensatz zum stärker angeleiteten Material erhalten die Lernenden also keine
kleinschrittigen Aufgabenstellungen, die den Modellierungsprozess vorstrukturieren.
Die Schülerlösungen können dadurch logischerweise nicht automatisch überprüft wer-
den.
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7 Beispielhafter Ablauf eines
Online-Modellierungstages

Im Folgenden wird der exemplarische Ablauf von ein- bis zweitägigen Online-Modell-
ierungstagen am Beispiel des Workshops Optimierung eines Solarkraftwerks be-
schrieben. Der Schwerpunkt liegt hier auf den technischen und organisatorischen
Aspekten. Inhalte und Lernmaterial des Workshops werden in Teil III detailliert
dargestellt. Das digitale Lernmaterial, das während des Modellierungstages einge-
setzt wird, kann, wie im Vorwort erläutert, abgerufen werden.
Ein Modellierungstag dauert typischerweise etwa fünf Arbeitsstunden. Je nach Lern-
gruppe können die verschiedenen Elemente der Modellierungstage zeitlich, aber auch
in ihrer Reihenfolge und Anzahl variieren. In manchen Lerngruppen kann es zum
Beispiel sinnvoll sein, mehr Diskussionsphasen einzubauen und damit die einzelnen
Arbeitsphasen häufiger zu unterbrechen. Die im Folgenden angegebenen Zeiten sind
Durchschnittswerte, die auf Erfahrungswerten mit Lernenden beruhen. Sie können
daher je nach Lerngruppe (stark) variieren und dienen lediglich als Richtwerte oder
ungefähre Einschätzung.

Technischer Check-in (15 Min.)
Wenn die Lernenden Mattermost und Jitsi zum ersten Mal verwenden, wird mit
einem kurzen technischen Check-in begonnen. Die Lernenden treten einer Jitsi-
Videokonferenz im Plenumskanal bei und werden gebeten, ihre Stummschaltung
kurz aufzuheben (und optional die Kamera einzuschalten), um zu überprüfen, ob
Mikrofon und Audio richtig funktionieren.

Modellierungsvortrag (optional, 15–20 Min.)
Im Modellierungsvortrag wird der Prozess der mathematischen Modellierung an ei-
nem ausgewählten Beispiel, welches nicht in Zusammenhang mit dem Thema des
Workshops steht, beschrieben. Ein vielfach verwendetes Problem ist die Model-
lierung und Optimierung des Designs eines Flugzeugs. Die zentralen Schritte des
Modellierungsprozesses werden erläutert und in den an Blum (1985) angelehnten
vierschrittigen Modellierungskreislauf eingebettet (vgl. Abb. 1.1). Es wird deutlich
gemacht, dass mathematisches Modellieren (offensichtlich oder versteckt) Grundla-
ge für zahlreiche Anwendungen und Technologien aus dem Alltag der Lernenden
ist. Zudem werden exemplarische Berufs- und Studienmöglichkeiten aufgezeigt, in
denen mathematische Modellierung relevant ist. Der Modellierungsvortrag ist ledig-
lich optionaler Bestandteil des Workshops. Wird dieser ausgelassen, so wird bei dem
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7 Beispielhafter Ablauf eines Online-Modellierungstages

nachfolgenden Einstieg in die Problemstellung intensiver auf den Modellierungspro-
zess und dessen idealtypische Schritte eingegangen.

Einstieg in die Problemstellung (15–20 Min.)
Der eigentliche Modellierungstag beginnt mit einer Jitsi-Videokonferenz im Plen-
umskanal, an der alle Lernenden teilnehmen. Die Lehrkraft hält einen kurzen Ein-
führungsvortrag und stellt dabei die Problemstellung des Modellierungstages vor:
Wie sollte ein solarthermisches Kraftwerk gebaut und betrieben werden, damit der
Energieumsatz maximiert wird? In der Einführung beschreibt die Lehrkraft kurz den
Aufbau eines sogenannten Fresnelkraftwerks (vgl. Kap. 9). Flache Spiegel fokussieren
die Sonnenstrahlen auf ein Absorberrohr. Das Rohr enthält ein Wärmeträgermedi-
um, zum Beispiel Wasser, das erhitzt und, im Falle von Wasser, verdampft wird.
Mittels einer Dampfturbine wird elektrische Energie erzeugt.
Das Problem wird mithilfe von Präsentationsfolien erklärt, die per Bildschirmfrei-
gabe gezeigt werden. Zwischendurch werden kurze Videos gezeigt. Die Lernenden
werden in die Diskussion einbezogen, indem sie ihr Vorwissen über Solarenergiesys-
teme einbringen. Wie im Präsenzunterricht heben die Lernenden ihre (virtuellen)
Hände, um sich zu Wort zu melden und Fragen zu stellen.

Übergangsphase (15 Min.)
Nach der Einführung in das Problem gibt die Lehrkraft einen kurzen Überblick über
die Verwendung von Mattermost während der Gruppenarbeit. Außerdem zeigt die
Lehrkraft durch Freigabe ihres Bildschirms, wie auf das digitale Lernmaterial zuge-
griffen werden kann. Sie erklärt den Aufbau der Arbeitsblätter (Jupyter Notebooks)
und, wie diese zu verwenden sind. Die Lernenden melden sich anschließend auf der
Workshop-Plattform an.

Erste Arbeitsphase (30–45 Min.)
Die Lernenden beginnen mit der Bearbeitung des digitalen Lernmaterials. Für die
Kommunikation in Kleingruppen treten zwei bis drei Lernende einem Kanal in Mat-
termost bei. In diesem Kanal starten die Lernenden selbstständig eine eigene Vi-
deokonferenz (über Jitsi). Außerdem können sie den Chat in ihrem Kanal nutzen,
um Links, Formeln und anderes Material auszutauschen. Während der Arbeit an
den digitalen Arbeitsblättern diskutieren die Lernenden Ideen oder Fragen – so, als
wären sie im selben Raum. Um Überlegungen zu skizzieren, haben die Lernenden
die Möglichkeit, ein Whiteboard-Tool zu verwenden.
Auf dem ersten Arbeitsblatt beschäftigen sie sich mit der richtigen Ausrichtung
der Spiegel eines Solarkraftwerks. Die Neigung der Spiegel soll so variiert werden,
dass die Sonnenstrahlen zu jeder Tageszeit auf das Rohr reflektiert werden (vgl.
Abb. 10.1). Haben die Lernenden Schwierigkeiten mit bestimmten Aufgabenteilen
auf den Arbeitsblättern, öffnen sie die verlinkten Tippkarten selbstständig. Falls da-
rüber hinaus Fragen oder Schwierigkeiten bestehen, wenden sie sich über eine kurze
Nachricht im Chat an die Lehrkraft. Die Lehrkraft ist während der Arbeitsphasen
in den Gruppen über den Chat im Plenumskanal erreichbar. Um die Arbeit und den
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Fortschritt der Lernenden zu verfolgen, kann die Lehrkraft die Lernenden auffor-
dern, kurz in den Chat des Plenumskanals zu schreiben, wenn sie mit einem neuen
Arbeitsblatt beginnen. Die Lehrkraft kann zudem jederzeit den Videokonferenzen
der einzelnen Gruppen beitreten.

Erste Zwischensicherung (10–15 Min.)
Die Lehrkraft nutzt den Plenumskanal, um die erste Plenumsdiskussion anzukündi-
gen. Der Fokus liegt auf der Vorstellung der Ergebnisse durch die Lernenden. Teile
der Lösungen können auf ein virtuelles Whiteboard gezeichnet oder von den Lernen-
den per Bildschirmfreigabe präsentiert werden. In der Zwischensicherung werden
zudem offene Fragen und Modellverbesserungsideen der Lernenden diskutiert.

Weitere Arbeits- und Sicherungsphasen (je 30–45 Min.)
Die weiteren Arbeitsphasen sind analog zur ersten Arbeitsphase aufgebaut. Die Ler-
nenden bearbeiten das Lernmaterial weiterhin selbstständig in kleinen Teams. An
geeigneten Stellen versammelt die Lehrkraft die Lernenden wieder zu Plenumsdis-
kussionen. Um sicherzustellen, dass den schnelleren Gruppen die interessanten Pro-
bleme nicht ausgehen, steht umfangreiches zusätzliches Material zur Verfügung, zum
Beispiel kleinere Zusatzaufgaben, Infoblätter sowie offene Teilprobleme.

Abschlussdiskussion (20–30 Min.)
In der Abschlussdiskussion wird der gesamte Modellierungsprozess reflektiert. Die
erzielten Ergebnisse werden im Hinblick auf das reale Problem interpretiert und
validiert. Die Lernenden beteiligen sich aktiv an der Diskussion, indem sie ihre Er-
gebnisse mündlich, per Bildschirmfreigabe oder auf einem Whiteboard präsentieren.
Es werden Grenzen des Modells und Ideen zu dessen Verbesserung diskutiert. Am
Ende des Modellierungstages erhalten die Lernenden einen schriftlichen, digitalen
Fragebogen. In diesem werden unter anderem die Erfahrungen mit und Meinungen
zu Inhalt, Aufbau und Organisation des Online-Modellierungstages abgefragt, mit
dem Ziel, die Workshops kontinuierlich zu verbessern.

Vorstellung und Auswahl offener Teilprojekte (10–15 Min.)
Steht für die Bearbeitung der Problemstellung mehr Zeit zur Verfügung, beispiels-
weise im Rahmen von anderthalb bis zweitägigen Modellierungstagen oder länger-
fristigen Unterrichtsreihen, so kann die Bearbeitung von offenen Problemstellungen
angeschlossen werden. Diese werden kurz von der Lehrkraft beschrieben. Handelt es
sich um eine programmierlastige offene Aufgabe (bspw. die Implementierung eines
eigenen Optimierungsverfahrens), so erhalten die Lernenden ein Jupyter Notebook,
welches Tipps zur Syntax der verwendeten Programmiersprache bereithält. Zudem
werden in diesem Notebook bereits von den Lernenden entwickelte Funktionen be-
reitgestellt, die direkt eingesetzt oder weiterentwickelt werden können (vgl. Abschn.
6.3).
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7 Beispielhafter Ablauf eines Online-Modellierungstages

Bearbeitung offener Teilprojekte (120–240 Min.)
Bei der Bearbeitung der offenen Teilprojekte arbeiten die Lernenden wie bisher in ih-
rer Kleingruppe, nun jedoch ohne kleinschrittige Aufgabenstellungen und wiederhol-
te Sicherungsphasen. Erfahrungsgemäß wird das Whiteboard in dieser Phase intensiv
von den Lernenden genutzt, beispielsweise um geometrische Ideen zu skizzieren oder
um Teilschritte eines Algorithmus in Form von Pseudocode zu notieren.

Präsentation der Ergebnisse der offenen Teilprojekte (5 Min. pro Gruppe)
Bei der Präsentation im Plenum ist es den Lernenden freigestellt, ob sie ihre Ergeb-
nisse via Bildschirmübertragung des (weiter-)entwickelten Jupyter Notebooks, des
Whiteboards oder eigener Präsentationsfolien vorstellen.

Ablauf im Rahmen einer Unterrichtsreihe
Anstatt das Material zusammenhängend im Rahmen von Modellierungstagen durch-
zuführen, kann und wurde dieses, erstreckt über mehrere Wochen, im Rahmen von
Unterrichtsreihen eingesetzt. Die oben genannten Phasen finden sich auch bei dieser
Organisationsform wieder. In diesem Fall bietet es sich an, Zwischendiskussionen und
(zusätzliche) Zusammenfassungen am Ende einer jeden Unterrichtsstunde einzubau-
en. Insbesondere, wenn zwischen einzelnen Unterrichtsstunden längere Zeiträume
liegen, ist es sinnvoll, bisherige Modellierungsschritte zu Beginn jeder Unterrichts-
stunde im Plenum zu wiederholen, um den roten Faden bei der Bearbeitung der
Problemstellungen nicht zu verlieren.
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Teil III

Unterrichtsmaterial zur Optimierung
eines solarthermischen Kraftwerks
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8 Einleitung

Abb. 8.1: Fresnelkraftwerk Puerto
Erado 2 in Südspanien,
Quelle: EBL

In Wissenschaft und Wirtschaft wird in-
tensiv daran geforscht erneuerbare Ener-
gieträger wirtschaftlich und effizient zu
gestalten. Zu den erneuerbaren Energien
gehören unter anderem Wasserkraft, Bio-
energie, Sonnenenergie, Geothermie und
Windenergie. Welche erneuerbare Energie-
quelle für eine effiziente Energieversorgung
geeignet ist, hängt stark von regionalen
Aspekten (wie bspw. Wetter und Geogra-
phie) ab. Dieser Teil der Arbeit dreht sich
um das Thema der Solarenergienutzung.
Genauer geht es um die Modellierung und
Optimierung von solarthermischen Kraft-
werken mit planaren Spiegeln, sogenannte Fresnelkraftwerke (vgl. Abb. 8.1). Diese
eignen sich besonders in sonnenreichen Gegenden, wie beispielsweise Spanien oder
Kalifornien (vgl. Hattebuhr et al., 2015, S. 356).
Im Folgenden wird zunächst der Energieumsatz eines vereinfachten Fresnelkraft-
werks modelliert. Anschließend wird zum Kern dieses Teils der Arbeit und auch
des entwickelten Lernmaterials übergegangen: der Optimierung verschiedener Kraft-
werksparameter. Dazu werden unterschiedliche Formulierungen der Optimierungs-
probleme und Möglichkeiten zu deren Lösung beschrieben. Es wird umfassend her-
ausgestellt, dass die Problemstellung sowohl hinsichtlich der Optimierungsformulie-
rungen als auch hinsichtlich diverser Algorithmen zum Lösen der Probleme enorm
facettenreich ist. Dies stellt einen guten Ausgangspunkt dar, um Schülerinnen und
Schüler Probleme im Bereich des Optimierens auf kreative und offene Art und Weise
angehen zu lassen. Inwieweit diese Möglichkeiten ausgeschöpft und im Rahmen von
digitalem Lernmaterial umgesetzt wurde, wird anschließend in Kapitel 12 beschrie-
ben. Konkret wurde Lernmaterial für zwei Workshops entwickelt. Die Workshops
richten sich aufgrund ihrer jeweiligen mathematischen Schwerpunkte an unterschied-
liche Zielgruppen: Lernende der Mittel- oder Oberstufe.

Bei der folgenden Modellierung und Optimierung eines Solarkraftwerks werden all-
gemeine Aussagen und (auch von Lernenden denkbare) Herangehensweisen an die
Optimierung herausgearbeitet. Dabei wird eindrücklich ersichtlich, dass das Lösen
und Formulieren von Optimierungsproblemen mathematisch reichhaltig ist und (den
Lernenden) die Möglichkeit bietet, reale Problemstellungen auf unterschiedliche Wei-
se anzugehen.
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9 Basiswissen zu solarthermischen
Kraftwerken

In solarthermischen Kraftwerken wird die Strahlung der Sonne als Energiequelle
genutzt. Mithilfe von Spiegeln wird das Sonnenlicht auf einen Absorber gebündelt.
Der Absorber besteht bei den betrachteten Kraftwerken aus einem Rohr, welches ein
Wärmeträgerfluid (bspw. Wasser oder ein Thermoöl) enthält. Das Fluid wird durch
die konzentrierte Sonnenstrahlung stark erhitzt. So wird die absorbierte Energie der
Sonne zunächst in Wärmeenergie umgewandelt. Wird Wasser als Wärmeträgerme-
dium verwendet, kann der entstehende Wasserdampf direkt genutzt werden, um die
thermische Energie mittels einer Dampfturbine in elektrische Energie umzuwandeln
(vgl. Abb. 9.1). Solarthermische Kraftwerke haben gegenüber Photovoltaik den Vor-
teil, dass es technisch einfacher ist Energie zu speichern, indem beispielsweise Spei-
chertanks mit heißem geschmolzenen Salz integriert werden. Auf diese Weise kann
Strom aus Solarenergie auch in der Nacht oder zu sonnenarmen Zeiten bedarfsge-
recht zur Verfügung gestellt werden (vgl. BINE Informationsdienst, FIZ Karlsruhe,
2013, S. 4).
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Abb. 9.1: Schematischer Aufbau eines Fresnelkraftwerks

Im Bereich der solarthermischen Kraftwerke gibt es verschiedene Konzepte. Die zwei
bekanntesten sind Solarturmkraftwerke mit zentralen, relativ kleinen Absorbern
und Solarfarmkraftwerke, bei denen die Absorber mehrere hundert Meter lang
sind. Im entwickelten Lernmaterial liegt der Fokus auf den Solarfarmkraftwerken,
deren Funktionsweise nachfolgend beschrieben wird. Eine kurze Beschreibung der
Solarturmkraftwerke, inklusive bildlicher Darstellung, ist im Ausblick zu finden (vgl.

64



9.1 Die Sonnenstrahlung – Datengrundlage

Abschn. 13.4).
Weltweit sind bereits zahlreiche solarthermische Kraftwerke in Betrieb. Dennoch
wird weiterhin intensiv daran geforscht, die einzelnen Komponenten und Konzep-
te zu optimieren. Geplante Anlagen werden bereits vor der Konstruktion auf ihre
Wirtschaftlichkeit überprüft. Ziel ist es, Kosten zu minimieren und zugleich eine
optimale Energieausbeute zu erzielen, indem die vorhandene Sonneneinstrahlung so
gut wie möglich genutzt wird (vgl. BINE Informationsdienst, FIZ Karlsruhe, 2013,
S. 3). Die Optimierung der Kraftwerke wird in der Praxis und auch im Rahmen des
entwickelten Lernmaterials basierend auf numerischen Simulationen durchgeführt.

Solarfarmkraftwerke
In Solarfarmkraftwerken sind die Spiegel auf einem riesigen Feld parallel zueinander
aufgestellt. Die Spiegel fokussieren das Sonnenlicht auf Absorberrohre, die über den
Spiegeln angebracht sind (vgl. Abb. 8.1). Im Laufe des Tages werden die Spiegel der
Sonne mithilfe von Motoren oder Seilantrieben nachgeführt (vgl. BINE Informati-
onsdienst, FIZ Karlsruhe, 2013, S. 4). Man unterscheidet zwischen Kraftwerken mit
Parabolrinnenkollektoren und planaren Fresnelkollektoren.

Bei Parabolrinnenkraftwerken wird für jedes Absorberrohr eine parabolisch geformte
Spiegelrinne als Reflektorfläche verwendet. Diese wird der Sonne nachgeführt, sodass
sich das Absorberrohr immer in deren Brennpunkt befindet. Dies bietet einen hohen
Effizienzgrad, da immerzu die komplette Spiegelfläche zur Sonne geöffnet ist. Dem
entgegen stehen jedoch hohe Kosten für Herstellung und Reinigung der Parabolspie-
gel (vgl. BINE Informationsdienst, FIZ Karlsruhe, 2013; Krahforst, 2016, S. 105).
Anstelle einer Parabolrinne wird bei Fresnelkraftwerken eine Reihe von planaren
Spiegeln verwendet. Mehrere Spiegelreihen fokussieren dabei das einfallende Licht
auf ein Absorberrohr (vgl. Abb. 9.2). Um reflektierte Sonnenstrahlen aufzufangen,
die das Absorberrohr nur knapp verfehlen, befindet sich über jedem Rohr ein ge-
krümmter Spiegel, der sogenannte Sekundärreflektor,1 welcher diese Strahlen mithil-
fe einer zweiten Spiegelung doch noch auf das Rohr fokussiert. Wesentliche Vorteile
von Fresnelkraftwerken sind die geringeren Kosten für Herstellung, Reinigung und
Wartung der planaren Spiegel. Nachteil ist, dass sich die Spiegel gegenseitig ver-
schatten können und nicht die komplette Spiegelfläche ausgenutzt wird.

Im folgenden Abschnitt werden die Daten beschrieben, die bei der Modellierung
des Energieumsatzes von Solarkraftwerken und der darauf basierenden Optimierung
verschiedener Kraftwerksparameter zum Einsatz kommen.

9.1 Die Sonnenstrahlung – Datengrundlage

Wesentlich für die Berechnung der umgesetzten Energie eines Kraftwerks ist die
Stärke der Sonnenstrahlung an dem Ort, an dem das Kraftwerk steht oder gebaut

1Der Sekundärreflektor ist meist parabolisch geformt. Das Absorberrohr befindet sich in dessen
Brennpunkt (vgl. Günther, 2004, S. 22). In nachfolgenden Skizzen wird der Sekundärreflektor
der Einfachheit halber halbkreisförmig dargestellt.
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Sekundärreflektor
Absorberrohr
einfallende Strahlen
reflektierte Strahlen
Spiegel

Abb. 9.2: Schematische Reflexion von Sonnenstrahlen in einem Fresnelkraftwerk
dargestellt im Querschnitt

werden soll. Im entwickelten Lernmaterial wird Daggett, ein sonniger Ort in Kalifor-
nien, als Standort für das Fresnelkraftwerk betrachtet. Gewählt wurde Daggett, da
für diesen Standort die notwendigen, im Folgenden beschriebenen Daten vorliegen
und dort tatsächlich Solarkraftwerke in Betrieb sind. Grundsätzlich ließe sich auch
mit Daten eines anderen sonnenreichen Standorts, wie Sevilla (Südspanien) oder
Upington (Südafrika), arbeiten.2

Die Strahlung der Sonne kann in direkte und diffuse Strahlung unterteilt werden.
Die diffuse Strahlung kommt unter anderem durch Reflexion und Ablenkung von
Sonnenstrahlen durch die Atmosphäre und Wolken zustande. Die direkte Strahlung
hingegen kommt, wie der Name schon sagt, direkt von der Sonne. Da nur die direkte
Strahlung gebündelt auf den Absorber konzentriert werden kann, wird lediglich diese
Strahlung bei der Modellierung des Kraftwerks berücksichtigt (vgl. Richter, 2017, S.
9). Die Bestrahlungsstärke der direkten Strahlung (engl. direct normal irradiance,
DNI) kann für jeden Ort auf der Erde mithilfe einer Messung bestimmt werden. Die
Bestrahlungsstärke besitzt die Einheit W/m2. Sie beschreibt die Leistung der Strah-
lung, die auf eine senkrecht zur Strahlung stehende Fläche von einem Quadratmeter
trifft. Zur Messung der Bestrahlungsstärke der direkten Sonnenstrahlung kommen
sogenannte Pyrheliometer zum Einsatz (vgl. Duffie und Beckmann, 2013, S. 44).
Die Bestrahlungsstärke der direkten Sonnenstrahlung kann außerdem mithilfe einer
zweiten Methode ermittelt werden: der Verwendung von meteorologischen Model-
len. Das sogenannte Clear Sky MRM-Modell ist ein Beispiel für ein solches me-
teorologisches Modell. Derartige Modelle gehen vereinfachend davon aus, dass die
Sonneneinstrahlung ein symmetrisches Verhalten aufweist. Beispielsweise wird die
Sonneneinstrahlung in manchen Modellen als tagessymmetrisch (um den Zeitpunkt,
zu dem die Sonne mittags am höchsten steht) angenommen. Zudem wird angenom-
men, dass der Himmel stets wolkenlos ist und keine wetterbedingten Schwankungen
der Sonnenstrahlung auftreten (vgl. Kambezidis und Psiloglou, 2008, S. 357).

2Nahe Sevilla steht das Solarkraftwerk PS 20 und bei Upington das Solarkraftwerk Khi Solar
One, siehe https://solarpaces.nrel.gov/projects, letzter Aufruf: 06.12.2021.
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9.1 Die Sonnenstrahlung – Datengrundlage

Tab. 9.1: Übersicht über vorliegende Daten zur Bestrahlungsstärke der direkten
Sonnenstrahlung in Daggett basierend auf einem MRM-Modell

Tag Zeit in h nach
Tagesbeginn

Bestrahlungs-
stärke in W/m2

1 7.913 0
1 8.01 3.68
1 8.11 20.14
... ... ...
1 15.91 263.75
1 16.01 251.21
... ... ...
365 17.61 13.57

Für das entwickelte Lernmaterial liegt ein Datensatz aus einem Clear Sky MRM-
Modell vor. Dieser beinhaltet für verschiedene Tageszeiten aller 365 Tage eines Jah-
res die Bestrahlungsstärke der direkten Sonnenstrahlung in Daggett. Ein Auszug
aus diesem Datensatz ist in Tabelle 9.1 dargestellt. Im Lernmaterial wird lediglich
ein einziger Tag im Juni betrachtet. Die Daten von Sonnenauf- bis Sonnenunter-
gang dieses Tages wurden mit der Methode der kleinsten Fehlerquadrate durch ein
(abgeschnittenes) Polynom approximiert. Das Ergebnis ist in Abbildung 9.3 darge-
stellt. Die Zeit wird in Stunden nach Tagesbeginn (d. h. 15:45 Uhr entspricht 15.75 h)
angegeben.
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Abb. 9.3: Approximierte Bestrahlungs-
stärke der direkten Sonnen-
strahlung am 21. Juni in Dag-
gett
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Abb. 9.4: Azimut γs und Altitude αs

Um die Sonnenstrahlung in den Spiegelkraftwerken wie gewünscht auf den Absorber
zu reflektieren, müssen die Spiegel entsprechend ausgerichtet werden. Dazu werden
Daten benötigt, die die Richtung der einfallenden Sonnenstrahlen beschreiben.
Mit den geografischen Daten (Längen- und Breitengrad) des Ortes Daggett kann die
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9 Basiswissen zu solarthermischen Kraftwerken

Sonnenposition relativ zur Position des Kraftwerks berechnet werden. Die Position
der Sonne wird dabei durch zwei Winkel, Azimut und Altitude (auch Sonnenhöhe
oder Elevation genannt), beschrieben (vgl. Abb. 9.4). Für jede beliebige Tageszeit
ergibt sich die Position der Sonne und letztlich die Richtung der einfallenden Son-
nenstrahlen relativ zur Tangentialebene durch den Ort Daggett an der Erdkugel
(vgl. Duffie und Beckmann, 2013, S. 13–14).

Da das Solarkraftwerk im Lernmaterial lediglich im Querschnitt betrachtet wird,
wird die Richtung der einfallenden Sonnenstrahlen vereinfacht durch einen einzigen
sogenannten transversalen Sonneneinfallswinkel αt beschrieben (vgl. Günther,
2004, S. 26). Dieser ist in Abbildung 9.5 dargestellt. Um diesen Winkel zu erhalten,
wird die Position der Sonne in die Ebene projiziert, die durch die Ost-West-Achse
und die Zenit-Achse verläuft. Der Winkel, der von der Ost-Achse und den proji-
zierten Sonnenstrahlen eingeschlossen wird, stellt den im Lernmaterial verwendeten
transversalen Einfallswinkel dar. Wie die Daten zu Stärke und Richtung der Son-
nenstrahlen in die Modellierung einfließen, wird in Kapitel 10 erläutert.
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West

!"
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Abb. 9.5: Beschreibung der einfallenden Sonnenstrahlen über den transversalen
Sonneneinfallswinkel αt

Im entwickelten Lernmaterial werden die Daten zum Stand der Sonne und zur Stärke
der Sonnenstrahlung nicht mit den Lernenden diskutiert. Stattdessen dienen diese
Daten als Basis für die Modellierung und Optimierung des Kraftwerks. Weiterfüh-
rendes Lernmaterial, welches die Daten stärker beleuchtet und sowohl physikalische
Konzepte aus dem Bereich Astronomie als auch mathematische Konzepte aus den
Bereichen Geometrie und Optimierung verbindet, wurde im Rahmen einer von mir
co-betreuten Bachelorarbeit von Hoeffer (2020) entwickelt.
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10 Modellierung eines
Fresnelkraftwerks

Die in diesem Kapitel beschriebene Modellierung der umgesetzten Leistung eines
Fresnelkraftwerks wurde großteils in Arbeiten von Frank et al. (2017), Hattebuhr
et al. (2015), Krahforst (2016) und Roeckerath (2012) erläutert. Der Vollständigkeit
halber und im Hinblick auf das Verständnis der nachfolgenden Optimierung werden
die wesentlichen Modellierungsschritte dennoch kurz erläutert.

Zunächst wird eine (stark) vereinfachte Situation (vgl. Frank et al., 2017; Hattebuhr
et al., 2015; Krahforst, 2016; Roeckerath, 2012) betrachtet. Dazu werden zu Beginn
des Modellierungsprozesses die folgenden Vereinfachung vorgenommen:

1. Es wird zunächst nur ein einzelner Spiegel betrachtet.

2. Der Horizont verläuft tangential zum Erdboden durch den Spiegelmittelpunkt.

3. Wir betrachten den Querschnitt eines Kraftwerks und reduzieren das Problem
auf den zweidimensionalen Fall.

4. Alle Sonnenstrahlen fallen perfekt parallel ein.

5. Der Spiegel kann exakt um jeden Winkel geneigt werden.

6. Die Spiegel sind perfekt. Sie haben keine Unebenheiten und reflektieren exakt
und ohne Verluste.
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Abb. 10.1: Ein um x horizontal verschobener
Spiegel der Länge s

Im Laufe der Modellierung werden
einzelne Vereinfachungen schritt-
weise verworfen und das Modell der
Realität angenähert.
Abbildung 10.1 stellt die vereinfach-
te Situation schematisch dar. Dabei
steht die Variable x für die Posi-
tion des Spiegelmittelpunktes rela-
tiv zum Nullpunkt. Der Nullpunkt
befindet sich senkrecht unter dem
Rohr. Dementsprechend ergibt ei-
ne Verschiebung des Spiegels nach
links (gen Westen) negative und ei-
ne Verschiebung nach rechts (gen Osten) positive Werte für x. Die Höhe des Ab-
sorberrohrs über dem Horizont ist durch h beschrieben, die Sekundärreflektorbreite
durch b und die Spiegelbreite durch s.
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10 Modellierung eines Fresnelkraftwerks

Auch die für die Modellierung relevanten Winkel sind Abbildung 10.1 zu entnehmen.
Dabei steht γ für den Neigungswinkel des Spiegels, α für den Sonneneinfallswinkel1
und β für den Ausfallswinkel der Sonnenstrahlen.
Für den 21. Juni liegt der Sonneneinfallswinkel α abhängig von der aktuellen Ta-
geszeit t ∈ [0, 24) für Daggett (Kalifornien) vor. Dieser wird als Datengrundlage für
die Modellierung des Kraftwerks eingesetzt. Der Einfallswinkel sowie alle weiteren
Winkel werden im Gradmaß angegeben.

Die bei der Modellierung verwendeten Variablen sind zur Übersicht in Tabelle 10.1
zusammengefasst.

Tab. 10.1: Variablen und Funktionen bei der Modellierung des Fresnelkraftwerks
Symbol Beschreibung
α Einfallswinkel der Sonnenstrahlen
γ Neigungswinkel des Spiegels
β Ausfallswinkel der reflektierten Sonnenstrahlen
h Höhe des Absorberrohrs über dem Horizont
s Breite der Spiegel
b Breite des Sekundärreflektors
t Tageszeit in h
a Anteil der Leistung, die das Rohr erreicht
e Länge der bestrahlten Strecke senkrecht zu den einfallenden Son-

nenstrahlen
Hi i-ter Spiegel
x Position eines Spiegels relativ zum Absorberrohr
xi Position des Spiegels Hi relativ zum Absorberrohr
N Anzahl der Spiegel
x Spiegelkoordinatenvektor
f Fehlerstrecke bei gestörter Einstellung des Neigungswinkels
p bestrahlte Strecke auf Rohrhöhe
ε Fehler bei der Einstellung des Neigungswinkels
Isun Bestrahlungsstärke der direkten Sonnenstrahlung
Pmirror Funktion, die die Leistung am Spiegel beschreibt
Ptube Funktion, die die Leistung am Rohr beschreibt
PtubeAtmLoss Funktion, die die Leistung am Rohr unter atmosphärischen Ab-

schwächungseffekten beschreibt
PtubeError Funktion, die die Leistung am Rohr bei fehlerhafter Spiegelausrich-

tung beschreibt
Etube Funktion, die den Energieumsatz am Rohr beschreibt
EtubeEffects Funktion, die den Energieumsatz unter Verschattungseffekten be-

schreibt
vsun Richtungsvektor der einfallenden Sonnenstrahlen

1Der hier eingeführte Sonneneinfallswinkel α entspricht dem in Abschnitt 9.1 beschriebenen trans-
versalen Einfallswinkel αt.
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10.1 Ausrichtung der Spiegel

10.1 Ausrichtung der Spiegel

Der gewünschte Ausfallswinkel β ist von der Position x des Spiegels und der Höhe des
Absorberrohrs h über dem Boden abhängig (vgl. Abb. 10.1). Mithilfe verschiedener
rechtwinkliger Dreiecke ergibt sich für den Ausfallswinkel β die Fallunterscheidung2

β =





arctan
(
h
|x|

)
für x < 0

90◦ für x = 0
180◦ − arctan

(
h
x

)
für x > 0.

(10.1)

Da sich der Sonnenstand im Laufe des Tages ändert, muss der Spiegel im Tagesver-
lauf gedreht werden. Damit der reflektierte Sonnenstrahl genau auf das Absorberrohr
trifft, soll der Neigungswinkel des Spiegels an den Sonneneinfallswinkel angepasst
werden. Unter Berücksichtigung des Reflexionsgesetzes ergibt sich für den erforder-
lichen Neigungswinkel γ

γ = 1
2 · (α + β). (10.2)

10.2 Modellierung von Leistung und umgesetzter
Energie

Ausgehend von der vereinfachten Situation (lediglich ein Spiegel) wird ein erstes Mo-
dell für die Leistung des Kraftwerks entwickelt. Anschließend wird die Optimierung
der Rohrhöhe basierend auf dem erweiterten Modell durchgeführt. Die Optimierung
bietet Anlass zur Validierung und Bewertung des Modells. Es wird ersichtlich, dass
verschiedene reale Phänomene in dem bisherigen Modell außer Acht gelassen wurden
und der Einbau von Modellverbesserungen notwendig ist.

10.2.1 Leistung am Absorberrohr

Zu den wichtigsten Kennzahlen eines Kraftwerkes gehört die Leistung P (engl.
power). Sie bezeichnet die in einer bestimmten Zeitspanne ∆t umgesetzte Energie
∆E bezogen auf diese Zeitspanne (P = ∆E/∆t). Über die Leistung kann ermittelt
werden, wie viel Energie im Kraftwerk umgesetzt wird.

Als Ausgangspunkt für die Berechnung der Leistung am Spiegel wird die Bestrah-
lungsstärke der direkten Sonnenstrahlung Isun verwendet (vgl. Abschn. 9.1). Diese ist
über den Tag gesehen nicht konstant, sondern hängt von der Tageszeit ab. Die Stärke
der Sonnenstrahlung wird für gewöhnlich in der Einheit Watt pro Quadratmeter (=
W/m2) angegeben. Da die Problemstellung auf den Querschnitt eines Kraftwerks

2Die Abhängigkeiten zwischen verschiedenen Größen, bspw. die Abhängigkeit des Ausfallswinkels
von der Rohrhöhe und der Spiegelposition β(h, x), werden in diesem Kapitel nicht immer explizit
angegeben. Dies dient der Übersichtlichkeit von längeren Formeln.
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10 Modellierung eines Fresnelkraftwerks

und damit auf den zweidimensionalen Fall reduziert wurde, wird mit der Einheit
Watt pro Meter (= W/m) gearbeitet.3
Die Bestrahlungsstärke Isun beschreibt die Leistung, die übertragen wird, wenn die
Sonnenstrahlen senkrecht auf eine Fläche von einem Quadratmeter treffen. Tref-
fen die Strahlen nicht senkrecht auf, so ist die Leistung geringer. Es gilt: je spitzer
oder stumpfer der Einfallswinkel, desto geringer die Leistung. Dieser Effekt wird als
Kosinuseffekt bezeichnet. Ein Gedankenexperiment verdeutlicht diesen Effekt:

Schatten Schatten

Abb. 10.2: Visualisierung des Kosinuseffekts am Beispiel des Schattenwurfs. Links
fallen die Sonnenstrahlen senkrecht auf den Schirm, rechts treffen die
Sonnenstrahlen schräg auf

Wird ein Sonnenschirm so gegen die Sonne gehalten, dass dieser senkrecht zu den
Sonnenstrahlen steht (vgl. Abb. 10.2 links), so können mehr Strahlen abgefangen
werden als in dem Fall, in dem die Sonnenstrahlen schräg auf den Schirm auftreffen
(vgl. Abb 10.2 rechts). Dies wird auch durch den Schatten ersichtlich, der im linken
Fall (Schirm steht senkrecht zu den Strahlen) länger ist als im rechten Fall.
Analog verhält es sich bei der Sonnenstrahlung, die auf den Spiegel fällt. In Abbil-
dung 10.3 ist die Länge der effektiven Strecke e, die orthogonal zu den Sonnenstrah-
len steht, zu erkennen. Sie nimmt die gleiche Leistung durch die Sonnenstrahlung
auf wie der Spiegel. Sie steht jedoch senkrecht auf den Sonnenstrahlen – was eine
direkte Berechnung der zugeführten Leistung unter Verwendung von Isun ermöglicht.

W O

☼
αγ· ·s

e

Abb. 10.3: Darstellung der Hilfsstrecke mit Länge e, die senkrecht auf den Sonnen-
strahlen steht

3Diese Vereinfachung lässt sich auch so interpretieren, dass die Tiefe von Spiegel und Rohr auf
1 m festgelegt wird.
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10.2 Modellierung von Leistung und umgesetzter Energie

Die Länge der Strecke e lässt sich mithilfe geometrischer Überlegungen berechnen
(vgl. Hattebuhr et al., 2015, S. 358). Eine mögliche Lösung lautet

e = s · cos(γ − α). (10.3)

Die Leistung am Spiegel Pmirror ergibt sich dann durch

Pmirror = Isun · e. (10.4)

Ziel ist nun, die Leistung am Rohr, die im Folgenden mit Ptube bezeichnet wird,
zu berechnen. Dazu wird zunächst angenommen, dass diese mit der Leistung am
Sekundärreflektor übereinstimmt. Zur Erinnerung: der Sekundärreflektor dient dazu,
die Strahlen, die von unten knapp am Rohr vorbei auf ihn fallen, doch noch auf das
Rohr zu reflektieren.

be

e′

β

·

Abb. 10.4: Kosinuseffekt am Sekun-
därreflektor

Im Allgemeinen entspricht die Leistung
am Sekundärreflektor nicht der bereits
modellierten Leistung am Spiegel. Dies
begründet sich zum einen dadurch, dass
das reflektierte Strahlenpaket breiter als
der Sekundärreflektor sein kann (vgl. Abb.
10.4). Zum anderen treffen die reflektier-
ten Strahlen bei einem horizontal verscho-
benen Spiegel (x 6= 0) schräg auf das Rohr,
womit erneut der Kosinuseffekt berück-
sichtigt werden muss. Dazu kann eine wei-
tere Strecke e′, die senkrecht auf den reflektierten Strahlen steht, konstruiert werden
(vgl. Abb. 10.4). An dieser wird die gleiche Leistung umgesetzt wie am Sekundärre-
flektor und damit am Absorberrohr.
Die Strecke e′ ergibt sich durch

e′ = b · cos (|90◦ − β|) . (10.5)

Der relative Anteil der Leistung am Spiegel a, der tatsächlich am Absorberrohr
ankommt, lautet

a = min
(

1, e
′

e

)
. (10.6)

Für die am Absorberrohr generierte Leistung Ptube erhalten wir damit

Ptube(t, b, h, s, x) = Pmirror(t, b, h, s, x) · a. (10.7)

Die Funktion Ptube beschreibt die momentane Leistung am Rohr abhängig von Ta-
geszeit t, Breite des Sekundärreflektors b, Spiegelposition x und Spiegelbreite s (vgl.
Abb. 10.5). Dabei wurde zunächst angenommen, dass der Schatten, der vom Sekun-
därreflektor auf den Spiegel fällt, vernachlässigt werden kann.
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10 Modellierung eines Fresnelkraftwerks
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Abb. 10.5: Leistung am Rohr im Tagesverlauf generiert durch einen Spiegel unter
dem Rohr (b = 0.8 m und s = 1.1 m)

10.2.2 Energieumsatz eines Tages

Mithilfe der (momentanen) Leistung lässt sich berechnen, wie viel Energie ein Kraft-
werk über einen gewissen Zeitraum (bspw. einen Tag oder ein Jahr) umsetzt. Die
innerhalb eines Tages umgesetzte Energie entspricht dem Integral von 0 bis 24 über
der Funktion Ptube von t (momentane Leistung am Rohr). Das Integral wird über
eine Riemann-Summe approximiert und nicht analytisch berechnet. Gründe dafür
sind:

• Bei Simulationen in Forschung und Industrie existiert oft keine geschlossene
Darstellung der Leistung (als Funktion der Zeit) oder diese ist zu komplex, um
sie zu integrieren. Dies wird auch bei unserem Modell der Fall sein, wenn im
späteren Verlauf Effekte wie Schattenwurf berücksichtigt werden.

• Aufgrund von Unsicherheiten in den Daten (bspw. zur Stärke der Sonnen-
einstrahlung) täuscht das analytische Vorgehen eine Genauigkeit vor, die die
Daten nicht einhalten können (vgl. Krahforst, 2016, S. 114).

Die innerhalb eines Tages umgesetzte Energie wird im Folgenden durch die Funktion
Etube, die von den Parametern b, h, s und x abhängt, beschrieben. Diese Energie
kann näherungsweise bestimmt werden durch

Etube(b, h, s, x) =
n∑

j=1
Ptube(tj, b, h, s, x) ·∆t.

Dabei wird angenommen, dass der Tag in n ∈ N Zeitintervalle der Länge ∆t einge-
teilt ist und dass die Leistung auf jedem der Zeitintervalle konstant ist. Der Zeit-
schritt ∆t sollte nicht zu klein gewählt werden. Zum einen sind die Daten zu Stärke
und Stand der Sonne nicht genau genug, um einen sehr kleinen Zeitschritt zu be-
gründen. Zum anderen nimmt die Laufzeit der Simulation mit kleiner werdendem
Zeitschritt zu (vgl. Krahforst, 2016, S. 115). Wird der Zeitschritt hingegen zu groß
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10.3 Modellierung von Effekten zwischen Spiegeln

gewählt, so führt dies zu ungenauen Ergebnissen.4 Als Ergebnis für die über einen
Tag umgesetzte Energie ergibt sich 5426.1 Wh mit b = 0.8 m, h = 6 m, s = 1.1 m,
x = −2 m und ∆t = 0.1 h.

10.2.3 Energie am Rohr erzeugt durch mehrere Spiegel

Wie in Abbildung 9.2 zu erkennen ist, reflektieren mehrere parallel aufgestellte Spie-
gel das Sonnenlicht auf das Rohr. Eine naheliegende Erweiterung des Modells stellt
die Berechnung der Energie umgesetzt durch alle Spiegel dar. Dabei nehmen wir
zunächst an, dass keine Effekte (wie Schattenwurf) zwischen den einzelnen Spiegeln
auftreten. Unter dieser Annahme ergibt sich die umgesetzte Energie durch Aufsum-
mieren der Energie, die durch die einzelnen Spiegel umgesetzt wird. Das Modell für
die Energie über einen Zeitraum kann damit erweitert werden zu

Etube(b, h, s,x) =
n∑

j=1

N∑

i=1
Ptube(tj, b, h, s, xi) ·∆t. (10.8)

Hier bezeichnet xi für i = 1, . . . , N den Mittelpunkt eines beliebigen Spiegels Hi.
Die Mittelpunkte der N Spiegel werden im Positionsvektor x = (x1, x2, . . . , xN)
zusammengefasst.

10.3 Modellierung von Effekten zwischen Spiegeln

Eines der übergeordneten Ziele bei der Simulation von Kraftwerken ist nicht nur
die Modellierung der Effizienz oder der Energieausbeute eines Kraftwerks, sondern
insbesondere die Maximierung dieser durch eine geeignete Wahl verschiedener Kraft-
werksparameter. Besonders bei der Optimierung der Spiegelpositionen sollten Effek-
te wie a) die Verschattung einfallender Strahlen durch nebenstehende Spiegel, b)
die Verschattung durch den Sekundärreflektor sowie c) die Blockierung reflektierter
Strahlen durch nebenstehende Spiegel vor der Optimierung berücksichtigt werden.
Die Vereinfachung, dass die Spiegel keinerlei Einfluss aufeinander haben, wird ver-
worfen. In diesem Abschnitt wird lediglich die Verschattung einfallender Sonnen-
strahlen durch nebenstehende Spiegel (vgl. Abb. 10.6) modelliert. Die Blockierung
reflektierter Sonnenstrahlen durch nebenstehende Spiegel und die Verschattung ein-
fallender Sonnenstrahlen durch den Sekundärreflektor werden im Anhang A.1 skiz-
ziert.
Bei der Modellierung der Verschattungseffekte können verschiedene Ansätze gewählt
werden.

1. Einzelne aufgrund der Geometrie des Kraftwerks explizit ausgewählte Strahlen
können verfolgt und die Verschattung geometrisch exakt modelliert werden.

4In der Praxis wird der Energieumsatz üblicherweise über einen längeren Zeitraum, beispielsweise
ein Jahr, simuliert. Unter anderem Kistler (1986, S. 67) weist die Wahl eines einstündigen
Zeitschrittes als guten Kompromiss zwischen Genauigkeit und Rechenaufwand aus. Da wir nur
einen Tag betrachten, werden hier kleinere Zeitschritte, bspw. ∆t = 0.1 h, eingesetzt.
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10 Modellierung eines Fresnelkraftwerks

2. Der in der Forschung gängige Ansatz eines Raytracers kann genutzt werden.
Bei diesem werden die Effekte näherungsweise modelliert.

Da der geometrische Ansatz von Lernenden leichter eigenständig modelliert werden
kann, wird dieser in der Folge dargestellt.

0x1 x2

Abb. 10.6: Skizze des Schattenwurfs für zwei Spiegel auf den Positionen x1 und x2

Geometrisch exakte Modellierung
Bei der geometrisch exakten Modellierung können unterschiedliche Ansätze zur Be-
schreibung der Spiegel und der Sonnenstrahlen verfolgt und implementiert werden.
Denkbare Ansätze, die unterschiedliche Vor- und Nachteile – insbesondere im Hin-
blick auf die spätere Durchführung mit Lernenden – haben, sind:

• Die Beschreibung von Spiegel und Sonnenstrahlen durch Graphen linearer
Funktionen. Diese Modellierung greift jedoch nicht für senkrecht einfallende
oder reflektierte Strahlen, hat jedoch den Vorteil, dass die Modellierung mit
Lernenden der Mittelstufe durchgeführt werden kann.

• Die Modellierung von Spiegel und Sonnenstrahlen durch (mathematische) Strah-
len beziehungsweise Halbgeraden in Parameterform. Dieser Ansatz kann auch
für die Beschreibung senkrechter Strahlen genutzt werden.

Wir verfolgen die Beschreibung von Spiegeln und Strahlen über den in der linearen
Algebra beziehungsweise analytischen Geometrie zu verortenden Ansatz. Die Spie-
gel und Sonnenstrahlen werden als Halbgeraden beziehungsweise (mathematische)
Strahlen und Strecken modelliert.

Beschreibung der Spiegel als Strecken
Da die Spiegel auf beiden Seiten begrenzt sind, werden sie als Strecken beschrieben.
Als Aufpunkt kann der Mittelpunkt (xi|0) eines Spiegels Hi genutzt werden. Un-
ter Verwendung der Koordinaten der rechten Spiegelecke (xr(Hi)|yr(Hi)) kann die
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10.3 Modellierung von Effekten zwischen Spiegeln

Strecke, die den Spiegel beschreibt, über die Menge
{(

xi
0

)
+ λ

(
xr(Hi)− xi
yr(Hi)

) ∣∣∣∣ λ ∈ [−1, 1]
}

dargestellt werden. Die Koordinaten der Spiegelecke ergeben sich bei gegebener Spie-
gelausrichtung und fester Spiegelbreite über trigonometrische Überlegungen, die hier
nicht weiter ausgeführt werden.

Um bestimmen zu können an welchen Stellen Verschattungen auftreten, müssen auch
die Sonnenstrahlen mathematisch beschrieben werden.

Beschreibung der einfallenden Sonnenstrahlen als Halbgeraden
Der Richtungsvektor5 vsun eines einfallenden Sonnenstrahls lässt sich wiederum über
die Verwendung von Sinus und Kosinus im rechtwinkligen Dreieck bestimmen. Damit
ergibt sich der Richtungsvektor der einfallenden Strahlen durch

vsun =
(

cos(α)
sin(α)

)
,

wobei dies dem Richtungsvektor entspricht, der der Sonne entgegen zeigt. Durchaus
wären auch andere Ansätze zur Bestimmung des Richtungsvektors denkbar, wie die
Verwendung von Rotationsmatrizen.
Ein einfallender Strahl, der auf einen beliebigen Punkt

(
a1, a2

)ᵀ
trifft, kann letztlich

geschrieben werden als Halbgerade
(
a1
a2

)
+ λ

(
cos(α)
sin(α)

)
mit λ ≥ 0.

In ähnlicher Weise lassen sich auch reflektiere Sonnenstrahlen als Halbgeraden mo-
dellieren (vgl. Anh. A.1).

Aufgrund der Annahme, dass eine feste herstellerbedingte Breite für alle Spiegel s
vorgegeben ist, kann eine mögliche Verschattung zu einem beliebigen Zeitpunkt t
nur durch direkt benachbarte Spiegel auftreten. Die tatsächlich beleuchteten Be-
reiche eines Spiegels werden über zahlreiche Schnittpunktsberechnungen zwischen
den Strecken, die die Spiegel beschreiben, und ausgewählten einfallenden Strahlen
bestimmt.

Schattenwurf durch nebenstehende Spiegel
Exemplarisch wird der Schatten auf dem Spiegel Hi0 modelliert (vgl. Abb. 10.6). Je
nach aktuellem Einfallswinkel α können drei Fälle unterschieden werden:

5Im Material für die Lernenden werden Variablen, die Vektoren darstellen, nicht fett gedruckt.
Stattdessen wird die Schreibweise mit Vektorpfeilen (z. B. #»v ) verwendet, da dies der im Ma-
thematikunterricht üblicherweise genutzten Notation entspricht.
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10 Modellierung eines Fresnelkraftwerks

1. Fall: α < 90◦ (Vormittag)
Es wird überprüft, ob der rechtsstehende Spiegel Hi0+1 einen Schatten auf den be-
trachteten Spiegel Hi0 wirft. Es wird davon ausgegangen, dass rechts neben dem
Spiegel Hi0 mindestens ein weiterer Spiegel steht. Der einfallende Sonnenstrahl, der
durch die linke Ecke (xl(Hi0+1)|yl(Hi0+1)) des Spiegels Hi0+1 verläuft, wird durch

g : y =
(
xl(Hi0+1)
yl(Hi0+1)

)
+ λvsun mit λ ≥ 0 (10.9)

modelliert und die Strecke des Spiegels Hi0 durch

f : y =
(
xi0
0

)
+ µ

(
xr(Hi0)− xi0
yr(Hi0)

)
mit µ ∈ [−1, 1]. (10.10)

Anschließend werden die Parameter λ0 und µ0 im Schnittpunkt von Halbgerade und
Strecke bestimmt. Falls µ0 ∈ [−1, 1] und λ0 ≥ 0 gilt, liegt eine Verschattung vor.
Das Intervall [−1, µ0] enthält die Werte des Parameters µ, die die nicht verschattete
Spiegelstrecke beschreiben. Für den den einfallenden Sonnenstrahl, der durch die
rechte Ecke des Spiegels Hi0+1 verläuft, wird analog vorgegangen.

2. Fall: α > 90◦ (Nachmittag)
Analog zu Fall 1 wird eine Verschattung durch den Spiegel Hi0−1 überprüft.

3. Fall: α = 90◦ (Mittag)
Analog zu Fall 1 und 2 wird eine Verschattung durch die Spiegel Hi0+1 und Hi0−1
überprüft.

Insgesamt ergibt sich für den Spiegel Hi0 eine Menge an Werten für den Parameter
µ, die die Spiegelstrecke beschreibt, die tatsächlich beleuchtet wird. Nach

a) der Modellierung der Blockierung reflektierter Sonnenstrahlen,

b) der Verschattung durch den Sekundärreflektor und

c) basierend auf weiteren geometrischen Überlegungen zur Berechnung des An-
teils der Sonnenstrahlen, der auf den Sekundärreflektor trifft (vgl. Anh. A.1),

ergibt sich schließlich die Funktion EtubeEffects mit EtubeEffects(b, h, s,x), die den Ener-
gieumsatz eines Tages unter Berücksichtigung sämtlicher Verschattungseffekte be-
schreibt.

Der Einfluss der Verschattung einfallender Strahlen wird in Abbildung 10.7 deutlich.
Zwei Spiegel stehen bereits fest auf den Positionen x2 = 1 m und x3 = 4 m. Es wird
ersichtlich, dass die umgesetzte Energie abnimmt, wenn der variable Spiegel auf
Position x1 näher an die beiden feststehenden Spiegel herangerückt wird.

à Ein Blick in Richtung Optimierung
Im Hinblick auf die spätere Optimierung können wir festhalten, dass die Funktion mit
Verschattungseffekten mehrere lokale Maximalpunkte aufweist. Diese Beobachtung
wird bei der Optimierung der Spiegelpositionen in Abschnitt 11.2 erneut aufgegriffen.
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Abb. 10.7: Energie in Abhängigkeit der Position x1 eines Spiegels. Zwei weitere
Spiegel sind fest auf den Positionen x2 = 1 m und x3 = 4 m positioniert
(b = 0.8 m, h = 6 m s = 1.1 m, ∆t = 0.05 h).

Zudem weist die Funktion, die die Leistung am Rohr unter Verschattungseffekten
beschreibt, Knickstellen auf. Durch die numerische Integration beim Übergang von
Leistung zu Energie werden diese Knickstellen zwar etwas geglättet, dennoch wird
mit einer Zielfunktion gearbeitet, die nicht überall differenzierbar ist.

Approximative Modellierung (Raytracer)
Wir haben geometrisch exakt einzelne, ausgewählte Strahlen mathematisch darge-
stellt und bestimmt, wo diese auf den Spiegel beziehungsweise den Sekundärreflektor
auftreffen. In der Forschung wird vielfach ein approximatives Modell gewählt, ein
sogenannter Raytracer. Der Name (engl.: ray = Strahl und trace = Verfolgung /
Spur) erlaubt bereits Rückschlüsse auf die Funktionsweise des Modells: Es werden
Strahlen verfolgt, jedoch nicht nur einzelne Strahlen, die aufgrund der Geometrie des
Kraftwerks ausgewählt werden, sondern sehr viele Strahlen. Der Einfluss der Ver-
schattung auf den Energieumsatz wird dann basierend auf den verfolgten Strahlen
approximativ modelliert. In der Praxis existieren verschiedene Simulationstools, die
bei der Planung und Optimierung von Solarkraftwerken eingesetzt werden können.
Beispiele stellen die Tools SolTrace (vgl. Wendlin, 2003) oder SolFast (vgl. Roccia
et al., 2012) dar. Viele dieser Simulationstools basieren auf sogenannten Monte-
Carlo-Raytracern. Bei diesen werden Millionen zufällige Strahlen erzeugt, verfolgt
und die erwartete Leistung des Kraftwerks simuliert (vgl. Richter et al., 2016, S.
3). Ein Vorteil von Monte-Carlo-Raytracern ist die hohe Genauigkeit der simulier-
ten Leistung, wenn viele Strahlen verfolgt werden. Damit einher geht jedoch der
Nachteil, dass diese Methoden sehr rechenintensiv sind. Dies ist insbesondere bei
Optimierungsverfahren problematisch, bei denen wiederholte Auswertungen der Si-
mulation erforderlich sind.
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Bei der Optimierung diverser Kraftwerksparameter können verschiedene Ziele ver-
folgt werden. In der Forschung kommen als Zielkriterien beispielsweise die jährliche
Gesamtenergie, die optische Effizienz oder die sogenannte Levelized Cost of Electri-
city zum Einsatz (vgl. Richter et al., 2016, S. 241; Lutchman et al., 2014, S. 1429).

Bei den in diesem Kapitel diskutierten Optimierungsproblemen wird eine der fol-
genden Funktionen als Zielfunktion verwendet:

• Ptube mit Ptube(t, b, h, s, xi), die die Leistung beschreibt, die zu einem festen
Zeitpunkt t durch einen Spiegel auf Position xi erzeugt wird (vgl. Abschn.
11.1 zur Optimierung der Rohrhöhe).

• Etube mit Etube(b, h, s,x) beziehungsweise EtubeEffects mit EtubeEffects(b, h, s,x),
die die Energie über einen Tag erzeugt durch mehrere Spiegel auf den Po-
sitionen x = (x1, x2, . . . , xN) mit oder ohne Verschattungseffekte beschreibt
(vgl. Abschn. 11.2 zur Optimierung der Spiegelpositionen).

Es wurden unterschiedliche Zielfunktionen für die Optimierung gewählt, da dies auch
im entwickelten Lernmaterial der Fall ist. Im Lernmaterial für die Mittelstufe wird
die Rohrhöhe basierend auf dem Modell für die Leistung optimiert. Die umgesetzte
Energie wird nicht als Zielkriterium verwendet, da die Lernenden den Modellierungs-
schritt „Leistung zu Energie“ nicht durchführen.

In den beiden folgenden Abschnitten wird zunächst die Optimierung der Rohrhöhe
(Kern des Workshops für die Mittelstufe) und anschließend die Optimierung der
Spiegelpositionen (Kern des Workshops für die Oberstufe) beschrieben.

11.1 Optimierung der Absorberrohrhöhe

Ziel ist es, die Absorberrohrhöhe zu bestimmen, bei der die maximale Leistung
umgesetzt wird. Als Zielfunktion der Optimierung wird die Funktion Ptube mit
Ptube(t, b, h, s, x) betrachtet (vgl. Abb. 11.1). Formal wird das folgende nichtlineare
Optimierungsproblem

min
h

− Ptube(t, b, h, s, x)

u. d. Nb. h ≥ 0 (11.1)
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gelöst. Die Nebenbedingung h ≥ 0 wird dabei auch als Nichtnegativitätsbedingung
bezeichnet (vgl. Stein, 2021b, S. 2). Diese wird jedoch im Folgenden vernachlässigt,
da sie wie aus Abbildung 11.1 ersichtlich wird, keinen Einfluss auf die optimale
Rohrhöhe hat. Die Parameter t, b, s und x sind fest gewählt.
Die Optimierung der Rohrhöhe wird zunächst basierend auf dem Modell für die
Leistung, beschrieben durch die Funktion Ptube, durchgeführt, welche in Abschnitt
10.2.1 entwickelt wurde. Bei diesem Modell wurden verschiedene reale Phänomene,
wie beispielsweise der Einfluss der Atmosphäre auf die reflektierte Sonnenstrahlung,
vernachlässigt. Wie sich in diesem Abschnitt zeigen wird, existiert, basierend auf
diesem einfachen Modell, kein Minimalpunkt des Optimierungsproblems (11.1) und
damit keine optimale Rohrhöhe. Das Modell wird deswegen um zwei Modellver-
besserungen erweitert. Dies liefert letztlich ein Optimierungsproblem, bei dem ein
Minimalpunkt und damit eine optimale Rohrhöhe existiert.

11.1.1 Optimierung mit einfachem Modell

Der Graph der Funktion Ptube ist in Abbildung 11.1 dargestellt. Die Funktion Ptube
ist konkav und nähert sich für h→∞ asymptotisch der Leistung an, die bei einem
Ausfallswinkel von β = 90◦ erreicht wird. Es existiert kein Minimalpunkt des Op-
timierungsproblems. Die Leistung wird maximal, wenn das Rohr „unendlich“ hoch
gebaut wird.

0 20 40 60 80 100
Höhe des Absorberrohrs in m

0

100

200

300

400

500

600

Le
ist

un
g 

in
 W

Ptube

Abb. 11.1: Leistung in Abhängigkeit von der Höhe des Absorberrohrs (t = 11 h,
b = 0.8 m, s = 1.1 m, x = −2 m)

Um das Lösen des nichtlinearen Optimierungsproblems (11.1) nicht nur durch Able-
sen am Graphen, sondern zudem, wie in der Praxis üblich, mithilfe eines numerischen
Verfahrens vorzunehmen, wurde das Optimierungspaket Optim.jl1 der Programmier-

1Weitere Informationen zum Paket Optim.jl sind zu finden unter https://julianlsolvers
.github.io/Optim.jl/stable, letzter Aufruf: 03.08.2021.
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11 Optimierung verschiedener Kraftwerksparameter

sprache Julia eingesetzt. Dieses bietet die Möglichkeit verschiedene Algorithmen (0.,
1. oder 2. Ordnung) zur Lösung von unrestringierten oder boxrestringierten nichtli-
nearen Optimierungsproblemen einzusetzen. Da die Zielfunktion (−Ptube) des Mini-
mierungsproblems differenzierbar ist2, wurde ein Verfahren 1. Ordnung, konkret das
Gradientenverfahren eingesetzt (vgl. Abschn. 2.2.1). Das Verfahren wird abgebro-
chen, sobald die Norm des Gradienten in der aktuellen Iterierten eine Toleranzgrenze
unterschreitet oder, wenn eine maximale Anzahl an Iterationen überschritten wird.
Das Verfahren terminiert im vorliegenden Fall, da die gegebene Toleranzgrenze von
10−8 unterschritten wurde. Für einen Startwert von h0 = 3 m liefert das Verfahren
eine Höhe von h = 3.371 · 106 m mit Leistung 583.3 W.
Bezugnehmend zur Diskussion in Abschnitt 2.1.1 rund um die Existenz und Ein-
deutigkeit von Minimalpunkten, wird hier unterstrichen, dass (strikte) Konvexität
der Zielfunktion −Ptube nicht ausreicht, um die Existenz eines Minimalpunktes zu
garantieren, wenn die zulässige Menge unbeschränkt ist.

Motiviert durch die Erkenntnis, dass das Problem nicht lösbar ist und das Rohr
salopp gesprochen ins Unendliche gebaut werden müsste, werden Modellverbesse-
rungen diskutiert und umgesetzt. Dazu können verschiedene Informationen und na-
türliche Phänomene berücksichtigt werden, die bei der bisherigen Modellierung außer
Acht gelassen wurden. Zum Beispiel:

• Materialkosten

• Atmosphärische Effekte und damit verbundene Verluste

• Unsicherheiten und Fehler bei der Ausrichtung der Spiegel

• Wartungs- und Reinigungsaufwand.

11.1.2 Modellerweiterung: atmosphärische Abschwächung

Bisher sind wir davon ausgegangen, dass die Energie eines Sonnenstrahls immer
gleich bleibt – egal wie lang die Strecke ist, die der reflektierte Strahl vom Spiegel
bis zum Rohr zurücklegt. Dies entspricht nicht der Realität.
Tatsächlich sinkt die Energie eines Lichtstrahls aufgrund der sogenannten atmo-
sphärischen Abschwächung, wenn die zurückgelegte Strecke wächst. Zur Mo-
dellierung dieses physikalischen Effekts kann ein einfaches Modell von Leary und
Hankins (1979) eingesetzt werden. Dieses beschreibt abhängig von der zurückgeleg-
ten Strecke d wie stark das reflektierte Sonnenlicht abgeschwächt wird. Das Modell
ist für Entfernungen von bis zu 1000 m ausgelegt. Schmitz et al. (2006) erweiterten
dieses für Entfernungen von mehr als 1000 m.
Basierend auf Leary und Hankins (1979) und Schmitz et al. (2006) wird der Anteil

2Die Parameter t, b, s und x wurden so gewählt, dass in Formel (10.6) für alle h > 0 stets e′

e > 1
gilt. Für andere Parameterwahlen weist die Zielfunktion aufgrund der Minimumsfunktion eine
Knickstelle auf und ist nicht überall differenzierbar. Dies wird hier nicht weiter diskutiert.
Stattdessen sei auf die Modellierung von Einstellungsfehlern verwiesen, bei der die Optimierung
mit einer nichtglatten Zielfunktion diskutiert wird (vgl. Abschn. 11.1.3).
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der Leistung, die tatsächlich am Ziel (in unserem Fall dem Rohr) ankommt, durch
die Funktion atmLoss mit

atmLoss(d) =
{

0.99321− 1.176 · 10−4d+ 1.97 · 10−8d2 für d ≤ 1000 m
e−1.106·10−4d für d > 1000 m (11.2)

modelliert. Die zurückgelegte Strecke d wird über den Abstand zwischen Spiegelmit-
telpunkt x und der Rohrmitte gemäß

d =
√
h2 + x2 (11.3)

beschrieben. Dabei wird angenommen, dass alle vom Spiegel reflektierten Strahlen
die gleiche Strecke zurücklegen wie der Strahl, der vom Spiegelmittelpunkt reflek-
tiert wird. Die neue Funktion PtubeAtmLoss, die die Leistung am Rohr beschreibt, ist
gegeben durch

PtubeAtmLoss(t, b, h, s, x) = Ptube(t, b, h, s, x) · atmLoss(h, x). (11.4)
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Abb. 11.2: Leistung in Abhängigkeit von der Höhe des Absorberrohrs mit (ge-
strichelte Linie) und ohne (durchgezogene Linie) atmosphärischer Ab-
schwächung (t = 11 h, b = 0.8 m, s = 1.1 m, x = −2 m)

Der zugehörige Graph ist in Abbildung 11.2 dargestellt. Dieser weist einen konkaven
und ab einer Höhe von ungefähr 33 m monoton fallenden Verlauf auf.

à Zurück zur Optimierung
Es wird bereits anschaulich ersichtlich, dass die Funktion PtubeAtmLoss ihr Maximum
und die Funktion −PtubeAtmLoss somit ihr Minimum annimmt. Die Existenz eines
globalen Minimalpunktes lässt sich nicht nur anschaulich, sondern auch theoretisch
über untere Niveaumengen und den Verschärften Satz von Weierstraß begründen
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(vgl. Abschn. 2.1.1). Die Funktion −PtubeAtmLoss ist stetig und beispielsweise für
c = −540 erhalten wir als untere Niveaumenge das abgeschlossene Intervall

Niv(−PtubeAtmLoss, c) = {h ≥ 0| − PtubeAtmLoss(t, b, h, s, x) ≤ c} = [5.17, 643.08].

Die Niveaumenge ist kompakt, sodass gemäß Satz 2 ein globaler Minimalpunkt exis-
tiert. Aufgrund der strikten Konvexität der Zielfunktion ist dieser zudem eindeutig.

Die Anwendung des Gradientenverfahrens zur Minimierung von −PtubeAtmLoss liefert
als Lösung für die Rohrhöhe h = 32.4 m mit einer Leistung von 576.1 W. Das Ergeb-
nis ist nun zwar theoretisch konstruierbar, aber immer noch sehr hoch. Im Folgenden
wird deswegen eine zweite Modellerweiterung beschrieben, die in Abschnitt 11.1.4
mit der Berücksichtigung der atmosphärischen Effekte kombiniert wird.

11.1.3 Modellerweiterung: Berücksichtigung von Unsicherheiten

Die Spiegel in einem Fresnelkraftwerk werden mithilfe von Motoren im Laufe des Ta-
ges gemäß des Sonnenstandes ausgerichtet. Die notwendige Ausrichtung eines Spie-
gels wurde mithilfe des Neigungswinkels γ bestimmt. Da es durchaus vorkommt, dass
einzelne Motoren ungenau arbeiten, entspricht die tatsächliche Ausrichtung der Spie-
gel nicht immer exakt der gewünschten (vgl. Kincaid et al., 2019, S. 386). Ziel ist
es, die Rohrhöhe so zu wählen, dass die Leistung am Rohr unter Berücksichtigung
des Einflusses von Einstellungsfehlern maximal ist. Auch bei kleineren Einstellungs-
fehlern des Spiegels sollen also gute, oder besser gesagt optimale, Werte für die
Leistung erreicht werden. Damit wird ein Optimierungsproblem unter Unsi-
cherheiten gelöst. Wie in Abschnitt 2.1.2 beschrieben, gibt es Forschungsgebiete,
wie die stochastische oder die robuste Optimierung, die sich Optimierungsproblemen
unter Unsicherheiten aus unterschiedlichen Blickwinkeln widmen.

Modellierung des Einflusses von Einstellungsfehlern auf die Leistung
Wird der Spiegel nicht korrekt eingestellt, so führt dies dazu, dass der mittlere
reflektierte Strahl nicht direkt auf das Rohr fällt. Stattdessen verfehlt er das Rohr
(links oder rechts) um eine Fehlerstrecke f (vgl. Abb. 11.3). Der fehlerbehaftete
Neigungswinkel wird mit γ∗ bezeichnet. Dieser ergibt sich aus dem gewünschten
Neigungswinkel durch Addition des Fehlers ε (vgl. Krahforst, 2016, S. 115 f.)

γ∗ = γ + ε. (11.5)

Wird der Fehler klein gewählt, so trifft der mittlere reflektierte Strahl zwar nicht
mehr das Rohr, jedoch weiterhin den Sekundärreflektor. Wird der Fehler hingegen
groß gewählt, so trifft der Strahl nicht einmal mehr auf den Sekundärreflektor. Wird
der Neigungswinkel γ nicht korrekt eingestellt, so führt dies auch zu einem fehler-
haften Ausfallswinkel β∗. Dieser ergibt sich über

β∗ = 2γ∗ − α = 2γ + 2ε− α
= β + 2ε.
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Wenn der tatsächliche Ausfallswinkel vom gewünschten Wert abweicht, hat dies Ein-
fluss auf die angestrahlte Strecke auf Rohrhöhe (vgl. Abb. 11.3). Diese Strecke über-
deckt den Sekundärreflektor gegebenenfalls nur noch teilweise oder gar nicht mehr.
Mit der Funktion Ptube kann die Leistung am Rohr nicht mehr exakt beschrieben
werden.
Im Folgenden wird die Länge der Fehlerstrecke f exemplarisch für einen Spiegel auf
Position x < 0 bestimmt und der Einfluss der Rohrhöhe h auf die Fehlerstrecke
untersucht.

W O

☼
f

γ∗· β∗

e

p

x

·h

Abb. 11.3: Skizze der Reflexion bei fehlerhafter Spiegeleinstellung

Unter Zuhilfenahme von Abbildung 11.3 und Verwendung des Tangens ergibt sich

tan(β∗) = h

|x| − f (11.6)

und damit

f = |x| − h

tan(β∗) . (11.7)

Damit die Formel für die Fehlerstrecke verwendet werden kann, muss der fehlerbe-
haftete Ausfallswinkel β∗ im Intervall (0◦, 90◦) liegen. Somit darf auch der Fehler
nicht beliebig groß werden. Wir nehmen für die folgende Modellierung an, dass der
Fehler genügend klein ist.

Zur korrekten Bestimmung der Leistung am Rohr muss die Abweichung um die Feh-
lerstrecke f in das Modell aufgenommen und der Anteil der vom Spiegel abgegebenen
Leistung, der das Rohr tatsächlich erreicht, neu bestimmt werden. Die Länge der
bestrahlten Strecke auf Rohrhöhe wird mit p bezeichnet (vgl. Abb. 11.3). Mithilfe
von Stufen- und Wechselwinkelbeziehungen sowie Anwenden des Sinus oder Kosinus
im rechtwinkligen Dreieck ergibt sich für die Strecke p

p = e

sin(β∗) = e

cos(90◦ − β∗) .

Wie wir von bisherigen Modellierungsschritten wissen, entspricht die Leistung, die
auf der Strecke p anliegt, der Leistung auf der Hilfsstrecke e (vgl. Abb. 11.3). Die
Leistung, die am Sekundärreflektor ankommt, entspricht jedoch nur dem Anteil, den
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p

e

e′
l

Abb. 11.4: Länge des bestrahlten Bereichs des Sekundärreflektors l bei fehlerhafter
Spiegeleinstellung

die Strecke l an p ausmacht (vgl. Abb. 11.4). Dieser relative Anteil wird mit aerror
bezeichnet. Mit diesem ergibt sich für die Leistung am Rohr

PtubeError = Isun · e · aerror.

Abhängig von der Größe des Fehlers können unterschiedliche Situationen auftreten,
die wiederum in sechs Fälle unterteilt werden können. Diese sechs Fälle sind in Ab-
bildung 11.5 schematisch dargestellt. Die untere, gestrichelt eingezeichnete Strecke
stellt jeweils den Bereich dar, der bei fehlerhafter Einstellung des Neigungswinkels
tatsächlich bestrahlt wird (also p basierend auf γ∗). Die obere Strecke stellt den
bestrahlten Bereich dar, wenn der mittlere reflektierte Strahl wie gewünscht auf die
Mitte des Rohrs trifft (also p basierend auf γ).

• Der Fehler ist so klein, dass bei fehlerhafter Einstellung genau so viele Strahlen
auf den Sekundärreflektor treffen wie bei korrekter Einstellung (1. und 3. Fall).

• Ein Teil der Strahlen, die ohne fehlerhafte Einstellung den Reflektor getroffen
hätten, fällt jetzt links oder rechts neben diesen (2. und 4. Fall).

• Der Fehler ist so groß, dass alle Strahlen den Sekundärreflektor verfehlen (5.
und 6. Fall).

1. Fall 2. Fall 3. Fall 4. Fall

5. Fall 6. Fall

Abb. 11.5: Sechs Fälle, die unter Fehlereinfluss am Sekundärreflektor auftreten
können

Der gesuchte Anteil, der am Sekundärreflektor ankommt, ist gegeben durch

aerror = l

p
.

Die Länge der Strecke l lässt sich wiederum über verschiedene geometrische Über-
legungen bestimmen. Für die ersten drei Fälle aus Abbildung 11.5 erhalten wir
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beispielsweise

l =





p im 1. Fall
p−

(
f − b−p

2

)
im 2. Fall

b im 3. Fall.

Wird in der Funktion Ptube der Faktor a durch aerror ersetzt, ergibt sich die Funk-
tion PtubeError, welche die Leistung am Rohr unter Berücksichtigung etwaiger Ein-
stellungsfehler beschreibt. Der Graph der Funktion PtubeError ist in Abhängigkeit der
Rohrhöhe in Abbildung 11.6 dargestellt. Der Funktionsgraph gleicht bis zu einer Hö-
he von circa 9 m dem Graphen der Funktion Ptube. Der Einfluss der Fehleinstellung
ist so gering, dass der Sekundärreflektor bis zu einer Höhe von circa 9 m weiterhin
vollständig bestrahlt wird. Bei einer Höhe von knapp 9 m wird die maximale Leis-
tung erreicht. Für noch größere Werte der Rohrhöhe führt die stetig anwachsende
Länge der Fehlerstrecke f dazu, dass immer mehr Strahlen den Sekundärreflektor
verfehlen – der Graph hat in diesem Bereich einen streng monoton fallenden Ver-
lauf. Ab einer Rohrhöhe von circa 53 m erreicht keine Leistung mehr das Rohr. Die
reflektierten Strahlen verfehlen den Sekundärreflektor vollständig.
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Abb. 11.6: Leistung am Rohr in Abhängigkeit von der Rohrhöhe mit (gestrichelte
Linie) und ohne (durchgezogene Linie) Berücksichtigung von Einstel-
lungsfehlern (ε = 0.5◦, t = 11 h, b = 0.8 m, s = 1.1 m, x = −2 m)

à Zurück zur Optimierung
In Abbildung 11.6 wird bereits anschaulich ersichtlich, dass die Funktion PtubeError
ihr Maximum und die Zielfunktion des Minimierungsproblems −PtubeError damit
ihr Minimum annimmt. Über den verschärften Satz von Weierstraß lässt sich er-
neut theoretisch begründen, dass ein globaler Minimalpunkt existiert: Die Funktion
−PtubeError ist stetig und beispielsweise für das Niveau c = 100 ist die untere Ni-
veaumenge von −PtubeError ein abgeschlossenes Intervall und damit kompakt. Dies
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garantiert die Existenz eines globalen Minimalpunktes. Da −PtubeError zudem strikt
konvex auf dem Intervall [0, 53] ist, ist dieser eindeutig.
In Abbildung 11.6 ist erkennbar, dass der Graph der Funktion PtubeError zwei Knick-
stellen aufweist. An diesen Stellen ist die Funktion nicht differenzierbar. Das Gradi-
entenverfahren ist somit nicht direkt anwendbar, da der Gradient an besagten Stel-
len nicht existiert. Auch für nichtglatte Probleme existieren verschiedene Verfahren,
wie die in Abschnitt 2.2 bereits benannten gradientenfreien Verfahren oder das so-
genannte Subgradientenverfahren, welches sich für nichtglatte, konvexe Probleme
eignet. Das Subgradientenverfahren wurde (insbesondere mangels eines geeigneten
Softwarepaktes in Julia) nicht angewandt. Eine detaillierte Beschreibung des Ver-
fahrens und dessen Vor- und Nachteile sind beispielsweise bei Alt (2004, S. 69–70)
zu finden. Zur Optimierung wurde stattdessen das Optimierungspaket BlackBoxOp-
tim3 eingesetzt, welches eine globale Suche basierend auf einem metaheuristischen
Verfahren durchführt. Genauer wird ein Evolutionärer Algorithmus (EA), die soge-
nannte Differentialevolution (engl. Differential Evolution, kurz: DE) genutzt. Hierbei
handelt es sich um ein gradientenfreies Verfahren. Für weiterführende Erläuterungen
zur DE seien interessierte Leserinnen und Leser auf Weicker (2015, S. 170–172) ver-
wiesen. Einen kurzen Einblick in die Grundidee von EAs liefert der folgende Exkurs.

Exkurs: Evolutionäre Algorithmen
Evolutionäre Algorithmen (EA) sind von der Natur, genauer von der biologischen
Evolution, inspiriert. Weicker (2015, S. 20) charakterisiert die EAs wie folgt:

„Evolutionäre Algorithmen kombinieren den Computer als universelle
Rechenmaschine mit dem allgemeinen Problemlösungspotential der na-
türlichen Evolution. So wird im Computer ein Evolutionsprozess künst-
lich simuliert, um für ein nahezu beliebig wählbares Optimierungspro-
blem möglichst gute Näherungswerte an eine exakte Lösung zu erzeugen.
Dabei wird ein beliebiges abstraktes Objekt, das eine mögliche Lösung
für ein Problem darstellt, wie ein Organismus behandelt. Dieses wird
durch Anwendung von so genannten evolutionären Operatoren variiert,
reproduziert und bewertet. Diese Operatoren nutzen in der Regel Zu-
fallszahlen für ihre Veränderungen an den Individuen.“

EAs gehören zu den stochastischen, metaheurstischen Verfahren. Es kann somit nicht
stets garantiert werden,4 dass eine optimale Lösung des gegebenen Optimierungs-
problems gefunden wird (vgl. Weicker, 2015, S. 20). EAs eignen sich unter anderem
für hoch-dimensionale Probleme, bei denen wenige bis keine Informationen über die
Zielfunktion vorliegen oder bei denen die (approximative) Bestimmung von Gradi-
enten nicht sinnvoll oder nicht möglich ist.
EAs können in verschiedene Teilgebiete unterteilt werden. Zu den vier wichtigsten ge-
hören genetische Algorithmen, Evolutionsstrategien, evolutionäre Programmierung

3Weitere Informationen zum Paket BlackBoxOptim sind zu finden unter: https://github.com/
robertfeldt/BlackBoxOptim.jl, letzter Aufruf: 31.08.2021.

4Durchaus existieren theoretische Aussagen, die für bestimmte Klassen von EAs und unter ge-
wissen Bedingungen an das Optimierungsproblem die Konvergenz gegen optimale Lösungen
garantieren (vgl. He und Yu, 2001).
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und genetische Programmierung (vgl. Weicker, 2015, S. 127). Im Folgenden wird
kurz die Grundidee eines sehr einfachen evolutionären Verfahrens, eines Selektions-
Mutations-Verfahrens, skizziert (vgl. Alt, 2011, S. 24):

1. Wähle einen Startpunkt x(0) ∈ Rn und setze k := 0. Prüfe, ob ein gegebenes
Abbruchkriterium erfüllt ist. Falls ja, stoppe das Verfahren, andernfalls gehe
zu Schritt 2.

2. Mutation: Ändere (bzw. mutiere) den aktuellen Punkt x(k) zufällig und er-
halten so einen neuen Punkt x̃(k).

3. Selektion: Falls f(x̃(k)) < f(x(k)), setze x(k+1) := x̃(k), andernfalls setze
x(k+1) := x(k).

4. Falls das Abbruchkriterium nicht erfüllt ist, gehe zu Schritt 2, andernfalls
beende das Verfahren.

Als Abbruchkriterium kann unter anderem das Erreichen einer maximalen Anzahl
an Iterationen, das Überschreiten eines Zeitlimits oder die Konvergenz des Verfah-
rens in den letzten Iterationen verwendet werden.
In Schritt 2 des Verfahrens sind diverse Mutationsoperationen denkbar. Eine simple
Möglichkeit ist die Festlegung der Mutation gemäß

x̃(k)
i = x(k)

i + σk
(
r(k)
i − 0.5

)
für i = 1, . . . , n,

mit Zufallsvektor r(k) ∈ Rn, dessen Komponenten in [0, 1] liegen und einer Schritt-
weite σk > 0 (vgl. Alt, 2011, S. 24). In komplexeren Verfahren wird oft nicht nur mit
einem Punkt x(k), sondern mit einer Menge an Punkten, der sogenannten Populati-
on, gearbeitet. Bei diesen Algorithmen wird dann neben den Operationen Selektion
und Mutation zudem eine Rekombination von zwei oder mehr Punkten aus der Po-
pulation der vorherigen Iteration durchgeführt.

In dem beschriebenen, einfachen Verfahren werden keine Nebenbedingungen berück-
sichtigt. Es wäre denkbar diese im Mutationsschritt zu berücksichtigen. Dazu könn-
ten Mutationen, die die Nebenbedingungen nicht erfüllen, verworfen werden und
(zufällig) neue Mutationen erzeugt werden. Alternativ ließe sich ein restringiertes
Problem in ein unrestringiertes Problem überführen, indem die Nebenbedingungen
beispielsweise über einen Strafterm in die Zielfunktion integriert werden.

Die Anwendung des EAs liefert bei einem Einstellungsfehler von ε = 0.5◦ und für
einen Spiegel auf Position x = −2 m als Lösung für die Rohrhöhe h = 8.7 m mit
einer Leistung von 570.8 W. Der erhaltene optimale Wert scheint realistisch und
konstruierbar. Wird der Spiegel auf Position x = −5 m gesetzt, so ergibt sich eine
optimale Höhe von h = 9.7 m. Die Schwankung der optimalen Höhe in Abhängigkeit
von der gewählten Spiegelposition legt nahe, dass eine Erweiterung des Modells für
die Leistung am Rohr – erzeugt durch alle aufgestellten Spiegel – sinnvoll wäre.

Weitere Fehlerquellen
Bisher wurde lediglich die Einstellung des Spiegels als Fehlerquelle diskutiert. Bei-
spiele für weitere Fehlerquellen sind verschmutze Spiegeloberflächen, die zu einer
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11 Optimierung verschiedener Kraftwerksparameter

abweichenden Reflexion führen, oder die Ablenkung der Sonnenstrahlen durch die
Atmosphäre und ein daraus resultierender abweichender Sonneneinfallswinkel α.

11.1.4 Kombination beider Modellerweiterungen

In diesem Abschnitt werden die Modellerweiterungen atmosphärische Abschwächung
und Einstellungsfehler kombiniert und die Optimierung der Rohrhöhe erneut durch-
geführt. Die Zielfunktion, bei der beide Modellerweiterungen berücksichtigt werden,
wird PtubeErrorAtmLoss genannt. Sie ergibt sich durch

PtubeErrorAtmLoss(t, b, h, s, x, ε) = PtubeError(t, b, h, s, x, ε) · atmLoss(h, x).

Das Optimierungsproblem wurde erneut mit dem EA des Pakets BlackBoxOptim ge-
löst. Liegt kein Fehler oder ein kleiner Fehler vor (ε = 0◦ oder ε = 0.1◦), so entspricht
der gefundene Optimalpunkt dem Ergebnis der Optimierung mit der Zielfunktion
PtubeAtmLoss. Die optimale Höhe lautet ungefähr h = 32 m. Wird der Fehler größer, so
entspricht das Ergebnis für die optimale Rohrhöhe dem Ergebnis der Optimierung
mit der Zielfunktion PtubeError, das heißt einer Höhe von circa h = 9 m. Der Einfluss
des fehlerhaften Neigungswinkels ist dann der dominierende Faktor.
Für einen Einstellungsfehler von ε = 0.5◦, der für fünf Spiegel auf den Positionen
x = (−4,−2, 0, 2, 4) fest gewählt wird, entspricht die optimale Rohrhöhe h = 8.1 m
(t = 11 h, b = 0.8 m, s = 1.1 m, ohne Berücksichtigung von Verschattungseffekten).

11.1.5 Monte-Carlo-Methode

Ein und denselben Fehler für alle Spiegel festzulegen und basierend auf der resultie-
renden Funktion für die Leistung am Rohr die optimale Höhe zu bestimmen, spiegelt
die Realität nicht wider, da der Fehler auf einen beliebigen Spiegel Hi nicht bekannt
ist. Womöglich arbeiten einige Spiegelmotoren äußerst korrekt, andere hingegen mit
deutlich größerem Fehler. Um eine Lösung für die Rohrhöhe zu finden, die robust
gegenüber verschiedenen Fehlerszenarien ist, wird die Optimierung basierend auf ei-
ner Monte-Carlo-Methode durchgeführt. Monte-Carlo-Methoden stellen eine leicht
umsetzbare Methode zur Durchführung von Simulationen und numerischen Integra-
tionen dar. Ein Nachteil ist jedoch, dass diese Methoden sehr langsam konvergieren
können (vgl. Caflisch, 1998, S. 1).
Monte-Carlo-Methoden beruhen auf dem Gesetz der großen Zahlen. Dieses existiert
in einer schwachen und einer starken Variante:

Satz 11 (Gesetz der großen Zahlen).
Sei X(1), X(2) . . . eine Folge von n identisch verteilten, unabhängigen Zufallsvariablen
mit endlichem Erwartungswert E[X]. Dann gilt:
Das arithmetische Mittel

Sn := 1
n

n∑

i=1
X(i)
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11.1 Optimierung der Absorberrohrhöhe

konvergiert gegen E[X] für n→∞.
Für die Konvergenz gilt im Falle des schwachen Gesetzes der großen Zahlen

lim
n→∞

P
[∣∣∣∣Sn − E[X]

∣∣∣∣ > ε
]

= 0 ∀ε > 0,

das heißt es liegt Konvergenz in Wahrscheinlichkeit vor.
Im Falle des starken Gesetzes der großen Zahlen liegt sogar fast sichere Kon-
vergenz vor. Das heißt es gilt

P
[

lim
n→∞

Sn = E[X]
]

= 1

(vgl. Sullivan, 2015, S. 178).

Im vorliegenden Fall ist die Monte-Carlo-Methode die Anwendung des Gesetzes der
großen Zahlen auf eine Zufallsvariable X = u(Z), wobei u der auszuwertenden Funk-
tion und Z einer Zufallsvariablen beziehungsweise einem Zufallsvektor entspricht, die
gemäß einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P verteilt ist. Angenommen es können
unabhängige identisch verteilte Zufallsvariablen Z(1), Z(2) . . . mit Wahrscheinlich-
keitsverteilung P und Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f erzeugt werden. Dann
ist die n-te Monte-Carlo-Näherung gegeben durch

EZ∼P [u(Z)] =
∫ ∞

−∞
u(z)f(z) dz ≈ 1

n

n∑

i=1
u(Z(i))

(vgl. Sullivan, 2015, S. 179).
In unserem Fall kann als auszuwertende Funktion u die Funktion zur Beschreibung
der Leistung am Rohr PtubeError betrachtet werden. Der Zufallsvektor Z hat die Di-
mension N , die der Anzahl der betrachteten Spiegel entspricht. Eine Realisierung der
Zufallsvariable beschreibt dann ein mögliches Fehlerszenario. Genauer lässt sich die
Monte-Carlo-Methode in der betrachteten Anwendung wie folgt beschreiben: Es wer-
den für jeden Spiegel gemäß einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P mit Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion f zufällig verschiedene Fehler und damit viele verschiedene
Szenarien generiert. Für jedes Szenario wird die Leistung am Absorberrohr berech-
net. Anschließend wird das arithmetisch Mittel der Leistung bestimmt. Die in
der Optimierung betrachtete Zielfunktion entspricht dann dem durch Monte-Carlo-
Integration angenähertem Erwartungswert der Leistung am Rohr

E[PtubeError(Z)] =
∫ ∞

−∞
PtubeError(z)f(z) dz ≈ 1

nerror
·
nerror∑

k=1
PtubeError(t, b, h, s,x, Z(k)),

wobei Z(1), Z(2), . . . unabhängig und identisch verteilte Zufallsvektoren darstellen.
Anschließend kann die optimale Höhe des numerisch approximierten Erwartungs-
wertes für die Leistung am Rohr bestimmt werden.
Die Monte-Carlo-Methode wurde zur Berechnung des Erwartungswerts der Leistung
am Rohr angewendet und für verschiedene Werte der Höhe h wiederholt. Der Ver-
lauf des Erwartungswerts in Abhängigkeit der Höhe h ist in Abbildung 11.7 für
verschiedene Anzahlen an pro Spiegel generierten Fehlern dargestellt. Zur Erzeu-
gung der Fehler wurde eine Normalverteilung N (0, 0.7) gewählt. Es wird ersichtlich,
dass die Oszillationen in den Graphen kleiner sind, wenn die Anzahl der pro Spiegel
generierten Fehler größer gewählt werden.
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Abb. 11.7: Monte-Carlo-Simulation der erwarteten Leistung am Rohr für unter-
schiedliche Werte für nerror mit t = 11 h, b = 0.8 m, s = 1.1 m,
x = (−5.5,−4,−2.5,−1, 1, 2.5, 4, 5.5)

à Zurück zur Optimierung
Basierend auf der beschriebenen Simulation für die unter Fehlereinfluss zu erwar-
tende Leistung wird erneut die Optimierung der Rohrhöhe vorgenommen. Da die
Zielfunktion (je nach Anzahl betrachteter Fehler) stark oszilliert, ist bereits klar,
dass zahlreiche globale und lokale Maximalpunkte existieren. Der Einsatz des Gra-
dientenverfahrens würde je nach gewähltem Startpunkt lediglich einen lokalen Op-
timalpunkt liefern. Zur Optimierung wurde deswegen ein gradientenfreies Verfahren
gewählt, welches lediglich Informationen über die Funktionswerte an ausgewählten
Stellen nutzt. Konkret wurde erneut ein EA des Pakets BlackBoxOptim verwendet.
Mit dem EA ergibt sich als optimale Rohrhöhe h = 7.0 m mit einer Leistung von
2574.0 W (x = (−4,−2, 0, 2, 4), t = 11 h, b = 0.8 m, s = 1.1 m, ohne Berücksichti-
gung von Verschattungseffekten). Zur Erzeugung der Fehler wurde eine Normalver-
teilung mit N (0, 0.7) gewählt.

11.2 Optimierung des Layouts eines Spiegelfeldes

Bei der Planung und Konstruktion von solarthermischen Kraftwerken spielt insbe-
sondere das Layout des Spiegelfeldes, das heißt die Position der Spiegel relativ zum
Absorber eine wesentliche Rolle. Grund dafür ist, dass die Spiegelpositionen einen
entscheidenden Einfluss auf die Effizienz des Kraftwerks, wie auch auf die Kosten für
Konstruktion und Wartung haben (vgl. Richter et al., 2016, S. 241). Die Effizienz des
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11.2 Optimierung des Layouts eines Spiegelfeldes

Kraftwerks hängt insofern von den Positionen der Spiegel ab, als dass dadurch zum
einen Verschattungs- und Blockierungseffekte determiniert werden und zum anderen
der Energiebeitrag eines einzelnen Spiegels insbesondere aufgrund des Kosinuseffek-
tes beeinflusst wird. Aufgrund dessen werden die Spiegelpositionen basierend auf der
Simulation des Kraftwerks vor Konstruktion optimiert.

Das Layoutoptimierungsproblem kann allgemein geschrieben werden als5

min
x

− Etube(x) (11.8a)

u. d. Nb. lb ≤ xi ≤ ub 1 ≤ i ≤ N, (11.8b)

wobei die Nebenbedingung (11.8b) fordert, dass die Spiegel im Bereich eines gege-
benen Kraftwerksareals von lb bis ub stehen.

Das Optimierungsproblem kann sowohl hinsichtlich der Wahl der Zielfunktion als
auch hinsichtlich der Modellierung weiterer Nebenbedingungen variiert werden. Las-
sen wir für die N Variablen x1, . . . , xN Werte in R zu, so ergibt sich ein kontinuierli-
ches Optimierungsproblem. Schränken wir die Variablen hingegen auf vordefinierte
Punkte im Bereich des Kraftwerks ein, so liefert dies ein diskretes Problem. Zudem
existieren verschiedene Verfahren, die zur Lösung des Problems in den unterschied-
lichen Formulierungen eingesetzt werden können.

Im Folgenden wird kurz erläutert, wie sich diverse Formulierungen des Layoutopti-
mierungsproblems in der Forschung rund um solarthermische Kraftwerke entwickelt
haben. Anschließend werden die in der Forschung eingesetzten Formulierungen und
Verfahren (in elementarer Form) auf die Optimierung des Layouts unseres verein-
fachten Fresnelkraftwerks übertragen. Dazu wird das Optimierungsproblem von ganz
unterschiedlichen Standpunkten aus (sowohl diskret als auch kontinuierlich) ange-
gangen. Dabei werden Vor- und Nachteile der einzelnen Formulierungen diskutiert.
Auch werden exemplarische Ergebnisse gezeigt, bei denen weniger die Performanz
im Vordergrund stand, als vielmehr das Herausarbeiten zentraler Charakteristika
der verschiedenen Formulierungen und Algorithmen, die auch im entwickelten Lern-
material aufgegriffen wurden.

11.2.1 Ein Blick in die Forschung

Bei der Optimierung des Layouts eines Solarkraftwerks werden in der Forschung ver-
schiedene Ansätze verfolgt. Gängige Herangehensweisen, die in der Literatur primär
für Solarturmkraftwerke diskutiert werden (vgl. Abschn. 13.4), die sich jedoch auch
auf die Optimierung der Spiegelpositionen in einem Fresnelkraftwerk erweitern und
anwenden lassen, werden im Folgenden beschrieben.

5Die Optimierung wurde in allen nachfolgend vorgestellten Formulierungen des Problems für
die beiden Modelle Etube(x) und EtubeEffects(x) durchgeführt. Bei der Beschreibung der un-
terschiedlichen Formulierungen des Optimierungsproblems wird die Unterscheidung zwischen
den Zielfunktionen aus Gründen der Übersichtlichkeit nicht vorgenommen. In der Diskussion
der Ergebnisse wird dann hinsichtlich der beiden Modelle (mit und ohne Verschattungseffekte)
differenziert.
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11 Optimierung verschiedener Kraftwerksparameter

Bei den kontinuierlichen Formulierungen des Optimierungsproblems kann zwi-
schenmusterbasierten Methoden und freien Variablen Methoden unterschie-
den werden:

• Bei den freien Variablen Methoden wird direkt über die Koordinaten der
Spiegel optimiert. In den meisten Simulationen in der Forschung, bei denen das
gesamte Spiegelfeld (im dreidimensionalen Fall) betrachtet wird, wird über die
(x, y)-Koordinaten optimiert. Da wir lediglich den Querschnitt eines Kraft-
werks betrachten, ist in unserer Modellierung nur die x-Koordinate relevant.
Aufgrund der Komplexität der eingesetzten Simulation ist eine der größten
Hürden bei den freien Variablen Methoden die hohe Rechenzeit (vgl. Lutch-
man et al., 2014, S. 1429). Für die Lösung des Optimierungsproblems mit
freien Koordinatenvariablen gibt es verschiedene Ansätze. Diese reichen von
gradientenbasierten Methoden (vgl. Lutchman et al., 2014, S. 1433), über
Ansätze der nichtlinearen Programmierung bis hin zu Metaheuristiken wie
Partikelschwarm- oder evolutionäre Algorithmen (vgl. Richter et al., 2016, S.
242). Historisch wurden die Layoutoptimierungsprobleme in der Forschung
nicht über freie Variablen Formulierungen angegangen, da das Problem in
dieser Formulierung hochdimensional und komplex ist. Stattdessen wurden
die Positionsvariablen auf gewisse Muster oder vorgegebene Positionen ein-
geschränkt. Dies führt dazu, dass gefundene Lösungen nicht notwendigerweise
optimal sind, dafür jedoch Vorteile, wie die Anwendbarkeit erprobter Lösungs-
verfahren und meist damit einhergehend eine reduzierte Rechenzeit, erzielt
werden können.

• Bei den musterbasierten Methoden wird ein geometrisches Muster vorge-
geben, entsprechend dem die Spiegel positioniert werden. Diese Muster hängen
von gewissen Parametern ab. Anstatt direkt über die Koordinaten eines Spie-
gels zu optimieren wird über die Parameter des Musters optimiert. Bei der
Layoutoptimierung eines Solarturmkraftwerks kommen als Muster beispiels-
weise Spiralen, wie die Fermat’sche Spirale, zum Einsatz, die lediglich von zwei
Parametern abhängt (vgl. Noone et al., 2012, S. 11). Dies hat den Vorteil, dass
die Anzahl der Variablen von einer Vielzahl an Koordinaten auf wenige Para-
meter reduziert werden kann. Ein Nachteil ist, dass die gefundene Lösung für
das Spiegelfeldlayout gegebenenfalls schlechter wird (vgl. Richter et al., 2016,
S. 241).

Bei den diskreten Formulierungen wird das Spiegelfeld zuvor in vordefinierte,
mögliche Positionen unterteilt (diskretisiert). Die Spiegelkoordinaten können dann
nur noch eine Kombination dieser vordefinierten Positionen annehmen. Zum Lö-
sen dieses Problems werden unter anderem sogenannte Field Growth Methoden
eingesetzt. Bei diesen werden die Spiegel iterativ auf die vordefinierten Positionen
gesetzt. In den einzelnen Iterationen wird für jede noch mögliche Position (Positio-
nen, die den Mindestabstand nicht einhalten werden gelöscht) die Gesamtenergie
aus bereits besetzen und der noch zu betrachtenden Position berechnet. Wird ein
Greedy-Verfahren gewählt, so wird der zu setzende Spiegel in jeder Iteration auf die
zu diesem Zeitschritt beste Position gesetzt (vgl. Sánchez und Romero 2006, S. 863;
Richter et al. 2016, S. 241). Bei den diskreten Formulierungen des Layoutoptimie-
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rungsproblems muss zwischen der Güte der gefundenen Lösung und der Rechenzeit
des Algorithmus abgewogen werden. Abhängig von der Feinheit der Diskretisierung
ergibt sich nicht unbedingt das optimale Layout. Wird die Diskretisierung jedoch
sehr fein gewählt, so nimmt die Rechenzeit zu.

Die unterschiedlichen Formulierungen des Optimierungsproblems werden im Folgen-
den auf unser Fresnelkraftwerk übertragen und exemplarische Ergebnisse der Opti-
mierung basierend auf der in Kapitel 10 beschriebenen Simulation diskutiert. Dabei
wird umfassend ersichtlich, dass das Lösen und Formulieren von Optimierungspro-
blemen mathematisch äußerst reichhaltig ist.
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Abb. 11.8: Energieumsatz gemäß dem Modell ohne Verschattungseffekte (Etube)
und gemäß dem Modell mit Verschattungseffekten (EtubeEffects) in Ab-
hängigkeit von der Position x eines Spiegels (b = 0.8 m, h = 6 m,
s = 1.1 m, ∆t = 0.05 h)

11.2.2 Kontinuierliche Formulierungen

Bei allen Formulierungen wird der Energieumsatz eines Tages maximiert. Dabei
wird die Optimierung zum einen basierend auf dem Modell ohne Verschattungs-
effekte, beschrieben durch Etube, und zum anderen basierend auf dem Modell mit
Verschattungseffekten, beschrieben durch EtubeEffects, durchgeführt. Beide Funktio-
nen hängen von dem Spiegelkoordinatenvektor x ab, alle weiteren Parameter sind
fest (∆t = 0.05 h, b = 0.8 m, s = 1.1 m, h = 6 m).

Betrachten wir Abbildungen 11.8 und 11.9 so wird im Falle von einem beziehungs-
weise zwei Spiegeln bereits anschaulich ersichtlich, dass die Zielfunktion ohne Ver-
schattungseffekte einen eindeutigen globalen Optimalpunkt besitzt. Bezugnehmend
zu den theoretischen Grundlagen rund um Existenz und Eindeutig globaler Optimal-
punkte (vgl. Abschn. 2.1.1), ließe sich dies für das auf −5 m bis 5 m eingeschränkte
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Kraftwerksareal auch theoretisch diskutieren: Die Funktion Etube ist eingeschränkt
auf das Kraftwerksareal von −5 m bis 5 m konkav. Die Zielfunktion des Minimie-
rungsproblems (−Etube) ist folglich auf dem eingeschränkten Areal konvex, womit
jeder lokale Minimalpunkt (sofern ein solcher existiert) zugleich globaler Minimal-
punkt ist. Selbiges gilt für die Funktion EtubeEffects, wenn lediglich ein Spiegel auf dem
Kraftwerksareal positioniert wird (vgl. Abb. 11.8). Für alle anderen Fälle (N ≥ 2)
weist die Funktion bedingt durch Verschattungseffekte zahlreiche lokale Maximal-
punkte auf (vgl. Abb. 11.10). In diesem Fall kann nicht garantiert werden, dass ein
lokales Optimierungsverfahren einen globalen Minimalpunkt des Optimierungspro-
blems liefert.

Abb. 11.9: Energieumsatz in Abhängigkeit von den Positionen x1 und x2 zweier
Spiegel (b = 0.8 m, h = 6 m, s = 1.1 m)

Die ersten drei folgenden, kontinuierlichen Formulierungen des Optimierungspro-
blems gehören zum freien Variablen Ansatz. Die Formulierungen werden klein-
schrittig beschrieben, um zu verdeutlichen, welchen Einfluss die einzelnen Neben-
bedingungen auf die Minimalpunkte des Optimierungsproblems und damit auf das
Layout des Spiegelfeldes haben. Die vierte kontinuierliche Formulierung folgt einem
musterbasierten Ansatz.

Freie Variablen Optimierung
Nachfolgend wird vernachlässigt, dass das Absorberrohr befestigt sein muss. Je nach
Konstruktion des Kraftwerks wäre sonst eine Nebenbedingung nötig, die einen Min-
destabstand zur Rohrbefestigung sicherstellt.

Formulierung 1: Spiegel im Areal des Kraftwerks
Die einzige Nebenbedingung bei dieser Formulierung ist, dass die Spiegel im Areal
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Abb. 11.10: Energieumsatz gemäß dem Modell mit Verschattungseffekten in Ab-
hängigkeit von den Positionen x1 und x2 zweier Spiegel (b = 0.8 m,
h = 6 m, s = 1.1 m)

des Kraftwerks, welches durch das Intervall [lb, ub] beschrieben wird, positioniert
werden müssen. Das Optimierungsproblem lautet

min
x

− Etube(x) (11.9)

u. d. Nb. lb ≤ xi ≤ ub für 1 ≤ i ≤ N.

Formulierung 2: Mindestabstand zwischen Spiegeln
Die Formulierung 1 wird um eine Nebenbedingung erweitert, die einen Mindestab-
stand dmin zwischen den Spiegeln fordert. Um eine Kollision zwischen den Spiegeln
zu verhindern, sollte der Abstand dmin mindestens so groß wie die Breite der Spiegel
s gewählt werden. Das Optimierungsproblem lautet

min
x

− Etube(x)

u. d. Nb. |xi − xj| ≥ dmin für 1 ≤ i 6= j ≤ N (11.10)
lb ≤ xi ≤ ub für 1 ≤ i ≤ N.

Formulierung 3: Aufsteigende Sortierung der Spiegel
Lösen des Optimierungsproblems in Formulierung 2 würde zu mehrfachen (bezüglich
des Layouts identischen) Minimalpunkten mit gleichem Zielfunktionswert führen.
Werden beispielsweise die erhaltenen Positionen der Spiegel i und j vertauscht, so
liefert dies zwar aus mathematischer Sicht eine neue Lösung mit gleichem Zielfunk-
tionswert, aufgrund der Tatsache, dass alle Spiegel identisch sind, impliziert dies
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jedoch das gleiche Layout. Um diese mehrfachen (gleichwertigen) Minimalpunkte zu
vermeiden, wird eine Nebenbedingung eingeführt, die eine aufsteigende Sortierung
der Spiegel sichert. Das Optimierungsproblem lautet

min
x

− Etube(x)

u. d. Nb. |xi − xj| ≥ dmin für 1 ≤ i, j ≤ N (11.11)
xi+1 − xi ≥ 0 für 1 ≤ i ≤ N − 1
lb ≤ xi ≤ ub für 1 ≤ i ≤ N.

Dieses Problem kann zusammengefasst werden zu

min
x

− Etube(x)

u. d. Nb. xi − xi+1 ≤ −dmin für 1 ≤ i ≤ N − 1 (11.12)
lb ≤ x1

xN ≤ ub.

Das Problem lässt sich auch in der Notation schreiben, die vielfach in der Fachlite-
ratur zu finden ist, nämlich

min
x

− Etube(x)

u. d. Nb. A · x ≤ b (11.13)
− x1 ≤ −lb
xN ≤ ub,

wobei

A =




1 −1 0 0 0 · · ·
0 1 −1 0 0 · · ·
0 0 1 −1 0 · · ·
0 0 0 1 −1 · · ·
... ... ... ... ... . . .




und b =




−dmin
−dmin
−dmin
−dmin
−dmin

...




.

Es liegt ein kontinuierliches Optimierungsproblem mit nichtlinearer Zielfunktion und
linearen Nebenbedingungen vor.

Numerische Verfahren und Ergebnisse
Die Lösung von nichtlinearen, restringierten Optimierungsproblemen ist analytisch
keine einfache Aufgabe. Es existieren jedoch verschiedene numerische Verfahren zum
Lösen derartiger Probleme. Zu den gradientenbasierten Verfahren zählen:

• Sequentielle Quadratische Programmierung (SQP) oder allgemeiner sequenti-
elle Approximationsverfahren (vgl. Lutchman et al., 2014, S. 1434),

• Innere-Punkte-Methoden und Barriereverfahren,
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• Straftermverfahren und

• Augmented Lagrange Verfahren beziehungsweise Multiplikatorverfahren (vgl.
Nocedal und Wright, 2006, S. 422–424; Stein, 2021b, S. 189–221).

Darüber hinaus gibt es zahlreiche gradientenfreie Verfahren, die wie der Name be-
reits sagt, ohne die Berechnung des Gradienten auskommen. Diese Verfahren werden
vielfach eingesetzt, wenn die Zielfunktion nicht glatt ist oder die Auswertung der
Zielfunktion äußerst rechenintensiv ist – wie es bei realen Simulationen des Ener-
gieumsatzes eines Kraftwerks der Fall ist. Beispiele für gradientenfreie Verfahren sind
evolutionäre Algorithmen, die unter anderem von Richter (2017) zur Optimierung
des Layouts von Solarturmkraftwerken eingesetzt wurden, oder sogenannte Random
Search-Verfahren (vgl. Lutchman et al., 2014, S. 1434).

Zur Optimierung der Spiegelpositionen basierend auf den Modellen ohne oder mit
Verschattungseffekten (Etube oder EtubeEffects) wurde erneut ein EA eingesetzt. Da
der eingesetzte EA (eine Differentialevolution) nicht für die Optimierung von nichtli-
nearen Optimierungsproblemen mit Nebenbedingungen ausgelegt ist, wurde das
Problem (11.13) umformuliert. Dazu wurden die Nebenbedingungen als Strafterm
in die Zielfunktion integriert und das unrestringierte Problem

min
x
− Etube(x) + µ

N−1∑

i=1
max{0, gi(x)} (11.14)

gelöst, wobei gi(x) = xi−xi+1+dmin und µ > 0. Damit wurde der bereits in Abschnitt
2.2.2 beschriebene Ansatz der Integration einer `1-Straftermfunktion genutzt. Das
unrestringierte Optimierungsproblem (11.14) kann dann mit dem EA gelöst werden.

Wird das Optimierungsproblem (11.13) für einen Spiegel (N = 1) gelöst, so ergibt
sich x1 = 0 m als optimale Spiegelposition. Der Spiegel sollte folglich direkt unter
dem Rohr platziert werden. Dies ist sowohl mit als auch ohne Berücksichtigung der
Verschattung durch den Sekundärreflektor der Fall (vgl. Abb. 11.8). Das Ergebnis
lässt sich dadurch begründen, dass der Einfluss des Kosinuseffektes für einen Spiegel
direkt unter dem Rohr minimal ist.
Wird die Optimierung gemäß Formulierung 1 für zwei Spiegel (N = 2) durchgeführt,
ergibt sich ohne Berücksichtigung von Verschattungseffekten als optimale Positionen
x1 = 0 m = x2 (vgl. Abb. 11.9). Die Spiegel würden kollidieren, was die Berücksich-
tigung der Nebenbedingung für den Mindestabstand notwendig macht.
Die Berücksichtigung des Mindestabstands (Formulierung 2) liefert im Falle von
zwei Spiegeln sowohl x =

(
−dmin

2 , dmin
2

)
als auch x =

(
dmin

2 ,−dmin
2

)
als Lösungen.

Das Optimierungsproblem ist auch bei Einschränkung des Definitionsbereichs der
Zielfunktion auf das Kraftwerksareal von −5 m bis 5 m nicht konvex, da die Neben-
bedingung für den Mindestabstand keine konvexe Menge beschreibt. Das Problem
hat keinen eindeutigen Optimalpunkt.
Wird nun zusätzlich eine aufsteigende Sortierung der Spiegelpositionen gefordert
(Formulierung 3), so werden die genannten gleichwertigen, mehrfachen Lösungen
vermieden (und die linearen Nebenbedingungen beschreiben nun wiederum eine kon-
vexe Menge). Im Falle von zwei Spiegeln ergibt sich als optimale Lösung für die
Spiegelpositionen die symmetrische Platzierung links und rechts vom Rohr gemäß
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x =
(
−dmin

2 , dmin
2

)
. Wird die Optimierung basierend auf dem Modell mit Verschat-

tungseffekten durchgeführt, so ergibt sich als optimale Positionierung zweier Spiegel
x = (−1.04, 1.09) bei einem Mindestabstand von dmin = 1.1 m. Am Graph der Ziel-
funktion in Abbildung 11.10 ist erkennbar, dass die umgesetzte Energie geringer
wird, wenn die Spiegel nah aneinander rücken, da der Einfluss der Verschattungsef-
fekte dann groß ist.
Die Ergebnisse der Optimierung basierend auf Formulierung 3 sind Tabelle 11.1 zu
entnehmen. Übergeordnet ist zu erkennen, dass das Ergebnis für die Spiegelpositio-
nen von der Feinheit der Unterteilung des Tages in äquidistante Zeitschritte ∆t bei
der numerischen Integration abhängt.

Tab. 11.1: Ergebnisse der freien Variablen Optimierung mit Mindestabstand
dmin = 1.1 m und b = 0.8 m, h = 6 m, s = 1.1 m basierend auf For-
mulierung 3

N ∆t
in h

Modell opt. Positionen x∗ Energieumsatz
in Wh

2 0.05 o. Versch. (−0.55, 0.55) 11248.8
4 0.05 o. Versch. (−1.65,−0.55, 0.55, 1.65) 22134.6
4 0.5 o. Versch. (−1.65,−0.55, 0.55, 1.65) 22127.7
4 2.0 o. Versch. (−1.63,−0.53, 0.57, 1.67) 22264.1
9 0.05 o. Versch. (−4.39,−3.29,−2.19,−1.09,

0.01, 1.11, 2.21, 3.31, 4.41)
46596.1

2 0.05 m. Versch. (−1.04, 1.09) 10234.7
4 0.05 m. Versch. (−2.6,−0.84, 0.80, 2.58) 19536.1
9 0.05 m. Versch. (−4.73,−3.4,−2.06,−0.81, 0.45,

1.69, 3.03, 4.28, 5.68)
39457.8
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Musterbasierte Optimierung
Im Falle unseres vereinfachten Kraftwerks stellt die Optimierung des Abstands zwi-
schen den Spiegeln eine Möglichkeit dar, um das Problem über eine musterbasierte
Methode anzugehen. Das Optimierungsproblem kann dann gemäß

min
∆x,x1

− Etube(x)

u. d. Nb. ∆x ≥ dmin (11.15)
lb ≤ x1

x1 + (N − 1) ·∆x ≤ ub

formuliert werden. Hier beschreibt ∆x den äquidistanten Abstand zwischen zwei
benachbarten Spiegeln

∆x = |xi − xi+1| für i = 1, . . . , N − 1.

Weiterhin wird die Startposition des Musters, und damit die Position x1 des Spiegels
ganz links auf dem Kraftwerksareal als Variable gewählt. Insgesamt ergibt sich der
Positionsvektor durch

x =




x1 + 0 ·∆x
x1 + 1 ·∆x
x1 + 2 ·∆x

...
x1 + (N − 1) ·∆x




=
N−1∑

j=0
(x1 + j ·∆x) · ej+1,

wobei ej ∈ RN dem j-ten Einheitsvektor entspricht.

Gegenüber dem freien Variablen Ansatz kann die Anzahl der Entscheidungsvaria-
blen des Optimierungsproblems stark reduziert werden (von N auf 2).
Die Festlegung auf ein bestimmtes Muster stellt eine richtungsweisende Modellent-
scheidung dar, die sich im Hinblick auf die Umsetzung im Lernmaterial für eine
Diskussion mit den Lernenden anbietet. Die Wahl des Musters lässt Raum für sub-
jektive Entscheidungen, die Einfluss auf Eigenschaften des mathematischen Modells
sowie die resultierende Lösung haben. Wird ein anderes Muster zugrunde gelegt, so
kann die Optimierung zu einem gänzlich anderen Ergebnis für die optimalen Spiegel-
positionen führen. Mögliche Modifikationen der musterbasierten Formulierung sind:

• Die Festlegung des Wertes für die Position des ersten Spiegel x1, womit die
Optimierung nur über die Variable ∆x durchgeführt werden würde.

• Die Anzahl der zu setzenden SpiegelN kann als weitere Variable mit der oberen
Schranke N ≤ ub−lb

dmin
eingeführt werden. Damit würde über drei Variablen x1,

∆x und N optimiert werden.

• Der Abstand zwischen zwei benachbarten Spiegeln wird nicht äquidistant, son-
dern gemäß eines beliebigen anderen Musters gewählt.
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Tab. 11.2: Ergebnisse der Layoutoptimierung mit Mindestabstand dmin = 1.1 m
und b = 0.8 m, h = 6 m, s = 1.1 m, ∆t = 0.05 h basierend auf dem
musterbasierten Ansatz
N Modell opt. Positionen x∗ Energieumsatz

in Wh
2 o. Versch. (−0.55, 0.55) 11248.8
4 o. Versch. (−1.65,−0.55, 0.55, 1.65) 22134.6
9 o. Versch. (−4.4,−3.3,−2.2,−1.1, 0.0,

1.1, 2.2, 3.3, 4.4)
46329.8

2 m. Versch. (−1.04, 1.01) 10099.0
4 m. Versch. (−2.6,−0.9, 0.79, 2.49) 19303.9
9 m. Versch. (−5.4,−4.06,−2.72,−1.38,

−0.04, 1.3, 2.64, 3.98, 5.32)
39190.8

Numerische Verfahren und Ergebnisse
Wie bei der freien Variablen Formulierung wurde die Optimierung mit einem EA
(des Pakets BlackBoxOptim) durchgeführt. Die Ergebnisse der Optimierung können
Tabelle 11.2 entnommen werden.
Auf Grundlage des Modells ohne Verschattungseffekte, werden die optimalen Posi-
tionen durch den Kosinuseffekt dominiert. Der maximale Energieumsatz ergibt sich,
wenn die Spiegel so nah wie möglich aneinander und symmetrisch links und rechts
um das Rohr positioniert werden. Der optimale Spiegelabstand entspricht dem Min-
destabstand dmin. Die Ergebnisse stimmen in diesem Fall mit den Ergebnissen der
freien Variablen Optimierung überein.
Bei dem Modell mit Verschattungseffekten unterscheiden sich die gefundenen Posi-
tionen bei der musterbasierten und der freien Variablen Optimierung. Der Schatten-
wurf führt dazu, dass es nicht mehr optimal ist, die Spiegel maximal nah aneinander
und damit stets im gleichen Abstand zu positionieren. Der musterbasierte Ansatz
führt deswegen zu schlechteren Ergebnissen als der freie Variablen Ansatz.

11.2.3 Diskrete Formulierungen

Die Einschränkung der Spiegelpositionen auf eine Menge an vordefinierten Posi-
tionen führt gegebenenfalls zu Einbußen hinsichtlich der Güte der gefundenen Lö-
sung für die Positionen im Hinblick auf das ursprüngliche Optimierungsproblem. Es
hat aber den Vorteil, dass zahlreiche Algorithmen existieren, die zur Lösung des
Problems eingesetzt werden können. Konkret wird das Problem im Folgenden als
binäres nichtlineares Optimierungsproblem formuliert. Diese Art Probleme werden
auch nichtlineare 0-1-Programme genannt.
Bei der diskreten Formulierung des Layoutoptimierungsproblems werden zunächst
zahlreiche Positionen {y1, . . . , yM}, auf denen die Spiegel potentiell positioniert wer-
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Abb. 11.11: Diskrete Betrachtung des Layoutoptimierungsproblems

den können, festgelegt. Das Areal des Kraftwerks wird diskretisiert (vgl. Abb. 11.11).
Das Problem kann dann auf unterschiedliche Weise formuliert werden:

Formulierung 1:
Das Problem kann aus Sicht der einzelnen Spiegel betrachtet werden. Es wird gefragt,
ob ein Spiegel Hi auf der Position yp stehen sollte oder nicht. Für jeden Spiegel Hi

wird die binäre Variable xip eingeführt, die angibt, ob Spiegel Hi an Position yp steht
(xip = 1) oder nicht (xip = 0). Wir erhalten das binäre Optimierungsproblem

min
xi,p

− Etube(x) (11.16a)

u. d. Nb.
M∑

p=1
xip = 1 für 1 ≤ i ≤ N (11.16b)

∣∣∣∣
M∑

p=1
xipyp −

M∑

p=1
xjpyp

∣∣∣∣ ≥ dmin für 1 ≤ i 6= j ≤ N (11.16c)

xip ∈ {0, 1} für 1 ≤ i ≤ N ; 1 ≤ p ≤M, (11.16d)

wobei der Positionsvektor geschrieben werden kann als

x =




∑M
p=1 x1pyp

...∑M
p=1 xNpyp


 .

Die Nebenbedingung (11.16c) kann weggelassen werden, wenn der Mindestabstand
bereits in der Wahl der möglichen Positionen yp berücksichtigt wird. Dies würde das
Problem leichter machen, die Feinheit der Diskretisierung jedoch einschränken.
Lösen des Optimierungsproblems (11.16) würde zu mehrfachen, im Hinblick auf das
Spiegelfeldlayout jedoch identischen, Lösungen für die Spiegelpositionen führen. Um
dies zu umgehen, wird erneut gefordert, dass die Spiegel aufsteigend sortiert werden.
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Hierzu kann die Nebenbedingung (11.16c) zu

M∑

p=1
xipyp + dmin ≤

M∑

p=1
xi+1p · yp für 1 ≤ i ≤ N − 1 (11.17)

abgeändert werden.

Formulierung 2:
Um gleichwertige (mehrfache) Lösungen für die Spiegelpositionen zu verhindern,
kann das Optimierungsproblem auch aus Sicht der möglichen Positionen yp for-
muliert werden. Dazu wird für jede vordefinierte Position i die binäre Variable zi
eingeführt. Diese gibt an, ob an Position yi ein Spiegel steht (zi = 1) oder nicht
(zi = 0). Das Optimierungsproblem lautet

min
z1,...,zN

− Etube(x) (11.18a)

u. d. Nb.
M∑

i=1
zi ≤ N (11.18b)

− |yjzj − yizi| ≤ −dmin · zizj für 1 ≤ i < j ≤M (11.18c)
zi ∈ {0, 1} für 1 ≤ i ≤M, (11.18d)

wobei der Positionsvektor geschrieben werden kann als

x = {yi | für alle 1 ≤ i ≤M für die zi = 1}.

Bei dieser Formulierung wird nicht zwischen den einzelnen Spiegeln unterschieden,
womit gleichwertige, im Hinblick auf das Spiegelfeldlayout identische Positionierun-
gen nicht möglich sind.

Numerische Verfahren und Ergebnisse
Nichtlineare 0-1-Programme können als Spezialfall von nichtlinearen ganzzahligen
Optimierungsproblemen oder allgemeiner von nichtlinearen gemischt-ganzzahligen
Optimierungsproblemen (engl.Mixed-Integer-Nonlinear-Programs,MINLP) betrach-
tet werden. Entsprechend können Algorithmen aus diesem Bereich angewandt wer-
den (vgl. Hansen, 1979, S. 54). Bei der Auswahl von Algorithmen für MINLPs wird
meist zwischen konvexen und nichtkonvexen Problemen6 unterschieden. Algorith-
men, die zum Lösen konvexer MINLPs eingesetzt werden, sind beispielsweise Ou-
ter Approximation-Methoden oder Branch-and-Bound-Methoden (vgl. Schewe und
Schmidt, 2019, S. 125; Hemker, 2008, S. 28). Auch für nichtkonvexe MINLPs existie-
ren verschiedene exakte Algorithmen, auf die in dieser Arbeit jedoch nicht detailliert
eingegangen wird. Eine Übersicht liefern beispielsweise Burer und Letchford (2012).
Dort werden zudem (meta-)heuristische Ansätze, wie unter anderem Partikelschwar-
malgorithmen, aufgeführt.

6Ein ganzzahliges oder gemischt-ganzzahliges Problem wird als konvex bezeichnet, wenn das Pro-
blem, welches sich bei Vernachlässigung der Ganzzahligkeitsbedingungen ergibt, konvex ist.
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Zur Lösung des diskreten Optimierungsproblems fanden in dieser Arbeit zwei simple
Verfahren Einsatz: eine Brute-Force-Methode und ein Greedy-Algorithmus.

Die Brute-Force-Methode wurde zum Lösen des Problems in Formulierung 1
eingesetzt. Bei dieser Methode wird zunächst für sämtliche Kombinationen an zuläs-
sigen Spiegelpositionierungen der Zielfunktionswert berechnet. Es werden letztlich
die Positionierungen ausgegeben, die den höchsten Zielfunktionswert besitzen. Die-
ses Vorgehen ist rechenintensiv und führt, je nach Diskretisierung des Spiegelfeldes,
nicht zu guten Ergebnissen. Ein Vorteil ist jedoch, dass die Rechnungen parallelisiert
werden können.

Weniger rechenintensiv ist die Anwendung eines Greedy-Algorithmus. Die Spie-
gel werden bei diesem Algorithmus nach und nach auf den vordefinierten Positionen
y1, . . . , yM des Spiegelfeldes positioniert und zwar so, dass der zu setzende Spiegel in
der aktuellen Iteration zur maximalen Energie führt. Bei dem Greedy-Algorithmus
wäre es nicht sinnvoll eine aufsteigende Positionierung der Spiegelpositionen zu for-
dern, da die Spiegel lediglich auf einer Seite des Kraftwerksareals positioniert werden
würden. Demzufolge wird als Nebenbedingung lediglich der Mindestabstand berück-
sichtigt. Der Greedy-Algorithmus kann zum einen als Lösungsstrategie aufgefasst
werden. Alternativ kann dieser auch als eigene Formulierung verstanden werden: das
Optimierungsproblem wird nicht als mehrdimensionales Problem formuliert, sondern
es werden viele eindimensionale Probleme betrachtet, die nacheinander gelöst wer-
den. Der Greedy-Algorithmus ließe sich nicht nur im diskreten Fall, sondern auch
im Fall der kontinuierlichen Formulierung des Problems einsetzen. In jeder Iteration
wäre dann ein eindimensionales, kontinuierliches Optimierungsproblem zu lösen.

Die Ergebnisse der Optimierung basierend auf dem Modell mit und ohne Verschat-
tungseffekte sind Tabellen 11.3 und 11.4 zu entnehmen.7

Tab. 11.3: Ergebnisse der Optimierung mit einer Brute-Force-Methode mit Min-
destabstand dmin = 1.1 m, b = 0.8 m, h = 6 m, s = 1.1 m und
∆t = 0.05 h. Die Variable nPieces gibt an, in wie viele Intervalle das
Kraftwerksareal unterteilt wurde (Feinheit der Diskretisierung).

N Modell nPieces opt. Positionen x∗ Energieumsatz
in Wh

Rechen-
zeit in s

2 o. Versch. 100 (−0.6, 0.6) 11239.8 12.6
2 o. Versch. 250 (−0.56, 0.56) 11247.1 63.2
2 m. Versch. 100 (−1.20, 1.0) 10231.4 61.4
2 m. Versch. 250 (−1.04, 1.12) 10233.5 332.3

Das Kraftwerksareal von lb = −10.0 m bis ub = 10.0 m wurde äquidistant in nPieces
Intervalle unterteilt. Die Intervallgrenzen geben die möglichen Positionen an. Sowohl
beim Brute-Force-Ansatz als auch beim Greedy-Algorithmus hängen die Rechenzeit

7Die Berechnungen wurden mit einem 1.8 GHz Dual-Core Intel Core i5 Prozessor und 8 GB 1600
MHz DDR3 Arbeitsspeicher durchgeführt.
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und die Güte der gefundenen Lösung für die Spiegelpositionen von der gewählten
Diskretisierung des Kraftwerksareals ab. Wird eine feinere Diskretisierung des Spie-
gelfeldes gewählt, so führt dies zu besseren Ergebnissen, gleichzeitig nimmt jedoch
die Rechenzeit enorm zu. Die Optimierung mit der Brute-Force-Methode wurde le-
diglich für zwei Spiegelpositionen durchgeführt, da die Optimierung bereits in diesem
Fall sehr rechenintensiv ist. Der Greedy-Algorithmus hat gegenüber der Brute-Force-
Methode den Nachteil, dass das Ergebnis für die Spiegelpostionen insbesondere bei
einer geraden Anzahl zu positionierender Spiegel schlechter ist. Ein wesentlicher
Vorteil des Greedy-Algorithmus ist, dass die Rechenzeit gegenüber der Brute-Force-
Methode deutlich reduziert ist.

Tab. 11.4: Ergebnisse der Optimierung mit einem Greedy-Algorithmus mit Min-
destabstand dmin = 1.1 m, b = 0.8 m, h = 6 m, s = 1.1 m und
∆t = 0.05 h

N Modell nPieces opt. Positionen x∗ Energie-
umsatz
in Wh

Rechen-
zeit in s

2 o. Versch. 100 (0.0,−1.2) 11185.3 0.6
2 o. Versch. 250 (0.0,−1.12) 11199.3 0.8
4 o. Versch. 250 (0.0,−1.12, 1.12,−2.24) 22036.5 2.2
9 o. Versch. 250 (0.0,−1.12, 1.12,−2.24, 2.24,

−3.36, 3.36,−4.48, 4.48)
46199.9 8.3

2 m. Versch. 100 (0.0, 1.8) 10120.9 2.6
2 m. Versch. 250 (0.08,−1.84) 10139.3 4.9
4 m. Versch. 250 (0.08,−1.84, 1.92,−3.52) 19392.1 11.8
9 m. Versch. 250 (0.08,−1.84, 1.92,−3.52, 3.6,

−5.12, 5.2,−6.64, 6.72)
38598.9 46.2

11.2.4 Evaluation der Ergebnisse

Welche Formulierung ist denn nun am Besten? Auf diese Frage gibt es letztlich keine
richtige oder falsche Antwort. Stattdessen wird deutlich, was mathematisches Model-
lieren auszeichnet: Modellieren ist kein deterministischer Prozess, der stets in einer
eindeutigen besten Lösung mündet. Vielfach entscheiden ökonomische, technische
oder ökologische Überlegungen, die je nach individueller Gewichtung der Problem-
lösenden auf unterschiedliche (mathematische) Modelle mit spezifischen Vor- und
Nachteilen hinauslaufen, was als praktikabel und damit gut zu bewerten ist.
Soll das Optimierungsproblem mit wenig Rechenaufwand und einem schnell imple-
mentierten Algorithmus gelöst werden und ist es dabei unwichtig, ob die gefundene
Lösung für die Spiegelpositionen dafür etwas schlechter ist? Dann wird womöglich
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ein Greedy-Ansatz zum Lösen des Problems in der diskreten Formulierung oder der
musterbasierte Ansatz (und damit ein weniger hochdimensionales Problem) gewählt.
Gegebenenfalls ist jedoch zentral, dass „auf den Millimeter genau“ die bestmögliche
Positionierung der Spiegel gefunden wird. Dann wählen wir womöglich den freien
Variablen Ansatz – vorausgesetzt wir haben die entsprechende Rechenpower und
sind bereit längere Rechenzeiten in Kauf zu nehmen.

11.3 Zwischenfazit und Konsequenzen für die
Modellierung mit Lernenden

Aus den vorherigen Kapiteln wurde ersichtlich, dass die Modellierung und Optimie-
rung des vereinfachten Fresnelkraftwerks auf diversen schulmathematischen Inhalten
basiert und zugleich die Diskussion wichtiger Fragestellungen der mathematischen
Optimierung aufgreift. So erlaubt die Optimierung der Absorberrohrhöhe Charakte-
ristika der Zielfunktion anhand des Funktionsgraphen zu untersuchen und damit auf
anschaulicher Ebene Begriffe wie Existenz und Eindeutigkeit von Optimierungspro-
blemen zu diskutieren. Durch den Einbau diverser Modellerweiterungen wurde das
nichtkonvexe Problem, ohne optimalen und insbesondere ohne realistischen Opti-
malpunkt, in ein Problem überführt, für das ein eindeutiger Optimalpunkt existiert,
der zudem konstruierbar ist.
Bei der Optimierung der Spiegelpositionen wurde deutlich, dass diverse Möglichkei-
ten existieren, wie ein und dieselbe Optimierungsfrage als mathematisches Optimie-
rungsproblem formuliert und gelöst werden kann. Dies stellt einen hervorragenden
Ausgangspunkt für die Entwicklung von Lernmaterial dar, welches kreatives und
möglichst offenes Modellieren seitens der Lernenden erlaubt.
Die Gestaltung des Lernmaterials und der Grad der Anleitung bei der Durchfüh-
rung der Modellierungsprojekte sollte dabei unbedingt an bisherige Erfahrungen der
Lernenden mit offenen Modellierungsaufgaben angepasst werden. Insbesondere bei
Schülerinnen und Schülern, die bisher kaum Erfahrungen mit derartigen Aufgaben
gesammelt haben, besteht die Gefahr einer Überforderung, wenn sogleich verlangt
wird, vollkommen unangeleitet an die Modellierung heranzugehen. Deswegen wurde
Lernmaterial variierenden Offenheitsgrades entwickelt. Auf der einen Seite ist Ma-
terial entstanden, welches den Lernenden erlaubt eigene Ansätze unangeleitet und
selbstständig zu verfolgen und computergestützt umzusetzen (vgl. Abschn. 12.2.4).
Demgegenüber liegt stärker angeleitetes Material bereit, welches eine Auswahl der
oben genannten Optimierungsansätze aufgreift und den Lernenden ermöglicht diese
angeleitet durch kleinere Aufgabenstellungen anzuwenden und vergleichend zu dis-
kutieren (vgl. Abschn. 12.2.3). Je nach zeitlicher Rahmenbedingung ist klar, dass nur
ein Teil der unterschiedlichen Ansätze mit den Lernenden erarbeitet werden kann.
Auf Möglichkeiten das Lernmaterial zu den verschiedenen Optimierungsansätzen je
nach Rahmenbedingungen flexibel einzusetzen, wird in Abschnitt 12.3 eingegangen.
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In diesem Kapitel wird Lernmaterial für zwei Workshops, einer für die Mittelstufe
und einer für die Oberstufe, vorgestellt. Anhand des Materials soll deutlich werden,
wie ein sinnvoller Umgang mit Optimierungsproblemen bei der Bearbeitung realer,
komplexer Problemstellungen im Rahmen von mathematischen Modellierungsakti-
vitäten gelingen kann.
Die Zuordnung der Inhalte zu den beiden Workshops ist Abbildung 12.1 zu entneh-
men. Die Inhalte sind nach Lernmaterial gegliedert, welches die Optimierung der
Rohrhöhe (Workshop I, Mittelstufe) aufgreift und solches, welches die Optimierung
der Spiegelpositionen (Workshop II, Oberstufe) thematisiert. Es wird ersichtlich,
dass der Einstieg in die Thematik und die Modellierung der Spiegelausrichtung bei
beiden Workshops identisch ist. Das Lernmaterial beider Workshops wurde für die
Durchführung im Rahmen von mathematischen Modellierungstagen entwickelt. Das
Material, welches zu Beginn der beiden Workshops eingesetzt wird, ist stärker ange-
leitet konzipiert. Der Modellierungsprozess der Lernenden wird durch kleinere Auf-
gaben und Diskussionsfragen strukturiert. Zusätzlich wurde Lernmaterial entwickelt,
welches das unangeleitete Bearbeiten verschiedener offener Teilprobleme ermöglicht
(vgl. Abschn. 12.2.4). Dieses kann zu verschiedenen Zeitpunkten an das stärker an-
geleitete Material angebunden und der Modellierungsprozess damit geöffnet werden.
Eine detaillierte, tabellarische Übersicht über den Aufbau des Materials und des-
sen schulmathematische Anknüpfungspunkte ist für den Mittelstufenworkshop in
Anhang B.1 und für den Oberstufenworkshop in Anhang C.1 zu finden.

12.1 Voraussetzungen und Ziele

Die Voraussetzungen und Ziele des Unterrichtsmaterials werden hier separat für
die beiden Zielgruppen (Mittel- oder Oberstufe) beschrieben. Dabei wird lediglich
auf die inhaltlichen Hauptziele eingegangen. Die jeweiligen Teilziele der einzelnen
Bausteine des Materials werden in den folgenden Abschnitten bei der Darstellung
des Lernmaterials deutlich. Ziele, die unabhängig von mathematisch-inhaltlichen
Lernzielen mit den Modellierungsaktivitäten verfolgt werden, wurden in Abschnitt
6.1 beschrieben.

Workshop I (Mittelstufe)
Der Schwerpunkt des Workshops I liegt auf der Modellierung der Leistung des Kraft-
werks und der Optimierung der Absorberrohrhöhe. Dabei finden zahlreiche mathe-
matische Begriffe und Konzepte Anwendung, die aus dem Geometrieunterricht der
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Workshop I & II

Die Problemstellung:
Einstieg in Solarthermie
und Beschreibung der
verwendeten Daten

Workshop I & II

Arbeitsblatt 1
Ausrichtung eines

Spiegels

Workshop I

Zielgruppe: Mittelstufe
Inhaltlicher Fokus:
Modellierung der
Leistung, Optimierung der
Rohrhöhe
Material:
8 Arbeitsblätter,
1 Zusatzblatt

Workshop II

Zielgruppe: Oberstufe
Inhaltlicher Fokus:
Modellierung der Energie,
Optimierung der
Spiegelpositionen
Material:
6 Arbeitsblätter,
1 Zusatzblatt

Workshop I & II

Offene Modellierungs-
aufgaben

Material:
3 Problembeschreibungen

Abb. 12.1: Übersicht über die Inhalte des Workshops für die Mittelstufe (Workshop
I) und für die Oberstufe (Workshop II)

Sekundarstufe I bekannt sind. Der Workshop richtet sich vornehmlich an Lernende
ab Klasse 9.1
Für die Bearbeitung des Lernmaterials wird vorausgesetzt, dass die Lernenden im
Bereich Geometrie im Umgang mit Winkelpaaren, der Winkelsumme im Dreieck,
Stufen- sowie Wechselwinkeln und dem Satz des Pythagoras vertraut sind. Zudem
ist ein Verständnis von relativen Anteilen und insbesondere von funktionalen Zusam-
menhängen notwendig. Günstig ist es, wenn die Lernenden trigonometrische Bezie-
hungen im rechtwinkligen Dreieck (Sinus, Kosinus und Tangens) bereits kennen. Dies
ist jedoch keine notwendige Voraussetzung, da diese bei Bedarf durch entsprechendes
Lernmaterial anschaulich und problemorientiert eingeführt werden. Überdies ist die

1Die genaue curriculare Einordnung hängt vom Lehrplan des betrachteten Bundeslandes, den
schulinternen Curricula sowie der jeweiligen Lerngruppe ab.
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Anwendung des Reflexionsgesetzes (Physik) notwendig. Sofern die Lernenden dieses
nicht präsent haben, liegt entsprechendes Informationsmaterial bereit.

Mit dem Workshop werden die folgenden Ziele verfolgt (das Zusatzmaterial ist nicht
inbegriffen):
Die Lernenden ...

• entwickeln basierend auf bekannten oder, im Falle trigonometrischer Beziehun-
gen, gegebenenfalls problemorientiert eingeführten geometrischen Überlegun-
gen ein Modell für Spiegelausrichtung, Leistung auf dem Spiegel und Leistung
am Absorberrohr.

• führen die Optimierung der Rohrhöhe basierend auf dem entwickelten, ein-
fachen Modell für die Leistung (vgl. Abschn. 11.1.1) durch Ablesen der Lö-
sung am Funktionsgraphen und unter Verwendung eines Optimierungstools
als Blackbox durch. Sie interpretieren die Ergebnisse im Hinblick auf das reale
Problem.

• diskutieren anhand des Zielfunktionsgraphen, dass bei dem einfachen Modell
keine optimale Rohrhöhe existiert. Sie sammeln Ideen zur Verbesserung des
Modells.

• setzen ausgewählte Modellerweiterungen um. Dabei kommen wiederum ver-
mehrt geometrische Überlegungen zum Einsatz.

• führen nach jeder Modellerweiterung die Optimierung der Rohrhöhe durch
Ablesen der Lösung am Funktionsgraphen und basierend auf dem Optimie-
rungstool durch. Sie diskutieren, inwieweit die gefundene optimale Rohrhöhe
im Hinblick auf die Konstruktion des Kraftwerks sinnvoll ist. Zudem erfassen
sie die Änderung des Verlaufs des Zielfunktionsgraphen und diskutieren basie-
rend auf dieser Änderung, inwieweit eine konstruierbare optimale Rohrhöhe
existiert.

Es wird bereits ersichtlich, dass die Optimierung im Unterrichtsmaterial für die Mit-
telstufe primär durch das Ablesen von Extremstellen am Funktionsgraphen durch-
geführt wird. Dieses Vorgehen ließe sich gemäß Schupp (1997, S. 8) der Strategie
„Optimieren durch Finitisieren“ zuordnen.

Workshop II (Oberstufe)
Der Schwerpunkt des Workshops für die Oberstufe liegt weniger auf der physikalisch-
technischen Modellierung der Leistung des Kraftwerks basierend auf geometrischen
Überlegungen. Stattdessen steht die Modellierung von Optimierungsproble-
men und die Entwicklung sowie Anwendung von Verfahren zur Lösung solcher Pro-
bleme im Fokus. Der Workshop richtet sich an Lernende der Oberstufe ab Klasse
10/11. Voraussetzungen für die Bearbeitung des Workshops ist ein sicherer Umgang
mit Funktionen und Ungleichungen sowie Kenntnisse trigonometrischer Beziehun-
gen im rechtwinkligen Dreieck. Sollen die Lernenden zudem die Verschattungseffekte
modellieren, so ist es günstig, wenn die Darstellung von Geraden in Parameterform
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und die Bestimmung von Schnittpunkten zwischen eben diesen unter Verwendung
von technischen Hilfsmitteln (Taschenrechner / Computer) beherrscht wird.

Mit dem Workshop werden die folgenden Ziele verfolgt (Ziele des Zusatzmaterials
werden dabei nicht aufgegriffen):
Die Lernenden ...

• entwickeln ein Modell für die Ausrichtung der Spiegel und wenden dabei ver-
schiedene Winkelbeziehungen an. Anschließend wird das Modell für die Leis-
tung am Rohr entweder gegeben oder die Lernenden erarbeiten dieses analog
zum Mittelstufenworkshop.

• entwickeln ein Modell für die über einen Tag umgesetzte Energie. Genauer
modellieren sei den Energieumsatz über eine Produktsumme.

• führen die Optimierung der Position eines Spiegels durch, indem sie die Ex-
tremstelle am Funktionsgraphen ablesen. Sie interpretieren das Ergebnis im
Hinblick auf die reale Situation. Anschließend erweitern sie das Modell für
zwei Spiegel und lesen die optimalen Positionen am nun dreidimensionalen
Funktionsgraphen ab. Sie diskutieren, inwieweit die gefundenen optimalen Po-
sitionen realistisch konstruierbar sind, und sammeln Ideen zur Verbesserung
des Modells.

• entwickeln eine Nebenbedingung (in Form einer Ungleichung) für den Min-
destabstand zwischen zwei Spiegeln. Sie berücksichtigen die Nebenbedingung
bei der Optimierung der Spiegelpositionen. Sie bestimmen die optimalen Po-
sitionen durch systematisches Einsetzen in die Zielfunktion.

• sammeln Ideen, wie die Optimierung der Spiegelpositionen für mehr als zwei
Spiegel automatisiert werden kann. Sie notieren Schritte eines möglichen Op-
timierungsverfahrens und diskutieren ihre Ansätze mit ihren Mitlernenden.

• diskutieren bei der Anwendung verschiedener Optimierungsformulierungen und
Algorithmen, inwieweit Existenz und Eindeutigkeit einer optimalen Positionie-
rung gegeben sind. Sie wägen die Güte der gefundenen Lösung für die Spiegel-
positionen gegen den Zeitaufwand des eingesetzten Verfahrens ab.

• modellieren den Schattenwurf durch nebenstehende Spiegel für einen Spezial-
fall (feste Tageszeit und feste Spiegelpositionen). Sie nutzen dazu die Beschrei-
bung von Spiegeln und Sonnenstrahlen als (Halb-)Geraden in Parameterform
und berechnen Schnittpunkte zwischen Geraden.

• führen die Optimierung der Spiegelpostionen für das erweiterte Modell mit
Verschattungseffekten durch und diskutieren die erhaltenen Ergebnisse basie-
rend auf den bereits kennengelernten Optimierungsansätzen.

Der Fokus des Materials für die Oberstufe liegt auf der Diskussion zentraler Fra-
gestellungen beim Lösen von Optimierungsproblemen in der Praxis (Eindeutigkeit,
Existenz, Güte und Rechenzeit). Zentral ist dabei die Brainstorming-Phase zu den
eigenen Ideen für ein Optimierungsverfahren. Algorithmisches Denken kann und soll
in diesem Workshop in besonderem Maße geschult werden.
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12.2 Darstellung des Lernmaterials

In diesem Abschnitt wird das Lernmaterial dargestellt. Dabei werden die für die Be-
arbeitung des Materials notwendigen inhaltlichen Kompetenzen aufgezeigt. Bei der
Beschreibung des Materials wird nicht im Detail auf einzelne Aufgabenstellungen ein-
gegangen. Stattdessen sei auf das Lernmaterial in Anhang B und C beziehungsweise
erneut auf die Möglichkeit verwiesen, auf das Material über die Workshop-Plattform
zuzugreifen (vgl. Vorwort).
Zuerst wird das Lernmaterial vorgestellt, welches zu Beginn der beiden Workshops
für die Mittelstufe (Workshop I) und für die Oberstufe (Workshops II) identisch
ist. Anschließend wird hinsichtlich der beiden Workshops differenziert. Abschließend
wird auf Lernmaterial für verschiedene offene Modellierungsprobleme eingegangen.
Es sei bereits hier erwähnt, dass das Material die Möglichkeit einer flexiblen (work-
shopübergreifenden) Kombination bietet. Dies wird in Abschnitt 12.3 ausführlicher
erläutert.
Für die Entwicklung des Lernmaterials wurden die in Teil II beschriebenen digita-
len Werkzeuge (Jupyter Notebook bereitgestellt auf JupyterHub, vgl. Kap. 5) und
methodischen Bausteine (vgl. Kap. 6) ein- beziehungsweise umgesetzt.

12.2.1 Workshopübergreifendes Lernmaterial

Folien für die Einstiegspräsentation
Im Einstiegsvortrag (vgl. Anh. B.5.1) erhalten die Lernenden einen kurzen Über-
blick über die Solarthermie und einen Einblick in die Funktionsweise von Fresnel-
kraftwerken. Dabei werden die Lernenden mit ihrem Vorwissen rund um die Solar-
energie in die Diskussion eingebunden. Abschließend werden erste Vereinfachungen
vorgenommen. Das reale und vereinfachte Problem werden in den vierschrittigen
Modellierungskreislauf angelehnt an Blum (1985) eingebettet. Dieser wird als struk-
turgebendes Element auch in nachfolgenden Diskussionsphasen aufgegriffen.

Arbeitsblatt 1: Ausrichtung der Spiegel
Das erste Arbeitsblatt wurde angelehnt an das Material aus dem Workshop von
Krahforst (2016) hinsichtlich des verwendeten digitalen Werkzeugs (Jupyter Note-
book / Julia statt Matlab) und einzelner Formulierungen von Aufgabenstellungen
angepasst. Ziel des Arbeitsblattes ist die Einstellung des Normalenwinkels, sodass
die gewünschte Reflexion auf das Absorberrohr erzielt wird. Die Lernenden wenden
dazu das Reflexionsgesetz an. Dabei wird vereinfachend nur ein Spiegel direkt unter
dem Rohr betrachtet. Diverse Tippkarten sind auf dem Arbeitsblatt verlinkt.

12.2.2 Lernmaterial zum Workshop I

Antwort- und Dokumentationsblätter
Die Lernenden werden an verschiedenen Stellen auf den Arbeitsblättern aufgefor-
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dert ihre Ergebnisse zu dokumentieren oder Ideen für Modellverbesserungen zu ver-
schriftlichen. Dazu liegen Antwortblätter bereit, auf denen Ergebnisse und Ant-
worten strukturiert dokumentieren werden können. Dies soll insbesondere in den
Diskussionsphasen dazu führen, dass die Lernenden übersichtlich und zügig auf ih-
re Ergebnisse zugreifen können ohne verschiedene bearbeitete Arbeitsblätter öffnen
zu müssen. Für den Einsatz des Materials in einem zeitlich ausgedehnten Rahmen,
beispielsweise im Zuge einer Unterrichtsreihe, liegen Dokumentationsblätter be-
reit, auf denen die Lernenden wichtige Formeln bei der Entwicklung des Modells für
Leistung und Energie dokumentieren sollen.

Arbeitsblatt 2 und 3: Die Leistung am Spiegel und am Rohr
Nachdem die gewünschte Spiegelausrichtung erzielt wurde, entwickeln die Lernen-
den ein Modell für die Leistung, die den Spiegel erreicht (AB 2) und anschließend
für die Leistung, die am Sekundärreflektor beziehungsweise dem Absorberrohr an-
kommt (AB 3). Erneut wird vereinfachend nur ein Spiegel betrachtet, der direkt
unter dem Rohr positioniert ist. Auch hier liegt der Fokus auf geometrischen bezie-
hungsweise trigonometrischen Überlegungen und Zusammenhängen in rechtwinkli-
gen Dreiecken. Diese beiden Arbeitsblätter existierten in ähnlicher Form bereits von
Krahforst (2016) und werden deswegen nicht weiter beschrieben.

Arbeitsblatt 4 (Langversion): Horizontal verschobene Spiegel
Auf diesem Arbeitsblatt erweitern die Lernenden ihr Modell auf horizontal nach
recht oder links verschobene Spiegel. Auch hier liegt der mathematische Fokus auf
der Geometrie. Dieses Arbeitsblatt wurde angelehnt an das Material von Krahforst
(2016) leicht modifiziert.

Arbeitsblatt 4 (Kurzversion): Infoblatt zu horizontal verschobenen Spiegeln
Ziel des Workshops sollte es sein, nicht nur die physikalisch-technische Modellierung
des Kraftwerks und dessen Leistung zu erarbeiten, wie es im bisherigen Material
von Krahforst (2016) der Fall war, sondern zusätzlich die Optimierung der Absor-
berrohrhöhe durchzuführen. Da das ursprüngliche Arbeitsblatt 4 in der Langversion
viel Zeit beansprucht, die angewendete Mathematik jedoch der von Arbeitsblättern
1 bis 3 entspricht, wurde eine Kurzversion des Arbeitsblattes 4 erstellt. Die Lernen-
den erhalten dort eine Beschreibung, welche weiteren Parameter einbezogen werden
müssen (die Rohrhöhe h und die Spiegelposition x), um die Ausrichtung und die
Leistung auch im Falle horizontal verschobener Spiegel modellieren zu können.
An dieser Stelle des Workshops kann innerhalb der Lerngruppe differenziert werden,
indem schnellere Lernende das Arbeitsblatt 4 in der Langversion bearbeiten. Zudem
besteht die Möglichkeit, das im Folgenden beschriebene Zusatzblatt zu bearbeiten,
auf dem das Modell für die Leistung auf mehrere Spiegel erweitert werden kann.

Zusatzblatt: Leistung erzeugt durch mehrere Spiegel
Auf diesem Arbeitsblatt erhalten die Lernenden die Aufgabe, ihr Modell auf mehrere
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Spiegel zu erweitern. Dazu summieren sie die durch mehrere Spiegel generierte Leis-
tung auf. Alternativ kann die Berechnung über eine for-Schleife realisiert werden.
Zur Verwendung von for-Schleifen liegt eine Tippkarte bereit, auf die die Lernenden
bei Bedarf zugreifen können.

Zusatzblatt: Über einen Tag umgesetzte Energie
Dieses Zusatzblatt ist analog zu Arbeitsblatt 2 des Workshops für die Oberstufe
aufgebaut und wird hier nicht beschrieben.

Folien für die Zwischendiskussion
Die bisherigen Modellierungsschritte werden resümiert und Teilergebnisse der Ler-
nenden gesichert. Dazu liegen Präsentationsfolien bereit, auf denen zentrale Skizzen
der Arbeitsblätter 1 – 4 abgebildet sind (vgl. Anh. B.5.2). Anhand dieser können
die Lernenden geometrische Überlegungen erläutern. Es wird diskutiert, welche Pa-
rameter des Kraftwerks vor Konstruktion optimiert werden könnten. Abschließend
wird das Leitziel des zweiten Teils des Workshops benannt: Die Optimierung der Ab-
sorberrohrhöhe, basierend auf dem entwickelten Modell für die Leistung am Rohr.

Antwortblatt zur Optimierung
Für die Optimierung der Absorberrohrhöhe erhalten die Lernenden ein Antwort-
blatt, auf dem sie die Ergebnisse für die optimale Rohrhöhe basierend auf den un-
terschiedlichen Modellen dokumentieren. Ziel ist, einen übersichtlichen Vergleich zu
ermöglichen, wie sich die Modellerweiterungen auf die optimale Rohrhöhe auswirken.

Arbeitsblatt 5: Optimierung der Rohrhöhe
Das Modell für die Leistung am Rohr ist eine Funktion, die von mehreren Parame-
tern abhängt. Die Parameter Spiegelbreite s, Sekundärreflektorbreite b und Tages-
zeit t werden auf konkrete Werte festgelegt. Zur besseren Vergleichbarkeit innerhalb
der Lerngruppe wählen alle Schülerinnen und Schüler die gleichen Werte. Ziel des
Arbeitsblattes ist die Bestimmung der optimalen Höhe des Absorberrohrs. Die Ler-
nenden können zu Beginn des Arbeitsblattes auf ein Infoblatt zugreifen, auf dem die
drei wesentlichen Bausteine von Optimierungsproblemen (Zielfunktion, Variablen,
Nebenbedingungen) beschrieben und auf das vorliegende Problem übertragen wer-
den.
Die Lernenden bestimmen die optimale Rohrhöhe durch Ablesen am Funktionsgra-
phen (vgl. Abb. 11.1). Fahren sie mit der Maus über den Graphen, so werden die
Funktionswerte angezeigt. Der Graph der Zielfunktion steigt ab einer Höhe von cir-
ca 10− 20 m sehr langsam. Es liegt nahe, als guten Wert eine Höhe im Bereich von
10 − 20 m zu wählen, was von den Lernenden auch vielfach genannt wird. Dies ist
vor dem Hintergrund von Wirtschaftlichkeitsfaktoren wie Materialkosten durchaus
sinnvoll, wenngleich dies nicht einer optimalen Lösung des betrachteten Problems
im (rein) mathematischen Sinne entspricht. Um dies deutlicher zu machen, geben
die Lernenden ihre Lösung für die Rohrhöhe im digitalen Arbeitsblatt ein und las-
sen sich den zugehörigen Funktionswert ausgeben. Anschließend sollen sie den Wert
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für die gefundene Höhe leicht erhöhen und sich den Funktionswert erneut ausgeben
lassen. Es wird ersichtlich, dass für wachsendes h immer größere Zielfunktionswerte
erreicht werden. Motiviert durch die Tatsache, dass das Ablesen am Funktionsgra-
phen nicht genau, umständlich und in der Praxis vielfach nicht möglich ist, kommt
dann ein Optimierungstool2 zum Einsatz. Die Funktionsweise des Tools wird nicht
mit den Lernenden diskutiert. Stattdessen wird das Tool als Blackbox eingesetzt.
Das „Optimieren durch Ablesen am Funktionsgraphen“ und der Vergleich mit den
Ergebnissen des Optimierungstools zieht sich auch im weiteren Verlauf des Work-
shops als roter Faden durch das Lernmaterial.
Die Lernenden diskutieren, inwieweit die gefundenen Ergebnisse realistisch sind.
Zentrale Erkenntnis des Arbeitsblattes ist, dass keine optimale Rohrhöhe existiert,
da der Graph der Zielfunktion einen monoton steigenden, asymptotischen Verlauf
aufweist. Die Lernenden sammeln Modellverbesserungsideen, die in der anschließen-
den Plenumsdiskussion diskutiert werden.
Dieses Arbeitsblatt macht ersichtlich, dass die Optimierung eine Validierung des
Modells ermöglicht hat, die zu der Erkenntnis führt, dass die Realität, will heißen
die tatsächlich umgesetzte Leistung, noch unzureichend durch das mathematische
Modell beschrieben wird.

Folien für die Zwischendiskussion
In der Zwischendiskussion werden die Erkenntnisse der Lernenden im Hinblick auf
die optimale Rohrhöhe diskutiert. Dabei werden sowohl konstruktionstechnisch sinn-
volle oder gar konstruierbare Ergebnisse, als auch die mathematische Lösung auf-
gegriffen. Die Eigenschaft der Zielfunktion, streng monoton zu wachsend, wird als
Grund für die Nichtexistenz einer optimalen Rohrhöhe diskutiert. Zugunsten der
Problemorientierung werden Begriffe wie Koerzivität oder Konvexität / Konkavität
nicht explizit eingeführt.
Die bisherigen Modellierungsschritte werden in den vierschrittigen Modellierungs-
kreislauf eingeordnet. Anschließend werden Modellverbesserungsideen der Lernenden
diskutiert. Motiviert durch die Erkenntnis, dass das Problem keine optimale Lösung
besitzt und das Rohr unendlich hoch gebaut werden müsste, bearbeiten die Ler-
nenden im Anschluss eine der beiden folgenden Modellerweiterungen in beliebiger
Reihenfolge: a) atmosphärische Effekte oder b) Berücksichtigung einer fehlerhafte
Spiegelausrichtungen.

Arbeitsblatt 6: Modellerweiterung – atmosphärische Effekte
Ziel des Arbeitsblattes ist es, das Modell für die Leistung am Rohr um atmosphäri-
sche Abschwächungseffekte zu erweitern. Basierend auf dem erweiterten Modell wird
die Optimierung der Rohrhöhe erneut durchgeführt.
Die Lernenden erhalten den Arbeitsauftrag, eine Formel für die Länge der Strecke

2Obgleich am Verlauf des Graphen ersichtlich wird, dass das Problem keinen Minimalpunkt be-
sitzt, kommt das Optimierungstool hier zum Einsatz. Grund ist, dass diese Erkenntnis erfah-
rungsgemäß nicht trivial für die Lernenden ist (vgl. Abschn. 13.2). Stattdessen wurde wiederholt
beobachtet, dass die Lernenden als „optimale“ durch Ablesen am Graphen erhaltene Rohrhöhe
zumeist einen Wert in einem realistisch konstruierbaren Bereich benannten.
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aufzustellen, die ein Lichtstrahl vom Spiegelmittelpunkt bis zum Rohr zurücklegt.
Die Formel kann durch Anwenden des Satz des Pythagoras aufgestellt werden. Ha-
ben die Lernenden Schwierigkeiten, können sie auf eine verlinkte Tippkarte zugreifen.
Auf dieser ist eine Skizze der betrachteten Situation mit eingezeichnetem rechtwink-
ligen Dreieck zu sehen. Zudem erhalten sie den Hinweis, den Satz des Pythagoras
anzuwenden. Anschließend erhalten die Lernenden einen kurzen Informationstext, in
dem ein in der Solarenergieforschung vielfach verwendetes Modell zur Beschreibung
der Abschwächung des Lichts in Abhängigkeit der zurückgelegten Strecke eingeführt
wird.
Ausgehend von dem erweiterten Modell für die Leistung am Rohr wird die Op-
timierung der Rohrhöhe zunächst grafisch und anschließend mithilfe des Optimie-
rungstools durchgeführt. Am Verlauf des Graphen der Zielfunktion wird ersichtlich,
dass ein globaler Minimalpunkt des Optimierungsproblems existiert. Die Lernenden
validieren, inwieweit die gefundene optimale Rohrhöhe praktikabel ist.

Arbeitsblatt 7: Modellerweiterung – fehlerhafte Spiegelausrichtung
Ziel des Arbeitsblattes ist es, das Modell für die Leistung am Rohr so zu erwei-
tern, dass kleinere Einstellungsfehler bei der Ausrichtung der Spiegel berücksichtigt
werden. Basierend auf dem erweiterten Modell wird die Optimierung der Rohrhöhe
erneut durchgeführt. Die Modellierung wird lediglich für einen horizontal nach links
verschobenen Spiegel (x < 0) vorgenommen, da sonst weitere Fallunterscheidungen
und eine repetitive Anwendung geometrischer Überlegungen notwendig wäre.
Um eine fehlerhafte Spiegelausrichtung in das Modell zu integrieren, leiten die Ler-
nenden die Länge der Fehlerstrecke f mithilfe trigonometrischer Zusammenhänge
her (s. Gleichung (11.7) in Abschn. 11.1.3). Haben sie Schwierigkeiten, so können sie
auf eine Tippkarte zugreifen. Auf dieser ist eine Skizze der betrachteten Situation
mit eingezeichnetem rechtwinkligen Dreieck zu sehen. Zudem erhalten sie den Tipp
den Tangens zu nutzen. Anschließend bestimmen die Lernenden die Länge der Stre-
cke, die auf Höhe des Rohres bestrahlt wird und letztlich den Anteil, der tatsächlich
auf den Sekundärreflektor trifft. Auch hier sind geometrische Überlegungen in recht-
winkligen Dreiecken zentral. Diverse Tippkarten mit unterstützenden Skizzen liegen
bereit.
Haben die Lernenden die Leistung unter Fehlereinfluss für einen nach links verscho-
benen Spiegel modelliert, so können sie die Optimierung der Rohrhöhe mit dem
erweiterten Modell für einen fest gewählten Fehler durchführen. Auch hier wird die
Optimierung erneut grafisch und mithilfe des Optimierungstools vorgenommen. Am
Graph der Zielfunktion wird erkennbar, dass eine global optimale Lösung für die
Rohrhöhe existiert. Die Lernenden sollen das Ergebnis für die Rohrhöhe im Hinblick
auf die Konstruktion des Kraftwerks validieren.
In einer Zusatzaufgabe können sich schnellere Lernende Gedanken zu weiteren Feh-
lerquellen bei der Modellierung des Kraftwerks machen.

Arbeitsblatt 8: Kombination beider Modellerweiterungen
Nach der Bearbeitung einer oder beider Modellerweiterungen (AB 6 oder 7), ist das
Ziel dieses Arbeitsblattes, den Einfluss der Kombination beider Modellerweiterungen
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auf die optimale Rohrhöhe zu untersuchen.
Zunächst variieren die Lernenden die Größe des Einstellungsfehlers und vergleichen
ihre Ergebnisse mit den Ergebnissen von Arbeitsblatt 6 oder 7. Zudem erklären sie
den Verlauf des Graphen sowie die Ergebnisse der Optimierung. Es wird ersicht-
lich, dass die optimale Rohrhöhe für einen Einstellungsfehler nahe Null durch die
atmosphärischen Abschwächungseffekte bestimmt wird. Ist der Fehler größer, so do-
miniert der Einfluss des Einstellungsfehlers und die optimale Rohrhöhe entspricht
den Ergebnissen von Arbeitsblatt 7.
Anschließend haben die Lernenden die Möglichkeit die Position des Spiegels und die
Tageszeit zu variieren und den Einfluss auf die optimale Rohrhöhe zu untersuchen.
Es wird ersichtlich, dass sowohl die Tageszeit als auch die Position des Spiegels einen
Einfluss auf die optimale Höhe haben. Die Lernenden erhalten den Auftrag Ideen für
Modellverbesserungen zu sammeln. Für die folgenden beiden Modellverbesserungen
liegen Zusatzblätter bereit:

• Die Optimierung der Rohrhöhe basierend auf dem auf mehrere Spiegel und auf
den Energieumsatz erweiterten Modell.

• Die Berücksichtigung von verschiedenen Fehlern bei der Spiegeleinstellung
(Monte-Carlo-Methode) und die anschließende Optimierung der Rohrhöhe.

Beide Zusatzblätter werden im Folgenden kurz beschrieben.

Zusatzblatt: Erweiterung auf mehrere Spiegel und die umgesetzte Energie
Auf diesem Zusatzblatt können die Lernenden die Optimierung der Rohrhöhe basie-
rend auf dem Modell durchführen, welches auf den Energieumsatz eines Tages und
auf mehrere Spiegel erweitert wurde. Die Modellerweiterungen müssen die Lernenden
nicht selbst vornehmen. Die Lernenden vergleichen und dokumentieren die Ergeb-
nisse der Optimierung mit den bisherigen Ergebnissen von Arbeitsblättern 6 – 8. Es
wird ersichtlich, dass die Modellerweiterungen wiederum zu anderen Ergebnissen für
die optimale Rohrhöhe führen.

Zusatzblatt: Optimierung der Rohrhöhe unter variablem Einstellungsfehler
Ziel dieses Zusatzblattes ist es, dass die Lernenden die Grundidee der Monte-Carlo-
Methode kennenlernen und basierend auf dieser Methode die Optimierung der Rohr-
höhe erneut ausführen. Dazu wird die Grundidee der Monte-Carlo-Methode zunächst
beschrieben. Anschließend wenden die Lernenden die bereits implementierte Monte-
Carlo-Methode zur Modellierung der erwarteten Leistung am Rohr unter fehlerhaf-
ter Spiegelausrichtung an. Die Zielfunktion der erwarteten Leistung in Abhängigkeit
der Rohrhöhe wird grafisch dargestellt (vgl. Abb. 11.7). Die Lernenden variieren
die Anzahl der pro Spiegel generierten Fehler und beobachten, welchen Einfluss die
Änderung auf den Graph der Zielfunktion hat. Zudem begründen sie, welchen Wert
sie für die Anzahl der Fehler pro Spiegel wählen würden. Anschließend führen die
Lernenden die Optimierung der Rohrhöhe mit einem Optimierungstool aus und ver-
gleichen ihre Ergebnisse mit den Ergebnissen von Arbeitsblatt 7.
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Folien für die Abschlussdiskussion
Für die Abschlussdiskussion liegen Folien bereit, auf denen wesentliche Leitfragen
für die Diskussion und Sicherung der Ergebnisse aufgegriffen werden. Die Lernenden
sollen sich in dieser Diskussion insbesondere zu folgenden Punkten einbringen:

• Welche Erkenntnisse und Beobachtungen sie bei der Optimierung der Rohrhö-
he gesammelt haben.

• Welche Rohrhöhe sie letztlich für die Konstruktion des Kraftwerks wählen
würden und warum.

• Welche Ideen sie für Modellverbesserungen haben.

Abschließend wird ein Ausblick auf weiterführende Fragen aus der Forschung zu
solarthermischen Kraftwerken gegeben. Beispiele sind die Optimierung von Reini-
gungsrouten oder die optimale Verkabelung der Spiegel.

12.2.3 Lernmaterial zum Workshop II

ImWorkshop für die Oberstufe entwickeln die Lernenden zunächst das Modell für die
Ausrichtung eines Spiegels, der direkt unter dem Rohr positioniert ist. Die Modellie-
rung der Leistung am Rohr und die Erweiterung auf horizontal verschobene Spiegel
brauchen die Lernenden nicht vorzunehmen. Stattdessen erhalten sie die Funkti-
on Ptube als Ausgangspunkt für die anstehende Optimierung. Diese beschreibt die
Leistung am Rohr in Abhängigkeit von den Parametern Tageszeit t, Spiegelposition
x, Reflektorbreite b, Spiegelbreite s und Absorberrohrhöhe h. Die Herleitung der
Funktion Ptube (AB 2 – 4 von Workshop I, vgl. Abschn. 12.2.2) ist nicht Bestandteil
dieses Workshops. Sie kann jedoch als differenzierende Zusatzaufgabe herausgegeben
werden.
Der Schwerpunkt des Workshops für die Oberstufe liegt auf der Formulierung von
Optimierungsproblemen und der Entwicklung von Verfahren zum Lösen eben dieser
Probleme. In diesem Workshop wird am Beispiel der Optimierung der Spiegelpo-
sitionen eindrücklich deutlich, dass die Modellierung von Optimierungsproblemen
mathematisch enorm facettenreich ist und die Möglichkeit bietet, beim Lösen realer
Probleme unterschiedliche Strategien zu verfolgen und gegeneinander abzuwägen.

Arbeitsblatt 2: Energie über einen Tag
Ziel dieses Arbeitsblattes ist es, mithilfe der (momentanen) Leistung zu berechnen,
wie viel Energie ein Kraftwerk über einen Tag umsetzt. Die Lernenden erhalten den
Hinweis, zur Berechnung der Energie eine for-Schleife zu nutzen. Falls die Verwen-
dung von for-Schleifen neu für die Lernenden ist, können sie an dieser Stelle auf eine
Tippkarte zugreifen. Auf dieser wird deren Verwendung an einem Beispiel verdeut-
licht. Das Grundgerüst für die for-Schleife ist im Code auf dem Arbeitsblatt bereits
vorhanden und muss von den Lernenden lediglich im Sinne eines Lückentexts ver-
vollständigt werden.
Für die Bearbeitung der Aufgabe ist Vorwissen zur Integralrechnung keine notwen-
dige Voraussetzung. Das Prinzip von Unter-, Ober- oder Zwischensummen kann
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von den Lernenden (gegebenenfalls mit Unterstützung) erarbeitet werden. Ist die
Integralrechnung bereits bekannt, so kann die näherungsweise Berechnung von In-
tegralen über Produktsummen aufgegriffen werden. Bei Schwierigkeiten können die
Lernenden auf eine zweistufige Tippkarte zugreifen. In der ersten Stufe erhalten sie
die Formel ∆E = P ·∆t. Zudem wird am Beispiel einer Strahlungsquelle mit kon-
stanter Leistung der Zusammenhang zwischen Leistung und Energie verdeutlicht.
In der zweiten Stufe wird an einem Beispielzeitraum von t1 = 11.0 h bis t2 = 11.5 h
erläutert, dass die umgesetzte Energie in dieser halben Stunde näherungsweise durch
Einsetzen in die Formel ∆E = P ·∆t und somit gemäß

∆E(11.0 bis 11.5) = Ptube(t∗, b, h, s, x) · (11.5− 11.0)

berechnet werden kann. Hierbei beschreibt t∗ einen beliebigen Zeitpunkt zwischen
t1 = 11.0 h und t2 = 11.5 h. Für t∗ = 11.0 h wird die approximative Berechnung
der umgesetzten Energie in Abbildung 12.2 veranschaulicht. Die Lernenden sollen,
ausgehend von diesem Beispiel, den Energieumsatz eines Tages berechnen. Wenn-
gleich im bisherigen Lernmaterial nicht umgesetzt, so wäre es perspektivisch denk-
bar, anstelle eines halbstündigen Intervalls bereits zwei Viertelstundenintervalle zu
betrachten. Zum einen wäre die Berechnung damit genauer, zum anderen wird so
nicht nur der Produktaspekt sondern auch der Summenaspekt der näherungsweisen
Berechnung des Integrals über Produktsummen angedeutet.
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Abb. 12.2: Näherungsweise Berechnung der umgesetzten Energie im Zeitraum von
t1 = 11.0 h bis t2 = 11.5 h

Antwortblätter zu Arbeitsblättern 3 und 4
Zu den Arbeitsblättern 3 und 4 liegen Antwortblätter bereit. Auf diesen dokumen-
tieren die Lernenden ihre Ergebnisse sowie Modellverbesserungsideen und halten
Erkenntnisse zur Optimierung fest.

Arbeitsblatt 3: Optimierung der Spiegelpositionen
Ziel dieses Arbeitsblattes ist, die Optimierung der Position eines beziehungsweise
zweier Spiegel vorzunehmen.
Zunächst bestimmen die Lernenden die optimale Position eines Spiegels durch Ab-
lesen am Funktionsgraphen und interpretieren das Ergebnis im Hinblick auf die reale
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Situation. Die optimale Position des Spiegels ist direkt unter dem Rohr. Dies lässt
sich dadurch begründen, dass der Kosinuseffekt in diesem Fall am geringsten ist.
Die Lernenden erweitern ihr Modell zur Beschreibung des Energieumsatzes auf zwei
Spiegel und notieren getroffene Modellvereinfachungen. Die einfachste und in diesem
Fall gefragte Erweiterung ist die Addition der durch je einen Spiegel umgesetzten
Energien. Verschattungseffekte werden vernachlässigt.
Die Lernenden erhalten den interaktiven Graphen der Zielfunktion für das auf zwei
Spiegel erweiterte Modell (vgl. Abb. 11.9), lesen die optimalen Positionen am Gra-
phen ab und validieren das Ergebnis. Im mathematischen Sinne ist die Positionierung
beider Spiegel direkt unter dem Rohr optimal. Da dies im Hinblick auf die Realität
nicht sinnvoll ist, formulieren die Lernenden anschließend eine Nebenbedingung, die
einen Mindestabstand zwischen den Spiegeln fordert. Diese durch eine Ungleichung
beschriebene Nebenbedingungen berücksichtigen sie bei der Optimierung der beiden
Spiegelpositionen. Die optimalen Positionen werden durch systematische Variation
der Spiegelpositionen und wiederholtes Berechnen der Zielfunktionswerte bestimmt.
Motiviert durch die Tatsache, dass die Suche nach den optimalen Spiegelpositionen
bei mehr als zwei Spiegeln durch systematisches Variieren nicht möglich ist, sol-
len die Lernenden erste Ideen zur Automatisierung der Optimierung formulieren.
Explizite Schritte, die dann dem Computer überlassen werden,3 sollen notiert wer-
den. Die Ansätze der Lernenden werden in einer anschließenden Plenumsdiskussion
gesammelt.

Folien für die Zwischendiskussion
Die Ergebnisse der Optimierung der Position eines sowie zweier Spiegel werden im
Plenum diskutiert. Dazu liegen Präsentationsfolien bereit (vgl Anh. C.14.1). Es wird
festgehalten, dass die Lernenden ein Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen
aufgestellt und zunächst händisch gelöst haben. Zentral in dieser Plenumsphase ist
die Diskussion der Optimierungsstrategien und Ansätze, die die Lernenden gesam-
melt haben.

Arbeitsblatt 4: Übersicht über Arbeitsblätter zu Optimierungsansätzen
Dieses Arbeitsblatt dient lediglich als Übersicht über mögliche Ansätze zur Opti-
mierung, die von den Lernenden bearbeitet werden können. Vier Optimierungsar-
beitsblätter sind verlinkt. Auf diesen können die Lernenden

• die Brute-Force-Methode und

• den Greedy-Algorithmus zum Lösen des diskreten Problems einsetzen sowie

• die Optimierung basierend auf einer musterbasierten Formulierung und

• basierend auf der freien Variablen Formulierung durchführen.
3In dem hier beschriebenen stärker angeleiteten Lernmaterial sind diverse Optimierungsverfahren
bereits implementiert und können von den Lernenden auf im Folgenden beschriebenen Arbeits-
blättern direkt angewandt werden. Im Lernmaterial zur offenen Modellierung (vgl. Abschn.
12.2.4) schreiben die Lernenden hingegen selbst Programmcode.
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In allen Fällen sind die Optimierungsverfahren bereits implementiert und können
direkt eingesetzt oder um Nebenbedingungen erweitert werden. Ziel der vier Ar-
beitsblätter ist die Diskussion der Ergebnisse im Hinblick auf Güte der gefundenen
Lösung für die Spiegelpositionen, Rechenzeit sowie Einschätzungen zur Eindeutig-
keit der Lösung und Existenz einer solchen. Dazu liegen Antwortblätter bereit,
auf denen die Lernenden ihre Ergebnisse strukturiert dokumentieren sollen.

Arbeitsblatt zur Brute-Force-Methode
Die Lernenden wenden die Brute-Force-Methode zur Optimierung der Positionen
zweier Spiegel an. Sie variieren die Feinheit der Diskretisierung, dokumentieren ihre
Ergebnisse und diskutieren Vor- und Nachteile des Verfahrens sowie Ideen zur Ver-
besserung. Wird eine feine Diskretisierung des Kraftwerksareals gewählt, so steigt
die Rechenzeit. Gleichzeitig wird die gefundene Lösung besser. Zu bedenken ist, dass
das Optimierungsproblem in der bisherigen Formulierung keine eindeutige optimale
Positionierung der Spiegel liefert. Stattdessen erhalten die Lernenden zwei Kombi-
nationen der Spiegelpositionen mit gleichem Wert für die umgesetzte Energie, die
jedoch zum identischen Layout des Spiegelfeldes führen.
Um mehrere Lösungen für die Spiegelpositionen mit identischem Spiegelfeldlayout
zu vermeiden, erhalten die Lernenden den Arbeitsauftrag, eine Nebenbedingung für
die Positionen x1 und x2 zu formulieren, die nicht nur den Mindestabstand for-
dert, sondern zusätzlich die genannten gleichwertigen Positionierungen verhindert.
Bei Schwierigkeiten können die Lerneden auf eine Tippkarte zugreifen. Auf dieser
erhalten sie den Hinweis einen der Operatoren > oder < zu verwenden, um ei-
ne Ungleichung aufzustellen, die eine aufsteigende oder absteigende Sortierung der
Spiegelpositionen x1 und x2 liefert. Nach Eingabe der Nebenbedingung im Code füh-
ren die Lernenden die Optimierung erneut aus und bewerten, welchen Einfluss die
Hinzunahme der Nebenbedingung auf Rechenzeit und Eindeutigkeit der gefundenen
Spiegelpositionen hat.
Da die Anzahl der zu testenden Kombinationen mit wachsender Spiegelanzahl enorm
ansteigt und damit auch die Rechenzeit stark zunimmt, ist der Algorithmus auf die-
sem Arbeitsblatt nur für zwei Spiegel implementiert.

Arbeitsblatt zum Greedy-Algorithmus
Zunächst wird der Greedy-Algorithmus beschrieben. Anschließend können die Ler-
nenden diesen zur Optimierung von beliebig vielen Spiegelpositionen anwenden. Da-
bei wird der Mindestabstand berücksichtigt. Die Lernenden erhalten den Arbeits-
auftrag, die Diskretisierung des Kraftwerksareals und die Anzahl der zu positionie-
renden Spiegel zu variieren und den Einfluss auf die Ergebnisse zu untersuchen. Auf
dem Antwortblatt sollen die Lernenden Vor- und Nachteile des Algorithmus notie-
ren, den Einfluss der Diskretisierung auf Rechenzeit und die Güte der gefundenen
Lösung für die Spiegelpositionen beschreiben und Ideen für die Verbesserung des
Verfahrens notieren.
Vorteil dieses Verfahrens ist, dass es einfach umzusetzen ist und leicht auf viele
Spiegel erweitert werden kann. Das Verfahren liefert jedoch eine Positionierung, die
insbesondere bei einer geraden Anzahl an Spiegeln nicht optimal ist. Bei zwei Spie-

121



12 Umsetzung im Lernmaterial

geln platziert der Greedy-Algorithmus den ersten Spiegel direkt unter dem Rohr.
Die Lernenden haben auf Arbeitsblatt 3 jedoch festgestellt, dass eine Positionierung
symmetrisch um das Rohr zu einem höheren Energieumsatz führt.

Arbeitsblatt zum musterbasierten Ansatz
Auf diesem Arbeitsblatt werden nicht unmittelbar die Positionen x1, x2, x3, ... op-
timiert, stattdessen wird lediglich der Abstand zwischen den Spiegeln als Variable
betrachtet und optimiert. Dabei wird gefordert, dass der Abstand zwischen zwei be-
nachbarten Spiegeln ∆x immer gleich groß ist.
Zunächst stellen die Lernenden eine Formel auf, mit der die Positionen x2, x3 bis
xN in Abhängigkeit von einer fest gewählten Position für den linksstehenden Spiegel
und vom Abstand ∆x berechnet werden können. Ziel ist es, die Zielfunktion von Ar-
beitsblatt 3 so umzuschreiben, dass diese von lediglich zwei Variablen (der Position
des Spiegels ganz links und dem Spiegelabstand) abhängt.
Anschließend nutzen die Lernenden ein Optimierungstool, um den Spiegelabstand
zu bestimmen, der zum maximalen Energieumsatz führt. Die Position des Spiegels
ganz links auf dem Spiegelfeld, wird zunächst nicht als Variable berücksichtigt, son-
dern fest gewählt. Die Lernenden variieren die Position dieses fest gewählten Spiegels
und führen die Optimierung erneut aus. Sie notieren Beobachtungen sowie Verbesse-
rungsideen. Es wird ersichtlich, dass das Ergebnis für den optimalen Spiegelabstand
stark von der Position des linksstehenden Spiegels abhängt. Deshalb berücksichtigen
die Lernenden diese ebenfalls als Variable. Sie erhalten damit ein zweidimensiona-
les Optimierungsproblem. Die Lernenden vergleichen die Ergebnisse des ein- und
zweidimensionalen Problems und bewerten diese im Hinblick auf die reale Situation.
Sie notieren Vor- oder Nachteile der musterbasierten Optimierung hinsichtlich Re-
chenzeit, Güte der gefundenen Lösung, Existenz und Eindeutigkeit einer optimalen
Lösung und sammeln mögliche Ideen zur Verbesserung.

Arbeitsblatt zur freien Variablen Optimierung
Die Lernenden führen die Optimierung zunächst für zwei Spiegel durch. Dabei wird
die Nebenbedingung für den Mindestabstand berücksichtigt. Bei dem verwendeten
Optimierungstool können Startwerte für die einzelnen Variablen festgelegt werden.
Die Lernenden variieren den Startwert für die Position des ersten Spiegels x1 und
diskutieren dessen Einfluss auf die gefundene Lösung für die Spiegelpositionen. Sie
dokumentieren ihre Beobachtungen und diskutieren Vor- und Nachteile des Verfah-
rens sowie Ideen zur Verbesserung. Für die Position des zweiten Spiegels x2 brauchen
die Lernenden keinen Startwert festzulegen. Dieser wird im Hintergrund zufällig ge-
setzt.
Es ist zu beobachten, dass das Optimierungsproblem in der bisherigen Formulierung
keine eindeutige optimale Positionierung der Spiegel liefert. Stattdessen existieren
zwei Kombinationen für x1 und x2, mit gleichem Zielfunktionswert. Diese Kom-
binationen sind bis auf Vertauschung der Spiegel identisch. Da die Spiegel nicht
unterscheidbar sind, implizieren sie das gleiche Spiegelfeldlayout. Um die genannten
mehrfachen (im Hinblick auf das Spiegelfeldlayout identischen) Positionierungen zu
verhindern, formulieren die Lernenden (analog zum Arbeitsblatt zur Brute-Force-
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Methode) eine Nebenbedingung für die Positionen x1 und x2, die nicht nur den
Mindestabstand berücksichtigt, sondern zusätzlich die genannten gleichwertigen Lö-
sungen verhindert. Bei Schwierigkeiten liegt eine Tippkarte bereit. Anschließend füh-
ren die Lernenden die Optimierung mit der neuen Nebenbedingung erneut aus. Sie
bewerten, welchen Einfluss die Hinzunahme der Nebenbedingung auf Rechenzeit so-
wie Eindeutigkeit der gefundenen Positionierung hat. Dazu variieren sie erneut den
Startwert. Die Optimierung liefert unabhängig vom Startwert nur noch eine Lösung
für die Spiegelpositionen.

Infoblatt: Globales oder lokales Optimum?
Die Lernenden wenden das Optimierungstool, welches auf dem Arbeitsblatt zur frei-
en Variablen Optimierung eingesetzt wurde, auf verschiedene eindimensionale Funk-
tionen mit zahlreichen lokalen wie auch globalen Extremwerten an. Durch Variation
des Startwertes wird deutlich, dass nicht immer ein globales Optimum gefunden
wird.

Zwischendiskussion
Für die Zwischendiskussion liegen Präsentationsfolien bereit. Die Ergebnisse der
Optimierung mit den verschiedenen Algorithmen / Formulierungen des Problems
werden diskutiert. Die Lernenden stellen die Funktionsweise der Verfahren bezie-
hungsweise die Grundideen der Optimierungsansätze vor. Anschließend werden Vor-
und Nachteile diskutiert. Es wird auf Existenz und Eindeutigkeit einer optimalen
Lösung für die Spiegelpositionen sowie Güte und Rechenzeit eingegangen. Die Ler-
nenden benennen Ideen zur Verbesserung der jeweiligen Ansätze.
An dieser Stelle kann der Workshop entweder stärker angeleitet fortgeführt (s. AB
5 zur Modellierung von Verschattungseffekten) oder geöffnet werden (vgl. Abschn.
12.2.4).

Arbeitsblatt 5: Verschattungseffekte
Ziel dieses Arbeitsblattes ist a) die Erweiterung des Modells für die umgesetzte
Energie um Verschattungs- und Blockierungseffekte (vgl. Abschn. 10.3) und b) die
anschließende Untersuchung des Einflusses dieser Effekte auf die optimalen Spiegel-
positionen.
Auf dem Arbeitsblatt wird lediglich die Verschattung von einfallenden Strahlen durch
nebenstehende Spiegel von den Lernenden modelliert. Die Modellierung wird dabei
nicht mit rein geometrischen Überlegungen angegangen. Stattdessen kommen Ansät-
ze der Vektoralgebra zum Einsatz. Dies spiegelt zum einen das tatsächliche Vorgehen
in der Forschung wieder, zum anderen erlaubt dieser Ansatz eine unproblematische
Erweiterung des Modells auf den dreidimensionalen Fall. Falls die Lernenden die
Parameterform von Geraden nicht aus der Schule kennen oder eine Erinnerung be-
nötigen, so liegt ein Infoblatt bereit, auf dem diese anhand von Beispielen und mit
diversen Visualisierungen erläutert wird.
Zur Modellierung der Verschattungseffekte beschreiben die Lernenden einfallende
Sonnenstrahlen und den Spiegel durch (Halb-)Geraden beziehungsweise Strecken
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in Parameterform und berechnen, angeleitet durch kleinere Aufgabenstellungen,
Schnittpunkte zwischen eben diesen. Dabei kommt Wissen zum Sinus und Kosinus
in rechtwinkligen Dreiecken, zum Satz des Pythagoras sowie zu relativen Anteilen
zum Tragen. Auch hier liegen an verschiedenen Stellen gestufte Tippkarten mit un-
terstützenden Visualisierungen bereit.
Nachdem die Lernenden an einem Beispiel modelliert haben, wie einfallende Strahlen
durch benachbarte Spiegel beeinflusst werden, wird das Modell im Hintergrund, das
heißt für die Schülerinnen und Schüler nicht sichtbar, um die Blockierung reflektierter
Strahlen und die Verschattung durch den Sekundärreflektor ergänzt. Die Lernenden
nutzen dieses ergänzte Modell für die erneute Optimierung der Spiegelpositionen. Die
umgesetzte Energie wird dazu basierend auf der weiterentwickelten Funktion (mit
Verschattungs- und Blockierungseffekten) und der ursprünglichen Funktion (ohne
Verschattungseffekte) in Abhängigkeit von

• der Position x eines Spiegels (vgl. Abb. 11.8) und

• der Positionen x1 und x2 von zwei Spiegeln (vgl. Abb. 11.10)

grafisch dargestellt. Die Lernenden lesen am Graphen ab, inwieweit sich die opti-
malen Spiegelpositionen gegenüber dem Modell ohne Verschattungseffekte geändert
haben, und erklären den Verlauf der beiden Graphen im Hinblick auf die reale Si-
tuation.

Arbeitsblatt 6: Optimierung der Spiegelpositionen mit erweitertem Modell
Auf diesem Arbeitsblatt können die verschiedenen Optimierungsansätze von Arbeits-
blatt 4 auf das erweiterte Modell (mit Verschattungseffekten) angewandt werden.
Ziel des Arbeitsblattes ist es, dass die Lernenden erkunden, wie sich die Erweiterung
ihres Modells zum einen auf die optimalen Positionen, aber auch auf die Rechenzeit
der Algorithmen auswirkt. Da bei dem erweiterten Modell zahlreiche Schnittpunkts-
berechnungen durchgeführt werden, dauert die Optimierung bei allen Algorithmen
länger als zuvor.

Abschlussdiskussion
Für die Abschlussdiskussion liegen Präsentationsfolien bereit. Es wird zunächst auf-
gegriffen, wieso zur Beschreibung von Sonnenstrahlen und Spiegeln nicht Graphen
linearer Funktionen gewählt wurden. Zudem wird diskutiert, inwieweit sich die Er-
gebnisse für die optimalen Spiegelpositionen bei dem neuen Modell geändert haben.
Die Lernenden begründen, für welchen Optimierungsansatz sie sich entscheiden wür-
den. Abschließend werden Modellverbesserungsideen der Lernenden aufgegriffen und
ein Ausblick auf weiterführende Fragen im Bereich der Solarenergieforschung gege-
ben.

12.2.4 Lernmaterial zum unangeleiteten Modellieren

Um offenes, unangeleitetes Modellieren auch in kürzeren Unterrichtsformaten (bspw.
ein- bis zweitägigen Modellierungstagen) zu ermöglichen, wurden Arbeitsblätter (Ju-
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pyter Notebooks) vorbereitet, auf denen bereits von den Lernenden entwickelte
Funktionen zur direkten Verwendung zur Verfügung stehen. Konkret wurden Ar-
beitsblätter zu drei Problemstellungen entwickelt. Die Jupyter Notebooks liegen wie
die bisherigen Arbeitsblätter aus den stärker angeleiteten Teilen der Workshops auf
der Workshop-Plattform (JupyterHub, vgl. Abschn. 5.3) bereit. Bei der Bearbeitung
der offenen Problemstellungen werden die Lernenden ermutigt, im Team zu arbeiten
und Ideen sowie Strategien gemeinsam auf einem Whiteboard festzuhalten.

Übersichtsblatt zu offenen Problemstellungen
Die drei offenen Problemstellungen werden beschrieben und die zu den Problemen
bereitliegenden Jupyter Notebooks verlinkt. Zudem werden verschiedene Beispie-
le gezeigt, wie in der Programmiersprache Julia Funktionen und Datenpunkte vi-
sualisiert werden können. Falls einzelne Lernende vorziehen, mit vorstrukturierten
Aufgaben weiterzuarbeiten, so finden sie einen Link zu Arbeitsblatt 5 des Mittelstu-
fenworkshops, auf dem sie die Optimierung der Rohrhöhe durchführen können.

Arbeitsblatt zu Problem 1: Optimierungsverfahren implementieren
Die Lernenden implementieren ein Optimierungsverfahren zur Positionsoptimierung.
Dabei können sie sowohl ganz eigene Ansätze als auch einen der Ansätze verfolgen,
die sie auf bisherigen Arbeitsblättern zur Optimierung kennengelernt haben.
Bereits von den Lernenden entwickelte Funktionen, wie beispielsweise für die Ein-
stellung des Neigungswinkels γ oder für den Energieumsatz über einen Tag Etube,
werden in einer Codezelle geladen und können von den Lernenden direkt aufgerufen
werden. Zudem ist das Grundgerüst einer Funktion gegeben, die die Anzahl der zu
positionierenden Spiegel sowie die Grenzen des Kraftwerksareals als Eingabe und
den Positionsvektor als Array mit zunächst leeren Einträgen als Ausgabe liefert.
Die Schritte ihres Optimierungsverfahrens implementieren die Lernenden selbstän-
dig innerhalb des gegebenen Grundgerüsts. Auf dem Arbeitsblatt sind Tippkarten
zur Syntax und Verwendung von if-Bedingungen und for-Schleifen verlinkt. Zudem
wird beschrieben, wie Einträge in einem Array gespeichert werden können.

Arbeitsblatt zu Problem 2: Verschattung modellieren
Die Lernenden modellieren die Verschattung durch nebeneinanderstehende Spiegel
eigenständig. Um den Einstieg in die offene Modellierung zu erleichtern, erhalten die
Lernenden die Hinweise,

• mit der Modellierung des Schattenwurfs zu einer beliebigen, aber festen Ta-
geszeit und für zwei Spiegel auf festgelegten Positionen zu beginnen und das
Modell erst anschließend zu verallgemeinern.

• die Entwicklung des Modells zunächst mit Stift und Papier (bzw. auf dem
Whiteboard) vorzunehmen und erst anschließend zu implementieren.

Haben die Lernenden ausreichend Zeit, um ihr Modell zu implementieren, so kön-
nen sie eine Codezelle nutzen, in der sämtliche Funktionen zur Modellierung der
umgesetzten Energie ohne Verschattungseffekte implementiert sind. Diese können
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die Lernenden beliebig erweitern oder abändern, um Verschattungseffekte zu inte-
grieren. Tippkarten zu for-Schleifen und if-Abfragen sind verlinkt.

Arbeitsblatt zu Problem 3: Beliebige Kraftwerksparameter optimieren
Die Lernenden wählen selbst, welche Kraftwerksparameter sie optimieren. Sie erhal-
ten die Tipps,

• zunächst nur einen Parameter auszuwählen, dessen optimalen Wert sie be-
stimmen (z. B. die Breite des Sekundärreflektors) und sich anschließend zu
überlegen, wie sie die Optimierung auf mehrere Parameter ausweiten können
(bspw. um gleichzeitig Spiegelbreite und Reflektorbreite zu optimieren).

• dass es helfen kann, die Zielfunktion der Optimierung grafisch darzustellen.

Tippkarten zu for-Schleifen und if-Abfragen sind verlinkt.

Abschlussdiskussion
Zur Diskussion der Ergebnisse der offenen Modellierungsprobleme liegen keine Prä-
sentationsfolien bereit. Die Diskussion wird entlang der Ergebnisse der Lernenden
geführt. Die Lernenden stellen dazu ihre auf den Whiteboards entwickelten Modelle,
ihren Code oder ihre auf Präsentationsfolien zusammengefassten Ergebnisse vor.

Abgrenzung zu bestehendem Material

Bereits 2011 wurde das Problem der Modellierung und Optimierung eines Fresnel-
kraftwerks erstmals im Rahmen einer Modellierungswoche ausgerichtet vom Schüler-
labor CAMMP der RWTH Aachen behandelt. Damals beschäftigte sich eine kleine
Gruppe von Schülerinnen und Schülern der Oberstufe unangeleitet mit der offenen
Problemstellung. Der Lösungsrahmen war in keiner Weise vorgegeben (vgl. Roecke-
rath, 2012). Im Jahr 2012 wurde die Problemstellung durch die Entwicklung von
computergestützten Arbeitsmaterialien für den Einsatz in größeren Lerngruppen
aufbereitet. Dadurch wurde auch die Durchführung in einem zeitlich begrenzten
Rahmen (ein Projekttag) ermöglicht (vgl. Krahforst, 2016; Roeckerath, 2012). Die
entwickelten Arbeitsmaterialien beschränkten sich auf die Modellierung der Spiege-
lausrichtung und der am Rohr ankommenden Leistung. Die Optimierung und die
Modellierung der umgesetzten Energie wurde nicht umgesetzt.

In der Literatur finden sich durchaus verschiedene Lernmaterialien zu den in die-
ser Arbeit aufgegriffenen Algorithmen wieder. Hier sei beispielsweise auf die Dis-
kussion der Brute-Force-Methode beziehungsweise die Anwendung eines Greedy-
Algorithmus (der Dijkstra-Algorithmus) zum Finden einer kürzesten Wegstrecke hin-
gewiesen (vgl. Mühlehner, 2021, S. 54; Lehrerinnenfortbildung Baden-Württemberg,
2016; Lutz-Westphal, 2006, S. 62). In der vorliegenden Arbeit ist der Blick auf die
Optimierung jedoch ganzheitlicher. Es wurde nicht nur eine Klasse von Optimie-
rungsproblemen (bspw. kombinatorische Probleme) betrachtet, sondern die gesamte
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Bandbreite ausgenutzt und dabei unter anderem kontinuierliche und diskrete An-
sätze und deren Vor- und Nachteile gegenübergestellt.
Auch die Monte-Carlo-Methode wurde bereits in der didaktischen Literatur aufge-
griffen und dabei im Hinblick auf die stochastische Näherung des Kreisflächeninhalts
diskutiert (vgl. Kuntze, 2018, S. 170; Greefrath et al., 2016, S. 234 f.).

12.3 Flexibler Einsatz des Lernmaterials

Das Lernmaterial, wenngleich es zugeordnet zu den beiden Workshops I und II vor-
gestellt wurde, kann flexibel kombiniert werden. Verschiedene Möglichkeiten, für
derartige Kombinationen, werden hier kurz aufgeführt. Auch wird auf die Möglich-
keit einer frühzeitigen Öffnung des Modellierungsprozesses eingegangen.

• Zeitlich ausgedehntes Projekt für die Oberstufe: Lernende der Ober-
stufe bearbeiten zunächst die Arbeitsblätter 1 – 4 des Mittelstufenworkshops
und entwickeln das Modell für die Leistung am Rohr eigenständig. Erst an-
schließend wird das Modell auf die umgesetzte Energie erweitert und die Op-
timierung der Spiegelpositionen durchgeführt.

• Zeitlich ausgedehntes Projekt für die Mittelstufe: Lediglich Arbeits-
blatt 5 des Oberstufenworkshops greift mit der Parameterform von Geraden
Inhalte auf, die in vielen Bundesländern erst in den Lehrplänen der Sekundar-
stufe II vorkommen. Die notwendigen Vorkenntnisse für die Bearbeitung der
Arbeitsblätter 2 – 4 des Oberstufenworkshops sind zum Ende der Mittelstufe
gegeben. Damit könnten Lernende der Mittelstufe die genannten Arbeitsblät-
ter zur Optimierung der Spiegelpositionen durchführen.

• Frühzeitiger Übergang zur offenen Modellierung: Im Workshop für die
Oberstufe kann bereits nach Arbeitsblatt 3 zur offenen Modellierung überge-
gangen werden.

• Zeitlich verkürzte Projekte: Der Mittelstufenworkshop kann bereits nach
der Bearbeitung des ersten Arbeitsblattes zur Optimierung der Rohrhöhe be-
endet werden (AB 5). Der Oberstufenworkshop kann bereits nach der Optimie-
rung auf Arbeitsblatt 3 oder der Bearbeitung von einem (bis vier) Algorithmen-
Arbeitsblättern beendet werden. Der Modellierungskreislauf wird in beiden
Fällen dennoch vollständig durchlaufen.

12.4 Lehrplananbindung

In diesem Abschnitt wird die Anbindung des entwickelten Lernmaterials an die
Lehrpläne des Fachs Mathematik der exemplarisch gewählten Bundesländer4 Nord-

4Die genannten Bundesländer wurden gewählt, da die Mehrheit der durchgeführten
Modellierungsveranstaltungen mit Lernenden dieser Ländern stattgefunden hat.
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rhein-Westfalen (NRW), Baden-Württemberg (BW) und Rheinland-Pfalz (RLP) so-
wie übergeordnet an die Bildungsstandards der Kultusministerkonferenz (KMK) be-
schrieben. Es wird ersichtlich, dass das Lernmaterial zahlreiche in den Lehrplänen
verankerte Inhalte aufgreift. Das entwickelte Material (oder Teile dessen) eignen sich
sowohl zur Vertiefung und Anwendung bereits gelernter Inhalte, können aber auch
im Rahmen eines problemorientierten Einstiegs in neue Themen eingesetzt werden.
Die innermathematische Reichhaltigkeit des Lernmaterials ermöglicht es den Ler-
nenden die Bedeutung der Vernetzung mathematischer Inhalte für das Lösen realer
Probleme aktiv zu erfahren. Wissen aus unterschiedlichen Themenbereichen des Ma-
thematikunterrichts findet eine authentische Anwendung.
Beide Workshops sind zudem außermathematisch reichhaltig und bieten damit die
Möglichkeit, fächerübergreifende oder fächerverbindende Projekte durchzuführen.
Deswegen werden zudem Lehrplanbezüge zu weiteren Schulfächern, insbesondere
Informatik und Physik, aufgezeigt.

Mathematiklehrpläne
Bei der Modellierung der Leistung des Kraftwerks finden zahlreiche mathemati-
sche Begriffe und Konzepte Anwendung, die in den betrachteten Lehrplänen (BW,
RLP, NRW) im Inhaltsfeld Geometrie für die Sekundarstufe I verankert sind. Da-
zu zählen insbesondere Beziehungen im rechtwinkligen Dreieck (Satz des Pythago-
ras, Stufen-, Wechsel-, Scheitelwinkel, Winkelsumme im Dreieck). Zentral ist zudem
die Anwendung von trigonometrischen Beziehungen (Sinus, Kosinus und Tangens).
Diese sind in BW Teil des Lehrplans für die Klassen 9/10. Die Lernenden sollen
unter anderem „Streckenlängen und Winkelweiten unter Nutzung der Längenver-
hältnisse Sinus, Kosinus, Tangens bestimmen“ (Bildungsplan BW Mathe Sek. I und
II, 2016, S. 32). Die genannten Inhalte sind auch in RLP für die Klassen 9/10 (vgl.
Lehrplan RLP Mathe Sek. I, 2007, S. 91) und in NRW bis zum Ende der Sekundar-
stufe I verankert (vgl. Lehrplan NRW Mathe Sek. I, 2019, S. 34).

Die Modellierung des Schattenwurfs über Geraden in Parameterform und die
Bestimmung von Schnittpunkten zwischen Geraden sind in den untersuchten Lehr-
plänen für die Sekundarstufe II verankert (vgl. Bildungsplan BW Mathe Sek. I und
II, 2016; Lehrplan NRW Mathe Sek. II, 2014; Lehrplan RLP Mathe Sek. II, 2015).
Zugleich lassen sich bei der Modellierung des Schattenwurfs Verknüpfungen zur Ana-
lysis herstellen, indem der verfolgte Ansatz der Beschreibung durch Graphen linearer
Funktionen gegenübergestellt wird. Gemeinsam mit den Lernenden kann diskutiert
werden, dass sich die Beschreibung über lineare Funktionen per Definition nicht für
senkrechte Sonnenstrahlen eignet.
Der Umgang mit Funktionen und der Zusammenhang von Funktionsgleichungen und
Funktionsgraphen ist sowohl bei der Optimierung der Absorberrohrhöhe (Workshop
I) als auch bei der Optimierung der Spiegelpositionen (Workshop II) von zentraler
Bedeutung. Insbesondere im Workshop I kann der Wechsel des Parameters, der als
Variable betrachtet wird,5 dazu beitragen das Verständnis funktionaler Zusam-
menhänge zu festigen.

5Zuerst wird die Leistung am Rohr in Abhängigkeit der Zeit, später in Abhängigkeit der Rohrhöhe
betrachtet.
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Die Modellierung der Energie ausgehend von der momentanen Leistung des Kraft-
werks bietet die Möglichkeit, den Unterricht zur Integralrechnung zu bereichern.
(vgl. Bildungsplan BW Mathe Sek. I und II, 2016; Lehrplan NRW Mathe Sek. II,
2014; Lehrplan RLP Mathe Sek. II, 2015). Der Fokus wird dabei auf den Pro-
duktsummenaspekt des Integralbegriffs gelegt: „Interpretiert man das Integral als
Grenzwert von Ober-, Unter- bzw. Zwischensummen oder berechnet man konkret
Produktsummen aus Größen, so wird der Produktsummenaspekt des Integralbegriffs
in den Vordergrund gestellt“ (Greefrath et al., 2016, S. 239).

Im Lernmaterial zur Optimierung der Rohrhöhe liegt der Fokus auf dem Ablesen
global optimaler Lösungen am Funktionsgraphen und der Diskussion, inwieweit Ver-
lauf und Eigenschaften des Funktionsgraphen Aussagen über die Existenz einer Lö-
sung erlauben. Die Untersuchung von Funktionsgraphen auf Extremstellen findet
in der Sekundarstufe I bereits am Beispiel von quadratischen Funktionen statt. So
fordert der Lehrplan RLPs für die Klassen 9/10, dass die Lernenden „kennzeichnen-
de Eigenschaften von Graphen quadratischer Funktionen (Parabeln) kennen und in
Sachsituationen nutzen“ (Lehrplan RLP Mathe Sek. I, 2007, S. 100). Zudem wird
dort als Hinweis genannt, dass das grafische Lösen von Optimierungsaufgaben durch
Ermitteln des Scheitelpunkts von Parabeln im Rahmen dieses Themas Anwendung
finden kann. Auch im Lehrplan NRWs für die Sekundarstufe I wird das Lösen von
Extremwertproblemen bei der Behandlung quadratischer Funktionen benannt (vgl.
Lehrplan NRW Mathe Sek. I, 2019, S. 33). Das Lernmaterial zur Optimierung der
Rohrhöhe greift die Diskussion von Eigenschaften des (Ziel-)Funktionsgraphen eines
Optimierungsproblems auf und ermöglicht das Lösen dieses (unabhängig von einer
konkreten Funktionenklasse) auf anschauliche Weise. Das Ablesen von Extremstel-
len am Graphen spielt in Teilen auch bei der Optimierung der Spiegelpositionen eine
Rolle – jedoch liegt der Fokus eher auf dem Vergleich verschiedener Formulierungen
des Problems und auf dessen Lösung mithilfe numerischer Verfahren.

Im Lehrplan RLPs für die Sekundarstufe II werden Anregungen und Themenvor-
schläge für sowohl fächerübergreifende wie auch fächerverbindende Unterrichtsein-
heiten benannt. Ein Themenvorschlag ist die Monte-Carlo-Methode: „Bei der
Planung und Durchführung von Simulationen mithilfe von Zufallszahlen (Monte-
Carlo-Methode) erfahren die Schülerinnen und Schüler die Bedeutung dieser Arbeits-
methode, die in verschiedenen Studiengängen und Berufsfeldern eine zunehmend
größere Rolle spielt“ (Lehrplan RLP Mathe Sek. II, 2015, S. 53). Der Stochastik-
unterricht kann durch die „Erarbeitung von stochastischen Simulationen zum Lösen
von Anwendungsproblemen“ bereichert werden (Lehrplan RLP Mathe Sek. II, 2015,
S. 71). Die Simulation der fehlerhaften Ausrichtung der Spiegel bei der Optimierung
der Rohrhöhe ließe sich als relevantes Anwendungsproblem einsetzen, welches, wie
weiter unten diskutiert wird, zudem die Chance bietet Inhalte des Informatik- und
Physikunterrichts aufzugreifen.

Algorithmen sind unter der Leitidee Algorithmus und Zahl in den Bildungsstan-
dards der KMK verankert. Diese Leitidee umfasst „die Kenntnis, das Verstehen
und das Anwenden mathematischer Verfahren, die prinzipiell automatisierbar und
damit einer Rechnernutzung zugänglich sind“ (KMK Mathe Sek. II, 2012, S. 18).
Insbesondere das Lernmaterial zur Optimierung der Spiegelpositionen eignet sich in
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besonderem Maße, um algorithmisches Denken im Mathematikunterricht zu för-
dern. Dies wird nicht nur in den Bildungsstandards, sondern auch in den Lehrplänen
gefordert.

Physiklehrpläne
Bereits in der Präambel der KMK Bildungsstandards zum Fach Physik wird die
Relevanz des Themas herausgestellt:

„Als eine der ältesten Wissenschaften ist die Physik seit jeher in ein
Wechselspiel mit Technik und Gesellschaft eingebunden. Sowohl histori-
sche als auch aktuelle Entwicklungen verdeutlichen die Notwendigkeit der
Betrachtung gesellschaftlich relevanter Problemstellungen wie der Ener-
gieversorgung oder des Klimawandels aus physikalischer und technischer
Sicht“ (KMK Physik Sek. II, 2020, S. 11).

Unter anderem in NRW wird die nachhaltige Energieversorgung im Lehrplan der
Sekundarstufe I expliziert. Dort ist die Energieversorgung als eigenes Inhaltsfeld
ausgewiesen:

„Die gesicherte Versorgung der Welt mit Energie ist in den letzten Jahren
zu einem zentralen Thema geworden. Die weltweit gestiegene Nachfrage
vor allem nach elektrischer Energie zwingt dazu, gerade mit Blick auf den
Klimawandel, nach regenerativen Energiequellen zu suchen“ (Lehrplan
NRW Physik Sek. I, 2019, S. 19).

Damit ist das Thema Erneuerbare Energie und Solarenergie bereits übergeordnet
hervorragend für ein fächerübergreifendes Lernen mit dem Fach Physik geeignet.
Bezugnehmend zu expliziten Inhalten des Lernmaterials eignet sich beispielsweise
die Einstellung des Neigungswinkels des Spiegels, um das Reflexionsgesetz zu wie-
derholen und damit Bezüge zum ThemenfeldOptik herzustellen (vgl. Lehrplan RLP
Physik Sek. I, o. D.; Lehrplan NRW Physik Sek. I, 2019; Bildungsplan BW Physik
Sek. I und II, 2016).
Weitere Anknüpfungspunkte bieten die Themenfelder Energie (insbesondere Ener-
gieversorgung) und Wärmlehre. So fordert der Bildungsplan BWs, dass Lernende
nach Klasse 7/8 „Beispiele für die Speicherung von Energie in verschiedenen Ener-
gieformen in Alltag und Technik nennen und beschreiben (unter anderem Lageener-
gie, Bewegungsenergie, thermische Energie)“, „Möglichkeiten der Energieversorgung
mithilfe von Energieübertragungsketten beschreiben (zum Beispiel Wasserkraftwerk,
Kohlekraftwerk)“ und „den Zusammenhang von Energie und Leistung beschreiben
(P = ∆E

∆t )“ können (Bildungsplan BW Physik Sek. I und II, 2016, S. 14).
Im Themenfeld Wärmelehre wird dort benannt, dass die Lernenden nach Klasse 9
„verschiedene Arten der Energieversorgung unter physikalischen, ökologischen, öko-
nomischen und gesellschaftlichen Aspekten vergleichen und bewerten (zum Beispiel
fossile Brennstoffe, Kernenergie, Windenergie, Sonnenenergie)“ können (Bildungs-
plan BW Physik Sek. I und II, 2016, S. 22).

Informatiklehrpläne
Das stärker angeleitete Lernmaterial, in dem die Lernenden primär ausgewiesene
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Lücken im Code ausfüllen, bietet die Möglichkeit einen ersten Einblick in den Aufbau
von Kontrollstrukturen (for-Schleifen und if-Abfragen) zu erhalten. So wird die nu-
merische Integration bei der Erweiterung des Modells von der Leistung auf die über
einen Tag umgesetzte Energie über eine for-Schleife realisiert, deren Grundgerüst
bereits gegeben ist. Kontrollstrukturen sind in den Oberstufenlehrplänen Informatik
in allen drei Bundesländern verankert (vgl. Bildungsplan BW Info Sek. II, 2016;
Lehrplan NRW Info Sek. II, 2014; Lehrplan RLP Info Sek. II, o. D.) und finden sich
zum Teil bereits in Lehrplänen der Unterstufe wieder (vgl. Lehrplan NRW Info Sek.
I, 2021, S. 18).

Die Entwicklung, Implementierung, Anwendung und Bewertung von Algorithmen
spielten bei der Optimierung der Spiegelpositionen eine zentrale Rolle. Dieser Teil
des Lernmaterials greift damit diverse Kompetenzen auf, die für den Informatikun-
terricht der Oberstufe ausgewiesen werden. Als Beispiel sei auf den Lehrplan für
die Einführungsphase in Nordrhein-Westfalen verwiesen. Dort wird im Inhaltsfeld
Algorithmen gefordert, dass die Schülerinnen und Schüler einfache Algorithmen und
Programme analysieren, erläutern und modifizieren können. Zudem sollen sie eigene
Algorithmen entwerfen und implementieren (vgl. Lehrplan NRW Info Sek. II, 2014,
S. 23). Eine ähnliche Beschreibung findet sich auch im Lehrplan BWs wieder (vgl.
Bildungsplan BW Info Sek. II, 2016, S. 17). Insbesondere das offene Lernmateri-
al bietet die Möglichkeit, Algorithmen nicht nur theoretisch zu entwickeln, sondern
auch zu implementieren. Die Lernenden können hier unter anderem eigene Verfahren
zur Optimierung diverser Kraftwerksparameter oder ein Modell für den Schatten-
wurf implementieren.
Besonders schön knüpft das Lernmaterial an die Forderung des Lehrplans RLPs zum
Inhaltsbereich Algorithmisches Problemlösen an. Dort wird die Problemorientierung
bei der Anwendung von Kontrollstrukturen und der Entwicklung von Algorithmen
hervorgehoben (vgl. Lehrplan RLP Info Sek. II, o. D., S. 29). Dies erfüllt das entwi-
ckelte Lernmaterial in besonderem Maße.

Anbindung an weitere Schulfächer
Der Lehrplan für das Basisfach Naturwissenschaften und Technik, welches bis
dato im Rahmen eines Schulversuchs in BW umgesetzt wird, greift die Notwendig-
keit einer nachhaltigen Energieversorgung auf und fordert, dass die Lernenden „die
Herausforderungen, die sich beim Zusammenwirken von Bereitstellung, Speicherung
und Transport elektrischer Energie in Versorgungsnetzen ergeben“ (Bildungsplan
BW NwT Sek. II, 2019, S. 17) erkennen.

Auch an den Lehrplan des Fachs Informatik, Mathematik, Physik (IMP), wel-
ches in BW in Klasse 7 bis 10 als Profilfach unterrichtet wird, lassen sich diverse
Anknüpfungspunkte aufzeigen (vgl. Bildungsplan BW IMP Sek. I, 2018, S. 11). Als
ein Beispiel sei die Diskussion und Modellierung des Sonnenstands sowie der Stär-
ke der Sonnenstrahlung genannt, die dem inhaltlichen Kompetenzbereich Erde und
Weltall zugeordnet werden kann (vgl. Hoeffer, 2020). Zudem wird im Lehrplan IMPs
im Teilbereich Informatik die Variation von Problemstellungen betont:
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„In besonderer Weise bietet der informatische Zugang zur Problemlö-
sung auch die Möglichkeit, über die Grenzen der ursprünglichen Aufga-
benstellung hinaus zu denken. Durch veränderte Anforderungen, Rah-
menbedingungen oder Variation der Problemgröße werden informatische
Lösungskonzepte verdeutlicht, nachvollziehbar gemacht oder hinterfragt.
Fragestellungen der Art „Wie hätte man es anders machen können?“, „Ist
die gefundene Lösung optimal?“ oder „Wo enden die Einsatzbereiche der
gefundenen Lösung?“ gehören zum Standardrepertoire des Informatik-
unterrichts“ (Bildungsplan BW IMP Sek. I, 2018, S. 12).

Diese Fragen sind mitnichten nur im Informatikunterricht zentral, sondern spielen
(oder sollten es) auch imMathematikunterricht beim Lösen realer Problemstellungen
ein Rolle. Das entwickelte Lernmaterial bietet damit durchaus die Chance, orientiert
an realen Fragestellungen Projekte durchzuführen, die die Bereiche Informatik und
Mathematik verbinden.
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Um eine erste Bewertung des Lernmaterials vornehmen zu können, wurde dieses
in diversen Modellierungsveranstaltungen mit Lernenden erprobt und basierend auf
den Erfahrungen iterativ verbessert und erweitert. Ziel der Erprobungen war es,
erste Einschätzungen über die Eignung des Materials im Bezug auf Interesse und
Motivation der Lernenden, Lernzuwachs, Angemessenheit des Schwierigkeitsgrades
und Einsatzmöglichkeiten in heterogenen Lerngruppen treffen zu können. Für Aussa-
gen zum Kompetenzzuwachs und zum langfristigen Lernerfolg wären weiterführende
Untersuchungen notwendig, die nicht Bestandteil dieser Arbeit sind.

13.1 Durchgeführte Modellierungsveranstaltungen

In Tabelle 13.1 sind die zum entwickelten Lehr- und Lernmaterial durchgeführten
Modellierungsveranstaltungen aufgeführt. Insgesamt haben 147 Lernende, davon 96
männlich (m), 49 weiblich (w) und 2 divers (d), teilgenommen. Bis auf die beiden Un-
terrichtsreihen in den Informatikkursen haben die Veranstaltungen mit Lernenden
stattgefunden, die sich explizit für diese angemeldet haben. Es ist davon auszuge-
hen, dass diese Lernenden Interesse an Mathematik beziehungsweise mathematischer
Modellierung hatten.

13.2 Evaluation

Die Auswertung der Erprobungen erfolgt basierend auf den Beobachtungen, die die
Durchführenden während der Modellierungsveranstaltungen gemacht und dokumen-
tiert haben. Zudem füllten die Lernenden nach den Modellierungsveranstaltungen
eine schriftliche Befragung aus. Diese dient dazu, die persönlichen Erfahrungen der
Lernenden, ihre Meinung zum Lernmaterial, zu Ablauf und Thema des Workshops
sowie zum Schwierigkeitsgrad abzufragen.

Zentrale Beobachtungen

Zunächst werden die Beobachtungen, die während der Durchführung der Modellierungs-
veranstaltungen von den Dozierenden gemacht wurden, zusammenfassend dargelegt.
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Tab. 13.1: Durchgeführte Modellierungsveranstaltungen zum Thema Solarenergie.
Die mit * markierten Veranstaltungen haben in Präsenz stattgefunden,
die übrigen digital. Die mit ** markierte Veranstaltung wurde von der
Lehrkraft der Lerngruppe durchgeführt. Thema I =̂ Optimierung der
Rohrhöhe, Thema II =̂ Optimierung der Spiegelpositionen, Thema III
=̂ Bearbeitung offener Modellierungsprobleme

Veranstaltung Anzahl
Lernende

Jgst. Zeitlicher
Rahmen

Modellierungstage MINT-EC*
(DE), I + III

18 (9m/9w) 11–12 10/2019
11h (1.5 Tage)

Schülerpraktikum KIT*
(BW), II + III

3 (3m/0w) 10–11 02/2020
10h (2 Tage)

Modellierungstag MINT-EC
(DE)*, II

16 (12m/6w) 10–13 02/2020
5h (1 Tag)

Offene Modellierungstage RWTH
(NRW), II

8 (4m/4w) 10–11 04/2020
8.5h (1.5 Tage)

U-Reihe Informatikkurs Gym.**
(BW), II + III

12 (9m/3w) 11 04–07/2020
11h (7 x 1.5h)

Modellierungstage MINT-EC
(DE), I + II + III

29
(19m/8w/2d)

10–13 08/2020
12h (2 Tage)

Schülerpraktikum KIT*
(BW), II + III

2 (1m/1w) 10 10/2020
15h (3 Tage)

Offener Modellierungstag KIT
(BW), I

1 (1m/0w) 12 10/2020
5h (1 Tag)

U-Reihe Modellierungs-AG
(NRW), I

7 (4m/3w) 9 01–02/2021
9h (4.5 x 2h)

U-Reihe Modellierungs-AG
(BW), I

9 (7m/2w) 9–10 01–02/2021
9h (4.5 x 2h)

U-Reihe Matheprofis KIT
(BW), I

5 (4m/1w) 9–10 02/2021
7.5h (5 x 1.5h)

U-Reihe Informatikkurs Gym.
(BW), II + III

12 (10m/2w) 12 04–06/2021
6h (4 x 1.5h)

Modellierungstage MINT-EC 2021
(DE), II + III

25 (15m/10w) 10–13 08/2021
11h (2 Tage)

Zur besseren Übersicht werden die Beobachtungen nach den drei Themen, Optimie-
rung der Rohrhöhe, Optimierung der Spiegelpositionen und offenen Modellierung,
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sortiert. Bei der Darstellung der Beobachtungen wird insbesondere auf Schwierig-
keiten der Lernenden bei der Bearbeitung der Lernmaterialien eingegangen. Es wird
erläutert, welche Änderungen am Material vorgenommen wurden, um den Schwie-
rigkeiten zu begegnen.

Optimierung der Rohrhöhe
Bei der Bearbeitung des Lernmaterials zur Optimierung der Rohrhöhe war zu be-
obachten, dass die Lernenden keine Probleme mit dem Vorgehen Optimieren durch
Ablesen am Funktionsgraphen hatten. Die Lernenden hatten kaum Fragen und arbei-
teten überwiegend konzentriert. Bei der Optimierung mit dem stark vereinfachten
Modell (ohne atmosphärische Abschwächung und ohne fehlerhafte Spiegeleinstel-
lung) nannten die Lernenden vielfach einen Wert von circa 3− 10 m als zu wählende
optimale Höhe, auch wenn dies nicht der optimalen Lösung des Problems im mathe-
matischen Sinne entsprach. Als Begründung wurde genannt, dass eine weitere Er-
höhung der Rohrhöhe kaum zu einer Verbesserung der Leistung führt. Im Hinblick
auf Materialkosten würde sich dies nicht lohnen. In der Diskussion wurde letztlich
erkannt, dass der steigende Verlauf des Zielfunktionsgraphen dazu führt, dass formal
keine optimale Rohrhöhe existiert. Es wurde von den Lernenden wiederholt ange-
merkt, dass kein sinnvolles Ergebnis für die optimale Rohrhöhe gefunden werden
kann.
Neben der Berücksichtigung von Materialkosten nannten die Lernenden verschiedene
weitere Modellverbesserungsideen, beispielsweise die Berücksichtigung des Aufwands
für die Konstruktion oder eines möglichen Energieverlusts der Sonnenstrahlen. Zu-
dem schlugen einzelne Lernende vor, bei der Optimierung ein Abbruchkriterium
festzulegen. Konkret wurde genannt, die Optimierung abzubrechen sobald die Stei-
gung kleiner ist als ein gewisser Schwellwert.

Bei der Erarbeitung der Modellerweiterung um atmosphärische Abschwächungsef-
fekte (AB 6) wurden keine Schwierigkeiten beobachtet. Die Lernenden äußerten in
den Diskussionen, dass basierend auf dem neuen Modell eine realistisch konstruier-
bare optimale Rohrhöhe existiert.

Bei der Modellierung der fehlerhaften Spiegeleinstellung (AB 7) hatten die Ler-
nenden vermehrt Schwierigkeiten bei der Bearbeitung der geometrischen Aufgaben.
Insbesondere die Modellierung der Fallunterscheidungen (vgl. Abb. 11.5) dauerte
lange und führte bei den Lernenden gehäuft zu Fragen. Demzufolge wurde die Auf-
gabe gekürzt, sodass die Lernenden nur noch drei von sechs Fällen selbst modellieren
mussten. Zudem wurde eine Tippkarte mit einer Skizze zu relevanten Größen zur
Verfügung gestellt. Das Ablesen der optimalen Rohrhöhe am Funktionsgraphen und
die Diskussion, inwieweit der veränderte Verlauf des Graphen zur Existenz einer
optimalen Rohrhöhe führte, stellte keine Schwierigkeit dar.

Das Zusatzblatt zur Monte-Carlo-Methode wurde lediglich von zwei Kleingruppen
(vier Lernenden) bearbeitet. In der anschließenden Diskussion mit den Lernenden
erläuterten sie ihre Erkenntnisse und begründeten den Einsatz der Methode wie
folgt: „Man sollte mehrere Fehler berücksichtigen, da man ja gar nicht genau weiß,
wie groß der Fehler ist“ (Zitat einer teilnehmenden Person).
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In den ersten Erprobungen lag lediglich die Langversion von Arbeitsblatt 4 vor. Dies
führte dazu, dass die Lernenden viel Zeit für die geometrische und physikalische
Modellierung auf den Arbeitsblättern 1 – 4 benötigten. Damit blieb weniger Zeit
für die anschließende Optimierung. Aus diesem Grund wurde die Kurzversion von
Arbeitsblatt 4 entwickelt.

Optimierung der Spiegelpositionen
Bei der Modellierung der Energie ausgehend von der momentanen Leistung (AB
2) war bei den ersten Erprobungen zu beobachten, dass einzelne Lernende Schwie-
rigkeiten hatten, den Zusammenhang der beiden physikalischen Größen korrekt zu
erfassen und anzuwenden. Deswegen wurde eine zweistufige Tippkarte entwickelt, die
sowohl den Zusammenhang zwischen den Einheiten als auch die Grundidee der nu-
merischen Integration an einem kleinen Beispiel verdeutlicht. In den nachfolgenden
Durchführungen war beim (virtuellen) Rundgang durch die Gruppen vermehrt zu
beobachten, dass die Lernenden von diesen Tippkarten Gebrauch machten. Zudem
äußerten die Lernenden seltener Verständnisfragen zu dieser Aufgabe.

Bei der Optimierung der Position eines Spiegels waren keine Schwierigkeiten beim
Ablesen der optimalen Position am Graphen zu beobachten. In einzelnen Erprobun-
gen waren die Lernenden in der Lage das abgelesene Ergebnis (senkrecht unter dem
Rohr) durch den Kosinuseffekt zu begründen.
Auch das Ablesen der optimalen Positionen zweier Spiegel am dreidimensionalen
Funktionsgraphen verlief ohne zu beobachtende Schwierigkeiten. Die Lernenden ar-
gumentierten in den Diskussionen, dass die optimale Positionierung (beide Spiegel
senkrecht unter dem Rohr) im Hinblick auf die Realität nicht sinnvoll ist:

„Es wäre optimal beide Spiegel direkt unter das Rohr zu stellen. Das ist
aber schlecht, da dann nur ein Spiegel wirklich effektiv Sonnenstrahlen
reflektiert. Man sollte einen Abstand voraussetzen“ (Zitat einer teilneh-
menden Person).

Als weitere Modellverbesserungsideen nannten die Lernenden vielfach den Einbau
von Verschattungseffekten.
In der ersten Version des Lernmaterials lag keine Tippkarte zum Aufstellen der Un-
gleichung, die als Nebenbedingung des Optimierungsproblems einen Mindestabstand
sichern sollte, bereit. Da in den ersten Durchführungen wiederholt beobachtet wur-
de, dass die Lernenden damit Schwierigkeiten hatten, wurde eine Tippkarte erstellt,
in der denkbare Situationen der Missachtung des Mindestabstands für zwei Spiegel
visualisiert wurde.

Zentral im Workshop zur Optimierung der Spiegelpositionen war die Brainstorming-
Phase, in der die Lernenden eigene Ideen für die Entwicklung eines Optimierungs-
verfahrens sammeln sollten. In den ersten Erprobungen war zu beobachten, dass
Lernende den Sinn der Aufgabenstellungen wiederholt anzweifelten, da „es ja klar
ist, dass die Spiegel einfach so nah wie möglich aneinander gestellt werden soll-
ten“. Deswegen wurde eine Zwischenüberlegung / ein Gedankenexperiment zu die-
ser Aufgabenstellung ergänzt: Wir werden die Funktion Etube später erweitern, so-
dass Verschattungseffekte zwischen Spiegeln eingebaut werden. Kann dein Verfahren
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auch dann noch sinnvoll angewandt werden? Diese Ergänzung führte dazu, dass
der Vorschlag „möglichst nah aneinander stellen“ seltener als Optimierungsstrategie
benannt wurde.

Bei den Erprobungen nannten die Lernenden diverse Ansätze für die Entwicklung
eines Optimierungsverfahrens. Die Ideen der Lernenden lassen sich den folgenden
Ansätzen zuordnen:

• In allen Durchführungen wurde die Idee benannt, das Spiegelfeld zu diskreti-
sieren und anschließend alle möglichen Kombinationen an Positionen auszu-
probieren (Brute-Force-Methode):

„Wir legen viele kleine mögliche Positionen fest und setzen dann die
Spiegel auf die besten Kombinationen. Wir können die möglichen
Positionen dann später auch nochmal feiner wählen“ (Zitat einer
teilnehmenden Person).

Vereinzelt wurde bereits vor der Durchführung der Algorithmen-Arbeitsblätter
erkannt, dass dieses Vorgehen nicht effizient ist: „Das dauert aber sehr lange
und ist ungenau und umständlich“ (Zitat einer teilnehmenden Person).

• Ableitung berechnen und gleich Null setzen. Auf diesen Vorschlag erwi-
derten Mitlernende in den Diskussionsphasen, dass die Funktion zu komplex
sei, um sie abzuleiten.

• Auch der Greedy-Algorithmus wurde in einzelnen Erprobungen benannt:

„Man berechnet immer die optimale Position des nächsten Spiegels
und setzt die Spiegel nach und nach. Oder man lässt den Com-
puter einfach alle Möglichkeiten ausprobieren. Entweder in einem
bestimmten Muster also beispielsweise immer eine Einheit weiter
zu setzen oder auch komplett zufällige Anordnungen durchzuprobie-
ren“ (Zitat einer teilnehmenden Person).

• Einzelne Lernende schlugen zudem einen musterbasierten Ansatz vor:

„Der Abstand von beiden Spiegeln zu x = 0 muss gleich sein. Oder
halt der Abstand von beiden Spiegeln zum Rohr. Nur dieser gleiche
Abstand soll optimiert werden. Und für die nächsten beiden Spiegel
sollte das gleiche wieder gelten“ (Zitat einer teilnehmenden Person).

• Möglichst nah aneinander: Bei gerader Spiegelanzahl werden die Spiegel
symmetrisch links und rechts um das Rohr positioniert. Bei ungerader Spiege-
lanzahl wird ein Spiegel unter das Rohr gesetzt und die übrigen symmetrisch
rechts und links um das Rohr. In beiden Fällen werden die Spiegel möglichst
nah aneinander gesetzt.

Beim Rundgang durch die Kleingruppen waren keine Schwierigkeiten bei der Bear-
beitung der vier Optimierungsarbeitsblätter zu beobachten. Die Lernenden äußerten
selten Fragen zu den Arbeitsblättern. Im Plenum wurden die Erkenntnisse der Ler-
nenden im Hinblick auf verschiedene Optimierungsansätze und Verfahren diskutiert.
Zusammengefasst nannten die Lernenden folgende Aspekte:
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Die Lernenden stuften den Brute-Force-Algorithmus als langsam ein, sobald eine
feine Diskretisierung gewählt wurde. Zudem erkannten sie, dass genauere Ergebnisse
für die Spiegelpositionen gefunden werden, wenn die Diskretisierung feiner gewählt
wird. Wiederholt wurde vorgeschlagen, die Optimierung zunächst mit einer groben
Diskretisierung durchzuführen und diese dann erneut, mit feinerer Diskretisierung,
in dem Bereich zu wiederholen, in dem mit dem groben Ansatz Positionierungen
mit hohem Zielfunktionswert gefunden wurden. Im Hinblick darauf, ob die optimale
Lösung mit diesem Ansatz gefunden werden kann, merkte eine teilnehmende Person
exemplarisch an: „Je nachdem in wie viele Stücke man das unterteilt, findet man
manchmal die optimale Lösung, aber vielleicht auch nicht.“
Die Lernenden beurteilen den Greedy-Algorithmus als nicht optimal, da der erste
Spiegel stets unter das Rohr gesetzt wird. Wiederholt wurde darauf verwiesen, dass
sich bereits im Falle zweier Spiegel nicht die optimale Lösung für die Spiegelpositio-
nen ergibt:

„Der Algorithmus ist sehr schnell, aber arbeitet sehr kurzsichtig. Er
schaut also nicht nach global guten Lösungen. Das heißt die Lösung
ist nicht so gut wie beispielsweise bei Algorithmus 4 [freie Variablen
Optimierung; Anmerk. der Verf.]. Die Lösung hängt außerdem von der
Anzahl der Stücke ab, in die das Kraftwerksareal unterteilt wird“ (Zitat
einer teilnehmenden Person).

Der musterbasierte Ansatz wurde von Lernenden wiederholt als schlecht einge-
stuft. Dieser „sucht nur sehr eingeschränkt nach einer optimalen Lösung. Es hängt
vom Muster und vom Startwert ab, wie gut die Lösung ist“ (Zitat einer teilnehmen-
den Person). Das Muster wurde als zu eingeschränkt beurteilt.
Der Ansatz über die freie Variablen Optimierung wurde von den Lernenden
mehrfach als besonders gut eingestuft, „da er schnell ist und gute Lösungen liefert.
Problem ist aber, dass die beste Lösung nicht unbedingt gefunden wird. Man sollte
das also von unterschiedlichen Startwerten wiederholen“ (Zitat eines Lernenden zur
Optimierung basierend auf dem Modell ohne Verschattungseffekte). Bei der Opti-
mierung mit Verschattungseffekten dauerten die Berechnungen deutlich länger. Dies
kommentierte eine Lernende wie folgt:

„Die freie Variablen Optimierung ist zwar mit Schatten langsam, aber für
die Planung eines großen Kraftwerks mit zum Beispiel 16 Spiegelreihen
kann man ruhig mal drei Minuten Laufzeit abwarten.“

In der Abschlussdiskussion wurde nach weiteren Modellverbesserungsideen gefragt.
Die Vorschläge der Lernenden waren vielfältig. Sie nannten unter anderem die Be-
rücksichtigung von Wetter, die Optimierung des Standorts des Kraftwerks, die Opti-
mierung der Form der Spiegel (bspw. Parabolspiegel) und die Berücksichtigung von
Verschmutzungen der Spiegel.

Bearbeitung offener Problemstellungen
In den ersten Erprobungen wurden die offenen Problemstellungen ohne vorbereitetes
digitales Arbeitsmaterial herausgegeben. Dabei war die Schwierigkeit zu beobach-
ten, dass die Lernenden auf bereits entwickelte Funktionen von zuvor bearbeiteten
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Arbeitsblättern zugreifen wollten, dies aber nicht konnten. Deswegen wurden Ar-
beitsblätter zum unangeleiteten, offenen Modellieren entwickelt. Auf diesen werden
bisherige Funktionen geladen und können direkt eingesetzt werden.
Zudem war zu beobachten, dass die Lernenden Schwierigkeiten hatten Kontroll-
strukturen in der für sie neuen Programmiersprache zu verwenden. Deswegen wur-
den Tippkarten mit if-Abfragen und for-Schleifen sowie Hinweise mitsamt Beispielen
zum Plotten von Funktionen und Daten entwickelt.
Die Ansätze, Modelle und Algorithmen, die von Schülergruppen bei der Bearbei-
tung der offenen Problemstellungen verfolgt, entwickelt und zum Teil implementiert
wurden, werden im Folgenden zusammengefasst.

Problem 1: Optimierungsverfahren implementieren

• Optimierung des Spiegelabstands über Brute-Force. Die Lernenden
schrieben die bereits entwickelte Funktion für die Leistung am Rohr Ptube so
um, dass diese vom Abstand zwischen den einzelnen Spiegeln abhing. An-
schließend bestimmten sie den optimalen Abstand mithilfe einer Brute-Force-
Methode.

• Positionierung gemäß Fallunterscheidung. Die Lernenden unterschieden
je nach gerader beziehungsweise ungerader Spiegelanzahl, wie die Spiegel po-
sitioniert werden. Sie berücksichtigten dabei nicht die Zielfunktion. Die Frage,
ob das Modell auch bei Verschattung noch eine optimale Positionierung lie-
fert, verneinten die Lernenden. In dem Fall würden sie die Funktion integrieren
wollen.

• Optimierung der Spiegelpositionen über Brute-Force. Diverse Schüler-
gruppen implementierten einer Brute-Force-Methode zur Optimierung der Po-
sitionen zweier Spiegel. Dabei nutzten sie zwei ineinander verschachtelte for-
Schleifen. Einige Schülergruppen hatten das angeleitete Arbeitsblatt zur Brute-
Force-Methode zuvor nicht bearbeitet.

Problem 2: Verschattung modellieren
Bei den Schülergruppen, die den Schattenwurf eigenständig modelliert haben, wurde
das bereitgestellte Whiteboard besonders intensiv genutzt (vgl. Abb. 13.1). Folgende
Ansätze und Modellierungsschritte wurden beobachtet:

• Diverse Lerngruppen beschrieben Spiegel und Sonnenstrahlen durch Graphen
linearer Funktionen und berechneten zur Bestimmung verschatteter Bereiche
Schnittpunkte zwischen Geraden. Für senkrechte Strahlen nutzten die Lernen-
den die Beschreibung x = a, wobei a die Stelle beschreibt, an der der Strahl
die x-Achse schneidet.

• Eine schnelle Lerngruppe1 modellierte den Schattenwurf zwischen Spiegeln
nicht nur, sondern implementierte diesen in Julia. Die Gruppe führte darü-

1Die Gruppe hatte an den zweitägigen Modellierungstagen des MINT-EC 2020 teilgenommen
(vgl. Tab. 13.1).
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ber hinaus die Optimierung der Sekundärreflektorbreite durch und erstellten
eine Präsentation sowie eine GeoGebra Simulation zur Visualisierung der Ver-
schattungseffekte.

• Eine Lerngruppe spielte auf dem Whiteboard verschiedene Szenarien durch,
wie die Verschattung durch eine geänderte Konstruktion des Kraftwerks ver-
ringert werden könnte. Ihr Vorschlag war das halbkreisförmige Aufstellen der
Spiegel um einen runden Absorber.

Abb. 13.1: Digitales Whiteboard (bereitgestellt von awwapp), das von einer Lern-
gruppe während eines Modellierungstages gestaltet wurde

Problem 3: Beliebige Kraftwerksparameter optimieren

• Optimierung von Spiegelbreite und Spiegelanzahl. Die Lernenden de-
finierten die Funktion für die Energie über einen Tag in Abhängigkeit von
der Anzahl N der aufzustellenden Spiegel und von der Spiegelbreite. Zusätz-
lich recherchierten sie Materialkosten und integrierten diese in ihr Modell. Die
Optimierung setzten sie mithilfe einer Brute-Force-Methode um.

• Optimierung von Spiegelbreite und Spiegelanzahl. Die Lernenden defi-
nierten die Funktion für die Energie über einen Tag in Abhängigkeit von der
Anzahl N der aufzustellenden Spiegel und von der Spiegelbreite. Sie nutzten
das Optimierungstool von Julia, welches auf dem Arbeitsblatt zur freien Va-
riablen Optimierung eingesetzt wurde. Bei der Optimierung berücksichtigten
sie den Mindestabstand.

• Optimierung der Breite des Sekundärreflektors. Die Lernenden betrach-
teten zwei Spiegel auf festen Positionen und visualisierten den Graph der Ziel-
funktion in Abhängigkeit der Reflektorbreite. Sie bestimmten die optimale
Reflektorbreite durch Ablesen am Funktionsgraphen. Das erste Ergebnis der
Lernenden war, dass der Reflektor sehr breit gebaut werden sollte. Die Ler-
nenden erkannten, dass die Verschattung durch den Reflektor vernachlässigt
wurde. Sie bauten diese mit Stift und Papier in das Modell für die umgesetzte
Energie ein.
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Stand für die Bearbeitung der offenen Problemstellungen wenig(er) Zeit zur Verfü-
gung, so war das Ergebnis der Lernenden nicht immer ein lauffähiger Code. Eine
weitere Herausforderung, die vermehrt zu Fragen von den Lernenden führte, war,
dass die im Internet verfügbare Dokumentation zu Julia zum Teil nicht umfänglich
vorhanden ist. Zudem war zu beobachten, dass die Lernenden ohne Programmierer-
fahrung zumeist die Problemstellung 2 (Verschattung) wählten oder weiterhin mit
den angeleiteten Arbeitsblättern arbeiten wollten.
In der ersten Erprobung im Rahmen eines mehrtägigen Modellierungsprojektes (Mo-
dellierungstage MINT EC 2019) sollten die Lernenden alle Arbeitsblätter des Mit-
telstufenworkshops bearbeiten, bevor die offenen Modellierungsprobleme herausge-
geben wurden. Dies wurde von den Lernenden als zu eintönig bemängelt. Sie hätten
sich einen früheren Übergang zu den offenen Problemen gewünscht. Dies wurde in
nachfolgenden Erprobungen berücksichtigt.
Zum Teil waren Überprüfe-Funktionen noch fehlerhaft. Korrekte Lösungen der Ler-
nenden wurden bei vereinzelten Aufgabenstellungen nicht akzeptiert. Dies wurde im
Laufe der Erprobungen korrigiert. Insbesondere bei den ersten Erprobungen kam
es zu Instabilitäten des Servers, auf dem das Lernmaterial bereitgestellt wurde. Die
Arbeitsblätter mussten neu gestartet werden oder der Zugriff auf die Arbeitsblätter
war für mehrere Minuten nicht möglich.

Ergebnisse der schriftlichen Befragung

Die Ergebnisse der schriftlichen Befragung werden hier zusammengefasst. Die de-
taillierten Evaluationsergebnisse aller Erprobungen sind in Anhang G.1 dargestellt.
Es ist anzumerken, dass a) nicht alle Lernenden überhaupt die Befragung ausgefüllt
haben (daher die Abweichung der Anzahl an Antworten aus der Evaluation zu den
in Tabelle 13.1 dargestellten Schülerzahlen) und b) nicht alle Lernenden, die an der
Befragung teilgenommen haben, alle Fragen beantwortet haben.
Die Mehrheit der Lernenden gab an, dass sie durch den Workshop ein besseres oder
eher ein besseres Verständnis von mathematischer Modellierung gewonnen haben
(122/128). Dies wurde auch wiederholt auf die Frage genannt, was sie durch den
Workshop gelernt haben:2

• „Neben neuen Informationen zum Thema, habe ich persönlich durch denWork-
shop das Interesse an der mathematischen Modellierung gewonnen.“

• „Die Prinzipien / Das Konzept von mathematischer Modellierung, ein wenig
zu Optimierung“

• „Ich habe gelernt, wie man beim Modellieren eines mathematischen Problems
vorgeht und, dass man es immer weiter verbessern kann.“

Folgende Zitate verdeutlichen zudem, dass insbesondere das schrittweise Vorgehen
bei der Modellierung und das durchdachte Treffen von Vereinfachungen durch die
Workshops deutlich geworden ist:

2Rechtschreib- und Interpunktionsfehler der Zitate der Lernenden aus den Evaluationen wurden
zur besseren Lesbarkeit korrigiert.
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• „Zentral in der Lösung war für mich, klare Vereinfachungen zu wählen, an
Stellen wo sie vertretbar sind.“

• „Das kleinschrittige Herangehen an ein komplexes Problem“

• „Wie viele verschiedene Modellierungsansätze es gibt“

• „Modellierung, Reduzierung eines komplexen Sachzusammenhangs (Solarkraft-
werk) zu einer (mehr oder weniger) simplen Modellvorstellung“

Die Gestaltung der Arbeitsblätter stufte die Mehrheit der Lernenden als gut oder
eher als gut ein (67/74). Dies wurde auch mehrfach als Antwort auf die Freitextfrage
genannt, was ihnen am Workshop besonders gut gefallen hat:

• „Die Vorbereitung der Aufgaben war super.“

• „Die Arbeitsblätter, die sehr gut strukturiert waren und angenehm zu bear-
beiten“

• „Es war schön, dass es so viele Grafiken gab, die wir auch verstellen konnten.
Es ist gut so ein bisschen visuelle Hilfe zu haben.“

Die automatischen Rückmeldungen stufte die Mehrheit der Lernenden als hilfreich
oder eher hilfreich ein (47/58). Dies wurde auch in den Freitextfeldern betont:

„Die vorgegebenen Codefelder, in denen man seine eigenen Formeln /
Algorithmen einfügen muss, finde ich sehr angenehm und intuitiv und
die direkte Kontrolle ist sehr hilfreich“ (Zitat aus der Evaluation).

Insgesamt stuften die Lernenden die Vermittlung der Inhalte mehrheitlich als klar
ein. Lediglich 4/130 Lernende antworteten auf diese Frage mit trifft eher nicht zu.
Hingegen gaben 125/130 Lernende trifft voll zu oder trifft eher zu an.

Im Hinblick auf den Schwierigkeitsgrad gaben 101/127 Lernende an, dass die Auf-
gaben nicht oder eher nicht zu einfach waren und 100/129 Lernende gaben an, dass
die Aufgaben nicht oder eher nicht zu schwierig waren. Damit kann der Schwierig-
keitsgrad für die Teilnehmenden der Erprobungen als angemessen eingestuft werden.
Dies wird auch durch die Antworten auf die Frage, inwieweit die Lernenden die Auf-
gaben eigenständig bearbeiten konnten, unterstrichen.
Da die Mehrheit der Lernenden sich explizit für die Teilnahme an einem Workshop
angemeldet hatte, ist davon auszugehen, dass die Lernenden mathematisch inter-
essiert waren. Dies schränkt die Übertragbarkeit der Ergebnisse auf heterogenere
Lerngruppen ein.

Die Tippkarten bewerteten 94/123 Lernende als hilfreich oder eher hilfreich und
22/123 Lernende als nicht hilfreich oder eher nicht hilfreich. Die übrigen Befrag-
ten kreuzten nicht beurteilbar an. Dies ist vermutlich darauf zurückzuführen, dass
sie nicht von den Tippkarten Gebrauch machten. Insgesamt kann der Einsatz des
Differenzierungselements als sinnvoll eingestuft werden.

Den Umgang mit der Programmiersprache stuften die Lernenden durchaus unter-
schiedlich ein. So gaben 78/122 Lernende an, dass ihnen der Umgang eher nicht
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oder nicht schwerfiel, wohingegen 44/122 Lernende angaben, dass ihnen der Um-
gang schwerfiel oder eher schwerfiel. Dieses gemischte Bild unterstreichen auch die
Aussagen der Lernenden aus den Freitextfeldern. Einige Lernende antworteten auf
die Frage, was sie durch den Workshop gelernt haben, „Programmieren“ oder „Ich
habe das Programmieren mit Julia kennengelernt.“ Der Workshop machte einigen
Lernenden nicht nur deutlich, dass Mathematik Relevanz für den Alltag hat, son-
dern zudem die Informatik: „Ich konnte das erste Mal sehen, wie Informatik im
Leben umgesetzt und gebraucht wird.“ Demgegenüber kritisierten andere Lernende,
die an den offenen Problemen (vgl. Abschn. 12.2.4) gearbeitet haben, dass „freies
Programmieren bei schulischen Programmierkenntnissen“ gefordert war. Vermehrt
wurde in den Evaluationen die Instabilität des Servers und des Videokonferenztools
Jitsi bemängelt. Dies ist auf einzelne Erprobungen zurückzuführen, an denen beides
zeitweise nicht stabil lief.

Auf die Frage Was fandest du an dem Teil zur Optimierung besonders interessant?
nannten die Lernenden, die die Optimierung der Spiegelpositionen durchgeführt hat-
ten, wiederholt die Algorithmen beziehungsweise den Vergleich der verschiedenen
Methoden. Folgende Zitate machen zudem ersichtlich, dass der Facettenreichtum
der Optimierung ersichtlich geworden ist:

• „Besonders interessant fand ich die verschiedenen Problemstellungen sowie dif-
ferenzierten Ansichten der Gruppen zur Lösung eines Problems.“

• „Zu sehen, wie durch mathematische Vorgehensweisen eine komplexe Optimie-
rung mit auch mehreren Ideen gelöst werden kann“

• „Die Vielseitigkeit an Möglichkeiten, welche offen stehen und dass bei jeder
neuen Idee direkt wieder Probleme und Grenzen aufkommen“

• „Wie viele verschiedene Arten der Optimierung [es] gibt“

• „Ich fand besonders interessant, dass man sehr offen an Optimierungsproble-
men arbeiten kann.“

Insbesondere das letzte Zitat unterstreicht, was viele Lernende sowohl auf die Fra-
ge Was fandest du an dem Teil zur Optimierung besonders interessant? als auch
auf die Frage Hat dir etwas an dem Workshop besonders gut gefallen? als positiv
hervorgehoben haben: das freie / eigenständige Arbeiten.

Auch die Arbeit in Gruppen wurde von zahlreichen Lernenden als positiv oder sinn-
voll hervorgehoben:

• „Ich habe gelernt, dass es sinnvoll ist sich zusammenzuschließen und es mit
Interessierten besonders Spaß macht an einem Thema zu arbeiten. Außerdem
habe ich viel im Bezug auf Studiengänge und Möglichkeiten für die Zukunft
gelernt, was mir sehr weitergeholfen hat.“(Was hast du für dich persönlich
durch die Teilnahme am Workshop gelernt?)

• „Offene Gruppenarbeit am Ende“(Hat dir etwas am Workshop besonders gut
gefallen?)
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• „das selbstständige Arbeiten in Kleingruppen“(Hat dir etwas am Workshop
besonders gut gefallen?)

Dass die Workshops verdeutlicht haben, dass Mathematik auch in der Realität An-
wendung findet, unterstreichen folgende (exemplarische) Zitate der Lernenden auf
die Frage, was sie durch den Workshop gelernt haben:

• „Dass es zum Glück auch eine eher mehr spaßige Version von Mathematik
gibt, bei der man eben normalerweise gegebene Hilfsmittel, wie Programme
benutzt, ganz im Gegensatz zu der meist langweiligen Schulmathe.“

• „Verknüpfung von Mathematik mit Physik und Informatik.“

• „Schulmathe findet tatsächlich Anwendungen. Es macht Spaß und es ist inter-
essant wie weit man Sachen berechnen kann.“

• „Ich habe mit der mathematischen Modellierung eine wichtige Einsatzmög-
lichkeit der Mathematik kennengelernt, die ich vorher nicht kannte. Nun habe
ich konkretere Vorstellungen von der Bedeutung der Mathematik für andere
Bereiche.“

• „Die Matheformeln kommen doch nicht nur im Schulbuch vor.“

• „Dass Mathematik sehr spannend und anwendungsbezogen sein kann.“

Kritikpunkt einzelner Lernender war, dass sie sich einen stärkeren Bezug zur aktu-
ellen Forschung im Bereich Solarenergie und einen tieferen Einblick in unterschiedli-
che Vor- und Nachteile diverser Technologien aus diesem Bereich gewünscht hätten.
Konkret schlugen die Lernenden vor, Podiumsdiskussionen mit / Vorträge von Ex-
pertinnen und Experten in die Workshops einzubinden.

Die Gesamtbewertung der Workshops fällt mit der durchschnittlichen Schulnote 1.67
durchaus positiv aus. Dies unterstreichen auch die Antworten der Lernenden zu: Al-
les in allem hat mir der Workshop gut gefallen. Lediglich eine befragte Person kreuz-
te trifft eher nicht zu an. Einmal wurde nicht beurteilbar angegeben. Die übrigen
128/130 Lernenden gaben entweder trifft eher zu oder trifft voll zu an.

13.3 Didaktische Reflexion

In diesem Abschnitt soll das entwickelte Lernmaterial, die eingesetzten digitalen
Werkzeuge und die Problemstellung im Hinblick auf die in Abschnitt 6.1 genann-
ten übergeordneten Ziele und die in Abschnitt 1.3 diskutierten Kriterien für gute
Modellierungsprobleme reflektiert werden.

Die Energiewende und der fortschreitende Klimawandel werden in den Medien, in
der Politik, in Wirtschaft und Forschung vielfältig diskutiert. Im Hinblick auf die
Abschaltung der Atomkraftwerke und den anstehenden Kohleausstieg Deutschlands
sind effiziente, saubere Energiequellen unabdingbar. Deswegen wird und muss, jetzt
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und auch in Zukunft, intensiv an der optimierten Nutzung erneuerbarer Energiefor-
men geforscht werden. Damit ist das Thema dieses Workshops nicht nur heutzuta-
ge, sondern vermutlich auch in den nächsten Jahrzehnten als relevant zu bewerten.
Dass das Bewusstsein für den Klimawandel und die Notwendigkeit für ein Umdenken
in der Gesellschaft nicht nur in Forschung und Wirtschaft, sondern auch bei jungen
Menschen ein relevantes und viel diskutiertes Thema ist, untermauert beispielsweise
die Initiative Fridays for Future.

Die Problemstellung wurde im engen Austausch mit Partnerinnen und Partnern aus
der Praxis zunächst für die Durchführung im Rahmen einer Modellierungswoche
aufbereitet. Genauer stammte die Problemstellung von der Firma Frenell. Der Aus-
tausch wurde in der Folge mit der TSK Flagsol fortgeführt. Nicht nur die genannten
Kooperationspartnerinnen und -partner, sondern zahlreiche weitere Forschungsein-
richtungen und Firmen3 forschen intensiv im Bereich Solarthermie. Damit ist die
Problemstellung durchaus als authentisch zu bewerten.
Die bei den angeleiteten Lernmaterialien zur Lösung des Problems angewandte Ma-
thematik ist ausgehend von Fachbeiträgen und Publikationen didaktisch reduziert
worden. Die Grundideen und -ansätze aus Forschung und Technik wurden jedoch
beibehalten. Damit ist nicht nur die Problemstellung, sondern zudem die angewandte
Mathematik als authentisch einzuordnen.

Bei der Modellierung des solarthermischen Kraftwerks und der Diskussion verschie-
denster Ansätze zum Lösen der Optimierungsprobleme ist die innermathemati-
sche Reichhaltigkeit eindrücklich sichtbar geworden. Die Reichhaltigkeit der Pro-
blemstellung und der Facettenreichtum der Optimierung wurde im Lernmaterial
vielfältig ausgenutzt. Das Lernmaterial zur Optimierung der Spiegelpositionen er-
laubt es den Lernenden, eigene Ansätze zur Optimierung zu formulieren und diese
mit in der Forschung gängigen Strategien zu vergleichen.
Das Material ermöglicht, sowohl im Hinblick auf den Modellierungsprozess im All-
gemeinen als auch beim Formulieren und Lösen der Optimierungsprobleme im Be-
sonderen, mathematisch kreativ tätig zu sein und eigene Ideen und Ansätze compu-
tergestützt umzusetzen. Dabei wird insbesondere ersichtlich, dass Optimieren mehr
ist als das Kriterium Ableitung gleich Null.

Die Problemstellung ist auch außermathematisch reichhaltig. So sind bei der
Modellierung des Kraftwerks physikalische Grundlagen zentral. Der Einsatz des
Computers beziehungsweise die Entwicklung von eigenem Programmcode hebt zu-
dem die Vernetzung zur Informatik hervor4. Die inner- und außermathematische
Reichhaltigkeit im Lernmaterial wurde bereits in Abschnitt 12.4 detailliert herausge-
arbeitet. Damit erfüllt das Lernmaterial, was unter anderem Heiliö und Pohjolainen
(2016) als Kriterium für gute Modellierungsprobleme unterstreichen: Interdiszipli-
narität. Auch die von Heiliö und Pohjolainen (2016) hervorgehobene Bedeutung
von Teamarbeit für das Lösen realer Probleme mithilfe mathematischer Modellie-

3Exemplarisch seien das Forschungszentrum Jülich, das Deutsche Zentrum für Luft- und Raum-
fahrt oder die Firma EBL genannt.

4Informatikerinnen und Informatikern würde es wohl widerstreben, wenn von Informatik gespro-
chen wird, sobald der Computer eingeschaltet wird.
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rung wurde in den Erprobungen des Unterrichtsmaterials konsequent umgesetzt und
wurde von den Lernenden wiederholt positiv bewertet.
Die (Weiter-)Entwicklung der Modelle und das Formulieren und Lösen der Optimie-
rungsprobleme geschieht stets im Hinblick auf die Problemstellung, derModellierung
und Optimierung des Fresnelkraftwerks. Den Lernenden noch unbekannte Mathema-
tik wird nicht um der Mathematik willen, sondern zum Lösen der gegebenen realen
Problemstellung eingeführt (wie bspw. Sinus, Kosinus und Tangens). Das Lernma-
terial ist damit durchaus als problemorientiert zu bewerten. Für Lernende, die
weiterführendes Interesse an den mathematischen Hintergründen haben, liegt an di-
versen Stellen Vertiefungsmaterial bereit.
Bei der Durchführung der Workshops liegt der Fokus auf der eigenständigen Be-
arbeitung des Materials durch die Lernenden. Die Arbeitsphasen, in denen sie in
Kleingruppen an der Modellierung der Problemstellung arbeiten, überwiegt. Die
Eigenaktivität der Lernenden steht im Vordergrund.
Die Erprobungen haben gezeigt, dass der Schwierigkeitsgrad – zumindest für
mathematisch oder informatisch interessierte Lernende – durchaus angemessen ist.
Durch das Differenzierungsmaterial (Tippkarten, Zusatzmaterial, Infomaterial, of-
fene Aufgaben), welches wiederholt zum Einsatz kam, können die Lernenden auf
ihrem Leistungsstand abgeholt werden. Die flexible Kombination des Lernmaterials
ermöglicht, dass spontan auf das Interesse und den Kenntnisstand der Lernenden
reagiert werden kann.
Beide Workshops erlauben das vollständige Durchlaufen des Modellierungskreislaufs.
Insbesondere das sukzessive Erweitern der Modelle und wiederholte Interpretieren
der (durch die Optimierung) gefundenen Lösungen für die Rohrhöhe beziehungs-
weise für die Spiegelpositionen ist zentraler Bestandteil des Lernmaterials. Die Eva-
luationsergebnisse unterstreichen, dass die Lernenden durch die Teilnahme an den
Workshops ein besseres Verständnis von mathematischer Modellierung gewonnen
haben.
Abschließend soll noch auf die Eignung der gewählten digitalen Werkzeuge
eingegangen werden. Die Verwendung von Jupyter Notebooks erlaubte die Entwick-
lung übersichtlichen Lernmaterials, bei dem verschiedene Darstellungsformen der
Lerninhalte kombiniert werden können (Visualisierungen / Grafiken, Texte, Videos,
Code). Auch im Hinblick auf die Aussagen der Lernenden aus den schriftlichen Be-
fragungen, ist die Gestaltung des Materials im Rahmen von Notebooks durchaus
als geeignet zu bewerten. Die Möglichkeit, dass die Lernenden ohne Installation von
Software auf das Material zugreifen können, spricht zudem für die Bereitstellung
der Notebooks über JupyterHub. Da Instabilitäten dieser Bereitstellungsart nach
den ersten Erprobungen seltener auftraten wurden, ist auch dies als sinnvoll zu be-
werten. Die Wahl der Programmiersprache Julia hatte für die angeleiteten Projekte
den Vorteil, dass die Syntax nah an Pseudocode ist und somit wenige Probleme /
Fehlermeldungen durch eine fehlerhafte Syntax zu beobachten waren. Nachteil ist
jedoch, dass die Dokumentation im Internet gegenüber anderen Programmierspra-
chen (bspw. Python) lückenhafter ist. Das eigenständige Recherchieren von Befehlen
im Rahmen der Bearbeitung offener Problemstellungen stellte damit eine Heraus-
forderung für die Lernenden und die Durchführenden dar.
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13.4 Ausblick

Das Thema Solarthermie bietet die Möglichkeit sich in beliebige Richtungen weiter
zu vertiefen. In diesem Abschnitt werden verschiedene Möglichkeiten für weiterfüh-
rende Modellierungsaufgaben genannt, die an die Inhalte der Workshops anknüpfen
und den Lernenden einen kreativen Einsatz von Mathematik ermöglichen.

Modellierungsaufgaben aufbauend auf den Mittelstufenworkshop

• Die Lernenden setzen sich intensiver mit den Daten zum Stand der Sonne sowie
der Stärke der Sonnenstrahlung auseinander. Der Zusammenhang zwischen
der Sonnenposition, gegeben durch die Winkel Azimut und Altitude, und der
Richtung der einfallenden Sonnenstrahlen im Raum ließe sich diskutieren (vgl.
Hoeffer, 2020). Außerdem wäre die Approximation von realen Wetterdaten und
deren Einbezug in die Modellierung der Leistung des Kraftwerks möglich.

• Die Algorithmen, die den verwendeten Optimierungstools zugrunde liegen,
werden mit den Lernenden bei der Optimierung der Rohrhöhe nicht disku-
tiert. Denkbar ist, die Lernenden eigenständig ein Verfahren entwickeln zu
lassen, mit dem die optimale Rohrhöhe bestimmt werden kann. Beispiele für
umsetzbare Verfahren sind:

– Die Unterteilung des Suchbereichs in diskrete Werte und die anschließen-
de Berechnung aller zugehöriger Funktionswerte. Die Höhe mit größtem
Zielfunktionswert wird näherungsweise als Lösung ausgegeben.

– Ein weiteres Verfahren, zu dem im Rahmen einer von mir betreuten Se-
minararbeit von L. Bihr bereits Lernmaterial entwickelt und einmalig
erprobt wurde, ist das schrittweise Voranschreiten in die Richtung, in die
die Funktion stärker ansteigt oder fällt. Das Verfahren ist angelehnt an
das Gradientenverfahren, wird jedoch didaktisch stark reduziert, um auch
für Lernende ab Klasse 9 durchführbar zu sein. Konkret sollte das Verfah-
ren ohne die Verwendung von Ableitungen auskommen. Um die Richtung
des steilsten Abstiegs auszumachen, werden Funktionswerte von benach-
barten Werten für die Rohrhöhe verglichen. Ein solches durchaus simples
Suchverfahren ermöglicht wesentliche Komponenten von Abstiegsverfah-
ren mit den Lernenden zu diskutieren: die Wahl von Startpunkt, Schritt-
weite und Abbruchkriterium.

Modellierungsaufgaben aufbauend auf den Oberstufenworkshop

• In einem fächerübergreifenden Projekt von Mathematik und Informatik können
die Lernenden einen Raytracer entwickeln und implementieren.

• Neben den Fresnel- und Parabolrinnenkraftwerken gibt es einen weiteren so-
larthermischen Kraftwerkstyp, der bereits an verschiedenen sonnigen Orten
operiert: sogenannte Solarturmkraftwerke. Bei Solarturmkraftwerken wird das
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Abb. 13.2: Seitenansicht eines So-
larturmkraftwerks in Jü-
lich, Quelle: DLR

Abb. 13.3: Luftaufnahme eines So-
larturmkraftwerks in Jü-
lich, Quelle: DLR

Sonnenlicht mithilfe von Reflektoren auf einen Absorber, der sich in der Spit-
ze eines Solarturms befindet, fokussiert. Ein Solarturmkraftwerk, welches vom
Deutschen Zentrum für Luft- und Raumfahrttechnik in Jülich betrieben wird,
ist in den Abbildungen 13.2 und 13.3 dargestellt. Die Lernenden können zu-
nächst wesentliche Komponenten eines solchen Kraftwerks recherchieren, ein
Modell für die Leistung entwickeln und anschließend verschiedene Parameter
(z. B. die Positionen der Spiegel oder die Turmhöhe) optimieren.

• Neben der Simulation von Solarkraftwerken werden in der Praxis auch Test-
kraftwerke wie das in den Abbildungen 13.2 und 13.3 dargestellte Solarturm-
kraftwerk gebaut. Diese dienen dazu, neue Komponenten, Verfahren und Auf-
bauten zu testen, physikalische Eigenschaften des Kraftwerks zu untersuchen
und kommerzielle Kraftwerke noch kosteneffizienter planen und bauen zu kön-
nen. In einem fächerübergreifenden Projekt (z. B. der Fächer Physik, Technik,
Mathematik) ließe sich ein solarthermisches Kraftwerk in kleinem Maßstab von
Lernenden entwickeln und bauen. Damit würde verstärkt die ingenieurwissen-
schaftliche Herangehensweise in der Forschung zu erneuerbaren Energien ein-
bezogen.
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Unterrichtsmaterial zu
Empfehlungssystemen und dem

Netflix Preis

149





14 Einleitung

In diesem Teil der vorliegenden Arbeit wird diskutiert, wie ein zeitgemäßer Ma-
thematikunterricht durch die Modellierung realer, schülernaher Probleme aus dem
Bereich KI bereichert werden kann.

Zahlreiche Anwendungen und Technologien aus dem Alltag der Lernenden basieren
auf Methoden des maschinellen Lernens (ML), einem Teilbereich der KI: sei es, wenn
Netflix, Amazon und Co ihren Nutzerinnen und Nutzern neue Produkte vorschlagen,
wenn Mails automatisch als Spam erkannt werden oder sich unser Smartphone per
Gesichtserkennung entsperrt. Was sich hinter diversen ML-Methoden verbirgt, sind
mathematische Ideen, Konzepte und Aussagen, die in elementarer Form in zahlrei-
chen Lehrplänen deutscher Bundesländer verankert sind. Dies macht das Themenge-
biet ML zu einem aussichtsreichen Kandidaten für die mathematische Modellierung
realer Probleme mit Lernenden – und damit auch zu einer guten Möglichkeit, die
Bedeutung von Mathematik für Gesellschaft, Alltag und Technik erfahrbar zu ma-
chen. Eine entsprechende Gestaltung von Lerngelegenheiten und Lernmaterialien zu
Problemstellungen aus dem Bereich KI kann insbesondere einen Beitrag leisten, die
erste und dritte Winter’sche Grunderfahrung, die der Mathematikunterricht anstre-
ben und verknüpfen sollte, anzusprechen (vgl. Abschn. 1.2).

Im Rahmen dieser Arbeit wurde Unterrichtsmaterial zu einer ausgewählten Pro-
blemstellung entwickelt, die mit ML-Methoden gelöst werden kann. Genauer geht
es um die Entwicklung eines Empfehlungssystems für Filme basierend auf einem
realen Datensatz des Streaminganbieters Netflix. Im Folgenden werden kurz wesent-
liche Grundlagen von Data Science (DS) und ML erläutert und die Bedeutung der
Optimierung für Methoden aus eben diesen Bereichen hervorgehoben. Anschließend
werden unterschiedliche Prinzipien aus Praxis und Forschung, die bei der Model-
lierung von Empfehlungssystemen Einsatz finden, beschrieben und damit das not-
wendige außermathematische Hintergrundwissen zum unterrichtspraktischen Ein-
satz des Materials geliefert. Das ausgewählte Modell, entlang dessen das Lernmate-
rial entwickelt wurde, wird Schritt für Schritt erläutert. Die Modellierung läuft auf
ein Optimierungsproblem hinaus, für das wiederum verschiedene Formulierungsmög-
lichkeiten und Lösungsstrategien bestehen. Unterschiedliche Formulierungen werden
aufgegriffen und Vor- und Nachteile diskutiert. Abschließend wird das Lernmaterial
im Überblick dargestellt und Erfahrungen aus der Durchführung von Unterrichts-
reihen und Modellierungstagen beschrieben. Zudem wird der Modellierungsprozess
einer Lerngruppe auf einer mathematischen Modellierungswoche beleuchtet.
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14.1 Data Science, maschinelles Lernen und
Optimierung

Dieser Abschnitt hat nicht den Anspruch, ein umfassendes Bild der beiden For-
schungsbereiche DS beziehungsweise ML zu zeichnen. Vielmehr sollen zentrale Stra-
tegien dieser Bereiche herausgehoben werden, die sich im entwickelten Lernmaterial
wiederfinden.

Data Science – Wie geht das?
DS hat in den letzten Jahrzehnten immens an Bedeutung gewonnen. Dies hängt
nicht zuletzt mit der Verfügbarkeit von immer größeren Datenmengen wie auch von
schnelleren Computern und wachsenden Speicherkapazitäten zusammen, mit denen
die Datenmengen verarbeitet werden können. Eine allseits anerkannte Definition
von DS sucht man in der Fachliteratur vergeblich (vgl. Gould, 2021, S. 11). Für die
Zwecke dieser Arbeit begnügen wir uns mit dem Verständnis von DS als eine höchst
interdisziplinäre Wissenschaft, die das Ziel hat, Daten auszuwerten beziehungsweise
Wissen aus Daten zu extrahieren. Mathematik (insbesondere Statistik, aber auch
Analysis, lineare Algebra, Optimierung etc.) und Informatik (Verarbeitung und Vi-
sualisierungen von Daten, Implementierung von Algorithmen etc.) spielen bei der
Arbeit mit Daten eine zentrale Rolle. Wesentlich ist zudem Wissen aus dem Be-
reich, aus dem die Daten stammen (vgl. Engel, im Druck).
In der Literatur existieren verschiedene Prozessmodelle, die idealtypische Schritte
bei der Analyse und Auswertung von Daten zur Beantwortung konkreter Fragestel-
lungen aus und für Wirtschaft und Technik beschreiben. Beispiele sind

• der Sample, Explore, Modify, Model, Assess (SEMMA) Prozess (vgl. SAS In-
stitute, 2017),

• das CRoss-Industry Standard Process for Data-Mining1 (CRISP-DM) Modell
(vgl. Chapman et al., 2000),

• der Problem-Plan-Data-Analysis-Conclusion (PPDAC) Zyklus (vgl. Wild und
Pfannkuch, 1999) und

• der Knowledge Discovery in Databases (KDD) Kreislauf (vgl. Fayyad et al.,
1996).

Eine ausführliche Diskussion verschiedener DS-Modelle ist bei Costa und Aparicio
(2020) zu finden. In dieser Arbeit wird der Fokus auf das CRISP-DM Modell gelegt,
da das Lernmaterial nah an diesem Modell entwickelt wurde. Das CRISP-DMModell
setzt sich aus den folgenden sechs Phasen zusammen, die auch in Abbildung 14.1
dargestellt sind (vgl. Chapman et al., 2000, S. 13 f.):

1. Business understanding: Verstehen der Ziele und der Aufgabenstellung des
Projektes; Entwicklung eines vorläufigen Plans, um Ziele zu erreichen

1Kurz gesagt beschreibt Data-Mining den Prozess, Wissen aus meist großen Datenmengen zu
gewinnen. Dabei kommen vielfach Methoden aus Statistik und ML zum Einsatz.
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Abb. 14.1: CRISP-DM Modell angelehnt an Chapman et al. (2000, S. 13)

2. Data understanding: Erste Datenerhebung und Sichten der verfügbaren Da-
ten; Probleme mit der Datenqualität erkennen; erste Einblicke in die Daten
gewinnen

3. Data preparation: Vorbereitung der Daten (unter anderem Bereinigen und
Transformieren), um finalen Datensatz für die Modellierung zu generieren

4. Modeling:Anwendung (verschiedener) geeigneter Modellierungstechniken; op-
timale Bestimmung von Parametern

5. Evaluation: Umfassende Validierung des Modells vor dessen Einsatz in der
wirtschaftlichen Anwendung (Wurden gegebenenfalls wichtige Anwendungsa-
spekte nicht ausreichend berücksichtigt?); Entscheidung ob / wie Ergebnisse
verwendet werden

6. Deployment: Gewonnenes Wissen so aufbereiten und präsentieren, dass Kun-
dinnen und Kunden dieses nutzen können; Ergebnisse (auch für Laien im Data
Mining-Bereich) zugänglich machen

Die sechs Phasen werden nicht stets in dieser Reihenfolge durchlaufen. Vielfach ist
es (wie auch im Modellierungskreislauf) notwendig, mehrfach zwischen einzelnen
Phasen hin und her zu wechseln. Die Pfeile in Abbildung 14.1 halten lediglich die
wichtigsten beziehungsweise häufigsten Schritte fest (vgl. Chapman et al., 2000, S.
13). Hier sei vorweggenommen, dass im entwickelten Lernmaterial für die stärker an-
geleiteten Projekte (Modellierungstage und Unterrichtsreihen, vgl. Abschn. 17.2.1)
insbesondere die Schritte 1, 2, 4 und 5 zentral sind. Die Datenvorbereitung (Schritt
2) findet im Hintergrund, das heißt für die Schülerinnen und Schüler nicht sicht-
bar, statt. Die Bereitstellung (Schritt 6) spielt im Rahmen der Sicherungsphasen
eine Rolle. In diesen präsentieren die Lernenden ihre Ergebnisse mündlich (ggf. un-
terstützt durch Projektion des bearbeiteten Arbeitsblattes). Aufgrund des zeitlich
begrenzten Rahmens wird die Erstellung einer Präsentation, eines Berichts oder gar
einer App / Webseite, auf der das Empfehlungssystem bereitgestellt wird, bei den
stärker angeleiteten Projekten (Modellierungstage) nicht gefordert. Bei dem offenen,
unangeleiteten Veranstaltungsformat (Modellierungswoche, vgl. Abschn. 17.2.2) ist
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dies hingegen durchaus möglich. Hier findet die Bereitstellung (Schritt 6) in Form
eines Berichts und einer Präsentation ausgeprägter statt.

Wird das CRISP-DM Modell mit dem siebenschrittigen Kreislauf von Blum und
Leiß (2005), einem gängigen Metamodell zur Beschreibung des mathematischen Mo-
dellierungsprozesses (vgl. Abb. 1.3), verglichen, so werden schnell gewisse Parallelen
erkennbar. Beide Metamodelle beschreiben iterative Prozesse, die nichtlinear ver-
laufen. Eine mögliche Zuordnung der einzelnen Schritte des CRISP-DM Modells
zu den Schritten des siebenschrittigen mathematischen Modellierungskreislaufs ließe
sich wie folgt vornehmen: Die Schritte 1 bis 3 des CRISP-DM Modells können dem
Schritt des Verstehens im mathematischen Modellierungskreislauf zugeordnet wer-
den. Schritt 4 (Modeling) des CRISP-DM Modells umfasst die Schritte vereinfachen
und strukturieren, mathematisieren und mathematisch arbeiten des Modellierungs-
kreislaufs. Schritt 5 des CRISP-DM Modells lässt sich dem Schritt Validieren und
Interpretieren und der Schritt 6 dem Vermitteln zuordnen.
Durchaus wären vergleichende Diskussionen von weiteren Metamodellen, die zur
Beschreibung von Modellierungs- beziehungsweise DS-Prozessen eingesetzt werden,
interessant. Hierzu sei auf Sube (2019, S. 14 f.) verwiesen, die Unterschiede und
Ähnlichkeiten des PPDAC-Zyklus und des KDD-Kreislaufs mit dem vierschrittigen
Modellierungskreislauf von Blum (1985) diskutiert.

Da Daten mittlerweile in jeglichen Bereichen unseres Lebens (Technik, Wissenschaft,
Kultur) eine zentrale Rolle spielen, scheint es wesentlich, Lernenden einen verständi-
gen Zugang zu DS-Fragestellung zu erlauben. Lernende sollen zur Teilhabe als mün-
dige Bürgerinnen und Bürger an unserer datenlastigen Gesellschaft gefördert und
somit insbesondere im kritischen Umgang mit Daten im Sinne einer umfassenden
Datenkompetenz geschult werden. Dies wird sowohl in der Literatur unter anderem
von Engel (im Druck), Gould (2021), Opel et al. (2019) als auch von verschiedenen
Initiativen wie dem deutschen Stifterverband gefordert. Letzterer hat eine Data-
Literacy-Charta herausgebracht, die von zahlreichen Unternehmen, Forschungsin-
stituten und Privatpersonen (aus Wirtschaft und Forschung) unterstützt wird und
mit der „ein gemeinsames Verständnis von Datenkompetenzen und deren Bedeutung
für Bildungsprozesse formuliert“ werden soll (Schüller et al., 2021, S. 1). In dieser
Charta heißt es:

„Data Literacy umfasst die Datenkompetenzen, die für alle Menschen
in einer durch Digitalisierung geprägten Welt wichtig sind. Sie ist un-
verzichtbarer Bestandteil der Allgemeinbildung. [...] Data Literacy um-
fasst die Fähigkeiten, Daten auf kritische Art und Weise zu sammeln,
zu managen, zu bewerten und anzuwenden. Wenn Daten Entscheidungs-
prozesse unterstützen sollen, braucht es kompetente Antworten auf vier
grundlegende Fragen:

• Was will ich mit Daten machen? Daten und Datenanalysen
sind kein Selbstzweck, sondern dienen einer konkreten Anwendung
in der realen Welt.
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• Was kann ich mit Daten machen? Datenquellen und deren
Qualität sowie der Stand der technischen und methodischen Ent-
wicklungen eröffnen Möglichkeiten und setzen Grenzen.

• Was darf ich mit Daten machen? Alle gesetzlichen Regeln der
Datennutzung (z. B. Datenschutz, Urheberrechte und Lizenzfra-
gen) müssen immer mitbedacht werden.

• Was soll ich mit Daten machen? Weil Daten eine wertvolle
Ressource darstellen, leitet sich daraus ein normativer Anspruch ab,
sie zum Wohl von Individuen und Gesellschaft zu nutzen“ (Schüller
et al., 2021, S. 1).

Im entwickelten Lernmaterial zum Thema Empfehlungssysteme werden die in der
Charta genannten Fragen unterschiedlich detailliert aufgegriffen und mit den Ler-
nenden thematisiert.
Weitere Vorschläge für Unterrichtsmaterial rund um DS und mathematische Mo-
dellierung sind beispielsweise bei Sube et al. (2020) und Sube (2019) zu finden.
Erste Vorschläge für die Entwicklung von DS-Curricula werden von den Projekten
ProDaBi,2 IDSSP3 oder IDS4 vorangetrieben.

Maschinelles Lernen – Was ist das?
Auch auf die Frage Was ist ML? gibt es nicht die eine Antwort. Je nachdem
von welchem Fachbereich ausgehend recherchiert wird, finden sich diverse Antwor-
ten und Ansichten darauf, was ML ist oder was es im Kern auszeichnet: von „ML
ist Statistik“ über „ML ist Optimierung“ oder „ML ist das Fitten von Daten“ bis
hin zu „ML ist die Entwicklung intelligenter Computerprogramme.“
Eine Beschreibung, die in der Literatur besonders oft zitiert wird, stammt von Mit-
chell (1997, S. 2):

„A computer program is said to learn from experience E with respect to
some class of tasks T and performance measure P, if its performance at
tasks in T, as measured by P, improves with experience E.“

Am Beispiel von Email-Spamfiltern konkretisiert Mitchell dies wie folgt:

„For example, in learning an email spam filter the task T is to learn a
function that maps from any given input email to an output label of
spam or not-spam. The performance metric P to be improved might be
defined as the accuracy of this spam classifier, and the training experi-
ence E might consist of a collection of emails, each labeled as spam or
not“ (Mitchell, 2017, S. 2).

2Projekt Data Science und Big Data in der Schule, weitere Informationen unter: www.prodabi.de,
letzter Aufruf: 19.11.2021.

3International Data Science in Schools Project, weitere Informationen unter: www.idssp.org,
letzter Aufruf: 19.11.2021.

4Introduction to Data Science Project, weitere Informationen unter: www.mobilizingcs.org,
letzter Aufruf: 19.11.2021.

155

www.prodabi.de
www.idssp.org
www.mobilizingcs.org


14 Einleitung

In dieser Arbeit wird nicht versucht die eine Definition von ML zu liefern. Statt-
dessen wird die Auffassung von ML hervorgehoben, die im Laufe der Arbeit rele-
vant ist: ML als eine Disziplin, die sich unterschiedlicher Werkzeuge (insbesondere
mathematischer und informatischer Natur) bedient, um ein System beziehungswei-
se ein Modell zu entwickeln, mit dem eine spezielle5 Aufgabe erfüllt werden kann.
Das gesuchte Modell wird dabei nicht durch komplexe Regelsysteme definiert, die
von Expertinnen und Experten festgelegt werden.6 Stattdessen kommen gegebene
Daten und Informationen zum Einsatz, um gewisse Modellparameter bestmöglich
festzulegen beziehungsweise zu lernen. Diese Grundidee soll hier an einer zentra-
len Strategie des ML, dem überwachten Lernen, verdeutlicht werden. Bei dieser
Art des Lernens sind nicht nur die Eingangsdaten (Input) gegeben, sondern auch
die zugehörigen Ergebnisse (Output). Am Beispiel der Klassifizierung von Verkehrs-
schildern könnten die Eingangsdaten Bilder von Stopschildern (Klasse 1) und von
Vorfahrtsschildern (Klasse 2) sein. Der zugehörige Output ist die Klasse eines jeden
Bildes. Typischerweise wird der gesamte Datensatz unterteilt in einen Trainings-
und einen Testdatensatz. Basierend auf den Trainingsdaten wird ein Modell ge-
lernt. Das Modell, meist eine Funktion, soll den Zusammenhang zwischen bekann-
ten Eingangsdaten und den Outputs bestmöglich beschreiben. In der Regel wird
das Modell nicht im Raum aller möglicher Funktionen gesucht. Stattdessen wird der
Suchraum basierend auf Domänenwissen oder aus Komplexitätsgründen auf Klassen
von Funktionen eingeschränkt. Diese Funktionen hängen üblicherweise von gewissen
Parametern ab, die in der Lernphase optimal gewählt werden sollen. Die durch
das Lösen eines Optimierungsproblems gefundenen optimalen Parameter legen das
Modell fest. Anschließend werden die Testdaten genutzt, um zu validieren, wie gut
das Modell für die Anwendung auf „unbekannte“ Daten geeignet ist. Dazu wird das
Modell auf die Testdaten angewandt und das erhaltene Ergebnis mit dem tatsächli-
chen Output verglichen. Ziel ist es, das gelernte Modell dann zur Klassifizierung von
unbekannten Daten, die sich noch nicht im Trainings- oder Testdatensatz befinden
(d. h. von Bildern, bei denen noch nicht bekannt ist, welches der beiden Verkehrs-
schilder abgebildet ist), anwenden zu können.
Neben dem überwachten Lernen sind wesentliche weitere Strategien des ML das un-
überwachte und das bestärkende Lernen. In dieser Arbeit wird eine Methode des
überwachten Lernens thematisiert.

Dass das Formulieren und Lösen von Optimierungsproblemen zentraler Bestandteil
von ML-Methoden ist, wird bei der folgenden Beschreibung eines Empfehlungssys-
tems ersichtlich. Als weiteres Beispiel sei hier die sogenannte Stützvektormethode

5Ein KI- beziehungsweise ML-System kann bisher lediglich die Aufgaben erfüllen, für die es initial
entwickelt wurde. Eine KI, die entwickelt wurde, um Bilder zu klassifizieren, kann folglich nicht
zum Übersetzen von Texten oder zum Go Spielen eingesetzt werden. Man spricht deswegen
auch von schwacher KI (vgl. Kleesiek et al., 2020, S. 24).

6Ein Expertensystem könnte am Beispiel des Spamfilters aus einer komplexen Aneinanderreihun-
gen von Regeln bestehen: „Wenn die Mail mindestens drei kritische Worte enthält und wenn
Bedingung 2 erfüllt ist oder wenn Bedingung 3 und ..., dann klassifiziere die Mail als Spam.“ Der-
artige Systeme sind meist hartkodiert und lassen wenig bis keinen Spielraum für eine flexible
Anpassung an neue Daten und Informationen (vgl. Hardt und Recht, 2021, S. 6). Expertensys-
teme (auch regelbasierte Systeme genannt) werden ebenfalls als KI-Systeme bezeichnet, jedoch
nicht als lernende Systeme.
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(SVM) benannt, die unter anderem für Klassifizierungsprobleme eingesetzt wird. Bei
dieser wird versucht, die Parameter einer Gerade / Ebene / Hyperebene zu bestim-
men, die gegebene Datenpunkte verschiedener Klassen bestmöglich trennt. Das
Modell basiert auf der Lösung eines konvexen quadratischen Optimierungsproblems
unter Nebenbedingungen. Wie sich Klassifizierungsprobleme basierend auf der SVM
mit Lernenden angehen lassen, wird bei Schönbrodt (2019), Schmidt (2019) und
Schönbrodt et al. (2021) beschrieben. Auch künstliche Neuronale Netze (KNN) fu-
ßen letztlich auf einem Optimierungsproblem. Gewisse Parameter sollen so bestimmt
werden, dass eine gewählte Fehlerfunktion minimal wird. Möglichkeiten der Umset-
zung von Unterrichtssequenzen zu KNNs werden in Opel et al. (2019) und Janssen
(2020) diskutiert.
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15 Basiswissen zu
Empfehlungssystemen

Netflix, Amazon und zahlreiche weitere e-Commerce Unternehmen versuchen ihren
Nutzerinnen und Nutzern durch individuelle Empfehlungen für neue Produkte, sei-
en es Filme, Bücher oder Kleidung, den Entscheidungsprozess für zukünftige Kauf-
oder Konsumentscheidungen zu erleichtern. Durch eine angenehme Nutzererfahrung
beziehungsweise ein leichtes Zurechtfinden auf der Plattform sollen die Nutzerinnen
und Nutzer an die Unternehmen gebunden, ihr Konsum erhöht und letztlich der
Profit des Unternehmens erhöht werden (vgl. Aggarwal, 2016, S. 3). Die Software-
systeme, die zu diesem Zweck Einsatz finden, werden Empfehlungssysteme genannt
(vgl. Klahold, 2009, S. 1; Jannach et al., 2010, S. xiii):
Ein Empfehlungssystem (engl. Recommender System) ist ein Softwaresystem, wel-
ches das Ziel hat, Nutzerinnen und Nutzer in einem gegebenen Kontext bei der
Entscheidungsfindung zu unterstützen. Dazu werden der Nutzerin oder dem Nutzer
aus einer Menge an vorhandenen Objekten diejenigen empfohlen, die für diese oder
diesen sehr wahrscheinlich am nützlichsten oder interessantesten sind.

Die Anwendungsbereiche von Empfehlungssystemen sind divers. Sie reichen von
personalisierten Produktempfehlungen (Amazon, Zalando) über Textempfehlungen
(Nachrichtendienste wie Google News (vgl. Das et al., 2007) oder Twitter), Empfeh-
lungen für Musik (Spotify) oder für Videos und Filme (Netflix, YouTube) bis hin
zu Empfehlungen für neue Freundschaften oder Kontakte auf sozialen Netzwerken
(facebook, LinkedIn) oder Orte, die besucht werden sollten (Tripadvisor) (vgl. Ricci
et al., 2011, S. 3).
Bei der Entwicklung von Empfehlungssystemen werden verschiedene Ziele verfolgt:
Die empfohlenen Produkte sollen in erster Linie relevant für den betrachteten Nut-
zenden sein. Sie sollten tatsächlich neu sein, die nutzende Person sollte sie also
wenn möglich noch nicht konsumiert haben. Die Empfehlungen sollten auch über-
raschende und dennoch passende Produkte beinhalten (vgl. Aggarwal, 2016, S.
4).

15.1 Arten von Empfehlungssystemen

Drei wesentliche Arten von Empfehlungssystemen, die sich insbesondere darin un-
terscheiden, welche Daten und Informationen zur Entwicklung des Empfehlungssys-
tems ausgenutzt werden, sind Methoden des kollaborativen Filterns, inhalts-
basierte Methoden und wissensbasierte Methoden. Alle drei Ansätze werden
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im Folgenden beschrieben. Der Fokus liegt auf dem kollaborativen Filtern, da das
entwickelte Lehr- und Lernmaterial auf einer solchen Methode beruht. Neben den
hier beschriebenen Ansätzen für Empfehlungssysteme gibt es weitere Methoden, die
lediglich kurz angerissen werden.

15.1.1 Methoden des kollaborativen Filterns

Methoden des kollaborativen Filterns „nutzen die kollaborative Macht von Bewer-
tungen zahlreicher Nutzender aus, um Empfehlungen auszusprechen“ (Aggarwal,
2016, S. 8, eigene Übersetzung). Mit anderen Worten wird Wissen beziehungswei-
se Daten über die vergangene Interaktion von Nutzenden mit gewissen Artikeln (im
Folgenden Items genannt), beispielsweise deren vergangenes Bewertungs- oder Kauf-
verhalten, ausgenutzt.
Grundannahme von Methoden des kollaborativen Filterns ist, dass das beobachte-
te Nutzerverhalten, zum Beispiel die Nutzerbewertungen, über zahlreiche Nutzende
und Items hinweg stark korrelieren. Es wird davon ausgegangen, dass Nutzende, die
in der Vergangenheit ein ähnliches Verhalten oder Interesse gezeigt haben, auch zu-
künftig Interesse an ähnlichen Produkten haben werden (vgl. Jannach et al., 2010,
S. 2; Aggarwal, 2016, S. 9).

Ausgangspunkt für die Entwicklung von Methoden des kollaborativen Filterns sind
bereits beobachtete beziehungsweise bekannte Bewertungen (impliziter oder expli-
ziter Natur, vgl. Abschn. 15.1.1.1), die in einer User-Item-Matrix1, etwa




Item1 Item2 Item3 Item4 Item5 Item6 · · ·
g1 ∗ ? ∗ ? ∗ ∗ · · ·
g2 ? ∗ ∗ ∗ ? ∗ · · ·
g3 ∗ ∗ ? ∗ ? ? · · ·
g4 ∗ ∗ ? ? ∗ ? · · ·
... ... ... ... ... ... ... . . .




zusammengefasst werden können. Hierbei steht ∗ für eine Bewertung aus einer ge-
gebenen Bewertungsskala.
Aufgabe ist es nun, für beliebige User-Item-Paare die unbekannten beziehungsweise
fehlenden Bewertungen bestmöglich vorherzusagen. Das Problem kann damit auch
als Matrix-Vervollständigungsproblem (engl. matrix completion problem) betrachtet
werden (vgl. Aggarwal, 2016, S. 3). Das Empfehlungssystem liefert dann die Mög-
lichkeit für einzelne User-Item-Paare eine Aussage zu treffen, inwieweit die Nutzerin
oder der Nutzer das betrachtete Item mögen wird (vgl. Jannach et al., 2010, S. 14).

Methoden des kollaborativen Filterns lassen sich in modellbasierte Methoden
und speicherbasierte Methoden, die auch als Nachbarschaftsmethoden be-
zeichnet werden, unterteilen.

1Die Bewertungsdaten sind vielfach spärlich vorhanden und die Matrix damit dünnbesetzt (vgl.
Abschn. 15.1.1.2). Deswegen werden die Daten typischerweise nicht als Matrix gespeichert.
Stattdessen werden die Position und der Wert der bekannten Einträge gespeichert.
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• Modellbasierte Methoden: Bei den modellbasierten Empfehlungssystemen
kommen Methoden des MLs und des Data Minings zum Einsatz. Diesen Me-
thoden liegt vielfach ein parametrisiertes Modell zu Grunde, dessen optima-
le Parameterwerte basierend auf den gegebenen (Bewertungs-)Daten gelernt
werden sollen. Bei diesen Methoden ist das Formulieren und Lösen eines Op-
timierungsproblems zentral. Wichtige modellbasierte Methoden sind Cluster-
bildung, Bayes’sche Netze, Entscheidungsbäume, Neuronale Netze und latente
Faktormodelle (vgl. Aggarwal, 2016, S. 9; Klahold, 2009, S. 65).

• Speicherbasierte Methoden: Bei den Nachbarschaftsmethoden ist die De-
finition eines geeigneten Maßes, mit dem die Ähnlichkeit zwischen Nutzen-
den oder zwischen Items gemessen werden kann, zentral. Basierend auf dem
gewählten Ähnlichkeitsmaß wird eine Menge an ähnlichen Nutzerinnen und
Nutzern beziehungsweise ähnlichen Items bestimmt: die sogenannte Nachbar-
schaft. In der Regel wird dann basierend auf den k ähnlichsten Nutzerinnen
und Nutzern / Items vorhergesagt, wie ausgewählte Nutzende ein gewisses
Item bewerten würden (vgl. Aggarwal, 2016, S. 9). Wird das zukünftige Inter-
esse einer Nutzerin oder eines Nutzers für ein ausgewähltes Item durch eine
Nachbarschaft des Items modelliert, spricht man von itembasierten Methoden.
Wird hingegen die Nachbarschaft einer Nutzerin oder eines Nutzers bestimmt,
spricht man von nutzerbasierten Methoden. Die Nachbarschaftsmethoden wer-
den in Abschnitt 16.3 ausführlicher beschrieben.

Methoden des kollaborativen Filterns benötigen keine Informationen über die einzel-
nen Produkte (bspw. das Genre eines Filmes) oder die einzelnen Nutzenden (bspw.
Alter oder Geschlecht). Dies ist ein wesentlicher Vorteil dieser Methoden, da derar-
tige Informationen nicht immer vollständig gegeben, nicht korrekt oder schwer zu
erheben sind.

15.1.1.1 Arten von Bewertungsdaten

Bei der Entwicklung von Empfehlungssystemen basierend auf Methoden des kollabo-
rativen Filterns finden im Wesentlichen zwei verschiedene Arten von Nutzerfeedback
Einsatz:

• Eine Möglichkeit ist, die Nutzenden explizite Bewertungen auf einer ge-
gebenen Skala abgeben zu lassen. Dabei kommen sowohl Likert-Skalen mit
zahlreichen Stufen, wie die fünfstufige-Skala im Falle des von Netflix veröf-
fentlichten Datensatzes, als auch binäre Skalen (like und dislike) zum Einsatz.
Ein Nachteil der Verwendung expliziter Bewertungen ist, dass von der nutzen-
den Person eine zusätzliche Aktion verlangt wird, der sie gegebenenfalls nicht
nachkommen möchte (vgl. Jannach et al., 2010, S. 23).

• Eine Alternative (oder Ergänzung) stellt die Verwendung von impliziten Be-
wertungen dar. Hierbei wird indirekt auf das Interesse der Nutzenden ge-
schlossen, indem beispielsweise das Kaufen eines Items, das Anschauen eines
Filmes oder eine lange Verweildauer als positive Bewertung betrachtet wird.
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Dabei ist zu bedenken, dass diese Annahme nicht stets erfüllt sein muss. Durch-
aus kommt es vor, dass Nutzende einen Film anschauen oder ein Kleidungs-
stück bestellen, welches ihnen letztlich doch nicht gefallen hat. Wenngleich das
implizite Feedback der Nutzenden schwieriger zu interpretieren ist, so kann es
eine wertvolle Information sein, um Nutzenden, die kein oder wenig explizites
Feedback abgeben, dennoch Empfehlungen aussprechen zu können. Eine Mög-
lichkeit, wie explizite und implizite Bewertungen kombiniert werden können
beschreiben unter anderem Koren und Bell (2011, S. 153).

15.1.1.2 Spärlichkeit der Daten und das Kaltstartproblem

Zentrale Herausforderungen von Systemen, die auf dem vergangenen Nutzerverhal-
ten beruhen, sind das Kaltstartproblem und der Umgang mit Spärlichkeit (engl.
sparsity) der Daten. Beide Herausforderungen werden hier kurz erläutert:

• Vielfach finden kollaborative Filtersysteme in Kontexten Anwendung, in de-
nen eine große Anzahl Items zur Verfügung stehen, von denen die Nutzenden
lediglich einen kleinen Bruchteil bewertet haben. Dies führt dazu, dass die
Mehrheit der Bewertungen nicht bekannt ist. Man spricht in diesem Fall auch
von einem spärlichen Datensatz. Die Herausforderung besteht darin, dass
möglichst präzise Vorhersagen für zukünftige Bewertungen bestimmt werden
sollen, obgleich nur relativ wenige Bewertungen bekannt sind (vgl. Jannach
et al., 2010, S. 23 f.).

• Unter dem Kaltstartproblem, welches auch als Spezialfall der Spärlichkeit
betrachtet werden kann, versteht man die Schwierigkeit, dass bei Hinzunahme
einer neuen Nutzerin oder eines neuen Nutzers zu einem bestehenden System
noch keine oder nicht ausreichend viele Bewertungen vorliegen, um ihm eine
Empfehlung aussprechen zu können. Dies gilt ebenso für die Hinzunahme von
neuen Items oder bei der Entwicklung eines ganz neuen Empfehlungssystems
(vgl. Klahold, 2009, S. 66; Jannach et al., 2010, S. 26).

Eine Möglichkeit, um beiden Problemen zu begegnen, ist die Kombination von kol-
laborativen Filtermethoden mit anderen Methoden, bei denen zusätzliche Informa-
tionen abgefragt und ausgenutzt werden.

15.1.2 Weitere Methoden für Empfehlungssysteme

Neben den Methoden des kollaborativen Filterns, die in dieser Arbeit untersucht
werden, existieren verschiedene weitere gängige Methoden:

Inhaltsbasierte Methoden
Bei inhaltsbasierten Methoden spielen die Eigenschaften beziehungsweise Beschrei-
bungen der jeweiligen Items eine zentrale Rolle. Diese Beschreibungen werden mit
dem bisherigen Nutzerverhalten kombiniert, um Empfehlungen für neue Produk-
te auszusprechen. Im Falle von Empfehlungssystemen für Filme könnten wichtige
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Informationen das Erscheinungsjahr, das Genre oder die Hauptdarstellenden sein.
Diese Art der Systeme sind besonders hilfreich, wenn zwar das vergangene Verhalten
einer Nutzerin oder eines Nutzers bekannt ist, jedoch keine Informationen über das
Verhalten anderer Nutzerinnen und Nutzer vorliegen (vgl. Aggarwal, 2016, S. 14).
Hat die betrachtete nutzende Person beispielsweise in der Vergangenheit insbeson-
dere Actionfilme mit Bruce Willis in der Hauptrolle gut bewertet, so liegt es nahe
weitere, noch ungesehene Filme zu empfehlen, in denen Bruce Willis mitspielt.
Ein Vorteil von inhaltsbasierten Methoden gegenüber Methoden des kollaborativen
Filterns ist, dass keine riesigen Datenmengen von zahlreichen Nutzenden notwendig
sind, um Empfehlungen auszusprechen. Ein weiterer Vorteil ist, dass bei diesen Sys-
temen auch neue Items leicht integriert werden können, wenn die entsprechenden
Informationen über die Attribute des Items vorliegen. Ein Nachteil ist, dass die-
se Systeme meist offensichtliche Empfehlungen generieren – also solche, die zu den
Attributen passen, die die nutzende Person in der Vergangenheit konsumiert hat
(vgl. Aggarwal, 2016, S. 15). Ein weiterer Nachteil dieser Methoden ist, dass zen-
trale Attribute der Items nicht notwendigerweise vorliegen oder nicht automatisch
generiert werden können. Diese fehlenden Informationen müssen dann manuell und
damit zeitaufwendig sowie fehleranfällig hinzugefügt werden (vgl. Jannach et al.,
2010, S. 4).

Wissensbasierte Methoden
Wissensbasierte Methoden nutzen, wie die inhaltsbasierten Methoden, Informatio-
nen über die Charakteristika der Items. Diese Methoden basieren jedoch nicht auf
dem vergangenen beobachteten Nutzerverhalten. Stattdessen werden zusätzliche In-
formationen über spezifische Eigenschaften oder Anforderungen der Nutzerin oder
des Nutzers erhoben und mit den Eigenschaften der Items kombiniert. Bei diesen
Systemen hat die nutzende Person die Möglichkeit explizit anzugeben, was sie mag
(vgl. Aggarwal, 2016, S. 16). Solche Methoden sind in Bereichen nützlich, in de-
nen Produkte sehr selten gekauft / konsumiert werden. Als Beispiele seien Empfeh-
lungssysteme für den nächsten Autokauf oder die nächste Immobilie genannt (vgl.
Aggarwal, 2016, S. 15). Auch lassen sich diese Methoden (in Kombination mit an-
deren Methoden) einsetzen, um dem Kaltstartproblem zu begegnen. Am Beispiel
eines Empfehlungssystems für Filme könnten die Nutzenden bei der erstmaligen Re-
gistrierung auf einer Streaming-Plattform beispielsweise angeben, welche Genres sie
mögen. Den neuen Nutzenden können dann Filme aus diesem Genre vorgeschlagen
werden.

Hybride Methoden
In der Praxis werden vielfach unterschiedliche Methoden für Empfehlungssysteme
kombiniert, um die jeweiligen Vorzüge der einzelnen Methoden verbindend auszu-
nutzen. Beispielsweise ließen sich Methoden des Kollaborativen Filterns mit wissens-
basierten Methoden kombinieren, um dem Kaltstartproblem bei neuen Nutzerinnen
und Nutzern zu begegnen. Neben der Frage danach, welche Methoden sich sinnvoll
kombinieren lassen, ist zu entscheiden, wie die Ergebnisse aus verschiedenen Me-
thoden gewichtet und ob die Methoden sequentiell oder parallel eingesetzt werden.
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Eine ausführliche Diskussion unterschiedlicher Hybridisierungsansätze findet sich bei
Jannach et al. (2010, S. 124 ff.). Eine Übersicht über die beschriebenen Methoden
liefert, angelehnt an Aggarwal (2016, S. 16), Tabelle 15.1.

Tab. 15.1: Klassifizierung von Empfehlungssystemen angelehnt an Aggarwal (2016,
S. 16)

Methode Grundidee Verwendete Daten

Kollaboratives
Filtern

Wissen über vergangenes Verhal-
ten der betrachteten und von
zahlreichen weiteren nutzenden
Personen ausnutzen, um Empfeh-
lungen zu generieren

Bewertungen / Daten
zum Verhalten der be-
trachteten nutzenden
Person und der gesamten
Nutzerschaft

Inhaltsbasierte
Methoden

Wissen über vergangenes Verhal-
ten der betrachteten nutzenden
Person und Infos (Attribute) der
Items ausnutzen, um Empfehlun-
gen zu generieren

Bewertungen / Daten
zum Verhalten der be-
trachteten nutzenden
Person und Attribute
der Items

Wissensbasierte
Methoden

Empfehlungen basierend auf den
expliziten Angaben / Wünschen
der nutzenden Person für genau
die Items aussprechen, deren At-
tribute diesen Angaben entspre-
chen

Spezifikationen der nut-
zenden Person und Attri-
bute der Items

Hybride
Methoden

Methoden von oben genann-
ten Empfehlungssystemen wer-
den entweder sequentiell oder pa-
rallel kombiniert

siehe oben
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16 Entwicklung eines
Empfehlungssystems

In diesem Kapitel liegt der Fokus auf der Beschreibung des mathematischen Modells
eines Empfehlungssystems für Filme. Der Schwerpunkt des beschriebenen Modells
und auch des konzipierten Lernmaterials liegt auf Inhalten der linearen Algebra
(Vektoren, Skalarprodukt, Matrizen). Dennoch greift das Modell auch Inhalte aus
der Analysis und insbesondere der mathematischen Optimierung auf.
In Anhang E.3 werden verschiedene numerische Experimente auf einem Teil des ori-
ginalen Datensatzes des Netflix Preises beschrieben. Diese verdeutlichen, wie sich das
gewählte Modell, dessen Parameter und verschiedene Modifikationen des zugrunde-
liegenden Optimierungsproblems auf die Güte des Empfehlungssystems auswirken.

16.1 Der Netflix Preis und der zugrundeliegende
Datensatz

Im Jahr 2006 schrieb der Streaming-Dienst Netflix, der damals noch als postali-
scher DVD-Verleihservice agierte, einen Wettbewerb aus. Ziel dieses Wettbewerbs
war die Entwicklung eines Modells, welches Vorhersagen konnte an welchen Filmen
die Nutzerinnen und Nutzer zukünftig Interesse haben könnten. Genauer musste
ein Empfehlungssystem entwickelt werden, welches Nutzerinteressen um 10 % bes-
ser vorhersagen konnte als Netflix’ damaliges System. Im Zuge des Wettbewerbs
veröffentlichte Netflix einen (theoretisch1) anonymen Datensatz von 480189 Nutze-
rinnen und Nutzern, 17700 Filmen und 100480507 zugehörigen Bewertungen von
eins (schlechteste Bewertung) bis fünf (beste Bewertung), die die Nutzerinnen und
Nutzer für die Filme abgegeben hatten (vgl. Feuerverger et al., 2012, S. 202). Der
Datensatz ist mit lediglich 1.18 % bekannten Bewertungen extrem dünn besetzt.
Netflix veröffentlichte nicht nur den genannten Datensatz mit bekannten Bewer-
tungen, sondern zudem einen Quiz-Datensatz mit Nutzerinnen und Nutzern sowie
Filmen deren Bewertungen Netflix zwar kannte, die jedoch nicht öffentlich gemacht
wurden. Das Team, dessen Empfehlungssystem die Bewertungen von ausgewiesenen
Nutzerinnen und Nutzern im Quiz-Datensatz um 10 % (gemessen über die Wurzel

1Im Jahr 2008 zeigten Narayanan und Shmatikov (2008), zwei Forscher der Universität Texas, dass
die De-Anonymisierung einzelner Nutzerinnen und Nutzer des Datensatzes durch Kombination
mit einem weiteren öffentlich verfügbaren Filmdatensatz teilweise möglich ist. Dies führte sogar
dazu, dass eine ursprünglich geplante zweite Auflage des Wettbewerbs abgesagt wurde (vgl.
Lohr, 2010).
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der gemittelten Fehlerquadratsumme, kurz RMSE2) genauer vorhersagen konnte als
Netflix’ eigenes System es vermochte, hatte Chancen auf den Hauptpreis von 1 Mil-
lion US Dollar. Dieser Preis ging im Jahr 2009 an das Team BellKor’s Pragmatic
Chaos (vgl. Feuerverger et al., 2012, S. 203).
Der Netflixdatensatz ist frei im Internet verfügbar3 und wurde für die Entwicklung
von digitalem Lernmaterial heruntergeladen und aufbereitet. Die nachfolgend vor-
gestellte und didaktisch reduzierte Methode einer Matrix-Faktorisie- rung wurde
von dem siegreichen Team (in Kombination mit weiteren Methoden, die hier nicht
beschrieben werden) umgesetzt.

Ausgangspunkt für die folgende Entwicklung des Empfehlungssystems ist die n1 × n2
Bewertungsmatrix R, bei der jede Zeile für eine Nutzerin / einen Nutzer und jede
Spalte für einen Film steht. Hat Person i den Film j bereits gesehen und eine Be-
wertung abgegeben, so hat der Eintrag rij der Matrix R einen ganzzahligen Wert
zwischen 1 und 5, welcher der abgegebenen Bewertung entspricht. Ein möglicher
Auszug aus dem Datensatz könnte wie in der Bewertungsmatrix R

R =




r1 r2 r3 r4 r5 r6 . . .

g1 3 ? 1 ? 1 4 . . .

g2 ? 2 4 1 3 1 . . .

g3 3 1 ? 3 ? ? . . .

g4 4 3 ? 4 4 ? . . .

g5 4 ? ? 4 ? 5 . . .
... ... ... ... ... ... ... . . .




(16.1)

dargestellt, aussehen. In diesem Beispiel wurde vereinfacht ein weniger dünn be-
setzter Teil des Datensatzes betrachtet. Diese Modellvereinfachung wird auch in
der Folge beibehalten, da Zusammenhänge in den Daten so leichter veranschaulicht
werden können.

16.2 Matrix-Faktorisierungen als Modell zur
Vorhersage von Bewertungen

Die Grundidee hinter dem entwickelten Empfehlungssystem ist eine Matrix-Faktor-
isierung: Die n1 × n2 Bewertungsmatrix R (im Folgenden auch Ratingmatrix ge-
nannt) mit fehlenden Einträgen soll durch ein Produkt U · M aus zwei niedrig-
dimensionalen Matrizen U ∈ Rn1×nf und M ∈ Rnf×n2 approximiert werden. Mit
anderen Worten werden die Vektoren, die die Nutzerinnen und Nutzer (Zeilen der

2RMSE steht hier für Root Mean Squared Error.
3Der Datensatz kann bspw. von Kaggle heruntergeladen werden: www.kaggle.com/netflix-inc/

netflix-prize-data, letzter Aufruf: 19.11.2021.
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16 Entwicklung eines Empfehlungssystems

Bewertungsmatrix) beziehungsweise Filme (Spalten der Bewertungsmatrix) reprä-
sentieren, in einen niedrigdimensionalen Eigenschaftsraum4 überführt (vgl. Hu et al.,
2008, S. 32). Der Geschmack der Nutzenden und die Eigenschaften der Filme werden
so basierend auf den bisherigen Bewertungen aller Nutzerinnen und Nutzer implizit
modelliert. Die Methode fällt somit unter die Technik des kollaborativen Filterns
(vgl. Koren et al., 2009, S. 31).

Bei der folgenden Beschreibung einer Matrix-Faktorisierungsmethode werden bereits
einzelne Kommentare zur möglichen didaktischen Reduktion der Inhalte eingestreut.
Die Umsetzung im Lernmaterial wird dann in Kapitel 17 beschrieben. Die bei der
Modellierung des Empfehlungssystems verwendeten Variablen sind in Tabelle 16.1
zusammengefasst. Es sei darauf hingewiesen, dass einzelne Variablen, die bereits in
den Teilen I und III verwendet wurden, mit neuer Bedeutung belegt werden.

Tab. 16.1: Variablen und Operatoren bei der Modellierung eines Empfehlungssys-
tems

Symbol Beschreibung
n1 Anzahl der Nutzerinnen und Nutzer im Datensatz
n2 Anzahl der Filme im Datensatz
R n1 × n2 Bewertungsmatrix
rij Bewertung von Person i für Film j
r̂ij vorhergesagte Bewertung von Person i für Film j
κ Menge der Indizes (i, j) für die die Bewertung rij bekannt ist
nf Anzahl betrachteter Eigenschaften
U Usermatrix mit U ∈ Rn1×nf

M Moviematrix mit M ∈ Rnf×n2

ui,• Zeilenvektor i der Matrix U mit ui,• ∈ R1×nf (Uservektor)
m•,j Spaltenvektor j der Matrix M mit m•,j ∈ Rnf×1 (Movievek-

tor)
λ Regularisierungsparameter
W Gewichtsmatrix des gewichteten Niedrigrang-

Matrixapproximationsproblems mit W ∈ Rn1×n2

nuser
i Anzahl bekannter Bewertungen von Person i
nmovie
j Anzahl bekannter Bewertungen von Film j
µ Mittlere Bewertung des Trainingsdatensatzes
oi Bias von Person i
pj Bias von Film j
‖.‖ Euklidische Norm / 2-Norm
‖.‖F Frobenius-Norm

4Die Bezeichnung der Variablen nf wurde in Anlehnung an die englischsprachige Fachliteratur
gewählt. Das f leitet sich vom englischen Wort für Eigenschaften (features) ab. Es deutet die
Interpretation der Zeilen von U bzw. Spalten von M als Eigenschaftsvektoren an. Dies wird im
Folgenden deutlich.
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16.2.1 Zusammenhänge in den Daten

Verschaffen wir uns zunächst einen Eindruck von den Daten und interessanten Zu-
sammenhängen, die bei der Entwicklung eines Empfehlungssystems ausgenutzt wer-
den können. Dazu wird die beispielhafte Bewertungsmatrix

R =




3 2 1 3 1 4
4 4 5 4 4 5
1 2 4 1 3 1
3 2 1 3 1 4


 (16.2)

von vier Nutzerinnen und Nutzern sowie sechs Filmen, deren Bewertungen allesamt
bekannt sind, betrachtet. Die grundlegende Idee zur Erklärung des Datensatzes ist,
dass Filme mit ähnlicher Bewertung gewisse Ähnlichkeiten (bspw. das gleiche Genre,
die gleichen berühmten Hauptdarstellenden o. ä.) aufweisen. Diese und weitere Zu-
sammenhänge in der Bewertungsmatrix können ausgenutzt werden, um ein Modell
zu entwickeln, das unbekannte Bewertungen von Nutzerinnen und Nutzern vorher-
sagt.
In einem ersten Schritt wird angenommen, dass sich die Filme leicht bezüglich zweier
Eigenschaften einordnen lassen. In dem kleinen Beispiel könnten diese Eigenschaften
die Genres Action (A) und Comedy (C) sein (vgl. Serrano, 2018). Angenommen
im vorliegenden Fall haben die sechs Filme folgende Ausprägungen in Action und
Comedy (1 = gering bis 5 = hoch)

M =



r1 r2 r3 r4 r5 r6

A 3 2 1 3 1 4
C 1 2 4 1 3 1


. (16.3)

Diese Informationen werden in der Matrix M ∈ R2×6 gespeichert, die im Folgenden
als Moviematrix bezeichnet wird. Betrachten wir die Bewertungen der Nutzerinnen
und Nutzer in der Bewertungsmatrix R und die Ausprägungen der Filme bezüglich
der beiden betrachteten Eigenschaften in der Moviematrix M , so sind Rückschlüsse
auf den Geschmack der vier Nutzerinnen und Nutzer möglich: Es wird beispiels-
weise ersichtlich, dass Person 1 und 4 alle Filme höher bewertet haben, die eine
höhere Action-Ausprägung haben. Filme mit höherer Comedy-Ausprägung haben
diese beiden Personen hingegen schlecht bewertet. Bei Person 3 ist es genau umge-
kehrt. Person 2 scheint sowohl Filme mit höherer Action-Ausprägung als auch mit
höherer Comedy-Ausprägung zu mögen. Wird der Geschmack zunächst als binäres
Merkmal aufgefasst, so kann festgehalten werden, ob eine Person Comedy bezie-
hungsweise Action mag (=1) oder nicht (=0). Diese Informationen werden in der
Usermatrix U ∈ R4×2

U =




A C

g1 1 0
g2 1 1
g3 0 1
g4 1 0




(16.4)
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Abb. 16.1: Darstellung von drei User- und drei Movievektoren im Eigenschafts-
raum. Eigenschaften könnten beispielsweise Genres wie Action oder Co-
medy sein.

gespeichert (vgl. Serrano, 2018). In diesem Beispiel liefert das Produkt der Userma-
trix U und der Moviematrix M gerade die Bewertungsmatrix R. Es gilt R = U ·M .
Ist eine derartige Zerlegung der Bewertungsmatrix in U und M bekannt, so kann
diese genutzt werden, um auch unbekannte Bewertungen durch die Berechnung des
Skalarprodukts des entsprechenden Zeilenvektors der Usermatrix U und des Spalten-
vektors der MoviematrixM vorherzusagen. Mit den Lernenden lässt sich anschaulich
herleiten, wann beziehungsweise warum das Skalarprodukt größere oder kleinere vor-
hergesagte Bewertungen liefert. Dazu können die Zeilenvektoren der Usermatrix und
die Spaltenvektoren der Moviematrix visualisiert werden (vgl. Abb. 16.1).

Bei der nachfolgenden Entwicklung eines Empfehlungssystems wird die Idee der Fak-
torisierung der Bewertungsmatrix weiter verfolgt. Dazu wird zunächst die Annahme
verworfen, dass spezifische Eigenschaften der Filme (bspw. Action und Comedy)
quantifiziert werden können. Stattdessen wird das Problem abstrakter betrachtet:
Gesucht sind die Einträge von U und M , sodass das Produkt U ·M die gegebene
Bewertungsmatrix R ausreichend gut beschreibt. Die (unspezifischen) Eigenschaften
werden implizit modelliert. Auch wird im Folgenden nicht mehr davon ausgegangen,
dass lediglich zwei Eigenschaften relevant sind. Stattdessen wird versucht, die Anzahl
an Eigenschaften nf so zu wählen, dass die Daten mit unserem Modell ausreichend
gut beschrieben werden können.
Zusammengefasst sind im weiteren Verlauf die folgenden Fragen zu beantworten:

• Die Quantifizierung der Eigenschaften der Filme (bspw. bezüglich der Genres)
und damit die Einträge der MatrixM sind nicht im Netflixdatensatz enthalten.
Wie kann dennoch eine geeignete Faktorisierung der Bewertungsmatrix R in
U und M bestimmt werden?
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• Wie viele Eigenschaften sind relevant und sollten bei der Faktorisierung be-
rücksichtigt werden?

Bevor im Folgenden ein Verfahren beschrieben wird, mit dem eine Zerlegung in zwei
Matrizen U undM berechnet werden kann, wird zunächst ein Maß definiert, welches
den Fehler zwischen der Bewertungsmatrix R und der Vorhersage gegeben durch das
Produkt U ·M quantifiziert. Das gewählte Fehlermaß kann dann genutzt werden, um
die Güte einer Zerlegung zu bewerten und damit zugleich verschiedene Zerlegungen
vergleichen zu können.

16.2.2 Wahl einer Fehlerfunktion

Durchaus sind bei der Wahl eines Fehlermaßes sowohl in der Praxis als auch seitens
der Lernenden verschiedene Ansätze denkbar. Zum einen ließe sich die absolute
Abweichung5 zwischen den einzelnen Bewertungen und der Vorhersage gemäß

∑

(i,j)∈κ
|rij − ui,•m•,j| (16.5)

aufsummieren. Hierbei bezeichnet κ die Menge der Paare (i, j), für die das Rating rij
bekannt ist, ui,• ∈ R1×nf bezeichnet den Zeilenvektor i der Matrix U (Uservektor)
und m•,j ∈ Rnf×1 den Spaltenvektor j der Matrix M (Movievektor).
Alternativ ließe sich der Fehler als Summe der Fehlerquadrate

∑

(i,j)∈κ
(rij − ui,•m•,j)2 (16.6)

definieren. Beide Formulierungen unterscheiden sich nicht nur im Hinblick auf die
Differenzierbarkeit der erhaltenen Fehlerfunktion, auch der Einfluss von statistischen
Ausreißern wird unterschiedlich gehandhabt: So gewichtet die Summe der Fehlerqua-
drate (16.6) Ausreißer stärker als es die 1-Norm-Formulierung (16.5) tut. Die Wahl
einer passenden Fehlerfunktion stellt eine (mathematisch) interessante Modellent-
scheidung dar, die insbesondere bei dem nachfolgend beschriebenen Optimierungs-
verfahren erneut aufgegriffen werden kann. Für die weitere Modellierung wird die
Summe der Fehlerquadrate gewählt. Diese Entscheidung wird in der Folge ausführ-
licher diskutiert.
Die Suche nach einer passenden Faktorisierung kann nun als nichtlineares Optimie-
rungsproblem ohne Nebenbedingungen

min
U,M

∑

(i,j)∈κ
(rij − ui,•m•,j)2 (16.7)

formuliert werden. Es wird leicht ersichtlich, dass dieses Problem keine eindeutige
optimale Zerlegung in U und M besitzt, da der Fehler für jede invertierbare Matrix
S ∈ Rnf×nf und eine Zerlegung in Û = US und M̂ = S−1M genauso groß ist wie
für die Zerlegung in U und M .

5In dieser Arbeit bezeichnet die absolute Abweichung die betragsmäßige Abweichung. Dies ist
nicht mit dem in der Numerik verwendeten Begriff eines absoluten Fehlers zu verwechseln, der
auch negativ sein kann.
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16.2.3 Gewichtete Niedrigrang-Matrixapproximation

Das Problem (16.7) wird auch als gewichtetes Niedrigrang-Matrixapproximationspro-
blem (engl. weighted Low-Rank Approximation, kurz WLRA) bezeichnet. Die Pro-
blemstellung eines WLRA besteht darin, für eine gegebene Matrix R und eine Ge-
wichtsmatrix W ∈ Rn1×n2 mit nichtnegativen Einträgen, zwei Matrizen A und B zu
finden, deren Produkt A ·B höchstens Rang nf besitzt und für die

‖W ⊗ (R− AB) ‖2
F (16.8)

minimal wird (vgl. Ban et al., 2019). Hier bezeichnet ⊗ die elementweise Multipli-
kation und ‖.‖F die Frobenius-Norm. Im Falle unseres Empfehlungssystems lautet
das gewichtet Approximationsproblem

min
U,M
‖W ⊗ (R− UM) ‖2

F =
n1∑

i=1

n2∑

j=1
(wij (rij − ui,•m•,j))2 (16.9)

=
∑

(i,j)∈κ
(rij − ui,•m•,j)2 , (16.10)

wobei die Einträge wij der Matrix W gegeben sind durch

wij =




1 falls (i, j) ∈ κ
0 sonst.

Das klassische, ungewichtete Niedrigrang-Approximationsproblem ist ein Spezialfall
des gewichteten Problems bei dem alle Gewichte 1 sind. Srebro und Jaakkola (2003)
diskutieren, dass das gewichtete Problem nichtkonvex ist und zahlreiche (nicht glo-
bale) lokale Minimalpunkte aufweisen kann. Dort wird zudem gezeigt, dass im unge-
wichteten Fall, obgleich ebenfalls nichtkonvex, alle lokalen Minimalpunkte zugleich
globale Minimalpunkte sind. Im ungewichteten Fall, das heißt für Matrizen ohne
fehlende Einträge, stellt die (abgeschnittene) Singulärwertzerlegung (SVD) eine ef-
fiziente Methode dar, um eine Niedrigrang-Approximation und damit Zerlegung in
U und M zu bestimmen.
Da im Falle unseres Empfehlungssystems jedoch zahlreiche Einträge der zu approxi-
mierenden Matrix R fehlen, ist dieses Vorgehen nicht direkt anwendbar. Die SVD ist
für Matrizen mit fehlenden Einträgen nicht definiert. Deswegen kommen beispiels-
weise Algorithmen zum Einsatz, bei denen die fehlenden Einträge iterativ aufgefüllt
werden, sodass die SVD anwendbar wird. Derartige Strategien werden bei Hastie
et al. (2015) beschrieben.
Dieser Ansatz wird hier nicht weiter verfolgt. Stattdessen werden Algorithmen ver-
wendet, bei denen nur die tatsächlich bekannten Einträge der Bewertungsmatrix R
berücksichtigt werden. Gängige Lösungsverfahren, die zur Lösung des nichtlinearen
Optimierungsproblems (16.7) Einsatz finden, sind stochastische Gradientenverfah-
ren (engl. Stochastic Gradient Descent, SGD) und die alternierende Methode der
kleinsten Fehlerquadrate (engl. Alternating Least Squares, ALS) (vgl. Koren et al.,
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2009, S. 33). Im Folgenden wird das ALS-Verfahren, welches verschiedene Anknüp-
fungspunkte an schulmathematische Inhalte bietet, ausführlicher beschrieben und
eine mögliche didaktische Reduktion dessen skizziert. Das SGD-Verfahren wurde
nicht mit Schülerinnen und Schülern erprobt. Da es jedoch ebenfalls verschiedene
Anknüpfungspunkte an schulmathematische Inhalte aufweist und auch bei diversen
anderen ML-Methoden (unter anderem Neuronalen Netzen) zentral ist, wird es in
Anhang E.1 kurz erläutert.

16.2.4 Alternierende Methode der kleinsten Fehlerquadrate

Beim ALS-Verfahren wird ausgenutzt, dass sich ein quadratisches, konvexes Opti-
mierungsproblem ergibt, sobald entweder die Usermatrix U oder die MoviematrixM
fest gewählt wird. Das Problem (16.7) wird deswegen auch als bi-konvex bezeichnet
(vgl. Hastie et al., 2015, S. 3369).
Wie der Name verrät, wird beim ALS-Verfahren in jedem Iterationsschritt ein li-
neares Ausgleichsproblem gelöst. Der Algorithmus besteht konkret aus folgenden
Schritten:

1. Die beiden Matrizen U und M werden zu Beginn zufällig initialisiert.
2. Die Uservektoren ui,• mit i = 1, . . . , n1 werden festgehalten und für jeden

Movievektor m•,j mit j = 1, . . . , n2 wird ein lineares Ausgleichsproblem (und
damit ein Minimierungsproblem) gelöst.

3. Die durch Lösen der Ausgleichsprobleme gefundenen Movievektoren werden
festgehalten. Anschließend wird für jeden Uservektor ui,• mit i = 1, . . . , n1 ein
lineares Ausgleichsproblem gelöst.

4. Die Schritte 2 und 3 werden solange wiederholt, bis entweder eine vorgegebene
Anzahl an Iterationen erreicht ist, ein ausreichend kleiner Fehler bezüglich der
Testdaten erzielt wurde oder die Optimierung auskonvergiert ist; wobei die
Konvergenz gegen eine global optimale Faktorisierung nicht gesichert ist (vgl.
Strang, 2009, S. 99).

An dem folgenden Minimalbeispiel wird deutlich, wie das Verfahren mit Lernenden
erarbeitet werden kann:

Beispiel 16.2.1.
Gesucht ist eine Zerlegung der Bewertungsmatrix R mit6

R =
(
2 3

)
(16.11)

in eine Usermatrix U ∈ R1×2 und Moviematrix M ∈ R2×2. Die Moviematrix kann
im ersten Iterationsschritt beliebig festgelegt werden. In diesem Beispiel wird sie auf

M =
(

1 1
1 1

)
(16.12)

6In diesem Fall wäre U = R und M = I eine triviale Zerlegung. Die hier durchgeführte Rechnung
dient daher nur als Erklärung der allgemeinen Vorgehensweise. Die Dimensionalität ist bewusst
klein gewählt, damit die Zielfunktion des ersten Iterationsschritts visualisiert werden kann.
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16 Entwicklung eines Empfehlungssystems

gesetzt und das Minimum der Funktion f mit

f(u11, u12) = (2− (u11 · 1 + u12 · 1))2 + (3− (u11 · 1 + u12 · 1))2 (16.13)

bestimmt. Dazu bestimmen die Lernenden zunächst die partiellen Ableitungen und
damit den Gradienten. Die Berechnung des Minimalpunkts wird dann über die Null-
stellen des Gradienten

∇f = −2 ·
(

2− (u11 + u12) + 3− (u11 + u12)
2− (u11 + u12) + 3− (u11 + u12)

)
!= 0 (16.14)

angegangen. Dies liefert ein lineares Gleichungssystem, welches von den Lernenden
händisch gelöst werden kann. Die Lösung ist in diesem Beispiel nicht eindeutig. Es
existieren unendlich viele Lösungen. Durch die interaktive Betrachtung der dreidi-
mensionalen graphischen Darstellung der Zielfunktion (16.13) (vgl. Abb. 16.2) kann
anschaulich erkundet werden, dass die Funktion keinen eindeutigen Minimalpunkt
besitzt. Es wird eine Lösung des Gleichungssystems (z. B. u11 = 1 und u12 = 1.5)
gewählt und damit die Werte für die Einträge der Usermatrix im nächsten Iterations-
schritt festgelegt. Dann kann analog die Optimierung der Einträge der Moviematrix
durchgeführt werden. Wir erhalten die Zielfunktion für diesen Optimierungsschritt,
bestimmen den Gradienten und berechnen dessen Nullstellen durch erneutes Lösen
eines linearen Gleichungssystems. In diesem kleinen Beispiel führt bereits der zweite
Iterationsschritt zu einer exakten Zerlegung der Bewertungsmatrix R.
Bei der Entwicklung des Optimierungsverfahrens kann problemorientiert diskutiert
werden, welche Vorteile die Wahl der Summe der Fehlerquadrate gegenüber der
Summe der absoluten Abweichungen für das Lösen des Optimierungsproblems in
den einzelnen Iterationen liefert. Wurde die Summe der absoluten Abweichungen
zur Berechnung des Fehlers gewählt, wird die Zielfunktion (16.13) zu

f(u11, u12) = |2− (u11 · 1 + u12 · 1)|+ |3− (u11 · 1 + u12 · 1)| . (16.15)

Am Graphen dieser Funktion (vgl. Abb. 16.3) wird erkenntlich, dass die Funktion
nicht überall differenzierbar ist, womit die Berechnung des Minimalpunkts komplexer
wird.

Fernab von der didaktisch-reduzierten Formulierung des Optimierungsverfahrens
kann das Problem in den einzelnen Iterationsschritten in Matrix-Vektor-Notation
überführt werden. Exemplarisch wird dies an dem Iterationsschritt beschrieben, in
dem die Moviematrix M optimiert wird. Das Problem kann in diesem Fall als

min
m•,j

1
2‖Wj (Um•,j − r•,j) ‖2 (16.16)

mit fester Usermatrix U geschrieben werden, wobei ‖.‖ für die euklidische Norm
steht. Zudem ist Wj ∈ Rn1×n1 definiert als

Wj = diag(d1, . . . dn1) mit di =




1 falls (i, j) ∈ κ
0 sonst.
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16.2 Matrix-Faktorisierungen als Modell zur Vorhersage von Bewertungen

Abb. 16.2: Darstellung der Zielfunktion
(16.13). Es existiert kein ein-
deutiger globaler Minimal-
punkt.

Abb. 16.3: Darstellung der Zielfunkti-
on (16.15) basierend auf der
Wahl der Summe der absolu-
ten Abweichungen

Die Multiplikation mit der Matrix Wj stellt sicher, dass in dem Minimierungspro-
blem nur Einträge von r•,j berücksichtigt werden, die bekannt sind. Das Problem
wird in dieser Form auch als gewichtetes lineares Ausgleichsproblem bezeichnet, wel-
ches sich mit Ũj = Wj · U wiederum in Standardform überführen lässt

min
m•,j

1
2‖Ũjm•,j − r•,j‖2. (16.17)

Bei dem Optimierungsproblem (16.17) handelt es sich um ein quadratisches, kon-
vexes Optimierungsproblem. Dies wird leicht ersichtlich, wenn die Zielfunktion ge-
schrieben wird als

f(m•,j) = 1
2
(
mᵀ
•,jŨ

ᵀ
j Ũjm•,j − 2rᵀ•,jŨjm•,j + rᵀ•,jr•,j

)
(16.18)

mit Gradient

∇f(m•,j) = Ũᵀ
j Ũjm•,j − Ũᵀ

j r•,j

und Hesse-Matrix

∇2f(m•,j) = Ũᵀ
j Ũj.

Die Hesse-Matrix ist positiv semidefinit, da für beliebige Vektoren x ∈ Rnf

xᵀŨᵀ
j Ũjx = ‖Ũjx‖2 ≥ 0

gilt. Die Funktion f ist nach Satz 7 aus Abschnitt 2.1.1 somit konvex. Folglich ist
jeder lokale Minimalpunkt von f zugleich globaler Minimalpunkt. Die Eindeutigkeit
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16 Entwicklung eines Empfehlungssystems

des Minimalpunktes ist hingegen nicht garantiert, da die Zielfunktion nicht strikt
konvex sein muss.
Die Bestimmung eines Minimalpunktes von (16.17) kann über die Berechnung der
Nullstellen des Gradienten angegangen werden. Dies führt auf das Normalenglei-
chungssystem

(
Ũᵀ
j Ũj

)
m•,j = Ũᵀ

j r•,j. (16.19)

Hat die Matrix Ũj vollen Spaltenrang und gilt n1 ≥ nf , so ist Ũᵀ
j Ũj invertierbar.

Die Lösung für einen beliebigen Movievektor m•,j kann dann geschrieben werden als
(vgl. Strang, 2009, S. 124)

m•,j =
(
Ũᵀ
j Ũj

)−1
Ũᵀ
j r•,j. (16.20)

Zur Lösung des Normalengleichungssystems existieren verschiedene Strategien. Bei-
spielsweise kann das Problem über eine Cholesky-Zerlegung, eine QR-Zerlegung oder
über die Singulärwertzerlegung angegangen werden (vgl. Nocedal und Wright, 2006,
S. 251 ff.). Um das lineare Ausgleichsproblem für Matrizen Ũj ohne vollen Spalten-
rang zu lösen, kann die Pseudoinverse von Ũj berechnet werden. Dies erübrigt sich
jedoch bei Einbau der im folgenden Abschnitt beschriebenen Regularisierungsterme.
Lösen des Optimierungsproblems (16.7) basierend auf den Bewertungsdaten rij des
Trainingsdatensatzes, liefert eine Zerlegung der Bewertungsmatrix R. Diese kann
genutzt werden, um Bewertungen des Testdatensatzes vorherzusagen und die Gene-
ralisierbarkeit des Modells auf unbekannte Daten zu validieren.
Ein Nachteil des ALS-Verfahrens ist, dass in den einzelnen Update-Schritten zur
Lösung des Systems (16.19) (und analog für die Uservektoren) das recht aufwendige
Lösen von linearen Gleichungssystemen notwendig ist. Dies wird gerne vermieden,
wenn mit großen Datensätzen gearbeitet wird. Eine Möglichkeit ist, die Updates
nicht vektoriell, sondern elementweise, das heißt für jeden Eintrag der Usermatrix
U beziehungsweise der MoviematrixM einzeln, durchzuführen. Diese Vorgehenswei-
se wird auch als Coordinate Descent-Verfahren bezeichnet (vgl. Feuerverger et al.,
2012, S. 211; Aggarwal, 2016, S. 106). Ein Vorteil des ALS-Verfahrens ist, dass die
Berechnungen parallelisiert werden können: In den einzelnen Iterationen kann gemäß
(16.23) ein beliebiger Movievektor m•,j unabhängig von den übrigen Movievektoren
berechnet werden. Analoges gilt für die Uservektoren.
Im folgenden Beispiel wird das ALS-Verfahren zur Berechnung einer Faktorisierung
einer kleinen Bewertungsmatrix eingesetzt.

Beispiel 16.2.2.
Für die Ratingmatrix R mit

R =




r1 r2 r3 r4 r5 r6

g1 3 1 ? 2 1 ?
g2 1 ? 4 1 3 1
g3 ? 1 1 ? 1 4
g4 ? ? 5 ? 4 ?
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wird mit dem ALS-Verfahren eine Zerlegung in U ∈ R4×2 und M ∈ R2×6 (nf = 2)
berechnet. Nach 20 Iterationen ergibt sich folgende Vorhersagematrix P als Produkt
der Usermatrix U und der Moviematrix M

P =




r1 r2 r3 r4 r5 r6

g1 3.0 1.0 1.336 2.0 1.005 11.525
g2 1.0 3.944 3.958 1.0 3.052 1.0
g3 1.166 1.0 1.114 0.834 0.85 4.0
g4 −12.416 6.692 5.007 −7.278 3.991 −56.223



,

wobei

U =




g1 10.249 −2.964
g2 1.205 5.753
g3 3.611 −0.011
g4 −49.052 32.487


, M =

( r1 r2 r3 r4 r5 r6

0.323 0.279 0.311 0.231 0.237 1.108
0.106 0.627 0.623 0.125 0.481 −0.058

)
.

Zwar ist der Fehler bezüglich der bekannten Daten in R klein, der RMSE beträgt
0.052, jedoch wird sogleich ersichtlich, dass die Vorhersagen der fehlenden Daten
nicht ansatzweise in dem Bereich von 1 bis 5 liegen und zum Teil sogar negativ sind.

16.2.5 Modellerweiterung: Regularisierung

Wie das vorangegangene Beispiel deutlich macht, führt die bisherige Formulierung
des Optimierungsproblems dazu, dass die Trainingsdaten zu gut repräsentiert wer-
den. Dies ist ein Effekt, der im Bereich ML vielfach beobachtet wird: die Überan-
passung (engl. overfitting) an gegebene Trainingsdaten. Die Trainingsdaten werden
nahezu exakt repräsentiert, zugleich ist das Generalisierungsvermögen auf ungese-
hene Daten (Testdaten) schlecht.
Der Effekt der Überanpassung an bekannte Daten tritt nicht nur im Falle unseres
Empfehlungssystems, sondern bei zahlreichen weiteren Anwendungen auf, die mit-
hilfe von ML-Methoden gelöst werden. Ein Beispiel, zu dem bereits Lernmaterial
entwickelt und erprobt wurde, ist die Klassifizierung von Bildern basierend auf der
Stützvektormethode (vgl. Schönbrodt et al., 2021; Schmidt, 2019).

Um eine Überanpassung an die Trainingsdaten zu vermeiden, wird die Zielfunktion
um einen Regularisierungsterm erweitert. Das Optimierungsproblem (16.7) wird zu

min
U,M

∑

(i,j)∈κ
(rij − ui,•m•,j)2 + λ




n1∑

i=1
‖ui,•‖2 +

n2∑

j=1
‖m•,j‖2


 (16.21)

mit Regularisierungsparameter λ > 0 umformuliert. Der Regularisierungsterm soll
letztlich verhindern, dass die Einträge der Matrizen U undM betragsmäßig sehr groß
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werden.7 Der hier gewählte Regularisierungsansatz wird auch als 2-Norm-Regularisie-
rung beziehungsweise Tikhonov-Regularisierung bezeichnet. Durchaus wären andere
Regularisierungsterme denkbar. Vielfach wird beispielsweise die 1-Norm anstelle der
2-Norm gewählt. Der 1-Norm-Regularisierungsansatz hat den Vorteil, dass der Fokus
auf dünnbesetzte Lösungen gelegt wird, was für viele Anwendungen (bspw. Compres-
sed Sensing) wünschenswert ist (vgl. Sra et al., 2011, S. 8). Nachteil ist jedoch, dass
dies zwangsläufig zu einer nicht überall differenzierbaren Zielfunktion führt.

Die Normalengleichungen (16.19) werden nun zu
(
Ũᵀ
j Ũj + λI

)
m•,j = Ũᵀ

j r•,j (16.22)

erweitert, wobei I ∈ Rnf×nf der Einheitsmatrix entspricht. Die Matrix
(
Ũᵀ
j Ũj + λI

)

ist invertierbar und die Lösung für m•,j ist gegeben durch (vgl. Strang, 2009, S. 124)

m•,j =
(
Ũᵀ
j Ũj + λI

)−1
Ũᵀ
j r•,j. (16.23)

Die Hesse-Matrix
(
Ũᵀ
j Ũj + λI

)
der Zielfunktion mit Regularisierungsparameter ist

positiv definit, denn für beliebige Vektoren x ∈ Rnf mit x 6= 0 gilt

xᵀ
(
Ũᵀ
j Ũj + λI

)
x = ‖Ũjx‖2 + λ‖x‖2 > 0,

da λ‖x‖2 > 0. Damit ist die Zielfunktion, die sich in den Iterationsschritten ergibt,
strikt konvex. Dies führt dazu, dass das System (16.22) eindeutig lösbar ist. Das wird
auch anschaulich am Graph der Zielfunktion aus Beispiel 16.2.1 ersichtlich, wenn die
Funktion um den Regularisierungsterm erweitert wird (vgl. Abb. 16.4). Analog zu
der hier beschriebenen Optimierung der Movievektoren kann bei der Optimierung
der Uservektoren vorgegangen werden.

Der Regularisierungsparameter liefert die gewünschte Möglichkeit, eine Überanpas-
sung der gesuchten Faktorisierung an gegebene Trainingsdaten zu regulieren. Wird
ein großer Wert für λ gewählt, so führt dies zu einem größeren Fehler bezüglich der
Trainingsdaten. Der Fehler bezüglich der Testdaten wird gegebenenfalls kleiner, da
eine Überanpassung des Modells an die Trainingsdaten vermieden wird. Dies wird
bei der Diskussion exemplarischer Ergebnisse in Abschnitt 16.2.6 und ausführlicher
im Anhang E.3 aufgegriffen.

Die folgende Fortsetzung von Beispiel 16.2.2 macht den Einfluss des Regularisie-
rungsparameters exemplarisch deutlich.

Beispiel 16.2.3 (Fortsetzung von Beispiel 16.2.2).
Mit einem Regularisierungsparameter von λ = 0.4 ergibt sich mit dem ALS-Verfahren

7Das regularisierte Problem lässt sich auch als Skalarisierung eines Mehrzielproblems betrachten,
bei dem die beiden Ziele a) Faktorisierung mit minimalem Fehler finden und b) Summe der
quadrierten Einträge von U bzw. M minimieren, verfolgt werden.
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Abb. 16.4: Darstellung der Zielfunktion (16.13) erweitert um einen Regularisie-
rungsterm f(u11, u12) + λ · (u2

11 + u2
12) mit λ = 2. Es existiert ein ein-

deutiger globaler Minimalpunkt.

die Vorhersagematrix P (nf = 2, 20 Iterationen)

P =




r1 r2 r3 r4 r5 r6

g1 2.672 0.915 1.128 1.795 1.032 3.379
g2 0.994 0.317 3.751 0.952 2.937 1.009
g3 2.841 0.974 1.026 1.894 0.964 3.605
g4 1.091 0.343 4.8 1.104 3.746 1.058




als Produkt der Usermatrix U und der Moviematrix M

U =




g1 1.8 0.014
g2 0.628 1.624
g3 1.916 −0.069
g4 0.682 2.115


, M =

( r1 r2 r3 r4 r5 r6

1.484 0.508 0.61 0.996 0.56 1.877
0.038 −0.001 2.073 0.201 1.591 −0.105

)
.

Zwar ist der Fehler bezüglich der bekannten Daten etwas größer, der RMSE beträgt
0.180, jedoch wird sogleich ersichtlich, dass die Werte für die unbekannten Daten
nun fast alle im Bereich von 1 bis 5 liegen. Die Einträge von U und M sind, wie zu
erwarten, betragsmäßig kleiner.

Der Verlauf des Fehlers bezüglich der Trainingsdaten über die Iterationen des Verfah-
rens ist in Abbildung 16.5 für verschiedene Regularisierungsparameter dargestellt.
Es wird ersichtlich, dass die Trainingsdaten schlechter approximiert werden, wenn
der Regularisierungsparameter größer gewählt wird. Bei der Anwendung auf einen
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Abb. 16.5: Fehler bezüglich der Trainingsdaten für unterschiedliche Werte von λ.
Die Anzahl der Eigenschaften beträgt in allen Fällen nf = 2.

Teil des Netflixdatensatzes in Anhang E.3 wird jedoch ersichtlich, dass der umge-
kehrte Effekt für die Testdaten zu beobachten ist.
Abbildung 16.5 macht zudem deutlich, dass der Regularisierungsterm die Zielfunk-
tion dominiert, wenn der Regularisierungsparameter für eine geringe Anzahl an Ei-
genschaften nf sehr groß gewählt wird (λ = 10). Die Trainingsdaten werden gar
nicht mehr approximiert. Die Einträge der Matrizen U und M gehen gegen Null.

Exkurs: Alternative Formulierung des regularisierten Problems
Beim Einbau eines Regularisierungsterms sind hinsichtlich dessen, wie stark die ein-
zelnen Vektoren m•,j und ui,• regularisiert werden, durchaus verschiedene Ansätze
denkbar (und finden in der Praxis Einsatz). Hier wird kurz auf eine alternative For-
mulierung des regularisierten Problems eingegangen, die sich bei Zhou et al. (2008)
wiederfindet. Bei dieser werden die User- und Movievektoren durch den Einbau von
Gewichten unterschiedlich stark regularisiert. Das Optimierungsproblem lautet

min
U,M

1
2
∑

(i,j)∈κ
(rij − ui,•m•,j)2 + λ

2 (
n1∑

i=1
nuser
i ‖ui,•‖2 +

n2∑

j=1
nmovie
j ‖m•,j‖2) (16.24)

mit Regularisierungsparameter λ > 0. Hierbei entspricht nuser
i der Anzahl an Bewer-

tungen der Person i und nmovie
j der Anzahl an Bewertungen von Film j. Dieses Pro-

blem ist äquivalent zu dem folgenden gewichteten Niedrigrang-Approximationsproblem
mit Tikhonov-Regularisierung (vgl. Zhou et al., 2008, S. 339)

min
U,M

1
2‖W ⊗ (R− U ·M)‖2

F + λ

2
(
‖UᵀΓu‖2

F + ‖MΓm‖2
F

)
, (16.25)

wobei es sich bei Γu = diag(
√
nuser

1 , . . . ,
√
nuser
n1 ) und Γm = diag(

√
nmovie

1 , . . . ,
√
nmovie
n2 )

um Tikhonov-Matrizen handelt. Das Normalengleichungssystem, welches wir beim
Update eines beliebigen Movievektors erhalten, lautet für dieses Problem

(
Ũᵀ
j Ũj + λnmovie

j I
)

m•,j = Ũᵀ
j r•,j. (16.26)
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Unter der Annahme, dass von jedem Film mindestens eine Bewertung bekannt ist,
also nmovie

j > 0 gilt, ist
(
Ũᵀ
j Ũj + λnmovie

j I
)−1

invertierbar und die Lösung des Nor-
malengleichungssystems eindeutig. In diesem Fall kann ein beliebiger Movievektor
berechnet werden durch

m•,j =
(
Ũᵀ
j Ũj + λnmovie

j I
)−1

Ũᵀ
j r•,j. (16.27)

Die gewichtete Formulierung des Problems reguliert die Vektoren m•,j beziehungs-
weise ui,• stärker, die in die Modellierung dichter besetzter Spalten oder Zeilen der
Ratingmatrix eingehen. In der Diskussion numerischer Experimente in Anhang E.3.3
wird deutlich, dass der Regularisierungsansatz zu einer geringeren Überanpassung
an die Trainingsdaten führt.

16.2.6 Anwendung auf Testdaten

Bisher haben wir lediglich quantifiziert, welchen Einfluss die unterschiedlichen For-
mulierungen des Optimierungsproblems auf den Trainingsfehler haben. Um zudem
quantifizieren zu können, wie gut die Vorhersage für noch ungesehene Bewertungs-
daten funktioniert, wird sich der bereits in Abschnitt 14.1 beschriebenen Strategie
der Validierung auf einem Testdatensatz zunutze machen. Dazu werfen wir einen
Blick auf numerische Experimente, die auf einem Teil des Netflixdatensatzes aus-
geführt wurden. Hier werden lediglich exemplarische Ergebnisse gezeigt. Ziel ist es,
wesentliche Beobachtungen darstellen zu können, die auch bei der Umsetzung im
Lernmaterial zentral sind. Eine ausführliche Diskussion numerischer Experimente
findet sich in Anhang E.3.
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Abb. 16.6: Ergebnisse basierend auf dem regularisierten Problem (16.21) für ver-
schiedene Wahlen der Parameter nf und λ. Die Ergebnisse werden ab
der ersten Iteration (d. h. nach dem ersten Update von U und M) dar-
gestellt.

In Abbildung 16.6 sind Ergebnisse des ALS-Verfahrens für verschiedene Wahlen
des Regularisierungsparameters λ und der Anzahl an betrachteten Eigenschaften nf
dargestellt. Es wird ersichtlich, ...
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• dass die Überanpassung an die Trainingsdaten auch bei Anwendung auf grö-
ßere Datensätze reguliert werden kann, indem der Regularisierungsparameter
entsprechend erhöht wird.

• dass eine Erhöhung der Anzahl an Eigenschaften nf bei gleichbleibendem Re-
gularisierungsparameter wiederum zu einer größeren Überanpassung an die
Trainingsdaten führt. Der Fehler bezüglich der Testdaten ist größer. Dies lässt
sich dadurch erklären, dass eine größere Anzahl an Eigenschaften zu einem hö-
herdimensionalen Optimierungsproblem und damit mehr Freiheitsgraden bei
der Optimierung führt. Es bestehen vereinfacht gesagt mehr Möglichkeiten die
bekannten Daten besonders gut darzustellen.

Es kann festgehalten werden, dass für einen gegebenen Datensatz eine geeignete
Kombination aus Regularisierungsparameter λ und Anzahl Eigenschaften nf gesucht
werden muss. Dies ist beispielsweise über eine Kreuzvalidierung möglich.

16.2.7 Modellerweiterung: Verzerrungen in den Daten

Das Bewertungsverhalten einzelner Personen kann nicht nur hinsichtlich individu-
eller Vorlieben für verschiedene Filme, sondern auch bezüglich deren Tendenz eher
euphorisch oder reserviert zu bewerten, variieren. So ist es denkbar, dass eine Per-
son A eher Bewertungen von 4 und 5 abgibt, wenn ihr ein Film gefällt, wohingegen
eine eher kritische Person B, der die gleichen Filme gefallen, Bewertungen von 3
und 4 abgibt. Dies führt zu einer Verzerrung in den Bewertungen, die auch Bias
genannt wird. Ähnliche Effekte können bei den Filmen auftreten. So ist es möglich,
dass ein Film aufgrund eines besonders berühmten Schauspielers im Mittel um 0.5
Bewertungspunkte besser bewertet wird, als der Durchschnitt (vgl. Aggarwal, 2016,
S. 106).
Der Bias sollte bei der Modellierung der Interaktion zwischen Nutzenden, Filmen und
deren Eigenschaften über das Skalarprodukt ui,•m•,j nicht mit einbegriffen werden.
Deswegen wird die Vorhersage r̂ij einer Bewertung rij unterteilt: in einen Term, der
Effekte wie User- und Movie-Bias berücksichtigt, und einen Term, der die tatsächli-
che Interaktion von Nutzenden und Filmen hinsichtlich der Eigenschaften modelliert
(vgl. Koren et al., 2009, S. 33). Dies liefert als Vorhersage r̂ij

r̂ij = ui,•m•,j + µ+ oi + pj. (16.28)

Hierbei entspricht µ dem Mittelwert über alle bekannten Bewertungen im Trai-
ningsdatensatz, oi beschreibt den Bias von Person i und pj den Bias eines beliebigen
Filmes j. Für die Festlegung der Parameter oi und pj sind unterschiedliche Ansätze
denkbar. Zum einen können die Bias-Parameter vor dem Lernen der eigentlichen
Faktorisierung bestimmt werden und als Vorverarbeitung der Daten berücksichtigt
werden. Dazu können die Parameter oi und pj als Minimalpunkte des konvexen
Optimierungsproblems

min
o,p

∑

(i,j)∈κ
(rij − µ− oi − pj)2 + λ




n1∑

i=1
o2
i +

n2∑

j=1
p2
j


 (16.29)

180



16.3 Nachbarschaftsmethoden – Ähnlichkeiten modellieren

bestimmt werden (vgl. Koren und Bell, 2011, S. 149). Eine andere Möglichkeit ist
es, den User- und Movie-Bias aus den gegebenen Daten zu lernen, indem die Bias-
Parameter als weitere Variablen in das Optimierungsproblem (16.21) einbezogen
werden. Das Problem lautete nun

min
U,M,o,p

∑

(i,j)∈κ
(rij − ui,•m•,j − µ− oi − pj)2 (16.30)

+ λ




n1∑

i=1

(
‖ui,•‖2 + o2

i

)
+

n2∑

j=1

(
‖m•,j‖2 + p2

j

)

 .

Um das ALS-Verfahren auch zum Lösen dieses Optimierungsproblems anwenden zu
können, müssen lediglich kleine Änderungen vorgenommen werden. Diese können in
Anhang E.2 eingesehen werden.

16.3 Nachbarschaftsmethoden – Ähnlichkeiten
modellieren

Neben der Entwicklung von Empfehlungssystemen über eine Matrix-Faktorisierung
finden vielfach auch Nachbarschaftsmethoden Einsatz. Die Grundidee von Nachbar-
schaftsmethoden ist es, Ähnlichkeiten zwischen Nutzenden (nutzerbasierter Ansatz)
oder zwischen Filmen (filmbasierter Ansatz) über Ähnlichkeitsmaße zu modellieren.
Basierend auf gefundenen Ähnlichkeiten zwischen den Nutzerinnen und Nutzern /
den Filmen, werden die Filme festgelegt, die einer Person sehr wahrscheinlich ge-
fallen. Die wesentlichen Elemente von Nachbarschaftsmethoden werden hier kurz
beschrieben, da sich das Modell, welches eine Lerngruppe vollkommen unangeleitet
auf einer Modellierungswoche erarbeitet hat, diesen Methoden zuordnen lässt (vgl.
Abschn. 18.2.2).

Ein gängiges Ähnlichkeitsmaß ist die Verwendung des Pearson-Korrelationskoeffizien-
ten. Die Ähnlichkeit zwischen zwei beliebigen Nutzenden u1 und u2 wird bestimmt
über

sim(u1, u2) =
∑
j∈I(ru1j − µu1) · (ru2j − µu2)√∑

j∈I(ru1j − µu1)2 ·
√∑

j∈I(ru2j − µu2)2
,

wobei µu1 das mittlerer Rating der Person u1 bezüglich der bekannten Bewertungen
und analog µu2 das der Person u2 bezeichnet. I stellt die Menge an Filmindizes dar,
die beide Personen bewertet haben. Die Ähnlichkeit wird damit lediglich über die
gemeinsamen Bewertungen berechnet (vgl. Aggarwal, 2016, S. 35).
Basierend auf dem gewählten Ähnlichkeitsmaß werden die Ähnlichkeiten jedes User-
User-Paars (oder jedes Film-Film-Paars) bestimmt. Um nun für eine beliebige Person
ui, die den Film j noch nicht gesehen hat, eine Vorhersage zu bestimmen, können die
berechneten Ähnlichkeiten ausgenutzt werden. Eine Möglichkeit ist es, die Vorhersa-
ge als gewichtete Summe basierend auf den k ähnlichsten Nutzenden zu bestimmen.
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16 Entwicklung eines Empfehlungssystems

Dies wird unter anderem bei Aggarwal (2016, S. 36) diskutiert.
Ein weiteres Ähnlichkeitsmaß stellt die sogenannte Kosinus-Ähnlichkeit dar:

sim(u1, u2) =
∑
j∈I ru1,j · ru2,j√∑

j∈I r
2
u1,j ·

√∑
j∈I r

2
u2,j

=
rredu1,• · rredu2,•

‖rredu1,•‖ · ‖rredu2,•‖
. (16.31)

Dieses Ähnlichkeitsmaß lässt sich geometrisch als Kosinus des Winkels zwischen den
beiden auf die gemeinsamen Bewertungen reduzierten Vektoren rredu1,• und rredu2,• in-
terpretieren. Dieses Ähnlichkeitsmaß greift zentrale schulmathematische Inhalte aus
dem Bereich der linearen Algebra, konkret das Skalarprodukt und Vektoren, auf
und scheint damit besonders für die Diskussion mit Lernenden geeignet. Ausgehend
von Beispielen des zwei- und dreidimensionalen Anschauungsraums bietet dieses
Ähnlichkeitsmaß die Möglichkeit den geometrischen Winkelbegriff auf höherdimen-
sionale euklidische Vektorräume zu abstrahieren. Für eine ausführliche Diskussion
von Nachbarschaftsmethoden, weiteren Ähnlichkeitsmaßen und verschiedenen Mög-
lichkeiten, diese zur Berechnung einer Vorhersage zu kombinieren sei auf Aggarwal
(2016, Kap. 2) und Sarwar et al. (2001) verwiesen.

Latente Faktormodelle, wie die in Abschnitt 16.2 beschriebene Matrix-Faktorisie-
rung, weisen vielfach eine höhere Vorhersagegenauigkeit auf, als Nachbarschaftsme-
thoden (vgl. Koren, 2010, S. 2). Dennoch haben Nachbarschaftsmethoden zentrale
Vorteile, die oft dazu führen, dass in der Praxis auf diese zurückgegriffen wurde (vgl.
Linden et al., 2003). Ein wesentlicher Vorteil von Nachbarschaftsmethoden ist die
Erklärbarkeit der Vorhersagen. Es ist möglich Aussagen darüber zu treffen, welche
vergangenen Nutzerverhaltensweisen welchen Einfluss auf die berechnete Vorhersage
haben (vgl. Koren, 2010, S. 16). Ein weiterer Vorteil ist, dass bei den filmbasierten
Nachbarschaftsmethoden nicht das gesamte Modell neu gelernt werden muss, wenn
neue Bewertungen eines Users hinzugenommen werden. Werden hingegen bei dem
oben beschriebenen Modell einer Matrix-Faktorisierung neue Bewertungen hinzuge-
fügt, so muss die gesamte Faktorisierung neu berechnet werden (vgl. Koren, 2010,
S. 16).

Zu den Nachbarschaftsmethoden wurde im Rahmen der von mir co-betreuten Bache-
lorarbeit von Rantzau (2021) digitales Lernmaterial für die Oberstufe entwickelt. In
diesem definieren die Lernenden zunächst eigene Ähnlichkeitsmaße. Zudem lernen
sie gängige Maße wie die Pearson-Korrelation und die Kosinusähnlichkeit kennen
und wenden diese auf einen Teil des originalen Netflixdatensatzes an.

16.4 Zwischenfazit und Konsequenzen für die
Modellierung mit Lernenden

Die Modellierung des Empfehlungssystems über die Matrix-Faktorisierung erlaubt
es, zentrale Strategien des überwachten maschinellen Lernens kennenzulernen. Da-
bei wird eindrücklich ersichtlich, dass Methoden aus diesem Bereich äußerst ma-
thematikhaltig sind. Durchaus ist bei der obigen Modellierung jedoch auch deutlich

182



16.4 Zwischenfazit und Konsequenzen für die Modellierung mit Lernenden

geworden, dass das Optimierungsproblem, welches sich bei der Modellierung des
Empfehlungssystems ergibt, als komplexer anzusehen ist als die Optimierungspro-
bleme, die im Falle des solarthermischen Kraftwerkes diskutiert wurden (vgl. Teil
III). Gründe für die erhöhte Komplexität sind:

• Bei der Modellierung des Empfehlungssystems ergeben sich die Optimierungs-
frage und insbesondere die Entscheidungsvariablen nicht in direkter, offensicht-
licher Weise wie beim solarthermischen Kraftwerk. Bei der Problemstellung zur
Solarthermie war es bereits vor der Entwicklung des mathematischen Modells
möglich, festzuhalten, welche Parameter als Entscheidungsvariablen (bspw. die
Absorberrohrhöhe oder die Spiegelpositionen) in Frage kommen. Die Entschei-
dungsvariablen sind „greifbar“ und haben auch in der Realität eine vorstellbare
Bedeutung. Im Falle des Empfehlungssystems ergeben sich die Entscheidungs-
variablen hingegen erst, nachdem das mathematische Modell entwickelt wurde.
Zudem beschreiben die Entscheidungsvariablen abstrakte Einträge der User-
und Moviematrix.

• Die Zielfunktion des Optimierungsproblems ist im Falle des Empfehlungssys-
tems nicht sinnvoll in ein oder zwei Dimensionen (und damit im Anschauungs-
raum) darstellbar ist.

Aufgrund der erhöhten Komplexität wurde entschieden, im Lernmaterial rund um
das Lösen des Optimierungsproblems bei unserem Empfehlungssystem einen stärker
angeleiteten Ansatz zu verfolgen. Dennoch wurde die Problemstellung auch im Rah-
men einer Modellierungswoche eingesetzt, um zu evaluieren, inwieweit sich derartig
datenlastige Probleme – unabhängig davon, ob sie auf ein Optimierungsproblem
hinauslaufen – für das offene, unangeleitete Modellieren mit Lernenden eignen (vgl.
Abschn. 18.2.2).
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Im entwickelten Lernmaterial setzen sich die Schülerinnen und Schüler problemori-
entiert mit Empfehlungssystemen und dem Netflix Preis auseinander. Auf digitalen
Arbeitsblättern (realisiert als Jupyter Notebooks) erkunden sie den Datensatz und
sammeln Ideen für die Entwicklung eines Empfehlungssystems. Sie erarbeiten ein
mathematisches Modell bei dem das Lösen eines Optimierungsproblems zentraler
Bestandteil ist. Anschließend wenden sie das entwickelte Modell auf einen Teil des
Netflixdatensatzes an. Das entwickelte Lernmaterial zeigt exemplarisch, wie daten-
lastige Probleme aus dem Alltag der Lernenden aufbereitet und im Rahmen von
Modellierungsprojekten, sowohl im Distanzlernen als auch in Präsenz, durchgeführt
werden können.
Tabelle 17.1 liefert eine Übersicht über Aufbau und Inhalte des Lernmaterials für
die Durchführung im Rahmen angeleiteter Modellierungsprojekte.

17.1 Voraussetzungen und Ziele

Für die Bearbeitung des Lernmaterials wird vorausgesetzt, dass die Lernenden mit
Lage- und Streumaßen (Mittelwert und Standardabweichungen) vertraut sind. Zu-
dem sollten die Lernenden lineare Gleichungssysteme kennen und ohne digitale
Hilfsmittel lösen können. Zentral ist zudem ein Verständnis von funktionalen Zu-
sammenhängen. Für die Bearbeitung der Langversion von Arbeitsblatt 4 und des
Zusatzmaterials zu den Fehlermaßen müssen die Lernenden die Differentialrechnung,
insbesondere die Bestimmung von Extremstellen über die Nullstellen der Ableitung,
beherrschen. Sie sollten die Kettenregel kennen. Für die Bearbeitung des Zusatzblat-
tes zu den Fehlerfunktionen ist die Kenntnis über den Graph der Betragsfunktion
günstig.

Mit der Entwicklung des Lernmaterials wurden verschiedene inhaltliche Ziele ver-
folgt, die im Folgenden beschrieben werden. Dabei wird lediglich auf die Hauptzie-
le eingegangen. Die jeweiligen inhaltlichen Teilziele der Arbeitsblätter werden bei
der Darstellung des Materials deutlich. Ziele, die unabhängig von mathematisch-
inhaltlichen Lernzielen mit den Modellierungsaktivitäten verfolgt werden, wurden
in Abschnitt 6.1 beschrieben. Folgende Ziele werden mit dem Lehr- und Lernmate-
rial verfolgt:
Die Lernenden ...

• setzen sich mit den Daten des Netflix Preises auseinander. Sie nutzen verschie-
dene Darstellungsformen der Daten, um diverse Fragen rund um den Datensatz
zu beantworten.
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17.1 Voraussetzungen und Ziele

Tab. 17.1: Übersicht über das Lernmaterial zu Empfehlungssystemen
Arbeitsblatt Inhalt Zusatzblätter
AB 1: Datenanalyse Untersuchung des Netflixdaten-

satzes und erstes Brainstorming
zu Ideen für die Entwicklung ei-
nes mathematischen Modells

AB 2: Erste
Modellentwicklung

Erarbeitung der Faktorisie-
rungsidee

1 Zusatzblatt:
Skalarprodukt

AB 3: Das Fehlermaß Händische Berechnung von Fak-
torisierungen und Definition ei-
nes Fehlermaßes zur Bewertung
der Vorhersagegüte

AB 4 - Langversion:
Entwicklung des
ALS-Verfahrens

Schrittweise Entwicklung des
ALS-Verfahrens an einem klei-
nen Beispiel und Untersuchung
des Einflusses der Regularisie-
rung

2 Zusatzblätter:
1) Einfluss der Fehler-
maße, 2) Einfluss der
Regularisierung

AB 4 - Kurzversion:
Anwendung des
ALS-Verfahrens

Anwendung des ALS-Verfahrens
und Untersuchung des Einflusses
der Regularisierung

AB 5: Anwendung
auf den Netflix-
datensatz

Anwendung des ALS-Verfahrens
auf den Netflixdatensatz und
Parameterstudie

1 Zusatzblatt:
eigene Empfehlungen

• untersuchen Zusammenhänge in einer kleinen Bewertungsmatrix, erklären die-
se im Hinblick auf die reale Situation und sammeln Ideen für die Entwicklung
eines Empfehlungssystems.

• entwickeln angeleitet durch kleinere Aufgaben die Idee der Faktorisierung der
Bewertungsmatrix. Sie interpretieren die Einträge von User- und Moviematrix
im Hinblick auf den Geschmack der Nutzerinnen und Nutzer beziehungsweise
auf die Eigenschaften der Filme. Sie stellen eine Formel für die Berechnung
von Bewertungen basierend auf den Einträgen von User- und Moviematrix auf
(Skalarprodukt).

• bestimmen händisch eine Zerlegung für eine kleine Bewertungsmatrix. Sie de-
finieren eigene Fehlermaße, um die Güte der Vorhersage zu bewerten. Sie ver-
gleichen ihre Fehlermaße mit denen ihrer Mitlernenden und diskutieren Vor-
und Nachteile.

• lernen in der Kurzversion von Arbeitsblatt 4 das ALS-Verfahren kennen. Sie
wenden dieses auf eine kleine Bewertungsmatrix an. Sie diskutieren und va-
lidieren die erhaltenen Vorhersagen für die bekannten und die unbekannten
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Daten. Sie führen die Optimierung basierend auf der regularisierten Zielfunk-
tion aus und diskutieren den Einfluss des Regularisierungsparameters.

• erarbeiten in der Langversion von Arbeitsblatt 4 die Schritte des ALS-Verfahrens,
indem sie für ein kleines Beispiel die partiellen Ableitungen und die Nullstel-
len des Gradienten berechnen. Sie diskutieren und validieren die erhaltenen
Vorhersagen für die bekannten und die unbekannten Daten. Sie führen die
Optimierung basierend auf der regularisierten Zielfunktion aus und diskutie-
ren den Einfluss des Regularisierungsparameters.

• erfassen die Idee von Trainings- und Testdaten. Anschließend wenden sie das
ALS-Verfahren auf einen Teil des Netflixdatensatzes an und führen eine Pa-
rameterstudie für den Regularisierungsparameter λ und die Anzahl an Eigen-
schaften nf durch. Sie diskutieren den Einfluss der Parameter auf die Ergeb-
nisse.

• arbeiten mit realen Datensätzen und erkennen dabei, dass Daten das Herzstück
für die Entwicklung und den Erfolg von ML-Methoden sind.

• reflektieren verschiedene Anwendungsmöglichkeiten der beschriebenen Modelle
im Hinblick auf ethisch bedenkliche Anwendungen und deren gesellschaftliche
Auswirkungen kritisch. Sie diskutieren Grenzen des entwickelten Modells und
sammeln Ideen für Modellverbesserungen.

17.2 Darstellung des Lernmaterials

In diesem Abschnitt wird das Lernmaterial für die Durchführung im Rahmen von
angeleiteten Projekten mit kürzerem zeitlichen Rahmen (Modellierungstage, Unter-
richtsreihen) beschrieben. Im Zuge dessen werden die für die Bearbeitung des Ma-
terials notwendigen inhaltlichen Kompetenzen herausgearbeitet. Dabei wird darauf
verzichtet im Detail auf einzelne Aufgabenstellungen einzugehen. Stattdessen sei auf
das Lernmaterial im Anhang F und erneut auf die Möglichkeit verwiesen auf das
Material über die Workshop-Plattform zuzugreifen (vgl. Vorwort).
Abschließend wird das Material für die Durchführung des Projektes im Rahmen
einer Modellierungswoche kurz beschrieben.

17.2.1 Lernmaterial für angeleitete Modellierungsprojekte

Für die Entwicklung des Lernmaterials wurden die in Teil II beschriebenen digita-
len Werkzeuge (vgl. Kap. 5) und methodischen Bausteine (vgl. Kap. 6) ein- und
umgesetzt.

Folien für die Einstiegspräsentation
In der Einstiegspräsentation (vgl. Anh. F.9.1) wird zunächst die Problemstellung,
will heißen die Entwicklung von guten Empfehlungssystemen, vorgestellt. Dabei wer-
den die Lernenden mithilfe verschiedener Fragen in die Diskussion eingebunden:
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• Welche Ziele verfolgen die Unternehmen mit dem Einsatz von Empfehlungs-
systemen?

• Welche Informationen können hilfreich sein, um Nutzerinnen und Nutzern neue
Produkte (z. B. Filme, Bücher etc.) zu empfehlen?

Anschließend wird der Netflix Preis, der zugehörige Datensatz und das Ziel, fehlen-
de Bewertungen bestmöglich vorherzusagen, vorgestellt. Dabei wird vereinfachend
angenommen, dass a) die vorhandenen Bewertungsdaten wahr sind und b) eine feh-
lende Bewertung bedeutet, dass die Nutzerin / der Nutzer den entsprechenden Film
noch nicht gesehen hat. Die Problemstellung und die getroffenen Vereinfachungen
werden in den vierschrittigen Modellierungskreislauf (vgl. Abschn. 1.1) eingebettet.
Abschließend werden das Ziel des Workshops (die Entwicklung eines eigenen Emp-
fehlungssystems) und dessen Ablauf transparent gemacht.

Antwortblätter
Zu Beginn der ersten Arbeitsphase erhalten die Lernenden Antwortblätter zu allen
fünf Arbeitsblättern. Diese können bei Präsenzdurchführungen ausgedruckt und bei
der virtuellen Durchführung als bearbeitbares pdf ausgefüllt werden. Ziel der Ant-
wortblätter ist es, die Dokumentation der Ergebnisse durch die Lernenden bei der
Bearbeitung des Lernmaterials zu erleichtern und zu strukturieren.

Abb. 17.1: Interaktive Visualisierung der Daten auf dem ersten Arbeitsblatt
(Streudiagramm)

Arbeitsblatt 1: Datenanalyse
Ausgangspunkt des Lernmaterials ist der Netflixdatensatz. Die Lernenden untersu-
chen diesen mithilfe verschiedener Darstellungsformen wie der Ratingmatrix bezie-
hungsweise Ratingtabelle (16.1) oder Streudiagrammen und tabellarischen Darstel-
lungen (vgl. Abb. 17.1 und 17.2). Dabei beantworten sie Fragen wie „Bei welchem
Film weichen die Bewertungen am wenigsten vom Mittelwert ab?“ und „Welcher ist
der beliebteste, welcher der älteste Film im Datensatz?“ Die Lernenden entschei-
den, welche Darstellungsform für die Beantwortung welcher Frage geeignet ist. Bei
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der Einführung der tabellarischen Darstellung der Bewertungsdaten (16.1) wird der
Begriff einer Matrix zunächst vermieden, da dieser keine Voraussetzung für die ver-
ständige Bearbeitung des Lernmaterials sein sollte.
Anschließend erarbeiten die Lernenden eigene Ideen, um mittels der bekannten Be-
wertungen in der Ratingtabelle die fehlenden Bewertungen vorherzusagen. Ansätze,
die in bisherigen Durchführungen von den Lernenden bereits genannt wurden, wer-
den in Kapitel 18 diskutiert.

Abb. 17.2: Tabellarische Darstellung der Filme aus dem Netflixdatensatz. Die Ler-
nenden können die Tabelle auf dem Arbeitsblatt nach beliebigen Spal-
ten sortieren.

Folien für die Zwischendiskussion
In der ersten Zwischendiskussion werden bisherige Ergebnisse der Lernenden im
Plenum diskutiert (vgl. Anh. F.9). Bei der Diskussion der Fragen rund um den Da-
tensatz wird aufgegriffen, welche Darstellungsform die Lernenden verwendet haben
und warum. Anschließend werden die Ideen der Lernenden für die Entwicklung ei-
nes Empfehlungssystems basierend auf der Ratingmatrix gesammelt. Zudem werden
die an einem kleinen Beispiel untersuchten Zusammenhänge zwischen den Zeilen
beziehungsweise Spalten der Ratingmatrix diskutiert und von den Lernenden im
Hinblick auf deren Bedeutung für das reale Problem eingeordnet. Abschließend wird
die Problemstellung erneut in den vierschrittigen Modellierungskreislauf eingebet-
tet. Ausgangspunkt für die weitere Modellierung ist die Betrachtung von wenigen
Nutzerinnen und Nutzern (vereinfachtes Problem).

Arbeitsblatt 2: Modell zur Vorhersage von Bewertungen
Die Lernenden steigen an kleinen Ratingtabellen in die Entwicklung des ausge-
wählten mathematischen Modells ein: die Zerlegung der Ratingtabelle in eine User-
Eigenschafts-Tabelle (16.4) und eine Film-Eigenschafts-Tabelle (16.3). Sie erarbeiten
ausgehend von einer gegebenen Beispielzerlegung (mit konkreten Zahlenwerten) wie
sich die bekannten Bewertungen aus den Zeilen der Usertabelle und den Spalten der
Movietabelle ergeben. Den gefundenen Zusammenhang wenden sie zur Berechnung
fehlender Bewertungen an. Anschließend verallgemeinern sie ihre Berechnungen, in-
dem sie eine Formel angegeben, mit der sich basierend auf den Einträgen von U
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und M die Bewertungen bestimmen lassen. Die Berechnung ist nichts anderes als
das Skalarprodukt aus Zeilenvektor der Usertabelle und Spaltenvektor der Movie-
tabelle. Der Kern des beschriebenen Modells ist die in Abschnitt 16.2 beschriebene
Matrix-Faktorisierung, die auch wesentlicher Bestandteil des Gewinnermodells des
Netflix Preises war (vgl. Koren et al., 2009). Abschließend wird erstmalig der Begriff
einer Matrix eingeführt. Eine in Form eines Erklärvideos umgesetzte Einführung der
Faktorisierungsidee finden interessierte Leserinnen und Leser bei Serrano (2018).

Zusatzblatt: Das Skalarprodukt
Auf diesem Zusatzblatt, welches auf Arbeitsblatt 1 verlinkt ist, setzen die Lernenden
sich mit der geometrischen Interpretation von User- und Movievektoren auseinan-
der. Sie diskutieren, inwieweit sich anhand einer gegebenen Darstellung der User-
und Movievektoren (analog zu Abb. 16.1) ablesen lässt, ob eine größere oder klei-
nere Bewertung zu erwarten ist. Sie nutzen zur Argumentation die Definition des
Skalarprodukts gemäß

cos (](m,u)) = m · u
‖m‖ · ‖u‖ . (17.1)

Folien für die Zwischendiskussion
Die Ergebnisse von Arbeitsblatt 2 werden im Plenum diskutiert und gesichert. Dabei
wird zunächst die Interpretation der Einträge der User- und Moviematrix diskutiert.
Die Lernenden erläutern erst an einem konkreten Zahlenbeispiel und anschließend
basierend auf Variablen für die Einträge von U undM , wie sich die Bewertungen aus
den Zeilen der Usermatrix und den Spalten der Moviematrix ergeben. In Lerngrup-
pen, in denen das Skalarprodukt bekannt ist, wird diese Berechnung entsprechend
eingeordnet. Die Bezeichnung der Tabellen als User- und Moviematrix wird erneut
aufgegriffen. Abschließend wird der aktuelle Stand der Modellierung in den vier-
schrittigen Modellierungskreislauf eingeordnet. Das nächste Teilziel für den weiteren
Verlauf des Workshops wird benannt: die Bestimmung einer geeigneten Zerlegung
in U und M ausgehend von der Ratingmatrix R. Zudem wird die Vereinfachung
getroffen, dass es ausreicht zwei Eigenschaften (nf = 2) zu betrachten.

Arbeitsblatt 3: Berechnung einer Zerlegung in U und M
Tatsächlich enthält der Netflixdatensatz keine Informationen zu den Ausprägungen
der Filme hinsichtlich gewisser Eigenschaften (bspw. Genres). Die Lernenden sollen
deswegen zunächst händisch verschiedene Zerlegungen einer kleinen 2 × 2 Bewer-
tungsmatrix berechnen und mit den Zerlegungen ihrer Mitlernenden vergleichen.
Dabei soll ersichtlich werden, dass die Zerlegung nicht eindeutig ist. Haben die Ler-
nenden Schwierigkeiten, eine Zerlegung zu bestimmen, bei der die zuvor hergeleitete
Formel (das Skalarprodukt) jeweils die bekannten Bewertungen liefert, so können
sie auf zweistufige Tippkarten zugreifen.
Da die händische Bestimmung einer Zerlegung aufwendig und für große Ratingma-
trizen nicht denkbar ist, sollen die Berechnungen dem Computer überlassen werden.
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Dazu definieren die Lernenden ein Fehlermaß, mit dem sie (und das Computerver-
fahren) bewerten können, ob eine Zerlegung ausreichend gut ist. Sie vergleichen ihr
eigenes Fehlermaß mit der Summe der Fehlerquadrate, die im weiteren Verlauf des
Lernmaterials Anwendung findet.

Folien für die Zwischendiskussion
Die Lernenden erläutern, wie sie bei der Berechnung einer Zerlegung per Hand vor-
gegangen sind. Dabei wird aufgegriffen, inwieweit die gefundene Zerlegung eindeutig
ist. Es wird diskutiert, dass die Berechnung per Hand aufwendig und für größere Ma-
trizen nicht praktikabel ist. Anschließend benennen die Lernenden ihre Ideen für die
Berechnung des Fehlers zwischen der Ratingmatrix und der Vorhersagematrix. Die
Ideen der Lernenden werden diskutiert. Zudem vergleichen und bewerten die Lernen-
den die folgenden Ansätze zur Berechnung des Fehlers: a) die orientierte Summe der
Abweichungen, b) die Summe der absoluten Abweichungen und c) die Summe der
quadratischen Abweichungen. Als Ausgangspunkt für die anstehende Optimierung
wird die Summe der quadratischen Abweichungen als Fehlermaß festgehalten. Die
Lehrkraft deutet bereits an, dass dieses Fehlermaß Vorteile für die Entwicklung eines
Optimierungsverfahrens mit sich bringt, die im späteren Verlauf erneut aufgegriffen
werden.
Anschließend werden die Schritte des ALS-Verfahrens an einem kleinen Beispiel er-
läutert. Die Bestimmung der besten Einträge von U oder M in den Iterationen des
ALS-Verfahrens wird in Bezug zur Berechnung von Extremstellen von Funktionen
einer Variablen gesetzt. Es wird deutlich, dass sich das aus dem Mathematikunter-
richt bekannte Vorgehen („Ableitung gleich Null“) auf die Berechnung der optimalen
Einträge von U beziehungsweise M in den Iterationen des ALS-Verfahrens übertra-
gen lässt. Auch hier wird auf ein kleines Zahlenbeispiel und die Visualisierung einer
dreidimensionalen Zielfunktion (vgl. Abb. 16.2) zurückgegriffen.

Arbeitsblatt 4 (Langversion): Das Optimierungsverfahren
Ziel des Arbeitsblattes ist die schrittweise Entwicklung des ALS-Verfahrens anhand
eines kleinen Beispiels. Bei der Entwicklung des Verfahrens wird an schulmathema-
tisches Wissen aus dem Bereich der Analysis (Ableitung, Extremwertbestimmung)
angeknüpft. Die Erarbeitung des Verfahrens zielt darauf ab, einen problemorientier-
ten Einstieg in mehrdimensionale Funktionen, Gradienten und die Berechnung von
Minimalpunkten zu geben. Zugleich wird das Anwenden von Ableitungsregeln bei
der Bestimmung der Gradienten und das Lösen von linearen Gleichungssystemen
an einer authentischen Anwendung geübt. Die Grundidee des ALS-Verfahrens kann
von den Lernenden bei Bedarf in einem verlinkten Erklärvideo erneut angeschaut
werden.
Vor der Entwicklung des Verfahrens erhalten die Lernenden vertiefendes Informa-
tionsmaterial zu mehrdimensionalen Funktionen, welches die Übertragung von be-
kannten Konzepten aus der Differentialrechnung für Funktionen einer Variablen auf
Funktionen mehrerer Variablen unterstützt. Es sei hier erwähnt, dass dieser Teil
des Lernmaterials für leistungsstarke Schülerinnen und Schüler konzipiert wurde.
Anschließend erarbeiten die Lernenden das Optimierungsverfahren analog zu Bei-
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spiel 16.2.1. Bei der Entwicklung des Verfahrens kann problemorientiert diskutiert
werden, welche Vorteile die Wahl der Summe der Fehlerquadrate gegenüber der Sum-
me der absoluten Abweichungen im Hinblick auf die Eigenschaften der Zielfunktion
liefert. Diese Diskussion wurde auf das im Folgenden beschriebene Zusatzblatt aus-
gelagert.
Nachdem die Lernenden die Berechnungen von zwei Iterationsschritte des ALS-
Verfahrens händisch durchgeführt haben, können sie das Verfahren computergestützt
auf eine größere Ratingmatrix anwenden und die erhaltenen Vorhersagen im Hin-
blick auf das reale Problem validieren. Dabei wird ersichtlich, dass die Vorhersage
der bekannten Daten gut funktioniert, wohingegen die Vorhersagen der fehlenden
Bewertungen zum Teil nicht ansatzweise im gewünschten Bereich zwischen 1 und 5
liegen. Die Grundidee der Regularisierung wird als Modellverbesserung eingeführt
und in einem Erklärvideo erläutert. Die Lernenden untersuchen den Einfluss des
Regularisierungsparameters auf zwei Arten: Zum einen experimentell, indem sie den
Wert des Parameters variieren und den Einfluss auf die erhaltenen Ergebnisse unter-
suchen, zum anderen, indem sie Bezug auf den modifizierten Funktionsterm nehmen
(Wie müssen die Einträge von U und M gewählt werden, damit die Funktionswer-
te trotz hohem Regularisierungsparameter möglichst klein sind?) Optional kann der
Einfluss der Regularisierung auf die Gestalt der Zielfunktion anschaulich untersucht
werden (vgl. Zusatzblatt Regularisierung).

Zusatzblatt: Die Wahl der Fehlerfunktion
Auf diesem Zusatzblatt können die Lernenden den Einfluss der unterschiedlichen
Fehlermaße auf die Zielfunktion sowohl grafisch als auch analytisch erkunden. Dazu
wird erneut das Beispiel 16.2.1 aufgegriffen.
Wurde die Summe der absoluten Abweichungen zur Berechnung des Fehlers gewählt,
so wird die Zielfunktion (16.13) zu:

f(u11, u12) = |2− (u11 · 1 + u12 · 1)|+ |3− (u11 · 1 + u12 · 1)| . (17.2)

Mit den Lernenden kann am Graph dieser Funktion (vgl. Abb. 16.3) diskutiert
werden, dass diese nicht überall differenzierbar ist, womit die Berechnung des Mini-
malpunktes komplexer wird. Zudem wird die Zielfunktion basierend auf der Summe
der orientierten Abstände

f(u11, u12) = 2− (u11 · 1 + u12 · 1) + 3− (u11 · 1 + u12 · 1) (17.3)

graphisch dargestellt. Dabei wird anschaulich ersichtlich, dass diese Funktion keinen
Minimalpunkt besitzt und als Fehlermaß nicht sinnvoll ist.

Zusatzblatt: Regularisierung
Die Lernenden untersuchen den Einfluss des Regularisierungsterms auf den Graph
der Zielfunktion f anschaulich in dem Minimalbeispiel 16.2.1. Auf dem Zusatzblatt
wird der Graph der Zielfunktion wie in Abbildung 16.4 interaktiv visualisiert. Es
ist zu erkennen, dass die Regularisierung dazu führt, dass die Zielfunktion einen
eindeutigen Minimalpunkt aufweist.

191



17 Umsetzung im Lernmaterial

Arbeitsblatt 4 (Kurzversion): Das Optimierungsverfahren
Bei Bedarf kann die Grundidee des ALS-Verfahrens in einem verlinkten Erklärvideo
erneut von den Lernenden angeschaut werden. Anschließend wird das ALS-Verfahren
von den Lernenden nicht selbst entwickelt, sondern als Blackbox angewandt. Die an-
schließende Diskussion der Ergebnisse und des Einflusses des Regularisierungsterms
erfolgt analog zur Langversion des Arbeitsblattes 4.

Folien für die Zwischendiskussion
Zunächst wird erneut der vierschrittige Modellierungskreislauf aufgegriffen und die
bereits absolvierten Modellierungsschritte in diesen eingeordnet. Die Lernenden er-
läutern ihre Einschätzung zur Güte der erhaltenen Ergebnisse des ALS-Verfahrens
ohne Regularisierung. Anschließend beschreiben sie den Einfluss des Regularisie-
rungsterms und begründen, wie sich die Wahl des Regularisierungsparameters λ auf
die Einträge von U und M und die Vorhersage von bekannten und von fehlenden
Bewertungen auswirkt.
Da bisher nur quantifiziert wurde, wie gut das Modell zur Repräsentation bekann-
ter Bewertungen geeignet ist, aber unbekannte Bewertungen vorhergesagt werden
sollen, wird eine Strategie des überwachten MLs vorgestellt: Die Unterteilung der
bekannten Bewertungsdaten in solche, die zur Berechnung einer Zerlegung verwen-
det werden (Trainingsdaten) und solche, die genutzt werden, um zu validieren, wie
gut die Vorhersage auf „unbekannten“ Daten (Testdaten) funktioniert.

Abb. 17.3: Unterteilung der bekannten Daten in Trainings- und Testdaten

Arbeitsblatt 5: Anwendung auf den Netflixdatensatz
Ziel ist die Anwendung des erarbeiteten Modells und des Optimierungsverfahrens
auf den Netflixdatensatz. Dazu wird dieser zunächst geladen und ein kleinerer Teil-
datensatz ausgewählt. Anschließend werden die Daten in Trainings- und Testdaten
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unterteilt. Die Idee dieser Unterteilung wird als Gif, welches die Schritte von Ab-
bildung 17.3 nacheinander einblendet, auf dem Arbeitsblatt erneut veranschaulicht.
Anschließend wenden die Lernenden das ALS-Verfahren auf den Trainingsdatensatz
an, berechnen eine Zerlegung und lassen sich den quadratisch gemittelten Fehler für
die Trainings- und Testdaten ausgeben.
Die Lernenden führen eine Parameterstudie für λ und nf durch. Ein Teil der in der
Parameterstudie einzustellenden Werte ist auf dem Antwortblatt vorgegeben. Ba-
sierend auf den dokumentierten Ergebnissen für den Fehler bezüglich der Test- und
Trainingsdaten beschreiben und begründen die Lernenden den Einfluss der beiden
Parameter. Den Lernenden steht es frei für beliebige weitere Parameterwahlen eine
Zerlegung der Ratingmatrix zu bestimmen.

Zusatzblatt: Eigene Empfehlungen
Dieses Zusatzblatt können die Lernenden am Ende von Arbeitsblatt 5 bearbeiten.
Ein Teil des Netflixdatensatzes wird erneut geladen. Die Lernenden geben für zehn
vorgegebene (populäre, dennoch alte) Filme eine Bewertung ab. Die Bewertungen
der Lernenden werden als weitere Zeile in die Trainingsmatrix aufgenommen. Eine
Faktorisierung der erweiterten Trainingsmatrix wird bestimmt. Den Lernenden wird
dann eine individuelle Filmempfehlung ausgegeben.

Folien für die Abschlussdiskussion
Zunächst werden die Ergebnisse der Lernenden aus der Parameterstudie gesammelt
(„Wer hat das beste Ergebnis auf den Testdaten erzielt?“). Anschließend erläutern
die Lernenden ihre Beobachtungen bezüglich des Einflusses der beiden Parameter
auf den Trainings- und Testfehler.
Die Lernenden reflektieren verschiedene Anwendungsmöglichkeiten der beschriebe-
nen Modelle kritisch. Es werden ethisch bedenkliche Anwendungen und deren ge-
sellschaftliche Auswirkungen aufgezeigt und die Erfahrungen und persönlichen Mei-
nungen der Lernenden eingebunden. Grenzen der beschriebenen Modelle werden
diskutiert und Ideen der Lernenden für mögliche Modellverbesserungen gesammelt.
Konkret werden folgende Punkte diskutiert:

• Das Kaltstartproblem
• Die Einschätzung der Lernenden, ob sie Empfehlungssysteme für sich persön-

lich als sinnvoll und hilfreich empfinden.
• Die Manipulation von Empfehlungssystemen
• Die kritische Diskussion, inwieweit eine De-Anonymisierung des Datensatzes

für Nutzerinnen und Nutzer problematisch sein kann.
Abschließend werden zentrale Schritte des Modellierungsprojektes resümiert.

17.2.2 Lernmaterial für Modellierungswochen

Neben dem Lernmaterial für die stärker angeleiteten Modellierungsprojekte wurde
zudem Material für offenes Modellieren im Rahmen einer Modellierungswoche konzi-
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piert. Das Material sollte die unangeleitete Entwicklung eines Empfehlungssystems
durch die Lernenden erlauben. Das Lernmaterial ist in Anhang F.10 zu finden.

Die Problembeschreibung
Die Lernenden erhalten zu Beginn des Projektes eine kurze Beschreibung der Pro-
blemstellung: die Entwicklung eines Empfehlungssystems basierend auf den origina-
len Daten des Netflix Preises. Wie bei der Ausschreibung des Netflix Preises wird
das Fehlermaß (der RMSE), mit dem das System validiert werden soll, vorgege-
ben. Die Problemstellung wird zu Beginn der Modellierungswoche in einem kurzen
fünf-minütigen Vortrag von der Betreuungsperson der Gruppe vorgestellt.

Die Teildatensätze
Da den Lernenden eingeschränkte Rechenressourcen zur Verfügung stehen, soll das
Empfehlungssystem auf kleineren Teildatensätzen entwickelt und getestet werden.
Konkret werden drei Trainings- und Testdatensätze bereitgestellt, die sich in ih-
rer Größe unterscheiden. Die Datensätze sind gleichermaßen dünnbesetzt, wie der
gesamte Netflixdatensatz. Neben den Bewertungen der ausgewählten Nutzerinnen
und Nutzer sowie Filme in den Teildatensätzen erhalten die Lernenden zudem die
Zuordnung der Filme zu Titel und Erscheinungsjahren.

Die Jupyter Notebooks
Den Lernenden wird Zugriff auf ein CoCalc-Projekt (vgl. Abschn. 5.3) gegeben, in
dem sich drei Jupyter Notebooks befinden:

• Ein Notebook1, in dem die Lernenden Hinweise und Beispiele zur Verwendung
von Python2 finden.

• Ein Notebook, in dem der gesamte Datensatz des Netflix Preises eingelesen
und verschiedene Visualisierungen bereitgestellt werden.

• Ein Notebook, in dem die Lernenden drei verschieden große Teile des originalen
Netflixdatensatzes einlesen und visualisieren können. Dieses Notebook dient als
Ausgangspunkt für die Implementierung des eigenen Empfehlungssystems.

17.3 Lehrplananbindung

Im Folgenden wird die Anbindung des Lernmaterials für die angeleiteten Projekte an
die Mathematiklehrpläne der Bundesländer3 Nordrhein-Westfalen (NRW), Baden-

1Dieses Notebook wurde von wissenschaftlichem Personal des CAMMP Teams und nicht explizit
im Rahmen dieser Arbeit entwickelt.

2Den Betreuungspersonen der Modellierungswochen ist es freigestellt, welche der verfügbaren
Programmiersprachen (Python, Julia, Octave) die betreute Lerngruppe nutzen soll. Die Grup-
penbetreuerin der ersten Erprobung (wissenschaftlichen Mitarbeiterin des KIT) entschied sich
für Python.

3Die genannten Bundesländer wurden gewählt, da die Mehrheit der durchgeführten
Modellierungsveranstaltungen mit Lernenden dieser Ländern stattgefunden hat.
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Württemberg (BW) und Rheinland-Pfalz (RLP) sowie übergeordnet an die Bil-
dungsstandards der Kultusministerkonferenz (KMK) beschrieben. Es wird ersicht-
lich, dass das Material zahlreiche Inhalte aufgreift, die in den Lehrplänen verankert
sind, was die innermathematische Reichhaltigkeit des Lernmaterials erneut hervor-
hebt. Wie bereits das Lernmaterial zu den Solarkraftwerken ist auch das Material
rund um Empfehlungssysteme zudem außermathematisch reichhaltig. Insbesonde-
re an das Fach Informatik gibt es zahlreiche Anknüpfungspunkte, die ebenfalls in
diesem Abschnitt aufgezeigt werden.

Mathematiklehrpläne
In den Bildungsstandards wird Daten und Zufall als eine von fünf Leitideen, die
das mathematische Curriculum spiralförmig durchziehen sollen, benannt (vgl. KMK
Mathe Sek. I, 2003, S. 9). Dort und auch in den Lehrplänen der untersuchten Bun-
desländer wird gefordert, dass die Lernenden mit unterschiedlichen Darstellungsfor-
men von Daten umgehen lernen und Daten unter Verwendung von Kenngrößen (z.
B. Mittelwert und Standabweichung) interpretieren können. Im Lehrplan BWs heißt
es bereits für die Klassenstufen 5/6:

„Die Schülerinnen und Schüler planen Datenerhebungen und sammeln
systematisch Daten. Sie beherrschen unterschiedliche Darstellungsfor-
men, um aus ihnen die für eine Fragestellung relevanten Daten zu ent-
nehmen oder um selbst Daten zu visualisieren. Sie sind in der Lage, ver-
schiedene Darstellungsformen derselben Datenmenge untereinander ver-
gleichend – auch hinsichtlich möglicher Irreführung – zu beurteilen und
die vorliegenden Daten auszuwerten“ (Bildungsplan BW Mathe Sek. I
und II, 2016, S. 22).

Durch die aktive, reflektierte Auseinandersetzung mit realen Daten bietet das Lern-
material die Möglichkeit Kompetenzen im (kritischen) Umgang mit authentischen
Datensätzen zu schulen.

Neben der Leitidee Daten und Zufall greift das Lernmaterial insbesondere Inhalte
aus dem Bereich der linearen Algebra auf. Das Skalarprodukt wie auch Vekto-
ren sind zentral. Beides ist in den betrachteten Lehrplänen für die Sekundarstufe II
enthalten. Die Inhalte des Lernmaterials bieten darüber hinaus eine gute Möglich-
keit, um den geometrischen Winkelbegriff durch die Betrachtung des Skalarprodukts
und das Arbeiten mit (höherdimensionalen) Vektoren zu verallgemeinern. Matrizen
tauchen in den Lehrplänen BWs und NRWs lediglich im Rahmen der Darstellung
von linearen Gleichungssystemen in Matrix-Vektorschreibweise auf (vgl. Lehr-
plan NRW Mathe Sek. II, 2014; Bildungsplan BW Mathe Sek. I und II, 2016).
Im Lehrplan RLPs sind Matrizen in praktischen Anwendungen zudem als mögliches
Wahlpflichtgebiet verankert. Neben dem Aufstellen und Lösen von linearen Glei-
chungssystemen in Matrix-Vektorschreibweise wird dort die Matrix-Multiplikation
und das Invertieren von Matrizen benannt. Es wird zudem eine verstärkte Anwen-
dungsorientierung betont:

„Der Schwerpunkt bei diesem Wahlpflichtgebiet liegt auf dem Mathe-
matisieren von Sachproblemen und nicht auf dem Erlernen und Ein-
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üben des Matrizenkalküls. Die einzelnen Matrizenoperationen werden
anhand konkreter Sachaufgaben, zum Beispiel aus der Industrie oder
Wirtschaft, erarbeitet und dann in komplexeren Problemstellungen an-
gewendet“ (Lehrplan RLP Mathe Sek. II, 2015, S. 28).

Darüber hinaus bietet das Lernmaterial die Möglichkeit das Verständnis funktio-
naler Zusammenhänge (ebenfalls eine Leitidee in den Bildungsstandards) beim
Aufstellen und Untersuchen der Fehlerfunktion zu schulen. Zudem wird bei der ei-
genständigen Entwicklung des Optimierungsverfahrens (Langversion von AB 4) an
Inhalte aus dem Bereich Differentialrechnung, unter anderem die Kettenregel,
angeknüpft. Auch werden Grundlagen der Extremwertbestimmung von Funktionen
einer Veränderlichen aufgegriffen (Nullstellen der Ableitung) und auf mehrere Di-
mensionen erweitert (Nullstellen des Gradienten), dabei sind sogleich Kenntnisse
zum Lösen linearer Gleichungssysteme erforderlich. Die hier genannten Inhalte sind
in den Lehrplänen der Sekundarstufe II in allen drei Bundesländern enthalten.

Die Erarbeitung und Anwendung des alterierenden Optimierungsverfahrens bietet
zudem die Möglichkeit algorithmisches Denken zu fördern. Algorithmen sind un-
ter der Leitidee Algorithmus und Zahl in den Bildungsstandards verankert. Diese
Leitidee umfasst „die Kenntnis, das Verstehen und das Anwenden mathematischer
Verfahren, die prinzipiell automatisierbar und damit einer Rechnernutzung zugäng-
lich sind“ (KMK Mathe Sek. II, 2012).

Informatiklehrpläne
Den kritischen Umgang mit Daten zu schulen stellt einen zentralen Bestandteil des
Informatikunterrichts in NRW dar. Das Lernmaterial bietet sich insbesondere durch
die integrierten kritischen Diskussionen, sowohl der Daten als auch von Empfeh-
lungssysteme an sich, für fächerübergreifende Projekte mit der Informatik an.
Bereits im Informatikunterricht der Klassen 5 und 6 sollen die Lernenden in NRW
„anhand von ausgewählten Beispielen die Verarbeitung und Nutzung personenbezo-
gener Daten“ beschreiben und „anhand von Beispielen aus ihrer Lebenswelt Nutzen
und Risiken beim Umgang mit eigenen und fremden Daten auch im Hinblick auf
Speicherorte“ erläutern (Lehrplan NRW Info Sek. I, 2021, S. 19). Diskussionen zu
einem kritischen Umgang mit personenbezogenen Daten und zu Chancen und Risi-
ken von informationstechnischen Systemen sind zudem im Lehrplan RLPs verankert
(vgl. Lehrplan RLP Info Sek. II, o. D.) und werden auch im Lehrplan der Sekundar-
stufe II NRWs expliziert:

„Informatiksysteme stehen in intensiver Wechselwirkung mit Individu-
um und Gesellschaft. Ihr Einsatz hat weitreichende Konsequenzen für
unsere Lebens- und Arbeitswelt. Handlungsspielräume müssen im Span-
nungsfeld von Rechten und Interessen des Individuums, gesellschaftlicher
Verantwortung und möglichen Sicherheitsrisiken wahrgenommen wer-
den“ (Lehrplan NRW Info Sek. II, 2014, S. 18).

Dass sich die grundlegenden Strategien des überwachten MLs, die im Lernmaterial
aufgegriffen werden, auch für eine Anbindung an den Informatikunterricht eignen,
verdeutlicht der folgende Auszug aus dem Lehrplan RLPs:
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„Computerunterstützte Informationsverarbeitung läuft immer in drei Schrit-
ten ab: Information muss zunächst geeignet in Form von Daten dar-
gestellt werden; erst diese Daten können maschinell zu neuen Daten
verarbeitet werden; durch Interpretation der erzeugten Daten gewinnt
man schließlich neue Information. Um diesen Prozess zu verstehen, sol-
len Schülerinnen und Schüler sich mit verschiedenen Aspekten dieser
Schritte beschäftigen“ (Lehrplan RLP Info Sek. II, o. D., S. 16).

Anbindung an weitere Schulfächer
Mit dem rasanten Fortschritt im Bereich KI und den zahlreichen Möglichkeiten
und Chancen von KI-Systemen, die unser Leben einfacher machen (sollen), ent-
stehen sogleich zentrale ethische, gesellschaftliche und soziale Herausforderungen.
Durchaus gibt es eben auch negative Schlagzeilen und bedenkliche Auswirkungen
von KI-Systemen, wie die Diskriminierung einzelner Bevölkerungsgruppen, die ge-
sellschaftskritisch und ethisch diskutiert werden müssen. Mittlerweile gibt es ganze
Forschungsgruppen an Universitäten,4 Abteilungen in großen Technologieunterneh-
men oder gar Studiengänge,5 die sich dem Thema Ethik und KI widmen.
Welchen Einfluss die Entwicklung von KI-Systemen auf großen Datensätzen hat und
inwieweit diese bei einem unreflektierten Einsatz Diskriminierungen und soziale wie
auch finanzielle Benachteiligung verstärken können, diskutiert unter anderem O’Neil
(2016) an zahlreichen Beispielen (Vergabe von Krediten, Zulassungen zum College
etc.). Solche Diskussionen auch mit Lernenden zu führen scheint in der heutigen
Zeit wesentlich. Das Lernmaterial bietet die Möglichkeit Gefahren und Chancen von
Empfehlungssystemen, als eine spezielle KI-Anwendung, zu diskutieren. Das Ma-
terial kann als Ausgangspunkt dienen, um tiefer in die ethische Diskussion rund
um KI-Systeme im Rahmen von fächerübergreifenden Projekten mit dem Schul-
fach Ethik oder Philosophie einzusteigen. Exemplarisch sei hier auf den Lehrplan
BWs verwiesen, in dem für den Ethikunterricht der Klassen 11/12 sogar explizit
gefordert wird, dass die Lernenden „Grundzüge der digitalen Revolution beschrei-
ben und ethisch relevante Probleme der Digitalisierung identifizieren (zum Beispiel
Künstliche Intelligenz, Big Data, Cyberwar, Post-Privacy) [können]“ (Bildungsplan
BW Ethik Sek. I und II, 2016). Themen wie Privatsphäre, Fairness, Überwachung,
Fehlinformationen oder Bias könnten in einem solchen Projekt diskutiert werden.

4Zum Beispiel das Institute for Ethics in Artificial Intelligence an der TU München, weitere
Informationen unter: https://ieai.mcts.tum.de, letzter Aufruf: 18.12.2021.

5Zum Beispiel der Masterstudiengang AI Ethics and Society an der Universität in Cambridge,
weitere Informationen unter: www.ice.cam.ac.uk/course/mst-artificial-intelligence
-ethics-and-society, letzter Aufruf: 18.12.2021.
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18 Erfahrungswerte und didaktische
Reflexion

Um eine erste Einschätzung vornehmen zu können, inwieweit das Lehr- und Lern-
material für den Einsatz in mathematischen Modellierungsprojekten geeignet ist,
wurde dieses in diversen Modellierungsveranstaltungen mit Lernenden erprobt und
basierend auf den Erfahrungen der einzelnen Durchführungen iterativ verbessert.
Ziel der Erprobungen war es, das Material im Hinblick auf Interesse und Motivation
der Lernenden, auf Lernzuwachs und Angemessenheit des Schwierigkeitsgrades sowie
auf die Einsatzmöglichkeiten in heterogenen Lerngruppen bewerten zu können.

18.1 Durchgeführte Modellierungsveranstaltungen

Die durchgeführten Veranstaltungen zum Thema Empfehlungssysteme sind Tabelle
18.1 zu entnehmen. Insgesamt haben 120 Lernende davon 77 männlich (m), 42 weib-
lich (w) und 1 divers (d), an den angeleiteten Modellierungsprojekten teilgenommen.
An dem offenen Modellierungsprojekt im Rahmen einer Modellierungswoche haben
sechs Lernende teilgenommen. Fünf Veranstaltungen (Nr. 1, 2, 5, 7, 8, vgl. Tab. 18.1)
haben mit Lernenden stattgefunden, die sich explizit für die Veranstaltung angemel-
det haben. Es ist davon auszugehen, dass diese Lernende Interesse an Mathematik
beziehungsweise mathematischer Modellierung hatten. Die übrigen vier Veranstal-
tungen haben mit ganzen Oberstufenkursen und damit auch heterogen interessierten
Lernenden stattgefunden.

18.2 Evaluation

Die Auswertung der Erprobungen erfolgt basierend auf den Beobachtungen, die die
Durchführenden während der Modellierungsveranstaltungen gemacht und dokumen-
tiert haben. Zudem füllten die Lernenden nach den Veranstaltungen eine schriftliche
Befragung aus. Diese diente dazu, die persönlichen Erfahrungen der Lernenden, ihre
Meinung zum Arbeitsmaterial, zum Ablauf des Workshops sowie zu dessen The-
ma abzufragen. Die Ergebnisse der schriftlichen Befragung aller Erprobungen zum
Thema Empfehlungssysteme im Rahmen von angeleiteten Modellierungsprojekten
sind Anhang G.2.1 und die Ergebnisse der Modellierungswoche Anhang G.2.2 zu
entnehmen.
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18.2 Evaluation

Tab. 18.1: Durchgeführte Modellierungsveranstaltungen zum Thema Empfeh-
lungssysteme. Alle Veranstaltungen haben digital stattgefunden. In der
mit * markierten Veranstaltung haben die Lernenden mit dem Materi-
al für offene Modellierungsprojekte gearbeitet, in den übrigen kam das
Material für angeleitete Projekte zum Einsatz.

Nr. Veranstaltung Anzahl
Lernende

Jgst. Zeitlicher
Rahmen

1 Modellierungs-AG RWTH
(NRW)

7 (6m/1w) 11–12 01–02/2021
8h (4 x 2h)

2 Modellierungs-AG KIT
(BW)

5 (2m/3w) 8–12 01–02/2021
8h (4 x 2h)

3 U-Reihe Leistungskurs
Mathematik Gym. (RLP)

13 (4m/9w) 12 02–03/2021
6h 24Min
(3.5 x 110Min)

4 U-Reihe Vertiefungskurs
Mathematik Gym. (BW)

8 (6m/2w) 11 02–03/2021
4.5h (3 x 1.5h)

5 Schnupperkurs Mathematik
des KIT (BW)

22 (17m/4w) 10–12 04–05/2021
9h (6 x 1.5h)

6 Modellierungstag Mathema-
tikkurs Gym. (NRW)

24 (21m/3w) 10 06/2021
4h 10Min (1 Tag)

7 CAMMP week Modellie-
rungswoche (NRW, BW)*

6 (4m/2w) 10–11 06/2021
5 Tage

8 Schüleruni Mathematik
RWTH Aachen (NRW)

12
(5m/6w/1d)

10–12 07/2021
5h 30Min (1 Tag)

9 Modellierungstag Leistungs-
kurs Mathematik Gym.
(Niedersachsen)

29 (16m/13w) 12 07/2021
4h 20Min (1 Tag)

18.2.1 Ergebnisse der angeleiteten Modellierungsprojekte

Zentrale Beobachtungen

Zunächst werden zentrale Beobachtungen, die während der Modellierungsveranstaltungen
von den Durchführenden gesammelt wurden, zusammenfassend dargelegt. Zur bes-
seren Übersicht werden die Beobachtungen entlang des Ablaufs des Workshops be-
schrieben. Bei der Darstellung der Beobachtungen wird insbesondere auf Schwierig-
keiten der Lernenden bei der Bearbeitung des Lernmaterials eingegangen. Es wird
erläutert, welche Änderungen am Material vorgenommen wurden, um den Schwie-
rigkeiten zu begegnen.
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18 Erfahrungswerte und didaktische Reflexion

Einstieg in die Problemstellung und potentielle Datenakquise
In der Diskussion zu Beginn der Modellierungsprojekte war zu beobachten, dass
die Lernenden sich zahlreich und mit vielfältigen Ideen einbrachten. Als mögli-
che Ziele, die mit Empfehlungssystemen verfolgt werden, nannten die Lernenden
unter anderem Kundenbindung, Kundenwerbung, Gewinnmaximierung und Konsu-
merhöhung. Auch die Ideen bezüglich der Informationen und Daten, die ausgenutzt
werden könnten, um Empfehlungssysteme zu entwickeln, waren facettenreich. Einige
Beispiele, die von Lernenden wiederholt genannt wurden, lauten:

• Informationen über Kauf- und Nutzerverhalten auszunutzen und Produkte
vorzuschlagen, die ähnlich zu Produkten sind, die der Nutzerin oder dem Nut-
zer bisher gefallen haben

• Bewertungen nutzen, die die Nutzerinnen und Nutzer für Filme abgegeben
haben, und dann ähnliche Filme wie die, die von den Nutzenden gut bewertet
wurden, vorschlagen

• Anhand von Nutzerinnen und Nutzern mit ähnlichem Kauf- oder Konsumver-
halten Vorschläge aussprechen

• Informationen, wie den Wohnort, das Alter, das Geschlecht oder andere Inter-
essen, der Nutzerinnen und Nutzer ausnutzen

• Unterschiedliche Datenquellen kombinieren (bspw. das Nutzerverhalten auf
Netflix mit den Suchverläufen auf Google)

• Produkte in Kategorien einteilen und Interessenbereiche einer Nutzerin / eines
Nutzers feststellen

• Die Kategorien der Filme mit den Eigenschaften der Nutzerinnen und Nutzer
kombinieren

• Untersuchen, was der Mehrheit der Nutzerinnen und Nutzern gefällt, umMehr-
heitsmeinungen dann auf andere Personen zu übertragen

Im Hinblick auf die in Abschnitt 15.1 vorgestellten Ansätze für Empfehlungssyste-
me, die in der Praxis Einsatz finden, wird ersichtlich, dass die Lernenden sowohl
die Grundgedanken des kollaborativen Filterns als auch die Datengrundlage von
inhaltsbasierten sowie hybriden Methoden benannt haben.

Datenanalyse
Bei der Bearbeitung des Arbeitsblattes zur Datenanalyse waren vereinzelt Start-
schwierigkeiten bei der Bedienung der Jupyter Notebooks zu beobachten. Die Ler-
nenden wussten zum Teil (trotz Beschreibung auf dem Arbeitsblatt) nicht, wie sie
Codefelder ausführen. Um dies zu vermeiden, wurde bei den nachfolgenden Erpro-
bungen eine längere Einführung in die Workshopumgebung gegeben. Es wurde expli-
zit vorgeführt, wie Codefelder ausgeführt werden. Im Hinblick auf die Bearbeitung
der Aufgaben waren kaum Schwierigkeiten zu beobachten. Lediglich einzelne Lernen-
de hatten Probleme, für die Beantwortung der Frage zur Änderung der Verteilung
der Bewertungen im Datensatz über die Zeit eine geeignete Darstellungsform zu
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wählen. Sie versuchten die Frage mithilfe der Tabelle 17.2 zu beantworten.
Sowohl beim Rundgang durch die Kleingruppen als auch bei der anschließenden
Plenumsdiskussion zeigte sich, dass die Mehrheit der Lernenden in der Lage war,
gefragte Informationen aus den dargebotenen Darstellungsformen des Netflixdaten-
satzes abzulesen. Zudem zeigte sich, dass die Mehrheit der Lernenden erkannte, dass
einzelne Spalten beziehungsweise Zeilen in der Bewertungsmatrix identisch sind oder
sich als Linearkombinationen anderer Spalten beziehungsweise Zeilen ergeben. Sie
interpretierten dies als Ähnlichkeiten zwischen Nutzenden oder Filmen.

In den Plenumsdiskussionen ergab sich ein vielfältiges Bild hinsichtlich der Ideen,
die die Lernenden zur Entwicklung eines Empfehlungsmodells basierend auf der Ra-
tingtabelle äußerten. Exemplarische Ansätze waren:

• Unterscheiden, ob eine Person neu ist oder nicht. Ist sie neu, so schlagen wir
einen der aktuell beliebtesten Filme vor. Hat sie schon Bewertungen abgege-
ben, so schauen wir, welche Nutzerinnen und Nutzer ähnlich bewertet haben
und schlagen Filme vor, die diese Nutzerinnen und Nutzer gut fanden.

• Ausnutzen, dass es Filme mit ähnlichen Bewertungsmustern gibt

• Untersuchen, welches Genre eine Nutzerin oder ein Nutzer gut bewertet hat,
und Vorschläge aus dem selben Genre oder einem ähnlichen Genre unterbreiten

• Filme in Gruppen einteilen, beispielsweise nach Genres oder Filmreihen

• Notfalls (bspw. wenn zu wenige Daten vorliegen) die durchschnittliche Bewer-
tung jeder Person oder jedes Films ausrechnen und berücksichtigen.

• Verteilung der Bewertungen untersuchen und ausnutzen. Manche Personen
haben eher hoch, andere eher tief bewertet. Das sollte berücksichtigt werden.

Erste Modellentwicklung
Bei der Bearbeitung von Arbeitsblatt 2 waren kaum Schwierigkeiten zu beobachten.
Auch in den Sicherungsphasen im Plenum wurden die Ergebnisse zu den Aufgaben in
allen Durchführungen korrekt erläutert. Lediglich bei einzelnen Erprobungen wurde
der Zusammenhang zum Skalarprodukt direkt erkannt. Einige Lernende kannten
Matrizen bereits aus dem Mathematikunterricht. Sie erfassten die Berechnung der
Vorhersage als Produkt zweier Matrizen frühzeitig und argumentierten auch in der
Folge damit.

Händisches Berechnen einer Zerlegung
Bei den ersten Erprobungen sollten die Lernenden für mehrere Bewertungsmatri-
zen händisch eine Zerlegungen berechnen. Dies stellte sich als äußerst zeitaufwendig
heraus. Deswegen wurde das Lernmaterial auf die Berechnung einer Zerlegung re-
duziert. Zudem wurde eine mehrstufige Tippkarte entwickelt, auf die die Lernenden
bei der händischen Berechnung einer Zerlegung zugreifen konnten. Auf dieser wird
ein möglicher Ansatz zur Berechnung einer Zerlegung an einem kleinen Beispiel
veranschaulicht. Bei den nachfolgenden Erprobungen war zu beobachten, dass die
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18 Erfahrungswerte und didaktische Reflexion

Lernenden auf diese Tippkarte zugriffen.
Bei der Berechnung einer Zerlegung waren unterschiedliche Strategien zu beobach-
ten. Diese reichten vom einfachem Ausprobieren bis hin zum Festlegen einzelner
Werte und dem anschließenden Lösen eines Gleichungssystems:

„Wir haben einfach Werte festgelegt und dann bei den anderen Werten
geschaut, dass das passt. Dazu haben wir dann Gleichungen aufgeschrie-
ben, in denen vier Unbekannte waren. Da haben wir die festgelegten
Werte eingesetzt und dann die anderen mithilfe des Einsetzungsverfah-
rens bestimmt“ (Zitat einer teilnehmenden Person).

Definition eines Fehlermaßes
Bei der eigenständigen Definition eines Fehlermaßes durch die Lernenden wurden in
den Erprobungen diverse Ansätze genannt:

• Summe der einfachen (orientierten) Abweichungen. In den Plenumsdis-
kussionen entgegneten andere Lernende auf diesen Vorschlag, dass sich in der
Summe negative und positive Terme ergeben, die sich aufheben. Sie schätzten
diesen Ansatz als nicht sinnvoll ein.

• Das Fehlermaß, was am häufigsten benannt wurde, war die Summe der ab-
soluten Abweichungen. Einzelne Lernende schlugen zudem vor, die Summe
durch a) die Anzahl bekannter Bewertungen oder b) die Anzahl aller Einträ-
ge in der Bewertungsmatrix zu dividieren, um das Ergebnis vergleichbar zu
machen.

• Von einzelnen Lernenden wurde die Summe der quadratischen Abwei-
chungen genannt.

In der Diskussion zu Vor- und Nachteilen der unterschiedlichen Fehlermaße nann-
ten die Lernenden, dass die (gemittelte) Summe der absoluten Abweichungen besser
zu interpretieren sei (als Durchschnitt über alle Abweichungen). Andere Lernende
merkten an, dass die Summe der Fehlerquadrate den Vorteil hat, dass größere Ab-
weichungen stärker ins Gewicht fallen. Sie stellten Bezug zum Physikunterricht her,
aus dem sie dieses Fehlermaß beim Anpassen von experimentellen Daten kennen-
gelernt hatten. Vereinzelt wurde von Lernenden kritisiert, dass die Entscheidung,
warum im Verlauf des Workshops die Summe der Fehlerquadrate beibehalten wird,
nicht transparent nachvollziehbar war. Aus diesem Grund wurde diese Diskussion
in nachfolgenden Erprobungen nach der Entwicklung des Optimierungsverfahrens
erneut aufgegriffen.

Entwicklung und Anwendung des Optimierungsverfahrens
Bei der Vorstellung des ALS-Verfahrens, wurde Bezug zum Lösen von Extremwert-
problemen aus der Schule genommen. Der von den Lernenden genannte Ansatz war
stets das Bestimmen und Nullsetzen der ersten Ableitung. Bei Projekten, die über
mehrere Wochen hinweg stattfanden (Unterrichtsreihen), war zu beobachten, dass
die Lernenden Schwierigkeiten hatten, sich das ALS-Verfahren ins Gedächtnis zu
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rufen. Deswegen wurde ein entsprechendes Erklärvideo erstellt und in die Arbeits-
blätter eingebunden.
Bei der Entwicklung des Optimierungsverfahrens (AB 4 Langversion) waren ver-
mehrt Schwierigkeiten beim Anwenden der Kettenregel zur Bestimmung der parti-
ellen Ableitungen zu beobachten. Deswegen wurde in späteren Durchführungen eine
gestufte Tippkarte bereitgestellt.

In den Diskussionsphasen konnten die Lernenden den Einfluss des Regularisierungs-
parameters auf den Test- und Trainingsfehler beschreiben. Sie erfassten, dass der
Regularisierungsterm dazu führt, dass die Einträge der beiden Matrizen U und M
betragsmäßig nicht beliebig groß werden. Eine Schülerin / ein Schüler beschrieb den
Einfluss eines großen Wertes für den Regularisierungsparameter in einer Diskussi-
onsphase wie folgt:

„Dann wurden die Ergebnisse für die Einträge von U und M sehr klein.
Also die werden ja jeweils quadriert und aufsummiert und damit der
ganze Term klein sein kann, müssen die Einträge auch klein sein. Wenn
man λ etwas größer als Null gewählt hat, dann lagen auch die Ergebnisse
für die unbekannten Daten in einem realistischen Bereich.“

Bei der Anwendung des ALS-Verfahrens auf einen Teil des Netflixdatensatzes er-
kannten die Lernenden, dass der Fehler sowohl auf den Testdaten als auch auf den
Trainingsdaten ansteigt, wenn der Regularisierungsparameter zu groß gewählt wird.
Der Einfluss der Anzahl an Eigenschaften nf wurde hingegen nicht immer erfasst.
Eine Schülerin / ein Schüler begründete die Beobachtung, dass der Trainingsfehler
bei einer großen Anzahl an Eigenschaften nf sehr klein wird, wie folgt:

„Viele features führen dazu, dass der PC natürlich viel mehr Auswahl-
möglichkeiten hat. Er kann die Trainingsdaten also beliebig genau dar-
stellen.“

Abschlussdiskussion
Es war zu beobachten, dass die Lernenden sich rege in die Diskussionen einbrachten
und diverse Meinungen zu Nutzen, Gefahren und persönlichen Erfahrungen äußer-
ten. Exemplarische Meinungen der Lernenden zu Empfehlungssystemen waren:

• Manipulation: „So Systeme und Algorithmen können künstlich Bedürfnisse
erzeugen, so den Konsum ankurbeln und uns manipulieren“ (Zitat einer teil-
nehmenden Person).

• Eine Vielzahl der Lernenden empfand Empfehlungssysteme für Filme als hilf-
reich, äußerte jedoch Kritik daran, dass man sich gegebenenfalls in einer Blase
befindet und nichts Neues (im Sinne von andersartig) vorgeschlagen wird. Die
Filterblasen wurden insbesondere bei Nachrichtensystemen als problematisch
eingeschätzt.

In den Diskussionen zu einer möglichen De-Anonymisierung der Daten schätzten
einzelne Lernende es als unproblematisch ein, wenn ihr eigenes Nutzer- / Konsum-
verhalten auf Netflix öffentlich würde. Die Mehrheit der Lernenden fand es hingegen
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äußerst problematisch, wenn die eigenen Daten weitergegeben und veröffentlicht
würden. Zudem wurde von den Lernenden kritisiert, dass sich Unternehmen vielfach
Hintertüren offen halten, um die eigenen Daten auf nicht offensichtliche Weise zu
verwenden oder weiterzugeben.
Auch die Ideen der Lernenden, wer ein Interesse an der Manipulation von Empfeh-
lungssystemen haben könnte, waren vielfältig und reichten von Filmproduzenten,
die ihren Film mit Fakeaccounts besonders gut bewerten, bis hin zu Konkurrenz-
unternehmen, die die Empfehlungssysteme anderer Unternehmen durch gefälschte
Bewertungen schädigen wollen.
Zum Lösen des Kaltstartproblems schlugen die Lernenden vor, bereits bei der Re-
gistrierung auf der Plattform Interessen abzufragen, entweder bezüglich der Genres
oder im Hinblick auf konkrete Filme, die von der neuen Nutzerin / dem neuen Nut-
zer zu bewerten wären.
In der Diskussion zu weiteren Verbesserungen des entwickelten Modells warfen ein-
zelne Lernende ein, dass die Annahme fehlende Bewertung = Film nicht geschaut
nicht sinnvoll ist, da Nutzerinnen und Nutzer Filme gegebenenfalls anschauen, aber
nicht bewerten. Zudem ist es möglich, dass sie Filme abbrechen. Man sollte somit
Daten zur Dauer, die ein Film angeschaut wird, berücksichtigen. Zudem wurde an-
gemerkt, dass es denkbar ist, dass Filme bewusst nicht geschaut werden und dass
dies in das Modell einfließen könnte:

„Man könnte Gewichte einführen. Also für die fehlenden Einträge einen
Faktor setzen. Weil man ja manchmal absichtlich einen Film nicht schaut.
Also sollte da dann im Prinzip eine schlechte Bewertung stehen. Aber
ich bin nicht sicher, welchen Faktor man wählen sollte, weil manchmal
hat man ja wirklich einen Film nur noch nicht entdeckt und deswegen
noch nicht gesehen“ (Zitat einer teilnehmenden Person).

Im Hinblick auf die zur Differenzierung entwickelten Lernmaterialien sei abschließend
angemerkt, dass alle Zusatzblätter mindestens einmal zum Einsatz kamen. Auch war
zu beobachten, dass die Lernenden von den Tippkarten Gebrauch machten. Zudem
wurde wiederholt nach Arbeitsblatt 3 differenziert, indem ein Teil der Lernenden die
Langversion von Arbeitsblatt 4 bearbeitete.

Ergebnisse der schriftlichen Befragung

Die Ergebnisse der schriftlichen Befragung werden hier zusammengefasst. Es sei
angemerkt, dass a) nicht alle Lernenden überhaupt die Befragung ausgefüllt haben
(daher die Abweichung der Anzahl an Antworten aus der Evaluation zu den in
Tabelle 18.1 dargestellten Schülerzahlen) und dass b) nicht alle Lernenden, die an
der Befragung teilgenommen haben, alle Fragen beantwortet haben.

Die Mehrheit der Lernenden gab an, dass sie durch den Workshop ein besseres oder
eher besseres Verständnis von mathematischer Modellierung gewonnen hat (92/103).
Dies wird auch wiederholt auf die Frage genannt, was die Lernenden durch denWork-
shop gelernt haben.
Auch hoben die Lernenden wiederholt hervor, dass der Workshop die Bedeutung
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von Mathematik für den Alltag erfahrbar gemacht hat. Exemplarisch sei hier ei-
ne Auswahl an Schüleraussagen1 zitiert, die dies als Antworten auf die Frage Was
hast du für dich persönlich durch die Teilnahme am Workshop gelernt? eindrücklich
unterstreichen:

• „Dass Mathematik sehr vielfältig ist und dass man dadurch sehr viel Neues
lernen kann und vieles gut erklären kann.“

• „Dass Mathematik wichtiger ist, als ich anfangs annahm.“

• „Dass Mathe in alltäglichen Dingen wie sogar Netflix enthalten ist.“

• „Dass Matrizen auch Anwendung in alltäglichen Dingen finden und dort eine
wichtige Rolle spielen. Dass die Grundlagen des maschinellen Lernens relativ
gut zu verstehen sind und sich mithilfe von vereinfachten Beispielen erklären
lassen.“

Das Thema des Workshops stuften 81/89 Lernende als interessant oder eher inter-
essant ein. Dies wurde zudem vielfach auf die Frage Hat dir etwas an dem Workshop
besonders gut gefallen? genannt. Auch betonten die Lernenden wiederholt, dass sie
das Arbeiten in Kleingruppen und zudem den Wechsel aus Gruppenarbeit und Dis-
kussionsphasen als sinnvoll empfunden haben.

„Ich fand den Kurs sehr schön und alles erklärt. Die Gruppeneinteilung
war sehr hilfreich, sodass man mit Personen, die ein ähnliches Wissen
teilen, zusammengearbeitet hat, was für eine angenehme Atmosphäre
gesorgt hat. Die Diskussionen und anfänglichen Wiederholungen waren
auch super.“

Zudem wurde mehrfach das „selbstständige Erarbeiten der Aufgaben“ beziehungs-
weise „eigenes Erproben“ und „dass man viele Dinge selber durchführen konnte“ po-
sitiv hervorgehoben. Obgleich das Lernmaterial (insbesondere im Vergleich zur Mo-
dellierungswoche) deutlich angeleiteter konzipiert ist, so war die wahrgenommene
Eigentätigkeit angemessen.

Der Workshop hat zum Verständnis der Verwendung und Verarbeitung großer Da-
tenmengen beigetragen, was folgende Schülerzitate auf die Frage Was hast du für
dich persönlich durch die Teilnahme am Workshop gelernt? unterstreichen:

• „Ich habe einen interessanten Einblick erhalten, wie aus vielen Daten weitere
Daten vorhergesagt werden können.“

• „Wie große Datenmengen mit Matrizen analysiert werden.“

• „Wo überall maschinelles Lernen vorhanden ist und wie es in groben Zügen
funktioniert.“

• „Ich habe gelernt, kleinschrittig und logisch an große mathematische Probleme
heranzugehen sowie das Rechnen mit Matrizen und allgemein den Umgang mit
großen Datensätzen.“

1Rechtschreib- und Interpunktionsfehler wurden zur besseren Lesbarkeit der Schülerzitate korri-
giert.
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Im Hinblick auf die Gestaltung der Arbeitsblätter gaben 92/111 Befragte an, dass
ihnen diese eher gut oder gut gefallen hat. Dies unterstreichen auch zahlreiche Frei-
textantworten, auf die Frage Hat dir etwas an dem Workshop besonders gut gefallen?

• „Die Aufgabenblätter und besonders das Verändern der Parameter im Code,
sodass man deren Einfluss nachvollziehen konnte.“

• „Die Strukturierung mit den Code-Feldern war sehr gelungen und brachte
Dynamik.“

• „Die informative und reaktionelle [sic; direkte; Anmerk. der Verf.] Kontrolle
der Antworten.“

Die automatischen Rückmeldungen nach den Eingaben im Code bewertete die Mehr-
heit der Lernenden als hilfreich oder eher als hilfreich (99/112). Die Tippkarten
wurden von 89/111 Lernenden als hilfreich oder eher hilfreich eingestuft. Zehn Ler-
nende konnten diese Aussage nicht beurteilen, was vermutlich daran liegt, dass sie die
Tippkarten nicht genutzt haben. Lediglich zwölf Lernende stimmten dieser Aussage
nicht oder eher nicht zu.

Die Antworten auf die Aussage Der Umgang mit der Programmiersprache Julia fiel
mir schwer. zeichnen ein gemischtes Bild. So gaben 36/111 Befragte an, dass dies
zutrifft oder eher zutrifft. Dies lässt sich womöglich in Teilen darauf zurückführen,
dass bei den ersten Erprobungen einzelne Hinweise zur Eingabe der Lösungen (bspw.
die Verwendung von Punkten statt Kommata bei der Eingabe von Dezimalzahlen
oder die Verwendung des Zeichens ∧ zum Potenzieren von Zahlen) noch nicht auf den
Arbeitsblättern gegeben waren. Hingegen gaben 55/111 Lernende an, dass ihnen der
Umgang mit der Programmiersprache nicht oder eher nicht schwerfiel. 20 Lernende
gaben nicht beurteilbar an.
Als negativ wurde von einzelnen Befragten die Technik beziehungsweise der Server
angemerkt. Dies lässt sich darauf zurückführen, dass bei einzelnen Erprobungen
Instabilitäten eben dessen auftraten.

Im Hinblick auf den Schwierigkeitsgrad der Aufgaben gaben 31/111 Lernende an,
dass sie diese eher zu einfach oder zu einfach fanden. Auf die Aussage Die Auf-
gaben waren zu schwer antworteten 36/112 mit trifft eher zu oder trifft voll zu.
Lediglich 19/111 Lernende gaben an, dass sie die Aufgaben eher nicht eigenständig
bearbeiten konnten und nur eine Person gab an, dass sie die Aufgaben gar nicht ei-
genständig bearbeiten konnte. Der Schwierigkeitsgrad ist im Schnitt als angemessen
zu beurteilen. Es besteht jedoch Potential sowohl einzelne stärker herausfordernde
Zusatzaufgaben als auch Aufgaben mit geringerem Anforderungsniveau bereitzu-
stellen. Letztgenanntes scheint insbesondere im Hinblick auf die Durchführung in
heterogenen Lerngruppen wesentlich.
Auf die Frage Hast du im Workshop irgendetwas gar nicht verstanden? antwortete
die Mehrheit der Lernenden entweder mit Nein oder sie gaben an, dass sich dies
spätestens in den Diskussionsphasen klären konnte. Die Antworten der Lernenden,
für die etwas unverständlich geblieben ist, bezogen sich fast ausschließlich auf das
Arbeitsblatt 4 in der Langversion (Bestimmung von Nullstellen des Gradienten).
Zweimal wurde zudem angegeben, dass der Regularisierungsparameter nicht klar

206



18.2 Evaluation

geworden ist. Insgesamt gab die Mehrheit der Befragten an, dass die Inhalte klar
oder eher klar vermittelt wurden (92/101).
Die Gesamtbewertung der Workshops fiel positiv aus. Die Workshops wurden im
Durchschnitt mit der Schulnote 1.99 bewertet. Dies unterstreicht auch das Ergebnis
auf die Aussage Alles in allem hat mit der Workshop gut gefallen., worauf 105/110
Befragte mit trifft eher zu oder trifft voll zu antworteten.

18.2.2 Ergebnisse der Modellierungswoche

Sechs Lernende der Klassen 10 – 11 verschiedener Gymnasien aus BW und NRW ha-
ben im Rahmen einer mathematischen Modellierungswoche (vgl. Abschn. 4.2) an der
Entwicklung eines Empfehlungssystems gearbeitet. Zu Beginn der Woche erhielten
die Lernenden die in Abschnitt 17.2.2 beschriebenen Materialien. Die Modellierungs-
woche fand im Juni 2021 online statt. Die Problemstellung wurde Montagmorgen
an die Lernenden ausgegeben. Die Lernenden hatten bis zu den Präsentationen am
Freitagmorgen Zeit an der Problemstellung zu arbeiten.
Im Folgenden wird der Modellierungsprozess der Lernenden skizziert und wesentliche
Beobachtungen im Hinblick auf die Eignung der Problemstellung für offene Model-
lierungsprojekte dargelegt. Zudem werden die Ergebnisse der schriftlichen Befragung
am letzten Tag der Modellierungswoche einbezogen (vgl. Anh. G.2.2).
Die Lernenden versuchten zunächst die Daten zu verstehen und diese mithilfe der
gegebenen Visualisierungen auf dem Jupyter Notebook zu analysieren. Anschließend
betrachteten sie verschiedene Kennzahlen des Datensatzes, wie das mittlere Rating
der Filme oder der Nutzenden. Die Lernenden entschieden jedoch schnell, dass die
Berücksichtigung von einfachen statistischen Kennzahlen nicht ausreicht, um den
Geschmack individueller Nutzerinnen und Nutzer abbilden zu können:

„Unsere ersten Ideen basierten darauf, Ähnlichkeiten und Regelmäßigkei-
ten zu finden. So könnten einfache Parameter, wie die durchschnittliche
Bewertung eines Films, eine Rolle spielen. Jedoch wurde recht schnell
klar, dass die alleinige Berücksichtigung solcher und ähnlicher Parame-
ter nicht ausreichen würde, um eine individuelle Empfehlung zu ermög-
lichen“ (Zitat aus dem Bericht der Lerngruppe).

Die Lernenden verfolgten im Laufe der Modellierungswoche den Ansatz, Ähnlichkei-
ten zwischen Nutzenden basierend auf den bisherigen Bewertungen zu modellieren.
Sie entwickelten im Kern eine nutzerbasierte Nachbarschaftsmethode, die auf dem
Ähnlichkeitsmaß gemittelte Summe der absoluten Abweichungen beruhte.
Folgende Schritte waren bei dem Modell der Lernenden zentral:

1. Die Ähnlichkeiten zwischen den Nutzerinnen und Nutzern, die mindestens p
gemeinsam bewertete Filme haben, werden paarweise berechnet.

2. Für eine betrachtete Person wird eine Nachbarschaft aus ähnlichen Nutzerin-
nen und Nutzern definiert. In diese Nachbarschaft werden lediglich diejenigen
aufgenommen, bei denen die gemittelte Summe der absoluten Abweichungen
unter einem fest gewählten Grenzwert lag.
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3. Für eine Person i und einen von dieser noch ungesehenen Film j wird basierend
auf der Nachbarschaft der Person i eine Vorhersage als gewichtete Summe der
Bewertungen, die die Nachbarinnen und Nachbarn für Film j abgegeben haben,
berechnet. Hierbei werden nur die Nachbarinnen und Nachbarn berücksichtigt,
die auch tatsächlich eine Bewertung für Film j abgegeben haben.

Die Lernenden beschäftigten sich gegen Ende der Modellierungswoche zudem mit
weiterführenden Fragestellungen (Kaltstartproblem, Manipulation von Empfehlungs-
systemen, Empfehlungen bei Systemen mit binären Bewertungsskalen) und entwi-
ckelten erste Ideen, wie diesen Problemen begegnet werden könnte.
Im Rahmen des Modellierungsprozesses kamen die Lernenden zu einer im Bereich
ML zentralen Erkenntnis:

„Des Weiteren sind wir zu der Erkenntnis gekommen, je mehr Daten
wir bei dem Algorithmus benutzen, desto genauer wird unser Ergebnis.
Ein Problem, das dabei auftrat, war die lange, sehr schnell ansteigende,
Rechenzeit, die das Programm benötigt, um bei den vielen Daten zu
Ergebnissen zu kommen“ (Zitat aus dem Bericht der Lerngruppe).

Die Lernenden arbeiteten während der Modellierungswoche weitgehend ausdauernd
und konzentriert an der Problemstellung. Auch aus der abschließenden schriftlichen
Befragung wird ersichtlich, dass die Lernenden Interesse an der Problemstellung hat-
ten und dass der Praxisbezug für alle Lernenden klar erkennbar war. Zudem gaben
die Lernenden an, dass sie durch die Modellierungswoche ein besseres Verständ-
nis der mathematischen Modellierung gewonnen haben. Der Schwierigkeitsgrad der
Aufgabenstellung schien für die Lernenden angemessen:

„Die größte Schwierigkeit bestand darin, mit den stark begrenzten Da-
ten, die uns zur Verfügung standen, umzugehen. Dadurch war es jedoch
auch recht übersichtlich und man konnte sich auf weniger Teilaspek-
te des Problems beschränken. Insgesamt fand ich die Aufgabenstellung
recht herausfordernd, aber keineswegs überfordernd“ (Zitat aus der Eva-
luation einer teilnehmenden Person).

Keine Person aus der Lerngruppe gab an, dass sie die Aufgabe zu schwierig oder
zu einfach fand. Schwierigkeiten im Modellierungsprozess traten insbesondere beim
Umgang mit der für die Lernenden neuen Programmierumgebung CoCalc auf. Co-
Calc setzte zudem wiederholt den Arbeitsstand des Codes auf ein paar Minuten
zurück. Änderungen, die in dieser Zeit gemacht wurden, waren gelöscht. Dies be-
mängelten die Lernenden zurecht.
Zwei Lernende hatten zudem vor der Modellierungswoche noch keine Programmier-
erfahrungen gesammelt, womit das Schreiben von Programmcode für diese Lernende
zu Beginn der Modellierungswoche eine abschreckende Herausforderung darstellte.
Besagte Lernende brachten sich während der Woche verstärkt bei der Entwicklung
neuer mathematischer Ansätze, dem Schreiben des Berichtes und der Vorbereitung
der Präsentation ein. Obgleich die Gruppenarbeit durchaus arbeitsteilig ablief, funk-
tionierte die Online-Absprache durch wiederholte Diskussionen in gemeinsamen Vi-
deokonferenzen und dem dortigen Austausch in der gesamten Gruppe gut.
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Insgesamt bewerteten die Lernenden die Modellierungswoche mit der durchschnitt-
lichen Schulnote 1.33 und damit durchaus positiv.

• „Ich habe gelernt, dass es möglich ist, in einem kurzen Zeitraum sehr viel
Neues zu lernen und dass man auch mit vielen fremden Personen in kurzer
Zeit sehr gut zusammenarbeiten kann und sie auch kennenlernt“ (Zitat aus
der Evaluation einer teilnehmenden Person).

• „Ich habe für mich persönlich gelernt, dass mir wissenschaftliches Modellie-
ren und Problemlösen wirklich Spaß macht. Das hat mich in meinem Wunsch
gestärkt, eine Naturwissenschaft (wahrscheinlich Mathematik oder Physik) zu
studieren. Außerdem war es eine tolle Erfahrung, in einer Gruppe von inter-
essierten Menschen zu arbeiten, bei der jeder und jede seine/ihre Stärken mit
eingebracht hat (z. B. Personen, die (nicht) programmieren können) [...]“ (Zitat
aus der Evaluation einer teilnehmenden Person).

18.3 Didaktische Reflexion

Hier wird zunächst die gewählte Problemstellung insbesondere im Hinblick auf die
in Abschnitt 1.3 diskutierten Kriterien für gute Modellierungsprobleme reflektiert.
Zudem wird das stärker angeleitete Lernmaterial für Modellierungstage / Unter-
richtsreihen bezugnehmend auf die in Abschnitt 6.1 genannten übergeordneten Ziele
reflektiert. Abschließend werden die Erfahrungen aus der Durchführung einer Mo-
dellierungswoche kurz resümiert.

Empfehlungssysteme werden in zahlreichen eCommerce Unternehmen eingesetzt, de-
ren Angebote von vielen Jugendlichen und Erwachsenen tagtäglich genutzt werden,
sei es auf Instagram, YouTube, Amazon, Spotify oder eben Netflix. Die Problem-
stellung ist damit durchaus als relevant für die Gesellschaft, aber insbesondere für
die jugendliche Zielgruppe einzuschätzen.
Auch die zugrundeliegenden Strategien aus dem Bereich ML beziehungsweise DS
sind über die konkrete Problemstellung hinaus für zahlreiche Anwendungen wesent-
lich. Da die Relevanz von ML und DS in den kommenden Jahrzehnten eher noch
zunehmen wird, ist es zentral, dass die Lernenden ein gewisses Urteilsvermögen
im Hinblick auf Funktionsweise, Gefahren und auch Chancen dieser Bereiche aus-
bilden. Diese Arbeit hat exemplarisch gezeigt, dass Methoden des MLs zahlreiche
Anknüpfungspunkte an schulmathematische Inhalte bieten, was zu einer gewissen
Legitimation derartiger Inhalte für den Mathematikunterricht beiträgt.

Die Ergebnisse der schriftlichen Befragung haben unterstrichen, dass das Thema
Empfehlungssysteme und der Netflix Preis wie auch dessen Umsetzung im Lernma-
terial dazu beitragen konnte, die Bedeutung von Mathematik für Alltag, Gesellschaft
und Wirtschaft erfahrbar zu machen. Die Erfahrungswerte deuten zudem darauf hin,
dass die Lernenden ein besseres Verständnis davon erlangen konnten, was mathe-
matische Modellierung ist und wo sie Einsatz findet. Durch das wiederholte Auf-
greifen des vierschrittigen Modellierungskreislaufs wurde zudem transparent, welche
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Schritte beim Modellieren idealtypisch durchlaufen werden. Insgesamt ermöglich-
te die Modellierung des Empfehlungssystems den Lernenden das Durchlaufen des
gesamten Kreislaufs und zudem den Einbau von ersten Modellverbesserungen (Er-
weiterung der Zielfunktion um einen Regularisierungsterm).

Im Hinblick darauf, dass der Netflix Preis tatsächlich stattgefunden hat und auch
jetzt noch intensiv an der Weiterentwicklung von Empfehlungssystemen gearbeitet
wird, sowohl in den Unternehmen selbst als auch in der Forschung, ist das Pro-
blem als authentisch zu bewerten. Dies gilt nicht nur für die Problemstellung an
sich, sondern auch für die zur Lösung des Problems eingesetzte Mathematik. So
diskutieren die Gewinner des Netflix Preises Koren et al. (2009) in ihrem Arti-
kel Matrix Factorization Techniques for Recommender Systems die Methode einer
Matrix-Faktorisierung als Grundlage des Modells, welches ihnen (in Kombination
mit diversen Erweiterungen / anderen Modellen) letztlich den Sieg beschert hat.
Auch das ALS-Verfahren wird dort als mögliches Optimierungsverfahren aufgegrif-
fen.

Wie bereits in Abschnitt 17.3 deutlich geworden ist, ist die Problemstellung sowohl
inner- als auch außermathematisch reichhaltig. Dass der innermathematische Ver-
netzungsgedanke im Lernmaterial aufgegriffen wird, wurde unter anderem bei der
Diskussion von Bezügen zu schulmathematischen Inhalten ersichtlich. Auch greift
das Lernmaterial die Interdisziplinarität der Problemstellung auf, indem insbe-
sondere zum Abschluss des Workshops gesellschaftskritische Diskussionen geführt
werden. Darüber hinaus macht der Einsatz des Computers und die Verwendung ei-
ner modernen Programmiersprache zum Lösen des datenlastigen Problems die Ver-
netzung zur Informatik deutlich.

Ein Teilziel dieser Arbeit war es, zu untersuchen, inwieweit die Mathematik, die beim
Formulieren und Lösen von Optimierungsproblemen in realen Problemlöseprozessen
Anwendung findet, Schülerinnen und Schülern zugänglich gemacht werden kann.
Das Optimierungsproblem, welches bei der Entwicklung des Empfehlungssystems
über eine Matrix-Faktorisierung auftritt, ist durchaus als schwierig einzustufen. Das
Problem hängt schon bei der Betrachtung kleiner Beispiel-Bewertungsmatrizen von
mehr als zwei Variablen ab. Damit übersteigt das Problem bereits in der didaktisch
reduzierten Form den zwei- oder dreidimensionalen Anschauungsraum. Die Zielfunk-
tion ist nicht anschaulich darstellbar. Das Lösen des mehrdimensionalen Optimie-
rungsproblems fordert somit ein höheres Maß an Abstraktion von den Lernenden,
die Funktionen in der Schule i.d.R. nur in Abhängigkeit von einer Variablen ken-
nenlernen. Demzufolge wurde im Lernmaterial ein stärker angeleiteter Ansatz beim
Formulieren und Lösen des Optimierungsverfahrens gewählt als es im Lernmaterial
zum Solarkraftwerk realisiert wurde. Es lässt sich im Hinblick auf die Optimierung
festhalten, dass der Mehrheit der Lernenden ein authentisches Optimierungsverfah-
ren durch entsprechendes Lernmaterial und stärker angeleitete Aufgabenstellungen
zugänglich gemacht werden konnte. Zudem war es möglich, den Einbau eines Regu-
larisierungsterms in die Zielfunktion (und damit die Änderung der Formulierung des
Optimierungsproblems) mit den Lernenden zu diskutieren. Diese können den Ein-
fluss der Regularisierung im Lernmaterial sowohl experimentell im Rahmen einer
Parameterstudie erkunden als auch bezugnehmend auf den Funktionsterm algebra-
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isch diskutieren.
Im Rahmen von zwei Zusatzblättern bietet das Lernmaterial zudem die Möglichkeit
den Einfluss verschiedener Fehlermaße und der Regularisierung auf die Eigenschaften
der Zielfunktion, die in den Iterationsschritten des ALS-Verfahren minimiert wird,
anschaulich zu diskutieren. Aufgrund von Zeitmangel wurde besagtes Zusatzmateri-
al nur von wenigen Lernenden bearbeitet. Um eine Aussagen über die Eignung der
Zusatzblätter für eine breitere Schülerschaft treffen zu können, sind weitere Erpro-
bungen notwendig.
Obgleich das Lernmaterial die Modellierung des Empfehlungssystems und insbeson-
dere das Formulieren und Lösen des Optimierungsproblems durch kleinere Aufgaben-
stellungen anleitet, werden kreative Ansätze der Lernenden in verschiedenen Phasen
des Workshops eingebunden. So werden die Ideen der Lernenden zur Entwicklung
eines Modells basierend auf der Ratingmatrix ausgiebig im Plenum diskutiert und
auch die unterschiedlichen Ansätze der Lernenden bei der Definition eines Fehler-
maßes aufgegriffen und gegeneinander abgewogen.

Das Lernmaterial ist problemorientiert aufgebaut. Für die Lernenden neue ma-
thematische Inhalte, beispielsweise das partielle Ableiten, werden an den Stellen ein-
geführt, an denen sie im Modellierungsprozess benötigt werden. Durch verschiedene
Differenzierungselemente (Tippkarten und Zusatzmaterial), durch die Rückmelde-
funktionen und die auf eine eigenständige Bearbeitung ausgelegten Arbeitsblätter
erlaubt das Lernmaterial ein hohes Maß an Schüleraktivität.
Der Schwierigkeitsgrad der Aufgaben zeigte sich im Bezug auf die Evaluationsergeb-
nisse für die Mehrheit der Lernenden als angemessen. Lediglich bei der Bearbeitung
von Arbeitsblatt 4 in der Langversion traten wiederholt Verständnisschwierigkeiten
auf. Dies eröffnet im Hinblick auf die Bereitstellung von zusätzlichem Unterstüt-
zungsmaterial Potential für Weiterentwicklungen des Lernmaterials. Auf mögliche
Erweiterungen des Materials wird im Ausblick eingegangen.

Aus der einmaligen Erprobung der unangeleiteten Entwicklung eines Empfehlungs-
systems im Rahmen der Modellierungswoche ist ersichtlich geworden, dass die Mo-
dellierung über Nachbarschaftsmethoden naheliegender für die Lernenden war, als
das Optimieren der Parameter eines gewählten Modells. Grundsätzlich hat sich die
Problemstellung durchaus als geeignet für offene Modellierungsprojekte erwiesen und
den Lernenden ermöglicht, Erfahrungen im Umgang mit großen Datenmengen zu
sammeln. Die Software CoCalc, die zur Bereitstellung und zum kollaborativen Ar-
beiten am gleichen Code eingesetzt wurde, erwies sich aufgrund von Instabilität und
Datenverlusten (Zurücksetzen des Arbeitsstandes) als nur bedingt geeignet.

18.4 Ausblick

Durchaus bestehen zahlreiche Möglichkeiten, das Lernmaterial didaktisch-methodisch
weiterzuentwickeln. Auch bieten sich verschiedene weitere DS-Probleme für die Ent-
wicklung von Lehr- und Lernmaterial zur Modellierung realer, alltagsnaher Problem-
stellungen an. Hier seien exemplarische Erweiterungs- und Verbesserungsmöglichkei-
ten genannt:
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Abb. 18.1: Gradientenverfahren visualisiert im zwei- und dreidimensionalen Fall

• Fächerübergreifendes Projekt – von den Daten zum Produkt: Durch-
aus interessant wäre die Konzipierung eines fächerübergreifenden Projektkur-
ses (Informatik, Mathematik) zur Entwicklung eines Empfehlungssystems, bei
dem die Lernenden alle sechs Phasen des CRISP-DM Modells (vgl. Abschn.
14) eigenständig durchlaufen. Die Lernenden könnten dazu entweder den Net-
flixdatensatz oder gar einen selbst erhobenen Datensatz (aufgenommen durch
eine Befragung ihrer Mitlernenden) verwenden. Projektziel könnte sein, dass
die Lernenden ihr selbst entwickeltes Empfehlungssystem auf einer eigenen
Webseite bereitstellen.

• Erprobung anderer digitaler Werkzeuge: Denkbar wäre es den Netflixda-
tensatz (bzw. einen Teil davon) über eine Software bereitzustellen, die weniger
Programmiererfahrung seitens der betreuenden Lehrkräfte bedarf. Zu Erkun-
dung des Datensatzes wären beispielsweise CODAP2 oder Excel einsetzbar.

• Weiterentwicklung des Lernmaterials zur Optimierung: Nicht nur das
ALS-Verfahren, sondern auch das Gradientenverfahren ließe sich didaktisch
reduzieren und im Rahmen von interaktiven Jupyter Notebooks aufbereiten.
Ausgehend von einer eindimensionalen Funktion ließe sich die Idee von Ab-
stiegsrichtung, Schrittweite und Startpunkt einführen. Diese Konzepte könn-
ten anschließend auf zweidimensionale Funktionen übertragen werden;3 jeweils
visualisiert durch entsprechende interaktive Plots (vgl. Abb. 18.1). Anschlie-
ßend wird diese Grundidee auf beliebig-dimensionale Funktionen abstrahiert.
Möglich wäre, die Lerngruppe aufzuteilen und einen Teil das ALS-Verfahren,
den anderen Teil das Gradientenverfahren erarbeiten zu lassen. Im Plenum
könnten beide Verfahren vorgestellt, verglichen und diskutiert werden.

• Verzerrungen in den Daten diskutieren: Die Diskussion von Verzerrun-
gen im Datensatz wird im bisherigen Lernmaterial nicht aufgegriffen. Anhand
von geeigneten Beispielen und unterstützt durch Visualisierungen könnten die

2Weitere Informationen unter: https://codap.concord.org, letzter Aufruf: 19.11.2021.
3Lernmaterial, welches dieser Grundidee folgt, wurde bereits entwickelt. Da es jedoch noch nicht
unterrichtspraktisch erprobt wurde, wurde es in Abschnitt 17.2.1 nicht beschrieben.
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Verzerrungen in den Daten auch mit Schülerinnen und Schülern erarbeitet
werden.

• Eigenständiges Programmieren ermöglichen: Um programmieraffinen
Lernenden die Möglichkeit zu bieten, im Rahmen der stärker angeleiteten Mo-
dellierungstage eigenständigen Progammcode zu schreiben, kann ein Jupyter
Notebook bereitgestellt werden, in dem die Lernenden die Kreuzvalidierung des
Regularisierungsparameters λ und der Anzahl der Eigenschaften nf selbststän-
dig implementieren. Dies wäre über zwei verschachtelte for-Schleifen möglich.

• Modellierungsprojekte zu weiteren ML-Methoden: Nicht nur die hier
beschriebene Matrix-Faktorisierung, sondern zahlreiche weitere ML-Methoden
beruhen im Kern auf mathematischen Modellen, die didaktisch reduziert, durch-
aus mit schulmathematischem Wissen zugänglich gemacht werden können. Ein
Beispiel ist die bereits in der Einleitung erwähnte Stützvektormethode, die im
Grunde auf der Minimierung von Abständen zwischen Punkten und Hyper-
ebenen beruht. Sowohl Vektoren, Geraden und Ebenen wie auch das Skalar-
produkt können eine authentische Anwendung finden (vgl. Schönbrodt et al.,
2021). Diverse Anknüpfungspunkte an schulmathematische Inhalte bieten auch
Entscheidungsbäume, die unter anderem für Klassifizierungsprobleme einge-
setzt werden und zu denen von Biehler und Fleischer (2021) digitales Lernma-
terial (umgesetzt via CODAP und Jupyter Notebook) entwickelt wurde. Ein
drittes Beispiel stellen sogenannte N-Gramm-Modelle dar, die beispielsweise
zur Vorhersage von Wörtern beim Tippen einer Nachricht auf dem Smartpho-
ne Einsatz finden und bei denen bedingte Wahrscheinlichkeiten sowie absolute
und relative Häufigkeiten eine zentrale Rolle spielen (vgl. Hofmann, im Druck).
Die Bedeutung von KI für Technik, Wirtschaft und Kultur, und damit insbe-
sondere den Alltag der Lernenden, wird in den kommenden Jahrzehnten eher
noch zunehmen. Es ist Aufgabe der Mathematik(-didaktik) ihrerseits die Be-
deutung von Mathematik für derartige Methoden für Lernende erfahrbar zu
machen – eben gerade weil ein verständiger Zugang möglich ist. Die Gestal-
tung von geeignetem Unterrichtsmaterial und der Einbau dessen in den schu-
lischen (Projekt-)Unterricht kann dazu beitragen, Datenkompetenz im Sinne
einer umfassenden Data Literacy zu schulen und die Lernenden dazu zu be-
fähigen, die Bedeutung von Mathematik für ML-Methoden zu erfassen und
ihren von KI-Anwendungen durchzogenen Alltag im Sinne Winters (1985) „in
einer spezifischen Art und Weise wahrzunehmen.“

• Verbesserung des Lernmaterials zum ALS-Verfahren: In den bisherigen
Erprobungen des Lernmaterials waren Schwierigkeiten bei der Erarbeitung ein-
zelner Schritte des ALS-Verfahrens zu beobachten. Um dem entgegenzuwirken,
könnte dieser Teil des Workshops wiederholt durch kleinere Sicherungsphasen
unterbrochen und Aufgaben zum Üben der eingesetzten mathematischen In-
halte (insbesondere zur Kettenregel) integriert werden.
Im Hinblick auf die Optimierung wäre interessant zu erproben, wie die Ler-
nenden komplett unangeleitet an die Minimierung der Zielfunktion (16.6) her-
angehen würden.
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Auch im Hinblick auf die (Weiter-)Entwicklung des beschriebenen mathematischen
Modells des Empfehlungssystems wären zahlreiche Ansätze denkbar. Hier seien ex-
emplarisch zwei Ansätze benannt, die in der Forschung rund um Empfehlungssyste-
me bereits umgesetzt werden:

• Implizite Bewertungen im bisherigen Modell berücksichtigen. Koren und Bell
(2011, S. 150) argumentieren dazu:

„The dataset does not only tell us the rating values, but also which
movies users rate, regardless of how they rated these movies. In other
words, a user implicitly tells us about her preferences by choosing
to voice her opinion and vote a (high or low) rating. This creates
a binary matrix, where “1” stands for “rated”, and “0” for “not
rated”. While this binary data may not be as informative as other
independent sources of implicit feedback, incorporating this kind of
implicit data does significantly improves prediction accuracy. The
benefit of using the binary data is closely related to the fact that
ratings are not missing at random“.

Es ist durchaus denkbar, dass Bewertungen entgegen unserer Annahme nicht
fehlen, weil eine Person den Film bisher nicht entdeckt hat, sondern weil sie
sich bewusst gegen diesen entschieden hat. Diese Beobachtung könnte wie von
Koren und Bell (2011) vorgeschlagen in das bisherige Modell integriert werden.

• Auch könnte der Ansatz einer Nichtnegativen Matrix-Faktorisierung (NNMF)
verfolgt werden. Wie der Name verrät, dürfen die Einträge der Faktormatri-
zen in diesem Fall nicht negativ werden. Die NNMF hat den Vorteil, dass die
Einträge von User- und Moviematrix womöglich leichter zu interpretieren sind.
Nachteil ist jedoch, dass zur Bestimmung einer NNMF ein Optimierungspro-
blem unter Nebenbedingungen zu lösen ist. Das Problem wird schwieriger.
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19 Optimierungsprobleme in
Modellierungsprojekten – wenig
bis nicht angeleitet?

Ein langfristiges Ziel des mathematischen Modellierungsunterrichts sollte es unse-
rer Meinung nach sein, Schülerinnen und Schüler dazu zu befähigen reale, authen-
tische Problemstellungen möglichst selbstständig und unangeleitet zu bearbeiten.
Dass dies möglich ist, zeigen zahlreiche Erfahrungen aus mathematischen Model-
lierungswochen (vgl. Abschn. 4.2), die im Rahmen von außerschulischen Veranstal-
tungen stattgefunden haben. Andere Beispiele, in denen offenes, unangeleitetes Mo-
dellieren seitens der Lernenden möglich gemacht wird, sind mathematische Model-
lierungswettbewerbe, wie die International Mathematical Modeling Challenge1 oder
der COMAP’s Mathematical Contest in Modeling2.

Im Hinblick auf die Zielsetzung eines stärkeren Einbezugs möglichst unangeleiteter
Modellierungsaktivitäten zu authentischen, offenen Problemen in den Mathematik-
unterricht, soll hier diskutiert werden, ...

• inwieweit sich insbesondere Optimierungsprobleme, die bei der Bearbeitung
realer Problemstellungen auftreten, für (unangeleitete) kreative mathemati-
sche Modellierungsaktivitäten eignen. Dazu wird herausgestellt, in welchen
Phasen des Formulierens und Lösens der Probleme individuelle Modellent-
scheidungen (seitens der Lernenden) denkbar sind.

• welche exemplarischen Optimierungsansätze und Strategien Schülerinnen und
Schüler bereits in diversen offenen Modellierungsprojekten (Modellierungswo-
chen) verfolgt haben und wie sich die Ansätze und Strategien der Lernenden
einordnen lassen.

• welche leitenden Fragestellungen einer Lehrkraft bei der Betreuung offener
(Optimierungs-)Probleme zur Orientierung gegeben werden können. Diese Leit-
fragen sollen helfen, mögliche Optimierungsstrategien und sinnvolle Formulie-
rungen der Probleme abzuschätzen. Zugleich können diese bei der Betreuung
der Modellierungsprojekte herangezogen werden, um Impulse zu geben, welche
weiterführenden Fragen beim Optimieren durchdacht werden könnten (Stich-
worte: Existenz, Eindeutigkeit, Güte und Rechenzeit).

1Weitere Informationen unter: https://immchallenge.org, letzter Aufruf: 19.11.2021.
2Weitere Informationen unter: www.comap.com/undergraduate/contests, letzter Aufruf:
19.11.2021.

217

https://immchallenge.org
www.comap.com/undergraduate/contests
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19.1 Individuelle Modellentscheidungen rund um
Optimierungsprobleme

Das Formulieren und Lösen von Optimierungsproblemen erlaubt an diversen Stel-
len des Modellierungsprozesses individuelle Entscheidungen zu treffen. Dies unter-
streicht eindrücklich, dass mathematisches Modellieren keineswegs ein deterministi-
scher Prozess ist, sondern zahlreiche Handlungsspielräume bestehen, die in unter-
schiedliche mathematische Formulierungen und Eigenschaften des Optimierungspro-
blems münden. Im Folgenden werden verschiedene Modellentscheidungen beim Be-
arbeiten von Optimierungsproblemen diskutiert und veranschaulicht. Es wird deut-
lich, dass die Optimierung zahlreiche Möglichkeiten bietet, um Modellierungspro-
zesse offen und unangeleitet zu gestalten. Zugleich wird bei der Beschreibung der
Modellentscheidungen erneut das Wechselspiel zwischen innermathematischen Über-
legungen hinsichtlich Eigenschaften des formulierten mathematischen Problems und
Anwendungsfragen herausgehoben.

Das Ziel
Die erste Entscheidung kann oft bereits bei der Festlegung des eigentlichen Ziels ge-
troffen werden: Was möchte ich eigentlich erreichen? Am Beispiel der Optimierung
des Solarkraftwerks ließe sich fragen: Soll der absolute Energieumsatz optimiert wer-
den? Über einen Tag oder mehrere Jahre? Soll vielmehr die Effizienz (Energieumsatz
bezogen auf die Flächenausnutzung des Kraftwerkareals) maximiert werden? Oder
gar die gesamte Wirtschaftlichkeit des Kraftwerks? Die Entscheidung, welches Ziel
letztlich verfolgt wird,3 findet somit oft bereits vor der mathematischen Formulie-
rung des Optimierungsproblems statt.

Mathematische Formulierung des Ziels
Bei der mathematischen Formulierung des Ziels bestehen je nach Anwendungsfrage
ebenfalls Handlungsspielräume. Bei der Entscheidung, wie genau die Zielfunktion
letztlich formuliert wird, spielen in der Praxis meist Kenntnisse über die mathema-
tischen Eigenschaften der Zielfunktion und der damit einhergehenden Lösbarkeit des
Optimierungsproblems eine wesentliche Rolle. Im Workshop zum Thema Empfeh-
lungssysteme wurde die Wahl unterschiedlicher Fehlermaße und damit verbundener
Eigenschaften der Zielfunktion mit den Lernenden erarbeitet und auf anschaulicher
Ebene diskutiert (vgl. Abschn. 17.2.1). Zwei weiterführende Beispiele, die dies ver-
deutlichen und die sich durchaus ebenfalls für die Diskussion mit Lernenden eignen,
werden hier aufgegriffen:

Beispiel 19.1.1 (Arithmetisches Mittel und Median).
In diesem Beispiel, welches unter anderem von Winter (1985) und Vogel (2010b)
fachdidaktisch diskutiert wurde, geht es um die Frage, welche Zahl µ eine gegebene

3Im entwickelten Lernmaterial wurde die Festlegung des Ziels meist vorweggenommen, indem
festgelegt wurde, welche Größen optimiert werden sollen (die Leistung / der Energieumsatz im
Falle der Solarkraftwerke).

218



19.1 Individuelle Modellentscheidungen rund um Optimierungsprobleme

Menge an Werten {x1, . . . , xN} am besten beschreibt. Seitens der Lernenden sind
bei der Definition eines Fehlermaßes verschiedene Strategien und Formulierungen
denkbar:

• die Summe der orientierten Abstände4 ∑N
i=1 (xi − µ)

• die Summe der absoluten Abstände ∑N
i=1 |xi − µ|

• die Summe der quadratischen Abstände ∑N
i=1 (xi − µ)2
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Abb. 19.1: Arithmetisches Mittel und Median als Minimalpunkt(e) von Optimie-
rungsproblemen. Die Summe der orientierten Abstände eignet sich nicht
als Fehlermaß.

Auf anschaulicher Ebene kann diskutiert werden, welchen Einfluss die verschiedenen
Formulierungen der Zielfunktion auf die Existenz und Eindeutigkeit eines Minimal-
punktes haben. Dazu werden exemplarisch die Werte x1 = 2, x2 = 3, x3 = 4 und
x4 = 4.5 betrachtet. In Abbildung 19.1 wird für dieses Beispiel deutlich, dass sich bei
Wahl der Summe der Abstandsquadrate eine differenzierbare, strikt konvexe Funk-
tion ergibt, die einen eindeutigen globalen Minimalpunkt besitzt. Dieser entspricht
gerade dem arithmetischen Mittel (vgl. Vogel, 2010b, S. 51).
Zudem wird ersichtlich, dass die Summe der orientierten Abstände auf eine Zielfunk-
tion führt, die keinen Minimalpunkt besitzt. Anschaulich wird klar, dass dies kein
sinnvolles Gütemaß darstellt.
Wird die Optimierung hingegen basierend auf der Summe der absoluten Abstände
durchgeführt, so weist der Graph der Zielfunktion Knickstellen auf. Die Funktion ist
damit nicht überall differenzierbar. Weiterhin ist zu erkennen, dass kein eindeutiger

4Dieser Ansatz ist nicht als geeignetes Fehlermaß zu bezeichnen, dennoch wird er hier aufgeführt,
da dieser von Lernenden in durchgeführten Modellierungsprojekten vielfach genannt wurde und
aus didaktischer Sicht Raum für Diskussionen zu gewünschten Eigenschaften eines Fehlermaßes
bietet.
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globaler Minimalpunkt existiert. Im betrachteten Beispiel sind alle Werte, die zwi-
schen x3 und x4 liegen, globale Minimalpunkte (darunter auch der Median). Dies ist
stets der Fall, wenn eine gerade Anzahl an Werten vorliegt.
Schön an diesem Beispiel ist, dass die Diskussion von Eigenschaften der Zielfunktion
und damit einhergehend der Existenz und Eindeutigkeit von Minimalpunkten auf
anschaulicher Ebene möglich ist. Zugleich kann die Betrachtung und Diskussion des
Optimierungsproblems zu einer tragfähigen Begriffsbildung (arithmetisches Mittel
und Median) beitragen (vgl. Vogel, 2010a, S. 5).

Beispiel 19.1.2 (Anpassung an Messdaten).
Ein weiteres Problem, welches bei verschiedenen Anwendungsfragen auftritt und
zu dem Diskussionen mit Lernenden rund um den Einfluss des Fehlermaßes auf die
Eigenschaften der Zielfunktion denkbar sind, ist die Anpassung einer Funktion an ge-
gebene Messdaten. Ziel ist es, gegebene Messdaten durch eine Funktion anzunähern.
Dabei soll aus einer zuvor gewählten Klasse an Funktionen (bspw. lineare Funktio-
nen) die Funktion gewählt werden, die die Daten bestmöglich beschreibt. Der (zu
definierende) Fehler zwischen den Datenpunkten und der Beschreibung durch die
gesuchte Funktion soll minimal werden.
Wir bleiben beim einfachsten Fall: der linearen Ausgleichsrechnung. Gegebene Da-
tenpunkte (xi, yi) ∈ R2 für i = 1, . . . , N sollen durch eine lineare Funktion f mit
f(x) = mx + b angepasst werden. Der Fehler zwischen den Datenpunkten und der
Beschreibung durch die lineare Funktion kann auf unterschiedliche Weise formuliert
werden. Denkbare Ansätze sind

1. die Summe der absoluten Abweichungen entlang der y-Achse∑N
i=1 |yi − f(xi)| (vgl. Abb. 19.2 links),

2. die Summe der quadratischen Abweichungen entlang der y-Achse∑N
i=1 (yi − f(xi))2 (vgl. Abb. 19.2 Mitte) und

3. die Summe der absoluten oder quadratischen, tatsächlichen Abstände zwischen
den Datenpunkten und der Geraden (Berechnung über das Lot) (vgl. Abb. 19.2
rechts).

Abb. 19.2: Skizze verschiedener Ansätze für die Anpassung von Messdaten durch
Ausgleichsgeraden
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Meist wird die Summe der Abstandsquadrate der womöglich intuitiven Wahl der
Summe der absoluten Abstände vorgezogen. Ein Grund dafür ist wiederum inner-
mathematischer Natur und beruht, wie bereits im Lernmaterial zu Empfehlungssys-
temen ersichtlich wurde, auf den Eigenschaften der erhaltenen Zielfunktion: Diese
ist im Falle der Summe der Abstandsquadrate strikt konvex (sofern mindestens
zwei verschiedene xi vorliegen) und differenzierbar. Das Problem ist leicht mit Stan-
dardmethoden lösbar. Zudem garantiert die strikte Konvexität der Zielfunktion die
Eindeutigkeit des Minimalpunktes. Nachteil dieses Ansatzes ist jedoch, dass „Aus-
reißer“ in den Messwerten stärker ins Gewicht fallen.
Die Summe der absoluten Abstände hingegen läuft auf eine nicht differenzierbare
Zielfunktion hinaus und auch die Eindeutigkeit eines Minimalpunktes ist nicht ge-
sichert. Dennoch spricht insbesondere die Robustheit gegenüber Ausreißern in den
Daten in manchen Fällen für die Verwendung dieses Ansatzes, der auch als Least
Absolute Deviation bezeichnet wird (vgl. Bloomfield und Steiger, 1980).
Die dritte Strategie, über die Summe der quadratischen orthogonalen Abstände
(Stichwort: orthogonale Regression), hat den Nachteil, dass zur Bestimmung / Im-
plementierung der „tatsächlichen Abstände“ aufwendigere Berechnungen nötig sind.
Nicht nur die weniger aufwendigen Rechnungen, sondern auch messpraktische Grün-
de sprechen für die Abstände in y-Richtung: uns interessiert letztlich die Differenz
zwischen tatsächlichem Messwert yi und dem durch die Funktion zugewiesenen Wert
f(xi) (vgl. Schupp, 1992, S. 46).
Gallin (2010) diskutiert, dass anstelle der quadratischen vertikalen Abstände (in
y-Richtung) und der orthogonalen Abstände auch die Abstände in x-Richtung be-
obachtete Vorschläge von Lernenden sind. An dieser Stelle ließen sich durchaus in-
teressante tiefer gehende Ausführungen über weitere Vor- und Nachteile der unter-
schiedlichen Zielfunktionen und über statistische Charakteristika der verschiedenen
Ansätze aufnehmen, die den Rahmen dieser Arbeit jedoch sprengen würden.
Ein Beispiel, in dem die lineare Ausgleichsrechnung im Rahmen von mathematischen
Modellierungsprojekten eine authentische Anwendung findet, ist bei Hattebuhr (im
Druck) zu finden. Konkret wird die lineare Regression dort zur Analyse von realen
Temperaturdaten angewendet, um Fragen rund um Klimawandel und Erderwärmung
zu beantworten.

Das Beispiel 19.1.2 macht erneut ersichtlich, dass das Formulieren und Lösen von Op-
timierungsproblemen oftmals ein Abwägen ist zwischen a) mathematisch gewünsch-
ten Eigenschaften des Problems (Existenz, Eindeutigkeit), b) rechnerischem Auf-
wand zur Lösung des Problems und c) (bspw. statistischen) Eigenschaften, die die
gefundene Lösung erfüllen soll.

Die Wahl der Variablen
Nicht nur das Ziel, sondern auch die Entscheidungsvariablen können je nach Pro-
blemstellung unterschiedlich gewählt werden. Die Frage danach, welche Parame-
ter aus praktischer Sicht überhaupt variiert werden können, wird insbesondere am
Beispiel des Solarkraftwerks ersichtlich: Sind die Maße der Spiegel durch das her-
stellende Unternehmen festgelegt oder können wir diese frei wählen? Wie sieht es
mit der Form der Spiegel und der Breite des Kollektors aus? Bei welchen weiteren
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Parametern haben wir Handlungsspielraum? Welche Parameter können wir somit
als Entscheidungsvariablen betrachten, variieren und nach eigenen Wünschen (opti-
mal) festlegen? Im Rahmen der stärker angeleiteten Workshops zum Solarkraftwerk
wurden zwei Kraftwerksparameter als Variablen betrachtet und von den Lernenden
optimiert: die Höhe des Absorberrohres (vgl. Abschn. 11.1) und die Positionen der
Spiegel (vgl. Abschn. 11.2). In den offenen Modellierungsprojekten (vgl. 12.2.4) ha-
ben die Lernenden sich zudem mit weiteren Kraftwerksparametern (Spiegelbreite
und Breite des Sekundärreflektors) beschäftigt.

Die Festlegung der zulässigen Menge
Auch bei der Festlegung der zulässigen Menge können diverse Modellentscheidungen
getroffen werden. Eine grundlegende Entscheidung ist, ob der Suchraum zunächst
diskretisiert wird oder ob dieser als Kontinuum betrachtet wird. Diese Entscheidung
wurde in Abschnitt 11.2 am Beispiel der Optimierung der Spiegelpositionen ausführ-
lich diskutiert. Die Lernenden haben dabei sowohl diskrete als auch kontinuierliche
Formulierungen des Problems entwickelt und untersucht.
Nicht nur bei der Festlegung der Variablen auf eine diskrete oder kontinuierliche zu-
lässige Menge, sondern durchaus auch im Hinblick auf die Hinzunahme von weiteren
Nebenbedingungen sind verschiedene Entscheidungen denkbar. ImWorkshop zur Po-
sitionsoptimierung wurde ersichtlich, dass die Hinzunahme von Nebenbedingungen
zum Teil notwendig ist, um realistische Optimalpunkte zu erhalten (Nebenbedingung
für den Mindestabstand zwischen Spiegeln). In diesem Fall führte die Hinzunahme
der Nebenbedingung jedoch sogleich dazu, dass das Optimierungsproblem nicht kon-
vex war, da die Nebenbedingungen für den Mindestabstand keine konvexe Menge
induzierten. Dies wird durch das folgende Beispiel anschaulich unterstrichen.

Beispiel 19.1.3.
Die in Abbildung 19.3 dargestellte quadratische Funktion f mit f(x) = (x− 2)2 ist
strikt konvex. Betrachten wir als zulässige Mengen ganz R, so finden wir einen ein-
deutigen Minimalpunkt (der Scheitelpunkt der Parabel). Wird die zulässige Menge
hingegen auf alle Werte x eingeschränkt, für die |x− 2| ≥ 2 gilt, so wird ersichtlich,
dass die Zielfunktion zwei globale Minimalpunkte besitzt. Die zulässige Menge ist in
diesem Fall nicht mehr konvex. Wird die zulässige Menge jedoch auf alle x für die
(x − 2) ≥ 2 gilt eingeschränkt, so ergibt sich erneut eine konvexe zulässige Menge
und damit ein konvexes Optimierungsproblem mit eindeutigem Minimalpunkt.
Dass die schrittweise Hinzunahme von Nebenbedingungen sinnvoll sein kann und
auch mit Lernenden denkbar ist, wurde im Unterrichtsmaterial und den durchge-
führten Erprobungen zur Optimierung der Spiegelpositionen ersichtlich. Dort wurde
neben der Forderung des Mindestabstandes zwischen den Spiegeln zudem eine auf-
oder absteigende Sortierung der Spiegel gefordert.

Die Wahl des Lösungsalgorithmus
Wurde das Optimierungsproblem mathematisch formuliert, so muss noch ein geeig-
netes Verfahren gefunden werden, um das Problem zu lösen. Seit vielen Jahrzehn-
ten wird intensiv daran geforscht Algorithmen zur Lösung verschiedener Klassen
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Abb. 19.3: Quadratische Zielfunktion eines Optimierungsproblems unter der Ne-
benbedingung |x− 2| ≥ 2. Die zulässige Menge ist nicht konvex.

von Optimierungsproblemen zu entwickeln. Dabei werden die Eigenschaften der Op-
timierungsprobleme analysiert und versucht gute Software-Implementierungen zu
entwickeln. Die Effektivität der Algorithmen variiert beträchtlich und hängt von
verschiedenen Faktoren wie den Eigenschaften der Zielfunktion, der Anzahl der Va-
riablen und der Gestalt der Nebenbedingungen ab (vgl. Boyd und Vandenberghe,
2004, S. 3). Bei der Formulierung des Optimierungsproblems und bei der Wahl eines
passenden Algorithmus für die jeweilige Problemklasse wird meist zwischen a) der
Güte von gefundenen Lösungen beziehungsweise der Tatsache, ob mit dem gewähl-
ten Algorithmus eine optimale Lösung gefunden werden kann und b) der Laufzeit
des gewählten Lösungsverfahrens abgewogen.

Zwischenfazit
Beim Formulieren und Lösen von Optimierungsproblemen gibt es insbesondere bei
realen, komplexen Problemen vielfach nicht den einen, richtigen Ansatz. Stattdes-
sen existieren oft verschiedene Möglichkeiten, wie die Probleme formuliert und gelöst
werden können, die wiederum mit unterschiedlichen (inner- sowie außermathemati-
schen) Vor- und Nachteilen einhergehen. Dies wurde insbesondere bei der Optimie-
rung der Spiegelpositionen, bei der die Lernenden unterschiedliche Formulierungen
eines Optimierungsproblems diskutiert und verschiedene Algorithmen erarbeitet und
evaluiert haben, ersichtlich (vgl. Abschn. 11.2).
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19.2 Optimierungsprobleme im Rahmen
mathematischer Modellierungswochen

In diesem Abschnitt wird eine kurze Übersicht über verschiedene Formulierungen
und Lösungsansätze geboten, die Lernende unangeleitet im Rahmen von mathema-
tischen Modellierungswochen bei der Bearbeitung von Optimierungsproblemen ver-
folgt haben. Die Ansätze der Lernenden wurden aus den Berichten abstrahiert, die
die Lerngruppen während der Modellierungswochen verfasst haben. Es wird einmal
mehr ersichtlich, dass das Optimieren eine Vielzahl an unterschiedlichen Ansätzen
und Lösungsstrategien erlaubt, und dass sich diese Vielfalt auch in den Modellie-
rungsentscheidungen der Lernenden widerspiegelt. Die Problemstellungen der Mo-
dellierungswochen sind in Anhang H zu finden.

Problem 1: Optimale Energieversorgung basierend auf drei erneuerbaren Ener-
giequellen
Das Problem wurde vom Lehrstuhl für Reaktorsicherheit und -technik der RWTH
Aachen gestellt und auf einer Modellierungswoche im Jahr 2015 von einer Lerngrup-
pe bearbeitet. Die Problemstellung bestand darin, die optimale Anzahl an Wind-
energieanlagen und Photovoltaikzellen zu finden, sodass die Energieversorgung der
Stadt Aachen zu jeder Zeit gewährleistet ist (vgl. Anh. H.1). Die dritte Energiequel-
le stellten sogenannte Pumpspeicherkraftwerke dar. Bei hohem Strombedarf wird
Wasser aus einem höher gelegenen Oberbecken in ein tiefer liegendes Unterbecken
geleitet. Bei diesem Vorgang wird eine Turbine angetrieben, die Strom erzeugt. In
Zeiten geringen Strombedarfs wird der mit Sonne und Wind erzeugte Strom genutzt,
um Wasser in das obere Becken zu pumpen. Die Anzahl der Pumpspeicherkraftwerke
war nicht variabel.

Modellierungsansatz der Lerngruppe: Die Lernenden entwickelten ein Modell
zur Beschreibung des Energieumsatzes basierend auf allen drei Energiequellen und
setzten dieses mit dem Energiebedarf der Stadt Aachen in Relation. Sie berechneten
einen Mindestwert an Energie, der insgesamt von Wind- und Sonnenkraft zu erbrin-
gen ist, um den Energiebedarf erfüllen zu können.
Die Lernenden bearbeiteten ein ganzzahliges Optimierungsproblem. Ziel war
die Kombination aus Anzahl Windanlagen nW und Anzahl Photovoltaikzellen nP zu
bestimmen, die besonders kostengünstig ist und den Mindestenergieumsatz erfüllt.
Zum Lösen des Problems entwickelten die Lernenden ein Suchverfahren. Konkret
gingen sie wie folgt vor: Sie wählten Startwerte für nW und nP . Dann hielten sie ei-
ne der beiden Variablen fest und reduzierten die jeweils andere in einer festgelegten
Schrittweite bis der Mindestumsatz nicht mehr erfüllt werden konnte. Die jeweiligen
Kosten für die unterschiedlichen Kombinationen wurden gespeichert. Analog gin-
gen sie mit der anderen Variable vor. Letztlich wurde die Kombination an Anzahl
Windanlagen und Photovoltaikzellen gewählt, für die die geringsten Kosten gefunden
wurden.

In bisher von CAMMP durchgeführten Modellierungswochen wurden zahlreiche wei-
tere Problemstellungen, die auf ganzzahlige beziehungsweise kombinatorische Op-
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timierungsprobleme hinauslaufen, von Lernenden bearbeitet. Ein zweites Beispiel
stellt das folgende Problem dar:

Problem 2: Parkplatzwahl auf Automobilterminals
Das Problem wurde von der Firma INFORM gestellt und auf einer Modellierungs-
woche im Jahr 2017 von einer Lerngruppe bearbeitet. Das Problem befasste sich
mit riesigen Autoterminals, auf denen Autos von Fahrerinnen und Fahrern (die auf
dem Terminal arbeiten) mehrfach umgeparkt werden müssen. Die Aufgabe bestand
darin, die Zeit zu minimieren, die die Fahrerinnen und Fahrer insgesamt zum Um-
parken auf einen neuen Zwischenparkplatz und zum Gehen bis zum nächsten ihnen
zugewiesenen, umzuparkenden Auto benötigen (vgl. Anh. H.2). Die Zuordnung der
umzuparkenden Autos (und damit der Fahrenden, die den Autos zugewiesen waren)
zu freien Zwischenparkplätzen sollte dazu bestmöglich gewählt werden. Sofern die
Lerngruppe genug Zeit hat, sollte nicht nur die Zuweisung zu freien Zwischenpark-
plätzen, sondern zudem die Zuweisung der Fahrenden zu umzuparkenden Autos als
Variable in das Modell integriert werden. Dazu ist die Lerngruppe jedoch nicht mehr
gekommen.
Modellierungsansatz der Lerngruppe: Die Lernenden entwickelten basierend
auf geometrischen Überlegungen ein Modell, welches die Zeit, die eine Fahrerin / ein
Fahrer insgesamt braucht, um a) ein Auto von einem Standort aus auf einen Zwi-
schenparkplatz zu fahren und b) anschließend zum nächsten umzuparkenden Auto
zu gehen. Basierend auf diesem Modell entwickelten die Lernenden ein Verfahren,
um zu entscheiden, welche Zwischenparkplätze verschiedenen Fahrenden zugewiesen
werden. Konkret bestimmten sie für jede Fahrerin / jeden Fahrer die Zwischen-
parkplätze mit geringstem Zeitaufwand. Erhielten mehrere Personen den gleichen
optimalen Zwischenparkplatz, so wurde anhand der Zeitdifferenz zum zweitbesten
Fahrzeug entschieden:

„Wenn zwei oder mehrere Fahrer denselben optimalen Parkplatz haben,
bestimmt man den zweit-optimalen Parkplatz aller Fahrer. Anschließend
berechnet man für alle Fahrer die Differenz zwischen der Zeit des zweitop-
timalen und des optimalen Parkplatzes. Der Fahrer, dessen Differenz am
größten ist, bekommt seinen optimalen Parkplatz. Dieser wird als belegt
markiert. Hierbei wird natürlich wieder auf die Terminaldaten zurückge-
griffen, um bereits besetzte Parkplätze auszuschließen. Dieser Vorgang
wird so oft wiederholt, bis allen Fahrern ein Parkplatz zugewiesen worden
ist“ (Zitat aus dem Bericht der Lernenden).

Im Kern verfolgten die Lernenden somit einen Greedy-Ansatz, um bei mehreren
Fahrenden zu entscheiden, welcher Zwischenparkplatz zugewiesen wird.

Problem 3: Optimierung eines Windparks
Das Problem wurde von der Firma Vattenfall gestellt und auf einer Modellierungs-
woche im Jahr 2017 und im Jahr 2020 von je einer Lerngruppe bearbeitet. Die
Problemstellung bestand im Kern darin, ein Modell für die Leistung eines Offshore-
Windparks zu entwickeln und darauf aufbauend das Layout des Windparks (d. h. die
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19 Optimierungsprobleme in Modellierungsprojekten – wenig bis nicht angeleitet?

Positionen der einzelnen Windenergieanlagen, kurz: WEAs) unter Einhaltung von
gewissen Lastkriterien zu optimieren (vgl. Anh. H.3). Anschließend sollte untersucht
werden, wie die gegenseitige Windabschattung der WEAs bei dem selbstgewählten
Layout reduziert werden könnte.

Modellierungsansatz der Lerngruppe 2017: Die Lernenden entwickelten basie-
rend auf verschiedenen geometrischen und physikalischen Überlegungen ein Modell
zur Beschreibung der Leistung des Windparks. Dabei flossen Überlegungen zu Wind-
schatten und Windgeschwindigkeit ein.
Die Lerngruppe berechnete die Positionierung der WEAs basierend auf rationalen
Argumenten: Sie legten Reihen auf dem Windparkareal fest. Diese Reihen hatten
einen festen Abstand voneinander (der Abstand wurde nicht optimiert). Die Ler-
nenden positionierten die WEAs auf diesen Reihen und zwar erneut in einem festen
Abstand zueinander. Die Abstände legten die Lernenden basierend auf Argumen-
ten zur Windabschattung fest. Sie nutzten zwar im Kern einen musterbasierten
Ansatz, führten jedoch keine Optimierung der Reihenabstände durch.

Modellierungsansatz der Lerngruppe 2020: Die Lerngruppe der Modellie-
rungswoche 2020 formulierte tatsächlich ein Optimierungsproblem. Die Zielfunktion
entsprach der zuvor modellierten Leistung in Abhängigkeit der Koordinaten der
WEAs auf dem zweidimensionalen Windparkareal. Die Lernenden wählten einen
diskreten Ansatz zur Positionierung der WEAs. Konkret definierten sie ein Gitter
auf dem Areal und setzten verschiedene Strategien zur Positionierung der WEAs
auf den Gitterpunkten ein: a) eine zufällige Positionierung, b) einen Brute-Force-
Ansatz und c) eine Methode, bei der die WEAs nach und nach auf die besten
Positionen gesetzt werden (Greedy-Ansatz). Die Ansätze a) und b) setzten die
Lernenden im Programmcode um und berechneten Ergebnisse für verschieden feine
Diskretisierungen. Sie berücksichtigten dabei die Nebenbedingung, dass die WEAs
im Bereich des Kraftwerks positioniert werden. Zur Umsetzung des Greedy-Ansatzes
hatten die Lernenden keine Zeit mehr.

Problem 4: Optimierung eines Fresnelkraftwerks
Das Problem der Optimierung der Spiegelpositionen eines Fresnelkraftwerks wurde
im Rahmen einer Modellierungswoche im Jahr 2011 von einer Lerngruppe bearbeitet
(vgl. Anh. H.4).

Modellierungsansatz der Lerngruppe: Der Modellierungsprozess der Lernenden
wurde von Roeckerath (2012) dokumentiert. Die Lernenden entwickelten zunächst
eigenständig ein Modell für die gewünschte Ausrichtung der Spiegel, für Verschat-
tungseffekte und darauf aufbauend den Jahresenergieumsatz des Kraftwerks. Dieser
Umsatz sollte maximiert werden. Die Lernenden wählten als Variablen der Optimie-
rung den äquidistanten Abstand zwischen den Spiegelreihen des Fresnelkraftwerks
sowie die Absorberrohrhöhe. Damit wählten sie einen musterbasierten Ansatz
und formulierten ein zweidimensionales Optimierungsproblem. Zur Lösung des Op-
timierungsproblems beschränkten sie die zulässige Menge auf diskrete Werte. Über
einen Brute-Force-Ansatz bestimmten sie die beste Kombination aus Spiegelab-
stand und Rohrhöhe.
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19.3 Leitfragen beim Formulieren und Lösen von Optimierungsproblemen

Zwischenfazit
Bei der gänzlich unangeleiteten Bearbeitung der Problemstellungen, die auf Optimie-
rungsprobleme hinausliefen, verfolgten die Lernenden diverse Formulierungsansätze.
Diese lassen sich leicht auf die bereits zuvor diskutieren Problemklassen und Lö-
sungsansätze aus der Modellierung des Solarkraftwerks in Teil III (musterbasiert,
Brute-Force, Greedy) zurückführen. Es fällt zudem auf, dass die Lernenden zur Lö-
sung der Probleme in allen Fällen eine Diskretisierung ansetzten, was nicht weiter
verwunderlich scheint. Zum einen, weil mittels Programmen und Computern letzt-
lich endlich viele Möglichkeiten durchprobiert werden können (auch wenn es sehr
viele sind), und zum anderen, weil die Lernenden üblicherweise nicht vertraut mit
mehrdimensionalen Optimierungsproblemen / Funktionen sind. Derartige Probleme
kontinuierlich zu betrachten bedarf somit durchaus ein hohes Maß an Abstraktions-
vermögen.

19.3 Leitfragen beim Formulieren und Lösen von
Optimierungsproblemen

Hier sollen abschließend Leitfragen aufgeführt werden, welche bei der Betreuung von
Modellierungsprojekten, die auf Optimierungsprobleme hinauslaufen, Orientierung
geben können. Der folgende Fragenkatalog ist als Auswahl zentraler Fragen (ohne
Anspruch auf Vollständigkeit) zu verstehen. Diese Fragen sind aus den Erfahrungen
bei der Modellierung der in Teil III und IV beschriebenen Problemstellungen – ei-
nerseits aus den Erprobungen des Materials und andererseits aus der Fachliteratur
– zusammengetragen worden.

1. Schritt: Formuliere das Optimierungsproblem

• Kann bereits bei der ersten Formulierung des Problems (Definition der Ziel-
funktion, Festlegung der Entscheidungsvariablen, Definition der zulässigen Men-
ge) eine wohlgestellte, in der Praxis leicht lösbare Struktur erzeugt werden?

– Kann das Problem beispielsweise konvex formuliert werden? Kann die
Zielfunktion so gewählt werden, dass sie differenzierbar ist?

– Ist die Zielfunktion gegebenenfalls durch ein physikalisch-technisches Mo-
dell / durch eine Simulation gegeben, sodass zunächst wenig Freiheit bei
der Formulierung besteht?

• Lässt sich die Frage nach Optimalität sinnvoll auf wenige Variablen (ein oder
zwei) reduzieren, sodass die Zielfunktion anschaulich untersucht werden kann?
Falls nicht, inwieweit kann der Modellierungs- beziehungsweise Optimierungs-
prozess angeleitet werden, sodass Lernende dennoch auf verständige Art und
Weise an dem Optimierungsproblem arbeiten können (vgl. Lernmaterial zu
Empfehlungssystemen in Kap. 17)?
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19 Optimierungsprobleme in Modellierungsprojekten – wenig bis nicht angeleitet?

2. Schritt: Klassifiziere das Optimierungsproblem

• Welche Art von Optimierungsproblem liegt vor? Diskret oder kontinuierlich?
Mit oder ohne Nebenbedingungen? Linear, quadratisch oder nichtlinear? Spielt
der Zufall eine Rolle? Ist die Zielfunktion differenzierbar?

• Können Aussagen über Existenz und Eindeutigkeit eines Optimalpunktes ge-
troffen werden? Ist das Problem beispielsweise konvex? Ist die Zielfunktion
koerziv? Wird dies im ein- oder zweidimensionalen Fall durch die anschauliche
Betrachtung des Zielfunktionsgraphen ersichtlich?

3. Schritt: Löse das Optimierungsproblem
Je nach Art des Problems wird ein geeignetes Optimierungsverfahren ausgewählt.

• Eignet sich ein lokales Verfahren (weil das Problem bspw. konvex ist) oder
wäre ein globales Suchverfahren geeigneter?

• Kann eines der in der Praxis eingesetzten Verfahren didaktisch reduziert und
von den Lernenden selbst erarbeitet werden?

• Ist es denkbar, dass die Lernenden unangeleitet ein problemspezifisches Ver-
fahren / eine Heuristik entwickeln?

• Ist das Problem derart komplex, dass ein Verfahren als Blackbox eingesetzt
werden sollte?

Existiert kein geeignetes Verfahren, so gehe zurück zum 1. Schritt (Formulieren des
Problems):

• Gibt es eine Möglichkeit das Problem umzuformulieren, sodass es leichter hand-
habbar wird? Lässt sich die Zielfunktion beispielsweise linearisieren oder kon-
vex formulieren? Können Nebenbedingungen weggelassen oder als Strafterm
in die Zielfunktion integriert werden? Kann die Dimensionalität des Problems
verringert werden (bspw. wie im Falle der Spiegelpositionsoptimierung durch
Einschränkung auf gewisse Muster)?

4. Schritt: Evaluiere die gefundene Lösung
Die Evaluation der Lösung sollte auf unterschiedlichen Ebenen stattfinden:

Validieren / Interpretieren der Lösung im Hinblick auf das reale Problem

• Ist die gefundene Lösung (Lösungspunkt und zugehöriger Zielfunktionswert)
im Hinblick auf das reale Problem sinnvoll? Erfüllt die Lösung alle Nebenbe-
dingungen, die das reale Problem an diese stellt?

• Falls nicht, überdenke Modellannahmen / Vereinfachungen. Prüfe, ob sich beim
Beschreiben der Zielfunktion oder der zulässigen Menge Fehler eingeschlichen
haben.

• Prüfe, ob ein ungünstiger Startpunkt oder eine schlechte Wahl der Schrittweite
zu nicht sinnvollen Ergebnissen geführt hat.
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19.3 Leitfragen beim Formulieren und Lösen von Optimierungsproblemen

Güte der gefundenen Lösung und Laufzeit des Verfahrens

• Ist die Validierung der Lösungspunkte durch die Betrachtung des Zielfunkti-
onsgraphen im anschaulichen Fall möglich?

• Kann die Optimalität der gefundenen Lösungspunkte über klassische Optima-
litätskriterien erster und zweiter Ordnung (bspw. f ′(x) = 0 und f ′′(x) > 0)
überprüft werden?

• Findet das Verfahren in annehmbarer Zeit eine Lösung?

• Wie sind Güte der gefundenen Lösung und Effizienz des Verfahrens gegenein-
ander abzuwägen?

• Kann die Formulierung des Problems geändert werden, falls das Verfahren kei-
nen zulässigen Punkt findet oder die Laufzeit zu hoch ist? Kann beispielsweise
der Suchraum / die zulässige Menge durch Hinzunahme von Nebenbedingun-
gen verkleinert werden?

Eindeutigkeit und Robustheit

• Ergeben sich unterschiedliche Optimalpunkte mit gleichem Zielfunktionswert?

• Können mehrfache Lösungen, die im Hinblick auf das reale Problem identisch
sind, durch Hinzunahme von Nebenbedingungen ausgeschlossen werden?

• Ergibt sich für unterschiedliche Startpunkte stets dieselbe Lösung?
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20 Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit liefert einen Überblick über die Optimierung und das ma-
thematische Verständnis, welches notwendig ist, um eine Vielzahl an Optimierungs-
problemen einordnen und lösen zu können. Zugleich liefert sie einen Einblick, wie
derartige Probleme von Schülerinnen und Schülern bearbeitet werden können.

Im Rahmen dieser Dissertation ist innovatives, computergestütztes Unter-
richtsmaterial zu zwei Problemstellungen entstanden, welches sich für den Einsatz
unter unterschiedlichen Rahmenbedingungen und insbesondere für die Durchfüh-
rung im Distanzunterricht eignet. Diese Arbeit liefert somit nicht nur eine theoreti-
sche Diskussion dessen, was in Modellierungsprojekten mit Lernenden möglich ist,
sondern zugleich erprobtes, digitales Lehr- und Lernmaterial. Dieses erlaubt es Ler-
nenden ab Klasse 9 aktiv, möglichst selbstständig, je nach Rahmenbedingung mehr
oder weniger angeleitet, aber durchaus problemorientiert an die Modellierung und
die sich ergebenden Optimierungsprobleme heranzugehen.

In dieser Arbeit und auch im entwickelten Lernmaterial wurden zwei reale, hochak-
tuelle Problemstellungen aus den Bereichen KI und erneuerbare Energien
in den Blick genommen. Bei der Bearbeitung der Problemstellungen waren Optimie-
rungsprobleme zentral: Bei dem ersten Problem, der Modellierung und Optimierung
eines Fresnelkraftwerks, wurden die Höhe des Absorberrohres und die Positionen
der Spiegel optimiert. Bei dem zweiten Problem, der Entwicklung eines Empfeh-
lungssystems für Filme basierend auf einem realen Datensatz, wurden Einträge von
Faktormatrizen bestmöglich gewählt. Dabei kamen Methoden aus dem Bereich des
maschinellen Lernens zum Einsatz.
Beide Problemstellungen sind in Forschung, Technik und Wirtschaft von großer Re-
levanz und zudem in unserem Alltag vertreten. Die Modellierung der beiden Pro-
blemstellungen fand zudem, wenngleich elementarer, entlang in der Forschung tat-
sächlich eingesetzter Methoden statt. Damit liefert diese Arbeit Lehrenden und das
entwickelte Lernmaterial Lernenden einen authentischen Einblick in aktuelle Pro-
blemlösestrategien von MINT-Berufen.

Bei der Diskussion verschiedener Optimierungsfragen ist deutlich geworden, dass
beim Formulieren und Lösen von Optimierungsproblemen verschiedene Ansät-
ze und Lösungsstrategien verfolgt werden können. Der Facettenreichtum der
Optimierung und die damit verbundenen Chancen für möglichst offen gestal-
tete Modellierungsaktivitäten zu reichhaltigen Problemen wurden umfänglich
herausgearbeitet. Dazu wurden die Probleme aus verschiedenen mathematischen
Blickwinkeln (diskret, kontinuierlich, Einbezug von Unsicherheiten etc.) angegan-
gen. Es wurde aufgezeigt, welche Ansätze und Formulierungen denkbar sind, und
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unterschiedliche Modellentscheidungen basierend auf innermathematischen Überle-
gungen zu den Eigenschaften der Probleme diskutiert. Dabei ist insbesondere er-
sichtlich geworden, dass das Optimieren um einiges vielseitiger ist, als das aus dem
Analysisunterricht bekannte „Nullsetzen der Ableitung“. Wie Lehr- und Lernma-
terial gestaltet sein kann, welches den Facettenreichtum der Optimierung aufgreift
und den Lernenden erlaubt mathematisch kreativ tätig zu sein, wurde insbesonde-
re durch das entwickelte Unterrichtsmaterial rund um solarthermische Kraftwerke
hervorgehoben.

Die Modellierung der Problemstellungen hat deutlich gemacht, dass fundierte ma-
thematische Überlegungen beim Formulieren und Lösen von Optimierungspro-
blemen zentral sind, um mathematisch wohlgestellte Probleme (im Hinblick
auf Existenz, Eindeutigkeit und praktische Lösbarkeit) zu erhalten. Daraus lässt sich
mit Blick auf die Planung, Gestaltung und praktische Umsetzung mathematischer
Modellierungsaktivitäten ableiten, dass Lehrkräfte entweder bereits über fundiertes
mathematisches Wissen verfügen müssen oder in der Lage sein sollten sich dieses an-
zueignen. Dies lässt sich als weiteres Argument für die Einbindung des Modellierens
in den Mathematikunterricht – und nicht ausschließlich in die Fächer und Diszipli-
nen, in denen das Problem auftritt – ansehen: Denn den Anspruch über fundierte
mathematische Kenntnisse zu verfügen oder sich diese aneignen zu können, darf /
sollte wohl am ehesten an eine Mathematiklehrkraft gestellt werden. Von Lehrkräf-
ten anderer Fächer ist dies hingegen nicht zu verlangen.
Die Tatsache, dass fundierte mathematische Kenntnisse relevant sind, um Opti-
mierungsprobleme geeignet zu formulieren, birgt auf der anderen Seite die Gefahr,
dass es seitens der Lernenden bei der Bearbeitung der Probleme zu Überforderung
kommt. Die Erfahrungen aus den Modellierungstagen haben jedoch gezeigt, dass es
durch eine entsprechende Gestaltung des Lehr- und Lernmaterials durchaus möglich
ist, (mathematisch-interessierten) Lernenden einen problemorientierten Zugang zu
Optimierungsproblemen zu erlauben. Angeleitet durch kleinere Aufgaben konnten
die Lernenden Merkmale sowie Vor- und Nachteile unterschiedlicher Optimierungs-
formulierungen erarbeiten, anwenden und vergleichend diskutieren.
Diverse Modellierungswochen zu offenen Problemen haben darüber hinaus gezeigt,
dass die Lernenden auch gänzlich unangeleitet in der Lage sind Optimierungspro-
bleme auf verschiedene Weise anzugehen und zu lösen.

Für die Durchführung von Modellierungsaktivitäten im eigenen (Projekt-)Unterricht
erhalten Lehrkräfte mit dieser Arbeit umfassendes Hintergrundwissen zur ma-
thematischen Optimierung sowie zu zwei ausgewählten Fragestellungen. Zudem lie-
fert diese Arbeit einen Überblick über Ansätze und Strategien, die Lernende bei
unangeleiteten Modellierungsprojekten bereits verfolgt haben, und einen Katalog
zentraler Fragen beim Formulieren und Lösen von Optimierungsproblemen. Dies
soll Orientierung bei der Betreuung offener Modellierungsprojekte bieten.
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20 Zusammenfassung und Ausblick

Ausblick

Das entwickelte digitale Lehr- und Lernmaterial wurde primär im Rahmen von Mo-
dellierungsaktivitäten eingesetzt, die von wissenschaftlichen Mitarbeitenden oder
studentischen Hilfskräften – meist außerhalb des regulären Mathematikunterrichts
– betreut wurden. Langfristiges Ziel ist es, dass auch (angehende) Lehrkräfte in die
Lage versetzt werden diese oder ähnliche Projekte durchzuführen. Im Sinne Freu-
denthals (1973, S. 9) müssen wir

„beim Entwerfen von Unterrichtsmaterialien- und methoden [...] nicht
nur daran denken, was lernbar und lernenswert ist, sondern auch daran,
was von dem Stoff die Lehrer lehren lernen können, oder noch besser,
was wir die Lehrer lehren können, die Schüler zu lehren.“

Um eine erste Einschätzung vornehmen zu können, inwieweit angehende Lehrkräfte
das Lernmaterial für den Einsatz im eigenen Unterricht in Betracht ziehen, wurde
dieses in verschiedenen Seminaren für Studierende des Lehramts Mathematik (Sek.
II) am KIT, an der RWTH Aachen und an der TU Darmstadt eingesetzt (vgl.
Tab. 20.1). In den Seminaren bearbeiteten die Studierenden das Lernmaterial in
der Rolle eines Lernenden. Sie reflektierten in verschiedenen Plenumsdiskussionen
und abschließend schriftlich, inwieweit sie das Material für den eigenen (zukünftigen)
Unterricht als geeignet ansehen und in welchem Rahmen sie dieses einsetzen würden.

Tab. 20.1: Durchgeführte Modellierungsprojekte im Rahmen von Lehramtssemina-
ren. Die mit * markierte Veranstaltung hat in Präsenz stattgefunden.
Thema Solar I =̂ Optimierung der Rohrhöhe, Thema Solar II =̂ Opti-
mierung der Spiegelpositionen

Veranstaltung TN Themen Zeitlicher
Rahmen

Workshop im Seminar Anwendung und Mo-
dellierung im Bachelorstudium Lehramt
Mathematik (Gym/Ge), RWTH Aachen*

32 Solar I 12/2019
3h (2 x 1.5h)

Workshop im Seminar Digitale Werkzeuge
für den Mathematikunterricht im Bachelor-
studium Lehramt Mathematik (Gym/Ge),
KIT

9 Solar II 07/2020
4h (1 Tag)

Workshop im Seminar Anwendung und Mo-
dellierung im Bachelorstudium Lehramt
Mathematik (Gym/Ge), RWTH Aachen

28 Netflix 05/2021
5h (1 Tag)

Workshop im Rahmen der Veranstaltung
Anwendungsorientierter Mathematikunter-
richt im Lehramtsstudium Mathematik,
TU Darmstadt

5 Netflix 06/2021
3.5h (1 Tag)
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Die Mehrheit der Studierenden gab an, dass sie derartiges Lernmaterial für sinnvoll
erachtet und sich den Einsatz im Rahmen von Projekttagen/-wochen oder AGs vor-
stellen kann. Gleichzeitig wurde das Material wiederholt als zu umfangreich für den
regulären Mathematikunterricht eingeschätzt. Im Hinblick darauf, welches weitere
Wissen oder Material sie benötigen, damit sie sich die Durchführung im Unterricht
zutrauen, wurden mehrfach vertiefte Kenntnisse im Umgang mit den eingesetzten
digitalen Werkzeugen und der verwendeten Programmiersprache sowie Hintergrund-
wissen zur Problemstellung und der eingesetzten Mathematik genannt. Zudem wur-
de angemerkt, dass derartige Projekte Teil des Lehramtsstudiums sein sollten, um
selbst ein besseres Verständnis für das Modellieren entwickeln zu können.
Aus diesen Rückmeldungen werden zentrale Herausforderungen deutlich, die auch
von Niss und Blum (2020) aufgegriffen wurden. Niss und Blum (2020, S. 90–110) dis-
kutieren detailliert, welche Herausforderungen der Einbindung von mathematischen
Modellierungsaktivitäten in den Mathematikunterricht auf verschiedenen Ebenen
gegenüberstehen. Auf Seiten der Lehrkraft nennen die Autoren unter anderem:

• Die Lehrkraft muss selbst über die Kompetenzen verfügen, die von den Ler-
nenden erwartet werden bzw. zu entwickeln sind. Insbesondere benötigt sie a)
die Fähigkeit selbst Modellierungen durchzuführen und b) ausreichend inner-
sowie außermathematisches Wissen.

• Modellieren ist herausfordernd für die Lehrkraft (und für die Lernenden), weil
es den Unterricht weniger vorhersehbar macht. Es ist unter anderem schwie-
riger abzusehen, welche Wege die Lernenden verfolgen werden, über welche
Schwierigkeiten sie stolpern oder wie viel Zeit sie benötigen.

• Auch die Leistungsbewertung wird komplexer – sowohl mündlich als auch
schriftlich. Es existiert nicht mehr nur ein Richtig oder Falsch.

Darüber hinaus gehen Niss und Blum (2020, S. 97) auch auf organisatorische / struk-
turelle Herausforderungen ein, wie der bereits von den Studierenden angemerkte
zeitliche Druck, die Inhalte des Lehrplans durchzubringen.

Für einen verstärkten Einzug der hier beschriebenen Unterrichtsmaterialien und
Konzepte in den schulischen (Projekt-)Unterricht lassen sich basierend auf den Rück-
meldungen der Studierenden und den von Niss und Blum (2020) benannten Heraus-
forderungen diverse Konsequenzen für zukünftige Forschung sowie die Weiterent-
wicklung und Erprobung des Materials ziehen:
Aufgrund des Umfangs der vorgestellten Projekte und im Hinblick auf den enormen
lehrplanbedingten Zeitdruck im Mathematikunterricht scheint das vorgestellte Lern-
material aktuell besser für den Einsatz in Fächern geeignet, in denen größere inhalt-
liche Freiheit besteht. Denkbar sind die Schulfächer IMP und NWT (beides Baden-
Württemberg). Alternativ wäre der Einsatz im Rahmen von Fach-/Seminararbeiten,
AGs oder Projektzeiten außerhalb des regulären Mathematikunterrichts denkbar.
Um das Material stärker in den Mathematikunterricht zu bringen, scheint es in der
jetzigen Situation notwendig, den Umfang des Materials zu reduzieren.
Auch sollten Konzepte für eine entsprechende Aus- und Weiterbildung von (an-
gehenden) Lehrkräften zur mathematischen Modellierung und zur (gestaltenden)
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20 Zusammenfassung und Ausblick

Nutzung der digitalen Werkzeuge erprobt werden. Dabei folgen wir der von Blum
(2013) formulierten These:

„Mathematisches Modellieren kann gelernt und gelehrt werden! Die Lehr-
personen müssen die für das Modellieren wichtigen und spezifischen Kom-
petenzen erwerben, so dass die Anwendung von Mathematik somit zu
einem natürlichen Bestandteil des Unterrichts wird“ (Blum, zitiert nach
Borromeo Ferri et al., 2013, S. 2).

Wenngleich in dieser Arbeit nicht dasselbe Verständnis der Gestaltung von Model-
lierungsaufgaben und -aktivitäten wie bei den genannten Autoren verfolgt wird,1 so
sind wir davon überzeugt, dass auch die hier diskutierte umfangreiche Art des Mo-
dellierens gelehrt und gelernt werden kann. Dazu sind die von Blum angesprochenen
spezifischen Kompetenzen für das Modellieren bei (angehenden) Lehrkräften umfas-
send zu fördern. Diese Kompetenzen wurden im Rahmen eines Kompetenzmodells
für das Unterrichten von mathematischer Modellierung theoretisch formuliert und
bereits um empirische Erfahrungen erweitert (vgl. Borromeo Ferri et al., 2013, S.
2). Das Kompetenzmodell umfasst vier Dimensionen. Die theoretische Dimension
beinhaltet das Wissen über verschiedene idealtypische Modellierungskreisläufe und
deren Phasen sowie die Kenntnis über die Ziele des Modellierens. Die aufgabenbezo-
gene Dimension umfasst das eigenständige Durchführen (komplexer) Modellierung.
Ziel ist es, dass Lehrkräfte die Modellierungsprozesse von Lernenden später reflek-
tiert und erfahrungsbasiert begleiten können. Unter diese Dimension fällt zudem die
Analyse und (Weiter-)Entwicklung von Modellierungsaufgaben (vgl. Borromeo Fer-
ri et al., 2013, S. 3). Die unterrichtsbezogene Dimension beschreibt die Fähigkeit,
Modellierungsunterricht zu planen, durchzuführen und adäquat zu intervenieren.
Die diagnostische Dimension schließlich bezieht sich auf die Fähigkeit, Phasen im
Modellierungsprozess der Lernenden zu identifizieren, Lösungen von Lernenden zu
analysieren und mögliche Schwierigkeiten zu diagnostizieren (vgl. Blum und Borro-
meo Ferri, 2009, S. 2047).

Die Entwicklung und Erprobung eines ganzheitlichen Aus- und Fortbildungskonzep-
tes, welches a) die in dieser Arbeit vorgestellte Auffassung und Blickrichtung auf das
Modellieren verfolgt, b) Lehrenden authentische Modellierungserfahrungen ermög-
licht und c) sich zugleich auf erprobte Kompetenzmodelle beruft, kann und sollte in
Zukunft systematisch angegangenen werden.
Die Entwicklung eines derartigen Konzeptes mag zwar bei Lehramtsstudierenden
oder (im Sinne der Berufsjahre) jungen Lehrkräften aussichtsreich sein, es ist jedoch
zu vermuten, dass die Zielgruppe der erfahrenen und lange im Dienst stehenden
Lehrkräfte für den Einsatz der Materialien beziehungsweise die Umsetzung der be-
schriebenen Konzepte schwer über einzelne Fortbildungen zu erreichen ist. Diese
Zielgruppe hat vielfach bereits ein langjähriges Portfolio (mehr oder weniger) funk-
tionierender Unterrichtsmaterialien aufgebaut. Von diesen abzuweichen würde einen
nicht unbeträchtlichen zeitlichen Aufwand bedeuten und die Bereitschaft erfordern,
sich auf (digitale) Innovationen einzulassen. Es bedarf dem Selbstverständnis einer

1Bei den genannten Autoren liegt der Fokus zumeist stärker auf Aufgaben / Problemen, die weni-
ger zeitintensiv sind und die im Rahmen kürzerer Unterrichtseinheiten im Mathematikunterricht
eingesetzt werden können.
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Lehrkraft stets selbst weiter lernen zu wollen / zu müssen. Für diese Zielgruppe
wäre es womöglich sinnvoller in Richtung weniger umfangreicher oder komplexer
Modellierungsaktivitäten aus- und weiterzubilden.

Mit Blick auf das notwendige Hintergrundwissen zur Durchführung offener Model-
lierungsprojekte werden in dieser Arbeit zentrale Überlegungen und Modellentschei-
dungen beim Bearbeiten von Optimierungsproblemen herausgearbeitet. Es wäre in-
teressant zu untersuchen, inwieweit diese Art der Diskussion rund um das Modellie-
ren (angehenden) Lehrkräften ausreichend Orientierung bietet, um Modellierungs-
projekte zu offenen Problemen (mit Fokus auf der Optimierung) zu betreuen.
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A Ergänzungen zum Basiswissen
rund um Solarkraftwerke

A.1 Modellierung von Verschattungs- und
Blockierungseffekten

Hier wird kurz die Grundidee der Modellierung a) der Verschattung durch den Se-
kundärreflektor und b) der Blockierung reflektierter Sonnenstrahlen durch neben-
stehende Spiegel beschrieben. Dieses Kapitel schließt an die Modellierung des Schat-
tenwurfs durch nebenstehende Spiegel in Abschnitt 10.3 an.

Schattenwurf durch den Sekundärreflektor
Um die Verschattung durch den Sekundärreflektor zu modellieren, beschreiben wir
diesen vereinfachend durch ein Rechteck mit Länge b und Breite b

2 . Je nach Sonnen-
stand (α ≤ 90◦ oder α > 90◦) werden Sonnenstrahlen durch die jeweils relevanten
Ecken des Rechtecks betrachtet. Anschließend werden zahlreiche Schnittpunktsbe-
rechnungen mit den Strecken, die die Spiegel beschreiben, durchgeführt. Auf detail-
lierte Ausführungen der geometrischen Überlegungen und Schnittpunktsberechnun-
gen wird hier verzichtet.
Für jeden Spiegel Hi0 definieren wir die Menge Iµunshaded , welche die Werte des Pa-
rameters µ enthält, die den Teil der Spiegelstrecke beschreiben, der tatsächlich be-
strahlt wird. Dabei wurde sowohl die Verschattung durch den Sekundärreflektor als
auch durch nebenstehende Spiegel (vgl. Abschn. 10.3) bereits berücksichtigt.

Blockierung reflektierter Strahlen durch nebenstehende Spiegel
Bei der Modellierung der Blockierung reflektierter Strahlen werden Schnittpunkte
zwischen den Spiegelstrecken und den Halbgeraden der reflektierten Strahlen, die
durch die Spiegelecken der nebenstehenden Spiegel verlaufen, berechnet. Für den
Spiegel Hi0 erhalten wir ein Intervall Iµreflected , welches die Werte des Parameters µ
enthält, die den Teil der Spiegelstrecke beschreiben deren reflektierte Strahlen nicht
blockiert werden.

Die Menge der Werte für den Parameter µ, die den nicht blockierten und nicht
verschatteten Bereich eines Spiegels beschreiben, ist gegeben durch die Schnittmenge

Iµreflected ∩ Iµunshaded .
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W O

☼
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·
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e

p

x

l

Abb. A.1: Skizze zur Berechnung der Projektion auf Rohrhöhe p

Diese Schnittmenge ist entweder ein abgeschlossenes Intervall oder, wenn bedingt
durch die Sekundärreflektorverschattung nur ein Teil in der Mitte des Spiegels ver-
schattet wird, die disjunkte Vereinigung zweier abgeschlossener Intervalle. Abschlie-
ßend ist zu bestimmen, welcher Anteil der effektiv reflektierten Strahlen tatsächlich
auf den Sekundärreflektor trifft. Dazu werden die Schnittpunkte der reflektierten
Strahlen durch die äußeren Punkte des effektiven Spiegelbereichs mit einer Strecke,
die die Unterseite des Sekundärreflektors beschreibt, berechnet. Insgesamt müssen
entweder zwei (wenn am Rand des Spiegels ein Teil verschattet ist) oder vier (wenn
bedingt durch einen Schattenwurf des Sekundärreflektors ein Teil in der Mitte des
Spiegels verschattet wird) reflektierte Strahlen betrachtet werden. Dies liefert letzt-
lich die Länge der insgesamt bestrahlten Strecke l des Sekundärreflektors (vgl. Abb.
A.1).

Der Anteil ã des bestrahlten Sekundärreflektorbereichs an der ohne Verschattungs-
und Blockierungseffekte bestrahlten Strecke p (vgl. Abb. A.1) ist gegeben durch

ã = min{ l
p
, 1},

wobei sich die Länge der Strecke p gemäß

p = e

cos (90◦ − β)

berechnen lässt. Dieser Anteil kann bei der Berechnung der Leistung in Gleichung
(10.7) und damit bei der Beschreibung des Energieumsatzes für eine gegebene Kon-
figuration an Spiegelpositionen x berücksichtigt werden.
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B Lernmaterial zum Thema
Solarenergie – Workshop I

B.1 Ablauf des Workshops

In Abbildung B.1 ist ein möglicher Ablauf des Workshops für die Mittelstufe dar-
gestellt. Die Nummerierung in den Konzepten A und B gibt die Reihenfolge an, in
denen die Arbeitsblätter bearbeitet werden können.
Es ist nicht notwendig alle Arbeitsblätter zu bearbeiten, um den Workshop inhalt-
lich kohärent abzuschließen. Besteht wenig(er) Zeit für die Durchführung, so kann
der Workshop bereits nach früheren Arbeitsblättern beendet werden, ohne den Mo-
dellierungsprozess für die Lernenden unvollständig erscheinen zu lassen. Geeignete
Stellen für den Abschluss des Workshops werden hier kurz aufgeschlüsselt.

Kurzversionen des Workshops für die Mittelstufe
Folgende Kurzversionen des Workshops für die Mittelstufe sind denkbar:

• Kurzversion 1: Der Workshop kann bereits nach dem vierten Arbeitsblatt
beendet werden. Die Leitfrage des Workshops ist dann die Modellierung der
Leistung, die durch einen Spiegel erzeugt wird (AB 1 – 4).

• Kurzversion 2: Der Workshop kann nach dem fünften Arbeitsblatt beendet
werden. Die Leitfrage ist in diesem Fall die Modellierung der Leistung mitsamt
einer ersten Diskussion der optimalen Absorberrohrhöhe (AB 1 – 5)

• Kurzversion 3: Der Workshops kann abschlossen werden, nachdem die Ler-
nenden eine beliebige Modellverbesserung umgesetzt haben (AB 1 – 5 und AB
6 oder AB 7).

B.2 Arbeitsblätter zum Modell für Leistung und
Energie

Die Arbeitsblätter (Jupyter Notebooks) sind mit eingetragenen Lösungen darge-
stellt. Die Kommentare #= NaN; =# vor den Lösungen deuten an, dass in der Schü-
lerversion an dieser Stelle der Platzhalter NaN steht. Dieser wäre dann durch eine
Formel, einen Wert oder ähnliches zu ersetzen. Die auf den Arbeitsblättern verlink-
ten Tippkarten sind nicht im Anhang enthalten. Diese können jedoch wie im Vorwort
beschrieben über die Workshop-Plattform eingesehen werden.
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Mittelstufe: Modellierung der Leistung und Optimierung der Rohrhöhe  
 

 Arbeits-
blatt Inhalt A1 B Schulbezug Optimierung 

Ba
us

te
in

 1
: M

od
el

lie
ru

ng
 d

er
 L

ei
st

un
g 

am
 R

oh
r  

AB 1 Spiegelausrichtung 1 1 Winkelbeziehungen 

 AB 2 Leistung auf Spiegel 2 2 Trigonometrie 

AB 3 Leistung am Rohr 3 3 Relativer Anteil 

Diskussion im Plenum 

AB 4  
Modellerweiterung:  
Verschiebung des Spiegels 4 4 Trigonometrie  

AB 4 lang 

Diskussion im Plenum 

Ba
us

te
in

 2
: O

pt
im

ie
ru

ng
 d

er
 R

oh
rh

öh
e  AB 5 Optimierung der Rohrhöhe 

mit Modell von AB 4 5 7 Diskussion Funkti-
onsgraph 

Grafisch, Exis-
tenz und Ein-
deutigkeit 

Diskussion im Plenum 

AB 6 Modellverbesserung 1:  
atmosphärische Effekte 

6 
oder 

7 

8 
oder 

9 
Pythagoras 

Modellierung 
der Zielfunk-
tion, Existenz & 
Eindeutigkeit 

AB 7 Modellverbesserung 2: 
Fehlerberücksichtigung 

6 
oder 

7 

8 
oder 

9 

Trigonometrie, Win-
kelbeziehungen, re-
lativer Anteil, Inter-
pretation des Funkti-
onsgraphen 

AB 8  Kombination von  
Modellverbesserung 1 & 2 8 10  

Diskussion im Plenum 

Zu
sa

tz
ba

us
te

in
 

Zusatz-
blatt 1 Mehrere Spiegel nach 

AB 4 5  

 
Zusatz-
blatt 2 

Energie über einen Tag 
(s. AB 2 im Workshop für die 
Oberstufe) 

nach 
AB 4 6 Riemann-Summen 

Zusatz-
blatt 3 

Modellverbesserung 3 & 4 
(Mehrere Spiegel + Energie 
über Zeitraum) 

nach 
AB 8 

11 
oder 
12 

Interpretation des 
Funktionsgraphen 

Modellierung 
der Zielfunk-
tion, Existenz & 
Eindeutigkeit 

Zusatz-
blatt 4 

Modellverbesserung 5: 
Monte Carlo Simulation  

nach 
AB 8 

11 
oder 
12 

Erwartungswert 
Optimierung 
unter Unsicher-
heiten 

 

 
1 Die Nummerierung in den Konzepten A und B gibt die Reihenfolge an, in denen die ABs bearbeitet werden können. 
 

Abb. B.1: Übersicht über Inhalte und Arbeitsblätter des Workshops für die Mit-
telstufe
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B.2 Arbeitsblätter zum Modell für Leistung und Energie
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B.2.7 Zusatzblatt 2: Energie über einen Tag
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B.3.3 Arbeitsblatt 7: Modellverbesserung 2 –
Fehlerberücksichtigung
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B.3 Arbeitsblätter zur Optimierung der Rohrhöhe
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B.3.4 Arbeitsblatt 8: Kombination von Modellverbesserung 1 &
2
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B.3 Arbeitsblätter zur Optimierung der Rohrhöhe

B.3.5 Zusatzblatt: Optimierung mit verbessertem Modell
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B.3 Arbeitsblätter zur Optimierung der Rohrhöhe

B.3.6 Infoblatt: Optimierung unter variablem Fehler
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B.4 Antwort- und Dokumentationsblätter

B.4.1 Dokumentationsblatt zu Arbeitsblättern 1 – 4

    
Dokumentationsblatt: Modellierung eines Solarkraftwerks 

 
Mithilfe dieses Arbeitsblatts sollst du die Formeln und Gleichung, die du am Computer eingibst, übersichtlich dokumentierten. Dies soll dir helfen, den 
Überblick zu behalten.  
In der Spalte Modellannahmen kannst du alle Annahmen und Vereinfachungen notieren, die wir treffen. Die Spalte Modellverbesserungsideen 
kannst du nutzen, um im Laufe des Workshops Ideen zu notieren, die dir zur Verbesserung des Modells einfallen. 
 

   Berechnete Größe Formel / Funktion Modellannahmen Modellverbesse-
rungsidee 

AB 1 Teil c Neigungswinkel 𝛾   
   

AB 2 
Teil b 

  
Länge der Hilfsstre-

cke 𝑒 

 
 
   

 
Teil c Leistung am Spie-

gel 𝑃!"##$# 
 
 

AB 3 
Teil b 

Anteil der Leistung 
die das Rohr er-

reicht 𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜 

 
 

  
 

Teil c Leistung am Rohr 
𝑃%&'( 

 
 

AB 4 

Teil a Ausfallswinkel 𝛽 β = 	

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 																																	

														
für	x < 0

			
																																		für	x = 0	

	
										 																									für	x > 0		

		

 
     
  

Teil b  Neigungswinkel 𝛾 	  

 
 

Länge der Hilfsstre-
cke 𝑒 

(wie im Modell oben!) 
	 
 

Leistung am Spie-
gel 𝑃!"##$# 

(wie im Modell oben!) 
 
 

Teil d Hilfslänge 𝑒)  
 

Teil e 
Anteil der Leistung 
die das Rohr er-

reicht 

 
 

Teil f Leistung am Rohr 
𝑃%&'( 

 
 

Zusatz- 
blatt 1  

Leistung am Rohr 
𝑃%&'( erzeugt durch 

mehrere Spiegel 

 
 

 
  

Zusatz- 
blatt 2  Gesamtenergie 

über einen Tag 
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B.4 Antwort- und Dokumentationsblätter

B.4.2 Dokumentationsblatt zu Arbeitsblättern 6 – 7

    
Dokumentationsblatt: Optimierung der Höhe des Absorberrohrs 

 
Mithilfe dieses Arbeitsblatts sollst du die Formeln und Gleichung, die du am Computer eingibst, übersichtlich dokumentierten. Dies soll dir helfen, den 
Überblick zu behalten.  
In der Spalte Modellannahmen kannst du alle Annahmen und Vereinfachungen notieren, die wir treffen. Die Spalte Modellverbesserungsideen 
kannst du nutzen, um im Laufe des Workshops Ideen zu notieren, die dir zur Verbesserung des Modells einfallen. 
 

   Berechnete Größe Formel Modellannahmen 
Modellver-

besse-
rungsideen 

AB 6 
Teil a 

Abstand Spiegel-
mitte zu Rohr 
distance 

 

  
 

Atomsphärische Ab-
schwächung 
atmLoss 

 

Teil b  
Leistung am Rohr 

unter atm. Abschwä-
chung 

 

AB 7 

 
Teil b 

Fehlerhafter Nei-
gungswinkel 𝛾∗  

  
 

Fehlerhafter Aus-
fallswinkel 𝛽∗  

Teil c Fehlerstrecke 𝑓  

Teil d  
Länge der bestrahl-

ten Strecke auf 
Rohrhöhe 𝑝 

 

Teil e Leistung am Rohr 
unter Fehlereinfluss  

B.4.3 Antwortblätter zu Arbeitsblättern 5 – 8

    
Antwortblatt 1: Optimierung der Höhe des Absorberrohrs 

 
• Spiegelbreite s = 1.1 m 
• Breite des Sekundärreflektors b = 0.8 m         

                  

 
Modell  

(Name der 
Zielfunktion) 

Position 
x [m] 

Zeit 
t error !"#$ [m] %$&'(	[Watt] Beobachtung 

/ Erkenntnis Verbesserungsidee 

AB 5 
 Ptube -2 11 ∎ 

grafisch (Teil a) 
 
 
 

 

 

  
 Optimierungstool (Teil c) 

 
 
 

 

 

AB 6 
  

Modell- 
verbesserung 

1 
 

Ptube 
AtmLoss 

-2 11 ∎ 

grafisch (Teil c) 
 
 
 

 

 

 
 

 
 

Optimierungstool (Teil d)  
 
 
 
 

 

-5 11 ∎ 
Optimierungstool (Teil d)  
 
 
 
 

 

AB 7 
  

Modell- 
verbesserung 

2 

PtubeError 

-2 11 0.5 
Optimierungstool (Teil g)  
 
 
 
 

 

  

-5 11 0.5 
Optimierungstool (Teil g)  
 
 
 
 

 

 
Platz für Skizzen: 
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Antwortblatt 2: Optimierung der Höhe des Absorberrohrs 
 

 
Modell  

(Name der 
Zielfunktion) 

Position x 
[m] 

Zeit 
t error !"#$ [m] 

%$&'( 
[Watt] 

Beobachtung / 
Erkenntnis Verbesserungsidee 

AB 8 
 

Kombination: 
Modell- 

verbesserung 
1 & 2 

 

PtubeError 
AtmLoss 

-2 11 0   
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

-2 11 0.1  
  

-2 11 0.2  
 

 
 

-2 11 0.5  
 

 
 

-5 11 0.5  
 

 
 

 
 

 
 

-2 13 0.5  
 

 
 

-2 16 0.5   

(weitere Experimente) 

    

     

     

    
 

Antwortblatt 3: Optimierung der Höhe des Absorberrohrs 
 

 Modell 
(Name der 

Zielfunktion) 
Position x [m] Zeit 

t error !"#$ [m] 
%$&'( 

[Watt] 
Beobachtung / 

Erkenntnis Verbesserungsidee 

Zusatzblatt 3 
 

Modell 
verbesserung 

3 & 4 

Ptube 
MultiMirrors  

-5.5, -4, -2.5,    
-1, 1, 2.5, 4, 5.5 11 0.5  

 
 

 
 

 

-5.5, -4, -2.5,    
-1, 1, 2.5, 4, 5.5 

(mögliche weitere 
Experimente) 

   

 

EtubeErrorMulti 
MirrorsOneDay 

-5.5, -4, -2.5,    
-1, 1, 2.5, 4, 5.5 ∎ 0.5  

 
 

 
 

 

-5.5, -4, -2.5,    
-1, 1, 2.5, 4, 5.5 

mögliche weitere 
Experimente) 

∎   

	

Zusatz 
(Platz für weitere 
mögliche  
Ergebnisse) 
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B.5 Präsentationsfolien

B.5 Präsentationsfolien

B.5.1 Folien für den Einstiegsvortrag

Wie funktioniert ein Solarkraftwerk...
und was hat das mit Mathe zu tun?

Einführung in die Problemstellung

Intensive Forschung zu erneuerbaren Energien

In der Wirtschaft
• Vattenfall
• ebl
• Flagsol
• ... u.v.m ...

In der Wissenschaft
• Karlsruher Institut für Technologie
• Deutsches Zentrum für Luft- und Raumfahrt
• RWTH Aachen
• Universidad de Sevilla
• ... u.v.m ...

Workshop | Solarenergie | 2/14

Warum ist die Forschung zur Verbesserung erneuerbarer
Energien so wichtig?

Workshop | Solarenergie | 3/14

Warum ist die Forschung zur Verbesserung erneuerbarer
Energien so wichtig?

• saubere Alternative zu herkömmlichen Energiequellen
• hoher CO2-Ausstoß in Kohlekraftwerken
• Klimawandel
• Nachhaltigkeit
• Kosten erneuerbarer Energiequellen senken
• Erneuerbare Energiequellen effizienter gestalten
• ...

Forschung auf dem Gebiet der erneuerbaren Energie ist
wichtig für heutige und zukünftige Generationen!

Workshop | Solarenergie | 4/14

Wie kann man durch Sonnenstrahlung Energie gewinnen?

Workshop | Solarenergie | 5/14

www.youtube.com/watch?v=78TpeC0R1nE www.youtube.com/watch?v=2t5AjB0bGx4 bis 1:08

Workshop | Solarenergie | 6/14
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Aufbau eines Fresnelkraftwerks

Spiegelfeld

Dampfturbine

Generator

Kühlturm

Kondensator
H
ei
ße
r

S
al
zt
an
k

K
al
te
r

S
al
zt
an
k

W
är
m
et
au
sc
he
r

Workshop | Solarenergie | 7/14

Aufbau eines Fresnelkraftwerks












































































































I

I

I I

vie

Reihen flacher Spiegel

Absorberrohr
Sekundärreflektor

Workshop | Solarenergie | 8/14

Modellierungskreislauf

Reales
Problem
Planung eines

Fresnelkraftwerks

Vereinfachtes
Problemvereinfachen

Mathematisches
Problem

mathematisch
beschreiben

Mathematische
Lösung

lösen /
berechnen

interpretieren

Workshop | Solarenergie | 9/14

Annahmen und Vereinfachungen

• 1 Spiegel
• die Spiegelmitte befindet sich direkt unter dem Rohr
• Querschnitt eines Kraftwerks (2 D)
• die Sonnenstrahlen fallen perfekt parallel ein
• der Spiegel kann in jeden beliebigen Winkel geneigt werden

.

Workshop | Solarenergie | 10/14

Modellierungskreislauf

Reales
Problem
Planung eines

Fresnelkraftwerks

Vereinfachtes
Problem

Querschnitt, 1 Spiegel,
parallele Strahlen ...

vereinfachen

Mathematisches
Problem

mathematisch
beschreiben

Mathematische
Lösung

lösen /
berechnen

interpretieren .

Workshop | Solarenergie | 11/14

Modell eines (sehr) einfachen Fresnelkraftwerks

W O

☼
αγ·

Workshop | Solarenergie | 12/14

Fragen

• Wie können die Sonnenstrahlen optimal aufs Rohr reflektiert
werden?

• Wie viel Leistung erreicht den Spiegel?
• Wie viel Leistung erreicht das Rohr?
• Wie viel Energie wird über einen Tag umgesetzt?
• Wie sollten verschiedene Kraftwerkparameter gewählt werden,

um den Energieumsatz zu maximieren?

Workshop | Solarenergie | 13/14

Wie findet ihr Antworten auf alle diese Fragen?

• Bearbeitet die Arbeitsblätter!
• Aufgabenstellung sorgfältig

lesen!
• Teamwork!
• Hilfekarten!
• Nutzt das Internet!
• Fragt die Betreuer/innen!
• Helft euch gegenseitig!

Workshop | Solarenergie | 14/14
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B.5 Präsentationsfolien

B.5.2 Folien für die Zwischen- und Abschlussdiskussionen

Wie funktioniert ein Solarkraftwerk...
und was hat das mit Mathe zu tun?

Diskussion

Zusammenfassung

Diskussion zu AB 1 - 3

Workshop | Solarenergie | 2/15

Modellierungskreislauf

Reales
Problem
Planung eines

Fresnelkraftwerks

Vereinfachtes
Problem

Querschnitt, 1 Spiegel,
parallele Strahlen ...

vereinfachen

Mathematisches
Problem

Funktion für die Leistung
am Rohr Ptube(t, b, s)

mathematisch
beschreiben

Mathematische
Lösung

lösen /
berechnen

interpretieren .

Workshop | Solarenergie | 3/15

Horizontal verschobener Spiegel

W O

☼
α

β
γ·

Workshop | Solarenergie | 4/15

Horizontal verschobener Spiegel

W O

h

0

·

☼

x

·
β

Workshop | Solarenergie | 5/15

Modellierungskreislauf

Reales
Problem
Planung eines

Fresnelkraftwerks

Vereinfachtes
Problem

Querschnitt, 1 Spiegel,
parallele Strahlen ...

vereinfachen

Mathematisches
Problem

Funktion für die Leistung
am Rohr Ptube(t, b, h, s, x)

mathematisch
beschreiben

Mathematische
Lösung

lösen /
berechnen

interpretieren

W O

h

0

·

☼

x

·
β

Workshop | Solarenergie | 6/15

Optimierung

Bei der Planung eines Kraftwerks sollten verschiedene Parameter
noch vor der Konstruktion optimal gewählt werden!

• Höhe des Absorberrohrs
• Position des Spiegels
• Form des Sekundärreflektors
• Breite des Spiegels
• ...

Workshop | Solarenergie | 7/15

Ihr seid dran!

• Öffne Arbeitsblatt AB 4 short!
• Lies den ersten Abschnitt des Arbeitsblatts und starte mit der

Optimierung auf AB 5.
• Notiere deine Ergebnisse auf dem Antwortblatt.

Workshop | Solarenergie | 8/15

285



B Lernmaterial zum Thema Solarenergie – Workshop I

Wie findet ihr Antworten auf alle diese Fragen?

• Bearbeite die Arbeitsblätter!
• Arbeite im Team mit

deinem/r Partner/in!
• Nutze die Tippkarten!
• Frag’ die Betreuer/innen!
• Nutze das Internet!
• Helft euch gegenseitig!

Workshop | Solarenergie | 9/15

Diskussion nach AB 5 | Die optimale Rohrhöhe

• Wie lautet die optimale Rohrhöhe h?
• Wie lässt sich das Ergebnis anhand des Funktionsgraphen

erklären?

Workshop | Solarenergie | 10/15

Modellierungskreislauf

Reales
Problem
Planung eines

Fresnelkraftwerks

Vereinfachtes
Problem

Querschnitt, 1 Spiegel,
parallele Strahlen ...

vereinfachen

Mathematisches
Problem

Funktion für die Leistung
am Rohr Ptube(t, b, h, s, x)

mathematisch
beschreiben

Mathematische
Lösung
h = ∞!?

lösen /
berechnen

interpretieren
Modell-

verbesserungen?

Workshop | Solarenergie | 11/15

Diskussion - Modellverbesserungen
• Materialkosten
• atmosphärische Effekte
• Unsicherheiten / Fehler
• Wartungsaufwand / Reinigung
• ...

Workshop | Solarenergie | 12/15

Ihr seid dran!

• Für Modellverbesserung atmosphärische Effekte öffne AB 6
• Für Modellverbesserung Unsicherheiten öffne AB 7

• Bearbeite die Arbeitsblätter!
• Arbeite im Team mit

deinem/r Partner/in!
• Nutze die Tippkarten!
• Frag’ die Betreuer/innen!
• Nutze das Internet!
• Helft euch gegenseitig!

Workshop | Solarenergie | 13/15

Diskussion nach AB 6 - 8 | Die optimale Rohrhöhe

• Welche Erkenntnisse habt ihr während der Optimierung der
Rohrhöhe gemacht?

• Wie hat sich der Graph der Funktion Ptube , die die Leistung
beschreibt, geändert?

• Welchen Einfluss hat die Variation der Uhrzeit oder der
Spiegelposition auf die optimale Rohrhöhe?

• Wie hoch würdet ihr das Rohr nun bauen? Warum?
• Habt ihr Ideen für weitere Modellverbesserungen?

Workshop | Solarenergie | 14/15

Ein Blick in die Forschung

• Weitere Forschungsfragen ...
• Bau von Solarturmkraftwerken
• optimale Verkabelung der Spiegel
• optimale Reinigungsrouten
• optimale Form der Spiegel (flache

Spiegel oder Parabolspiegel?)
• Wettermodelle für die Simulation von

Leistung und Energieumsatz

Workshop | Solarenergie | 15/15
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Die Arbeitsblätter (Jupyter Notebooks) sind mit eingetragenen Lösungen darge-
stellt. Die Kommentare #= NaN; =# vor den Lösungen deuten an, dass in der Schü-
lerversion an dieser Stelle der Platzhalter NaN steht. Dieser wäre dann durch eine
Formel, einen Wert oder ähnliches zu ersetzen.

C.1 Ablauf des Workshops

In Abbildung C.1 ist ein möglicher Ablauf des Workshops für die Oberstufe darge-
stellt. Die Nummerierung in den Konzepten A und B gibt die Reihenfolge an, in
denen die Arbeitsblätter bearbeitet werden können.

Es ist nicht notwendig alle Arbeitsblätter zu bearbeiten, um den Workshop inhaltlich
kohärent abzuschließen. Besteht wenig(er) Zeit für die Durchführung, so kann der
Workshop auch bereits nach früheren Arbeitsblättern beendet werden, ohne den
Modellierungsprozess für die Lernenden unvollständig erscheinen zu lassen:

Kurzversionen des Workshops für die Oberstufe
Folgende Kurzversionen des Workshops für die Oberstufe sind denkbar:

• Kurzversion 1: Der Workshop kann abgeschlossen werden, nachdem die Ler-
nenden einen beliebigen Algorithmus von Arbeitsblatt 4 bearbeitet haben.
Die Lernenden haben bei dieser Kurzversion ein Verfahren zur Optimierung
kennengelernt. Das Projekt kann mit einer Diskussion zu Ideen für die Er-
weiterung bzw. Verbesserung des Modells (z. B. der Schattenwurf zwischen
Spiegeln) abgeschlossen werden. Diese Verbesserungen werden dann jedoch
nicht mehr umgesetzt (AB 1 – 3 und ein Algorithmus von AB 4).

• Kurzversion 2: Analog zur Kurversion 1 kann der Workshop nach zwei bis
vier Algorithmen von Arbeitsblatt 4 abgeschlossen werden.
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Oberstufe: Spiegelausrichtung und Optimierung der Spiegelpositionen 
 

 Arbeits-
blatt Inhalt A B Schulbezug Optimierung 

Ba
us

te
in

 1
: M

od
el

lie
ru

ng
 

de
r E

ne
rg

ie
 a

m
 R

oh
r  

AB 1 Ausrichtung eines Spiegels di-
rekt unter dem Rohr 1 1 Winkelbeziehungen 

 

AB 2 Energie über Zeitraum 2 4 Riemann-Summen 

Zusatz-
blatt 1 

Modellierung der Leistung am 
Rohr (s. AB 2-3 im Workshop 
der Mittelstufe) 

 2 Trigonometrie 

Zusatz-
blatt 2 

Verschiebung des Spiegels (s. 
AB 4 Workshop Mittelstufe)  3 Trigonometrie 

Diskussion im Plenum (Präsentationsfolien) 

Ba
us

te
in

 2
: O

pt
im

ie
ru

ng
 d

er
 S

pi
eg

el
po

si
tio

ne
n  

AB 3 

Optimierung: 1 Spiegelposi-
tion (grafisch) 

3 5 

Diskussion von Funk-
tionsgraphen (erst 
ℝ! dann ℝ") 

Grafisch   
Modellerweiterung:  
Energie mehrere Spiegel  
Optimierung: 2 Spiegelpositio-
nen (grafisch) 
Diskussion im Plenum 
Nebenbedingung für Mindest-
abstand und Optimierung von 
2 Spiegelpositionen durch sys-
tematische Variation 

Ungleichung Systematische 
Variation 

Optimierung automatisieren: 
kreative Entwicklung eines 
Verfahrens mit Stift und Papier 

Algorithmisch Den-
ken 

Beliebiges Op-
timierungsver-
fahren 

Diskussion im Plenum 

Alg 1  Brute-Force / kombinatorisch 

4 6 

Kombinatorik, Algo-
rithmisch Denken, 
Ungleichungen 

(a) Existenz & 
Eindeutigkeit 
von Lösungen, 
(b) Modellie-
ren von Ne-
benbed. bzw. 
der zulässigen 
Menge  
(c) Rechenzeit 
vs. Güte der 
Lösung 

Alg 2 Greedy Algorithmisch Den-
ken 

Alg 3 Musterbasiert (Spiegelab-
stand)  

Alg 4 Freie Variablen Optimierung Ungleichung, lokale 
und globale Extrema 

Infoblatt Formelbasierte Optimierung  

Diskussion im Plenum (Präsentationsfolien) 

AB 52 
Effekte zwischen Spiegeln: 
Modellierung von Verschat-
tung 

5 7 

Geraden in Parame-
terform, Schnitt-
punkte von Geraden, 
Diskussion von Funk-
tionsgraphen (im ℝ") 

Grafisch 

AB 6 
Optimierung mit neuem Mo-
dell von AB 5 durch Anwen-
dung von Alg 1 - 4 

6 8  s. o. (a) – (c) 

Diskussion im Plenum (Präsentationsfolien) 
 
 

 
2 Alternativ kann die Modellierung ab hier unangeleitet durch die Lernenden durchgeführt werden.  

Abb. C.1: Übersicht über Inhalte und Arbeitsblätter des Workshops für die Ober-
stufe
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C.2 Arbeitsblatt 1: Ausrichtung eines Spiegels

C.2 Arbeitsblatt 1: Ausrichtung eines Spiegels
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C.6 Infoblatt zur Optimierung
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C.14 Präsentationsfolien

C.14 Präsentationsfolien

Die Folien für den Einstiegsvortrag entsprechen denen, die im Mittelstufenworkshop
genutzt werden (vgl. Anh. B.5.1).

C.14.1 Folien für die Zwischen- und Abschlussdiskussionen

Wie funktioniert ein Solarkraftwerk...
und was hat das mit Mathe zu tun?

Diskussion

Modellierungskreislauf

Reales
Problem
Planung eines

Fresnelkraftwerks

Vereinfachtes
Problem

Querschnitt, 1 Spiegel,
parallele Strahlen ...

vereinfachen

Mathematisches
Problem

mathematisch
beschreiben

Mathematische
Lösung

lösen /
berechnen

interpretieren .

Workshop | Solarenergie | 2/31

Modellierungskreislauf

Reales
Problem
Planung eines

Fresnelkraftwerks

Vereinfachtes
Problem

Querschnitt, 1 Spiegel,
parallele Strahlen ...

vereinfachen

Mathematisches
Problem

Funktion für die Leistung
am Rohr Ptube(t, b, s)

mathematisch
beschreiben

Mathematische
Lösung

lösen /
berechnen

interpretieren

1. Spiegelausrichtung
2. Leistung am Rohr
3. Energie über den Tag

Workshop | Solarenergie | 3/31

Diskussion nach AB 1 & 2 | Modellerweiterung I

Modellerweiterung I:
Verschobener Spiegel

Modell für die Leistung
am Rohr

Modellerweiterung II:
Energie über einen
Zeitraum (Tag)

W O

h

0

·

☼

x

·
β

• x = Variable für die Position des Spiegels
• h = Variable für die Höhe des Absorberrohrs

Workshop | Solarenergie | 4/31

Diskussion nach AB 1 & 2 | Modell

Modellerweiterung I:
Verschobener Spiegel

Modell für die Leistung
am Rohr

Modellerweiterung II:
Energie über einen
Zeitraum (Tag)

Leistung des Kraftwerks zu einzelnen Tageszeiten:
Ptube(t, b, h, s, x)

Workshop | Solarenergie | 5/31

Diskussion nach AB 1 & 2 | Modellerweiterung II

Modellerweiterung I:
Verschobener Spiegel

Modell für die Leistung
am Rohr

Modellerweiterung II:
Energie über einen
Zeitraum (Tag)

• Bisher: Leistung des Kraftwerks zu
einzelnen Tageszeiten

• Frage: Wie viel Energie setzt das Kraftwerk
über einen Tag, Monat, Jahr um?

Neue Funktion: Etube mit Etube(b, h, s, x)
beschreibt Energie, die an einem Tag umgesetzt
wird!

Workshop | Solarenergie | 6/31
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Modellierungskreislauf

Reales
Problem
Planung eines

Fresnelkraftwerks

Vereinfachtes
Problem

Querschnitt, 1 Spiegel,
parallele Strahlen ...

vereinfachen

Mathematisches
Problem

Funktion für die Energie
eines Tages Etube(b, h, s, x)

mathematisch
beschreiben

Mathematische
Lösung

lösen /
berechnen

interpretieren

W O

h

0

·

☼

x

·
β

Workshop | Solarenergie | 7/31

Planung und Bau eines Kraftwerks

Unser Kraftwerk soll so geplant werden, dass der
Energiegewinn maximiert wird.

Frage: Was sind mögliche Parameter des Kraftwerks, die wir
optimieren könnten?

Workshop | Solarenergie | 8/31

Planung und Bau eines Kraftwerks

Optimierung verschiedener Kraftwerkparameter wäre möglich:
• die Höhe des Absorberrohrs
• Position der Spiegel
• Form des Sekundärreflektors
• Breite des Spiegels
• ...

Workshop | Solarenergie | 9/31

Ihr seid dran!

• Bearbeite die Arbeitsblätter!
• Arbeite im Team mit

deinem/r Partner/in!
• Nutze die Tippkarten!
• Frag’ die Betreuer/innen!
• Nutze das Internet!
• Helft euch gegenseitig!

Öffnet AB 3 zur Optimierung der Spiegelpositionen!

Workshop | Solarenergie | 10/31

Diskussion nach AB 3 | Optimierung der Spiegelpositionen

Optimale Position von
1 Spiegel?

Modellerweiterung:
Energie erzeugt durch
mehrere Spiegel

Optimale Positionen
von 2 Spiegeln

• Zielfunktion: Etube(b, h, s, x)
• Optimale Lösung für die Variable x?

Workshop | Solarenergie | 11/31

Optimierung der Spiegelpositionen (Modellerweiterung)

Optimale Position von
1 Spiegel?

Modellerweiterung:
Energie erzeugt durch
mehrere Spiegel

Optimale Positionen
von 2 Spiegeln

• Welche Modellannahmen oder
Vereinfachungen habt ihr getroffen?

Workshop | Solarenergie | 12/31

Optimierung der Spiegelpositionen

Optimale Position von
1 Spiegel?

Modellerweiterung:
Energie erzeugt durch
mehrere Spiegel

Optimale Positionen
von 2 Spiegeln

• Zielfunktion: Etube(b, h, s, [x1, x2])
• Optimale Lösung für die Variablen x1 und

x2?

Workshop | Solarenergie | 13/31

Optimierung der Spiegelpositionen

Das Optimierungsproblem etwas formaler:

Maximiere die Zielfunktion Etube(b, h, s, [x1, x2])
Variablen x1 und x2

Lösung?

Workshop | Solarenergie | 14/31
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Modellierungskreislauf

Reales
Problem
Planung eines

Fresnelkraftwerks

Vereinfachtes
Problem

Querschnitt, 1 Spiegel,
parallele Strahlen ...

vereinfachen

Mathematisches
Problem

Funktion für die Energie
eines Tages Etube(b, h, s, x)

mathematisch
beschreiben

Mathematische
Lösung

x1 = 0, x2 = 0

lösen /
berechnen

interpretieren
Modell-

verbesserungen?

Workshop | Solarenergie | 15/31

Optimierung der Spiegelpositionen | Mindestabstand

Optimierungsproblem mit Nebenbedingung:

Maximiere Etube(b, h, s, [x1, x2])
Variablen x1 und x2

Nebenbedingung |x1 − x2| ≥ minDist
Lösung?

Workshop | Solarenergie | 16/31

Optimierung der Spiegelpositionen | Mindestabstand

Optimierungsproblem mit Nebenbedingung:

Maximiere Etube(b, h, s, [x1, x2])
Variablen x1 und x2

Nebenbedingung |x1 − x2| > minDist

Lösung x1 = −minDist
2 , x2 = +minDist

2
x1 = +minDist

2 , x2 = −minDist
2

Existenz?
Eindeutigkeit?

Workshop | Solarenergie | 17/31

Optimierung der Spiegelpositionen

Wichtige Fragen beim Lösen von Optimierungsproblemen:

Workshop | Solarenergie | 18/31

Optimierung automatisieren

Was sind eure Ideen für Optimierungsverfahren?

Workshop | Solarenergie | 19/31

Ihr seid dran!

• Bearbeite die Arbeitsblätter!
• Arbeite im Team mit

deinem/r Partner/in!
• Nutze die Tippkarten!
• Nutze das Internet!
• Helft euch gegenseitig!

Öffnet AB 4 und startet mit einem der 4
Algorithmen.

Workshop | Solarenergie | 20/31

Diskussion nach AB 4 | Brute-Force-Algorithmus

• Funktionsweise des Verfahrens?
• Vor- und Nachteile des Verfahrens?
• Eure Einschätzung zu folgenden Punkten:

• Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung?
• Rechenzeit und Güte der gefundenen Lösung?

• Verbesserungsideen?

Workshop | Solarenergie | 21/31

Diskussion nach AB 4 | Greedy-Algorithmus

• Funktionsweise des Verfahrens?
• Vor- und Nachteile des Verfahrens?
• Eure Einschätzung zu folgenden Punkten:

• Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung?
• Rechenzeit und Güte der gefundenen Lösung?

• Verbesserungsideen?

Workshop | Solarenergie | 22/31
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Diskussion nach AB 4 | Musterbasiertes Verfahren

• Funktionsweise des Verfahrens?
• Vor- und Nachteile des Verfahrens?
• Eure Einschätzung zu folgenden Punkten:

• Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung?
• Rechenzeit und Güte der gefundenen Lösung?

• Verbesserungsideen?

Workshop | Solarenergie | 23/31

Diskussion nach AB 4 | Freie Variablen Verfahren

• Funktionsweise des Verfahrens?
• Vor- und Nachteile des Verfahrens?
• Eure Einschätzung zu folgenden Punkten:

• Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung?
• Rechenzeit und Güte der gefundenen Lösung?

• Verbesserungsideen?

Workshop | Solarenergie | 24/31

Modellverbesserungen

Weitere Ideen zur Verbesserung unseres Modells?

Workshop | Solarenergie | 25/31

Modellverbesserungen

Workshop | Solarenergie | 26/31

Modellierung von Spiegeleffekten

• Bearbeite die Arbeitsblätter!
• Arbeite im Team mit

deinem/r Partner/in!
• Nutze die Tippkarten!
• Nutze das Internet!
• Helft euch gegenseitig!

Öffnet Arbeitsblatt AB 5 zu den
Verschattungseffekten!

Workshop | Solarenergie | 27/31

Diskussion nach AB 5 | Schattenwurf

• Welche Vor- oder Nachteile haben die beiden Ansätze
• Graphen linearer Funktionen
• Parameterdarstellung von Geraden

zur Modellierung von Spiegeln und Sonnenstrahlen?
• Inwieweit unterscheiden sich die optimalen Positionen von

• einem Spiegel
• zwei Spiegel

basierend auf dem alten und neuen Modell? Wie lassen sich die
Ergebnisse erklären?

Workshop | Solarenergie | 28/31
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Diskussion nach AB 6 | Optimierung der Spiegelpositionen

• Welche Beobachtungen habt ihr im Hinblick auf die
Rechenzeit gesammelt?
• Inwieweit unterscheiden sich die Ergebnisse der Optimierung

basierend auf dem alten und neuen Modell?
• Für welchen Optimierungsansatz würdet ihre euch entscheiden?

Warum?

Workshop | Solarenergie | 29/31

Ein Blick in die Forschung

Quelle: DLR

• Forschung begann historisch mit
diskreten und musterbasierten
Ansätzen
• Viele weitere Forschungsfragen ...

• Bau von Solarturmkraftwerken
• optimale Verkabelung der Spiegel
• optimale Reinigungsrouten
• optimale Form der Spiegel (flache

Spiegel oder Parabolspiegel?)
• verschiedene Wettermodelle für die

Simulation der Energie

Workshop | Solarenergie | 30/31

Offene Modellierungsprojekte
Problem 1: Eigene Opti-
mierungsverfahren zur Position-
soptimierung implementieren
Implementieren, Verfahren mit
Stift und Papier

Problem 2: Schattenwurf mod-
ellieren
Mathem. Modell mit Stift und
Papier, Implementieren nur op-
tional

Problem 3: Optimierung be-
liebiger Kraftwerkparameter
Implementieren, Verfahren mit
Stift und Papier

Problem 4: Optimierung der
Rohrhöhe
Angeleitet durch Arbeitsaufträge
auf ABs

Workshop | Solarenergie | 31/31
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D Arbeitsblätter zu offenen
Modellierungsproblemen –
Solarenergie

D.1 Übersichtsblatt

Ü
be
rs
ic
ht
sb
la
tt
: O
ff
en
e

M
od
el
lie
ru
ng
sa
uf
ga
be
n

In
 d
ie
se
m

 T
ei
l d
es

 S
ol
ar
p
ro
je
kt
es

 k
an
ns
t 
d
u 
d
ic
h 
g
em
ei
ns
am

 m
it 
d
ei
ne
r 

G
ru
p
p
e

un
te
rs
ch
ie
d
lic
he
n 

Fr
ag
es
te
llu
ng
en

 w
id
m
en
!

B
ei
sp
ie
ls
w
ei
se

 k
ön
nt

 ih
r 
eu
er

 e
ig
en
s 
en
tw
ic
ke
lte
s 

O
p
tim
ie
ru
ng
sv
er
fa
hr
en

 o
d
er

 a
nd
er
e

V
er
b
es
se
ru
ng
en

 d
es

 M
od
el
ls

 t
he
or
et
is
ch

 m
od
el
lie
re
n 
od
er

 s
og
ar

 im
p
le
m
en
tie
re
n.

 Ih
r

en
ts
ch
ei
d
et

 d
ab
ei
, w
el
ch
e 
eu
re
r 

Id
ee
n 
ih
r 
um
se
tz
t.

M
ög
lic
he

 P
ro
b
le
m
st
el
lu
ng
en

P
ro
b
le
m

 1
: I
m
p
le
m
en
ti
er
en

 e
in
es

 V
er
fa
h
re
n
s 
fü
r 
d
ie

 O
p
ti
m
ie
ru
n
g

 d
er

S
p
ie
g
el
p
o
si
ti
o
n
en
.

H
ie
r 
g
el
an
g
t 
ih
r 
zu

 d
em

 A
rb
ei
ts
b
la
tt
.

P
ro
b
le
m

 2
: D
en

 S
ch
at
te
n
w
u
rf

 v
o
n

 e
in
em

 S
p
ie
g
el

 a
u
f 
ei
n
en

 a
n
d
er
en

 m
o
d
el
lie
re
n
.

H
ie
r 
g
el
an
g
t 
ih
r 
zu

 d
em

 A
rb
ei
ts
b
la
tt
.

P
ro
b
le
m

 3
: D
ie

 O
p
ti
m
ie
ru
n
g

 a
u
f 
an
d
er
e 

K
ra
ft
w
er
kp
ar
am
et
er

 (
R
o
h
rh
ö
h
e 
h
,

S
p
ie
g
el
b
re
it
e 
s,

 ..
.)

 e
rw
ei
te
rn
.

H
ie
r 
g
el
an
g
t 
ih
r 
zu

 d
em

 A
rb
ei
ts
b
la
tt
.

Fü
r 

P
ro
b
le
m
e 
1 
- 
3

 li
eg
t 
ei
n 

Ju
py
te
r 

N
ot
eb
oo
k 
b
er
ei
t,

 in
 d
em

 d
ie

 P
ro
b
le
m
e 
no
ch
m
al

b
es
ch
ri
eb
en

 w
er
d
en
. D
ie
se

 N
ot
eb
oo
ks

 k
ön
nt

 ih
r 
au
ch

 f
ür

 e
ur
en

 e
ig
en
en

 P
ro
g
ra
m
m
co
d
e

nu
tz
en
. H
in
w
ei
s:

 E
ur
e 

Er
g
eb
ni
ss
e 
w
er
d
en

 n
ic
ht

 m
eh
r 
üb
er
p
rü
ft
. S
ta
tt
d
es
se
n 
w
er
d
en

 w
ir

eu
re

 M
od
el
la
ns
ät
ze

 u
nd

 E
rg
eb
ni
ss
e 
g
em
ei
ns
am

 d
is
ku
tie
re
n.

Fa
lls

 ih
r 
lie
b
er

 w
ie

 b
is
he
r 
m
it 
vo
rs
tr
uk
tu
ri
er
te
n 

A
uf
g
ab
en

 w
ei
te
ra
rb
ei
te
n 
w
ol
lt,

 s
o 
kö
nn
t 
ih
r

d
as

 f
ol
g
en
d
e 

P
ro
b
le
m

 b
ea
rb
ei
te
n:

P
ro
b
le
m

 4
: O
p
ti
m
ie
ru
n
g

 d
er

 R
o
h
rh
ö
h
e 
u
n
d

 B
er
ü
ck
si
ch
ti
g
u
n
g

 v
o
n

E
in
st
el
lu
n
g
sf
eh
le
rn

 m
it

 A
rb
ei
ts
au
ft
rä
g
en
.

H
ie
r 
g
el
an
g
t 
ih
r 
zu

 d
em

 A
rb
ei
ts
b
la
tt
.

V
or
ab

 f
in
d
et

 ih
r 
au
f 
d
ie
se
m

 A
rb
ei
ts
b
la
tt

 B
ei
sp
ie
le
, u
m

 m
it 

Ju
lia

 G
ra
fik
en

 z
u 
er
st
el
le
n.

 F
al
ls

 ih
r

in
 e
ur
em

 e
ig
en
en

 C
od
e 
et
w
as

 v
is
ua
lis
ie
re
n 
m
öc
ht
et
, k
ön
nt

 ih
r 
eu
ch

 a
n 
d
ie
se
n 

B
ei
sp
ie
le
n

or
ie
nt
ie
re
n.

P
lo
t e
in
er

 F
un
kt
io
n

Fü
hr
e 
d
en

 f
ol
g
en
d
en

 C
od
e 
au
s.

 D
ie

 F
un
kt
io
n 
f 
m
it 

 w
ir
d

 g
ra
fis
ch

 d
ar
g
es
te
llt
.

f
(x

)
=

x
2

I
n
 
[
 
]
:

#
 
D
a
s
 
P
a
k
e
t
 
z
u
m
 
P
o
t
t
e
n
 
w
i
r
d
 
g
e
l
a
d
e
n
 

u
s
i
n
g
 
P
l
o
t
s
 

 #
 
D
e
f
i
n
i
e
r
e
 
e
i
n
e
 
F
u
n
k
t
i
o
n
:
 

f
(
x
)
 
=
 
x
^
2
;
 

 #
 
D
e
f
i
n
i
e
r
e
 
w
i
e
 
k
l
e
i
n
s
c
h
r
i
t
t
i
g
 
d
i
e
 
F
u
n
k
t
i
o
n
 
a
u
s
g
e
w
e
r
t
e
t
 
w
e
r
d
e
n
 
s
o
l
l
:
 

x
1
 
=
 
A
r
r
a
y
(
-
1
0
:
0
.
1
:
1
0
)
;
 
#
 
W
e
r
t
e
 
v
o
n
 
-
1
0
,
 
-
9
.
9
,
 
9
.
8
,
 
.
.
.
 
9
.
9
,
 
1
0
 

y
 
=
 
f
.
(
x
1
)
 

321



D Arbeitsblätter zu offenen Modellierungsproblemen – Solarenergie

P
lo
tt
en

 e
in
er

 F
un
kt
io
n 
m
it 
zw
ei

 V
ar
ia
bl
en

Fü
hr
e 
d
en

 f
ol
g
en
d
en

 C
od
e 
au
s.

 D
ie

 F
un
kt
io
n 
g

 m
it 

 w
ir
d

 g
ra
fis
ch

 d
ar
g
es
te
llt
.

P
lo
tt
en

 v
on

 e
in
ze
ln
en

 D
at
en
pu
nk
te
n

Fü
hr
e 
d
en

 f
ol
g
en
d
en

 C
od
e 
au
s.

 #
 
P
l
o
t
t
e
n
 

p
l
o
t
(
x
1
,
y
,
l
i
n
e
w
i
d
t
h
 
=
 
3
,
 
t
i
t
l
e
 
=
 
"
T
i
t
e
l
b
e
s
c
h
r
i
f
t
u
n
g
"
,
 
s
i
z
e
 
=
 
[
7
0
0
,
6
0
0
]
,
 
x
l
a
b
e
l

g
(x

,y
)
=

x
+

y

I
n
 
[
 
]
:

#
 
D
e
f
i
n
i
e
r
e
 
e
i
n
e
 
F
u
n
k
t
i
o
n
:
 

g
(
x
,
y
)
 
=
 
x
 
+
 
y
;
 

 #
 
D
e
f
i
n
i
e
r
e
n
 
w
i
r
 
k
l
e
i
n
s
c
h
r
i
t
t
i
g
 
d
i
e
 
F
u
n
k
t
i
o
n
 
a
u
s
g
e
w
e
r
t
e
t
 
w
e
r
d
e
n
 
s
o
l
l
:
 

x
1
 
=
 
A
r
r
a
y
(
-
1
0
:
0
.
1
:
1
0
)
 
#
 
W
e
r
t
e
,
 
f
ü
r
 
d
i
e
 
d
i
e
 
x
-
K
o
o
r
d
i
n
a
t
e
 
a
u
s
g
e
w
e
r
t
e
t
 
w
e
r
d
e
n
 
s
o

x
2
 
=
 
A
r
r
a
y
(
-
1
0
:
0
.
1
:
1
2
)
 
#
 
W
e
r
t
e
,
 
f
ü
r
 
d
i
e
 
d
i
e
 
y
-
K
o
r
d
i
n
a
t
e
 
a
u
s
g
e
w
e
r
t
e
t
 
w
e
r
d
e
n
 
s
o

 #
 
P
l
o
t
t
e
n
 

p
l
o
t
l
y
(
)
 

P
l
o
t
s
.
p
l
o
t
(
x
1
,
x
2
,
g
,
s
t
=
:
s
u
r
f
a
c
e
,
l
i
n
e
w
i
d
t
h
 
=
 
3
,
 
t
i
t
l
e
 
=
 
"
T
i
t
e
l
b
e
s
c
h
r
i
f
t
u
n
g
"
,
 
s
i
z

 
 
 
 
x
l
a
b
e
l
 
=
 
"
x
-
A
c
h
s
e
 
b
e
s
c
h
r
i
f
t
e
n
"
,
 
y
l
a
b
e
l
 
=
 
"
y
-
A
c
h
s
e
 
b
e
s
c
h
r
i
f
t
e
n
"
,
 
z
l
a
b
e
l
 
=
 

I
n
 
[
 
]
:

x
 
=
 
[
3
,
 
-
4
,
 
4
,
 
2
 
,
 
1
,
 
5
]
 

y
 
=
 
[
1
,
 
4
.
4
 
,
-
2
,
 
1
,
 
0
,
 
1
]
 

p
l
o
t
(
x
,
y
,
s
e
r
i
e
s
t
y
p
e
=
:
s
c
a
t
t
e
r
,
t
i
t
l
e
=
"
M
y
 
S
c
a
t
t
e
r
 
P
l
o
t
"
)
 

322



D.2 Problem 1: Optimierungsverfahren implementieren

D.2 Problem 1: Optimierungsverfahren
implementieren
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D.3 Problem 2: Verschattung modellieren
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D Arbeitsblätter zu offenen Modellierungsproblemen – Solarenergie

D.4 Problem 3: Beliebige Kraftwerksparameter
optimieren
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E Ergänzungen zum Basiswissen
rund um Empfehlungssysteme

E.1 Das stochastische Gradientenverfahren

Das nichtlineare Optimierungsproblem (16.21) kann alternativ mit einem auf dem
Gradientenverfahren basierenden Algorithmus, dem stochastischen Gradientenver-
fahren (SGD), angegangen werden. Dieses eignet sich insbesondere für Optimie-
rungsprobleme, bei denen die Zielfunktion in Summenform dargestellt werden kann,
zum Beispiel:

f(x) =
N∑

i=1
gi(x).

Anstatt wie bei dem in Abschnitt 2.2.1 beschriebenen gewöhnlichen Gradienten-
verfahren in jeder Iteration einen Schritt in Richtung des negativen Gradienten
(−∇f) bezüglich aller Variablen voranzuschreiten, wird die Berechnung beim SGD-
Verfahren in den einzelnen Iterationen entkoppelt. Es wird in jedem Iterationsschritt
ein zufälliger Parameter i ∈ {1, . . . , N} gewählt und das Update

x← x− α · ∇gi(x)
ausgeführt. Dies lässt sich auf unser Empfehlungssystem übertragen und wurde im
Rahmen des Netflix Preises insbesondere durch Funk (2006) bekannt.
Für einen beliebigen Trainingsdatenpunkt rij mit (i, j) ∈ κ definieren wir zunächst
den Vorhersagefehler als

eij = rij − ui,•m•,j = rij −
nf∑

k=1
uikmkj.

Die Zielfunktion des Optimierungsproblem (16.21) kann geschrieben werden als (vgl.
Aggarwal, 2016, S. 101)

f(U,M) = 1
2 ·

 ∑

(i,j)∈κ
(eij)2 + λ

n1∑

i=1

nf∑

k=1
u2
ik + λ

n2∑

j=1

nf∑

k=1
m2
kj


 .

Die partiellen Ableitungen der Zielfunktion f nach einer beliebigen Variable uiq bzw.
mqj sind gegeben durch

∂f

∂uiq
=

∑

j:(i,j)∈κ
(eij) (−mqj) + λuiq ∀i = 1, . . . n1, q = 1, . . . , nf

∂f

∂mqj

=
∑

i:(i,j)∈κ
(eij) (−uiq) + λmqj ∀j = 1, . . . n2, q = 1, . . . , nf .
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E Ergänzungen zum Basiswissen rund um Empfehlungssysteme

Anschließend werden für alle (i, j) ∈ κ in zufälliger Reihenfolge die Updates
uiq ← uiq + α (eijmqj − λuiq)
mqj ← mqj + α (eijuiq − λmqj)

durchgeführt. Hierbei ist α > 0 die Schrittweite, die entweder fest gewählt oder
während der Iterationen adaptiert werden kann (vgl. Aggarwal, 2016, S. 102 f.). Die
Updates werden vielfach auch vektoriell durchgeführt:

ui,• ← ui,• + α (eijm•,j − λui,•)
m•,j ←m•,j + α (eijui,• − λm•,j) .

In Abbildung E.1 sind die Ergebnisse des SGD-Verfahrens bei Anwendung auf die
Bewertungsmatrix aus Beispiel 16.2.2 für verschiedene Regularisierungsparameter
dargestellt. Es wird ersichtlich, dass das SGD-Verfahren mehr Iterationen benötigt
bis das Verfahren konvergiert, als es mit dem ALS-Verfahren der Fall ist.
Das SGD-Verfahren hat den Vorteil, dass es bei dünnbesetzten Matrizen effizienter
ist und weniger aufwendiger Berechnungen Bedarf. Hingegen bietet sich das ALS-
Verfahren an, wenn die zu faktorisierende Matrix sehr dicht besetzt ist, da das
SGD-Verfahren über jeden einzelnen Eintrag der Trainingsdaten iterieren müsste
(vgl. Koren et al., 2009, S. 33).
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Abb. E.1: Fehler bezüglich der Trainingsdaten für unterschiedliche Werte von λ.
In allen Fällen beträgt die Anzahl der Eigenschaften nf = 2 und die
Lernrate α = 0.01

E.2 ALS- und SGD-Verfahren für die Optimierung
mit Bias-Termen

In diesem Abschnitt wird zunächst kurz beschrieben, wie das ALS- und das SGD-
Verfahren zum Lösen des Optimierungsproblems (16.30) mit Bias-Termen erweitert
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werden kann. Für das ALS-Verfahren wird dies im Folgenden an dem Schritt be-
schrieben, in dem die Movievektoren optimiert werden. Dazu definieren wir zunächst
für i = 1, . . . , n1, j = 1, . . . , n2

rij = rij − oi − µ
ui• = (ui•, 1)

m•,j =
(

m•,j
pj

)
.

Damit lässt sich unser Optimierungsproblem schreiben als1

min
U,M

∑

(i,j)∈κ
(rij − ui,•m•,j)2 + λ




n1∑

i=1
‖ui,•‖2 +

n2∑

j=1
‖m•,j‖2


 . (E.1)

Zum Update der Movievektoren im ALS-Verfahren, lösen wir das folgende regulari-
sierte lineare Ausgleichsproblem:

min
m•,j
‖Wj

(
Um•,j − r•,j

)
‖2 + λ

n2∑

j=1
‖m•,j‖2. (E.2)

Dieses hat (nf + 1) Variablen. Die Lösung für einen beliebigen Movievektor m•,j ist
gegeben durch

m•,j =
(
Ũ

ᵀ

j Ũ j + λI
)−1

Ũ
ᵀ

jr•,j, (E.3)

wobei I ∈ R(nf+1)×(nf+1). Analog ließe sich das Update der Uservektoren durchfüh-
ren.
Auch das Optimierungsproblem in der gewichteten regularisierten Form (16.24) kann
mit Bias-Termen formuliert werden. In (E.3) wäre dann λ durch λ·nmovie

j zu ersetzen.
Das in Abschnitt E.1 beschriebene SGD-Verfahren lässt sich ebenfalls auf die neu
hinzugefügten Variablen erweitern. Erneut wird in zufälliger Reihenfolge über alle
(i, j) ∈ κ iteriert und folgende Updates der Variablen vorgenommen (vgl. Koren und
Bell, 2011, S. 152)

oi ← oi + α (eij − λoi) (E.4)
pj ← pj + α (eij − λpj) (E.5)

ui,• ← ui,• + α (eijm•,j − λui,•) (E.6)
m•,j ←m•,j + α (eijui,• − λm•,j) , (E.7)

wobei eij = rij − ui,•m•,j − µ− oi− pj. Die Lernrate α und der Regularisierungspa-
rameter λ können per Kreuzvalidierung bestimmt werden. Um die Genauigkeit des
System weiter zu erhöhen, wäre es möglich für jede der Variablentypen (Item-Bias,
User-Bias, latente Faktoren) jeweils eine individuelle Lernrate und einen individuel-
len Regularisierungsparameter zu wählen (vgl. Aggarwal, 2016, S. 108).

1Die Zielfunktion (E.1) ist nicht direkt äquivalent zu (16.30), da
∑n1

i=1 ‖ui,•‖2 =
∑n1

i=1 ‖ui,•‖2 +
o2

i + 12. Die Addition der Konstante 1 hat jedoch keinen Einfluss auf die Minimalpunkte der
Fehlerfunktion. Zudem wird ersichtlich, dass der Term in den einzelnen Iterationen des ALS-
Verfahrens verschwindet.
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E.3 Numerische Experimente

Das ALS-Verfahren wurde eingesetzt, um für die in Abschnitt 16.2 beschriebenen
Formulierungen des Optimierungsproblems eine Lösung zu bestimmen. Konkret wur-
den Ergebnisse für die folgenden Modelle berechnet:

• Modell mit Regularisierung (16.21) (R-ALS)

• Modell mit gewichteter Regularisierung (16.24) (WR-ALS)

• Modell mit Regularisierung und Bias-Termen (16.30) (R-ALS-Bias)

• Modell mit gewichteter Regularisierung und Bias-Termen (WR-ALS-Bias)

Exemplarisch wurde zudem das SGD-Verfahren eingesetzt, um für das ungewichtete
Problem mit und ohne Bias-Terme eine Zerlegung zu bestimmen.

Für die numerischen Experimente, die in diesem Kapitel beschrieben werden, wurde
(wie im Lernmaterial) lediglich ein kleinerer Teil des Netflixdatensatzes verwendet.
Grund für die Arbeit mit einem kleineren Datensatz war, dass die Berechnungen zum
einen auf beschränkten Ressourcen laufen sollten (auf der Workshop-Plattform, vgl.
Kap. 5) und die Lernenden nach annehmbarer Rechenzeit auf Ergebnisse zugrei-
fen sollten. Als weitere Vereinfachung wurde zudem ein Teildatensatz ausgewählt,
der weniger spärlich ist, als der originale Datensatz. Dies sollte es den Lernenden,
erlauben die Ergebnisse auch anschaulich vergleichen zu können.

Im Folgenden wird kurz beschrieben, wie der Teildatensatz erzeugt wurde und welche
wesentlichen Charakteristika dieser aufweist. Anschließend werden die Ergebnisse
auf dem Teildatensatz beschrieben und diskutiert. Bei der Berechnung der Ergeb-
nisse lag der Fokus weniger auf dem verfeinern und optimieren der Hyperparameter
(insbesondere nf und λ), als viel mehr auf der Darstellung wesentlicher Einflüsse
eben dieser Parameter und der unterschiedlichen Modelle.
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Abb. E.2: Histogramm der Bewertungen im Trainings- und Testdatensatz
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E.3.1 Auswahl eines Teildatensatzes

Aus dem Trainingsdatensatz des offiziellen Netflix Preises wurde in folgenden Schrit-
ten ein Teildatensatz erzeugt:

1. Zunächst wurden alle Filme herausgefiltert, die von weniger als 10000 Nutze-
rinnen und Nutzern bewertet worden waren.

2. Aus dem verbliebenen Datensatz wurden zufällig 800 Filme ausgewählt mit-
samt aller Nutzerinnen und Nutzer, die diese Filme bewertet haben.

3. Aus dem verbliebenen Datensatz wurden zufällig 21617 Nutzerinnen und Nut-
zer ausgewählt und lediglich die Filme beibehalten, die sie bewertet hatten.

4. Der Datensatz wurde in einen Test- und einen Trainingsdatensatz unterteilt,
indem zufällig 10 % der Daten als Testdaten ausgewählt wurden.

5. Abschließend wurden alle Nutzerinnen und Nutzer und alle Filme entfernt, die
keine einzige Bewertung im Trainingsdatensatz aufwiesen. Dies entspricht dem
Entfernen von leeren Zeilen bzw. Spalten aus der Trainingsmatrix und folglich
aus der Testmatrix. Das Kaltstartproblem sollte vereinfachend nicht auftreten.

Der erhaltene, für alle Berechnungen fixe, Teildatensatz besteht aus 21529 Nutze-
rinnen und Nutzern, 424 Filmen, 704097 Bewertungen im Trainingsdatensatz und
78138 Bewertungen im Testdatensatz. Knapp 7.71 % der Bewertungen im Trainings-
datensatz und 0.856 % der Bewertungen im Testdatensatz sind bekannt. Damit ist
der ausgewählte Teildatensatz deutlich dichter, als der von Netflix veröffentlichte Da-
tensatz (vgl. Abschn. 16.1). Das mittlere Rating des Trainingsdatensatzes beträgt
3.689 und das mittlere Rating des Testdatensatzes 3.696. Abbildung E.2 verdeut-
licht, wie häufig die Bewertungen von 1 bis 5 im Trainings- bzw. Testdatensatz
auftauchen. Aus Abbildung E.3(a) wird ersichtlich, dass die Bewertungen nicht glei-
chermaßen von allen Nutzenden abgegeben wurden, sondern dass einige Nutzende
mit sehr vielen Bewertungen vorliegen (z.T. haben diese Personen mehr als die Hälf-
te der Filme im Trainingsdatensatz bewertet), wohingegen von der Mehrheit nur
wenige Filmbewertungen bekannt sind. Abbildung E.3(b) verdeutlicht einen ähnli-
chen Effekt bei den Filmen. Die 100 bzw. 200 am meisten bewerteten Filme machen
bereits über 50 bzw. 80 % der Bewertungen im Datensatz aus. Die Mehrheit der
Filme wurde hingegen nur von wenigen Personen bewertet.

E.3.2 Ergebnisse basierend auf simplen Vorhersageregeln

Da vereinfachend mit einem kleineren Datensatz gearbeitet wurde, der zudem we-
niger dünnbesetzt ist als der originale Datensatz des Netflix Preises, lassen sich die
Ergebnisse nicht direkt mit den Ergebnissen der Teilnehmenden des Wettbewerbes
vergleichen. Um die Ergebnisse dennoch bewerten und einordnen zu können, wurde
die Vorhersage r̂ij für alle i = 1, . . . , n1, j = 1, . . . , n2 basierend auf den in Tabelle
E.1 dargestellten vier simplen Modellen vorgenommen und jeweils der RMSE auf
den Trainings- und den Testdaten berechnet.

331



E Ergänzungen zum Basiswissen rund um Empfehlungssysteme

5000 10000 15000 20000
User-Nummer

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

An
tei

l a
n 

de
r G

es
am

tza
hl

 an
 R

ati
ng

s Kumulative Ratings bzgl. der User

Trainingsdatensatz
Testdatensatz

(a) Kumulativer Anteil der Bewertungen
bzgl. der Nutzenden. Die Nutzenden
wurden aufsteigend nach der Anzahl ab-
gegebener Bewertungen sortiert

100 200 300 400
Film-Nummer

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

An
tei

l a
n 

de
r G

es
am

tza
hl

 an
 R

ati
ng

s Kumulative Ratings bzgl. der Filme

Trainingsdatensatz
Testdatensatz

(b) Kumulativer Anteil der Bewertungen
bzgl. der Filme. Die Filme wurden auf-
steigend nach der Anzahl erhaltener Be-
wertungen sortiert

Tab. E.1: RMSE bezüglich der Trainings- und Testdaten für verschiedene simple
Vorhersageregeln

Vorhersageregel Formel RMSE
Training

RMSE
Test

Mittleres Rating der Trainingsdaten r̂ij = µ 1.055 1.057

Mittleres Rating einer jeden nutzen-
den Person

r̂ij =
∑

j:(i,j)∈κ rij

|{j|(i,j)∈κ}| 0.962 0.997

Mittleres Rating eines jeden Filmes r̂ij =
∑

i:(i,j)∈κ rij

|{j|(i,j)∈κ}| 0.985 0.986

Als Lösung des Optimierungspro-
blems (16.29) (via SGD mit λ = 0.1,
Lernrate α = 0.005, 200 Iterationen)

r̂ij = µ+ oi + pj 0.891 0.920

E.3.3 Ergebnisse mit dem ALS-Verfahren

Das ALS-Verfahren wurde eingesetzt, um eine Zerlegung der Trainingsmatrix ba-
sierend auf dem regularisierten, ungewichteten Problem (16.21) sowie dem regulari-
sierten, gewichteten Problem (16.24) zu bestimmen.

In Abbildung E.4 sind die Ergebnisse der Optimierung im Verlauf der Iterationen
für verschiedene Wahlen der Parameter λ und nf basierend auf der ungewichteten
Formulierung des Problem (R-ALS) dargestellt. Die Ergebnisse werden ab der ersten
Iteration (d. h. nach dem ersten Update von U undM) geplottet. Es wird ersichtlich,
dass es bei sehr kleinen Werten für den Regularisierungsparameter zu einer Über-
anpassung an die Trainingsdaten kommt. Der Fehler bezüglich der Testdaten ist in
diesem Fall hoch. Zudem verdeutlicht Abbildung E.4, dass die Überanpassung an
die Trainingsdaten verstärkt wird, wenn die Anzahl der Eigenschaften nf bei gleich-
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Abb. E.4: Ergebnisse basierend auf dem ungewichteten, regularisierten Problem
(16.21) (R-ALS) für verschiedene Wahlen der Parameter nf und λ. Die
Ergebnisse werden ab der ersten Iteration (d. h. nach dem ersten Update
von U und M) dargestellt.

bleibendem Regularisierungsparameter λ erhöht wird (vgl. die Graphen für nf = 4
und nf = 2 mit λ = 0.1).
Der Effekt einer Überanpassung an die Trainingsdaten bei Erhöhung der Anzahl
an Eigenschaften wird bei der gewichteten Formulierung des Problems (WR-ALS)
gemäß (16.24) abgeschwächt, was aus Abbildung E.5 ersichtlich wird. Eine mögliche
Erklärung ist, dass bei Anwendung des Optimierungsverfahrens auf die ungewichtete
Formulierung (d. h. bei gleicher Regularisierung für alle latenten Vektoren) insbeson-
dere, die Spalten und Zeilen in der Ratingmatrix besonders gut dargestellt werden,
in denen viele Einträge bekannt sind. Grund ist, dass eben diese Spalten und Zeilen
mit deutlich mehr Termen in die Summe der Fehlerquadrate eingehen, als es bei Zei-
len bzw. Spalten mit wenigen Einträgen der Fall ist. Die Ergebnisse unterstreichen,
dass insbesondere die User- bzw. Movievektoren, die in die Modellierung der Vorher-
sage von Nutzerinnen und Nutzern bzw. Filmen mit vielen Bewertungen eingehen,
stärker reguliert werden sollten, um eine Überanpassung an die Trainingsdaten zu
vermeiden. Durchaus wäre es interessant weitere Strategien für die Wahl der Regu-
larisierungsparameter und deren Einfluss auf die Ergebnisse zu untersuchen.
Um geeignete Werte für den Regularisierungsparameter λ und die Anzahl an be-
trachteten Eigenschaften nf zu finden, wurde eine grobe Parameterstudie durchge-
führt. Ein Teil der Ergebnisse ist in Tabelle E.2 und E.3 dargestellt. Im Falle des
ungewichteten Problems (16.21) wurde das beste Ergebnis auf den Testdaten mit
den Parametern λ = 2.0 und nf = 2 mit einem RMSE von 0.8948 erzielt. Für das
gewichtete Problem (16.24) wurde das beste Ergebnis auf den Testdaten mit den
Parametern λ = 0.09 und nf = 10 mit einem RMSE von 0.8774 erzielt.

E.3.4 Ergebnisse unter Berücksichtigung von Bias-Termen

Das Optimierungsproblem (16.30) mit Bias-Termen wurde mit dem ALS-Verfahren
gelöst, wobei die Updates der Movievektoren gemäß (E.3) (und analog für die User-
vektoren) durchgeführt wurden. Exemplarische Ergebnisse sind in Abbildung E.6
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Abb. E.5: Ergebnisse basierend auf dem gewichteten regularisierten Problem
(16.24) (WR-ALS) für verschiedene Wahlen der Parameter nf und λ.
Zum Vergleich wird das Ergebnis des ungewichteten regularisierten Pro-
blems (R-ALS) für ein Szenario gezeigt.

nf λ RMSE
Training

RMSE
Test

2 0.2 0.8347 0.8964
2 0.5 0.8349 0.8955
2 1.0 0.8351 0.8950
2 2.0 0.8356 0.8948
2 3.0 0.8362 0.8951
2 4.0 0.8369 0.8955
2 5.0 0.8378 0.8959
10 10.0 0.7302 0.9470
10 20.0 0.7659 0.9283
10 30.0 0.8018 0.9341
20 10.0 0.6395 0.9969
20 20.0 0.6951 0.9468
20 30.0 0.7500 0.9391
20 40.0 0.8030 0.9488

Tab. E.2: RMSE nach 10 Iterationen
mit dem ALS-Verfahren für
das regularisierte ungewichte-
te Problem (16.21) (R-ALS)

nf λ RMSE
Training

RMSE
Test

2 0.06 0.8362 0.8964
2 0.09 0.8398 0.8953
2 0.1 0.8413 0.8955
2 0.2 0.8701 0.9134
2 0.5 1.0202 1.0474
2 1.0 1.3394 1.3600
2 2.0 2.1899 2.2027
10 0.08 0.7356 0.8786
10 0.09 0.7459 0.8774
10 0.1 0.7567 0.8775
10 0.2 0.8685 0.9140
20 0.09 0.7076 0.8796
20 0.1 0.7267 0.8792
20 0.2 0.8704 0.9167

Tab. E.3: RMSE nach 10 Iterationen
mit dem ALS-Verfahren für
das regularisierte gewichtete
Problem (16.24) (WR-ALS)

dargestellt. Vergleichen wir die Ergebnisse der Modelle mit und ohne Bias-Terme
bei gleicher Anzahl an freien Variablen (bspw. R-ALS mit nf = 3 und R-ALS-
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Bias mit nf = 2) so wird ersichtlich, dass das Modell mit Bias-Termen zu besseren
Ergebnissen bezüglich der Testdaten führt, als das Modell ohne Bias-Terme. Eine
mögliche Erklärung ist, dass die Bias-Terme dem Vorhersagemodell letztlich eine Ei-
genschaft hinzufügen, die entweder bezüglich der Nutzenden oder der Filme global
ist. Insbesondere bei Nutzenden oder Filmen mit sehr wenigen Bewertungen, kön-
nen diese globalen Komponenten gegebenenfalls zu sinnvolleren Vorhersagen führen,
als es durch die ausschließliche Modellierung über das Skalarprodukt aus User- und
Movievektor möglich ist (vgl. Aggarwal, 2016, S. 108). Das beste Ergebnis auf den
Testdaten wurde basierend auf dem Modell mit gewichteter Regularisierung und
Bias-Termen (WR-ALS-Bias) mit λ = 0.09 und nf = 10 und einem RMSE von
0.8762 erzielt.
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Abb. E.6: Ergebnisse basierend auf dem regularisierten Problem ohne Bias-Terme
(16.24) (R-ALS) und dem Problem mit Bias-Termen (16.30) (R-ALS-
Bias) für verschiedene Wahlen der Parameter nf und λ. Zum Vergleich
wird das Ergebnis des gewichteten regularisierten Problems mit Bias-
Termen (WR-ALS-Bias) für ein Szenario gezeigt.

Zum Vergleich wurde das Problem (16.30) mit Bias-Termen mit dem SGD-Verfahren
gelöst und die Iterationen gemäß (E.4) durchgeführt. Exemplarische Ergebnisse
sind in Abbildung E.7 dargestellt. Es wird ersichtlich, dass im Vergleich zum ALS-
Verfahren mehr Iterationen notwendig sind, bis das Verfahren konvergiert. Eine mög-
liche Erklärung ist, dass beim ALS-Verfahren in jeder Iteration die optimale Lösung
des linearen Ausgleichsproblems gefunden wird, wohingegen beim SGD-Verfahren in
jeder Iteration lediglich kleine Schritte in Richtung etwas besserer Funktionswerte
vorangeschritten werden.

E.3.5 Abschließende Kommentare

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse kurz zusammengefasst und im Hinblick
auf die simplen Vorhersageregeln aus Abschnitt E.3.2 eingeordnet.

• Mit allen auf einer Matrix-Faktorisierung beruhenden Modellen konnten bes-
sere Ergebnisse für die Testdaten erzielt werden, als es mit den simplen Vor-
hersagemodellen aus Abschnitt E.3.2 möglich war.
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Abb. E.7: Fehler bezüglich der Test- und Trainingsdaten für α = 0.001 und λ = 0.1
mit dem SGD-Verfahren

• Eine gute Wahl des Regularisierungsparameters und der Anzahl an betrachte-
ten Eigenschaften ist essentiell, um die Überanpassung an die Trainingsdaten
zu vermeiden und gute Ergebnisse bezüglich der Testdaten zu erzielen.

• Der Einbau von gewichteten Regularisierungstermen führte zu besseren Ergeb-
nissen bezüglich der Testdaten als ohne die Berücksichtigung der Gewichte.

• Das Modell mit Bias-Termen führte zu besseren Ergebnissen bezüglich der
Testdaten als das Modell ohne Bias-Terme. Ein wesentlicher Teil der Daten
kann durch die globalen Tendenzen der Nutzenden bzw. Filme beschrieben
werden. Werden diese globalen Effekte berücksichtigt, ist eine bessere Genera-
lisierbarkeit des Modells auf die Testdaten zu beobachten.
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Die Arbeitsblätter (Jupyter Notebooks) sind mit eingetragenen Lösungen darge-
stellt. Die Kommentare #= NaN; =# vor den Lösungen deuten an, dass in der Schü-
lerversion an dieser Stelle der Platzhalter NaN steht. Dieser wäre dann durch eine
Formel, einen Wert oder ähnliches zu ersetzen. Die auf den Arbeitsblättern verlink-
ten Tippkarten sind nicht im Anhang enthalten. Diese können jedoch wie im Vorwort
beschrieben über die Workshop-Plattform eingesehen werden.

F.1 Ablauf des Workshops

In Abbildung F.1 ist ein möglicher Ablauf des Workshops dargestellt.
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Arbeitsblatt / 
Thema Inhalt Schulbezug Weitere mathemati-

sche Inhalte 
Dauer 
(Min.) 

Einstiegspräsentation (Folien) 
Technik-Einführung 

15 
10 

AB 1  
Datenanalyse Ein- und Überblick über Netflix Datensatz Verständnis von Da-

ten  30 – 40 

Diskussion im Plenum (Folien)  

AB 2 
Das Modell 

Zusammenhänge in Bewertungsdaten erkennen, 
Idee der Faktorisierung erarbeiten 

Verständnis von Da-
ten, Skalarprodukt Matrix-Multiplikation 30 

Diskussion im Plenum (Folien) 10 

AB3 
Die Fehlerfunk-
tion 

Bestimmung einer Zerlegung per Hand, Bewertung 
der Güte einer gefundenen Zerlegung (Faktorisie-
rung) 

Gleichungssysteme, 
Fehlermaß  

Summe der Fehler-
quadrate 30 – 40 

Diskussion im Plenum (Folien) 10 

AB 4 
Die Optimierung 

• Entwicklung eines Optimierungsverfahrens 
zur Bestimmung einer Faktorisierung (Me-
thode alternierender Fehlerquadrate) 

• Variierende Anzahl Eigenschaften 
• Einbau Regularisierungsterms 

(Partielle) Ableitung, 
Minimierungsprob-
lem, lineares Glei-
chungssystem  

Funktion in zwei Vari-
ablen, Gradient 50 – 60 

AB 4 short • lediglich Anwendung des Optimierungsverfah-
rens von AB 4   15 

Diskussion im Plenum (Folien) 10 

AB 5 
Anwendung 

• Verständnis von Trainings- und Testdaten 
• Anwendung des Optimierungsverfahrens auf 

den Netflixdatensatz 
• Erkundung des Einflusses verschiedener Para-

meter (Anzahl Eigenschaften, Regularisie-
rungsterm…) 

• Kritische Reflexion von Empfehlungssystemen 

Interpretation und 
kritische Reflexion 
der Ergebnisse  

Prinzip des Maschi-
nellen Lernens 20 – 25 

Abschlussdiskussion (Folien) + Evaluation 20 

Zusatzblatt: 
Skalarprodukt  
(verlinkt auf AB 2) 

Mathematische Begründung für größeren bzw. 
kleinere vorhergesagte Bewertungen 

Skalarprodukt, Cosi-
nus, Vektoren, Win-
kel 

  

Zusatzblatt:  
Fehlermaße 
(verlinkt auf AB 4) 

Vergleich verschiedener Fehlerfunktionen Funktionen / Funkti-
onsgraphen 

Optimierung: Eigen-
schaften der Ziel-
funktion 

 

Zusatzblatt:  
Regularisierung 
(verlinkt auf AB 4) 

Regularisierung – Vermeidung von Überanpas-
sung an die Trainingsdaten Funktionsgraphen 

Optimierung: Exis-
tenz und Eindeutig-
keit einer Lösung 

 

Zusatzblatt:  
eigene Empfeh-
lungen  
(verlinkt auf AB 5) 

Eigene Bewertungen abgeben und individuelle 
Empfehlungen berechnen    

Abb. F.1: Übersicht über Inhalte und Arbeitsblätter des Workshops zu Empfeh-
lungssystemen
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F.5 Arbeitsblatt 4: Das Optimierungsverfahren
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F.7.3 Zusatzblatt: Regularisierung
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F.7.4 Zusatzblatt: Eigene Empfehlungen
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F.9 Präsentationsfolien

F.9 Präsentationsfolien

F.9.1 Folien für den Einstiegsvortrag

Die Netflix Challenge...
und was hat das mit Mathe zu tun?

Einführung in die Problemstellung

Empfehlungssysteme

Screenshots der Empfehlungen verschiedener Plattformen
(Netflix, Twitter, Google Playstore, Amazon Prime, Spotify)

Definition:
Ein Empfehlungssystem ist ein System, das versucht Bewertungen
oder Präferenzen von Usern für Objekte vorherzusagen.

Workshop | Netflix | 2/8

Empfehlungssysteme | eure Einschätzung

1 Welche Ziele verfolgen diese Unternehmen mit dem
Einsatz von Empfehlungssystemen?

2 Welche Informationen und Daten könnten hilfreich sein,
um einem User neue Produkte (z. B. Filme, Bücher
etc.) zu empfehlen?

Workshop | Netflix | 3/8

Die Netflix Challenge

• Aufgabe: Das Empfehlungssystem von Netflix um mindestens
10 % verbessern

• Hauptpreis: 1.000.000 USD$
• Gewinner des Preises: Team BellKor’s Pragmatic Chaos (2009)
• Netflix veröffentlichte im Oktober 2006 einen riesigen

(anonymen) Datensatz

Foto des Gewinnerteams der Netflix Challenge
siehe https://bits.blogs.nytimes.com/2009/09/21/

netflix-awards-1-million-prize-and-starts-a-new-contest

Workshop | Netflix | 4/8

Die Netflix Challenge | Der Datensatz

• 17.770 Filme r

• 480.189 Nutzer g
• 100.480.507 Bewertungen (von 1 bis 5) �����

Beispiel:
r1 = Dinosaur Planet, r28 = Lilo & Stich




r1 r2 r3 r4 r5 r6 . . .

g1 3 ? 1 ? 1 4 . . .
g2 ? 2 4 1 3 1 . . .
g3 3 1 ? 3 ? ? . . .
g4 4 3 ? 4 4 ? . . .
g5 4 ? ? 4 ? 5 . . .
... ... ... ... ... ... ... . . .




Aufgabe: Fehlende Bewertungen bestmöglich vorhersagen!

Workshop | Netflix | 5/8

Die Netflix Challenge | Der Datensatz

• 17.770 Filme r

• 480.189 Nutzer g
• 100.480.507 Bewertungen (von 1 bis 5) �����

Beispiel:
r1 = Dinosaur Planet, r28 = Lilo & Stich




r1 r2 r3 r4 r5 r6 . . .

g1 3 2 1 5 1 4 . . .
g2 1 2 4 1 3 1 . . .
g3 3 1 3 3 2 1 . . .
g4 4 3 1 4 4 2 . . .
g5 4 2 2 4 3 5 . . .
... ... ... ... ... ... ... . . .




Aufgabe: Fehlende Bewertungen bestmöglich vorhersagen!

Workshop | Netflix | 5/8
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Modellierungskreislauf

Reales
Problem

Filmempfehlungen für viele
tausend Nutzer

Vereinfachtes
Problemvereinfachen

Mathematisches
Problem

mathematisch
beschreiben

Mathematische
Lösung

lösen /
berechnen

interpretieren
1. Daten sind wahr.
2. Rating unbekannt
= Film nicht gesehen

Workshop | Netflix | 6/8

Ziel und Ablauf des Workshops

Ziel: Entwicklung eines eigenen Empfehlungssystems!
Ablauf:

1 Die Daten verstehen. 
2 Modell zur Vorhersage von Bewertungen auf einem kleinen
Beispieldatensatz entwickeln.

3 Maß definieren, mit dem wir bewerten können, wie gut unser
Modell funktioniert.

4 Berechnungen dem Computer überlassen, indem wir einen
Optimierungsalgorithmus anwenden. `

5 Empfehlungssystem auf Netflixdatensatz bewerten und
Strategien des maschinellen Lernen diskutieren.

6 Kritisch reflektieren: Grenzen des Modells? Vor- und Nachteile
von Empfehlungssystemen? , -

Workshop | Netflix | 7/8

Jetzt seid ihr dran!

• Bearbeitet die Arbeitsblätter!
• Aufgabenstellung sorgfältig

lesen!
• Teamwork!
• Hilfekarten!
• Nutzt das Internet!
• Fragt die Betreuer/innen!
• Nutzt die Antwortblätter!

Workshop | Netflix | 8/8

F.9.2 Folien für die Zwischen- und Abschlussdiskussionen

Die Netflix Challenge ...
und was hat das mit Mathe zu tun?

Zwischendiskussionen

Diskussion nach AB 1 | Der Datensatz

Beliebtester Film? Ältester Film? Neuste
Filme?

Am häufigsten bewerteter
Film?

Geringste Abweichung vom
durchschn. Rating?

• Wie hat sich die Verteilung der Bewertungen im Laufe der
Erscheinungsjahre geändert?

Workshop | Netflix | 2/35

Diskussion nach AB 1 | Der Datensatz

• Was sind eure Ideen für die Entwicklung eines
Empfehlungssystems aus den Bewertungsdaten?




r1 r2 r3 r4 r5 r6 . . .

g1 3 ? 1 ? 1 4 . . .
g2 ? 2 4 1 3 1 . . .
g3 3 1 ? 3 ? ? . . .
g4 4 3 ? 4 4 ? . . .
g5 4 ? ? 4 ? 5 . . .
... ... ... ... ... ... ... . . .




• Zusatz: Wie viel Prozent der Bewertungen sind bekannt?

Workshop | Netflix | 3/35

Diskussion nach AB 1 | Zusammenhänge in den Daten

• Welche Zusammenhänge kann man in den Daten erkennen?

R =




r1 r2 r3 r4 r5 r6

g1 3 1 1 3 1 4
g2 1 2 4 1 3 ?
g3 3 1 1 3 1 4
g4 ? 3 5 4 4 5
g5 2 3 1 2 2 1




Workshop | Netflix | 4/35
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Modellierungskreislauf

Reales
Problem

Filmempfehlungen für viele
tausend Nutzer

Vereinfachtes
Problem

Filmempfehlungen für
wenige Nutzer

vereinfachen

Mathematisches
Problem

mathematisch
beschreiben

Mathematische
Lösung

lösen /
berechnen

interpretieren

Workshop | Netflix | 5/35

Your turn!

Ihr seid dran!
Beginnt mit der Bearbeitung von AB2.

Workshop | Netflix | 6/35

Diskussion nach AB 2 | Zerlegung der Rating-Tabelle
• Welche Infos liefern User-Tabelle U und Movie-Tabelle M?

R2 =




r1 r2 r3 r4 r5 r6

g1 3 2 1 3 2 3
g2 4 4 5 4 3 5
g3 3 2 1 3 2 3
g4 4 4 5 4 3 5
g5 1 ? ? 1 1 2




U2 =




A C
g1 1 0
g2 1 1
g3 1 0
g4 1 1
g5 0 1




M2 =
(r1 r2 r3 r4 r5 r6

A 3 2 1 3 2 3
C 1 2 4 1 1 2

)

Workshop | Netflix | 7/35

Diskussion nach AB 2 | Zerlegung der Rating-Tabelle
• Wie können fehlende Bewertungen berechnet werden?

R2 =




r1 r2 r3 r4 r5 r6

g1 3 2 1 3 2 3
g2 4 4 5 4 3 5
g3 3 2 1 3 2 3
g4 4 4 5 4 3 5
g5 1 ? ? 1 1 2




U2 =




A C
g1 1 0
g2 1 1
g3 1 0
g4 1 1
g5 0 1




M2 =
(r1 r2 r3 r4 r5 r6

A 3 2 1 3 2 3
C 1 2 4 1 1 2

)

Workshop | Netflix | 7/35

Diskussion nach AB 2 | unbekannte Ratings

R =




r1 r2 r3 r4 r5 r6

g1 3 2 1 3 2 3
g2 4 4 5 4 3 5
g3 3 2 1 3 2 3
g4 4 4 5 4 3 5
g5 1 2 ? 1 1 2




U =




A C
g1 1 0
g2 1 1
g3 1 0
g4 1 1
g5 0 1




M =
(r1 r2 r3 r4 r5 r6

A 3 2 1 3 2 3
C 1 2 4 1 1 2

)

2 = 0 · 2 + 1 · 2
Workshop | Netflix | 8/35

Diskussion nach AB 2 | unbekannte Ratings

R =




r1 r2 r3 r4 r5 r6

g1 3 2 1 3 2 3
g2 4 4 5 4 3 5
g3 3 2 1 3 2 3
g4 4 4 5 4 3 5
g5 1 2 4 1 1 2




U =




A C
g1 1 0
g2 1 1
g3 1 0
g4 1 1
g5 0 1




M =
(r1 r2 r3 r4 r5 r6

A 3 2 1 3 2 3
C 1 2 4 1 1 2

)

2 = 0 · 2 + 1 · 2
4 = 0 · 1 + 1 · 4

Workshop | Netflix | 8/35

Diskussion nach AB 2 | unbekannte Ratings

R =




r1 r2 r3 r4 r5 r6
g1 r11 r12 r13 r14 r15 r16
g2 r21 r22 r23 r24 r25 r26
g3 r31 r32 r33 r34 r35 r36
g4 r41 r42 r43 r44 r45 r46
g5 r51 r52 r53 r54 r55 r56




U =




E1 E2
g1 u11 u12
g2 u21 u22
g3 u31 u32
g4 u41 u42
g5 u51 u52




M =
(r1 r2 r3 r4 r5 r6

E1 m11 m12 m13 m14 m15 m16
E2 m21 m22 m23 m24 m25 m26

)

r34 =?

Workshop | Netflix | 9/35

Diskussion nach AB 2 | unbekannte Ratings

R =




r1 r2 r3 r4 r5 r6
g1 r11 r12 r13 r14 r15 r16
g2 r21 r22 r23 r24 r25 r26
g3 r31 r32 r33 r34 r35 r36
g4 r41 r42 r43 r44 r45 r46
g5 r51 r52 r53 r54 r55 r56




U =




E1 E2
g1 u11 u12
g2 u21 u22
g3 u31 u32
g4 u41 u42
g5 u51 u52




M =
(r1 r2 r3 r4 r5 r6

E1 m11 m12 m13 m14 m15 m16
E2 m21 m22 m23 m24 m25 m26

)

r34 = u31 ·m14 + u32 ·m24

Workshop | Netflix | 9/35
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Diskussion nach AB 2 | unbekannte Ratings

R =




r1 r2 r3 r4 r5 r6
g1 r11 r12 r13 r14 r15 r16
g2 r21 r22 r23 r24 r25 r26
g3 r31 r32 r33 r34 r35 r36
g4 r41 r42 r43 r44 r45 r46
g5 r51 r52 r53 r54 r55 r56




U =




E1 E2
g1 u11 u12
g2 u21 u22
g3 u31 u32
g4 u41 u42
g5 u51 u52




M =
(r1 r2 r3 r4 r5 r6

E1 m11 m12 m13 m14 m15 m16
E2 m21 m22 m23 m24 m25 m26

)

r34 = u31 ·m14 + u32 ·m24 =
(u31
u32

)
·
(m14
m24

)

Skalarprodukt!
Workshop | Netflix | 9/35

Diskussion nach AB 2 | unbekannte Ratings

R =




r1 r2 r3 r4 r5 r6
g1 r11 r12 r13 r14 r15 r16
g2 r21 r22 r23 r24 r25 r26
g3 r31 r32 r33 r34 r35 r36
g4 r41 r42 r43 r44 r45 r46
g5 r51 r52 r53 r54 r55 r56




U =




E1 E2
g1 u11 u12
g2 u21 u22
g3 u31 u32
g4 u41 u42
g5 u51 u52




M =
(r1 r2 r3 r4 r5 r6

E1 m11 m12 m13 m14 m15 m16
E2 m21 m22 m23 m24 m25 m26

)

kurz: U ·M

Workshop | Netflix | 9/35

Modellierungskreislauf

Reales
Problem

Filmempfehlungen für viele
tausend Nutzer

Vereinfachtes
Problem

Filmempfehlungen für
wenige Nutzer

vereinfachen

Mathematisches
Problem
R ≈ U · M

mathematisch
beschreiben

Mathematische
Lösung

U =?M =?

lösen /
berechnen
AB 3 und 4

interpretieren

Modell: Vorhesage
von Ratings über
Produkt von

User-Matrix und
Movie-Matrix
Ab jetzt:

Tabelle = Matrix

Workshop | Netflix | 10/35

Diskussion nach AB 2 | offene Probleme

Offene Probleme:
• Nur die Rating-Matrix R ist bekannt.
• Wie können U und M berechnet werden?
• Reicht es 2 Eigenschaften (z.B. Action und Comedy) zu

betrachten? Welche?

Workshop | Netflix | 11/35

Modellannahme
Annahme: Es sind weiterhin nur 2 Eigenschaften relevant.
Wir legen nicht fest, welche Eigenschaften wir betrachten.

U =




E1 E2
g1 u11 u12
g2 u21 u22
g3 u31 u32
g4 u41 u42
g5 u51 u52... ... ...




M =
(r1 r2 r3 r4 r5 . . .

E1 m11 m12 m13 m14 m15 . . .
E2 m21 m22 m23 m24 m25 . . .

)

Ziel: Zerlegung für eine beliebige Rating-Matrix R berechnen!

Ihr seid dran!
Beginnt mit der Bearbeitung von AB3.

Workshop | Netflix | 12/35

Diskussion nach AB 3 | Zerlegung berechnen

R1 =
(r1 r2

g1 5 3
g2 3 1

)

U1 =
( E1 E2

g1 u11 u12
g2 u21 u22

)
und M1 =

(r1 r2
E1 m11 m12
E2 m21 m22

)

• Wie seid ihr vorgegangen?
• Was ist euch beim Vergleich in der Gruppe aufgefallen?

Fazit:
• Zerlegung nicht eindeutig.
• Berechnung einer Zerlegung per Hand aufwendig

Ziel: Verfahren entwickeln, sodass der PC die Zerlegung berechnet!

Workshop | Netflix | 13/35

Diskussion nach AB 3 | Das Fehlermaß

Rating-Matrix Vorhersage-Matrix

R =
(r1 r2 r3 r4

g1 3 2 1 4
g2 1 2 3 4

)
P =

(r1 r2 r3 r4

g1 3 2 2 4
g2 1.5 4.0 2.5 5

)

Wie habt ihr den Fehler berechnet?

Workshop | Netflix | 14/35

Diskussion nach AB 3 | Vergleich von Fehlermaßen

Rating-Matrix Vorhersage-Matrix

R =
(r1 r2 r3 r4

g1 3 2 1 4
g2 1 2 3 4

)
P =

(r1 r2 r3 r4

g1 3 2 2 4
g2 1.5 4.0 2.5 5

)

Was sind Vor- und Nachteile der folgenden Fehlermaße?
• Summe der Abweichungen

error = (3− 3) + (2− 2) + (1− 2) + . . .+ (4− 5)
• Summe der absoluten Abweichungen

error = |3− 3|+ |2− 2|+ |1− 2|+ . . .+ |4− 5|
• Summe der quadratischen Abweichungen

error = (3− 3)2 + (2− 2)2 + (1− 2)2 + . . .+ (4− 5)2

Workshop | Netflix | 15/35

372



F.9 Präsentationsfolien

Diskussion nach AB 3 | Formel für den Fehler
Rating-Matrix

R =
(r1 r2

g1 r11 r12
g2 r21 r22

)

Vorhersage-Matrix

P =
( r1 r2

g1 u11 ·m11 + u12 ·m21 u11 ·m12 + u12 ·m22

g2 u21 ·m11 + u22 ·m21 u21 ·m12 + u22 ·m22

)

Formel für den Fehler

(r11 − (u11 ·m11 + u12 ·m21))2 + (r12 − (u11 ·m12 + u12 ·m22))2 + ...

Frage: Kann der Fehler von zwei Vorhersage-Matrizen mit
unterschiedlicher Größe verglichen werden?

Workshop | Netflix | 16/35

Diskussion nach AB 3 | Formel für den Fehler
Rating-Matrix

R =
(r1 r2

g1 r11 r12
g2 r21 r22

)

Vorhersage-Matrix

P =
( r1 r2

g1 u11 ·m11 + u12 ·m21 u11 ·m12 + u12 ·m22

g2 u21 ·m11 + u22 ·m21 u21 ·m12 + u22 ·m22

)

Formel für den Fehler

(r11 − (u11 ·m11 + u12 ·m21))2 + (r12 − (u11 ·m12 + u12 ·m22))2 + ...

Frage: Kann der Fehler von zwei Vorhersage-Matrizen mit
unterschiedlicher Größe verglichen werden?
Workshop | Netflix | 16/35

Optimierung

Ziel:
Entwicklung eines mathematischen

Optimierungsverfahrens mit dem eine Zerlegung
computergestützt berechnet werden kann.

Workshop | Netflix | 17/35

Optimierung

Workshop | Netflix | 17/35

Optimierung

Workshop | Netflix | 17/35

Optimierung

Workshop | Netflix | 17/35

Optimierung

Workshop | Netflix | 17/35

Optimierung

Workshop | Netflix | 17/35
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Optimierung

Workshop | Netflix | 17/35

Optimierung | Ein Blick in die Schulmathe...

Workshop | Netflix | 18/35

Diskussion nach AB 4 | Modellierungskreislauf

Reales
Problem

Filmempfehlungen für viele
tausend Nutzer

Vereinfachtes
Problem

Filmempfehlungen für
wenige Nutzer

vereinfachen

Mathematisches
Problem
R ≈ U · M

Optimierungsproblem

mathematisch
beschreiben

Mathematische
Lösung
P = U · M

lösen /
berechnen
Optimierungs-

verfahren

interpretieren
Wie gut ist die
Vorhersage von
bekannten und

unbekannten Daten?

Workshop | Netflix | 19/35

Diskussion nach AB 4 | Interpretieren und Validieren

Workshop | Netflix | 20/35

Diskussion nach AB 4 | Interpretieren und Validieren

Workshop | Netflix | 20/35

Diskussion nach AB 4 | Modellierungskreislauf

Reales
Problem

Filmempfehlungen für viele
tausend Nutzer

Vereinfachtes
Problem

Filmempfehlungen für
wenige Nutzer

vereinfachen

Mathematisches
Problem
R ≈ U · M

Optimierungsproblem

mathematisch
beschreiben

Mathematische
Lösung
P = U · M

lösen /
berechnen
Optimierungs-

verfahren

interpretieren Modellverbesserung:
Regularisierung

Workshop | Netflix | 21/35

Diskussion nach AB 4 | Regularisierung

Welchen Einfluss hat der Parameter λ auf die Einträge von
U und M?

(
r11 − (u11 ·m11 + u12 ·m21)

)2
+
(
r12 − (u11 ·m12 + u12 ·m22)

)2
+ ...+

+ λ ·
(
u211 + u212 + m2

11 + m2
12 + m2

21 + m2
22 + ...

)
→ minimal

Workshop | Netflix | 22/35

Zusatzblatt: Diskussion der Fehlerfunktionen
Was sind Vor- und Nachteile der folgenden Fehlermaße
• Summe der absoluten Abweichungen
• Summe der quadratischen Fehler

bei der Optimierung?

Workshop | Netflix | 23/35

374



F.9 Präsentationsfolien

Diskussion nach AB 4 | Zwischenfazit
• Modell zur Vorhersage von Ratings: Matrix-Faktorisierung Ë
• Verfahren zur Berechnung von User-Matrix U und

Movie-Matrix M Ë

• Validierung, wie gut eine gefundene Zerlegung bekannte
Bewertungen darstellt Ë

Aber... �
• Wie gut lässt sich unser Modell zur Vorhersage von fehlenden
bzw. unbekannten Bewertungen anwenden?

Workshop | Netflix | 24/35

Unterteilung der bekannten Bewertungen
Wie gut können wir unbekannte Daten vorhersagen?

Workshop | Netflix | 25/35

Maschinelles Lernen, was ist das?

• Beim maschinellen Lernen sollen Muster und Zusammenhänge
aus großen Datenmengen erkannt und neues Wissen gewonnen
werden.
Millionen Bewertungsdaten sollen genutzt werden, um
Präferenzen der User vorherzusagen. g
• Dazu werden Modelle und Algorithmen entwickelt...

Matrix-Faktorisierung & Optimierungsverfahren `

• und mithilfe von Computern umgesetzt.
Jupyter Notebooks und Julia §
• Das aus den Daten gewonnene Wissen wird auf ein Problem

(Vorhersage, Klassifizierung, ...) angewendet.
Aussprechen von Filmempfehlungen r

Workshop | Netflix | 26/35

Diskussion nach AB 4 | Maschinelles Lernen

Ihr seid dran!
Beginnt mit der Bearbeitung von AB5.

Workshop | Netflix | 27/35

Diskussion nach AB 5 | Eure Ergebnisse

• Mit welchen Parametern habt ihr das beste Ergebnis auf den
Netflixdaten erhalten?

• Ausgangspunkt der Challenge: 0.976 (Netflix)
• Gewinnerteam: 0.734

• Weitere Modellverbesserungsideen für unser Modell?

Workshop | Netflix | 28/35

Diskussion nach AB 5 | Ergebnisse der Parameterstudie

• Welchen Einfluss hat der Regularisierungsparameter λ auf
• den Trainingsfehler?
• den Testfehler?

Workshop | Netflix | 29/35

Diskussion nach AB 5 | Ergebnisse der Parameterstudie

• Welchen Einfluss hat die Anzahl der Eigenschaften (Parameter
features) auf

• den Trainingsfehler?
• den Testfehler?

Workshop | Netflix | 30/35

Abschlussdiskussion | Teil 1 9

Viele große Unternehmen (Netflix, Amazon, Zalando und Co)
nutzen Empfehlungssysteme, um unsere Interessen und Vorlieben zu
analysieren und vorherzusagen.

Was ist eure persönliche Meinung:
• Findet ihr Empfehlungssysteme gut / hilfreich?
• Findet ihr es gut oder schlecht, dass eure
Nutzervergangenheit ausgenutzt wird, um euch neue
Produkte vorzuschlagen?

Workshop | Netflix | 31/35
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Abschlussdiskussion | Teil 2 9

Im Jahr 2008 haben zwei Forscher von der Uni Texas den anonymen
Netflixdatensatz mit einem weiteren öffentlichen Datensatz (Internet
Movie Database) kombiniert. Durch die Kombination beider
Datensätze konnten die Forscher die Identität von verschiedenen
Nutzern und deren Watch-History öffentlich machen.

Haltet ihr diese De-Anonymisierung für problematisch?
Warum?

Workshop | Netflix | 32/35

Abschlussdiskussion | Teil 3 9

Wie könnte man ein Empfehlungssystem manipulieren? Wer
könnte daran interessiert sein?

Wie gehen wir mit Usern um, die noch keine Bewertung
abgegeben haben?

Workshop | Netflix | 33/35

Abschlussdiskussion | Kurz zusammengefasst ...

In diesem Projekt habt ihr ...
• mit einem realen Datensatz gearbeitet 
• ein Modell zur Vorhersage unbekannter Bewertungen entwickelt

(Matrix-Faktorisierung).
• ein Optimierungsverfahrens erarbeitet / angewandt. `
• Strategien des maschinellen Lernens genutzt.
• einen Einblick in die mathematische Modellierung erhalten.
• (hoffentlich) Neues gelernt und dabei Spaß gehabt. �

Workshop | Netflix | 34/35

Evaluation

Eure Meinung ist gefragt.

www.umfrageonline.com/s/39fa586

Vielen Dank!

Workshop | Netflix | 35/35
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G.1 Evaluationsergebnisse zum Thema Solarenergie
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G.2 Evaluationsergebnisse zum Thema Empfehlungssysteme
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H Offene Problemstellungen aus
Modellierungswochen

H.1 Optimale Energieversorgung basierend auf drei
erneuerbaren Energiequellen
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H Offene Problemstellungen aus Modellierungswochen

H.2 Parkplatzwahl auf Automobilterminals
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