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Zusammenfassung

Wie vielfach in der Modellbildung vernachlissigt, besteht die Biomasse aus einzelnen
Zellen, die in ihrer Masse zunehmen und sich anschlieBend bei Erreichen einer bestimm-
ten Grofle teilen. Dieser Vorgang wird als Zellzyklus bezeichnet. Die Untersuchungen
beschéftigen sich mit dem Wachstumsverhalten von Mikroorganismen in Riihrkesselre-
aktoren in kontinuierlicher Betriebsweise. Die einzelnen Zellen neigen hier unter gewis-
sen Umgebungsbedingungen dazu, ihren Zellzyklus zu synchronisieren. Dieser als syn-
chrone Kultur bezeichnete Wachstumszustand erlaubt es, die Wachstumseigenschaften in
Abhéngigkeit vom Zellzyklus zu beobachten. Dabei werden die tatséchlichen metabolen
Stoffwechselpfade sichtbar. Zur mathematischen Beschreibung derartiger Prozesse diirfen
weder die Zellzyklus- noch die Populationsstruktur vernachléssigt werden.

Im stationéren Zustand ist es mit Hilfe der Zellbilanz moglich, einen linearen Zusammen-
hang zwischen der Generationszeit und der mittleren Verdopplungszeit anzugeben. Dabei
wird angenommen, dafl die Generationszeiten der Zellen ganzzahligen Vielfachen der Pe-
riodenlidnge entsprechen, um die Zellbilanz im stationédren Fall zu erfiillen. Abhingig vom
Verhiiltnis der Generationszeiten der einzelnen Zellklassen — dem Wachstumsmodus der
Kultur — ergibt sich fiir eine feste Verdopplungszeit eine bestimmte Periodenléinge.

Ziel des Projektes ist es, die Giiltigkeit dieser Wachstumsmodi durch Experimente und
dynamische Simulationen zu priifen. Die hierzu notwendigen Experimente wurden am In-
stitut fiir Mikrobiologie der Universitit Hannover durchgefiihrt. Diese Arbeit beschéftigt
sich mit der Implementierung und Anwendung eines dynamischen Modells, das sowohl ein
Zellzyklus- als auch ein genealogisches Populationsmodell enthélt. Die Klasseneinteilung
nach Alter und Herkunft geht hierbei iiber die Unterscheidung von einer Mutter- und
einer Tochterzellklasse hinaus. Der Losung der partiellen Differentialgleichungen geht ein
Vergleich mehrerer numerischer Verfahren voraus. Besondere Beachtung findet dabei ein
explizit einzustellender Diffusionsterm. Die Diffusion ist ein Effekt, der der Synchronisa-
tion entgegenwirkt, die aufgrund stark unterschiedlicher Wachstumsraten im Verlauf des
Zellzyklus entsteht. Die Zellen legen in einer ersten Phase Speicherstoffe an, die zum Ab-
schlufl des Zellzyklus aktiviert werden. Hierdurch ist es den Zellen méglich, den Zellzyklus
weitgehend unabhéngig von den Umgebungsbedingungen zu beenden.

Die Simulationsergebnisse bestétigen die mit Hilfe der Zellbilanz gewonnenen Eigenschaf-
ten. Die Periodenldnge dndert sich in Abhéngigkeit von der Verdiinnungsrate und dem
Wachstumsmodus. Andere Parameter haben keinen Einflul; solange sie nicht infolge
einer Verschiebung der Konkurrenzsituation zwischen den Zellklassen zu einem neuen
Wachstumsmodus fithren. Die Ergebnisse zeigen, dafl die nach der Zellbilanz giiltige Pe-
riodenléinge eine gute Approximation darstellt. Uber die Eigenschaften des vereinfachten
Modells hinaus ist das dynamische Modell in der Lage, auch die Initiierung der synchronen
Kultur sowie den Moduswechsel zu beschreiben.

Schlagworte: Bioverfahrenstechnik, Zellzyklus- und Populationsmodell, diskrete Wachs-
tumsmodi



Abstract

As often being neglected in the model, the biomass consists of single cells. During the cell
cycle the cell mass increases and when reaching a certain size the cells divide and start a
new cell cycle. The investigation deals with the growth of microorganisms in stirred tank
reactors in continuous culture. Here under certain conditions the cells tend to synchronize
their cell cycle — the so called synchronous culture. If the cells are in the same phase of
the cell cycle, it is possible to observe the real internal metabolic flux of the cells instead
of only mean values. In order to consider these effects it is necessary to include the cell
cycle state and the genealogical age of the cells.

In the stationary state the cell balance can be used to derive a linear relation between
the generation time and mean doubling time. This relation is based on the assumption
of integer ratios between the generation time and the observed period length. For each
ratio between the generation times of the cell classes — the mode of the growth — there
exists exact one period length.

The aim of the project is to examine the applicability of the modes of growth to the syn-
chronous experiments using a dynamic model. The experiments were performed at the
institute of microbiology at the University of Hannover. This work presents an implemen-
tation of a dynamic model for cell cycle and genealogical cell classes not being restricted
to daughter and parent cell class. Solving the partial differential equations several nu-
merical methods are considered. Here the diffusion receives special attention. Through
diffusive effects the synchronization of the cells is softened. The synchronization is caused
by different growth rates in the phases of the cell cycle: in the first phase the cells store
carbohydrates that are consumed with the initiation of the budding phase. Herewith the
cells are able to complete their cell cycle independent of the available amount of substrate.

The simulation results with the dynamic model validate the relations derived by the cell
balance. The period length is found to be dependent of the dilution rate and the mode
of growth. Other parameters do not have an influence as long as they don’t effect the
competition of the cell classes about the substrate. Major influences here will lead to a
new mode of growth. The results show that the predicted period length is an acceptable
approximation in most cases. Furthermore the ability of the dynamic model is shown
to simulate the initiation of the synchronous culture and the changing of the mode of
growth.

Keywords: Biochemical engineering, cell cycle and population model, discrete modes of
growth
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Symbole

Symbole, die nur innerhalb eines Kontextes gelten, sind im Symbolverzeichnis nicht auf-
gefithrt. Matrizen sind durch ein fettes Schriftbild gekennzeichnet (z.B. A).

Formelzeichen

Q = > 0

Drekrement der Oszillation o = e=PTr []
Verlustterm [h™!]
Spezifische Wachstumsrate [h_l]

Diffusionskoeffizient
Nullmatrix

Genealogische Matrix

Koeffizienten der genealogischen Matrix [-]
Zyklusalter [ Al

Generationszeit | h]

Generationzeit der Klasse ¢ (siche Indizierung der Klassen des Popu-
lationsmodells) [ A]

Konzentration des Stoffes ¢ (siehe Indizierung der Reaktionen des
Stoffwechselnetzes)

Verdiinnungsrate [h™]

Fehler

Amplitudenfehler

Bilanzfehler der normierten Zellbilanz
Verteilungsfehler

Bilanzfehler Zellmasse

Phasenfehler

Bilanzfehler Zellzahl

Relativer Anteil der Zellen der Klasse ¢ an der gesamten Population
F; = N;/N (siche Indizierung der Klassen des Populationsmodells) [-]
Relativer Anteil der Zellen in der Phase y und der Klasse ¢ (siehe
Indizierung der Klassen des Populationsmodells)

10
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Fi g1

mg, My
mo,i

M, M,

Ng

Na,is Na,0,i

Relativer Anteil der sprossenden Zellen der Klasse ¢ an der gesam-
ten Population F; gy = N;pua/N (siche Indizierung der Klassen des
Populationsmodells) -]

Maximal im Modell beriicksichtigtes genealogisches Alter

Einheitsmatrix

Moduszahlen fiir Mutter- und Tochterzellklassen (siehe Indizierung
der Klassen des Populationsmodells)

Modus des Zwei-Klassen-Modell

Modus des Drei-Klassen-Modell (g=1)

Séttigungskonstante einer Reaktion i (siehe Indizierung der Reaktio-
nen des Stoffwechselnetzes) [g{™!]

Masse einer einzelnen Zelle, Masse einer Zelle der Klasse i (siehe In-
dizierung der Klassen des Populationsmodells) [-107?¢]

Masse der Zelle zu Beginn, zum Ende des Zyklus [-107!%g]

Masse zu Beginn des Zyklus der Klasse i (siehe Indizierung der Klas-
sen des Populationsmodells) [-107'2g]

Konzentration der Biomasse [ g1 "]

Zelldichte beziiglich des Zyklusalters, n, = dN/da [h™!]

Zelldichte einer Klasse i (siehe Indizierung der Klassen des Populati-
onsmodells) [h™!]

Zelldichte beziiglich der normierten Zyklusvariablen n, = dN/dp [-]
Zelldichte ny = dN/dt [h™!]

Menge der natiirlichen Zahlen

Anzahl der Stiitzstellen der Diskretisierung des Zellzyklus

Zellzahl, wertkontinuierlich mit N* = | V|

Zellzahl, wertdiskret mit N € N [-]

Zellzahl, Zellzahl einer Klasse i, Zellzahl Teilpopulation in der Klasse
i und der Phase y (siehe Indizierung der Klassen des Populationsmo-
dells)

Zellzahl in einer Phase y und der Klasse ¢ (siehe Indizierung der Klas-
sen des Populationsmodells)

Zahl der sprossenden Zellen einer Klasse ¢ (siehe Indizierung der Klas-

sen des Populationsmodells)
Zellzahl im Intervall [0,a] bzw [0,p] des Zellzyklus

Normierte Zellzyklusvariable p € [0, 1] [-]

Spezifische Stoffwechselrate einer Reaktion ¢ (siche Indizierung der
Reaktionen des Stoffwechselnetzes) [mol g~ 'h™!]

Maximale spezifische Stoffwechselrate einer Reaktion ¢ (siehe Indizie-
rung der Reaktionen des Stoffwechselnetzes) [mol g=1h™!]

Menge der reellen Zahlen
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R; Stoffwechselrate einer Reaktion i (siche Indizierung der Reaktionen
des Stoffwechselnetzes) [mol [7'h™!]

@b Zykluswachstumsgeschwindigkeit g, = dp/dt [h™]

Qa Zykluswachstumsgeschwindigkeit ¢, = da/dt [-]

T Zykluswachstumsgeschwindigkeit g, = dm/dt [-1072g h™!]

t ProzeBzeit [ h]

to, to. Sprossungszeitpunkt | Al

Tr Léange der Doppelzellphase [ h]

Tp Mittlere Verdopplungszeit [ h]

Tp Periodenlénge der stationdren Oszillation | A

u, Ug FluBdichte u = gn [h™!]

U Vektor der Fliisse in den Zellklassen

V.V, Volumen einer Zelle, Volumen einer Zelle der Klasse i (siehe Indizie-
rung der Klassen des Populationsmodells) [ m?]

Ve, Vi Normiertes Volumen, normiertes Volumen der Zellen einer Klasse ¢

(siehe Indizierung der Klassen des Populationsmodells) [-]

Indizes der Klassen des Populationsmodells

Pi, Dj

PO
P,D
P1,D0, D1

Indizes fiir Mutter- und Tochterzellklassen des Mehr-Klassen-Modells
ie{l,....q};j€10,...,9}

Index fiir Summe aller Tochterklassen

Indizes fiir Mutter- und Tochterzellklasse des Zwei-Klassen-Modells
Indizes fiir Mutter- und Tochterzellklassen des Drei-Klassen-Modells
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adh, pdc

ala,arg, asn, asp
cys, glu, gln, gly
his,ile, leu, lys,
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ATP,CTP,GTP,
UTpP

C,CO,

ch

E . etoh

Reaktionen zur Ethanolproduktion
Reaktionen zur Synthese der Aminoséduren
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eno, hex, pgk, pk,
tp, tpi

G, gluc

g6d, tal

glp, lau, pal, ole
1dh, mdh, pca, pdh
mAT P
mNADP
mNAD

nad

0, O,

P

prot

S

T

thp

X

YFE

Reaktionen der Glykolyse

Glucose

Reaktionen des Pentose-Phosphat-Wegs
Reaktionen zur Synthese der Lipidbestandteile
Reaktionen des Tricarbon-Saure-Zyklus (TCC)
ATP-Bedarf fiir den Erhaltungsstoffwechsel
NADP-Bedarf fiir den Erhaltungsstoffwechsel
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Einleitung

Der Zusammenhang zwischen genetischer Information sowie Form und Funktion der Or-
ganismen ist Thema der aktuellen Forschung. Mit der wachsenden Kenntnis der Zusam-
menhénge zwischen genetischer Information und physiologischer Funktion ist ein Modell
des Stoffwechsels wiinschenswert, um auf nachvollziehbare Weise genetische Verdnderun-
gen in ihrer Auswirkung auf den Stoffwechsel beurteilen zu kénnen. Ziel der genetischen
Verénderung kann dabei sein, den Flufl durch ein Stoffwechselnetzwerk zu beeinflussen
oder neue Stoffwechselprodukte in sogenannten Wirtsorganismen zu etablieren.

Wie Strohmann (1997) vermutet, gibt es nur in seltenen Féllen eine direkte Kopplung
zwischen den Genen und der Funktion. Beispiel fiir einen derartigen Zusammenhang stel-
len die monogenetischen Krankheiten dar, wie etwa die Sichelzellenandmie. Der Grofiteil
z.B. der Krebserkrankungen ist jedoch nicht durch ein einziges Gen zu erkléren, ver-
mutlich nicht einmal durch die gesamte genetische Ausstattung allein. Grofle Teile der
Gensequenzen von Menschen und Méusen sind identisch. Trotzdem entstehen aus diesen
auBlerst unterschiedliche Kreaturen. Umgekehrt haben Geschwister nicht weniger unter-
schiedliche Gensiitze als andere Menschen und weisen trotzdem groBere Ahnlichkeiten auf.
Demnach erscheint es als falsch, Organismen als durch ihre Gene programmierte Auto-
maten zu begreifen. Die in der DNA abgelegte Information legt zwar die Proteinstruktur
der Organismen fest, zwischen den Proteinen und den Funktionen eines Organismus liegt
jedoch ein komplexes epigenetisches Netzwerk. Es bestimmt zum einen Funktion und
Form und hat zum anderen die Moglichkeit, die Information der DNA zu maskieren, das
heiBt bestimmte Bereiche auszublenden (Strohmann, 1997). Die Verkniipfung der Gene
und des epigenetischen Netzwerkes mit Form und Funktion des Organismus sind in den
mathematischen Modellen nicht beriicksichtigt. Die in der Verfahrenstechnik eingesetzten
Modelle der physiologischen Eigenschaften konnen dies, bedingt durch ihre Struktur, nicht
leisten. Ursache hierfiir sind unter anderem fehlende biochemische Information und nicht
vorhandene morphologische, mit dem Zellzyklus verkniipfte Merkmale in den Modellen.

Von besonderer Bedeutung sind die genetischen Mechanismen, die den Zellzyklus regu-
lieren. Der Zellzyklus beschreibt die Vorgénge, die von einer Zelle iiber Massenzunahme,
Verdopplung des genetischen Materials und Teilung schliefllich zu zwei Zellen fiithren. Es
ist jedoch erst dann méglich, den Einflul der Regulation des Zellzyklus auf das Wachstum
im Modell zu beriicksichtigen, wenn dieses den Zellzyklus auch enthélt. Mit der Flut neu-
er genetischer Information steigen dabei auch die Anforderungen an die mathematische
Modellierung. Es wird deutlich, dafl es bei der enorm grofien Komplexitit des Lebens
unmoglich ist, alle Details zu beriicksichtigen. Dieses Unterfangen erweist sich zumeist
weder als notwendig noch als wiinschenswert, da haufig ein gewisser Aspekt im Vorder-

17



18 EINLEITUNG

grund steht oder nur eingeschrinkte Umgebungsbedingungen von Interesse sind. Um in
diesem Fall das Verhalten der Organismen zu verstehen und durch ein mathematisches
Modell zu beschreiben, geniigt oft die Kenntnis einiger weniger Eigenschaften. Die Sys-
temtheorie lehrt, dafl bereits wenige Freiheitsgrade ausreichend sind, um sehr komplexe
Verhaltensmuster aufzuweisen. Fiir das sogenannte deterministische Chaos ist ein kontinu-
ierliches System dritter Ordnung ausreichend (Steeb und Kunick, 1989). Ein mit zu vielen
Einzelheiten iiberfrachtetes Modell verstellt dagegen unter Umstédnden den Blick auf die
wesentlichen Eigenschaften zur Erklarung eines Phdnomens. Die Komplexitéit des zu er-
stellenden Modells wird in der Praxis von der gewiinschten Fragestellung und auch von
der iiber die zu beschreibenden Vorgénge zur Verfiigung stehenden Information abhéngen.

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht die Beschreibung des Wachstums von Mikroorganis-
men unter Beriicksichtigung des Zellzyklus. Hierzu werden insbesondere der Stoffwechsel
und die morphologischen Eigenschaften der Zellen im Verlauf des Zellzyklus sowie die
genealogische Struktur der Kultur! beriicksichtigt. Fiir typische Experimente ist zu un-
tersuchen, inwieweit vereinfachte Modelle die Beobachtungen wiedergeben kénnen.

Als besonders geeignet fiir die Untersuchung erscheint der mikrobiologische Modellor-
ganismus Saccharomyces cerevisiae. Der Organismus vereint eine gute genetische Mani-
pulierbarkeit und eine gute Handhabbarkeit im Bioreaktor bei einer zufriedenstellenden
Wachstumsrate. Sein Genom ist seit einiger Zeit vollstdndig aufgekléart und wird in Daten-
banken frei zur Verfiigung gestellt (Johnston, 1996; Cherry et al., 1997). In den letzten
Jahren ist es zudem den in Deutschland mit diesem Organismus arbeitenden Gruppen
gelungen, sich auf den Stamm S. cerevisiae VW1 zu einigen. Auch bei den dieser Arbeit
zugrunde liegenden von Beuse (1998) durchgefiihrten Experimenten wurde dieser Stamm
verwendet. Unter Zugabe von Hefeextrakt zur Nahrlosung erreicht der Stamm Wachs-
tumsraten, die in der GroBenordnung von Wildtyphefen liegen (Beuse, 1998).

Als Referenzexperiment wurde die synchrone kontinuierliche Kultur ausgewéhlt, die eine
reproduzierbare Beobachtung vieler physiologischer Eigenschaften im Bioreaktor erlaubt.
Dieses Experiment ist dadurch ausgezeichnet, dafl ein Grofiteil der Zellen den Zellzyklus
synchron durchlaufen. Die Prozefivariablen, wie z.B. der Sauerstoffgehalt oder der pH-
Wert, weisen hierbei eine ausgeprigte Periodizitéit auf, die mit dem Ablauf des Zellzyklus
in Verbindung steht. Neben dem Zellzyklus hat auch die Zusammensetzung der Population
aus dlteren bzw. jiingeren Zellen einen EinfluB} auf das Experiment. Abhéngig von dem
Verhiltnis der Generationszeiten dieser Zellen lassen sich aus der Zellbilanz Eigenschaften
fiir die Periodenlédnge der synchronen Kultur ableiten. Bellgardt (1994a) postuliert fiir ein
Modell mit zwei Zellklassen ein ganzzahliges Verhéltnis zwischen der Dauer des Zellzyklus
und der Periodenlédnge, den sogenannten Wachstumsmodus. Die Giiltigkeit dieser Annah-
men hat Beuse (1998) experimentell iiberpriift. Die Ergebnisse zeigen prinzipiell eine gute
Ubereinstimmung. Teilweise erscheint jedoch eine Erweiterung der Modellvorstellung not-
wendig (siehe Kapitel 1). Auch gilt das Modell lediglich fiir die periodische Losung. Es
beschreibt keine transienten Vorgénge, wie die Synchronisation oder einen Wechsel des
Wachstumsmodus. Hierzu ist ein dynamisches Modell des Zellzyklus notwendig. Eine gute
Ubersicht iiber die bestehenden Ansitze findet sich ebenfalls bei Bellgardt (1994a).

!Genealogie — Familien-, Geschlechterforschung; hier ist die Herkunft der Zellen gemeint, ausgedriickt
z.B. durch die Anzahl der durchlaufenen Zellzyklen
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Das bislang umfangreichste dynamische Modell des Zellzyklus stellt Strassle (1988) vor.
Es enthélt die unsymmetrische Teilung der Hefe in kleinere Sprof3- und groflere Mutter-
zellen. Durch den vom Zellzyklus abhéngigen Stoffwechsel ist das Modell in der Lage, eine
spontane Synchronisation der Kultur zu erkldren. Den synchronisierenden Effekten steht
im Modell allerdings eine durch die numerische Approximation der Losung verursachte
Diffusion gegeniiber. Die Diffusion sowie die fehlende genealogische Struktur des Modells
machen den Vergleich des dynamischen Modells mit den aus der Zellbilanz gewonnenen
Eigenschaften unmoglich.

Ziel dieser Arbeit ist es, ein dynamisches Zellzyklus- und Populationsmodell zu erstellen.
Grundlage stellt das von Strissle (1988) vorgestellte Modell dar. Das Stoffwechselmo-
dell soll Zusétze zur Nahrlosung beriicksichtigen kénnen, da diese vielfach fiir genetisch
verdnderte Organismen notwendig sind. Desweiteren wird eine allgemeine Populations-
struktur bend6tigt. Besondere Bedeutung kommt auch den verwendeten numerischen Ver-
fahren zu. Sie sind so zu wéhlen, dafl keine numerische Diffusion auftritt und damit die
Bilanzierung der Zellen in der synchronen Kultur méglich wird.

Die Beurteilung moglicher Ursachen fiir die geschilderten Anweichungen von Modell und
Experiment macht eine Erweiterung der von Bellgardt (1994a) fiir zwei Zellklassen angege-
benen Zellbilanz auf ein allgemeineres Populationsmodell notwendig. Weiterer Aufschlufl
wird von der Analyse der Sensitivitidt der Periodenlénge gegeniiber Parameterschwankun-
gen erwartet.

Abschlieflend erfolgt ein Vergleich der Ergebnisse der dynamischen Modellrechnung, der
aus der Zellbilanz abgeleiteten Eigenschaften und der experimentellen Daten. Besonderes
Augenmerk liegt hierbei auf den mit Hilfe des dynamischen Modells berechneten transi-
enten Vorgingen infolge von der Synchronisation und des Moduswechsel.

Die Ausfiihrungen gliedern sich wie folgt: Die biologischen Eigenschaften des Mikroorga-
nismus und insbesondere des Zellzyklus sowie die Eigenschaften der synchronen kontinu-
ierlichen Kultur sind im Detail in Kapitel 1 beschrieben. Anschlielend erfolgt in Kapitel 2
in drei Schritten die mathematische Modellbildung: Dynamische Beschreibung des Zellzy-
klus (Abschnitt 2.2), Definition des Populationsmodells (Abschnitt 2.3) sowie der Kopp-
lung der biologischen Eigenschaften an Umgebung und Zyklus- bzw. Populationsmodell
(Abschnitt 2.4).

Die Verteilung der Zellen im Zellzyklus 148t sich mathematisch mit Hilfe einer partiellen
Differentialgleichung beschreiben. Werden weitere Eigenschaften der Zellen benétigt, so
bestehen die Modellgleichungen aus einem System gekoppelter partieller Differentialglei-
chungen. Abschnitt 2.2 stellt die verwendeten Gleichungen vor und zeigt die Moglichkeiten
auf, die Reife der Zellen beziiglich des Zellzyklus zu definieren. Mit einer Darstellung der
Kopplung mit den anderen Modellteilen endet der Abschnitt.

In der synchronen Kultur ist die in Abschnitt 2.3 behandelte Unterscheidung mehrerer
genealogischer Teilpopulationen erforderlich. Es ist moglich, den wesentlichen Effekt der
unsymmetrischen Teilung bei der sprossenden Hefe bereits mit einem einfachen Modell mit
jeweils einer Mutter- und einer Tochterklasse zu beriicksichtigen. Generell ist jedoch die
Anzahl der Klassen mit voneinander verschiedenen Wachstumseigenschaften im jeweiligen
Einzelfall zu priifen. Bereits im Verlauf derselben Kultivierung kann sich das Wachstums-
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verhalten der genealogischen Klassen aufgrund der ProzefSparameter so verdndern, dafl es
notwendig wird, eine, zwei oder auch mehr Klassen zu unterscheiden.

Das in Abschnitt 2.4 vorgestellte biologische Modell besteht aus einem stationdren Stoff-
wechselnetzwerk fiir metabolen und anabolen Stoffwechsel und der Regulation der mogli-
chen Stoffwechselwege. Die Regulation wird dabei von den &ufleren Bedingungen und
den Eigenschaften des Zellzyklus bestimmt. Die im Modell getroffenen Annahmen sind in
diesem Abschnitt erlautert.

An die Aufstellung der Modellgleichungen zur Beschreibung von Zellzyklus und Popu-
lation schliefit sich in Kapitel 3 eine Betrachtung der Losung der Gleichungen an. Die
Berechnung der allgemeinen Losung gelingt in der Regel nur mit Hilfe einer numerischen
Approximation. In Abschnitt 3.1 werden verschiedene Verfahren vorgestellt, wobei die
numerische Diffusion der Verfahren besondere Beachtung findet. Mit Hilfe eines in die
Modellgleichungen eingefiihrten Diffusionsterms wird eine Abschétzung der numerischen
Diffusion moglich. Betrachtet man den Spezialfall, die periodische synchrone Kultur, so
lassen sich mit Hilfe der Zellbilanz Eigenschaften fiir die Periodenlénge angeben. In Ab-
schnitt 3.2 erfolgt eine Erweiterung des fiir zwei Zellklassen bekannten Zusammenhangs
fiir das in Abschnitt 2.3 vorgestellte Modell. Weiterhin wird die Sensitivitdt der Peri-
odenlénge untersucht.

Die meBtechnische Analyse der synchronen Kultur benotigt Parameter, die Aufschlufl iiber
die Zellverteilung liefern. Daher werden in Kapitel 4 Populationsparameter zur Charak-
terisierung des synchronen Wachstums abgeleitet. Hierbei handelt es sich um die Zellzahl
und den Sprossungsindex der verschiedenen genealogischen Klassen des allgemeinen Popu-
lationsmodell (sieche Abschnitt 2.3). Desweiteren wird unter Verwendung des gemessenen
Verlaufes des Sprossungsindex iiber eine Periode eine Approximation der Verteilung der
Zellen im Zellzyklus angegeben.

Kapitel 5 ist dem Vergleich des dynamischen Verhaltens von Modell und Experiment ge-
widmet. Besondere Bedeutung kommt dabei der periodischen synchronen Kultur zu, da
sie eine kontinuierliche reproduzierbare Beobachtung des Zellzyklus erlaubt. Das Kapi-
tel behandelt im einzelnen die Analyse der Periodizitét sowie der transienten Uberginge
infolge der Initiierung der synchronen Kultur und des Moduswechsels. Das dynamische
Modell bietet dabei den Vorteil, auch zeitliche Verldufe von experimentell nicht zugéngli-
chen Variablen angeben zu kénnen. In Kapitel 6 schlieft sich die Diskussion der erzielten
Ergebnisse an.



Kapitel 1

Biologische Grundlagen

Fiir den eukaryontischen! Modellorganismus S. cerevisiae existieren eine Reihe kinetischer
Modelle. Kann die Betrachtung einzelner zellinterner enzymatischer Schritte unberiick-
sichtigt bleiben, ist oft ein vergleichsweise einfaches Modell des Auflenverhaltens eines Mi-
kroorganismus ausreichend. Die fundamentale Idee der limitierten respiratorischen Kapa-
zitét findet sich in den Modellen von Bellgardt et al. (1983) oder Sonnleitner und Képpeli
(1986) wieder. Diese Modelle erklidren den Stoffumsatz unter Beriicksichtigung von Gluco-
se als Haupt-Kohlenstoff-Quelle sowie Ethanol, Biomasse und Kohlendioxid unter aeroben
und anaeroben Bedingungen. Zellintern werden drei Hauptstoffwechselwege beriicksich-
tigt: Die Umwandlungen von Glucose in Biomasse, von Glucose in Ethanol und von Etha-
nol in Biomasse. Bellgardt et al. (1983) gehen bereits tiber die rein kinetische Betrach-
tungsweise hinaus und fiithren ein stationéres Stoffwechselnetz ein. Das Stoffwechselnetz
ermoglicht nicht nur die Berechnung der in den einfachen Modellen verwendeten Ertrags-
koeffizienten, sondern gibt zusétzlich Auskunft iiber das Innenverhalten der Hefe. Die
Stoffwechselwege des Netzes stellen ein idealisiertes Abbild der biochemischen Vorgénge
in der Zelle dar. Die Giite des Modells ergibt sich aus dem Verhéltnis der im Modell
beriicksichtigten Fliisse zu den tatséichlichen Fliissen im Stoffwechselnetzwerk. Generell
scheint die Ubereinstimmung fiir anaerobe Kulturen besser gegeben zu sein als fiir acrobe,
in denen eine Reihe von Nebenwegen aktiv sind. Dem gegeniiber ist unter aeroben Be-
dingungen eine groBere Wachstumsrate zu beobachten. Cortassa et al. (1995) betrachten
differenziert die Bausteine (z.B. Aminosduren), die fiir die Biomassesynthese benotigt wer-
den. Sie erweitern das Stoffwechselnetz um die Stoffwechselwege der Aminosdurensynthe-
se. Der jeweilige Aminosaurebedarf, bezogen auf die Biomasseerzeugung, wird als konstant
angenommen. Die Mechanismen zur Regulation der Fliisse in dem erweiterten Stoffwech-
selnetz ist durch eine Reihe zusétzlicher Annahmen festgelegt. Ohne die Messung auch
interner Stofffliisse ist hier allerdings keine tiefere Einsicht in die tatsdchliche Aktivitét
der einzelnen Reaktionen zu erwarten. Ein interessanter Ansatz zur Ermittlung interner
Fliisse unter ausschliefSlicher Verwendung externer Metabolitkonzentrationen wird von
Marx et al. (1996) vorgeschlagen. Durch Einsatz von markierten *C-Atomen ist es mit
Hilfe von NMR-Messungen moglich, Stoffwechselwege zu bestimmen und die Stofffliisse
von Hin- bzw. Riickreaktion einzelner enzymatischer Schritte zu berechnen. Die hierfiir

!Bukaryonten — Organismen mit einem echten Zellkern; alle hoheren Organismen und ein Teil der
Mikroorganismen zéhlen zu den Eukaryonten (Schlegel, 1992).
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benotigten markierten Substrate sowie die NMR-Analyse sind allerdings mit erheblichem
Aufwand und Kosten verbunden.

Die stationéren Stoffwechselnetze der genannten Modelle beriicksichtigen nicht die Dyna-
mik der Stoffumwandlung. Alle Reaktionen berechnen sich als statische Funktionen der
aufleren Substratkonzentrationen. Die Dynamik des Gesamtprozesses ist im wesentlichen
durch die Zeitkonstanten des Aufnahmesystems gekennzeichnet, so dafl diese Vereinfa-
chung gerechtfertigt erscheint. Wie Experimente von Markus und Hess (1984) zeigen, wei-
sen jedoch auch die enzymatischen Reaktionen unter gewissen Bedingungen durchaus eine
Dynamik auf. Durch eine periodische Fiitterung ist es sogar moglich, das enzymatische
System in zellfreier Kultur zu einem chaotischen Verlauf des Produktstromes anzuregen.

Die erwahnten Modelle beschreiben das Wachstumsverhalten einer homogenen Zellmasse.
Mit der Aufnahme der biochemischen Stoffwechselwege findet Information iiber die zellin-
terne Stoffumwandlung Eingang in die Modelle, ohne dabei Eigenschaften der Zelle, wie
ihre Grofle oder ihr Alter, zu beriicksichtigen. Ein besseres Modell der Biomasse 148t sich
hier durch die Einfithrung von Zellzyklus und genealogischer Struktur in der Population
erreichen.

Bild 1.1: Rasterelektronenmikroskopische Aufnahme von sprossenden Hefezellen (Bartling, 1996).
Die hellen Ringe auf der Zellwand der Mutterzellen sind die bei der Zellteilung entstandenen Spros-
sungsnarben. Sie ermdglichen es, das genealogische Alter der Zelle zu bestimmen

1.1 Zellzyklus und -population

Mikroskopisch betrachtet besteht die Biomasse aus einzelnen Zellen, die einen teilweise
recht unterschiedlichen Stoffwechsel aufweisen kénnen. Das Wachstum der Biomasse ist
verbunden mit einer Vergroflerung der Masse einzelner Zellen und mit einer Vervielfa-
chung der Anzahl der Zellen. Eine einzelne Zelle durchlauft in ihrem Leben eine endliche
Anzahl von sogenannten Zellzyklen. Zu Beginn wichst die Masse der Zelle an, bis sie
eine bestimmte Groflie erreicht hat. Anschliefend wird das genetische Material verdoppelt
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Bild 1.2: Phasen des Zellzyklus (Beuse, 1998)

und eine Knospe an der Zellwand ausgebildet, die sich schliefSlich von der Mutterzelle ab-
trennt. Diese Sprofizelle ist kleiner als die Mutterzelle und hinterlafit auf der Zellwand der
Mutter eine Sprossungsnarbe. Bild 1.1 zeigt eine Aufnahme von sprossenden Hefezellen.
Die angeférbten Sprossungsnarben sind als Ringe auf den Zellwénden der Mutterzellen
zu erkennen.

Aus biologischer Sicht werden die vier Phasen G1, S, G3 und M unterschieden. Im Falle der
Hefe S. cerevisiae ist die G1-Phase durch Zellmassenwachstum gekennzeichnet, wihrend in
der S-Phase die Ausbildung der Sprofizelle beginnt und die Verdopplung des genetischen
Materials erfolgt. Die Gy und die M-Phase, die in der Regel zusammengefafit werden,
beinhalten die Zellteilung. Bild 1.2 zeigt die morphologischen Verdnderungen und die
physiologischen Funktionen im Verlauf des Zellzyklus.

Wie zu beobachten ist, sind die Phasen des Zellzyklus mit einem unterschiedlichen Stoff-
wechselverhalten verbunden. In den kinetischen Modellen haben der Zellzyklus und die
unsymmetrische Sprossung keinen Einflufl auf das Modell. Es werden mittlere Wachstums-
eigenschaften beobachtet. In einer synchronen Kultur, in der sich eine Vielzahl der Zellen
gleichzeitig teilen, wird die Abhéngigkeit des Stoffwechsels vom Zellzyklus deutlich. Pro-
zefvariablen, wie die Gelost-Sauerstoffkonzentration im Medium oder die Abgaswerte, die
durch die Aktivitdt der Zellen beeinflufit werden, zeigen einen periodischen Zeitverlauf.
Das Verhéltnis der sprossenden Zellen bezogen auf die Gesamtzellzahl, der sogenannte
Sprossungsindex, des in Bild 1.3 gezeigten Experiments weist dieselbe Periodizitét auf,
wie die iibrigen Prozefivariablen. Der langsame Anstieg bzw. Abfall des Sprossungsindex
gibt einen Hinweis auf die Verteilung der Zellen im Zyklus. Die Sprossung setzt nicht
vollstandig synchron ein, sondern vollzieht sich fiir die gesamte Population in einem Zeit-
raum von ungefihr 3 h. Das heifit, wihrend der abfallenden Rampe des Sprossungsindex
teilt sich immer ein Teil der Zellen. Bei dem gezeigten Experiment schlieit sich direkt an
die Teilung die néchste Sprossungsphase an.
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Bild 1.3: Sprossungsindex im Vergleich zu Kohlendioxidgehalt (C'O2) im Abgas und Geldst-Sauerstoff
(O2) in der Fliissigphase einer kontinuierlichen Kultur (Bartling, 1996)

Der Beginn der Sprossung ist abhéngig vom jeweiligen Néhrstoffangebot. Bei einem Nah-
rungsmangel begeben sich die Zellen in eine Ruhephase, die die Einzelzellphase verléngert.
Durch Substratiiberschufl infolge eines Substrat-Pulses verlassen die Zellen ihre Ruhe-
phase und beginnen mit der Sprossung. Diese lduft danach weitgehend unbeeinflut von
aufleren Einfliissen unter Mobilisation von eingelagertem Reservekohlenstoff ab. Wéhrend
der Sprossungsphase ist ein Ansteigen der Substratkonzentration und der durch die Ab-
gaswerte zu beobachtenden Aktivitdt zu verzeichnen. Kommt es in einer kontinuierlichen
Kultur zu einer Synchronisation, so bleibt diese in der Regel iiber einen langen Zeitraum
erhalten. Die synchrone Kultur macht deutlich, daf§ der Stoffwechsel einer einzelnen Zelle
durchaus von den in der asynchronen Kultur beobachteten Werten abweicht. Abhéngig
vom Zellzyklus scheinen verschiedene Stoffwechselpfade aktiv zu sein. Diese Information
geht in der asynchronen Kultur verloren.

Im Rahmen der mathematischen Beschreibung der Zellpopulation in einer Kultur sind
aufgrund der unsymmetrischen Teilung der Hefezellen kleinere und groflere Zellen zu un-
terscheiden. Bedingt durch das Oberfliache/Volumen-Verhéltnis und die Grofie der Zellen
ist die Zeit, die diese bis zum Erreichen der fiir die erneute Teilung notwendigen Grofie
bendétigen, unterschiedlich. Der Zellzyklus lauft also nicht in allen Zellen mit der gleichen
Geschwindigkeit ab.

In einem Populationsmodell ist neben dem Zellzyklus auch eine sogenannte genealogische
Klasseneinteilung vorgesehen. Durch die unsymmetrische Teilung entstehen Zellen mit
einer Vielzahl von unterschiedlichen Lebensldufen, wobei sich nicht alle in ihren Wachs-
tumseigenschaften unterscheiden. Das einfachste Modell, das der Sprossung Rechnung
tragt, ist das in Bild 1.4 dargestellte Zwei-Klassen-Modell, bestehend aus Mutter- und
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Bild 1.4: Zusammenhang zwischen Zellzyklus- und Populationsmodell am Beipiel des Zwei-Klassen-
Modells bestehend aus Mutter- und Tochterzellen. Das genealogische Alter einer Zelle ist durch die
Zahl der Sprossungsnarben gekennzeichnet

Tochterzellen. Im Zwei-Klassen-Modell wird angenommen, dafl sich die Zellen mit ei-
nem durchlaufenem Zellzyklus nicht von denen mit zwei oder mehr Zyklen unterscheiden.
Altere Zellen verbleiben demnach in der Klasse der Mutterzellen. Desweiteren sei vor-
ausgesetzt, dafl die bei der Teilung entstehenden Tochterzellen unabhingig vom Alter
der sich teilenden Zelle die gleichen Eigenschaften besitzen. Daher entstehen am Ende
eines jeden Zyklus jeweils eine neue Mutter- und eine neue Tochterzelle. Ein allgemeine-
rer Ansatz wird von Grover und Woldringh (1995) angegeben. Hier werden Mutterzellen
nach ihrem Alter und Tochterzellen nach dem Alter ihrer Miitter in weiteren Mutter- und
Tochterklassen unterschieden. Mutterzellen, die ein gewisses Alter erreicht haben, verblei-
ben auch hier in der Klasse der &ltesten Zellen. Die Tochterzellen seien nach dem ersten
Zyklus ebenfalls nicht mehr zu unterscheiden und miinden in die Klassen der jiingsten
Mutterzellen bzw. deren Sprofizellen ein (siche Abschnitt 2.3).

1.2 Synchrone Kultur

Wihrend die Synchronitét in der industriellen Biomasseproduktion aufgrund ihrer ge-
ringeren Produktivitdt unerwiinscht ist und demnach vermieden wird, haben synchrone
Kulturen zur Untersuchung von Zellzyklus-Figenschaften und bei der Erforschung der
genetischen Regulation des Zellzyklus eine grofie Bedeutung. Eine ausschlieSlich mit Zel-
len eines Alters gestartete Kultur fithrt im allgemeinen nur fiir eine Generationszeit zu
dem gewiinschten synchronen Wachstum. Nach der ersten Teilung liegen bereits zwei un-
terschiedliche Klassen von Zellen (Mutter- und Sprofizellen) vor. In der kontinuierlichen
Kultur ist es moglich, eine synchrone Kultur fiir nahezu unbegrenzte Zeit aufrecht zu
erhalten. Dabei dndern sich in diesem Fall die Bedingungen von einem Zellzyklus zum
darauffolgenden nicht.

Die Zellbilanz in einer synchronen kontinuierlichen Kultur fithrt auf ein Verhéltnis zwi-
schen Zellzahl und Generationszeit. Zellen mit léngerer Generationszeit werden stérker
ausgewaschen als solche, die sich bereits nach kurzer Zeit teilen. Um periodische Verhélt-
nisse zu gewéhrleisten, miissen in synchroner Kultur die Generationszeiten der einzel-
nen Klassen in einem ganzzahligen Verhéltnis zur beobachteten Periodenlénge stehen.
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Es ergibt sich ein linearer Zusammenhang zwischen Periodenlédnge und der durch die
Verdiinnungsrate gegebenen mittleren Verdopplungszeit. Bellgardt (1994a) zeigt dies fiir
das Zwei-Klassen-Modell, bestehend aus Mutter- und Tochterzellen. Der Proportiona-
litdatsfaktor ergibt sich aus dem ganzzahligen Verhéltnis der Generationszeiten, dem soge-
nannten Wachstumsmodus der synchronen Kultur.
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Bild 1.5: Periodenlange der synchronen Kultur als Funktion der mittleren Verdopplungszeit im Modell
(Bellgardt, 1994a; Strassle, 1988) und Experiment (Strassle, 1988)

Bellgardt (1994b) trégt die von einer Reihe von Autoren beobachteten Periodenléngen
iiber den jeweiligen Verdopplungszeiten auf. Bild 1.5 zeigt beispielhaft die Periodenlange
der von Stréssle (1988) durchgefiihrten Experimente im Vergleich mit der Modellvorhersa-
ge. Ein Teil der dargestellten Ergebnisse liegt zwischen den fiir die Modi des Zwei-Klassen-
Modells berechneten Geraden und stellt damit einen Widerspruch zu den angegebenen
Eigenschaften der synchronen Kultur dar. Die Mefligenauigkeit von Periodenléinge und
Verdiinnungsrate ist nicht angegeben, so dafl es nicht moglich ist, zwischen Mef3- und
Modellfehler zu unterscheiden. Die Experimente wurden ohne das Wissen um die postu-
lierten diskreten Wachstumsmodi und damit ohne die Kenntnis der eingeschrénkten Zahl
der giiltigen Periodenléngen durchgefiihrt. Vor dem Hintergrund des Modells der diskreten
Wachstumsmodi erscheint es interessant, folgende Fragestellungen zu untersuchen:

e [st bei variierender Verdiinnungsrate ein linearer Zusammenhang zwischen Verdopp-
lungszeit und Periodenldnge zu beobachten?

e Welchen Einflul haben weitere Parameter, wie zum Beispiel die Anderung des Sau-
erstoffangebotes, auf die Periodenldnge?

e Wovon héngt der sich einstellende Wachstumsmodus ab?
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Die von Beuse (1998) durchgefiihrten Versuche scheinen die Hypothese des ganzzahligen
Verhéltnisses zwischen den Periodenlidngen zu bestétigen (Experimente B in Bild 1.6). Bei
einer sukzessiven Erhohung der Verdiinnungsrate bleibt die Synchronitét erhalten und die
Periodenliange folgt dem vorgeschriebenen linearen Zusammenhang. Die langsame Varia-
tion der Verdiinnungsrate erlaubt es hier, nicht nur die Lage der Moduslinie sondern auch
die Abhéngigkeit von der Verdiinnungsrate zu priifen. Bild 1.6 zeigt fiir diese Experimente
das aus den Standardabweichungen berechnete Konfidenzintervall der linearen Regression.
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Bild 1.6: Periodenlangen der synchronen Kultur als Funktion der mittleren Verdiinnungszeit unter
Angabe von Varianz bzw. Konfidenzintervall

Verdndert man jedoch die Verdiinnungsraten iiber einen gewissen Bereich hinaus, so
wechselt der Modus der synchronen Kultur. Wie in asynchroner Kultur zu beobach-
ten (Thompson und Wheals, 1980), wirkt sich eine Anderung der Verdiinnungsrate auch
in synchroner Kultur unterschiedlich auf Mutter- und Tochterzellen aus. Spriinge im
Wachstumsmodus sind aber auch infolge einer starken Variation der Sauerstoffversorgung
moglich. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn ausgehend von einer ausreichenden Sau-
erstoffversorgung eine Absenkung auf eine teilweise limitierte Versorgung vorliegt. Der
periodischen Losung zufolge diirfte dies zu keiner Anderung der Periodenléinge fiithren, da
diese starr an die durch die Verdiinnungsrate eingestellte Verdopplungszeit gekoppelt ist.
Die Versorgung mit Sauerstoff scheint sich also ebenfalls unterschiedlich auf Mutter- und
Tochterzellen auszuwirken und fiihrt schliellich zum Moduswechsel.

Das Wachstum der Zellen in den von Beuse (1998) durchgefiihrten Experimenten bleibt
auch bei kleinen Verdiinnungsraten synchron. Das Verhéltnis zwischen Periodenlédnge und
Verdopplungszeit stimmt jedoch nicht mit dem Schema der im Zwei-Klassen-Modell mogli-
chen Wachstumsmodi iiberein. Ein Teil der Experimente zeigt Periodenlédngen, die weder
auf gleiche Zykluszeiten (Modus 11) noch auf ein Verhéltnis 1:2 (Modus 12) hindeuten.
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Da die beobachteten Periodenléngen auf einer Geraden liegen (siehe Bild 1.6, ,,Zwischen-
modus“-Linie), ist zu vermuten, daf} es fiir diese Wachstumsmodi eines erweiterten Popu-
lationsmodelles bedarf. Dies wird durch die Untersuchungen von Woldringh et al. (1993)
bestérkt, die eine Abhéngigkeit des Zellvolumens vom genealogischen Alter der Zellen
feststellen, die {iber die Unterscheidung von Tochter- und Mutterzellen hinausgeht.

Durch die experimentelle Verifikation der von Bellgardt (1994a) abgeleiteten Eigenschaf-
ten der synchronen periodischen Kultur stehen auch fiir die Validierung eines dynamischen
Modells des Hefewachstums neue Daten zur Verfiigung. Von einem dynamischen Modell
von Zellzyklus und -population ist zu fordern, dafl dieses auch in der Lage ist, die synchro-
ne periodische Kultur zu charakterisieren. Ein geeignetes Modell sollte zudem in der Lage
sein, neben synchronem und asynchronem Wachstum auch den Ubergang zwischen beiden
und den Wechsel zwischen zwei periodischen Losungen zu beschreiben. Es ist jedoch mit
keinem der bekannten dynamischen Modelle (Stréssle, 1988; Hjortso und Nielsen, 1994)
derzeit moglich, das komplexe Verhalten beim Wechsel zwischen synchroner und asyn-
chroner Kultur sowie den beobachteten Moduswechsel zu erkldaren. Zentrale Bedeutung
kommt hier der Regulation der Zyklusldnge der einzelnen Zellklassen zu. Die von Hjortso
(Hjortso und Nielsen, 1994) angegebene Kinetik koppelt die Zykluszeiten der beiden Klas-
sen starr iiber das Substratangebot. Stréssle (1988) stellt das detaillierteste Modell des
Zellzyklus vor. Das Modell mit zwei Zellklassen weist die in Bild 1.5 gezeigte nichtli-
neare Abhéingigkeit zwischen Periodenléinge und Verdopplungszeit auf. Anders als beim
Modell nach Bellgardt (1994a) ist der Zusammenhang zwischen Verdiinnungsrate und Pe-
riodenldnge hier eindeutig. Die experimentellen Daten werden durch das Modell jedoch
nur teilweise wiedergegeben.

Das in Kapitel 2 vorgestellte erweiterte Zellzyklus- und Populationsmodell finden in den in
Kapitel 5 durchgefiihrten Simulationen Verwendung, um die Eigenschaften der synchronen
Kultur zu untersuchen. Besondere Beachtung findet hierbei die durch die Zellbilanz (Ab-
schnitt 3.2) beschriebene periodische Losung der synchronen Kultur sowie der Ubergang
zwischen zwei periodischen Phasen.



Kapitel 2

Zellzyklus- und Populationsmodell

Der Stoffwechsel von Mikroorganismen héngt in starkem Mafle von den Umgebungsbe-
dingungen ab. Hierzu zéhlen zum Beispiel Temperatur, pH-Wert oder Sauerstoffangebot.
Fiir jeden Organismus gibt es eine Reihe von Substraten und Produkten, die am Anfang
und am Ende von aufwendigen Stoffwechselketten der Stoffumwandlung stehen. Der je-
weils aktive Stoffumsatz hédngt erheblich von den dufleren Bedingungen ab. Im folgenden
sind mathematische Modelle fiir das Verhalten der Hefe S. cerevisiae in einem Riihrkes-
selreaktor angegeben. Der in Bild 2.1 skizzierte Versuchsaufbau gewéhrleistet rdaumlich
homogene Verhiltnisse und reproduzierbare Umgebungsbedingungen.

Zu Beginn der mathematischen Beschreibung des Wachstums von Mikroorganismen steht,
wie bei anderen Systemen auch, die Angabe der Randbedingungen fiir die das Mo-
dell giiltig sein soll. Die einfachste Beschreibung stellt das durch die Wachstumsrate
p(t) = const gekennzeichnete Modell des exponentiellen Wachstums dar. Dieses basiert
auf der Beobachtung, daf sich die Biomasse einer Kultur bei unverdnderten Umgebungs-
bedingungen nach einer gewissen Zeit verdoppelt. Aufwendige Reaktor- und Umgebungs-
modelle beriicksichtigen Umwelteinfliissse auf die Wachstumsrate (Bellgardt, 1984). So
weist zum Beispiel das anaerobe Wachstum, das heiffit unter Abschluff von Sauerstoff,
eine deutlich geringere Wachstumsrate auf, als das Wachstum in aerober Umgebung.

Die Stoffumwandlung durch Mikroorganismen vollzieht sich auf definierten biochemischen
Stoffwechselpfaden. Der Stoffwechsel teilt sich in einen katabolen Teil, in dem die Substra-
te in kleinere Bausteine unter Gewinnung von Energie zerlegt werden, und dem anabolen
Stoffwechsel, der diese Bausteine verwendet, um Aminosduren zu synthetisieren, aus de-
nen sich schliellich die Biomasse aufbaut. Fiir den katabolen Stoffwechsel der Hefe spielt
der von vielen Organismen verwendete Stoffwechselweg der Glykolyse eine herausragende
Rolle, bei dem der Zucker Glucose zerlegt wird. Die Bilanzierung des Stoffumsatzes iiber
die moglichen Stoffwechselwege erlaubt es, das empirisch bestimmte Wachstumsverhalten
zu verifizieren. Auf gleiche Weise sind Versuche unternommen worden, auch den anabo-
len Stoffwechsel zu beschreiben. Die Verwendung biochemisch basierter Modellteile in der
Biophase fiihrt zu einer detaillierten Beschreibung des Wachstumsprozesses. Geeignete
Optimierungskriterien ermoglichen es, unter Kenntnis des vorhandenen Enzymsatzes zu
entscheiden, welcher Stoffwechselweg aktiv ist (Bonarius et al., 1996).
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Bild 2.1: Schematische Darstellung eines Riihrkesselreaktors

Es ist gebréduchlich, eine homogene Zusammensetzung der Biomasse vorauszusetzen. Dies
gilt jedoch nur ndhrungsweise, da die Biomasse aus einer Vielzahl von einzelnen (autono-
men) Zellen besteht. Wie Synchronkulturen zeigen, ist es eine grobe Vereinfachung, von
immer gleichen Stoffwechseleigenschaften in allen Zellen auszugehen. Die sich wiederho-
lenden Phasen des Zellzyklus bestimmen das Wachstum der Zellen. Jede Phase des Zyklus
ist durch eigene Charakteristika gekennzeichnet. Zunéchst wichst die Zelle an. Erreicht
sie eine gewisse Reife, so bildet sie eine Sprosszelle aus, verbunden mit einer Teilung des
Zellkerns. Das genetische Material verteilt sich auf beide Zellteile bevor sich die Sprosszelle
abschniirt. Da wihrend des Zellzyklus verschiedene biochemische Stoffwechselwege aktiv
sind, kann die Betrachtung einer groflen Zahl von Zellen in verschiedenen Zyklusphasen
keine Auskunft iiber den Stoffwechsel in einer einzelnen Zelle geben (Makroskopisches
Modell). Es ist nicht sicher, ob wirklich eine Zelle mit diesen mittleren Eigenschaften
existiert.

Bild 2.2 zeigt die Struktur der Modellvorstellung in einem Riihrkesselreaktor. Zunéchst
bendétigt man ein Reaktormodell, das die Gas- und die Fliissigphase einschlie3t. Das biolo-
gische Modell ist mit dem Fliissigphasenmodell durch den Transport iiber die Zellmembran
gekoppelt. Gas- und Fliissigphase sind als ideal durchmischt angenommen; mit anderen
Worten, es liegt keine raumliche Abhéngigkeit vor. Die Gleichungen des Reaktormodells
finden sich beispielsweise bei Bellgardt (1984).

Die biologische Phase besteht aus einzelnen Zellen, die sich fortwihrend im Zellzyklus
befinden. Jede Zelle enthélt eine enzymatische Ausstattung, die gewisse biochemische, von
der Zelle regulierte Stoffwechselwege im Verlauf des Zellzyklus ermdoglicht. Die Zunahme
der Zellzahl durch die Teilung der Zellen am Ende des Zellzyklus ist ein diskreter Prozef,
wihrend die Zunahme der Zellmasse kontinuierlich erfolgt.

Eine Beschreibung des Zellzyklus gewinnt im Rahmen der Tumorforschung zunehmend an
Bedeutung. Tumorzellen sind gekennzeichnet durch eine gestorte Regulation ihres Wachs-
tums — sie teilen sich unkontrolliert. Die genetische Information sowie die Umgebungs-
bedingungen bestimmen die Regulation des Zyklus (Bailey, 1998). Die Hefe S. cerevisiae
stellt in den Bemiihungen um das Versténdnis des Zellzyklus einen Modellorganismus dar,
da er als einfachster Eukaryont Ahnlichkeiten zu menschlichen oder tierischen, sogenann-
ten roten Zellen aufweist. Die quantitative Berechnung von Modellen kann beim Versténd-
nis der Zellzyklusregulation eine groie Rolle spielen. Im folgenden werden mathematische
Methoden vorgestellt, die das Wachstum von Mikroorganismen unter Beriicksichtigung
des Zellzyklus beschreiben.



2.1 Einfache Wachstumsmodelle 31

Umgebungsmodell eines Zellzyklus- und biochemisches
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Bild 2.2: Modellstruktur: Die biologische Phase im Riihrkesselreaktor setzt sich aus einzelnen Zellen
zusammen, die sich fortwdhrend in einem zyklischen ProzeB, bestehend aus Wachstum und Teilung,
befinden. Die biochemische Stoffumwandlung findet in den Zellen statt

2.1 Einfache Wachstumsmodelle

Es gelingt in vielen Féllen, das Wachstum von Mikroorganismen durch die Gleichungen
eines autokatalytischen Wachstumsprozesses

@ M(t) = p(t) M) (2.1a)
M(0) = Mo (2.1Db)

zu beschreiben, wobei M (t) die Zellmasse darstellt und p(t) die in starkem MaBle von
den Umgebungsbedingungen abhéngige Wachstumsrate bezeichnet. Den grofiten Einflufl
auf die Wachstumsrate hat das Angebot der verschiedenen, von der Hefe verwertba-
ren Substraten. Eine sehr detaillierte Darstellung des Wachstumsverhaltens unter typi-
schen Umgebungsbedingungen findet sich bei Bellgardt (1984). Das reduzierte Modell von
Sonnleitner und Képpeli (1986) fafit die wesentlichen Eigenschaften der Hefe zusammen.
Das biologische System zur Bestimmung der jeweiligen Wachstumsrate ist in Abschnitt
2.4 dargestellt.

Derartige Modelle basieren auf der makroskopischen Beobachtung, bei der sich die gesam-
te Masse der Mikroorganismen mit einer konstanten Wachstumsrate vermehrt. Mikrosko-
pisch betrachtet zerfillt die homogene Masse jedoch in einzelne diskrete unterscheidbare
Zellen. Die Gesamtmasse der Zellen berechnet sich aus der Summe

= Z m;(t)
N ()

iiber alle N*(t) Zellen mit der Masse m;(t) einer einzelnen Zelle, wobei N*(t) eine ganz-
zahlige Funktion ist. Unter Verwendung der mittleren Zellmasse

m(t) = sy 2 i)

N* (1)
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ergibt sich der Zusammenhang
M(t) =m(t) N*(t)

zwischen der wertkontinuierlichen Funktion der Zellmasse M (t) und der wertdiskreten
Funktion der Zellzahl N*(¢). Zum Zeitpunkt der Teilung einer Zelle vergrofiert sich die
Zellzahl und die mittlere Zellmasse verringert sich entsprechend, da die Masse aller Zellen
wéhrend der Teilung unverdndert bleibt. Betrachtet man dagegen eine hinreichend grofle
Zahl von Zellen, so bleibt die mittlere Zellmasse m bei der Teilung einer einzelnen Zelle
nahrungsweise konstant. Fiir das makroskopische Modell des Wachstums ist es daher
moglich, von der wertdiskreten Funktion N*(¢) auf die wertkontinuierliche Funktion N ()
durch Abschneiden der Dezimalstellen mit

iiberzugehen. Im weiteren liegt stets die Annahme einer hinreichend grofien Zellzahl zu-
grunde, so daf} es moglich ist, die wertkontinuierliche Zellzahl N (t) zu verwenden. Fiir die
Funktion N(t¢) kann die Differentialgleichung

SN = wON() (2.2a)

N(0) = N, (2.2b)

zur nihrungsweisen Beschreibung des Wachstums angegeben werden. Fiir grofie Zellzahlen
sind die Differentialgleichungen (2.1) und (2.2) fiir Zellmasse und Zellzahl iiber die mitt-
lere Masse m einer Zelle gekoppelt. Wahrend die Biomasse stetig mit der Zeit anwéchst,
nimmt die Zellzahl nur im Augenblick der Zellteilung zu. Gleichung (2.2) beschreibt das
makroskopische Wachstum, sofern sich zu jedem Zeitpunkt der gleiche Anteil der Zellen
teilt. Die Population ist dann asynchron iiber den gesamten Zellzyklus verteilt. Die mikro-
skopischen Vorginge des Wachstumsprozesses werden jedoch durch die Gleichung nicht
wiedergegeben. Nimmt man an, dafl alle Zellen fiir einen vollstdndigen Durchlauf durch
den Zellzyklus die Zeit ar benotigen, so beschreibt die Zelldichte

mt) = SN ()

den durch die Teilung entstandenen Zuwachs der Zellzahl zum Zeitpunkt ¢. Die Zellzahl
erhoht sich demnach um das Integral tiber die Verteilungsdichte n(t). Es gilt

Der Wachstumsprozef§ wird durch die Gleichungen

ne(t) = 2n4(t —ar) fiir t>0 (2.3a)
ne(t) = neo(t) fir —ap <t <0 (2.3b)

beschrieben. Jeweils nach der Generationszeit a; verdoppelt sich die Zahl der sich teilen-
den Zellen. Vergleicht man die Modelle nach Gleichung (2.2) und (2.3), so wird deutlich,
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daBl im ersten Fall nur ein Anfangswert, namlich die Zellzahl Ny zu Beginn des Beobach-
tungsintervall, erforderlich ist. Das zweite Modell des diskreten Teilungsprozesses benotigt
dagegen die Zelldichte n(t) im Intervall —ap <t < 0. Diese zusitzliche Information ent-
spricht der Verteilung der Zellen iiber den Zellzyklus zum Zeitpunkt ¢ = 0.

Die Giiltigkeit des durch die Gleichungen (2.3) formulierten Modells ist jedoch auf ei-
ne konstante Generationszeit ar eingeschrénkt. Desweiteren bereitet es Schwierigkeiten,
die Verhéltnisse wihrend der kontinuierlichen Kultur zu beschreiben, in der fortwahrend
ein Teil der Zellen aus dem Reaktor gespiilt wird. Daher ist es zweckméflig, eine eigene
Variable a fiir den Zustand des Zellzyklus einzufiithren. Die Variable a beschreibt das Zy-
klusalter, wobei der Zellzyklus mit a = 0 beginnt und mit a = ar endet. Die Zelldichte
ist nun abhéngig von den beiden Variablen ProzeBzeit ¢ und Zyklusalter a. Die Zelldich-
te n(t) nach Gleichung (2.3) gibt jeweils die Zelldichte zum Zeitpunkt des beginnenden
Zellzyklus an. Die Zelldichte n,(¢,a) im Zykluszustand a zur Zeit ¢ ist also identisch mit
der Zelldichte n zur Zeit t — a, da die Zellen vor der Zeit At = a in den neuen Zyklus
eingetreten sind. Es gilt der Zusammenhang

ng(t,a) =n(t —a) fir0<a<ar
zwischen der Zelldichte n,(t, a) und ny(t).

Mit der Beschreibung der Zellpopulation in Abhéngigkeit von ProzeBzeit ¢ und Zyklusal-
ter a ist es moglich, die beobachteten Eigenschaften der Zellen genauer anzugeben, als dies
durch eine Zeitabhéngigkeit allein moglich wére. Ist die Wachstumsrate jiingerer Zellen
grofer als diejenige alterer kurz vor der Teilung stehender Zellen, so fiihrt dies zu einer mit
dem Zyklusalter a abnehmenden Funktion der Wachstumsrate. In kontinuierlicher Kultur
ist unter gewissen Umstéanden eine Synchronisation des Wachstumsverhaltens zu beobach-
ten, das heifl die Wachstumsbedingungen fiithren zu einer Akkumulation von Zellen in der
gleichen Zyklusphase. Derartige Beobachtungen machen es notwendig, auch den Zyklus-
zustand bei der Beschreibung der Zelldichte zu beriicksichtigen. Abschnitt 2.2 stellt daher
ein dynamisches Modell des Zellzyklus vor, das es erlaubt, die Wachstumseigenschaften
in Abhéngigkeit des Zellzykluszustandes anzugeben.

Der Zellzyklus endet mit der Teilung der Zellen. Das Modell in Gleichung (2.3) geht von
zwei nahezu gleichen Zellen aus, die den néchsten Zellzyklus beginnen. Die Teilung der
Hefe ist jedoch unsymmetrisch, das heifit nach einer Wachstumsphase bildet sich an der
Zellwand eine Sprofizelle aus. Hat die Sprofizelle eine gewisse Grofle erreicht, schniirt sie
sich von der Mutterzelle ab und beide Zellen beginnen einen neuen Zellzyklus (siche Bild
1.2). Die Sprofizelle ist in der Regel kleiner als die Mutterzelle und benétigt eine lingere
Zeit fiir den Zellzyklus. Eine Zellpopulation besteht also aus einer Vielzahl von Zellen, die
eine unterschiedliche Entwicklungsgeschichte (Genealogie) aufweisen. Um eine heterogene
Population beschreiben zu kénnen, ist es notwendig, Zellen mit gleichen oder dhnlichen Ei-
genschaften zu einer Klasse zusammenzufassen. Das gewéhlte Modell sollte mit moglichst
wenigen Klassen in der Lage sein, die beobachteten Phéinomene wiederzugeben.

Teilt man die Zellzahl N(t) der Population in Gleichung (2.3) in zwei Teilpopulationen
mit Np(t) Mutter- und Np(t) Tochterzellen, so gilt fiir die Klasse der Mutterzellen

na7p(t, 0) = n,LD(t, CLT7D) + n,hp(t, CLTJD) firt >0 (24&)
Na.p(0,a) = ng po(a) fir 0 <a<arp (2.4Db)
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und die Zahl der Mutterzellen berechnet sich aus
ar,p
Np(t) = / no p(t, ) da (2.4¢)
0

mit den Generationszeiten ar p und ar p fiir Mutter- und Tochterzellklasse. Die Zelldichte
der Mutterzellen bildet sich aus der Summe der sich teilenden Mutter- und Tochterzellen.
Eine analoge Gleichung beschreibt das Wachstum der Tochterzellen.

In einer Kultur mit mehreren Teilpopulationen geniigt jede Zellklasse einem Gleichungs-
system der Form (2.4). Die Kopplung zwischen den Gleichungen entsteht durch die Bi-
lanzierung der Zellen an den Klasseniibergéngen zum Zeitpunkt der Teilung — das ge-
nealogische Populationsmodell. Abschnitt 2.3 stellt ein allgemeines Modell vor, das iiber
dieses duflerst einfache Modell, bestehend aus Mutter- und Tochterzellklasse, hinausgeht.

2.2 Dynamisches Modell des Zellzyklus

Das Zyklusmodell beinhaltet die Vorgéinge und Eigenschaften einer Zelle zwischen Ge-
burt und Sprossung. Insbesondere geht es hierbei um die Anderungen des Stoffwechsels
und der Morphologie. Um beides beschreiben zu kénnen, ist zunéchst festzulegen, wo-
durch der Zellzyklus charakterisiert sein soll. Der Zellzyklus kann beispielsweise direkt an
das Zyklusalter oder die Masse einer einzelnen Zelle gekoppelt sein. Genetische Ansétze
begreifen den Zellzyklus als eine Kette von Ereignissen, die determiniert nacheinander
ablaufen. Andern sich die Umgebungsbedingungen, so ist es nicht ausreichend, das in Ab-
schnitt 2.1 eingefiihrte Zyklusalter a zur Beschreibung des Zustandes des Zellzyklus zu
verwenden. Im folgenden wird der Zellzyklus durch eine auf das Intervall [0, 1] normierte
Variable p beschrieben. Die Masse der Zellen und das Zyklusalter lassen sich eindeutig
durch statische oder dynamische Beziehungen der Variablen p zuordnen. Die Annahme,
dafl eine Variable zur Beschreibung des Zyklus ausreicht, stellt eine Vereinfachung dar,
die es jedoch erlaubt, die wesentlichen Merkmale des Zyklus zu untersuchen. Mit anderen
Worten bedeutet dies, daf3 die Eigenschaften der in den Zellzyklus eintretenden Zellen
gemittelt werden miissen. Die im Rahmen des Populationsmodells unterschiedene Her-
kunft der Zellen hat sicherlich auch Auswirkungen auf Speicherstoffgehalt oder Groéfle der
Zellen. Nach Beginn eines neuen Zyklus wird mit einer Zelle mit mittleren Eigenschaften
gerechnet.

Die Geschwindigkeit ¢, mit der die Zellen den Zellzyklus p durchlaufen, ist durch die
Gleichung

dp

a(tp) =L (25)

gegeben. Die Bilanz iiber das in Bild 2.3 skizzierte Volumenelement fiihrt auf

ny(t, p) —ny(t + At, p) N Qp(t, p)ny(t, p) — qp(t, p + Ap)n,(t,p + Ap)
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ap (¥, p + Ap)

t,p p+ Ap

Bild 2.3: Zellbilanz iiber ein infinitesimales Zellzyklussegment [p, p + Ap] im Zeitintervall [t, t + At].

wobei der Koeffizient A\ einen zur Zellzahl proportionalen Verlustterm darstellt. Bei einer
kontinuierlichen Kultur ist A\ identisch mit der Verdiinnungsrate D. Die Gréfie A enthélt
jedoch auch das, wegen des geringen Anteils an dieser Zellklasse in kontinuierlicher Kultur
in der Regel vernachlissighare, Absterben élterer Zellen.

Der Ubergang At — 0 und Ap — 0 fiihrt auf die partielle Differentialgleichung

Ony(1,1) , Dlapts) o))
ot op

=—Any(t,p) mit 0<p<1 (2.6a)

mit der Anfangsbedingung

1p(0,p) = 15,0(P) (2.6b)

sowie der Randbedingung fiir den Beginn des Zellzyklus (g, > 0)

4p(t,0) 1y(£,0) = uo(t) (2.6¢)

fiir den allgemeinen Transportprozel durch den Zellzyklus. Der Zuflufi der Zellen ug(t) zu
Beginn des Zellzyklus stellt die Schnittstelle zum Populationsmodell dar. Fiir ein einfaches
Modell mit lediglich einer Zellklasse und einer Teilung in zwei gleiche Zellen ergibt sich
der ZufluB mit

up(t) = 2q,(t, 1) ny(t, 1)

jeweils aus der doppelten Anzahl der Zellen am Ende des Zyklus. Auf den Zuflu} des
allgemeinen Populationsmodells wird in Abschnitt 2.3 eingegangen.
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Die durch Gleichung (2.6) beschriebenen Transportprozesse kommen in vielen Systemen in
der Natur vor. So wird z.B. auch eine der Grundgleichungen in der Hydrodynamik aus der
Massenbilanz gebildet. Die Zelldichte ist mit der Wasserhohe eines Flusses in eindimen-
sionaler Betrachtung in Fliefrichtung vergleichbar. Die FlieBgeschwindigkeit wird in der
Stromungsmechanik aus einer Impulsbilanz abgeleitet, wihrend die Zellzyklusgeschwin-
digkeit {iber das Substratangebot eingeprégt ist. Raumliche Effekte spielen im Gegensatz
zur Stromungsmechanik keine Rolle.

Substitution der Zyklusvariablen

Die Beschreibung des Zellzyklus in Abhéngigkeit von der normierten Variablen p ist rein
willkiirlich. Gleichwertige Modelle des Zellzyklus lassen sich auch fiir andere Variablen
angeben. Natiirlich &ndern sich die Differentialgleichung (2.6) und die Zelldichte bei einer
Variablentransformation. Im folgenden gelte fiir die unterschiedlichen Zyklusvariablen p
und a der allgemeine Zusammenhang

a= f(p)

wobei f eine eindeutige umkehrbare Transformationsvorschrift ist.

Die Zelldichte n, (¢, p) beziiglich der Zyklusvariablen p ist definiert mit Hilfe der Zellzahl
N,(t,p) mit

p
N,(t,p) :/ ny(t, p)dp'.
0

Die Zellzahl N,(t,p) gibt die Zahl aller Zellen zum Zeitpunkt ¢ an, die im Zellzyklus nicht
weiter als p fortgeschritten sind. Fiir p = 1 ergibt sich also die Zellzahl N(t) = N,(t,1)
der gesamten Population. Die Zellzahl ist unabhéngig von der Wahl der Zyklusvariablen,
das heiit fiir den gleichen Zykluszustand, der sowohl durch p als auch durch a = f(p)
gekennzeichnet ist, gilt die Identitét

Np(t,p) — Na(t7 a(p)).

Hieraus leitet sich fiir die Zelldichte n,(¢,p) unter Verwendung der Kettenregel der Zu-
sammenhang

— de(tap)

np(t,p) ap — dN,(t, f(p)) _ dN,(t, a) df (p)

da da dp

ab. Durch Ersetzen der Zellzahl N, durch die Zelldichte n, ergibt sich der Zusammenhang
zwischen der Zelldichte n,(t, p) beziiglich p und der Zelldichte n,(t, a) beziiglich a zu

da

np(f,p) - na(t7 a(p))d_p (27)

Diese Beschreibung des Zellzyklus zieht eine durch den Faktor da/dp modifizierte Zell-
dichte nach sich.
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Weist die Definition der neuen Zyklusvariablen a eine Abhéngigkeit von ¢ und p mit
a = f(t,p) auf, so ist dies bei der partiellen Ableitung der Zelldichte entsprechend

Ong(t, f(p,t))  Ong(t,a) = On.(t,a)0f(t,p)
o o oa al

(2.8)

zu beriicksichtigen.

In den folgenden Abschnitten werden die beiden am héufigsten verwendeten Beschreibun-
gen des Zellzyklus untersucht. Hierbei handelt es sich um das Zyklusalter a (Bellgardt,
1994a; Hjortso und Nielsen, 1994) und die Masse der einzelnen Zelle m (Stréssle, 1988).
AnschlieBend wird eine allgemeine Darstellung basierend auf der normierten Variablen
p abgeleitet. Die normierte Darstellung erméglicht eine einfache und {ibersichtliche Im-
plementierung des Zellzyklusmodells. Die beiden Variablen Zyklusalter a und Masse m
ergeben sich dann in Abhéngigkeit von der normierten Variablen p.

2.2.1 Zyklusvariable Zyklusalter

Soll der Zellzyklus diskutiert werden, liegt es nahe, das bereits in Abschnitt 2.1 eingefiihrte
Zyklusalter a € [0, ar| einer Zelle zu verwenden. Das Zyklusalter einer Zelle ist durch die
seit der letzten Sprossung der Zelle zum Zeitpunkt ¢ = t; vergangene Zeit

a(t) =t —t (2.9)

definiert. Da das Zyklusalter a sich nach Gleichung (2.9) direkt aus der ProzeBzeit t
ableitet, gilt fiir die Geschwindigkeit der Zellen im Zellzyklus

da
W(t,a) = — =1. 2.10
wlt,a) = (2.10)
Die Zellen teilen sich, wenn das Zyklusalter die Generationszeit ar erreicht. Der Zell-
zyklus lafit sich, wie in Abschnitt 2.2 hergeleitet, durch eine eindimensionale partielle

Differentialgleichung erster Ordnung der Form

Ong(t,a) N Ong(t,a)

T P —Ang(t,a) fir0<a<ar (2.11a)
mit der Anfangsverteilung
n4(0,a) = ngo(a) (2.11Db)
und der Randbedingung (Sprossung)
na(t,0) = ug(t) (2.11c)

beschreiben. Hierbei bezeichnet n,(t, a) die Zellzahl, ¢ die Prozefzeit und a das Zyklusalter
der Zellen.

Zur Bestimmung der Randbedingung fiir p = 0 wird auch hier das Populationsmodell
herangezogen. Die Funktion wug(t) charakterisiert die Summe der Zufliisse aus den ver-
schiedenen Zellklassen des Modells, deren Zellen in dieser Klasse zusammengefafit werden.
Fiir das Beispiel des Ein-Klassen-Modells mit der Teilung in zwei gleiche Zellen gilt

nq(t,0) = 2n,(t, ar).
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n,(t,a)

........................ f /f>a

*
0 Aa ay ar+Aa a;"+Aa

Bild 2.4: Bilanz der sprossenden Zellen im Intervall t € [—Aa, 0] jeweils am Anfang und Ende des
Zellzyklus

2.2.1.1 Anderung der Generationszeit

Das Wachstum der Mikroorganismen ist abhéngig von dem aktuellen Néhrstoffangebot.
Bei einem guten Angebot steigt die Wachstumsrate an und die Generationszeit sinkt.
Entsprechend fiihren verschlechterte Wachstumsbedingungen zu einer Verldngerung der
Generationszeit. Verédndert sich die Generationszeit ar, so hat dies eine Auswirkung auf
den Zellstrom ug, der in den neuen Zyklus miindet. Eine Verkiirzung der Generationszeit
fithrt zu einer momentanen Erhohung des Zuflusses, wihrend eine Verldngerung einen
geringeren Zuflufl zur Folge hat.

Bild 2.4 zeigt schematisch jeweils Anfang und Ende eines Zellzyklus mit der Generati-
onszeit ar. Die Bilanz iiber die beiden schraffierten Bereiche fithrt auf die Abhéngigkeit
fiir die Zelldichte bei einer Anderung der Generationszeit. Dargestellt ist eine Verkiirzung
der Generationszeit von a4 auf ar innerhalb der Zeit At. Die Zellen zur Zeit ¢ mit dem
Alter Aa sind zur Zeit t — At mit Aa = At durch Teilung entstanden. Das Alter der
sich teilenden Zellen betrug af = arp(t — At). Verlangert man den Zellzyklus wie in Bild
2.4 gezeigt iiber das Alter ar hinaus, so mufl die Bilanz der Zelldichte iiber die beiden
infinitesimalen Zyklusintervalle [ar(t), a% + Aa] und [0, Aa] ausgeglichen sein.

Die Integration iiber die infinitesimalen Zyklusintervalle ergibt
Aa ar (t—At)+Aa
/ ne(t,a) da :/ na(t,a)da (2.12)
0 ar(t)

mit der Eulerdiskretisierung bei kleinem At

ar(t+ At) = ap(t) + ‘?—Zm (2.13)
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und fiir den Ubergang auf infinitesimale Grofen mit lim Aa — 0 und Aa = At gelingt es,
das Integral durch das Produkt

na(t,0) = nu(t, ar(t)) <1 — dj—f) (2.14)

zu ersetzen. Die Anderung der Generationszeit und damit die Anderung des Substratan-
gebotes wirkt sich auf die Verteilungsdichte in diesem Modell aus. Eine sich periodisch
andernde Generationszeit fiihrt zu einer entsprechend verdnderten Verteilungsdichte. Dies
muf jedoch nicht allein ausreichend sein, um eine Synchronisation der Verteilungsdichte
herbeizufiihren, wie in Abschnitt 2.4.5 gezeigt.

2.2.1.2 Normierte Darstellung des Zyklusalters

Sowohl fiir den Vergleich von verschiedenen Modellen als auch fiir die numerische Losung
ist es wiinschenswert, den Wertebereich der Zyklusvariablen auf ein Intervall mit festen
Intervallgrenzen zu normieren.

Die Transformation auf das Interval p € [0, 1] gelingt durch

p:f(t,a):

(D) (2.15)

und fithrt nach Gleichung (2.7) auf die normierte Verteilungsdichte n, (¢, a) mit

dp 1 a

na(t,a) =n,(t, f(t,a)) Ta oy ny(t,

Eingesetzt in die Differentialgleichung (2.11) zur Beschreibung des Zellzyklus durch das
Zyklusalter folgt nach Anwendung der Produktregel die Gleichung

1 dar 1 0On,(t, f(t,a)) L Ony(t, f(t,a)
_&T(t)g Wnp(t’p) + aT(t) \ at +aT(t) aa - _Dmniﬂ(t?p)a
* *

wobei sich die mit x gekennzeichneten Terme mit Hilfe von Gleichung (2.8) auflésen lassen.
Nach Multiplikation mit ar(t) ergibt sich die gesuchte Form

1 dar <8np(t,p) N on,(t,p) Of(t, a)) N ony(t,p) 0f(t,a)

"o @ P T o ot o oa

- _an(tap)

in Abhéngigkeit der normierten Zyklusvariablen p. Das Einsetzen der partiellen Ableitung
nach der Zeit

@__ a akﬂ__ 1 day

o~ ap)? At Tap() dt
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liefert schliellich die normierte Form der Differentialgleichung

(9np(t,p)+ 1 1 dar 3np(t,p): 1 dar
ot ar(t) dt Op ar(t) dt

- D) ny(t, p) (2.16)

7

qa(t; p)
mit der Randbedingung

1 1 dCLT
t,0))—=n,t,1)—= (1 ——|.

nl’( ’ )aT np( ’ )CLT(t) ( dt >
In dieser Darstellung ist die Zyklusgrenze p = 1 immer konstant. Die Randbedingungen
dhneln denen in Gleichung (2.14). Dieses Ergebnis bestétigt daher die in Abschnitt 2.2.1.1
gemachten Uberlegungen, nach denen sich eine Anderung der Generationszeit unmittelbar
auf die Verteilungsdichte auswirkt.

2.2.2 Zyklusvariable Masse

Legt man die Zellmasse m als Zyklusvariable zugrunde, so hat dies den Vorzug, dafl in den
Modellgleichungen die Wachstumsrate unmittelbar auftritt. Dies erleichtert die Kopplung
an das Substratangebot, indem man analog zu Gleichung (2.1) auch das Wachstum der
Masse einer einzelnen Zelle proportional zu ihrer Masse annimmt. Im Unterschied zu
Gleichung (2.1) wird hier allerdings die Wachstumsrate einer einzelnen Zelle bendétigt.
In Gleichung (2.1) bezeichnet p die Wachstumsrate der Gesamtmasse M aller Zellen
der Kultur. Diese kann von der Wachstumsrate einer einzelnen Zelle abweichen, wenn
das Wachstum nicht durch die Zellmasse sondern beispielsweise durch die Oberfliche der
Zellen bestimmt ist. In diesem Fall ergibt sich eine Wachstumsrate p(¢, m), die auch von
der Zellmasse m abhéngig ist.

Fiir die Analyse der prinzipiellen Zusammenhénge ist es allerdings in einem ersten Schritt
nicht notwendig, eine derartige Abhéngigkeit zu beriicksichtigen. So fiihrt beispielsweise
das oben erwidhnte Verhéltnis zwischen Oberfliche und Masse lediglich zu einer verzerr-
ten Zellverteilung. Dies hat unter Umsténden auch Auswirkungen auf die morphologischen
Merkmale, wie den Sprossungsindex. Die mittlere Wachstumsrate in der kontinuierlicher
Kultur ist jedoch durch die Verdiinnungsrate vorgegeben. Es existiert daher kein Un-
terschied zwischen der mittleren Wachstumsrate einer Zelle und der Wachstumsrate der
gesamten Kultur.

Fiir die Zyklusgeschwindigkeit ¢ einer Zelle gilt nach obigen Vereinfachungen der Zusam-
menhang mit der Wachstumsrate p(¢) entsprechend der Gleichung

dm

qm(t,m) = - = p(t)ym(t). (2.17)

Die Beschreibung des Wachstums der Zellen in jeweils einem Zyklus gelingt entsprechend
Gleichung (2.6) durch die partielle Differentialgleichung
Oy (t,m) N (G (t, M)y, (£, m))
ot om

= —Any,(t,m) firmy<m <m (2.18a)
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mit der Anfangsverteilung
N (0, M) = Ny 0(m) (2.18Db)
und der Randbedingung (Sprossung)

g (T, mo) 1 (t, mo) = uo(t). (2.18c¢)

Hierbei bezeichnet ¢t wiederum die Prozefizeit und A den Verlustterm. Eine Zelle beginnt
den Zellzyklus mit der Masse mg, wéchst an und hat mit dem Gewicht m; die zur Spros-
sung notwendige Grofe erreicht hat.

Mit Hilfe der Produktregel gelangt man zu der Darstellung

Ony, (t, m)
ot

On (t, m)
om

0 (t,m)

+ gm(t,m) -

= —An,(t,m) — Ny (t, M),

die einen zur Anderung der Wachstumsrate ¢m(t, m) proportionalen Verdiinnungsterm
aufweist. Die Beziehung vereinfacht sich schliefilich bei Beriicksichtigung von Gleichung
(2.17) zu

On (t,m)
ot

On (t,m)

e —(A = p(t)) np(t,m). (2.19)

+ G (t,m)

Der Vorteil dieser Modellgleichungen gegeniiber der Altersbeschreibung liegt, neben der
expliziten Beriicksichtigung der Masse der einzelnen Zelle, insbesondere in den von der
Wachstumsrate unabhéngigen Intervallgrenzen der Zyklusvariablen. Sinkt infolge eines
Substratmangels die Wachstumsrate ab, so bleibt die Form der Zellverteilung zunéchst
erhalten. Die Wachstumsrate u(t) = 0 ist gleichbedeutend mit einer im Zellzyklus un-
verinderlichen Zellverteilung. Im Gegensatz hierzu fithrt die Beschreibung durch das Zy-
klusalter fiir abnehmende Wachstumsraten zu grofien, stetig wachsenden Generationszei-
ten. Das heifit, sowohl das durch die Generationszeit vorgegebene Ende des Zellzyklus als
auch das Alter der Zellen nehmen in gleichem Mafle zu, ohne das sich die Reife der Zellen
andert. Auch in der normierten Form gibt die auf dem Zyklusalter basierende Darstellung
die biologischen Zusammenhénge nur ungeniigend wieder.

2.2.2.1 Anderung der minimalen und maximalen Zellmasse

Sind die Massen my(t) und ma(t) zeitabhéngig, so wirkt sich dies &hnlich wie in den
Betrachtungen der sich d&ndernden Generationszeit in Abschnitt 2.2.1.1 auf die Vertei-
lungsdichte n,,(t, m) aus. Im allgemeinen Fall mit zeitvariablen Massen mg(t) und m (t)
an den Zyklusrdndern gilt die Randbedingung

1 dmo 1 dml
- ———— ) = N T
qm(t,mg)nm(t, mo) ( qm(t,mo) dt ) Qm(taml)nm(taml) ( qm(t’ml) dt ) ’

(2.20)
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wobei die Anderung der Massen mg(t) und m () nicht unabhingig voneinander sind.
Eine vergroflerte sich teilende Zelle fiihrt zu zwei in der Summe ebenfalls vergréflerten
Zellen, die den néchsten Zellzyklus beginnen. Die Klassen, der die beiden neuen Zellen
angehoren, werden durch das Populationsmodell festgelegt. Die folgenden Beispiele zeigen
den Einflufl im Ein- und Zwei-Klassen-Modell auf.

Beispiel: Fiir eine Klasse mit Teilung in zwei gleiche Zellen gilt das Verhéltnis m; = 2m,
zwischen den Massen mg und m;. Bei konstanter Wachstumsrate iiber den Zellzyklus gilt
fiir die Zyklusgeschwindigkeit q,,(t,m1) = 2¢m(t, mo). Hieraus kann man die Randbedin-
gung

Qm(t7 mO)nm(t7 mO) - Qm<t7 ml)nm<ta ml)

ableiten. Eine verdnderte Teilungsgrofie hat keine Auswirkung auf die Verteilungsdichte
im Ein-Klassen-Modell. n

Beispiel: Unterscheidet man lediglich zwei Klassen von kleineren Tochterzellen und gréfie-
ren Mutterzellen aufgrund der initialen Gréfien mg p und mg p der Zellen, so muf in einem
geschlossenen System gefordert werden, dafl die Zellen beider Klassen am Ende des Zellzy-
klus die gleiche GréBe my p = my p = my aufweisen. Unterschiedliche Zellgréfien wiirden
zu mehr als zwei verschiedenen Zellklassen nach der Teilung fiihren. Liegt das Verhéltnis
der ungleichméfligen Teilung zwischen Sprofl- und Mutterzelle mit ¢ = const fest, dann
ergibt sich die initiale Masse der Tochterzellen bezogen auf die Endgrofie m, zu

moyp = Cny
und die der Mutterzellen zu
mo,p = (1 — C) my.

Eingesetzt in Gleichung (2.20) unter Beriicksichtigung von der Zyklusgeschwindigkeit in
Gleichung (2.17) folgt an allen Réndern und in beiden Klassen die gleiche Abhéngigkeit
von der sich &ndernden maximalen Masse
dm1
dt
In diesem Fall ergibt sich kein Einflufl auf die Verteilungsdichte. .

Die Annahme eines konstanten Verhéltnisses ¢ zwischen Mutter- und Tochterzellen stellt
jedoch einen Sonderfall dar, wie die Annahme einer konstanten initialen Gréfle der Mut-
terzellen mg p zeigt. Fiir diesen Fall ergibt sich eine Teilung entsprechend

mo,p =M1 — My,p
und

mo,p = const.
Eingesetzt in Gleichung (2.20) erkennt man, daf in diesem Fall die von
dmq
dt
abhingigen Terme an den Réndern nicht mehr identisch sind. Bei einer Anderung der

Grofe der Zellen my kommt es bei diesem Teilungsverhéltnis sehr wohl zu einem Einflul
auf die Verteilungsdichte.
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2.2.2.2 Normierte Darstellung der Masse

Die normierte Darstellung der Gleichung (2.18) gelingt mit Hilfe einer Funktion, die das
Intervall [mg, m] eindeutig auf das Intervall [0, 1] abbildet. Die logarithmische Definition

In 2
m

P= (2.21)

EJEIE

erweist sich als giinstig, da sie auf eine vom Parameter p unabhéngige Zyklusgeschwin-
digkeit fithrt. Mit der Differentiation nach m

dp. 1 1

- my

dm In e m

liefert der Vergleich mit Gleichung (2.7) zwischen den Dichtefunktionen n,,(t, m) und
ny(t, p) beztiglich m und p den Zusammenhang

1 1
—r — (. p).

In m
mo

Ny (t,m) =

Somit ist es moglich, in der Differentialgleichung (2.18) die Variable m durch p zu ersetzen.
Da in dem Produkt

ot ) (1) = L5 (1)

keine explizite Abhéngigkeit von m mehr auftritt, kann die Anwendung der Produktregel
entfallen. Durch Umformung von n,, in n, erhélt man die normierte Differentialgleichung

anp(t,p) M anp(tap)
ot In 72 dp
——

= —n,(t,p). (2.22)
qP(t7p)

2.2.3 Eigenschaften der Generationszeit

Die Generationszeit ap hiangt von den Umgebungsbedingungen ab, denen die Zellen ausge-
setzt sind. Eine hohere Wachstumsrate fiihrt zu einer verkiirzten Generationszeit, wahrend
ein Absinken der Wachstumsrate eine Verlangerung des Zellzyklus bedeutet. Bei der Ver-
wendung des Zyklusalters a als Zyklusvariable ist, anders als bei der Beschreibung durch
die Masse m einer einzelnen Zelle, zunéchst keine Kopplung zwischen Substratangebot und
Wachstumrate enthalten. Um eine dquivalente Beschreibung mit den beiden unabhéngigen
Veranderlichen zu erhalten, werden im folgenden die sich jeweils ergebenden Ausdriicke
fiir die Generationszeit verglichen. Die Generationszeit berechnet sich dabei als die Zeit,
die eine Zelle zu einem vollstédndigen Durchlauf durch den Zellzyklus benttigt.

Zunichst wird das Wachstum einer Zelle basierend auf der Beschreibung des Zellzyklus
durch das Alter der Zellen untersucht. Bild 2.5 stellt die zeitveréinderliche Generationszeit
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ar(t), sowie das Alter a mehrerer Zellen A, B, C dar. Das Zyklusalter a einer Zelle A, die
zur Zeit to; in den Zyklus eintritt, steigt proportional mit der Prozefzeit t. Nach Gleichung
(2.9) gilt der Zusammenhang

a(t) =1t— t01

zwischen Zyklusalter a und Prozefzeit ¢t. Hieraus leitet sich die Wachstumsgeschwindigkeit
Al

da_

Gu(t,a) = == 1

ab. Zum Zeitpunkt tyo4 erreicht das Zyklusalter mit

a(t) = tos — tor = ar(tos)

die aktuelle Generationszeit und der Zellzyklus endet mit der Teilung der Zelle. Nach der
Teilung beginnt das Zyklusalter der Zelle wieder bei a = 0.

Es wird deutlich, daB eine fallende Generationszeit zu einem Absinken der Zelldichte fiihrt,
wenn man die beiden Zellen B und C, die zu den Zeitpunkten g, und tp3 in den Zellzyklus
eintreten, betrachtet. Der Abstand im Zellzyklus dieser beiden Zellen betréagt

Aal = t03 — tOQ.

Das Ende des Zellzyklus der beiden Zellen liegt in einem Bereich mit sinkender Generati-
onszeit. Der néchste Zellzyklus der beiden Zellen beginnt zu den Zeitpunkten tg5 und tgg.
Der Abstand im Zellzyklus zwischen den beiden Zellen hat sich auf

ACLQ =1 — tos < ACLl

verringert. Anhand der beiden exemplarisch betrachteten Zellen 1é3t sich erkennen, dafl
Zellen mit fallender Generationszeit zusammenriicken. Die Zelldichte steigt und fiithrt so
zu einer Synchronisation der Zellen im Zellzyklus.

Umgekehrt fiihrt eine steigende Generationszeit zu einer verringerten Zelldichte. Weist die
Generationszeit eine Steigung > 1 auf, so kommt die Zellteilung sogar vollig zum Erliegen.
Zwischen den Zeitpunkten t; < t < t4 tritt keine Teilung auf. Dies wird deutlich, wenn
man die Gerade ¢; in Bild 2.5 betrachtet. Die Zelle, deren Alter die Gerade beschreibt,
teilt sich zum Zeitpunkt tg;. Zu den Zeitpunkten ¢, und t3 schneidet die Gerade wiederum
die Generationszeit ohne dafl hier eine Teilung stattfinden kann.

Wiéhrend bisher der Zellzyklus durch das Zyklusalter a gekennzeichnet wurde, wird jetzt
der Zustand des Zellzyklus durch die Zellmasse m definiert. In der Beschreibung des
Zellzyklus durch die Zellmasse m lafit sich die Generationszeit ap nur implizit angeben.
Bild 2.6 zeigt die Wachstumsrate p(t), sowie die auf die minimale Masse mg normierte
Zellmasse m. Die Generationszeit einer Zelle, deren Zyklus zur Zeit ty; begann, berechnet
sich durch Integration iiber die Zyklusgeschwindigkeit g,,(t). Nach Gleichung (2.17) gilt

dm

it m) = 2 = u(t) m(®),
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Bild 2.5: Zyklusalter a bei zeitvariabler Generationszeit a1(t). Zu den Zeitpunkten to; bis tog erreicht
das Zyklusalter a die Generationszeit at(t) und die jeweilige Zelle beendet den Zellzyklus durch die
Teilung. Das Alter a im darauffolgenden Zellzyklus beginnt wieder mit a =0

woraus sich durch Losung der Differentialgleichung die normierte Masse zu

UGN /t u(t)dt'

i L

berechnet. Der Zyklus ist abgeschlossen, sobald die Identitét

my |

t
L / ()t
myo to

erfiillt ist. In Bild 2.6 ist das erstmalig zum Zeitpunkt ¢ = tpo der Fall. Die Generationszeit
berechnet sich dann zu arp(ty) = ty — t;. Eine Schwankung der Wachstumsrate fiihrt
bei dieser Form der Beschreibung zu einer Anderung der Geschwindigkeit, mit der die
Zellmasse zunimmt. Der Abstand zweier Zellen im Zellzyklus bleibt stets konstant. Die
Anderungen der Wachstumsrate haben also keinen Einfluff auf die Zelldichte.

Der Zusammenhang zwischen Wachstumsrate £(¢) und Generationszeit ar(t) ist allgemein
durch die Beziehung

a7 (t)+to |
/ ()t =1n L
to mo

gegeben, wobei die Generationszeit in den Integrationsgrenzen auftritt.
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Bild 2.6: Wachstumsrate j(t) und normierte Zellmasse m(t)/mg. Zu den Zeitpunkten to; bis tos
erreichen die Zellen die maximale Masse mj und teilen sich. Der neue Zyklus beginnt wieder mit der
Masse m(t) = mg

Fiir den stationdren Fall mit u(t) = const ist es moglich, eine analytische Losung fiir das
Integral anzugeben. In diesem Fall gilt der statische Zusammenhang

mq 1

ar(t) =In—— = const (2.23)

mo
zwischen der Wachstumsrate p und der Generationszeit ap. Die fiir die Wachstumsra-
te p giiltige Substratkinetik kann somit verwendet werden, um die Generationszeit in
Abhéngigkeit vom Substratangebot anzugeben. Dieser Zusammenhang wird beispielswei-
se bei Hjortso und Nielsen (1995) verwendet. Die Giiltigkeit ist jedoch auf den stationdren
Fall beschréinkt. Die in Hjortso und Nielsen (1995) abgeleiteten auf der stationdren Be-
trachtung basierenden Eigenschaften sind daher nicht geeignet, die dynamischen Vorgénge
zu beschreiben, infolge derer eine Synchronisation der Zellen auftritt. Zwischen der Zy-
klusvariablen und der Generationszeit bzw. der Wachstumsrate bestehen unterschiedliche
dynamische Abhéngigkeiten. Daher ist es nicht moglich, dquivalente Beschreibungen des
Wachstumsverhaltens zu erhalten, wenn sowohl Wachstumsrate als auch Generationszeit
statisch an das Nahrungsangebot gekoppelt sind.

Betrachtet man das Ubertragungsverhalten von Generationszeit bzw. Wachstumsrate und
der Zyklusvariablen, werden die prinzipiellen Unterschiede des dynamischen Verhaltens
klar. Mit dem zugrunde gelegten Zyklusalter a liefert die nach Gleichung (2.15) normierte
Zyklusvariable p,

pa(t) = (t - tO)aT(t)a
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wahrend sich aus der Beziehung (2.21) die normierte Masse p,,

1 t
m(l) = t)dt’
pult) = o [ )

mo
ergibt. Bei einer konstanten Wachstumsrate j(t) und einer konstanten Generationszeit
ar(t), also stationdren Verhéltnissen, zeigen beide Modelle das gleiche prinzipielle Verhal-

ten. In diesem Fall ist es moglich, das Integral explizit als

Ju

In ™
mo

Pm(t) = (L = to)

anzugeben. Die Anderung der Wachstumsrate bzw. der Generationszeit rufen jedoch
grundsétzlich verschiedene Auswirkungen hervor. Das im Arbeitspunkt linearisierte Sy-
stem p, = f (é) weist proportionales Verhalten auf, wihrend das System p,, = f(u)
integralen Charakter hat. Bei einer gewiinschten statischen Kopplung zwischen ar bzw.
i und dem Substratangebot erscheint die zweite Beziehung geeigneter zur Beschreibung
des Wachstums, da das gesamte aufgenommene Substrat die Masse der Zellen und damit
auch ihre Reife bestimmt. Die Generationszeit direkt an das Substratangebot zu koppeln
steht nicht in Ubereinstimmung mit dem beobachteten Verhalten. Eine Erhohung der Sub-
stratkonzentration hat hier eine sofortige Sprossung der Zellen zur Folge, wenn sich diese
nur lange genug im Zellzyklus befunden haben. Die wihrend dieser Zeit aufgenommene
Substratmenge spielt keine Rolle. Zellen, die den Zellzyklus kurz vor einer Ruhephase
beginnen, sprossen sobald wieder Substrat vorliegt, obwohl ihr Stoffwechsel wiahrend der
gesamten Ruhephase inaktiv gewesen ist.

Im Gegensatz hierzu ist in Bild 2.7 der typische Verlauf der Generationszeit nach einer
Ruhephase dargestellt, wenn man die Zellmasse als unabhéngige Verénderliche verwen-
det und das Zyklusalter durch eine gekoppelte partielle Differentialgleichung berechnet.
Bis ¢ = 10h wird kein Substrat zugefiihrt. In der Ruhephase (ab ¢ = 5h), nach Ver-
brauch des gesamten vorliegenden Substrats, kommt das Wachstum zum Erliegen. Die
Generationszeit steigt wihrend dieser Phase mit der Steigung eins. Der Start der konti-
nuierlichen Kultur (¢ = 10h) ist am Anstieg der Substratkonzentration im Reaktor zu
erkennen. In den ersten Stunden nach dem Beginn der kontinuierlichen Kultur steigt die
Generationszeit weiter mit leicht verminderter Steigung an. Erst nachdem alle wéhrend
der Ruhephase inaktiven Zellen den Zellzyklus beendet haben, sinkt die Generationszeit.
Die Lange dieser Phase mit erhohter Generationszeit entspricht also ungefihr der zu dem
neuen Substratangebot gehérenden Generationszeit. Diese Generationszeit ist erst dann
mef3bar, wenn die erste Zelle einen vollsténdigen Zellzyklus wiahrend der kontinuierlichen
Kultur durchlaufen hat. Zwischen Generationszeit ar(t) und Wachstumsrate p(t) bzw.
Substratangebot besteht lediglich im stationéren Gleichgewicht ein statischer Zusammen-
hang nach Gleichung (2.23). Bei dynamischen Verdnderungen ist dies nicht der Fall.

Wie das Beispiel erkennen 14a8t, weist die Beschreibung der Population durch das Zy-
klusalter a mehrere Nachteile auf. Stoppt das Wachstum, steigen das Alter a der Zellen
und die Generationszeit ar(t) linear mit der ProzeBzeit ¢ an. Die auf das Alter bezogene
Verteilungsdichte verschiebt sich entsprechend. Die zur Begrenzung des Wertebereiches
eingefiihrte Normierung des Alters auf die Generationszeit, fithrt in einer Ruhephase zu
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Bild 2.7: Generationszeit at(t), Zyklusalter a und Substratkonzentration wéhrend einer Batch-Phase
(0-5h), Ruhephase (5-10h) und anschlieBender kontinuierlichen Kultur (ab 10h)

ausgepragten Spitzen in der Verteilungsdichte. Die Zellen néhren sich aufgrund des stei-
genden relativen Alters immer weiter dem Intervallende an. Mit den in Abschnitt 3.1 un-
tersuchten numerischen Verfahren lassen sich derartige spitze Verteilungen jedoch nicht
berechnen.

Das Zugrundelegen eines statischen Zusammenhanges zwischen Wachstumsrate und Ge-
nerationszeit wiirde im Falle einer sprunghaften Erhchung der Substratkonzentration zu
einem starken Abfall der Generationszeit und zur Sprossung einer groflien Anzahl von
Zellen und damit zu einem falschen Ergebnis fithren. Auch eine Zelle, die kurz vor der
Ruhephase in den Zyklus eingetreten ist, wiirde sich bei dieser Betrachtung nach geniigend
langer Ruhephase erneut teilen. Fiir eine brauchbare Beschreibung des Zusammenhanges
zwischen Generationszeit und Substratangebot ist es also erforderlich, sowohl die Zell-
masse als auch das Zyklusalter der Zellen zu beriicksichtigen.

2.2.4 Zusammenfassung

Im folgenden sind die dynamischen Gleichungen des Zyklusmodells zusammengefaf3t. Der
Kern des Modells besteht aus der Beschreibung der Zellverteilung im Zyklus. Um weitere
biologische Eigenschaften in das Modell aufzunehmen, ist es jedoch notwendig zusétzliche
Groflen einzufithren: In erster Linie handelt es sich hierbei um die bereits ausfiihrlich
beschriebenen Gréflen, ndmlich die Zellmasse und des Zyklusalter einer einzelnen Zelle.

Fiir die Zellzahl n,(t,p) gilt die aus der Massenbilanz abgeleitete Differentialgleichung
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(2.6). Im Modell findet die folgende Form entsprechend

ony(tp) | Olap(t.p)ny(t.p))

ot ap = —D(t)n,(t, p) (2.24a)
n,(0,p) = n,.(p) (2.24Db)
Gp(t, 0)np(t, 0) = wo(t) (2.24c)

mit der Zyklusgeschwindigkeit ¢,(t,p) = dp/dt Verwendung. Die Funktion n,,; beschreibt
dabei die Anfangsverteilung der Zellen.

Andere Eigenschaften wie z.B. Zyklusalter, Zellmasse oder Speicherstoffeinlagerung ge-
horchen in analoger Weise weiteren partiellen Differentialgleichungen. Im folgenden sind
diese fiir die Zellmasse m, die Speicherstoffkonzentration ¢y, die Gesamtmasse M und das
Zyklusalter a abgeleitet. Hierbei handelt es sich um alle fiir die vorgestellte Modellrech-
nung relevanten Figenschaften der Zellen. Die mit ¢ indizierten Groflen bezeichnen auch
hier die Anfangsverteilung der betreffenden Eigenschaften in Zellzyklus.

Die Zellmasse m geniigt dem in Gleichung (2.17) angegebenen allgemeinen Zusammen-
hang

d

gm(t,p) - :U’(t) m(t,p).

Die totale Differentiation von m(¢, p) liefert die Abhéngigkeit von Prozefizeit ¢t und Zell-
zyklus p entsprechend der Gleichung

om(t, p) om(t, p)

S8t ) P — ey e (2.250)
m(0,p) = m;(p) (2.25b)
m(t,0) = mg(t). (2.25¢)

Bei einem festen Zusammenhang zwischen der Zellmasse m und der normierten Zellzyklus-
variablen p ist eine Losung der partiellen Differentialgleichung (2.25) nicht erforderlich.
Statt dessen kann die Beziechung zwischen m und p verwendet werden.

In dhnlicher Weise kann die Beschreibung fiir beliebige zellinterne Konzentrationen abge-
leitet werden. Fiir die Konzentration der Speicherstoffe ¢ gilt beispielsweise die Beziechung

%CT(@P) = rr(t) m(t,p),

dabei sind sowohl die Speicherstoffkonzentration als auch die Zellmasse auf die einzelnen
Zellen bezogen. Die totale Differentiation fiihrt dann auf die gesuchte Form

W +a(t,p) %;’p) = rr(t) m(t,p) (2.26a)
er(0,p) = eri(p) (2.26b)

CT(t, 0) = CTQ(t). (226C)
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Sind nicht die auf die einzelne Zelle bezogenen Angaben erwiinscht sondern die in der
gesamten Kultur vorliegenden Konzentrationen, so ergeben sich diese durch Multiplika-
tion der entsprechenden bezogenen Gréflen mit der Zellzahl. Es ist jedoch auch méoglich,
eigene Differentialgleichungen fiir diese Groflen aufzustellen. So gelingt es zum Beispiel
unter Verwendung der Differentialgleichungen (2.24) fiir die Zellzahl n und (2.25) fiir die
Zellmasse m, die Masse aller Zellen M in Abhéngigkeit von Prozefizeit ¢t und Zellzyklus p
anzugeben. Die Gesamtmasse M mit

M(t,p) = m(t,p) n,y(t,p)

erhilt man dprch Multiplikation der Zellzahl n,(t,p) mit der Masse der einzelnen Zelle
m(t, p). Der Ubersichtlichkeit halber wurde auf die Angabe der Abhéngigkeiten von ¢ und
p in der folgenden Ableitung verzichtet.

Die Addition der mit m multiplizierten Gleichung (2.24) und der mit n, multiplizierten
Gleichung (2.25) liefert die Differentialgleichung

om , om Oy | (apmp) ) _ _
((‘% +q(9p)np+m(6t + o = (um) n, —m (Dny).

Die Gleichung enthélt Produkte zwischen m und n beziehungsweise deren erste Ableitun-

gen. Durch Umordnung der Produkte 148t sich eine Differentialgleichungen in M ablesen.
Das Zusammenfassen zeitlicher und raumlicher Ableitungen liefert

gm Iny ), (Om Aapmp) | _ _
(atnp+mat)+<ap(qpnp)+m o = pmn, — Dmn,,

wobei es moglich ist, die Klammerausdriicke unter Beachtung der Produktregel durch die
zeitliche bzw. rdumliche Ableitung des Produktes mn, zu ersetzen. Somit ergibt sich der
gesuchte Zusammenhang zu

oM 0(g M)

5 T g =M~ DM (2.27a)
M(0,p) = mi(p)n,i(p) (2.27b)
M(t,0) = mq(t)n,(t,0). (2.27¢)

Diese Gleichung verwendet unter anderem auch Strissle (1988). Zur Berechnung der Masse
einer Zelle m bei gegebener Gesamtmasse M und Zelldichte n,, ist allerdings eine Division
notwendig. Auch die Bestimmung der Anfangbedingung erfordert eine Division, wenn der
Fluf uo(t) und nicht die Zelldichte n,(t,0) vorliegt. Benétigt man alle Groien n,, m und
M, so erweist es sich daher als giinstiger, die Differentialgleichung (2.25) fiir die Masse m
einer Zelle zu l6sen als die Differentialgleichung (2.27) fiir die Gesamtmasse M.

Wird die Angabe des Zyklusalters a gewiinscht, so ist die folgende partielle Differential-
gleichung zu 16sen. Das Zyklusalter einer Zelle ergibt sich nach Gleichung (2.9) zu

a(t,p) =t —to,

wobei die Ableitung nach der Zeit stets konstant ist. Es gilt

d
—a(t,p) =1
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und somit fithrt die totale Differentiation nach der ProzeBzeit ¢ und der Zyklusvariablen
p auf die partielle Differentialgleichung

da(t, p) da(l, p)
t =1 2.28
o ) (2.282)
a(0,p) = a;(p) (2.28D)
a(t,0) =0, (2.28¢)
wobei das Zyklusalter zu Beginn des Zyklus stets null ist. Die Generationszeit ar(t) der

Population ist dann am Ende des Intervalls fiir a(¢,p = 1) ablesbar.

2.2.4.1 Anderung der Zyklusgrenzen

Die in Abschnitt 2.2.4 angegebenen dynamischen Gleichungen gelten fiir feste Grenzen
der Zyklusphasen. Andern sich die Grenzen einer Zyklusphase, so treten die nachfolgend
angegebenen zusétzlichen Terme bei der Berechnung der Zyklusgeschwindigkeit g,(t,p)
auf; diese haben einen Einflufl auf die Verteilungsdichte n,(t, p).

Als Beispiel dient eine Zyklusphase, die durch die Zellmasse m charakterisiert ist. Die
minimale Masse ist dabei mit mg und die maximale Masse mit m bezeichnet. Die Zy-
klusvariable p,, berechnet sich durch Normierung der Zellmasse m auf die Grenzen m,
und m,. Eine Anderung dieser Grenzen fiihrt daher auch zu einem veriinderten Zusam-
menhang zwischen der Masse m und der Zyklusvariablen p. Vergréflert sich bei konstanter
Masse my die untere Grenze mg, so verschiebt sich die einer konstanten Masse entspre-
chende Zyklusvariable in Richtung p = 0 (siehe Bild 2.8). Es entsteht ein fiktiver, dem
durch das Wachstum verursachten FluB ¢, , > 0 entgegengesetzter Fluf g, .. Es ist erfor-
derlich, Gleichung (2.29) um einen Term, der die Anderung von mg(t) beriicksichtigt, zu
erweitern. Fiir die Funktion p = f(m, mg) gilt nun

ot.p) = 2 A mo) _ Of(m,mo) dm | 0f(m, mo) dimy

dt dt om dt,  9mg dt
QP,,LL q;?’,’l)
dmg

wobei sich fiir ¢ = 0 die bekannte Beziehung fiir feste Grenzen mg, m; ergibt. Die
Zyklusgeschwindigkeit g, teilt sich auf in einen der Wachstumsrate p(¢) proportionalen
Teil ¢,, und einen durch die Anderung der Normierung hervorgerufenen fiktiven Fluf
¢pv- Fiir die Anderung der oberen Grenze m(t) ergibt sich ein entsprechender Term.

Beispiel: Im Falle des in Gleichung (2.31) angenommenen linearen Zusammenhangs p =
fr(m) zwischen Masse m und Zyklusvariable p ergibt sich bei der in Bild 2.8 skizzierten
Anderung der unteren Grenze mg(t) der Flufl zu

wt.p)=\p——— )+ ———(p=1) —=.
myp — My ITLI — My dt/
G Gp.o

Der Betrag des Flusses g,, sinkt proportional zum Anstieg der Zyklusvariablen p. Fiir
p = 1 gilt schlieflich g, = 0.
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Bild 2.8: Zyklusvariable p und Zyklusgeschwindigkeit q, = qp , + qp bei Anderung der unteren
Grenze von mg = mg auf mg = mg

Nach abgeschlossener Anderung der unteren Grenze von mgo = mj auf m{ > mj gilt

wiederum dﬂ% = @p» = 0. Die Wachstumsgeschwindigkeit ¢, , ist jedoch auf
m m
t = ——u(t) > —u(t
dpalt Fu(m)) = () > )

angestiegen, da die Zellen den Zellzyklus bereits mit der groferen Zellmasse my, beginnen.

2.2.4.2 Kopplung mit anderen Modellteilen

Das Zyklusmodell ist in das Populationsmodell eingebettet. Das den Zellzyklus charak-
terisierende Zyklusalter der Zellen steigt an und nach der Teilung beginnen zwei neue
Zellen einen weiteren Zellzyklus. In der Regel ist es jedoch erforderlich, neben dem Zy-
klusalter auch das genealogische Alter der Zellen zu beriicksichtigen. In diesem Fall teilt
sich die Gesamtzahl der Zellen in mehrere Klassen auf. Jede dieser Klassen erfordert eine
unabhéngige Berechnung des Zellzyklus. Neben der Zellverteilung kénnen auch einzelne
Modellparameter von einer Klasse zur néichsten voneinander abweichen. Zu welcher Klasse
eine Zelle nach vollendetem Zyklus gehort, wird schlieflich durch das Populationsmodell
festgelegt. Die Kopplung zu dem in Abschnitt 2.3 vorgestellten Populationsmodell findet
also durch den ZufluB wug(t) bzw. den AbfluB q(¢, 1)n(t,1) = uy(t) statt.

Die Wachstumsrate p bzw. die weiteren Stoffwechselraten, wie z.B. r7, hdngen vom Néhr-
stoffangebot ab. Das im Abschnitt 2.4 vorgestellte Stoffwechselmodell beschreibt die bei
den jeweiligen Umgebungsbedingungen moglichen Reaktionsraten. Die Riickwirkung auf
die Umgebungsbedingungen erfolgt durch die Aufnahme bzw. die Produktion von Substra-
ten und Produkten sowie der Biomasse. Hierzu ist in der Regel eine Integration iiber die
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verteilten Groflen des Zyklusmodells notwendig. Fiir den Bioreaktor stellt das im Anhang
A.2 dargestellte Reaktormodell eine gute Approximation der Umgebungsbedingungen dar.

Durch die Zellmasse, den Speicherstoffgehalt und weitere Groflen ist es moglich, beobach-
tete morphologische Eigenschaften der Zellen in die Modellrechnung aufzunehmen. Die
eingefiihrte Zyklusvariable erfordert gleichzeitig eine Erweiterung des Stoffwechselmodells,
da zusitzliche Angaben fiir die Berechnung notwendig sind. Hierbei handelt es sich bei-
spielsweise um die Anfangszellmasse m;(t). Desweiteren ist hier die Zyklusgeschwindig-
keit ¢(t, p) festzulegen. Dies kann beispielsweise durch eine Verkniipfung von Zyklus und
Zellmasse geschehen. Dabei charakterisiert die Funktion p = f(m) den Zykluszustand
p in Abhéngigkeit der Masse m. Sie ist monoton wachsend mit den Randbedingungen
p(m = my) = 0 fiir die untere und p(m = my) = 1 fiir die obere Grenze. Durch die
feste Abhéngigkeit zwischen Masse und Zellzyklus ist auch die Zyklusgeschwindigkeit g,
eindeutig bestimmt. Nach Gleichung (2.5) gilt

_dp _df(m) _9f(m) dm
W)= = T T Tom i

(2.29)

Die beiden nachfolgenden Beispiele dienen zur Erlduterung moglicher Funktionen f(m).
Beispiel: Es gelte der lineare Zusammenhang p := f;(m) entsprechend

frim) = M0 gy mo < m < my (2.30)
myp — My
mit der minimalen Masse mg und der maximalen Masse m;. Eingesetzt in Gleichung
(2.29) ergibt sich unter Verwendung von Gleichung (2.17) die Beziehung

mo
t,p) = - t 2.31
wlt0) = (p= =) o) (2.31)
die einen Zusammenhang zwischen der Zyklusgeschwindigkeit und der Wachstumsrate
herstellt. Bei einer linearen Abhéngigkeit zwischen der Zyklusvariablen und der Zellmasse
steigt also die Wachstumsgeschwindigkeit mit zunehmender Zyklusvariable an. .

Beispiel: Nimmt die Masse exponentiell im Verlauf des Zellzyklus mit
p
m = mg (@) (2.32)
mo
zu, so gilt der Zusammenhang p := fg(m) entsprechend

In ™

fe(m) = 1 il mo <m <y
n_
mo

und fithrt im Gegensatz zum ersten Beispiel auf eine von der Zyklusvariablen p unabhéngi-
ge Wachstumsgeschwindigkeit

1
qp(t,p) = o pu(t),
mo



54 2.3 Populationsmodell

hat aber eine aufwendigere Berechnung des Zusammenhanges zwischen der Masse und
der Zyklusvariablen zur Folge. .

In gleicher Weise kann der Zellzyklus durch

1

qa:T

auf eine konstante Zeit T festgelegt werden. In diesem Fall ist die Zellmasse mit Hilfe der
Differentialgleichung (2.25) zu berechnen.

Die vorgestellten Moglichkeiten zur Definition des Zellzykluszustands finden im Stoffwech-
selmodell in Abschnitt 2.4 Verwendung.

2.3 Populationsmodell

Das Populationsmodell fafit Zellen mit dhnlichen Eigenschaften in Klassen zusammen.
Die Klasseneinteilung orientiert sich dabei am genealogischen Alter der Zellen. Hierbei
ist das genealogische Alter ¢ als die Anzahl der von einer Zelle vollstéindig durchlaufenen
Zellzyklen zu verstehen. Mit dem Ende des Zellzyklus einer Zelle entsteht eine neue Toch-
terzelle mit dem genealogischen Alter ¢ = 0, wihrend das Alter der Mutterzelle sich um
eins erhoht. Sowohl die Tochterzelle wie auch die Mutterzellen gehoren nach der Teilung
in der Regel einer anderen Klasse an als die urspriingliche Zelle. Das Populationsmodell
beschreibt diesen Wechsel zwischen den Klassen fiir alle Zellen.

Das Populationsmodell weist damit, wie auch schon das Zellzyklusmodell, eine groflere
Komplexitat auf, als das in Abschnitt 2.1 vorgestellte einfache Wachstumsmodell. Das
driickt sich durch die in den Modellen eingefiihrten Abhéngigkeiten der Biomasse vom
Zykluszustand und dem genealogischen Alter aus. Die Berechnung des Wachstums in
Abhéngigkeit vom Zykluszustand erfordert, wie in Abschnitt 2.2 gezeigt, die Losung einer
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung. Das genealogische Alter ist im Gegensatz
zum Zellzykluszustand eine ganzzahlige Variable. Die Anzahl der Klassen ist zusétzlich
in realen Anwendungen auf einige wenige Klassen beschriankt. Fiir jede dieser Klassen
ist der Zellzyklus separat zu berechnen. Entsprechend der Anzahl der unterschiedenen
Klassen vervielfacht sich die Zahl der zu losenden Differentialgleichungen. Es ist jedoch
nicht notwendig, eine partielle Differentialgleichung mit zwei unabhéngigen Variablen,
néamlich dem Zellzyklus und dem genealogischen Alter, zu losen.

Das einfachste Populationsmodell enthélt nur eine einzige Klasse. Nach der Teilung be-
ginnen alle Zellen den Zellzyklus erneut in derselben Klasse. Dieses Modell ist nur sinnvoll
fiir die Teilung einer Zelle in gleiche Teile. Das einfachste Modell, das eine ungleichméfige
Teilung beriicksichtigt, unterscheidet mindestens je eine Klasse von Tochter- und Mut-
terzellen. In diesem Zwei-Klassen-Modell haben sich die Tochterzellen noch nicht geteilt
(1 = 0); eine Mutterzelle hat sich bereits mindestens einmal geteilt (i > 1). Zellen, die sich
bereits hdufiger geteilt haben, gehoren im Zwei-Klassen-Modell ebenfalls der Mutterklas-
se an. Die beiden Klassen sind also gekennzeichnet durch ¢ € {0,1} und werden mit den
Indizes D und P bezeichnet. In einem geschlossenen System ist es notwendig, dal Zellen
mit mehr als einer Teilung ebenfalls der Mutterklasse angehéren.
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Tochterklassen Mutterklassen

Bild 2.9: Genealogisches Modell einer Zellpopulation mit g Mutter- (Pi) und g + 1 Tochterklassen
(Di). Ein vollsténdiger Zellzyklus ist in einem Oval zusammengefaBt (Grover und Woldringh, 1995)

Zur expliziten Beriicksichtigung von Zellen hoheren Alters in jeweils einer eigenen Klasse,
148t sich das Modell beispielsweise bis zu einem maximalen Alter g erweitern. Die g + 1
Klassen ¢ = 0 bis g enthalten dann die Zellen mit dem entsprechenden genealogischen
Alter (Anzahl der Zellzyklen). Sie werden durch die Indizes PO bis Pg gekennzeichnet,
wobei PO hier synonym zu D fiir die Tochterklasse verwendet wird. Durch Teilung einer
Zelle des Alters i entstehen jeweils eine Tochterzelle der Klasse ¢ = 0 und eine Mutterzelle
der Klasse min(i + 1, g). Das heifit auch hier wird die Klasse der dltesten Zellen mit i = g
nicht mehr verlassen. Der Prozefl des genealogischen Alterns ist in Bild 2.9 dargestellt.
Experimentell ist es moglich, das Alter der Mutterzellen durch Anfirbung der bei der
Teilung entstandenen Sprossungsnarben auf der Zellwand zu bestimmen (siehe Bild 1.1
auf Seite 22).

Nach dem bisher gesagten, gehoren alle Tochterzellen unabhéngig von ihrer Herkunft
zur Klasse ¢« = 0. Eine zusétzliche Unterteilung der Tochterzellen nach ihrer Herkunft
gelingt durch die Einfithrung des Alters der Mutterzelle j einer Tochterzelle. Die Klasse
der Tochterzellen PO bzw. D wird auf diese Weise durch g + 1 Tochterklassen DO bis
Dg ersetzt. Diese genealogisch niitzliche Klasseneinteilung ist experimentell nicht aus den
Sprossungsnarben abzuleiten, da die Zahl der Sprossungsnarben fiir alle Tochterklassen
unabhéngig von ihrer Herkunft ¢ = 0 gilt. Bei der Teilung einer Mutterzelle mit ¢ Narben
entsteht eine Zelle der Tochterklasse j = i. Nach einem weiteren Zellzyklus entstehen
aus dieser Tochterzelle der Klasse j eine Zelle der Tochterklasse 7 = 0 und eine Zelle der
Mutterklasse i = 1. Da die Zellen aller Tochterklassen keine Narbe aufweisen, fait man die
Sprofizellen aller Tochterklassen in der Tochterklasse j = 0 zusammen. Die entsprechende
Klassenstruktur ist in Bild 2.9 dargestellt.

Auch in dem erweiterten Modell kommt man um die Zusammenfassung von Zellen ver-
schiedener Herkunft nicht herum. Eine weitere Differenzierung ist zwar denkbar, jedoch
nicht unbedingt zweckméfig. Ziel der Modellbildung ist vielmehr, die Struktur der Po-
pulation mit moglichst wenigen Klassen aber so vielen Klassen wie nétig zu charakteri-
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sieren. Konsequenterweise werden Klassen mit gleichen Eigenschaften zu einer einzigen
Klasse zusammengefafit. Die Anzahl der zu berticksichtigenden Klassen héngt hierbei von
der Fragestellung ab. Lord und Wheals (1980) und Thompson und Wheals (1980) haben
beispielsweise bei der Untersuchung der Generationszeiten in asynchroner Kultur heraus-
gefunden, dafl bei ihren Experimenten die Unterscheidung von zwei Klassen ausreichend
ist.

Im Rahmen dieser Arbeit liegt das erweiterte Populationsmodell zugrunde, das auf den
oben geschilderten Uberlegungen fiir Mutter- und Tochterzellen basiert. Dies ist notwen-
dig, um die erforderliche Struktur fiir die jeweilige Anwendung beurteilen zu kénnen. Im
folgenden Abschnitt werden die allgemeinen Modellgleichungen vorgestellt.

2.3.1 Modellgleichungen

Die folgende Betrachtung gilt dem allgemeinen von Grover und Woldringh (1995) vor-
geschlagenen genealogischen Modell. Wie in Bild 2.9 skizziert, unterscheidet das Modell
zwischen Mutter- und Tochterzellen, wobei letztere ebenfalls durch das Alter der Mutter-
zellen charakterisiert werden.

Der Zellzyklus endet mit der Teilung einer Zelle in Mutter- und Tochterzelle. Aufgrund der
unsymmetrischen Teilung gehoren diese beiden Zellen anschlieend verschiedenen Klassen
an. Jede Zellklasse ist durch eine Zelldichte n;(t,p) charakterisiert, wobei ¢ € {Dj, Pi}
hier die Indizes aller Zellklassen des Populationsmodells bezeichnet. Zur Berechnung der
Zellverteilung jeder Klasse ist die Losung der Differentialgleichung (2.6) erforderlich (Seite
35). Der Ubergang der Zellen nach der Teilung aus ihrer bisherigen Klasse in eine neue
Klasse wird durch die Randbedingungen des Zyklusmodells in Gleichung (2.6¢) beschrie-
ben. Der ZufluB w; (t) einer Klasse i mit

Ui,O(t) = Qi(t7 O)ni(t7 0) - Z ;5 45 <t7 1)nj<t7 1) (233)

ist darstellbar in Form einer gewichteten Summe {iber die Teilungsrate aller Klassen j
des Modells. Der Koeffizient a; ; ist genau dann eins, wenn die bei der Teilung einer Zelle
der Klasse j entstandene Mutter- oder Tochterzelle im néchsten Zellzyklus der Klasse ¢
angehort. In allen anderen Féllen gilt a; ; = 0.

Im folgenden wird die Abkiirzung

eingefithrt, wobei w;(t,p) den ZellfluB der Klasse i im Zellzyklus bezeichnet. Gleichung
(2.33) 148t sich dann schreiben als

wi(t,0) = " aijuy(t, 1), (2.35)

Der Flufl u; bezeichnet dabei nur den FluBl in einer Klasse i. Das System aller Klassen
148t sich allgemein durch eine Vektorgleichung formulieren. Hierzu wird die quadratische
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Matrix A = {a;;} und der Vektor U(t,p) = [...u;(t,p)...]" definiert. Die Randbedin-
gungen fiir alle Klassen des Populationsmodells lassen sich dann ausdriicken durch die
Gleichung

U(t,0) = AU(t, 1), (2.36)

wobei die Spaltenvektoren den Flufl u; aller Klassen des Systems enthalten.

Zunéachst sei das Zwei-Klassen-Modell bestehend aus einer Mutterklasse P und einer Toch-
terklasse D betrachtet. Fiir die beiden Klassen ¢ mit ¢ € {D, P} gelten die Randbedin-
gungen

fiir den Zellflu in die Klassen. Der zugehorige Spaltenvektor U(¢, p) mit

U(t,p) = [ up(t,p) | up(t,p) |

enthélt zwei Elemente, wobei der senkrechte Strich dabei den Flufl in Mutter- und Toch-
terklasse trennt. Mit Hilfe der Vektorschreibweise ergibt sich die Bilanzgleichung des Zwei-

Klassen-Modells zu
111

Die Matrix A = {a;;} ist in diesem Fall voll besetzt, da, unabhéingig von der zugehorigen
Klasse, bei der Teilung immer eine Mutter- und eine Tochterzelle entstehen. Es ist zu
erkennen, dafl die erste Zeile der Matrix A die Zufliisse in die Tochterklasse, die zweite
Zeile entsprechend die Zufliisse in der Mutterklasse kennzeichnen. In der ersten Spalte
ist die Zugehorigkeit einer ehemaligen Zelle der Tochterklasse nach Ende eines Zellzyklus
abzulesen. Die zweite Spalte gilt fiir die Mutterzellen. Auch fiir Modelle mit mehreren
Klassen teilt sich die Matrix A fiir Mutter- und Tochterzellen in vier Quadranten.

Im erweiterten Populationsmodell werden die Mutterzellen in Klassen mit steigendem ge-
nealogischen Alter, das heif3t mit zunehmender Anzahl durchlaufener Zyklen, aufgeteilt.
Die jiingsten Zellen, die Tochterzellen, unterscheiden sich untereinander zusétzlich auf-
grund des Alters ihrer jeweiligen Mutterzelle. Bei g unterschiedlichen Mutterklassen P1
bis Pg resultieren hieraus g+ 1 Tochterzellklassen D0 bis Dg. Nach Vollendung des ersten
Zellzyklus werden die Tochterzellen nicht weiter unterschieden. Es sei angenommen, daf
diese nun dieselben Eigenschaften aufweisen. Die Summe iiber alle Tochterzellklassen ist
daher definiert als Klasse PO mit

upo(t, p) = ZUDj(t7p) (2.37)

bestehend aus allen Zellen, die sich im ersten Zellzyklus befinden und keine Sprossungs-
narbe aufweisen.
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Mit dieser Abkiirzung lafit sich das genealogische Reifen der g + 1 Tochterzellklassen D

durch die Gleichungen

UD(

UDj(t, 0) = tu(t, 1)

und das der g Mutterzellklassen durch die Gleichungen

(2.38a)
g—l)(t7 0) = uP(g—l)(t7 1)
upg(t,0) = upy(t, 1)
Upl(t, 0) = Upg(t, 1)
Upg(t, 0) = Up1<t, 1)
Upg(t, 0) = Upg(t, 1)
(2.38b)

upi(t,0) = up-1)(t,1)

up(g-1)(t,0) = up(g-2(t, 1)

ng<t7 0) - U’P(g—l)<t7 1) + ng<t7 1)

ausdriicken. Zu Beginn des Zellzyklus ist die Summe der Tochterzellen hierbei stets iden-
tisch der Summe der Mutterzellen

g g g
D up(t,0) = upi(t, 1) =) upi(t,0).
j=0 j=0 i=1

Mit Hilfe des Vektors der Zellfliisse u;

ist es moglich, die quadratische Matrix A = {a; ;} aus R?9T1*20+1 3lg

T
U= upo Upg ‘ up1 upy |
1 -~ 11]0 00 ]
0 I g+1
J
1 1 0 0 0 )
0 I 0 !
I
9::1 ?J’
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anzugeben. Die Matrix teilt sich wieder in vier Untermatrizen fiir die Tochter- und Mut-
terklassen. In der Matrix ist zu erkennen, dafl die Summe der Tochterzellen hier ausschlie3-
lich in die Mutter-Klasse P1 und die Tochter-Klasse D0 miinden, da in den linken g + 1
Spalten jeweils nur die Zeilen fiir die erste Mutter- und Tochterklasse besetzt sind. Die
Matrizen I sind hierbei Einheitsmatrizen mit der Ordnung g bzw. g—1 und die Matrizen 0
stellen jeweils rechteckige Nullmatrizen aus R9*9*! bzw. aus RI1*9*! dar. Die Einheits-
matrix oben links kennzeichnet den Ubergang der SproBzellen aus der Mutterklasse i in
die Tochterklasse j = . Die Spur der unteren Einheitsmatrix liegt in der Nebendiagonalen
der Teilmatrix unten links, da das Alter der Mutterzellen mit jeder Sprossung zunimmt.
Die Zellen der éltesten Klasse bleiben schliellich in derselben Klasse.

Mit Hilfe der in den Abschnitten 2.2 und 2.3 eingefiihrten Gleichungen ist es moglich,
das Wachstum einer Kultur von Mikroorganismen unter Beriicksichtigung von Zellzyklus
und genealogischem Alter zu beschreiben. Diese Modellgleichungen stellen den Kern des
Zellzyklus- und Populationsmodells dar. Fiir die Beschreibung spezieller biologischer Or-
ganismen ist zusétzlich die Kenntnis der Kopplung von Wachstumsrate und Umgebungs-
bedingungen notwendig. Der folgende Abschnitt stellt daher ein Stoffwechselmodell vor.
Desweiteren werden Werte fiir die biologischen Parameter in allen Modellteilen angegeben.

2.4 Stoffwechselmodell

Die in den Abschnitten 2.2 und 2.3 vorgestellten Modelle des Zellzyklus und der Populati-
onsstruktur erlauben eine detaillierte Beschreibung des Wachstums von Mikroorganismen.
Mit der dort eingefithrten Erweiterung beziiglich der Variablen fiir das Zyklusalter und
das genealogische Alter steigt jedoch auch der Aufwand, den Zusammenhang zwischen
Wachstum und Stoffwechsel herzustellen. Beim einfachen kinetischen Wachstumsmodell
in Abschnitt 2.1 war die Wachstumsrate lediglich eine Funktion der Zeit. Die Wachstums-
rate im erweiterten Modell beriicksichtigt zuséatzlich den Zellzyklus und das genealogische
Alter. Dariiber hinaus héngen weitere Modellparameter, wie zum Beispiel die minimale
bzw. maximale Masse zu Beginn und Ende des Zyklus oder das Teilungsverhéltnis zwi-
schen Mutter- und Tochterzellen von den Umgebungsbedingungen ab. Zur Beschreibung
der Wachstumsrate sind neben den priméren Substraten auch Speicherstoffe zu beriick-
sichtigen. Diese konnen, wie beispielsweise Trehalose oder Ethanol, zellintern oder -extern
vorliegen.

Bild 2.10 dient dazu, die Verbindung des Zellzyklus- und Populationsmodells mit dem
strukturierten Stoffwechselmodell sowie deren Beziehung zum Reaktormodell schematisch
darzustellen. Ziel der Betrachtung ist, die Gesamtbiomasse entsprechend dem genealogi-
schen Alter und dem Zellzykluszustand der Zellen aufzuteilen. Die Unterscheidung meh-
rerer genealogischer Klassen im Populationsmodell fithrt auf ein wesentlich komplexeres
Stoffwechselmodell. Ist der Stoffwechsel zweier Zellklassen identisch, so kann man die
Klassen zusammenfassen, was die genealogische Klassenstruktur vereinfacht.

Die Wachstumsrate héngt von einer grofien Zahl von Einflulgréssen ab. Hierbei handelt es
sich beispielsweise um das Substrat- und das Sauerstoffangebot, Zusétze von Aminosaur-
en oder Spurenelementen zur Néhrlosung und Temperatur oder pH-Wert. Eine weitere
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Reaktormodell P S X
Zellzyklus-/
Populations-
modell
M(t,p)
M
Stoffwechsel-
modell
Katabolismus ~ Anabolismus Zellklassen

Bild 2.10: Das Populationsmodell fiihrt entsprechend der Anzahl der unterschiedenen Zellklassen
(z.B.: Mutter- und Tochterzellen) zu einer Vervielfachung des Stoffwechselmodells. In der Graphik
bezeichnet S Substrat, P Produkt und X Biomasse, sowie Rg die Aufnahme- und Rx und Rp die
Produktionsraten. Die Einfiihrung einer Verteilungsdichtefunktion M(t, p) statt der Gesamtbiomasse
X ermdglicht es, Zellzyklusereignisse im Modell zu beriicksichtigen. Die Wachstumsrate p(t, p) hangt
ebenfalls vom Zellzyklus ab. Nach vollstandig durchlaufenem Zellzyklus teilen sich die Zellen und
gehen in eine ihrem Alter entsprechende Zellklasse iiber

wichtige Einfluigrofie ist der biologische Stamm des ausgewéhlten Organismus. Da die
zu betrachtenden EinfluBgréflen von derart grofier Zahl sind, behilft man sich in der
Regel mit sogenannten Standardbedingungen. Die Standardbedingungen kénnen durch
einen diskreten Wert oder durch ein zulédssiges Intervall einer ProzeBgrofie gekennzeichnet
sein. Handelt es sich um ein Intervall, dann gilt stets, dafl innerhalb der angegebenen
Grenze keine signifikante Verdnderung des Systemverhaltens zu beobachten ist. Durch die
starke Abhéngigkeit des Wachstums von den genannten Umgebungsbedingungen ist eine
Vergleichbarkeit zwischen Experimenten, denen nicht dieselben Standardbedingungen zu
Grunde liegen, bestenfalls qualitativ moglich.

Die Synthese von Zellmaterial steht am Ende einer langen Kette von enzymatisch gesteuer-
ten Reaktionen in einem biochemischen Stoffwechselnetz. Die wesentlichen biochemischen
Stoffwechselwege des Organismus S. cerevisiae sind bekannt. Bellgardt (1984) verwen-
dete ein vereinfachtes stationéres Stoffwechselnetz, das die fiir das Wachstum der Hefe
wichtigsten Stoffwechselpfade enthélt. Diese ermoglichen es, die Zerlegung der wichtig-
sten Substrate, Glucose und Ethanol, zu beschreiben. Dabei ist die Wachstumsrate an
die katabolen Fliisse im Netz gekoppelt. Gegeniiber einem auf Ertragskoeffizienten basie-
renden Modell weist das Stoffwechselnetz den Vorteil auf, leichter auf weitere Substrate
erweiterbar zu sein. Dies ist moglich, da der Abbau anderer Substrate sich haufig ebenfalls
iiber die im Modell enthalten zentralen Stoffwechselwege vollzieht. Die Eigenschaften der
Hauptstoffwechselwege sind in der Regel iibertragbar. Eine begrenzte Kapazitéit einzelner
enzymatischer Schritte im Stoffwechselnetz, wie z.B. die respiratorische Kapazitét, gelten
in der Regel fiir alle Substrate.

Jeder Zellzyklus teilt sich in die in Abschnitt 1.1 beschriebenen Zyklusphasen. Es ist da-
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von auszugehen, dafl wahrend des gesamten Zellzyklus dieselbe enzymatische Ausstattung
in der Zelle vorhanden ist. Das heifit, sowohl in der durch Massenzunahme gekennzeich-
neten (Gi-Phase als auch wihrend der Umstrukturierung in der S-Phase liegt dasselbe
Stoffwechselnetz zugrunde. Die Fliisse in den einzelnen Reaktionen sind jedoch vermut-
lich unterschiedlich. Der nachfolgende Abschnitt 2.4.1 ist dem zugrunde liegenden Stoff-
wechselnetz gewidmet. Es schlieit sich die Regulation der Fliisse im Stoffwechselnetz in
Abschnitt 2.4.2 und die Kopplung der zwischen Stoffwechselnetz und Zellzyklus bzw. ge-
nealogischem Alter in Abschnitt 2.4.3 an.

In zunehmenden Mafle finden genetisch definierte bzw. verdnderte Organismen fiir die
Analyse in der kontinuierlichen Kultur Verwendung. Im Rahmen der fortschreitenden
Analyse der Verkniipfung zwischen genetischer Information und physiologischer Funktion
ist es wiinschenswert, das Wachstum dieser Organismen zu untersuchen. Als Seitenef-
fekt der genetischen Manipulation sind die Organismen aufgrund fehlender enzymatischer
Schritte in der Biosynthese nicht in der Lage, einige essentielle Aminoséduren zu syntheti-
sieren. Um dennoch diese Organismen verwenden zu kénnen, miissen diese Aminoséduren
der Nahrlosung hinzugefiigt werden. Die Hefe kann diese komplexen Bausteine direkt zum
Aufbau der Biomasse verwenden. Ein Teil der normalerweise zur Synthese aufzuwenden-
den Energie und Bausteine wird in diesem Fall nicht benétigt: Die Folge davon ist eine
groflere Ausbeute bezogen auf das eigentliche Substrat. Andere Zusétze in der Ndhrlosung,
wie z.B. Hefeextrakt, enthalten ebenfalls komplexe Bausteine, die der Zelle die Synthese
der Biomasse erleichtern. Will man ein Modell fiir einen gréfleren Bereich von Umgebungs-
bedingungen erstellen, das komplexe Bausteine in der Nahrlosung beriicksichtigt, so sind
auch die Pfade des anabolen Stoffwechsels mit in das Stoffwechselnetz aufzunehmen. Ab-
schnitt 2.4.1 fithrt ein derartiges Stoffwechselnetzwerk ein, das auf den in Cortassa et al.
(1995) enthaltenen Angaben zur Zusammensetzung der Biomasse basiert.

Der Stoffwechsel der Zellen in allen Zyklusphasen und Umgebungsbedingungen geniigt
stets gewissen Randbedingungen. Bei vollstdndiger Bilanzierung des elementaren Stoff-
umsatzes diirfen beispielsweise keine Fehlbetriage in den Stoffstromen der beteiligten che-
mischen Elemente auftreten. Mengenméflig am stérksten beteiligt sind dabei die Elemen-
te Kohlenstoff (C), Wasserstoff (H), Stickstoff (N) und Sauerstoff (O). Die sogenannte
CHNO-Bilanz kann verwendet werden, die Mefiwerte auf Meffehler aufzuspiiren bzw.
auszugleichen (Heijden et al., 1994a.b,c). Dies kann zur Erhthung der Giite der Messung
der Prozefiparameter verwendet werden. Dariiber hinaus ist eine Aussage moglich, ob alle
relevanten Reaktionsprodukte beriicksichtigt wurden.

2.4.1 Katabole und anabole Stoffwechselpfade

Beim Stoffwechsel von Mikroorganismen unterscheidet man zwischen Katabolismus und
Anabolismus. Der katabole Stoffwechsel zerlegt zunédchst die komplexen Kohlenstoffquel-
len in einfachere Verbindungen und dient der Energiegewinnung. Der Organismus S. ce-
revisiae ist beispielsweise in der Lage, Glucose, Glycerin, Pyruvat, Lactat, Acetat oder
Ethanol zu verwerten (Cortassa et al., 1995). Aus den Zwischen- und Endprodukten des
Katabolismus wird im Anabolismus unter Einsatz der gewonnenen Energie die Zellmasse
aufgebaut.
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Bild 2.11: Verkniipfung des Katabolismus mit den anabolen Stoffwechselwegen von S. cerevisiae.
Der Aufbau der Biomasse beginnt mit der Synthese niedermolekularer Bausteine aus Precursor-
Elementen des katabolen Stoffwechsels. Die Aminosduren, Lipide, Nucleotide und Polysaccharide
bilden schlieBlich die funktionalen Einheiten der Zelle (Gottschalk, 1986)

Der Aufbau der Zellmasse geschieht in mehreren Stufen. Bild 2.11 zeigt die Phasen dieses
Stoffwechsels. Am Anfang steht die Synthese der Aminosiduren. Diese konnen auch, falls
im Medium vorhanden, von der Zelle direkt aufgenommen werden, wobei auf diese Weise
die zur Synthese notwendige Energie eingespart wird. Im Fall genetisch verdnderter Zellen,
bei denen die Stoffwechselwege zur Synthese einer Aminoséure blockiert sind (auxotrophe
Stamme), ist der Zusatz von Aminosiuren stets notwendig.

Der Ertragskoeffizient fiir das Wachstum der Biomasse unter Verwendung eines Substra-
tes 148t sich haufig nur experimentell bestimmen. Wiahrend beispielsweise der Stoffwech-
selweg zur Zerlegung von Glucose und Ethanol klar durch die Glykolyse und Alkohol-
dehydrogenase beschrieben ist, fillt es d&uflerst schwer, die Bildung von Biomasse zu quan-
tifizieren. Bei Verwendung von synthetischen Medien ist es moglich, die Biomasseproduk-
tion an einige wenige, durch die Glykolyse zur Verfiigung gestellten Bausteine zu koppeln
(Bellgardt, 1984). Zusétze wie Hefeextrakt oder Aminoséduren fithren zu einer erheblichen
Anderung der Fliisse im Stoffwechselnetz. Will man diese Bestandteile in der N&hrlosung
berticksichtigen, so ist die Kenntnis der Anteile der Aminosduren bzw. des Hefeextraktes
an der Biomasse notwendig. In Bruinenberg et al. (1983) sind entsprechenden Daten zu

finden.

Die in Kapitel 5 vorgestellten Experimente verwenden lediglich die Substrate Glucose,
Galactose und Ethanol; als Speicherstoff dient Trehalose. Andere vom Organismus ver-
wertbare Kohlenstoffquellen, wie zum Beispiel Lactat, Acetat oder Glycerin, finden als
Substrat keine Beachtung. Ein auf dem biochemischen Stoffwechselnetz beruhendes Mo-
dell hat jedoch den Vorteil, das auch diese Substrate leicht in das Modell aufgenommen
werden konnen, da der biochemische Bauplan der Zelle vorhanden ist.

Sind das Stoffwechselnetzwerk einer Zelle sowie die Stofffliisse iiber die Zellmembran be-
kannt, so ist es moglich auf die internen Stofffliisse zu schliefen. Eine eindeutige Losung fiir
alle unbekannten internen Fliisse 148t sich jedoch nur dann berechnen, wenn die Anzahl
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der gemessenen Fliisse der Anzahl der moglichen internen Stoffwechselwege entspricht.
Ubersteigt die Zahl der Freiheitsgrade im Stoffwechselnetzwerk die Zahl der Messungen,
so sind zusétzliche Annahmen iiber die Regulation der Stoffwechselwege zu treffen. Hier-
bei sind Energie- und Redoxbilanzen sowie die Kapazitidten der einzelnen enzymatischen
Reaktionen zu beriicksichtigen. Die fiir die Modellierung verwendeten Annahmen sind in
Abschnitt 2.4.2 zusammengefafit.

Mit Hilfe von Markierungsexperimenten, in denen jeweils ein bestimmtes Kohlenstoff-
Atom des Substrates gekennzeichnet ist, 148t sich der Informationsgehalt der Messun-
gen erhohen (Marx et al., 1996). Auf diese Weise ist es moglich, nicht nur den Nettoflufl
einer Reaktion, sondern auch Hin- und Riickreaktion reversibler Reaktionen zu bestim-
men. Die in Marx et al. (1996) erzielten Ergebnisse mit dem Organismus Corynebacterium
glutamicum zeigen, dafl durchaus der Nettoflufirichtung entgegengesetzte Fliisse auftreten.
Durch den grofleren Informationsgehalt dieser Messungen lassen sich ansonsten unerkann-
te Kreisprozesse detektieren. Nachteil der Markierungsexperimente ist der deutlich héhere
mefitechnische Aufwand dieses Verfahrens.

2.4.1.1 Katabolismus

Das Modell des Katabolismus beinhaltet ein an den katabolen Hauptstoffwechselwegen des
Organismus orientiertes quasistationéres Stoffwechselnetzwerk. Bild 2.12 zeigt ein erwei-
tertes Schema dieser Stoffwechselwege des Organismus S. cerevisiae. Um die Reaktanden
zu berticksichtigen, die als Precursor Eingang in den anabolen Stoffwechsel finden, ist das
erweiterte Netzwerk stéarker an den Einzelschritten orientiert als das von Bellgardt (1984)
vorgestellte Netz. Bei den Precursor handelt es sich im Modell um die Stoffe Ribose-5-
P (R5P), Erythrose-4-P (E4P) des Pentose-Phosphat-Weges sowie Glucose-6-P (G6P),
3-P-Glycerat (3PG), Phosphoenolpyruvat (PEP) und Pyruvat (PYR) aus der Glykolyse
und den Stoffen Acetyl-CoA (AcCoA), a-Ketoglutarat (aKG) und Oxalacetat (OAA) des
Tricarbonséure-Zyklus. Diese Metabolite werden dem katabolen Stoffwechsel in dem Ma-
Be entzogen, wie diese zum Aufbau der niedermolekularen Monomere erforderlich sind.
Tabelle 2.2 auf Seite 68 enthélt die im Modell beriicksichtigten Monomere und gibt gleich-
zeitig ihren Anteil an der Biomasse an.

Mit Hilfe des in Bild 2.12 dargestellten Stoffwechselnetzes sowie der Kenntnis der fiir
die jeweiligen Monomere benétigten Precursor gelingt es, die Gleichungen des vereinfach-
ten katabolen Stoffwechselnetzes aufstellen. Das Netz 1&8t sich in die folgenden Schritte
unterteilen:

1. Aufnahme von Cg-Substraten
Thes 1 Tthp = Tpgi + Ty6d + Tens
2. Pentose-Phosphat-Weg

Te6d = Ttal + TaTP + Torp + Tore + Ture  + 2 This + Tirp,

Ttal = Tphe + Ttrp + Ttyrs
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Bild 2.12: Darstellung der wesentlichen katabolen Stoffwechselwege des Organismus S. cerevisiae
sowie der Hauptabfliisse in den anabolen Stoffwechsel
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3. Fructose-1,6 bisphosphat-Weg

Tpgi = Tpfks
2T = Tpgk  + Taip,
Tpgk = Teno + TaTp + TGTP + T'cys + Tgly + This + Tsers

Teno = Tpk +2 Tphe + Ttrp +2 Ttyr;
4. Oxidation von Pyruvat

T'pk = Tpea + Tpde + T'pdh + Tala + Tite + 2 Tlew + 2 Tvals

Tpde = Tadh;
5. Tricarbonsiure-Zyklus (TCC)

Tpdh = Tidh + Tlew + Tlys + Tret + 5 Tlou + 8 Tole + 7 Tpals
Tmdh + Tpca = Tidh + rorp + Turp + Tasn + Tasp + Tile + Tmet + Tthr,

Tidh = Tmdh + Targ + Tgln + Tglu + Tlys + Tpro;
6. C'Oy-Bilanz

Tco2 = +r96d + Tidh + Tmdh — Tpca + Tpdc + Tpdh + Ttal
—TATP — TGTP  — Targ — This + Tile + 2 Tiew + Tiys

+ Tphe T Ttrp T Ttyr + Tval-

Zur vollstandigen Beschreibung fehlen noch die HoO- und die N H3-Bilanz sowie die Me-
tabolite des Energiestoffwechsels. Da die Stoffe H,O und NHj in der Regel nicht als
MeBwerte zur Verfiigung stehen, ist es nicht erforderlich, diese Gleichungen anzugeben.

Der Tricarbonsiure-Zyklus stellt einen Kreisprozel dar, in dem Acetyl-CoA unter Ener-
giegewinnung zu C'O, umgesetzt wird. Der Stoffflufl in Abbildung Bild 2.13 a 1&8t sich in
die in Bild 2.13 b gezeigte vereinfachte dquivalente Struktur {iberfithren. Die Abfliisse {iber
Oxalacetat und a-Ketoglutarat zur Synthese der Biomasse werden hierbei dem Pyruvat
zugeschlagen. Der Abfluf} iiber Acetyl-CoA bleibt unveréndert.

Bei der Aufnahme von Glucose besitzt das angegebene Stoffwechselnetz vier unabhéngige
Pfade. Drei dieser Pfade sind gekennzeichnet durch ihr Endprodukt, ndmlich Ethanol,
COy und Biomasse. Desweiteren ist der Sauerstoffbedarf unbekannt. Dass bedeutet, das
drei weitere Gleichungen notwendig sind, um den Stoffwechsel aller Reaktionen eindeutig
bei gegebener Glucoseaufnahmerate zu bestimmen.

2.4.1.2 Anabolismus

Die Synthese der Biomasse erfordert eine Reihe von Bausteinen, die man in drei Gruppen
unterteilt: Aminoséuren, Nucleotide und Lipide. Weiterhin ist stets eine gewisse Menge an
Speicherstoffen in allen Zellen vorhanden. Die Zusammensetzung der Biomasse aus die-
sen vier Gruppen 148t sich als unverdnderlich ansehen. In Anlehnung an die Angaben von
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Bild 2.13: Vereinfachte dquivalente Struktur des Tricarbonsédure-Zyklus (TCC)

Cortassa et al. (1995) sind beim Wachstum mit dem Substrat Glucose die Gewichtsanteile
der Biomasse zu 51 % Aminosiuren, 12 % Nucleotide, 32 % Speicherstoffe und 5 % Lipi-
de zugrunde gelegt. Ebenfalls dort sind die molaren Zusammensetzungen der einzelnen
Gruppen sowie die zu ihrem Aufbau benttigen Bausteine aus dem katabolen Stoffwechsel
aufgefiithrt. Somit sind die fiir das Wachstum verwendeten Abfliisse aus dem Stoffwechsel
abhéngig von der Wachstumsrate angebbar. Tabelle 2.2 enthélt die zur Berechnung des
anabolen Stoffwechsels notwendige Zusammensetzung der Biomasse und die Bestandteile
des in den Experimenten verwendeten Hefeextraktes. Dem Wachstum in Nahrlosung mit
Zusitzen liegt der folgende Sachverhalt zugrunde: Alle zur Verfiigung stehenden hochwer-
tigen Verbindungen werden zunéchst aufgenommen, bevor die Zelle diese synthetisiert.
Die Zugabe dieser Bausteine erhoht also die Wachstumsrate aufgrund des zusétzlichen
C-Gehaltes und durch die Energieersparnis bei der Synthese der komplexen Bestandteile.
Im Gegensatz zu den Modellen mit geringerer biochemischer Auflésung ist es hier moglich,
die Auswirkung beider Effekte abzuschétzen.

Durch die als konstant angenommene Zusammensetzung der Biomasse ist es moglich, die
Abfliisse der Precursor aus dem Katabolismus in den Anabolismus in Abhéngigkeit der
Wachstumsrate anzugeben. Da Tabelle 2.2 alle Anteile zum Aufbau der Biomasse enthélt,
kann man mit Hilfe dieser Angaben die elementare Zusammensetzung der Biomasse be-
stimmen. Die in Tabelle 2.1 angegebene stochiometrische Zusammensetzung bezieht sich
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Tabelle 2.1: Elementare Zusammensetzung und molares Gewicht der Biomasse

Zusammensetzung Gewicht Stamm, Quelle

[gmolC 1]
OH1.8200.58N0.18P0.0017SO.0016 25.74 CH1211, Cortassa et al. (1995)
CH1.8300.56N0.17 25.15 CBS 426, Dekkers et al. (1981)
CH1.7900.57N0.15 25.01 H1022, Sonnleitner und Kappeh (1986)

auf den Kohlenstoffanteil. Die Daten weisen eine dhnliche GroBlenordung auf wie die ex-
perimentell bestimmte stochiometrische Zusammensetzung anderer Hefestdmme. Die Zu-
sammensetzung der Nucleotide beriicksichtigt hierbei lediglich die nicht phosphorylierten
Grundverbindungen. Die Verwendung des bei Cortassa et al. (1995) angegebenen Phos-
phorylierungsgrades fiihrt zu einem gegeniiber den Vergleichswerten iiberhohten O-Anteil
und damit zu einem deutlich héheren molekularen Gewicht.

2.4.1.3 Energiebilanzen

Neben der Bilanzierung des C-Flusses der in Bild 2.12 dargestellten Reaktionen gelingt es,
die Energiebilanzen fiir die Stoffumwandlung aufzustellen. Wéhrend bei einer Anzahl von
Reaktionen chemische Bindungsenergie frei wird, benotigen andere Reaktionen eine Akti-
vierungsenergie. Insbesondere fiir die Synthese der komplexen Bausteine der Biomasse ist
dies der Fall. Als Elementarquantum zur Ubertragung der chemischen Bindungsenergie
dient der Zelle die Verbindung Adenosintriphosphat (ATP). Durch die Abspaltung einer
Phosphatgruppe entsteht aus Adenosin-tri-phosphat Adenosin-di-phosphat (ADP), wo-
bei gleichzeitig die im ATP gespeicherte Bindungsenergie frei wird. Umgekehrt kommt es
bei Reaktionen mit Energieiiberschufl zu einer Regeneration von ATP. Zur Bildung der
Energiebilanz in der Zelle sind die Reaktionen des Stoffwechsels zu beriicksichtigen, an
denen ATP bzw. ADP beteiligt sind.

Durch Oxidation von reduzierten Coenzymen (z.B. NADH oder NADPH) ist es der Zelle
moglich, zusétzliche Energie in Form von ATP zu gewinnen. Als Reaktionsprodukt ent-
steht hierbei unter anderem Wasser (H50). Die Oxidation ist proportional zu der Sauer-
stoffaufnahmerate 7,5, wobei die Zahl der pro O-Atom gewonnenen Energieeinheiten durch
das sogenannten Phosphorylierungverhéltnis PO angegeben werden. Fiir die Bildung der
sogenannten Redoxbilanz sind jeweils die Reaktionen, an denen NAD bzw. NADP be-
teiligt sind, zu beriicksichtigen. In der Zelle wird insbesondere im Tricarbonsaure-Zyklus
(TCC) NAD oder NADP zu NADH bzw. NADPH reduziert. Im Stoffwechselmodell ist
zusitzlich eine Phosphorylierung von NAD zu NADP vorgesehen. Die mit 7,,,4 bezeichnete
Reaktion benétigt fiir die Phosphorylierung N = 2 mol ATP.

Die Energiebilanz (P) und die Redoxbilanzen (H,), getrennt nach NAD und NADP,
lauten:
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Tabelle 2.2:  Anteile der einzelnen zur Synthese verwendeten Bausteine in der Biomasse (BTM)
sowie deren Anteil im Hefeextrakt (YE) (Quelle: Cortassa et al. (1995), DIFCO Bacto Yeast extract,

Typical Analysis, Product code 0127)

Abk. | Monomer Precursor BTM YE
[mmol g7'] | [mmol g~ ']

Aminoséuren

ala Alanin 1 PY 1.1043 0.6022

arg | Arginin 1 aKG 0.3498 0.17356

asn | Asparagin 1 OAA 0.11146 0

asp | Asparaginsiure | 1 OAA 0.8278 0.503

cys Cystein 1 3PG 0.06869 0.06116

glu Glutaminsdure | 1 aKG 1.2963 0.966

gln Glutamin 1 3PG 0.11497 0

gly Glycin 1 AcCoA 0.7506 0.4333

his Histidin 2 R5P, 1 3PG 0.14972 0.07742

ile Isoleucin 1 OAA, 1 PY 0.4579 0.24656

leu Leucin 2 PY, 1 AcCoA 0.6818 0.358

lys Lysin 1 aKG, 1 AcCoA 0.6655 0.3527

met | Methionin 1 OAA, 1 AcCoA 0.1262 0.07047

phe Phenylalanin 1 E4P, 2 PEP 0.29994 0.15333

pro Prolin 1 aKG 0.4068 0.22609

ser Serin 1 3PG 0.4728 0.27048

thr Threonin 1 OAA 0.4568 0.2479

trp Tryptophan 1 E4P, 1 PEP, 1 R5P | 0.09729 0.06667

tyr Tyrosin 1 E4P, 2 PEP 0.17776 0.0663

val Valin 2 PY 0.6136 0.3239

Nukleotide

ATP | ATP 1 R5P, 1 3PG 0.11453 0

GTP | GTP 1 R5P, 1 3PG 0.11453 0

urep | UTp 1 R5P, 1 OAA 0.15189 0

CTP | CTP 1 R5P, 1 OAA 0.1121 0

Lipidbestandteile

lau Laurinsaure 5 AcCoA 0.06567 0

pal Palmitinsaure | 7 AcCoA 0.09743 0

ole | Olsiure 8 AcCoA 0.03926 0

glp Glycerol P 1 DHAP 0.06498 0

Speicherstoffe

ch ‘ Polysaccharide ‘ 1 G6P ‘ 1.9136 ‘ 0
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1. ATP-Bilanz

TmATP = —Thex T Tmdh — Tpea + Tpgk + Tpk — Tpgi — 2 PO To2 — N Tnad
—2rg,  —13rarp —8rere — 15rgre — TryTP

-6 Targ — 2 Tasn — 3 Teys — Tgin — 16 This — 2 Tile — 2 Tlys — 4 Tmet — Tphe

— Tpro — 2 Tthr — 3 Ttrp — Ttyr -5 Tlau — 8 Tole — 7 Tpal
1

- Np'mt rpmt - Ystruc 3
ATP

2. NADP-Bilanz

TmNADP = 2 Tg6d + Tiah + 2 Ttal + Tnad
—3rarp — rerp — 3TgTP — TUTP
— Tala — 4 Targ — Tasn — 4 Teys — Tgin — Tglu — Tgly — 4 This — 5 Tile — 2 Tlew
-3 Tlys — 5 Tmet — 2 T'phe — 2 Tpro — Tser — 3 Tthr — 3 Ttrp — 2 Ttyr — 2 Tval
— 10 1r1qy — 16 To1e — 14 103

3. NAD-Bilanz

TmNAD = —Tadh + 3 Tman + T'pdh + Tpgk: + 2702 — Thad
+3rarp + 27grP
+ Targ — Tasp + Teys + Tgly +5 This + Tlew + Tlys — Tpro

+ Tser + 2 Ttrp + Ttyr — Tglp — Tole — Tpal-

Durch Verzicht auf die Teilung von NAD- und NADP-Bilanz erreicht man eine Verein-
fachung des Gleichungssystems; die Reaktion r,,4 entfillt dann. Da das erzeugte NADH
bzw. NADPH vollsténdig oxidiert werden muf, bestimmt die NAD(P)-Bilanz die notwen-
dig Sauerstoffaufnahme. Ist nicht geniigend respiratorische Kapazitéit vorhanden, fliefit
ein Teil des C-Stromes nicht durch den Tricarbonséure-Zyklus in Richtung CO, sondern
wird als Ethanol ausgeschieden (anaerobes Wachstum). Der Stoffwechselweg von Glucose
zu Ethanol ist NAD(P) neutral — die Bilanz ist daher ausgeglichen.

Die ATP-Bilanz legt das Verhéltnis zwischen katabolem und anabolem Stoffwechsel fest.
Gelingt es, mehr Energieeinheiten zu gewinnen (z.B durch eine hohere Ausbeute bei
der Atmung, gekennzeichnet durch einen groBeren PO-Koeffizienten), so ist eine hohe-
re Wachstumsrate moglich. Die hoheren Abfliisse des Katabolismus fiihren gleichzeitig zu
einer Verringerung der Energieausbeute und der Wachstumsrate, bis sich ein Gleichge-
wicht einstellt.

Die Energie- und die Redoxbilanz sowie die respiratorische Kapazitit stellen die drei
fehlenden Bedingungen dar, die den Flufl durch das katabole Stoffwechselnetz eindeutig
bestimmen. Liegen neben der Aufnahmerate fiir Glucose weitere Mefiwerte vor, so ent-
steht ein iiberbestimmtes Gleichungssystem. Dies kann fiir eine Ausgleichsrechnung bei
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fehlerbehafteten Messwerten oder zu Bestimmung von nur empirisch bekannten Stoff-
wechselparametern verwendet werden (z.B. das Phosphorylierungverhiltnis PO oder der
Energiebedarf der Biosynthese Np.o, Y5756).

Der bei der Synthese der niedermolekularen Bausteine erforderliche Energiebedarf findet
bei der Energiebilanz entsprechend den Daten von Cortassa et al. (1995) Berticksichti-
gung. An diese Synthese schliefen sich weitere Stufen des anabolen Stoffwechsels an, die
neben den Teilprodukten des Stoffwechsels Energie zum Aufbau der Zellen benttigen. Der
ATP-Bedarf dieser Schritte 148t sich nur schwer abschéitzen, wiahrend die Stoffwechselwege
zur Synthese der niedermolekularen Bausteine und deren ATP-Aufnahme bekannt sind
(Cortassa et al., 1995). Die Energiebilanz enthélt daher N,.,; mol ATP zur Polymerisa-
tion der Proteine aus den Aminoséuren. In Cortassa et al. (1995) ist dieser Bedarf mit
Nprot = 4 angegeben. Fiir die Bildung der Zellstrukur ist schlielich ein weiterer Term
1/Y5me fiir den ATP-Bedarf eingefiihrt. Der Bedarf fiir die gesamte Synthese der Bio-
masse

1 1 N L . 1
Yarp 35.6 2481 et Y jtrue

Niedermolekulare Monomere  Protein Polymerisation Strukturbildung

setzt sich demnach aus drei Teilen zusammen.

Wie aus dem Vergleich mit dem Modell von (Bellgardt, 1984) hervorgeht, sind in den
Energiebilanzen die gleichen katabolen Reaktionen enthalten. Der ATP-Bedarf der Syn-
these ist im erweiterten Modell den drei Stufen des Anabolismus zugeordnet. In Bellgardt
(1984) ist der gesamte ATP-Bedarf mit Y rp = 12gmol~! angeben. Der Aufbau der
niedermolekularen Monomere benotigt also bereits ein Drittel der gesamten Energie. Fiir
die Polymerisation der Proteine wird bei N, = 4 mol ein weiteres Sechstel der Energie
verbraucht, so daf fiir die Strukturbildung etwa die Hilfte der Energie verbleibt. Der
Zahlenwert ergibt sich zu Y4 = 25.6 gmol . Durch die detaillierte Betrachtung des
niedermolekularen Anabolismus ist es also moglich, etwa die Halfte des ATP-Bedarfes
bestimmten Reaktionen zuzuordnen.

Durch weitere Vereinfachung des Stoffwechselnetzes gelangt man zu der Struktur

Glucose : Tgiue = 0.571p, + Kp1 1t
PY Tpk = Tpdh + Tetoh
AcCoA : Tpdh = Ttee + K3 1

002 I Tetoh T T'pdh +2 Ttce = Teo2,

wie sie in Bellgardt (1984) vorgestellt ist'. Die Abfliisse in die Biomasse finden konzen-
triert in den Stoffen Glucose und Acetyl-CoA Beriicksichtigung. Die Fliisse werden hier-
bei proportional zur Wachstumsrate 1 mit den Konstanten Kp; und Kp3 angenommen.
Durch die Einfiihrung eines theoretischen Flusses ry.. ist es moglich, die im vollstandi-
gen Modell vorhandene C'Os-Produktion dem Stoffflufl durch den Tricarbonsédure-Zyklus
(TCC) zuzuschlagen. Im vollstéandigen Stoffwechselnetz ergeben sich die den Precursor-
Bedarf bestimmenden Konstanten zu Kg; = 0.0057mol g~ und Kps = 0.00246 mol g~*

'Bellgardt (1984) verwendet die Symbole qg = Tglues TS = 0.5 Tpk, TAc = Tpdhy TE = Tetoh
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gegeniiber den von Bellgardt (1984) angegebenen Werten Kp; = 0.0048 mol g~' und

Kps = 0.0044mol g=' (Bellgardt, 1984, Versuche Gruppe 1). Bild 2.14 enthilt einen
Vergleich der internen Stofffliisse des oben vorgestellten Stoffwechselmodells und des ver-
einfachten Modells. Das vollstédndige Stoffwechselmodell weist den Vorteil auf, iiber die an-
gegebenen Schritte hinaus den Stofflul einzelner Reaktionen zu quantifizieren zu kénnen.

2.4.1.4 Zusitze in der Nahrlosung

Auf das erweiterte Stoffwechselnetzes mufi man insbesondere dann zuriickgreifen, wenn
Stofffliisse in den einzelnen enzymatischen Schritten zu beriicksichtigen sind. Zum Beispiel
kann die Erweiterung dazu dienen, Kapazitidtsgrenzen aufzuzeigen, die sonst nicht erkenn-
bar sind. Weitere Anwendung findet das erweiterte Netz, wenn Zusétze in der Ndhrlosung
erforderlich sind.

Fiir auxotrophe Stdmme bedarf es eines abweichenden Stoffwechselnetzes, da Enzyme feh-
len, um alle notwendigen Bausteine zur Zellsynthese bereitstellen zu konnen. Mit anderen
Worten: Ohne Zusatz der betreffenden Aminoséuren findet kein Wachstum statt. Enthélt
jedoch die Nahrlosung die notwendigen Aminoséduren in ausreichender Menge, so werden
diese aufgenommen und in die Biomasse eingebaut. Auf die aufwendige Synthese der be-
treffenden Aminosduren kann dann verzichtet werden. Man erhélt hierdurch abweichende
Stofffliilsse im Katabolismus. Bild 2.15 zeigt die Stofffliisse eines auxotrophen Stammes
mit der in Bild 2.14 zu Grunde gelegten Wachstumsrate. Der Stamm nimmt die von ihm
nicht zu synthetisierenden Aminosiauren Histidin, Leucin, Methionin und Tryptophan aus
der Néhrlosung auf (Beuse, 1998). Der Glucosebedarf ist daher auf 93.3 % gegeniiber dem
normalen Wachstum ohne Zugabe der Aminosiduren reduziert. Aufgrund der komplexen
Verbindung in der Nahrlosung ergibt dies eine leicht verminderte C'Oy-Produktion (42.4
statt 42.9%). Stehen die notwendigen Aminosduren nicht in ausreichender Menge zur
Verfiigung, so reduziert sich die Wachstumsrate entsprechend. Bereits vor Erreichen der
maximalen respiratorischen Kapazitéit kann in diesem Fall eine Ethanolproduktion auftre-
ten, da ein Teil des aufgenommenen Substrates nicht zur Biomassensynthese verwendet
werden kann. In diesem Fall sind die Gleichungen der Biomasse Zusammensetzung erfor-
derlich, um die maximal mogliche Wachstumsrate aufgrund der vorhandenen Néhrstoffe
zu bestimmen.

Ein Organismus mit der Féahigkeit, die benttigten Aminoséuren auf mehreren biochemi-
schen Wegen zu synthetisieren, ist nur dann berechenbar, wenn das Stoffwechselmodell
auch die alternativen Stoffwechselwege enthilt. Diese alternativen Wege benotigen haufig
eine enorme zusétzliche Energie gegeniiber den oben angegebene Reaktionen des Anabo-
lismus. Da dieser Stoffwechsel unter normalen Bedingungen keine Bedeutung hat, wird im
folgenden ausschliefllich das fiir diese Bedingungen giiltige Stoffwechselnetz verwendet.

Der Zusatz von Hefeextrakt entspricht vollstdndig der Zugabe einzelner Aminosduren.
Hefeextrakt enthélt komplexe, fiir die Synthese benétigte Verbindungen, die der Zelle das
Wachstum erleichtern. In Tabelle 2.2 ist die Zusammensetzung des in den Experimenten
von Beuse (1998) verwendeten Hefeextraktes angegeben. Bild 2.16 zeigt die Wachstums-
rate bei Zusatz von 5 g [~! Hefeextrakt zu einer Nihrlosung mit 20 g/=! Glucose im Zulauf
einer kontinuierlichen Kultur. Diese Werte stellen die Standardbedingungen fiir die von
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Bild 2.14: Stoffflisse des erweiterten Stoffwechselmodells nach Cortassa et al. (1995) (oben) und
des vereinfachten Stoffwechselmodells nach Bellgardt (1984) (unten). In beiden Diagrammen sind die
Fliisse normiert auf den molaren Zustrom an C'-Atomen im GlucosefluB angegeben. Auf der Abzisse
sind die intermedidren Produkte des rein oxidativen Stoffwechsels dargestellt
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Bild 2.15: Stofffliisse des erweiterten Stoffwechselmodells eines Aminosiaure auxotrophen Stammes
(his, leu, met, trp). Die notwendigen Aminosauren Histidin, Leucin, Methionin und Tryptophan sind
der Nahrlosung hinzugefiigt (vergl. Tabelle 2.2)

Beuse (1998) durchgefiihrten synchronen Experimente dar. Durch die Zugabe von kom-
plexen Bausteinen, die in der Biosynthese Verwendung finden, sinkt die fiir eine vergleich-
bare Wachstumsrate benétigte Glucoseaufnahme auf 80.9 % sowie die C'O,-Produktion
auf 40.6 %.

Die Reaktionen des Anabolismus sind ausschliellich in einer Richtung angegeben. Die
Verwertung von iiberschiissigem Hefeextrakt im katabolen Stoffwechsel ist unter gewis-
sen Bedingungen méglich. Dieser Fall bleibt jedoch im angegebenen Stoffwechselnetz un-
beriicksichtigt. Das heifit, alle im Stoffwechselnetz enthaltenen Fliisse sind positiv.

Durch die Zusammenfassung aller internen Fliisse gelingt es, den Ertragskoeffizienten zu
berechnen. Es entsteht ein kinetisches Modell wie es beispielsweise von Stréssle (1988)
verwendet wird. Im Gegensatz zu der von Strissle (1988) angegebenen Form erlaubt
das aus dem erweiterten Stoffwechselmodell berechnete kinetische Modell, Zusétze in der
Néhrlosung mit einzubeziehen. Unter Standardbedingungen weisen die Parameter des
kinetischen Modells nur geringe Unterschiede auf. Tabelle 2.3 zeigt fiir diesen Fall die aus
dem erweiterten Modell abgeleiteten Ertragskoeffizienten (Cortassa et al., 1995) sowie die
der Modelle nach Bellgardt (1984) und nach Stréssle (1988).
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Bild 2.16: Stofffliisse des erweiterten Stoffwechselmodells mit einem Zusatz von Hefeextrakt in der
Nahrlosung

Tabelle 2.3:  Ertragskoeffizienten der Modelle nach A: Bellgardt (1984), B: Strassle (1988) und C:
Cortassa et al. (1995)

‘ Ertrag ‘ A B C ‘ Einheit ‘
Yxco 0.47 0.49 0.50 | ¢ BTM / g Glucose

Yoco) | 12.52  12.80 13.09 | mmol O / g Glucose
Yoco |-13.07 -13.70 -13.84 | mmol COy / g Glucose

2.4.2 Regulation der Stoffwechselwege

Das in Abschnitt 2.4.1 vorgestellte Stoffwechselnetzwerk fafit die wichtigsten biochemi-
schen Abbauwege zusammen. Die tatséchlich auftretenden Fliisse hdngen jedoch von den
Umgebungsbedingungen ab. Die Dynamik eines ProzeBmodells fiir eine Hefekultur be-
schrénkt sich bei Bellgardt (1984) zunéchst auf die dynamische Beschreibung der Gas- und
Fliissigphase des Reaktors und des Aufnahmesystems der Zellen. Das interne Stoffwechsel-
netz der Zellen wird dabei als energiefrei angenommen. Das heifit, nach der Aufnahme der
Substrate laufen alle Stoffumsétze ohne Zeitverzogerung in der Zelle ab. Die Arbeit von
Bellgardt (1984) enthélt dariiber hinaus ein detailliertes Modell der Adaptionsvorgéinge
des Atmungsapparats (respiratorische Kapazitdt) und beschreibt so Umschaltvorginge
zwischen aeroben und anaeroben Reaktorbedingungen. Die Geschwindigkeit der einzel-
nen Reaktionsschritte ist, verglichen mit der des Aufnahmesystems, relativ hoch und
findet dementsprechend im Modell keine Beachtung. In zellfreier Hefesuspension zeigen
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sich dagegen sehr wohl dynamische Effekte (Markus et al., 1985). Im Gegensatz zu Versu-
chen mit ganzen Zellen ist bei diesen Versuchen die Zellmembran zerstort; das ansonsten
notwendige Einschleusen des Substrates durch die Zellmembran entféllt. Zudem setzen
Markus et al. (1985) der Néhrlosung verschiedene Intermediérprodukte der Glykolyse zu.
Bei geeigneter Anregung lassen sich dann sogenannte glykolytische Oszillationen beobach-
ten. In Bild 2.12 auf Seite 64 sind die von Markus et al. (1985) modellierten Reaktionen
durch die Bezeichnungen 1,4, und 7, charakterisiert. Die Experimente zeigen, dafl das
System der enzymatischen Reaktionen durchaus eine Dynamik besitzt. In Kulturen mit
ganzen Zellen treten diese Effekte aufgrund der Dynamik der Transportsysteme nicht auf.

Zur Entscheidung zwischen mehreren alternativen Stoffwechselwegen ist es notwendig,
das reale Verhalten der Zelle im Modell nachzubilden. Hierzu bietet es sich an, sowohl
die Wachstumsrate als auch die Energiegewinnung (z.B. in Form von ATP oder NADH-
Konzentration) als Kriterium zu verwenden. Die sich einstellenden Arbeitspunkte der
Zelle fallen je nach gewéhltem Kriterium unterschiedlich aus. Bei tierischen Zellen zeigt
Bonarius et al. (1996), da8 die beste Ubereinstimmung mit den Experimenten bei einer
Maximierung der NADH-Gewinnung erzielt wird.

Basierend auf dem biochemischen Netzwerk ist es moglich, fiir die aktiven Stoffwechselwe-
ge Ertragskoeffizienten zu bestimmen. Diese geben die erzielbaren Produktstrome fiir die
jeweiligen Substrate an. Der Vorteil eines detaillierten biochemischen Netzwerkes besteht
in der Moglichkeit, neben den Substraten, wie Glucose oder Ethanol, weitere Bestandteile
der Néhrlosung, wie z.B. Aminosduren, quantitativ zu berticksichtigen. So gelingt es, die
Ertragskoeffizienten fiir eine Vielzahl von Nahrlosungen abzuschétzen. Das in Kapitel 5
verwendete Populations- und Zellzyklusmodell beinhaltet die in Anhang A.1 aufgefiihr-
ten Gleichungen zur Beschreibung des Stoffwechsels der Zellen. Da im Rahmen dieser
Arbeit lediglich Versuche mit derselben Zusammensetzung der Nahrlosung und mit nur
einem Stamm des Organismus betrachtet werden, ist auf eine detailliertere Struktur des
Stoffwechselmodells fiir die Simulationen verzichtetet worden. Fiir das Aufnahmesystem,
die respiratorische Kapazitdt und den Speicherstoffhaushalt der Zellen gelten dabei die
folgenden Annahmen.

2.4.2.1 Aufnahmesystem

Das Aufnahmesystem der Zelle bewirkt eine Limitierung des Stoffumsatzes. Dabei ist
die Aufnahmerate statisch an die Konzentration des Substrates gekoppelt. Die Beschrei-
bung des Aufnahmesystems basiert auf den der Enzymkinetik entlehnten Monod-Termen
(Bellgardt, 1984; Strissle, 1988). Die maximale Aufnahmerate weist in der Arbeit von
Sonnleitner und Képpeli (1986) den Wert rg a0 = 3.5 g g~ 'h~" auf, wihrend bei Bellgardt
(1984) rgmae = 0.018 molg~*h™' = 3.24gg *h™! angegeben ist. Die Sittigungskon-
stante Kg der Glucoseaufnahme liegt dabei in der GréSenordnung von 0.1 — 0.5¢l!
(Sonnleitner und Képpeli, 1986).

Der Abbau des Monosaccharides Galactose erfolgt weitgehend durch dieselben Stoffwech-
selpfade wie der Abbau von Glucose. Die erzielte maximale Wachstumsrate reduziert sich
jedoch auf etwa 60 % der von Glucose (Lord und Wheals, 1981; Beuse, 1998).
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Die Dynamik der Stoffumwandlung wird durch die Konzentration der Substrate in der
Néhrlosung bestimmt. Dynamische Effekte bei der Aufnahme der Subtrate und dem Flufl
durch das Stoffwechselnetzwerk sind nicht berticksichtigt.

2.4.2.2 Respiratorische Kapazitit

Die Oxidation von reduzierten Coenzymen (z.B. NADH oder NADPH) erméglicht es den
Zellen, deutlich mehr Energie als bei anaeroben Verhéltnissen, also unter Sauerstoffab-
schluB, zu gewinnen. Die maximal zur Verfiigung stehende Atmungskapazitit der Zellen
ist jedoch begrenzt. Mit Hilfe eines sogenannten Flaschenhals-Modells 148t sich das Zell-
wachstum gut beschreiben (Bellgardt, 1984; Sonnleitner und Képpeli, 1986). Das heifit,
bis zu einer gewissen Substrataufnahmerate ist ein rein oxidativer Stoffwechsel moglich.
Fiir hohere Aufnahmeraten ist die maximale respiratorische Kapazitat erreicht und ein
Teil des Substrates wird zur Produktion von Ethanol verwendet. Dieser Stoffwechselweg
bendtigt keine Sauerstoffzufuhr.

Sonnleitner und Képpeli (1986) fithren eine maximale Sauerstoffaufnahmerate 70, e =
8 mmol g~*h™! ein, withrend Bellgardt (1984) die Reaktion r,gy, als limitierend annimmt.
Fir 7panmar = 3.-4mmol g~*h~! ergibt sich die gleiche maximale Sauerstoffaufnahmerate
YOI 70y maz = 8mmol g~ h™! bei einem Phosphorylierungverhéltnis (PO) von eins.

Die respiratorische Kapazitiat der Zellen ist unabhéngig von der Art der Substrate in der
Néahrlosung. Hier zeigt sich ein Vorteil des Stoffwechselmodells gegeniiber den kinetischen
Modellen: Mit Hilfe des Stoffwechselnetzes ist es moglich, den Sauerstoffbedarf fiir die
einzelnen Substrate anzugeben. Der maximale Stofflufl wird in allen Féllen durch die
respiratorische Kapazitit begrenzt.

2.4.2.3 Speicherstoffe

Die Zellen lagern wéhrend der Einzelzellphase Speicherstoffe ein (Kuenzi und Fiechter,
1969; Sillje et al., 1997). Mit ihrer Hilfe ist es moglich, in der darauf folgenden Sprossungs-
phase weitgehend unabhéngig von den dufleren Bedingungen den Zellzyklus zu beenden.
Die Neigung der Zellen, Speicherstoffe einzulagern, steigt mit abnehmender Verdiinnungs-
rate. Die Regulation des Speicherstoffhaushaltes bedarf geeigneter Annahmen iiber die
Grofle der Stofffliisse in und aus den zellinternen Speichern.

Im Modell von Strissle (1988) ist die Einlagerung statisch an die Glucoseaufnahmerate
gekoppelt. Bei einer geringen Aufnahmerate in der Einzelzellphase flieft ein maximaler
Flu von 77 = 0.3 g ¢ 'h~!. Mit zunehmender Aufnahmerate nimmt die Einlagerung in
die zellinternen Speicher ab. In der Doppelzellphase werden die internen Speicher wieder
geleert. Die Mobilisierung der Speicherstoffe hat hierbei Vorrang vor der Aufnahme ex-
terner Substrate. Der gesamte Aufnahmestrom ist wiederum durch die maximal méogliche
Aufnahmerate rg,q, begrenzt.

Wie Stréssle (1988) zeigt, reicht die Annahme einer durch die Speicherstoffe weitgehend
unabhéngigen Wachstumsgeschwindigkeit in der Sprossungsphase zur Erklarung der Syn-
chronisation des Wachstums aus. Durch die Wahl der Stoffwechselparameter steigt die
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Konzentration der Speicherstoffe wihrend der Einzelzellphase mit zunehmenden Zyklusal-
ter an. Hierbei gilt, je geringer die Verdiinnungsrate desto mehr Speicherstoffe werden ein-
gelagert. Zu Beginn der Doppelzellphase erhoht sich die Wachstumsrate der betreffenden
Zellen schlagartig. Bereits weit vor dem Ende der Sprossungsphase sind die Speicherstoffe
aufgebraucht, so dafl diese bei der Teilung der Zellen eigentlich nicht mehr beriicksichtigt
werden miifiten.

2.4.3 Morphologie

Zur Beschreibung des Wachstumsprozesses durch den sich stdndig wiederholenden Zell-
zyklus ist die Kenntnis der Zellgrofle in Abhéngigkeit von Zellzyklus und genealogischem
Zellalter erforderlich. In jiingster Zeit erlaubt es der Einsatz der Bildverarbeitung, hier
neue Erkenntnisse zu gewinnen (Huls et al., 1992; Woldringh et al., 1993). So ist zum
Beispiel in Bild 2.17 das volumetrische Wachstum einer Sprofizelle im Verlauf mehrerer
Zellzyklen dargestellt. Die kleine Sprofizelle wichst zunédchst an, bis sie die fiir die Spros-
sung notwendigen Bedingungen erfiillt. Der Mutterzellanteil der sprossenden Zelle nimmt
nach Beginn der Sprossung nur noch wenig zu. Dar Hauptteil des Wachstums gilt nun der
SproBzelle. Nach der Teilung entsteht eine neue Sprofizelle mit ¢ = 0 Narben und eine
groffere Mutterzelle mit ¢ = 1 Narbe. Anschliefend wiederholt sich der Zellzyklus fiir die
beiden neuen Zellen nach demselben Schema. Die zur Sprossung notwendigen Bedingun-
gen erreicht die Mutterzelle dabei deutlich frither — die Einzelzellphase verkiirzt sich auf
wenige Minuten. Die Sprossungsphase bleibt dagegen in ihrer Lange nahezu unverandert.
Nach der Teilung entsteht neben einer weiteren Sprofizelle (¢ = 0) eine wiederum in ihrem
Volumen vergroflerte Mutterzelle der Klasse ¢ = 2. Da die Gréfle der Mutterzellen der
Klasse ¢ = 4 in Woldringh et al. (1993) nicht angegeben ist, wird fiir die weiteren Be-
rechnungen angenommen, dafl der Mutterzellanteil der Klasse g = 3 nach der Sprossung
nicht mehr ansteigt.

2.4.3.1 Volumen

Bild 2.18 zeigt das Zellvolumen in Abhéngigkeit vom genealogischen Alter. Es ist zu
erkennen, daf} die GroBe der Zellen mit dem Alter zunimmt (Hartwell und Unger, 1977,
Johnston et al., 1979; Woldringh et al., 1993). Die von Johnston et al. (1979) (asynchrone
kontinuierliche Kultur) und Woldringh et al. (1993) (synchrone Batchkultur) angegebe-
nen Daten fiir die Gréfie der sprossenden Zellen zeigen eine gute Ubereinstimmung sowohl
in ihrem Betrag als auch im Verlauf iiber das genealogische Alter. Beide Messungen ent-
stammen Versuchen mit einer Wachstumsrate in der GroSenordnung von g ~ 0.3h71.
Die von Hartwell und Unger (1977) ermittelten Werte fir das mittlere Volumen des Mut-
terzellanteils sind verglichen mit den beiden anderen Mefireihen um den Faktor zwei zu
grof}. Die Abweichung ist nicht durch die kleinere Wachstumsrate von p = 0.21 A~ ! er-
klarbar (vergleiche Bild 2.19). Die Messungen weisen allerdings ebenfalls eine Zunahme
des Zellvolumens mit dem Alter auf.

Eine Verringerung der mittleren Wachstumsrate fiihrt gleichermafien zu einer Abnahme
der Groe der Zellen aller Altersstufen. Bild 2.19 zeigt den absoluten Verlauf des Zellvolu-
mens zum Zeitpunkt der Sprossung und die auf die erste Klasse (g = 0) bezogene relative
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Bild 2.17: Zellvolumen in Abhangigkeit von dem Zellzyklusalter a und dem genealogischen Alter g.
Fiir die beiden ersten Klassen sind der Beginn der Sprossung und der Zeitpunkt der Teilung gekenn-
zeichnet (Daten: Woldringh et al. (1993), synchroner Batchversuch, Wachstumsrate p = 0.32 1)

Zellvolumenzunahme. Unter der Annahme der von der Verdiinnungsrate unabhingigen
relativen Zellvolumina V, pg = 1, V;. p1 = 1.194 und V,. po = 1.428 ist es moglich, den in
Bild 2.19 (oben) eingetragenen standardisierten Verlauf des Zellvolumens in Abhéngigkeit
von der Verdiinnungsrate zu berechnen. Die Abweichungen von den Meflwerten sind so
gering, daf es zuléssig erscheint, das Verhéltnis zwischen den verschiedenen Zellvolumen
der Altersklassen als konstant anzunehmen. Die Beschrinkung auf kleine Verdiinnungs-
raten mit D < 0.2h~! gestattet die zusitzliche Annahme konstanter Zellvolumen mit
Vpo = 30 um?, Vpy = 35.9 um?3 und Vpy = 42.9 um?. Nur in diesem Bereich der kleinen
Verdiinnungsraten tritt im Zellzyklus eine Synchronisation der Zellen auf. Die Vergrofie-
rung des Zellvolumens fiir hohe Verdiinnungsraten hat offenbar weder fiir die Synchroni-
sation noch deren Erloschen einen Einflufl.

Uber den Zusammenhang zwischen Zellvolumen und Zellmasse sind widerspriichliche An-
gaben zu finden. Betrachtet man die Zellmasse der frischen Zelle, so diirfte das spe-
zifische Gewicht in der Groflenordnung von eins liegen. In Woldringh et al. (1993) ist
der Wert mit 1.1 um3(1072g)~! angegeben. Verwendet man die Trockenmasse, so liegt
das spezifische Gewicht deutlich niedriger. Im folgenden sei, angelehnt an die Daten von
Thompson und Wheals (1980), ein Wert von 55 um?(10~2g) ™ angenommen.

Im vorgestellten Modell wird ausschlielich die Zellmasse verwendet. Das spezifische Ge-
wicht der Biomasse ist bei dieser Beschreibung nicht enthalten. Es wird lediglich benétigt,
um die Zellmasse im Modell mit den oben gezeigten experimentellen Ergebnissen zu ver-



2.4 Stoffwechselmodell 79

160 80 —m— Experiment A
- B- Experiment B

-

N

o
1

701 ..¢-- Experiment C

C [um’]

- 120 60

=
o
1
Zellvolumen V in Exp. A, B [um3]

o
x
i
£ 50 -
>
&
g 80+ 40 A
2
s
= 60 30
O
N

40 20

B Zellvolumen zum Zeitpunkt der Sprossung
50 104 € Mittlerer Mutterzellanteil wahrend der Sprossung
0- 0 T T T T T T T

1 2
genealogisches Alter g

Bild 2.18: Zellvolumen zum Zeitpunkt der Sprossung bzw. mittlerer Mutterzellanteil wahrend der
Sprossungsphase. Daten: Experimente A: 1 = 0.32h~! Woldringh et al. (1993); Experimente B:
p=0.31h~1 Johnston et al. (1979); Experimente C: = 0.21 h~! Hartwell und Unger (1977)

gleichen.

2.4.3.2 Lange der Zyklusphasen

Die Generationszeiten der Mutter- und Tochterzellen weisen wahrend der in Bild 2.17 ge-
zeigten synchronen Batch-Kultur einen deutlichen Unterschied auf. Zu gleichem Ergebnis
kommen Thompson und Wheals (1980) bei der Ermittlung der Generationszeiten in asyn-
chroner Kultur. Bild 2.20 zeigt die von ihnen angegebenen Generationszeiten sowie die
Léange der Sprossungsphase in Abhéngigkeit von der in der kontinuierlichen Kultur durch
die Verdiinnungsrate vorgegebenen mittleren Verdopplungszeit 7. Bei kurzen Verdopp-
lungszeiten, also bei hoher Wachstumsrate, weisen die Generationszeiten von Mutter- und
Tochterzelle etwa gleiche Werte auf, wihrend mit steigender mittlerer Verdopplungszeit
die Generationszeit der Mutterzellen weniger stark ansteigt, als die der Tochterzellen.

Wie die Ergebnisse in Bild 2.17 zeigen, dndert sich die Generationszeit im Verlauf des
Lebens einer Zelle im wesentlichen nur zwischen dem ersten und zweiten Zyklus. Das heifit
nur die Tochterzellen benétigen eine deutlich verlangerte Generationszeit. Mutterzellen,
die mindestens einen Zellzyklus durchlaufen haben, unterscheiden sich nur noch wenig in
ihrer Generationszeit. Das Volumen der Zellen wéchst jedoch mit jedem Zyklus weiter an.
Neben der Anzahl der Narben ist das Volumen des Mutterzellanteiles also ein weiteres
aufleres Merkmal der fortschreitenden Alterung.
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Bild 2.20: Generationszeiten der Mutter- und Tochterzellen sowie die Dauer der SproBphase (Daten
und Modell: Thompson und Wheals (1980))

Die aufgefiithrten Untersuchungen beziehen sich lediglich auf synchrone Batch Experimen-
te bzw. die asynchrone kontinuierliche Kultur. Fiir die synchrone kontinuierliche Kultur
fehlen leider derartige Ergebnisse. Dies ist insbesondere fiir die Erstellung eines detaillier-
ten Zellzyklus- und Populationsmodells bedauerlich. Auch fiir die Analyse der Synchro-
nisation selbst werden umfangreiche Messungen der Verteilung und Massen der Teilpo-
pulationen benotigt. Das im folgenden vorgestellte Modell verwendet daher lediglich die
erkennbaren qualitativen Zusammenhénge, obwohl die Struktur des Modells beispielsweise
auch prézise Angaben iiber die Zellmasse der einzelnen Klassen beriicksichtigen konnte.

2.4.4 Modell der Zyklusphasen

Der Zellzyklus erscheint nur in erster Ndherung als gleichférmiger, durch die Massenzu-
nahme gekennzeichneter Prozefl. Wie bereits in Bild 1.2 zu erkennen, weist der Zellzyklus
funktionell unterschiedliche Phasen auf. Diese sind durch ihren Stoffwechsel und auch
durch die Morphologie der Zellen gekennzeichnet. Beispielsweise lagern die Einzelzellen
Speicherstoffe ein, die der Zelle in der Doppelzellphase wieder zur Verfiigung stehen (siehe
Abschnitt 2.4.2.3). Dariiber hinaus zeigen Experimente mit genetisch verdnderten Orga-
nismen oder Kulturen unter Zugabe von Hemmstoffen, dafl es im Verlauf des Zellzyklus
Kontrollpunkte gibt, die unter gewissen Bedingungen den Zellzyklus unterbrechen. Wer-
den die notwendigen Bedingungen an diesen Kontrollpunkten nicht erfiillt, so kommt es
zu einer Blockade des Zellzyklus. Die Zellen treten dann nicht in die folgende Zyklusphase
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Zellzyklus der Sprosshefe (Saccharomyces cerevisiae)
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Bild 2.21: Verkniipfung der Zyklusphasen und Zellklassen. A Morphologische Veranderungen im
Verlauf des Zellzyklus (Alberts et al., 1995), B Ein-Klassen-Modell, C Zyklusphasenmodell, D Mehr-
Klassen-Modell, g kennzeichnet das genealogische Alter der Zellklassen

ein. Hierbei ist zwischen der durch den Zellzyklus ausgedriickten Reife und dem Stoffwech-
sel der Zellen zu unterscheiden. Eine durch geeignete Mafinahmen blockierte Zelle kann
trotzdem in der Lage sein, weiter zu wachsen. Im folgenden ist dieser Zusammenhang mit
Hilfe des in Bild 2.21 A aufgefiihrten Kontrollpunktes START erldutert. Das START-
Signal kontrolliert den Ubergang von der G;-Phase in die S-Phase. Diese Transition ist
verbunden mit der Ausbildung der Knospe an der Zellwand der Mutterzelle. Erfolgt kein
START-Signal, nimmt die Masse der Zelle zwar weiter zu, es ist jedoch keine morphologi-
sche Verdnderung zu beobachten. Durch eine gezielte Zugabe von Hemmstoffen bzw. durch
genetische Manipulationen kénnen Kulturen erzeugt werden, in denen die natiirlichen Be-
dingungen fiir das START-Signal verletzt sind. Bei einem vorgezogenen START-Signal ist
die Zelle noch sehr klein, wenn die Sprossung eingeleitet wird. Mit jeder Teilung entstehen
dann immer kleinere Zellen. Umgekehrt entstehen bei einem verzogerten START-Signal
groflere Zellen als tiblich.

Aus den genannten Griinden erfolgt einen Aufteilung des Zellzyklus im Modell in verschie-
dene Phasen. Jede Phase lit sich dabei durch das in Abschnitt 2.2.4 urspriinglich fiir
den gesamten Zellzyklus vorgestellte System von Differentialgleichungen beschreiben. Die
Modellstruktur besteht dann aus einer Matrix von biologischen Phasen, die nach ihrem
genealogischen Alter und ihrer Reihenfolge im Zellzyklus geordnet sind. Im folgenden sind
die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Modelle vorgestellt.
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2.4.4.1 Ein-Klassen-Modell

Einige charakteristische Eigenschaften des diskreten Wachstumsprozesses lassen sich be-
reits durch das in Bild 2.21 B skizzierte Ein-Klassen-Modell darstellen. Der gesamte Zell-
zyklus wird in diesem Fall durch eine Zyklusphase charakterisiert. Das einzige diskrete
Ereignis stellt dabei die Zellteilung am FEnde des Zellzyklus dar. Zur Beschreibung der Ver-
teilung der Zellen wird mindestens eine Grofe, z.B. die Zellzahl n(t, p) benétigt, die eine
Abhéngigkeit von Prozefzeit t und Zykluszustand p aufweist und damit einer partiellen
Differentialgleichung gehorcht.

Im Populationsmodell sind fiir jede Klasse die minimale Zellmasse zu Beginn des Zellzyklus
und die maximale Masse am Ende des Zellzyklus sowie das Teilungsverhéltnis zwischen
Mutter- und Tochterzellanteil anzugeben. Bei einer endlichen Anzahl von genealogischen
Klassen ergeben sich jedoch gewisse Randbedingungen. Die Anzahl der Freiheitsgrade ist
hierdurch eingeschrénkt. Soll beispielsweise nur eine Klasse Beriicksichtigung finden, so
sind im Modell beide Zellteile nach der Teilung von gleicher Gréfle und ihre Zellmasse ist
halb so grofl wie die Zellmasse der Zellen am Ende des Zellzyklus. Es bleibt lediglich ein
Freiheitsgrad: Die Zellmasse am Ende des Zyklus.

Da die prinzipiellen Eigenschaften des Zellzyklus bereits im Ein-Klassen-Modell enthalten
sind, wird es insbesondere zu Testzwecken verwendet.

2.4.4.2 Tochter-, Einzel- und Doppelzellphase

Fiir die sprossende Hefe ist die Annahme einer gleichen Masse von Mutter- und Toch-
terzelle nicht zuldssig. Das einfachste Modell enthélt daher zwei Klassen: Mutter- und
Tochterzellen. Diese Struktur erlaubt eine unsymmetrische Teilung. Bedingt durch die
Wahl von zwei Klassen, weisen Mutter- und Tochterzellen am Ende des Zellzyklus die
gleiche Masse und das gleiche Teilungsverhéltnis auf. Das heifit, nachdem die Tochter-
zellen die Grofle der Mutterzellen erreicht haben, sind sie im Modell nicht mehr von den
Mutterzellen zu unterscheiden. Es bleiben zwei Freiheitsgrade: Die Zellmasse am Ende
des Zyklus und das Teilungsverhéltnis.

Motiviert durch den gegeniiber der Einzelzellphase verdnderten Stoffwechsel in der Dop-
pelzellphase unterteilt Strissle (1988) den Zellzyklus in zwei Zyklusphasen. Vor dem Be-
ginn der Sprossung und damit vor dem Eintritt in die Doppelzellphase miissen die Zel-
len das START-Signal erhalten. Will man das START-Signal zum Beginn der S-Phase
beriicksichtigten, so ist es notwendig, zwischen den Zyklusphasen einen Kontrollpunkt
einzufiihren (siehe Bild 2.21 C).

Durch die unsymmetrische Teilung entstehen zwei verschieden grofie Zellen — kleinere
Tochter- und grofiere Mutterzellen. Stréssle (1988) beriicksichtigt dies durch eine dritte
Phase fiir die kleineren Tochterzellen. Erreichen die Tochterzellen die Grofle der Mut-
terzellen, findet keine weitere Unterscheidung zwischen den beiden Zellklassen statt. Das
Modell beriicksichtigt die fiir Hefezellen charakteristische unsymmetrische Teilung, stellt
jedoch kein echtes Zwei-Klassen-Modell dar, da in Einzel- und Doppelzellphase nicht nach
dem genealogischen Alter unterschieden wird.
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Tabelle 2.4: Zyklusphasen und -eigenschaften der Phasenmodelle im Vergleich. Statische Abhangig-
keiten geniigen algebraischen Gleichungen, dynamische geniigen partiellen Differentialgleichungen
beziiglich der unabhangigen Veranderlichen ¢ und p

‘ Phase ‘ Tochterzelle Einzelzelle Doppelzelle ‘
| Modell n. Strissle (1988) |
Zyklus p f(m)* f(m) f(T)
statische Masse Masse Zyklusalter
dynamische Zellzahl Zellzahl Zellzahl
Abhéngigkeit Speicherstoff  Speicherstoff
Masse

* Strissle (1988) verwendet eine feste Zuordnung von Zyklus und Masse: Je
nach Masse der Sprofizellen beginnen diese ihren Zyklus mit p # 0

‘ Modell A + C
ks p [ J(mome)  J(m) 7(T)
statische — Masse —
dynamische Zellzahl Zellzahl Zellzahl
Abhéngigkeit Speicherstoff  Speicherstoft
Masse Masse
Zyklusalter Zyklusalter  Zyklusalter

| Modell B
Zyklus p f(m) f(m) f(m)
statische Masse Masse Masse
dynamische Zellzahl Zellzahl Zellzahl
Abhéngigkeit Speicherstoff  Speicherstoft

Zyklusalter Zyklusalter  Zyklusalter

Die Aufteilung in Einzel- und Doppelzellphase erméglicht es jedoch, die morphologi-
sche Verdnderung durch die Sprossung zu beriicksichtigen. Neben der Zellzahl verwendet
Strissle (1988) als verteilte Parameter die Zellmasse, die Zykluszeit (nur in der Doppel-
zellphase) und den Speicherstoffgehalt der Zellen (in Doppel- und Einzelzellphase), um
die spontane Synchronisation der Kultur erkldren zu kénnen. In jedem Abschnitt sind so
maximal drei partielle Differentialgleichungen zu 16sen (siche Tabelle 2.4).

Die Tochter- und die Einzelzellphase stehen biologisch fiir die G;-Phase, die durch eine
Zunahme der Zellmasse gekennzeichnet ist. Konsequenterweise existiert hier eine starre
Kopplung zwischen dem Zykluszustand und der Zellmasse. Stréssle (1988) beschreibt diese
Abhéngigkeit durch den exponentiellen Zusammenhang nach Gleichung (2.32). Das Ende
beider Phasen ist durch eine als konstant angenommene Zellmasse definiert.

Die Sprossungsphase (Doppelzellphase S-, M-Phase) wird als weitgehend unabhéngig
von duferen Einfliissen beschrieben. Dies kann man sowohl durch die Speicherstoffe als
auch durch ein genetisches Programm erkldaren. Strissle (1988) entscheidet sich daher,
das Zyklusalter starr an die Zyklusvariable zu koppeln. Die Sprossungszeit wird dabei im
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Bild 2.22: Zellmasse der sich teilenden Doppelzelle sowie des Tochter- und des Mutterzellanteils,
Zellmasse zum Zeitpunkt der Sprossung und die mittlere Zellmasse in asynchroner stationarer Kultur
im Modell nach Strassle (1988)

Modell als konstant angenommen. Am Ende dieser Phase weisen die Zellen eine durch das
Angebot an internen und externen Substraten bestimmte Zellmasse auf. Daher muf} die
Zellmasse wihrend dieser Phase durch die partielle Differentialgleichung (2.25) berechnet
werden.

Das Teilungsverhéltnis zwischen Mutter- und Tochterzellanteil der Doppelzellen wird
durch einen konstanten Mutterzellanteil festgelegt. Der Tochterzellanteil berechnet sich
dann aus der Differenz der Zellmasse der sich teilenden Zelle und dem (konstanten) Mut-
terzellanteil. Bild 2.22 zeigt den Zusammenhang zwischen Verdiinnungsrate und Zellmasse
in der asynchronen Kultur in diesem Modell. Mit abnehmender Verdiinnungsrate sinkt die
Zellmasse zum Ende des Zellzyklus und daher auch die Zellmasse der Tochterzellen. Fiir
geringere Verdiinnungsraten bleibt die Zellmasse der Tochterzellen ungefihr konstant, da
in der Sprossungsphase zusétzliche Speicherstoffe zur Verfiigung stehen. Ohne die einge-
lagerten Speicherstoffe nimmt die Zellmasse weiter ab.

Die Generationszeiten setzen sich dabei aus der Dauer der jeweiligen Zyklusphasen zu-
sammen. Fiir die Generationszeit der Tochterzellen miissen alle drei Phasen berticksichtigt
werden; wihrend sich die Generationszeit der Mutterzellen nur aus der Dauer von Einzel-
und Doppelzellphase zusammensetzt. Berechenbar sind die Generationszeiten mit dem
Phasenmodell nur fiir die asynchronen kontinuierliche Kultur, da die Zellverteilung hier
stets konstant ist. In der synchronen Kultur ist dies nicht moglich, da Mutter- und Toch-
terzellen ab der Einzelzellphase nicht mehr unterschieden werden.
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Bild 2.23: Generationszeiten der Mutter- und Tochterzellen sowie die Lange der SproBphase Modell
I: Thompson und Wheals (1980); Modell II: Strassle (1988)

Die Generationszeiten des von Strissle (1988) angegebenen Modells weichen in der asyn-
chronen Kultur erheblich von den Mefdaten ab (Bild 2.23). Das Modell enthélt keine
Erklarung fiir das sich mit der mittleren Verdopplungszeit Tp dndernde Verhalten von
Mutter- und Tochterzellen. Die im Modell mit T = 72min als konstant angenommene
Dauer der Sprossungsphase fallt verglichen mit den Mewerten zu kurz aus. Fiir eine sehr
lange Verdopplungszeit zeigt das Modell eine starke Neigung zur Synchronisation, so dafl
in diesem Bereich keine Werte fiir die asynchrone Kultur vorliegen.

Zur Verbesserung der Ubereinstimmung der Generationszeiten in Simulation und Experi-
ment wurde die Beschreibung der Doppelzellphase erweitert. Die im folgenden vorgestell-
ten Varianten erlauben zusétzlich eine Analyse ihres Einflusses auf die Synchronisation
der Kultur.

Fiir jede Zyklusphase besteht generell die Moglichkeit, ihre Dauer oder den zu erreichen-
den Reifezustand festzulegen. Der Reifezustand ist beispielsweise durch die Zellmasse
charakterisiert. In Phasen mit konstanter Dauer ist die Zellmasse am Ende der Phase von
den duBeren Bedingungen abhingig, also a priori unbekannt. Die umgekehrte Uberlegung
gilt fiir den Fall mit fester Zellmasse. Hier ist die benttigte Zeit unbekannt.

Die Dauer der Tochter- und der Einzelzellphase ist weiterhin durch konstante Zellmassen
am Ende der Phasen festgelegt. Fiir die Doppelzellphase ist sowohl die Vorgabe der Zeit
als auch der Zellmasse moglich. Das verwendete Modell enthélt drei Varianten.

Modell A ist durch eine konstante Sprossungsphase Tz = 0.8 h gekennzeichnet. Dies ent-
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spricht dem von Stréssle (1988) vorgestellten Modell. Die Zellmasse wihrend der Doppel-
zellphase ist in diesem Fall durch eine separate partielle Differentialgleichung zu berech-
nen. Die Variation der Zellmasse am Ende des Zyklus bedeutet, dafl auch die Zellmasse
der Tochterzellen einer stindigen Anderung unterworfen ist. Um die Randbedingung auf
einfache Weise zu erfiillen, wird angenommen, daf§ der Mutterzellanteil stets konstant ist.

Modell B verwendet fiir die sich teilenden Zellen eine konstante Masse. Damit sind so-
wohl Mutterzellanteil als auch der Tochterzellanteil bei der Teilung unabhéngig von der
Verdiinnungsrate.

Um eine bessere Ubereinstimmung mit den MeBwerten zu erreichen, ist in Modell C
die Sprossungszeit Tp abhingig von der Wachstumsrate gewéhlt. Es wird hierbei das
von Thompson und Wheals (1980) fiir die asynchrone kontinuierliche Kultur angegebene
Modell

1 1
Tp (1) = min <0.49— +0.1h, 0.076— + 1.8 h) (2.39)
f f

verwendet. Dieser Modellansatz ist allerdings nur bedingt auf die synchrone Kultur zu
iibertragen. Anders als in der asynchronen Kultur ist die Wachstumsrate dort einem
standigen Wechsel unterworfen.

Tabelle 2.4 enthélt eine Aufstellung der in den drei Modellen beriicksichtigten Variablen;
die hierbei verwendeten Parameter finden sich in Bild 2.24. Sofern méglich sind fiir al-
le Phasen die minimale und maximale Masse angegeben. Fiir die Modelle A und C ist
die minimale Masse der Tochterzellphase und die maximale Masse der Doppelzellpha-
se zeitvariabel, da die Dauer der Doppelzellphase vorgegeben ist. Zur Bestimmung der
Zyklusgeschwindigkeit ¢ in der Tochterzellphase ist die in Abschnitt 2.2.4.1 angegebene
Anderung der unteren Zyklusgrenze zu beriicksichtigen. Fiir das Phasenmodell geniigen
die Parameter der Zeile g = 0; die weiteren Zeilen fiithren die Parameter des Mehr-Klassen-
Modells auf.

2.4.4.3 Mehr-Klassen-Modell

Eine echte Populationstruktur erfordert zusétzliche genealogische Klassen gegeniiber dem
Phasenmodell. Wie bereits erwéhnt, ist die Berechnung der Generationszeiten verschiede-
ner Zellklassen erst dann moglich, wenn diese Klassen auch separat im Modell enthalten
sind. Es erscheint daher sinnvoll, die Zyklusphasen des in Abschnitt 2.4.4.2 vorgestellten
Phasenmodells in jeder genealogischen Klasse einzufiihren (Bild 2.21 D). Mit jeder weite-
ren Altersklasse vervielfacht sich somit die Gesamtzahl der zu berechnenden Zyklusphasen.
Verwendet man das in Abschnitt 2.3 vorgestellte Populationsmodell, so wechselt eine Zelle
mit jeder Teilung in die ndchst hohere Altersklasse. Der Zuflufl der Klasse der éltesten
Zellen setzt sich aus dem Zustrom der vorhergehenden Klasse und der éltesten Klasse
selbst zusammen. Die Eigenschaften der Zufliisse, wie zum Beispiel die Masse der Zellen,
sind daher zu mittleren Eigenschaften zusammenzufassen. Zu jeder Mutterzellklasse exi-
stiert eine korrespondierende Tochterzellklasse, die ihre Sprofizellen aufnimmt. Nach dem
ersten Zellzyklus gehen alle Tochterzellen in die erste Mutterzellklasse iiber. Hier ist eine
weitere Mittelung der Eigenschaften der Zellen notwendig. Die Summation der Zellfliisse
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Modell A + C Doppelzellphase
g Tochterzellphase Einzelzellphase <« f(Ty) ———»
3 var. 19.5 195 21.721.7 var.
2 var. 19.5 195 21.7121.7 var.
1 var. 19.5 119.5 21.7{21.7 var.
0 var. 19.5{19.5 21.7i21.7 var.
r"nuDi m‘GvPO n"'O,Pi an,Pi r’n‘LPi m [10’12g]
Modell B
g Tochterzellphase Einzelzellphase Doppelzellphase
3 12 19.5 195 21.7i21.7 33.7
D) 12 19.5 119.5 21.721.7 33.7
1 12 19.5 1195 21.7/21.7 33.7
0 12 19.5/19.5 21.7121.7 33.7
r‘nODT m‘G,PO m‘OPi n‘1svpi m‘LPi m [10'12g]

Bild 2.24: Zellmasse zu Beginn und am Ende der Zyklusphasen. In den Modellen A und C wird die
bei der Teilung erreichte Masse m p; durch die Lange der Sprossungsphase T’z bestimmt. Daher sind
die Massen am Ende der Doppelzellphase und am Beginn der Tochterzellphase variabel. In Modell C
weisen alle Phasen eine feste Zuordnung zwischen Zyklus und Zellmasse auf. Von unten nach oben
sind jeweils die Zellklassen mit aufsteigendem genealogischem Alter g dargestellt

ist analog zum oben aufgefithrten Phasenmodell bereits im Anschlufl an die Tochterzell-
phase vorgesehen. Die Tochterzellklassen sind also in der Einzel- bzw. Doppelzellphase
nicht zu unterscheiden. Die vorgestellte Losung enthélt g vollstdndige Mutterklassen und
g lediglich in der Tochterzellphase unterscheidbare Tochterklassen. Da die Tochterklassen
einer mefitechnischen Unterscheidung nicht zugénglich sind, ist diese Modellstruktur fiir
die meisten Anwendungen geeignet. Die gewiinschte Anzahl der genealogischen Klassen
ist dabei beliebig wihlbar. Die Parameter des Modells sind in Bild 2.24 angegeben. Sie
entstehen durch Vervielfachung der Parameter des einfacheren Phasenmodells. Da keine
Messungen der Zellmasse fiir die synchrone Kultur unter Beriicksichtigung der genealo-
gischen Klassen vorliegen, sind hier die gleichen Massen fiir alle Klassen angenommen
worden. Fiir ¢ = 0 entsteht aus dem Mehr-Klassen-Modell das in Bild 2.21 C gezeigte
Phasenmodell.

Die fiir jede genealogische Klasse vorgesehenen verteilten Variablen umfassen jeweils die
des Phasenmodells. Zur Beriicksichtigung der mit dem genealogischen Alter zunehmenden
Masse wurde die Einzelmasse der Zellen ebenfalls als verteilte Variable berechnet. Im Hin-
blick auf die Analyse der synchronen Kulturen ist es wiinschenswert, die Generationszeit
zu berechnen. Hierfiir wird zusétzlich in allen Abschnitten das Zyklusalter ermittelt.
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2.4.5 Synchronisation des Zellzyklus

Wie aus praktischen Untersuchungen hervorgeht, neigen kontinuierliche Hefekulturen bei
gewissen Wachstumsraten zu einer Synchronisation der Sprossung. Mit anderen Worten,
der Zellzyklus lauft bei einer Vielzahl von Zellen synchron ab. Da der Stoffwechsel in den
Zyklusphasen unterschiedlich ist, kommt es im Fall der Synchronisation zu einer periodi-
schen Anderung einer Vielzahl von Prozefparametern des Bioreaktors. Der Stoffwechsel
derjenigen Phase, in der sich die Mehrzahl der Zellen befindet, dominiert dabei das Verhal-
ten der gesamten Kultur. In der durch eine zeitinvariante Zellverteilung gekennzeichneten
asynchronen Kultur ist der vom Zellzyklus abhéngige Stoffwechsel nicht zu beobachten.

Die Prozeflparameter spiegeln hier die mittleren Stoffwechseleigenschaften der Zellen wie-
der.

Die Mechanismen, die zu einer Synchronisation fiithren, sind bisher nicht vollstéindig be-
kannt. Gesucht wird der Einflul der Umgebungsbedingungen auf die Verteilung der Zellen
im Zellzyklus. Fundamental ist hierbei der Zusammenhang zwischen Wachstumsrate und
Substratangebot. Durch eine zeitabhédngige Wachstumsrate u(t) ist es moglich, unter-
schiedlichen Umgebungsbedingungen Rechnung zu tragen. Ein Einflu} auf die Zellvertei-
lung ist jedoch nur bei einer zusétzlich vom Zellzyklus abhéngigen Wachstumsrate p(t, p)
zu erwarten. Dies entspricht auch der biologische Vorstellung von den Vorgéngen wahrend
des Zellzyklus. Hier werden Phasen unterschieden, in denen die Zellmasse zunimmt und
solche, in denen es zu Strukturverdnderungen im Zellaufbau kommt (siehe Bild 1.2 auf
Seite 23). Bereits ein vereinfachtes Modell, bestehend aus Phasen mit umgebungsabhéingi-
ger Wachstumsrate p(t), und konstanter Wachstumsrate g ist fiir eine Synchronisation
der Zellverteilung ausreichend (Stréssle, 1988; Hoppenstead, 1989).

Die Zyklusgrenzen der Zyklusvariablen verdndern sich ebenfalls mit den Umgebungsbe-
dingungen. Im Fall des Zyklusalters a € [a, ar| liegt die untere Grenze a = 0 zwar fest,
die Generationszeit ar ist jedoch von der Wachstumsrate abhéngig. Bei der Beschreibung
durch die Zellmasse m sind sowohl die minimale Masse mg als auch die maximale Mas-
se my variabel. Vanoni et al. (1983) beobachten eine Abhingigkeit der Zellgrofie von der
Qualitéat des Substrates.

Der folgende Abschnitt zeigt den Einflufl einer Anderung der Zyklusgrenzen am Beispiel
der Generationszeit ap. Zum besseren Verstéindnis werden anschlieBend mégliche Einfluf3-
faktoren auf die Wachstumsrate u(¢,p) in den einzelnen biologischen Phasen diskutiert.

2.4.5.1 Veranderung der Zyklusgrenzen

Der Einfluf einer Anderung der Zyklusgrenzen auf die Verteilungsdichte wird im folgenden
exemplarisch mit Hilfe der Darstellung des Zellzyklus durch das normierte Zyklusalter p,
analysiert. Die Variation der Generationszeit dg—f verursacht in der Differentialgleichung
(2.16) einen von p, abhéngigen Einflufl auf die Zyklusgeschwindigkeit g,. Das heifit, die
Zyklusgeschwindigkeit ist unterschiedlich im Zellzyklus und fithrt daher zu einem Einfluf3
auf die Verteilungsdichte. Wie das nachfolgende Beispiel einer Population, bestehend aus
einer Klasse von Zellen zeigt, fithrt eine zeitlich begrenzte Verédnderung der Zyklusgrenzen

jedoch nicht zwingend zu einer dauerhaften Anderung der Verteilungsdichte.
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Bild 2.25 zeigt eine durch das Substratangebot verursachte periodische Wachstumsrate
p(t). Wie in Abschnitt 2.2.3 demonstriert, wirkt sich die Wachstumsrate auf die Gene-
rationszeit ar(t) aus. Diese weist ebenfalls einen periodischen Zeitverlauf auf. Zu Beginn
des Experimentes fiir ¢t = 0 ist die Verteilungsdichte konstant. Um die Anderungen bes-
ser beurteilen zu kénnen, wurde die Verdiinnungsrate D = 0 und die Randbedingung
¢a(t,0)na(t,0) = qu(t, 1)n,(t, 1) gewdhlt. Im unteren Teil von Bild 2.25 wird die Vertei-
lungsdichte n,(t, p) fiir verschiedene Zeitpunkte ¢ gezeigt. Bei der periodischen Anregung
durch die Wachstumsrate ist eine Synchronisation der Zelldichte zu beobachten. Das Ma-
ximum der Verteilungsdichte wandert durch den Zellzyklus.

Ab t = 60 h liegen konstante Umgebungsbedingungen vor und fiir die Wachstumsrate gilt
i = const. Mit der bereits in Abschnitt 2.2.3 beschriebenen Verzégerung nimmt auch die
Generationszeit ar einen konstanten Wert an. Nach dieser Zeit hat die Verteilungsdichte
wieder die gleiche Form wie zu Beginn des Experimentes. Die periodische Anregung durch
die Wachstumsrate konnte keinen bleibenden EinfluB auf die Lage einzelner Zellen im
Zellzyklus ausiiben.

Das Ergebnis erscheint plausibel, wenn man den Zellzyklus durch die auf die Zellmas-
se bezogene Zyklusvariable p,, beschreibt. Da die zugehorige Differentialgleichung (2.22)
keine explizite Abhéngigkeit der Zyklusgeschwindigkeit g, vom Zellzyklus p,, zeigt, ist
die Zyklusgeschwindigkeit aller Zellen gleich und &ndert sich periodisch mit der Zeit. Mit
anderen Worten: Die Zellen bewegen sich mal schneller mal langsamer durch den Zellzy-
klus. Die Zelldichte n,,(t, p,,)) bleibt unverandert. Die synchronisierte Zelldichte n,(t, p,)
im ersten Fall entsteht lediglich aufgrund der Normierung auf die nichtlineare Verteilung
des Zyklusalters a(t, p,,) (Bild 2.25, untere Reihe). In der letzten Phase mit konstanter
Wachstumsrate stellt sich wieder eine gleichméflige Verteilung des Zyklusalters iiber den
Zellzyklus ein und dementsprechend auch die urspriingliche konstante Verteilungsdichte

na(t, p).

Die Anderung der Zyklusgrenzen alleine hat keine Verdinderung der Form der Verteilung
einer anschliefenden stationdren Phase zur Folge. Die von Hjortso und Nielsen (1995) an-
gegebene Synchronisation durch eine periodische Anderung der Generationszeit ist nur
solange vorhanden, wie die periodische Anregung anhélt. Ahnliches gilt auch fiir die Zell-
massen mgy und m; der Zellen zu Beginn und am Ende des Zellzyklus. Die durch eine
Anpassung an andere Umgebungsbedingungen hervorgerufenen transienten Vorgéinge ha-
ben letztendlich keine Auswirkung auf die Form der Verteilungsdichte.

2.4.5.2 Wachstumsrate

Ruhephasen sind durch eine Unterbrechung des Wachstums gekennzeichnet. Es ist
moglich, eine Ruhephase durch Stoppen der Substratzufuhr zu erreichen. Beriicksichtigt
man keine zusétzlichen internen Speicherstoffe, trifft eine derartige Ruhephase alle Zellen
gleichermaflen. Das heifit, die Form der Verteilungsdichte bleibt unverdndert. Wie bereits
an dem in Bild 2.7 gezeigten Beispiel fiir 5h < t < 10h zu erkennen, ist das erstellte
Modell in der Lage, diese Hungerphasen zu berechnen.

Eine andere Moglichkeit fiir eine Zelle, sich in eine Ruhephase zu begeben, besteht, wenn
ein sogenannter Kontrollpunkt im Zellzyklus nicht iiberwunden wird. Als Kontrollpunkt
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Bild 2.25: Zellverteilung bei einer periodischen Wachstumsrate p(t). Der Zellzyklus ist im Intervall
p € [0, 1] dagestellt

wird beispielsweise das START-Signal am Ende der G;-Phase bezeichnet, das den Uber-
gang von der G- in die S-Phase steuert. Wird das START-Signal nicht gegeben, so verblei-
ben die Zellen in der Gy-Phase (siche Bild 1.2, Seite 23). Die Kontrollpunkte verursachen
nur bei den Zellen eine Unterbrechung des Zellzyklus, die sich im entsprechenden Zell-
zykluszustand befinden. Ein ldngeres Ausbleiben eines Signals fiithrt zu einer Anhdufung
der Zellen vor dem zugehorigen Kontrollpunkt und damit zu einer Synchronisation.

Das in Abschnitt 2.4.4 vorgestellte Modell erlaubt die Definition von Kontrollpunkten zwi-
schen den Zyklusphasen. In den folgenden Untersuchungen wird jedoch angenommen, dafl
die Kontrollpunkte stets passiert werden, da die zur Verfiigung stehenden experimentellen
Daten keine Aufschlufl iiber die Signale zur Steuerung des Zellzyklus liefern.

Speicherstoffe Der Stoffumsatz einzelner biochemischer Reaktionen in den Zellen ist
begrenzt. Das maximal mogliche Wachstum wird im wesentlichen durch die maxima-
le respiratorische Kapazitidt begrenzt (Sonnleitner und Képpeli, 1986). Das heif, unter
Umstédnden kann ein Teil des aufgenommenen Substrates nicht zum Wachstum verwen-
det werden und wird in Form von Ethanol wieder ausgeschieden. Das Ethanol ist fiir
die Zellen jedoch nicht verloren, sondern kann zu einem spéteren Zeitpunkt, wenn die
respiratorische Kapazitit es erlaubt, wieder aufgenommen werden.

In der GG;-Phase verwenden die Zellen einen weiteren Teil der aufgenommenen Substrate
zur Bildung zellinterner Reserven. Diese Speicherstoffe verwenden die Zellen, um die Ver-
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dopplung des genetischen Materials in der S-Phase weitgehend unabhéngig durchfiithren
zu konnen. Anders als das ausgeschiedene Ethanol als externer Speicherstoff, stehen die
internen Speicherstoffe nur der einlagernden Zelle zur Verfiigung.

Fiir die Erkléarung der Synchronisation von Hefezellen in kontinuierlicher Kultur spielt die
Einlagerung von Speicherstoffen und die limitierte respiratorische Kapazitat laut Stréssle
(1988) eine entscheidende Rolle. Mit Beginn der S-Phase mobilisieren die Zellen ihre
internen Speicherstoffe. Das dann nicht bendtigte Substrat sowie das von diesen Zellen
produzierte Ethanol steht anderen Zellen zur Verfiigung und erméglicht es diesen, even-
tuell auch die S-Phase zu erreichen. Je groBler die Anzahl der Zellen ist, die gemeinsam in
die S-Phase eintreten, desto grofler féllt die Sogwirkung fiir die nachfolgenden Zellen aus.
Dieser Mechanismus liegt dem im folgenden verwendeten Modell zugrunde. Der Zusam-
menhang zwischen Substratangebot und Wachstumsrate ist im Detail in Abschnitt 2.4.2
vorgestellt.



Kapitel 3

Losung der Modellgleichungen

Im Mittelpunkt der Betrachtungen steht der Bioreaktor in kontinuierlicher Betriebsweise.
Der Reaktorinhalt ist durch Zufliissse und Abfliisse einer stédndigen Verdnderung unter-
worfen. Sind die ProzefSparameter konstant, so spricht man vom sogenannten Chemostat.
Dieser Betrieb erfordert, dafl Zuflul und Abflul gleich sind und eine homogene Durchmi-
schung des Reaktorvolumens vorliegt. Der Chemostat zeichnet sich durch determinierte
Umgebungsbedingungen fiir die Mikroorganismen aus und erlaubt die Untersuchung sta-
tiondrer Flieigleichgewichte. Verdnderte ProzeBparameter fiihren dabei zu transienten
Vorgéngen, bis sich wiederum ein stationéres FlieBgleichgewicht einstellt.

In der Regel haben die konstanten Prozefiparameter des Chemostats auch fiir die unsym-
metrisch sprossende Hefe S. cerevisiae konstante Verlaufe der gemessenen Prozefivariablen
zur Folge. Ein derartiges Verhalten ist jedoch nur bei einem Ausgleich der unterschiedli-
chen Wachstumseigenschaften im Verlauf des Zellzyklus moglich. In diesem Fall, der soge-
nannten asynchronen Kultur, ist keine Verdnderung der genealogischen Zusammensetzung
zu beobachten. Das heif3t, zu jedem Zeitpunkt ist die Anzahl der sich teilenden Zellen kon-
stant. Eine Vielzahl von kontinuierlichen Kulturen weist dieses asynchrone Wachstum auf,
das eine Ruhelage des FlieBsystems darstellt. Hierbei handelt es sich jedoch nicht um den
einzigen moglichen singuldren Zustand des beschriebenen Systems.

Neben dem konstanten Verlauf der gemessenen Prozefivariablen lassen sich unter gewissen
Umstédnden auch periodische Zeitverlaufe beobachten. Diese Oszillationen konnen ver-
schiedene Ursachen haben. Eine aus der Dynamik einzelner enzymatischer Schritte re-
sultierende periodische Losung wird als biochemischer Oszillator bezeichnet. Ein Beispiel
hierfiir stellen die bereits in Abschnitt 2.4.2 erwéihnten glykolytischen Oszillationen dar,
die ihre Ursache in den konkurrierenden Reaktionen des Stoffwechselweges der Glykolyse
haben. Markus und Hess (1984) beschreiben diese in zellfreiem Hefeextrakt beobachteten
Ostzillationen. Die Periodenlénge der Oszillation liegt im Bereich von einigen Minuten bis
zu einer Stunde.

Eine Periodizitét ist ebenfalls zu beobachten, wenn es zu einer Synchronisation des Zellzy-
klus kommt. Dieser Zustand wird als sogenannte synchrone Kultur bezeichnet. Die Wachs-
tumsrate und die Aktivitat der Zellen ist in den einzelnen Zellzyklusphasen unterschied-
lich. Erfolgt das Wachstum der Zellen synchron, spiegelt der Verlauf der Prozefivaria-
blen den Stoffwechsel wihrend des Zellzyklus wider. In der asynchronen Kultur ist diese
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Abhéngigkeit vom Zellzyklus nicht zu beobachten, da sich die verschiedenen Wachstums-
eigenschaften aufgrund der asynchronen Verteilung der Zellen im Zellzyklus ausgleichen.
Die Periodenlénge der synchronen Oszillationen liegen je nach eingestellter Verdiinnungs-
rate im Bereich von einigen Stunden bis {iber zehn Stunden. Die beiden beschriebenen
oszillierenden Kulturen, der biochemische Oszillator und die synchrone Kultur, stellen
eine periodische Losung des Fliefisystems dar.

Die singuldren Losungen des Fliesystems haben den Vorteil, dafl der Zustand des Sy-
stems mit Hilfe von vereinfachten Gleichungen charakterisiert werden kann. Im Fall der
asynchronen Kultur entféllt beispielsweise die Zeitabhéngigkeit, so dafl in der Regel einfa-
che algebraische Gleichungen die Biomasse- und Produktkonzentration als Funktion von
Verdiinnungsrate und Néahrstoffangebot beschreiben. Die Losung des dynamischen Mo-
dells ist erst dann erforderlich, wenn Aussagen iiber den Reaktor wahrend transienter
Phasen zu treffen sind. Mit Hilfe der vereinfachten Beschreibung des stationdren Zustan-
des ist dies nicht moglich.

Auch die synchrone Kultur stellt einen besonderen Zustand des FlieBsystems dar. Im Ge-
gensatz zur asynchronen Kultur ist sie durch in der gleichen Zellzyklusphase befindliche
Teilpopulationen gekennzeichnet. Jede der in Abschnitt 2.3 beschriebenen genealogischen
Klassen besteht aus einer oder mehrerer dieser synchronen Teilpopulationen. Eine periodi-
sche Losung ist nur dann moglich, wenn die Sprossung jeweils einer synchronen Teilpopula-
tion in allen genealogischen Klassen zum gleichen Zeitpunkt erfolgt. Die morphologischen
Untersuchungen der synchronen Kultur bestétigen dies, da der Sprossungsindex wahrend
jeder Periode genau einmal ansteigt. Die Generationszeiten der einzelnen Zellen scheinen
also an die Periodenlidnge, beziehungsweise an Vielfache von dieser, gebunden zu sein.
Das Verhéltnis zwischen den Generationszeiten der genealogischen Zellklassen, bezogen
auf die beobachtete Periodenlénge, wird als Wachstumsmodus bezeichnet. Unter dieser
Annahme leitet Bellgardt (1994a) fiir ein Modell mit einer Klasse von Mutter- und einer
Klasse von Tochterzellen eine Beziehung zwischen der beobachteten Periodenldnge und der
Verdiinnungsrate ab. Der Wachstumsmodus stellt hierbei einen zusétzlichen Freiheitsgrad
der Kultur dar.

Wie bereits fiir die asynchrone Kultur erwéhnt, gilt der Zusammenhang lediglich fiir die
periodische Losung. Transiente Vorgéange infolge eines Moduswechsels oder verdnderter
ProzeBparameter lassen sich hierduch nicht beschreiben. Auch gibt das vereinfachte Mo-
dell keine Auskunft iiber die Synchronisation der Zellen und den Einflul der Prozefipa-
rameter auf den Wachstumsmodus. Aus diesem Grunde ist es notwendig, die in Kapitel
2 vorgestellten Modellgleichungen fiir das dynamische Zellzyklus- und Populationsmodell
vollsténdig zu 1osen. Der folgende Abschnitt 3.1 stellt zu diesem Zweck eine numerische
Approximation der allgemeinen Losung der Modellgleichungen vor.

In Abschnitt 3.2 erfolgt dann die Erweiterung des von Bellgardt (1994a) vorgestellten
Zwei-Klassen-Modells zur Beschreibung der stationédren synchronen kontinuierlichen Kul-
tur auf die in Abschnitt 2.3 eingefiihrte allgemeine Mehr-Klassen-Struktur. Experimentelle
Ergebnisse lassen vermuten, dafl die Beschriankung auf zwei Klassen nicht fiir alle beob-
achteten Kulturen ausreichend ist (Woldringh et al., 1993; Beuse et al., 1998). Es schlief3t
sich eine Analyse der Sensitivitéit der vorhergesagten Periodenlénge beziiglich kleiner Ab-
weichungen der Generationszeiten von Mutter- und Tochterzellen an.
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3.1 Numerische L6sung

Das Wachstum des Organismus S. cerevisiae wird in dem in Kapitel 2 vorgestellten Mo-
dell sowohl durch gewohnliche als auch durch partielle Differentialgleichungen beschrie-
ben. Fiir eine Charakterisierung der Gas- und Fliissigphase des Bioreaktors sind bei-
spielsweise gewohnliche Differentialgleichungen ausreichend. Unter den in der Mikrobio-
logie iiblichen Versuchsbedingungen im Riihrkesselreaktor kann aufgrund der homogenen
Durchmischung im Reaktor der Zustand des Systems vollstéandig durch die mittleren Kon-
zentrationen der Inhaltstoffe wiedergegeben werden. Zur numerischen Approximation der
Losung gewohnlicher Differentialgleichungen sind eine Vielzahl von Algorithmen bekannt
(Press, 1992). Sie stehen in Form von Progamm-Bibliotheken zur Verfiigung. Im Rah-
men dieser Arbeit fand die Simulationssprache ACSL (Advanced continuous simulation
language) Verwendung, die eine einfache Verbindung von kontinuierlichen und diskreten
Modellteilen erlaubt (Breitenecker et al., 1993).

Die Berechnung des Zellzyklus geschieht stets mit Hilfe von partiellen Differentialglei-
chungen, in denen neben der Prozefizeit der Zellzykluszustand als weitere unabhéingige
Variable auftritt. Die explizite Beriicksichtigung des Zellzyklus und des genealogischen
Alters ist immer dann notwendig, wenn die betrachteten Eigenschaften signifikant von
der Verteilung der Zellen iiber den Zellzyklus abhingen. Ein Beispiel dafiir ist die spon-
tane Synchronisation in kontinuierlichen Kulturen, die an einer anhaltenden Oszillation
der Prozevariablen erkennbar ist.

Die folgenden Abschnitte gehen auf die numerischen Methoden zur Losung einer den
Zellzyklus beschreibenden partiellen Differentialgleichung ein. Im Anschlufl erfolgt eine
Validierung der implementierten Methoden. Hierbei ist, wegen des in Abschnitt 3.2 ange-
gebenen Zusammenhanges zwischen Verdiinnungsrate und Periodenlédnge in der synchro-
nen Kultur, die Zellbilanz von besonderer Bedeutung.

3.1.1 Zyklusphasen und Kontrollpunkte

Die Kontrollpunkte teilen den Zellzyklus in eine Reihe von Zyklusphasen ein. Hierbei sind
die Zyklusphasen stets durch einen kontinuierlichen Reifeprozef gekennzeichnet. Abhéngig
von den beobachteten biologischen Eigenschaften sind in jeder Zyklusphase die Wachs-
tumsgeschwindigkeit, die Zellmasse, der Speicherstoffinhalt und die aktiven Stoffwechsel-
pfade anzugeben. Die Intervallgrenzen einer Zyklusphase werden durch Kontrollpunkte
markiert. Im blockierten Zustand weisen die Kontrollpunkte eine Wachstumsgeschwin-
digkeit von ¢ = 0 auf, der Reifeprozefi kommt zum Erliegen und am Kontrollpunkt ent-
steht eine Anhdufung von Zellen mit gleichem Zellzykluszustand. Im Extremfall, wenn
alle Zellen einer Zyklusphase an einem Kontrollpunkt angekommen sind, liegt eine im-
pulsférmige Verteilung vor. Die Berechnung einer derartigen Zellverteilung im Zyklus
bereitet numerische Schwierigkeiten, da es nicht moglich ist, die fiir die Losung der parti-
ellen Differentialgleichung notwendige Ableitung beziiglich des Zellzyklus zu bestimmen.
An den Kontrollpunkten erfolgt daher keine Beschreibung durch die partielle Differen-
tialgleichung. Zwischen den Zyklusphasen wird statt dessen ein zusétzliches Reservoir
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eingefiihrt, um gegebenenfalls den arretierten Zellzyklus zu charakterisieren. Zur Vermei-
dung eines derartigen Effektes innerhalb einer Zyklusphase mufl gefordert werden, daf die
Wachstumsgeschwindigkeit an keiner Stelle in der Zyklusphase auf ¢ = 0 absinkt. Auch
direkt vor einem Kontrollpunkt muf fiir die Wachstumsgeschwindigkeit ¢ > 0 gelten. Die
Wachstumsgeschwindigkeit ¢ = 0 fiir die gesamte Phase ist dagegen zuléssig. Dies ist
notwendig, um auch einen Batch-Zustand (Verdiinnungsrate D = 0 h~!) beriicksichtigen
zu konnen.

3.1.2 Diskretisierung des Zellzyklus

Das Wachstum einzelner Zellen besteht aus dem Durchlauf durch die Phasen des Zellzy-
klus und ist in jeder Phase durch eine partielle Differentialgleichung der Form

on(t,p) N d(q(t,p)n(t,p))
ot dp

— —D(t)nt.p) (3.1)

beschreibbar. In der Gleichung stellt n(¢,p) die jeweilige Zellzahl und ¢(¢, p) die Wachs-
tumsgeschwindigkeit dar. Zur vollstdndigen Definition ist die Angabe der Zellzahl zum
Beginn des Beobachtungszeitraumes (Anfangsbedingung) sowie die Zahl der neu in den
Zellzyklus eintretenden Zellen notwendig (Randbedingung).

Fiir die Berechnung der periodischen Lésung der synchronen kontinuierlichen Kultur ist
es notwendig, dafl die zugrunde gelegten numerischen Verfahren die Zellzahl unverandert
lassen. Die Bilanz der Zufliisse und Abfliilsse muf§ ausgeglichen sein, um einen sinnvollen
Vergleich zwischen der numerischen und der analytischen Losung zu erméglichen. Gleiche
Voraussetzungen miissen auch fiir die Zellmasse gelten. Im einzelnen sind also folgende
Anforderungen an die numerische Losung der dynamischen Modellgleichungen zu stellen:

e Ausgeglichene Zellbilanz.

e Massenerhaltend, wobei die Zellmasse innerhalb des Zellzyklus mit der Wachstums-
rate u(t, p) wichst.

e Bei der Behandlung von synchronen Kulturen ist mit ,,impulsférmigen” Verteilungen
zu rechnen. Diese Populationen miissen gegeniiber der analytischen Losung phasen-
treu sein und in ihrer Amplitude erhalten bleiben.

e Durch die Sprossung der Zellen entstehen aus einer Zelle jeweils zwei neue mit von-
einander abweichenden Eigenschaften. Eine endliche Klassenzahl erfordert es, meh-
rere Zufliisse zusammenfiihren zu konnen. Das heifit, die Addition von Zellfliissen
mufl moglich sein.

e Fiir den Fall, dal alle mobilisierbaren Substrate in einer Batch-Phase verbraucht
sind, miissen die Verfahren auch die ruhende Verteilung berechnen kénnen (¢ = 0).

e Die numerische Stabilitdt und die Konvergenz der Losung sind zu gewéhrleisten.
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Fiir eine Verbindung mit dem durch gewohnliche Differentialgleichungen beschriebenen
Reaktormodell ist eine Integration {iber die verteilt parametrischen Variablen, wie die
Zelldichte n(t, p), erforderlich. Die Zellzahl in einer Zyklusphase ergibt sich beispielsweise
durch die Integration

N(t) = /0 n(t, p)dp, (3.2)

wobei die Zyklusvariable ohne Einschrankung der Allgemeinheit auf das Intervall [0, 1]
normiert ist. Die Biomasse berechnet sich in analoger Weise durch Integration iiber das
Produkt aus der Zellzahl n(t, p) und der Zellmasse m(t, p) entsprechend der Gleichung

M(t) = / m(t, p)n(t, p)dp. (3.3)

Fiir die numerische Losung des Problems sind Routinen vorzusehen, die eine Diskreti-
sierung der partiellen Differentialgleichungen vornehmen. Dabei entsteht ein System von
gekoppelten gewohnlichen Differentialgleichungen. Zur Kopplung an Systemteile mit kon-
zentrierten Parametern ist es notwendig, wie oben fiir die Zellzahl oder -masse gezeigt, eine
numerische Integration iiber den Zellzyklus durchzufithren. Eine Ubersicht verschiedener
Integrationsverfahren findet sich z.B. in Press (1992).

Die partielle Differentialgleichung kann man durch Diskretisierung der Zyklusvariablen
p auf ein System von gekoppelten gewohnlichen Differentialgleichungen zuriickfiihren.
Hierzu werden im folgenden drei numerische Verfahren betrachtet. Dabei handelt es sich
um

e die Finite Differenzen Methode (FD),
e dic Finite Volumen Methode (FV) und
e die Charakteristikenmethode (Ch).

Sowohl das hier verwendete FD- als auch das FV-Verfahren verwenden eine up-stream
Variante, das heifit der numerischen Berechnung liegen mehr Werte entgegen der Fluf-
richtung zugrunde, um die rdumlichen Ableitungen zu berechnen. Da die Reife der Zellen
und damit die Zyklusvariable stets ansteigt, werden mehr Werte mit geringerer Zyklus-
variable verwendet. Durch die Normierung auf das feste Intervall [0, 1] treten jedoch Pro-
bleme auf, wenn sich die korrespondierenden Intervallgrenzen, z.B. die Massen an den
Zyklusrandern, éndern. Wahrend der Anpassung der Verteilung an die neue Normierung
sind theoretisch auch Verschiebungen entgegen der Flufirichtung in Teilen des Zellzy-
klus méglich. In diesem Fall ist die FluBrichtung bei der Auswahl der Stiitzstellen zur
Berechnung der rdaumlichen Ableitungen zu beriicksichtigen. In keinem Fall ist ein Uber-
schreiten der Phasengrenzen entgegen der Wachstumsrichtung zuléssig. Biologisch macht
dies keinen Sinn, da das Passieren einer Phasengrenze in der Regel nicht reversibel ist.
Beispielsweise kann eine Zelle nach erfolgter Teilung diese nicht mehr riickgédngig machen.

Die Beschreibung des Zellzyklus durch das feste Intervall [0, 1] sto8t bei einem schnellen
Anstieg der Zellmasse zu Beginn des Zellzyklus an ihre Grenze. Zellen, die eine kleinere
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Bild 3.1: Diskretisierung einer Phase des Zellzyklus im Intervall p € [0,1] in (N — 1) dquidistante
Abschnitte [(i — 1) Ap,iAp]

Zellmasse aufweisen als diejenigen, die den Zyklus neu beginnen, lassen sich nicht durch
einen Zustand im Intervall [0, 1] beriicksichtigen. Durch die Normierung auf die neuen
Grenzen (sprich die Eintrittsgrofie) weisen die élteren aber kleineren Zellen einen negativen
(und damit unsinnigen) Wert der Zyklusvariable auf. Die Zell- und Massenbilanz bleibt in
diesem Fall nur dann erhalten, wenn diese Zellen in einem Reservoir zwischen den Phasen
aufgefangen werden.

Eine Zyklusphase sei aufgeteilt in NV — 1 dquidistante Abschnitte. Der Nte Abschnitt
schlieBt direkt an das Intervall [0, 1] an. Zur Interpolation an den Phasengrenzen ist es
nicht zuldssig, auf Werte einer nachfolgenden oder vorhergehenden Zyklusphase zuriick-
zugreifen, da in dieser andere Bedingungen gelten und sich damit andere Zahlenwerte
einstellen. Teilweise ist die Verwendung der nachfolgenden Werte unmoglich aufgrund
mehrerer Zufliisse aus verschiedenen Zellklassen, wie sie nach der Sprossung entsprechend
der genealogischen Matrix auftreten. Der Nte Abschnitt wird verwendet, um den weiteren
Verlauf der Zellen dieser Zyklusphase abzuschétzen. Am Beginn einer Zyklusphase ist ein
derartiges Verfahren nicht moglich, da nicht bekannt ist, welche Zellen in der Zukunft zu
dieser Zyklusphase gehoren werden. Die Zellzahl in den N Abschnitten wird durch eine
Stiitzstelle in der Mitte des jeweiligen Abschnittes charakterisiert. Damit 146t sich die
Zellzahl n(t,p) durch die markierten diskreten Werte n;(t), wie in Bild 3.1 dargestellt,
approximieren.

Die Gesamtzahl der Zellen im Intervall p € [0, 1] erhdlt man durch eine numerische Inte-
gration der Zelldichte. Im einfachsten Fall kann das Integral durch die Summe iiber die
Produkte aus Zellzahl und Gitterabstand approximiert werden. Es gilt

N(t) = Ap 2_: ni(t). (3.4)

Dieses Verfahren ist bei einer dquidistanten Diskretisierung des Zellzyklus fiir eine grofie
Zahl von Stiitzstellen ausreichend. Beim Charakteristikenverfahren sind die Stiitzstellen
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nicht mehr dquidistant verteilt. In diesem Fall miissen die einzelnen Abstédnde zwischen
den Stiitzstellen beriicksichtigt werden. Mit Hilfe einer linearen oder quadratischen Inter-
polation zwischen den Werten gelingt es, den Fehler der Approximation zu verringern.

3.1.2.1 Finite-Differenzen-Methode

Die Finite-Differenzen-Methode ersetzt die rdumliche Ableitung auf dem Zyklusgitter
durch den Differenzenquotienten. Die hier gewihlte (rdumlich) diskrete Form der par-
tiellen Differentialgleichung (3.1) lautet

dn;(t) n qi(t)n(t) — qi—1(t)ni—1(t)

- A, — —D(O)n(t). (3.5)

Hierdurch entsteht ein gekoppeltes System von gewdhnlichen Differentialgleichungen. Die
Variable n; bezeichnet die Zahl der Zellen im Zyklus p = (i + 1/2) Ap fiir i € {1, N}
und Ap = 1/(N —1). Das Verfahren verwendet zur Berechnung der rdumlichen Ableitung
jeweils einen Wert vor dem laufenden Abschnitt. Am Anfang der Zyklusphase fiir i = 1
wird die Differenz abweichend aus den Funktionswerten n, und n, gebildet, da kein Wert
links des Intervalls [0, 1] vorliegt (siehe Bild 3.1).

3.1.2.2 Finite-Volumen-Methode

Die Finite-Volumen-Methode bilanziert den Flufl an den Grenzen der dquidistanten Ab-
schnitte [(i — 1)Ap, iAp]. Um die Bilanz an den Grenzen zwischen den Abschnitten nicht
zu verletzen, mufl der Flufl aus dem jeweils laufenden Abschnitt stets identisch dem Flufl
in den folgenden Abschnitt sein. Da die Grenzen der Abschnitte genau zwischen zwei
Stiitzstellen liegen, sind die Variablen auf den Grenzen durch die Indizes ¢ — 0.5 bzw.
i + 0.5 bezeichnet. Die Gleichung (3.1) wird entsprechend des gewéhlten FV-Verfahrens
durch
dni(t) | qivos(t)nivos(t) — gios(t)nios(t)

i A = —D(t)ni(t) (3.6)

beschrieben. Bei Verwendung einer quadratischen up-stream Interpolationsformel nimmt
der Fluf w; o5 an den Abschnittsgrenzen die Form

Ui10.5 = (i+0.5 Nit0.5 = _gui—l + Zuz + gui-i-l (3.7)

an. Das Einsetzen von Gleichung (3.7) fur w05 und ;o5 in Gleichung (3.6) liefert

dn;(t) N 1 1 7 3 3
dt Ap

Das Verfahren benétigt also jeweils zwei Werte vor und einen Wert nach dem laufenden
Abschnitt. An den Réandern der Zyklusphase liegen die Werte nicht vor und daher ist der
Algorithmus dort zu modifizieren. Am Beginn der Phase gilt dies fiir den Flufl zwischen
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den beiden ersten Abschnitten, am Ende der Phase fiir den Flufl aus dem letzten Ab-
schnitt. Unter Verwendung einer linearen bzw. einer quadratischen Interpolationsformel
gelingt es, die benoétigten Fliisse durch

1 1

Urs = Uit Uz (3.9)
3 5 15
Un+0.5 = gun—Q — oy Un—t + gun (3.10)

zu berechnen.

Die quadratische Interpolation liefert in der Regel eine genauere Approximation der Fliisse
zwischen den Stiitzstellen. Bei steileren Flanken in der rdumlichen Verteilungsfunktion,
wie dies bei einer Synchronisation der Fall ist, entstehen jedoch teilweise gréfiere Fehler
als bei einer linearen Interpolation. Dabei konnen sogar physikalisch unsinnige negative
Werte fiir die Zellzahl auftreten. Bei der obigen Berechnung ist daher stets zu priifen, ob
iiberhaupt Zellen in dem betrachteten Abschnitt vorhanden sind. Ist dies nicht der Fall,
darf auch kein Flufl aus dem Abschnitt flieBen. Die Simulation zeigt, dafi auf diese Weise
nur duflerst kleine, vernachldssighare negative Zahlenwerte in den Bereichen entstehen, in
denen keine Zellen vorliegen.

3.1.2.3 Charakteristikenverfahren

Wihrend die beiden vorigen Verfahren auf einem rdumlich festen Gitternetz arbeiten,
berechnet das Charakteristikenverfahren (Ch) die Trajektorie, auf der sich eine Zelle be-
wegt, die sogenannte Charakteristik. Zur Losung der Differentialgleichung (3.1) ist eine
Umformung notwendig. Die Anwendung der Produktregel liefert

on(t,p) on(t,p)  9q(t,p) -~
o Tatp) o o n(t,p) = =D(t)n(t, p). (3.11)
dn (t)
dt
Entlang der Charakteristik
dp
D ) (312
gilt das totale Differential
dn(t) dq(t, p)
T D(t)n(t) o (1) (3.13)

Fiir den einfachen Fall einer vom Zykluszustand unabhéngigen Wachstumsgeschwindig-
keit g(t) ergeben sich raumlich nicht gekoppelte Differentialgleichungen fiir den Zykluszu-
stand p und die Zellzahl n. Das Charakteristikenverfahren macht jedoch eine Integration
iiber eine Funktion mit nicht dquidistanten Funktionswerten notwendig, um die integralen
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Groflen zu bestimmen. Die nichtdquidistante Verteilung entsteht, sobald die Wachstums-
geschwindigkeit eine Funktion des Zyklus darstellt. Die Reife von Zellen auf benachbarten
Trajektorien nimmt dann nicht mehr gleichméBig zu und fithrt zu einer Anderung des Ab-
stands zwischen den Trajektorien. Die Synchronisation der Kultur bewirkt dabei, dafl in
gewissen Bereichen keine Trajektorien und in anderen Bereichen eine grofie Haufung der
Stiitzstellen bei einer entsprechend grofien Zellzahl n(t) auftreten. Wihrend andere Berei-
che mit geringer Zelldichte auch nur sehr wenige Stiitzstellen aufweisen. Eine gleichméfige
Verteilung der Stiitzstellen ist nur durch eine Interpolation von Zwischenwerten erreichbar.
Das Charakeristikenverfahren ist fiir diesen Fall um eine Art ,,Stiitzstellen-Managements*
zu erweitern: Werden die Locher in der Verteilung zu grof, ist durch Interpolation von
Zwischenwerten eine dquidistante Verteilung wiederherzustellen. Auf der Charakteristik
selber berechnet das Verfahren dann weiterhin eine exakte Losung. Durch die Interpola-
tion zur Erzeugung eines dquidistanten Gitters entstehen allerdings Fehler.

Besonders elegant gelingt das ,,Stiitzstellen-Management“ mittels der umgekehrten Be-
rechnung der Charakteristik. Ausgehend von einem dquidistanten Gitter im neuen Zeit-
schritt wird die Charakteristik zum alten Zeitschritt zuriickverfolgt. Auf dem geschétz-
ten nicht dquidistanten Gitter im alten Zeitschritt werden die Funktionswerte der Zell-
zahl durch Interpolation berechnet. Diese stellen dann die Anfangswerte zur Losung der
Differentialgleichung der Zellzahl dar. Streng genommen miiffite man das Riickwirts—
Charakteristikenverfahren iterativ verwenden, da die berechneten Anfangswerte sich wéh-
rend der darauf folgenden Integration &ndern. Das Verfahren liefert aber bereits ohne die
Iteration gute Ergebnisse.

Gegeniiber den Verfahren mit ortsfesten Stiitzstellengittern erfordert das Charakteristi-
ken—Verfahren einen gréfleren Aufwand durch die Losung je eines Differentialgleichungs-
systems fiir die Trajektorie der Zelle und die Zellzahl auf der Trajektorie.

3.1.3 Lo6sung mit Diffusion
3.1.3.1 Analytischer Diffusionsterm

Die partielle Differentialgleichung (3.1) charakterisiert das Wachstum einer Zelle im Zell-
zyklus. Zwei Zellen im gleichen Zustand haben in diesem deterministischen Modell genau
das gleichen Schicksal. Sie bewegen sich stets synchron im Zellzyklus. Diese vereinfachte
Modellvorstellung erlaubt es, die prinzipiellen Eigenschaften des Zellzyklus zu beschrei-
ben. Fiir eine bessere Approximation einer realen Population ist ein statistischer Einflufl
auf das Wachstum wiinschenswert. Dies gelingt beispielsweise mit Hilfe einer Teilungs-
funktion, die angibt, welcher Anteil der Zellen bis zu einem gewissen Alter den Zyklus
beendet hat. Eine derartige Funktion legt also die Wahrscheinlichkeit fiir die Teilung ei-
ner Zelle in Abhéangigkeit des Zellzykluszustandes fest (Hjortso, 1987). Hierdurch ergeben
sich weitere Freiheitsgrade in der Beschreibung des Zellzyklus. Der Teilungsproze3 des
vorgestellten deterministischen Modells kann als Spezialfall dieser Teilungsfunktion ange-
sehen werden: Mit Erreichen des Zyklusalters p = 1 beenden alle Zellen den Zyklus. Das
Teilungsverhalten wird also durch einen Einheitsprung an der Stelle p = 1 beschrieben.
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Eine andere Moglichkeit, nicht deterministische Effekte zu beriicksichtigen, besteht in der
Einfithrung eines Diffusionsterms. Die gegeniiber Gleichung (3.1) erweiterte kontinuierli-
che Beschreibung lautet fiir diesen Fall

on(t,p)  O(alt,p)nlt,p)) _ On(t,p)
ot Op op?

= —D(t)n(t,p). (3.14)

Durch den mit ¢ parametrierten Diffusionsterm wird dem statistisch abweichenden Ver-
halten zweier Zellen im gleichen Zustand Rechnung getragen. Die Diffusion fiihrt dabei zu
einem Ausgleich zwischen Bereichen mit hoher und niedriger Zelldichte. Aus einer synchro-
nen Teilpopulation entsteht auf diese Weise nach geniigend langer Zeit eine asynchrone
Verteilung der Zellen im Zellzyklus. Durch die Erhéhung der Ordnung der Differential-
gleichung ist eine zusétzlich Randbedingung erforderlich. Um einen diffusiven Fluf iiber
die Phasengrenze entgegen der Zyklusrichtung zu verhindern, wird hier fiir p = 0 die
Kriimmung 0°n/0p* = 0 gewiihlt.

Der Diffusionsterm stellt allerdings nur eine Approximation der gewiinschten statisti-
schen Verteilung der Wachstumsparameter dar. Durch die Diffusion werden ausschliefSlich
bei einer ungleichméfligen Zellverteilung zusétzliche Fliisse induziert. Diese sind dabei
unabhéngig von der Richtung des Zellzyklus. Fiir den Spezialfall einer Gleichverteilung
treten keine diffusiven Anderungen auf. In diesem Fall haben statistisch schwankende
Wachstumsparameter allerding auch keinen EinfluBl auf die Zellverteilung. In der syn-
chronen Kultur wirken beide Mechanismen der Synchronisation entgegen. Lediglich im
Batch-Betrieb, das heifit bei einer Wachstumsgeschwindigkeit ¢ = 0, kénnen aufgrund
der Diffusion entgegen den Zellzyklus gerichtete Fliisse auftreten, die der Modellvorstel-
lung widersprechen. Das Hauptaugenmerk der Betrachtungen liegt allerdings auf den in
kontinuierlicher Kultur auftretenden synchronen Oszillationen. Fiir diesen Fall wird das
gewiinschte Verhalten zumindest qualitativ auch durch einen Diffusionsterm wiedergege-
ben.

Die Bestimmung des Diffusionstermes erfordert die Berechnung der zweiten Ableitung
(Kriimmung) der Zellverteilung beziiglich des Zellzyklus. In allen drei eingefiihrten nume-
rischen Verfahren ist dies durch zweifache Anwendung eines Differenzenschemas maoglich.
Fiir 0 > 0 ist in der diskretisierten Form der partiellen Differentialgleichung (3.1) der
Term

(ni—H - nz) . (nz - ni—l)
p (Dis1 — i) (pi — pi-1)
%(pi—i—l —Pi-1)

(3.15)

zu erginzen. Die Verwendung eines dquidistanten Gitters fithrt zu einer Vereinfachung
der Bezichung in der Form

Nip1 — 2N + Ny

(Ap)?

Fiir die in Kapitel 5 vorgestellten Simulationen hat sich eine geringe Diffusion (o = 0.001)
als niitzlich erwiesen. Der Diffusionsterm beschrinkt die Flankensteilheit der synchronen
Zellverteilung und erleichtert damit die numerische Approximation der Losung.

(3.16)
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3.1.3.2 Numerische Diffusion

Als numerische Diffusion wird ein durch die Diskretisierung verursachtes und einem Dif-
fusionsterm &hnliches Verschleifen steiler Gradienten in der Verteilung bezeichnet. Die
numerische Diffusion 1&8t sich beispielsweise durch Vergleich mit der analytischen Losung
beurteilen, sofern diese bekannt ist. Das FV-Verfahren und auch das Charakteristiken-
verfahren zeigen fiir ¢ = 0 eine gute Ubereinstimmung mit der analytischen Lésung der
partiellen Differentialgleichung (siehe Abschnitt 3.1.5). Der Einflufl der numerischen Dif-
fusion dieser Verfahren auf die Losung ist also vernachlissigbar gering.

Im Gegensatz hierzu weist das FD-Verfahren auch fiir 0 = 0 eine von der Anzahl der Git-
terpunkte abhéngige numerische Diffusion auf. Der Einsatz dieses Verfahrens ist also nur
dann moglich, wenn die gewiinschte Diffusion die numerische iibersteigt. Zur Abschétzung
der numerischen Diffusion des FD-Verfahrens wird ein Vergleich zwischen numerischer
Losung ohne und analytischer Losung mit Diffusion verwendet. Bild 3.2 zeigt die Ab-
weichung der Verteilungsfunktion von der analytischen Losung bei einer sinusformigen
Verteilung. Als Bewertungskriterium dient der Verteilungsfehler entsprechend

N

es(t) =Y (n(t,p(i) — alt, p(i)))*,

i=1

wobei n die durch das FD-Verfahren approximierte Verteilung und n die analytische
Losung bezeichnen. Die vergleichbare Diffusion des FD-Verfahrens entspricht ndherungs-
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Bild 3.2: Verteilungsfehler ¢; des FD-Verfahrens in Abhangigkeit von der Zahl der Diskretisie-
rungsschritte N und des Diffusionskoeffizienten o der analytischen Losung. Fiir minimale e ist die
dquivalente Diffusion des FD-Verfahrens ablesbar
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Schétzung der Schétzung der
Abfliisse aus den p > 1 >— Abfliisse aus den
Abschnitten Abschnitten
Zufliisse zu den Zufliisse zu den
Abschnitten Abschnitten
(genealog. Matr.) (genealog. Matr.)

Antriebsterm Antriebsterm
n n, p
Integration Integration
n n,p

Bild 3.3: Struktur des Algorithmus zur Losung des durch eine partielle Differentialgleichung beschrie-
benen Zellzyklus. Das linke Diagramm gilt fiir FD- und FV-Verfahren. Fiir das Charakteristikenverfah-
ren (rechtes Diagramm) ist eine zusatzliche Abfrage notwendig. Jedesmal, wenn eine Charakteristik
den Zyklusabschnitt verlaBt, wird eine neue Charakteristik gestartet

weise dem Diffusionskoeffizienten o, bei dem der minimale quadratische Fehler auftritt.
Hierbei zeigt sich, daf eine Verdopplung der Zahl der Stiitzstellen auf eine Halbierung des
Diffusionskoeffizienten o fiihrt.

3.1.4 Simulationssprache ACSL

Zur Losung des Systems gewohnlicher Differentialgleichungen wurde die Simulationsspra-
che ACSL (Advanced continuous simulation language), der Firma Mitchell & Gauthier
Inc., Concord, MA verwendet (Breitenecker et al., 1993). Hauptanwendungsgebiet von
ACSL ist die Modellierung und Simulation von dynamischen nichtlinearen Systemen. Die
Simulationssprache erlaubt es, neben der Losung von gewthnlichen Differentialgleichun-
gen auch feste, diskrete Zeitpunkte zu beriicksichtigen. Diese kénnen beispielsweise durch
den Nulldurchgang einer Variablen gekennzeichnet sein. Somit ist auch die Berechnung
von strukturvariablen Systemen méglich.

Das in ACSL kodierte Modell wird mit Hilfe eines Precompilers in ein FORTRAN Pro-
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gramm iibersetzt und mit den entsprechenden numerischen Bibliotheken verkniipft. Das
Programm bietet zur Laufzeit eine zeilenorientierte Eingabeinterface-Oberfliche, das eine
beliebige Variation der Parameter des Modells erlaubt.

Fiir die Losung einer gewohnlichen Differentialgleichungen der Form

&= f(x,t)
x(0) = g

ist der Befehl x=INTEG(f(x,t),x0) vorgesehen. Hierbei ist die Wahl verschiedener nu-
merischer Verfahren moglich (Breitenecker et al., 1993). Fiir die Erweiterung auf partielle
Differentialgleichungen wurden zusétzliche Funktionen programmiert, die eine Diskretisie-
rung des Zellzyklus vornehmen. Mit Hilfe der im Abschnitt 3.1.2 angegebenen Verfahren
gelangt man zu dem in Bild 3.3 angegebenen Algorithmus, der eine partielle Differen-
tialgleichung im ACSL Programmsystem 16st. Das zugehorige Programmgeriist der Si-
mulationssprache ACSL zeigt Bild 3.4. Bei der Berechnung der Antriebsterme fiir die
Zellverteilung sind die drei oben erwidhnten numerischen Verfahren zur Diskretisierung
der partiellen Differentialgleichung verborgen. Hierbei sind die numerischen Routinen zur
Losung der partiellen Differentialgleichungen sowie zur Gewinnung skalarer Groflen aus
den Verteilungen fiir die drei Verfahren in separaten Funktionen in den Modulen zu-
sammengefaf3t. Alle erstellten Zellzyklusmodelle basieren auf den von diesen Modulen
zur Verfiigung gestellten Funktionen. Diese Trennung der bendétigten numerischen Ver-
fahren von der eigentlichen Modellbeschreibung erméglicht die schrittweise Verifizierung
der Modelle. Die numerischen Eigenschaften des in Abschnitt 3.1.5 untersuchten Ein-
Klassen-Modells gelten also in gleicher Weise auch fiir Modelle mit einer aufwendigeren
genealogischen Struktur.

3.1.5 Verifizierung der numerischen Losung

Zur Verifizierung des Zellzyklusmodells dient ein aus einer Zyklusphase bestehendes Ein-
Klassen-Modell (siehe Abschnitt 2.4.4.1). Mit Hilfe der vorgenannten Diskretisierungs-
Verfahren werden drei Losungen berechnet, die einen Vergleich der numerischen Verfahren
untereinander und, falls bekannt, mit der analytischen Losung ermdoglichen.

Beim Testverfahren zur Ermittlung der Giite der numerischen Loésungen wurde auf ei-
ne Verdopplung der Zellzahl, das heifit auf eine Teilung der Zellen verzichtet. Fiir die
Verdiinnungsrate gilt D = 0 h~!. Dadurch bleibt die Zellzahl im Reaktor stets konstant,
da weder Zellen durch Teilung entstehen noch Ausgewaschen werden. Fiir die Biomasse
gilt dies nicht. Die Zellmasse ist an den Zyklus gekoppelt und dndert sich fortwahrend.
Die FluBgeschwindigkeit betriigt im Testfall ¢ = 0.12~!. Die fiir den Test verwendete
cosinusformige Verteilung im Intervall p € [0, 0]

1—cos(272) : O0<p<b
no<p>={ S byl (3.17)

stellt ein Beispiel fiir die Zellverteilung wahrend einer synchronen Kultur dar. Auch noch
nach 100~ und 10 vollstdndigen Zellzyklen stellt sich die urspriingliche Verteilung der
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PROGRAM pde
INITIAL
! Deklaration der Felder, Initialisierung
array p(n),dp(n),p0(n)
array z(n),dz(n),z0(n)

pO
z0

END

DYNAMIC
DERIVATIVE

! Schaetzung der Fluesse
u = £(z,q)

! Genealogische Matrix
in = f(out)

! Antrieb

dp = q ! Nur Ch-Verfahren
dz = f(z)u)

! Integration

p = INTVC(dp,pO) ! Nur Ch-Verfahren

z INTVC(dz,z0)

SCHEDULE division .xz. (1 - p(n-1))

END
DISCRETE division

! Umsortieren (evt. Ringspeicher)
p@i) = p(i-1)
z(i) = z(i-1)

! Schaetzung der Fluesse
out = £(z,q)

! Genealogische Matrix
p(1) =0
z(1) = f(out) * q(n)/q(1)

END

END
END

Bild 3.4: Geriist eines ACSL-Programms zur Losung partieller Differentialgleichungen
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e, : D=0h", q=0.1 h”', =0, N=50
! N t=100h (10 Durchlaufe)
---- FD-Verfahren

———— FV-Verfahren

2,0

/6.?1,5 ------ CH-Verfahren

€ Analytische Lésung
QL

S

S 1,0

(o]

N

o
(&)

0,0 =
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Zellzyklus p

Bild 3.5: Analytische und numerische Losung fiir eine synchronisierte cosinusférmige Zellverteilung
mit der Breite b = 0.6. Nach 100 i bei einer Wachstumsgeschwindigkeit von ¢ = 0.1 h~! wurde der
Zellzyklus genau 10mal durchlaufen und es stellt sich wieder die urspriingliche Verteilung ein

Zellen wieder ein. Bild 3.5 zeigt, dafl das Ch-Verfahren keine und das FV-Verfahren nur
geringe Abweichungen von der analytischen Losung aufweist. Beim FD-Verfahren ist die
urspriingliche Verteilung nicht mehr erkennbar. Fiir N = 50 Gitterpunkten ist die nu-
merische Diffusion bereits so groff, daf§ die sich ergebende Verteilung nur wenig von der
Gleichverteilung abweicht.

Zur qualitativen Beurteilung der Giite der numerischen Verfahren sind im folgenden die
Zell- und die Massenbilanz, sowie Phasen- und Amplitudenfehler betrachtet. Bild 3.6
zeigt die Zell- und die Massenbilanz der drei Verfahren. Der Bilanzfehler fiir die Zellzahl
ist durch die Gleichung

Jiyu(r,0) = u(r,1)dr — (1 + D) SN nlt, p(i))
f::o u(r,0)dr

e.(t) =

und fiir die Masse durch

[ u(r,0)m(r,0) — u(r, ym(r, 1)dr — (1 + D) SN n(t, p(i))m(t, p(3))
[y u(r,0)m(r,0)dr

em(t) =

definiert. Beziiglich des Zuflusses weisen alle Verfahren sowohl bei der Zell- als auch bei der
Massenbilanz sehr geringe Fehler auf (unter 0.1%). Mit anderen Worten: Die Verfahren
sind zur Bilanzierung der Zell- und Massenstrome gut geeignet.
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Bild 3.6: Zell- und Massenbilanz fiir die in Bild 3.5 gezeigte synchronisierte Zellverteilung. Der
relative Fehler bezogen auf den ZufluB liegt unter 0.1 %

Neben den vollstindigen Bilanzen mufl gefordert werden, dafl sich eine Verteilung im Zell-
zyklus zu allen Zeitpunkten mit der vorgegebenen Geschwindigkeit bewegt. Als Giitefunk-
tionen werden hierzu die in Bild 3.5 eingezeichneten Phasen- und der Amplitudenfehler
betrachtet. Der Phasenfehler einer cosinusformigen Verteilung nach Gleichung (3.17) ist
hierbei durch

€P<t) - p(nmax) - p<ﬁmax) (318)

definiert, wobei 7,4, das Maximum der numerischen und n,,,, das Maximum der analy-
tischen Losung bezeichnet. Entsprechend weist der Amplitudenfehler die Form

€a<t) = Nmax — ﬁmaw (319)

auf. Sowohl Phasen- als auch Amplitudenfehler steigen linear mit der Prozeflzeit an. Aus
diesem Grund wird im folgenden auch der auf die ProzeBzeit ¢ normierte Fehler e,(t)/t
beziehungsweise e, (t)/t verwendet.

Eine Phasenverschiebung fiihrt zu einem Fehler beim Vergleich der numerisch ermittelten
periodischen Losung mit der in Abschnitt 3.2 angegebenen analytischen Losung. Das
Beispiel des FV-Verfahrens zeigt, daf§ der Phasenfehler unabhéngig von der Zellbilanz ist.
Auch bei einer vollstdndigen Bilanz kann ein Phasenfehler auftreten (vergleiche Bild 3.5
und Bild 3.6).

Der Amplitudenfehler entsteht durch die numerische Diffusion der Verfahren. Die Ver-
breiterung der urspriinglichen Verteilung fiihrt zu einer Verringerung des Maximums der
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Verteilung. Beziiglich der periodischen Losung der synchronen kontinuierlichen Kultur ist
die Bedeutung des Amplitudenfehlers untergeordnet. Eine Losung mit einem gewissen dif-
fusiven Charakter entspricht zwar nicht der exakten Losung der Modellgleichungen, stellt
allerdings im Hinblick auf die reale Kultur kein prinzipiell falsches Systemverhalten dar.
Wie bereits im Abschnitt 3.1.3 erwéhnt, ist eine gewisse statistische Abweichung zwischen
den Eigenschaften einzelner Zellen des realen biologischen Systems zu erwarten.

Da das Ch-Verfahren, wie bereits erwéhnt, weder Phasen- noch Amplitudenfehler aufweist,
konzentriert sich die folgende Betrachtung auf die beiden anderen Verfahren. In Bild 3.7
sind der normierte Phasen- und Amplitudenfehler des FV-Verfahrens in Abhéngigkeit von
der Breite b der Verteilung und Zahl der Gitterpunkte N der Diskretisierung aufgetra-
gen. Der Phasenfehler steigt mit abnehmender Breite b entsprechend e,(t)/t ~ b2 und
sinkender Zahl der Gitterpunkte N entsprechend e,(t)/t ~ N~2. Fiir den Amplituden-
fehler gelten die Proportionalititen e,(t)/t ~ b=* und e,(t)/t ~ N~3. Die Amplitude der
Verteilung selbst hat keinen Einflu}; wihrend die Fehler linear mit der Wachstumsge-
schwindigkeit ansteigen.

Aufgrund der starken numerischen Diffusion des FD-Verfahrens wird nur der Phasen-
fehler des Verfahrens betrachtet. Bild 3.8 zeigt den Phasenfehler des FD-Verfahrens im
Vergleich zu dem aus Bild 3.7 iibernommenen Phasenfehler des F'V-Verfahrens in doppelt
logarithmischer Darstellung. Es ist zu erkennen, dafl der Fehler des FD-Verfahrens um den
Faktor 4 iiber dem des FV-Verfahrens liegt. Diese Tatsache stellt eine weiteren Nachteil
des FD-Verfahrens gegeniiber dem FV-Verfahren dar.

Das angefiihrte Beispiel basiert auf einer konstanten Wachstumsgeschwindigkeit ¢ =
0.1 h~t. Das Modell ist jedoch auch geeignet, eine iiber das Substratangebot bestimm-
te Wachstumsgeschwindigkeit ¢ zu verwenden. In diesem Fall ist ein Vergleich mit einer
analytischen Losung nicht mehr moglich. Es bleibt der Vergleich der Losungen der drei
numerischen Verfahren untereinander, sowie eine Uberpriifung der Zell- und Massenbi-
lanz. Die Untersuchung mit einer derartigen zeitvariablen Wachstumsgeschwindigkeit ist
nicht geeignet, neue Eigenschaften der numerischen Verfahren aufzuzeigen. Daher wird
an dieser Stelle auf die Darstellung dieses Falles verzichtet.

Ein weiteres Beispiel dient schlieBlich dazu, die Effekte infolge einer Anderung der In-
tervallgrenzen zu untersuchen. Hierzu wird ein konstanter Zellzuflufl mit einer periodi-
schen Anderung der Zellmasse verwendet. Zu Beginn des Experimentes sind die Zellen
im Intervall [0,1] gleichverteilt. Der Abflul ist in diesem Fall nicht mit dem ZufluB des
Zellzyklus gekoppelt. Die Wachstumsgeschwindigkeit betrégt in diesem Beispiel ebenfalls
q = 0.1 7, die Verdiinnungsrate D = 0 h~%. Bild 3.9 zeigt den Abflu} des Zellzyklus und
die Zellverteilung nach 20 h. Nach 10 A steigt der Abflufl aufgrund der erhthten Masse
der Zellen im ZufluB an. In der Verteilung der Zellen ist ebenfalls eine Synchronisation
erkennbar. Das Charakteristikenverfahren zeigt hierbei die ausgeprégteste Verteilung. Im
Bereich des Maximums kommt es zu einer Anhédufung der Gitterpunkte. Die durch das
FD-Verfahren berechnete Synchronisation fillt deutlich geringer aus. Zwischen den beiden
Losungen liegt das ebenfalls mit einem festen Gitter arbeitende F'V-Verfahren.

Zur Berechnung der Lésung kommen zwei Varianten zur Anwendung: Zum einen sind die
Intervallgrenzen an die Zellmasse des Zuflusses angepaft, im anderen Fall handelt es sich
um feste Intervallgrenzen. Im ersten Fall miindet der ZufluB stets bei p = 0 in das Intervall.
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Bild 3.7: Normierter Phasen- und Amplitudenfehler des FV-Verfahrens in Abhangigkeit der Breite b
der Testfunktion und der Gitterstellen N der Diskretisierung
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Bild 3.8: Normierter Phasenfehler des FD-Verfahrens und des FV-Verfahrens in Abhingigkeit von
der Breite b der Testfunktion

Im anderen Fall ist der ZufluBpunkt p., durch die jeweilige Zellmasse des Zuflusses zu
bestimmen. Die Normierung auf die Zellmasse des Zuflusses weist den Nachteil auf, dafl
sich die gesamte Verteilung bei einer Variation der Zellmasse im Zuflul dndert. Zudem ist
bei dieser Methode die Anderungsgeschwindigkeit der Masse begrenzt. Ist die zufliefende
Masse zu grof3, fallen andere kleinere Zellen, die sich bereits in der Zyklusphase befinden,
heraus.

Die fiir das FD-Verfahren robustere Methode verwendet feste Intervallgrenzen. Der Zufluf3
erfolgt je nach Masse des Zuflusses mitten im Abschnitt. Verfahren mit grofierem Interpo-
lationsradius, wie das FV-Verfahren, konnen an dieser Stelle aufgrund der entstehenden
steilen Flanke in der Verteilungsfunktion Schwierigkeiten bekommen. Dieser Effekt ist fiir
p = 0 in Bild 3.9 beim FV-Verfahren und festen Intervallgrenzen zu erkennen. Der Bi-
lanzfehler ist in Bild 3.10 dargestellt. Sowohl fiir die Zellzahl als auch fiir die Zellmasse
fallt der Fehler im Vergleich zum ersten Beispiel grofier aus.

Das Charakteristikenverfahren zeichnet sich durch eine exakte Losung auf der Trajek-
torie der betrachteten Zellen aus. Im zweiten Beispiel ist jedoch eine deutliche mit der
Synchronisation verbundene Verschiebung der Gitterpunkte zu erkennen. Eine im Verlauf
einer Simulation notwendige Berechnung von Werten zwischen den Gitterpunkten fiihrt
auch bei diesem Verfahren zu Fehlern. Zudem beeintrichtigt die Interpolation, wie das
FV-Verfahren zeigt, unter Umsténden die Stabilitdt des Verfahrens. Das FD-Verfahren
zeichnet sich durch Robustheit aus. Es erlaubt auch die Verwendung von festen Intervall-
grenzen. Durch die vorhandene numerische Diffusion ist das Verfahren jedoch nicht zur
Untersuchung der periodischen Losung geeignet. Das FV-Verfahren stellt fiir die Anwen-
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Bild 3.9: Verteilung mit konstantem ZellzufluB und sich periodisch &ndernder Masse (oben). Der
AbfluB folgt mit einer Verzégerung von 10h der periodischen Anderung der Masse des Zuflusses
(unten)
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Bilanzfehler bei konstantem ZufluB und einer periodischen Anderung der Masse des
Zuflusses. Die Darstellung ist gegeniiber Bild 3.9 auf t = 100 h verlangert

dung im Zellzyklusmodell einen guten Kompromif} beziiglich Diffusion und Konsistenz der
Losung dar. Bei einer angepaBten Normierung ist es (bedingt) in der Lage, eine Anderung
der Intervallgrenzen zu beriicksichtigen. Die im folgenden gezeigten Simulationen ver-
wenden daher ausschliefllich das FV-Verfahren. Es zeigt sich sogar, daf§ die vorgesehene
Analyse der periodischen Losung auch ohne eine Anderung der Intervallgrenzen maoglich

ist.
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3.2 Periodische Lésung

Weisen alle Prozefvariablen einen periodischen Verlauf mit einer beobachteten Perioden-
lange Tp auf, so spricht man von einer periodischen Losung. Diese stellt einen Spezialfall
der dynamischen Beschreibung des Wachstums der Zellpopulation dar. Beruht die Peri-
odizitdt auf einer Synchronisation des Zellzyklus, lassen sich fiir diesen Zustand gewisse
Eigenschaften ableiten. So kann beispielsweise fiir das Zwei-Klassen-Modell ein Zusam-
menhang zwischen der Periodenlédnge und der Verdiinnungsrate angegeben werden. Fiir
das in Abschnitt 2.3 angegebene Poplationsmodell ist es notwendig, diesen Zusammen-
hang zu erweitern.

Hierzu sei angenommen, dafl auch die Zellzahl nach jeder vollstdndigen Periode konstant
ist, obwohl sie in der Zwischenzeit einer stindigen Anderung unterworfen ist. Bedingt
durch den kontinuierlichen Flufl durch den Reaktor nimmt die Zellzahl stetig ab. Kommt
es jedoch zur Teilung, so verdoppelt sich die Zahl der betreffenden Zellen. Fiir eine pe-
riodische Losung ist nun ein Gleichgewicht zwischen der Zahl der innerhalb der Periode
ausgewaschenen Zellen auf der einen Seite und der Zahl der Zellteilungen auf der anderen
Seite zu fordern. Nachfolgend ist daher in Abschnitt 3.2.1 die analytische Berechnung der
Zellzahl wahrend eines Zellzyklus angegeben. Zur Bestimmung des gesuchten Zusammen-
hanges zwischen Periodenléinge und Verdiinnungsrate wird anschliefend in den Abschnit-
ten 3.2.2 bis 3.2.4 das die Teilung charakterisierende Populationsmodell herangezogen.
Abschlieflend erfolgt in Abschnitt 3.2.5 eine Sensitivitdtsanalyse der vorhergesagten Peri-
odenlénge beziiglich der Generationszeiten der Zellklassen.

3.2.1 Analytische Losung des Zellzyklusmodells

Der Zustand einer Zellklasse wird beschrieben durch die Verteilungsdichte n (¢, p) in Ab-
héngigkeit von der Prozefizeit ¢ und der Position p im Zellzyklus. Der Zellzykluszustand
p beginnt direkt nach der Trennung einer Zelle mit p = 0 und endet mit der erneuten
Teilung im Zustand p = 1. Gesucht ist der Zusammenhang, der den Verlust der Zellen
aufgrund der Ausverdiinnung zwischen Beginn und Ende des Zellzyklus beschreibt.

Das Wachstum einer Teilpopulation ist gegeben durch die folgende, bereits in Gleichung
(2.6) angegebene Form

on(t, p) +3(Q(t,p) n(t,p))
ot op

=—An(t,p) mit 0<p<1
)

n(0,p) = no(p

q(t,0) n(t,0) = uo(t).

Der Verlustterm A charakterisiert im Chemostat-Betrieb die durch den Zufluf} erzeugte
Verdiinnungsrate D. Das Absterben von Zellen wiahrend des Zellzyklus ist im allgemeinen
vernachléssigbar.

Die Reife der Zellen, ausgedriickt durch den Zykluszustand p, nimmt mit der Wachstums-
geschwindigkeit ¢(¢, p) = dp/dt zu. Wenn die Zelle den Zustand p = 1 erreicht hat, teilt sie
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sich. Die Summe der Masse von Mutter- und Tochterzelle bleibt bei der Teilung konstant,
wéahrend die Anzahl der Zellen zunimmt. Der Zellzykluszustand berechnet sich aus der
Integration

mwzpwra/qwmw»wﬁ (3.20)

to

Da die Wachstumsgeschwindigkeit ¢(t, p) neben der Zeit ¢ auch vom jeweiligen Zykluszu-
stand p abhéngt, ist eine weitere Vereinfachung der Beziehung nicht moglich, aufler die
Funktion ¢(¢, p) ist bekannt. Die Generationszeit ar einer Zelle, die zum Zeitpunkt ¢, den
Zellzyklus im Zustand p = 0 beginnt, berechnet sich durch die Gleichung p(ar + t9) = 1
am Zyklusende.

3.2.1.1 Konstante Wachstumsgeschwindigkeit

Fiir eine konstante Wachstumsgeschwindigkeit ¢(¢, p) = const. gelingt es, die zur Beschrei-
bung des Zellzyklus erforderliche Differentialgleichung mit Hilfe des Separationsansatzes
zu losen. Mit der Ansatzfunktion fiir die Verteilungdichte

n(t,p) = ni(t) na(p) (3.21)
folgt aus der oben angegebenen Gleichung (2.6)

8n1 (t)
ot

m@+mwﬁgﬁ+mmwmm=o (3.22)

Die Trennung nach den Veridnderlichen ¢ und p ermdoglicht die Losung von Gleichung
(3.22) mit Hilfe von zwei gekoppelten gewthnlichen Differentialgleichungen

1 0Ony(t) 1 Ono(p)

= k = const.

mit den Einzellosungen

und

_k
na(p) = noqe 4",

Fiir die allgemeine Losung der Verteilungdichte folgt somit durch Einsetzen der Teillosun-

gen in Gleichung (3.21)

n(t,p) = nge M "), (3.23)

wobei die Anfangsdichte no; und ngo hier zu ny zusammengefalt ist. Der Term e M

charakterisiert den Zellverlust durch die Verdiinnungsrate D. Die zweite Exponential-
funktion beschreibt den Zellzyklus. Fiir konstante Exponenten kann man die Bahnkurve
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einer Zelle im Zellzyklus erkennen. Der Zykluszustand einer Zelle ist gegeben durch die
Charakteristik

p=(t—t)q

Die Gleichung (3.23) 16st die partielle Differentialgleichung (3.22) fiir beliebige Konstanten
k. Auch die Summe mehrerer Losungen der Form von Gleichung (3.23) mit den Konstan-
ten k; stellt wiederum eine Losung dar. Bei der Wahl von konjugiert komplexen Paaren
der Parameter k; erhélt man sinusformige periodische Losungen und durch Zusammen-
fassung von mehreren sinusformigen Funktionen sind beliebige periodische Verteilungen
f(p) der Zellen im Zellzyklus moglich. Das heift, eine geeignete Wahl der Konstanten k;
erlaubt es, jede beliebige Verteilung f(p) der Zellen im Zellzyklus einer synchronen Kultur
zu beschreiben. Fiir stationéires synchrones Wachstum lautet die Losung

n(t,p) = nge X "D f((t — o) g — p)

mit der Wachstumsrate 1 und dem Beginn des Zellzyklus zum Zeitpunkt ¢y. Die Losung
gilt mit unterschiedlichen Parametern fiir alle Zellklassen. Durch Multiplikation mit ¢
gelangt man zu einer dhnlichen Beziehung fiir den Flufl im Zellzyklus

u(t,p) =uge ™ D f((t—to) g — p).
Hierbei stellt u(t,p) den Flul der Zellklasse zur Zeit ¢ und im Zykluszustand p dar.

Fiir den Chemostat gilt die Identitdt 1 = A = D und die Verteilungdichte nimmt die
Form

u(t,p) = uge 5 f(q(t — to) — p)
al.

Fiir den Fall f(p) = const. ist die Losung im Chemostat zeitunabhéngig, das heifit die
Zellzahl in einem Zellzykluszustand p ist stets konstant. Die Gleichung beschreibt dann
das asynchrone Wachstum. Die Verteilung der Zellen iiber den Zellzyklus wird in diesem
Fall durch eine Exponentialfunktion beschrieben. Bei der periodischen Losung mit f(p) #
const. ist die Zeitabhéngigkeit der Zellzahl in der Verteilung f(p) der Zellen im Zellzyklus
zusammengefafit. Jede Abweichung von der Gleichverteilung stellt eine Synchronisation
beziiglich des Zellzyklus dar. Melbar ist die Synchronisation jedoch erst dann, wenn es
zu einem signifikanten Einflufl auf die ProzeBgréfien kommt.

3.2.1.2 Zeit- und zyklusabhingige Wachstumsgeschwindigkeit

Die Wachstumsgeschwindigkeit g einer Zelle im Zyklus ist jedoch im allgemeinen nicht
konstant. Durch die Aufspaltung in einen von der Prozefzeit ¢ und einen von der Zyklus-
position p abhéngigen Teil entsprechend

q(t,p) = qi(t) g2(p)
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sowie mit der Abkiirzung

v(t,p) = ¢2(p) n(t, p)
gelingt es, die Differentialgleichung (2.6) entsprechend

8v(t,p) 3U(t,p) .
5 + q1(t)q2(p) o A(t,p) mit 0<p<1

umzuformen. In dieser Gestalt ist die Charakteristik des Zellwachstums berechenbar.
Durch Vergleich mit dem totalen Differential dv/ds ergeben sich in Abhéngigkeit des
Bahnparameters s = t — ¢, die gewohnlichen Differentialgleichungen der Charakteristik
zu

dt
— =1 24
s (3.24a)
dp dpdt
s dids q1(t)q2(p) (3.24b)
dv
—_— = — . .24
@ it (3.240)

Auf der betrachteten Bahnkurve nimmt die Losung von Gleichung (3.24¢) die Form

v(t) = a(p(t)) n(t, p(t)) = ga(p(to)) n(to, plto)) e =) (3.25)

an. Der exponentielle Ausverdiinnungsterm gilt lediglich fiir die eingefiihrte Funktion
v(t,p) und nicht zwingend fiir die eigentliche Zelldichte n(t,p) oder den Fluf u(t, p). Ist
die Wachstumsgeschwindigkeit wihrend des gesamten Zyklus konstant, das heifit ¢o(p) =
const, so ergibt sich ein identischer Zusammenhang fiir v(¢, p) und n(t, p).

Bei einer periodischen Wachstumsgeschwindigkeit ¢;(¢) = ¢1(t + ar) mit einer der Gene-
rationszeit ar entsprechenden Periode ist es moglich, den exponentiellen Auswaschterm
e~Dar fiir den ZellfluB (¢, p) iiber einen Zellzyklus anzusetzen

u(t,p) = u(t — ag,p) e 2T, (3.26)

Diese Gleichung wird im folgenden verwendet, um die Zellbilanz des Populationsmodells
in der stationédren synchronen Kultur zu losen.

Die Auflosung der Bilanzgleichungen (2.38) erfordert die Kenntnis des Zusammenhanges
zwischen der Zellzahl zum Anfang und zum Ende des Zellzyklus. Hierzu kann man im
periodischen Fall die spezielle Losung von Gleichung (2.6) verwenden.

Wiéhrend der Zeit, in der der Zellzyklus ablauft, wird ein Teil der Zellen ausgewaschen.
Von den zur Zeit t; im Reaktor befindlichen Zellen sind zur Zeit t5 entsprechend Gleichung
(3.25) nur noch

n(tz, p(tz)) = n(p(t1)) % e Pt fiir p(ty) > p(t)
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Zellen vorhanden. Im Fall einer periodischen Losung mit der Periodenldnge Tp ist die
Zellverteilung in jeder Periode gleich. Es gilt

n(t,p) =n(t+Tp,p) (3.27)

und somit ist das Verhéltnis zwischen den Zellen zu Beginn (p(¢1) = 0) und am Ende des
Zellzyklus (p(t2) = 1) bestimmt durch die Generationszeit ar = to — t; entsprechend

—nlt—a qQ(O) e~ Dar
(t,1) = n(t = a,0) 15
n(t,1) = n(t, 0) 20 -per (3.28)

5(1)

Multipliziert man die Gleichung mit ¢; (¢) und ersetzt in der Definition des Flusses u(t, 1) in
Gleichung (2.34) die Verteilungsdichte n(¢, 1) durch den Ausdruck nach Gleichung (3.28),
so gilt die Beziehung

')

u(t, 1) = q(t,0) n(t,0) e 27 = u(t,0) e P, (3.29)

Unabhéngig von der Geschwindigkeit ¢(t, p) nimmt der Flu} u(¢, p) im Verlauf des Zellzy-
klus exponentiell ab. Dies gilt nur, wenn die Wachstumsrate ¢; () am Ende des Zellzyklus
immer den gleichen Wert aufweist. Im allgemeinen Fall sind jedoch weder n(t,p) noch
u(t, p) ausschlieBlich durch die Verdiinnungsrate bestimmt.

3.2.2 Zellbilanz fiir das Mehr-Klassen-Modell

Das in Abschnitt 2.3 vorgestellte Mehr-Klassen-Modell mit dem maximalen genealogi-
schen Alter g beinhaltet g + 1 Tochter- und g Mutterklassen. Mit aufsteigendem genea-
logischen Alter bezeichnen die Indizes P1 bis Pg die Mutterklassen. Die Tochterklassen
weisen alle das genealogische Alter Null auf. Thre Bezeichnung mit den Indizes DO bis Dg
korrespondiert mit der Herkunft der Zellen. Die Gesamtheit aller Klassen bildet ein ab-
geschlossenes System, das heifit bei der Betrachtung aller Klasseniibergéinge gehen keine
Zellen verloren, und es kommen keine Zellen hinzu, die vorher nicht zu einer Klasse des
Systems gehort hétten.

Nach einem durchlaufenen Zellzyklus tritt eine Teilung der Zellen auf, und sie gehen in
eine neue Klasse iiber. Die Randbedingungen des Zellzyklusmodells fiir den Zellflufl zwi-
schen den Klassen bilden ein lineares Gleichungssystem von 2g + 1 Gleichungen und der
doppelten Anzahl unbekannter Fliisse, da in jeder Gleichung jeweils die Fliisse u;(t,0) am
Beginn und wu;(t,1) am Ende des Zyklus enthalten sind (Gleichung (2.38)). Wie bereits
vorstehend erwéhnt, ist zur Losung des Gleichungssystems die Kenntnis des Zellverlustes
im Verlauf des Zyklus erforderlich. Die in Gleichung (3.29) angegebene Losung der Diffe-
rentialgleichung zur Beschreibung des Zellzyklus fithrt fiir jede Klasse ¢ auf eine weitere
Gleichung der Form

ui(t, 1) = u,(t,0)e Pors, (3.30)
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Hiernach nimmt der ZellfluB exponentiell mit dem Produkt aus Generationszeit ar; und
Verdiinnungsrate D ab. Damit tritt in jeder Zellklasse eine weitere Gleichung hinzu.

Der Anteil der Zellen einer Klasse ¢ an der Gesamtpopulation wird neben der genealogi-
schen Abfolge im Populationsmodell durch die Generationszeit ar; der Zellen dieser Klasse
bestimmt. Eine langere Generationszeit fithrt zu einem erhchten Anteil, und umgekehrt
verringert sich ihr Anteil durch eine verkiirzte Generationszeit. Sind die Generationszei-
ten aller Klassen bekannt, so ist es moglich, die Zusammensetzung der Population zu
bestimmen.

Zur Losung des Gleichungssystems wird die Herkunft der Zellen sukzessive entsprechend
dem Populationsmodell verfolgt. Die dltesten Zellen mit einem Alter ¢ > ¢ sind im Modell
in der Mutterklasse g zusammengefafit. Im Unterschied zu allen anderen Klassen verblei-
ben diese Mutterzellen auch nach der Teilung in derselben Klasse. In Gleichung (2.38) ist
es moglich, fiir die Mutterklasse mit g Narben den Flu up,(t, 1) mit Hilfe der Beziehung
(3.30) zu ersetzen

ng(t, 0) = uP(g_l)(t, 1) + Upg(t, O)G_DGT’Pg
und nach up,(t,0) aufzulosen

1

upy(t,0) = (1= ¢ Darra)

upggn(t. 1) (3.31)
Die fiir die Generationszeit der éltesten Klasse notwendige Bedingung einer positiven
Generationszeit ar p, > 0, stellt fiir reale Populationen keine Einschrénkung dar.

Zusammen mit Gleichung (3.31) gibt Gleichung (2.38) nun die Zufliisse w;(t,0) in allen
Klassen explizit an und erméglicht, die Herkunft der Zellen sukzessive zu verfolgen. Be-
ginnend bei der jiingsten Mutterklasse P1 ergibt sich die folgende Ableitung. Der Zellflufl
in die jiingste Mutterklasse P1

UP1<t, 0) == UP()(t, 1) == zg:uDj(t, 1) (332)

setzt sich aus allen (g + 1) Abfliissen up;(t,1) der Tochterzellklassen zusammen. Die
Tochterzellen stammen je nach Klasse aus den unterschiedlichen Mutterklassen P1 bis
Pg. In der Klasse PO sind Sprofizellen aller Tochterzellklassen zusammengefafit. Es gilt

g
upo(t,1) = Z up;(t,0) e Pur.0s
=0

g
— uPO(t7 1) e—DaT,DO + Z tu (t, 1) e—DaT,Dj‘
j=1

Die Herkunft der Mutterzellen der Klasse ¢ kann {iber ¢ Zyklen bis an den Anfang der
ersten Mutterklasse zuriickverfolgt werden. Mit jedem Zyklus erhoht sich die Verweildauer
der Zellen im Reaktor und damit die Wahrscheinlichkeit, ausgewaschen zu werden. Ersetzt
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man, wie in Gleichung (3.32), zusétzlich up(t,0) durch upo(t, 1), so nimmt der Flul die
Gestalt

g—1 ;
upo(t, 1) = upo(t, 1) e P00 ZuPO(t> 1) e~Dor.ps H o-Dar.p;
i=1 i=1
1 g
e wro(t, 1) e Do [ e

i=1

an. Damit ist die Ausgangsklasse erreicht und der Kreis geschlossen. Die normierte Glei-
chung

—1
e—D(aT,Dj-i-Zf:l ar,p;) +

i<}

1
(1 — e~Par.rg)

—_
I

e_D(aT,Dg+Zg:1 ar,pi) (3.33)

I
)

J

stellt einen Zusammenhang zwischen den Generationszeiten der einzelnen Klassen her.
Die Gleichung resultiert aus der Forderung nach einer konstanten Zellzahl in der peri-
odischen Losung. Die mittlere Vermehrung der Population muf§ natiirlich den durch die
Verdiinnungsrate verursachten Zellverlust ausgleichen.

Fiir einige Anwendungen kann es niitzlich sein, zusétzliche Annahmen zu treffen. Weisen
beipielsweise alle Sprofizellen die gleiche Generationszeit ar p; = ar po auf, so vereinfacht
sich Gleichung (3.33) zu

1 _ 1
e D >l _oar,pi +

- -D¥>Y jarpi
1 — e~ Parpg ’
— ( )

g
1=

<

womit sich die Zahl der Tochterzellklassen des Modells von g + 1 auf eine verringert.

Eine endliche Anzahl von maximal moglichen Zellteilungen wird durch eine gegen unend-
lich strebende Generationszeit ar p, beschrieben. Fiir den Ubergang ar p, — oo gilt

lim e Perrs =
ar, pg—00

wobei in Gleichung (3.31) der Nenner zu eins wird und damit der letzte Summand in
Gleichung (3.33)

1

¢~ Dlar,p; +X0_, ar pi)

g
1=

=0

<

verschwindet. Die Generationszeit ar p, spielt bei der Berechnung der Bilanz keine Rolle
mehr, da keine Sprofizellen aus der dltesten Klasse der inaktiven Zellen mehr entstehen.
Die Tochterklasse Dg enthilt dementsprechend keine Zellen mehr.
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Bild 3.11: Abschnittsweise lineares Modell der Generationszeiten in asynchroner Kultur: Daten
Thompson und Wheals (1980) (unten); Bilanzgleichung von Modell und Experiment (oben)

3.2.3 Asynchrone Kultur

Zur Beschreibung des asynchronen Wachstums unterliegen die Generationszeiten der Klas-
sen neben Gleichung (3.33) keinen weiteren Einschrankungen. 2g der (2g + 1) Gene-
rationszeiten des allgemeinen Modells sind frei wéhlbar. Fiir das Zwei-Klassen-Modell
zeigen Thompson und Wheals (1980) die experimentell bestimmten Generationszeiten
von Mutter- und Tochterzellen. Bild 3.11 stellt die Generationszeiten des Zwei-Klassen-
Modells fiir asynchrones Wachstum dar. Die in der oberen Abbildung angegebene Bilanz
fiir das stiickweise lineare Modell der Generationszeiten zeigt, dafl Modell und Messungen
die Bilanz fiir ¢ = 1 mit einer Tochterklasse

1 = e_DaT’PO + e—DaT,Pl (334)

nur ndhrungsweise erfiillt.

3.2.4 Synchrone Kultur

Im periodischen Fall sind die Randbedingungen nur erfiillbar, wenn die Generationszeit
jeder Zellklasse identisch mit der beobachteten Periodenldnge T oder einem Vielfachen
dieser ist. Fiir die Periodenlénge Tp und fiir die Generationszeiten ar; der Klassen 7 gelte
daher der Zusammenhang

QT pg ar p1 AT, Dg a1 DO
Tp = 2Ps . _70A_"hbe 7100 3.35
P I Ty Jo (3:35)
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mit den ganzzahligen Moduszahlen /; € N und J; € N.

In der synchronen Kultur besteht also ein ganzzahliges Verhéltnis zwischen den Generati-
onszeiten. Kleinster gemeinsamer Teiler ist die Periodenlédnge Tp der Oszillation. Mit der
Abkiirzung

o =e PP, (3.36)
dem Dekrement der synchronen Kultur, geht Gleichung (3.33) in die charakteristische
Gleichung

g—1
) J
e(@) = Y Sl g
=0

QX 1 = (3.37)

1—als

iiber; diese stellt eine gebrochen rationale Gleichung in o dar. Durch Multiplikation mit
(1 — al9) 148t sich die Gleichung in eine Form mit ausschlieBlich rationalen Summanden
umformen.

Die gesuchte Losung der charakteristischen Gleichung liegt im Intervall 0 < o < 1, da
die Periodenldnge auf den Bereich 0 > Tp > oo begrenzt ist. Wie die Betrachtung des
Grenzwertes lim, 1 ¢(a) = oo und des Funktionswertes e.(a = 0) = —1 zeigt, existiert
mindestens ein reeler Wert fiir «, der die Gleichung erfiillt. Da alle Summanden positiv
und monoton wachsend sind, kann es auch nur genau eine reelle Losung geben. Legt man
zusétzlich den Funktionswert e.(o = 0.5) < 0 zugrunde, so ist es moglich das Intervall
auf 0.5 < a < 1 einzuschrédnken. Unter der Voraussetzung /; > 1 und J; > 1 gilt die
Abschéatzung

1 1 1 T
66(0420.5)§ 5"‘14""5 + 1 —1=0.

Die beobachtete Periodenlénge ist damit kleiner oder gleich der mittleren Verdopplungs-
zeit. Die Identitét e.(a = 0.5) = 0 stellt sich ein, wenn die Generationszeiten aller Klassen
der Periodenldnge Tp entsprechen.

Beispiel: Das einfachste Modell besteht aus drei Klassen mit dem maximalen genealogi-
schen Alter g = 1. Aus Gleichung (2.38) folgt fiir den Flu zwischen den Klassen zu
uPl(t, 0) = uDg(t, 1) + UDl(t, 1) —+ Upl(t, 1)
uDg(t, 0) = uDg(t, 1) + UDl(t, 1)
up1(t,0) = upi(t, 1).

Die charakteristische Gleichung fiir das einfachste vollstéindige System mit ¢ = 1 nimmt
nach Gleichung (3.37) die Form

1=a"t +a” +altth — gltth (3.38)

an. Weisen die beiden Tochterklassen die gleiche Generationszeiten auf, so gilt Jy = J; = J
und /; = I und das System geht in das Zwei-Klassen-Modell mit der von Bellgardt (1994a)
bekannten charakteristischen Gleichung

1=a’ +af (3.39)
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Bild 3.12: Zusammenhang zwischen Verdopplungszeit, Verdiinnungsrate und Periodenldnge der syn-
chronen Kultur. Vergleich der Wachstumsmodi im Zwei- und Drei-Klassen-Modell

uber.

Im Fall des synchronen Wachstums ist die Gleichung unter Angabe eines Wachstumsmo-
dus (zumindest numerisch) lésbar. Benotigen die Sprofizellen, die von einer jungen Zelle
stammen (Klasse DO0), zwei Perioden, wiahrend Sprofizellen é&lterer Zellen (Klasse D1)
sowie die lteren Zellen selber (Klasse P1) nur eine Periode fiir einen vollstandigen Zell-
zyklus aufweisen, so erhélt man die Moduszahlen I;.J;.Jy = 112 und die charakteristische
Gleichung fiir diesen Fall lautet
1=a+2a° o’

Die numerische Berechnung liefert fiir das Drei-Klassen-Modell und die benachbarten
Modi des Zwei-Klassen-Modells die Reihenfolge

a(11) < a(112) < a(12)
0.5 < 0.555 < 0.618.

Die Basis o nimmt also einen Wert zwischen denen des Zwei-Klassen-Modells mit einer
Tochterklasse mit einfacher und doppelter Zykluslinge (Modus 11 und 12) an. O

Bild 3.12 zeigt den durch das Dekrement der Oszillation « gegebenen Zusammenhang
zwischen Verdiinnungsrate und Periodenlédnge. Das Zwei-Klassen-Modell erlaubt in Ab-
héngigkeit der Wachstumsmodi fiir jede Verdiinnungrate nur definierte Periodenlédngen.
Fiir hohere Moduszahlen liegen die Moduslinien enger zusammen. Der grofite Abstand
liegt zwischen den Dekrementen fiir Modus 11 und Modus 12. In diesem Bereich fiihrt die
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Erweiterung auf das vollstdndige Populationsmodell der Ordnung g = 1 mit zwei Tochter-
klassen und einer Mutterklasse, also dem Drei-Klassen-Modell mit den Modi 112, 121 und
113, auf mehrere enger benachbarte Moduslinien. Eine im Zwei-Klassen-Modell nicht auf-
tretende Periodenlédnge lieBe sich demnach unter Umsténden durch das unterschiedliche
Verhalten der Tochterzellen erklaren. Auch bei einer hoheren Ordnung des Populations-
modells bleibt die Tatsache erhalten, daf fiir eine feste Verdiinnungsrate nur diskrete
Werte fiir die Periodenlénge erlaubt sind. Zu den Moduslinien kommen weitere hinzu —
die Absténde werden durch die Erweiterung allerdings nicht geschlossen. Es ist zu be-
zweifeln, dafl es notwendig ist, beliebig viele Klassen zu unterscheiden, da nur ganzzahlige
Vielfache der beobachteten Periodenldnge moglich sind. Der Wechsel der Moduszahl ist
also mit einem erheblichen Sprung der Generationszeiten verbunden. Groflie Unterschie-
de zwischen den Moduszahlen bedeuten gravierend andere Wettbewerbschancen zwischen
den einzelnen Zellklassen bei gleichen Umgebungsbedingungen. Viele theoretisch mogli-
che Modi sind auszuschliefen. Auch in der synchronen Kultur weisen dhnliche Zellen ein
vergleichbares Wachstumsverhalten auf und tendieren daher zu den selben Moduszahlen.
Die experimentellen Ergebnisse der oszillierenden kontinuierlichen Kultur rechtfertigen
die Annahme, dafl Mutterzellen im Vergleich zu den Tochterzellen besser oder mindestens
gleich gut wachsen (Beuse, 1998).

3.2.5 Sensitivitidt der Periodenlinge

Die Analyse der Daten zeigt, dafl der Sprossungsindex der Tochterzellen mit einer zeitli-
chen Verzogerung von 40 min nach dem der Mutterzellen ansteigt (Bartling, 1996). Die
Abweichung von der zur exakten Synchronitéit notwendigen Generationszeit fiithrt zu einer
verbreiterten Verteilungsfunktion nach erfolgter Zellteilung. Weist die Kultur eine hohe
Synchronitét auf, so sind sogar bimodale Verteilungsformen nach der Teilung moglich.
Die Kulturen befinden sich aber trotz der beobachteten Verzogerung in einem stationéren
(FlieB-) Gleichgewicht. Man kann daher annehmen, dafl die Breite der Verteilung im Ver-
lauf des Zellzyklus abnimmt, bis die urspriingliche Form vor der néchsten Teilung wieder
erreicht ist. Im folgenden wird die Auswirkung der nicht gleichzeitig sprossenden Teilpopu-
lationen am Beipiel des Zwei-Klassen-Modells untersucht. Die Ergebnisse sind in analoger
Weise auf das Mehr-Klassen-Modell iibertragbar.

Die Generationszeit der Zellklassen weicht, wie in Bild 3.13 skizziert, von den angenom-
menen ganzzahligen Vielfachen ab. Fiir die Generationszeiten des Zwei-Klassen-Modells,
bestehend aus einer Tochter- und einer Mutterklasse, gilt weiterhin der Zusammenhang

e_DaT’D + e—DaT,P — 1 (340)

zwischen den Generationszeiten ar p und ar p. Die Gleichung leitet sich aus der Zellbilanz
ab und gilt sowohl fiir die synchrone als auch fiir die asynchrone Kultur. Die fiir die syn-
chrone Kultur aufgestellte zusétzliche Bedingung trifft hier jedoch nur ndherungsweise zu.
Die Generationszeiten weichen um die verhdltnisméfig kleinen Zeiten Aarpp und Aar p
von den ganzahligen Vielfachen der Periodenlénge ab. Wie Bild 3.13 zu entnehmen ist,
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Bild 3.13: Skizze der Zellverteilung von Mutter- und Tochterklasse bei Abweichungen der Generati-
onszeiten von den ganzzahligen Vielfachen der Periodenldnge Tp
lassen sich in diesem Fall die Zusammenhénge

JTp + Aarp = ar,p

ITp — AOLT,P =arp

(3.41)
(3.42)

angeben. Bild 3.13 zeigt hierbei Verhéltnisse, die ungefihr dem Modus I.J = 12 entspre-
chen. Die Addition der Differenzen fiir Mutter- und Tochterklasse liefert den Abstand Aa
mit

Aa = ACLT,D + AaT’p = (I - J) Tp + ar.p — ar,p (343)

zwischen den beiden in néchsten Zyklus zu verschmelzenden Teilpopulationen. Die Uber-
lagerung fithrt auf eine neue Population, die im Schwerpunkt zwischen den beiden Teilpo-
pulationen den néchsten Zellzyklus beginnt. Unter dieser Voraussetzung gilt die Beziechung

—Dar p

AagD G_DaT’D = AQTJD € (344)

fiir die beiden Differenzen Aar p und Aarp p. Ersetzt man Aap p durch Aa — Aar p, so
fihrt dies auf

Aarp = Aae P (3.45)
und eingesetzt in Gleichung (3.41) auf
JTP + Aa G_DaT’P = ar p- (346)

Die Differenz Aa kann dabei mit Hilfe von Gleichung (3.43) ersetzt werden. Aufgelost
nach der Periodenlénge ergibt sich schliellich der gesuchte Zusammenhang

aT7De_DaT,D + aT’Pe_DaT,P

T pr—
r J+ (I — J)e Darr

(3.47)
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Bild 3.14: Zusammenhang zwischen Generationszeit der Mutterzellen, Verdiinnungsrate und Peri-

odenldnge der synchronen Kultur mit nicht gleichzeitiger Sprossung von Mutter- und Tochterzellen
fir D=0.05A"'und D=0.1~"1

zwischen der Periodenlédnge und den Generationszeiten. Die Generationszeiten sind dabei
durch die Bilanzgleichung (3.40) gekoppelt. Die Verwendung der Bilanz liefert jedoch
keine weitere Vereinfachung der Beziehung.

Bild 3.14 zeigt die Periodenlédnge der synchronen Kultur. Die Schnittpunkte der horizon-
talen und vertikalen Linien markieren die Periodenlédnge bei gleichzeitiger Sprossung von
Tochter- und Mutterzellen fiir die Verdiinnungsraten D = 0.05h™ ! und D = 0.1 A%, Wei-
chen die Sprossungszeitpunkte der Zellklassen voneinander ab, so verringert sich die Peri-
odenlénge der synchronen Kultur. Die Abweichungen der Periodenlédnge sind fiir Verzoge-
rungen bis zu Aa = 1h sehr gering. Mit anderen Worten, fiir eine Kultur mit geringen
Abweichungen von den idealen Bedingungen erscheint es zuléssig, den Wachstumsmodus
der synchronen Kultur unter Verwendung von Periodenldnge der Oszillation und Ver-
dopplungszeit zu bestimmen.



Kapitel 4

Populationsparameter

Im Bioreaktor sind stets eine grofie Anzahl von Zellen enthalten (=~ 10®mi™!), die al-
le in Interaktion mit Gas- und Fliissigphase stehen. Unter diesen Bedingungen ist es
nicht moglich, das Wachstum einer einzelnen Zelle im Reaktor zu beobachten. Bei den
gemessenen Stoffwechselraten handelt es sich stets um die mittleren Eigenschaften al-
ler Zellen. Wie zu beobachten ist, beeinfluflt die Zusammensetzung der Population das
Wachstumsverhalten der gesamten Kultur. Die Zusammensetzung der Population wird
hierbei entscheidend durch den Zellzykluszustand und durch das genealogische Alter be-
stimmt. Diese beiden Merkmale lassen sich durch Populationsparameter charakterisieren,
die man durch Auszéhlen der in einem Probevolumen enthaltenen Zellen erhélt. Dabei die-
nen Farbetechniken dazu, eine Reihe von spezifischen Merkmalen zu gewinnen (Bartling,
1996). MeBbares Merkmal des genealogischen Alters stellen in diesem Fall die bei der
Teilung der Tochterzelle von der Mutterzelle entstandenen sogenannten Sprossungsnar-
ben dar. Die Anzahl der Sprossungsnarben entspricht dabei der Anzahl der vollstindig
durchlaufenen Zellzyklen und damit dem in Abschnitt 2.3 eingefiihrten genealogischen
Alter. Der Zellzykluszustand einer Zelle driickt sich in der Morphologie der Zellen aus.
Die Zugehorigkeit zu den biologischen Phasen (siehe Bild 1.2 auf Seite 23) ist zum Bei-
spiel an der ausgebildeten Sprofizelle und der Verteilung der DNA zwischen Tochter- und
Mutterzelle zu erkennen.

Die Populationsparameter sind fiir den stationdren Zustand der kontinuierlichen Kultur
aus den Modellgleichungen des Zellzyklus- und des Populationsmodells ableitbar. Fiir
das Zwei-Klassen-Modell haben Hartwell und Unger (1977) die Populationsparameter fiir
asynchrones und Bellgardt (1994b) fiir synchrones Wachstum angegeben. Wie sich zeigt,
ist in beiden Féllen das Verhéltnis von Tochter- zu Mutterzellen konstant. Dieses Verhélt-
nis wird durch die Generationszeiten der Zellen bestimmt. Hierbei gilt: Je langer die Ge-
nerationszeit der Zellen einer Klasse ist, desto grofler ist auch der Anteil dieser Klasse an
der Population.

Grover und Woldringh (1995) erweitern die entsprechenden Zusammenhinge der asyn-
chronen Kultur fiir das Mehr-Klassen-Modell. Die folgenden Abschnitte 4.1 und 4.2 sind
den Zellzahlen in den Klassen bzw. in den Zyklusphasen des Mehr-Klassen-Modells in
synchroner Kultur gewidmet. In Abschnitt 4.3 dient der Zusammenhang zwischen Ge-
nerationszeit und Zellzahl dazu, die relevante genealogische Struktur einer synchronen
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Kultur zu bestimmen. Wéhrend sich die Zellzahl einer Mutterklasse stets mit Hilfe der
Sprossungsnarben bestimmen 148t, ist dies bei der Zusammensetzung der Tochterzellen
nicht der Fall. Die Klasseneinteilung basiert hier auf der Herkunft der Zellen. Unabhéngig
von ihrer Herkunft weist jedoch keine Tochterzelle eine Sprossungsnarbe auf. Man ist hier
auf eine rechnerische Bestimmung der Zellzahl der einzelnen Tochterklassen angewiesen.

Zur Bestimmung der periodischen Loésung der den Zellzyklus charakterisierenden Diffe-
rentialgleichung in Abschnitt 3.2 wurde die Verteilungsfunktion f(p) eingefiihrt. In der
synchronen Kultur bestimmt die Funktion f(p) den Synchronisationsgrad. Fiir f(p) = 1
ergibt sich als Spezialfall die asynchrone Kultur. Eine vollstindig synchrone Kultur ist
dagegen durch die sogenannte Dirac-Funktion f(p) = d(p — po) gekennzeichnet. Eine Ap-
proximation der Verteilungsfunktion ist beispielsweise mit Hilfe einer experimentell ermit-
telten Verteilung des Volumens der Zellen moglich. Dieser Abschitzung liegt die Annahme
zugrunde, dafl das Volumen mit zunehmender Reife der Zelle zunimmt. Statt die gesamte
Zellverteilung zu einem Zeitpunkt zu bestimmten, ist es im Fall der periodischen Lésung
ebenfalls moglich, die Zellzahl zu einem festen Zellzykluszustand im Verlauf einer Periode
zu betrachten. Diese Zeitreihe enthélt ebenfalls die Information iiber die Zellverteilung
f(p). Zur Charakterisierung des Zyklus ist die Einteilung in Zyklusphasen niitzlich. Die
Zellverteilung wird durch die Zellzahl in diesen Phasen nur an wenigen diskreten Punk-
ten angegeben. Steht beispielsweise nur der Sprossungsindex zur Verfiigung, so entsteht
durch die Aufteilung in Einzel- und Doppelzellphase eine recht diirftige Approximation
des Zellzyklus. Der zeitliche Verlauf des Sprossungsindex enthélt dagegen implizit weit
mehr Information, da jede zeitliche Anderung durch einen Flu8 iiber die Intervallgrenzen
der beiden Phasen verursacht wird. In Abschnitt 4.4 wird ein Verfahren vorgestellt, das
die im zeitlichen Verlauf des Sprossungsindex verborgene Information verwendet, um die
Zellverteilung im Zyklus abzuschétzen.

4.1 Zellzahl einer Klasse

Das in Abschnitt 2.3 vorgestellte Populationsmodell teilt die Kultur in genealogische Al-
tersklassen ein, wobei man die einzelnen Zellen anhand ihrer Sprossungsnarben einer
dieser Klassen zuordnen kann. Die Dynamik des Zellzyklus jeder Klasse wird durch eine
Differentialgleichung fiir die Zelldichte der Form (2.11) charakterisiert. Experimentell ist
jedoch in der Regel die Zellzahl und nicht die Zelldichte bestimmbar. Im Modell ergibt sich
die Zellzahl N;(t) einer beliebigen Klasse i durch Integration iiber die Zelldichte n;(t, a)
zu

Ny(t) = /0 " nilt,a) da

wobei a € [0, ar;] den Zellzyklus darstellt. Das Symbol ar; kennzeichnet dabei die Gene-
rationszeit. Die Summe der Zellzahlen aller Klassen entsprechend

N(t) =3 Nl
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fiithrt schlieBllich auf die Gesamtzellzahl der Population. Es erweist sich haufig als giinstiger,
nicht die absolute Zellzahl, sondern die Zellzahl N;(t) einer Klasse entsprechend
Ni(t)
i(t) =
N(t)

auf die Gesamtzahl zu beziehen.

Die Annahme einer konstanten Wachstumsgeschwindigkeit der Zellen im Zellzyklus er-
laubt es, weitere Eigenschaften abzuleiten. Mit der in Abschnitt 3.2.1 vorgestellten Losung

ni(t,p) = nige P f;((t —to) — a)

kann man die Zellzahl N;(t) durch

Ni(t) = /Oa“ nioe " fil(t —to) — p)da (4.1)

charakterisieren, wobei f(a) die allgemeine Verteilungsfunktion und n; die Zelldichte
zu Beginn des Zellzyklus darstellt. Fiir die Spezialfille des asynchronen und synchronen
Wachstums ist das Integral analytisch 16sbar. Sowohl in der periodischen synchronen als
auch in der stationdren asynchronen Kultur gilt dabei n; o = const, das heiit die Peri-
odizitiat der synchronen Kultur ist ausschliefllich in der Verteilungsfunktion f(a) bertick-
sichtigt. Die Verdiinnungsrate D und die Verteilungsfunktion f(a) sind dabei fiir alle
Klassen gleich. Die Zellzahl einer Klasse hiangt also von der Anfangszelldichte und der
Generationszeit ab. Beide Groflen weisen aufgrund des Populationsmodells gegenseitige
Abhéngigkeiten auf, die im folgenden betrachtet werden.

4.1.1 Anfangszelldichte

Die Zelldichten zu Beginn und zum Ende des Zellzyklus sind verkniipft durch die Gleichun-
gen (2.38) des Populationsmodells. Legt man die in Abschnitt 3.2.1 abgeleitete analytische
Losung der Beschreibung des Zellzyklus zugrunde, so gelingt es, das Populationsmodell
ausschliellich unter Verwendung der Anfangszelldichte und der Generationszeiten anzu-
geben. Damit ergeben sich folgende Abhéngigkeiten fiir die genealogischen Klassen in der
periodischen Losung zwischen der Anfangszelldichte n;o und der Zelldichte npp; zum
Ende des Zellzyklus der Klasse P0. Es gilt

g

npio = ZnDj’O G_DaT’Dj = Npo,1 fiir g>1, (42&)
=0
i—1
npio = Npo1 H e Parrr fir 2 <i<g—1 (4.2b)
k=1

und entsprechend Gleichung (3.31)

1 o=l

_ —Dar pg
Npgo = Npo,2 1 — eDarpg H € : (42C)
k=1
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Die Zelldichte der Tochterzellklassen 1 < j < g¢ ist bedingt durch die Definition der
Tochterklassen identisch mit der Zelldichte am Ende der entsprechenden Mutterklasse.
Die Zelldichte der jiingsten Tochterklasse 7 = 0 ist identisch mit der Zelldichte der ersten
Mutterklasse. Unter Beriicksichtigung von Gleichung (4.2) gilt

g

Npoo = ZnDj,O e PITDi = npg (4.3a)
=0
J
npjo=npoy | Je P fir1<j<g-1 (4.3b)
k=1

und fiir die alteste Tochterklasse

g
1
_ —Dar pk
Npg,0 = Npo,1 1 — oDar.rg | | e . (4.3¢)

k=1
Damit gelingt es, die Anfangszelldichte aller Klassen auf die Zahl der sprossenden Toch-
terzellen npg; zu beziehen. Die Dichte ist dann nach den Gleichungen (4.2) und (4.3) eine
Funktion der Generationszeiten der Kultur.

Im Fall der einfachsten vollstindigen Klassenstruktur mit ¢ = 1 gilt nach Gleichung
(2.38) zwischen der Zelldichte zu Beginn des Zyklus n; o und den Generationszeiten ar;
der Zusammenhang

npio = G_DaT’DO Npo,o + G_DaT’Dl np1,0 + G_Dapl np1,0 (4.4&)
nD0,0 — e—DaT,DO nD0,0 + e—DaT,Dl nDl,O (4.4b)
npio = e P npy . (4.4c)

Die oben angegebenen Gleichungen (4.2) und (4.3) schlieien natiirlich den einfachsten Fall
g = 1 mit ein. Die beiden éltesten Klassen P1 und D1 gehorchen dabei den Gleichungen
(4.2¢) und (4.3c). Die Anfangszelldichte der Mutterklasse P1 nimmt damit die Form

1

n =
PLO = 1 ~Dar.m

npo,1
an und entsprechend gehorchen die Tochterklassen DO und D1 den Gleichungen

Npo,o = Npo,1
e~ Dar,p1

Npio = npo,1-

1 — e~ Dar,p1

Die Addition der Zelldichte der beiden Tochterklassen D0 und D1 fithrt auf die Zelldichte
aller Tochterzellen mit

e~ Dar,p1
npo = Npoo +Npio= |1+ 1_ o-Darri npo,1,
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sowie durch Umformung auf

1

npp=—————
D,0 1 — e~ Dar.p:

npo,1 = Np1,o = NP,

was wiederum der Dichte der Mutterzellen entspricht. Die Zusammenfassung der bei-
den Tochterklassen reduziert das obige Drei- auf ein Zwei-Klassen-Modell, bestehend aus
Mutter- und Tochterzellen.

Mit Hilfe von Gleichung (4.4b) gelangt man zu dem Verhéltnis zwischen den Zelldichten
der beiden Tochterklassen

e_DaT,Dl

Npo,o
= . 4.5
npro 1—e Poroo (45)

Bei zwei Mutterzellklassen ist in analoger Vorgehensweise Gleichung (4.4a) durch die
Beziehungen

npg = e PP npg o+ e PITDlp g

npao =€ PP inpy o+ e PP py
zu ersetzen. Aus der zweiten Gleichung folgt wiederum das Verhéltnis zwischen den Zell-
dichten der beiden Mutterklassen

npiy 1 —e Porre

np2o e—Dar p1

Bezogen auf die Gesamtzahl der Mutterzellen npo = np1 o + np2o gilt

1— e—D&T,PQ

npio = npo

1 4 e~ Par,p1 — g—Dar,p2

e~ Dar.p1

nNpa2o = npo.

1+ e—Dar.p1 _ g—Dar,p2

Bei identischen Generationszeiten, also ar p1 = a7 p2 = ar p gilt schlieBlich
Y 3 ) k]

npio = (1—ePwmr)

—Da
npao==¢€¢ Pnpg.

npo

Mit Hilfe der Abhéangigkeit zwischen den Zelldichten der einzelnen Klassen gelingt es nun,
die Zellzahl in Abhéngigkeit von Zelldichte und den Generationszeiten zu berechnen.

4.1.2 Asynchrone Kultur

Die asynchrone Kultur ist durch eine konstante Verteilung f(a) = 1 gekennzeichnet. Somit
gilt nach Gleichung (4.1) fiir die Zellzahl

ar,i
Nz<t) = / 1o G_Da da (46)
0



132 4.1 Zellzahl einer Klasse

woraus durch Losung des Integrals die Beziehung

Ni(t) = ”(; 0 (1— e Pors) (4.7)

folgt. Das heif3t, Zellen mit einer ldngeren Generationszeit sind haufiger im Reaktor ent-
halten als solche mit einer kiirzeren Generationszeit.

Die Berechnung der gesamten Zellzahl erfolgt getrennt fiir die Mutter- und die Tochter-
zellen. Die Zahl der Mutterzellen ergibt sich aus der Summation iiber alle ¢ Mutterklassen
zu

Np(t) = ZNPi(t)- (4.8)

Mit Gleichung (4.7) ist

Q

np; _Dar p;
Np(t) =y =5 (1= ePoren),
=1

Durch Ausmultiplizieren der Klammer und Einsetzen der Zelldichte in Gleichung (2.38)
folgt

g g
Np(t) = % (Z npio — ZnPi,()) .
i—1 i—2

Da wegen der unterschiedlichen Summationsgrenzen alle hheren Terme als ¢ = 1 ver-
schwinden, gilt schliellich fiir die Zahl der Mutterzellen

n n
Np(t) = 1;,0: f;’vl. (4.9)

Die Gesamtzahl der Mutterzellen ist unabhéngig von den Generationszeiten der einzelnen
Klassen. Kennt man die Anfangszelldichte der ersten Klasse, so ist auch die Gesamt-
zellzahl angebbar, da die Zahl der Mutterzellen auf ihrem Weg durch die genealogische
Klassenabfolge erhalten bleibt. Sie hidngt ausschliefSlich von der Verdiinnungsrate ab.

Analog zur Berechnung der Mutterzellzahl lautet die Tochterzellzahl
g
Np(t) =) Np;(1). (4.10)
j=0

Die Integration nach Gleichung (4.7) liefert

g
Nnpi _Da )
Nplt) =3 " (- )

J=0

1 (& g |
Np(t) = D (Z Npio — Z Nnpio G_DGT’D]> ;
=0 =0
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was sich wiederum mit Hilfe der Definitionen (2.37) und (2.38) als Summe

1 g
Np(t) = D (Z nDio — nP1,0>
=0

schreiben 148t. Unter Verwendung der in Gleichung (2.37) eingefiihrten Zelldichte npq gilt
fiir die Zellzahl aller Tochterzellen

1 1
ND(t) = 5 (npo’o - npo’l) = Bnpo’g (1 — €_DQT’P0) . (41].)

Die Tochterzellen gehéren, im Gegensatz zu den Mutterzellen, nur einen Zellzyklus lang
einer Tochterzellklasse an und gehen danach in eine Mutterzellklasse iiber. Die Zahl der
Tochterzellen nimmt also mit der Lange der mittleren Generationszeit ar po aller Toch-
terzellen zu.

Die Summe aus Mutter- unf Tochterzellen ergibt die Gesamtzahl der Zellen

Po,0
N(t) = —: 4.12
(1) = 200, (112)
wie man sieht, ist dieser Ausdruck unabhéngig von den Generationszeiten. Auf diesen
Zusammenhang hat Powell (1956) auch beim Wachstum durch Teilung in zwei gleiche
Zellen hingewiesen.

Die relative Zellzahl einer beliebigen Klasse i lautet

Ni(t)  mnig

O nPO’O(1 — e~ Pari), (4.13)

Fz(t) =

Sie ist vollstéandig durch das Verhéltnis der einzelnen Generationszeiten beschrieben, wie
man durch Einsetzen der Zelldichte entsprechend den Gleichungen (4.2) und (4.3) erkennt.

4.1.3 Synchrone Kultur

Bei synchronem Wachstum ist ein periodisches Verhalten von Prozefiparametern zu be-
obachten. Diese Oszillation ist durch eine Synchronisation der Zellen beziiglich des Zell-
zyklus verursacht. Mit anderen Worten, nach der Periodenlinge Tp teilt sich jeweils die
gleiche Zahl von Zellen. Damit weist die Verteilungsfunktion ebenfalls einen periodischen
Charakter der Form f(a) = f(a + Tp) auf. Die Generationszeit ar; aller Zellen ist in
der synchronen Kultur stets auf ganzzahlige Vielfache der Periodenlinge Tp festgelegt.
Das Verhéltnis I; = ar,;/Tp kennzeichnet die Moduszahl dieser Klassen (siehe Gleichung
(3.35)).

Die Zellzahl entsprechend Gleichung (4.1) erhédlt man wiederum durch Integration iiber
die Zelldichte

Nz<t) = \/OQT’i 1o G_Daf((t - to) - a)da,
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wobei sich das Integral in I; durch die Moduszahl vorgegebene Teilstiicke zerlegen 1af3t.
Es entsteht eine Summe von [; Integralen iiber jeweils eine Periode der Lénge Tp

I;

Nz(t) = Z /l i n,-,ge_Daf((t - to) - a)da.

i=1 Y (@=1Tp

Die Substitution a = a* + (i — 1)Tp fithrt auf

I; . Tp
Nz(t) = nig Ze—D(z—l)Tp / e—Da*f((t B tO) . a*)da*.
i=1 0
Mit der Abkiirzung

F(t) = /0 "D F((t — to) — a*)da®

und der Definition des Dekrementes wéhrend einer Periode nach Gleichung (3.36) wird
daraus

I;

Ni(t) = nig F(t) Y o't

i=1

Durch eine Erweiterung der geometrischen Reihe mit (1 — «) erhdlt man die Form

Das Ergebnis ist dem in Gleichung (4.7) fiir die asynchrone Kultur abgeleiteten recht
dhnlich, wenn man den Zusammenhang e~ P97 = oi beriicksichtigt.

Die Gesamtzahl der Mutterzellen der synchronen Kultur wird analog zu der asynchronen
Kultur gebildet. Es gilt hier

F(t)

Np(t) =npo1 1~ a

(4.14)

Die Gesamtzahl der Tochterzellen der synchronen Kultur ist durch

F(t)
1—a

Np(t) = (npoo — npo1)

gegeben. Die Addition von Mutter- und Tochterzellen liefert auch hier die Gesamtzahl
entsprechend

F(t)

11—«

N(t) = npop

Die Gesamtzahl ist wiederum unabhéingig von den Generationszeiten beziehungsweise dem
Modus der synchronen Kultur.
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Niitzlicher als die absoluten Zahlen ist auch in diesem Fall der relative Anteil der Zellen
einer Klasse. Das Integral F(t) ist fiir alle Zellklassen identisch und tritt daher in den
bezogenen Groflen F; der synchronen Kultur nicht auf. Da der Term F(t) die einzige
zeitabhingige Grofle ist, ergibt sich eine konstante relative Zellzahl fiir allen Klassen.
Analog zu Gleichung (4.13) gilt fiir die Klasse 4

Ni(t)  mip

(1) = NG~ s (1-a"), (4.15)
wobei I; die Moduszahl dieser Klasse bezeichnet.
Der gesamte Anteil der Tochterzellen ist stets
Fp=1-a’, (4.16)

wobei der Exponent J in diesem Fall das Verhéltnis der mittleren Generationszeit aller
Tochterzellen zur Periodenlénge wiedergibt. Existieren mehrere Tochterzellklassen mit
unterschiedlichen Generationszeiten, so kann nicht von einem ganzzahligen Exponenten
J ausgegangen werden.

Da die Kultur nur aus Mutter- und Tochterzellen besteht, gilt fiir den Anteil der Mutter-
zellen entsprechend

Fp=a’ (4.17)

4.2 Zellzahl einer Phase

Der Zellzyklus besteht aus einer Abfolge von einzelnen Phasen. Die Zellzahl einer betrach-
teten Phase des Zellzyklus erhilt man durch Integration iiber die Zelldichte n;(t, a) der
Klasse 7 innerhalb der fiir die Phase y festgesetzten Grenzen. Es gilt

Niy(t) = / n;(t,a) da,

wobei i, und a,,,, die Grenzen dieser Phase innerhalb des Zellzyklus bezeichnen. Nimmt
man eine konstante Wachstumsgeschwindigkeit im Zellzyklus an, ist es moglich, weitere
Eigenschaften abzuleiten. Mit der in Abschnitt 3.2.1 berechneten analytischen Losung
nimmt die Zellzahl N; ,(¢) die Form

Ni’y<t) = / - 0 €_Da fz((t — to) — (l) da

Amin

all.

4.2.1 Asynchrone Kultur

Da fiir die asynchrone Kultur f(a) = 1 gilt, kann die Zellzahl einer Klasse ¢ in einer Phase
y durch

N’i'y — ni70 (e_Damaz _ e_Damin)

Y



136 4.2 Zellzahl einer Phase

angegeben werden, wobei a,,,, das Ende und a,,;, den Anfang dieser Phase kennzeichnet.
Mit zunehmenden Werten der Grenzen a,,;, und a,,., sinkt die Zellzahl ab. Das heifit,
Phasen gleicher Linge Aa = @nmaz — Gmin enthalten aufgrund des Auswaschprozesses
weniger Zellen, je weiter sie vom Beginn des Zellzyklus entfernt sind.

Beispiel: Die Sprossungsphase liegt unmittelbar am Ende des Zellzyklus. Sie ist durch
das Intervall [ap — T's; ar| festgelegt. Hierbei bezeichnen ar die Generationszeit und T
die Dauer der Sprossungsphase. Die Zahl der sprossenden Zellen ergibt sich im Fall einer
einzigen Klasse mit den Grenzen a,,;, = ar — Tg und a4, = ar zu

Nbud = @ €_DaT (1 - GDTB) .

D

Auf den die Klasse bezeichnenden Index kann bei der aus einer Klasse bestehenden Po-
pulation verzichtet werden.

Bezogen auf die Gesamtzahl

o

N:
D

nimmt der Sprossungsindex der asynchronen Kultur die Form

o Nbud

Fpr N

_ p—Dar (1 _ eDTB)
an. Der Sprossungsindex sinkt mit steigender Generationszeit ar und steigt mit der Lange
der Sprossungsphase T'g. .

4.2.2 Synchrone Kultur

Wihrend die Zellzahl in allen Phasen der asychronen Kultur konstant ist, trifft dies auf
die synchrone Kultur nicht zu. Wie im folgenden gezeigt, ist es jedoch moglich, obere
und untere Schranken fiir den Verlauf der Zellzahl abhéingig vom vorliegenden Wachs-
tumsmodus der synchronen Kultur anzugeben. Bei dieser Abschéitzung wird eine ideale
vollsténdig synchrone Kultur zugrunde gelegt. Solange die Léinge der betrachteten Phase
kiirzer als die Periodenlénge der synchronen Kultur ist, kann die untere Grenze leicht an-
gegeben werden. Es existiert stets ein Zeitpunkt, zu dem sich keine der Teilpopulationen
in der betreffenden Phase befindet. Daher gilt fiir die untere Schranke der Zellzahl einer
mit y bezeichneten Phase Ny ;, = 0. Die maximale Zellzahl N, ,,q, wird dann erreicht,
wenn eine Teilpopulation in die untersuchte Phase y eintritt. Aufgrund der angenomme-
nen Linge der Phase befindet sich immer nur eine Teilpopulation gleichzeitig innerhalb
der betreffenden Phase.

Im folgenden wird wiederum, wie bei der asynchronen Kultur, die Sprossungsphase ver-
wendet, um diese Abschétzung fiir das Zwei- und das allgemeine Mehr-Klassen-Modell
durchzufiihren. Die Sprossungszeit ist in der Regel kiirzer als die beobachtete Perioden-
léange.
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4.2.2.1 Zwei-Klassen-Modell

Das Wachstum einer synchronen Kultur, bestehend aus Mutter- und Tochterzellen, ist
durch den Wachstumsmodus /.J gekennzeichnet. Jede der beiden Klassen teilt sich dabei
in I bzw. J gleichméflig iber den Zellzyklus verteilte Teilpopulationen auf. Eine Teilpopu-
lation meint hierbei eine Gruppe von Zellen mit jeweils gleichen Eigenschaften. Innerhalb
des Zellzyklus liegen diese Teilpopulationen jeweils im Abstand einer Periodenlinge aus-
einander. Die Zellzahl der weiter hinten liegenden ist dabei gegeniiber der ersten Teilpopu-
lation um o bzw. o, usw. verringert. In der Sprossungsphase befindet sich nur die lteste
von ihnen. Das Verhéltnis der beiden sprossenden Teilpopulationen zur Gesamtzahl 143t
sich durch

nDaJ_l —I—npozl_l

np Z}:ol ol +np Zi]:_ol al

FBrmaz = (4.18)

ausdriicken, wobei np und np die Zelldichte in Tochter- bzw. Mutterklasse zu Beginn des
Zellzyklus bezeichnen. Da unabhéingig von der genealogischen Struktur im Zwei-Klassen-
Modell immer die gleiche Zahl von Mutter- und Tochterzellen entstehen, gilt np = np,
was zusammen mit der normierten Bilanz o/ + o = 1 nach Gleichung (3.39) und der
Erweiterung der geometrischen Reihe mit (1 — «) (vgl. Abschnitt 4.1.3) fiir die obere
Grenze zu

Fprme = (@ +a™(1-a)=a" ~1 (4.19)

fiihrt.

Anstatt die gesamte Population zu betrachten, kann es unter gewissen Bedingungen
wiinschenswert sein, den Sprossungsindex einer einzelnen Klasse anzugeben. Fiir den auf
die Zahl der Tochterzellen bezogenen Sprossungsindex dieser Klassen ergibt der Ansatz
analog zu Gleichung (4.18)

FD,BI,max - (420)

Entsprechend der obigen Vorgehensweise gelingt es durch Erweiterung der geometrischen
Reihe mit (1 — «) den Sprossungsindex in die Form

OéJ_l

71_@](1—04)

FD,BI,max -
zu iiberfithren. Beriicksichtigt man wiederum die normierte Bilanzgleichung, so folgt
« _
FD,BI,max = ? (a 1 1)
und durch Vergleich mit Gleichung (4.19) gilt schlieBlich der Ausdruck

FD,BI,mam - aJ_IFBI,max- (42]‘)
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In entsprechender Weise kann fiir die Mutterzellen der Zusammenhang
FP,BI,max = aI_JFBI,max (422)

abgeleitet werden.

Fiir eine Vielzahl von Experimenten ist die Generationszeit der Mutterzellen identisch mit
der Periodenldnge. Die Moduszahl der Mutterklasse entspricht also I = 1. In diesem Fall
ist es moglich, den maximalen Sprossungsindex der Mutterzellen mit Hilfe der normierten
Zellbilanz zu

FP,BI,max = — =1

umzuformen. Das bedeutet, dafl mit dem Erreichen der Sprossungsphase stets alle Zel-
len gleichzeitig der Sprossungsphase angehoren. Aus der Beziehung (4.22) ist dies nicht
unmittelbar zu erkennen.

4.2.2.2 Mehr-Klassen-Modell

Der maximale Sprossungsindex des Mehr-Klassen-Modells gehorcht einem dhnlichen An-
satz. Anstatt einer Mutter- und einer Tochterklasse enthélt das Modell nun g Mutter- und
g + 1 Tochterklassen. Die Zahl der Teilpopulationen der einzelnen Klassen ist wiederum
durch die Moduszahlen I; bzw. J; der Klassen gegeben. Auch hier befindet sich nur die
alteste der I; bzw. J; Teilpopulationen in der Sprossungsphase. Der Sprossungsindex der
Kultur ist daher gegeben durch die Gleichung

9 -1 9 I—1
o @ npi+ 3 ot npy

SEo (n S 007 ) + 0 (e 0 o)

FBI,max -

Die Zelldichte n; fillt hier, anders als beim Zwei-Klassen-Modell, in jeder Klasse unter-
schiedlich aus. Es ist daher beispielsweise die in den Gleichungen (4.2) und (4.3) angege-
bene Aufteilung der Zellen zwischen den einzelnen Klassen zu beriicksichtigen.

Wiederum liefert die Erweiterung mit (1 — «)

F _ lgzo aJlnDl + Zzzl Oélknpk(a_l — 1)
Bl,mar — .
>iconor (I —alt) + 375 npy (1 — k)

Berticksichtigt man das Populationsmodell nach (2.38), so ist es moglich, die folgenden
Umformungen vorzunehmen. So werden alle Tochterzellen im folgenden Zyklus in der
Klasse D0 zusammengefaf3t. Daher gilt fiir die Summe der Tochterzellen am Zyklusende
die Gleichung

g
E nDlaJl = npo.
1=0
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Die Mutterzellen wechseln mit jedem weiteren Zellzyklus in die néchst héhere Klasse. Die
Summe iiber alle Mutterklassen zum Ende des Zellzyklus ist identisch mit der Summe zu
Beginn des Zellzyklus entsprechend

g g
I

E nprot = E npk,

k=1 k=2

wobei hier die jiingste Klasse nicht mehr beriicksichtigt wird. Betrachtet man statt der
Mutter- die Tochterzellen nach der Teilung, so gilt der Zusammenhang

g g
§ : 1 2 :
nNpro k= npi.
k=1 =1

Mit Hilfe dieser Identitéiten gelangt man zu der Gleichung

g
npo+ D1 Npi

-1
a -1
Z?:Q npr — Npo + Zi:l Npk — Zi:2 nPk( )’

FBI,max -

die sich durch weitere Zusammenfassungen zu

> lo "Dl a - 1)

Z BI,mazx
’ § g

vereinfacht. Aufgrund der Identitdt np; = npg ist die Form
FBI,max - (Of_l - ]-) (423)

giiltig, was dem bereits fiir das Zwei-Klassen-Modell ermittelten Wert entspricht.

Ist es erwiinscht, den Sprossungsindex auf eine Tochterklasse Dj zu beschrianken, gilt der
Ansatz

np; a’i-1

-1
npj Y 1ty @

wobei durch die Erweiterung mit (1 — «) die vereinfachte Form

1 — an (a_l o 1)

FDj,BI,max -

Y

FDj,BI,max =

entsteht. Fiihrt man den Gesamtsprossungsindex nach Gleichung (4.23) ein, so gilt die
Beziehung

J .

i
1 an FBI,max'

FDj,BI,max =
In dhnlicher Weise kann auch der Sprossungsindex einer Mutterklasse angegeben werden.

Fiir einfache Anordnungen sind Dekrement v und Sprossungsindex analytisch angebbar.
Allgemein erscheint jedoch eine tabellarische Angabe fiir ausgewéahlte Modi sinnvoll. Die



140 4.2 Zellzahl einer Phase

Tabelle 4.1: Maximaler Sprossungsindex und Dekrement « des Drei-Klassen-Modells fiir ausgewahlte
Wachstumsmodi

Modus | Dekrement Sprossungsindex F; prmax

L Jy | « gesamt | P1 D1 DO [P D
111 0.5 1. 1. 1. 1. 1. 1.
112 0.555 0.8019 | 1. 1. 0.3569 | 1. 0.6431
121 0.5698 0.7549 [ 1. 0.363 1. 1. 0.5698
122 0.618 0.618 1. 0.382 0.382 1. 0.382
123 0.6414 0.559 1. 0.3908 0.20042 | 1. 0.31246
132 0.661 0.5129 | 1. 0.20826 0.398 1. 0.26304
133 0.6823 0.4656 | 1. 0.21676 0.21676 | 1. 0.21676
134 0.6952 0.4384 | 1. 0.22185 0.13363 | 1. 0.19221
143 0.7125 0.4036 | 1. 0.14008 0.22864 | 1. 0.16289
144 0.7245 0.3803 | 1. 0.14461 0.14461 | 1. 0.14461

Tabelle 4.1 enthélt fiir eine Reihe ausgewahlter Wachstumsmodi des Drei-Klassen-Modells
das jeweilige Dekrement und den zugehorigen maximal moglichen Sprossungsindex. Der
minimale Sprossungsindex liegt in der Regel bei 0 %.

Diese Einschriankung auf einige wenige Klassen erscheint sinnvoll, da man unter realen
Bedingungen nicht von unterschiedlichen Eigenschaften in allen genealogischen Klassen
ausgehen kann. Wie Experimente zeigen, geniigen oft einfache Wachstumsmodi, um die
Konkurrenzsituation zwischen den Zellklassen zu beschreiben. In der Regel sind hierbei
drei Klassen ausreichend. In einer Vielzahl von Versuchen sind zudem die Generations-
zeiten der Mutterzellen stets mit der Periodenlédnge identisch (I=1). In diesem Fall liegt
der maximale Sprossungsindex der Mutterzellen stets bei Fpprmae = 1 (in der Tabel-
le Spalte P, P1). Da die Tochterzellklassen mefitechnisch nicht unterscheidbar sind, ist
es zweckméfig, den maximalen Sprossungsindex fiir die Gesamtzahl der Tochterzellen
anzugeben (siehe Spalte D).

Im Drei-Klassen-Modell gilt fiir den maximalen Sprossungsindex der Tochterzellen somit

nDoaJO_l +npra’it

FD,BI,max - Ti—1

']0_1 . -0
npo Y ity o) +np1) iy o
woraus wiederum durch Erweiterung mit (1 — «)

nDOaJO + nDloz‘Il

nDo(l — aJO) + nDl(l — aJl)

(@™t =1)

FD,BI,max =

folgt. Unter Berticksichtigung des Populationsmodells nach Gleichung (2.38) gelangt man
schliefflich zu
npo

FD,BI,max = —(OZ_l — 1)
np1
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Mit Hilfe des Verhéltnisses zwischen den Anfangszelldichten der beiden Tochterzellklassen
D0 und D1 nach Gleichung (4.5) wird schlieBlich

alt
FD,BI,max - mFBLm(w- (424)

Eingesetzt beispielsweise fiir Modus 123 liefert mit I; = 1, Jy = 2 und J; = 3 die Gleichung

a2

1 —a3

FD,BI,mam - FBI,max'
Die Verwendung der normierten Bilanzgleichung (3.38) fiihrt hier auf keine weitere Ver-
einfachung.

4.3 Berechnung der Generationszeiten

Zur Berechnung der Generationszeiten wird iiblicherweise die Aufteilung der Population
in die genealogischen Klassen verwendet. Wie bereits in Abschnitt 4.1 gezeigt, erhcht
sich der Anteil der Zellen einer Klasse mit zunehmender Generationszeit und sinkt dem-
nach bei einer kiirzeren Generationszeit ab. Hierbei ist der prinzipielle Zusammenhang
zwischen Zellzahl und Generationszeit einer Klasse in der synchronen und asynchronen
Kultur gleich. Bei der Berechnung der Generationszeiten der synchronen Kultur mufy man
allerdings zusétzlich beriicksichtigen, dafl diese der Populationshilanz folgend ganzzahli-
gen Vielfachen der Periodenldnge entsprechen miissen. Diese zusétzliche Bedingung a8t
sich verwenden, um die Anzahl der relevanten Zellklassen mit unterschiedlichen Eigen-
schaften zu bestimmen. Neben der Aufteilung der Zellen auf die einzelnen Klassen wird
hierzu die Verdiinnungsrate und die Periodenldnge der synchronen Kultur benétigt. Die
Vorgehensweise lautet dann wie folgt: Zunéchst sind die Generationszeiten fiir zwei Klas-
sen zu bestimmen. Ist das Verhéltnis der Generationszeiten zur Periodenldnge ganzzahlig,
dann reichen die beide Klassen aus, um das Wachstum zu charakterisieren. Eine Klasse,
deren Generationszeit die Bedingung nicht erfiillt, ist vermutlich durch unzuléssige Zu-
sammenfassung von mehreren Zellklassen mit unterschiedlichen Eigenschaften entstanden.
Dementsprechend ist eine Erweiterung des urspriinglichen Modells solange notwendig, bis
alle Klassen die Bedingungen der synchronen Kultur erfiillen.

Die Generationszeiten der Mutterzellklassen und der Gesamttochterzellklasse lassen sich
aus der Aufteilung der Population bestimmen. Fiir den Anteil Fp; einer beliebigen Mut-
terklasse gilt nach Gleichung (4.13)

npio (1 _ e_DaT,pi) . (4.25)

FPi(t) - npo,o

Setzt man nun in der Gleichung ¢ = 0 ein, so lautet der Zusammenhang fiir die Klasse PO
der Tochterzellen

Fpy = (1 — e Porro). (4.26)
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Dieser Anteil der Tochterzellen Fpg hingt demnach lediglich von der mittleren Generati-
onszeit ar po aller Tochterzellen ab. Durch Umformung erhédlt man die Generationszeit

1
ar po = —5 111(1 - Fpg). (427)

Fiir die Mutterklassen mit dem genealogischen Alter 1 < i < g enthélt Gleichung (4.25)
die auf die Tochterklasse PO bezogene Anfangszelldichte. Die Erweiterung mit der An-
fangszelldichte np(_1),0 des jeweils vorigen Zellzyklus liefert

npio MNpP@-1),0 (1 - e—DaT,Pi)

Fpi(t) =
() np@-1),0 NP0

Nach der Definition des Populationsmodells gilt in diesem Fall der Zusammenhang

—Da i
npio = Npi-1), € PO

und somit stellt die Gleichung

1— e—D&T,Pi

FPz<t) — ¢~ Dar.pi-1) FP(i—l) N , (428)

— e~ DParpi-1)
einen Zusammenhang zwischen den Anteilen Fp; und Fp(;—;) zweier benachbarter Mut-
terklassen her. Lost man diese entsprechend dem obigen Schema nach der Generationszeit
ar p; auf, ergibt sich mit

1 Fp; .
arp; = ——In (1 — 7P(6D“T7P<i—1) - 1)) mit 1 <i<g (4.29)
D Fp—1

ein Zusammenhang, in den nur die Zellzahl und die Generationszeit der Klassen i und
1 — 1 eingehen. Beginnend fiir 7 = 0 mit der Tochterklasse P0 sind die Generationszeiten
der Mutterzellklassen so sukzessive berechenbar.

Die Klasse der altesten Zellen stellt jedoch einen Spezialfall dar. Im Populationsmodell
gilt abweichend der Zusammenhang

e—Dar.pg—1)

n =N _ —_—
Pgao P(g 1)70 1 _ e—DaT,Pg

und damit folgt fiir die Zellzahl Fj, der Zusammenhang
1

— e_DaT,P(g—l) ’

Fiy(t) = Py Fpgy -

in dem die gesuchte Generationszeit der &ltesten Klasse gar nicht enthalten ist. Die Ge-
nerationszeit dieser Klasse ist also auf diese Weise nicht berechenbar, da die Léange des
Zellzyklus keinen Einflufl auf die Anzahl der Zellen dieser Klasse hat. Alle Zellen verblei-

ben nach der Teilung in der letzten Klasse.
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Sind jedoch alle Generationszeiten mit Ausnahme dieser einen bekannt, so gelingt es mit
der in Abschnitt 3.2 angegebenen normierten Zellbilanz auch diese Generationszeit zu be-
stimmen. Die dort angegebene Bilanzgleichung entsteht, wenn man im Populationsmodell
in der Gleichung

—D(l .
Npoo = E npioe 0

i=1
die Zelldichten np; o jeweils durch die in Gleichung (4.2) angegebene Beziehung ersetzt.

Es ist jedoch auch moglich, mit Hilfe der relativen Zellzahlen Fp; eine entsprechende
Beziehung fiir die fehlende Generationszeit anzugeben. Geht man dazu von vorstehender
Gleichung in der auf np o normierten Form

g
1= E "LPi,0 e_DaT,Pi

n
— "Po,o

aus, dann ist die Dichte durch den Anteil Fpp; der Zellen an der Population entsprechend
ersetzbar. Dies fiihrt auf die Gleichung

e~ Dar.pi e~ Dar.pi e~ Dar py
1= E F E F Fp,———
Pz — e~ Dar,p; Pz — e—Dar,p; T F'pg 1 — e—Dar,py
und umgeformt auf
e~ Dar.pi
F =1- E F
Pg “Darp, — 1 eDaT Pg Pl — ¢~ Dar,p;

sowie nach Auflosung auf die gesuchte Generationszeit

1 11— lp,
aT’Pg = 5 ln 1 + Z PDaT,Pi (430)
I - Z FPl — e Dar,pi

Die oben angegeben Gleichungen erlauben es, sukzessive die Generationszeiten der Mut-
terklassen der synchronen Kultur zu bestimmen. Die Zahl der beriicksichtigten Klassen
ist dabei beginnend mit den Klassen PO und P1 solange zu erhchen, bis alle Generati-
onszeiten ap p; mit ¢ > 0 ganzzahlige Vielfache der Periodenléinge darstellen. Sollte die
Generationszeit ap py der Tochterzellen kein ganzzahliges Vielfaches der Periodenldnge
sein, so muf} auch die Tochterzellklasse ebenfalls aufgeteilt werden.

Fiir die Tochterzellklassen Dj mit 0 < j < g gilt hierbei in dhnlicher Weise fiir die
Anfangsdichte einer Klasse nach Gleichung (4.3) der Zusammenhang

_ —Dar, pj
Npjo = Mpjo€ .
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Bild 4.1: Morphologische Parameter einer synchronen Kultur mit D = 0.05h~! fiir Mutter-
und Tochterzellklasse (Beuse, 1998). Zum Vergleich sind der Gesamtsprossungsindex sowie C'Os-
Konzentration im Abgas und die Gelost-Sauerstoffkonzentration angegeben

Berticksichtigt man die relativen Zellzahlen F; nach Gleichung (4.25), so folgt die Bezie-
hung

Fp; B Fp;

— —Dar,p;
1 _ e—DaT’D]‘ 1 _ e_DaTypj

und nach Umformung entsteht fiir die Anteile der Tochterklassen

1 — e~ Darp;

Fp; = Fp; (4.31)

eDaT,Pj _ 1 :
Da die Tochterzellanteile in der Regel nicht bekannt sind, ist es auch nicht sinnvoll, hier
die nach den Generationszeiten ar p; aufgeloste Form der Gleichung anzugeben. Die Ge-
nerationszeiten der Tochterzellklassen sind vielmehr so zu wéahlen, dafl der Anteil der
Tochterzellen dem gemessenen Verhéltnis in der Kultur entspricht.

Beispiel: Das in Bild 4.1 dargestellte Experiment dient dazu, die Vorgehensweise zur
Bestimmung der Generationszeiten und der Anzahl der relevanten Klassen der synchro-
nen Kultur zu erliutern. Bei einer Verdiinnungsrate von D = 0.05h~! wurde eine Pe-
riodenldnge von Tp = 11.2 h ermittelt. Bild 4.1 zeigt die gemessenen morphologischen
Parameter einer synchronen Kultur. Hierbei finden die Anteile von Mutter- bzw. Toch-
terzellen und die Anteile der sprossenden Zellen beider Klassen Beachtung.
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Es ist zu erkennen, dafl die Sprossung weitgehend auf einen kurzen Bereich von wenigen
Stunden beschrankt ist. Die iibrige Zeit ist der Sprossungsindex sehr gering. Im Gegensatz
dazu sind iiber den gesamten dargestellten Bereich dennoch Schwankungen des Mutter-
bzw. Tochterzellanteils festzustellen. Diese beruhen vermutlich auf einer fehlerhaften Klas-
senzuordnung einzelner Zellen. Daher werden im folgenden die zeitlichen Mittelwerte des
Mutter- bzw. Tochterzellanteils zugrunde gelegt. Sie weisen wie in Bild 4.1 ersichtlich die
Werte

Fpy=0.5574 und Fpy =0.4426

auf.

Zunéchst sei angenommen, dafl lediglich zwischen Mutter- und Tochterzellen unterschie-
den wird. In diesem Fall mit ¢ = 1 nehmen die Bestimmungsgleichungen fiir die Genera-
tionszeit die vereinfachte Form

1
ar,po = —5 ln(l - Fpg) (432&)
und
1
ar.p1 = —5 IH(FPQ) (432b)

an. Die berechnete Generationszeit der Mutterzellen ap py = 11.7 h zeigt eine gute Uber-
einstimmung mit der beobachteten Periodenlénge T von 11.2 h. Offensichtlich ist es nicht
notwendig, weitere Mutterklassen zu unterscheiden. Alle Mutterzellen weisen hierbei die
Moduszahl I; = 1 auf. Hingegen liefert die Berechnung der Generationszeit der Tochter-
zellen den Wert ap py = 16.3 h. Diese Generationszeit unterscheidet sich deutlich sowohl
von der Periodenlinge als auch von einem moglichen Vielfachen der Periodenlénge. Die
Generationszeit liegt vielmehr im Intervall [Tp,2 Tp]. Unterteilt man hingegen die Toch-
terzellen in zwei Klassen DO und D1 mit den Moduszahlen J; = 2 und J; = 1, dann
weisen wegen

Fpo = Fpo—p,— 1 (4.33a)
und
1 — e~ Par,p1
Fpr = Fp1—p—— ] (4.33b)

die Anteile der Tochterzellen die Werte Fpg = 0.305 und Fp; = 0.247 auf. Die Summe der
Teilpopulation Fpg + Fp; = 0.552 stimmt mit dem gemessenen Anteil aller Tochterzellen
Fpg = 0.56 gut iiberein. Das Ergebnis bestétigt daher den angenommenen Wachstums-
modus 112 des Drei-Klassen-Modell. In diesem Fall ist es erforderlich, die Population in
eine Mutterzellklasse und zwei Tochterzellklassen aufzuteilen. .
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4.4 Schitzung der Verteilungsfunktion

Die morphologischen Merkmale, wie z.B. der Sprossungsindex oder die Verteilung des ge-
netischen Materials auf Mutter- und Tochterzellen, sind geeignet, die Zellen einer Kultur
den Phasen des Zellzyklus zuzuordnen. Hierbei liegt in jeder Zyklusphase nur ein Wert
fiir die mittlere Zelldichte in diesem Abschnitt vor. Die Gesamtheit der morphologischen
Merkmale liefert also stets nur eine ungenaue Approximation der tatsédchlichen Zellver-
teilung. Ermittelt man diese Merkmale jedoch nicht nur zu einem Zeitpunkt, sondern im
Verlauf einer ganzen Periode der synchronen Kultur, enthélt die Zeitreihe weitere Infor-
mationen iiber die Verteilung der Zellen im Zyklus. Diese werden im folgenden verwendet,
um zu einer besseren Approximation der Zellverteilung zu gelangen.

Hierzu sei der Sprossungsindex betrachtet, der den Zyklus in zwei Phasen, namlich die
Einzel- und die Doppelzellphase, einteilt. Eine zeitliche Anderung des Sprossungindex
bedeutet, in dem betrachteten Zeitraum geht ein Teil der Zellen von der einen Phase in
die andere iiber. Zusétzlich ist die Gesamtzahl der sich in einer Periode der synchronen
Kultur teilenden Zellen bekannt. Bei einer periodischen Losung gleicht das Wachstum
stets die Anzahl der ausgewaschenen Zellen aus.

Die folgenden Abschnitte enthalten zwei Anséitze zur Approximation der Zellverteilung.
In beiden Ansétzen wird der Versuch unternommen, die Zellverteilung durch eine geeignet
gewihlte Ansatzfunktion abzuschitzen. Hierzu sind deren freie Parameter zu bestimmen.
Zum einen handelt es sich um die Charakterisierung der Zellverteilung durch eine Fou-
rierreihe und zum anderen um die Approximation durch eine abschnittsweise konstante
Funktion.

4.4.1 Fourierzerlegung

Zunéchst sei die Zerlegung der Zellverteilung in eine Fourierreihe betrachtet. Mit Hilfe
der Fourierreihe gelingt es, die Verteilungsfunktion der Zellen im Zellzyklus mit beliebiger
Genauigkeit zu approximieren. Mit steigender Anzahl der Glieder der Fourierreihe steigt
die Giite der Approximation. Zur Berechnung der Zahl der sprossenden Zellen ist die
Losung des Integrals

Np(t) = /aaT n(t,a)da

7—TB

notwendig. Die fiir die Berechnung der Verteilungsfunktion notwendige Differentiation
macht es nahezu unméglich, aus unsicheren Meiwerten die Koeffizienten fiir die Glie-
der hoherer Ordnung der Fourierreihe zu bestimmen. Dies ist jedoch fiir die erwarteten
synchronen Zellverteilungen notwendig. Je mehr die Kultur einer vollstdndig synchronen
Kultur gleicht, desto weniger ist es moglich, die Zellverteilung beziiglich des Zyklus durch
die Grundwelle zu beschreiben.

Des weiteren erweist es sich als nachteilig, daf§ die Ansatzfunktion nicht die notwendigen
Randbedingungen fiir eine Verteilungsfunktion erfiillt, da diese beispielsweise keine nega-
tiven Werte aufweisen kann. Dies ist bei der Uberlagerung der Glieder der Fourierreihe
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jedoch nicht auszuschlieen. Das Verfahren ist aus den genannten Griinden fiir praktische
Anwendungen nicht geeignet.

4.4.2 Rechteckférmige Verteilung

Zur Approximation der einem Experiment zugrunde liegenden Verteilungsfunktion wird
im folgenden eine rechteckférmige Zellverteilung im Zyklus angenommen. In praktischen
Fillen ist nicht mit derartigen Verteilungen zu rechnen. Daher stellt diese Annahme eine
Einschréankung der moglichen Verteilungsformen dar. Dennoch zeigt die folgende Parame-
trierung eines Ein-Klassen-Modells, dafl die Verteilung einer synchronen Kultur bereits
recht gut durch eine rechteckférmige Verteilung beschrieben werden kann.

Da das Modell aus nur einer Zellklasse besteht, ist keine Unterscheidung des genealogi-
schen Alters moglich. Im Verlauf des Zyklus gehen die Zellen mit der Ausbildung der
Tochterzelle von der Einzelzellphase in die Doppelzellphase iiber. Dabei enthalten die
Einzelzellphase Ng(t) und die Doppelzellphase Np(t) Zellen. Die Summe beider Phasen
ergibt die Gesamtzellzahl N(t) = Ng(t) + Np(t) der Population. Die Einzelzellen Ng(t)
gehen mit der Sprossungsrate R(t) in die Sprossungsphase iiber. Die Teilungsrate Q(¢)
verringert dagegen die Zahl der sprossenden Zellen Ng(t). Aus jeder sprossenden Zelle ent-
stehen dabei zwei Einzelzellen. Die Zellzahl der beiden Phasen ist durch die Gleichungen

d% — R(t) - Q(t) — DNy(t) (4.34a)
und
D — “R(1)+2Q() ~ DNs(1) (434)

gegeben. Fiir die Gesamtzellzahl gilt

dN
— = Q(t) = DN (). (4.34¢)

Sie erhoht sich lediglich bei der Teilung einer Zelle.

Da die absoluten Groflen in der Regel nicht mefibar sind, kommen auch hier die auf die
Gesamtzahl bezogenen Grofien

Fp(t) = und Fy(t) =

zur Anwendung. Die Differentiation von Fg(t) nach der Zeit liefert

dFy _ NaN(t) — Np(t) %
dt N(t)? ’
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was schliellich durch Einsetzen der obigen Gleichungen und mit den Abkiirzungen r(t) =
R(t)/N(t) und q(t) = Q(t)/N(t) auf die Differentialgleichung fiir den Anteil der sprossen-
den Zellen

dF’
W 1)~ att) (14 F(1) (4.35)
fithrt. Die Gleichung ist unabhéngig von der Verdiinnungsrate D. Den Anteil der Einzel-
zellen Fs(t) = 1 — Fp(t) erhélt man stets aus dem Anteil der sprossenden Zellen.

Zur Approximation der tatsédchlichen Zellverteilung im Zyklus wird, wie bereits erwahnt,
von einer rechteckformigen Verteilung ausgegangen. Durch Vergleich mit den experimen-
tellen Daten sind die Breite der Verteilung, die Phase sowie die Lange der Sprossungsphase
zu ermitteln. Eine rechteckformige Zellverteilung hat zur Folge, dafl sowohl die Sprossungs-
rate R(t) als auch die Teilungsrate Q(t) abschnittsweise konstant sind. Die Breite dieses
Abschnittes entspricht der gesuchten Breite der Zellverteilung. Zwischen der Sprossungs-
und der Teilungsrate besteht dabei der Zusammenhang

Q(t) = R(t — Tg) e P&,

wobei Tp die Lénge der Sprossungsphase bezeichnet. Das Integral iiber die Sprossungs-
rate () mufl in der stationdren Kultur dabei den Verlust der Zellen infolge des Aus-
waschprozesses im Reaktor ausgleichen. Die Integration iiber eine vollstédndige Periode
der synchronen Kultur der Anderung der Zellzahl dN/dt liefert also stets Null. Selbiges
gilt, wenn man Gleichung (4.34c) auf die Zellzahl normiert. Es gilt daher die Beziehung

RGO SN
0 N(t)dt /0 Ddt = 0,

die umgeformt und mit der oben eingefithrten Abkiirzung ¢(t) = Q(t)/N(t) auf die Glei-
chung

1 [Tr

7 | a®di=D (4.36)

fithrt, was zur Bestimmung der maximalen Teilungsrate verwendet werden kann.

In Bild 4.2 ist die Anpassung des Modells fiir die bereits in Bild 4.1 gezeigten periodisier-
ten Daten dargestellt. Die Verdiinnungsrate der synchronen stationédren Kultur wahrend
der gezeigten Perioden der Linge Tp = 11.2h betrug D = 0.05h~%. Es ist zu erken-
nen, dafl neben der weitgehend synchron stattfindenden Sprossung (152.7-154.3 h) der
Sprossungsindex nicht vollstdndig auf Null absinkt. Um dies zu beriicksichtigen, wurde
daher die Verteilung durch eine Uberlagerung eines asynchronen und eines synchronen
Anteils zusammengesetzt. Wie sich zeigt, gehoren etwa 80 % aller Zellen der synchronen
Population an. Die Sprossung der synchronen Teilpopulation wird gut durch eine Vertei-
lung mit einer Breite von 14 % wiedergegeben. Als Lange der Sprossungsphase ergab sich
T = 2.5 h. Der Sprossungsindex der asynchronen Kultur hingegen liegt im Experiment
unterhalb der gemessenen Werte. Dies 148t sich dahingehend interpretieren, dafl die Zellen
der asynchronen Kultur eine ldngere Sprossungsphase aufweisen. Der Verlauf der Zellzahl
wird gut durch die angenommene Verteilung wiedergegeben.
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Bild 4.2: Parametrierung einer abschnittsweise konstanten Verteilungsfunktion fiir die in Bild 4.1
gezeigten Daten bei einer Verdiinnungsrate von D = 0.05 h~!. Fiir die Betrachtung liegen die Daten

in einer periodisierten Form vor. Die Fehlerbalken kennzeichnen die Genauigkeit der MeBwerte fiir
die Zellzahl

In einem weiteren Experiment, deren MeBwerte Bild 4.3 zeigt, liegt, im Vergleich mit
dem obigen Experiment, eine héhere Verdiinnungsrate von D = 0.1 =" vor. Dies fiihrt zu
einer verkiirzten Periodenlénge von Tp = 5h. Die Modellrechnung basiert ebenfalls auf
einer rechteckférmigen Zellverteilung. Da die Lénge der Sprossungsphase als weitgehend
unabhéngig von den Umgebungsbedingungen beschrieben wird (Thompson und Wheals,
1980), riicken die Sprossungsphase und die Teilungsphase néher zusammen und weisen
eine Uberlappung auf; daher sinkt der Sprossungsindex nicht auf Null ab. Bei einer Ver-
teilung mit einer Breite von 58 % und einer Dauer der Sprossungsphase von T = 2.9h

liefert die Modellrechnung eine gute Ubereinstimmung mit dem gemessenen Verlauf des
Sprossungsindex.

Die Mefiwerte der Zellzahl zeigen in diesem Experiment, anders als in dem obigen, kei-
nen ausgepréigten Verlauf. Dies ist, wie die Modellrechnung zeigt, verursacht durch den
groferen Anteil der Sprossungsphase an einer Periode. Beriicksichtigt man zusétzlich die
in Bild 4.2 angetragene, nicht unerhebliche Meflunsicherheit bei der Bestimmung der Zell-
zahl, so wird deutlich, dafl hier nur die mittlere Zellzahl Verwendung finden kann. Die
berechneten Verldufe liegen im Bereich der gemessenen. Bei diesem Experiment war es
nicht notwendig, die Zellverteilung aus einem synchronen und einem asynchronen Teil zu
bilden. Durch die angenommene rechteckformige synchronen Verteilung ist bereits eine
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Bild 4.3: Parametrierung einer abschnittsweise konstanten Verteilungsfunktion fiir die MeBergebnisse
eines Experimentes mit einer Verdiinnungsrate von D = 0.1 A ™!

gute Ubereinstimmung zwischen der Modellrechnung und den experimentellen Daten zu
erzielen.

Das vorgestellte Verfahren ist gut fiir die Interpretation der gemessenen morphologischen
Parameter geeignet. Die rechteckférmige Zellverteilung macht zudem einen Vergleich von
Daten moglich, die aus Experimenten mit abweichenden Prozeiparametern stammen. Die
gezeigte Methode ist dabei nicht auf das Ein-Klassen-Modell beschréankt. Sind morpholo-
gische Daten mehrerer genealogischer Klassen vorhanden, kann die Zellverteilung dieser
Klassen ebenfalls bestimmt werden. Voraussetzung ist jedoch ein signifikanter Verlauf der
Mefidaten. Die MeBfehler diirfen hierbei nicht in der Groflenordnung der Dynamik des
Signals liegen. Das abschliefende Kapitel ist der dynamischen Simulation des Zellzyklus
gewidmet. Die berechnete Zellverteilung konnte hier als Anfangsverteilung der synchronen
Kultur dienen.



Kapitel 5

Simulationen

Mit Hilfe eines implementierten dynamischen Modells, das den Zellzyklus und eine genea-
logische Populationsstruktur beriicksichtigt, gelingt es, sowohl synchrone als auch asyn-
chrone Verteilungen der Zellen beziiglich des Zellzyklus zu berechnen. Hierbei findet die
in Abschnitt 3.1 vorgestellte und validierte Finite-Volumen-Methode zur Losung der par-
tiellen Differentialgleichungen Anwendung. Die Modellgleichungen des Stoffwechsel- und
Reaktormodells sind im einzelnen im Anhang zusammengefafit. Damit wird die Analyse
der Eigenschaften der periodischen Losung der synchronen Kultur und transienter Phasen
moglich.

Zunéachst ist in Abschnitt 5.1 ein synchrones Batch-Experiment vorgestellt. Die Synchro-
nitdt wird bei diesen Versuchen zu Beginn des Experimentes kiinstlich hergestellt und
nimmt im Verlauf des Versuches ab. Die im Modell enthaltenen genealogischen Klassen
erméglichen es, die Simulationsergebnisse und die experimentellen Daten zu vergleichen.
Anschlieflend findet in Abschnitt 5.2 ein Vergleich des Verhaltens fiir asynchrone kontinu-
ierliche Kulturen zwischen einem komplexen Modell mit Zellzyklus und einem einfachen
Modell, das auf der Annahme einer homogenen Zellverteilung basiert, statt. Abschnitt 5.3
stellt die Mechanismen vor, die zu einer Synchronisation der Zellen im Zellzyklus fithren.
SchlieBlich werden in Abschnitt 5.4 die Eigenschaften der in Abschnitt 3.2 vorgestellten
Losung der Populationsbilanz fiir die periodische Losung der synchronen Kultur disku-
tiert. Wie die Betrachtungen zeigen, ist hierbei der durch das ganzzahlige Verhéltnis der
Generationszeiten definierte Wachstumsmodus von zentraler Bedeutung. Dieser driickt
sich insbesondere in der jeweiligen Periodenléinge der synchronen Kultur aus. Daher wird
die Ubereinstimmung der experimentell ermittelten mit den durch die Modelle vorherge-
sagten Periodenldngen gepriift.

5.1 Synchrone Batch-Experimente

Tochterzellen unterscheiden sich von Mutterzellen unter anderem durch die fehlenden
Sprossungsnarben und ihre geringere Grofle. Letztere Eigenschaft dient dazu, Tochterzel-
len von Mutterzellen in einer Losung durch Zentrifugieren zu trennen. Betrachtet man
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Bild 5.1: Zellverteilung der Tochterzellen fiir t = 60 min zu Beginn der Simulationsrechnung. Der
Zellzyklus wird beschrieben durch die Variable p € [0,1]. Das Intervall [0,0.4] kennzeichnet die Ein-
zelzellphase, das Intervall [0.4, 1] die Doppelzellphase

anschlieBend nur einen Teil dieser Zellen, beispielsweise die Tochterzellen, so entsteht ei-
ne beziiglich des Zellzyklus synchronisierte Kultur, die es erlaubt, die Eigenschaften der
Zellen einer genealogischen Klasse zu untersuchen. Mit jeder Teilung der Zellen entstehen
allerdings neben der urspriinglichen weitere Zellklassen und nach wenigen Zellzyklen stellt
sich wiederum eine weitgehend asynchrone Verteilung ein. Woldringh et al. (1993) fiithren
ein derartiges Experiment durch und geben den Sprossungsindex der Tochterklasse PO
und der drei Mutterklassen P1 bis P3 wihrend der ersten 500 min nach der Synchroni-

sation an.
Dieses synchronisierte Batch-Experiment kann mit Hilfe des Mehr-Klassen-Modells nach-
vollzogen werden. Um die transienten Prozesse nach dem Zentrifugieren nicht beriicksich-

tigen zu miissen, beginnt die Simulation ¢ = 60 min nach der Synchronisation. Zu diesem
Zeitpunkt weise die Verteilung der Tochterzellen die in Bild 5.1 dargestellte Form auf.

Tabelle 5.1: Modellparameter der in Bild 5.2 gezeigten Simulation

‘ Parameter ‘
Numerisches Verfahren FV | phys. Zyklusvariable —
Stiitzstellen 50 | Zyklusgeschw. g 1/ar; = const.
Diffusion o 0h~! | Randbedingung s. Kap. 2.3
Phasen 1 | Anfangsverteilung s. Bild 5.1
gen. Alter g 4 | Verdiinnungsrate D Oht
Tochterklassen 1
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Bild 5.2: Sprossungsindex und Zellzahl der genealogischen Klassen P0-P3. Zu Beginn des Expe-
rimentes sind nur Tochterzellen mit g = 0 im Reaktor. Die Symbole kennzeichnen experimentelle
Daten (Woldringh et al., 1993) und die durchgezogenen Linien die Simulation
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Der durch die normierte Variable p dargestellte Zellzyklus beginnt bei p = 0 und endet
mit p = 1. Die Sprossung der Zellen erfolgt bei p = 0.4. Im Verlauf des Experimen-
tes entstehende éltere Zellen benotigen eine kiirzere Zeit, bis sie in die Doppelzellphase
eintreten. Deren Sprossung beginnt bereits bei p = 0.2. Die Generationszeit der Tochter-
zellen betriigt 146 min und die der Mutterzellen 98 min. Altere Zellen benotigen nur noch
85 min fiir einen Zellzyklus. Fiir diese in allen Klassen jeweils als maximal angenommene
Wachstumsrate ist es nicht notwendig, die Substrataufnahmekinetiken zu betrachten, da
stets von einem nicht limitierten Wachstum ausgegangen wird. Die Daten der Generati-
onszeiten sind den Angaben von Woldringh et al. (1993) entnommen (siche Bild 2.17).
Die mit dem Alter abnehmende Generationszeit ist durch das abnehmende Verhéltnis
zwischen der Grofle der Zelle zum Ende und Anfang des Zellzyklus bedingt. Tabelle 5.1
falt die Parameter des zur Simulation verwendeten Modells noch einmal zusammen. Die
Ergebnisse der Simulation zeigt Bild 5.2. Dargestellt ist der Sprossungsindex fiir die vier
jiingsten Klassen im Modell und im Experiment. Der Verlauf des Sprossungsindex der
Tochterzellen PO weist dabei eine gute Ubereinstimmung auf. Dies gilt ebenfalls fiir den
ersten ansteigenden Teil des Sprossungsindex der alteren Zellklassen (P1-P3). Der be-
rechnete Sprossungsindex bleibt nach einsetzender Teilung der Zellen in der betrachteten
Klasse bei 100 %, da die Zellen nach der Teilung der ndchst hoheren Mutterklasse an-
gehoren. Das heifit, die Zellzahl verringert sich zwar, aber es entstehen keine neuen Zellen
in der Einzelzellphase, die zu einer Verringerung des Sprossungsindex fithren wiirden. Der
Sprossungsindex der Mutterzellklassen P1 nimmt daher erst nach dem zweiten Zellzyklus
der Tochterzellen PO ab. Dies ist bei t =~ 260 min der Fall.

Die Ursache fiir die Abweichung des Sprossungsindex der Mutterklasse P1 in Modell und
Experiment im Bereich 180 h < t < 260 h konnten Meffehler sein. Hierzu seien die fol-
genden Uberlegungen angestellt. Die Unterscheidung der Zellen basiert auf angefirbten
Sprossungsnarben. Eine Zelle, die eine Zeit nach der erfolgten Trennung noch keine weite-
re Narbe aufweist, wiirde falschlicherweise zunéchst noch zur selben Klasse und erst, wenn
die neue Sprossungsnarbe sichtbar ist, zur néchst dlteren Klasse gezéhlt. Diese Vorstellung
wird bestédrkt durch die in Bild 5.2 vorgenommene Abschétzung eines minimalen Spros-
sungsindex der Klasse P1 im genannten Bereich. Hierbei liegt die folgende Betrachtung
zugrunde: Bei t = 180 min durchléuft der Sprossungindex der Tochterzellen ein Minimum
mit nur 15 % sprossenden Zellen. Alle spéter in die Doppelzellphase eintretenden Zellen
benotigen entsprechend der Wachstumsgeschwindigkeit in der Tochterklasse mindestens
90 min bis sie den Zeitpunkt der Teilung erreichen und hierdurch Zellen der Klassen PO
und P1 entstehen. Der Sprossungsindex der Klasse P1 kann also nur durch die Teilung der
15 % zum Zeitpunkt ¢t = 180 h bereits in der Doppelzellphase befindlichen Zellen absinken.
Der so abgeschétzte minimale Verlauf des Sprossungsindex im betrachteten Bereich liegt
deutlich {iber dem der Meflwerte. Es ist also durch die Messungen nicht zu belegen, welche
Zellen das schnelle Absinken des Sprossungsindex verursachen.

5.2 Asynchrone Kultur

Das asynchrone Wachstum einer Hefekultur in kontinuierlicher Betriebsweise ist durch
stationdre Zustdnde gekennzeichnet. Diese werden durch die in Bild 5.3 iiber der Verdiin-
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nungsrate aufgetragenen Konzentrationen der Biomasse, der Substrate und der Produkte
charakterisiert. Im Bereich kleiner Verdiinnungsraten ist ein rein oxidatives Wachstum mit
maximaler Biomasseausbeute zu beobachten. Die Konzentration der Biomasse im Reaktor
ist in dieser Phase weitgehend konstant. Fiir grofere Verdiinnungsraten ab D ~ 0.27 h™1
iiberschreitet die notwendige die vorhandene Respirationskapazitit und es kommt zum
respiro-fementativen Wachstum. Infolgedessen entsteht eine zunehmende Menge Ethanol
im Reaktor. Gleichzeitig nimmt die Biomassekonzentration ab, da nicht mehr der gesam-
te Substratstrom zur Synthese der Biomasse zur Verfiigung steht. Diese Verhalten 1483t
sich durch ein einfaches kinetisches Modell mit konzentrierten Parametern beschreiben
(Bellgardt, 1984; Sonnleitner und Képpeli, 1986). Der Zustand der Kultur ist hier im we-
sentlichen durch Konzentrationen der Biomasse sowie der Substrate und Produkte in der

Néahrlosung gekennzeichnet. Die verwendeten Modellgleichungen finden sich im Anhang
Al

Das Wachstumsmodell mit integriertem Zellzyklusmodell zeigt, wenn man die gleichen
Parameter zugrunde legt und eine asynchrone Verteilung der Zellen vorsieht, fiir hohe
Wachstumsraten ein mit dem einfachen kinetischen Modell identisches Wachstumsver-
halten. Fiir kleinere Wachstumsraten ist eine geringfiigig hohere Biomasse zu verzeich-
nen. Die ebenfalls im Zyklusmodell beriicksichtigten zellinternen Speicherstoffe bleiben
bei dieser Berechnung unberiicksichtigt; die Modellparameter sind im einzelnen Tabelle
5.2 zu entnehmen. Fiithrt man zusétzlich den zur Erkldrung der Synchronisation notwen-
digen Speicherstoffhaushalt hinzu, so sinkt die erzielte Biomassekonzentration wahrend
des oxidativen Wachstums ab. Ein Teil der Substrate liegt nun in Form von internen
Speicherstoffen (Trehalose) in den Zellen vor. Im Modell steigt die Menge der eingela-
gerten Speicherstoffe mit abnehmender Verdiinnungsrate. Fiir kleine Verdiinnungsraten
zeigt das Zellzyklusmodell stets eine starke Synchronisationsneigung. In diesem Bereich
mit 0.05h71 < D < 0.1 ™! ist daher die mittlere Konzentrationen im Bild dargestellt.

Thompson und Wheals (1980) geben die Generationszeiten der Mutter- und Tochterzellen
fiir die asynchrone kontinuierliche Kultur an (Bild 5.4 mitte). Im Bereich hoher Wachs-
tumsraten sind die Generationszeiten von Mutter- und Tochterzellen nahezu identisch. Die
Sprossungsphase im Bild 5.4 (oben) nimmt einen GroBteil des gesamten Zellzyklus ein. Bei
niedrigen Verdiinnungsraten laufen die Generationszeiten von Mutter- und Tochterzellen

Tabelle 5.2: Modellparameter der in Bild 5.3 gezeigten Simulation

‘ Parameter ‘
Numerisches Verfahren FV | phys. Zyklusvariable s. Kap. 2.4.4.2
Stiitzstellen 40 | Zyklusgeschw. ¢ dp/dt
Diffusion o 0.001 ~~! | Randbedingung s. Kap. 2.3
Phasen 3 | Anfangsverteilung cosinusférmig
gen. Alter g 0 | Stoffwechselmodell s. Kap. A.1
Tochterklassen 1 | Reaktormodell s. Kap. A.2

Verdiinnungsrate D 0.05 — 0.4 h~*
Substrat cg,, co.r 20, 30 g1t
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Bild 5.3: Simulation des stationdren Zustands der kontinuierlichen asynchronen Kultur mit 30 g {~!
Glucose im Zulauf. Vergleich von Wachstumsmodellen mit konzentrierten Parametern und eingebet-
tetem Zellzyklusmodell

auseinander. Die Generationszeit der Tochterzellen wird zunehmend ldnger, wéhrend die
Generationszeit der Mutterzellen weniger als die mittlere Verdopplungszeit zunimmt. Die
Lange der Sprossungsphase steigt in diesem Bereich nur noch wenig an. Das heifit, die
Verldngerung der Generationszeiten ist im wesentlichen auf eine ldngere Einzelzellphase
zuriickzufithren. Neben diesen experimentellen Daten enthélt Bild 5.4 die Generationszei-
ten (mitte) und die Tochterzellmasse zu Beginn des Zyklus (unten) fiir drei Modelle A-C.
Die Modelle verwenden die verschiedenen in Abschnitt 2.4.4.2 angegebenen Randbedin-
gungen, um die Dauer der Doppelzellphase zu definieren. Die Masse der Mutterzellen zu
Beginn des Zyklus ist dabei in allen Modellen als konstant angenommen.

Modell A in Bild 5.4 basiert unabhéngig von der Verdiinnungsrate auf einer konstan-
ten Sprossungszeit Tp. In Stréssle (1988) findet dieser Ansatz mit einer Sprossungsphase
von T = 0.8 h Verwendung, der deutlich unter den von Thompson und Wheals (1980)
experimentell bestimmten Werten liegt. Mit abnehmender Verdiinnungsrate nimmt das
Volumen der sich teilende Zellen ab und in gleichem Mafle sinkt die Masse der Tochter-
zellen zu Beginn des Zyklus von 10-10712g auf 6 -107'2g ab. Im betrachteten Intervall der
Verdiinnungsrate fillt die Generationszeit der Mutterzellen beziiglich der MeBwerte zu
kurz und die Generationszeit der Tochterzellen zu lang aus. Die Tochterzellen benotigen
offensichtlich gegeniiber den Messungen eine ldngere Zeit, um das Gewicht der Mutter-
zellen zu erreichen.

Modell B verwendet fiir die sich teilenden Zellen eine konstante Masse. Damit sind so-
wohl Mutterzellanteil als auch der Tochterzellanteil bei der Teilung unabhéngig von der
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Bild 5.4: Vergleich der Eigenschaften der kontinuierlichen asynchronen Kultur in Simulation und
Experiment. Oben: Lange der Sprossungsphase. Mitte: Generationszeiten der Mutter- und Tochter-
zellen. Unten: Masse der SproBzelle. Modell A: Konstante Lange der Sprossungsphase Tg = 0.8 h,
Modell B: Konstante Sprossungsgroe mgp = 12-107'2g, Modell C: Sprossungszeit jeweils von der
Wachstumsrate abhangig (Tg = f(u)), siehe Abschnitt 2.4.4.2
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Verdiinnungsrate. Die resultierenden Generationszeiten schneiden den Verlauf der gemes-
senen Werte im Bereich der mittleren Verdiinnungsraten bei D ~ 0.15h~! (Bild 5.4 mit-
te). Fiir kleinere Verdiinnungsraten fillt die Generationszeit der Tochterzellen im Modell
geringer und fiir gréflere hoher aus als die gemessenen Werte.

Um eine bessere Ubereinstimmung der Generationszeiten mit den MeBwerten zu errei-
chen, ist in Modell C die Sprossungszeit abhéingig von der Wachstumsrate. Dies fiihrt
insbesondere fiir die Generationszeit der Tochterzellen zu einer besseren Anpassung. Im
Vergleich zu Modell B resultiert fiir grofie Verdiinnungsraten eine leicht hchere Masse
der Tochterzellen, wéhrend im Bereich der niedrigen Verdiinnungsraten die Masse der
Tochterzellen geringer ausfallt.

Im Gegensatz zu dem hier untersuchten stationdren Gleichgewicht ist die Wachstumsrate
wahrend der synchronen Kultur nicht konstant. Um in diesem Fall eine stdndige Variation
der Generationszeiten auszuschlieSen, wird in den folgenden Simulationen der kontinuier-
lichen Kultur stets das in Abschnitt 2.4.4.2 mit B bezeichnete Modell verwendet. Die
Masse einer Tochterzelle betrigt, falls nicht anders angegeben, mg p = 12-10~2g.

5.3 Initiierung der synchronen Kultur

Wie die Untersuchungen zeigen, ist bereits das in Bild 2.21 C angegebene Phasenmodell
geeignet, die von Beuse (1998) beschriebenen Methoden zur Initiierung einer synchronen
Kultur nachzuvollziehen. Die Synchronisation erfolgt in der Regel durch den Start der
kontinuierlichen Kultur. Es ist jedoch auch moglich, eine stationdre kontinuierliche Kul-
tur durch eine mehrstiindige Unterbrechung der Substratzufuhr zu synchronisieren. Die
synchrone Kultur miindet dann nach wenigen Oszillationen in eine periodische Losung.
Bild 5.5 zeigt die Induktion einer synchronen Kultur sowohl fiir Experiment als auch
fiir Modellrechnung bei identischen Parametern. Die der Simulation zugrunde liegende
Modellstruktur ist in Tabelle 5.3 zusammengefafit. Das Modell beriicksichtigt keine Lag-
Phasen, weshalb die Modellrechnung erst bei ¢t = 2.5 h beginnt. Auch bleibt die Lag-Phase
zwischen dem Verbrauch der Glucose und des Ethanols aufler Betracht. Es liegt jedoch
eine gute Ubereinstimmung sowohl fiir die Geldst-Sauerstof- als auch fiir die Kohlen-
dioxidkonzentration im Abgas vor. Kurz nach Verbrauch der verwertbaren Substrate,
erkennbar durch den Anstieg der Gelost-Sauerstoffkonzentration bei ¢t ~ 16 h, wird die
kontinuierliche Substratzufuhr gestartet. Bereits mit der zweiten Oszillation kann man
von einer stationdren Schwingung sprechen. Auch in diesem Fall stimmen Kurvenform
und Groflenordnung der beobachteten Groflen gut iiberein. Die Periodenlénge der Oszil-
lation entspricht hier der Modus 12 zugeordneten Periodenlédnge.

Das Rechenmodell bietet den Vorteil, iiber die im Experiment meflbaren Parameter, wie
sie in Bild 5.5 aufgetragen sind, hinaus auch interne Parameter bestimmen zu konnen.
Bild 5.6 zeigt hierzu bis t = 60 h einige Wachstumsparameter des in Bild 5.5 betrachte-
ten Experimentes. AnschlieBend wird die Verdiinnungsrate auf D = 0.1 h~! erhéht. Die
Wachstumsrate liegt wihrend einer Periode zumeist unterhalb der Verdiinnungsrate. Erst
mit der einsetzenden Sprossung steigt die Wachstumsrate stark an. Dieses Verhalten be-
ruht auf den in Einzel- und Doppelzellphase unterschiedlich angenommenen Wachstums-
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Bild 5.5: Initiierung der synchronen Kultur. Oben: Induktion einer synchronen kontinuierlichen Kul-
tur im Experiment (Beuse, 1998). Unten: Simulation einer kontinuierlichen Kultur mit identischen
Parametern: Glucosekonzentration im Zulauf 20 g{~!, Riihrerdrehzahl 600 min~!, Begasungsrate

21 min~!, Temperatur 30°C, pH-Wert 5
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Bild 5.6: Simulation der Wachstumsparameter unter Bedingung wie in Bild 5.5 mit einer zusatzlichen
Erhdhung der Verdiinnungsrate von D = 0.035h~! auf D = 0.1 hA~! zwischen 60 und 70 h. Oben:
Sprossungsindex und Wachstumsrate in der Einzelzellphase. Unten: Einlagerungsrate des Speicher-
stoffes Trehalose rt als Funktion der Glucoseaufnahmerate r¢g einerseits und der ProzeBzeit anderer-
seits
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geschwindigkeiten. Hierbei ist das Wachstum in der Einzelzellphase geringer, wenn man
es mit der durch die Verdiinnungsrate vorgegebenen Wachstumsrate vergleicht, da ein Teil
des Substrates von den Zellen in Form von zellinternen Speicherstoffen angelegt wird. Mit
dem Beginn der Doppelzellphase mobilisieren die Zellen die eingelagerten Kohlenhydrate.
Durch die geringere Nachfrage steht den Zellen, die sich nicht in der Doppelzellphase be-
finden, eine grofere Menge an dem in der Losung vorhandenen Substrat zur Verfiigung.
Das Wachstum nimmt zu und ein Teil der Zellen ist so in der Lage, ebenfalls die Doppel-
zellphase zu erreichen. Somit erfolgt eine Synchronisation der Population. Begiinstigt wird
dies bei kleinen Verdiinnungsraten, da, wie in Bild 5.6 (unten) zu erkennen, der relative
Anteil der eingelagerten Kohlenstoffe im Verhéltnis zu dem verfiigharen Kohlenstoffstrom
mit hoheren Wachstumsraten abnimmt. Kommt es also zu der kurzzeitigen Erhohung des
Glucoseangebotes, so steigt durch die verringerte Neigung Kohlenstoffe einzulagern die
Wachstumsgeschwindigkeit iiberproportional an.

Die synchronisierende Wirkung ist auch auf die Produktion von Ethanol zu Beginn der
Doppelzellphase zuriickzufithren. Das aus der Mobilisierung der eingelagerten Speicher-
stoffe entstandene Ethanol verursacht einen Anstieg der Wachstumsrate der in der Einzel-
zellphase befindlichen Zellen. Die in den Doppelzellen eingelagerten Speicherstoffe kom-
men nur bis zur maximalen respiratorischen Kapazitit den Zellen selbst zu Gute. Uber-
schiissige Speicherstoffe werden in Form von Ethanol ausgeschieden und kénnen so dazu
beitragen, das Wachstum der Zellen, die noch iiber geniigend respiratorische Kapazitét
verfiigen, zu beschleunigen. Die in Bild 5.6 (oben) aufgetragene Wachstumsrate zeigt,
dafl mit dem Anstieg des Sprossungsindex, also dem Eintritt einer Teilpopulation in die
Doppelzellphase, eine erhebliche Steigerung der Wachstumsrate in der Einzelzellphase ver-
bunden ist. Diese beruht im wesentlichen auf dem zur Verfiigung stehenden Ethanol. Die
Steigerung der Wachstumsrate ermoglicht es weiteren, in der Einzelzellphase befindlichen
Zellen ebenfalls in die Doppelzellphase einzutreten. Der Mechanismus bleibt auch nach
Erhohung der Wachstumsrate von D = 0.035h~ ! auf D = 0.1 h~! erhalten. Diese Effekte
fithren zu einer Synchronisation des Wachstums der verschiedenen Zellklassen. Neben der
Synchronisation der Generationszeiten ist jedoch auch mit dem Verschmelzen einzelner
Teilpopulationen zu rechnen. Im Gegensatz hierzu basiert die analytische Beschreibung
der stationéren synchronen Kultur auf der Annahme, dafi die Teilpopulationen in ihrer

Tabelle 5.3: Modellparameter der in Bild 5.5 gezeigten Simulation

‘ Parameter ‘
Numerisches Verfahren FV | phys. Zyklusvariable s. Kap. 2.4.4.2 Mod. B
Stiitzstellen 40 | Masse mo p 12-107'%g
Diffusion o 0.001 ~~! | Randbedingung s. Kap. 2.3
Phasen 3 | Anfangsverteilung cosinusférmig
gen. Alter ¢ 0 | Stoffwechselmodell s. Kap. A.1
Tochterklassen 1 | Reaktormodell s. Kap. A.2

Verdiinnungsrate D 0, 0.035h71
Substrat cq,, co.r 20, 20 gt
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Zusammensetzung erhalten bleiben — also unteilbare Einheiten darstellen. Im folgenden
ist diese Annahme daher zu priifen.

Im zweiten Teil der Simulation nach ¢ = 70 h liegt eine erhohte Verdiinnungsrate von
D = 0.1h7! vor. Bild 5.6 (unten) zeigt die von Strissle (1988) vorgeschlagene Kinetik
zur Einlagerung der Speicherstoffe in Abhéngigkeit der Substrataufnahme. Die zugrun-
de liegenden Beziehungen sind im Anhang A.1, Gleichung (A.3) aufgefiihrt. Abweichend
von den dort angegebenen Parametern werden hier rpo = 0.94 und 17,0, = 0.2 g g tht
verwendet. Der fiir Wachstumsprozesse zur Verfiigung stehende Teil des aufgenommenen
Substrates ergibt sich aus der Differenz von aufgenommener Glucose und eingelagerten
Speicherstoffen (Trehalose). Fiir beide Verdiinnungsraten bleibt die Trehalosecaufnahme-
rate im Verlauf einer Periode im ansteigenden Ast der Kennlinie. Ubersteigt der Glu-
cosestrom einen kritischen Wert, so wéchst die Trehaloseeinlagerungsrate nicht weiter
an. Durch das Verhéltnis zwischen Wachstumsrate und Akkumulation der Speicherstoffe
nimmt die synchronisierende Wirkung schnell ab. Entsprechend den experimentellen Be-
obachtungen ist oberhalb einer gewissen Verdiinnungsrate keine stabile Synchronisation
mehr mdoglich, da den Speicherstoffen dann eine untergeordnete Rolle zukommt.

5.4 Moduswechsel

Die periodische Losung eines durch Gleichung (2.11) charakterisierten Zwei-Klassen-Mo-
dells diskutieren Bellgardt (1994a) und auch Hjortso und Nielsen (1995). Unter der gravie-
renden Annahme ganzzahliger Teilungsverhéltnisse zwischen den Generationszeiten po-
stuliert Bellgardt (1994a) einen proportionalen Zusammenhang zwischen der beobachteten
Periodenlédnge und der Verdopplungszeit einer synchronen Kultur. Diese Abhéangigkeit ist
jedoch nicht auf das Zwei-Klassen-Modell beschrénkt, sondern auch, wie oben gezeigt, auf
das allgemeine Mehr-Klassen-Modell erweiterbar.

Der beschriebene Zusammenhang zwischen Periodenldnge und Verdiinnungsrate leitet sich
aus der Populationsbilanz fiir die periodische Losung ab. Die dynamischen Eigenschaf-
ten des Zellzyklusmodells, die die Generationszeit der einzelnen Klassen bestimmen, sind
hierbei nicht beriicksichtigt. Dabei kommen den Mechanismen, die zu einer Anderung der
Generationszeit, also des Sprossungszeitpunktes fithren, besondere Bedeutung zu; sie be-
stimmen, ob eine theoretisch mogliche periodische Losung eintritt. Entsprechendes gilt fiir
den jeweiligen Wachstumsmodus. Die Existenz einer periodischen Losung ist nicht ausrei-
chend, um diese in Experiment und Simulation beobachten zu kénnen. Zusétzlich ist zu
fordern, daf§ die gesuchte Losung einen stabilen Grenzzyklus darstellt und eine geeignete
Trajektorie existiert, die auf diese Losung fithrt. Das heifit, es miissen Versuchsbedingun-
gen bekannt sein, die zu der periodischen Losung fithren.

5.4.1 Modi des Zwei-Klassen-Modells

Zunéchst sei von einer Populationsstruktur mit nur zwei Zellklassen, nédmlich der Mutter-
und Tochterzellklasse, ausgegangen. Die Tochterzellen durchlaufen im Gegensatz zu den
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Mutterzellen eine zusitzliche Tochterzellphase (siehe Bild 2.21 C). Nach Erreichen der
GroBe einer Mutterzelle sind beide Zellklassen nicht mehr zu unterscheiden. Zur Berech-
nung des Wachstumsverhaltens ist also nur eine Klasse mit den drei Phasen Tochter-,
Einzel- und Doppelzellphase notwendig. Nach der Teilung gehen die Tochterzellen in die
Tochterzellphase und die Mutterzellen in die Einzelzellphase iiber (Stréssle, 1988). Die
gewihlte Struktur ist die einfachste, die den Zellzyklus und eine genealogische Klassen-
aufteilung beinhaltet. Die im einzelnen verwendeten Modellteile sind in Tabelle 5.4 zusam-
mengefafit. Bedingt durch die Unterscheidung von lediglich Mutter- und Tochterzellklasse
sind auch nur die Modi des Zwei-Klassen-Modells berechenbar. In der Simulation erwei-
sen sich hierbei die Modi als giinstig, in denen die Periodenlédnge der Generationszeit der
Mutterzellen entspricht.

Die in Bild 5.7 gezeigten Simulationsergebnisse basieren, bei ansonsten konstanten Prozef3-
parametern, auf einer Variation der maximalen Glucoseaufnahmerate 7., der Zellen in
der Tochterzellphase. Das hochgestellte I kennzeichnet hierbei die Tochterzellphase. Die
geinderten kinetischen Parameter fithren zu einer Verschiebung der aufgenommenen Sub-
stratmenge in Mutter- und Tochterzellen, das heifit die Wachstumsrate der Mutter- bzw.
Tochterzellen erhoht sich zugunsten der jeweils anderen Klassen. Die mittlere Wachstums-
rate bleibt hierbei konstant, da diese durch die eingestellte Verdiinnungsrate vorgegeben
ist. Entsprechend den aus der Populationsbilanz abgeleiteten Eigenschaften darf es bei ei-
ner konstanten Wachstumsrate in der synchronen Kultur jedoch nicht zu einer Anderung
der Generationszeiten der Zellklassen kommen, es sei denn, es findet ein Moduswechsel
statt. Die in Bild 5.7 gezeigte Simulationsrechnung weist beispielsweise bei einer auf 80 %
verringerten Aufnahmerate keinen signifikanten Einflufl auf die Periodenldnge auf. Nach
Abklingen der transienten Vorgénge stellt sich wieder die dem Modus 12 entsprechende
Periodenlédnge ein. Dies 148t sich ebenfalls an der hier nicht gezeigten Zellverteilung im
Zyklus beobachten, die zu allen Zeiten zwei ausgepriagte Maxima im Zellzyklus aufweist.

Sinkt die maximale Aufnahmerate jedoch stéirker ab, so zum Beispiel zwischen 90 und
120 h auf 50 %, ist ein Moduswechsel zu beobachten. Die Periodenléinge entspricht nun
dem Modus 13 statt zuvor dem Modus 12. Die Glucoseaufnahme der Tochterzellen ist
durch diese Wahl der kinetischen Parameter so stark reduziert, dal die Generationszeit
der Tochterzellen sich auf das dreifache der Mutterzellen verlangert. Zwischen den Para-

Tabelle 5.4: Modellparameter der in Bild 5.7 und Bild 5.10 gezeigten Simulationen

‘ Parameter ‘
Numerisches Verfahren FV | phys. Zyklusvariable s. Kap. 2.4.4.2 Mod. B
Stiitzstellen 40 | Masse mo p / mo pi 10,12-10712¢
Diffusion o 0.001 ~~! | Randbedingung s. Kap. 2.3
Phasen 3 | Anfangsverteilung cosinusférmig
gen. Alter g 0 / 2 | Stoffwechselmodell s. Kap. A.1
Tochterklassen 1 / 3 | Reaktormodell s. Kap. A.2

Verdiinnungsrate D 0.1h1
Substrat cg,, co.r 20, 20 g1t
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Bild 5.7: Simulation von Periodenldnge und geléstem Sauerstoff in Abhdngigkeit der maximalen
Glucoseaufnahmerate Té’,mam in der Tochterzellphase. Die Aufnahmerate wird alle 30 h variiert; die
minimale Masse der Tochterzellen betragt mg p = 10 107 12g

metern fiir die beiden Modi existiert ein Grenzbereich bei einer maximalen Aufnahmerate
von etwa 60 %. Hier tritt im beobachteten Zeitraum keine periodische Losung auf. Zuséitz-
lich sinkt die Amplitude des Verlaufes der Gelost-Sauerstoffkonzentration stark ab. Der
reduzierte maximale Sauerstoffbedarf ist auf eine geringere Synchronitit der einzelnen
Teilpopulationen zuriickzufithren. Dies bestétigt ebenfalls der Verlauf der Zellzahl in Bild
5.8 (oben). Die Darstellung enthélt ebenfalls den Sprossungsindex und den nach der Po-
pulationsbilanz maximal mogliche Sprossungsindex einer Population im Modus 12 und 13.
Der maximal mogliche Sprossungsindex wird in Modus 12 nahezu erreicht, wahrend dieser
in Modus 13 etwas geringer ausfillt. Das Minimum des Sprossungsindex liegt im Modus
13 ebenfalls etwas oberhalb der theoretisch zuldssigen 0 %-Grenze. Die Betrachtung von
Periodenlénge und Sprossungsindex zeigt insgesamt eine recht gute Ubereinstimmung mit
der aus der Populationsbilanz abgeleiteten Vorhersage.

Die Zahl der in einer Periode sprossenden Zellen sinkt mit dem Moduswechsel ab, wobei
die mittlere Zellzahl der gesamten Population leicht steigt. Mit Hilfe des Modells ist es
moglich, aus der Zahl der sprossenden Zellen die minimale und maximale Zellzahl der Po-
pulation zu berechnen. Die Abschitzung basiert dabei auf der Annahme einer vollstandig
synchronen Kultur. Im diesem Fall kommt es bei der Sprossung zu einer sprunghaften
Erhohung der Zellzahl. Anschlieend nimmt die Zellzahl aufgrund der Auswaschung ex-
ponentiell ab, bis es wieder zur Sprossung kommt. Der in Bild 5.8 (oben) dargestell-
te berechnete Verlauf der Zellzahl liegt innerhalb der berechneten Grenzen. Die fiir die
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Bild 5.8: Zellzahl, Sprossungsindex und Generationszeit sowie die normierte Zellbilanz e=Per.0 4
e~Dar.p L 1 wihrend der Simulation entsprechend Bild 5.7. Zum Vergleich sind die aus der Popula-
tionsbilanz stammenden theoretischen Werte in die Diagramme eingetragen. Die Symbole im unteren
Diagramm kennzeichnen die mittleren Generationszeiten und die hieraus gebildete normierte Bilanz
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Bild 5.9: Rate der sich teilenden Zellen u(¢,1) am Ende des Zellzyklus, Sprossungsindex sowie die
Generationszeit im Bereich zwischen 70 und 120 A der in Bild 5.7 gezeigten Simulation. Die durch
Symbole gekennzeichnete mittlere Generationszeit ist durch das mit u(t, 1) gewichtete Integral tiber
jeweils eine Periode berechenbar

vollstiandig synchrone Kultur berechneten Grenzen werden jedoch zu keiner Zeit erreicht.
Die in der Simulation vorliegende Population ist offensichtlich nur ndhrungsweise durch
eine vollstdndig synchrone Verteilung beschreibbar.

Bild 5.8 (unten) zeigt die in der Simulation berechnete Generationszeit der Tochter- und
der Mutterzellen. Die Generationszeiten der Zellen einer Teilpopulation, das heifit einer
Gruppe von Zellen mit gleichen genealogischen und Zellzykluseigenschaften, sind nicht
konstant. Durch den beschriebenen Synchronisationsmechanismus sinkt die Generations-
zeit der Zellen im Verlauf der Sprossung der Teilpopulation. Mit dem Beginn der Sprossung
aktivieren die Zellen die eingelagerten Speicherstoffe. Wird hierdurch die respiratorische
Kapazitét iiberschritten, so bilden die Zellen Ethanol. Neben dem eigentlichen Substrat
haben die Zellen in der Einzelphase dann die Moglichkeit, auch Ethanol aufzunehmen.
Sie benotigen daher teilweise eine deutlich kiirzere Zeit, um die zur Teilung notwendige
Grofle zu erreichen. Da die Generationszeit der Zellen nicht konstant ist, kommt es bei
der in Bild 5.8 (unten) gezeigten Berechnung der normierten Zellbilanz der stationdren
Kultur zu gréfleren Abweichungen. Betrachtet man hingegen die mittleren Generationszei-
ten der Teilpopulationen des dynamischen Modells, zeigt sich eine gute Ubereinstimmung
mit den aus der Populationsbilanz abgeleiteten theoretischen Generationszeiten; zudem
stimmt die normierte Zellbilanz in beiden Féllen {iberein. In Bild 5.9 ist hierzu im Bereich
zwischen 70 und 120 h der zeitliche Verlauf der Teilungsrate, sowie die Generationszeit der
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Bild 5.10: Simulation von Periodenldnge und geléstem Sauerstoff bei Variation der maximalen Gluco-
seaufnahmerate Té’,mam in der Tochterzellphase. Die Aufnahmerate wird alle 30 A variiert; die Masse
der drei Tochterzellklassen betragt zunachst mg po = 10 10~ 2g, mo p1 = 12 10724 und mo,p2 =
12-107'2g. Nach 150 h verringert sich die Masse aller Tochterklassen auf mg p = 10-10712¢

Tochterzellen dargestellt. Das Maximum der Teilungsrate bestimmt den Mittelwert der
Generationszeit. Im Minimum des Verlaufes der Generationszeit teilen sich dagegen nur
wenige Zellen. Der Verlauf der mittleren Generationszeit gibt die Generationszeiten der
Zellklassen offensichtlich gut wieder. Dies wird durch den Moduswechsel zwischen 90 und
100 A von Modus 12 zu Modus 13 dokumentiert. Die exemplarisch durchgefiihrte Simu-
lationsrechnung zeigt, dafl die aus der Populationsbilanz abgeleiteten Eigenschaften gut
zur Charakterisierung der synchronen Kultur geeignet sind. Die Annahme ganzzahliger
Verhéltnisse zwischen den Generationszeiten und der Periodenliange stellt eine brauchbare
Approximation dar, die zum Versténdnis der Vorginge in der synchronen Kultur beitragt.

5.4.2 Modi des Mehr-Klassen-Modells

Die Analyse der stationdren Kultur deutet bei einigen der von Beuse (1998) durchgefiihr-
ten Experimente auf eine Klassenstruktur hin, in der es notwendig ist, mehr als nur
zwei Klassen zu unterscheiden. Aus diesem Grunde ist eine Erweiterung des dynamischen
Modells entsprechend der in Kapitel 2.3 vorgestellten genealogischen Klasseneinteilung
durchgefiihrt worden. Das Modell erlaubt es beispielsweise, die unterschiedliche, mit dem
genealogischen Alter ansteigende Grofle der Zellen zu beriicksichtigen (siehe Abschnitt
2.4.3). Die genealogische Struktur ist in Bild 2.21 D angegeben. Hierbei kommt wiederum
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das im Anhang angegebene Stoffwechsel- und Reaktormodell zu Einsatz. Eine Zusam-
menfassung der Modellstruktur befindet sich in Tabelle 5.4.

Im folgenden wird das stationére Verhalten einer Klassenstruktur mit zwei Mutterklassen
sowie drei Tochterklassen untersucht. Die Sprofizellen der Tochterklassen (P0) weisen eine
Masse von mg pg = 10-107'2g auf, die kleiner als die Massen mg p; = mg p2 = 12-107'%g
der Mutterklassen ist. Bild 5.10 zeigt den Verlauf einer Simulation mit einem Wechsel
der maximalen Glucoseaufnahmerate r{, .., in der Tochterzellphase (aller Klassen). Fiir
hohe Wachstumsraten ist eine dem Modus 12 entsprechende Periodenlénge zu beobach-
ten. Dies entspricht auch der Verteilungsdichtefunktion in den einzelnen Klassen. Eine
stiarkere Absenkung der Aufnahmerate ab ¢t = 90 h fiithrt hier nicht auf Modus 13. Die
Verteilungsdichtefunktion zeigt, dal nur in der Klasse DO der jiingsten Tochterzellen eine
dritte Teilpopulation hinzukommt. Die auftretende Periodenléinge entspricht ndherungs-
weise der fiir den Modus 123 des Drei-Klassen-Modells. Nach ¢ = 150 h wird auch die
Masse der Sprofzellen aller Klassen auf 10-107'2g abgesenkt. Eine erneute Verringerung
der Aufnahmerate ab t = 180 A fithrt nun auf den Modus 13. Sowohl das Ubergangs-
verhalten, als auch der stationére Zustand des Mehr-Klassen-Modells entspricht hier den
Ergebnissen des einfachen Phasenmodells im vorangegangenen Abschnitt.

Bild 5.11 gibt Aufschluf§ iiber weitere Variablen des Populationsmodells in der Simulati-
on. Der im Bild oben angegebene Sprossungsindex ist hier auf die Zellzahl der jeweiligen
Klasse bezogen. Zum Vergleich sind die aus der Populationsbilanz abgeleiteten maximalen
Werte des Sprossungsindex fiir die Modi 12, 123 und 13 angegeben. Wie die Sprossungs-
indizes der Mutterzellklassen P1 und P2 erkennen lassen, befinden sich zeitweise nahezu
alle Zellen dieser Klassen in der Sprossungsphase. Die Moduszahl der Mutterklassen be-
tragt daher wihrend der gesamten Simulation Iy = I, = 1. Der Sprossungsindex der
Tochterzellklasse PO liegt fiir ¢ < 90 h und von 120 bis 180~ zwischen den maximalen
Werten fiir die Modi 123 und 12. Das heifit, in diesen Abschnitten der Simulation be-
tragen die Moduszahlen Jy = J; = 2. Zwischen 90 und 120 A sowie ab 180 h sinkt der
berechnete Sprossungsindex gegeniiber den Modus 12 charakterisierenden Verhéltnissen
ab. Im ersten Abschnitt deutet der Verlauf auf den Modus 123, wihrend sich spéter der
Modus 13 einstellt.

Des weiteren ist die Zahl der sprossenden Zellen in den Klassen PO bis P2 angegeben.
Auch hier ist zusétzlich das aus der Populationsbilanz berechnete theoretische Verhalt-
nis zwischen den einzelnen Klassen angegeben. In der ersten Phase der Simulation (bis
t = 150 h) weisen die Tochterzellklassen eine unterschiedliche Masse auf. In diesem Ab-
schnitt sind fiir den Modus 12 leichte Abweichungen der berechneten Zellzahl von der
theoretischen Vorhersage fiir die Klassen PO und P2 zu beobachten; wihrend fiir den
Modus 123 dagegen eine gute Ubereinstimmung vorliegt. Nach der Symmetrierung des
Systems (ab t = 150 h) ist sowohl fiir den Modus 12 als auch fiir den Modus 13 eine gute
Ubereinstimmung vorhanden.

Die Betrachtung der Generationszeiten der Tochter- und Mutterzellen zeigt keine konstan-
ten Werte fiir die Zellen einer Teilpopulation. Dies entspricht dem oben gezeigten Ergebnis
mit dem einfachen Zwei-Klassen-Modell. Betrachtet man die mittleren Generationszeiten,
s0 ist eine gute Ubereinstimmung mit den durch das Modus-Modell vorhergesagten Zeiten
festzustellen. Die Differenz zwischen der Linge der Einzelzellphase der Klassen D0 auf
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Bild 5.11: Zellzahl, Sprossungsindex und Generationszeit wahrend der Simulation aus Bild 5.10.
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der einen und D1 bzw. D2 auf der anderen Seite entsprechen, wie aus Bild 5.11 (unten)
hervorgeht, dem Anstieg der Generationszeit der Tochterzellen von Modus 12 auf Modus
13.

Die Ergebnisse lassen folgendes erkennen: Die unter vorgenannten Voraussetzungen ab-
geleiteten Eigenschaften der Periodenlinge sind auch bei der dynamischen Simulation
erkennbar. Es scheinen Bedingungen zu existieren, bei denen die Verhéltnisse zwischen
den Generationszeiten ohne Synchronisierung erfiillt sind (natiirliche Bedingungen). Tre-
ten Abweichungen von diesen Bedingungen auf, so wird die periodische Losung durch die
Wirkung der Synchronisationsmechanismen erreicht. Immer dann, wenn eine Synchronisa-
tion notwendig ist, sind teilweise Abweichungen von der theoretischen Periodenléange infol-
ge variierender Generationszeiten innerhalb einer Teilpopulation erkennbar. Bei grofleren
Abweichungen von den natiirlichen Bedingungen ist jedoch eine ausgeglichene Populati-
onsbilanz nur durch einen Moduswechsel zu erreichen. Die Bilanzgleichungen erleichtern
das Verstédndnis der Eigenschaften der synchronen Kultur, obwohl die zugrunde liegenden
Annahmen nicht vollstéandig erfiillt sind. Dies betrifft im wesentlichen die Homogenitét
sowie Unteilbarkeit der Teilpopulationen.

5.4.3 Experimente

Aus den von Bellgardt (1994a) formulierten Annahmen leiten sich vorgenannte Eigen-
schaften einer aus Mutter- und Tochterzellen bestehenden synchronen Kultur ab. Zur
Uberpriifung fithrte Beuse (1998) eine Reihe von Experimenten durch. An Hand des dyna-
mischen Modells sollen die in kontinuierlicher Kultur beobachteten periodischen Losungen
untersucht werden. Fiihrt eine Parameterdnderungen zum Moduswechsel, so ist dies auf
eine starke Anderung der Wachstumsbedingungen der einzelnen Klassen zuriickzufiihren.
In der oben genannten Arbeit weist Beuse auf eine Vielzahl dieser Einfluigréfien hin, die
einen Moduswechsel verursachen koénnen. Es sind dies die Verdiinnungsrate, die Gel6st-
Sauerstoffkonzentration, der pH-Wert oder auch die Qualitdt der Substratquelle. Die
Verdiinnungsrate hat unter den genannten eine besondere Stellung: Sie ist in den Bi-
lanzgleichungen enthalten und hat daher stets einen Einflufl auf die Periodenlénge. Eine
Variation der Verdiinnungsrate kann zusétzlich auch einen Moduswechsel verursachen.
Eine Anderung der nicht in der Bilanzgleichung explizit beriicksichtigten Parameter, wie
zum Beispiel der Gelost-Sauerstoffkonzentration, des pH-Wert haben dagegen nur dann
einen Einfluf} auf die Periodenléinge, wenn diese einen Moduswechsel zur Folge hat.

Der Moduswechsel ist nur dann durch das Modell beschreibbar, wenn bekannt ist, in
welcher Weise diese Parameter die Wachstumsbedingungen der einzelnen Klassen beein-
flussen. Vorstehende Ausfithrungen lassen erkennen, dafl eine ausreichende Verschlechte-
rung der Wachstumsbedingungen einer Klasse auch zum Moduswechsel fithren kann. Der
EinfluB} der genannten Prozeparameter auf den Stoffwechsel der Zellklassen ist jedoch
zumeist nicht bekannt. Eine Ausnahme stellt auch hier die Verdiinnungsrate dar: Ab-
schnitt 2.4.3 enthilt die Generationszeiten der asynchronen Kultur in Abhéngigkeit von
der Verdiinnungsrate. Die anderen Prozeparameter bleiben im folgenden aufler acht, um
keine Vermutungen iiber ihren quantitativen physiologischen Einflul anstellen zu miissen.
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Bild 5.12 (oben) zeigt die Ergebnisse eines Experimentes zur Untersuchung des Einflus-
ses der Verdiinnungsrate auf die Periodenldnge der synchronen Kultur. Hierzu wurde
die Verdiinnungsrate ausgehend von D = 0.05 h~! schrittweise um AD = 0.02h~ ! auf
D = 0.15h7 " erhoht. Aufgetragen sind die Verldufe der experimentell ermittelten sowie
der theoretischen Periodenlénge fiir die Modi 11, 112, 12 und 13. Die Periodenlédnge deutet
zunéchst auf Modus 112 des Drei-Klassen-Modells hin (Bereiche I+1T). Danach erfolgen
Modiwechsel von Modus 112 auf Modus 12, auf Modus 13 und zuriick auf Modus 12. Die
in der unteren Grafik dargestellten Simulationsergebnisse sind mit Hilfe des in Bild 2.21
C dargestellten Zwei-Klassen-Modells entstanden. Die Struktur des verwendeten Modells
ist in Tabelle 5.5 zusammengefafit. Obwohl die Prozefiparameter denen im Experiment
entsprechen, ist das Modell nicht in der Lage, die Modi des Drei-Klassen-Modells zu
berechnen. Die Kultur befindet sich daher in der Simulation in den Bereichen I und II
im Modus 12. Verursacht durch den Wechsel auf die hochste im Experiment gewéhlte
Verdiinnungsrate tritt ein Wechsel von Modus 12 auf Modus 13 auf (Bereich VI). Dabei
zeigen Modell und Experiment ein qualitativ d&hnliches Verhalten. Mit anderen Worten,
in beiden Féllen ist ein Moduswechsel infolge einer verdnderten Verdiinnungsrate beob-
achtbar.

Bild 5.13 zeigt die Generationszeiten von Mutter- und Tochterzellen sowie die Zellver-
teilung fiir die drei angegebenen Zeitpunkte. Die Generationszeiten einer Teilpopulation
sind, wie auch bei den vorangegangenen Simulationsbeispielen, nicht konstant. Die mitt-
lere Generationszeit weist in dem hier betrachteten Beispiel keine eindeutige Tendenz zu
den theoretischen Werten des Zwei-Klassen-Modells auf. Anhand der Anzahl der Maxima
der Verteilungsdichtefunktion in Bild 5.13 (unten) ist es jedoch moglich, den Wechsel von
Modus 12 zu Modus 13 abzulesen. Die Zellverteilung zwischen den einzelnen Phasen ist
unstetig, da aufgrund der Normierung in jeder Phase eine andere Wachstumsgeschwin-
digkeit ¢ vorliegt. Zu Beginn der Einzelzellphase findet zudem eine Addition der Fliisse
aus Mutter- und Tochterzellklasse statt (vergleiche Bild 2.21 C).

Fiir eine bessere Anpassung des Modells an die Realitdt sind weitere Informationen iiber
die tatséchlichen Zusammenhénge im Verlauf des Zellzyklus notwendig. Beispielsweise
wire ein Vergleich der berechneten Zellverteilungen mit gemessenen Verlaufen wiinschens-
wert. Eine zeitlich hohe Auflésung derartiger Verteilungen wiirde es erlauben, das Wachs-

Tabelle 5.5: Modellparameter der in Bild 5.12 gezeigten Simulation

‘ Parameter ‘
Numerisches Verfahren FV | phys. Zyklusvariable s. Kap. 2.4.4.2 Mod. B
Stiitzstellen 40 | Masse mo p 8-10712g
Diffusion o 0.001 ~~! | Randbedingung s. Kap. 2.3
Phasen 3 | Anfangsverteilung cosinusférmig
gen. Alter g 0 | Stoffwechselmodell s. Kap. A.1
Tochterklassen 1 | Reaktormodell s. Kap. A.2

Verdiinnungsrate D 0-0.15h71
Substrat cg,, co.r 20, 20 g1t
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tums und die Synchronisation der Zellpopulation zu beobachten. Die von Beuse (1998)
identifizierten, den Wachstumsmodus beeintriachtigenden Parameter konnen nur dann in
das Modell aufgenommen werden, wenn deren Einflul auf die unterschiedlichen Zellklas-
sen und -phasen bekannt ist. Ohne dieses Wissen muf3 die Analyse der synchronen Kultur
auf die qualitativen Eigenschaften des Wachstumsmodus beschrénkt bleiben.



Kapitel 6

Diskussion

Bei dem Versuch Stofffliisse im Bioreaktor zu bestimmen wird héufig iibersehen, dafl die
auftretenden Stoffumsétze nicht von einer groflen Zahl gleicher Zellen erbracht werden.
Vielmehr besteht eine Kultur aus einer Vielzahl von Zellen mit sehr unterschiedlichen
Eigenschaften. Dies wird deutlich, wenn man beispielsweise die Oszillation der Prozef-
parameter in Anschluf an eine Synchronisation der Zellen beziiglich ihres Zellzyklus
betrachtet. Bei steigenden qualitativen Anspriichen an die Bilanzierung der Stofffliisse
diirfen Parameter wie das genealogische Alter und der Zyklus nicht unberiicksichtigt blei-
ben. Zum besseren Verstandnis dieser Vorgénge und auch zur Prozeffithrung ist es daher
wiinschenswert, den Zellzyklus und die Populationsstruktur in die dynamischen Wachs-
tumsmodelle aufzunehmen. Es ist dabei nicht ausreichend, ein kinetisches Modell um ein
schwingfihiges System von zellinternen Speicherstoffen zu erweitern, wie beispielsweise
von Heinzle et al. (1983) angegeben. Auch das von Jones und Kompala (1999) vorge-
stellte kybernetische Modell beschreibt nur die asynchrone Kultur in zufriedenstellender
Weise. Die Periodenlénge der synchronen Kultur mufl bei derartigen Modellen fiir jeden
Arbeitspunkt neu kalibriert werden, da das Modell den ursédchlich fiir die Periodizitét
verantwortlichen Zellzyklus nicht enthélt.

Das bislang detaillierteste Modell des Zellzyklus wurde von Stréssle (1988) vorgestellt.
Es beschreibt die synchrone und die asynchrone Kultur. Der Zellzyklus ist explizit durch
eine partielle Differentialgleichung im Modell enthalten. Es stellt eine konsequente Weiter-
entwicklung fritherer kinetischer Modelle dar (Bellgardt, 1984; Sonnleitner und Képpeli,
1986). Anstatt das biochemische Stoffwechselnetz zu erweitern, wurde groBe Aufmerksam-
keit dem Zellzyklus gewidmet. Die folgenden Abschnitte diskutieren die in dieser Arbeit
erzielten Fortschritte gegentiber dem in Stréssle (1988) enthaltenen Modell.

6.1 Numerik

In dem von Stréssle (1988) vorgestellten Modell ist bedingt durch die numerische Diffu-
sion des gewdhlten Verfahrens zur Diskretisierung des Zellzyklus stets ein systematischer
Fehler bei der Berechnung der Zellverteilung enthalten. Die berechnete Losung gleicht
eher einer partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit Diffusionsterm als der
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gewiinschten partiellen Differentialgleichung erster Ordnung. Die Diffusion fiihrt dabei zu
einer Desynchronisation der Zellverteilung. Aus diesem Grund ist das Verfahren nur be-
dingt zur Analyse der Synchronisation geeignet. Beeinflufit wird die Diffusion durch die
Zahl der Stiitzstellen und nicht durch einen explizit in den Modellgleichungen enthaltenen
unabhéngigen Diffusionsterm. Auch die fiir die synchrone periodische Kultur vorgestellte
Zellbilanz basiert auf den Modellgleichungen ohne Diffusion. All diese Faktoren fithren zu
dem Wunsch, andere numerische Verfahren einzusetzen, die keine Diffusion aufweisen.

Zur Losung der den Zellzyklus beschreibenden Differentialgleichungen sind daher in Ab-
schnitt 3.1 drei numerische Verfahren untersucht worden. Hierbei handelt es sich um das
auch von Strissle (1988) verwendetet Verfahren der Finiten Differenzen (FD). Alternati-
ven hierzu stellen die Finite Volumenmethode (FV) sowie das Charakteristikenverfahren
dar. Letzteres bietet den Vorteil einer exakten Losung an den Stiitzstellen. In diesem
Fall tritt innerhalb eines Zellzyklus keine numerische Diffusion auf. Eine Interpolation
zwischen den Stiitzstellen ist jedoch immer dann erforderlich, wenn mehrere Zellfliisse
addiert werden miissen oder infolge einer starken Synchronisation der Zellen. Durch die
Synchronisation der Zellen kommt es zu grofien Liicken zwischen den Stiitzstellen, die
durch eine Neuordnung beseitigt werden miissen, um die integralen Groflen wie die Zell-
zahl bestimmen zu konnen.

Im Gegensatz zum Charakteristikenverfahren weist das FD-Verfahren, wie bereits er-
wahnt, abhéngig von der Anzahl der Stiitzstellen eine starke numerische Diffusion auf.
Diese bewirkt eine Desynchronisierung und fithrt daher auf eine asynchrone Verteilung der
Zellen. Das heifit im Fall einer zu l6senden partiellen Differentialgleichung erster Ordnung,
die beispielsweise den Zellzyklus beschreibt, weicht die numerische Approximation deutlich
von der exakten Losung ab.

Das dritte, ndmlich das FV-Verfahren, stellt einen Kompromifi zwischen der Giite der
numerischen Losung einerseits und der Handhabbarkeit des Modell andererseits dar. Der
groflere Interpolationsradius des in Abschnitt 3.1.2.2 vorgestellten FV-Verfahrens bedingt
jedoch im Vergleich zum FD-Verfahren eine geringere numerische Stabilitédt. Dies gilt
insbesondere fiir steile Gradienten in der Verteilungsfunktion.

Das FD- und das FV-Verfahren lassen sich gut in die Standardprogramme zur Losung
gewohnlicher Differentialgleichungen integrieren. Die hierfiir notwendigen Routinen sind
im Rahmen der Arbeit entstanden. Fiir das gewohnliche Charakteristikenverfahren ist
dies mit etwas groflerem Aufwand ebenfalls moglich. Die bei diesem Verfahren sinnvolle
zeitlich umgekehrte Berechnung der Charakteristik gelingt jedoch nicht. Fiir eine Losung
unabhéngig von bestehenden Programmteilen sollte diese Variante in Betracht gezogen
werden, da sie insbesondere fiir partielle Differentialgleichungen erster Ordnung Vorteile
aufweist. Aufgrund der starken Kopplung von Modellteilen mit konzentrierten und ver-
teilten Parametern wurde hier jedoch eine Variante gewihlt, die auf Standardprogrammen
aufsetzt.

Ein zusétzlich eingefiihrter Diffusionsterm ermoglicht es, statistische Abweichungen zwi-
schen der Wachstumsrate einzelner Zellen zu beriicksichtigen. Im Gegensatz zu der un-
erwiinschten numerischen Diffusion stellt dieser Term eine Erweiterung der Modellglei-
chung dar und keine fehlerhafte Approximation. Mit Hilfe dieses Termes ist es unter den
in Abschnitt 3.1.3 dargestellten Bedingungen moglich, statistische Effekte in der Kultur
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zu beschreiben. Die vorgestellten Methoden erlauben auch die Verwendung einer echten
statistischen Teilungsfunktion. Der hohere numerische Aufwand ist allerdings erst dann
gerechtfertigt, wenn umfangreichere Messungen der Zellverteilung im Experiment vorlie-
gen.

Die Normierung des Zellzyklus auf feste Intervallgrenzen erleichtert die Implementierung
des Zellzyklusmodells. Dies hat zur Folge, dafl beispielsweise bei einer VergrofSerung der
Masse der Tochterzellen diese nicht mehr am Anfang des Intervalls sondern auch an jedem
beliebigen Punkt in der Mitte des Intervalls zufliefen kann. An der ZufluBstelle entsteht
dabei eine Unstetigkeit in der Zellverteilung. Stellt dies fiir das FD-Verfahren kein Pro-
blem dar, so entstehen aufgrund des grofleren Interpolationsradius des FV-Verfahrens
hier numerische Instabilitdten. Aus diesem Grund finden sich in Kapitel 2.2 neben den
Modellgleichungen auch Abschnitte, die eine Variation der Intervallgrenzen betrachten.
Ziel hierbei ist es, die Intervallgrenzen so anzupassen, dafl der ZufluB} stets am Beginn
des Intervalls erfolgt. Die beiden vorgestellten Verfahren weisen jedoch auch Nachteile
auf: Bei Verwendung der festen Intervallgrenzen mufl gewihrleistet sein, dafl die Masse
der zuflieBenden Zellen sich stets im Intervall befindet. Fiir die an den ZufluB} angepafiten
Intervallgrenzen ist dagegen die Anderungsgeschwindigkeit der zuflieBenden Zellmasse be-
grenzt, sollen keine Zellen verloren gehen. Die vorliegende Arbeit bietet fiir dieses Problem
keine endgiiltige Losung an. Es hat sich gezeigt, dal eine Synchronisation der Zellen in
der kontinuierlichen Kultur auch fiir feste Zellmassen in allen Phasen auftritt. Fiir die-
sen Fall kann das FV-Verfahren ohne Einschriankungen eingesetzt werden. Sollen jedoch
Veranderungen der Zellmasse beschrieben werden, so ist dies nur unter Beachtung der
Randbedingungen méglich.

Die zeitliche Abhéngigkeit der Zellmasse des Zuflusses hat auch Auswirkungen auf die Auf-
teilung des Zellzyklus in einzelne Phasen. Besonders fiir dltere Zellklassen wird beschrie-
ben, daf die Zellen sehr bald nach der Teilung wieder mit der Sprossung beginnen. Bereits
kleinere Variationen der Zellmasse konnen in diesem Fall bei einer ohnehin sehr verkiirzten
Einzelzellphase dazu fithren, dafl die Zellmasse des Zuflusses auch die maximale Zellmas-
se dieser Phase iibersteigt. Ahnliches gilt fiir die Tochterzellen: Entstehen withrend einer
langen Sprossungsdauer relativ grofie Zellen, so miissen diese weiterhin die zusétzliche
Tochterzellphase durchlaufen. Fiir hohe Wachstumsraten stellen Thompson und Wheals
(1980) aber nahezu gleiche Generationszeiten fiir Mutter- und Tochterzellen fest. Es ist
daher zu {iberlegen, ob auf die zwar recht iibersichtliche Aufteilung in die einzelnen Phasen
verzichtet werden sollte.

6.2 Stoffwechselmodell

Aufgrund der Anforderungen, die sich durch die Verwendung von genetisch verdnderten
Organismen ergeben, sind Stoffwechselnetze fiir Katabolismus und Anabolismus erstellt
worden. Die Aufnahme der komplexen Stoffwechselnetze in das dynamische Modell war
jedoch fiir die im Rahmen der Arbeit behandelten Fragestellungen nicht notwendig. Dies
ist durch die beziiglich des Nahrstoffangebotes und des biologischen Stammes weitge-
hend konstanten Bedingungen in den Experimenten begriindet. Daher war es moglich,
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die Hauptstoffwechselwege durch die aus dem vollstédndigen Stoffwechselnetz gewonnenen
Ertragskoeffizienten zu charakterisieren.

Des weiteren wurden die Eigenschaften des von Striissle (1988) angegebenen biologischen
Modells analysiert. Das Interesse lag dabei auf den von Zyklus bzw. Population abhéngi-
gen Parametern. Fiir die asynchrone Kultur liegen beispielsweise Messungen der Genera-
tionszeiten von Mutter- und Tochterzellen sowie der Dauer der Doppelzellphase vor. Die
Generationszeit einer Zelle ist in dem von Stréssle (1988) angegebenen Modell nicht expli-
zit enthalten. Daher mufite das Modell zunéchst um das Zyklusalter erweitert werden. Die
Generationszeit der Zellen einer Klasse ergibt sich dann aus dem Zyklusalter zum Zeit-
punkt der Zellteilung, also am Ende des Zyklus. Der Vergleich der mit dem um die Gene-
rationszeiten erweiterten Modell von Stréssle (1988) durchgefithrten Simulationen und der
MeBergebnisse wies erhebliche Abweichungen auf. Dies betraf die Generationszeiten aber
auch die Lénge der Sprossungsphase. Die durchgefiihrte Anpassung der Modellparameter
an die Messungen zeigte, dafl sowohl mit einer Definition der Dauer der Sprossungsphase
als auch mit der Vorgabe der maximalen Zellmasse sich eine qualitative Verbesserung
der Ubereinstimmung erzielen laBt. Die Synchronisation der Kultur ist ebenfalls mit bei-
den Varianten moglich. Wie bereits im Zusammenhang mit den numerischen Lésungen
erwahnt, verwenden die dynamischen Simulationen die Variante mit festen Intervallgren-
zen, das heifit einer starren Kopplung von Zellzyklus und Zellmasse. Zumindest in dem
fiir die synchronen Kulturen interessanten Bereich der Verdiinnungsraten erscheint diese
Annahme zuléssig (siche Abschnitt 2.4.3).

Die Kopplung des Zellzyklus an die Umgebungsbedingungen geschieht, wie bei Stréssle
(1988) iiber die Wachstumsrate. Wie in Abschnitt 2.2.3 gezeigt, ist die Angabe einer festen
Beziehung zwischen dem Substratangebot und der Generationszeit nur fiir Sonderfille,
wie z.B. fiir die asynchrone stationdre Kultur, zuléssig. Im allgemeinen Fall kann die
Generationszeit erst dann angegeben werden, wenn die Zelle die notwendige Grofie erreicht
hat und sich teilt. Hierzu ist jedoch das Integral der Wachstumsrate iiber den gesamten
Zellzyklus zu beriicksichtigen. Es ist also auch nicht zuldssig, die Synchronisation mit
Hilfe einer derartigen Kopplung zwischen Substratangebot und Generationszeit, wie sie
bei Hjortso und Nielsen (1994) zu finden ist, zu erkldren.

Die Synchronisation im dynamischen Modell entsteht vielmehr durch einen Wechsel der
Wachstumsrate zwischen der G- und der S-Phase. Die in der ersten Phase angelegten
Speicherstoffe werden anschlieend in der Sprossungsphase mobilisiert. Infolge der {iber-
schrittenen respiratorischen Kapazitdt kommt es zu einer Produktion von Ethanol, das
wiederum dazu beitrdgt, das Wachstum der Zellen in der G;-Phase zu beschleunigen.
Einem Teil dieser Zellen ist es auf diese Weise moglich, ebenfalls die Sprossungsphase
zu erreichen. Die nichtlineare Kinetik zur Bestimmung der eingelagerten Speicherstoffe
(Strassle, 1988) spielt bei der Synchronisation jedoch keine Rolle. Sie bestimmt lediglich
die maximale Wachstumsrate bei der eine Synchronisation auftritt, da mit zunehmender
Glucoseaufnahmerate nicht mehr geniigend Speicherstoffe gebildet werden. Die Spros-
sung wird in der Simulation in der Regel von einer einzelnen Zellklasse initiiert. Durch
die beschriebene Synchronisation folgen mit einer zeitlichen Verzégerung die anderen Zell-
klassen. Die Experimente von Bartling (1996) enthalten ebenfalls diese Verschiebung der
einsetzenden Sprossung. Der Anstieg des Sprossungsindex der Tochterzellen erfolgt dort
etwa 40 min nach dem der Mutterzellen. Das vorgestellte Modell der periodischen syn-
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chronen Kultur ist demnach geeignet, auch diesen realitdtsnahen Fall zu behandeln. Das
Beispiel fiihrt dariiber hinaus die Notwendigkeit von morphologischen Mef3werten zur Va-
lidierung des Zellzyklusmodells vor Augen.

6.3 Zellbilanz fiir synchrones Wachstum

Gegeniiber einer synchronisierten Batchkultur hat eine kontinuierliche synchrone Kultur
den Vorteil, dafi sie iiber mehrere Zellzyklen periodisches Verhalten aufweist. Mit Hilfe der
Zellbilanz gibt Bellgardt (1994a) Eigenschaften dieser periodischen Losung an: Abhéngig
vom Verhéltnis der Generationszeiten besteht ein linearer Zusammenhang zwischen Pe-
riodenldnge und Verdopplungszeit. Das heifit, bei einer festen Verdopplungszeit ist fiir
jeden Wachstumsmodus genau eine Periodenléinge vorgeschrieben. Fiir diese Uberlegun-
gen muf} allerdings gefordert werden, dafl die Generationszeiten ganzzahligen Vielfachen
der Periodenlénge entsprechen. Dabei werden lediglich zwei Zellklassen, ndmlich Tochter-
und Mutterzellen unterschieden.

Basierend auf diesem Modell wurde im Rahmen der Arbeit ein Katalog von Versuchen
erarbeitet, mit dem Ziel, die Giiltigkeit der getroffenen Annahmen und der gefundenen
Zusammenhénge zu priifen. Von besonderem Interesse war dabei die Abhéngigkeit der
Periodenlédnge der synchronen Kultur von der Verdiinnungsrate und von weiteren Para-
metern, die nicht explizit im Modell enthalten sind (z.B. dem Sauerstoffangebot). Parallel
zu der Erstellung des dynamischen Modells sind von Beuse (1998) zahlreiche Experimen-
te mit synchronen Kulturen durchgefiihrt worden. Die entstandene Versuchsreihe ist die
erste, die mit Kenntnis der besonderen Eigenschaften der synchronen periodischen Kultur
geplant wurde.

Generell wird der Verlauf synchroner Experimente durch eine theoretisch beliebig komple-
xe genealogische Struktur der Population beeinflufit. Aus diesem Grund erschien es sinn-
voll, die von Bellgardt (1994a) vorgestellte Bilanz fiir eine allgemeine Populationsstruktur
zu erweitern. Die Erfahrung mit der MeBreihe von Beuse (1998) zeigt, dafl zumindest drei
Klassen mit unterschiedlichen Wachstumsverhalten auftreten kénnen. Dies gilt insbeson-
dere fiir den Modus 112. Die Tochterzellen verhalten sich in diesem Fall nicht homogen;
abhéngig vom Alter ihrer Miitter besitzen sie unterschiedliche Eigenschaften. Durch Ex-
perimente mit verschiedenen Verdiinnungsraten konnte die Annahme eines Modus des
Drei-Klassen-Modells bestétigt werden. Die in Bild 1.6 eingezeichneten Zwischenmodus-
linie entspricht Modus 112.

Abschnitt 3.2 enthélt die im Rahmen der Arbeit erstmalig abgeleitete erweiterte Zellbi-
lanz fiir die vorgestellte allgemeine genealogische Klassenstruktur. Es zeigt sich, obwohl
fiir Systeme mit mehreren Klassen weitere Wachstumsmodi und weitere Proportiona-
litdtsfaktoren hinzukommen, dafl die lineare Abhéngigkeit zwischen Periodenldnge und
Verdopplungszeit bestehen bleibt. Voraussetzung fiir die periodische Losung ist, dafl die
Zahl der Teilpopulationen jeder Zellklasse dem Verhéltnis aus Generationszeit und Pe-
riodenlénge, also der Moduszahl, entspricht. Fiir eine Zellklasse, deren Generationszeit
das Doppelte der Periodenlénge betriagt, sind demnach genau zwei Teilpopulationen not-
wendig, die sich phasenverschoben im Zellzyklus befinden. Auf diese Weise gelangt nach
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jeder Periode genau eine der Teilpopulationen in die Sprossungsphase und beendet schlief3-
lich den Zellzyklus. Die Unteilbarkeit der Teilpopulationen stellt dabei eine grundlegende
Voraussetzung dar.

Unter realen Bedingungen ist es allerdings denkbar, dal auch bei leichten Abweichungen
von den theoretischen Generationszeiten die Teilpopulationen nach der Teilung wieder zu
neuen Teilpopulation verschmelzen. Die Untersuchungen von Bartling (1996) und auch
der bei einigen synchronen Experimenten zu beobachtende Doppelpeak im Verlauf der
Abgaswerte deutet auf eine verzogerte Sprossung in den einzelnen Zellklassen hin. Fiir
diesen Fall zeigt die in dieser Arbeit in Abschnitt 3.2.5 vorgestellte Sensitivitdtsanalyse,
daB nur eine verhédltnisméfig geringe Abweichung der Periodenlénge auftritt.

Von grofier Bedeutung fiir die Beurteilung synchroner Experimente ist die Meflgenauigkeit
bei der Ermittlung der Verdiinnungsrate. Die Versuchsbedingungen machen es notwen-
dig, eine sehr geringe Verdiinnungsrate (Gréfienordnung 0.05-0.1 h~1) {iber einen langen
Zeitraum von einigen Wochen konstant zu halten. Die Experimente zeigen, dafl eine Drift
der Verdiinnungsrate zu einer entsprechenden, langsamen Verschiebung der Periodenldnge
fithren. Kurzzeitige Schwankungen kénnen die Sprossung auslésen und zu einem Verlust
der Periodizitét fiihren.

Die vorhandenen Messungen Zellzyklus relevanter Parameter beinhalten zumeist Zellzahl
oder Sprossungsindex der verschiedenen Zellklassen. Kapitel 4 trigt dem Rechnung und
gibt die theoretische Zellzahl und den Sprossungsindex fiir die synchrone kontinuierliche
Kultur entsprechend dem erweiterten Mehr-Klassen-Modell an. Neben der Periodenlénge
bieten die beiden Parameter eine weitere Moglichkeit, durch Vergleich mit den theoreti-
schen Werten auf den Wachstumsmodus der Kultur zu schlieen. Dariiber hinaus stellt
diese Arbeit ein Verfahren vor, aus dem zeitlichen Verlauf des Sprossungsindex eine Ap-
proximation der Zellverteilung zu bestimmen. Die gewonnene Verteilung gibt einerseits
einen Anhaltspunkt fiir die als Ergebnis der dynamischen Modellrechnung zu erwartende
Verteilung, kann aber auch zur Definition eines Mafles fiir die erzielte Synchronisation
dienen.

Erginzend zu dem in Bellgardt (1994a) vorgestellten Modell sind in dieser Arbeit Erweite-
rungen entstanden, die sich fiir die Anwendung in synchronen Experimenten als notwendig
erwiesen. Die Arbeit bietet dabei Erklarungen fiir die Ursachen an, die zu einer Abwei-
chung von der Modellvorhersage fithren. In diesem Zusammenhang wurde das Modell fiir
eine allgemeinere Populationsstruktur erweitert und die Sensitivitdat der Parameter unter-
sucht. Einen grofien Einflufl hat hierbei die Mefigenauigkeit der Verdiinnungsrate. Stérker
als im Rahmen des gemeinsamen Projektes moglich, werden fiir weitere Untersuchungen
Messungen der morphologischen Merkmale benotigt. Ziel mufl es hierbei sein, auch die
Zellverteilung genauer zu bestimmen. Steht lediglich der Sprossungsindex zur Verfiigung,
so bietet das hier vorgestellte Verfahren zumindest die Moglichkeit, die Zellverteilung
abzuschétzen.
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6.4 Anwendung des dynamischen Modells

Zur Uberpriifung der von Bellgardt (1994a) postulierten ganzzahligen Vielfachen zwi-
schen den Generationszeiten und der Periodenldnge der synchronen Kultur kann das von
Stréssle (1988) konzipierte Modell nicht herangezogen werden. Zwar ist der Zellzyklus und
auch die asymmetrische Teilung enthalten, aber aufgrund der gemeinsamen Einzel- und
Doppelzellphase sind die Zellklassen nicht sauber zu trennen. Daher wurde das Modell
um eine klare Populationsstruktur erweitert und die numerische Losung, wie bereits oben
erwahnt, {iberarbeitet.

Das implementierte Modell ist in der Lage, eine beliebige genealogische Klassenstruktur
zu berechnen. Das hier verwendete Populationsmodell entspricht dabei dem auch schon
fiir die Zellbilanz in der periodischen synchronen Kultur verwendeten. Die Masse der
Mutterzellanteile an der sprossenden Zelle sind in allen Klassen frei wihlbar. Daten fiir
die GroBe der Zellen in Abhéngigkeit ihres Alter werden beispielsweise in Woldringh et al.
(1993) angegeben. Weiterhin war es durch die Klassenstruktur des dynamischen Modells
moglich, zum Beispiel das dort angegebene synchrone Batch-Experiment nachzuvollziehen
(siche Abschnitt 5.1).

Erstmalig konnten mit Hilfe des erstellten dynamischen Wachstumsmodells die stabilen
Oszillationen im Experiment, die periodische Losung des dynamischen Modells und die
aus der Populationsbilanz gewonnenen Ergebnissen verglichen werden. Letztere geben
nur iiber gewisse Eigenschaften der periodischen Loésung Auskunft. Nicht enthalten sind
Informationen iiber die Synchronisation oder die transienten Prozesse infolge einer Pa-
rameterdnderung. Auch welcher Wachstumsmodus sich einstellt, kann nicht vorhergesagt
werden. Gelten die getroffenen Annahmen, so sind die abgeleiteten Eigenschaften sowohl
fiir das Experiment als auch fiir die dynamische Simulation verbindlich, sobald sich die
synchrone periodische Losung einstellt.

Sowohl Experiment als auch die mit dem vollstéindigen Modell durchgefiihrten dynami-
schen Simulationen folgen der theoretisch vorgeschriebenen Periodenlinge. Teilweise zei-
gen sich jedoch auch leichte Abweichungen. In Bezug auf die Experimente ist schwer zu
entscheiden, ob die beobachteten Abweichungen auf fehlerhaften Messungen oder aber ei-
ner Verletzung der eingangs getroffenen Annahmen beruhen. Aufschlufi iiber die Vorgéinge
in der synchronen Kultur wiirde letztendlich nur die Messung der Zellverteilung bringen.
Ein starkes Indiz fiir die zumindest bedingte Giiltigkeit des vereinfachten Modells liefern
Experimente, bei denen iiber verschiedene Prozeparameter die Umgebungsbedingungen
beeinflufit werden. Die Periodenlénge in der synchronen Kultur ist dabei lediglich von der
Verdiinnungsrate und dem durch den Wachstumsmodus gekennzeichneten Zustand der
Population abhéangig. Fiir die Giiltigkeit des vereinfachten Modells sprechen die folgenden
Beobachtungen:

1. Tragt man die Periodenlénge {iber der Verdopplungszeit auf, so liegen die Mefiwerte
wie vorhergesagt auf Geraden mit verschiedener Steigung (Beuse et al., 1998).

2. Tritt durch verdnderte Umgebungsbedingungen eine starke Verschiebung der Kon-
kurrenzsituation zwischen den Zellklassen auf, so kommt es zu einem Wechsel des
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Wachstumsmodus. Hierbei gilt, kleine Abweichungen eines Parameters haben keine
Wirkung, dndert sich der Parameter weiter, so kann es zu einem plétzlichen Modus-
wechsel kommen. Beispiele fiir Umgebungsparameter, die einen derartigen Einflufl
ausiiben, sind der pH-Wert, die Sauerstoffversorgung oder die verwendete C-Quelle
(Beuse et al., 1999). Nach einer Anderung der betreffenden Parameter stellt sich
innerhalb kurzer Zeit die neue Periodenldnge ein. Ein Moduswechsel ist auch bei
einer Variation der Verdiinnungsrate zu beobachten.

Durch die im Rahmen der Arbeit erfolgte Erweiterung des dynamischen Wachstumsmo-
dells sind die aus der Zellbilanz abgeleiteten Eigenschaften nun auch in der Simulation
der synchronen kontinuierlichen Kultur erkennbar. Es zeigt sich allerdings auch, daf3 die
getroffene Annahme unteilbarer Teilpopulationen mit gleichen Eigenschaften nicht immer
erfiillt ist: Im Verlauf der Teilung ist, bedingt durch den Mechanismus der Synchronisati-
on im Modell, ein starker Abfall der Generationszeit zu beobachten. Dennoch stellt unter
den getroffenen Annahmen die Zellbilanz ein niitzliches Hilfsmittel zum Verstédndnis der
Vorgénge in der synchronen Kultur dar.

Uber die Simulation der periodischen Vorginge hinaus gelingt es, mit dem Modell auch
die transienten Vorgénge, wie Initiierung der synchronen Kultur oder den Moduswechsel
zu beschreiben. Ahnlich wie in den von Beuse (1998) beschriebenen Experimenten stellt
sich auch in der Simulation mit dem Start der kontinuierlichen Kultur im Anschlufl an die
Batch-Phase innerhalb weniger Perioden eine synchrone periodische Kultur ein. Gleiches
gilt fiir den Moduswechsel.

6.5 Zusammenfassung und Ausblick

Diese Arbeit enthélt somit ein dynamisches Modell des Zellzyklus, das sehr flexibel dessen
Eigenschaften beschreibt. Es erlaubt zudem eine Aufteilung der Kultur in genealogische
Klassen. Die Synchronisation entsteht durch die Kombination von einer substratabhéngi-
gen Zyklusphase und einer weitgehend substratunabhéngigen Zyklusphase. Synchrone
Kulturen zeigen, daf3 die Beriicksichtigung des Zellzyklus notwendig ist, wenn man die
internen Stoffwechselwege der Zelle untersuchen will, da im Verlauf des Zellzyklus ver-
schiedene biologische Phasen existieren. Die Analyse der asynchronen Kultur erlaubt es
hingegen, lediglich mittlere Eigenschaften zu beobachten. Ein Ziel der Untersuchungen
war es, die Zusammenhénge in der synchronen periodischen Kultur besser zu verstehen.
Dies ist beispielsweise fiir die von Bellgardt (1994a) angegebenen Eigenschaften bereits
mit diesem biologisch recht einfachen dynamischen Modell moglich. Die quantitative Be-
schreibung der des Stoffwechsels in Abhéngigkeit des Zellzyklus erfordert jedoch noch
weitere Kenntnis der biologischen Eigenschaften. Von zentraler Bedeutung ist hierbei die
Bestimmung der Populationsstruktur mit Hilfe der morphologischen Parameter der Zel-
len. Bei einigen der oben erwidhnten Experimente von Beuse (1998) wurden die Anteile
der sprossenden und der Einzelzellen der Zellklassen bestimmt. Derartige Messungen las-
sen sich verwenden, um die Zellverteilung zu bestimmen, wie in Kapitel 4 gezeigt werden
konnte. Weitere Erkenntnisse {iber die Vorgénge bei Synchronisation, Desynchronisation
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und wihrend der Oszillationen sowie eine Bestétigung der Wachstumsmodi erfordern je-
doch die automatische Auswertung groflerer Datenmengen. Hier konnen Bildverarbeitung
oder Zell-Counter zur Bestimmung der Volumenverteilung und anderer morphologischer
Merkmale hilfreich sein.

Im Anschluf} ist es moglich, den Stoffwechsel in Abhéngigkeit des Zellzyklus zu unter-
suchen. Einen ersten Schritt stellen erweiterte Online-MeBtechniken dar. Beuse (1998)
erprobte den Einsatz von Biosensoren kombiniert mit einem Fliefiinjektionssystem. Wei-
tere Moglichkeiten stellen Markierungsexperimente und intrazelluldre Analytik dar. Erst
mit dieser erweiterten Analytik gewinnt auch das Stoffwechselmodell an Bedeutung. Kapi-
tel 2.4 stellt hierzu bereits eine quantitative Abschétzung des Einflusses von Zusétzen zum
Substrat in der Nahrlosung vor. Will man die synchrone kontinuierliche Kultur verwenden,
so wird man stets Hefeextrakt oder dhnliche Zusétze bendtigen. Beuse (1998) zeigt, dafl
nur bei einem ausreichend hohen Ertrag mit der Existenz stabiler Oszillationen zu rech-
nen ist. Das vorliegende Modell enthélt lediglich die prinzipiellen Stoffwechselwege. Sobald
Online-Messungen vorhanden sind, erscheint es sinnvoll, auch das Stoffwechselmodell an-
zupassen bzw. zu erweitern. Die Stoffwechselwege konnten hier beispielsweise um die Dy-
namik ihrer Schliisselenzyme erginzt werden, wie dies beispielsweise Jones und Kompala
(1999) vorstellen.

Von besonderer Bedeutung ist die Messung der Zellverteilung im Verlauf der synchronen
Kultur. Die zur Zeit im Modell enthaltenen Mechanismen zur Regulation des Zellzyklus
stellen nur eine qualitative Vorstellung der Vorginge dar. Sie basieren zum Teil auf In-
formationen, die mit Hilfe von asynchronen Kulturen gewonnen wurden. Hier sind mit
erweiterter Metechnik fiir das Verstdndnis der synchronen Kultur Fortschritte zu erwar-
ten. Die synchrone Kultur stellt dann ein geeignetes Werkzeug dar, die Alterung einer
Zelle zu beobachten. Besonders niitzlich ist dies beispielsweise zur Beurteilung des phy-
siologischen Verhaltens von genetisch verdnderten Organismen.



Anhang A

Modellgleichungen

A.1 Kinetisches Modell

Die Regulation der Aktivitdat der Stoffwechselwege ist in Abschnitt 2.4.2 beschrieben. Das
Stoffwechselmodell ist hierbei im wesentlichen an dem von Strissle (1988) vorgestellten

orientiert. Die genealogischen Klassen unterscheiden sich dabei nicht durch das Stoffwech-
selmodell, sondern durch nur durch ihre Grofie (siehe Bild 2.24).

Die prinzipiellen Stoffwechselpfade zeigt Bild A.1. Als Hauptkohlenstoffquellen dienen
Glucose und der Speicherstoff Trehalose. Diese werden je nach vorhandener respiratori-
scher Kapazitit zu C'O, oxidiert oder in Form von Ethanol ausgeschieden. Wird die zur
Verfiigung stehende respiratorische Kapazitéit nicht vollstédndig bendtigt, so besteht die
Moglichkeit auch Ethanol aufzunehmen. Die respiratorische Kapazitét ist dabei im Modell
ausschliellich vom Sauerstoffangebot abhéngig. Es gilt der Zusammenhang

1 1 Co7l(t)

TG krit(t) = rokrit(t) = — ro’mmKo—i-—Coz(t).

Al
Yoa Yoa (A1)

Glucose stellt in der Einzel- und Doppelzellphase das bevorzugte Substrat dar. In der
Doppelzellphase werden hingegen die zellinternen Trehalosespeicher zunéchst verbraucht.
Fiir die Glucoseaufnahme ist daher die Fallunterscheidung

t
—T’G,max% Tochter- und Einzelzellphase
ra(t,p) = s+ eelt) ca(t) (A.2)
(=7 max — T7(t,p)) —————= Doppelzellphase
Kg+ cq (t)

184



A.1 Kinetisches Modell 185

Biomasse . re

>
\4
m
—
0
>
<k

Bild A.1: Vereinfachtes Modell der Stoffwechselwege in S. cerevisiae. Fliisse in Zahlpfeilrichtung
werden positiv gewertet. Oben: Aufnahme von Glucose als Substrat. Unten: Sobald die respiratorische
Kapazitat es zulaBt, wird zusatzlich zum oben dargestellten GlucosefluB auch Ethanol aufgenommen
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notwendig. Dies gilt ebenso fiir die Beschreibung des Speicherstoffhaushaltes entsprechend

.

0 Tochterzellphase
L K inh ra(t) (M —ralt)
1,0
rr(t,p) = — \/ ( Mymaz _ ra(t))? + 477 max rG(t)> Einzelzellphase (A.3)

1,0
CT(tvp)
M{(t,

—TG maz % Doppelzellphase.

\ 4 + M(tvp)

Die in der Einzelzellphase eingelagerte Trehalose erhoht spéter die Wachstumsrate in der
Doppelzellphase.

Anschlieflend teilt die zur Verfiigung stehende respiratorische Kapazitidt den Stoffwechsel
in oxidativen und fermentativen Stoffwechsel auf. Wie in Bild A.1 (oben) skizziert gelten
die Zusammenhénge

rGlyk(t7p) = TG(t7p) + TT<t7p) (A4)
TGox(t, p) = Max(ra gri(t), raiyk(t, p)) (A.5)
7AG,?‘ed(tap) = TG’lyk:(tap) - TG,ox(tap)' (A6)

Der fermentative Stoffwechsel fithrt zu einer Ethanolproduktion, wéhrend eine iiber-
schiissige respiratorische Kapazitéit auch die Aufnahme von Ethanol erlaubt (Bild A.1
unten). ZusammengefaBit ergeben sich die Gleichungen

Y.
- %TG,Ted(t7p) fU.I‘ - rG,red(t7p) > 0
retp) =4 3 . (A7)
ﬁ(rG,krit(t) - TG,ox(tap))A fU.I' TG,red(t7p) = 0.
YOE KE =+ CE(t)

Die Wachstumsrate ergibt sich aus der Summe der Biomasseproduktion in den aktiven
Stoffwechselwegen

p(t,p) = =Yxco rc.ox(t,p) — Yxar TG rea(t, p) + max(—Yxg re(t, p),0). (A.8)

Bedingt durch die in Bild A.1 gewihlte Zahlpfeilrichtung weisen die zum Wachstum bei-
tragenden Reaktionen bei Substrataufnahme ein negatives Vorzeichen auf. Die folgende
Tabelle fiithrt die Parameter des Modells auf.

‘ Ertragskoeffizienten ‘ Kinetische Parameter ‘
Yep: 147 mmol g7t Kg 0.01 gl!
Yope 219 mmol g7t K¢ 0.5 gl™t
Yeco 13.7 mmol gt Ko 0.001  mmol ™!
Yor  35.0 mmolg? Kr 0.2 gg!
Yoo 12.8 mmolg! TGumaz 35 gg th!
Yxg 072 gg! TOmax  7-9 mmol g~ th~!
Yxco 049 gg7! Krinn 05 gg~'h
Yxar 0.05 gg ! TTmaz 0.4 gg th™!

TTo 0.98 -
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A.2 Reaktormodell

Fiir die Inhaltstoffe in der Néhrlosung ergeben sich die folgenden Gleichungen

deg

- = (car = ca(t))D + Ra(1) ca(0) = cao (A.9)
dd% = —cp(t) D + Rp(t) c(0) = cppo (A.10)
dd% = Ro,(t) + Rou(t) co(0) = cog (A.11)
dd% = Biey(t) + Fou(t) cc(0) = cay. (A.12)

Hierbei finden Glucose (c¢¢), Ethanol (cg) sowie Sauerstoff (cp) und Kohlendioxid (c¢)
Berticksichtigung.

Die Gasphase wird durch die Molenbriiche zo fiir Sauerstoff und zo fiir Kohlendioxid
beschrieben. Unter der Annahme unveréinderlicher Temperatur und Druck der durch den
Reaktor stromenden Begasung gelten die Gleichungen

dzo V; Vot () RT Vi

— = ZLaom— t)— — Rp (1) | =L 0) =zo.in A.13

dze V; Vot (1) RT Vi

= in — t)— — R, (1) | =L 0) =zcin- A.14
dt ( Vf xC, Vf 'TC( ) P Cvg( ) ‘/jq 'TC( ) 'Tcy ( )

Das Volumen der Begasungsluft dndert sich durch die Aufnahme von Sauerstoff und die
abgegebene Menge an Kohlendioxid im Reaktor. Fiir den Volumenstrom des Abgases gilt
daher unter der Annahme stationédrer Verhéltnisse die Gleichung

o 1— LO,in — TCin
1-— l‘o(t) — $0<t)

Vout<t) Vm (A15)

Der Transfer von Sauerstoff und Kohlendioxid in die Gasphase l&8t sich durch die Glei-
chungen

Ro4(t) = kla (¢ zo(t) — co(t)) (A.16)
Re 4(t) = kla (cp zo(t) — co(t)) (A.17)

beschreiben (Bellgardt, 1984; Strissle, 1988). Der Transfer wird also durch die Differenz
der Konzentrationen in beiden Phasen verursacht.

Fiir den Massentransfer aus der Biophase in die Fliissigphase ist dagegen die Aktivitat
der Biomasse verantwortlich. Zur Berechnung der Biomassekonzentration eines einfachen
kinetischen Modells kann die Gleichung

L = (ult) — D) M(1) M(0) = My (A.18)
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herangezogen werden. Die Abhéngigkeit der Wachstumsrate p und aller Reaktionsraten
vom Zellzyklus entfillt, da das Modell den Zellzyklus nicht enthélt. Fiir die Reaktions-
rate rp gilt stets rr = 0. Der Massentransfer kann proportional zur Biomasse M und
der jeweiligen spezifischen Produktionsrate r; angenommen werden. Es gelten daher die
Zusammenhénge

Ra(t) = ra(t) M(1) (A.19)
Rp(t) = ru(t) M(1) (A.20)
Rc(t) = ( Ycoccora Ox(t) -+ maX(—YCEl TE(t),YCEg TE(t)) ) M(t) (A.Ql)
Ro<t) = (YOG rg ox( ) max(—YOE TE<t), 0) ) M(t) <A22)

Bei der Beschreibung des Wachstums durch das in Kapitel 2.2 vorgestellte Zellzyklus-
modell sind alle Reaktionsraten abhéngig von der Zellmassenverteilung M (¢, p) und der
Zellzyklusvariablen p. Zur Bestimmung der Zellmassenverteilung M (¢, p) wird lediglich die
Wachstumsrate p(t, p) benotigt. Die Stofffluff in die Fliissigphase ergibt sich nun durch
eine Integration. Ist der gesamte Zyklus hierbei auf das Intervall [0, 1] normiert, so gelten
die Gleichungen

Ra(t) = /0 qc(t, p)M(t,p) dp (A.23)
Rp(t) = /0 qe(t, p)M(t, p) dp (A.24)
Rc(t) = /0 <_YCGO T’Gﬁx(t,p) -+ max(—YCEl T’E(t,p), YCEQ T’E(t,p)) )M(t,p) dp (A25)

Ro(t) = /0 (Yoo 16 on(t, p) — max(—You r(t,p), 0) )M(%, p) dp. (A.26)

Die im Reaktormodell verwendeten Parameter sind in der folgenden Tabelle zusammen-
gestellt.

‘ Prozefiparameter ‘ Physikalische Parameter ‘
car 20 gl o 1.0416  mmol I™*
cao 20 gl o 27.2727  mmol l!
cgo 0 gl! Toin 0.20946 -
coo  CpToi mmollt Toin  0.00033 -
cco T  mmollTt % 0.0224  Immol™!
Mg 0.2 gl_l
Vie 1200 117!

Vi 2 [
7025 =
kla 400 h1
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