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Kurzfassung

Chirale Metamaterialien können reine Translationsbewegungen in Rotationen übersetzen.

Wie stark diese Kopplung ist, wird über die chirale Antwort quantifiziert. Diese be-

schreibt, um welchen Winkel sich ein gerader prismatischer Stab verdreht, wenn er einer

reinen Zug- oder Druckbelastung ausgesetzt wird. Das Blockiermoment beschreibt, wel-

ches Drehmoment benötigt wird, um die Verdrehung des Stabes zu verhindern. Für die

kontinuumsmechanische Modellierung einer chiralen Antwort sind erweiterte Modelle

wie zum Beispiel die mikropolare Kontinuumstheorie nötig. In der mikropolaren Elasti-

zität existieren verschiedene charakteristische Längen, die es erlauben, größenabhängige

Materialeigenschaften zu modellieren. Ist die Abmessung einer Probe um ein Vielfaches

größer als die auf die Chiralität bezogene charakteristische Länge, verschwindet die chi-

rale Antwort. Dabei nähert sie sich ihrem Grenzwert mit einem charakteristischen Abfall

invers proportional zur Probengröße an.

Im Rahmen dieser Arbeit konnte mit Finite-Elemente-Simulationen einer idealisierten

Gitterstruktur unter Zugbelastung gezeigt werden, dass sich die charakteristische Länge

über Größenordnungen hinweg einstellen lässt, wenn chirale Einheitszellen über nach-

giebige achirale Verbindungselemente aneinander gekoppelt werden. Dabei wird die cha-

rakteristische Länge größer, wenn die Verbindungselemente nachgiebiger werden. Mit

der charakteristischen Länge wird auch die chirale Antwort größer. Außerdem nehmen

der Einfluss von geometrischen Nichtlinearitäten und die Sensitivität gegenüber Rand-

bedingungen mit steigender charakteristischer Länge zu. Das an der idealisierten Git-

terstruktur hergeleitete Designprinzip wurde genutzt, um ein mittels Zwei-Photonen-

Stereolithographie herstellbares chirales Metamaterial zu entwerfen. Durch einen direk-

ten Vergleich mit Experimenten an Gitterstrukturen aus mehr als 105 Einheitszellen

wurden die von den Finite-Elemente-Simulationen vorhergesagten Zusammenhänge va-

lidiert. Zuletzt wurden nicht-periodische chirale Strukturen betrachtet und es wurde ge-

zeigt, dass diese insbesondere bezüglich des Blockiermoments vorteilhafte Eigenschaften

gegenüber periodischen Strukturen aufweisen können.
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Abstract

Chiral metamaterials can translate purely translational motions into rotations. The

strength of this coupling is quantified by the chiral response, which describes the angle

by which a straight prismatic rod twists when subjected to a pure tensile or compressive

load. The blocking torque describes how much torque is required to prevent the rod from

twisting. For continuum mechanical modeling of a chiral response, generalized models

such as micropolar continuum theory are needed. In micropolar elasticity, various cha-

racteristic lengths exist, allowing size-dependent material properties to be modeled. If

the dimension of a sample is much larger than the characteristic length related to chirali-

ty, the chiral response vanishes. In this case, it approaches its limit with a characteristic

decay inversely proportional to the sample size.

In this work, finite element simulations of an idealized lattice structure under tensile

load were used to show that the characteristic length can be tailored over orders of

magnitude when chiral unit cells are connected via compliant achiral coupling elements.

The characteristic length increases as the connecting elements become more compliant.

As the characteristic length increases, so does the chiral response. In addition, the in-

fluence of geometric nonlinearities and the sensitivity to boundary conditions increase

with increasing characteristic length. The design principle derived from the idealized lat-

tice structure has been used to design a chiral metamaterial fabricatable by two-photon

stereolithography. Through direct comparison with experiments on lattice structures

consisting of more than 105 unit cells, the relationships predicted by the finite element

simulations were validated. Lastly, non-periodic chiral structures were considered and it

was shown that they can have advantageous properties over periodic structures, especi-

ally with respect to the blocking torque.
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1. Motivation

Die Urgeschichte der Menschheit beginnt mit dem Aufkommen der ersten Steinwerk-

zeuge vor rund 2,6 Millionen Jahren [1]. Mit dem Beginn der Bronzezeit circa 3000 vor

Christus wurde Stein als Werkstoff immer mehr von der Legierung Bronze verdrängt.

Diese wurde später wiederum vom Eisen abgelöst [2]. Steinzeit, Bronzezeit, Eisenzeit –

die Benennung der Epochen macht deutlich, welch großen Einfluss die Entdeckung neu-

er Materialien auf unseren technologischen Fortschritt hat [3]. Die für die Entdeckung

neuer Materialien benötigten Zeiträume wurden im Lauf der Geschichte immer kürzer:

Bis sich Metalle gegenüber Stein zur Herstellung von Werkzeugen mit dem Beginn der

Bronzezeit durchsetzten, vergingen mehr als zwei Millionen Jahre [1, 2]; von der ersten

Formulierung des modernen Periodensystems der Elemente mit ursprünglich 63 Elemen-

ten durch Dimitri Mendelejew im neunzehnten Jahrhundert bis zum heutigen Stand mit

118 bekannten Elementen benötigten wir weniger als zwei Jahrhunderte [4].

Die Entwicklung eines neuen Werkstoffs ist oft ein iterativer Prozess, der mit einem

großen Ressourceneinsatz verbunden ist [5]. Wäre es nicht möglich, ein Material mit

maßgeschneiderten Eigenschaften vorab, quasi auf Bestellung, zu entwerfen und herzu-

stellen? Wer eine Antwort auf diese Frage sucht, wird sich zunächst damit auseinan-

dersetzen müssen, wie die effektiven Eigenschaften eines Materials zustande kommen.

Eine entscheidende Rolle kommt hier der Art und Weise zu, wie sich die Atome anein-

ander binden und wie sie sich räumlich anordnen. Letzteres entscheidet zum Beispiel

darüber, ob ein Material piezoelektrisch auf eine Belastung reagiert, ob es transparent

ist, oder ob es sich duktil oder spröde verhält. Der Aufbau der diskreten Struktur der

Materie wird durch die Chemie der Elemente bestimmt. Kunststoffe bestehen zum Bei-

spiel meistens aus Ketten kovalent gebundener Kohlenstoff- und Wasserstoffatome, die

sich in amorphen bis teilkristallinen Strukturen anordnen. Metalle bevorzugen hingegen

einen kristallinen Aufbau. Zusätzlich zur Auswahl der Zusammensetzung eines Stoffgemi-

sches stehen uns Methoden wie zum Beispiel die Wärmebehandlung zur Verfügung, um

unterschiedliche Mikrostrukturen und damit unterschiedliche Materialeigenschaften zu
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1. Motivation

erzeugen. Bei der Entwicklung von Metamaterialien gehen wir noch einen Schritt weiter.

Die Mikrostruktur eines Metamaterials wird vorab sorgfältig ausgelegt und dann mit-

tels moderner Fertigungsverfahren wie zum Beispiel dem 3D-Druck mit hoher Präzision

hergestellt. Dadurch lässt sich das Materialverhalten nicht nur präzise einstellen, son-

dern es sind aufgrund der großen Gestaltungsfreiheit auch Eigenschaften möglich, die

bisher als unerreichbar galten. Ein besonders exotisches Beispiel hierfür sind Metamate-

rialien mit chiraler, das heißt nicht spiegelsymmetrischer Mikrostruktur. Sie besitzen die

Fähigkeit eine lineare Bewegung in eine Rotation zu übersetzen, was intuitiv eher von

einer Maschine als von einem Material zu erwarten wäre [6]. Insbesondere im Zuge der

fortschreitenden Miniaturisierung technischer Systeme ist eine solche Eigenschaft inter-

essant, da sie das Potential besitzt, aus mehreren Teilen bestehende Mechanismen zur

Umwandlung von Translationen in Rotationen durch eine einzelne Komponente zu erset-

zen. Im Folgenden wird gezeigt, wie sich die Eigenschaften von chiralen Metamaterialien

mit Hilfe von einem rationalen Designansatz maßschneidern lassen.
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2. Theorie und Stand des Wissens

In diesem Kapitel wird der Stand der Forschung zu chiralen Metamaterialien zusammen-

gefasst. Außerdem werden einige Begriffe, die in den nachfolgenden Kapiteln verwendet

werden, definiert. In Abschnitt 2.1 wird auf die verwendete Notation eingegangen. Ab-

schnitt 2.2 gibt eine Einführung in das Feld der Metamaterialien, wobei der Fokus auf

deren mechanischen Eigenschaften liegt. In Abschnitt 2.3 wird das Konzept der Chira-

lität und deren Einfluss auf die Eigenschaften mechanisch belasteter Strukturen erklärt.

Abschnitt 2.4 behandelt nicht-klassische Kontinuumstheorien. Aus diesen lassen sich vie-

le Eigenschaften von periodischen chiralen Gitterstrukturen ableiten. In Abschnitt 2.5

wird das Konzept von charakteristischen Längen erläutert und wie diese das Material-

verhalten von chiralen Metamaterialien beeinflussen. In Abschnitt 2.6 ist die Zielsetzung

dieser Arbeit formuliert.

2.1. Notation

Es werden eine rein symbolische, eine indexbasierte und eine gemischte Notation ver-

wendet, um Gleichungen angepasst an den Einzelfall möglichst kompakt zu halten. In

der symbolischen Notation werden skalare Größen normal und tensorielle Größen fett

geschrieben. In der indexbasierten Notation gilt die Einstein’sche Summationskonventi-

on. Bei δij handelt es sich um das Kronecker-Symbol, ϵijk ist das Levi-Civita-Symbol.

Das Skalarprodukt v · v = viwi wird mit einem Punkt gekennzeichnet. Der Ausdruck

v ×w = ϵijkviwjek beschreibt das Kreuzprodukt zweier Vektoren. Bei skalaren Größen

beschreibt der Ausdruck v×w× . . . entweder das Kartesische Produkt oder die zueinan-

der rechtwinkligen Abmessungen eines Körpers. Allgemeine Vektoren v ∈ R1×n werden

durch einen einfachen Unterstrich und Matrizen V ∈ Rn×n durch zwei Unterstriche ge-

kennzeichnet. Doppelte vertikale Striche ||v|| symbolisieren die euklidische Norm von

Vektoren oder die Frobeniusnorm von Tensoren.

3



2. Theorie und Stand des Wissens

2.2. Metamaterialien

Der Begriff Metamaterial ist erst ungefähr zwanzig Jahre alt und es exisitiert noch keine

einheitlich verwendete Definition [5]. Allgemein gefasst sind Metamaterialien rational

gestaltete Verbundwerkstoffe mit effektiven Eigenschaften, die über die Materialeigen-

schaften der Basismaterialien hinausgehen [3, 5]. Bezogen auf diese allgemein gefass-

te Definition sind in der englischsprachigen Literatur synonym die Begriffe architectu-

red/architected materials [7, 8] oder designer composites [9] gebräuchlich.

Der Geometrie der Mikro- beziehungsweise Mesostruktur kommt bei Metamaterialien

eine entscheidende Rolle zu. Deren rationales Design erlaubt es, extreme oder exoti-

sche effektive Eigenschaften zu erzielen [3, 5, 10, 11]. Beispiele hierfür sind Materialien

mit negativer Querkontraktionszahl (auxetische Materialien) [12, 13, 14], mit negativem

thermischem Ausdehnungskoeffizient [15, 16, 17], mit negativer effektiver Kompressibi-

lität [18, 19, 20], Materialien mit einem sehr kleinen Schub- und gleichzeitig sehr großen

Kompressionsmodul (pentamode materials) [10, 21, 22, 23] und Metamaterialien mit dis-

sipativen und zugleich reversiblen Deformationsmoden [24, 25, 26].

Der Aufbau von Metamaterialien kann sowohl periodisch als auch nicht-periodisch sein

[5]. Es wird in manchen Quellen argumentiert, dass ein Metamaterial nur als solches zu

bezeichnen ist, wenn dem heterogenen Verbund effektive Materialeigenschaften in Form

von Konstitutivgleichungen zugewiesen werden können [5]. Da es jedoch schwierig ist

zu beweisen, dass eine bestimmte diskrete Struktur prinzipiell nicht homogeniserbar ist,

verzichtet diese Arbeit auf eine solche Präzisierung um die Diskussion nicht unnötig kom-

pliziert zu gestalten. Wenn im Folgenden der Begriff Struktur verwendet wird, soll damit

nicht ausgedrückt werden, dass kein Material gemeint ist, sondern lediglich, dass es sich

um eine Beschreibung auf diskreter, das heißt auf mikro- oder mesoskopischer Ebene

des Materials, handelt. Der Begriff Metamaterial wird in dieser Arbeit immer in der

allgemein gefassten Definition verwendet. Für periodische Strukturen wird äquivalent

der Begriff Gitterstruktur verwendet. Der Aufbau von Metamaterialien mit periodischer

Struktur erfolgt, analog zum atomaren Aufbau kristalliner Festkörper [27], durch die

Translation einer Einheitszelle auf einem periodischen Gitter, weshalb sie manchmal als

künstliche Kristalle bezeichnet werden [28]. Die globalen Materialeigenschaften von Me-

tamaterialien mit periodischer Struktur leiten sich sowohl aus der Einheitszelle als auch

aus deren Interaktion mit ihrer Umgebung, das heißt den benachbarten Einheitszellen,
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2.3. Chirale elastische Metamaterialien

ab [29]. Insbesondere die Interaktion zwischen Einheitszellen wird im weiteren Verlauf

dieser Arbeit eine große Rolle spielen. Prinzipiell können beliebig viele Phasen mit un-

terschiedlichen Aggregatzuständen, wie zum Beispiel bei akkustischen Metamaterialien

[30], am Aufbau beteiligt sein. Ein besonders einfacher und häufig verwendeter Aufbau

ist eine poröse feste Phase, die wie ein Schaum mit einem Gas befüllt ist. Der Einfluss

des Gases auf die mechanischen Eigenschaften des Metamaterials ist dabei häufig ver-

nachlässigbar. Auf theoretischer Seite sind rational gestaltete Verbundwerkstoffe bereits

seit über einem Jahrhundert ein Thema, viele Konzepte konnten jedoch erst in den letz-

ten Jahren praktisch umgesetzt werden [5, 31].

Die zwei maßgeblichen technologischen Treiber, die dies ermöglichten, sind zum einen

die Fortschritte in der additiven Fertigung, welche es erlauben nahezu beliebige drei-

dimensionale Strukturen herzustellen, und zum anderen immer mächtigere Simulati-

onswerkzeuge, mit denen unterschiedliche Designs vorab evaluiert werden können [5].

Metamaterialien stellen somit einen Pradigmenwechsel in den Materialwissenschaften

dar [29], wo sonst häufig aufwändige trial-and-error Prozesse für die Optimierung von

Materialeigenschaften nötig sind [5]. Die Anwendungsmöglichkeiten für Metamateriali-

en sind vielfältig und reichen von der Luft- und Raumfahrttechnik [32, 33] bis hin zur

Mikrosystemtechnik [34]. Ein große Hürde für die Anwendung von Metamaterialien in

der Industrie stellt die Skalierbarkeit bezüglich der Materialeigenschaften, der Herstell-

barkeit und der Charakterisierung dar [6, 29].

2.3. Chirale elastische Metamaterialien

Der Begriff Chiralität stammt vom griechischen Wort kheir (deutsch: Hand) ab und wird

daher auch als Händigkeit bezeichnet [35]. Die rein geometrische Definition von Chira-

lität wurde durch William Thompson (Lord Kelvin) eingeführt. Er nennt Objekte chiral,

wenn diese nicht mit ihrem Spiegelbild in Kongruenz gebracht werden können.[36]Für

eine ausführliche Abhandlung zur Begriffsherkunft sei auf die Referenz [35] verwiesen.

Zwei nicht deckungsgleiche Spiegelbilder heißen Enantiomere. Ob ein Objekt chiral ist,

hängt im Allgemeinen von der Dimension des Raumes, in dem es betrachtet wird, ab [37].

So erfüllen zum Beispiel die einer Zipfelmütze nachempfundenen Figuren in Abbildung

2.1a Thompsons Definition im zweidimensionalen Fall, da sich eine Deckungsgleichheit

zwischen zwei Spiegelbildern nicht durch reine Translationen oder Rotationen in der Be-

5



2. Theorie und Stand des Wissens

(a) (b)

Abbildung 2.1.: Beispiele für chirale Objekte. (a) Zweidimensionales Bild einer Zipfelmütze. Diese
sind nur im zweidimensionalen Raum chiral. (b) Vereinfachte schematische Darstel-
lung der Struktur der Desoxyribonukleinsäure (DNA) als Beispiel für Chiralität im
dreidimensionalen euklidischen Raum.

trachtungsebene erreichen lässt. Bei einer Erweiterung des Raumes um eine Dimension

senkrecht zur Betrachtungsebene lassen sich die Spiegelbilder jedoch durch eine einfa-

che Rotation aufeinander abbilden. Im dreidimensionalen euklidischen Raum R3 ist ein

Objekt chiral, wenn es keine Symmetrie bezüglich einer Ebenen-, Dreh-, sowie Punktspie-

gelung besitzt [38]. Ist eine dieser Symmetrieen vorhanden, ist das Objekt achiral [38].

Es existiert eine generalisierte, für beliebige n-dimensionale metrische Räume gültige

Definition von Chiralität [37]. Für die in dieser Arbeit untersuchten Strukturen ist die

Definition für R3 ausreichend.

Ein anschauliches Beispiel für Chiralität in R3 ist die menschliche Hand. Es gibt keine

Möglichkeit, eine rechte Hand so zu verschieben und zu drehen, dass sie sich nicht von

der linken Hand unterscheiden lässt. Um dies zu erreichen, müsste die rechte Hand ge-

spiegelt werden. Ein weiteres Beispiel für ein chirales Objekt in R3 ist die in Abbildung

2.1b schematisch dargestellte Desoxyribonukleinsäure (DNA). Im Zusammenhang mit

bio-chemischen Prozessen kommt chiralen Molekülen eine große Bedeutung zu, da diese,

abhängig davon welches Enantiomer vorliegt, sehr unterschiedliche Auswirkungen auf

Organismen haben können [39]. Luis Pasteur untersuchte bereits im neunzehnten Jahr-

hundert chirale Moleküle [40] und auch in der Gegenwart wird noch an deren Detektion

geforscht [41].

In der klassischen Kontinuumsmechanik spielte der Einfluss von Chiralität auf die mecha-

nischen Eigenschaften von Materialien über lange Zeit eine untergeordnete Rolle. Dies

manifestiert sich darin, dass gängige Konstitutivgleichungen wie das dreidimensionale

6



2.3. Chirale elastische Metamaterialien

Hooke’sche Gesetz Chiralität gänzlich vernachlässigen [42]. Die elastischen Eigenschaf-

ten von Materialien mit chiraler Mikrostruktur zeichnen sich dadurch aus, dass eine

Kopplung von Translations- und Rotationsfreiheitsgraden möglich ist. Interessante An-

wendungsmöglichkeiten für diese Materialeigenschaft ergeben sich zum Beispiel in der

Aktuatorik [43] und in der Sensorik [44, 45].

Ein Effekt von zentraler Bedeutung ist die Kopplung von Zug- oder Druckbelastungen

und Torsionsverformungen [42]. Diese führt dazu, dass ein Stab auf eine quasi-statische

Zugbelastung mit einem globalen Torsionsmoment reagiert. In Abbildung 2.2 ist die-

se Kopplung am einfachen Beispiel eines zylindrischen Stabes schematisch dargestellt.

Der Stab wird in axialer Richtung mit einer Kraft F belastet, was eine axiale Dehnung

ε = ∆L/L0 zur Folge hat. Durch die Zug-Torsions-Kopplung ensteht ein zur Kraft F

koaxiales inneres Torsionsmoment. Wird der Stab an seinen Enden nicht festgehalten,

verdreht sich dieser global um den Winkel φ. Dies geschieht, ohne dass ein äußeres

Torsionsmoment auf den Stab einwirkt. Die dünnen Linien auf den Mantelflächen der

Zylinder dienen ausschließlich dazu, die Makrorotation φ zu illustrieren. Sie beinhalten

jedoch keine Information über die Heterogenität des Materials. Da ein solches Verhalten

nur möglich ist, wenn das Material des Zylinders auf diskreter Ebene eine chirale Struk-

tur hat, wird die Zug-Torsions-Kopplung im Folgenden als chirale Antwort bezeichnet.

Als Metrik für die chirale Antwort dient der Quotient

φ

ε
(2.1)

aus der Makrorotation und der axialen Dehnung.

In der klassischen Kontinuumsmechanik ist eine solche Deformationsmode nicht möglich,

da keine Rotationsfreiheitsgrade exisitieren, die über eine Konstitutivgleichung an eine

Translation gekoppelt werden können. Roderic Lakes berichtete 1981 erstmals von Pro-

ben aus menschlichem Knochen, die sich bei einem Zugversuch verdrehten [46]. Er schloss

daraus, dass die Mikrostruktur der untersuchten Knochen chiral sein muss [46]. Deswei-

teren konnten Lakes u. a. [47] zeigen, dass es möglich ist, dieses Verhalten mit Hilfe der

mikropolaren Kontinuumstheorie zu modellieren.

Durch das gesteigerte Interesse an mechanischen Metamaterialien rückte das Thema

Chiralität vermehrt in den Fokus der Mechanik. Zur Anwendung kamen chirale Struk-
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L0

FF
φ
2

φ
2

Abbildung 2.2.: Schematische Darstellung der Zug-Torsions-Kopplung. Durch die Kraft in axialer
Richtung wird der Stab um die Ingenieursdehnung ε = ∆L/L0 gedehnt. Bei einem
chiralen Material führt dies zu einem Torsionsmoment und der Stab verdreht sich
um den Winkel φ, ohne dass von außen ein Moment als Randbegingung aufgebracht
wird.

turen zum Beispiel bei der Konstruktion von zweidimensionalen [48, 49] und dreidimen-

sionalen [50] auxetischen Metamaterialien. Dabei wurde die Kopplung von Translations-

und Rotationsmoden gezielt eingesetzt, um eine negative effektive Querkontraktions-

zahl zu erreichen. Ha u.a. [51] stellten ein Konzept für eine chirale Gitterstruktur vor,

anhand derer mit Hilfe von Finite-Elemente-Simulationen eine chirale Antwort demons-

triert werden konnte. Frenzel u.a. [52] veröffentlichten 2017 die ersten Experimente an

einem Metamaterial, das eine chirale Antwort zeigte. In beiden Untersuchungen [51, 52]

wurde festgestellt, dass die mechanischen Eigenschaften von chiralen Metamaterialien

eine stark ausgeprägte Größenabhängigkeit aufweisen. Das bedeutet, dass die Materia-

leigenschaften davon abhängen, wie groß die Einheitszelle im Vergleich zur Gesamtgröße

einer Probe ist.

Als Beispiel hierfür zeigt Abbildung 2.3a unterschiedliche Zusammensetzungen der von

Frenzel u.a. [52] entworfenen Gitterstruktur. Die äußere Kontur der Gitter in Abbildung

2.3a hat stets die gleiche Abmessung B × B × 2B; sie unterscheiden sich jedoch in der

Anzahl der Einheitszellen. Die relative Dichte ist bei allen Zusammensetzungen gleich.

Die Reaktion auf eine äußere mechanische Last hängt jedoch davon ab, ob das Gitter

aus wenigen großen oder vielen kleinen Einheitszellen besteht. Insbesondere die chira-

le Antwort weist sehr starke Größeneffekte auf [52]. Neben der chiralen Antwort selbst

sind diese Größeneffekte ein weiteres Phänomen, das in der klassischen Kontinuumsme-

chanik verboten ist. In den folgenden beiden Abschnitten wird darauf eingegangen, wie

eine Kontinuumstheorie grundsätzlich aussehen muss, um eine chirale Antwort abbilden

zu können, und wie sich die Größeneffekte über charakteristische Längen beschreiben

lassen.
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(a) (b) (c)

Abbildung 2.3.: Design für ein chirales Metamaterial nach Frenzel u.a. [52]. Die periodischen Gitter
bestehen aus N ×N × 2N Einheitszellen. (a) N = 1 (b) N = 3 (c) N = 5. Obwohl
die äußeren Abmessungen in allen drei Abbildungen gleich sind, reagieren die Gitter
mit unterschiedlichen N unterschiedlich auf eine Last.

2.4. Nicht-klassische Kontinuumstheorien

In der Kontinuumsmechanik wird der diskrete Aufbau von Materie bei der Modellie-

rung nicht direkt berücksichtigt. Stattdessen werden Objekte als kontinuierliches Medi-

um, genannt materieller Körper, beschrieben. Diesem werden gemittelte Eigenschaften

wie zum Beispiel eine Massendichte zugeordnet [53]. Mathematisch wird ein materiel-

ler Körper als eine kontinuierliche Menge von materiellen Punkten definiert [54]. Die

Bewegung eines materiellen Körpers wird durch die Kinematik beschrieben [53]. Bei

der Formulierung der Kinematik wird festgelegt, wie viele Freiheitsgrade ein materieller

Punkt besitzt. Über Bilanzgleichungen wird die Interaktion eines materiellen Körpers

mit seiner Umwelt modelliert [54]. Die Kinematik und die Bilanzgleichungen sind mate-

rialunabhängig und innerhalb der jeweiligen Kontinuumstheorie allgemein gültig [53, 54].

Die effektiven physikalischen Eigenschaften sowie die Symmetrie eines Materials werden

über phänomenologisch motivierte Konstitutivgleichungen beschrieben [53]. Diese Art

der Modellierung ist im Vergleich zu diskreten Methoden sehr effizient und ermöglicht
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2. Theorie und Stand des Wissens

es, dass viele Probleme überhaupt auf einer in der Praxis relevanten Skala gelöst werden

können [53].

Es wird in der Literatur häufig zwischen der klassischen Kontinuumsmechanik und nicht-

klassischen Kontinuumstheorien unterschieden [54, 53]. Nicht-klassische Kontinuumsmo-

delle zeichnen sich gegenüber dem klassischen Modell entweder durch die Berücksichtigung

von Dehnungsgradienten höherer Ordnung [55] oder durch die Einführung zusätzlicher

Freiheitsgrade [56, 57] aus. Es sei darauf hingewiesen, dass sich diese Unterteilung expli-

zit auf dreidimensionale Kontinua im dreidimensionalen euklidischen Raum R3 bezieht.

In den klassischen Ansätzen der Strukturmechanik [58] wird die Dimension eines eigent-

lich dreidimensionalen Objekts reduziert und bestimmte Deformationen werden durch

zusätzliche Freiheitsgrade eines Punktes parametrisiert. In diesen Modellen, wie zum

Beispiel den klassischen Balken [59, 60] oder Platten und Schalen [59, 61], besitzen ma-

terielle Punkte dadurch bis zu sechs Freiheitsgrade. Diese können jedoch, im Gegensatz

zu den Freiheitsgraden von nicht-klassischen Theorien vollständig aus der klassischen

Kontinuumsmechanik abgeleitet werden.

In der klassischen Kontinuumsmechanik besitzt jeder materielle Punkt eines dreidimen-

sionalen Körpers in R3 drei Freiheitsgrade der Translation [54, 53]. Eine räumliche Ori-

entierung wird einem Punkt in dieser Kinematik nicht zugeordnet. Folglich hat er kei-

ne Rotationsfreiheitsgrade. Demnach können auf ein infinitessimales Volumenelement

Spannungen und Volumenkräfte, jedoch keine Drehmomente wirken. Aus der Drehim-

pulsbilanz ergibt sich daher, dass der Cauchy’sche Spannungstensor symmetrisch sein

muss. Die klassische Kontinuumsmechanik ermöglicht die Formulierung von Konstitu-

tivgleichungen zur Beschreibung einer Vielzahl von linearen und nichtlinearen (siehe z.B.

[62, 63]) Materialieneigenschaften und ist der Standard in den Ingenieursdisziplinen. Bei

chiralen Metamaterialien versagt sie jedoch. Da es keine Momentendichten gibt, können

globale Drehmomente nur durch eine asymmetrische Geometrie oder Randbedingung,

aber nicht durch eine Materialantwort hervorgerufen werden.

Um eine chirale Antwort abbilden zu können, sind nicht-klassische Kontinuumstheo-

rien mit zusätzlichen Freiheitsgraden nötig. Eine umfangreiche Übersicht über moderne

nicht-klassische Kontinuumstheorien und deren Entwicklung ist in den Referenzen [64,

65] gegeben. Frühe Arbeiten auf diesem Gebiet stammen von den Gebrüdern Cosserat

(Die Orginalquellen aus dem Ende des neunzehnten und dem Anfang des zwanzigsten

10



2.4. Nicht-klassische Kontinuumstheorien

Jahrhunderts waren nicht zugänglich, weshalb hier auf die Zusammenfassungen in [64,

65] verwiesen sei). Weitere einflussreiche Beiträge wurden unter anderem von Mindlin

[66] und Eringen [56, 57] verfasst. Im Folgenden werden die Grundzüge der mikropo-

laren Elastizität nach Eringen [57, 67] skizziert. An dieser lassen sich einige wichtige

Interpretationen zu den mechanischen Eigenschaften von chiralen elastischen Materiali-

en motivieren.

Die grundlegende Idee nicht-klassischer Kontinuumsmodelle nach Eringen [67] besteht

darin, mehr Informationen über die Mikrostruktur eines Materials in Form von zusätzlichen

unabhängigen Freiheitsgraden bei der Modellierung zu berücksichtigen. Abbildung 2.4

stellt diese verallgemeinerte Kinematik dar. Ein materieller Körper B ist eine Menge

materieller Punkte {P (X,Ξ)}. Der Vektor X (blau) beschreibt die Lage eines mate-

riellen Punktes und Ξ (rot) dessen innere Struktur. Aufgrund dieser zusätzlichen In-

formation über die innere Struktur ist in der Literatur der Begriff Punktpartikel ge-

bräuchlich, aus physikalischer Sicht sind P aber infinitessimale materielle Punkte [67].

Durch die Berücksichtigung der Strukturinformation ist es möglich, einem materiellen

Ξ P

B

b

p

ξ

e3

e2

e1

X

x

Abbildung 2.4.: Kinematik eines Mikrokontinuums nach Eringen [67]. Die Vektoren X und x (blau)
beschreiben die Lage des Schwerpunktes eines materiellen Punktes. Die Vektoren Ξ
und ξ beschreiben die innere (Mikro-)Struktur.
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Punkt zusätzlich zu der klassischen Translationsbewegung eine Mikrodeformation oder

Mikrorotation zuzuweisen.

Wird der Körper bewegt oder deformiert, wird jeder Punkt P (X,Ξ) von seiner Re-

ferenzplatzierung zum Zeitpunkt t = 0 durch die Abbildungen

X → x = x̂(X, t) (2.2)

und

Ξ → ξ = ξ̂(X,Ξ, t) (2.3)

in seine momentane Platzierung p(x, ξ, t) überführt. Gleichung 2.2 beschreibt die klas-

sische Makrobewegung (aus dem Englischen macromotion) und Gleichung 2.3 die Mi-

krobewegung (aus dem Englischen micromotion) [67]. Da die materiellen Punkte infini-

tessimal klein sind, lässt sich die Mikrobewegung in der linearisierten Form

ξk ≈ χkK(X, t)ΞK (2.4)

darstellen [56, 67]. Unter Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit von x̂ werden die

Deformation und Rotation eines materiellen Körpers beschrieben durch den klassischen

Deformationsgradienten

FkK =
∂xk

∂XK

(2.5)

und den analog definierten Mikrodeformationstensor χkK . Über die Eigenschaften von

χkK wird festgelegt, wie sich ein materieller Punkt verformen kann. Im allgemeinsten

Fall, dem mikromorphen Kontinuum, sind Mikroschub- und Mikrostreckverformungen

sowie Mikrorotationen möglich [67]. Die Existenz einer Mikrorotation ist die Grundvor-

aussetzung dafür, dass eine chirale Antwort möglich ist. Die einfachste Formulierung,

die diese Bedingung erfüllt, ist das mikropolare Kontinuum. In der mikropolaren Kon-

tinuumstheorie kann ein materieller Punkt lediglich Starrkörperrotationen, aber keine

Verzerrungen aufweisen. Dies kann über die Bedingungen

χkKχlK = δkl und χkKχkL = δKL (2.6)

ausgedrückt werden [67]. Die Unterscheidung zwischen groß und klein geschreibenen In-

dices weist darauf hin, dass es sich bei FkK und χkK im Allgemeinen um Zweipunktten-

soren handelt, die vom Bezugssystem {eK} der Referenzplatzierung in das Bezugsystem
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{ek} der Momentanplatzierung abbilden. Im Folgenden wird von einem gemeinsamen

Bezugssystem ausgegangen, wodurch diese Unterscheidung hinfällig ist.

Für kleine Deformationen und Rotationen berechnet sich der linearisierte Verzerrungs-

tensor e eines mikropolaren Kontinuums nach Eringen [67] über die Verschiebung

u = x−X (2.7)

und die Mikrorotation

ϕ = ξ −Ξ (2.8)

gemäß der Vorschrift

eij =
∂uj

∂xi

+ ϵjikϕk. (2.9)

Der linearisierte Krümmungstensor γ ist gegeben durch [67]

γij =
∂ϕi

∂xj

. (2.10)

Sowohl e als auch γ sind im Allgemeinen unsymmetrisch. Zusätzlich zum klassischen

Spannungstensor σ mit der Einheit Kraft pro Fläche existiert in der mikropolaren Theo-

rie das Spannungsmaß m. Bei dessen Komponenten mij handelt es sich um Drehmo-

mente pro Flächeneinheit. Wie die Dehnungsmaße sind auch die Spannungsmaße σ und

m im Allgemeinen unsymmetrisch.

Die mikropolare Impulsbilanz und Drehimpulsbilanz nach Eringen [57, 67] lauten für

den quasi-statischen Fall ohne Volumenkräfte

∂σij

∂xi

= 0 (2.11)

und
∂mij

∂xi

+ ϵjklσkl = 0. (2.12)

Die Konstitutivgleichung der linearen mikropolaren Elastizität leitet sich aus dem Po-

tential

U =
1

2
(Aijkleijekl +Bijklγijγkl + 2Cijkleijγkl) (2.13)
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gemäß

σij =
∂U

∂eij
= Aijklekl + Cijklγkl (2.14)

und

mij =
∂U

∂γji
= Bjiklγkl + Ckljiekl (2.15)

ab, wobei die Tensoren vierter Stufe A und B die Symmetrieeigenschaften

Aijkl = Aklij, Bijkl = Bklij (2.16)

besitzen [67]. Der TensorC koppelt die Gleichungen 2.14 und 2.15, indem er Krümmungen

auf Spannungen und Dehnungen auf Momente pro Flächeneinheit abbildet. Es ist ge-

nau diese Kopplung, die eine chirale Antwort ermöglicht. Es sei angemerkt, dass C ein

Pseudotensor ist, das heißt bei einer Spiegelung wechselt er sein Vorzeichen. Mit dieser

Eigenschaft lässt sich argumentieren, dass die Komponenten von C nur bei chiralen Ma-

terialien ungleich null sein können [46, 47, 42, 68, 69].

Die Charakterisierung mikropolarer Materialien ist deutlich aufwändiger als die Cha-

rakterisierung von klassischen Materialien, da aufgrund der zusätzlichen Freiheitsgrade

mehr unabhängige elastische Moduli bestimmt werden müssen. Bei der experimentellen

Bestimmung der Moduli wurde häufig die vereinfachende Annahme eines isotropen Ma-

terialverhaltens getroffen, obwohl die untersuchten Materialien diese Bedingung nicht

immer exakt erfüllen [70, 71, 72, 73, 74]. In einer Vielzahl von theoretischen Studien

wurden für anisotrope achirale Gitterstrukturen verschiedene Homogenisierungsansätze

vorgeschlagen, um mikropolare Moduli zu ermitteln. (siehe z.B. [75, 76, 77]) Für zweidi-

mensionale chirale isotrope Gitter konnten die mikropolaren elastischen Moduli ebenfalls

analytisch aus einer Homogenisierung bestimmt werden [78]. Frenzel u. a. [52] gelang es,

das chirale Metamaterial aus Abbildung 2.3 als mikropolares Kontinuum mit kubischer

Symmetrie zu modellieren. Allerdings wurden die Moduli nicht eindeutig bestimmt, son-

dern lediglich durch eine systematische Variation angepasst, sodass das Kontinuumsmo-

dell die uniaxialen Druckversuche reproduziert. Duan u. a. [68] stellten am Beispiel einer

idealisierten chiralen Struktur den bisher einzigen Ansatz vor, um alle mikropolaren Mo-

duli für ein Material mit kubischer Symmetrie eindeutig zu bestimmen.
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2.5. Skalierungsverhalten und charakteristische

Längen

Aus Sicht der klassischen Kontinuumsmechanik sind Größeneffekte nicht möglich. Die

Folge dieser Skalenunabhängigkeit in der klassischen Kontinuumsmechanik lässt sich am

Beispiel eines Stabes mit kreisförmigem Querschnitt unter Torsion verdeutlichen. Die

klassische elastische Energie ist in diesem Fall gegeben durch

WT =
M2

TL

2GJ
(2.17)

wobei MT das Torsionsmoment, L die Länge, G der klassische Schubmodul und J das

klassische polare Flächenträgheitsmoment ist [79]. Für verschiedene Homothetien dieses

Stabes, das heißt für verschiedene Stäbe, bei denen der Radius und die Länge um den

gleichen Faktor verändert wurden, ist die auf das Volumen V normierte klassische Ener-

gie WT/V konstant. In anderen Worten besitzen geometrisch ähnliche Stäbe auf ihr Vo-

lumen bezogen immer die gleiche Steifigkeit. Bei nicht-klassischen Kontinuumsmodellen

wie der mikropolaren Theorie ist dies nicht der Fall. Hier haben kleinere Stäbe bezogen

auf ihr Volumen eine höhere Steifigkeit, obwohl die mikropolaren elastischen Moduli

konstant bleiben [70, 71, 72, 73, 74]. Aus den elastischen Moduli der nicht-klassischen

Theorien können verschiedene charakteristische Längen berechnet werden, die sich auf

die jeweilige Belastungsart wie zum Beispiel Biegung oder Torsion beziehen [51, 52,

70, 71, 72, 73, 74]. Diese charakteristischen Längen quantifizieren das Skalierungsver-

halten von mikropolaren Materialien. Ist die Abmessung eines Körpers viel gößer als

die charakteristische Länge, verhält sich dieser wie ein klassisches Kontinuum. Ist diese

Bedingung nicht erfüllt, ist das Materialverhalten durch die zusätzlichen Freiheitsgrade

beinflusst. Viele heterogene Materialien, wie zum Beispiel Schäume [80, 71, 70], wei-

sen solche Größeneffekte auf. Die mikropolaren charakteristischen Längen sind häufig

ähnlich groß wie die Heterogenitäten des Materials [67, 81]. Es wurden jedoch im achi-

ralen Fall auch deutlich größere charakteristische Längen bestimmt [72]. Bezogen auf

die chirale Antwort ist aus der Sichtweise der Kontinuumsmechanik zu erwarten, dass

sie verschwindet, wenn die Abmessung der Zugprobe D viel größer ist als die charakte-

ristische Länge lt. Es sei angemerkt dass diese Aussage nur für quasi-statische Verfor-

mungsprozesse gilt. Bei einer dynamischen Anregung weisen chirale Metamaerialien den

nicht-klassichen Effekt der akustischen Aktivität [82, 83, 28] auf, bei dem die Polarisa-

tionsebene einer eingehenden Transversalwelle, ähnlich wie bei der optischen Aktivität,
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um einen bestimmten Winkel gedreht wird. In diesem Fall ist neben dem Verhältnis

aus Probengröße und Einheitszelle beziehungsweie charakteristischer Länge auch das

Verhältnis aus der Wellenlänge der Anregung und charakteristischer Länge entschei-

dend [83]. Lakes u.a. [47] konnten in einer analytischen Lösung für den in Abbildung 2.2

dargestellten quasi-statischen Lastfall für ein isotropes linear elastisches mikropolares

Material zeigen, wie sich die chirale Antwort ihrem Grenzwert

lim
lt/D→0

φ

ε
= 0 (2.18)

annähert. Diese Lösung ist in Abbildung 2.5 auf einer doppelt logarithmischen Skala
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Abbildung 2.5.: Chirale Antwort eines zylindrischen mikropolaren Stabes in Abhängigkeit seines
Durchmessers nach der analytischen Lösung von Lakes u.a. [47]. Der Punkt, an dem
der Durchmesser genau der charakteristischen Länge entspricht, befindet sich auf der
Abszisse aufgrund der Normierung bei 100 = 1.

dargestellt. Auf der Abszisse ist das Verhältnis aus Durchmesser und charakteristischer

Länge bezüglich Torsion D/lt und auf der Ordinate die chirale Antwort aufgetragen. Die

absoluten Werte in Abbildung 2.5 haben keine besondere physikalische Bedeutung, da

für die Erstellung der Grafik nach der Lösung von Lakes u.a. [47] mikropolare Moduli

ausgewählt wurden, die sich nicht auf ein bestimmtes Material beziehen, sondern ledig-

lich die Bedingung einer positiven elastischen Energie (U > 0 in Gleichung 2.13) erfüllen.

An dieser Stelle ist ausschließlich der qualitative Zusammenhang wichtig. Für Durch-
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messer, die kleiner als die charakteristische Länge lt sind, nimmt die chirale Antwort

mit steigendem Durchmesser zunächst zu. Beträgt der Durchmesser des Stabs ungefähr

das Vierfache der charakteristischen Länge nimmt die chirale Antwort ihr Maximum an.

Die chirale Antwort skaliert invers proportional zum Durchmesser, wenn dieser sehr viel

größer ist als die charakteristische Länge.

2.6. Zielsetzung und Aufbau

Das Ziel dieser Arbeit ist die Herstellung einer Verbindung zwischen der (Gitter-)Struktur

und dem globalen Materialverhalten von chiralen Metamaterialien. Der Fokus liegt da-

bei auf den stark ausgeprägten Größeneffekten, die aus der Sichtweise der mikropolaren

Kontinuumsmechanik über charakteristische Längen quantifiziert werden. In den Pio-

nierarbeiten [51, 52] zu chiralen Metamaterialien wurden charakteristische Längen de-

monstriert, die sich in der Größenordnung von einer Einheitszelle befinden, was sich darin

zeigte, dass die chirale Antwort bereits kleiner wurde, wenn Proben im Durchmesser di-

cker als zwei Einheitszellen waren. Um zu untersuchen, wie sich die charakteristische

Länge chiraler Gitterstrukturen verändern lässt, werden in Kapitel 3 Finite-Elemente-

Simulationen an einer idealisierten, numerisch effzient modellierbaren Gitterstruktur be-

trachtet. Aus den Ergebnissen der numerischen Simulationen wird ein mikromechanisch

motivierter Designansatz abgeleitet, der es erlaubt, die charakteristische Länge über ei-

ne Größenordnung hinweg einzustellen. In Kapitel 4 wird dieser Ansatz auf eine mittels

additiver Fertigung herstellbare Gitterstruktur übertragen, um den Ansatz aus Kapitel

3 zu validieren. In Kapitel 4 wird das von den Simulationen vorhergesagte Verhalten mit

Ergebnissen aus Experimenten verglichen. In Kapitel 5 werden die Eigenschaften von

nicht-periodischen chiralen Strukturen behandelt. Dabei wird gezeigt, wie sich der cha-

rakteristische Abfall der chiralen Antwort vollständig verhindern lässt. Außerdem werden

chirale Schalenstrukturen vorgestellt, deren Eigenschaften sich durch die Variation einfa-

cher Parameter in weiten Grenzen einstellen lassen. In Kapitel 6 werden alle Ergebnisse

zusammengefasst und Anregungen zu weiteren Forschungsarbeiten formuliert.
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3. Untersuchungen an idealisierten
periodischen Strukturen

In diesem Kapitel wird ein Verständnis für die mikromechanischen Mechanismen, die

für die stark ausgeprägte Größenabhängigkeit der Materialantwort in chiralen Metama-

terialien verantwortlich sind, erarbeitet. Ausgehend von diesem Verständnis wird eine

periodische Gitterstruktur abgeleitet, die es erlaubt, die Größeneffekte gezielt über meh-

rere Größenordnungen hinweg einzustellen. Die Grundlage für die Untersuchung bilden

numerische Struktursimulationen mittels Finite Elemente Methode. Die Herausforde-

rung besteht darin, dass stets endlich große Systeme aus miteinander interagierenden

Einheitszellen betrachtet werden müssen. Ein Ansatz, die Beziehung zwischen Struktur

und globalen Materialeigenschaften über einen Homogenisierungsansatz aus einer einzel-

nen Einheitszelle herzuleiten, ist ungeeignet, da dabei stets a priori Annahmen über die

auftretenden Deformationsmoden gemacht werden. Dieses Problem wird offensichtlich,

wenn periodische Randbedingungen aus der klassischen Cauchy’schen Kontinuumsme-

chanik auf eine chirale Einheitszelle angewendet werden. In diesem Fall würde die chirale

Antwort vollständig durch die Randbedingungen unterdrückt werden, da eine Kopplung

von Dehnung und Rotation nicht möglich ist [52]. Prinzipiell besteht dieses Problem auch

bei nicht-klassischen Kontinuumsmodellen. Es konnte im Einzelfall zwar gezeigt wer-

den, dass sich ein chirales Metamaterial wie ein mikropolares Kontinuum verhält und

dass die entsprechenden elastischen Konstanten über eine Homogenisierung bestimm-

bar sind [68], es gibt jedoch keine hinreichenden Belege dafür, dass die Freiheitsgrade

eines mikropolaren oder mikromorphen Mediums im Allgemeinen ausreichen, um alle

Deformationsmoden eines chiralen Metamaterials abzubilden. Um den Rechenaufwand

der numerischen Simulationen an Systemen aus mehr als einhunderttausend Einheitszel-

len in Grenzen zu halten, wird eine idealisierte Gitterstruktur betrachtet. In Abschnitt

3.1 wird ein Designansatz formuliert, der es erlaubt, die charakteristische Länge gezielt

zu verändern. In Abschnitt 3.2 werden die zur Charakterisierung der Gitterstrukturen

verwendeten numerischen Methoden und der Aufbau der Simulationen erläutert. Die
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3. Untersuchungen an idealisierten periodischen Strukturen

Ergebnisse der numerischen Simulationen sind in Abschnitt 3.3 zusammengefasst. Die-

se werden im Bezug zu der formulierten Hypothese in Abschnitt 3.4 diskutiert. Die in

diesem Kapitel präsentierten Ergebnisse sind zum Teil bereits in den Fachartikeln [69,

84] veröffentlicht. In Abschnitt 3.4 wird ein Modell zur Interpretation der Ergebnisse

diskutiert, das von Martin Wegener und Tobias Frenzel vorgeschlagen wurde und unter

Einbeziehung von Ergänzungen des Autors dieser Arbeit bereits in dem Fachartikel [85]

veröffentlicht wurde.

3.1. Hypothese

Als Grundlage für die nachfolgenden Betrachtungen dient ein würfelförmiger Rahmen

mit der Kantenläge a, wie er in Abbildung 3.1a in grau dargestellt ist. Die Balken, aus

denen der Würfel aufgebaut ist, haben einen quadratischen Querschnitt mit den Ab-

messungen dA × dA und verformen sich linear elastisch. Durch das Hinzufügen von vier

weiteren diagonalen Balken in den Seiten des Würfels ergibt sich der in Abbildung 3.1b

in blau dargestellte chirale Würfel. Die Balken dieses Würfels sind ebenfalls linear elas-

tisch und haben einen quadratischen Querschnitt der Dimension dC×dC. Abbildung 3.1c

zeigt, wie sich der chirale Würfel unter uniaxialer Zugbelastung elastisch verformt. Im

Detail verursachen die diagonalen Balken ein Abscheren der Seitenflächen des Würfels,

was in Summe zu einer Rotation um die vertikale Achse führt.

Abbildung 3.2 zeigt drei Möglichkeiten, die beiden Würfel aus Abbildung 3.1 auf ei-

nem zweidimensionalen Gitter mit den Abmessungen B × B in der horizontalen Ebene

zu platzieren. Durch Stapeln dieser quasi-zweidimensionalen Strukturen entlang der ver-

tikalen Achse, das heißt senkrecht zur Betrachtungsebene, ergeben sich unterschiedliche

dreidimensionale Gitterstrukturen mit der Dimension B × B × H. Die Anordnung der

Würfel hat einen entscheidenden Einfluss auf die globalen Eigenschaften der Gitterstruk-

tur.

Ein intuitiver Weg, ein chirales Metamaterial zu konstruieren, besteht darin, analog zum

Vorgehen von Frenzel u.a. [52], ausschließlich fest miteinander verbundene chirale Würfel

zu verwenden. Abbildung 3.2a zeigt einen solchen Aufbau. In diesem Fall ist der chirale

Würfel die Einheitszelle des Gitters. Auf eine globale Zugdehnung ε33 reagiert jeder chi-

rale Würfel mit einer Mikrorotation, das heißt einer Rotation um seinen Schwerpunkt.

Da die chiralen Würfel fest miteinander verbunden sind, werden Kräfte und Momente
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3.1. Hypothese

zwischen den Würfeln übertragen, was zu einer Makrorotation φ3, das heißt zu einem

globalen Verdrehen der Gitterstruktur führt. Die Bewegungsrichtung der Seiten der ein-

zelnen Würfel ist in Abbildung 3.2a durch Pfeile gekennzeichnet. Die helleren Pfeile im

Inneren des Gitters besitzen jeweils einen Nachbar, der in die entgegengesetzte Richtung

zeigt. Diese Anteile der Mikrorotationen der Würfel heben sich gegenseitig auf. Würfel,

die vollständig von weiteren Würfeln umgeben sind, leisten somit keinen Beitrag zur

Makrorotation, da sie sich gegenseitig blockieren. Die Würfel am Rand des Gitters be-

sitzen jeweils mindestens eine Seite an der spannungsfreien Oberfläche. Die Bewegungen

dieser Seiten sind durch die dunkleren schwarzen Pfeile dargestellt. Da die Verschie-

bungen an der freien Oberfläche nicht durch eine gegensätzliche Bewegung kompensiert

werden, tragen sie zur Makrorotation bei. Die chirale Antwort φ3/ε33 skaliert daher pro-

portional zum Verhältnis von freier Oberfläche A zu Volumen V . Für eine endlich große

Gitterstruktur mit den Dimensionen B×B×H und N = B/a ergibt sich so ein Skalie-

rungsverhalten der chiralen Antwort φ3/ε33 ∝ N2/N3 ∝ 1/N [52, 69, 86, 84, 85].

Werden die Würfel wie in Abbildung 3.2b in horizontaler Richtung nicht verbunden,

rotiert jeder chirale Würfel ungehindert um seinen eigenen geometrischen Schwerpunkt.

Diese Mikrorotationen können jedoch nicht in eine Makrorotation übertragen werden,

(a)

e3

e1

e2

a

dA

(b)

a

dC

(c)

1,30
Verschiebung

Abbildung 3.1.: Würfelförmige Rahmen in Anlehnung an [84] (a) Achiraler Würfel. Die Balken haben
einen quadratischen Querschnitt mit Kantenlänge dA. (b) Chiraler Würfel. Die Bal-
ken haben einen quadratischen Querschnitt mit Kantenlänge dC. (c) Finite Elemente
Simulation des chiralen Würfels unter Zugbelastung. Die Farbskala gibt den auf die
Gitterkonstante normierten Betrag der Verschiebung ||u||/a an. Die Pfeile zeigen den
entscheidenden Mechanismus der Deformation. Die diagonlen Balken sorgen dafür,
dass die Seiten des Würfels mit einer Schubverformung auf eine Zugbelastung rea-
gieren, was in Summe zu einer Rotation führt.
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3. Untersuchungen an idealisierten periodischen Strukturen

da keine Kraftübertragung zwischen den Würfeln stattfindet.

In Abbildung 3.2c ist eine aus chiralen (blauen) und achiralen (grauen) Würfeln zu-

sammengesetzte Gitterstruktur dargestellt. Sie ist so aufgebaut, dass sich zwischen allen

chiralen (blauen) Würfeln ein achiraler (grauer) Würfel befindet. Die Einheitszelle dieser

chiral-achiralen Gitterstruktur ist in Abblidung 3.2c durch das schwarze Quadrat gekenn-

zeichnet. Die Gitterkonstante eines nach diesem Schema aufgebauten Gitters beträgt in

e1- und e2-Richtung 2a, in e3-Richtung beträgt sie a. Es handelt sich somit um eine

tetragonale Einheitszelle. Dieser Aufbau ist ein Kompromiss aus den in Abbildung 3.2a

und 3.2b beschriebenen Extremfällen. Die achiralen (grauen) Anteile der Gitterstruk-

tur ermöglichen eine Kraftübertragung zwischen den chiralen (blauen) Anteilen. Durch

die Steifigkeit der achiralen Anteile kann festgelegt werden, wie stark sich die chiralen

Anteile bei der Rotation gegenseitig behindern, wodurch sich das Skalierungsverhalten

der chiralen Antwort bezüglich der Anzahl von Einheitszellen in der Gitterstruktur ein-

stellen lässt [69, 86, 84, 85]. Aus der Sichtweise der mikropolaren Kontinuumstheorie

nutzt dieser Ansatz aus, dass die Mikrorotationen und die Makrorotation im Allgemei-

nen verschieden sind um, die chrakteristische Länge der Gitterstruktur einzustellen [67].

Aus materialwissenschaftlicher Perspektive ergeben sich bei diesem Ansatz Parallelen

zur Legierungslehre. Die Würfel sind dann als (Meta-)Atome oder (Meta-)Partikel zu

betrachten und die chiral-achirale Gitterstruktur ist eine geordnete Legierung.

Der Extremfall aus Abbildung 3.2b eignet sich gut um zu zeigen, wie Randbedingungen

einen entscheidenden Einfluss auf die globale Materialantwort nehmen können. In den

experimentellen Arbeiten von Frenzel u.a. [52] wurden die Proben an der Ober- und Un-

terseite an einer im Vergleich zum Metamaterial sehr steifen Platte befestigt. Diese war

dort notwendig, um eine sauber definierte Randbedingung aufbringen zu können [52, 84].

Das Problem bei dieser Randbedingung ist, dass die Platte für eine Kraftübertragung

zwischen den einzelnen Würfeln sorgt und daher die Mikrorotationen an die Makroro-

tation koppelt. In dem Extremfall aus Abbildung 3.2b ist es offensichtlich, dass eine

chirale Antwort nur ein durch die Randbedingung erzeugtes Artefakt und keine echte

Materialeigenschaft sein kann [84]. Bei der chiral-achiralen Architektur aus Abbildung

3.2c ist der Einfluss einer Platte am Ende einer Probe jedoch a priori nicht absehbar.

In diesem Fall stellt sich die Frage, inwieweit die Steifigkeit der achiralen Anteile des

Gitters ausreicht, um die Mikrorotationen der chiralen Würfel in eine Markorotation zu

übertragen [84].
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(a)

B

a

(b)

B

a

(c)

B

a
e1

e2

Abbildung 3.2.: Möglichkeiten zur Anordnung chiraler und achiraler Würfel auf einem Gitter in
der e1-e2-Ebene in Anlehnung an [84]. (a) Direkt miteinander verbundene chira-
le Würfel. Die Gitterkonstante ist gleich der Kantenlänge a eines chiralen Würfels.
Die Pfeile geben die Richtung an, in die sich die Seiten der Würfel auf Grund der
diagonalen Balken bewegen wollen (b) Extremfall, bei dem die chiralen Würfel nicht
verbunden sind. (c) Kompromiss, bei dem die chiralen Würfel mit achiralen Würfel
verbunden werden. Die Gitterkonstante in e1- und e2-Richtung beträgt 2a.
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3. Untersuchungen an idealisierten periodischen Strukturen

3.2. Aufbau der Struktursimulationen

Das Vorgehen zur Charakterisierung der in Abschnitt 3.1 vorgestellten Gitterstruktu-

ren orientiert sich an der Systematik von Ha u.a. [51] und Frenzel u.a. [52]. Es wurden

uniaxiale Zugversuche an Gitterstrukturen mit den Abmessungen B ×B ×H simuliert.

Die Anzahl von Einheitszellen im Gitter wurde systematisch variiert, um Größeneffekte

zu untersuchen. Es gibt dabei zwei mögliche Vorgehensweisen. Entweder bleiben die Ab-

messungen der Probe gleich und die Größe der Einheitszelle wird variiert, oder die Größe

der Einheitszelle bleibt gleich und die Abmessung der Probe verändert sich durch das

Hinzufügen von Einheitszellen zu der Gitterstruktur. Solange die Zugversuche dehnungs-

kontrolliert erfolgen, sind beide Vorgehensweisen äquivalent [52, 85]. In dieser Arbeit

wurde die zweite Methode, also eine konstante Größe der Einheitszellen, angewendet.

Die Umrisse der Probengeometrie und das für die nachfolgenden Definitionen und Be-

rechnungen verwendete Koordinatensystem sind in Abbildung 3.3a gegeben. Wie in den

Untersuchungen von Frenzel u.a. [52] werden Größeneffekte daran gemessen, wie sich

die globale Materialantwort mit dem Skalierungsfaktor N ändert. Der Skalierungsfaktor

N beschreibt die Anzahl an Einheitszellen entlang einer der horizontalen Richtungen

und berechnet sich aus dem Quotienten der Breite der Probe und der jeweiligen Gitter-

konstanten. Für ein Gitter, das ausschließlich aus chiralen Würfeln aufgebaut ist (vgl.

Abbildung 3.2a), ergibt sich N = B/a. Die dreidimensionale chiral-achirale Gitterstruk-

tur, die sich aus den Überlegungen zu Abbildung 3.2c ergibt, ist in Abbildung 3.3b

dargestellt. Bei dieser Gitterstruktur stehen and den freien Oberflächen Balken in hori-

zontaler (1 und 2) Richtung ab. Sie übertragen keine Kräfte, und wurden deshalb in den

Simulationen weggelassen. Bei der Berechnung der Breite B der Probe wurden sie jedoch

berücksichtigt. Somit gilt für die chiral-achirale Gitterstruktur N = B/(2a). Bleibt das

Aspektverhältnis H/B konstant, lassen sich die beiden unterschiedlichen Gitterstruktu-

ren direkt vergleichen.

Um den Rechenaufwand bei den numerischen Simulationen zu minimieren, haben die

Balken, aus denen sich der chirale Würfel aus Abbildung 3.1b zusammensetzt, einen

quadratischen Querschnitt mit einer Kantenlänge dC = 0.03a. Dadurch ist sicherge-

stellt, dass sich diese gemäß der Balkentheorie nach Timoshenko [60] verformen und

somit effizient modelliert werden können. Für die Simulationen wurde die kommerzielle

Finite Elemente Software ABAQUS 3DEXPERIENCE 2018x eingesetzt. Für die Diskre-
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3.2. Aufbau der Struktursimulationen

(a)

B

H

e3e1

e2

K0

KH

(b)

2a

a

Abbildung 3.3.: Aufbau der Simulation in Anlehnung an [84]. (a) Schematische Darstellung mit Koor-
dinatenursprung und globalen Abmessungen der Probe. (b)Dreidimensionales chiral-
achirales Gitter bestehend aus 2× 2× 8 Einheitszellen (N = 2).

tisierung wurden Timoshenko-Balken-Elemente (ABAQUS B32) verwendet. Netzstudi-

en haben gezeigt, dass mindestens zwei Finite Elemente pro Balken benötigt werden,

um die Deformation hinreichend aufzulösen. Die Ergebnisse der Netzstudie und weitere

Informationen zur Diskretisierung sind dem Anhang A.1 zu entnehmen. Das Material-

verhalten der Balken wurde als isotrop linear elastisch modelliert. Dabei wurden den

chiralen (blauen) und den achiralen (grauen) die gleichen Materialparameter zugewie-

sen. Die Kantenlänge dA der Balken des achiralen (grauen) Würfels wurden variiert,

um die Stärke der Kopplung zwischen den chiralen Würfeln einzustellen, wobei stets

gilt dC > dA. Alle Simulationen wurden unter Berücksichtung geometrisch nichtlinearer

Deformationen durchgeführt.

Der Ortsvektor eines Knotens K wird im Folgenden im undeformierten Zustand mit
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3. Untersuchungen an idealisierten periodischen Strukturen

K = X1e1 + X2e2 + X3e3 und im deformierten Zustand mit k = x1e1 + x2e2 + x3e3

angegeben. Alle Freiheitsgrade der Knoten am unteren Ende der Probe, das heißt al-

le Translationen und Rotationen aller Knoten K ∈ K0 = {K|K = X1e1 + X2e2},
wurden eingeschränkt. Alle Oberflächen parallel zur 3-Achse wurden als spannungsfrei

modelliert. Am oberen Ende der Probe, das heißt für alle Knoten K ∈ KH = {K|K =

X1e1 +X2e2 +He3}, wurde für alle Knoten K ∈ KH eine konstante Verschiebung ū3e3

vorgegeben. Das verwendete Dehungsmaß ergibt sich aus dem Verhältnis von Verschie-

bung zu Ausgangshöhe ū3/H =: ε33. In Abhängigkeit von der Behandlung aller weiteren

Freiheitsgrade am oberen Ende der Probe wird zwischen einem freien und einem einge-

schränkten Zugversuch unterschieden.

Freier Zugversuch. Mit Ausnahme der konstanten Verschiebung ū3e3 wurden kei-

ne weiteren Verschiebungen oder Rotationen an den Knoten K ∈ KH vorgegeben. Die

Probe kann sich somit frei verdrehen. In Abschnitt 3.1 wurde diskutiert, wie eine Platte

am Ende der Probe die Ergebnisse eines Zugversuchs verfälschen kann, weil sie Mi-

krorotationen an die Makrorotation koppelt. Um abschätzen zu können, inwieweit die

chirale Antwort bei einer experimentellen Charakaterisierung durch diese Kopplung un-

ter Umständen überschätzt wird, wurden Zugversuche mit und ohne Platte am oberen

Ende der Probe simuliert. Die Platte wurde mit dem Schalenelement ABAQUS S8R

modelliert. Die Schalenelemente wurden auf denselben Knoten definiert, wie die Bal-

kenelemente am oberen Ende der Probe. Sie sind somit starr mit den Balkenelementen

verbunden.

Um die Makrorotation φ3(X3) eines zu 3-Achse orthogonalen Probenquerschnitts zu

berechnen, wurde nach dem im Folgenden erläuterten Schema vorgegangen. Sei M eine

natürliche positive Zahl, dann ist K ∈ KM = {K|K = X1e1+X2e2+Mae3} die Menge

aller Knoten, die einen Probenquerschnitt beschreibt, für den die Makrorotation berech-

net werden soll. Jeder chirale Würfel C, der an diesen Querschnitt angrenzt, besitzt vier

Eckknoten KC
i ∈ KM . Der Orstvektor SC des geometrischen Schwerpunkts SC dieser

vier Knoten berechnet sich gemäß

SC =
1

4

4∑
i=1

KC
i . (3.1)

26



3.3. Ergebnisse der Struktursimulationen

Analog zu Gleichung 3.1 lässt sich sC für den deformierten Zustand angeben. Das Maß

φC
3 := arcsin

(
|SC × sC |
|SC ||sC |

)
SC × sC

|SC × sC |
· e3 (3.2)

beschreibt die Rotation eines Schwerpunkts SC um die z-Achse. Die homogenisierte

Makrorotation ergibt sich aus dem arithmetischen Mittel [84]

φ3(X3) :=
1

N2

N2∑
C=1

φC
3 . (3.3)

Durch dieses Vorgehen geht die Mikrorotation der Einheitszellen, das heißt die Rotation

jeder Einheitszelle um ihren eigenen Schwerpunkt, nicht in die Makrorotation ein. Daher

ergibt das hier eingeführte Maß für den Extremfall, bei dem die Einheitszellen nicht ver-

bunden sind (siehe Abbildung 3.2b), trotz potentiell sehr großer Mikrorotationen eine

Makrorotation von null [84].

Eingeschränkter Zugversuch. Bei den eingeschränkten Zugversuchen wurden alle

Knoten K ∈ KH ebenfalls um ū3e3 verschoben. Alle anderen Freiheitsgrade wurden

eingeschränkt, wodurch sich eine Probe im Gegensatz zum freien Zugversuch nicht ver-

drehen kann. In Folge der Zug-Torsions-Kopplung wird dann ein Drehmoment, genannt

Blockiermoment, gemessen.

3.3. Ergebnisse der Struktursimulationen

Abbildung 3.4 zeigt die aus der Simulation des freien Zugversuchs ermittelte chirale Ant-

wort φ3/ε33 als Funktion der Anzahl an EinheitszellenN auf einer doppel-logarithmischen

Skala. Die axiale Dehnung beträgt ε33 = 10−4. Sie ist bewusst klein gewählt, um ein

näherungsweise lineares Verformungsverhalten zu erreichen. Simulationen mit einer Plat-

te am oberen Ende der Probe werden durch Dreiecke, Proben ohne Platte durch Krei-

se repräsentiert. Die Ergebnisse der Gitterstrukturen, die ausschließlich aus chiralen

Würfeln aufgebaut sind (siehe Abbildung 3.2a), sind in schwarz dargestellt. Die roten

und blauen Symbole repräsentieren eine abwechselnd aus chiralen und achiralen Würfeln

aufgebaute Gitterstruktur, wie sie in Abbildung 3.3b dargestellt ist. Das Verhältnis der

Dicke der Balken in den chiralen und den achiralen Würfeln wird durch den Parameter

κ = dC/dA ausgedrückt.
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3. Untersuchungen an idealisierten periodischen Strukturen
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Abbildung 3.4.: Skalierungsverhalten der chiralen Antwort φ3/ε33 in Abhängigkeit der Anzahl an
Einheitszellen N in Anlehnung an [84]. Dreiecke und Kreise repräsentieren Proben
mit und ohne Platte. (a) AspektverhältnisH/B = 2. Makrorotation φ3(H) gemessen
am oberen Ende der Probe.(b) AspektverhältnisH/B = 18. Makrorotation gemessen
in der Mitte der Probe gemäß Gleichung 3.4. Auf der Ordinate ist zur Vergleichbarkeit
der skalierte Werte 4Naφ0

3/ε33 aufgetragen.
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3.3. Ergebnisse der Struktursimulationen

Abbildung 3.4a zeigt das Skalierungsverhalten der chiralen Antwort bei Proben mit

einem Aspektverhältnis H/B = 2. Die Makrorotation φ3(H) wurde am oberen Ende

der Proben gemessen. Diese Versuchsparameter reproduzieren die Verhältnisse aus der

Arbeit von Frenzel u.a. [52]. Das Skalierungsverhalten der rein chiralen Gitterstruktur

(schwarz) ist qualitativ identisch zu dem von Frenzel u.a. [52] vorgeschlagenen Metama-

terial. Bis N = 2 ist die Makrorotation konstant, ab einschließlich N = 3 Einheitszellen

beginnt ein durch die grauen durchgezogenen Linien dargestellter Abfall ∝ 1/N . Werden

achirale Würfel zwischen den chiralen Würfeln platziert (blau und rot) ist zu beobach-

ten, dass sich das Skalierungsverhalten sowohl qualitativ als auch quantitativ ändert.

Im Schritt von N = 1 auf N = 2 nimmt die chirale Antwort zunächst ab. Danach

nimmt die chirale Antwort von N = 2 bis zu einem Maximum zu, und nähert sich da-

nach dem Abfall ∝ 1/N an. Das Maximum verschiebt sich mit steigendem κ, das heißt

einer sinkenden Steifigkeit der achiralen Anteile, hin zu größeren N und größeren φ3/ε33.

Beim Vergleich zwischen Proben mit und ohne Platte ist zu beobachten, dass die chirale

Antwort bei den chiral-achiralen Gitterstrukturen (blau und rot) kleiner ist, wenn keine

Platte am oberen Ende der Probe angebracht ist. Dieser Effekt ist bei kleinen N stärker

ausgeprägt und verschwindet bei sehr großen N . Bei den rein chiralen Gitterstrukturen

ist ebenfalls ein Unterschied zwischen Proben mit und ohne Platte zu beobachten, er ist

jedoch in umgekehrter Weise von N abhängig. Bei kleinen N verhalten sich rein chirale

Gitterstrukturen mit und ohne Platte gleich, bei größeren N weisen Proben ohne Platte

eine geringere chirale Antwort als Proben mit Platte auf.

Der Unterschied zwischen Proben mit und ohne Platte am oberen Ende deutet auf einen

starken Einfluss der Randbedingungen hin. Sowohl aus der klassischen, als auch aus der

mikropolaren Kontinuumsmechanik ist bekannt, dass sich quadratische Querschnitte bei

Torsion verwölben [59, 87]. Das bedeutet für die freien Zugversuche, dass sich mehrere

zur Zugachse (e3-Richtung) parallele Verschiebungsfelder überlagern. Durch die vorge-

gebene Zugbelastung ergibt sich ein über den Probenquerschnitt homogenes mittleres

Verschiebungsfeld uHom(X3)e3 = X3ε33e3 =
X3

H
ū3e3, welches bei inhomogenen Materia-

lien im Allgemeinen mit einer Fluktuation uFlukt(X1,X2,X3)e3 überlagert wird. Dieses

wird wegen der aus der Torsion resultierenden Verwölbung zusätzlich mit einer über den

Querschnitt inhomogenen Verschiebung uWoelb(X1,X2,X3)e3 überlagert. Eine Visuali-

sierung des vom Mittelwert abweichenden Anteils uFlukt+uWoelb ist dem Anhang A.2 zu

entnehmen. An den Rändern, an denen Verschiebungsrandbedingungen in z-Richtung
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3. Untersuchungen an idealisierten periodischen Strukturen

vorgegeben werden, gilt u(X1,X2, 0) · e3 = 0 und u(X1,X2,H) · e3 = ū3. Daraus folgt

wiederum, dass am oberen und unteren Ende der Probe uFlukt + uWoelb = 0 gelten muss.

Durch das Erzwingen dieser Bedingung wird die freie Verwölbung unterdrückt. Außer-

dem werden Mikrorotationen, wie in Abschnitt 3.1 diskutiert, durch die Platte an die

Makrorotation gekoppelt. Es ist jedoch durch die Betrachtung der in Abbildung 3.4a

gezeigten Ergebnisse nicht zu klären, wie sich diese beiden Effekte getrennt voneinander

auf die chirale Antwort auswirken.

Um die Einflüsse der Ranbedingung genauer zu charakterisieren, wurde das Skalierungs-

verhalten der chiralen Antwort bezüglich N unter idealisierten Bedingungen betrachtet.

Da die Unterdrückung der Verwölbung mit steigendem Abstand zum Dirichlet-Rand

abnimmt, gibt es ein kritisches Aspektverhältnis (H/B)krit, ab dem sich Querschnitte

in der Mitte der Probe frei verwölben können. Um sicherzustellen, dass die Bedingung

H/B > (H/B)krit erfüllt ist, wurden sehr schlanke Proben mit einem Aspektverhältnis

von H/B = 18 simuliert. Die Änderung der Makrorotation über die Länge a der Gitter-

konstante in e3-Richtung wurde in der Mitte der Probe (X3 = H/2) mit dem Vorwärts-

Differenzen Schema [84]

dφ3

dX3

∣∣∣∣
H/2

≈ φ3(H/2 + a)− φ3(H/2)

a
=: φ0

3, (3.4)

gemessen. Dieses Vorgehen bewirkt, dass die Einschränkung der Verwölbung am oberen

und unteren Ende der Probe das Ergebnis nicht beeinflusst. Abbildung 3.4b zeigt das

Skalierungsverhalten der chiralen Antwort in Abhängikeit von N unter diesen idealisier-

ten Bedingungen. Um einen direkten Vergleich zwischen Abbildung 3.4a und Abbildung

3.4b zu ermöglichen, ist in Abbildung 3.4b auf der Ordinatenachse der skalierte Wert

2Bφ0
3/ε33 = 4Naφ0

3/ε33 aufgetragen. Die Skalierung mit dem Faktor B = 2Na ist not-

wendig, damit ein direkter Vergleich zwischen Proben mit unterschiedlichem N möglich

ist. Die zusätzliche Skalierung um den Faktor 2 ermöglicht den direkten Vergleich mit

Proben mit dem Aspektverhältnis B ×B × 2B.

Es ist festzustellen, dass eine steife Platte am Ende der Probe bei diesen idealisier-

ten Versuchparametern keinen Unterschied in der chiralen Antwort bewirkt. Dies gilt

sowohl für die rein chirale Gitterstruktur (schwarz), als auch für die chiral-achirale Git-

terstruktur (blau und rot). Abgesehen von diesem Unterschied sind für die rein chirale

Struktur keine Unterschiede im Vergleich zu den Daten aus Abbildung 3.4a zu beob-
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3.3. Ergebnisse der Struktursimulationen

achten. Für die chiral-achirale Struktur ergeben sich jedoch deutliche Unterschiede. Es

ist zu beobachten, dass die chirale Antwort bei der chiral-achiralen Architektur um un-

gefähr einhundert Prozent größer ist, wenn sie weit enfernt von den Rändern gemessen

wird. Außerdem steigt die chirale Antwort im Gegensatz zu Abbildung 3.4a bereits ab

N = 1 bis zu einem Maximum monoton an, bevor sie sich danach einem Abfall ∝ 1/N

annähert. Insgesamt führt dieses Skalierungsverhalten dazu, dass die chirale Antwort bei

der chiral-achiralen Architektur (blau und rot) um mehr als eine Größenordnung größer

sein kann als bei der rein chiralen Architektur (schwarz).

Es ergibt sich nun die Frage, wie groß das Aspektverhältnis einer Probe mindestens

sein muss, damit die in der Mitte der Probe gemessene Makrorotation nicht durch die

eingeschränkte Verwölbung am Rand beinflusst ist. Abbildung 3.5a zeigt die chirale

Antwort für ein festes N = 5 und κ = 2.5 über die Höhe der Probe für die Aspekt-

verhältnisse H/B = 2 (schwarze Linie), H/B = 6 (rote Linie) und H/B = 18 (blaue

Linie). Um einen direkten Vergleich zwischen den unterschiedlichen Aspektverhältnissen

zu ermöglichen, ist sowohl die Abszisse als auch die Ordinate auf die Ausgangshöhe H

normiert. Der Ursprung der Abszisse ist entlang der e3-Achse um H/2, das heißt in die

Mitte der Probe, verschoben und es gilt

X̃3 = X3 +H/2. (3.5)

Analog dazu ist der Ursprung der Ordinate um φ3(H/2) verschoben und es gilt

φ̃3(X̃3) = φ3(X3)− φ3(H/2). (3.6)

Ohne den Einfluss von Randbedingungen müssten die in Abbildung 3.5a gezeigten Kur-

ven identisch sein [84]. Außerdem ist zu erwarten, dass die Makrorotation in einem Be-

reich, der nicht von den Randbedingungen beinflusst ist, linear entlang der e3-Richtung

ansteigt [84]. Für die Probe mit einem Aspektverhältnis von H/B = 18 ist dieses lineare

Verhalten im Bereich zwischen X̃3/H = ±0.4 zu beobachten. Außerhalb von diesem Be-

reich, das heißt nahe am oberen und unteren Rand, ist die Kurve nichtlinear mit einer

geringeren Steigung. Bei kleineren Aspektverhältnissen H/B = 2 und H/B = 6 ist über

die gesamte Höhe der Probe kein linearer Bereich vorhanden.

Die Steigung der Kurven im Koordinatenursprung des Graphen aus Abbildung 3.5a

entspricht der nach Gleichung 3.4 berechneten chiralen Antwort φ0
3/ε33 in der Mitte der
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Abbildung 3.5.: Abhängigkeit der chiralen Antwort vom Aspektverhältnis in Anlehnung an [84]. Si-
mulationen durchgeführt mit Proben ohne Platte bei einer Dehnung von ε33 = 10−4.
(a) Normierte chirale Antwort φ0

3/(ε33H) für einen chiral-achirale Gitterstruktur mit
κ = 2.5 entlang der vertikalen (X̃3) Achse. (b) Chirale Antwort für ein festes N = 5
und variables Aspektverhältnis.
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3.3. Ergebnisse der Struktursimulationen

Probe. Abbildung 3.5b zeigt die chirale Antwort als Funktion des Aspektverhältnisses

H/B für ein festes N = 5. Die chirale Antwort nimmt bei kleineren Aspektverhältnissen

zunächst stark zu, bevor sie sich einem konstanten Regime annähert. Mit dem Beginn

von diesem konstanten Regime hat die Einschränkung der Verwölbung an den Rändern

keinen Einfluss mehr auf die chirale Antwort, da diese nicht mehr von der Probenhöhe

abhängt [84]. Der Bereich, in dem sich die chirale Antwort um weniger als 0,5% zwischen

zwei Aspektverhältnissen verändert, beginnt sowohl bei der rein chiralen Gitterstruk-

tur (schwarz) als auch bei beiden chiral-achiralen Gitterstrukturen (blau und rot) bei

H/B = 8, das heißt (H/B)krit ist unabhängig von der Architektur. Unterschiede zwischen

den Architekturen ergeben sich darin, wie stark die chirale Antwort im Bereich zwischen

H/B = 1 und H/B = 8 verändert. Am geringsten fällt der Unterschied bei der rein chi-

ralen Architektur (schwarz) aus. Hier ändert sich die chirale Antwort von H/B = 1 bis

zum konstanten Regime lediglich um den Faktor 1,5. Bei der chiral-achiralen Architek-

tur mit κ = 2.5 (rot) beträgt dieser Faktor ungefähr 12 und ist damit deutlich größer.

Die chiral-achirale Struktur mit κ = 1.25 (blau) liegt dazwischen. Zusammenfassend

nimmt also der Einfluss der Randbedingung mit einer schwächeren Kopplung zwischen

den chiralen Würfeln zu.

Um eine mögliche Abhängigkeit von (H/B)krit von N zu untersuchen, wurden Kur-

ven wie in Abbildung 3.5b für verschiedene N berechnet. Für jedes N wurde mit dem

Rückwärts-Differenzen-Schema

dφ0
3

d(H/B)
≈ φ0

3(H/B)− φ0
3(H/B − 1)

φ0
3(H/B)

(3.7)

die relative Änderung der chiralen Antwort in Abhängigkeit von H/B berechnet. Das

kritische Aspektverhältnis wurde als erreicht angesehen, wenn die Änderungsrate nach

Gleichung 3.7 kleiner als 0,5% ist. Abbildung 3.6a zeigt die so ermittelten kritischen

Aspektverhältnisse bis N = 10 für die chiral-achirale Gitterstruktur bei κ = 2,5. Abge-

sehen von dem Sonderfall N = 1 beträgt (H/B)krit = 8 bei allen betrachteten N . Das

kritische Aspektverhältnis ist also unabhängig von N . Abbildung 3.6b zeigt, wie stark

die chirale Antwort von der Ranbedingung beeinflusst wird in Abhängigkeit von N . Auf

der Ordinate des Graphen in Abbildung 3.6b wurde der Quotient

φ3

ε33
(H
B
= 8)

φ3

ε33
(H
B
= 1)

(3.8)
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Abbildung 3.6.: Einfluss der Randbedingung in Abhängigkeit von N für chiral-achirale Gitterstruktur
mit κ = 2.5. (a) Kritisches Aspektverhältnis, ab dem die chirale Antwort unabhängig
vom Aspektverhältnis wird. (b) Quotient aus der chiralen Antwort bei H/B = 8 und
H/B = 1.
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3.3. Ergebnisse der Struktursimulationen

aus den chiralen Antworten beim kritischen AspektverhältnisH/B = 8 und beiH/B = 1

aufgetragen. Es sind zwei Trends zu erkennen. Zum einen nimmt der Einfluss der Rand-

bedingung im Mittel mit steigendem N ab. Zum anderen hat die Randbedingung bei

ungeraden N einen schwächeren Effekt als bei geraden.

Der effektive Elastizitätsmodul (E-Modul) der Gitterstruktur ist gemäß

Eeff =
FGes

B2ε33
=

2WGes

B2Hε233
(3.9)

definiert, wobei FGes die Summe aller Reaktionskräfte am oberen Ende einer Probe und

WGes die gesamte elastische Formänderungsenergie ist. Wie die chirale Antwort ist auch

diese globale Materialeigenschaft größenabhängig. In Abbildung 3.7 ist das Skalierungs-

verhalten des effektiven E-Modul, bestimmt durch Simulationen mit Proben ohne Platte

und bei einer Dehnung von ε33 = 10−4, dargestellt. Abbildung 3.7a zeigt den effektiven

E-Modul für H/B = 2 (Kreuze) und H/B = 18 (Quadrate) über N . Im Gegensatz zu

der Makrorotation ist beim effektiven E-Modul nahezu kein Unterschied zwischen Pro-

ben mit großem und kleinem Aspektverhältnis vorhanden. Im Allgemeinen ist die rein

chirale Architektur (schwarz) deutlich steifer als die chiral-achirale Architektur (blau

und rot), wobei bei letzterer die Steifigkeit mit steigendem κ abnimmt.

In den Untersuchungen von Ha u. a. [51], Frenzel u.a. [52] und Duan u.a. [68] wurde

gezeigt, dass der effektive Elastizitätsmodul zunächst mit der Anzahl an Einheitszel-

len N ansteigt und dann gegen einen konstanten Wert konvergiert. Die in Abschnitt

3.1 vorgestellten Gitterstrukturen aus [84] reproduzieren diesen Größeneffekt. Bei der

chiral-achiralen Architektur ist die Größenabhängigkeit der Materialantwort bezüglich

der Steifigkeit stärker ausgeprägt, das heißt es dauert länger bis sich der effektive Elas-

tizitätsmodul seinem konstanten klassichen Regime annähert. Dies ist auf Grund der

linearen Achsenskalierung in Abbildung 3.7a nicht gut zu erkennen. Abbildung 3.7b

zeigt deshalb den Verlauf des Quotienten Eeff(N)
Eeff(1)

über N für Proben mit einem Aspekt-

verhältnis von H/B = 2. Bei der rein chiralen Architektur (schwarz) nimmt der effektive

E-Modul von N = 1 bis zu einem konstanten Regime um ungefähr 35% zu. Der effek-

tive E-Modul der chiral-achiralen Architektur mit κ = 1,25 nimmt für N → ∞ einen

ungefähr 42% größeren Wert ein, als bei N = 1. Für ein κ = 2,5 (rot) ist das konstante

Regime bei N = 31 noch nicht erreicht, da die entsprechende Kurve in Abbildung 3.7b

noch sichtbar steigt. Die Frage, ob das Verhältnis Eeff(N)
Eeff(1)

für κ = 2,5 für N → ∞ noch
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Abbildung 3.7.: Effektiver Elastizitätsmodul in Abhängigkeit der Anzahl von Einheitszellen N gemäß
Gleichung 3.9. (a) Eeff(N) für kleine (H/B = 2) und große (H/B = 18) Aspekt-

verhältnisse. (b) Eeff (N)
Eeff (1)

für ein kleines Aspektverhältnis (H/B = 2).
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3.3. Ergebnisse der Struktursimulationen

größer wird als jenes für κ = 1,25 konnte durch numerische Simulationen, bei dem das

gesamte Kristallgitter aufgelöst wird, nicht abschließend geklärt werden, da die dafür

benötigte Anzahl an Einheitszellen einen zu großen numerischen Aufwand darstellt.

In Abbildung 3.8 ist zusammengefasst, wie sich die Gitterstrukturen bei größeren Deh-

nungen verhalten. In allen drei Grafiken beträgt das Apektverhältnis der Proben H/B =

18. In Abbildung 3.8a ist die Makrorotation φ3(H/2) über der Ingenieurdehnung ε33 für

unterschiedliche Gitterstrukturen mit N = 5 Einheitszellen aufgetragen. Bei der rein chi-

ralen Gitterstruktur (schwarz) ist die Beziehung zwischen Makrorotation und Dehung

bis zu einem Prozent Dehnung vollständig linear. Die chiral-achirale Gitterstruktur (blau

und rot) weist ein nichtlineares Verhalten zwischen Makrorotation und Dehnung auf. Die

Nichtlienearität ist stärker ausgeprägt, wenn nachgiebigere Kopplungselemente, das heißt

ein größeres κ, vorhanden sind. Der Trend dabei ist, dass die Makrorotation bei größer

Dehnung weniger stark zunimmt, das heißt es gilt d2φ3

dε233
< 0. Bei einer Druckbelastung

(siehe Anhang A.2) ist der Trend umgekehrt, allerdings ist es nicht möglich, eine Druck-

dehnung > 0.1% auf die Struktur aufzubringen, da die schlanken Balken zum elastischen

Knicken neigen und die Simulation dadurch nicht konvergiert. Desweiteren ist die Nicht-

linearität bei größeren N stärker ausgeprägt. Es sei angemerkt, dass es sich hier um eine

rein geometrische Nichtlinearität handelt. Das Materialverhalten der Balken ist isotrop

linear elastisch modelliert. Da die Makrorotation eine Starrkörperrotation beschreibt,

muss sie grundsätzlich nichtlinear von der Dehnung abhängen. In Abbildung 3.8b ist die

Makrorotation über die Dehnung bis zu einer Dehnung von ε33 = 10−4 für verschiedene

N aufgetragen. Eine lineare Regression liefert in diesem Bereich für N = 1, 5, 10 jeweils

ein Bestimmtheitsmaß von R2 > 0.99. Außerdem konvergiert der zur Lösung verwendete

Newton-Raphson-Algorithmus bei allen in diesem Abschnitt gezeigten Simulationen mit

ε33 = 10−4 innerhalb von einem Schritt. Innerhalb der numerischen Genauigkeit der an-

gewandten Methodik ist die Verformung im globalen Mittel somit für Dehnungen ≤ 10−4

hinreichend linear. Abbildung 3.8c zeigt die Spannung, die sich analog zum effektiven E-

Modul (siehe Gleichung 3.9) aus der elastischen Energie berechnet, in Abhängigkeit von

der Dehnung. Im Gegensatz zur Makrorotation sind die Spannungs-Dehnungs-Kurven

für alle untersuchten Strukturen bis zu einem Prozent Dehnung näherungsweise linear.

Für die Anwendung von chiralen Metamaterialien in der Aktuatorik ist neben der chi-

ralen Antwort das in einem eingeschränkten Zugversuch ermittelte Blockiermoment MS

eine wichtige Kenngröße [88]. Damit das Blockiermoment von Gitterstrukturen aus einer
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Abbildung 3.8.: Makrorotation und Spannung als Funktion der Dehnung in Anlehnung an [84]. Simu-
lationen durchgeführt mit Proben mit Aspektverhältnis H/B = 18 ohne Platte. C-A
ist das chiral-achirale Gitter, C das Gitter aus direkt verbundenen chiralen Würfeln.
In den Grafiken (a) und (b) ist N = 5. (a) Makrorotation gemäß Gleichung 3.4 über
axialer Dehnung. (b) Spannung über Dehnung. (c) Absolute Rotation bei Z = H/2
für κ = 2.5 und unterschiedliche N .

unterschiedlichen Anzahl von Einheitszellen vergleichbar ist, muss dieses auf das Proben-

volumen V = B2H normiert werden. Das normierte Blockiermoment ist in Abbildung

3.9 über die Anzahl an Einheitszellen N auf einer doppel-logarithmischen Skala für ein

Aspektvehältnis von H/B = 18 aufgetragen. Das Blockiermoment skaliert wie die chira-

le Antwort invers proportional zum Verhältnis aus Probenbreite B und Gitterkonstante

2a, das heißt MS ∝ 1/N . Allerdings beginnt dieser schnelle Abfall, unabhängig davon ob

eine rein chirale oder eine chiral-achirale Gitterstruktur vorliegt, bereits ab N = 1. Da
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Abbildung 3.9.: Blockiermoment pro VolumenMS/V = MS/(18(2Na)3) ermittelt im eingeschränkten
Zugversuch bei der chiral-achiralen Gitterstruktur mit den Parametern ε33 = 10−4

und H/B = 18.

der effektive E-Modul mit N zunimmt, wird das Übersetzungsverhältnis mit steigendem

N kleiner.

3.4. Diskussion

In diesem Kapitel wurden idealisierte dreidimensionale chirale Gitterstrukturen mit Hilfe

von Finite-Elemente-Simulationen hinsichtlich ihrer mechanischen Eigenschaften unter

einachsiger Belastung untersucht. Im ersten Schritt wurden Simulationen betrachtet, die

direkt mit den Versuchsbedingungen einer vorangegangenen Arbeit [52] vergleichbar sind

(Abbildung 3.4a). Dabei wurden sehr kleine Dehnungen (ε33 = 10−4) aufgebracht, um

ein geometrisch lineares Verformungsverhalten zu bewirken. Wurden ausschließlich direkt

miteinander verbundene chirale Würfel für den Aufbau der Gitterstruktur verwendet,

konnte das Skalierungsverhalten der chiralen Antwort in Abhängigkeit von der Anzahl

an Einheitszellen in einer Gitterstruktur aus [52] nahezu perfekt reproduziert werden. In

diesem Fall beginnt der charakteristische Abfall der chiralen Antwort ∝ 1/N bereits bei

kleinen N . Werden nachgiebige Kopplungselemente zwischen chiralen Würfeln platziert

ändert sich das Skalierungsverhalten. Die chirale Antwort steigt zunächst an und das
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3. Untersuchungen an idealisierten periodischen Strukturen

charakteristische Skalierungsverhalten ∝ 1/N beginnt erst bei deutlich größeren N . Der

Vergleich dieser Ergebnisse mit der analytischen Lösung von Lakes [47] (siehe Abbildung

2.5) lässt darauf schließen, dass sich die mikropolare charakteristische Länge durch das

Hinzufügen von nachgiebigen Kopplungselementen vergrößern lässt.

Allerdings entsprechen die chiral-achiralen Gitterstrukturen aus diesem praxisnahen Sze-

nario nicht exakt dem aus der mikroploaren Theorie vorhergesagten Verhalten, da sie

im Schritt von N = 1 auf N = 2 einen Abfall der chiralen Antwort zeigen, bevor die-

se bis zu ihrem globalen Maximum wieder ansteigt. Außerdem hat eine steife Platte

am oberen Ende einer Probe insbesondere bei kleineren N einen Einfluss auf die chi-

rale Antwort. Diese Beobachtungen lassen darauf schließen, dass das Materialverhalten

unter versuchsnahen Bedingungen (siehe Abbildung 3.4a) von Randbedingungen beein-

flusst wird. Dabei wird der Einfluss der Randbedingung mit steigendem κ, das heißt

mit schwächerer Kopplung, größer. Der Einfluss der Randbedingung kann damit be-

gründet werden, dass die Verwölbung der Probenquerschnitte am oberen und unteren

Ende behindert wird, wodurch sich die Struktur im Einflussbereich der Randbedingung

versteift. Dieser Effekt wird zur Mitte der Probe hin schwächer. Deshalb wird bei klei-

neren Aspektverhältnissen eine geringere chirale Antwort beobachtet. Bei einem kleinen

Aspektverhältnis von H/B = 2, wie es in dem versuchsnahen Szenario verwendet wurde,

propagiert dieser Effekt durch die gesamte Probe. Deshalb kommt es zu Artefakten wie

dem Abfall der chiralen Antwort von N = 1 auf N = 2 und dem starken Einfluss der

steifen Platte.

Die Beobachtung, dass die Randeffekte stärker sind, wenn κ größer wird, lässt sich

anhand der in Abbildung 3.10 gezeigten Vereinfachung der Struktur aus Abbildung 3.3b

motivieren. In diesem Bild verhält sich die chiral-achirale Gitterstruktur ähnlich wie

ein unidirektional endlosfaserverstärkter Kunststoff. Die chiralen Anteile (blau) sind in

dieser Analogie die steifen Fasern, die achiralen Anteile sind die weiche Matrix, die für

eine Kraftübertragung zwischen den Fasern sorgt. Der effektive Schubmodul quer zur

Faserrichtung ist dominiert durch die Steifigkeit der Fasern. Längs der Faserrichtung ist

er dominiert durch die Steifigkeit der Matrix und damit deutlich kleiner als quer zur Fa-

ser. Übertragen auf die chiral-achirale Gitterstruktur bedeutet dies, dass sie sich durch

nachgiebigere achirale Kopplungselemente leichter entlang der Zugachse (z-Richtung)

scheren lässt. Demnach ist bei einem größeren κ eine größere Verwölbung und damit

ein stärkerer Einfluss der Randbedingung zu erwarten. Wie stark sich der Effekt der
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3.4. Diskussion

Abbildung 3.10.: Analogie der chiral-achiralen Gitterstruktur zu einem unidirektional gerichteten
Endlosfaserverbund. Die blauen

”
Fasern“ repräsentieren die steifen chiralen Würfel.

Die graue
”
Matrix“ ist die Analogie zu den weichen achiralen Elementen.

Randbedingung auf die chirale Antwort auswirkt, hängt in komplexer Weise von N ab.

Zum einen nimmt der Effekt insgesamt mit steigendem N ab, zum anderen ist er bei

geraden N deutlich stärker als bei ungeraden. Ein solches alternierendes Verhalten kann

ein interessanter Ansatzpunkt für über Randbedingungen programmierbare Materialei-

genschaften sein [89].

Ab einem hinreichend großen Aspektverhältnis (H/B)krit = 8 können sich Querschnitte

in der Mitte der Probe frei verwölben. Interessanterweise ist dieses kritische Aspekt-

verhältnis weder von N noch von der Architektur (chiral oder chiral-achiral) abhängig.

Um den Einfluss der eingeschränkten Verwölbung zu eliminieren, wurden sehr schlanke

Proben (H/B = 18 > (H/B)krit) betrachtet. Außerdem wurde die chirale Antwort in

der Mitte der Probe gemessen, wo sich Querschnitte frei verwölben können. Unter diesen

idealisierten Bedingungen verschwinden die Randeffekte und die chirale Antwort skaliert

wie von der mikropolaren Elastizität vorausgesagt (Vgl. Abbildungen 3.4b und 2.5). Es

sei an dieser Stelle hervorgehoben, dass in diesem Fall die steife Platte am Ende der

Probe keinen Einfluss auf die chirale Antwort hat. Das bedeutet, dass die nachgiebi-

gen Kopplungselemente steif genug sind, um die Mikrorotationen in eine Makrorotation
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3. Untersuchungen an idealisierten periodischen Strukturen

umzusetzen. Das in Abbildung 3.4b gezeigte Verhalten ist demnach als reine Material-

antwort zu beurteilen [84].

Neben der chiralen Antwort ist auch der effektive E-Modul von N abhängig. Dieser

nimmt mit steigendem N zu und konvergiert gegen einen konstanten Wert, wobei die

Anzahl an Einheitszellen N , bei der er diesen Grenzwert erreicht, mit sinkender Stei-

figkeit der Kopplungselemente zunimmt. Im Gegensatz zur chiralen Antwort hat die

Randbedingung auf den effektiven E-Modul keinen großen Einfluss. Insgesamt stützen

beide Beobachtungen aus der Sichtweise der mikropolaren Elastizität die Interpretation,

dass sich die charakteristische Länge eines chiralen Metamaterials durch das Hinzufügen

nachgiebiger Kopplungselemente erhöht, da sich dann sowohl die chirale Antwort als

auch der effektive E-Modul erst bei größeren N ihrem Grenzwert annähern. Umgekehrt

verringert sich die charakteristische Länge, wenn steifere Kopplungselemente verwendet

werden (siehe Anhang A.2).

Die in Abschnitt 3.1 formulierte Hypothese ist daher zu bestätigen. Das in Kapitel

2 beschriebene Phänomen, dass die effektiven Eigenschaften von Metamaterialien auf-

grund ihrer rational gestalteten Architektur über die Eigenschaften des Basismaterials

hinausgehen können, zeigt sich hier zweifach. Zum einen lassen sich klassisch linear

elastische Balken zu einer Gitterstuktur zusammenfügen, die ein nicht-klassisches Mate-

rialverhalten in Form der chiralen Antwort aufweist, zum anderen wird dieses Verhalten

verstärkt, in dem der Anteil der Komponenten der Gitterstruktur, die für die chira-

le Antwort verantwortlich sind, verkleinert wird. Im Gegensatz zu dieser Beobachtung

zeigte eine Architektur, bei der anstatt nachgiebiger achiraler Würfel wie in Abbildung

3.2c nachgiebige chirale Würfel zur Kopplung eingesetzt wurden, eine verringerte chirale

Antwort (siehe Anhang A.2).

Es wurde in Abschnitt 3.1 argumentiert, dass der charakteristische Abfall der chiralen

Antwort ∝ 1/N durch Kompensationseffekte im Volumen des Metamaterials verursacht

wird. Daraus wurde die Idee entwickelt, dass sich der charakterische Abfall durch eine

schwächere Kopplung der chiralen Elemente der Gitterstruktur verzögern lässt [52, 69,

86, 84, 85]. Diese Betrachtungsweise erklärt jedoch nicht, warum die chirale Antwort

in den chiral-achiralen Gitterstrukturen zunächst ansteigt, bevor sie sich ihrem charak-

teristischen Abfall ∝ 1/N annähert. Dieses Verhalten wird zwar für Materialien mit

großer charakteristischer Länge von der mikropolaren Elastizität vorhergesagt [47] (sie-
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3.4. Diskussion

he Abbildung 2.5), die komplizierten Gleichungen machen die Herstellung eines direkten

Zusammenhangs zwischen dem beobachteten Skalierungsverhalten und der Architektur

jedoch schwierig.

Ein von Frenzel u.a. [85] entwickeltes semi-analytisches Modell liefert hierfür eine in-

tuitive Erklärung. In diesem Modell wird eine chirale Gitterstruktur bestehend aus

N12 ×N12 ×N3 Einheitszellen betrachtet. Unter einer konstanten Dehnung ε33 verformt

sich die Struktur elastisch. Die dabei gespeicherte elastische Energie

W := W1 +W2 +W3 (3.10)

ist in drei Teile aufgeteilt, die sich aus der axialen Dehnung, der Makrorotation und der

Differenz aus Makro- und Mikrorotation ergeben. Auf eine konstante uniaxiale Dehnung

ε33 reagiert das Material für N12 > 1 mit einer Makrorotation φ(N12,N3), die von der

Anzahl an Einheitszellen in horizontaler und vertikaler Richtung abhängt. Die Mikroro-

tation ist gegeben durch ϕ(1,N3). Die Rotation einer einzelnen Einheitszelle ϕ(1, 1) ist

ein Eingangsparameter des Modells. Durch Stapeln einzelner Einheitszellen entlang der

z-Achse ergibt sich

ϕ(1,N3) = N3ϕ(1, 1). (3.11)

Gleichermaßen gilt für das Stapeln von ganzen Schichten bestehend aus N12 ×N12 Ein-

heitszellen

φ(N12,N3) = N3φ(N12, 1). (3.12)

Der erste Term

W1 = c1N
2
12N3ε

2
33 (3.13)

beinhaltet die Anteile der axialen Dehnung und der Querkontraktion. Der zweite Term

W2 = c2
N4

12

N3

φ(N12,N3)
2 (3.14)

beschreibt die in der globalen Torsion gespeicherte Energie eines prismatischen Stabes

gemäß [59]. Der dritte Term

W3 = c3N
2
12N3(φ(N12, 1)− ϕ(1, 1))2 (3.15)

ergibt sich aus der Differenz zwischen der Makro- und der Mikrorotation [85]. In der

Struktur aus Abbildung 3.2c ensteht solch ein Energieeintrag dadurch, dass die Seiten-
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3. Untersuchungen an idealisierten periodischen Strukturen

flächen benachbarter chiraler Würfel (blau) in die entgegengesetzte Richtung abscheren

und die achiralen Würfel (grau) dazwischen dadurch verzerren. Über die Bedingung, dass

die gesamte elastische Energie ein Minimum einnehmen muss, kann die Makrorotation

φ3(N12,N3) für eine konstante Dehnung ε33 aus der Bedingung

∂W

∂φ(N12,N3)
= 0 (3.16)

berechnet werden. Für den Vergleich mit Abbildung 3.4b gilt N3 = 4N12 = 4N . Die Kon-

stanten c2 und c3 lassen sich zu der charakteristischen Zahl N2
c = c3/c2 zusammenfassen.

Mit der vereinfachten Schreibweise φ(N) := φ(N , 4N) und φ(1) := 4ϕ(1, 1) ergibt sich

für die Makrorotation die Funktion

φ(N) =

φ(1) wenn N = 1

= φ(1) NN2
c

N2+N2
c

wenn N > 1
. (3.17)

Abbildung 3.11 zeigt einen Vergleich zwischen dem einfachen Modell von Frenzel u.a.

[85] und den Struktursimulationen aus Abbildung 3.4b. Über die Eingangsparameter

φ(1) und Nc lässt sich das Modell gut an die Ergebnisse der Simulation anpassen. Die

beiden Parameter beinhalten keine explizite Information über die Geometrie, das heißt

es lässt sich auf andere chirale Gitterstrukturen, wie zum Beispiel auf das Metamaterial

[52], anwenden.

Nach dem Satz von l’Hospital [90] folgt

lim
N→∞

φ(N) = lim
N→∞

N2
c

2

1

N
= 0. (3.18)

neben der mikropolaren Elastizitätstheorie sagt somit auch das einfache Modell voraus,

dass die chirale Antwort verschwindet, wenn die Gesamtabmessung des Gitters sehr viel

größer wird als die Gitterkonstante. Die charakteristische Zahl Nc bestimmt die Lage

des Maximums der chiralen Antwort φ(Nc) = φ(1)Nc

2
und damit, wann sich die chirale

Antwort ihrem Grenzwert annähert. Aus der Beziehung N2
c = c3/c2 folgt für die Ma-

ximierung der charakteristischen Zahl ein Zielkonflikt. Zum einen muss c3 maximiert

werden, das bedeutet die Einheitszellen einer chiralen Gitterstruktur müssen so stark

an einander gekoppelt werden, dass die Mikrorotationen möglichst stark auf die Ma-

krorotation übertragen werden, zum anderen muss c2, das heißt die Torsionssteifiggkeit

des Verbunds, minimiert werden. Werden chirale Würfel direkt oder durch sehr steife

44



3.4. Diskussion

100 101 102 103

Anzahl Einheitszellen N

10 1

100

101
M

ak
ro

ro
ta

tio
n/

De
hn

un
g 

in
 

/%

Nc = 2

Nc = 4

Nc = 12

Modell
C
C-A: = 1,25
C-A: = 2,5

Abbildung 3.11.: Vergleich der Simulationen aus [84] mit dem Modell aus [85]. Die Datenpunkte der
Simulationen entsprechen den Kreisen in Abbildung 3.4b.

achirale Würfel miteinander verbunden, wird c3 sehr groß. Der Modul c2 wird ebenfalls

größer, wenn die achiralen Würfel steifer werden. Das Verhätnis der Moduli N2
c = c3/c2

vergrößert sich bei den im vorangegangenen Abschnitt betrachteten Gritterstrukturen,

wenn die achiralen Würfel nachgiebiger werden, das heißt wenn sich κ vergrößert. Aller-

dings verkleinert sich das lineare Regime bei einer Erhöhung von κ und der Einfluss von

Randbedingungen nimmt zu. Deshalb ist es schwierig zu beurteilen, ob bei κ ≫ 2.5 wei-

terhin größere Nc, beziehungsweise größere charakteristische Längen zu erwarten sind,

oder ob es ein optimales κ gibt. Insbesondere die Bewertung des Grenzfalls κ → ∞ ist

problematisch, weil dieser mit einem sehr kleinen linearen Regime und einem sehr großen

Einfluss von Randbedingungen einhergeht. [84]

Das Blockiermoment skaliert im Gegensatz zur chiralen Antwort steng monoton ∝ 1/N .

Kompensationseffekte wie bei der chiralen Antwort sind in diesem Fall jedoch nicht für

dieses Verhalten verantwortlich. Das Momentengleichgewicht erfordert, dass das Blo-

ckiermoment gleich dem Drehmoment einer einzelnen Schicht von Einheitszellen ist.

Dieses ergibt sich aus der Summe der Drehmomente aller Einheitszellen in der Schicht

und ist daher ∝ N2. Das Volumen skaliert mit N3, wodurch das Blockiermoment nor-

miert auf das Probenvolumen ∝ 1/N ist. Außerdem ist das Blockiermoment unabhängig
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3. Untersuchungen an idealisierten periodischen Strukturen

von der Steifigkeit der Kopplungselemente. Es wird in der in diesem Kapitel untersuch-

ten Struktur ausschließlich von den chiralen Anteilen des Gitters bestimmt.

Ein weiterer Effekt, den die Erhöhung von κ mit sich bringt, ist die Verkleinerung des

Bereichs, in dem die Makrorotation linear von der axialen Dehung abhängt. Da das Ba-

sismaterial der Gitterstruktur als linear elastisch modelliert wurde, kann es sich dabei

nur um eine geometrische Nichtlinearität handeln. Unter Zugbelastung verlangsamt sich

die Zunahme der chiralen Antwort mit steigender Dehnung; unter Druckbelastung ist

der Trend umgekehrt. Ein ähnliches Verhalten wurde bei vergleichbaren Strukturen fest-

gestellt [91].

Die Asymmetrie bezüglich Zug- und Druckbelastung ergibt sich aus dem Verhalten ei-

ner einzelnen Einheitszelle. Um das Verhalten zu erklären eignet sich das in Abbildung

3.12 dargestellte einfache Federmodell. Es besteht aus zwei elastischen Stäben mit den

Anfangslängen l01, l
0
2 und den Steifigkeiten k1, k2, für die gilt

k2 =
l01
l02
k1. (3.19)

Die Kraft-Weg-Beziehung

Fi = ki ln

(
li
l0i

)
(3.20)

wird mit der wahren Dehnung εt = ln
(

li
l0i

)
formuliert. Dies entspricht einer physika-

lisch linearen aber geometrisch nichtlinearen Formulierung ähnlich einem Saint-Venant-

Kirchhoff-Modell [92]. Die geometrisch nichtlineare Modellierung ist nötig, um zu ga-

rantieren, dass keiner der beiden Stäbe auf eine Länge ≤ 0 reduziert wird. Durch eine

vertikale Verschiebung v verschiebt sich das Gelenk, das die beiden Stäbe verbindet,

in horizontaler Richtung um u. Dieser Mechanismus imitiert das Abscheren der Seiten-

flächen eines chiralen Würfels, das für die chirale Antwort verantwortlich ist. Die Längen

der Stäbe

l1 =

∥∥∥∥∥
(
0

l01

)
+

(
u

v

)∥∥∥∥∥ (3.21)

und

l2 =

∥∥∥∥∥
(
(l02)

2 − (l01)
2

l01

)
+

(
u

v

)∥∥∥∥∥ (3.22)
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Abbildung 3.12.: Einfaches Bild des Mechanismus der chiralen Würfel. Eine vertikale Verschiebung
v wird in eine horizontale Verschiebung u übersetzt. Dies imitiert die Kinematik
der Seitenflächen eines chiralen Würfels. Die Stäbe werden physikalisch linear und
geometrisch nichtlinear modelliert.

ergeben sich aus den Ausgangslängen l01, l
0
2 und den Verschiebungen u, v. Aus der gesam-

ten elastischen Energie

W =
1

2
k1

(
(ln

(
l1
l01

)
)2 +

l01
l02
(ln

(
l2
l02

)
)2
)

(3.23)

lässt sich über die Bedingung
∂W

∂u
= 0 (3.24)

die horizontale Verschiebung u für eine vorgegebene vertikale Verschiebung v mit Hilfe

von numerischen Verfahren (siehe [93, 94]) berechnen. Abbildung 3.13 zeigt die Verschie-

bungen für unterschiedliche Verhältnisse der Ausgangslängen l02/l
0
1.

Abbildung 3.13a zeigt das Verhalten für moderate Dehnungen zwischen v/l01 ± 4%. Der

Fall l02/l
0
1 =

√
2 (rote Linie) entspricht den Längenverhältnissen in den chiralen Würfeln

aus Abbildung 3.1b. Die Asymmetrie bezüglich Zug und Druck ist eindeutig zu erken-

nen. Bei Zug (v > 0) gilt d2|u|
dv2

< 0, das heißt die Kurve wird flacher, bei Druck (v < 0)

ist es umgekehrt. Neben der Erklärung des asymmetrischen Verhaltens im geometrisch

nichtlinearen Bereich liefert diese vereinfachte Darstellung Hinweise, wie das chirale Me-

tamaterial aus Abschnitt 3.1 bezüglich der chiralen Antwort optimiert werden kann.

Verändert sich das Verhältnis zu l02/l
0
1 =

√
5 (schwarze Linie), dann ist die Breite des

Mechanismus doppelt so groß wie seine Höhe. In diesem Fall übersetzt der Mechanismus

eine vertikale Verschiebung v weniger stark in eine Schubvervormung. Umgekehrt wird

die Übersetzung von vertikaler Verschiebung zu horizontaler Schubverformung größer,
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3. Untersuchungen an idealisierten periodischen Strukturen

wenn sich das Längenverhältnis auf l02/l
0
1 = 1

2

√
5 (blaue Linie) verkleinert. Übertragen

auf das chirale Metamaterial ist demnach zu erwarten, dass flache und breite Einheits-

zellen bei moderaten Dehnungen eine geringere chirale Antwort liefern als hohe und

schmale Einheitszellen.

Abbildung 3.13b zeigt das Verhalten für sehr große Dehnungen. Es ist zu erkennen,

dass die Kurven im Druckbereich (v/l01 < 0) einen Wendepunkt aufweisen. An diesem

Wendepunkt werden sie nicht mehr steiler sondern flachen ab. Dieses Verhalten ist plau-

sibel, da am Totpunkt bei v = −l01 die Bedingung du
dv

= 0 gelten muss. In der Praxis ist

dieser Punkt offensichtlich nicht erreichbar, da dafür das Gitter auf ein unendlich kleines

Volumen komprimiert werden müsste. Somit ist die axiale Dehung und damit die Ma-

krorotation im Druckbereich nach oben beschränkt. Im Zugbereich sind abhängig vom

Basismaterial prinzipiell axiale Dehnungen deutlich größer als 100% möglich, die hori-

zontale Verschiebung u hat hier jedoch auch eine obere Schranke. Diese kommt dadurch

zustande, dass sich das Verbindungsgelenk der Kinematik bei einer vorgegebenen verti-

kalen Verschiebung geometrisch bedingt immer zwischen den beiden Punkten befinden

muss, an denen die zwei Stäbe befestigt sind. Übertragen auf die Gitter aus Abschnitt

3.1 bedeutet dies, dass die Makrorotation im Zugbereich ebenfalls eine obere Grenze hat.

Am Beispiel einer Spiralfeder lässt sich leicht erklären, warum dies nicht nur für die-

se spezielle Struktur sondern für alle chiralen Strukturen gelten muss. Wird die Feder

einer Zugbelastung ausgesetzt, dreht sie sich auf, bis der Draht vollständig gestreckt

ist. Chirale Strukturen verdrehen sich also unter Zug so lange, bis sie nicht mehr chiral

sind. Für den Anwendungsfall lässt sich aus dieser sehr einfachen analytischen Rechnung

ableiten, dass immer der Lastfall mit berücksichtigt werden muss. Soll zum Beispiel ei-

ne möglichst große Makrorotation bereits bei sehr kleinen Dehnungen erreicht werden,

wären hohe und schmale Einheitszellen optimal, da die chirale Antwort φ
ε
in einem klei-

nen Berich um ε = 0 maximal ist. Soll eine möglichst große absolute Makrorotation

erreicht werden, sind eher flache und breite Einheitszellen von Vorteil.

Zusammenfassend konnte gezeigt werden, dass sich die charakteristische Länge durch

die Steifigkeit der Verbingung zwischen chiralen Einheitszellen maßchneidern lässt. Die

Erhöhung der charakteristischen Länge bringt zwei Vorteile mit sich. Zum einen wei-

sen Gitter mit mehr Einheitszellen noch eine chirale Antwort auf, zum anderen konnte

die chirale Antwort aufgrund des Anstiegs bei kleinen N insgesamt um mehr als das
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Abbildung 3.13.: Horizontale Verschiebung u als Funktion der vertikalen Verschiebung v für den in
Abbildung 3.12 dargestellten Mechanismus. (a) Moderate Dehnungen. (b) Sehr
große Dehnungen.

zehnfache erhöht werden. Insgesamt wird das Materialverhalten deutlich komplexer, da

sowohl der Einfluss von Randbedingungen als auch von Nichtlinearitäten zunimmt, was
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3. Untersuchungen an idealisierten periodischen Strukturen

die Modellierung schwieriger macht. Außerdem wirkt sich das Einbringen der nachgie-

bigen Kopplungselemente negativ auf das Blockiermoment aus, was Nachteile für die

Anwendung als Aktuator mit sich bringt. Diese Problematik wird in Kapitel 5 nochmals

aufgegriffen und es werden Lösungsansätze aufgezeigt, zuerst wird jedoch im folgenden

Kapitel (Kapitel 4) auf die Validierung der hier vorgestellten theoretischen Ergebnisse

eingegangen.
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Validierung

Im vorangegangen Kapitel wurde anhand einer idealisierten Struktur beschrieben, wie

sich die charakteristische Länge eines chiralen Metamaterials durch eine Schwächung der

Kopplung zwischen den chiralen Elementen des Gitters über Größenordnungen verändern

lässt. Dieses Prinzip soll nun auf eine Struktur, die praktisch realisierbar ist, angewandt

werden. Die in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnisse wurden in enger Zusammen-

arbeit mit der Arbeitsgruppe von Prof. Martin Wegener am Institut für Angewandte

Physik erarbeitet und sind im Fachartikel [85] veröffentlicht. Das neu erarbeitete De-

sign des Metamaterials wird in Abschnitt 4.1 erläutert. In Abschnitt 4.2 werden unter-

schiedliche Ansätze zur Modellierung des Materialsverhaltens vorgestellt. Abschnitt 4.3

behandelt kurz die am Institut für Angewandte Physik durchgeführten Experimente zur

mechanischen in-situ Charakterisierung. In Abschnitt 4.4 werden alle theoretischen und

experimentellen Ergebnisse verglichen und diskutiert.

4.1. Design des Metamaterials

An das Design des Metamaterials werden zwei Anforderungen gestellt: Zum einen muss

es herstellbar sein, zum anderen muss es auch bei moderaten Dehnungen robust gegen

Versagen sein. Um Proben aus mehr als einhunderttausend Einheitszellen in hinnehmba-

rer Zeit herstellen zu können, wurde das von Hahn u.a. [95] entwickelte Zwei-Photonen-

Stereolithographie Verfahren mit 3× 3 parallelen Laserfoci ausgewählt. Für dieses Ver-

fahren ist die in Kapitel 3 gezeigte Struktur ungünstig, da sich die Kombination aus

der Dicke der Balken und der Gesamtgröße der Einheitszelle mit den festen Abständen

zwischen den parallelen Laserfoci aus dem Aufbau von Hahn u.a. [95] schlecht abbilden

lässt. Da die mit diesem Verfahren hergestellten Proben zwischen einigen hundert bis

tausend Mikrometern groß sind, ist es einfacher einen Druck- anstelle eines Zugversuchs

durchzuführen. Hierfür ist die Struktur aus Kapitel 3 ebenfalls ungeeignet, da die schlan-

51



4. Realisierbare Strukturen und Validierung

ken Balken unter Druck zum elastischen Knicken neigen.

Aus diesem Grund wurde das Design von Frenzel u.a. [52] wie in Abbildung 4.1 um

ein nachgiebiges Kopplungselement erweitert. Dieses erfüllt die gleiche Aufgabe wie die

achiralen Würfel im vorangegangenen Kapitel. Der graue Teil der Einheitszelle ist die

alte Struktur, die neu hinzugefügten Kopplungselemente sind in rot dargestellt. Die Ab-

messungen der Zelle betragen a1 = a2 = a12 in der horizontalen und a3 in der vertikalen

Richtung und es gilt a3 = 2
3
a12. Damit handelt es sich um eine tetragonale Zelle mit

vierzähliger Rotationssymmetrie um die z-Achse. Der Winkel δ bestimmt die Chiralität

der Einheitszelle, für δ = 0 ist die Zelle achiral [52, 85]. Wird die Einheitszelle einer

Druckbelastung ausgesetzt, wird die Kraft über die in den Ecken verbundenen Balken

auf die Ringe in der Mitte der Seitenflächen übertragen. Für δ > 0, das heißt bei chira-

len Zellen, wirkt dadurch ein Drehmoment auf den Ring, was zu einem Abscheren der

Seitenfläche des grauen Würfels in Abbildung 4.1 führt. Insgesamt kommt es dadurch

zu einer chiralen Antwort. Der Vorteil dieser Struktur besteht darin, dass die Defor-

mationen hauptsächlich durch Biegung geprägt sind, wodurch das elastische Knicken

unter Druckbelastungen vermieden wird. Die Stärke der Kopplung zwischen einzelnen

Einheitszellen in einem Gitter ist durch die Länge c des horizontalen Balkens und des-

sen Dicke dT bestimmt. Die weiteren Abmessungen der Einheitszelle sind Tabelle 4.1 zu

entnehmen. Durch das nach innen gezogene Design des Kopplungselements (rot) kann

die Länge c variiert werden, ohne dass sich die Gesamtabmessungen der Zelle verändern.

Dies ist praktisch, da sich mit dem Verhältnis a3 =
2
3
a12 aus N ×N × 3N Einheitszellen

direkt vergleichbare Proben mit den Abmessungen B × B × 2B aus verschiedenen N

konstruieren lassen.
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4.1. Design des Metamaterials

Tabelle 4.1.: Parameter zur Beschreibung der Geometrie der Einheitszelle. Alle Werte
sind gerundet auf eine Dezimalstelle.

Parameter Verhältnis/Wert
a3
a12

66,7%
r1
a12

21,3%
r2
a12

26,7%
b

a12
14,2%

c
a12

34,2%
d
a12

4,0%
dT
a12

4,0%
h
a12

14,2%

δ 34,8◦
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(a)
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a12

r2

r1

e1
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(b)

c

d

d
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dT

h

δ

e1 e2

e3

Abbildung 4.1.: Schematische Darstellung der Einheitszelle. Diese wird periodisch auf einem tetrago-
nalen Gitter platziert, um das Metamaterial aufzubauen. Die Zelle besteht aus einem
einzigen Material. Die unterschiedlichen Farben dienen der Veranschaulichung. Grau
ist identisch zu [52]. Die roten Anteile sind die neu hinzugefügten Kopplungselemen-
te. Grafiken in Anlehnung an [85]
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4.2. Finite-Elemente-Simulationen

Zur Charakterisierung des Metamaterials wurden drei verschiedene Modellierungsansätze

implementiert. Als Benchmark dienen Finite-Elemente-Simulationen, bei denen die ge-

samte Gitterstruktur mit Kontinuumselementen vernetzt wurde (Abschnitt 4.2.1). Um

diese Simulationen zu ergänzen und Proben mit mehr Einheitszellen numerisch zu unter-

suchen, wurde ein vereinfachtes Modell basierend auf Timoshenko-Balken implementiert

(Abschnitt 4.2.2). Zusätzlich wurde die Struktur als linear elastisches mikropolares Kon-

tinuum modelliert (Abschnitt 4.2.3).

4.2.1. Struktursimulationen mit Kontinuumselementen

Die Struktursimulationen mit Kontinuumselementen wurden von Tobias Frenzel am In-

stitut für Angewandte Physik mit Hilfe der Software COMSOL Multiphysics durch-

geführt. Die Struktur wurde mit Tetraederelementen mit quadratischen Ansatzfunktio-

nen vernetzt. Das Materialverhalten wurde als isotrop linear elastisch mit einem Elasti-

zitätsmodul von 2,6GPa und einer Querkontraktionszahl von 0,4 modelliert. Betrachtet

wurden Proben aus N×N×3N Einheitszellen mit den Abmessungen B×B×2B und ei-

ner Gitterkonstante a12 = 150 µm. Diese wurden am unteren Ende fest eingespannt. Am

oberen Ende wurden die Proben an eine im Verhältnis zur restlichen Struktur sehr steifen

Platte befestigt, was dem Aufbau in den Experimenten entspricht (siehe Abschnitt 4.3).

Die Platte wurde um ū nach unten verschoben, wodurch sich mit H = 2B die Dehnung

ε33 = ū
H

ergibt. Die Makrorotation ergibt sich aus der Starrkörperrotation der steifen

Platte. Mit diesem Modell war es möglich, Proben mit bis zu N = 6 Einheitszellen zu

simulieren.

4.2.2. Struktursimulation mit Balkenelementen

Für die Simulationen mit Timoshenko-Balken wurde die Software ABAQUS 3DEXPE-

RIENCE 2018x und das Balkenelement B32 mit geometrisch nichtlinearer Formulierung

verwendet. Wie in den Simulationen mit Kontinuumselementen wurde das Basismaterial

als linear elastisch mit einem Elastizitätsmodul von 2,6GPa und einer Querkontraktions-

zahl von 0,4 modelliert. Eine Längeneinheit im Modell entspricht 150 µm. Die Einheiten

zur Interpretation der Ergebnisse ergeben sich aus diesen Angaben. Am unteren En-

de der Proben wurde eine feste Einspannung modelliert. Am oberen Ende der Probe

wurden alle Freiheitsgrade fest an einen Referenzpunkt gekoppelt. Dieser wurde um ū
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4. Realisierbare Strukturen und Validierung

nach unten verschoben. Über diese Randbedingung wird der Einfluss der steifen Plat-

ten am Ende der experimentell charakterisierten Proben reproduziert (siehe Abschnitt

4.3). Die Makrorotation ist in diesem Fall identisch mit der Rotation des Referenzpunkts.

Abbildung 4.2 zeigt den Aufbau des vereinfachten Modells. Die Balken der in rot darge-

stellten Kopplungselemente haben einen Querschnitt mit den Abmessungen dT×dT. Die

Ringe in den Seitenflächen wurden durch aus Balken zusammengesetzte Achtecke ersetzt.

Diese Balken haben einen Querschnitt mit den Abmessungen d × dR mit dR = r2 − r1.

An der Ober- und Unterseite sind die abgebildeten Balken der Achtecke doppelt so dick.

Werden zwei Zellen in e3-Richtung aufeinander gestapelt, wird das Achteck von entweder

der unteren oder der oberen Zelle weggelassen. Auf diesem Weg sind weniger Elemen-

te zur Modellierung nötig. Die Struktur in Abbildung 4.2 repräsentiert deshalb etwas

mehr als nur die Einheitszelle des Gitters. Der effektive Elastizitätsmodul der Struktur

kann mit diesem Modell auf Grund der starken Vereinfachungen nicht mehr zuverlässig

abgeschätzt werden. Zum einen sind viele der Balken zu dick, sodass die kinematischen

Annahmen der Timoshenko-Balken nicht vollständig erfüllt sind, zum anderen ist der

effektive Elastizitätsmodul sehr sensitiv gegenüber kleinen Veränderung in der Verbin-

dung zwischen den Balken und den Ringen, was über Balkenelemente nicht abgebildet

werden kann. Insgesamt besteht die Tendenz, dass das Balkenmodell den effektiven Elas-

tizitätsmodul unterschätzt [85].

Bei der Abschätzung der chiralen Antwort liefert das Modell jedoch brauchbare Er-

gebnisse, was aus Abbildung 4.3a hervorgeht. Die Grafik zeigt die chirale Antwort in

Abhängigkeit von N , wie sie von den Simulationen mit Kontinuumselementen (Dreie-

cke) und Balkenelementen (Linien) vorhergesagt wird. Die orangenen Dreiecke und die

blauen Linien repräsentieren die Struktur, wie sie in den Abbildungen 4.1 und 4.2 dar-

gestellt ist. Die Ergebnisse beider Modelle sind fast identisch. Allerdings kann für diese

Konfiguration nur der Bereich des Anstiegs der chiralen Antwort mit den Simulationen

mit Kontinuumselementen abgedeckt werden. Um zu untersuchen, ob das Balkenmodell

auch das Maximum und den Abfall der chiralen Antwort richtig abschätzen kann, wur-

den zusätzliche Simulationen durchgeführt, bei denen das Kopplungselement verkürzt

wurde (rote Dreiecke und grüne Linien). Durch diese Änderung wird die Kopplung zwi-

schen den Einheitszellen stärker. Wegen der stärkeren Kopplung werden das Maximum

und der Abfall der chiralen Antwort zu kleineren N verschoben, was es erlaubt, alle

Bereiche des Skalierungsverhaltens mit beiden Modellen abzubilden. Wie in Abbildung
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a3
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Abbildung 4.2.: Schematische Darstellung einer erweiterten Einheitsszelle des Timoshenko-
Balkenmodells. Dieser Ansatz stellt eine starke Vereinfachung der Struktur aus Ab-
bildung 4.1 dar, erlaubt aber, Simulationen mit bis zu 24000 Einheitszellen zu simu-
lieren. Grafik in Anlehnung an [85].

4.3a zu sehen ist, stimmen beide sowohl qualitativ als auch quantitativ gut überein.

Abbildung 4.3b zeigt, wie sich die Struktur bezüglich kleiner Variationen in der Bal-

kendicke dT des Kopplungselements verhält. Die blauen Linien zeigen das Verhalten für

die Solldicke des Balkens. Die schwarzen und roten Linien ergeben sich für einen Balken,

der zehn Prozent zu dick, beziehungsweise zu dünn ist. Die unterschiedlichen Linienarten

(durchgezogen, gestrichelt und gepunktet) stehen jeweils für die Dehnungen von −0,1%,

−0,5% und −1%. Es ist in allen Fällen zu beobachten, dass die chirale Antwort mit einer

betragsmäßig größeren Dehnung größer wird. Diese Nichtlinearität setzt erst dann ein,

wenn sich die chirale Antwort ihrem Maximum nähert und wird danach mit steigendem

N immer größer. Für Dehnungen |ε33| ≤ 0,1% ist das Verhalten näherungsweise linear.

Bei dünneren Balken, das heißt einer schwächeren Kopplung, verschiebt sich das Maxi-

mum der chiralen Antwort hin zu größeren Verdrehungen und größeren N . Außerdem ist

die Nichtlinearität bei dünneren Balken stärker ausgeprägt. Das Metamaterial verhält

sich somit qualitativ identisch zu der idealisierten Strukturen aus dem vorangegange-

nen Kapitel. Im näherungsweise linearen Bereich (Dehnungen |ε33| ≤ 0,1%) verschiebt

sich das Maximum der chiralen Antwort bei einer Änderung von dT ± 10% sowohl auf

der Abszisse als auch auf der Ordinate um ungefähr ±30%. Im geometrisch nichtli-
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Abbildung 4.3.: Ergebnisse aus den Simulationen, in denen die Struktur des Metamaterials vollständig
aufgelöst ist. (a) Vergleich des mit Volumenelementen vernetzten Modells mit dem
Timoshenko-Balkenmodell. (b) Timoshenko-Balkenmodell für verschiedene Balken-
dicken dT. Grafiken in Anlehnung an [85].

nearen Bereich (Dehnungen |ε33| ≥ 0,1%) liegt der Unterschied der chiralen Antwort

zwischen den unterschiedlichen dT in einer ähnlichen Größenordnung. Die Biegesteifig-
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4.2. Finite-Elemente-Simulationen

keit der langen horizontalen Balken in den Kopplungselementen skaliert ∝ d4T. Bei einer

Änderung von dT ± 10% verändert sich die Biegesteifigkeit somit um ungefähr ±50%.

Kleine Veränderungen in der Balkendicke dT haben somit einen verhältnismäßig großen

Einfluss auf die chirale Antwort. Dieser Einfluss liegt jedoch im zu erwartenden Rahmen

und lässt nicht auf die Existenz von elastischen Instabilitäten schließen. Mit der hier

beschriebenen Vereinfachung der Einheitszelle auf ein Balkenmodell konnten Proben bis

N = 20, das heißt 20 × 20 × 60 = 24000 Einheitszellen, simuliert werden. Mit einem

größeren Ressourceneinsatz liese sich die Größe der Modelle noch um einige N steigern.

Da die Gesamtanzahl der Einheitszellen ∝ N3 skaliert, sind die Grenzen der Numerik

jedoch selbst mit Hochleistungsrechnern schnell erreicht, weshalb es effizienterer Konti-

nuumsmodelle bedarf.

4.2.3. Mikropolare Kontinuumsmechanik

Wie in Kapitel 2 diskutiert, eignet sich die klassische Kontinuumsmechanik nicht für

eine Beschreibung chiraler Metamaterialien. In anderen Arbeiten [52, 68, 96] wurde ei-

ne linear elastische mikropolare Kontinuumsbeschreibung erfolgreich zur Modellierung

chiraler Metamaterialien angewandt. Um zu testen, inwiefern sich das in Abbildung 4.1

gezeigte Metamaterial durch ein mikropolares Kontinuum modellieren lässt, wurde das

von Yi Chen implementierte Modell aus Referenz [96] auf Materialien mit tetragonaler

Symmetrie erweitert. In diesem Modell wird eine Probe anstatt als diskrete Gitterstruk-

tur als homogener Körper mit den Abmessungen B × B × 2B betrachtet, wobei eine

Längeneinheit der Gitterkonstante a12 = 150 µm in horizontaler Richtung entspricht. Es

wurden Lösungen für die schwache Form der quasi-statischen mikropolaren Impulsbilanz

ohne Volumenkräfte und -momente∫
V

−∂δuj

∂xi

σij −
∂δϕj

∂xi

mij + ϵijkδϕiσjkdV =

∮
∂V

−σijδujni −mijδϕjnidS (4.1)

mit Hilfe der Software COMSOL Multiphysics berechnet, wobei δuj und δϕj die Test-

funktionen für die Verschiebungen und Mikrorotationen sind. Bei ni handelt es sich um

einen zur freien Oberfläche normalen dimensionslosen Vektor mit Einheitslänge. Für ei-

ne Herleitung der schwachen Form sei auf die Referenz [97] verweisen.

Der prismatische Stab wurde mit lagrangeschen Hexaederelementen mit quadratischen

Ansatzfunktionen vernetzt. Die Elementkantenlänge wurde auf ein Fünftel der Breite B

fesgelegt. Am unteren Ende wurde der Stab fest eingespannt. Am oberen Ende wurde
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eine über die Querschnittsfläche konstante Verschiebung ū aufgebracht. Um wie in den

diskreten Simulationen die steifen Platten aus dem Experiment zu modellieren, wurden

die horizontalen Verschiebungen am oberen Ende des Stabes über die Gleichung

x1u1 + x2u2 = 0 (4.2)

gekoppelt. Zum Vergleich mit den diskreten Finite-Elemente-Simulationenen und den

Experimenten errechnet sich die axiale Dehnung durch ε33 = ū/(2B), die Makrorotation

ergibt sich aus dem Verschiebungsfeld

φ3 =
−u1x2 + u2x1

x2
1 + x2

2

. (4.3)

am oberen Ende der Probe.

Zur anschaulichen Darstellung des Konstitutivgesetzes wird für den mikropolaren

Spannungs-, Momenten-, Dehnungs- und Krümmungstensor die Voigt-Notation

σ :=



σ11

σ22

σ33

σ23

σ13

σ12

σ32

σ31

σ21


m :=



m11

m22

m33

m23

m13

m12

m32

m31

m21


e :=



e11

e22

e33

e23

e13

e12

e32

e31

e21


γ :=



γ11

γ22

γ33

γ32

γ31

γ21

γ23

γ13

γ12


(4.4)
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eingeführt. Es sei auf die veränderte Reihenfolge für γ hingewiesen. In dieser Notation

hat der Tensor A in 2.14 für eine tetragonale Symmetrie die Form

A :=



A11 A12 A13 0 0 0 0 0 0

A12 A11 A13 0 0 0 0 0 0

A13 A13 A33 0 0 0 0 0 0

0 0 0 A44 0 0 A47 0 0

0 0 0 0 A44 0 0 A47 0

0 0 0 0 0 A66 0 0 A69

0 0 0 A47 0 0 A77 0 0

0 0 0 0 A47 0 0 A77 0

0 0 0 0 0 A69 0 0 A66


. (4.5)

Der Tensor B in 2.15 nimmt die gleiche Form ein. Im Gegensatz zu A und B besitzt C

keine Hauptsymmetrie. Für diesen gilt

C :=



C11 C12 C13 0 0 0 0 0 0

C12 C11 C13 0 0 0 0 0 0

C31 C31 C33 0 0 0 0 0 0

0 0 0 C44 0 0 C47 0 0

0 0 0 0 C44 0 0 C47 0

0 0 0 0 0 C66 0 0 C69

0 0 0 C74 0 0 C77 0 0

0 0 0 0 C74 0 0 C77 0

0 0 0 0 0 C69 0 0 C66


. (4.6)

Die elastische Formänderungsenergie ist in dieser Darstellung gegeben durch [96]

U =
1

2

[
eT γT

] [ A C

CT B

]
︸ ︷︷ ︸

M

[
e

γ

]
. (4.7)

Um für die EinträgeAij,Bij,Cij die entsprechenden TensorkomponentenAijkl,Bijkl,Cijkl

zu erhalten, sodass Gleichung 4.7 Gleichung 2.13 entspricht, sei auf Anhang B ver-

wiesen. Insgesamt gibt es 29 unabhängige elastische Konstanten, die durch die Stabi-

litätsbedingung, dass die zusammengesetzte Matrix M symmetrisch positiv definit sein

muss, beschränkt sind [85, 96].
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Die Bestimmung der elastischen Konstanten ist deutlich schwieriger als bei klassischen

elastischen Materialien. Es existieren Homogenisierungsansätze für nicht-klassische Kon-

tinuua (für eine Übersicht siehe z.B. [98]), allerdings wird häufig eine achirale Mikrostruk-

tur angenommen. Der bisher einzige Ansatz für dreidimensionale chirale Strukturen

wurde von Duan u.a. [68] entwickelt. Für die in diesem Kapitel gezeigten mikropolaren

Kontinuumsmechaniksimulationen wurde dieser Ansatz in leicht angepasster Form ge-

nutzt, um eine grobe Abschätzung für die 29 elastischen Konstanten zu erhalten. Die

so ermittelten Konstanten wurden systematisch variiert, um das in den diskreten Struk-

tursimulationen beobachtete Skalierungsverhalten zu reproduzieren. Die mikropolaren

elastischen Konstanten wurden somit mit diesem Vorgehen nicht eindeutig bestimmt,

sondern lediglich an die uniaxialen Druckversuche angepasst. Die Werte der Konstanten

und das genaue Vorgehen im ersten Schritt sind Anhang B zu entnehmen. Es wurde

bei der Parameteridentifikation stets darauf geachtet, dass alle Eigenwerte von M po-

sitiv sind, um die Stabilität des Materialverhaltens zu gewährleisten. Es kann jedoch

mit der hier beschriebenen Vorgehensweise nicht garantiert werden, dass das mikro-

polare Kontinuumsmodell die effektiven Eigenschaften des Metamaterials für beliebi-

ge Lastfälle quantitativ hinreichend genau abbildet. Prinzipiell ist deshalb eine direkte

numerische Homogenisierung dem hier beschriebenen Prozess zu bevorzugen, es konn-

te jedoch mit dem von Duan u. a. [68] adaptierten Homogenisierungsansatz kein re-

präsentatives Volumenelement gefunden werden. In Abschnitt 4.4 werden die Gründe

für dieses Problem genauer diskutiert. Abbildung 4.4 zeigt den Vergleich zwischen dem

Timoshenko-Balkenmodell und der mikropolaren Kontinuumsmechanik am Beispiel ei-

ner Probe aus 10×10×30 = 3000 Einheitszellen, beziehungsweise mit den Dimensionen

1,5mm × 1,5mm × 3mm. Die Farbskala gibt den Betrag des Verschiebungsvektors an.

Da das mikropolare Kontinuumsmodell sowohl geometrisch als auch physikalisch linear

ist, wurde für den Vergleich eine axiale Dehnung von ε33 = 0,1% ausgewählt. Sowohl

qualitativ als auch quantitativ stimmen die Verschiebungsfelder gut überein.
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Abbildung 4.4.: Vergleich der Verschiebungen aus dem Timoshenko-Balkenmodell (links) und der
mikropolaren Elastizität (rechts). Dargestellt für N = 10 im diskreten Modell
und B = 1,5mm im mikropolaren Kontinuumsmodell. Die axiale Dehnung beträgt
ε33 = 0,1%. Die Deformationen wurden zur besseren Sichtbarkeit mit dem Faktor 15
skaliert. Grafik in Anlehnung an [85].

4.3. Experimentelle Validierung

Zur Validierung der Simulationen wurden von Tobias Frenzel, Vincent Hahn, Jonathan

L. G. Schneider und Pascal Kiefer am Institut für Angewandte Physik verschiedene

Proben auf Polymerbasis mittels Zwei-Photonen-Stereolithographie hergestellt und me-

chanisch charakterisiert. Es wurden bei der Herstellung zwei unterschiedliche Prozesse

verwendet. Kleinere Proben (bis N = 6) wurden mit dem kommerziellen System Pho-

tonic Professional GT (Nanoscribe GmbH) und dem Fotolack IP-S (Nanoscribe GmbH)

gefertigt. Die Größe einer Einheitszelle beträgt in diesem Fall a12 = 150 µm. Die Her-

stellung von Proben mit N = 6 (insgesamt 648) Einheitszellen mit diesem Verfahren

dauert etwa 19 Stunden [85]. Eine lineare Extrapolation ergibt damit für Proben mit

N = 20 (insgesamt 24000) Einheitszellen eine impraktikable Prozesszeit von 30 Tagen.

Um kürzere Prozesszeiten zu erreichen, wurde zur Fertigung von Proben mit N ≥ 6

Einheitszellen das von Hahn u. a. [95] vorgestellte Multi-Focus-Verfahren mit dem Fo-

tolack IP-Dip (Nanoscribe GmbH) benutzt. Bei diesem System wird eine Matrix aus

3× 3 Laserfoci anstelle eines einzelnen Laserfokus zum 3D-Drucken der Proben verwen-
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Abbildung 4.5.: Am Institut für Angewandte Physik hergestellte Proben des chiralen Metamateri-
als. (a),(b),(c),(d),(e) Mit kommerziellem System und IP-S gefertigte Proben mit
N = 1, 2, 3, 6, 6 Einheitszellen. Maßstabsbalken: 100µm, 200µm, 300µm, 600µm,
40 µm. (a)-(d) Mit einem Lichtmikroskop aufgenommen. (e) Stark vergrößerte Auf-
nahme aus dem Rasterelektronenmikroskop der Probe aus (d). (f),(g),(h),(i),(j) Mit
experimentellem Multi-Focus und IP-Dip hergestellte Proben mit N = 6, 9, 18, 27
Einheitszellen. Maßstabsbalken: 300 µm, 450 µm, 900 µm, 1350 µm, 300 µm. (f)-(i)
Mit einem Lichtmikroskop aufgenommen. (j) Stark vergrößerte Aufnahme aus dem
Rasterelektronenmikroskop der Probe aus (i). Abbildung in Anlehnung an [85].

det, was die Druckgeschwindigkeit deutlich erhöht. Die Größe einer Einheitszelle der

mit diesem Verfahren hergestellten Strukturen beträgt a12 = 74 µm. Abbildung 4.5 zeigt

einige lichtmikroskopische und rasterelektronenmikroskopische Aufnahmen von Proben.

Bei der oberen Reihe handelt es sich um die mit dem kommerziellen System hergestellten

Proben. Die Aufnahmen in der unteren Reihe zeigen die mit dem Setup von Hahn u. a.

[95] gefertigten Proben. Die Proben wurden mit einem flachen Metallstempel kompri-

miert. Um den Einfluss der Reibung zwischen Stempel und Probe zu umgehen, wurde

eine linkshändige auf eine rechtshändige Struktur gedruckt. So verdreht sich die Probe

in der Mitte und nicht im Kontakt zwischen Stempel und Probe. Die seitlich abste-

henden Balken in der Mitte der Proben dienen der Messung der Rotation [85]. In den

Finite-Elemente-Simulationen lässt sich eine Verschiebungsrandbedingung komplett rei-

bungsfrei aufbringen, weshalb dort jeweils nur die unteren Hälften der hier zu sehenden

Proben betrachtet wurden.
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4.4. Diskussion

In Abbildung 4.6 sind die Ergebnisse der in den vorangegangenen Abschnitten beschrie-

benen Methoden zur Charakterisierung des Metamaterials gegenübergestellt. In dem

Graphen ist die chirale Antwort für eine Gitterstruktur aus N ×N × 3N über N aufge-

tragen. Die Abbildung enthält die folgenden Daten:

(1) Timoshenko-Balkenmodell.Die Ergebnisse des Timoshenko-Balkenmodells sind

als schwarze Linien dargestellt. Diese entsprechen den schwarzen Linien aus Ab-

bildung 4.3b. Auf Grund des hohen numerischen Aufwands wurden diese Simula-

tionen nur bis N = 20 durchgeführt. Die Daten sind zur besseren Sichtbarkeit als

Linien dargestellt, obwohl nur positive natürliche Zahlen für N in Frage kommen

[85].

(2) Mikropolare Kontinuumsmechanik. Die Finite-Elemente Simulationen mit

einem linear-elastischen mikropolaren Kontinuumsmodell entsprechen der roten

durchgezogenen Linie. Da hier ein homogener Körper betrachtet wird, entspricht

die Skala der Abszisse in diesem Fall einer Längeneinheit im Kontinuumsmodell,

die wiederum der Gitterkonstante a12 = 150 µm entspricht. Für dieses Modell sind

prinzipiell alle positiven reelen Zahlen auf der Abszisse möglich [85].

(3) Einfaches semi-analytisches Modell. Das von Frenzel u. a. [85] eingeführte

Modell wurde bereits in Kapitel 3 diskutiert und ist in Abbildung 4.6 durch die

blauen durchgezogenen Linien gekennzeichnet. Die untere blaue Linie ergibt sich

für φ(1) = 2.4◦/% und Nc = 7, die obere blaue Linie für φ(1) = 2.4◦/% und

Nc = 10.

(4) Experimentelle Daten. Die experimentellen Daten sind als Symbole dargestellt.

Die hell- und dunkelblauen Symbole stehen für Proben, die mit dem Fotolack IP-S

und einer Gitterkonstanten a12 = 150 µm hergestellt wurden. Die hell- und dunkel-

roten Symbole stehen für mit dem Multi-Focus-Aufbau aus Referenz [95] gefertigte

Proben mit einer Gitterkonstante a12 = 75 µm. Die unterschiedlichen Symbolty-

pen (Dreiecke, Kreuze, Kreise, Sterne, Vierecke) stehen für unterschiedliche Deh-

nungen. Doppelt vorkommende Symbole (siehe zum Beispiel hellrote Dreiecke bei

N = 9) stehen für verschiedene Messungen an der selben Probe. Gleiche Symbol-

typen mit gleicher Farbe, aber unterschiedlicher Helligkeit (siehe zum Beispiel hell-

und dunkelrote Dreiecke bei N = 15) stehen für Proben gleichen Typs (gleiches N

und gleiche Herstellungsmethode, aber unterschiedliche Proben).
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(5) Referenzdaten. Die grün gestrichelte Linie steht für die Ergebnisse aus [52].

Die blau gestrichelte Linie zeigt das einfache Modell mit den Eingangsparametern

φ(1) = 2◦/% und Nc = 1, 7.

Kontinuumstheorien
Einfaches Modell Referenz [52]

Mikropolar

Timoshenko-Balkenmodell
ε33 = −0,1% ε33 = −0,5% ε33 = −1%

Experimente
ε33 = −0,1%
ε33 = −1,0%

ε33 = −0,5%ε33 = −0,2%
ε33 = −1,5%

Nanoscribe 3D-Drucker
Multi-Focus 3D-Drucker
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Abbildung 4.6.: Gegenüberstellung der theoretisch vorhergesagten Ergebnisse mit Experimenten.
Theoretisch vorhergesagte Ergebnisse sind als Linien dargestellt, Experimente als
Symbole. Unterschiedliche Symboltypen stehen für unterschiedliche Dehnungen. Glei-
che Symboltypen für gleiche N repräsentieren unterschiedliche Proben. Grafik in An-
lehnung an [85].

Qualitativ zeigen alle Daten (1)-(4) einen Anstieg der chiralen Antwort, ein Maximum

und einen Abfall. Das in Kapitel 3 an einer idealisierten Gitterstruktur erarbeitete Kon-

zept, die charakteristische Länge eines chiralen Metamaterials durch eine schwächere

Kopplung chiraler Elemente zu erhöhen, ist somit validiert. Neben der reinen expe-

rimentellen Validierung bestätigen die hier gezeigten Daten, dass dieses Konzept auf
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beliebige chirale Gitterstrukturen angewandt werden kann. Das einfache Modell (3) und

das mikropolare Kontinuumsmodell (2) beschreiben linear elastische Zusammenhänge

und sind somit nur bei kleinen Dehnungen (durchgezogene Linie für das Timoshenko-

Balkenmodell (1) und Sterne und Dreicke für die experimentellen Daten (4)) mit den

restlichen Daten vergleichbar. Für größere Dehnungen zeigen sowohl das Timoshenko-

Balkenmodell als auch die experimentellen Daten den nichtlinearen Trend, dass die chira-

le Antwort mit steigender Dehnung zunimmt. In den Experimenten wurde eine deutlich

stärkere Nichtlinearität beobachtet, als dies von den Simulationen vorhergesagt wurde.

Bei genauer Betrachtung der Proben (Abbildung 4.5) ist zu erkennen, dass diese im

unbelasteten Zustand bereits verdreht sind, was auf die anisotrope Schrumpfung nach

dem 3D-Druck zurückzuführen ist [85]. Zusammen mit anderen fertigungsbedingten Im-

perfektionen, wie zum Beispiel Abweichungen in der Dicke der Balken, kann dies zu

verstärkten geometrischen Nichtlinearitäten führen. Außerdem ist, im Gegensatz zu den

Simulationen, ein physikalisch nichtlineares Verhalten des Basismaterials möglich [85].

Das einfache Modell ermöglicht eine intuitive Quantifizierung der charakteristischen

Länge. Bei einem Vergleich der Referenzdaten (5) mit dem in diesem Kapitel vorge-

stellten Metamaterial, ergibt sich mit dem einfachen Modell eine Erhöhung der charak-

teristischen Länge um einen Faktor von ungefähr 3 bis 5. Im Bereich des Maximums der

chiralen Antwort führt dies zu einer Vergrößerung der chiralen Antwort um einen Fak-

tor zwischen 4 und 6. Viel interessanter ist jedoch der Unterschied bei großen N . Dort

liegt er bei einem Faktor von etwa 17 bis 35. Das Bemerkenswerte ist, dass es gelun-

gen ist, eine Gitterstruktur mit nicht-klassischen mechanischen Eigenschaften auf einer

Skala (N = 27) zu entwerfen und herzustellen, auf der einzelne Einheitszellen in einer

Simulation selbst mit drastischen Vereinfachungen wie dem Timoshenko-Balkenmodell

auf Grund des großen Rechenaufwands nicht mehr aufgelöst werden können. Für die

Modellierung der Proben bleibt somit nur die Option, der Gitterstruktur effektive Ma-

terialeigenschaften in Form eines Konstitutivgesetzes zuzuweisen und sie somit wie ein

kontinuierliches Material zu behandeln.

Aus dieser Erkenntnis ergibt sich die Frage nach einer geeigneten Kontinuumsbeschrei-

bung. In dieser Arbeit konnte gezeigt werden, dass sich die uniaxialen Druckversuche

mit einem mikropolaren linear elastischen Modell abbilden lassen. Allerdings wurden

die dafür notwendigen mikropolaren elastischen Konstanten nicht aus einer Homogeni-
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sierung, sondern lediglich aus einer systematischen Parametervariation ermittelt. Eine

Homogenisierung eines dreidimensionalen chiralen Metamaterials gelang bisher in nur

einem Fall. Der von Duan u.a. [68] entwickelte Ansatz nutzt das Konzept der asym-

ptotischen Homogenisierung [99]. Die Anwendung dieser Methode erfordert, dass ein

repräsentatives Volumenelement existiert, von dem die effektiven Materialeigenschaften

abgeleitet werden können. Ein repräsentatives Volumenelement ist ein Ausschnitt aus

einem heterogenen Material, der [100]

(a) alle relevanten Strukturinformationen über das Material enthält und

(b) an dessen Oberfläche die Verschiebungs- und Spannungsfelder um einen Mittelwert

fluktuieren, wobei die Wellenlänge der Fluktuation viel kleiner als die Abmessung

des Ausschnitts ist.

Bei einem periodisch aufgebauten Material mit klassischen Eigenschaften sind diese Be-

dingungen für gewöhnlich durch die Einheitszelle erfüllt. Bedingung (b) wird auch als

Skalenseparation bezeichnet und kann nur erfüllt sein, wenn der betrachtete Ausschnitt

so groß gewählt ist, dass eine weitere Vergrößerung keine Änderung in den effektiven

Eigenschaften hervorruft. In anderen Worten verlangt die Skalenseparation, dass die

charakteristische Länge der Mikrostruktur viel kleiner ist als das repräsentatives Volu-

menelement [99]. Das von Duan u.a. [68] betrachtete Material hat in diesem Fall den

Vorteil, dass die charakteristische Länge deutlich kleiner als die Einheitszelle ist. Dies

ist daran zu erkennen, dass die chirale Antwort bereits bei kleinen N einen sehr kleinen

Wert annimmt und der effektive Elastizitätsmodul sehr schnell gegen einen konstanten

Wert konvergiert. Somit war dort die Betrachtung einer einzelnen Einheitszelle als re-

präsentatives Volumenelement ausreichend, um die mikropolaren Konstanten durch das

Aufbringen verschiedener Dehnungs- und Krümmungszustände mit Hilfe von periodi-

schen Randbedingungen direkt zu bestimmen. Bei dem in diesem Kapitel betrachteten

Metamaterial sind die Größeneffekte über mehr als eine Größenordnung hinweg ausge-

prägt, was auf eine charakteristische Länge schließen lässt, die deutlich größer ist als die

Einheitszelle. Die große charakteristische Länge führt dazu, dass mit dem von Duan u.

a. [68] adaptierten Verfahren (für eine genaue Beschreibung siehe Anhang B) kein re-

präsentatives Volumenelement gefunden werden konnte, weil die Materialantwort trotz

periodischer Ranbedingungen stark von der Anzahl an Einheitszellen in den betrachteten

Ausschnitten des Materials abhing. Es ist auf Basis der in dieser Arbeit durchgeführten

Untersuchungen nicht auszuschließen, dass ein repräsentatives Volumenelement gefun-

den werden kann. Es müsste dann aber, um die Bedingung der Skalenseparation zu
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erfüllen, vermutlich so viele Einheitszellen beinhalten, dass eine numerische Untersu-

chung mittels Finite-Elemente-Methode auf Grund des Speicherbedarfs unrealistisch er-

scheint. Abschließend sind die in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnisse zur mikropo-

laren Kontinuumsmechanik so zu beurteilen, dass diese als Ausgangspunkt für weitere

Untersuchungen dienen können. Mögliche Methoden, die bereits bei achiralen Metamate-

rialien mit einem nicht-linearen größenabhängigen Materialverhalten angewandt wurden,

sind zum Beispiel FE2 oder Quasi-Kontinuumsansätze [101, 102].
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In den vorangegangenen Kapiteln wurden ausschließlich periodisch aufgebaute chirale

Metamaterialien betrachtet. Diese haben den Nachteil, dass die chirale Antwort für sehr

große Strukturen verschwindet. Es konnte zwar gezeigt werden, dass sehr große charak-

teristische Längen möglich sind, so dass sich der Abfall der chiralen Antwort hin zu Git-

terstrukturen aus vielen Einheitszellen verschieben lässt, er kann jedoch nicht gänzlich

vermieden werden. Außerdem skaliert das Blockiermoment ab der ersten Einheitszelle

invers proportional zur Kantelänge einer Probe, was im potentiellen Anwendungsfall als

Aktuator ungünstig ist. Als Lösungsvorschlag zur Umgehung dieser Probleme wird in

Abschnitt 5.1 eine nicht-periodische ringförmige Struktur diskutiert. In Abschnitt 5.2

werden helixförmige Schalen vorgestellt, die sich besonders gut als Aktuator eignen,

da sich wichtige Größen wie die chirale Antwort und das Blockiermoment unabhängig

voneinander über einfache geometrische Parameter einstellen lassen.

5.1. Ringförmige Strukturen

Eine Möglichkeit, nicht-periodische chirale Metamaterialien zu konstruieren, besteht dar-

in, eine zweidimensionale chirale Struktur zu einem Zylindermantel zu rollen [43, 103,

104]. Im Folgenden wird ein vollständig dreidimensionaler, nicht-periodischer Aufbau

ähnlich zu der von Jenett u.a. [105] vorgeschlagenen Architektur beschrieben. Als Grund-

lage des Aufbaus dient der bereits in Kapitel 3 eingeführte graue achirale Würfel (siehe

Abbildung 3.1a). Der achirale Würfel wird um einen diagonalen Balken in einer der

Seitenflächen ergänzt, woraus sich der in Abbildung 5.1a gezeigte einseitig verspannte

chirale Würfel ergibt. Dieser ist ähnlich zu dem chiralen Würfel aus Abbildung 3.1b, be-

sitzt jedoch keine Rotationssymmetrie. Achirale (graue) und chirale (blaue) Würfel mit

einseitigem Balken werden wie in Abbildung 5.1b in der Ebene angeordnet und entlang

der e3-Achse gestapelt. Die chiralen Würfel (blau) werden in Ringen um den geometri-

schen Schwerpunkt der Struktur platziert und immer so gedreht, dass die Seitenflächen,

in denen sich der diagonale Balken befindet, nach außen zeigt, was durch die schwarzen
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(a)
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Abbildung 5.1.: Aufbau einer nicht-periodischen chiralen Gitterstruktur. (a) Einseitig verspannter
chiraler Würfel. (b) Kombination aus einseitig verspannten chiralen Würfeln (blau)
und achiralen Würfeln (grau). Die schwarzen Pfeile geben die Seite und die Orien-
tierung des diagonalen Balkens im chiralen Würfel an.

Pfeile illustriert wird. Auf den Diagonalen der gesamten Struktur befinden sich achirale

(graue) Würfel. Ähnlich wie Quasikristalle [106] hat diese Struktur eine Ordnung die

jedoch nicht strikt periodisch ist.

Nach diesem Konzept aufgebaute Proben wurden mit den gleichen numerischen Metho-

den untersucht wie die Strukturen aus Kapitel 3. Einige größere Simulationen wurden

mit einer neueren Version der Finite-Elemente-Software (ABAQUS 3DEXPERIENCE

2022x) durchgeführt. Der Grund hierfür besteht lediglich in der Verfügbarkeit der Soft-

ware auf den Hochleistungsrechnern, auf denen die großen Simulationen durchgeführt

wurden. Vergleiche anhand kleinerer Beispielrechnugen ergaben keine Unterschiede in

den hier betrachteten Größen zwischen der neueren und der älteren Software. Der ein-

zige inhaltliche Unterschied zu der Methodik aus Abschnitt 3.2 besteht in der Messung

der Makrorotation φ3. Diese wurde in der Mitte der Proben mit dem arithmethischen

Mittel

φ3 =
1

NK

NK∑
K

θK3 , (5.1)
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über die Rotationen θK3 aller NK Knoten K um die e3-Achse bestimmt. Diese Defini-

tion einer Makrorotation ist nur möglich, weil die einzelnen Knotenrotationen in einer

Ebene nur geringfügig von diesem Mittelwert abweichen. Als Skalierungsfaktor dient die

Anzahl an Ringen R, die durch die Anordnung der chiralen Würfel um den geometri-

schen Schwerpunkt entstehen. Nach dieser Zählweise gilt für die Struktur in Abbildung

5.1 B = (2R+ 1)a. Die Wirkmechanismen der einzelnen Bausteine dieser Struktur sind

ähnlich wie die der periodischen Struktur in Kapitel 3. Allerdings werden die Kompensa-

tionseffekte im Volumen durch die ringförmige Anordnung vollständig umgangen anstatt

dass sie nur abgeschwächt werden.

In Abbildung 5.2a ist die chirale Antwort als Funktion der Anzahl an Ringen aufge-

tragen. In den Simulationen wurden Proben mit den Aspektverhältnissen H/B = 2

(schwarze Dreiecke), H/B = 6 (blaue Kreuze) und H/B = 18 (rote Kreise) betrachtet.

Für ein Aspektverhältnis von H/B = 2 beträgt die chirale Antwort für alle R ungefähr

3◦/%. Bei einem Aspektverhältnis von H/B = 18 fällt die chirale Antwort für kleine

R geringer aus und nähert sich für größere R ebenfalls einem konstanten Regime mit

ungefähr 3◦/% an. Die Ergebnisse der Proben mit H/B = 6 liegen dazwischen.

Abbildung 5.2b zeigt das Blockiermoment in Abhängigkeit von R. Um verschiedene

Aspektverhältnisse vergleichen zu können, wurde in dieser Darstellung, im Gegensatz zu

Abbildung 3.9, auf eine Normierung auf das Probenvolumen verzichtet. Zur Beurteilung

des Verhaltens bezüglich dem Probenvolumen wurden graue Linien mit der Steigung R3

eingezeichnet. Proben mit einem Aspektverhältnis von H/B = 2 (schwarz) folgen dem

Trend ∝ R3, was ein konstantes Blockiermoment pro Probenvolumen zur Folge hat.

Proben mit einem Aspektverhältnis von H/B = 18 (rot) unterscheiden sich deutlich von

diesem Verhalten. Zunächst beginnen diese bei R = 1 bei einem um eine Größenordnung

kleineren Moment, steigen dann aber deutlich schneller als R3 an. Proben mit einem

Aspektverhältnis von H/B = 6 (blau) beginnen ebenfalls bei einem kleineren Drehmo-

ment und steigen zunächst schneller als R3 an. Allerdings scheint sich der Anstieg in

diesem Fall bei größeren R dem Verhalten ∝ R3 anzunähern. Ob sich Proben mit einem

Apsektverhältnis von H/B = 18 bei größeren R ebenfalls dem Anstieg ∝ R3 annähern,

konnte nicht ermittelt werden, da die dafür notwendigen Simulationen die verfügbare

Rechenkapazität übersteigen. Insgesamt ergibt sich, dass das Blockiermoment bezogen

auf das Probenvolumen konstant bleibt oder sogar ansteigt, was in starkem Kontrast zu

dem bei periodischen Strukturen beobachteten Skalierungsverhalten steht.
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Abbildung 5.2.: Skalierungsverhalten der ringförmigen nicht-periodischen Struktur für verschiedene
Aspektverhältnisse. (a) Chirale Antwort. (b) Blockiermoment. Ermittelt bei einer
axialen Dehnung von 10−4.
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5.2. Helixförmige Schalenstrukturen

Die in den vorangegangenen Kapiteln betrachteteten Metamaterialien sind aus Balken

aufgebaut. Alternativ besteht die Möglichkeit, ein chirale Struktur aus Schalen aufzu-

bauen. Abbildung 5.3a zeigt eine Schale, die in sich verdreht ist und somit die Form

einer Helix annimmt. Die Struktur ist definiert durch die Wandstärke w, die Breite B,

die Höhe H und die Ganghöhe S. Eine Kurve entlang der Kante der Struktur (blaue

Linie in Abbildung 5.3a) ist mit diesen Angaben parametrisiert durch die Gleichung

x =


B
2
cos(2πt)

B
2
sin(2πt)

St

 , (5.2)

wobei der t die Anzahl der Umläufe beschreibt. Der Gangwinkel ist gegeben durch

α = arctan

(
S

Bπ

)
. (5.3)

Das Verhältnis aus Höhe und Breite wurde für alle folgenden Betrachtungen aufH/B = 2

festgelegt. Bei allen in Abbildung 5.3 dargestellten Strukturen ist die maximale Anzahl

an Umläufen tmax =
H
S
= 1

6
, was einer normierten Ganghöhe von S/H = 6, beziehungs-

weise einem Gangwinkel von α ≈ 75◦ entspricht. Abbildung 5.3b zeigt eine Struktur,

die aus zwei senkrecht zueinander angeordneten Schalen besteht. In Abbildung 5.3c ist

eine Struktur aus drei Schalen dargestellt. Der Winkel zwischen den drei Schalen beträgt

immer 60◦. Mit der Fortsetzung dieses Schemas lassen sich Strukturen aus P Schalen er-

stellen, wobei der Winkel zwischen den Schalen durch 180◦/P gegeben ist. Nach diesem

Schema erstellte Strukturen wurden mit Hilfe von Finite-Elemente-Simulationen mit

der Software ABAQUS 3DEXPERIENCE 2020x unter einachsiger Zugbelastung cha-

rakterisiert. Für die Diskretisierung wurden quaderförmige Elemente mit quadratischen

Ansatzfunktionen (ABAQUS C3D20) verwendet. Die Elementgröße wurde auf die Hälfte

der Wandstärke w festgelegt. In allen Simulationen wurde ein geometrisch nichtlineares

Dehnungsmaß verwendet. Das Materialverhalten wurde als linear eleastisch mit einem

Elastizitätsmodul von E = 2,6GPa und einer Querkontraktionszahl von 0,4 angenom-

men. Am unteren Ende wurden die Strukturen fest eingespannt, am oberen Ende wurden

alle Knoten an einen Referenzpunkt gekoppelt, auf den eine Verschiebung ū3 in vertika-

ler (e3-) Richtung aufgebracht wurde. Wie in Kapitel 3 wurden freie und eingeschränkte

Zugversuche simuliert, um die chirale Antwort und das Blockiermoment zu ermitteln.
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Abbildung 5.3.: Elastische, helixförmige Schalenstrukturen. Für alle Strukturen gilt S/H = 6, was
tmax = 1

6 , beziehungsweise α ≈ 75◦ entspricht. (a) P = 1. (b) P = 2. (c) P = 3.

Es sei angemerkt, dass die Wahl der Einheiten der Abmessungen der Strukturen für die

im Folgenden gezeigten Zusammenhänge keine besondere Bedeutung hat. Für die chi-

rale Antwort sind lediglich die Aspektverhältnisse relevant. Da ein physikalisch lineares

Materialmodell verwendet wurde, lässt sich das Blockiermoment beliebig skalieren.

Abbildung 5.4 zeigt eine Variation der Wandstärke w und der Ganghöhe S bei konstanter

Höhe H für eine einzelne Schale (P = 1). Für die Erstellung der Grafiken wurde jeweils

eine diskrete Menge von 11×11 Simulationen ausgewertet. Zur Erstellung der kontinuier-

lichen Farbskala wurden die Werte zwischen zwei Punkten interpoliert. Abbildung 5.4a

zeigt die chirale Antwort, Abbildung 5.4b das auf das Volumen eines Zylinders und den

Elastizitätsmodul E normierte Blockiermoment M̂S = 4MS

πEB2H
. Die dargestellten Werte

für die chirale Antwort und das Blockiermoment wurden bei einer axialen Dehnung von

ū3/H = 0,5% ermittelt. In diesem Bereich besteht für beide Größen ein näherungsweise

linearer Zusammenhang mit der Dehnung. Die chirale Antwort wird größer, wenn die

Ganghöhe (bzw. der Gangwinkel) größer wird oder wenn die Wandstärke kleiner wird.

Im Extremfall von w/H = 1
60

und S/H = 12 (=̂α ≈ 83◦ =̂ tmax = 1
12
) ergibt sich eine

chirale Antwort von rund 25◦/%. Trotz dieser großen globalen Verdrehung treten nur

kleine lokale Dehnungen in der Struktur auf (siehe Anhang C).
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5.2. Helixförmige Schalenstrukturen
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Abbildung 5.4.: Mechanische Eigenschaften der Schalenstrukturen unter Zug. P = 1. (a) Chirale
Antwort. (b) Normiertes Blockiermoment M̂S. Ermittelt bei einer axialen Dehnung
von 0,5%.
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5. Nicht-periodische Strukturen

Beim Blockiermoment ist die Abhängigkeit von w und S genau umgekehrt, das heißt

größere Wandstärken und kleinere Ganghöhen (kleinere Gangwinkel) führen zu einem

größeren Moment. Daraus entsteht ein Zielkonflikt, da sich die Struktur über die Wand-

stärke und die Ganghöhe entweder für einen möglichst großen Bewegungsspielraum oder

auf die Ausübung eines möglichst großen Drehmoments optimieren lässt.
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Abbildung 5.5.: Zug-/Druckverhalten der Schalenstrukturen für P = 1, 2, 3, 5, w/H = 1
60 und S/H =

6 (=̂ tmax = 1
6 =̂α ≈ 75◦). (a) Chirale Antwort. (b) Normiertes Blockiermoment M̂S.
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5.3. Diskussion

Um diesen Zielkonflikt zu umgehen, können Strukturen mit mehreren Schalen ver-

wendet werden. Abbildung 5.5a zeigt die Makrorotation als Funktion der Dehnung

für Strukturen mit unterschiedlich vielen Schalen (P = 1, 2, 3, 5; schwarz, rot, blau,

grau), mit konstanter Wandstärke w/H = 1
60

und mit konstanter Ganghöhe S/H = 6

(=̂α ≈ 75◦ =̂ tmax = 1
6
). Unter Zugbelastung wächst die Makrorotation schneller als

linear an, unter Druck wächst sie langsamer. Die Spiralstrukturen weisen bezüglich der

Beziehung zwischen Makrorotation und Dehnung somit ein zu den zuvor betrachteten

periodischen Strukturen spiegelbildliches Verhalten auf. Die entscheidende Beobachtung

in Abbildung 5.5a ist, dass der Verlauf der Makrorotation für alle P nahezu identisch ist.

Abbildung 5.5b zeigt das Blockiermoment für die selben Strukturen wie in Abbildung

5.5a für Zugdehnungen im Bereich von null bis zwei Prozent. Der Zusammenhang zwi-

schen dem Blockiermoment und der Dehnung ist für alle P linear. Außerdem nimmt das

Blockiermoment direkt proportional zu P zu. Es lässt sich somit durch das Hinzufügen

von Schalen zu der Struktur der gleiche Stellwinkel bei einem gleichzeitig höheren Dreh-

moment erreichen. Für einen Nachweis, dass dies für alle betrachteten w und S gilt, sei

auf Anhang C verwiesen.

5.3. Diskussion

Durch den Wechsel von einem periodischen auf einen nicht-periodischen Aufbau konnte

in Abschnitt 5.1 eine Struktur entworfen werden, bei der sich die chirale Antwort für

R → ∞ einem konstanten Regime > 0 annähert. Der grundlegende Gedanke, der zu

dem in Abbildung 5.1 gezeigten Konzept führt, beruht auf dem in Kapitel 3 erörterten

Zusammenhang, dass der charakteristische Abfall der chiralen Antwort durch Kompensa-

tionseffekte im Inneren der Struktur verursacht wird. Bei Strukturen mit periodischem

Aufbau konnten die Kompensationseffekte lediglich durch eine schwächere Kopplung

zwischen den chiralen Elementen einer Gitterstruktur abgeschwächt werden. Dies führt

zu endlich großen chrakteristischen Längen und somit zu einem Verschwinden der chira-

len Antwort in unendlich großen Gitterstrukturen [69, 84, 85, 86]. Durch den Verzicht auf

die Periodizität ist es möglich, die Kompensationseffekte vollständig zu vermeiden und

so eine konstante chirale Antwort bei großen R zu erreichen. Ob sich dieses Verhalten auf

eine kontinuumsmechanische Beschreibung abbilden lässt, ist fraglich. Die erweiterten

Theorien nach Eringen [67] sind dafür nicht geeignet, da diese kein konstantes Ska-

lierungsverhalten der chiralen Antwort vorhersagen. Strengere Definitionen würden die

ringförmige Struktur daher eher als Mechanismus und nicht als (Meta-)Material bezeich-
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5. Nicht-periodische Strukturen

nen [5], es finden sich in der Literatur jedoch auch mit der hier betrachteten Struktur

vergleichbare Beispiele, die als Metamaterial bezeichnet wurden [43, 105]. Die eher phi-

losophisch anmutende Frage, was im Allgemeinen als Material und was als Struktur oder

Mechanismus zu bezeichnen ist, geht über den Horizont dieser Arbeit hinaus. Für die

ringförmige Struktur aus Abbildung 5.1 ist vielleicht die Interpretation von Corentin

Coulais [6] am zutreffendsten. Diese platziert Metamaterialien als fließenden Übergang

zwischen den klassischen Materialien und Maschinen.

Die chirale Antwort und deren Skalierungsverhalten erhielten seit den ersten Experi-

menten von Frenzel u. a. [52] viel Aufmerksamkeit [69, 84, 85, 86, 105, 103, 104, 107,

108], das Blockiermoment findet jedoch nur in wenigen Publikationen Beachtung (siehe

z. B. [88]). Das Blockiermoment ist eine wichtige Kenngröße für Aktuatoren, da es in

der Praxis nicht nur wichtig ist, wie groß der maximale Stellwinkel ist, sondern auch,

welche Lasten bewegt werden können. Bei periodischen Strukturen skaliert das auf das

Volumen bezogene Blockiermoment ab einer Einheitszelle ∝ 1/N (siehe Diskussion in

Abschnitt 3.4). Bei der ringförmigen Struktur steigt das Blockiermoment bei Proben mit

einem Aspektverhältnis von H/B = 2 (schwarze Dreiecke) proportional zu R3, bei einem

Aspektverhältnis von H/B = 18 steigt es schneller als R3. Bezogen auf das Probenvolu-

men bedeutet dies einen konstanten oder steigenden Verlauf, was einen Vorteil gegenüber

periodischen Strukuren darstellt. Die Unterschiede zwischen den Aspektverhältnissen

sind vermutlich auf Randbedingungen zurückzuführen. Ohne den Einfluss der Randbe-

dingungen sollte das Blockiermoment bei allen Aspektverhältnissen identisch sein.

Proben mit einem Aspektverhältnis von H/B = 6 weisen für kleine R ebenfalls einen

Anstieg des Blockiermoments schneller als R3 auf. Der Anstieg scheint sich bei größeren

R aber R3 anzunähern. Ob dies auch bei Proben mit einem Aspektverhältnis H/B = 18

passiert, ist abschließend nur durch größere Simulationen zu klären. Für die Hypothese,

dass das Blockiermoment bei der ringförmigen Struktur für alle Aspektverhältnisse bei

großen R proportional zu R3 zunehmen muss, spricht die folgende kontinuumsmecha-

nisch motivierte Überlegung. Gleichsetzen der elastische Energie aus Gleichung 2.17 mit

der Arbeit des Torsionsmoments
∫
MTdφ ergibt für einen Stab mit der Länge L unter

Torsionsbelastung die Makrorotation

φ =
MTL

GJ
. (5.4)
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5.3. Diskussion

Übertragen auf die Geometrie der in Abschnitt 5.1 betrachteten Proben gilt L = H ∝ R

und J ∝ B4 ∝ R4. Somit ergibt sich für MT = R3 unter der Annahme eines konstanten

klassischen Schubmoduls G eine von R unabhängige Makrorotation, was dem in Abbil-

dung 5.2a gezeigten Verhalten der chiralen Antwort für große R entspricht. Da in den

freien Zugversuchen kein äußeres Drehmoment aufgebracht wird, muss MT vollständig

von der chiralen Struktur verursacht werden und ist somit identisch zu dem im einge-

schränkten Zugversuch gemessenen Blockiermoment MS. Ein weiteres Argument für die

Hypothese MS ∝ R3 für R ≫ 1 liefert ein Blick auf die diskrete Ebene der Struktur. In

einer Struktur bestehend aus R Ringen befinden sich im r-ten Ring

Nr = 4(2r − 1) (5.5)

einseitig verspannte chirale Würfel (blau in Abbbildung 5.1). Auf der Seite, auf der

sich der Diagonalbalken befindet, verursacht eine axiale Dehnung ε33 eine orthogonal

zur Dehnung gerichtete Kraft FD (siehe schwarze Pfeile in Abbildung 5.1b). Bezüglich

dem geometrischen Schwerpunkt der Probe übt somit jeder Würfel ein Drehmoment

(r + 1
2
)aFD aus. Für das globale Blockiermoment ergibt sich somit

MS =
R∑

r=1

Nr∑
i=1

(r +
1

2
)aFD. (5.6)

Durch Einsetzen von Gleichung 5.5 in Gleichung 5.6 folgt

MS =
R∑

r=1

4(2r − 1)(r +
1

2
)aFD ∈ O(R3). (5.7)

Diese Betrachtung vernachlässigt den Einfluss der achiralen (grauen) Würfel auf den

Diagonalen der Probenquerschnitte. Deshalb ist Gleichung 5.7 nur für R ≫ 1 sinnvoll,

da der Anteil an achiralen Würfeln in der Struktur dann vernachlässigbar klein wird.

Bei kleinen R verändert sich das Verhältnis von einseitig verspannten chiralen zu achi-

ralen Würfeln mit dem Hinzufügen eines weiteren Ringes deutlich hin zu einem höheren

chiralen Anteil, was bei kleinen R vermutlich zu einem schnelleren Anstieg als R3 führt.

Dass dieser Effekt bei H/B = 2 nicht und bei H/B = 6 nur in abgeschwächter Form zu

beobachten ist, könnte mit dem Einfluss der Verschiebungsrandbedingungen am Ende

der Proben zusammenhängen. Diese Interpretation passt auch zu der Beobachtung, dass

sich die chirale Antwort bei Proben mit einem Aspektverhältnis von H/B = 18 und
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5. Nicht-periodische Strukturen

H/B = 6 erst mit größeren R einem konstanten Regime annähert, während Proben mit

einem Aspektverhältnis von H/B = 2 bereits ab R = 1 eine konstante chirale Antwort

aufweisen.

Ungeachtet dessen, ob das Blockiermoment ∝ R3 oder schneller steigt und somit be-

zogen auf das Volumen konstant bleibt oder ansteigt, bietet die ringförmige Struktur

hier einen klaren Vorteil gegenüber periodischen Strukturen. Dieser Vorteil geht jedoch

zulasten der chiralen Antwort, da bei der periodischen Struktur aus Kapitel 3 beim Ma-

ximum der chiralen Antwort bis zu 30◦/% erreicht wurden, was dem zehnfachen der bei

der ringförmigen Struktur beobachteten 3◦/% entspricht.

Die in Abschnitt 5.2 vorgestellten helixförmigen Schalenstrukturen bieten die Möglichkeit,

das Blockiermoment unabhängig von der chiralen Antwort einzustellen, indem mehre-

re identische Schalen kombiniert werden (siehe Abbildung 5.3). Aus diesen Strukturen

ließen sich somit chirale Aktuatoren mit einem großen Stellwinkel und großem Blockier-

moment konstruieren. Eine weitere vorteilhafte Eigenschaft dieser Schalenstrukturen ist,

dass die lokalen Dehnungen selbst bei großen Makrorotationen klein sind (1,2% bei rund

12,6◦ Verdrehung, siehe Anhang C). Diese Eigenschaft ist aus zwei Gründen von Vorteil.

Zum einen besteht durch kleinere Dehnungen ein geringeres Risiko für das Eintreten

einer Schädigung des Materials, zum anderen neigen Polymere bei großen Dehnungen

zu einem viskoplastischen Verhalten, was immer mit der Dissipation von Energie und

dauerhafter plastischer Verformung einhergeht [109].
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6. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden chirale Metamaterialien unter uniaxialer Zug- und Druckbelas-

tung untersucht. Bei Strukturen mit periodischem Aufbau wurde festgestellt, dass sich

deren charakteristische Länge vergrößert, wenn chirale Einheitszellen über nachgiebige

achirale Kopplungselemente verbunden werden. Dieser Zusammenhang wurde durch den

Vergleich von Finite-Elemente-Simulationen mit Experimenten validiert. Im Vergleich zu

der ersten experimentellen Arbeit zu chiralen Metamaterialien konnten durch die Ver-

größerung der charakteristische Länge Verbesserungen in zwei Aspekten erreicht werden:

Zum einen wurde eine bis zu sechsfach größere maximale chirale Antwort erzielt, zum

anderen konnte sowohl numerisch als auch experimentell gezeigt werden, dass Gitter-

strukturen aus mehr als einhunderttausend Einheitszellen eine messbare chirale Antwort

aufweisen können. Letzteres ist eine Beobachtung von grundlegender Bedeutung, da sie

beweist, dass die durch die Chiralität verursachten nicht-klassischen Eigenschaften auf

einer Größenskala möglich sind, die um ein Vielfaches größer ist als die Dimension ei-

ner Einheitszelle. Diese Skala ist durch Simulationen auf diskreter Ebene nicht mehr

zugänglich. Zur Modellierung bleibt somit nur eine kontinuumsmechanische Beschrei-

bung, bei der den Gitterstrukturen effektive Materialeigenschaften zugeordnet werden.

Da eine chirale Antwort in der klassischen Kontinuumsmechanik verboten ist, müssen

erweiterte Modelle angewandt werden. In dieser Arbeit wurde die mikropolare Elasti-

zität als Option diskutiert. Ein Problem bei der Anwendung dieses Modells stellt die

Identifizierung der vielen unabhängigen mikropolaren elastischen Konstanten dar. Es

konnte eine stabile Kombination von Konstanten bestimmt werden, mit der sich das

bei den Struktursimulationen und den Experimenten beobachtete Skalierungsverhalten

der chiralen Antwort reproduzieren ließ. Die Konstanten konnten jedoch nicht eindeutig

durch eine Homogenisierung sondern nur durch eine systematische Variation hergeleitet

werden. An dieser Stelle besteht Bedarf an weiteren Forschungsarbeiten, um zu klären,

welche Kontinuumsmodelle sich für die Beschreibung chiraler Gitterstrukturen eignen

und wie die dafür benötigten effektiven Materialeigenschaften eindeutig bestimmt wer-
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6. Zusammenfassung und Ausblick

den können. Dabei sollten in Zukunft nicht nur die linear elastischen Eigenschaften

betrachtet werden, sondern auch die stark ausgeprägten Nichtlinearitäten und die hohe

Sensitivität gegenüber unterschiedlichen Randbedingungen.

Neben den periodischen chiralen Strukturen wurden auch nicht-periodische Strukturen

untersucht. Es konnte am Beispiel einer ringförmigen chiralen Struktur gezeigt werden,

dass es möglich ist, Strukturen zu entwerfen, bei denen die chirale Antwort keinen cha-

rakteristischen Abfall aufweist. Eine weitere wichtige Eigenschaft dieser Struktur ist,

dass das Blockiermoment nicht abfällt, wenn sie hochskaliert wird. Dies ist ein entschei-

dender Vorteil gegenüber periodischen Strukturen, da das Blockiermoment bei diesen

invers proportional zur Kantenlänge einer Probe skaliert. Gleichzeitig können periodi-

sche Strukturen aufgrund des ausgeprägten globalen Maximums eine größere maximale

chirale Antwort erreichen.

Ein naheliegendes Anwendungsszenario für chirale Metamaterialien sind Aktuatoren,

die eine lineare Bewegung in eine Rotation übersetzen. In diesem Fall sind ein großer

Stellwinkel, das bedeutet eine große chirale Antwort, und ein großes Blockiermoment

vorteilhaft. Um dies zu erreichen wurden helixförmige Schalenstrukturen entwickelt, bei

denen sich das Blockiermoment unabhängig von der chiralen Antwort einstellen lässt.

Zukünftige Arbeiten können an dieser Stelle anknüpfen und die Schalenstrukturen in

komplexere Systeme integrieren. Zusätzlich könnte es interessant sein, die Schalenstruk-

turen um nachgiebige Kopplungselemente zu ergänzen und sie als Einheitszelle für eine

periodische Struktur zu verwenden, bei der das Blockiermoment durch die Anpassung

der Einheitszelle einstellbar ist.

In den hier vorgestellten Untersuchungen wurde stets ein linear elastisches Verhalten

des Basismaterials vorausgesetzt. Außerdem wurde angenommen, dass die Strukturen

geometrisch perfekt, das heißt frei von statistisch bedingten Schwankungen, sind. In

der Realität sind aber selbst die präzisesten Fertigungsverfahren fehlerbehaftet. Damit

der Schritt aus dem Labor hin zu einer industriellen Anwendung gelingt, ist es unab-

dingbar, zu untersuchen, welchen Einfluss Defekte auf die elastischen und inelastischen

Eigenschaften chiraler Metamaterialien haben.

Insgesamt konnten mit dieser Arbeit grundlegende Zusammenhänge zwischen der Struk-

tur und den effektive Eigenschaften von chiralen Metamaterialien hergestellt werden.
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Durch die gewonnen Erkenntnisse konnten diese Eigenschaften insbesondere bezüglich

ihrer Skalierbarkeit deutlich verbessert werden.
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A. Anhang zu idealisierten Strukturen

A.1. Methodik

Abbildung A.1 zeigt eine Visualisierung der Diskretisierung. Die Verbindung zweier

Würfel erfolgte, indem sich benachbarte parallele Elemente alle drei Knoten teilen. Da-

durch liegt die Referenzlinie eines Elements nicht in der Mitte der Querschnittsfläche

eines Balkens. Dies wurde in den Simulationen durch eine Korrektur der entsprechen-

den Flächenträgheitsmomente gemäß dem Satz von Steiner berücksichtigt. Abbildung

A.2 zeigt die Ergebnisse einer Netzstudie, die mit der rein chiralen Architektur durch-

geführt wurde. Es wurden Proben mit Platte (wie in Abschnitt 3.2 beschrieben) und

einem Aspektverhältnis H/B = 2 betrachtet. Die unterschiedlichen Marker (schwarze

Kreuze, rote Kreise, blaue Dreicke, graue Boxen) stehen für Diskretisierungen mit ei-

ner unterschiedlichen Anzahl an Elementen pro Balken (1, 2, 3, 4). Abbildung A.2a zeigt

die chirale Antwort als Funktion der Anzahl an Einheitszellen N (wie Abbildung 3.4a,

aber auf einer linearen Skala). Bei der chiralen Antwort ist keine Abhängikeit von der

Diskretisierung zu erkennen. Abbildung A.2b zeigt die gesamte elastische Energie einer

Probe als Funktion der Anzahl an Einheitszellen N . In diesem Fall ist zu erkennen, dass

die Gitterstruktur deutlich steifer ist, wenn nur ein Element pro Balken verwendet wird.

Für alle anderen Diskretisierungen ist kein Unterschied zu erkennen, was bedeutet, dass

zwei Elemente pro Balken ausreichend sind. Es werden mindestens zwei Elemente pro

Balken benötigt, weil die diagonalen Balken in den Würfeln eine S-förmige Verformung

aufweisen. Diese kann von einem einzelnen Element mit quadratischen Ansatzfunktionen

nicht abgebildet werden.
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A. Anhang zu idealisierten Strukturen

Abbildung A.1.: Visualisierung der Diskretisierung am Beispiel von zwei direkt verbundenen achi-
ralen Würfeln. Die schwarzen Linien beschreiben die Referenzlinien der Elemente,
die roten Punkte die Knoten. Die grauen Boxen visualisieren die Balkengeometrie.
Grafik übernommen aus [84].
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Abbildung A.2.: Netzstudie an der rein chiralen Struktur mit einem Aspektverhältnis von H/B = 2,
mit Platte. Axiale Dehung 10−4. Ab zwei Elementen pro Balken ist die h-Konvergenz
erreicht.
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A. Anhang zu idealisierten Strukturen

A.2. Ergebnisse

Abbildung A.3 zeigt das Muster der Verwölbung. Die Farbskala beschreibt, wie stark

die Verschiebung u3 in einem Querschnitt in der Mitte einer Probe relativ betrachtet

von dem durch die Randbedingung vorgegebenen Mittelwert 1
2
ū3 abweicht. Abbildung

A.3a zeigt das Muster für N = 5, Abbildung A.3b für N = 6. Abbildung A.4 zeigt

den Verlauf der chiralen Antwort in Abhängigkeit von der axialen Dehnung für eine

chiral-achirale Gitterstruktur mit κ = 2.5 und H/B = 18 unter Druckbelastung. Das

Vorzeichen der Nichtlinearität ist umgekehrt gegenüber dem im Zugversuch festgestellten

Verhalten. Abbildung A.5a zeigt das Skalierungsverhalten der chiralen Antwort für eine

Gitterstruktur, die durch eine alternierende Abfolge chiraler Würfel mit unterschiedli-

chen Steifigkeiten aufgebaut wurde. Im Gegensatz zu der chiral-achiralen Gitterstruktur

ergibt sich aus der chiral-chiralen Abfolge sogar eine etwas kleinere charakteristische

Länge. Abbildung A.5b zeigt das Skalierungsverhalten für κ = 0,3. Wie erwartet ergibt

sich für steifere Kopplungeselemente ebenfalls eine kleinere charakteristische Länge.
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Abbildung A.3.: Muster der Verwölbung. Die Farbskala zeigt die relative Abweichung von u3 ge-
genüber dem Mittelwert 1

2 ū3 für einen Querschnitt in der Mitte einer Probe. Para-
meter: H/B = 18, κ = 2.5. (a) N = 5. (b) N = 6.
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Abbildung A.4.: Beziehung zwischen Makrorotation und Dehnung bei Druck. Chiral-achirale Gitter-
struktur mit κ = 2.5 und H/B = 18.
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A.2. Ergebnisse
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Abbildung A.5.: (a) Skalierungsverhalten einer chiral-chiralen Struktur (C-C) in Anlehnung an [84].
Wie Abbildung 3.4a, aber für eine rein chirale Struktur, bei der die Balkendicke der
chiralen Würfel nach dem Muster von Abbildung 3.2c variiert wurde. Das heißt, an
die Stellen der grauen achiralen Würfel in Abbildung 3.2c wurden chirale Würfel
mit dünneren Balken platziert. κ gibt das Verhältnis der Balkendicken an. (b) Wie
Abbildung 3.4a in Anlehung an [84].
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B. Anhang zu realisierbaren
Strukturen und Validierung

Der angepasste Homogenisierungsansatz zur Bestimmung der 29 Konstanten wurde auf

ein Timoshenko-Balkenmodell angewendet, wie es in Abschnitt 4.2.2 beschrieben wurde.

Es sei angemerkt, dass hierfür nicht exakt die in Abbildung 4.2 dargestellte Diskreti-

sierung verwendet wurde, sondern eine vorangegange Variante. Diese unterscheidet sich

geringfügig von der Diskretisierung aus Abbildung 4.2. Da dieser Schritt nur eine grobe

Abschätzung liefern soll und die Unterschiede in beiden Diskretisierungen ledigliche klei-

ne quantitative Unterschiede im Materialverhalten verursachen, wurde der aufwändige

Prozess nicht mit der finalen Variante des Timoshenko-Balkenmodells aus Abbildung 4.2

wiederholt. Wie mikropolare Kontinuua besitzen Timoshenko-Balken drei Freiheitsgrade

der Translation und der Rotation. Somit lassen sich die Verschiebungen und Rotationen

für eine aus N1 ×N2 ×N3 aufgebaute Mikrostruktur Ω durch die Taylorreihenentwick-

lungen

ui(xj) = ui(xj = 0) +
∂ui

∂xj

∣∣∣∣
xj=0

xj +O(x2
j) (B.1)

und

ϕi(xj) = ϕi(xj = 0) +
∂ϕi

∂xj

∣∣∣∣
xj=0

xj +O(x2
j) (B.2)

beschreiben.[68, 101] Der jeweils erste Term auf der rechten Seite von Gleichung B.1 und

B.2 beschreibt eine Starrkörpertranslation, beziehungsweise eine Starrkörperrotation.

Diese können durch die Fixierung eines einzelnen Knotens in der Mikrostruktur elimi-

niert werden. Die Terme erster Ordnung beschreiben einen gemittelten mikropolaren

Verschiebungsgradienten

ĤM
ij :=

∂ui

∂xj

= êji − ϵijkϕk (B.3)

und Krümmungstensor

γ̂ij :=
∂ϕi

∂xj

. (B.4)
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B. Anhang zu realisierbaren Strukturen und Validierung

Die Terme höherer Ordnung beschreiben die Fluktuation der Verschiebungs- und Rotati-

onsfelder. Mit Hilfe der Gleichungen B.1 - B.4 lassen sich periodische Randbedingungen

u+
i = u−

i + (êji − ϵijkϕ
−
k )∆xj (B.5)

und

ϕ+
i = ϕ−

i + γ̂ij∆xj (B.6)

formulieren, wobei ∆xj dem Produkt der Anzahl an Einheitszellen Nj und der Gitter-

konstanten aj in der jeweiligen Richtung entspricht. Die hochgestellten Symbole + und

− unterscheiden zwischen Feldgrößen auf gegenüberliegenden Seiten von Ω. Durch das

Aufbringen von 29 linear unabhängigen Dehnungs- und Krümmungszuständen können

die mikropolaren elastischen Konstanten durch die Bedingung [68]

1

2
(Aijklêij êkl +Bijklγ̂ij γ̂kl + 2Cijklêij γ̂kl) =

1

V Ω
WΩ (B.7)

bestimt werden, wobei

V Ω =
3∏

i=1

Niai (B.8)

das Volumen und WΩ die elastische Formänderungsenergie der Mikrostruktur sind. Es

tritt jedoch das Problem auf, dass die volumenspezifische Formänderungsenergie 1
V ΩW

Ω

von der Größe der Mikrostruktur, das heißt von Ni, abhängt. Somit ergeben sich unter-

schiedliche elastische Konstanten für unterschiedlicheNi. Die aus dem hier beschriebenen

Verfahren bestimmten mikropolaren elastischen Konstanten wurden als Startpunkt für

eine systematische Parametervariation genutzt, in der die Konstanten so angepasst wur-

den, dass das mikropolare Modell das Skalierungsverhalten der chiralen Antwort aus den

Timoshenko-Balken-Simulationen reproduziert. In der in Abschnitt 4.2.3 eingführten er-

weiterten Voigt-Notation ergeben sich für die in Abbildung 4.6 gezeigte Kurve (rote
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Linie) die folgenden Werte[85]:

A11 = 5,1× 105 Pa, A12 = 6,6× 104 Pa, A13 = −5,8× 104 Pa

A33 = 4,8× 106 Pa, A44 = 3,2× 107 Pa, A47 = −1,8× 102 Pa

A66 = 2,2× 104 Pa, A69 = −1,6× 102 Pa, A77 = 5,5× 104 Pa

B11 = 5,1× 10−5N, B12 = 3,7× 10−8N, B13 = 3,5× 10−6N

B33 = 9,4× 10−3N, B44 = 1,7× 10−4N, B47 = −3,4× 10−6N

B66 = 2,6× 10−4N, B69 = 4,9× 10−7N, B77 = 3,5N

C11 = −1,3× 10−1N/m, C12 = −8,5× 10−3N/m, C13 = −3,2N/m

C31 = 2,9× 10−1N/m, C33 = −1,8× 102N/m, C44 = −2,7× 10−2N/m

C47 = 5,1× 10−2N/m, C66 = 2,7× 10−2N/m, C69 = −2,8× 10−4N/m

C74 = −5,2× 10−3N/m, C77 = −4,5N/m

Für die Übersetzung der erweiterten Voigt-Notation in die Indexnotation gilt

Aij =



A1111 A1122 A1133 A1123 A1113 A1112 A1132 A1131 A1121

A2211 A2222 A2233 A2223 A2213 A2212 A2232 A2231 A2221

A3311 A3322 A3333 A3323 A3313 A3312 A3332 A3331 A3321

A2311 A2322 A2333 A2323 A2313 A2312 A2332 A2331 A2321

A1311 A1322 A1333 A1323 A1313 A1312 A1332 A1331 A1321

A1211 A1222 A1233 A1223 A1213 A1212 A1232 A1231 A1221

A3211 A3222 A3233 A3223 A3213 A3212 A3232 A3231 A3221

A3111 A3122 A3133 A3123 A3113 A3112 A3132 A3131 A3121

A2111 A2122 A2133 A2123 A2113 A2112 A2132 A2131 A2121


, (B.9)
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B. Anhang zu realisierbaren Strukturen und Validierung

Bij =



B1111 B1122 B1133 B1132 B1131 B1121 B1123 B1113 B1112

B2211 B2222 B2233 B2232 B2231 B2221 B2223 B2213 B2212

B3311 B3322 B3333 B3332 B3331 B3321 B3323 B3313 B3312

B3211 B3222 B3233 B3232 B3231 B3221 B3223 B3213 B3212

B3111 B3122 B3133 B3132 B3131 B3121 B3123 B3113 B3112

B2111 B2122 B2133 B2132 B2131 B2121 B2123 B2113 B2112

B2311 B2322 B2333 B2332 B2331 B2321 B2323 B2313 B2312

B1311 B1322 B1333 B1332 B1331 B1321 B1323 B1313 B1312

B1211 B1222 B1233 B1232 B1231 B1221 B1223 B1213 B1212


(B.10)

und

Cij =



C1111 C1122 C1133 C1132 C1131 C1121 C1123 C1113 C1112

C2211 C2222 C2233 C2232 C2231 C2221 C2223 C2213 C2212

C3311 C3322 C3333 C3332 C3331 C3321 C3323 C3313 C3312

C2311 C2322 C2333 C2332 C2331 C2321 C2323 C2313 C2312

C1311 C1322 C1333 C1332 C1331 C1321 C1323 C1313 C1312

C1211 C1222 C1233 C1232 C1231 C1221 C1223 C1213 C1212

C3211 C3222 C3233 C3232 C3231 C3221 C3223 C3213 C3212

C3111 C3122 C3133 C3132 C3131 C3121 C3123 C3113 C3112

C2111 C2122 C2133 C2132 C2131 C2121 C2123 C2113 C2112


. (B.11)
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C. Anhang zu nicht-periodischen
Strukturen

Abbildung C.1 zeigt die maximale logarithmische Hauptdehnung für eine ausgewählte

Schalenstruktur. Trotz großer Makrorotation (12,6◦) sind die Dehnungen klein (≤ 1, 2%).

Abbildung C.2 zeigt die chirale Antwort und das Blockiermoment in Abhängigkeit von

der Wandstärke und von der Ganghöhe für P = 2. Die chirale Antwort ist identisch zu

P = 1, das Blockiermoment ist doppelt so groß.
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C. Anhang zu nicht-periodischen Strukturen

1,2%

0%

Abbildung C.1.: Maximale Hauptdehnung (logarithmisch) bei einer Spiralstruktur mit P = 2, w =
0,5m und S = 360m. Axiale Dehunung 0,5%. Makrorotation 12,6◦.
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Abbildung C.2.: Mechanische Eigenschaften der Schalenstrukturen unter Zug. P = 2. (a) Chirale
Antwort. (b) Normiertes Blockiermoment M̂S. Ermittelt bei einer axialen Dehnung
von 0,5%. Für die Erstellung der Grafiken wurde jeweils eine diskrete Menge von
11 × 11 Simulationen ausgewertet. Zur Erstellung der kontinuierlichen Farbskala
wurden die Werte zwischen zwei Punkten interpoliert.
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D. Forschungsdaten

Die Forschungsdaten zu Kapitel 4 wurden bereits zusammen mit dem Fachartikel [85]

veröffentlicht. Weitere in dieser Arbeit gezeigten Daten sind mit dem DOI 10.35097/577

veröffentlicht.
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[45] J. Köpfler, T. Frenzel, J. Schmalian und M. Wegener.
”
Fused-Silica 3D Chiral

Metamaterials via Helium-Assisted Microcasting Supporting Topologically Pro-

tected Twist Edge Resonances with High Mechanical Quality Factors“. Advanced

Materials 33.40 (2021), 2103205.

[46] R. S. Lakes.
”
Is bone elastically noncentrosymmetric“. In: Proceedings of the 34th

ACEMB. Houston, Texas, 1981, S. 286.

108



Literatur

[47] R. S. Lakes und R. L. Benedict.
”
Noncentrosymmetry in micropolar elasticity“.

International Journal of Engineering Science 20.10 (1982), S. 1161–1167.

[48] Y. J. Chen, F. Scarpa, Y. J. Liu und J. S. Leng.
”
Elasticity of anti-tetrachiral

anisotropic lattices“. International Journal of Solids and Structures 50.6 (2013),

S. 996–1004.

[49] J. N. Grima, R. Gatt und P. Farrugia.
”
On the properties of auxetic meta-

tetrachiral structures“. physica status solidi (b) 245.3 (2008), S. 511–520.

[50] F. Warmuth, F. Osmanlic, L. Adler, M. A. Lodes und C. Körner.
”
Fabrication

and characterisation of a fully auxetic 3D lattice structure via selective electron

beam melting“. Smart Materials and Structures 26.2 (2016), 025013.

[51] C. S. Ha, M. E. Plesha und R. S. Lakes.
”
Chiral three-dimensional isotropic

lattices with negative Poisson’s ratio“. physica status solidi (b) 253.7 (2016), S.

1243–1251.

[52] T. Frenzel, M. Kadic und M. Wegener.
”
Three-dimensional mechanical metama-

terials with a twist“. Science 358.6366 (2017), S. 1072–1074.

[53] H. Altenbach. Kontinuumsmechanik : Einführung in die materialunabhängigen
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[59] S. P. Timošenko und J. N. Goodier. Theory of elasticity. 3. Auflage, internat. ed.,

Auckland: McGraw-Hill, 1970. isbn: 0-07-085805-5.

109



Literatur
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