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Abstract

Friction and lubrication are multiscale problems, i. e. processes on di�erent time and
length scales in�uence each other and determine the macroscopic response of a system.
For lubrication processes, this is especially true in the boundary lubrication regime, where
the thickness of the lubrication gap is on the order of molecular interaction lengths.
Macroscopic lubrication modeling is based almost exclusively on the application of the
Reynolds equation, while at the atomic scale molecular dynamics simulations become
increasingly important. Multiscale methods for lubrication phenomena that go beyond
sequential approaches have so far remained elusive. In this work, a multiscale approach is
presented, which splits the solution of the macroscopic balance equations into a micro
and macro problem. The macro problem arises from averaging the balance equations over
the gap height, similar to the conventional Reynolds equation, and is solved using explicit
�nite volume discretization, while the micro problem contains the constitutive behavior
of the lubricant �lm. The numerical implementation of the macro problem is validated
using �xed-form constitutive laws, and concrete examples are used to show that these
can be replaced by molecular dynamics simulations in the future. Analytical solutions
of the linearized governing equations of the macro problem can also be derived, which
are compared to autocorrelation functions of �uctuating state variables from molecular
dynamics simulations. This results in a method for simultaneous determination of viscosity
and slip length from equilibrium simulations, as well as a description of supercritical sound
transport in con�ned �uids. For an e�cient implementation of the presented multiscale
approach, surrogate modeling is needed, which interpolates between individual molecular
dynamics simulations. Simple examples are used to evaluate the application potential of
Gaussian process regression as a possible surrogate model. The present work thus provides
the theoretical basis for concurrent multiscale simulations of lubrication processes, which
may contribute to a better understanding of dissipation mechanisms in the boundary
lubrication regime.
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Kurzfassung

Reibung und Schmierung sind Multiskalenprobleme, d. h. Prozesse auf unterschiedlichen
Zeit- und Längenskalen beein�ussen einander und bestimmen die makroskopische Ant-
wort eines Systems. Für Schmierungsprozesse tri�t dies insbesondere im Grenzreibungs-
bereich zu, in dem die Dicke des Schmierspalts in der Größenordnung molekularer Inter-
aktionslängen liegt. Makroskopische Schmierungsmodellierung basiert fast ausschließ-
lich auf der Anwendung der Reynoldsgleichung, während auf atomarer Skala vermehrt
Molekulardynamik-Simulationen in den Vordergrund treten. Multiskalenmethoden für
Schmierungsphänomene, die über sequentielle Ansätze hinausgehen, sind bisher noch
nicht etabliert. Im Rahmen dieser Arbeit wird ein Multiskalenansatz vorgestellt, welcher
die Lösung der makroskopischen Bilanzgleichungen in ein Mikro- und Makroproblem
aufteilt. Das Makroproblem entsteht durch Mittelung der Bilanzgleichungen über der
Spalthöhe, ähnlich zur konventionellen Reynoldsgleichung, und wird mittels expliziter
Finite-Volumen-Diskretisierung gelöst, während das Mikroproblem das konstitutive Ver-
halten des Schmier�lms enthält. Die numerische Implementierung des Makroproblems
wird mithilfe gewöhnlicher Konstitutivgesetze validiert und anhand konkreter Beispiele
wird gezeigt, dass diese in Zukunft durch Molekulardynamik-Simulationen ersetzt werden
können. Außerdem lassen sich analytische Lösungen der linearisierten Grundgleichungen
des Makroproblems herleiten, die mit Autokorrelationsfunktionen �uktuierender Zustands-
variablen aus Molekulardynamik-Simulationen verglichen werden. Daraus ergibt sich eine
Methode zur simultanen Bestimmung von Viskosität und Schlup�änge aus Gleichgewichts-
Simulationen, sowie die Beschreibung des überkritischen Schalltransports in Fluidspalten.
Für eine e�ziente Umsetzung des vorgestellten Multiskalenansatzes wird eine Ersatz-
modellierung benötigt, die zwischen einzelnen Mikrosimulationen interpoliert. Anhand
von einfachen Beispielen wird das Anwendungspotential der Gaußprozess-Regression als
mögliches Ersatzmodell evaluiert. Die vorliegende Arbeit liefert somit die theoretischen
Grundlagen einer simultanen Multiskalensimulation von Schmierungsprozessen, welche
in Zukunft zu einem besseren Verständnis der Dissipationsmechanismen im Grenzrei-
bungsbereich beitragen kann.
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1. Motivation

Sei es durch die grundlegenden Mechanismen der Fortbewegung, die Naturgewalt von Erd-
beben, oder das Entfachen eines Feuers durch Feuerbohren – die Entwicklung des Lebens
auf der Erde hätte ohne Reibung sicherlich einen anderen Verlauf genommen. Dennoch
versuchen Menschen seit jeher Reibungskräfte zu minimieren. Ägyptische Wandmalereien
aus der Grabstätte des Djehutihotep aus dem Jahre 1880 v. Chr. zeigen den Transport einer
Statue auf einem Schlitten, wobei eine Person zu erkennen ist, die Wasser auf den Sand vor
dem Schlitten schüttet (siehe Abb. 1.1) [1]. Diese Person, die manchmal auch scherzhaft
als „erster Tribologe“1 bezeichnet wird, beschäftigte sich gleich mit einer nichttrivialen
Fragestellung – die Reibungseigenschaften von nassem Sand sind auch noch etwas weniger
als 4000 Jahre später Gegenstand aktueller Forschung [2].

Abbildung 1.1.: Transport des Kolosses von Djehutihotep. Ägyptische Wandmalerei aus der Grabstätte des
Gaufürsten Djehutihotep zeigt den Transport einer gigantischen Statue desselben. Eine Person schüttet eine
Flüssigkeit vor den Schlitten. Überarbeitete Darstellung nach Ref. [3].

Große Namen der Wissenschaftsgeschichte haben sich seither mit Tribologie befasst, dar-
unter z. B. Leonardo da Vinci, dem die Unabhängigkeit des Reibungskoe�zienten von der
scheinbaren Kontakt�äche bereits 200 Jahre vor dem Namensgeber der Amontons’schen
Gesetze bekannt war. Eine systematische Untersuchung von Schmierungsphänomenen

1 Die Tribologie (von altgriechisch: τρίβειν tribein, deutsch: „reiben, abnutzen“ und λόγος lógos, „Lehre“)
ist die Wissenschaft von Reibung, Verschleiß und Schmierung.
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1. Motivation

wurde maßgeblich durch den technologischen Fortschritt der industriellen Revolution
vorangetrieben, die, mit Erhöhung der Lastspielzahlen, Minimierung von Verschleiß sowie
Vorhersage von Bauteilversagen in den ingenieurwissenschaftlichen Fokus rückte. Ein Mei-
lenstein stellt dabei die Arbeit von Osborne Reynolds [4] dar, der die zuvor von Beauchamp
Tower [5] durchgeführten Schmierungsexperimente durch eine vereinfachte hydrodyna-
mischen Theorie beschrieb. Die daraus hervorgegangene Reynoldsgleichung ist bis heute
der de facto-Standard der Schmierungsmodellierung in Industrie und Forschung.

Stribeck [6] untersuchte Reibungskoe�zienten geschmierter Systeme unter verschiedenen
Belastungsbedingungen und für verschiedene Schmiermittel. Wie in Abb. 1.2 dargestellt,
lassen sich mithilfe der Stribeck-Kurve drei charakteristische Bereiche nach der Fluid�lm-
dicke unterscheiden: Voll�lm- oder (Elasto-)hydrodynamische Schmierung, Mischreibung
und Grenzreibung. Die niedrigsten Reibungskoe�zienten werden demnach durch eine
vollständige Trennung der kontaktierenden Körper erzielt. Der Einsatz niedrigviskoser
Schmiermittel, langsame Einlaufgeschwindigkeiten oder erhöhte Belastungsbedingungen
führen jedoch zu einer Verringerung der Filmdicke im Mischreibungsbereich bis hin zum
Kontakt einzelner Rauheitsasperitäten im Grenzreibungsbereich, was hohe Reibungskoef-
�zienten zur Folge hat.

R
ei

bu
ng

sk
oe

ffi
zi

en
t

________________Geschwindigkeit x Viskosität

Linienlast

Grenzreibung Mischreibung (Elasto-)hydrodynamische
Schmierung

Abbildung 1.2.: Schematische Darstellung der Stribeck-Kurve. Der Reibungskoe�zient – also das Verhältnis
aus Reibungs- und Normalkraft – lässt sich qualitativ in drei Bereiche einteilen: (Elasto-)hydrodynamische
Schmierung, Misch- und Grenzreibung. Den charkteristischen Verlauf erhält man durch Auftragung über
der dimensionslosen Hersey-Zahl He = [E/# , wobei [ die Viskosität, E eine Belastungsgeschwindigkeit und
# eine Normalkraft pro Linienlänge des Kontakts beschreibt.

Nach Holmberg und Erdemir [7] werden 23% des globalen Energieverbrauchs zur Über-
windung von Reibungskräften und für den Ersatz von Verschleißteilen aufgebracht, was
bei direkter Umrechnung CO2-Emissionen von 8 120 Mt/Jahr entspricht. Um die Folgen
des menschengemachten Klimawandels [8] einzugrenzen, gewinnen, neben dem großen
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1. Motivation

Einsparungspotential von Reibungsverlusten im Mobilitäts- und Energiesektor durch Elek-
tri�zierung des Antriebsstrangs bzw. den Umstieg auf erneuerbare Energieressourcen,
auch Innovationen bei Reibungs- und Schmierungskonzepten an Bedeutung. Der techno-
logische Trend hin zu niedrigviskosen Schmiermitteln führt u. a. dazu, dass technische
Systeme vermehrt im Misch- und Grenzreibungsbereich operieren [9–11]. Extreme Be-
lastungsbedingungen und Filmdicken von wenigen Nanometern sind die Folge, sodass
die Gültigkeit kontinuumsmechanischer Modellierungsansätze überprüft werden muss.
Atomistische Simulationsmethoden bieten die Möglichkeit, das mikroskopische Verhalten
komplexer Fluide im Reibkontakt aufzulösen, sind jedoch auf sehr kurze Zeit- und Längens-
kalen limitiert. Daher ergibt sich der Bedarf an Multiskalenmethoden für die Simulation
von Schmierungsprozessen im Misch- und Grenzreibungsbereich, welche atomistische
Modellierung mit kontinuumsmechanischen Berechnungen auf makroskopischen Längen-
und Zeitskalen kombinieren.

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit der Methodenentwicklung für die Multiskalen-
simulation von Schmierprozessen mithilfe kontinuumsmechanischer und atomistischer
Ansätze. Das folgende Kapitel gibt einen Überblick über die notwendigen theoretischen
Grundlagen und den aktuellen Forschungsstand, welcher das Ziel dieser Arbeit eingrenzt.
Die weiteren Kapitel befassen sich mit der Methodenentwicklung, Validierung und Anwen-
dung im Schmierungskontext aus kontinuumsmechanischer Sicht, sowie der Beschreibung
und Diskussion möglicher Schnittstellen zu Molekulardynamik-Simulationen.
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2. Theorie und Stand des Wissens

2.1. Notation

Im Rahmen dieser Arbeit werden Tensoren erster Stufe beliebiger Dimension = durch
lateinische oder griechische Kleinbuchstaben in Fettdruck dargestellt, z. B. q ∈ R=, mit
Ausnahme kartesischer 3-Vektoren, die durch Pfeile gekennzeichnet sind, z. B. für den
Ortsvektor ®A . Tensoren zweiter Stufe werden durch Großbuchstaben in Fettdruck gekenn-
zeichnet, z. B. L ∈ R=×< . In der kartesischen Basis werden Unterstriche verwendet, also z. B.
1 = X8 9 für die Einheitsmatrix, wobei X8 9 das Kronecker-Symbol ist. Gradient und Divergenz
werden mit dem ∇-Operator dargestellt, z. B. gilt (∇a)8 9 = m 908 und der Divergenzoperator
wirkt auf den Spaltenindex, d. h. (∇ · G)8 = m 9�8 9 . Bei Verwendung der Indexnotation
gilt hier und im Folgenden die Einstein’sche Summenkonvention. Das äußere Produkt
zwischen zwei Vektoren wird de�niert als ( ®0 ⊗ ®1)8 9 = 081 9 und innere Produkte werden
mit einem Punkt gekennzeichnet, also z. B. das Matrix-Vektor-Produkt (� · ®2)8 = �8 92 9 .

Des Weiteren werden normalverteilte Zufallsvariablen mit x ∼ N(-, I) bezeichnet, wobei
- den Erwartungswert und I die Kovarianz-Matrix beschreibt. Dies bedeutet, dass ihre
Wahrscheinlichkeitsdichte % : R� → R gegeben ist durch

% (x) = 1
(2c)�/2 |I |1/2

exp
[
−1

2
(x − -)>I−1(x − -)

]
, (2.1)

wobei � die Dimension der Zufallsvariablen bezeichnet und Betragsstriche | · | kennzeich-
nen die Determinante der Kovarianz-Matrix.

2.2. Fluidmechanische Grundlagen und Reynoldsgleichung

Das mechanische Verhalten eines dünnen Flüssigkeits�lms stellt ein klassisches strömungs-
mechanisches Problem dar. Im Folgenden soll ein kurzer Überblick über die grundlegenden
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2. Theorie und Stand des Wissens

Gleichungen und deren Vereinfachungen gegeben werden, welcher für ein Verständnis
der betrachteten Fragestellung essentiell ist. Die Kinematik eines materiellen Punktes ®A (C)
zum Zeitpunkt C ist durch die Bewegungsfunktion

®A = ®j ( ®',C), (2.2)

gegeben, wobei ®' ≡ ®A (C = 0) eine Referenzkon�guration beschreibt. Aufgrund der Bijekti-
vität und der damit einhergehenden Invertierbarkeit der Bewegungsfunktion ®j , bieten sich
grundsätzlich zwei Möglichkeiten an, die zeitliche Entwicklung des Punktes zu beschrei-
ben. In der Lagrange’schen Betrachtungsweise wird ein materieller Punkt und dessen
Trajektorie durch den Raum betrachtet, wohingegen in der Euler’schen Betrachtungswei-
se ein fester Punkt im Raum betrachtet wird, während materielle Punkte durch diesen
„hindurch�ießen“. In der Fluidmechanik bietet sich die Euler’sche Darstellung an, während
die Molekulardynamik per se eine Lagrange’sche Methode darstellt1. Bei Zeitableitungen
in der Euler’schen Beschreibung ist zu beachten, dass eine beliebige Größek (®A, C) sowohl
eine explizite als auch eine implizite Funktion der Zeit ist. Die materielle Zeitableitung

dk
dC

=
mk

mC
+ ®E · ∇k (2.3)

enthält somit einen lokalen Anteil und einen konvektiven Anteil [12].

Mechanische Bilanzgleichungen lassen sich für ein zeitlich veränderliches Kontrollvolumen
V ≡ V(C) durch den Reynolds’schen Transportsatz

d
dC

∫
V
k (®A, C)d3A =

∫
V

(
dk (®A,C)

dC
+k (®A,C)∇ · ®E (®A, C)

)
d3A

=

∫
V

(
mk (®A,C)
mC

+ ∇ · [k (®A,C)®E (®A, C)]
)

d3A (2.4)

beschreiben. Ersetzt man beispielsweise k durch die Massendichte d in Gl. (2.4) erhält
man die Kontinuitätsgleichung in integraler Form. Da das betrachtete Kontrollvolumen
beliebig ist und daher auch in�nitesimal klein werden kann, lassen sich Bilanzgleichungen
auch in lokaler Formulierung aufschreiben, z. B. für die Masse

md

mC
+ ∇ · (d®E) = 0. (2.5)

1 Dies bedeutet nicht, dass sich die Molekulardynamik nicht für Strömungsprobleme eignet. In Kap. 3.3.2
werden z. B. molekulare Freiheitsgrade in eine Euler’sche Beschreibung überführt.
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2.2. Fluidmechanische Grundlagen und Reynoldsgleichung

Für eine inkompressible Flüssigkeit mit d = const. erhält man∇·®E = 0. Für die Massenbilanz
wurden keine Quellen oder Senken betrachtet, d. h. die rechte Seite von Gl. (2.5) ist null.
In der Impulsbilanz sind Kräfte, die im Inneren oder von außen auf den Körper wirken,
Quellen oder Senken des Systems. In integraler Formulierung kann das zweite Newton’sche
Gesetz geschrieben werden als

d
dC

∫
V
d®Ed3A =

∫
V
®5 dd3A +

∫
mV
®Cd2A, (2.6)

wobei ®5 eine Kraftdichte und ®C einen auf die Ober�äche mV wirkenden Spannungsvektor
bezeichnet. Der Spannungsvektor ®C = f · ®= ist der Anteil des Cauchy’schen Spannungs-
tensors f , der in Richtung der Ober�ächennormalen ®= zeigt. Durch Anwendung des
Gauß’schen Integralsatzes ergibt sich die lokale Form der Impulsbilanz zu

d
d®E
dC

= d ®5 + ∇ · f. (2.7)

Der Spannungstensor f wird durch ein Konstitutivgesetz bestimmt, welches das betrach-
tete Fluid beschreibt und somit zu einer geschlossenen Form von Gl. (2.7) führt. Da der
Spannungszustand invariant unter einer Starrkörperrotation ist, wird er als Funktion des
symmetrischen Anteils des Geschwindigkeitsgradienten � = 1

2 (∇®E + (∇®E)
>) beschrieben.

Unter den weiteren Annahmen der Kontinuität, Homogenität, Isotropie und Linearität ist
der Spannungstensor eines Newton’schen Fluids durch

f = −?1 + g = (−? + _ sp �)1 + 2[� (2.8)

gegeben, wobei ? den hydrostatischen Druck und g den viskosen Anteil beschreibt. [ ist
die dynamische Scherviskosität und der Parameter _ hängt mit der Volumenviskosität
Z = _ + 2

3[ zusammen, welche den viskosen Widerstand gegen Dilatation beschreibt2. Die
Navier-Stokes-Gleichung ergibt sich durch Einsetzen der Konstitutivgleichung (2.8) in
Gl. (2.7) [12]

d
d®E
dC

= ∇(−? + _ sp �) + ∇ · (2[�) + d ®5 . (2.9)

2 Die häu�g in der Festkörpermechanik verwendete De�nition des mechanischen Drucks ?̃ = − spf/3
stimmt nur im Falle inkompressibler Flüssigkeiten mit dem hydrostatischen Druck überein. Für kom-
pressible Medien ist der Druck durch eine Zustandsgleichung ? = ? (d,) ) gegeben und die Di�erenz
zum mechanischen Druck ist ? − ?̃ = (_ + 2

3[) ∇ · ®E . Die Volumenviskosität _ + 2
3[ ist nur im Spezialfall

einatomiger Gase näherungsweise null (Stokes-Annahme). Siehe auch Ref. [13].
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2. Theorie und Stand des Wissens

Für dünne Fluid�lme zwischen zwei sich relativ zueinander bewegenden Ober�ächen
vereinfacht sich Gl. (2.9) unter Annahme einer kleinen Reynoldszahl Re = d� |®E |/[, die das
Verhältnis von Trägheits- zu viskosen Kräften quanti�ziert, wobei � eine Referenzhöhe
beschreibt, und Skalierungsargumenten aufgrund des kleinen Aspektverhältnisses �/! �
1, wobei ! eine Referenzlänge beschreibt, zu

m?

mG
=
m

mI

(
[
mD

mI

)
(2.10a)

m?

m~
=
m

mI

(
[
mE

mI

)
(2.10b)

m?

mI
= 0. (2.10c)

Nach Gl. (2.10c) ist der Druck über der Spalthöhenkoordinate I konstant. Unter der An-
nahme konstanter Viskosität, lassen sich Gl. (2.10a) und (2.10b) leicht integrieren, sodass
die Geschwindigkeitskomponenten in lateraler Richtung gegeben sind durch

D =
I

2[
m?

mG
(I − ℎ) + *

ℎ
I, (2.11a)

E =
I

2[
m?

m~
(I − ℎ) + +

ℎ
I, (2.11b)

wobei ℎ ≡ ℎ(G,~) das Höhenpro�l des Schmierspalts darstellt. Hierbei wurden als Rand-
bedingungen eine konstante Geschwindigkeit der oberen Wand ®E |I=ℎ = (* ,+ , 0)> und
®E |I=0 = ®0 an der unteren Wand verwendet. Die Geschwindigkeitspro�le sind eine Super-
position eines linearen Anteils, aufgrund der Scherung des Fluid�lms, der sogenannte
Couette-Anteil, und eines quadratischen Anteils aufgrund des Druckgradienten, der so-
genannte Poiseuille-Anteil. Durch Einsetzen der Geschwindigkeitskomponenten in die
Kontinuitätsgleichung (für inkompressible Fluide) und erneute Integration über die Spalt-
höhe erhält man die Reynoldsgleichung [14]

m(dℎ)
mC

=
m

mG

(
ℎ3d

12[
m?

mG
− *

2
ℎd

)
+ m

m~

(
ℎ3d

12[
m?

m~
− +

2
ℎd

)
. (2.12)

Auch wenn die hier skizzierte Herleitung, wie auch die der Originalquelle [4] von 1886,
für inkompressible, isoviskose Newton’sche Fluide gilt, werden in der Praxis oft erst nach-
träglich lösungsabhängige Materialparameter eingeführt, was die Gültigkeit von Gl. (2.12)
infrage stellt. Zahlreiche Modi�kationen der Reynoldsgleichung, die beispielsweise Pie-
zoviskosität [15–17] oder Kompressibilität [18] a priori einbeziehen, sind Gegenstand
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2.3. Molekulardynamik Simulationen eingeschlossener Fluide

aktueller Forschung. Im Falle der Piezoviskosität, die häu�g für Fragestellungen der Elasto-
hydrodynamische Schmierung (engl. elastohydrodynamic lubrication, EHL) berücksichtigt
werden muss, ist der Fehler durch eine Verwendung von Gl. (2.12) mit druckabhängiger
Viskosität [ (?) in den meisten Fällen klein [19]. Die Scherratenabhängigkeit der Visko-
sität über der Spalthöhe kann ebenfalls durch eine verallgemeinerte Reynoldsgleichung
beschrieben werden [20], die allerdings eine Integration über die Spalthöhe enthält und
daher numerisch aufwendiger ist.

2.3. Molekulardynamik Simulationen eingeschlossener

Fluide

Die Methode der Molekulardynamik (MD) beschäftigt sich mit der Lösung der New-
ton’schen Bewegungsgleichung für diskrete Partikel, genauer Atome oder Moleküle. Dabei
wird der Ort des Partikels 8 mit dem Vektor ®A8 angegeben und dessen zeitliche Entwicklung
wird bekanntermaßen durch

m2®A8
mC2 =

®58
<8

(2.13)

beschrieben, wobei<8 die Masse des Partikels ist und ®58 beschreibt die auf ihn wirkende
Kraft. In konservativen Kraftfeldern lässt sich die Kraft aus dem negativen Gradienten des
zugehörigen Potentials bezüglich der Koordinaten des Partikels ableiten

®58 = −∇�pot ({®A8}) = −
m�pot

m®A8
. (2.14)

Für die Beschreibung eines atomistischen Systems mittels MD ist demnach eine möglichst
repräsentative Beschreibung der potentiellen Energie vonnöten [21]. Im Rahmen dieser
Arbeit werden nur interatomare Wechselwirkungen betrachtet, die sich durch Addition
paarweiser Interaktionen ergeben. Die potentielle Energie lässt sich dann schreiben als

�pot ({®A8}) =
#∑
8=1

#∑
9=8+1

+ (A8 9 ), (2.15)
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2. Theorie und Stand des Wissens

wobei A8 9 = |®A8−®A 9 | der Abstand zwischen zwei Teilchen 8 und 9 ist und+ (A8 9 ) bezeichnet die
paarweise Interaktionsenergie als Funktion dieses Abstands. Das am weitesten verbreitete
Paarpotential ist das Lennard-Jones (LJ)-Potential

+LJ(A8 9 ) = 4n
[ (
f/A8 9

)12 −
(
f/A8 9

)6
]
, (2.16)

welches durch einen repulsiven Anteil (∝ A−12
8 9 ) zur Modellierung der Pauli-Abstoßung und

einen attraktiven Anteil (∝ −A−6
8 9 ) zur Modellierung von Dispersionskräften gekennzeichnet

ist. Dabei ist n die paarweise Bindungsenergie und f = A0/ 6√2 beschreibt die atomare
Ausdehnung, wobei A0 der Gleichgewichtsabstand zweier Teilchen ist. Im Rahmen dieser
Arbeit wurde ausschließlich das LJ-Potential berücksichtigt, welches für die Modellierung
monoatomarer Fluide zu Validierungszwecken gut geeignet ist. Die Lösung von Gl. (2.13)
erfolgt numerisch mittels des Velocity-Verlet-Algorithmus [22].

Die Geburtsstunde der MD geht zurück auf die Arbeit von Alder und Wainwright [23],
die Phasenübergänge in Partikelsystemen mit rein elastischen Stößen untersuchten. Zwar
wurden in der Anfangszeit der Partikelsimulationen hauptsächlich Gleichgewichtssysteme
untersucht, z. B. für die Berechnung von Transportkoe�zienten in LJ-Fluiden [24], aber
mit stetig steigender Rechenleistung wurden auch Nichtgleichgewichtssysteme zugänglich.
Die ersten MD-Simulationen eingeschlossener Fluide in Systemen ähnlich zu heute wur-
den von Bitsanis et al. [25] durchgeführt, wobei gezeigt wurde, dass die bereits in Monte
Carlo-Simulationen [26], MD-Simulationen [27] und Surface force apparatus-Experimenten
[28] beobachteten Dichteoszillationen auch unter Couette-Strömung bei hohen Scherraten
stabil bleiben. In eingeschlossenen Fluiden muss zwischen der Viskosität des Fluids und
der – experimentell zugänglichen – e�ektiven Viskosität des eingeschlossenen Fluids un-
terschieden werden. Mithilfe eines Modells, welches die Viskosität als Funktion der lokal
gemittelten Dichte im Spalt beschreibt, konnten die gemessenen Geschwindigkeitspro�-
le reproduziert werden und Vorhersagen über die e�ektive Viskosität gemacht werden
[25]. Extreme Viskositätssteigerungen [29] in ultradünnen Filmen mit Dicken von weni-
ger als vier Moleküldurchmessern konnten damit allerdings nicht beschrieben werden
[30]. Stattdessen vermutete man einen Flüssig-Fest-Phasenübergang3 [32], der auch in
MD-Simulationen beobachtet wurde [33, 34]. Des Weiteren konnten Travis et al. [35] zei-

3 Experimentelle Studien aus dieser Zeit waren sich einig hinsichtlich der Beobachtung eines abrupten
Viskositätsanstiegs über mehrere Größenordnungen. Lediglich die Frage, ob es sich dabei um einen
Übergang von einer ungeordneten in eine geordnete Phase oder einen glasartigen Übergang handelt,
wurde kontrovers diskutiert. Siehe auch Ref. [31].
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gen, dass die Gültigkeit klassischer kontinuumsmechanischer Beschreibungen in dünnen
Fluid�lmen etwa unter fünf molekularen Durchmessern verloren geht.

Neben der Betrachtung der Viskosität bei der Scherdeformation dünner Fluid�lme spielt
auch Wandschlupf eine Rolle. Die Annahme von Haftbedingungen an der Fluid-Wand-
Grenz�äche, die üblicherweise in Kontinuumsmodellen angenommen wird, muss in nanos-
kaligen Systemen erneut validiert werden, da charakteristische Längenskalen des Systems
in der Größenordnung der Schlup�änge sind [36–38]. Eine systematische Untersuchung
der Fluid-Wand-Grenz�äche in LJ-Fluiden wurde von Thompson und Robbins [39] vor-
genommen, welche die Schlup�änge mit der von der Wand induzierten Ordnung in der
ersten Fluidschicht korrelierten. Mit zunehmender Ordnung in der Grenzschicht, z. B.
durch Erhöhung der Fluid-Wand Interaktionsstärke, nimmt die Schlup�änge ab. Zahlrei-
che weitere Untersuchungen des Wandschlupfes folgten, u. a. unter Berücksichtigung der
Scherratenabhängigkeit [40] und der Wandrauheit [41]. Die Messung der Schlup�änge
in Nichtgleichgewichts-MD-Simulationen durch lineare Extrapolation des Geschwindig-
keitspro�ls hängt von der exakten Position der Fluid-Grenz�äche ab, welche insbesondere
bei ausgeprägten Dichteoszillationen zu einem gewissen Grad beliebig ist. Bocquet und
Barrat [42, 43] schlugen daher eine Messung von Schlup�änge und Position der Randbedin-
gung vor, welche auf Fluktuationen im Gleichgewicht beruht, analog zu den Green-Kubo
Relationen für Transportkoe�zienten [44, 45]. Auch wenn die praktische Anwendbar-
keit der Methode limitiert ist, legte sie den Grundstein für die Charakterisierung der
Grenz�ächenreibung mittels Gleichgewichts�uktuationen [46].

Die simulative Pionierarbeit am Ende des letzten Jahrhunderts wurde überwiegend mit
LJ-Fluiden und atomar glatten Ober�ächen vorgenommen. Im Verlauf der letzten 20 Jahre
traten vermehrt Systeme in den Vordergrund, die der chemischen Komplexität realer
Schmiersto�e und Additive näher kommen [47]. Alle MD-Studien haben gemeinsam, dass
ihr Erkenntnisgewinn aufgrund der großen Skalenseparation zu Experimenten und realen
Anwendungen ausschließlich qualitativer Natur ist. Nichtsdestoweniger können aus MD-
Simulationen eingeschlossener Fluide Erkenntnisse über das konstitutive Verhalten im
Bereich der Grenzschmierung gewonnen werden, welche in konventionellen makroskopi-
schen Modellen Einzug erhalten können. Im folgenden Kapitel wird eine Übersicht über
Multiskalensimulationen �uidischer Systeme gegeben.

11



2. Theorie und Stand des Wissens

2.4. Multiskalenmethoden

2.4.1. Allgemeine Klassifizierung

In den vorangehenden Kapiteln wurden die theoretischen Grundlagen für Computersimu-
lationen von Schmierungsphänomenen sowohl aus Sicht der Kontinuumsmechanik als
auch aus der Perspektive partikelbasierter Methoden dargestellt. Wie schon zu Beginn
motiviert, sind Reibung und Schmierung, so wie viele andere Fragestellungen der Material-
wissenschaft auch, Multiskalenprobleme. Das bedeutet, dass die für die Beschreibung eines
zu untersuchenden Systems relevanten physikalischen Prozesse auf unterschiedlichen
Skalen statt�nden, die mehrere Größenordnungen auseinander liegen. In der Multiskalen-
modellierung gibt es verschiedene Ansätze, wie Modelle und Methoden unterschiedlicher
Längen- und Zeitskalen miteinander kombiniert werden. Man unterscheidet grob zwischen
sequentiellen und simultanen Multiskalenmethoden [48], was im Folgenden kurz erläutert
wird, bevor konkrete Beispiele aus dem Bereich dünner Flüssigkeits�lme und Schmierung
betrachtet werden.

In sequentiellen Multiskalensimulationen werden Modelle unterschiedlicher Skalen hin-
tereinander ausgeführt, z. B. indem auf der kleinen Skala Parameter mit einer genaueren
Methode bestimmt werden, die dann an ein Modell auf einer größeren Skala übergeben
werden. Beispiele sind die Entwicklung (semi-)empirischer Potentiale für die Molekulardy-
namik [21], die mithilfe quantenmechanischer Berechnungen parametrisiert werden, oder
die Entwicklung von coarse-grained Potentialen für die Simulation von Makromolekülen
[49].

In simultanen Multiskalensimulationen werden die Methoden der kleinen und großen Ska-
la gleichzeitig ausgeführt. Dabei wird weiterhin unterschieden, ob die einzelnen Methoden
das Simulationsgebiet untereinander aufteilen oder gemeinsam auf dem gesamten Gebiet
operieren. Erstere sind sogenannte Gebietszerlegungs-Methoden (engl. domain decomposi-
tion methods, DDM), welche beispielsweise zur Kopplung quantenmechanischer (QM) und
klassischer Berechnungen (engl. molecular mechanics, MM) mit der QM/MM-Methode [50]
eingesetzt werden, oder atomistische und kontinuumsmechanische Modelle verbinden
[51].

Ein Vorteil der sequentiellen Methoden ist die Unabhängigkeit des Modells der größeren
Skala hinsichtlich Limitierungen der kleineren Skala, z. B. aufgrund eines sehr kleinen
Zeitschrittes. Demgegenüber steht die Adaptivität simultaner Methoden, bei denen i. d. R.
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der Systemzustand auf der großen Skala Randbedingungen auf der kleinen Skala de�niert.
Das Einbauen von Feedback-Schleifen in sequentielle Multiskalenmethoden erlaubt eine
Reparametrisierung auf der kleinen Skala immer dann, wenn auf der groben Skala zuvor
unbekannte Systemzustände auftreten, wie z. B. bei sogenannten on-the-�y interatomaren
Potentialen mithilfe von maschinellem Lernen [52].

2.4.2. Sequentielle Multiskalenmethoden

Die Modellierung dünner Flüssigkeits�lme mithilfe der Molekulardynamik und die damit
einhergehende Charakterisierung von Wandschlupf und e�ektiver Viskosität führte zur
Anwendung erster sequentieller Multiskalenansätze in der Tribologie. Martini et al. [53]
charakterisierten die Viskosität von n-Dekan bei verschiedenen Spalthöhen und Scherraten
mittels MD. Oszillationen in der Viskosität mit der Spalthöhe und das scherverdünnende
Verhalten wurden durch ein e�ektives Viskositätsmodell für EHL-Berechnungen genutzt.
Ein ähnlicher sequentieller Ansatz wurde für Wandschlupf in EHL-Berechnungen von
n-Oktan zwischen CuO-Ober�ächen [54] bzw. zwischen Si3N4- und α-Fe-Ober�ächen
[55] angewendet. Ein häu�g untersuchtes System ist der Fluss von Wasser durch Koh-
lensto�nanoröhrchen [56–58], bei dem experimentell eine um einige Größenordnungen
höhere Durch�ussrate gemessen wurde als theoretisch vorhergesagt [59]. Extensive MD-
Simulationen von Poiseuille-Strömungen in dünnen Kanälen zur Parametrisierung von
Zustandsgleichung, Piezoviskosität und Wandschlupf des Kohlensto�-Wasser Systems
können kontinuumsmechanische Berechnungen verbessern [57].

2.4.3. Simultane Multiskalenmethoden

Gebietszerlegungs-Methoden (DDM)

Abweichungen von klassischen Kontinuumstheorien treten in eingeschlossenen Fluiden
häu�g in der Nähe der Wand auf. Ein simultaner DDM-Ansatz, bei dem nur der Bereich
um die Wand-Fluid-Grenz�äche mit atomistischen Methoden aufgelöst wird, während der
Fluid�lm fern der Wand als Kontinuum modelliert wird, ist daher naheliegend. Etablierte
Kopplungsmethoden zwischen zwei Lagrange’schen Methoden, wie beispielsweise aus der
Bruchmechanik [60], sind für Fluide eher ungeeignet, wobei insbesondere der Übergang
vom Kontinuum (Euler) zur Atomistik (Lagrange) eine Herausforderung darstellt [61]. Für
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Fluide werden im Wesentlichen zwei Ansätze verfolgt: Kopplung von MD- und Konti-
nuumsdomäne über das Angleichen von Zustandsvariablen, oder über das Angleichen
von Flussgrößen. Ersteres wurde von O’Connell und Thompson [62] vorgeschlagen, die
in einer hybriden Couette-Strömungssimulation Geschwindigkeitsfreiheitsgrade der MD
in einer Überlappungszone an die Geschwindigkeit der Kontinuumsrechnung anglichen.
Weiterentwicklungen und Modi�kationen dieser Methode wurden u. a. von Hadjicon-
stantinou und Patera [63] und Werder et al. [64] eingeführt, was beispielsweise zu einer
Entkopplung von MD- und Kontinuumszeitschritt, oder zu einer verbesserten Repräsenta-
tion der nicht-periodischen Randbedingungen der MD-Region führte. Die Kopplung über
den Austausch von Flussgrößen hat den Vorteil, dass Erhaltungsgleichungen automatisch
erfüllt sind. Zunächst von Flekkøy et al. [65] für stationäre Probleme und Massen- und
Impulskopplung vorgeschlagen, wurde die Methode von Delgado-Buscalioni und Coveney
[66] für instationäre Probleme unter Einbezug der Energieerhaltungsgleichung erweitert.
Des Weiteren wurden die Methoden der Fluss-Kopplung durch die Berücksichtigung von
Fluktuationen auf der Kontinuumsskala mittels �uktuierender Hydrodynamik modi�ziert
[67, 68]. Nie et al. [69, 70] wendeten einen DDM-Ansatz auf das klassische Hohlraum-
strömungsproblem an und konnten somit die von Kontinuumstheorien vorhergesagte
Spannungssingularität an der instationären Wand bis hin zu atomistischen Längenskalen
au�ösen, was eine Quanti�zierung des mikroskopischen Anteils der makroskopischen
Kraft ermöglichte. Im Hinblick auf Schmierungsszenarien müsste jedoch der atomistisch
aufgelöste Bereich (d. h. die Fluid-Wand-Grenz�äche) in DDM einen großen räumlichen
Bereich abdecken, statt nur der Ecken des Systems wie in Ref. [70], was einem großen
Rechenaufwand gleichkommt.

Heterogene Multiskalenmethoden (HMM)

Eine weitere Klasse simultaner Multiskalenmethoden sind heterogene Multiskalenme-
thoden (engl. heterogeneous multiscale methods, HMM) [71, 72], wobei keine räumliche
Aufteilung des Simulationsgebiets vorgenommen wird. Stattdessen greift ein makrosko-
pischer Löser lokal auf Ergebnisse eines mikroskopischen Lösers zurück, falls auf der
Makroskala keine oder nur inakkurate Ergebnisse vorhanden sind. Dabei ist entscheidend,
dass das mikroskopische System den Zustand des makroskopischen Systems lokal korrekt
repräsentiert. HMM sind verwandt mit der equation-free-Methode [73, 74], die für die
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Lösung des Makro-Systems kein physikalisches Modell zugrunde legt4, sondern ausschließ-
lich aus den Mikrozuständen auf die zeitliche Entwicklung der makroskopischen Variablen
schließt. HMM wurden in zahlreiche Anwendungsbeispiele eingesetzt [76], wobei hier nur
auf die für diese Arbeit relevanten Beispiele eingegangen werden soll. Ren und E [77] be-
trachteten �uidmechanische Problemstellungen, bei denen entweder das Konstitutivgesetz
oder Randbedingungen der Kontinuumsskala aus MD-Simulationen gewonnen wurden. So
wurde der viskose Anteil des Spannungstensors mithilfe des Irving-Kirkwood Formalismus
[78] in deformierten, periodischen MD-Boxen berechnet, welcher dann zur Lösung der
�uidmechanischen Gleichungen z. B. für inkompressible Poiseuille-Strömung verwendet
wurden. Dabei wurde sowohl in diesem konkreten Beispiel als auch in einer modi�zierten
Variante [79] je eine MD-Berechnung pro �nite Volumen-Zelle und Kontinuumszeitschritt
benötigt. Um Redundanz zu vermeiden, setzten Asproulis und Drikakis [80] künstliche
neuronale Netze als Ersatzmodell ein, sodass die Anzahl zeitaufwendiger MD-Simulationen
ohne Verlust an Genauigkeit minimiert werden konnte.

Internal-flowmultiscale method (IMM)

Neben dem bereits zuvor erwähnten Nachteil des HMM-Ansatzes bezüglich der großen
Anzahl benötigter MD-Simulationen ist eine große räumliche Skalenseparation für eine
sinnvolle Anwendung vonnöten. Die minimale Größe der MD-Simulationsbox limitiert
dabei die Au�ösung der Makroskala. So können große Gradienten der Makrolösung für
Fluide mit langreichweitigen Interaktionen, wie z. B. Wasser, nur schwer modelliert werden.
Dies stellt insbesondere für dünne Fluid�lme auf der Nanometerskala ein Problem dar,
da charakteristische Dimensionen des Systems in der Größenordnung der molekularen
Wechselwirkung liegen.

Eine Entkopplung der MD-Systeme von Quadraturpunkten der Kontinuumslösung wurde
von Borg et al. für inkompressible Poiseuille-Strömungen vorgeschlagen, bei denen nur
wenige MD-Simulationen entweder entlang der Spaltkoordinate [81] oder in Strömungs-
richtung [82] benötigt wurden. In beiden Varianten wird jeweils ein stationäres Strömungs-
problem gelöst, indem die Lösungen der MD-Simulationen iterativ die Scherspannung
bzw. den makroskopischen Massen�uss korrigieren. Außerdem sind beide Varianten auf
Interpolationsschemata angewiesen, um von den dünn verteilten MD-Systemen auf makro-
skopisches Verhalten im restlichen Gebiet zu schließen. Zweitgenannte Methode wurde

4 Daher der Name equation-free, also „ohne Gleichung“. Siehe auch Ref. [75] für einen Überblick und einige
Anwendungsbeispiele.
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internal-�ow multiscale method (IMM) genannt und mehrfach erweitert bzw. modi�ziert
für kompressible und nicht-isotherme Gasströmungen [83, 84], wobei die Mikroskala hier
mittels direct simulation Monte Carlo (DSMC) aufgelöst wurde, sowie für instationäre,
kompressible Strömungen dichter Fluide [85].

2.4.4. Adaptive Methodenmittels Gaußprozess-Regression

Sowohl sequentielle als auch simultane Multiskalenansätze weisen Nachteile hinsicht-
lich einer möglichst e�zienten Nutzung der i. d. R. „teuren“ Mikrosimulationen auf. In
sequentiellen Multiskalensimulationen wird vorab der erwartete Parameterraum abgetas-
tet und die erhaltenen Informationen tabelliert. Während der Makrosimulation können
dann jedoch Zustände auftreten, die durch die pre-Simulationen nicht abgedeckt wurden
(Extrapolation), oder die zuvor gewählten Parameter liegen zu weit auseinander für eine
geeignete Interpolation. In simultanen Multiskalensimulationen tritt dieses Problem nicht
auf, jedoch werden häu�g ähnliche Mikrosimulationen wiederholt und die erhaltenen
Informationen werden direkt nach der Verwendung wieder verworfen. Adaptive Metho-
den verbinden die besten Eigenschaften beider Ansätze, indem eine stetig wachsende
Datenbank an Mikrosimulationen on-the-�y, also während des Simulationsablaufs, ak-
tualisiert wird. Als Ersatzmodell für ein datenbasiertes Konstitutivgesetz bietet sich die
Gaußprozess-Regression an [86]. Solch ein adaptives Schema wurde bereits mit IMM für
Poiseuille-Strömungen [87] kombiniert oder für den Fluss einer Polymerschmelze um ein
Hindernis mittels dissipativer Partikeldynamik (DPD) [88] angewendet.

Im Folgenden sollen kurz die Grundlagen der Gaußprozess-Regression veranschaulicht
werden. Für eine ausführliche und mathematisch rigorose Darstellung sei auf das Lehrbuch
von Rasmussen und Williams [89] verwiesen. Ein Gaußprozess ist eine Verallgemeinerung
der multivariaten Gauß-Normalverteilung auf Funktionenräume. Für das Regressions-
verfahren nutzt man die Eigenschaft der Geschlossenheit unter Marginalisierung und
Konditionierung aus. Um dies zu veranschaulichen, betrachtet man eine normalverteilte
�-dimensionale Zufallsvariable, ~ ∼ N(-, I) mit Erwartungswert - ∈ R� und Kovarianz-
Matrix I ∈ R�×� . Insbesondere sei~ eine aus~1 und~2 zusammengesetzte Zufallsvariable,
d. h.

~ =

(
~1

~2

)
∼ N

[(
-1

-2

)
,

(
I11 I12

I21 I22

)]
, (2.17)

mit -1 ∈ R" , -2 ∈ R# , I11 ∈ R"×" , I22 ∈ R#×# und I12 = I>21 ∈ R"×# , wobei"+# = � .
Unter der Eigenschaft der Geschlossenheit unter Marginalisierung versteht man, dass
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~1 ∼ N(-1, I11) ebenfalls normalverteilt ist – die übrigen Freiheitsgrade werden sozusagen
„herausintegriert“5. Durch Konditionierung auf eine Teilmenge der Zufallsvariablen erhält
man ebenfalls eine Normalverteilung

~1 |~2 ∼ N(-1 + I12I
−1
22 (~2 − -2), I11 − I12I

−1
22 I21), (2.18)

wobei der veränderte Erwartungswert sowie die veränderte Kovarianz-Matrix in geschlos-
sener Form vorliegen. Für die Berechnung muss eine Matrix invertiert werden, die der
Dimension der Konditionierungsvariable ~2 entspricht – die numerische Komplexität ist
demnach O(# 3).
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GP Erwartungswert
95 %-Konfidenzintervall
Stichproben
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x

b

Modellfunktion g(x)
Trainingsdaten

Abbildung 2.1.: Bayes’sche Inferenz mittels Gaußprozess-Regression. (a) Erwartungswert, Kon�denzinter-
vall, sowie vier Stichproben eines Gaußprozesses mit radialer Basisfunktion als Kernel, mit f = 1, ; = 0.1 und
a priori-Mittelwert<(G) = 0. Die Stichproben wurden vor der Konditionierung und Optimierung genommen.
(b) Genau wie (a) nur nach der Konditionierung mit fünf zufällig gewählten Trainingsdatenpunkten mit
Messungenauigkeit f= = 0.1. Nach der Optimierung ist f ≈ 0.72 und ; ≈ 1.49.

Wie bereits erwähnt ist ein Gaußprozess eine Erweiterung der multivariaten Gaußvertei-
lung auf kontinuierliche Zufallsvariablen, man schreibt

5 (G) ∼ GP [(<(G),: (G, G′)] . (2.19)

5 In der Tat ist die marginale Verteilungsfunktion durch das Integral ? (~1) =
∫
? (~)d~2 gegeben. Im Falle

normalverteilter Zufallsvariablen ist das Ergebnis wiederum normalverteilt.
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Statt endlich-dimensionaler Vektoren und Matrizen zur Beschreibung des Erwartungs-
werts und der Kovarianz, werden diese nun durch eine Mittelwert-Funktion<(G) und
eine Kovarianz-Funktion (auch Kernel) : (G,G′) ersetzt. Der Gaußprozess beschreibt also
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung über Funktionen. Mithilfe der oben beschriebenen
Konditionierung können Gaußprozesse als Regressionschema verwendet werden. Abbil-
dung 2.1a zeigt vier Stichproben eines Gaußprozesses mit<(G) = 0 und einer radialen
Basisfunktion als Kovarianz-Funktion

: (G, G′) = f2 exp
(
− (G − G

′)2
2;2

)
, (2.20)

wobei ; eine Korrelationslänge und f2 die Varianz des Kernels beschreibt. Basierend auf
diskreten Trainingsdaten g∗ soll nun eine unbekannte Funktion 6(G) „gelernt“ werden,
wobei die Trainingsdaten mit einem normalverteilten Messfehler n ∼ N(0, f2

=) behaftet
sind. Durch Konditionierung auf die Trainingsdaten analog zu Gl. (2.18) kann nun auf
wahrscheinliche Funktionen geschlossenen werden, wie in Abb. 2.1b dargestellt6. Obwohl
die Gaußprozess-Regression eine parameterfreie Regressionsmethode ist, existieren so-
genannte Hyperparameter, z. B. die Korrelationslänge ; oder die Varianz des Kernels f2,
welche die Eigenschaften der Vorhersage beein�ussen. Für eine möglichst gute Vorhersage
werden diese Hyperparameter durch Optimierungsalgorithmen zur Maximum-Likelihood-
Abschätzung bestimmt. Wie schon in Gl. 2.18 gesehen, wächst der Aufwand der Vorhersage
kubisch mit der Anzahl an Trainingsdaten. Es existieren jedoch zahlreiche Methoden die
Komplexität des Trainings zu verringern, z. B. durch sogenannte sparse, also etwa „dünn-
besetzte“, Gaußprozesse. Bei dünnbesetzten Gaußprozessen wird angenommen, dass die
Modellfunktion durch " � # Trainingdaten gut genug beschrieben wird, sodass sich die
Komplexität reduziert zu O(#"2). Die Lage der reduzierten Traingsdaten ist dann auch
Teil der Optimierung, siehe z. B. Ref. [90].

Bezüglich der Anwendung in adaptiven Multiskalensimulationen ist die Gaußprozess-
Regression als Bayes’sche, parameterfreie Methode sehr gut geeignet, da sie neben einem
Erwartungswert auch dessen Unsicherheit angibt. Stößt man im Laufe einer Simulation auf
Makrozustände, die weit entfernt von bereits durchgeführten Mikrosimulationen liegen, ist
die Vorhersageunsicherheit i. d. R. groß. Mithilfe einer Unsicherheitstoleranz kann somit
entschieden werden, ob eine neue Mikrosimulation notwendig ist, die dann einer stetig

6 Die Marginalisierungseigenschaft wird implizit immer dann verwendet, wenn bei der numerischen
Behandlung auf diskreten Teilmengen des reellen Zahlenraums operiert wird. Z. B. wurden für die
gra�schen Darstellungen in Abb. 2.1 je 100 äquidistante Punkte entlang G ∈ R gewählt.
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wachsenden Trainingsdatenbank hinzugefügt wird. Eine derartige Bestimmung neuer Trai-
ningsdaten ist ein Beispiel für aktives Lernen, das wiederum einen Spezialfall Bayes’scher
Optimierungsverfahren darstellt. Während bei Bayes’schen Optimierungsverfahren meist
Exploitation – die möglichst genaue Au�ösung eines kritischen Punktes (z. B. eines Maxi-
mums) – das Ziel ist, steht beim aktiven Lernen die Exploration – die möglichst genaue
Vorhersage einer Funktion überall in einem vorgegebenen Intervall – im Vordergrund [91].
Die Akquisitionsfunktion wählt dabei den Punkt der nächsten Trainingsdatenerfassung,
welcher beim aktiven Lernen durch die maximale Vorhersageunsicherheit argmax[var(5 )]
gegeben ist.7

2.5. Zielsetzung der Arbeit

Die Grundgleichung der Schmierungsmodellierung ist seit über 130 Jahren bekannt und
wird in Industrie und Forschung erfolgreich angewendet. Beim Übergang zu extrem
dünnen Schmierspalten und den damit einhergehenden extremen Bedingungen stellt sich
jedoch die Frage nach der Gültigkeit der Reynoldsgleichung. MD-Simulationen einfacher
Fluide haben gezeigt, dass kontinuumsmechanische Beschreibungen des Fluid�lms bis zur
Größenordnung weniger molekularer Durchmesser, wo ein Übergang zu festkörperartigen
Eigenschaften sowohl experimentell als auch simulativ beobachtet wurde, gültig bleiben.
Unbestreitbar ist jedoch, dass das konstitutive Verhalten eines Schmier�lms eine komplexe
Funktion der chemischen Struktur, der Umgebungs- und Belastungsbedingungen (z. B.
Druck, Temperatur, Scherrate), sowie der Fluid-Wand Grenz�äche ist.

Verschiedene Ansätze zur Integration partikelbasierter Beschreibungen des Konstitutiv-
verhaltens �uidischer Systeme in makroskopische Kontinuumsberechnungen existieren,
doch e�ziente, simultane Multiskalenmethoden für die Simulation von Schmierprozessen
sind bisher noch nicht etabliert. Mit Methoden des maschinellen Lernens können Ersatz-
modelle entwickelt werden, welche die besten Eigenschaften simultaner und sequentieller
Schemata kombinieren.

Im Rahmen dieser Arbeit soll eine Multiskalenmethode für Schmierungsprobleme entwi-
ckelt werden. Der Fokus soll dabei auf der Entwicklung eines kontinuumsmechanischen

7 Aktives Lernen wird im Kontext des überwachten maschinellen Lernens i. A. als die interaktive Abfrage
neuer Trainingsdaten durch einen Lernalgorithmus bezeichnet und umfasst ein Vielzahl an Strategien.
Hier wird nur auf den Spezialfall des aktiven Lernens anhand von Gaußprozessen eingegangen.
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Lösers liegen, der sowohl konventionelle Konstitutivgesetze als auch Spannungskompo-
nenten, die direkt aus MD-Simulationen kommen und keiner expliziten funktionalen Form
unterliegen, handhaben kann. Ziel der Arbeit ist weniger die Realisierung eines vollstän-
digen Multiskalen-Lösers, sondern vielmehr die grundlegende Konzeption, numerische
und analytische Validierung, sowie eine Analyse von Anwendungspotentialen, auch im
Hinblick auf die Ersatzmodellierung mithilfe der Methoden des maschinellen Lernens.
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Der Inhalt des folgenden Kapitels beschreibt die wesentlichen Methoden für Multiska-
lensimulationen von Schmierprozessen, die im Rahmen dieser Arbeit entwickelt wurden.
Wesentliche Teile dieses Kapitels wurden bereits verö�entlicht. Die Abschnitte 3.1, 3.2
und 3.4 basieren auf Ref. [P1], während der Abschnitt 3.3 in Ref. [P2, P3] verö�entlicht
wurde.

3.1. Höhengemittelte Bilanzgleichungen

Die lokale Form der Massen- und Impulsbilanz ist durch die partielle Di�erentialglei-
chung

mCq = −∇ · L (q) (3.1)

gegeben, wobei q den Dichtevektor der Erhaltungsgrößen (Masse und Impuls) und L (q)
die dazugehörende Flussfunktion bezeichnet, die durch eine 4×3-Matrix dargestellt werden
kann

q =

(
d

®9

)
, L (q) =

(
®9

1
d
( ®9 ⊗ ®9) + ?1 − g (q)

)
, (3.2)

wobei d die Massendichte und ®9 die Impulsdichte ist. Die erste Zeile von L enthält die
Komponenten von ®9 , der auch als Massen�ussvektor bezeichnet werden kann. Der Impul-
stransport enthält einen konvektiven Beschleunigungsterm ( ®9⊗®9)/d , sowie den Druckterm
?1, wobei 1 die 3 × 3-Einheitsmatrix bezeichnet. In einer kompressiblen Flüssigkeit wird
der Druck durch die Zustandsgleichung de�niert. Im Rahmen dieser Arbeit werden nur
isotherme Bedingungen betrachtet, sodass auf eine Betrachtung der Energiebilanz verzich-
tet werden kann1 und die Zustandsgleichung durch den Zusammenhang von Druck und

1 Das hier vorgestellte Prinzip ist i. A. für Erhaltungsgleichungen gültig, also auch für die Energiebilanz.
Lediglich die explizite Behandlung des Mikroproblems für nicht-isotherme Probleme wurde im Rahmen
dieser Arbeit nicht vorgenommen bzw. nicht implementiert.
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Massendichte ? = ? (d) gegeben ist. Schließlich ist der viskose Spannungstensor g hier
als Funktion der Erhaltungsgrößen de�niert, der an dieser Stelle nicht weiter spezi�ziert
werden soll und erst in der analytischen Betrachtung des Mikroproblems in Kap. 3.2 explizit
eingesetzt wird.

Die Annahme, dass eine allgemeine Lösung von Gl. (3.1) in eine zeitabhängige Makrolösung
q̄, die man durch Mittelung über die Spalthöhe erhält, und eine stationäre Mikrolösung
Xq, welche die Erhaltungsgrößen in der Spalthöhenkoordinate lokal au�öst, aufgespalten
werden kann, führt auf

q(G,~,I,C) = q̄(G,~,C) + Xq(I). (3.3)

Die Gültigkeit und Implikationen dieses Ansatzes werden bei der Behandlung des Mikro-
problems diskutiert. Im Folgenden soll die Lösung des Makro- und des Mikroproblems
getrennt behandelt werden, eine Situation, die mit Multiskalensimulationen vergleichbar
ist, bei denen eine genauere Methode verwendet wird, um eine „Mikrolösung“ zu erhal-
ten, deren Information auf einer gröberen Skala genutzt wird. Gleichzeitig de�niert das
Makroproblem die Randbedingungen des Mikroproblems.

3.1.1. Das Makroproblem

Eine zweidimensionale Beschreibung erhält man durch Mittelung von Gl. (3.1) in I-
Richtung

1
ℎ

∫ ℎ2

ℎ1

mCqdI = −1
ℎ

∫ ℎ2

ℎ1

(mGfG + m~f~ + mIfI)dI, (3.4)

wobeif8 die 8-te Spalte der Flussfunktionsmatrix L (d. h. den Fluss in Richtung 8) bezeichnet,
ℎ1(G1, ~1) und ℎ2(G2, ~2) sind die Höhenpro�le der unteren bzw. oberen Ober�äche und
ihre Di�erenz wird mit ℎ bezeichnet, wie in Abb. 3.1a gezeigt. Man beachte, dass die
Höhenpro�le in wandfesten Koordinatensystemen ausgedrückt werden, welche sich relativ
zum globalen Bezugssystem mit konstanten Geschwindigkeitsvektoren ®*1 = (*1,+1, 0)>

und ®*2 = (*2,+2, 0)> bewegen.

Wendet man die Leibnizregel für Parameterintegrale sowie die Produktregel an, so lautet
die linke Seite von Gl. (3.4)∫ ℎ2

ℎ1

mCqdI = mC
∫ ℎ2

ℎ1

qdI − q |I=ℎ2

dℎ2

dC
+ q |I=ℎ1

dℎ1

dC

= ℎmC q̄ + (q̄ − q |I=ℎ2)
dℎ2

dC
− (q̄ − q |I=ℎ1)

dℎ1

dC
,

(3.5)
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3.1. Höhengemittelte Bilanzgleichungen

und in ähnlicher Weise erhält man für den ersten Term auf der rechten Seite von Gl. (3.4)∫ ℎ2

ℎ1

mGfGdI = mG
∫ ℎ2

ℎ1

fGdI − fG |I=ℎ2

mℎ2

mG
+ fG |I=ℎ1

mℎ1

mG

= ℎmGf̄G + (f̄G − fG |I=ℎ2)
mℎ2

mG
− (f̄G − fG |I=ℎ1)

mℎ1

mG
,

(3.6)

wobei Höhenmittelwerte durch Überstriche bezeichnet werden, q̄ = 1
ℎ

∫ ℎ2

ℎ1
q dI (siehe

Anhang A.1 für eine detaillierte Herleitung). Der zweite Term unter dem Integral auf der
rechten Seite von Gl. (3.4) ist identisch, lediglich G wird durch ~ ersetzt. Der dritte Term
kann direkt an den Rändern, also an der oberen und unteren Wand, ausgewertet werden

1
ℎ

∫ ℎ2

ℎ1

mIfIdI =
1
ℎ

(
fI |I=ℎ2 − fI |I=ℎ1

)
. (3.7)

Damit lautet das gemittelte Schema

mC q̄ = −mGf̄G − m~f̄~ − s, (3.8)

mit

s =
1
ℎ

[
mℎ2

mG
(f̄G − fG |I=ℎ2) −

mℎ1

mG
(f̄G − fG |I=ℎ1)

+mℎ2

m~
(f̄~ − f~ |I=ℎ2) −

mℎ1

m~
(f̄~ − f~ |I=ℎ1)

−dℎ2

dC
(q̄ − q |I=ℎ2) +

dℎ1

dC
(q̄ − q |I=ℎ1) + fI |I=ℎ2 − fI |I=ℎ1

]
.

(3.9)

Gleichung (3.8) besteht also aus einem zweidimensionalen Divergenzoperator, der auf
höhengemittelte Flussfunktionen wirkt, und aus weiteren Termen, die sowohl gemittelte
als auch ungemittelte Flussfunktionen enthalten, wobei letztere an der oberen und unteren
Wand ausgewertet werden. Die Terme außerhalb des Divergenzoperators können aufgrund
der Dimensionsreduktion als geometrische Quellterme betrachtet werden und sind in
Gl. (3.9) zusammengefasst. Die materiellen Zeitableitungen für die obere (8 = 2) und untere
Wand (8 = 1) können mithilfe der Wandgeschwindigkeit als

dℎ8
dC

=
mℎ8

mG
*8 +

mℎ8

m~
+8 (3.10)
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geschrieben werden. Ohne Verlust der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass
die untere Wand �ach (ℎ1 = const.) und die obere Wand stationär ist ( ®*2 = ®0). Damit
vereinfacht sich der Ausdruck für den Quellterm erheblich zu

s =
1
ℎ

[
mℎ

mG
(f̄G − fG |I=ℎ2) +

mℎ

m~
(f̄~ − f~ |I=ℎ2) + fI |I=ℎ2 − fI |I=ℎ1

]
. (3.11)

Die in Kap. 4.2 und 4.3 vorgestellten numerischen Tests wurden ausschließlich unter
Verwendung des vereinfachten Quellterms durchgeführt, aber eine Implementierung für
Probleme mit zwei rauen Wänden ist prinzipiell möglich. Für �ache Kanäle, bei denen
die Gradienten der unteren Wand verschwinden, besteht der Quellterm daher nur aus
Impuls�ussbeiträgen in I-Richtung, die an der oberen bzw. unteren Wand ausgewertet
werden.

uslip,2U2

b2
z

uslip,1U1

b1

z

h(x,y)

x1

y1

z1

x2
y2

z2

U1V1

u(x,y,z)

U2V2

U2V2

(a)

(b) (c)

x
y

z
U1V1

Abbildung 3.1.: Schematische Darstellung des Schmierspalts und Visualisierung des Separartionsanastzes.
(a) Zweidimensionaler Schnitt durch den Schmierspalt mit Höhenpro�len der oberen und unteren Wand in
den lokalen Koordinatensystemen (G8 , ~8 , I8 ), welche sich mit konstanten Geschwindigkeiten ®*8 = (*8 ,+8 , 0)>,
8 ∈ [1, 2] bewegen. Das Mikroproblem ist als Ausschnitt des Makroproblems als blaue Box gekennzeichnet.
(b) Die Lösung des Mikroproblems hängt nicht mehr von den Höhengradienten der Ober�äche ab. (c) Die
Abweichung von Haftbedingungen wird durch die Navier-Schlup�änge an der oberen und unteren Wand
berücksichtigt. Abbildung übernommen aus Ref. [P1] (CC BY 4.0).
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3.1. Höhengemittelte Bilanzgleichungen

Das höhengemittelte Schema, welches das Makroproblem löst, ist explizit als Funktion der
Erhaltungsgrößen (bzw. deren Dichten) formuliert und enthält keine a priori Annahmen
über das Konstitutivgesetz des Schmiermittels, das in der Flussfunktion durch die Zustands-
gleichung ? (d) und den viskosen Spannungstensor g (q) enthalten ist. Die funktionale
Form des Flusses ergibt sich aus der Formulierung des im folgenden Abschnitt diskutierten
Mikroproblems.

3.1.2. Das Mikroproblem

Die für das Mikroproblem maßgebliche Gleichung ergibt sich durch Einsetzen des Separa-
tionsansatzes, Gl. (3.3), in Gl. (3.1)

mq̄
mC

= −mf̄G
mG
−
mf̄~
m~
− mfI
mXq
· mXq
mI

. (3.12)

Unter Verwendung von Gl. (3.8), der Bestimmungsgleichung des Makroproblems, erhalten
wir

mfI
mXq
· mXq
mI

= s0 = const., (3.13)

wobei s0 ≡ s|G0,~0,C0 ein konstanter Quellterm des Mikroproblems an der Stelle (G0, ~0) zum
Zeitpunkt C0 ist und die Jacobi-Matrix lautet

mfI
mXq

=

©«
0 0 0 1

− 9G 9I
d2 + mgGI

md

9I
d
+ mgGI

m 9G

mgGI
m 9~

9G
d
+ mgGI

m 9I

− 9~ 9I
d2 +

mg~I

md

mg~I

m 9G

9I
d
+ mg~I

m 9~

9~

d
+ mg~I

m 9I

− 92I
d2 + m(gII+?)

md

mgII
m 9G

mgII
m 9~

2 9I
d
+ mgII

m 9I

ª®®®®®®¬
. (3.14)

Aus der ersten Zeile von Gl. (3.13) geht hervor, dass mIX@4 = const. Da es keinen Mas-
sen�uss durch die Wände geben kann, verschwindet der Massen�uss in I-Richtung über
der gesamten Spalthöhe, d. h. @4 = 9I = 0. Der Separationsansatz, also die Trennung der
Erhaltungsgrößen in einen zeitabhängigen, lateralen und einen zeitunabhängigen, lokalen
Anteil impliziert somit die Annahme einer laminaren Strömung. Die Gültigkeit dieser An-
nahme kann mithilfe der Reynoldszahl begründet werden, die für dünne Filme i. d. R. klein
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3. Methoden

ist, d. h. dass viskose Kräfte die Trägheitskräfte dominieren [14]. Das Randwertproblem
(3.13) kann daher vereinfacht werden zu

©«
mgGI
md

mgGI
m 9G

mgGI
m 9~

mg~I

md

mg~I

m 9G

mg~I

m 9~
m(gII+?)
md

mgII
m 9G

mgII
m 9~

ª®®®¬ ·
©«
mXd

mI
mX 9G
mI
mX 9~

mI

ª®®®¬ =
m

mI

©«
gGI

g~I

? + gII

ª®®®¬ = const. (3.15)

Gleichung (3.15) bestimmt den Verlauf der übrigen Erhaltungsgrößen über der Spalthöhe
und veranschaulicht die Beziehung zwischen Mikro- und Makroproblem. Einerseits werden
die lokalen Spannungen durch die makroskopischen Strömungsbedingungen bestimmt,
während andererseits diese Spannungen die zeitliche Entwicklung der makroskopischen
Variablen bestimmen. Außerdem wird hier deutlich, dass die Spaltgeometrie auf der Mikro-
skala keine Rolle mehr spielt, wie Abb. 3.1b verdeutlicht. Bei einer Multiskalensimulation
kann das Mikroproblem dann durch eine genauere Simulationsmethode, wie z. B. die
Molekulardynamik (MD), ersetzt werden, welche die Gradienten in der Spalthöhe nicht
au�ösen muss, was insbesondere bei der Verwendung von periodischen Randbedingun-
gen von Vorteil ist. Bevor ein solcher Multiskalenansatz diskutiert wird, sollen zunächst
geläu�ge Konstitutivgesetze eingesetzt werden, die zu den bekannten Ergebnissen der
Schmierungsmodellierung führen.

3.2. Analytische Behandlung des Mikroproblems

Bisher wurde die Struktur des Mikroproblems in Kap. 3.1.2 nur formal hergeleitet, ohne
explizite Verwendung von Konstitutivgesetzen. Im folgenden Abschnitt werden allge-
meine konstitutive Beziehungen, sowohl für die viskosen Spannungen als auch für die
Kompressibilität des Fluids, eingeführt. Damit erhält man eine geschlossene Form des Mi-
kroproblems, dessen Lösungen in das Makroproblem eingesetzt werden können, welches
dann mit den in Kap. 3.4 vorgestellten numerischen Methoden gelöst werden kann. Dabei
werden zahlreiche Aspekte der Schmierungsmodellierung, einschließlich Wandschlupf,
nicht-Newton’sche Flüssigkeiten und Kavitation behandelt.
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3.2. Analytische Behandlung des Mikroproblems

3.2.1. Newton’sche Flüssigkeiten

Wie bereits in Kap. 2.2 eingeführt ist der viskose Anteil des Spannungstensors für New-
ton’sche Flüssigkeiten eine lineare Funktion des Geschwindigkeitsgradienten ∇®E

g = [
(
∇®E + (∇®E)>

)
+ (Z − 2

3
[) (∇ · ®E) 1, (3.16)

wobei [ und Z die Scher- bzw. Volumenviskosität beschreiben. Um die Komponenten des
viskosen Spannungstensors g in Form von q̄ auszudrücken, soll die vereinfachte Form des
Randwertproblems für g in Gl. (3.15) verwendet werden. Aus den ersten beiden Zeilen
entnimmt man

mgGI

mI
∝ m

2D

mI2 = const., (3.17a)

mg~I

mI
∝ m

2E

mI2 = const., (3.17b)

wobei D (I) und E (I) die lateralen Komponenten des lokalen Geschwindigkeitsfeldes
®E (G0, ~0, I) = (D,E,F)) sind, welche durch Polynome zweiten Grades beschrieben wer-
den können,

D (I) = U1I
2 + V1I + W1, (3.18a)

E (I) = U2I
2 + V2I + W2. (3.18b)

Dieses Ergebnis ist analog zu Gl. (2.10a) und (2.10b) bzw. (2.11) aus der Herleitungsskizze
der Reynoldsgleichung in Kap. 2.2. Die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Wand
F (I) verschwindet, wie bereits in Abschnitt 3.1.2 gezeigt. Die Parameter V8 und W8, 8 = 1, 2
werden aus den Randbedingungen an der unteren und oberen Wand bestimmt, nämlich

D (ℎ1) = *1 + Dslip,1, (3.19a)

D (ℎ2) = *2 + Dslip,2, (3.19b)

E (ℎ1) = +1 + Eslip,1, (3.19c)

E (ℎ2) = +2 + Eslip,2, (3.19d)

wobei Dslip,8 und Eslip,8 Schlupfgeschwindigkeiten sind, auf die in Kap. 3.2.2 genauer einge-
gangen wird.
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3. Methoden

Aus der dritten Zeile von Gl. (3.15) erhält man mI? = const. Unter Vernachlässigung von
Volumenkräften in I-Richtung muss der Druck an der oberen und unteren Wand gleich
sein, und daher �ndet man das Ergebnis ? (I) = const., welches aus der Herleitung der
Reynoldsgleichung (Gl. (2.10c)) bekannt ist. Damit ist auch die Massendichte über der
Spalthöhe konstant und mit der De�nition des gemittelten Massen�ussvektors

®̄9 = d

ℎ

∫ ℎ2

ℎ1

®E dI, (3.20)

erhält man die restlichen ParameterU8 , die den Poiseuille-Beitrag zur Strömung beschreiben.
Dies ermöglicht es, den viskosen Spannungstensor gemäß Gl. (3.16) als Funktion der
höhengemittelten Erhaltungsgrößen zu beschreiben, d. h. alle Einträge der Flussmatrix sind
gegeben, L ≡ L (q̄). Die Berechnung des Quellterms erfordert auch ungemittelte Flusswerte
an der oberen und unteren Wand, die automatisch durch die Wahl der Geschwindigkeits-
und Dichtepro�le de�niert sind.

3.2.2. Wandschlupf

In vielen �uidmechanischen Problemstellungen wird davon ausgegangen, dass die Re-
lativgeschwindigkeit zwischen einem Fluid und einer Wand an dieser verschwindet. In
sehr dünnen Schmierspalten, wie z. B. bei der Grenz�ächenschmierung, ist diese An-
nahme nicht mehr gültig, da die mit der Schlupfgeschwindigkeit assoziierte Längenskala
in der Größenordnung der Spalthöhe liegt und somit nicht mehr vernachlässigt werden
kann. Wandschlupf wird üblicherweise durch die Navier-Schlup�änge 1 quanti�ziert
[92]. Das Konzept der Schlup�änge ergibt sich aus der Annahme, dass die Grenz�ächen-
Schubspannung proportional zur Schlupfgeschwindigkeit ist, wobei die Proportionalitäts-
konstante die Reibung zwischen Fluid und Festkörper quanti�ziert. Unter Verwendung der
Konstitutivgleichung für Newton’sche Fluide, Gl. (3.16), kann die Schlup�änge daher als
Kombination einer reinen Volumeneigenschaft (Scherviskosität) mit einer reinen Grenz-
�ächeneigenschaft (Reibung) beschrieben werden [93]. Eine geometrische Interpretation
der Schlup�änge ist gegeben durch den Abstand zwischen der Wand und dem Punkt, bei
dem die Relativgeschwindigkeit zwischen Wand und Fluid bei linearer Extrapolation des
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3.2. Analytische Behandlung des Mikroproblems

Geschwindigkeitspro�ls verschwindet, wie in Abb. 3.1c gezeigt. Daraus ergibt sich der
folgende Ausdruck für die Schlupfgeschwindigkeiten

Dslip,8 = ±18
(
mD

mI

)
I=ℎ8

, (3.21a)

Eslip,8 = ±18
(
mE

mI

)
I=ℎ8

, (3.21b)

wobei das positive Vorzeichen für die untere (8 = 1) und das negative Vorzeichen für die
obere Wand (8 = 2) gilt. Viele Ober�ächen haben eine heterogene Ober�ächenchemie,
oder die Ober�ächeneigenschaften können auf bestimmte Stick-Slip-Muster zugeschnitten
werden, sodass die Schlup�änge i. A. eine Funktion der lateralen Koordinaten 18 ≡ 18 (G,~)
ist.

3.2.3. Nicht-Newton’sche Fluide

Komplexe Schmiersto�e weichen häu�g vom Newton’schen Verhalten ab, insbesondere
wenn sie hohen Drücken und/oder hohen Scherraten ausgesetzt sind. Nicht-Newton’sche
E�ekte können durch eine verallgemeinerte Newton’sche Fluidbeschreibung modelliert
werden, bei der eine e�ektive Viskosität [e� = [ ( ¤W, ?) die konstante Viskosität in der For-
mulierung des vikosen Spannungstensors, Gl. (3.16), ersetzt. Beispielsweise werden dann
scherverdünnendes oder piezoviskoses Verhalten als nichtlineare Funktion der Scherrate
¤W bzw. des Drucks ? beschrieben. E�ekte, die von der Verformungsgeschichte abhängen,
werden von dem verallgemeinerten Newton’schen Flüssigkeitsmodell nicht erfasst.

Die Berücksichtigung von Druckabhängigkeit stellt sich als einfach heraus, da der Druck
über der Spalthöhe als Ergebnis des Separationsansatzes konstant ist. Ein typisches Modell
für die Druckabhängigkeit der Viskosität ist die Barus-Gleichung [94]

[ (?) = [0 exp(U?), (3.22)

wobei U der Druckviskositätskoe�zient ist, der üblicherweise zwischen 10 und 20 GPa−1

liegt. Obwohl bekannt ist, dass Gl. (3.22) die Viskosität für höhere Drücke überschätzt
und genauere empirische Modi�kationen existieren [95, 96], wird sie immer noch häu�g
verwendet.

Die Modellierung der Scherratenabhängigkeit gestaltet sich schwieriger, da der Geschwin-
digkeitsgradient über der Spalthöhe i. A. nicht konstant ist. Daher weichen die Geschwin-
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digkeitspro�le von dem Newton’schen quadratischen Verlauf ab und ein e�ektives Viskosi-
tätsgesetz, das von einer höhengemittelten Scherrate abhängt, würde keine gute Vorhersage
der Spannungen liefern. Dennoch wird dieser Ansatz für Couette-dominierte Strömungen
häu�g verfolgt.

Um zu zeigen, dass beliebige Konstitutivbeziehungen in die Lösung des Makroproblems
integriert werden können, soll hier das Mikroproblem für ein Potenzgesetz-Fluid (auch
Ostwald–de Waele-Fluid [97]) gelöst werden. Wie der Name vermuten lässt, hängen
Schubspannungskomponenten von der Scherrate durch ein Potenzgesetz ab

g = q ¤W=, (3.23)

wobei = der Fließindex ist, der das scherverdünnende (auch: strukturviskos, = < 0) oder
scherverdickende (auch: dilatant, = > 0) Verhalten beschreibt. q wird als Fließkonsistenzin-
dex bezeichnet und hat die Einheit Pa s= . Für = = 1 erhält man das bekannte Newton’sche
Fluid.

Man beachte, dass das Potenzgesetz das Verhalten in den Grenzfällen von verschwindender
oder unendlicher Scherrate nicht korrekt beschreibt. Typischerweise konvergiert die e�ek-
tive Viskosität in diesen Grenzfällen zu endlichen Werten ([0, [∞), was zum Beispiel in den
Scherverdünnungsmodellen nach Carreau [98] oder Eyring [99, 100] berücksichtigt wird.
Die Anwendbarkeit des einen oder des anderen Scherverdünnungsmodells kann auch von
Druck und/oder Temperatur abhängen. So haben Jadhao und Robbins [101] in einer kürz-
lich durchgeführten MD-Studie zu Modell�üssigkeiten unter EHL-Bedingungen gezeigt,
dass es einen allgemeinen Übergang vom Potenzgesetz-Verhalten bei niedrigem Druck und
daher niedriger Viskosität zum Eyring-Verhalten bei hohem Druck gibt. Dennoch soll hier
das einfache Potenzgesetzmodell angewendet werden, da es analytisch behandelt werden
kann, es sei jedoch darauf hingewiesen, dass grundsätzlich auch komplexere Modelle in
das Mikroproblem integriert werden könnten.

Ähnlich wie im Newton’schen Fall in Kap. 3.2.1 wird Gl. (3.15) des Mikroproblems integriert,
um die Geschwindigkeitspro�le zu erhalten. Davaa et al. [102] zeigten, dass für die ebene
Couette-Poiseuille-Strömung von Potenzgesetz-Fluiden zwei Fälle zu unterscheiden sind:

1. Das Geschwindigkeitspro�l hat ein Maximum innerhalb des Spalts

2. Das Geschwindigkeitspro�l hat entweder ein Minimum innerhalb des Spalts, oder es
hat überhaupt kein Extremum innerhalb des Spalts.
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Fall 1 erfordert eine abschnittsweise Integration von der unteren Wand I = 0 bis zum
kritischen Punkt I = ℎ∗1 und vom Ort des Geschwindigkeitsmaximums I = ℎ∗1 bis zur oberen
Wand I = ℎ, während das Geschwindigkeitspro�l von Fall 2 als ein einziger Ausdruck
geschrieben werden kann, der ebenfalls vom Ort des kritischen Punktes ℎ∗2 abhängt,
welches nicht notwendigerweise innerhalb des Spalts liegt. Die Geschwindigkeitspro�le
haben die Form

D (1) (I) =

− =
=+1U

1
=

1
(
ℎ∗1 − I

) =+1
= + V1, 0 ≤ I ≤ ℎ∗1

− =
=+1U

1
=

1
(
I − ℎ∗1

) =+1
= + W1, ℎ∗1 < I ≤ ℎ

(3.24a)

D (2) (I) = − =

= + 1
U

1
=

2
(
ℎ∗2 − I

) =+1
= + V2. (3.24b)

Ein Spezialfall ist für den Fließindex = = 1/2 und Fall 2 zu beachten, falls der kritische
Punkt ℎ∗2 innerhalb des Spalts liegt. Dieser stellt dann einen Sattelpunkt dar, und das
Geschwindigkeitspro�l muss wie in Fall 1 abschnittsweise berechnet werden.

Eine genauere Beschreibung des Integrationsverfahrens für die Geschwindigkeitspro�le
�ndet sich im Anhang A.2 sowie in Ref. [102]. Die Parameter V1, W1 und V2 werden in
ähnlicher Weise wie im Newton’schen Fall unter Verwendung von Randbedingungen
der Form von Gl. (3.19) ermittelt. Schließlich erhält man U1 und U2 aus der De�nition
der mittleren Impulsdichte, Gl. (3.20). In beiden Fällen müssen jedoch die unbekannten
Parameter ℎ∗1 und ℎ∗2 noch bestimmt werden. Im Fall 1 verwendet man die Kontinuität
des Geschwindigkeitspro�ls bei I = ℎ∗1 als zusätzliche Bedingung für U1 und im Fall 2
kann die verbleibende Randbedingung an der oberen Wand verwendet werden, um U2 zu
erhalten. Durch Gleichsetzen dieser beiden Ausdrücke für U8 in beiden Fällen erhält man
zwei nichtlineare Gleichungen, die ℎ∗1 und ℎ∗2 bestimmen


(1 + =)*

(ℎ − ℎ∗1)
=+1
= − ℎ∗

=+1
=

1


=

=


(1 + 2=) (D̄ℎ −*ℎ∗1)

ℎ
∗ 2=+1

=

1 + (ℎ − ℎ∗1)
2=+1
=


=

, (3.25a)

* =

D̄ℎ

[
ℎ
∗=+1
=

2 − (ℎ∗2 − ℎ)
=+1
=

]
=

2=+1

[
ℎ
∗ 2=+1

=

2 − (ℎ∗2 − ℎ)
2=+1
=

]
− ℎ(ℎ∗2 − ℎ)

=+1
=

, (3.25b)

wobei D̄ die höhengemittelte Geschwindigkeit bezeichnet. Setzt manℎ∗1 = 0 in Gl. (3.25a), so
ergibt sich die kritische Bedingung* /D̄ = (1+2=)/(1+=), die den Übergang zwischen den
beiden Fällen markiert. Daraus ergeben sich die in Abb. 3.2 gezeigten Geschwindigkeitspro-
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�le, welche dann verwendet werden, um die Komponenten des viskosen Spannungstensors
für das Potengesetz-Fluid zu berechnen.
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Abbildung 3.2.: Geschwindigkeitsprofile für ein Potenzgesetz-Fluid unter Couette-Poiseuille-Strömung für
drei verschiedene Strömungsindizes. Die durchgezogenen Linien stellen den Fall 1 (D̄/* > (1 + =)/(1 + 2=))
mit signi�kantem Poiseuille-Beitrag dar und die gestrichelten Linien den Fall 2 (D̄/* < (1 + =)/(1 + 2=)).
Die Strömungsindizes reichen von scherverdünnend (= = 0.5) über den Newton’schen Fall (= = 1) bis zu
scherverdickendem Verhalten (= = 1.5). In Anlehnung an Ref. [P1] (CC BY 4.0).

3.2.4. Kavitation

In inkompressiblen Fluiden ist der Druck durch die Spur des Spannungstensors gege-
ben und kann als Lagrange-Multiplikator für die Lösung der Stokes-Gleichung unter
der Inkompressibilitäts-Nebenbedingung div(®E) = 0 betrachtet werden [103]. Bei kom-
pressiblen Fluiden hingegen ist neben dem viskosen Spannungstensor mit der thermo-
dynamischen Zustandsgleichung eine weitere konstitutive Beziehung Bestandteil der
Flussfunktion. Die Auswahl der Zustandsgleichung hängt natürlich vom betrachteten
Problem ab und reicht von einfachen linearen Beziehungen, wie dem idealen Gasgesetz,
welches für ein Beispielproblem der Luftschmierung in Kap. 4.3.1 verwenden werden soll,
zu semi-empirischen Modellen, die häu�g für mineralölbasierte Schmiermittel verwendet
werden. Ein solches ist z. B. durch die Zustandsgleichung nach Dowson und Higginson
[104, 105] gegeben, die im isothermen Fall wie folgt lautet

? (d) = ?0 +�1
d − d0

�2d0 − d
. (3.26)
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3.2. Analytische Behandlung des Mikroproblems

Die Parameter �1 und �2 müssen für die jeweiligen Flüssigkeiten experimentell bestimmt
werden.

In vielen Schmierungsanwendungen kann der Druck lokal unter den Sättigungsdampf-
druck fallen, was zur Bildung von Dampfblasen führen kann. Die Lebensdauer dieser
Bläschen ist sehr kurz, da sie durch die üblicherweise sehr hohen Strömungsgeschwindig-
keiten in Bereiche höheren Druckes transportiert werden und dort implodieren. Die damit
einhergehenden Spannungsspitzen können zu mechanischen Schäden an Bauteilen, wie
z. B. an Schi�spropellern, führen [106]. Für Schmierungsanwendungen spielt die Kavitation
eine wichtige Rolle, da somit überhaupt lasttragende hydrodynamische Lagerungen in
Spaltgeometrien mit symmetrischen Höhenpro�len möglich sind.

Modelle wie Gl. (3.26) sind nur in einem begrenzten Dichtebereich gültig und können
die durch Kavitation auftretenden Phasenübergänge nicht beschreiben. Daher wurden
schon sehr früh Methoden zur Behandlung von Kavitation in der Reynoldsgleichung be-
rücksichtigt, wobei die ersten Ansätze die Massenerhaltung verletzten. Heute basieren die
geläu�gsten Kavitationsmodelle auf den Arbeiten von Jakobsson, Floberg und Olsson (JFO)
[107–110], die Randbedingungen für den „Bruch“ und die Neubildung eines Flüssigkeits-
�lms unter der Annahme konstanten Drucks im Bereich der Gasphase formulierten. Der
Kavitationsalgorithmus von Elrods und Adams (EA) [111, 112] baut auf dem JFO-Ansatz
auf und enthält einen Term, der den Poiseuille-Anteil in der Gasphase unterdrückt, sodass
eine einzige modi�zierte Reynoldsgleichung für das gesamte Simulationsgebiet verwendet
werden kann.

Im Rahmen dieser Arbeit werden zwei Ansätze zur Kavitationsmodellierung verwendet,
die beide direkt über die Zustandsgleichung implementiert werden können. Im ersten
Fall wird die Zustandsgleichung einfach unterhalb des Sättigungsdampfdrucks auf einen
konstanten Wert ?cav gesetzt, was konzeptionell dem EA-Algorithmus ähnelt. Die zweite
Variante ist der Homogenisierungsansatz von Bayada und Chupin [113], bei dem eine
einzige Zustandsgleichung gesucht wird, die zwischen der reinen Dampfphase, dem Dampf-
Flüssigkeitsgemisch sowie der reinen Flüssigkeit interpoliert, welcher im Folgenden kurz
skizziert werden soll.

Für die reine Dampf- bzw. Flüssigkeitsphase wird von einer konstanten Kompressibilität
ausgegangen, welche durch die Schallgeschwindigkeiten 2v bzw. 2l de�niert sind. Die
Annahme, dass beide Phasen des Dampf-Flüssigkeits-Gemischs die gleiche Strömungsge-
schwindigkeit haben, ermöglicht eine Homogenisierung, sodass das Schmierungsproblem
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überall durch eine Einphasenströmung beschrieben werden kann. Die Interpolation zwi-
schen Dampf und Flüssigkeit geschieht mittels des Volumenanteils der Dampfphase am
Gemisch U = (d − dl)/(dv − dl), wobei dv und dl die Dichten des Dampfes bzw. der Flüs-
sigkeit an den jeweiligen Übergangspunkten sind. Bayada und Chupin [113] verwenden
eine von Van Wijngaarden [114] vorgeschlagene Beziehung

1
22

f
= d

(
U

22
vdv
+ 1 − U
22

l dl

)
, (3.27)

welche die Schallgeschwindigkeit des Gemisches 2f mit dem Dampfanteil verknüpft. In-
tegriert man die Gleichung d?/dd = 22

f in den jeweiligen Bereichen mit der Anfangsbe-
dingung ? (0) = 0 und setzt die Kontinuität des Drucks beim Übergang vom Dampf zum
Gemisch (U = 1) sowie vom Gemisch zur Flüssigkeit (U = 0) voraus, so erhält man

? (d) =


22

vd, U ≥ 1,

?cav + (d − dl)22
l , U ≤ 0,

?vm + # ln
(

dv2
2
vd

dl (dv2
2
v (1−U)+dl2

2
l U)

)
, 0 < U < 1,

(3.28)

mit dem Druck an den Übergangspunkten vom Dampf zum Gemisch

?vm = dv2
2
v, (3.29)

und vom Gemisch zur Flüssigkeit (d. h. der Sättigungsdampfdruck oder Kavitations-
druck)

?cav = dv2
2
v − # ln

(
d2

v2
2
v

d2
l 2

2
l

)
, mit # =

dv2
2
vdl2

2
l (dv − dl)

d2
v2

2
v − d2

l 2
2
l

. (3.30)

Man beachte, dass die De�nition vonU in Gl. (3.28) auf Werte größer als eins oder kleiner als
null ausgedehnt wird – die Interpretation als Volumenanteil des Dampfes ist o�ensichtlich
in diesen Bereichen nicht mehr gültig. Abbildung. 3.3 zeigt ein Beispiel von Gl. (3.28) für
Materialparameter, die zu einem Kavitationsdruck von 0,061 MPa führen. Zum Vergleich
wird eine Zustandsgleichung angegeben, welche der Dowson-Higginson-Beziehung in der
�üssigen Phase folgt und überall sonst einen konstanten Druck ?cav = 0,061 MPa aufweist,
was dem erstgenannten Ansatz analog zum EA-Algorithmus entspricht. Hierbei ist zu
beachten, dass in der Beschreibung nach Bayada und Chupin ?cav den Punkt der ersten
Abweichung vom Verhalten der reinen Flüssigkeit beschreibt. Der Druck des Gemisches
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3.3. Analytische Lösung des Makroproblems

liegt daher im gesamten Dichteintervall unterhalb des konstanten Kavitationsdrucks der
EA-Formulierung.
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Abbildung 3.3.: Zustandsgleichungen der implementierten Kavitationsmodelle. Das Modell von Bayada und
Chupin [113] führt zu einer stetig di�erenzierbaren Zustandsgleichung, die zwischen Dampf, Gemisch und
Flüssigkeit interpoliert. Die Implementierung des Elrod-Adams-Algorithmus in Kombination mit Dowson-
Higginson-Zustandsgleichung (DH, Parameter aus Ref. [115]) führt hingegen zu einer scharfen Kante am
Kavitationsdruck. In Anlehnung an Ref. [P1] (CC BY 4.0).

Das Kavitationsmodell nach Bayada und Chupin [113] wird durch ein Viskositätsmo-
dell ergänzt, welches z. B. linear zwischen den Viskositäten der Dampfphase [v und der
Flüssigphase [l interpoliert

[ (U) = [vU + (1 − U)[l, 0 ≤ U ≤ 1. (3.31)

3.3. Analytische Lösung des Makroproblems

Vor der numerischen Behandlung des Makroproblems in Kap. 3.4, soll hier zunächst ein
Spezialfall betrachtet werden, der durch rein analytische Methoden zugänglich ist. Dabei
werden einfache Konstitutivgesetze verwendet, wie jene aus dem vorherigen Kapitel. Die
Lösung dieses vereinfachten Problems beleuchtet einige grundlegende Eigenschaften dün-
ner Fluid�lme und kann mit Gleichgewichtskorrelationsfunktionen aus MD-Simulationen
verglichen werden.
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3.3.1. Flache Kanäle ohne Scherung

Der Quellterm des Makroproblems, Gl. (3.9), enthält die Flussrandbedingungen an den
Wänden, sowie Terme, die von der Topogra�e und der Relativbewegung der Wände
abhängen. Wenn man hingegen nur �ache Kanäle ohne Relativbewegung betrachtet,
vereinfacht sich der Quellterm zu

s =
fI |I=ℎ2 − fI |I=ℎ1

ℎ
. (3.32)

Zur Lösung von Gl. (3.8) benötigt man explizite Ausdrücke für die Flussfunktion in Ab-
hängigkeit von den Erhaltungsgrößen, d. h. fI (q) (oder deren Mittelwerte). Dafür werden
lediglich Ausdrücke für den Impuls�uss benötigt, welche für ein Newton’sches Fluid durch
den viskosen Spannungstensor, Gl. (3.16), gegeben sind. Der Druck in Abhängigkeit von
der Dichte soll hier durch eine lineare Zustandsgleichung ? (d) = 22

Td angegeben werden,
wobei 2T die Schallgeschwindigkeit bei konstanter Temperatur beschreibt. Unter Ver-
nachlässigung konvektiver Beschleunigungsterme erhält man somit ein lineares Problem,
welches durch die lateralen, gemittelten Flussfunktionen

f̄G =
©«
9̄G

?̄

0

ª®®®¬ , f̄~ =
©«
9̄~

0
?̄

ª®®®¬ , (3.33)

und den Quellterm

s =
12a
ℎ2^

©«
0
9̄G

9̄~

ª®®®¬ , (3.34)

beschrieben wird. Hierbei ist zu beachten, dass der Einfachheit halber die in Kap. 2.1
eingeführte Vektornotation beibehalten wird, aber alle Dimensionen im 2D-System um
eins reduziert sind. Der Parameter ^ renormiert die tatsächliche Spalthöhe ℎ eines Systems
mit endlicher Schlup�änge 1 zu einer e�ektiven Spalthöhe ℎe� = ℎ

√
^ eines äquivalenten

Systems mit Haftbedingungen. Der Ausdruck für ^ lässt sich durch Verschieben eines
parabolischen Poiseuille-Geschwindigkeitspro�ls D (I) mit Schlupfrandbedingungen zu
einem Pro�l mit Haftbedingung unter Erhaltung des mittleren Flusses berechnen, d. h.

1
ℎ

∫ ℎ

0
D (I)dI = 1

ℎe�

∫ ℎe�

0
D∗(I)dI, (3.35)
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3.3. Analytische Lösung des Makroproblems

wobeiD∗(I) das verschobene Pro�l bezeichnet. Für einen 2D-Kanal mit identischer Schlup�än-
ge an der oberen und unteren Wand, wie in Abb. 3.4 dargestellt, erhält man (siehe An-
hang A.3)

^ = 1 + 61/ℎ. (3.36)
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Abbildung 3.4.: E�ektive Spalthöhe in einem flachen Kanal mit Wandschlupf. Die e�ektive Spalthöhe ℎe� =

ℎ
√
^ erhält man durch Gleichsetzen der I-Mittelwerte der Geschwindigkeitspro�le D (I) und D∗ (I), wobei

Letzteres durch Verschieben von D zu Haftbedingungen entsteht. In Anlehnung an Ref. [P3].

Eine Lösung von Gl. (3.8) erhält man durch Fouriertransformation, indem die Dichte der
Erhaltungsgrößen als Reihe von Normalmoden q(®A, C) = q̃(®:,C)48®: ·®A ausgedrückt wird, wo-
bei ®: dem zweidimensionalen Wellenvektor entspricht. Somit erhält man eine gewöhnliche
Di�erentialgleichung für die Fourier-Koe�zienten

dq̃(:,C)
dC

= H · q̃(:,C), (3.37)

mit der Matrix

H = −


0 i: 0
i22

T: 12a/(ℎ2^) 0
0 0 12a/(ℎ2^)

 . (3.38)

Die Matrix H ist diagonalisierbar mit den Eigenwerten

`⊥ = −12a
ℎ2^

, (3.39)
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welcher transversale Moden beschreibt und

`‖ = −
6a
ℎ2^
± iBT: (3.40)

entsprechen den longitudinalen Moden. Dabei ist BT eine wellenlängenabhängige Schall-
geschwindigkeit, die der Dispersionsrelation

BT =

√
22

T −
36a2

ℎ4^2:2 (3.41)

folgt. Für große Spalthöhen und/oder kleine Wellenlängen kann der zweite Term in der
Diskriminanten vernachlässigt werden und die e�ektive Schallgeschwindigkeit entspricht
2T. Solange BT eine reelle Zahl ist, zeigen die longitudinalen Moden schwach gedämpfte
Schwingungen. Der aperiodische Grenzfall tritt bei einer kritischen Wellenlänge

_crit = cℎ
2^2T/3a (3.42)

auf, welche den Übergang zu überkritisch gedämpften Schwingungen, bzw. dem Kriechfall,
markiert. Die Matrix N hat in diesem Fall nur reelle Eigenwerte, da B) imaginär wird. Infol-
gedessen können sich Moden mit Wellenlängen, die größer als die kritische Wellenlänge
_crit sind, nicht durch den Kanal ausbreiten und werden innerhalb einer endlichen Relaxa-
tionszeit dissipiert. Die Wellenlängenabhängigkeit der e�ektiven Schallgeschwindigkeit
ist in Abb. 3.5 dargestellt, wobei hier der normierte Betrag der Schallgeschwindigkeit in
Abhängigkeit von der normierten Wellenlänge (auf _crit) aufgetragen ist.

Für beliebige Anfangsbedingungen q̃(:, 0) = (d̃ (®:,0), 9̃‖ (:, 0), 9̃⊥(:, 0))> kann Gl. (3.37)
mit herkömmlichen Methoden gelöst werden, sodass die Lösung durch

d̃ (:,C) = 4−
6a
ℎ2^

C

{[
cos(BT:C) +

6a
ℎ2^BT:

sin(BT:C)
]
d̃ (:, 0) − i

BT
sin(BT:C) 9̃‖ (:, 0)

}
,

(3.43a)

9̃‖ (:,C) = 4−
6a
ℎ2^

C

{[
cos(BT:C) −

6a
ℎ2^BT:

sin(BT:C)
]
9̃‖ (:,0)

−i
[
BT −

(6a)2
ℎ4^2:2BT

]
sin(BT:C)d̃ (:, 0)

}
, (3.43b)

9̃⊥(:, C) = 9̃⊥(:, 0)4−
12a
ℎ2^

C
, (3.43c)

gegeben ist.
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Abbildung 3.5.: Wellenlängenabhängige Schallgeschwindigkeit in flachen Kanälen. Für kleine Wellenlängen
konvergiert die e�ektive Schallgeschwindigkeit BT gegen die isotherme Schallgeschwindigkeit 2T, welche
durch die Kompressibilität des Fluids bestimmt wird. Der aperiodische Grenzfall tritt bei _crit = cℎ

2^2T/3a
ein. Im überkritischen Bereich wird BT imaginär, wobei der Betrag linear mit der Wellenlänge skaliert. In
Anlehnung an Ref. [P3].

Im Folgenden soll nur der Realteil der Lösung betrachtet werden, welcher in Abb. 3.6a-b
für die Dichte und den Longitudinalimpuls in Abhängigkeit von der Wellenlänge im Fall
von schwach gedämpften Schwingungen (_ < _crit) dargestellt ist. Im überkritischen Fall
(_ > _crit) ist BT eine imaginäre Zahl, und daher ändert sich das Verhalten der Dichte- und
Longitudinalimpulsmoden grundlegend, wie in Abb. 3.6c-d dargestellt.
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Abbildung 3.6.: Grafische Darstellung des Realteils der Lösungen für Poiseuille-Strömungen. (a) Zeitlicher
Verlauf der Fourier-Koe�zienten der Massendichte im schwach gedämpften Bereich, Gl. (3.43a). (b) Zeitlicher
Verlauf der Fourier-Koe�zienten der Longitudinalimpulsdichte im schwach gedämpften Bereich, Gl. (3.43b).
(c) Wie (a) nur im überkritisch gedämpften Bereich. (d) Wie (b) nur im überkritisch gedämpften Bereich. In
Anlehnung an Ref. [P3].

39



3. Methoden

Dichtestörungen im überkritischen Fall klingen sehr langsam ab, und die Relaxationszeit
divergiert mit zunehmender Wellenlänge. In Anhang A.4 �ndet sich eine genauere Betrach-
tung der überkritischen Dichterelaxation, die zeigt, dass die e�ektive Relaxationszeit vom
Quadrat der Wellenlänge abhängt. Die Relaxationszeit der Impulsdichte in longitudinaler
Richtung hingegen konvergiert gegen einen endlichen Wert, der identisch zum Zerfall
transversaler Moden ist (g⊥ = ℎ2^/12a).

Analog lassen sich ähnliche Ausdrücke für eine achsensymmetrische Strömung durch
Kanäle mit kreisförmigem Querschnitt herleiten. Dabei ergeben sich für einen Kanal mit
Radius ' die beiden Eigenwerte

`1D
‖ = − 4a

'2^
± i

√
22

T −
16a2

'4^2:2:, (3.44)

welche den zeitlichen Verlauf von Dichte- und longitudinalen Impulsstörungen beschreiben.
Die De�nition von ^ (siehe Anhang A.3) und abgeleiteten Größen (z. B. _crit) ändert sich
dementsprechend.

3.3.2. Validierungmittels Molekulardynamiksimulationen

Die Vorhersagen von Gl. (3.43) sollen mithilfe von MD-Simulationen eines einfachen
Fluids, welches zwischen zwei �achen Wänden eingeschlossen ist, überprüft werden.
Alle MD-Simulationen wurden mit der Software LAMMPS [116] durchgeführt. Dabei
wurde ein einfaches monoatomares Modell�uid ausgewählt, in dem ausschließlich van-
der-Waals Wechselwirkungen auftreten, welche durch das Lennard-Jones (LJ)-Potential,
Gl. (2.16), beschrieben werden. Die Zeitintegration der Trajektorie basiert auf paarweisen
Kräften, die bis zu einem Abschneideradius von Ac = 2,5f berechnet werden. Um Sprünge
in der Potential-Abstandskurve zu vermeiden, wurde das Potential um die Energie am
Abschneideradius auf null verschoben.

Um das hydrodynamische Verhalten der Fluide für große Wellenlängen explizit zu un-
tersuchen, wurden Simulationsboxen mit sehr großem Aspektverhältnis gewählt. Als
Referenz dienen Systeme mit periodischen Randbedingungen in allen drei Raumrichtun-
gen, wobei ®: = (:=,0,0)> in Richtung der längsten Ausdehnung der Box gewählt wurde.
Damit stehen diskrete Wellenlängen _= = 2c/:= = !G/=, (= = 1, 2, 3, . . .) zur Verfügung.
Alle Simulationen wurden mit einem Zeitschritt ΔC = 0,0025

√
<f2/n durchgeführt. Nach
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der Equilibrierung des Systems, wurde eine einzelne Trajektorie im mikrokanonischen
Ensemble für 2 · 107 Zeitschritte berechnet.

Für die Simulation eingeschlossener Fluide wurden die periodischen Randbedingungen
in I-Richtung aufgehoben und stattdessen durch starre Wände ersetzt, die hier durch
explizite Atome in einem kubisch-�ächenzentrierten (kfz)-Gitter modelliert werden. Dabei
zeigen die [1 1 2̄]- und [1̄ 1 0]-Kristallrichtungen in G- bzw. ~-Richtung, sodass die dichtest-
gepackte {111}-Ebene in Kontakt mit dem Fluid ist und die laterale Ausdehnung der Box
immer einem ganzzahligen Vielfachen der jeweiligen periodischen Gitterlänge entspricht.
Die Gitterkonstante wurde zu 0 = 1,2ff = 1,2f gewählt, was einer Dichte von dw = 2,31f−3

entspricht und damit im Bereich vergleichbarer Studien liegt [39, 117, 118]. Kräfte zwischen
Fluid- und Wandatomen werden ebenfalls durch ein Lennard-Jones Potential modelliert.
Dazu wird die Lorentz’sche Mittelungsregel [119] für die Atomradien fwf = (fw + ff )/2
verwendet, wobei fw = 0,75f . Die Wechselwirkung zwischen Fluid und Wand kann durch
den Parameter U bestimmt werden, der die paarweise Bindungsenergie reskaliert, d. h.
nwf = Unf . Durch den Skalierungsparameter, welcher mit experimentellen Größen wie dem
Kontaktwinkel in Relation gesetzt werden kann [120], wird u. a. die Haft- bzw. Schlup-
frandbedingung an der Grenz�äche modelliert. Während der gesamten Simulationszeit
wird die Spalthöhe konstant gehalten, was in Nichtgleichgewichts-MD-Simulationen zu
unphysikalischem Verhalten führen kann [121], für den Gleichgewichtsfall aber unproble-
matisch ist. Die Anzahl der Atome wird basierend auf dem verfügbaren Volumen zwischen
den beiden Wänden berechnet, die unter Berücksichtigung einer Verarmungszone im
Abstand ℎ + f zueinander platziert wurden. Je nach Ausprägung der Dichteoszillationen
für verschiedene Wand-Fluid-Interaktionen können leicht unterschiedliche Zieldichten
auftreten, wobei der Fehler in den betrachteten Systemen vernachlässigbar klein ist. Der
hier beschriebene Simulationsaufbau ist in Abb. 3.7 illustriert.

Die Autokorrelationsfunktionen der Fourier-Koe�zienten von Massen- und Impulsdichte
werden sowohl für das periodische als auch das eingeschlossene Fluid berechnet. Die
normierte Autokorrelationsfunktion einer dynamischen Variable�(C) ist gegeben durch

��� (C) =
〈�∗(g)�(C − g)〉
〈�(g)∗�(g)〉 , (3.45)
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Abbildung 3.7.: Aufbau der Molekulardynamik-Simulationen des Fluidspalts. Erstellt mit Ovito [122].

wobei �∗ die komplex konjugierte Variable bezeichnet und spitze Klammern einen Mittel-
wert über verschiedene Startpunkte g darstellt. Zunächst werden aus den mikroskopischen
Freiheitsgraden {®A8 (C), ®E8 (C)} Feldgrößen berechnet, z. B. für die Massendichte

d (®A, C) =<
#∑
8=1

X [®A − ®A8 (C)], (3.46)

und die entsprechende Fourier-Transformation ist gegeben durch

d̃ (®:, C) = 1
+

∫
+

d®Ad (®A, C) exp(−8®: · ®A ) = <
+

#∑
8=1

exp(−8®: · ®A8 (C)) . (3.47)

Analog erhält man für die Fourier-Koe�zienten der Impulsdichte

®̃9 (®:, C) = <
+

#∑
8=1
®E8 (C) exp(−8®: · ®A8 (C)) . (3.48)

Für kleine Abweichungen aus dem Gleichgewicht Xd̃ (®:,C) = d̃ (®:,C) − 〈d̃ (®:,C)〉 können die
linearisierten hydrodynamischen Gleichungen gelöst werden, wobei der Übersichtlichkeit
halber die X-Notation verworfen wird. Auf eine detaillierte Herleitung der Korrelations-
funktionen soll hier verzichtet werden und stattdessen sei auf einschlägige Lehrbücher
verwiesen [123, 124]. Stattdessen werden hier nur die Ergebnisse für ein periodisches
System für einen quantitativen Vergleich mit Referenzsimulationen eines Systems ohne
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3.3. Analytische Lösung des Makroproblems

Wände und einen qualitativen Vergleich mit eingeschlossenen Fluiden dargestellt. Die
Lösungen für die Impuls- und Massendichtekorrelationen lauten

�⊥(:,C) ≡
〈 9̃∗⊥(:,0) 9̃⊥(:,C)〉
〈 9̃∗⊥(:,0) 9̃⊥(:,0)〉

= exp(−a:2C), (3.49a)

�‖ (:,C) ≡
〈 9̃∗‖ (:,0) 9̃‖ (:,0)〉

〈 9̃∗‖ (:,0) 9̃‖ (:,C)〉
= exp(−Γ:2C) cos(2s:C), (3.49b)

�d (:,C) ≡
〈d̃∗(:,0)d̃ (:,C)〉
〈d̃∗(:,0)d̃ (:,0)〉 =

W − 1
W

exp(−�T:
2C) + 1

W
exp(−Γ:2C) cos(2s:C), (3.49c)

wobei ®̃9⊥ = ®̃9 − 9̃‖ ®̂: und 9̃‖ = ®̃9 · ®̂: mit ®̂: = ®:/|®: | die Impulsdichten senkrecht bzw. parallel
zum Wellenvektor ®: sind. Impuls�uktuationen in Transversalrichtung klingen exponentiell
ab, Gl.(3.49a), wobei die Rate proportional zur kinematischen Viskosität a = [/d ist. Die
kinematische Viskosität hat die Einheit einer Di�usionskonstanten und kann als solche
für die Impulsdi�usion betrachtet werden. In Longitudinalrichtung beobachtet man die
Ausbreitung von Schallwellen mit der adiabatischen Schallgeschwindigkeit 2s, deren Am-
plitude ebenfalls exponentiell abnimmt (vgl. Gl.(3.49b)). Hierbei wird angenommen, dass
Dichte�uktuationen auf Zeitskalen zerfallen, die keinen Wärmeaustausch zulassen, sodass
die adiabatische Kompressibilität die Schallgeschwindigkeit dominiert (�T: � 2s) [123].
Die Abklingrate wird sowohl durch Viskosität als auch thermische Dissipation bestimmt,
was durch den Schallabsorptionskoe�zienten Γ = (W − 1)�T/2 + aL/2 beschrieben wird.
Dabei bezeichnet W = 2P/2V das Verhältnis der isobaren und isochoren Wärmekapazitäten,
�T = ^T/2P ist die thermische Di�usivität mit Wärmeleitfähigkeit^T und aL = (4[/3+Z )/d
ist die longitudinale kinematische Viskosität. Die Autokorrelationsfunktion der Dichte-
�uktuationen, Gl (3.49c), hat in der Literatur vermutlich am meisten Aufmerksamkeit
erhalten, da ihre spektrale Leistungsdichte – der dynamische Strukturfaktor ( (:,l) – eine
experimentell zugängliche Größe ist [125].

Hier soll die Autokorrelationsfunktionen aus einer einzelnen Trajektorie berechnet werden,
sodass die Mittelwerte in Gl. (3.49a)–(3.49c) einer Faltung der dynamischen Variable mit
sich selbst entsprechen. Jeder 2000. Zeitschritt wird für die Berechnung mittels des Wiener-
Khinchin-Theorems [126] und des fast Fourier transform (FFT)-Algorithmus zugrunde
gelegt.

43



3. Methoden

3.4. Numerische Lösung des Makroproblems

Im Folgenden wird die numerische Lösung des Makroproblems behandelt. Dabei spielt die
funktionale Form der Flüsse und Quellterme auf der rechten Seite von Gl. (3.8) zunächst
keine Rolle. Die Annahme, dass die funktionale Form der rechten Seite i. A. unbekannt ist,
soll bei der Auswahl der numerischen Lösungsmethoden berücksichtigt werden. Nichts-
destoweniger wurden für die Tests der numerischen Implementierung die in Kap. 3.2
vorgestellten Konstitutivgesetze verwendet. Die in diesem Kapitel beschriebenen Metho-
den wurden in Python implementiert und sind unter den Bedingungen der MIT-Lizenz
ö�entlich verfügbar [S1].

3.4.1. Finite Volumen Diskretisierung

In Kap. 3.1 wurden die höhengemittelten Bilanzgleichungen in der lokalen Form betrachtet.
Im Allgemeinen ist eine Lösung von Gl. (3.1) auf einem beliebigen Gebiet Ω ⊂ R3 von
Interesse. Die zeitliche Veränderung der Erhaltungsgrößen ohne Quellen und Senken
ist dann durch die Bilanz aller Flüsse durch die abschnittsweise glatte Ober�äche mΩ
gegeben

d
dC

∭
Ω
q(®A,C)d3A = −

∬
mΩ

L (q(®A,C)) · ®=d2A . (3.50)

Hierbei bezeichnet ®= den nach außen orientierte Normaleneinheitsvektor der Ober�äche.
Für stetig di�erenzierbare Flüsse L folgt durch Anwendung des Gauß’schen Integralsat-
zes

d
dC

∭
Ω
q(®A,C)d3A = −

∭
Ω

div[L (q(®A,C))]d3A

= −
∭

Ω
[mGfG (q(®A,C)) + m~f~ (q(®A,C)) + mIfI (q(®A,C))]d3A . (3.51)

Da die Wahl von Ω beliebig ist, folgt im Grenzfall unendlich kleiner Kontrollvolumina die
lokale Form.

Im Folgenden soll der Spezialfall betrachtet werden, in dem Ω eine rechtwinklige Git-
terzelle C8 9 = [G8−1/2, G8+1/2] × [~ 9−1/2, ~ 9+1/2] mit Kantenlängen ΔG = G8+1/2 − G8−1/2 und
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3.4. Numerische Lösung des Makroproblems

Δ~ = ~ 9+1/2 − ~ 9−1/2 ist. Für eine Erhaltungsgleichung in zwei Raumdimensionen, wie sie
durch Gl. (3.8) gegeben ist, erhält man dann

d
dC

∬
C8 9

q(G,~,C)dGd~ = −
∫ ~ 9+1/2

~ 9−1/2

{
fG [q(G8+1/2,~,C)] − fG [q(G8−1/2,~,C)]

}
d~

−
∫ G8+1/2

G8−1/2

{
f~ [q(G,~ 9+1/2,C)] − f~ [q(G,~ 9−1/2,C)]

}
dG,

(3.52)

wobei der Übersichtlichkeit halber der Quellterm vernachlässigt wurde. Streng genommen
handelt es sich bei Gl. 3.52 nur dann um eine Erhaltungsgleichung, wenn die Flussfunk-
tionen keine dissipativen Anteile enthalten, d. h. wenn nur rein hyperbolische Flüsse
auftreten.2 Andernfalls ist der Begri� Bilanzgleichung zutre�ender. Im Fall von Gl. (3.8)
wurden die dominanten dissipativen Flussanteile (die viskosen Scherspannungskomponen-
ten) in den Quellterm ausgelagert, sodass fG und f~ näherungsweise als rein hyperbolisch
angenommen werden können.

Durch Integration über das Zeitintervall ΔC = C=+1 − C= und Teilen durch die Fläche ΔGΔ~

erhält man

Q=+18 9 = Q=8 9 −
ΔC

ΔG

[
F =
G ;8+1/2, 9 − F

=
G ;8−1/2, 9

]
− ΔC

Δ~

[
F =
~;8, 9+1/2 − F

=
~;8, 9−1/2

]
, (3.53)

wobei Q=8 9 dem Zellmittelwert zum Zeitpunkt C= entspricht

Q=8 9 =
1

ΔGΔ~

∬
C8 9

q(G,~,C=)dGd~, (3.54)

und

F =
G ;8±1/2, 9 ≈

1
ΔCΔ~

∫ C=+1

C=

∫ ~ 9+1/2

~ 9−1/2

fG [q(G8±1/2,~,C)]d~dC, (3.55a)

F =
~;8, 9±1/2 ≈

1
ΔCΔG

∫ C=+1

C=

∫ G8+1/2

G8−1/2

f~ [q(G,~ 9±1/2,C)]dGdC, (3.55b)

bezeichnen die sogenannten numerischen Flüsse [127]. Durch Gl. (3.53) ist ein explizites
Zeitintegrationsverfahren für die Zellmittelwerte der �niten Volumina gegeben.

Die Schwierigkeit in expliziten Finite-Volumen-Methoden (FVM) besteht häu�g darin,
geeignete Approximationen für die numerischen Flüsse zu �nden. Die Erhaltungsgrößen

2 Dies ist der Fall, wenn die Jacobi-Matrix mf8/mq nur reelle Eigenwerte hat.

45



3. Methoden
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Abbildung 3.8.: Finite-VolumenDiskretisierungmit RandbedingungenundParallelisierungsschema. (a) Aus-
schnitt einer FVM-Gitterzelle mit Notation für Zellmittelwerte und -ränder. (b) Geisterzellen zur Implemen-
tierung der Randbedingungen. (c) Gebietszerlegung in der parallelen Implementierung mit Kommunikati-
onsschema.

liegen nur als Zellmittelwerte zu diskreten Zeitpunkten vor, aber für die Berechnung
der numerischen Flüsse muss die Flussfunktion an den Zellrändern, die in Abb. 3.8a
nach ihrer „Himmelsrichtung“ benannt sind, ausgewertet werden. Außerdem, muss die
Flussfunktion über den diskreten Zeitschritt integriert werden. Daher sucht man nach
geeigneten Approximationen des numerischen Flusses als Funktion der Zellmittelwer-
te. Eine solche Näherung ist z. B. durch das Lax-Wendro�-Verfahren [128] gegeben, bei
dem in jedem Zeitschritt und an jedem Zellrand die Jacobi-Matrix mf8/mq ausgewertet
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3.4. Numerische Lösung des Makroproblems

werden muss. Da diese aber nicht zwingend bekannt ist – insbesondere wenn von un-
bekanntem Konstitutivverhalten ausgegangen wird – sollen hier Verfahren zum Einsatz
kommen, die ohne die Berechnung der Jacobi-Matrix auskommen. Geeignete Kandidaten
sind Mehrschrittverfahren, die im folgenden Kapitel kurz beleuchtet werden.

3.4.2. Mehrschrittverfahren und Behandlung des Quellterms

Wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, sollen geeignete Approximationen des numeri-
schen Flusses ohne Kenntnis der Jacobi-Matrix gefunden werden. Des Weiteren wurde in
Kap. 3.4.1 der Quellterm bewusst ignoriert, welcher für die Lösung des Makroproblems
von großer Bedeutung ist. Das Prädiktor-Korrektor-Verfahren von MacCormack [129] ist
ein Kandidat für die o. g. Anforderungen. Das Verfahren ist von zweiter Ordnung sowohl
in der Raum- als auch der Zeitdiskretisierung und behält diese Eigenschaft auch dann,
wenn es für die Behandlung von Quelltermen modi�ziert wird [130].

Die numerischen Flüsse sind gegeben durch

F =
G ;8+1/2, 9 =

1
2

[
fG (W=

8+1, 9 ) + fG (W∗8 9 )
]
, (3.56a)

F =
G ;8−1/2, 9 =

1
2

[
fG (W=

8 9 ) + fG (W∗8−1, 9 )
]
, (3.56b)

F =
~;8, 9+1/2 =

1
2

[
f~ (W=

8, 9+1) + f~ (W∗8 9 )
]
, (3.56c)

F =
~;8, 9−1/2 =

1
2

[
f~ (W=

8 9 ) + f~ (W∗8, 9−1)
]
, (3.56d)

wobei W∗8 9 eine Zwischenlösung ist, die durch einfache Vorwärtsdi�erenz berechnet wird.
Der darauf folgende Korrektor-Schritt erfolgt durch Rückwärtsdi�erenz basierend auf der
Zwischenlösung. Das vollständige Prädiktor-Korrektor-Schema inklusive Quellterm lautet

W∗8, 9 = W=
8, 9 −

ΔC

ΔG

[
fG (W=

8+1, 9 ) − fG (W=
8 9 )

]
− ΔC

Δ~

[
f~ (W=

8, 9+1) − fG (W=
8 9 )

]
− ΔCs (W=

8 9 ), (3.57a)

W∗∗8, 9 = W∗8, 9 −
ΔC

ΔG

[
fG (W∗8 9 ) − fG (W∗8−1, 9 )

]
− ΔC

Δ~

[
f~ (W∗8 9 ) − fG (W∗8, 9−1)

]
− ΔCs (W∗8 9 ), (3.57b)

W=+1
8, 9 =

1
2

(
W∗∗8, 9 + W=

8, 9

)
. (3.57c)

Eine Vertauschen von Vorwärts- und Rückwärtsdi�erenz wäre ebenso möglich, und es
ist gängige Praxis, die Reihenfolge zwischen den Zeitschritten zu alternieren, um ein
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symmetrisches Lösungsschema zu erhalten [127]. Der Übergang von den numerischen
Flüssen Gl. (3.56) zu (3.57) ist im Anhang A.5 genauer beschrieben.

Ein weiterer bekannter Vertreter ist das Richtmyer-Zweischritt-Verfahren [131], welches
für lineare Systeme äquivalent zum Lax-Wendro�-Verfahren ist. Auch für das Richtmyer-
Verfahren in zwei Raumdimensionen existieren Modi�kationen für die Behandlung von
Quelltermen [132]. Beide genannten Verfahren haben den Nachteil, dass Oszillationen in
der Umgebung von Diskontinuitäten in der numerischen Lösung auftreten können. Für die
im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Systeme, stellen diese jedoch selten ein Problem dar.
Es existieren Methoden, die ungewollten Oszillationen durch Hinzufügen von „künstlicher
Viskosität“ zu dämpfen. So kann beispielsweise das MacCormack-Verfahren so modi�ziert
werden, dass es total variation diminishing (TVD) ist, d. h. dass die Zeitintegration mono-
tonieerhaltend ist. Der TVD-Korrekturterm für den MacCormack-Korrektorschritt nach
Davis [133] ist im Anhang A.6 dargestellt und wurde ebenfalls implementiert.

3.4.3. Randbedingungen

Zu einer vollständigen Beschreibung des numerischen Verfahrens gehört selbstverständ-
lich auch die Betrachtung der Randbedingungen. Wie in vielen Finite-Volumen Imple-
mentierungen geschieht dies auch hier über sogenannte Geisterzellen. Dabei wird das
zweidimensionale Gitter in jeder Raumrichtung um eine Zellreihe erweitert, die außerhalb
des eigentlichen Simulationsgebiets liegt. Numerische Verfahren, die mehr als die nächs-
ten Nachbarzellen zur Berechnung des nächsten Zeitschrittes zugrundelegen, benötigen
dementsprechend mehrere Geisterzellenreihen. Die Werte der Geisterzellen werden dann
so gewählt, dass die gewünschten physikalischen Randbedingungen automatisch durch
das verwendete numerische Verfahren realisiert werden. Zellen am Rand des Simulations-
gebiets können daher genauso behandelt werden wie Zellen im Innern. Die Geisterzellen
sind in Abb. 3.8b farbig markiert.

Für Dirichlet-Randbedingungen q(®AD, C) = qD wird der Wert der Erhaltungsgröße in der
Geisterzelle so gewählt, dass qD an der äußeren Zellgrenze durch lineare Interpolation er-
reicht wird, also z. B.Q−1, 9 = 2qD−Q0, 9 am westlichenG-Rand. Neumann-Randbedingungen
∇q(®AN, C) = gN werden ebenfalls durch eine Approximation erster Ordnung erzwungen,
z. B. durch Vorwärtsdi�erenz am nördlichen ~-Rand Q8,#~ = Q8,#~−1 + Δ~qN. Periodische
Randbedingungen werden erzielt, indem der Wert der Geisterzellen mit dem vorletzten
Zellwert der jeweils gegenüberliegenden Grenze gleichgesetzt wird, also z. B. in G-Richtung
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W−1, 9 = W#G−1, 9 bzw. W#G , 9 = W0, 9 . Eindimensionale Beispiele in Kap. 4 wurden mit der Im-
plementierung in zwei Raumdimensionen berechnet, wobei periodische Randbedingungen
und eine einzelne Gitterzelle in die Richtung senkrecht zur Problemdimension gewählt
wurde, sodass inklusive Geisterzellen ein (# + 2) × 3-Gitter entsteht. Das Konzept der
Geisterzellen wird auch für die Parallelisierung des Codes verwendet, was im Folgenden
kurz beschrieben wird.

3.4.4. Parallelisierung

Die oben beschriebenen numerischen Verfahren wurden in Python unter extensiver Ver-
wendung der numpy-Bibliothek [134] implementiert. Da der Zeitschritt des expliziten Ver-
fahrens durch die Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)-Bedingung [135] limitiert ist, kann es je
nach Problemstellung zu langen Simulationszeiten kommen, bis ein stationärer Zustand
erreicht ist. Die Berechnungszeit für hochaufgelöste Probleme kann durch Parallelisierung
verkürzt werden. Dabei wird das single instruction multiple data (SIMD) Prinzip angewandt,
indem das gleiche Programm auf mehreren Prozessoren gleichzeitig ausgeführt wird, die
jeweils auf Teilmengen der gesamten Datenstruktur operieren [136]. Das Finite-Volumen-
Gitter wird dazu in Partitionen zerlegt, wobei Zellen, die am Rand einer solchen Partition
liegen, Daten der benachbarten Partition für die Zeitintegration benötigen. Analog zu
den Randbedingungen werden diese Daten in Geisterzellen gespeichert, welche in jedem
Zeitschritt bzw. in jedem Schritt eines Mehrschrittverfahren aktualisiert werden müs-
sen. Die Kommunikation zwischen den Partitionen und damit das notwendige Update
der Geisterzellen ist durch den message passing interface (MPI)-Standard geregelt und in
Abb. 3.8c schematisch dargestellt. Die parallele Implementierung bedient sich dabei an
den mpi4py-Bindings für MPI in Python [137].
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Im folgenden Kapitel werden die numerischen Simulationsergebnisse der im Rahmen
dieser Arbeit erfolgten Methodenentwicklung dargestellt. Kapitel 4.1 beschreibt die Er-
gebnisse von Gleichgewichts-Molekulardynamik (MD) Simulationen eingeschlossener
Fluide, welche dann in Bezug zu den analytischen Betrachtungen aus Kap. 3.3 gesetzt
werden können. Dieser Teil basiert auf den eigenen Verö�entlichungen, Ref. [P2, P3]. Der
von Grund auf neu programmierte Finite-Volumen Löser für Schmierungsprobleme [S1]
wird daraufhin umfassend validiert. Dies umfasst Vergleiche mit der analytischen Lösung,
sowie Tests der numerischen Konvergenz und des Skalierungsverhaltens der parallelen
Implementierung in Kap. 4.2. In Kap. 4.3 werden dann Ergebnisse von Schmierungssi-
mulationen dargestellt, welche mit Literaturergebnissen und Referenzsimulationen eines
klassischen Reynolds-Lösers verglichen werden und größtenteils bereits in Ref. [P1] veröf-
fentlicht wurden. Zuletzt werden in Kap. 4.4 Voruntersuchungen zur Anwendbarkeit des
beschriebenen FVM-Lösers in Kombination mit nicht-parametrischen Konstitutivgesetzen
vorgestellt.

4.1. Molekulardynamik-Simulationen eingeschlossener

Fluide im Gleichgewicht

Alle MD-Simulationen in diesem Kapitel wurden für ein superkritisches Lennard-Jones-
Fluid am Zustandspunkt ) = 2,0 n/:B und d = 0,452f−3 (vgl. Ref. [138]) durchgeführt.
Zusätzliche Ergebnisse der Charakterisierung des LJ-Fluids mittels MD sind in Anhang B
zu �nden.
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4.1.1. Autokorrelationsfunktionen

In Kap. 3.3.1 wurden Lösungen für die zeitliche Entwicklung der Fourier-Koe�zienten von
Massen- und Impulsdichte für ein über die Spalthöhe gemitteltes Fluid bestimmt. Diese
lassen sich direkt mit den statistischen Autokorrelationsfunktionen vergleichen, die sich
aus �uktuierenden Dichten von Erhaltungsgrößen, z. B. in MD-Simulationen, berechnen
lassen. Dabei hat sich gezeigt, dass die Korrelationsfunktionen für ein unbegrenztes Fluid,
Gl. (3.49), die in Kap. 3.3.2 ohne Herleitung gegeben sind, dieselbe funktionale Form
haben, wie die des eingeschlossenen Fluids in höhengemittelter Form. Lediglich die darin
enthaltenen Transportkoe�zienten, bzw. die mit den unterschiedlichen Transport- und
Dissipationsprozessen verknüpften charakteristischen Zeitskalen, unterscheiden sich. Eine
allgemeine Form der Korrelationsfunktionen ist daher durch

�e�
⊥ (:,C) = 4−C/g

e�
⊥ , (4.1a)

�e�
‖ (:,C) = 4

−C/ge�
‖

[
cos(le�C) − V sin(le�C)

]
, (4.1b)

�e�
d (:,C) =

W − 1
W

4−�T:
2C + 1

W
4
−C/ge�

‖
[
cos(le�C) + V sin(le�C)

]
, (4.1c)

gegeben, wobei V = ) e�/ge�
‖ das Verhältnis von Schallperiodendauer und -relaxationszeit

bezeichnet. In einschlägigen Lehrbüchern [123, 124] wird der Sinus-Term in Gl. (4.1b) und
(4.1c) oft vernachlässigt, während andere Autoren [139–141] ihn ausdrücklich einbeziehen.
Wie in Kap. 3.3.1 hervorgehoben, gilt die Herleitung des eingeschlossenen Fluids für nicht
�uktuierende, isotherme Bedingungen mit W = 1. Allerdings enthalten die numerischen
Tests mit MD natürlich thermische Fluktuationen bei makroskopisch konstanter Tempe-
ratur, weshalb der erste Term in Gl. (4.1c) hier berücksichtigt wird. Eine Übersicht über
charakteristische Zeiten der Grenzfälle eines unendlichen dreidimensionalen Mediums
und eines e�ektiv zweidimensionalen Mediums �ndet sich in Tab. 4.1. Im Folgenden sol-
len nun Relaxationszeiten in MD-Simulationen gemessen werden und in Bezug zu den
theoretischen Limits gesetzt werden.

Tabelle 4.1.: Theoretische Ausdrücke für die charakteristischen Zeitskalen für Wellenausbreitung und -
relaxation in unbegrenzten und eingeschlossenen Systemen.

g⊥ g‖ ) = 2c/l
unbegrenztes Fluid 1/a:2 1/Γ:2 1/2s:

eingeschlossenes Fluid ℎ2^/12a ℎ2^/6a 1/BT:
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Zunächst wurden Autokorrelationsfunktionen aus einer Referenzsimulation ohne Wän-
de berechnet. Die Simulationsbox hatte die Abmessungen 941,2 × 14,7 × 14,7f3, was
92 001 Atomen entspricht. Dabei diente das hohe Aspektverhältnis dazu, das langwellige
Verhalten explizit zu testen. Um jedoch Größen- oder Forme�ekte in dieser Anordnung
auszuschließen, wurde zunächst auch das Seitenverhältnis der kurzen Seiten verändert
(2:1). Durch die Ununterscheidbarkeit der transversale Autokorrelationsfunktionen der
modi�zierten Box mit einer um 90◦ um die Längsachse rotierten Box, konnten solche
E�ekte ausgeschlossen werden. Daher scheint die Berechnung von Transportkoe�zienten
aus Korrelationsfunktionen kollektiver Variablen in Boxen mit hohem Seitenverhältnis im
Gegensatz zur Berechnung von Selbstdi�usionskoe�zienten [142] kein Problem darzustel-
len.

Die Simulationen eingeschlossener Fluide wurden in einer ähnlich großen Box mit 90 189
Fluidatomen und jeweils 43 520 festen Atomen in den Wänden durchgeführt. Die folgenden
Ergebnisse wurden mit einem Wand-Fluid-Wechselwirkungsparameter U = 0,75 erzielt.
Man beachte, dass typische Werte für f im Bereich von wenigen Ångström liegen und
der Spalt daher eine Höhe von wenigen Nanometern aufweist. Die charakteristischen
Zeiten für das Abklingen und die Ausbreitung von Gleichgewichts�uktuationen wur-
den durch Anpassung der allgemeinen Ausdrücke, Gl. (4.1), an die simulativ bestimmten
Autokorrelationsfunktionen für diskrete Wellenzahlen ermittelt. Dazu wurden Autokorrela-
tionsfunktionen in einem Zeitfenster von 250

√
<f2/n verwendet, wobei alle betrachteten

Wellenlängen im schwach gedämpften Bereich des eingeschlossenen Fluids liegen. In
allen Fällen wurden Abklingraten (z. B. 1/g⊥) und Frequenzen (l) als Anpassungspara-
meter verwendet, aber in den folgenden Abbildungen ist der jeweilige Kehrwert, d. h. die
entsprechende charakteristische Zeit, dargestellt.

Transversale Impuls�uktuationen sind unabhängig von denen in longitudinaler Richtung
und die kinematische Scherviskosität a ist der korrespondierende Transportkoe�zient.
Für jede Wellenlänge wurde die Abklingrate 1/g⊥ durch eine Anpassung an eine Exponen-
tialfunktion mittels linearer Regression bestimmt, wobei g⊥ eine Scherrelaxationszeit ist.
Abbildung 4.1a-d zeigt die Autokorrelationsfunktionen des Realteils von 9̃~ (:, C) in einem
unbeschränkten Fluid für vier Wellenlängen (blaue durchgezogene Linien) und die jeweils
dazugehörigen angepassten Funktionen (gestrichelte Linien). Die Scherrelaxationszeit g⊥
nimmt in unbegrenzten Fluiden quadratisch mit der Wellenlänge zu. Durch eine weite-
re Funktionsanpassung erhalten wir die Proportionalitätskonstante – die kinematische
Viskosität – zu a = 1,22f

√
n/<.
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4. Ergebnisse

Im Vergleich zu den transversalen Impulsautokorrelationsfunktionen des eingeschlossenen
Fluids, die in Abb. 4.1a-d dargestellt sind, wird ersichtlich, dass die Wellenlängenabhängig-
keit der Zerfallsrate im Bereich der betrachteten Wellenlängen verloren geht. Dies stimmt
qualitativ mit der Vorhersage aus Gl. (3.43) überein. Zudem sind die Relaxationszeiten im
eingeschlossenen System deutlich kürzer als im System ohne Wände.
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Abbildung 4.1.: Autokorrelationsfunktionen von Gleichgewichtsfluktuationen. (a-d) Transversale Impuls-
dichte�uktuationen. (e-h) Longitudinale Impulsdichte�uktuationen. (i-l) Massendichte�uktuationen. In
allen Fällen sind die Berechnungsergebnisse als durchgezogene Linie (blau: unbegrenztes Fluid, orange: ein-
geschlossenes Fluid) dargestellt. Die dazugehörigen angepassten Funktionen, Gl. (4.1), sind durch schwarze
gestrichelte Linien dargestellt. In Anlehnung an Ref. [P3].

Mit den Autokorrelationsfunktionen des Longitudinalimpulses wird analog verfahren. Die
aus der MD-Trajektorie erhaltenen Autokorrelationsfunktionen sowie die dazugehörigen
angepassten Funktionen, Gl. (4.1b), sind in Abb. 4.1e-h dargestellt. Auch hier wurden
Transportkoe�zienten extrahiert – der Schallabsorptionskoe�zienten Γ = 2,11f

√
n/< aus
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4.1. Molekulardynamik-Simulationen eingeschlossener Fluide im Gleichgewicht

der Relaxationszeit und die Schallgeschwindigkeit 2T = 3,30
√
n/< aus der Periodendauer

) = 2c/l . Die kurze Lebensdauer der Impuls�uktuationen ist auch in Longitudinalrichtung
sichtbar, wie in Abb. 4.1e-h dargestellt.

Die Dichte-Autokorrelationsfunktion Gl. (3.49c) enthält die Autokorrelationsfunktion des
Longitudinalimpulses. Um die Anzahl der Anpassungsparameter zu reduzieren, werden
daher die Schallabsorptionsrate und die Schallfrequenz festgehalten, sodass nur noch die
Abklingrate der thermisch induzierten Dichte�uktuationen 1/�T:

2 und das Verhältnis
der Wärmekapazitäten W zu bestimmen sind. Die Ergebnisse sind in Abb. 4.1i-l dargestellt.
Für das unbegrenzte Fluid erhält man wiederum durch Anpassung einer quadratischen
Funktion an die thermischen Relaxationszeiten �T = 1,35f

√
n/<. Für das Verhältnis der

Wärmekapazitäten ergibt sich W = 2,33. Des Weiteren erhält man die abgeleiteten Größen
kinematische longitudinale Viskosität aL und Volumenviskosität Z durch die in Kap. 3.3.2
eingeführten Ausdrücke. Die somit empirische bestimmten Transportkoe�zienten für ein
überkritisches LJ-Fluid bei) = 2,0n/:B und d = 0,452f−3 sind in Tab. 4.2 zusammengefasst.
Schließlich zeigt Abb. 4.1i-l die Autokorrelationsfunktion der Massendichte�uktuationen
für das eingeschlossene Fluid.

Tabelle 4.2.: Transportkoe�izienten des unbegrenzten Fluids. Der Fehler ist eine Standardabweichung aus
der Methode der kleinsten Fehlerquadrate für die Relaxationszeiten der 24 größten Wellenlängen. Die
kinematische Longitudinalviskosität aL und die Volumenviskosität Z sind abgeleitete Größen und daher
ohne Fehlerangabe.

Name Symbol Wert Einheit
Kinematische Scherviskosität a 1,22 ± 0,009 f

√
n/<

Schallabsorptionskoe�zient Γ 2,11 ± 0,014 f
√
n/<

Thermischer Di�usionskoe�zient �T 1,35 ± 0,018 f
√
n/<

Adiabatische Schallgeschwindigkeit 2s 3,30 ± 0,004
√
n/<

Adiabatenexponent W 2,33 ± 0,270 –
Kinematische Longitudinalviskosität aL 2,42 f

√
n/<

Volumenviskosität Z 0,36
√
<n/f2

4.1.2. E�ektive Dämpfung von Scher- und Schallwellen

Im vorherigen Kapitel hat sich gezeigt, dass sich die Korrelationsfunktionen von unbe-
grenzten und eingeschlossenen Fluiden bei gleicher Wellenlänge deutlich unterscheiden.
Insbesondere weisen die Relaxationszeiten keine deutliche Abhängigkeit von der Wellen-
länge auf. Jedoch wurden in Abb. 4.1 nur vier Wellenlängen betrachtet. Im Folgenden soll
nun die Wellenlängenabhängigkeit bei eingeschlossenen Fluiden für ein breiteres Spektrum
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4. Ergebnisse

untersucht werden. Dazu wurden die berechneten Relaxationszeiten über der Wellenlänge
aufgetragen, wie in Abb. 4.2a für die transversalen Impuls�uktuationen für das einge-
schlossene und das unbegrenzte Fluid geschehen. Die dargestellten Scherrelaxationszeiten
g⊥ sind Mittelwerte aus den Anpassungen der verfügbaren Autokorrelationsfunktionen
an Gl. (4.1a). Für das System ohne Wände ergeben sich vier Werte (aus 9̃~ (:, C) und 9̃I (:,C),
jeweils Real- bzw. Imaginärteil) und für das System mit Wänden zwei Werte (aus 9̃~ (:, C),
jeweils Real- bzw. Imaginärteil). Im eingeschlossenen Fluid werden Impuls�uktuationen
in der Richtung normal zur Wand nicht beachtet, da die I-Komponente des Geschwindig-
keitsfelds aufgrund der Annahme laminaren Flusses vernachlässigt werden kann, was die
ursprüngliche Legitimation der Mittelung über der Spalthöhe war.

In unbegrenzten Fluiden skaliert die Relaxationszeit mit dem Quadrat der Wellenlänge. Die
gestrichelte Linie veranschaulicht das Ergebnis der im vorherigen Kapitel beschriebenen
Anpassung, aus dem die kinematische Viskosität hervorgegangen ist (s. Tab. 4.2). Wie
schon in Abb. 4.1 deutlich sichtbar, weicht die Scherrelaxationszeit eingeschlossener Fluide
deutlich von der unbegrenzter Fluide ab und konvergiert für große Wellenlängen gegen
einen konstanten Wert von etwa 30

√
<f2/n . Ein qualitativ ähnliches Verhalten kann für

die Relaxationszeiten g‖ von Longitudinalwellen in Abb. 4.2b beobachtet werden. Hier re-
präsentieren Symbole den Mittelwert der Relaxationszeiten aus Real- und Imaginärteil der
longitudinalen Impuls�uktuationen, sowohl für das unbegrenzte als auch das eingeschlos-
sene Fluid. Ersteres zeigt erneut eine quadratische Abhängigkeit von der Wellenlänge
und die gestrichelte Linie veranschaulicht die dazugehörige angepasste Funktion, welche
auf den Schallabsorptionskoe�zienten Γ in Tab. 4.2 führt. Die Schallrelaxationszeiten des
eingeschlossenen Fluids hingegen folgen zunächst einem ähnlichen Verlauf wie im System
ohne Wände, konvergieren für große Wellenlängen jedoch ebenso gegen einen konstanten
Wert von etwa 50

√
<f2/n .

Sowohl im transversalen als auch im longitudinalen Fall stimmen die gemessenen Ergeb-
nisse im langwelligen Bereich qualitativ mit den theoretischen Vorhersagen überein, da
die Wellenlängenabhängigkeit verloren geht. Jedoch, ist in beiden Fällen zu beobachten,
dass die Relaxationszeiten zunächst ähnlich wie im unbegrenzten Fluid skalieren und
einen kontinuierlichen Übergang zum theoretischen Grenzwert aufzeigen. Die o�ensicht-
liche Frage lautet hier nun, wie sich der Übergang zwischen den beiden theoretischen
Grenzfällen des unbegrenzten und des eingeschlossenen Fluids quanti�zieren lässt.

In Anbetracht der Tatsache, dass die Zerfallsrate in unbegrenzten Fluiden mit dem Qua-
drat der Wellenlänge gegen null geht, ist eine naheliegende Möglichkeit eine e�ektive

56



4.1. Molekulardynamik-Simulationen eingeschlossener Fluide im Gleichgewicht

10
1

10
2

10
3

10
4

Sc
he

rre
la

xa
tio

ns
ze

it
(ε
/m

)1/
2 τ

⟂
/σ

a

MD (ohne Wände)
MD (mit Wänden)
(νk2)−1
Gl. (4.2)

10
1

10
2

10
3

10
4

Sc
ha

llr
el

ax
at

io
ns

ze
it

(ε
/m

)1/
2 τ

∥/
σ

b

(Γk2)−1
Gl. (4.2)

60 120 240 480
Wellenlänge λ/σ

10
1

10
2

10
3

10
4

Th
er

m
is

ch
e 

R
el

ax
at

io
ns

ze
it

(ε
/m

)1/
2 τ

T/σ

c

(DTk2)−1

Abbildung 4.2.: Wellenlängenabhängigkeit derRelaxationszeiten imschwachgedämp�enBereich. (a) Scher-
relaxationszeit aus transversaler Impulsautokorrelationsfunktion. (b) Schallrelaxationszeit aus longitudinaler
Impulsautokorrelationsfunktion. (c) Thermische Relaxationszeit aus Dichteautokorrelationsfunktion. In
Anlehnung an Ref. [P3].

Relaxationszeit durch Addition der Raten der beiden theoretischen Grenzfälle zu erhalten.
Somit dominiert die theoretische Relaxationszeit des vollen Volumens g (b) (engl. bulk) für
kleine Wellenlängen und die Relaxationszeit des eingeschlossenen Fluids g (s) (engl. slab)
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4. Ergebnisse

dominiert im langwelligen Bereich. Dazwischen �ndet ein kontinuierlicher Übergang statt,
der durch

ge� (_) =
(

1
g (b) (_)

+ 1
g (s)

)−1
(4.2)

beschrieben wird. Sowohl für die Scher- als auch die Schallrelaxationszeiten konnte eine
gute Übereinstimmung mit Gl. (4.2) gefunden werden. Das Ergebnis der angepassten
wellenlängenabhängigen e�ektiven Relaxationszeit ist als Punkt-Strich-Linie in Abb. 4.2a-
b dargestellt.

Im Gegensatz zu den Relaxationszeiten von Schall- und Schermoden, welche sich aus-
schließlich aus den Autokorrelationsfunktionen der Impuls�uktuationen bestimmen lassen,
erfordert die Analyse thermischer Relaxationszeiten eine Betrachtung der Dichte�uktua-
tionen. In Abb. 4.2c ist die thermische Relaxationszeit g� dargestellt, die aus der Auto-
korrelationsfunktion der Dichte sowohl für das begrenzte als auch das eingeschlossene
Fluid bestimmt wurde. In beiden Fällen hängen die Abklingzeiten quadratisch von der
Wellenlänge ab und die Systeme mit bzw. ohne Wände sind nicht unterscheidbar. Daher
können im Prinzip beide Systeme verwendet werden, um die thermische Di�usivität �T zu
erhalten, wie hier durch die gestrichelte Linie für das periodische System veranschaulicht
und durch den Wert in Tab. 4.2.

4.1.3. Dispersionsrelation für Schallausbreitung

Neben den Relaxationszeiten treten weitere charakteristische Zeitskalen auf, aufgrund
der Oszillationen der longitudinalen Impuls- oder Dichte�uktuationen. Aus der Frequenz
der Oszillationen und der Wellenzahl lässt sich die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Fluk-
tuationen – die Schallgeschwindigkeit 2 = l/: – bestimmen. Hier wurden wiederum die
Impulskorrelationen verwendet, da die Ausgleichsrechnung aufgrund geringerer Anzahl
zu bestimmender Parameter einfacher vonstattengeht. In Abb. 4.3a ist die aus der Impuls-
Autokorrelationsfunktion gewonnene Periodendauer ) = 2c/l über der Wellenlänge
aufgetragen. Für das unbegrenzte Fluid ergibt sich ein linearer Zusammenhang, der durch
die gestrichelte Linie dargestellt ist. Aus der Proportionalitätskonstante ergibt sich die
Schallgeschwindigkeit in Tab. 4.2.

Für kleine Wellenlängen folgt die Periodendauer des eingeschlossenen Fluids ebenfalls
einer linearen Beziehung ähnlich der des unbegrenzten Fluids. Bei großen Wellenlängen
lässt sich für Wand-Fluid-Interaktionen mit U = 1,5 jedoch eine deutliche Abweichung zu
größeren Perioden erkennen. Deutlicher wird diese Abweichung, wenn man direkt die
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4.1. Molekulardynamik-Simulationen eingeschlossener Fluide im Gleichgewicht

Schallgeschwindigkeit über der Wellenlänge aufträgt, wie in Abb. 4.3b dargestellt. Für das
unbegrenzte Fluid ist die Schallgeschwindigkeit konstant. Die Schallgeschwindigkeit des
eingeschlossenen Fluids hingegen ist nur im kurzwelligen Bereich annähernd konstant. Mit
zunehmender Wellenlänge verringert sich die Schallgeschwindigkeit deutlich. Dies stimmt
qualitativ mit der in Kap. 3.41 hergeleiteten Dispersionsrelation überein. Der Rückgang der
Schallgeschwindigkeit lässt sich durch Gl. (3.41) beschreiben. Durch lineare Regression
ergibt sich die Schallgeschwindigkeit 2T = 3,1

√
n/m und Extrapolation zu 2T = 0

√
n/m

ermöglicht die Abschätzung der kritischen Wellenlänge, die in diesem Fall bei _crit = 580f
liegt.
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Abbildung 4.3.: Wellenlängenabhängiges Oszillationsverhalten im schwach gedämp�en Bereich. (a) Peri-
odendauer aus longitudinalen Impulsautokorrelationsfunktionen. (b) Aus (a) abgeleitete Schallgeschwindig-
keit. In Anlehnung an Ref. [P3].

Wie schon in Kap. 3.3.1 beschrieben, ändert sich das Verhalten von Dichte und Impuls-
�uktuationen bei der kritischen Wellenlänge fundamental. Dabei bleibt die funktionale
Form, Gl. (3.43), im Prinzip erhalten, jedoch wird BT imaginär und die trigonometrischen
Funktionen verwandeln sich in ihre hyperbolischen Gegenstücke. Die theoretischen Rela-
xationszeiten für eingeschlossene Fluide im langwelligen Bereich (siehe Tab. 4.1) bleiben
jedoch vom Übergang zum überkritisch gedämpften Verhalten unberührt. Daher sollen
Gl. (4.1b) und (4.1c) durch Näherungen beschrieben werden, wobei die darin enthaltenen
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Zeitkonstanten das e�ektive Relaxationsverhalten im langwelligen, überkritisch gedämpf-
ten Bereich besser repräsentieren.

Sowohl Dichte- als auch longitudinale Impulskorrelationen können e�ektiv durch Exponen-
tialfunktionen beschrieben werden, was im Anhang A.4 detailliert ausgeführt ist. Die ther-
mische Relaxation geht bei Wellenlängen im überkritisch gedämpften Bereich sehr langsam
vonstatten (vgl. Fig. 4.2c), sodass in den betrachteten Zeitintervallen exp(−�T:

2C) ≈ 1
angenommen werden kann. Die vereinfachten Korrelationsfunktionen sind gegeben durch

�‖ (:, C) = exp(−C/g 9‖), (4.3a)

�d (:, C) = � + � exp(−C/gd‖ )), (4.3b)

wobei g 9‖ und gd‖ die e�ektiven Relaxationszeiten für Impuls- und Dichte�uktuationen
sind, die im Vergleich zum schwach gedämpften Bereich nicht mehr identisch sind. Die
Parameter � und � ersetzen die Vorfaktoren 1 − 1/W bzw. 1/W in Gl.(4.1c), die bereits im
schwach gedämpften Bereich bestimmt wurden und deshalb verworfen werden.

Die kritische Wellenlänge lag für MD-Simulation eingeschlossener Fluide mit Spalthöheℎ =

14,7f und U = 1,5 bei etwa 580f , also bei mehr als der Hälfte der Länge der Simulationsbox
(941,2f). Eine Analyse des überkritisch gedämpften Bereichs erfordert demnach noch
größere Simulationsaufbauten. Durch eine weitere Simulation mit !G = 1 411,8f konnten
mehr Korrelationsfunktionen im überkritisch gedämpften Bereich analysiert werden.
Abb. 4.4a zeigt jeweils drei verschiedene Autokorrelationsfunktionen für Dichte und
Longitudinalimpuls�uktuationen im überkritisch gedämpften Bereich. Bereits in dieser
Ansicht wird deutlich, dass die Impuls�uktuationen nur schwach von der Wellenlänge
abhängen, während für die Dichte�uktuationen eine deutliche Abhängigkeit erkennbar ist.
Trägt man wie schon in Kap. 4.1.2 die e�ektiven Relaxationszeiten aus den Anpassungen
an Gl. (4.3) über der Wellenlänge auf, wird die Aufspaltung deutlich. Man beachte, dass
die gepunkteten Linien im überkritisch gedämpften Bereich in Abb. 4.4b im Unterschied
zu vorherigen Abbildungen keine Anpassung an die vorhandenen Datenpunkte darstellen,
sondern die theoretisch erwartbare Relaxationszeit basierend auf der Anpassung des
schwach gedämpften Bereichs. Die e�ektiven Relaxationszeiten aus den Anpassungen an
die vereinfachten Korrelationsfunktionen, Gl. (4.3), konvergieren gegen die Vorhersage.
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Abbildung 4.4.: Überkritisches Relaxationsverhalten von Dichte- und Impulsfluktuationen. (a) Dichte- und
Impulsautokorrelationsfunktionen für drei Wellenlängen im überkritisch gedämpften Fall. (b) Im schwach
gedämpften Bereich (blaue Dreiecke) sind wellenlängenabhängige Schallrelaxationszeiten der Dichte- und
Impuls�uktuationen identisch. Im überkritischen Bereich spalten sie sich auf in einen konvergierenden
Teil (orange Vierecke) für den Impuls und in einen divergierenden Teil (grüne Vierecke) für die Dichte. In
Anlehnung an Ref. [P2].

4.1.4. E�ektive Spalthöhe und Schlupflängenbestimmung

Der im vorherigen Kapitel beschriebene Übergang zu di�usivem Schalltransport hat keine
Auswirkungen auf Fluktuationen in transversaler Richtung. Der Ausdruck für die e�ektive
Scherrelaxationszeit ge�

⊥ enthält zwei Parameter, die kinematische Viskosität a und die
e�ektive Spalthöhe ℎ

√
^. Mit den Daten der Scherrelaxationszeit für einen Wellenlängen-

bereich, der den Übergang von quadratischen zum konstanten Verlauf abbildet, lässt sich
somit sowohl Viskosität als auch die e�ektive Spalthöhe bestimmen. Da die geometrische
Spalthöhe im Allgemeinen bekannt, bzw. leicht messbar ist, kann aus der e�ektiven Spalt-
höhe die Schlup�änge bestimmt werden, sofern die Permeabilität ^ für die betrachtete
Geometrie bekannt ist.

In Abb. 4.5a �ndet man die höchste Scherrelaxationszeit im Plateau des langwelligen
Bereichs für ein Weeks-Chandler-Anderson (WCA)-Potential [143], welches ausschließlich
Repulsionskräfte zwischen Fluid und Wand modelliert. Durch „Anschalten“ der attrak-
tiven Wechselwirkungen nimmt die Relaxationszeit im Grenzbereich ab. Je größer der
Wechselwirkungsparameter U , der das Verhältnis der Bindungsenergien zwischen Fluid-
und Wandatomen und Fluidatomen untereinander angibt, desto kürzer die Relaxationszeit.
Im kurzwelligen Bereich zeigt sich in allen Fällen eine Annäherung an die quadratische
Beziehung des unbegrenzten Fluids. Die Relaxationszeiten der eingeschlossenen Fluide
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sind jedoch im Vergleich zur vollperiodischen Referenz nach unten, bzw. zu einer leicht
höheren Viskosität, verschoben.
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Abbildung 4.5.: Bestimmung der Schlupflängemittels Scherrelaxationszeiten. (a) Scherrelaxationszeiten für
ein System ohne Wände und drei Systeme mit Wänden und unterschiedlichen Wand-Fluid-Interaktionen von
rein repulsiv, Weeks-Chandler-Anderson-Potential (WCA), zu Lennard-Jones-Interaktionen mit nwf = 1,5 n .
(b) Vergleich der aus (a) berechneten Schlup�änge mit Ergebnissen aus Nichtgleichgewichts-Simulationen
(Couette-Strömung). In Anlehnung an Ref. [P3].

Um die Schlup�änge und Viskosität zu bestimmen, wird Gl. 4.2 an die Relaxationszeiten
angepasst. Mit zunehmender Wand-Fluid-Wechselwirkung, von rein repulsiv bis U = 1,5,
stieg die kinematische Scherviskosität um etwa 8,5 % an, im Vergleich zum unbegrenzten
Fluid um 13,7 %. Aus der e�ektiven Spalthöhe erhält man die Schlup�änge 1 aus Gl. (3.36)
für verschiedene Wand-Fluid-Wechselwirkungen und die Ergebnisse sind in Abb. 4.5b
dargestellt. Zum Vergleich wurden Nichtgleichgewichts-MD-Simulationen identischer
(aber kürzerer) Systeme unter Scherung durchgeführt. Dazu wurde das LJ-Fluid durch
Verschiebung der oberen und unteren Wand mit konstanter Geschwindigkeit ±* /2 ge-
schert, wobei die Relativgeschwindigkeit* so gewählt wurde, dass die maximale Scherrate
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4.2. Validierung der numerischen Implementierung

unter 0,01
√
n/<f2 bleibt. Die Scherratenabhängigkeit der Schlup�änge ist unter diesen

Bedingungen vernachlässigbar [144]. Aus den Geschwindigkeitspro�len der Couette-
Simulationen, gemittelt über ein Zeitintervall 100!G/* , wurde die Schlup�änge durch
Extrapolation zur Wandgeschwindigkeit nach der klassischen De�nition, Gl. (3.21), be-
stimmt. Die berechneten Schlup�ängen in Abb. 4.5b sind arithmetische Mittelwerte aus
Simulationen mit drei verschiedenen Scherraten und stimmen für einen weiten Interakti-
onsbereich mit den Ergebnissen der Gleichgewichts-Simulation überein. Im Falle starker
Wechselwirkung für U ≥ 1 tendieren Ergebnisse der Gleichgewichtssimulation gegen einen
konstanten Wert zu konvergieren, während die Couette-Simulationen weiter sinkende
Schlup�ängen vorhersagen.

4.2. Validierung der numerischen Implementierung

Im folgenden Kapitel wird die in Kap. 3.4 beschriebene numerische Implementierung
validiert, wobei hier nur Systeme mit stationären Wänden betrachtet werden. Damit ist
ein Vergleich mit den analytischen Betrachtungen aus Kap. 3.3 möglich.

4.2.1. Korrelationsfunktionen

Die in Kap. 3.3 hergeleitete analytische Lösung Gl. (3.43) beschreibt die zeitliche Ent-
wicklung einer Anfangsbedingung q̃(:,0) unter der Voraussetzung, dass diese eine kleine
Störung des Gleichgewichtszustands darstellt. Somit können z. B. sinusförmige Auslenkun-
gen mit Wellenzahl : = 2c=/!G , = = 1, 2, 3, . . . betrachtet werden, wobei !G die Länge eines
eindimensionalen periodischen Simulationsgebietes bezeichnet. Die zeitliche Entwicklung
für zwei verschiedene Anfangsbedingungen dieser Art ist in Abb. 4.6 dargestellt. Als
Materialparameter wurden in dieser und den folgenden Betrachtungen Werte für super-
kritisches Argon (siehe Anhang B) angenommen. Der Zeitschritt wurde zu ΔC = 100 fs
gewählt und#G = 256 Zellen wurden zur Diskretisierung der Longitudinalrichtung verwen-
det. Eine sinusförmige Auslenkung der Transversalkomponente des Impulsdichtevektors
9~ (G, 0) = sin(2cG/!G ) wird in Abb. 4.6a betrachtet, wobei !G = 500 nm und ℎ = 5 nm.
Innerhalb weniger als einer Nanosekunde nimmt die Amplitude der Impulsstörung um drei
Viertel ab und das berechnete Impulspro�l stimmt mit der theoretischen Vorhersage zu den
dargestellten Zeitpunkten überein. Eine äquivalente Auslenkung des Impulsdichtevektors
in der Longitudinalkomponente führt zu oszillierendem Verhalten, wie in Abb. 4.6b gezeigt
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wird. Die numerische Lösung zu denselben Zeitpunkten wie im vorherigen Beispiel stimmt
ebenfalls mit der Theorie nach Gl. (3.43) überein.
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Abbildung 4.6.: Zeitliche Entwicklung sinusförmiger Impulsauslenkungen im Ortsraum. (a) Störungen der
Transversalkomponente des Impulsdichtevektors zerfallen exponentiell. (b) Störungen der Longitudinalkom-
ponente des Impulsdichtevektors führen zu Oszillationen, wobei die Amplitude der Auslenkung ebenfalls
exponentiell abnimmt.

Eine Analyse wie die eben gezeigte kann prinzipiell für beliebige Wellenlängen jeweils
einzeln vorgenommen werden. Eine einfache Möglichkeit verschiedene Wellenlängen
gleichzeitig zu testen ergibt sich durch die Wahl zufälliger Anfangsbedingungen, wel-
che als Überlagerung endlich vieler sinusförmiger Anfangsbedingung gesehen werden
kann. Durch diskrete Fouriertransformation der erhaltenen Lösung kann die zeitliche
Entwicklung der unterschiedlichen Wellenlängenanteile aufgetrennt werden. Dazu wer-
den zunächst zufällige, normalverteilte Auslenkungen der Massendichte um den Gleich-
gewichtszustand d0 = 762,86 kg/m3 mit Standardabweichung

√
〈(d − d0)2〉 = 1 kg/m3

betrachtet. Abbildung 4.7a zeigt den normierten zeitlichen Verlauf der Amplituden der
vier größten Wellenlängen im periodischen Simulationsgebiet der Länge !G = 320 nm. In
diesem Fall kann die numerische Lösung direkt mit Gl. (3.43a) verglichen werden. Es sei
zu beachten, dass nur jeder 250. Zeitschritt dargestellt ist, wobei als Zeitschritt wieder
ΔC = 100 fs gewählt wurde.

Die Analyse der wellenlängenabhängigen zeitlichen Autokorrelation des Longitudinalim-
pulses erfolgt nach demselben Prinzip. Wiederum wurden randomisierte Auslenkungen
aus dem Gleichgewichtszustand (®90 = ®0 kg/m2s) als Anfangsbedingung gewählt und das
zeitliche Verhalten der Fourier-Koe�zienten betrachtet. Das Ergebnis ist in Abb. 4.7b
dargestellt und zeigt ebenfalls eine gute Übereinstimmung mit der theoretischen Vor-
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4.2. Validierung der numerischen Implementierung

hersage, Gl. (3.43b). Vergleicht man die Dichte- und Impulskorrelationsfunktionen, fällt
auf, dass sich für die zwei kleineren Wellenlängen qualitativ ähnliche Verläufe ergeben,
während sich das Verhalten zu großen Wellenlängen hin mehr und mehr unterscheidet. In
diesem Beispiel wird erneut der bereits in Kap. 3.3 diskutierte Übergang von schwacher zu
überkritischer Dämpfung sichtbar. Die kritische Wellenlänge liegt hier bei etwa 160 nm.
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Abbildung 4.7.: Normierte zeitliche Entwicklungder Fourier-Koe�izienten randomisierter Anfangsbedingun-
gen. (a) Massendichte und (b) Longitudinalimpulsdichte. Der Übergang zu überkritisch gedämpften Relaxa-
tionsverhalten ist deutlich erkennbar.

Das Vorhandensein analytischer Vergleichslösungen bietet die Möglichkeit, den numeri-
schen Diskretisierungsfehler abzuschätzen. Durch Vergleich einer numerischen Lösung
analog zum vorherigen Beispiel mit der analytischen Referenz für verschiedene Fourier-
Koe�zienten erhält man einen wellenlängenabhängigen Fehler

Err[ 9̃‖ (:, C)] =
����� 9̃num
‖ (:, C) − 9̃ana

‖ (:, C)

9̃ana
‖ (:, C)

����� , (4.4)

wobei jeder fünfte Zeitschritt bei einer Gesamtzeit von Cmax = 0,5 ns und einem Zeitschritt
ΔC = 100 fs für die Berechnung zugrunde gelegt wurde. Das periodische Simulationsge-
biet hat eine Länge von !G = 640 nm und wird für vier verschiedene Diskretisierungen
zwischen 128 und 1024 FVM-Zellen getestet. Multipliziert man das Fehlermaß mit dem
Quadrat der Anzahl an Zellen #G , erhält man eine einzelne Kurve, wie in Abb. 4.8 gezeigt.
Dies bestätigt empirisch die räumliche Konvergenzordnung (2. Ordnung) des verwendeten
MacCormack-Verfahrens. Des Weiteren wird deutlich, dass der numerische Diskretisie-
rungsfehler kubisch mit der Wellenzahl skaliert. Dies unterstreicht die bereits erwähnte
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unerwünschte Eigenschaft expliziter FVM-Verfahren, die sich häu�g durch das Auftreten
von Oszillationen an Diskontinuitäten der Lösung bemerkbar macht.
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Abbildung 4.8.: Räumliches Konvergenzverhalten der numerischen Lösung. Der numerische Diskretisie-
rungsfehler skaliert quadratisch mit dem Zellinkrement ΔG und kubisch mit der Wellenzahl : .

4.2.2. Schallausbreitung

Bevor mit der Validierung anhand von Schmierungssimulationen, dem eigentlichen An-
wendungsgebiet des Lösers, fortgefahren wird, wird ein weiterer Test ohne Scherung
des Fluid�lms vorgenommen, welcher den Übergang zu di�usivem Massentransport ver-
anschaulicht. Dazu wurde ein eindimensionaler �acher Kanal der Länge !G = 1 `m mit
variierender Spalthöhe zwischen 5 und 50 nm untersucht. Die Materialparameter sind wie
in Kap. 4.2.1 an überkritisches Argon angelehnt. Der explizite Zeitschritt war ΔC = 500 fs
und das Simulationsgebiet wurde durch 1 024 Gitterzellen diskretisiert. Als Anfangsbedin-
gungen dient jeweils eine Dichtestörung Xd (G) des Gleichgewichts, welche normalverteilt
um den Mittelpunkt des Simulationsgebiets mit Standardabweichung f = !G/40 aufge-
bracht wurde. Die zeitliche Entwicklung dieser Anfangsbedingungen für zwei Spalthöhen
ist in Abb. 4.9 dargestellt. Man beachte, dass der langreichweitige Teil der gaußförmigen
Dichtestörung abgeschnitten wurde und nur kurze Simulationszeiten betrachtet wurden,
sodass E�ekte der periodischen Ränder durch den Wiedereintritt von Dichte vermieden
wurden.

Abbildung 4.9 veranschaulicht die beiden begrenzenden Verhaltensweisen der Schallaus-
breitung im schwach gedämpften Zustand und der Di�usion im überkritisch gedämpften
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4.2. Validierung der numerischen Implementierung

Zustand. Die Spalthöhe in Abb. 4.9a-b ist zehnmal größer als in Abb. 4.9c-d, während alle
anderen Parameter identisch sind. Im Unterschied zu den Beispielen des vorherigen Kapi-
tels gibt es hier keine wohlde�nierte Wellenlänge. Stattdessen sei angenommen, dass der
dominierende Wellenlängenbeitrag in der Größenordnung der Breite des Gauß’schen Dich-
tepro�ls liegt, und somit zwischen schwacher und überkritischer Dämpfung unterschieden
werden kann.
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Abbildung 4.9.: Zeitliche Entwicklung einer kleinen, gaußförmigen Dichtestörung in einer Spaltgeometrie.
(a) Zeitlicher Verlauf des Dichtepro�ls bei einer Spalthöhe ℎ = 50 nm. (b) Ausbreitungsdistanz ΔG über der
Zeit C . Durch geeignete Skalierung mit der kritischen Wellenzahl :crit bzw. der Schalldämpfungszeit g ‖ lässt
sich die Schallgeschwindigkeit 2T = 1/g ‖:crit leicht ablesen. (c) Zeitlicher Verlauf des Dichtepro�ls bei einer
Spalthöhe ℎ = 5 nm. (d) Varianz f2 über der Zeit. Durch geeignete Skalierung mit :2

crit bzw. g ‖ lässt sich der
Di�usionskoe�zient �d = ℎ222

T/12a direkt ablesen. In Anlehnung an Ref. [P3].

Im Fall schwacher Dämpfung teilt sich das Dichtepro�l auf, wobei die jeweiligen Antei-
le sich nach links bzw. rechts ausbreiten. In Abb. 4.9a wird aus Symmetriegründen nur
die rechte Hälfte des Simulationsgebiets gezeigt. Abbildung 4.9b zeigt die zurückgeleg-
te Distanz ΔG als Funktion der Zeit, sodass aus der Steigung die Schallgeschwindigkeit
abgelesen werden kann. Aus der normierten Darstellung kann direkt die Schallgeschwin-
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digkeit 2T abgelesen werden, welche implizit durch die Vorgabe der Zustandsgleichung
vorgegeben ist.

Im überkritisch gedämpften Fall bleibt der Schwerpunkt der anfänglichen Dichtestörung
konstant, stattdessen ist in Abb. 4.9c eine di�usive Ausbreitung der Massendichte zu
beobachten. Daher wird in Abb. 4.9d statt der Verschiebung die Varianz f2 über der Zeit
aufgetragen. Aus dem linearen Zusammenhang lässt sich somit eine Di�usionskonstante
ablesen, welche in diesem Fall durch

�d =
1

g:2
crit

=
ℎ222

T
12a

(4.5)

gegeben ist.

4.2.3. Parallele Skalierung

Im Folgenden wird das Skalierungsverhalten der MPI-parallelisierten Implementierung
des Makroproblems untersucht. Zwar sind die meisten im Rahmen dieser Arbeit gezeig-
ten Probleme eindimensionale Validierungsbeispiele, und im Kontext von Multiskalen-
simulationen stellen aufwendige MD-Simulationen den geschwindigkeitsbestimmenden
Teilschritt dar. Dennoch ist eine hohe Performanz des Kontinuumslösers wünschenswert,
insbesondere wenn große zweidimensionale Geometrien betrachtet werden, die eine hohe
Au�ösung erfordern. Die Anzahl der expliziten Zeitintegrationsschritte bis zum Erreichen
eines stationären Zustands kann zudem je nach betrachtetem Problem stark variieren und
reicht von wenigen hundert Schritten bis zu mehr als einer Million.

Erhöht man die verfügbaren Rechenressourcen bei gleichbleibender Problemgröße, spricht
man von starker Skalierung [136]. Hier wurde als einfaches Beispielproblem die Schmie-
rungssimulation eines hydrodynamischen Gleitlagers betrachtet. Auf die Details des Si-
mulationsmodells soll hier verzichtet werden und es sei auf die Validierungsbeispiele
in Kap. 4.3 verwiesen. Es wurden zwei Diskretisierungen betrachtet, mit 400 × 400 bzw.
1 000 × 1 000 Finite-Volumen-Gitterzellen. Alle Simulationen wurden bis zum Erreichen
eines stationären Zustands nach 4 955 Zeitschritten auf dem bwForCluster NEMO an
der Universität Freiburg (2x Intel Xeon E5-2360v4 bei 2,2 GHz pro Rechenknoten mit
einem 100 Gbit/s OmniPath Interconnect) durchgeführt. Aufgrund der unterschiedlichen
Au�ösung wird die Performanz normiert in Millionen Gitteraktualisierungen pro Sekunde
(engl. million lattice updates per second, MLUPS) angegeben. Bei der kleineren Au�ösung
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4.3. Validierung mittels Schmierungssimulationen

erreicht die serielle Implementierung 1,6 MLUPS, was durch parallele Ausführung auf 220
MPI-Prozessen (11 NEMO-Rechenknoten) auf 54,4 MLUPS verbessert werden kann, wie in
Abb. 4.10 dargestellt. In der größeren Au�ösung erreicht die parallele Implementierung
mit 520 MPI-Prozessen (26 NEMO-Rechenknoten) einen Spitzenwert von 223,7 MLUPS.
In beiden Fällen fällt die Performanz ab einer bestimmten Anzahl an Prozessoren wieder
ab, was in dem überproportionalen Mehraufwand durch Kommunikation zwischen den
einzelnen MPI-Prozessen begründet ist.
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Abbildung 4.10.: Starke Skalierung der parallelen Implementierung. Die Performanz auf Intel Xeon E5-
2360v4 Prozessoren wird normiert in million lattice updates per second (MLUPS) für zwei verschiedene
Au�ösungen dargestellt. Die ideale lineare Skalierung ist durch die gestrichelte Linie gekennzeichnet.

4.3. Validierungmittels Schmierungssimulationen

Die numerische Lösung des Makroproblems wurde bereits in Kap. 4.2 mithilfe analytischer
Vergleichslösungen validiert. Allerdings wurden dabei ausschließlich Probleme mit statio-
nären Wänden behandelt. Im Folgenden sollen nun Situationen betrachtet werden, bei
denen die Relativgeschwindigkeit der Wände ungleich null ist. Dabei �nden auch die für
Schmierungsprobleme relevanten Konstitutivgesetze aus Kap. 3.2 Anwendung, die über
isoviskoses Newton’sches Verhalten hinausgehen.

4.3.1. Einfluss von Kompressibilität und Trägheitse�ekten

Zunächst wurde die Geometrie eines linearen Gleitlagers für verschiedene Zustandsglei-
chungen und Randbedingungen betrachtet. Die aus der stationären Lösung erhaltenen
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Dichtepro�le wurden mit der Zustandsgleichung in Druckpro�le umgewandelt und mit
Ergebnissen konventioneller Reynolds-Löser verglichen. Das Höhenpro�l ist in diesem
Fall gegeben durch

ℎ(G) = ℎmax − BG, G ∈ [0, !G ], (4.6)

wobei B = (ℎmax − ℎmin)/!G die Neigung der oberen Wand bezüglich der Horizontalen
beschreibt, wie in Abb. 4.11a gezeigt.

Zunächst wurde die isotherme Dowson-Higginson Zustandsgleichung (3.26) mit den
Parametern aus Ref. [115] (�1 = 2,22 GPa, �2 = 1,66) gewählt. Eine konstante Dichte
entsprechend dem Umgebungsdruck ?0 = 101 325 Pa sowie verschwindende Massen�uss-
gradienten wurden als Randbedingungen gewählt. Die maximale Spalthöhe am Einlass ist
ℎmax = 1,5 `m und die Geschwindigkeit der unteren Wand ist* = 0,1 m/s. Abbildung 4.11
zeigt die resultierenden Druckpro�le für drei verschiedene Neigungen B , welche mit den
Ergebnissen eines konventionellen Reynolds-Lösers [145] verglichen wurden. In allen
drei Fällen konnte eine gute Übereinstimmung der Pro�le beider Berechnungsmethoden
gefunden werden.

Die Dowson-Higginson-Gleichung wird gewöhnlich für die Berechnung ölgeschmierter
Lagerungen verwendet, wobei der Ein�uss der Kompressibilität eher gering ist. Der Ein�uss
der Kompressibilität soll nun für ein aerodynamisches Gleitlager mit !G = 0,1 m, ℎmax =

66 `m und B = 5,6 · 10−4 untersucht werden. Dazu wurde das ideale Gasgesetz

? (d) = ?0

d0
d (4.7)

als Zustandsgleichung gewählt, mit Umgebungsdruck ?0 = 101 325 Pa und Umgebungs-
dichte d0 = 1,1853 kg/m3. Die Scherviskosität wurde als konstant angenommen mit
[ = 18,46 · 10−6 Pa s und die Volumenviskosität Z auf null gesetzt. Die gewählten Mate-
rialparameter repräsentieren Luft bei Raumtemperatur und entsprechen ebenso wie die
geometrischen Abmessungen den Werten in Ref. [18]. Die Druckpro�le wurden für drei
verschiedene Wandgeschwindigkeiten bei konstanter Neigung berechnet und mit den
Ergebnissen eines kompressiblen Reynolds-Lösers von Almqvist et al. [18] verglichen, wie
Abb. 4.11c zeigt.

Wie schon im vorherigen Beispiel ersichtlich, kann die Lasttragfähigkeit des Lagers durch
Veränderung der Geometrie, bzw. Lastbedingungen beein�usst werden und die Ergebnisse
der hier vorgestellten numerischen Implementierung stimmen mit den Referenzlösungen
überein. In beiden Fällen wurden Trägheitse�ekte vernachlässigt, d. h. der konvektive
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Abbildung 4.11.: Validierungam linearenGleitlagerundEinflussderTrägheitse�ekte. (a) Geometrie des linea-
ren Gleitlagers. (b) Druckpro�le für Simulationen mit Dowson-Higginson-Zustandsgleichung bei konstanter
Wandgeschwindigkeit unter Variation der Neigung. (c) Druckpro�le für Simulationen mit idealem Gasgesetz
bei konstanter Neigung und unter Variation der Wandgeschwindigkeit. Das Nebenbild zeigt den relativen
Fehler zwischen linearer und nichtlinearer Formulierung für 50 und 150 m/s. In Anlehnung an Ref. [P1]
(CC BY 4.0).

Beschleunigungsanteil, welcher i. A. in die Flussfunktion, Gl. (3.2), eingeht, wurde hier
nicht berücksichtigt. Im Vergleich zum ölgeschmierten Lager wurden im aerodynami-
schen Fall jedoch extrem hohe Relativgeschwindigkeiten betrachtet, da selbst für ein so
kompressibles Medium wie Luft erst ab 50 m/s ein signi�kanter Unterschied zwischen
kompressibler und inkompressibler Reynoldslösung sichtbar wurde [18]. Almqvist et al.
[18] zeigten außerdem, dass die Vernachlässigung von Trägheitstermen bei der Lösung
der kompressiblen Reynoldsgleichung unter Verwendung des idealen Gasgesetzes und
bei hohen Relativgeschwindigkeiten zu erheblichen Fehlern führen kann. Die numerische
Behandlung des Makroproblems kann sehr leicht für eine Berücksichtigung der konvek-
tiven Beschleunigungsanteile modi�ziert werden. Daher wurden für die zwei höchsten
Geschwindigkeiten Vergleichsrechnungen des nichtlinearen Problems durchgeführt und
mit den Ergebnissen des linearen Problems verglichen. Das Nebenbild in Abb. 4.11c zeigt
den relativen Fehler

�? =
|?l(G) − ?nl(G) |

max(?nl(G))
(4.8)
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zwischen linearer (?l) und nichtlinearer (?nl) Lösung für den Druck, der für* = 125 m/s bis
zu 8 % beträgt. Ein Vergleich mit Literaturergebnissen zeigt auch für den Fehler eine gute
Übereinstimmung. Dabei ist hervorzuheben, dass hier dieselbe numerische Implementie-
rung sowohl für das lineare als auch das nichtlineare Problem verwendet wurde, während
in Ref. [18] konventionelle CFD-Software für die Lösung des nichtlinearen Problems in 2D
verwendet wurde.

4.3.2. Wandschlupf

Im vorherigen Kapitel wurde durch das Höhenpro�l und die Relativgeschwindigkeit der
Wände ein Druckpro�l innerhalb des Schmierspalts erzeugt. Die dadurch entstandene
Möglichkeit einen lasttragenden Fluid�lm zu generieren ist das grundlegende Funktions-
prinzip eines hydrodynamischen Lagers. Im folgenden Beispiel soll nun veranschaulicht
werden, dass das Entstehen von Druckgradienten nicht an die Bedingung eines vorhande-
nen Höhenpro�ls gebunden ist. Gleichzeitig werden wiederum Referenzlösungen aus der
Literatur verwendet, um die in Kap. 3.2.2 dargestellte Implementierung von Schlupfrand-
bedingungen zu validieren.

Es soll ein periodischer Ausschnitt eines �achen, zweidimensionalen Kanals betrachtet
werden, mit den Aspektverhältnissen ℎ/!G = ℎ/!~ = 0,01. Die untere Wand bewegt sich
mit Geschwindigkeit* = 1a/!G relativ zur oberen Wand und Haftrandbedingungen gelten
an der unteren Wand. Die obere Wand hingegen hat heterogene Randbedingungen, wie in
Abb. 4.12a und 4.12c dargestellt. Ein kreisförmiger Bereich mit Radius ' = !G/4 ist mit
Schlupfrandbedingungen beaufschlagt, wobei die Schlup�änge durch 1 = 2,34ℎ gegeben ist.
Das resultierende zweidimensionale Druckpro�l ist in Abb. 4.12b dargestellt. Man beachte,
dass der Druck normiert auf einen Referenzdruck ?ref = (1 + 51/2ℎ)!G[* /2ℎ2 angegeben
wird. Das Druckpro�l entlang der gestrichelten Linie in Abb. 4.12b ist in Abb. 4.12d darge-
stellt und wird mit den Ergebnissen eines Reynolds-Lösers verglichen, welcher ebenfalls in
Ref. [146] beschrieben ist.1 Es zeigt sich eine sehr gute Übereinstimmung mit der Referenz-
lösung. Savio et al. [146] zeigten, dass Druckgradienten in �achen Kanälen mit heterogenen
Schlupfrandbedingungen umgekehrt proportional zum Quadrat der Spalthöhe steigen,
und dass bei Berücksichtigung realer Belastungsbedingungen des Grenzreibungsbereichs
Kavitationse�ekte zu erwarten sind. Die simulative Berücksichtigung von Kavitation wird
an einem Beispiel in Kap. 4.3.4 dargestellt.

1 Die hier gezeigte Referenzlösung be�ndet sich im Zusatzmaterial von Ref. [146].
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Abbildung 4.12.: Druckgradienten in einem flachen Kanal mit heterogenen Schlupfrandbedingungen. (a) Pe-
riodischer Ausschnitt der oberen Wand mit kreisförmigem Schlupfbereich. (b) Zweidimensionales, normiertes
Druckpro�l. (c) Schnitt durch den Kontakt entlang der gestrichelten Linie in (b). Der schra�erte Bereich
kennzeichnet den Schlupfbereich. (d) Eindimensionales normiertes Druckpro�l entlang der gestrichelten
Linie in (b).

4.3.3. Nicht-Newton’sche Flüssigkeiten

In Kap. 3.2.3 wurden die Geschwindigkeitspro�le des Potenzgesetz-Fluids hergeleitet.
Mithilfe dieser Geschwindigkeitspro�le kann somit eine semi-analytische Lösung des
Mikroproblems gefunden werden, welche nun in der numerischen Implementierung des
Makroproblems getestet werden soll. Die Verwendung dieser a priori-Berechnung der
Geschwindigkeitspro�le vermeidet eine Integration in der Spalthöhenkoordinate während
der Laufzeit, wie z. B. bei der Anwendung der verallgemeinerten Reynoldsgleichung [20]
notwendig. Der numerische Test wird in einer radialen Gleitlagergeometrie vorgenommen,
wobei das eindimensionale Höhenpro�l durch

ℎ(\ ) = 2 + 4 cos(\/'b), \ ∈ [0, 2c'b), (4.9)
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gegeben ist. Dabei bezeichnet 'b den Radius der Lagerbuchse, 4 die Exzentrizität und
2 ist die mittlere Spalthöhe, die durch die Radiusdi�erenz von Lagerbuchse und Welle
2 = 'b − 'j gegeben ist. Abbildung 4.13a zeigt die Geometrie der Lagerung und alle darin
auftretenden Größen.
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Abbildung 4.13.: Numerischer Test für Potenzgesetz-Fluide. (a) Geometrie des radialen Gleitlagers. (b) Nor-
mierte Druckpro�le für vier verschiedene Fließindizes =. Für = = 1 erhält man das klassische Newton’sche
Fluid. In Anlehnung an Ref. [P1] (CC BY 4.0).

Für alle hier gezeigten Ergebnisse wurde ein konstantes Exzentrizitätsverhältnis 4/2 = 0,6
mit 'b = 1/2c mm und 2 = 0,01'1 gewählt. Die Relativgeschwindigkeit der Wände ergibt
sich aus der Winkelgeschwindigkeit l zu * = l'j = 5 m/s. Der Fließkonsistenzindex
q = 0,0794 Pa sn ist in allen vier Fällen gleich und kann für = = 1 als Newton’sche Schervis-
kosität interpretiert werden. Die erhaltenen Druckpro�le für vier verschiedene Fließindizes
sind in Abb. 4.13b dargestellt. Für eine bessere Vergleichbarkeit der Ergebnisse, welche
bei konstanten Belastungsbedingungen, aber unterschiedlichem Konstitutivverhalten ge-
wonnen wurden, wurde eine Normierung auf einen Referenzdruck ?ref ∝ * = gewählt. Die
Wirkung von nicht-Newton’schen Schmiersto�en mit scherverdünnendem (= < 1) oder
scherverdickendem (= > 1) E�ekt ist direkt aus den normierten Druckpro�len ersichtlich.
Dieses Beispiel kann jedoch nicht verwendet werden, um eine Zunahme oder Abnahme
der Tragfähigkeit aufgrund des nicht-newtonschen Verhaltens des Schmiersto�s zu be-
schreiben, da Kavitation im divergierenden Teil der Geometrie nicht berücksichtigt wird.
Die Implementierung von Kavitationsmodellen wird im folgenden Kapitel validiert.
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4.3. Validierung mittels Schmierungssimulationen

4.3.4. Kavitation

Im vorherigen Kapitel tauchen nahezu symmetrische Druckpro�le auf, die für einen großen
Bereich einen negativen Druck vorhersagen. Da Fluide i. A. keine Zugspannungen aufneh-
men, treten in Bereichen negativen Drucks bzw. unterhalb des Sättigungsdampfdrucks
Kavitationsblasen auf, die lasttragende hydrodynamische Lagerungen in symmetrischen
Geometrien ermöglichen. Hier soll nun als letzter Validierungsschritt die Implementie-
rung des in Kap. 3.2.4 eingeführten Kavitationsmodells nach Bayada und Chupin [113]
getestet werden. Dazu wurde dasselbe Benchmark-Problem wie in Ref. [113] gewählt. Das
Höhenpro�l des parabolischen Gleitlagers ist gegeben durch

ℎ(G) = 4(ℎmax − ℎmin)
!2
G

(
G − !G

2

)2
+ ℎmin, G ∈ [0, !G ], (4.10)

mit maximaler Spalthöhe ℎmax = 50,8 `m, minimaler Spalthöhe ℎmin = 25,4 `m und Länge
!G = 76,2 mm (siehe Abb. 4.14a). Die Parameter der Zustandsgleichung (3.28) sind in
Tab. 4.3.4 angegeben.

Tabelle 4.3.: Parameter für die Zustandsgleichung und die Viskosität der �üssigen und damp�örmigen Phase
nach Ref. [113].

[l [v 2l 2v dl dv
(Pa s) (Pa s) (m/s) (m/s) (kg/m3) (kg/m3)
0,039 3,9 · 10−5 1600 352 850 0,019

Abbildung 4.14b zeigt das Druckpro�l für eine Wandgeschwindigkeit * = 4,57 m/s. Im
Gegensatz zum vorherigen Beispiel mit konvergierend-divergierendem Höhenpro�l fällt
der Druck im divergierenden Bereich nicht in den negativen Bereich. Es sei hervorgehoben,
dass der Druck jedoch leicht unter den theoretischen Kavitationsdruck (vgl Gl. (3.30)) fällt,
was auch experimentell beobachtet werden kann. [147]. Eine Implementierung des Elrod-
Adams-Algorithmus (EA) bildet solche E�ekte nicht ab. Im konvergierenden Bereich
der Geometrie, also dort wo ein vollständiger Flüssigkeits�lm vorhanden ist, stimmt
die Vorhersage des Druckes, allerdings mit Ergebnissen des EA-Algorithmus überein,
sofern eine ähnliche Zustandsgleichung mit konstanter Kompressibilität verwendet wird
[113]. Auch für das Dichtepro�l, welches in Abb. 4.14c dargestellt ist, konnte eine sehr
gute Übereinstimmung gefunden werden. Die Modellierung von Kavitationse�ekten über
die Zustandsgleichung ist demnach eine geeignete Methode für den vorgeschlagenen
Kontinuumslöser.

75



4. Ergebnisse

0 Lx

0
hmin

hmax
z

Ua

0,0 0,5 1,0
Ortskoordinate x/Lx

0

1

2

3

4

D
ru

ck
 p

 (M
Pa

)

b

Bayada & Chupin (2013)

0,0 0,5 1,0
Ortskoordinate x/Lx

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

R
el

at
iv

e 
D

ic
ht

e 
ρ/
ρ 0

c

Bayada & Chupin (2013)

Abbildung 4.14.: Validierung am parabolischen Gleitlager und Kavitationsmodellierung. (a) Geometrie des
parabolischen Gleitlagers. (b) Druckpro�l für die Zustandsgleichung nach Bayada und Chupin [113] zur
Modellierung von Kavitation. (c) Dichtepro�l normiert auf die Dichte bei Umgebungsdruck d0. In Anlehnung
an Ref. [P1] (CC BY 4.0).

4.4. Anwendungsbeispiele der Gaußprozess-Regression

Die Validierung des Kontinuumslösers in Kap. 4.2 und 4.3 hat gezeigt, dass dieser gut
für eine Schmierungsmodellierung geeignet ist, wobei in allen Validierungsbeispielen
ausschließlich Spannungsbeiträge aus konventionellen Konstitutivgesetzen berechnet
wurden. Wie schon in Kap. 3.1.2 angedeutet, erlaubt die formale Trennung von Makro-
und Mikroproblem den Ersatz der Konstitutivgesetze durch direkte Spannungsmessun-
gen in MD-Simulationen. Wie bereits zu Beginn der Arbeit motiviert, kann durch ein
geeignetes Ersatzmodell, welches zwischen einzelnen repräsentativen MD-Rechnungen in-
terpoliert, ein e�zientes, simultanes Multiskalenschema entstehen. Als Vorbild dient dazu
die Implementierung der IMM-Methode nach Stephenson et al. [87] mittels Gaußprozess-
Ersatzmodellierung. Im folgenden Kapitel sollen zwei konkrete Aspekte der Modellierung
von Konstitutivgesetzen mittels Gaußprozess-Regression beleuchtet werden. Diese sind
zwar nicht in ein vollständiges Multiskalenschema integriert und sind für sich selbst genom-
men sequentieller Natur, verdeutlichen aber das Anwendungspotential eines vollständig
gekoppelten, simultanen Multiskalenansatzes.
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4.4. Anwendungsbeispiele der Gaußprozess-Regression

4.4.1. Scherverdünnung und Fehlerfortpflanzung

Angenommen, man möchte das scherverdünnende Verhalten eines neu entwickelten
Schmiermittels in einem Gleitlager simulativ untersuchen. Dazu liegen bereits Daten aus
Viskositätsmessungen unter verschiedenen Scherraten vor. Daher stellt sich nun die Frage,
wie aus den diskreten Testdaten – aus Experiment oder Simulation – ein kontinuierliches
Modell für das Nicht-Newton’sche Verhalten abgeleitet werden kann. Zwar existieren Mo-
delle, die sich für die Beschreibung der Scherverdünnung etabliert haben (siehe Kap. 3.2.3),
aber selbst unter Experten herrscht oft Uneinigkeit bei der Modellauswahl [148–150].
Außerdem stellt sich die Frage, wie gut das Modell in der Anwendung außerhalb des
Trainingsdatenbereichs funktioniert, was insbesondere bei MD-Simulationen mit extrem
hohen Scherraten relevant ist. Zur Veranschaulichung wurden künstliche Daten generiert,
indem fehlerbehaftete Stichproben eines Carreau-Modells [98] genommen wurden2

[̄ = (1 + ¤̄W2) =−1
2 + n̄, (4.11)

wobei alle überstrichenen Größen entdimensionalisiert sind. Der Fließexponent liegt bei
= = 0,3 und der Messfehler ist normalverteilt n̄ ∼ N(0, f̄2

=) mit Standardabweichung
f̄=. Wie in Abb. 4.15a und b dargestellt sind die acht Datenpunkte äquidistant auf einer
logarithmischen Skala verteilt und decken damit zwei Dekaden in der Scherrate ab. Mit
diesen Daten wird nun eine Gaußprozess-Regression durchgeführt, wobei zu beachten
ist, dass die Abstände der Punkte auf einer linearen Skala mit Erhöhung der Scherrate
zunehmen. Man kann demnach eine größere Vorhersageunsicherheit für Punkte hoher
Scherrate erwarten. In Abb. 4.15a ist der konstante Messfehler mit f̄= = 0.025 klein, und
die Messpunkte liegen nahe am Carreau-Modell. Dementsprechend liegt auch die Vor-
hersage, sprich die Erwartungswert-Funktion des Gaußprozess, nahe am ursprünglichen
Carreau-Modell. Nichtsdestoweniger nimmt die Ungenauigkeit, dargestellt durch das 95%-
Kon�denzintervall mit steigender Scherrate zu. Außerhalb des Trainingsdatenintervalls
für ¤̄W > 10 weicht der Erwartungswert deutlich vom Modell ab. Durch Erhöhung der Mes-
sungenauigkeit in Abb. 4.15b mit f̄= = 0.1 wird die mittlere Vorhersage deutlich schlechter
und auch die Unsicherheit nimmt zu.

Die datenbasierten Ersatzmodelle werden nun zur Vorhersage der Druckpro�le in ei-
ner linearen Gleitlager-Geometrie, ähnlich dem Testproblem aus Kap. 4.3.1, verwendet.

2 Zugegebenermaßen ist dies ein sehr akademisches Beispiel zur Veranschaulichung. Wir nehmen zwar das
Carreau-Modell zur Hilfe, vergessen aber sofort wieder, woher die Daten stammen.
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Abbildung 4.15.: Schematische Darstellung der Fehlerpropagation am Beispiel der Scherverdünnung. (a)
Gaußprozess-Regression basierend auf Messdaten mit kleiner Vorhersageunsicherheit f̄= = 0.025. (b)
Gaußprozess-Regression basierend auf Messdaten mit großer Vorhersageunsicherheit f̄= = 0.1. Der rote
Bereich kennzeichnet die angewandte Scherrate. (c) Druckpro�l mit Vorhersageunsicherheit basierend auf
Gaußprozess-Ersatzmodell aus (a) für ein lineares Gleitlager mit B = 10−2. (d) Wie (c), aber basierend auf
Gaußprozess-Ersatzmodell aus (b).

Die durch die Wahl der Geometrie und Wandgeschwindigkeit angewendeten Scherraten
sind in Abb. 4.15a und b jeweils durch den rot markierten Bereich dargestellt. Abbildun-
gen 4.15c und d zeigen jeweils das mittlere Druckpro�l, welches mithilfe des Gaußprozess-
Erwartungswertes berechnet wurde und das 95%-Kon�denzintervall der Vorhersage, wel-
ches aus den Druckpro�len von je 50 Stichproben des Gaußprozess berechnet wurde.
Dabei wurde sichergestellt, dass der empirische Druckmittelwert mit dem deterministi-
schen übereinstimmt. In beiden Simulationsergebnissen zeigt sich eine Abweichung vom
„exakten“ Druckverlauf, der sich direkt aus einer Berechnung mit Carreau-Modell ergibt,
da die mittlere Viskosität im betrachteten Scherratenintervall jeweils über dem Carreau-
Modell liegt. Außerdem lassen sich die Gaußprozess-Vorhersageunsicherheiten aufgrund
unterschiedlicher Messungenauigkeiten in die Schmierungsimulation fortp�anzen.
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4.4.2. Aktives Lernen von Zustandsgleichungen

Im vorherigen Beispiel wurde die Parameterauswahl, also die Wahl der Scherraten, a priori
vorgenommen und eine Gaußprozess-Regression erst nach Vorliegen aller Trainingsdaten
durchgeführt. Im Hinblick auf ein adaptives Multiskalenschema soll im folgenden Bei-
spiel die Vorhersageunsicherheit der Gaußprozess-Regression gezielt genutzt werden, um
iterativ Eingabeparameter möglichst optimal zu bestimmen. Dadurch soll die Zustandsglei-
chung ? (d,) ) eines einfachen Fluids mithilfe von MD-Simulationen und aktivem Lernen
bestimmt werden.

Zur Veranschaulichung wurde ein eindimensionales Beispiel gewählt, indem eine kon-
stante Temperatur ) = 2n/:B gewählt wurde. Die Zustandsgleichung eines LJ-Fluids soll
im Dichteintervall d ∈ [0,2, 1,0] f−3 vorhergesagt werden. Zunächst wurden drei MD-
Simulationen an den Rändern und in der Mitte des Intervalls durchgeführt und basierend
auf diesen initialen Trainingsdaten eine Gaußprozess-Regression durchgeführt. Dabei
wurden bei der entsprechenden Temperatur und Dichte ein equilibriertes System mit 1000
Atomen für 20.000 Schritte mit Zeitschritt ΔC = 0,0025

√
<f2/n und Abschneideradius

Ac = 4,0f gerechnet. Jeder 100. Zeitschritt wurde für die Berechnung des mittleren Drucks
sowie der Varianz zugrunde gelegt. Da sich die Varianz der Messung f2

= direkt aus der MD-
Simulation ergibt, muss diese hier nicht als zu optimierender Hyperparameter behandelt
werden. Jedoch wurde f= bisher als konstant angenommen, was nicht zwangsläu�g der
Fall ist, insbesondere bei großen Dichteintervallen. Man spricht in diesem Fall von Hete-
roskedastizität, was bei der Gaußprozess-Regression berücksichtigt wurde. Das Ergebnis
ist in Abb. 4.16a dargestellt, wobei die Vorhersage o�ensichtlich verbesserungswürdig
ist.

Die nächste MD-Simulation wird nun am Punkt maximaler Unsicherheit bei d = 0,91f−3

durchgeführt. In Abb. 4.16b zeigt sich eine deutliche Verbesserung der Vorhersage durch die
Zunahme des vierten Trainingsdatenpunktes. Zum Vergleich ist die modi�zierte Benedict-
Webb-Rubin (BWR)-Gleichung dargestellt, eine analytische Zustandsgleichung für das
LJ-Fluid [151] mit 33 Parametern.3 Die hier gezeigte Darstellung verwendet die durch
extensive MD-Simulationen angepassten Parameter von Johnson et al. [152]. Durch Hin-
zufügen eines weiteren Trainingsdatenpunktes bei d = 0,43f−3 ergibt sich eine sehr gute
Übereinstimmung mit der BWR-Zustandsgleichung, wie Abb. 4.16c zeigt.

3 Hierbei ist zu beachten, dass nur ein isothermer Schnitt der BWR-Gleichung betrachtet wird. Die hohe
Anzahl zu bestimmender Parameter folgt aus der Anpassung in einem großen Dichte- und Temperaturbe-
reich.
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Abbildung 4.16.: Bestimmung der Lennard-Jones Zustandsgleichung durch aktives Lernen. (a) Ergebnis der
Gaußprozess (Gaußprozess)-Regression basierend auf äquidistanten Trainingsdaten und Bestimmung der
Dichte des nächsten Iterationsschrittes. (b) Wie (a) nach Durchführung einer weiteren MD-Simulation und
Vergleich mit modi�zierter BWR-Gleichung. (c) Wie (a) und (b) nach der fünften MD-Simulation.
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5. Diskussion

Bei der Diskussion der Ergebnisse soll der Schwerpunkt weniger auf der numerischen Im-
plementierung des vorgeschlagenen Kontinuumslösers liegen, als mehr auf den damit ver-
bundenen Implikationen für Multiskalensimulationen von Schmierungsproblemen. Daher
beschränkt sich der erste Teil dieses Kapitel auf die Diskussion der Ergebnisse aus Kap. 4.1,
welche in Ref. [P3] enthalten sind und zur Verö�entlichung eingereicht wurden. Der zweite
Teil dieses Kapitels umfasst die Skizzierung eines potentiellen Multiskalen-Lösers, wobei
dabei insbesondere die Aspekte der Gaußprozess-Ersatzmodellierung mithilfe der Beispiele
aus Kap. 4.4 betrachtet werden. Dabei wird auch auf mögliche Anpassungen des in Kap. 4.3
bzw. Ref. [P1] für explizite Konstitutivgesetze validierten Lösers eingegangen.

5.1. Transportkoe�izienten eingeschlossener Fluide

Methoden zur Bestimmung von Nichtgleichgewichts-Transportkoe�zienten aus Fluktua-
tionen makroskopischer Variablen im Gleichgewicht basieren auf Onsagers Variationsprin-
zip für irreversible Prozesse [153]. Kleine Fluktuationen um einen Gleichgewichtszustand
verhalten sich in Systemen mit linearer Antwort im Mittel analog zu den Transportglei-
chungen im Nichtgleichgewicht. Die wohl am weitesten verbreitete Anwendung �ndet sich
in den Green-Kubo (GK)-Relationen [44, 45]. Der in Kap. 4.1.1 gewählte Ansatz entspricht
der zunächst von Palmer [154] eingeführten Methode zur Berechnung der Scherviskosität
aus Autokorrelationsfunktionen transversaler Impuls�uktuationen. Erst kürzlich wurde
die Methode für die Berechnung der Wärmeleitfähigkeit aus Dichte�uktuationen von
Cheng und Frenkel [155] angewendet. Für die Referenzsimulation eines unbegrenzten
Fluides stimmen die erhaltenen Autokorrelationsfunktionen mit dem Ergebnis der linea-
ren Hydrodynamik [123, 124] überein. Die Frage nach der Extrapolation zum Grenzwert
: → 0 wurde hier durch sehr lange Simulationsboxen vorgegri�en, sodass im betrachteten
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5. Diskussion

Wellenlängenbereich von einer konstanten Viskosität ausgegangen werden kann, die mit
GK-Referenzsimulationen übereinstimmt1.

Die Analyse in Kap. 3.3 und die Ergebnisse aus 4.1 haben gezeigt, dass die Autokorrela-
tionsfunktionen der Dichte- und Impuls�uktuationen eingeschlossener Fluide dieselbe
funktionale Form wie im unbegrenzten Fall haben, jedoch weichen die Transportkoe�zi-
enten deutlich von denen unendlicher Medien ab. Dieses Ergebnis stimmt qualitativ mit
der Arbeit von Porcheron und Schoen [141] überein. Für die Abhängigkeit der Transport-
koe�zienten von der Spalthöhe wurde in Ref. [141] ein oszillierendes Verhalten gefunden,
das mit Zunahme der Ordnung im Spalt beschrieben wurde. Ein Zustand hoher Ordnung
– also z. B. bei ausgeprägten Dichteoszillationen – führt dabei sowohl zur Zunahme der
Dissipation als auch der lateralen Schallgeschwindigkeit. Bei der Herleitung der Korrelati-
onsfunktionen wurden allerdings reine Schlupfrandbedingungen angenommen, sodass die
Translationsinvarianz in der Spaltkoordinate erhalten bleibt und sich das eingeschlossene
Fluid letztendlich wie ein Fluid ohne Wände verhält. Eine geometriebedingt wellenlängen-
abhängige Schallgeschwindigkeit und der damit einhergehende Übergang zum Kriechfall
für lange Wellenlängen wird dabei genauso vernachlässigt wie die Konvergenz der Relaxa-
tionszeiten gegen einen konstanten Grenzwert. In MD-Simulationen sind diese E�ekte
aber zu beobachten, sofern Simulationsboxen hinreichender Größe verwendet werden.

Die langwelligen Autokorrelationsfunktionen von Systemen mit und ohne Wänden wei-
chen, wie in Abb. 4.1 gezeigt, deutlich voneinander ab. Dies äußert sich insbesondere durch
verkürzte Relaxationszeiten für Scher- und Schallwellen in der Ebene parallel zu den Wän-
den. Bei kleinen Wellenlängen in der Größenordnung der Spalthöhe ist der Unterschied
noch marginal und auch die für di�usive Transportprozesse charakteristische quadratische
Abhängigkeit von der Wellenlänge ist erkennbar. Mit steigender Wellenlänge weichen
die Relaxationszeiten von der quadratischen Skalierung ab und konvergieren gegen einen
konstanten Grenzwert, wie Abb. 4.2a-b dargestellt. Die in MD-Simulationen gemessenen
wellenlängenunabhängigen Relaxationszeiten stimmen somit qualitativ mit der Vorhersage
aus den höhengemittelten Bilanzgleichungen, Gl. (4.3), überein. Die empirisch ermittelte
e�ektive Relaxationsrate ergibt sich direkt aus der Addition der Raten für die beiden
theoretischen Grenzfälle eines dreidimensionalen Systems ohne Wände und eines über
die Spalthöhe gemittelten Systems, Gl. (4.2), wobei der jeweils schnellere Zerfallsprozess
dominiert. Hierbei sei ausdrücklich darauf hingewiesen, dass aus der e�ektiven Relaxati-

1 Hess [138] extrapoliert, wie von Palmer [154] vorgeschlagen, mit einer Parabel zu : = 0, was zu einer
Viskosität a ≈ 1,0f

√
n/< führt. Die im Anhang B.1 beschriebenen GK-Simulationen führen hingegen auf

a ≈ 1,22f
√
n/< und stimmen gut mit der hier beschriebenen Methode überein.
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5.2. Di�usive Schallausbreitung

onszeit nicht etwa auf eine e�ektive Viskosität der Form ae� = a (1+12/ℎ2:2^) geschlossen
werden kann. In der kontinuumsmechanischen Betrachtung des Schmierspalts geht die
kinematische Viskosität a schlicht als Eigenschaft des unbegrenzten Fluids ein, welche
dessen innere Reibung beschreibt. Beim Übergang zu großen Wellenlängen gewinnen
nun Dissipationsprozesse aufgrund der Randbedingungen an den Wänden an Bedeutung.
Eine getrennte Betrachtung der Dissipationsprozesse im Fluid und an den Grenz�ächen,
wie von Zhou et al. [156] vorgeschlagen ist zweifelsfrei erstrebenswert, allerdings hat in
molekularen Systemen die Natur der Grenz�äche aufgrund von Ordnungsphänomenen
durchaus Ein�uss auf die Fluideigenschaften. Dies äußert sich hier durch eine leichte
Erhöhung der Viskosität als Ergebnis der Anpassung der e�ektiven Relaxationszeiten an
Gl. (4.2) in Abb. 4.5a mit steigender Fluid-Wand-Wechselwirkung, ist aber aufgrund der
größeren Spalthöhe bei weitem nicht so signi�kant wie in Ref. [141].

Abbildung 4.2c zeigt, dass thermische Relaxationsprozesse im betrachteten Wellenlängen-
bereich von den Wänden unbeein�usst sind. Obwohl thermische E�ekte in der Herleitung
der höhengemittelten Bilanzgleichungen nicht betrachtet wurden, können Analogien zu
den übrigen Bilanzgleichungen herangezogen werden. Das oben beschriebene charakteris-
tische Verhalten eingeschlossener Fluide lässt sich auf nicht verschwindende Flussgrößen
an der Grenz�äche zurückführen. Verschwindet beispielsweise der Impulstransport durch
die Grenz�äche im Falle idealer Schlupfrandbedingungen, erhält man das e�ektive Verhal-
ten eines unbegrenzten Fluids. Demnach scheint das betrachtete MD-System mit starren,
athermischen Wänden ein System mit solchen idealisierten Randbedingungen für den
Wärmestrom zu repräsentieren. Für eine quantitative Untersuchung dieser Fragestellung
sind MD-Simulationen in Systemen mit thermischen Wänden notwendig, für die analog
eine Abweichung vom Verhalten unbegrenzter Fluide erwartet wird.

5.2. Di�usive Schallausbreitung

Neben den veränderten Relaxationszeiten in eingeschlossenen Fluiden wurden Frequenz-
änderungen im oszillierenden Teil der Autokorrelationsfunktionen der Dichte- und Longi-
tudinalimpuls�uktuationen beobachtet (Abb. 4.3a). Dies lässt sich auf die wellenlängen-
abhängige Schallgeschwindigkeit, Gl. (3.41), zurückführen, was durch eine Anpassung
der Dispersionsrelation in Abb. 4.3b gezeigt werden konnte. Ähnlich zu den Relaxations-
zeiten weicht die Schallgeschwindigkeit mit zunehmender Wellenlänge vom Verhalten
unbegrenzter Fluide ab. Statt Konvergenz der charakteristischen Zeitskala ist hier jedoch
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die Divergenz der Periodendauer zu beobachten, was letztendlich zu einer verschwinden-
den Schallgeschwindigkeit bei _crit führt. Wellenlängenabhängige Transportkoe�zienten
werden üblicherweise nur auf molekularen Längen- und Zeitskalen relevant. Approxi-
mationen der linearen Hydrodynamik, die explizit nur für kleine Wellenzahlen gelten,
verlieren dann ihre Legitimation und Terme höherer Ordnung in : müssen berücksichtigt
werden [123]. Für eingeschlossene Fluide hingegen taucht nun eine geometriebedingt
wellenlängenabhängige Schallgeschwindigkeit bei makroskopischen Wellenlängen auf.
Auch hier sei erneut hervorgehoben, dass sich die e�ektive Schallgeschwindigkeit aus
der Kombination intrinsischer Eigenschaften des Fluids und der Randbedingungen er-
gibt, wobei in der atomistischen Betrachtung Erstere durch Letztere leicht beein�usst
werden, da Ordnungsphänomene die Kompressibilität im Vergleich zum unbegrenzten
Fluid verändern.

Eine fundamentale Änderung des Schalltransports ergibt sich bei der Betrachtung von Wel-
lenlängen oberhalb der kritischen Wellenlänge, wofür sehr große MD-Simulationsboxen
erforderlich sind. Sowohl Dichte- also auch Longitudinalimpulskorrelationen lassen sich
im überkritisch gedämpften Bereich e�ektiv durch Exponentialfunktionen beschreiben.
Die Anpassung an die modi�zierten Autokorrelationsfunktionen zeigen eine Aufspaltung
hinsichtlich der Relaxationszeiten in Abb. 4.4b. Während Impuls�uktuationen mit einer
endlichen Relaxationszeit zerfallen, die sich in longitudinaler Richtung mit steigender
Wellenlänge der Relaxationszeit der transversalen Richtung annähert, relaxieren Dichtef-
luktuationen mit einer Rate proportional zum Quadrat der Wellenzahl, also ähnlich wie in
einem System ohne Wände. Dies ist die Signatur eines di�usiven Transportmechanismus.
Zur Veranschaulichung stelle man sich einen lokalen Impulsausschlag vor, der mit extrem
kurzer Relaxationszeit abklingt, sodass der damit einhergehende Massentransport ebenfalls
eine sehr kurze Reichweite hat. Aufgrund der kurzen Zeit- und Längenskalen ist dieser
kontinuierliche Vorgang vergleichbar mit einem diskreten „Sprung“ eines Partikels auf
einen benachbarten Platz. Durch mehrmalige Wiederholung des Sprungvorgangs unter
der Annahme, dass die einzelnen Sprünge unkorreliert sind, erhält man einen random
walk, welcher im Übergang zum Kontinuum wiederum auf die Di�usionsgleichung führt
[157].

Der Übergang zu di�usivem Schalltransport �ndet bei Wellenlängen in der Größenord-
nung der quadratischen e�ektiven Spalthöhe statt. Selbst bei sehr dünnen Spalten im
Nanometer-Bereich kann der Übergang durch das Auftreten von Wandschlupf bei mehre-
ren hundert Nanometern liegen. Dies übersteigt die Größe typischer MD-System, sodass
der di�usive Schalltransport, obwohl in realen Systemen möglicherweise dominant, in
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Simulationen üblicherweise nicht abgebildet wird. Durch geeignete Anpassung der e�ekti-
ven Spalthöhe liegt die kritische Wellenlänge im Bereich der Wellenlänge des sichtbaren
Lichts. Die experimentelle Untersuchung des hier simulativ beschriebenen Übergangs,
wäre somit denkbar, da der dynamische Strukturfaktor – die Fourier-transformierte Dichte-
Autokorrelationsfunktion – durch Lichtstreuungsexperimente zugänglich ist [125].

Die Ergebnisse der Kontinuumssimulationen in Abb. 4.9 veranschaulichen den di�usiven
Schalltransport in einem einfachen Nichtgleichgewichtsszenario. Durch Veränderung der
Spalthöhe lässt sich zwischen konventionellem und di�usivem Schalltransport interpo-
lieren, wie bereits von Ramaswamy und Mazenko [158] im Kontext von Adsorbat�lmen
vorhergesagt, wobei die Reibung zwischen Substrat und Adsorbat nicht genauer quan-
ti�ziert wurde. Mit der e�ektiven Spalthöhe lässt sich dies nun für eingeschlossenen
Fluide leicht beschreiben. Der gleiche E�ekte wurde außerdem für das ungewöhnliche
Langzeitverhalten der Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion von suspendierten
Partikeln in eingeschlossenen Fluiden verantwortlich gemacht, welches zuvor in lattice
Boltzmann-Simulationen beobachtet wurde [159, 160]. Der durch die Kontinuumssimu-
lationen empirisch ermittelte Schall-Di�usionskoe�zient, Gl. (4.5), stimmt mit dem aus
Ref. [161] überein. Eine rigorose mathematische Betrachtung des Problems wurde von
Felderhof für eine einzelne Wand [162], zwei parallele Wände [163], sowie für kreisförmi-
gen Querschnitte [164] vorgenommen. Im Rahmen dieser Arbeit konnte gezeigt werden,
dass eine höhengemittelte Formulierung der hydrodynamischen Grundgleichungen, in
Anlehnung an die Reynoldsgleichung, diesen E�ekt ebenfalls abbildet. Die Vorhersagen
der höhengemittelten Theorie stimmen für große Wellenlängen mit den Ergebnissen aus
MD-Simulationen überein.

5.3. Bestimmung der Schlupflänge

Die Quanti�zierung der Schlup�änge an den Wänden eingeschlossener Fluide wird über-
wiegend in MD-Simulationen im Nichtgleichgewicht vorgenommen, also durch das Ein-
stellen von Couette- oder Poiseuille-Strömungspro�len. Dadurch sind in der Regel nur
sehr hohe Scherraten zugänglich, mit Ausnahme der Technik der transient time correlation
function (TTCF), welche erst kürzlich zur Bestimmung des Wandschlupfs angewendet
wurde [165]. Der in Kap. 4.1.2 beschriebene Übergang zu konstanten Relaxationszeiten
wurde in Kap. 4.1.4 ausgenutzt um mithilfe der kontinuumsmechanischen Vorhersage
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Rückschlüsse auf die e�ektive Spalthöhe zu ziehen. Bei Kenntnis der Permeabilität ^ der ge-
gebenen Geometrie (siehe Anhang A.3) kann somit die Schlup�änge bestimmt werden. Die
Grundidee dieser Methode zur Messung des Wandschlupfs ist ähnlich zu Ref. [166], wo eine
einzelne Relaxationszeit aus der kollektiven Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion
verwendet und die Viskosität als Input-Parameter benötigt wird [166, 167]. Durch die
spektrale Au�ösung der Relaxationszeiten in Abb. 4.5a erhält man bei der im Rahmen
dieser Arbeit vorgeschlagenen Methode sowohl Viskosität als auch Wandschlupf aus der
Anpassung an die e�ektive Relaxationszeit. Für das WCA-Potential, welches ausschließlich
repulsive Interaktionen modelliert, wurde die längste Relaxationszeit gemessen, aber auch
hier war der Übergang im betrachteten Wellenlängenbereich sichtbar. Dem Grenzfall
unendlicher Schlup�änge könnte man sich vermutlich durch Erhöhung der Wanddichte
annähern, sodass das Abweichen von der Relaxationszeit eines Systems ohne Wände zu
größeren Wellenlängen verschoben würde.

Der Vergleich mit Nichtgleichgewichts-Systemen in Abb. 4.5b zeigt für das Lennard-Jones
System mit kubisch-�ächenzentrierten (111)-Wänden eine gute Übereinstimmung für ver-
schiedene Wand-Fluid-Interaktionsstärken. Leichte Abweichungen zwischen Gleichgewichts-
und Nichtgleichgewichts-Simulationen sind für starke Fluid-Wand-Interaktionen erkenn-
bar. Bei der Interpretation ist zu beachten, dass die Gleichgewichtssimulationen den
Grenzwert der Schlup�änge bei verschwindender Scherrate abbilden, während im Nicht-
gleichgewicht die Scherratenabhängigkeit eine Rolle spielt. Hier wurden möglichst kleine
Scherraten gewählt, um einen Vergleich zu ermöglichen. Die Schlup�änge nimmt nä-
herungsweise exponentiell mit steigender Fluid-Wand-Wechselwirkung ab, was auch in
vergleichbaren Studien beobachtet wurde [46]. Leichte Abweichungen vom exponentiellen
Trend sind für die Gleichgewichtssimulationen bei großen Wechselwirkungen zu erken-
nen, welche vermuten lassen, dass die Schlup�änge gegen einen endlichen Grenzwert
von etwa 1f konvergiert. Dieser Grenzwert entspricht dem erwartbaren theoretischen
Minimum der Schlup�änge in MD-Simulationen. Die verschwindende Schlup�änge im
Nichtgleichgewichtssystem, welche idealen Haftbedingungen im kontinuumsmechani-
schen Sinne entspricht, ist demnach auf Artefakte der Geschwindigkeitspro�l-Anpassung
zurückzuführen.

Im Gegensatz zu anderen Gleichgewichtsmethoden zur Quanti�zierung des Wandschlupfs
[46, 166] basiert die hier vorgestellte Methode auf Simulationen in extrem großen MD-
Systemen, um den langwelligen Bereich abzubilden. Der hier beschriebene charakteris-
tische Übergang setzt allerdings schon bei viel kleineren Wellenlängen in der Größen-
ordnung der geometrischen Spalthöhe ein. Daher ist im Prinzip auch eine Bestimmung
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der e�ektiven Relaxationszeiten in viel kleineren Systemen denkbar, sodass die benötig-
te Simulationszeit drastisch reduziert werden kann. Eine systematische Untersuchung
der Anwendbarkeit der Methode in kleineren Systemen, sowie für verschiedene Fluide,
Geometrien und Wand-Fluid-Wechselwirkungen steht noch aus.

5.4. Skizzierung einer Multiskalenmethode

In Kap. 3.1 wurde die Separation des Schmierungsproblems in Mikro- und Makroproblem
eingeführt und verschiedene Lösungsansätze aufgezeigt, die für sich genommen noch kei-
ne Multiskalenmethode darstellen. Insbesondere die Validierung für Schmierungsprobleme
in Kap. 4.3 hat gezeigt, dass das implementierte Schema mit gewöhnlichen Konstitutiv-
gesetzen äquivalente Ergebnisse wie konventionelle Reynolds-Löser liefert. Der Vorteil
der Trennung von Konstitutivgesetzen und der Mittelung über der Spaltkoordinate wird
in Kap. 4.3.3 deutlich, wobei die Spannungskomponenten analytisch als Funktion der Zu-
standsvariablen berechnet wurden und dann in das bestehende Schema eingesetzt wurden.
Da die Herkunft des Spannungstensors somit beliebig ist, eignet sich der Kontinuumslöser
prinzipiell auch für die Anwendung in Multiskalensimulationen, wo Spannungen direkt in
Molekulardynamik-Simulationen berechnet werden. Im Folgenden soll der vollständige
Ablauf einer solchen Methode basierend auf den im Rahmen diese Arbeit vorgestellten
Bestandteilen skizziert werden. Dabei spielen die Anwendungsbeispiele der Gaußprozess-
Regression aus Kap. 4.4 eine besondere Rolle, da sie die Potentiale der MD-informierten
Ersatzmodellierung hervorheben.

5.4.1. Ersatz des Mikroproblems

Die Kernidee des Multiskalenansatzes ist der teilweise oder vollständige Ersatz des Mi-
kroproblems durch repräsentative MD-Simulationen, sodass lokal Informationen über
den Spannungszustand im Schmierspalt gewonnen werden können. Hier sollen einige
Möglichkeiten aufgezeigt werden, wie die dafür notwendigen MD-Simulationen ausse-
hen könnten. Wie in Gl. (3.2) gezeigt, besteht die Flussfunktion aus Massen�ussvektor
und Komponenten des Spannungstensors. Der Massen�uss – oder auch die Impulsdich-
te – ist Teil der Lösungsvariablen q und demnach bekannt, weshalb ausschließlich der
Spannungstensor beachtet werden muss.
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Zunächst wurde die Diagonale des Spannungstensors, d. h. der hydrostatische Druck,
betrachtet, der in vorherigen Kapiteln durch (semi-)empirische Zustandsgleichungen ge-
geben war. In MD-Simulationen kann der thermodynamische Druck eines Systems bei
konstanter Dichte und Temperatur über die Virialgleichung bestimmt werden [22]. Dies
könnte, ähnlich zu den in Kap. 3.3.2 beschriebenen MD-Simulationen, im thermodyna-
mischen Gleichgewicht geschehen, obwohl das Makroproblem ein Nichtgleichgewichts-
System beschreibt. Dabei macht man sich die Annahme eines lokalen thermodynamischen
Gleichgewichts [168] zunutze. Ebenso kann die Viskosität aus Gleichgewichtssimulationen
bestimmt werden, wie bereits in Kap. 3.3.2 gezeigt, oder durch die Auswertung der Green-
Kubo-Integrale. Damit ließe sich systematisch die Druck- und Temperaturabhängigkeit
der Viskosität untersuchen. Allerdings misst man in diesem Fall immer die Newton’sche
Viskosität im Grenzfall verschwindender Scherraten und die für die Schmierungsmodel-
lierung interessanten nicht-Newton’schen Eigenschaften bleiben verborgen. Ein Ausweg
stellen Nichtgleichgewichts-MD-Simulationen dar, bei denen die scherratenabhängige
Viskosität direkt gemessen werden kann [169]. Aufgrund der rechenzeitbedingt kurzen
Zeitskalen in MD-Simulationen, sowie einem ungünstigen Signal-Rausch-Verhältnis bei
kleinen Scherraten, sind Nichtgleichgewichts-Simulationen jedoch nur für extrem hohe
Scherraten geeignet. In einem sequentiellen Multiskalenansatz würden dann parame-
terfreie Konstitutivgesetze, wie beispielsweise das Viskositätsgesetz in Kap.4.4.1, in den
Kontinuumslöser eingesetzt. Die Annahme eines generalisierten Newton’schen Fluids
bleibt dabei allerdings erhalten. Eine allgemeinere Beschreibung könnte erreicht wer-
den, wenn Spannungskomponenten direkt in einer repräsentativen MD-Simulation des
Schmierspalts gemessen werden.

Eine repräsentative Realisierung der lokalen Bedingungen im Schmierspalt ist durch die
schematische Darstellung des Mikroproblems in Abb. 3.1b gegeben. Der einfache geo-
metrische Aufbau ist äquivalent zu gängigen Nichtgleichgewichts-MD-Systemen, und
die Herausforderung liegt in der korrekten Beschreibung der Randbedingungen. Da die
Topogra�e der Wände im Mikromodell nicht berücksichtigt wird, muss zusätzlich zur
lokalen Scherrate der Massenstrom aufgrund von makroskopischen Druckgradienten
eingestellt werden. Die geläu�gste Methode, um Poiseuille-Strömung in MD-Kanälen zu
erhalten, ist die sogenannte gravity fed-Methode [170], bei der eine konstante Kraft in Strö-
mungsrichtung auf alle Fluidatome aufgebracht wird. Allerdings wird dabei die eigentliche
Ursache des Flusses, nämlich ein Druckgradient entgegen der Strömungsrichtung, nicht
abgebildet. Ein Ausweg liefern Methoden, die eine künstliche Modi�kation des Flusses nur
in einer sogenannten Pumpregion vornehmen, sodass der Fluss im ungestörten Bereich
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(stromabwärts) gemessen werden kann. Die Realisierung des Pumpens kann z. B. durch
Manipulation der mikroskopischen Kräfte [171] oder der Geschwindigkeitsfreiheitsgrade
(d. h. Massen�üsse) [172] geschehen, wobei Letzteres gerade für den hier dargestellten
Fall geeignet ist. Weiter stromabwärts kann dann eine Poiseuille-Strömung als Reaktion
auf einen Druckgradienten in einem ungestörten Bereich des Systems gemessen werden.
Somit lässt sich eine repräsentative Nichtgleichgewichts-MD-Simulation einstellen, in der
sowohl Druck als auch Scherspannungskomponenten direkt gemessen werden können
und auf klassische Konstitutivgesetze komplett verzichtet werden kann.

Eine solche Multiskalenmethode kann als Erweiterung der IMM-Methode [82] auf Schmie-
rungsprobleme betrachtet werden. Das Makroproblem berücksichtigt dabei die Relativ-
bewegung und Topogra�e der Wände und ermöglicht die korrekte Einstellung der Rand-
bedingungen des Mikroproblems. In Kombination mit einer Ersatzmodellierung durch
Gaußprozess-Regression nach Vorbild von Ref. [87] erhält man ein simultanes Multis-
kalenschema, welches die Anzahl der notwendigen MD-Simulationen optimiert und auf
bisher nicht explorierte Zustände adaptiv reagieren kann. In einem transienten Schema
dieser Art sind die Zeitskalen von Kontinuums- und atomistischer Simulation entkop-
pelt. MD-Simulationen repräsentieren einen lokalen Zustand der Makrolösung, der nicht
notwendigerweise einem stationären Zustand der Makrolösung entspricht. Nichtsdesto-
weniger wird der lokale Spannungszustand in der MD-Simulation durch eine geeignete
Mittelung des stationären Zustands des Mikroproblems erhalten. Im folgenden Abschnitt
wird ein vollständiger Simulationsablauf einer solchen Multiskalenmethode für Schmie-
rungunsgprobleme exemplarische dargestellt.

5.4.2. Simulationsablauf

Wesentliches Merkmal der Methode ist die Separation von Mikro- und Makroproblem, also
von konstitutivem Verhalten und Zeitintegration. Das Gesamtproblem kann vereinfacht
durch

q=+1 = D [L (q=)] , (5.1)

beschrieben werden, wobei D ein Operator ist, der das Makroproblem und die nume-
rischen Methoden aus Kap. 3.4 repräsentiert, q= beschreibt die Zustandsvariablen zum
Zeitschritt = und L (q=) die Flussfunktion, also das Mikroproblem. In Kap. 3.2 war L (q=)
bekannt durch die Wahl geeigneter Konstitutivgesetze. Hier soll das Mikroproblem durch
ein Regressionsschema basierend auf MD-Simulationen der Mikrozustände q∗ ersetzt
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werden, was durch L (q=, q∗) beschrieben werden kann. Ein schematischer Ablauf der
Multiskalensimulation ist in Abb. 5.1 dargestellt. Im Folgenden soll auf die einzelnen
Prozesse und Teilschritte eingegangen werden:

Start

Initiale
Trainingsdaten

q∗0

Eingabe MD @ q∗0

GPR:
f= ≡ f (q=, q∗)

Datenbank:
f (q∗)

max[var(f=)] < n
MD @ q∗= =

argmax[var(f=)]

Makro-
Zeitschritt:

q=+1

q= ←− q=+1

Konvergenz?

Ziel

parallel

(#×)

Nein

JaNein

Ja

Abbildung 5.1.: Flussdiagramm zur Skizzierung des Ablaufs einer Multiskalensimulation

Eingabe—Eingabegrößen umfassen die numerische Diskretisierung des Makroproblems,
Anfangs- und Randbedingungen, die Wahl des Kovarianz-Kernels für die Gaußprozess-
Regression, der Optimierungsalgorithmus für Hyperparameter, etc.

Initiale Trainingsdaten—Die Anfangsbedingungen q0 de�nieren zunächst alle auftre-
tenden Mikrozustände bei = = 0. Um eine erste Vorhersage zu machen, werden erste
Trainingsdaten q∗0 benötigt. Hier ergibt sich eine erste Fragestellung bezüglich der best-
möglichen Wahl von Anzahl und Lage der initialen Daten. Ohne Vorwissen bietet sich
ein aktives Lernschema analog zu Kap. 4.4.2 an, um eine initiale Vorhersage über das
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konstitutive Verhalten zu tre�en. Eine Möglichkeit bereits vorhandenes Vorwissen in die
Gaußprozess-Vorhersage einzubauen ist die Wahl deterministischer Prior-Funktionen.
In den beiden Beispielen in Kap. 4.4 wurden jeweils konstante a priori-Mittelwert Funk-
tionen angenommen (<(G) = 0). Genauso ließe sich aber auch eine deterministische
Mittelwert-Funktion implementieren, die beispielsweise Newton’sches Verhalten überall
dort vorhersagt, wo keine Trainingsdaten verfügbar sind, wobei die Unsicherheit mit der
Entfernung von den Daten i. A. zunimmt. Die einfachste Realisierung dieser Idee wäre
das „Lernen“ des Unterschieds zur Newton’schen Spannung bei bekannter Newton’scher
Viskosität (z. B. durch Auswertung der GK-Relationen oder als educated guess) statt des
Lernens der Spannung direkt. Alternativ lassen sich Mittelwert Funktionen aus Gaußpro-
zessen und linearen Modellen2 kombinieren, wobei die Parameter des linearen Modells
zusammen mit den Hyperparametern optimiert werden [89].

MD—Nichtgleichgewichts-MD-Simulation des Mikrozustand q∗ bis zum Erreichen eines
stationären Zustands. Man beachte, dass q in dieser abstrakten Darstellungsform auch
Informationen über die Randbedingungen enthält.

Datenbank—Die Ergebnisse der MD-Simulationen (Rohdaten und post-prozessierte Da-
ten) werden in einer geeigneten Datenbank gespeichert. Zur Au�ndbarkeit und späteren
Wiederverwertbarkeit werden Datensätze inklusive geeigneter Metadaten konsistent ab-
gelegt. Das Forschungsdatenmanagement-Tool dtool [173] ist ein geeigneter Kandidat
für diese Anforderungen und wurde für den Demonstrator-Work�ow in Kap. 4.4.2 bereits
eingesetzt.

Gaußprozess-Regression (GPR)—Vorhersage der Flussfunktion f= ≡ f= (q=,q∗) für alle
in diesem Zeitschritt auftretenden Mikrozustände q= basierend auf allen bisher explizit
berechneten Mikrozuständen q∗. Neben der mittleren Vorhersagef= liefert die Gaußprozess-
Regression auch eine Vorhersageunsicherheit varf= , auf deren Grundlage die Notwendig-
keit neuer MD-Simulationen bewertet wird.

Aktives Lernen—Unterschreitet die maximale Vorhersagevarianz einen zuvor de�nier-
ten Toleranzwert n , kann ein Zeitintegrationsschritt vollzogen werden. Falls dies nicht
der Fall ist, sind weitere Trainingsdaten vonnöten. Die Akquisitionsfunktion wählt den
Mikrozustand der nächsten MD-Simulation aus. Die naheliegendste Funktion ist die des
aktiven Lernens, d. h. dass neue Informationen immer am Punkt maximaler Unsicherheit
q∗= = argmax[var(f=)] eingeholt werden. Andere Akquisitionsfunktionen sind ebenfalls

2 Hier ist die Linearität in den Parametern gemeint, also z. B. f (x) = h(x)>H, wobei h(x) auch nichtlineare
Funktionen enthalten kann und H konstante Parameter beschreibt.
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5. Diskussion

denkbar, z. B. solche, die „günstigere“ MD-Simulationen (kleine Spalthöhen, geringere
Dichten, höhere Scherraten, etc.) bevorzugen.

Makrozeitschritt—Hier wird ein Zeitintegrationsschritt des Makroproblems, z. B. durch
das MacCormack-Schema, vollzogen. Ob in Mehrschrittverfahren auch nach dem Pre-
diktorschritt ein Regressionsschritt gemacht werden soll, oder ob ein Korrektorschritt
basierend auf der „alten“ gelernten Flussfunktion ausreicht, ist eine o�ene Frage.

Konvergenzkriterium—Nach jedem Makrozeitschritt wird die erhaltene Lösung auf
Konvergenz geprüft. Eine geeignete skalare Größe für die Konvergenzprüfung ist z. B. die
kinetische Energie des Gesamtsystems �kin = | ®9 |2/2d .
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6. Zusammenfassung und Ausblick

6.1. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde eine Methode zur Multiskalensimulation von Schmie-
rungsprozessen entwickelt. Die Methode basiert auf der Trennung eines Schmierungs-
problems in ein Mikroproblem, welches das konstitutive Verhalten im Schmierspalt lokal
abbildet, und ein Makroproblem, welches die Lösung der mechanischen Bilanzgleichung
auf der Makroskala beschreibt. Die Herleitung der Makro-Gleichungen basiert in An-
lehnung an die Reynoldsgleichung auf einer Mittelung über die Spaltkoordinate, jedoch
werden vor der Mittelung keine Annahmen über das Konstitutivgesetz gemacht. Das
somit entstandene dimensionsreduzierte Schema enthält einen Quellterm, der die für
Schmierung relevanten Dissipationsterme enthält, und wird mit einer expliziten Finite-
Volumen-Diskretisierung numerisch gelöst. Das Mikroproblem enthält das konstitutive
Verhalten des Schmiermittels und kann für einfache Fluide analytisch gelöst werden. Die
numerische Implementierung wurde unter Verwendung der Lösungen des Mikroproblems
validiert und ist zur Modellierung von Schmierungsproblemen unter Berücksichtigung
nicht-Newton’scher Fluide, von Trägheitse�ekten und Kavitation geeignet.

Aus der linearisierten Form des Makroproblems wurden Entwicklungsgleichungen für
die Fourier-Moden der Zustandsvariablen hergeleitet. Durch Vergleich mit Autokorrela-
tionsfunktionen von Gleichgewichts�uktuationen in Molekulardynamik-Simulationen,
wurde auch diese Lösung validiert. Dadurch konnten die Relaxationszeiten und Schwin-
gungsfrequenzen eingeschlossener Fluide mit dem konstitutiven Verhalten des Fluids, der
Geometrie und den Randbedingungen an der Fluid-Grenz�äche in Verbindung gesetzt wer-
den. Aus den Gleichungen geht hervor, dass die Schallgeschwindigkeit in dünnen Kanälen
von der Wellenlänge abhängt. Insbesondere wurde damit ein Übergang zu überkritischer
Schalldämpfung bei Wellenlängen in der Größenordnung der quadratischen e�ektiven
Spalthöhe vorhergesagt, der durch Molekulardynamik-Simulationen bestätigt wurde. Der
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di�usive Schalltransport dominiert in dünnen Spalten, wird aber in Simulationen i. d. R.
nicht abgebildet.

Das Mikroproblem mit expliziten Konstitutivgesetzen soll in einer vollständig gekoppel-
ten Multiskalenmethode durch repräsentative Molekulardynamik-Simulationen ersetzt
werden, was jedoch nicht Teil dieser Arbeit war. Lediglich wurden die dafür notwendigen
algorithmischen Bestandteile einzeln evaluiert. Eine geeignete Interpolation im Raum der
Zustandsvariablen zwischen einzelnen repräsentativen Mikro-Simulationen kann durch
ein Ersatzmodell mittels Gaußprozess-Regression durchgeführt werden, was am Beispiel ei-
nes Scherverdünnungsgesetz gezeigt wurde. Der adaptive Charakter der vorgeschlagenen
Multiskalenmethode wurde anhand eines aktiven Lernverfahrens für Zustandsgleichungen
illustriert, wodurch die Anzahl aufwendiger Molekulardynamik-Simulationen basierend
auf der Vorhersageunsicherheit der Ersatzmodellierung optimiert wurde.

6.2. Ausblick

Für eine gekoppelte Multiskalen-Schmierungssimulation müssten die im Rahmen die-
ser Arbeit vorgestellten Bestandteile zusammengeführt werden. Dabei könnte auf dem
bereits vollständig automatisierten und in Forschungsdatenmanagement-Infrastruktur
integrierten Beispiel des aktiven Lernens von Zustandsgleichungen aufgebaut werden.
Eine Alternative bieten sogenannte Work�ow-Management-Systeme, die insbesondere für
den Einsatz auf Hochleistungsrechnern interessant sind.

Außerdem wäre eine Erweiterung auf elastohydrodynamische Schmierungungsprobleme
denkbar, welche die elastische Verformung der Kontaktkörper unter großem Druck in die
Kontinuumslösung miteinbezieht. Die dazu benötigte Veränderung der Spaltgeometrie
ließe sich durch Kopplung mit Lösern für das Kontaktproblem mittels hoche�zienter
Randelementmethoden realisieren.

Die Untersuchung der charakteristischen Zeitskalen durch Molekulardynamik-Simulationen
erfolgte ausschließlich in Geometrien mit atomar �achen Ober�ächen. Um Schlüsse auf
das Relaxations- und Transportverhalten in realen Spalten zu ziehen, ist eine Betrachtung
von Ober�ächenrauheit essentiell, wobei der Ein�uss der Topogra�e sowohl über die
Geometrie als auch über den Wandschlupf anzunehmen ist. Aufgrund der Selbsta�nität
realer Ober�ächentopogra�en, stellt sich die Frage, ob sich charakteristische Größen der
Rauheitsstatistik in den e�ektiven Transportkoe�zienten wieder�nden.
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6.2. Ausblick

Auf Seite der Kontinuumsmechanik des Fluids stellt sich die Frage, bis zu welchen Spalt-
höhen Kontinuumshypothesen gültig sind, da auf sehr kleinen Skalen Fluktuationen der
Erhaltungsgrößen relevant werden. Die Methode der �uktuierenden Hydrodynamik er-
möglicht die thermodynamisch konsistente Behandlung von thermischen Fluktuationen in
Kontinuumsmodellen und wird häu�g mittels expliziter Finite-Volumen-Methoden imple-
mentiert. Eine Erweiterung der höhengemittelten Gleichungen auf �uktuierende Systeme
liegt daher nahe, stellt jedoch auch Herausforderungen hinsichtlich der Behandlung der
Schlupfrandbedingungen. Solch eine mesoskopische Beschreibung wäre insbesondere
dadurch interessant, dass thermische Fluktuationen aus Molekulardynamik-Simulationen
via Gaußprozess-Regression in die Kontinuumsrechnung eingehen und dort konsistent
propagiert werden.
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A. Detaillierte Herleitungen

A.1. Höhengemittelte Bilanzgleichungen

Ausgehend von Gl. (3.4) und unter Anwendung der Leibnizregel für Parameterintegrale
auf der linken Seite erhält man

1
ℎ

∫ ℎ2

ℎ1

mCqdI =
1
ℎ

(
mC

∫ ℎ2

ℎ1

qdI − q |I=ℎ2

dℎ2

dC
+ q |I=ℎ1

dℎ1

dC

)
. (A.1)

Der erste Term auf der rechten Seite von Gl. (A.1) kann mithilfe der Produktregel umge-
schrieben werden

1
ℎ
mC

∫ ℎ2

ℎ1

qdI = mC
(

1
ℎ

∫ ℎ2

ℎ1

qdI
)
+ 1
ℎ2

dℎ
dC

∫ ℎ2

ℎ1

qdI. (A.2)

Die Verwendung von dℎ
dC =

dℎ2
dC −

dℎ1
dC und Einsetzen in Gl. (A.1) führt auf

1
ℎ

∫ ℎ2

ℎ1

mCqdI = mC
(

1
ℎ

∫ ℎ2

ℎ1

qdI
)
+ 1
ℎ

(
1
ℎ

∫ ℎ2

ℎ1

qdI − q |I=ℎ2

)
dℎ2

dC

− 1
ℎ

(
1
ℎ

∫ ℎ2

ℎ1

qdI − q |I=ℎ1

)
dℎ1

dC
.

(A.3)

Multipliziert man Gl. (A.3) mit ℎ und verwendet die Kurzschreibweise für Höhenmittel-
werte q̄ = 1

ℎ

∫ ℎ2

ℎ1
q dI, so erhält man Gl. (3.5). Die Ableitung für die Terme der rechten Seite

von Gl. (3.4) folgt äquivalent.
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A. Detaillierte Herleitungen

A.2. Geschwindigkeitsprofile für Potenzgesetz-Fluide

Die konstitutive Beziehung für ein Potenzgesetz-Fluid (3.23) führt zusammen mit der
Gleichung für das Mikroproblem (3.15) zu einer nichtlinearen gewöhnlichen Di�erential-
gleichung für das Geschwindigkeitspro�l. Für den unteren Teil von Fall 1 gilt

m2D

mI2 = −U1

=

(
mD

mI

)1−=
, 0 ≤ I ≤ ℎ∗1, (A.4)

wobei U1 eine Konstante ist. Die Wahl eines Ansatzes für die Scherrate der Form

mD

mI
= �

(
ℎ∗1 − I

) j
, (A.5)

führt auf
�j (ℎ∗1 − I)j−1 =

U1

=
�1−= (ℎ∗1 − I)j (1−=) . (A.6)

Daraus lässt sich j = 1/= und � = U
1/=
1 ablesen, sodass der untere Teil des Geschwindig-

keitspro�ls durch

D (I) = − =

= + 1
U

1
=

1
(
ℎ∗1 − I

) =+1
= + V1, 0 ≤ I ≤ ℎ∗1 (A.7)

gegeben ist. Die Integrationskonstante V1 wird mithilfe der Randbedingung an der unteren
Wand D (0) = * bestimmt.

Der obere Teil des Geschwindigkeitspro�ls für Fall 1 kann auf ähnliche Weise ermittelt
werden, wobei

m2D

mI2 = −U1

=

(
−mD
mI

)1−=
, 0 ≤ I ≤ ℎ∗1 (A.8)

zu lösen ist. Der Ansatz
mD

mI
= �

(
I − ℎ∗1

) j (A.9)

führt analog auf den oberen Teil des Geschwindigkeitspro�ls

D (I) = − =

= + 1
U

1
=

1
(
I − ℎ∗1

) =+1
= + W1, ℎ∗1 ≤ I ≤ ℎ. (A.10)

Die Herleitung des Geschwindigkeitspro�ls für Fall 2 ist identisch zum unteren Teil von
Fall 1.
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A.3. Permeabilitätsfaktoren

A.3. Permeabilitätsfaktoren

Die e�ektive Spalthöhe ℎ∗ =
√
^ℎ in einem �achen Kanal ergibt sich aus Gl. (3.35), mit

einem parabolischen Geschwindigkeitspro�l der Form

D (I) = 0I (I − ℎ) + *2 −*1

ℎ
I +*1, (A.11)

wobei *1 und *2 die Schlupfgeschwindigkeiten an der unteren bzw. oberen Wand sind.
Das korrespondierende Geschwindigkeitspro�l mit Haftbedingungen über der e�ektiven
Spalthöhe ℎe� lautet

D∗(I) = 0I (I − ℎe�). (A.12)

Die De�nition der Navier-Schlup�änge setzt*1 und*2 mit 11 und 12 in Beziehung durch

*1 = D
′(0)11,

*2 = −D′(ℎ)12,
(A.13)

sodass
*2 −*1

ℎ
= 0ℎ

11 − 12

ℎ + 11 + 12
, (A.14)

und
*1 =

(
11 − 12

ℎ + 11 + 12
− 1

)
0ℎ11 (A.15)

in Gl. (A.11) ersetzt werden können. Die Auswertung von Gl. (3.35), bzw. Gleichsetzen von
Gl. (A.11) und (A.12), führt schließlich auf

ℎ2
e� =

[
1 + 611

ℎ
− 3

11 − 12

ℎ + 11 + 12

(
1 + 211

ℎ

)]
︸                                        ︷︷                                        ︸

=:̂

ℎ2. (A.16)

Für einen eindimensionalen Kanal mit kreisförmigem Querschnitt und Radius ' lautet das
Poiseuille-Geschwindigkeitspro�l

D (A ) = U ('2 − A 2) +*s, (A.17)

mit Schlupfgeschwindigkeit *s = 2U1' und das korrespondierende Pro�l mit Haftbedin-
gungen

D∗(A ) = U ('2
e� − A

2). (A.18)
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Gleichsetzen der integralen Flüsse

1
c'2

2c∫
0

'∫
0

D (A )AdAd\ =
1

c'2
e�

2c∫
0

'e�∫
0

D∗(A )AdAd\ (A.19)

führt wiederum auf
'2

e� =

(
1 + 41

'

)
'2. (A.20)

A.4. Überkritische Dichterelaxation

Das Verhalten von Gl. (3.43) im überkritisch gedämpften Bereich für große Wellenlän-
gen lässt sich leicht ermitteln, indem man den Grenzwert des wellenlängenabhängigen
Eigenwertanteils aus Gl. (3.40) betrachtet

lim
:→0

iBT: = lim
:→0
−

√(
6a
ℎ2^

)2
− 2T:2 = − 6a

ℎ2^
. (A.21)

Daher ist der zeitliche Verlauf der Fourier-Koe�zienten von Impuls�uktuationen in Lon-
gitudinalrichtung identisch mit dem der Transversalrichtung

lim
:→0

9̃‖ (:,C) = exp
(
− 6a
ℎ2^

C

) [
cosh

(
− 6a
ℎ2^

C

)
+ sinh

(
− 6a
ℎ2^

C

)]
= exp

(
−12a
ℎ2^

C

)
= 9̃⊥(:,C),

(A.22)

wobei 9̃‖ (:,C) = 9‖ (:,C)/ 9‖ (:,0). Für Dichte�uktuationen ergibt sich jedoch

lim
:→0

d̃ (:,C) = exp
(
− 6a
ℎ2^

C

) [
cosh

(
− 6a
ℎ2^

C

)
− sinh

(
− 6a
ℎ2^

C

)]
= 1, (A.23)

und es stellt sich die Frag wie dieser Grenzwert erreicht wird. Der Kürze halber sei
0 ≡ 6a/ℎ2^ und 1 ≡ −iBT =

√
(0/:)2 − 22

T mit 2T < 0/: , d. h.

d̃ (:,C) = 4−0C
[
cosh(1:C) + 0

1:
sinh(1:C)

]
, (A.24)
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A.5. MacCormack-Verfahren

wobei die Symmetrien der hyperbolischen Funktionen verwendet wurden. Zu Zeiten C0,
die viel größer sind als eine charakteristische Zeit des Systems (z. B. C0 � 1/1:), kann
angenommen werden, dass sinh(1:C0) = cosh(1:C0). Durch Entwicklung von ˜d (:, C) um
C0 erhält man

d̃ (:, C) = d̃ (:, C0) +
1: + 0
1:

4−0C0 cosh(1:C0)
[
(1: − 0) (C − C0) +

1
2!
(1: − 0)2(C − C0)2 + · · ·

]
= d̃ (:, C0)

[
1 + (1: − 0) (C − C0) +

1
2!
(1: − 0)2(C − C0)2 + · · ·

]
= d̃ (:, C0)4 (1:−0) (C−C0) .

(A.25)

Daraus ist ersichtlich, dass Dichtemoden im überkritisch gedämpften Regime exponentiell
in der Zeit mit einer Rate 1: −0 < 0 zerfallen, wobei 0 eine geometrieabhängige Konstante
ist und 1: − 0 ∼ O(:2), wie in Abb. A.1 dargestellt.
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Abbildung A.1.: Überkrtische Dichterelaxation und Vergleichmit Approximation. Gleich wie Abb. 3.6c, aber
mit dem e�ektiven Langzeitausdruck für d̃ (:,C). Die in Gl. A.25 gezeigte Taylor-Entwicklung ist um C0 =

2/0, und mit Ausnahme des aperiodischen Grenzfalls erhält man eine gute Übereinstimmung mit der
ursprünglichen Form für große C . In Anlehnung an Ref. [P3].

A.5. MacCormack-Verfahren

Gleichung (3.53) kann mithilfe der numerischen Flüsse (3.56a)–(3.56d) geschrieben werden
als
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W=+1
8 9 = W=

8 9 −
ΔC

2ΔG
[
fG (W=

8+1, 9 ) − fG (W=
8 9 ) + fG (W∗8 9 ) − fG (W∗8−1, 9 )

]
− ΔC

2Δ~
[
f~ (W=

8, 9+1) − f~ (W=
8 9 ) + f~ (W∗8 9 ) − f~ (W∗8, 9−1)

]
.

(A.26)

Durch einfaches Umsortieren ergibt sich

W=+1
8 9 =

W=
8 9

2
+ 1

2

{
W=
8 9 −

ΔC

ΔG

[
fG (W=

8+1, 9 ) − fG (W=
8 9 )

]
− ΔC

Δ~

[
f~ (W=

8, 9+1) − f~ (W=
8 9 )

]}
− ΔC

2ΔG
[
fG (W∗8 9 ) − fG (W∗8−1, 9 )

]
− ΔC

2Δ~
[
f~ (W∗8 9 ) − f~ (W∗8, 9−1)

]
.

(A.27)

Der Term in geschweiften Klammern beschreibt ein Aufwind-Verfahren erster Ordnung,
dessen Lösung als W∗8 9 de�niert wird. Dies ist der Prädiktorschritt, Gl. (3.57a). Daraus folgt
analog

W=+1
8 9 =

W=
8 9

2
+ 1

2

{
W∗8 9 −

ΔC

ΔG

[
fG (W∗8 9 ) − fG (W∗8−1, 9 )

]
− ΔC

Δ~

[
f~ (W∗8 9 ) − f~ (W∗8, 9−1)

]}
. (A.28)

Bezeichnet man den Term in geschweiften Klammern als W∗∗8 9 (vgl. Gl. (3.57b)), kann die
Lösung zum Zeitpunkt C=+1 mit Gl. (3.57c) berechnet werden.

A.6. TVD-Korrektur

Um eine TVD-Variante des MacCormack-Schemas zu erhalten, wird ein Korrekturterm
zum Korrektorschritt, Gl. (3.57c), hinzugefügt

ΔQTVD
8, 9 = [ (A+8 ) +  (A−8+1)]ΔQ=8+1/2, 9 − [ (A

+
8−1) +  (A−8 )]ΔQ=8−1/2, 9

+ [ (A+9 ) +  (A−9+1)]ΔQ=8, 9+1/2 − [ (A
+
9−1) +  (A−9 )]ΔQ=8, 9−1/2

(A.29)
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mit

A±8 =
ΔQ=

8−1/2, 9 · ΔQ
=
8+1/2, 9

ΔQ=
8±1/2, 9 · ΔQ

=
8±1/2, 9

, (A.30a)

A±9 =
ΔQ=

8, 9−1/2 · ΔQ
=
8, 9+1/2

ΔQ=
8, 9±1/2 · ΔQ

=
8, 9±1/2

, (A.30b)

ΔQ=
8±1/2, 9 = ±(Q

=
8±1, 9 − Q=8, 9 ), (A.30c)

ΔQ=
8, 9±1/2 = ±(Q

=
8, 9±1 − Q=8, 9 ), (A.30d)

und

 (A ) = �
2
(1 − q (A )), (A.31)

wobei q (A ) = max(0,min(2A, 1)) die Flussbegrenzerfunktion ist und der Parameter � von
der lokalen Courant-Zahl a abhängt durch

� =


a (1 − a); a ≤ 0,5

0,25; a > 0,5.
(A.32)

Für weitere Einzelheiten siehe Ref. [133].
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B. Superkritische Lennard-Jones Fluide

Die in Kap. 4.1 beschriebenen MD-Simulationen wurden für ein superkritisches Lennard-
Jones-Fluid am Zustandspunkt) = 2,0 n/:B und d = 0,452f−3 (vgl. Ref. [138]) durchgeführt.
Hier �nden sich zusätzliche Informationen über das LJ-Fluid sowohl für das System ohne
Wände als auch das eingeschlossene System.

B.1. Viskosität mittels Green-Kubo Simulationen

Eine geläu�ge Methode die Viskosität eines Fluids im Gleichgewicht zu bestimmen ist die
Green-Kubo (GK)- Methode. Dazu werden die Autokorrelationsfunktionen der Fluktuatio-
nen des viskosen Spannungstensors berechnet und über die Zeit integriert

[ =
+

:B)

∫ ∞

0
〈g8 9 (C)g8 9 (0)〉dC, (B.1)

wobei + das betrachtete Volumen ist, :B ist die Boltzmann-Konstante und g8 9 sind Kom-
ponenten des Spannungstensors. Dabei ist zu beachten, dass 〈·〉 ein Mittelwert über
verschiedene Startkon�gurationen bezeichnet. Prinzipiell können sowohl Scher- (8 ≠ 9 ) als
auch Normalspannungskomponenten (8 = 9 ) für die Berechnung von Gl. (B.1) zugrunde
gelegt werden, wobei für Letztere eine Skalierung mit Faktor 3/4 berücksichtigt werden
muss [174]. In Abb. B.1 ist der Wert des Integrals normiert auf die Dichte, also die kinema-
tische Scherviskosität, über der Zeit aufgetragen. Dazu wurden 20 MD Simulationen mit
Simulationszeit 2 500

√
f2</n durchgeführt, wobei die Autokorrelationsfunktionen jeweils

für ein Zeitintervall von 2,5
√
f2</n berechnet wurden. Innerhalb dieser Zeit konvergiert

der Wert des Integrals, welcher nahezu identisch mit dem Wert in Tab. 4.2 ist.
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Abbildung B.1.: Konvergenz des Green-Kubo Integrals zur Viskositätsbestimmung.Mittelwert und Kon�den-
zintervall aus 20 Replica-Simulationen und Vergleich mit Ergebnissen der transverse current autocorrelation
function (TCAF)-Methode.

B.2. Zustandsgleichung

Die für den kompressiblen Kontinuumslöser notwendige Zustandsgleichung wurde mittels
MD-Simulationen parametrisiert. Dazu wurden zehn Simulationen mit je 5 000 Atomen bei
äquidistant verteilten Dichten zwischen 0,06 und 0,6f−3 und ) = 2,0 n/:B durchgeführt.
Der Druck in den äquilibrierten Systemen wurde für 100 000 Zeitschritte aufgenommen
und ist in Abb. B.2 aufgetragen. Die Parametrisierung erfolgte durch Anpassung eines
kubischen Polynoms an die Simulationsdaten. Aus der Steigung der Isothermen lässt sich
wiederum die adiabatische Schallgeschwindigkeit 2s =

√
Wd?/dd . Für die Umrechnung in

SI-Einheiten wurden die LJ-Parameter für Argon, f = 0.34 nm und n = 120 K/:B, sowie
die molare Masse< = 39,948 g/mol verwendet.

B.3. Dichteoszillatonen

Ordnungsphänomene an der Fluid-Wand-Grenz�äche führen zu Oszillationen der Dichte.
Für die in Kap. 4.1 untersuchten Systeme eingeschlossener Fluide sind die Dichtepro�le
entlang der Spaltkoordinate für drei verschiedene Interaktionsstärken in Abb. B.3a darge-
stellt. An beiden Wänden sind für alle betrachteten Interaktionsstärken je zwei deutliche
Dichtemaxima zu erkennen, wobei die Dichte der Schichten mit der Interaktionsenergie
zunimmt. Ab einem Abstand von etwa 3f von der Wand ist die Dichte konstant. Die
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Abbildung B.2.: Isotherme Zustandsgleichung des superkritischen LJ-Fluids. Aus der Anpassung an ein
kubisches Polynom ergeben sich die Parameter 0 = 15,20 nf6, 1 = −9,60 nf3, 2 = 3,35 n und 3 = −0.07nf−3.

Dichte im Inneren unterscheidet sich aufgrund der Ordnungse�ekte leicht vom Eingabe-
wert d = 0,452f−3. Im grau schattierten Bereich wurde die radiale Verteilungsfunktion
berechnet und mit dem Ergebnis eines Systems ohne Wände verglichen. Zur besseren
Vergleichbarkeit wurde dazu der graue Bereich auch in I-Richtung periodisch fortgesetzt.
Das Ergebnis des Vergleichs ist in Abb. B.3b dargestellt. Im Zentrum des Kanals ist die
Struktur des eingeschlossenen Fluids ununterscheidbar zu der eines Fluids ohne Wände,
unabhängig von der Fluid-Wand-Interaktionsstärke.
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Abbildung B.3.: Charakterisierung des eingeschlossenen LJ-Fluids. (a) Dichteverlauf über der Spalthöhe
für drei Fluid-Wand-Interaktionen. (b) Radiale Verteilungsfunktion und Vergleich mit einem System ohne
Wände.
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C. Autokorrelationsfunktionen

Die in Abb. 4.2 und 4.5a dargestellten Relaxationszeiten, bzw. die Periodendauer in Abb. 4.3,
sind arithmetische Mittelwerte basierend auf Funktionsanpassungen sowohl des Real- als
auch des Imaginärteils der Fourier-Koe�zienten aus MD-Fluktuationen.
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Abbildung C.1.: Autokorrelationsfunktionen von Gleichgewichtsfluktuationen. Gleich wie Abb. 4.1, aber für
den Imaginärteil der Fourier-Koe�zienten.
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Analog zu Abb. 4.1 sind in Abb. C.1 die Autokorrelationsfunktionen des Imaginärteils von
Impuls- und Dichte�uktuationen für vier Wellenlängen und U = 0,75 dargestellt. Außerdem
zeigen Abb. C.2 und C.3 die Autokorrelationsfunktionen und Funktionsanpassungen für
Wand-Fluid-Interaktionen mit U = 1,25 für den Real- bzw. Imaginärteil.
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Abbildung C.2.: Autokorrelationsfunktionen von Gleichgewichtsfluktuationen. Gleich wie Abb. 4.1, aber für
Wand-Fluid-Interaktionen mit U = 1,25.
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Abbildung C.3.: Autokorrelationsfunktionen von Gleichgewichtsfluktuationen. Gleich wie Abb. C.2, aber für
den Imaginärteil der Fourier-Koe�zienten.
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