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1. Mengenartige Grofden

Esgibt eine Klasse physikalischer Grof3en mit denen der Umgang besondersleicht ist: die men-
genartigen Grolden. Zu ihnen gehoren:

- dieMassem

- die Energie E

- die elektrische Ladung Q
- der Impulsp

- dieEntropie S

- die Stoffmengen

und andere.

Man darf sich jede dieser Grof3en wie eine Art Substanz vorstellen, und man darf Gber sie spre-
chen, wieman Uber eine Substanz spricht. Der physikalische Grund hierfur ist, dal3eszujeder sol-
chen Grof3e eine Dichte (Massendichte, Energiedichte, Ladungsdichte . . . ) und einen Strom
(Massenstrom, Energiestrom, elektrischer Strom. . . ) gibt.

Ausdieser Tatsachefolgen weltere Eigenschaften der mengenartigen Grof3en: Sieverhaltensich
bei Systemzusammensetzung additiv, Abb. 1.1. Hat die Grélkexin System S, den Wert x, undin
System S, den Wert x, , so hat sie in dem zusammengesetzten System S den Wert x; + X,. FUr
nichtmengenartige Groféen, z. B. die Temperatur, gilt diese Regel nicht.

DieFragenachder Erhaltungist nur fiir mengenartige Gréf3en einesinnvolle Frage. Sosind Ener-
gie und elektrische Ladung Erhaltungsgrofien, Entropie und Stoffmenge dagegen sind es nicht,
denn man kann Entropie erzeugen und Stoffmenge sowohl erzeugen als auch vernichten. Die
Fragenach der Erhaltung nichtmengenartiger Grofien dagegenist sinnlos, etwadieFrage: "I stder
Druck eine Erhaltungsgrofe?”

Die Starken einiger Strome haben aus historischen Griinden eigene Namen: Die Energiestrom-
stérke nennt man auch L eistung, und die I mpul sstromstérke nennt man fast ausschliefdlich Kraft.
In Tabelle 1.1 sind die wichtigsten mengenartigen Grofden zusammen mit den entsprechenden
Stromstérken zusammengestel|t.

Abb. 1.1. Zur Additivitdt mengenartiger Grolzen
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Tabelle 1.1. Einige mengenartige Gréf3en und ihre Stromstérken

Mengenartige Grolie Stromstérke

Name Symbol (MaReinheit) Name Symbol (MaReinheit)
Masse m (kg) Massenstromstérke - (kals)

Energie E (Joule, J) Leistung P (Watt, W = J/s)
elektrische Ladung Q (Coulomb, C) elektrische Stromstérke I (Ampere, A = Cl9)
Impuls p (Huygens, Hy) Kraft F (Newton, N = Hy/s)
Entropie S(Carnot, Ct) Entropiestromstérke - (Ctls)

Stoffmenge n (mol) Stoffmengenstromstérke - (mol/s)

Zwischen einigen Bereichen der Physik existieren Analogien: Auseiner Beziehung, dieineinem
Gebiet der Physik gilt, erhalt man durch rein formal es Ubersetzen eine Beziehung, diein einem
anderen gilt. Bei diesen Analogien entsprechen sich mengenartige Grofen. Wir werdenin die-
sem Skriptum oft die Analogie zwischen Mechanik und Elektrizitétslehre ansprechen. Bei ihr
entsprechen sich Impulsund el ektrische L adung, sowieKraft (= Impul sstromstérke) und el ektri-
sche Stromstérke.



2. Impulsund I mpulskapazitat

2.1 Definition des I mpulses

Ein rollender Wagen hat Schwung. Je schneller er rollt, und je schwerer er ist, desto mehr
Schwung hat er. Die Bedeutung von dem, was man umgangssprachlich Schwung nennt, deckt
sich sehr gut mit der Bedeutung der mengenartigen physikalischen Grof3e Impuls.

Huygens nannte den Impuls " quantitas motus", sinngemal} Ubersetzt "Bewegungsmenge". Ein
sich bewegender K 6rper enthdlt eine bestimmte Menge Impuls, genauso wieein elektrisch gela-
dener Korper eine bestimmte Menge Elektrizitét enthalt.

Wir beschrénken unszunéchst auf die Betrachtung eindimensional er, geradliniger Bewegungen
in x-Richtung, und wir legen fest:

Beweqt sich ein Korper in die positive x-Richtung, so ist sein Impuls positiv. Bewegt sich der
Korper indienegativex-Richtung, soist sein Impulsnegativ. Ruht der Korper, soist sein Impuls
Null.

Wir legen als néchstes die Impulseinheit fest:

Ein Korper der Masse 1 kg, der sich mit einer Geschwindigkeit von 1 m/sin die positive x-Rich-
tung bewegt, hat einen Impuls von einem Huygens: p = 1 Hy.

Wir Uberzeugen unsspater davon, dal3 man zur Festlegung der Impulseinheit keineweiteren An-
gaben tiber den Einheitskorper zu machen braucht. Man braucht z. B. nichts Giber seine geometri-
sche Gestalt und Uber seine chemische Zusammensetzung zu sagen.

Abb. 2.1 zeigt, wie man den Impuls eines Kérpers K messen kann. Man 183t Einheitskorper E,
d. h. Korper, von denenjeder eine (negative) Impul seinheit trégt, mit K so zusammenstol3en, dal3
sienachdem Stol3mit K verbunden bleiben ("inelastischer Stof3"). Dabel geht von K auf E Impuls
Uber. Man 13t nun solange Einheitskdrper gegen K stof3en, bisK und allebereitsanihm héngen-
den Einheitskérper zum Stillstand gekommen sind. Wenn dazu z Einheitskorper erforderlich
sind, weil3 man, dal3 K am Anfang z Impulseinheiten hatte.

B T—1 | | I3
L('{'E"‘E —_— «-E «E

b =

Abb. 2.1. Zur Messung des Impulses. K = Kdrper, dessen Impuls gemessen werden soll. E = Korper mit einer Impulseinheit
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DiesesMeldverfahren setzt voraus, dal3 beim Zusammenstol3kein Impul sverloren geht, und kein
neuer Impulserzeugt wird. Dal3dasder Fall ist, kann manin weiteren Experimenten |eicht nach-
weisen.

2.2 Die Impulskapazitéat

Wir untersuchen nun, wovon der Impuls eines K érpers abhangt und stellen fest:

Der Impuls eines Korpers hangt ab

- von der Geschwindigkeit des Korpers;

- von der Masse des Korpers.

Er hangt nicht ab z. B.

- von der chemischen Zusammensetzung des Korpers;

- von der geometrischen Gestalt des Korpers.

Die quantitative Untersuchung zeigt, dal3 fir nicht zu grof3e Geschwindigkeiten (Jv| « ¢ ) gilt:
p~nmv

Die Mal3einheit Huygens des Impul sesist nun gerade so eingerichtet, dal3 aus der Proportionali-
tatsbeziehung eine Gleichung wird:

b =my (2.1)

Selbstverstandlich gilt diese Beziehung nur fir die Klasse von Systemen, fir die sie experimen-
tell verifiziert wurde: fir Korper nicht zu hoher Geschwindigkeit. Fir andere Systeme, z. B. el ek-
tromagnetische Felder, gelten andere Beziehungen.

Man kann Gleichung (2.1) auch folgendermal3en |esen: Bel gegebener Geschwindigkeit enthalt
ein Korper um so mehr Impuls, je groRer seine Masseist. Die Masse stellt damit ein Mal3 fir die
Impulskapazitét eines Korpers dar.

In Tabelle 2.1 sind einige typische Impul swerte angegeben.
Die zu Gleichung (2.1) analoge Beziehung der Elektrizitéatdehreist
Q =CuU.

Siesagt, dal3die Platten einesK ondensatorsbel gegebener Spannung um so mehr elektrischelL a-
dung Q tragen, je grof3er die Kapazitét C des Kondensatorsist.

Man stellt experimentell fest, dal? Impuls weder erzeugt noch vernichtet werden kann:

Der Impulsist eine Erhaltungsgrofie.

Tabelle 2.1. Einige typische Impulswerte

Fliegender Tennisball 2 Hy
fliegender Fuf3ball 12 Hy
FuRganger 100 Hy
fahrender Personenwagen 40 000 Hy
Erde (auf ihrer Bahnum die Sonne) 1.8 10%8 Hy




3. DieKraft
3.1 Impulsstréome

Wenn el ektrischeLadungvoneiner Stelle A nacheiner StelleB Ubertragenwird, sagt man, esflie-
[3e ein elektrischer Strom von A nach B. Genauso kann man, wenn Impuls von einem Korper A
auf einen Kdrper B Ubertragenwird, sagen, esflief3eeinmpulsstromvon A nach B, Abb. 3.1und
Abb. 3.2.

/PA:: Q—H){ P8=0Hy ’PA:(fuy " ‘FB:OHY

vorhes f[ A | B [ Ji vor et r{ A B ]_—?
Pa=2hy o Po=2Hy ‘Pa=OHy Pe=4Hy
nochher] 1A LB 7 eackhes | ‘“‘m l::g B

v

Abb. 3.1. Von A nach B flief3t ein Impulsstrom. Der Impuls Abb. 3.2. Von A nach B fliefdt ein Impulsstrom. Der ganze
von Kérper A vertellt sich auf beide Korper. Impulsvon A geht auf B Uber.

L&t man den ImpulseinesK érpersin die Erde abflief3en, so vertellt er sichin der Erde; er "ver-
dinnt" sich dabel so stark, dal3 manihn nicht mehr nachwei sen kann, Abb. 3.3. Dieanaloge el ek-
trische Situation zeigt Abb. 3.4.

TS |
% gl

«/
(] .
|
Abb. 3.3. Der Impuls flief3t vom Auto in die Erde und ver- Abb. 3.4. Die elektrische Ladung flief3t von der Kugel indie
diinnt sich dort so stark, dafl3 man ihn nicht mehr nachweisen Erde und verdiinnt sich dort so stark, da3 man sie nicht mehr

kann. nachweisen kann.

Impulsfliefdt, wenn eineVerbindung existiert, von selbst in die Erde. Um einen Impul sstrom ge-

gen seine natirliche FluRrichtung flief3en zu lassen, braucht man eine "Impulspumpe’. In
Abb. 3.5 wirkt die Person als Impulspumpe. Abb. 3.6 zeigt die analoge elektrische Situation.

Ob ein Gegenstand oder ein anderes Gebilde den Impuls gut oder schlecht leitet, |a3t sich leicht
feststellen, Abb. 3.7. Man findet:
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Abb. 3.5. Der Impuls des Wagens nimmt zu. Die Person Abb. 3.6.Die elektrische Ladung der Kugel nimmt zu. Das
"pumpt” ihn aus der Erde Uber das Seil in den Wagen. Netzgerdt "pumpt” sie aus der Erde Uber das Kabel auf die
Kugel.

- Feste Gegenstande leiten Impul sstréme;

- Gase leiten Impul sstrome schlecht;

- Seile leiten Impul sstrdme nur in eine Richtung;

- R&der werden oft zur Impulsisolation verwendet.

Reiben zwei Gegenstande aneinander, so flief3t zwischenihnen ein Impulsstrom. Jegeringer die
Reibung, desto besser ist die Impulsisolation.

Auch nichtmaterielle physikalische Systeme, die sogenannten Felder, leiten den Impuls. Abb.
3.8 zeigt, wie Impuls durch ein Magnetfeld flieft.

£ G 5

~
~ /

dp

[T ?g |
- I>O df
o o O o (TES

Abb. 3.7. Der Wagen wird (iber die Stange mit Impuls gela- Abb. 3.8. Der Wagen bekommt seinen Impul stiber dasMag-
den. Die Stange leitet den Impuls. netfeld, das sich zwischen den beiden Magneten befindet.

3.2 Die Stromrichtung

Steht ein Gegenstand (oder anderes Gebilde) unter Zugspannung, so fliefdt in ihm ein Impuls-
stromindienegativex-Richtung, Abb. 3.9. Steht ein Gegenstand unter Druckspannung, so fliefdt
inihm ein Impulsstrom in die positive x-Richtung, Abb. 3.10. Diesen Sétzen liegt eine Konven-
tionzu Grunde: Zahlteman den ImpulseinesK drperspositiv, wenn sich der Korper in dienegati-
ve x-Richtung bewegt, so kehrten sich auch die Stromrichtungen um. (Auchin der Elektrizitats-
lehrehat man einewillkirlicheV orzeichenfestlegung getroffen: Elektronen bzw. geriebene Sie-
gellackstabe werden als negativ geladen definiert.)
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Abb. 3.9. Der Impulsfliefdt in die negative x-Richtung. Abb. 3.10. Der Impulsflief}t in die positive x-Richtung.

3.3 Dielmpulsstromstarke

Ein Gegenstand, durch den ein Impulsstrom
fliefdt, wird verformt. Nimmt der Gegenstand, N\ —
nachdemder Impul sstromaufgehort hat zuflie-

Ren, seine alte Form wieder an, so nennt man 2ot Sy, TP

ihn elastisch. Elastische Korper kdnnen zur
Messung der Impulsstromstéarke benutzt wer-

den. Solche Stromstérkemef3geréte nennt man | ~————p~ [ Texm-q———

Kraftmesser. Man geht mit ihnen um, wie mit
anderen Stromstarkemefigeréten auch, z. B. Q..e
wie mit Amperemetern, Abb. 3.11:

-MantrenntdieLeitung, inder der zumessende  Abb. 3.11. Zur Messung der Impulsstromstarke
Strom fliefdt durch;

- man verbindet die be den neu entstandenen Enden mit den beiden Anschlissen des Stromstér-
kemef3geréts.

Die Maleinheit der Impulsstromstérke ist das Newton (N). Es gilt

Hy

IN=1—
S

Der in der Physik tbliche Name der Impulsstromstéarke ist Kraft. Der sprachliche Umgang mit
demWort Kraftist allerdingsetwasandersalsder mit dem Wort Stromstérke. In Tabelle3.1sind
einige Ubersetzungsregeln aufgelistet.

Tabelle 3.1. Zum sprachlichen Umgang mit den Wértern "Kraft" und "Impul sstrom™

Impulsstrom Kraft
In den Kérper fliefdt ein Impulsstrom hinein. Auf den Korper wirkt eine Kraft.
Von Korper A nach Korper B flief3t ein Impul sstrom. Korper A Ubt auf Korper B eine Kraft aus.
Durch das Seil flief3t ein Impulsstrom. In dem Seil wirkt eine Kraft.




3.4 Geschlossene | mpulsstromkreise
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Inden Abbildungen 3.12 abiscist dielmpulsdnderung des KorpersK 10 Hy/s, dennesfliefdt ein
Impulsstrom von 10 N in den jeweiligen Korper. Wegen der grof3en Masse des Korpersin Abb.
3.12 candert sich aber dessen Geschwindigkeit kaum noch. Trotzdem fliefdt durch den Kraftmes-
ser ein Impul sstrom dersel ben Stérkewiedurch den Kraftmesser in Abb. 3.12 a. Man sieht daran,
daf3 das Flief3en eines Impulsstroms nichts mit der Bewegung des Impulsleiters zu tun hat.

EvE~] 5609

Abb. 3.12. Das Flief3en eines Impulsstroms hat nichts mit der Bewegung des Impulsleiters zu tun.

InAbb. 3.12 d schliefdichflief3t immer noch ein Impulsstromvon 10 N. Diesmal &ndert sich aber
der ImpulskeinesK 6rpers. Der Impul sflief3t hier in einem geschlossenen” Stromkreis'. Dieselbe
Situation liegt vor bei der Anordnung von Abb. 3.13: Die obere Feder steht unter Zugspannung,
d. h. der Impulsstromflief3t von rechtsnach links, dieuntere steht unter Druckspannung, d. h. der

Impulsstrom flief3t von links nach rechts.

Abb. 3.13. Geschlossener Impulsstromkreis

Anordnungen, in denen Impulsstrome flief3en,
ohne dal3 sich etwas bewegt, nennt man stati-
sche Anordnungen.

Der Impulsstromkreis von Abb. 3.13 bringt
eine triviale Erfahrung zum Ausdruck: Wenn
anirgendeiner Stellein einer statischen Anord-
nung eine Druckspannung herrscht, so muf3 es
eine andere Stelle geben, die unter Zugspan-
nung steht.

Esmag auszwei Griinden merkwiirdig erschei -
nen, im Zusammenhang mit statischen Anord-
nungen von Strémen zu sprechen:
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1. Kann es sein, dal3 ein Strom standig flief¥t, - ohne Antrieb, ohne Energiequelle? Offenbar ja.
Schliefdlich gibt es auch elektrische "reibungsfreie” Stréme, die Suprastrome.

2. Die Anordnung von Abb. 3.13ist vollig symmetrisch. Wie kommt aber der Strom dazu, eine
Richtung auszuzeichnen? Die Antwort lautet: Die Richtung hat nicht der Strom ausgezei chnet,
sondern wir, indem wir festgelegt haben, dal3 nach rechts bewegte Korper positiven Impuls ha-
ben. Es liegt also einfach daran, dal3 unser Koordinatensystem unsymmetrisch ist.

3.5 Die Kontinuitatsgleichung

Da der Impuls eine Erhaltungsgrofie ist, kann o —
sich sein Wert innerhalb eines Raumbereichs 4

nur dadurch andern, dal3ein Impul sstrominden / E:H—OD"O‘
Bereich hinein- oder ausihm herausfliefdt. Das a ~_ _

Hinein- und Herausfliel3en kann aber auf zwei-
erlei Art geschehen: Entweder, wie in Abb. ;ST TN
3.14 8, durch Zug oder Druck, oder, wiein Abb.

/
3.14 b, dadurch, da3sich Impuls"konvektiv" in - ! 4l
denBereich hinein oder ausihm herausbewegt. L

Diegesamte Impulsstromstérke| _ setzt sich al-
SO aus zwel Summanden zusammen. Nur den Abb. 3.14. Zwel Typen von Impulsstromen

ersten, den Druck- bzw. Zugterm, nennt man

Kraft. Den zweiten, konvektiven Strom wollen wir mit F, . bezeichnen. Esist aso

l, =F +Fion (3.1)

Der konvektive Impulsstrom F, |, etwain einem Wasserstrahl, |3t sich durch die Massen-
stromstérke |, und die Strahlgeschwindigkeit vy ausdriicken. Fir die Impulsanderung dp in
dem gestrichelt markierten Raumbereich in Abb. 3.14 b gilt ndmlich

dp =vg dm.
Alsoist

Clpkonv
ot :Fkonv: Sdtizvslm

Die Gesamtstromstéarke ist damit:

I, =F+vgly, (3.2
und fir die Impulsdnderung im Raumbereich kdnnen wir schreiben

dp

a I (3.3

Gleichung (3.3) ist dieKontinuitatsgleichung fir den Impuls. Man beachte, dal3 diese Beziehung
keine Definition der Grofie Ip darstellt. Sie bringt vielmehr eine Erfahrung zum Ausdruck: die
Erfahrung, dal3 der Impuls eine Erhaltungsgrofie ist. Die Grof3en auf der linken und der rechten
Seite sind ndmlich unabhangig voneinander mef3bar.
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Die zu (3.3) analoge elektrische Beziehung lautet

Q _,
at

und die Kontinuitatsgleichung fir die Masse

dm _,
dt —'m



4. Impulsund Kraft als Vektoren
4.1 Der Impulsals Vektor

Wir lassen jetzt die Einschrénkung fallen, dal3 sich Korper nur in die positive oder negative x-
Richtung bewegen dirfen. Um den Wert desImpul seseinesK drpers beliebi ger Bewegungsrich-
tung festzulegen, muf3 man den Betrag des | mpul ses und die Bewegungsrichtung, die " Richtung
desImpulses’, angeben. Der Impulsist a'so einVektor. Dader Impulsmengenartigist, mul3eine
Addition erklart werden: Der Impulswird nach der gewohnlichen V ektoradditionsregel (Paral-
lelogrammregel) addiert.

Dielmpulseder rdumlich getrennten Systeme A und B seien pA und pg. Dannist der Impulsdes
aus A und B zusammengesetzten Systems

P = Pyt P
(DieGeschwindigkeitist nicht mengenartig. Die Additionvon Geschwindigkeiten hat eineande-
re physikalische Bedeutung: Sie entspricht stets einem Wechsel des Bezugssystems. Die Addi-

tion von Geschwindigkeiten geschieht nur im Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten |v | « ¢ nach
den Regeln der Vektoraddition.)

Oft ist es zweckmaldig, den Impuls eines Korpersin die x-, y- und z-Komponente zu zerlegen:

P=P&*P&+DP,E
Impuls, der in die x-Richtung weist, nennen wir kurz x-Impuls. Entsprechend gibt esy- und z-
Impuls.

4.2 DieKraft alsVektor

Die elektrische Ladung ist ein Skalar. Folglich ist auch die elektrische Stromstéarke ein Skalar.
Der Impulsist ein Vektor. Folglich muf auch die Kraft, d. h. die Impul sstromstérke, ein V ektor
sein.

Um eine Impulsstromstérke (oder Kraft) anzugeben, geniigt es nicht zu sagen, in dem entspre-
chenden Leiter flief3en z. B. 10 Hy/s, man muf3 auch noch sagen, wasfur Impul sfliefdt: x-lmpuls,

y-Impuls, z-Impuls oder irgendeine Kombination aus diesen drei Impulssorten. Man muf3 daher
auch die Stromstérke des Impulses durch einen Vektor beschreiben.

Abb. 4.1. (a) x-Impulsfliefdt von rechts nach links. (b) x-Impuls flief3t von links nach rechts. (c) x-Impuls fliefdt von unten
nach oben.
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Abb. 4.2. (3) y -Impuls fliefdt von rechts nach links. (b) y - Impuls fliefdt von rechts durch die Schleife nach links.

Der Betrag dieses V ektors gibt den Betrag despro Zeit an el ner gegebenen Stelle vorbeifliefien-
den Impulses an. Seine Richtung gibt die Richtung des Impulses an, der in der Leitung flief3t.

Achtung: Dielmpulsstromstarkerichtung (= Kraftrichtung) stimmtim Allgemeinen nicht mit der
Richtung der Leitung, durch die der Impulsfliefdt (z. B. eine Stange), Uberein.

Abb. 4.1 zeigt drei Beispieledafur, dal3 x-Impulsin einen Korper hineinflief%. Man sagtinalen
drei Féllen, auf den Kérper wirke eine Kraft in x-Richtung. Man beachte, dal die Flulrichtung
desx-Impulsesin jedem Teilbild andersist. In Abb. 4.1 akommt der x-Impulsvon rechtsin den
Korper hinein, in Abb. 4.1 b von linksund in Abb. 4.1 ¢ von unten.

Abb. 4.2 zeigt einen Korper, der mit y-lmpulsgeladen wird. Man sagt, auf den Korper wirkeeine
Kraft iny-Richtung. In Abb. 4.2 akommt der Impuls von rechts; in Abb. 4.2 b auch, allerdings
mul3 er noch durch die Schleife hindurchflief3en.

4.3 Die Newtonschen Gesetze

Wir konnen jetzt auch die Kontinuitétsgleichung in vektorieller Form schreiben:

dp _
@ e

Schliefdt man konvektive Impulsstrome aus, so bleibt

mit 1,=F +F, (4.1)

dp
dt

Wir formulieren die drei Newtonschen Gesetze.
1. Newtonsches Gesetz

=F (4.2)

Ein kréftefreier Korper bewegt sich geradlinig gleichférmig.
(Der Impuls eines Korpers, in den kein Impulsstrom hineinfliefdt, andert sich nicht.)
2. Newtonsches Gesetz

Wenn eine Kraft F auf einen Korper mit der Masse m wirkt, andert sich sein Impuls so, daf3
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(Wenn ein Impulsstrom F in einen Korper flief3t, andert sich dessen Impuls so, dal3
dp
dt
ist.)
3. Newtonsches Gesetz

=F

Wenn dieKraft F, dieauf einen Korper A wirkt, ihren Ursprung in einem anderen Korper B hat,
so wirkt auf B die entgegengesetzte gleiche Kraft -F.

(Wenn ein Impulsstrom der Stérke F, der in einen Korper A hineinflief3t, seinen Ursprungin ei-
nem anderen Korper B hat, so fliefdt aus B ein Impulsstrom derselben Stérke F heraus.)

Man sieht, dal3 alle drei Gesetze die Impulserhaltung ausdrticken.

4.4 Die Gravitationskr aft
Die z-Achse stehe senkrecht zur Erdoberflache, und die positive Seite weise nach unten.

Fur einen fallenden Korper nehmen Impuls und Geschwindigkeit zu. Esflief3t z-Impulsin den
K&rper hinein. Dieser Impulskommt Uber dasGravitationsfeld ausder Erde. I st L uftreibung vor-
handen, so flief3t aul3erdem Impuls aus dem Korper herausin die Luft.

Die Stérke des Impul sstromsvon der Erde zum K orper ist, solange der K érper nicht zu weit von
der Erdoberfléche entfernt ist, nur von der Masse m des Korpers abhangig:

F=mg

F ist die Gravitationskraft oder Gewichtskraft. Der Betrag des Vektors g ist ortsabhangig. In
Mitteleuropaist sein Wert in der Nahe der Erdoberflache 9,81 N/kg, am Nord- und am Stdpol
9,83 N/kg und am Aquator 9,78 N/kg. Man nennt |g| daher auch den Ortsfaktor. Wir lernen spé-
ter eine allgemeinere Bedeutung von g kennen.

Hindert man den Korper am Fallen, indem man ihn aufstellt oder aufhangt, Abb. 4.3, so erhalt
man e nen geschlossenen Impulsstromkreis: Der Impulsfliefdt aus der Erde tber das Gravitati-
onsfeld in den Korper und von dort tiber die Aufhéngung zurtick zur Erde.

Traditionell unterscheidet man, allein um den Zustand des Korpersin Abb. 4.3 zu beschreiben,
zwischenvier verschiedenen Kréften. Obwonhl allevier vom selben Betrag sind, mulZman siebe-

~Y

‘ \
Abb. 4.3. Geschlossener Impulsstromkreis é l
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grifflich sauber voneinander unterscheiden:

1. DieKraft F g, die das Seil auf den Korper austibt;
2. dieKraft F\ g, die der Korper auf das Seil ausiibt;
3. dieKraft F,, die die Erde auf den Korper auslibt;
4. dieKraft F ., die der Korper auf die Erde austibt.

Zwischen diesen Kréften gelten die folgenden Beziehungen:

Fo=-Fks (4.38)
Fex =-Fxe (4.3b)
Fo =- Fre (4.3c)

Die Gleichungen (4.3a) und (4.3b) sind Ausdruck des 3. Newtonschen Gesetzes. Gleichung
(4.3c) besagt, dal3die Summeder Kréfte, dieauf den Korper wirken, gleichNull ist. Diese Summe
muf3 gleich Null sein, denn der Impuls des Korpers &ndert sich nicht.

Betrachtet man die Anordnung im Impulsstrombild, so erkennt man, dal3 die vier Kréfte nichts
anderes darstellen, a's die Stromstéarke desselben Impulsstroms an vier verschiedenen Stellen:
beim Verlassen des Seils, beim Eintritt in den Koérper, beim Verlassen des Kdrpersund bei Ein-
tritt in die Erde.

4.5 Impulsbilanz bei Drehbewegungen

Die Zentrifugal kraft

Ein Korper der Masse m soll sich reibungsfrei
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit N

_da —
T - L
oL

auf einer Kreisbahn bewegen. (da = Winkel <\‘/

im Bogenmal3. da ist ein Vektor. Weisen die

gekrimmten Finger der rechten Hand in die
Drehrichtung, so gibt der Daumen dieRichtung

w

desda -Vektorsan. Esfolgt, dalRauchdieWin-  Abb. 4.4. Zur Definition des Winkelgeschwindigkeitsvek-
kelgeschwindigkeit ein Vektor ist, Abb. 4.4)  ©s

Damit sich der Kérper auf einer Kresibahn be-
wegt, muld sich sein Impuls standig andern,
Abb.4.5. Esmul3standig eineKraft auf ihnwir-
ken. DieseKraft heif3t Zentripetalkraft. Dielm-
pulsénderung im Zeitintervall dt ist

™~

— — ~
dp=p,-p, = daxp \\,\\

T S Bohmtargent
Mit w=da /dt folgt Babmine : genten
dp

=w Xp - : -
at Abb. 4.5. Zur Berechnung der Impulsénderung eines Kor-

pers, der eine Kreisbewegung ausfiihrt



21

undmitp=mv undv=cxr:

d
L=mie x @ xr)]

Mit F =dp/dt ergibt sich
F =m[wx (wxr)]

Diese Kraft kann man sel bstversténdlich messen. Handelt essich z. B. um einen Korper, der mit
einer Schnur herumgeschleudert wird, so braucht man nur in die Schnur einen Kraftmesser ein-
zubauen. Damit haben wir die Impulsbilanz fir den Kérper erstellt.

Schwieriger wird es, wenn wir uns auf den Korper draufsetzen und die Bilanz in diesem neuen
Bezugssystemmachen. AmKraftmesser sehenwir, dal3nachwir vor einlmpulsstrominden K or-
per hineinfliefd. Allerdings ist nichts von einer Impulsdnderung zu merken; in unserem neuen
Bezugssystem ruht jader Korper. Wir schlief3en daher, dald der Impulsdurch einen unsichtbaren
Leiter wieder abflief¥. Esflief3t also ein Strom der Stérke

F, =-m[wx (wxT)]

durch denleeren Raumweg. Wir sagen: Auf den Korper wirkt eineKraft, dieder Zentripetal kraft
das Gleichgewicht hdlt, die Zentrifugalkraft.

Tatsachlich flief3t dieser Strom nicht durch den leeren Raum, sondern durch ein physikalisches
Gebilde: das Gravitationsfeld.

Die Corioliskraft

Wir betrachten ein Fahrzeug der Masse m, das sich auf einer mit der Winkelgeschwindigkeit w
rotierenden Scheibe bewegt, Abb. 4.6. Die Geschwindigkeit v des Fahrzeugsrelativ zur Schei-
be sei konstant, ebenso die Winkelgeschwindigkeit w. Esist in diesem Fall moglich, die Im-
pulsanderung des Fahrzeugs allein durch die Grofien m, v und w auszudrticken. Esist namlich

dp

=Ml x @ x1)]+ 2@ x V) (44

Der erste Summand auf der rechten Seiteist gleich der Zentripetalkraft. Hinzu kommt noch ein
Beitrag zur Impulsanderung, der senkrecht zur Geschwindigkeit v, steht. Um unseine Anschau-

o(?,, Richtung der Sthiene im
f_‘) N 2eitpunWt to  in dewm sich das
(A ~. _/FGRLQDLQ m 2entrum befindet

> |, -
dIp, S

O bpuls i Beibpunlet fotdt
Q»‘c‘w‘luvw der Schiene im 2utpunlet t, v dt

Abb. 4.6. Neben der Zentrifugal kraft wirkt auf das Fahrzeug Abb. 4.7. Zerlegung der Impulsénderung im Zeitintervall dt
eine weitere Kraft quer zur Richtung der Schienen. in zwei Anteile. Der dritte Anteil ist hier Null.
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ung von diesem zweiten Summanden zu bilden, betrachten wir einen Spezialfall: Das Fahrzeug
bewegesichauf einer Schieneradial nach auf3en. Wir betrachten denWagen, wenner sichsonahe
der Mitte der Scheibe befindet, dal3wir den ersten Term auf der rechten Seitevon (4.4) vernach-
lassigen konnen. (Der zwiete Term ist vom Radius unabhangig.) Man kann sich nun die Ande-
rung des zweiten Terms aus zwei Anteilen zusammengesetzt denken, Abb. 4.7.

Der erste Beitrag kommt daher, dal3 der V ektor des Impulses mvg mit der Winkelgeschwindig-
keit wgedrent wird. Er betragt

dp, = m(da x vg) = m(wx vg) dt

Der zweiteBeitragkommt daher, dal3si ch dasFahrzeug auf Grund der Radial bewegung nach Ab-
lauf der Zeit dt auf einem anderen Kreisumfang befindet, d. h. aneiner Stelleder Scheibe, diesich
mit einer anderen Tangentialgeschwindigkeit bewegt:

R

dp,=m0d @ xr)=m X%t—r)dt =m@ %XV
Die Summe der beiden Beitrage ergibt 2 m(w x vg)} dt.

Wenn sich nun der Wagen in gréflerem Abstand vom Zentrum bewegt, kommt noch der erste
Termin (4.4)

dpy = mwx (wxr)] dt
hinzu, sodal3 wir insgesamt erhalten
dp=m{[wx (wxr)] + 2(wxVgx)} dt

Auch dieKraft, diezu dem Term 2m (wx V) gehort, 183t sich messen. Siewrdesich bel einem
Schienenfahrzeug durch einen Druck auf die Schienen quer zu deren Richtung auf3ern.

Wieder machen wir die Impulsbilanz im rotierenden Bezugssystem. Inihm ist die Impul sénde-
rung Null, obwonhl dieaus Gleichung (4.4) folgenden Kréafte auf den K 6rper wirken. Esmuf3also
neben der Zentrifugalkraft

F, =-m[wx (wxT)]
noch eine weitere Kraft
Fc =-2m(wxvg)

auftreten, die dem zweiten Summanden auf der rechten Seitevon Gleichung (4.4) das Gleichge-
wicht halt. Diese Kraft heil3t Corioliskraft. Auch F - beschreibt einen Impulsstrom, der ausdem
Korper ins Gravitationsfeld fliefét, und auch dieser Strom tritt nur im rotierenden Bezugssystem
auf.

4.6 Verzweigte | mpulsstromkreise

Wir habenfestgestellt, dal3dieKraft einV ektor ist. Wel che physikalische Bedeutung hat die V ek-
toradditionvonKraften?Inder AnordnungvonAbb. 4.8treffensichdrei SeileineinemPunkt, ei-
nem Knoten. Wir wenden auf den gestrichelt eingerahmten Bereich die Kontinuitétsgleichung
(4.2) an:
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NANSNNRN

dp :
Olt=i2|:i i =123

NN

Die Gesamtstromstérke F ist die Summe aus
den drei Teilstromstarken F,, F,, und F5. Der
Impulsin dem betrachteten Bereich &ndert sich
nicht, d. h. dp/dt = 0. Mit der Kontinuitétsglel-
chung folgt daraus:

\\\\\\‘;\\‘L\ \:\\\\\\\\ \ \\\\\i

A

T I T S I i

s

SF =0 =123

Abb. 4.8. Die Summeder Kréfte, dieauf den Knotenwirken,
ist gleich Null.

Die Summeder Kréfte, dieauf den Knotenwir-
ken, istgleich Null. (Oder die Gesamtstromstérke der Strome, diezum Knotenflief3en, ist gleich

Null.)
Das elektrische Analogon dieser Regel ist die Kirchhoffsche Knotenregel .
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Abb.5.1. Der Impulsstromkrei sist tiber die Erdegeschl ossen. Abb.5.2. Der geschlossenel mpul sstromkreisist vonder Erde
isoliert.

5. Impulsstrom und Energiestrom

5.1 Der Zusammenhang zwischen Energiestromstérke, Impulsstromstdrke und Ge-
schwindigkeit

Eine Kiste wird mit konstanter Geschwindigkeit Uber den Boden gezogen, Abb. 5.1. Das Sell
steht unter Zugspannung, d. h. durch das Seil flief3t ein Impul sstrom nach links. Ander Tatsache,
dal? sich weder der Impuls der Kiste noch der der Person andert, erkennt man, dal3 der Impuls
durch die Erde zur Person zurtckflief3t: Wir haben einen geschlossenen Stromkreis vor uns.

Man erkennt das Flief3en des | mpul sstroms noch besser, wenn man das Experiment so abandert
wieesAbb. 5.2 zeigt. Durch die Rader ist der Impulsstromkreisgegendie Erdeisoliert. DasFlie-
[3en des Impulsstroms erkennt man an den beiden Federn: Die obere Feder ist gedehnt, d. h. der
Impulsstrom flief3t in ihr nach links, die untere ist gestaucht, d. h. der Impulsstrom fliefdt inihr
nach rechts.

Bei dem Vorgang mul3 sich die Person anstrengen, und die Unterseite der Kiste erwarmt sich.
Daran erkennt man, dal3 Energievon der Person zur Kistefliefst. Sie kommt ausden Muskeln der
Person und flief3t durch das Seil und die Kiste zur Unterseite der Kiste. Die Energie fliefdt nur
dann, wenn sich die Kiste bewegt und wenn das Seil unter Spannung steht. Das heil3t, dal3 die
Energiestromstéarke P abhangt von der Geschwindigkeit v der Kisteund der Kraft F, dieauf die
Kistewirkt (d. h. der StéarkedesImpul sstroms, der durchdasSeil zur Kisteflief3t). Wir wollenuns
diesen Zusammenhang zwischen P, v und F beschaffen.

Dal’bei konstanter Geschwindigkeit P ~F ist, sieht man leicht, wenn man die Person statt einer,
zwel  Kisten nebeneinander ziehen &M%,
Abb. 5.3. Wegender Knotenregel (angewendet
auf den Punkt P) gilt fir den Energiestrom:

P,+P,+P, =0

und fur den Impulsstrom

F,+F,+F;=0.

Mit P,=P; und F,=F; wird

P, =21|P,|

und Abb.5.3. In Seil 1ist sowohl die|mpulsstromstérke als auch

die Energiestromstérke doppelt so groBwiein Seil 2 oder in
F1=2|F2|_ Seil 3.
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Abb. 5.4. Das Produkt aus Kraft und Geschwindigkeit hat fir Seil 1 denselben Wert wie fir Seil 2.
Bel konstanter Geschwindigkeit hat eine Verdopplung der Kraft eine Verdopplung der Ener-
giestromstarke zur Folge.

Dal3bei konstanter Energiestromstarke F ~1/v ist, sieht man an Hand von Abb. 5.4. Ausgeome-
trischen Grinden ist

V=2V,

Dadurch Seil 3 keine Energie flieft, ist

P,=P,

Durch Anwendung der Knotenregel auf die Rolle bekommt man
F,+F,+F;=0,

und wenn man die Symmetrie der Rolle berticksichtigt,
F,=2|F]

Bei konstanter Energiestromstérkeist also dieKraft dem Kehrwert der Geschwindigkeit propor-
tional.

Aus

P~F Dbe v=const
und

F~1v be P =const
folgt

P~v-F.

Die Mal3einheit der Energie ist nun gerade so
eingerichtet, da3 gilt

P=v-F. Llav o

Setzt man v in m/sund F in N ein, so erhalt F:T_ — &

man P in Watt (W). A A ~
o —v O

L &t mandieganze Anordnung sichmit der Ge-
schwindigkeit V' bewegen, Abb. 5.5 (was auf
dassel be herauskommt, alsob mansieineinem
anderen Bezugssystem beschreibt), so flief3t

nicht nur im Seil der Energiestrom Abb.5.5. AuRer im Seil flieft noch ein Energiestrom in der
Unterlage.
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Ps=(V +4v) F,

wo Av die Geschwindigkeit der Kiste relativ zur Unterlage ist. Es flief3t auRerdem ein Ener-
giestrom in der "Ruckleitung”, also in der Unterlage:

Pr=-VF.

Der Nettoenergiestrom von der Person zur Kiste hat also die Stérke
P=P,+Py

oder

P=AvF

5.2 Die Analogie zur Elektrizitatslehre

Der Impulsstromkreis von Abb. 5.2 ist analog
zu einem einfachen elektrischen Stromkreis,
Abb. 5.6. Die Batterie entspricht der Person,
der Gluhfaden der Lampe entspricht der Unter-
seiteder Kiste. Die Energiestromstéarkeist hier —

P=A¢"I. ® T

Wir sehen, dal3 das elektrische Potential ¢ die
zur Geschwindigkeit analoge Grole ist.

Die beiden Gleichungen

- . _ . Abb.5.6. Ein elektrischer Stromkreis, der zu dem Impuls-
P=4Av-F und P=A4¢"I stromkreis von Abb. 5.2 analog ist

driicken eine allgemeingultige Regel aus:
Jeder Energiestrom ist begleitet vom Strom einer weiteren mengenartigen Grolie.

Wir nennen diegleichzeitigmit der Energieflief3ende Grofe den Energietrager. In dem Beispiel
mit der bewegten Kisteist der Impulsder Energietréger, indem elektrischen Stromkreisistesdie
elektrische Ladung.

Abb. 5.7 zeigt noch zwei zueinander anal oge technische V orrichtungen: einen Flaschenzug und
einen Transformator. Fir beideist, sofern siekeineVerluste haben, die Stérke deshineinflief3en-
den Energiestroms gleich der des herausflief3enden:

P,=P,.

Was sich andert, ist in beiden Fallen die Starke des Tragerstroms.

@

@)
—L—@Z;’ f

Abb. 5.7. Flaschenzug und Transformator
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5.3 Verallgemeinerung auf drei Dimensionen

DieGleichungP=Av “F ist nur fir den Fall guiltig, dal3 Av und F dieselbe Richtung haben. Av
und F sind die Betrage dieser Vektoren. Die Beziehung &3t sich leicht verallgemeinern. Esist
namlich

P=Av ‘F

Dal3hier dasInnenprodukt stehen muf3, erkennt man an Hand von Abb. 5.8. Man zerlegt dieKraft
F ineine zur Bewegung parallele und eine dazu senkrechte Komponente. Man sieht, dal3 mit der

senkrechten Komponente kein Energiestrom verbunden ist. Der Energiestrom ist also derselbe
alsware nur die Projektion F, von F vorhanden.

| =

-y
. ) Fn

Abb.5.8. Nur die Komponente F, von F trégt zum Ener- Qk

giestrom bei.

2

/




6. Energiespeicher

Wir untersuchen in diesem Abschnitt mechani sche Energiespeicher. Einen mechanischen Spei-
cher kann man mit Hilfe eines Impulsstroms mit Energie laden, und man kann die Energie mit
Hilfe desImpul sstromszu einem spéteren Zeitpunkt wieder herausholen. Esist fur mechanische
Energiespeicherung charakteristisch, dal3 der Lade- und der Entladevorgang durch die Bezie-
hung

P=Av'F
beschrieben werden.

Esgibt viele verschiedene Systeme, fur die daszutrifft. Beim Laden @&ndern - auf3er der Energie-
stets noch irgendwel che anderen Variablen des Systemsihren Wert. Am Wert dieser Variablen
kannmanden Energieinhalt ablesen. Wir werdenfir mehrere Bei spi el eden Zusammenhang zwi-
schen dem Energieinhalt und solchen anderen Variablen berechnen.

6.1 Der bewegte Korper als Energiespeicher - die kinetische Energie

Ein Wagen wird beschleunigt, Abb. 6.1. Durch das Seil flief3t ein Energiestrom der Stérke
P = Av-F zumWagen. Nicht nur die Energie, sondern auch der Impulshéuft sichimWagenan.
Mit

_dE
P =
und
o _dp

Tt

wird der Zusamenhang zwischen den zeitlichen Anderungen von E und p im Wagen:

dE _ . dp
dt dt

Wir verwenden p = mv und integrieren:

\'

E=%{Mp

p2

E(p):Eo-l-W —,_‘IV“* la
T O 1

Hier ist E, die Energie des Wagens bei p = 0.
Mitp =mv erhdt man:

m
E(¢)=E_ + 5v? — —
0 2 Abb.6.1. Ein Korper wird mit Impuls geladen. Dabei nimmt
sein Energieinhalt zu.
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Diese Beziehungen gelten natirlich nur so lange, wiep =mv ist, d. h. solange|v | «c ist. Man
nennt den Term p%/(2m) = m v2/2 die kinetische Energie des Korpers. Man beachte, da das
nicht bedeutet, es gebe Energien verschiedener Natur. Man kennzeichnet mit dem Adjektiv "ki-
netisch" lediglich das System, in dem die Energie gespeichert ist.

6.2 Die Feder als Energiespeicher

Eine Stahlfeder, Abb. 6.2, wird gedehnt. Durch das Seil flief3t ein Energiestrom der Stérke
P =v - F zur Feder. Wahrend die Energie in der Feder deponiert wird, fliefdt der Impuls durch
die Feder hindurch. Dafir das linke Ende der Feder v=0ist, ist hier auch P = 0. Mit

o _OE

erhalt man

dE

_c dx
& ~Foa

Fur Stahlfedern ist der Zusammenhang zwischen Kraft und Auslenkung linear, d. h. es gilt
F =Dx

(Hookesches Gesetz, D heil3t Federkonstante).
Damit wird:
E =D J'x d x /
/)
_ Di 2 : 2 ’ SIS )
EX&)=E,+ 5 X
oder mit F = Dx
E 2 Abb.6.2. Eine Feder wird gedehnt. Dabei nimmtihr Energie-
—_ - inhalt zu.
EF)-= EO + D

6.3 Das elektrische Feld als Ener giespeicher

DiePlatten elnes Kondensators werden mit Q = const auseinandergezogen, Abb. 6.3. Durch das
Seil flief?t ein Energiestrom der StéarkeP =v - F zum Kondensator. Die Energiewird im el ektri-
schen Feld, das sich zwischen den Kondensatorplatten befindet, deponiert. Mit

_dE

P ="u
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_dx 7
vV = dt // -
7
und / -
X / ~
_ Q 4 1- O
‘F ‘ - 2
EOA ; ]
RN l
(g, = elektrische Feldkonstante, A = Platten- T T = TS,
flache) erhdlt man durch Integration: T

ADbb.6.3. Die Platten eines geladenen K ondensators werden
2 ausei nandergezogen. Dabei nimmt der Energieinhalt desFel-
E (Q ) - QX des zwischen den Platten zu.
2¢ oA

Daraus ergibt sich mit C = g, A/x (C = Kapazitdt, x = Plattenabstand):

2

EQ)=Ey* 5
oder mitQ =CU
C,, 2

E(LJ):EO‘F?U

6.4 Das Gravitationsfeld als Ener giespeicher

Ein Korper wird nach oben gezogen, Abb. 6.4. Durch das Seil flief3t ein Energiestrom der Stérke
P=v-F zum Korper und weiter in das Gravitationsfeld von Kdrper und Erde. Mit

_dE
P

_dz_
und —L
F:n‘g 24

erhé@lt man durch Integration:

E(9) - E(z) = mg(z- )

_d
Man nennt E(z) die potentielle Energie des 2T I‘H
Korpers. Man sagt, beim Heben des Korpers

von z auf z; nehme seine potentielle Energie  pp64. Eine Last wird gehoben. Dabei wird Energie im
um mg(z - z,) zu. Gravitationsfeld gespeichert.



7. Stol3prozesse

Unter einem Stof3 versteht man einen Ubergang von einem Anfangszustand ain einen Endzu-
stand e, andem mindestenszwei K 6rper oder Teilchen (z. B. auch Photonen) beteiligt sind. Beim
Stol3werden Impulsund Energie neu auf die Stol3partner vertellt. Eskonnen dabei auch Reakti-
onen stattfinden, d. h. Teilchen erzeugt oder vernichtet werden. Im Anfangs- und im Endzustand
sind die Teilchen vollstandig entkoppelt: Es fliefRen weder Impuls- noch Energiestrome zwi-
schen ihnen. Nur wahrend der Zeit des Ubergangs findet Impuls- und Energieiibertragung statt.
Energie- und Impulssatz verlangen, daf?

iZEi a- jZEj e
und
izpi a- jzpj e
ist. Der Massenschwerpunkt r ; eines Schwarms von n Korpern ist definiert durch
rgpm = >rm

i=1 i=1

Die Ableitung dieser Gleichung nach der Zeit ergibt:
n n

rs2m = yrm
i=1 i=1

Dader Gesamtimpuls des Teilchenschwarms (rechte Seite der Gleichung) beim Stof3 konstant
bleibt, ist auch die Schwerpunktsgeschwindigkeit

VS:rS

vor und nach dem Stof3 dieselbe:
VS a~ VS e
Unter dem Schwerpunktsystem el nes Schwarmsvon K 6rpern versteht man ein Bezugssystem, in

dem der Schwerpunkt des Schwarms ruht.
Die Energie eines Schwarms von n Korpern kann man schreiben

n n
E :in o _ZEi,kin
i =1 i =1

E o istdieinnere, E,
noch einmal zerlegen:

die kinetische Energie des i-ten Korpers. Die zweite Summe &3t sich

_ (9
ZEi kin — ESkin + ZEi ,kin

WO

1
Ecuin = f(izmi )Ié



32

die "kinetische Energie des Schwerpunkts' ist und
(9

i kin

E

diekinetische Energiedesi-ten Kdrpersim Schwerpunktsystem. Damit wird die Gesamtenergie:

Skin

E =YE ,+ YE S, +E

Betrachtet man den Schwarm als Ganzes, so erscheint die Summe
(S

ZEi kin

alsein Anteil seiner inneren Energie. Wir fassen daher die beiden Summen zu E,, der inneren
Energie des ganzen Schwarms zusammen:

E=Ey*Eskin

mit

und
1
ESkin - f(izmi )Ié

Da die Schwerpunktsgeschwindigkeit v beim Stof3 konstant bleibt, folgt
E0 a~ EO e

und

ES kina— ES kine

Wir nennen Grdl3en, die beim Stof3 konstant bleiben, Stoltinvarianten. E, p, Vg, Eyund Eg ;. 5
sind also Stoldinvarianten.

Wenn aul3erdem noch

(9
ZEi kin

Stolinvariante ist, nennt man den Stof? €la-

stisch, wenn nicht, heil3 er inelastisch. Die =
nach einem inel astischen Stof3 fehlende kineti- L WD elastisen
sche Energie kann entweder gespeichert, oder Keet

3y ) \
zur Warmeproduktion verwendet werden. Im f"mi *[: R ——

ersten Fall ist der Stol reversibel, im zweiten
- jr ATt
I L —_— T inelastisch, reversibel

nicht, Abb. 7.1.
Abb. 7.1. Verschiedene Stof3typen



8. Dissipative Impulsstrdme: Reitbung und Viskositat

Indendrei in Abb. 8.1 dargestellten Situationen flief3t ein Impul sstrom von einem sich mit kon-
stanter Geschwindigkeit bewegenden Korper auf einen anderen ruhenden. Der Impulsstrom
flief3t Uber ein Geschwindigkeitsgefélle, ahnlich wieder elektrische Stromin einem elektrischen
Widerstand Uber ein Potentialgefélle flief3t. Da in jedem Fall ein Energiestrom der Stéarke
P =Av-F dissipiert, d. h. zur Warmeerzeugung verwendet wird, sprechen wir hier von dissipa-

Abb. 8.1. Bei einem Reibungsvorgang flief3t Impuls vom Kérper htherer zum Korper niedrigerer Geschwindigkeit.

tiven Impul sstrémen. M echani sche Energiedissipation nennt man Reibung.
Man erkennt die Glltigkeit der folgenden Regel:

Eindissipativer Impulsstromflief3t stetsvom K orper hoherer zum K érper niedrigerer Geschwin-
digkeit.
Das elektrische Analogon dieser Regel lautet:

Eindissipativer elektrischer Stromflief3t stetsvom K érper htheren zum K érper niedrigeren el ek-
trischen Potentials.

Der Zusammenhang zwischen F und Av istinjedem der drel Falle von Abb. 8.1 ein anderer,
Abb. 8.2. Das elektrische Analogon der Av - F -Kennlinieist die A¢ -1 -Kennlinie.

Im ersten Fall von Abb. 8.2, wenn zwei feste Korper Ubereinandergleiten, ist die Kraft unabhén-
gig von der Geschwindigkeitsdifferenz. Dieser Fall ist realisiert bel Bremse und Kupplung des
Autos.

Die zweite Kennlinie von Abb. 8.2 erhédt man, wenn die Grenzflachen von zwei Uiberei nander-
gleitenden festen Korpern durch eine FlUssigkeitsschicht (ein Schmiermittel) voneinander ge-

F F F

Av Av Av

Abb. 8.2. Die zu den in Abb. 8.1 dargestellten V orgéngen gehdrenden Kennlinien
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trennt sind. Hier gilt eine Art Ohmsches Gesetz, und man kannin Anal ogiezum el ektrischen Wi-
derstand R= Ag¢/l einen mechanischen Widerstand Rp definieren:

_av

R,=F

Dieser Fall ist reaisiert beim Stolzdampfer im Auto: Die Kraft auf den Stol3dampfer ist proporti-
onal zur Geschwindigkeitsdifferenz zwischen den beiden Befestigungen des Stol3dampfers.

Der Widerstand R, héngt auf einfache Art mit der Fléache A der Ubereinandergleitenden Korper
und ihrem Abstand | zusammen, Abb. 8.3:

|
R =

P nA
Diese Beziehung ist analog zu der bekannten
Gleichung fur den elektrischen Widerstand:

|
R=——

oA

n, die Viskositét, ist eine fur die den Impuls
leitende Flissigkeit charakteristische Mate-  Abb. 8.3 Zum mechanischen und elektrischen Widerstands-
rialkonstante. Sieist das Analogen zur elektri- 982

schen Leitfahigkeit 0. Man kann ) daher auch as Impuldleitfahigkeit bezeichnen.

DiedritteKennliniein Abb. 8.2, bei der dieKraft quadratisch von der Geschwindigkeit abhéngt,
erhalt man, wenn man einen Korper durch eine Flussigkeit oder ein Gas hindurchzieht. Sie be-
schreibt zum Beispiel den Luftwiderstand eines Autos:

1 2
F —EcWAp(Av)

Hier ist p die Dichte des Fluids, A die Querschnittsflache des Korpers senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung und ¢, der sogenannte Widerstandsbeiwert. ¢, ist dimensionslos und von der
Grofenordnung 1.



9. Die Analogie zwischen M echanik und Elektrodynamik - der Dualismusin-
nerhalb von Mechanik und Elektrodynamik

9.1 Die Analogie

Zwischen zwei physikalischen Gebieten besteht eine Anal ogie, wenn sich Grol3en deseinen Ge-
biets so auf Grofden desanderen abbilden lassen, dal3 die Beziehungen zwischen den Grélden des
einen Gebietsin richtige Beziehungen zwischen den Grofien des anderen Ubergehen. Esgibtin
der Physik mehrere solche Analogien. Wir beschéftigen uns hier mit einer Analogie zwischen
M echanik und Elektrodynamik. Die Grof3en, dieeinander entsprechen, sindin Tabelle9.1 aufge-
fahrt.

Die Erhaltungsgrofie p wird auf die Erhaltungsgrofie Q, die Energie auf sich selbst abgebildet.

Man sieht, dal3 man aus

_ Tabelle 9.1. Zueinander analoge GrofRen aus Mechanik und Elektro-
P =AvF q ;
ynamik
durch rein formales Ubersetzen
P=UI Mechanik Elektrodynamik
bekommt.
. . Impulsp elektrische Ladung Q

Betr‘?‘Chtet man ein Obj ekt Unte'j me- Kraft (Impul sstromstérke) F elektrische Stromstarke |
chanischen Gesichtspunkten, so inter- Geschwindigkeit v elektrisches Potential ¢
eren oft nur drel Eigenschaften: Geschwindigkeitsdifferenz Av elektrische Spannung Ag=U

. o Verschiebung Ar magnetischer Fluk N@
- seine Tragheit Energie E Energie E

. C Energiestromstérke P Energiestromstérke P
- seine Elastizitét g g

- sein dissipatives Verhalten.

Der Ingenieur realisiert diese drei Eigenschaften gern durch raumlich getrennte Bauel emente,
oder er zerlegt ein gegebenes System in Gedanken in Bauelemente, namlich in solche, die

- trége, aber starr und reibungslos,
- elastisch, aber masse- und reibungslos und
- dissipativ, aber starr und masselos sind.

Jedesdieser drel Bauelemente denkt er sich nochinsofernidealisiert, alsdie das Bauelement be-
schreibenden V ariablen auf sehr einfache Art miteinander zusammenhangen. Dieseidealisierten
Bauelementesind der M assenpunkt, die Feder und der Stolzdampfer. Diediese Bauelementecha
rakterisierenden Beziehungen sind:

Massenpunkt: p =myv

Feder: F =DAr

Stol3dampfer: Av = Rp F

Inder Elektrizitétslehreist die Situation analog. Auch hier zerlegt man ein Gebilde gernin Bau-
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elemente, unter denendrel eine besondere Rolle spielen: der Kondensator, die Spuleund der Wi-
derstand. Auch diese Bauelemente werden naherungsweise durch drei sehr einfache Beziehun-
gen charakterisiert:

Kondensator: Q=CuU

Spule: I =(N/L)®

Widerstand: U=RI. Tabelle 9.2. Zueinander analoge GroRen und Begriffe aus Mechanik
. ) ) und Elektrodynamik

Diese Bauelemente sind, wenn man die

Ubersetzungstabelle zu Grunde legt, _ _

. - Mechanik Elektrodynamik

den drei vorher genannten mechani-

schenanal og, undwir kbnnen damit un-

sere Ubersetzpngstabelle erweitern, Massenpunkt K ondensator

Tabelle 9.2. Die Liste der zueinander Masse (Impulskapazitét) m Kapazitét C

analogen GrolRen ist damit langst nicht Feder Spule

erschopft Ein besonders interessantes reziproke Federkonstante 1/D Induktivitat L

GroRenpaar stellen noch Drehimpuls | Stofdampfer Widerstand

(: 'm ulsmoment) und elektrisches mechanischer Widerstand R elektrischer Widerstand R
- Imp Viskositat (Impulsleitfahigkeit) n | elektrische Leitfahigkeit o

Dipolmoment dar.

9.2 Der Dualismus

Aulerdem existiert innerhalb der Mechanik eine Struktur, die wir Dualismus nennen wollen.
Wegen der Anal ogiezwischen Mechanik und Elektrodynamik hat auch die Elektrodynamik die-
seduale Struktur. Worum handelt es sich dabei ? Man verwandelt eine beliebige Anordnung aus
den vorher beschriebenen Bauelementen nach bestimmten Regeln in eine andere Anordnung.
AulRerdem bildet man Groéfen nach bestimmten Regeln auf andere Groféen ab. Die mathemati-
sche Struktur des alten Problems in den alten Grof3en ist dann dieselbe wie die des neuen Pro-
blemsin den neuen GroRen. Wendet man diesel ben Ubersetzungsregel n zweimal nacheinander
an, sokommt manzum alten Problem zurtick. In Tabelle9.3sind diesich entsprechenden Bauel e-
mente, physikalischen Grofden und "topol ogischen Regeln™ aufgefihrt.

Auch bei dem Dualismus spielt die Energie eine besondere Role: Sieist selbstdual. Obwohl zu
Tabelle 9.3. Zum Dualismusin Mechanik und Elektrodynamik

Mechanik Elektrodynamik
Bauelemente Massenpunkt < Feder Kondensator = Spule

StolRdémpfer = StoRdampfer Widerstand = Widerstand
Grofien p = Ar Q<= No

F o Av I = Ap=U

m < 1D C-L

Rp o 1/F2p R<1R=G

E-E E-E

PeP P-P
topologische Parallelschaltung = Reihenschaltung
Regeln Knoten < Masche
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dem Bauelement Widerstand das Bauelement Widerstand dual ist, entspricht der Gréie Wider-
stand deren Kehrwert, der Leitwert G.

9.3 Beispiel

Wir l6sen ein mechanisches Problem, zusammen mit seinem elektrischen Analogon, Abb. 9.1.
Diemechanische Version steht links, die el ektrischerechts. Danach |6sen wir die zu beiden Pro-
blemen duaen Versionen.

R

R [—41 }:]3
m { 2 Avo=comsT = cons
lO l n—'—_@ _T—C ) T Uo 1
— _; ,

a4

Abb. 9.1. Zwei zueinander analoge Systeme

Geschwindigkeitsdifferenzen bzw. elektrische Spannungen werden im Uhrzeigersinn gezahlt
(z.B. Avg =V, - v; oder U, = ¢, - ¢5). Der Index p am mechanischen Widerstand wird der
Ubersichtlichkeit wegen weggel assen. Wir wenden auf den Stromkreis die Maschenregel an:

AV, +Av, +Av, =0 ‘ U,+U,.+U_,=0
Mit
Av, =R OF v, U, =R U U, :
. 05— =mMAv . O =CU
p=mdv, 0F =ma, R " Q=C 0OV, 01 =CU.pR °
wird daraus
Av,+Av, + RmAV, =0 | Ug+U +RCU, =0
Die Losungen dieser Differentialgleichung sind:
-t -t
A, t)=-4v (1-e") ‘ U.t)=-U,d-eF)
Daraus kann die Zeitabhangigkeit anderer Grof3en der Stromkrei se berechnet werden.
-t _t
Av t)=-4v,-Av, (t)=-4v e ") U, t)=-U,-U_.t)=-U,eF)

t

v, _F;T U, o
F(t):_ﬁe |(t)=—R—e
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Wir nennen

Piota = Gesamtstéarke des Energiestroms von der Energiequelle (Motor bzw.
Batterie) zu Massepunkt bzw. Kondensator und Stolddampfer bzw. Widerstand

P,und P, = Stérke des Energiestroms zum Massepunkt bzw. zum Kondensator

Pr = Stérke des Energiestroms zum Stol3dampfer bzw. zum Widerstand.
Man erhdlt
Pou=@Qv, +Av JFt)=-AvF (t) P.u=U.+U ) t)=-UJ ()
Av? L u? v
— 0 A Rm — _0 A RC
- R °© "R °©
VAV S uz -t
— — — — C C
Pn=Av,(t)F ()= R € fMM(1l-e ™) P.=U_(t)l (t)—R—e F@d-e ™)
Vg —tiz Uo2 ‘;2
P.=4v t)F ()= R (e F) P, =U_(t) (t)=R—(eRC)
iﬂl’ P
In Abb. 9.2 sind Py, Prund Py (bzw. Pe) | o\ o
als Funktion der Zeit dargestellt. e\ Y
p&

Der Vergleich der linken Seite unserer Rech-
nung mit der rechten zeigt, dal3 man sich die T, baw. T
eine der beiden Rechnungen hétte sparen kon-
nen: Man erhdlt sie durch rein formales Uber-
setzen aus der anderen Seite. 2 :

baw
Rm

Abb. 9.2. Energiestromstérken a s Funktion der Zeit

Mit Hilfe der Ubersetzungsregel n des Dualismus verwandel n wir das Problem nun in ein neues,
Abb. 9.3.

Stromstarken (auch Impul sstromstérken) werden zum Knoten K hin positiv gezahit.

Wir wenden auf K die Knotenregel an:

K
7 A/D
G Fo=congt : To=const
‘ K /R L
LR 1@ ]
L= ‘ 1

S, P A

Abb. 9.3. Die Systeme sind zueinander analog, und zu denen in Abb. 9.1 dual.
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F0+FD+FR:O |0+||_+IR:O
Mit
N =F.R = LF U =IR=LI

R D D R L
wird daraus
F,+F, + == F_ =0 |+l +59 =0
0 D RD D 0 L R L=

Die Losungen dieser Differentialgleichungen sind:

Fo(t)=-F,(1-e") | t)=-1,1-e

)

Darausfol gt wieder die Zeitabhangigkeit anderer Grofzen. Wir fihren die Rechnung nicht weliter,
denn man sieht schon, wie die Sache lauft: Man erhélt die Gleichungenin diesem Beispiel Zeile
fiir Zeileaus denen desvorigen Beispielsdurch Anwendung der Ubersetzungsregeln desDualis-

mus.
Abb. 9.4 zeigt schliefdlich noch ein Problem einschliefdich seines el ektrischen Analogons und
seiner beiden dualen Versionen, das dem vorigen sehr ahnlich ist. Wir Uberlassen die entspre-
chende Rechnung dem Leser.

elektrische Version

mechanische Version

Original-
problem 21 AR
Y —ﬂ-—-—» o =comst
. ' )
/- m —] f“"“ ]
// 4 %
/ ———
. v L, - , 7. P /// <
duales
Problem - r"' —
{? Ug=const
’ R =
v
s A/D R Avo=const
S [
,/’/ % 2y . = Py ” // P //, //

Abb. 9.4. Ein mechanisches System mit seinem elektrischen Analogon, sowie die beiden dualen Systeme

9.4 M echanische M aterialkonstanten

Wir hattendrei verschi edenemechani sche Eigenschaften von K érpernausgemacht: die Tragheit,
beschrieben durch die physikalische Grofe Masse m, die Elastizitét, beschrieben durch die Fe-
derkonstante D und die Zahigkeit, beschrieben durch einen Reibungswiderstand Rp

Diedrei Grofen m, D und R, beziehen sich auf ein ausgedehntes Gebilde. Jede dieser Grof3en
bringt aber eine M aterial eigenschaft zum Ausdruck. Und diesedrei M aterial eigenschaftenlassen
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sich auch durch|okal e Grofen beschreiben, durch sogenannte M aterialkonstanten. In die globa-
len Grofenm, D, und Rp gehen auler den lokalen Materialgréf3en nur noch geometrische Gro-
3en ein.

Die Massendichte

Diedie Trégheit beschreibende lokale Groleist die Massendichte p. Man dividiert diein einem
Raumberei ch enthaltene Masse mdurch dasV olumen V des Raumbereichsund erhdt diemittle-
re Dichte. Wenn das Volumen des Raumbereichs klein ist gegen das Gesamtvolumen des be-
trachteten Systems, so |a3t man das Adjektiv "mittlere” weg und spricht einfach von der Dichte
"an der Stelle" des gewahlten Raumbereichs. Esist aso

_m
Ve
Der Elastizitatsmodul

Durch einen elastischen Stab der Lange | und der Querschnittsflache A flief3e ein Impul sstrom
der Starke F. Solange der Impulsstrom flief3t, ist der Stab um Al gegentiber seiner Normalléngel
verkurzt oder verlangert. Den Zusammenhang zwischen F und Al beschreibt das Hookesche
Gesetz:

F=DAl

Der Wert der globalen Grofe D, der " Federkonstante”, ist von den Abmessungen des Stabes ab-
héngig. D ist proportiona zur Querschnittsflache und umgekehrt proportional zur Langel:

A

I

Der Proportionalitétsfaktor E heil3t Elastizitdtsmodul des Materials. Er hdngt nur vom Material
des Stabes ab. Esist also

D=E

E = A4D
Die Viskositat

Diedasdissipative Verhaten von Materie beschreibendelokal e Grofie hatten wir schon kennen-
gelernt: Esist die Viskositét n. Mit der globalen Grolke Rp hangt sie zusammen Uber

T 7 AR,

Diehier gegebene Beschreibung desel astischen und dissipativen V erhaltensder Materieist stark
vereinfacht. Tats&chlich kann weder das eine noch das andere durch eine einzige Zahl beschrie-
ben werden. Einevollstandige Darstellung wiirde zeigen, dal3 sowohl Elastizitétsmodul alsauch
Viskositat sogenannte Tensoren sind. Tensoren sind mathematische Gebilde, zu deren Festle-
gung mehr als nur eine Zahl gebraucht wird. So ist der Elastizitétstensor durch 21 voneihander
unabhangige Zahlen bestimmt. FallsdasMaterial isotropist, reduziert sich diese Zahl allerdings
auf 2. Einedavon ist der gerade diskutierte Elastizitétsmodul, die andere bringt zum Ausdruck,
wie stark sich das Materia in der Richtung quer zur angelegten Kraft verformt.



10. Schwingungen
10.1 Kinematik und Dynamik

Die Kinematik befalt sich mit der Form der Bahn eines K érpers oder Teilchens, und sie befaldt
sich damit, wie diese Bahn zeitlich durchlaufen wird. Sie befaldt sich also mit der Funktionr( t).
M echanische V organge werden gern nach kinematischen Kriterien klassifiziert. So spricht man
von

- geradlinig gleichformigen Bewegungen;

- gleichmaidig beschleunigten Bewegungen;
- gleichférmigen Kreisbewegungen;

- harmonischen Bewegungen,;

- exponentiell abklingenden Bewegungen;,
- chaotische Bewegungen,

- etC.

Eine solcheKlassifizierung legt aber die Dynamik einesV organgskeineswegsfest. Ein und der-
sel be kinematische Bewegungstypus kann auf ganz unterschiedliche Arten zustande kommen.
o liegt eine geradlinig gleichformige Bewegung vor bei einem Auto, das mit konstanter Ge-
schwindigkeit auf einem geraden Stiick der Autobahn fahrt, aber auch bei dem berihmten kréf-
tefreien Korper desersten Newtonschen Gesetzes. Diebel den V organge haben diesel be Kinema-
tik, aber eine unterschiedliche Dynamik.

10.2 Qualitative Diskussion einiger Beispiele von Schwingungen

Eine Schwingung liegt vor, wenn sich der Wert einer physikalischen Gréf3e periodisch andert,
z. B. der Impuls eines Pendels, die elektrische Stromstéarke in einem Schwingkreis oder das
Reflexionsvermogen eines Laubwaldes bei A= 500 nm. Wir beschranken uns hier natiirlich auf
mechanische Schwingungen, d. h. Schwingungen von Grélen, die in der Mechanik eine Rolle
spielen. Wir fassen aber den Begriff der Schwingung nicht sehr eng. Wir sprechenz. B. auchdann
noch von einer Schwingung, wenn die periodische Variation mit einer Exponential funktion mo-
duliert ist. Man nennt eine solche Schwingung "gedampft".

Man kann Schwingungen oder schwingende Systeme nach verschiedenen Kriterien beurteilen:
- Wieist die Schwingungsform? (harmonisch, sdgezahnférmig etc.)

- Wieviele Energiespeicher sind am Zustandekommen der Schwingung beteiligt?

- Welcher Anteil der Energie wird pro Periode dissipiert?

- Welche Energie- und Impulsstrome flief3en in das System hinein und aus ihm heraus?

- Hat das System charakteristische Frequenzen?

Wir werden zunéchst einige Beispiele unter diesen Gesichtpunkten qualitativ diskutieren. Wir
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werden dabei sehen, dal3kinematisch glei che Schwingungen auf ganz verschiedene Art zustande
kommen, d. h. eine ganz unterschiedliche Dynamik haben.

Eindimensionales Federpendel, Abb. 10.1
Schwingungsform: harmonisch

Die Energiefliefdt periodisch aus den Korpern
in die Feder und wieder zuriick. Der Impuls
flieldt zwischen den beiden Kérpern hin und
her. Im Idealfall wird keine Energie dissipiert.
Das System hat eine einzige Eigenfrequenz.

Elastischer Ball zwischen zwel harten Wan-
den, Abb. 10.2

Schwingungsform: rechteckig

DieEnergiebleibt standigim Ball. Der Impuls
ist die meiste Zeit konstant; nur wahrend des
Umkehrens fliefst Impuls vom Ball in die
Wand, bzw. von der Wand inden Ball. Im Ide-
afall wirdkeineEnergiedissipiert. DasSystem
hat keine ausgezeichnete Schwingungszeit.

Motor + schwingender Korper, Abb. 10.3
Schwingungsform: harmonisch

Zwischen K érper und Motor flief3t Energie hin
und her. Impulsfliefdt periodisch aus dem K o6r-
per in die Erde und wieder zurtick. Im Idealfall
wird keine Energie dissipiert. Das System hat
keine ausgezel chnete Schwingungszeit.

Kippschwingung
Abb. 10.4

Schwingungsform (der Wassermasse im obe-
ren Behdlter): sdgezahnférmig

(Relaxationsschwingung),

Ein einziger Energiespeicher wird periodisch
gefllltund entleert. EineschwacheEnergiedis-
sipation ist fur das Funktionieren notwendig.
Die Schwingungszeit hangt von der Stérke des
Wasserstroms ab.

Ve VN &y

=
T
Abb. 10.1. Eindimensionales Federpendel
. /
,'/ /
z A
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Abb. 10.2. Ein elastischer Ball wird zwischen zwei harten
Wanden hin- und herreflektiert.

f)

t

Abb. 10.3. Der Korper K wird von einem Motor M hin- und
herbewegt.

I
JJ;H

b
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Abb. 10.4. Das Wasserbecken mit dreieckigem Profil kippt
um, sobald sein Schwerpunkt tiber den Drehpunkt D nach
rechts hinausgewandert ist.




Harmonische Relaxationsschwingung, Abb.
105

Schwingungsform: harmonisch

Ein einziger Energiespeicher wird periodisch
geflllt und entleert. Eine starke Energiedissi-
pationist fir dasFunktionieren notwendig. Das
System hat eine einzige Eigenfrequenz.

Gedampfte Schwingung, Abb. 10.6

Schwingungsform: harmonisch mit exponen-
tiell abklingender Amplitude

Die Energie flief3t zum grofdten Teil zwischen
Feder und Kugel hinund her. Pro Schwingung
wird ein kleiner Anteil im Stol3dampfer dissi-
piert. Das System hat eine Eigenfrequenz.

Ruckgekoppelte Schwingungen
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1

Abb. 10.5. Der Stab liegt lose auf den Rollen. Er rutscht har-
monisch hin und her.

NSSSNNN

-2

Abb. 10.6. Gedampfte Schwingung

Siefinden in den meisten Uhren statt (A usnahmen: Sonnenuhr, Sanduhr, Wasseruhr). Man geht
aus von einem System, das mdglichst schwach gedampfte Schwingungen ausftihrt. Die durch
Dissipation verlorene Energiewird durch einen Energiestrom von aul3en ersetzt. Die Stérkedie-
ses Energiestroms wird durch den Schwinger selbst gesteuert. Wenn die Dampfung zunimmt,
geht dieser Schwingungstyp stetig in el ne Rel axationsschwingung tber. (Beispiele fir Schwin-
gungen, die zwischen diesen beiden Typen liegen: Streich- und Blasinstrumente, quietschende

Tar).

Erzawungene Schwingung, Abb. 10.7

Kombination aus dem ersten (Federpendel)
und dem dritten (Motor + Korper) Beispiel

Schwingungsform: harmonisch

DieEnergiefliefdt jenach Frequenz andere We-
ge. Das System schwingt mit beliebiger Fre-
quenz.

Abb. 10.7. Erzwungene Schwingung




10.3 Das ungedampfte Feder pendel

Das System, Abb. 10.8, besteht aus
- elner Feder (Federkonstante D);

AN

X
) "-—’>
- einem Korper (Masse m); , D //'\
- der Erde (Masse unendlich). /\/\/\/\/\T@
| A
Wir wenden das zweite Newtonsche Gesetz -

(die Kontinuitatsglei chung fur den Impuls) auf
den gestrichelt umrandeten Bereich an,

NN\
No

Abb. 10.8. Federpendel
dp
dt

setzen

=F

p=mxX und F =-Dx
ein und erhaten
mx + Dx =0

Die L6sung dieser Differentialgleichung ist

x(t)=xosin(ax+¢) mit w:\/E

X, und ¢ legen die Anfangsbedingungen fest. X, ist die Amplitude, ¢ bestimmt die Lage der Si-
nuskurve auf der Zeitachse.

Wirwahlen ¢ =0, sodal3x (t =0) = 0ist. Ausder LAsung x (t ) lassen sich die Werte der anderen
Variablen a's Funktion der Zeit berechnen. Mit

pt)=mx()

wird

p(t) =mwx,cos at

oder

p(t)=pycos at mit p,=mawx,
DieKraft erhdt manausF (t) =- Dx (t):
F(t)=-Dxysin at

oder

F(t)=Fysinat mit Fy=-Dx,

Man sieht, dal’ der Impul sstromstérkebetrag maximal ist, wenn der Impuls selbst den Wert Null
hat. Der Impuls fliefdt periodisch zwischen Kdrper und Erde hin und her.

Die Energie des Korpersist:
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p? 0
Ex=Eo+ o =Exo*+ oy COS“ @t
oder
p2
E = Eo* oy %(1+cos?mt)
Die Energie der Feder ist
— D.,_ D_,..
B =B+ 5x?=E + 5Xgsin?at
oder
DXS 1
Er=Eg+ 5 »(1-cosut)

Die Amplituden p,%/(4m) und Dx,%/4 sind untereinander gleich. Die Summe E,, + E-ist daher
zeitlichkonstant, d. h. esflief3t Energiezwischen Korper und Feder hinund her, und zwar mit der

Frequenz 2w.

Wir berechnen noch die Stérke des Energiestroms zwischen Kérper und Feder:

P =VvF = (uxcosat )( - Dx,sin wt )

D

Dowx. .

= sin 2wt

2
oder x
P =P,sn Zut
mit

Da)xo2
P =-

0 2 P

C
Q

S
_>
N

Abb. 10.9 zeigt verschiede-
ne Grofen des Federpen-
dels als Funktion der Zeit.

T

¢

S
<

Ee-Euo

Q

o

Ied

>

-
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Abb. 10.9. Verschiedene Grofien des Federpendels al's Funktion der Zeit
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10.4 Das geddmpfte Feder pendel

Abbildung 10.10 zeigt schematisch ein Feder-
pendel mit Dampfung. Die Reibung wird
représentiert durch einen Stol3ddampfer mit P

. D R
=—-¥ = — kX O / !
F.=—-X/R kX 4/_’/\/\/\/\/17 - \‘
Wir wenden das zweite Newtonsche Gesetz an //” N : : |
auf den gestrichelt umrandeten Bereich: s
g /g r——‘{_f‘ \ o /
dp R -
a ~ o *Fe
Mit Abb. 10.10. Federpendel mit Dampfung

p=mxX, F, =-Dx und F_, = - kx
erhalt man die Differentialgleichung
mx + kx +Dx =0

Einsetzen des L dsungsansatzes

X (t)=e?x,cosat +x,sn wt)

liefert

5 =X und =t |2 - K
2m - m am 2

Fdls

D k*

m 4m2>0

ist, stellt diese Lésung eine harmonische Schwingung mit exponentiell abfallender Amplitude
dar. Fir
D _ k’

m = 4m>
wird ausder harmonischen Schwingung eine Summevon zwei Exponentiafunktionen. Um L6-
sungen mit positiven Exponenten auszuschlief3en, macht man fir diesen Fall am besten einen
neuen L osungsansatz:

<0

- ajt

- ajt
x(t)=x,e +X,e

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
k k> _D

al,zzzni 4m2_ﬁ

Der Abklingvorgang geht am schnellsten, wenn
k> _D

am 2 m




a7

ist. Diesist der aperiodische Grenzfall.

Wenn
k> _D
4m2_m

ist, flief3t Energiezwischen der Feder und dem Korper hinund her. EinTeil der Energieflief3t aber
zum Stol3dampfer und wird dort dissipiert. Den Energieverlust pro Periodeerhélt mandurch Ver-
gleich des Energieinhalts der Feder in zwei aufeinanderfolgenden Maxima.

Wir setzen x, = 0 und berechnen den Energieinhalt der Feder in den Maxima, d. h. wenn
cos at = 1ist:

- D -
Erme = Erot ?Xlze “

Darausfolgt
de

__Fmax _ _ 220t
a - dxre

Man definiert den Gitefaktor des Systems als

Q = om Energiebetrag, der pro Periode hin und her fliefdt
Energieverlust in einer Periode

Man erhélt

Q _2T[EFmax_EFO _ 2T[(D/2)X12e_2d )
_ dEFmaxT T 5DX128_2d 20
dt

Hier wurde = 21¢T verwendet.

) _k _ /D ..
Mit o = om und w = m_ wird

Q=D

Y x4<0 A0
a7l

Xe<0 X370
Lal= |

inwiees
I y@v’f\z © e
D,k

l’nl)h’d
V4
! D _k
4 W 7 e " Gm®

Abb. 10.11. Schwingungsverlauf bei einem gedémpften Federpendel fur verschiedenstarke Dampfung und fur unterschiedli-
che Anfangsbedingungen
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10.5 Erzwungene Schwingungen

Wir betrachten zwei Anordnungen, diejeauseinem M assenpunkt, einer Feder, einem Stol3damp-
fer und einer Energiequelle Q bestehen, Abb. 10.12. Bel der einen bewirkt die Energiequelleeine
harmonische V erschiebung (und damit auch eine harmoni sche Geschwindigkeit), bel der ande-
ren einen harmonischen Impulsstrom. (Die el ektrischen Analogadieser Energiequellen sind das
spannungs- und das stromstabilisierte Wechsel stromnetzgerét.)

Mit Anwendung der Kontinuitdtsgleichung fir den Impuls (zweites Newtonsches Gesetz) auf
den gestrichelt markierten Bereich erhélt man fir beide Anordnungen dieselbe Differentialglei -
chung.

dp/dt =F, +F, dpfdt =F, +F, +F,
p = mx p = mx
Fo =F,sinat
F,=—-D (X =X, F, =—-Dx
F.=-kX F, =-kX
xQ:xQosinwt
Umbenennung : Dx,, F,
mx + kx + Dx =F_ sin at mx +kxX +Dx =F_ sin wt

Dieallgemeinel 6sung dieser inhomogenen Differential glei chung erhdt mana sSummeausder
allgemeinen Losung der homogen gemachten plus einer speziellen Losung der inhomogenen.
DieLdsung der homogenen Differentialgleichung klingt mit der Zeit ab. Sie beschreibt den Ein-
schwingvorgang. Wir fragen hier nur nach dem Teil der L 6sung, der nach Ende des Einschwing-
vorgangs Ubrigbleibt. Wir machen hierfir den Ansatz:

X(t) =Xysin(at-¢)

Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt Bedingungen fur X, undg:
— wk - _ /D

tan ¢ = m wobel &)0 = m

0

F

X, = 2
0 2/, .2 2,2 2 2
mw, - W) +kKw

Xg=Xo sinest Fo=Fstnat  ~ — —
Xe / ; 4 N
P rlel— =

Z+ak > 7 ( .
f—D—hW C) | ,//—/\/\/P/\/\+-—<j) f
é ‘ / A l /
//r‘ﬂ* \__7 4% Y,

R R ~

Abb. 10.12. Der Kérper der Masse m fiihrt erzwungene Schwingungen aus. Anwendung der Kontinuitétsgleichung fur den
Impuls auf das gestrichelt umrandete Gebiet fiihrt in beiden Féllen zu derselben Differentialgleichung.
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Diskussion der Losung

Schwingungsform und Freguenz

Der Massenpunkt (genauer: seine Ortskoordinate) schwingt harmonisch mit dersel ben Frequenz
wie der "Erreger” ( xgbzw. Fy).

Amplitude x, (Abb. 10.13 oben)

Fur kleine Werte von wist X, = Fy/(m woz) =F,/D. Die Amplitude hangt in diesem Fall bei der
rechten Anordnung nur von der Kraftamplitude F,und der Federkonstante D ab, bei der linken
istx,= |xQO |, d. h. der Massenpunkt und die entspannte Feder bewegen sich genauso wieder An-
schluR der Quelle. Fur zunehmendes wwaéchst X, und erreicht ein Maximum: Das System"Mas-
senpunkt + Feder" ist mit dem Erreger in Resonanz.

ist die Resonanzfrequenz. Sieliegt bei schwacher Dampfung dicht unter ay,. Flr w - o gehtx,
gegen Null.

Phase (Abb. 10.13 unten)

Der Masssenpunkt schwingt gegentiber dem Erreger im Allgemeinen phasenverschoben. Fir
w=0ist ¢ = 0. Erreger und Massenpunkt sind "in Phase". Mit zunehmender Erregerfrequenz
wwéchst auch ¢. Flr w= wyisttan ¢ =cound ¢ = 2. Fir w - o geht ¢ gegen Tt

Einewichtige Grofieist daszeitlicheMittel der Stromstérkeder im Widerstand dissipierten Ener-
gie

P=x O(-F,)=k<

Mit

X =wx,cos(t —¢)
erhadlt man
P = kafx 2 cos? (et - ¢)

Da der zeitliche Mittelwert von cos? («t - ¢)
gleich /2 i, ergibt sich fur das Zeitmittel der
Energiestromstarke:

P = Sk}

Wir setzen flr x, den friher berechneten Aus-
druck ein und erhalten:

2
P ()= Fo kw? do &
2 mz(wg—w2)2+ w0k

Das Maximum dieser Funktion liegt bel .
Im Gegensatz zu X,(w) geht P(w) fir w - 0
gegen Null.

Abb. 10.13. Jekleiner die Dampfungkist, desto schmaler ist
die Spitze der Resonanzkurve xo(w) und desto steiler die
Stufein der ¢(w)-Kurve.
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10.6 Elektrische Analoga und duale Anordnungen
Abb. 10.14 zeigt die el ektrischen Analoga und die dualen Anordnungen der in den Abschnitten

10.3 bis 10.5 betrachteten Systeme.
ungedampft gedampft erzwungen
Fp smwt
t sm
4 D o it Ha .
SV Am) 2 7 L@ 2
7 G 18 :
2 mn (o
'8 R R
> @
Lo I 1|:s
L FC R Tosiwt 3 T2 8z
Up cos Wt R|° 8
Z 4/1\3/1/»-@ / A 411 A e T | &
7 —®) M g
% 74 D R /’Q{R 7 D R S
” / g e
F, cos wt vo smat s
(selbstdual) >
3
:— L < Io 3 L cl' % 3
¢ oL ofosut L 2
. 8
Uo Stmuit ? =
(selbstdual) r R

Abb. 10.14. Ungedampft, gedampft und erzwungen schwingende Systeme einschliefdlich elektrischer Analoga und dualer

Systeme

10.7 Zwel gekoppelte Feder pendel

Die Anordnung von Abb. 10.15, die hier
behandelt wird, stellt eine wichtige
Grundlage fur Probleme aus der Atom-,
Molekil- und Festkorperphysik dar. Die
Bezei chnungen gehen ausder Abbildung

hervor.

Im Allgemeinen flhren die beiden Kor-
per eine untbersichtliche Bewegung aus.
Die rechnerische Ldsung des Problems

AN

ITTT T T 777 7 7T T

Abb. 10.15. Schwingendes System mit zwei Freiheitsgraden
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zeigt, dal3 die Bewegung, sowie die Energie- und Impulsstréme einfacher sind, als es den An-
schein hat. Wir wenden die Kontinuitdtsgle chung fir den Impulsauf die beiden gestrichelt um-
randeten Bereiche in Abb. 10.15 an:

dp dp
& =2 & = 2"

Mit

P, =mMX, p, =mMX, F, =-D"x,F, =-D(X,=x,)F,,=-D(x,-x)F, =-D'x,

erhadlt man die beiden gekoppelten Differential gleichungen:
() mX,+D (x,—x,)+D'x,=0

(1) mx,+D (x,-x)+D'x,=0

Durch Addition (1) + (I1) und Subtraktion (1) - (11) erhdt man zwei neue Differentialgleichunge
mX,+x,)+D"'(x,+x,) =0

mx,-x,)+2D (x,-x,)+D"'(x,-x,) =0

Wir fihren die neuen Koordinaten

Oy =X %

und

o =% =%

ein. Die alten Koordinaten hdngen von den neuen ab gemal3
X, = (12)(a, + qy)

bzw.

Xy = (1/2)(q1 - qz)-

In den neuen Koordinaten lauten die Differentialgleichungen
mg,+D'q, =0

mg,+(2D +D')q,=0

Siesind entkoppelt und kdnnen daher unabhéngig voneinander gel dst werden. Wir Uibernehmen
die Losung aus Abschnitt 10.3:

at)=q.sn@t +¢) mit w =,/

qZ(t):qzoSin(wzt+¢2) mit 01)2:\/23mfD

Hieraus konnen die alten Koordinaten berechnet werden:
Xy (t) = (U2)[aypsin(wt + ¢, ) + gy SN (ot + @,)]

X (1) = (U2)[qy sin (@it + @) - Gy Sin (@t + ;)]

Die Schwingung jeder der K oordinaten ist al so stets eine Uberlagerung von zwei harmonischen
Schwingungen mit den Frequenzen w; und w,.
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Diskussion
Wir setzen die Anfangsbedingungen ¢, =0 und ¢, = 0.

Eigenschwingungen

Ist q,,# 0 und g,, =0, soschwingenx, undx, harmonisch mit gleicher Amplitude und glei-
cher Phase mit der Frequenz w;. Ist q,,=0 und g,, # 0, so schwingen x; und X, harmonisch
mit der Frequenz w,, mit gleicher Amplitude, aber gegenphasig. Man sagt in diesen beiden Fal-
len, das System fuihre Eigenschwingungen oder Normal schwingungen aus. Man nennt daher g,
und g, auch die Normalkoordinaten des Systems.

Jeder beliebige Zustand kann beschrieben werden al's Uberl agerung der Eigenschwingungen des
Systems.

Abbildung 10.16 zeigt den Weg von Impul sund Energiefir beide Eigenschwingungeninjezwei
verschiedenen Schwingungszustanden.

erste Eigenschwingung (d,, = 0) zweite Eigenschwingung (d,, =0)

Impul sstrome

uiiidcmans
(WM%

Energiestréme

Y YU ey Y VUL SIREFP

Bewegung nach linkg

Bewlsung nach ‘wne "r

Rl YAUAC e AVAARY G/ fade V|

&wgﬁw\‘a nacly rechts &Wejuna nael oupen

Abb. 10.16. Impuls- und Energiestrome fir die beiden Eigenschwingungen des Systems
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Einfacher Speziafall D<<D'

FalsD <<D', d. h. diemittlere Feder schwach gegen die aul3eren Federnist, kann das System be-
trachtet werden als zwei Federpendel (je ein Kdrper und eine Feder D' ), die mit der Feder D
schwach aneinander " gekoppelt” sind. Wahlt man als Anfangsbedingung ;= 0, = g, SO ent-
steht ein Ubersichtlicher Bewegungsverlauf:

Xy (t) = (12)q, (Snwt +sin wyt)

X, (t) = (12)q, (Snwt -sinwt)

Nach Umbenennung w, = w- Awund w, = w+ Awund Verwendung bekannter trigonometri-
scher Formeln ergibt sich:

X, (t) =0, Sin at - cos At
X, (t)=-0qy cosat-sinAak

Wegen D <<D' ist Aw << w. Daher sind x, (t ) und X, (t ) mit der Frequenz Aw modulierte
harmonische Schwingungen der Frequenz w, Abb. 10.17. Die Energie flieft mit der Frequenz
2Aw zwischen dem rechten und dem linken Federpendel hin und her. Innerhalb jedes Pendels
flieldt siemit der hohen Frequenz 2w zwischen dem Korper und der zugehérigen Feder des Pen-
dels hin und her. Man nennt einen solchen Schwingungsvorgang eine Schwebung.

Einfacher Spezialfall D'<<D

AusD'<<D folgt w, << w, . Das System kann betrachtet werden als ein aus den beiden Korpern
und der mittleren Feder bestehendes Federpendel, das schwach (Uiber D' ) an die Erde gekoppelt
ist, Abb. 10.18. Fur D' - 0 geht die niedrige Frequenz gegen Null, und die erste Eigenschwin-
gung geht in eine Trand ation Uber.

Xa %
< t
X3 .
‘W—{ t
Abb. 10.17. Der Speziafal D << D' Abb. 10.18. Der Spezidfal D' << D

10.8 Erzwungene Schwingungen von zwei gekoppelten Pendeln

Abb. 10.19 zeigt die Anordnung. Das eine Ende des Pendels wird bewegt gemal3
Xq™ Xqo SIN k.

Dadurch wird

F1a=- D" (X, -Xgo SN @)

(statt F,, = - D" x;). Damit wird aus den Differentialgleichungen:




] X=x0 smut gy D D' :/
@ F— vA—~(y)—wmn—— - m—
2 a A b Z c -

P T A A

Abb. 10.19. Anordnung zur Erzeugung erzwungener Schwingungen von zwei gekoppelten Federpendeln

() mx,+D (x, -x,) +D'x, =D "X, sin wt
() mx,+D (x,-x,)+D'x,=0

Addition und Subtraktion liefern die entkoppelten Differentialgleichungenin g, undg,:

md, + D 'q, =D "X, sin ot
mg,+(2D +D')q,=D "X, sn at

Diessind zwei Differentialgleichungen fir gewohnliche erzwungene Schwingungen, wiediein
Abschnitt 10.5 (alerdings haben wir hier keine Dampfung angenommen). Nimmt man nun die
Resonanzkurve auf, d. h. andert man w und betrachtet den Schwingungszustand, so stellt man
folgendesfest: Ist w= wj, d. h. gleich der Frequenz der ersten Eigenschwingung, so wird diese
erste Eigenschwingung stark angeregt. Die erste Eigenschwingungist "in Resonanz mit dem Er-
reger”. Die Stérke des Energiestroms vom Erreger zum Pendel hat ein Maximum. Das Analoge
gilt, wenn die Erregerfrequenz w= w, ist.

3 Schwingungen
f=3

/Mussew,»uwkate 2 Rotationen
3 Trandlationen

Umag:l,ﬁsw f=2+3=5

@ 2 Rotationen
% 3 Trandationen

\@) 1 Schwingung
f=2+3+1+=6

3 Rotationen
3 Trandationen

Festkorper mit 1023 Atomen 3 10% - 6 Schwingungen
f=3+3+3-10%-6=3-10%

Abb. 10.20. Beispiele einiger Systeme mit Freiheitsgraden unterschiedlicher Natur




55
10.9 Frelheitsgrade

DieZahl f der Freiheitsgrade gibt an, durch wieviele, voneinander unabhangige Zeitfunktionen
ein System beschriebenwird. Im Beispiel von Abschnitt 10.7 st f =2, denn das Systemwird vol-
standig beschrieben durch x, (t ) und x, (t ) oder durch g, (t) und g, (t ) oder durch p, (t ) und
p,(t ). Manchmal nennt man f auch den Freiheitsgrad.

Oft kannman bei geeigneter K oordinatenwahl jeden Frei heitsgrad einem el nfachen Bewegungs-
vorgang zuordnen: einer harmonischen Schwingung (Schwingungsfreiheitsgrad), einer geradli-
nig gleichférmigen Bewegung (Trangl ationsfreiheitsgrad), einer gleichmél3igen Rotation (Rota-
tionsfreiheitsgrad) . . .

Beispiele

- Zwei gekoppelte Pendel, siehe Abschnitt 10.7: g, (t ), g, (t );

- freler Massenpunkt x(t ), y(t), z(t);

- weitere Beispiele, siehe Abb. 10.20.

’ R q"T\ ,T‘\/T\ ’ ‘/T TVT\’]\’ \\//r‘\
\l/ WAL \L LAIALAIALANY

Abb. 10.21 (a) Eindimensionales Modell eines Kristalls. (b) 1., 2., 3. und 12. Eigenschwingung

10.10 Zwolf gekoppelte Pendel

Die Anordnung von Abb. 10.21 astellt ein eindimensionalesModell einesKristallsdar. Das Sy-
stem hat 12 Freiheitsgrade und damit zwolf Eigenschwingungen. Abb. 10.21 bzeigt die Formder
ersten, zweiten, dritten und zwal ften Eigenschwingung. Die Pfeile stellen die Lange des durch-
laufenen Weges der zwolf Massenpunkte zwischen zwei Umkehrpunkten dar. Dieser Weg ist
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hier, der Ubersichtlichkeit halber, quer zur
Ausdehnung der K ette dargestellt. W 4t +

Die 12 Schwingungszustande sehen stehen- +
den Wellen dhnlich, und man kannjedemeine *
Wellenlénge A zuordnen. Man nennt

k=2mA +

die Wellenzahl. Die Funktion w= (k) heilt +
Dispersionsrelation der Anordnung, Abb. 4 T |
10.22. Die Kurve, die man durch die Punkte 2

hindurchlegen kann, bricht bei k = 1va ab,
wobei a der Abstand zwischen benachbarten
Massenpunkten ist. Die Dispersionsrelation
einer Anordnung mit sehr viel mehr Massenpunkten sieht fast genauso aus, nur liegen die Punkte
sehr viel dichter, dieKurveist praktisch kontinuierlich. Auchin echten Kristallen mif3t man Dis-
persionsrelationen, die diese Form haben.

Abb. 10.22. Graphische Darstellung der Dispersionsrela-
tion eines Systems von 12 gekoppelten Schwingern



11. Chaotische Vorgange

DieVorgéange, diewir in Abschnitt 9.3undinKapitel 10 betrachtet haben, sind voneinem gewis-
sen Standpunkt aus unrealistische Speziafélle. Sie haben namlich die folgende Besonderheit:
Wenn der Anfangszustand des Systems gegebenist, kann man mit Hilfe der entsprechenden Dif-
ferentialgleichungen den Zustand des Systems zu einem beliebig weit in der Zukunft und zu ei-
nem beliebig weit in der Vergangenheit liegenden Zeitpunkt berechnen. Wenn man den Aus-
gangszustand mit einer gewissen Ungenauigkeit kennt, so kann man auch den Endzustand mit el -
ner gewissen Ungenauigkeit berechnen. Esist typischfur dieseArt vonVorgangen, dal3eineklei-
neVariation der den Ausgangszustand charakterisierenden Werteder VariableneinekleineVa-
riation der Endzustandswerte zur Folge hat.

Tatséchlich verhalten sich reale Systemefast immer anders. Fragt man nach einem Endzustand,
der zuweitinder Zukunft liegt, oder nach einemfriiheren Zustand, der weit in der Vergangenheit
liegt, sostellt manfest, dal3einekleineV ariation der Wertedes Ausgangszustandeseinesehr gro-
[3eVariation der Werte deszu berechnenden Zustandes zur Folgehat. Die Grof3edieser Variation
wéchst im Allgemeinen exponentiell mit dem zeitlichen Abstand zwischen Ausgangszustand
und dem zu berechnenden Zustand. Da man einen Zustand grundsétzlich nur mit einer begrenz-
ten Genauigkeit charakterisieren kann, folgt, dal3d man den Zustand zu einem weit in der Zukunft
oder weit in der Vergangenheit liegenden Zeitpunkt prinzipiell nicht berechnen kann.

Mathematisch &uf3ert sich ein solchesV erhalten darin, dal3 die Differentialgleichung, die das Sy-
stem beschreibt, nicht linear ist. Man sagt von solchen nichtlinearen System, sie verhalten sich
chaotisch. Tatsachlich sieht dasV erhalten dieser Systemeauch chaotisch - imumgangssprachli-
chenSinn-aus. Aber Vorsicht! Nichtjeder VVorgang, der chaotischaussieht, ist auch chaotischim
vorher erklarten Sinn. Ein System aus 20 linear gekoppelten Schwingern zum Beispiel kann Be-
wegungen ausfihren, die vollig ungeordnet, d. h. chaotisch aussehen. Trotzdem ist das System
nicht chaotischim physikalischen Sinn: Seine spéteren Zustande und seinein der Vergangenheit
liegenden Zusténde lassen sich aus einem vorgegebenen Ausgangszustand berechnen.

Wir betrachten ein Beispiel. Abb. 11.1 zeigt zwei durch eine Feder gekoppelte Gleiter auf der
Luftkissenbahn. Das System wird so angeregt, dal? die Gleiter gegeneinander schwingen, ihr
Schwerpunkt aber in Ruhe bleibt. Jeder Gleiter bewegt sich sinusférmig, Abb. 11.2. Ist ein Aus-
gangszustand vorgegeben, so lassen sich die Zustande zu beliebigen anderen Zeitpunkten be-

) ]

Abb. 11.1. Zwei Gleiter auf der Luftkissenbahn schwingen Abb. 11.2. Weg-Zeit-Diagramm der beiden Gleiter von Abb.
um ihren gemeinsamen Schwerpunkt. 111
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Abb. 11.3. Eineinziger Gleiter bewegt sichwieein springen- Abb. 11.4. Weg-Zeit-Diagramm des Gleiters von Abb.11.3
der Ball.

rechnen. Das System verhélt sich nicht chaotisch.

Abb. 11.3 zeigt einen Gleiter auf einer geneigten L uftkissenbahn. Amtieferen Endeder Bahnist
ein recht harter elastischer Federpuffer angebracht. Der Gleiter bewegt sich beschleunigt nach
links, wird"reflektiert”, bewegt sichwieder nach rechts, kehrt wieder umusw. DasWeg-Zeit-Di-
agramm besteht aus nach unten offenen Parabeln, Abb. 11.4. Auch dieses System verhdlt sich
nicht chaotisch.

Wir kombinieren nun die beiden zuvor be-
trachteten Systeme, Abb. 11.5: Zwel gekop-
pelte Gleiter wie in Abb. 11.1 befinden sich
auf einer geneigten Luftkissenbahn wie in
Abb. 11.3. Es zeigt sich, dal3 die Bewegung
des Systemschaotischist. Abb. 11.6 zeigt das
Weg-Zeit-Diagramm eines der beiden Glei-
ter.

Abb. 11.6alegt esschon nahe, dal3essich hier
um einen chaotischen Vorgang handelt. Es

konnte allerdings sein, dafd der Vorgang nur ~ Abb. 11.5. Kombination der Systemevon Abb. 11.1und Abb.
unibersichtlich aussieht, aber nicht chaotisch 113

im Sinne der Physik ist. Wir wiederholen da-

her den Versuch, wobel wir die Ausgangsbedingungen, so gut wir kdnnen, genauso einrichten,
wiebel dem Versuch, dessen Ablauf Abb. 11.6azeigt. Wir erhalten den Ablauf von Abb. 11.6b:
trotz fast gleicher Anfangsbedingungen ein ganz anderes Verhalten als beim ersten Versuch.

Esist leicht, den Versuch auf dem Computer zu simulieren. Man gibt Anfangsbedingungen ein
und &3t den simulierten Vorgang ablaufen. Man wiederholt die Simulation mit Anfangsbedin-
gungen, diesichvondenen desersten Durchlaufsnur sehr wenig unterscheiden. Der Ablauf beim
zweitenmal ist vollig anders. Der Computer bestétigt also, dald dasV erhalten des Systems chao-
tischist.

Eine Ubersichtliche Darstellung der auf dem Computer simulierten Bewegung zeigt Abbildung
11.7. Hier sind die Schwerpunktsbewegung und die Rel ativbewegung der beiden Gleiter gegen-
einander getrennt Uber der Zeit aufgetragen. Das System 183t sich entsprechend dieser Abbil-
dungin zwei Tellsysteme zerlegen. Die Ortsvariable des einen ist die Schwerpunktskoordinate,
diedesanderenist der Abstand der beiden Korper. Bei jedem Aufdopsen wird die Energie zwi-
schen den beiden Teilsystemen neu verteilt.
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Abb. 11.6. Weg-Zeit-Diagramm einesder beiden Gleiter von Abb. 11.5. Das Diagramm wurde zweimal aufgenommen. DieAn-
fangsbedingungen wurden dabei, so gut es ging, genauso gewahit.

Abb. 11.7. DasExperiment von Abb. 11.5wurde zweimal auf dem Computer simuliert. Die Anfangsbedingungen unterschieden
sich um etwa 5 %. Schwerpunktsbewegung und Relativbewegung der beiden Gleiter sind getrennt dargestellt.




12. Drehimpuls und Drehmoment
12.1 Der Drehimpuls als mengenartige Grolde

V on einem sich drehenden Schwungrad sagt man, eshabe Schwung. Wasmanin diesem Zusam-
menhang umgangssprachlich als Schwung bezeichnet, kann man aber nicht mit dem physikali-
schen Impulsidentifizieren, denn der Gesamtimpulsdes Schwungradesist Null. Nur seine Teile
haben Impuls.

Wir betrachten al sReprésentanten des Schwungradeseine"Hantel " : zwei Massenpunkte1und 2,
verbunden durcheinemassel ose, starre Stange, Abb. 12.1. DieMassen der beiden Massenpunkte
sind untereinander gleich. Die Hantel rotiert um eine Achse, die senkrecht auf der V erbindungs-
geraden der beiden Massenpunkte steht, und die durch den Schwerpunkt geht. Wir nennen die
Impulse der Massenpunkte p, und p,. Im Schwerpunktsystemist p, +p,=0, aso p; =- p,.

Kann man nun diese Hantel dadurch zum Stillstand bringen, dal3 man den Impuls von Massen-
punkt 1 durch die Stange zu Massenpunkt 2 flief3en 183t? Oder dadurch, dalimandiebeiden Mas-
senpunkte zur Mitte bewegt, sodal’ sich dort ihre Impul se kompensieren? Die Erfahrung zeigt,
dal3 dasnicht moglichist. (Bei einer "Hantel", die aus zwei entgegengesetzten elektrischen La-
dungen besteht, d. h. bel einem elektrischen Dipol, wirde das durchaus gehen.) Man kann die
Hantel nur dadurch zum Stillstand bringen, dal3 man Impul sstrome zwischen dem System "Han-
tel" und einem welteren System flief3en 1813t. Diese Tatsache ist ein Hinweis darauf, dal3 wir es
hier mit einer neuen Erhaltungsgroéf3e zu tun haben.

Man nennt diese Grol3e Drehimpul s (oder Drall, oder Impulsmoment) und kiirzt sie ab durch den
Buchstaben L. Sie entspricht dem, was man umgangssprachlich den Schwung des Schwungra-
des nennt.

Wir wollen einige Eigenschaften dieser Grofe kennenlernen.

Man kann das Schwungradinder Gegend herumtragen. Dasbedeutet, dal3man auch den Drehim-
pulsim Raum herumbewegen kann.

Drehimpulskannvon einem System auf ein anderes Uibertragen werden, er kannvoneineminein
anderes System flief3en, Abb. 12.2.

Der Drehimpuls hat eine Richtung, er ist ein Vektor. Bel einem Schwungrad, das sich um seine

J% @4

Pyl _ ~
/ — Rutsch ku”lun 5

Abb.12.1. DieHantel dreht sichumeineAchse, diesenkrecht Abb.12.2. Der Drehimpuls fliefdt durch die Welle und die
auf der Verbindungsgeraden der bvvveiden Massenpunkte Rutschkupplung vom linken zum rechten Schwungrad.
steht.
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Symmetrieachse dreht, ist die Richtung desL-

V ektorsidentisch mit der Richtung desWinkel- Q/ &> & Y
geschwindigkeitsvektors cw. & & -6
Ubertragt man auf ein System, dasden Drehim- © 6 -6
puls L hat, den Drehimpuls - L, so resultiert 5 B > B
der Drehimpulswert Null (spezieller Fall der % s b

V ektoraddition). A g

Wir betrachten ein System, das aus vielen , ’ &
Schwungradern besteht. Esist ver premimois

Abb.12.3. Manchmal kann man eine Drehimpul sdichte defi-
L = E L. nieren.
|
[

wobei L; der Drehimpuls des i-ten Schwungrades ist.

Man kann oft eine Drehimpul sdichte angeben, Abb. 12.3.

Wir fassen zusammen:

Der Drehimpuls

- ist additiv bei Systemzusammensetzung;

- kann strémen;

- kann eine Dichte haben.

Der Drehimpulsist also eine mengenartige Grof3e.

Man stellt aul3erdem experimentell fest, dal3 der Drehimpuls eine Erhaltungsgrofie ist.

Man kann fur die Messung von Drehimpul swerten ein V erfahren verwenden, daszu demin Ab-
schnitt 2.1 geschilderten Verfahren zur Impulsmessung analog ist.

Wir werden im folgenden Abschnitt sehen, dal? man in bestimmten Fallen den Drehimpulseines
Systems aus der Impulsverteilung im System berechnen kann.

12.2 Der Zusammenhang zwischen dem Drehimpuls eines Systems von M assenpunkten
und den Impulsen der Massenpunkte

Wir suchen den Zusammenhang zwischen dem Drehimpul sei nes Systemsund den | mpul sen sei-
ner Teile. Dasbetrachtete Systemistein Schwarm' von Massenpunkten. DieAbstandeder Mas-
senpunkte untereinander brauchen nicht fest zu sein, die Massenpunkte kénnen beliebig durch-
einanderfliegen. Wir beginnen mit dem einfachsten Fall: mit zwel Massenpunkten. Die beiden
Massenpunktedirfen also zum Beispiel: starr miteinander verbunden sein, durch einemassel ose
Feder verbunden sein, durch ein el ektrischesoder Gravitationsfeld verbunden sein oder sich vol -
lig frei bewegen. Die Massen seien m; und m,, die Ortsvektorenr, undr.,

Wir behaupten nun, dal? die Grole

2

21 xp,

i=1

zeitlich konstant ist, solangein keinen der Massenpunkte ein Impul sstrom hineinflief, der von



62

aul3erhalb des Systems kommt. Zum Bewels betrachten wir die Zeitableitung dieses Ausdrucks

er X p _z

d p,
a xpi+Zrix at

Da
dr,
d Vi
parallel zu p, ist, verschwindet das erste V ektorprodukt auf der rechten Seite, und es bleibt
d>Sr. xp. d d
z&t Pi =r, x dtpl +r, % dtp2
und mit
dp,
@ CF
wird
d>r. xp,

ot =r,xF +r,xF,
Wenn kein Impul svon aulRen kommt, so flief3en nur Impul sstréme zwischen Massenpunkt 1 und
Massenpunkt 2, und esist F, = -F, = F. Damit wird

er

L=(,-r)xF

DieErfahrung zeigt, dal3der Kraftvektor F parallel zur Verbindungslinieder Massenpunkte, und
damit zur, - r, liegt. Alsoist dierechte Seite der letzten Gleichung Null, und damit ist der Aus-
druck

zri . pi

zeitlich konstant, g. e. d.

Dieser Ausdruck ist zeitlich konstant, solange ke ne I mpul sstromevon auf3en kommen oder nach
aul3en flief3en. Wir kénnten ihn daher mit L identifizieren. Wir tun es aber nicht, denn der Aus-
druck kannvon Null verschieden sein, obwohl sich dasbetrachtete System gar nicht dreht. Wir le-
gen statt dessen fur den Drehimpuls des Systems aus zwei Massenpunkten fest:

_ €) ©)
L—r1><p1 +r,xp,

pi(s) sind dielmpulseder Massenpunkteim Schwerpunktsystem. (Im Schwerpunktsystemist die
Summe der Impulse gleich Null.)

Wir zeigen, dal3eineanal oge Glei chungauch fir drei Massenpunktegilt. DieV erallgemeinerung
flr n Massenpunkte liegt dann auf der Hand.

dyr, xp?

aqt = Beweisschritte wie vorher = r. x F.
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Dawieder keinImpulsvon aufien kommt, stellt F, die Gesamtstarke der Impul sstrome zwischen
Massenpunkt i und den beiden anderen Massenpunkten dar:

I:i = zFik
i £k
dyr, xp?
dt :rlx(F12+ Fl3)+r2x(F23+F21)+r3x(l:31+|:32)
Wegen der Impulserhaltung ist F;, = -F ..
dyr, xp?
dt =TT X P, m ) X P+ (ry—r) xFy

Auf Grund der Erfahrungstatsache, dal3 F,, parallel zum Verbindungsvektor r; - r, ist, wird die
rechte Seite gleich Null.

>, xp

ist also zeitlich konstant, und wir haben

L = Zri X pi(S) flr ein System von Massenpunkten

Fir die Maleinheit des Drehimpulses Euler (E) giltdamit: LE=1Hy -m=1N-m-s=1J-s.
Beispiele typischer Drehimpul swerte

System Erde-Sonne 3-10%E
Erde 7 108 E
Schwungrad einer groRen Dampfmaschine 10°E-10°E
Schwungrad einer Spielzeugdampfmaschine 5 102 E
Elektron 0,53 103 E

Zwei Warnungen

1. Diehier ausgefihrte Rechnungist kein Beweisder Drehimpulserhaltung. Esist auch nicht die
Ableitung der Drehimpul serhaltung aus der Impulserhaltung. Die Drehimpul serhaltung wurde
indieRechnung zusétzlich hineingesteckt in Form der folgenden Aussage: " DieErfahrung zeigt,
dal3der Kraftvektor F parallel zur Verbindungslinieder Massenpunkteliegt.” Dieser Satz besagt
jagenau, dalman diebeiden Impul seeiner Hantel nicht einfach zur Mitteflief3enlassenkann, da-
mitsiesichkompensieren. Dieser Satzist alsoeineArt, die Drehimpul serhaltung zuformulieren.

2. Die Formd
L =31, xp®

ist zwar verallgemeinerungsfahig, gilt aber keineswegsimmer. Sie gilt ndherungsweisefir eine
echte Hantel, d. h. eine Hantel die nicht aus zwei Massenpunkten, sondern aus zwei ausgedehn-
ten Korpern besteht. Die beiden Korper an den Enden der Hantel durrfen aber selbst keinen Dre-
himpuls haben. (M assenpunkte haben per definitionem keinen Drehimpuls.) Es gibt physikali-
sche Systeme, die keine Ausdehnung, aber trotzdem Drehimpuls haben, z. B. Elektronen. Den
Drehimpuls der Elektronen kann man nicht nach der Formel

L=5r xp?

berechnen. Diese Formel kann also nicht die Definitionsgleichung des Drehimpul ses sein.
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12.3 Das Drenmoment und die Kontinuitatsgleichung

Ein Motor versetzt ein Schwungrad in Drehung, Abb. 12.4. Dader Drehimpuls des Schwungra-
des zunimmt, muf3 durch die Antriebswelle Drehimpuls hindurchflief3en. Esfliefdt ein Drehim-
pulsstrom von der Erde durch die Welle ins Schwungrad. Fur die Stérke M dieses Stroms gilt:

_dL

M=

Man nennt M das Drehmoment. Man sagt: "Der Motor bt auf das Schwungrad ein Drehmoment
aus', oder "am Schwungrad greift ein Drehmoment an".

Man kann die Funktion einiger technischer Vorrichtungen so beschreiben:

Weélle: Leitung fir den Drehimpuls
Lager: Isolator fur den Drehimpuls
Kupplung: Schalter fur den Drehimpuls
Bremse: Schalter, durch den ein Drehimpulsstromindie Erde gel eitet werden kann

Flief3t ein Drehimpul sstrom durch einen el astischen Stab, sowird der Stab verdrillt. Der Verdril-
lungswinkel ist ein Mal3 fir die Drehimpul sstromstérke.

Dader Drehimpulseine Erhaltungsgrofeist, kann sich sein Wert innerhal b eines Raumbereichs
nur dadurch andern, daf3 ein Drehimpulsstrom in den Bereich hinein- oder ausihm herausflieft.
Wie schon beim Impuls, kann das Hinein- und Herausflief3en auf zweierlei Art geschehen: ent-
weder, wieim oberen Teil von Abb. 12.5, Uber eine unter Torsionsspannung stehende Welle,
oder, wieim unteren Teil der Abbildung, dadurch, dal3 sich Drehimpuls"konvektiv" in den Be-
reich hinein oder aus ihm herausbewegt. Nur den ersten dieser beiden Stromtypen nennt man
Drehmoment M. Bezeichnet man den zweiten mit M, |, so ist die Gesamtstromstéarke

ILZI\/I +Mkonv

und wir kénnen die Kontinuitétsgleichung fur den Drehimpuls schreiben:

l
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Abb.12.4. Ein Drehimpulsstrom flief3t aus der Erde tiber die Abb.12.5. Zwei Typenvon Drehimpul sstromen:(a) Drehmo-
Welle ins Schwungrad. ment; (b) konvektiver Strom
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12.4 Der Zusammenhang zwischen Drehmoment und Kr aften

Fir ein System von Massenpunkten berechnen wir

dL _d Zri xpi(S)

dt dt

Der Rechengangist derselbewir der in Abschnitt 12.2. Wir wollen jetzt auch Kréftezulassen, die
von auf¥en auf das System wirken, allerdings noch mit der Einschrankung

SF. =0

Hier ist F; die von auften auf den Massenpunkt i wirkende Kraft. Wenn diese Bedingung erfllt
ist, andert sich der Schwerpunktimpuls nicht. Wir erhalten

dL

ot = Zri x Fi
und wegen

dL _

a M

wird

M =5r xF  mit 3F =0

Besteht das System aus nur zwei Massenpunkten, soist F, + F, =0, d. h. diebeiden Kraftvekto-
ren sind entgegengesetzt gleich:

F,=-F,=F

Das Drehmoment

M=(r,-r,) xF

nennt man in diesem speziellen Fall Kréftepaar.

Grolenordnung einiger Drehmomente:

starker Schiffsmotor 108 E/s
Automotor 100 E/s
Spiel zeugmotor 102 E/s

Wir bilden nun fir einen einzigen Massenpunkt die Grolzer x p, wobel r der Ortsvektor ineinem
beliebigen Ortskoordinatensystem ist, und p der Impuls des Massenpunktes. Wir bezeichnen
den Ursprung des Ortskoordinatensystems mit O. Wir bilden die Zeitableitung

d@ xp) _dr dp _
G <PrT g TrxF
2
=0
Man nennt oft

r x p den Drehimpuls des Massenpunktes in Bezug auf O;
r x F das auf den Massenpunkt ausgetibte Drehmoment in Bezug auf O.

Diese beiden Grof3en sind aber mit V orsicht zu behandel n, dennihre Werte hdngen nicht nur von
der Wahl des Geschwindigkeits-, sondern auch von der des Ortskoordinatensystems ab.
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12.5 Das Tragheitsmoment

Jeschneller sich ein Korper um eine bestimmte Achsedreht, desto grof3er ist sein Drehimpuls: je
grofer w desto groler L. Der genaue mathematische Zusammenhang zwischen wund L kann
recht kompliziert sein. Er hangt von der raumlichen Verteilung der M asse des betrachteten K or-
persab, und er hangt davon ab, um welche Achse sich der Korper dreht. Wir beginnen die Unter-
suchung des w-L-Zusammenhangs mit einem sehr einfachen Spezialfall: mit einer Hantel, die
umihre Achse (durch den Schwerpunkt und senkrecht zur V erbindungsgeraden der beiden Mas-
senpunkte) rotiert.

Der Drehimpuls der Hantel ist:

L =rxpy® +rxp,

Die Indizes 1 und 2 beziehen sich auf die beiden Massenpunkte.
Dap,® =-p,dist, wird

L =(ry - ry)xp,®

Dar, - r, senkrecht auf p,S steht, ergibt sich fir den Betrag von L:
L =2rp.

Hieristr der Betrag von (1/2)(r, - r,,), d. h. der Abstand der Massenpunkte von der Achse, und p
der Betrag von p,(® und von pzj(s).

Mit p = mv = mer wird

L = 2r2maw,

oder vektoriell

L=Jw mit J=2r2m (12.1)

Also: Drehimpuls- und Winkel geschwindigkeitsvektoren sind parallel und ihre Betrage propor-
tional zueinander. Den Proportionalitétsfaktor nennt man Tragheitsmoment. Das Tragheitsmo-
ment sagt uns, ob ein mit einer bestimmten Winkel geschwindigkeit rotierender Korper viel oder
wenig Drehimpul senthélt. Wir konnen esal sdie Drehimpul skapazitét des Systemsauffassen. Es
ist damit ein Mal3 flr die Trégheit eines Korpers beztiglich Drehbewegungen. Ein grof3es Trag-
heitsmoment bedeutet ja, dal3man dem K 6rper viel Drehimpul szuf ihren muf3, um seine Winkel -
geschwindigkeit zu vergréfern.

Die Beziehung (12.1) hat dieselbe Struktur wie der Geschwindigkeits-mpuls-Zusammenhang
p=nv

oder der Zusammenhang zwischen elektrischer Spannung und elektrischer Ladung

Q=CuU.

Fir das Tragheitsmoment der Hantel haben wir gefunden

J=2r’m

Eshangt nicht nur vonder Masseder Hantel ab, sondernauch davon, wodieMassesitzt. Jeweiter
sievonder Achseentferntist, d. h.jegrof3er r ist, desto grof3er ist auch J, desto tréger ist dieHan-
tel (beziglich Rotationsbewegungen).

Wir untersuchen nun den w-L-Zusammenhang fir den néchst komplizierteren Koérper, einen
K orper, der inversionssymmetrisch bezilglich einer Achseist. Er soll um diese Symmetrieachse
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rotieren. Wir zerlegen den K érper in Gedanken
inkleine M assenel emente. Die Ausdehnungje-
des dieser Massenelemente soll klein sein ge-
gen die gesamte radiale Ausdehnung des Kor-
pers. Jedes Massenelement kann wie ein Mas-
senpunkt behandelt werden. Wegen der Inver-
sionssymmetrie des Korpers lassen sich die
Massenelemente zu Paaren zusammenfassen,
vondenenjedeseineHantel bildet, deren Achse
mit der Rotationsachse des Korpers zusam-

menfallt, Abb. 12.6. ADbb.12.6. Der Korper 183t sich in viele Hanteln zerlegen.

Wenn sich der Korper mit der Winkelge-
schwindigkeit wum seine Achse dreht, so rotiert auch jede Hantel mit dieser Winkelgeschwin-
digkeit. Jede Hantel liefert nun einen Beitrag

20r,2Am

zum Gesamtdrehimpuls. Die Hantelnsind mit dem Index i durchnumeriert. Am istdieMasseje-
des der beiden Massenelemente der Hantel i, und r; ist der Abstand dieser Massenelemente von
der Drehachse.

Man kann auch sagen, jede halbe Hantel, also jedes Massenelement, liefere den Beitrag
AL, = ar2Am

zum Gesamtdrehimpuls.

Der Gesamtdrehimpulsist die Summe aller dieser Beitrage:

L =w yridm,

oder vektoriell geschrieben:

L=Jw mt J =3r7m,

Macht man die Zerlegung in Massenelemente immer feiner, so erhdt man as Grenzwert

J =[rZdm (12.2)

Wir sehen: Auch hier sind L und w proportional zueinander.

Wir machen uns al's néchstes klar, dal3 man im Allgemeinen nicht mit einer einzigen Zahl aus-
kommt, wenn man die Tragheit el nesK 6rpersbeztiglich Rotati onsbewegungen charakterisieren
will. Wir betrachten einen Korper, der inversionssymmetrisch beziglich mehrerer Achsenist,
z. B.deninAbb. 12.7. Wir kdnnenmit Gleichung (12.2) drel Trégheitsmomenteberechnen: jeei-
nesfir die Rotation um jededer drei Symmetrieachsen. Selbstverstandlich erhé@t manim Allge-
meinen fur jede Drehrichtung einen anderen Wert.

Wir sehen also: Jist nicht einfach eine einzige fir den Korper charakteristische Zahl. Das Trag-
heitsmoment hat vielmehr fr verschiedene Drehrichtungen verschiedene Werte. Es wird aber
noch komplizierter.

Wir lassen wieder eineHantel rotieren, diesmal aber um eine Achse, dienicht mehr senkrecht auf
der Verbindungsgeraden der Massenpunkte steht, sondern einen schiefen Winkel zu ihr bildet.
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ADbb.12.7. Der Korper ist beziliglich drei Achsen inversions- Abb.12.8. Die Hantel rotiert um eine Achse, die nicht senk-
symmetrisch. recht auf der Verbindungslinie der Massenpunkte steht.

Durch den Schwerpunkt soll sie aber nach wievor gehen, Abb. 12.8. Wieder suchen wir den w-
L-Zusammenhang. Wir berechnen:

L= rlxpl(s) + rZXpZ(S)

Dazu legen wir den Ursprung der Ortsvektoren der Bequemlichkeit halber in den Schwerpunkt
der Hantel, sodal3r, = - r,. AuRerdem ist sowieso p,(® = - p,(S. Eswird daher

L = 2rl><pl(5)

Der Drehimpulsvektor steht also senkrecht auf den Impulsvektoren und senkrecht auf der Ver-
bindungsgeraden der Massenpunkte der Hantel, Abb. 12.9. L hat aso nicht dieselbe Richtung
wie w. Der L-Vektor bewegt sich mit der Winkelgeschwindigkeit w auf einem Kegelmantel
um die w-Richtung. Wir sehen, dal3 die Beziehung L = Jw hier nicht mehr gilt.

Trotzdem sagt man, dal3 die Beziehung zwischen den Vektoren cound L linear sei. Verandert
man némlich den Betrag der Winkel geschwindigkeit um el nen bestimmten Faktor, nicht aber ih-
reRichtung, so andert sich der Betrag des Drehimpul ses um densel ben Faktor, wéhrend sich die
Richtung von L nicht éndert.

M athematisch beschreibt man einesolche"lineare Transformation einesV ektors' in einenande-
ren durch einen Tensor. Man sagt, das Tragheitsmoment ist ein Tensor und schreibt den Zusam-
menhang zwischen wund L

L=Jw

Der Tensor J kann analytisch dargestel It werden durch eine 3x3-Matrix, diedie9"Komponen-
ten" des Tensors enthalt. Stellt man auch den -V ektor durch seine Komponenten dar, so kann

man J und w miteinander multiplizieren und
erhdlt L in Komponentenschreibweise. Von
den 9 Komponenten des Tragheitstensors
(=Traheitsmomenttensors) sind nur 6 vonein-
ander unabhangig. Das bedeutet, dal3 das Trag-
heitsverhalten eines Korpers beziglich Rotati-
onsbewegungen durch 6 Zahlen eindeutig be- Q'(j—
stimmt ist. Der Korper kann eine beliebig kom-
plizierte Verteilung der Massendichte haben -
seineRotationstragheitist stetsdurch 6 Zahlen-
werte festgel egt.

L Abb.12.9. Der Drehimpul svektor ist nicht parallel zum Win-
Mit diesen Zahlen, d. h. den Komponenten des  kelgeschwindigkeitsvektor.



69

Tragheitstensors, verhalt essich &nlich wiemit den Komponenten einesVektors. Die Kompo-
nenten ein und desselben V ektors haben, je nach Koordinatensystem unterschiedliche Werte.
Genauso haben auch die Komponenten eines Tensors, je nach K oordinatensystem, verschiedene
Werte.

Esgibt nun eine spezielle Wahl des Koordinatensystems, in dem die Komponenten eine beson-
ders anschauliche Bedeutung haben. Esist das Koordinatensystem, in dem die den Tensor dar-
stellende Matrix Diagonalform hat. Das bedeutet: L &% man den Korper um eine der Koordina-
tenachsen rotieren, d. h. weist der Winkelgeschwindigkeitsvektor in eine der drei Koordina-
tenachsenrichtungen, so weist auch der Drehimpulsvektor in diese Richtung: ound L liegen pa-
rallel zueinander. Diesgilt fur alle drel Koordinatenachsenrichtungen. Fir jede dieser Richtun-
gengiltaso

L=Jw mit i=123

Zu jeder dieser Richtungen gehdrt ein Wert des Tragheitsmoments. Die diesen drei Richtungen
entsprechenden Drehachsen hei[3en Haupttrégheitsachsen. Die entsprechenden Werte des Trég-
heitsmoments sind die Haupttragheitsmomente. Eswird nun auch plausibel, warum man 6 Zah-
len braucht, um das Tragheitsverhalten eines Korpers zu charakterisieren: 3 Zahlen legen die
Richtungen der Haupttragheitsachsen fest und 3 weitere Zahlen die Werte der 3 Haupttragheits-
momente.

Rotiert ein Korper mit konstanter Winkel geschwindigkeit um eine andere als eine Haupttrag-
heitsachse, so &ndert sich sein Drehimpuls sténdig. Die Komponenten des Drehimpulses, die
senkrecht zu wliegen &ndern sich sinusférmig. Der entsprechende Zu- und Abfluf3 von Drehim-
puls geschieht meist Uber die Lager und ist leicht zu beobachten oder zu messen.

12.6 Die Zerlegung des Drehimpulses - Spin und Bahndrehimpuls

Wir zeigen diese Zerlegung fur einen einfachen Fall: fir ein System von 4 M assenpunkten, Abb.
12.10. DasGesamtsystem A wird zerlegtinzwei raumlich getrennte Systemeaundb. Wir fragen
nach dem Zusammenhang zwischen dem DrehimpulsL , des Gesamtsystems und den Drehim-
pulsen L, und L, der Teilsysteme. Wir geben zunachst L ,, L, und L, einzeln an:

L = 1P ) +1xp ) + rxps) + 1 e, (M)
L= ryxpy@ +r,xp,d
Lp= r3xps® + rxp,®)

p.X) ist hier der Impuls von Massenpunkt i im Schwerpunktsystem von System x, Abb. 12.11.
Eine etwas miihsame Rechnung ergibt ein sehr einfaches und einleuchtendes Ergebnis.

Mitry=r +r,@ r,=r +r,@ ry=r, +r,®undr, =r +r,® wird
Ly = (ra+ rl(a))xpl(/-\) + (ra+ rz(a))xpz(A) + (rb + r3(b))><p3(A) + (rb + r4(b))xp4(A)

Wir benutzen p,A) = m, (v, + v,®) und die entsprechenden Beziehungen fir die Massen-
punkte 2 bis 4 und ordnen um:

|_A = ra X (pl(A)+p2(A))+ rb X (p3(A) + p4(A))
+ mlrl(a)x (Va(A) + Vl(a)) + rnzrz(a)x (Va(A) + V2(a))

+ mgr 3(b)x (Vb(A) + V3(b)) +m A 4(b)x (Vb(A) + V4(b))
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ADbb.12.10. Das System A wird in Teilsysteme zerlegt. Abb.12.11. Zur Definition der in der Rechnung verwendeten
Grofden

Mit p, ™ + p,) = p A und p,A) + p,A) = p (A (Schwerpunktimpulse der Systeme aund b),
sowie mit m;r,;+ myr, = 0 und myrg+ myr, = 0 (Definition der Schwerpunkte S, und S)) wird

LA = (ra X pa(A))+ (rb X pb(A))+ (rl(a)xpl(a)) + (rZ(a)po(a)) + (rS(b)xpS(b)) + (r4(b)xp4(b))
Die letzten 4 Summanden sind gerade gleich L, + L. Esist also

- - - (A)
Ly=Lp+L,+L_, mt L_, = Zbri x p!

Der Gesamtdrehimpulsvon System A ist aso gleich der Summeder Drehimpul seder Teilsyste-
meaund b plusdem DrehimpulsL , , einesdritten Systemsa-b. a-bist das System, das entsteht,
wenn die Massevon System aim Schwerpunkt S, vereinigt wird und dievon Systembin S, Wir
haben also A zerlegt in die drei Teilsysteme a, b und a-b.

Eine solche Zerlegung wird oft gemacht, wenn aund b starre Korper sind, aber auch beim Atom,
wo etwaaein Elektron und b der Atomkernist. Man nennt L, und L, den Eigendrehimpuls oder
Spin von System abzw. b.

Hat einesder Systemeaund b eineviel groereMassealsdasandere, istalsoz. B.m, »m,, soist
der Abstandr, - r , des Schwerpunktes S vom Gesamtschwerpunkt S, viel kleiner alsr-r,.
L egt man den Ursprung der Ortsvektorenin S,, soist in der Summe

=20 x e
ab

der Beitrag von System b viel kleiner a'sder von System a. Eshat sich daher |eider eingeburgert,
in diesem Fall L, den Bahndrehimpuls von System a zu nennen.

12.7 Drehimpulsund Energie
Drehimpul sstrom und Energiestrom

DurcheineWellekannein Energiestromflief3en. Damit ein Energiestromfliefdt, ist esnotwendig,
dal3

-sichdie Welledreht, also w# 0 ist;
- ein Drehimpulsstrom flief3, alsoM # O ist.

Die Energiestromstérke P ist al so eine Funktion von cwound von M. Wir suchen den Zusammen-
hang E(w,M). Durch die beiden Seilein Abb. 12.12 flief3e je ein Impulsstrom. Die Kraftvekto-
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ADbb.12.12. Durch jedes der beiden Seileflief3t sowohl Ener- Abb.12.13. Energielibertragung durch eineWelle. Durchdie
gieasauch Impuls. Welle flieen Energie und Drehimpuls.

ren seien entgegengesetzt gleich. DieKraftin beiden Seilen zusammenistalsoNull. Esflief3t aber
ein Drehimpulsstrom der Stéarke

M=2rxF.

Der Energiestrom, der durch beide Seile zusammen zum Rad flief3t, hat eine Stérke von

P =2vF.

Mitv=cwxr wird

P=2(wxr)F.

Nach den Regeln der Vektorrechnung wird

P=2awr xF)

und mitr x F = M/2

P =wM (12.3)

Energielibertragung durch Wellen

InAbb. 12.13fliefdt der Drehimpulsin enem geschlossenen Stromkrei s zwischen Energiequelle
(Turbine) und Energieempfanger (Generator): Ein Tell desWegesfuhrt durchdieWelle, der an-
dere durch die Gehause der M aschinen und die Fundamente. Die Energie begleitet den Drehim-
puls nur auf einem Tell seines Weges: nur durch die Leitungen, fir die w# 0 ist.

Energiespeicherung im Schwungrad

Ein sichdrehendes Schwungrad hat mehr Energiea sein ruhendes. Um die Energiednderung des
Schwungrades zu berechnen, ladenwir esmit Energieund mit Drehimpul sauf. Dabei flieRenein
Energie- und ein Drehimpul sstrom in das Schwungrad hinein. Die Stromstérken hangen mitein-
ander zusammen Uber Gleichung (12.3). Fir das Schwungrad gelten die Kontinuitétsgle chun-
gen von Energie und Drehimpuls:

_dE _dL
P—OIt undM—dt

Damit wird
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d& _ dL_
da Y d
und

[dE = [ad L

und mitL = Jw

_1
E = JLdL
2
E(L):;J—+EO
oder
E(a)):%a)2+E0

12.8 Der Steinersche Satz

Ein Korper ader Masse mrotiere um einefest an die Erde montierte Achse A, Abb. 12.14. Be-

kannt sei

- die Winkelgeschwindigkeit w;

- das Trégheitsmoment J des Korpers.

Wieviel Drehimpuls und wieviel Energie enthalt
- der Korper &;

- das System Korper-Erde?

DadieErdestarr ist und schwer gegen denrotierenden Korper, kbnnenwir sieunsersetzt denken
durch einen Kdrper b unendlich grof3er Masse am Ort der Drehachse, Abb. 12.15. Wir zerlegen
nun das Gesamtsystem in Teilsysteme, sowieesin Tabelle 12.1 dargestellt ist. Gesamtdrehim-
pulsL und gesamte kinetische Energie E, ; , ergeben sich als Summen der entsprechenden Werte

der Teilsysteme.

Abb. 12.14. Der Kérper arotiert um die Achse A.

Abb. 12.15. Die Erde wurde durch den unendlich schweren
Koérper b am Ort der Drehachse ersetzt.
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Tabelle 12. 1

Teilsystem Winkel- Tragheits- Drehimpuls Kinetische
geschwindigkeit | moment Energie

Korper a w J Jw (J/2)w2

Korper b 0 uninteressant 0 0

Systemabder | w nr 2 o 2 (1/2)mrazw2

Schwerpunkte

von aund b

L=cd+wmr 2= +nr2) = wl,

kin

Man nennt

- 2
Jy=Jd+nry

_l 2 Z_JA 2
E,. —2(J +Nr 2w = 5w

das "Tréagheitsmoment des Korpers a beztiglich der Drehachse A". Der Zusammenhang zwi-
schen Jund J, heil3t der Steinersche Satz. Tatsachlichist J, die Summe der Tragheitsmomente
von Koérper aund System a-b.

12.9. Die Analogie zwischen Elektrizitatslehre, Transationsmechanik und Rotationsme-

chanik

Die Analogie geht aus Tabelle 12.2 hervor. Sie geht weiter al's es nach dieser Tabelle den An-
schein hat. Insbesondere existiert auch innerhalb der Rotationsmechanik ein Dualismus. Man
hétte in die Tabelle noch eine zweite elektrische Spalte einfihren kénnen, an deren Spitze das
elektrische Dipolmoment stehen miifdte, das Analogon zum "Impulsmoment” L. Diese Spalte
waére allerdings weniger interessant, denn das el ektrische Dipolmoment ist, im Gegensatz zum

Drehimpuls, keine Erhaltungsgrofie.

Tabelle 12.2
Elektrizitats- Trandations- Rotations-
lehre mechanik mechanik
Q p L
() v w
U Av Aw
C m J
L 1/D 1/ Richtmoment
no r a
Q =CuU p =mv L =Jw
P =Ul P =AvF P =AwM
2 2
_ Q _ p _ L
E=Eg+x | E=Eo*toq |E =Eg+ g

Wir wollen zwei Beispie-
le der Analogie betrach-
ten, die wir im nachsten
Abschnitt brauchen, Abb.
12.16 und 12.17. In den
Systemenvon Abb. 12.16
schwingt die mengenarti-
ge Grofle X (Q bzw. p
bzw. L) zwischen Sy-
stem 1 und System 2 hin
und her. Bel den Syste-
menvonAbb. 12.17 fliefdt
die mengenartige Grole
X von dem System, in
dem die intensive Grole
¢ den groferen Wert hat,
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ADbb.12.16. Die mengenartige Grofe (Q bzw. p bzw.L) Abb.12.17. Die mengenartige Grof3e fliefdt von dem Teilsy-
fliefdt zwischen den Teilsystemen 1 und 2 hin und her. stem, indem dieintensive Variableden groReren Wert hatin
das Teilsystem, in dem sie den kleineren Wert hat.

indas System, indem & den kleineren Wert hat. Der Strom hort auf zu flief3en, wenn der Wert der
intensiven Grof3ein beiden Systemen gleich gewordenist. Diesen Zustand nennt man Gleichge-
wicht bezliglich des Stroms der Grof3e X.

12.10 Zweckmaldige Zerlegungen in Teilsysteme; die Gezeiten; die Spin-Bahn-K opplung

Wir kntipfen an Abschnitt 12.6 an. Man kann ein System oft auf verschiedene Artenin Teilsyste-
me zerlegen. Der Gesamtdrehimpulsist in jedem Fall gleich der Summe der Drehimpul se der
Teilsysteme. Manchmal flief3t nun Drehimpul sauseinem Teilsystemin ein anderes (im Fachjar-
gon: die Teilsysteme sind "aneinander gekoppelt"). Man kann dabel zwei Extremfalle unter-
scheiden.

Der Drehimpul sstrom zwischen zwei Tellsystemen kann dissipativ sein. Indiesem Fall flief3t er
solange, bisdie wWerteder beiden Teil systemegleich geworden sind. Esherrscht dann Gleich-
gewicht beztglich des Drehimpulsstroms oder "Rotationsgleichgewicht”. Ein Beispiel hierfir
ist der Drehimpul sstrom, der ausdem System Erdein das Systemflief3t, dasausden Schwerpunk-
ten von Erde und Mond gebildet wird. Ein solcher Strom kommt zustande durch die Gezeiten.
(Die Systeme Mond und Mond-Erde sind bereits im Gleichgewicht, sie haben bereits dieselbe
Winkelgeschwindigkeit.)

Der Strom zwischen Teilsystemen kann auch nicht-dissipativ sein. Dann flief3t er zwischen den
Teilsystemen stéandig hinund her. Ein Beispiel herfiir sind die Atome. Im Wasserstoffatom zum
Beispid fliefst Drehimpul ssténdig hinund her zwischen dem Teilsystem Elektronund dem Tell-
system, das aus den Schwerpunkten von Elektron und Kern gebildet wird. DiesesHin- und Her-
fliefRen von Drehimpuls nennt man Spin-Bahn-K opplung.

Atomemit vielen Elektronen kann man auf viele Artenin Teil systeme zerlegen. Esist zweckmé&
[3ig, dassozutun, dal3starke Drehimpul sstromenur innerhal b der Teil systemeauftreten, nicht da-
gegen zwischen einem Teilsystem und einem anderen. Der Drehimpuls jedes der so gewahlten
Teilsysteme ist dann nahezu konstant.




12.11 Drehmomentgleichgewichte

Wir haben in Kapitel 4 gesehen, wie man mit
der Knotenregel fir Impulsstréome einen be-
stimmten Typ statischer Probleme [Gsen kann.
In Abb. 12.18 ist ein Problem dargestellt, das
auf diese Art nicht gelost werden kann. Die
Masse der Last und die Geometrie der Anord-
nung sind gegeben. Gesucht sind die Krafte auf
die beiden Lager P und Q. Dadie drei in dem
Problem auftretenden Kraftvektoren parallel
liegen, ist die Zerlegung der Gewichtskraft F 5
indieKréafteauf dieLager nicht eindeutig. Das
untere Teilbild zeigt zwei der unendlich vielen
Moglichkeiten. Das Problem |&f3t sich aber 16-
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Abb.12.18. Die Zerlegung von Fg in zwei parallele Kréfte
ist nicht eindeutig.

sen, wenn man fir den Balken aul3er der Impulsbilanz

SF, =0

noch die Drehimpulsbilanz macht:

ZMi:Zri >(I:i:o

Man legt denn Nullpunkt der Ortsvektorenr, so, daf die Rechnung maglichst einfach wird. Wir
legenihnin den Punkt Q. Damit stehen die r; senkrecht auf den Kraftvektoren und die Vektor-
produkte werden zu gewohnlichen Produkten der Vektorbetrége. Aulderdem fallt der Term

r o Fqweg, darQ:Oist. Esblebt aso
-aF,+bF;=0
Mit Fg =-mgund Fp + Fq + Fg = 0 wird

Fo=-3a
F,=mg




13. Mechanische Spannung - | mpulsstromdichte

Wir betrachten ein Stlick Materie, das zwischen die Backen einer Schraubzwinge eingeklemmt
ist, so dal3in x-Richtung eine Kraft wirkt, Abb. 13.1. Wir legen an irgendeiner Stelle durch das
Materiestiick eine senkrechte Schnittflache A. Das Materiestiick links der Schnittfl&che tibt nun
auf das Materiestiick rechts der Schnittfl&che eine Kraft aus, oder in anderen Worten; durch die
Schnittflache liefdt ein Impulsstrom.

Oft ist es zweckmaldig, diesen Sachverhalt lokal zu beschreiben. Man benutzt hierzu den Quo-
tienten

-F
9 A
Diese Groflie heil3t mechani sche Spannung oder | mpulsstromdichte. (Eine Stromstérke pro Fl&
cheheilimmer Stromdichte.) Die Grof3e beschrei bt den lokal en Spannungszustand der M aterie.
Ist o an einer Stelle grofer als Null, so herrscht dort eine Druckspannung, wenn o kleiner als
Null ist, eine Zugspannung.

Nunist der Spannungszustand e nes M ateriestiicks aber durch die Angabe einer einzigen Span-
nung noch nicht el ndeutig beschrieben. Eskénnen ndmlich unabhangig von der zuerst betrachte-
ten Kraft in x-Richtung noch je eine Kraft in y- und in z-Richtung wirken, Abb. 13.2. Die Mate-
riekann alsoindrei aufeinander senkrechten Richtungen unter drei verschiedenen Spannungen
stehen. Um denlokal en Spannungszustand vollsténdig zu beschrei ben, mufd man daher angeben:

- die Richtung einesrechtwinkligen Dreibeins, in dem die Spannungskomponenten unabhangig
voneinander sind;

- die zu den drei unabhéngigen Richtungen gehtérenden o-Werte.

Wir hatten anl&3lich der Diskussion des Tragheitsmomentsgelernt, dal3 ein Gebilde, dasman auf
diese Art beschreiben kann, ein Tensor ist. Auch die mechanische Spannungist also ein Tensor.
Der Name des mathematischen Gebildes "Tensor" stammt Ubrigens von dieser physikalischen
Realisierung.

Wahrend der Tragheitstensor einem ganzen K drper zugeordnet ist, ist der Spannungstensor eine
lokale Grof3e, er gehort zu einem einzigen Punkt. Seine Komponenten kdnnen an jeder Stelle ei-
nes Systems andere Werte haben.

____X—p Y

N /i) x
\ o
—— 1

Abb. 13.1. Der eingeklemmte Korper steht in x-Richtung Abb. 13.2. Der eingeklemmte Korper steht in x- und y-
unter Druckspannung. Richtung unter verschiedenen Druckspannungen.




14. Statische Felder
14.1 Physikalische und mathematische Felder

Felder sind physikalische Systeme. Esgibt eine Reihe verschiedenartiger Felder. Wir betrachten
hier nur das el ektromagneti sche Feld und das Gravitationsfeld. Folgende Eigenschaften von Fel -
dern sind uns bisher begegnet:

- in Feldern flief3en Impulsstrome (Felder Ubertragen Kréfte);

- Felder enthalten Energie;

- in Feldern flief3en Energiestrome (diese haben wir allerdings nur beobachtet, solange sich ein
Feld andert).

Bisher war ein Feld fUr unsetwas&hnlicheswieeine Feder ineinemundurchsichtigen K asten, aus
dem nur zwel "Haken" herausgucken: elektrische Ladungen Magnetpole oder Massen. Wir ha-
ben die Existenz der Felder nur durch Bilanzieren festgestellt: "Hier endet die sichtbare Leitung
einesImpulsstroms, also muf3 hier elneunsichtbare L eitung beginnen, durch die der Impulswei-
terflief3en kann." Wir wollen in diesem Kapitel in den Kasten hineinschauen und verschiedene
Fragen beantworten:

1. Wiehangt die StérkedesImpul sstromsvon einem"Haken" zum anderen, alsovon einer Masse
zur anderen oder von einer Ladung zur anderen, von den Werten der M assen bzw. Ladungen und
von ihren Abstanden ab?

2. Wiesieht dieImpulsstromverteilung im Feld aus, wel chen Weg nehmen die lmpulsstromeim
Feld?

3. Wieist die Energieim Feld verteilt?

DieL uft Uber der Erdoberflache hat an verschiedenen Stellen verschiedene Temperaturen T, ver-
schiedene Drticke p, verschiedene Massen- und Entropiedichten p,, bzw. pg und verschiedene
chemische Zusammensetzungen. Man kann jeder Stelle einen T-, p-, p-und ps-Wert zuord-
nen, sowie Konzentrationswerte der verschiedenen in der Luft enthaltenen Stoffe.

Die Menge aler T-Werte T(x,y,2) bildet ein Temperaturfeld, die der p-Werte p(x,y,2) ein
Druckfeld usw. DasWort Feld wird hier in einer anderen Bedeutung benutzt alsvorher. Umdie
bei den Bedeutungen zu unterscheiden sprechen wir hier auch von mathematischen Feldern, im
Gegensatz zu den vorher diskutierten physikalischen Systemen, die wir physikalische Felder
nennen wollen.

Wir werden sehen, dal3man ein physikalischesFeld oft durch mathemati sche Fel der beschreiben
kann. Nur wenn das (physikalische) Feld an allen Stellenim Raum identischist, braucht man zur
Beschreibung keine mathemati schen Fel der. Ein solchesFeld nennt man homogen. Die Situation
ist dieselbe, wiewennwir Luft in einem Behdlter habenund T, p, p etc. tberall im Behalter den-
selben Wert haben. Dann gentigt es, einen einzigen T-Wert, p-Wert etc. anzugeben, um den Zu-
stand der Luft vollstandig zu beschreiben.
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Abb. 14.1. Verdoppelt man die Masse von My auf 2my, so verdoppelt sich auch die Kraft auf diesen Massenpunkt.

14.2 Die physikalische Gr 63e Feldstarke

Wir betrachten ein beliebiges statisches (zeitlich konstantes) Gravitationsfeld, daszu einer Ver-
teilung von Massen m;, m,, m,, ...m, gehort. Wir bringen an eine Stelle r dieses Feldes einen
Massenpunkt der Massem, und stellenfest, dal3 das Feld auf den M assenpunkt eineKraft austibt,
d. h. dal3vom Feld her ein Impul sstrom auf den Massenpunkt flief3t, Abb. 14.1. Wir verdoppeln
nun die Masse des M assenpunktes auf 2m, und stellen fest, dal3sich auch dieKraft auf denMas-
senpunkt verdoppelt. Esist so, alshétten wir einfach zwei M assenpunkte nebeneinander gesetzt.
DieKraft desFeldesauf den ersten scheint die Kraft desFeldesauf den zweiten nicht zu storen. F
ist also proportional zu m:

F=g'm (14.1)

Der vektorielle Proportionalitétsfaktor g ist von munabhangig. Er charakterisiert das Feld, das
die Massen m;, m,, ...m_ an der Stelle erzeugen, an der sich der Massenpunkt m, befindet. Wir
nennen ihn die Stérke des Gravitationsfeldes der Massen m;, m,, ...m_. Man beachte, dal3 g(r)
die Starke des Feldes in dem Zustand ist, in dem sich m, noch nicht an der Stelle r befindet.

All diesgilt sinngemal3 auch fur statische elektrische Felder: DieKraft, dieein elektrisches Feld
auf eine Punktladung Q auslibt, ist proportional zu Q. Der Proportionalitétsfaktor E heifdt die
Starkedesel ektrischen Feldesder anderen L adungen, d. h. aller Ladungen aul3er der betrachteten
Punktladung:

F=E-Q

14.3. Das Newtonsche Gravitationsgesetz - das Coulombsche Gesetz
Newtons Gravitationsgesetz (1687)

Der Ort von zwei Massenpunkten m, und m, sei festgelegt durch die Ortsvektorenr, undr,,
Abb. 14.2. Newton zeigte, dal3 die Kraft F,, die der Massenpunkt m; auf den Massenpunkt m,
austibt, gegeben ist durch

m,m,

_ r.
Fz__ r2 (r)

Hier ist

_ 3
G =667010 " M
kg Os
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Abb. 14.2. Zum Gravitationsgesetz Abb. 14.3. Die Feldstérkepfeil e weisen zum Massenpunkt m

hin.

eine universelle Konstante, die Gravitationskonstante, und r =r,, - r, der Abstandsvektor zwi-
schen m, und m,. Man erhélt daraus die Feldstérke g, des Feldesvonm, alein:

m
0,()=-G 5 (r)

Wenn wir m, und das entsprechende Feld allein betrachten, konnen wir den Index 1 weglassen.
Wir erhalten somit die Feldstérkeverteilung des Feldes eines Massenpunktes der Masse m:

9()=-6 ()

Jedem Punkt des Feldes ist damit ein Vektor g(r) zugeordnet. g(r) ist ein Vektorfeld (Feld im
mathematischen Sinn). Die Feldstérkevektorpfeile weisen zum Massenpunkt mhin, Abb. 14.3.

Das Coulombsche Gesetz (1785)

Hundert Jahre nach der Vertffentlichung des Gravitationsgesetzes zeigte Coulomb, dali3 eine
ahnliche Beziehung fur die Kraft F, gilt, die eine Punktladung Q, auf eine Punktladung Q,
ausiibt:

F = 1Q1Qz

2 2
41'[50 r

(r)
Hier ist
-12 As
Vm
die elektrische Feldkonstante.
FUr die elektrische Feldstarke E,; des Feldes von Q, alein erhalt man
1 Q

=1.0r
4n£0r2(r)

£,= 885 (10

E ()=

oder, wenn man den Index 1 weglalit

1 Q

E(r)= ATie, 2

)
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Abb. 14.4. Die Vektorpfeile wurden durch Linien ersetzt, an Abb. 14.5. Feldlinien enden nur auf Massen.
die sie Tangenten sind.

Fallsdie Ladung positiv ist, weisen die Feldstérkevektoren von der Ladung weg. I st sie negativ,
S0 weisen sie zur Ladung hin.

14.4. Feldlinienbilder - die Divergenzfreiheit von Feldern

Eine besonders praktische Art, Feldstérkeverteilungen darzustellen, ist das Feldlinienbild. Statt
der Feldstérkepfeile zeichnet man durchgehende Linien, und zwar so, dal3 die Feldstarkevek-
torpfeile TangentenandieLiniensind. Im Fall desFeldeseinesMassenpunktesm, sind die Feld-
linien Geraden, dievonm, ausradial nach auenlaufen, sowieesAbb. 14.4 zeigt. Bei dieser Ab-
bildung wurde aber eineweitere V ereinbarung noch nicht berticksichtigt: Die Dichteder Linien,
d. h. die Linienzahl Z pro senkrecht zu den Linien stehender Flache A wird proportional zur
Feldstarke gewahit:

Z _
A -kl

Wir wollen berechnen, wie dann die Linienzahl vom Abstand r vom Zentrum abhangt. Wir be-
rechnen die Zahl Z(r) der Linien, die eine Kugelflache mit dem Radiusr durchstol3en.

m
y (r):k\g\A:kGr—fmnrzszMmo

DieZahl der Linienist also unabhangig vonr. Jede Kugelflachewird von derselben Zahl Linien
durchstol3en. Das bedeutet, dal3 die Feldlinien durchgehend sind: Sie laufen vom Massenpunkt
radial nach auf3en. Man ordnet nun jeder Feldlinie auch noch eine Richtung zu: dieselbe Rich-
tung, die die Feldstérkevektoren haben, die tangential zur Linieliegen. Die Feldlinien kommen
also von auf¥en und laufen radial auf den Massenpunkt zu, Abb. 14.5.

Diese Feststellung gilt viel allgemeiner alsesnach unserer Herleitung den Anschein hat. Esgilt
namlich:

Die Feldlinien von statischen Gravitationsfeldern enden auf Massen.

An Stellen desFeldes, an denen dieMassendichte Null ist, beginnen oder endenkeineFeldlinien.
Man sagt auch: Das Feld g(r) ist an Stellen mit p_(r) = 0 divergenzfrei. Mathematisch drtickt
man diesen Tatbestand so aus

divg(r)=0 far p.(r)=0

DieFeldliniendesGravitationsfel deshaben damit eine dhnliche Eigenschaft wiedie Stromlinien
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Abb. 14.6. Die Stérke des Feldes, das 2m an irgendeiner Abb. 14.7. Die Stérke des Feldes von my und m, ist gleich
Stelleerzeugt, ist doppelt so groR wiedie des Feldesvon My der Vektorsumme der Feldstérken der Felder von my und

m2allein.

einer Wasserstromung. Siesuggerieren, dal3 etwasstromt. Tatsachlich sind sieaber keine Strom-
linien. Insbesondere stellen sie weder die Stromlinien des Impuls-, noch die des Energiestroms
dar.

Allesin diesem Abschnitt Gesagte gilt sinngemal3 flr das elektrische Feld. Insbesondere gilt:

Die e ektrischen Feldlinien beginnen an positiven und enden an negativen L adungen.

14.5 Die Uberlager ung von Feldstarkeverteilungen
Die Starke des Feldes eines Massenpunktes m ist

My r

00)=-6 7(r) (142

Verdoppelt man die Masse des M assenpunktes von my, auf 2my, so verdoppelt sich die Feldstar-
ke an jeder Steller. Verdoppeln der Masseist aber dasselbe, als hétte man 2 Massenpunkte der
Massem, andiesel be Stellegesetzt. Die Stérke des Fel des, daszu den beiden M assenpunkten ge-
hort, ist also gleich der Summe der beiden Feldstarken, Abb. 14.6. Die Erfahrung lehrt, dal3dies
auchviel allgemeiner gilt: Die Stérke des Feldesin einem Punkt Pvon zwel Massenpunkten, die
sichan beliebigen Stellen befinden, ist gleich der Vektorsumme der Stérken der Felder, diejeder
Massenpunkt im Punkt P hervorrufen wirde, wenn er allein vorhanden wére, Abb. 14.7. Man
kann daher die Gravitationsfeldstérke einer

Massenverteilung konstruieren aus den Feld-
stérken, die zu den einzel nen Massen gehéren.
DasAnaogegiltfur dieelektrische Feldstérke. . [

Achtung: Ausder Tatsache, dal3sich die Feld-
stérken additiv verhalten, folgt nicht, dal3 sich r v
ale anderen Grof3en des Feldes auch additiv
verhalten. Insbesondere verhalten sich die ¢ )
mengenartigen GroRen der Felder nicht addi- °

tiv.

Wir wollen noch einmal die BeZIehung Abb. 14.8. Wendet man die Beziehung F = gm auf den Kor-

per O an, soist g die Stérke des Feldes der Korper 1 bis 4.
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F=gm

betrachten. Wir wenden sie an auf den Kdrper O in Abbildung 14.8. g(r) ist die Starke des Fel-
des, dasdieKorper 1 bis4 ander Steller erzeugen. Esist die Stérke, diedas Gravitationsfeld dort
hatte, wenn der Korper O nicht vorhandenware. g(r) ist aso nicht die Starke destatséchlich vor-
handenen Feldes. Diese ist wegen der Gegenwart von Korper O ganz anders. Die Abbildungen
14.9aund 14.9b zeigen das an dem Beispiel, in dem g(r) von einem einzigen Massenpunkt her-
rihrt. In Abb. 14.9aist das Feldlinienbild des Feldes dargestellt, dessen Feldstarkein F, = gmy,
eingesetzt werden mul3, wenn man die Kraft F ; berechnen will, die Massenpunkt m, auf Mas-
senpunkt my austibt. Abb. 14.9b zeigt das Feldlinienbild des tatsachlich vorhandenen Feldes.

Y
N

/

Abb. 14.9. (a) Die Verteilung der Feldstérke, diein F = gm eingesetzt werden mul3. (b) Die Feldstérkeverteilung destatséchlich
vorhandenen Feldes

DieMasse in F = gm nennt man oft Probemasse, die Ladung in F = EQ entsprechend Probela-
dung, dennman stellt sichgernvor, daldman diese M assebzw. L adung nur dazu benutzt, die Fel d-
stérkezumessen, dieohnesievorhandenwéare. Man nimmt sieal so nach der M essung wieder her-
aus, sodal? nun die Feldstéarke tatsachlich den Wert hat, den man mit Hilfe der Probemasse bzw.
—adung bestimmt hat.

14.6 Massen und Ladungen als Quellen von (mathematischen) Feldern

WirwollendieFrageuntersuchen, wiedieZahl der Feldlinien, diezueinem Massenpunkt hinlau-
fen, durch einen zweiten Massenpunkt beeinfluf3t wird. Nahert man sich hinreichend einem der
Massenpunkte in Abb. 14.10, etwa dem Massenpunkt m,, so wird die Feldstérke beliebig grof:.

Der relative Einflul? des Massenpunktes m,
auf die Feldstérke wird damit bei Anndherung
anm, beliebig klein. Die Feldstarkeverteilung
in der Nahe von m, ist also dieselbe, als ware
m, alein vorhanden. Wir legen nunum m, ei-
ne sehr kleine Kugelflache. Die Zahl der Feld-
linien, die diese Kugelflache durchstol3en, ist
von m, alein bestimmt. Legt man nun eine
grof3e geschlossene Flache um m,, die aber m,
nicht enthalt, somussenindiegroRe Flachege-
nauso viele Feldlinien eintretenwieindieklei-

ne, denn im Feld beginnen oder enden jakeine
Feldlinien. Die Zahl der Feldlinien, diein die

Abb. 14.10. Die Zahl der Feldlinien, diein eine geschlossene
Fléche eintreten, héngt nur von der Masse ab, die sich inner-
halb der Flache befindet.
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geschlossene Fl&che eintreten, hangt al so nur von der Gesamtmasseinnerhalb der Flacheab. Sie
ist proportional zu dieser Masse. Bel der Z&hlung muf3 nattrlich jede aus der Fl&che austretende
Feldlinie gegen eine eintretende aufgerechnet werden.

14.7 Beispiele von Feldstarkeverteilungen
(a) Die Feldstarkeverteilung eines unendlich ausgedehnten Plattenkondensators

Die Feldlinien einer gleichmal3ig elektrisch geladenen Platte verlaufen aus Symmetriegrinden
senkrecht zur Platte nach beiden Seiten, Abb. 14.11aund 14.11b. Die Feldstarke in einem Plat-
tenkondensator erhdlt man durch Additionder Fel dstérkeeiner positiv geladenenund einer gegen
dieersteversetzten negativ geladenen Platte, Abb. 14.11c. Dasresultierende Feld hat Uberall au-
Rerhalb der Platten die Feldstarke Null. Zwischen ihnen ist es homogen.

Bei zwei gleichartig geladenen Platten oder einer Anordnung aus zwel flachen parallelen Mas-
senplatten ist der Raum zwischen den Platten feldfrei, hier ist die Feldstarke Null. AuRerhalbist
das Feld homogen, Abb. 14.12.

. ©® 5 Ooder m
< > |
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Abb. 14.11. DasFeldimInnern desK ondensators (c) entsteht Abb. 14.12. Das Feld zwischen zwei gleichartig geladenen
aus der Uberlagerung der Felder der Platten (aund b). Platten oder zwischenzwel Massenplatten(c) entsteht ausder
Uberlagerung der Felder der Platten (aund b).

(b) Die Feldstarkeverteilung des Feldes von zwei Punktladungen und von zwei Massenpunkten

Man erhdlt esz. B. durch graphische Addition der Feldstérkevektoren, aus denen der beidenein-
zelnen Punktladungen bzw. -massen. In Abb. 14.13 ist das Feld von zwei Punktladungen glei-
chen Betrages, aber unterschiedlichenVorzeichensdargestellt. Abb. 14.14 zeigt die Feldstarke-
verteilung vonzwei Punktladungen gleichen Betragesund gleichenVorzeichens. Sieist dieselbe
wie die von zwel Massenpunkten gleicher Masse.

(c) Die Feldstarkeverteilung des Feldes einer kugel symmetrischen Ladungs- bzw. Massenver -
tellung

Aus Symmetriegrinden missen die Feldlinien radial nach auf3en verlaufen, Abb. 14.15. Wir le-
genumdasZentrumin Gedanken eine Kugel schale, und zwar so, dal3 sich auf3erhalb keine Quel -
len (Ladungen bzw. Massen) befinden. Die Feldliniendichte ist hier durch die Gesamtladung
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Abb. 14.13. E-Feldlinien des Feldes von zwei Punktladun- Abb. 14.14. E- bzw. g-Feldlinien des Feldes von zwei glei-
gen gleichen Betrages und entgegengesetzten Vorzeichens chen Punktladungen oder zwei gleichen Massenpunkten

(bzw. -masse) innerhal b der Kugel flachebestimmt. DieFeldstérkeist daher dieselbe, alswéredie
ganze Ladung bzw. Masse im Kugel mittel punkt konzentriert.

Hierausfolgt z. B. , dal3 die Feldstérke des Gravitationsfel des an der Erdoberflache dieselbeist,
aswéredieganze Masseder Erdeim Erdmittel punkt konzentriert. Esgilt a so Gleichung (14.2):

My r

90)=-G 2

wo fir m, die Erdmasse und fur r der Erdradius einzusetzen ist. Mit m, = 5,977 - 10%% kg und
r =6,371 - 10° m erhdt man

g@)=-9, 82;“9({)

Setzt mandiesen Wertin Gleichung (14.1) ein, soerhdt mandie" Gewichtskraft" ander Erdober-
flache, vergleiche Abschnitt 4.4.

(d) Die Feldstarkeverteilung des Feldes einer kugel schalenférmigen Quellenverteilung

Aulerhalbvonr,,ist dieFeldstarke dieselbe alswaren die Quellenim Kugel mittel punkt konzen-
triert. Innerhalb der Kugel schale kénnten die Feldlinien aus Symmetriegriinden nur radial ver-
laufen. Verliefen sie aber so, so mifdte sich im Mittel punkt eine Quelle befinden, was aber nicht
der Fall ist. Folglich ist die Feldstérke Uberall im Innern der Kugel Null, Abb. 14.16.

Sitzt elektrische L adung homogen verteilt auf eines sehr diinnen Kugelschale vom Radiusr , so

Abb. 14.15. Feldlinien einer kugelsymmetrischen Quellen- Abb. 14.16. Feldlinien einer kugel schalenférmigen Quel len-
verteilung verteilung
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ist die Ladung pro Fléche
Q Q

A 4T[r§

Nun ist die Feldstérke direkt auf3erhalb der Kugelflache

E (9= grg (1)
0

4Te,
Esist daher
R e |

Diesist einelokale Aussage Uber einen Punkt der Oberflache der geladenen Kugel. Sie gilt im-
mer, wenn dieFeldlinienvon el ner gel adenen Flache aus senkrecht in nur einer Richtung weglau-
fen.

Auf analoge Art berechnen wir den Zusammenhang zwischen der Masse pro Flache m/A und der
Feldstarke g. Aus

m_ _m
A T 2

4nr0
und

9ty =G"%()
o

folgt
m_ 9]
A ~ 4nG

14.8 M echanische Spannungen in statischen Feldern

Wir betrachten die Ladung von Platte 2in Abb. 14.17 als Probeladung im Feld von Platte 1. Die
Gliltigkeit der Gleichung F,, = Q,E, beschrankt sich zunéchst auf einen Punkt. Wir zerlegen da-
her Platte 2 in sehr viele kleine, gleich grof3e Segmente, von denen jedes die Ladung Q,; trégt.
Die Gesamtladung ist

Q,= izin @© ©
| |

Auf jedes der Elemente Q,; Ubt Platte 1 die
Kraft

Vs 7
Fo = QuE, ﬁrl\/\/\/\r "’\N\A/‘E

aus. Da E; an den Orten aller Ladungen Q.
denselben Wert hat, und dle Q,; untereinan-
der gleichsind, ist die Gesamtkraft F, auf Plat- .
te2 A 1

Abb. 14.17.DieLadung von Platte2 wird als Probel adungim
FZ - Zin - Elez = ElQZ Feld von Platte 1 betrachtet.
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Diese Formel ist, wegen der Homogenitét des i
Feldes der Platte 1, dieselbe als wére Q, eine —<
Punktladung.

Nunist
E,=E2

wenn E die Feldstarkeim kompl etten Konden-
sator ist. Esist also

Fy= Q2E7

Abb. 14.18. Der Impulsstrom fliefdt durch das Feld von einer
Nach Abschnitt 14.7 (d) ist |Q,//A = &/|E|, da  Platte zur anderen. Das Feld steht in x-Richtung unter Zug-
rechtsvon Platte 2 die Feldstérke Null ist. Wir 249

erhalten also
£

_ ‘0.2

Fz‘ TEA

Diesist aber nicht nur dieKraft, die Platte 1 auf Platte 2 auslibt. Esist auch dieKraft, die Platte 1
auf dasFeld unmittel bar vor Platte 1 austibt, und esist dieKraft, diedasFeld unmittel bar vor Plat-
te2 auf Platte 2 auslibt, und esist auch dieKraft, diedielinke Halfte desFel desauf dierechteaus-
ubt. In der Impulsstromsprache ausgedriickt ist F,, die Stérke des Impulsstroms, der von Platte 1
nach Platte 2 flief3t. Esist nattrlich egal, ob man den Strom am Ort von Platte 1 oder von Platte 2
oder irgendwo dazwischen betrachtet: Er hat Uberall dieselbe Stromstéarke, Abb. 14.18.

DieTatsache, dal3durchdasFeld einImpulsstromflief3t bzw. dal3ein Teil desFel desauf einenan-
dereneineKraft ausiibt, ist glei chbedeutend damit, dal3 das Feld sel bst unter mechanischer Span-
nung steht. Daein Teil des Feldes am anderen zieht, handelt es sich um eine Zugspannung. Die
mechanische Spannung o, inx-Richtung erhalt man, indem man dieKraft durch die Flache divi-
diert:

Im Kondensator herrscht also in Feldlinienrichtung eine Zugspannung, egal ob die linke Platte
positiv und die rechte negativ ist oder umgekehrt. Einem kleinen Ausschnitt eines elektrischen
Feldes sieht man nicht an, durch welche Anordnung das Feld erzeugt wird. Es gilt daher allge-
mein:

In einem elektrischen Feld herrscht in Richtung der Feldlinien Zugspannung.

Wir betrachten nun dasel ektrische Feld von zwel gleichartig geladenen Platten, sowiedasGravi-
tationsfeld von zwei parallelen Massenplatten, Abb. 14.19aund 14.19b. Den Feldlinienverlauf
hatten wir schon in Abschnitt 14.7 gefunden. Der Raum zwischen den Platten ist feldfrei. Hier
flief3t also kein Impulsstrom. In der Abbildung wird der Impuls zwischen den Platten durch Fe-
dern geleitet. Im elektrischen Fall stehen die Federn, sowie das Feld aul3erhalb der Platten unter
Zugspannung. Im Gravitationsfeld stehen die Federn unter Druckspannung. Also muf3auchim
Feld eine Druckspannung herrschen:

Im Gravitationsfeld herrscht in Richtung der Feldlinien Druckspannung.

Den Wert der mechanischen Spannung o, im Gravitationsfeld berechnen wir wiedenvon g, im
elektrischen Feld.
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Abb. 14.19. (a) Dieglei chartig geladenen Pl atten werden vom el ektri schen Fel d vonei nander weggezogen. (b) DieMassenpl atten
werden vom Gravitationsfeld zueinander hingedriickt

Fy=myg,
Wenn wir die Feldstarke auf3erhalb des Plattenpaares mit g bezeichnen, so ist

9
9.2
Damit und mit
M _ 9]
A ~ 4nG
wird

_ 1 2
Fp= 4nG 9 A
und

1

O = gnG 9°

GleichartiggeladeneK 6rper werden al sovom Feld nicht vonei nander weggedriickt, sondern-ge-
zogen. Ebenso werden zwei Massen, etwa Erde und Mond vom Feld nicht zueinander hingezo-
gen, sondern von auf3en zueinander hingedriickt.

Sowohl im elektrischen als auch im Gravitationsfeld herrscht auch quer zu den Feldlinien eine
mechani sche Spannung: im el ektrischen Feld eine Druckspannung und im Gravitationsfeld eine
Zugspannung. Dal? etwa im elektrischen Feld

eines Plattenkondensators quer zu den Feldli-
nien eine Druckspannung herrscht, macht man
sich leicht plausibel. Die Platten des Konden-
sators von Abb. 14.20 stehen in y-Richtung
unter Zugspannung. Esflief3t alsoinnerhalb der
Platten ein y-Impul sstrom von oben nach un-
ten. Dieser kann nur durch das Feld wieder zu-
ruckflieffen. Im Feld flieft er also von unten
nach oben. Das bedeutet, dal3 im Feld eine <
Druckspannung herrscht. DieZug- und Druck- ’

spannungen in elektromagnetischen Feldern  Abb. 14.20. Die Kondensatorplatten stehen unter Zugspan-

wurden um 1840 von Faraday entdeckt. nung. Daher mul das Feld zwischen ihnen in senkrechter
Richtung unter Druckspannung stehen.
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Wir geben ohne Bewels die mechanischen Spannungen quer zu den Feldlinien an. Wenn der
Feldstarkevektor in x-Richtung liegt, so ist:

_ €o_2 €o_ 2
dektrisches Feld oy = TE o,= TE

I __ 1 2 __ 1 2
Gravitationsfeld oy = mg g, = Wg

14.9 Die Energieverteilung im statischen elektrischen und im statischen Gravitationsfeld

Bewegt man eine Platte einesgel adenen K ondensatorsgegen dieandere, wieesAbb. 14.21 zeigt,
so fliefdt Energie in das Feld des Kondensators gemal’

P=vF
Mit P = dE/dt (fUr das Feld im Kondensator) und v = dx/dt wird
dE = Fdx

Diegesamte Energie, dieim Kondensator steckt, wenn der Plattenabstand x;, betragt, erhalt man
durch Integration von x = 0 bis X = X

X

E =[Fdx
!
Mit
£
F :ZO%ZA

(wo A der Flacheninhalt einer Kondensatorplatte ist) ergibt sich

€

_ 0 2
E = 5AE

Das Produkt aus Flache und Plattenabstand ist gleich dem Volumen des Feldes. Daher ist die
Energiedichte p = E/V:

802

pE:?E

Zur Berechnung der Energi edichte des Gravitationsfel desbetrachten wir zwel parallele M assen-

platten. Die Rechnung ist analog zu der voran-
gehenden:

X

E =I(I):0dx v,

Mit

PNSNNNNNN

1

F=8nG

g %A

ergibt sichfir den Betrag der zu den Plattenge-
flossenen Energie

Abb. 14.21. Bewegt man die rechte Platte nach rechts, so
fliefdt Energie in das Feld zwischen den Platten.
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2
E Ax0

_ 1
~8nG ¢
Dieser Energiebetrag ist aber nicht von der Er-
zeugung von Feld begleitet, sondern von der
Vernichtung des Feldes zwischen den Pl atten.
Wir kénnen diesem Tatbestand dadurch Rech-
nung tragen, dal3 wir sagen, die Energiedichte
im Feld sal negativ:

1

— 2
Pe =~ g
E 81nG Abb. 14.22. Fiir die Verschiebung des kleinen Korpers von

. o nach r mui3 Energie aufgebracht werden.
Man kann sich auch vorstellen, dal3 man Ener-

gie braucht, um gravitationsfeldfreien Raum "aufzuspannen™.

14.10 Das Gravitationspotential

Die Feldstéarkeverteilung fur einen Massenpunkt ist durch Gleichung (14.2) gegeben. Dieselbe
Gleichung gilt fur kugel symmetrische M assenverteilungen, allerdings nur auf3erhal b des Gebie-
tes, in dem sich die Massenverteilung befindet.

Wir betrachten das Feld einer kugel symmetrischen Massenverteilung der Gesamtmasse m,. Wir
bringen einen kleinen Korper der Masseman die Steller ;. Der Ursprung der Ortsvektoren liege
im Symmetriezentrum O der Massenverteilung m,. Wir verschieben nun den Korper der Masse
man eineandere Steller, Abb. 14.22. |st diese Stellevon O weiter entfernt alsr,, somu3fur die
V erschiebung Energie aufgebracht werden. Man steckt diese Energiein das den beiden Massen
m, und m gemeinsame Gravitationsfeld.

Wir berechnen den aufzubringenden Energiebetrag:

r
d 1_1
. =-Gmm olf rO) (14.3)

r
E(r)—E(rO):Ierr =GmmOr ¥

Je grof3er der Abstand r ist, auf den man m bringt, desto mehr Energie wird gebraucht.

Wir dividieren nun diese Energie durch die Masse m des Korpers, den wir verschieben. Diese
Energie pro Masse

E()-E(y
=00

_GmJ}_%) (14.4)

ist unabhangig von m. Sie hangt nur von der Massenverteilung m, ab. Es handelt sich daher um
eine Funktion von r, mit der das Feld von m, allein beschrieben wird. Wir nennen die Grol3e

SRRV (145)

das Gravitationspotential .

Das Gravitationspotential ist eine Grof3e, die einem Punkt in einem (physikalischen) Feld zuge-
ordnet ist. Sieist damit eine mathematisches Feld.

Mit (14.5) koénnen wir das Potential der kugelsymmetrischen Massenverteilung schreiben:
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Diese Gleichung legt das Gravitationspotential nur bisauf einewillkirliche additive Konstante
fest. Das bedeutet, dafd der Nullpunkt von V frei wahlbar ist. Man legt oft fest
V(I’ — 00) =0

Damit wird

Gm
V(I)=-7

Die Beschreibung eines (physikalischen) Feldes durch die Potentialverteilung V(r) ist der Be-
schreibung durch die Feldstarkeverteilung g(r) aquivalent. Die eine kann aus der anderen be-
rechnet werden. Wir haben den Zusammenhang zwischen beiden am Bei spiel desFeldesder ku-
gelsymmetrischen Massenverteilung gezeigt. Allgemein gilt:

0

vV()-V (r0)=—_[rg(lf)0|r
gF)=-gadV (r)

\\\\\\ ’,}}l ,,"0”

\\\‘%&g//} 0’0
Q\\\ S l/,.’
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Abb. 14.23. Aquipotential fl &chen und Fel dlinien einer kugel - Abb. 14.24. Aquipotentialflachen und Feldlinien von zwei
symmetrischen Massenverteilung kugel symmetrischen Korpern unterschiedlicher Masse

DieBedingung V(r) = const legt eine Flache konstanten Potentialsfest. FUr verschiedene Werte
V, ergeben sich verschiedene Aquipotentialflachen. Die Aquipotential flachen des Feldes einer
kugel symmetrischen Massenverteilung sind Kugelflachen, Abb. 14.23.

DieAquipotentialflachen eines Feldesliegenimmer senkrecht zu den Feldlinien. Diegraphische
Darstellung der Aquipotential flachen ist daher
genauso suggestiv wie die der Feldlinien.

Abb. 14.24 zeigt Feldlinien und Aquipotential -
flachen von zwel kugelsymmetrischen Kor- @
pern unterschiedlicher Masse.

>

@

14. 11 Das Zweikor per problem <

Wir fragen nach der Bewegung von zwei Kor-
pern, dielber ein Feld aneinanderhangen, Abb.
14.25. Abb. 14.25. Zweikorperproblem
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UKorper1| F e L d Wsrper uarpet A F e ( d [korper 2
B tm puls - . lwpuls .
St Sriye, Ent »ai‘ia

u((gemeiner Fall

Abb. 14.26. Energie- und Impul sfl lisse beim System K érper-Feld-K drper. (a) Die Massen der beiden Korper sind von derselben
GroRenordnung. (b) Die Masse des einen Korpersist viel groRer als die des andern.

Bei der Bewegung flief3en Impul sstrome tber das Feld zwischen den beiden Korpern. DasFeld
kann keinen Impuls aufnehmen. Sein Impuls andert sich also nicht.

Bel der Bewegung flief3en auf3erdem Energiestrome. Da das Feld Energie aufnehmen kann,
nimmt die Energie des Feldes zeitweise auf Kosten der Energie der Korper zu und umgekehrt,
Abb. 14.26a.

Einwichtiger Sonderfall ist der, bel dem einer der beiden Korper sehr schwer gegen den anderen
ist: m>>m,.

Beispiele

System Sonne - Erde: Mg, ,>> Mg e

System Erde-Mond: Mg, 4>>My; 014

System Ablenkplatten einer Fernsehrohre - Elektron: My, one™>Me airon
System Atomkern - Elektron: my o >>Meqon

System Erde - Apfel: mg g >>mj ¢y

Indiesen Fallenflief3 die Energie praktisch nur zwischen dem Feld und dem leichten Korper hin
und her, Abb. 14. 26b. Aul3erdem ist die Bewegung, d. h. die Geschwindigkeit, desschweren ge-
gen die des leichten vernachléssigbar. Warum?

Wir betrachten die Energie der Kérper im Schwerpunktsystem. Aus

p2
E ZW-'-EO
folgt

GE = ;d p

Flie3t Impulsvon einem Korper zum andern, soist dp; = - dp, = dp. AuBerdemist p; =- p, =p.
Damit wird

d d
dE,= 'm, - und dE,=
dE, und dE, haben dasselbe Vorzeichen: Wenn E; zunimmt, so nimmt auch E, zu. Die Ener-
giebetrage dE; und dE, kommen beide aus dem Feld. Wegen m;>>m, ist aber dE; << dE,,
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d. h. dE, ist gegen dE, vernachlassigbar. Die Energie fliefdt also praktisch nur zwischen dem
Feld und dem leichten Korper 2 hin und her. Wegen

Py = MpV, =-py = MyVy

ist mit m>>m, auch v, gegen v, vernachlassigbar. Im Schwerpunktsystem sind also Ge-
schwindigkeit und kinetische Energie des schweren Korpers praktisch gleich Null.

DasichKorper 1 nicht bewegt, ist der Beitrag von Korper 1 zum Feld zeitlich konstant. Man sagt
daher auch: "DasFeldvon K orper List zeitlichkonstant.” Auf3erdem sagt man: "Korper 2 bewegt
sichimFeldvonKorper 1." Korper 2 bewegt sich alsoin einem zeitlich konstanten Gravitations-
feld. Mit "Feld" ist hier die Feldstérkeverteilung g(r) gemeint.

14.12 Die Planetenbewegung

Die Planeten bewegen sich im g-Feld der Sonne. Die Kraft, die die Sonne (Index O) auf einen
Planeten (Index P) auslbt, ist

mOmP

F = =-G Ter
€ ist der Einheitsvektor in der Richtung der Verbindungsgeraden zwischen Sonne und Planet.
Wir wahlen als Ursprung von r den Schwerpunkt S des Systems Sonne-Planet. Der Drehimpuls
dieses Systemsist

- ) (S) -
L=rygxpg trpxppg’ = const (14.6)

Da|r|<< |rpl und po® = -p ist, ist der erste Term in (14.6) gegen den zweiten vernachl &s-
sigbar. Esist also

~ S —
L =r xpg’ =const

Mit p = mv = m(dr/dt) wird

- - dr
L=mr xv =mr x ot
(/2)(r xdr)istdieinder Zeit dt vom Ortsvektor r "Uberstrichene”" Flache. Mit L = constist al-
soauchdiepro Zeit tberstrichene Flache zeitlich konstant. Befindet sich ein Planet auf dem son-
nenfernen Teil seiner Bahn, soist seine Tangentialgeschwindigkeit klein, befindet er sichin Son-

nenndhe, so ist sie grof3, Abb. 14.27.

Diesen Sachverhalt entdeckte Kepler, bevor
das Gravitationsgesetz oder gar der Drehim-
pulssatz bekannt waren. Man nennt ihn das
zweite Keplersche Gesetz.

Die Bahnkurven eines Planeten im Feld der
Sonne oder allgemeiner, eines Korpers im
1/r2- Feld lassen sich analytisch berechnen.
Die Rechnung ist aber recht mihsam. Wir be-
schreiben hier einfach dasErgebnis. Der Planet

bewegt sichauf einer Kegel_sc hnittbahn (EI l p? Abb. 14.27. Die vom Ortsvektor des Planeten pro Zeit Uber-
Se, Hyperbel, Parabel, Kreis, Gerade), wobei strichene Fléche ist konstant.
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die Sonnein einem der beiden Brennpunkte des K egel schnitts steht. Auch dasist von Kepler ent-
deckt worden (genauer: dal3 sich Planeten auf Ellipsenbahnen bewegen). Diesist das erste Ke-
plersche Gesetz.

Die Bahnen der Planeten der Sonne sind Ellipsen, deren Exzentrizitét (mit Ausnahme der von
Merkur und Pluto) sehr kleinist, also nahezu Kreisbahnen. Sieliegen ungefahr in einer einzigen
Ebene, der Umlaufsinn aller Planeten ist derselbe.

Fir Kreisbahnenim 1/r2- Feld kann man | eicht eine Beziehung zwischen Umlaufzeit und Bahn-
radiusberechnen. Fur einen Planeten, der sich mit der Winkelgeschwindigkeit wauf einer Kreis-
bahn mit dem Radiusr bewegt, ist (siehe Abschnitt 4.5)

d
§ =
Diese Impulsénderung kommt zustande durch die Gravitationskraft

momp

FP:—G Ter

Esist aso

MoMp
meozr =G 5
r

Die Masse m,, des Planeten fdllt heraus, und es bleibt

2.3 _
wT™=0Gmg
Der Ausdruck «fr3, und damit auch r3/T2 (T = Umlaufzeit), hat daher fir ale Planeten der
Sonne denselben Wert
(3

5 = const

T

DieseBeziehung gilt auch fur elliptische Bahnen, wenn manfir r diegrof3e Halbachseder Ellip-
sen einsetzt. Sie wurde ebenfalls von Kepler entdeckt und heif3t das dritte Keplersche Gesetz.

Wir berechnen noch die kinetische Energie eines Kérpers der Masse mim 1/r2- Feld der Sonne
fUr einige Spezidfélle.

(a) Der Korper werde in grof3em Abstand r, von der Sonne aus der Ruhe losgel assen. Er nahert
sich der Sonne und nimmt aus dem Gravitationsfeld den Energiebetrag AE auf. Seinekinetische
Energie betragt also am Ende seiner Fallbewegung AE. Nach Gleichung (14.3) ist

- 1 1,_
Ist r, sehr groR gegenr, soist

_ m
Ein=GMgr

(b) Der Korper bewege sich auf einer Kreisbahn mit dem Radiusr. Fur ihn lautet dp/dt = F aus-
geschrieben SO
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2 m_m
\% 0

m-— =G 5
r

Hieraus folgt
_m 2_ m
Ein -V _GmoT

Jekleiner dieKreisbahnist, desto grof3er ist also die kinetische Energie. Sieist aber stetshalb so
grol3wiediekinetischeEnergie, dieer hétte, wenn er ausdem Unendlichenfrei auf diesen Radius
heruntergefallen wére.

Ist diekinetische EnergiedesK 6rpersbel r = co grof3er alsNull, so kann er sich nicht auf einer ge-
schlossenen Bahn bewegen.

14.13 Schwer elosigkeit

Dal3 sich eine Person schwer fihlt, dad siedie
Schwere spirt, bedeutet, dald sie ihr eigenes

Gewicht fuhlt. In den Beinen zum Beispiel ~ .
spirt sie das Gewicht von Kopf, Oberkorper Worper 1] Fe L [lérperd
und Armen. DiePerson splrt also die Impuls- el tmeuls >
strome, die durch ihren Korper flief3en, Abb. enrsie Enerfaie

14. 28. Abb. 14.29 zeigt eine M odel | person be- ] <1

stehend aus 2 Kl6tzen. Durch die Grenzflache
zwischen oberem und unterem Klotz flief3t der
Impuls, der aus dem Gravitationsfeld in den
oberen Klotz eingetretenist. Durch die Grenz-
flache zwischen unterem Klotz und Erdeflief3t
auRerdemnoch der Impuls, der ausdemFeldin
den unteren Klotz gelangt ist.

u((gemeiner Fall

Abb. 14.28. Die Person fiihlt sich schwer, weil Impulsstréme
durch sie hindurchflief3en.

Umdas Schweregefhl loszuwerden, muldman daf Ur sorgen, dal3diel mpul sstrémeinnerhalb des
Korpers verschwinden. Hierflr gibt es zwei Methoden.

Die eine besteht darin, dal3 man keinen Impuls aus dem Gravitationsfeld zuflief3en 1&3t. Um das
zu erreichen, muR man sich an einen Ort begeben, an dem sich kein Gravitationsfeld irgendeines
Planeten oder Sterns befindet.

Dieandere Methode ist viel leichter zu verwirklichen: Man verhindert einfach, dal3 der Impuls,

—~

‘E\Hr

Abb. 14.29. Modellperson

Abb. 14.30. Der ausdem Gravitationsfeld kommende | mpuls
kann nicht mehr abflief3en.
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der ausdem Gravitationsfeld in dieverschiedenen TeiledesK drperseintritt, abflief3en kann. Da-
zugenugt es, dieV erbindung zur Erde zu unterbrechen. Inanderen Worten: Manl&ai3t sichfrei fal-
len. Abb. 14.30 zeigt die Situation fir unsereM odel | person. Injeden der beidenK16tze, undanje-
de StellejedesKlotzestritt Impulsausdem Gravitationsfeld ein. Dieser fliefdt aber innerhal b der
Materieder K16tze nicht mehr herum. Er flief3t insbesondere auch nicht vom oberen in den unte-
ren Klotz. Der untere spurt daher nicht mehr das Gewicht des oberen.

Wéhrend die auf der Erde stehenden K16tze unter Druckspannung stehen, sind diefrei fallenden
K16tze spannungsfrei.

Die allgemeine Relativitétstheorie zeigt Ubrigens, dal3 zwischen den beiden Realisierungen der
Schwerelosigkeit prinzipiell kein Unterschied besteht.

14.14 Gezeitenkr&fte Bom
Wir machen ein Gedankenexperiment. Eine Ar {

Art Hantel, bestehend aus zwei Kérpern A und AT
B derselben Masse mund einer leichten Ver-

bindungsstange, wird im inhomogenen Gravi- [P

tationsfeld fallengelassen, Abb. 14. 31. Korper
A befindet sichan einem Ort hdherer Gravitati-
onsfeldstarke als B. In A fliefdt daher aus dem
Gravitationsfeld ein starkerer Impulsstrom

hineinalsin B. Dieentsprechenden Stromstér-

. Abb. 14.31. In Korper A fliefdt aus dem Gravitationsfeld ein
ken sind

stérkerer Impulsstrom hinein alsin Korper B.
dg
Feag o =Mg (1) und FFeIdB:m(g(rO)+dr—Ar)

DaA und B zusammenhangen, kénnen sich dielmpulsevon A und B nur mit derselben Rate an-
dern:

WPa _ s
dt ot
Damit dielmpulsdnderungen von A und B gleich sind, muf3 sténdig Impulsdurch die Stangevon

A nach B flie3en. Wir nennen die entsprechende Stromstéarke F . Der Gesamti mpul sstrom, der
in Korper A hineinflief3t, muld genauso stark sein wie der, der in B hineinflief3t, es muf3 gelten

Fp=Fg.
Mit
dg
Fo=mg () -Fg und FB:m(g(rO)+dr—Ar)H:G
wird

dg
mg (ry,) —Fg=m(g () +dr—Ar) +Fg

Hieraus kann man die Stérke des Impulsstromsin der Stange berechnen:
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6= 2a &
Dadg/dr <0ist, ist F; positiv: Esflief3t positi-
ver Impulsvon A nach B. (Diepositivelmpuls-
richtung weist zur Erde hin.) Dasbedeutet, dal3
die Stangeunter Zugspannung steht. A bt Uber
die Stange auf B eine Kraft aus. Diese Kraft
nennt man eine Gezeitenkraft, dennsieist auch
fur die Gezeiten auf der Erde verantwortlich.

F

Die Gezeiten kommen zustande vor alem
durch die Inhomogenitét des Gravitationsfel-
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Mond

N
\

Abb. 14.32. Die Erde dreht sich unter den Flutbergen weg.

desdes Mondesin dem Raumbereich, den die Erde einnimmt. (Nur zum kleineren Tell ist auch
die Sonne am Zustandekommen der Gezeiten beteiligt.) Die Erde steht alsoin Richtung der Ver-
bindungsgeraden zum Mond unter Zugspannung. DasWasser an der Erdoberflachekann diesem
Zug nachgeben und bildet an gegentiberliegenden Seiten der Erde "Flutberge”, Abb. 14.32.

DasichdieErdedreht, bewegensichdieFlutbergerelativ zur Erdoberfldche. DieseBewegungist
mit Reibung verbunden. Daher wird dieEigendrehung der Erdedurch die Gezeiten gebremst. Wo

bleibt der Drehimpuls?




15. Relativistische Dynamik
15.1 Vorbemerkungen

Diebisherigen Kapitel umfaldten dieNewtonsche M echanik. Sieist guiltig, solangealleauftreten-
den Geschwindigkeiten klein sind gegen 300 000 km/s. Dierelativistische Mechanik gibt diese
Einschrankung auf. Man kann die relativistische Mechanik aus der Newtonschen entwickeln
durch eine einzige zusétzliche Annahme. Historisch lief die Entwicklung so: In einem Experi-
ment (Michelson-Morley) war festgestel It worden, dal3die Geschwindigkeit desLichtsunabhan-
gigvom Bezugssystemist. Einstein zeigte mit der speziellen Rel ativitétstheorie, dal3sich hieraus
Konsequenzen ergeben, die weit Uber dieses spezielle Experiment hinausgehen. Insbesondere
muf3tedieganze Newtonsche Dynamik korrigiert werden. DieRichtigkeit der Rel ativitétstheorie
wurde inzwischen in sehr vielen Experimenten bestatigt. Wir stellen an den Anfang nicht die
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit, sondern eine Tatsache, die sich historisch als eine Konse-
guenz daraus ergeben hat, deren Tragweite aber viel einleuchtender ist.

15.2 Die Aquivalenz von Masse und Energie

Die Newtonsche Mechanik kennt vier mengenartige Grof3en, von denen jede einem Erhaltungs-
satz genugt: den Impuls p, den DrehimpulsL, die Masse mund die Energie E. Die Relativitéts-
theorie behauptet nun, dal? eine dieser GroRen Uberfllissig ist, denn es gilt:

E = mc?

wo ¢ = 3,00 - 108 m/s eine universelle Naturkonstante ist. Diese Beziehung sagt nicht etwa, dald
man Massein Energieverwandeln kann. Siesagt, dal3"Energie" und"Masse" nur zwei verschie-
dene Worter fur dieselbe Sache sind. Sie sagt, dal3 Systeme, von denen wir bisher angenommen
haben, siehabennur Energieaber keineMasse, z. B. dasel ektrostati sche Feld, auch M assehaben,
und sie sagt, dal3 Systeme, von denen die Newtonsche M echanik annimmt, sie haben nur Masse,
aber keine Energie, z. B. ein ruhender Korper, auch Energie haben.

Die Beziehung E = mc2 sagt uns auRRerdem, daf? die Eigenschaften, diewir bisher von der Masse
kannten, auch Eigenschaften der Energie sind:

1. Masse ist Impulskapazitét. Ein Korper ist trége, er andert seine Geschwindigkeit nur, wenn
man ihm Impuls zufiihrt. Auch Energie ist aso Impulskapazitét, und es gilt:

E
p =mv =~y (15.1)

DieseBeziehunglehrt uns, dal3zum Beispiel die Energieineinem el ektrostatischen Feld trage
ist. Wegen des grolRen Faktors c2ist dieser Effekt aber nicht leicht nachzuweisen.

2. Masseist QuelledesGravitationsfeldes. Alsoistauch Energie, z. B. dieEnergieineinem el ek-
trostatischen Feld, Quelle eines Gravitationsfel des.

DieBeziehung E = mc2sagt unseigentlich auch, da M asse die Eigenschaften hat, diewir bisher
von der Energie kannten. Dabel stellen wir fest, dal3wir bisher gar keine solchen Eigenschaften
kannten. Erst jetzt, iber E = mc? haben wir allgemeine Eigenschaften der Energie kennenge-
lernt: Tragheit und Gewicht.
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DadieEnergieeinesK 6rpersmit der Geschwindigkeit zunimmt, folgt aus(15.1), dal3ein Korper
mit wachsender Geschwindigkeit immer tréger wird. Es wird immer schwieriger, ihn zu be-
schleunigen. Fur v —» 0 geht die Beziehung (15.1) Uber in die der Newtonschen Mechanik. Die
Masse der Newtonschen Mechanik, die wir von jetzt ab mit m, bezeichnen, ist also der kleinste
Wert, den die GroRe m= E/c? annehmen kann. Man nennt m, die Ruhmasse und E, = m,c? die
Ruhenergie, oder besser innere Energie, eines Systems.

In der Newtonschen Mechanik sind E und mverschiedene Grofden. Ein System hat erstensMas-
seund zweitensEnergie. Im Lichteder Relativitétstheoriewurden wir sagen, dieEnergiewirdin
zwei Antelle zerlegt: in die innere Energie und den Rest. Die Newtonsche Mechanik nahm an,
dai3fur beideAnteileein Erhaltungssatz gilt. DieRel ativitétstheorielehrt unsnun, dal3beide Gro-
[3en einzeln keinem Erhaltungssatz geniligen. Es gibt nur einen einzigen Erhaltungssatz fir die
Summe aus beiden. Diese Summe nennen wir Energie.

15.3 Die Beziehung P = v

Die Relativitétstheorie tastet die Mengenartigkeit von E und p nicht an. Darausfolgt, dal3 nach
wie vor

P~F

ist. FUr den Proportionalitdtsfaktor ergeben sich allerdings K onsequenzen. Wir benutzen diese
Beziehung von jetzt an zur Definition der Geschwindigkeit (genauso wie man gewdéhnlich die
elektrische Spannung tber P = Ul definiert):

P=vF
Mit den Kontinuitétsgleichungen fir Energie und Impuls folgt hieraus:
dE = vdp (15.2)

15.4 Der E-p-Zusammenhang

In der Newtonschen Mechanik lautet der Zusammenhang zwischen Energie und Impuls

Hier ist m,die Ruhmasse und E ein konstanter Term, Gber dessen Wert die Newtonsche Mecha-
nik keine Aussage macht. Wir leiten nun den relativistischen Energie-I mpuls-Zusammenhang
her. Wir setzen in (15.1) die Beziehung (15.2) ein

dE = Cé—pd p
Hieraus folgt
EdE = c2pdp
und

d(E?) = c2dp?

und weiter
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d(E2- ¢2p?) = 0
Hierausfolgt
E?- ¢?p? = const = E,?

und

_ 2 242
E =,/E;+cp (15.3)

Eyist, wiemansieht, die Energie des Systemsbei p = 0. E ist also dieinnere Energie und damit
gleich n1002. Abb. 15.1 zeigt den E-p-Zusammenhang fir Teilchen verschiedener Ruhmasse.
Die Energie E - E,, die das System zusatzlich zu seiner inneren Energie hat, nennt man kineti-
sche Energie

- - 2 40202
Ei,=E —E,=4/E;+c?p? -E, (15.4)

Grenzfalle

(a) Das System ist ein Kdrper mit kleinem Impuls, d. h. cp <<E,. Mit

C2p 2
E=E, |1+
E
0
wird
1¢2p?2

E=E.(1+5 )
0 ZES

und mit E,, = m,c? erhalten wir

(b) Das Systemist Licht. Fur Lichtist m, =0
und E = 0. Daraus folgt

E =clp|

(c) Das System st ein Korper mit sehr grof3em
Impuls, d. h. cp >>E,. Damit wird

E =clp|

Die Energie hangt nur noch vom Impuls, aber

P

nicht menr VOIl’l der Ruhm ) ab.' D,er E—p-Zu- Abb. 15.1. Energie-lmpuls-Zusammenhang fur Teilchen un-
sammenhang ist derselbe wie bei Licht. terschiedlicher Ruhmasse
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15.5 Der E-v-Zusammenhang

Setzt man in E2- ¢?p? = E? die Beziehung (15.1) ein, so ergibt sich

2
E2-c2E y2-g?

c4 0
und daraus
E = So
1-V?
c2

Der Quotient v/c und der Ausdruck
1

A/1-v?2c?
kommen in relativistischen Beziehungen oft vor. Man kirzt sie deshalb ab:
\{3— =g und -t - y

A/1-v?2[c?

Mit diesen Abkirzungen wird der Energie-Geschwindigkeits-Zusammenhang:

Eo

Mit E = mc? und E, = m,c? 143t sich diese Beziehung auch schreiben

m,

Tt

In der relativistischen Physik ist es nattirlicher, nicht die Geschwindigkeit, sondern die Energie
as unabhéngige Variable aufzufassen. Wir formen daher um

E =

2
[E o0
v=c /l-g O

Man sieht, dal3 mit zunehmender Energie die ¥
Geschwindigkeit zunimmt, alerdings in dem 4
Mal3e wie sie sich dem Wert ¢ nghert immer | ¢
weniger. Sie geht asymptotisch gegen den
Wert ¢, Abb. 15.2. c ist die Grenzgeschwin-
digkeit fur jeden Transport von Energie und
Impuls. Da der Transport jeder anderen men-
genartigen Grol3e an den Transport von Ener-
gie gekoppelt ist, ist ¢ auch die Grenzge-
schwindigkeit fur den Transport von Drehim-

|
Eoy 2Eo. Eoa 2Eoy E

pUI S, Entropi €, StOffmenge’ elektrischer La- Abb. 15.2. Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und
dung etc. Energie fiir Teilchen unterschiedlicher Ruhmasse
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Die kinetische Energie as Funktion von v ist
1

A/1-v2[c?

Fir v =0,866cist E,;, = E,. Bei dieser Geschwindigkeit hat sich also die Energie (Masse) ge-
geniber der inneren Energie (Ruhmasse) verdoppelt.

Ein=E ~Ep=Eq -1

Falsv<<cist, d. h.im Newtonschen Grenzfall der Relativitdtstheorie, erhdlt man dievon friher
bekannten Beziehungen.

1v 2
E =E 1+ 5 )

ergibt mit Ej/c? = m,

— m o
E ~E0+7V

15.6. Der v-p-Zusammenhang

Aus (15.1), E = yE, und E, = myc?folgt
y - .
p = szEa/ =y ma/ 7

oder

My Mo

p = v = v
'/1_/32 1-v2c?

Nimmt man wieder v a's abhéngige Variable, F

so erhélt man
Abb. 15.3. Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und

cp Impuls fir Teilchen unterschiedlicher Ruhmasse

V.= /mgc2+p2

Der v-p-Zusammenhang ist in Abb. 15.3 dargestellt.

Far den Newtonschen Grenzfall v << ¢ folgt hieraus die bekannte Beziehung

p =myv

15.7 Beispiele

Geladenes Teilchen im homogenen elektrischen Feld
Ruhmasse des Teilchens: m,

elektrische Ladung des Teilchens. Q

Stéarke des elektrischen Feldes ohne Teilchen: E

Gesucht sind Energie, Impuls und Geschwindigkeit des Teilchens als Funktion der Zeit.
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t t t

Abb. 15.4. Impuls(a), Energie(b) und Geschwindigkeit (c) el nesgel adenen Teil chensim homogenen el ektrischen Feld al s Funk-
tion der Zeit

F=QE
pt)=F-t=Q-E-t

Der Impuls nimmt, wie in der Newtonschen Mechanik, linear mit der Zeit zu, Abb. 15.4a. Er
wéchst unbegrenzt.

Et)= ,/E§+02p2
:c\/czmg+ pt)?

=c 02m§+ F%2

Fir grof3e t-Werte nimmt die Energie linear mit der Zeit zu, Abb. 15.4b.

p(t)
E )

Ft
\/m§c4+c2th2
Ft 1
0 2

1*5?
cm

v (t)=c?

:C2

2
0
Fir kleine t wachst die Geschwindigkeit linear mit der Zeit. Fur grofRe t wird

Ft Mo
VOI=m R =

v ndhert sich ¢ asymptotisch, Abb. 15.4c.

Fir grof3e t nehmen also E und p linear mit t zu, wahrend v konstant bleibt. Man sieht, dal3 das
Wort Teilchenbeschleuniger nicht sehr angebracht ist.

Fallendes Licht

Wir betrachten eine bestimmte Menge des Lichts, das aus der Lampe an der Decke austritt und
sich nach unten bewegt. DadasLicht Energie (=Masse) hat, flief?t aus dem Gravitationsfeld ein
Impulsstrom in das Licht hinein. Der Impuls des Lichts nimmt dem Betrage nach zu:
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dp = Fdt
Mit F = mg = (E/c?)g wird

_E
dp = C—zgdt
und mit dt = - dz/c ergibt sich
dp =- E—ggdz
c
Nun ist gdz gleich der negativen Anderung dV des Gravitationspotentials V. Es folgt
_E
dp = gdv
Mit E = cp folgt fir die relative Energiegnderung dE/E des Lichts
dE _dv _ 9
E T2 ™

Die Energie des Lichts nimmt, genauso wie die Energie jedes anderen fallenden K érpers oder
Teilchens, zu. Beim Licht &ul3ert sich dasin der Zunahme der Frequenz, denn Energie und Fre-
guenz v sind verknupft Gber

E=2hv
(Z = Photonenzahl, h = Planck-Konstante)

Der Effekt ist auf der Erde sehr schwach, konnte aber im Labor gemessen werden. Fir dz=10 m
ergibt sich:
dE _ 10m/s? MOm _ , .-15
E = 16 =10
9 010" "'m?2/s?

Die Tatsache, dal3 Licht, das von Stellen hoheren Gravitationspotentials kommt, an seinem An-
kunftsort, d. h. am Ort niedrigeren Gravitationspotentials, eine hohere Frequenz hat, hat eine
merkwrdige Konsegquenz. Wir kénnen uns vorstellen, dal3 das Licht auf dem hohen Gravitati-
onspotential von einem schwingenden System emittiert wird. Die Schwingungszeit dieses Sy-
stemssel T = 1/v, wo v die Frequenz des Lichtsist. Wir kénnen nun das schwingende System
auch als Uhr auffassen, die in den zeitlichen Abstanden T Signale emittiert. Wir nennen diese
Uhr U2. Wir stellen nun an die Stelle des niedrigeren Gravitationspotentialseineandere Uhr U 1,
die ganz genauso gebaut ist wie U2.

Ein Beobachter auf dem niedrigen Gravitationspotential stellt nunfest, dal3die SignalevonU2in
kirzeren zeitlichen Abstéanden eintreffen als die seiner eigenen Uhr U1. Er schliefdt daraus, dal3
die Zeit auf dem hohen Gravitationspotential schneller |auft.

In Ubereinstimmung hiermit stellt ein Beobachter auf dem hohen Gravitationspotential fest, daid
dieUhr Ullangsamer |auft alsseineeigeneUhr U2, dal3alsodieZeit auf dem niedrigen Gravitati-
onspotential langsamer lauft, als seine eigene Zeit.
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Die Bindungsenergie

Bei der Reaktion von 2 mol atomarem Wasserstoff zu 1 mol molekularem Wasserstoff wird
Energie abgegeben, die Bindungsenergie. Bel gleicher Temperatur ist die Energie desatomaren
WasserstoffsgroRer alsdiedesmolekularen. Danachwiegt 1 mol H, weniger als2 mol H. Dieser
Gewichtsunterschied ist aber so klein, dal3 man ihn nicht messen kann.

Reagieren Atomkerne miteinander, soist die Bindungsenergie pro mol um finf Zehnerpotenzen
grofer und im Massenspektrometer mefdbar. Bei der Reaktion

6Li +2H - 2'He
wird

AE -2 110"/ mol

abgegeben. Dasist in Masseneinheiten ausgedriickt:

dm _4E . =2l 00y _ 0,23 010 “kg/mol
nc 9 M0 (m?2/s?)mol

Mit

rr?— = (rr?—) Lt (rr?— y=6g/mol +2g/mol =8g/mol

wird

am _ 8.9 ~ 0,003

Warum man Speicherringe baut

DieHochenergiephysik befal3t sich mit Teilchenreaktionen, fur deren Ablauf viel Energieerfor-
derlichist. Eine bestimmte Reaktion zwischen Teilchen A und Teilchen B findet nur statt, wenn
ein Mindestenergiebetrag zur Verfligung steht, ein Betrag, der im Allgemeinen weit tber diein-
nere Energie der Einzelteilchen hinausgeht.

Dabei der Reaktion zwischen A und B der Gesamtimpul sund damit diekinetische Energieerhal -
ten bleibt, nutzt esnichts, diekinetische Energie des Systems zu erhohen. Fir die Reaktion steht
nur die Energieim Schwerpunktsystem A-B, d. h. dieinnereEnergiedesSystemsA-B (sieheKa-
pitel 7), zur Verfugung. (Man sieht hier die Unzweckmaliigkeit des Ausdrucks Ruhenergie).

In manchen Hochenergieexperimenten erhoht man nur die Energieder Teilchensorte A. Man tut
das, indem man sie "beschleunigt”. Die Teilchen B bleibenin Ruhe, siebilden das" Target". Fur
das System A-B bedeutet das, dal3 nicht nur seineinnere, sondern auch seine kinetische Energie
erhoht wird. Diesekinetische Energieist fir die Reaktion von A mit B verloren. Wir wollen be-
rechnen, welcher Anteil derin A hineingesteckten Energieal sinnere Energieim Schwerpunktsy-
stemvon A-B fir die Reaktion zur Verfligung steht. Der Einfachheit halber seien A und B Teil-
chen derselben Sorte. Sie haben also dieselbe innere Energie E,,.

Aus Gleichung 15.4 folgt
2
P = (UC)\/Ekin T EiFo

DadieTeilchen B vor der Reaktion ruhen, ist der Impulsvon A vor der Reaktion gleich dem Im-
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puls von A-B nach der Reaktion:

2 _ 2
\/EkinA + ZEkinAEo - \/EkinA—B + ZEkinA—BEOA—B

Nach dem Energiesatz ist

Evina T EotEo=Einas t Eoas
und

Binas™Eina t 260~ Eoas
Ein a.g Wird in die Impulsbilanzgleichung eingesetzt und E; , 5 wird eliminiert:

Eoa-B = \/ZEO(EkinA +2E )

FUr hohe Energien E,;, o >> E, wachst also die flr die Reaktion verfigbare Energie E; , g nur
mit der Wurzel der aufgewendeten Energie E; 5.

L &3t man zum Beispiel Protonenvon 30 GeV reagieren mit ruhenden Protonen, so stehenfiir die
Reaktion nur noch 7 GeV zur Verfligung. Esist daher besser, beide Teilchensorten mit Impuls
und Energiezuladen, und zwar so, dal3der ImpulsdesSystemsA-B Null ist. Dannsteht dieganze
Energie fur die Reaktion zur Verfligung.

Man readlisiert das, indem man zunéchst die Teillchen A mit Energieund Impulsladtund siein ei-
nem Speicherring "parkt”. Dann werden die Teilchen B mit demsel ben Beschleuniger mit E und
p geladen und schliefdlich mit den Teilchen A zur Reaktion gebracht.

Der Lichtdruck des Sonnenlichts

DieEnergiestromdichte] des Sonnenlichtsbetragt auf der Erdeetwal kW/m? (= Solarkonstan-
te).
AusdE = cdp folgt
P=cF
und
je=co
Der Lichtdruck o des Sonnenlichts betragt also
2 -
o|= WM™ 3070 N/m?
3010 m/s

W rdedas ganze Sonnenlicht, dasauf die Erdefallt, absorbiert, sowirde damit ein Impul sstrom
von etwa4,3 - 108 N auf die Erdefliefien. Tatsachlichist esmehr, dadas zuriickgeworfene Licht
Impuls des umgekehrten V orzeichens besitzt wie das ankommende.



16. Bezugssysteme - relativistische Kinematik
16.1 Bezugssysteme

Man kann den Ort eines Kdrpers A nur angeben in Bezug auf einen anderen Korper, z. B.inBe-
zugauf Korper B. DieBeschaffenheit von K 6rper B hat keinen Einflu3auf den Ort von Korper A.
Man gibt daher den Ort einesK drpersnicht anin Bezug auf einen anderen K orper, sondernin Be-
zug auf ein Ortskoordinatensystem. Auch die Geschwindigkeit elnes K orpers kann man nur an-
gebenin einem K oordinatensystem, durch einen Punkt im Geschwindigkeitsraum. Das Anaoge
gilt fur die Beschleunigung.

Man fal3t nun diese K oordinatensysteme zusammen durch diefol gende K onstruktion: Man denkt
sich ein Dreibein im Ortsraum, das sich bewegen kann wie ein Korper. Auf diesen gedachten
K orper bezieht man die Angabealler kinematischen Grof3en: Ort, Geschwindigkeit, Beschleuni-
gung...Dieses gedachte Dreibein nennt man ein Bezugssystem. Beschreibt man ein und densel-
benV organginzwel verschiedenen Bezugssystemen, so haben diephysikalischen Grofden unter-
schiedliche Werte. Der Vorgang bleibt aber derselbe.

Wir beschreibenim Folgenden el nen Newtonschen K érper durch Angabeder Werte seiner Vari-
ablen in zwei Bezugssystemen Sund S. Wir betrachten der Ubersichtlichkeit halber nur eine
Raumdimension x

(@) S ist gegen Sumden zeitlich konstanten Abstand x, verschoben

Ort: X =X- X,
Geschwindigkeit: VvV =v
Beschleunigung: a=a
Impuls: p'=p
Energie: E=E
Gravitationsfeldstarke: g=g
etc.

(b) S bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit v, gegen Sin die positive x-Richtung

Ort: X =X- Vgt
Geschwindigkeit: vV =V-y,
Beschleunigung: a=-a

Impuls: p'=p-my,

Energie: E' =E+(m/2)v2- py,
Gravitationsfeldstéarke: g=g

etc.

Die Gleichungen gelten, wiewir noch sehen werden, nur in nichtrelativistischer Néherung. Die
ersteGleichung stellt diesogenannte Galilei-Transformationdar. Inverallgemeinerter Form sagt
die zweite Beziehung, dal3 sich bei Bezugssystemwechsel die Geschwindigkeiten von Korper
und Bezugssystem nach den Regeln der Vektoraddition kombinieren. Das ist durchaus nicht
selbstverstandlich, denn die Geschwindigkeit ist keine mengenartige Grofe.
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(c) S bewegt sich mit konstanter Beschleunigung a, gegen S

Ort: X =X- (a0/2)t2
Geschwindigkeit: vV =v-agt
Beschleunigung: a=a-a,

Impuls: p'=p-magt

Energie: E' = E + (m/2)a,%? - pagt
Gravitationsfeldstérke: g=9-a,

Dasdritte Beispiel zeigt, dald man stets ein Bezugssystem finden kann, in dem die Gravitations-
feldstarkegleich Null ist. Ein solchesBezugssystem nennt man | nertial system. Die Aussagen der
speziellen Relativitatstheorie beschranken sich auf Inertialsysteme.

Fur dierelativistische M echanik mu3der Bezugssystembegriff noch erweitert werden: Anvielen
Stellenindem von unserem Dreibei n aufgespannten Raum befinden sich Uhren, diedieselbe Be-
wegung wie das Dreibein ausfuhren. Die Uhren missen sorgféltig synchronisiert werden, etwa
so: Inder Mitte zwischen zwei benachbarten Uhrenwird ein Lichtsignal nach beiden Seiten emit-
tiert. Jede der beiden Uhren wird auf Null gestellt, wenn das Lichtsignal bei ihr ankommt. Wie
kann man die anderen Uhren synchronisieren?

16.2 Die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit
Die Beziehung

v =c /1—E§/E2

sagt, dal3 alle Teilchen, dereninnere Energie E, = Oist, die Geschwindigkeit v =c haben. Zu die-
sen Teilchen gehtren die Teilchen des Lichts, die Photonen, und wahrscheinlich die Neutrinos.
Licht bewegt sich also mit der Geschwindigkeit v = c. Darum nennt man die Konstante ¢ auch
die Lichtgeschwindigkeit.

Wir betrachten ein Teilchen, dasin Bezugssystem Sdie Geschwindigkeit ¢ hat. Nach den Regeln
der klassischen Kinematik mlf3te esin einem gegen Smit der Geschwindigkeit -v, bewegten Be-
zugssystem S’ die Geschwindigkeit

\/:c+vO

haben. DiesesErgebnisist aber fal sch, denn eswiderspricht der Aussageder relativistischen Dy-
namik, nach der die Geschwindigkeit von Teilchen mit E, = 0 gleich c ist. Selbstverstandlich
sollen die Regeln der Mechanik in zwei Bezugssystemen, die sich dadurch unterscheiden, dal3
sich daseinegegen dasandere bewegt, dieselben sein. Da’ die Geschwindigkeit desLichtsinje-
dem Bezugssystem denselben Wert ¢ hat, wurde experimentell von Michelson und Morley ge-
funden. Man kann also schlief3en, dal? die Transformationsformel fir v fir grof3e Geschwindig-
keiten nicht v' = v - v, sein kann.

16.3 Relativistische Transfor mationsgleichungen

Aus der Tatsache, dal die Lichtgeschwindigkeit Grenzgeschwindigkeit fur Energie-lmpuls-
Transporteist, folgt, dafl3 auch die anderen Transformationsgleichungenin Abschnitt 16.1 falsch
werden, wenn nicht mehr v, v, <<cist. Auerdem folgt, dald eine weitere Transformation falsch
wird, diein der Newtonschen Mechanik immer richtigist, gleichgultig, ob sich die Bezugssyste-
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memit konstanter Geschwindigkeit, Beschleunigung oder noch hoherer Zeitableitung des Ortes
X bewegen:

t'=t
Siebesagt, dal3der Zeitpunkt, zudemein "Ereignis’ eintritt, unabhéngig vom Bezugssystemiist.

Diefir grofe Geschwindigkeiten guiltigen Transformati onsgleichungen ftr Ort und Zeit lau ten:

X —vt : 0
X's——— =y (X -V 16.1
/1—v02/(:2 0 (16.1)
t = (v le?)x v

0
t = —— = T — —
1—V§/C2 y ( CZX) (16.2)

Mif3t man die Zeit durch w = ct, so werden die Beziehungen noch Ubersichtlicher:

X'=y((x - pw)
w'=yWw - px)
Fir Geschwindigkeit, Impuls und Energie gelten:
Vy =V,
VX': W (16-3)
1- o2
px = (v CE Vg,
px': 5, 2 :y(px_izE)
A 1-vle C
E ~ Vi Px

E'=———— =y E —Vyh)
~A/1-vZlc? o

Dierelativistische Transformation der Koordinaten X, y, zund t heif3t L orentz-Transformation.
Wir befassen uns im Folgenden nur mit der Transformation der kinematischen Grof3en. Dabel
wird eswichtig sein, wo und wann irgendetwas passiert, aber nicht was passiert. Wir sprechen
deshalb ganz allgemein von einem Ereignis e, dasam Ort (x;, ¥;, ) zur Zeit t, passiert, in Sym-
bolen:

&: (% ¥i 2, 1)

16.4 Konsequenzen der Transfor mationsgleichungen
(a) c als Grenzgeschwindigkeit

Aus Gleichung (16.3) folgt, dal? die Geschwindigkeit eines Teilchens den Wert ¢ nicht dadurch
Uberschreiten kann, daf3 man zur Beschreibung ein neues Bezugssytem wahlt. Selbst wenn sich
dasTeilchenin Smitv=cbewegt, und man esineinem Bezugssystem S beschreibt, dassich ge-
gen S mit v, = - ¢ bewegt, erhdt man nur
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(b) Die Relativitat der Gleichzeitigkeit

Zwei Ereignisse e;: (X;, t;) und e, (X,, t,) heil’en "gleichzeitig”, wenn t, = t, ist. Mit Glei-
chung (16.2) folgt, dal3 zwei Ereignisse, diein S an zwei verschiedenen Orten x; und X, zum
Zeitpunkt t, =t, =t, also gleichzeitig stattfinden, in S’ nicht mehr gleichzeitig sind:

t/=ylt - ¢ edx]
=yt - ¢ ?x,)
t,)=t,'=y ¢ edx, —x,)#0

Zwel Ereignisse konnen gleichzeitig relativ zu einem bestimmten Bezugssystem sein, und nicht
gleichzeitig relativ zu einem anderen.

(c) Die Langenkontraktion

Man bestimmt die Lange eines Stabes in e nem gegebenen Bezugssystem, indem man feststellt,
anwelchem Ort sich diebeiden Stabenden zu einem bestimmten Zeitpunkt, also gleichzeitig, be-
finden. Dadie Gleichzeitigkeit bezugssystemabhangig ist, muld auch die L ange vom Bezugssy-
stem abhangen. Ein Stab der Langelruhein S. Die Positionen von Anfang und Ende des Stabes
inS seienx;' und x,'. Esist also

lg =% %'

DieLangein Swird dadurch bestimmt, dal3 man nachsieht, wo in Ssich Anfang x, und Ende x,
gleichzeitig, und zwar zum Zeitpunkt t; =t, = t befinden. (Die Ereignisse (x,, t;) und (x,, t,)
sind in S nicht gleichzeitig.) Nach Gleichung (16.1) ist

X' () = y(xg - vgl)

X5 (1) = Y (% - Vot)

Dasichder Stabin S nicht bewegt, ist x,' (t,') - X' (t;) = ,, obwohl die Ereignisse (x,', t;') und
(X, t,)) in S nicht gleichzeitig sind. Esist also

X =X =y (G- %)

Die Lange des gegen S mit der Geschwindigkeit v, bewegten Stabesist daher in

_1
=0,

— A _ 2.2
| = 1v0/cl0

(d) Die Zeitdilatation

In Sfindenzwei Ereignissee, und e, zu verschiedenen Zeiten amselben Ort, der Einfachheit hal-
ber bei x =0, statt:

e (x,=0,t)
e (X,=0,1,)
Dieselben Ereignisse haben in S die folgenden Koordinaten:
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e (xl' = -yVoly, tl' = ytl)
&) (%' = -yVoly ty = Wy)
Der zeitliche Abstand zwischen e und e ist dsoin Snicht derselbewiein S:

-t =y(t-ty)
At

/1—v§/(:2

Stellt mansichvor, da3diebeiden Ereignissein Sdarin bestehen, dal3dieZeiger einer Uhr O hund
1 hanzeigen, so erkennt man, dal3diese Uhr von S aus gesehen um den Faktor ylangsamer 1&uft.
Eine Uhr, dierelativ zu einem Koérper oder Teilchen ruht, mif3t die Eigenzeit des Korpers oder
Teilchens. Die Zeitdilatation ist sehr grol3 bei Teilchen, die sich mit nahezu Lichtgeschwindig-
keit bewegen. Solche Teilchen werden mit Beschleunigern erzeugt und kommen in der Héhen-
strahlungvor. DieZeitdilatation macht sich dadurch bemerkbar, dal3dieL ebensdauer dieser Teil-
chen im "Laborsystem” viel grofRer ist als fur Teilchen die im Laborsystem ruhen.

At '=
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