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Kurzfassung

Die Funktionserfiillung vieler technischer Systeme ldsst sich auf den gleitenden Kontakt
zweier oder mehrerer Korper zuriickfithren. Hier konnen zum Beispiel Bremsen,
Kupplungen und Gleitlager genannt werden, die praktisch in jedem mobilen oder
stationdren Antriebssystem zu finden sind. Fiir die Weiterentwicklung dieser reibungs-
behafteten Systeme — sei es aus funktionaler oder 6konomischer Sicht - ist entsprechend
ein moglichst umfassendes Verstandnis der zugrundeliegenden Zusammenhéange im
Kontakt notwendig.

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich daher mit der Fragestellung, inwieweit der
Reibwert fiir den Kontakt zweier gleitender metallischer Kérper in Abhdngigkeit
verschiedener physikalischer Parameter bei trockener Reibung berechnet werden kann.
Dariiber hinausgehende Untersuchungen zu den Auswirkungen des berechneten
Reibwerts im Kontext von reibungserregten Schwingungen schliefien sich an.

Dafiir wird ein thermomechanisches Modell fiir den Kontakt zweier gleitender Kor-
per mit rauen Oberfldchen entwickelt und fiir verschiedene Kontaktkonfigurationen
ausgewertet. Die Modellbildung basiert dabei auf der Halbraumannahme und den
quasi-statischen Bilanzgleichungen fiir einen thermoelastischen Festkérper. Das Simu-
lationsmodell ermoglicht die Berechnung verschiedener kontaktmechanischer Gréfien
wie beispielsweise den Verschiebungen, den Spannungen, dem Temperaturfeld, der
tatsdchlichen Kontaktfliche und insbesondere dem stochastischen Reibwert. Es ist
auflerdem in der Lage, die Einfliisse von temperaturabhidngigen Materialparametern
abzubilden. Die vorliegende Arbeit schliefst damit eine in der Literatur noch vorhandene
Modellierungsliicke und kann als Erweiterung der bisher existierenden Kontaktmodelle
angesehen werden. Weiterfithrende Untersuchungen hinsichtlich den zugrundeliegen-
den Instabilititsmechanismen bei reibungserregten Schwingungen unter Einbezug der
Erkenntnisse aus den thermomechanischen Simulationen schlieflen sich an. Hierfiir
wird der berechnete Reibwert zunédchst geeignet parametrisiert und anschlieffend in
ein Minimalmodell eingearbeitet. Die Stabilitdtsanalysen zeigen bisher noch nicht
in der Literatur bekannte stabilisierende und destabilisierende Auswirkungen des
stochastischen Reibwerts auf Systeme mit tribologischen Kontakten.
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1  Einleitung

Selten lassen sich komplexe physikalische Zusammenhé&nge durch triviale mathemati-
sche Ausdriicke beschreiben. Dass dies bei der Reibkraft

F, = uF, (1.1)

so gut gelingt, ist deshalb umso erstaunlicher. Die Reibkraft F; beschreibt den Wider-
stand, der einer Relativbewegung von zwei sich beriihrenden Kérpern entgegenwirkt
und als Produkt des Reibwerts y mit der Normalkraft F,, berechnet werden kann. Die
Modellierung der Reibkraft durch Gleichung (1.1) ist heutzutage in jedem kommerzi-
ellen Simulationsprogramm hinterlegt und gemeinhin als Coulomb’sches Reibgesetz
bekannt. Allerdings gelingt es bisher trotz intensiver Bemiihungen nicht, den Reibwert y
fiir beliebige Kontaktkonfigurationen zuverldssig vorherzusagen. Aus diesem Grund
beschéftigt sich auch die vorliegende Arbeit mit dieser Thematik. Sie reiht sich damit
in die Chronologie tribologischer Forschungsarbeiten ein, deren Urspriinge bis in
die Renaissance zuriickreichen. Der Fokus der Arbeit liegt dabei auf dem gleiten-
den Kontakt metallischer Kérper mit trockener Reibung, wie sie im Maschinenbau
hédufig Anwendung finden sowie den damit verbundenen Auswirkungen hinsichtlich
reibungserregter Schwingungen. Warum die Berechnung des Reibwerts y nicht nur aus
akademischer Sicht von Interesse ist, wird in Unterkapitel 1.1 motiviert. Anschlieflend
folgt ein Literaturiiberblick in Unterkapitel 1.2, der sich grofitenteils auf den gleitenden
Kontakt zweier Korper mit trockener Reibung konzentriert. Kapitel 1 wird nach einer
Synthese des Forschungsstandes durch eine Beschreibung von der Struktur und der
Zielsetzung der Arbeit in Unterkapitel 1.3 abgeschlossen.

1.1 Motivation

Die Funktionserfiillung vieler technischer Systeme ldsst sich auf den gleitenden Kontakt
zweier oder mehrerer Korper zuriickfithren. Hier konnen zum Beispiel Bremsen,
Kupplungen und Gleitlager genannt werden, die sich im Allgemeinen in jedem mobilen



1 Einleitung

oder stationdren Antriebssystem finden lassen. Eine Modellierung der Reibkrifte in
den jeweiligen tribologischen Kontakten durch Gleichung (1.1) ist in Anbetracht der
dort wirkenden komplexen physikalischen Prozesse vorteilhaft. Entsprechend grof3 ist
jedoch auch die Anzahl der Parameter, die einen Einfluss auf den Reibwert oder den
zugrundeliegenden tribologischen Kontakt haben [241]. Experimente und Simulationen
zeigen unter anderem eine Abhéngigkeit des Reibwerts von den beteiligten Werkstoffen,
der Gleitgeschwindigkeit, der Temperatur und der Oberfldchenstruktur.

Aus der Perspektive des Entwicklungsingenieurs ldsst sich davon neben der Werkstoff-
auswahl und der Betriebstemperatur meist nur die Struktur der Kontaktflachen gezielt
beeinflussen. Durch moderne Fertigungsverfahren sind mittlerweile Bearbeitungen der
Oberfldachen bis in den nm-Bereich moglich [12, 90], eine Gestaltabweichung in Form
von Oberflichenrauigkeiten ist dabei dennoch immer vorhanden. Verdnderungen der
Oberflachenstruktur konnen zu einer deutlichen Reduktion des Reibwerts fithren [90,
221], die Tragfahigkeit erhéhen [37] oder die Dynamik des tibergeordneten technischen
Systems verbessern [45, 100, 109, 126, 249]. Es ldsst sich aber ebenso das Verschleif-
verhalten beeinflussen [61, 90], der Transport von Schmiermittel steuern [127] oder
der Warmetibertrag und die elektrische Leitfahigkeit zweier sich beriihrender Kérper
maflgeblich steigern [61]. In allen Fallen spielt die tatsédchliche Kontaktfliche zwischen
den beiden Kontaktkorpern eine wesentliche Rolle.

Neben den beschriebenen Einfliissen auf die Funktionalitdt von technischen Systemen
lassen sich auch 6konomische Aspekte der Reibkraft feststellen. Fiir die Energieverluste
aufgrund von unerwiinschter Reibung miissen jdhrlich hunderte Millionen Euro
aufgewendet werden [240]. Studien zu den Reibungsverlusten in Personenkraftfahr-
zeugen [76, 103], in Lastkraftwagen und Bussen [104] sowie in der Bergbauindus-
trie [105] zeigen, dass Reibungsverluste signifikant zum Energieverbrauch beitragen.
Schitzungsweise 20 % des weltweiten Energiebedarfs werden aufgrund von parasitdren
Reibungsverlusten verursacht [106]. Diese tragen somit erheblich zu den globalen
Treibhausgasemissionen bei.

Fiir die Weiterentwicklung von technischen Systemen mit Reibung — sei es aus funktiona-
ler oder 6konomischer Sicht —ist in allen Fillen ein moglichst umfassendes Verstandnis
der zugrundeliegenden Zusammenhénge nétig. Dass dadurch grundsitzlich ein grofies
Verbesserungspotential vorhanden ist, zeigen die aufgefiihrten Veroffentlichungen.

1.2  Stand der Forschung — Von der Renaissance bis in
das 21. Jahrhundert

Die folgenden Ausfiihrungen konzentrieren sich auf den trockenen Kontakt rauer Kor-
per und orientieren sich fiir die historischen Entwicklungen zwischen der Renaissance
und der Mitte des 20. Jahrhunderts an den Zusammenfassungen [24, 68, 77, 162, 208,
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1.2 Stand der Forschung — Von der Renaissance bis in das 21. Jahrhundert

250]. Fur den Zeitraum ab dem 19. Jahrhundert bis heute flieffen zunehmend auch
weitere, als relevant erachtete Veroffentlichungen ein, sodass sich schlussendlich ein
moglichst umfassendes Gesamtbild des aktuellen Forschungsstandes ergibt.

Die ersten wissenschaftlichen Untersuchungen auf dem Gebiet der Tribologie werden
in die Zeit der Renaissance datiert und sind Leonardo da Vinci (*1452 — 11519) zuge-
schrieben. In seinen Experimenten stellt da Vinci eine Proportionalitdt des Widerstands
gegen den Beginn des Gleitens zum Gewicht des Korpers fest, findet jedoch keinen
Einfluss der scheinbaren Kontaktfldche. Er versteht dennoch die Oberflichenstruktur
als Ursache des Widerstands und schlussfolgert eine kleiner werdende Reibkraft mit
glatter werdender Oberfliche.

Erst mit dem Beginn des 18. Jahrhunderts werden weitere Untersuchungen von
Guillaume Amontons (*1663 — 11705) durchgefiihrt. Er formuliert unabhéngig von
da Vinci Gesetzmaéfigkeiten der Reibung, die aber im Einklang mit dessen Beobach-
tungen stehen. Zudem sieht Amontons ineinandergreifende Asperiten und eine damit
notwendige Hebungsarbeit als Ursache fiir den Widerstand gegen den Beginn des
Gleitens an und riickt damit die Interaktion der Oberfldchenstrukturen als Ursprung
fur Reibung in den Vordergrund. Eine Vorstellung, die ebenfalls von Philippe de la Hire
(*1640 — 11718) geteilt wird, der mit seiner Arbeit die Resultate Amontons bestétigt.
Insbesondere vermutet de la Hire, dass fiir den Beginn des Gleitens unter anderem
auch die Zerstorung einzelner Asperiten notwendig sein konnte. Aus heutiger Sicht
kann dies als plastische Verformung und damit permanente Oberflichenverdnderung
interpretiert werden. Mit John Theophilus Desaguliers (*1683 — 11744) entsteht die neben
den ineinandergreifenden Asperiten konzeptionell neue Vorstellung der Adhésion als
Ursprung fiir die Reibkraft. Durch ihn entwickelt sich dartiber hinaus erstmals der
Gedanke, dass die Reibkraft bei immer glatter werdenden Oberflichen wieder steigen
statt fallen konnte. Frithe Modelle von rauen Oberfladchen entstehen. Bernard Forrest de
Bélidor (*1697 — 11761) reprasentiert diese als Ansammlung kugelférmiger Asperiten,
wiahrend Leonhard Euler (*1707 — 11783) eine Modellierung der Asperiten in der Form
von Dreiecken wéhlt. Euler pragt zudem die Nutzung des griechischen Buchstabens
fiir den Reibwert und unterscheidet zwischen Haft- und Gleitreibung. Mit den
umfangreichen Arbeiten von Charles Augustin Coulomb (*1736 —11806) wird schliefslich
ein neues Kapitel in der Tribologie aufgeschlagen und die Forschungsbemiihungen
erhalten ein wesentlich komplexeres und grofieres Ausmafi. Coulomb untersucht unter
anderem den Einfluss von der zeitlichen Dauer der Haftphasen sowie von verschiedenen
Umgebungseinfliissen wie beispielsweise Temperatur und Luftfeuchtigkeit. Aulerdem
interpretiert Coulomb die Asperiten als verformbare Borsten. Erste Versuche, die
Abhingigkeiten des Reibwerts in analytischen Zusammenhéngen auszudrticken, gehen
ebenfalls auf ihn zurfick.
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Damit besteht bereits zu Anfang der industriellen Revolution Ende des 18. Jahrhunderts
eine recht umfangreiche Vorstellung fiir die Ursachen und Zusammenhénge der
Reibkraft, von denen viele Einzug in die Forschungen jlingerer Zeit gefunden haben.
Im 19. Jahrhundert sind die Entwicklungen in der Tribologie groftenteils durch die
Erforschung der Fluidmechanik geprégt. Mit der nach Osborne Reynolds (*1842 - 11912)
benannten Reynoldsgleichung und den Experimenten von Richard Stribeck (*1861 —
11950) werden im Bereich der geschmierten Kontakte grofie Fortschritte erzielt. Der als
Stribeck-Kurve bekannte Zusammenhang zwischen Reibkraft und Gleitgeschwindigkeit
bei Gleitlagern wird mittlerweile auch oft im Kontext von geschwindigkeitsabhéngigen
Reibkréften in trockenen Kontakten verwendet. Untersuchungen zu trockenen Kon-
takten fokussieren sich in dieser Zeit hauptsichlich auf den Ubergang der Zustinde
Haften und Gleiten. Aus zahlreichen Experimenten schlieffen Henry Charles Fleeming
Jenkin (*1833 — 11885) und James Alfred Ewing (*1855 — 1t1935) schliefSlich, dass der
Ubergang des einen Zustandes in den anderen kontinuierlich ist. Als Ursache fiir die
Reibkraft wird allerdings immer noch die fiir das Ubereinandergleiten der Asperiten
notwendige Hebungsarbeit angesehen.

Das 19. Jahrhundert beinhaltet ebenso einige Veroffentlichungen, denen aus heutiger
Sicht eine grofle Bedeutung zukommt. Hier sind beispielsweise Joseph Valentin Boussi-
nesq (*1842 — 11929) und Valentino Cerutti (*1850 — +1909) zu nennen [119], denen die
Herleitung der Fundamentallésungen fiir normale und tangentiale Einzelkréfte auf der
Oberfldche eines Halbraums gelingt. Ihre Ergebnisse finden in einer Vielzahl von aktuel-
len Publikationen Anwendung und sind ebenfalls Bestandteil der vorliegenden Arbeit.
Aber auch die Ergebnisse von Heinrich Rudolf Hertz (*1857 — 11894) [92] zum elastischen
Kontakt glatter, nicht-konformer Korper sind aufzufiihren, die bis heute viele Forscher
zu neuen Erkenntnissen inspirieren. Zum einen kénnen Johnson-Kendall-Roberts [118]
und Derjaguin-Muller-Toporov [64, 173] durch die Ergdnzung des Hertz-Kontaktes
um Adhésionskrifte deren Einfluss auf die Kontaktfliche zeigen. Zum anderen sei
die, jeweils unabhingig von Cesare Cattaneo (*1912 — 11943) und Raymond David
Mindlin (*1906 — 1t1987) [169, 170] durchgefiihrte, Erweiterung des Hertz-Kontaktes
um tangentiale Belastungen erwdhnt. Hierdurch wird die auch als partielles Gleiten
bezeichnete Ubergangsphase zwischen den Zustinden Haften und Gleiten besser
verstanden und gleichzeitig ein Zusammenhang der Reibkraft zur Verschiebung und
insbesondere zur Vorgeschichte des Kontaktes nachgewiesen. Als partielles Gleiten
wird ein Zustand bezeichnet, bei dem Teilgebiete der Kontaktfliche haften, wahrend
andere Teilgebiete derselben Kontaktfliche noch oder schon gleiten. Die Ergebnisse
von Cattaneo-Mindlin decken sich mit experimentellen Beobachtungen [117], stehen im
Einklang mit den Schlussfolgerungen von Jenkin und Ewing und werden auch aktuell
erneut diskutiert [75].

In der ersten Hilfte des 20. Jahrhunderts verdndert sich durch die Arbeiten von
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Frank Philip Bowden (*1903 — 11968) und David Tabor (*1913 — 12005) [36] schliefilich
dauerhaft die Sicht auf die Vorgénge trockener Reibung. Die tatsdchliche, anstatt
der scheinbaren Kontaktfliche und die bereits von Desaguliers angedachte Rolle der
Adhésion werden als zentrale Ursachen fiir den oft linearen Zusammenhang von
Normal- und Reibkraft erkannt. Den Ausfiihrungen von Bowden und Tabor folgend,
plastifizieren die in Kontakt tretenden Asperiten aufgrund der kleinen tatsdchlichen
Kontaktfliche und den damit lokal sehr hohen Driicken sofort. Sie schlieflen daraus,
dass die Belastung direkt proportional zur tatsdchlichen Kontaktfldche ist. Bei ebenfalls
angreifenden, tangentialen Belastungen scheren die Asperiten bei Uberschreitung der
Versagensscherspannung ab, womit die bereits von da Vinci und Amontons festgestellte,
heutzutage als Coulomb’sches Reibgesetz bekannte Proportionalitdt zwischen Normal-
und Reibkraft und ebenso die Unabhéngigkeit von der scheinbaren Kontaktfldche fiir
den rein plastischen Lastfall begriindet werden kann. Bowden und Tabor schlussfolgern
zudem, dass die Adhdsion den im Vergleich zu pfligenden Verlusten oder zur
elastischen Hysterese dominierenden Anteil der Reibkraft bei Kontaktkdrpern mit
Harten in derselben Grofienordnung und nominell glatten Oberflichen ausmacht. Zu
diesem Ergebnis kommen auch neuere, numerische Untersuchungen [28].

Seit den Arbeiten von Bowden und Tabor ldsst sich eine zunehmende Verzweigung der
Forschungsgebiete in immer komplexer werdende Teilgebiete feststellen, fiir die eine
chronologische Aufarbeitung nicht weiter zielfithrend scheint und die in ihrer Gesamt-
heit auch nicht mehr zu erfassen ist. Fiir einen Grofiteil der Forschungsbemiihungen im
Kontext der Tribologie steht aber ab der zweiten Halfte des 20. Jahrhunderts sowohl die
tatsdchliche Kontaktfldche als auch die Verteilung der einzelnen Kontaktgebiete im Vor-
dergrund. Konnte fiir den rein plastischen Kontakt nun die Proportionalitdt zwischen
Normal- und Reibkraft argumentiert werden, gelingt dies fiir den rein elastischen Kon-
takt erst in der zweiten Halfte des 20. Jahrhunderts. Durch fortschreitende Messtechnik
sind nun Vermessungen rauer Oberflachen moglich. Ernest James Abbott und Floyd
Firestone charakterisieren als erste die Hohenwerte durch die nach ihnen benannte
Abbott-Firestone Kurve. Es findet zunehmend eine Interpretation der Oberfldachen als
zweidimensionales Zufallsfeld statt [152, 153] und fiir die Charakterisierung werden
unter anderem Verteilungsdichte und Leistungsdichtespektrum herangezogen [178].
Durch diese Erkenntnisse modellieren Greenwood und Williamson [88] die Asperiten
von rauen Oberflachen als Ansammlung sich nicht beeinflussender Halbkugeln, deren
Hohenwerte im Gegensatz zu den Vorstellungen von de Bélidor einer Normalverteilung
folgen. Unter Verwendung der Ergebnisse von Hertz berechnen sie eine mit der
Normalkraft nahezu proportional ansteigende, tatsdchliche Kontaktfldche. Mit der
Annahme einer zur Kontaktfldche proportionalen Versagensscherspannung kann damit
eine Begriindung fiir die als Coulomb’sches Reibgesetz bekannte Proportionalitit
zwischen Normal- und Reibkraft im rein elastischen Lastfall gefunden werden. Der
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Modellierungsansatz von Greenwood und Williamson verursacht eine hohe Anzahl an
Folgearbeiten und erfreut sich auch heute noch grofSer Beliebtheit. An dieser Stelle sind
beispielsweise die Erweiterungen von Bush, Gibson und Thomas [41] sowie von Fuller
und Tabor [81] zu nennen, die die urspriingliche Modellierung von Greenwood und
Williamson um représentative parabolische Asperiten und Adhésionskrifte erweitern.
Nach Aussagen des Autors Greenwood [89] ist der grundséatzliche Modellierungsge-
danke jedoch fehlerhaft. Er verweist auf Arbeiten von John Frederick Archard [8], der
bereits einige Jahre vorher raue Oberfldchen als selbstdhnliche Asperiten mehrerer
Grofienskalen modelliert und fiir den rein elastischen Fall eine ndherungsweise
Proportionalitat zwischen tatsdchlicher Kontaktfliche und Kontaktlast nachweist. In die
Reihe der analytischen Arbeiten fiir den rein elastischen Kontakt rauer Korper gliedert
sich aus jiingerer Zeit Bo Persson [63, 201] ein, dessen Modell als Eingangsgrofie
das Leistungsdichtespektrum der Oberflichenhohen beinhaltet und ebenfalls auf
eine Proportionalitdt zwischen tatsdchlicher Kontaktfliche und Kontaktlast schlieSen
lasst. Dabei liegen die berechneten Proportionalitdtsfaktoren von Bush, Gibson und
Thomas sowie Persson zwar in derselben Grofienordnung, die genauen Abhéngigkeiten
werden aber immer noch diskutiert [42, 63, 107, 108, 188]. Zudem lisst sich bereits
fiir nicht-normalverteilte Oberflichenhthen keine Proportionalitit mehr zwischen
tatsdchlicher Kontaktflache und Kontaktlast nachweisen [52, 125, 131].

Sowohl die rein elastischen als auch die rein plastischen Modellierungsansatze sind
im Rahmen ihrer Annahmen zu verstehen, reale Kontakte stellen im Allgemeinen eine
Mischform der beiden Grenzfille dar. Dennoch basieren die gewonnenen Erkenntnisse
und Schlussfolgerungen allesamt auf Oberflichenrauigkeiten. Wohl nicht zuletzt aus
diesem Grund gibt es eine Vielzahl an analytischen und durch die seit Ende des 20.
Jahrhunderts breit verfiigbare Rechenleistung auch numerischen Untersuchungen zu
elastischen, plastischen und elastisch-plastischen Kontakten rauer Koérper. Dabei hat
sich in diesem Bereich mittlerweile neben einigen Simulationen mithilfe der Finite-
Elemente-Methode [107, 108] die Rand-Element-Methode weitestgehend durchgesetzt.
Es entstehen Arbeiten zu quasi-statischem Normalkontakt mit dem Einfluss von
Adhasion [174, 175], zur Modellierungen von Plastizitdt mit und ohne Verfestigung [53,
91, 113, 156, 179, 180, 238], zu beschichteten Korpern [195, 196, 254, 255, 261], zu
nicht-normalverteilten Oberflichenhchen [52, 125, 131], zu partiellem Gleiten und
tangentialer Belastung [38, 48, 82, 85, 98, 189, 190, 254, 255, 257], zu den Einfliissen
der spektralen Komponenten der Oberflichenhshen [256, 259, 260, 263] sowie zu
Berechnungen der resultierenden Kontaktsteifigkeiten [43, 168] und Spannungen [145].
Auch das von Archard [7] eingefiihrte und nach ihm benannte Verschlei3-Gesetz
sei erwdhnt, dessen kontaktmechanischer Ursprung ebenfalls Gegenstand aktueller
Forschungsbemiihungen ist [80]. Die Mehrheit der aufgefiihrten Arbeiten kommtjedoch
nicht mehr ohne numerische Hilfsmittel aus. Aufierdem gehen alle Arbeiten entweder
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von dem statischen Normalkontakt zweier rauer Korper aus, fiir den die zweiseitigen
Rauigkeiten der Kontaktkorper zu einer resultierenden Rauigkeit zusammengefasst
werden konnen, oder die Rauigkeit eines Kontaktkorpers wird vernachlassigt. Eine
konsequente Modellierung im Sinne einer transienten dquivalenten rauen Oberflache
fiir gleitende Kontakte wurde nicht gefunden. Vielleicht gerade deswegen wird auf
ein noch fehlendes Verstandnis von gleitenden Kontakten hingewiesen [46]. Die erst
kiirzlich durchgefiihrte Contact Mechanics Challenge [56, 174-176] zeigt dennoch den
enormen Fortschritt in der Kontaktmechanik der letzten Jahrzehnte.

Im Rahmen von gleitenden Kontakten entsteht in der ersten Halfte des 20. Jahrhunderts
das Konzept der Blitztemperaturen durch Harmen Blok [31]. Darunter werden lokale,
temporédre Temperaturerhchungen verstanden, die deutlich tiber der Temperatur
des Festkorpers liegen. Sie sind das Resultat von kurzzeitig in Beriihrung stehen-
den Asperiten und treten bereits bei geringen Gleitgeschwindigkeiten auf. Neben
Nachweisen in Experimenten [191, 223, 234] fiihren aufbauende Untersuchungen zur
Temperaturentwicklung bei gleitenden Kontakten von Jaeger [114] und Archard [9]
zu einer Serie von Veroffentlichungen, die sich weitestgehend mit der Abschédtzung
der mittleren oder maximalen Temperaturerhohung bei bewegten oder stehenden
Wirmequellen mit vordefinierter Ausdehnung auf der Oberfliche eines Halbraums
beschiftigen [19, 65, 237]. Auch auf diesem Forschungsgebiet fiihrt die verfiigbare
Rechenleistung Ende des 20. Jahrhunderts zu einer ganzen Reihe von Arbeiten, die
unter anderem die Warmeaufteilung [34, 245], den konvektiven Warmeaustausch [149],
die Warmeentwicklung in beschichteten Koérpern [205, 216, 226, 235], die experimen-
telle Validierung [55] und die Auswirkungen rdumlich verteilter Warmequellen [4,
54, 151, 243] untersuchen. Die Veroffentlichungen beziehen sich dabei zumeist auf
die Sammlung von Wairmeleitungsproblemen von Carslaw und Jaeger [47]. Die
Forschungsbemiihungen zur Temperaturentwicklung werden in der Regel eher mit
dem Verschleifs der Oberfldchen als mit den Auswirkungen auf den Reibwert motiviert.
Jedoch zeigen diverse Publikationen sowohl einen Einfluss der Temperatur auf die
Materialparameter als auch auf die tatsdchliche Kontaktflache [17, 21, 44, 87, 157,
181, 262] und damit sehr wohl einen Zusammenhang der Temperatur zur Reibkraft
selbst [51, 171]. Der Einfluss auf die tatsidchliche Kontaktfliche wird zum einen
durch die direkte Beeinflussung der Materialparameter und zum anderen durch
thermoelastische Verformungen der Oberflichenhohen verursacht. Diese sind im
Allgemeinen eng mit der Temperaturentwicklung verbunden. Das Phanomen der
thermoelastischen Instabilitat wird von James Richard Barber [16, 18, 20] sowohl
experimentell als auch analytisch beschrieben und von Dow, Burton und Dundurs [39,
40, 67, 69] weiter untersucht. Nominell glatte Oberfldchen treten hierbei an den héchsten
Asperiten in Kontakt, die Reibungswirme fiihrt zu einer Ausdehnung der ohnehin
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schon in Kontakt stehenden Erhebungen. In der Folge erfahren diese eine ansteigende
Belastung und damit einen wachsenden Wéarmeeintrag. Dieser Kreislauf setzt sich fort
und ist, mittlerweile unter der Bezeichnung thermoelastic dynamic instability (TEDI),
immer noch Gegenstand aktueller Forschungen [1, 141]. Es findet zunehmend eine
Weiterentwicklung von stationdren Modellierungen zu transienten Lastféllen statt und
grundlegende Kenntnisse tiber thermomechanische Einfliisse und deren Bedeutung
fiir Reibkontakte entstehen [22, 32, 51, 109, 122, 171]. Neben den bereits genannten
Auswirkungen wird auch der Einfluss der Temperatur und der Gleitgeschwindigkeit
auf die Versagensscherspannung der Kontaktkorper erkannt. Versffentlichungen aus
den letzten Jahren beschiftigen sich unter Verwendung numerischer Hilfsmittel
mit thermoelastischen Verformungen [60, 142, 146, 148] und Spannungen [147] von
rauen Korpern, sowie mit Untersuchungen zu beschichteten Kérpern [225, 264] und
zu konvektivem Wirmeaustausch [163]. Aufferdem entstehen Arbeiten zu thermo-
mechanischen Kontakten [35, 49, 50, 140, 143, 224, 246], die die verschiedenen,
bereits erwdhnten mechanischen und thermischen Einfliisse in unterschiedlicher
Auspragung kombinieren. Grundsétzlich lassen sich dabei aufgrund der wesentlich
komplexeren Zusammenhidnge im Vergleich zu rein mechanischen Modellierungen
deutlich weniger Veroffentlichungen finden, die jedoch ebenfalls eine konsequente
Modellierung im Sinne einer transienten dquivalenten rauen Oberfliche vermissen
lassen. Auflerdem wird in dem Grofiteil der Arbeiten ebenfalls auf Mikroebene mit
einem Coulomb’schen Reibgesetz gearbeitet. Inwieweit dies physikalisch sinnvoll ist,
wird kritisch hinterfragt [75]. Die Komplexitdt der Modellierung und Simulation von
tribologischen Kontakten wird dariiber hinaus auch durch den Umfang aktueller
Literaturiibersichten [86, 162, 241, 250, 251] deutlich.

Parallel zu den Forschungsbemiihungen auf Mikroebene findet in der zweiten Halfte
des 20. Jahrhunderts eine Entwicklung von zwar phdnomenologisch motivierten [2, 164,
199, 200, 236], aber dennoch rein empirischen Reibgesetzen statt. Diese greifen hédufig
auf die Vorstellungen Coulombs von rauen Oberfldchen als Ansammlung verformbarer
Borsten zuriick, weshalb sie des Ofteren unter der Bezeichnung Biirstenmodelle zusam-
mengefasst werden. Grundsatzlich kann hierbei zwischen statischen und dynamischen
Reibgesetzen unterschieden werden, wobei sich Letztere durch die Nutzung einer
inneren Variable als Differentialgleichung schreiben lassen. Die auf diesem Wege
sehr weit entwickelten Reibgesetze beinhalten zumeist sowohl eine Parametrisierung
der Stribeck-Kurve im Sinne eines stationdren, aber von der Relativgeschwindigkeit
abhéngigen Grenzfalls als auch eine Modellierung des partiellen Gleitens [197].

Aufgrund der Vielzahl von Reibgesetzen sollen nur einige ausgewihlte dynamische
Reibgesetze andiskutiert werden, um grundsitzliche Parallelen beider Forschungs-
gebiete aufzuzeigen. Interessant ist beispielsweise der Vergleich des von Dahl [62]
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erdachten dynamischen Reibmodells mit den analytischen Ergebnissen des partiell
gleitenden Hertz-Kontaktes von Mindlin [169]. Dahl motiviert sein Modell durch die
Analogie zu ideal elastisch-plastischem Materialverhalten. Die zugrundeliegenden
Gleichungen beider Modelle lassen sich bei konstanter Last strukturell ineinander
uberfiihren [203]. AuSerdem modelliert Dahl einen zusatzlichen stochastischen Anteil
des Reibwerts als weifies Rauschen, ein Aspekt, der in weiterfithrenden dynami-
schen Reibgesetzen nicht mehr aufgegriffen wird. Als Beispiele seien das LuGre-
Modell [13], das elasto-plastische-Modell [71] und die Reibmodelle von Dietrich sowie
Ruina [211] genannt. Die Vernachldssigung steht im Widerspruch zu Beobachtungen
in Experimenten, die den stochastischen Charakter des Reibwerts immer wieder
nahelegen [26, 66, 78, 133, 137, 228-230, 265]. Eine systematische Auswertung der
experimentellen Daten hinsichtlich qualitativer Eigenschaften des stochastischen
Reibwertanteils oder die gezielte Weiterentwicklung eines stochastischen Reibgesetzes
wurden in der Literatur jedoch nicht gefunden. Frithe Charakterisierungsansétze von
Rabinowicz [214, 215] stellen aber den Zusammenhang der Reibwertschwankungen
zu den Oberfldchenrauigkeiten her. Und auch neuere Messungen des Reibwerts
beziehen die Oberfldchenrauheit gezielt mit ein [158]. Erwdhnenswert sind zudem
auch Modellierungen mit temperaturabhédngigen Reibwerten [159, 160, 182] sowie
Veroffentlichungen zur Dynamik von Reibschwingern unter Beriicksichtigung von
thermoelastischen Ausdehnungen [212], die die tatsdchlichen physikalischen Phano-
mene zwar stark abstrahieren, aber trotzdem den skalentibergreifenden Charakter von
Systemen mit Reibung und die Bedeutung einer thermomechanischen Modellierung
unterstreichen. Auf diesem Forschungsgebiet existieren ebenfalls zahlreiche und
umfassende Zusammenfassungen in der Literatur [27, 77, 109, 110, 186, 187], die
neben der Modellierung des Reibwerts auch auf ihre Folgen eingehen.

Trotz fehlender Weiterentwicklung von stochastischen Reibgesetzen wird die Oberfla-
chenrauigkeit immer wieder in der Modellbildung fiir dynamische Untersuchungen
beriicksichtigt. Neben Publikationen zu reinen Vertikalschwingungen von rauen
Korpern [93-97, 115, 230, 258], zu Schwingungen von Mehrfreiheitsgradsystemen mit
rauen Oberflichen und deterministischen Reibwerten [78, 220, 228] sowie berechneten
Reibwerten [25] lassen sich auch Veroffentlichungen zu rein tangentialen Freiheitsgra-
den mit stochastischem Reibwert im Sinne eines unphysikalischen weifien Rauschens
finden [79, 83, 100]. Forschungsbemiihungen zu Mehrfreiheitsgradsystemen unter
Berticksichtigung eines stochastischen Reibwerts im Sinne eines farbigen und/oder
korrelierten Rauschprozess wurden in diesem Zusammenhang nicht gefunden.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass das interdisziplindre und mehrere
Groflenskalen tiberspannende Forschungsfeld der Tribologie in vielen Bereichen bereits
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gut erschlossen ist. Die iiberwiegende Mehrheit der Arbeiten konzentriert sich jedoch
auf den quasi-statischen Normalkontakt. Neben der Vielzahl an Einflussfaktoren treten
bei gleitenden Kontakten im Vergleich zu statischen Kontakten zwei Besonderheiten
auf. Erstens kann fiir eine konsequente Modellierung zweier gleitender Kérper mit
rauen Oberfldchen nicht auf eine statische, dquivalente raue Oberfldche zuriickgegriffen
werden. Der aktuelle Stand der Forschung weist diesbeziiglich noch eine Liicke auf.
Zweitens werden die Warmeentwicklung und ihre Folgen fiir den gleitenden Kontakt
von Bedeutung sein. Die Auswirkungen der Temperaturentwicklung auf die Materi-
alparameter und den thermomechanischen Kontakt sind zumindest in der Theorie
und aus Experimenten bekannt, detaillierte Simulationsmodelle fehlen jedoch. Um
die Einfliisse beider Aspekte auf den Reibwert abzubilden, ist die Verwendung eines
vorgegebenen Reibwerts auf Mikroebene zu vermeiden.

Des Weiteren fehlen tiber das weifse Rauschen hinausgehende Modellierungen des
stochastischen Reibwertanteils. Dies liegt neben der nicht vorhandenen Weiterent-
wicklung von stochastischen Reibgesetzen auch an nicht zielfiihrenden Auswertungen
vorhandener Experimente und fehlenden Kontaktsimulationen mit einer konsequenten
Modellierung der zweiseitigen Rauigkeit. Eine entsprechende Liicke des Forschungs-
standes ldsst sich dementsprechend bei weiterfithrenden Studien zu den Auswirkungen
von stochastischen Reibwerten auf die Dynamik von technischen Systemen verorten.

1.3  Struktur und Zielsetzung der Arbeit

Nach der erfolgten Motivation und der Zusammenfassung des aktuellen Forschungs-
standes schliefit eine Beschreibung der Struktur und der Zielsetzung der Arbeit das
Kapitel 1 ab. Dafiir werden zunéchst die Ziele der Arbeit im Sinne des folgenden,
offenen Forschungsbedarfes abgeleitet:

* Die Berechnung des Reibwerts fiir zwei gleitende Korper mit rauen Oberfldchen
bei unterschiedlichen Relativgeschwindigkeiten und Lasten.

¢ Die konsequente Modellierung der Oberflichenrauigkeiten von beiden Kontakt-
korpern.

¢ Die Berticksichtigung von Reibungswarme und thermoelastischen Verformungen.

¢ Die physikalisch sinnvolle Modellierung und Parametrisierung des stochastischen
Reibwertanteils.

¢ Die Untersuchung der Auswirkungen etwaiger stochastischer Anteile des Reib-
werts im Kontext von reibungserregten Schwingungsphdnomenen.

10
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Wihrend diese Forschungsliicken geschlossen werden, soll zudem der Aspekt einer
anschlieffenden Validierungsmoglichkeit der Simulationsergebnisse durch Experimente
sichergestellt sein. Die Oberflichenhéhen im Kontaktbereich konnen vermessen werden,
sodass eine diskrete Menge an x, y und z-Werten zur Verfiigung steht. Die mittlerweile
von modernen Messgeréten erreichbaren Auflosungen von 128 x 128 bis 2048 x 2048
Datenpunkten miissen deshalb als Eingangsgrofien fiir das Simulationsmodell ver-
wendet werden konnen. Das Durchfiihren der Simulationen fiir Rechengitter in dieser
Grolenordnung innerhalb vertretbarer Rechenzeiten, auch auf handelsiiblichen Com-
putern, kann dabei als untergeordnetes Forschungsziel formuliert werden.

Die Arbeit ist wie folgt strukturiert. Kapitel 2 legt zunédchst die Grundlagen fiir die
weitere Arbeit. Dazu gehoren generelle Aspekte zur Modellierung und Simulation von
rauen Oberflichen und Reibwerten in Unterkapitel 2.1. Verschiedene Charakterisie-
rungsmoglichkeiten von stochastischen Prozessen werden in Abschnitt 2.1.1 aufgezeigt
und fiir raue Oberflichen in Abschnitt 2.1.2 und fiir Reibwerte in Abschnitt 2.1.3
diskutiert. Die beiden letztgenannten Abschnitte beinhalten dariiber hinaus mégliche
Simulationsverfahren fiir die Erstellung von rauen Oberflachen und von Reibwerten
mit gewiinschten Eigenschaften. In Unterkapitel 2.2 schlief3t sich die Beschreibung von
Kontinua im Rahmen eines linear thermoelastischen Materialverhaltens an, die sich in
eine Beschreibung unterschiedlicher Lésungsmethoden fiir die erhaltenen, partiellen
Differentialgleichungen in Abschnitt 2.2.1 sowie ausgewdahlter numerischer Methoden
in Abschnitt 2.2.2 gliedert. Ein Uberblick zu reibungserregten Schwingungen wird in
Unterkapitel 2.3 gegeben. Dafiir werden die zugrundeliegenden Mechanismen anhand
zweier Minimalmodelle erértert. Hierzu z&hlt einerseits der negative Reibwertgradient
in Abschnitt 2.3.1 und andererseits die nicht-konservative Kopplung in Abschnitt 2.3.2.
Beide Minimalmodelle représentieren eine Vielzahl von technischen Systemen.

Die gelegten Grundlagen dienen anschlieflend in Kapitel 3 fiir die thermomechanische
Modellierung zweier gleitender Kérper mit rauen Oberflichen. Dazu zahlt zunéchst eine
grundsitzliche Beschreibung der getroffenen Annahmen, bevor die zugehdorigen parti-
ellen Differentialgleichungen in Unterkapitel 3.1 fiir mechanische Oberfldchenlasten in
Abschnitt 3.1.1, fiir thermische Oberflachenlasten in Abschnitt 3.1.2 und schliefdlich fiir
allgemeine Oberfldchenlasten in Abschnitt 3.1.3 gelost werden. Unterkapitel 3.2 beinhal-
tet neben einer Verifikation der hergeleiteten Losungen fiir verschiedene mechanische
und thermische Lastfélle durch analytische Vergleichslésungen aus der Literatur auch
eine Diskussion der erhaltenen Ergebnisse und ausgewahlter, weiterfiihrender Aspekte.
Unterkapitel 3.3 vervollstandigt schlussendlich die Modellbildung und beschreibt den
Simulationsablauf.

Die Ergebnisse der thermomechanischen Kontaktsimulationen werden in Kapitel 4
fiir verschiedene Anwendungsfélle vorgestellt und im Sinne des offenen Forschungs-
bedarfs ausgewertet. Dazu gehoren einerseits Kontaktkonfigurationen mit isotropen
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Oberflachenstrukturen in Unterkapitel 4.1 und andererseits Kontaktkonfigurationen mit
anisotropen Oberflachenstrukturen in Unterkapitel 4.2. Es schliefst sich eine Zusammen-
fassung und ein Vergleich der Ergebnisse in Unterkapitel 4.3 an. Des Weiteren werden
die Zusammenhénge zwischen charakteristischer Oberfldcheneigenschaften und den
erhaltenen kontaktmechanischen Gréfien herausgearbeitet, bevor die Erweiterung um
temperaturabhingige Materialparameter untersucht wird.

Die erhaltenen Ergebnisse werden anschlieffend in Kapitel 5 in den Kontext von
reibungserregten Schwingungen gestellt. Dies gelingt durch eine Berticksichtigung
des berechneten Reibwerts in den Minimalmodellen aus Unterkapitel 2.3, wobei sich
die Diskussion in Unterkapitel 5.1 auf den deterministischen und in Unterkapitel 5.2
auf den stochastischen Reibwertanteil konzentriert. Fiir Letzteren erfolgt zunéchst
die im Sinne des offenen Forschungsbedarfs liegende Modellierung des stochastischen
Reibwertanteils in Abschnitt 5.2.1, bevor die Auswirkungen auf reibungserregte Schwin-
gungen in Abschnitt 5.2.2 herausgearbeitet werden. Beide Unterkapitel beinhalten eine
Stabilitdtsanalyse des stationdren Betriebspunktes durch jeweils geeignete Methoden.
Die Ergebnisse werden insbesondere vor dem Hintergrund bereits bekannter oder
eventuell neuer Instabilititsmechanismen bei technischen Systemen mit trockener
Reibung ausgewertet.

Die Arbeit schliefit in Kapitel 6 mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick ab.

12
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Dieses Kapitel setzt die Grundlagen fiir die weiteren Ausfiihrungen. Es kniipft dabei
an den Stand der Forschung an und zeigt zunéchst in Unterkapitel 2.1 verschiedene
Modellierungs- und Simulationsmoglichkeiten fiir raue Oberflichen und Reibwerte
auf. Die der Kontaktmechanik zugrundeliegenden Gleichungen und ausgewdéhlte
numerische Aspekte werden anschlieflend in Unterkapitel 2.2 diskutiert, bevor ein
Uberblick iiber reibungserregte Schwingungen in Unterkapitel 2.3 gegeben wird.

21 Modellierung und Simulation von rauen
Oberflichen und Reibwerten

Sowohl raue Oberflachen als auch Reibwerte konnen als stochastischer Prozess X,
aufgefasst werden. Unter einem stochastischen Prozess versteht sich dabei eine in
s stetige Folge zufilliger Vorgénge. Die unabhingigen Parameter s = [x,vy,...,t]"
reprasentieren beispielsweise den Ort und/oder die Zeit. Da sowohl raue Oberflichen
als auch Reibwerte zentraler Bestandteil dieser Arbeit sind, werden die wichtigsten Cha-
rakterisierungsmoglichkeiten von stochastischen Prozessen zunéchst in Abschnitt 2.1.1
genauer erldutert. Anschlieffend findet eine entsprechende Einordnung von rauen
Oberflichen in Abschnitt 2.1.2 sowie von Reibwerten in Abschnitt 2.1.3 statt, wobei
mogliche Simulationsmethoden beschrieben werden.

2.1.1 Stochastische Prozesse

Ausgangspunkt sei ein stochastischer Prozess X; mit unabhingigem Parameter s und
zugehoriger Verteilungsdichte px(x, s). Die folgenden Ausfithrungen orientieren sich
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an Natke [177] und lassen sich auf beliebig viele unabhéngige Parameter s iibertragen.
Die Verteilungsdichte px(x, s) ldsst sich durch die Momente i-ter Ordnung

+00

mg?(s) =E [st] = / x'px(x,s)dx

—00

charakterisieren, das Moment nullter Ordnung mgg) =1 legt die Normierung fest. Die
zentralen Momente i-ter Ordnung sind mit

1i(s) = [ : “)(s)] / ') pxtx, s

gegeben. Eine Aussage {iber den Zusammenhang zweier Zufallsvariablen X;, und X,
kann die Autokovarianzfunktion

Kxx(s1,52) =E| (X = m(s0)) (X = m52))|

+00 +00

// (1)(51) (y m )(52))px(x Y, 81, s2)dxdy

—00 —00

mit der Verbundwahrscheinlichkeitsdichte px(x, y, s1, s2) liefern.

Im Folgenden soll eine Beschrankung auf stationdre, mittelwertfreie Prozesse erfolgen,
fur die px(x,s) = px(x) und mg) = 0 gilt. Fiir solche Prozesse geht die Autokovari-
anzfunktion Kxx(s1, s2) in die Autokorrelationsfunktion Ry x(As) iiber und lasst sich
durch eine Normierung auf das zentrale Moment zweiter Ordnung y(;) im Intervall
[-1, 1] darstellen. Sie ist aulerdem eine gerade Funktion und hdngt nur noch von der
Differenz As = |s1 — sp| ab.

Der Zusammenhang zwischen Autokorrelationsfunktion Rxx(As) und zweiseitigem
Leistungsdichtespektrum Sxx(w) ist durch das Wiener-Chintschin-Theorem und die
kontinuierliche Fouriertransformation

FUE)@ = [ fe)e T ds ey
FHA@N6) =5 [ Fl@el*do 22)
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als
Sxx(w) = F{Rxx}w)

gegeben. Der Zusammenhang zwischen zweiseitigem Leistungsdichtespektrum und
dem zentralen Moment zweiter Ordnung lasst sich tiber

+00

1
Rxx(As =0)= — / Sxx(w)dw = u'? (2.3)

—00

herstellen. Da das zweiseitige Leistungsdichtespektrum eine gerade Funktion und fiir
reelle Signale positiv ist, wird es auch oft als einseitiges Spektrum zusammengefasst.
Bei ergodischen Prozessen ist die Kenntnis der Verteilungsdichte px(x) nicht mehr
Voraussetzung fiir die Berechnung der Erwartungswerte, es reicht die Kenntnis einer
einzelnen Realisierung x) (s) aus

+Ts

QW _ g1
"X _Tilflozn/( ])(S))

-T;

+Ts

Kxx(As) = hm —/ xW (s) - ) (x(]) (s +As) — m(l)) ds.
T,

Da in der Praxis nur eine begrenzte Anzahl an endlichen Realisierungen x() (s) =
x(f)(mAs) mitm =0,... M-1,As = T,/Mund j = 1,...,] zur Verfiigung steht,
miissen die eingefiihrten Kenngroflen geschétzt werden. Fiir die in dieser Arbeit
relevanten Momente ergeben sich die erwartungstreuen und konsistenten Schiatzungen
fiir Mittelwert

1 M
el '
mg() = Z xW(mAs),

m=0
Varianz

M-

2
~(2) Z (x(])(mAs) _ ﬁlgg ) ,
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2 Grundlagen

Schiefe

~(3) _ M m=0

I = M- —2) 7
Hx
und Kurtosis
M-1 4
() _ 51
o MM (7 omass) = P
X

Fir die Autokorrelationsfunktion ergibt sich bei Voraussetzung eines periodischen
Signals mit x/)(mAs) = x)((m + M)As) die fiir ergodische Prozesse erwartungstreue,
allerdings nur fiir normalverteilte Prozesse konsistente Schitzung

M-1
~ (i 1 . .
R (ks) = = 3 xPmas)xP((m +k)As), k=0, M~1,

m=0

Das zweiseitige Leistungsdichtespektrum lédsst sich zunéchst als Produkt der komplex-
konjugierten, finiten Fouriertransformierten einer Realisierung des Prozesses x'/) (s)

T. 2
.1 i 2 .1 i -7
Sux(@) = lim T E[I7 (0}, TP] = tim LB [ 30T "as
0
ausdriicken, woraus mit der diskreten Fouriertransformation
M-1
DF {f(mAs)}ML (wr) =As Z F(mAs)e™ T2 mM =0, M-1 (24)
m=0

M-1
DT f 0l (mhs) =i 3 flwpeM, m=0, M-1 @5)
k=0

und wy = 21k /M die asymptotisch erwartungstreue, aber nicht konsistente Schatzung

1

—— [DF (<D} @i

Sxx()wx) =
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2.1 Modellierung und Simulation von rauen Oberflichen und Reibwerten

folgt. Sie wird auch Periodogramm genannt und steht iiber die diskrete Fouriertrans-
formation in direktem Zusammenhang zur Autokorrelationsfunktion

Stx(@) = DF ARG HwD, k=0, ,M-1

Da hierbei die Erwartungswertbildung entféllt, kann die Schitzung durch anschlie-
Bende Mittelung iiber mehrere Realisierungen haufig noch verbessert werden.

2.1.2 Raue Oberflichen

Technische Oberflachen sind grundsétzlich gewissen Fertigungstoleranzen und damit
Gestaltabweichungen unterworfen. Der Begriff Rauigkeit kann dabei durch die Norm
DIN 4760 als Gestaltabweichung dritter bis fiinfter Ordnung identifiziert werden und
lasst sich damit zwischen den Gestaltabweichungen Welligkeit und Gitteraufbau des
Werkstoffs einordnen. Der Ubergang zwischen den einzelnen Gréflenordnungen ist
hierbei flieffend und kann je nach Anwendungsfall unterschiedlich sein. Fiir die Vermes-
sung von Oberfldachen stehen mittlerweile zahlreiche berithrende und beriihrungslose
Messmethoden zur Verfiigung [244]. Diese liefern eine diskrete Menge an x, y, und
z-Werten, wobei fiir eine moglichst umfassende Beschreibung der Gestaltabweichungen
in der Regel mehrere Messungen mit unterschiedlichen Auflosungen kombiniert werden
miissen [111, 202].

Werden die erhaltenen Hohenwerte z als Realisierung eines ortsabhéngigen, statio-
niren und ergodischen Prozesses Zs, s = [x,y]" mit der Verteilungsdichtefunk-
tion pz(z) aufgefasst, konnen fiir die Beschreibung des Hohenprofils die bereits in
Abschnitt 2.1.1 aufgefiihrten Methoden herangezogen werden. In diesem Kontext

haben sich im Rahmen von Linienmessungen die Bezeichnungen Mittelwert R,, = m(Zl),

Varianz R% = #(Zz) als Quadrat der Standardabweichung R, Schiefe Rsx = y(ZS) / Rf’i

und Kurtosis Ry, = ”(24) / R‘; durch die Norm DIN EN ISO 4287 etabliert, wiahrend die
entsprechenden Bezeichnungen S, Sy, Ssk und Sg,, im Rahmen von Flachenmessungen
durch die Norm DIN EN ISO 25178 verwendet werden. Die Literatur beinhaltet
viele weitere Parameter, deren Aussagekraft jedoch in den meisten Fillen zumindest
im Zusammenhang mit kontaktmechanischen Fragestellungen umstritten ist. Eine
entsprechende Sensitivitdtsanalyse wird unter anderen von Duo et al. [70] durchgefiihrt.
Vermessungen von neuen Oberflichen weisen zudem hiufig normalverteilte Oberfla-
chenhohen Z; ~ N (Sm, S%) auf [88, 178], weshalb viele Forschungsbemiithungen auf
einer solchen Verteilung basieren. Jedoch unterliegen die Oberfldchen, beispielsweise
aufgrund von Verschleif3, stindigen Verdnderungen. Die Modellierung mit normal-
verteilten Oberflichenhthen erscheint daher fiir die praktische Anwendung selten
gerechtfertigt. Dariiber hinaus ist die Annahme eines stationdren und ergodischen Pro-

17



2 Grundlagen

zesses, wenn iiberhaupt, nur fiir stationére Betriebsbedingungen und den eingelaufenen
Zustand moglich. Eine Auflistung von typischen Kennwerten technischer Oberflachen,
die aufgrund verschiedener Fertigungsverfahren resultieren, ldsst sich bei Gomeringer
et al. [84] finden.

Neben den charakteristischen Kenngréfsen der Verteilungsdichte liefern Autokorrela-
tionsfunktion Rxx(Ax, Ay) oder Leistungsdichtespektrum Szz (a)x, a)y) weitere Infor-
mationen tiber die Eigenschaften der Oberfldchen. Dabei hat sich mittlerweile die
in Abbildung 2.1 gezeigte Parametrisierung des Leistungsdichtespektrums fiir den
isotropen Fall in der Form

0 fiir ||| < wr,

Sz (@) = So a)r_2(l+H) fir w; < ||| £ wy, 2.6)
le[|72HH) fir o, < o]l < ws,
0 fiir wg < ||w||

etabliert [111, 202]. Diese beinhaltet neben den Kreisfrequenzen ||| = y/w? + wf, und
dem Hurst-Exponenten H = 3 — Dy als Funktion der fraktalen Dimension D; auch
die Konstante Sy, die eine beliebige Normierung der Standardabweichung S, gemaf
Gleichung (2.3) zulasst. Eine entsprechende Verallgemeinerung auf den anisotropen

y
des Leistungsdichtespektrums ist leicht mdéglich. Bei Vorgabe eines Gitters sind die

Fall mit ||w|| = {[Y2w? + ¢? a)ﬁ, Yy # Yy, oder beliebigen weiteren Parametrisierungen

in Gleichung (2.6) enthaltenen Kreisfrequenzen bereits durch die Diskretisierung
vorgegeben. Des Weiteren lassen Vermessungen von technischen Oberfldchen die
Eingrenzung des Hurst-Exponenten auf den Bereich H = 0.8 + 0.1 zu [201, 202].

A

<t

g

=

o N
AN

) —-2(1+H)

o1]

=

w1 Wy 0)5'

log ||@|| in m™

Abbildung 2.1: Leistungsdichtespektrum S?g (w) gemids Gleichung (2.6)

Fiir kontaktmechanische Simulationen ist es wegen der zeit- und materialaufwendigen
sowie skaleniibergreifenden Vermessungen von Oberfldchen sinnvoll, auf kiinstlich
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2.1 Modellierung und Simulation von rauen Oberflichen und Reibwerten

(a) Szz (w) aus Gleichung (2.6) mit (b) Szz (w) aus Gleichung (2.6) mit (c) Szz (w) aus Gleichung (2.6) mit
wy = 807t mm™! wy =8 mm™ wy = 0.8t mm™!

(d) Szz (w) aus Gleichung (2.6) mit (e) Szz (w) aus Gleichung (2.6) mit (f) Szz (w) aus Gleichung (2.6) mit
wr = 8nmm~! und Sy = —0.7, wyr =8t mm™, Yr=14¢,=3 wy = 8mmm~}, Yy =519y =1
Sku =3 und Sgx = -0.7, S, =3

Abbildung 2.2: Verschiedene Realisierungen 2() (x,y),j =1,...,6 rauer Oberflichen der Lange Ly = Ly =

1 mm mit Hurst-Exponent H = 0.8 — wenn nicht anderweitig angegeben gilt Z; ~ N (0, S%)

erzeugte Oberflichen mit moglichst gleichen Eigenschaften zuriickzugreifen. Fiir
diesen Zweck existiert mittlerweile eine ganze Reihe verschiedener Verfahren fiir
die Erzeugung rauer Oberfldchen [3, 194]. Welche Methode letztendlich verwendet
wird, hdangt von den spezifischen Anforderungen ab. Das fiir diese Arbeit verwendete
Simulationsprogramm baut auf den Veroffentlichungen von Schreiber und Schmitz [222]
sowie Perez und Almquvist [198] auf. Die Vorgehensweise erlaubt die Erzeugung
rauer Oberfldchen bei gleichzeitiger Vorgabe des Leistungsdichtespektrums Szz (w)
und der Verteilungsdichte pz(z). Beide Groflen konnen auch aus bereits durchge-
fihrten Vermessungen von Oberflichen stammen und lassen damit eine direkte
Verkniipfung mit Experimenten zu. Verschiedene Realisierungen z( (x,y),j=1,...,6
von rauen Oberflichen, die mit dieser Simulationsvorschrift fiir unterschiedliche
Leistungsdichtespektren Szz (w) und Verteilungsdichten pz(z) erstellt wurden, sind in
den Abbildungen 2.2(a)-(f) gezeigt.

Fiir den in Abbildung 2.3 skizzierten Simulationsablauf wird eine bereits mit der
geforderten Verteilungsdichte pz(z) vorliegende Menge an Hohenwerten z;,, der Dimen-
sion M x N durch das Programm iterativ so lange umsortiert, bis ebenfalls das
gewiinschte Leistungsdichtespektrum Szz(w) erreicht wird. Dies gelingt aufgrund
der noch offenen Freiheitsgrade der Phasenverschiebungen. In der Regel wird das
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2 Grundlagen

Leistungsdichtespektrum Realisierung z)(x, y) = z,,
Szz(wy, wy) mit Verteilungsdichte pz(z)

~

'Solange lle|l > €1 berechne:
1. ¢ = DF {zp, Hwx, wy)
2. @p, = arctan (Im(c) /Re(c))

3.z, = DF ! {VSZZ exp (fﬁopz)} (x,y)

4. Ersetze den i-ten Wert
2 << <oy
Szz "Szz
dlierh den z-zt.)n Wert )
1
Zp, << zZp, <<z,
und erhalte so umsortiertes z;,(x, y)

\.

Abbildung 2.3: Simulationsablauf fiir die Erzeugung stationérer, ergodischer Oberflichen oder Reibwerte

geforderte Leistungsdichtespektrum Szz(w) wegen der begrenzten Anzahl an Wer-
ten nicht exakt erreicht, weshalb die Iterationen bei Erreichen einer vordefinierten
Toleranz ey, abgebrochen werden. Die so umsortierten Hohenwerte z,, besitzen die
geforderte Verteilungsdichte pz(z) und erfiillen ndherungsweise das Leistungsdich-
tespektrum Szz(w), wahrend die so erhaltenen Hohenwerte zs,, dem vorgegebenen
Leistungsdichtespektrum Szz(w) folgen.

Da das Erzeugen der Oberfldchen kein aktiver Teil der Kontaktsimulation selbst ist, ldsst
sich die benétigte Rechenzeit dem Pre-Processing zuordnen und fllt nicht weiter ins
Gewicht. Auf handelsiiblichen Rechnern erméglicht die Verwendung der schnellen Fou-
riertransformation zudem eine Erzeugung der Oberflichen in anwendungsrelevanten
Gittergroflen von bis zu 2048 x 2048 Elementen innerhalb weniger Minuten.

2.1.3 Reibwerte

Viele Messungen in der Literatur deuten auf den stochastischen Charakter von trockenen
Reibwerten hin [26, 66, 78, 133, 137, 228-230, 265], sodass deren Modellierung als
stochastischer Prozess M; mit zugehdriger Verteilungsdichte p((u, s) gerechtfertigt
erscheint. Ganz analog zu den Vermessungen von Oberflichen wird auch hier nur eine
beschrdnkte Anzahl an endlichen Realisierungen y(f )(s), j=1,...,] erhalten, weshalb
fiir eine Charakterisierung der erhaltenen Reibwertverldufe mithilfe der Methoden aus
Abschnitt 2.1.1 zwangsldufig auf eine Vermessung wihrend stationdrer Betriebspunkte
zu achten ist. Dadurch ldsst sich auch eine generelle Einschrankung auf stationére,
ergodische Prozesse M, mit zugehoriger Verteilungsdichte p (1) motivieren. Fiir
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2.1 Modellierung und Simulation von rauen Oberflichen und Reibwerten

dynamische Simulationen bietet sich dementsprechend zunéchst die Darstellung des
Reibwerts M, = ugq + s als Summe eines deterministischen Anteils ptg = E [M;] und
eines mittelwertfreien stochastischen Anteils s = M; — E[M;] an.

Der deterministische Anteil g ldsst sich beispielsweise mit einer der in der Literatur
zahlreich vorhandenen Parametrisierungen der Stribeck-Kurve fiir trockene Kontakte
identifizieren [197]. Fiir eine explizite Parameteridentifikation sind in der Praxis zeit-
und materialaufwendige Messungen nétig, da die Stribeck-Kurve einen stationéren,
aber von der Relativgeschwindigkeit abhéngigen Grenzfall darstellt. Der stationdre Wert
des Reibwerts wird dabei erst nach einer gewissen Zeitspanne beziehungsweise einem
bestimmten Gleitweg erreicht. Abbildung 2.4 zeigt verschiedene qualitative Verldufe
der Stribeck-Kurve als Funktion der relativen Gleitgeschwindigkeit. Viele Forschungs-
bemiihungen, insbesondere im Kontext von reibungserregten Schwingungen, beruhen
auf geschwindigkeitsabhéngigen Verldufen der Reibkraft, wobei zumeist der Gradient
der Kurve von entscheidender Bedeutung ist. Eine Berechnung des Kurvenverlaufs
ohne Messungen ist daher nicht nur aus Kostengriinden, sondern auch im Sinne einer
gezielten konstruktiven Beeinflussung des Reibwerts erstrebenswert. Aufgrund der
vorhandenen Parametrisierungen bereiten analytische und simulative Behandlungen
eines solchen funktionellen Zusammenhangs jedoch keine Probleme.

Hd

\/

0 ”vrel“ inm/s

Abbildung 2.4: Drei verschiedene qualitative Verldufe des deterministischen Reibwertanteils g

Anders sieht es mit einer simulativen Umsetzung des stochastischen Anteils 5 aus. Die-
ser kann zwar prinzipiell analog zu der in Abbildung 2.3 gezeigten und in Abschnitt2.1.2
beschriebenen Vorgehensweise fiir die Erzeugung von Oberflichenhshen erstellt wer-
den, hierbei fallen jedoch zwei Probleme auf. Zum einen liefert die Literatur im
Gegensatz zu rauen Oberflichen wenig bis gar keine Informationen tiber die Ver-
teilungsdichte pa((u) oder das Leistungsdichtespektrum Spqp(w) von Reibwerten.
Eine Quantifizierung dieser beiden Grofien — sei es durch die Berechnung eines
stochastischen Reibwerts oder die Auswertung von Messungen — ist daher notwendig.
Zum anderen fillt die Rechenzeit fiir die Erzeugung des Reibwerts aufgrund der
wesentlich hdufigeren Aufrufe bei Parameterstudien deutlich mehr ins Gewicht. Es
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2 Grundlagen

erscheint vorteilhafter, den Reibwert mit moglichst geringem Mehraufwand wéhrend
der eigentlichen Simulation nebenher zu erzeugen. Diese Vorgehensweise ist bei
deterministischen Reibwerten bereits weit verbreitet (vgl. dynamische Reibgesetze in
Unterkapitel 1.2) [197]. Die bereits von Dahl [62] vorgeschlagene Modellierung s = E;
als normalverteiltes, weifses Rauschen ist jedoch aufgrund der unbeschrankten Varianz
des weifien Rauschens unphysikalisch. Als physikalisch sinnvollere Modellierung
bietet sich in diesem Zusammenhang aber ein farbiges Rauschen an. Entsprechende
Simulationsansétze lassen sich vielfach in Verbindung mit Fahrbahnanregungen in der
Fahrzeugdynamik finden [129, 209]. Hierbei wird das gewiinschte Leistungsdichte-
spektrum oder die gewtinschte Autokorrelationsfunktion zunédchst approximiert und
anschliefend durch Filtergleichungen umgesetzt. Diese lassen sich im mathematischen
Sinne als System linearer, stochastischer Differentialgleichungen erster Ordnung

X, =AX, + BE,, X, = Xo (2.7)

mit Driftterm AX; und Diffusionsterm B darstellen, wobei die Anregung =, ein nor-
malverteiltes, weifSes Rauschen darstellt. Aufgrund der Linearitdt von Gleichung (2.7)
ist deren stationdre Losung ebenfalls normalverteilt. Fiir nicht-normalverteilte Prozesse
kann im Allgemeinen auf nichtlineare Drift- und Diffusionsterme

X, =A(X;)+B(X;)Es, X5, = Xo (2.8)

zuriickgegriffen werden. Entsprechende Beispiele lassen sich in [57, 130, 227, 266]
finden. Grundsétzlich erfolgt fiir die Simulation aber in allen Fillen zunéchst die
formale Uberfiihrung in eine Interpretation nach Ito

19B(X.)
2 JdX

dX; = (A(Xs)+ B (X;)|ds + B(Xs)dW;, X, = Xo, (2.9)
wobei das Wiener Inkrement dW; = E;ds den Zusammenhang zum weiflen Rau-
schen E; abbildet. Die Interpretation nach It6 hat unter anderem den Vorteil, dass

52

E /B(Xs)dWS =0

S1

gilt. Es sei ergdnzt, dass sich fiir das stochastische Integral in Gleichung (2.8) bei
einer anderen Wahl der Stiitzstellen ebenso die Interpretation nach Stratonovich
finden lasst. Durch entsprechende Korrekturterme kénnen die beiden Interpretationen
jedoch immer ineinander tiberfithren werden [11]. Da die Losung der stochastischen
Differentialgleichung ebenfalls ein stochastischer Prozess ist, lasst sich dieser wiederum
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mit den Methoden aus Abschnitt 2.1.1 charakterisieren. Wird der stochastische Anteil
des Reibwerts beispielsweise durch ps = X, identifiziert, lasst sich die zugehorige
Randverteilungsdichte p »((p) durch

+00 +00
PM(H)=/"'/Px(x)dx2...dxn

aus der Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion px(x) berechnen. Drift- und Dif-
fusionsterm in Gleichung (2.9) werden im spéateren Verlauf der Arbeit so gewdihlt,
dass sowohl die gewtinschte Verteilungsdichte p,((u) als auch das gewtiinschte Leis-
tungsdichtespektrum S yqp(w) erhalten werden. Die dafiir notwendigen Informationen
liefern thermomechanische Kontaktsimulationen. An dieser Stelle ist noch einmal
hervorgehoben, dass die stochastische Differentialgleichung (2.8) dafiir eine stationére
Losung besitzen muss.

Fiir das Losen der Gleichung (2.9) bieten sich neben den numerischen Integrations-
verfahren fiir stochastische Differentialgleichungen auch die Evolutionsgleichungen
fiir die Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion in der Form von partiellen Diffe-
rentialgleichungen an. Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion von numerischen Aspekten
wird auf die Literatur verwiesen [14, 128, 134]. Da fiir dynamische Simulationen aber
in der Regel immer nur einzelne Realisierungen p) (s) von Interesse sind, kann das
eigentliche Differentialgleichungssystem des physikalischen Systems um das Glei-
chungssystem (2.9) erweitert und die Realisierung u/) (s) wihrend der eigentlichen
Simulation erzeugt werden. Dafiir wurde ein Runge-Kutta-Verfahren fiir stochastische
Differentialgleichungen implementiert [218, 219]. Dieses hat unter anderem den Vorteil,
dass es im Vergleich zum oft verwendeten Euler-Maruyama-Verfahren auch eine hthere
Konvergenzordnung beziiglich des deterministischen Integrals besitzt.

2.2 Thermoelastischer Festkorper

Fiir die mathematische Beschreibung von Kontinua stehen fiinf universell geltende
Bilanzgleichungen (Masse-, Impuls- und Drehimpulsbilanz sowie erster und zweiter
Hauptsatz der Thermodynamik) zur Verfiigung, aus denen sich mithilfe von Materi-
algleichungen partielle Differentialgleichungen fiir die Verschiebungs- und Tempera-
turfelder herleiten lassen. In Abschnitt 2.2.1 werden die so erhaltenen Gleichungen fiir
hyperelastische Materialien und lineare Thermoelastizitat erldutert, bevor ausgewihlte
numerische Aspekte in Abschnitt 2.2.2 folgen.
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2 Grundlagen

2.2.1 Lineare Thermoelastizitat

Ein homogener, isotroper Festkorper kann im Rahmen der linearen Thermoelastizitat
durch die beiden linearen, gekoppelten, partiellen Differentialgleichungen fiir das
Verschiebungsfeld r = (1 v w)" mit Vr < 1 und fiir das Temperaturfeld 6 =T — Ty als
Differenz der absoluten Temperatur T zu einer Referenztemperatur Tp mit |6/Tp| < 1

pAr + A+ p)V(V-r)+pf =BA +2u)aVO + pDyo, (2.10)
d 20
-V.-q-0BA+2p) aTOEV‘r =pca, ~ (2.11)

beschrieben werden [33]. Fiir deren grundlegende Herleitung aus den thermomechani-
schen Bilanz- und Materialgleichungen wird auf entsprechende Literatur verwiesen [33,
184, 185, 193, 239], an der sich auch die folgenden Ausfithrungen orientieren. Die
Bilanzgleichungen werden durch die Materialgleichungen von Hooke, Fourier und
Gibbs

o=u(Vr+(Vr)") +(AV-r—(BA +2u)a0)1, (2.12)

g =-KVo, (2.13)
2

:C_de + MV oy (2.14)
T() P

ergdnzt, die den Zusammenhang des Temperatur- und Verschiebungsfeldes zum Span-
nungstensor ¢, den Zusammenhang des Temperaturfeldes zum Wéarmestrom g und den
Zusammenhang des Temperatur- und Verschiebungsfeldes zur spezifischen Entropie s
festlegen. Die Gleichungen (2.10)-(2.14) beinhalten neben der zeitlichen Anderung
des rdumlichen Geschwindigkeitsfeldes D;v, der dufleren Volumenkraftdichte f und
Wirmestromdichte Q auch die beiden Lamé-Konstanten y = E/2(1+v) und A =
Ev/(1+v) (1 —2v) als Funktionen des Elastizititsmoduls E und der Querkontraktions-
zahl v, den Warmeausdehnungskoeffizient o sowie den Warmeleitfiahigkeitstensor K,
die Dichte p und die spezifische Warmekapazitit cq bei konstanter Deformation. Durch
die Vorgabe von Anfangsbedingungen

r|t:t0 =70 (x) ’ vlt:to =00 (x) ’ 9|t:t0 = 90 (x)
und einer dazu vertraglichen, disjunkten Vorgabe von Verschiebungen und Spannungen

r=7(x,t), xel,, t>t

o'n=5(x,t), x €Ty, t >ty
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2.2 Thermoelastischer Festkorper

auf dem Randgebiet I' = I', U I'; sowie von Temperatur und Warmestrom

Qzé(x,t), xelg, t>1t
q-n=j(x,t), xel,, t>t
q-n=h(0(x1t)-0(xt), x€Tg,q, t >t

auf dem RandgebietI' = I'p UT'; UTg ; wird das Anfangsrandwertproblem vervollstan-
digt. n bezeichnet hierbei den nach auflen gerichteten Normalenvektor.

Bei quasi-statischen Lastféllen werden die urspriinglich hyperbolischen Verschiebungs-
differentialgleichungen (2.10) durch Vernachldssigung der Tragheitsterme pD;v zu
elliptischen Verschiebungsdifferentialgleichungen, der parabolische Charakter der
Wirmeleitungsgleichung bleibt erhalten. Fiir den isotropen Korper lassen sich der
Wairmeleitfahigkeitstensor K = KI und die Temperaturleitfahigkeit x = K/pcq als
Funktionen von Warmeleitfahigkeit K, Dichte p und spezifischer Warmekapazitat cq
bei konstanter Deformation einfiihren. Es ergeben sich die vollstindig gekoppelten
Verschiebungs- und Warmeleitungsdifferentialgleichungen

pAr + A+ ) V(V-r)+pf =BA +2u)aVo, (2.15)
A+2we 9 _d0  Q
xkAO — —(3/\ n 2“)@ EV r —E E (216)

mit dem dimensionslosen Kopplungsparameter

_ (BA+2u)a’Tox
- (A+2uK

Das Auflosen von Gleichung (2.14) nach 6 und das Einsetzen in die homogenen
Gleichungen (2.15) und (2.16)

_(BA+2p) aTo

pAr + A+ p+ A +2u)e)V(V-r) . Vs, (2.17)
d
1+¢d
(A -— E) s =0 (2.18)

lasst erkennen, dass die spezifische Entropie s fiir quasi-statische Problemstellungen
einer Diffusionsgleichung geniigt. Im Falle der einseitigen Kopplung mit ¢ — 0, also
der Annahme, dass die zeitliche Anderung des Verschiebungsfeldes keinen Einfluss
auf die Temperatur hat, vereinfacht sich der Losungsprozess im Allgemeinen deutlich.
In diesem Fall kann die Warmeleitungsgleichung unabhéngig gelést werden und das
erhaltene Temperaturfeld wirkt als Anregung fiir die Verschiebungsdifferentialglei-
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chungen. Eine mogliche Begriindung fiir die Vernachldssigung des Kopplungsterms
liefert beispielsweise die Umformung der homogenen Warmeleitungsgleichung (2.16)

zu
d
A+2u)e 5V-r
xAO = [1+ ﬂ ot 8_9’
(BA +2u) 0‘%—? ot
woraus mit den Annahmen (%V -r/ a%—? < 3;:22 f % und ¢ < 1 eine Vernachlédssigung

des Terms motiviert werden kann.

Das Losen der quasi-statischen Wiarmeleitungs- und Verschiebungsdifferentialglei-
chungen, ob nun in der Form (2.15) und (2.16) oder (2.17) und (2.18), ist trotz der
Linearitdt oft nur numerisch méglich. Fiir die Gleichungen wurden verschiedene
Losungsmethoden entwickelt, von denen im Folgenden die Helmholtz-Zerlegung und
die verallgemeinerten Galerkin- und Neuber-Papkovich-Potentiale vorgestellt werden
sollen. Die Ausfiihrungen orientieren sich an [30, 183-185, 193, 242].

¢ Helmholtz-Zerlegung

Das Verschiebungsfeld r = rjum + 75 wird als Summe seines lamellaren (wir-
belfreien) Anteils 71, und solenoidalen (quellenfreien) Anteils 74, dargestellt.
Dabei kann der lamellare Anteil 7j,,, = VO als Gradient eines Skalars ® und
der solenoidale Anteil 7, = V X W als Rotation eines Vektorfeldes W mit
V- W = 0 dargestellt werden. Aufgrund V X rj;;m = 0und V - r¢) = 0 ldsst sich das
Verschiebungsfeld r mit VX r = VX rg und V- r = V- 715, in die beiden Anteile
aufteilen, sodass sich die Bestimmungsgleichungen V-7 = AQ und V x r = —AW
ergeben. Das Einsetzen von

r=Vb+VxW, V-W=0,
f=Vp+Vxy, V-yp=0

in die Gleichungen (2.15) und (2.16) ergibt

GA+2wa P
A+ 2u 9__A+2y¢'
p
AW =-Ly,
G
140 A+2u) ed ., Q
(A Eﬁ)e (3A+2y)a§$m_ K
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2.2 Thermoelastischer Festkorper

Durch das zusétzliche Eliminieren der Temperatur 0 konnen die Bestimmungs-

gleichungen fiir ® und v
1+¢d BA+2u)a Q P 14
A - — |AD = - = - A——— 2.1
( K 8t) (A+2u) K A+2u K ot ¢ 219)
Aw=-Ly (2.20)
u
und durch das zusétzliche Eliminieren von @ kénnen die Bestimmungsgleichun-
gen fiir 6 und
1+ed)\, Q p (BA+2u)aTy o
(A K 8t)9_ K A+2u K ot @2D)
AW = —§¢ (2.22)

erhalten werden. Bei gegebenen dufSeren Anregungen Q und f lassen sich fiir
diese Gleichungen zunichst partikuldre Losungen finden, die Uberlagerung einer
homogenen Losung sorgt fiir die Einhaltung der Randbedingungen. Ein Ubergang
zu den einseitig gekoppelten Gleichungen mit ¢ — 0 ist problemlos moglich.

Verallgemeinerte Galerkin-Potentiale
Das Verschiebungsfeld r und das Temperaturfeld 6 werden als Kombination eines
Vektorpotentials F und eines skalaren Potentials Fy

A+2 : A A A+2
. +2u A_1+ei AF — +u Ao +p+ (A +2u)e J V(V.F)
U K ot A+ p)x ot
3A+2u
+ aVFo,
A+2 : A+2
_At2) 0 g gy A

T (BA+2p)a K ot

dargestellt. Durch Einsetzen dieses Ansatzes in die Gleichungen (2.15) und (2.16)
ergeben sich die vier unabhingigen Gleichungen

1+¢e0 [y _

(A— - E)AAFJFA”yf_O, (2.23)
1+¢0 pooQ

(A— " E)AFO'F/\_‘_Z!J?—O (224)

fiir die vier abhidngigen Variablen, deren Unabhingigkeit durch die hoheren
Anforderungen an die Differenzierbarkeit erlangt wird. Die erhaltenen Gleichun-
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2 Grundlagen

gen eignen sich insbesondere fiir die Berechnung von partikuldren Losungen. Die
anschlieBende Uberlagerung einer homogenen Losung sorgt fiir die Einhaltung
der Randbedingungen. Der Ubergang zu den einseitig gekoppelten Gleichungen
mit ¢ — 0 ist zwar moglich, hinterlédsst aber ein vergleichsweise umfangreiches
System an Differentialgleichungen.

¢ Verallgemeinerte Neuber-Papkovich-Potentiale
Das Verschiebungsfeld r wird als Kombination eines Vektorpotentials ¢ und
eines skalaren Potentials ¢g

r=V(po+x-@)—xe, Ap =0 (2.25)

dargestellt, wobei x = % und x = (xyz)' gilt. Durch Einsetzen des

Ansatzes in die homogenen Gleichungen (2.15) und (2.16) ergibt sich

1+eo
A_
( K Jt

_) Ago =0 (2.26)

und die Bestimmungsgleichung fiir die Temperatur

o A+2u +2(/\+2y)—(/\+y))(
T GA+2ma ? GA+2u)a

Sind die partikuldren Losungen bereits bekannt (beispielsweise durch das Losen
der Gleichungen (2.23) und (2.24)) oder keine dufleren Anregungen vorhan-
den, lassen sich mit diesem Ansatz oft kompakte Losungen finden. An dieser
Stelle sei angemerkt, dass der Ansatz (2.25) von Biot [30] urspriinglich fiir die
Gleichungen (2.17) und (2.18) verwendet wurde. Durch den Zusammenhang
zwischen dem Temperatur- und Verschiebungsfeld zur spezifischen Entropie
gemdf3 Gleichung (2.14) lasst sich die hier gezeigte Umformulierung aber einfach
vornehmen (eine entsprechende Herleitung folgt in Unterkapitel 3.1). Der Uber-
gang zu den einseitig gekoppelten Gleichungen mit ¢ — 0 ist in beiden Fillen
problemlos moglich. Die Neuber-Papkovich-Potentiale sind insbesondere im
Bereich der vollstandig entkoppelten Gleichungen und rein elastischen Lastféllen
weit verbreitet.

Der direkte Vergleich zwischen der Helmholtz-Zerlegung und den verallgemeinerten
Galerkin- und Neuber-Papkovich-Potentialen offenbart zwar eine grole Ahnlichkeit der
Gleichungen (2.19), (2.24) und (2.26), die Interpretation der einzelnen Grofien @, Fy und
¢y ist allerdings unterschiedlich. In welcher Darstellung die Gleichungen letztendlich
gelost werden, hdngt von der spezifischen Anwendung ab.
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2.2 Thermoelastischer Festkorper

2.22 Ausgewdihlte numerische Methoden

Fiir das Losen von partiellen Differentialgleichungen steht heutzutage eine Vielzahl von
numerischen Methoden zur Verfiigung. Erfahrungswerte in der Literatur sprechen im
Rahmen von kontaktmechanischen Simulationen gegen die Finite-Elemente-Methode
und fiir die Rand-Elemente-Methode [175], weshalb Letztere auch in der vorliegenden
Arbeit zur Anwendung kommt. Im Folgenden werden dafiir als wichtig erachtete,
ausgewdhlte numerische Methoden aufgefiihrt und anhand eines Beispiels diskutiert.
Ausgangspunkt sei zundchst eine partielle Differentialgleichung der Form

D{r}=p

mit dem linearen Differentialoperator 9{.}, der Inhomogenitit p und der gesuchten
Losung r. Gelingt das Losen dieser partiellen Differentialgleichung unter Einhaltung
der Rand- und Anfangsbedingungen fiir eine punktférmige Anregung

D{g}=06(s-3), (2.27)

so kann die erhaltene Fundamentallsung g anschlieffend fiir eine beliebige Anregung p
durch die kommutative Faltungsoperation

r(s)= (g +p)s) = [ gls - Bp)s (228)

Rn

zur gesuchten Losung r superpositioniert werden. Etwaige Singularitdten von g(s — §)
werden im Sinne des Cauchy-Hauptwerts behandelt. Das Faltungsprodukt ldsst sich
alternativ als Multiplikation im Bildbereich darstellen, wodurch mit anschlieffender
Riicktransformation

r(s) = F H{F {gH@)F {pH @)} (2.29)

dasselbe Ergebnis erhalten wird. Hierbei kennzeichnet ¥ {.} die im Allgemeinen
mehrdimensionale, kontinuierliche Fouriertransformation aus Gleichung (2.1) und
w bezeichnet die Kreisfrequenzen. Die Transformation von Gleichung (2.27) in den
Bildbereich bietet zudem haufig einen zweckmafiigen Zugang fiir das direkte Berechnen
der Fundamentallosung ¥ {g}(w).

Die Vor- und Nachteile der Faltungsoperation im Kontext der Kontaktmechanik werden
beispielhaft anhand der Oberflichenverschiebung eines Halbraums aufgrund eines
beliebigen Druckfeldes p(s), s = [x, y]" auf der Oberfliche ercrtert. Eine prinzipielle
Darstellung des Problems findet sich in Abbildung 2.5(a). Die Verschiebungen an der
Oberfldche ergeben sich bei gegebenem Druckfeld p(s) aus den Gleichungen (2.28) oder
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(a) Halbraum mit kontinuierlicher Oberflichenlast (b) Halbraum mit diskretisierter Oberflichenlast

Abbildung 2.5: Halbraum mit kontinuierlicher und diskretisierter Oberflichenbelastung

(2.29) entweder mit der bereits 1881 von Boussinesq [119] hergeleiteten Fundamentalls-
sung im Realraum
1-v2 1
- - 2.
8(s)=—= N (2.30)
oder alternativ mit der von Ju & Farris [120] und Stanley & Kato [231] berechneten
Fundamentallosung im Bildbereich

-v2  2n

F g} (@) = . . (2.31)

nE
Wi + W

Beide Fundamentallosungen sind im Ursprung singuldr und fiir beliebige p(s) muss
in der Regel auf eine numerische Auswertung der Gleichungen (2.28) und (2.29)

zurtickgegriffen werden. Durch die damit verbundene Diskretisierung der beteiligten
Grofen treten zwei Probleme auf. Zum einen werden durch den Ubergang zur diskreten
Fouriertransformation auch urspriinglich nicht-periodische Signale als periodisch
interpretiert. Eine zundchst denkbare, gemischte Auswertung [144]

wls] = DF " {F {gHw)DF {p}w]}

mit der diskreten Fouriertransformation D {.} ist bei genauerer Betrachtung auf-
grund des Aliasing-Phdnomens in Zusammenhang mit méglicherweise nicht-glatten
Druckfeldern mit numerischen Fehlern verbunden. Zwar fiihrt eine feinere Diskreti-
sierung im Frequenzbereich zu einer Verbesserung der Genauigkeit, aber eben auch
zu liberproportional grofieren Rechenzeiten sowie Speicherplatzbedarf und ist daher
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2.2 Thermoelastischer Festkorper

kontraproduktiv. Zum anderen macht die Singularitit der Fundamentallsung bei der

numerischen Auswertung Probleme. Insbesondere das in der Literatur oft verwendete,

aber mathematisch unsaubere Ersetzen der Singularitdt lirr}) F{g}(w) entweder durch
w—

unmittelbare Nachbarwerte oder den lokalen Mittelwert von 7 { ¢} (@) in einem Bereich
um den Ursprung [150] soll hier vermieden werden.

Stattdessen wird das urspriinglich kontinuierliche Druckfeld p(s) aus Abbildung 2.5(a)
durch ein dquidistantes Gitter mit den Elementlangen Ax X Ay als stiickweise konstante
Funktion P[s] (siehe Abbildung 2.5(b)) diskretisiert. Zusétzlich wird die Fundamental-
16sung g(s) durch eine Einflussfunktion G(s) ersetzt. Die Einflussfunktion G(s) kann
durch entsprechende analytische Auswertung von Gleichung (2.28) mit (2.30) und

p(s) = {pD fir —Ax/2 <x <Ax/2 A-Ay/2 <y <Ay/2,
0

erhalten werden. Dies liefert den bereits im Jahre 1929 von Love [154] hergeleiteten
Zusammenhang

wlz:O 1- Vz
> ~F ¢’X=x+Ax/2 + ¢|X=x—Ax/2 - ¢|X=x—Ax/2 - <P|X=x+Ax/2
Pa n Y=y+Ay/2 Y=y—Ay/2 Y=y+Ay/2 Y=y-Ay/2
=G(s) (2.32)

qb=X1n(Y+VX2+Y2)+Y1n(X+VX2+Y2).

Die Einflussfunktion G(s) enthélt keine Singularitditen mehr und das urspriinglich
kontinuierliche Faltungsintegral in Gleichung (2.28) kann fiir das nun stiickweise
konstante Druckfeld P[s] als diskrete, lineare Faltung

w(s] =(G+*P)[s] = Z Z G[mAx, nAy]P[(& — m)Ax, (n — n)Ay] (2.33)

m=—00 n=—00

formuliert werden. Die beschriebene Vorgehensweise verursacht lediglich einen Fehler
durch die Diskretisierung des Druckfeldes.
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Gelingt die Umformulierung der diskreten, linearen Faltung in Gleichung (2.33) zu
einer diskreten, zyklischen Faltung

M-1N-1
w[s] =(G * Pymoals] = D" " GI(E = M)moa MAX, (1 = M)moa NAYIP[mAY, nAY]
m=0 n=0
=DF {DF{G}w]DF {P}w]}, (2.34)

lasst sich das Faltungsprodukt erneut als Multiplikation im Bildbereich ausfiihren.
Hierbei bezeichnet mod die Modulo-Operation. Fiir die numerische Umsetzung der dis-
kreten Fouriertransformation kann die schnelle Fouriertransformation genutzt werden.
Des Weiteren lasst sich das Faltungsprodukt in Gleichung (2.34) auch als Multiplikation
einer im Allgemeinen vollbesetzten Matrix G und einem Vektor P

w = GP (2.35)

darstellen. Fiir Vektoren w und P der Dimension M ergibt sich fiir G die Dimension
M? x M?. Durch Ausnutzen der diskreten, zyklischen Faltung im Bildbereich lasst sich
also dartiber hinaus das speicherplatzintensive Assemblieren der Matrix G vermeiden.

Da die diskrete Fouriertransformation auf periodischen Funktionen basiert, wird die
Auswertung von Gleichung (2.33) durch Gleichung (2.34) im Folgenden fiir urspriing-
lich periodische und urspriinglich nicht-periodische Belastungen P [s] anhand eines
eindimensionalen Beispiels mit P [s] = [Py, ... ,Pp-1]" und G[s] = [Go,...,Gm-1]"
sowie einer geraden Anzahl M von dquidistanten Elementen mit der Lange As diskutiert.
Die Vorgehensweise ldsst sich ohne Einschrankung auch auf mehrere Dimensionen
erweitern.

e P[s] periodisch, G[s] periodisch
Eine Auswertung von Gleichung (2.34) liefert

wo Go Gm- ... Gy Py
w1 G1 G() e Gz P1
. = . . . . . , (2.36)
WM-1 Gm-1 Gm—2 ... Go/\Pma

wobei sich die Eintrdge von G[s] mit Go = G(0), G = G(As), ..., Gy =
G(MAs/2)und mit Gp—1 = G(=As), Gy—2 = G(-2As), ..., GM/2+1 =G((-M/2+
1)As) identifizieren lassen.

Das Beispiel in Gleichung (2.36) zeigt, dass lediglich die Belastungen von direkt
angrenzenden Zellen berticksichtigt werden. Es wird daher mit einer Modifikation
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2.2 Thermoelastischer Festkorper

der Einflussfunktionen gearbeitet. Dafiir wird zunéchst ein Einflussradius 7.;
definiert, innerhalb dessen der Einfluss eines belasteten Elements berticksichtigt
wird. Dies ist in Abbildung 2.6 schematisch dargestellt. Fiir beliebig grofie
Einflussradien r.; (vgl. Abbildung 2.6(b)) miissen die tiberlappenden Anteile der
Einflussfunktion aufsummiert werden und G (s) in Gleichung (2.34) wird durch
Geff (s) ersetzt. Eine Beschreibung der Auswirkungen eines solchen Einflussradius
erfolgt in Abschnitt 3.2.4.

¢ P[s] nicht-periodisch, G[s] periodisch
Das Rechengebiet wird zundchst kiinstlich verdoppelt, eine anschlieflende Aus-
wertung von Gleichung (2.34) liefert

wo Go GQM_l N G1 P()
w1 G Go ... Gy Py
) =l . . ) . (2.37)
WamM-1 Gom-1 Gam—2 ... GoJ\Pam—1
Fir Py = -+ = Popp—1 = 0, Go = G(0), G = G(As), ..., Gy = G(MAs) und

Gom-1 = G(—AS), Gom—p = G(—ZAS), e, GMe1 = G((—M + 1)AS) sind wq bis
wpr-1 mit dem Ergebnis aus Gleichung (2.33) identisch, wps bis wop-1 kénnen
nach erfolgter Berechnung verworfen werden. Der beschriebene Algorithmus
wird bereits vielfach im Rahmen der Kontaktmechanik angewendet [144, 150, 252].
Auch fiir urspriinglich nicht-periodische Funktionen P[s] wird in dieser Arbeit
mit einem Einflussradius gearbeitet. Fiir eine korrekte Abbildung des Lastfalls
ist hierbei ein Einflussradius 7,; entsprechend der Grofie des Kontaktgebietes zu
wéhlen.

¢ P[s] nicht-periodisch, G[s] nicht-periodisch

Das Rechengebiet wird zunéchst ebenfalls kiinstlich verdoppelt, eine Auswertung
von Gleichung (2.34) fithrt erneut auf Gleichung (2.37). Es werden gleichermafSen
Py = -+ = Pyyr—1 = 0 gewdhlt, jedoch diesmal Gy = --- = Gopr—1 = 0 und
Go = G(0), G1 = G(As), ..., Gpm-1 = G((M — 1)As). Durch diese Vorgehensweise
wird ein einseitiger Einfluss in positive s-Richtung erreicht. Auch hier kénnen wy,
bis wyp-1 nach erfolgter Berechnung verworfen werden. Diese Variante wird in der
spateren Arbeit fiir thermische Probleme von Bedeutung sein, bei denen lediglich
vergangene Wirmeeintrige einen Einfluss auf das aktuelle Temperaturfeld haben
diirfen (Kausalitit).

Durch die Nutzung der schnellen Fouriertransformation fiir die zyklische Faltung
in Gleichung (2.34) steht sowohl fiir periodische als auch nicht-periodische Lastfélle
ein effektives numerisches Werkzeug fiir die Auswertung von Gleichung (2.33) zur
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L ex
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(a) Einflussradius ry;, innerhalb dessen der Einfluss (b) Berechnungsschema fiir Gg(s) bei sich tiberlap-

eines belasteten Elements in Gleichung (2.34) penden Einflussfunktionen und beliebig grofien
berticksichtigt wird Einflussradien 7y;

Abbildung 2.6: Darstellung periodisch fortgesetzter Oberfldche der Dimension M X N mit verschiedenen
Einflussradien ry;

Verfligung. Die einzigen Fehlerquellen stellen in allen drei Anwendungsfillen die
Diskretisierung und die Begrenzung durch den Einflussradius r,; dar. Voraussetzung
ist, dass die Einflussfunktion G(s) bekanntist. Die aufgezeigte Vorgehensweise motiviert
deshalb unter anderem auch die Herleitung von Einflussfunktionen. In der Literatur
sind diese jedoch lediglich fiir den rein mechanischen [72], fiir den rein thermi-
schen [114] oder fiir den stationdren [138, 161] Lastfall aufgelistet. Einflussfunktionen fiir
die voll-gekoppelten, quasi-statischen thermoelastischen Gleichungen und transiente
Lastfdlle wurden nicht gefunden. Es ldsst sich an dieser Stelle entsprechend ein weiteres
Ziel der Arbeit festhalten:

¢ Die Herleitung von Einflussfunktionen fiir rechteckige, thermische und mecha-
nische Lasten auf der Oberfliche eines Halbraums fiir die Berechnung des
Temperaturfeldes und der thermoelastischen Verschiebungen sowie Spannungen
fiir die voll-gekoppelten, quasi-statischen Gleichungen des thermoelastischen
Festkorpers.

Die bisherigen Ausfiihrungen beschranken sich auf das Vorliegen bekannter Anregun-
gen p(s), womit sich w(s) durch die diskrete, zyklische Faltung im Bildbereich und
die Verwendung der schnellen Fouriertransformation zeit- und speicherplatzeffizient
sowohl fiir periodische als auch fiir nicht-periodische Anregungen p(s) berechnen lasst.
Ist jedoch w(s) bekannt und p(s) von Interesse, miissen inverse Losungsmethoden
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angewendet werden. Es wird sich im spéteren Verlauf der Arbeit zeigen, dass die Matrix
G aus Gleichung (2.35) symmetrisch und positiv definit ist und Nebenbedingungen in
der Form 0 < p < H vorliegen. In der Literatur lassen sich bereits zwei Verfahren finden,
die den erwdhnten Anforderungen entsprechen und die bereits fiir kontaktmechanische
Problemstellungen angewendet werden [5, 155, 206, 207, 253].

Eine Moglichkeit stellt das Succesive-Over-Relaxation-Verfahren (SOR-Verfahren) aus
der Familie der Splitting-Verfahren dar, das in Kombination mit einem Moving-Grid
Ansatz [217] speicherplatzeffizient implementiert werden kann. Eine Konvergenz ist
bei bekannter Kontaktfldche fiir positiv definite und symmetrische Matrizen fiir den
Uberrelaxationsparameter o € (0,2) nachgewiesen. Insbesondere geht das Verfahren
fur @ = 1 in das Gauf3-Seidel-Verfahren tiber. Eine Verwendung der diskreten, zykli-
schen Faltung im Bildbereich ldsst das Verfahren jedoch nicht zu.

Ebenfalls moglich ist das Conjugate-Gradient-Verfahren (CG-Verfahren), fiir dessen
Anwendung eine positiv definite und symmetrische Matrix Voraussetzung ist. Es
konvergiert bei bekannter Kontaktfliche mit monoton fallendem Fehler auf die exakte
Losung. Das Verfahren ist auch deshalb interessant, weil es eine Verwendung der
diskreten, zyklischen Faltung im Bildbereich zuldsst. Die Implementierung ist jedoch
vergleichsweise aufwendiger, da zwei Iterationsschleifen notwendig sind.

Beide Verfahren kénnen warm gestartet werden. Im Kontext von kontaktmechanischen
Problemstellungen und grofien Gleichungssystemen konvergiert das SOR-Verfahren im
Vergleich zum CG-Verfahren deutlich langsamer [5, 204, 207, 253]. Eine Implementie-
rung beider Verfahren hat diese Erfahrungswerte bestétigt, weshalb in Abbildung 2.7
lediglich ein moglicher Simulationsablauf des CG-Verfahrens fiir das lineare Gleichungs-
system Ax = b mit positiv definiter, symmetrischer Matrix A und der Nebenbedingung
0 < x < H aufgefiihrt ist. Fiir eine Implementierung des SOR-Verfahrens wird auf Tian
und Bhushan [238] verwiesen.
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Definiere
Fic={x€eR"|x>0VDb >0}
1—‘pic =0

[Berechne das Residuum € = b — Ax
d=¢

Lose Ax = b fiir x € Tgjc bis ||€xs1|| < €101 durch
das Berechnen von:

1. af = e;ek/d;Adk

Xkl = Xk + ardy

€k+1 = €k — arAdy

Bk = €], €k+1/€] €k

ok W N

. dis1 = €1 + Prdi

Berechne g = Ax - b
Update Teic = {x e R*|x >0V g <0}

l

Ieic kon- nein

vergiert?

Update
I'pic = I'pic U {x € Leic|x > H}
Leic = 1qeic\rpic

Setze alle x € I'yic zu x = H

|

nein I'pic kon-

vergiert?

Abbildung 2.7: CG-Verfahren fiir das lineare Gleichungssystem Ax = b mit Nebenbedingung 0 < x < H
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2.3 Minimalmodelle fiir reibungserregte
Schwingungen

Die grundlegenden Ursachen fiir reibungserregte Schwingungen werden anhand
zweier Minimalmodelle, die stellvertretend fiir eine Vielzahl von technischen Systemen
mit trockener Reibung stehen, beschrieben. Unter reibungserregten Schwingungen
werden zumeist unerwiinschte Schwingungsphédnomene verstanden, die auf trockene
Reibung zurtickgefiihrt werden kénnen, ohne dass dabei weitere dufiere Anregungs-
mechanismen nétig sind. Sie werden deshalb zu den selbsterregten Schwingungen
gezdhlt. Die Schwingungen werden hiufig eher als Komfort- oder Qualititsproblem
anstatt als Ursache fiir ein Funktionsversagen wahrgenommen. Als Beispiele kbnnen
neben dem Quietschen bei Bremsen oder Straffenbahnen auch das Rupfen bei Kupp-
lungen oder das Knarzen von Tiiren genannt werden. Eine entsprechende Vielzahl
an Forschungsbemiihungen ldsst sich in der Literatur finden [45, 73, 99-102, 110, 126,
135, 136, 248]. Im Rahmen dieser Veroffentlichungen haben sich insbesondere zwei
grundlegende Mechanismen herauskristallisiert, die im Folgenden anhand zweier
Minimalmodelle diskutiert werden. Die in den Abbildungen 2.8(a) und (b) gezeigten
Minimalmodelle sind dabei eine abstrakte Vereinfachung der tatsédchlichen technischen
Systeme und erkldren jeweils nur mogliche Wege des Stabilitatsverlustes eines sta-
tiondren Systemzustands. Die beiden Instabilitdtsmechanismen basieren auf einem
negativen Reibwertgradienten und einer nicht-konservativen Kopplung, wobei Ersterer
in Abschnitt 2.3.1 und Letzterer in Abschnitt 2.3.2 diskutiert wird.

2.3.1 Negativer Reibwertgradient

Das fiir die Erkldrung niederfrequenter reibungserregter Phanomene wie beispiels-
weise dem Kupplungsrupfen geeignete Minimalmodell aus Abbildung 2.8(a) besteht
aus einem Korper mit der Masse m, der durch eine lineare Feder mit der Feder-
konstanten c; und einen linearen Ddmpfer mit der Dampfungskonstanten d; mit
der Umgebung verbunden ist. Der Korper reibt auf einem Band, das sich mit der
konstanten Geschwindigkeit vy bewegt. Die Reibkraft zwischen Band und Koérper
wird durch ein Coulomb’sches Reibgesetz modelliert, der zugehorige Reibwert pi(vre1)
sei entsprechend den Erlduterungen in Abschnitt 2.1.3 eine Funktion der relativen
Gleitgeschwindigkeit v = vo — X. Es ergibt sich die Differentialgleichung fiir den
Zustand des Gleitens

mi + dix + c1x = p(Vre1)Fe sign(vyel),
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(a) Minimalmodell fiir negativen Reibwertgradienten (b) Minimalmodell fiir nicht-konservative Kopplung

Abbildung 2.8: Minimalmodelle fiir reibungserregte Schwingungen

die sich um die Ruhelage xg = pi(vg)Fe/c1 linearisieren lasst

mAX + (d1 + o
az7rel

Fe| AX + c1Ax = 0. (2.38)
Urel=00

Aus Gleichung (2.38) ldsst sich bereits erkennen, dass der effektive Dampfungsbei-

9, . . . 9
3 £ Fe fiir Reibwertgradienten 5 £
Urel Urel=00 Urel Urel=00

kann. Eine Auswertung der Eigenwerte

wert degg = dq +

< 0 negativ werden

verdeutlicht das Auftreten positiver Realteile fiir degr < 0. Die so entstehenden rei-
bungserregten Oszillationen dufsern sich meistens als Stick-Slip Schwingungen. Fiir
positive Reibwertgradienten wird die Ruhelage des Systems aufgrund von deg > dq
stabilisiert, was die Bedeutung einer gezielten konstruktiven Beeinflussung des Verlaufs
der Stribeck-Kurve betont.

Die Erweiterung des Modells um einen stochastischen Anteil des Reibwerts im Sinne
eines weiflen Rauschens wird fiir einen einzelnen Freiheitsgrad von Gaus [83] und fiir
mehrere Freiheitsgrade von Feng [79] untersucht.
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2.3 Minimalmodelle fiir reibungserregte Schwingungen

2.3.2 Nicht-konservative Kopplung

Das, fiir die Erkldrung hochfrequenter reibungserregter Phinomene, wie beispielsweise
dem Quietschen, geeignete Minimalmodell aus Abbildung 2.8(b), besteht aus einem
Koérper mit der Masse m, der durch drei lineare Federn mit den Federkonstanten cy, c,
c. und zwei linearen Dampfern mit den Dampfungskonstanten d1, d, mit der Umgebung
verbunden ist. Durch die mit dem Winkel y € [0, 71/2] angebrachte lineare Feder mit
der Federkonstanten c, werden die beiden Freiheitsgrade des Korpers gekoppelt. Der
Korper reibt an einer durch eine lineare Feder mit der Federkonstanten c¢,, verbundenen
Kontaktstelle auf einem Band, das sich mit der konstanten Geschwindigkeit vy bewegt.
Die lineare Feder mit der Federkonstanten c,, kann als Kontaktsteifigkeit interpretiert
werden [102]. Die Reibkraft wird durch ein Coulomb’sches Reibgesetz modelliert, der
zugehorige Reibwert i sei konstant. Mit den Beziehungen c11 = ¢y + c.sin’y > 0,
c12 =c21 =ccsinycosy 2 0und ¢ =c; + ¢, cos? y > 0 ergeben sich die gekoppelten
Differentialgleichungen fiir den Zustand des Gleitens

m 0\ (& di 0 (x c11 c12 x\ _ (ucnzsign(vg — %)
(0 m)(2)+(0 dZ)(z)Jr(cn C22+Cn)(z)—( F, ) (2.39)

die sich um die Ruhelage

HCp—C12
(Xo): c11(coa+cn)+car(ucn—cr2) F.

2o 1
c11(caa+en)+ea1(pcn—ci2)

linearisieren lassen

m 0 Aaf N d 0 Aa.c N c11 €12 — pcn\ [Ax _ 0 . (2.40)
0 m)\AZ 0 do] \Az 21 Cxm+cy ) \Az 0
4 .
Aus dem charakteristischen Polynom P(A) = , A;A" mit
i=0

_C11(C22 +cn) + e (pcy — c12)

Ao(w) - ,
Ay _di(en + an) +dyenn >0,
m
As :(C11 + Cyp + Czn)m + dqdy >0,
m
As :d1 +ds >0,
m
A4 =1>0
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lasst sich nach Liénard und Chipart die Stabilitidtsbedingung

Aq Ar
0< A()([.l) < A_3 (Az A—S)

ableiten, wobei A, — % > 0 gilt. Der Stabilitdtsverlust entsteht bei Vorzeichenwechsel des

dritten Hauptminors der Hurwitz-Matrix bei Ao(ui) = ﬁ—; (Az - ﬁ—;). Daraus lésst sich

ableiten, dass der Realteil eines komplex konjugierten Eigenwertpaars das Vorzeichen
wechselt und eine oszillatorische Instabilitdt entsteht.

Re o TmA ,

\ “

He i u He u

(a) Realteile der Eigenwerte (b) Imaginérteile der Eigenwerte

Abbildung 2.9: Verlauf von Real- und Imaginérteilen der Eigenwerte fiir den Sonderfall gleichméfiger
Démpfung dq = d

Fiir die Anschauung sind die Realteile der komplex konjugierten Eigenwerte fiir den
Sonderfall d; = d, als Funktion des Reibwerts u in Abbildung 2.9(a) dargestellt. Sie
fallen bis zu einem kritischen Reibwert p. zusammen, spalten sich dort auf und
kurz darauf wechselt einer der beiden Realteile bei p; das Vorzeichen, die Ruhelage
wird instabil. Bei dem kritischen Reibwert pi fallen die in Abbildung 2.9(b) gezeigten
Eigenkreisfrequenzen zusammen. Dadurch hat sich fiir diese Art der Instabilitdt auch
die Bezeichnung Modenkopplung verbreitet. Es sei jedoch erginzend angemerkt, dass
eine Kopplung im strengen Sinne bereits fiir d; # d» nicht mehr vorliegt, es findet
lediglich eine Anndherung der Realteile und Eigenkreisfrequenzen statt. Des Weiteren
lasst sich durch den Koeffizienten Ag(y) ableiten, dass sowohl die Kopplung der beiden
Freiheitsgrade durch die Feder mit der Federkonstanten c. als auch der einseitige
Einfluss der Reibkraft fiir das Auftreten dieses Instabilitdtsmechanismus notwendig
ist [101, 102].

Fiir den Ubertrag auf reale Anwendungen werden die beiden Freiheitsgrade des Mini-
malmodells mit zwei Eigenmoden des tatsdchlichen technischen Systems identifiziert.
Der beschriebene Mechanismus lasst sich entsprechend auch in Experimenten beobach-
ten [213, 249]. Die Anderungen des Reibwerts werden hiufig auf verschleiflbedingte

40



2.3 Minimalmodelle fiir reibungserregte Schwingungen

Verdnderungen des Kontakts zurtickgefiihrt. Durch den direkten Vergleich der Mini-
malmodelle aus Abbildung 2.8 wird aufierdem ersichtlich, dass der negative Gradient
eines geschwindigkeitsabhdngigen Reibwerts grundsatzlich auch beim Minimalmodell
der nicht-konservativen Kopplung zu einer Instabilitét fiihren kann.

Eine Erweiterung des Modells durch einen stochastischen Anteil des Reibwerts konnte
nicht in der Literatur gefunden werden.
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3 Thermomechanischer Kontakt
gleitender Korper mit rauen

Oberflaichen

Ein reprasentativer Ausschnitt der scheinbaren Kontaktfliche A; zweier gleitender
Korper $1 und B, mit rauen Oberflichen wird in Abbildung 3.1 dargestellt. Die
Bewegung der beiden Korper ist dabei wie tiblich gewissen Randbedingungen auf
den Randgebieten d8B; und 98, unterworfen, die durch die Interaktion mit der Umge-
bung verursacht werden. Die genauen geometrischen und zeitlichen Eigenschaften
der tatsdchlichen Kontaktfliche A, sind im Allgemeinen zundchst unbekannt. Im
Folgenden seien nur diejenigen Konfigurationen von Interesse, bei denen eine relative
Verschiebung der beiden Korper stattfindet, sodass ein gleitender Kontakt mit der
relativen Geschwindigkeit v, (X, t) vorliegt. Die Modellbildung konzentriert sich auf
die Kontaktzone. Das Ziel ist eine moglichst vollumfanglich Abbildung aller Einfliisse
der dargestellten Konfiguration auf den Reibwert des trockenen Kontaktes, die fiir die
Beantwortung der offenen Forschungsfragen notwendig sind.

Werden die in Kontakt stehenden Korper in der Nahe ihrer Kontaktzone genauer
untersucht, konnen dort im Vergleich zum Grundwerkstoff chemisch und mechanisch
verdnderte Mikrostrukturen vorgefunden werden. Letztere lassen sich in plastisch
verformte und gegebenenfalls verfestigte Bereiche sowie Bereiche mit verdnderter
Geftigestruktur unterteilen [61]. Die feinere Gefiigestruktur wirkt sich in der Regel
auf die mechanischen und thermischen Materialparameter wie beispielsweise Elasti-
zitditsmodul und Wiarmeleitfahigkeit aus, wodurch oberflichennahe Schichten andere
Werkstoffeigenschaften besitzen als der Grundwerkstoff selbst. Dies ist in Abbildung 3.1
durch jeweils eine Randschicht angedeutet.

Fiir die Berechnung der plastischen Verformung inklusive Verfestigung stehen bereits
gut entwickelte Methoden zur Verfiigung [91, 113, 179, 180], deren zugrundeliegende
Herleitung auf den Galerkin-Potentialen (vgl. Abschnitt 2.2.1) beruht [53]. Es soll daher
auf die Abbildung dieses Effektes verzichtet werden, eine nachtrégliche Einarbeitung
kann jedoch erfolgen. Ebenso soll der Einfluss der verdnderten Gefiigestruktur in
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3 Thermomechanischer Kontakt gleitender Kérper mit rauen Oberflichen

Abbildung 3.1: Thermomechanischer Kontakt zweier gleitender Kérper 81 und 8, mit rauen Oberflichen —
ein reprasentativer Ausschnitt der scheinbaren Kontaktflache A; ist vergrofiert dargestellt

der Nihe der Oberfliche vernachlédssigt werden. Entsprechende Veréffentlichungen
lassen sich ebenfalls in der Literatur finden [195, 196, 205, 216, 225, 226, 235, 254,
255, 261, 264]. Beide Korper werden in unmittelbarer Umgebung der Kontaktzone
als homogene, isotrope Halbrdume im Rahmen einer linearen, thermoelastischen
Kontinuumsmechanik modelliert. Das Modell des Halbraums ist im Kontext der
Kontaktmechanik weit verbreitet [175] und hat seine Anwendbarkeit insbesondere in
experimentellen Validierungen unter Beweis gestellt [85, 91]. Dennoch sollen zunéchst
die notwendigen Annahmen fiir die Giiltigkeit des Modellierungsansatzes aufgezeigt
werden:

1. Es liegen kleine Verzerrungen und kleine Temperaturdifferenzen vor, sodass eine
lineare Theorie angewandt werden kann.

2. Die Kontaktfldche ist im Vergleich zur Kérpergeometrie und zum Kriimmungsra-
dius der unverformten Oberfldche klein, weswegen der Einfluss der Koérpergeo-
metrie und Kérpertemperatur in unmittelbarer Nahe der Kontaktzone vernach-
lassigbar ist. Dies bedeutet, dass weder Korperform noch Art der Interaktion des
Korpers mit der Umgebung die Kontaktzone beeinflussen und sich Spannungen
und Temperaturgradienten auf die Kontaktregion konzentrieren beziehungsweise
mit grofler werdendem Abstand zur Kontaktzone abklingen.
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3 Thermomechanischer Kontakt gleitender Korper mit rauen Oberflichen

3. Die beiden in Kontakt stehenden Korper sind rau, aber nominell glatt. Das
heifst, dass die jeweilige Amplitude der Rauigkeit im Vergleich zur zugehéorigen
Wellenldnge klein ist.

In einem homogenen Halbraum kénnen grundsétzlich drei verschieden Wellentypen
mit unterschiedlichen Wellenausbreitungsgeschwindigkeiten auftreten. Hierzu zdhlen

Kompressionswellen vx = /(A +2u)/p, Scherwellen vs = 4/u/p und Rayleighwellen
UR = ¢Us, wobei ¢ die Losung von

2-cH* =16(1 - 2)(1 - c*vi/o%)

darstellt und generell vr < vs < vk gilt [119].
Weitere Modellierungsannahmen werden wie folgt getroffen:

4. Das Schwerefeld wird vernachléssigt.

5. Wirme entstehtlediglich durch die Reibleistung, etwaige Warmequellen aufgrund
von chemischen Reaktionen werden vernachlassigt.

6. Die relative Gleitgeschwindigkeit ||vy|| der Korper ist im Vergleich zur Aus-
breitungsgeschwindigkeit der Rayleighwellen vr klein. Dies rechtfertigt die
Annahme eines quasi-statischen Gleichgewichts und impliziert, dass sich die
Oberflachenlasten nur langsam mit der Zeit d&ndern.

Unter diesen Voraussetzungen konnen die in Abschnitt 2.2.1 diskutierten quasi-
statischen Gleichungen fiir den thermoelastischen Festkdrper zur Beschreibung von
Verschiebungs-, Spannungs- und Temperaturfeldern herangezogen werden. Das Auf-
bringen instantaner Lasten widerspricht dabei grundsétzlich der Annahme von quasi-
statischen Lastfdllen. Jedoch kann gezeigt werden, dass die resultierende Wellenfront
schnell genug fortschreitet, sodass bereits nach sehr kurzer Zeit die quasi-statische
Losung im Kontaktgebiet gilt [192].

Die Oberflichenhohen im Kontaktbereich sind entweder aus Messungen bekannt oder
durch Simulationen entsprechend Abschnitt 2.1.2 generiert, wodurch eine diskrete
Menge an x, y und z-Werten zur Verfiigung steht. Die Liange und Breite der Ober-
flachenelemente sei dabei mit 2a x 2b dquidistant. Es erscheint daher auch aus der
Sicht der verfiigbaren Oberflichendaten analog zu den numerischen Argumenten aus
Abschnitt 2.2.2 sinnvoll, die voll-gekoppelten und quasi-statischen Gleichungen fiir den
thermoelastischen Festkorper zundchst fiir konstante mechanische oder thermische
Lasten innerhalb des Gebietes —a < x < a und -b < y < b zu berechnen. Die
erhaltenen Einflussfunktionen erlauben die Berechnung beliebig geformter und zeitab-
héngiger mechanischer oder thermischer Oberfldchenbelastungen durch eine geeignete
Superposition (vgl. Abschnitt 2.2.2). Die Berechnung der Einflussfunktionen erfolgt
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3 Thermomechanischer Kontakt gleitender Kérper mit rauen Oberflichen

Abbildung 3.2: Ausschnitt eines Halbraums mit dquidistant diskretisierter Oberfliche sowie elementweise
konstanten mechanischen und thermischen Oberflidchenlasten — Druck pg, Scherspannung
Tox und 7oy, Wiarmestrom gn und Temperaturdifferenz 9o

in Unterkapitel 3.1 mittels Potentialtheorie. Die erhaltenen Zusammenhénge werden
daraufhin in aufsteigender Komplexitit zunéchst in Unterkapitel 3.2 verifiziert, bevor
die Auswirkungen des Gough-Joule-Effekts in kontaktmechanischen Anwendungen fiir
eine Reihe représentativer Lastfdlle erortert wird. Der Unterkapitel 3.3 schliefSt mit einer
Beschreibung und Diskussion des zu Abbildung 3.1 gehrenden, thermomechanischen
Modells ab, fiir das die verschiedenen hergeleiteten Teilmodelle in geeigneter Form
kombiniert werden. Dabei wird auch der wechselseitige Einfluss zwischen Tempera-
turerh6hung und Reibleistung berticksichtigt. Die anschlieflende Formulierung eines
inversen Problems ldsst sowohl bei vorgegebener Bewegungen r1(f) und r,(f) als auch
bei vorgegebener Normallast eine Berechnung der resultierenden Kontaktgrofien zu.
Fiir die Orientierung des Koordinatensystems und die Vorzeichenkonvention sei auf
Abbildung 3.2 verwiesen. Die Ausfiihrungen der folgenden Unterkapiteln 3.1-3.3 sind
auflerdem bereits in kompakterer Form veréffentlicht [272, 273].

3.1 Potentialtheorie

Die bereits formulierten Annahmen fithren auf die homogenen, voll-gekoppelten, quasi-
statischen Gleichungen (2.15) und (2.16) aus Abschnitt 2.2.1 fiir den thermoelastischen
Festkorper. Dementsprechend bieten sich die verallgemeinerten Neuber-Papkovich-
Potentiale fiir die weitere Vorgehensweise an. Da Biot diese urspriinglich fiir die
Gleichungen (2.17) und (2.18) eingefiihrt hat [30], wird im Folgenden gezeigt, wie
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3.1 Potentialtheorie

sie sich fiir die Gleichungen (2.15) und (2.16) einsetzen lassen. Dafiir wird der Ansatz
fur die Verschiebungen r in der Form [30]

r=V(po+x-@)-xe, Ap =0 (3.1)

mit einem noch unbekannten Parameter x, dem Vektorpotential ¢, dem skalaren Poten-
tial o und den kartesischen Raumkoordinaten x = (x yz)' in die voll-gekoppelten
und quasi-statischen Gleichungen (2.15) und (2.16) eingesetzt

V(A +2u) Ago + 2 (A +21) = (A + 1) X) V- @ — (3 +2u) aB) =0, 52)
)\+2/J c 0 _39
A0 = g A0t 20V ) =50 (33)

Dabei wird ausgenutzt, dass A (x - @) = 2V - ¢ aufgrund des harmonischen Potentials ¢
gilt. Das Weglassen des Gradienten-Operators in Gleichung (3.2) ist gleichbedeutend mit
der Addition einer Konstanten oder alternativ dem Hinzufiigen einer quadratischen
Funktion zu ¢ oder einer linearen Funktion zu ¢. Entsprechendes Auflosen von
Gleichung (3.2) nach 6

_ A+ L2420 - A+ x (3.4)
C (BA+2u)a 0 BA+2p)a '
und Einsetzen in Gleichung (3.3) ergibt
d 3 A+ d
KAA(P()—(].'FS)EAQDO— 2_(/\+—ZH)X+(2_X)€ EV(P, (35)

wobei der noch freie Parameter y aus der Forderung einer verschwindenden rechten
Seite von Gleichung (3.5) zu

_2(A+2p) (1 +e)
= A+u+A+2u)e

bestimmt werden kann. Beim Ubergang zu den einseitig gekoppelten Gleichungen mit
¢ — 0 ergeben sich aufgrund von x|,_,, = 4 (1 — v) die klassischen Neuber-Papkovich-
Potentiale. Es sei an dieser Stelle noch erginzt, dass diese bereits aus der Forderung
2(A+2u) = (A + p) x = 0in Gleichung (3.2) hidtten gewonnen werden kénnen.

Die voll-gekoppelten und quasi-statischen Gleichungen fiir den thermoelastischen
Festkorper lassen sich damit durch die Potentiale ¢ = g + IT als Summe der beiden
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skalaren Potentiale ¢ und Il sowie dem Vektorpotential ¢ darstellen, wobei diese die
folgenden Laplace- und Diffusionsgleichungen

Ap =0 (3.6)

Agpo =0 (3.7)
1+¢0

AIT =—— T (3.8)

erfiillen miissen. Der Ubergang zu den einseitig gekoppelten Gleichungen kann durch
¢ — 0 erfolgen. Der Spannungstensor ¢ lasst sich mit

o =2 (—%X(V(p+V(pT) VY (po+x- ) — (A¢0+ (2— %)()V~(p)1) (3.9)

angeben. Es verbleibt die Aufgabe, genau die Potentialfunktionen ¢p, ¢o und I'1 zu finden,
die aufier den Gleichungen (3.6)-(3.8) auch die geforderten Randbedingungen erfiillen.
Dafiir werden die Ausdriicke fiir das Verschiebungs-, Spannungs- und Temperaturfeld
aus den Gleichungen (3.1), (3.4) und (3.9) zunédchst in den Tabellen 3.1 und 3.2 als
Funktionen der Potentialfunktionen aufgelistet. Der Kopplungsparameter ¢ beeinflusst
die iberwiegende Mehrheit der aufgelisteten Grofien.

Die erhaltenen Losungen in Tabelle 3.2 eignen sich fiir Randbedingungen, bei denen
aus mechanischer Sicht nur eine der drei Spannungskomponenten auf der Ober-
flache o0.x|,-o, ozy|z:0 oder o:;|,-9 verbleibt. Dariiber hinaus sind die Ldsungen
derart konstruiert, dass die zugehorigen Ausdriicke fiir die Spannungen keinen
Kopplungsparameter ¢ enthalten. Aufgrund der voll-

. X . ) Tabelle 3.1: Losung I1
gekoppelten Gleichungen entsteht instantan bei allen drei

¢ P1=¢p2=¢3=0

Lastféllen ein Temperaturfeld. Interessant ist der Zusam- o @o=0,T1#0
menhang zwischen Spannung o;|,_, und Temperaturfeld " oI

0|, bei Losung 1. Beide sind bis auf die physikalischen o 3_%1
Vorfaktoren identisch, besitzen allerdings ein umgekehr- %

tes Vorzeichen. Bereits hier lisst sich erkennen, dass im i ZE
voll-gekoppelten Fall jede Normalspannungslast mit einer ~ 9xx 2 ?97121 — Al
instantanen Temperaturveranderung zusammenhéngt, die oy 2u aagly

im Einklang mit dem Gough-Joule-Effekt bei Druckbelas- oy 2 ( 32_21 _ AH)
tungen aufgrund der Kompression zu einer Temperaturer- Y P10
hohung und bei Zugbelastungen aufgrund der Expansion Oz 2u %9z

zu einem Temperaturabfall fithrt. Fiir adiabatische Model- Ozy Hayoz
lierungen verbliebe das Temperaturfeld dann konstant. Die 02z 2 (‘3;71;[ - AH)
Losung IT aus Tabelle 3.1 ist die einzige Moglichkeit, eine 0 % ATl

transiente Warmeleitung abzubilden.
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3 Thermomechanischer Kontakt gleitender Kérper mit rauen Oberflichen

Die Losungen werden im Folgenden durch geeignete Potentialfunktionen fiir mecha-
nische Belastungen in Abschnitt 3.1.1 und anschlieffend fiir thermische Belastungen in
Abschnitt 3.1.2 ergédnzt und entsprechend den Ausfithrungen aus Abschnitt 2.2.2 fiir
rechteckige Oberfldchenlasten innerhalb des Gebietes —a < x <gund -b <y < b zu
Einflussfunktionen superpositioniert. Anschlieflend erfolgt die Superposition fiir belie-
bige raumliche oder zeitliche, mechanische und thermische Oberfldchenlasten. Dabei
wird ohne Einschrinkung der Allgemeinheit von homogenen Anfangsbedingungen
der Form

"|t:t5 =0, U|t:t5 =0, 6|t:t6 =0

ausgegangen. Zudem sollen Verschiebungen, Temperaturen und Spannungen fiir groier
werdenden Abstand vom Ursprung gegen null konvergieren

Iim r=0, Iim 6=0, lim o=0.
llx]|—c0 llx[|—ec0 llx]|—e0

3.1.1 Mechanische Oberflichenbelastung

Die Losungen I, I und III in Tabelle 3.2 eignen sich fiir Spannungsrandbedingungen.
Die Komponenten oy, 0z, und 0., des Spannungstensors sind unabhéngig von ¢, daher
koénnen dieselben Potentiale wie im einseitig gekoppelten Fall mit ¢ — 0 verwendet
werden. Verschiedene Konstruktionsmoglichkeiten fiir harmonische Funktionen lassen
sich in [23] finden. Das Potential

__Ek [v2 242
(P__4ynln( X2 +y*+z° 4z

wird fiir Losung I genutzt und erfiillt die Randbedingungen o:x|,_g = 0, 0z|,_, =0

und 0;;|,-9 = —F.0(x)d(y), wihrend das Potential

Fy
@:—4#’71 (zln(‘/x2+y2+zz+z) —,/x2+y2+zz)

fiir die Losungen II und III verwendet wird und die Randbedingungen o.x|,_ =
—F,6(x)o(y), GZH'z:O = —F,0(x)o(y) und o0:],-o = O erfiillt [23]. Beide Potentiale
geniigen Gleichung (3.6). Die physikalischen Vorfaktoren ergeben sich dabei mit r =
\Vx2 + y? jeweils aus den Kriftegleichgewichten

2n

/ Ozyrdrdy = - F,,
0

0



3.1 Potentialtheorie

ozyrdrdy =—Fy,

Ozzrdrdy = - F;.

"y Ty
s Ty

Einige Einflussfunktionen, die eine konstante mechanische Last 7qy, 7oy, oder pg
innerhalb des Gebietes —a < x < a2 und —b < y < b auf der Halbraumoberflidche mit
der Temperatur 0|,_), dem Warmestrom gq.|,_, und der Vertikalverschiebung w|,_,
auf der Oberfliche in Zusammenhang bringen, werden durch die Auswertung von
Gleichung (2.28) mit den Losungen aus Tabelle 3.2 berechnet. In dimensionsloser
Schreibweise mit x = 2a¢, y = 2bn und b = fa konnen sie als

8(1 - v)(1+2(1 - v)e) @,

12 == =Cae (€06, (3.10)
8(1 - v)(11 _+22V(1 - v)e) ﬁ%l;y:o =C., (&, 1,B), (3.11)
L 21 (J: Ve w}_l:‘) =Caz (&,1,B8), (3.12)

1+ V)((X1(1_J;5)(i —v)e) il;;o =T, (&, 1,B), (3.14)
1+ v)g(; f(zlvggv)e)aa thﬁlzzo 3. (&,n,B) (3.16)

geschrieben werden, wobei W = w/2a, p, = (1 — v?)pa/nE, Tox = (1 — v?)tay/nE
und Tgy = (1 - VZ)TDy/ﬂE sowie Cay, Ezy, Ciz, Tax, sz, T,, und éz die jeweils
dimensionslosen Verschiebungen, Spannungen und Einflussfunktionen darstellen.

Beim Ubergang zu den einseitig gekoppelten Gleichungen mit ¢ — 0 verschwindet in
den Gleichungen (3.13)-(3.16) die Kopplung zur Temperatur und zum Wérmestrom,
wohingegen die Kopplung zur Vertikalverschiebung in den Gleichungen (3.10) und
(3.11) fiir ¢ — oo verschwindet. Des Weiteren geht Gleichung (3.12) fiir den einseitig
gekoppelten Fall mit ¢ — 0 in den bereits von Love [154] hergeleitete Zusammenhang
in Gleichung (2.32) tiber. Die dimensionslosen Einflussfunktionen sind im Anhang B
aufgelistet. Weitere Einflussfunktionen fiir den rein elastischen Lastfall und die einseitig
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3 Thermomechanischer Kontakt gleitender Kérper mit rauen Oberflichen

gekoppelten Gleichungen mit ¢ — 0 und a — 0 kénnen Dydo und Busby [72] entnom-
men werden. Auflerdem wird der noch des dfteren benétigte Wert der dimensionslosen
Einflussfunktion C; (£, 1, f) im Ursprung

Coo = Czzfemg =In(y/B2 + 1+ p) + BIn(yp2 + 1+ 1)
n=0
—In(yp%+1-B)—-BIn(pZ+1-1) (3.17)
hervorgehoben.

3.1.2 Thermische Oberflichenbelastung

Die Losung IT aus Tabelle 3.1 oder Gleichung (3.8) ist dquivalent zur Warmeleitungs-
gleichung

_1+£<9_6

AO .
K ot

(3.18)

Dies kann durch Einsetzen der nach AIT aufgeltsten Gleichung (3.4) in Gleichung (3.5)
gezeigt werden (unter Berticksichtigung von ¢ = 0). Offensichtlich verkleinert die
vollstandige Kopplung die effektive Temperaturleitfahigkeit, im Folgenden wird «. =
x/(1 + €) substituiert.

Gleichung (3.18) soll sowohl fiir vorgegebene Temperaturfelder als auch fiir vorgegebene
Wirmestrome auf der Oberfliache eines Halbraums geldst werden. In beiden Fallen
wird die Temperaturverteilung aus der Fundamentallosung der Wéarmeleitungsglei-
chung (3.18) fiir eine instantane Warmezufuhr § im Vollraum bei x = ¥, y = §j,z = Z
und ¢ = £ [47]

_ ===

qu e dke ([4)

8K (K (t —F))

= (3.19)

3/2

durch eine entsprechende Superposition im Raum und in der Zeit durch Glei-
chung (2.28) gefunden. Fiir die Herleitung der Fundamentallosung sei auf den Anhang C
verwiesen. Die Fundamentallosung (3.19) ldsst bereits erkennen, dass durch die
kleinere Temperaturleitfahigkeit x, auch stationdre Temperaturfelder vergleichsweise
spéter erreicht werden. Bei bekanntem Temperaturfeld kann das Potential IT aus
Gleichung (3.4)

_I+v

ATT
1-v

ab (3.20)
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3.1 Potentialtheorie

erhalten werden, Verschiebungen und Spannungen folgen aus Tabelle 3.1.

Fiir den weiteren Losungsweg werden zunidchst die Ergebnisse von Claesson und Pro-
bert [58, 59] rekapituliert, die eine Losung von Gleichung (3.20) fiir das Temperaturfeld

quo f( al )erf( Y )e_‘ézsf
" 2nKVE 2Vt 24Kt

herleiten, worin erf(. .. ) die Fehlerfunktion bezeichnet. Das Temperaturfeld entsteht

durch die instantane Warmequelle g (¥, /) = qo sign (¥) sign () bei Z = 0 und f = 0.
Die partielle Ableitung dieses Temperaturfeldes

242422

azeea B que T T et
dxdy 2K(7z1<gt)3/2

stimmt bis auf den Vorfaktor 1/4 mit der Fundamentallosung aus Gleichung (3.19) fiir
¥ = = 2 = { = 0 iiberein. Die Autoren erhalten die Lésung von

x2+y2+22

9% 1 +v o e
dxdy *T1-v 2K (ant):S/Z

durch die allgemeine Losung von Gleichung (3.20)

t
02 1+v

8x8y "1

0

wobei All; = 0 gilt [193]. Die beiden Potentiale I'ly und I, werden in diesem Fall so
gewihlt, dass die Spannungen und die Verschiebungen fiir t — oo erneut gegen null
konvergieren, womit fiir die Potentiale

I =0,
H2:_1+va1<gqo 1
1-v ©K X2+ y2 + 22
und
erf Ve
? . - _L+vaxeqo 2kt

dxdy ¢ 1-v zK 2t R+ 22
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3 Thermomechanischer Kontakt gleitender Kérper mit rauen Oberflichen

folgt. Mit der Definition der Fehlerfunktion

X

erf(x) = %/e§2d§

0

und der Skalierung s = V4x.t3/4/x2 + y2 + z2 lassen sich die verbleibenden Integratio-
nen in x und y ausfithren

erf( 25 )erf( %)e T

1
—v mK

Spannungen 6 und Verschiebungen rg fiir die Warmequelle gg (¥, i) lassen sich
wiederum mit Tabelle 3.1 berechnen.

Zwei verschiedene Superpositionen dieser Losung werden im Folgenden benutzt. Die
erste ist eine Superposition zweier Warmequellen mit der Starke +qg bei z = AZ und
z=-AZ
Op = lim (Ool:=z—pz + Ool=z1ax)
\/ K
Tedo rf( > )erf( s )
nKVt 2Kt 2kt

woraus das Potential

_Z2
e diet

, (3.21)

I :AlziI_I)IO(H@E:z—Az + Tol,—1n2)

2252
=2 ) erf (L ) e Tur
~ 1+v2m<eqoﬁ er( ) ( w)
T 1-v 7K / s2 ds

folgt. Erneut konnen Spannungen ¢ und Verschiebungen rg, aus Tabelle 3.1 berechnet
werden.

54



3.1 Potentialtheorie

Die zweite ist eine Superposition einer Warmequelle mit der Stdrke +qq bei z = AZ und
einer Warmequelle mit der Starke —qq bei z = —AZ

ee_a = 1}1’11 (QéBlz:z—Ai - 6®|z=z+A2)
AZ—0
qo—00

K D02

= erf( ad )erf( Y )
2(m ) \2vk.t 24kt

wobei die Groe 8¢ = goAzZ/Kbei der Grenzwertbildung konstant gehalten wird. Daraus
folgt das Potential

e T, (3.22)

Mg = lim (Ils|,—;_ps — Mal|,—z4a2)
AZ—0

qo—0

1
1+va1< 0Z ys _2:2
= erf e et ds.
t J ( at) (ZVKet)

Spannungen o sowie Verschiebungen rg werden auch hier mit Tabelle 3.1 berechnet.

Vorgegebener Wirmestrom

Das Temperaturfeld aufgrund einer instantanen Warmequelle § zum Zeitpunkt t = {
bei x = ¥, y = i auf der Oberfldche eines Halbraums wird durch die Superposition
zweier instantaner Warmequellen mit der Starke +§ bei Z = AZ und Z = —AZ aus
Gleichung (3.19) erhalten [47]

_ =2 +(y-9)+22
. qu e e (1)
AE) =

4K (mice (t - F))

L (3.23)

Die Superposition von Gleichung (3.23) fiir eine transiente, zeitlich begrenzte und
konstante Warmequelle gg (t) innerhalb des Gebietes —a < x < aund —b < y < b ergibt

22
tp

/\/n_Ké'qu em(t J (
q =
4KVt —

®€B|X x+a + ®€B| X=x—-a — ®€B|X:x—a - ®€B|X:x+a dt
Y=y+b Y=y-b Y=y+b Y=y-b

(3.24)
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mit

BOg = erf (L) erf (;)
¢ oviVi—F)  \aymvi—i)’

was einer Superposition von Gleichung (3.21)

th

o
eq :/ - 65|X=x+a + 6$|X:x
490 Y=y+b Y=y
0 t=t

t=t—f
entspricht. Folglich fiihrt die Superposition des Potentials IT

th v
qa (f)
qo

0 t=t—F
th

i
06:/%()
q0
0

zu den gesuchten Verschiebungen und Spannungen. Die Scherspannungen und Verti-
kalverschiebungen aufgrund einer konstanten, zeitlich begrenzten und rechteckigen
Wirmequelle g auf der Oberfldche verschwinden dort, es verbleibt jedoch ein Normal-
spannungsfeld. Dieses kann in dimensionsloser Form mit x = 2a&, y = 2bn, b = fa und
der Péclet-Zahl P, = 4a®/x At als

rg =

Iy
<
o+
=
i
=
+
2
+
=
o+

.
<
+
- =R
11
R

47'[2K EQ,ZZ |Z=()

2110( (1 + 1/) qD = SZZ (é/ TII ,B/ Pe/ t/ th) (325)

geschrieben werden, wobei 7g -, = (1 - v?)0¢ . /mE und S, die jeweils dimensionslose
Spannung und Einflussfunktion bezeichnen. Auflerdem kann eine dimensionslose Form
fiir das Temperaturfeld bei z = 0 aufgrund einer konstanten, zeitlich begrenzten und
rechteckigen Warmequelle g5 auf der Oberfldche

2nK 6|,-

2 1 =Tq(E,n,B,Pe,t, th), (3.26)
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mit Tq als dimensionsloser Einflussfunktion hergeleitet werden.
Die stationdren Werte ergeben sich zu

0
47T2K 0,zz

z=0

=lim S=| =-C 27
2aa (1 + 1/) Jo tli)n; Sz L=t Cz (5/ 1, ﬁ) ’ (3 )
2rK 6], _ _
20 . A = 2
za ql:l tli)n;) Tq ty=t CZZ (é/ n/ ﬂ) (3 8)

mit C, aus Gleichung (3.12). Eine alternative Herleitungsmoglichkeit bietet das statio-
nédre Potential

. 1+v aqo
I = 1_V£L7_(—K1/x2+y2+22

an. Die dimensionslosen Einflussfunktionen kénnen im Anhang B gefunden werden.

Vollstandige Ausdriicke fiir die stationdre Temperaturverteilung in einem Halbraum
liefern Manca und Naso [161].

Vorgegebenes Temperaturfeld

Das Temperaturfeld aufgrund einer Oberfldche, die der Temperaturverteilung § folgt,
wird durch eine Superpostion einer instantanen Warmequelle mit der Starke +§ bei
Z = AZ und einer weiteren instantanen Warmequelle mit der Starke —4 bei Z = —AZ aus
Gleichung (3.19) [47]

65 = lim <é|z=+Az - é"——AE)

Aj—)O 2=
q—)OO
N x—¥)2+(y—1j)2 +22
S5 S v ] (3.29)
8 (mxe (¢ — 1))

erhalten, wobei die Grofde S = gAZ /K wahrend der Grenzwertbildung konstant gehalten
wird. Die Superposition von Gleichung (3.29) fiir ein konstantes, zeitlich begrenztes
und rechteckiges Temperaturfeld 95 auf der Oberfldche ergibt

ty -2

ke Og (F) ze <D
63 = / S a2 ®®|X:x+a + ®@|X
8 (e (£~ 1)) by

- @)ee |X:x+a df/

x—a — ®®|X —a
Y=y+b Y=y-b

y:b

X
Y
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was einer Superposition von Gleichung (3.22) in der Form

th

dn _ .

QS =/ e ealX x+a + Qe;IX:x —-a — 6@|X =x—a 6@3|X:x+a dt
499 Y=y+ Y=y-b Y=y+b Y=y-b
t=t—f t—f t=t—f

0 t=t—f t=

entspricht. Folglich fiihrt eine entsprechende Superposition des Potentials ITg

[= H1 s=vig + 7l . feme | d,
T = - TEB x=x+a T® x=x—a — Vg|x=x-a — 1‘63 x=x+a
Yo 4 y=y+b y=y-b y=y+b y=y-b

0 t=t—f t=t—f t=t—f t=t—f

tp v

[= D1 gzlacers + 03] 2l vz |t
Og = —O'@xera 0®x=xa—0®xxa—0®xx+a

S 4 y=y+b y=y-b y=y+b y=y-b
0 t=t—f t=t—f t=t—F t=t—f

zu den gesuchten Verschiebungen und Spannungen. Die Normalspannungen aufgrund
einer konstanten, zeitlich begrenzten und rechteckigen Temperaturerhshung 95 auf
der Oberfldche sind dort null. Es verbleiben jedoch Scherspannungen und Vertikalver-
schiebungen. Diese werden in dimensionsloser Form mit x = 2a&, y = 2bn, b = fa und
der Péclet-Zahl P, = 4a®/x At als

47'(2 T6,zx |z:0

a0y 9 o= (&b Petiin), (3.30)
4712 %Q,Zyizzo =
adry) Sy &b Pt (3:31)
4n(l-v) Wol,g —
alry) 95 (&Pt (332)

geschrieben, wobei Tg -y = (1 = v?)0g2x/TE, To,zy = (1 — v?)00,2y/TE, Wo = we/2a
und S, sowie §Zy und W die jeweils dimensionslosen Spannungen, Verschiebungen
und Einflussfunktionen bezeichnen. Aufierdem kann eine dimensionslose Form fiir
das Temperaturfeld bei z = 0 aufgrund eines konstanten, zeitlich begrenzten und
rechteckigen Temperaturfeldes 95 auf der Oberfldche

6|z:0

S Ts (£,1,B) (3.33)
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3.1 Potentialtheorie

mit T'g als dimensionsloser Einflussfunktion hergeleitet werden.
Die stationdren Werte ergeben sich zu

47'[2 %Q,ZX z=0 _ llm § = T (5 ) (3 34)
a0 ) Sy i Sm| | =Ta(En ) :
4772 T9,zy 220 R _
a0y Sn  im S| = Ta (& n.B), (3.35)
4n(1—v)wezzo_ — =
) 5, _amW | =-CzEnp) (3.36)

mit Ty, sz und C,, aus den Gleichungen (3.13), (3.14) und (3.12). Eine alternative
Herleitungsmoglichkeit bietet sich {iber das stationére Potential

_1+va90 z
1-v 4n /x2+y2+zz

an. Die dimensionslosen Einflussfunktionen sind im Anhang B aufgelistet.

I =

3.1.3 Superposition fiir beliebige Oberflichenlasten

Die erhaltenen Einflussfunktionen aus den Gleichungen (3.10)-(3.16), (3.25)-(3.28) sowie
(3.30)-(3.36) erlauben die Berechnung beliebig geformter und zeitabhdngiger thermi-
scher oder mechanischer Oberfldchenbelastungen durch eine geeignete Superposition.
Zu diesem Zweck wird ein iteratives Losungsverfahren fiir vier hdufig verwendete
Randbedingungen vorgestellt. Wiahrend die Félle 1 und 2 mechanische Belastungen
der Oberfliche durch Druckfelder abdecken, beinhalten die Fille 3 und 4 thermische
Belastungen der Oberfldche im Sinne von Warmestrémen oder Temperaturfeldern. In
den letzten beiden Fillen bleibt die Oberfliche spannungsfrei, in den ersten beiden
Fillen ist die Oberfldche entweder warmeisoliert oder warmedurchléssig.

In allen Féllen ist zunéchst eine Diskretisierung der Zeit nétig. Diese erfolgt dquidistant
mit t+ = kAf, k = 0,1,...,K und die Verldufe moglicher Warmestrome gq(t) und
Temperaturen 9y(t) eines einzelnen Oberflichenelementes sind beispielhaft in den
Abbildungen 3.3(a) und (b) dargestellt. Da diese nicht nur einen instantanen sondern
auch zeitlichen Einfluss haben, ist ebenfalls der Verlauf wihrend des Zeitschrittes
von Bedeutung. Es wird im Folgenden von einem konstanten Verlauf wéhrend eines
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A (LY 90
ty t3
i t3 » ti 9t Stz 9fk-1 -
Tt > Do [ > f P>V, >
t to1 Sh ka
qto : qtk—z to : tr—1
to i f2 otz oec beptk1 it to ti f2 otz oec beptk1 it
(a) Warmestromverlauf (b) Temperaturverlauf

Abbildung 3.3: Beliebiger zeitlicher Warmestrom- oder Temperaturverlauf eines Oberfldchenelementes

, . ot test : . .
Zeitschrittes ausgegangen, sodass fiir 4, und 9;*' je nach Diskretisierungsvariante
entweder eine explizite

9 (&) =qa (&1, 1), (3.37)
81 (&,1) =90 (&, 1, 1), (3.38)

eine implizite
9, (&) =0 (&, 1, te) (339)
81 (&, ) =90 (E,1, tra1), (3.40)

oder eine trapezformige

1
9 (€m) =5 @0 (&, 1,5 + 40 (&1, ), (3.41)

1
S:ZH (& n) =§ O (&1, tk) +9a (&, 1, tis1)) (3.42)

Auswertung in Frage kommt. Eine Diskussion zu den Auswirkungen der einzelnen
Diskretisierungsvarianten erfolgt wahrend der Verifikation in Abschnitt 3.2.2.

¢ Fall 1: vorgegebenes Druckfeld, warmeisolierte Oberfliche
Die Randbedingungen sind mit

00
Ozxly20 =0, ozy!zzo =0, 0zzl,-0 = —p(x,y,1), 2], = —K 5 . =0
z=

gegeben und die Vorgehensweise ist in Tabelle 3.3 zusammengefasst. Das vor-
gegebene Druckfeld p(x, y, t) wird diskretisiert und verursacht in einer ersten
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3.1 Potentialtheorie

Iteration 0 den Temperaturanstieg 0(p), den Warmestrom g, (p) und das Verschie-
bungsfeld r(p). Ein Wéarmestrom g5 wird so tiberlagert, dass q; + g, = 0 gilt
und die Normalspannung ¢ (q,) und das Temperaturfeld 6(q;) resultieren. Eine
weitere Normalspannung o, wird entsprechend o] +0; = 0 superpositioniert und
das Temperaturfeld 0(c7 ), der Warmestrom g (07) und die Verschiebungen r(07)
folgen. Diese Vorgehensweise wird fiir n Iterationen wiederholt. Nach jeder
abgeschlossenen Iteration sind die thermischen Randbedingungen bis auf den
Waérmestrom g;' (0;,) erfiillt.

Fall 2: vorgegebenes Druckfeld, wiarmedurchlissige Oberfliche
Die Randbedingungen sind mit

UZXIz:O =0, GZJ/’Z:O =0, GZZIZ:O = —P(X, v, t)/ 6|z:0 =0

gegeben und die Vorgehensweise ist in Tabelle 3.4 zusammengefasst. Das vor-
gegebene Druckfeld p(x, y,t) wird diskretisiert und verursacht in einer ersten
Iteration 0 den Temperaturanstieg 0;(p) und das Verschiebungsfeld r(p). Ein
Temperaturfeld 6 wird so tiberlagert, dass 6 + 6, = 0 gilt und die Scherspannun-
gen 77 (0, ) und die Verschiebungen r(6;) resultieren. Ein Scherspannungsfeld 77
wird entsprechend 7] + 7] = 0 superpositioniert und das Temperaturfeld 0} (77)
und das Verschiebungsfeld r(z]) folgen. Diese Vorgehensweise wird fiir n Ite-
rationen wiederholt. Nach jeder abgeschlossenen Iteration sind die thermischen
Randbedingungen bis auf das Temperaturfeld 0 (t;,) erfiillt.

Fall 3: vorgegebener Warmestrom, spannungsfreie Oberfliche
Die Randbedingungen sind mit

Ozx|z=0 = 0, Uzy|Z:0 =0, 02zl,20 =0, gz],-o = K 3_2 =q(x,y,t)
z=0
gegeben und die Vorgehensweise ist in Tabelle 3.5 zusammengefasst. Der vorge-
gebene Warmestrom q(x,y,t) wird diskretisiert und verursacht in einer ers-
ten Iteration 0 den Temperaturanstieg 6(q) und die Normalspannung o (q).
Eine Normalspannung o, wird so tiberlagert, dass o + o, = 0 gilt und das
Temperaturfeld 0(o;), der Warmestrom g (0;) und die Verschiebungen r(o;)
resultieren. Ein Wéarmestrom ¢, wird entsprechend g + g, = 0 superpositioniert
und die Normalspannung o} (q,) und das Temperaturfeld 0(q;,) folgen. Erneut
wird eine Normalspannung o so tiberlagert, dass o] + 07 = 0 gilt und das
Temperaturfeld (o] ), der Warmestrom g (o7 ) sowie das Verschiebungsfeld r(o7)
werden erhalten. Diese Vorgehensweise wird fiir n Iterationen wiederholt. Nach
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jeder abgeschlossenen Iteration sind die mechanischen Randbedingungen bis auf
ein Normalspannungsfeld o;f (g;,) erfiillt.

¢ Fall 4: vorgegebenes Temperaturfeld, spannungsfreie Oberfliche
Die Randbedingungen sind mit

Ozxl,=0 =0, Ozy|2=0 =0, 02z0,20 =0, Ol,00 = 3(x, ¥, 1)

gegeben und die Vorgehensweise ist in Tabelle 3.6 zusammengefasst. Das vorge-
gebene Temperaturfeld 9(x, y, t) wird diskretisiert und verursacht in einer ersten
Iteration 0 die Scherspannungen 73 (8) und das Verschiebungsfeld r(3). Die
Scherspannungen 7, werden so tiberlagert, dass 7§ +7; = 0 gilt und das Tempera-
turfeld 6; () und die Verschiebungen (7 ) resultieren. Ein Temperaturfeld 6,
wird entsprechend 0 +6; = 0superpositioniert und die Scherspannungen 7} (6;)
und die Verschiebungen r(6;) folgen. Erneut werden Scherspannungen 7] so
tiberlagert, dass 7{ + 77 = 0 gilt und das Temperaturfeld 0] (r]) und das
Verschiebungsfeld r(7]) werden erhalten. Diese Vorgehensweise wird fiir n
Iterationen wiederholt. Nach jeder abgeschlossenen Iteration sind die thermischen
Randbedingungen mit Ausnahme eines Temperaturfeldes 0; (t;,) erfiillt.

Fiir zeitsparende Simulationen kénnen die Iterationen nach Iteration 1 gestoppt werden,
ansonsten beendet das Erreichen einer vordefinierten relativen oder absoluten Tole-
ranz €y, den Iterationsprozess. Fiir die einseitig gekoppelten Gleichungen mit ¢ — 0
ist das Ergebnis bereits nach Iteration 0 fiir alle Lastfélle exakt. Zudem sind durch
eine geeignete Superposition der Ergebnisse aus den Abschnitten 3.1.1 und 3.1.2
auch weitere Randbedingungen umsetzbar. Das vorgestellte Verfahren erlaubt die
Simulation der quasi-statischen und voll-gekoppelten thermoelastischen Gleichun-
gen fiir den Halbraum mit beliebig geformten und zeitabhingigen Lasten auf der
Oberfldache. Dartiber hinaus lassen sich die Ergebnisse leicht auf Anwendungen im
Rahmen der dreidimensionalen Poroelastizitdt von Biot [29] {ibertragen, bei denen die
zugrundeliegenden Gleichungen strukturell identisch sind. Weitere Informationen zur
Poroelastizitdt lassen sich im Anhang A finden. Fiir detailliertere Informationen zur
numerischen Umsetzung wird auf die Abschnitte 2.2.2 und 3.2.2 verwiesen.
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3 Thermomechanischer Kontakt gleitender Kérper mit rauen Oberflichen

3.2 Verifikation und Diskussion

Die hergeleiteten Einflussfunktionen werden nachfolgend zunichst in Abschnitt 3.2.1
verglichen, bevor eine Verifikation mit geeigneten analytischen Losungen aus der
Literatur in Abschnitt 3.2.2 erfolgt. Letztere beschrinkt sich auf vordefinierte Oberfla-
chenlasten fiir die Grenzfille ¢ — 0 oder ¢ — oo, da keine analytischen Losungen fiir die
voll-gekoppelten, quasi-statischen Gleichungen gefunden wurden. Derselbe Abschnitt
beinhaltet auflerdem detaillierte Informationen zu den jeweiligen Superpositionen.
Bevor die Auswirkungen des Einflussradius im Kontext von periodischen Lasten in
Abschnitt 3.2.4 erortert werden, schlief3t sich eine Diskussion des Einflusses der voll-
standigen Kopplung mit ¢ # 0 fiir verschiedene kontaktmechanische Anwendungsfalle
in Abschnitt 3.2.3 an.

3.2.1 Vergleich der Einflussfunktionen

Der direkte Vergleich der erhalten Einflussfunktionen C.. aus Gleichung (3.12) mit
Tq aus Gleichung (3.26), W aus Gleichung (3.32) und S.. aus Gleichung (3.25) in
den Abbildungen 3.4(a)-(d), T,y aus Gleichung (3.13) mit S.. aus Gleichung (3.30)
in Abbildung 3.4(e) sowie sz aus Gleichung (3.14) mit §Zy aus Gleichung (3.31) in
Abbildung 3.4(f) bietet sich aufgrund der jeweiligen Konvergenz auf die gleichen
stationdren Losungen an.

Die Abbildungen 3.4(a), (c) und (d) vergleichen die Einflussfunktionen Tq, W und
S,. mit C,, zu verschiedenen Zeitpunkten 0 < t < oo entlang der &-Richtung bei
n = 0 aufgrund eines kontinuierlichen Warmeeintrags g5 oder eines kontinuierlichen
Temperaturfeldes 9. Wahrend EZZ, Tq und W rein positive Werte besitzen, nimmt §ZZ
auch negative Werte an. Nach einiger Zeit erreichen alle Kurven eine nahezu stationére
Form, deren Werte monoton ansteigen, bis sie fiir t — co gegen C,, konvergieren.
Abbildung 3.4(b) zeigt den transienten Verlauf der Einflussfunktionen bei & = 1 = 0.
Sowohl der Warmestrom gg als auch die Temperaturerh6hung 95 werden ab dem Zeit-
punkt t;, wieder zu null gesetzt. Offensichtlich folgen Spannung S, und Verschiebung
W den Temperaturen Tq beziehungsweise Ty, was die Folge ihrer Abhingigkeit vom
Temperaturanstieg im Halbraum ist. Fiir t > t;, konvergieren Tq, W und §ZZ wieder
gegen null.

Die Abbildung 3.4(e) vergleicht die Einflussfunktion S,, mit den stationéren Verlaufen
von C,y und T,y zu verschiedenen Zeitpunkten 0 < t < oo entlang der &-Richtung
bei n = 0 aufgrund eines kontinuierlichen Temperaturfeldes 95. Analog zu den
Abbildungen 3.4(a)-(d) erreicht die Kurve nach einiger Zeit eine nahezu stationire
Form, deren Werte monoton ansteigen, bis sie fiir t — oo gegen T., konvergiert.
Die dargestellten Einflussfunktionen enthalten jedoch eine Singularitét bei & = 1/2.
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3.2 Verifikation und Diskussion

to ty tk
t
(a) \_/ergleich der Einflussfunktionen C und (b) Zeitlicher Verlauf der Einflussfunktionen C.z,
T, entlang der £-Richtungbein = 0zu Szz,Tqund Whei & =1 =0
verschiedenen Zeitpunkten
— A — _
Coo — Cyz; — =52

(c) Vergleich der Einflussfunktionen C., und W ent- (d) Vergleich der Einflussfunktionen C:: und

lang der &-Richtung bei n = 0 zu verschiedenen S22 entlang der &-Richtungbeinn = 0zu
Zeitpunkten verschiedenen Zeitpunkten

A — — — A — — —

10 i — Cox— Tzx — S 10 C
5 5
N

0 J}L\\\ > 0

0O 1 2 3 4 5 6

<
(e) Vergleich der Einflussfunktionen Ty, C.y (f) Vergleich der Einflussfunktionen sz, C. y

und S, entlang der &-Richtung bein = 0 zu und gzy entlang der n-Richtung bei £ = 0 zu
verschiedenen Zeitpunkten verschiedenen Zeitpunkten

Abbildung 3.4: Vergleich verschiedener Einflussfunktionen fiir § = 1
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3 Thermomechanischer Kontakt gleitender Kérper mit rauen Oberflichen

Aquwalente Beobachtungen treffen ebenfalls auf die Verlaufe der Einflussfunktionen
Szy, sz und C zy in Abbildung 3.4(d) entlang der 7-Richtung bei & = 0 zu. Da jedoch
keine Auswertung der Einflussfunktionen auf den Elementgrenzen bei & = 1 = 1/2
erfolgt, bereiten die Singularitdten keine Probleme.

3.2.2 Verifikation

Die erhaltenen Einflussfunktionen werden mit Ergebnissen von Johnson [119], Jae-
ger [114], Martini et al. [163], Sternberg und McDowell [232] sowie McNamee und Gib-
son [167] verifiziert. Die Komplexitit der Teilmodelle wird dafiir sukzessive erhoht. Fiir
die Auswertung der in diesem Kapitel auftretenden diskreten, linearen Faltungen wird
die diskrete, zyklische Faltung entsprechend den Ausfithrungen von Abschnitt 2.2.2
verwendet. Die analytischen Vergleichslosungen aus der Literatur beschrénken sich auf
nicht-periodische, meist radialsymmetrische Oberflidchenlasten innerhalb des Radius 7,
sowie auf die beiden Grenzfélle ¢ — 0 und ¢ — co. Wenn nicht anderweitig angegeben,
wird im Folgenden eine halbe Elementlidnge von a = r,/41 und = 1 gewihlt.

Mechanisches Teilmodell

Fiir ein parabolisches Druckfeld p = p, (1 - r?/ ;’5)1/2 innerhalb des Gebietes r < 7,
berechnet Johnson [119] das Verschiebungsfeld

2y 2

w Thi2-L furr <r

w\.,— —= far
o _ sr” i i (3.43)
Po %7“((2—:—3) arcsin (%) + :—5—1),

wobei r den radialen Abstand zum Ursprung bezeichnet.
Fiir die einseitig gekoppelten Gleichungen mit ¢ — 0 ergibt eine Superposition im
Raum von Gleichung (3.12) die dimensionslosen Verschiebungen

+00

Who= ), D Calm,n, B)p(E—m,n-n), (3.44)

m=—00 n=—00

die aufgrund eines beliebig geformten, dimensionslosen Druckfeldes p(&, n) resultieren.
Der Vergleich von Gleichung (3.44) mit der analytischen Losung von Johnson [119] in
Abbildung 3.5(a) zeigt eine gute Ubereinstimmung. Der relative Fehler €, zwischen
den Gleichungen (3.43) und (3.44) ist in Abbildung 3.5(b) dargestellt.
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3.2 Verifikation und Diskussion

120 — % - —Johnson 0.25 — €l IN %
90 0 0.2
0.15
60 0.1
30 0.05
0 /
0 » -0.05 >
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
r/Ta r/ta
(a) Vergleich von Gleichung (3.44) mit Johnson [119] (b) Relativer Fehler €, zwischen den Gleichun-
entlang der r-Richtung gen (3.43) und (3.44) entlang der r-Richtung

Abbildung 3.5: Verschiebungen aufgrund eines parabolischen Druckfeldes — Vergleich von Gleichung (3.44)
mit Johnson [119]

Thermisches Teilmodell - transient

Fiir eine rechteckige Warmequelle o mit der Lange 2I, und der Breite 2/, leitet
Jaeger [114] das Temperaturfeld

02t
2K _vtz%
2nK 9] TIKe 825 (

() (G -0 -0 ds
EYE QO ) Zav\/_ ]|Xx+l+ ]sz T|X=x-1, ]\Xx+1

Y= }/+lb —y b Y= y+lb Y= Y= lb
(3.45)

4 8x2s V8x2s

her. Die Warmequelle bewegt sich dabei mit konstanter Geschwindigkeit v in positive
x-Richtung und Gleichung (3.45) ist im warmequellefesten Koordinatensystem angege-
ben.

Fiir den beliebigen Warmestromverlauf eines zunichst einzelnen Elementes in Abbil-
dung 3.3(a) wird das Temperaturfeld

— 0| 220 T
2a ltZkAt 1

ti
t kAt qto +Z Tq|t (k=i)At (’h, _%,1)

i=1 ty= ( I)Al‘

als Superposition in der Zeit von Gleichung (3.26) fiir die einseitig gekoppelten
Gleichungen mit ¢ — 0 berechnet. Dafiir wird ausgenutzt, dass sich die benoétigten
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3 Thermomechanischer Kontakt gleitender Kérper mit rauen Oberflichen

€ abs P . .- .
A 0 A explizit — implizit —trapez
2nK Ol
150 — S0 g, - —Jaeger 10
100
Pe T 0 -%
50
0 » 10 >
0 1 2 3 4 5 2 3 4 5
x/2l, x/21,
(a) Vergleich von Gleichung (3.46) mit Jaeger [114]  (b) Absoluter Fehler €,,5 zwischen den Gleichun-
fiir die Diskretisierungsvariante (3.41) gen (3.45) und (3.46) fiir die unterschiedlichen

Diskretisierungsvarianten (3.37), (3.39) und (3.41)

Abbildung 3.6: Temperaturfelder aufgrund einer rechteckigen Warmequelle - Vergleich von Gleichung (3.46)
mit Jaeger [114] fiir die verschiedenen Péclet-Zahlen P = 0.01,0.1, 1 nach einem Gleitweg
von 6,

Einflussfunktionen zu den Zeitpunkten t = kAt fiir einen Warmestrom mit der
Zeitdauer t;, = hAt durch

Ty

teknr = La| ekt = Talt=(e-mar
tp=hAt th=kAt tp=(k—h)At

ausdriicken lassen. Die Einflussfunktion T ist dadurch in Zeitschritt ¢y bereits fiir alle
vorherigen Zeitschritte bekannt. Die leferenzen Aq t’“ = qi‘” ng sind identisch null,
wenn sich der Warmestrom im jeweiligen Zeitschritt nicht d&ndert. Die Gesamtlésung
ergibt sich durch eine zusitzlich Superposition im Raum

k-1
Z ‘t:(k—z’)At qt’*;g |- (3.46)

2nK

2nK T ’

2a t Zine Z Z_: TN ’ho th=(k—i)At -
5= E=m

n=n n=n

Die Auswertung von Gleichung (3.46) erfordert die Kenntnis der Kontaktfliche zu
jedem Zeitschritt, da dort der Warmeeintrag stattfindet.

Gleichung (3.45) wird in Abbildung 3.6(a) nach einem Gleitweg von 6/, fiir die verschie-
denen Péclet-Zahlen P. = 0.01,0.1, 1 mit Gleichung (3.46) verglichen und zeigt eine
gute Ubereinstimmung. Der Wiarmestrom wird dafiir entsprechend Gleichung (3.41)
trapezformig diskretisiert und die halbe Elementlinge zu a = I,/41 gewdahlt. Die
grauen Bereiche kennzeichnen die Kontaktfldche zu den Zeitpunkten t = to und t = #.
In jedem inkrementellen Zeitschritt bewegt sich die Kontaktfliche A;, mit A =
nach rechts bis sie schlieSlich ihre aktuelle Position erreicht. Entsprechend wandert

68



3.2 Verifikation und Diskussion

auch der Warmeeintrag fiir Gleichung (3.46). Die Kurvenverldufe zeigen, dass eine
Temperaturerhohung fiir hohere Péclet-Zahlen nur dort vorzufinden ist, wo ein Warme-
eintrag bereits stattgefunden hat. Fiir kleinere Péclet-Zahlen erhoht sich die Temperatur
hingegen auch in den anderen Oberfldchenbereichen. Der Zusammenhang zwischen
Gleitgeschwindigkeit und Péclet-Zahl ldsst sich somit bereits aus der Anschauung
erkennen. Im spéteren Verlauf der Arbeit beeinflusst die Gleitgeschwindigkeit zudem
die Menge des Wirmeeintrags, sodass die Absolutwerte der Kurvenverldufe in Abbil-
dung 3.6(a) dementsprechend zu interpretieren sind. Da auSerdem die Kontaktflache
Iic (t;) am Ende desjeweiligen Zeitschrittes in der Regel nichtim Voraus bekannt ist, wird
bei thermomechanischen Kontaktsimulationen ein iteratives Verfahren unvermeidbar
sein. Die Giite der drei Diskretisierungsvarianten (3.37), (3.39) und (3.41) wird fiir die
Péclet-Zahlen P, = 0.01,0.1, 1 durch den absoluten Fehler €,,s = K (0|,-o — 6;) /aqo
zwischen den Gleichungen (3.45) und (3.46) in Abbildung 3.6(b) verglichen. Der
Vergleich legt fiir diesen Bereich an Péclet-Zahlen eine trapezformige Diskretisierung
entsprechend Gleichung (3.41) nahe, da hierbei lediglich beim Ubergang in und aus
der Kontaktzone ein Fehler entsteht.

Thermisches Teilmodell - stationir

Fiir eine runde Warmequelle g (x, y) = qo innerhalb des Gebietes v < r, leitet John-
son [119] das stationdre Temperaturfeld

A 27 1,2 .
21K 9|z=0 B Talz (g furr <71
= p

i 2 2 2
() - An ()
her, wobei I; und I, die jeweils kompletten elliptischen Integrale erster und zweiter Art
bezeichnen.

(3.47)

Fiir den Fall einer stehenden Warmequelle g(&, 17) wird das stationédre Temperaturfeld

+00

2 K R +00 _
S 0l = Z Czz (m,n,B)q (& —m,n—n) (3.48)

2a I
fiir die einseitig gekoppelten Gleichungen mit ¢ — 0 als Superposition im Raum von
Gleichung (3.28) erhalten.
Die analytische Losung von Johnson [119] wird in Abbildung 3.7(a) mit Gleichung (3.48)
verglichen und zeigt eine gute Ubereinstimmung. Der relative Fehler €, zwischen den

Gleichungen (3.47) und (3.48) ist in Abbildung 3.7(b) dargestellt.
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A 0 A .
150 -— % % ---Johnson 0 — €1 IN %
ek 90|
100 T 2aa(d+v) T qo
-0.5
50
0 > -1 >
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
1/t r/r,
(a) Vergleich von den Gleichungen (3.48) und (3.56) (b) Relativer Fehler €, zwischen den Gleichun-
mit Johnson [119] entlang der r-Richtung gen (3.47) und (3.48) entlang der r-Richtung

Abbildung 3.7: Stationdre Temperaturerhchung aufgrund einer runden Warmequelle — Vergleich von
Gleichungen (3.48) mit Johnson [119]

Thermoelastisches Teilmodell — transient

Fiir eine parabolischen Warmequelle g = o (1 - 2/ r%)l/ ? innerhalb des Gebietes r < r,
berechnen Martini et al. [163] die thermoelastischen Verschiebungen mittels Faltung
der zugehorigen Fundamentallosung im Bildbereich numerisch. Die Autoren miissen
dafiir die Diskretisierung im Frequenzbereich verachtfachen, um den numerischen
Fehler zu minimieren. Der Lastfall entspricht Fall 3 aus Abschnitt 3.1.3 fiir die einseitig
gekoppelten Gleichungen mit ¢ — 0.

Fiir einen beliebigen Warmestrom ¢(&,n,t) werden zunichst die dimensionslosen
Spannungen

— 2aa (1+v) 3
00,zz| z=0 = ————F5 Z Z zz| t=kAt g
’ 2 to|&—m
t=kAt 4n2K e B t;,é::k’ﬁt P
n=n
k-1
_ ;.
+Z Szz|t=(k-ipat DGy ey | (349)
i=1 tp=(k—i)At n-n
E=m
n=n

fiir die einseitig gekoppelten Gleichungen mit ¢ — 0 als Superposition im Raum und
in der Zeit von Gleichung (3.25) berechnet. Auch hier wird ausgenutzt, dass sich die
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- 42K Wolz=0 100 A _ 472K 96,210
2aa(14+v)  qo 2aa(14+v) q0

15000 - = Martini et al.
10000 50
5000
[0
0 - > >
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
r/7a r/ra
(a) Vergleich von Gleichung (3.50) mit Martini et (b) Zugehorige Spannungen von Gleichung (3.49)
al. [163] entlang der r-Richtung entlang der r-Richtung

Abbildung 3.8: Thermoelastische Verschiebungen aufgrund einer parabolischen Warmequelle — Vergleich
von Gleichung (3.50) mit Martini et al. [163] fiir die verschiedenen Zeitdauern des
Wairmeeintrags t;, = 0.05,0.1,0.5,1,5s

benoétigten Einflussfunktionen zu den Zeitpunkten t = kAt und fiir einen Warmestrom
mit der Zeitdauer t;, = hAt durch

S

t=kAt Szz t=(k—h)At
th=kAt th=(k=h)At

22| ygnr = S22
ty=hAt

ausdriicken lassen. Die Einflussfunktion S, ist dadurch in Zeitschritt tx bereits fiir die
vorherigen Zeitschritte bekannt. Die Differenzen Aq:: = q::“ - qZ_l sind identisch null,
falls sich der Warmeeintrag im jeweiligen Zeitschritt nicht dndert. Die anschlieSende
Superposition im Raum von Gleichung (3.12) ergibt die dimensionslosen thermoelasti-

schen Verschiebungen

+00

+00
wol =0 = > C.. (m,n,B) Go.zl 0 (E=mn=n), (3.50)

m=—0o0 n=—00

die aufgrund eines beliebigen Warmestromverlaufs g(&, 1, t) resultieren und fiir deren
Berechnung die Kontaktfliche in jedem Zeitschritt bekannt sein muss. Als Diskretisie-
rungsvariante wird auch hier Gleichung (3.41) gewdhlt.

Der Vergleich von Gleichung (3.50) mit den numerischen Lésungen von Martini et
al. [163] in Abbildung 3.8(a) zeigt fiir die verschiedenen Zeitdauern des Warmeeintrags
tp = 0.05,0.1,0.5,1,5 s und die Temperaturleitfahigkeit x = 3.45e—6 m?/s eine gute
Ubereinstimmung. Die Ergebnisse der Autoren wurden graphisch reproduziert. Die
zugehorigen Spannungen von Gleichung (3.49) werden im Abbildung 3.8(b) dargestellt.
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3 Thermomechanischer Kontakt gleitender Kérper mit rauen Oberflichen

Thermoelastisches Teilmodell - stationir

Fiir eine runde Warmequelle g = q¢ innerhalb des Gebietes r < r,; gibt Johnson [119]
das stationdre, thermoelastische Verschiebungsfeld

= n2r2
472K We,rel _ (2]1‘1( )+1——) firr <r ,
n =0 _ 4522 % ! (3.51)

2aa (1 +v) q0 _ aln( )

‘ 12 . -y .. .
an, worin rg = (x2 + y?) /2 einen beliebigen Referenzpunkt auf der Oberfldche bezeich-
net.

Die dimensionslosen, stationdren thermoelastischen Verschiebungen

+00
W, = je -_ > T
’ ’ r—
Weo rel § § sz (m,n, ﬁ) 06 zz|&-m — 06,zz|&-m (3.52)
z=0 - n-n ny—n
M=—00 #=—00 z=0 z=0

aufgrund einer stehenden Warmequelle q(&, 1) ergeben sich fiir die einseitig gekoppel-
ten Gleichungen mit ¢ — 0 durch eine Superposition im Raum von Gleichung (3.12). &,
und 1), bezeichnen einen beliebigen Referenzpunkt auf der Oberfldche. Dieser garantiert,
dass die Summe in Gleichung (3.52) endlich bleibt. Die benétigten dimensionslosen,
stationdren Spannungen

T m_zm Zw Cu (1,1, )4 (& = 1,1 = ) 359
werden durch eine Superposition im Raum von Gleichung (3.27) erhalten.

Abbildung 3.9(a) vergleicht die analytischen Ergebnisse von Johnson [119] mit Glei-
chung (3.52) (in diesem Fall wird rg = 4r, gewdhlt) und zeigt eine gute Ubereinstim-
mung. Die zugehorigen Spannungen aus Gleichung (3.53) werden in Abbildung 3.7(a)
dargestellt und fallen mit der stationdren Temperaturverteilung aufgrund einer runden
Wiérmequelle zusammen. Der relative Fehler €, zwischen den Gleichungen (3.51) und
(3.52) ist in Abbildung 3.9(b) gezeigt.

Einen Nachweis fiir die Divergenz der diskreten, linearen Faltungssumme in Glei-
chung (3.52) ohne Referenzpunkt liefert beispielsweise das Konvergenzkriterium von
Bertrand. Dafiir wird zunéchst eine Abschédtzung der stationdren thermoelastischen
Verschiebung aus Gleichung (3.52) ohne Referenzpunkt

A

K e g0p= 3 S Telnn P> T <00ﬁ>+2”
2aa(l+v) . ,0, zz zz k

m=—00 n=—00
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A _
0+ — €rel IN %

A
16000 “ 2aa(1+v) q0

12000 - —Johnson
T ~——
8000 -0.5
4000
0 > -1 >
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
r/ta r/ta
(a) Vergleich von Gleichung (3.52) mit Johnson [119] (b) Relativer Fehler €. zwischen den Gleichun-
entlang der r-Richtung gen (3.51) und (3.52) entlang der r-Richtung

Abbildung 3.9: Stationdre thermoelastische Verschiebungen aufgrund einer runden Warmequelle — Vergleich
von Gleichung (3.52) mit Johnson [119]

mit ap = 8kCs, (k, k, ﬁ)z getroffen. Mit dem Konvergenzkriterium von Bertrand
divergiert die Summe )7, a5 und damit auch die stationire thermoelastische Verschie-
bung w Wo Y , falls wie im vorliegenden Fall hm by < 1 mit by = kIn(k) (— - ) —In(k)

gilt. Dies lasst sich durch das Einsetzen der beteiligten Groéflen leicht zeigen.

Fiir ein parabolisches Temperaturfeld 0 = 9 (1 - r?/ 1’,3)1/2 innerhalb des Gebietes r < 7,
leiten Sternberg und McDowell [232] die stationdren thermoelastischen Verschiebungen

ﬁ _mra(14v) _r? ..
1 Wl _, —e— (2 e firr <r,,

a S —%((Z—r—)amsm( )+ /—ﬂ—l)

her. Dieser Lastfall ist vergleichbar mit Fall 4 aus Abschnitt 3.1.3 fiir die einseitig
gekoppelten Gleichungen mit ¢ — 0. Mit Ausnahme der physikalischen Vorfaktoren
fallt das Verschiebungsfeld zudem strukturell mit den Verschiebungen aufgrund eines

(3.54)

parabolischen Druckfeldes in Gleichung (3.43) zusammen.
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0.2 — €re1 IN %
-0.5
-1.2 >
0 1 2 3 4
r/rs r/r,
(a) Vergleich von Gleichung (3.55) mit Sternberg und (b) Relativer Fehler €, zwischen den Gleichun-
McDowell [232] entlang der r-Richtung gen (3.54) und (3.55) entlang der r-Richtung

Abbildung 3.10: Thermoelastische Verschiebungen aufgrund eines runden Temperaturfeldes — Vergleich von
Gleichung (3.55) mit Sternberg und McDowell [232]

Die aufgrund eines stationdren Temperaturfeldes (¢, n) resultierenden, dimensionslo-
sen, stationdren thermoelastischen Verschiebungen

2 a(l+v)

ZUQZ:O: 47?(1_1/) ;wnzwczz(mnﬁ)e(é m,n — n)
81(1—211//) Z ZCZY(mnﬁ)Texz 0 (E—m,n—n)
1-2v i Zc (m,n,B) T S(E=mn—n) (3.55)
8- zy P)Toz| - :

M=—0c0 N=—00

werden fiir die einseitig gekoppelten Gleichungen mit ¢ — 0 durch eine Superposition
im Raum von den Gleichungen (3.10), (3.11) und (3.36) erhalten. Die bendtigten
dimensionslosen, stationdren Scherspannungen

a(1+v) Z“ Zsz(mnﬁ)G(é m,n—n), (3.56)

A

T0,xz -
- M=—00 N=—00
. a (1 + V) +00 +00 _
Tove|_ =g DD Taym,n,B)0(E—m,n—n) (3.57)

m=—00 n=—00

resultieren aus einer Superposition im Raum von den Gleichungen (3.34) und (3.35).

Abbildung 3.10(a) vergleicht die analytischen Ausdriicken von Sternberg und McDo-
well [232] mit Gleichung (3.55) fiir die Querkontraktionszahl v = 0.3. Die Ergebnisse
zeigen eine gute Ubereinstimmung. Im Gegensatz zu den stationidren thermoelasti-
schen Verschiebungen aufgrund eines Warmestroms bleibt das Verschiebungsfeld hier
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. A .
1 isoliert — durchldssig 0 — €pe1 IN %
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0.6 -
ey -2
0.4 =
0.2 =~ McNamee et al.
0 > —4 >
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Ket /12 Ket /17
(a) Transiente relative Verschiebungen in der Mitte  (b) Relativer Fehler e, fiir den Fall einer wéarme-
eines runden Druckfeldes im Vergleich zu durchlissigen Oberflidche im Vergleich zu
McNamee und Gibson [167] Gleichung (3.58)

Abbildung 3.11: Relative Verschiebungen aufgrund eines parabolischen Druckfeldes fiir den Fall einer
warmeisolierten und einer warmedurchlassigen Oberfldche — Vergleich mit McNamee und
Gibson [167]

beschrankt und es wird kein Referenzpunkt benétigt. Der relative Fehler €, zwischen
den Gleichungen (3.54) und (3.55) ist in Abbildung 3.10(b) dargestellt.
Thermoelastisches Teilmodell - transient

Fiir den Grenzfall ¢ — oo leiten McNamee und Gibson [167] die transienten, relativen
Vertikalverschiebungen

2u 1 47 _1
o (= Wl o)l = = erfe (VT_T) = (1 —e ) (3.58)

in der Mitte eines runden Druckfeldes p = po innerhalb des Gebietes v < r, fiir
den Fall einer wiarmeisolierten Oberfliche und die Querkontraktionszahl v = 0 her.
Hierbei bezeichnet 7 die dimensionslose Zeit. Die Autoren berechnen ebenfalls die
Oberflachenverschiebungen fiir den Fall einer wéarmeisolierten Oberfldche durch nume-
rische Integration. Sie erhalten die Ergebnisse dabei im Rahmen ihrer Forschungen zu
fluiddurchstromten, pordsen Festkorpern. Die zugrundeliegenden partiellen Differenti-
algleichungen sind strukturell mit den Verschiebungs- und Warmeleitungsgleichungen
identisch, weshalb der hier vorgenommene Ubertrag auf thermoelastische Grofien
stattfinden kann. Weitere Informationen hierzu und insbesondere auch zu der von
McNamee und Gibson [167] angewendeten Theorie des voll-gesattigten, pordsen
Festkorpers kénnen in Anhang A gefunden werden.

Die vorliegenden Lastfille entsprechen den Féllen 1 und 2 aus Abschnitt 3.1.3. Fiir
die dort beschriebene Vorgehensweise werden die Diskretisierungsvarianten aus
den Gleichungen (3.41) und (3.42) gewéhlt und eine halbe Elementldnge von a =
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74/101 verwendet. Der Vergleich der erhaltenen transienten, relativen Verschiebungen
2u(w — w|,—) /pora mit den Ergebnissen von McNamee und Gibson [167] in Abbil-
dung 3.11(a) zeigt fiir E = 1Pa, v = 0, K = 1]/msK, Ty = 1K und a = 1/K eine
gute Ubereinstimmung. Die numerischen Ergebnisse der Autoren wurden graphisch
reproduziert. Die geringfiigigen Unterschiede werden auf die von den Autoren
erwahnten, numerischen Schwierigkeiten zuriickgefiihrt. Der relative Fehler €, im
Vergleich zu Gleichung (3.58) ist fiir den Fall einer warmedurchlédssigen Oberfldche in
Abbildung 3.11(b) dargestellt.

3.2.3 Diskussion des Kopplungseinflusses

Fiir die voll-gekoppelten, quasi-statischen Gleichungen konnten keine analytischen
Losungen in der Literatur gefunden werden. Da ebenfalls keine numerischen Berech-
nungen fiir reprasentative Lastfdlle im Kontext der Kontaktmechanik aufzufinden
waren, soll im Folgenden eine Berechnung durch die in Abschnitt 3.1.3 vorgeschlagene
Vorgehensweise erfolgen. Dabei ist insbesondere von Interesse, ob eine Vernachlassi-
gung des Gough-Joule-Effektes durch ¢ — 0 fiir den hier behandelten Kontakt rauer
Oberflachen gerechtfertigt ist.

Eine erste Abschdtzung fiir Lastfille mit einer Druckbelastung liefert bereits die aus
Gleichung (3.12) hergeleitete relative Differenz

W|.—g — Wi _ (1-2v)e
W|,e—p 1+2(1-v)e

(3.59)

zwischen den instantanen Verschiebungsfeldern im Falle der einseitigen und der
voll-gekoppelten Theorie, die bei einer Vernachlidssigung des Gough-Joule-Effektes
mit ¢ — 0 auftritt. Die instantanen Verschiebungen w|,_, fiir eine wirmeisolierte
und eine wiarmedurchlédssige Oberfldche sind dabei gleich. Die in Abbildung 3.12
dargestellten Verldufe zeigen eine Verringerung der instantanen Verschiebung w/|,_,
mit zunehmendem Kopplungsparameter ¢, wobei die relative Differenz fiir ¢ — oo
gegen (1 —2v) /2(1 — v) konvergiert.

Die Materialparameter werden zu E = 210 GPa, v = 0.3, K = 40 J/msK, p = 7850kg/ m?,
cq = 460J/kgK und @ = 12e-6 1/K gewdhlt, woraus der Kopplungsparameter ¢ =
0.011 < 1 mit einer Referenztemperatur Ty = 293.15 K folgt. Fiir die aufgefiihrten
Materialparameter ergibt sich der relative Fehler aus Gleichung (3.59) zu etwa 0.43 %
und féllt damit bereits sehr gering aus. Fiir warmeisolierte Oberfldchen lassen sich
zudem durch die Gleichungen (3.13)-(3.15) grundsétzliche Abschédtzungen der instan-
tanen Temperaturerh6hung in Abhéngigkeit von der Oberflichenbelastung erhalten.
Die transienten Auswirkungen kénnen jedoch nur durch numerische Simulationen
berechnet werden. Durch die verringerte Temperaturleitfahigkeit k. = x/(1 + ¢) ldsst
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Abbildung 3.12: Relative Differenz zwischen den instantanen Verschiebungsfeldern bei voll-gekoppelten und
einseitig gekoppelten Gleichungen aus Gleichung (3.59) fiir den Fall einer warmeisolierten
und einer warmedurchlédssigen Oberfliche bei Druckbelastung fiir die Querkontraktions-
zahlenv =0,0.1,...,0.4

sich immerhin schlieflen, dass die stationdren Zustdnde im Vergleich zu den einseitig
gekoppelten Gleichungen spéter erreicht werden.

Im Folgenden sollen die Falle 1-4 aus Abschnitt 3.1.3 fiir nicht-periodische, parabolische
Lasten vorgestellt werden. Fiir die numerischen Simulationen wird dafiir die halbe
Elementldnge zu a = r,/101 gewdhlt, was zu der Péclet-Zahl P, ~ 0.0392 fiihrt. Erneut
werden die Diskretisierungsvarianten aus den Gleichungen (3.41) und (3.42) verwendet.
Als Abbruchkriterium fiir den iterativen Losungsprozess wird eine relative Toleranz
des Verschiebungsfeldes von €, = 107° festgelegt.

Abbildung 3.13 zeigt einige Ergebnisse fiir die Fille 1 und 2 aus Abschnitt 3.1.3 aufgrund
eines parabolischen Druckfeldes p = po (1 - r?/ rg)l/ ? mit po = 1 GPasowier, = 0.5 mm.
Der zeitliche Verlauf der dimensionslosen Relativverschiebung 2u (w — w|,—y) /pots in
der Mitte des Druckfeldes ist in Abbildung 3.13(a) sowohl fiir eine wédrmeisolierte als
auch fiir eine warmedurchldssige Oberfldche dargestellt. Abbildung 3.13(b) zeigt den
Temperaturanstieg auf der Oberfldche fiir den Fall einer wiarmeisolierten Oberflache
entlang der r-Richtung zu den dimensionslosen Zeitpunkten 7 = 0,0.1,0.5,2. In
Abbildung 3.13(d) ist die zugehorige transiente Temperaturerhchung in der Mitte des
Druckfeldes skizziert, das entstehende Temperaturfeld konvergiert mit fortschreitender
Zeit gegen null. Im gesamten Halbraum entsteht instantan ein Temperaturfeld, dessen
Gradient den Verschiebungen entgegenwirkt. An der Oberfldche hat es gemédfs dem
Gough-Joule-Effekt die gleiche Form wie das Druckfeld selbst. Der verbleibende War-
mestrom auf der Oberflache verdndert das Temperaturfeld des Halbraums mit der Zeit
und verursacht die transienten und zeitverzogerten Verschiebungen. In der Literatur ist
dieses Phdnomen auch als thermoelastische Dampfung bekannt [33]. Das tiberlagerte
Temperaturfeld im Falle einer warmedurchlissigen Oberfliache verursacht ebenfalls
zeitverzogerte Verschiebungen, lasst aber die Oberflachentemperatur unverandert. Dies
fuhrt zu einem geringfiigig unterschiedlichen Verschiebungsverlauf. Die dimensionslo-
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(a) Transiente relative Verschiebung in der Mitte (b) Temperaturerh6hung entlang der r-Richtung fiir
eines parabolischen Druckfeldes fiir den Fall den Fall einer wéarmeisolierten Oberfldche zu den
einer wirmeisolierten und einer warmedurchlas- Zeitpunkten 7 = 0,0.1,0.5,2
sigen Oberflache
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0.005 isoliert — durchldssig 3 — 0|, inK
0.004
0.003 2
0.002
0.001 1
0 -
> 0+ >
0 1 2 3 4 0 0.5 1 1.5 2
/7 Ket/r?
(c) Relative Verschiebungen fiir den Fall einer (d) Transiente Temperaturerhhung in der Mitte
warmeisolierten und einer warmedurchléssigen eines parabolischen Druckfeldes fiir den Fall
Oberflache entlang der r-Richtung zu den einer warmeisolierten Oberfliche

Zeitpunkten 7 = 0.1,0.5,2

Abbildung 3.13: Relative Verschiebungen 2 (w — w|;y) /pors und Temperaturen fiir die Falle 1 und 2 aus
Abschnitt 3.1.3 aufgrund eines parabolischen Druckfeldes

sen Relativverschiebungen 2u (w — w|;—q) /por, sind fiir die Zeitpunkte 7 = 0.1,0.5,2
und den Fall einer wéarmeisolierten und einer warmedurchldssigen Oberfliche entlang
der r-Richtung in Abbildung 3.13(c) dargestellt.

Einige Ergebnisse fiir die Fille 3 und 4 aus Abschnitt 3.1.3 aufgrund eines para-
bolischen Wéarmestroms q = qo (1 - 72/ rf)l/ ® sowie aufgrund eines parabolischen
Temperaturfeldes 9 = 9 (1 - 1*2/1’,3)1/2 mit go = 1 MJ/sm? und 9y = 100K sind in
Abbildung 3.14 dargestellt. Der Temperaturanstieg 0 im Zentrum der Warmequelle
wird mit der Temperatur 0|, fiir den einseitig gekoppelten Fall in Abbildung 3.14(a)
verglichen. Die Auswirkungen der verringerten Temperaturleitfadhigkeit . sind deutlich
sichtbar und fithren zunéchst zu einer steigenden und dann zu einer sinkenden
Temperaturdifferenz 0|,_, — 0, sobald sich das Temperaturfeld an der Oberflache
dem stationdren Zustand ndhert. Abbildung 3.14(b) stellt die entsprechenden dimen-
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(a) Relative Temperaturerhhung in der Mitte eines (b) Relative Verschiebungen in der Mitte eines
parabolischen Wéarmestroms parabolischen Warmestroms/Temperaturfeldes

Abbildung 3.14: Relative Temperaturerh6hung und Verschiebungen fiir die Falle 3 und 4 aus Abschnitt 3.1.3

sionslosen Relativverschiebungen K (w — w

e=0) /aar,qo im Zentrum der Quelle dar.
Die Verschiebungen wachsen aufgrund ihrer Abhidngigkeit vom Temperaturfeld im
Halbraum an, das sich im gekoppelten Fall langsamer ausbildet. Des Weiteren sind
auch die dimensionslosen, relativen Verschiebungen (w — w|,-,) /aa9¢ fiir den Fall
4 in der Abbildung 3.14(b) dargestellt. Da die thermoelastischen Verschiebungen fiir
diesen Fall einen stationdren Zustand besitzen, kann hier zunichst ein Anwachsen und
anschlieffend erneut eine Annidherung der Losungen beobachtet werden.

Der Einfluss des Gough-Joule-Effektes auf die Verschiebungs- und Temperaturfelder
ist in allen vier Beispielen vergleichsweise klein. Der Ubergang zu den einseitig
gekoppelten Gleichungen mit ¢ — 0 erscheint daher fiir den gewdhlte Parametersatz
gerechtfertigt. Fiir Lastfélle, die eine Druckbelastungen auf der Oberfldche einschlie-
Ben, kann eine Abschitzung des durch die Vernachldssigung verursachten Fehlers
mithilfe von Gleichung (3.59) erfolgen. So lassen sich auch fiir die Werkstoffe Alu-
minium (W|,—g — Wlj=g /Wlezo = 0.89 %, ¢ = 0.031 bei Ty = 293.15 K) und Kupfer
(W)ozg = Wlieo /Wlezp = 0.59 %, € = 0.019 bei Ty = 293.15 K) keine nennenswerten
Unterschiede feststellen. Fiir transiente Auswirkungen muss auf eine numerische
Auswertung zuriickgegriffen werden.

3.2.4 Auswirkungen des Einflussradius bei periodischen
Lastfdllen

Die bisherigen Ausfiihrungen haben sich auf nicht-periodische Lastfélle beschrankt, was
nicht zuletzt aufgrund von realen Anwendungen sinnvoll erscheint. Bei Modellierungen,
die einen reprdsentativen Ausschnitt der Oberfldche beinhalten, konnen periodische
Randbedingungen dennoch von Vorteil sein. Aus diesem Grund sollen im Folgenden die
Auswirkungen des in Abschnitt 2.2.2 eingefiihrten Einflussradius r.; bei periodischen
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(a) Effektive Einflussfunktion Eze fo entlang der (b) Skalierte Anderung AE;? T/Cop der effektiven
&-Richtung beinn = 0 fiir verschiedene Einflussfunktion aus Gleichung (3.61) bei £ =71 =
Einflussradien ro; = N7T mit Nt = 0,5,10, 15 0 und grofier werdendem Einflussradius ro; =

und einer Periodendauer T = 16 NTT

Abbildung 3.15: Auswirkung von Periodendauer T und Einflussradius roi = NrT auf die effektive

—eff
Einflussfunktion C Zez

—eff
Lastfallen diskutiert werden. Daftir wird die effektive Einflussfunktion C Zez fir die
Berechnung der dimensionslosen Oberflachenverschiebungen

— —eff _
wlz:O = Czez (5/ T]/ ﬁ/ T/ Toi) PD (360)

verwendet, die die Auswirkungen eines sich mit der Periodendauer T = (T, T,)"
wiederholenden rechteckigen Druckfeldes p, abbildet (vgl. Gleichung (3.12)). Ohne
Einschrankung der Allgemeinheit wird dabei von einseitig gekoppelten Gleichungen

mit ¢ — 0 ausgegangen. Die Einflussfunktion Ezesz hidngt zum einen von der dimensi-
onslosen Periodendauer T und zum anderen vom dimensionslosen Einflussradius r,;
ab, wobei Letzterer im vorliegenden Beispiel auf ein ganzzahliges Vielfaches der
Periodendauer T, = T, = T beschrinkt sei.

Die effektive Einflussfunktion 6285 ist fiir verschiedene Einflussradien r,; = NTT mit
Nt =0,5,10,15 und fiir die Periodendauer T = 16 entlang der &£-Richtung bein = 0
in Abbildung 3.15(a) dargestellt. Die Auswertung erfolgt hierbei nur an den Element-
mittelpunkten. Es ist erkennbar, dass das Verschiebungsfeld w|,_, zwar insgesamt fiir
einen grofier werdenden Einflussradius r,; monoton anwéchst (und schlussendlich
gegen unendlich divergiert), die eigentliche Form jedoch nahezu unverdndert bleibt.
Dies wurde bereits in Abschnitt 2.2.2 durch die Singularitidt der Fundamentallosung
im Bildbereich in Gleichung (2.31) angedeutet. Dass die Verschiebungen auch fiir eine
beliebige Periodendauer T bei grofier werdendem Einflussradius r,; divergieren, kann
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anhand des streng monotonen Anwachsens der mit der Periodendauer T skalierten
Anderung

—eff —eff —eff
ACZZ = sz (5/ T]rﬁ/ T, (7’1 + 1)T) - sz (5, U,ﬁ, T, IflT) , n=0,1,... (3.61)

bei & = 11 = 0 in Abbildung 3.15(b) gefolgert werden. Gleichung (3.60) ldsst aufserdem
darauf schlieflen, dass fiir eine konstante Verschiebung des Ursprungs bei einer

Vergrofserung des Einflussradius 7,; ein Druck p notwendig ist, der mit 1 /E;f skaliert.
Fiir 5 — oo konvergiert der Druck pg entsprechend gegen null. Der Einflussradius ro;
hat somit einen direkten Einfluss auf das lokale Druckniveau und damit auf das
Plastizitdtsverhalten. Der in dieser Arbeit eingefiihrte Einflussradius hat entsprechend
vergleichbare Auswirkungen wie die beispielsweise von Yastrebov et al. [259, 260]
vorgeschlagene Wahl von w; > 2m/T fiir Gleichung (2.6) ohne Verwenden eines
Einflussradius.

Da die Einflussfunktionen fiir thermische Oberfldchenbelastungen bei Vorgabe eines
Warmestroms gegen C., konvergieren (vgl. Gleichung (3.28)), kénnen die hier getrof-
fenen Schlussfolgerungen auch auf thermische Problemstellungen iibertragen werden.
Dementsprechend divergiert das stationdre Temperaturfeld fiir eine periodische War-
mequelle gp bei grofier werdendem Einflussradius ro; gegen unendlich.

3.3 Modellbildung und Simulation

Die bereits in Abschnitt 3.2.2 verifizierten Teilmodelle werden in diesem Unterkapitel fiir
den Fall der einseitig gekoppelten Gleichungen mit ¢ — 0 vereinigt. Dies gelingt durch
die Verbindung der Reibleistung mit dem Warmeeintrag. Dass eine Vernachldssigung
des Gough-Joule-Effektes fiir vergleichbare kontaktmechanische Problemstellungen
gerechtfertigt ist, haben die Ausfithrungen in Abschnitt 3.2.3 gezeigt. Die Ergebnisse
werden dadurch nur geringfiigig ungenauer, die Rechenzeitersparnis ist jedoch hoch.

Ausgangspunkt fiir das thermomechanische Kontaktmodell sei die in Abbildung 3.16(a)
definierte Initialkonfiguration. Die beiden Kérper mit rauen Oberflachen kénnen sich
mit ihrer hochsten Erhebung an einer gedachten Ebene beriihren. Die Oberflichenhthen
z1 (x,y) und z3 (x, y) werden in korperfesten Koordinatensystemen beschrieben und
besitzen die Mittelwerte S,;; und S,,». Der Abstand zwischen den Mittelebenen sei
mit zH = Z1,max + Z2,max gegeben. Jegliche Einfliisse von Temperaturfeldern sind in der
Initialkonfiguration vernachlassigt.
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Eine starre, ebene Wand und ein dquivalenter

rauer Korper mit den Oberfldchenhéhen 4 -
Z2,max z2 (v
z2(x,y,t) = z1(x,y) zn
+22(X = Urel,xt, Y — Vrelyt) (3.62) D 21 max
Y 21 (%)
werden in Abbildung 3.16(b) eingefiihrt. Die Sm1
Hohenwerte der neuen Oberfliche z sind auf- (a) Initialkonfiguration
grund der relativen Bewegung der beiden glei-
tenden rauen Korper zeitabhdngig. Der Abstand .
zwischen den Korpern in Abbildung 3.16(a) I
und der Abstand zwischen dem &dquivalenten ZH
rauen Korper und der starren, ebenen Wand in v z (x,,0)
Abbildung 3.16(b) ist gleich. = Sm
Der &dquivalente raue Korper wird durch eine
Einrtickung d in Kontakt mit der starren Wand (b) Aquivalente Oberfliche
gebracht (siehe Abbildung 3.16(c)). Durch die
Relativbewegung der beiden Koérper und die wo (x,,t) £+~
im Kontaktbereich wirkenden Scherspannungen - 7y /X ZANE TN
, B 2 SNVZATETN
kommt es aufgrund von Reibungswirme zu . // /TZ (x,\y;;)’ \
den Temperaturerhhungen 07 im unteren und =3 ' p
0, im oberen Korper. Infolgedessen treten die Y
thermoelastischen Verschiebungen wg = wg, +
wg, auf, die sich aus den einzelnen thermo- (c) Kontaktkonfiguration

elastischen Verschiebungen der beiden Korper .. dung 3.16: Verschiedene Konfiguratio-

zusammensetzen. Obwohl der Wirmeeintrag nen fiir die thermomechani-
in der gemeinsamen Kontaktfliche stattfindet, sche Kontaktsimulation

kénnen die Temperaturfelder und thermoelastischen Verschiebungen beider Koérper
dennoch unterschiedlich sein. Die relative Gleitgeschwindigkeit [[v.|| sei zudem
klein genug, sodass die Schmelztemperatur nicht erreicht wird. Auierdem wird von
permanentem Gleiten ausgegangen, wodurch ein partielles Haften ausgeschlossen ist.

Das tiberlappende Material
we(x,y,t)=z+wg—zu+d (3.63)

muss durch ein zeitabhdngiges, aber zunédchst noch unbekanntes Druckfeld p (x, y, t)
nach unten gedriickt werden. Das in der ebenfalls noch unbekannten Kontaktflache
wirkende Druckfeld ist fiir beide Korper gleich, dartiber hinaus wirkende adhésive
Anziehungskréfte zwischen den Korpern auferhalb der Kontaktfliche werden ebenso
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wie pfliigende Verluste vernachléssigt.
Das lineare, zeitabhidngige und dimensionslose Gleichungssystem

2 0, (x,y)€Teic,
Etl1-v;\= _ - - . =
1+E—21 Vz sz*p'i‘CM(sz*T;:+Czy*Ty)_wg: wp, (x/y)erpicr
BRS!

§/ (x/ ]/) € 1—‘niC/
0<p<H, (3.64)

1-21 ( Eq (1 - ZVZ)(l + V2)
Cm -

T81-v) ' Ea(1-2v)(I+m)

wird aus Abbildung 3.16(c) erhalten. Darin reprédsentieren Css +p, C.y*T, und Ezy *+T, die
diskreten, linearen Faltungen zwischen den Einflussfunktionen und den mechanischen
Oberfldchenlasten. Des Weiteren ergibt sich wy = wg/2a aus Gleichung (3.63) und
Leic, Ipic und Tnic bezeichnen die Bereiche der Oberflichen, die elastisch, plastisch
oder nicht in Kontakt stehen. Wahrend des Losungsprozesses wird der Druck p auf
positive Werte unterhalb der dimensionslosen Hérte H= (1- v%) H/mE, des weicheren
Materials begrenzt. Das noch iiberlappende Material w, = w1 + wpz im Gebiet ['pic
wird nach jeder erfolgreichen Losungsiteration entfernt und volumenerhaltend zu den
Télern im Gebiet I'nic hinzugefiigt [210]. Es muss sichergestellt werden, dass sich die
Kontaktfliche wihrend dieses Vorgangs nicht verdndert. Die gesamte Kontaktfliche
setzt sich folglich aus I'ic = T'ejc U I'pic Zusammen, wihrend eine Liicke g im Gebiet I'nic
verbleibt. Die Harte H = 3R, ldsst sich mit der Streckgrenze R, [238] in Verbindung
bringen, die ihrerseits eine Funktion der absoluten Temperatur T, der Dehnung ¢ und
der Dehnrate ¢ ist [157]. Die Streckgrenze R. wird deshalb im Folgenden mittels

R, (T, g, E) ~ Ry + Rg6 + Ryv,q (365)

approximiert, wobei die beiden Konstanten Rg < 0 und R, > 0 etwaige temperatur-
und geschwindigkeitsabhédngige Effekte berticksichtigten. Entsprechende Messungen
der Streckgrenze bei unterschiedlichen Temperaturen und Dehnraten lassen sich in [44,
74, 87] finden.

Die Warmestrome g auf den Oberfldchen setzen sich aus der Reibungswarme g¢ und der
konvektiven Warmeleitung gy, aufgrund der Temperaturdifferenz beider Kontaktkorper
zusammen. Erstere sind mit der Reibleistung iiber

qf = TsOrel (3.66)
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3 Thermomechanischer Kontakt gleitender Kérper mit rauen Oberflichen

gekoppelt, wobei 73 = Re(T, ¢, €) /2 die Versagensscherspannung des weicheren
Materials bezeichnet. Diese steht {iber eine lokale Tresca-Vergleichsspannung mit der
Streckgrenze R, in Zusammenhang. Aufgrund der Abhéngigkeit des Warmestroms g
vom Temperaturfeld 6 an der Oberflidche wird Gleichung (3.24) zu einer homogenen
Integralgleichung zweiter Art [132] und unterstreicht die Notwendigkeit eines iterativen
Losungsverfahrens. Weiterhin wird angenommen, dass die Reibleistung vollstandig in
Wiarme umgewandelt wird [122], wobei eine lineare Warmeaufteilung schliefilich zu
den einzelnen Warmestromen

_ {(1 — 1) qs+ h (0, — 1) fiir Oberfliche 1, 567

Y g¢+ h (61 — 67) fiir Oberfldche 2

fihrt. Darin bezeichnet 1p € [0,1] den Warmeaufteilungskoeffizienten und h den
Wairmetibergangskoeffizienten.

Zumindest fiir ein stationires Temperaturfeld 6 aufgrund einer stehenden Wirme-
quelle g5 = (Ro + RO + Ryv)v/2 kann der Einfluss von Gleichung (3.65) analytisch
bestimmt werden. Eine Verbindung der Gleichungen (3.28) mit (3.65) und (3.66) ergibt
fur die stationdre Temperatur in der Mitte des belasteten Elementes

A

éoo 0 N QE()Q (Ro + va) 0

" 271K —aCyRev

lﬁ!ﬁ;\l‘f‘(
Il
o oo

woraus das Verhiltnis

6 1+ gto
z |°° =" (3.68)
00|Rg=0 1 — 200R6
Ry=0 2nK

folgt. Entsprechende Verldufe sind fiir unterschiedliche R¢ und R, in Abbildung 3.17
dargestellt. Fiir v — oo konvergiert Gleichung (3.68) auf —2nKR,/ aCooRoRy. Das
resultierende Temperaturfeld auf der Oberfliche ldsst sich aus Gleichung (3.28)
berechnen. Auflerdem kénnen auch die stationédren thermoelastischen Verschiebungen
hergeleitet werden. Darauf wird hier aber verzichtet.

Fur das Verhiltnis Re/R( folgt ebenfalls die rechte Seite von Gleichung (3.68). Die
qualitativen Verldufe aus Abbildung 3.17 verdeutlichen somit die Auswirkungen einer
temperatur- und geschwindigkeitsabhdngigen Versagensscherspannung ts auf die
Reibkraft.
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3.3 Modellbildung und Simulation
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Abbildung 3.17: Qualitative stationdre Temperaturverldufe aus Gleichung (3.68) bei temperatur- und
geschwindigkeitsabhdngigem Wérmeeintrag fiir verschiedene Rg und R,

Zusammenfassend konnen die folgenden zuséitzlichen thermomechanischen Effekte
im Vergleich zu rein mechanischen Lastfédllen auftreten:

1. Die thermoelastischen Ausdehnungen aufgrund der Warmezufuhr an einem
Asperiten kénnen einen anderen Asperiten in Kontakt bringen.

2. Die thermoelastisch bedingte Druckerhéhung an einem Asperiten in Kontakt
kann einen anderen Asperiten den Kontakt verlieren lassen.

3. Die thermoelastisch bedingte Lasterh6hung kann (weitere) plastische Verformun-
gen verursachen.

4. Der Temperaturanstieg aufgrund von Reibungswarme beeinflusst die Materialei-
genschaften, was wiederum Auswirkungen auf die Kontaktkrifte, die Kontaktfla-
che und folglich auch den Warmeeintrag selbst haben kann.

Die vorgeschlagene Modellierung berticksichtigt somit nicht nur die mechanischen,
sondern auch die thermischen und thermoelastischen Wechselwirkung aller Asperiten
von beiden Kontaktkorpern. Die Auswirkung der beidseitigen Rauheit wird durch die
zeitabhédngige dquivalente Oberfldche korrekt abgebildet.

Fiir das Gleichungssystem (3.64) sind grundsitzlich zwei verschiedene Lésungsszena-
rien denkbar. Auf die Vorgabe einer konstanten dufieren Last soll hier verzichtet werden,
stattdessen wird die Einriickung d vorgegeben. Dies kann mit der Annahme gerecht-
fertigt werden, dass sich der makroskopische Abstand zwischen den beiden rauen
Kérpern wihrend des Gleitweges iiber eine Periode der mikroskopischen Rauigkeit
ndherungsweise nicht verandert. Da das Gleichungssystem (3.64) die gleiche Struktur
wie in rein mechanischen Belastungsfillen besitzt [238], konnen bereits bewdhrte
Losungsverfahren verwendet werden (vgl. Abschnitt 2.2.2). Abbildung 3.18 fasst den
gesamten Simulationsablauf zusammen. Die grauen Bereiche heben die im Vergleich
zu rein mechanischen Simulationen zusétzlich benttigten Simulationsschritte hervor.
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3 Thermomechanischer Kontakt gleitender Kérper mit rauen Oberflichen

[ Materialparameter ]

[ Gemessene Oberflichen

«—[ Simulierte Oberflichen ]

Berechnung der

I dquivalenten Oberfldche

aus Gleichung (3.62)

p
Berechne

1. Re1 (61, 0re1) und Rez (62, Ure1) nach
Gleichung (3.65)

2. q!_,, fiir beide Oberflichen nach
Gleichungen (3.41), (3.66) und (3.67)

3. 61(q1) und 6> (g2) nach Gleichung (3.46)

4. weg, (g1) und wg, (g2) nach Gleichung (3.50)

Lose Gleichung (3.64) durch
CG-Solver aus Abblldung 2.7
und erhalte T, p, Wp1, Wp2, &

l"ic, 61 und
62 kon-
vergiert?

t=t+At |Aktualisierung der Oberflachen
durch w,; und Wy

Abbildung 3.18: Simulationsablauf bis gewtinschte Zeit t.q erreicht ist

86

nein



4  Ergebnisse der thermomechanischen
Kontaktsimulationen

Um die Auswirkungen der zweiseitigen Rauigkeit auf kontaktmechanische Groflen
herauszuarbeiten, wird das Simulationsmodell aus Kapitel 3 fiir verschiedene Kombi-
nationen von Oberflichenstrukturen ausgewertet. Dafiir werden zunéchst raue Ober-
flichen mit den Langen L, = 2mm und L, = 1 mm entsprechend der Vorgehens-
weise aus Abschnitt 2.1.2 erstellt. Die mit 256 x 128 Elementen dquidistant diskre-
tisierten Oberflichenhohen sind normalverteilt Zg ~ N (Sm, Sg) und besitzen den
Mittelwert S;, = 0 m und die Standardabweichung S; = 0.7 um . Die recht geringe
Elementanzahl wird gewé&hlt, um nicht nur qualitative, sondern auch quantitative
Aussagen treffen zu konnen. Das Leistungsdichtespektrum der erstellten Oberfldchen
folgt der Parametrisierung aus Gleichung (2.6) mit dem Hurst-Exponenten H = 0.8.
Alle weiteren Oberflachenkennwerte variieren und sind in der Tabelle 4.1 in insgesamt
sechs Konfigurationen zusammengefasst. Bei den anisotropen Oberflachen wird jeweils
durch L oder || kenntlich gemacht, ob die zugehorige Oberflachenstruktur transversal

Tabelle 4.1: Verschiedene Konfigurationen fiir isotrope und anisotrope Oberflachen

Konfigurationen @y iInmm1 Uy Py

Isotrop 1 Oberflache 1 8n 1 1
p Oberfldache 2 87 1 1

Isotrop 2 Oberflache 1 87 1 1
p Oberflache 2 167 1 1

Isotron 3 Oberflache 1 l6m 1 1
p Oberflache 2 167 1 1

. Oberflache 1 L vy 87 1 3
Anisotrop 1 Oberflache 2 1 vy 87 1 3
. Oberfliache 1 || vy 87 3 1
Anisotrop 2 Oberflache 2 L vy 8n 1 3
. Oberflache 1 || vrel 8n 3 1
Anisotrop 3 Oberfliache 2 || vyl 81 3 1
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4 Ergebnisse der thermomechanischen Kontaktsimulationen

oder lateral zur Gleitrichtung ausgerichtet ist.

Die in Tabelle 4.2 aufgefiihrten Materialparameter entsprechen handelsiiblichem Stahl
und werden fiir beide Kontaktkorper verwendet, um die Untersuchungen auf die Aus-
wirkungen der zweiseitigen Rauigkeit einzugrenzen. In dem linearen, zeitabhéngigen
Gleichungssystem (3.64) entféllt hierdurch die Kopplung zwischen den tangentialen
Scherspannungen und den vertikalen Verschiebungen.

Tabelle 4.2: Verwendete Materialparameter (wenn nicht anderweitig angegeben)

Parameter Symbol Wert  Einheit
Elastizitdtsmodul E 210 GPa
Querkontraktionszahl v 0.3 -
Wairmeleitfdhigkeit K 40 J/msK
Dichte P 7850  kg/m’
Spezifische Warmekapazitét cd 460 J/kgK
Wirmeausdehnungskoeffizient o 12e-6 1/K
Streckgrenze Ro 450 MPa
Re 0 MPa/K
Ry 0 MPas/m
Wairmetibergangskoeffizient h 0 J/Ksm?
Warmeaufteilungskoeffizient Y 0.5 -
Referenztemperatur To 293.15 K

Fiir die Simulation verschiedener Betriebsbedingungen durchlaufen die Koérper 11
relative Gleitgeschwindigkeiten im Bereich 0 m/s < v, < 1 m/s und 21 Einrtickungen

im Bereich zyg — 2.5 /S;l + 852 < d < zyg. Zudem wird der dimensionslose raumliche

Einflussradius r,; = 113 fiir alle Einflussfunktionen gewahlt. Dies entspricht ungefahr
0.25 % von Cog aus Gleichung (3.17). Die Beriicksichtigung von zeitlichen Einfliissen
wird auf die vergangenen K = M = 256 Zeitschritte begrenzt.

Die Darstellung der Ergebnisse erfolgt fiir die isotropen Oberfldchen aus Tabelle 4.1 in
Unterkapitel 4.1 und fiir die anisotropen Oberflidchen aus Tabelle 4.1 in Unterkapitel 4.2.
In beiden Unterkapiteln werden zunéchst die Auswirkungen eines Einlaufprozesses
diskutiert, bevor eine schrittweise Auswertung der Simulationsergebnisse stattfindet.
Fiir den Einlaufprozess absolvieren alle Oberflichen zunédchst einen kompletten Simu-
lationsdurchlauf mit der Gleitgeschwindigkeit v,] = 1 m/s. Die resultierenden einge-
laufenen Oberflichen werden anschliefiend ebenfalls fiir die Simulationen verwendet.
Eine Zusammenfassung und vergleichende Gegentiberstellung der Ergebnisse findet
in Unterkapitel 4.3 statt. Mogliche Korrelationen zwischen den Eigenschaften der
Oberflichen und dem resultierenden Reibwert werden herausgearbeitet. Abschlieffend
behandelt dasselbe Unterkapitel die Erweiterung auf temperaturabhdngige Materialpa-
rameter und deren Auswirkungen.
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4.1 Isotrope Oberflichen

4.1 Isotrope Oberflichen

Die Verteilungsdichtefunktionen pz(z) der Oberflichenhthen sind in den Abbildun-
gen 4.1(a), (c) und (e) fiir den neuen und eingelaufenen Zustand der isotropen Konfigu-
rationen aus Tabelle 4.1 dargestellt. In allen drei Féllen sind die Oberflachenhéhen nach
dem Einlaufprozess linksschief Sgx < 0 und sowohl der Wert fiir die Standardabwei-
chung S, als auch fiir die Kurtosis S, haben sich verringert. Dennoch verbleiben die
Oberflachen in den tieferliegenden Bereichen nahezu unverandert und hauptsichlich
hoherliegende Oberfldchenbereiche verschleifien. Die beschriebenen Verdnderungen
passen gut zu den Ergebnissen von experimentellen Untersuchungen beziiglich des
Einlaufverhaltens rauer Kérper [116, 124, 198], obwohl die aktuelle Modellierung ein
vergleichsweise einfaches Verschleif$verhalten beinhaltet. Insbesondere das Entstehen
des charakteristischen Maximums der Verteilungsdichtefunktion wird gut abgebildet.
Des Weiteren sind die Werte von Kurtosis Sy, und Schiefe S, in den Abbildungen 4.1(b),
(d) und (f) fiir die jeweiligen dquivalenten Oberflichen aus Gleichung (3.62) wahrend
einer Gleitperiode von Ax = 2 mm sowohl fiir die neuen als auch fiir die eingelaufenen
Oberfldchen dargestellt. Die Verldufe zeigen, dass die Oberfldchenhthen der dquivalen-
ten Oberfldche selbst bei normalverteilten Oberflachenhohen der Kontaktkorper nicht
als normalverteilt modelliert werden sollten. Die Erwartungswerte von Standardabwei-
chung E[S, ], Kurtosis E[ Sk, | und Schiefe E[Ss | der jeweiligen dquivalenten Oberflachen
sind fiir die Gleitperiode von Ax = 2 mm in Tabelle 4.3 aufgelistet. Sie zeigen, dass die
dquivalente Oberfldche im Mittel immer noch normalverteilte Hohenwerte besitzt.
Die Veranderungen in den erhaltenen Verteilungsdichten lassen bereits die Bedeutung
des Einlaufprozesses fiir alle nachfolgenden Ergebnisse erahnen. Zudem kann gefolgert
werden, dass der Einlaufprozess signifikant von den gewéhlten Betriebsbedingungen
abhéngt. Die neuen und die eingelaufenen Oberflichen werden fiir die folgenden
Simulationsergebnisse verwendet. Die Simulationen werden bis zum Erreichen eines
stationdren Betriebszustandes durchgefiihrt. Die erhaltenen und nachfolgenden Ergeb-
nisse sind daher periodisch, was auf die periodischen Oberflichen zuriickfiihrbar ist.
Um zundchst einen qualitativen Eindruck der Kontaktgrofienverldufe zu vermitteln,
werden einige Ergebnisse fiir die eingelaufenen Oberfldchen der Konfiguration Isotrop 1
fur die Gleitgeschwindigkeit v,; = 0.5 m/s und die Einrtickung d ~ 2.08 um in den
Abbildungen 4.2, 4.3 und 4.4 vorgestellt. Die Abbildungen 4.2 und 4.3 zeigen die
transienten Temperaturfelder 8; und 6, sowie die transienten thermoelastischen Ver-
schiebungsfelder wg; und we, auf den beiden Oberfldchen nach einem zuriickgelegten
Gleitweg Ax = 0,0.5,1,1.5 mm in jeweils korperfesten Koordinatensystemen. Die
Konturlinien fiir die Temperaturfelder sind dabei in Inkrementen von A@ = 10 K und
die Konturlinien fiir die thermoelastischen Verschiebungsfelder in Inkrementen von
Awg = 0.01 um aufgetragen. Deutlich erkennbar sind die lokalen Oberfldchenbereiche
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Abbildung 4.1: Ausgewdhlte Eigenschaften der neuen und eingelaufenen OberflichenhShen von den
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4.1 Isotrope Oberflichen

mit starkem Temperaturanstieg, die sich mit dem Gleitweg dndern und durch den
kurzzeitigen Kontakt {ibereinandergleitender Asperiten entstehen. Die Konturlinien
fir die thermoelastischen Verschiebungen zeigen kleinere Gradienten als die Kon-
turlinien fiir die Temperaturfelder, was auf die Abhédngigkeit der thermoelastischen
Verschiebungen von den Temperaturfeldern innerhalb der Kérper zuriickzufiithren
ist. Die transienten Temperatur- und thermoelastischen Verschiebungsverldufe an der
Position x = 1.25 mm und y = 0.75 mm sind in Abbildung 4.4(a) wihrend des gesamten
Gleitwegs von Ax = 2 mm dargestellt. Dieser Punkt ist in den Abbildungen 4.2 und 4.3
jeweils mit einem roten Quadrat markiert und bewegt sich auf der Oberfldache 2 aufgrund
der Relativbewegung der Kontaktkorper entlang der x-Richtung. Die grauen Bereiche
in Abbildung 4.4(a) kennzeichnen die Zeitrdume, zu denen die beiden Oberfldchen
an diesem Punkt in Kontakt stehen. Auch hier lassen sich erneut die auftretenden,
kurzzeitigen Temperaturerh6hungen, sogenannte Blitztemperaturen (vgl. Abschnitt 1.2),
deutlich erkennen. Die dargestellten Verldufe hidngen einerseits von der Kontakthistorie
an diesem Punkt, aber auch vom Kontaktverhalten der umgebenden Asperiten ab.

In Abbildung 4.4(b) sind die Verldufe der Temperatur 64 = > 6/MN, des Nenn-
druckes pa = X p/MN, der Scherspannung 74 = ), 7s/MN und des daraus resultie-
renden Reibwerts ua = 74/pa erkennbar. Die Werte oszillieren mit fortschreitendem
Gleitweg aufgrund der beidseitigen Rauigkeit und der konstanten Einriickung. Die
Erwartungswerte dieser Kurven werden spéter fiir verschiedene Gleitgeschwindig-
keiten und Einriickungen miteinander verglichen. Die gestrichelten Linien zeigen
dariiber hinaus die gleichen Kontaktgrofien fiir den Fall einer temperaturabhéngigen
Streckgrenze Rg = —1 MPa/K (vgl. [44, 74, 87]). Der Druck p, sinkt aufgrund der
geringeren Reibleistung und den daraus resultierenden kleineren Temperaturen und
thermoelastischen Verschiebungen, wéhrend die Scherspannung 74 aufgrund der
sinkenden Versagensscherspannung reduziert wird. Dies fiihrt im vorliegenden Fall zu
einem kleineren Reibwert. Die gepunkteten Linien représentieren iiberdies die gleichen
Kontaktgroflen fiir den Fall einer geschwindigkeitsabhdngigen Streckgrenze R, =
100 MPas/m. Erst ab Werten dieser Gréfienordnung treten vergleichbare Auswirkungen
wie bei einer temperaturabhidngigen Streckgrenze auf. Der Druck p4 steigt aufgrund
der hoheren Reibleistung und den daraus resultierenden grofieren Temperaturen und
thermoelastischen Verschiebungen, wihrend die Scherspannung t4 aufgrund der
wachsenden Versagensscherspannung erhéht wird. Dies fiihrt im vorliegenden Fall
zu einem grofleren Reibwert. Werden die Effekte von temperatur- und geschwindig-
keitsabhéngiger Streckgrenze mit Rg = —1 MPa/K und R, = 100 MPas/m tiberlagert,
ergibt sich grofitenteils eine Ausléschung der Auswirkungen, weshalb die erhaltenen
Kurven aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht eingezeichnet sind. Zudem gestaltet
sich eine Abschdtzung von R, aus Messdaten recht schwierig, da diese im Allgemeinen
in Abhéngigkeit der Dehnrate gegeben sind (vgl. [44, 74, 87]). Deshalb erfolgt bei den
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Abbildung 4.2: Temperaturfelder 6 und thermoelastische Verschiebungsfelder wg auf Oberfliche 1 fiir

unterschiedliche Gleitwege
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Abbildung 4.3: Temperaturfelder 6 und thermoelastische Verschiebungsfelder wg auf Oberfliche 2 fiir

unterschiedliche Gleitwege
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meisten Ergebnissen eine Beschrankung auf temperaturabhingige Effekte.

Die Entwicklung des Temperaturfeldes 0 bei gleich bleibender Einriickung und unter-
schiedlichen Gleitgeschwindigkeiten ldsst sich gut anhand der Verteilungsdichtefunk-
tion pe(0) beobachten. Diese ist fiir die Gleitgeschwindigkeiten v, = 0.1,0.5,1m/s
in Abbildung 4.4(d) zu sehen. Durch die auftretenden Blitztemperaturen entstehen die
Ausldufer der Verteilungsdichtefunktionen hin zu hoheren Temperaturen. Aufierdem
lasst sich erkennen, dass die Varianz der auftretenden Temperaturwerte mit steigender
Gleitgeschwindigkeit zunimmt.

Die Auswirkungen eines konvektiven Warmeaustausches zwischen den Kontaktkor-
pern in der tatsdchlichen Kontaktfldche auf die Temperatur und die thermoelastischen
Verschiebungen sind in Abbildung 4.4(c) dargestellt. Hierfiir werden die Simulationen
mit dem Warmetibergangskoeffizienten h = 1 MJ/ Ksm? wiederholt und die absoluten
Anderungen in den erhaltenen Temperatur- und thermoelastischen Verschiebungsver-
laufen wiedergegeben. Die Auswirkungen lassen sich erst bei diesem vergleichsweise
hohen Warmeiibergangskoeffizient beobachten und fallen recht gering aus. Fiir & — co
sind die lokalen Temperaturen der Korper in der tatsdchlichen Kontaktfliche zu
jedem Zeitpunkt identisch. Der Warmetibergangskoeffizient bietet damit eine gute
Moglichkeit, die Simulationsergebnisse an Experimente anzupassen.

In den Abbildungen 4.4(e) und (f) sind die Bereiche der beiden Oberfldchen in schwarz
markiert, die wahrend des gesamten Gleitwegs von Ax = 2 mm mindestens einmal
in Kontakt stehen. Bei beiden Oberfldchen sind dies in etwa 31 %, wohingegen die
tatsdchliche Kontaktflache zu jedem inkrementellen Zeitpunkt nur etwa 6 % betragt.
Somit sind deutlich mehr Oberflachenbereiche am eigentlichen Reibprozess beteiligt,
als rein statische Simulationen vermuten lassen wiirden.

Alle bisher diskutierten Ergebnisse sind ein Indikator fiir den zusétzlichen Informations-
gehalt, der bei einer konsequenten Beriicksichtigung der Rauigkeit beider Kontaktkor-
per aus den vorliegenden Simulationen gewonnen werden kann. Grundsitzlich lassen
sich unabhdngig vom Betriebspunkt fiir alle isotropen Konfigurationen in Tabelle 4.1
qualitativ gleiche Ergebnisse finden. Die Resultate aller 231 simulierten Betriebspunkte
werden daher fiir die drei Konfigurationen Isotrop 1-3 kompakt in den Abbildungen 4.5
und 4.6 zusammengefasst.

Die Erwartungswerte fiir die Scherspannungen E [74] sind in den Abbildungen 4.5(a),
4.6(a) und (e) als Funktionen der Erwartungswerte fiir den Druck E [p 4] dargestellt. Jede
Kurve stellt die Erwartungswerte bei einer konstanten Gleitgeschwindigkeit v, und
verschiedenen Einrtickungen dar, wie sie zum Beispiel in Abbildung 4.4(b) zu sehen
sind. Die eingezeichneten Orientierungslinien fiir den (deterministischen) Reibwert
4 sind dabei nur in guter Naherung mit E[u4] gleichzusetzen. Die Erwartungswerte
fir den Reibwert E[p4] sind in Tabelle 4.3 aufgelistet. Die Erwartungswerte fiir die
Temperaturen E[04] sind in gleicher Weise in den Abbildungen 4.5(b), (b) und (f) als
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4.1 Isotrope Oberflichen

0, —61inK —wginum ,wy  , — painMPa — A =1a/pa,
80 6, in K we, inum T2 501 — 74inMPa 04 in K
_"‘.a‘”..,:*u.:‘_““:-.'..'_,,:"l"‘w\‘-‘\“ 0.35
~ 0.3
LNV ING b ok WL L WP 4 \'.r-N\,‘-d
s s e mrgaga ] 02
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Ax in mm Ax in mm
(a) Temperaturen und thermoelastische Verschiebun-(b) Kontaktspannungen und Temperaturen (links)
genbei x = 1.25mm und y = 0.75 mm fiir den sowie resultierender Reibwert (rechts) fiir den
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Abbildung 4.4: Ausgewdhlte Ergebnisse fiir die eingelaufene Konfiguration Isotrop 1 bei einer Gleitgeschwin-
digkeit vy] = 0.5 m/s und einer Einrtickung d ~ 2.08 um
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(d) Verteilungsdichtefunktionen pa, , (Ap) der
Reibwertschwankungen

Abbildung 4.5: Zusammenfassende Ergebnisse fiir die Konfiguration Isotrop 1

Funktionen der Erwartungswerte fiir den Druck E [p 4] gezeigt. In allen Fallen markieren
schwarze Linien den Fall Rg = 0 MPa/K und graue Linien den Fall Rg = -1 MPa/K.
Des Weiteren markieren gestrichelte Linien die Ergebnisse fiir die neuen Oberfldchen
im rein elastischen Lastfall, fiir den die Harte H = oo gewéahlt wird.

Im rein elastischen Belastungsfall nimmt die Scherspannung E [74] proportional zum
Druck E [pa] zu, obwohl die Werte von Schiefe und Kurtosis von der dquivalenten Ober-
fliache variieren (vgl. Abbildungen 4.1(b), (d) und (f)). Durch die Proportionalitdt ldsst
sich dadurch auch fiir den gleitenden Kontakt zweier Kérper mit rauen Oberflichen bei
einer vergleichbaren tatsdchlichen Kontaktflache ein lastunabhéngiger Reibwert folgern.
Der niedrige Reibwert kann auf eine kleine tatsdchliche Kontaktflidche bei vergleichs-
weise hohen Driicken zuriickgefiihrt werden. Die thermoelastischen Verschiebungen
scheinen vernachldssigbar zu sein, wihrend Ry den Reibwert geringfiigig verringert.
Durch die Proportionalitdt zwischen tatsédchlicher Kontaktfliche und Normallast steigt
auch die Temperatur E [04] linear mit dem Druck E [p4] an.

Im Vergleich zum rein elastischen Lastfall hdngt die Scherspannung E[74] bei den
eingelaufenen Oberfldchen nichtlinear mit dem Druck E [p4] zusammen. Dies ist die
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(h) Verteilungsdichtefunktionen fiir Isotrop 3

Abbildung 4.6: Zusammenfassende Ergebnisse fiir die Konfigurationen Isotrop 2 und Isotrop 3
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4 Ergebnisse der thermomechanischen Kontaktsimulationen

Folge der linksschiefen Oberflaichenh6hen. In Untersuchungen zu statischen, nicht-
normalverteilten dquivalenten Oberflachen lassen sich qualitativ gleiche Resultate
finden [52, 125, 131]. Die tatsédchliche Kontaktfliche wachst zundchst vergleichsweise
stark mit dem Druck E[pa] an, dies fiithrt zu einem hohen Reibwert bei niedriger
Belastung. Der Einfluss der Gleitgeschwindigkeit und folglich der thermoelastischen
Verschiebungen auf den Reibwert fallt grofser aus, die Berticksichtigung einer tempe-
raturabhédngigen Versagensscherspannung durch Rg verringert den Reibwert deutlich
starker. Die Temperatur E [0 4] steigt aufgrund der nichtlinear wachsenden tatsdchlichen
Kontaktfldche ebenfalls nichtlinear mit dem Druck E [p4] an.

Aufierdem sind die gemittelten Autokovarianzfunktionen des Drucks

]
()
Kpaps(Ax) = 2 3 KL, (Ax),

=1

S~ =

der Scherspannung

Kepea(Ax) = = Y K9 (Ax)

~| =

-
Il
—_

und des Reibwerts
1y ()
_ Y
Kyppa(Ax) _T E KyAHA(Ax)

in den Abbildungen 4.5(c), 4.6(c) und (g) gezeigt, wobei hier die Ergebnisse von allen
simulierten Betriebspunkten genutzt werden. Um einen direkten Vergleich zwischen
den neuen und den eingelaufenen Oberflichen zu ermdéglichen, beinhalten die Abbil-
dungen die Verldufe fiir beide Lastfalle. Neben der durch die periodischen Oberflichen
verursachte Kreisfrequenz w;, = m mm™! sind offensichtlich auch weitere Frequenzan-
teile enthalten und die Verldufe der Kurven unterscheiden sich in Abhdngigkeit der
Konfiguration sichtbar. Die ablesbaren Korrelationslangen Axy, fiir die Reibkraftliegen
in derselben Grofienordnung wie die von Rabinowicz aus Experimenten ermittelte
Korrelationsldnge Axyor = 0.013 mm [215]. Die jeweiligen Korrelationslangen Axyorr
fur den Reibwert sind in Tabelle 4.3 aufgelistet.

Die Abbildungen 4.5(d), 4.6(d) und (h) beinhalten die Verteilungsdichtefunktionen
Paus(Au) der Reibwertschwankungen

Apa = pa—E[ual,
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4.2 Anisotrope Oberflichen

wobei hierfiir ebenfalls die Ergebnisse von allen simulierten Betriebspunkten genutzt
werden. Durch diese Vorgehensweise gehen etwaige Abhangigkeiten der Verteilungs-
dichtefunktion pay, (Ap) von der Last verloren, als erster Ansatz soll dies jedoch genii-
gen. Auch hier markieren die schwarze Linien den Fall Rg = 0 MPa/K, graue Linien den
Fall Rg = —1 MPa/K und gestrichelte Linien symbolisieren den rein elastischen Lastfall.
Es ist erkennbar, dass die Standardabweichung fiir den rein elastischen Fall jeweils
kleiner ausfillt. Die Standardabweichungen (E[A yfq])l/ 2 fiir die Reibwertschwankungen
sind in Tabelle 4.3 aufgelistet.

4.2 Anisotrope Oberflichen

Die Auswertungen werden fiir die anisotropen Konfigurationen aus Tabelle 4.1 wieder-
holt, um Unterschiede sowie Gemeinsamkeiten herauszuarbeiten.

Die Verteilungsdichtefunktionen pz(z) der Oberfldchenhéhen sind in den Abbildun-
gen 4.7(a), (c) und (e) fiir den neuen und eingelaufenen Zustand der anisotropen
Konfigurationen aus Tabelle 4.1 dargestellt. In allen drei Fallen sind die Oberflichenho-
hen nach dem Einlaufprozess zwar ebenfalls linksschief S5 < 0 und die Werte fiir die
Standardabweichung S, sowie die Kurtosis Sy, haben sich verringert, allerdings fallen
die Verdnderungen im Vergleich zu den isotropen Konfigurationen deutlich kleiner aus.
Die erhaltenen Ergebnisse passen dennoch auch hier gut zu Experimenten beziiglich
dem Einlaufverhalten rauer Kérper mit anisotropen Oberfldchenstrukturen [124, 233],
obwohl die aktuelle Modellierung ein vergleichsweise einfaches Verschleiffverhalten
beinhaltet. Ein Vergleich des VerschleifSvolumens offenbart zudem, dass das Verschleif3-
volumen von Konfiguration Anisotrop 1 iiber Anisotrop 2 zu Anisotrop 3 abnimmt,
wihrend es bei den isotropen Konfigurationen am grofsten ausfallt. Dies deckt sich mit
Untersuchungen zum VerschleifSvolumen bei isotropen, transversalen und lateralen
Oberflachenstrukturen [233]. Grundsétzlich kann der geringere Verschleifd auf die
strukturierteren Oberflichenrauigkeiten der anisotropen Konfigurationen zurtickge-
fihrt werden, die in diesem Fall lokal kleinere Lastspitzen verursachen.

Des Weiteren sind die Werte von Kurtosis Sk, und Schiefe S, in den Abbildungen 4.7(b),
(d) und (f) fiir die jeweiligen dquivalenten Oberflichen aus Gleichung (3.62) wahrend
einer Gleitperiode von Ax = 2 mm sowohl fiir die neuen als auch fiir die eingelaufenen
Oberfldchen dargestellt. Analog zu den isotropen Konfigurationen zeigen die Verldufe
auch hier, dass die Oberflachenhohen der dquivalenten Oberfldche selbst bei normalver-
teilten Oberflachenhchen der Kontaktkorper nicht als normalverteilt modelliert werden
sollten. Zudem streuen die Werte insbesondere bei Konfiguration Anisotrop 1 deutlich
starker. Die Erwartungswerte von Standardabweichung E[S;], Kurtosis E[Si,] und
Schiefe E[S;] der jeweiligen dquivalenten Oberfldchen sind fiir die Gleitperiode von
Ax = 2 mm ebenfalls in Tabelle 4.3 aufgelistet.
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4.2 Anisotrope Oberflichen

X in mm

(e) Oberfldche 1 von Konfiguration Anisotrop 3 (f) Oberflache 2 von Konfiguration Anisotrop 3
Abbildung 4.8: Bereiche auf den Oberflichen der drei anisotropen Konfigurationen, die mindestens in einem

inkrementellen Zeitschritt in Kontakt stehen bei der Gleitgeschwindigkeit v,,] = 0.5 m/s und
vergleichbarer Last
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4 Ergebnisse der thermomechanischen Kontaktsimulationen

Erneut werden die neuen und eingelaufenen Oberfldchen fiir die folgenden Simulati-
onsergebnisse verwendet und die Simulationen bis zum Erreichen eines stationédren
Betriebszustandes durchgefiihrt. Die erhaltenen und nachfolgenden Ergebnisse sind
daher periodisch. Fiir die einzelnen Betriebspunkte kénnen Blitztemperaturen, thermo-
elastische Verformungen und oszillierende kontaktmechanische Gréflen aufgrund der
zweiseitigen Rauigkeit gefunden werden.

Die Ergebnisse spiegeln dabei die anisotropen Oberfldchenstrukturen wider. Dies wird
anhand von den Abbildungen 4.8(a)-(f) deutlich, in denen fiir alle anisotropen Konfi-
gurationen die Bereiche der Oberfldchen in schwarz markiert sind, die wahrend des
gesamten Gleitwegs von Ax = 2 mm mindestens einmal in Kontakt stehen. Wiederrum
sind deutlich mehr Oberflichenbereiche am eigentliche Reibprozess beteiligt, als rein
statische Simulationen vermuten lassen wiirden.

Die kompakte Zusammenfassung der Ergebnisse aller simulierten Betriebspunkte
erfolgt in den Abbildungen 4.9 und 4.10. Im Vergleich zu den isotropen Konfigura-
tionen féllt in den Abbildungen 4.9(a), 4.10(a) und (e) der grofiere Reibwert bei rein
elastischen Belastungsfillen auf, der auf eine zwar immer noch proportional, aber nun
schneller mit dem Druck E [p 4] ansteigende tatséchliche Kontaktfldche zurtickgefiihrt
werden kann. Dies resultiert in den Abbildungen 4.9(b), 4.10(b) und (f) in ebenfalls
hoheren Temperaturen E[04]. Ansonsten dhneln die Verldufe der Erwartungswerte
von Druck E[pa], Scherspannung E [t4] und Temperatur E [04] weitestgehend den
Verldufen fiir die isotropen Konfigurationen, sodass auch die Schlussfolgerungen gleich
bleiben. Unterschiede im Detail lassen sich auf die verschiedenen Oberfldchenpaarun-
gen zuriickfiihren.

Anders sieht es bei den Autokovarianzfunktionen in den Abbildungen 4.9(c), 4.10(c)
und (g) aus. Hier sind die Auswirkungen der anisotropen Leistungsdichtespektren
zu beobachten, die vor allem bei Konfiguration Anisotrop 3 in Abbildung 4.10(g) zu
einer grofien Korrelationsliange fithren. Im Vergleich zu den isotropen Konfigurationen
besitzen die erhaltenen Verteilungsdichten in den Abbildungen 4.9(d), 4.10(d) und (h)
auflerdem eine hohere Varianz. Durch das geringere Verschleiffvolumen, ergeben sich
dort kleinere Unterschiede zwischen den neuen und eingelaufenen Oberfldchenpaarun-
gen. Die jeweiligen Korrelationslangen Axyr und Standardabweichungen (E[Ap4])1/2
der berechneten Reibwerte werden in Tabelle 4.3 aufgelistet.
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Abbildung 4.9: Zusammenfassende Ergebnisse fiir die Konfiguration Anisotrop 1
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Abbildung 4.10: Zusammenfassende Ergebnisse fiir die Konfigurationen Anisotrop 2 und Anisotrop 3
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4.3 Einordnung der Ergebnisse

Die durchgefiihrten Simulationen ermoglichen bisher neuartige Einblicke in den Kon-
takt gleitender Korper. Die Berticksichtigung der Rauigkeit beider Kontaktkorper
offenbart dabei transiente Eigenschaften, die durch Modellierungen mit einer einsei-
tigen Rauigkeit nicht erfasst werden kénnen. Hierzu zédhlen in besonderem Mafie
die Blitztemperaturen und die transiente Kontaktflache, die wiederum transiente
Spannungsfelder implizieren. Es zeigt sich ein starker Einfluss des Einlaufprozesses auf
die Ergebnisse, wobei der Verschleifs bei den anisotropen Konfigurationen vergleichs-
weise geringer ausféllt. Durch den Einlaufprozess erhoht sich aufierdem bei allen
Konfigurationen der deterministische Anteil des Reibwerts. Folglich kénnen bereits
hier reibungserregte Schwingungen entstehen, die wiederum durch das Minimalmodell
der nicht-konservativen Kopplung aus Abschnitt 2.3.2 erkldrbar sind.

Zusammenfassend ldsst sich fiir alle sechs Oberflichenkonfigurationen aus Tabelle 4.1
sowohl eine Last- als auch eine Geschwindigkeitsabhédngigkeit des deterministischen
Reibwertanteils feststellen. Die Lastabhédngigkeit des Reibwerts tritt nur bei den Ober-
flichen mit E[Sgx] # 0 auf, wihrend sich fiir die normalverteilten Oberflichen mit
E[Ssk] = 0 auch bei einer Relativbewegung der Kontaktkorper ein lastunabhéangiger
Reibwert ergibt. Letzterer ist auf eine Proportionalitidt zwischen der tatsdchlichen
Kontaktfliche und der Last aufgrund einer dquivalenten Oberfldche mit im Mittel
immer noch normalverteilten Hohenwerten zuriickzufiihren (vgl. Tabelle 4.3). Ob
eine Lastabhédngigkeit vorliegt, ldsst sich somit anhand der Schiefe E[S;;] beurteilen.
Die Geschwindigkeitsabhédngigkeit des Reibwerts ist einerseits durch die Abhéngig-
keit der Versagensscherspannung von der Gleitgeschwindigkeit und der Temperatur
sowie andererseits durch die Beriicksichtigung der thermoelastischen Ausdehnungen
begriindbar. Insbesondere die bereits bei kleinen Relativgeschwindigkeiten auftre-
tenden hohen Blitztemperaturen sind dabei fiir die Absenkung des Reibwerts von
entscheidender Bedeutung. Grundsitzlich passen alle erhaltenen Ergebnisse zumindest
qualitativ gut zu Ergebnissen in der Literatur, wobei sich die Simulationen durch die
hergeleiteten Einflussfunktion leicht auf beliebige Materialparameterkombinationen
erweitern lassen. Die berechneten Autokovarianz- und Verteilungsdichtefunktionen
widersprechen einer Modellierung des stochastischen Reibwertanteils als normalver-
teiltes weifles Rauschen. Diese Schlussfolgerung passt gut zu veréoffentlichten Mes-
sungen [215, 229]. Allerdings ldsst sich in der Literatur noch ein generelles Defizit
hinsichtlich gezielter Auswertungen des stochastischen Reibwertanteils festhalten. Die
anisotropen Eigenschaften der Oberfldchen sind in den Autokovarianzfunktionen des
Reibwerts wiederzuerkennen. Dariiber hinaus werden keine Einfliisse von Temperatur
oder thermoelastischen Verformungen auf den stochastischen Anteil des Reibwerts
gefunden. Ob die verwendete Diskretisierung fiir allgemeingiiltige Aussagen ausreicht,
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4 Ergebnisse der thermomechanischen Kontaktsimulationen

Tabelle 4.3: Zusammenfassung der Ergebnisse aller isotropen und anisotropen Konfigurationen (gerundet
auf die dritte Nachkommastelle)

Konfiguration Isotrop 1 Isotrop 2 Isotrop 3
Harte 00 3Re 00 3Re 00 3Re
E[S;] in um 0.987 | 0.853 | 0.991 0.835 0.99 0.806
E[Sku] 291 2.839 2.99 2.905 2.98 2.973
E[Ssk] -0.005 | -0.376 | 0.004 | —0.455 | 0.003 | -0.527

AXgorr inmm | 0.077 | 0.08 | 0.076 | 0.103 | 0.048 | 0.069
Toe/4 in mm 1/16 | ~1/16 | 1/24 | ~1/24 | 1/32 | ~1/32

E[up] 0.055 - 0.041 - 0.034 -
Elpal 0.109 - 0.105 - 0.076 -
(E[A[ui])l/Z 0.008 | 0.038 | 0.008 0.03 0.004 | 0.025
Konfiguration Anisotrop 1 Anisotrop 2 Anisotrop 3
Harte 00 3Re 00 3Re 00 3Re
E[S;] in um 0.979 | 0.887 | 0.993 | 0.907 | 0.992 | 0.931
E[Sku] 2913 | 2.838 | 3.063 | 2.879 | 2.804 | 2.713
E[Ssk] -0.027 | -0.279 | -0.021 | -0.297 | —0.055 | —0.236

AXioinmm | 0.139 | 025 | 0.134 | 0.237 | 0478 | 0.418
To/4 in mm 1/16 | ~1/16 | 3/32 | ~3/32 | 3/16 | ~3/16

E[up] 0.071 - 0.071 - 0.071 -
E[ual 0.191 -~ 0.155 -~ 0.194 -
(E[ApZ])Y2 0.026 | 0.072 | 0.012 | 0.057 | 0.029 | 0.143

kann auch aufgrund einer fehlenden Validierung mit Experimenten nicht abschlieffend
beantwortet werden. Almqvist [6] folgert jedoch aus seinen Untersuchungen, dass
bereits bei einer Beriicksichtigung von 25 % der tatsdchlich vorhandenen Frequenzan-
teile repréasentative Ergebnisse zu erwarten sind. Daher scheinen die Aussagen des
Modells im Rahmen der Halbraumannahme giiltig zu sein.

Es verbleibt die Frage, inwieweit sich die erhaltenen Ergebnisse auf die Oberflachenrau-
igkeiten zurtickfiihren lassen. Beziiglich des deterministischen Reibwerts wird diese
Fragestellung zumindest fiir den quasi-statischen Normalkontakt bei normalverteil-
ten Oberflichenhohen bereits weitestgehend durch vorhandene Veroffentlichungen
behandelt und lésst sich durch die Vernachlidssigung von thermischen Effekten auf
gleitende Kontakte erweitern. Bush, Gibson und Thomas [41] sowie Persson [201] folgern
fur vergleichsweise kleine tatsdchliche Kontaktfldchen eine Proportionalitdt zwischen
der tatsdchlichen Kontaktfliche und dem Kehrwert des quadratischen Mittelwertes
der Oberflichenhshengradienten (E[||Vz||2])"/2. Daraus lasst sich ebenfalls auf eine

Proportionalitit zwischen (E[||Vz|?])~/2 und dem Reibwert u4 beziehungsweise der
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4.3 Einordnung der Ergebnisse

Temperatur 04 schliefien, da beide proportional zur tatsédchlichen Kontaktfldche sind.
Mit dem Proportionalitdtsfaktor V87 von Persson [201] kann der Reibwert

1-vi 1-v;
[JP:\/S_R( Ly 2) Ts
E[

nEq nE, IVz]12]

hergeleitet werden, wobei die zugehorigen Erwartungswerte E[up] tiber eine Gleit-
periode von Ax = 2mm in Tabelle 4.3 aufgelistet sind. Um dabei die numerisch
fehleranfillige Berechnung der Gradienten tiber finite Differenzen zu vermeiden,
werden stattdessen die spektralen Momente der jeweiligen dquivalenten Oberfldchen

1
IVl = o [] Szet@llolPde
Tt
R2

ausgewertet [178]. Der Korrelationskoeffizient p(E[up], E[na]) = 0.929 féllt zwar erwar-
tungsgemafs hoch aus, sollte aber wegen der geringen Anzahl an Stichproben noch durch
weitere Simulationen bestitigt werden. Der absolute Unterschied in den Reibwerten
E[pp] und E[ua] ldsst sich zudem auf mehrere Faktoren zuriickfiithren. Zum einen
beziehen sich die Herleitungen von Persson [201] auf normalverteilte Oberfldchenhthen,
wohingegen die Auswertungen in den Abbildungen 4.1 und 4.7 zeigen, dass dies bei
gleitenden Konfigurationen nicht durchweg der Fall ist. Zum anderen unterschétzt
Persson die tatsdachliche Kontaktfldche [188], wahrend die fiir die Simulationen gewéhlte
Diskretisierung sicherlich zu einer Uberschitzung der tatsichlichen Kontaktflache fiihrt.
Fiir die eingelaufenen Oberfldchen entfallt die Proportionalitdt vollends, sodass fiir
einen Zusammenhang zwischen den charakteristischen Oberflaichenwerten und dem
Reibwert auf numerische Auswertungen zugegriffen werden muss.

Fiir einen Zusammenhang der erhaltenen Korrelationsldngen des Reibwerts zu den
Oberflichenstrukturen wird zunéchst die dquivalente Oberflache zweier Kérper mit
den harmonischen Oberflichenhéhen z; = Asin(wix) und z; = Bsin(wyx) durch
Gleichung (3.62)

Z(X, t) =zl(x) + 22(x - Z)relt)

+ —
=(A + B) sin (0)1 : (03)) _ wz;relt) (0)1 : a)2x + wz;relt)
+ pa—
+(A_B)Cos<a)12w2x_a)z;)relt) . (w12w2x+w2;relt)

berechnet. Hieraus konnen direkt die effektiven Periodendauern Tog = 47/|wy = ws|
abgelesen werden. Mit der kleineren der beiden Periodendauern folgt die dominierende
Korrelationslange Axyorr = Tefr/4, wobei die Amplituden keinen Einfluss zeigen. Die auf
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4 Ergebnisse der thermomechanischen Kontaktsimulationen

diese Weise hergeleitete Korrelationsldnge wird in Tabelle 4.3 fiir alle Konfigurationen
aus Tabelle 4.1 aufgelistet, wobei w1 und w; mit den jeweiligen Werten von wy
identifiziert werden. Bei den anisotropen Konfigurationen ist dabei jeweils noch
Yy und ¥, zu berticksichtigen. Der Korrelationskoeffizient p(Axkorr, Tef/4) ~ 0.934
féllt ebenfalls hoch aus, sodass weiterfithrende analytische Untersuchungen hierauf
aufbauen kénnen.

Eine vergleichbar hohe Korrelation konnte fiir die Reibwertschwankungen E[Ay4 | nicht
gefunden werden, weshalb eine endgiiltige Abschidtzung der Schwankungsbreite aus
den beteiligten Oberfldchen offen bleibt.

Da die bisherigen Simulationsergebnisse lediglich eine Temperaturabhdngigkeit der Ver-
sagensscherspannung und der Hérte berticksichtigen, wird abschlieffend eine Erweite-
rung auf moglichst allgemeine temperaturabhéngige Materialparameter diskutiert. Die
zugrundeliegenden Gleichungen fiir temperaturabhingige Warmeleitfahigkeit K(T),
spezifische Warmekapazitit cq(T) und Warmeausdehnungskoeffizient a(T) lauten [181]

T

pAr + A+ p)V(V-r) = (3)\+2y)V/ a(9)dsy,
To
00
V- (K(T)VO) = pea (T) 5
Durch die Transformation [181]
 K)
T=T+ / K(To)ds (4.1)
To
konnen diese Gleichungen zu
pAr + (A + ) V(V-r) = (3A +2u) a(TH) VI, 4.2)
ar
x(T)AT = > 4.3)

umformuliert werden, wobei von einer Proportionalitdt zwischen a(T) und K(T') ausge-
gangen wird. Es folgt weiterhin die Beziehung zwischen Temperatur und Warmestrom

g = —-K(T)VO = —K(Ty)VT,

wiahrend x(T) = K(T)/pcq(T) die temperaturabhéngige Temperaturleitfahigkeit bezeich-
net. Die Gleichungen (4.2) und (4.3) stimmen strukturell mit den homogenen Gleichun-
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4.3 Einordnung der Ergebnisse

gen (2.15) und (2.16) fiir den einseitig gekoppelten Fall mit ¢ — 0 {iberein. Da fiir viele
Materialien in guter Ndherung von einer temperaturunabhéngigen Temperaturleitfa-
higkeit x(T) = konst. ausgegangen werden kann [15], ist die Verwendung der bereits
in Unterkapitel 3.1 hergeleiteten Einflussfunktionen mit nun neuer Interpretation,
zumindest im Rahmen der getroffenen Annahmen, weiterhin ohne Probleme méglich.
Allerdings miissen dafiir die Parametrisierungen von K(T), c¢q(T) und «a(T) explizit
bekannt sein.

Im Folgenden werden die Auswirkungen von temperaturabhéngigen Materialparame-
tern in der Form

K(T) =K(To)1 + (T - To)),
a(T) =a(To)(1 + y(T - To))

untersucht, wobei Warmeleitfahigkeit K(T) und Warmeausdehnungskoeffizient a(T)
jeweils durch eine Taylorreihe erster Ordnung approximiert sind. Eine solche Parame-
trisierung bietet sich im Zusammenhang mit der zugrundeliegenden Annahme fiir
die Warmeleitungsgleichung |0/Tp| < 1 an. Aufierdem wird entsprechend von einer
konstanten Temperaturleitfihigkeit x(T) = K(T)/pcq(T) ~ konst. ausgegangen. Die
Gleichung (4.1) lasst sich zu

r—n:%ﬂT—mf+T—m

auswerten, es verbleibt nur eine physikalische Losung

2(I' - To)

1+1+2yT-Tp)

Fiir die thermoelastischen Verschiebungen ergeben sich wegen der Proportionalitdt von
Wirmeleitfahigkeit K(T) und Warmeausdehnungskoeffizient a(T) keine Unterschiede.

0=T-T=

Anhand eines parabolischen Wéarmestroms g = qo (1 — 2/ rf)l/ ? innerhalb des Gebietes
r < ramitgo=1M]J/ sm?, 7, = 0.5 mm und K(Tp) = 40 J/msK werden die Auswirkun-
gen verdeutlicht. In den Abbildungen 4.11(a) und (b) ist die relative Temperaturdifferenz
0 — 0], /06l,— in% fiir die beiden Werte y = +0.01 K™! entlang der r-Richtung
und der dimensionslosen Zeit T = «xt/r? dargestellt. Die stationdren Werte sind als
gestrichelte Linien ebenfalls eingezeichnet. Der Einfluss der temperaturabhingigen
Materialparameter ist deutlich zu erkennen und es lédsst sich feststellen, dass die
Berticksichtigung der Temperaturabhéngigkeit durchaus eine Rolle spielt. Da bei
vielen Materialien y > 0 gilt, mindert die Beriicksichtigung von temperaturabhangigen
Materialparameter zudem die Auswirkungen einer mit der Temperatur sinkenden
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4 Ergebnisse der thermomechanischen Kontaktsimulationen

A—7y=-001K"!—y=+001K"! A—y=-001K" —y=1+001K"

6. b e
1 (
R | 0
=
= %27 e e
) > -6 >
0 1 2 3 4 0 25 50 75 100
r/ta Kt /r?

(a) Relative Temperaturdifferenz 6 — QI),:O / 9|y:0 (b) Zeitlicher Verlauf der relativen Temperaturdiffe-

in% fiiry = +0.01 K™ zu verschiedenen renz 6 — 6|,/ 0], in % fiir y = £0.01 K~lin

Zeitpunkten entlang der r-Richtung der Mitte der Warmequelle

Abbildung 4.11: Einfluss von temperaturabhédngigen Materialparametern auf das Temperaturfeld

Versagensscherspannung. Die zusitzliche Konstante y bietet dariiber hinaus eine
Moglichkeit, die Simulationen an Experimente anzupassen. Eine Reihe verschiedener
weiterer Parametrisierungen konnen der Literatur entnommen werden [166, 181]. Da
die Ergebnisse der thermomechanischen Kontaktsimulationen auf einen eher gerin-
gen Einfluss der thermoelastischen Verschiebungen auf kontaktmechanische Gréfien
hindeuten, wird hier auf weiterfithrende Untersuchungen mit nicht-proportionalen
Wairmeleitfahigkeiten K(T) und Warmeausdehnungskoeffizienten a(T) verzichtet.
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5 Diskussion im Kontext von
reibungserregten Schwingungen

Die thermomechanischen Kontaktsimulationen in Kapitel 4 haben insbesondere vier
wesentliche Eigenschaften des berechneten Reibwerts aufgezeigt. Neben der Abhingig-
keit des deterministischen Reibwertanteils von der Gleitgeschwindigkeit und der Last
wurden auch genauere Erkenntnisse zur Verteilungsdichte und zur Autokorrelations-
funktion des stochastischen Reibwertanteils erhalten. Das vorliegende Kapitel wird die
Auswirkungen dieser Eigenschaften im Kontext von reibungserregten Schwingungen
diskutieren. Dabei sind die Folgen der Geschwindigkeitsabhingigkeit bereits ausfiihr-
lich in der Literatur behandelt (vgl. Abschnitt 2.3.1), jedoch fehlen Untersuchungen
beziiglich Lastabhéngigkeit und stochastischem Reibwert. Diese erfolgen jeweils in den
Unterkapiteln 5.1 und 5.2. Da die Kontaktsimulationen zudem eine Modellierung mit
zwei Freiheitsgraden nahelegen, wird dafiir das Minimalmodell aus Abschnitt 2.3.2
verwendet. Interessanterweise weist Ibrahim [110] bereits auf das Fehlen von For-
schungsbemiihungen hinsichtlich stochastischer Modellierungen bei Minimalmodellen
mit nicht-konservativer Kopplung hin, entsprechende Arbeiten konnten aber nicht
gefunden werden.

5.1 Lastabhingiger Reibwert

Fiir einen last- und damit einriickungsabhingigen deterministischen Reibwert (14(z)
verdandern sich die gekoppelten Differentialgleichungen fiir den Zustand des Gleitens
aus Gleichung (2.39) in Abschnitt 2.3.2 zu

(m 0) (x) (d1 0 ) (x) (011 c12 ) (x) (yd(z)cnz sign(vyel)
+ + = ,
0 m|\z 0 dz z Cy1 Cxp+cCyl\z F.
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5 Diskussion im Kontext von reibungserregten Schwingungen

die sich um die Ruhelage (xo, zo) " linearisieren lassen

m 0 A% + dl 0 Ax + C11 c12—ﬁcn Ax _ 0
0 mf\Az 0 do)\Az 1 cm+c, J\Az) T \0)7
Byd

worin I = pg(zo) + 2o -

ta(z) lasst sich die Ruhelag_e (x0,20) " in der Regel nur noch numerisch berechnen, die
Existenz mehrerer Ruhelagen ist moglich. Im Vergleich zu den linearisierten Gleichun-

bezeichnet. Fiir beliebige funktionale Zusammenhénge

gen (2.40) in Abschnitt 2.3.2 ergibt sich ein zusétzlicher Einfluss des Reibwertgradienten
auf die Stabilitdt der Ruhelage, sodass auf eine oszillatorische Instabilitdt der Ruhelage
in Abhéngigkeit von [i geschlossen werden kann. Das qualitative Stabilitdtsverhalten
bleibt allerdings aufgrund der unverdanderten Struktur der Gleichungen erhalten.

5.2 Stochastischer Reibwert

Fiir einen stochastischen Reibwert M; wird eine moglichst allgemeine Parametrisierung
von Verteilungsdichte- und Autokorrelationsfunktion gewihlt, sodass anschlieSende
Parameterstudien erfolgen konnen. Um die Untersuchungen auf die Auswirkungen
des stochastischen Reibwertanteils zu beschrdnken, wird im Folgenden von einem
konstanten deterministischen Reibwertanteil g = E[M;] = konst. ausgegangen. Die
Diskussion erfolgt in zwei Schritten. Zunéchst wird ein auf Ortsebene beschriebener
stochastischer Prozess in Abschnitt 5.2.1 derart modelliert, dass er einerseits die Resul-
tate der thermomechanischen Simulationen abbildet und andererseits physikalisch
konsistent ist. Anschlieflend erfolgt die Transformation in den Zeitbereich, um eine
Vertraglichkeit mit den Differentialgleichungen des nicht-konservativen Minimalm-
odells herzustellen. Die Auswirkungen des auf diese Weise modellierten stochastischen
Reibwerts auf die Dynamik des Systems erfolgt daraufhin in Abschnitt 5.2.2.

5.2.1 Reibwertmodellierung

Fiir die Autokorrelationsfunktion wird im Folgenden die Parametrisierung

R
e _ g-boui ( (VT = D2l
q

D |
+ —sin (Qx\/l _ D2|Ax|)) (.1)

gewdhlt, was dem zweiseitigen Leistungsdichtespektrum

Suss _ 4DQY}

R3 (Q2 - w%)z +4D22 w?
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5.2 Stochastischer Reibwert

entspricht. Beide Ausdriicke beinhalten die Filterparameter Q, und D, die fiir die
Anpassung an experimentell oder rechnerisch erhaltene Ergebnisse herangezogen
werden konnen. Dariiber hinaus bezeichnet R, hier und im Folgenden die Standardab-
weichung des stochastischen Reibwerts. Fiir die Verteilungsdichte soll die Modellierung
physikalisch konsistent und daher beschréankt erfolgen, sodass ein normalverteilter
Prozess ausgeschlossen ist.

Zhu und Cai [266] leiten die stochastischen Filtergleichungen im Sinne Itos

0 1 4DQY3
X, = Xydx + 1
dXs (—Q§ —ZDQx) S T

her, die die frei wahlbaren Filterparameter Q,, D, A und : beinhalten. Wird der

0
A2 = X2 - X2 /O3

dW, (5.2)

stochastische Reibwertanteil mit ps = Xj identifiziert, ergibt sich fiir den stationédren
Fall die symmetrische und auf das Intervall X; € [-A, A] beschrankte Verteilungsdich-
tefunktion

L

r2e+2)
22H1A (T(1 + 1))?

2

K (5.3)

Pus (X1) =

die lediglich von der Gamma-Funktion I'(...) und den beiden Filterparametern A
sowie ¢ abhéngt. Es folgen der Mittelwert E [M,] = g4, die Varianz E [(M, — pa)?] =
A?/(2¢ + 3) und beliebige hohere zentrale Momente

A"(1+(-1)")T (% +3)
2VAl (143 + 4

E[(My — pa)"] = (5.4)

T(c+ %)
)

Des Weiteren besitzen die stationdren Losungen X; von Gleichung (5.2) allesamt die
Autokorrelationsfunktion (5.1).

Die gewdhlte Autokorrelationsfunktion aus Gleichung (5.1) wird in Abbildung 5.1(a) mit
der in Unterkapitel 4.1 berechneten Autokovarianzfunktion von Konfiguration Isotrop 2
aus Abbildung 4.6(c) verglichen. Der Ubergang von den periodischen Ergebnissen auf
nicht-periodische Oberflachenkonfigurationen erfolgt hierbei durch die Simulation mit
den Filtergleichungen automatisch. Dariiber hinaus wird in Abbildung 5.1(b) auch die
Verteilungsdichtefunktion aus Gleichung (5.3) mit der in Unterkapitel 4.1 berechneten
Verteilungsdichtefunktion von Konfiguration Isotrop 2 aus Abbildung 4.6(d) verglichen.
Beide Parametrisierungen scheinen die erhaltenen Verldufe aus den thermomechani-
schen Kontaktsimulationen zufriedenstellend abzubilden. Durch die Berticksichtigung
weiterer Frequenzanteile wird eine noch bessere Ubereinstimmung erwartet, aus
Griinden der Ubersichtlichkeit erfolgt hier jedoch die Beschriankung auf die einzelne
Kreisfrequenz ().
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5 Diskussion im Kontext von reibungserregten Schwingungen

A = A
1 H = co H # oo 70

- K,UAHA - Rys,us - pys(A[J)

0 XVAV/\/ I~ 3
: >

-1 -0.5 0 0.5 1 -0.1  -0.05 0 0.05 0.
Ax in mm Au

|
—_
\4

(a) Autokovarianzfunktion aus Gleichung (5.1) im  (b) Verteilungsdichtefunktion aus Gleichung (5.3) im
Vergleich zu Abbildung 4.6(c) Vergleich zu Abbildung 4.6(d)

Abbildung 5.1: Vergleich von Autokorrelations- und Verteilungsdichtefunktion mit den erhaltenen Ergeb-
nissen der thermomechanischen Kontaktsimulation fiir Konfiguration Isotrop 2 in Unterka-
pitel 4.1

Durch den Zusammenhang dx = [v.e|dt konnen die Filtergleichungen vom Orts- in
den Zeitbereich transformiert werden. Um danach immer noch einen entkoppelten
stationdren Prozess zu erhalten, soll an dieser Stelle von einer konstanten Relativge-
schwindigkeit vy = |vg — %| = vy ausgegangen werden. Die Umwandlung aus dem
Orts- in den Zeitbereich

dx 0 L) gy a0
= +
T2 —2poy) 20+1

kann dann mit Q¢ = Q,vy problemlos erfolgen. Die Verteilungsdichtefunktion bleibt
unverdndert, dementsprechend sind Mittelwert und Standardabweichung unabhéngig

0
A= X2 - X3/}

dw; (5.5)

von der Geschwindigkeit. Allerdings lésst sich jeweils ein Einfluss der Geschwindig-
keit vg auf die Autokorrelationsfunktion

R \/ \
Usls — e—Dsz (COS (Qt 1- Dzltl) + L sin (Qt 1- D2|t|))

2
R3 1-D?
und das zweiseitige Leistungsdichtespektrum

S 4DQ3
HSPS — t (5.6)

Ry (Q2 - w?)? +4D202w?

feststellen, sodass sowohl das Leistungsdichtespektrum fiir v9 — 0 als auch die
Korrelationsldnge des Prozesses fiir vg — oo gegen null konvergiert. Die Auswirkungen
lassen sich dementsprechend physikalisch plausibel interpretieren. {; kann als systems-
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5.2 Stochastischer Reibwert

Pus o A
(> 1 t=-1 / 2 |
o =
£ w/Q = V1 - 2D2
v=1/2/ _ ___ =
’ ————< SO
/ \\
0 I > 0 >
-1 -0.5 0 0.5 1 0 1 2 3
p/A aryier
(a) Verteilungsdichtefunktion aus Gleichung (5.3) fiir (b) Zweiseitiges Leistungsdichtespektrum aus
verschiedene Filterparameter ¢ Gleichung (5.6) fiir D = 0.1,0.3, V2/2

Abbildung 5.2: Verteilungsdichtefunktion und Leistungsdichtespektrum des Reibwerts fiir verschiedene
Filterparameter

pezifische Kreisfrequenz aufgefasst werden, die im vorliegenden Fall durch die Oberfl4-
chenrauigkeiten verursacht wird. Sie ist auf nattirliche Weise mit der Geschwindigkeit vy
gekoppelt. Der Parameter D beeinflusst die Abklingrate der Autokorrelationsfunktion,
wihrend A und ¢ mafigebend fiir die Form der Verteilungsdichtefunktion sind. Sind
die Werte fiir Standardabweichung R; und Kurtosis Ry, der zu approximierenden
Verteilungsdichtefunktion aus Experimenten oder Simulationen bekannt, kénnen die
Filterparameter : und A beispielsweise zu ¢ = (9 — 5R,)/ (2R, — 6) und anschlieSend
A = R;V2i+3 gewdhlt werden. Diese Zusammenhinge lassen sich nach kurzer
Rechnung aus Gleichung (5.4) herleiten. Dabei wird jedoch auch ersichtlich, dass der
hier gewédhlte Prozess nur fiir Werte der Kurtosis im Bereich 3/2 < Ry, < 3 geeignet ist.
Dartiber hinaus lasst sich der Filterparameter (), bei bekanntem Dampfungsmafs D in
Abhingigkeit der Korrelationslange Axyoyr durch Q, = 71/2Axyorr V1 — D? abschitzen.
Ein direkter Zusammenhang zu den Oberfldchenrauigkeiten der Kontaktkorper ist
somit gegeben.

Die Verteilungsdichtefunktion ist fiir verschiedene Werte von A und ¢ in Abbil-
dung 5.2(a) dargestellt. Abbildung 5.2(b) zeigt den Verlauf des Leistungsdichtespek-
trums fiir verschiedene Dampfungsmafse D. Die Maxima der Leistungsdichtespektren
bei w;/Q; = V1-2D? sind durch die gestrichelte rote Linie verbunden. Die Abbil-
dungen verdeutlichen, dass die vier Filterkoeffizienten (;, D, A und : vielseitige
Anpassungsmoglichkeiten liefern und dadurch Parameterstudien ermdoglichen.

Um negative Werte unter der Wurzelfunktion der Filtergleichungen (5.5) wahrend
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5 Diskussion im Kontext von reibungserregten Schwingungen

den numerischen Simulationen zu vermeiden, wird unter Berticksichtigung von Itos
Lemma [57, 227] auf die Transformation

X1 =Asin(¢) cos(0)
X5 = — AQy sin(¢) sin(0)

zuriickgegriffen [266]. Abschliefiend sei ergénzt, dass die Losung der Filtergleichungen
fir die Anfangsbedingungen ¢ = /2 und 6 = 0 sowie dem Dampfungsmafi D = 0 in
die harmonische Funktion X; = A cos({);t) tibergeht.

5.2.2 Nicht-konservative Kopplung mit stochastischem
Reibwert

Fiir den stochastischen Reibwert M; = g + s verandern sich die gekoppelten Differen-
tialgleichungen fiir den Zustand des Gleitens aus Gleichung (2.39) in Abschnitt 2.3.2

Zu
m 0\ (X N di 0\ (x N €11 c12 x\ _ ((ua + ps)cnz sign(vg — X)
0 ml\zZ 0 dz Z Cy1 Cxp+cyl\z B Fe ’

die sich um die Ruhelage (im Sinne der Erwartungswerte)

HdCn—C12
(X()) _ [ ennleaaten)+ean(pacn—ci2) F
= e

20 1
c11(ca+cn)+e21(pacn—c12)

linearisieren lassen

m 0\ (A% N di 0\ [Ax N c11 c12 = (ua + ps)en ) (Ax\  (uscnzo

0 mj\Az) " \0 dyf\Az)  \ca C + Cn Az) \ 0 )
Hierbei wird von einer stochastischen Unabhéngigkeit zwischen z und ps ausgegangen.
Es ist erkennbar, dass der stochastische Reibwertanteil als Parameteranregung und

Fremdanregung wirkt. Nach einer Umskalierung der Zeit t = t/ty mit ty = y/m/c,
ergeben sich die linearisierten Differentialgleichungen

bR SR () e
0 1/\Az” 0 260 \Az’ Ce C»n+1 Az 0

—— ———
M D K+N+S8(1)

wobei die dimensionslosen Dampfungsbeiwerte 01 = d1/2+/mc, und 6, = do/2+/mc,
sowie die dimensionslosen Steifigkeitsparameter {11 = c11/cn, Cc = c12/¢n = c21/Cn
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5.2 Stochastischer Reibwert

und C» = cx»/c, eingefiihrt werden. Zudem sind die Massenmatrix M = M T, die
Dampfungsmatrix D = DT, der symmetrische Anteil der Steifigkeitsmatrix K = KT,
der zirkulatorische Anteil der Steifigkeitsmatrix N = —N T und der stochastische Anteil
der Steifigkeitsmatrix S(7) mit E[S(7)] = 0 enthalten. Fiir die folgende Stabilitdtsunter-
suchung wird das homogene Gleichungssystem (5.7) betrachtet.

Die Berechnung des grofiten Lyapunov-Exponenten

InA;
A1 = lim 1lnﬁ = lim 1 dIn A, (5.8)

T—00 T 0 T—00 T
InAp

fur die triviale Losung des homogenen Systems (5.7) ldsst Stabilitatsaussagen mit Wahr-
scheinlichkeit 1 zu. A; bezeichnet dabei die transiente Entwicklung der euklidischen
Norm einer zum Zeitpunkt 7 = 0 vorliegenden Abweichung Aj von der Ruhelage. Wei-
tere Informationen zu stochastischer Stabilititstheorie konnen in Anhang D gefunden
werden. Die Transformation in die neuen Koordinaten

Ar =VAx2 + Ax2 + Az2 + Az,
tan @, =Ax"/Ax,
tan; =Az’'/Az,
tan 9; =VAz2 + Az”2/VAx2 + Ax"

erlaubt unter Beriicksichtigung von Ités Lemma die Umformulierung des homogenen
Gleichungssystems (5.7) in ein System von stochastischen Differentialgleichungen im
Sinne von Itd

dInA, fl ((Pf,l,br/ O, ¢T/ 91) 0
d(pT f2 E(PTIIPT/ ‘9’[/ ¢T/ GT; 0
dlpr _ f3 O, Ye, dz, (PTI 0 0
as. |7 £ ((PT,IIJT,ST,(PT,GT) drt + 0 dW, (5.9)
debe f5 (¢=, 02) f7 (¢, 67)
dGT f6 (¢T/ 977) f8 (¢T/ QT)

wobei die ebenfalls in der Zeit neu skalierten Filtergleichungen (5.5) fiir den stochas-
tischen Reibwert angehdngt sind. Die vollstindigen Ausdriicke fiir die Drift- und
Diffusionsterme sind in Anhang D aufgelistet. Sie sind aufierdem unabhéngig von der
Amplitude A,. Folglich hdngt der gréfite Lyapunov-Exponent aus Gleichung (5.8) nur
von den stationdren Winkelprozessen ¢+, {1, 9, ¢, und 6, ab.

Da das Losen einer in diesem Fall fiinfdimensionalen partiellen Differentialgleichung
fur die Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion immer noch mit groffem Aufwand
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5 Diskussion im Kontext von reibungserregten Schwingungen

verbunden ist [14, 247], wird auf eine numerische Zeitintegration (vgl. Abschnitt 2.1.3)
mit zufdlligen Anfangsbedingungen fiir die ersten vier Zustdnde In Ag ~ U(0,1), o ~
UQO,2n), Yo ~ U(0,2m) sowie 99 ~ U(0,2n) zuriickgegriffen, wahrend fir die
Filtergleichungen ¢o = 7/2 und 6y = 0 verwendet wird. Die Simulation ist auf
107 Zeitschritte mit einer Zeitschrittweite von At = 271/Q, V1 — D21024 beschrankt.
Die Implementierung wird fiir den Fall einer harmonischen Anregung durch den
Vergleich der berechneten Lyapunov-Exponenten A; mit den entsprechenden Floquet-
Multiplikatoren Ar durch den Zusammenhang A; = Re(In(Ar)Q./2m) verifiziert.
Fiir weitere Informationen zur Theorie und numerischen Berechnung von Floquet-
Multiplikatoren wird auf [10, 165] verwiesen.

Um die einzelnen Instabilitdtsmechanismen gezielt herauszuarbeiten, werden die
erhaltenen Ergebnisse zunédchst fiir einen harmonischen und anschliefiend fiir einen
stochastischen Reibwert vorgestellt. Der Fall eines konstanten Reibwerts kann mit einer
Eigenwertanalyse behandelt werden und fiihrt auf die in Abschnitt 2.3.2 hergeleiteten
Ergebnisse. Im Falle eines harmonischen Reibwerts pis = A cos(Q,7) wird die Stabilitéats-
karte durch das Auftreten zusétzlicher parametrischer Resonanzen ergéanzt. Bei Mehr-
freiheitsgradsystemen mit Parameteranregung konnen im Allgemeinen stabilisierende
und destabilisierende Effekte bei den Fundamental- und Kombinationskreisfrequenzen
Q:/w1 =2/n, Qr/wy =2/nund Q; /(w1 + wp) = 1/n firn = 1,2,... auftreten, die
von den beiden Eigenkreisfrequenzen w; und w, des Systems (5.7) ohne parametrische
Anregung abhidngen. Welche Auswirkungen die Parameteranregung im spezifischen
Fall hat, hangt dabei stark von der Gleichungsstruktur ab. Aus diesem Grund wird das
homogene Gleichungssystem (5.7) durch die Modaltransformation (Ax, Az)" = Rq in
Abhiéngigkeit der modalen Koordinaten g = (g1, 42)"

2

1

2611 6 kyp —&4 —r11r21 T2z

” + ( c ’ + Ua k 2 + :51 ACOS(QT’I) q — 0
Oc  20m 2 —rr rura#

21

dargestellt. Die Modalmatrix

R - (7’11 7’12)

21 T2
enthélt dabei die beiden auf die Massenmatrix M normierten Eigenvektoren des M-K
Systems aus Gleichung (5.7). Fiir den Fall gleichméfSiger Dampfung 61 = 02 = 6
ergeben sich die Dampfungsbeiwerte 011 = 02 = 0 und 6, = 0. Fiir das vorliegende

System lésst sich in der Matrix fiir die Amplituden der Parameteranregung jeweils die
Phasenverschiebung 7 auf den Haupt- und Nebendiagonalen feststellen.
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(a) Stabilitatskarte fiir eine harmonische Anregung (b) Stabilitdtskarte fiir eine harmonische Anregung
mit A = 0.05V2 und pg = p1 < i

Abbildung 5.3: Stabilitdtskarten fiir das homogene Gleichungssystem (5.7) und einen harmonischen Reibwert
ts = Acos(Q;7) und 61 = 62 = 0 — dunkel eingefdrbte Fldchen kennzeichnen die instabilen
Bereiche

Fiir eine solche Gleichungsstruktur kann aus analytischen Uberlegungen gefolgert
werden [121]:

e Fiir 61 = 0, = 0 existiert ein destabilisierender Effekt bei den Fundamental- und

Differenzenkombinationskreisfrequenzen.!

e Fiir 61 # 07 ldsst sich zusétzlich ein stabilisierender Effekt bei den Summenkombi-
nationskreisfrequenzen feststellen. Dieser wird auch als Antiresonanz bezeichnet.

Diese zwei Fille sollen im Folgenden separat betrachtet werden. Zunichst wird der
grofite Lyapunov-Exponent fiir den Fall 61 = 0, berechnet, bevor der Fall 61 # 62
diskutiert wird.

Fiir den ungedampften Fall 6; = 6, = 0 und die Anregungsamplitude A = 0.05V?2 sind
die berechneten Lyapunov-Exponenten in Abbildung 5.3(a) dargestellt. Dafiir wurden
jeweils die Kreisfrequenz Q; und der deterministische Reibwertanteil pg variiert.
Dunkel eingefirbte Flichen kennzeichnen einen positiven Lyapunov-Exponenten und
damit Instabilitit. Diese tritt, wie erwartet, bei den Fundamental- und Differenzenkom-
binationskreisfrequenzen auf. Die bereits aus Abschnitt 2.3.2 bekannte Stabilitdtsgrenze
ug = pi unterteilt den Parameterraum in die im wesentlichen instabilen und stabilen
Bereiche 11q 2 p;, wobei sich nun aufgrund der Parameteranregung auch kleinere stabile
Bereiche fiir pg > p;i finden lassen. Der Einfluss der Anregungsamplitude A auf die
instabilen Aste istin Abbildung 5.3(b) fiir piq = 1 < p; dargestellt. Dafiir wurden jeweils
die Kreisfrequenz (); und die Standardabweichung R; = A/V2t + 3 variiert. Es fallt auf,

1 Fiir diesen Fall lsst sich fiir das Gleichungssystem (5.7) alternativ auch die Koordinatentransformation

Ax = q1 exp(=67) und Az = g exp(—07) nutzen. Hierdurch wird die Dampfungsmatrix eliminiert und
auf den Hauptdiagonalen der Steifigkeitsmatrix entstehen die zusitzlichen Eintrége —52.
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5 Diskussion im Kontext von reibungserregten Schwingungen

dass die Instabilitdtsbereiche insbesondere bei den doppelten Eigenkreisfrequenzen
und bei den Differenzenkombinationskreisfrequenzen ausgepragt sind. Letzteres ist
eher untypisch fiir mechanische Systeme.

Um die Auswirkungen des stochastischen Reibwerts fiir den Fall der gleichméafligen
Dampfung 61 = 62 > 0 zu untersuchen, werden die Lyapunov-Exponenten bei g =
p1 < pi und 61 = 02 = 0.01 fiir harmonische und stochastische Parameteranregungen
mit D = 0,0.01,0.35 berechnet. Die Ergebnisse sind fiir die Standardabweichung
R; = 0.05 in Abbildung 5.4(a) und fiir die Standardabweichung R; = 0.1 in Abbil-
dung 5.4(b) ausgewertet. Instabilitat mit Wahrscheinlichkeit 1 tritt fiir einen positiven
Lyapunov-Exponenten auf, asymptotische Stabilitat mit Wahrscheinlichkeit 1 ldsst sich
fuir negative Lyapunov-Exponenten festhalten. Die stochastische Parameteranregung
weicht die Grenzen der urspriinglich klar separierbaren destabilisierten Bereiche
auf. Dies kann auf das nichtverschwindende Leistungsdichtespektrums (5.6) bei den
Fundamental- und Differenzenkombinationskreisfrequenzen zurtickgefiithrt werden.
Wiéhrend der destabilisierende Effekt bei den doppelten Eigenkreisfrequenzen fiir
D = 0.01 noch erhalten bleibt, iiberdauert fiir das hohere Dampfungsmafi D = 0.35 nur
der destabilisierende Effekt bei den Differenzenkombinationskreisfrequenzen.

Eine qualitativ gleiche Entwicklung ergibt sich auch fiir den Fall 617 # 02 in den
Abbildungen 5.4(c)-(f). Der erwartete stabilisierende Effekt der Parameteranregung
ist zumindest bei der gréfiten Summenkombinationskreisfrequenz klar erkennbar.
Die fiir eine harmonische Anregung noch deutlich abgrenzbaren stabilisierten oder
destabilisierten Bereiche weichen durch die stochastische Anregung erneut auf, fiir
ein hohes Dampfungsmaf3 scheint nur noch der destabilisierende Effekt bei den Diffe-
renzenkombinationskreisfrequenzen zu tiberdauern. Des Weiteren ist das Ausbleiben
einer der beiden destabilisierenden Effekte bei den doppelten Eigenkreisfrequenzen
interessant, das jedoch nur fiir D = 0.01 stattfindet.

Die gezeigten Stabilitdtskarten offenbaren das Auftreten von Parameterresonanzen auf-
grund eines stochastischen Reibwerts. Als Ursache fiir reibungserregte Schwingungen
scheint dieses Phanomen noch nicht in der Literatur bekannt zu sein. Interessant ist
insbesondere der fiir mechanische Systeme eher untypische destabilisierende Effekt bei
den Differenzenkombinationskreisfrequenzen, der das Auftreten von reibungserregten
Schwingungen bei niederfrequenten Anteilen des Reibwerts trotz hohen Systemei-
genkreisfrequenzen erkldren konnte. Dartiiber hinaus sind aber auch die gefundenen
Antiresonanzen bei Summenkombinationskreisfrequenzen bei ungleichméafiger Damp-
fung eher kontraintuitiv. Die auftretenden Effekte lassen sich auf den harmonischen
Anregungsfall zuriickfithren und hdngen von der Wahrscheinlichkeit ab, mit der die
jeweilige Anregungsfrequenz im stochastischen Prozess auftaucht. Inwieweit der hier
gefundene Instabilititsmechanismus bei reibungserregten Schwingungen in realen
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(a) GroBter Lyapunov-Exponent fiir R; = 0.05

und  (b) GroBter Lyapunov-Exponent fiir R; = 0.1 und

01 =02 =0.01 01 =062 =0.01
A1102 A1102
21 —D=0—D=0.01 21 —D=0—D=0.01
1 —D =035 1 ﬂ —D =035 i ”
0 0
W1—wW2 W2 w1 2(1)2\ 2w1 W1—W2 W2 w1 sz\ 2w1
_2w1—w2 w1+w?) = _2(1)'1—(4)2 w1+w2 ;
— — w1twr — 5 w1t+wr
Q; O%
(c) Grofster Lyapunov-Exponent fiir Ry = 0.05 und  (d) GroSter Lyapunov-Exponent fiir R; = 0.1 und
51 =267 = 0.02 51 = 267 = 0.02
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(e) Grofiter Lyapunov-Exponent fiir Ry = 0.05 und

261 = 6, = 0.02

(f) Grofiter Lyapunov-Exponent fiir R; = 0.1 und
201 = 62 =0.02

Abbildung 5.4: Groiter Lyapunov-Exponent von dem homogenen Gleichungssystem (5.7) fiir einen har-
monischen Reibwert (D = 0) und fiir einen stochastischen Reibwert mit D = 0.01,0.35 bei

Hd = H1 < i
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5 Diskussion im Kontext von reibungserregten Schwingungen

Anwendungen zu beobachten ist, kann im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht endgiiltig
beantwortet werden. Da Parameterresonanzen zumindest bei fehlender oder geringer
dufierer Dampfung bereits bei sehr kleinen Anregungsamplituden auftreten, sollten
die Anregungsintensitdten des stochastischen Reibwerts prinzipiell ausreichen. Es
wird jedoch vermutet, dass andere Instabilitidtsquellen in technischen Systemen mit
Kontakten dominieren. Im Rahmen von Stabilitidtsuntersuchungen zu reibungserregten
Schwingungen aufgrund eines normalverteilten stochastischen Reibwertanteils konnen
zudem qualitativ gleiche Phanomene gefunden werden [271].
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein thermomechanisches Modell fiir den Kontakt
zweier gleitender Kérper mit rauen Oberfldchen entwickelt und fiir verschiedene Kon-
taktkonfigurationen ausgewertet. Das Simulationsmodell ermoglicht die Berechnung
verschiedener kontaktmechanischer Groien wie beispielsweise den Verschiebungen,
den Spannungen, dem Temperaturfeld und der tatsichlichen Kontaktfliche. Es ist
auflerdem in der Lage, die Einfliisse von temperaturabhidngigen Materialparametern
abzubilden. Die vorliegende Arbeit schliefst damit eine in der Literatur noch vorhandene
Modellierungsliicke und kann als Erweiterung der bisher existierenden Kontaktmodelle
angesehen werden. Weiterfithrende Untersuchungen hinsichtlich den zugrundeliegen-
den Instabilitdtsmechanismen bei reibungserregten Schwingungen unter Einbezug
der Erkenntnisse aus den thermomechanischen Simulationen schlielen sich in der
Folge an. Diese zeigen bisher noch nicht in der Literatur bekannte stabilisierende
und destabilisierende Auswirkungen des stochastischen Reibwerts in Systemen mit
tribologischen Kontakten, die auf eine stochastische Parameteranregung zurtickgefiihrt
werden kénnen.

Fiir das Modell werden Einflussfunktionen fiir die voll-gekoppelten und quasi-statischen
Gleichungen eines thermoelastischen Festkorpers hergeleitet. Dies gelingt durch die
Anwendung der Neuber-Papkovich-Potentiale und der Verwendung des im Kontext der
Kontaktmechanik bereits etablierten Halbraummodells. Die auf diese Weise erhaltenen
analytischen Ausdriicke beschreiben den Zusammenhang zwischen mechanischen
oder thermischen Lasten innerhalb eines Rechteckelements auf der Oberflache und
den Verschiebungen, den Spannungen und der Temperatur an einem beliebigen Punkt
des Korpers. Mithilfe der erhaltenen Einflussfunktionen kénnen beliebige raumliche
oder transiente Oberflichenlasten mittels einer geeigneten Superposition simuliert
werden. Durch die Verwendung der diskreten, zyklischen Faltung im Bildbereich ist
die Auswertung der rdumlichen und zeitlichen Superpositionen speicherplatzsparend
und rechenzeiteffizient. Eine Verifikation der hergeleiteten Einflussfunktionen und
der Implementierung erfolgt iiber den Vergleich mit analytischen Lésungen aus
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6 Zusammenfassung und Ausblick

der Literatur. Infolgedessen kénnen Abschitzungen getroffen werden, inwieweit die
Berticksichtigung des Gough-Joule-Effektes fiir die Kontaktmechanik von Bedeutung
ist. Alle hergeleiteten Zusammenhinge behalten ihre Giiltigkeit auch bei Anwendungen
im Rahmen der Poroelastizitit, da dort die zugrundeliegenden Gleichungen strukturell
identisch sind. Eine detaillierte Beschreibung des Gesamtmodells fiihrt schliefilich
zu einem zeitabhdngigen, linearen Gleichungssystem mit Ungleichungsnebenbe-
dingungen, das durch ein CG-Verfahren in jedem inkrementellen Zeitschritt gelost
wird. Eine Auswertung des Simulationsmodells erfolgt fiir isotrope und anisotrope
Oberflichenkonfigurationen insbesondere in Hinblick auf die Auswirkungen der
zweiseitigen Rauigkeit. Die verwendeten, kiinstlich erzeugten Oberflichen besitzen
dabei sowohl ein vorgegebenes Leistungsdichtespektrum als auch eine vordefinierte
Verteilungsdichte. Die Auswertung des thermomechanischen Kontaktmodells fiihrt
letztendlich zu folgenden Erkenntnissen:

¢ Die Berechnung des Reibwerts fiir zwei gleitende Korper mit rauen Oberfldchen
bei unterschiedlichen Relativgeschwindigkeiten und Lasten zeigt, dass der Reib-
wert von ebenjenen Grofien abhingt. Die Geschwindigkeitsabhdngigkeit wird
hauptsdchlich durch die Temperaturentwicklung und die Versagensscherspan-
nung beeinflusst, wahrend sich die Schiefe auf die Lastabhingigkeit auswirkt.
Fiir 4quivalente Oberfldchen, die im Mittel normalverteilte Hohenwerte besitzen
(und somit E[Sx] ~ 0), ldsst sich ein lastunabhdngiger Reibwert auch bei einer
Relativbewegung der Kontaktkorper feststellen. Da die Verteilungsdichte der
Oberflichenhohen durch den Einlaufprozess verdndert wird, hat dieser einen
signifikanten Einfluss auf die Ergebnisse. Die erhaltenen Erkenntnisse zum sto-
chastischen Reibwertanteil sprechen zudem gegen eine Modellierung desselben
als weifSes Rauschen.

¢ Die konsequente Modellierung der Oberflichenrauigkeiten von beiden Kontakt-
korpern offenbart ein durchweg transientes Kontaktgeschehen. Dazu zdhlt in
besonderem Maf3e die ebenfalls in Experimenten beobachtbaren Blitztemperatu-
ren, aber auch der stochastische Anteil des Reibwerts sowie die am Reibprozess
beteiligten Oberflichenbereiche. Modellierungen, die lediglich eine statische
dquivalente Oberfldche beinhalten, sind nicht in der Lage, diese systemspezi-
fischen Eigenschaften in gleichem Mafle abzubilden. Des Weiteren finden sich die
isotropen und anisotropen Eigenschaften der Oberflachenstrukturen im Reibwert
wieder.

¢ Die Berticksichtigung von Reibungswérme und thermoelastischen Verformungen
deutet einerseits auf einen generell vernachldssigbaren Einfluss des Gough-Joule-
Effektes und andererseits auf einen kleinen Einfluss der thermoelastischen Verfor-
mungen beztiglich des Reibwerts hin. Dartiber hinaus sollte die Temperaturent-
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wicklung in der Modellierung bei gleitenden Kontakten beriicksichtigt werden, da
diese unmittelbaren Einfluss auf die Materialparameter hat. In Kombination mit
der zweiseitigen Rauigkeit konnen Blitztemperaturen erstmals richtig modelliert
und die auftretenden transienten Verschiebungs- und Spannungsfelder korrekt
dargestellt werden. Der Einbezug von temperaturabhingigen Materialparametern
ist moglich.

Im Rahmen mehrerer Abschlussarbeiten wurde die Modellierung um zwei wesentliche
Aspekte erweitert. Zum Ersten vermeidet die Verwendung von nicht-dquidistanten
Gittern die grofitenteils unnétig feinen ortlichen oder zeitlichen Diskretisierung [277].
Die Anwendung auf partiell gleitende Kontakte kntipft anschlieSend die Verbindung
zwischen den Zustdnden Haften und Gleiten, sodass eine vollstindige Parametrisie-
rung von dynamischen Reibgesetzen in Kombination mit den thermomechanischen
Kontaktsimulationen erfolgen kann. Die Ergebnisse der Abschlussarbeit deuten jedoch
darauf hin, dass die Verwendung von nicht-dquidistanten Gittern zumindest bei
gleitenden Konfigurationen noch keine zwingenden Vorteile mit sich bringt. Dies liegt
einerseits an hoheren Rechenzeiten und andererseits an der zwangsldufig auftretenden
Problemstellung der dynamischen Vernetzung.

Zum Zweiten fiihrt die Verbindung des Multiple-Scales-Verfahrens mit der Reynolds-
gleichung auf die Modellierung von geschmierten Kontakten mit zweiseitiger Rauig-
keit [274, 275]. Daraus folgen sogenannte Flusskoeffizienten, die aus reprasentativen
Ausschnitten der Oberflichen erhalten werden und die eine Abbildung der durch
die Rauigkeit verursachten Effekte in die makroskopische Skala ermdglichen. Durch
diese Vorgehensweise lassen sich Stribeck-Kurven fiir eine Vielzahl unterschiedlicher
Kontaktkonfigurationen berechnen. Wéahrend die zweiseitigen Oberflichenrauigkeiten
im Bereich der Fliissigkeitsreibung einen geringen Einfluss auf die Stribeck-Kurve
aufweisen, sind die komplexen Wechselwirkungen im Bereich der Mischreibung
noch nicht vollstindig verstanden. Hier konnen weitere physikalische Effekte wie
beispielsweise Kavitation oder Temperaturentwicklung mit einbezogen werden.

Untersuchungen zu den Auswirkungen der gefundenen Reibwerteigenschaften im Kon-
text von reibungserregten Schwingungen schlieffen sich den Auswertungen des thermo-
mechanischen Simulationsmodells an. Die Untersuchungen konzentrieren sich jeweils
auf die Stabilitét eines stationdren Systemzustands und greifen auf ein Minimalmodell
mit zwei Freiheitsgraden zuriick. Die separate Betrachtung von deterministischen und
stochastischen Anteilen des Reibwerts und die Wahl jeweils moglichst allgemeiner
Parametrisierungen erméglichen es, die zugrundeliegenden Instabilititsmechanismen
gezielt herauszuarbeiten. Die vorgenommenen Modellierungen und Simulationen
fithren zu folgenden Erkenntnissen:
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¢ Die physikalisch sinnvolle Modellierung und Parametrisierung des stochastischen
Reibwertanteils gelingt durch nichtlineare Filtergleichungen. Der erhaltene sto-
chastische Prozess gentigt der vorgegebenen Autokorrelationsfunktion als auch
der Verteilungsdichte. Eine Modellierung und Simulation des stochastischen
Reibwertanteils in beliebigen dynamischen Systemen ist somit durch das Anhéan-
gen der Filtergleichungen problemlos moglich. Es resultieren jedoch stochastische
Differentialgleichungen, die die numerische Behandlung erschweren. Methodisch
ist die Vorgehensweise identisch zur Verwendung der bereits weit verbreiteten
und gut entwickelten dynamischen, aber deterministischen Reibgesetze. Eine
Modellierung des stochastischen Reibwertanteils als weifSes Rauschen sollte
vermieden werden.

* Die Untersuchung der Auswirkungen etwaiger stochastischer Anteile des Reib-
werts im Kontext von reibungserregten Schwingungsphédnomenen offenbart in
diesem Zusammenhang einen Instabilitdtsmechanismus, der so noch nicht in der
Literatur bekannt ist. Die auftretenden, stabilisierenden und destabilisierenden
Effekte der stochastischen Parameteranregung lassen sich anhand der Gleichungs-
struktur und dem Leistungsdichtespektrum erkldren. Interessant ist insbesondere
die gefundene Destabilisierung bei Differenzenkombinationskreisfrequenzen, die
fir mechanische Systeme eher untypisch ist.

Die Untersuchungen wurden im Rahmen einer weiteren Abschlussarbeit auf schiefe
Anregungsprozesse erweitert [276]. Der Anregungsprozess wird dabei durch die Metho-
den aus Unterkapitel 2.1 erzeugt. Die Ergebnisse lassen auf einen zwar vergleichsweise
kleineren, aber dennoch vorhandenen Einfluss der Verteilungsdichte schliefsen.

Es bieten sich viele Ansatzpunkte fiir weiterfithrende Forschungsarbeiten an. So
konnen die fiir die Kontaktsimulationen kiinstlich generierten Oberfldchenhéhen zwar
bereits fiir beliebige Leistungsdichtespektren und Verteilungsdichten rechenzeiteffizi-
ent simuliert werden, dies ist jedoch aktuell auf periodische Oberflichen beschrankt.
Entsprechende Filterfunktionen wiirden eine Oberfldchenerzeugung wahrend der
eigentlichen Kontaktsimulation ermdglichen und wiren damitin der Lage, realistischere
Kontaktsimulationen durchzufiihren. Fiir die auf diese Weise simulierten technischen
Oberflachen sind sicherlich auch die (zum aktuellen Zeitpunkt noch nicht verfiigbaren)
Ergebnisse der Surface Topography Challenge interessant [112].

Die Erweiterung des vorgestellten thermomechanischen Kontaktmodells um plastische
Verformungen inklusive Verfestigung kann ebenso erfolgen, wie die Beriicksichtigung
von oberflachennahen Schichten und die Modellierung von chemischen Reaktionen.
Simulationsmodelle fiir die einzelnen Bereiche sind in der Literatur bereits grof3-
tenteils bekannt, eine sinnvolle Kombination aller Teilmodelle steht allerdings aus.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Dartiber hinaus wére die Einarbeitung von weiterfithrenden VerschleiSmodellen, die
physikalisch fundierte Modellierungen der unter Umstdnden gleitrichtungsabhingigen
Versagensscherspannung sowie in diesem Zusammenhang auch die Erweiterung um
anisotrope Materialgesetze aufschlussreich.

Fiir die aktuell gewédhlte Randbedingung einer konstanten Einriickung (oder einer kon-
stanten Normalbelastung) bieten sich aufserdem realistischere Alternativen an. Denkbar
ist beispielsweise ein aus Experimenten bekannter Einr{ickungsverlauf oder auch eine
skaleniibergreifende Simulation mit gleichzeitiger Beriicksichtigung von makrosko-
pischer Dynamik und mikroskopischem Kontakt. Zumindest Letztere benttigt beim
aktuellen Stand der Forschung jedoch noch zu lange Rechenzeiten. Auch sollten weitere
Forschungsbemiihungen hinsichtlich der Weiterentwicklung numerischer Methoden
unternommen werden.

Beztiglich der Modellierung des stochastischen Reibwerts ldsst sich der Zusammenhang
zwischen der Varianz des Rauschprozesses und der Last sowie die Abhingigkeit
von der tatsdchlichen Relativgeschwindigkeit ergédnzen. Weiterfiihrende analytische
Stabilitdtsuntersuchungen konnen erfolgen. Da sich die vorliegende Arbeit zudem auf
die Stabilitdt von Ruhelagen beschrénkt, ist eine Erweiterung der Untersuchungen auf
Grenzzyklen in Betracht zu ziehen. Dazu gehort auch der Ubergang der Zustinde
Haften und Gleiten oder die Auswirkungen anisotroper Reibgesetze [172, 267, 268].
Bereits deterministische Analysen stofien hierbei auf unzihlige dynamische Schwin-
gungsphidnomene. In diesem Kontext waren auch numerische Integrationsverfahren
fiir stochastische Differentialgleichungen mit variabler Schrittweite hilfreich.

In allen Bereichen steht eine experimentelle Validierung aus. In diesem Zusammenhang
sind systematische Vermessungen und Auswertungen bei tribologischen Systemen auch
hinsichtlich stochastischer Eigenschaften hervorzuheben. Ein erster Ansatz ware hier
der Vergleich von den Ergebnissen des vorliegenden thermomechanischen Kontaktmo-
dells mit Experimenten bei simultaner Vermessung der beteiligten Oberflédchen vor,
wahrend und nach den Versuchen.
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Anhang






A Poroelastizitat

Ein mit Fluid durchsetztes, pordses Medium kann durch die beiden voll-gekoppelten
Gleichungen von Biot [29]

2

AT+ (A + )V (V- p) =t 2y (A1)
3A+2u 0 (1 3A+2u)\do

T A ‘(E_—st )E (A.2)

beschrieben werden. Sie enthalten neben dem Permeabilitidtskoeffizienten k und dem
Flussigkeitsdruck o die beiden Koeffizienten 1/H und 1/R, die die Kompressibilitat
des Mediums beziehungsweise die Anderung des Fliissigkeitsgehalts messen. Die
Gleichungen (A.1) und (A.2) stimmen strukturell mit den homogenen Gleichungen fiir
den thermoelastischen Festkorper (2.15) und (2.16) iberein. Ein vollstandig geséttigtes
Medium kann durch die Substitution von H = R = (31 +2)/3 [29] beschrieben werden,
wodurch sich das Gleichungssystem zu

uAr +(A+p)V(V-r)=Vg,

d
kAo — =V -r =0
o= Vor
andert. Fiir einen dquivalenten Effekt bei den thermoelastischen Gleichungen ist fiir
die Temperaturleitfihigkeit x — oo notwendig, es folgen direkt ¢ — co und
K (A+2u)K

lim x, = lim = >
K—00 k—oo 1 + € (3/\ + Zlu) 0(2T0

sowie die Péclet-Zahl

lim P. = 1 4% 4a®(3M +2p)% aTy
oo T BN KAr (A +2u) KAt
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B

Einflussfunktionen

Fiir mechanische Oberflichenbelastungen ergeben sich die dimensionslosen Einfluss-

funktionen aus Abschnitt 3.1.1 zu

mit

Cax = Puy|x=2e41 + Pox|x=26-1 — Pix|x=26-1 — Pox|x=2e41,
Y=2+1 Y=2-1 Y=2n+1 Y=2n-1
Czy = Ouy|x=2ee1 + q)zy|X 25 1- Dsy|x=2e-1 — Pzy|x= 241
Y=21+1 Y=211+1 Y=21-1
Crz = Dyz|x=02641 + chz|X:2<§—1 — Dy lx=26-1 — Poz|x=2c41,
Y=2n+1 Y=2n-1 Y=2n+1 Y=2n-1
Trx = Ozx|x=2e41 + Ozx|x=26-1 — Ozx|x=26-1 — Orx|x=2641,
Y=2n+1 Y=2n-1 Y=2n+1 Y=2n-1
Tay = Ozy|x- “2e41 + @sy|x=26-1 — Ozy|x= =21 - ©.y|x=2e+1,
Y=2n+ Y=21-1 Y=21 Y=21-1
T2z = Ozzlx=0e41 + Ozz|x=26-1 — Oz|x=26-1 — Ozz|x=0641,
Y=2n+1 Y=2n-1 Y=2n+1 Y=2n-1

Q. = Py|x=2e41 + Dy|x=2e-1 — Py|x=26-1 — Pg|x=2¢11
Y=2n+1 Y=2n-1 Y=2n+1 Y=2n-1

D,y =Y In (X2 + ‘BZYZ) + 2X arctan (%
2 2v2 X
®., =XIn (X + gAY ) +2Y arctan (—Y
X
D, = In (ﬂY + 4/ X2+ ﬁzYZ) (
O, =In (—ﬁY +4/X2+ ﬁZYZ) ,
©;y =In (—X + 4/ X2+ /32Y2) ,

=

s x2 4+ ﬁZYz) ,
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B Einflussfunktionen

(S =31 sign (X) sign (BY),

Ny

D, =
1 XBY

Fiir thermische Oberflichenbelastungen und vorgegebenem Wairmestrom ergeben
sich die dimensionslosen Einflussfunktionen aus Abschnitt 3.1.2

vE

== T
T, = | =
q Pe/

=ty
At

®®‘X=2§+1 + 6@‘)(:25—1 - 6@’X=2§—1 - ®®‘X=2£+1 dr
Y=2n+1 Y=2n-1 Y=2n+1 Y=2n-1

mit
— X BY
Og = erf (\/ITQLL—T) erf (\/P_EE) .
Die Substitution 7 = tA;f wird genutzt um die Singularitit zu umgehen. Fiir die

diskreten Zeitpunkt t;, = hAt und t = kAt dandern sich die Integralgrenzen zu Vk — h
und Vk.
Aufierdem ergibt sich

t

At

— 4
Szz = iR Ozz|X=2641 + O@zz|X=26-1 — Ozz]X=26-1 = Ogzz|x=2:+1|dT
e 4 Y=2n+1 Y=2n-1 Y=2n+1 Y=2n-1
tty
At

mit
/X2 + p2Y2 f(\/IT X2 + 52y2)
Ogzz = —— o,  ©F e —
XpY 4t

2y2

+—erf(\/_—) Peﬁlm +—erf(\/__) Pef(ei_

Die Substitution 7 = tA;f wird genutzt. Fiir die diskreten Zeitpunkte t;, = hAt und
t = kAt werden die Integrationsgrenzen zu k — h und k.
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B Einflussfunktionen

Fiir thermische Oberflichenbelastungen und vorgegebenem Temperaturfeld ergeben
sich die dimensionslosen Einflussfunktionen aus Abschnitt 3.1.2

Ty = Oslx=2e+1 + Og|x=26-1 — Og|x=26-1 — Og|x=2e41
Y=2n+1 Y=2n-1 Y=2n+1 Y=2n-1

Qs = 41_1 sign (X) sign (BY) .

Auflerdem ergeben sich

—= 8
Six == U@zx|X:2£+1 + Ueazx|X:2<§—1 - Geazx|X:2<§—1 - O'GBleX:2<S+1 dr,
Y=2n+1 Y=2n-1 Y=2n+1 Y=2n-1

a7
= 8
Szy =5 Oazy|x= —2c41 + Oozy X 25 1= Oazy|x=26-1 = Oezy|x=2e41|dT
et_t Y=2n+1 -1 Y=2n+1 Y=2n-1
it
mit
1 BY \ o, BY \/XZ T 521/2
Ozx =—5 erf VPet—|ePeir - — L _erf[y/P.—F—|,
X VT X2./X2 + ﬁzyz

€ T61 —

X
Pe
4%) PR P

Die Substitution 7 = tA;f wird genutzt. Fiir die diskreten Zeitpunkte ¢, = hAt und
t = kAt werden die Integrationsgrenzen zu k — h und k.
Des Weiteren ergibt sich

_p B2 X (\/_Jx2 /32Y2)'

Nax

At

— 2

W = > We|x=2:41 + Wo|x=2:-1 — Wa|x=2:-1 — Wo|x=2:41|dT
e Y=2n+1 Y=2n-1 Y=2n+1 Y=2n-1
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B Einflussfunktionen

mit
X2 1 B2Y2 X2 + B2Y2
We =—‘Berf \/178—[3 47
XBY 47

_p B2 BY\ —Pe X2
erf ( Pe%) e ‘12 erf (\/PeE) e ‘62
- BY + e 47

Die Substitution 7 = tA;f wird genutzt. Fiir die diskreten Zeitpunkte ¢, = hAt und
t = kAt werden die Integrationsgrenzen zu Vk — i und Vk.
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C Fundamentallosung der
Wirmeleitungsgleichung

Die Warmeleitungsgleichung

20
LAQ = =y , 1= ) =
K T O(x,t=07)=0

wird fiir den instantanen Warmeeintrag § zum Zeitpunkt t = 0 im Ursprung des
Vollraums geldst. Aufgrund der Symmetrie bietet sich zunéchst die Auswertung der
Wairmeleitungsgleichung in Kugelkoordinaten

Ke 0 (p200) _ 90 = Jy24 2452
RzaR(RaR Sor RENYryrs

an, bevor die Laplacetransformation

+00

L{OR, IR, s) = / O(R, t)e s dt = 6*
0

unter Bertiicksichtigung der Anfangsbedingung die Differentialgleichung

Ke 0 (p299") _ oo
R2 3R (R R ) = ¢

liefert. Deren allgemeine Losung

0 = SeTVE 4 LT,
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C Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung

kann unter Berticksichtigung der Nebenbedingung R]im 0" = 0 und erfolgter Riicktrans-

formation [193] als

geschrieben werden. Die noch verbliebene Konstante c; 14sst sich aus der Bilanz der zu-

oder abgefiihrten Warmemenge durch das Volumenintegral

K [ odo=3

Ke
v

zu ¢1 = §/4nK bestimmen, sodass die Fundamentallgsung

x2 +y2 +22

dket

< fgKge
6= 3/2
8K (1t t) /

erhalten wird. Sie besitzt fiir den Zeitpunkt des Warmeeintrags eine Singularitidt im

Ursprung.
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D Stochastische Stabilititstheorie

Ausgangspunkt sei eine beliebige stochastische Differentialgleichung im Sinne von It6
dX; =a(Xg,s)ds +b(Xs,s)dWs, (D.1)

wobei sich die nachfolgenden Ausfiihrungen an Khasminskii [123], Arnold [11] sowie
Lin und Cai [139] orientieren. Die Stabilitdtsaussagen beziehen sich auf die triviale
Losung X = 0, dementsprechend muss fiir den Driftterm a (0,5) = 0 und fiir den
Diffusionsterm b (0, s) = 0 gelten.

Die Losung X = 0 heifst stabil mit Wahrscheinlichkeit 1 fiir s > so, wenn fiir beliebige
so=0unde >0

Xlslorgop {sup | Xs|| > e} =0

$250

gilt. Des Weiteren heifit die Losung X ; = 0 asymptotisch stabil mit Wahrscheinlichkeit
1, wenn sie stabil mit Wahrscheinlichkeit 1 ist und zuséatzlich

lim P {hm I1X, |l = 0} -1
X500 5—00
gilt. Ist diese Eigenschaft unabhdngig von den Anfangswerten
P {nm Xl = o} -1,
5—00

wird sie als asymptotisch stabil mit Wahrscheinlichkeit 1 im Ganzen bezeichnet.
Die Definitionen gehen fiir einen verschwindenden Diffusionsterm b (X;,s) = 0 in
diejenigen des deterministischen Falls iiber, sodass die stochastische Stabilitdtsdefinition
als Verallgemeinerung angesehen werden kann.

Die Stabilitdtsaussagen konnen fiir die triviale Losung X; = 0 des Systems (D.1)

139



D Stochastische Stabilitédtstheorie

aufgrund des Hartmann-Grobmann Theorems fiir hyperbolische Fixpunkte mithilfe
des grofiten Lyapunov-Exponenten

1 AX
A1 =1lim —In 1AX; |
sows||AX|l

und den linearisierten Systemgleichungen

dax, = 229 ax qsr PESE Ax amw,
Jx x=0 Jx x=0

getroffen werden (Theorem 7.1 und Theorem 7.2 von Khasminskii [123]). Die Existenz
des Grenzwertes ist durch das Multiplikative Ergodentheorem von Oseledec gesichert.
Die Losung X = 0 kann fiir A < 0 als asymptotisch stabil mit Wahrscheinlichkeit
1 und fiir A1 > 0 als instabil mit Wahrscheinlichkeit 1 klassifiziert werden. Fiir den
Sonderfall A; = 0 lasst sich auch fiir lineare Systeme zumeist nur eine asymptotische
Stabilitat ausschliefien.

Neben der hier vorgestellten Variante der stochastischen Stabilitdtstheorie existiert
ebenfalls der historisch dltere Ansatz, die Stabilitidtsaussagen an die Erwartungswerte zu
koppeln. Diese Vorgehensweise lohnt sich in der Regel jedoch nur bei normalverteilten
Prozessen, da diese komplett iiber die ersten beiden Momente beschrieben sind.

Weiterfiihrende Informationen hierzu lassen sich in [11, 123] finden.

Die Ausdriicke fiir die Driftterme in Gleichung (5.9) lauten

fi= (1 —2C11 sin(2g) — 261 sin((p)z) cos(9)? — (% sin(2y) + 262 sin(ljz)z) sin(9)?

- (% cos(¢) sin(y) + % sin(¢@) cos(y) (C12 — pa — Asin(¢) cos(@))) sin(29),

fo=(1-"2Cn) Cos((p)2 —1-061sin(2¢)
— cos(¢) cos(¢) tan(I) (C12 — pg — Asin(¢p) cos(0)) ,
f3 = — Ca1 cos(@) cos(y) cot(9) — L COS(I/J)Z —1—062sin(2¢),

fa= ((C114_ 1 sin(2¢) + 01 Sin((P)2 _ @ sin(2i)) — 62 Sin(lp)z) sin(29)

4
+ sin(¢) cos(¥) sin(9)? (C12 — wa — Asin(¢) cos(6))

—C21 cos(@) sin(y) cos(S)z) sign (sin(29)),

f5=— i[j_%i (2L tan(¢p) sin(0)? — cot(¢h) cos(@)z) sign (sin(2¢)) ,

140



D Stochastische Stabilitdtstheorie

cot(¢)?] .

. 2
fo =Qr — DQ, sin(20) (1 + T30

Die Ausdriicke fiir die Diffusionsterme in Gleichung (5.9) lauten

4DQ; . .
fr==4/ T, sin(0) sign (sin(¢)) ,

4DQ,
fo==\172,

cot(¢h) cos(0) sign (cos(¢)) .
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