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FEinleitung




Die Volumenentropie misst den exponentiellen Anteil des Volumenwachstums von Béllen
in der universellen Uberlagerung metrischer Réume. Historisch wurde die Volumenentropie
besonders fiir Mannigfaltigkeiten studiert und man interessiert sich hierbei insbesondere
fiir die Frage, welche Metriken die Volumenentropie minimieren. Die Definition der
Volumenentropie kann auf metrische Rdume erweitert werden und man kann auch
hier die Minimalitdtseigenschaften studieren. In diesem allgemeineren Kontext sind
noch viele grundlegende Fragen offen und das Ziel dieser Arbeit ist es, neue Resultate
in diesem Bereich zu beschreiben. Insbesondere werden wir Metriken auf natiirlichen
Verallgemeinerungen von Graphen anschauen und neue Minimalitédtsresultate fiir deren
Volumenentropie beweisen. Bevor wir unsere genauen Resultate prasentieren, fithren wir
zunéchst die wichtigsten Begriffe ein und geben einen Uberblick zur Geschichte dieses
Forschungsfelds.

Die Volumenentropie wurde zunéchst fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten definiert
[Man79|. Wir bezeichnen mit B, (Z) einen Ball mit Radius » um & € M, wobei M die
universelle Uberlagerung der Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, d) beschreibt. Préziser
ist somit die Volumenentropie hyo (M, d) gegeben durch

by Mod) — tim BB @)
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Dieser Grenzwert existiert und ist unabhéngig von = [Man79].

Ein naheliegendes Problem ist das Studium der Minimalitétseigenschaften der Volu-
menentropie fiir eine gegebene Mannigfaltigkeit M unter Variation der Metrik. Konkret
interessiert man sich dafiir, welche Metrik die Volumenentropie auf einer gegebenen Man-
nigfaltigkeit minimiert und welcher Wert dabei angenommen wird. Da die Reskalierung
einer Metrik stets die reziproke Volumenentropie liefert, betrachtet man die minimale
Volumenentropie beziiglich der Normierung, dass die Mannigfaltigkeit Volumen 1 hat.
Daher minimiert man fiir eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit den Term

hyot (M, d) - {/vol(M,d).

Die minimale Volumenentropie ist eine topologische Invariante, welche ein weitreichendes
Interesse hervorgerufen hat. So stammt etwa von Gromov |[Gro82| die Vermutung, dass
unter allen Riemannschen Metriken auf einer geschlossenen, negativ gekriimmten Man-
nigfaltigkeit, die eine lokal symmetrische Metrik zulésst, stets die lokal symmetrische
Metrik die Volumenentropie minimiert. Dies wurde zunéchst von Katok [Kat82] fiir
Flachen bewiesen. Ein weiterer grofler Schritt wurde von Besson, Courtois und Gallot
[BCGI5| erzielt, welche die Vermutung fiir Mannigfaltigkeiten bewiesen haben, auf denen
eine symmetrische Metrik vom Rang eins existiert. Connell und Farb [CF03] bewiesen
die Vermutung fiir das Produkt von Mannigfaltigkeiten, auf welchen eine Rang eins
symmetrische Metrik existiert. Somit wurde die Vermutung fiir Spezialfélle gezeigt, bleibt
allerdings in ihrer Allgemeinheit bis heute unbewiesen.



Die Volumenentropie ist auch deshalb von Interesse, weil sie im engen Zusammenhang mit
anderen Invarianten steht. So ist sie unter anderem nah verwandt mit der topologischen
Entropie des geodétischen Flusses, woher auch der Name riihrt. Die Volumenentropie
gibt eine untere Schranke der topologischen Entropie des geodétischen Flusses an, wobei
sogar Gleichheit gilt, wenn die Mannigfaltigkeit kompakt und nicht positiv gekriimmt ist
[Din71; [Man79).

Neben dem Zusammenhang zur topologischen Entropie gibt es auch einen direkten
Zusammenhang zur thermodynamischen Entropie. In der Thermodynamik ist die Entro-
pie proportional zum Logarithmus der Anzahl moglicher Zustédnde definiert. In der
vorliegenden Arbeit werden wir eine Charakterisierung iiber den Logarithmus der An-
zahl geschlossener Wege in Lemma [1.0.8] angeben. Heuristisch kann man die Anzahl
geschlossener Wege als die Anzahl méglicher Zustédnde ansehen.

Neben der topologischen Entropie hidngt die Volumenentropie auch eng mit zahlreichen
anderen Groflen zusammen. Beispiele sind das Wachstum und der kritische Exponent der
Fundamentalgruppe. Fiir kompakte, negativ gekriimmte Mannigfaltigkeiten sind diese
drei Groflen sogar gleich, siehe [Dal4-09; [ Man81} [You82].

In dieser Arbeit betrachten wir eine Verallgemeinerung der Definition der Volumenentropie.
So wird die Volumenentropie nicht nur auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten, sondern
allgemeiner auf metrischen Rdumen definiert. Wir betrachten nun also einen metrischen
Raum (X, d) zusammen mit einem Volumen vol, das iiblicherweise ein passendes Hausdorff-
Maf8 ist. Wie zuvor betrachten wir die universelle Uberlagerung X und den Ball B,.(%)
mit Radius 7 um # € X. Die Volumenentropie hyot(X,d) ist dann, wie im Fall von
Mannigfaltigkeiten, definiert als

hoot(X, d) = lim log (vol (B (7))

r—00 r

Ebenfalls wie im Fall von Mannigfaltigkeiten ist diese Definition unabhéngig vom Basis-
punkt z € X , wie wir in Lemmazeigen werden.

Erneut interessieren wir uns fiir Minimalitatseigenschaften der Volumenentropie von
metrisierbaren Rdumen. Hierfiir betrachten wir fiir einen n-dimensionalen metrisierbaren
Raum erneut die Minimierung des Terms

hyot (X, d) - {/vol(X,d).

Dies entspricht der Betrachtung aller Metriken d mit Volumen 1.

Eine erste Klasse von solchen metrisierbaren Rdumen sind metrische Graphen oder
1-dimensionale Simplizialkomplexe. Fiir Graphen wurden unabhéngig voneinander von
Lim [Lim08] und von Kapovich und Nagnibeda [KN07] Minimalitdtseigenschaften gezeigt.
Das weitreichendste Ergebnis zur Volumenentropie von Graphen stammt von Lim und
gibt eine scharfe untere Schranke der minimalen Volumenentropie fiir alle Graphen an,
bei denen jede Ecke mindestens Grad 3 hat (hier Satz [2.2.3)).



Ziel dieser Arbeit ist es, fiir geeignete Verallgemeinerungen von metrischen Graphen die
minimale Volumenentropie zu untersuchen. Dazu sind bisher erst relativ wenig Resultate
bekannt.

In der Literatur werden zur Verallgemeinerung von Graphen meist Simplizialkomplexe
betrachtet. Hier wurde zum Beispiel von Babenko und Sabourau |[BS21] eine Charakteri-
sierung gefunden, wann die Volumenentropie verschwindet und wann sie positiv ist. Dazu
wird eine Abbildung in einen Simplizialkomplexen von geringerer Dimension benutzt.

Spezielle Simplizialkomplexe sind euklidische und hyperbolische Gebdude. Da diese sehr
symmetrisch sind, bieten sie einen leichteren Zugang als allgemeine Simplizialkomplexe.
Ledrappier und Lim [LL10] haben eine untere Schranke der Volumenentropie von hyper-
bolischen und euklidischen Gebéduden gefunden, welche von der Verzweigungszahl und
dem Fundamentalbereich abhéingt.

Des Weiteren hat Leuzinger [Leu06| die Volumenentropie von Bruhat-Tits-Gebauden
mittels des Wurzelsystems des Gebdudes bestimmt.

Das erste unserer Ergebnisse betrifft Hypergraphen, eine weitere natiirliche Verallgemei-
nerung von Graphen. Hypergraphen entsprechen Graphen, allerdings kann eine Kante aus
beliebig vielen Elementen statt aus zwei bestehen. Da Wege stets iiber Ecken verlaufen, ist
ihre Struktur immer noch sehr &hnlich zu Graphen. Wir zeigen die folgende Abschitzung
fiir die Volumenentropie des metrischen Hypergraphen.

Satz A (vergleiche Satz(3.2.5). Sei H ein Hypergraph und d eine Metrik auf H mit
Volumen 1. Weiter bezeichne mit V(H) die Menge der Ecken von H und mit E(H) die
Menge der Kanten von H.

Dann gilt mit Mye, = max #e
e€E(H)

hvol(Ha d) Z

Mmaz ecE(H) veV (H)

( Z #elog(#e — 1) + Z deg(v) log(deg(v) — 1)) .
Dieses Ergebnis ist fiir uniforme und regulidre Hypergraphen scharf und liefert eine
eindeutige minimierende Metrik. Die obige Schranke ist jedoch im Allgemeinen nicht
scharf, entspricht aber im Spezialfall von 2-uniformen Hypergraphen, also fiir Graphen,
genau dem Ergebnis aus |[Lim08|. Damit ist es eine direkte Verallgemeinerung dieses
Resultats.

Als néchstes betrachten wir Simplizialkomplexe. Der entscheidende Unterschied zu Hy-
pergraphen ist, dass auch Wege moglich sind, die nicht nur {iber Ecken verlaufen. Im
Gegensatz zu dem Resultat aus |[BS21] ist das Ziel, eine rein kombinatorische unte-
re Schranke fiir die Volumenentropie zu finden. Im folgenden Resultat betrachten wir



stiickweise euklidische Metriken und fordern zusétzlich, dass Simplizes nicht zu spitz
werden, also dass der Quotient aus der ldngsten und der kiirzesten 1-dimensionalen
Facette beschréankt ist. Diesen Quotienten nennen wir maximalen Quotienten.

Satz B (vergleiche Satz . Sei X ein abstrakter Simplizialkomplex. Weiter sei
#S5,(X) die Anzahl an n-dimensionalen Simplizes und deg,,..(So(X)) der mazimale
Grad der Ecken.

Dann gilt

1—n
n

c(n, k) (#5n (X))
degmax(SO (X))

H(;f hvol(Xa d) > h(X)

mit

h(X) = (n+1)log(n)#S,(X) + Z deg(S) log(deg(S) — 1)
SE€Sp_1(X)

und c(n, k) einer Konstanten, welche nur von der Dimension und dem mazimalen Quoti-
enten abhdngt. Hierbei wird das Infimum tber alle stiickweise euklidischen Metriken d mit
Volumen auf 1 normiert, betrachtet. Diese sind so, dass fir den mazimalen Quotienten
k < 2 fiir n = 2, beziehungsweise k < \/2 sonst, gilt.

Fiir eine genaue Beschreibung der Konstanten c¢(n, k) verweisen wir auf Kapitel [4] und
speziell auf Satz [£.4.7]

Trotz exponentiell wachsender Fundamentalgruppe ist es im Allgemeinen nicht moglich,
eine positive untere Schranke der Volumenentropie anzugeben. In Satz [B| wird eine
positive untere Schranke fiir die Volumenentropie fiir stiickweise euklidische Metriken
mit gewissem maximalen Quotienten angegeben. Lésst man alle stiickweise euklidischen
Metriken zu, so ist es im Allgemeinen nicht méglich. Dies wirnd in Abschnitt illustriert.

Da uns somit Simplizialkomplexe zu wenig Struktur bieten fiir eine allgemeine untere
Schranke, wenden wir uns im folgenden speziellen Komplexen zu, den Graphenprodukten.
Dies sind kubische Komplexe, welche als kartesisches Produkt aus n Graphen entstehen.
Hierbei betrachten wir erneut das Minimum der Volumenentropie unter stiickweise
euklidischen Metriken.

Fiir n-dimensionale Graphenprodukte werden zwei unterschiedliche Normierungen be-
trachtet. Zum einen betrachten wir die Normierung beziiglich des 1-dimensionalen
Hausdorff-Mafles vol; des 1-Skeletts des Simplizialkomplexes und zum anderen das
n-dimensionale Hausdorff-Maf} vol,,.

Zunéchst schrinken wir uns auf Produktmetriken ein. Es gibt also auf den zu Grunde
liegenden Graphen jeweils Metriken und fiir jede Auswahl an Kanten aus den Graphen
spannen diese einen Hyperquader auf. Hierdurch erhalten wir die folgenden beiden
Ergebnisse, abhingig von der gewéhlten Normierung.



Satz C (vergleiche Satz|5.3.2)). Sei X = G x ---x G,, ein Graphenprodukt mit beliebiger
Produktmetrik dy = dy % - -+ x dy, fiir welche voly(X,dp) =1 gilt.

Dann folgt
mm z - 3 hmiH(Gj)Q
hyot (X, dp) E Il V(G; E \ AT
l J # j)jzl #V(Gj)2

Das Minimum wird hierbei genau dann angemommen, wenn die Metriken d; auf den
Graphen G; den minimierenden Metriken aus Satz[2.2.3 entsprechen, wobei die Graphen
so normiert sind, dass

3 . )2 .
vol(G. ) - — Pl CPFVE]
’I’L Pmin G
=1 #V( ) Y #V((iji))z

gilt.

Das eben présentierte Ergebnis nutzt die Normierung beziiglich des 1-Volumens. Bei
Betrachtung einer Normierung beziiglich des n-Volumens gilt das nachfolgende Resultat.

Satz D (vergleiche Satz[5.5.2). Sei X = G1 x --- x Gy, ein Graphenprodukt mit beliebiger
Produktmetrik d, = dy X --- x dy, fiir welche vol,(X,d) =1 gilt.

Dann gilt
hvol(Xa dp) > \/ﬁ H 7\L/ hmin(Gi)-
=1

Das Minimum wird hierbei genau dann angenommen, wenn die Metriken d; auf den
Graphen G; den minimierenden Metriken aus Satz[2.2.3 entsprechen, wobei die Graphen
so normiert werden, dass

hmin (Gl)

;L:l \ hmin(Gj)

VOI(GZ‘, dz) =

gilt.

In beiden Féllen betrachten wir im Anschluss allgemeine euklidische Metriken und
erhalten die folgenden unteren Schranken der Volumenentropie.

Korollar E (vergleiche Korollar [5.4.4). Sei (X, d) ein beliebiges stiickweise euklidisches
Graphenprodukt mit voly (X, d) = 1.
Dann gilt

mln - 3 hmin(Gi)2
#V (G TR TI7ERVE
hoot(X, d) > 2; H z; #VG”

n



Im zweiten Ergebnis beschrianken wir uns auf Parallelmetriken und den 2-dimensionalen
Fall, da fiir héhere Dimensionen die Winkel komplexer werden. Mit Parallelmetriken
bezeichnen wir solche Metriken, sodass jedes Viereck isometrisch zu einem Parallelogramm
ist. Daher gibt es nur zwei unterschiedliche Winkel im Viereck und in dem Korollar
bezeichnen wir mit o, den kleinsten Innenwinkel, welcher in einem euklidischen Paral-
lelogramm in X vorkommt.

Korollar F (vergleiche Korollar [5.6.3)). Sei (X,d) ein beliebiges Graphenprodukt mit
Parallelmetrik und voly(X,d) = 1.
Dann gilt

hool (X, d) >\ hnin(G)min(G2) [ 30 30 L{ei da)L{ej, da) sin(avy)
eleE(Gl)EJEE(GQ)

Z \/hmin(Gl)hmin<G2) sin(amm).

Somit finden wir im Fall des 2-Volumens lediglich eine winkelabhéngige untere Schranke,
welche fiir beliebig kleine Winkel gegen 0 konvergiert.

Um ein besseres Ergebnis zu erhalten, schranken wir uns weiter ein und betrachten
k-Rosengraphen, also Graphen mit einer Ecke und k& Kanten. Hierdurch kénnen wir
Korollar [F] verbessern und erhalten sowohl eine winkelunabhéngige, als auch erneut
eine winkelabhéngige untere Schranke der Volumenentropie. Die winkelabhéngige untere
Schranke hat allerdings den Vorteil gegeniiber der vorangegangenen, dass sie fiir kleine
Winkel gegen oo strebt. Somit kann das Minimum nicht fiir beliebig kleine Winkel
angenommen werden.

Satz G (vergleiche Satz[5.8.4). FEs sei X = G1xG2 ein Graphenprodukt aus Rosengraphen
und d eine beliebige stiickweise euklidische Metrik auf X, sodass vola(X,d) =1 gilt.
Dann gilt

vol X d \/hmln Gl mln(GQ)‘

Im néchsten Ergebnis bendtigen wir apyax, dies ist das Maximum iiber alle minimalen
Winkel im Parallelogramm. Das heifit, wir betrachten stets den kleineren der beiden
Innenwinkel im Parallelogramm und nehmen dann das Maximum iiber alle Vierecke im
kubischen Komplex.

Satz H (vergleiche Satz [5.8.8). Sei (X, d) ein stickweise euklidisches Graphenprodukt
aus einem k-Rosengraphen Gy und einem l-Rosengraphen Go mit vola(X, d) = 1.
Dann gilt

hmin(Gl) : hmin(G2)
hoot (X, d) > .
vl X, d) 2 \/ sin(amay) - k3 - 13



All diese Resultate zur Volumenentropie von Graphenprodukten legen die Vermutung nahe,
dass die Volumenentropie im ,symmetrischen* Fall minimiert wird. Dies bedeutet, dass
auf dem Graphenprodukt die Produktmetrik betrachtet wird und die Volumenentropie
bereits auf den Graphen minimiert wird.

Vermutung I (vergleiche Vermutung . Sei X =Gy x -+ X Gy, ein Graphenpro-
dukt.

Dann gibt es eine eindeutige Metrik dymin, welche die Volumenentropie unter allen
stickweise euklidischen Metriken minimiert und es gilt

hUOZ(Xy dmin) = \/ﬁ K H hmin(Gi)-
i=1

Die Metrik entspricht genaw der Produktmetrik, wobei auf den jeweiligen Graphen die
Volumenentropie minimiert wird. Die Graphen sind dabei so normiert, dass

hmin (Gz)
i1 {/hmin(G)

VOl(Gi, dz) =

gilt.

Die universelle Uberlagerung eines Graphenprodukts aus Rosengraphen mit Produktme-
trik ist ein Produkt von reguléren Baumen und somit ein Gebdude vom Typ A; X - - x Aj.
Unser néchstes Ziel ist es, eine untere Schranke der Volumenentropie fiir Gebdude zu
finden. Im Unterschied zu den Ergebnissen in [BS21}; Leu06; |[LL10] bestimmen wir eine
untere Schranke, welche nur von den kombinatorischen Eigenschaften des Gebaudes
abhéngt. Im folgenden Satz [J| benutzen wir spezielle Ecken eines Gebdudes. Diese zeich-
nen sich dadurch aus, dass ihr Stern durch Translate das ganze Geb&dude iiberdeckt.
Hierbei normieren wir die Standard-Metrik auf einem Gebéude so, dass eine fundamentale
Kammer A Volumen 1 hat, also volp(A) = 1.

Satz J (vergleiche Satz [6.3.1). Sei (X,d) ein irreduzibles, n-dimensionales, euklidi-
sches Gebdude mit Coxeter-Dynkin-Diagramm Gx und Verzweigungszahl \. Sei weiter
volp(X,d) =1 und v € V(Gx), sodass die zugehiorige Ecke eine spezielle Ecke ist. Wir
bezeichnen mit ¢(X,) die irreduziblen Komponenten des sphdrischen Gebiudes X, .
Dann gilt

diam(Xy,) + 1 — n + degs(v)
2h,,
(ZBGC(XU) diam(B)) +1—n+ degz(v)
2R, '

hvol(Xv d) > IOg()‘)

= log())

Im nachfolgenden Satz benutzen wir statt spezieller Ecken beliebige Ecken.
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Satz K (vergleiche Satz [6.3.2). Sei (X,d) ein irreduzibles, n-dimensionales, euklidi-
sches Gebdude mit Coxeter-Dynkin-Diagramm Gx und Verzweigungszahl \. Sei weiter
volp(X,d) = 1 und auferdem v € V(Gx) beliebig. Wir bezeichnen wie im vorherigen
Satz mit ¢(Xy) die irreduziblen Komponenten des sphdrischen Gebdudes X,.

Dann gilt

diam(X,) + 1 — 2n + 2 degz(v)
2h.,

(Zsecx,) diam(B)) + 1 = 2n + 2 degy(v)
20, '

hvol(X’ d) > log()‘)

= log(})

Fiir die Definitionen der Konstanten verweisen wir auf Kapitel [f] All diese Konstanten
lassen sich entweder direkt aus dem Coxeter-Dynkin-Diagramm ablesen oder wurden in
[CKW20| bereits bestimmt.

Im Anschluss betrachten wir die verschiedenen Typen von Gebduden und bestimmen die
Schranken aus den Sétzen [J] und [K] explizit. Dabei zeigen wir, dass die Schranke aus Satz
im Fall von As scharf ist. Zum Abschluss dieser Arbeit ergénzen wir die Ergebnisse fiir
den Fall reduzibler Gebdude. Wir erhalten dhnlich zu Graphenprodukten ein Ergebnis,
welches die Volumenentropie auf die irreduziblen Komponenten zuriickfiihrt.

Satz L (vergleiche Satz . Sei (X,d) = (X1 X -+ X Xppydy X -+ X dpy,) ein euklidi-
sches Gebdude und seien (X;,d;) firi=1,...,m irreduzible Gebiude. Auflerdem gelte
volp(X) = 1.

Dann gilt

dim(X;)
dim(X) e 2 dim(X)
X > Xy ——— .
hvol( 7d) el 92 g <hvol( )\/dlm(XZ)>

Die untere Schranke ist scharf und wird genau dann angenommen, wenn auf den jeweiligen
irreduziblen Teilen die Metrik so gewdhlt wird, dass fir das fundamentale Volumen

_ dim(X};) dim(Xj)

5 dim(X;) [ 9 dim(X)
volp(X;) = (hwl(Xi) dlm(X)> 11 (hwl(Xj)\/ dlm(X]))

Jj=1

gilt.

Diese untere Schranke hingt nur von den Volumenentropien der einzelnen irreduziblen
Gebéude sowie den jeweiligen Dimensionen ab.

11



Zum Inhalt und Aufbau der Arbeit:

In Kapitel [I] fiihren wir die Volumenentropie fiir allgemeine kompakte metrische Rdume
ein, welche in den folgenden Kapiteln genutzt wird. In Kapitel 2] schliefit sich dann
die Betrachtung von Graphen an, wobei die Ergebnisse aus [Lim08| présentiert wer-
den. In den nachfolgenden Kapiteln werden eigene Ergebnisse pésentiert, beginnend mit
Minimalitétseigenschaften der Volumenentropie fiir Hypergraphen in Kapitel 3] Im an-
schlieBenden Kapitel [ werden Simplizialkomplexe behandelt und in Kapitel [f] betrachten
wir Graphenprodukte. Zum Abschluss behandeln wir in Kapitel [6] Gebaude.

12
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Kapitel 1

Volumenentropie

15



Zentraler Begriff dieser Arbeit ist die Volumenentropie, welche den exponentiellen Anteil
des Wachstums von Béllen in der universellen Uberlagerung eines metrischen Raums
angibt. Dieses Kapitel dient der Definition der Volumenentropie sowie der Erarbeitung
erster Ergebnisse zur Volumenentropie. Diese Ergebnisse sind unabhingig von dem
metrischen Raum, welchen wir betrachten.

Insbesondere werden wir in Lemma [1.0.7] sehen, dass die Volumenentropie unabhingig
vom gewédhlten Basispunkt ist und in Lemma [1.0.8| eine alternative Charakterisierung
der Volumenentropie iiber geschlossene Wege aufstellen, fiir welche kein Ubergang zur
universellen Uberlagerung nétig ist.

Konvention 1.0.1. In dieser Arbeit betrachten wir stets metrische Rdume, welche
wegzusammenhdngend und lokal endlich sind. Zusétzlich sind in den Kapiteln [2| bis
] die Raume kompakt. Bei den betrachteten Réaumen handelt es sich um Graphen,
Hypergraphen, Simplizialkomplexe, kubische Komplexe und in Kapitel [6] um affine
Gebéaude. Letztere sind nicht kompakt, wodurch hier einige Ergebnisse aus diesem Kapitel
erneut gezeigt werden miissen.

Definition 1.0.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum und z € X.
Dann definieren wir mit B, (z) den Ball mit Radius r wm x in X oder formaler

B, () = B, (x,d) = {y € X|d(x,y) < r}.

Ein metrischer Weg ist eine stetige Abbildung eines reellen Intervalls I = [a, ] in den
metrischen Raum X. Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, schreiben wir oft einfach
Weg.

Sei v ein metrischer Weg. Sind Anfangs- und Endpunkt von - identisch, also y(a) = ~(b),
so nennen wir den Weg geschlossen.

Dariiber hinaus definieren wir auflerdem den Durchmesser diam(X) eines metrischen
Raums mit

diam(X) = sup d(z,y).
z,yeX

Definition 1.0.3. Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei v ein beliebiger rektifizierbarer
Weg. Wir bezeichnen die Linge von v beziiglich der Metrik d mit L(vy,d).

AuBerdem bezeichnen wir zu einem geschlossenen Weg v in X, welcher in z € X beginnt
und endet, die Homotopieklasse von v mit [y] € m1(X, x).

Dann definieren wir die Anzahl geschlossener Wege durch x der Linge mazimal r als

Np(x) = Np(z,d) = #{[7] € (X, 2)|3¢ € [y] mit L(p,d) <r}.

Definition 1.0.4. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Wir nennen X die universelle Uberlagerung von X mit der zugehorigen Uberlagerung
p: X — X, wenn folgende Eigenschaften gelten:

a) X ist einfach zusammenhéingend.
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b) p ist stetig und surjektiv.

c) Fiir jedes 7 € X existiert ein £ > 0, sodass plp. @) injektiv ist.

Wir definieren eine Metrik d auf X, sodass Pl p.(3) aus c) stets eine Isometrie ist. Diese Me-
trik nennen wir die induzierte Metrik der Metrik d. Da die Metriken lokal tibereinstimmen,
schreiben wir auch d statt d.

Definition 1.0.5. Sei (X, d) ein metrischer Raum und X die universelle Uberlagerung
mit induzierter Metrik d. Sei nun # € X beliebig.

Dann definieren wir die Volumenentropie hyo(X,d) von (X,d) als den exponentiellen
Anteil des Volumenwachstums von Béllen in der universellen Uberlagerung. Hierbei
bezeichnen wir mit dem Volumen vol ein geeignetes Hausdorff-Maf3. Somit ist die Volu-
menentropie formal definiert als

logvol B, (z,d
hyot(X,d) = lim ( v

€ [0, 00].

r—00 r

Lemma 1.0.6. Sei (X, d) ein geoddtischer metrischer Raum mit endlichem Durchmesser
diam(X) < oo.

Dann gilt, dass hye(X,d) unabhdingig von der Wahl von T ist.

Beweis. Seien .,y € X zwei unterschiedliche Basispunkte. Wir benennen die jeweiligen
Volumenentropien mit hy,o (Z) und hye (7). Sei auBlerdem ~ ein kiirzester Weg, welcher
von Z nach g geht. Damit gilt mit |y| = L(v, d)

vol (B, (#,d) ) < vol (B, (.d) ) < vol (B,1apy (#.d)) .

da so zunéchst v durchlaufen werden und dann das Volumenwachstum von der anderen
Ecke aus betrachtet werden kann. Der Weg v hat endliche Lénge, da der Durchmesser
von X endlich ist. Fiir den Fall, dass die Volumenentropie von X entweder 0 oder
oo ist, folgt die Gleichheit direkt, da in diesem Fall alle 3 Terme {ibereinstimmen. Im
anderen Fall kann somit das Volumenwachstum des Balls beschrieben werden durch
vol (Br (f,@) = exp(hyo(Z)r + f(r)) mit f(r) € o(r), wobei o(r) das Landau-Symbol
bezeichnet. Diese Abschitzung folgt durch Umformung der Definition nach dem Volumen
des Balls. Analog gilt das Ganze auch fiir die beiden anderen Argumente aus der obigen
Ungleichung.

Somit gilt

vol (Br (:z@) < vol (Br+|7| (gcf)) < vol (BHQH| (fc'ci))

log vol(Br (g,&) ) < log Vol(BHM (5,(7) ) < log vol(BTJrQM (EE,J) )

r - s - T
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Weiter folgt mit fi, f2, f3 € o(r)

logvol( (a: &)) _ logexp(hyor(z)r+f1(r)) = w,
g v (511 (5 4) _ loreplua@O+hDEAE) @O
logvol (Bytai) (3))  _ logexp(hua @420 4f3())  _ huat@r+2)4fs(r)
Somit gilt
lim 2B ED) iy haGren) = hoot(@)
r—00 r—00
iy 108 vol(B r+|v\( D) i hwz@)(rthlﬁfﬂ”) = hyot(Y)
00 rreo
lgm lOgVOI(BT::QH‘(g’&)) — lgm hvol(g)(r"rf"ﬂ)—i_f?’(r) = hvol(f)

und daher folgt insgesamt

hvol( ) < hvol( ) < hvol( )

Daraus ergibt sich nun wie behauptet hy,o(Z) = hyo(y) und daher die Unabhéangigkeit
vom betrachteten Basispunkt. O

Lemma 1.0.7. Sei (X,d) ein metrischer Raum und ad die Metrik auf X, welche durch
Strecken aller Langen um o > 0 aus d entsteht.
Dann gilt

ahyor (X, ad) = hyo (X, d)

Bewets. Flir a > 0 gilt

hyot (X, ad) = lim — logvolB (:c oz@

r—00 r

= 1im *IOgV01BL (i,(j)

= lim —logvolB (x,c?)

r—00 (T

= LX),
~hvol(X, d)

Fiir die zweite Gleichheit wird r durch ar substituiert. Dies ist bei Grenzwerten moglich,
ohne das Ergebnis zu &dndern, da o > 0 gilt. O

Im nachfolgenden Lemma zeigen wir eine Charakterisierung der Volumenentropie {iber
geschlossene Wege. So entspricht die Volumenentropie dem exponentiellen Anteil des
Wachstums der Anzahl von Homotopieklassen N, (z,d) durch x der Liange maximal 7.
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Lemma 1.0.8. Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und x € X beliebig.

Dann gilt

log Ny (x,
Bt (X, d) = lim 208N (@:4)

r—00 r

Beweis. Sei ¥ € X und x = p(Z) der zugehérige Punkt in X. Wir schiitzen, um das
Resultat zu zeigen, N,(z) und B,(Z) gegeneinander ab. Hierfir wéahlen wir einen kleinen
Ball um = mit Radius € > 0. N,(z) gibt die Anzahl der Homotopieklassen kiirzer als r
an. Das heif3t, zu jeder Homotopieklasse gehort ein kiirzester Weg in der universellen
Uberlagerung, der bei # startet und bei § € X endet mit p(y) = . Wir wahlen nun r
grofer als e. Wenn wir nun ¢ klein genug wéhlen, so bilden die Bélle mit Radius € um
jedes solche y eine Teilmenge des Balls mit Radius r. Daher gilt fiir r grof3 genug und ¢
klein genug
vol(B:(x))N,(z) < vol B,(Z).

Fir die andere Richtung nehmen wir an jedem gy das Volumen des ganzen Raums, also
vol B, (Z) < vol(X)N,(x).

Insgesamt folgt somit

1 1B, (x
hoot(X.d) = lim log vol B, (%)

r—00 r

< lim log (vol(X )N, (x))

— lim log (vol(X)) + log (N, (z))

r—+00 r

o 1B )

r—00 r

Auflerdem erhalten wir auch die Abschétzung in die andere Richtung wie folgt

o los (V)

r—00 r
B log vol(B:(x) + log (N, (x))
= Jim, .
— lim log (vol B:(z)N,(x))
r—00 T
< lim log vol B, (x)
r—00 r

= hyot(X, d).

Hierbei fallen jeweils die ersten Summanden in der dritten und fiinften Zeile im Grenzwert
weg, da dies Konstanten geteilt durch r sind und sie somit gegen 0 konvergieren.
Daher gilt wie behauptet
log N, (x,d
hoot (X, d) = lim 2082 (@ 4

r—o0 r
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Bemerkung 1.0.9. Anschaulich bedeutet das vorherige Lemma, dass fiir die Volumenentro-
pie die Anzahl an Homotopieklassen eine entscheidende Rolle spielt. In anderen Worten
besagt das obige Ergebnis, dass wir nur die Anzahl an Homotopieklassen benétigen, wenn
wir uns mit der Volumenentropie beschéftigen. Wir kénnen somit zu einem Z&hlmaf
iibergehen. Wir nutzen weiterhin das Volumen des betrachteten metrischen Raums, um
eine Normierung, und damit Vergleichbarkeit, zu erhalten.

Aus der Erkenntnis, dass die Anzahl an Homotopieklassen geniigt, um die Volumenentro-
pie zu bestimmen, lassen sich leicht Beispiele konstruieren, fiir welche die Volumenentropie
gegen 0 strebt, trotz positivem Volumen des metrischen Raums. Explizit wird dies im
Abschnitt [4.6] fiir Simplizialkomplexe gezeigt.

Bemerkung 1.0.10. Die Bedingungen diam(X) < co aus Lemma und vol(X) < oo
aus Lemma sind fiir kompakte Ridume stets erfiillt. In dieser Arbeit werden, aufler
in Kapitel [6] ausschlieflich kompakte Raume betrachtet und somit sind die beiden
Ergebnisse aus Lemma [I.0.6| und Lemma in den Kapiteln [2] bis [f] stets anwendbar.
Fiir Kapitel [6] gelten entsprechende Ergebnisse ebenfalls. Da es sich in diesem Kapitel
um nicht kompakte metrische Rdume handelt, miissen die angepassten Ergebnisse neu
gezeigt werden.
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Kapitel 2

Graphen
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Dieses Kapitel befasst sich mit dem Paper ,Minimal volume entropy on graphs“ von
Seonhee Lim [LimO0§].

In diesem Artikel wird zu einem beliebigen Graphen die minimale Volumenentropie
bestimmt und eine konkrete Léngenzuordnung fiir die Kanten angegeben, welche dieses
Minimum realisiert. Dariiber hinaus wird gezeigt, dass dieses Minimum eindeutig ist.

2.1 Definitionen — Graphen

In diesem Abschnitt werden einige grundlegende Definitionen und Notationen zu Graphen
eingefithrt. Graphen werden insbesondere in diesem Kapitel als zentrales Objekt, aber
auch in den darauf folgenden Kapiteln benétigt.

Wir geben nur die fiir diese Arbeit notwendigen Definitionen und Notationen. Fiir eine
audfiihrliche Ubersicht zu Graphen verweisen wir auf beispielsweise das Buch ,,Graph
Theory* von Reinhard Diestel [Die05].

Definition 2.1.1. Sei G ein endlicher ungerichteter Graph. Wir bezeichnen mit V(G)
die Menge der Ecken von G, mit E(G) die Menge der ungerichteten Kanten von G und
mit £(G) die Menge der gerichteten Kanten von G.

Zu einer gerichteten Kante e € E(G) bezeichnen wir auBerdem mit i(e) die Anfangsecke
und mit t(e) die Endecke sowie mit e~ ! die umgekehrte Kante, welche die Kante ist,
sodass t(e) die Anfangsecke und i(e) die Endecke ist. Da stets ein ungerichteter Graph
zugrunde liegt, existiert zu jedem e € F(G) solch eine umgekehrte Kante e~ € E(G).
Des Weiteren definieren wir zu v € V(G) den Grad deg(v) einer Ecke v als die Anzahl an
Kanten in dieser Ecke im ungerichteten Graphen. Somit ist der Grad formaler definiert
als

deg(v) = #{e € E(G)|v € e}.

Wir nennen einen Graphen k-reguldr, wenn unabhingig von der Wahl von v € V(G) stets
deg(v) = k gilt.

Definition 2.1.2. Ein metrischer Graph (G,dy) ist ein endlicher Graph zusammen mit
einer Abbildung L : E(G) — R, die jeder Kante eine positive Linge zuordnet. Hierbei
erfiillt die Abbildung L(e) = L(e™!) fiir alle e € E(G). Somit induziert diese Abbildung
auch eine Liangenzuordnung auf F(G). Diese Langenzuordnung induziert eine Metrik dr,
auf G durch die Betrachtung kiirzester Wege zwischen zwei Punkten.

Sei S C G eine Teilmenge von G. Wir definieren das Volumen vol(S) von S, wie in
Kapitel [1] beschrieben, als das 1-dimensionale Hausdorff-Mafl von S, also als die Summe
der Léngen der ungerichteten Kanten in S. Kanten, die nur zum Teil in S liegen, zdhlen
anteilig in vol(S). Da wir das Volumen als die Summe der Kantenléngen definiert haben,
schreiben wir auch L(S) = vol(S).

Somit kénnen wir zu einem metrischen Graphen (G, dr,) das Volumen vol(G,dy,) des Gra-
phen (G, dy) betrachten. Dies ist nach der vorangegangenen Definition das 1-dimensionale
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Hausdorff-Mafl des Graphen und somit die Summe der Langen der ungerichteten Kanten

vol(G,dp) = Y Lle) ZL

e€L(G) eEE (@)

von G, also

Bemerkung 2.1.3. Man kann bei der Langenzuordnung auch eine Kantenldnge von 0
zulassen. Dies induziert eine Semi-Metrik, welche via Kontraktion der Kanten mit Lénge 0
zu einer Metrik wird. Wir unterscheiden in dieser Arbeit nicht, ob es sich um eine Metrik
oder Semi-Metrik handelt, da es fiir die Beweise unerheblich ist.

Bemerkung 2.1.4. Wenn die entsprechende Abbildung klar ist, schreiben wir zur verein-
fachten Lesbarkeit oft d statt dy, und G statt (G, dp,).

Bemerkung 2.1.5. Die Fundamentalgruppe 71 G eines zusammenhéngenden Graphen G
ist eine freie Gruppe. Die Kardinalitdat des Erzeugendensystems dieser Gruppe heif3t
Rang. Wenn G keine Ecken von Grad 1 hat und kein Kreisgraph ist, so ist fiir die
Fundamentalgruppe der zugehorige Rang k > 2. In einem Kreisgraph hat jede Ecke
Grad 2 und die entsprechende Fundamentalgruppe hat Rang 1.

Dies kann man zeigen, indem man einen Spannbaum des Graphen kontrahiert. Weiteres
findet man in dem Buch ,Trees“ von Jean-Pierre Serre [Ser80] auf Seite 23.

Bemerkung 2.1.6. Nach Lemma m gilt fiir einen metrischen Graphen (G, dr) und
a>0
ahvol(Ga daL) = hvol(Ga dL)7

wobei aLL die Streckung jeder Kantenldnge um den Faktor a bedeutet. Fiir das Volumen

gilt aulerdem
vol(G,dar) = avol(G,dr).

Dabher folgt, dass fiir einen metrischen Graphen h,, (G, dyr) - vol(G, dy 1) unabhéngig von
« ist. Weiterhin geniigt zur Untersuchung der Minimalitédtseigenschaften der Volumenen-
tropie lediglich die metrischen Graphen (G, dy,) beziiglich einer Normierung, ndmlich
mit vol(G,dr) = 1, zu einem gegebenen Graphen G zu betrachten. Hierdurch erhalten
wir eine Normierung des Volumens und somit eine Moglichkeit, die Volumenentropie zu
vergleichen. Die Menge der Metriken auf G, fiir die das Volumen 1 betrégt, bezeichnen
wir mit A(G) und die der Semi-Metriken mit Ag(G).
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2.2 Minimale Volumenentropie von Graphen

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Ergebnisse aus ,,Minimal volume entropy on
graphs* von Seonhee Lim [Lim08] ohne Beweise zitiert.

Im Fall von Graphen ist das Minimum der Volumenentropie zu einem gegebenen Graphen
eindeutig und dariiber hinaus kann die zugehorige minimierende Metrik explizit angegeben
werden. Dies ist in Satz festgehalten.

Im Anschluss an diesen Satz werden zwei Folgerungen aufgefithrt, welche im weiteren
Verlauf dieser Arbeit relevant werden. Zum einen wird das Minimum fiir regulidre Graphen
bestimmt und zum anderen das Minimum der Volumenentropie iiber alle Graphen mit
gleichem Rang der Fundamentalgruppe betrachtet. Hierbei wird die Volumenentropie
stets von den 3-regulidren Graphen minimiert.

Satz 2.2.1 (Satz 4, [Lim08|). Sei (G,dL) ein zusammenhdingender metrischer Graph ohne
Ecken von Grad 1, der kein Kreisgraph ist. Das lineare Gleichungssystem fir e € E(G)

Te = Z l’f pefeihL(f)

fEE(G)
mit

0 sonst

:{ 1 firt(e) =i(f) und e # f1,
Pef

ist eindeutig losbar fir x. > 0 genau fir ein h € R>g und es gilt h = hyo(G,dr).

Der vorherige Satz wird spater in Abschnitt zitiert. Auch wenn an dieser Stelle kein
Beweis gegeben wird, sondern auf |[Lim08| verwiesen wird, kann man an diesem Satz die
Struktur des Beweises des Hauptresultats erkennen. So wird die Ubereinstimmung der
Volumenentropie mit dem h aus dem Gleichungssystem genutzt und auch die Beweise zu
den Sétzen [2.2.2] und [2.2.3]| verwenden dieses Gleichungssystem und 16sen es nach h auf.

Satz 2.2.2 (Satz 5 erster Teil, [Lim08|). Sei G ein zusammenhdingender Graph, wobei
jede Ecke mindestens Grad 8 hat, und sei d € A(G) eine beliebige Volumen 1 Metrik auf
G.

Dann gilt fiir die Volumenentmpz’e

hoot (G, d) Z deg ) log(deg(v) —1).
vEV

Satz 2.2.3 (Satz 5, [Lim08§]). Sei G ein zusammenhdingender Graph, wobei jede Ecke
mindestens Grad 3 hat.

Dann ezistiert eine eindeutige Volumen 1 Metrik d € A(G), fir welche die Volumenen-
tropie

huot (G, d) Z deg(v) log(deg(v) — 1)
UEV (G)

24



betrigt. Diese wird realisiert durch die Lingenzuordnung

Le) = log((deg(i(e)) — 1)(deg(t(e)) — 1))
>>  deg(v)log(deg(v) —1)
veV(G)

Bemerkung 2.2.4. Somit ist die Abschitzung aus Satz [2.2.2) scharf und das Minimierungs-
problem der Entropie auf einem gegebenen Graphen mit den obigen Eigenschaften ist
eindeutig losbar.

Bemerkung 2.2.5. Die Ergebnisse aus Satz und Satz lassen sich auch auf einen
Graphen G verallgemeinern, der keine Ecken von Grad 1 hat und zusétzlich kein Kreis
ist, das heifit es existiert mindestens eine Ecke von Grad 3 oder hoher. Fiir solch einen
Graphen kann man einen neuen Graphen definieren, indem man jede Ecke von Grad 2
und die beiden anliegenden Kanten sukzessive durch eine neue Kante ersetzt, welche die
beiden anderen Ecken der Kanten verbindet. Der resultierende Graph hat keine Ecken
von Grad 2 und erfiillt somit die Voraussetzungen der Sitze [2.2.2/ und 2.2.3]

Die Langenzuordnung ist dann eindeutig auf dem neuen Graph und kann bis auf Aufteilung
auf die vorherigen Kanten eindeutig auf den urspriinglichen Graphen {ibertragen werden.
Durch die obige Konstruktion erhalten wir nicht zwingend einen einfachen Graphen,
sondern koénnen auch mehrfache Kanten oder Zykel erhalten. Hierfiir funktionieren die
Beweise allerdings analog, wodurch das Ergebnis das gleiche bleibt.

Auch Ecken von Grad 1 verursachen keine Probleme, wenn wir Semi-Metriken zulassen.
Da der Ubergang zu Semi-Metriken zu keinen Unterschieden in den Beweisen fiihrt, lassen
wir diese Verallgemeinerung zu. Hierbei muss allerdings beriicksichtigt werden, dass der
Graph nach sukzessivem Kontrahieren der Grad 1 Ecken kein Kreisgraph ist. In diesem
Fall ist die Volumenentropie 0, da die universelle Uberlagerung isometrisch zur reellen
Achse ist und daher das Volumen von Béllen nicht exponentiell, sondern linear wéchst.

Definition 2.2.6. Sei G ein Graph.

Wir benennen die eindeutige minimierende Metrik auf G aus Satz mit d,,;, und
bezeichnen somit mit (G, dpn) den minimierenden metrischen Graphen beziiglich der
Volumenentropie. Hierbei unterscheiden wir nicht, ob es sich um eine Metrik oder eine
Semi-Metrik handelt.

Korollar 2.2.7 (Korollar 7, [Lim08|). Sei G ein k-regulirer zusammenhdingender Graph
mit k > 3.

Dann wird die Volumenentropie-minimierende Metrik dy, € A(G) von der Liangenzuordnung
induziert, welche jeder Kante e € E(G) die gleiche Linge zuordnet, also

2
LE(G) —>R207 et #E_'i(cg)

Die zugehdrige Volumenentropie betrdgt

H#E@)
2

hvol(G’dL) = Og(k - 1) = #E(G) log(k - 1)
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Das nachfolgende Korollar gibt das globale Minimum fiir Graphen an. Hierbei werden
alle Graphen berticksichtigt mit positiver minimaler Volumenentropie und gleichem Rang
der Fundamentalgruppe. Die zugelassenen Metriken sind hierbei alle Metriken, sodass
der metrische Raum Volumen 1 beziiglich dieser Metrik hat.

Korollar 2.2.8 (Korollar 8, [Lim08]). Sei k € N. Unter den metrischen Graphen mit
Volumen 1 Metriken, welche keine Ecken von Grad 1 oder 2 und eine zugehdrige Funda-
mentalgruppe von Rang k > 2 haben, wird die Volumenentropie durch jeden beliebigen
3-requldaren Graphen minimiert. Die zugehorige Langenabbildung ordnet jeder Kante die
gleiche Linge zu.

Bemerkung 2.2.9. Fir k = 2 handelt es sich nicht um einen einfachen Graphen, sondern
um zwei Ecken, welche mit drei Kanten verbunden sind. Alternativ kann der Graph auch
ein Graph aus zwei Knoten sein, welche mit einer Kante verbunden sind und jeweils
einen Zykel an der Ecke haben. Somit ist bereits in diesem Fall der 3-regulire Graph
nicht eindeutig.

Fiir k = 3 gibt es einen eindeutigen zusammenhéngenden einfachen Graph, ndmlich den
vollstdndigen Graphen mit 4 Ecken.

Die 3-regulidren Graphen aus Korollar sind fiir k > 4 ebenfalls nicht eindeutig.
Die konkrete Anzahl an Ecken und Kanten fiir ein beliebiges k > 2 lasst sich durch die
beiden Formeln

SHV(G) = 24E(G)  wnd  #V(GQ) —1+k = #E(G)

fir einen 3-reguldren Graphen explizit berechnen.

Die erste Formel folgt daraus, dass der Graph 3-regulér ist und die zweite Gleichung
folgt aus dem Zusammenhang zwischen Fundamentalgruppe und Spannbaum, wie man
auch im Beweis auf Seite 23 in ,/ Trees* von Jean-Pierre Serre [Ser80| nachlesen kann.

Beispiel 2.2.10. Gegeben sei der vollstdndige Graph mit vier Ecken Kj. Das heif3t, wir
betrachten den Graphen, welcher aus 4 Ecken besteht und jede Ecke ist mit jeder anderen
Ecke durch eine Kante verbunden. Dargestellt ist dieser Graph in Abbildung [2.1] mit
einer Benennung der Ecken.

Zur Betrachtung der Volumenentropie benétigen wir den Ubergang zur universellen
Uberlagerung. Dies ist ein 3-regulidrer Baum, welcher in Abbildung skizziert ist.
Die Ecken in der universellen Uberlagerung sind so benannt, dass A’ auf A mit der
Uberlagerung projiziert wird und fiir die iibrigen Ecken analog.

Da wir nun in der universellen Uberlagerung sind, kénnen wir die Volumenentropie
des Graphen bestimmen, wenn wir eine Lingenzuordnung auf dem Graphen betrachten.
Nach Korollar wird das Minimum der Volumenentropie genau dann angenommen,
wenn alle Kanten die gleiche Lange haben. Somit erhalten wir mit der Normierung des
Volumens auf 1 die Lénge fiir e € E(K,)
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Abbildung 2.1 Der Graph Ky mit Ecken A, B,C, D.

Abbildung 2.2 Universelle Uberlagerung zu K, aus Abbildung

Diese Linge iibertragt sich auch auf die Lange jeder Kante in der universellen Uberlagerung.
Die resultierende minimale Volumenentropie fiir Ky ist somit erneut nach Korollar
gegeben durch

hmin(K1) = #E(G) log(2) = 61og(2).
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Kapitel 3

Hypergraphen
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Wir versuchen das vorherige Ergebnis zu erweitern und benétigen dafiir passende Verall-
gemeinerungen von Graphen. Hier gibt es mehrere mogliche Ansétze und wir betrachten
zunéchst Hypergraphen. Hypergraphen sind dhnlich zu Graphen definiert, allerdings gibt
es Kanten mit beliebig vielen Elementen statt nur mit zwei. Dadurch stellt das Ergebnis
fiir Hypergraphen eine direkte Verallgemeinerung des Ergebnisses fiir Graphen dar.

3.1 Definitionen — Hypergraphen

In diesem Abschnitt beginnen wir mit einer Einfithrung der Begriffe, welche im Zu-
sammenhang mit Hypergraphen relevant sind. Dariiber hinaus definieren wir den ab-
geleiteten Graphen zu einem Hypergraphen. Dies ist ein Graph, welcher das gleiche
Wachstumsverhalten wie der zugehorige Hypergraph hat und somit bei der Betrachtung
der Volumenentropie genutzt wird.

Definition 3.1.1. Ein Hypergraph H = (V(H), E(H)) ist ein geordnetes Paar mit einer
Menge von Ecken V (H) und einer Menge von Hyperkanten E(H) C P(V(H)), welche eine
Teilmenge der Potenzmenge der Ecken darstellt. Eine Hyperkante wird oft auch schlicht
Kante genannt, unabhéngig von der Anzahl an Elementen, aus denen die Hyperkante
besteht.

Gilt #e = m € N fiir alle e € F(H), das heifit jede Kante besteht aus genau m Elementen,
so nennen wir H m-uniform.

Zu jeder Kante e € E(H) existieren m = #e gerichtete Kanten €, ndmlich die mit
Anfangsecke i(€) = v und Endecken t(e) = e\ {v} fiir v € e. Wir nennen die Kante e die
zugrunde liegende Kante von € und wir bezeichnen die Menge aller gerichteten Kanten
von H wie bei Graphen mit E(H). Wir definieren die mazimale Kantengrife mumax von
H als

Mmax = Max Fe
¥ ecE(H)

Bemerkung 3.1.2. Ein 2-uniformer Hypergraph entspricht genau einem Graphen aus dem
vorangegangenen Kapitel. Daher ist ein Hypergraph eine naheliegende Verallgemeinerung
von Graphen, auch wenn man Hypergraphen nicht ohne weiteres eine Dimension zuordnen
kann.

Beispiel 3.1.3. In Abbildung[3.T]ist ein Hypergraph dargestellt. Hierbei sind die schwarzen
Punkte die Ecken, wovon der gezeigte Hypergraph neun hat. Die Hyperkanten sind jeweils
als farbige Umrandung der jeweiligen zugehorigen Ecken eingezeichnet. Das heif3t, in
diesem Fall hat der Hypergraph sechs Hyperkanten.

Der Hypergraph ist nicht uniform, da es Kanten mit Kardinalitdt drei und vier gibt.

Definition 3.1.4. Sei H ein Hypergraph. Wir definieren zu H den abgeleiteten Graphen
Gy als ungerichteten Graphen mit Ecken- und Kantenmenge wie folgt:

« V(Gu) =V(H)UE(H)
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Abbildung 3.1 Beispiel eines Hypergraph mit 9 Ecken und 6 Hyperkanten,
dargestellt in den verschiedenen Farben.

o« E(Gu)={{v,w}|veV(H),we E(H) mitv € w}

Bezeichne fiir e € E(H) die Menge der abgeleiteten Kanten von e mit Ey(e). Diese
definieren wir als

Eu(e) == {{v,w} € E(Gp)|w = e}.

Beispiel 3.1.5. Wir betrachten erneut den Hypergraphen aus Beispiel Zu dem
gegebenen Hypergraphen ist in Abbildung[3.2] der zugehérige abgeleitete Graph dargestellt.
Hierbei wurde jede Hyperkante durch einen Sterngraphen ersetzt, welcher die Ecken
verbindet. Die Ecke und Kanten sind jeweils in der Farbe der jeweiligen Hyperkante
eingezeichnet. Die Kanten sind somit die abgeleiteten Kanten zu der jeweiligen Hyperkante
der gleichen Farbe.

Der abgeleitete Graph hat daher #V (H) + #E(H) Ecken und Z #e Kanten.

e€E(H)

Um die Definition der Volumenentropie aus Kapitel [[] zu nutzen, benétigen wir eine Metrik
auf dem Hypergraphen und die Definitionen von Wegen und Volumen, da ein Hypergraph
nicht in natiirlicher Weise zu einem metrischen Raum wird und das Hausdorff-Maf§ nicht
definiert ist. Diese erldutern wir in den folgenden Definitionen.

Definition 3.1.6. Sei H ein Hypergraph und n € N.

Ein kombinatorischer n-Weg ist ein Kantenzug p = ejea---e, mit e; € E(H) und
i(eir1) € t(e;) fur allei =1,...,n — 1. Des Weiteren diirfen zwei aufeinander folgende
Hyperkanten nicht die gleiche zugrunde liegende Hyperkante haben.

Fiir einen kombinatorischen n-Weg ist seine Ldange L(p) definiert als
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Abbildung 3.2 Der abgeleitete Graph zum Hypergraphen aus Beispiel
[B-1:3] mit abgeleiteten Kanten und neuer Ecke in der jeweiligen Farbe der
Hyperkante.

Wir nennen solch einen Weg kombinatorischer n-Weg der Lédnge r, wenn auflerdem fiir
die Lénge gilt
L(p) — L(en) <1 < L(p).

Die Anzahl der kombinatorischen Wege der Ldnge r beginnend in einem v € V(f[)
definieren wir als

K,(v) =#{p=-e1---enli(e1) =v,L(p) — L(e,) <r < L(p)}.

Definition 3.1.7. Sei H ein Hypergraph und L: E(H) — Rsq eine Langenzuordnung
zu den Hyperkanten. Daraus leitet sich wie auch fiir Graphen eine Metrik auf den Ecken
des Hypergraphen ab, die Langenmetrik. So gilt fiir zwei Ecken v,w € V(H), dass die
Metrik d gegeben ist durch

d(v,w) = irI}fL(p)

iiber alle Wege p = e; ...e, mit v =i(e;), w € t(e,) und n € N. Den Hypergraphen mit
Metrik nennen wir dann metrischen Hypergraphen und die Metrik bezeichnen wir mit dj..
Sei (H,dy) nun ein metrischer Hypergraph.

Wir definieren weiter das Volumen von H mit

vol(H) = Z L(e).

ecE(H)

Analog definieren wir auch das Volumen fiir eine Teilmenge S C H als die Summe der
Léange der ungerichteten Hyperkanten

vol(S) = Z L(e).

e€E(S)
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Wenn S eine Teilmenge gerichteter Hyperkanten ist, so betrachten wir die zugehorigen
ungerichteten Kanten und dariiber das Volumen. Aufierdem definieren wir den zugehérigen
metrischen abgeleiteten Graphen (Gu,d;), welcher gegeben ist durch den abgeleiteten
Graphen zusammen mit der Liangenzuordnung

L:E(GH)%RZQ, {U,ZU}'—)@
mit v € V(H) und w € E(H).
Durch diese Definition von Wegen konnen wir auch iiber einfach zusammenhdngende
Hypergraphen sprechen, was wir fiir die universelle Uberlagerung und somit fiir die
Volumenentropie benétigen. Ein einfach zusammenhédngender Hypergraph ist somit ein
Hypergraph ohne Kreise, wobei auch eine doppelte Kante, also zwei Kanten, welche das
gleiche Paar von Ecken {z,y} enthalten, als Kreis gewertet wird.

Beispiel 3.1.8. Durch unsere Definition von einfach zusammenhédngenden Hypergraphen
haben diese noch eine sehr dhnliche Struktur zu Graphen.

Beispielhaft sind in Abbildung [3.3] ein einfach zusammenhéngender und einer, der es
nicht ist, abgebildet. Der zweite Hypergraph ist nicht einfach zusammenhéngend, da zum
Beispiel die beiden griinen Hyperkanten zwei gemeinsame Ecken haben, oder auch, weil
die beiden blauen und die orangefarbene Hyperkante einen Kreis bilden mit der Fcke
links oben und den beiden benachbarten.

einfach zusammenhangend nicht einfach zusammenhangend

o o [0 @oﬂ

[ ) { @ [ ] L o

o o o o o o

Abbildung 3.3 Ein Beispiel fiir einen einfach zusammenhéngenden und
einen nicht einfach zusammenhéngenden Hypergraphen

Bemerkung 3.1.9. Wie auch fiir Graphen gilt nach Lemma fir a > 0
hvol(H, daL) VOI(H, daL) = hvol(H, dL) VO](H, dL).

Aus diesem Grund ist es ausreichend die Metriken mit Volumen 1 zu betrachten, wenn
wir die Frage nach dem Minimum der Volumenentropie stellen.
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3.2 Untere Schranke und minimale Volumenentropie von
Hypergraphen

In diesem Abschnitt erarbeiten wir Resultate fiir die minimale Volumenentropie von
Hypergraphen. In Satz finden wir eine untere Schranke zu jedem Hypergraphen und
somit eine Verallgemeinerung von Satz Im Spezialfall von uniformen, reguléren
Hypergraphen ist diese Schranke auch scharf.

Das folgende Lemma ist analog zu Lemma [1.0.8| zu sehen. Hierbei werden die metrischen
Wege durch kombinatorische Wege ersetzt.

Lemma 3.2.1. Sei (H,d) ein Hypergraph mit universeller Uberlagerung H und?® € V(f])
Dann gilt

tim Oy a).

r—00 r

Beweis. Aus der Definition der Volumenentropie folgt
vol(By (7)) = elMwer(H:d)+ (1))
mit f(r) € o(r) und somit gilt fiir t > 0

1og(vol(By(9) \ By (@) _ . log(vol(By(3) — vol(B, (1))

log(eThvol(Hvd)'i'f(r) — e(r_t)hvol(Hfd)+f(T_t))

= lim
T—00 r

log(eThvol(H,d)+f(T)(1 o e*thvol(H,d)Jrg(r)))

= lim
r—00 r

Th"l)ol + f(r) + log (1 — e_thvol(Hvd)'i'g(T))
= lim

r—00 r

= hvol .

Wir schitzen nun die Anzahl kombinatorischer Wege der Lange r gegen das Volumen von
Billen ab. Genauer betrachten wir den Ring B, (v) \ B,—¢(v). Dieser hat mindestens das
Volumen von tK,(v), da jeder Weg um die Lange t weiter geht und somit zum Volumen
beitragt. Fir die obere Schranke betrachten wir entsprechend alle kombinatorischen
Wege, welche es am dufleren Rand gibt und multiplizieren diese mit ¢, also t K, 4+(v). Dies
ergibt formaler ausgedriickt die Ungleichungen

tE, () < vol(By(3) \ By_y(3)) < tKy14(D)
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und somit im Grenzwert

log (K, (7)) _ | log (tF5, (7))

lim ————* = lim
r—00 r r—00 r
< i 2OU(B @) — Bra(7))
r—00 r
< lim log (tK,4+(0))
r—00 r
T G )
r—00 r

und daher erneut Gleichheit. Die beiden Gleichheiten folgen wie vorher daraus, dass
konstante Faktoren vernachlissigbar sind im Grenzwert.
Insgesamt folgt daher

i 08 @) _ | og(vol(B, (@) = By (D))

7—00 r r—00 r

= hyot(H, d).

O]

Bemerkung 3.2.2. Da Hypergraphen eine Verallgemeinerung von Graphen sind, gilt
dieses Lemma insbesondere auch fiir Graphen. Somit kénnen wir ohne eigenen Beweis
Lemma [3.2.1] auch fiir Graphen nutzen.

Lemma 3.2.3. Fir einen metrischen Hypergraphen (H,d) und den zugehérigen abgelei-
teten metrischen Graphen (G, d) gilt

hvol(H; dL) = hvol(GHa di)

Beweis. Wir nutzen den Zusammenhang fiir Graphen G zwischen der Volumenentropie
und der Anzahl kombinatorischer Wege der Lange r > 0, also Lemma [3.2.1] mit der
zugehorigen Bemerkung
_log(N(v))
hvol(G7 d) = rliglo +

fir v € V(G). Dieser Zusammenhang gilt fiir Graphen und Hypergraphen analog.

Sei 0 € V(H). Aus der Konstruktion von G folgt v € V(Gy). Bezeichne mit K, (7, H)
die Anzahl der kombinatorischen Wege in H der Lénge r mit Anfangspunkt v und mit
K, (7, CN}H) das Analoge fiir Gy

Sei Mg, die maximale Kantengréfie von H. Dann gilt

KT(177 ﬁ) < Kr(ﬁ’ éH) < Mmag Kr(gv -ﬁ)

Hierbei folgt die erste Ungleichung, da es fiir jeden kombinatorischen Weg in H auch
einen Weg in G gibt aufgrund der Definition des abgeleiteten Graphen. Die zweite
Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass ein kombinatorischer Weg sich in maximal
Mmax — 1 kombinatorische Wege in einer Kante aufspaltet, da dies die Anazhl an moglichen
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Endecken fiir den Weg ist. Die Abschitzung gegen mpyax wurde aufgrund der besseren
Lesbarkeit als tatséchliche Schranke gewahlt.
Somit folgt

log(K, (v, H
hoo(H,d) = lim log(K. (v, H))

7—00 r

log(K,(v,GH))
T r—ooo r
= hvol(GH7 d)
1 K, (v, H

r—00 r

iy losUS (@, H))

r—00 r

= hyot(H, d).

< lim

Hierbei wurde in der vorletzten Gleichheit erneut ausgenutzt, dass man Produkte aus
dem Logarithmus in eine Summe umformen kann und konstante Terme asymptotisch
wegfallen.
Daher gilt

hoot (H,d) = hyot(Gi, d).

O]

Lemma 3.2.4. Sei H ein Hypergraph und Gy der abgeleitete Graph von H. Dann
gilt zwischen dem Infimum der Volumenentropie des Hypergraphen und der minimalen
Entropie aus Satz[2.2.3 des abgeleiteten Graphen der Zusammenhang

2

i%f hoor(H, d) > Rnin (G i, dmin)-

Mmax

Hierbei wird das Infimum tber alle Metriken d auf H mit vol(H,d) = 1 betrachtet.

Beweis. Sei H zunéchst ein m-reguldrer Hypergraph mit beliebiger Metrik d mit \_/ol(H ,d) = 1.
Zu jeder Léngenzuordnung L auf H gehort eine abgeleitete Lidngenzuordnung L auf G,
wobei fiir e € E(H) und eg € Eg(e) nach Definition gilt

L(ee) = %L(e).

Sei nun dj die Metrik auf Gy, welche von der Metrik d;, auf H abgeleitet ist.
Dann gilt fiir diese Metriken der Zusammenhang der Volumen

vol(Gg,d;) = Z Lieg) = Z Z L(eg)

ecEE(Gy) e€FE(H) egEFH(e)
1 m
e€E(H) egeE(e) ecE(H)

= %’UOZ(H, dr).

36



Insgesamt folgt mit Lemma [3.2.3] und Bemerkung [3:1.9]

hvol(H d) - hvol(GH7 ) Z hmin(GHu dmin)-

2
m

Da die Metrik d beliebig gewéhlt wurde, dndert die Betrachtung des Infimums iiber alle
Metriken nichts an der Ungleichung und daher gilt

2
inf hoot(H, d) > —hmin (G, dmin),

m

wobei das Infimum tiber alle Metriken d auf H betrachtet wird mit vol(d) = 1.
Sei H nun ein beliebiger Hypergraph mit Volumen 1 Metrik d. Betrachte den uniformi-
sierten Graphen H, welcher aus H entsteht, indem man zu jeder Kante e € E (H) weitere
Mmaz — #e isolierte Ecken hinzufiigt, also Ecken, welche ausschlieflich in dieser Kante
liegen. H ist somit m,,qz-uniform und es gilt hyo(H,d) = hml(H d), da Ecken von Grad
1 die Volumenentropie invariant lassen. Nach dem ersten Teil des Beweises gilt

2 2

Mmax Mmazx

hvol(Ha d) = hvol (}AI’ d) >

Die letzte Gleichheit folgt daraus, dass sich Gy und G nur darin unterscheiden, dass
fiir jede hinzugefiigte Ecke von H eine Ecke von Grad 1 hinzu kommt. Die anliegenden
Kanten dndern nicht die Volumenentropie und sind somit kontrahierbar und kénnen mit
Lénge 0 betrachtet werden. O

Satz 3.2.5 (Satz . Zu einem gegebenen Hypergraphen H mit beliebiger Volumen 1
Metrik d gilt

hyot(H, d)

( Z #elog(#e —1) + Z deg(v)log(deg(v) — 1)) :

mmax e€cE(H) veV (H)

Beweis. Sei G = G der abgeleitete Graph zu H. Fiir jedes vg € V(G) gibt es nach der
Definition des abgeleiteten Graphen genau ein zugehoriges vy € V(H) oder ey € E(H).
Wir bezeichnen die beiden disjunkten Mengen mit Vi/(G), wenn sie zu einer Ecke in H

gehdren und mit Vg (G), wenn sie zu einer Kante in H gehéren. Im Fall von vg € Vi (G)
gilt deg(vg) = deg(vy) und im Fall von vg € VE(G) gilt deg(vg) = #epq.
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Aus dem Satz iiber minimale Volumenentropie eines Graphen von Seonhee Lim [2:2.3]
folgt nun

hmin (G, dmin) = Z deg(vg) log(deg(vg) — 1)

vGGV(G)

Y deg(vg)log(deg(vg) — 1)
v EVY (G)

1
+3 Y deg(vg)log(deg(vg) — 1)
UgéVE(G)

N = N

:% > deg(vy)log(deg(vr) — 1)

’UHEV(H)

+% > #enlog(#en —1).

eHEE(H)

Sei nun dy, eine beliebige Volumen 1 Metrik auf H und L die abgeleitete Lingenzuordnung
auf G. Es gilt

vol(G,dp) = Y Le)< 3 m’;‘”L(e) = %vol(m d) = m”;f
c€E(G) eeE(H)

Somit gilt

hvol(Ha dL) - hvol<G7 dﬁ)

2
Mmax
1
= ( Z #elog(#e — 1) Z deg(v) log(deg(v) — 1))
Mmagz e€E(H) vEV (H)

Bemerkung 3.2.6. Seien E; = #{e € E(H) | #e =i} und V; = #{v € V(H) | deg(v) = i}.
Dann kann alternativ das Ergebnis aus Satz [3.2.5] auch als

ZE+V ilog(i —1)

mmax =2

hoyot(H, d)
geschrieben werden. Dabei werden lediglich die Summen umsortiert.

Korollar 3.2.7. Sei H ein m-uniformer Hypergraph. Dann gilt fiir die Volumenentropie

hoot(H, d) > #E(H)log(m — 1) + — 3 deg(v) log(deg(v) — 1).
vEV (H)
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Beweis. Dies folgt direkt aus m = my,q, = #e fiir alle e € E(H). O

Bemerkung 3.2.8. Fiir m = 2 entspricht dieser Satz dem Ergebnis von Seonhee Lim
und ergibt in diesem Fall eine scharfe untere Schranke, da dies fiir Satz
bereits bekannt ist. Der abgeleitete Graph ist hierbei der normale Graph, wobei jede
Kante um eine Ecke von Grad 2 erweitert wird. Somit kann der Satz [3.2.5] als direkte
Verallgemeinerung von Satz [2.2.3] angesehen werden.

Der folgende Satz entspricht Korollar fiir Graphen. Allerdings benotigen wir hier,
um ein konkretes Minimum zu erhalten, neben der Eigenschaft, dass der Hypergraph
regulér ist, zusétzlich die Einschrankung auf einen uniformen Hypergraphen. Dies ist
notwendig, damit vom abgeleiteten Graphen der Ubergang zuriick zum Hypergraphen
funktioniert.

Lemma 3.2.9. Sei H ein m-uniformer und k-requldrer Hypergraph.
Dann existiert eine Metrik d,in, auf H, welche die Volumenentropie minimiert. Fir das
Minimum der Volumenentropie gilt

homin(H, dmin) = #E(H)log((k — 1)(m — 1))

und die zugehé’m’ge Lédngenzuordnung ist eindeutig und ordnet jeder Hyperkante die gleiche
Lénge #E(H) 2u.

Beweis. Sei H ein m-uniformer und k-reguldrer Hypergraph. Nach Satz gilt

;L( Z mlog(m —1) 4+ Z klog(k‘—l))

e€E(H) VeV (H)

hvol (H)

v

HE(H) log(m — 1) + #V (H). log(k — 1)
#E(H)log(m — 1) + #E(H)log(k — 1)
#B(H) og((k — 1)(m — 1),

Die vorletzte Gleichheit nutzt fiir k-regulire, m-uniforme Hypergraphen den Zusammen-
hang

m-#E(G)=k-#V(H).
Im Folgenden sehen wir, dass dieses Minimum auch angenommen wird. Aus Satz
erhalten wir wie im Beweis zu Satz dass auf dem abgeleiteten Graphen das Minimum
angenommen wird, wenn jede Kante e € E(Gp) die gleiche Lange hat. Dies gilt, da fur
alle Kanten der Grad an einem Ende m und am anderen k betrdgt. Somit haben zu
einer Hyperkante e € E(H) alle abgeleiteten Kanten Fp(e) die gleiche Lange. Daher
erhalten wir eine Langenzuordnung auf dem Hypergraphen durch L(e) = 2 - L(eg) mit
eq € Ex(e). Durch Normieren des Hypergraphen um den Faktor % erhalten wir die auf 1
normierte Metrik, welche die Volumenentropie minimiert. Da fiir Graphen das Minimum
nach Satz 2:2.3] eindeutig ist, folgt dies auch fiir den abgeleiteten Graphen und somit
nach Lemma auch fiir den Hypergraphen. O
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Bemerkung 3.2.10. Aus Lemma [3:2.9 sehen wir, dass die untere Schranke aus Satz [3.2.5]
in bestimmten Féllen scharf ist, insbesondere auch fir m > 2.

Fiir m = 2 entspricht dies dem Ergebnis von Lim aus Korollar Somit ist es eine
direkte Verallgemeinerung dieses Korollars [2.2.7]
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Kapitel 4

Simplizialkomplexe
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Bei den in Kapitel [3| betrachteten Hypergraphen sind nur Wege iiber die Ecken zugelassen.
Im Folgenden wollen wir Wege auch iiber Kanten und Hyperkanten zulassen. Somit
betrachten wir statt Hyperkanten, wie im vorherigen Kapitel, nun Simplizes. Hierdurch
erhalten wir Simplizialkomplexe, welche in diesem Kapitel behandelt werden.

Um eine untere Schranke der Volumenentropie zu finden, definieren wir uns die Gale-
rienentropie. Diese ist dhnlich zur Charakterisierung der Volumenentropie iiber Wege
aus Lemma definiert, allerdings werden hierbei kombinatorische Wege, sogenannte
Galerien, betrachtet.

4.1 Definitionen — Simplizialkomplexe

In diesem Abschnitt fithren wir Simplizialkomplexe und dazu verwandte Konzepte ein.
Auf Simplizialkomplexen erhalten wir eine Metrik, indem wir jedem m-Simplex die
induzierte Metrik aus dem R™ von m + 1 affin unabhéngigen Punkten zuordnen. Hierbei
miissen die Metriken auf den Simplizes so gewéhlt werden, dass sie auf den Schnitten
von je zwei beliebigen Simplizes {ibereinstimmen.

Um einen intuitiven Volumenbegriff zu haben, sind alle Simplizes Facetten eines maxi-
malen Simplizes von Dimension n. Dadurch kann man das n-dimensionale euklidische
Volumen je Simplex betrachten, welches dem n-dimensionalen Hausdorff-Maf entspricht.

Definition 4.1.1. Ein abstraktes m-Simplex S ist eine m + 1-elementige Menge. Echte
Teilmengen eines Simplex nennen wir Facetten des Simplexes und diese sind erneut
Simplizes.

Ein n-dimensionaler abstrakter Simplizialkomplex X ist eine endliche Menge von Simplizes,
sodass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

a) Es existiert fiir jedes S € X ein n-Simplex o € X mit S C 0.
b) Fir jedes S € X ist jede Facette von S ein Element von X.

c) Firalle S, S" € X ist der Schnitt von S und S’ ist entweder leer oder eine Teilmenge
von S und S’

Wir bezeichnen mit Si(X) die Menge der k-Simplizes von X. So(X) heiBen Ecken und
Sn(X) Flachen von X.

Bemerkung 4.1.2. In der Definition von Simplizialkomplexen wird in der Literatur oft
auf die FEigenschaft a) verzichtet. Der Unterschied ist dann, dass nicht alle maximalen
Simplizes die gleiche Dimension haben. Dies fiihrt jedoch zu Problemen bei der Definition
des Volumens, weshalb wir fiir diese Arbeit die obige Definition gewéhlt haben.

Definition 4.1.3. Wir definieren auf einem n-Simplex S eine Metrik, sodass S isometrisch
ist zur konvexen Hiille von n + 1 affin unabhéngigen Punkten im euklidischen Raum.

Durch diese Zuordnung einer Metrik zu jedem Simplex S € X, wobei die Metriken zweier
Simplizes auf ihren Schnitten iibereinstimmen, erhalten wir eine stickweise euklidische
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Metrik d auf X. Wir bezeichnen mit (X, d) den stiickweise euklidischen Simplizialkomplex.
Definiere den mazimalen Quotienten k zu einem n-dimensionalen metrischen Simplex S

als

max d(v,w)
v,wESo(S)

min  d(v,w)
v,WES(S)

ks =

und das Maximum iiber alle Simplizes als maxzimalen Quotienten von einem n-dimensionalen
Simplizialkompler X

max d(v,w)

v,wESH(S)
k= max kg= max -
S€S8,(X) 5eS,(X) min d(v,w)
v,wESH(S)

Bemerkung 4.1.4. Der maximale Quotient eines Simplexes S entspricht dem maxima-
len Seitenverhéltnis des Simplexes, also dem maximalen Quotienten der Lénge der
1-dimensionalen Facetten.

Konvention 4.1.5. In dieser Arbeit werden nur n-dimensionale Simplizialkomplexe
betrachtet, welche iiber ihre n — 1 Facetten zusammenhéngend sind, das heifit X \
(So(X)U---USp—a(X)) = X\ Sp—2(X) ist zusammenhéngend.

Wir nennen zwei Simplizes Nachbarn oder benachbart, wenn ihr Schnitt eine gemeinsame
n — 1 dimensionale Facette von beiden Simplizes ist.

Definition 4.1.6. Sei X ein n-dimensionaler Simplizialkomplex und S € Si(X) ein
k-Simplex mit k£ < n.
Der Grad von S in X, deg(.9), ist definiert als

deg(S) = #{S" € S, (X) | ScC S'}.
Wir definieren weiter den maximalen Grad von X durch

degmax(Sk(X)) = Sé%;?(}g() deg(S)

Ist S € Sp(X), so bezeichnen wir mit dem Grad von S
deg, (S) = #{5" € S,(X) | SNS" € 5,1 (X)}.

Bemerkung 4.1.7. Beachte hier, dass wir den Grad fiir S € Si(X) unterschiedlich fur
k < n und fir k£ = n definiert haben. Dies rithrt daher, dass die Definition fiir £k < n
im Fall von k£ = n hinféllig wird, da der Grad stets 1 wire. Stattdessen ist fiir Fliachen
die Anzahl an Flachen relevant, welche die betrachtete Flache in einer n — 1 Facette
schneiden. Dies ist die Anzahl von benachbarten Flidchen zur betrachteten Flache.

Daher kommen die unterschiedlichen Beschreibungen in der vorherigen Definition zustan-
de.
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Definition 4.1.8. Sei S ein euklidisches n-Simplex.
Wir bezeichnen mit
0S8 = U S’

S’ Facette von S

den Rand von S und mit S° =S\ 05 das Innere von S.

Bemerkung 4.1.9. Beachte, dass nach dieser Definition das Innere einer Ecke v € Sy(X)
wieder die Ecke selbst ist, also v° = v gilt. Dies gilt, da Ecken keine Facetten haben und
somit die Ecke unverdndert bleibt.

Definition 4.1.10. Sei X ein n-dimensionaler abstrakter Simplizialkomplex fiir n > 2.
Wir bezeichnen mit cl(S) den Abschluss der Menge S. Dies bedeutet, dass zu jedem
Simplex auch alle Facetten des Simplexes zur Menge hinzugefiigt werden.

Damit definieren wir zu einem beliebigen z € X den Stern von x als

st(z) = cl{S € S, (X)|z € S}.
Mit Hilfe des Sterns kénnen wir nun den Link Lk(z) definieren als
Lk(z) = {S € st(z)|z ¢ S}.

Wir bezeichnen im Folgenden auch die lokal euklidischen Realisierungen dieser Mengen
im Simplizialkomplex mit Stern und Link.

Wir nennen ein n — 2 dimensionales Simplex S € S,,_2(X) flach, wenn fiir ein, und somit
fiir alle, z € S° gilt, dass eine n — 1 Sphére im Link liegt, also S"~! C Lk(z).

Ein Simplizialkomplex X heifit nicht flach, wenn kein S € S,,_o(X) flach ist.

Beispiel 4.1.11. Ein Beispiel fiir den Fall n = 2 zu flachen und nicht flachen Simplizi-
alkomplexen ist in Abbildung zu finden. Hierbei ist im linken Beispiel die mittlere
Ecke flach und somit ist auch der Simplizialkomplex flach. Alle anderen Ecken in beiden
Simplizialkomplexen und somit insbesondere der rechte Simplizialkomplex sind nicht
flach.
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flach nicht flach

Abbildung 4.1 Ein flacher und ein nicht flacher Simplizialkomplex.
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4.2 Definitionen — Galerienentropie

Aufgrund der kombinatorischen Struktur von Simplizialkomplexen kann man statt me-
trischer Wege auch Galerienwege untersuchen. Diese sind eine Aneinanderreihung von
benachbarten Flachen.

In diesem Abschnitt definieren wir neben der Volumenentropie noch ein kombinato-
risches Analogon beziiglich der Galerienwege, die Galerienentropie. Auflerdem fiithren
wir, &hnlich zu Hypergraphen, erneut einen abgeleiteten Graphen zu einem abstrakten
Simplizialkomplex mit Galerienabstand ein, sodass zwischen der Galerienentropie des
Hypergraphen und der Volumenentropie des abgeleiteten Graphen Gleichheit beziiglich
der Volumenentropie gilt.

Definition 4.2.1. Sei X ein abstrakter n-dimensionaler Simplizialkomplex.
Wir definieren einen Galerienweg der Lange k als eine Folge p = fi... fi, wenn die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

a) fi € Sp(X) fir alled € {1,...,k}
b) fin fir1 ESnfl(X) fur alleie{l,...,k—l}
c) fi # fiyo firallei e {1,...,k — 2}

Wir bezeichnen die Ldnge von p mit #p = k als die Anzahl der maximalen Simplizes in
P.

Bemerkung 4.2.2. In der vorherigen Definition sorgt die Bedingung b) dafiir, dass aufein-
anderfolgende Simplizes im Galerienweg auch benachbart iiber eine n — 1 Facette sind.

Die Bedingung c) sorgt dafiir, dass der Galerienweg nicht den gleichen Weg wieder zuriick
geht, also dhnlich zu den bisher betrachteten Wegen.

Definition 4.2.3. Sei X ein abstrakter n-dimensionaler Simplizialkomplex. Der Ga-
lerienabstand Lgq ist eine Abbildung, die zwei benachbarten maximalen Simplizes einen
Abstand > 0 zuordnet, also

Lgal(fvg) s fﬂg € Sn—l(X) )

Lgal: Sn(X) X Sn<X> — RZO? (f7g) = {
0 , sonst

Fir A C X definieren wir

VOlgal(A) = % Z Lgal(fa g)'

f,9€Sn(A)

Der Galerienabstand heifit regulir, wenn es eine Abbildung L’: S,—1(X) x Sp(X) — R>g
gibt, sodass fiir alle f,g € S,(X) mit fNg=e € S,—1(X) gilt

Lgal(fa g) = L/(e7 f) + L/(e7g)‘
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Definition 4.2.4. Seien A, B € S,(X) zwei Simplizes. Wir definieren die Menge der
Wege P(A, B) von A nach B mit

P(A,B)={p= fife... fr Galerienweg | k € N, fi = A und f; = B}

und auflerdem fiir einen Galerienweg p = f1fa... f&
k—1
Lgal(p) = Z Lgal(fia fi+1)-
i=1
Der Galerienabstand induziert eine Metrik auf S,,(X), indem der Abstand zwischen zwei
Simplizes A, B € S, (X) gegeben ist durch

d(A,B) = min Lgai(p).

Definition 4.2.5. Sei X ein Simplizialkomplex mit Galerienabstand L ;. Wir bezeichnen
hier mit Byq(r, f) den metrischen Ball beziiglich des Galqrienabstands in der universellen
Uberlagerung X von X mit Radius r» und Mittelpunkt f € S, (X).

Damit definieren wir fiir f € S, (X) die Galerienentropie hgat(X, Lgar) von X als
.1 x
hgat(X, Lgar) = lim . log(volgai(Bgai (7, f)))-

Bemerkung 4.2.6. Die Galerienentropie ist unabhingig von der Wahl von f. Der Beweis
ist analog zu dem Beweis von Lemma [1.0.6

Wir wollen nun aus stiickweise euklidischen Simplizialkomplexen einen abstrakten Simpli-
zialkomplex mit Galerienabstand erhalten. Hierfiir definieren wir, was den verschiedenen
Léngen zwischen zwei maximalen Simplizes entspricht. Dafiir definieren wir zundchst den
Schwerpunkt und betrachten im Anschluss die Abstédnde der Schwerpunkte.

Definition 4.2.7. Bezeichne zu einem euklidischen n-Simplex S seinen Schwerpunkt mit

m(S), also 1
m(S) = i Z v.

UES()(S)

Hierbei ist die Summe so zu verstehen, dass wir eine isometrische Einbettung des Simplexes
in den R™ haben und dort die Summe bilden kénnen.

Der Schwerpunkt eines Simplexes ist unabhéngig von der Wahl des Koordinatensystems
und liegt nach der Definition stets innerhalb eines Simplexes, wodurch wir diese Punkte
als Koordinaten fiir unseren Galerienabstand nutzen kénnen.

Zu einem abstrakten Simplizialkomplex wollen wir erneut einen Graphen finden, welcher
zur Abschitzung der Volumenentropie des Simplizialkomplexes genutzt werden kann.
Dies ist dhnlich zum abgeleiteten Graphen im Fall von Hypergraphen und die Details
sind in der folgenden Definition festgehalten. Die gleiche Namenswahl wurde aufgrund
dieser Analogie gewéhlt.
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Definition 4.2.8. Sei (X, d) ein stiickweise euklidischer Simplizialkomplex.
Definiere fiir den zugehorigen abstrakten Simplizialkomplex den abgeleiteten Galerienab-
stand Lgq fiir f,g € Sp(X) und fNg=-e € S,—1(X) durch

Lgar(f; 9) = d(m(f), m(e)) + d(m(e), m(g))-

Diese Abbildung erfiillt die Bedingungen aus der Definition des reguldren Galerienab-
stands.

Bemerkung 4.2.9. Der abgeleitete Galerienabstand ist stets regulér. Hierfiir kénnen wir
auch gleich eine Abbildung L’ angeben. Diese ist, fir e € f und f € S,(X), gegeben
durch

L'(e, f) = d(m(e),m(f)).

Definition 4.2.10. Sei (X, Lyq) ein Simplizialkomplex mit Galerienabstand L.
Definiere den abgeleiteten Graphen Gx durch

o V(Gx)=58,(X)US,_1(X),
o E(Gx)={{e,f}|e€Sp-1(X),f € S(X)und eC f}.

Ist der Galerienabstand reguldr, so wird aus Gx ein abgeleiteter metrischer Graph durch
L: E(Gx) — Rxg,{e, f} — L'(e, f). Hierbei kann es mehrere mogliche Wahlen fiir L'
geben und der abgeleitete metrische Graph ist nicht eindeutig.

Bemerkung 4.2.11. Zu einem gegebenen stiickweise euklidischen Simplizialkomplex (X, d)
existiert somit ein zugehoériger abstrakter metrischer Simplizialkomplex (X, Lyq;) und
dazu wiederum ein abgeleiteter metrischer Graph (Gx, L). Bezeichne mit (Gx, L) auch
den abgeleiteten metrischen Graphen zum metrischen Simplizialkomplex (X, d), welcher
aus ebendieser Konstruktion entsteht.

Beispiel 4.2.12. In Abbildung ist beispielhaft ein Simplizialkomplex gegeben.

Dieser ist nicht flach, da zu keiner Ecke eine Teilmenge einer offenen Umgebung existiert,
welche isometrisch zu einer offenen Teilmenge im R? ist. Somit ist jede Ecke nicht flach.
Aus diesem Simplizialkomplex erhalten wir einen metrischen Simplizialkomplex mit der
euklidischen Metrik auf jeder Fléche. Hierbei nehmen wir die stiickweise euklidische
Metrik, welche sich aus den eingezeichneten Dreiecken ergibt.

Somit kénnen wir zu jedem 1- und 2-dimensionalen Simplex den Schwerpunkt bestimmen,
da diese fiir den abgeleiteten metrischen Simplizialkomplex mit Galerienabstand und
somit auch fiir den abgeleiteten metrischen Graphen relevant sind. Diese sind mit Blau
eingezeichnet und die Punkte entsprechen somit den Ecken des abgeleiteten Graphen.
In Griin sind dann die Kanten des Graphen eingezeichnet, wobei hier die Kanten stets von
einer Fliache zu den drei benachbarten Kanten gehen und hierbei stets die Schwerpunkte
verbinden. Dieser so gefundene Graph wird zu einem metrischen Graphen, indem man
jeder Kante ihre euklidische Lénge zuordnet.
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Abbildung 4.2 Simplizialkomplex X mit Schwerpunkten in Blau und
abgeleitetem Graphen in Griin.
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4.3 Zusammenhang zwischen Galerienentropie und
Volumenentropie eines Simplizialkomplexes

In diesem Abschnitt erarbeiten wir einen Zusammenhang zwischen der Volumenentropie
eines stiickweise euklidischen Simplizialkomplexes und der Galerienentropie des abgelei-
teten abstrakten Simplizialkomplexes. Hierfiir nutzen wir die Ahnlichkeiten von beiden
zum abgeleiteten Graphen aus.

Lemma 4.3.1. Sei S ein n-Simplex mit mazimalem Quotienten kg < \/NQ—Tl und mini-
maler Seitenldnge Iy .

Dann gilt fiir den Median m, also die Verbindung zwischen einer Ecke und dem Schwer-
punkt der gegeniiberliegenden Seite,

/ —1
m > lmin - kg_l 1- n2n k‘%

Beweis. Wir benutzen im Beweis zur besseren Lesbarkeit die Notation k& = kg.
Aufgrund der Symmetrie wird beziiglich fester Gréflen k& und l,i, der Median m minimal,
wenn die Seitenldngen der Grundseite allesamt moglichst grof} sind, also k - I, betragen,
und die tbrigen Seitenldngen moglichst kurz sind, also [y, betragen. Dies gilt, da das
Verlangern einer Seite in der Grundfliche bei Beibehalten aller anderen Léngen stets
den Median verkiirzt. Analog liefert das Verldngern einer beliebigen anderen Seite ein
Verkiirzen des Medians. Die Einschrankung an den Quotienten kommt daher, dass fiir
einen groferen Quotienten ein Simplex kollabieren kann. Das heifit, das Simplex hat trotz
positiver Seitenldngen ein Volumen von 0. Somit wire dann auch die Linge des Median
0.

In dem betrachteten Spezialfall stimmt der Median mit der Hohe iiberein und es geniigt
somit, die Hohe zu berechnen.

Um diese abzuschétzen, werden die folgenden zwei Ergebnisse benétigt.

Zum einen kann das Volumen eines Simplexes durch Integration der Querschnittsflache
entlang einer Hohe h berechnet werden, also

h n—1 X

vol(S) = /O Gl dy= Gnh, (4.1)
wobei G den Flacheninhalt der Grundseite von S bezeichnet, wozu h die Hohe ist. Die
im Integral genutzte Formel ergibt sich hierbei aus dem Strahlensatz. Nun stimmen,
wie bereits erwahnt, in dem eben beschriebenen Fall die Hohe und der Median iiberein,
weshalb wir A = m nutzen kénnen.
Zum anderen liefert die Cayley-Menger-Determinante [Men28| die Moglichkeit, das
Volumen eines Simplexes zu berechnen. Demnach ist das Volumen des oben beschriebenen
Simplexes S gegeben durch

vol(S) = \/(2_7113;;1 det(B)
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0 1 1 1 1

1 0 (ka)? (ka)? a?
g_|1? (ka)> 0 (4.2)

: (ka)? a?

1 (ka)? (ka)>2 0 a®

1 a? a? a? 0

fir a = lnin.

Es gilt mit Subtraktion der ersten Zeile multipliziert mit (ka)? von den zweiten bis
zur vorletzten Zeile und mit a? multipliziert von der letzten Zeile das Nachfolgende.
Im Anschluss wird nach der zweiten Spalte entwickelt, um die Determinante weiter zu
berechnen. Mit der geschweiften Klammer wird unterhalb der Matrizen die Zeilen- und
Spaltenanzahl der quadratischen Matrizen angezeigt. Somit gilt

0 1 1 1 1
1 —(ka)? 0 0 a? — (ka)?
— 2 :
det(B)=det | 10 (ka)
' 0 a? — (ka)?
1 0 0 —(ka)? a?— (ka)?
10 0 0 —a?
n+2
1 0 0 0 a? — (ka)?
—(ka)? 0 0 a? — (ka)?
~ det 1 0 —(ka)? :
’ 0 a? — (ka)?
1 0 0 —(ka)? a?— (ka)?
10 0 0 a?
n+1
0 1 1 1 1
1 —(ka)? 0 0 a? — (ka)?
— (ka)? det 1 0 = (ka)? '
' 0 a? — (ka)?
1 0 0 —(ka)? a?— (ka)?
1 0 0 0 a?
n+1
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Fiir den ersten Summanden gilt durch Entwickeln nach der zweiten bis n-ten Spalte
nacheinander, da stets nur ein Eintrag ungleich 0 ist

1 0 0 0 a? — (ka)?
1 —(ka)? 0 0 a? — (ka)?
_ 2 .
~ det 1 0 (ka)
R 0 a? — (ka)?
1 0 0 —(ka)? a?— (ka)?
1 0 0 0 —a?
n+1
2 2
= (~1)"(ka)*"2 det( 1 ¢ _gj“) )

_ (1 (20— ok ).

Der zweite Summand entspricht der urspriinglichen Matrix in einer Dimension weniger
und somit folgt induktiv

det(B) = (—(ka)?)" det ( (1) _22 > n nil (_(ka)g)i (—1)ig2n2 <k2n72i _ 2k2n72i72>
i=0

_ (_1)n+1a2n <2nk2n—2 _ (n _ 1)k2n) .

Daher folgt als zweite Formel fiir das Volumen mit Gleichung

vol(S) =

a” \/2nk2”2 —(n—1)k2n

n! on

Die Grundflache G muss fur die erste Formel noch bestimmt werden. Hierbei handelt

es sich um ein gleichseitiges n-dimensionales Simplex und das lasst sich analog zu dem
vorherigen Ergebnis berechnen fiir eine Dimension kleiner und k& = 1. Somit ergibt sich

a” 1 n

(n—1)1'V 2n-1"

52



Zusammen mit der Formel [.T] liefert das fiir diese spezielle Hohe die Formel

vol(S) - n
h= )
G
_[2nk=2 — (n — 1)k
- 2n
-1
— k-2 " 2o
a\/ 2n
-1
= ka1 - g
“ 2n
und somit die Behauptung. O

Lemma 4.3.2. Sei (X,d) ein stickweise euklidischer, n-dimensionaler Simplizialkomplex
mit mazimalem Quotienten k < % und v ein kirzester, nicht trivialer, geschlossener

Weg durch m(f) fir ein f € Sp(X) sowie ¢ der dazugehorende Galerienzug mit abgeleite-
tem Galerienabstand.
Dann gilt

"{mh g n

al\P SL’Y_ Lal@'
2]{:#%0 g ( ) () an—l /71_%1{:2 g ( )

Beweis. Seien Tyax und Tnin das Maximum und das Minimum des Galerienabstands im
Zykel ¢ und lyax und Iy das Maximum und Minimum der Seitenléngen der durchlaufenen

WW Simplizes und innerhalb dieser hat

Simplizes. v durchlduft im Extremfall {
es eine Mindestldnge von Iy, also

#p

L(v) = hGgMSO(X)J Imin-

Auflerdem gilt
Lgal((p) < 2 Tyax#He.

Daraus folgt insgesamt

[ #o 1 I
HP2Tmax

Lgal(()p) S L(F)/) (43)

Dartiiber hinaus kann man die Ldnge von v nach oben abschétzen durch

Imax
L) £ 525 Lya(g). (4.4)

Da die Galerienentropie iiber aus X abgeleiteten Lingen definiert ist, konnen wir z .« und
Tmin Dach oben, beziechungsweise unten, gegen die Seitenldngen der Simplizes abschétzen.
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Somit entspricht xmax - 7 der Linge des zugehorigen Medians. Diese ist zum einen stets
kiirzer als die ldngste Seite des Simplexes und somit gilt

l
Trmax < n;j". (4.5)

Andererseits ist die Lénge des zugehorigen Medians nach Lemma [4.3.1] nach unten
beschréinkt und somit ergibt sich

kn_llmin n—1
min > —————1/1 — k2. 4.6
Fmin = n 2n (4.6)
Die Abschéitzungen [£.3] und zusammen ergeben die erste Ungleichung
#o
T | Fegmme (S0 (X
’7 eng?%iSDO( ))—‘Lgal(@) é L(,y)

Weiter erhalten wir aus den Abschétzungen [£.4] und [4.6] die zweite Ungleichung

L(v) < i

> L al(%p)'
okn-1,/1 - nlp2

Somit ist die Behauptung gezeigt. O

Im nachfolgenden Satz schitzen wir die Volumenentropie h,q (X, d) eines metrischen
Simplizialkomplexes gegen die Galerienentropie hgal(X , Lgal) des abgeleiteten abstrakten
Simplizialkomplexes mit Galerienabstand ab.

Satz 4.3.3. Sei (X,d) ein stickweise euklidischer, nicht flacher Simplizialkomplex mit

mazimalem Quotienten k < 1/% und Ly der abgeleitete Galerienabstand.

Dann gilt

n n

h al X,L al < hvol X,d <
O dog (S (X)) 0 Fat) < Pt ) < s

Beweis. Wir kénnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass die zugrunde
liegenden Basispunkte x € X fiir die Volumenentropie und f € S, (X) fiir die Galerienen-
tropie die Bedingung x = m(f) erfiillen.

Der Simplizialkomplex ist nicht flach und somit gibt es eine kanonische Bijektion zwi-
schen 71 (X, z) beziiglich metrischen Wegen und (X, f) beziiglich kombinatorischer
Wege, denn zu jedem kombinatorischen Weg kénnen wir den metrischer Weg betrachten,
welcher die Mittelpunkte der maximalen Simplizes verbindet. Andersrum nehmen wir
den Galerienweg, welcher dem kombinatorischen Weg entspricht. Hier gibt es, da der
Simplizialkomplex nicht flach ist, stets einen eindeutigen kombinatorischen Weg. Wir
miissen nun die Léngen gegeneinander abschéatzen.

Sei 7 ein kiirzester geschlossener nicht trivialer Zykel durch z in (X, d). Bezeichne mit ¢

hgal(X7 Lgal)-
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den Galerienweg, welcher diesem Zykel entspricht, d.h. die Verkettung aller maximalen
Simplizes, welche v schneidet.

Nach Lemma gilt

|Gy | n
Emax SO Loat(9) < L) <

> L al .
2k 2kn—2,/1 — nT:ZIkQ g (gp)

Somit gilt auch fiir r > 0

@ <rL(vy)<r Ly, .
2]€#<,0 g l((P) (7) Qk”_Q\/@ g l(@p)

Daher gilt weiter fiir 7 — co und mit Lemma [1.0.8

n 1 n .
hgat(X; Lgar) = lim —1 -vol By (1,
2k degpay (So(X)) 7 (X Lgat) =l log (deegmax(SO(X)) vol Balr f)>
#o
< —_ max .
- Tli}rgo r 10g ( 2]?#@ vol Bgal(r7 f)
.1
< Jim 1o(N,(x)
= hyot(X,d)
und
- hgat(X, Lgar) lim 1log i Boa(r, f)
al y Ligal) = - . al (7,
anfZ\/@ 9 g =00 7 2]{:"72\/@ g

> lim S log(N,(x))

r—00 1"

= hyot(X,d).

Insgesamt folgt somit die Behauptung, da beide Ungleichungen gezeigt sind. O
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4.4 Dualer Graph und untere Schranke fiir die minimale
Galerienentropie eines Simplizialkomplexes

In diesem Abschnitt nutzen wir das Ergebnis aus Satz um eine untere Schranke
der Volumenentropie fiir einen abstrakten Simplizialkomplex zu erhalten. In diesem Satz
haben wir bereits den Zusammenhang zwischen Volumenentropie und Galerienentropie
festgestellt. Durch die Ubereinstimmung der Galerienentropie des Simplizialkomplexes
mit der Volumenentropie des abgeleiteten Graphen finden wir eine Abschétzung zwischen
den Volumenentropien des Simplizialkomplexes und dem abgeleiteten Graphen.

Die Volumenentropie des abgeleiteten Graphen kénnen wir schlussendlich durch Satz
abschétzen und erhalten in Satz [£.4.7] eine Abschétzung der Volumenentropie fiir
Simplizialkomplexe.

Lemma 4.4.1. Sei (X, Lyq) ein Simplizialkomplex mit regulirem Galerienabstand Lgq
und (Gx,dr) der abgeleitete metrische Graph.
Dann gilt

hgal(Xa Lgal) = hvol(GXa dL)

Beweis. Es gibt eine Bijektion zwischen Galerienwegen und Wegen im Graphen. Diese
sind aufgrund der Definition des abgeleiteten Graphen gleich lang und somit folgt die
Behauptung mit Lemma [1.0.8 O

Lemma 4.4.2. Sei (X,d) ein n-dimensionaler Simplizialkomplez.
Dann gilt fiir die um den Faktor o > 0 gestreckte Metrik ad

vol(X, d) # hyot (X, d) = vol(X, ad) ® hoot (X, aud).

Beweis. Es gilt vol(X,ad) = a™vol(X,d) und aus Lemma ist bekannt, dass
hyot (X, ad) = éhwl(X ,d) erfiillt ist. Gemeinsam folgt die Behauptung. O

Bemerkung 4.4.3. Ein Graph G ist ein 1-dimensionaler Simplizialkomplex und somit ist
nach obigem Lemma unter Streckung der Metrik um einen Skalar o > 0 der Ausdruck

vol(G, ad)hy (G, ad), wie schon in Lemma gesehen, konstant.

Bemerkung 4.4.4. Im folgenden Lemma gilt die erste Ungleichung fiir £ < 2 im Fall von
n = 2 und sonst fiir k < /2, da fiir groBere k die Simplizes kollabieren kénnen und somit
Volumen 0 haben, wobei das Volumen des Graphen weiter positiv ist. Mit kollabieren
ist hier, wie auch bereits vorher beschrieben, gemeint, dass ein Simplex trotz positiver
Seitenldngen Volumen 0 hat.

Fiir die zweite Ungleichung muss k < % gelten, da ansonsten Lemma [4.3.1| nicht

anwendbar ist. Dies ist allerdings mit den vorherigen Bedingungen stets erfiillt.

56



Lemma 4.4.5. Sei (X,d) ein metrischer n-dimensionaler Simplizialkomplex mit maxi-
malem Quotienten k, wie in der vorherigen Bemerk;ung beschrieben, und (Gx,dr)
der abgeleitete metrische Graph. Bezeichne mit vpyin(n, k)11, das minimale Volumen
eines n-Simplexes mit kiirzester Seite lyin unter der Beschrdankung des mazimalen Quoti-

enten durch k.

Dann gilt,
—n/2
n+11.2
Umin(n, &) \/m (1 - :Li?)
(Gx,L)" <vol(X,d) < (Gx,L)".
kn(#sn(X))n_1VO( X ) _VO( ) )— on n!k”2_2”(#Sn(X))n—1V0( X, )

Beweis. Fiir den Beweis wird erneut die Formel fiir das Volumen eines n-Simplexes mit

Seitenlénge a
a [n+1

benoétigt, welche mit Hilfe der Cayley-Menger-Determinante [Men28| wie im Beweis zu
Lemma hergeleitet werden kann. Wir bezeichnen auflerdem mit [y, und .y die
minimale und die maximale Seitenlédnge eines Simplexes in X, also

Imin = min L(e) und Imax = max L(e).
e€S1(X) eeS1(X)

Betrachten wir zunéchst die erste Ungleichung. Bezeichne hierfiir mit Spi, das Simplex
in X mit minimalem Volumen. Fiir das Volumen des Simplizialkomplexes gilt damit

vol(X,d) = Y vol(5)
SeSn(X)

> #Sn(X)vol(Smin)
> #Sn(X)vmin(n7 k) Zlin'

Weiter gilt

vol(Gx, L) = Z ( Z L(e,s))
),eCs

SESH(X) \e€Sn_1(X
S Z lmax
Sesn(X)

< H#Sn(X) - k- lin-

Hierbei gilt die erste Ungleichung, da L(e, s) - n der Linge des zugehorigen Medians
entspricht und dieser héchstens [y, betragt, da ein Median nicht ldnger als die maximale
Seitenldnge sein kann. Durch Auflésen nach [,;, und anschlieSendes Einsetzen in die
vorherige Ungleichung erhalten wir

Umin(na k)

K (#5n (X))

—vol(Gx, L)" < vol(X,d).
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Die zweite Ungleichung geht mit analogen Abschétzungen in die andere Richtung. So gilt
vol(X,d) =Y vol(5)
SeSn(X)
< #S,(X)vol(Smax)

n+ 1100
< #5n(X)y o ol

und fiir den minimalen Median mmpin

vol(Gx,L) = Z Z L(e, s)

$ESH(X) e€Sn—1(X),eCs

> Z Mmin

SESR(X)

-1
> H8 (X)L - K241 = 2 2,
> #Sn(X) -1 LAY an

Hier geht in die erste Ungleichung ein, dass der Median stets mindestens so lang wie die
Hohe ist und die zweite Ungleichung folgt aus Lemma [£.3.1] Auflosen, dieses Mal nach
Imax, und Einsetzen ergibt die zweite Ungleichung

—n/2
T (-5 K
vol(X,d)S\/”2+ (- 5) —vol(Gx, L)".

Tl 2 (S, (X))

O]

Korollar 4.4.6. Sei (X,d) ein stickweise euklidischer, nicht flacher Simplizialkomplex
und (Gx, L) der abgeleitete metrische Graph.

Dann gilt
r hoot(Gxs L) < hoot(X, d) < " heot(Gx, L)
2k d Sa(X vol \'" T X' = lyol\ A > o 1 vol \\ T Xy L)+
egmax( 0( )) 2k 2\/1— Wk?Q
Beweis. Dies folgt direkt aus Satz und Lemma O

Satz 4.4.7 (Satz . Sei X ein abstrakter Simplizialkomplezx.

Dann gilt )
. c(n, k) (#5n(X)) =
O N 10 s
mit
h(X) = (n+1)log(n)#S,(X) + Z deg(S) log(deg(S) — 1)
SeSn—1(X)
und n
¢(n, k) = 775 (Vunin(n, k)t
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Hierbei wird das Infimum tber alle Metriken d betrachtet, welche das Volumen auf 1
normieren, sodass X den maximalen Quotienten k < 2 fiirn = 2, beziehungsweise k < /2
sonst, hat.

Beweis. Sei (Gx,dy) der abgeleitete metrische Graph zu einer beliebigen Metrik d mit
den obigen Voraussetzungen an X und (Gx,dr die fiir den Graphen auf 1 normierte
minimierende Metrik.

Mit vol(X,d) = 1 und Lemma [£.4.5 gilt

min)

<#sn<x>>“—1>”"

<
vol(Gx, L) < k ( o T ]

Daraus folgt mit Lemma

Umin (na k)

(#Sn(X))"—1
Des Weiteren gilt mit Korollar [4.4.6]

1 1/n
hvol(GXa L) > % < ) hvol(GXv dLmin)'

n
hoot (X, d) >
(Xd) 2 S e (5o (X))

< n ( Umin (72, k)
T 2k? degpax (S0 (X)) \ (F£Sn (X))

Mit Hilfe des Satzes konnen wir Ay (Gx, Limin) explizit bestimmen. Hierfur erhalt
man

hvol (GXa L)

1/n
) hvol(GXa Lmin)-

1
hoot (Gx y Linin) = 3 Z deg(v) log(deg(v) — 1)
’UEV(Gx)

= % ((n + 1) log(n)#Sn(X) + Z deg(e) log(deg(e) — 1)) .

ecSnp_1 (X)

Da d beliebig ist, folgt die Behauptung insbesondere auch fiir das Infimum tber alle
solchen Metriken. O
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4.5 Obere Schranke der minimalen Volumenentropie von
Simplizialkomplexen

Wir haben im vorherigen Abschnitt eine untere Schranke der Volumenentropie von
stlickweise euklidischen Simplizialkomplexen bestimmt.

Eine obere Schranke erhalten wir durch die explizite Abschéitzung der Volumenentropie
im Fall von gleichseitigen Simplizes. Hierfiir wird der Beweis von Satz genutzt,
welcher in ,Minimal volume entropy on graphs‘ von Seonhee Lim [Lim08§| zu finden ist.
Die Idee ist hierbei, das Gleichungssystem, welches auch in Satz gegeben ist, zu
nutzen und durch Umformen und Ausnutzen der Symmetrie hiermit auf eine Losung der
Volumenentropie zu kommen.

Erinnerung 4.5.1. Aus Satz haben wir bereits das folgende Ergebnis. Sei (G, L)
ein metrischer zusammenhéngender Graph ohne Blitter, bei dem mindestens eine Ecke
Grad > 3 hat.

Dann existiert fiir die gerichtete Kantenadjazenzmatrix A mit geordneten Kanten e, ... e,
ein Vektor x € R™ mit x komponentenweise grofier 0 und

diag(e_hvol(G7L)L(el)’ L. ’e_hvol(GaL)L(en))AQj = .
diag bezeichnet hierbei die Diagonalmatrix, wobei die Argumente die entsprechenden
Diagonalelemente sind.

In anderen Worten bedeutet dies, dass die Matrix dz’ag(e_hwl(G’L)L(el), e e_hvol(G’L)L(e”))A
Eigenwert 1 hat mit moglichem positiven Eigenvektor z.

Satz 4.5.2. Sei X ein abstrakter n-dimensionaler Simplizialkomplez.

Dann gilt
n? 7\/#Sn(X) 1
i <
H}f hval(X7 d) ~n+1 n on log(a)

mit 0 = max{n, deg,..(Sn—1)} — 1, wobei das Infimum iber alle stickweise euklidischen
Metriken d mit Volumen 1 geht.

Beweis. Sei da die Metrik, fiir welche jedes Simplex ein gleichseitiges Simplex und somit
alle Simplizes auch gleich grof} sind. Durch die Normierung auf 1 ist diese Metrik eindeutig.
Wir bezeichnen die Seitenlénge dieses Simplexes mit a. Dann gilt fiir die gleiche Menge
an Metriken wie im Satz

1%f hvol(X7 d) < hvol(Xu dA)
Des Weiteren wissen wir durch Satz da k=1 gilt

n
hvol(Xv dA) < 71}%01((;)(’ L),

2¢/1— %=

wobei (Gx, L) den abgeleiteten metrischen Graphen zu (X, da) bezeichnet.

Das Volumen eines Simplexes S betriagt vol(S) = Z Sj( X aufgrund der Symmetrie des
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Simplizialkomplexes. Die Liangen im abgeleiteten Graphen sind daher auch alle gleich.
Diese kénnen durch die Einbettung in den R™*! berechnet werden, sodass die Ecken auf
den Achsen liegen. Daher entspricht die Lange fiir alle e € F(Gx) dem n-ten Teil des
Abstands einer beliebigen Ecke zum gegeniiberliegenden Schwerpunkt. Der Schwerpunkt
teilt den Median im Verhéltnis 1 zu n, wobei die ldngere Seite auf der Seite der Ecke
liegt. Dies wurde bereits in Formel [£.5] im Beweis von Lemma [.3.2] eingesehen. Also gilt

1 0
1] a 0 a 1 a 1
L(e) = — | —= . = it
O=2l= | wmal] || T eV T
0 1

AufBlerdem gilt mit der Cayley-Menger-Determinante [Men2§|

a In+1

und somit insgesamt fiir die normierte Kantenldnge

1/1—1—
Lle) = #S n+1

Nach Satz welcher nochmals in der vorangegangenen Bemerkung aufgegriffen wurde,
kann die Volumenentropie iiber die Losung des Gleichungssystems bestimmt werden. Sei
A die Kantenadjazenzmatrix aus diesem Satz und o = max{n,deg, ,(Sn—1)} — 1. Da

1 1
e_hvol(GX7L)'L(e)InA . S e_hvol(GXaL)'L(e)O-

folgt mit dem Satz von Perron-Frobenius (vergleiche Proposition 4.1 in [KN07]), wobei
r(M) den Perron-Frobenius-Eigenwert einer Matrix M bezeichnet,

1 — r(e_hvol(GXvL)'L(e)A) S e_hvol(GX1L)'L(e) (O-) .

Einsetzen und Auflésen nach der Volumenentropie liefert

hvol(GX7 )_\/ \/n—i_l \/rl
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und somit insgesamt

ll;llf hvol(X7 d) < hvol(X7 dA)

< $hvol(GX)L)
2./1 — L*l

\ N

#Sn(X n+1
ﬁV Ve
:2nn+2\/ n! Vn; log(07).

Somit ist die minimale Volumenentropie zu jedem beliebigen, aber fest gewdhlten Simpli-
zialkomplex nach oben beschrankt. Es gibt somit zu jedem abstrakten Simplizialkomplex
eine endliche obere Schranke der minimalen Volumenentropie, welche nur von der Dimen-
sion und der Anzahl an Flachen abhéngt.

O]
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4.6 Simplizialkomplex mit verschwindender minimaler
Volumenentropie

Im Allgemeinen lésst sich keine untere Schranke fiir die Volumenentropie von Simplizi-
alkomplexen angeben, welche nur vom Rang der Fundamentalgruppe abhéngt, wie fir
Graphen in Korollar 2.2.8]

Um dies zu zeigen, wird in diesem Abschnitt zu einem gegebenen Simplizialkomplex
eine Folge von Metriken mit konstantem Volumen definiert, sodass die Volumenentropie
beziiglich dieser Metriken gegen 0 konvergiert. Dies ldsst sich im Allgemeinen nicht ohne
eine Einschrdnkung an den maximalen Quotienten k verhindern.

Satz 4.6.1. Ohne die Einschrinkung aus Satz[{.4.7 an den mazimalen Quotienten k
eines Simplizialkomplexes X gibt es im Allgemeinen keine untere Schranke gréfer O fiir
die zugehorige minimale Volumenentropie.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch die explizite Konstruktion einer Familie von Metriken
auf dem Simplizialkomplex X aus Abbildung [£.3]
Als Anfangsmetrik dj, betrachte die stiickweise euklidische Metrik, fiir welche alle Kanten

Abbildung 4.3 Simplizialkomplex X mit gleich langen Kanten gleich ein-
gefirbt.

gleiche Lange haben und das Volumen des Simplizialkomplexes 1 ist.

Bezeichne die schwarzen Kanten mit ¢ und die griinen mit b. Bezeichne mit a; die Lénge
von a und mit b; die Lange von b beziiglich d;.

Definiere die Metrik d,, sodass alle Kanten a ihre Linge behalten und die Kanten b
die Lénge b, = (% + n+L1> b1. Hierdurch bleibt die Volumenentropie fiir alle n konstant,
da die geschlossenen Wege ihre Linge nicht &ndern und dies nach Lemma [I.0.8| gentigt.
Das Volumen beziiglich d,, geht allerdings fiir n — oo gegen 0. Aus vol(X, ad)hyq (X, ad)
konstant folgt fiir die auf 1 normierte Metrik d,, dass die Volumenentropie gegen 0
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konvergiert fiir den metrischen Simplizialkomplex (X, d,).
AuBlerdem gilt fiir den Grenzwert des maximalen Quotienten

a 1
lim k, = lim = = lim +— = 2.
n—00 n—oo b, n—00 5 + -
Somit ist auch die Einschrankung an den maximalen Quotienten optimal. ]

Bemerkung 4.6.2. Das Beispiel lésst sich analog auch fiir héhere Dimensionen und den
Wert k < v/2 erweitern. Die Idee bleibt hierbei die gleiche und das Beispiel kann analog
ausgefiihrt werden.
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Kapitel 5

Graphenprodukte
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Wie in Satz gesehen, kann es fiir allgemeine Simplizialkomplexe keine untere Schranke
geben, welche nur vom Rang der Fundamentalgruppe abhéngt. Daher betrachten wir in
diesem Kapitel, als Beispiele von Komplexen mit mehr Struktur, Graphenprodukte.
Graphenprodukte sind das kartesische Produkt von Graphen. Im Zweidimensionalen
bedeutet dies, dass zwei Kanten aus den beiden Graphen ein Viereck aufspannen.

Der resultierende Komplex ist somit kein Simplizialkomplex, sondern ein kubischer
Komplex. Allerdings kann jeder kubische Komplex durch Unterteilen der maximalen
Flachen wieder in einen Simplizialkomplex zerlegt werden.

5.1 Definitionen — Graphenprodukte

Definition 5.1.1. Ein n-dimensionales Graphenprodukt X ist das kartesische Produkt
von n Graphen Gip,Go,...,G,, wobei Graphen hier als metrische Raume aufgefasst
werden. Wir schreiben dafir X = Gy x --- x G,,.

Zu einem Graphenprodukt definieren wir die Mengen der k-Wiirfel fur k =0, ...n wie
folgt:

Sk(X) ={a1 x---xay, € X|a; € E(G;) fir k Indizes und a; € V(G;) fur n— k Indizes}.

Fiir beliebiges k € N nennen wir ein Element aus diesen Mengen einen Wiirfel oder eine
kubische Zelle.
Wir geben den folgenden drei Mengen analog zu Simplizialkomplexen zusétzliche Namen:

o Ecken: V(X) = Sp(X)
o Kanten: E(X) = S1(X)
o Flichen: F(X) = Sp(X)

Um eine Metrik zu definieren, bendtigen wir den n-dimensionalen Standardwiirfel, welchen
wir als n-faches Produkt des Einheitsintervalls definieren, also als [0, 1]™.

Sei d eine Metrik auf X, dann heif3t diese Metrik stiickweise euklidisch, wenn die Ein-
schrinkung auf beliebige Flidchen isometrisch zu einem geodétischen, konvexen n-Wiirfel
im R™ ist und die Léngen in allen Schnitten von zwei Wiirfeln iibereinstimmen. Hierbei
bezeichnet ein Wiirfel im R™ die Einbettung eines n-dimensionalen Standardwiirfels in
den R", wobei alle Seitenlangen durch die Einbettung angepasst werden kénnen, aber
stets zwei Ecken des Standardwiirfels auf unterschiedlichen Punkten landen. Dabei muss
aber stets gewéhrleistet sein, dass die Flidchen nicht kollabieren, das heif3t, dass jede
Seitenfliche des urspriinglichen Wiirfels auch mit den eingebetteten Seitenldngen noch
positives n — 1-dimensionales Hausdorff-Maf} besitzt. Wir nennen ein Graphenprodukt
mit stiickweise euklidischer Metrik ein stickweise euklidisches Graphenprodukt.

Beispiel 5.1.2. In Abbildung ist links ein 2-dimensionaler Standardwiirfel dargestellt
und neben dran drei Beispiele fiir 2-Wiirfel, welche sich von dem Standardwiirfel un-
terscheiden. Dies soll illustrieren, dass bei einem n-Wiirfel die Kanten beliebige Langen
annehmen koénnen. Da wir stets konvexe, geodétische n-Wiirfel betrachten, bleiben die
Kanten Geodatische und wir bekommen keine iiberschlagenen Vierecke.
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Abbildung 5.1 Links der 2-dimensionale Standerdwiirfel und daneben
Beispiele fir 2-Wirfel.

Beispiel 5.1.3. Gegeben seien zwei Graphen, wie in Abbildung [5.2] dargestellt. Das heifit,
wir haben einen Sterngraphen mit 3 dufleren Ecken und den vollstdndigen Graphen mit
3 Ecken, den Kj.

Zu diesen beiden Graphen kénnen wir das Graphenprodukt betrachten. Das zugehdrige 1-

Abbildung 5.2 Zwei Graphen G und Go.

Skelett mit entsprechender Benennung der Ecken ist in Abbildung [5.3]dargestellt. Dartiber
hinaus sind in diesem Graphenprodukt noch Flichen vorhanden. Zur besseren Ubersicht
wurden sie in der Abbildung nicht dargestellt. Es gibt stets eine Flache, aufgespannt
von vier Ecken, wenn die Ecken v; x vj,v; X v, v X v; und v, X v; sind. Hierbei sind
i#£k,j#lund ik €{1,2,3,4},4,1 € {1,2,3}. In diesem Beispiel sind das alle 4-Zykel
im Graphenprodukt, auch wenn das allgemein nicht gilt. Wenn einer der urspriinglichen
Graphen bereits 4-Zykel hatte, so werden diese dennoch nicht zu Flachen.

Dieses Graphenprodukt wird zu einem stiickweise euklidischen Graphenprodukt, wenn
wir jede solche Flache mit der Metrik eines geodétischen euklidischen Vierecks ausstatten,
sodass diese in den jeweiligen Kanten iibereinstimmen.
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Abbildung 5.3 Das 1-Skelett des Graphenprodukts G; x Ga.

Definition 5.1.4. Sei (X,d) ein stiickweise euklidisches Graphenprodukt und v ein
metrischer Weg in X. Wir beschreiben, wie in Definition mit L(vy,d) die Lange
von ~ beziiglich der Metrik d. Sei v nun ein geschlossener Weg und definiere fiir die
Homotopieklasse [y] die minimale Linge der Homotopieklasse

L([v],d) = inf{L(p, d)|¢ € []}.

Sei v nun ein metrischer Weg beginnend in einem = € X und sei aulerdem r > length(~, d).
Die Anzahl auf y folgende Wege N,(x;7) der Liange r beginnend in x € X ist

Ny(z;v) = #{[¢] € m (X, z)|p durchlauft zundchst v und L([¢],d) < r}.

In dieser Arbeit werden zwei unterschiedliche Begriffe von Volumen fiir Graphenprodukte
genutzt, welche im Folgenden eingefiihrt werden. Dies ist zum einen das n-dimensionale
Hausdorff-Mafl und zum anderen das 1-dimensionale Hausdorff-Maf} des 1-Skeletts.

Definition 5.1.5. Sei (X, d) ein n-dimensionales stiickweise euklidisches Graphenprodukt
und S C X eine Teilmenge. Wir bezeichnen mit volgn (f) das euklidische Volumen der
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kubischen Zelle f.
Definiere das 1-Volumen von S als

voly(S,d) = Z length(e, d)
e€E(S)

und das n-Volumen von S als

vol, (S,d) = Y volgn(f),

JFEF(S)

wobei hier Teilmengen von Kanten und Fléichen jeweils anteilig mit einflieflen.

Da wir nun zwei Definitionen von Volumen haben, bendtigen wir eine Spezifikation,
welches zur Bestimmung der Volumenentropie genutzt wird. Hier wahlen wir wie in
Kapitel [1| ein Hausdorff-Maf}. Das n-dimensionale Hausdorff-Maf§ eines n-dimensionalen
Graphenprodukts entspricht dem n-Volumen, woraus sich die folgende Definition ergibt.

Definition 5.1.6. Sei (X, d) ein stiickweise euklidisches Graphenprodukt.
Dann wird fiir die Definition der Volumenentropie das n-Volumen genutzt, also gilt

‘ log vol,, B, (:E, J)
hvol(X,d) = lim .

r—o00 r
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5.2 Produktmetriken auf Graphenprodukten

Bevor wir uns allgemeinen stiickweise euklidischen Metriken zuwenden, betrachten wir
Produktmetriken auf Graphenprodukten. Dies sind Metriken, in welchen jede Flache
isometrisch zu einem Hyperquader ist. Das heif3t, es gibt zu Grunde liegende Metriken
auf den Graphen und eine Fldche wird aufgespannt von den Seitenldngen der Graphen,
wobei die unterschiedlichen Seiten jeweils im rechten Winkel zueinander stehen.
Hierdurch erhalten wir eine sehr symmetrische Metrik auf dem Graphenprodukt mit
eindeutigen zugehorigen Metriken auf den zu Grunde liegenden Graphen, da jede Kopie
einer Kante somit gleich lang ist.

Definition 5.2.1. Sei X = G4 x --- X G, ein Graphenprodukt und seien di,...,d,
jeweils Metriken auf G,...,G,. Definiere die Produktmetrik d = dy x -+ x d,, fur
T=T] X+ XTp, Yy =191 X -+ Xy €X durch

n

d(@,y) = | Y dilz,yi)2

i=1

Bemerkung 5.2.2. Im Zweidimensionalen bedeutet dies anschaulich, dass die Kanten
e1 € E(Gy),e2 € E(G3) ein Rechteck mit den Seitenldngen L(ej,d;) und L(ea,ds)
aufspannen und wir den euklidischen Abstand betrachten.

Lemma 5.2.3. Es sei h; >0 firi=1,...,n. Die Funktion
n
f(.%'l, ces ,a:n) = Z.%'th
i=1

nimmt unter den Nebenbedingungen x; > 0 und

n

Zx?zl

das Maxzimum bei

h;

Vi b

an.

Beweis. Wir nutzen das Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren. Somit ist die Nebenbe-
dingung gegeben durch

n

g(x1,...xp) = I—Zx?.

i=1
Nach dem Verfahren erfiillt eine lokale Extremstelle unter Nebenbedingung die Gleichun-
gen
h(z1,...,2,) =0 und Vfi(x,...,zn) = =AVg(z1,...,Tp).

70



Die zweite Bedingung liefert fir i =1,...,n

Auflsen dieser Gleichungen nach x; und anschlieflendes Einsetzen in die Nebenbedingung
fithrt zu der Gleichung

1:;4/\2.

Hierbei ldsst sich A aus der Summe ziehen und danach auflosen. Somit erhédlt man

n h%
1:;W
1 n
& /\Q—Z;hf
s
& A=+5 ;h

Somit gibt es zwei Extrempunkte. Diese lauten

h
"o Vi hE
und
PO S
NS

wobei das zweite Ergebnis der Forderung, dass x; > 0 gilt, widerspricht. Somit ist die

einzige Extremstelle bei
hi
Ty = ———.
Vi b

Es bleibt zu zeigen, dass es sich hierbei um ein Maximum handelt. Bezeichne mit
x = (x1,...,z,) die gerade bestimmte Extremstelle. Wéhle einen anderen Punkt, welcher
die Nebenbedingung erfiillt, zum Beispiel v = (1,0,...,0). Dann gilt

=1
n hz‘
= hy———
5"

Da es sich bei x um die einzige Extremstelle handelt, muss somit gelten, dass x ein
Maximum unter Nebenbedingung ist. O
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Dieses technische Lemma ist fiir den Beweis des folgenden Satzes notwendig.

Satz 5.2.4. Seien (G1,d1),...,(Gn,d,) metrische Graphen und (X,d) = (G1 x --- X
Gp,dy X -+ X dy) das entsprechende Graphenprodukt mit Produktmetrik.
Dann gilt

hvol(Xa d) = \l Z hvol(Gia dz)2

i=1

Beweis. Im Beweis nutzen wir die Charakterisierung der Volumenentropie aus Lemma, [[.0.8l
Bezeichne zu einem kiirzesten geschlossenen Weg v in X mit v; die orthogonale Projektion
von v auf Gy, also auf die i-te Komponente. Nach Definition der Produktmetrik gilt

n

L(v,d) = | Y_ L(vi, di)?, (5.1)

i=1

da v lokal geodétisch ist.

Sei x =x1 X -+ X x, € X. Es gilt fiir die Fundamentalgruppen 71 (X, z) und 7 (G5, x;)
fir i = 1,...n der Zusammenhang 71 (X, z) = m1(G1,21) X - -+ X 71 (Gp, Tp).

Hierdurch ldsst sich N, (z) abschitzen. Seien dafiir aj,...,a, > 0 mit >." ; a? = 1. Nach
Gleichung [5.1] geben die a; die anteilige maximale Lénge der Projektionen von geschlosse-
nen Wegen in G; an.

Dann folgt aus dem Zusammenhang der Fundamentalgruppen zusammen mit Gleichung [5.1

Ny(z) > H Na,.r(x4).
i=1

Daraus folgt mit Lemma [1.0.8

log (N,
hoot (X, d) = ILm og(Ny(z))
r—00 r
> lim log (T[7y Na;r(2:))
r—00 r
S loa (N ()
s r
" log( Ny, .- (x;
=Y lim 28War(20))
— r—00 r

(2
n
= Z a; * hvol(Gia dz)
i=1
Wir wéhlen nun a; so, dass der letzte Term maximal wird. Nach dem vorangegangenen
Lemma wird dies erfiillt fiir
@ = hvol(Gia dz)
1 T .
\/Z?:l hvol(ij dj)2
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Somit folgt

vole >Z UOZ G“d)
\/Z] 1hvol ijd)

o Zz 1hvol(Gz7d)

\/E 1hvol Gzad)

= \l Z hUOl(G’i7 di)27

=1

also

n

hoor(X, d) > \thw, (G, d;)2. (5.2)

i=1

Nun schétzen wir die Volumenentropie in die andere Richtung ab. Betrachte hierfiir X
als gewurzeltes Graphenprodukt, d~as heif3t, wir betrachten die gewurzelten Badume G;
beziiglich beliebiger Ecken ¢; € V(G;) und das Graphenprodukt aus diesen. Seien die a;

erneut
B hoot(Gi, d;)
\/Z?:l hvol(Gja dj)2

So ist fiir r grof§ genug das Volumenwachstum in diese Richtung am grofiten. Daher folgt
aus der Definition der Volumenentropie

n
Vol (B (01 X -+ X 0Up),d) < V,r" exp <7“ (Z aihyor(Gi, di) + f(”)) )
i=1
wobei f(r) € o(r) und dies das Landau-Symbol bezeichnet. V,,r" bezeichnet hierbei
auflerdem das Volumen des Balls mit Radius r im R", beziehungsweise V,, das Volumen
des Einheitsballs im R™. Daraus folgt

log (Volg(B,,(v] X oo X U~n)7d))
hvol(Xa d) = lim

r—00 r
log (Vn'r” exp (r(Xity aihwol (Gi, di) + f(r))))
< lim
r—00 r
iy 108 (Var™) 4730 ailwo(Gi, di) + f(r)
o r—00 T
_ iy i1 @iheol (G, di) 4 lim log (Var™) + f(r)
r—00 r r—00 r

:Zaz' vol Gud)

= \J Z hvol G27 d
=1
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Somit folgt mit Ungleichung [5.2]

hvol(Xv d) = \l
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5.3 Minimale Volumenentropie von Graphenprodukten mit
Produktmetriken normiert bezuglich des 1-Volumens

In diesem Abschnitt betrachten wir nun Graphenprodukte mit der vorher definierten
Produktmetrik und suchen hierfiir eine untere Schranke fiir die Volumenentropie.

Dazu benétigen wir eine Normierung und befassen uns in diesem und dem néchsten
Abschnitt mit der Normierung beziiglich des 1-Volumens, also der Einschrénkung, dass
die Summe der Kantenlédngen 1 ergibt. Das 1-Volumen entspricht dem eindimensionalen
Hausdorff-Mafl des 1-Skeletts des Graphenprodukts.

Hierbei finden wir mit Satz [5.3.2] eine untere Schranke der Volumenentropie zu einem
gegebenen Graphenprodukt sowie die eindeutige Metrik, welche die Volumenentropie
minimiert.

Analog zu Lemma benétigen wir fiir den néchsten Satz erneut ein Extremum unter
Nebenbedingung, welches im folgenden Lemma bestimmt wird.

Lemma 5.3.1. Seien hq,...,hy,v1,...,0, > 0. Die Funktion

in.vzl und x; >0

=1 Ui
das Minimum bei
\3/ h?vi
Ty = ————F—
n 2
D Y
v 2
=1\

an.

Beweis. Da f > 0 gilt, betrachten wir stattdessen die Funktion g(x1, ..., 2z,) = f(z1,...,2,)?%,

welche an den gleichen Stellen ihre Extrema annimmt. Durch Nutzen des Verfahrens
n o T

der Lagrange-Multiplikatoren unter der Nebenbedingung h(z1,...,zn) = > iy ar -1
folgen die Gleichungen

Vg(zi,...,xn) + AVA(z1,...2,) =0
h(z1,...,2,) =0.
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Somit ergibt sich

h2
R
xi V;
T U v = 1
Vi

Auflésen der ersten Gleichung nach x; fithrt zu

T; = ———
AU
(5.3)
- 3 Qh?vi
v AU
und Einsetzen in die dritte liefert
n 3 2hZZU’L

Vereinfacht ergibt dies

Diese Gleichung kénnen wir nach A auflésen, was

()

ergibt. Einsetzen dieses Ergebnisses in die Gleichung liefert eine Extremstelle bei

3/12
hivi
Tr; — h2 .
COI Y e
J

Wir betrachten nun den Fall, dass x; gegen 0 strebt und wéahlen die iibrigen x; entspre-
chend, sodass die Nebenbedingung erfiillt ist. Dann konvergiert f(xi,...,x,) gegen oo
und somit handelt es sich bei der gefundenen Extremstelle um ein Minimum. O

Im nachfolgenden Satz geben wir eine untere Schranke der Volumenentropie eines Gra-
phenprodukts an, welche nur von den Graphen des Graphenprodukts abhingt. So ist
die Schranke abhingig von der Anzahl an Ecken #V (G) eines Graphen G sowie seiner
minimalen Volumenentropie hmi, (G), welche in Satz bestimmt und in Definition
festgehalten wurde.
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Satz 5.3.2 (Satz . Sei X = Gy X --- X Gy, ein Graphenprodukt mit beliebiger Produkt-
metrik d, = di X -+ X dy, fir welche vol;(X,d,) =1 gilt.
Dann folgt

mln ’L “ hmin(Gj)2
hoot (X, dy) V(G Tmini 7y
i J Z H i ; #V(Gj)2

Das Minimum wird hierbei genau dann angenommen, wenn die Metriken d; auf den
Graphen G; den minimierenden Metriken aus Satz[2.2.3 entsprechen, wobei die Graphen
so normiert sind, dass

3 . )2 .
Gy = VP CPHVE)
’I’L hmin G
=1 #V( ) ¥ #V((G]-J))Q

gilt.

Beweis. Nach Satz [5.2.4] wissen wir bereits

hvol(X d \l Z hvol Gu d; )

=1

Mit Hilfe des Satzes [2.2.3] und Definition [2.2.6] zusammen mit Lemma [T.0.7] folgt

=1

< = hmin GZ 2
\l Z hvol(Gi7 dz)2 > J ; VOI(G'(Z,CZS)Z (54)

FEine untere Schranke erhalten wir durch Minimieren der Funktion f, gegeben durch

. “ hmin(Gi)2
f(vol(Gr, )., vol(Gn, dn)) = J; vol(Gr, d;)?

unter der Bedingung, dass das 1-Volumen beziiglich der zugehorigen Produktmetrik 1
ergibt. Somit erhalten wir die Nebenbedingung

h(VOl(Gl,dl), “ee ,VOI(Gn,dn)) = VOh(Gl X oo X Gn,dl X oo X dn) —
V011 G“d
= Z H #V (G

Die Formel fiir das Volumen ergibt sich daraus, dass es Von Jedem Graphen fiir jede Ecke

jJ

der anderen Graphen eine neue Kopie gibt, also W Kopien. Daher muss das
Volumen des urspriinglichen Graphen damit multipliziert werden, um auf die gesamte
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Kantenléinge zu kommen. Da dies fiir alle Graphen gilt, ergibt sich die obige Formel.
Hierbei liefert uns Lemma [£.3.9] das Minimum bei

Vi CFFTC ) |
fiovioys: faeier
i=1 #V(G))?

VOI(GZ‘7 dz) =

Insgesamt folgt somit
& hmin(Gi)2
oot (X0 o) 2 2 L01(Gr e
i=1 1y Ug
n n 3 hmin G 2
o G T #V(G) i W
>

n 2
_ Z: mm z H #V Z mm ))

Dieses Minimum wird nach Satz[5.2.4], Satz[2.2.3] und Lemma fiir die angegebene
Metrik auch angenommen. Diese Metrik ist eindeutig, da nach Satz[2.2.3] die Ungleichung
5.4 fiir alle anderen Produktmetriken strikt ist und somit keine andere Produktmetrik
dieses Minimum annimmt. O

Bemerkung 5.3.3. Dieses Ergebnis gilt fiir alle Graphen. Somit sind hier auch Graphen mit
Volumenentropie 0 zugelassen sowie weitere Graphen, welche in Satz [2.2.3] ausgeschlossen
sind. Dies gilt nicht nur fiir diesen Satz, sondern auch fiir alle weiteren Sdtze in diesem
Kapitel [5], wenn die Schranke in Abhéngigkeit von hyi, angegeben wird.

In Satz[5.3.2] zeigen wir, dass die Volumenentropie eines Graphenprodukts mit Produktme-
trik genau dann gréfler 0 ist, wenn mindestens ein Graph, aus dem das Graphenprodukt
besteht, positive minimale Volumenentropie hat.

Das einzige sich bei der Betrachtung von Graphen mit Volumenentropie 0 ergebende
Problem ist, dass in diesem Fall die Metrik auf den Graphen zu einer Semi-Metrik wird,
da diese Graphen Volumen 0 haben fiir die minimierende Metrik.

Im Spezialfall, dass alle Graphen minimale Volumenentropie von 0 haben, hat das Gra-
phenprodukt stets eine Volumenentropie von 0. Die minimierende Produktmetrik ist in
diesem Sonderfall auch nicht mehr eindeutig, sondern jede beliebige Produktmetrik auf
dem Graphenprodukt erfiillt, dass die Volumenentropie des Graphenprodukts 0 ergibt.
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5.4 Untere Schranke der Volumenentropie von
Graphenprodukten mit stiickweise euklidischen Metriken
normiert beziiglich des 1-Volumens

Nachdem wir im vorherigen Abschnitt das Minimum der Volumenentropie fiir Produktme-
triken gefunden haben, wollen wir in diesem Abschnitt allgemeinere Metriken betrachten.
Die Klasse der betrachteten Metriken sind die stiickweise euklidischen Metriken, welche
den Fall der Produktmetriken aus dem vorherigen Abschnitt beinhalten.

Hierbei geht allerdings die eindeutige minimierende Metrik der Volumenentropie verloren
und wir verlieren auflerdem, dass die Abschéitzung scharf ist, erhalten aber dennoch zu
einem Graphenprodukt eine allgemeine untere Schranke in Korollar [5.4.4]

Lemma 5.4.1. Sei (X,d) ein stickweise euklidisches Graphenprodukt und v ein ge-
schlossener Weg in X.
Dann gilt

.1 .1
hoot (X, d) = lim —log(Nr(2)) = lim —log(N(z;7))-
Beweis. Sei v ein geschlossener Weg mit Start- und Endpunkt im gleichen z € X wie
in der Definition von N,(x) und N,(z;7). Definiere |y| = length(y,d). Da aus einem
geschlossenen Weg der Lange t, welcher mit v beginnt, durch Abschneiden des Anfangs
ein geschlossener Weg der Lange ¢ — || entsteht, gilt

Ni(@) = Npypy)(@37)-

Des Weiteren kann jeder geschlossene Weg an  oder y~! ohne Zuriicklaufen in den Projek-
tionen angehiingt werden, wobei v~! den Weg, welcher  entgegengesetzt durchliuft, be-
zeichnet. Sei ohne Beschréinkung der Allgemeinheit fiir ausreichend grofies r N, (@;7) >
Nygpy (5 1), dann gilt

Ne(2) < Ny (27) + Nog gy (23771) < 2N g1 (237).

Die Erh6hung des Radius um eine Konstante oder das Multiplizieren mit einer Konstanten
sind asymptotisch vernachlédssigbar. Somit folgt insgesamt

1 1
lim —log(Nr(z;7)) = lm —log(N,ypy(%;7))

r—oo 7 r—oo 7

lim ~ log(N, ()

r—00 1

IN

IN

o1
hrgo . log(2 - Ny (757))

T—

1
= lim —log(Ny(z;7)).

r—00 1

Dabher folgt mit Lemma die Behauptung, da die erste Gleichheit, also die Ubereinstimmung
mit der Volumenentropie, bereits in diesem Lemma gezeigt wurde. ]
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Satz 5.4.2. Sei (X,d) ein beliebiges stickweise euklidisches Graphenprodukt.
Dann ezistiert eine Produktmetrik d,, auf X mit voly(X,d) = voly (X, dp) und

1
hoot(X.d) > ——hooy (X, do).
l( ) \/ﬁ l( p)

Beweis. Wir konstruieren im Folgenden die Metrik d,, explizit und schitzen das zu-
gehorige Volumen und die Weglingen ab und erhalten somit mit Lemma [T.0.7] die obige
Abschéatzung.

Sei v =v1 X -+ X v, € V(X) eine beliebige Ecke. Wir bezeichnen mit G;(v) die Kopie
von G, welche durch v geht, also

Gi(v):le-uxvi_lxGixvi+1x~--xvn.

Somit ist G;(v) unabhéngig von v; und wir definieren die Menge V;, welche jeweils
einen Représentanten aus jeder Menge wéhlt. Sei nun v so gewéhlt, dass G;(v) mit der
induzierten Metrik von X minimales Volumen hat, also
1(G; d) = i 1(G; d).

vol(Gi(v), d) i v (Gi(w),d)
Wir definieren die Metrik d; auf G, sodass (G, d;) isometrisch zu (G;(v),d) ist. Damit
koénnen wir die Produktmetrik auf X definieren durch d,, = dy x - - - X d;, mit den Metriken
wie soeben definiert.

Zunichst schiitzen wir das 1-Volumen von (X, d,) gegen das 1-Volumen von (X, d) ab.
Nach Definition der Metriken d; gilt

vol(Gy,d;) < vol(G;(v),d) mit v € V(X) und i € {1,...,n}.
Damit gilt

voly (X,d) = Z L(e,d)
e€E(X)

=22 2 Led

i=1veV; ee E(G;(v))

Y
M
3
B
=
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Wir betrachten nun einen Weg, welcher zunéchst in einer Kopie von G; alle Kanten
in einem geschlossenen Weg durchlauft, anschliefend in G2 und so weiter bis G,,. Das
Ergebnis ist somit ein geschlossener Weg, welcher fiir jede Kante mindestens eine Kopie
durchlduft fiir alle Graphen G;.

Sei ¢ nun ein Weg, welcher homotop zu dem gerade beschriebenen Weg und ein kiirzester
Repréasentant ist.

Nach Lemma [5.4.1] zusammen mit dem Beweis von Lemma [1.0.7] geniigt es nun, Wege zu
betrachten, welche mit ¢ beginnen. Sei daher ~ ein geschlossener Weg, welcher zunichst
¢ durchlduft. Bezeichne mit v; jeweils den Weg, welchen ~ in der Projektion auf G;
zuriicklegt. Nun wollen wir die Lange von ~; in den Metriken d und d_p abschétzen. Die
Lénge von ~; beziiglich der Metrik Jp entspricht genau der Lange des Weges in (G, d;).
Einen isometrischen Weg finden wir auch in (X, d), da (G, d;) isometrisch eingebettet
werden kann. Somit gilt

L([y,d) < L(m,dy) = L([n1], dp)-
Hiermit gilt

IA
M-
&=
=,
2

L([v],d)

IN
M-
=
5
&

SRVINDSPAGINAL

= vnL([],dp).
Die letzte Gleichheit folgt, da in der Produktmetrik die kiirzeste Strecke nach der
Definition iiber den Satz des Pythagoras bestimmt werden kann und die vorherige
Ungleichung nutzt die Ungleichung zwischen arithmetischem und quadratischem Mittel.
Genaueres hierzu ist in der nachfolgenden Bemerkung [5.4.3] festgehalten.
Definiere die Metrik d, als die normierte Metrik d,, auf vol; (X, d,) = vol; (X, d). Somit
gilt insgesamt mit Lemma [1.0.7) und [5.4.1|

voly (X, dp)hoot (X, dp) = voli (X, dp)hypor(X,dy) < vnvoly(X,d)hye (X, d).
Aus der Gleichheit von vol; (X, dy,) und vol; (X, d) folgt dann die Behauptung. O

Bemerkung 5.4.3. Die Ungleichung zwischen arithmetischem und quadratischem Mittel
besagt fiir z1,...,2, € R>

21 Ti < > 7}
n n
Dies kann man mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung zeigen, indem man einen
Vektor mit x; betrachtet und einen Vektor nur aus 1. Dies ergibt

(élx)Q < <§12> (z:;a:?) :ngzg.
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Teilen beider Seiten durch n? und anschliefendes Wurzelziehen liefert die Ungleichung
zwischen arithmetischem und quadratischem Mittel, welche im vorherigen Beweis genutzt
wurde.

Korollar 5.4.4 (Korollar [E). Sei (X, d) ein beliebiges stiickweise euklidisches Graphen-
produkt mit voly (X, d) = 1.

Dann gilt
n hmin (G4 4 n n hmin (G 2
S (e o #V(G) T { e
hyot (X7 d) > .
n
Beweis. Das folgt direkt aus Satz[5.4.2] zusammen mit Satz [5.3.2] O

Somit existiert unter den Bedingungen aus Korollar [5.4.4] eine untere Schranke der Volu-
menentropie beziiglich Normierung des 1-Volumens, welche nur von den kombinatorischen
Eigenschaften des Graphenprodukts abhéngt. Genauer gesagt ist diese Schranke nur von
kombinatorischen Eigenschaften der Graphen abhéngig, aus welchen das Graphenpro-
dukt besteht. Somit ist dies eine universelle untere Schranke zu jedem Graphenprodukt,
unabhéngig der betrachteten stiickweise euklidischen Metrik.
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5.5 Minimale Volumenentropie von Graphenprodukten mit
Produktmetriken normiert beziiglich des n-Volumens

Wie im Abschnitt lasst sich auch mit Normierung auf das n-Volumen eine untere
Schranke fiir die Volumenentropie von Graphenprodukten mit Produktmetriken angeben.
Somit betrachten wir ab diesem Abschnitt in diesem Kapitel die Normierung beziiglich
des n-Volumens. Zunédchst befassen wir uns erneut mit Produktmetriken, bevor wir
allgemeinere Metriken zulassen.

Das Verfahren zur Bestimmung der minimalen Volumenentropie von Produktmetriken
ist analog zu Abschnitt und beginnt daher erneut mit einem Hilfslemma, um ein
Minimum unter Nebenbedingung zu finden.

Lemma 5.5.1. Seien hi,...,h, > 0. Die Funktion

flay,... ) = Z—Q

nimmt unter den Nebenbedingungen

n
H:rizl und x; >0
i=1
das Minimum bet
hi
€T, = o
j=1 hj
an.

Beweis. Der erste Teil dieses Beweises erfolgt analog zum Beweis von Lemma [5.3.1
Da f > 0 gilt, betrachten wir stattdessen die Funktion g(z1,...,2,) = f(z1,...,7,)>
und bestimmen das Minimum unter Nebenbedingung fir g statt f. Durch Nutzen des
Verfahrens der Lagrange-Multiplikatoren unter der Nebenbedingung h(z1,...,z,) =
[Ti-, z; — 1 folgen die Gleichungen

Vg(xi,...,2n) + AVA(21,...2p) =
h(zy,...,z,) =0.

Somit ergibt sich

h? [l z;
7 (2
n
H T, = 1
=1
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Einsetzen der letzten Gleichung in die andere liefert

hZ A
2=t 4 2 =0
x; x;
& —2h? + \z? =0
- 2h?
T = .
' A

Dieses Ergebnis setzen wir nun in unsere Nebenbedingung ein und erhalten

2h2
1= H
2n
)\n
Auflosen nach A fiithrt zu .
A=2]] v/r2
i=1
Erneutes Einsetzen liefert L
i

B

Hierbei handelt es sich tatsdchlich um ein Minimum, da fiir 1 gegen 0 und die iibrigen
x;, entsprechend der Nebenbedingung, die Funktion gegen oo strebt. Somit muss es sich
bei der Extremstelle um ein Minimum handeln. O

Satz 5.5.2 (Satz @[) Sei X = G X -+ x Gy, ein Graphenprodukt mit beliebiger Produkt-
metrik d, = dy X --- x d,, fir welche vol,(X,d) =1 gilt.

Dann gilt
hvol(Xa dp) > \/ﬁ H n\/ hmin(Gi)-
=1

Das Minimum wird hierbei genau dann angenommen, wenn die Metriken d; auf den
Graphen G; den minimierenden Metriken aus Satz[2.2.3 entsprechen, wobei die Graphen
so normiert werden, dass

hmin (Gz)
=1 {/hmin(G;)

VOI(GZ‘, dl) =

gilt.

Beweis. Wie im Beweis zu Satz erhalten wir erneut, dass die Funktion

n

g(vol(G1,dy),...,vol(Gn,dy) Z Fimin
— vol( Gl, d; )
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minimiert werden muss, um eine untere Schranke der Volumenentropie zu bestimmen.
Durch die Bedingung der Normierung des n-Volumens ergibt sich die Nebenbedingung

h(vol(Gy,dy),...,vol(Gp,dy)) = voly(Gy X + -+ X Gp,dy X -+ X dy) — 1

— (ﬁ VO](Gia dﬂ) —1=0.
=1

Hierbei liefert uns Lemma [5.5.1] das Minimum bei

hmin (Gz)

VOl(Gi, dl) == .
?:1 {/ hmin(G)
Insgesamt folgt somit
& hmin(Gi)Q
hoot (X, dp)? >y — 28
l( p) - ; VOI(GZ‘, dz)2

Daraus folgt wie behauptet

h’UOl(X7 dp) > \/ﬁﬁ n\/ hmin(Gi)~
=1

Wie im Beweis zu Satz [5.3.2) folgt mit Satz[5.2.4] Satz[2.2.3]und Lemmal[I.0.7] dass das Mi-

nimum mit der angegebenen Metrik auch angenommen wird. Analog folgt ebenfalls, dass
diese Metrik nach Satz[2.2.3] eindeutig ist, da die Ungleichung [5.4] im Beweis zu Satz [5.3.2
fiir alle anderen Produktmetriken strikt ist und somit keine andere Produktmetrik dieses

Minimum annimmt. O

Bemerkung 5.5.3. Nach Bemerkung [5.3.3| gilt dieses Ergebnis erneut fiir alle Graphen,
auch solche, welche in Satz [2.2.3] ausgeschlossen wurden.

Auch hier ist es erneut eine interessante Frage, wann die minimale Volumenentropie
positiv ist. An dem vorherigen Satz sehen wir, dass die minimale Volumenentropie genau
dann positiv ist, wenn sie fiir alle Graphen des Graphenprodukts positiv ist.

Dies ist ein deutlicher Unterschied zum Ergebnis in Bemerkung [5.3.3] da es hier geniigt,
wenn ein Graph positive minimale Volumenentropie besitzt. Dies zeigt die Relevanz
der genutzten Normierung bei der Betrachtung der minimalen Volumenentropie, da das
Ergebnis stark von der betrachteten Normierung abhéngt.
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5.6 Untere Schranke der Volumenentropie von
Graphenprodukten mit stiickweise euklidischen Metriken
normiert beziiglich des 2-Volumens

Fiir den Rest des Kapitels betrachten wir ausschlieSlich den Fall n = 2. Der Grund
hierfir ist, dass wir zur Beschreibung des n-Volumens des Graphenprodukts die Winkel
benétigen und die Winkel zwischen den Flachen fiir beliebige Dimensionen wesentlich
komplizierter werden.

Als neues Objekt fithren wir nun Parallelmetriken ein. Diese Metriken unterscheiden sich
von der Produktmetrik insofern, dass die Winkel zwischen zwei Kanten nicht mehr 7 be-
tragen, sondern beliebig gewéahlt werden kénnen. Wir behalten dennoch die Anforderung,
dass jede Kopie einer Kante weiterhin gleich lang ist. Hierdurch sind gegeniiberliegende
Kanten in einem Viereck stets parallel und die Vierecke sind somit Parallelogramme.

Auch hier erhalten wir wieder eine untere Schranke, welche allerdings nicht scharf ist.
Diese ist in Korollar festgehalten.

Definition 5.6.1. Seien X = G X G2 ein Graphenprodukt und seien weiter p; die
Projektion auf G; und py die auf Gs.

Eine Metrik d auf X heifit Parallelmetrik, wenn Metriken dq, do auf (G1 und G existieren,
sodass fiir alle v € V(Gy) gilt, dass py ' (v) isometrisch zu (G1,d;) ist und analog fiir alle
v € V(G), dass py *(v) isometrisch zu (G1,d;) ist. Nenne die Metriken d; und dy die
zugehérigen Metriken auf G; und Go zur Parallelmetrik d.

Somit ist jede Fliche isometrisch zu einem geodétischen Parallelogramm in R?, da jede
Kopie einer Kante stets die gleiche Lénge in X hat.

In einem Parallelogramm sind gegeniiberliegende Winkel stets gleich grof3. Beschreibe
zu einem f € F(X) den kleineren der beiden Innenwinkel von f mit <f. Wir definieren
hierfiir den maximalen und minimalen Winkel des Graphenprodukts mit

Omax = Mmax < und  apin = min <f.
max = g, < min = 0 <

Gilt fir alle f,g € F(X), dass <f = <tg = sin(«), so nennen wir die Metrik eine homogene
Parallelmetrik mit Winkel a.

Satz 5.6.2. Sei (X = G1 X Ga,d = dy x d3) ein Graphenprodukt mit beliebiger Pa-
rallelmetrik und vola(X,d) = 1. Bezeichne mit Jp die Produktmetrik auf X, welche fir
e € E(X) die gleiche Linge wie d zuordnet. Sei weiter d, die Metrik, welche aus d_p
entsteht durch Normieren auf vola(X,dy,) = 1. Auflerdem bezeichnet hier o den kleineren
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Winkel des Parallelogramms, welches von e; und e; aufgespannt wird, also o;; = <t(e; x €;).
Dann gilt

hyot (X, dp)

hyot (X, d) > —

Z Z L(el,dl) (ej,dg) Sin(oz,-j)
e;€E(G1) e;€E(G2)
sin(min)

> hvol(Xa dp) 2

Beweis. Der Beweis verliuft dhnlich zu dem Beweis von Satz Da die Metrik d,
bereits gegeben ist, werden im Folgenden noch die Abschéatzungen gezeigt.
Die Abschitzung der Weglédnge von geschlossenen Wegen funktioniert wie im Beweis von

Satz und somit erhalten wir erneut den Faktor /2.
Zur Abschéatzung des Volumens erhalten wir nun eine Abhéngigkeit vom Winkel. Es gilt

volp(X,dp) = > > L(ei,di)L(ej, d2)

eiGE(Gl) €; EE(GQ)

Z Z Z L(ei,dl)L(ej,dg)sin(ozij)
e;€E(G1) ¢;€E(G2)

= vola(X, d)

und
VOlg (X, d) = Z Z L(ei, dl)L(ej, d2) sin(aij)
e;€E(G1) ej€E(G2)

> sin(amin) Z Z L(e;,dv)L(ej,d2)

e, €E(Gh) ejeE(GQ)
= sin(oumin) vola (X, dp).

Mit Lemma folgt dann

hvol(X d) > hyol X, d — L(ei,dl)L(ej,dg) sin(aij)
f 61€E(G1) e;€E(G2)

hool(X, d) 7 sin(amin ) > L(e;,d1)L(ej, d2)
e, €E(Gh), €]€E(Gz)

= hyot(X, dp) —=1/sin(aumin) vol(H, d
\[\/ )

sin(min)

= hvol(X> dp) 9
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Korollar 5.6.3 (Korollar . Sei (X, d) ein beliebiges Graphenprodukt mit Parallelmetrik
und vola(X,d) = 1.
Dann gilt

hvol<X d \/hmm Gl Imn GQ Z Z L(el,dl)L(ej,dg) sin(aij)
EIGE(Gl) €; EE(GQ)

> \/hmin (Gl ) Pomin (GZ) Sin(amin) .

Beweis. Das folgt direkt aus Satz[5.6.2] zusammen mit Satz O
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5.7 Graphenprodukte aus Rosengraphen

Fiir Normierung beziiglich des 2-Volumens erhalten wir somit lediglich eine winkelabhéngige
untere Schranke der Volumenentropie von Graphenprodukten, welche fiir kleine Winkel

beliebig klein wird und gegen 0 konvergiert.

Um hier ein besseres Ergebnis zu erzielen, schrianken wir uns in den folgenden beiden

Abschnitten auf Rosengraphen ein. Dies sind Graphen, welche nur eine Ecke haben.

Hierdurch ist jede Fliche isometrisch zu einem flachen Torus und dadurch lédsst sich das

Volumenwachstum der universellen Uberlagerung besser beschreiben.

Definition 5.7.1. Ein Graph G heifit Rosengraph, wenn #V (G) = 1 gilt. Wir nennen
ihn k-Rosengraph, wenn zusétzlich #E(G) = k erfiillt ist. Die k-Rosengraphen sind somit
Graphen, welche nur eine Ecke haben mit k geschlossenen Kanten, den sogenannten
Blattern des Rosengraphs.

Bemerkung 5.7.2. Sei (X, d) ein stiickweise euklidisches Graphenprodukt aus Rosengra-
phen.

Dann handelt es sich bei d stets um eine Parallelmetrik. Dies folgt, da jede Flache
f € F(X) isometrisch zu einem flachen Torus ist und somit gegeniiberliegende Seiten
gleich lang sind.

Sei d nun auBlerdem homogen mit Winkel o. Dann lésst sich das Volumen direkt berechnen
durch

vola(X, d) = Z Z sin(a)L(e1,d1)L(ea,d2)
e1€E(G1)62€E(G2)

= sin(oz) Z L(el,dl) Z L(eg,dg)
e1€E(G1) e2€F(G2)
= sin(«) vol(G1, dy) vol(Ga, da).

Satz 5.7.3. Es sei (X = Gy X Ga,d) ein stickweise euklidisches Graphenprodukt aus
Rosengraphen und seien dy, do die zugehdrigen Metriken auf G1 und Go. Sei auflerdem die
Menge der Kanten E(G1) = {e1,...ex} und E(Ga) = {fi1,..., fi} gegeben und definiere
die Familien von Metriken dj(G1) auf G1 und d;(G2) auf G firj =1,...lundi=1,...k
durch die Langenzuordnung fir e € E(G1) und f € E(G2)

Lie,d;(Gh)) = sin(<(e x f;))L(e,dv),

L(f,di(G2)) = sin(<(e; x f))L(f, d2).
Dann gilt

hoo(X, d) > I%E}X{hmz(Gl,dj(Gl)), hool (G2, di(G2))},

wobei das Mazimum tiber alle j =1,....,l undi=1,...,k geht.

Beweis. Die Motivation der Metriken ist im nachfolgenden Beispiel genauer beschrieben.
Aus Griinden der Symmetrie geniigt es, (G1 zu betrachten und der Beweis tibertragt sich
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dann analog auf G.

Sei f; € E(G2) beliebig und betrachte Gi x f; C X. Da es sich um Rosengraphen
handelt, ist fiir jedes e € E(G) die Fliche e x f; € F'(X) isometrisch zu einem Rechteck
mit Seitenlédngen L(f;,d2) und sin(<te x f;)L(e,d;). Dies folgt daraus, dass jede Fliche
isometrisch zu einem flachen Torus ist. Daher ist (G1 X f;,d) isometrisch zu (G1 x
fj,d;(G1) xdz). Somit ist das Volumenwachstum fiir beide gleich und die Metriken kénnen
bei der Betrachtung der Volumenentropie durcheinander ersetzt werden. Insgesamt gilt

fir ein v € V(G1 x f;)

1 1o(B, (7, X), d
B (X, d) = Tim og(vola (B, (v, X), d))

r—00 r

- log(vola (B, (v, Gy x fj),d))

r—00 r

~ lim log(vola (B, (v, G1 % f;),d;(G1) x d2))

r—00 r
= hpat(G1 X fj,dj(G1) x da)
= \/hvol(Gla dj(Gl))2 + hvol(fj7d2)2
= hvol(ledj(Gl))-

Hierbei wurde die Formel der Volumenentropie fiir Produktmetriken aus Satz
genutzt. Da f; beliebig war und alle Rechnungen mit e; € E(G1) analog ablaufen, liefert
das die Behauptung, da somit die Ungleichung

hvol(Xa d) > max{hvol(Gla dj(Gl))7 hvol(G27 dl(GQ))}

fiir jede einzelne betrachtete Metrik und somit auch fiir das Maximum dariiber gilt. [

Beispiel 5.7.4. In Abbildung ist beispielhaft das Produkt einer Kante mit einem
Liniengraphen abgebildet. Ein Liniengraph besteht aus Grad-2-Ecken und an den Enden
zwei Ecken von Grad 1.

Die obere Abbildung zeigt das Graphenprodukt mit einer beliebigen Metrik und die
untere Abbildung das gleiche Graphenprodukt mit der entsprechenden Metrik aus Satz
0. (.ol
Man kann zeigen, dass beide gleiches Volumen haben und dass das Volumen sich auch
gleich verhélt. Zur Anschauung ist hierfiir in Abbildung exemplarisch ein geodétischer
Weg im urspriinglichen Graphenprodukt eingezeichnet.

Aus dem vorherigen Satz ergibt sich eine einfache Folgerung, welche im néchsten Satz
beschrieben ist.

Satz 5.7.5. Es sei (X = Gy x Ga,d) ein Graphenprodukt aus Rosengraphen mit Paral-

lelmetrik und seien dy,ds die zugehérigen Metriken auf G1 und Go.

Dann gilt

max{ Ny (G1,d1), hoot(Ga, d2) }
sin(max)

hvol(Xa d) > > maX{hvol(Gla dl): hvol(G27 d2)}
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Abbildung 5.4 Graphenprodukt mit urspriinglicher Metrik (oben) und
abgeleiteter Metrik (unten) aus Satz m

Abbildung 5.5 Graphenprodukt mit wurspriinglicher Metrik und
geodatischem Weg orthogonal zur Kante.

Beweis. Zum Beweis nutzen wir Satz und betrachten erneut die Metriken d;(G1)
auf G und d;(Gs) auf G fir j=1,...lund i = 1,...k, wie sie in diesem Satz definiert
sind. Das Folgende gilt stets fiir alle j = 1,...,l und ¢ = 1,..., k. Fiir diese Metriken
erhalten wir nach ebendiesem Satz

hyot (X, d) > max{hye(G1,d;(G1)), hyot (G2, di(G2))}.
Sei av = aypax der maximale Winkel. Dann gilt fir alle e € E(G1)

L(e,d;(G1)) = sin(<te x fj)L(e,d1) < sin(a)L(e, dy).
Entsprechend folgt auch fiir alle f € E(G2)

L(f,di(G2)) =sin(<te; x f)L(f,d2) < sin(a)L(f,d2).
Aus Lemma [1.0.7] und mit sin(c) < 1 folgt

hyot (X, d) > max{h,o(G1,d;(G1)), hyot(G2,di(G2))}
> max{hwl(Gl, dl)a hvol(G2a d2)}

sin(a)
> max{hyo(G1,d1), hoot(G2,d2)}-
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5.8 Untere Schranke der Volumenentropie von
Graphenprodukten aus Rosengraphen normiert beziiglich
des 2-Volumens

In diesem Abschnitt finden wir zwei untere Schranken der Volumenentropie von Gra-
phenprodukten aus Rosengraphen mit stiickweise euklidischer Metrik.

Zunéchst erarbeiten wir eine untere Schranke, welche unabhéngig von den Winkeln der
Metrik ist und anschliefend noch eine winkelabhéngige untere Schranke, sodass fiir kleine
Winkel die Schranke beliebig grofl wird.

Eine erste untere Schranke ist bereits in diesem Teil gegeben, bevor, wie gerade beschrie-
ben, in den nachfolgenden Unterabschnitten die beiden Ergebnisse folgen.

Satz 5.8.1. FEs sei X = G1 x Ga ein Graphenprodukt aus Rosengraphen und d eine
beliebige stiickweise euklidische Metrik auf X, sodass vola(X,d) =1 gilt.

Dann gilt
/sin(min )

sin(amax)

hvol(X7 d) Z \/hmin(Gl) : hmin(GQ)

Beweis. Seien o = apmax und = auin. Dann gilt mit Satz [5.7.5]

max{hvol(Gla dl)a hvol(G2a d2)}

hyol(X, d) = .
(X, d) sin(a)

Wir suchen im Folgenden das Minimum von max{/h,.(G1, d1), hyor (G2, d2) }. Mit Lemma
und Satz folgt

max{hyo(G1,d1), hoot (G2, da)} > maX{ finin (G1) _Panin (G2) } .

VOl(Gl, dl) ’ VOl(GQ, dg)

Somit sind beide Argumente streng monoton fallend fiir wachsendes Volumen der je-
weiligen Graphen und in das Volumen von X gehen beide linear ein. Daher wird das
Maximum genau dann minimal, wenn beide Terme gleich sind und somit

hmin(Gl) _ hmin(G2)
VO](Gl,dl) VOl(GQ,dQ)

(5.5)

gilt. Aus der Normierung erhalten wir die zusétzliche Bedingung

1= Z Z L(el, dl) . L(eg, dg) . Sin(<161 X 62)
61€E(G1) GQGE(GQ)

> > > L(er,di)- Llez, da) - sin(B)

e1€E(G1) e2€E(G2)

= sin(ﬁ) Z L(el,dl) Z L(eg,dg)

e1€E(G1) e2€E(G2)
= sin(f) vol(G1, d1) vol(Ga, d2).
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Dies liefert .

sin(B) vol(G1,dy)
Einsetzen in die urspriingliche Gleichung [5.5] ergibt
hmin (Gl ) _ hmin (GQ)
VOI(Gl, dl) VOI(GQ,dQ)
Anschlieflendes Auflésen nach vol(Gy,d;) liefert

hmin(Gl)
sin(B) hmin(G2)

vol(Ga,ds) <

> sin() vol(G1, d1) hmin(G2).

vol(G1,d;y) < \/

Analog folgt ebenfalls

hmin (GZ )

vol(Ga, ds) < \/sm(ﬁ)hmm(Ch)

und somit

hmin(G1)  hmin(G2) : . .
max { vol(Gy,dy1)’ vol(Ga, do) } > \/sm(ﬁ)hmm(Gl)hmm(Gz),

Daher folgt zusammen mit Satz

hoor(X, d) > \/hmm(Gl) . hmin(G2)siilI(1$)'

O
Korollar 5.8.2. Es sei X = Gy x Ga ein Graphenprodukt aus Rosengraphen und d eine

beliebige homogene stiickweise euklidische Metrik auf X mit Winkel a.
Dann gilt

hmin (Gl) : hmin (
sin(a)

hvol(Xa d) > \/ G2) > \/hmin(Gl) . hmin(GQ)-

Beweis. Dies folgt direkt aus dem vorherigen Satz [5.8.1] da im homogenen Fall o =
Qmin = Omax gilt und sich somit der Sinus des Winkels kiirzen ldsst. Der zweite Teil folgt
dann wieder unmittelbar aus sin(a) < 1. O

Bemerkung 5.8.3. Sei a < & und d eine homogene Produktmetrik mit Winkel o auf einem
Graphenprodukt aus Rosengraphen X. Sei aulerdem d, = dy x dz die Produktmetrik
der abgeleiteten Metriken d; und ds.

Dann folgt aus Korollar [5.8.2 zusammen mit Satz [5.5.2]

hvol(Xa d) > hvol(Xa dp)

Somit wird das Minimum der Volumenentropie zu einem gegebenen Graphenprodukt aus
Rosengraphen nicht fiir beliebig kleine Winkel angenommen, wenn wir alle Parallelmetri-
ken betrachten.
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5.8.1 Winkelunabhangige untere Schranke der Volumenentropie von
Graphenprodukten aus Rosengraphen

In diesem Unterabschnitt erarbeiten wir eine winkelunabhédngige untere Schranke, welche
analog zu Korollar ist. Hierbei sind aber im Gegensatz zu vorher alle stiickweise
euklidischen Metriken auf dem Graphenprodukt aus Rosengraphen zugelassen anstatt
nur homogener.

Satz 5.8.4 (Satz[G]). Sei (X,d) ein stiickweise euklidisches Graphenprodukt aus Rosen-
graphen Gy und Ga mit vola(X,d) = 1.
Dann gilt

hvol(Xy d) Z \/hmin(Gl)hmin(GZ)'

Beweis. Da es sich bei Graphenprodukten aus Rosengraphen stets um Parallelmetriken
handelt, existieren die abgeleiteten Metriken d; auf G1 und do auf Go. Wir definieren
erneut wie in Satz fir eine Ordnung der Kanten E(G;) = {e1,...ex} und E(G2) =
{fi,..., fi} die Metriken d;(G1) auf G; und d;(G2) auf Gy fir j=1,...lundi=1,...k
durch die Langenzuordnung fiir e € F(G1) und f € E(G2)

L(e, d;j(G1)) = sin(<te x f;)L(e, d1),
L(f, dZ(Gz)) = sin(<ZeZ- X f)L(f, dg)
Wiéhle s € {1,...,1} so, dass

vol(G1,ds(G1)) = min vol(G1,d;(G1))
je{1,..,l}

und nenne zur besseren Lesbarkeit diese Metrik D; = d4(G1). Entsprechend wéhlen wir
auch s € {1,...,k} so, dass

vol(Ga,ds(G2)) = zeglmk} vol(Ga, d;(G2))

und nennen diese Metrik Dy = ds(G3). Nach Satz m gilt
hyot(X, d) > max{hye(G1,d;(G1)), hvot (G2, di(G2))},

wobei das Maximum tiber alle j = 1,...lund ¢ = 1, ...k geht. Fiir die gleiche Indexmenge
fiir das Maximum gilt auflerdem

max{ o (G1,d;(G1)), hoot (G2, di(G2))} > max{hye(G1, D1), hoot (G2, D2)}
Somit folgt zusammen mit Satz und Lemma [1.0.7]

hvol(Xa d) > maX{hUOl(G17 D1)7 hvol(G27 DZ)}

hmin(Gl) hmin(G2) }
VOl(Gl, Dl) ’ VO](GQ, DQ) '

Zmax{
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Um dies zu minimieren, betrachten wir die Nebenbedingungen an das Volumen. Dies ist
nach Definition

1 =vola(X,d)
= Z Z L(e1,d1)L(ea,d2) sin(<e; X ea)

el EE(Gl) SQGE(GQ)

Z Z Z L(617d1>L(62,D2)

el GE(G1) €2€E(G2)

>y > L(er, D1)L(ez, Dy)

e1€E(Gh) €2€E(G2)

= Z L(ey, Dy) Z L(ez, D7)

€1€E(G1) €2€E(G2)
= vol(G1, D1) vol(Ga, D2).
Da sowohl Vholnzgig%l)) als auch \zi’(ﬂéii%g)) wie im Beweis von Satz [5.8.1) monoton fallend

im Volumen sind, wird der Term max { VZ{’EE}E%B), VZi’(‘gé%g)} im Falle von Gleichheit der

beiden Argumente minimal. Somit 16sen wir
hmin(Gl) _ hmin(GZ)
VO](Gl,Dl) VO](GQ,DQ)

unter Beriicksichtigung von
VOI(Gl, Dl) VOI(GQ, Dg) < 1.
Hieraus folgt

1
1(Gy. Do) < —————
Vo ( 2 2) - VOl(Gl,Dl)
und eingesetzt liefert das
hmin(G1)
—————— > hin(G 1(G1, Dy).
VO](Gl,D1> - ( 2) Vo ( ! 1)
Auflésen nach vol(Gy, D;) fihrt zu
hmin(Gl)
(G, D) < (| —————=.
Ve ( b 1) - hmln(GQ)
Entsprechend erhalten wir far
hmln(GZ)
1(Go, Do) <
VO( . 2) - hmin(Gl)

Daher gilt

hmin(Gl) hmin(GQ) }
> . .
e { vol(G1, D1)’ vol(Ga, Do) | — \/hmm(Gl)hmm(G2)

und somit zusammen mit dem obigen Resultat

hvol(X> d) 2 \/hmin(Gl)hmin(GQ)'
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5.8.2 Winkelabhdngige untere Schranke der Volumenentropie von
Graphenprodukten aus Rosengraphen

Im Folgenden wird zu einer stiickweise euklidischen Metrik auf einem Graphenprodukt
aus Rosengraphen eine weitere untere Schranke fiir die Volumenentropie gefunden, welche
vom Winkel abhéngt. Diese Schranke wird fiir kleine Winkel beliebig grofi und zeigt
somit, dass die Volumenentropie nicht fiir den Grenzwert aller Winkel gegen 0 minimal
werden kann.

Definition 5.8.5. Sei (X, d) ein stiickweise euklidisches Graphenprodukt aus Rosengra-
phen mit zugehorigen Metriken d; auf G; und dy auf Ga. Ordne die Kanten {e1,...ex}
von G und {fi,... fi} von G2 und definiere zur besseren Lesbarkeit a;; = sin(<te; X f;).
Wir definieren die symmetrische Metrik D auf X als die homogene Metrik, sodass fiir
den zugehorigen Winkel o« gilt

_ Zfﬂ Zé‘:l Qg

k-1
und jeder Kante eines Graphen die gleiche Lange zugeordnet wird, sodass das Volumen
von G und Ga gleich bleibt, also fiir e; € E(G1) und f; € E(G2)

und  L(f;, D) = VOI(C’;M.

sin(a)

vol(G1,dy)

L(ei, D) = 2

Bemerkung 5.8.6. Die symmetrische Metrik aus der vorherigen Definition ist eine symme-
trische Version der urspriinglichen Metrik. Die Idee ist, dass man den durchschnittlichen
Winkel iiber alle Winkel nimmt und allen Kanten pro Graph die gleiche Lénge zuord-
net. Hierdurch erhdlt man im Graphenprodukt, dass alle Fldchen Parallelogramme mit
gleichen Winkeln und Seitenlédngen sind und somit zueinander isometrisch sind. Diese
symmetrische Version des Graphen lésst sich gut abschétzen.

Lemma 5.8.7. Sei (X,d) ein stickweise euklidisches Graphenprodukt aus einem k-
Rosengraphen (G1,dy) und einem l-Rosengraphen (Ga,ds2). Sei D die symmetrische
Metrik auf X .
Dann gilt

vola(X,d) < k-1-vola(X, D).

Beweis. Es gilt nach Definition

volp(X,d) = Z Z L(e1,d1)L(e2,ds) sin(<te; X e2)
616E(G1)626E(Gg)

( > > L(€17d1)L(62,d2)>( > > sin(<ze1><e2))

e1€E(G1) e2€E(G2) e1€E(G1) e2€E(G2)

= vol(Gy,dy) vol(Ga,dg) Y > sin(<er x eg).
e1€E(G1) e2€E(G2)

IN
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Fiir das Volumen beziiglich D folgt
volp(X,D) = Y > L(e1,D)L(ez, D)sin(<te x e)
e1€E(G1) e2€E(G2)
VO](Gl, dl) VOI(GQ, dg)

- Z Z p 7 sin(<te; X eg)
61€E(G1)€2€E(G2)
VOI(Gl, dl) VO](GQ, dg)

-—= l > X

sin(<te; X eg).

e1€E(G1) e2€E(G2)
Die beiden Summen in den jeweils letzten Termen stimmen iiberein, obwohl die Winkel
beziiglich unterschiedlicher Metriken betrachtet werden. Dies gilt nach Definition der
Metrik D, da im zweiten Fall iiber den Mittelwert des ersten Falls summiert wird. Somit
unterscheiden sich die beiden Terme um den Faktor & - [ und es gilt

vola(X,d) < k-1-voly(X, D).
O

Satz 5.8.8 (Satz[H)). Sei (X,d) ein stickweise euklidisches Graphenprodukt aus einem
k-Rosengraphen G1 und einem l-Rosengraphen Ga mit vola(X,d) = 1.
Dann gilt

hmin(Gl) : hmin(G2) \/hmin(Gl) : hmin(GQ)
X > > .
h/UOl( 7d) — \/ Sin(o&max) . k3 . l3 — k3 . l3

Beweis. Im Beweis zeigen wir, dass fiir die unteren Schranken der Volumenentropie aus
Satz bis auf Konstanten eine Ungleichung fiir die Metriken d und D besteht, wobei
wir die Anderung des Volumens, wie in Lemma bestimmt, beriicksichtigen miissen.

Nach Satz gilt
hyot (X, d) > max{h,o(G1,d;(G1)), hoot(G2,di(G2))}

fir die Metriken d;(G1) und d;(G2) aus ebendiesem Satz. Das Maximum l&uft hier wieder
tber alle j = 1,...,lund ¢ = 1,...,k. Seien D;(G1) und D;(G2) die entsprechenden
Metriken fir die Metrik d. Im Folgenden schéitzen wir diese Metriken gegeneinander ab.

Sei j € {1,...1} beliebig. Bezeichne mit [} = eerg?é(l)L(e,dl) und o = 661%2(%(1) e x f;.

Dann wird durch den Wechsel der Metrik d auf die Metrik D die Strecke am stérksten
in G x f; verkiirzt, wenn es sich vorher um den gréten Winkel und die lingste Kante
gehandelt hat. Somit gilt fiir einen geschlossenen Weg ~ in G

L(F% D](Gl))a

sin(e) -k
L(v,d;(Gr)) < .

(7,4;(G1)) < sin(a) vol(Gy,dy)
wobei « den zugehorigen Winkel zur homogenen Metrik D beschreibt. Auf die gleiche
Weise erhélt man auch fir ¢ € {1,...k} die Abschitzung fir einen geschlossenen Weg ~
in Gy

. sin(a)  lo-1
L(v,di(G2)) < sin(av) vol(Ga, d2)

L(v, Di(G2))
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mit lp = max L(e,d2) und o = max <e; X f. Da I3 < vol(Gy,d1) und Iy <
e€E(G2) fEE(G2)

vol(Ga, dg) gilt, vereinfachen sich die Ungleichungen zu

sin(a;)
L ; <V kI(~, D;
(’Y?d](Gl)) = sin(a) k (FY? J(Gl))
und in(c)
S o
) < ) .
L(’Yv dl(GQ)) = sin(a) lL(’)/, Dl(GQ))
Nach Lemma folgt somit
sin(a)
: >V .
hvol(Gh d] (Gl)) = k:sin(aj) hvol(Gla D] (Gl))
und n(a)
sin(«
. > TV ) )
h’UOl(G27d’L(G2)) = lsin(ai)hvol(G%Dz(GZ))
Somit gilt

hoot (X, d) > max{hyo(G1,d;(G1)), hvot (G2, di(G2))}
sin(a)
Isin(ay)

N sin(«)

- {ksin(aj)

wobei hier erneut, wie auch stets im Folgenden, das Maximum iiber alle j = 1,...,1
und i = 1,...,k betrachtet wird. Des Weiteren gilt sin(a;) < sin(amax) und sin(o;) <
sin(amax) und somit

hvol(GlaDj(Gl))y hvol(G27Di(G2))} )

hvol (X7 d) >

sin(a) max { hvol(Gh D](Gl)) hvol(G27 DZ(G2>) } .

sin(amax) k ’ l

Die Metriken D;(G1) und D;(Gz2) sind von der Wahl von ¢ und j aufgrund der Definition
von D unabhéiingig. Somit wird hier das Maximum lediglich iiber zwei Terme betrachtet.
Diesen Term schitzen wir analog zum Beweis von Satz ab. Im Beweis erhalten wir

maX{hvol(Gh d1)7 hvol(G27 d2)} > \/Sin(ﬂ)hmin(Gl)hmin(GQ)a

wobei es sich um eine homogene Metrik mit Winkel 8 handelt mit abgeleiteten Metriken
di und ds. Um das Volumen aus Lemma [5.8.7 auszugleichen, erhalten wir auf der rechten
Seite den Faktor \/% Des Weiteren bezeichnen die Metriken D;(G1) und D;(G2) die um
den Faktor sin(a) gestauchten Metriken. Daher muss die rechte Seite aulerdem durch
sin(a) dividiert werden. Somit erhalten wir in diesem Fall

max{hvol(GhDj(Gl)) hvol(G27Di(G2))} S V/SIn() hanin (G1) hamin (G2)
k ’ l - sin(a) - k-1 '
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Da es sich bei sin(«) um den Mittelwert iiber alle Winkel handelt, gilt aulerdem k& - [ -
sin(a) > sin(amax) und somit folgt insgesamt

hoo (X, d) > S { hvot (G1, Dj(G1))  huot(G2, Di(Gy)) }

sin(amax) k ’ l
sin(a)  /sin(a)hmin (G1)hmin (G2)
~ sin(max) sin(a) - k-1

_ V/8I0(0) Prnin (G'1) hrnin (G'2)
Sin(max) - k- 1

Z \/hmin(Gl)hmin(G2)

sin(amax) - k3 - 13

Z \/hmin(Gl)hmin(G2) )

k3.3
U

Bemerkung 5.8.9. Wir kénnen nun die Schranken aus den Séitzen [5.8.8 und [5.8.4] ver-
gleichen. Fiir kleine Winkel ist die Schranke aus Satz besser. Im Fall von grofieren
Winkeln ist die Schranke aus Satz besser, da in der gerade gewonnenen Ungleichung
sehr grobe Abschétzungen gemacht wurden. Dies zeigt sich auch darin, dass die Version
der winkelunabhéngigen Schranke aus Satz wesentlich schlechter ist als jene aus
Satz 5.8.4

Dennoch gibt das winkelabhéngige Ergebnis Aufschluss dariiber, dass das Minimum nicht
angenommen werden kann, wenn alle Winkel klein werden. Dies hatten wir fiir homogene
Metriken auf Graphenprodukten aus Rosengraphen bereits gesehen, erhalten es aber nun
auch fiir beliebige nicht homogene Metriken auf Graphenprodukten aus Rosengraphen.
Da dieser Satz eine sehr grobe Abschéitzung angibt, ist auch das nachfolgende Korollar
keine optimale untere Schranke.

Korollar 5.8.10. Sei (X,d) ein stickweise euklidisches Graphenprodukt aus einem k-
Rosengraphen Gy und einem l-Rosengraphen G mit vola(X,d) = 1.
Dann gilt

Vlog(2k — 1) log(2] — 1)
hyo (X, d) > .
(X, d) .

Beweis. Dies folgt aus Satz unter Verwendung der Formel fiir Ayin aus Satz [2.2.3]
Beachte, dass ein k-Rosengraph nur eine Ecke v hat mit deg(v) = 2k. O

Aus all diesen gewonnen Ergebnissen ergibt sich die Vermutung, dass eine moglichst
symmetrische Metrik die Volumenentropie minimiert. Dies bedeutet, dass auf den Graphen
die minimierende Metrik wie in Satz angenommen wird und die Produkte stets
rechtwinklig sind. Fiir diese Metriken ist die Volumenentropie explizit bestimmbar durch
Satz Formaler ist dies in der nachfolgenden Vermutung festgehalten.
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Vermutung 5.8.11 (Vermutung . Sei X = Gy X --- X Gy, ein Graphenprodukt.
Dann gibt es eine eindeutige Metrik dynin, welche die Volumenentropie unter allen
stickweise euklidischen Metriken minimiert und es gilt

hvol(Xy dmin) = \/ﬁ g H hmin(Gi)-
i=1

Die Metrik entspricht genau der Metrik aus Satz[5.5.9
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5.9 Volumenentropie ist keine Homotopieinvariante fiir
Komplexe

Die Volumenentropie ist eine Homotopieinvariante fiir Mannigfaltigkeiten. Dies wurde
bereits von Anthony Manning [Man79] gezeigt. Ivan Babenko zeigt in ,Asymptotic
Invariants of smooth Manifolds* [Bab93|, dass die minimale Volumenentropie bei Graphen
keine Homotopieinvariante ist. An sein Beispiel angelehnt zeigen wir hier, dass es fir
hohere Dimensionen, also fiir Graphenprodukte und somit auch kubische Komplexe,
ebenfalls keine Homotopieinvariante ist.

Satz 5.9.1. Die Volumenentropie ist fiir Graphenprodukte und somit auch fiir kubische
Komplexe keine Homotopieinvariante.

Genauer gilt, dass wir den k-Rosengraph Ry und den 3-reguldren Graphen Gy betrachten,
welche die gleiche Homotopiegruppe von Rang k haben. Hierfir gilt fir k > 7

mdin hvol(Gk X Gk,d) < mdin hvol(Rk X Rk,d),

wobet das Minimum dber alle stiickweise euklidischen Volumen-1-Metriken d geht.

Beweis. Die beiden Graphenprodukte haben die gleiche Homotopiegruppe. Dies lésst
sich einsehen, indem man die Graphen betrachtet und die Homotopiegruppe von G und
Ry, iibereinstimmen. Dies sieht man durch sukzessives Kontrahieren eines Spannbaums
in G. Das Ergebnis ist dann ebenfalls ein k-Rosengraph. Die Fundamentalgruppe ist
beim kartesischen Produkt ebenfalls das kartesische Produkt und somit folgt die gleiche
Fundamentalgruppe der Graphenprodukte.
Nach Satz gilt fiir den Rosengraphen und eine stiickweise euklidische Metrik d auf
Ry, x Ry, und einer abgeleiteten Metrik d auf Ry,

hvol(Rk X Rk, d) > hfuol(Rk»d) > hmm(Rk:) =k- log(2k‘ — 1).
Da die Metrik d eine beliebige stiickweise euklidische Metrik ist, gilt

mjn hyot(Ri X Ry, d) >k -log(2k — 1),

wobei das Minimum iiber die gleichen Metriken wie im Satz betrachtet wird.
AuBlerdem konnen wir die Volumenentropie von GG nach oben abschéitzen, indem wir
eine spezielle Metrik anschauen, und zwar die rechtwinklige Produktmetrik beziiglich der
minimierenden Metrik auf den Graphen. Sei also d,;,, die minimierende Metrik auf G, wie
in Satz Wir definieren aulerdem die rechtwinklige Produktmetrik d, = dyin X dinin
auf Gy X G. Sei auBlerdem d eine beliebige stiickweise euklidische Metrik auf G x Gj.
Dann gilt nach Satz

mc}n hvel(Gk X Gk7d) < hvol(Gk X Gk» dp)
= ﬁhvol(Glm dmzn)
= 3V2(k — 1) log(2).
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Somit wéachst die untere Schranke der Volumenentropie fiir Ry schneller als die obere
Schranke der Volumenentropie von Gj. Daher gilt fiir k£ > 7

min ol (G, X G, d) < 3v2(k — 1)log(2) < k- log(2k — 1) < min huoi(Ri % Ry, d),

wobei das Minimum iiber alle stiickweise euklidischen Volumen-1-Metriken geht.

In Abbildung ist ein Beispiel fiir einen 3-reguléren Graphen mit Fundamentalgruppe
von Rang 8 dargestellt. Dieser Graph hat somit 14 Ecken und 21 Kanten. In Abbildung
ist auflerdem der Rosengraph mit 8 Bléattern abgebildet. Diese beiden Graphen, jeweils
im kartesischen Produkt mit sich selbst, bilden somit ein Beispiel fiir Graphenproduk-
te, welche homotop zueinander sind, aber unterschiedliche minimale Volumenentropie
aufweisen. O

Abbildung 5.6 Ein moéglicher 3-regularer Graph mit Rang 8 der Funda-
mentalgruppe, also ein Beispiel fiir Gg.
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Abbildung 5.7 Ein Rosengraph mit Rang 8 der Fundamentalgruppe, also
ein Beispiel fiir Rg.
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Kapitel 6

Gebdude
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Gebéaude sind sehr symmetrische Komplexe. Sie werden in diesem Kapitel eingefiihrt mit
dem Ziel, iiber deren Volumenentropie Aussagen treffen zu kénnen.

Es gibt spezielle Graphenprodukte, welche in der universellen Uberlagerung auch Gebéuden
entsprechen. Dies sind insbesondere Rosengraphen und deren Produkte.

Dadurch wurden bereits manche Gebadude implizit durch den vorherigen Abschnitt
behandelt, weshalb wir in Abschnitt die vorherigen Ergebnisse mit Resultaten aus
der Literatur vergleichen.

Im Anschluss betrachten wir allgemeine Gebédude. Hierbei fokussieren wir uns zunéchst
auf euklidische, irreduzible Gebadude und werden allgemein fiir euklidische, irreduzible
Gebédude eine untere Schranke der Volumenentropie in den Sétzen und finden,
welche nur von den kombinatorischen Eigenschaften des Gebdudes abhéngt.
Anschlieflend konkretisieren und verbessern wir diese Schranke fiir die unterschiedlichen
Typen von affinen Gebéduden. Hierbei stellt sich die Frage nach geeigneten Normierungen,
weshalb wir die Ergebnisse in zwei Formen angeben.

Zum Abschluss dieses Kapitels betrachten wir reduzible, euklidische Geb&dude und erar-
beiten hier dhnliche Ergebnisse zu denen der Volumenentropie von Graphenprodukten.

6.1 Definitionen — Gebaude

Die folgenden Definitionen geben eine sehr kurze Einfiihrung in die Theorie der Gebéaude,
wobei hier Coxeter-Komplexe und Coxeter-Gruppen bereits vorausgesetzt werden. Fiir
eine ausfithrliche Behandlung dieses Gebiets verweisen wir auf das Buch ,Buildings* von
Abramenko und Brown [ABO8| und fiir weitere detaillierte Informationen zu Coxeter-
Komplexen auf ,,Combinatorics of Coxeter Groups“ von Bjorner und Brenti [BB05]|.

Definition 6.1.1. Ein Gebdude ist ein Simplizialkomplex X, welcher eine Vereinigung
von Teilkomplexen ¥ ist, welche Apartments genannt werden. Diese Apartments miissen
die folgenden Axiome fir zwei beliebige Simplizes A, B € X erfiillen:

a) Jedes Apartment ¥ ist ein Coxeter-Komplex.
b) Es existiert ein Apartment ¥, welches A und B enthélt.

¢) Fiir zwei Apartments ¥ und ¥', die beide A und B enthalten, existiert ein Isomor-
phismus ®: ¥ — Y/, welcher A und B punktweise fixiert.

Auf Coxeter-Komplexen gibt es stets eine Metrik, beziiglich welcher Y isometrisch zur
Sphére S™, dem euklidischen Raum R"™ oder dem hyperbolischen Raum H" ist. In dieser
Arbeit betrachten wir lediglich die ersten beiden Félle, wobei wir den ersten Fall sphérisch
und den zweiten euklidisch oder affin nennen.

Daraus erhalten wir eine Metrik auf den Apartments, welche sich auf das Gebaude
fortsetzen lasst. Wir bezeichnen nun mit (X, d) das metrische Gebdude.

Bemerkung 6.1.2. In der vorherigen Definition kénnen wir A und B als leere Simplizes

wéhlen. Somit miissen nach Bedingung c) zwei beliebige Apartments isomorph zueinander
sein.
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Definition 6.1.3. Sei (X, d) ein Gebédude. Bezeichne mit Gx das zugehorige Cozxeter-
Dynkin-Diagramm, welches wir der Einfachheit halber als Graphen ansehen, wobei die
Kanten beschriftet sein kénnen. Wir verwenden hier die Coxeter-Dynkin-Diagramme, wie
sie auch in ,,Coxeter Triangulations Have Good Quality* [CKW20| genutzt werden. Eine
Ubersicht iiber die sphérischen Coxeter-Dynkin-Diagramme gibt es in Abbildung und
die Coxeter-Dynkin-Diagramme im affinen Fall sind in Abbildung [6.2] dargestellt.

Fiir Graphen haben wir bereits den Grad einer Ecke definiert. Nun bendtigen wir im Fall

r'!_“ L ] '-I.
*— 0 — @ *—0 E F,
L L L 6 L ® 6 =
._.,B”_'”._.i. ? Go Ha
. _
L L L L L ® . n Py . 2 Py Py
D?I * I, H(i
O
Eg ]
L L L L L L ® L L L ®
Hy

Abbildung 6.1 Die Coxeter-Dynkin-Diagramme zu den sphérischen Coxeter-
Komplexen mit Benennung aus [Cox14].

Abbildung 6.2 Die Coxeter-Dynkin-Diagramme zu den affinen Coxeter-
Komplexen mit Benennung aus [Cox14].

von Coxeter-Dynkin-Diagrammen noch eine weitere Abwandlung davon. Wir definieren
daher zu einer Ecke v € V(Gx) den 3-Grad degs(v) der Ecke als

deg;(v) = #{e € E(Gx) | v € e und e ist unbeschriftet }.

Der Name kommt daher, dass die zugehorige Potenz in der Coxeter-Gruppe zwischen
den zugehoérigen Kodimension-1-Flachen 3 ist.

Ein Gebaude heifit irreduzibel, wenn es sich nicht als Produkt von zwei Gebduden schreiben
lasst. Dies ist dquivalent dazu, dass das Coxeter-Dynkin-Diagramm zusammenhéngend
ist.

Sei Y x der Coxeter-Komplex, zugehorig zum Gebdude X. Wir definieren die Dimension

107



von X als dim(X) = dim(Xx). Der Einfachheit und besseren Lesbarkeit halber wird der
Index beim Coxeter-Komplex im Folgenden meist weggelassen.
Sei weiter f ein Simplex mit Kodimension 1. Wir definieren die Verzweigungszahl X\ als

A = #{J ist ein maximales Simplex in X|f C §} — 1.

Wir betrachten nur Gebédude, in denen die Verzweigungszahl unabhéngig von der Wahl
des Kodimension-1-Simplexes ist, also Gebédude, bei denen die Verzweigungszahl iiberall
gleich ist. Dies ist eine Einschrankung, welche oft allgemein an Gebdude gestellt wird, da
dies zu einer stirkeren Symmetrie fithrt.

Analog zu Simplizialkomplexen bezeichnen wir mit V(X) und V(Xx) die Dimension-
0-Simplizes des jeweiligen Objekts und entsprechend mit E(X) und E(Xx) die der
Dimension 1 und nennen diese Mengen Ecken und Kanten des jeweiligen Objekts.

Definition 6.1.4. Sei (X, d) nun ein euklidisches Gebaude, das heifit, ¥ x ist isometrisch
zu R fiir ein n € N. Diese Art von Gebaduden wird auch affine Gebédude genannt.

Sei A eine fundamentale Kammer von X. Wir definieren das fundamentale Volumen von
X als volp(X,d) = vol(A). Wenn d klar ist, schreiben wir oft nur volg(X).

Sei v € V(Gx). In A entspricht jedes Kodimension-1-Simplex einer Ecke in Gx. Wir
bezeichnen mit A, die Hohe der fundamentalen Kammer beziiglich der Grundseite, welche
zu v gehort. Dies entspricht dem Abstand des Kodimension-1-Simplexes zu der nicht in
diesem Simplex liegenden, und somit gegeniiberliegenden, Ecke. Wir nennen h, die Héhe
beztiglich v in der Fundamentalkammer. Wir definieren weiter auch die mazimale Hohe
hmax als das Maximum tiber all diese Hohen, also

Amax = max hy.
’UEV(G)()

Definiere auflerdem zu v € V(Gx) ein Gebaude X,. Dies ist ein Gebaude mit Coxeter-
Dynkin-Diagramm Gx — v und gleicher Verzweigungszahl wie X. Hierbei bezeichnet
Gx — v den Graphen und somit das Diagramm, welches aus G x entsteht, indem die Ecke
v und alle damit verbundenen Kanten entfernt werden.

Sei v ein Weg in X. Wir nennen diesen Weg typgerecht, wenn er an einer Ecke v € V(X))
beginnt und in einer Ecke w € V(X) endet, wobei sich v auf w durch Verkettung
simplizialer Spiegelungen in X aufeinander abbilden lassen. Wir nennen zwei Ecken, welche
so aufeinander abgebildet werden koénnen, Ecken vom gleichen Typ. Ein typgerechter
Weg ~ von v nach w heifit kiirzester typgerechter Weg, wenn L(~y,d) = d(v,w) gilt.

Bemerkung 6.1.5. Ist (X,d) ein euklidisches Gebdude, so ist fiir alle v € V(Gx) das
Gebaude X, ein sphérisches Gebaude. Dies ist der vorher angegebenen Literatur [ABOS|
zu entnehmen. Man kann es sich aber auch iiberlegen, indem man bei einer fundamentalen
Kammer eine Kodimension-1-Facette entfernt. Dies entspricht der Entfernung einer Ecke
aus dem Coxeter-Dynkin-Diagramm. Es gibt in dieser fundamentalen Kammer genau eine
Ecke w, welche nicht in der entfernten Facette liegt. Alle tibrigen Kodimension-1-Facetten
enthalten somit diese Ecke w. Daher sind alle Facetten um die gegeniiberliegende Ecke
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zur entfernten Facette zentriert und der Coxeter-Komplex und somit auch das Gebaude
sind sphérisch, da mit den Spiegelungen stets w fixiert wird.

Definition 6.1.6. Sei (X,d) ein euklidisches Gebdude und v ein Weg beginnend in
einem x € X. Wir nennen einen weiteren Weg ¢ einen analogen Weg zu v in X, wenn
ebenfalls in z beginnt und es einen Isomorphismus von zwei Apartments gibt, welcher
auf ¢ abbildet.

Wir betrachten nun zu einem Weg v von = € X nach y € X einen kiirzesten Galerienweg
p = 01 -0, mit §; maximale Simplizes und = € §1, y € d;. Dann definieren wir die
Anzahl an Reflexionen entlang des Wegs als k — 1. Dies entspricht genau der Anzahl
an Kodimension-1-Facetten von 41, an denen &1 gespiegelt werden muss, um §; auf &
abzubilden.

Die iibliche Definition von Volumenentropie nutzt die universelle Uberlagerung. Da eukli-
dische Gebsude einfach zusammenhéingend sind und somit die universelle Uberlagerung
wieder dem euklidischen Gebédude selbst entspricht, ist hier fiir die Volumenentropie
kein Ubergang zur universellen Uberlagerung notwendig. Wir kénnen daher direkt die
Volumenentropie wie in der néchsten Definition betrachten.

Definition 6.1.7. Sei (X,d) ein n-dimensionales, euklidisches Gebdude und =z € X
beliebig. Mit vol bezeichnen wir erneut ein Hausdorff-Maf, préziser das n-dimensionale
Hausdorff-MaS$.

Definiere die Volumenentropie h,o(X,d) von (X, d) als den exponentiellen Anteil des
Volumenwachstums von Béllen, also

log vol(B,
hoot(X, d) = lim 08YUBr(@))

r—00 r

Bemerkung 6.1.8. In [LL10| betrachten Ledrappier und Lim nicht die Volumenentropie
von affinen Gebéduden direkt. Stattdessen betrachten sie kompakte Quotienten von affinen
Gebauden. Fir diesen kompakten Quotienten passt die urspriingliche Definition der
Volumenentropie. Diese stimmt in diesem Fall mit der hier definierten Volumenentro-
pie iiberein, da die universelle Uberlagerung des kompakten Quotienten wieder dem
euklidischen Gebdude entspricht.

Bemerkung 6.1.9. Aufgrund der Symmetrie des Gebéudes ist die Definition der Volu-
menentropie unabhéngig von der Wahl von x. Dies ist analog zu Lemma [1.0.6

Definition 6.1.10. Sei X ein sphérisches Gebdude und X x der zugehoérige sphérische
Coxeter-Komplex. Sei dyy die Wortmetrik auf > x beziiglich eines Erzeugendensystems
aus Reflexionen an den Kodimension-1-Facetten einer Fundamentalkammer A. Definiere

den Durchmesser diam(X) von X als den Durchmesser des Coxeter-Komplexes, also

diam(X) = diam(X x) = max{dw (A1, Asg) | A1 und As sind Kammern von Xy }.
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Zu einer Kammer A; in X bezeichne jede Kammer As in X als gegentiberliegende
Kammer, wenn der maximale Abstand, also Abstand dieser beiden Kammern, realisiert
wird. Also gilt d(A1, Ag) = diam(X) fiir die Einschréankung des Abstands auf ein jeweiliges
Apartment, in dem A; und A, liegen, wenn es sich um gegeniiberliegende Kammern
handelt. Solch ein Apartment existiert stets nach der Definition von Gebauden.

Definition 6.1.11. Definiere fiir ein euklidisches Gebédude (X, d) die normierte Volu-
menentropie hyo(X) als

hoot(X) = huot (X, d) vol p(X, d) T00

Dies entspricht nach Lemma der Volumenentropie der auf fundamentales Volumen 1
normierten Metrik des Geb&udes.

Definition 6.1.12. Sei (3, d) ein affiner Coxeter-Komplex und sei W die Gruppe der
Automorphismen des abstrakten Coxeter-Komplexes ¥. Sei v € V() eine Ecke des
Coxeter-Komplexes. Dann bezeichnen wir die Stabilisatorengruppe von v mit W, also

Wy ={f e W|f(v) = v},

und mit 7" die Gruppe der simplizialen Translationen.

Wir nennen die Ecke v spezielle Ecke, wenn sich W als semidirektes Produkt W =T x W,
schreiben lasst. Dies bedeutet, dass man mit einer speziellen Ecke mit simplizialen
Translaten des Sterns den vollstdndigen Coxeter-Komplex iiberdecken kann, sodass sich
die Translate nur im Rand schneiden.

Wir iibertragen diese Definition in natiirlicher Weise auf Gebdude. Somit heifit eine Ecke
speziell, wenn sie eine spezielle Ecke eines beliebigen Apartments ist, welches diese Ecke
enthalt.

Lemma 6.1.13. Sei (X,d) ein affiner Cozeter-Komplez.
Dann existieren stets spezielle Ecken.

Beweis. Dies ist in Proposition 10.17 in ,,Buildings* von Abramenko und Brown |[ABOg§]
enthalten. O

Bemerkung 6.1.14. Nun stellt sich die Frage, welche Ecken in einem gegebenen Coxeter-
Komplex speziell sind. Ein Kriterium, dass eine Ecke speziell ist, wird in ,Reflection
Groups and Coxeter Groups“ von James Humphreys [Hum90] in Kapitel 4.2 gegeben.
Demnach handelt es sich um eine spezielle Ecke, wenn der sphérische Coxeter-Komplex
an dieser Ecke den gleichen Typ hat wie der affine Coxeter-Komplex, welcher betrachtet
wird. Dies entspricht im Coxeter-Dynkin-Diagramm dem Entfernen einer Ecke, sodass
das entsprechende Coxeter-Dynkin-Diagramm von sphérischem Typ entsteht. Ist also
beispielsweise X vom Typ A,, dann ist v eine spezielle Ecke, wenn X, vom Typ A, ist.
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Bemerkung 6.1.15. Aus der Definition ergibt sich, dass wir fiir eine spezielle Ecke durch
Translate mit dem Stern einer Ecke den ganzen Coxeter-Komplex iiberdecken kénnen,
sodass sich die Translate maximal in den Kodimension-1-Seiten schneiden. Insbesondere
sind dadurch gegeniiberliegende Seiten im Stern, also die dufleren n — 1-Facetten von
gegeniiberliegenden Kammern, parallel.

Lemma 6.1.16. Sei X ein spharisches Gebdude. Bezeichne mit || die Anzahl positiver
Wurzeln von X.
Dann gilt

diam(X) = |[D4].

Beweis. Dieses Ergebnis findet man in ,Reflection Groups and Coxeter Groups® von
James Humphreys [Hum90] auf Seite 16. O

Lemma 6.1.17. Die sphdrischen Gebdude sind vollstindig nach threm zugrunde lie-
genden Coxeter-Komplex klassifiziert und die Tabelle gibt fiir jeden Typ die Anzahl
positiver Wurzeln |®| an.

Tabelle 6.1 Anzahl der positiven Wurzeln nach Typ des sphéarischen Coxeter-
Komplexes. Der Index des Typs gibt jeweils die Anzahl an Ecken im Coxeter-
Dynkin-Diagramm an. Die Dimension des zugehorigen Gebdudes betragt
stets 1 weniger.

Typ D |

Ap (n21) w
B, (n>2) | n?

Cp (n>3) | n?

D, (n>4) | n(n—1)
G 6

Fy 24

Eg 36

E; 63

By 120

Beweis. Die Klassifikation findet man beispielsweise in [ABO8| und die entsprechenden
Waurzeln findet man unter anderem in ,,Combinatorics of Coxeter Groups* von Bjorner
und Brenti [BB05| auf Seite 125. O

Bemerkung 6.1.18. Auch die affinen Gebdude sind durch ihre zugrunde liegenden Coxeter-
Komplexe vollstdndig klassifiziert und heiflen entsprechend ihrer sphérischen Gegenstiicke
Ay, By, Ch, ..., sofern diese existieren. Dies findet man ebenfalls in ,Buildings* [ABOS].
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Das folgende Lemma ist das Pendant zu Lemma [I.0.8 Da wir nun bereits in der
universellen Uberlagerung sind, miissen wir geschlossene Wege entsprechend angepasst
definieren und haben dafiir die typgerechten Wege eingefiihrt.

Definition 6.1.19. Sei (X, d) ein euklidisches Gebdude und v € V(X)) eine Ecke von X.
Wir definieren die Menge P,.(v) der Ecken gleichen Typs mit Abstand maximal r zu v,
durch

P.(v) = {w € V(X)|Es existiert ein typgerechter Weg ~ von v nach w mit L(vy,d) < r}.

Lemma 6.1.20. Sei (X,d) ein euklidisches Gebdude und v € V(X)) eine Ecke von X.
Dann gilt
1 P,
hoot(X, d) = lim 08HL (V)

r—00 r

Beweis. Der Beweis ist analog dazu, dass die Anzahl geschlossener Wege in endlichen
Simplizialkomplexen asymptotisch gleich zum Volumen von Béllen wichst, also wie
Lemma [1.0.8l

Sei v € X beliebig. Wir wéhlen erneut wie im Beweis von Lemma [1.0.8 ¢ > 0 klein genug
und r > 0 grof} genug und erhalten die Abschétzung

vol(B¢(v))Pr(v) < vol(B,(v)).

Dies gilt, da wir die Balle so klein wéhlen kénnen, dass nur Teile von B, (v) getroffen
werden und die einzelnen Bélle sich nicht schneiden.

Fiir die Abschéitzung in die andere Richtung miissen wir erneut einen Bereich nehmen,
welcher gro genug ist. Damit es auch fiir die Ubergéingen gilt, fiigen wir eine Konstante
ein. Somit gilt fiir C' > 1

vol(By(v)) < Cvolp(X)P,(v).
Insgesamt folgt somit

1 1 B,
hvol(X’ d) = lim M

r—00 r

o log (C'volp(X)#P:-(v))

r—00

i 108 (Cvole(X)) + log (#P,(v))

r—00 r

i 0B (P ()

7—00 r

log vol(B.(v) + log (#Pr(v))

= lim

700

r
— lim log vol (B:(v)#P,(v))
r—00 r

log vol B, (x)

> lim
r—00 r

= hye(X, d).
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Daher gilt wie behauptet

Bt (X, d) = lim “BHEE0)

T—00 T
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6.2 Graphenprodukte als Gebaude

In diesem Abschnitt betrachten wir Gebaude vom Typ A; und das kartesische Produkt von
zwei solchen Gebéduden. Hierfiir bestimmen wir die Volumenentropie mit den vorherigen
Sétzen zu Graphenprodukten und vergleichen diese Ergebnisse mit den Ergebnissen in
,»Volume entropy of hyperbolic buildings* von Ledrappier und Lim [LL10]. Hier wird eine
untere Schranke der Volumenentropie von Gebduden bestimmt, was wir im Spezialfall
mit unserem Ergebnis vergleichen.

Lemma 6.2.1. Seien A1, Ao € N ungerade und seien zwei Gebdude X1, Xs jeweils
vom Typ Ay mit Verzweigungszahlen A1 und A2 gegeben. Sei (X = X; x Xy,d) das
entsprechende Gebdude, sodass die Metrik auf fundamentales Volumen ﬁ normiert ist.
Dann gilt fiir die Volumenentropie

o (X, ) > \/ Pt D g as) og(h)

und dieses Minimum wird fir eine eindeutige Metrik angenommen.

Beweis. In diesem Beweis nutzen wir aus, dass die universelle Uberlagerung eines k-
Rosengraphen ein Gebiude vom Typ A; ist mit Verzweigungszahl 2k — 1. Daher kommt
auch die Einschrinkung an die Verzweigungszahlen, dass diese ungerade sind. Die funda-
mentale Kammer hat Volumen ﬁ, wenn alle Kantenléingen innerhalb eines Graphen
gleich sind und das Produkt der Graphenvolumen iiber beide Graphen 1 ergibt.
Betrachte nun also 2 Rosengraphen G; und G2 mit Kantenzahl k; jeweils entsprechend
zu \; aus dem Lemma und sei X = G1 X G9. Dann gilt fiir die Volumenentropie eines
Graphen mit entsprechender oben beschriebener Metrik d;

hoot (Gi, di) = ——=2 22— 2/
(Girdi) vol(Gy, d;)

Dieses Ergebnis folgt aus Satz zusammen mit Lemma [1.0.7
Nach Satz wird die gesamte Volumenentropie minimal, wenn sie pro Graph minimal
wird und fiir das Volumen gilt, dass

hmin(Gl) hmin(GZ)
(G1) = | ———= d (Go) = | ————.
Ve ( 1) hmin(GQ) . Ve ( 2) hmin(Gl)
Somit wird in diesem Fall die Volumenentropie eindeutig minimal und es ergibt sich
daher fiir eine allgemeine Metrik

hoot (X, d) > 1/ 2Ninin(G1) hanin (G
= \/2k1ks log(2k1 — 1) log(2kz — 1).

Einsetzen der Verzweigungszahl liefert dann die Behauptung.
Das Minimum wird nach eben gemachter Konstruktion ebenfalls angenommen. O

114



Lemma 6.2.2. Fir das minimierende Gebiude (X,d) aus Lemma gilt fiir die
Schranke aus dem Artikel ,,Volume entropy of hyperbolic buildings® von Ledrappier und

Lim [LL10]
A +1 A2 +1
> .
hvol(Xv d) - (\/)\2 +1 + \/)\1 + 1) IOg()‘l) IOg(A2)

Beweis. Wir verwenden Korollar 1.3 aus ,,Volume entropy of hyperbolic buildings* von
Ledrappier und Lim |[LL10]. Dazu betrachten wir zwei Sternengraphen G; mit A\; + 1
Kanten mit Lange in G von

Pnin(G2) A2 +1°

Somit hat der Fundamentalbereich Volumen 1, was der Betrachtung des gleichen Gebaudes
wie im vorherigen Lemma entspricht. Es gibt dann zwei Arten von Kanten, welche fiir
das Lemma berticksichtigt werden miissen. Damit gilt erneut mit k; wie im vorherigen
Satz

log()\l)
]431/{?2 log()\g)

log()\g)
kilkg 10g()\1)

(Y EYES U EEEA W roew e
= (\//\2 1 \/)\1 +1> log (A1) log(A2).

hyot (X, d) > k1log(A1) + ko log(A

O
Bemerkung 6.2.3. Nun kann man die beiden Ergebnisse aus Lemmal[6.2.TJund Lemmal6.2.2]
miteinander vergleichen. Beide Terme haben den gemeinsamen Faktor /log(\1) log(A2).
Die Vorfaktoren sind im Fall von Lemma [6.2.1 \/ w und im Fall von Lemma [6.2.2]
./iéﬂ + ,/22£L Man sieht leicht ein, dass fiir A1, A2 > 2 die Ungleichung

A1+1°
()\1+1)()\2+1)> )\1+1+ )\2‘}‘1
2 Ao+ 1 A +1

gilt. Somit ist die angegebene Schranke aus [LL10] nicht scharf fiir diese Klasse von
Gebduden. Im Fall von A\; = Ay betrigt der Faktor, um welchen die Schranke zu klein ist,
minimal v/2 und im allgemeinen Fall ist dieser Faktor noch gréfer.
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6.3 Untere Schranke der Volumenentropie von irreduziblen
Gebaduden verschiedener Typen

Nachdem wir in Abschnitt flr ausgewéhlte Gebdude die Volumenentropie explizit
berechnet haben, wollen wir hier allgemeine euklidische Gebédude betrachten.

Wie bereits erwahnt, gibt es fiir Gebadude eine natiirliche Metrik und daher werden wir,
im Gegensatz zu den vorherigen Kapiteln, die Volumenentropie fiir diese Metriken explizit
abschétzen.

In diesem Abschnitt geben wir eine kombinatorische untere Schranke fiir die Volumenen-
tropie an. Im Spezialfall von Ay zeigen wir auflerdem, dass diese Schranke auch scharf
ist.

Im Anschluss geben wir die Ergebnisse beziiglich einer angepassten Basis des Loga-
rithmus und ohne Normierung an, was die Formeln wesentlich vereinfacht. Als Basis
des Logarithmus wéahlen wir hier die Verzweigungszahlen. Statt der Normierung des
Fundamentalbereichs betrachten wir die Coxeter-Komplexe wie in [CKW20| und daher
die Gebdude entsprechend, sodass jedes Apartment isometrisch zu diesen Komplexen ist.

Im folgenden Satz wollen wir die Geometrie spezieller Ecken in einem affinen Coxeter-
Komplex ausnutzen, um eine untere Schranke der Volumenentropie zu bestimmen. Die
Idee ist hierbei, dass wir einen ausgewéhlten Weg im Coxeter-Komplex gehen und zéhlen,
wie viele analoge Wege es im Gebéude gibt.

Somit bekommen wir nach Lemma eine untere Schranke fiir die Volumenentropie.
Wir betrachten hierbei spezielle Ecken, da in diesem Fall der betrachtete Weg ein
geodétischer Weg ist und somit der Verlauf und die Anzahl an Spiegelungen gut bestimmt
werden konnen. Der genaue Weg wird im Beweis des néchsten Satzes beschrieben und ist
in Abbildung dargestellt.

Um diese Schranke zu betrachten, benttigen wir den 3-Grad degs(v), welcher die Anzahl an
unbeschrifteten Kanten bezeichnet, die an einer Ecke v im Coxeter-Dynkin-Diagramm G x
liegen. Dariiber hinaus benétigen wir das sphérische Gebdude X, welches zum Coxeter-
Dynkin-Diagramm Gx — v gehort, sowie die Hohe h,, beziiglich v in der fundamentalen
Kammer.

Satz 6.3.1 (Satz[J]). Sei (X,d) ein irreduzibles, n-dimensionales, affines Gebiude mit
Cozeter-Dynkin-Diagramm Gx und Verzweigungszahl \. Sei weiter volp(X,d) =1 und
aufSerdem v € V(Gx), sodass die zugehorige Ecke eine spezielle Ecke ist. Wir bezeichnen
mit c¢(Xy) die irreduziblen Komponenten des sphdrischen Gebdiudes X, .

Dann gilt

diam(X,) + 1 —n + degs(v)
2h,
(ZBEC(XU) dl&m(B)) + 1—n + deg?’(’l))
2h,, '

hvol(Xv d) = IOg(/\)

= log(A)
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Beweis. Sei v € V(Gx) und A eine fundamentale Kammer von X. Wir bezeichnen die
eindeutige n — 1-dimensionale Facette der Kammer, welche zur Ecke v gehort mit E, und
die Ecke, welche nicht in F, liegt, mit V. Sei nun v € V(Gx) so, dass V,, eine spezielle
Ecke in X ist.

Wir betrachten nun einen Weg in einem Apartment, also in einem Coxeter-Komplex.
Anschlielend zdhlen wir die Anzahl an analogen Wegen. Der konkrete Weg wird im
Folgenden fiir ein Apartment, welches die fundamentale Kammer enthélt, beschrieben.

Somit befinden wir uns in einem Coxeter-Komplex und betrachten zunichst nur diesen.
Wir betrachten den Weg ~, welcher in V,, beginnt und orthogonal durch F, verlduft
bis zum Bild der Ecke V,, unter der Spiegelung an der Facette F,. Zur betrachteten
fundamentalen Kammer gibt es eine eindeutige Kammer, welche an F, gespiegelt ist.
Hier gibt es eine Spiegelung von V,,, welche wir mit V,, bezeichnen. Beziiglich V,, gibt es
eine gegeniiberliegende Kammer zu unserer betrachteten gespiegelten Kammer. Dies ist
iber den Galerienweg, welcher dem maximalen Wort in X, entspricht, zu erreichen. Wir
bezeichnen eine beliebige Verkettung von Spiegelungen, welche dem maximalen Wort
entsprechen, mit W. In dieser neuen Kammer verlduft der Weg erneut orthogonal zur
Facette, welche nicht die Ecke vom gleichen Typ wie V,, enthélt. Hierdurch kommen wir
erneut zu einer gespiegelten Kopie von V,,, wodurch wir den Weg iterativ weiter gehen
konnen. Da es sich um eine spezielle Ecke handelt, ist dieser Weg nach Bemerkung [6.1.15]
ein geodétischer Weg. Dies gilt, da der Weg vom Stern einer Ecke V,, in den gespiegelten
Stern geht, also den Stern einer gespiegelten Kopie von V,,. Diese sind nach der genannten
Bemerkung Translate. In diesem Fall sind im Stern gegeniiberliegende Kanten parallel.
Somit verlauft der Weg geodétisch durch einen Stern durch und der Weg fithrt weiter
vom Ursprung weg.

Beispielhaft fiir G- ist dies in Abbildung zu sehen. Hier ist solch ein Weg in Blau
sowie die Ecke V,, in Rot und die Kante F, in Blau eingezeichnet.

Wir betrachten nun die Anzahl an Reflexionen entlang dieses Weges. Fir jede dieser
Reflexionen spaltet sich das Gebaude entsprechend der Verzweigungszahl auf und es
gibt somit mehrere Moglichkeiten im Gebéude, einen solchen Weg zu gehen und daher
entsprechend viele analoge Wege. Dies ergibt dann eine untere Schranke der Anzahl an
Wegen und somit auch eine untere Schranke der Volumenentropie nach Lemma an.
Um von V,, zu V,, zu kommen, haben wir genau eine Reflexion an der Facette E,, wobei
wir die Spiegelung ebenfalls mit F, bezeichnen.

Die néchste Verzweigung befindet sich dann in der an F, gespiegelten Ecke V,,, welche wir
bereits mit V,, bezeichnet haben. Die Anzahl an Reflexionen, um in die gegeniiberliegende
Kammer zu kommen, durch V,, betrégt diam(X,). Somit ist es die Anzahl an simplizialen
Reflexionen, die benétigt werden, um eine Kammer auf die gegeniiberliegende Kammer in
X, abzubilden. Die zugehorigen Spiegelungen bezeichnen wir mit W. Da es sich bei X,
um ein sphéarisches Gebédude handelt, ist die Anzahl der Reflexionen endlich. Bezeichne
wie im Satz mit ¢(X,) die irreduziblen Komponenten von X,. Diese entsprechen genau
den Gebéduden zugehorig zu den Zusammenhangkomponenten in Gx,. Da diese Gebdude
irreduzible Komponenten des reduziblen Gebédudes X, sind, ist der Durchmesser fiir die
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Abbildung 6.3 Ein moglicher Weg in Blau zur Ecke V;, und Facette E, in
Ga.

einzelnen Zusammenhangkomponenten additiv. Somit erhalten wir fiir diam(X,) mit
obiger Notation der irreduziblen Komponenten den Zusammenhang

diam(X,) = Z diam(B).
BEC(XU)

Dies entspricht der Anzahl an Reflexionen, welche maximal nétig sind fiir den Weg in
die gegeniiberliegende Kammer. Somit sind wir insgesamt bei den Spiegelungen E, o W,
wobei o die nacheinander Ausfiihrung der Spiegelungen von links nach rechts bezeichnet.
Hierbei wurde allerdings noch nicht berticksichtigt, dass sich der Weg in einer Spiegelebene
befinden kann, so wie es auch in Abbildung [6.3] der Fall ist. Dies ist genau dann der Fall,
wenn diese Spiegelebene orthogonal zu E, steht, da der Weg orthogonal zu E, verlauft.
Im Coxeter-Dynkin-Diagramm entspricht dieser Fall nach Definition genau der Anzahl
an Ecken, welche nicht mit v durch eine unbeschriftete Kante verbunden sind. Weitere
mit ungeraden Kanten verbundene Ecken wiirden hier ebenfalls abgezogen. Allerdings
gibt es in euklidischen Gebéduden keine weiteren Kanten mit ungerader Beschriftung.

Somit bleiben nur die unbeschrifteten Kanten an der Ecke v iibrig, welche man zéhlen
muss. In diesem Fall stehen die maximalen Facetten der Kammer orthogonal auf F,
und enthalten V,,. Somit liegt der Weg von V,, orthogonal zu E, in diesen Facetten. Fiir
jeden dieser Félle muss zum Erreichen der gegeniiberliegenden Kammer eine Reflexion
weniger vorgenommen werden, da wir bereits in der Facette starten. Es gilt #V(Gx) =
n + 1 und jede iiber eine unbeschriftete Kante verbundene Ecke sowie die Ecke selbst
miissen abgezogen werden, um auf die Anzahl dieser Félle zu kommen. Daher gibt es

118



n+1—degs(v) — 1 = n — deggz(v) solcher Félle.
Somit folgt fiir die Anzahl an Reflexionen entlang des Wegs, dass es

( Z diam(B)) — (n —degs(v)) = ( Z diam(B)) —n + degs(v)

Bec(Xy) Bece(Xy)

sind, um in eine Kammer zu gelangen, in welcher der Weg weiter fiihrt.

Wenn wir die zugehorigen Spiegelungen betrachten wollen, brauchen wir alle Spiegelungen
an maximalen Facetten der fundamentalen Kammer, in welchen unser Weg bereits
verlduft, also die orthogonalen zu FE,, da diese, wie gerade beschrieben, nicht nochmals
beriicksichtigt werden miissen. Wir benennen diese Spiegelungen mit S, . Beachte, dass
S| aus mehreren simplizialen Spiegelungen bestehen kann, ndmlich aus genau n —degs(v).
Die Spiegelungen fiir den Weg durch die Ecke werden dann beschrieben durch S; o W.
Dies ist kein reduziertes Wort, sondern S| verkiirzt das Wort W fiir jede Spiegelung
nach der Definition eines maximalen Wortes W.

Nun haben wir die Anzahl an Spiegelungen pro Wegabschnitt bestimmt. An jeder Reflexion
gibt es analoge Wege entsprechend der Verzweigungszahl A. Dies fithrt dazu, dass wir
eine untere Schranke fiir die Anzahl an Wegen und somit auch fiir die Volumenentropie
erhalten. Die Anzahl an analogen Wegen ist gegeben durch

). )\(ZBec(xv) diam(B)) —n+degs(v)

Die Lénge eines solchen Wegs von Ecke zu gespiegelter Ecke entspricht genau zweimal der
Hohe h,, der fundamentalen Kammer beziiglich der Facette E,. Insgesamt gilt somit nach
Lemma [6.1.20 zusammen mit Lemma die untere Schranke der Volumenentropie

(ZBGC(XU) dl&m(B)) + 1—n + deg3(’0)

huol (X, d) > log(A) 5%

O]

Im nachfolgenden Satz wollen wir das Ergebnis aus Satz [6.3.1] auch auf nicht spezielle
Ecken tibertragen. Die Beweisidee mit der Abschitzung der Anzahl der analogen Wege
bleibt hierbei die gleiche. Nun handelt es sich aber um nicht spezielle Ecken. Von daher
kénnen wir nicht wie im vorherigen Fall einfach einen geodétischen Weg durch die Trans-
late betrachten.

Daher betrachten wir erneut einen Weg, welcher stets eine Ecke mit einem geodétischen
Weg mit der an der librigen Facette der Kammer gespiegelten verbindet. Auf diese Art
erhalten wir einen Weg, allerdings kann dieser Weg nicht immer geodétisch sein, wie
man auch in Abbildung sieht. Dadurch wird die Anzahl an Reflexionen, um in die
Kammer zu gelangen, mit welcher es weiter geht, reduziert, weshalb die untere Schranke
der Volumenentropie kleiner wird.

Nun miissen wir garantieren, dass dieser Weg nicht zuriick fithrt, obwohl er abknickt.
Der Weg soll somit den Abstand zum Ursprung immer vergréfiern. Dies gelingt, indem
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wir den Weg entlang von Translaten von Sternen einer speziellen Ecke fithren. Diese
Translate konnen wir, wie im vorherigen Beweis, so wéahlen, dass sie stets weiter vom
Ursprung weg verlaufen. Dies ist exemplarisch in Abbildung dargestellt. Da sich die
Translate nicht zum Ursprung zuriick bewegen, gilt dies auch fiir den so betrachteten
Weg.

Daher muss im Vergleich zu vorher nur beriicksichtigt werden, dass der Weg nur
noch stiickweise geodétisch ist. Beim Durchqueren der Ecke wird nicht mehr die ge-
genuiberliegende Kammer durchlaufen, sondern eine mit geringerem Abstand beziiglich
des Galerienabstands, weshalb weniger Reflexionen nétig sind. Durch Beriicksichtigen die-
ses Korrekturterms erhalten wir dann erneut eine untere Schranke der Volumenentropie.

Satz 6.3.2 (Satz[K]). Sei (X,d) ein irreduzibles, n-dimensionales, affines Gebiude mit
Cozeter-Dynkin-Diagramm Gx und Verzweigungszahl \. Sei weiter volp(X,d) =1 und
auflerdem v € V(Gx) beliebig. Wir bezeichnen wie im vorherigen Satz mit ¢(X,) die
irreduziblen Komponenten des sphdrischen Gebdudes X,,.

Dann gilt

diam(X,) + 1 — 2n + 2 degz(v)
2hy,

(ZBec(Xv) diam(B)) +1—2n+ 2degs(v)
2h, ’

hyot (X, d) > log(\)

= log(A)

Beweis. Wir definieren V,,, V,, und E, wie im Beweis des vorherigen Satzes. Ist V,, eine
spezielle Ecke, so liefert Satz bereits das Ergebnis, da die dort gefundene Schranke
grofer ist als die in diesem Satz. Es gilt
diam(X,) + 1 — n + degz(v)
2R,
ZBec(X,U) diam(B)) +1—2n+ 2degs(v)
2R, ’

hyot (X, d) > log(\)

> log()) (

da n > degs(v) stets erfiillt ist.

Wir betrachten somit im Folgenden ein v € V(GXx), sodass V,, nicht speziell ist. Wir
betrachten erneut einen Weg im Coxeter-Komplex, welcher stets zwei Ecken des gleichen
Typs verbindet. Hierbei muss im Allgemeinen der Weg von einem geodétischen Weg
abweichen. Der Weg soll dennoch in gewisser Weise nah an einem geodétischen Weg sein,
was im Folgenden beschrieben ist. Ein solcher Weg im Beispiel einer nicht speziellen Ecke
von Gy ist in Abbildung dargestellt.

Fiir eine nicht spezielle Ecke V,, sind gegeniiberliegende Kanten im Stern nicht parallel,
da es sich sonst um eine spezielle Ecke handeln wiirde. Der Weg kann somit nicht
geodétisch sein, sondern nur stiickweise geodétisch. Wir betrachten daher den Weg in
einem Apartment, also im Coxeter-Komplex, welcher an der Auflenseite eines Sterns zu
einer speziellen Ecke entlang fithrt. Genauer verbindet der Weg stets zwei Ecken vom
gleichen Typ, welche im Stern einer speziellen Ecke liegen, beziehungsweise zwei Ecken
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Abbildung 6.4 Ein moglicher Weg in Blau zur Ecke V;, und Facette E, in
Ga.

von aufeinanderfolgenden Sternen der Translate einer speziellen Ecke. Die Translate der
Sterne der speziellen Ecke schneiden sich hierbei genau in Kodimension-1-Facetten. Diese
gibt es, da nach Lemma [6.1.13] stets spezielle Ecken existieren und die Translate der
Sterne den Komplex vollstdndig tiberdecken.

In der Abbildung [6.5] ist erneut exemplarisch fir die Ecke V, die Spiegelebene E,
eingezeichnet sowie in Blau ein moéglicher Weg skizziert. In Orange gepunktet sind jeweils
die Sterne der speziellen Ecken sowie deren Translate eingezeichnet, wobei die Translation
durch den orangenen Pfeil angedeutet wird.

Der betrachtete Weg beschreibt erneut den Ubergang von Stern zu Stern des gleichen Typs
von Ecken. Da fiir den Austritt aus dem einen Stern erneut der Weg in Spiegelebenen liegen
kann, sodass die Anzahl an Reflexionen reduziert wird, muss die Anzahl an Reflexionen
weiter angepasst werden. Hierbei handelt es sich um den gleichen Korrekturterm wie
im Beweis zu Satz [6.3.1] welcher erneut beriicksichtigt werden muss. Dies entspricht
dem, dass der Weg durch die neue Richtung in der Ecke in den Kodimension-1-Facetten
verlauft und daher diese Reflexionen nicht beriicksichtigt werden fiir den Galerienweg.
Die Anzahl an Reflexionen &ndert sich somit zu

( Z diam(B)) —2n 4 2degz(v).

Auch hier kénnen wir erneut konkret die simplizialen Spiegelungen betrachten, welche
den Galerienweg beschreiben. Hierflir brauchen wir wieder die Spiegelungen S| wie im
vorherigen Beweis, allerdings miissen sie dieses Mal an das Ende des Wortes hinzugefiigt
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Abbildung 6.5 Ein moglicher Weg in Blau zur Ecke V;, und Facette E, in
(2. Die jeweiligen Sterne zu der speziellen Ecke und deren Translaten sind
in Orange eingezeichnet.

werden. Der Weg durch die Ecke ist somit beschrieben mit der gleichen Notation wie im
vorherigen Beweis durch S| o W o S|, wobei hier erneut S| das Wort maximal um die
Anzahl von Spiegelungen in S| verringert.

Die Gesamtheit der Spiegelungen fiir einen Abschnitt des Wegs ist somit gegeben durch
E,08 oWol§,|.

Damit ist die Anzahl an Reflexionen entlang des Weges bestimmt. Bezeichne mit |-| die
Anzahl an Spiegelungen. Damit werden

By 51 oW oS.| > B +|W|-25.|

Spiegelungen benétigt. Da in X die Verzweigungszahl stets A betrégt, gilt fiir die Anzahl
analoger Wege, nachdem der Weg einmal durch die Ecke von V,, gekommen ist, dass es

)\1+ (ZBEC(Xv) diam(B)) —2n42 degs (v)

gibt. Hierbei wurde genutzt, dass |E,| = 1,|W/| = diam(Xy) = 3" pe.(x,) diam(B) und
|S1| =n — degz(v) gilt.

Die Lange des Weges betriagt von Ecke bis Ecke, wie auch im vorherigen Beweis, 2 - h,,
wobei h, die Hohe der fundamentalen Kammer beziiglich F, ist, also genau der Abstand
von V,, und FE,. Dies gilt, da der Weg orthogonal durch F, und durch V,, und V,, geht
und somit genau die Hohe zweimal durchlauft.
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Nach Lemma [6.1.20] gibt der exponentielle Anteil dieses Wachstums eine untere Schranke
fiir das Volumenwachstum an. Somit gilt

log ((A . )\(ZBEC(X”) diam(B)) —2n+2 degs(v)> QhU)

"
Y Bee(xs) diam(B)) +1— 20+ 2degs(v)
2y '

hvol (X7 d) Z

= log(}) (

Da das Ergebnis fiir spezielle und nicht spezielle Ecken gilt, gilt es fiir jede Ecke im
Gebédude und die Behauptung ist gezeigt. O

Bemerkung 6.3.3. Im Ergebnis der beiden vorangegangenen Sétze werden die irreduziblen
Komponenten ¢(X,) von X, betrachtet. Diese entsprechen den Zusammenhangkompo-
nenten im Coxeter-Dynkin-Diagramm zum sphérischen Gebdude X,.

In Satz wurden Wege betrachtet, welche nur stiickweise Geodétische sind, aber
nicht Geodéatische. Statt eines solchen Wegs kann man auch den stiickweise geodétischen
Weg betrachten, welcher jeweils die ersten Ecken aus den Sternen der speziellen Ecken
miteinander verbindet. Dies ist nach der Definition des Weges sogar ein geodé&tischer
Weg, da es sich bei den Sternen der speziellen Ecken um Translate handelt. Man sieht
dies, da sich der Weg entlang von parallelen Verschiebungen bewegt. Somit gibt es einen
geodéatischen Weg, welcher jeweils den ersten Eckpunkt aus den parallelen Translaten des
Sterns einer speziellen Ecke verbindet. Somit schneidet dieser neue Weg den Weg aus
Beweis in regelméfBigen Abstédnden. Daher wichst die Anzahl analoger Wege fiir
diesen und den urspriinglichen Weg gleich schnell, der neue Weg ist allerdings kiirzer und
somit wird die untere Schranke verbessert. Erneut exemplarisch im Fall von G- ist dieser
neue Weg in Abbildung in Orange gestrichelt dargestellt gegeniiber dem vorherigen
Weg in Blau.

Da dieser Weg kiirzer ist, aber die gleiche Verzweigung beriicksichtigt, wird hierdurch die
untere Schranke der Volumenentropie grofler und somit verbessert.

Korollar 6.3.4. Sei (X,d) ein irreduzibles, n-dimensionales, euklidisches Gebdude mit
Cozeter-Dynkin-Diagramm G x und Verzweigungszahl A. Sei weiter volp(X,d) = 1 und
auflerdem v € V(Gx) beliebig. Bezeichne auflerdem mit o den Winkel zwischen den

geoddtischen Segmenten von ~y aus Satz[6.3.3.
Dann gilt

> Bec(X,) diam(B)) +1—2n+ 2deg(v)

hvol(X7 d) 2 IOg()‘) ( 2hv sin (%)

Bewets. Wie vor dem Korollar beschrieben, ist die Idee, dass man den Teil zwischen zwei
Sternen spezieller Ecken durch ein geodétisches Segment ersetzt und dadurch zunéchst
eine stiickweise geodétische Verbindung entsteht. Diese ist, wie auch bereits erwéhnt, eine
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Abbildung 6.6 Geodatischer Weg in Orange zum betrachteten Weg aus
dem Beweis zu Satz in Blau mit Winkel « in Go.

Geodatische, da die Sterne parallel verschoben sind. Die Anzahl analoger Wege stimmt
mit der des urspriinglichen Wegs iiberein, allerdings verkiirzt sich der Weg, welcher hierfiir
zuriickgelegt werden muss.

Beachte, dass alle Segmente gleich lang sind und die Winkel aufgrund der Symmetrie des
Coxeter-Komplexes zwischen den Segmenten stets gleich sind.

Betrachten wir nun den Weg induktiv, das heiflt, wir haben bereits einen Weg gegeben
und fligen ein weiteres Segment hinzu. Hierbei wird der Abstand des neuen Endpunkts
zum Startpunkt maximal, wenn der Winkel zwischen direkter Verbindung des Anfangs-
und des alten Endpunkts minimalen Winkel zu dem neuen Segment aufweist. Somit
haben wir eine minimale Verkiirzung in dem Fall, wenn der Winkel immer zwischen
gegeniiberliegenden Richtungen wechselt, also der Weg in Stufenform vorliegt.

In diesem Fall verkiirzen sich 2 Segmente stets zu der dritten Seite eines gleichschenkligen
Dreiecks mit Lange der Schenkel von 2 - h, und Winkel « zwischen den Schenkeln. Hierbei
betrigt die Lénge der {ibrigen Seite 2h, sin (%) Dies entspricht der Lénge des neuen
Weges. Somit ist der neue Weg im schlechtesten Fall um den Faktor

2h, sin (5) i (a)
2h, 2
kiirzer. Aus Lemma folgt somit die Behauptung. O

Bemerkung 6.3.5. Der Winkel aus dem vorherigen Korollar lésst sich explizit berechnen.
Dies folgt, da die Winkel der Spiegelebenen alle durch das Coxeter-Dynkin-Diagramm
gegeben sind. Durch das Verketten mehrerer Spiegelungen wird der Winkel zwischen
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einem Segment und dem néchsten stets grofler als die urspriinglichen Winkel, da alle
Winkel mindestens § betragen. Nach oben beschrénkt bleibt der Winkel durch die Gerade,
also den Winkel 7. Da der Winkel zwischen den Spiegelebenen welche beriicksichtigt
werden, hochstens § betrégt, betrigt der Winkel o mlndestens . Daher liegt o zwischen
2™ und 7. Daraus ergibt sich fiir den Faktor aus dem vorhemgen Korollar

3
@ = sin <7T) < sin <a> < sin <7r> =1.
2 3 2 2

Insgesamt verbessert sich somit das Ergebnis im besten Fall zu

(Zsecx,) diam(B)) + 1 = 2n + 2 degy(v)

hvol(X7 d) > IOg()‘) \/gh

Im Folgenden werden nun die unteren Schranken fiir die verschiedenen Typen von
affinen, irreduziblen Gebduden explizit bestimmt. Zunéchst werden hierbei die Klassen
von euklidis@egv Gebéiugen behandelt, also A, B,,C, und D,, und im Anschluss die
Sonderfille G, Fy und E, fiir n = 6,7,8. Wir nutzen jeweils aus, bei welchen Ecken wir
wissen, dass sie nach Bemerkung speziell sind und somit Satz statt Satz
genutzt werden kann. Fiir alle iibrigen Ecken nutzen wir Satz

Die nétigen Werte, welche in den Schranken vorkommen, werden Lemma [6.1.17] und
Artikel [CKW20] entnommen.

Auflerdem zeigen wir fiir Ao, dass die angegebene Schranke auch scharf ist.

Korollar 6.3.6. Sei (X,d) ein euklidisches Gebiude mit Verzweigungszahl X des Typs
A, mit volp(X) =1.
Dann gilt

n?—n+6

2\/5\/71' n+1

Beweis. Sei X ein Gebdude vom Typ AVn mit Metrik d, sodass das fundamentale Volumen
auf 1 normiert ist. Aufgrund der Symmetrie ist es fiir die untere Schranke egal, welche
Ecke im Coxeter-Dynkin-Diagramm genutzt wird. X, ist dann ein sphérisches Gebdude
von Typ A, und somit handelt es sich bei der betrachteten Ecke nach Bemerkung
[6.1.14) um eine spezielle Ecke. Die entsprechenden Coxeter-Dynkin-Diagramme sind in
Abbildung [6.7) und [6.8] dargestellt.

Wir kénnen somit Satz [6.3.1 anwenden und erhalten daher

hvol(Xa d) > 10g

EBEC dlam(B)> + 1 —n+ degz(v)
2h,

diam(X,) + 1 — n + deg;(v)

2h, '

hoot (X, d) > log(A) (

= log(A)
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Abbildung 6.7 Das Coxeter-Dynkin-Diagramm zu X vom Typ Avn mit
n + 1 Ecken.

Abbildung 6.8 Das Coxeter-Dynkin-Diagramm zu X,, vom Typ A, mit n
Ecken.

Der 3-Grad an jeder Ecke ist gleich und betrdgt degs(v) = 2. Nach Lemma [6.1.16
entspricht diam(X,) der Anzahl positiver Wurzeln von X,,. Hierbei handelt es sich um
ein sphérisches Gebdude vom Typ A, und mit Lemma folgt somit

n(n-i—l).

diam(X,) = 5

Somit bleibt nur h, zu bestimmen. Dies ist in ,,Coxeter Triangulations Have Good
Quality* [CKW20] bereits geschehen. Durch die Normierung des Fundamentalbereichs
auf 1 erhalten wir

VUnlvn+1

hy = 5

Somit folgt insgesamt

diam(X,) + 1 — n + degs(v)

2h,

w +1-n+2
V2{/nlvn+1
n?—n+6

A .
( )2\/5\"/12!\/11 +1

hvol(Xa d) > IOg()‘)

= log(})

= log
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Satz 6.3.7. Die Schranke aus Korollar[6-3.6] ist fir den Fall n =2 scharf.
Das heifit, gegeben sei ein euklidisches Gebdude X vom Typ Ay mit volp(X) =1 und
Verzweigungszahl .
Dann gilt

hvol(X7 d) = log()‘);g
Beweis. Der Beweis erfolgt iiber die Betrachtung eines Balles beziiglich der Wortmetrik.
Die Idee hierbei ist, dass es zu einem Weg entsprechend der Wortlange analoge Wege
gibt. Somit findet auf einem euklidischen Weg die Verzweigung am schnellsten statt,
wenn dieser Wortball auf mdéglichst kurze euklidische Distanz verlassen wird. Im Beweis
werden wir sehen, dass dies genau der gewéhlte Weg aus Korollar ist. Somit finden
wir eine untere Schranke und da dies der Weg des schnellsten Wachstums ist, konnen wir
als obere Schranke dieses Wachstum in alle Richtungen voraussetzen. Da dies gegen den
gleichen Grenzwert konvergiert, ist somit die gefundene Schranke scharf.

Sei 3 der zugehorige Coxeter-Komplex zum Gebaude X vom Typ .AVQ Betrachte eine
beliebige Ecke v € V(X) und definiere die Menge

U=_JA,

wobei die Vereinigung iiber alle Kammern A in X geht, sodass v € A gilt. Sei dg die
Wortmetrik beziiglich der Spiegelungen an den Wéanden einer fundamentalen Kammer.
Definiere weiter

Up={A € X|ds(A,U) <2-k}.

Somit beschreibt U, den Wortball von Radius 2k um U.

Im Folgenden geht es darum, die Geometrie von Uy, zu beschreiben, insbesondere darum,
dass die Form fiir alle £ der Form von U entspricht.

Beachte, dass U aus euklidischer Sicht ein Sechseck ist, wie in Abbildung [6.9] dargestellt.
Wir wollen nun mittels vollstandiger Induktion einsehen, dass Uy, die gleiche Form wie U
hat, also dass sich die Form alle 2 Schritte wiederholt. Als Skizze dient hierbei Abbildung
610

Der Induktionsanfang ist klar, wie in Abbildung [6.9] gesehen. Somit bleibt es fir die
vollstédndige Induktion zu zeigen, dass im Schritt von Uy auf Uy die sechseckige Form
erhalten bleibt. Wir betrachten hierfiir lediglich den Rand von Uy, da fiir alle inneren
Simplizes keine Verdnderung eintritt, da keine weiteren benachbarten Simplizes hinzu-
kommen.

In einem Sektor, wie in Abbildung [6.11] zu sehen, gibt es bei Uy, zwei Arten von dufieren
1-dimensionalen Kanten, an welchen Uy weiter wéichst. Zum einen solche, welche im
Sektor am Rand liegen und zum anderen, welche im Sektor in der Mitte liegen.
Betrachte zunéchst den Fall einer Kante, welche im Sektor in der Mitte liegt. Im Abstand
eins kommt nur eine neue Kammer hinzu und im Abstand zwei nochmals zwei weitere.
Zwei der neuen Kanten bilden eine Gerade parallel zur urspriinglichen Kante. Da von
benachbarten Kanten der urspriinglichen Kanten der Vorgang analog verlduft, bildet sich
somit eine parallele Kante zu der von Uj. Auch dies ist in Abbildung [6.11] zu sehen.
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Abbildung 6.9 v in Schwarz und U in Blau

Es bleibt zu zeigen, dass sich dies auch im Rand des Sektors analog verhélt. Hier sieht
man allerdings, dass durch die Kegelform des Zuwachses alles abgedeckt wird und somit
U}, aus euklidischer Sicht stets ein Sechseck bildet.

Das Gebaude verzweigt sich bei jeder Spiegelung um A, wodurch die Anzahl an analogen
Wegen im Gebdude X ungefihr Al entspricht, wobei |S| der Wortléange dieses Wegs
entspricht. Von daher wichst ein euklidischer Weg asymptotisch am schnellsten, wenn er
Uy fir alle k auf kiirzester euklidischer Distanz verldsst. Da wir gerade gezeigt haben,
dass Uy stets ein Sechseck ist, ist dies mit einem Weg orthogonal zu einer Seite des
Sechsecks erfiillt. Der Weg aus [6.3.6] entspricht genau solch einem Weg. Von daher wéchst
das Volumen in die dort betrachtete Richtung am schnellsten..

Nehme nun fiir eine obere Schranke an, dass das Volumen in jede Richtung so schnell
wéchst wie im Fall der unteren Schranke der Volumenentropie. Dann folgt

G=H)

S

vol(B,(v)) < mr?\
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Abbildung 6.10 v in Schwarz, U in Blau, U; in Griin, Us in Orange

mit f € o(r), wobei hier das Ergebnis aus Korollar verwendet wurde fiir den Fall
n=2.

Somit gllt
hoo(X,d) = lim log(vol(B,(v)))
r—r00 r
2r r
log <m~2>\%‘§+f< )>
< lim
r—00 ,
2r +f(7")
2 log (A% >
= lim M 1 lim
r—+00 r e -
2
=log(\) 4=

7
Zusammen mit Korollar fiir den Fall n = 2 folgt somit, dass die obere und untere

Schranke tibereinstimmen und daher die Abschédtzungen scharf sind. Fiir die Volumenen-

tropie von X gilt somit

oot (X, d) = logm%.

O]

Der vorherige Beweis lésst sich nicht ohne weiteres auf beliebige Dimensionen verallge-
meinern, wobei die Idee bestehen bleibt. Fiir einen Coxeter-Komplex vom Typ A,, miisste
man erneut den schnellsten Weg aus den Wortbéllen finden. Hierbei ist es naheliegend, U
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Abbildung 6.11 Ein Sektor mit eingezeichneten Halbkugeln, also den
Zuwachs pro Seite in 2 Schritten (Schwarz, Braun, Lila, Gelb, Grau)

analog zu definieren und dann Uy jeweils als alles mit Wortabstand n - k. Allerdings ldsst
sich im allgemeinen Fall die Form dieser Uy nicht mehr so gut beschreiben. Es bleibt
dennoch die Vermutung, dass der im Beweis von Korollar [6.3.6] gewéhlte Weg diesen
Wortball auf dem kiirzesten Weg verlisst, da der Weg orthogonal zur Auflenseite ist. Von
daher wire dann die untere Schranke fiir alle Gebdude von Typ A, exakt und daher
vermuten wir das Folgende.

Vermutung 6.3.8. Fiir alle irreduziblen euklidischen Gebdude X vom Typ A, mit
volp(X) =1 ist die Schranke aus Korollar[6.5.6 exakt, das heift, es gilt

n>—n+6

A .
( )2\@\”/71!\/71 +1

hyot (X, d) = log

Entsprechend zu Korollar [6.3.6 kann auch fiir die anderen Gebéude die Schranke explizit
angegeben werden, was im Folgenden gemacht wird. Alle zitierten Werte stammen aus

,Coxeter Triangulations Have Good Quality* von Aruni Choudhary, Siargey Kachaonich
und Mathijs Wintraecken [CKW20] und aus Lemma [6.1.17
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Korollar 6.3.9. Sei (X, d) ein euklidisches Gebdude mit Verzweigungszahl X des Typs
B, mit volp(X) = 1.

Dann gilt
2v/2(n?—n+2
hoot(X, d) > log(A)ﬁ e
vol( ) ) = 4\/§(n2—6n+11) n>9 ’

log(\) gz

Beweis. Es gibt im Fall von an verschiedene Typen von Ecken im Coxeter-Dynkin-
Diagramm G x. Diese miissen getrennt betrachtet werden und fiir jeden Fall die Schranke
bestimmt werden, je nachdem mit den Sitzen [6.3.1] oder [6.3.2] Das Maximum iiber diese
Félle gibt dann die beste obere Schranke.

Die verschiedenen Ecken, welche betrachtet werden, sind mit vy, va, Vg, vy_1, U, bezeichnet,

Abbildung 6.12 Das Coxeter-Dynkin-Diagramm zu X vom Typ an mit n+1
Ecken und zugehorige Hohe geteilt durch die lingste Hohe als Beschriftung

wobei k = 3,...,n — 2 gilt. Unterhalb jeder Ecke ist jeweils der inverse Faktor der
zugehorigen Hohe in Relation zur maximalen Hohe angegeben. Die Tabelle gibt die
jeweiligen Werte an, welche zur Berechnung der Volumenentropie nach Satz [6.3.2] bendtigt
werden. Die Durchmesser werden mit Hilfe der Lemmata[6.1.16]und [6.1.17] bestimmt. Amax
bezeichnet hierbei die Lange der maximalen Hohe und A die zur jeweiligen betrachten
Ecke.

Hierbei ist v1 eine spezielle Ecke nach Bemerkung [6.1.14] Daher lassen sich alle unteren
Schranken zugehorig zu den jeweiligen Fcken berechnen.

Hieraus ergibt sich, dass die maximale untere Schranke im Fall von v; angenommen wird,
wenn n < 9 gilt und sonst im Fall von vs.

Fiir die maximale Hohe hpayx erhalten wir aus [CKW20)

b Von—1pl
max = W
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Tabelle 6.2 Relevante Werte fiir an

v Xy diam (X,) deg(v) | fmex
v1 | By n? 1 1
() B,,_oUA; UA; n— 2)2

( +2
(s B, UDyg (n — k:)2 + k:(k‘ - 1)
(

[\)
NN N

Un—1 | Dp—1 U A

S

|
=
E)

|
>
_|_
—_
[\]

Up, D, n(n—1) 1 V2

Hieraus ergibt sich die untere Schranke zu

2\/§(n2—n+2)

log(A) —50—=" n<9
Vi ’
hvol(Xa d) > 4\/5(31276n+11) ’

d

Korollar 6.3.10. Sei (X, d) ein euklidisches Gebaude mit Verzweigungszahl X des Typs
Cy, mit volp(X) = 1.

Dann gilt
log(\) 222Dy > 16
huo (X, d) = { log(X) 22 =2
log(\) % , sonst

Beweis. Genau wie vorher gibt es im Fall von C,, verschiedene Typen von Ecken im
Coxeter-Dynkin-Diagramm Gx, welche getrennt betrachtet werden miissen. Fiir jeden
Fall bestimmen wir erneut die Schranke und erhalten als das Maximum iiber diese Félle
die beste obere Schranke.

Die verschiedenen Ecken, welche betrachtet werden, sind mit vy, vo, v bezeichnet, wobei

1 V2 V2 V2 1

Abbildung 6.13 Das Coxeter-Dynkin-Diagramm zu X vom Typ CN’n mit n+1
Ecken und zugehdrige Hohe geteilt durch die lingste Hohe als Beschriftung

k= 3,...,n — 2 gilt. Unter den jeweiligen Ecken ist jeweils der inverse Faktor der
zugehorigen Hohe in Relation zur maximalen Hohe hp,.. angegeben. Die Tabelle gibt
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die jeweiligen Werte an, welche zur Berechnung der Volumenentropie fiir v; nach Satz
und Satz bendtigt werden. Die Durchmesser werden mit Hilfe der Lemmata
[6.1.16l und 16.1.17 bestimmt.

Tabelle 6.3 Relevante Werte fiir CN’n

v | Xy diam (X,) deg(v) | max
v1 | Bp n? 1 1

vy | Bp_1UA; (n—1)2+1 2 V2
V| Byg1UBp1 | (n—k+1)2+(k—-1)2 |2 V2

Beachte hierbei, dass im sphérischen Fall fiir die Typen B,, = C), gilt. Hier wird die untere
Schranke maximal im Fall von vy fiir n = 2 und fiir n > 15 angenommen. Ansonsten
wird das Maximum fiir v; angenommen, was durch explizites Nachrechnen bestimmt
wird. Somit gilt mit der maximalen Hohe

b B v 2mn! B VUn!
max 2\/5 - \/§

fiir die Volumenentropie die untere Schranke

Vn!
hyot (X, d) > log()\)% ,n =
log()\) % , sonst

O]

Korollar 6.3.11. Sei (X,d) ein euklidisches Gebdude mit Verzweigungszahl X des Typs
D,, mit volp(X) = 1.

Dann gilt
2v2(n?—2n+2)

log(\)— n<9
Van o 7
hvol(X7 d) > 4\/5(7327711«#13) n>9 ’

log(\) =

Beweis. Analog zu den vorherigen beiden Korollaren gibt es in diesem Fall die Typen
v1, 09,0 fur k = 3,...,n — 4. Diese und die zugehorigen inversen Hohen sind wieder
in Abbildung dargestellt. Im Fall von v; handelt es sich erneut um eine spezielle
Ecke und somit wird hier Satz genutzt, wihrend fir die anderen Ecken Satz [6.3.2]
verwendet wird.

Die daraus resultierenden Werte sind in Tabelle [6.4] dargestellt.

Dies ist fiir n < 9 fiir v1 maximal und sonst fiir v9. Fiir die maximale Hohe erhalten wir

b vV 2n—2pl
max = W
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1 1
2 2 2
1 1

Abbildung 6.14 Das Coxeter-Dynkin-Diagramm zu X vom Typ D,, mit n+1
Ecken und zugehorige Hohe geteilt durch die langste Hohe als Beschriftung

v | Xy diam (X,) deg(v) | fmax
vy | Dy, n(n —1) 1 1
vo | DpoUAjUA; | (n—2)(n—3)+2 3 2
Vg | Dp_g U Dy m—k)n—-—k—1)+k(k—1) | 2 2

Tabelle 6.4 Relevante Werte fiir 5;

Daher ergibt sich fiir n < 2 die untere Schranke als

2v/2 (n? — 2n + 2)
V2n—2p)

hvol(X7 d) > IOg()‘)

und ansonsten zu

44/2 (n? —Tn + 13
hvol(Xa d) > IOg(A) (M ) .
]

Bemerkung 6.3.12. Auch fiir die Falle, dass X ein euklidisches Gebéaude von Typ GVQ, Fy
oder Evn mit n = 6,7,8 ist, ldsst sich die untere Schranke analog zu den vorherigen
Korollaren berechnen.

Es gelten mit analoger Herangehensweise wie in den vorherigen Korollaren durch direkte
Berechnung der Schranken aus Satz und Satz die Ergebnisse aus Tabelle
Nur der Fall von I; wird anderweitig bestimmt. Hierbei kann man ausnutzen, dass es
sich um einen A 4 1-reguldren Graphen handelt, wobei jede Kante Seitenldnge 1 hat.
Hierdurch kann mit Satz die Volumenentropie iiber die Betrachtung eines endlichen
Quotienten bestimmt werden.
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Tabelle 6.5 Werte der Volumenentropie spezieller Gebaude

Typ des Gebaudes X | Untere Schranke fiir h,q(X)
I log()

G- log(\)V3

Fy log(\) 2%

—_— 12

Es log(N) %5

ol 464 /2

B log(A) V2 /2903040

> 1368

By log(A) 75 wsvor39600

Anstatt der iiblichen Definition der Volumenentropie kann man diese auch abdndern,
sodass der Logarithmus zu einer anderen Basis gewéhlt wird. Im Fall von Gebduden ist
es naheliegend, die Volumenentropie zur Basis A zu betrachten, wobei A die Verzwei-
gungszahl ist.

Dariiber hinaus stellt sich die Frage nach der Normierung. Die gewdhlte Normierung liefert
fiir grofle Dimensionen eine sehr kleine Volumenentropie, da hierdurch der Fundamental-
bereich schrumpft. Man kann daher auch einen festen Fundamentalbereich betrachten,
welcher von Dimension zu Dimension erweitert wird. So wird es auch in [CKW20| getan.
Wir wollen uns daher nochmal die Ergebnisse aus dieser Arbeit anschauen und dieses
Mal Bezug nehmen auf die angepasste Volumenentropie, welche im Folgenden definiert
wird, und die verdnderte Normierung, ndmlich die Normierung aus dem Artikel [CKW20].
In Tabelle 1 in diesem Artikel findet man eine Liste der betrachteten Eckpunkte fiir die
jeweiligen Fundamentalbereiche.

Definition 6.3.13. Sei (X, d) ein Gebdude mit Verzweigungszahl A\. Wir definieren die
angepasste Volumenentropie hGebiude(X,d) als

log, vol(B,
hGebéiude(X, d) = lim Og)\VO—((.fU))

r—00 r

Hierbei bezeichnet log, den Logarithmus zur Basis .

Satz 6.3.14. Sei (X, d) ein euklidisches Gebaude mit Normierung wie in [CKW20)].
Dann gelten fiir die angepassten Volumenentropien die Abschétzungen fir die jeweiligen
Typen aus Tabelle [6-6]

Beweis. Dies folgt direkt aus den Beweisen der Korollare [6.3.6] [6.3.9] [6.3.10] [6.3.11
sowie der Bemerkung [6.3.12, Hierbei muss lediglich log(A) auf Grund der Definition
der angepassten Volumenentropie weggelassen werden und der Normierungsfaktor des
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Tabelle 6.6 Werte der angepassten Volumenentropie

Typ des Gebdudes X

Untere Schranke fir hgebsude(X)

Anp

By,

n?—n+6

5

(n? —Tn+13) fiirn>9

V2

2v/2 (n? —n +2) fiirn <9

2v2 (n? —6n+11) firn>9

% fir n =2

n?2—6n+13 firn> 16

”2?/%” sonst
{2\/§(n2—2n+2) fiir n < 9
1

Sl

6v/2

=)

= Sl Sk
Sig SiE Sl

fundamentalen Volumens wieder herausgerechnet werden, welcher in den jeweiligen
Beweisen benétigt wurde. Die Ergebnisse sind dann die in Tabelle festgehaltenen

Werte.
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6.4 Untere Schranke der Volumenentropie reduzibler Gebaude

Nachdem bisher stets irreduzible Gebédude eines festen Typs betrachtet wurden, werden
in diesem Kapitel auch reduzible Gebaude, also Produkte von irreduziblen Gebaduden
zugelassen.

Hierbei gibt es starke Ahnlichkeiten zu Graphenprodukten. Der folgende Satz ist das
Analogon zu Satz fiir Graphenprodukte. Daher nutzen wir erneut das technische
Lemma Dies wird benétigt zur Bestimmung der minimalen Volumenentropie von
Produkten.

Das Resultat ist &hnlich zu Satz allerdings miissen die unterschiedlichen Dimensionen
der irreduziblen Faktoren beriicksichtigt werden. Daher ist die Formel aus Satz
komplizierter. Wie auch fiir Graphenprodukte mit rechtwinkliger Produktmetrik ist die
hier angegebene untere Schranke scharf.

Satz 6.4.1. Sei (X,d) = (X1 X -+ X Xy, dy X -+ X dpy,) ein euklidisches Gebdude und
seien (X;,d;) firi=1,...,m irreduzible Gebdude.
Dann gilt

hoot(X, d) = J > hoat(Xi, di)2.

i=1

Beweis. Sei v ein Weg in X . Bezeichne mit ; fiir ¢ = 1,...,m die Projektion von ~ auf
X;. Dann gilt fiir die Lénge

m

L(y,d)* =Y Ly di)*.
i=1

Des Weiteren gilt eine Bijektion zwischen einem kiirzesten typgerechten Weg v in X der
Lénge r und kiirzesten typgerechten Wegen ~; in X; mit

m

> L(visdi)* =17,

i=1

sodass das nacheinander Durchlaufen der «; ein typgerechter Weg homotop zu + ist. Die
v; sind hierbei genau die Orthogonalprojektionen von v auf X;.

Definiere fiir v € V(Y), wobei (Y,d) sowohl ein irreduzibles als auch ein reduzibles
Gebéude sein kann, die Zahl

Ny(r) = #P,(r) = #{v kiirzester typgerechter Weg in Y beginnend in v|L(7v,d) < r}.

Sei nun v € V(X). So lasst sich v schreiben als v = vy X -+ X vy, mit v; € V(X;) fiir alle
i =1,...,m. Mit dieser Definition und der vorherigen Feststellung zum Zusammenhang
der typgerechten Wege in X und X; gilt fiir beliebige a; > 0 mit 3./, a? = 1 die Relation

Ny(r) > H Ny, (a; - ).
i=1
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Die Wahl der a; entspricht den unterschiedlichen anteiligen Langen in X;, also in den
Léangen von Projektionen von typgerechten Wegen auf Xj;.
Somit folgt mit Lemma [6.1.20

log(N,
hvol(X, d) = rli{go 7Og( TU(T))
> lim log (T2 Nu,(a; - 7))
r—00 r
o S log (N (a0 7))
7—00 r
_ Z lim log (Ny, (a; - 7))
r—00 r

i=1
Z : vol Xzad)

Hier folgt die letzte Gleichheit aus Lemma [I.0.7]
Nun ist das Ziel, diese untere Schranke maximal werden zu lassen. Hierfiir maximieren
wir

Zaz' vol Xzad)

unter der Nebenbedingung an die a;, dass a; > 0 gilt und 3", a? = 1. Nach dem Resultat
aus Lemma [5.2.3 wird diese erreicht fiir
hvol (Xu dz)

\/Z;nzl hvol(Xj7 dj)2

a; =

Fiir diese Wahl der a; gilt dann
hoot (X, d;)
TS (X, ;)
Z hoot (Xi, d;)?
T (X, dj)?
X hea(Xi, di)®
VI hoot (Xi, di)?

= \l i hvol(Xia dl)2

i=1

hvol(X d > Z : hvol(Xiadi)

Somit bleibt noch zu zeigen, dass diese untere Schranke scharf ist und tatséchlich
angenommen wird. Daher bendtigen wir eine obere Schranke fiir das Volumenwachstum,
sodass der exponentielle Anteil ebenfalls dagegen konvergiert. Hierfiir betrachten wir
erneut die a; aus Lemma also

@ = hvol(Xiydi)
\/Z;nzl hvol(va dj)z
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Wie dort gezeigt, wéchst die Anzahl der Wege in diese Richtung am schnellsten. Nun
kénnen wir hiermit das Volumen eines Balls von Radius r in X abschéatzen. Sei dafiir
v € V(X) beliebig. Schreibe n = dim X, dann gilt fiir das Volumen eines Balls mit Radius
rum v

m

vol(By(v)) < Vpr'"exp (rz(zi “hyot (X, di) + f(r)) .

i=1
Hierbei bezeichnet V,, das Volumen des Einheitsballs im R™ und f(r) € o(r) eine Funktion
beziiglich des Landau-Symbols.
Dies entspricht dem Fall, dass jede Richtung so schnell wachst wie in Richtung der a;.
Somit ist das Volumen fur diesen Fall das Volumen des Einheitsballs multipliziert mit
dem Wachstum in diese Richtung. Durch diese obere Schranke an das Volumenwachstum
eines Balls erhalten wir daher

Bt (X, d) = Tim 128 (VUB(T)))

r—r00 r

log (Vpr™exp (r Y% ai - hpot(Xi, di) + f(7)))

< lim

7—00

.
~ lim log(Vy,r™) + lim i @i hyot (X, di) 4 lim f(r)

r—00 r r—00 r r—oo  r

=Y a; - hoot(Xi, di)
i=1

i=1

= J i h'UOl(X’iu di)Q‘

Somit wird das Minimum auch angenommen und es gilt

=1

hvol(Xa d) = \J Z hvol(Xi, di)Q-

O]

Ahnlich zu Lemma benoétigen wir eine weitere Extremstelle unter Nebenbedingungen
im folgenden Satz, um eine allgemeine untere Schranke zu erhalten. Diese Rechnung ist
in das folgende Lemma ausgelagert.

Lemma 6.4.2. Sei h; > 0 und d; € Nsq fir allei=1,...n.
Dann nimmt die Funktion

fz1,...,2n) :zn:

unter den Nebenbedingungen x; > 0 und

n

H:Ci:1

=1
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—d;d;
dy

2 ) >

das eindeutige Minimum an bes
di
h .

Jj=1

n

xn):Hxi—l.

Wie in Lemma [5.2.3| nutzen wir hier wieder die Methode der Lagrange-Multiplikatoren

Beweis. Sei f wie in dem Lemma definiert und sei die Nebenbedingung gegeben durch
und erhalten somit die Gleichungen, welche von den Extremstellen unter Nebenbedingung

g(z1,...
i=1

= —)\Vg(xl, ce ,xn).

)

Vf(.%'l, PN

erfiillt werden miissen mit

) =0 und

h(xl, e

Die zweite Gleichung entspricht
2h?

i = (’“ i

Hierbei nutzt die vorletzte Umformung die Nebenbedingung

n
Hl’i =1
i=1

aus und durch z; > 0 ist die Wurzel eindeutig.
Im néchsten Schritt setzen wir die letzte Gleichung fiir alle = 1,...,n in die Nebenbe-
d;
/ ﬁ h 2
i dz

dingung ein und erhalten
/ 5" d
1 ey | I hz — )\ Jj=1 J
i=1 < )‘di> va i=1
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Diese Gleichung léasst sich nach A auflésen und wir erhalten

Daraus ergibt sich
—d:d.:

d; %
2 n 2 Zk:l dj
7j=1

als einzige Extremstelle unter den Nebenbedingungen.
Betrachte nun einen anderen Punkt, welcher die Nebenbedingungen erfiillt und zeige,
dass hierfiir die Funktion grofler ist. Definiere fiir a > 0

1

a™—

T = I und To =" =Ty =a.

Dies erfiillt fiir alle @ > 0 die Nebenbedingungen. Fiir diese x; gilt

9 2(n—1) " h2
f(z1,...zp) =hja 4 —|—Z - — 00
/g i=2ad%
——
—0
fiir @ — oo und somit handelt es sich bei der Extremstelle um ein Minimum. O

Satz 6.4.3 (Satz[L)). Sei (X,d) = (X1 X XX, d1 X+ Xdp,) ein euklidisches Gebiude
und seien (X;,d;) firi=1,...,m irreduzible Gebdude. Auflerdem gelte volp(X) = 1.
Dann gilt

dim(X;)
dim(X) 15 2 dim(X)
>\ — | I ; _ .
hvol(Xa d) = 2 Pt <hv0l(Xl)\/dlm(XZ)>

Die untere Schranke ist scharf und wird genau dann angenommen, wenn auf den jeweiligen
irreduziblen Teilen die Metrik so gewdhlt wird, dass fir das fundamentale Volumen

dim(X;) dim(Xj)

5 dim(X;) [ D) dim(X)
volp(X;) = (hwl(Xi) dlm(X)> 11 (hwl(Xj)\/ dnn(X»)

j=1

gilt.
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Beweis. Sei (X, d) ein euklidisches Gebédude. Dann gilt nach Satz fiir die Volu-

menentropie der Zusammenhang

hvol(X d \JZ hvol Xzad )

=1

wobei (X;,d;) die irreduziblen Gebdude bezeichnet, aus denen X besteht. Dies ldsst sich
unter der Beriicksichtigung der Dimensionen von X; mit Lemma umschreiben zu

\l f: hvol(Xi, di)Q = \J f: hvol(Xi)2

.
i=1 i=1 volp (X, d;) X

Nun wollen wir die obige Formel fiir die Volumenentropie minimieren. Hierfiir minimieren
wir die Funktion

ua hoot (X5)?
fvolp(X1,dy), ... volp(Xpm,dm)) = Y ((Xs)
i=1 volp(X;, d; )dlm(X )

unter den Nebenbedingungen

volp(Xi,di) >0 und [ volp(Xs,di) =1
=1

Mit Lemma folgt dann, dass das Minimum fiir

dim(X;) dim(Xj)

5 dim(X5) 5 - T ()
U = (hvol(Xi) lel(AX'Z)> 1;[ ( vol \/dlm(Xﬂ)

angenommen wird. Hierbei wird ausgenutzt, dass

i dim(X}y) = dim(X)
k=1
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gilt. Nun folgt durch Einsetzen der Minimalstelle in die Funktion

hvol(Xa d) = hvol(Xiv dz)2

7

i hvol(Xi)2
2
\ i=1 volp (X, d;) X3

m
=1

v

hvol (Xz)g

I

2 dAirn(X]-)
oo (X0)? gy T (hwl(xj)\/m )

dim(Xj)

m_dim(X;) [T7, (hwl(Xj)zdim%Xj))Tm(x‘)

7

dim(Xj)

dim(X) HT:l (hvol(Xj)2ﬁXj)) dim(X)

dim(X;)

dim(X) {5 2 dim(X)
9 Zzl_{ (hUOl(Xz)\/leI()Q)) )

was der erste Teil des Satzes ist. Mit Satz sieht man durch direktes Nachrechnen,
dass dieses Minimum angenommen wird, wenn fiir das jeweilige fundamentale Volumen

_ dim(X;) dim(Xj)

5 dim(X;) [, 2 dim(X)
VOIF(Xi) = (hvol(Xi) lel()(») H (hUOZ(Xj)\/diIn(‘XJ))

=1

gilt. Da dieses Minimum in Lemma eindeutig ist, folgt dies auch fiir die Wahl der
fundamentalen Volumen. Daher nimmt das reduzible Gebédude diese minimale Volumenen-
tropie genau fiir obiges Ergebnis an. O
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