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Zusammenfassung

Die Signalrekonstruktion ist immer ein wichtiges Thema, wobei das Kalman-Filter
eine am weitesten verbreitete Methode ist. Aber wenn es viele Zustandsgrofien
gibt, brauchen wir viele Messungen. Das Compressive-Sensing (CS) ist in letzter
Zeit ein sehr beliebtes Thema. Man kann mit dem Compressive-Sensing ein Si-
gnal mit sehr wenigen Messungen zu rekonstruieren, aber das Compressive-Sensing
hat viele Einschriankungen. Daher kombiniert diese Arbeit das Kalman-Filter und
das Compressive-Sensing, um die Anzahl der benotigten Messungen zur Zustands-
schiatzung zu reduzieren. Erstens schligt diese Arbeit drei Methoden vor, um die An-
forderungen von dem Compressive-Sensing abzuschwiichen: diinnbesetzte Anderung,
Dimensionreduzierung und Sparse-Coding-Representation. Auflerdem schléagt diese
Arbeit zwei Methoden zur Fusion der Informationen aus dem Kalman-Filter und
dem Compressive-Sensing vor: durch die Kalman-Gleichung und durch die Pseudo-
Messungen. Dariiber hinaus schlégt diese Arbeit ein iteratives Verfahren zur Verbes-
serung der Schiatzung. Im idealen Fall kann die Schétzung mit dem neuen Verfahren
im Vergleich zum traditionellen Kalman-Filter um 70 Prozent verbessert werden.
Dann wendet diese Arbeit das Verfahren auf rauschbehaftete und zweidimensiona-
le Signale an und stellt fest, dass das Verfahren die Schitzung im Vergleich zum
traditionellen Kalman-Filter um 25 Prozent verbessert. Schliefllich analysiert diese
Arbeit den Zusammenhang zwischen Fehler und Systemrauschen sowie Messunsi-
cherheiten und kommt zu dem Schluss, dass das Verfahren bei guter Modellierung
und schlechten Sensoren deutlich gute Ergebnisse liefert.
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KAPITEL 1

Einleitung

1.1 Motivation

Das Kalman-Filter wird haufig zur Zustandsschiatzung verwendet, aber hat es den
Nachteil, dass es viele Messungen erfordert. Wenn wir zum Beispiel die Tempera-
turverteilung wie unten dargestellt iiberwachen wollen, brauchen wir 100 Sensoren,
wenn wir das traditionelle Kalman-Filter verwenden. Dies verbraucht viele Energie
fiir die Messungen und Kommunikation in einem Sensornetzwerk. Deshalb mdchten

wir das Signal mit weniger Messungen abschitzen und damit Energie einsparen.

-1
20

15

10
10

Y 0 0
o by

Abbildung 1.1: Zu messende Temperaturverteilung.

In den letzten Jahren wird Compressive-Sensing auf dem Gebiet der Signalgewin-
nung immer mehr geforscht, bei dem man ein Signal durch viel weniger Messungen
rekonstruieren kann, als mit der traditionellen Abtastung, wenn das Signal und das
System einige bestimmte Eigenschaften erfiillen. Deshalb méchten wir das Kalman-

Filter mit dem Compressive-Sensing kombinieren, um die Zustandsschitzung mit
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weniger Messungen durchzufiihren, sodass wir die Energie fiir Messungen und Kom-

munikation sparen kénnen.

1.2 Anwendungen

Compressive-Sensing hat ein breites Anwendungsspektrum in vielen kostengiinstigen
Digitalkameras und Audioerfassungsgeréten [2; 3], stromsparenden Lautsprechern
und Bildaufnahmegeréten [4], astronomischen Beobachtungen [5], militarischen Kar-

ten aus Radarsignalen [6] usw. Folgende sind einige Beispiele:
e Datenkomprimierung

Beim Compressive-Sensing werden die Daten normalerweise mit einer Zufall-
matrix komprimiert und gemessen. Deswegen kann man die Daten gleichzei-
tig messen und komprimieren. Dies ist vor allem bei der Distributed-Source-
Coding (z. B. Sensornetzwerken) besonders niitzlich.

e Kanal-Kodierung

Die Diinnbesetztheit, die Zufalligkeit und die Konvexitdt vom Compressive-
Sensing konnen auf den Entwurf schneller Fehlerkorrekturcodes angewendet

werden, um Fehler bei der Ubertragung zu vermeiden.
e Inverse Probleme

In anderen Fillen besteht die einzige Moglichkeit, das Signal zu erfassen, darin,
ein spezifisches Messsystem anzuwenden. Allerdings mithilfe vom Compressive-
Sensing kann das Signal effektiv aufgenommen werden, z. B. bei der Herzspin-

resonanztomografie.
e Datenerfassung

In einigen kritischen Situationen ist es schwierig, analoge Signale vollstindig zu
erfassen und zu komprimieren, aber mithilfe des Compressive-Sensing koénnen
physische Erfassungsgeréte so entworf werden, dass sie analoge Signale direkt

aufnehmen.

Es gibt auch viele Einrichtungen, die schon entwickelt wurden. Z. B. eine Ein-Pixel-
Kamera und ein A/I-Wandler wurden an Rice Universitéit entwickelt [7; 8], eine
Kamera mit codierter Blende [11] und ein MRI-RF-Impulsgerét [9] wurden am MIT
entwickelt und ein DNA-Mikroarray-Sensor [10] wurde an Universitét [llinois entwi-
ckelt.
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1.3 Ziel der Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist, die Anzahl der Messungen, die zur Schéitzung des Signals
erforderlich sind, durch die Kombination vom Kalman-Filter und dem Compressive-
Sensing zu reduzieren. Es ist daher wichtig, in dieser Arbeit ein neues Verfahren zur
Fusion von den beiden Ansétzen vorzuschlagen, das verallgemeinerbar sein sollte
und das die Informationen aus den beiden Ansétzen vollstdndig fusionieren sollte.
Zweitens, da das Compressive-Sensing viele Anforderungen an das Signal und das
System hat, die in der Praxis nicht immer erfiillt werden, miissen wir einige Maf}-
nahmen treffen, um die Anforderungen vom Compressive-Sensing abzuschwéchen.
Mit diesen beiden Aspekten kénnen wir ein effizientes und allgemein anwendbares

Verfahren zur Signalrekonstruktion entwerfen.

1.4 Aufbau der Arbeit

Um das Ziel zu erreichen, wird in dieser Arbeit zunéchst die Warmeleitung als Bei-
spiel hergeleitet, dann werden zwei wichtige Grundlagen, ndmlich das Kalman-Filter
und das Compressive-Sensing vorgestellt. Dann werden drei Verbesserungsmethoden
und zwei Fusionsverfahren vorgeschlagen. Schliefllich wird das neue Verfahren auf
weitere Fallen angewendet. Um das neue Verfahren zu bewerten, wird am Ende noch
eine Fehlerbewertung durchgefiihrt.

e Temperaturverteilung

In dieser Arbeit nehmen wir die Temperaturverteilung als Beispiel, um die
Wirksamkeit des Verfahrens zu priifen. Deswegen leiten wir zunédchst die Tem-
peraturverteilung aus dem Diffusionsmodell her. Wir werden nicht nur die ana-
lytischen Losungen herleiten, sondern auch die numerischen Losungen. Schlie3-
lich werden wir die Simulationen fiir verschiedene Félle durchfiihren.

e Kalman-Filter

Wir werden die Formeln fiir das Kalman-Filter herleiten. Und dann werden wir
das Kalman-Filter verwenden, um die Temperaturverteilung im ersten Kapitel

zu rekonstruieren.
e Compressive-Sensing

Zuerst werden wir das Modell, die Eigenschaften und die Anforderungen vom
Compressive-Sensing vorstellen. Dann werden wir das Compressive-Sensing mit
der traditionellen Abtastung vergleichen. Schliefilich werden wir einige Beispie-

le vom Compressive-Sensing im 1D- und 2D-Fall zeigen.
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e Abschwichen der Anforderungen des Compressive-Sensing

In diesem Teil werden wir drei Methoden vorschlagen, die die Anforderungen
vom CS an die Signale abzuschwéchen. Dabei handelt es sich um diinnbesetz-
te Anderung, Reduktion der Dimension und Sparse-Coding-Representation.
Durch diese drei Methoden werden die Anforderungen des CS stark abschwicht.

e [usionsverfahren

Dies ist der Hauptteil dieser Arbeit. Wir werden zwei Fusionsverfahren vorstel-
len und die Vor- und Nachteile von beiden Ansétzen analysieren. Und schlief3-
lich werden wir eine vollstédndige Struktur erstellen. Diese Struktur ist univer-
sell, vielseitig und effizient. Durch dieses Verfahren konnen wir ein besseres
Ergebnis erzielen als traditionelle Kalman-Filter.

e Erweiterungen

Nachdem wir das neue Verfahren vorgestellt haben, werden wir es auf viele
andere Fille, wie z. B. rauschbehaftete Fille und zweidimensionale Félle, an-
wenden und deren Fehler berechnen. Schliefilich werden wir die Fehler vom
Kalman-Filter und dem neuen Verfahren unter verschiedenen Systemrauschen
und Messunsicherheiten analysieren und damit die Vor- und Nachteile des neu-
en Verfahrens analysieren. Dann kommen wir zu dem Ergebnis, zu welchen

Féllen das neue Verfahren am meisten passt.
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Temperaturverteilung

2.1 Modellierung der Warmeleitung

In der Arbeit wird die Wirmeleitung als Beispiel genommen, weil die Tempera-
turiiberwachung eine wichtige Aufgabe in unserem téglichen Leben ist. Vom Auto-
mobil bis zur Luft- und Raumfahrt, von Wildern bis zu den Ozeanen, von unseren
Koérpern bis zum Klima, ist die Temperaturmessung von groflier Bedeutung. Die
mathematische Beschreibung der Wirmeleitung ist das Diffusionsmodell. Das Dif-
fusionsmodell ist eine partielle Differenzialgleichung. Im Folgenden werden wir zwei
Ansitze zur Losung dieser Gleichung verwenden, nédmlich das Finite-Differenzen-
Verfahren (FDM) und die Modalanalyse (MA).

2.1.1 Warmeleitung in einem Draht

Das Diffusionsmodell fiir den 1D-Fall ist

of
ot

(x,t) = kaQ—f(:c t)+ u(z,t)
I — 81'2 ) ’ ) )
Anregung

TV
Diffusionsgleichung

wobei f fiir die Temperatur und k fiir die Warmeleitfahigkeit steht. Die Randbedin-
gungen beschreiben eine Isolation an den Enden (Neumann-Randbedingung), also

of

_9f
%(%ﬂ — .

ax(x,t) =0.

z=L

=0

Die Isolation bedeutet, dass der Warmefluss an den Punkten auf der Oberfléche
des Objekts null ist. Die Anfangsbedingung ist eine bekannte Temperaturverteilung
f(z,tp) zum Zeitpunkt .
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2.1.2 Waiarmeleitung in Platte

Das Diffusionsmodell fiir den 2D-Fall ist

0 0? 0?
a—{(x,y,t) =k (a—xj;(x,y,t) + a—y{(m,y,t)) + u(z,y,t) .

Die Randbedingungen sind Isolation an den Réndern (Neumann-Randbedingung),

also
of _of B
%(ZL’?yat) - - ax(%y’t) ot - 0 )
of af
—(z,y,t = —(z,y,t =0.
8y( y )y:o ay( y )yLy

Die Anfangsbedingung ist eine bekannte Temperaturverteilung f(x,y, ty) zum Zeit-

punkt tg.

2.2 Numerische Losung

Da der Computer die Differenzialgleichung nicht direkt 16sen kann, miissen wir die

Diffusionsgleichung numerisch 16sen.

2.2.1 Modalanalyse

Die Modalanalyse wird zur Bestimmung der Eigenfrequenzen (Eigenfunktionen) und
der Eigenformen (Gewichtung zu den Eigenfunktionen) in der Strukturdynamik ver-
wendet. Die Modalanalyse wird auch Eigenwertanalyse genannt [12]. Bei der Mo-
dalanalyse werden die Variablen getrennt und separat gelost. Z. B. beim Diffusions-
modell wird die Variable = als Eigenfunktionen und die andere Variable ¢ als die
Gewichtungen bezeichnet.

Zuerst betrachten wir den 1D-Fall ohne Anregung. Jetzt trennen wir die Tempera-
turverteilung f(z,t) durch f(x,t) =: X(2)T'(t). Dann separieren wir die Variablen
17(t) B X(x) 1
ET(t)  X(z)
Wenn wir die Variable X (z) mit den Nebenbedingungen 16sen, kénnen wir finden,
dass die Losung viele Cosinusfunktionen mit unterschiedlichen Frequenzen sind. D.
h. die Losung der Variable X (z) hat viele Moglichkeiten, also:

Xi(x) = D;cos (\x), /\i:i% i=0,1,2,---,
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wobei D; Konstanten sind. Offensichtlich erfiillen X;(x) die Orthogonalitétsbedin-
gung, d. h. nach einer Normalisierung bilden sie eine Basis (hier wird auch als Ei-
genfunktion bezeichnet), also

vi(x) = \/%cos (\iz), i=1,2,---

Wir kénnen auch so verstehen, dass wir durch die Wahl von bestimmten D; die
X;(x) in v;(x) normalisiert haben, was bedeutet, dass X;(x) und ;(x) dquivalent
sind. Deswegen erhalten wir

fz,t) = ZTi(t)%-(x) :

Betrachtet man T;(t) aus der obigen Gleichung als Zustandsgréfien, dann haben wir
die Messabbildung, was in Matrixform

filk + 1] (1] - (1] Ti[k + 1]
\fN[k‘l_l] J \¢1[N] -+ hg[N] \TGUfJFH J
=1Z;L1 ;TI’ :ZEJA

ist, wobei N fiir die Anzahl der rdumlichen Knoten und k fiir die Zeitpunkt stehen.
Fiir jeder 1;(z) konnen wir eine entsprechende T;(t) durch

17(t)
kT(t)
=Ti(t) = —kN2T;(t)

—C =\

berechnen. Dann bekommen wir das Systemmodell

Ti[k + 1] 1-— Atk)\% o --- 0 T [k
. - 0 . .
: - : . . 0 :
Talk + 1] 0 B | B Atk:/\é Tc[k]|
) :ZEJA o ;1 ’ =Ly

Fiir den inhomogenen Fall konnen wir die Anregungen auch durch die Eigenfunk-

tionen beschreiben, dann bekommen wir das Systemmodell in den 1D-Fall mit An-
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regungen, namlich

U, [K]
Ly =A-IT,+ AL
Uclk]
—_——
:%
=A. Ik + Qk )
ik_i,-l =W -Tp, .

Es gibt zwei Anmerkungen zur Herleitung des Systemmodells in den 2D-Fall.

Erstens, es gibt zwei Gruppen Eigenfunktionen jeweils fiir - und y-Richtung, also

e die Eigenfunktionen in z-Richtung

Yi(z) =

1

e und die Eigenfunktionen in y-Richtung

L_x’ 7’:07
2 cos (A) 1,2
— cos (M), i=1,2,
L,
! =0
Lya .]_ )
J=12

Zweitens, da die ZustandsgroéBe T, ;[k] und die Temperaturverteilung f, (z,y) in
den 2D-Fall Matrizen sind, miissen wir eine Nummerierung durchfiithren, um die

Matrizen in Vektoren umzuformen, also

durch

T

=index

f

Zindex

T c RGIXGy — I c RGInyl ’
f c RNZXNy — i c RNZ]VyXl ’

=T, ;,mit index:=i+ (j —1)G, ,

index =i+ (j —1)N, ,

2,59

= fﬁj, mit

wie in der folgende Abbildung gezeigt.
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index 2 index 2
e e
M) A
DA S N .
13 23 (33 (N,j)
) @) ) w2
an @l Gl W.1) index I I 2 3 N index 1

Abbildung 2.1: Nummerierung.

Dann kénnen mit analogem Verfahren das Systemmodell in den 2D-Fall herleiten,

also
Ly =A-Tp+ Uy,
Lc+1 = ‘I"Ik+1 )
wobel
To= [TIK] - ToelK])
= [TlK) - ToulK) T6,K] - To.qlK]] |
11— K11 0
A= )
0 1 —ka,.q,
U, = At - [Ul K] Us.c, K] '
= At-[Un[K] o Ug,alK) Ui, K] - Uso, K]
e e, [ [1] i1, [1] v, e, [1]
biNJel] - vaNlelll - eNleall] - e N,
U = : : : :
AL v, [ [N, e, [N,] Ve, e, [N,
NN - G lNIeN e BNee, N e e Nalee IV,
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eil] - g, (1] 1] e e[l
= el
pilNy] e [N LlNal - e, [N

-~

o, T

J/

Hierbei steht das Zeichen ,,®“ fiir das Kronecker-Produkt, mit dem wir die Messab-

bildung ¥ klarer und einfacher beschreiben koénnen.

2.2.2 Finite-Differenzen-Verfahren

Bei dem Finite-Differenzen-Verfahren wandeln wir die partielle Differenzialgleichung
mithilfe von der Taylorentwicklung in ein lineares Gleichungssystem (LGS) um. Die
Differenzialgleichungen werden dann durch das Losen des linearen Gleichungssys-

tems gelost. Die Approximationen sind

Ofy _ fn—tu'

o~ At
’ry kL =2fh 4 fR
o2 Ax? ’

Dann konnen wir fiir jeden Knoten eine lineare Gleichung

Ax? B kAt kAt Ax2At
_fk+ fk 1+ k + ko k
nTA2 L okAL T T A2 4 2kAL VT AR 4 2k AL T T A2+ 2kAL
—A =:B =:B =:C

stellen. Und schliellich bekommen wir ein LGS

1 1T 17A71 [ £ ]
1 N N
-1 1 o I
A B -1 B 20 | Ccud
A B -1 B| |fE, Cun_,
L 11 LfF]l Lo ]
. _V o f / N _b 7

Nachdem wir das LGS gelost haben, bekommen wir die Temperaturverteilung. Und
im 2D-Fall ist das Verfahren auch so. Die Approximationen fiir den 2D-Fall sind

10
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also
Ofpn  Thn—fh)
o At ’
Pfrn  foin = 2l + Friin
ox2 Ax? ’
82 TIfz,n ~ ﬁz,n—l - 2f7]7€z,n + f'r];,n—i-l
oy Ay? ’

Dann konnen wir fiir jeden Knoten eine lineare Gleichung

_frlf@,n + Afrl:L,_nl + Bf?fL,nfl + Bfr])f@,nJrl + Cfr];fl,n + Ofrl:LJrl,n - Dufn,n )

mit
g Ax?Ay? B kAtAz?
OAZZAY2 4 2kAtAX? + 2kAtAYE T T Ax2Ay? + 2kAtAx? + 2kAtAy2?
EAtAy? AtAz?Ay?

¢ A2 Ay? + 2kAtAx? + 2kAtAy? ' A2 Ay? + 2kAtAx? + 2kAtAy?

erstellen. Nach der Nummerierung und nachdem die Gleichungen in Matrizenform
umgeformt und gel6st werden, erhalten wir schliellich die Temperaturverteilung in
den 2D-Fall.

2.3 Simulationen

Nach der theoretische Herleitung simulieren wir die Temperaturverteilung in einigen
Fiéllen.

2.3.1 1D-Fall

Als das erste Beispiel fiir den homogenen Fall wird eine sinusférmige Anfangsbedin-
gung genommen, wobei die Lange des Stabs L = 10 cm und die Warmeleitfahigkeit
k = 0.1 cm?/s sind. Die Ergebnisse aus der Modalanalyse und der FDM werden
in der Abbildung 2.2 gezeigt. Der Grund fiir die unterschiedliche Aussehen besteht
darin, dass die Abstdnde der Knoten von der MA und der FDM unterschiedlich sind.

11
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100 5

t T

Abbildung 2.2: Temperaturverteilungen mit sinusférmiger Anfangsbedingung, links: MA mit
Az = 0.01 cm, At = 0.1 s, rechts: FDM mit Az = 0.1 cm, At =1 s.

Als das zweite Beispiel fiir den homogenen Fall wird eine treppenférmige Anfangs-
bedingung genommen. Die Ergebnisse aus der Modalanalyse und der FDM werden
in der Abbildung 2.3 gezeigt.

Abbildung 2.3: Temperaturverteilungen mit treppenférmiger Anfangsbedingung, links: MA mit
Az =0.001 cm, At = 2.5 x 10~* s, rechts: FDM mit Az = 0.1 cm, At = 0.01 s.

Fiir den inhomogenen Fall haben werden auch zwei Fille simuliert, jeweils mit
Wiérmeabstrahlung

uwa (z,t) = —a - f(z,t) ,

und punktformiger Anregung

upp (z,t) = Zui(t) O(x — )

Die Anfangsbedingung wird auch als die sinusférmige Anfangsbedingung angenom-
men. Die Ergebnisse aus der Modalanalyse und der FDM mit a = 0.1 werden in der
Abbildung 2.4 gezeigt.

o
9

=] £
=] £

5 5
0 0 0 0
t x t z
Abbildung 2.4: Temperaturverteilungen mit sinusférmiger Anfangsbedingung, links: MA mit

Az = 0.01 cm, At = 0.01 s, rechts: FDM mit Az = 0.1 cm, At = 0.1 s.
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Als das zweite Beispiel wird punktférmige Anregung genommen. Die Ergebnisse aus
der Modalanalyse und der FDM mit

u(w,t) =0.1sin (t - %) - 8(z —3) — 0.25in () - §(z — 5) + 0.01¢ - d(x — 7)

werden in der Abbildung 2.5 gezeigt.

(38 )]
o

8

v w K
2 . 2 ..

10 e 10 10 : 10

00 ’ 0 0
T t xr
Abbildung 2.5: Temperaturverteilungen mit sinusférmiger Anfangsbedingung, links: MA mit
Az = 0.01 cm, At = 0.01 s, rechts: FDM mit Az = 0.1 cm, At = 0.1 s.

2.3.2 2D-Fall

In den 2D-Fall wird sinusférmige Anfangsbedingung mit L, = 10 cm, L, = 20 cm,
k = 0.1 cm?/s genommen. Die Ergebnisse werden in folgenden Abbildungen gezeigt.

- 0 - « 0 - 0
2 f; _()IU & i(; _4(1)0 & i(; _8(110
f = f= 15 = 8

0 0 10
: 10 l 10 10

- 0 - 0 - 0
20 G = ‘1)() 20 G = l.(] 20 G :‘)l()
15 t=120 15 t = 160 15 t =200

0 0 0
l 10 I 10 I & 10

y 00 Yy 00 y 00

xr &x xr

Abbildung 2.6: 2D-Temperaturverteilung aus der MA mit Az = 0.1 cm, Ay = 0.2 cm, At =1s.
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~ 0 g «— 0 «~ 0
-1 -1 -1
20 20 20
15 t=0 15 t =40 15 t =80
10 10 10
5 g 10 5 - 10 5 s 10
y 00 y 00 y 00
T xr I
1 1 |
- (‘) - (l] - (I)
20 20 20
15 f= 120 15 t = 160 15 t =200
10 10 10
: . : . . .o
v 00 y 00 Y 00

xr &I xr

Abbildung 2.7: 2D-Temperaturverteilung aus der FDM mit Az = 0.2 cm, Ay = 0.4 cm, At = 5s.

Fiir den inhomogenen Fall werden auch zwei Fille simuliert, jeweils mit Warmeab-
strahlung

UWA(xayat) = —a- f(l’,y,t) ’

und punktformiger Anregung

upa(z,y,t) = Zum‘(t) 0 — ) -0y — ;) -

Die Ergebnisse aus der Modalanalyse und der FDM mit ¢ = 0.1 werden in den
folgenden Abbildungen gezeigt.

1 N 1 ) — 1 p -
20 20 o 20 L.
" _—— G =10 15~ G=10 » | — G=10
10 =0 10 =1 10 =2
s 10 g s 10 p - 10
y 00 y 00 y 00
I F 4 I
~1 ~. ~1 ™ 1
pl 2 i
.0 gagg 22 @ 2 G=10
15 ~ : 15 15 :
10 g t:f(‘) 10 B t:ﬁl) 10 Y’
Yy 00 y 00 Yy 00

x T x

Abbildung 2.8: 2D-Temperaturverteilung aus der MA mit Az = 0.1 cm, Ay = 0.2 cm, At =
0.1s.
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2 2 2
“~1 “~1 1
0 0 0
20 20 20
15 15 15
= o =92
0 : 1% 10 ; Ih 10 l 10
y 00 . Yy 00 . y 00 .
2 2 2
“~1 “~1 “~1
0 0 0
20 20 20
15 5 15 ) 15 _
10 ”“]0 10 "“IU 10 ”"16
5 . 5 : 5 5

y 00 y 00 y 00

T T T

Abbildung 2.9: 2D-Temperaturverteilung aus der FDM mit Az = 0.25 cm, Ay = 0.5 cm, At =
0.1s.

Als das zweite Beispiel werden punktférmige Anregungen angenommen, wobei

u(zx,y,t) =sin (t - %) -0z —3)-0(y —3)
—2sin (t) - §(x — 5) - 6(y — 10)
+0.1t-0(x—17)-0(y — 13)
+0.3t-9(z —8) - 6(y — 18) .

Die Ergebnisse aus der Modalanalyse und der FDM werden in den folgenden Abbil-
dungen gezeigt.

3 3 3
“ 1 . w 1 « 1
-1 -1 -1
20 i 20 20
. < G =10 < G =10 . G =10
5 . -0 s - 4 15 - s
10 10 10
B ; 10 ) p 10 b A 10
y 00 ] 00 ] 00
I xr I
3 3 3
| « 1 « 1
A | -1 -1
20 20 20
. G =10 < G =10 < G =10
15 =12 15 t=16 15 t=20
0 0 0
: < 10 l 10 l 10
5 5 5 5 5
Y 00 Y 00 y 00

Abbildung 2.10: 2D-Temperaturverteilung aus der MA mit Az = 0.1 cm, Ay = 0.2 cm, At =
0.4 s.
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“ 1 w 1 “ 1

20
15 t=0 15 t=4 15 t=8

)
2 10 " 10 e g 10

20

Yy 00 Yy 00 Yy 00

20 20

15 t=12 15 t=16 15 t =20
10 10 10 > 10 10 2 10

y 00 ’ Y 00 ’ y 00
xr xr xr

Abbildung 2.11: 2D-Temperaturverteilung aus der FDM mit Az = 0.25 cm, Ay = 0.5 cm,
At =0.4s.

2.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir das Modell fiir die Wérmeleitung vorgestellt, die nu-
merische Losung aus zwei Anséitzen (Modalanalyse und FDM) hergeleitet und die
Temperaturverteilung in den 1D- und 2D-Féllen mit verschiedenen Anfangsbedin-
gungen und Anregungen simuliert. Im Vergleich zur FDM hat die Modalanalyse
den Vorteil, dass sie weniger Rechenaufwand erfordert. Der Nachteil ist jedoch, dass
sie an spitz-formigen Teilen nicht gut funktioniert. Umgekehrt présentiert die FDM
die Spitzen sehr klar, weil es nicht von den Eigenfunktionen beeinflusst wird. Da
die FDM viel mehr Rechenaufwand erfordert als die Modalanalyse, muss die FDM
einen grofien Knotenabstand haben, dann ist die Auflésung bei der FDM schlechter
als die MA.

Nach dem Erstellen der Testfunktionen, also die Temperaturverteilung, werden wir
im néchsten Kapitel das Kalman-Filter vorstellen, und wir werden auch mit dem
Kalman-Filter die Temperaturverteilung, die wir in diesem Kapitel erstellt, rekon-
struieren, weil das Kalman-Filter einer der wichtigsten Grundlagen fiir unsere Arbeit

(Kalman-Filtered-Compressive-Sensing) ist.

16
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Kalman-Filter

Das Kalman-Filter ist ein Zustandsschétzer [13; 14]. Es arbeitet mit einer Prozess-
und Signaldarstellung im Zustandsraum und bildet den Prozess- und Signalzustand
iiber eines lineares Systemmodell nach. Dabei wird ein neuer Schéatzwert aus dem
alten Schétzwert und den aktuell gemessenen Ausgangswerten rekursiv berechnet.
Als Optimierungskriterium wird die Minimierung des Erwartungswertes der qua-
dratischen Norm des Schétzfehlers verwendet. Fin Kalman-Filter besteht aus zwei
Schritten, Pradiktion und Filterung.

Es wird so angenommen, dass das Systemmodell
Ty = Az, + B +w,
Ypor = Hir - Zpyy + 04y

bekannt ist. Die Systemrauschen w; und die Messrauschen v, sind Gauf’sche Ver-

teilungen mit
Ef{w,} =0, Cov{w;,w;} =Cy-d;,
E{v,} =0, Cov {yi,yj} =Cjp-0ij -
Dann ist der Pradiktionsschritt
L = Ap- 2y + Broy
Ch., =A, Ci Al +C}.
Und der Filterungsschritt
By = (0= Kpyr - Hypr) - 27, + K

i1 = (I =Ky -Hyg) - CLyy

"Y1

mit
, -1
Kipn=Cp,, - H;cr+1 : (HkH Ciiye Hgﬂ + Ck+1)

Die konkrete Herleitung wird in den Anhang aufgefiihrt.
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3.1 Kalman-Filter fiir die Modalanalyse

In vielen Féllen ist die Anregung unbekannt, z. B. um die Temperaturverteilung
eines Waldes zu erfassen, um einen Brand zu verhindern. In diesem Fall kénnen wir
die Anregung als Systemrauschen behandeln. In den folgenden Simulationen werden
wir die folgenden Annahmen haben, dass

e die Anregung unbekannt ist,
e das System rauschfrei ist,
e die Messungen rauschenbehaftet sind.
Im Kapitel 2 haben wir das Systemmodell
Ty =A-T) +w,
Jo =Y Ly Ty
mit
Ffw} =0, Cov{w,w} =Cy- 4,
E{v,} =0, Cov {ywyj} =Cj - 0i,

hergeleitet. Aber es ist unmoglich, dass wir die Temperatur an allen Knoten messen.

Wir messen die Temperatur nur an M Aquidistanten Stellen, also

:EUN71+1J7 Zzl,,M

M
Somit erstellen wir eine Delta-Matrix ® € RM*N  wobei

] . L.N—l
) = ?
;= ’ M

0, sonst .

+1],

Deswegen ist die Messabbildung im Kalman-Filter

Bf —dU.T,. +du,. .
L k41 ~~ k+1 k+1

=H —5
= Ypt1 “ht1

Dann ergibt sich das Modell fiir das Kalman-Filter im 2D-Fall aus der Modalanalyse,
also

Ty =A-T,+tuw,
=H T} +0, -

Yis1

Dann ist das Verfahren des Kalman-Filters.
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3.2. Kalman-Filter fur die FDM

e Pradiktion

IZ—H =A- Ik )
CiJrl:A-CZ-AT—i-C%’.
e Filterung

e o
Ty =(1-Kippn H) Ty + K-y,

Ciii=I-Ky-H)-CY,,

mit der Verstdrkungsmatrix

1
K =Cp, - H' - (H-Cf, -H' +Cpy)

Analog konnen wir das Kalman-Filter fiir den 2D-Fall herleiten. Wihlen wir zuerst
M, x M, &quidistanten Sensorstellen, dann nummerieren wir sie in einen Vektor
S mit S € RM=Myx1  Dann koénnen wir mit gleichem Verfahren eine Delta-Matrix
® c RMaMyxNalNy ergtellen. Danach ist das Kalman-Filter in demselben Form wie
das Kalman-Filter in den 1D-Fall.

3.2 Kalman-Filter fiir die FDM

Zunachst wird das explizite Verfahren betrachtet. Laut Diffusionsmodell und Taylor-
Entwicklung erhalten wir

e _ pedn- = 2fm S
At Ax?
kAt kAt kAt
k+1 k k
fn+ _A_fn 1 (1 QA_)f A A2 n+1
=P T _:P

= Pffffl +Qf7lf +Pf7]f+1 :
Laut Neumann-Bedingung gilt
=BT = PR+ QR + PSS
N =N =PI, QN+ PIY

In Matrixschreibweise ist es

e P Es
L P Q P /3
[ P Q P| |fk,
AL P Q Pl | f¥]
N—— \ ~ T N e’
= =D =L
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Fiir die Messabbildung ist es analog wie in der Modalanalyse, also

Y1 =@ L T2 U

=0,

Allerdings muss () die folgende Eigenschaft erfiillen, um die Stabilitdtsbedingung
[15] zu halten. D. h.

kAt 1
Y B
@ Ax? - 27
also A2
T
A —_—
t < 1k
Bei z. B. Ax =0.01, £ = 0.1 muss

At <25x 107

halten. Das ist aber nicht giinstig und manchmal unmoglich. Deswegen ist ein im-
plizites Verfahren n6tig. Ein implizites Verfahren ist

A e B Y7l e

At Ax2 ’
—Pfit 4 (14 2P) fH Pl = R
=:Q

Laut Neumann-Bedingung gilt

fi=f=-Pf + 1 +2P) 5t — Pt = (1+ P)fit — P+
Iv=FNa= PN+ (L+2P) fiH = PN = =P, + (L+ P N

In Matrixschreibweise ist es

[1+P 0 -P i
-P Q -P s 3
—-P Q —P Jlfft11 1]3—1
—-P 0 1+P o }fv

\_ -~ _J \_ _/ \_ _/
=D~! =fri =y

Dann ergibt sich das Modell aus der implizite FDM, also

S =D f T w,

Yjpr = Sy 0 -

Das Kalman-Filter lauft dann die folgende Schritte durch, ndmlich
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e Pradiktion

» e
o =D 1)
C,,=D-C; - D" +C},

e und Filterung

~e

P
S = UK - @) f A Ky,
Cii1 =T -Kip1- @) Ciﬂ )

mit der Verstarkungsmatrix
o —1
K1 =Cly - o' ((I) - Crya o'+ Ck+1) :

Analog kénnen wir das Modell fiir den 2D-Fall herleiten. Beim expliziten Verfahren
gilt
7’761—;3 = Qf'r’fm,n + Af’r];—l,n + Af’ll’f’L-‘an + Bf'r];,n—l + Bf'r’fm,n—&-l :

Und beim impliziten Verfahren gilt

ka-i-l_Afk-i-l _Afk:—i-l _Bfk:+1 _Bfk‘-i-l — fk

m,n m—1,n m—+1,n m,n—1 mmn+1 — Jmmn

wobei

RAL ok
- Az?’ Ay?
O=1-24-2B, Q=1+24+2B.

Nach der Nummerierung

fk c RNxXNy — ik c ]RNxNyXI

<m,n

kénnen wir dann das Systemmodell in Matrixform schreiben, und das Kalman-Filter

verwenden.

3.3 Simulation

Als die Anregung nehmen wir die punktférmige Anregung im Kapitel 1 fiir den
1D- und 2D-Fall. Auflerdem wird die Anfangsbedingung gegeben, d. h. wir nehmen
an, dass die sinusférmige Anfangsbedingung bekannt ist. Bei der Simulation wird
At = 0.1 s gewahlt.
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3.3.1 1D-Fall

Wir haben 3 Félle simuliert, jeweils mit 12, 24, und 36 &quidistanten Sensoren.
Beim Kalman-Filter fiir Modalanalyse werden Az = 27 ecm, G = M gewibhlt,
dann werden die Ergebnisse in folgenden Abbildungen gezeigt.

=Signal

=Signal =Signal
2 . geschiitztes Signal 2 — geschiitztes Signal 2 o geschiitztes Signal
*Messungen o-— s *Messungen *o— . * Messungen
.
.
ST M=12 ! SUoM=12 N\ SUoM=12
.
t=0 N t=4 o VERTIO t=8 i Sy

0 0 0

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

xr x x
=Signal =Signal =Signal
2 geschiitztes Signal 2 geschitztes Signal 2 geschiitztes Signal
St S, *Messungen T *Messungen : * Messungen
R
SUoa=12 S M=12 SUoM=12
t=12 A 1 t=16 Mo s 4 t=20 —

0 0 0

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

r T x

Kalman-Filter fiir die Modalanalyse mit 12 dquidistanten Sensoren.

=Signal

=Signal =Signal
2 ./."' > geschiitztes Signal 2 P e geschiitztes Signal 2 e geschiitztes Signal
P . *Messungen L™ - *Messungen I i * Messungen
. .
< .
ST oA . SOl M=o ~ I VY \\
. .
t=0 . s t=4 b - t=8 pame, SRS,
o e ..t
0 i 0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
T T T
—Signal =Signal =Signal
2 geschitztes Signal 2 geschitztes Signal 2 geschiitztes Signal
it .\H,\ - *Messungen , Bt Aot ”\\ *Messungen ThETwaeRive o * Messungen
.
X N \
S M= S S M= —— N\ SUoa=2 08
t=12 Seeeee t=16 e t=20 heest
0 0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
x x x

Kalman-Filter fiir die Modalanalyse mit 24 dquidistanten Sensoren.

—Signal =Signal =Signal
2 L aan W5 geschitztes Signal 2 S geschiitztes Signal 2 s geschitztes Signal
o e *Messungen o a3 *Messungen o . R * Messungen
. .
.,
ST ar—3g Y / S =36 N Sl M=3 \w
. -
t=0 " " t=4 e " t=8 et SO
.o
0 et 0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
x x x
=Signal =Signal =Signal
2 " 2 . 2 .
- geschiitztes Signal < geschiitztes Signal < geschiitztes Signal
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Abbildung 3.3: Kalman-Filter fiir die Modalanalyse mit 36 dquidistanten Sensoren.
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3.3. Simulation

Bei der Signalrekonstruktion aus dem Finite-Differenzen-Verfahren werden Ax

2710 gewihlt. Dann ergeben sich die folgenden Ergebnisse.
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2 gmigan B geschiitztes Signal 2 P i geschitztes Signal 2 » geschiitztes Signal
” *Messungen o N *Messungen ot " *Messungen
.
.
IR TS TS . LI TS T b G SUoa=n2
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Abbildung 3.4: Kalman-Filter fiir die FDM mit 12 dquidistanten Sensoren.
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Abbildung 3.5: Kalman-Filter fiir die FDM mit 24 dquidistanten Sensoren.
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Abbildung 3.6: Kalman-Filter fiir die FDM mit 36 dquidistanten Sensoren.
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Kapitel 3. Kalman-Filter

3.3.2 2D-Fall

Fiir 2D-Fall werden 8 x 8 = 64 dquidistante Sensoren gewéhlt. Bei der Signalrekon-
struktion aus der Modalanalyse werden Az = 27" cm, Ay =275 cm, G, = G, = 8
gewahlt. Dann erhalten wir die Ergebnisse wie folgend.

3 3 3
1 . w | w1
-1 -1 -1
20 20 20
15 - M o 64 15 M = 64 15 ;'\I = 64
: ~ : 8
10 : 10 10 : 10 10 : 10
: 5 - 5 : 5
Y 00 y 00 y 00
&r T I
3 3 3
w1 « | o 1
-1 <1 -1
20 20 20
15 M = ;i-l 15 M = 64 15 M 7)(;-1
- t=12 = t 16 : t=20
10 10 10
N - 10 s - 10 5 - 10

Yy 00 Yy 00 y 00
xrr T T

Abbildung 3.7: 2D-alman-Filter fiir die Modalanalyse mit 64 dquidistante Sensoren.

Und beim Finite-Differenzen-Verfahren wahlen wir wegen des Rechenaufwands Az =
27% cm und Ay = 27° cm.

3 3 3
o 1 DU | « 1
-1 -1 1
20 20 (
~ M =64 N M =64 A M = 64
15 t=0 15 t=4 15 t=8
10 10 10
< 10 < 0 < 10
5 5 - 5
Y 00 ; y 00 ; Y 00
xrr 0
3 3 3
g | o 1 U |
-1 -1 -1
20 20 20
x M = 64 £ M =64 N M = 64
15 t=12 15 t=16 15 t =20
10 10 10 10 10 10
5 5 5 5 5 5

Yy 00 y 00 Y 00
T xr xTr

Abbildung 3.8: 2D-Kalman-Filter fiir die FDM mit 64 dquidistante Sensoren.

3.4 FehlermaBB und Bewertung

Um den Fehler quantitativ zu bewerten, miissen wir ein Fehlermafl bilden. Wir

verwenden den relativen RMSE (Engl. Root Mean Square Error) als das FehlermaS8,
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3.5. Zusammenfassung

also

wobei f(t) die echte Temperaturverteilung zum Zeitpunkt ¢ ist und f e(t) die geschétz-
te Temperaturverteilung aus dem Kalman-Filter zum Zeitpunkt ¢ ist.

0.08
=——FDM 12
==Modalanalyse 12
0.07 —FDM 24
Modalanalyse 24
0.06 -=FDM 36
==Modalanalyse 36
0.05 b

Abbildung 3.9: Vergleich aller Schéitzungen.

Nach der Abbildung 3.9 kénnen wir davon ausgehen, dass die Modalanalyse in die-
sem Fall besser als die FDM funktioniert. Je mehr Sensoren wir benutzen, desto
besser ist das Ergebnis. Es ist wichtig zu beachten, dass die FDM eine weitverbrei-
tete Methode ist, um partielle Differenzialgleichungen zu 16sen. Daher werden wir in
der folgenden Analyse die Ergebnisse des Kalman-Filters mit der FDM mit anderen
Verfahren vergleichen.

3.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir das Kalman-Filter vorgestellt. Es besteht aus zwei
Teilen: Pradiktion und Filterung. Im Wesentlichen handelt es sich um eine Infor-
mationsfusion durch die Kombination vom Systemmodell und den Messungen zur
Zustandsschiatzung. Dann haben wir das entsprechenden 1D- und 2D-Kalman-Filter
durch das Systemmodell aus der Modalanalyse und der FDM hergeleitet. Nachdem
wir sie simuliert haben, analysieren wir den Fehler des Kalman-Filters in diesen

Féllen, indem wir ein Fehlermafl festlegen. Wir stellen aus der Abbildung 3.9 fest,
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Kapitel 3. Kalman-Filter

dass die Schétzungen umso genauer sind, je mehr Sensoren verwendet werden. Auf-
grund der breiten Anwendung der FDM fokussieren wir uns nach wie vor auf die
Ergebnisse aus der FDM statt der Modalanalyse, obwohl die Ergebnisse aus der
Modalanalyse ein bisschen besser sind. Im néchsten Kapitel werden wir {iber das
Compressive-Sensing besprechen, das eine der wichtigsten Grundlagen dieser Arbeit
darstellt.
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KAPITEL 4

Compressive-Sensing

4.1 Einleitung

In der Vergangenheit spielte das Shannon-Abtasttheorem [16] eine Hauptrolle bei
der Signalgewinnung. Laut des Theorems muss die Abtastfrequenz grofler als das
Doppelte der hochsten Signalfrequenz sein. Nach der Signalgewinnung komprimie-
ren wir die Signale mithilfe der Transformation z. B. der Fourier- oder Wavelet-
Transformation in verschiedene Basisfunktionen sowie ihre Gewichtungen. Wie in
der Abbildung 4.1 gezeigt.

Abtastung Transformation
Signal y(t) Messungen y;
Nyquist-Frequenz z.B.FT,WT

Abbildung 4.1: Ablauf traditioneller Signalverarbeitung.

Mit der kontinuierlichen Erhéhung der Signalbandbreite stehen Abtastung und Spei-
cherung vor groflen Herausforderungen. In den letzten Jahren beschéftigen sich im-
mer mehr Wissenschaftler mit dem Compressive-Sensing (CS) [17]. Die grundlegende
Idee ist, die Koeffizienten statt nach der Abtastung zu komprimieren, sondern aus

der komprimierten Signale direkt zu gewinnen.

Abtastung Optimierung
Signal y(6) zuféllige Messung Messungen J |~

Abbildung 4.2: Ablauf des Compressive-Sensing.

Bei dem Compressive-Sensing ist eine Erfiillung der Nyquist-Frequenz nicht mehr
notig, und man macht normalerweise zuféllige Abtastungen [18]. Nach der Abtastung

bekommt man ein LGS
=® - z+e, (4.1)

[
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Kapitel 4. Compressive-Sensing

In der Formel (4.1) steht j fiir die komprimierte Messungen, @ fiir die komprimie-
rende Messabbildung , und e fiir den Fehler. AuBerdem gilt ® € RM mit M < N,
d. h. das ist ein unterbestimmtes Problem. Normalerweise kann man eine eindeu-
tige Losung dieses Problems nicht finden. Aber wir konvertieren das LGS in ein

Optimierungsproblem [21], also
z = argmin [|z(|,
NB:||g—®-z||,<e. (4.2)

Wenn die Messabbildung ® einige Eigenschaften erfiillt, dann gibt es grofie Moglich-
keit, dass man eine eindeutige Losung finden kann [18]. Diese Eigenschaften werden
im Kapitel 4.4 erklért.

4.2 /,-Norm

Die Norm beschreibt die Linge eines mathematischen Objekts. Wir kénnen die Norm
des Fehlers zu verwenden, um die Grofle des Fehlers zu beschreiben. Die ¢4-, /5- und
ls-Normen werden héufig benutzt. Im CS fiihrt man auch die £y-Norm ein, wobei es
wertvoll zu beachten ist, dass die /o-Norm keine Norm ist, sondern sie die dhnliche

Form wie eine Norm hat.

4.2.1 Definition der /,-Norm
Die Definition der ¢,-Norm eines Vektors [24] ist

1
n P
lzl, = (leilp) , p=1.
i=1

Die Definition der ¢o-Norm eines Vektors ist

n
— 1; P
lllo = lim 1 il .
1=

Also die fy-Norm eines Vektors entspricht der Anzahl der Nicht-Null-Elemente. Es
ist offensichtlich, dass £p-Norm keine Norm ist, weil sie die Homogenitét nicht erfiillt,
also [|2z[lo = [[z[lo # 2|z[lo-

4.2.2 Vergleich von /-, /;- und /5,-Norm

Als Beispiel approximieren wir nun einigen Datenpunkte ([z;, y;]%,i =1,--- , N) mit
Linien nach jeweils ¢;- und ¢5>-Norm. D. h. wir 16sen die folgenden Optimierungs-

probleme.
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4.2. (,-Norm

Bei ¢;-Norm losen wir

N
min E layz; + b1 — il -
ai,by

i=1

Und bei ¢5-Norm 16sen wir
N
. 2
min E (agw; + by — y;)" .
az,by £ 1
1=

Die Ergebnisse sind in Abbildung 4.3 gezeigt.

20 20

* Daten . * Daten
15 —LI1-Norm, 15 —L1-Norm
- =L2-Norm - ~L2-Norm’
=10 / =10 /
5 - 5 -
0 0
0 2 -4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Abbildung 4.3: Lineare Approximationen.

Es ist anschaulich, dass ¢;-Norm trifft mehr Datenpunkte wéahrend f>-Norm nur
wenige Datenpunkte trifft. Laut der Definition kann man davon ausgehen, dass bei
lo-Norm trifft die Linie die meisten Punkten. D. Donoho beweist im Paper [31],
dass fo-Norm durch den ¢;-Norm gut approximiert werden kann. Als ein einfaches

Beispiel stellen wir das folgende 2D-Optimierungsproblem
x = argmin |z,

NB : |21 + 325 — 3|, =0 .

Die Nebenbedingung und der £,-Norm wird in der folgende Abbildung gezeigt, wobei

p=20,1,2.
/Liisungen lineare NB x L dsung lineare NB x L Ssung

. (]
Kontur - X1 Kontur > /\ X1 Kontur \\/ X1

LO0-Norm ~ L1-Norm ~ L2-Norm

lineare NB

Abbildung 4.4: Vergleich £, Norm.

In der Abbildung 4.4 ist es offensichtlich, dass unter der linearen Nebenbedingung
y = ® -z eine Losung von {p-Norm identisch wie die Losung von £;-Norm ist. D. h.
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Kapitel 4. Compressive-Sensing

bei den {y-Norm-Optimierungsproblemen kann man als Alternative die Lésung von
{1-Norm-Optimierungsproblemen verwenden. Deswegen kénnen wir den ¢p-Norm in
(4.2) durch ¢;-Norm ersetzen [35; 36; 39], also

x = argmin ||z, ,
X

NB - - x, < <

Der Grund fiir diese Alternative ist, dass £o-Norm-Optimierungsproblem NP-Schwer
und nicht-konvex ist [31].

4.3 Diinnbesetzte und komprimierbare Signale

Ein Signal ist diinnbesetzt (Eng. sparse), wenn ||z||, < dim(z) gilt. Eine schwéchere
Bedingung der Diinnbesetztheit ist die Komprimierbarkeit. Fin Signal ist kompri-
mierbar, wenn |z < Cj - s fiir nach absteigende Grofe sortierte x5 und bestimmte
Konstanten Cy, ¢ > 0 gilt [24; 25].

Wir kénnen K-Terme-Approximation verwenden [24; 26], um zu beurteilen, ob ein
Signal auf einer bestimmter Basis komprimierbar ist. Die Definition der ,,beste K-

Terme-Approximation “ ist

Y =P zx

wobei z ;- der Vektor aus z ist, dessen K grofite Elemente gehalten und die restlichen
zu null gesetzt werden. Dabei ist der Fehler zwischen dem echten Signal und dem

approximierten Signal a (y), = argmin, .y, HQ —P. g‘ b wobei 2, die Menge aller
Vektoren, deren ¢y-Norm kleiner oder gleich K sind. Fiir komprimierbare Signale gilt

ok (y)2 < CQK%’S, wobei Cy eine bestimmte Konstante ist.

4.4 Messbasis

Messbasis ist eine Matrix, die die Zustandsgrofien in die Messungen abbilden. Nor-
malerweise gilt fiir eine Messbasis ® € R™*NY M > N, damit man das Problem
mit dem LS-Verfahren losen kann. Aber beim CS gilt M < N, d. h. das ist ein
unterbestimmtes Problem. Um das Problem zu losen, muss die Messbasis einige
Eigenschaften erfiillen.

4.4.1 Anforderung auf der Messbasis

Die Anforderung an @ fiir eine eindeutige Losung der Signalrekonstruktion aus dem

Compressive-Sensing werden in drei Situationen vorgestellt, jeweils fiir exakt diinn-
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4.4. Messbasis

besetze Signale, komprimierbare Signale und rauschbehafte Signale [28].

Fiir exakt diinnbesetzte Signale gilt das Theorem [29], dass fiir allen Vektoren y €
RM am meisten ein Signal 2 € X existiert, das y = ® erfiillt, wenn spark(®) > 2K
gilt. Die Definition von Spark ist die minimale Anzahl der linearen abhéngig Spalten
einer Matrix @ [29].

Fiir komprimierbare Signale, wenn NSP (Eng. Null Space Property) erfiillt wird,
gibt es die Rekonstruktionen A [30], wobei

ok (x)

VK

gilt. A(+) ist eine Funktion zur Rekonstruktion des Signals und C' ist eine bestimmte

|A (®2) - afl, < C

(4.3)

Konstante. Formel (4.3) garantiert eine obere Grenze des Rekonstruktionsfehers [30].
Eine Matrix erfiillt K-Grad-NSP, wenn eine Konstante C' > 0 existiert, mit ||hyl[, <
C% fiir alle h € N(®) und |A| < K halten, wobei A C {1,---, N} und hy ein
Vektor ist, dessen A°te Elemente null gesetzt werden, mit A® = {1,--- N}\A.
N (®) ist Null-Space (Kern) von @, also N (®) = {z : &z = 0}.

Fiir rauschbehafte Signale brauchen wir eine stirkere Bedingung: die RIP (Eng.
Restricted Isometry Property) um (4.3) zu garantieren [23]. Die Definition der
RIP(K, dk) ist folgend. Eine Matrix ® erfiillt die RIP(K, k), wenn fiir alle z € g
gilt

(1= dr0) llzll5 < || Ball; < (1+dx) llzl5 -

Wenn die Messbasis ® die RIP(2K, d2x) Eigenschaft erfiillt, dann gibt es eine ein-

deutige Losung fiir das Compressive-Sensing.

4.4.2 Anzahl der Messungen

Obwohl durch das CS das Signal mit sehr wenigen Anzahl der Messungen rekonstru-
iert werden kann, ist es klar, dass die Anzahl der Messungen grofler oder gleich der
Anzahl der von Null verschiedenen Elemente in den Koeffizienten z sein muss, sonst
ist es ein unterbestimmtes Problem, falls wir kein weiteres Vorwissen dazu haben. In
der Praxis erfordert das CS jedoch noch mehr Messungen als die Anzahl der Nicht-
Null-Elementen in z. Sie hingt auch von Faktoren wie der Dimension des Signals ab.
R. Baraniuk hat in [24] bewiesen, wenn eine Matrix ® € RM die RIP(2K, dox) mit
der Konstante § € (O, %} erfiillt, dann soll die Anzahl der Messungen M > C- K log %
erfiillen, wobei C' = 0.28.

31



Kapitel 4. Compressive-Sensing

Wenn die Elemente in ® sub-Gaufy’sche Verteilungen sind, also

1
E (933) M
c2t2

E (eei*jt) <e 2

z. B. Normalverteilung, Bernoulli-Verteilung usw., ist die Wahrscheinlichkeit, dass
® die RIP(2K, 6y ) erfiillt, hoher als 1 — 2e7%2M wenn M > kK log % gilt, wobei
d € (0,1) gegeben wird, k1 beliebig und kg = % ist [27].

4.4.3 Koharenz der Matrix

Es ist schwierig, durch die oben genannten Eigenschaften zu iiberpriifen, ob eine
Matrix die RIP erfiillt, weil es NP-Schwer ist. Deswegen priifen wir die RIP durch
die Kohérenz der Matrix [29]. Die Definition der Kohérenz einer Matrix ist

(@) = max PPl
i# ||@ills 11l

Es gilt das Theorem im Paper [29], dass fiir alle Vektoren g € RM am meisten ein
Signal z € Yk existiert, das y = ® - z erfiillt, wenn

K<%(1+$) ,

d. h. die Kohérenz der Matrix soll moglichst klein sein .

4.5 Basisfunktionen

Wenn ein Signal z selbst nicht diinnbesetzt ist, aber es mit einer Basis ® sowie dem

entsprechenden diinnbesetzten Koeffizienten z dargestellt werden kann, also

g:@-g:q)-@gzé-g, (4.4)

=6
mit z diinnbesetzt ist, und © die RIP erfiillt, konnen wir das Problem auch mit
dem Compressive-Sensing 16sen. Die Matrix © ist eine Basis, z. B. Fourier-, DCT-,
Wavelet-Basis usw. Wie in Kapitel 4.4.3 diskutiert wurde, ist die RIP von der © nicht
einfach zu iiberpriifen, deswegen verwenden wir auch die Kohérenz als Alternative,
die Definition der Kohérenz zweier Matrizen [29] ist
1(0.6) — e PO
i [ @illy 11651,

AuBerdem gibt es hohe Mo6glichkeit, dass der Produkt von einer orthogonalen Matrix
und einer Matrix, die die RIP erfiillt, die RIP auch erfiillt, z. B. Fourier-Matrix mit
Delta-Matrix, Haar-Wavelet mit Noiselet-Matrix, usw [24; 28].
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4.5.1 Fourier-Basis

Bei der Fourier-Basis werden Fourierfunktionen als Basisfunktionen gewéahlt, also

G)nhhn:e}cp(j%%)7 m,n=20,1,---N —1.

Nach der Normalisierung gilt
© ! (72n ") 0,1, N—1
man = —= €x T— ), m,n=0,1,---N—1.
n=yn PN
z. B. fiir N = 2 gilt

fiir N =4 gilt

64:

8-
=~
e = e T
|

[S—

[u—

|

~

4.5.2 DCT-Basis

Diskrete Cosinus-Transformation bracht im Prinzip weniger Punkte als Fourier-
Basis, weil bei der DCT keine negative Frequenz gibt.

Basisvektoren der DCT sind

1
[9 1 ; —, 1=0,N
ez{m] - N’YZ COS <(m + 5) 7T%>7 Yi = \/§ 3

1, sonst
dann gilt DCT-Matrix
1 . 1
o — 1 \/ﬁcos% \/icos%
VN : . :
(N—1)m (2N—1)(N—1)x
\/§COS N s \/§COS TN

4.5.3 Wavelet-Basis

Wavelet-Transformation (WT) ist unterschiedlich von DCT oder FT, weil WT viele
Filterungen in vielen Schichten hat, wie in der Abbildung 4.5 gezeigt.
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—*gup(m) _’@_' dq

x(m) —

Irp(m) —@—' d;
= ¢ gup(m) _’@_‘ ds
grpm _’<::>" ‘
grp(m) "@_‘ C3

Abbildung 4.5: Verlauf der Wavelet-Transformation.

—grp(m)

Wir miissen eine Matrix zu entwerfen, die die WT approximieren, um WT in Form
von (4.4) zu bilden.

Erstens, wir berechnen die maximale Anzahl der Filterungsschichten. Nach jeder
Filterung wird das Signal in zwei Teile gefiltert, also

di
Ci — 1
Cit1
Die Léange wird auch halbiert, d. h. die maximale Anzahl der Filterungsschichten ist

Z = |logy, N |.

Zweitens, wir machen die Filterung, also dy[n] = ggp * 2 = Sy gupln — k| - x[k].
In Matrizenschreibweise ist es
dy (0] h|0] -+ h[—=N +1] z[0]
dy = : = : : :
di[N + M —1] h[N+M —2] --- h[M —1] [N — 1]

Nach jeder Filterung geben wir die erste und letzte % Zeile auf, und dann machen

wir ein Down-Sampling.

Drittens, wir machen das iterative Verfahren. Nach der ersten Filterung erhalten wir

[Cl]%xl .
= [Wi]nuw - [7]nx - (4.5)
[dl]%xl
Nach der zweite Filterung
[CQ]%XI — W 4.6
ol = [Waly, v - [a]w g - (4.6)
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Setzen wir (4.5) und (4.6) zusammen, erhalten wir

[02]%><1 r e s
[dQ}%xl = [W2]2[51]2N[1] x1]
Ay, Lo e
[ Walyy 01xx] [lalya
| Oy [Myex | [ldi]ya
_ [Walpay [O0gy e
_\- [0]%><% [I]%x%_ [Wl}NxN {]le
:Z[W;r]NxN

= [W2]NxN : [W1]NxN : [I]Nx1 .

Schliefilich erhalten wir

[Cz]lxl
[dZ]lxl

: = \[WZ]NXN T [Wl]Nx]\L'[l‘]le = [W]NxN : [f]le
[dl]%xl =[W]nxn

Dementsprechende bekommen wir die Wavelet-Basis durch Inversion (oder Trans-

position) von [W]yxn, also

In der Abbildung 4.6 werden die Ergebnisse eines Signal x(t) = sin 27t aus Wavelet-
Matrix und aus Wavelet-Transformation im MATLAB verglichen. Die Ergebnisse

stimmen iiberein.

10 10

-10 -10
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000

n n

Abbildung 4.6: Koeffizienten, links: aus Wavelet-Matrix, rechts: aus Wavelet-Transformation.

Nach der Beschreibung von der W'T mittels einer Matrix ist es moglich, die arith-
metischen und inversen Prozesse giinstiger in ein lineares Modell zu fithren. Aber

der Nachteil dabei ist, dass die Anzahl der Elemente zweier-Potenz sein muss.
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4.6 Beispiele

In Folgenden werden zwei Beispiele gestellt, jeweils fiir 1D- und 2D-Signale. In den
Beispielen werden wir die Signale erstellen, zufillig abtasten und schliefSlich durch
das CS das Signal rekonstruieren.

4.6.1 1D-Signal-Rekonstruktion

Beispielsweise stellen wir nun eine Test-Funktion
x = 2sin (2m10t) + sin (2725¢), telo,3],

mit der Zeitdiskretisierung At = 0.001, wie in der Abbildung 4.7 gezeigt.

3000

M’r» "va/vl\f«\f.W'l\fr\!h ) h [
h,mwlw,a

: Uitk M \| “ j l

.u(l)

0 05 1 15 2 25 3 -20 0 20
t f

Abbildung 4.7: Signal und seine Spektrum.

Es ist anschaulich, dass das Signal mit der Fourier-Basis diinnbesetzt ist. Die Fre-
quenzen liegen bei 10 Hz und 25 Hz. Laut Abtasttheorems muss die Abtastfre-
quenz fu iiber 2f; = 2 x 25 = 50 Hz sein, d. h. man muss mindestens M =

fa -+ (tmax — tmin) = 50 x 3 = 150 Messungen abtasten, wie in der folgenden Abbil-
dung gezeigt.

4 4

2

o

LM AREA AR KRR MR

y(t)
(=]
y(t)
(=]

(%]
'
o

Abbildung 4.8: Messstellen, links: traditionelle Abtastung, rechts: CS-Abtastung.

Aber mithilfe des Compressive-Sensing kann man die Anzahl der Abtastungspunkte
stark senken. Z. B. wihlen wir nun Fourier-Basis und Delta-Messbasis, und tasten
M = 30 Punkte an tL, ---tM zufillig ab, wie in der Abbildung gezeigt 4.8. Dann
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erstellen wir die Basis

sin (27 fotg) -+ sin (27 fato)
sin (27 fotn) -+ sin (27 fytn)
und Messbasis ® .
17 j = t:l Y
(ﬁi,j -
0, sonst ,

also Y, = $.-O.z=:0-z Nach der Losung des Optimierungsproblem s

z =argmin||z[|, ,
4

NB:‘ga—C:)-g

rekonstruieren wir das Signal.

—Originales Signal

) - Rekonstruiertes Signal
-2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Abbildung 4.9: Rekonstruiertes Signal.

4.6.2 2D-Signal-Rekonstruktion

Nehmen wir nun ein Bild in Gréfle von 3024 x 4032 als Beispiel.

Abbildung 4.10: Originales Bild.
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Um den Rechenaufwand zu sparen, machen wir zunéchst ein Down-Sampling zu
Ny x N, =48x63 = N = 3024, Und wihlen wir zuféllig 50% Punkte, also M = |48 x
63 x 50% ] = 1512 Punkte |2}, y1]T, -+ | [2M yM]T sowie ihre Grauwerte g, - - , g™

o LA

1

. I-'."Ihi'l
."ph...hlr B .‘_Ellll:
- "I

- y'ﬂur ® :'.H-.-'-."

Abbildung 4.11: links: Bild nach Down-Sampling, rechts: Abtastung.

Nach der Nummerierung transformieren wir das 2D-Signal ins 1D-Signal, und wihlen
wir DCT-Funktionen in jeweils z und y Richtungen als Basisfunktionen, also

© =0, %06,

Analog konnen die Delta-Messbasis @ erstellen. Nach dem Losen des Optimierungs-

problems konnen wir das Bild rekonstruieren.

) (!.\

Abbildung 4.12: Rekonstruiertes Bild.

Wir koénnen finden, dass das Ergebnis nicht perfekt ist. Der Grund dafiir ist, dass
die Diinnbesetztheit des Bilds auf DCT nicht stark ist. Wenn wir eine bessere Basis

38



4.7. Zusammenfassung

finden konnen, auf der das Bild diinnbesetzt dargestellt wird, wird das Ergebnis
besser als die Abbildung 4.12.

4.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel stellen wir das Modell fiir das Compressive-Sensing, ¢;-Norm Opti-
mierung und die Anforderungen an die Messbasis vor. Dann folgt die Einfiihrung ei-
niger grundlegender Basisfunktionen, und die Ableitung der Wavelet-Transformation
in Matrixform. Schliellich zeigen wir zwei Beispiele des CS in Signalreduktion fiir
jeweils 1D- und 2D-Signale. Wir kénnen sehen, dass bei den diinnbesetzten Signa-
len die Anzahl der Messungen viel weniger benotigt werden. Im néchsten Kapitel,
das der Hauptteil dieser Arbeit darstellt, werden wir die Anwendung vom CS auf
nicht-diinnbesetzte Signale diskutieren. Mithilfe des Systemmodells kénnen wir die

Anforderung nach Diinnbesetztheit stark abschwéchen.
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KAPITEL 5

Kalman-Filtered Compressive-Sensing

5.1 Einleitung

Aus dem Kapitel 4 wissen wir, wenn ein Signal diinnbesetzt ist, kann man das
Compressive-Sensing (CS) anwenden, um das Signal durch weniger Messungen zu
rekonstruieren, als nach dem Nyquist-Shannon-Theorem gefordert sind. Das CS ist
jedoch nicht fiir nicht-diinnbesetzte Signale geeignet. Daher muss man ein neues
Verfahren aufstellen, um das CS anwenden zu konnen. Durch die Kombination vom
CS mit dem Systemmodell (Kalman-Filter) kann man das neue Verfahren realisieren.
Im Folgenden werden wir die Temperaturverteilung mit punktférmigen Anregungen
aus Kapitel 2 als das Beispiel zur Simulation und Bewertung unseres Algorithmus

nehmen.

5.2 Stand der Technik

Es gibt bereits einige Forscher, die an der Kombination vom Compressive-Sensing

und dem Kalman-Filter oder anderen Verfahren arbeiten [45]. Z. B.

M. Salman Asif [46; 47] hat den Begriff Homotopie-Parameter in das Compressive-
Sensing eingefiihrt, um eine schnellere und genauere Lésungsmethode des CS zu
finden, ndmlich die dynamische Aktualisierung fiir /;-Minimierung [47]. Als Anwen-
dungsbeispiel hat er die Methode auf Streaming-Signale und Videos angewendet
[46].

S. Ji. et. al. [51] haben Bayes’sche Compressive-Sensing vorgeschlagen, wobei die
Messungen adaptiv ausgewéhlt werden und die Varianz der Fehler auch gleichzeitig
geschitzt werden. Dadurch ist der Fehler deutlich kleiner, besonders bei wenigen

Messungen.
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Im Jahr 2008 hat N. Vaswani [48] erstmals ein Verfahren fiir die Kombination
von Kalman-Filter und Compressive-Sensing entwickelt, bei dem das Compressive-
Sensing in der Innovationsschritt (Filterschritt) des Kalman-Filters durchgefiihrt
wird. Das Kalman-Filter schiatzt nur die Zustandsgréfie in ” Support-Set”. Ein Support-
Set ist die Menge der Indices C, fiir die z die Nicht-Null-Elemente sind. Wenn der
Fehler grofler als der Schwellwert ist, wird das Compressive-Sensing benutzt, um
die Support-Set zu aktualisieren. Im [49] hat N. Vaswani das Verfahren verbes-
sert. Das verbesserte Verfahren wird als modifiziertes KFCS bezeichnet, bei dem ein
vorlaufiges Kalman-Filter eingefiihrt wird, um die Rechenaufwand zu reduzieren.

Das Verfahren funktioniert besonders gut fiir die sich langsam verénderte Signale.

Aber ihre Arbeit basiert immer auf der Diinnbesetztheit des Signals [52] und ver-
sucht, die Genauigkeit zu verbessern und die Algorithmen schneller zu machen. Es
gibt noch keine Arbeit sich damit beschéftigt, die Anforderung der Diinnbesetztheit
durch die Kombination des Systemmodells abzuschwéchen.

5.3 Kalman-Filter mit zufalligen Messungen

Beim CS macht man zuféllige Messungen. Deswegen kombinieren wir zuerst die
zufillige Messungen mit dem Kalman-Filter, um eine bessere Schiatzung zu erhalten.

5.3.1 Systemmodell

Bevor das CS und das KF kombiniert werden, probieren wir zundchst das Kalman-
Filter mit zufélligen Messungen, d. h. die Messwerte werden nicht an fest Stellen
gewihlt, sondern sich zufillig verdndern. Um diese Funktion zu realisieren, kénnen
wir vorab viele Sensoren ausbringen, und zu jedem Zeitpunkt aktivieren wir einige

Sensoren davon zufillig.

| @)

tn ' O

HOO®O - 00 ee
20000 - 000e
00 e e

@ aktivierte Sensoren
(O deaktivierte Sensoren

Abbildung 5.1: Eingestellte Sensoren.

Es kann durch eine Delta-Matrix @, beschrieben werden, welche Sensoren zum Zeit-
punkt k£ aktiviert oder deaktiviert werden. Dann kénnen wir das Systemmodell und

Messmodell fiir das rsKF (Engl. random sampling Kalman Filter) herleiten:
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e Bei der Modalanalyse gilt

Thn=A T +w,

Dy .gk—f—l =®, P 'Ik+1 + @y “Uki1 s
—— —_———
=Yy =¥ T kA1
also
LTy =A-T) +uw,
Ypr = Wirr - Thyq + Opyq s
wobel

%-‘rl =E {Qkﬂ ‘@Eﬂ}
= E{®rv-0" @, }

— v T
= @Gy Pryy -

e Bei dem Finite-Differenzen-Verfahren gilt

fo =D Sy T we,

Upor = et fy ) 0

Wir nennen gjk+ ) die komprimierte Messung.

5.3.2 Simulation

=Signal =Signal =Signal

2 geschiitztes Signal 2 . geschiitztes Signal 2 geschiitztes Signal
* Messungen e g * Messungen e * Messungen
— ~— -~
1" M=12 V' oM=12 b L M=12 \.
t=0 t=4 o t=8 o,
0 0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
r T !
—Signal —Signal - —Signal
2 geschiitztes Signal 2 geschitztes Signal 2 geschiitztes Signal
) * Messungen Gy * Messungen . o . \I’cs‘\\lllgc"
o . AN\
A NS’
- -~ . * -~
I =12 NG I M=12 ~ ¢ Uoar=12
t=12 t=16 t=20
0 0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

T x r

Abbildung 5.2: rsKF aus der FDM mit 12 zufillige Messungen.
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=Signal

=Signal

=Signal

2 geschitztes Signal 2 geschiitztes Signal 2 1 geschiitztes Signal
* Messungen * Messungen b . N * Messungen
~
- -~ ) -~ \
1" mM=12 V' M=12 = ' m=12 o
t=0 t=4 S t=38 T N——
0 0 0
0 2 4 6 8 10 0 6 8 10 2 4 6 8 10
—Signal =Signal =Signal
2 geschitztes Signal 2 geschiitztes Signal 2 geschiitztes Signal
~ « Messungen . * Messungen ot * Messungen
S 7\
—\ py PR
- -~ e -~ \
Uom=12 oA, ' om=12 ~—\ ' M=12
t=12 t=16 t=20 -
0 0 0
0 2 4 6 8 10 0 4 6 b 10 0 2 4 6 8 10

x x r

Abbildung 5.3: rsKF aus der Modalanalyse mit 12 zufillige Messungen.

Es ist anschaulich, dass es viele Schwingungen in der Simulation aus der Modalana-
lyse gibt, weil der Grad G der Modalanalyse grofer ist als die Anzahl der Messungen.
Wenn der Grad G jedoch zu klein gewahlt wird, fithrt dies dazu, dass das Modell zu
der Temperaturverteilung nicht gut passen kann. Daher ist die Wahl des richtigen
Grads ein wichtiges Problem. Auflerdem ist die FDM, wie in Kapitel 1 dargelegt,
breiter verwendet als die Modalanalyse, sodass wir uns in den zukiinftigen Diskus-
sionen auf der FDM konzentrieren werden.

5.3.3 Diskussion

Der Vergleich zwischen dem rsKF und dem traditionellen Kalman-Filter (mit festen

Sensorstellen) wird in der Abbildung 5.4 gezeigt.

0.06
—KF FDM 12
—KF FDM 24 ,
0.05 KF FDM 36
—rsKF FDM 12
w 0.03
‘ | y |
/ 71\ / /\‘ / b
0.02 & ‘/ B Ay y \\ )
/ \ 1 ..4.\;4. “T - : ...‘\.., . ' ” H\ NI
0.01 / \ (] 1/
N\ / " \/
0
0 5 10 15 20

Abbildung 5.4: Vergleich rsKF und KF.

Das Ergebnis aus dem rsKF mit 12 Messungen ist viel besser als das traditionellen
KF mit 12 Sensoren. Es ist sogar besser als das KF mit 24 Sensoren. Aber der
rsKF hat noch viele Nachteile. Z. B. er wird in einigen Féllen die Position der
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Spitzen nicht gemessen, was zu groffien Fehlern fithren kann, wie in der Abbildung
5.5 gezeigt. Deshalb wollen wir die Genauigkeit der Zustandsschitzung durch die
Kombination vom rsKF und dem CS weiter verbessern.

Signal
2 * Messungen
1
M =12
t =12
0
0 2 4 6 8 10

xTr

Abbildung 5.5: Nachteil des rsKF, keine Messung fillt an den Spitzen.

5.4 Signal-Analyse

Wie in Kapitel 3 dargelegt, sollten, wenn wir das Compressive-Sensing verwen-
den wollen, die geschéitzten Koeffizienten diinnbesetzt oder komprimierbar sein und
gleichzeitig die Basis © die RIP erfiillen muss. Deswegen miissen wir zuerst die Ei-
genschaften des Signals analysieren, und wenn das Signal nicht komprimierbar ist,
miissen wir das Signal durch einige Methoden so diinnbesetzt wie moglich machen,
um das Compressive-Sensing verwenden zu kénnen. Und danach treffen wir einige

MaBnahmen, um die RIP von © zu garantieren.

5.4.1 Hauptprobleme

Zuerst wird die Komprimierbarkeit des Signals betrachtet. Die beste Methode, um
festzustellen, ob ein Signal komprimierbar ist, ist die K-Term-Approximation. Wenn
ein Signal mit K Termen approximiert werden kann, bedeutet das, dass das Si-
gnal durch ein K-diinnbesetztes Signal approximiert werden kann, mithilfe des
Compressive-Sensing kénnen wir dieses K-diinnbesetzte Signal berechnen. Da ¢ in
der Formel (4.2) die Differenz zwischen dem approximierten Signal und dem Origi-
nalsignal darstellt, ist es nétig zu beachten, dass € bei exakt diinnbesetzten Signalen
gleich 0 sein kann, da das approximierte Signal genau das Originalsignal ist. Wenn
das Signal jedoch nur komprimierbar ist, gibt es immer einen Fehler zwischen dem
approximierten Signal und dem urspriinglichen Signal, sodass € nicht zu klein sein
darf. Wenn ¢ zu klein ist, fiihrt dies zu einer Uberanpassung.

Im Folgenden wihlen wir K = 10, weil wir 12 Messungen zur Rekonstruktion der
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Temperaturverteilung verwenden wollen. Daher muss K mindestens kleiner als 12

sein. Auflerdem wihlen wir den Zeitpunkt ¢ = 20 als Beispiel:

=Signal =Signal
15— \\\ S{‘gnal K-Terme R —— G ?%'nal K-Terme
i~ \\ S 4 ,__/
~ 1 , v N “ 1 X v N
t=20 N\ t=20
05 g - 05 g N
K =10 B . K =10 =
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Abbildung 5.6: K-Terme-Approximation links: Waveletbasis, rechts: DCT-Basis.

Von der Abbildung 5.6 kénnen wir ausgehen, dass das Signal nicht K-diinnbesetzt
ist, weder mit der Wavelet-Basis noch mit der DCT-Basis. Trotzdem versuchen wir,

dieses Signal mit dem Compressive-Sensing zu rekonstruieren.

2 2
=Signal —=Signal
15 geschiitztes Signal 15 -—\ geschiitztes Signal
& wcssungcn 5 — . Mcss\ungcn
AU Y
- ] - ] i N
M=12 M =12
057 4=%0 0.5 1])11z|3'20 B
0 0
0 2 B 6 8 10 0 2 -4 6 8 10

Abbildung 5.7: Rekonstruiertes Signal links: Waveletbasis, rechts: DCT-Basis.

Es ist aus der Abbildung 5.7 anschaulich, dass das rekonstruiertes Signal aus dem
Compressive-Sensing zu der K-Terme-Approximation iiberhaupt nicht passt. Der
Grund dafiir ist, dass die Basis die RIP nicht erfiillt.

Zusammenfassen, wir haben zwei Hauptprobleme getroffen. Erstens, das Signal nicht
diinnbesetzt oder komprimierbar ist. Zweitens, die Basis erfiillt die RIP nicht. Im
Folgenden werden wir auf diese zwei Probleme fokussieren.

5.4.2 Komprimierbare Anderungen

In dem Beispiel konnen die manuell gegebenen Anfangsbedingungen beliebig sein,
aber nachdem die Anfangsbedingung festgelegt ist, ist die Warmeleitung mit dem
Systemmodell konsistent. So spekuliert man unweigerlich, dass vielleicht die Koef-
fizienten z,,, selbst nicht komprimierbar ist (weil die Anfangsbedingung beliebig
gegeben sein kann), die Anderung der Koeffizienten Az, = z, 41 — 2, jedoch kom-

primierbar sein kénnte, weil die Anderung des Signals einem bestimmten Gesetz
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5.4. Signal-Analyse

(dem Systemmodell) entspricht. Daher werden wir die Anderung der Koeffizienten
betrachten. Folgende Grafik zeigt die K-Terme-Approximation der Anderung der
Koeffizienten Az mit At = 0.5 s, namlich t; = 19.5 s und t5 = 20 s, d. h. die Ko-
effizienten zum Zeitpunkt ¢; = 19.5 s wird als bekannt angenommen, wéhrend die

Koeffizienten zum Zeitpunkt ¢, = 20 s zu schétzen sind.

[S9]
~J

-t=20 - —t=20
Y —-t=19.5 g p—— —t=19.5
b o Signal K-Terme b B Sy Signal K-Terme
e RS
“~ 1 A %4 a 1 A
t =20 t =20

05 K=10 05 K=10 —

0 0

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Abbildung 5.8: K-Terme-Approximation fiir die Anderung der Koeffizienten links: Waveletbasis,
rechts: DCT-Basis.

Wie wir aus der obigen Grafik ersehen konnen, sind die Ergebnisse der K-Terme-
Approximation von der Anderung der Koeffizienten viel besser als die von der Koef-
fizienten selbst, insbesondere mit DCT-Basis. Daher koénnen wir die Anderungen der
Koeffizienten als komprimierbar bezeichnen. Aber wir diirfen eine weitere Voraus-
setzung fiir das Compressive-Sensing nicht auffer Acht lassen, ndmlich dass die RIP
erfiillt sein muss. Zuerst versuchen wir durch das Compressive-Sensing das Signal
zu rekonstruieren, und wir erhalten die Ergebnisse in der Abbildung 5.9.

2

o

=t=20 —t=20
3 RaaGa T 0y -t=19.5 ¢ P—— -t=19.5
1.5 i O J Signal aus CS L5 g / Signal aus CS
“- 1 \\;. = *Messungen “- ] \7-., * Messungen
M =12 M =12 N\,
0.5 0.5 -
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 -+ 6 8 10

T T

Abbildung 5.9: Rekonstruiertes Signal fiir die Anderung der Koeffizienten links: Waveletbasis,
rechts: DCT-Basis.

Leider konnen wir durch die ¢;-Norm-Optimierung die richtigen Ergebnisse nicht
erzielen. Denn obwohl die Anderung der Koeffizienten Az komprimierbar ist, wird
die andere Bedingung des Compressive-Sensing, die RIP, nicht erfiillt, sodass wir
das Problem der RIP noch 16sen miissen. Im néchsten Abschnitt werden wir uns auf
die Losung des RIP-Problems konzentrieren, damit wir es ermdoglichen, das Kalman-

Filter und das Compressive-Sensing zu kombinieren.

47



Kapitel 5. Kalman-Filtered Compressive-Sensing

5.4.3 Dimensionreduzierung

Aus der Definition der RIP
(-6 2l < |6 2] < 1+l

wissen wir, dass die RIP den Grad der Orthogonalitit der Basis © € RM*N ynter K-
diinnbesetzten Signalen garantiert. Mit anderen Worten, je kleiner die % ist, desto
kleiner Moglichkeit es gibt, dass die Basis © die RIP erfiillt. Das heifit, wir sollten
N so weit wie moglich reduzieren, um eine hohere Wahrscheinlichkeit zu haben,
dass die RIP erfiillt. Deswegen rekonstruieren wir nicht alle Werte an den Knoten,
sondern nur eine bestimmte Anzahl der Werte, die ausreichend fiir die Schatzung
der Zustandsgroflen ist. Beispielsweise konnen wir die Werte nur an den méglichen
Sensorstellen rekonstruieren, somit reduziert sich N in diesem Fall von N = 1024
auf N = 64. Auf diese Weise simulieren wir nun die Félle im letzten Kapitel:

-t=20 —t=20
L5 t=19.5 S e t=19.5
2% . SV Signal K-Terme e . Signal K-Terme
'\\ ” 4 \ \ ”_“_‘/' \
= 3 \\\ o il ¢ \\\
= 2 b = 92 :
gisp = gsp =AUy
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Abbildung 5.10: K-Terme-Approximation fiir die Anderung der Koeffizienten mit N = 64 links:
Waveletbasis, rechts: DCT-Basis.

2 2
- -t=20 - —t=20
15 e Y t=19.5 o R t=19.5
2= s Y Signal aus CS ch R T /*Signal aus CS
- ] \/- * Messungen @ “\/- —=* *Messungen
M =12 M =12
N, \\
0.5 e 0.5 gy SeaE
0 0
0 2 - 6 8 10 0 2 -4 6 8 10

Abbildung 5.11: Rekonstruiertes Signal fiir die Anderung der Koeffizienten mit N = 64 links:
Waveletbasis, rechts: DCT-Basis.

Wie aus Abbildung 5.11 ersichtlich ist, haben wir nach der Schétzung von der Ande-
rung der Koeffizienten und der Reduzierung der Dimension relativ genauer Ergebnis
erhalten, und das Ergebnis mit der DCT-Basis ist im Vergleich zu dem Ergebnis
mit Wavelet-Basis besser. Aus der Modalanalyse kénnen wir auch erkennen, dass
die Temperaturverteilung durch einige glatte Cosinusfunktionen gut approximiert

werden kann. Die Haar-Wavelets sind jedoch schérfer und mit vielen Spriingen.
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5.4.4 Sparse-Coding-Representation

Aus dem obigen Beispiel ist ersichtlich, dass verschiedene Basen grofien Einfluss auf
die Ergebnisse haben, da das Signal mit verschiedenen Basen eine unterschiedliche
Diinnbesetztheit aufweist. Deshalb hoffen wir, eine Basis zu finden, mit der das
Signal so diinnbesetzt wie moglich dargestellt werden kann.

Sparse-Coding-Representation (SCR) war in den letzten Jahren ein grofies Thema
im Bereich des maschinellen Lernens [34; 35; 36]. Das Ziel der SCR besteht darin,
den grofiten Teil oder das gesamte urspriingliche Signal in einer Linearkombination
aus weniger Basissignalen darzustellen. Die SCR wurde erstmals im Jahr 1996 von
Olshausen und Field vorgeschlagen [33]|, um die visuelle Verarbeitung im Gehirn
zu erklaren. Wir kénnen die SCR verwenden, um eine Basis zu finden, auf der das
Signal diinnbesetzt dargestellt werden kann. Eine Realisierung des SCR-Problems
ist Losung des das Optimierungsproblems (5.1).

- 2
Q%;{H%—@-% 2+Aiugi||o}
\BOO-I (5.1)

Der erste Term steht fiir den Fehler der Approximation von der Basis ® und seiner
Koeffizienten o, zu allen Zeitpunkten ¢ = 1, ..., K. Der zweite Term garantiert die
Diinnbesetztheit der Koeffizienten o, zu jedem Zeitpunkt und die Nebenbedingung
bedeutet die Orthogonalitéit der Basis ©. Die Abbildung 5.12 zeigt eine Visualisie-
rung der Basis ©:

Abbildung 5.12: Visualisierung von ©.

In der Abbildung 5.12 beschreibt jede Spalte eine Basisfunktion 6,.
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5.5 Kalman-Gleichung mit Compressive-Sensing

Um die Informationen aus dem Kalman-Filter und aus dem Compressive-Sensing
zu fusionieren, brauchen wir dazu noch ein Verfahren. Zunéchst stellen wir eine
weitverbreitete Methode vor, die die ¢;-Norm-Optimierung direkt in der Kalman-
Gleichung einsetzen.

Die Kalman-Gleichung, z. B. aus der Modalanalyse, ist

1 L.
T =agmin{ AT, - T [+ i, — @ T
S M

Lt

wobei og fiir die Varianz der Systemrauschen und o, fiir die Varianz der Messunsi-
cherheit stehen. Bei der FDM kann man die Zustandsgroflen und die Systemmatrix

entsprechend wecheln. Fiir das Compressive-Sensing gilt

Y1 = © -2y

und

25,1 = argmin H§k+1||1 ’
Zk+1
R 2
NB Hgk+l -© 'gk“H =<

2

Man kann die oben genannten zwei Formeln auch in eine Formel umschreiben [24],

z} | (5.3)

also

Zpy = Argmin {”§||1 + Hgk-f—l -0z,
Zk41

Es ist zu betrachten, dass
T '_Z+1 =0 * Zj1
TN
_Z-i-l R <‘I!T‘I’> v'e '§Z+1
TN R
= (97%) 76 (zf+Az)

gilt, wobei U die komprimierende Messabbildung in der Modalanalyse und O die
komprimierende Messabbildung im Compressive-Sensing sind. Dann kombiniert man
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(5.2) und (5.3) in Form von

1 N T
Azj, = argmin § Gy [|Az[[, + Go| — |A- T, — <‘I’TIP> Vo
Az, US
2 1 2
(2, +Az) || + 2 Hgk—i—l © - (2 + Azk)H
2 M

TN 2
L (AT, - (foT ) IO - (2, + Az,)
= argmin { Gy ||Az,|, + G2 s g
Bz i <gk+1 -0 (z,+ AEk)) )

G1 und Gy bezeichnen die Gewichtungen fiir den ¢,-Norm-Term und den zweiten
Term. Bei den Simulationen werden mehrerer Werte von g—f gewahlt, und zur Ver-
einfachung wéhlen wir o5 = o)y = 1.

2 =Signal

=Signal —Signal
geschiitztes Signal 2 / -~ geschitztes Signal 2 geschiitztes Signal

e L, * Messungen — * Messungen — * Messungen
~1 G2/G1 =100 -1 G2/G1 = 10" -1 G2/G1 = 10°
M=12 2 M=12 — v

M=12 )
t=0 . . t=4 " t=8

- 8
0 st 0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
x T x
=Signal =Signal =Signal
2 geschiitztes Signal 2

[*)

geschiitztes Signal
—N

* Messungen '———""\ * Messungen ‘_\J»ungcn
~1  G2/G1=10 ‘\_/¥‘ 1 G2/G1=10" \_/\ 1 G2/G1=10" \\
M=12

M=12 M=12
=12 t=16 t=20

geschiitztes Signal
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Abbildung 5.13: Rekonstruiertes Signal mit Kalman-Gleichung mit Go/G; = 10°.
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Abbildung 5.14: Rekonstruiertes Signal mit Kalman-Gleichung mit Go/G; = 106.
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Abbildung 5.15: Rekonstruiertes Signal mit Kalman-Gleichung mit G5 /G = 10°.

Wir kénnen davon ausgehen, dass die Gewichtungen GG; und G, das Ergebnis stark
beeinflussen. Um die Wirksamkeit der Gewichtungen zu analysieren, haben wir meh-
rere Simulationen gemacht, und danach die Fehler bewertet.

x 10~

5 0.015
7 -G2/G1 = 10°
. 2
G2/G1 =10 0.01
3 -G2/G1=10%
-9/ = 6
2 i 0.005
| ~G2/G1 = 10'
A ANV
» "~
0 : = 0
0 5 10 15 20 0 2 4 6 8
¢ log10G2/G1

Abbildung 5.16: Fehler mit verschiedenen G5/G.

Es ist anschaulich, wenn G5/G zu grofl oder zu klein ist, ist der Fehler sehr grof.
Das beste Ergebnis kommt bei G5/G1 ~ 10° vor. Aber in der Praxis kennen wir
jedoch das echte Signal nicht, sodass es schwierig ist, die Gewichtung GG; und G5 zu
bestimmen. Deshalb brauchen wir ein anderes Verfahren, bei dem die Forderung auf
der Gewichtung abschwécht wird.

5.6 Kalman-Filter mit Pseudo-Messungen

Das Kalman-Filter mit Pseudo-Messungen bedeutet, dass man das CS vor dem KF
lauft, dann werden die geschéitzte aus dem CS als die Messungen im Kalman-Filter

einsetzen. In diesen Ansatz spielen die Gewichtungen GGy und Gy wenige Rolle.
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5.6. Kalman-Filter mit Pseudo-Messungen

5.6.1 Pseudo-Messungen

Im Gegensatz zur vorherigen Methode lassen wir bei dieser Methode zunéchst das
Compressive-Sensing unabhéngig vom KF laufen, wie in der Abbildung 5.17 gezeigt.

* Pscudo-Messungen 2 * Pscudo-Messungen
*echte Messungen *echte Messungen

=
* Pseudo-Messungen &
*echte Messungen

()
'S
»
()
s
»
(™)
IS
»

10

=Signal =Signal =Signal
2
- Pscudo-Messungen 2 + Pseudo-Messungen 2 « Pscudo-Messungen

+ echte Messungen w{u Messungen
~1 \

M=12

= echte Messungen

10

(¥
'S
»
()
s
»
[
IS
»

Abbildung 5.17: Pseudo-Messungen.

Diese rekonstruierte Punkte geben wir dann als die Pseudo-Messungen (PM) in das
Kalman-Filter ein, und auf diese Weise konnen wir das Compressive-Sensing und

das Kalman-Filter kombinieren.

5.6.2 Dynamische Gewichtung

Auf diese Weise konnen wir den Einfluss der Gewichtung reduzieren. Aber trotzdem
konnen wir die Messungen noch verbessern. Da die Pseudo-Messungen keine reale
Messungen sind, ist die Unsicherheit von Pseudo-Messungen opy; grofler als die reale
Messungen oy;. Deshalb kénnen wir den Pseudo-Messungen hohere Messunsicherheit
geben. Es ist auch offenbar, wenn opy; — 00, ist das Kalman-Filter mit Pseudo-
Messungen gleich wie das rsKF, d. h. nur die tatséchliche Messungen verwendet

werden.

Wie wir aus der Abbildung 5.18 ersehen konnen, ist das Ergebnis nach der Einfithrung
von dynamischer Gewichtung deutlich verbessert, vor allem an den Spitzen. Bemer-
kenswert ist, dass das Ergebnis an einigen Stellen nach der Einfithrung dynamischer
Gewichtung sogar noch schlechter ist, d. h. es gilt nicht immer, je kleiner die Ge-
wichtung der Pseudo-Messungen eingestellt wird, desto besser wird das Ergebnis.

Wir werden spéter noch iiber die Messunsicherheit der PM diskutieren.
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—KFCS
—KFCS mit dynamischer Gewichtung

Abbildung 5.18: Vergleich ohne und mit dynamischer Gewichtung.

5.6.3 Fehler-Akkumulation

Da wir nur die Anderung der Koeffizienten Az schitzen und die Messungen zufillig
gewihlt werden, fiihrt dies dazu, dass der Fehler sich akkumuliert, wie in der Ab-
bildung 5.19 dargestellt. Wir finden, dass dies daran liegt, dass wir nur die /-
Norm-Optimierung vom Compressive-Sensing separat durchfiihren und die Pseudo-
Messungen in das Kalman-Filter setzen. In diesem Prozess sind das Compressive-
Sensing und das Kalman-Filter nicht vollstandig fusioniert, d. h. die Ergebnisse vom
CS wirken auf das KF, aber die Ergebnisse vom KF beeinflussen das CS nicht. Des-
halb hoffen wir, dass das KF auch zu einer besserer Abschiatzung vom CS beitragen

wird. Um dies zu erreichen, konnen wir die Koeffizientenaktualisierung verwenden.

=Signal =Signal =Signal

2 . 2 .
* Pscudo-Messungen 2 * Pscudo-Messungen < i . * Pscudo-Messungen
* echte Messungen )

*echte Messungen *echte Messungen

=Signal =Signal =Signal

2 > 2
* Pscudo-Messungen < . * Pscudo-Messungen = * Pscudo-Messungen
= echte Messungen = echte Messungen e = echte Messungen

(¥
S
»
S
»
(=)
'S
w0

10

Abbildung 5.19: Pseudo-Messungen mit Wavelet-Basis.

5.7 Koeffizientenaktualisierung

Wie in der Abbildung 5.20 gezeigt, schétzen wir im vorherigen Prozess die Anderung

der Koeffizienten Az, aus den zufilligen Messungen g1 mithilfe des Compressive-
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5.7. Koeffizientenaktualisierung

Sensing, dann berechnen wir 2, ., = z, + Az,. Mit 2, ,, rekonstruieren wir die
Pseudo-Messungen g?\i |- Dann setzen wir die Pseudo-Messungen in das Kalman-
Filter ein, um den aktuellen Zustandsgrofie T, ; zu schétzen, schlielich berechnen
wir die Temperaturverteilung f (bei der FDM ist die Zustandsgrofie direkt f).

Zufallige . . -
Messungen Yo . e “ N i
AZ, Az,
cs ZAQ 21 ...... én 2n+1
Pseudo-MSn yiM yiM Vit
Zustands - - - - N N
2 (D) DG E 6

Schatzung fe fe fe fitn

Abbildung 5.20: Verlauf des vorherigen KFCS.

Wie wir aus dem obenstehenden Diagramm ersehen konnen, ist der Grund fiir
die Fehlerakkumulation darin zu sehen, dass es keine Riickkoppelung im Prozess
gibt, weshalb wir eine Riickkopplung einfiihren sollten, die es der Ausgangsgréfie f
ermoglicht, auf den Eingang (Compressive-Sensing) zu wirken.

Zuféllige Anderung der Koeffizienten Pseudo- Zustand,
Messungen Koeffizienten Messungen Temperatur
~ PM
y Az z y f
Cs C] KF p———

Abbildung 5.21: Verlauf des vorherigen KFCS.

Ausgehend von dieser Idee kénnen wir den Prozess in die folgende Struktur 5.22

andern
Zufallige Anderung der Koeffizienten Pseudo- Zustand,
Messungen Koeffizienten Messungen Temperatur
~ PM
b% Az z y f
CS > > 0 o KF p——
Aktualisierte
Koeffizienten
KF
z ot | f
(oder fP)
pradizierte
Temperatur

Abbildung 5.22: Strukturbild des KFCS mit Riickkoppelung.

Dazu gibt es zwei Moglichkeiten: Koeffizientenaktualisierung aus der Schéatzung und

aus der Pradiktion.
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5.7.1 Aktualisierung aus der Schitzung

Die erste Moglichkeit ist, wie in der Abbildung 5.23 gezeigt, dass wir die Temperatur-
verteilung f . nach der Schitzung der ZustandsgréBe T'yoder f , vom Kalman-Filter
berechnen, und dann berechnen wir die Koeffizienten 2" aus der Temperaturver-
teilung f N auf der Basis ©. Dann verwenden wir 25" als den Anfangswert, um Az,
zu berechnen, wobei z;_; = 25" + Az,.

Zufallige
Messungen

Cs

Pseudo-MSn

Zustands
groRe

Schatzung

Abbildung 5.23: Verlauf fiir Koeffizientenaktualisierung aus der Schitzung.

Dieser Ansatz ist eher auf Féille anwendbar, in denen die Anregung unbekannt ist.
Fiir den Fall, dass die Anregung bekannt ist, kénnen wir die Koeflizienten z, mit
der Temperaturverteilung aus der Préadiktion aktualisieren, um bessere Ergebnisse
zu erhalten.

5.7.2 Aktualisierung aus der Pradiktion

Die zweite Moglichkeit ist, wie in der Abbildung 5.24 gezeigt, dass wir die Tempe-
raturverteilung f , aus der Pradiktion der Zustandsgrofie Il,z oder ii vom Kalman-
Filter berechnen, und dann berechnen wir die Koeffizienten z} aus der pridizierte
Temperaturverteilung auf der Basis ©. Dann verwenden wir 2}, als den Anfangswert,

um Az, zu berechnen, wobei z,,, = zj, + Az,.

Zufallige - .

Messungen 1 Yo 1 %! 1 In l}’n+1
SO0 D6 B
Pseudo-MSn yiM yM yEM

Zustands PN ~ - . N - N
BNl G e LB o G
Schatzung fe fe he |frf+1 I

Abbildung 5.24: Verlauf fiir Koeffizientenaktualisierung aus der Prédiktion.
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5.8. lteratives Verfahren

5.8 Iteratives Verfahren

Da dieses Verfahren nichtlinear ist, konnen wir auch ein iteratives Verfahren ver-
wenden, um die Schéitzung zu verbessern. Zu jedem Zeitpunkt k berechnen wir die

Zustandsgrofien (T,)" und die Koeffizienten (z;,)" mit einer Beobachtung §_ und

P
Préadiktion T, iterativ, bis sie konvergieren oder die maximale Anzahl von Itera-
tionen erreicht ist. Die konvergierenden Koeffizienten (z,)" werden als die 25" zur
Berechnung der Az, ; zum néchsten Zeitpunkt verwendet. Das Verfahren ist wie in

der folgenden Grafik 5.25 gezeigt:

Zuféllige l Pn
Messunggg [éffl H(in)o ]
Pseudo-MSn ,(yvf
A U, T
Schatzung

Abbildung 5.25: Verlauf fiir iteratives Verfahren.

5.9 Simulation

Wir rekonstruieren die Temperaturverteilung im vorherigen Beispiel mit verschie-
denen Verfahren, ndmlich dem Kalman-Filter mit 12, 40 und 64 dquidistanten Sen-
soren, das rsKF mit 12 Messungen mit 64 verfiigharen Sensoren, das KFCS (Kalman-
Filter mit Pseudo-Messungen ohne Riickkoppelung) mit 12 Messungen mit 64 verfiigha-
ren Sensoren, und das iterative KFCS mit 12 Messungen mit 64 verfiigbaren Senso-

ren.

0.06 .
—KF mit 12 Sensoren

=rsKF mit 12 Messungen /
~KFCS mit 12 Messingen

KF mit 40 Sensoren
0.04 F—F"—F—%—7F—% —iteratives KFCS mit 12 Messungen’
—KF mit 64 Sensoren

0.05

w (.03
0.02 f\ f A
e N T N P— \ l‘ l 1an
oo UM P T TAA T
0
0 5 10 15 20

Abbildung 5.26: Vergleich aller Verfahren.
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Kapitel 5. Kalman-Filtered Compressive-Sensing

Wir kénnen aus der Abbildung 5.26 sehen, dass das Ergebnis von rsKF mit 12 Mes-
sungen und KFCS mit 12 Messungen &hnlich sind. Der Grund ist, wie wir im Ab-
schnitt 5.3.2 gesagt haben, wenn die dynamische Gewichtung der Pseudo-Messungen
zu niedrig gewahlt werden, sind die beiden Methoden gleichwertig. Aber nur, weil
wir die Pseudo-Messungen eingefiihrt und die Struktur von CS-KF-CS aufgebaut
haben, konnte das Verfahren im Vergleich zu rsKF noch weiter verbessert werden.
Als Endergebnis konnen wir sehen, dass iteratives KFCS mit 12 Messungen bereits
besseres Ergebnis liefert als das traditionelle Kalman-Filter mit 40 Sensoren. Das

bedeutet, dass das neue Verfahren in der Arbeit sehr effektiv ist.

5.10 Zusammenfassung

zu wenige
Messungen

Fehler-
Akkumulation

Pseudo-
Messungen

Pseudo-
Messungen
+ Kalman-Filter

Zuféllige Messungen
+ Kalman-Filter

Compressive
Sensing

CS Koeffizienten
Aktualisierung

nicht diinnbesetzt

nicht erfiillt des CSs

dynamische
Gewichtung

[ diinnbesetzte Anderung ] [sparse Coding] [ Dimension verringern ]

RIP Ungenauigkeit
aus aus
[ Schatzung ] [ Pradiktion ]

iteratives
Verfahren

Abbildung 5.27: Vollstandiger Gedankengang zu diesem Kapitel.

In diesem Kapitel untersuchten wir zundchst das Kalman-Filter mit zufalligen Mes-
sungen (rsKF). Und wir fanden den Nachteil von rsKF: Es ist moglich, dass es
an einigen Stellen keine Messpunkte gibt. Deswegen wollen wir das Kalman-Filter
und das Compressive-Sensing, also die zwei Vorwissen: das Systemmodell und die
Diinnbesetztheit des Signals kombinieren. In diesem Fall haben wir zwei Ansétze ver-
sucht: die Kombination der Kalman-Gleichung mit der ¢,-Norm-Optimierung und
die Kombination vom Compressive-Sensing und dem Kalman-Filter mittels Pseudo-
Messungen. Tatséchlich miissen wir im ersten Ansatz die Gewichte der beiden Teile
bestimmen, was in dem Fall, dass das echte Signal unbekannt ist, sehr schwierig
ist. Deshalb verfolgen wir hauptséchlich den zweiten Ansatz. Beim zweiten Ansatz
besteht jedoch eine hohe Anforderung an die Diinnbesetztheit des Signals, und das
Ergebnis ist bei nicht-diinnbesetzten Signalen oft sehr schlecht, d. h. die Pseudo-
Messungen haben wenigen Sinn. Dazu werden drei Verfahren vorgeschlagen, um die
Anforderungen auf die Diinnbesetztheit des Signals abzuschwéchen. Dariiber hinaus
schlagen wir zwei zusétzliche Methoden vor, um die Fusion der beiden Vorwissen zu
verbessern und damit die Genauigkeit der Schétzung weiter zu erhohen. Zunéchst

richten wir eine Riickkoppelung ein, d. h. wir aktualisieren die Koeffizienten z aus
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5.10. Zusammenfassung

dem Ergebnis des Kalman-Filters (Schitzung oder Pradiktion) als Anfangswert vom
Compressive-Sensing. Zweitens fithren wir ein iteratives Verfahren ein, bei dem wir
die Koeffizienten zu jedem Zeitpunkt iterativ berechnen, bis sie konvergieren. Durch
diese Verfahren konnen wir mit 12 Messungen ein besseres Ergebnis im Vergleich zu

traditionellem Kalman-Filter mit 40 Messungen erreichen.
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KAPITEL 6

Erweiterungen des Verfahrens

In den vorhergehenden Kapiteln haben wir eine vollstdndige Struktur entworfen, die
es ermoglicht, das Kalman-Filter und das Compressive-Sensing vollsténdig zu fusio-
nieren. Als Nachstes werden wir das Verfahren erweitern. Wir werden das Verfahren
in rauschbehafteten Fallen und 2D-Féllen anwenden und schliellich werden wir die
Fehler quantitativ bewerten.

6.1 KFCS fiir rauschenbahaftete Signale

In der fritheren Arbeit nehmen wir an, dass die Anregungen unbekannt sind, und da-
her stellen wir kein zusétzliches Systemrauschen hinzu. In diesem Abschnitt werden
wir den Fall analysieren, in dem die Anregungen bekannt sind, wiahrend wir System-
rauschen hinzufiigen. Und dann die von uns vorgeschlagene Verfahren zur Schiatzung

des Signals verwenden. Das ist die Temperaturverteilung mit Systemrauschen.

Signal mit Systemrauschen und Messfehler Signal mit Systemrauschen und Messfehler Signal mit Systemrauschen und Messfehler
2 Signal mit Systemrauschen 2 Signal mit Systemrauschen 2 Signal mit Systemrauschen
s n
|- ——
. - g \
=17 G=50 J =l G=50 N~ =l Gg=50
-
t=0 \/ t=4 \,\’\/ t=8 BN T
0 0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
T x r
Signal mit Systemrauschen und Messfehler Signal mit Systemrauschen und Messfehler = Signal mit Systemrauschen und Messfehler
2 Signal mit Systemrauschen 2 Signal mit Systemrauschen < Signal mit Systemrauschen
> A= ™
/ Ny
b \ - N gl
=l g=50 N ' G6=50 \"\.//\\\ =l g=50 vl
t=12 v t=16 Wi t=20
0 0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 b 10 0 2 4 6 b 10

Abbildung 6.1: Temperaturverteilung mit Rauschen.

Hier ist das Ergebnis der Schétzung mit traditionellem Kalman-Filter mit 12 Mes-

sungen.
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Abbildung 6.2: Kalman-Filter fiir rauschbehaftetes Signal mit 12 Sensoren.

Folgende Abbildung zeigt das Ergebnis aus dem Kalman-Filter mit 12 zufélligen
Messungen.

2 =Signal =Signal > =Signal
- R~ geschiitztes Signal < o~ geschiitztes Signal < geschiitztes Signal
. * Messungen »,// \ * Messungen et - * Messungen
=1 M=12 SUoM=12 Ny A5 M=13 N\a
t=0 t=4 | —_ P t=8 Ly
0 v 0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
T x T
—Signal =Signal
2 geschiitztes Signal geschiitztes Signal
NN * Messungen * Messungen
.y | \\.‘.
M=12 \,\/\\ L
t=12 g

10 0

5
(™)
IS

Abbildung 6.3: rsKF fiir rauschbehaftetes Signal mit 12 Messungen.

()

Folgende Abbildung zeigt das Ergebnis aus meinem Verfahren mit 12 zufélligen

Messungen.
—Signal —Signal =Signal

2 iGaa. " geschitztes Signal 2 RS i geschitztes Signal 2 geschiitztes Signal

" * Messungen _— \\ * Messungen —~TN . * Messungen

™,
-1 -1 . \ ~1 . N
M=12 M=12 N M=12
t=0 t=4 . 7] t=8 A SR
~ ~—~ ~
0 - 0 5 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 8 10 0 2 4 6 8 10
x x x
=Signal =Signal =Signal
2 geschiitztes Signal geschiitztes Signal 2 geschiitztes Signal
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» - . - \
~1 S~ 1 e ~ -1 Y
M=12 <AL A M=12 —"\\ M =12 N §
t=12 B t=16 b il t=20 S gt
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0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8
x T

Abbildung 6.4: KFCS fiir rauschbehaftetes Signal mit 12 Messungen.
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6.2. KFCS fir 2D-Signale

Es ist nicht anschaulich, durch die Abbildungen zu bestimmen, welches Verfahren
besser ist. Deswegen vergleichen wir die Ergebnisse aus allen Verfahren quantitativ,
wie in der Abbildung 6.5 dargestellt. Wir konnen sehen, dass unser Verfahren im
Vergleich zum rauschfreien Fall relativ unwirksam ist. Aber im rauschbehafteten
Fall gibt es noch eine Verbesserung um 25 Prozent im Vergleich zum traditionellen
Kalman-Filter. Gleichzeitig konnen wir sehen, dass der Unterschied zwischen dem
rsKF und dem Kalman-Filter in diesem Fall gering ist, weil die Anregung bekannt
ist, d. h. selbst wenn es keine Messung an der Spitze gibt, konnen wir aus dem

Systemmodell die Temperaturdnderung hier noch erkennen.

0.06

=KF mit 12 Sensoren
—rsKF mit 12 Messungen

0.05 KFCS mit 12 Messungen
—KFCS iterativ mit 12 Messungen

0.04
w
0.03 -
0.02
0.01
0 5 10 15 20
t

Abbildung 6.5: Vergleich fiir rauschbehaftetes Signal.

6.2 KFCS fiir 2D-Signale

In diesem Abschnitt werden wir das 2D-Signal mit dem KF und dem KFCS rekon-

struieren.

3 3 3
- 1 N - 1 ~ o 1
-1 -1
20 20 20
15 M =25 15 M =25 15 M =25
: i gyt =0 i “o t=4 - i t=8
0 0 0
10 10 10
5 5 5 5 5 5
¥ 00 Y 00 ¥ 00
xr xr I
3 3 3
o 1 1 o 1
-1 -1
20 20 20
% M =25 X M =25 ix M =25
: i =12 - i t=16 - i t=20
0 0 0
5 < 10 5 g 10 5 : 10

y 00 y 00 y 00

Abbildung 6.6: 2D-Kalman-Filter mit 25 Sensoren.
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15 ) : 15 M =25 15 M =25
o QLt=0 2 -t=4 2 t=8
10 K 10 . = 310

Yy 00 Yy 00 y 00

20 20 20
25 . M =25 p M = 25
2 1 t=16 13 t=20

10 10 - g 10

y 00 y 00 y 00

Abbildung 6.7: 2D-KFCS mit 25 Messungen.

Um die Ergebnisse anschaulicher zu vergleichen, haben wir die Abbildung 6.8 erstellt.
Wir konnen aus der Abbildung feststellen, dass KFCS im 2D-Fall bessere Ergebnisse
erzielt als das Kalman-Filter, und dass diese Verbesserung etwa 25 Prozent betragt.

0.15 —2D KF mit 25 Sensoren
=2D KFCS mit 25 Messungen-

0.05

Abbildung 6.8: Vergleich fiir 2D-Signal.

6.3 Fehlerbewertung

Aus der vorherigen Simulation kénnen wir erkennen, dass die Fehler in verschiede-
nen Féllen unterschiedlich sind und dass es unterschiedliche Grade gibt, wie gut oder
schlecht das KFCS und das Kalman-Filter in verschiedenen Féllen sind. Deswegen
werden 10 verschiedene Systemrauschen und 10 verschiedene Messunsicherheiten
ausgewdhlt. Dann kombinieren wir sie und bekommen wir 100 verschiedene Kombi-
nationen. Fiir jede Kombination werden 300 Simulationen durchgefiihrt, wobei das
Signal mit dem Kalman-Filter bzw. dem KFCS rekonstruieren wird und die Fehler
berechnete werden. Das Ergebnis wird in den folgenden Abbildungen gezeigt.
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6.4. Zusammenfassung
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Abbildung 6.9: Fehler, links: Kalman-Filter, rechts: KFCS.

Um den Unterschied deutlicher zu sehen, haben wir ihre Unterschiede berechnet,
also Ae = ekp — ekres. Dann bekommen wir die folgende Abbildung

%107

0 %107
<10 &0
20 0%(1) .1
0.01 ’ 0.08
0.006 0.06 0-08 *:1 0.006 .
0.002 0.02 004 ™ 0.002 0.02
ags TN os TN

Abbildung 6.10: Differenzfehler von verschiedenen Aspekten.

Aus der Definition konnen wir wissen, dass das KFCS besser ist als das Kalman-
Filter, wenn Ae positiv ist und umgekehrt. So konnen wir feststellen, dass das
Kalman-Filter besser als KFCS ist, wenn das Systemrauschen relativ grofler als
das Messrauschen ist. Das KFCS ist besser als das Kalman-Filter, wenn das Mess-
rauschen relativ grofler als das Systemrauschen ist. Der Grund dafiir ist, wenn das
Systemrauschen grof ist, ist das Signal nicht mehr diinnbesetzt, d. h. das Vorwissen,
dass das Signal diinnbesetzt ist, funktioniert nicht mehr. Und wenn das Systemrau-
schen sehr grof} ist, kann das Compressive-Sensing sogar negative Auswirkung auf
der Schétzung machen.

6.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel verwenden wir das Kalman-Filter und das KFCS im rauschbe-
hafteten und 2D-Fall und wir analysieren die Fehler. Wir stellen fest, dass KFCS
in diesen Fillen immer noch besser ist als das KF und dass es eine Verbesserung
von etwa 25 Prozent gibt. Schliefflich fiihrten wir eine Fehlerbewertung von Signa-
len mit unterschiedlichem Rauschen durch und wir fanden heraus, dass das KFCS
deutlich besser als das Kalman-Filter ist, wenn das Messrauschen relativ grofler als
das Systemrauschen ist. D. h. wenn wir das System genau modellieren kénnen und
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das Signal mit relativ schlechten Sensoren messen, kénnen wir bessere Ergebnisse
erhalten. Dies passt auch zu unserem Ziel, Energie zu sparen.

66



KAPITEL 7

Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir die Warmeleitung, das Kalman-Filter, das Compressive-
Sensing, die Signalanalyse, die Informationsfusion und die Fehlerbewertung unter-
sucht.

In dieser Arbeit wurde die Wirksamkeit des Verfahrens am Beispiel der Warme-
leitung {iberpriift. Deswegen haben wir zuerst die analytischen und numerischen
Losungen der Temperaturverteilung aus dem Diffusionsmodell hergeleitet und die

verschiedenen Falle simuliert.

Wir haben dann das Kalman-Filter hergeleitet und die Signalschiatzung der Tempe-
raturverteilung simuliert. Dann wurde das Compressive-Sensing vorgestellt und das

Compressive-Sensing mit den 1D- und 2D-Signalen als Beispiele gezeigt.

In Bezug auf die Signalanalyse hat diese Arbeit die Eigenschaften von Signalen
analysiert und drei Methoden vorgeschlagen, die es ermoglichen, das Compressive-
Sensing auch auf nicht-diinnbesetzte Signale anzuwenden. Die Methoden sind ndmlich
diinnbesetzte Anderung, Dimensionreduzierung und Sparse-Coding-Representation.

Bei der Informationsfusion hat die Arbeit zwei Fusionsverfahren vorgeschlagen, Fu-
sion durch die Kalman-Gleichung und durch die Pseudo-Messungen. In den ersten
Ansatz ist die Gewichtung in der Praxis schwierig zu bestimmen, deswegen haben
wir den zweiten Ansatz vorgeschlagen, also das Verfahren mit Pseudo-Messungen. In
diesem Verfahren spielt die Gewichtung weniger Rolle. Dariiber hinaus fusionieren
wir das Kalman-Filter und das Compressive-Sensing weiter und wir setzen nicht nur
das Ergebnis aus dem Compressive-Sensing in das Kalman-Filter ein, sondern wir
fithren das Ergebnis vom Kalman-Filter auch zu dem Compressive-Sensing zuriick,
wodurch die Struktur kompakter und vollstindiger wird. Diese Arbeit hat dann
ein iteratives Verfahren zur Uberwindung der Nichtlinearitéiten des Problems vor-

geschlagen. Schliefilich haben wir durch die Simulationen herausgefunden, dass das

67



Kapitel 7. Zusammenfassung und Ausblick

neue Verfahren in idealen Féllen eine Verbesserung von etwa 70 Prozent gegeniiber
dem traditionellen Kalman-Filter bietet.

Schliefllich hat diese Arbeit das Verfahren auf rauschbehaftete und 2D-Signale ange-
wendet und festgestellt, dass das neue Verfahren in diesen Fillen eine Verbesserung
von 25 Prozent bringt. Um den Zusammenhang zwischen den Rauschen und den
Ergebnissen zu untersuchen, wurden in dieser Arbeit 100 verschiedene Kombinatio-
nen von Systemrauschen und Messunsicherheiten ausgewéhlt und 300 Simulationen
fiir jede Kombination durchgefiihrt, um den durchschnittlichen Fehler zu berech-
nen. Durch unsere Analyse haben wir festgestellten, dass unser Verfahren deutlich
besser ist als das Kalman-Filter, wenn das Systemrauschen relativ gering als die
Messunsicherheit ist.

7.2 Ausblick

Die Arbeit ist aber noch nicht perfekt. In der Zukunft kann das Verfahren in folgen-
den Aspekten noch verbessert werden.

e Adaptive Pseudo-Messungen

In unserem Verfahren waren die Positionen der Pseudo-Messungen fest, z. B.
wurden in dieser Arbeit die Pseudo-Messungen an den moglichen Sensorstel-
len ausgewédhlt. In zukiinftigen Studien kann man versuchen, die Position der
Pseudo-Messungen adaptiv zu wéhlen, z. B. zufillig gewahlt und die Wahr-
scheinlichkeit der Pseudo-Messungen ist proportional zur Unsicherheit. Da-

durch wird die Unsicherheit der Gesamtschéitzung minimiert.
e Bestimmen der Fehlerverteilung des Compressive-Sensing

In dieser Arbeit wurde der Fehler vom Compressive-Sensing als Gauf3’sche
Verteilung behandelt. Tatséchlich ist die Fehlerverteilung vom Compressive-
Sensing nicht eine Gauf3’sche Verteilung, daher ist das Kalman-Filter nicht opti-
mal. Obwohl wir versuchen, die optimale Lésung durch ein iteratives Verfahren
zu finden, ist der Rechenaufwand sehr hoch. Daher kann man in der Zukunft die
Fehlerverteilung, insbesonders die Kovarianzmatrix, vom Compressive-Sensing
untersuchen, dann léasst sich KF besser einsetzen, oder ein besserer Filter ent-

worfen wird, um die optimale Losung direkt zu finden.
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Anhang

A.1 Herleitung der Temperaturverteilung

A.1.1 Modalanalyse

Fangen wir zuerst mit dem 1D-Fall an.

Zunéchst betrachten wir nur den homogenen Teil:

of . f
S @) =k (a,0) (A1)

Bei der Modalanalyse wird die Gleichung in einen ortsabhingigen Teil X (z) und
einen zeitabhéngigen Teil T'(t) zerlegt, also

flzt) = X(2)T(t) . (A.2)
Durch Einsetzen von (A.2) in die DGL (A.1) erhalten wir
T(t)X(x) = kT(t)X (z) .
Wir separieren nun die Variablen und erhalten

1T(t)_X(x)L
KT - X()

Es ergeben sich zwei gewohnliche Differenzialgleichungen (DGLs):
o ortliche DGL

X(x)—CX(z)=0.

e zeitliche DGL
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T(t) —kCT(t) =0 .
Losen wir zuerst die ortliche DGL.

Fiir O = 0 gilt

Setzen wir die Gleichung in 1. Randbedingung ein, gilt
X(0)=B=0,
d. h. X(z) ist konstant.
Fiir C > 0 gilt
X(z)=CX(z) ,
X(z) = Bexp {\/Em} + Dexp {—\/Ex} :
X(z) = BVC exp {\/Ex} — DVCexp {—\/Ew} )
Setzen wir die Gleichung in die erste Randbedingung ein, gilt
X(0)=VC(B=D)=0,
d. h. B =D. Dann gilt
X(x)=B (exp {\/Ex} + exp {—\/637}) .
Setzen wir die Gleichung in die zweite Randbedingung ein, gilt

X(L)=BVC (exp {\/EL} — exp {—@L}) =0,

N J/

>0

d. h. B =0, X(x) ist konstant.
Fir C < 0 gilt
X(z) = Bsin(vV—Cx) + Dcos (V—Cz)
—— ——

= =:A
= Bsin (Az) + D cos (Az) .

Setzen wir die Gleichung in die erste Randbedingung ein, gilt

X(0)=BA=0,
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d. h. B = 0. Setzen wir die Gleichung in die zweite Randbedingung ein, gilt
X(L) = —DAsin(AL) =0 .

Daraus folgt D = 0 oder
AL =, 1=20,1,2,---

Schliefilich erhalten wir

™

Nun formen wir die zeitliche DGL um.
l@ =C = —)\2
kT(t)
STi(t) = —kNTH(E) (A1)

Setzen wir (A.3) und (A.4) zusammen, erhalten wir

fla.t) =3 T(t)Xi(w) (A.5)

Um (A.5) zu verallgemeinern, normalisieren wir nun die Funktionen X (z):

= > Twit) (A6)

, wobei Ex, der Energie der Funktion X; entspricht

L
Ex, = \// X (2)| d .
=0

Die normalisierten Funktionen 1;(x) lauten:
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Sie erfiillen die Orthogonalitdtsbedingung:

/Lw-mw(x)dx— bt
o ’ N 0, 1#£ 7.

Deswegen bilden 1); eine Basis. Wir bezeichnen die ¢/; als Eigenfunktionen. Dement-

sprechend bezeichnen wir die 7T; als Koeffizienten zu den 1.

Jetzt leiten wir das Systemmodell aus der Modalanalyse her. Laut (A.4) und (A.6)
und nach der zeitlichen und ¢rtlichen Diskretisierung mit jeweils M und N Knoten
sowie der Wahl von i,,x = G (G-Grad-Approximation) erhalten wir:

Ti[k + 1] [1—Atk)? 0 .- 0 T [k]
. ) 0 . .
: B : .. . 0 : ’
Telk+1]] | 0 01— At | Talk]
[ Alk+1]  [wl] - we[l])] [Th[k +1]
vl +1]] [hN] -+ W[N] [Telk + 1]
) ::2;1 o v ) ::ﬁﬂ ’

Also wir bekommen

Ik-ﬁ-l:A'Ik’

Lc+1 =V Ty -

Jetzt berechnen wir T;. Da die 1); eine Basis bilden, kénnen die Koeffizienten 7;

durch das Innenprodukt (Projektion) von f(z,%y) und 1; berechnet werden, also

RO [ell] - @V [AD
welo]  lwelt) - welv)] Lo
d. h.
T,=9".f .

=0

Dann leiten wir die numerische Losung fiir den inhomogenen Fall (mit Anregung )

her. Das Diffusionsmodell mit Anregung lautet

of
ot

(x,t) = k%(m,t) +u(x,t) .
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Analog stellen wir die Anregung durch die Koeffizienten U;(t) und Eigenfunktionen
W; dar, also

= Z Ui(t)di(z) -

1=0

Es gilt dann

%(wai(@) 32<ZT e >+ZU i(a) |

also
ZT (t)i(x kZT +ZU () . (A.7)
Da
1
-, 1 =20,
wlr) =4t
7 o8 (\iz), =12,
Qﬁ;(x) = -\ % sin (A\jz)
o,b;/( ) = —)\2\/§COS (Niz) = —M\2i(x) | (A.8)

ZT e —Z( )?Ti(t)%(x)ﬂLZUz’(t)%(x);

ZT Jila) = Z (—RNTL(t) + Ui(t) () .
Ti(t) = —kNTi(t) + Ui(t) . (A.9)

Laut (A.9) erhalten wir das Systemmodell fiir den inhomogenen Fall, also

U, [K]
Ty w=A-T,+At :
Uclk]
—————
:ﬂ
fk+1 lIl : Tk‘-‘rl
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Die Berechnung von U, ist analog wie die von Tj, also
Ui [K] uy [K]
Uglk] un/[k]
Nun Losen wir die Temperaturverteilung in den 2D-Fall.

Das Diffusionsmodell fiir den 2D-Fall ist

o 2 82
ot =k (G + Zhenn) vutenn . (a0

Separieren wir f(x,y,t) in f(z,y,t) = X ()Y (y)T'(t), erhalten wir

fla,y,1) ZZTH V()5 (y)

=0 j=

und

Dann ergibt sich ) - .
17(t)  X(x) Yy

220 ~C. A1l
kT~ X(@) | V() —
Um eine Losung zu finden, setzen wir nun zunéchst
X(x) Y(y)
=K , K = Konst.
X(x)  Y(y)
Dann ergibt sich ‘ )
17(t) X (z)
——==(1+K =C,
0~ X
also ) .
1 Tt X)) C
K1+ K)T@#) X(z) 1+K
—— M
=k =:C

Analog wie im 1D-Fall erhalten wir schlieBlich zwei DGL jeweils in z- und y-

Richtung.

X(z) = Dycos(Niz), A\ = @Ll ,
4 7?
L

Y (y) = Dy cos (0;y), oj =

In diesem Fall gilt K )
[ Xi(z)/X(x) A
Y/ o

Nun normalisieren wir die beiden ortlichen Funktionen:
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e Figenfunktionen in z-Richtung:

Yi(z) = 5
\/L:Icos(/\ix), i=1,2,---

e die Eigenfunktionen in y-Richtung:

L 9

Y

w;i(y) = 5
HL_yCOS(Ajy)’ .]:1a27

Setzen wir die Eigenfunktionen in (A.11) ein, erhalten wir
Tij(t) = =k (X} + ) Tis(t) -

Betrachten wir nun die Anregung. Stellen wir die Anregung u(z,y,t) durch Eigen-
funktionen dar:

u(@,y,t) = Y Ui (t)ei(x)e; (y)
i=0 j=0
Wegen (A.10) gilt dann
7—;7](15) = — k ()\12 + 0'32) TIL"]‘ + qu(t) .
————

=R

Bevor wir das Systemmodell beschreiben, nummerieren wir zuerst die Knoten. D.

h. wir fithren eine Umformung

T c RGwXGy — Z c RGmnyl ’
f c RNzXNy — i c RNZNyxl 7

durch

T =T, mit index =i+ (j —1)G, ,

=index
f =f;;, mit index:=i+ (j —1)N, ,

Lindex

wie gezeigt in der Abbildung A.1.
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index 2 index 2
SR E e R E 777-{ 777777 , 7777777777 ,
(139 ™o v
o .
13 23 (33 | | (N,i) 2N+ 2N+2 2N+3 | 3
) @) 6y )
an @y Gl WD) index I

Abbildung A.1: Nummerierung

Schliellich erhalten wir nach der Diskretisierung das Systemmodell

Ty =A-T,+U;,

ik+1:\I"Ik+la
wobei
T
Ty = |BIK] -+ T, K]
T
:[Tm[K] o Tea[K] e T K] o Teoe K]]S
_1—/‘61,1 0 |
1_’fo,1
A= ,
1—H1,Gy
0 1_KGI,Gy
i i |
Uy = At- [U[K] -+ Ug,q,[K]|
T
zAt-[Ul,l[K} o UgalK] oo o U, K] - UGI,Gy[K]] ,
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Collall e vlllal] o wlllal] o vellal]
WMo - vaNaell] o iNleel] - waz[zv;]goaym
v — : : : :
Oi[l]ei[Ny] - Y [N, - di[lee, [Ny o Ya,[Lea, [Ny]
NN o b NalN) o BN, N dalNdge, N
ol ] [l e el
e T =Y B
\_901[Ny] @Gy[Ny] \@Zjl[Nx] sz[Nx]J

Hierbei steht das Zeichen ,,®“ fiir das Kronecker-Produkt, mit dem wir die Messab-

bildung W klarer und einfacher beschreiben kénnen.

A.1.2 Finite-Differenzen-Verfahren

Beim Finite-Differenzen-Verfahren approximieren wir die partiellen Terme durch
eine Taylor-Entwicklung, also

of _, J(z[n], t[k]) — f(x[n], t[k — 1])
(]t ~ L ,
0*f f(xln — 1], t[k]) — 2/ (z[n], t[k]) + f(x[n + 1], i[k])
In Kurzscheibweise:
Ofy _ fa—Tfa
5~ AT ; (A.12)
anﬁ fﬁ _2fk+ n+1
5z AZ : (A.13)
Fiigen (A.12) und (A.13) in das Diffusionsmodell ein, ergibt sich dann
A w1 = 200+ fan k
AT AR s
Formen wir die Gleichung um, bekommen wir
ey Az? g kAt P kAt o AzPAt y
AcZ 1 okAL)" T A 1 2kt T A okAr ™ T At oAl
—A —B —B =C
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D. h. fiir jede Knoten gibt es eine lineare Gleichung
—fqlf + Affil + Bfrlfq + nylfﬂ = CUZ :

Die Randbedingungen sind gegeben durch

of _of B
%(l’,t) . = %($7t> . = O .
Somit gilt
off -1t
ox Az ’
of P th
ox Ax ’
also
fﬁf - fjlf/—l =0.

Die Anfangstemperaturverteilung ist durch f! := f° gegeben.

Nach der Nummerierung wie in Abbildung A.1
n, k] = n+(k—1)N

erhalten wir schlielich ein lineares Gleichungssystem (LGS):

1 f1 | f}l
1 fx N
-1 1 1 | 0
A B -1 B 21 | Cu}
A B -1 B| |k, Cuy_;
L L I /2 I R
N - S N N——
=H f =

Dann konnen wir die Temperaturverteilung nach der Losung dieses LGS.

Analog zum 1D-Fall kénnen wir das LGS fiir den 2D-Fall herleiten.
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Laut Taylorentwicklung

k k k—1
afm,n ~ Jmn "~ Jmn
ot~ At ’
2 rk k k k
0 mmn __ Jm=1n " 2fm,n + fm+1,n
Ox? A2 ’
2 rk k k k
0 mmn __ Jmn-1"" 2fm,n + fm,n—i—l
oy? Ay? ’

ergibt sich dann fiir alle Knoten aufler den Knoten an den Rénden, also

—fﬁz,n + A r]fm_nl + Bf:z,n—l + Bfrlfz,n—kl + Cf?ﬁ;—l,n + Cfr]fl—i-l,n = Du}

m,n *

Fiir die Randbedingungen gilt

—fom + fin=0,
—fﬁn + f1]\€471,n =0,
_f'r}jz,l + f7]f®2 =0,
—ffn,N + ff,zv—l =0.

Nach der Nummerierung wie gezeigt in der Abbildung A.2

index 3| 1)iIN+ KMN
@ L)
(K-DMN+Tindex 3, (R-1)MN-+M
[ o
N-DM+1 MN
[ ] . ]
M¥ M2
[ @ < L —
1 2 M index 1

Abbildung A.2: Nummerierung

erhalten wir ein LGS in der Form von
H- i =b.

Dann konnen wir die Temperaturverteilung nach der Losung dieses LGS.
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A.2 Herleitung des Kalman-Filters

Es wird so angenommen, dass das Systemmodell

T =A-z, +B-u +wy,

Y1 = Hyp1 - 20 + 0

bekannt ist. Die Systemrauschen w, und die Messrauschen v, sind Gauflsche Ver-

teilungen mit

E{w,} =0, Cov {wi,wj} =C} -6,
E{v} =0, Cov{y,u,}=C}- 0
1. Schritt: Pradiktion
Die Pradiktion ist Erwartungsstreue, d. h.

Ty, =F {z;m!gk}

=A; - F {gk@k} + By E {uklgk} + E{wklyk}

=A,-FE {gk\gk} +B,-FE {gk|gk}
= A1) + By -y,

Die Fehlerkovarianzmatrix nach der Pradiktion:

Da

Lrt1 :Ak‘£k+Bk'Qk+wk

/\p _ ~
Lpy1 = Ay 'Zk+Bk c U

gilt

P _ ~e
Tpyy — Ty = Ap - (T — %) + wy,
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dann gilt

Cii = (Zes1 = Zhsr) (@ogr — iiJrl)T |Qk}
(Ac- (2~ 25) + ) (As - (2~ 8) + ) by, }
(Ax- (2 - 55) + ) (2 — )" AT + ) Iy, |
Ap-(zyp — 25) - (2 — 25)" - Af + wkwﬂgk}
Az, 29) - (2~ 29" ATly, } + B {wlly, }
=A;-FE {(&k — ) - (2 — QE)T ‘Qk} A+ E {wkwglgk}
=A;,-C{-Al +CV¥

Il
H 3 &3 3 &
A A A A

2. Schritt: Filterung
Erwartungsstreue
Ty = KZ+1 'iiﬂ + K Y
E {ikﬂ} =F {Kgﬂ 'EZ—H + Ky 'Qk+1}

= E{K}, -} + K- (Hppr - 2 +0340) }
=K}y B{i )+ Kiw - Hiwr - E{zy )+ Ki - E{yy 0}
= (K7, + Kip - Hy) - E {2}
=B {lkﬂ}

d. h.
Ki =1 - K- Hyp

also

se PP _
Ty = Ky Ty T Kip oy,

= (I = Kipr - Hipr) - 25 + Kia -y,
Die Fehlerkovarianzmatrix nach der Filterung:
Es gilt
Lpy1 — iiﬂ = Lpy1 — (I - Kypr - Hk+1) iﬁﬂ - Kin 'Qk+1

=23y — (I = Kjq - Hygy

) @b — K (H-zppy +vyq)
=23 — (T =Ky - Hypa) -

~P
Lyq — Kipn-H-2py — Kiyr 04

= (I -Kpp1 -Hppr) 2y — T =Ky - Hpp) - 27 — K1 -0y

= (I - Kys1 - Hyp) - (£k+1 - iZH) — K1 U
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dann gilt
Cin=F {@kzﬂ - ﬁH) (£k+1 - i2+1)T}

= (I - Ky Hyr) G (I Ky He) + K G Kryy (A14)

Bestimmung der Verstiarkungsmatrix Ky :

Es ist offensichtlich:

Spur (Cj,) = Spur (E{(Ikﬂ Tha1) (Zhgr — @zH)T})
— {Spur <(fﬁk+1 xk+1) (21 = @Z“)T)}

(01— 800) " (s — 850)) )
= E {24, — ik+1|lz}

Deswegen konnen wir durch die Minimierung von Spur (CZ +1> die Verstarkungs-

I
=
—
w2
T
=
=
/N

matrix Ky, bestimmen.

0
K41

Spur (CZH)

!
—2(0 = Kppr - Hisr) - Gy - Hyyy + 2Ky - Gy = 0
Es gilt dann

-1

K1 = C£+1 ’ HE+1 ’ (Hk+1 ) C£+1 nt Ck+1) (A.15)

Setzen wir (A.15) in (A.14) ein, erhalten wir
Z+1 = (I — K1 - Hk+1) ’ C£+1
Fassen wir nun das Kalman-Filter zusammen:

o Priadiktion

Ty = Ag - 2 + By -y,
Cl. = A G- AT+ CY

e Filterung

Th = (I =Kpyr -Hyp) - 27, + K “Yer
Cip = (= Ky - Hy) - Gy
mit

1
Ky =Cp,, - Hk+1 (HkH Cii- HEH + Ck+1)
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