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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der physikalisch konsistenten Modellierung
von elastischem und plastischem Materialverhalten mit kiinstlichen neuronalen
Netzen (KNN).

Die besagte Konsistenz wird hauptséchlich durch Einforderung physikalisch mo-
tivierter Nebenbedingungen innerhalb des KNN-Trainingsprozesses erzielt. Da-
zu wird das Training der KNN im Kontext restringierter Optimierungsprobleme
formuliert. Die Losung der resultierenden Integrale erfolgt mithilfe der Monte-
Carlo-Integration. Im Fall plastischer KNN-Materialmodelle wird eine effiziente
Methode zur Generierung der zugehorigen Integrationspunkte prasentiert. Fiir die
beschriebenen KNN-Architekturen werden dartiiber hinaus effiziente Algorithmen
zur Implementierung bereitgestellt.

Die Nebenbedingungen fordern physikalische Eigenschaften schwach ein. Bei der
Modellierung elastischen Materialverhaltens werden diese Nebenbedingungen mit
KNN-Architekturen verglichen, die gewisse Eigenschaften a priori und exakt er-
filllen. Dabei zeigt sich, dass die positiven Effekte der zusétzlichen Informations-
quelle den Trainingsprozess des KNN und die nachtréigliche Nutzung des KNN-
Materialmodells in &hnlichem Mafle stabilisieren. Dies motiviert die Nutzung der
Nebenbedingungen auch fiir Materialverhalten, bei dem noch keine vergleichbaren
KNN-Architekturen vorliegen.

Neben dem Einfluss der Nebenbedingungen werden auflerdem verschiedene, bei
der praktischen Anwendung relevante Sachverhalte untersucht. Dies schlief3t das
Verhalten elastischer KNN-Materialmodelle bei Quasi-Inkompressibilitiat und die
Schrittweitenabhéngigkeit im Fall plastischer KNN-Materialmodelle ein.

Die elastischen und plastischen KNN-Materialmodelle werden jeweils innerhalb
der Methode der finiten Elemente (FEM) zur Struktursimulation genutzt. Die am
Materialpunkt gewonnenen Erkenntnisse konnen dabei auf die Anwendung am
Gesamttragwerk tibertragen werden. Fiir die plastischen KNN-Materialmodelle
wird zudem die Implementierung in ein inkrementell-iteratives Losungsverfahren
der FEM detailliert beschrieben.

Das Prinzip der KNN-Materialmodellierung mit physikalisch motivierten Neben-
bedingungen wird auf reale Versuchsdaten dreier unterschiedlicher Materialien
angewendet. Diese Daten umfassen das elastische Verhalten eines Elastomers un-
ter groflen Verzerrungen, das anisotrope und nichtlineare Verhalten von biaxial
und quer zur Faser belastetem Fichtenholz sowie das gekoppelte Verhalten ei-
ner uniaxial mechanisch und elektrisch beanspruchten Probe einer Piezokeramik.
In allen drei Féllen erlauben die Nebenbedingungen das Erstellen stabiler und
zuverlassiger KNN-Materialmodelle.






Abstract

The present work deals with physically consistent modeling of elastic and plastic
material behavior with artificial neural networks (ANN).

This consistency is mainly achieved by enforcing physically motivated restricti-
ons within the ANN training process. For this purpose, the training process is
formulated in the context of constrained optimization problems. The resulting in-
tegrals are solved by Monte Carlo integration. For plastic ANN material models,
an efficient method for generating the necessary integration points is presented.
For all described ANN architectures efficient algorithms for implementation are
provided.

The constraints enforce physical properties in a weak sense only. Therefore, in
the case of elastic material behavior, these constraints are compared to ANN
architectures which satisfy certain physical properties a priori and exactly. It
turns out, that the positive effects of the additional information source, i.e. the
constraints, stabilize the training process of the ANN and the subsequent use
as material model equally well. This motivates the use of physically motivated
constraints for material behaviors, where comparable architectures are not yet
available.

In addition to the influence of the constraints, various aspects relevant to the
application of ANN material models are investigated. These include the case of
near incompressibility for elasticity and the step-size dependency of plastic ANN
material models.

The elastic and plastic ANN material models are used for structural simulation
within the finite element method (FEM). The insights gained at the material
point level can be transfered to the structural level. In the case of plasticity, the
implementation into the FEM’s incremental iterative solution scheme is described
in detail.

The principle of ANN material modeling with physically motivated constraints
is applied to real world experimental data with different properties. These data-
bases include the elastic behavior of a rubber material under large deformations,
the anisotropic and nonlinear behavior of biaxially and transversely loaded spru-
ce wood and the coupled behavior of a uniaxially mechanically and electrically
loaded sample of a piezoceramic. In all three cases, the constraints allow the
construction of stable and reliable ANN material models.
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Der Mensch zeichnet sich aus Sicht des Autors insbesondere durch seinen Drang
aus, die Welt um ihn herum zu begreifen, zu interpretieren, durch das gewonnene
Wissen in die Zukunft zu extrapolieren und somit letztlich die Umwelt zu seinen
Gunsten zu verandern. Im Rahmen dieses philosophischen Kontextes schlagen
Ingenieurwissenschaften wie das Bauingenieurwesen die Briicke zwischen den in
den Naturwissenschaften gewonnenen, grundlegenden Erkenntnissen und deren
technischer Umsetzung. Die Baustatik ist im Bauingenieurwesen ein zentrales
Forschungsgebiet, das sich sowohl im Bereich der Grundlagenforschung als auch
anwendungsbezogen mit der Modellierung von Tragwerken sowie der Beurteilung
ihrer Standsicherheit und Zuverlassigkeit beschéftigt.

KURRER [109] lddt mit seinem Buch auf eine spannende Reise durch die Geschich-
te der Baustatik ein. Die Historie mechanischer und dadurch u. a. auch baustati-
scher Prinzipien ist zudem in SZABO [167] zu finden. Wie und mit welchen Metho-
den geforscht wird und welche Verfahren in der Praxis angewendet werden, hat
sich im Laufe der letzten Jahrhunderte stetig gedndert. Die Baustatik durchlief
dabei — wie viele Wissenschaftszweige — einige Paradigmenwechsel. Bauen war
fiir sehr lange Zeit vor allem empirischer Natur: Erfahrungen wurden gesammelt
und im Laufe der Jahrhunderte konsolidiert. Dieses erste Paradigma wurde mit
dem Aufkommen mathematischer und mechanischer Methoden und den daraus
entstehenden Modellen weitestgehend abgelost, was dem zweiten Paradigma ent-
spricht. Zunachst meist noch geometrisch, dann auch theoretisch bspw. auf Basis
der Festigkeitslehre wurden Gleichungen fiir Strukturen wachsender Komplexitét
definiert sowie deren Losungen zur Dimensionierung von Bauteilen genutzt. Bis
heute werden diese Modelle weiter verfeinert. Sie gingen schliefllich flieend in
die Zeit des dritten Paradigmas tiber, welche die numerische Losung der Glei-
chungen mithilfe immer leistungsstarkerer Computer umfasst. Dabei werden die
theoretischen Modelle nicht ersetzt, sondern vielmehr ergéinzt. So ist die Methode
der finiten Elemente (FEM) zur Simulation von Tragwerken aus der Praxis nicht
mehr wegzudenken. Heute riickt ein viertes Paradigma der Wissenschaft in den
Vordergrund: datenbasierte Methoden, vgl. HEY ET AL. [77] sowie AGRAWAL
und CHOUDHARY [3]. Modelle werden nicht vorgegeben und an wenigen Daten
kalibriert, sondern direkt mithilfe einer grofen Menge Daten erzeugt — oder die
Modelle werden gar nicht erst benétigt. Uberall dort, wo stets viele Daten zur Ver-
fiigung standen, nahm die Entwicklung hin zu datenbasierten Methoden bereits
Fahrt auf. Aus Sicht des Autors wird dieses vierte Paradigma die vorherrschenden
Methoden der Baustatik nicht ersetzen, wohl aber punktuell erganzen.



2 1 FEINLEITUNG

Durch die Vielfalt einsetzbarer Konstruktionsbaustoffe war das Bauingenieurwe-
sen stets eng verknlipft mit der qualitativen und quantitativen Beschrei-
bung des zugehorigen Materialverhaltens. Auch dieser Teilbereich wird sich
in Zukunft mit datenbasierten Methoden auseinandersetzen. Die klassische Mate-
rialmodellierung basiert auf der Definition geeigneter Funktionsgleichungen, de-
ren Parameter mit experimentellen Daten kalibriert werden. Je komplexer das
Materialverhalten und je mehr physikalische Einschrankungen dabei berticksich-
tigt werden sollen, desto schwieriger ist das Finden solcher Gleichungen, vgl.
TRUESDELL und NOLL [175]. Da durch die Verbesserung von Mess- und Auswer-
tungsmethoden die Menge an verfiigharen Daten stetig wéchst, ist die Erganzung
von klassischen physikalisch motivierten, starren Modellen durch vorwiegend ma-
thematische Methoden, die diese Daten direkt verarbeiten kénnen, nur natirlich,
vgl. ALTENBACH [4].

So basiert die u. a. von ORTIZ ins Leben gerufene Richtung data driven me-
chanics auf einer Neuausrichtung des numerischen Losers. Klassischerweise wird
das Gleichgewicht als zu losende Gleichung direkt eingefordert. Im Fall dieses
neuen Losungsschemas wird jedoch die Distanz eines jeden Materialpunkts zu
gegebenen Datenpunkten minimiert, wihrend Gleichgewicht und Kinematik als
Nebenbedingungen eingehen. Seit dem Pionierartikel von KIRCHDOERFER und
ORrT1Z [101] wurde die Methode bereits u. a. auf die Mehrskalenmodellierung (vgl.
KARAPIPERIS ET AL. [97]), die Bruchmechanik (vgl. CARRARA ET AL. [25]) und
die Dynamik (vgl. KIRCHDOERFER und ORTIZ [102]) iibertragen. Ein anderer
Ansatz wird bspw. von der Gruppe um DE LORENZIS verfolgt, die das Erzeugen
von Materialmodellen auf Grundlage vordefinierter Basisfunktionen anstrebt. Die
Methode funktioniert mit Strukturdaten, also Verschiebungsfeldern und Kréften,
die in sehr grofler Zahl generiert werden, und benétigt daher keine Information
iiber die Verzerrungen und Spannungen. Deren Methode wurde bspw. auf Hype-
relastizitdt und Elastoplastizitat angewendet, vgl. FLASCHEL ET AL. [43,44].

Wahrend der data driven-Ansatz gar kein Modell mehr fir das Materialverhalten
definiert, bedient sich der Ansatz auf Basis der Strukturdaten einer Reihenent-
wicklung von zuldssigen und schon bekannten Materialfunktionen, die indirekt
iiber Strukturantworten kalibriert werden. Ein alternativer Weg ist die Mate-
rialmodellierung mit kiinstlichen neuronalen Netzen (KNN). Das KNN
entspricht dem Modell und besteht aus einer beliebig komplexen Verkettung ein-
facher Basisfunktionen. Durch diese Struktur sind KNN wuniverselle Funktions-
approzimatoren: Sie konnen bei endlichem Verkettungsgrad Funktionen mit be-
liebiger Genauigkeit approximieren, vgl. CYBENKO [31] sowie KIDGER und Ly-
ONS [99]. Das macht sie zum idealen Kandidaten fiir einen Mittelweg zwischen
den beiden genannten Extremen der klassischen und der vollstdndig modellfreien
Methoden.
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Ganz im Zeitgeist aufkommender Methoden der kiinstlichen Intelligenz gewinnen
KNN in der Mechanik bzw. Baustatik im Rahmen der Materialmodellierung ste-
tig mehr Raum — zumindest in der Forschung. Zum Beispiel wurden sog. Physics
informed neural networks (PINN) von RAISSI ET AL. [145] eingefiihrt zur Losung
partieller Differenzialgleichungen, welche u. a. auf mikromechanische Feldproble-
me angewendet wurden von HENKES ET AL. [75]. FREITAG ET AL. [49] refor-
mulieren ein rekurrentes neuronales Netz (RNN) mithilfe von Fuzzy-Logik zur
Berticksichtigung von Unschérfen in zeitabhangigen Prozessen. Dariiber hinaus
wurde Unscharfe im Rahmen der KNN-Materialmodellierung bspw. von FREI-
TAG ET AL. [50] und BESSA ET AL. [14] berticksichtigt. Eine kompakte Ubersicht
iiber die Anwendung allgemeiner datenbasierter Methoden im Ingenieurwesen
bietet MONTANS ET AL. [132]. Eine Ubersicht Daten-basierter Methoden mit
dem Fokus auf die kontinuumsmechanische Materialmodellierung geben BOCK
ET AL. [19]. Zur allgemeinen Nutzung von KNN im Bauingenieurwesen haben
Froop und KARTAM [46,47] sowie ADELI [2] frithe Arbeiten verdffentlicht, ohne
sich auf Materialmodellierung zu beschranken.

1.2 Stand der Forschung

Die folgende Ubersicht iiber KNN-Materialmodellierung ist umgekehrt ebenfalls
nicht auf das Bauingenieurwesen beschréinkt und stellt durch die Dynamik und
Breite dieses interdisziplinaren Forschungsgebiets nur eine personliche Auswahl
von Autoren und Literaturen dar, ohne Anspruch auf Vollstdndigkeit. Der Fokus
liegt dabei auf Veroffentlichungen, die mit den KNN-Algorithmen gearbeitet und
die zugrundeliegenden Methoden weiterentwickelt haben.

Die ersten Schritte der KINN-Materialmodellierung wurden im Jahr 1991
getan, als GHABOUSSI ET AL. [58] ein KNN zur Modellierung von zyklischem
Verhalten von Betonscheiben nutzten. Auf diese Pionierarbeit folgten ab Ende
der 1990er Jahre weitere Arbeiten u. a. von GHABOUSSI und SIDARTA [59] tiber
modulare Netzarchitekturen zur Modellierung von drainiertem und undrainier-
tem Sand, von FURUKAWA und YAGAWA [52] oder JUNG und GHABOUSSI [94]
zur Modellierung viskoplastischen Materialverhaltens sowie die Berticksichtigung
von Schiadigung durch HAJ-ALI ET AL. [70]. Eine Implementierung in die FEM
wurde von LEFIK und SCHREFLER [112], HASHASH und GHABOUSSI [72] sowie
L1ANG und CHANDRASHEKHARA [116] durchgefithrt. OESER und FREITAG [13§]
nutzten RNN zur Modellierung viskoelastischen Materialverhaltens. UNGER und
KONKE [177,178] beschéftigten sich schon frith mit der Anwendung in der Mehr-
skalenmodellierung.

Alle diese bis etwa 2010 erschienenen Artikel haben gemeinsam, dass sie sich meist
auf monotone Belastung, vorgegebene Lastpfade oder auf ein- bzw. zweiachsiges
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Materialverhalten begrenzen. Aulerdem sind die Modelle frei von physikalischer
Information. Die KNN werden ausschliefllich mit den Daten trainiert, ohne zu-
satzliches physikalisches Wissen zu beriicksichtigen. In den auf 2010 folgenden
Jahren wurde im Bereich der KNN-Materialmodellierung relativ wenig publiziert.
In der Zwischenzeit nahm die Verfiigharkeit von Rechenleistung weiter zu, was
vor allem im Bereich der Mehrskalenmodellierung eine Rolle spielt. Auflerdem
wurden parallel weitere KNN-Architekturen sowie zugehorige Trainingsalgorith-
men entwickelt. Moglicherweise hat sich dadurch in den vergangenen fiinf Jahren
ein neuer Aufschwung im Bereich der KNN-Materialmodellierung entwickelt, der
bis heute anhélt. Dabei liegt der Fokus u. a. auf der Beriicksichtigung physi-
kalischer Eigenschaften sowie auf der Erstellung von robusten und fiir beliebige
Belastungsfille einsetzbaren Modellen.

Im Bereich elastischen Materialverhaltens haben FERNANDEZ ET AL. [42]
KNN mit einem analytischen Ansatz zur Modellierung anisotroper hyperelasti-
scher Metamaterialien kombiniert. LINKA ET AL. [118] fihren eine neue KNN-
Architektur aus mehreren Einzel-KNN ein, mit der sie die Menge der notigen Da-
ten reduzieren konnen. Durch nachtragliche Einfithrung eines Pseudopotentials
gewéhrleisten KALINA ET AL. [96] die thermodynamische Konsistenz des zuvor
trainierten KNN a posteriori. WEBER ET AL. [189] sowie AS’AD ET AL. [9] fordern
physikalische Nebenbedingungen wahrend des Trainingsprozesses schwach ein und
verringern somit die Anzahl notiger Trainingsdaten erheblich. Durch Nutzung
spezieller KNN-Architekturen entwickeln KLEIN ET AL. [103] ein KNN-Material-
modell, welches per Konstruktion die Stabilitdtsbedingungen der Polykonvexitét
erfiillt. Darauf aufbauend diskutieren LINDEN ET AL. [117] die zusétzliche Erful-
lung weiterer physikalischer und mathematischer Eigenschaften per Konstruktion.
Im Rahmen der Mehrskalenmodellierung nutzen VLASSIS ET AL. [181] topologi-
sche Eigenschaften des reprasentativen Volumenelements (RVE) zur Modellierung
anisotroper Hyperelastizitat, wahrend KALINA ET AL. [95] eine effiziente Metho-
de zur Generierung der zum KNN-Training nétigen RVEs beschreiben.

Im Rahmen plastischen Materialverhaltens haben HUANG ET AL. [86] mit-
hilfe der proper orthogonal decomposition (POD) die Spannungen als Ausgangs-
variablen dekorreliert, um so die Berechnung effizienter zu machen. Durch eine
Kombination von inneren Variablen und Potentialen definieren MASI ET AL.
[125,126] sog. thermodynamics-based artificial neural networks (TANN) und for-
dern tiiber eine Nebenbedingung eben jene thermodynamische Konsistenz ein.
XU ET AL. [200] definieren die CHOLESKY-Faktoren der Materialtangente als
Ausgangsvariablen, um deren positive Definitheit zu gewéhrleisten. Gerade im
Bereich der Mehrskalenmodellierung wurde in den letzten Jahren viel veroffent-
licht. So nutzen SETTGAST ET AL. [154] sowie WANG ET AL. [188] ein KNN
zur Modellierung poroser Medien auf Basis numerischer Homogenisierung. Sog.
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Deep Material Networks wurden von LIU ET AL. [120,121] als effiziente Ersatz-
modelle zur numerischen Homogenisierung entwickelt und bspw. von GAJEK ET
AL. [53,54] mechanisch analysiert und auf thermoplastisch gekoppelte Materiali-
en angewendet. Durch die Pfadabhéngigkeit plastischen Materialverhaltens bieten
sich RNN als sequenzbasierte neuronale Netze an, was GORJI ET AL. [65] grund-
legend anhand VON MiSES’scher Plastizitat untersucht haben. Aus der gleichen
Arbeitsgruppe folgen von BONATTI und MOHR [21] und BONATTI ET AL. [20]
Untersuchungen zur Schrittweite und die Anwendung auf die Kristallplastizitét.
Ein Vergleich mit Feedforward-KNN wurde von L1 [115] durchgefithrt. MOZAF-
FAR ET AL. [135] approximieren mithilfe von RNN das elastoplastische Verhalten
heterogener RVE im ebenen Spannungszustand. HEIDER ET AL. [74] untersuchen
verschiedene Invarianten als Eingangsvariablen zur Modellierung von Anisotropie
und in Hinblick auf die materielle Objektivitat des KNN-Materialmodells. BOR-
KOWSKI ET AL. [22] fordern die Nichtnegativitat plastischer Dissipationsleistung
wahrend des Trainings eines RNN ein.

1.3 Ziele und Gliederung der Arbeit

Ein Grofiteil der zitierten Arbeiten ist im Laufe der letzten zwei bis drei Jahre ver-
offentlicht worden. Die vorliegende Dissertationsschrift steht mit zwei bereits ver-
offentlichen Artikeln (WEBER ET AL. [189,190]) im Kontext dieses dynamischen
und interdisziplindren Umfelds und der damit verbundenen rasanten Entwicklung
neuer Algorithmen, die vor allem den Einbezug physikalischer Informationen in
die urspriinglich rein mathematischen, datenbasierten KNN anstrebt. Im Umfeld
dieses forschungsgeschichtlichen Kontextes werden fir die vorliegende Arbeit die
folgenden Ziele definiert:

« Einfilhrung des Trainings kiinstlicher neuronaler Netze im Kontext restrin-
gierter Optimierungsstrategien. Wahrend in der Fachliteratur das Erweitern
der Fehlerfunktion zu finden ist, wurde dieses Vorgehen nach besten Wissen
des Autors noch nicht im Rahmen mathematischer Optimierungsstrategien
grundlegend hergeleitet. Zentraler Aspekte sind dabei die Approximation
der zugehorigen Penalty-Terme iiber eine Monte-Carlo-Integration und die
dazu notigen Strategien zur Generierung der Integrationspunkte.

o Formulierung diverser physikalischer Nebenbedingungen fiir die elastische
sowie die ratenunabhéngige plastische KNN-Materialmodellierung. Im Ge-
gensatz zu spezifischen Architekturen, welche physikalische Eigenschaften
per Konstruktion erfiillen, werden die Nebenbedingungen nicht exakt er-
fiilllt, sind dafiir jedoch flexibel definierbar und gehen tiber die Gleichungen
der klassischen Materialmodellierung hinaus. Sie stabilisieren nicht nur den
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KNN-Trainingsprozess, sondern verbessern ebenfalls die physikalischen und
numerischen Eigenschaften der KNN in der spiteren Anwendung. Fiir eine
ausgewogene Definition des Optimierungsprozesses werden dariiber hinaus
geeignete Normalisierungen fiir alle Nebenbedingungen vorgeschlagen.

o Ausfiithrliche Untersuchungen verschiedener KNN-Materialmodelle mit und
ohne Anwendung der genannten Nebenbedingungen. Dabei liegt der Fo-
kus auf Eigenschaften der Materialmodelle, die in einer spateren Anwen-
dung relevant sind, wie bspw. eine Schrittweitenabhangigkeit, das Verhalten
bei Quasi-Inkompressibilitat sowie Energieerhaltung im Rahmen elastischer
Materialien. Dartiber hinaus wird das Verhalten der KNN-Materialmodelle
innerhalb der FEM an ausgewéhlten Beispielen untersucht und diskutiert.

+ Ubertragung der gewonnenen Erkenntnisse auf die KNN-Materialmodellie-
rung mit echten Versuchsdaten. Reale Daten bieten weit tiber die Anwen-
dung auf synthetisch erzeugte Daten hinaus andere Herausforderungen, wie
bspw. begrenzte Datenmengen und grofle Streuungen. Dabei werden Daten
von vulkanisiertem Gummi als Beispiel finiter elastischer Deformationen,
Daten von biaxial beanspruchtem Fichtenholz als Beispiel eines nichtlinea-
ren und anisotropen Materials sowie Daten einer ferroelektrischen Keramik
als Beispiel fiir eine multiphysikalische Kopplung verwendet. In der Fachli-
teratur ist die Ubertragung der KNN-Materialmodellierung auf Daten realer
Experimente selten zu finden. Dies hebt die vorliegende Arbeit noch einmal
starker von den meisten genannten Artikeln ab.

Zur Operationalisierung der gesetzten Fragestellung ist die Arbeit wie nachfol-
gend beschrieben gegliedert. Die Zusammenhénge und Abhéngigkeiten der Ka-
pitel 2 bis 7 sind ebenfalls in Abbildung 1.1 dargestellt. Zu beachten ist dabei
die illustrierte wechselseitige Abhangigkeit von Mechanik und KNN, ohne die das
Gebaude der KNN-Materialmodellierung nicht mehr standsicher ist.

In Kapitel 2 werden die materialunabhéngigen analytischen und numerischen
Grundlagen zur Modellierung von Festkorpern erlautert. Dabei werden wichtige
Notationen und Annahmen festgelegt, die im Laufe der Arbeit giiltig sind.

Die materialabhangigen Gleichungen sowie die zugehorigen physikalischen Grund-
lagen folgen in Kapitel 3. Auf diese physikalischen Grundlagen wird im Rah-
men der KNN-Materialmodellierung wiederholt Bezug genommen. Dabei wird in
diesem Kapitel sowohl in die elastischen als auch in die ratenunabhangigen elas-
toplastischen Materialtheorien eingefiihrt. Abschlieend werden jeweils Beispiele
fiir klassische Materialmodelle gegeben.

Kapitel 4 stellt eine ausfithrliche Einfiihrung in die Theorie und Numerik von
KNN dar. Drei KNN-Architekturen werden beschrieben und die zugehorigen Al-
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Anwendung auf Versuchsdaten
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Abbildung 1.1: Visualisierung der Kapitelzusammenhéange

gorithmen fiir eine effiziente Implementierung zusammengefasst. Darauf aufbau-
end, fithrt die zweite Hélfte des Kapitels grundlegend in das KNN-Training unter
Nebenbedingungen im Rahmen restringierter Optimierung ein. Dabei werden drei
Verfahren zur Einforderung von Nebenbedingungen beschrieben und anhand ei-
nes Einfithrungsbeispiels miteinander verglichen.

In Kapitel 5 wird die elastische KNN-Materialmodellierung untersucht. Dazu
werden zunéchst verschiedene elastische KNN-Materialmodelle beschrieben. Nach
der Definition diverser physikalischer Nebenbedingungen werden die KNN-Mate-
rialmodelle an Materialpunkt-Versuchen sowie bei der Anwendung innerhalb der
Methode der finiten Elemente (FEM) miteinander verglichen.

Analog zu Kapitel 5 werden in Kapitel 6 KNN-Materialmodelle fiir ratenu-
nabhéngiges plastisches Materialverhalten beschrieben. Neben den zugehorigen
physikalischen Nebenbedingungen wird auflerdem eine effiziente Strategie fiir die
dazu notige Datengenerierung vorgestellt. Im Anschluss folgen Auswertungen am
Materialpunkt und innerhalb der FEM.

Die in den vorherigen Kapiteln und an synthetischen Daten gewonnenen Erkennt-
nisse werden in Kapitel 7 in die Anwendung gebracht. Dabei werden Daten zu
vulkanisiertem Gummi, Daten zu biaxial beanspruchten Fichtenholzscheiben und
Daten zu ferroelektrischen Funktionskeramiken verwendet.

Eine kurze Zusammenfassung, eine kritische Einordnung der Arbeit sowie Aus-
blicke fiir weitere mogliche Untersuchungen folgen in Kapitel 8.
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2 Mechanische und numerische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die materialunabhédngigen Grundlagen zur analytischen
Beschreibung und zur numerischen Berechnung von Festkorpern zusammenge-
fasst. Dabei werden nur rein mechanische und quasi-statische Prozesse betrach-
tet. Sowohl dynamische als auch thermische, elektrische und chemische Effekte
bleiben unberiicksichtigt. Dartiber hinaus wird Massenerhaltung vorausgesetzt.

2.1 Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik

Um das Verhalten von Festkorpern analytisch zu beschreiben, sind drei verschie-
dene Gruppen von Gleichungen nétig. Die kinematischen Gleichungen sind eine
rein mathematische Beschreibung der Bewegung des Korpers. Dabei sind die lo-
kalen, relativen Deformationen in der Festkorpermechanik besonders relevant.
Diese werden mit Verzerrungsgroflen quantifiziert. Gleichgewichtsbedingungen bi-
lanzieren Krafte innerhalb des Korpers und solche, die auf dessen Rand einwir-
ken. Dazu wird das Konzept der Spannungen eingefithrt. Dartiber hinaus liefern
Materialmodelle die konstitutiven Gleichungen, die den Zusammenhang zwischen
Deformation und innerem Kraftzustand beschreiben. In diesem Kapitel werden
zunéchst nur die beiden ersten materialunabhéngigen Zusammenhéange erlautert.
Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung der Kontinuumsmechanik sei bspw. auf die
Literatur von ALTENBACH [4], HOLZAPFEL [81], Liu [119] sowie TRUESDELL und
NoLL [175] verwiesen.

2.1.1 Kinematik: Geometrie und Deformation

Im Rahmen der Kontinuumsmechanik wird ein Koérper B als eine zusammenhén-
gende Menge materieller Punkte X € B definiert. Die rdumliche Lage aller mate-
riellen Punkte wird als dessen zeitabhéangige Konfiguration bezeichnet. Die Zeit ¢
ist dabei oft nur eine Prozesszeitkoordinate. Vom Punkt O aus werden die Konfi-
gurationen mithilfe der Basisvektoren {e;}?_; im dreidimensionalen euklidischen
Raum beschrieben. Dies ist in Abbildung 2.1 dargestellt. Per Definition befindet
sich der Korper zum Zeitpunkt ¢ty = 0 in der Referenzkonfiguration und nimmt
den Raum V) ein. Der zugehérige Rand wird mit 0V} bezeichnet. Jeder materielle
Punkt X befindet sich am zugehoérigen initialen rdumlichen Punkt x(X,0). In
Kapitel 2 wird zunéchst die Annahme getroffen, dass die materiellen Punkte X
mit dem gleichen kartesischen Koordinatensystem definiert werden, welches auch
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Abbildung 2.1: Bewegung eines Korpers B aus der Referenzkonfiguration zum Zeit-

punkt tg = 0 in die Momentankonfiguration zum Zeitpunkt ¢

die raumliche Lage x beschreibt!. Damit werden im Folgenden die materiellen
Punkte tiber ihre raumliche Position in der Referenzkonfiguration definiert:

X = x(X,0) . (2.1)

Zum Zeitpunkt ¢ > 0 befindet sich der Korper in der Momentankonfiguration und
nimmt den Raum V; ein, mit zugehoérigem Rand 9V;. Die materiellen Punkte X
haben sich jeweils von x(X,0) = X nach x(X,¢) bewegt. Die bijektive und stetig
differenzierbare Funktion x(X,t) mit

x = x(X,1) und X =x"1(x,t) (2.2)

bildet die materiellen Punkte X auf die rdumlichen Koordinaten x ab. Im Folgen-
den wird X auch als materielle Koordinate bezeichnet, mit der in dieser Arbeit
hauptsachlich die Bewegung des Korpers beschrieben wird. Dies wird auch als
LAGRANGE’sche Formulierung bezeichnet. So lasst sich

u(X,t) = x(X,t) — X (2.3)

als das materielle Verschiebungsfeld des Korpers durch die Koordinate X und der
Pseudozeit t definieren.

Die Funktionen x und u beschreiben die absolute und vollstandige Bewegung
des Korpers B. In der Festkorpermechanik sind jedoch vor allem lokale, relative
Verschiebungen und Formanderungen wichtig. Dazu wird zunéchst die TAYLOR-
Reihe der Lage x in der Umgebung um X aufgestellt

ox(X,t
x(X + dX, t) = x(X, t) + éX’)dXJrO(HdXHQ). (2.4)
! Diese Annahme erleichtert im Folgenden die Notation, da bei den Gleichungen kein Bezug
auf verschiedene Koordinatensysteme genommen werden muss. Im Allgemeinen kénnen die
materiellen Punkte mit einem beliebigen Koordinatensystem beschrieben werden. Dies muss bei

der Diskussion zur materiellen Objektivitdt in Abschnitt 3.2.2 ebenfalls berticksichtigt werden.
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Der materielle Deformationsgradient? wird definiert als

F(X,1) = 8xg<, t_ 8xé};, b (2.5)

Unter Vernachlassigung der Terme hoherer Ordnung in Gleichung (2.4) kann F
als Abbildung zwischen den materiellen und rdumlichen Linienelementen dX und
dx = x(X,t) — x(X + dX, t) identifiziert werden, mit

dx=FdX und dX=Fldx. (2.6)

Mithilfe des materiellen Verschiebungsgradienten

H(X,t) = g; (2.7)

und dem Einheitstensor I lésst sich der Deformationsgradient umformen zu

F=I1+H. (2.8)

Der Korper B darf sich bei Deformation nicht selbst durchdringen. Dadurch folgt
die Nichtnegativitdt der Determinante des Deformationsgradienten

J(X,t) :=detF >0 . (2.9)

Mit ihr konnen materielle Volumenelemente dV und materielle Fliachenelemente
N dA, bestehend aus Flachenelement dA und Normalenvektor N, in die Momen-
tankonfiguration transformiert werden:

dv=JdV , (2.10)
nda = JFTNdA . (2.11)

Dabei ist nda das rdumliche Flachenelement. Gleichung (2.11) ist auch als NAN-
SON’sche Formel bekannt. Beide Transformationen kénnen mit dem Volumen

dv = ’det ([dxa,dxb, dxc])’ = ‘(dxa x dxp) - dx,

(2.12)

eines infinitesimalen raumlichen Spats hergeleitet werden, welcher aus drei Lini-
enelementen dx; = F dX; konstruiert wird.

Die Tensoren F und H beschreiben lokale und relative Verschiebungen. Sie ent-
halten allerdings auch Rotationen und Translationen, die nur eine Lagednderung

2 An dieser Stelle sei angemerkt, dass es sich bei F um einen Zwei-Feld-Tensor handelt,
da x und X grundsétzlich mit verschiedenen Koordinatensystemen definiert werden kénnen.
Dariiber hinaus sind alle eingefiihrten Tensoren eigentlich Tensorfelder, definiert auf den zuge-
horigen Konfigurationen. Aus Griinden der Lesbarkeit wird die Abhéngigkeit von X und ¢ nicht
durchgehend gekennzeichnet.
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des Korpers im Raum beschreiben. Um nur die gestaltdndernden Deformationen
zu beriicksichtigen, werden Verzerrungstensoren definiert. Durch die rechte polare
Zerlegung des Deformationsgradienten

F=RU, mit R'R=1I detR=1 und U’ =U pos. def., (2.13)

resultiert der Rotationstensor R und der Rechtsstrecktensor U. Dabei wurden
mit der Bedingung J > 0 Spiegelungen mit det R # —1 ausgeschlossen. Weiter
wird der Rechts-CAUCHY-GREEN-Tensor

C(X,t):=F'F =U"U=U? (2.14)
definiert. Mit ihm kénnen tiber
dx, - dx, = dX, - (FTF) dX, = dX, - CdX, (2.15)

Streckungen von materiellen Linienelementen (a = b) und Winkeldnderungen zwi-
schen materiellen Linienelementen (a # b) am festen Punkt X berechnet werden.
Der Deformationstensor C entspricht bei reinen Translationen und Rotationen
genau dem Einheitstensor I. Dieser wird daher noch subtrahiert, um als brauch-
bares Verzerrungsmafl den GREEN-LAGRANGE’schen Verzerrungstensor

E(X,¢) = ;(c _1) (2.16)

zu definieren. Er lasst sich mit Gleichung (2.8) ebenfalls tiber
1
E = 5(H+HT+HTH) (2.17)

in Abhéngigkeit des Verschiebungsgradienten H ausdriicken. Beztiglich der kar-
tesischen Basen e; lassen sich die Komponenten von E in Abhéngigkeit der Ver-
schiebungsfunktion u wie folgt berechnen.
Loy 2 2 ,
Eii - Uiﬂ' _I_ §(u17i + u27i + U37Z‘> 5 1 = 1, 2, 3 (218)
2E;; = wij + uj; + ug Uy + ugus; +usus; , 4,5 =1,2,3, i#j (2.19)

Neben E konnen weitere materielle und auch rdumliche Verzerrungstensoren defi-
niert werden. Allen ist gemeinsam, dass sie fiir infinitesimale Deformationen zum
linearen Verzerrungstensor € konvergieren miissen. Wird in Gleichung (2.17) der
nichtlineare Term H”H vernachléssigt, folgt

1
€= 5(H +HT) . (2.20)
Mit diesem Grenzwert ist auch der Faktor (1/2) in der Definition von E zu be-

griinden. Im Rahmen dieser Arbeit finden ausschliellich der Deformationstensor
C und die Verzerrungstensoren E und € Verwendung.
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2.1.2 Das Konzept der Spannungen

Der Korper B wird durch duflere Lasten, die entweder innerhalb des Korpers oder
auf dessen Rand wirken, belastet. Durch gedankliches Frei- oder Durchschneiden
des Korpers entstehen Teilkorper und Schnittflachen, auf denen innere Kraftgro-
Ben definiert werden. Dies ist in Abbildung 2.2 am Beispiel eines ebenen Schnitts
dargestellt. Per Annahme stehen dabei die Kraftgrofien auf gegentiberliegenden
Schnittufern im Kréftegleichgewicht und jeder resultierende Teilkorper steht fiir
sich im Kréfte- und Momentengleichgewicht. Dieses Gedankenexperiment ist auf
LEONHARD EULER zuriickzufithren, was bspw. in SZABO [167] zu lesen ist.

Abbildung 2.2: Gedanklicher Schnitt durch den Kérper B

In der Momentankonfiguration wirkt auf einem finiten Fldchenelement Aa ein
resultierender Kraftvektor Af. Durch Bildung des Grenzwertes
Af  df

t(x,n,t) == lim —

= — 2.21
Aa—0 Aa  da ( )

resultiert per Definition der CAUCHY-Spannungsvektor t. Er hingt neben der
rdumlichen Koordinate x auch von n, der Orientierung des Schnitts, ab. Das
Fundamentaltheorem nach CAUCHY

t(x,n,t) = o(x,t)"' n (2.22)

besagt, dass der Spannungsvektor im Punkt x linear abhangig von n ist. Dabei ist
o der symmetrische?> CAUCHY sche Spannungstensor, der den vollstdndigen, von
der Schnittorientierung unabhéngigen Spannungszustand im raumlichen Punkt x
charakterisiert. Er wird in der Gleichung transponiert, sodass die Komponenten

3 Die Symmetrie kann z. B. iiber das Momentengleichgewicht an einem herausgeschnittenen
infinitesimalen Quader gezeigt werden.
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Abbildung 2.3: Komponenten des Spannungsvektors am Beispiel eines Schnitts ent-

lang der e; — eo-Ebene

der Spannungsvektoren t bei zu den Koordinatenachsen orthogonalen Schnittfla-
chen mit n = e; der folgenden Index-Definition folgen: Der erste Index definiert
die Schnittflache, der zweite Index die Richtung der Spannungskomponente. Dies
ist in Abbildung 2.3 dargestellt. Die CAUCHY-Spannungen werden auch als wahre
Spannungen bezeichnet, da sie den aktuellen Spannungszustand in der Momen-
tankonfiguration charakterisieren.

Wird der gleiche finite Kraftvektor Af auf eine Fliche AA der Referenzkonfi-
guration bezogen und anschliefend der Grenzwert AA — 0 analog zu Gleichung
(2.21) gebildet, kann der 1. PTIOLA-KIRCHHOFF sche Spannungsvektor t, definiert
werden. Fiir den differenziellen Kraftvektor df gilt somit die Gleichung

df = tda = todA . (2.23)
Analog zu Gleichung (2.22) wird mit
to(X,N,t) = P(X,t)"' N (2.24)

der unsymmetrische 1. PIOLA-KIRCHHOFF’sche Spannungstensor P definiert. Mit
Gleichung (2.11) folgen die Transformationsbeziehungen

1
P=JF'o#P' wd o= jFP : (2.25)

Die 1. P1oLA-KIRCHHOFF’schen Spannungen werden als Nennspannungen oder
technische Spannungen bezeichnet. Sie beziehen die tatsdchlich wirkenden Kréfte
auf die Geometrie der Referenzkonfiguration.

Wird der infinitesimale Spannungsvektor df aus Gleichung (2.23) mit Gleichung
(2.6) auf die Referenzkonfiguration transformiert, kann der symmetrische 2. P10-
LA-KIRCHHOFF’sche Spannungstensor S mit

Fldf = F'PY NdA (2.26)
T
=:S

definiert werden. Die Transformationsbeziehungen lassen sich angeben als

1
S=JF'oF T T=8" wund o= 5 FSFT . (2.27)
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Die 2. P1IO0LA-KIRCHHOFF schen Spannungen werden als Pseudo-Spannungen be-
zeichnet. Sie sind nicht physikalisch und dienen nur als Rechengrofe.

Neben den hier eingefiihrten Grofien existieren noch andere Spannungstensoren.
Im Rahmen dieser Arbeit werden ausschlieffilich o, P und S verwendet. Im Falle
infinitesimaler Verzerrungen sind alle Spannungsmafle aquivalent und das Symbol
o wird verwendet.

2.1.3 Die starke Form des Gleichgewichts

Mit den Verzerrungs- und Spannungstensoren aus den Abschnitten 2.1.1 und 2.1.2
lassen sich die Deformation und der Kraftzustand eines Kérpers beschreiben. Um
sie zu berechnen, miissen Gleichungen eingefordert und Randbedingungen defi-
niert werden. Die Zielgrofe ist dabei im Rahmen dieser Arbeit immer das mate-
rielle Verschiebungsfeld u(X, ¢). Das zugehorige Randwertproblem des Korpers B
ist in Abbildung 2.4 dargestellt.

B,t>0

oV, u=n1u
€3

€2

@)

€

Abbildung 2.4: Randwertproblem des Koérpers B

Der Rand 0V, wird in einen Verschiebungsrand 0V;, und einen Kraftrand 0V,
aufgeteilt, auf denen jeweils Verschiebungen u und Spannungsvektoren f vorge-
geben sind. Es gilt 0V, UdV;, = 0V, und 9V, NOV;, = (). Im Inneren des Korpers
wirkt die Massenkraftdichte b, die mit der Dichte p; in eine Volumenkraftdichte
umgerechnet werden kann. Am Verschiebungsrand entstehen durch die aufge-
zwungenen Verschiebungen Spannungsvektoren r als Reaktionskraftgroflen.

Zu jedem Zeitpunkt ¢ muss der Korper im globalen Kraftegleichgewicht
/pther /rda—|— /Edazo (2.28)
Vi Vi Vo

stehen. Unter Beriicksichtigung des lokalen Gleichgewichts an den Randflichen
und des CAUCHY-Theorems (2.22) lassen sich die Randterme mit

/rda~|— / tda = / tda:/a'Tnda (2.29)

Vi WVio Vi UOVio oV



2.1 Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik 15

umformen. Der resultierende Term wird mit dem GAUSS’schen Integralsatz zu

/UTnda = /diV(UT) dv (2.30)
Vi

transformiert, wodurch Gleichung (2.28) die Form

/ (div(e™) + pib) dv =0 (2.31)

Vi

annimmt. Der Integrand muss dabei fiir jeden Punkt x gleich null sein. Er liefert
somit die lokale Form des Kraftegleichgewichts in der Momentankonfiguration

div(e”) +pb=0. (2.32)
Dartiber hinaus liefert das globale Momentengleichgewicht

/xxptf)dv+/xxrda+/xxfda:0 (2.33)
Vi OViu WVio

nach einigen Umformungen die lokale Drehimpulsbilanz, vgl. HOLZAPFEL [81].
Daraus folgt die Symmetriebedingung des CAUCHY-Spannungstensors

ol =0. (2.34)

Werden die Spannungsvektoren auf die Referenzkonfiguration bezogen, nimmt
das globale Kréftegleichgewicht nach Zusammenfassung der Last- und Reakti-
onsvektoren die Form
/pgl_) dv + / todA =0 (2.35)
Vo Vo
an. Dabei ist py = Jp; die Dichte des Korpers in der Referenzkonfiguration. Diese
Umformung gilt nur, da Massenerhaltung mit m = 0 angenommen wurde. Durch
aquivalente Umformungen wie die bzgl. der Momentankonfiguration resultiert
schlieBlich die lokale Gleichgewichtsbedingung in der Referenzkonfiguration

div(P") + pob =0 . (2.36)

Diese partielle Differentialgleichung in den Spannungen P muss fiir jeden mate-
riellen Punkt X des Kontinuums erfiillt sein. Sie wird daher auch starke Form
des Gleichgewichts genannt. Wiirden an dieser Stelle ein Stoffgesetz fiir P(F) und
die kinematischen Beziehungen F(u) eingesetzt werden, konnte eine Differential-
gleichung (DGL) fiir die unbekannte Verschiebungsfunktion u aufgestellt werden.
Diese DGL ist allerdings nur in Sonderféllen analytisch l6sbar. Im néchsten Ab-
schnitt wird daher zunéchst die zugehorige schwache Form hergeleitet, die als
Basis fiir numerische Losungsverfahren dient. Ab hier erfolgen die Herleitungen
ausschlielich in der Referenzkonfiguration.
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2.1.4 Die schwache Form des Gleichgewichts und das PVV

Zur Umformung der starken Form in die schwache Form wird Gleichung (2.36)
mit einer Testfunktion du skalar multipliziert und iiber das Volumen der Refe-
renzkonfiguration V integriert. Das resultierende Integral muss null sein, es gilt

div(PT) 4 p,b) - dudV =0 . (2.37)
Vi

Die Testfunktionen du sind dabei beliebige, aber feste Funktionen, die auf dem
Verschiebungsrand 0V;,, verschwinden:

juX,t)=0, VYXedVy,, Vt>0. (2.38)

Gleichung (2.37) lasst sich folgendermafien interpretieren: Durch die Beliebigkeit
der Testfunktionen du kann das Integral nur dann null sein, wenn die starke
Form in der Klammer in allen Punkten X null und damit erfillt ist. Beide Glei-
chungen sind somit dquivalent und besitzen die gleiche Losung u. Sie lassen sich
stets ineinander iiberfiihren. Mathematisch ist die schwache Form Gegenstand
der Variationsrechnung. Die Grofle

Oa . a(u+hou)—a(u)
ou h—0 h

(2.39)

wird dabei auch als erste Variation von a beziiglich u bezeichnet und gleicht einer
Richtungsableitung der Grofle a in Richtung der Testfunktion Ju.

Zunachst wird Gleichung (2.37) weiter umgeformt. Der erste Summand kann zu
/ div(PT) - sudV = / (div(Péu) — PT : 6H) dV (2.40)
Vo VO

umgeschrieben werden. Dabei wurden das Skalarprodukt fiir Tensoren 2. Stufe
A : B und die 1. Variation des materiellen Verschiebungsgradienten

0 (0Ou ~ 0(6u)

verwendet. Mit dem GAUSS’schen Integralsatz lésst sich der linke Summand der
rechten Seite aus Gleichung (2.40) weiter umformen zu

/ div(Péu) dV = / (Pou) - NdA = / (PTN)-dudA,  (2.42)
Vo A% [A%)

wobei im zweiten Schritt die Identitét (Ab)-c = (ATc)-b verwendet wurde, mit
den Tensoren 1. Stufe b und ¢ sowie dem Tensor 2. Stufe A. Unter Beriicksichti-
gung des Verschwindens der Testfunktionen du auf dem Verschiebungsrand 0Vj,
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sowie des CAUCHY-Theorems aus Gleichung (2.24) auf dem Spannungsrand 0V;,
kann der Randterm wie folgt umgeformt werden.

/(PTN)-cSudA: /to-audA: / to - dudA (2.43)

oo A MWoo

Dabei ist to = df /dA = tda/dA der Spannungsvektor, der auf die Oberflichen
der Referenzkonfiguration bezogen ist*. SchlieSlich resultiert die schwache Form
in den Gréflen P und 0H zu

/PTzéHdV—/pOB-éudV— / to- dudA=0. (2.44)
Vo Vo A%

Der Term P7 : §H lisst sich mit Definition (2.26) und der Identitit (AB) : C =
B : (ATC) fiir die Tensoren 2. Stufe A, B und C umschreiben zu

P":0H=FS":/H=S":F'éH . (2.45)

Da das Skalarprodukt des symmetrischen Tensors S = ST mit einem schiefsym-
metrischen Tensor verschwindet, kann Gleichung (2.45) nur mit dem symmetri-
schen Anteil von FZdH geschrieben werden als

1
ST FToH=S": (F"0H + 6HF) . (2.46)
Dieser symmetrische Anteil wird mit
1 1
0E = (0H + dH" + 6H"H + H'6H) = 5 ()H"F + F"5H) (2.47)

als 1. Variation des GREEN-LAGRANGE’schen Verzerrungstensors identifiziert.
Dadurch resultiert die schwache Form in den GréBen S = S” und 6E mit

/s:aEdV—/poB.dudV— / fo-dudA =0 . (2.48)
Vo Vo A%

Sie ist im Folgenden die Basis fiir weitere Herleitungen.

Die schwache Form des Gleichgewichts ist dquivalent zum Prinzip der virtuellen
Verschiebungen (PVV). Dieses physikalische Prinzip besagt sinngemafl das Fol-
gende: Steht der Korper B im Gleichgewicht, dann ist bei einer beliebigen, aber
festen virtuellen Deformation du die Bilanz der virtuellen Arbeiten d7 null. In

4In vielen Fallen wird die Anderung der Bezugsfliche wihrend der Deformation vernachlés-
sigt, wodurch ty ~ t gilt. Ein Gegenbeispiel dazu wire das Aufblasen eines Luftballons. Dort
muss die Anderung der Oberfliche zur korrekten Erfassung des Innendrucks beriicksichtigt
werden.
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Gleichung (2.48) lassen sich die Terme der virtuellen inneren Arbeit dm; und die
der virtuellen duleren Arbeit d7, identifizieren als

oms = / S:6EAV  und (2.49)
Vo

57ra:/p0t_)-5udV—|— / to - JudA . (2.50)
V() 8‘/00

Somit lasst sich die Aussage des PVV kompakt schreiben als
om = 6m; — O6me = 0. (2.51)

Mathematisch fithren die Aussagen der schwachen Form und die des PVV zur
gleichen zu lésenden Gleichung. Jedoch ist nur das PVV physikalisch begriindet.
Dariiber hinaus sei an dieser Stelle angemerkt, dass diese Gleichung zunéchst
unabhangig vom betrachteten Materialverhalten ist.

2.1.5 Linearisierung des PVV

Ist das PVV (2.51) eine nichtlineare Gleichung, muss diese im Allgemeinen mithil-
fe eines Iterationsverfahrens numerisch gelost werden. Im Rahmen dieser Arbeit
wird dazu das NEWTON-Verfahren verwendet. Nicht die Nullstelle der Funkti-
on dm, sondern die ihrer Tangente wird dabei in jedem Iterationsschritt gesucht.
Dazu wird die Linearisierung

dor(u)
Ju

der Funktion d7 an der festen Entwicklungsstelle u benotigt. Das Inkrement A(e)

L[ém(u)] = o7(u) + Adm(u, Au) = dm(u) +

. Au (2.52)

lasst sich dabei, dquivalent zu Gleichung (2.39), als Richtungsableitung in Rich-
tung des Verschiebungsinkrements Au berechnen. Im Folgenden wird die Annah-
me getroffen, dass die &uBeren Lasten b und t, unabhéngig von den Verschiebun-
gen u sind. Dariiber hinaus gilt Adu = 0, da die virtuellen Verschiebungen fest
sind. Beides fithrt zu Adm, = 0. Das Inkrement

AdT = Adm; = / (AS:6E+S: ASE)dV (2.53)
Vo
resultiert aus der Produktregel A(A : B) = AA : B+ A : AB und der virtuellen
inneren Arbeit aus Gleichung (2.49). Das Spannungsinkrement AS hangt dabei
vom verwendeten Materialmodell ab, welches in diesem Kapitel noch nicht ndher
spezifiziert wird. Ganz allgemein schreibt sich das Spannungsinkrement AS als

AS = g;AE = (CTAE y bzw. ASU - ijklAEkl . (254)

Dabei ist Cr(E) die nichtlineare Materialtangente und ein Tensor 4. Stufe.
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2.1.6 Reduzierte Notation des Materialgesetzes

Im Rahmen der numerischen Umsetzung ist es effizient, die Komponenten der
Tensoren 2. und 4. Stufe in eine reduzierte Vektor- bzw. Matrix-Notation umzu-
schreiben, welche auch deren Symmetrien berticksichtigt. Die Komponenten des
2. P1oLA-KIRCHHOFF’schen Spannungstensors® S = S;; €; ® e; und des GREEN-
LAGRANGE’schen Verzerrungstensors E = E;; e; ® e; werden in die Vektoren

S = [511, S92, 533, 5127513>523]T und (255)
E = [E11, By, Es3,2E12,2F13,2F]" (2.56)

einsortiert. Auf eine symbolische Unterscheidung zwischen den beiden Notatio-
nen wird verzichtet, da der Fall immer aus dem Kontext ableitbar oder explizit
erwahnt sein wird. Die Komponenten der Materialtangente Cr = Cjje; ® €; ®
e, ® e; werden in die Matrix

01111 01122 01133 01112 01113 01123

C’2211 02222 02233 C’2212 CY2213 C’2223

CY3311 CY3322 C’3332‘) C’3312 03313 03323
C’1211 01222 01233 01212 01213 01223
C’1311 C’1322 C’1333 C’1312 C’1313 C’1323

_02311 C’2322 C’2333 02312 02313 C’2323_

passend einsortiert®. Alle anderen Komponenten Cijr sind null”. Die Linearisie-
rung des Stoffgesetzes (2.54) ist damit AS = CrAE.

In dieser Notation sind wichtige Tensor-Eigenschaften nicht mehr giiltig, wie
bspw. das Transformationsverhalten bei Wechsel des Koordinatensystems. Da-
durch ist immer eine Riicktransformation in die Tensornotation notwendig. An
dieser Stelle sei angemerkt, dass es mehrere Moglichkeiten gibt, eine reduzierte
Notation zu definieren. Sie unterscheiden sich hauptséchlich durch die Reihenfolge
und Definition der Schubterme. Bspw. sind bei der nach VoiaT [183] benannten
Notation die 12- und 23-Komponenten in den Vektoren vertauscht. Dementspre-
chend andert sich auch die Cpr-Matrix.

5 Dabei wird fiir die Tensornotation die EINSTEIN’sche Summenkonvention verwendet, bei
der tiber doppelt auftretende Indizes von 1 bis 3 aufsummiert wird.

6 Diese Darstellung gilt nur durch die Symmetrieeigenschaft Cijkt = Cijik

”Durch die Symmetrien E;; = Ej; und S;; = Sj; reduzieren sich die 81 Komponenten von C
auf 36. Weitere Reduzierungen werden durch zusétzliche Anforderungen an das Materialgesetz
erzielt, vgl. Kapitel 3.
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2.2 Die Methode der finiten Elemente

Die Methode der finiten Elemente (FEM) ist ein numerisches Verfahren zur Lo-
sung der schwachen Form und damit der zugrunde liegenden Differentialgleichun-
gen. Die Anwendungsgebiete reichen vom Bauingenieurwesen tiber die Luft- und
Raumfahrttechnik bis hin zur Medizintechnik. Sie umfassen u. a. die Simulation
von Festkorpern, Warmestromen und gekoppelten physikalischen Problemen. Ih-
re vollstdndige Entwicklung muss iiber viele Jahrzehnte betrachtet werden und ist
bis heute ein Zusammenspiel aus Mathematik und Ingenieurwissenschaften. Die
folgenden Punkte stellen eine Auswahl zentraler historischer Meilensteine dar.

18. Jh. | Die Entwicklung der Variationsrechnung insbesondere von EULER
und LAGRANGE, siehe z. B. GRAY [66]

1915 | Das Verfahren der gewichteten Residuen von GALERKIN [55]
1943 | Die Einfiihrung lokaler Anséitze von COURANT [30)]

1954 | Die Matrizenformulierung der Verschiebungsmethode fiir Stabtrag-
werke von ARGYRIS [§]

1956 | Die erste Anwendung der FEM mit einem Computerprogramm zur
Berechnung eines Flugzeugfliigels von TURNER ET AL. [176]

1967 | Das erste Lehrbuch von ZIENKIEWICZ und CHEUNG [204]

Die parallel wachsende Verfiigharkeit von Rechenleistung treibt die Entwicklung
der FEM bis heute an. So ist der Titel von ARGYRIS bertihmtem Vortrag The
computer shapes the theory [7] aus dem Jahr 1965 bis heute in der FEM-Ge-
meinschaft ein gefliigeltes Wort. Zu den modernsten Entwicklungen der FEM
zahlen die numerische Mehrskalenmodellierung, siehe bspw. ZOHDI und WRIG-
GERS [207], sowie die isogeometrische Analyse von HUGHES ET AL. [89], die eine
Briicke zwischen der CAD-Modellierung und der FE-Simulation schlégt.

In diesem Kapitel werden die wesentlichen Bestandteile der FEM fiir die nichtli-
neare Simulation dreidimensionaler Festkorper vorgestellt. Im Anschluss folgt eine
Ubersicht iiber weitere in den numerischen Beispielen verwendete Elementformu-
lierungen. Fiir eine ausfithrlichere Darstellung sei auf die Literatur von WRIG-
GERS [198], IBRAHIMBEGOVIC [90], ZIENKIEWICZ und TAYLOR [205,206] sowie
HUGHES [88] verwiesen. Alle Elemente sind in einer erweiterten Version des FE-
Programms FEAP (Finite Element Analysis Programm) [168] implementiert.

2.2.1 Diskretisierung eines Korpers in finite Elemente

Im Rahmen der FEM wird ein Korper B, hier in seiner Referenzkonfiguration,
in endlich grofle Teilkérper unterteilt, die als Elemente bezeichnet werden. Das
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8-Knoten-Element 27-Knoten-Element

g
0 g

e Eckknoten Kantenmittenknoten
o Flachenmittenknoten

o Elementmittenknoten

Abbildung 2.5: Diskretisierung eines Korpers B in finite Elemente

ist in Abbildung 2.5 dargestellt. Das Volumen Vj und die Oberfliche 0V} werden
dabei approximiert. Fiir das Volumen gilt bspw.

nelem

Vor Vi = |J Ve, (2.58)
e=1

wobei V¢ jeweils das Volumen eines der insgesamt nelem Elemente ist. Der Index
h steht dabei fiir eine charakteristische Lange des Elements und kennzeichnet so
die FE-Diskretisierung. Die Elemente sind tiber ihre Auflenknoten miteinander
verbunden. Wie in Abbildung 2.5 dargestellt, konnen dabei bspw. 8- oder 27-
Knoten-Elemente verwendet werden. Innerhalb eines finiten Elements e wird die
gesuchte Funktion, hier die Verschiebungsfunktion

nel
umu' =" N(&)v, (2.59)
=1
mithilfe der Knotenverschiebungsvektoren v¢ = [u$,, uS,, uS;]7 und Interpolati-

onsfunktionen, sogenannten Ansatzfunktionen N§ (&), approximiert. Die Anzahl
der Knoten im Element wird mit nel bezeichnet. Die Ansatzfunktionen werden
in einem natiirlichen Koordinatenraum & = [£, 7, (]T definiert. In diesem natiirli-
chen Raum ist das Element ein Wiirfel mit Kantenldnge 2 und nimmt den Raum
V* ein. Die Gegeniiberstellung beider Koordinatenrdume ist in Abbildung 2.6
dargestellt. Die Ansatzfunktionen werden den jeweiligen Knoten innerhalb des
Elements zugeordnet. Unter Anwendung des isoparametrischen Konzepts wird

die Position
nel

X~ XM= 3 N(£)XS (2.60)
I=1

innerhalb des Elements mit den gleichen Ansatzfunktionen N§(£) und den zuge-
horigen Knotenkoordinaten X§ = [X§,, X§,, X5]7 approximiert.
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Abbildung 2.6: Ein 8-Knoten-Element e im physikalischen Raum X = [X1, X5, X3]7
und im natiirlichen Raum &€ = [¢, 7, ¢]T

Mithilfe der JACOBI-Matrix

IXe Xie Xi, Xi¢ net |Nrg X Nirg Xh NieXp
Jo = de = X2e,£ XZem X2€,< %Z Nie Xjs NiyXiy NigXp (2.61)
X5 X5, X§o| TFV|NieXfy NigXfs NieXp

werden Differentiale zwischen beiden Rdaumen transformiert. Fir das Volumen-
differential gilt
dV = det J®dédnd¢ = det JedV™ . (2.62)

Die Ansatzfunktionen und die Anzahl der Knoten hdngen miteinander zusam-
men. In dieser Arbeit werden LAGRANGE’sche Interpolationsfunktionen verwen-
det. Diese konnen in die drei Raumrichtungen getrennt konstruiert werden,

P& pH_l 0= Mk =G
I(f) P S[ _ gk ) I(n) P 17[ _ nk Y I(C) P g] _ Ck ? (2 63)
k£T k£T k£T

um im Anschluss die Ansatzfunktion Ny des Knotens [ iiber das Produkt

Ni(&) = 1:(&) 1r(n) 11(C) (2.64)

zu erhalten. Dabei ist p der gewiinschte Polynomgrad. Fiir ein 8-Knoten-Element
gilt bspw.

Ni©) = {0+ €N Hm)(+¢G) . T=1,.8,  (265)

mit 7,7, ¢ € {—1,1}. Fir ein 27-Knoten-Element gilt &, 17, € {—1,0,1}.
Allerdings lésst sich keine allgemeine Formel fiir N; angeben, da eine Unterschei-
dung in die Knotentypen gemacht werden muss, sieche Abbildung 2.5.

Fiir eine detailliertere Darstellung sowie weitere mogliche Ansatzfunktionen wird
auf die Literatur, bspw. WRIGGERS [198], verwiesen. Im Allgemeinen hat die
Wahl der Ansatzfunktionen einen grofien Einfluss auf die Approximationsgiite
der FE-Naherungslosung.
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2.2.2 Die diskretisierte Linearisierung der schwachen Form

Der FE-Ansatz (2.59) wird in die zu l6sende Gleichung, hier die Linearisierung
L[ém] = 0 der schwachen Form aus Gleichung (2.52), eingesetzt. Es gilt

nelem
Lon] & on" + Adr" = | (07" + Adr®) = 0. (2.66)

e=1

Die elementbezogenen Terme d7¢ und Adn® werden mithilfe des FE-Ansatzes aus
Kapitel 2.2.1 approximiert. An der Entwicklungsstelle sind u und S(u) konstant.
Die virtuelle Arbeit

5me = / JETS AV — / poduTbdV — / Jult, dA (2.67)
Ve Ve ave

wird als Elementresiduum bezeichnet und ist hier in reduzierter Notation ge-
schrieben. Dabei wird in diesem Kapitel im Integranden auf die Kennzeichnung
des Elementbezugs mit ()¢ und auf die der FE-Diskretisierung mit (e)" verzich-
tet. Dariiber hinaus wird der Term der Oberflichenlasten to im Folgenden nicht
dargestellt. Dieser kann mit Ansétzen niedrigerer Dimension diskretisiert werden,
vgl. WRIGGERS [198]. Der Ansatz fiir die virtuellen Verschiebungen

nel

dur > Ni(&)dv; (2.68)

=1

ist dquivalent zu dem der Verschiebungen u aus Gleichung (2.59) und wird mit
dem Vektor der virtuellen Knotenverschiebungen dv; = [dusy, durs, duys)’ aufge-
stellt. Mit diesem Ansatz resultiert der virtuelle GREEN-LAGRANGE’sche Verzer-
rungstensor in reduzierter Notation

_6E11_
oF
5Ezz nel

= B;(u)dv; . 2.69
%6 Eyy ; r(u)ovy (2.69)
2(5E13
_26E23_

0E =
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Die von der Entwicklungsstelle (u ist fest) abhéngigen B-Matrizen

[ Nra(ltwig) 0 Nrgwsy 0 Npgugy
 Nigwp Nip(Ltuge) 1 Nipuse
o Nigws 1 Nigwas | Nig(l+uss)
Nrao(l+uyy) | Nra(14 ugp) | Niuso
Br(w)=| +Npwp | +Npguza | ANigugy (2.70)
Nrs(14+upy) | Nijugs | Nra(14 usg3)
AN A Npsuay ) ANpsusy
Niouq 3 | Nrs(14 ugp) | Nro(1+4 usg3)
+Nrsuia v +Njgugs 0 +Nisuss

enthalten die Ableitungen der Ansatzfunktionen nach den physikalischen Koor-
dinaten. Diese lassen sich aus den Ableitungen nach den natiirlichen Koordinaten
und der JACOBI-Matrix aus Definition (2.61) mit

Ni4 Nie
Niao| = (37" [ Niy (2.71)
Ni3 Ni¢

berechnen. Sie werden auch fiir die Verschiebungsgradienten der aktuellen Ent-

wicklungsstelle
nel

Ui,j = Z NJ,J‘ UEJZ» (272)
J=1

benotigt. Werden dariiber hinaus die Integrationsgrenzen mit Gleichung (2.62)
transformiert, resultiert die diskretisierte Form des Elementresiduums in den na-
tiirlichen Koordinaten

nel —
ot =3 ovT [ | BIS det Jdv*] - l [ Nipob det JdV*]
I=1 Vo Vo
T B (2.73)
nel nel

_ Zdv?{Fi _ P;} _ Zév?{Gi} .
I=1 =1

Dabei sind F¢ und P§ die auf den Knoten I bezogenen Anteile des Vektors der
inneren Krafte F¢ und des Elementlastvektors P¢. Thre Differenz wird als Resi-
dual- oder Fehlkraftvektor G¢ definiert. Die zugehorige Integration im Raum V*
der natiirlichen Koordinaten (£,7,¢) € [—1, 1]® erfolgt in der Regel numerisch mit
der GAUss-Quadratur. So gilt fiir den Vektor der inneren Krafte

Fj = [ BISdetJdedndC ~ Y By(&)"S(&) det J(€)W: (2.74)
v I=1
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mit den insgesamt n, Stiitzstellen § und den zugehorigen Gewichten W;. Stiitz-
stellen und Gewichte kénnen bspw. aus WRIGGERS [198] entnommen werden.
Im Fall eines trilinearen Ansatzes werden bspw. acht Stiitzstellen mit &, n;, (; €
{—1/v/3,1/v/3} und W, = 1 gewihlt. Bei einem quaderférmigen 8-Knoten-Ele-
ment, welches hier dargestellt wurde, fithrt dies zu einer exakten Integration.
In allen anderen Fallen ist sie nur eine Naherung, die mit dem Verzerrungsgrad
der Elementgeometrie schlechter wird. Die Stiitzstellen werden auch Integrations-
oder GAUSS-Punkte genannt. An dieser Stelle sei angemerkt, dass nur an diesen
GAuss-Punkten das Stoffgesetz S(E) ausgewertet wird.

Das lineare Inkrement des Elementresiduums

Adre = / (SETCrAE + AGE"S) dV (2.75)
Ve
wird auf dhnliche Weise diskretisiert. Fiir die linearisierten Verschiebungen

nel

Aur S Ni(€)Av, (2.76)

=1
gilt der gleiche Ansatz wie fiir die virtuellen Verschiebungen, mit den linearisier-
ten Knotenverschiebungen Av; = [Aujy, Auge, Augs)?. Aus der Aquivalenz der
Berechnungsvorschriften fiir die erste Variation und die Linearisierung folgen die
diskretisierten linearisierten Verzerrungen

nel

K=1
mit den B-Matrizen B aus Definition (2.70). Die linearisierten virtuellen Verzer-
rungen AJE lassen sich kompakt im Skalarprodukt mit den konstanten Spannun-
gen des aktuellen Entwicklungspunkts S schreiben als

nel mnel

ASE"S = 3" > ov [Gukd] Avi (2.78)

I=1 K=1
mit der 3x3-Einheitsmatrix I und den Koeffizienten
Grx =N11Ng1S11 + NraNg2Sa + NisNg 3533
+ (N11Nk2+ NiaoNg1)Sia
+ (Nr1Nk 3 + NisNi1)S1s
+ (Nr2Nk3+ NyrsNi2)Sas -

Nach der Transformation der Integration in den natiirlichen Raum V* folgt die

(2.79)

diskretisierte Form des linearen Inkrements

nel nel
A(gﬂ'e = Zév}r{ Z l/ (B?CTBK + G[K I) det JdV*] AVK} . (280)
I=1

K=1 Ly«

e
KTIK
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Dabei ist K%, der auf das Knotenpaar /K bezogene Anteil der Elementtangen-
tialmatrix K%. Das Integral wird ebenfalls mit der GAuUss-Quadratur berechnet.

Die Vektoren der virtuellen und der linearisierten Verschiebungen lassen sich
im Element e zusammenfassen, bspw. 6v¢ = [dv], ... dvT ]T € R™". Dabei ist
nen = 3nel die Anzahl der unbekannten Elementverschiebungen. Dementspre-
chend koénnen der Element-Residualvektor G¢ € R™" und die Elementtangen-
tialmatrix K% € R™"*"¢" blockweise zusammengebaut werden. Auf Systemebene

wiederum werden diese Elementgrofien knotenbezogen zusammengebaut:

nelem nelem nelem nelem

v = Ul Ve, Av= Ul Ave, Kp= Ql K, G= Ql G°. (2.81)

Dieser Zusammenbau wird auch als Assemblierung bezeichnet. Letztlich resultiert
die diskretisierte Linearisierung des PVV, basierend auf Gleichung (2.66), mit

v {G +KrAv) =0. (2.82)

Aus der Beliebigkeit der Testfunktionen du und der daraus folgenden Beliebigkeit
der virtuellen Knotenverschiebungen dv resultiert das lineare Gleichungssystem

KrAv = -G | (2.83)

welches pro Iterationsschritt zu losen ist. Dies ist erst moglich, wenn die Verschie-
bungsrandbedingungen u = u durch Elimination der zugehorigen Freiheitsgrade
berticksichtigt werden. Die Einbettung in ein inkrementell-iterative Losungsver-
fahren wird im folgenden Kapitel beschrieben.

2.2.3 Ein inkrementell-iteratives Losungsverfahren

Das nichtlineare PVV wird mithilfe des NEWTON-Verfahrens iterativ gelost. Durch
die FE-Diskretisierung aus Kapitel 2.2.2 wird dabei nicht mehr die Verschiebungs-
funktion u, sondern der Vektor der Knotenverschiebungen v gesucht. Dazu ist es
zunéchst zweckmafig, einen Lastfaktor A einzufiihren, mit dessen Hilfe der Resi-
dualvektor des Systems mit

G(v,\) =F(v) — APy (2.84)

geschrieben werden kann. Ausgehend von einem Lastschritt A\, mit bekannten
Verschiebungen v,, werden nun die Verschiebungen v, fiir das neue und vorge-
gebene Lastniveau \,,; gesucht. Pro Iterationsschritt ¢ wird dabei die diskreti-
sierte Linearisierung

K Av) = —GO (2.85)
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aus Gleichung (2.83) gelost. Im Anschluss wird der Vektor der Knotenverschie-
bungen aktualisiert mit
v — v AVO) (2.86)

Zu Beginn der Iteration gilt ¢« = 0 und V,(loll = v,. Die Iteration wird abge-

brochen, sobald eine gewtinschte Toleranz unterschritten ist, bspw. beziiglich der
Norm des Residualvektors ||G||. Eine grafische Interpretation dieses inkrementell-
iterativen Losungsalgorithmus ist in Abbildung 2.7 fiir eine einzelne unbekannte
Verschiebung v dargestellt.

P a

At £ o h—GY =t
—GO ]~ e
o |
Mg P A FO 3
1920 |
Ap©® Av) :

‘ | »

| | | | |

=0l ol vy gt

Abbildung 2.7: Grafische Interpretation des Newton-Verfahrens

Der Vorteil des NEWTON-Verfahrens ist die lokale quadratische Konvergenz. Durch
Aufteilen des gewtlinschten Lastniveaus in kleinere Lastschritte kann dieses Ver-
halten besser genutzt werden. Oft ist so eine Konvergenz iiberhaupt erst moglich.
Allerdings ist bei einer Laststeuerung P = AP eine Konvergenz unter Umstanden
gar nicht moglich, wenn det K1 =~ 0 gilt, wie z. B. bei Stabilitatsproblemen. In die-
sen Fallen wird entweder eine Verschiebungssteuerung mit v = Avy genutzt oder
das Bogenldngenverfahren verwendet. Letzteres erlaubt im Rahmen der Gleich-
gewichtsiteration simultan unbekannte Lastfaktoren und Verschiebungsgrofien,
indem tber die Vorgabe einer Bogenlange passende Nebenbedingungen definiert
werden. Dieses Verfahren wird hier nicht weiter vertieft. Es kann detailliert z. B.
in WAGNER und WRIGGERS [187] nachgelesen werden.

2.2.4 Spezielle Strukturelemente

In einigen Problemstellungen ist es zweckméaflig anstatt des allgemeinen dreidi-
mensionalen Korpers alternative mechanische Modelle zu wahlen. Dazu geho-
ren bspw. Balken-, Scheiben-, Platten- oder Schalenmodelle. Diese basieren auf
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passenden statischen und kinematischen Annahmen. Die daraus resultierenden
Elementformulierungen kénnen sich mafigeblich von denen des dreidimensionalen
Koérpers unterscheiden. Sind das mechanische Modell und das zugehoérige finite
Element richtig gewéhlt, kann der notwendige Rechenaufwand erheblich reduziert
werden. In diesem Kapitel werden weitere mechanische Modelle und die zugehori-
gen Elemente vorgestellt, die in den numerischen Beispielen Verwendung finden.

Ein Verschiebungselement fiir Scheibentragwerke

Ebene Tragwerke, deren Dicke d relativ klein ist gegeniiber den restlichen Ab-
messungen und die nur in ihrer Fliche belastet sind, werden als Scheibentrag-
werke bezeichnet. Wenn die Verschiebungen ug in Dickenrichtung nicht behin-
dert sind, liegt ein ebener Spannungszustand vor. Es gilt S;3 = S3; = 0 und
FEi3 = FEyy = E31 = FE3y = 0. Die restlichen Spannungen und Verzerrungen
verlaufen in Dickenrichtung konstant. Die Scheibe wird in ihrer Mittelflache A,
modelliert. Dies ist in Abbildung 2.8 dargestellt.

\\ N\ 04oo |

B,t=0

€
Un}

e
Uro

Abbildung 2.8: Diskretisierung einer Scheibe mit finiten Elementen

Der Vektor u = [uy,us)” enthélt zwei unbekannte Verschiebungen. Die redu-
zierte Vektornotation der Verzerrungen und Spannungen enthélt jeweils nur drei
Komponenten:
E = [E11, Ex, 2E,]" (2.87)
S = {SH, 522, Sm]T . (288)

Die Verzerrung in Dickenrichtung Fs3 ist nicht null, sie hat jedoch keinen Anteil
im PVV
o7 (u, du) = / SETS ddA — §m,(du) =0 . (2.89)
Ao

Die Linearisierung und Herleitung der zugehorigen FE-Formulierung verlaufen
aquivalent zur denjenigen eines dreidimensionalen Korpers. Dabei muss mit dV =
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d dA nur eine Fléchenintegration durchgefiihrt werden. Die zugehorigen Element-
vektoren und -matrizen haben die Grole nen = 2nel. Das Beispiel eines 9-Kno-
ten-Scheibenelements ist in Abbildung 2.8 dargestellt. Eine detailliertere Beschrei-
bung kann bspw. in WRIGGERS [198] gefunden werden.

Ein gemischtes Schalenelement mit finiten Rotationen

Gekriimmte Strukturen, deren Dicke d relativ klein gegentiiber den restlichen Ab-
messungen ist, werden als Schalentragwerke bezeichnet. Sie konnen in ihrer Flache
oder orthogonal dazu belastet werden. Thre Geometrie wird in der Regel iiber kon-
vektive, nicht unbedingt kartesische, Koordinaten {£'}2_, beschrieben, wobei &3
in Dickenrichtung und somit in Richtung des Direktorvektors D zeigt, der normal
auf der Referenzfliche € steht. Diese ist mit £ = 0 definiert. In Abbildung 2.9
sind diese Sachverhalte dargestellt.

Referenzfliche Q¢(£3 = 0)

Abbildung 2.9: Diskretisierung einer Schale mit finiten Elementen

Schalen werden in der Regel mit Verzerrungs- und Schnittgrofen beschrieben, die
auf die Referenzfliche 2y bezogen sind. Die geometrischen Schalenverzerrungen

€4(V) = [e11, €22, 2612, K11, Faz, 212,71, 2] (2.90)

enthalten Membranverzerrungen e,3, Biegeverzerrungen s,z und Schubverzer-
rungen 7,. Sie werden nicht direkt iiber die Verschiebungsgrofien v = [u,w]?
berechnet, sondern mit den konvektiven Ableitungen der Ortsvektoren X und
x(X,v) sowie der Direktorvektoren D(X) und d(X,v). Im Vektor v sind Ver-
schiebungen u und Verdrehungen w enthalten. Details konnen in WAGNER ET

AL. [185] nachgelesen werden. Die Schalenschnittgrofen

o, = [nll7 n22’ 7112, mll, m22’ m12’ ql’ qZ]T (2.91)
sind die arbeitskonformen Kraftgroen zu den Schalenverzerrungen e,. Sie wer-
den durch Integration der Spannungen tiber die Schalendicke definiert und enthal-
ten Membrankrifte n®’, Biegemomente m®® und Querkréifte ¢®. Im Rahmen der
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numerischen Beispiele werden Schalentragwerke unter Beriicksichtigung grofler
Deformationen berechnet. Das hier dazu verwendete 4-Knoten-Schalenelement
basiert auf der REISSNER-MINDLIN-Theorie mit 7, # 0. Es wurde 2005 von
WAGNER ET AL. [185] veroffentlicht und 2008 von KLINKEL ET AL. [106] erwei-
tert, um beliebige dreidimensionale Materialmodelle verwenden zu konnen. Dieses
Schalenelement wird im Folgenden kurz beschrieben.

Die Elementformulierung basiert auf dem HU-WASHIZU-Variationsprinzip

om(0,00) = om;(0,60) — ém,(du) =0 , (2.92)
mit
57,(8,60) = / (€l + 8" (0.0 — &) + d07(e,—¢,) )dA.  (203)
Qo N——
I I1 111
Im Vektor der Unbekannten 8 = [v, o, €]’ sind neben den Verschiebungsgré-

Ben v auch die VerzerrungsgroBen € und die SchnittgroBen o, in 6 = [o, 0, 0]”
als unabhangige Felder enthalten. Die von v abhédngigen Verzerrungen e, sind
nicht Teil des Vektors € = [g,, €,]" der unabhéngigen Verzerrungen. Dieser teilt
sich auf in den Anteil der klassischen Schalenverzerrungen e, nach Definition
(2.90) und einen zusatzlichen Anteil €,, der lineare Verzerrungen in Dickenrich-
tung berticksichtigt. Somit fordert die Stationaritdtsbedinung (2.92) neben den
Gleichgewichtsbedingungen in Term [ die folgenden Gleichungen schwach ein.

Das Stoffgesetz 0.,V = o in Term 11
Der ebene Spannungszustand 0..¥ = [0,0]" in Term 17
Die Geometrie €4 = &p in Term 111
Der Term
9. = [&,,\If] - /ATS[Ld£3 (2.94)
0., ¥ s

wird durch die Dickenintegration des 2. PIOLA-KIRCHHOFF schen Spannungsvek-
tors S berechnet, wobei mit A iiber E = Ag die Schalenverzerrungen € = [g,, €,]"
auf die GREEN-LAGRANGE’schen Verzerrungen E abgebildet werden. Die Deter-
minante i des Shiftertensors beriicksichtigt die Rotation der £3-Achse iiber die
Hoéhe und kann fiir dilnne Schalen zu i1 = 1 angenommen werden. Die Linearisie-
rung

L[67(50, AB)] = 57(60) + Adm(56, A8) (2.95)
von Gleichung (2.92) enthalt das Inkrement
AS(560, AG) = / (6e7(DAE — AG) + do T (Ae, — Ae,)
Qo (296)
+0e) Ao, + Adel o) dA .
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Die Materialtangente Cr aus Gleichung (2.54) ist im Integral

D-— / ATCrA i de? (2.97)
d

tiber eine Dickenintegration enthalten. Mit den Gleichungen (2.97) und (2.94) ist
ersichtlich, wie ein dreidimensionales Stoffgesetz, mit S(E) und AS = C;AE, im
Rahmen dieser Schalenformulierung berticksichtigt werden kann.

Die Linearisierung (2.96) wird auf Elementebene nach dem isoparametrischen
Konzept diskretisiert. Das finite Element ist in Abbildung 2.9 dargestellt. Die
Ansétze fir die geometrischen Gréflen sind stetig und bilinear:

4 4
Xh = Z NI<£7 77)XI ) Dh = Z NI<€> 77)DI ) (298)
I=1 I=1
4 4
Xh = Z NI(S? 77)XI ) dh = Z NI(S? 77)d1 . (299)
I=1 I=1

Mit den Ableitungen in Richtung der konvektiven Koordinaten &,,a = 1,2 kon-
nen so die zugehorigen geometrischen Membran- und Biegeverzerrungen €, und
Kqop berechnet werden, siche KLINKEL ET AL. [106]. Wiirden die Schubverzerrun-
gen 7, # 0 dagegen tiber die gleichen Anséitze approximiert werden, wiirden sich
die Elemente zu steif verhalten. Dieser Schub-Versteifungseffekt (engl. locking)
resultiert aus einer unzureichenden Approximation des Verzerrungsfeldes. Dabei
spielen sowohl die Ansétze als auch die numerische Integration eine Rolle. Die
oft als Losung genutzte reduzierte Integration der zugehorigen Integrale fithrt
zu zusitzlichen Kinematiken, sogenannten Hourglass-Modes. Daher werden die
Schubverzerrungen mithilfe eines unabhédngigen, linearen Ansatzes und den Wer-
ten 7, an den Knoten A B,C und D nach DVORKIN und BATHE [39] definiert,
vgl. Abbildung 2.9. Dadurch tritt das Locking-Phdnomen nicht auf, trotz gleicher
Integrationsordnung aller Integrale. Die unabhidngigen Spannungen

o' =N,é (2.100)

werden linear und diskontinuierlich iiber die Elementgrenzen diskretisiert. Der
Vektor & enthélt 14 Variablen. Die Komponenten der Ansatzmatrix N, kénnen

aus KLINKEL ET AL. [106] entnommen werden. Der Ansatz fiir das Verzerrungs-
feld

e’ =N.¢ = [N! N Fl] (2.101)

€2
enthilt zwei Anteile. Der erste Anteil N1£; entspricht dem Spannungsansatz aus
Gleichung (2.100), ist linear und enthélt ebenfalls 14 Variablen in &€;. Der zweite
Anteil N2&, enthélt zu (2.100) orthogonale Ansitze mit insgesamt 3 = 3,,+ 0+ 0.
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zuséatzlichen Ansatzparametern, bestehend aus Membran-, Biege- und Dicken-
verzerrungsanteilen. Die Wahl dieser EAS-Parameter (engl.: Enhanced Assumed
Strain) nach SIMO und RIFAI [159]) kann wie folgt festgelegt werden.

Membranverzerrung: 3, € {0,2,4,7,9}
Biegeverzerrung: 3, € {0,2,4,6}
Dickenverzerrung: g, € {2,8}

Die Wahl der EAS-Parameter kann einen Einfluss auf die Lésung haben und soll-
te daher stets in den numerischen Beispielen angegeben werden. Die Ansétze fiir
die drei unabhéngigen Felder, ihre 1. Variationen und Linearisierungen werden
in Gleichung (2.96) auf Elementebene eingesetzt. Durch die diskontinuierlichen
Ansiétze fir die Spannungen und die Verzerrungen kénnen die Unbekannten A&
und A€ auf Elementebene eliminiert werden. Dadurch miissen die Elementtan-
gentialmatrix K9 und das Elementresiduum G¢ auf Systemebene nur beziiglich
der Verschiebungsfreiheitsgrade v assembliert werden. Die zugehorigen Flachen-
integrationen werden mit vier GAUSS-Punkten durchgefiihrt. Innerhalb der Scha-
lenfliche hat das Element finf Freiheitsgrade, an Schnittkanten sechs.

Um bspw. im Rahmen plastischen Materialverhaltens die Genauigkeit der Dicken-
integration in den Gleichungen (2.94) und (2.97) zu verbessern, konnen numeri-
sche Schichten definiert werden. Dabei wird jede Schicht mit jeweils mindestens
zwei GAUSS-Punkten integriert. Dies ist in Abbildung 2.10 dargestellt.

Integrationspunkte x

S

Referenzfliiche Q¢(£2 = 0)

IT

XX[XXIXX|XX|XX

Abbildung 2.10: Dickenintegration mithilfe numerischer Schichten

Diese Schalenelementklasse wird stetig weiterentwickelt. In GRUTTMANN ET AL.
[67] wurde das Element auf physikalische Schichtungen erweitert, um den komple-
xen Spannungszustand in geschichteten Bauteilen zu beriicksichtigen. In WAG-
NER ET AL. [186] wurden intensive Untersuchungen zum Einfluss von quadrati-
schen Ansédtzen mit (3, = 11 durchgefiihrt.

Nachdem innerhalb dieses Kapitels die Form des Materialgesetzes S(E) zunéchst
ausgeklammert wurde, folgt in Kapitel 3 eine detailliertere Ubersicht iiber die
Methoden und physikalischen Hintergriinde der Modellierung von elastischem
und plastischem Materialverhalten. Auf diese Hintergriinde wird im Rahmen der
Materialmodellierung mit kiinstlichen neuronalen Netzen im spéteren Verlauf der
Arbeit héufig Bezug genommen.
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3 Phanomenologische Materialmodelle

Zur Anwendung von kiinstlichen neuronalen Netzen in der Materialmodellierung
ist das Wissen tiber klassische, phanomenologische Materialmodelle und die ihnen
zugrunde liegenden physikalischen Prinzipien unerlésslich. Ziel dieses Kapitels ist
es daher, diese Grundlagen und die fiir spatere Untersuchungen notigen Materi-
algleichungen bereitzustellen. Materialmodelle sind phdnomenologisch, wenn sie
auf experimentellen Beobachtungen des makroskopischen Materialverhaltens ba-
sieren. So geht beispielsweise der mikrostrukturelle Aufbau nicht direkt in die
Formulierung der Materialgleichungen ein.

Die zugehorigen Gleichungen verkniipfen makroskopische Konstitutivgroflen am
materiellen Punkt X miteinander, unabhangig von der Geometrie des Gesamt-
korpers. Im rein mechanischen Fall sind das die Spannungen und die Dehnungen.
Schon frith hat dies LEONHARD EULER erkannt, als er im Jahr 1727 eine Ma-
terialkonstante im Sinn des heutigen Elastizitdtsmoduls verwendete, vgl. SzA-
BO [167]. Heute ist die Materialmodellierung ein eigenstandiges Forschungsgebiet
der Kontinuumsmechanik. Dabei wird das zu beschreibende Materialverhalten
durch wachsende Anforderungen und technische Fortschritte immer komplexer.
Unter anderem sind in ALTENBACH [4], HOLZAPFEL [81] sowie LEMAITRE und
CHABOCHE [114] ausfiihrliche Kapitel zur Materialmodellierung enthalten.

511‘\ 511‘\ ~ Ly

~En
\ 511 \‘ Sll
Efi #0

Abbildung 3.1: Rein elastisches (links) und plastisches Materialverhalten (rechts) am

Beispiel einaxialer Spannungszustédnde. Plastisches Verhalten ist charakterisiert durch

verbleibende Deformationen nach Entlastung.

In dieser Arbeit wird nur elastisches und ratenunabhéngiges, plastisches Materi-
alverhalten betrachtet. Diese sind in Abbildung 3.1 am Beispiel einaxialer Span-
nungszustinde dargestellt. Weitere Effekte wie bspw. Ratenabhéngigkeiten und
Schadigung werden nicht beriicksichtigt®.

8 Echte Materialien zeigen oft mehrere dieser Eigenschaften. Je nach Anwendungsfall sind
diese Eigenschaften jedoch verschieden stark ausgepriagt und konnen ggf. vernachléssigt wer-
den. So verhélt sich bspw. Stahl bei hohen Temperaturen viskos, was bei Raumtemperatur im
Normalfall nicht beriicksichtigt werden muss.
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Im Folgenden werden hauptséachlich die GREEN-LAGRANGE’schen Verzerrungen
E und die 2. P1oLA-KIRCHHOFF’schen Spannungen S als konstitutive Grofien
verwendet. Fiir elastisches Materialverhalten lassen sich die Spannungen

S(X,t) = S(X,E(X, 1)) "Z" S(E(X, 1)) (3.1)

allgemein als Funktion S der aktuellen Verzerrungen E(X,¢) angeben. Ist der
Werkstoff homogen (hom), entféllt die direkte Abhéngigkeit von der materiellen
Koordinate X. Elastoplastisches Materialverhalten ist abhéngig von der Belas-
tungsgeschichte. Die aktuellen Spannungen miissen daher als Funktional

S(X,t) = S(X,E(X, 1) "&"S(E(X,1)) {04, (3.2)

beschrieben werden. Die allgemeinen Gleichungen (3.1) und (3.2) sind die Grund-
lage fiir die nachfolgenden Ausfithrungen. Zunéachst wird im Abschnitt 3.1 das
Transformationsverhalten von Tensoren bei Wechsel des Koordinatensystems be-
schrieben. Dies ist eine wichtige Basis fiir die in Abschnitt 3.2 folgenden phy-
sikalische Prinzipien der Materialmodellierung. In den Abschnitten 3.3 und 3.4
werden klassische elastische und elastoplastische Materialmodelle behandelt, auf
die im Rahmen dieser Arbeit Bezug genommen wird.

3.1 Passive Transformation von Tensoren

Die Transformation eines im dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystem
{e;}2_, definierten Tensors kann aktiv oder passiv sein. Im aktiven Fall wird der
Tensor selbst transformiert, im passiven Fall das Koordinatensystem. Fiir eine
ausfithrliche Beschreibung dieser Sachverhalte siche BRANNON [23]. Zur Materi-
almodellierung ist vor allem der passive Fall aufschlussreich, der in Abbildung 3.2
dargestellt ist. Unter Vernachlédssigung reiner Translationen werden die Basisvek-
toren {e;}?_, iiber

el =Qe;, Q € O(3) (3.3)

zu den Basisvektoren {e}}?_; transformiert. Die sog. orthogonale Gruppe O(3)
enthélt alle Tensoren Q mit der Eigenschaft Q7 = Q~!, woraus |detQ| = 1 folgt®.
Die Komponenten von Q kénnen bzgl. des Koordinatensystems {e;}?_; mit dem
Skalarprodukt ();; = e; - €] berechnet werden.

Durch die Transformation der Basen dndern sich ebenfalls die Komponenten eines
Tensors, nicht jedoch der Tensor selbst als physikalisches Objekt. Fiir einen Tensor
2. Stufe gilt bspw.

j

9 Bei Spiegelungen (detQ = —1) ist das Koordinatensystem {e }3_; nicht mehr rechtshéindig.
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Abbildung 3.2: Transformation des Koordinatensystems {e;}3_; zu {e!}3_, durch

eine Rotation um den Einheitsvektor w mit dem Winkel 6

Aus dieser Aquivalenz resultieren, durch beidseitiges skalares Multiplizieren der
Einheitsvektoren, die folgenden Transformationsregeln fiir ein-, zwei- und vier-
stufige Tensoren.

ap = a; Qi oder [a]* = [Q]"[a] (3.5)
n = AiQuQj oder  [A]"=[QI'[A][Q]  (3.6)
mnop = AijriQimQinQroQup (3.7)

Eine prézise Notation sollte grundsatzlich zwischen den Tensoren a und A und
den Matrizen ihrer Komponenten [a] und [A] unterscheiden. Aus ésthetischen
Griinden wird im Folgenden allerdings darauf verzichtet, es sei denn der Unter-
schied ist essenziell oder aus dem Kontext nicht direkt ableitbar.

Beschreibt Q eine Rotation, gilt det (Q) = 1 und Q € SO(3) C O(3), der spe-
ziellen orthogonalen Gruppe. Eine solche Rotation ldasst sich bspw. um einen
Einheitsvektor w mit dem Winkel 6 definieren, wie in Abbildung 3.2 dargestellt
ist. Die zugehorige Komponentenmatrix QF kann in diesem Fall iiber eine Form
der EULER-RODRIGUES-Formel

Qf =T+sinfQ+ (1 —cosh)Q? (3.8)

berechnet werden. Dabei ist die schiefsymmetrische Kreuzproduktmatrix

0 —Ws3 [0%)
Q= Ws 0 —W1 (39)
—W9 w1 0

tiber die Aquivalenz zum Kreuzprodukt w x a = € a definiert. Eine Spiegelung
(detQ = —1) an einer Ebene kann mit der HOUSEHOLDER-Matrix

Q% =1-2v7" (3.10)

berechnet werden. Dabei ist v der normierte Normalenvektor der Ebene und hier
als Spaltenvektor definiert. Eine Kombination aus mehreren Transformationen
Q1, ..., Q, hintereinander kann mit Q = Q,, ...Q; zusammengefasst werden.
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Komponenten-assoziierte Grofien von Tensoren, die sich bei Koordinatentransfor-
mation nicht dndern, werden als Invarianten bezeichnet. So sind die Eigenwerte
{A\}2_, und Eigenvektoren {n,}3_, des speziellen Eigenwertproblems

An = \n (3.11)

unabhingig vom Koordinatensystem. Die Eigenvektoren bilden das orthogonale!®
Hauptachsensystem, in welchem der zweistufige Tensor A diagonalisiert ist. Die
zugehorige spektrale Darstellung lautet

3
A:Z)\ana@)na ) (3.12)

a=1
Die Ableitung eines Eigenwerts nach seinem Tensor lautet

Oa
0A

=n, ®n, (3.13)

und wird im spéteren Verlauf der Arbeit noch benétigt. Ferner sind fir einen
Tensor 2. Stufe A die drei Hauptinvarianten

[A = Sp(A) = A“ = All —+ AQQ —+ A33 = )\1 —+ )\2 -+ )\3 (314)
1 2 2
I1a = 5(Sp(A)* ~ Sp(A%))
1
— §(AiiAjj — AijAji) = Mdha + Mds + Ao (3.15)
I]IA = det(A) = eijkAliAQjA3k = )\1)\2)\3 (316)

unabhangig vom Koordinatensystem. Dabei sind ¢;;, die Komponenten des drei-
stufigen Permutationstensors'!. Die Ableitungen der Invarianten

Ol Ol . OITI, L

— =1 —— =5p(A)I-A d =det (A)A 3.17
sind bspw. in HOLZAPFEL [81] zu finden.

10 Die Linge der Eigenvektoren ist unbestimmt und muss festgelegt werden. Fiir ||n,|| = 1

ist das Hauptachsensystem orthonormal.

1 Die Komponenten des auch als LEVI-LEVITA-Symbol bezeichneten dreistufigen Tensors
€ = €1 €; ® ej ® e, haben die folgenden Eigenschaften: €;;, = 1 bei gerader Permutation von
{1,2,3}, €i;x = —1 bei ungerader Permutation, €;;; = 0 sonst.



3.2 Physikalische Prinzipien der Materialmodellierung 37

3.2 Physikalische Prinzipien der Materialmodellierung

Die Physik stellt einen axiomatischen Rahmen bereit, in dem sich Materialglei-
chungen bewegen diirfen. Eine Ubersicht dariiber, wie diese Restriktion im klassi-
schen Sinne a priori oder a posteriori fiir Materialmodelle sichergestellt werden, ist
bspw. in ALTENBACH [4] zu finden. Bei der Materialmodellierung mit kiinstlichen
neuronalen Netzen ist das Wissen tiber diese Prinzipien und ihre Anwendungs-
grenzen von grofler Bedeutung. Einige davon sind im Folgenden aufgelistet und
werden im Verlauf dieses Abschnitts erldutert. Fiir weitere Informationen siehe
bspw. BERTRAM [13].

o Determinismus: Der aktuelle Spannungszustand im Punkt X wird durch
die gesamte Vorgeschichte der Bewegung des Korpers B bestimmt.

o Lokale Wirkung: Der Spannungszustand im Punkt X wird nur durch
die Deformationsgeschichte in einer kleinen Umgebung dieses Punktes be-
einflusst. Durch den Abbruch der Taylorreihe (2.4) nach dem ersten Glied
wurde diese Umgebung bereits als infinitesimal klein definiert. In Kombina-
tion mit dem Prinzip des Determinismus resultieren die Gleichungen (3.1)
und (3.2) fiir sogenannte Korper 1. Grades.

« Konsistenz mit physikalischen Bilanzgleichungen: Die Zustandsan-
derung eines Korpers wird als thermodynamisch konsistent bezeichnet, wenn
sie die nachfolgenden Erhaltungssatze nicht verletzen.

1. Massenerhaltung: Durch p, = Jpy erfiillt, vgl. Kapitel 2.

2. Impulserhaltung: Als zu 16sende Gleichung (2.36) im Rahmen des Rand-
wertproblems eingefordert, vgl. Kapitel 2.

3. Drehimpulserhaltung: Das Materialmodell darf die Symmetriebedin-
gung (o = ol bzw. S = ST) nicht verletzen, vgl. Kapitel 2.

4./5. Energieerhaltung und Entropieungleichung: Das Materialmodell muss
die Dissipationsungleichung erfillen, vgl. Abschnitt 3.2.1.

o Materielle Objektivitat: Das Materialverhalten muss unabhangig von
der Wahl des Bezugssystems sein. Dieses wichtige Konzept wird in Ab-
schnitt 3.2.2 naher betrachtet.

Neben diesen axiomatischen Prinzipien lassen sich die Materialmodelle durch Ein-
forderung materieller Symmetrien oder kinematischer Zwangsbedingungen weiter
spezifizieren. Darauf wird in den Abschnitten 3.2.3 und 3.2.4 néher eingegangen.
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3.2.1 Die Dissipationsungleichung der Thermodynamik

Die Thermodynamik beschéftigt sich mit der Warme- und Energietibertragung in
makroskopischen Systemen. Allgemeine Grundlagen sind beispielsweise in STE-
PHAN ET AL. [164] oder STIERSTADT [165] zu finden. Die Ubertragung auf das
Gebiet der Kontinuumsmechanik geht auf COLEMAN und GURTIN [27] sowie
auf COLEMAN und NOLL [29] zurtick. Ziel dieses Abschnitts ist die Herleitung
der fiir die Materialmodellierung wichtigen Dissipationsungleichung, die sich aus
dem ersten und zweiten Hauptsatz der Thermodynamik ergibt. Dazu miissen zu-
nachst die folgenden kalorischen Feldgrofien eingefithrt werden: die Temperatur
T(X,t) > 0 (in Kelvin), der materielle Warmeflussvektor q(X,¢), die spezifi-
sche innere Energiedichte!? e(X, t), die lokale Warmezufuhrdichte (X, ¢) und die
spezifische Entropiedichte'® s(X, ). Dabei sind die letzten drei GroBen massebe-
zogen.

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik postuliert u. a. in geschlossenen Syste-
men Energieerhaltung. Die zugehorige materielle lokale Form

é:is:Ew—idiv(q) (3.18)
Po Po
muss fiir jeden Punkt X erfiillt sein. Sie sagt aus, dass sich die Anderung der
spezifischen inneren Energiedichte aus der lokalen Spannungsleistung, der lokalen
Wiérmeproduktion und der aufleren Warmezufuhr zusammensetzen muss. Der
zweite Hauptsatz legt die zeitliche Richtung thermodynamischer Prozesse fest!4.
Die Ungleichung
s+1div<1q> ~ >0 (3.19)
Po T
ist die zugehorige materielle lokale Form. Sie folgt aus der Bedingung, dass die
Entropieproduktionsdichte nichtnegativ sein darf; sie wird auch als CLAUSIUS-
DuHEM-Ungleichung bezeichnet. Wird r in beiden Gleichungen eliminiert und
das Resultat auf beiden Seiten mit py 1" > 0 multipliziert, gilt

1 .
pOTS—i—TdiV(Tq) — poe —div(q) +S:E>0. (3.20)

12 Die innere Energie fVo e podV ist ein Maf fiir die gesamte zur Verfiigung stehende Energie
des sich im Gleichgewicht befindlichen Korpers.

13 Die Entropie ist ein Maf fiir die Menge an Moglichkeiten, wie Energie in einem Mehr-
teilchensystem verteilt werden kann. Durch Einfiihrung dieser extensiven (sich mit Grofie des
Systems dndernden) Gréfie konnte CLAUSIUS um das Jahr 1850 erkléren, wieso sich Wéarme
nicht immer vollstdndig in Arbeit umwandeln lasst, siehe STIERSTADT [165].

14 Tatséchlich ist dies eine der wenigen physikalischen Gleichungen, die einen Zeitpfeil defi-
niert. Die Losung anderer Gleichungen, wie bspw. die der Bewegungsgleichung, kénnen stets
vorwérts und riickwérts ablaufen.
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Durch die analytische Umformung
(1 . 1
lev(q) =div(q) — = q - grad(T) , (3.21)
T T
siche bspw. DE BOER [33], folgt zunéchst
1 .
po(Ts —é) — Ta grad(T)+S:E>0. (3.22)

Uber die LEGENDRE-Transformation der inneren Energiedichte e beziiglich der
Entropiedichte s wird die spezifische freie Energiedichte

b=e—Ts, mit Y=e—Ts—T3 (3.23)

hergeleitet. Sie wird auch freie HELMHOLTZ-Energiedichte genannt. Nach Einset-
zen in die Ungleichung (3.22) resultiert die Dissipationsungleichung

. . . 1
S:E—p(T's +v) — 7 q-grad(T) 2 0. (3.24)
Die freie Energie ¢ wird zu ¥ := pyy umgeformt, um sie auf das Volumen der

Referenzkonfiguration zu beziehen. Fiir isotherme Prozesse (7" = 0) und unter
Vernachléssigung eines Warmestroms (q = 0) folgt letztlich die innerhalb der
vorliegenden Arbeit wichtige, rein mechanische Dissipationsungleichung

D=S:E-U>0. (3.25)

Sie wird auch CLAUSIUS-PLANCK-Ungleichung genannt. Dabei ist D die spezifi-
sche Dissipationsleistung und ¥ im Folgenden die Verzerrungsenergiedichtefunk-
tion. Im elastischen Fall gilt D = 0. Umgestellt zu ¥ < S : E lisst sie sich so
deuten: die Anderungsrate der gespeicherten Energie darf nicht groer sein als die
dazu zur Verfiigung stehende Leistung. Erfiillt ein rein mechanisches Materialmo-
dell die Ungleichung (3.25), so ist es automatisch konsistent mit dem ersten und
zweiten Hauptsatz der Thermodynamik. Dieser Umstand wird von vielen Mate-
rialmodellen genutzt, auch von einigen, die mit kiinstlichen neuronalen Netzen
erstellt werden.

3.2.2 Das Prinzip der materiellen Objektivitit

Physikalische Prozesse miissen unabhéngig von der Wahl des Bezugssystems sein,
welches Positionen x und Zeitpunkte ¢ festlegt. Zur Veranschaulichung kann auch
von einem Beobachter gesprochen werden. In diesem Abschnitt werden gewisse
Annahmen aus Kapitel 2 aufgehoben. Die materiellen Punkte werden iiber ein
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Abbildung 3.3: Beschreibung der Bewegung eines Korpers B von zwei Beobachtern

O und O™, die iiber eine euklidische Transformation in Zusammenhang stehen

unabhéngiges kartesisches Koordinatensystem {a;}?_; beschrieben', siche Ab-
bildung 3.3. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit befindet sich der Beobachter
O in Ruhe und beschreibt die Bewegung des Korpers B mit dem kartesischen
Koordinatensystem {e;}?_,. Fiir den Beobachter O befindet sich der Kérper zum
Zeitpunkt tq in der Referenzkonfiguration. Ein zweiter Beobachter OF bewegt
sich mit konstanter Geschwindigkeit (Inertialsystem) und benutzt das Koordina-
tensystem {e; }?_, sowie den Startzeitpunkt #j. Beide Beobachter stehen iiber
die euklidische Transformation

e/ () =c(t) +Q(t)e;, i=1,23
tT=t+p
miteinander in Zusammenhang. Dabei sind ¢(¢) und 5 konstante Translationen

in Raum und Zeit und Q(t) € SO(3) beschreibt eine Rotation'. Ein rdumlicher
Tensor wird als materiell objektiv bezeichnet, wenn bei Wechsel des Bezugssys-

(3.26)

tems sowohl Zeit- als auch Langendifferenzen erhalten bleiben. So folgt bspw. fiir
die raumlich beschriebenen Verschiebungskomponenten

ut = x* () - x* (1)

= c(t) + Q)x(t) — (c(t) + Q(t)x(to)) (3.27)
= Q(t)(x(t) — x(to)) = Q(t)u .
Neben t — tg = t+ — t} = § gilt mit Q(¢) € SO(3) auch |[u™|| = ||u||, womit

die materielle Objektivitdt des rdumlichen Verschiebungsvektors bestétigt ist.

15 In bspw. HOLZAPFEL [81] bspw. wird sich dazu einer dritten Konfiguration bedient, in der
die materiellen Punkte definiert sind. In dieser Arbeit ist die Verwendung eines unabhéingigen
Koordinatensystems ausreichend und fiir die Fragestellung zudem iibersichtlicher.

16 Durch die Bedingung J > 0 werden Spiegelungen hier ausgeschlossen.
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Fiir allgemeine rein rdumliche Tensoren verschiedener Stufen lassen sich analog
zu den Gleichungen (3.5) und (3.6) die folgenden Bedingungen zur materiellen
Objektivitat ableiten.

Tensor 0. Stufe a  objektiv, wenn ot (t) = a(t) (3.28)
Tensor 1. Stufe ~ a  objektiv, wenn  af (t) = Qix(t)a; (3.29)
Tensor 2. Stufe A objektiv, wenn  Af,(t) = Qu(6)Q(t)A;;  (3.30)
Der CAUCHY-Spannungstensor ist objektiv und wird mit der Vorschrift (3.30)
)

transformiert. Dies kann iiber die Transformation des CAUCHY-Theorems (2.22
gezeigt werden. Der Deformationsgradient F und der 1. P1OLA-KIRCHHOFF sche
Spannungstensor P sind 2-Feld-Tensoren mit

Fir sie gelten somit die Objektivitatsbedingungen (3.29), welche auch erfiillt
sind'”. Der Rechts-CAUCHY-GREEN-Tensor C, der GREEN-LAGRANGE’sche Ver-
zerrungstensor E und der 2. P1oLA-KIRCHHOFF’sche Spannungstensor S sind
unabhéngig vom raumlichen Koordinatensystem {e;}?_,. Sie sind daher wie alle
rein materiellen Tensoren objektiv, und es gilt

cCt=C, Et=E und St=8§. (3.32)

fiir die Matrizen ihrer Komponenten. Alle genannten raumlichen und materiellen
Tensoren eignen sich somit zur Beschreibung objektiven Materialverhaltens.

Inelastische Materialmodelle kénnen in Ratenform definiert werden. In diesem
Fall miissen neben den Tensoren selbst auch deren Raten objektive Groflen sein.
So gilt bspw. fiir die Rate der CAUCHY-Spannungen

"= (QoQ") = QoQ" +Q6Q + QoGT £QeQ" . (339

Wie auch Geschwindigkeiten und Beschleunigungen sind die Spannungsraten im
Allgemeinen nicht objektiv. Daher werden neue, objektive Spannungsraten einge-
fithrt, in denen Materialmodelle modelliert werden miissen. So kann z. B. mithilfe

des Spin-Tensors

W = ;(F F' - FF") (3.34)

die objektive JAUMANN’sche Spannungsrate

o=6+cW-Wo (3.35)

17 Hier unterscheidet sich die allgemeine Lehrmeinung. In bspw. ALTENBACH [4] und BERT-
RAM [13] wird F als nicht objektiv bezeichnet, in HOLZAPFEL [81] dagegen schon. Dies kann mit
der im Allgemeinen nicht einheitlichen Definition materieller Objektivitit zusammenhéngen. Im
Rahmen dieser Arbeit ist dieser Sachverhalt nur von theoretischem Interesse.
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definiert werden, die sich nach Bedingung (3.30) transformiert. Neben ihr gibt
es viele weitere objektive Spannungsraten, siehe bspw. HOLZAPFEL [81]. Aus der
Unabhéangigkeit vom rdumlichen Koordinatensystem folgt fiir die Raten materi-
eller Tensoren ebenfalls, dass sie objektiv sind. Fiir ihre Komponenten gilt

Cctr=0C, Et=E und ST =8§. (3.36)

Nicht nur die Variablen, auch die Materialfunktionen S, bspw. aus Gleichung
(3.1), mussen objektiv sein. Dies ist im Allgemeinen nicht dadurch gewéhrleis-
tet, dass objektive Tensoren verwendet werden. Zum Beispiel ware ein elasti-
sches Materialmodell & = S(F) nur dann objektiv, wenn fiir die Komponenten
QoQ" = S(QTF) gilt. Werden S und E oder C als Variablen verwendet, sind
die Materialfunktionen automatisch objektiv, da sie sich iiber die Identitét (3.32)
transformieren. Dieser Sachverhalt wird sich im Laufe der vorliegenden Arbeit
zunutze gemacht, da alle KNN-Materialmodelle mit nicht infinitesimalen Verzer-
rungen in E und S definiert werden.

3.2.3 DMaterielle Symmetrien

Ist das Materialverhalten richtungsunabhéngig, wird es als isotrop bezeichnet,
andernfalls als anisotrop. Spezielle Anisotropieklassen konnen durch materielle
Symmetrien definiert werden. Diese miissen sich auf die undeformierte Referenz-
konfiguration beziehen. Andern sich die Materialeigenschaften nicht bei einer
Transformation des materiellen Koordinatensystems {a;}?_; mit Q, so ist das
Materialverhalten bzgl. Q symmetrisch. Dabei kénnen Rotationen Q? aus Glei-
chung (3.8), Spiegelungen Q° aus Gleichung (3.10) oder im Allgemeinen Kombi-
nationen Q daraus verwendet werden. Spezifische Anisotropieklassen resultieren
aus der Mikrostruktur des Materials. Ihr Studium steht vor allem im Zusammen-
hang mit den Materialeigenschaften von Kristallen, siche bspw. NYE [137] oder
Voiar [182].

Fiir die allgemeinen Materialgleichungen (3.1) und (3.2) gilt folglich stets

S*=Q'SQ=S(E")=S(QEQ")=S(E)=S bzw. (3.37)
S*=Q'SQ=S(E(f) =S(QE#) Q") =S(E{#) =S, €[04 . (3.38)

Zu jedem Zeitpunkt ¢ resultiert dadurch fiir die Matrizen der Komponenten die
Bedingung
[Q"s[Q] = S(QI"EQ)) (3.39)

wobei zur Verdeutlichung die eckigen Klammern aus Abschnitt 3.1 wieder hinzu-
gefiigt wurden. Diese Eigenschaft ist &ulerst praktisch, um zum Training kiinstli-
cher neuronaler Netze zuséitzliche Datenpunkte zu erzeugen, auch im Fall elasto-
plastischen Materialverhaltens. Fiir Materialien mit kristalliner Struktur kénnen
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32 verschiedene Symmetrieklassen definiert werden, vgl. ALTENBACH [4]. Im Fol-
genden werden drei Sonderfélle genannt, auf die in dieser Arbeit Bezug genommen
wird. Zwei von ihnen sind in Abbildung 3.4 skizziert.

Abbildung 3.4: Illustration einer transversal isotropen Materialstruktur (links) und

einer orthotropen Materialstruktur (rechts), inklusive zugehériger Strukturvektoren

Orthotropie (OS) liegt vor, wenn sich bei Spiegelungen beziiglich zweier ortho-
gonaler Ebenen das Materialverhalten nicht dndert. Die zugehorigen Transforma-
tionen sind

Q% = Q5QY = (I— 2wy )(I — 2010
=1- 2w, — 2L, (3.40)
mit den normierten Normalenvektoren zu den beiden Ebenen v; und vy unter

Beriicksichtigung von v{v; = 0. Die dritte zu den beiden Ebenen orthogonale
Ebene ist automatisch auch eine Symmetrieebene.

Transversale Isotropie (TS) liegt vor, wenn sich bei einer beliebigen Rotation
um eine materielle Achse w™ das Materialverhalten nicht dndert. Die zugehorige
Menge aller Transformationen ist

Q" = Q(w,0) € {SOB)|w = w'™, 0 € (0,27]} , (3.41)
mit den Rotationsmatrizen Q aus Definition (3.8).

Isotropie (IS) liegt vor, wenn sich bei einer beliebigen Transformation mit Q'S €
O(3) das Materialverhalten nicht dndert. Dabei wird sich aus physikalischer Sicht
meist auf die spezielle orthogonale Gruppe mit Q™ € SO(3) beschrinkt.

3.2.4 Inkompressibilitidt als kinematische Zwangsbedingung

Einige Materialien verformen sich naherungsweise volumenerhaltend. Im Rahmen
der Kontinuumsmechanik kann die kinematische Zwangsbedingung J — 1 = 0
eingefordert werden. Sie lisst sich mit det C = J? auch iiber

detC—1=0 (3.42)
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darstellen. Mit dem Zusammenhang zum GREEN-LAGRANGE’schen Verzerrungs-
tensor C = 2E + I und der Identitat

det (A —T) = det A 4 SpA — ;(Sp(A)Q - Sp(Az)) —1 (3.43)
kann die folgende Form der Inkompressibilitatsbedingung hergeleitet werden.
4det E + SpE + Sp(E)? — Sp(E?) =0 (3.44)
Im Fall infinitesimaler Verzerrungen E ~ € gilt die Bedingung
SpE ~ Spe = 11 + €22 + €33 =0, (3.45)

wobei die nichtlinearen Terme in Gleichung (3.44) vernachléssigt werden.

3.3 Klassische elastische Materialmodelle

Elastische Materialmodelle zeichnen sich unter anderem dadurch aus, dass bei
vollstandiger Entlastung und fehlendem aufleren Zwang keine Deformation zuriick
bleibt, vgl. Abbildung 3.1. Ferner gibt es spezifischere Definitionen von Elastizi-
tat: CAUCHY-elastisches Material ist durch eine Spannungsfunktion S(E) nach
Definition (3.1) charakterisiert, wihrend GREEN-elastische bzw. hyperelastische
Materialien dariiber hinaus die Existenz einer Verzerrungsenergiedichtefunktion
U verlangen. In diesem Abschnitt werden letztgenannte hyperelastische Mate-
rialmodelle néher beschrieben. Eine Ubersicht iiber solche Modelle ist dariiber
hinaus z. B. in BERTRAM [13], HOLZAPFEL [81] oder STEINMANN ET AL. [163]
zu finden.

3.3.1 Isotrope hyperelastische Materialmodelle

Hyperelastische Materialmodelle sind durch die Existenz einer Verzerrungsener-
giedichtefunktion W definiert. Diese wird in der vorliegenden Arbeit in Abhén-
gigkeit des Rechts-CAUCHY-GREEN-Tensors C formuliert. Mit Gleichung (3.25)
fiir elastische Materialien (D = 0) und der Kettenregel folgt die Dissipationsun-

. OV OC
D= (S_acaE)E_O‘ (3.46)

Aus der Umformung C = 2E + I resultieren schliellich die Bedingungen
_oy(C)  o¥(C)

S=S(E) = SE 2 5C und (3.47)

_9'W(C) _,0*W(C)
I - Te”

gleichung

Cr (3.48)
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fiir die Spannungs- und Elastizitdtstensoren. In der Regel werden an die Verzer-
rungsenergiedichtefunktion weitere Anforderungen gestellt:

Normalisierung U(I) =0 (3.49)

Positivitat U(C)>0, VC#I (3.50)

Grenzzustande Jlim U — +o0 (3.51)
—00

lim¥ — +o0 . (3.52)

J—=0
Die Bedingungen (3.49) und (3.50) garantieren durch das globale Minimum bei
C = I eine spannungsfreie Referenzkonfiguration!®. Die Wachstumsbedingungen
(3.51) und (3.52) garantieren realistisches Grenzverhalten bei unendlicher Expan-
sion und Kompression.

Im Fall isotroper hyperelastischer Materialien kann die Verzerrungsenergiedich-
tefunktion ¥ in den Invarianten Ig, [Ic und I1Ic oder in Eigenwerten von C
definiert werden. Aus C = FTF folgt, dass diese die Quadrate der Eigenwerte von
F sind, welche als Hauptstreckungen {\,}3_, bezeichnet werden. Die Eigenwerte
von C werden somit tiber das spezielle Eigenwertproblem

(C=XTn=0 (3.53)

berechnet. Im Fall isotroper Hyperelastizitat sind C und S koaxial, ihre Eigen-
vektoren {n,}3_; sind gleich!®. Demzufolge werden tiber das Eigenwertproblem
(3.53) auch die Eigenvektoren von S berechnet. Auf Basis einer Verzerrungsener-
giedichtefunktion (A, Ay, A3) werden zunéchst die Spannungen

ov SOV ON, 10

S—9-— —9 = ————n, a 3.54
9C 22 on0c ~ 2 o, Meon (3:54)
—_——
Sa
in spektraler Form berechnet, wobei die Ableitungsvorschrift
O 1
aC ~ 2n, n, ®n, . (3.55)

genutzt wurde, vgl. SIMO und TAYLOR [161] oder Gleichung (3.13) mit 9A2 /9N, =
2),. Die zugehorige spektrale Form des Elastizitatstensors lautet

3 3
C:ZZéaabbna®na®nb®nb
a=1b=1
33 (3.56)
+3°3 Cusa (N0 @1, @1 @My +1, @1, @1y, @My |

a=1b=1
b#a

18 Bei der Modellierung von granularen Materialien wére das nicht korrekt, da deren Steifigkeit
erst durch Reibung infolge Druck aktiviert wird.

19 Das kann iiber das RIVLIN-ERICKSEN-Theorem gezeigt werden, siche HOLZAPFEL [81].

20 Das gilt nur fiir C, da A\, die Wurzel der Eigenwerte von C ist.
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mit den Komponenten

R 105, .05,

C1aabb — )\7() 8/\1) - 28/\% (357)
W Sy —Sa a1 (08, 8S,\ 9S, S,

Clabat = A2 — N2 TN, (axb 8)\b> T oA ON (3:58)

Der Beweis dieser allgemeinen Form ist in HOLZAPFEL [81] zu finden. Der Grenz-
fall A\, — Ay muss fiir die Komponente (3.58) mit dem Satz von DE L’HOSPITAL
abgefangen werden. Nach Berechnung der spektralen Komponenten S,, Cloary und
Clpay Werden diese in die kartesischen Basen {e;}}, mit S = S;;e; ® e; und
C=Cijne ®e;® e, ®e zurlick transformiert. Die Komponenten des Transfor-
mationstensors Q sind (),; = n, - €;, mit denen die Transformationsgleichungen

3
Sij = Z SaQaiQaj (359)
a=1
sowie
3
Cijit =D Y CoatrQaiQaj QukQu
a=1b=1
3 3 (3.60)
+ Z Z abab (Qainankal + Qainijk:Qal)
a=1b=1
b#a

folgen. Mit den Basisvektoren e; = [1,0,0]7, e; = [0,1,0]" und e; = [0,0,1]7
lassen sich die folgenden kompakten Transformationsbeziehungen in reduzierter
Notation angeben, vgl. KLINKEL [104] und WRIGGERS [198]. Die spektralen Kom-
ponenten werden in den Vektor

Si
S
und die Matrizen
Ciini Chze Chiss Ci212 O 0
Ci = |Conr Caaz Chass Cy = 0 Ciz13 0 (3~62)
Css11 Oz Csass 0 0 Cas23
zusammengefasst. Mit den Transformationsmatrizen
2 2 2 ]
ni1 oy N3y
2 2 2
USP) M9 N3
2 2 2
USE: o3 N33

‘p>
i

(3.63)

N11Ni2 MN21M22 N31M32
n11M13 MN21M23 N317133

7012713 M22M23 732733 |
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und
2n11no; 2n11n3 2n91n3;
2n12M922 2n12M32 2n22M32
A 2n13M23 2n13n33 2n93M33
Q, = (3.64)

N11M22 + N21M12  N11N32 + N31N12  N21M32 + N31M22
N11Nog + No1M13  N11N33 + N31M13  N21M33 + N31Me3
| 112723 + N22m13 M2aN33 + N3aniz N22ans3 + N3aneg)

werden die spektralen Matrizen in die kartesischen tiber

A

S=Q:S und Cr=Q,CQ] + Q.C.Q0% (3.65)

umgeformt.

3.3.2 Lineares Green’sches Materialgesetz

Das verallgemeinerte lineare HOOKE’sche Gesetz o = Ce kann fiir den geome-
trisch nichtlinearen Fall erweitert werden zu

S =CE s bzw. Si = CijklEkl s (366)

mit dem konstanten Elastizitdtstensor 4. Stufe C. Per Annahme existiert die
zugehorige Verzerrungsenergiedichtefunktion

\II:;(C—I):((C(C—I)):;E:CE. (3.67)

Da die Kompressionsbedingung (3.52) mit U(C = 0) < oo verletzt wird, ist
ersichtlich, wieso dieses Materialmodell fiir grofle Verzerrungen nicht geeignet ist.

Die im Allgemeinen 36 unabhingigen Komponenten {Cijkl}?7j7k,l:1 reduzieren sich
durch die Existenz der Verzerrungsenergiedichtefunktion W(C) auf 21. Fiir die
Komponenten des Elastizitdtstensors gilt Cjju = Ciyj. Daraus folgt ebenfalls
die Symmetrie der reduzierten Matrix Cz = CZL aus Definition (2.57). Durch
die Berticksichtigung von materiellen Symmetrien nach Abschnitt 3.2.3 wird im
Folgenden die Anzahl der unabhéngigen Komponenten weiter reduziert. Mit der
Transformationsbeziehung (3.37) folgt die Bedingung

Crnop = QimQinQroQipCijii = Cijki (3.68)

fiir die Komponenten des Elastizitétstensors. Durch Vorgabe spezifischer Trans-
formationstensoren Q nach Abschnitt 3.2.3 lassen sich somit zuséatzliche Abhén-
gigkeiten herleiten. Im Fall von Orthotropie aus Gleichung (3.40) gilt mit v = e,
und vy, = ey fir Q11 = Qo = —1, @33 = 1 und fiir alle weiteren Komponen-
ten (;; = 0. Damit folgt unter anderem die Bedingung —Ci113 = Chi13, was
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nur fir Ch113 = 0 im Allgemeinen erfiillt ist. Die vollstindige Inverse?' C~! fiir
Orthotropie in reduzierter Notation nach Definition (2.57) ist

[ 1/E1 —V12/E1 —V13/E1 O O O ]
—V12/E1 1/E2 —V23/E2 O O O
_ — E — U /EQ 1/E3 O O O
gl = | e/ B v 3.6
o5 0 0 0 /s 0 0 |’ (3:69)
0 0 0 0 1/mz O
0 0 0 0 0 1/usy

sieche auch ALTENBACH ET AL. [5]. Sie gilt nur, wenn die Materialvorzugsrich-
tungen mit den Koordinatenachsen e; zusammenfallen und Energieerhaltung vor-
ausgesetzt wird, sonst erhoht sich die Anzahl der unbekannten Parameter. Ein
Beispiel dazu wird in Abschnitt 7.2 gezeigt. Hier, im Fall mit Energieerhaltung,
werden die unabhéngigen Koeffizienten mit drei Elastizitdtsmoduln F,, Es, FEs,
drei Schubmoduln pi19, 13, po3 und drei Querdehnzahlen vqs, 113, V93 parame-

t22

trisiert??. Unter anderem folgen aus der Nicht-Singularitit von C und C~! die

Stabilitatsbedingungen in den angegebenen Ingenieurkonstanten:

E; >0, pij >0, lvis| <\ Ei/Ej

Ey E3 E3 E3
E — V223E — V123E — 21/12V131/23§1 >0.

(3.70)

2

Fiir den Fall der Transversalisotropie, um bspw. die es-Achse, reduzieren sich die
obigen Angaben durch die Bedingungen

E,

TR (3.71)

E, =E,, V13 = a3, H13 = [23 und Hi2 =
Somit verbleiben fiinf unabhéngige Ingenieurkonstanten F;, Fs, 142, 113 und 3.
Bei vollstéandiger Isotropie reduzieren sich diese weiter mit

El :E2:E3:E, Vg = V13 = V93 =V und
E (3.72)

M12=M13:M23:M:m

auf zwei unabhangige Konstanten £ > 0 und —1 < v < 0,5. Dieser Fall wird
auch als ST. VENANT-KIRCHHOFF-Materialmodell bezeichnet. Die zugehorige
Verzerrungsenergiedichtefunktion ldsst sich in diesem Fall mit

W(E) = 5 (Sp(8)? + nSp(E) (3.73)

21 Die Darstellung der Matrix Cpg von C ist uniibersichtlicher.
22 Diese Ingenieurkonstanten lassen sich in Grundversuchen direkt ermitteln.



3.3  Klassische elastische Materialmodelle 49

schreiben, wobei der erste Summand die volumetrischen und der zweite die de-
viatorischen Anteile enthélt. Die LAME’schen Konstanten A und p (Schubmodul)
konnen tiber

Ev E

Aaroaswy =y

(3.74)

aus den isotropen Ingenieurkonstanten £ und v berechnet werden. Diese kon-
stitutive Gleichung lasst sich ebenfalls dadurch motivieren, dass fiir sehr kleine
Verzerrungen jede isotrope Verzerrungsenergiedichtefunktion durch

V(E) = g(Sp(E))2 +pSp(E%) + O(/[E[) (3.75)

dargestellt werden kann, siehe CIARLET [26]. Somit stellt das ST. VENANT-
KircHHOFF-Materialmodell eine konsistente Linearisierung fiir kleine Verzerrun-

gen (||E||? ~ 0) dar.

Aus diesem Grund, und unter Berticksichtigung der Anwendungsgrenzen bei gro-
en Druckspannungen, wird das lineare GREEN’sche Material in der Praxis vor
allem im Bereich grofler Verschiebungen und kleiner Verzerrungen angewendet.
Dies ist bspw. bei Schalenstrukturen der Fall, die durch ihre geringe Dicke trotz
grofler Verdrehungen kleine Verzerrungen tangential zur Fléache aufweisen. So
wird dieses Materialmodell in WAGNER und GRUTTMANN [184] zur Berechnung
geschichteter Schalenstrukturen genutzt, unter anderem zur dynamischen Simula-
tion einer Propfan-Schaufel. Bei der Verwendung dieses Materialmodells ist stets
Vorsicht bei grofleren Druckspannungen geboten, da dort ggf. materielle Instabi-
litdten auftreten konnen.

3.3.3 Ogden Materialgesetz

Die um einem kompressiblen Anteil erweiterte Verzerrungsenergiedichtefunktion

ve) =3 [“T(A?T A 3)] () (3.76)

r=1 r

geht auf zwei Arbeiten von OGDEN [139,140] zuriick, mit J = A AgA3. Sie ist fur
grofle Verzerrungen und isotropes Materialverhalten giiltig. Fiir den kompressi-
blen Anteil wird hier die Funktion

A

Uoo(J) = Z(J2 ~1-In(J?) - fjur In (J) (3.77)

gewéhlt, vgl. SIMO [158] oder auch KLINKEL [104] und REESE [147]. Eine Uber-
sicht iiber verschiedene volumetrische Erganzungen ist in DOLL und SCHWEI-
ZERHOF [36] zu finden.
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Fir die Materialparameter {u}, und {a}™, gelten die Stabilitédtsbedingungen
o >0, Vr=1,....,m. (3.78)

Das Materialmodell muss fiir infinitesimale Verzerrungen mit der linearen Theorie
konsistent sein. Aus einer Grenzbetrachtung fiir A, — 1 resultiert der Zusammen-
hang

Zﬂrar - 2,“/ ; (379)
r=1

mit dem isotropen Schubmodul der linearen Theorie .

Mit 0.J/0A\, = J/A, und Gleichung (3.54) lassen sich die Hauptspannungen iiber

1| & A
Se= > (A =1+ =(J*=1) (3.80)
)\2 r=1 2
berechnen. Fiir die spektralen Komponenten C’aabb des Elastizitdtstensors nach
Gleichung (3.57) miussen zwei Félle a = b und a # b unterschieden werden:

17 m

. 108 ML«; (1eAg(ar =2) + 2, ) + A|, a=b

aabb — x&)\: = a J-Q_ ) (381)
AZ)\Z’ a7 b

Fiir die Komponenten @abab gilt wiederum

S =S4 da=n 1 [& a 2
o= 3 2 g | 2 (A (e = 2) 4 2m) £ A=) 382)

a “-r=1

Ca

wobei der Grenzfall A, = A\, mit dem Satz von DE L’HOSPITAL abgefangen wurde.
Mit diesen Ergebnissen und den Transformationsbeziehungen (3.65) lassen sich
die Spannungen S und die Steifigkeiten Cr in reduzierter Notation aufstellen. An
dieser Stelle sei erwéahnt, dass die materiellen Symmetriebedingungen (3.68) des
ST.VENANT-KIRCHHOFF-Materials hier nicht giiltig sind. Die Matrix C; kann
auch bei Isotropie voll besetzt sein.

Dieses Materialmodell kann unter anderem durch die Erfilllung der Wachstums-
bedingungen (3.51) und (3.52) zur Berticksichtigung grofler Verzerrungen genutzt
werden. Somit eignet es sich zur Modellierung von Elastomeren oder auch biologi-
schem Gewebe, siche HOLZAPFEL ET AL. [82] oder WEX ET AL. [193]. Das OG-
DEN-Materialmodell beinhaltet durch seine Parametrisierung auch andere, ein-
fachere Modelle. Das Neo-HOOKE-Materialgesetz nach TRELOAR [171] folgt mit
m = 1 und a; = 2. Das Materialmodell nach MOONEY [133] und RIVLIN [148]
folgt mit m = 2, a3 = 2 und oy = —2. Generell gilt: Je mehr Reihenglieder die
Verzerrungsenergiedichtefunktion (3.76) enthélt, desto komplexeres Materialver-
halten kann modelliert werden.
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3.3.4 Grenzfall der Inkompressibilitit

Zur Modellierung inkompressiblen Materialverhaltens kann die in Abschnitt 3.2.4
definierte Zwangsbedingung J — 1 = 0 durch die Zerlegung der Verzerrungsener-
giedichtefunktion

U(p,C) = Vqee(C) — p(J — 1) (3.83)

exakt eingefordert werden. Einzig der gestaltdndernde Anteil ¥4, héingt von den
Verzerrungsgroflen C ab und entspricht somit dem Materialgesetz. Der hydrosta-
tische Druck p ist eine zusétzliche — vom Material unabhéangige — Unbekannte,
welche durch die duBleren Randbedingungen??® bestimmt werden muss. Somit fun-
giert der Druck p im Rahmen der globalen Optimierung als LAGRANGE-Multi-
plikator fur die Inkompressibilitats-Nebenbedingung. Durch Differenzierung der
Verzerrungsenergiedichtefunktion (3.83) und mit dem Volumenverhéltnis J = 1
resultiert die Aufteilung der 2. P1OLA-KIRCHHOFF’schen Spannungen zu

S=-—pC™' + Sy (E) . (3.84)

Dabei ist zu beachten, dass p ~ —Sp(S)/3 nur fiir kleine Verzerrungen als Né-
herung giiltig ist. Im Fall des linearen und isotropen ST.VENANT-KIRCHHOFF-
Materialmodells aus Abschnitt 3.3.2 gilt Sy, = 2pE. Fiir das OGDEN-Materi-
almodell aus Abschnitt 3.3.3 muss in Gleichung (3.76) der volumetrische Anteil
U, zu null gesetzt werden, wodurch S, = 7, u, A% ~2 fiir die deviatorischen
Anteile der Hauptspannungen folgt.

Im Rahmen einer FE-Berechnung ist p(X) neben den Verschiebungen u(X) eine
zusatzliche unabhingige Feldgrofle, welche mit geeigneten Anséatzen diskretisiert
werden muss, vgl. SIMO ET AL. [162].

Die Inkompressibilitdtsbedingung kann auch naherungsweise erfasst werden, was
auch als Quasi-Inkompressibilitdt bezeichnet wird. Fiir beide erwdhnten Mate-
rialgesetze fungiert der 1. LAME-Parameter A dabei als Penalty-Parameter. Im
linearen Fall wird die Nebenbedingung SpE = 0 schwach eingefordert. Im Fall
des hier beschriebenen OGDEN-Materialgesetzes ist die schwach eingeforderte Ne-
benbedingung J? — 1 — In (J?) = 0, vgl. Gleichung (3.77). Je groBer A gewéhlt
wird, desto schérfer wird die Inkompressibilitit erzwungen. Im linearen Fall kon-
vergiert die Querdehnzahl entsprechend v — 0,5, vgl. Gleichung (3.74),. Fir
A — oo werden die Materialtangenten Crp jeweils singuldr. Dementsprechend ist
eine numerisch zweckmaflige Wahl von A notwendig.

23 Beispiel: biaxialer Zugversuch in 1- und 2-Richtung. Durch die Bedingung S5 = 0 lisst sich
der Druck p berechnen und in die Gleichungen fiir S7 und Ss einsetzen.
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3.3.5 Polykonvexitit

Bisher wurden ausschliellich physikalisch motivierte Bedingungen an die Ver-
zerrungsenergiedichtefunktion W(C) gestellt. Im Hinblick auf die materielle Sta-
bilitdt und die eindeutige Losbarkeit des zugehorigen Randwertproblems sind
weitere, rein mathematische Forderungen zu stellen. HILL [78] hat im Jahr 1957
gezeigt, dass die Konvexitat von W bzgl. des Verschiebungsgradienten H, bzw.
bzgl. des Deformationsgradienten F = H + I, zu eben diesen gewiinschten Ei-
genschaften fithrt. Diese Konvexitats-Bedingung schrankt allerdings die Menge
der moglichen Funktionen W so stark ein, dass einige der zuvor eingefiihrten
physikalischen Eigenschaften nicht mehr erfiillt werden kénnen. Bspw. steht die
Konvexitat von W(F) im Widerspruch mit der materiellen Objektivitat, vgl. Co-
LEMAN und NoLL [28]. Im Jahr 1976 hat BALL [10] die schwéchere Forderung
nach Polykonvezitit eingefithrt, welche ebenfalls die Losbarkeit des Randwertpro-
blems impliziert ohne dabei im Widerspruch zu physikalischen Eigenschaften zu
stehen?.

Eine Funktion W (F) ist polykonvez, wenn eine Funktion

U(F, cof F,J) = U(F) (3.85)
existiert, die jeweils konvex in F, cof F und det F ist?*. Der Kofaktor-Tensor cof F
ist fiir J > 0 gleich JF~T. Kann diese Bedingung fiir eine Verzerrungsenergie-
dichtefunktion W(F) gezeigt werden, ist die Losbarkeit des zugehorigen Rand-
wertproblems der nichtlinearen Elastizitatstheorie garantiert und das Material
ist stabil?®.

Um vorhandene analytische Funktionen W(F) — und im spéateren Verlauf der
Arbeit auch KNN-Materialmodelle — auf Polykonvexitit zu untersuchen, werden
hier zundchst allgemeine Eigenschaften konvexer Funktionen beschrieben. Eine
Funktion f(x) ist konvex, wenn die Bedingung

flax) + (1 —a)xg) < af(xi) + (1 —a)f(x2) (3.86)

fir alle Eingangsvariablen x;, xo € R™ und « € [0, 1] gilt. Dies ist in Abbildung
3.5 am Beispiel einer eindimensionalen Funktion grafisch dargestellt. Fiir konvexe
Funktionen lassen sich u. a. die zwei nachfolgenden Zusammenhénge angeben.

24 Eine Funktion f(g(z)), die nicht konvex bzgl. x ist, kann trotzdem konvex bzgl. g sein.
Somit wére die Forderung der Konvexitédt bzgl. g schwécher als die bzgl. x.

25 Diese drei Argumente stehen fiir die Transformation von Linien-, Flichen- und Volumen-
elementen von der Referenz- in die Momentankonfiguration, vgl. Abschnitt 2.1.1

26 Zur Definition materieller Stabilitit kann bspw. das Kriterium von HADAMARD [68] heran-
gezogen werden, sieche REESE [147]. Dessen mathematische Folge ist die Elliptizitat der partiellen
Differentialgleichung des Randwertproblems. Die physikalische Folge ist, dass sich Beschleuni-
gungswellen innerhalb des hyperelastischen Mediums mit reeller Geschwindigkeit ausbreiten.
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Abbildung 3.5: Darstellung der Konvexitidtsbedingung am Beispiel einer eindimen-

sionalen Funktion f(z)

a) Sind fi(x) und fy(x) konvexe Funktionen, dann ist auch die Linearkombi-
nation af(x) + bfz(x) mit positiven Faktoren a,b > 0 konvex.

b) Ist fi(f2) konvex und monoton wachsend bzgl. f, sowie fo(x) konvex bzgl.
x, so ist die Verkettung fi(f2(x)) ebenfalls konvex bzgl. x.

Dartiber hinaus ist die HESSE-Matrix 9%f/0x? einer konvexen Funktion f(x)
positiv definit.

Die Invarianten des Rechts-CAUCHY-GREEN-Tensors C sind jeweils konvex?” in

F, cof F und det F = J. Daraus folgt mit Eigenschaft b), dass eine in den In-
varianten von C konvexe und monoton wachsende Funktion \T/(IC,[ Ic, 111c)
nach Gleichung (3.85) die Polykonvexitdt von W(F) impliziert. Diese Bedingun-
gen sind strenger als die urspriinglichen Polykonvexitédtsanforderungen, da die in
der Funktion(3.85) geforderte Konvexitat bzgl. J schwécher ist als die Konvexitéat
und Nichtnegativitéit bzgl. J2.

Eine in den Hauptstreckungen {)\,}?_, definierte Funktion ¥ der Form
W, Ao Ag) = a(AT + A5 +A9) + 07O + 227+ 057) + Vo (J) - (3.87)

ist polykonvex, wenn a,b > 0 und «, 5 > 1 gilt sowie ¥, (J) konvex in J € (0, 00)
ist. Dies ist aus CIARLET [26] entnommen. Der in Gleichung (3.77) gewéhlte An-
satz fiir W, (J) erfiillt die letztgenannte Bedingung. Mit Eigenschaft a) konvexer
Funktionen sowie der Form des OGDEN-Materialmodells (3.76) folgen aus den
Bedingungen fiir a, (bJ?) = . /a, und o, —3 = a, die Ungleichungen

e >0, a, >1 oder

3.88
pr <0, ap <1, (3:38)

welche strenger sind als die Stabilitdtsanforderungen (3.78) von OGDEN.

Das lineare ST. VENANT-KIRCHHOFF-Materialgesetz nach Abschnitt 3.3.2 ist
nicht polykonvex, vgl. RAoULT [146].

2T Es gilt jeweils Ic = ||F||?, IIc = ||cof (F)||? und IIIc = J2.
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3.4 Klassische elastoplastische Materialmodelle

Das Fliefen von Festkorpern wurde erstmalig von HENRI-EDOUARD TRESCA
[174] in seinen ab 1864 erschienenen sechs Memoiren beschrieben. Mit seinen
semi-empirischen Arbeiten legte er den Grundstein fiir die klassische Elastoplas-
tizitétstheorie (EP). Grundlegende Nachschlagewerke zum Thema EP sind z. B.
LEMAITRE und CHABOCHE [114], KHAN und HUANG [98] sowie HOULSBY und
PuzriN [85]. Im Bauingenieurwesen findet die EP vor allem in der Anwendung
der Traglasttheoreme Gebrauch, die unter anderen auf DRUCKER ET AL. [38] im
Jahr 1952 zurtickgehen. Beispiele sind die plastische Bemessung von Stahl- und
Stahlbetonquerschnitten, die Bemessung von Holzbauverbindungen, Traglastbe-
rechnungen von statischen Systemen und die Anwendung der Kollapstheoreme in
der Geotechnik.

Im Folgenden werden grofie Verschiebungen und kleine Verzerrungen®® vorausge-
setzt. Daher werden der GREEN-LAGRANGE’sche Verzerrungstensor E und der
2. P1oLA-KIRCHHOFF sche Spannungstensor S verwendet, obwohl die EP klassi-
scherweise in den linearisierten Verzerrungs- und Spannungsmaflen € und o for-
muliert wird. Dadurch sind die zugehorigen Raten objektiv, siehe auch Abschnitt
3.2.2. Die mafigeblichen Modellgrundlagen der EP sind:

1. Zerlegung der Verzerrungen in einen elastischen und plastischen Anteil.
Fiir kleine Verzerrungen wird diese Zerlegung als additiv?® postuliert, mit

E=E“ 4+ E” . (3.89)

2. Die Flielbedingung im Spannungsraum

< 0 elastisch
F(S,q1,.,qn,) {=0 nplastisch (3.90)

> (0 unzulassig

definiert elastische und plastische Bereiche. Die Hyperfliche F' = 0 wird
als Fliefifliche bezeichnet. Im elastischen Bereich F' < 0 gilt das elastische
Teilstoffgesetz S = S(E®) unabhingig von plastischen Effekten. Die Varia-
blen {q}!% sind zusétzliche spannungsidquivalente Variablen. Im Folgenden
werden sie zunéchst allgemein wie Tensoren 2. Stufe behandelt.

28 Die Grenze ist im unteren einstelligen Prozentbereich.

29 Dies kann bspw. bei Metallen durch verschiedene Effekte physikalisch begriindet werden,
die auf der Gitterebene stattfinden, vgl. LEMAITRE und CHABOCHE [114]. Fiir grofle Verzer-
rungen kann ein multiplikativer Split des Deformationsgradienten F = FFP! angenommen
werden, vgl. HOLZAPFEL [81].
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e N
AT M A )
(L ==

Abbildung 3.6: Darstellung isotroper (links) und kinematischer Verfestigung (rechts)

in einem fiktiven Spannungsraum mit zwei Komponenten S7 und So

3. Verfestigungsregeln beschreiben die Anderung der FlieBfliche wihrend
des Flieflens iiber die Abhéngigkeiten q;(ay, ..., @, ), mit verzerrungsiqui-
valenten inneren Variablen {a;}7 . Im Folgenden wird die Vereinfachung
getroffen, dass es jeweils nur eine eins-zu-eins-Abhéngigkeit q;(ay;) gibt®.
Zwei tibliche Spezialfille sind in Abbildung 3.6 dargestellt. Sie lauten:

o Isotrope Verfestigung: selbstahnliches Aufbldhen der Flielfliche. Dazu
ist eine skalare Variable ¢(«) notig.

« Kinematische Verfestigung: Verschiebung der FlieSfliche im Spannungs

raum bei konstanter Gestalt. Dazu ist eine tensorielle Variable q(c)
(engl.: back stress) notig.

4. Fliefiregeln legen die Entwicklung der plastischen Verzerrungen EP' und
der zusétzlichen inneren Variablen {a;}ie; fest, mit

E” = Amg (3.91)

;= \m,, , 1=1,..,n4 .

Dabei ist A der sogenannte plastische Multiplikator, mg bzw. m,, sind die
FlieSrichtungen.

5. Die Be- und Entlastungsbedingungen
A>0, F<O0, AM=0 (3.93)

garantieren eine eindeutige Unterscheidung in plastische Belastung und elas-
tische Entlastung.

6. Konsistenzbedingung: Die Fliebedingung muss wéihrend des Flieflens
zu jeder Zeit erfiillt sein:

F=o| . (3.94)

F=0
30 Das trifft bei den hier betrachteten Materialmodellen zu und hat vor allem &sthetische
Griinde bei der Herleitung der Materialtangente.
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Mit diesem Satz an Gleichungen lédsst sich dartiber hinaus die elastoplastische
Materialtangente Ck™ mit S = C¥™ E herleiten. Dies wird im Folgenden in
reduzierter Notation fiir Ck™ gezeigt. Aus dem elastischen Teilstoffgesetz, der
additiven Zerlegung der Verzerrungen und der Fliefiregel folgt zundchst die Span-
nungsrate

S = CYEY = CHE — E) = C4(E — M\mg) , (3.95)
mit der elastischen Materialtangente C$. Die Entwicklung der spannungsiquiva-
lenten inneren Variablen kann mithilfe der zugehorigen FlieBregeln tiiber

0q; . :

%

beschrieben werden, wobei die sogenannten Verfestigungsmoduln Hyp; hier eben-
falls in reduzierter Notation angegeben sind. Das Minus ist tiblich, muss prinzipiell
jedoch nicht definiert werden. Dariiber hinaus wurde eine eins-zu-eins-Abhéngig-
keit q;(a;) vorausgesetzt. Die Konsistenzbedingung

or oF

oF - o (OF (3.97)
4E - Hp; Am,,
R S
kann folglich nach dem plastischen Multiplikator
oF Celts
A= %5 (3.98)
- (oF C¢myg + Z OF H;m |
8S THHE ~ aq1 T o

aufgelost werden. Wird dieser wiederum in die Spannungsrate (3.95) eingesetzt
und E ausgeklammert, folgt die elastoplastische Materialtangente

( r E) ((gs>cel>

kont el

Ci = Cf - - S . (3.99)
8S CT E+ Z aq HTi Mgy,

Im elastischen Fall (A = 0) gilt selbstverstindlich Ck™ = C¢.

In den Abschnitten 3.4.1 und 3.4.2 wird die EP-Theorie zundchst thermodyna-
misch eingeordnet. Im Anschluss wird die numerische Umsetzung skizziert. Die

Anwendung auf das in dieser Arbeit verwendete VON MISES’sche Materialgesetz
folgt schliellich ab Abschnitt 3.4.4.
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3.4.1 Einordnung in den thermodynamischen Rahmen

Die Basis fiir die thermodynamische Untersuchung ist die Festlegung der Ar-
gumente der Verzerrungsenergiedichtefunktion ¥ und damit der thermodynami-
schen Zustandsvariablen. Zunéachst wird die Trennung von W in einen elastischen
und einen dissipativen Anteil postuliert, mit

V(E ai,..,ap,) = V(ED) +V(ay, .., ap,) , (3.100)

wobei die elastischen Verzerrungen E¢ und die inneren Variablen {a;}7; den
thermodynamischen Zustand beschreiben. Die daraus resultierende Rate

. ovs . Na O
U = D CQy 3.101
aEel + ; aaZ « ( )

wird in die Dissipationsungleichung (3.25) eingesetzt, wodurch

. owvs el ol o QP
D = — i D : — e T .
(S 8E6l> +S:E ;Zl Do o; >0 (3.102)

folgt. Sie muss im elastischen Fall fiir beliebige E erfiillt sein, was zur Bedingung

ows

S = = S(E 3.103
aEel ( ) ( )
fiir das elastische Teilstoffgesetz fiihrt. Die spannungsaquivalenten Variablen
owv1
i = — 3.104

werden iiber den Gradienten von W9 definiert®'. Durch Einsetzen der Bedingung
(3.103) und der Definition (3.104) in Gleichung (3.102), folgt mit

D=S:E"+Y q:q; >0 (3.105)
i=1
die Rest-Dissipationsungleichung, welche von den Entwicklungsgleichungen E

und «; erfillt werden muss. Dartiber hinaus kann ein sogenanntes plastisches
Potential ¢(S,qy, ..., dn, ) eingefithrt werden, iiber dessen Gradienten

. 0¢

D 1
oS (3.106)

i =\ g(i L =1, (3.107)

die Entwicklungsgleichungen ableitbar sind. Ein Vergleich mit den Fliefiregeln
(3.91) und (3.92) zeigt, dass die Gradienten dieser Potentialfunktion in diesem

31 Auch hier ist das Minus mathematisch nicht notwendig, vgl. Gleichung (3.96).



58 3 PHANOMENOLOGISCHE MATERIALMODELLE

Fall gerade den FlieSrichtungen mg und m,, entsprechen. Fiir den Fall assozi-
iterter Fliefiregeln wird die FlieBflache F' als Potential verwendet mit F' = ¢. Im
allgemeinen nicht assoziierten Fall missen drei skalare Funktionen definiert wer-
den: die freie Energie ¥ = U® + W9 die Potentialfunktion ¢ fiir die Flieregeln
und die Funktion F' fiir die FlieSbedingung.

Kommentar zu den getroffenen Annahmen

Ein elastoplastisches Materialmodell ist automatisch konsistent zum ersten und
zweiten Hauptsatz der Thermodynamik, wenn die zuvor eingefiihrten skalaren
Funktionen ¥ = W*® 4+ U9 und ¢ existieren und sie die Ungleichung (3.105) nicht
verletzen. In diesem Fall wird auch von generalisierten Standardmaterialien ge-
sprochen, vgl. HALPHEN und SON NGUYEN [71]. Dies ist ein praktischer Rah-
men, wenn es um die Formulierung von elastoplastischen Materialgesetzen geht.
Gleiches gilt fiir die additive Zerlegung der Verzerrungen. Alle diese Annahmen
sind hinreichend, jedoch nicht notwendig zur Erfiilllung der thermodynamischen
Hauptsatze. Im Gegenteil: Gewisse Materialien zeigen in Experimenten, dass die
Annahme eines plastischen Potentials ¢ nicht zutrifft. So reicht die klassische EP
nicht aus, um bspw. bei der Modellierung von Boden das Kontraktanzverhalten
nach einer Pfadumkehr zu erfassen. Bei der Beurteilung der physikalischen Kon-
sistenz von KNN-Materialmodellen ist somit stets zu beachten, dass das klas-
sische thermodynamische Korsett nicht in dem hier vorliegenden strikten Maf
erfiillt sein muss.

3.4.2 Das Prinzip der maximalen plastischen Dissipationsleistung

Fiir gegebene plastische Verzerrungen EP' und innere Variablen {a;}?e; maxi-
miert unter allen mdglichen Spannungszustéinden (S, {q;}7,) der echte Span-
nungszustand (S, {q;}i2;) die plastische Dissipationsleistung. Dies wird durch
das Prinzip der maximalen plastischen Dissipationsleistung postuliert. Es lésst
sich mit der Rest-Dissipationsgleichung (3.105) als Optimierungsproblem

D= max{s B+ g a} wd N F(S,q1,..)<0 (3.108)
S.ai i=1

aufstellen, mit u. d. N. als Abkurzung fiir unter der Nebenbedingung. Erfillt ein

gegebenes EP-Materialmodell dieses Prinzip, impliziert dies die nachfolgenden

Eigenschaften.

o Alle FlieBbedingungen sind assoziiert, es gilt ¢ = F'. Daraus ergibt sich mit
Bedingung (3.103) die Symmetrie der Kontinuumstangente Ckont.
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e Die Be- und Entlastungsbedingungen sind als notwenige KARUSH-KUHN-
TUcKER-Bedingungen des Optimierungsproblems automatisch erfiillt.

o Die FlieBiflache F' ist konvex.

Die zugehorigen Beweise sind bspw. in SIMO und HUGHES [87] zu finden. Durch
das Prinzip der maximalen plastischen Dissipationsleistung konnen Existenz- und
Eindeutigkeitsbedingungen fiir das zugehorige Randwertproblem formuliert wer-
den, siehe ebenfalls SIMO und HUGHES [87]. Es ist allerdings nicht notwendig zur
Erfiillung der thermodynamischen Konsistenz eines Materialmodells.

3.4.3 Projektionsverfahren

In der numerischem Umsetzung werden die Ratengleichungen (3.91) und (3.92)
in der (Pseudo-)Zeit diskretisiert. Zwischen zwei Zeitpunkten ¢, und t,,; wird
dazu das implizite EULER-Verfahren verwendet, da es fiir beliebige Zeitschritte
stabil ist. Es gilt

EY =E +ymg, (3.109)

Aint1 = QG p + Y My, nt1 1= 1, ey Ny - (3110)

Die Verzerrungen und Spannungen sind im Folgenden in der reduzierten Vek-
tornotation gegeben. Der Faktor v := A At fasst den plastischen Multiplikator
A und das (Pseudo-)Zeitinkrement At zusammen. Er muss mit den Spannungen
S,.11, den plastischen Verzerrungen EffH und den inneren Variablen {ay}ie er-
mittelt werden. Dazu wird das Projektionsverfahren verwendet, welches im Detail
in SiMO und HUGHES [87] oder auch DE SOUZA ET AL. [34] zu finden ist. Eine
Ubersicht des Verfahrens ist in Tafel 3.1 dargestellt.

Die Verzerrungen E,,; werden als bekannt vorausgesetzt3?. In einem elastischen
Versuchsschritt (engl.: trial) werden die plastischen Verzerrungen und die inneren
Variablen zunachst eingefroren. Liefert die Auswertung der FlieBflache F'" zulas-
sige Werte, ist der Schritt elastisch mit v = 0. Ist F'*" > 0, werden die Spannungen
im Allgemeinen iterativ auf die Fliefifliche F' = 0 projiziert. Details zu dieser Ite-
ration sind jeweils bei den Materialmodellen ab Abschnitt 3.4.4 gegeben. Nach der
Berechnung der Ausgangsdaten zum Zeitpunkt ¢, muss fiir die ibergeordnete
Gleichgewichtsiteration die algorithmisch konsistente Tangente Cp = Cang be-
rechnet werden. Durch die spezielle Form des Projektionsalgorithmus muss diese
in Abhéngigkeit der beteiligten numerischen Integrationsgleichungen hergeleitet

32 Bspw. im Rahmen der FEM gehen die Verzerrungen innerhalb der globalen Gleichgewicht-
siteration als Eingangsgrofien im Integrationspunkt ein.
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Eingangsdaten E,, B, E .1, Sy, {ain}iy

Elastischer Priadiktor +" =0, EPV" = EP! " =, i = 1,...,n,

Auswertung der  F'" = F(S", af,...,al] )
Flie3bedingung
F'"<0 Sy =8" Cr=C" E, =E",
Qpt1 = Oé?na L= 17 s Mgy
F' >0  Plastischer Korrektorschritt notig
1) Projektion der Spannungen S, auf
die FlieBflache
2) Berechnung der algorithmisch konsistenten
Tangente Cp = C&®

Ausgangsdaten  S,.1, Cr, Elyy {01}

Tafel 3.1: Ubersicht des EP-Projektionsverfahrens

werden, sieche SIMO und TAYLOR [160]. C?g unterscheidet sich von der Kon-
tinuumstangente C5™ aus Gleichung (3.99) und ist Abhéngig von der 'Zeit’-
Diskretisierung.

3.4.4 Von Mises’sche Flie3bedingung ohne Verfestigung

Nach der vON Misis’schen Gestaltanderungshypothese liefern hydrostatische
Spannungen keinen Beitrag zum plastischen Flielen. Die VON MIiSES’sche Ver-
gleichsspannung

(S11 — S22)2 + (S11 — S33)% + (S22 — 533)2) + 3(St + Stz + 5%)

h

Il I
QQ

N W] N~ N

/N | /N

(S1 = S2)2 + (81 — 85)2 + (S2 — S3)?)

w
ol
w
-l
I
w
S

(3.111)

ist im Rahmen dieser Hypothese ein brauchbares skalares Maf§ zur Charakterisie-
rung mehraxiger Spannungszustande. Sie kann mit der 2. Invarianten J := Ilg,,
des Spannungsdeviators in Tensornotation

1
SP =8 - gSp(S)I (3.112)
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berechnet werden. Fiir die reduzierte Notation ist es zunachst zweckméafig, die
Projektionsmatrix P einzufiihren, die iiber

51" T2/3 —1/3 —1/3 0 0 0] [Su]
Se| |=1/3 2/3 —1/3 0 0 0| |Sx
Swl |-1/3 —1/3 2/3 0 0 o |S
D D 33 33 T
18P = — STP 11
5787 =g, 00 0 0 20 0]|s, ~SFS B3
Sis 0 0 0 02 0||Sy
Su] [0 0 0 00 2] |8k

das Skalarprodukt des Spannungsdeviators mit sich selbst berechnet wird. Die
VON MisES’sche Fliebedingung lisst sich damit in quadratischer Form?3? zu

1 1
F(S) = 3 STPS -3 Y2 <0 (3.114)
S2./3

schreiben. Die skalare Flieigrenze Yj ist ein Materialparameter und wird zunéchst
als konstant angenommen. Die isotrope Fliefifldche ldsst sich im Hauptachsensys-
tem als Zylinder darstellen, was in Abbildung 3.7 dargestellt ist. Im Fall des
ebenen Spannungszustands (S33 = 0 bzw. S3 = 0) reduziert sich die FlieBflache
auf eine Ellipse.

ESZ Sy A

Abbildung 3.7: voN MisES’sche Fliefflache im dreidimensionalen Raum der Haupt-
spannungen (links) und im zweidimensionalen Raum der Hauptspannungen im ebenen

Spannungszustand (rechts)

Die FlieSregel ist assoziativ. Die fiir den plastischen Korrektorschritt (F™ > 0)
aus Abschnitt 3.4.3 notigen Gleichungen werden im Folgenden hergeleitet. Die

33 Diese quadratische Form ist gleichwertig mit der in der Theorie iiblicheren Wurzelform
F = Sy — Y, liefert aber anschaulichere Gleichungen.
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diskretisierte, assoziative Fliefiregel lautet

T
aF(aSS"Jrl)> = Eﬁl +vPS,41 , (3'115)

mit der Ableitung der FlieBfliche nach dem Spannungsvektor 9F/9S = (PS)”
und der Symmetrie von P = P?. Der Parameter v wird berechnet, indem die
Erfillung der Fliebedingung (3.114) am noch unbekannten Zeitpunkt ¢, mit

E,, =E +’Y(

F(Snii(7)) =0 (3.116)

eingefordert wird. In Sonderfillen ist diese Gleichung analytisch 1osbar3t. Im All-
gemeinen kann z. B. das NEWTON-Verfahren angewendet werden. Dazu wird die
Tangente

OF <8F> 0S .08 (3117)

o \os)o, ~ PV 5
in jedem Iterationsschritt benotigt. Die Ableitung 0S/dy wird am noch unbe-
kannten Spannungszustand ermittelt. Gilt bspw. ein lineares elastisches Teilstoff-
gesetz S = S(E¥) = CE®, folgt mit E, | = E,,; — E?; und der diskretisierten
FlieBregel (3.115) die implizite Gleichung

Sn+1 - C(En—l—l - Efll - 'VPSn—i-l) s (3118)

die nach den Spannungen

Sui1 = (C+4P) (B, — EY) = C,,(7)E” (3.119)
umgeformt werden kann. Mithilfe der Ableitungsvorschrift
OA~(v) OA
— < =-A"—)A" 3.120
siche bspw. SELBY [153], folgt zunachst
S
; = -C,PC,E" = -C,,PS (3.121)
und schlielich fiir das lokale NEWTON-Verfahren die Ableitung
F
gv = —(PS)’'C,PS . (3.122)

Das lokale NEWTON-Verfahren zur Spannungsprojektion ist in Tafel 3.2 zusam-
mengefasst. Im Anschluss an die lokale Iteration kénnen die plastischen Verzer-
rungen EY, | aktualisiert werden.

34 Dazu kann bspw. die isotrope linear elastische Steifigkeit C4 = C in einen volumetrischen
und einen deviatorischen Anteil aufgeteilt werden, sieche SIMO und HUGHES [87]. Zur Darlegung
des allgemeinen Vorgehens bei der nichtlinearen Spannungsprojektion, wird an dieser Stelle
darauf verzichtet, trotz dieser effizienteren Implementierungsmoglichkeit.
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Initialisierung  ~© =0, FO = ptr, Sgl =S, ng) =C,i=0
Flie3bedingung F(Sq(;)rl) <07

ja: Abbruch  y=~® 8,4 = SSJ)rla Cepni1 = Cg?
F(S%)

(PS[)TCiy (PS)Ly)

ngl) _ [Cfl + ,y(i+1)P]71

SSjrrll) _ Cg‘)—i-l)Etr

i=i+1

nein: Update — ~0+D = (0 ¢

Tafel 3.2: Lokale NEWTON-Iteration des Projektionsalgorithmus fiir die quadra-
tische VON MisEs’sche Fliebedingung ohne Verfestigung

Die algorithmisch konsistente Tangente Cr = Ce}lg wird unter Beriicksichtigung

der beteiligten numerischen Integrationsgleichungen zur Ermittlung von + herge-

leitet iber

_ B 05 08 Oy (3.123)
dE OEr 0y OEr

Die Konsistenzbedingung F' = 0 liefert in der ratenunabhéngigen Form

OF OF 9y OE"
dF = (as + 5 FE 5 ) dS =0 (3.124)

fiir beliebige dS mit JE" /08 = C_' die partielle Ableitung
oy (OF\'oF (9E"\ ' (PS)TC,
OEr — \oy) 0S\ 0S ~ (PS)TC,,(PS)

Die darin enthaltenen Anteile wurden schon fur die lokale NEWTON-Iteration

Cr

(3.125)

bendtigt und weiter oben berechnet. Die symmetrische, algorithmisch konsistente
Tangente folgt letztlich in reduzierter Notation zu

C.,(PS)(PS)’C C(PS)(PS)TC
(PS)TC,,(PS) (PS)TC(PS)

Im Vergleich mit der analytischen Kontinuumstangente C5 aus Gleichung (3.99)

GP#C_

Cit =C,, — — Ckomt  (3.126)

ist der algorithmische Charakter gut zu erkennen. Fiir unendlich kleine ,Zeit‘-
Schritte v — 0 gélte C,, — C und somit C5# — Chom,

Elastoplastische Materialgesetze mit vON MisES’scher Fliebedingung werden
vor allem bei der Modellierung von Metallen verwendet. Ideale Plastizitat — also
ohne Verfestigung — ist z. B. bei S235-Baustahl als Annahme gerechtfertigt. Fir
diesen folgt nach dem Eurocode 3 [35] mit der Streckgrenze Yy = 23,5 kN/cm?,
der Zugfestigkeit Y, = 36 kN/cm? und dem E-Modul E = 21000 kN/cm? sowie
der Annahme einer Dehngrenze von ¢, = 0,002 und einer Mindestbruchdehnung
von €, = 0,15 ein Tangentenmodul wéhrend des Plastifizierens von Cp < 0,005 E.
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3.4.5 Von Mises’sche Fliebedingung mit gemischter Verfestigung

Die ideal-plastische VON MiIisgS’sche FlieSbedingung aus Abschnitt 3.4.4 wird
um eine lineare isotrope und eine lineare kinematische Verfestigung erweitert.
Die FlieBbedingung

F(S,4,0) = 3(S — )" P(S ) — ;Y ()’ <0 (3.127)

ist zusatzlich vom deviatorischen Spannungstensor q und der skalaren Spannung
g abhéangig, vgl. Abbildung 3.6. Die Spannungsgrofien

S = C(E - E) = CE* (3.128)
q=—-Cp(l-0)ac  und (3.129)
q=—Cpba (3.130)

sind hier linear abhéngig von den zugehorigen assoziierten inneren Variablen E¢,
a und a*. Der Materialparameter 6 € [0, 1] steuert die Aufteilung des plastischen
Verfestigungsmoduls Cp zwischen isotroper und kinematischer Verfestigung. Die
aktuelle FlieBgrenze

Y(q) =Y — q(a) =Yy + Cpba (3.131)

ist linear in ¢ definiert. Die diskretisierten assoziativen FlieBregeln sind fiir den
plastischen Korrektorschritt (F' = 0) mit

EY., = E +4PS, (3.132)
Qi1 = 0, — VPS4 (3.133)
Api1 = Oy + Wgyn_i_l = a, + Y §Sn+1PSn+1 (3134)
gegeben. Dabei sind Sn+1 ‘= Sp1+1 — qny1 die relativen, deviatorischen Span-

nungen. Die Umformung in Gleichung (3.134) kann durchgefithrt werden, da
im noch unbekannten Zustand die FlieBbedingung (3.127) erfiillt sein muss. In
der lokalen NEWTON-Iteration werden die drei Variablen S,,.1, q,+1 und v mit

V :=[S,i1,Ans1,7]7 gleichzeitig berechnet. Der Residualvektor

R, C!S,41 — E" + 4PS, 11
R(V) = |Ra| = |@u1 + Cp(1 = 0o, — Cp(1 — 0)7PS, 4 (3.135)
R %Sz:—i—lPSnJrl - %Yn2+1

35 Die skalare Verfestigungsvariable o zur Beriicksichtigung der isotropen Verfestigung steht
in Zusammenhang mit der plastischen Vergleichsdehnung, ist aber nicht exakt gleich. Im All-
gemeinen gibt es verschiedene Moglichkeiten, Verfestigungsvariablen zu definieren.
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fordert das elastische Teilstoffgesetz (R;), die Evolutionsgleichung der kinemati-
schen Verfestigung (Rs) und die FlieBbedingung (R3) ein. Die zugehorige lokale

[terationstangente
IR Cl+9P —P PSnH
T=-y= —Cp(1=0)yP 154+ Cp(1—0)vP —Cp(1 —0)PS, 4
(PS,1)" ~PSu)” V(o)

(3.136)
ist nicht symmetrisch, dafiir allerdings nicht-singulér fiir alle 6 € [0, 1]. 1% ist eine
6 x 6-Einheitsmatrix. Das lokale NEWTON-Verfahren ist in Tafel 3.3 zusammen-
gefasst. Im Anschluss an die lokale Iteration kénnen die plastischen Verzerrungen
EEZIJFI und die inneren Variablen «,,,; und «,,; aktualisiert werden.

Initialisierung  7© =0, F(O = F'r, S =S, qnll q.,,1=0
FlieBbedingung  [|[R?|| < TOL?

ja: Abbruch v =~@, 8, = SSL, Ant1 = qgﬂ
nein: Update ~ AV® = —TO-IRO® mit AV = [ASSL, Aqgih A~y@O|T
und T® nach Gleichung (3.136)
Sgill) - Sn+1 + ASnJrl
quill) qn+1 + Aanrl
A D) = () 4 A~ )
1=14+1

Tafel 3.3: Lokale NEWTON-Iteration des Projektionsalgorithmus fiir die quadra-
tische VON MIisEs’sche Fliebedingung mit gemischter linearer Verfestigung

Die algorithmisch konsistente Materialtangente kann, dank geschickter Wahl von
R; = E¢,, im Residualvektor (3.135), durch Invertierung der letzten lokalen
Tangente T bestimmt werden:

A [Crlexe [-] [-]
(T(’))_1 =[] [.] [-]] - (3.137)
Alternativ lasst sie sich direkt iiber die Formel
. O, (HPS HPS,,.,)7C
Cr=C,, — Cop(HPSn 1) HPSn 1) Cop (3.138)

(1 + 5)(HPSn+1)TCeP(HPSn+1)
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berechnen, mit den Einzelkomponenten

—1
A 1 =1
H=(———1+7P] 50 3.139
((1—9)@: o ) (3439
H=1-+PH (3.140)
C., = (C'+HYP)! (3.141)

20Cp &T DA AT DA
8= 52007 9n+1PSni1 + 5, ,PHPS,

(HPS, ;1)TC,,(HPS, )

(3.142)

Auf die Herleitung wird hier verzichtet. Eine Darstellung fiir die zugehorige Wur-
zelform ist in SIMO und HUGHES [87] zu finden.
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4 Kiunstliche neuronale Netze

Das menschliche Gehirn ist ein biologisches neuronales Netz und besteht aus unge-
fahr 86 Milliarden Neuronen, vgl. HERCULANO-HOUZEL [76]. Jedes Neuron erhélt
elektrische Signale von tausenden benachbarten Neuronen, verarbeitet sie und
gibt bei Erreichen einer Stimulisationsgrenze elektrische Impulse an benachbarte
Neuronen weiter. Obwohl die Informationsverarbeitung eines einzelnen Neurons
vergleichsweise einfach ist, kann das Gehirn durch die Vernetzung vieler Neuro-
nen die Losung hochkomplexer Aufgaben erlernen. Kiinstliche neuronale Netze
(KNN) sind Abstraktionen dieser biologischen Informationsverarbeitungsmaschi-
nen. Sie bestehen aus kiinstlichen Neuronen, die tiber gewichtete Verbindungen
miteinander Informationen austauschen konnen. Eine populdrwissenschaftliche
Gegeniiberstellung beider Netze ist in Abbildung 4.1 dargestellt.

)

NN
o

o3}

Abbildung 4.1: Skizze eines biologischen neuronalen Netzes mit zugehérigem Neuron

(links) und eines kiinstlichen neuronalen Netzes mit kiinstlichem Neuron (rechts)

Einem KNN wird die zu erledigende Aufgabe nicht explizit einprogrammiert.
Stattdessen soll das zugehorige Wissen mit Methoden des maschinellen Lernens
implizit generiert werden. Im Zusammenhang mit KNN bedeutet Lernen, die ge-
wichteten Verbindungen zielgerichtet anzupassen. Dies wird in der vorliegenden
Arbeit ausschliefilich mit dberwachtem Lernen getan: mit der Diskrepanz zu be-
reitgestellten Beispielen konnen die gewichteten Verbindungen angepasst werden.
Daneben existieren andere Lernformen, wie uniiberwachtes, teiliiberwachtes oder
bestéirkendes Lernen. Maschinelles Lernen sollte nicht mit kinstlicher Intelligenz
(KI) verwechselt werden. KI ist ein Oberbegriff fiir die Ubertragung aller kogni-
tiven menschlichen Fahigkeiten auf die Maschine?®.

36 Die Vielzahl biologisch motivierter Begriffe sollte nicht von den mathematischen und nu-
merischen Hintergriinden ablenken, gerade im Bereich der KI.
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Im Folgenden wird eine Auswahl historischer Meilensteine im Rahmen kiinstlicher
neuronaler Netze gegeben.

1943 | Erste Definition eines kiinstlichen Neurons und Vernetzung zu einem
KNN von McCuULLOCH und P1TTS [128], um logische und arithmeti-
sche Funktionen berechnen zu koénnen.

1949 | Formulierung der HEBB’schen Lernregel [73], als erste ihrer Art, zum
Anpassen der Gewichte in KNN.

1957 | Entwicklung des einlagigen Perzeptrons von ROSENBLATT [151], wel-
ches schon einfache Ziffern erkennen konnte.

1960 | Erste kommerzielle Verbreitung des mline-KNN von WIDROW und
HoFF [194] zur Echtzeit-Echofilterung in Analogtelefonen.

1969 | Mathematischer Beweis von MINSKY und PAPERT [131], dass das ein-
lagige Perzeptron bestimmte Probleme nicht 16sen kann. Damit fiel
das Forschungsgebiet in eine rund 15 Jahre andauernde Krise.

1974 | Die Entwicklung des Backpropagation-Algorithmus in der Dissertation
von WERBOS [191]. Die Arbeit fand jedoch wenig Aufmerksamkeit, da
auf dem Gebiet zu jener Zeit wenig geforscht wurde.

1985 | Losung des Travelling-Salesman-Problems durch ein drei Jahre zuvor
von HOPFIELD [83] verdffentlichtes rekurrentes neuronales Netz.
1985 | Unabhéingige Entwicklung des Backpropagation-Verfahrens von Ru-
MELHART ET AL. [152] fiir ein mehrschichtiges Perzeptron.

Ab Mitte der 1980er Jahre erlebte das Forschungsgebiet schlieBlich eine Re-
naissance, die bis heute anhélt. Aktuelle Durchbriiche werden meist im Bereich
des Deep Learning verzeichnet. So wird das Training von KNN mit vielen Neuro-
nenschichten genannt. Die Anwendungsgebiete sind unter anderem Muster- und
Gesichtserkennung, Sprachsynthese, Bildbearbeitung und medizinische Diagno-
stik. Die Heterogenitdt der Anwendungsgebiete spiegelt sich auch in den Lehr-
und Fachbiichern wider. Ein Fundamentalwerk ist das Buch von GOODFELLOW
ET AL. [64], wéhrend KRIESEL [108] ein gutes Skript zum Einstieg in die Thema-
tik zur Verfiigung stellt. Eine Ubersicht iiber die Anwendung in der numerischen
Mechanik ist in KOLLMANNSBERGER [107] zu finden. Zur Nutzung kiinstlicher
neuronaler Netze im Bauingenieurwesen haben FLOOD und KARTAM [46,47] so-
wie ADELI [2] frithe Arbeiten verdffentlicht.

In dieser Arbeit werden hauptsachlich Feedforward-Netze zur Funktionsapproxi-
mation verwendet. Ein Feedforward-KNN ldsst sich als Vektorfunktion

z = "N (x, w) (4.1)

angeben, die den n;-dimensionalen Eingangsvektor x (input) auf den n,-dimen-
sionalen Ausgangsvektor z (output) abbildet. Im Rahmen der KNN-Materialmo-
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Abbildung 4.2: Das KNN als Approximationsmodell gegebener Datenpunkte

dellierung sind im einfachsten Fall die Eingangsvariablen die Verzerrungen und
die Ausgangsvariablen die Spannungen. Wie genau die Vektoren x und z zur Mo-
dellierung spezifischen Materialverhaltens definiert werden miissen, folgt in den
Kapiteln 5 und 6. Die freien Parameter — die Gewichte — werden im n,,-dimen-
sionalen Vektor w zusammengefasst (weights) und missen im Trainingsprozess
bestimmt werden.

Grundlage des Trainingsprozesses ist eine Menge

T = {(xp, tr) 2y (4.2)

von Trainingsdatenpaaren (auch kurz Trainingsdaten), bestehend aus Eingangs-
vektoren x; und bekannten Ausgangsvektoren t,. Die Eingangsvektoren x; wer-
den im Folgenden auch als Datenpunkte bezeichnet. Innerhalb des Trainingspro-
zesses wird eine Konfiguration von Gewichten w gesucht, sodass die Abbildungs-
funktion XN die gegebenen Daten ausreichend gut approximiert:

Zp — fKNN(Xk,VAV> ~ t s Vk = 1, ceey PT . (43)

Dies ist in Abbildung 4.2 dargestellt. Dartiber hinaus sollte das KNN gut generali-
sieren, was einer Interpolation zwischen den gegebenen Datenpunkten entspricht.
Eine FExtrapolation auflerhalb der gegebenen Datenpunkte ist im Allgemeinen
nicht moglich. Der Trainingsprozess wird durch ein Optimierungsproblem

min L(w) (4.4)

weR?w

mathematisch formuliert, welches unter Verwendung des Gradienten

VL(w):= L

= (4.5)

mit iterativen Optimierungsalgorithmen gelost wird. Die zu minimierende Feh-
lerfunktion £(w) kann verschiedene Terme enthalten, die im Laufe des Kapitels
eingefithrt werden.
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Ziel dieses Kapitels ist die Bereitstellung aller nétigen Informationen fir ein fun-
diertes Verstandnis iiber die hier verwendeten KNN-Architekturen sowie die zu-
gehorigen Algorithmen fiir eine effiziente Implementierung®’. Zunichst wird in
Abschnitt 4.1 das Thema der Datennormierung behandelt und die klassische Feh-
lerfunktion bzgl. der Trainingsdaten beschrieben. In den Abschnitten 4.2 und 4.3
folgt die Beschreibung der KNN-Architekturen, die in dieser Arbeit verwendet
werden. Dies schliefit die Berechnung der folgenden Grofien ein:

« Die Abbildungsfunktion z = f*"N(x, w) und deren JACOBI-Matrix

. o 0z(x, w) .

jx,w) = ok eR . (4.6)
Diese Groflen werden zur Berechnung der Fehlerfunktion £ und ihres Gra-
dienten VL benottigt. Auflerdem werden mit ihnen innerhalb der KNN-
Materialmodelle die Spannungen S und die Materialtangente C; berech-
net. Somit sind die Algorithmen zur Berechnung von z und j diejenigen,
die in einem FE-Programm zur Nutzung von KNN-Materialmodellen im-
plementiert werden miissen.

o Der Gradient VL(z(w)) einer Fehlerfunktion, welche KNN-Ausgangsvaria-
blen z enthalt. Ein Beispiel ist der Fehler bzgl. der Trainingsdaten.

o Der Gradient VL(j(w)) einer Fehlerfunktion, welche die KNN-Ableitungen
aus j enthélt. Diese Gradienten werden fiir die physikalisch motivierten
Zusatzterme im Optimierungsproblem (4.4) benotigt.

Weiter werden in Abschnitt 4.4 diverse Trainingsverfahren zur Losung des Op-
timierungsproblems aus Gleichung (4.4) vorgestellt. Zur Einforderung von phy-
sikalischen Nebenbedingungen und zur Regularisierung des Trainings werden in
Abschnitt 4.5 die dazu notigen Methoden eingefithrt. AbschlieSend folgt ein nu-
merisches Beispiel in Abschnitt 4.6. Alle nachfolgend beschriebenen Verfahren
und die zugehorigen Algorithmen sind in MATLAB [170] implementiert und wer-
den im restlichen Verlauf der Arbeit zum Training von KNN verwendet.

37 Durch méchtige KNN-Bibliotheken, wie bspw. TensorFlow [169], in Verbindung mit auto-
matischer Differentiation, ist zur reinen Anwendung von KNN eine ausfiihrliche Einarbeitung in
deren Theorie und Implementierung heutzutage nicht mehr notwendig. Geht man diesen Schritt
dennoch, gewinnt man aus Sicht des Autors tiefe Einblicke in ein spannendes und vielschichtiges
Teilgebiet der Numerik. Dariiber hinaus ist man in der Anwendung im Rahmen ingenieurtech-
nischer Fragestellungen sattelfester im Umgang mit diesen oft félschlicherweise als black box
bezeichneten Algorithmen.
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4.1 Normalisierung und Daten-Fehlerfunktion

Die Datenpaare (x, t) werden zunéchst jeweils linear und unabhéngig voneinander
transformiert bzw. normalisiert.

& =
fj:(tj—mzj)/szj R jzl,...,no

Die Transformationsparameter werden in dieser Arbeit als die Mittelwerte

1 Iz 1 I
My = — T und My i= — t; 4.9
Py k; k J Pr = Jk ( )

sowie die (korrigierten) Standardabweichungen

1 & 1 I
i ik — m‘2 d zj — tik — 2‘2
s PT_lkgl(:L’k M) un Sj PT—l;CZ::l(Jk ms;)

(4.10)
der jeweiligen Eingangs- und Ausgangsvariablen berechnet. Diese Parameter wer-
den jeweils in die Spaltenvektoren und Diagonalmatrizen

m, = [Me1, .o Mg, )T €R™ S, = diag(se1, ..., Sens) € R™*™ (4.11)

m, = [m.y, ..., mup, )t €R™ S, = diag(s.1, ..., S2n0) € R™XM  (4.12)

einsortiert. Nicht nur die Trainingsdaten, sondern auch die KNN Eingangs- und
Ausgangsvektoren x und z werden nach den Gleichungen (4.7) und (4.8) trans-
formiert. Daher schliet die KNN-Abbildungsvorschrift (4.1) stets die Transfor-
mation der Eingangsvariablen

% =S.'(x —m,) (4.13)
und die Riicktransformation der Ausgangsvariablen
z=m,+ S,z (4.14)

mit ein.

Um die gewiinschte Approximation (4.3) der gegebenen Trainingsdaten zu erzie-
len, entspricht die zu minimierende Fehlerfunktion £(w) klassischerweise einem
iiber alle Trainingspaare der Menge T' gemittelten Trainingsdatenfehler

1 I 1 Proqne g

" Z 9 Z ST(ZO(XIC’W) - tok)Q

Lo(w) = P—T];lﬁzrk(w) TP A= (4.15)

1PT1no

S DD (20, w) — )

T k=1~ o=
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Der auf ein einzelnes Trainingspaar (xg, t;) bezogene Fehlerterm Ly, ist ein MaB
fir die Diskrepanz zwischen Zielwert t;, und KNN-Vorhersage z(xj, w), vgl. Abbil-
dung 4.2. In dieser Arbeit wird dieser Fehlerterm iiber den normalisierten MSE?3®
(engl.: Mean Squared Error) berechnet. Die Normalisierung der Eingangs- und
Ausgangsvariablen des KNN sowie der Fehlerterme L7 im Minimierungsproblem
haben die folgenden wichtigen Vorteile (vgl. LE CUN ET AL. [110]):

« Alle Ausgangsvariablen z; gehen gleichwertig in die Fehlerfunktion £ ein.
Unterschiedliche physikalische Variablen kénnen sich allein schon durch ihre
Einheiten um Magnituden unterscheiden. Sind sie normalisiert, werden sie
innerhalb des Trainingsprozesses jedoch gleichwertig minimiert.

o Die Wertebereiche der Gewichte und der Fehlerfunktion £ variieren nicht
erheblich zwischen verschiedenen Problemstellungen. Daher miissen die Hy-
perparameter der Trainingsverfahren nicht individuell eingestellt werden. So
werden bspw. bei der plastischen KNN-Materialmodellierung Verzerrungen
und Spannungen Teil des Eingangsvektors sein. Diese wiirden, abhéngig von
der Wahl der Einheiten, immer zu anderen Wertebereichen fiir die Gewichte
fithren.

4.2 Das klassische vollverkniipfte Feedforward-Netz

Das klassische vollverkniipfte Feedforward-Netz (FNN), auch Multilayer Percep-
tron (MLP) genannt, besteht aus sortierten Neuronenschichten. Es ist in Abbil-
dung 4.3 dargestellt. Ausgehend von der Eingabeschicht L = 0 werden Informa-
tionen tuber n;, Zwischenschichten L = 1, ..., n;, bis zur Ausgabeschicht L = nj,+1
weitergegeben. In jeder Schicht L befinden sich n; Neuronen. Das FNN ist vollver-
kniipft, weil jedes Neuron einer Schicht mit jedem Neuron der néchsten Schicht
verbunden ist. Eine bestimmte FNN-Topologie wird mit [n;-n;—...-n,,-n,| be-
zeichnet.

Zentraler Bestandteil des FNN ist das Neuron, welches Informationen aus der
vorherigen Schicht verarbeitet und an die Neuronen der folgenden Schicht weiter-
gibt. Jedes Neuron wird dabei nach seinem skalaren Ausgabewert benannt. Die

Eingangsneuronen in der Schicht L = 0 geben jeweils die transformierten Ein-

[0]

gangsvariablen y;

= Z; weiter. Die Ausgangsneuronen geben die transformierten
Ausgangsvariablen y][nhH] = Z; aus. Innerhalb des FNN ist das Neuron Il mit
(L]

allen Neuronen yl[Lfl] der vorherigen Schicht L — 1 iiber die mit w,,;

gewichteten

38 Alternativ kann bspw. auch der MAE (engl.: Mean Absolute Error) verwendet werden, der,
im Vergleich zum MSE, Ausreifler durch das fehlende Quadrieren nicht zu stark gewichtet.
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Abbildung 4.3: Informationsverarbeitung und Topologie eines FNN

Verbindungen verkniipft. Der erste Index bezieht sich dabei auf das Zielneuron,
der zweite auf das Startneuron. Alle Gewichte des FNN werden im Spaltenvektor

T
w = [wﬂ},... w!l w%,...,w%,...,w[nh“] e R™ (4.16)

) 1n;» NoNny,

gruppiert. Die Reihenfolge orientiert sich dabei zunachst an den Schichten und
anschliefend nach den Ziel- und Startneuronen. Die Sortierung innerhalb des

Fehlergradienten
oL oL oL oL oc 1*
VL= [ M2 o [ A W A 2 o ]| © R™ (4.17)
awlo 8w1ni a’l,UQO awlo 8“)”0%”}1

von Gleichung (4.5) muss dquivalent sein.

4.2.1 Die FNN-Vorwirtsrechnung

In diesem Abschnitt wird die Berechnungsvorschrift z = f*¥N(x, w) der FNN-
Ausgangsvariablen beschrieben. Dazu wird zunéchst ein beliebiges Neuron g/~
innerhalb des FNN betrachtet. Die gewichtete Summe

nr—1

nr—1
L] [L-1 L L] [L-1
= 3 Wl — = 3wl (4.15)

=1 =0

ist der skalare Eingangswert in das Neuron y). Der Schwellenwert wﬂ) wird

in Form eines zusitzlichen Gewichts zwischen dem Neuron y!2 und einem Bias-
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Neuron beriicksichtigt, welches stets den Wert yéL_I] = —1 ausgibt. Dabei ist das

Bias-Neuron nicht mit der vorherigen Schicht verbunden. Die Neuronenausgabe

yiH = g(slH) (4.19)

m

wird mit der Aktivierungsfunktion g(s) berechnet. Angelehnt an die Funktions-
weise in biologischen neuronalen Netzen wurden in frithen Anwendungen Sprung-
funktionen gewihlt, die unter dem Schwellenwert st < w% den Wert g = 0
(Neuron ist inaktiv) und dartiber den Wert g = 1 (Neuron ist aktiv) zurtickge-
ben. Ein differenzierbares Aquivalent ist der Tangens hyperbolicus®®, der mit den

ersten beiden Ableitungen in Abbildung 4.4 gegeben ist. Er hat den Nachteil, dass

——  g(s) = ay tanh (as s)

cosh? (ay s)

—
< g(s) = 202

2 cosh? (ay s)

5 2ard? sinh

S = ) 203 sinh (a9
~

“w

SN~—

>

mit a; = 1,7159
[ 2/3

Abbildung 4.4: Die Funktionsgleichungen und Graphen der Aktivierungsfunktion

Tangens hyperbolicus sowie ihrer ersten und zweiten Ableitung

auf beiden Seiten in den Plateaubereichen s > 0 und s < 0 die Ableitungen ¢’
verschwinden, was letztlich zu sehr kleinen Werten im Gradienten VL fithrt. Dies
bremst das Training einzelner Gewichte. Jenes Verhalten ist auch als das Problem
des verschwindenden Gradienten (engl.: vanishing gradient problem) bekannt. Der
Effekt nimmt mit der Netztiefe zu. Die SoftPlus-Funktion in Abbildung 4.5 16st
dieses Problem fiir s > 0. Die Funktionen lassen sich auch parametrisieren, was
in Kombination mit zugeschnittenen Initialisierungen des Trainings zu einer bes-
seren Konvergenz fithren kann. Daher werden hier fiir den Tangens hyperbolicus
die in Abbildung 4.4 dargestellten Zahlen von LE CUN ET AL. [110] verwendet.
Die Aktivierungsfunktion der Ausgabeschicht wird mit g,(s) bezeichnet. Fir das
klassische FNN wird dazu die Identitdt gewahlt mit

go(s) =5, gyls)=1 und  g7(s)=0. (4.20)

39Die Symmetrie des Tangens hyperbolicus ist dariiber hinaus beim Training vorteilhaft
gegeniiber der Sigmoid-Funktion, vgl. LECUN ET AL. [110].
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2.
;"E 15! —  g(s)=In(1+¢%)
3 ’(s) B e’
:Z‘)/ 1 //’_ g o ]_+€S
& s
E 0.5 // ........ g//(s): 2
= /.. (1+e)?
o—" . ...
-4 -2 2 4

Abbildung 4.5: Die Funktionsgleichungen und Graphen der Aktivierungsfunktion

SoftPlus sowie ihrer ersten und zweiten Ableitung

Weitere Aktivierungsfunktionen sind nicht Bestandteil der vorliegenden Arbeit.
Mithilfe der bisher genannten Bausteine wird im Folgenden die vollstandige Be-

rechnung von z = fF"N(x, w) fiir einen einzelnen Eingangsvektor x in Vektor-Ma-
(L]

m )

und die gewichteten Summen sl werden jeweils in den Spaltenvektoren

trix-Notation gezeigt. Die Neuronenausgaben y!*, inklusive Bias-Wert y, = —1,

vyl =1,y e ,yLLL]]T € Rzt und (4.21)
st o= [t slH ,SLLL}]T € R (4.22)
fiir die Schicht L zusammengefasst. Ohne Biaswert yy = —1 an erster Stelle wird
der Vektor y!! mit einem Querstrich gekennzeichnet: y*! € R":. Der transfor-
mierte Eingangsvektor x = yl% ist somit Teil von y® = [—~1,%7]". Der transfor-

mierte Ausgangsvektor z ist gleichbedeutend mit der Ausgabe der letzten Neuro-
nenschicht z = y™+1. Die Gewichte werden fiir jede Schicht in der Matrix

[L] [L] [L]

wlo wll e wlnL_l
whe  wh L wh
Wi = g | e ReextorD (4.23)
: Wi
L L
wily widy o wl

gruppiert. Ohne die Biasgewichte w,, in der ersten Spalte wird die Matrix W
mit einem Querstrich gekennzeichnet: WX € R7xmz-1 Mithilfe dieser Defini-
tionen lasst sich die Informationsiibertragung von Schicht L — 1 zu Schicht L
kompakt mit

sl = Wikl ylL=1] und (4.24)
v = g(") (4.25)
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schreiben. Auch wenn sie fiir die Berechnung von z = ffNN(x, w) nicht direkt
benotigt werden, kann es fiir nachfolgende Algorithmen zweckmafBig sein, die
Ableitungen

g .= ¢ (st und (4.26)
gt i g(s7) (1.27)

schichtweise abzuspeichern. Der vollstdndige Algorithmus zur Berechnung von
z = "N (x, w) fiir feste x und w ist in Tafel 4.1 beschrieben. Zur Vermeidung von
numerischen Problemen empfiehlt es sich fiir die Aktivierungsfunktionen ab bspw.
|s] > 50 die Grenzwerte direkt vorzugeben, bspw. tanh(s > 50) ~ a; = 1,7159
oder In(1+€®,s > 50) = s.

Eingangstransformation % =S_'(x —m,)

Eingangsschicht  yl% = [-1 &T|T
Schleife iiber Zwischenschichten for L =1,...,n, do
slth = Wit yle-11 - (g/ll] g/lE])
711 = g(sit)
y[L] = [_17y[L]T]T
end for

Ausgangsschicht st = Wity
5 = go(simnt)

Ausgangstransformation z=m,+ S,z

Tafel 4.1: FNN Vorwirtsberechnung fiir z = f*(x, w)

4.2.2 Die FNN-Jacobi-Matrix

Dieser Abschnitt beschreibt die Berechnung der FNN JAcoBI-Matrix j(x, w) nach
Definition (4.6). Sie wird im Rahmen der KNN-Materialmodellierung hauptséch-
lich zur Berechnung der Materialtangente Cr benétigt. Mit den Matrizen S, und
S. aus (4.11) und (4.12) gilt zunichst die Transformationsbeziehung

0z 0z N
'ZZSZ( >S_1:SZ'S_1. 4.28

Die Ableitungen der transformierten Ausgangsvariablen nach den transformierten

Eingangsvariablen folgen unter Beachtung der Kettenregel mit

% B Oyl 1] B 11[ oyl
ox oyl oylL=1

L:nh—l-l

j= (4.29)
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Die Matrix-Multiplikation ist nicht kommutativ und muss daher von der letzten
Schicht zur ersten erfolgen. Innerhalb einer Schicht gilt durch die Definition der
gewichteten Summe (4.18) fiir eine einzelne partielle Ableitung

(L]

8ym L
— =g (sl wii (4.30)

oy,

Mit einem Spaltenvektor bestehend aus Einsen
1" :=[1,1,...,1]T € R™ (4.31)

sowie dem Vektor der Ableitungen der Aktivierungsfunktion g'* nach Definition
(4.26) lassen sich die Matrizen aller partiellen Ableitungen zweier aufeinanderfol-
gender Schichten kompakt schreiben mit

N A
%: : mez(g/m@lm—l)owm. (4.32)
Sl

ACT RN €

Die mit o gekennzeichnete Multiplikation wird komponentenweise ausgefiithrt und
wird auch HADAMARD-Produkt genannt. Die Vektoren g'l* miissen dazu fiir den
Eingangsvektor x in der Vorwartsberechnung nach Tafel 4.1 im Vorfeld berechnet
und abgespeichert worden sein. Daraus, und mit den Gleichungen (4.28) und
(4.29), resultiert mit

1
ikw)=8.| [T (ge1m)owH| s (4.33)

L:nh+1

eine kompakte Berechnungsvorschrift fiir die vollstandige JACOBI-Matrix j. Diese
kann mithilfe des Algorithmus in Tafel 4.1 zur Berechnung aller partiellen Ablei-
tungen fiir einen bestimmten Eingangsvektor x verwendet werden. Eine Erweite-
rung auf mehrere Eingangsvektoren gleichzeitig ist allerdings nicht zweckmafBig.

Insbesondere fiir das Training mit Nebenbedingungen werden aus der JACOBI-
Matrix j nur einzelne Spalten z; = 0z/0z; mit i € I benotigt. Die Menge I enthélt
dabei alle Indizes der Eingangsvariablen, nach denen mindestens einmal abgelei-
tet werden muss. AuBerdem miissen im Rahmen der ICNN-Architektur aus dem
folgenden Abschnitt 4.3.1 die Ableitungen fiir viele Datenpunkte x gleichzeitig
berechnet werden.

Um diesen Herausforderungen gewachsen zu sein, werden im Folgenden zugeho-
rige Berechnungsvorschriften vorgestellt, die im Gegensatz zu Gleichung (4.33)
in den Schichten wvorwdrts erfolgen und sich folglich mit dem Algorithmus aus
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Tafel 4.1 verkntipfen lassen. Mit den Transformationen (4.7) und (4.8) wird eine
einzelne partielle Ableitung umgeformt zu

- 0z _ (*‘%J) 0% _ (‘Szﬂ)gﬂ , (4.34)

Ox; 83/ 0% Sxi

Die Ableitungen der Neuronenausgaben nach den transformierten Eingangsvaria-
(L]
m,

blen y,,"; lassen sich schichtweise berechnen mit

(L] Oyt sl L1
L Oy _ OYm OSn 1L Z (L], [L—-1]
’ 0F; dsikl 0% =1 o

Dabei wurde die Kettenregel in Verbindung mit der Definition der gewichteten
Summe (4.18) genutzt. Die Ableitungen der einzelnen Grofien kénnen abermals
in den Spaltenvektoren

_IL L L L n
Y,[z} = [yg,z]a s 7y'r[n,}z" e 7y7[1,;},i]T € ]R t UIld (436)
s,[iL} = [s[lﬁ], e s[mL}i, . ,SLLL}’Z-]T € R (4.37)

zusammengefasst werden. Fiir die Ableitungen der gewichteten Summen

i ostt
08,

{WﬂﬂﬁewammnW“)Lzl (4.38)

W[L}}_’,[Z*L_l] L=2 ..n,+1

muss zwischen der ersten Zwischenschicht und allen weiteren Zwischenschichten
unterschieden werden. Daraus folgt fiir die Ableitungen der Neuronenausgaben

v =gos. (4.39)

In der Ausgangsschicht muss g/ genutzt werden, und es gilt SI[T””LI] = 7. Der Al-

N

gorithmus zur Berechnung der Ableitungen z; = 0z/0x; ist in Tafel 4.2 gegeben.

Initialisierung sg] = V_VE”Z) (i-te Spalte von W)

Schleife iiber Zwischenschichten for L =1,...,n; do
Sl L) o D]
Y. grros;
5,[1'L+1] _ W[L+1}}—,7[ZL]
end for
[np+1]

Ausgangsschicht 2, =02/0%;, =g/ os

N2

Ausgangstransformation  z; = (1/s,)S.2;

Tafel 4.2: FNN Vorwértsberechnung fir die Ableitungen z,; = 0z/0x;
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4.2.3 Erweiterte FNN-Vorwirtsberechnungen fiir alle Trainingsdaten

Fiir das Training des FNN miissen i. d. R. sowohl die Fehlerfunktion £ als auch
ihr Gradient VL fiir eine groflere Anzahl Daten (P > 1) aufgestellt werden. Dazu
folgt zunéchst eine erweiterte FNN-Vorwartsrechnung in Form eines Algorithmus
in Matrixnotation, der die Schleife iiber eine Menge Datenpunkte {x;}%_, in die
Matrixoperationen eingliedert. Die Eingangs- und Ausgangsvariablen x und z,
ihre transformierten Aquivalente %X und 2 sowie die Transformationsvektoren m,
und m, des FNN werden dazu in den Matrizen

X = [X1,...,Xpy ..., Xp] ER"F Z=zy, ... 7, ... 2p] € R™*F (4.40)

A

X = [&y,. .. Ky Xpl € R Z= gy, .. 2y, ... 2p] € R®*P (4.41)
M, := [m,,...,m,] € R"*" M. = [m,,...,m,] € R™*F (4.42)

zusammengefasst. Die mit den Eingangsvektoren x; berechneten Vektoren yLL],

SEL], g;C[L], gg[L], }—,LLZ] und SLLZ] aus den Definitionen (4.21), (4.22), (4.26), (4.27),
(4.36) und (4.37) werden fiir alle P Datenpunkte schichtweise in die Matrizen

Y = [yl vy e ROwEDXP (4.43)
st = [s\", .. s, s e R (4.44)
G = [gl", gt gl e RmxP (4.45)
G =gl g gt e P (4.46)
Y =[5 e yE] e rr (4.47)
st = [t sl sl e R (4.48)

einsortiert. Die Matrix Y setzt sich dabei aus der ersten Zeile (—17)7, vgl.
Definition (4.31), und Y zusammen. Die Vorwirtsberechnung der FNN-Aufga-
bevektoren z; fiir alle Datenpunkte kann folglich mit den Matrixoperationen

Sl — wit yli-1] (4.49)
und
Y = [—17, g(SE)T)" (4.50)

schichtweise durchgefiihrt werden. Die Berechnungsvorschrift fiir die partiellen

Ableitungen 0z/0z; aus Gleichung (4.39) kann mit den gegebenen Matrizendefi-
nitionen ebenfalls fiir alle Daten folgendermaflen zusammengefasst werden:

Y = glogh (4.51)

sttt — witriy I (4.52)

Auf dieser Herleitung aufbauend, lasst sich der erweiterte Algorithmus in Tafel
4.3 angeben, der fiir alle £ = 1, ..., P Datenpunkte x;, die FNN-Ausgabevektoren
zr und die notigen Ableitungen 0zy/0x; mit i € I berechnet.
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Eingangstransformation X =S;(X — M,)

Initialisierung Y[ = [—1[8 X]T
s ZWiL Viel
Schleife iiber Zwischenschichten for L =1,...,n, do

gl — Wit ylL-1]
Yl = [-17, g(SIH)7)"
G/ = g/(S[L]) und GV £ /(S[L})

Schleife iiber Eingangsvariablen for Z' E H do
2 @/l o S[-L}
S[L“] * WL+ L
end for
end for

Ausgangsschicht S+l = Winn 1y [n]

Ausgangstransformation Z, =S, 7 + M,
= (1/52:)8.2,, Vi€l

Tafel 4.3: Erweiterte FNN-Vorwartsberechnung fiir z; und z;; mit ¢ € I fiir alle
Datenpunkte X, k = 1, ..., P. Die mit * markierten Operationen sind nur fir den
Fehlergradient mit Ableitungen aus Abschnitt 4.2.5 notwendig.

4.2.4 Der Fehlergradient beziiglich FNN-Ausgangsvariablen

Im Folgenden wird die Berechnung eines Fehlergradienten V £(z(w)) beschrieben,
der von KNN-Ausgéngen z abhingig ist. Klassischerweise ist das der Gradient des
Trainingsdatenfehlers L1 aus Gleichung (4.15). In den folgenden Kapiteln wer-
den in Zusammenhang mit physikalischen Nebenbedingungen jedoch auch andere
Fehlerterme definiert, die eine &hnliche Struktur haben. Daher wird hier zunéchst
eine allgemein von z abhingige Fehlerfunktion

1 P P
k=1 k=1

betrachtet, die auf den Datenpunkten {x;}{_, definiert ist. Der auf einen ein-
zelnen Punkt definierte Fehlerterm £ wird an gegebener Stelle spezifiziert. Im
allgemeinen Fall kann der zugehorige Gradient in der Form

1Pno

Sy (454)

kl]l
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geschrieben werden. Die Komponenten d, sind die partiellen Ableitungen des
Fehlerterms £ nach den transformierten Ausgangsvariablen, ausgewertet am Punkt
Xj. Auch sie werden im folgenden Verlauf der Arbeit spezifiziert und zunéchst in

der Matrix
diy ... dip

D:=|: dy : |eRw”? (4.55)
dpy -.. dop

zusammengefasst. Im Fall des Trainingsdatenfehlers £ aus Gleichung (4.15) ent-
sprechen sie gerade der Ableitung des normalisierten MSE

oL . -
dek = TTk = Zj(Xk, W) - tjk . (456)
Zj

Fir die Ableitungen 02/0w wird der klassische Backpropagation-Algorithmus
(BP) genutzt, der nachfolgend beschrieben wird. Wie eingangs erwihnt, geht
dieser fiir KNN auf die Dissertation von WERBOS [191] zurtick, wobei die Ver-
offentlichung von RUMELHART ET AL. [152] diesem Algorithmus zur heutigen
Popularitat verholfen hat.

Zu Beginn ist eine Vorwértsberechnung nach Tafel 4.3 fiir alle Datenpunkte
{x;}£_, notwendig. Dabei werden die GréBen Z, G, sowie { Y72 (G}
abgespeichert. Mit den FNN-Ergebnissen Z lassen sich, abhéngig von der Defi-
nition der £-Terme, die Fehlerfunktion (4.53) und die Matrix D berechnen. Zur
Berechnung des Gradienten wird zunéchst die einzelne Komponente

o 1 & oL, st 1 Zac, 1o
:FZ k_FZ [L—1]

8w,[ﬁ = 0t 8w7[£l] B = 9siL! :

VL, =

(4.57)

betrachtet, die mithilfe der Kettenregel und der Definition der gewichteten Sum-
me (4.18) umgeformt wurde. Der Summenindex startet bei [ = 1, da das Bias-
Neuron keine Verbindung zur vorherigen Schicht hat. Die Gradientenkomponen-
ten der Schicht L werden dquivalent zu den Gewichten in Definition (4.23) in der
Matrix

vc%ﬁj vc[f{i . vc[f;%“
vey o ovel o vl
VE[L] — :20 21 VE[L} 2 L-1 c RTLLX(”L—1+1) (458)
. ml .
velldy el vl

zusammengefasst. Die klassischen Delta-Werte, die Fehlersignale der Neuronen,
werden lber

i . 0Ly
Sl = oD (4.59)
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definiert und fiir alle Datenpunkte und Neuronen in Schicht L in der Matrix

s it
ol = s e R (4.60)
L L
ohn Ony

gruppiert. Mit diesen Definitionen lasst sich die Matrix der Gradiententerme
(4.58) fiir alle Datenpunkte kompakt mit

vl = ;5[” yl-ur (4.61)

berechnen. Die iibrigen Delta-Werte in 6% werden riickwdrts berechnet, von der
Ausgangsschicht ausgehend bis hin zur Eingangsschicht. Die Startwerte in der
Ausgangsschicht

5[n£+1}_ oLy, 0Ly, O0Zyi

np+1
= gt T 93, galmntl YA G (4.62)

mk

kénnen direkt mithilfe der Matrix D aus Definition (4.55) berechnet werden tiber
ot = G/ oD . (4.63)

Zur Herleitung der BP-Aktualisierungsvorschrift fir die Delta-Werte innerhalb
des KNN wird die neuronale Nachbarschaft eines beliebigen Neurons yl2! in Ab-

bildung 4.6 betrachtet. Die Bezeichnungen der Indizes folgen dabei dem Sinn
links, mittig und rechts.

Abbildung 4.6: Neuronale Nachbarschaft des Neurons y%] in Schicht L

Der Fehlerterm L ist tiber die gewichteten Summen s%;“] mit r = 1,...np4
indirekt von der gewichteten Summe S[T{:L abhangig:
L L+1], (L L+1] , [L
Li(sh ) = La(si ™ sk s s shi, ) (4.64)

Unter Anwendung der Kettenregel
oL, " ooL, oskt

[L]:Z

0Sin —1 8SLL+1] 88%]

SIH (4.65)
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ldsst sich mithilfe der Definition der gewichteten Summe (4.18) die Aktualisie-
rungsvorschrift

ok =4/ Z SU Y gl (4.66)

fir die Delta-Werte herleiten. Mit den Definitionen der Matrizen (4.45), (4.60)
und (4.23) ergibt sich diese Aktualisierungsvorschrift in Matrixnotation zu

S — @/l o (W[L-H]T 5[L+1}> ' (4.67)

Die Berechnung des Gradienten VL fiir alle Datenpunkte {x;}!_, ist in Tafel
4.4 zusammengefasst. Dabei werden die Terme des Gradienten VL schichtweise
iiber die Matrizen VLI € Rrex(me-1+1) aus Definition (4.58) berechnet. Viele
Optimierungsalgorithmen benétigen den Gradienten allerdings in der Vektorform
VL € R™ aus Definition (4.17). Daher ist im Anschluss an den Algorithmus eine
manuelle Umsortierung notwendig.

Vorwiirtsrechnung nach Tafel 4.3  fiir Z, G/ und Y, G/l VL
Startwerte abh. von Fehlerterm D
Ausgangsschicht ~ §"+1 =G’ oD
VLA = (1)) gt ylal”
Schleife iiber restliche Schichten for L =ny,...,1 do
S — @/l o (W [L+1]7T 5[L+1])
VLl = (1/P) sH ylE-1"
end for

Sortierung von Matrizen in Vektor VLI — VL, VL

Tafel 4.4: Riickwéirtsrechnung fiir Gradienten VL von FNN-Ausgéngen z

4.2.5 Der Fehlergradient beziiglich FNN-Ableitungen

Im Folgenden wird der Backpropagation-Algorithmus zur Berechnung eines Fehler-
gradienten VL(j(w)) beschrieben, der von den Ableitungen der KNN-Ausgénge
z nach den KNN-Eingangen x abhéngig ist. Das kann bspw. dann der Fall sein,
wenn im Rahmen der KNN-Materialmodellierung physikalische Nebenbedingun-
gen innerhalb des Trainingsprozesses eingefordert werden. Der Algorithmus geht
auf die Arbeiten von BISHOP [16] zuriick, wobei er hier in Teilen abgewandelt
wurde. Nicht immer sind alle moglichen Ableitungen z;; aus j im Fehlerterm ent-
halten. Daher ist es zweckméfBig die Indizes der Ausgangsvariablen nach denen
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der Eingangsvariablen zu sortieren. In der Menge I sind alle Indizes ¢ der Ein-
gangsvariablen x; enthalten, nach denen innerhalb des Fehlerterms mindestens
einmal abgeleitet wird. In den Mengen {J(¢)};er sind alle Indizes j enthalten,
deren Ausgangsvariablen nach x; abgeleitet werden. Der Fehlerterm L£(w) selbst
ist stark abhéngig von der jeweiligen Anwendung. Der Gradient des Fehlerterms
lasst sich allerdings stets in der Form

ZZ > fiik e (%’zﬂk’> (4.68)

ZE]I k=1j€J()

angeben. Die Komponenten f;;, hingen vom spezifischen Fehlerterm und der Va-
riablentransformation ab. Sie werden an gegebener Stelle spezifiziert und zunéachst
in den Matrizen

fill filP
Fie=| ¢ fy © |€R™P Viel (4.69)
finol e finOP

zusammengefasst. Zu Beginn ist eine Vorwartsberechnung nach Tafel 4.3 fiir alle
Datenpunkte x;, mit £ = 1, ..., P, notwendig. Dabei werden die Groflen Z, G/,
G/ und {YH}p (G {GMENT | sowie {Y'F}0n und {SI7 Y fiir alle
Indizes i € T abgespeichert. Im Anschluss kénnen die Matrizen F; aus Gleichung
(4.69) abhéngig vom definierten Fehlerterm berechnet werden. Zur Herleitung des
Algorithmus wird ausgehend von Gleichung (4.68) zunédchst die Komponente

sy s f”ka . (%’Z’f) (4.70)

zG]I k=1 jel(i)

betrachtet. Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen 6’/8w,[£l] und 0/0%; darf
getauscht werden, da die Eingangsvariablen x und w unabhéngig voneinander
sind. Unter Beachtung der gewichteten Summe (4.18) folgt die Umformung

0z
(8 i y[L]> . (4.71)

1611 k=1 jeJ(i)

Wie die Delta-Werte in Kapitel 4.2.4 werden die folgenden Variablen definiert:

92
zmk : Z fzyk Z]k (472)

L]
= 9!kl

af
Vimk = > figk ( ZJ’“>. (4.73)

Jjel(i) 83%]
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Sie konnen fir alle j € J(i) zusammengefasst werden, was die numerische Umset-
zung wesentlich effizienter macht. Daher wurden die Summen in Gleichung (4.68)
in dieser Art definiert. Mit diesen Variablen lasst sich Gleichung (4.71) zu

VL= ZZ (O virs ™+ v v ) (4.74)

zE]Ik 1

umformen. Die Variablen 62[7Ln]k und %[fn]k konnen wie die klassischen Delta-Werte
schichtweise in den Matrizen

D)
o= | s e RMP (4.75)
L L
und
M L] (L]
Yi1i N (50 =
W= 1 Al | erw? (4.76)
(L] (L]
/anLl st ’Y’LRLP

zusammengefasst werden. Mit diesen Definitionen lassen sich alle Gradiententer-
me aus Gleichung (4.74) fur Schicht L mit der Matrixoperation

1 _
- Z (51[“ Y,[zL nr + 7@ Y[L—I}T> (4.77)

i
i€l

VLl =

ermitteln.

Wie im Fall der klassischen Delta-Werte lassen sich die Variablen (5Z[mk und ”ylm]k

iiber BP-Algorithmen berechnen. Fiir die Ausgabeschicht gilt fiir die S Werte
nach Definition (4.72)

imk

st — G/ o F, (4.78)

Fiir sie ldsst sich die Aktualisierungsvorschrift von Schicht L 4+ 1 zu Schicht L
aquivalent wie die der klassischen Delta-Werte in Kapitel 4.2.4 herleiten. In Ma-
trixnotation lautet sie

1) = G o (Wi g1 (4.79)

Die Variablen %[ﬁ}k lassen sich auf dhnliche Weise berechnen. In der Ausgabe-
schicht gilt nach Definition (4.73)

A = Gl o By o sl (4.80)
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Vorwiartsrechnung nach Tafel 4.3
fiir Z, G/, G” und {YEN o {GHE e {GIIEYR
sowie {Y[ N und {S[L Vit fiar alle Indizes i € 1
Startwerte Fi, Vz el
Initialisierung VLI =0, VL =1, ... ny + 1
Schleife iiber Eingangsvariablen : € I
fori el
5[nh+1 G, oF,
,Y[nh-l—l] G// oF,;0 S[nh+1]
VLt =y oleat1] (1/P) ( 6z[nh+1] YB”JT n ’yi[nh-&-l] Y[nh]T)
for L =ny, ..., 1
JZ[L} — /g (V_V[L—H]T 5[L+1])
= @t o (Wit [L+”) +G"H o8l o (WikHIT g1
VLl = v+ (1/p) (oMY Ayl )

end for

end for
Umsortierung in den Gradientenvektor VLIX — V£, VL

Tafel 4.5: Riickwartsrechnung fiir Gradienten V.L von FNN-Ableitungen z;;

Die Aktualisierungsvorschrift fir die %[ﬁjk—Werte von Schicht L + 1 zu Schicht
L wird tber die Abhéngigkeit der gewichteten Summen aus der Idee von (4.64)
berechnet. Dadurch formt sich Definition (4.73) zunéchst zu

o O ( 9%k \ o (1), L+ Zjk 4, 1] 85% L+1

’yzm fl k < ’ )g (S UJ[ - + g (S, 7inw7[“m+ }
S| s i |
4.81
um, wobei die Definition der gewichteten Summe (4.18) und die Produktregel

verwendet wurden. Die Summen iiber j und r konnen vertauscht und die Ablei-
tungen der Aktivierungsfunktionen aus beiden Summen ausgeklammert werden.
Nach Identifikation der 5wk - und %[f; U Werte lasst sich die Aktualisierungsvor-
schrift letztlich mit
Pl nis
1 m L+1

Y =g'( Z N (e )W-k wkHIsE (4.82)

T r=1

bzw. in Matrix-Notation mit
= G o (W A1) gt o §lF o (W7 6l 1) (483

angeben. Damit sind alle notwendigen Gleichungen hergeleitet. Der vollstandige
Algorithmus zur Berechnung des Gradienten VL einer Fehlerfunktion, die parti-
elle Ableitungen enthélt, ist in Tafel 4.5 angegeben.
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4.3 Weitere KNN-Architekturen

Neben dem klassischen Feedforward-Netz aus Kapitel 4.2 existieren viele weitere
KNN-Architekturen. Diese haben sich iiber die Jahre in verschiedenen Anwen-
dungsgebieten entwickelt und sind folglich oft spezialisiert zur Losung der zu-
gehorigen Problemstellungen. Auch im Rahmen der Materialmodellierung haben
sich einige dieser vom klassischen FNN abweichenden Architekturen als prak-
tisch herausgestellt. Im Folgenden werden von diesen Architekturen zwei néher
beschrieben, mit denen dann die FNN-Ergebnisse in den numerischen Beispielen
verglichen werden.

4.3.1 Das Input Convex Neural Network (ICNN)

Das Input Conver Neural Network (ICNN) wurde im Jahr 2017 von AMOS ET
AL. [6] veroffentlicht. Von KLEIN ET AL. [103] wurde es erstmals zur Modellie-
rung polykonvexer anisotroper elastischer Materialien verwendet. Im Rahmen der
Materialmodellierung wird das ICNN iiblicherweise als klassisches FNN bezeich-
net und in Verbindung mit Sobolev-Training (vgl. CZARNECKI ET AL. [32]) be-
schrieben, welches das Training auf die Ableitungen der FNN-Ausgangsvariablen
beschreibt. Fiir eine pragmatische Unterscheidbarkeit innerhalb der Untersuchun-
gen der nachfolgenden Kapitel ist es an dieser Stelle zweckméfig, das ICNN als
eigenstandige Architektur zu bezeichnen.

Das ICNN macht es moglich die Existenz einer Verzerrungsenergiedichtefunktion
zu gewéahrleisten, ohne das diese explizit vorgegeben wird. Das macht das ICNN
gerade im Fall elastischer KNN-Materialmodellierung sehr interessant. Die folgen-
den Herleitungen und Bezeichnungen sind an die Definitionen des FNN in den
vorherigen Abschnitten angepasst. Die Eingangs- und Ausgangsvariablen (x,z)
des ICNN werden wieder transformiert zu (X, 2). Das ICNN besitzt eine beliebige
Anzahl an Zwischenschichten, allerdings nur ein Neuron in der Ausgangsschicht,
welches im Folgenden als ICNN-Neuron mit Ausgabewert ¥ bezeichnet wird. Die
gesamte Informationsverarbeitung des ICNN ist in Abbildung 4.7 dargestellt.

Die transformierten Ausgangsvariablen z des ICNN werden als Gradient

2= (W)T (4.84)

dieser Funktion W definiert. Die HESSE-Matrix von V¥ ist dadurch die transfor-
mierte JACOBI-Matrix
. 0z O*U
0 e . 4.85
i(x,w) % (4.85)
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Abbildung 4.7: Informationsverarbeitung und Topologie eines ICNN mit Direktver-

bindungen vom Eingang zu allen Zwischenschichten

Durch die Existenz des Potentials W ist j symmetrisch — und zwar per Konstruk-
tion des KNN. Die echte JAcOBI-Matrix j = SZJ?S:LT1 ist aufgrund der Trans-
formationen (4.34) allerdings nicht automatisch auch symmetrisch, ein Potential
U mit (0¥(x)/0x)T = z existiert also nicht. Dies wird im Folgenden dadurch
erzwungen, dass die Streckungsparameter s, und s,; gemittelt werden mit

_ 1 X _ 1 e

Sy = — Z Sui und 5, = — Z S - (4.86)

i =1 Mo j=1

Die Eingangs- und Ausgangsvariablen werden somit jeweils mit den gleichen Stre-
ckungsparametern s, und 5, transformiert. Die Mittelungsparameter m,,; und m.;
bleiben unabhéngig. Dieses Vorgehen hat in der praktischen Anwendung dann kei-
nen Nachteil, wenn die Wertebereiche der Eingangsvariablen alle in der gleichen
Groflenordnung liegen. Dies ist bspw. bei der Modellierung elastischen Material-
verhaltens meist der Fall. Somit existiert ein Potential

U(x) := 5,5,V (x,w) + 5,m’ % , (4.87)

dessen HESSE-Matrix )
PU 5000
o s, ok W) e

symmetrisch ist. Unter Vernachldssigung einer Daten-Normalisierung waren die-

se Uberlegungen nicht vonndten. Alternativ kénnte man die Normalisierung auch
innerhalb des Fehlerterms L1 durchfithren. Dann geht allerdings der Vorteil 4hn-
licher Gewichts-Wertebereiche verloren, vgl. Abschnitt 4.1.

Neben den klassischen gewichteten Verbindungen des FNN fithren AMOS ET
AL. [6] auch Direktverbindungen (engl. original: passthroughs) ein. Diese verbes-
sern die Flexibilitdt des ICNN, die es durch Einfordern der Konvexitat zunéchst
einbiifit, was weiter unten beschrieben wird. Ab der zweiten Zwischenschicht ldsst
sich die gewichtete Summe mit

nr—1 n;
sl = > w% yl[Lfl] +> v% 2 (4.89)
1=0 i=1



4.8  Weitere KNN-Architekturen 89

berechnen®’. Die zusitzlichen Gewichte v!*) werden in der Implementierung sinn-

gemiB hinter den Vektor der klassischen FNN-Gewichte wf™N aus Definition

(4.16) in den Vektor w aller Gewichte einsortiert

W= [WFNNT7U£21],U£22}, ...,vﬁi, Lol vﬁ], o vm}zﬂ}]T e R™ . (4.90)

< Unomy»

Innerhalb einer Schicht L konnen die zusatzlichen Gewichte in der Matrix

L] L]
Ull “ .. vlnl

VIE .= | . | e R (4.91)
L
ol

zusammengefasst werden. Die Vektoren der gewichteten Summen s!* aus Defini-
tion (4.22) lassen sich folglich angeben mit

o {W[l] 1o

L=1 (4.92)
W1 4 VIZIg [ =2 .. ny+1 .

Die zugehorigen Ableitungen nach den transformierten Eingangsvariablen sind

L _ ostt {V_VE”Z) (i-te Spalte von W) L =1 (4.93)

S — =19 _ ~ :
’ 0 A L=2 .. n,+1

IZ]

N3

Die Neuronenausgaben y!*, ihre Ableitungen y';” sowie die Ableitungen der Ak-
tivierungsfunktionen g™ und g’ werden mithilfe der angepassten gewichteten
Summen (4.92) und deren Ableitungen (4.93) sinngeméfl mit den Gleichungen

(4.25), (4.39), (4.26) und (4.27) berechnet.

Die ICNN-Vorwartsrechnung

Der ICNN-Ausgang z = fIN(x, w) lisst sich mit dem FNN-Algorithmus in Tafel
4.2 berechnen, wenn in den einzelnen Gleichungen die modifizierten gewichteten
Summen (4.92) und deren Ableitungen (4.93) verwendet werden. Dabei gilt fiir
die Indizes i € I = {1,...,n;}. Fir die Ausgangstransformation ist zu beachten,
dass es sich hier um den direkten Ausgang des ICNN handelt und nicht um die
Ableitung des FNN. Daher gilt, anders als in Tafel 4.2 geschrieben,
oV

i — Tz Sz Ai = Mz Sy o - 4.94

Zi =My + 5,2, =my + 5 9% (4.94)
Alternativ kann auch die direkte Formel (4.33) verwendet werden, wobei hier
ebenfalls auf die korrekte Transformation zu achten ist.

40Tn AMOS ET AL. [6] werden die Gewichte WU als Passthrough-Gewichte VIl definiert.
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Die ICNN-Jacobi-Matrix

Zur Berechnung der transformierten ICNN-JAcOBI-Matrix j(x,w) werden die
zweifachen Ableitungen von ¥ nach den Eingangsvariablen X beno6tigt. Die zweifa-
che Ableitung eines beliebigen Neuronen-Ausgangs y!2 innerhalb des ICNN lisst
sich mit den Ableitungen der gewichteten Summen s% ; aus Gleichung (4.93) mit

w %y, (L L) (L) ] 405
YUm K m =g (Sm )Sm zsm] ( Z wmlyl i ) ( : )
berechnen. Fiir die erste Zwischenschicht gilt ymzj =g’ (sm)win]zwln]j, und fir die

Ausgangsschicht muss Gleichung (4.95) mit y,, = ¥ und g, angewendet werden.
Eine kompakte Vektor-Matrix-Notation kann hergeleitet werden, wenn zunéchst
1 konstant angenommen wird. Dadurch wird eine Zeile _] y der transformierten

[ ]

JACOBI-Matrix j berechnet. Die zweifachen Ableitungen 4. werden dann in der

m,ij
Matrix
(L] (L]
Y1,i1 e 1,in;
Y= 0 H | e Ruxm (4.96)
L L

(L]

zusammengefasst. Sie ist nicht zu verwechseln mit der Matrix Y’i
(4.47), welche die einfachen Ableitung nach #; fir alle Datenpunkte beinhaltet.
Hier wird die JACOBI-Matrix nur fiir einen Datenpunkt berechnet. In der ersten

aus Definition

Zwischenschicht gilt
Y= (@ e1m)o 1 @ Wi, o Wil (4.97)

mit dem Vektor 1™ bestehend aus m Einsen, vgl. Definition (4.31), und der
Bezeichnung WE}}%) fiir die m-te Zeile von WU, In den Zwischenschichten gilt
mit der Definition (4.93) und der Matrix

Y = [, gl e Rrexm (4.98)
die Gleichung
Y = (g & 1) o (WIHFE1) 4 VIH) o (Wiglt) | Vi) g 17)
+ (g™ @1m) o (WYL (4.99)
Dabei kann die Matrix Y[} mit Gleichung
Y/ — <g/[L] ® 1) o (V‘V[L}YI[L%] + V[L]) (4.100)

in den Schichten vorwarts aktualisiert werden. In der Ausgabeschicht L = n; + 1
muss dementsprechend die Aktivierungsfunktion g, verwendet werden. Es bietet
sich an, die Vorwértsrechnungen fiir z und j zu verkniipfen, da fiir j auch die
ersten Ableitungen benotigt werden. Dies ist in Tafel 4.6 dargestellt.
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Eingangstransformation X = S;'(x — m,)

Initialisierung (Eingangsschicht und erste Zwischenschicht)

y[O] = [_1>&T]T
sl = Witlylo
yl = [-1 Q(Sm) I

gl = ¢(s!) und g’ = ¢"(sl")
Y/m — (g/[L] ® 1nl) o W 1]
Schleife iiber die Eingangsvariablen i = 1,...,n;
fori=1,...,n; do
Yl = (g o WiT,) @ 17) o W
for L=2,...,n, do
sl = WL ylL-1 4 vIE
yH = [=1, g(s™)T]"
g/[L] ol g/(S[L]) und g//[L} * g//<S[L})
Y £ (gl @ 1m) o (WIEYIL—1 4 v/IL)
Y[fl — (gnm ® 1nz~) o (V’V[L]Y/[Lfl] + V[L})
oW+ vty @1m) + (g @ 1) o (WHYY)
end for
st Z Wi 1] yloal 4 vlnt1]
9o = go(s™+1) und g7 = gi(s™*1)
7= (g 1) o (V_V[nwl]\?/[nh] + Vi t1)T
j( )= (gﬂlm) o (W[nh+1]Y'[nh] + V[nh+1])
O((W[nh—‘rl]y’[?h] + Ugvz?h-l-l])lm)T L (ggl"i)T . (W["h‘*‘l]YgLM)
end for
Ausgangstransformation
z=m,+ S,z
j=s.js;!

Tafel 4.6: Vorwirtsrechnung fiir ICNN-Ausgang z = fI°™(x, w) und die Ja-
COBI-Matrix j(x,w). Die mit * markierten Operationen sind von der duBeren
Schleife unabhéngig und kénnen prinzipiell ausgelagert werden.

Der ICNN-Fehlergradient

Da der transformierte ICNN-Ausgang z = \ifx ein Gradient ist, muss flr alle
transformierten Trainingsdaten (Xy, Ek), k =1, ..., Pr der Trainingsdatenfehler

1 201 2 (00(xy, 1\
ZﬁTk_—Z Z( axaf )—t0k> (4.101)
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minimiert werden, und nicht jener aus Gleichung (4.53). Der zugehorige Gradient

Lo SN OLgy, O (00
VLr( — 4.102

i Tozlkzl oV, 8""(3%) 0
hat die gleiche Form wie der von Abschnitt 4.2.5, mit i € I = {1,...,n,}, J = {1}

und den Vorfaktoren A
ov N
e = ((;Z“ ™) (4.103)
die in die Matrix (4.69) eingesetzt werden konnen. Der in Abschnitt 4.2.5 beschrie-
bene Algorithmus ist somit uneingeschrankt fiir den Fehlergradient des ICNN

anwendbar.

Konvexitat der Potentialfunktion

Je nach Anwendungsfall kann es zweckméafig sein, die Konvexitat der Funktion
0 beziiglich der transformierten Eingangsvariablen x zu fordern. Dadurch ist die
Funktion ¥(x) auch konvex (s. u.). Dies motiviert schliefilich den Namen ICNN.
Dazu werden die Eigenschaften a) und b) konvexer Funktionen aus Abschnitt
3.3.5 im Folgenden auf das ICNN tibertragen. Der Ausgangswert des letzten Neu-
rons ist eine verkettete Funktion W(g,(x)) mit

nn -1
¥ (%) = go ( wlid 4 Z fnlyfmn =12y 4 Zvnh] ) . (4.104)
i=1
U ist genau dann konvex, wenn die Aktivierungsfunktion g, monoton wachsend
ist, die Funktionen y™ (%) selbst konvex sind und fiir die Gewichte w > 0

gilt. Eine lineare Transformation mittels Bias-Wert &ndert die Eigenschaften der
Konvexitdt nicht. Diese Argumentationskette lasst sich bis zur Eingangsschicht
weiterfiihren, sodass insgesamt die folgenden Bedingungen fiir die Konvexitéit von
U (%) erfiillt sein miissen:

1. Alle Aktivierungsfunktionen g(s) und g¢,(s) miissen monoton wachsend und
konvex in s sein.

2. Die Gewichte ab der zweiten Zwischenschicht (W, ..., W»+1) miissen
nichtnegativ sein.

(L (L ]

Fir die Bias-Gewichte w,), ] und die Gewichte der Direktverbindungen v,,; gel-

ten keine Emschrankungen , da lineare und konstante Funktionen immer konvex

41Fiir das polykonvexe Materialmodell aus Abschnitt 5.2.4 miissen allerdings weitere Restrik-
tionen beriicksichtigt werden.
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sind. Das ist auch der Grund, wieso die linearen Transformationen (4.7) und (4.8)
nichts an der Konvexitét dandern: ist W(%) konvex, dann auch W(x) aus Definiti-

n (4.87) — wenn die Transformationen wie beschrieben gemittelt werden. AMOS
ET AL. [6] erkldren ausdricklich, dass diese Einschrdnkungen ohne die zusatzli-
chen Direktverbindungen zu stark waren und die Generalisierbarkeit des ICNN
reduzieren wiirden. Wahrend sich die Bedingung an die Aktivierungsfunktionen
leicht durch die Wahl der SoftPlus-Funktion aus Abbildung 4.5 erfiillen lésst, ist
die Bedingung positiver Gewichte dagegen nicht ohne Weiteres zu lésen. Dazu
werden in dieser Arbeit die betroffenen Gewichte modifiziert. Mit

) _ Loty Owy _ 1)
Wy = i(wml> >0  und pall = W, (4.105)
werden nicht die Gewichte w% der gewichteten Summe direkt, sondern ihre Er-

zeugergewichte wiﬁ} € R trainiert und in den Vektor der Freiheitsgrade w einge-

pflegt. Mit der Definition (4.105) ist die Nichtnegativitét der w[ ] garantiert. Im
Gradienten V£ muss unter Beachtung der Kettenregel demzufolge nachdifferen-
ziert werden.

oL _ 0L L

m_ 0L _
Vi = 50 = g O

(4.106)
Das Einfordern der Konvexitit motiviert die Bezeichnung des ICNN. Dies ist aller-
dings nicht in allen Anwendungsfillen erstrebenswert. Im Rahmen dieser Arbeit
wird die Konvexitdat des Ausgangs des ICNN-Neurons nur zur Einforderung der
Polykonvexitatsbedingung nach Abschnitt 3.3.5 genutzt. Die Definition der Aus-
gangsgrofien als Ableitung einer Potentialfunktion wiederum ist ofter praktisch
im Rahmen der KNN-Materialmodellierung. Wird die Konvexitiat im Folgenden
nicht eingefordert, so wird es in dieser Arbeit als NCNN bezeichnet, um die Nahe
zur Ursprungsarchitektur zu wahren.

4.3.2 Das mehrschichtige rekurrente Elman-Netz

Im Gegensatz zum FNN und ICNN kénnen rekurrente neuronale Netze (RNN)
auch Verbindungen zwischen Neuronen der gleichen Schicht oder Verbindungen
zu Neuronen einer vorherigen Schicht beriicksichtigen. Im Folgenden wird nur die
erstgenannte Art betrachtet. Um solche Verbindungen zur gleichen Schicht zu
ermoglichen, muss den Neuronenausgaben y%t) eine Zeitvariable ¢ hinzugefiigt
werden. Dadurch ist das RNN in der Lage, zeitliche Abhingigkeiten in Daten-
sitzen zu identifizieren. Daher kann diese KNN-Architektur im Zusammenhang
mit der Modellierung geschichtsabhéngigen Materialverhaltens genutzt werden.
Dabei gibt es eine Vielzahl verschiedener RNN-Architekturen. Im Rahmen dieser

Arbeit wird ausschliefSlich das mehrschichtige ELMAN-RNN verwendet, das auf
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ELMAN [41] im Jahr 1990 zuriickgeht. Sie werden im Folgenden mit RNN be-
zeichnet. Eine Beispiel-Topologie ist in Abbildung 4.8 dargestellt. Dabei ist jedes

(L]
@ yl( ) |

L
ZL’ni(t) e yr[Lj(t—l) . ’ e an(t)
y"L(t)
X(t) —> X(1) RNN - Z() —> Z()

Abbildung 4.8: Riickkopplungen in einer Zwischenschicht eines RNN. Die FNN-Ver-
bindungen sind nicht gezeichnet.

Neuron y[ g ¢ einer Zwischenschicht zum Zeitpunkt ¢ zusatzlich zu allen Neuronen
der gleichen Schicht zum Zeitpunkt t — 1 verbunden®?. Die zugehorigen Gewichte
werden im Folgenden mit u bezelchnet Die gewichtete Summe

L (L1 L
s ] Z whri yl - Zumh yf[L(l 1) (4.107)

enthalt neben dem FNN-Term auch die Anteile aus der Riickkopplung. Die zu-
satzlichen Gewichte u[ | werden sinngemaf hinter den Vektor der FNN-Gewichte
wi™N aus Definition (4.16) in den Vektor w aller Gewichte einsortiert

W= [WFNNT u[fl],u[f;, . u[llr]n,. .,uﬂnl, . u[lzl],. .,u%ﬂhjnnh]T e R™ . (4.108)

Innerhalb einer Schicht L kénnen die zusatzlichen Gewichte in der Matrix
(L] (L]

ull DY ulnL

o= : .. | eRuwM™ (4.109)
L
uf o ulH

zusammengefasst werden. Die nun zeitabhéangigen Vektoren der gewichteten Sum-

men SEg aus Definition (4.22) lassen sich folglich mit

5 =Wy oyl (4.110)

42In diesem Zusammenhang wird auch von Kontextneuronen gesprochen, in denen der Zu-
stand des letzten Zeitschritts abgespeichert ist.
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angeben. Die Neuronenausgaben ohne Bias ygfj = g(sg) werden fiir jeden Zeit-

punkt ¢ mit der Aktivierungsfunktion g(s) berechnet, vgl. Definition (4.25). Die
Ableitungen der gewichteten Summen s%) werden fiir jeden Zeitpunkt ¢ wei-
ter mit Gleichung (4.38) ermittelt, da beim Ableiten von Gleichung (4.110) der

rekurrente Anteil wegféllt, mit

oviL]
Yo _ g (4.111)
aX(t)
Die Ableitungen der Neuronenausgaben y%) konnen analog zum FNN berechnet

und im Vektor yff(]t) zusammengefasst werden, vgl. Definition (4.39).

Die RNN-Vorwiartsrechnung
Im Kontext des RNN sind die Eingangsvektoren x;) Teil einer Zeitreihe

X = {X(l);-n,X(t),---,X(r)} (4.112)

und miissen in der richtigen Reihenfolge an das RNN iibergeben werden. Am
Anfang der Berechnung werden die Zustédnde aller Zwischenneuronen zu null in-

itialisiert. Diese gehen tiber die gewichtete Summe (4.110) in die erste Vorwarts-
rechnung z ;) = £HNN(

y,[,fgl) gehen wiederum in die nachste Vorwéartsrechnung Z(

X(1), W) ein. Die in dieser Berechnung ermittelten Zusténde
)y = fRNN<X(2),W) ein,
usw. Dieser Prozess wird so lange durchgefiihrt, bis der letzte Vektor x(;y ver-

wendet wurde. Die somit entstandene Zeitreihe

Z:{Z(l),...,Z(t),...,Z(T)} (4.113)

ist die Antwort des RNN auf die gegebene Zeitreihe X. Aus diesen Griinden ist
es sinnvoll, anstatt der FNN-Definition (4.1) die Abbildungsvorschrift

Z = FN(x w) (4.114)

fiir das RNN zu verwenden*®. Eine einzelne Vorwértsberechnung zum Zeitpunkt ¢
lasst sich mit dem Algorithmus aus Tafel 4.1 berechnen, wenn fiir die gewichtete
Summe nicht die FNN-Gleichung (4.24) verwendet wird, sondern die RNN-Glei-
chung (4.110). Die Zustdnde der Zwischenneuronen y[(il) miissen dabei geeignet

zwischengespeichert und berticksichtigt werden.

Die RNN-Jacobi-Matrix
Zu jedem Zeitpunkt ¢ kann die RNN-JACOBI-Matrix

s aZ X 7W N — N XN
Ji (X, W) = (t)a((t)) =S.ju S, ! € R (4.115)
X(1)

43 Es sei noch einmal hervorgehoben, dass die Gewichte w fiir alle Zeitschritte konstant sind.
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schichtweise Abhéngigkeit

zeitliche Abhéngigkeit

Abbildung 4.9: Ein in der Zeit aufgeklapptes RNN mit einem Zwischenneuron und
jeweils einer Eingangs- und Ausgangsvariablen zur Verdeutlichung der Informations-

verarbeitung

berechnet werden, die ebenfalls von den Zwischenzustinden }7%]_

Durch die Unabhéngigkeit der aufeinanderfolgenden Eingangsvariablen aus Glei-
chung (4.111) kann zur Berechnung der RNN-JACOBI-Matrix ju) der FNN-AI-
gorithmus aus Tafel 4.2 oder die kompakte Gleichung (4.33) verwendet werden.

1 abhangig ist.

Dabei muss die korrekte gewichtete Summe (4.110) benutzt werden.

Der RNN-Fehlergradient: der BP-Trough-Time-Algorithmus

Durch die temporale Abhéngigkeit wird im Folgenden der Trainingsdatenfehler

1PT1T'< 1 Pr1 e 2
X lw=p 25 Z( )~ fore) (4.116)
Pri= o Pr = Tk 121 2

definiert, wobei die gegebenen Trainingsdaten in Pr geordneten Zeitreihen
T ={T:} = {{ X, Tr}} k=1,.., Pr (4.117)

nach den Definitionen (4.112) und (4.113) gegeben sind. Bei der Berechnung der
Gradiententerme muss neben den Abhéngigkeiten zwischen aufeinanderfolgenden
Schichten auch die Abhédngigkeit aufeinanderfolgender Zeitschritte beachtet wer-
den. Dazu wird im Folgenden der BPTT-Algorithmus (engl.: Backpropagation
through time) beschrieben, welcher von WERBOS [192] im Jahr 1988 vorgestellt
wurde. Zum besseren Verstandnis ist es zweckméflig, die Informationsverarbei-
tung eines einfachen RNN in einer aufgeklappten Darstellung zu betrachten, siehe
Abbildung 4.9. In die Definition der zeitabhéngigen Delta-Werte
(L] 1 8£k

o = — 4.118
mk(t) Th asmk(t) ( )
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wird hier die Anzahl der Zeitschritte der Zeitreihe X}, eingepflegt. Daraus folgt
die Aktualisierungsvorschrift fiir beide Gewichtskategorien zu

oL 1 & [L] (L—1]

2ull PTkZZcS lk(t) und (4.119)
1t

oL

ZZW Uity - (4.120)

81% T p=1t=1
Die Startwerte fiir den BPTT-Algorithmus

np+1] 1 np+1 8£kt 1 np+1 A~ 7
G e G A CICU DR AU IR CR BN
J

konnen fiir alle Zeitschritte parallel berechnet werden, da in den Ausgangsschich-
ten keine rekurrenten Verbindungen definiert sind. Die Aktualisierungsvorschrift

L [L+1] L I
67[7%1]c(t) g mlc(t) Z 5rk;(t) [L+1] + Z (ﬂbl]t“ [ ]] (4.122)

wird durch Berticksichtigung der Abhéngigkeiten in Zeit- und Schichtrichtung
hergeleitet, vgl. Abbildung 4.9. Die Ausfithrung geschieht riickwérts, sowohl fiir
die Schichten, als auch fiir die Zeitpunkte. Dadurch ist ersichtlich, dass die Fehler-
rickfiihrung mindestens zwei (nicht parallelisierbare) Schleifen benétigt, eine tiber
die Schichten (vgl. Tafel 4.4) und eine iiber die Zeitschritte. Die auf die einzelnen
Datenpunkte x; bezogenen RNN-Groflen lassen sich folglich nicht pro Zeitreihe
in einer Vektor-Matrix-Notation zusammenfassen. Daher wird im Folgenden der
Algorithmus so abgewandelt, dass die voneinander unabhéngigen Zeitreihen in
die Felder einsortiert werden.

Die Ableitungen der Aktivierungsfunktionen g (s Kt ) die Delta-Werte 6, L ] p und

die Neuronenausgaben yin;c(t) werden fiir einen Zeitpunkt ¢ in

Gl = g, g (s, g (s )] € RrXPr (4.123)
0ty - Oip

dly) = M, 8 | eRmT und (4.124)
5}31 U R

Y = [y50 o Vi s Vi) € ROEADXFr (4.125)

zusammengefasst, wobei G » sinngemaf fiir die letzte Schicht L = nj,+1 und alle
Zeitpunkte gilt. Die Vorwartsberechnung kann fiir alle Zeitreihen parallel durch-
gefiihrt werden. Dabei ist es fir die folgenden Ausfithrungen unerheblich, ob die
Zeitreihen verschiedene Langen 7, haben. Die fiir alle Zeitreihen maximale Lange
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wird mit 7, bezeichnet. Fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢t < 7, und fiir Schicht
L < ny + 1 lasst sich die Aktualisierungsvorschrift (4.122) kompakt schreiben
iber

(t) (t+1)
Durch die Definition der zeitabhédngigen Fehlermatrix

(1 0Ly 1 0LpwT

T 821 o TP 821
Dy = : 1 9w : € RmoxPr (4.127)
® - Tk 023 '

1 0Ly 1 9Lpry

LT1 82% p 02% J

JEL)l G[L] (W[L+1]T5([f)+1]+U[L]T5[L] ) (4.126)

konnen die Initialwerte fiir alle Zeitpunkte parallel mit
np+1
S =Dy 0 Gl (4.128)

berechnet werden. Wenn zum Zeitpunkt ¢ eine Zeitreihe X) keine Daten mehr
vorweisen kann, sind die zugehorigen Spalteneintrage null. Die Gradientenkom-
ponenten werden fiir die Gewichte W in Vﬁ%] aus Definition (4.58) und sinnge-
méaB fiir U in VE[UL ] zusammengefasst und zu Beginn des Algorithmus genullt.
Uber die Gleichungen

1 _
v = Vel + oy (4.129)

T

L _ it
vl = vl +—5(t) o

(4.130)

werden sie aktualisiert. Der zugehorige Algorithmus ist in Tafel 4.7 skizziert. Die
Vorwartsrechnung kann dabei auch fiir alle Zeitreihen parallel erfolgen.

Eine Alternative zum BPTT-Algorithmus ist der RTRL-Algorithmus (engl.: Real
Time Recurrent Learning), vgl. ROBINSON und FALLSIDE [150] oder WILLIAMS
und ZIPSER [195]. Er ist darauf ausgelegt, den Gradienten simultan zur Vor-
wartsberechnung zu berechnen. Der Speicherbedartf ist geringer als beim BPTT-
Algorithmus, allerdings sind mehr Rechenoperationen notwendig. Der RTRL-
Algorithmus wird im Rahmen der Arbeit nicht verwendet.

Weitere RNN-Architekturen und das Problem der Langzeiteffekte

Das hier ausfiihrlich beschriebe ELMAN-RNN kann als flexiblere Version der JOR-
DAN- und HOPFIELD-RNNs gesehen werden. Ersteres wurde im Jahr 1986 von
JORDAN [93] vorgestellt und besitzt ausschlieBlich rekurrente Verbindungen von
der Ausgangsschicht zur ersten Zwischenschicht. Das im Jahr 1982 von Hop-
FIELD [83] vorgestellte RNN besitzt nur eine Schicht, welche gleichzeitig als Ein-
gangs- und Ausgangsschicht fungiert. Alle diese RNN-Architekturen leiden am
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Vorwirtsrechnung 2, = FRNN( X W) k =1,..., Pr sowie
Gl Gy und Y[V, t
Fehlerterme D), V?
Initialisierung VL) = 0 und VLY = 0 VL
Ausgangsschicht fort=1,. Tm do
6[nh+1] O G’ o
np np np np]T
VL[W’ = vdw’ @1/ Ppsg Ty
end for
Schichtschleife  for L =ny,...,1 do
L] _ /IL] N [L+1]7T [L+1]
8y = Gy © (W57 )
L L L
vy = vy + (1/Prs / Y- )}
L L L
Ve = vdU] (1/PT)6[ ] yur
fort=7,—1,...,1do
L L T o[L+1] T
5[ ] G[ ] ( WIL+1 6t) +UL] 6t+1))
L L Llx/L—1
vc[w] = vc[w] +(1/Pp)ely iy
L L LI~/LL
v = vy v (1/PT>5gt)]Y[t1 )
end for
end for
Umsortierung VE%,}, Vﬁ%l — VL, VL

Tafel 4.7: Riickwartsrechnung fiir den RNN-Fehlergradienten VL

Phéanomen des explodierenden oder verschwindenden Gradienten. Durch die mul-
tiplikative Operation in Gleichung (4.126) werden die Gewichte so oft miteinan-
der multipliziert, wie es Zeitschritte in der Zeitreihe gibt. Dies kann zu einem
der genannten Probleme fiithren, abhangig vom Wertebereich der Gewichte. Bei
Nutzung von Trainingsverfahren hoéherer Ordnung stellt dies durch die Linien-
suchmethoden zumindest aus numerischer Sicht zunéchst kein mafigebliches Pro-
blem dar. Eine alternative Losungsstrategie sieht vor die Aktualisierungsschleifen
(4.129) und (4.130) frithzeitig abzubrechen. Dies ist als Gradient Clipping be-
kannt. Dadurch sind jedoch Verfahren hoherer Ordnung nicht mehr brauchbar.
Die Gradienten VL sind dadurch nicht mehr exakt. Im Rahmen stochastischer
Optimierungsverfahren stellt dies allerdings nur ein untergeordnetes Problem dar.
Moderne RNN-Architekturen wie das LSTM-Netzwerk (engl.: Long Short Term
Memory) wurden entwickelt**, um dieses Problem zu umgehen, vgl. HOCHREI-

44 Tm Jahr 1991 hat SEPP HOCHREITER in seiner Diplomarbeit an der TU Miinchen das
Problem der verschwindenden Gradienten untersucht. Vier Jahre spéter veroffentlichte er mit
seinem Betreuer JURGEN SCHMIDHUBER die erste Arbeit zum LSTM.
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TER und SCHMIDHUBER [80]. Auf sie wird im Rahmen dieser Arbeit nicht wei-
ter eingegangen. Allerdings sind sie fiir die Materialmodellierung auerordentlich
vielversprechend, da sie Kurz- und Langzeiteffekte erlernen kénnen, ohne an dem
genannten Problem zu leiden.

4.4 Trainingsalgorithmen fiir KNN

In diesem Abschnitt wird die iterative Losung des nichtlinearen Minimierungs-
problems (4.4) beschrieben. Dabei ist es im Folgenden unerheblich, mit welcher

KNN-Architektur und mit welchen Termen die zu minimierende Fehlerfunktion
L(w) und ihr Gradient V.L(w) berechnet werden.

Zu Beginn des Trainings sind die Gewichte wq zu initialisieren. Hierzu werden
normalverteilte, von der Anzahl der Neuronen abhingige Zufallszahlen

Wirlo ~ N(O, ! ) (4.131)
nr—1

genutzt (ng = n;), auf welche die Parameter des Tangens hyperbolicus (vgl. Ab-

bildung 4.4) angepasst sind*>. Dadurch liegen die gewichteten Summen zu Beginn

moglichst im dynamischen Bereich und nicht in den Plateaubereichen, vgl. auch

Le CuN ET AL. [110]. Im Laufe des Trainings werden die Gewichte tiber

Wyl =W, +a,d, (4.132)

aktualisiert, mit der Schrittweite o, und der Schrittrichtung d,,. Deren Spezifi-
zierung wird vom jeweiligen Trainingsverfahren festgelegt. Dazu folgen zunéchst
mehrere Definitionen: Ein Intervall innerhalb des Trainingsprozesses, in dem die
Menge aller Trainingsdaten T = {(xy, t;)}.2, genutzt wird, heit Epoche. Ein
Offtine-Training liegt vor, wenn die Gewichtsaktualisierung (4.132) innerhalb der
Epoche ein einziges Mal durchgefiihrt wird — unter Verwendung aller Trainingsda-
ten. Der zugehorige Gradient ist in diesem Fall der exakte Gradient des Optimie-
rungsproblems (4.4); die Verfahren werden als Gradientenverfahren bezeichnet.
Erfolgt die Berechnung des Gradienten und folglich die Gewichtsaktualisierung
fir jedes Datenpaar einzeln, wird von Online-Training gesprochen. Ein Batch-
Training liegt vor, wenn die Trainingsdaten T' zuféllig in np disjunkte Unter-
mengen 7' = T3 U Ty U ... UT,, aufgeteilt werden, mit bspw. Pg = [Pr/ng]
Datenpaaren {(xy, t;)}52,. Dabei rundet die Operation [e] auf die néchste ganze
Zahl auf. Die Differenz zur Gesamtanzahl Pr wird durch das letzte Batch kom-

45 Der dynamische Bereich der SoftPlus-Funktion ist gréSer, wodurch auch fiir diese Akti-
vierungsfunktion die Initialisierung (4.131) angemessen ist.
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pensiert?®. Die Aktualisierung wird fiir jedes Batch durchgefiihrt. Bei Batch- und
Online-Training wird von stochastischen Gradientenverfahren gesprochen.

4.4.1 Das Adam-Optimierungsverfahren

Der Adam-Optimierer (engl.: Adaptive moment estimation) wurde im Jahr 2015
von KINGMA und BA [100] vorgestellt. Dieser Algorithmus ist ein Vertreter der
stochastischen Gradientenverfahren. Die Grundidee liegt in der Betrachtung des
Fehlers £ und dessen Gradienten VL als stochastische Funktionen: Nicht £, son-
dern der Erwartungswert E(£) wird minimiert. Die Schrittrichtung

d, = —-E(VL), 0 /E(VLo VL), (4.133)

ist definiert als der negative Erwartungswert des Gradienten, normiert mit der
Wurzel des Erwartungswerts des quadrierten Gradienten?”. Die mit @ gekenn-
zeichnete Division wird komponentenweise ausgefiithrt. Beide (unbekannten) Er-
wartungswerte werden im Aktualisierungsschritt n iiber ihre exponentiell geglét-
teten Mittelwerte

E(VL),~m, = m, 1+ (1-75)VL, (4.134)
E(VLoVL), = v, =02V, 1+ (1 —=F)(VL,oVL,) (4.135)

abgeschétzt. Dies motiviert letztlich den Namen des Algorithmus. Mit V£, wird
VL(w,) abgekiirzt. Die Parameter $; € [0,1) und fy € [0,1) miissen neben
der festen Schrittweite o vom Benutzer gewahlt werden und steuern die Stérke
der exponentiellen Gléattung. Die Vektoren m_; und v_; werden jeweils zu null
initialisiert. Gerade zu Beginn des Trainings erhalten die Vektoren m, und v,
dadurch eine starke Tendenz zu 0. Daher werden die Mittel (4.134) und (4.135)
korrigiert, was letztlich zu einer Anpassung der Schrittweite
(1-53)
ap =« 1= 5 (4.136)

fihrt. Damit folgt die Aktualisierungsvorschrift
Wpi1 = Wy, — @y, @ (/v + €1™) | (4.137)

wobei auf jede Komponente von ,/v,, eine kleine Zahl 0 < € < 1 addiert wird,
um nicht ggf. durch null zu teilen. Der gesamte Algorithmus inklusive Batch-
Management ist in Tafel 4.8 gegeben. In den Beispielen werden die Parameter fiir

46 Durch die Aufrundung kénnen insgesamt weniger Batches berechnet werden, als zuvor
definiert. Dies kann jedoch algorithmisch leicht abgefangen werden — falls gewtinscht.

47 Diese Normierung wird auch in anderen Trainingsverfahren (Rprop, RMSProp) genutzt.
Grundsétzlich basiert die Idee darauf, nicht die absoluten Werte, sondern nur die Vorzeichen
der Gradientenkomponenten zur Gewichtsaktualisierung zu nutzen (z/vz2 = sign(z)).
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Wahl Parameter « >0,0;€[0,1),5,€[0,1),0<é<1,ng>1
Initialisierung wo, m_;1=0,v_;=0,¢epo=0,n=0

Training  while (kein Abbruch) do

T=T
forb=1,...np do
Batch-Management P = min (|T|, [P/ng])
T, = {(Xk, tk)}kpzl C T zufalhg, T < T \ T,
Adam lokal L,, VL, bzgl. Batch T, (KNN)

m, = fym, s + (1 - B1)VL,
Vi, = Bavy_1+ (1 —B2)(VL, 0 VL,)
= /(1 — B3)/(1 - B)
Wil = Wy, — @y, @ (\/V, + €1™)
Update-Zahler n<n+1
end for
epo < epo + 1
end while

Tafel 4.8: Adam-Optimierer mit Batch-Management innerhalb der Epochen

das Adam-Verfahren stets nach Tabelle 4.1 gewdhlt, vgl. KINGMA und BA [100].

Schrittweite | Mittelung m | Mittelung v | Numerik | Anzahl Batches

a B Ba € np

0001 | 09 | 099 [ 1078 100

Tabelle 4.1: Parameterwahl fiir den Adam-Optimierer

4.4.2 Das Quasi-Newton Optimierungsverfahren

Verfahren wie der Adam-Optimierer werden heutzutage héufig genutzt, da sie
wenig Speicherplatz benotigen und durch die stochastische Komponente weniger
stark durch lokale Minima gefidhrdet sind. In Anwendungsgebieten wie Bild- oder
Spracherkennung, bei denen Millionen von Gewichten optimiert werden miissen,
wiegen diese Vorteile schwer. Im Rahmen der Materialmodellierung sind die Netze
allerdings kleiner und die zu optimierenden Fehlerfunktionen glatter. Auflerdem
sind die Anforderungen an die lokale Genauigkeit der Approximation wesent-
lich hoher, da durch die zu berechnende Materialtangente auch die Ableitungen
des KNN gut approximiert sein miissen. Daher ist die Anwendung sogenannter
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Verfahren héherer Ordnung hier wesentlich interessanter, wiahrend sie in ande-
ren Anwendungsgebieten schon langst keine Beriicksichtigung mehr finden. Das
Quasi-NEWTON-Verfahren (QN) hat sich dazu in vielen numerischen Untersu-
chungen des Autors als besonders geeignet herausgestellt. Es stellt einen guten
Kompromiss zwischen Genauigkeit und Effizienz dar. Ausfiihrliche Grundlagen
sind bspw. in GEIGER und KANzZOW [56] zu finden. Weitere Verfahren héherer
Ordnung zum Training von KNN sind bspw. das CG-Verfahren (vgl. JOHANS-
SON ET AL. [91]) sowie das LEVENBERG-MARQUARDT-Verfahren (vgl. HAGAN
und MENHAJ [69]). Vgl. auch SHEPHERD [157] fiir eine allgemeine Ubersicht zu
Verfahren héherer Ordnung im Rahmen des KNN-Trainings.

Das QN-Verfahren ist ein Offline-Verfahren mit ng = 1 und Pg = P. Der Fehler
L,, und sein Gradient VL, werden innerhalb der Epoche n = epo stets mit allen
Trainingsdaten berechnet. Grundsétzlich basiert das Verfahren auf der Idee, in
der Aktualisierungsvorschrift des klassischen NEWTON-Verfahrens

Wit = Wo +and, = w, —a, (VL) VL, (4.138)

die exakte HESSE-Matrix V2£,, = V2£(w,,) durch eine Approximation H,, zu er-
setzen. Eine effizientere Abwandlung approximiert direkt die Inverse der HESSE-
Matrix, mit B, := H_ !, sodass lokal weder eine Invertierung durchgefithrt noch
ein lineares Gleichungssystem gelost werden muss. Somit gilt fiir die Schrittrich-
tung

d,=-B,VL, . (4.139)

Wird By = I initialisiert, entspricht die erste Suchrichtung dem negativen Gradi-
enten und somit der Richtung des lokal steilsten Abstiegs. In jeder Epoche wird
nach Aktualisierung der Gewichte die neue Approximation B,,1(B,,, ...) berech-
net. Die zugehorige Formel muss die sogenannte (inverse) QN-Gleichung

Bn+1 (V£n+1 - Vﬁn) = Wpi1 — W, (4140)

erfilllen. Sie garantiert u. a. lokale super-lineare Konvergenz, sieche GEIGER und
KANzOW [56]. Dies ist gerade bei der Materialmodellierung ein groler Vorteil
gegeniiber dem Adam-Verfahren, und zwar aufgrund der oben genannten hohen
Genauigkeitsanforderungen. Aus der Fiille der in der Literatur zur Verfiigung
stehenden Moglichkeiten wird in dieser Arbeit auf die inverse BFGS-Formel*®

(s —B,y)s’ +s(s—B,y)! (s—B,y) yss”

BEISS — B, — 4.141
n+1 + yTS (yTS)2 ( )

48 BFGS steht fiir die Mathematiker BROYDEN [24], FLETCHER [45], GOLDFARB [63] und
SHANNO [155], die diese Methode unabhingig voneinander publiziert haben. Fiir weitere Details,
vgl. GEIGER und KANZOw [56].
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zuriickgegriffen, mit den Abkiirzungen s :=w,; —w, und y :=VL,,; —VL,.
Zur Korrektur etwaiger numerischer Fehlerakkumulationen wird empfohlen, das
QN-Training bspw. alle n,, Epochen neu zu starten, indem B wieder zur Ein-
heitsmatrix I initialisiert wird.

e

n+1 =W, + andn

Wa

W1

Abbildung 4.10: Prinzip der Liniensuche in einem dreidimensionalen Raum w € R?

Die Schrittweite «,, wird nicht fest vorgegeben, sondern durch eine inexakte Li-
niensuche (LS) bestimmt, deren Prinzip in Abbildung 4.10 dargestellt ist. Sie ist
inexakt, weil nicht das exakte Minimum

Oppin = arg m>i£1£(wn + ad,,) (4.142)

auf der durch w, und d,, aufgespannten Linie gesucht wird, sondern eine Lo-
sung «,, welche den Funktionswert mindestens reduziert und dabei gewisse Ei-
genschaften erfiillt. Dazu muss die Fehlerfunktion £(w) und ihr Gradient V.L(w)
gef. mehrmals in einer Epoche berechnet werden. Eine ezakte Liniensuche, welche
das echte Minimum sucht, ware iiberdies numerisch zu aufwendig. In Verbindung
mit dem QN-Verfahren wird eine Liniensuche entweder mit der ARMIJO-Regel
oder mit der WOLFE-POWELL-Regel durchgefiihrt. Letztere hat in Verbindung
mit dem QN-Verfahren den Vorteil, dass sie die positive Definitheit der einzelnen
B,, und damit die Losbarkeit des linearen Gleichungssystems (4.138) garantiert.
Die ArRM1JO-Regel ist allerdings stabiler, erlaubt kleinere Schrittweiten und eig-
net sich daher bspw. gut fiir die erste Epoche, in der es je nach Zusammensetzung
der £(w)-Terme zu numerischen Problemen kommen kann. Daher wird in dieser
Arbeit der in Tafel 4.9 beschriebene QN-Algorithmus verwendet, welcher die ge-
nannten Liniensuchen gestaffelt einsetzt. Auch die WP-LS wird in eine ,scharfe’
und eine ,schnelle’ Einstellung unterteilt. Die Parameter der jeweiligen Liniensu-
chen sind in Tabelle 4.2 gegeben. Beide Liniensuch-Strategien sind im Anhang C
zusammengefasst.



4.4 Trainingsalgorithmen fir KNN 105

Initialisierung  epo=n =0, wg, Bo =1, Ly = (wy), VL = V(wy)
Training  ARMIJO-LS nach Tafel C.1 — «y
w; = wy — qpBoV L
B (By, ...) mit BEFGS-Formel (4.141)
while (kein Abbruch) do
Gestaffelte LS schnelle WOLFE-POWELL-LS-1
if (LS-1 erfolgreich) then — «,
else scharfe WL-LS-2
if (LS-2 erfolgreich) then — «,
else
B,, = I (interner Neustart)
scharfe WL-LS-3
if (LS-3 erfolgreich) then — «,
else STOP Training
end if
end if
end if
Gewichts-Update W1 =W, —a,B, VL,
Neustart if (mod(n + 1,n,) = 0) then
B,1=1
else
B,.1(B,,...) mit BFGS-Formel (4.141)
end if
n<n-+1
end while

Tafel 4.9: QN-Optimierer mit gestaffelter Liniensuche (LS)

Liniensuche ‘ o ‘ p ‘ B ‘ imaz ‘ o ‘ T ‘ 1 ‘
LS-WP schnell | 10702 | — | 10 | 5 | 0,1 | 0,2
LS-WP scharf | 107*{ 0,2 | — | 100 | 1.5 | 0,01 | 0,25
Armijo scharf | 107 | — [ 05| 30* | — | - -

Tabelle 4.2: Parameterwahl fiir die Liniensuchen innerhalb des QN-Optimierers. *Bei

mehr als 30 Iterationen ist o, < ay,—1-1071 und das Training wird damit abgebrochen.

4.4.3 Abbruchkriterien fiir das Training

Die zu optimierende Fehlerfunktion £ ist nichtlinear, nichtkonvex und besitzt
viele lokale Minima, wodurch die Berechnung des exakten globalen Minimums
Wmin 1. d. R. nicht moglich ist. Demzufolge werden Kriterien definiert, zu wel-
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chem Zeitpunkt der Trainingsprozess abgebrochen wird und welche Gewichte w
schlieflich als dessen Ergebnis hervorgehen. Neben der Menge der Trainingsdaten
T = {(xp, tx) 12, werden zusétzliche Datenpaare V := {(xy, t;,) }£Y, vorgehalten,
mit denen in jeder Epoche epo der Validierungsfehler

1 Py no
L3 = \l By Z Z (zo(xk, Wepo) — tok)Q (4.143)

k=1o0=1

ermittelt wird. Als Fehlerfunktion wird dazu der RMSE (engl.: Root Mean Squared
Error) genutzt, um korrekte Einheiten zu gewéhrleisten. Damit ist ein direkter
Vergleich zum Trainingsdatenfehler iiber v/2L; moglich, vgl. dessen Definition
(4.15). Da die Datenpunkte aus V' nicht zum Training verwendet werden, ist Ly
ein brauchbares Mafl zur Beurteilung der Generalisierungsfahigkeit des KNN —
geeigneter als der Trainingsdatenfehler L7 selbst. Darauf aufbauend werden die
folgenden drei Kriterien definiert, die mit den Parametern 59, §"¢ und epomqs
eingestellt werden kénnen:

1. Ein absolutes Kriterium fir die aktuelle Epoche epo: Abbruch, wenn im
Vergleich zum Wertebereich der Trainingsdaten ein kleiner Fehler vorliegt.

6abs Pr ne

S It (4.144)

k=1 j=1

ﬁ?}m S £abs —
PT Mo

2. Ein relatives Kriterium fir die aktuelle Epoche epo > 500: Abbruch, wenn
sich im Intervall I, := [[,/epo ], epo] keine signifikanten Anderungen mehr
ergeben haben.

|
6 5. Lf (1+|L|—2m)
| |(|1e] + 1)

57’6[
||

=L} < max{ > Ly, E“l/bs} (4.145)

mel.

Die Formel fiir £i stammt aus einer linearen Regression. Dabei ist |I.| die
Anzahl der Elemente in der Menge der Epochen I..

3. Die maximale Anzahl an Epochen ist erreicht: epo = epo,,qq.-

Die Parameter 0, 6" und epo,,., werden bei den Untersuchungen jeweils ange-
geben. Ist eine dieser Bedingungen erfiillt, wird das Training abgebrochen. Die-
jenigen Gewichte w, die wahrend des gesamten Trainingsprozesses zum kleinsten
Validierungsfehler £ fiihren, werden abgespeichert.

Héaufig wird in der Literatur neben der Validierung auch ein abschlieender Test
empfohlen, um das KNN mit solchen Daten zu bestatigen, die weder zum Training
noch zu dessen Abbruch genutzt wurden. Diese Tests konnen im Rahmen der
KNN-Materialmodellierung mit Materialpunkt-Versuchen durchgefithrt werden.
Sie sind in Bezug auf den Nutzen als Materialmodell aussagekraftiger als der
Fehler bzgl. einzelner Testdaten.



4.5 KNN-Training als restringiertes Optimierungsproblem 107

4.5 KNN-Training als restringiertes Optimierungsproblem

Im Rahmen des KNN-Trainings wird klassischerweise der Trainingsdatenfehler
L1 nach Definition (4.15) als zu minimierende Zielfunktion definiert. Dabei er-
halt das KNN alle Informationen einzig iiber die Menge der Trainingsdatenpaare
{(xk, tx)}1.L,. Unterliegen diesen Datenpaaren physikalische Eigenschaften, miis-
sen sie implizit erlernt werden®®. Falls die Trainingsdaten jedoch — im Vergleich zur
Komplexitédt der zu erlernenden Aufgabe — nur in geringer Zahl vorhanden sind
oder starken Streuungen unterliegen, so kann dies nicht funktionieren; der Trai-
ningsprozess ist moglicherweise nicht wohl definiert und kann scheitern. In vielen
Anwendungsgebieten ist iiber das Verhalten der gegebenen Datenpaare mehr be-
kannt als nur die Werte ihrer Eingangs- und Ausgangsvariablen. Im Rahmen der
Materialmodellierung sind dies bspw. physikalische Eigenschaften, die dem Ma-
terialverhalten a priori zugesprochen werden kénnen. Daher kann es zweckméfig
sein, die Minimierung des Trainingsdatenfehlers als ein restringiertes Optimie-
rungsproblem
wren]lgllw Lop(w) u. d. N. hi(w) =0,i=1,..,ng

g;(w) <0,5=1,...,n (4.146)

zu definieren, mit u. d. N. als Abkiirzung fiir unter der Nebenbedingung. Die ex-
akte Losung, welche die Nebenbedingungen erfiillt, wird im Folgenden mit w,,;,
bezeichnet. Die im Allgemeinen nichtlinearen Gleichheits- und Ungleichheits-Ne-
benbedingungen beschranken den Losungsraum fiir die Gewichte w. Sie werden
im Folgenden allgemein mit NB abgekiirzt. Grundlagen zur restringierten Op-
timierung konnen bspw. in GEIGER und KANZOW [57] nachgelesen werden. Sie
werden im Folgenden kurz skizziert. Sind alle beteiligten Funktionen stetig diffe-
renzierbar, kann die LAGRANGE-Funktion

Lr(w, A p) :=Lr(W) + s hi(w) + > Aj g:(w)
=Lr(w) + " h(w) + Xg(w)

definiert werden, mit den unbekannten Vektoren g = [y, ..., ftn,,]7 und X =
Aty Ap,]T der sog. LAGRANGE-Multiplikatoren sowie der Vektoren der Ne-
benbedingungen h(w) = [h1(W), ..., by, (W)]T und g(w) = [91(W), ..., gn,, (W)]".
Ein Punkt (w*, A*, u*), der die KARUSH-KUHN-TUCKER-Bedingungen

VwLlr =0

VL, =h=0 (4.148)

A>0 Val,=g<0 XTg=0

49Tn Abschnitt 7.2 wird gezeigt werden, dass diese Annahme nicht immer der Fall ist.
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erfiillt, wird KKT-Punkt genannt®. Ein solcher KKT-Punkt existiert, wenn ge-
wisse Regularitatsvoraussetzungen erfiillt sind. Eine davon ist bspw. die lineare
Unabhéangigkeit aller Gradienten Vh;(w*) und Vg;(w*) (fir g;(w*) = 0). Dies
wird LICQ (engl.: Linear Independence Constraint Qualification) genannt. Diese
Voraussetzungen sind i. d. R. fiir allgemein nichtlineare Optimierungsprobleme
schwer zu beweisen. Ferner stellen die KKT-Bedingungen (4.148) nur eine not-
wendige Bedingungen fiir das Minimum w,,;,, dar. Zusétzlich muss auch ein hin-
reichendes Kriterium erfillt sein. Das ist in diesem Fall die positive Definitheit
der Hessematrix V2L (w*) innerhalb eines von den Nebenbedingungen abhén-

51 gsind diese

gigen Tangentialkegels an w*. Fiir nichtkonvexe Problemstellungen
Bedingungen zur Bestimmung eines exakten Minimums w,,;,, welches die Neben-

bedingungen h = 0 und g < 0 exakt erfiillt, ebenfalls schwer zu beweisen.

Die Nebenbedingungen im Rahmen des KNN-Trainings exakt einzufordern, ist
von vornherein nicht sinnvoll. Das iterative Trainingsverfahren wird in der Néhe
eines lokalen Minimums des Optimierungsproblems (4.149) abgebrochen, auf Ba-
sis der Kriterien aus Abschnitt 4.4.3. Daher konnen die Nebenbedingungen von
vorneherein nicht exakt erfiillt werden. Dariiber hinaus spielt bei einem KNN die
Topologie eine entscheidende Rolle, ob und vor allem wie gut das KNN einen
funktionalen Zusammenhang approximieren kdénnte, lagen unendlich viele Daten
vor. Eine ausfiihrliche Diskussion dariiber ist in VAN DER SMAGT [180] zu finden.
Es wére folglich selbst mit einer exakten FEinforderung der Nebenbedingungen
nicht moglich zu gewéahrleisten, dass eine Nebenbedingung exakt erfiillt werden
kann. Im schlimmsten Fall fithrt dies dazu, dass der Trainingsdatenfehler £ nicht
mehr minimiert wird, durch Konkurrenz zu stark gewichteten Nebenbedingun-
gen. So wurden bspw. in MARQUEZ-NEILA ET AL. [124] Nebenbedingungen mit
LAGRANGE-Multiplikatoren exakt eingefordert, was gegeniiber einer inexakten
Einforderung zu einer Verschlechterung der Ergebnisse gefithrt hat.

Im Folgenden werden daher drei Methoden vorgestellt, mit denen die Nebenbedin-
gungen im Rahmen einer restringierten Optimierung im KNN-Trainingsprozess
ndherungsweise beriicksichtigt werden koénnen. Die vermeintliche mathematische
Exaktheit dieser Methoden in der Erfiilllung der Nebenbedingungen spielt dabei
im Vergleich der Verfahren untereinander eine untergeordnete Rolle.

Diese Methoden formen — dhnlich zur LAGRANGE-Funktion (4.147) — das restrin-
gierte Optimierungsproblem (4.146) zunéchst in ein dquivalentes unrestringiertes

50 Die dritte Zeile entspricht im Kontext des Prinzips der maximalen plastischen Dissipations-
leistung gerade den Be- und Entlastungsbedingungen (3.93) aus der Elastoplastizitatstheorie,
mit der Nebenbedingung F' < 0. Auf diese Beobachtung wird hier nur am Rande verwiesen.

51 Die Methode der LAGRANGE-Multiplikatoren erfreut sich im Falle konvexer Optimierung
grofer Beliebtheit, weil dort ein KKT-Punkt automatisch ein notwendiges und ein hinreichendes
Kriterium fir das Minimum w,,;,, ist.
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Optimierungsproblem

min £(w) = min (Lr(w) + Lo(w)) (4.149)

weR?w wERw
um. Im Zuge dessen muss die gesamte Fehlerfunktion £ = L1 + Lo minimiert
werden, bestehend aus dem Trainingsdatenfehler £7 und dem Fehlerterm bzgl.
der Nebenbedingungen L. Ein wichtiger Unterschied ist jedoch, dass keine zu-
siatzlichen Unbekannten A und g in der Fehlerfunktion £(w) auftreten. Daher
konnen die Trainingsalgorithmen aus Abschnitt 4.4 uneingeschrankt auch fir das
Training unter Nebenbedingungen genutzt werden. Im Folgenden wird stets nur
von einer einzelnen Gleichheits-Nebenbedingung h(w) = 0 und von einer einzel-
nen Ungleichheits-Nebenbedingung g(w) < 0 ausgegangen. Die Erweiterung auf
beliebig viele Nebenbedingungen ist durch Summation der jeweiligen Funktionen
uneingeschrankt moglich.

4.5.1 Die klassische L2-Penalty-Methode

Die klassische L2-Penalty-Methode (oder nur Penalty-Methode) definiert den zu-
sitzlichen Term Lq iiber
€

LEM (w) = 2[h<w)2 + (max (0,g(w))>2] | (4.150)

Die Funktion £5M(w) ist durch die Maximumsfunktion nur einmal stetig dif-
ferenzierbar. Dies stellt mit den vorgestellten Optimierungsalgorithmen jedoch
nur ein untergeordnetes Problem dar. Der Penalty-Parameter € > 0 steuert die
Hérte der Bestrafung. Je grofler dieser gewéhlt wird, desto starker werden die
Nebenbedingungen h; und g; gegeniiber der Fehlerfunktion L7 gewichtet.

Nur fir € — oo sind die Optimierungsprobleme (4.146) und (4.149) aquivalent,
die Nebenbedingungen exakt eingefordert und die zugehorigen Losungsvektoren
Win identisch. Ein Penalty-Parameter € < oo stellt somit immer eine Approxi-
mation dar. Auf der anderen Seite wachsen fiir € — oo die Betréige der Eigenwerte
von V2L iiber alle Schranken. Innerhalb des Optimierungsverfahrens kann dies
zu numerischen Problemen fithren. Daher ist im Allgemeinen die Wahl des Pen-
alty-Parameters stets eine Abwéigung aus Exaktheit der Nebenbedingungen und
der numerischen Umsetzbarkeit. Im Rahmen des KNN-Trainings ist dariiber hin-
aus die gewdhlte Topologie zu beriicksichtigen, was zu Beginn des Abschnitts
ausfithrlich diskutiert wurde.

L2-Regularisierung

In der KNN-Anwendung wird haufig die L2-Regularisierung
LE(w) = SlIwl[? (4.151)
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verwendet, welche nach dieser Interpretation ein Penalty-Term ist. Sie bestraft
betragsmafig grofle Gewichte und fiihrt somit letztlich zu glatteren Funktionen
fXNN Fiir diese Nebenbedingung wire die Wahl € — oo nicht zielfithrend, da
man ||w|| = 0 nicht exakt einfordern mochte. Im Rahmen einer solchen Regu-
larisierung ist der Penalty-Parameter demzufolge nur ein Wichtungsfaktor, der
problemabhéngig vom Anwender gewédhlt werden muss. Im Gegensatz dazu wére
bei physikalisch motivierten Nebenbedingungen der Grenzwert ¢ — oo grund-
satzlich erstrebenswert. Allerdings fithrt dies bei KNN mit zu wenigen Gewichten
zu einer Vernachlassigung des Trainingsdatenfehlers, sodass auch hier stets ein
Kompromiss gefunden werden muss.

4.5.2 Die exakte L1-Penalty-Methode

Es existieren Penalty-Funktionen, die fiir finite € < oo eine Aquivalenz der Opti-
mierungsprobleme (4.146) und (4.149) gewéahrleisten und damit theoretisch eine
exakte Erfiilllung der Nebenbedingungen. Eine dieser Funktionen ist die L1-Pen-
alty-Funktion

LEP (W) := ¢||h(wW)] + max (0, g(w))]| . (4.152)

Die Funktion (4.152) ist im Allgemeinen jedoch nicht mehr tiberall differenzier-
bar®?, was im Rahmen des Trainingsverfahrens zu Problemen fithren kann. Die
gestaffelte Liniensuche im QN-Verfahren aus Abschnitt 4.4.2 16st dieses Problem
innerhalb der vorliegenden Arbeit zufriedenstellend. Das Adam-Verfahren aus

Abschnitt 4.4.1 hat damit grundsétzlich keine Probleme gezeigt.

4.5.3 Die Augemented-Lagrange-Methode

Die Augmented-LAGRANGE-Methode (ALM) zahlt ebenfalls zu den Penalty-Me-
thoden. Sie erfiillt die Nebenbedingungen mathematisch exakt fiir € < co und ist
trotzdem lokal differenzierbar. Die zugehorige Funktion ist

LAE (W) = i h(W) + gh(w)2 + 21€[max (0, Am + eg(w))2 - )\m . (4.153)

Sie basiert auf der Idee, die LAGRANGE-Funktion (4.147) nicht in Bezug auf
die Originalfunktion L7(w) zu bilden, sondern bzgl. der zugehorigen Penalty-
Funktion (4.150). Die LAGRANGE-Multiplikatoren p,, und A, sind dabei keine
unabhéngigen Variablen. Sie werden tiber die HESTENS-POWELL-Vorschriften

41 = [ + € R(Wp,)
Am+1 = max (0, A, + € g(W,y,)) (4.154)

52 Die gleiche Problematik tritt auch bei der Verwendung des MAE als Datenfehlerterm auf.
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mithilfe des Penalty-Parameters e aktualisiert. Dieser fungiert somit nicht nur als
Wichtungsfaktor, sondern auch als Anderungsrate der LAGRANGE-Multiplikato-
ren. Letztere werden jeweils zu null initialisiert. In der Regel wird das Verfahren in
Form zweier verschachtelter Schleifen durchgefiihrt: Die innere Iterationsschleife
optimiert die Funktion (4.153) mit konstanten i, und A,. In der dufleren Schleife
werden die LAGRANGE-Multiplikatoren jeweils mit den gefundenen Minima w,,
aktualisiert. Man kann zeigen, dass die Werte (w,,, Ay, o) gegen einen KKT-
Punkt konvergieren.

Fir das KNN-Training sind die verschachtelten Schleifen nicht sinnvoll, weil die
exakte Losung innerhalb eines (inneren) Trainingsverfahrens ohnehin nicht gefun-
den werden kann. Daher wird die ALM hier in einer einzigen Iterationsschleife
durchgefiihrt. Die LAGRANGE-Multiplikatoren werden dabei alle n,, Epochen ak-
tualisiert. Fiir das QN-Verfahren aus Abschnitt 4.4.2 ist es dabei wichtig, dass die
Aktualisierungen (4.154) wéhrend eines Neustarts (B,, = I) durchgefithrt werden,
da sonst die BFGS-Formel (4.141) nicht mehr anwendbar ist. Dies ist bei allen
Verfahren zweiter Ordnung zu beachten.

4.5.4 Nichtlineare Zwangsbedingungen iiber ZB-Daten

Nebenbedingungen sind im Allgemeinen nicht direkt in den Gewichten w de-
finiert, wie es bspw. bei der L2-Regularisierung (4.151) der Fall ist. Besonders
physikalische Nebenbedingungen im Rahmen der Materialmodellierung sind ab-
hangig von Spannungen, Dehnungen oder Tangentenkomponenten, die mit den
Eingangs- und Ausgangsvariablen x und z sowie deren Ableitungskomponenten
0z;/0x; in Zusammenhang stehen konnen. So lasst sich bspw. die Gleichheits-
Nebenbedingung h(z(x,w)) nicht immer in eine rein von den Gewichten abhén-
gige Reprisentation umformen, da die KNN-Abbildungsvorschrift z = f¥NN(x, w)
auch von x abhéngig ist. Wollte man diese Nebenbedingungen mit der klassischen
Penalty-Methode einfordern, miisste man dies tiber das Integral

LEM = % / h(z(x, w))? dx (4.155)
R™

tun. Die Berechnung dieses Integrals im gesamten Vektorraum R™ ist allerdings
zu aufwendig und tiberdies auch nicht notwendig. Das KNN soll nur in einem, von
den Punkten {x;}.”, der Trainingsdatenpaare definierten Trainingsraum ange-
wendet werden. Die numerisch sinnvolle Berticksichtigung von Nebenbedingungen
erfordert daher die préazise Quantifizierung dieses Trainingsraums €2 C R™, um
den Fehler (4.155) iiber

LEM — % / h(z(x, w))? dx (4.156)
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definieren zu konnen. Im einfachsten Fall wére der Trainingsraum bspw. das
kleinstmogliche, alle Punkte {x;}/_, umschlieBende Hyperrechteck. Die Berech-
nung des Integrals (4.156) kann nur ndherungsweise erfolgen. Es wird mit zusétz-
lichen NB-Datenpunkten

C:= {Xk} 5 k= 1, ceey PC (4157)

als Monte-Carlo-Integration®® durchgefiihrt, iiber

LEM ~ QPCZh (x¥, w (4.158)

An dieser Stelle sei ausdriicklich hervorgehoben, dass die zusétzlichen Datenpunk-
te (4.157) keine Information tiber zugehorige Zielwerte t benotigen. Sie kénnen
folglich in beliebiger Stiickzahl innerhalb €2 generiert werden.

Fiir die Ungleichheits-Zwangsbedingung g < 0 wird die aktive Menge

I, = {k|g(x{) > 0} (4.159)

eingefithrt, welche die Indizes der Punkte enthélt, auf denen sie nicht erfillt ist.
Damit lasst sich die Maximumsfunktion in den Gleichungen (4.150) und (4.152)
ersetzen. Letztlich folgen jeweils fiir eine Gleichheits-Nebenbedingung hA(w) = 0
und eine Ungleichheits-Nebenbedingung g(w) < 0 die approximierten Fehlerfunk-
tionen der drei gegebenen Penalty-Methoden zu

£ (w) ~ 5o zh X w3 gl w)?] (4160)
P kel,
€ PC
LE(w) ~ | S w)l + 3 gl w)| (4.161)
Fe k=1 kel,
AL 1 e 2
LA W)~ 5= 3 (1 hix(, W) + Shix(, w)?)
C k=1
R ; (4.162)
C 2
+ 2P 2= (max (0, Aem + € 9(X5; ,w)) - )\km) .

Bei der ALM sind jedem Nebenbedingungs-Punkt x{ zugehérige LAGRANGE-
Multiplikatoren Ay und gy zuzuordnen, die, wie in Abschnitt 4.5.3 beschrieben,
initialisiert und in den m-Schritten aktualisiert werden miissen. Zur Darstellung

53 Normalerweise muss bei der Monte-Carlo-Integration das Volumen [Q2| noch als Faktor
hinzugefiigt werden. Hier wurde das Volumen mit dem Penalty-Parameter € vereinigt zu € =
|2]€, da zur Minimierung dieses Terms nicht der absolute Wert relevant ist.
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der zugehérigen Gradienten wird mit z. B. hy, = h(x{, w) die Abhéngigkeiten von
x¢ und w zur besseren Lesbarkeit nicht mehr angetragen. Sie lauten

. ]
€
VLEM ~ 7 > Ry, Vhe+ > gk V| (4.163)
L k=1 kel, J
o .
€ h
VLEP » " 3 |hZ| Vhi+ |§:| V.| (4.164)
L k=1 kel, J
1 r Pc Pc .
VLEn ™ Bl 2 (ttm + i) Vi + 3 max (0, Mg + €95) Vigie| - (4.165)
k=1 |

L k=1 ——— -
= Phy, = Py

Die Vorfaktoren pp, und p,, der jeweiligen NB-Gradienten Vh;, und Vg, hangen

somit von der verwendeten Penalty-Methode ab. Sie gehen — je nach Nebenbedin-

gung — in die Vorfaktoren d;; des Gradienten bzgl. KNN-Ausgéngen aus Abschnitt

4.2.4 ein oder in die Vorfaktoren f;j; des Gradienten bzgl. KNN-Ableitungen aus

Abschnitt 4.2.5.
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4.6 Die 2D-Sinc-Funktion als Prinzipbeispiel

Ziel dieses Abschnitts ist es, die KNN-Approximation im Allgemeinen und die
Handhabung der Nebenbedingungen im Speziellen anhand eines einfachen Bei-
spiels zu zeigen. Daher wird im Folgenden die Funktion des zweidimensionalen
Sinus cardinalis (Sinc)

sin (Va2 + y?)

im Bereich x,y € [—10,10] mit dem FNN aus Abschnitt 4.2 approximiert. Die
Funktion ist rotationssymmetrisch; der Gradient d f /dx zeigt stets zum Ursprung.

f(x) = f(z,y) = (4.166)

Dies kann auch durch die Symmetrieeigenschaft

. [—y

dx T

] —rfy—yfa=0 (4.167)

ausgedriickt werden. Diese Eigenschaft sowie der Graph der Sinc-Funktion (4.166)
sind in Abbildung 4.11 dargestellt.

Symmetrieeigenschaft

i
U\
//,‘N :‘\N\\ :

7 fa £l

Abbildung 4.11: Zweidimensionale Sinc-Funktion in den Intervallen z,y € [—10, 10]

(links) und grafische Darstellung der Rotationssymmetrie-Bedingung (rechts)

Der Definitionsbereich
Q= [-10,10]* = {(z,y) € R*| =10 < z,y < 10} (4.168)

ist gleichzeitig als Trainingsbereich des KNN zu verstehen. Innerhalb dieses Be-
reichs soll das KNN die gegebene Funktion approximieren. Im Folgenden wird
stets das QN-Trainingsverfahren nach Abschnitt 4.4.2 genutzt.
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4.6.1 Generierung der Trainings-, Validierungs- und NB-Punkte

Die Eingangsvariablen x; der Trainings- und Validierungsdaten sowie — falls not-
wendig — die NB-Punkte x{ werden jeweils unabhingig voneinander im Trai-
ningsraum (4.168) generiert. Dazu wird das Latin- Hypercube-Stichprobenverfah-
ren (LHS, vgl. MCKAY ET AL. [129]) genutzt, womit im Vergleich zu unabhéangig
voneinander erzeugten gleichverteilten Zufallszahlen eine gleichméfiigere Vertei-
lung der Punkte moglich ist, gerade fiir n; > 1. Zur Generierung von P Punkten
mittels LHS wird der Trainingsraum  in P = P? gleich groBe, rechtwinklige
Unterrdume unterteilt. Die Punkte {x; }1_; werden zufallsverteilt so erzeugt, dass
in jeder Zeile und in jeder Spalte jeweils nur ein Punkt liegt. Lagen alle Punkte
auf einer Diagonalen, ware die Bedingung auch erfiillt, die rdumliche Verteilung
aber nicht brauchbar. Daher wird innerhalb einer iterativen Datengenerierung
der minimale Abstand zwischen zwei Punkten maximiert. Dieses Prinzip ist oh-
ne Einschrankung auf n; > 2 Dimensionen erweiterbar. Es wird auch zur Ge-
nerierung zufélliger Datenpunkte in den nachfolgenden Kapiteln verwendet. In
Abbildung 4.12 ist eine LHS-Realisation fiir P = 100 Datenpunkte dargestellt.
Die Sinc-Funktion ist relativ sensibel bzgl. der Verfiigharkeit von Information am

10@ ° s ... ° @
3 LI I e LHS (zufillig)
or ° .:. e o/ ® immer
(] o 00
> 0 % .. @
o ° o:.
5l et 2
) ® 0.0 . D) b | .o
SETIIC PR S S
—-10 -5 0 5) 10

Abbildung 4.12: Realisation einer LHS-Datengenerierung fiir 100 Punkte x = [z, y].
Die Ecken des Trainingsraums 2 sowie die Mitte x = 0 sind stets in der Menge der

Trainingsdaten enthalten.

Ursprung x = 0. Dieser signifikante Punkt sowie die vier Eckpunkte des Trai-
ningsraums 2 werden deshalb stets gegen fiinf zufillig ausgewédhlte LHS-Punkte
ausgetauscht und sind somit Teil der Trainingsdatenpunkte.
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4.6.2 Parameterstudien und Untersuchungen zum Training

Das KNN-Training ist ein stochastischer Prozess. Durch die Gewichtsinitialisie-
rung (4.131) mit Pseudo-Zufallszahlen, die unter Umstdnden zufillige Auswahl
der Trainings-Batches sowie ggf. das Erzeugen von Datenpunkten nach Abschnitt
4.6.1 ist der Ausgang eines einzelnen KNN-Trainings allein nicht aussagekraftig.
Daher sind im Rahmen von Parameterstudien immer mehrere Trainingsdurchléu-
fe bei gleichbleibenden Trainingseinstellungen durchzufithren. Die jeweils nied-
rigsten Validierungsfehler L7 (vgl. Definition (4.143)) werden {iber nycs Trai-
ningsdurchlaufe 1 = 1, ..., nyics gemittelt zu

~Mmin 1 & min
Ly =—— > LYE, (4.169)
nMes ;4

um Trends zu identifizieren und Effekte einzelner Mafinahmen bewerten zu kon-
nen. Auf die Darstellung der zugehorigen Streuung, bspw. in Form der Stan-
dardabweichung, wird hier verzichtet. Zur Festlegung einer Parameterstudie sind
folglich fiinf Parameter zu wahlen: Die Anzahl der Trainingsdurchldufe mit kon-
stanten Einstellungen nycg, die Anzahl der zufillig erzeugten Validierungspunkte
Py sowie die drei Parameter zum Trainingsabbruch 6%°%, 6" und epo,q,. Diese
Einstellungen sind fiir alle Untersuchungen dieses Abschnitts in Tabelle 4.3 gege-
ben.

Trainingsmittel | Epochenmittel | Abs. Krit. | Rel. Krit. | Ende Training
nMcs PV (Sabs 5T€l EPOmax
20 103 1073 1073 10%

Tabelle 4.3: Statistische Parameter fiir die Untersuchungen an der Sinc-Funktion

Zur Verdeutlichung dieser intrinsischen Variabilitdt sind in Abbildung 4.13 die
Verldufe des einheitenbereinigten Trainingsfehlers /2£7 und des Validierungs-
fehlers Ly fiir 20 Trainingsdurchldufe dargestellt. Dabei wurde eine Topologie
[2-10-10-1] gewdhlt mit Pr = 200 Trainingsdatenpunkten. Wéhrend durch die
Abstiegsbedingung des QN-Verfahrens der Trainingsdatenfehler mit jeder Epo-
che epo kleiner wird, stagniert der Validierungsfehler teilweise oder steigt sogar.
Die jeweiligen minimalen Validierungsfehler £7#" konnen sich durchaus um eine
dezimale Groflenordnung unterscheiden. Einer der Trainingsdurchlaufe wurde vor
Erreichen der maximalen Anzahl an Epochen abgebrochen, wodurch das relative
Abbruchkriterium noch einmal dargestellt ist. Das absolute Abbruchkriterium,
mit hier £8%* ~ 107*, wurde in keinem der Trainingsdurchliufe erreicht.

Eine weitere wichtige Untersuchung kléart die Frage nach der ausreichenden An-
zahl an Freiheitsgraden und Datenpunkten. In Abbildung 4.14 ist links eine Studie
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T T TTTTT

Trainingsfehler Validierungsfehler

L Ll

T T TTTT0

Ll
T T TTTI

Lmn = 0,0108

—_
=
no
T T TTTTTT

Abbruch (rel.)

V2Lr bzw. Ly
=
&

T T TTTTTI]

T T TTTTTI]

—4 Ll Ll Lol Ll Lol Ll Ll L
10° 10! 102 10° 10* 10° 10 102 103 10
epo epo

Abbildung 4.13: Darstellung der intrinsischen Variabilitdt des KNN-Trainings an-
hand von 20 Durchldufen mit Topologie [2-10-10-1] und Pp = 200 Trainingspaaren

100: T T T T T Tty T T T T TIIT T T T TTT1TH
: Pr = 1000 ] - In,=10] ]
N 1 - My = 41
107 ¢ ny =151 2 2
@ z 210-10-1] | :
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Abbildung 4.14: Parameterstudien bzgl. Topologie (links) und Anzahl der Trainings-
datenpaare Pr (rechts). Jeder Marker steht fiir eine Untersuchung.

bzgl. der Netztopologie (ny: Anzahl der Zwischenschichten, n,,: Anzahl Gewichte)
und rechts eine Studie bzgl. Trainingsdaten abgebildet. Dabei sind die wechsel-
seitigen Einfliisse von vorhandenen Informationen und Freiheitsgraden gut zu
erkennen. Eine aussagekriftige Topologiestudie sollte in Abhéngigkeit der Ge-
wichtsanzahl n,, gemacht werden, wodurch sich infolge der ganzzahligen Men-
ge an Neuronen verschiedene Auswertungsstellen ergeben. Das augenscheinliche
Konvergenzverhalten hin zu L{#" ~ 10~ liegt zum einen an der festen Anzahl an
Trainingsdatenpaaren mit Pr = 1000, zum andern am absoluten Abbruchkriteri-
um. Mit beliebig vielen Trainingsdaten und Freiheitsgraden liele sich der Fehler
theoretisch bis zur Maschinengenauigkeit heruntertreiben. An der Studie zur An-
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zahl der Trainingsdatenpaare lasst sich erkennen, dass bei einer festen Topologie
ab einer gewissen Informationsschwelle keine Verbesserung mehr erzielt werden
kann, auch wenn die Menge an Trainingsdaten weiter steigt. Dieses Konvergenz-
verhalten tritt umso spéater ein, je mehr Freiheitsgrade zur Verfiigung stehen. Fiir
die folgenden Untersuchungen wird meist die Topologie [2-10-10-1] gewahlt, die
in Abbildung 4.14 gekennzeichnet ist. Aulerdem ist zu erkennen, dass fiir eine
auskonvergierte Approximation ca. Pr = 1000 Trainingspaare notwendig sind.

4.6.3 Training mit der Nebenbedingung Rotationssymmetrie

Die Symmetrieeigenschaft (4.167) wird in Form einer Gleichheits-NB im KNN-
Training berticksichtigt. Dazu wird sie in der KNN-Ausgangsgrofie z(x, w) und
deren Ableitungen formuliert. Fiir einen einzelnen NB-Punkt x{ lautet sie

by = h(x(, w) = o (%?) — g (%ﬁ) =0, (4.170)

mit der Abkiirzung 2z;, = 2(x{, w). Eingesetzt in die Gleichungen (4.160), (4.161)
oder (4.162) lasst sich die zugehorige Fehlerfunktion Le fiir eine der Penalty-
Methoden berechnen. Der NB-Gradient Vhy, = Vh(x{, w) hat unter Beriicksich-
tigung der Ableitungstransformation (4.34) die Form

c 5 c 2
xy s, 0 (0% Yk 8- 0 (0%
th B Sx2 ow <0ig> Szl ow (8‘%1 7 (4171)

mit s, = s,1, da nur eine Ausgangsvariable vorhanden ist. In Verbindung mit

den von den Penalty-Methoden abhangigen Vorfaktoren p,, in den Gradienten
(4.163) bis (4.165) lasst sich der gesamte Fehlergradient VL in der gleichen
Form schreiben, wie der allgemeine Fehlergradient (4.68) aus Abschnitt 4.2.5.
Dabei lassen sich die Vorfaktoren f;;;, aus der Matrix (4.69) tiber

C
Yk S Py
Fon = Sa1 4.172
J x,? S2 Phy i ( )
Sx2

berechnen. Weiter ist I = {1,2} und J(1) = J(2) = {1}. Die Berechnung des
Fehlergradienten VL folgt mit dem Algorithmus aus Abschnitt 4.2.5. Somit
sind alle Werkzeuge zur Verfligung gestellt, um mit einer der drei Penalty-Me-
thoden die Nebenbedingung der Rotationssymmetrie im KNN-Training zu be-
riicksichtigen. Im Folgenden werden einzelne Untersuchungen bezogen auf das
Validierungsmittel (4.169) gezeigt.

In Abbildung 4.15 ist fiir die Topologien [2-10-10-1] und [2-10-10-10-1] je eine
Studie bzgl. Penalty-Parameter ¢ und Anzahl NB-Punkten Po dargestellt. Da-
bei wurde stets die klassische L2-Penalty-Methode nach Abschnitt 4.5.1 benutzt.
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Abbildung 4.15: Parameterstudie zum Penalty-Parameter ¢ und der Anzahl von NB-
Punkten Pg, fiir np, = 2 bzw. nj, = 3 Zwischenschichten und Pr = 100 Trainingspaaren

Wie auch bzgl. der Anzahl an Trainingsdatenpaaren Pr ist ein Konvergenzver-
halten zu erkennen, welches auf die Monte-Carlo-Integration (4.158) zuriickzu-
fithren ist. Mit steigendem Penalty-Parameter € wird die Nebenbedingung gegen-
iiber dem Trainingsdatenfehler stirker gewichtet. Dies spiegelt sich bei € = 104
durch ein Verschlechtern der Ergebnisse wider. Diese Verschlechterung verschwin-
det wiederum, wenn die Anzahl der Freiheitsgrade erhoht wird (Abbildung 4.15,
rechts). Grundsétzlich ist zu beobachten, dass trotz der unzureichenden Anzahl an
Trainingsdaten eine Verbesserung der KNN-Approximationsfihigkeit um mehrere
Groflenordnungen moglich ist. Diese zentrale Erkenntnis motiviert in den folgen-
den Kapiteln die Beriicksichtigung physikalisch motivierter Nebenbedingungen
im Rahmen der KNN-Materialmodellierung.

In Abbildung 4.16 sind Studien bzgl. des Penalty-Parameters abgebildet, in wel-
chen die drei eingefithrten Penalty-Methoden fiir die Falle weniger Daten (Pr =
100) und ausreichend vieler Daten (Pr = 1000) verglichen werden. Die Topo-
logie ist stets [2-10-10-1] und die Anzahl der NB-Punkte ist mit Po = 1000
ausreichend hoch. Grundsatzlich verhalten sich alle drei Verfahren dhnlich, auch
wenn das L1-Penalty-Verfahren im Bereich hoher Penalty-Parameter wesentlich
schlechtere Ergebnisse liefert. Im Fall weniger Trainingsdaten gibt es einen grofien
Bereich, in dem durch die Nebenbedingungen eine Verbesserung erzielt werden
kann. Der Anstieg fiir e = 10* ist schon in Abbildung 4.15 beobachtet worden. Er
resultiert aus der zu geringen Anzahl an Freiheitsgraden. Diese Verschlechterung
kénnte durch eine groflere Topologie entscharft werden.

Trainingsdaten im Rahmen der Materialmodellierung kénnen nicht nur in ihrer
Anzahl gering, sondern auch nicht gleichméfig im Trainingsraum €2 verteilt sein.
Im Rahmen des Modellproblems wurden fiir die Ergebnisse in Abbildung 4.17 nur
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Abbildung 4.16: Parameterstudie zum Penalty-Parameter € und Vergleich der L2-
Penalty-Methode (PM), der L1-Penalty-Methode (EP) und der Augmented-LAGRAN-
GE-Methode (AL) fiir den Fall weniger Trainingsdaten (links) und ausreichender Trai-

ningsdaten (rechts)
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Abbildung 4.17: Graphen der KNN-Funktionen mit insgesamt Pr = 29 Trainings-
datenpaaren, die nur auf den Achsen x = 0 und y = 0 generiert sind. Links mit NB
(e =100, Pc = 1000), rechts ohne.

Pr = 29 Trainingsdatenpaare generiert, und das nur auf den Koordinatenachsen
x = 0 und y = 0. Die Topologie ist jeweils [2-10-10-10-1]. Anhand der beiden
KNN-Antworten ist der Effekt der Nebenbedingung (mit e = 100 und Pc = 1000)
eindrucksvoll zu erkennen. Trotz unzureichender Informationsgrundlage ist das
KNN in der Lage, den Verlauf der Sinc-Funktion sinnvoll wiederzugeben. Der
zugehorige Validierungsfehler ist £7%" ~ 0,01. Ohne Nebenbedingungen bricht
das Training nach kurzer Zeit ab, bei L7 ~ 0,5.
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4.6.4 Schlussfolgerungen iiber das Training mit Nebenbedingungen

Zum Abschluss dieses Kapitels werden hier die durch das Prinzipbeispiel deutlich
gemachten Erkenntnisse tiber das KNN-Training mit Nebenbedingungen (NB)
stichwortartig zusammengefasst. Die Erfahrung gelten ebenfalls bei der KNN-
Materialmodellierung mit Nebenbedingung.

e Verbesserung der Approximationsgiite: Die Einforderung von Neben-
bedingungen kann die Approximationsgiite des KNN um viele dezimale
Groflenordnungen verbessern, vor allem dann, wenn vergleichsweise wenige
Trainingsdaten vorhanden sind.

+ Konvergenz der NB-Punkte: Ab einer gewissen Anzahl an NB-Punkten
ist die Monte-Carlo-Integration (4.158) auskonvergiert, sodass keine Ver-
besserung mehr erzielt werden kann. Fine grofle Anzahl von NB-Punkten
verschlechtert das generelle Approximationsverhalten nicht grundsatzlich.

o Penalty-Methode ausreichend: Die klassische Penalty-Methode aus Ab-
schnitt 4.5.1 erzielt im Mittel die besten Ergebnisse und ist dabei numerisch
stabil. Daher werden die anderen beiden Penalty-Methoden im Folgenden
nicht weiter berticksichtigt.

o Mehr Freiheitsgrade fiir starkere NB: Wenn die NB mit einem hohen
Penalty-Parameter eingefordert werden soll, dann muss die Anzahl der Ge-
wichte erhoht werden. Dies ist insbesondere dann wichtig, wenn nur sehr
wenige und nicht gleichméflig verteilte Trainingsdaten zur Verfiigung ste-
hen.

Diese grundséatzlichen Erkenntnisse werden in den folgenden Kapiteln um spezi-
fischere Untersuchungen rund um die KNN-Materialmodellierung mit physikali-
schen Nebenbedingungen erweitert. Dazu werden bspw. neben dem Validierungs-
fehler andere Indikatoren der Approximationsgiite angewendet, wie bspw. das
Verhalten der KNN-Materialmodelle am Materialpunkt oder innerhalb der FEM.

Dartiber hinaus héatte man das KNN zur Approximation der Sinc-Funktion auch
in der einzelnen Eingangsvariable r = /22 + 32 definieren kénnen. Dadurch wére
die Rotationssymmetrie per Konstruktion des KNN erfiillt, und es wiirden weniger
Trainingsdaten sowie Freiheitsgrade bendtigt. Dies ist in der KNN-Materialmo-
dellierung allerdings nicht immer méglich und auch nicht immer zweckmafig. Auf
diese beiden Moglichkeiten der Einforderung von physikalischen Eigenschaften,
namlich schwach oder stark, wird in den nachfolgenden Kapiteln eingegangen.
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5 Modellierung von elastischem
Materialverhalten mit KINN

Aufbauend auf den grundsétzlichen Eigenschaften elastischer Materialien aus Ka-
pitel 3 und den KNN-Architekturen aus Kapitel 4 wird hier die KNN-Material-
modellierung fiir elastisches Materialverhalten beschrieben und untersucht. Dieses
zeichnet sich durch den in Gleichung (3.1) formulierten direkten funktionalen Zu-
sammenhang zwischen den Spannungen S und den Verzerrungen E aus. Jener
Zusammenhang soll nachfolgend durch ein KNN definiert werden:

B d SKNN(E)

S = SK"N(E) | Cr=—p— (5.1)

In Abschnitt 5.1 wird zunéachst die Generierung von Trainings-, Validierungs-
und NB-Punkten in den kartesischen Verzerrungskomponenten beschrieben. Das
schlieflt einen Algorithmus ein, mit dessen Hilfe numerische Materialpunkt-Ver-
suche durchgefiihrt werden konnen. Verschiedene KNN-Materialmodelle fiir elas-
tisches Materialverhalten folgen darauthin in Abschnitt 5.2. Physikalisch moti-
vierte Nebenbedingungen fiir elastisches Materialverhalten werden in Abschnitt
5.3 vorgestellt. In den Abschnitten 5.4 und 5.5 werden die beschriebenen Mo-
delle am Materialpunkt untersucht und als Materialmodelle innerhalb der FEM
angewendet. Die Erkenntnisse aus diesen Untersuchungen bereiten den Weg zur
Anwendung an echten Versuchsdaten in Kapitel 7. Innerhalb dieses Kapitels wer-
den ausschliefflich dreidimensionale Materialmodelle betrachtet. Eine Reduktion
auf bspw. den ebenen Spannungszustand ist ohne Weiteres moglich.

Ziel dieses Kapitels ist die Beschreibung grundlegender Prinzipien der KNN-
Materialmodellierung. Dazu werden einige verschiedene KNN-Materialmodelle
vorgestellt und miteinander verglichen. Dies schliet ein neuartiges Modell fiir
isotrope Materialien mit ein. Da einige dieser Modelle grundlegende physikali-
sche Eigenschaften schon a priori erfiillen, liegt der Fokus des Kapitels weniger
auf dem Vorteil der Nebenbedingungen im Allgemeinen, sondern auf dem Ver-
gleich verschiedener Herangehensweisen zur Beriicksichtigung physikalischer Ei-
genschaften. Auflerdem werden einige Herausforderungen im Zusammenhang mit
der Modellierung grofler Verzerrungen isoliert beschrieben und Losungsvorschlage
bereitgestellt.

5.1 Datengenerierung mit Datenpunkt-Materialversuchen

Fiir die Parameterstudien auf Basis analytischer Materialmodelle S = S(E) miis-
sen Trainings- bzw. Validierungsdatenpaare {(x,t)}f_; generiert werden, mit
P = Pr oder P = Py. Die Eingangsvektoren x stehen mit den Verzerrungen
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E in Zusammenhang, die Zielwerte t mit den Spannungen S. Fiir etwaige Neben-
bedingungen werden nur die Eingangsvariablen in Form der NB-Punkte {x{'}1¢,
bendtigt, ohne Berechnung zugehoriger Zielwerte. Dabei wird im Folgenden nur
die Generierung kartesischer Verzerrungs- und Spannungskomponenten Fj;; und
S;; beschrieben, aus denen ggf. im Anschluss Folgegréfien, bspw. Invarianten, und
dementsprechend die Eingangsvektoren x;, und die Zielwerte t; berechnet werden
konnen. Alle generierten Verzerrungen E miissen konsistent mit det C = J2 > 0

sein, was ggf. zu priifen ist.

Da die aktuellen Spannungen S;, elastischer Materialmodelle nur von den aktu-
ellen Verzerrungen E; abhéngen, konnen letztere unabhéangig voneinander gene-
riert werden. Dies kann bspw. durch das Latin-Hypercube-Stichprobenverfahren
(LHS) geschehen, welches in Abschnitt 4.6.1 skizziert wurde. Falls notig, wer-
den die zugehorigen Spannungsvektoren im Anschluss mithilfe des analytischen
Materialmodells Sy = S(Ey) berechnet.

5.1.1 Ein gemischt gesteuerter Materialpunkt-Versuch

Eine aus Sicht des KNN-Trainings optimale Generierung von Trainingsdaten mit-
hilfe des LHS spiegelt jedoch nicht die realen Gegebenheiten wider. In standardi-
sierten Materialversuchen werden i. d. R. spezifische Spannungs- und Dehnungs-
pfade abgetastet. Die zugehérigen Verzerrungen {Ey }£_; sind folglich nicht gleich-
mafig in einem Hyperrechteck verteilt, wie es durch LHS der Fall ware. Daher
werden nachfolgend analytische Materialpunktversuche beschrieben, mit denen
Daten in Bezug auf echte Experimente realitdtsgetreuer generiert werden kon-
nen. Dabei wird von einem beliebigen analytischen Materialmodell

_ds(B)

S=SE), mit CrB)="r". (5.2)

in reduzierter Notation ausgegangen, vgl. Abschnitt 2.1.6.

Die Verzerrungskomponenten werden in einen bekannten (vorgegebenen) Anteil
E’ € R™ und einen unbekannten Anteil E* € R™ aufgeteilt. Mit E = [E*, E¥|T
wird das Stoffgesetz (5.2) zur Berechnung der ,inneren‘ Spannungen S ausge-
wertet. Von diesem Stoffgesetz zundchst unabhéngige ,duBere’ Spannungen S =
[S*, ST werden in die gleichen Anteile zerlegt. Die zu den bekannten Verzerrun-
gen Eb zugehorigen Spannungskomponenten S® sind frei, wihrend die S*-Anteile
vorgegeben werden. Zwischen beiden Spannungsgrofien wird iiber das Residuum

YOI . E

Aquivalenz eingefordert. Dies geschieht iterativ durch das NEWTON-Verfahren.
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Vorgabe  {E'}N | und {S*}V
Startwerte  E, = [E}, E¢] und So (S8, S¥]

Lastschleife forn=1,...,N do

1 =0, E© = E, 1, S(O) = Sn—l

E'® = E!, "0 =Sy

SO = S(E©) und CIV(E©) (ggf. KNN)

RO — S0 _ ()

NEWTON- while ||[RY|| > TOL do
Schleife AE®0) = (Cu))=1(guli) — §ul)

ASHE) — Cfpu(i) AE®() 4+ §b() _ §b(0)
Eu(i+1) Ev () 4 AEu(z (i+1) [Eb Eu(i-i—l)]
Sb(i+1 Sb (%) + Asb(z S (i+1) _ [Sb (i4+1) Su]
S+ = S(EGHY) und c;“ (E(HD) (ggf. KNN)
R(H—l) — S (i+1) S(z—i—l
1 1+1

end while

E! = E*O E, = [E’, EY|

end for

Tafel 5.1: Ein Algorithmus fiir einen numerischen Materialpunkt-Versuch

Die zugehorige, allgemein linearisierte Gleichung

St —8' | [CR Ci] [AE AS?
i Qu ub un ul Sul| — 0 <54)
st —§u| T lcw cul |AE AS

kann durch die vorgeschlagene gemischte Steuerung mit AE? = 0 und AS* = 0

L[R]:R+AR:l

in zwei Schritten gelost werden. Zunéchst werden die Verzerrungsinkremente
AE" = —(C¥)~'R™ (5.5)
und anschlieBend die Spannungsinkremente
AS’ = CH*AE" + R” . (5.6)

Mit diesen Gleichungen lasst sich ein numerischer Versuch am Materialpunkt
durchfiihren, dessen Algorithmus in Tafel 5.1 gegeben ist. Ausgehend von den
Startwerten Eq = [E}, E“] und Sy = [S8,SY¥] = Sy werden die bekannten Verzer-
rungskomponenten {E%}N_ und die bekannten Spannungskomponenten {S}_,
fiir jeden Lastschritt n = 1, ..., N vorgegeben. Pro Schritt werden die unbekannten
GroBen EY und S° mithilfe der Gleichungen (5.5) und (5.6) iiber das NEWTON-
Verfahren berechnet.
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Das Resultat eines solchen numerischen Materialpunkt-Versuchs sind kartesische
Verzerrungs- und Spannungskomponenten, die als sortierter Pfad

P = {(Eo,So), (E1,S1), ..., (B, ), ooy (Ev, Sn)} (5.7)

die Grundlage zur Berechnung der KNN-Trainings- und Validierungsdatenpaare
{(x1,tx)}1_; sein kénnen. Die Sortierung wird allerdings erst im Fall von ge-
schichtsabhangigen Materialverhalten relevant. Algorithmus 5.1 ist ebenfalls fir
KNN-Materialmodelle geeignet, welche wie in Definition (5.2) die Spannungen S
und die Materialtangente Cr berechnen, vgl. Definition (5.1).

5.1.2 Anreicherung der Trainingsdaten

Falls materielle Symmetrien bekannt sind, konnen gegebene kartesische Daten-
paare {(E,S;)}i_, unter Ausnutzung der zugehodrigen Symmetriebedingungen
angereichert werden. Dies wird auch als Data Augmentation bezeichnet. Es ist
vor allem dann sinnvoll, wenn die Daten in begrenzter Zahl vorliegen, wie bspw.
bei realen Experimenten, oder in Féllen bei denen die Generierung solcher Daten
viel Zeit in Anspruch nimmt, wie bspw. auf Basis numerischer Homogenisierung.
Dazu wird die zugehorige Symmetriebedingung (3.37) ausgenutzt. Gegeben sei
ein Datenpaar (E,Sy) in Matrixnotation, sowie die Transformationsmatrix Q
von einer Symmetrieklasse wie aus Abschnitt 3.2.3. Dann ist

(E;,Sp) = (Q"E.Q,Q"S:Q) (5.8)

ein neues Datenpaar, welches zum Training oder zur Validierung des KNN ver-
wendet werden kann. Diese Umformung basiert auf der Eigenschaft aus Gleichung

(3.39).

Im Fall von Isotropie konnen die Matrizen Q zufillig in der SO(3)-Gruppe gene-
riert werden. Bei transversaler Isotropie missen sie nach Definition (3.41) erzeugt
werden, mit fester materieller Achse w™. Fiir orthotropes Materialverhalten kon-
nen maximal drei Spiegelungsmatrizen genutzt werden, vgl. Definition (3.40).
Welche materielle Symmetrie als Annahme fiir das zu modellierende Material
gliltig ist, muss jeweils vom Anwender bestimmt werden. Dabei kénnen u. a. die
Mikrostruktur und der Herstellprozess herangezogen werden.

Falls die materielle Objektivitdt durch die Wahl anderer Verzerrungs- und Span-
nungsmaifle nicht explizit erfiillt ist, kann die beschriebene Anreicherung der Trai-
ningsdaten auch zur Rotation der Ortsvektoren der Momentankonfiguration ge-
nutzt werden. Dies wurde bspw. von LEFIK und SCHREFLER [112] durchgefiihrt.
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5.2 KNN-Materialmodelle fiir elastisches
Materialverhalten (KINN-E)

Die Spezifikation eines KNN-Materialmodells erfolgt mafigeblich durch die Defi-
nition der Eingangs- und Ausgangsvariablen x und z. Dies muss in solcher Weise
erfolgen, dass die zugehorige Abbildungsvorschrift z = f*"N(x, w) eine Funktion
darstellt. Im Fall elastischen Materialverhaltens ist das durch die Zuweisung von
Verzerrungs- und Spannungsgréfen zum Ein- und Ausgang i. d. R. erfiillt®. Als
KNN-Architekturen fiir elastisches Materialverhalten eignen sich das FNN aus
Abschnitt 4.2 und das ICNN bzw. NCNN aus Abschnitt 4.3.1.

Die Wahl der Eingangs- und Ausgangsvariablen bestimmt und limitiert gleichzei-
tig die Anwendungsmoglichkeiten eines KNN-Materialmodells. In den Abschnit-
ten 5.2.1 und 5.2.2 werden jeweils alle unabhéangigen Verzerrungs- und Spannungs-
komponenten verwendet. Dadurch ist Materialverhalten mit beliebiger Anisotro-
pie abbildbar. Durch die Wahl von Invarianten als Eingangs- und Ausgangsva-
riablen sind die KNN-Materialmodelle der Abschnitte 5.2.3 und 5.2.4 nur fir
isotropes Materialverhalten giiltig.

Alle folgenden Modelle basieren auf Spannungs- und Verzerrungsgrofien und sind
somit nur zur Beschreibung von Kérpern 1. Grades® giiltig. Dariiber hinaus sind
die folgenden physikalischen Prinzipien a priori erfiillt, vgl. Abschnitt 3.2.

o Massen- und Impulserhaltung: Durch die zu lésenden Gleichungen bzgl.
der Referenzkonfiguration erfiillt.

e Drehimpulserhaltung: Durch Berticksichtigung von maximal sechs un-
abhiingigen Spannungskomponenten (S = ST) erfiillt.

o Materielle Objektivitiat: Durch die Wahl rein auf der Referenzkonfigu-
ration definierter Spannungs- und Verzerrungsmafle erfillt.

Die Konsistenz zum ersten und zweiten Hauptsatz der Thermodynamik, vgl. 3.2.1,
ist nicht ohne Weiteres gegeben. Sie wird an gegebener Stelle thematisiert. Fer-
ner sind die Stabilitédtsbedingungen der Polykonvexitiat nach Abschnitt 3.3.5 nicht
automatisch erfiillt, konnen aber durch spezielle Wahl der Eingangs- und Aus-
gangsvariablen sowie der ICNN-Architektur erzwungen werden.

54Tm Fall inkompressiblen Materialverhaltens muss der hydrostatische Druck gesondert be-
trachtet werden, vgl. Abschnitt 5.2.5.

55 Eine Erweiterung auf andere Kontinuumstheorien wire durchaus méglich, wenn in den Ein-
und Ausgangsvariablen dementsprechend Verzerrungs- und Spannungsmafle hoherer Ordnung
beriicksichtigt wiirden.
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5.2.1 Anisotropes KNN-Materialmodell FNN-E-Ani

Im einfachsten Fall werden alle Verzerrungs- und Spannungskomponenten direkt
als Eingangs- und Ausgangsvariablen des klassischen FNN definiert. Die Ein-
gangsvariablen

x:=EcR° (5.9)

sind die sechs unabhingigen Verzerrungskomponenten. Die Spannungen S werden
folglich direkt als KNN-Ausgangsvektor

z:=ScR° (5.10)

berechnet. Die Materialtangente
JENN IS(E, w)
OE

ist die JAcoBI-Matrix der KNN-Funktion (5.10) und kann durch die in Abschnitt
4.2.2 gegebenen Algorithmen fiir das FNN berechnet werden. Dieses Standard-
Modell wurde bspw. von LEFIK ET AL. [111] verwendet.

Cr= # CL (5.11)

Mit diesem KNN-Materialmodell ist beliebiges anisotropes elastisches Materi-
alverhalten abbildbar, da alle moglichen unabhangigen Verzerrungskomponen-
ten berticksichtigt werden. Die Materialtangente (5.11) ist im Allgemeinen nicht
symmetrisch. Daher ist die Existenz einer freien Energiedichte W(E) und folglich
Energieerhaltung als Forderung des 1. Hauptsatzes der Thermodynamik nicht
gewéhrleistet.

5.2.2 Anisotropes KNN-Materialmodell NCNN-E-Ani

Die Eingangs- und Ausgangsvariablen werden wie im vorausgegangenen Abschnitt
durch die Gleichungen (5.9) und (5.10) definiert. Statt des FNN wird allerdings
das ICNN aus Abschnitt 4.3.1 eingesetzt, ohne Einforderung der Konvexitéit von
U(E). Dies stiinde im Widerspruch zu physikalischen Anforderungen an das Ma-
terialgesetz (vgl. Abschnitt 3.3.5) und ist daher nicht zweckmafBig. Deshalb wird
diese KNN-Architektur im Rahmen der vorliegenden Arbeit als NCNN bezeich-
net. Die Direktverbindungen werden nicht benétigt.

Nach Gleichung (4.87) existiert das Potential

S = SKYN(E) = Ng’w) ., mit V=SE. (5.12)

Somit erfiillt das KNN-Materialmodell NCNN-E-Ani die CLAUSIUS-PLANCK-Un-
gleichung (3.25) und ist per Konstruktion energieerhaltend. Fiir die Tangente

0*w

Cr =95

(5.13)
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miissen die zweifachen Ableitungen des KNN-Ausgangs nach den Eingangsva-
riablen berechnet werden. Dies ist aufwendig, aber analytisch moglich und wird
im Algorithmus von Tafel 4.6 beschrieben. Dieses Modell funktioniert in Verbin-
dung mit SOBOLEV-Training, vgl. CZARNECKI ET AL. [32] und wurde bspw. von
VLASSIS ET AL. [181] verwendet.

Dieses KNN-Materialmodell ist konsistent mit den Hauptsatzen der Thermody-
namik und erfiillt daher alle physikalischen Anforderungen, die zu Beginn von
Abschnitt 3.2 aufgelistet wurden. Die Forderung der Polykonvexitat ist jedoch
nicht erfiillt.

5.2.3 Isotropes KNIN-Materialmodell FNN-E-Iso

Fiir isotrope Materialgesetze besteht ein funktionaler Zusammenhang zwischen
den Invarianten der Verzerrungen und denjenigen der Spannungen. Die Model-
lierung eines solchen Zusammenhangs ist i. d. R. einfacher, als die Abbildung
der letzten beiden KNN-Materialmodelle. Dadurch kann die Menge notiger Trai-
ningsdaten stark reduziert werden. Ziel dieses Abschnitts ist es daher, ein KNN-
Materialmodell in diesen reduzierten Eingangs- und Ausgangsgréfien zu formu-
lieren. Als Verzerrungsmafl wird der Rechts-CAUCHY-GREEN-Tensor C genutzt,
da dessen Invarianten leichter zu handhaben und physikalisch interpretierbarer
sind. Das nachfolgend formulierte elastische KNN-Materialmodell ist nach bestem
Wissen des Autors so noch nicht in der Literatur veroffentlicht worden.

Durch entsprechende Umrechnung der Verzerrungen C und Spannungen S in ih-
re Invarianten konnte ein KNN problemlos dazu trainiert werden, diesen Zusam-
menhang zu approximieren. Die Herausforderung liegt in der Formulierung des
zugehorigen KNN-Materialmodells, welches die kartesischen Spannungen S und
die zugehorige kartesische Materialtangente Cr berechnen muss. Dabei konnen
die folgenden Probleme auftreten:

o Bei direkter Formulierung in den Hauptinvarianten mittels FNN, z. B.
Ic Il IIlc|—[Is IIs Il

geht die Information der kartesischen Basis verloren. Nach Berechnung der
Invarianten des Spannungstensors S mittels KNN ware demzufolge eine Be-
rechnung der Hauptspannungen {S,}3_, sowie der Eigenvektoren {n,}3_,
von C notig, um unter Ausnutzung der Koaxialitit von C und S iiber
die spektrale Zerlegung (3.12) die kartesischen Spannungen S zu berech-
nen. Dies ist prinzipiell moglich. In der Nahe mehrfacher Hauptspannungen
(S, &~ Sp) konnen durch die Approximationsfehler des KNN allerdings nega-
tive Wurzelargumente und daher komplexe Zahlen auftreten, die ,héndisch’
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behoben werden miissten. Dartiber hinaus muss bei der Berechnung der
Materialtangente Cr die Ableitung des Spannungstensors S nach seinen
Invarianten gebildet werden, was nach Auffassung des Autors nur mit der
Pseudoinversen nach MOORE [134] und PENROSE [143] moglich ist. Aus
den genannten Griinden wird diese Moglichkeit hier nicht weiterverfolgt.

o Ebenfalls denkbar ist eine direkte Formulierung
2 =8 S S,

3

mit den Eigenwerten {\2}3_; von C und den Hauptspannungen {S,}3_,,

den Eigenwerten von S. Die erste Problematik ist die fehlende natiirliche
Sortierung von Eigenwerten, was bspw. mit der Festlegung S; < Sy < S5
und A\? < A2 < A2 behoben werden kénnte. Die Berechnung der kartesi-
schen Spannungen S erfolgt tiber die spektrale Zerlegung (3.12), fir welche
die Eigenvektoren von C verwendet werden kénnen. Auch hier liegt die
Problematik in der Berechnung der Materialtangente Cr, und zwar im Fall
mehrfacher Eigenwerte. An diesen Stellen ist die iibergeordnete Tensorfunk-
tion S(C) nur noch in Richtung der mehrfachen Eigenwerte differenzierbar,
jedoch nicht mehr allgemein. MAGNUS [123] hat dieses Problem anschaulich
dargestellt. Die fiir analytische Materialmodelle angewendete Grenzwertbil-
dung nach DE L’HOSPITAL, vgl. Gleichung (3.58), ist beim KNN nicht mog-

lich, da durch dessen Approximationsfehler der Grenzwert lin}\ Sy = S,
b Aa

nicht eingehalten ist. Dadurch zeigt dieses Materialmodell im Bereich mehr-
facher Eigenwerte schlechte Konvergenzeigenschaften®®, vor allem innerhalb
der FEM. Daher wird dieser Weg hier ebenfalls nicht weiterverfolgt.

Zur erfolgreichen Formulierung eines in den quadratischen Hauptstreckungen
{22}3_, und den Hauptspannungen {S,}3_, definierten KNN-Materialmodells
wird das nach RIVLIN und ERICKSEN [149] benannte Représentationstheorem fir
isotrope Tensorfunktionen herangezogen, vgl. auch TRUESDELL und NOLL [175].
Formuliert in den 2. P1oLA-KIRCHHOFF’schen Spannungen S und dem Rechts-
CAucHY-GREEN-Tensor C, lautet es

S:OéoI—f-OélC+OZQC2, (514)

mit den von den Hauptinvarianten I¢, [Ic und I1lc abhangigen Koeffizienten
g, @1 und as und dem Einheitstensor 2. Stufe I. Das Quadrat von C lasst sich
mithilfe des CAYLEY-HAMILTON-Theorems iiber

C2:—HCI+[CC+[IICC_1 (515)

56 AuBerhalb dieser kritischen Stellen verhilt sich das KNN-Materialmodell exzellent. Da die
in Versuchen gefahrenen Dehnungszusténde meist mehrfache Eigenwerte aufweisen, sind aber
gerade diese problematischen Zustdnde relevant.
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darstellen. Eingesetzt in Gleichung (5.14) folgt
S = (Oéo — &2[[0) I -+ (CYl —+ [COéQ) C -+ (Oégjflc) Cil . (516)

Die Tensoren S und C sind koaxial, sie besitzen dieselben Eigenvektoren {n,}3_,,
vgl. Abschnitt 3.3.1. Das Eigenwertproblem von C™1

C'n, = \’n,, a=1,2,3 (5.17)

resultiert durch Multiplikation des Eigenwertproblems von C mit C~! und Divi-
sion mit A2, den quadratischen Hauptstreckungen. Daraus folgt, dass auch C~!
die Eigenvektoren {n,}3_, teilt, die Eigenwerte sind die Kehrwerte der quadrati-
schen Hauptstreckungen. Der Einheitstensor 2. Stufe I = 1 n, ®n, kann ebenfalls
in diesen Figenvektoren formuliert werden, wenn diese als Orthonormalbasis de-
finiert sind mit n, - n, = d4. Werden fiir S, I, C und C~! die besprochenen
Spektralformen in Gleichung (5.16) eingesetzt, folgt

3 3
Z Sa n,®n, = Z ((ao—agllc)—F)\i(Oél +Ica2)+)\g20421.[[c) n,¥dn, . (518)
a=1 a=1

Daraus ldsst sich schlielen, dass fiir jedes beliebige isotrope Materialgesetz eine
Funktion S existieren muss, mit der die Hauptspannungen

Sy =S I, I, I1Ic), a=1,2,3, (5.19)

jeweils in Abhéngigkeit von den zugehérigen quadratischen Hauptstreckung A2
und den drei Hauptinvarianten Ic, Ilc und I1I¢ berechnet werden kénnen®.

Die Spur I¢ lasst sich iiber

e Il

C_V_(A2)2+A‘2" a=1,23 (5.20)

stets in Abhangigkeit der anderen Eingangsvariablen formulieren®®. Sie wird daher
im Folgenden nicht berticksichtigt. Letztlich ist die Idee des folgenden KNN-
Materialmodells die Approximation der Funktion S (N2, IIg, I11g).

Somit folgt fiir die Definition des KNN-Eingangsvektors

X, = |\ IIc J?| €R?, a=1,2,3, (5.21)

57 Eine solche Separation kann bspw. im inkompressiblen Grenzfall auch fiir die Verzerrungs-
energiedichtefunktion gemacht werden. Dies wird Hypothese nach VALANIS und LANDEL [179]
genannt. Sie ldsst sich nach OGDEN [141] an Versuchen von JONES und TRELOAR [92] besté-
tigen, gilt jedoch nur fiir inkompressibles Materialverhalten und fithrt nicht zu einer solchen

Separation der Gesamtspannungen.
¥ Bspw. Il = MA3 + AA3 + A3A5 = AT(AS + A3 + AAZAT/AY) = M (Ic — AT + I /)
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mit J? = [IIc. Die einzige Ausgangsvariable ist die jeweils zu 1 = A2 gehorige
Hauptspannung
2a =S, ER, a=1,2,3. (5.22)

Jede Hauptspannung S, wird somit tiber eine von insgesamt drei separaten KNN-
Vorwértsberechnungen mit je x, = [\2, g, J?] ermittelt. An dieser Stelle sei
nochmals hervorgehoben, dass dabei stets dasselbe KNN verwendet wird. Durch
diese Definitionen ist das Zusammenfallen zweier Hauptspannungen bei zugeho-
rigen mehrfachen Hauptstreckungen gewahrleistet. Der Grenzwert

lim S, = S, (5.23)

>\b_>)\a

ist erfiillt und die Regeln von DE L’HOSPITAL zur Berechnung der Materialtan-
gente konnen angewendet werden. Die Probleme der weiter oben beschriebenen
alternativen Strategien treten hier somit nicht auf.

Die kartesischen Spannungen S kénnen nach Berechnung der Hauptspannungen
tiber die Transformation (3.65), bestimmt werden, mit der von den Eigenvektoren
von C abhéngigen Transformationsmatrix nach Gleichung (3.63). Zur Berechnung
der Materialtangente Cr konnen ebenfalls die in Abschnitt 3.3.1 angegebenen
Beziehungen genutzt werden. Fiir jeden Eingangsvektor x, = [A2, I[I¢, J?] wird
die JACcOBI-Matrix

0S8, 05, 08,
8x1 8x2 81‘3

sa

J = j(Xa) =

| =l e s)er (529

berechnet. Mit ihr werden die Komponenten {Ciu}i_, der spektralen Matrix
(3.62),, analog zu Gleichung (3.57), mit

. . (TP
2511 + 255 (Ic — )\3) + 2j15 (/\2> b=a
= ’ (5.25)

. (TP
2]?2(10 - )\2) + 2775 <>\2> b#a
b

A 08,
e 2 ——
C’aabb a)\g

ermittelt, unter Beriicksichtigung der Kettenregel sowie der Unabhangigkeit der
drei KNN-Berechnungen (9S,/0A = 0). Im Anschluss an die drei KNN-Be-
rechnungen werden die drei Komponenten C’abab der Matrix (3.62),, mit (a,b) €
{(1,2),(1,3),(2,3)} dquivalent zu Gleichung (3.58) tiber

A St — Sa Aa=x,, OSp  0S. 1,4 R

- N (. 2
Cabab N 2 a2 (Cbbbb Caabb) (5.26)

berechnet. In diesem Fall darf der Satz von DE L’HOSPITAL angewendet werden.
Nach Einsetzen der Komponenten C’aabb und C’abab in die Matrizen Cl und ég aus
Definition (3.62) kann die kartesische Materialtangente Cy mithilfe der Transfor-
mationsmatrizen (3.63) und (3.64) mit der Vorschrift (3.65) berechnet werden. In
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Eingang E = [E11, By, 33,2815, 2F13, 23]
Umrechnung C = 2E + I in Matrixnotation

spez. EWP  Cn = )\n fir die Eigenwerte {\2}3_,
und die Eigenvektoren {n,}3_,

KNN-Schleife fora=1,2,3 do
X, =[N3, [, J?], mit J? = N2A2)\2
und Tlc = MA2 + A2X2 + A3\2
Sy = fKNN(X¢17 W)7 = afKNN(Xm W)/@X (7KNN)

A

Caa11, Caa22, Caazs nach Gleichung (5.25)

end for
Spektr. 61212, 01313, 02323 nach Gleichung (526), S = [Sl, SQ, Sg]T
Felder . CA’1111 01122 CA'1133 . CA11212 0 0
Cl = CA’2211 CA’2222 CA’2233 ) C2 - 0 01313 AO
C’3311 C’3322 03333 0 0 C(2323

Trafo  Matrizen Q;, Q2 nach Gleichungen (3.63) und (3.64)
Ausgang S =Q;S und Cr = Q;C,QT + Q:C.Q}

Tafel 5.2: Ubersicht zum isotropen KNN-Materialmodell FNN-E-Iso

Tafel 5.2 sind die notigen Schritte zur Anwendung dieses KNN-Materialmodells
noch einmal zusammengefasst.

Zum Training des KNN miissen die (E, S)-Paare aus Pfad (5.7) zunéchst in die
(x, t)-Paare umgerechnet werden. Dazu wird der GREEN-LAGRANGEsche Verzer-
rungstensor E in den Rechts-CAUCHY-GREEN-Tensor C = 2E + I umgeformt,
mit dem Einheitstensor 2. Stufe I. Anschlieend wird jeweils das spezielle Eigen-
wertproblem (3.11) fiir C und S gelost, um die Eigenwerte {\2}3_, und {S,}3_,
sowie die normierten Eigenvektoren {n,}3_, zu erhalten. Die Eigenwerte miissen
nun jeweils drei Paaren {(\2,S,)}3_, zugeteilt werden. Dabei ist zu beachten,
dass im Fall grofler Verzerrungen die groite (kleinste) Hauptstreckung nicht un-
bedingt zur grofiten (kleinsten) Hauptspannung gehort. Die korrekte Zuweisung
muss iiber die Dyaden {n, ® n,}3_, erfolgen, welche im Gegensatz zu den Ei-
genvektoren eindeutig sind, vgl. Gleichung (5.18). Mit den Invarianten IIc und
J? = IIIc werden letztlich fiir jedes (E, S)-Paar drei Trainingsdatenpaare

(M 11, 77, 81) (M3 11c,J%,S)  wnd ([N, 11, %, Ss) (5.27)

berechnet. Diese konnen unabhéngig voneinander zum Training oder zur Validie-
rung genutzt werden.

Das hier beschriebene KNN-Materialmodell ist ausschlielich fiir isotropes Ma-




5.2  KNN-Materialmodelle fiir elastisches
Materialverhalten (KNN-E) 133

terialverhalten geeignet. Die Materialtangente Cr ist nicht symmetrisch, daher
ist Energieerhaltung nicht gewéhrleistet. Dementsprechend sind dadurch auto-
matisch auch die Bedingungen der Polykonvexitat nicht erfiillt. Durch Nutzung
des ICNN als KNN-Architektur kénnte die Symmetrie der Materialtangente Crp
ebenfalls nicht erzwungen werden, da die drei Hauptspannungen Sy, S; und Sj
in voneinander unabhéangigen KNN-Vorwartsberechnungen ermittelt werden. Die
Existenz von drei Potentialfunktionen
2

(N2, Ile,J?)  mit S, = 2(?&2 + ﬁ(}c -2+ gﬁig) (5.28)
fir jeweils eine Hauptspannung impliziert nicht die Existenz einer Potentialfunk-
tion fiir alle Hauptspannungen. Energieerhaltung konnte jedoch tiiber eine Neben-
bedingung im Trainingsprozess eingefordert werden, was in Abschnitt 7.1 getan
wird.

5.2.4 Polykonvexes isotropes KNN-Materialmodell ICNN-E-Poly

Durch Nutzung des ICNN haben KLEIN ET AL. [103] polykonvexe, anisotrope
KNN-Materialmodelle definiert und auf Daten aus numerischer Homogenisierung
angewendet. Im vorliegenden Abschnitt wird eine rein isotrop formulierte Ver-
sion dieses Modells erlautert, um sie spater mit den zuvor eingefithrten KNN-
Materialmodellen zu vergleichen.

Der Eingangsvektor
T
x:=|lc IIc Illc —2/TTIc| €R' (5.29)

ist in den Invarianten des Rechts-CAUCHY-GREEN-Tensors C definiert. Die vierte
Eingangsvariable x4 = —2+/I11c = —2J erhoht die Flexibilitat des polykonvexen
KNN-Materialmodells. Dies wird unten naher erlautert. Im Ausgangsvektor

z:=S cR" (5.30)

befinden sich die sechs unabhéngigen kartesischen Spannungskomponenten des 2.
ProvLa-KIRCHHOFF’schen Spannungstensors S.

Ein direkter funktionaler Zusammenhang z(x) besteht nicht. Die Nutzung des
FNN als KNN-Architektur ist daher aussichtslos. Dieses KNN-Materialmodell
ist somit untrennbar an die ICNN-Architektur gebunden, tiber die mithilfe der
Ableitungen der Potentialfunktion W(x) die Spannungen

ov oV ov ov ov ov
=2— =2({(—+Tc— I - | — 22— ) -1 31
S oC ((8:61 + Caxg) (8x2)c+ (J Oxs J8x4 C ) (5.31)
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eindeutig in Abhéngigkeit der Invarianten definiert werden konnen. Fiir die re-
duzierten Notationen der Tensoren 2. Stufe I, C und C~!, vgl. Anhang B. Die
kartesische Materialtangente Cr lédsst sich durch weitere Differentiation ebenfalls
iiber

G
cT:4w:4<51<I®C+C®I)+s2<1®c1+cl®1>

+53(CRC)+5(CoC ' +C'®C) (5.32)

-1

oC
ClgcCct
+85( (%9 ) + Sg Ble

angeben. Die reduzierten Notationen dieser darin enthaltenen elf Tensoren 4.

+ 5715 + s5(I® I))

Stufe sind mithilfe von Anhang B berechenbar. Die acht Koeffizienten sind

s1= =W —IcV¥ o,
sg = J*V 13— JV 1y + [cJ?V o3 — IcJ ¥ oy ,
§3 = \I’,22 )

sp= JU gy — J*V o3, (5.33)
1

s5= J2(W3+ U gy) + JYW 35 — 230 5, — §J\1174 ,

s =J W3 —JU, ,

s7=—W, und
ss =W +2IcV 19+ I&V oy + U,

mit Ic = Sp(C) und J = Vdet C. Fiir die ersten und zweiten partiellen Ab-
leitungen der Potentialfunktion wurden die Abkiirzungen V,; = 0V¥/0x; und
U ;i = 0?0 /dx;0x; verwendet. Sie miissen tiber die nichttransformierte, also phy-
sikalische Potentialfunktion

U(x) = 5,5, U(x) (5.34)

berechnet werden, vgl. Gleichung (4.87). Dabei ist zur Existenz jener Potential-
funktion nicht nur die Mittelung der Streckungsparameter s, und s, nach Defini-
tion (4.86) notig, sondern auch das Entfernen etwaiger Mittelwertbereinigungen
der Ausgangsvariablen mit m, = 0, vgl. Definition (4.9).

Mit den dargelegten Sachverhalten ist das KNN-Materialmodell durch die Exis-
tenz der physikalischen Potentialfunktion (5.34) zwar energieerhaltend, es erfiillt
allerdings noch nicht die Forderungen nach Polykonvexitdt aus Abschnitt 3.3.5.
Nach diesen Forderungen muss die Potentialfunktion ¥ konvex und monoton
wachsend in den Invarianten von C sein. Diese Einschrankungen sind schéarfer
als die des ICNN in Abschnitt 4.3.1, welche nur die Konvexitit bzgl. der Ein-
gangsvariablen einfordern. Daher miissen zur Einforderung der Polykonvexitéat
insgesamt die folgenden Bedingungen erfiillt sein:
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a) Alle Gewichte miissen groBer null sein, auch die der ersten Zwischenschicht
und die der Direktverbindungen. Die Bias-Gewichte sind davon befreit.

b) Alle Aktivierungsfunktionen miissen monoton wachsend sein.

Ein in den drei Invarianten von C definiertes KNN-Materialmodell, welches inner-
halb der ICNN-Architektur diese Einschrinkungen erfiillt, ist sicher polykonvex.
Allerdings sind die Bedingungen schéarfer als diejenigen, die aus der Theorie nach
Abschnitt 3.3.5 folgen. Wie dort beschrieben, muss die Potentialfunktion nur kon-
vex in J = \/IT1¢ sein, nicht aber in I11c. Auflerdem wiren negative Spannungen
nur durch eine direkte Abhéngigkeit von I1¢ moglich, vgl. Gleichung (5.31). Da-
her haben KLEIN ET AL. [103] die vierte Eingangsvariable x4 = —2/IIIc = —2.J
eingefithrt. Alternativ konnte statt I11c auch J direkt als Eingangsvariable defi-
niert werden. Dann konnten die zugehorigen Gewichte zwischen J und der ersten
Zwischenschicht von der Nichtnegativitiats-Regel a) befreit werden, um den glei-
chen Effekt zu erzielen.

5.2.5 Exakte Einforderung der Inkompressibilititsbedingung

In Abschnitt 3.3.4 wurde beschrieben, wie die Zwangsbedingung der Inkompres-
sibilitdt durch Einfithrung des unabhéngigen hydrostatischen Drucks p exakt in-
nerhalb einer numerischen Berechnung eingefordert werden kann. Um dies mit
KNN-Materialmodellen durchfithren zu kénnen, wird der Ausgangsvektor z so
umformuliert, dass ausschlieflich die deviatorischen Spannungen

Sgev =S +pC~! (5.35)

mittels KNN berechnet werden. Bei einem gegebenem Datenpaar (Eg, Sy) wird
der zugehorige hydrostatische Druck mit

pr = —;Sp(CS) (5.36)

berechnet. Fiir kleine Verzerrungen wére p, ~ —Sp(S)/3 ebenfalls moglich. Be-
sagtes Datenpaar kann folglich mit Gleichung (5.35) zu (Eg, Sqevx) umgeformt
und anschlieBend zum Training genutzt werden. Alle zuvor definierten KNN-
Materialmodelle konnen mit dieser Methode fiir beliebig grofle Verzerrungen in-
kompressibel erweitert werden. Zur Anwendung dieser Modelle ist jedoch eine
Modifikation des Materialpunkt-Versuchs nach Abschnitt 5.1.1 notwendig. Dies
wird genauer in Anhang D beschrieben.

Eine Anpassung der Eingangsvariablen x; ist im Allgemeinen nicht notwendig,
verringert aber ggf. die Anzahl der notwendigen Freiheitsgrade und Trainings-
daten. Fiir die isotropen Modelle aus den Abschnitten 5.2.3 und 5.2.4 wiirde
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es sich anbieten, fiir den Fall exakter Inkompressibilitat das Volumenverhaltnis
J? aus dem Eingangsvektor zu entfernen. An dieser Stelle sei nochmal erwihnt,
dass die so modifizierten KNN-Materialmodelle nur dann nutzbar sind, wenn der
hydrostatische Druck p iiber die &ufleren Randbedingungen berechnet wird, ent-
weder durch spezielle finite Elemente, oder durch den in Anhang D beschriebenen
Materialpunkt-Versuch. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird der KNN-Ein-
gangsvektor nicht in dieser Hinsicht angepasst.

5.2.6 Erfiillung der Wachstumsbedingungen

Die Wachstumsbedingungen (3.51) und (3.52) fur die Verzerrungsenergiedichte-
funktion werden im Allgemeinen nicht von KNN-Approximationen erfiillt. Die
Wachstumsbedingungen kénnen dadurch erzwungen werden, dass die KNN-Ab-
bildung nicht mehr die Spannungen S direkt, sondern die Differenz zwischen den
Spannungen und einem volumetrischen Anteil Sy, darstellt?®. Da die Wachstums-
bedingungen auch Koerzivitatsbedingungen genannt werden, wird der Index wie
beschrieben gewahlt. Dieser kann iiber beliebige kompressible Funktionen Wy, (/)
hergeleitet werden, welche die genannten Grenzwerte erfiillen. Eine Ubersicht sol-
cher Funktionen ist bspw. in DOLL und SCHWEIZERHOF [36] zu finden. An dieser
Stelle wird ein anderer Ansatz

Vel 7) = (17 = 17 + (0 17?)

J=0,J=0c0
S

(5.37)

gewahlt als der des OGDEN-Materialgesetzes aus Gleichung (3.77), da dieses zur
Generierung der synthetischen Trainingsdaten und schliellich zur Verifizierung
der KNN-Materialmodelle verwendet wird. Das KNN-Materialmodell soll keinen
Bias in Richtung des analytischen Materialmodells haben.

Durch Differenzieren von Gleichung (5.37) nach E resultieren die volumetrischen
Spannungen

1
Skoe = 5(J(J ~1)+InJ)C™! (5.38)

und die volumetrische Materialtangente

;(2,]2 —J+1)(CTTRCT) + (- J+1nJ)a§(;1 .

Crioe = (5.39)

Die reduzierten Notationen des Tensors 2. Stufe C~!, des dyadischen Produkts
C!'®C™ = C'C7 sowie des Tensors 4. Stufe 9C~!/9C sind in Anhang B
beschrieben. Fiir J = 1 sind sowohl die Spannungen Sy, als auch die Tangente
Crroe null.

59 Dieser Anteil ist nicht zu verwechseln mit dem gesamten volumetrischen Anteil S,.
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Zur Berticksichtigung der Wachstumsbedingungen innerhalb der Trainingsdaten
miissen die volumetrischen Spannungen (5.38) von denen aus den Materialver-
suchen (5.7) subtrahiert werden. Wéhrend der Anwendung als Materialmodell
miussen die Anteile (5.38) und (5.39) jeweils auf die Spannungen S und die Ma-
terialtangente Cr aus den Abschnitten 5.2.1 bis 5.2.3 addiert werden.

5.3 Physikalische Nebenbedingungen fiir E-KNN

In Abschnitt 4.6 wurde anhand eines Prinzipbeispiels gezeigt, dass die Berticksich-
tigung von Nebenbedingungen im Rahmen des KNN-Trainings einen positiven
Effekt auf das Trainingsresultat haben kann. Im Rahmen der KNN-Material-
modellierung kann dies ebenfalls genutzt werden. Die physikalischen Prinzipien
aus Kapitel 3 dienen dabei als Grundlage zur Formulierung zusétzlicher Fehler-
terme, die innerhalb des Optimierungsprozesses minimiert werden. Die explizite
Form der Fehlerterme hangt dabei neben der Nebenbedingung selbst auch von
der Definition des KNN-Materialmodells ab. In diesem Kapitel werden die Ne-
benbedingungen ausschliefflich fiir das ,Standard‘-Modell FNN-E-Ani mit x = E
und z = S formuliert und angewendet. Eine Ubertragung auf andere Modelle ist
sinngemafl moglich, bspw. um Energieerhaltung beim isotropen Materialmodell
FNN-E-Iso einzufordern, vgl. Abschnitt 7.1.

Die Fehlerterme h(x$, w) sowie ihre Gradienten Vh(x{, w) werden nachfolgend
fiir einen festen NB-Punkt x¢ angegeben. Es handelt sich dabei im Fall der Elasti-
zitat stets um Gleichheits-Nebenbedingungen (A = 0). An dieser Stelle sei noch-
mals angemerkt, dass dabei nur die Information der Eingangsvariablen x¢ be-
nétigt wird und nicht die Information iiber mégliche Zielwerte t©, wie bei den
Trainingsdatenpaaren. Die Berechnung der Fehlerterme Lo sowie der Gradienten
VLe geschieht fir alle NB-Punkte {(x{)}£€,. Sie héngt ferner von der verwen-
deten Penalty-Methode ab. Dies wurde bereits in Abschnitt 4.5.4 beschrieben.

5.3.1 Spannungsfreie Referenzkonfiguration

Meist wird von einer spannungsfreien Referenzkonfiguration ausgegangen. Diese
Normalisierung wird von KNN-Materialmodellen nicht a priori erfillt. Daher ist
es zweckméafig, dies als zuséatzliche Nebenbedingung

Sp:=S""NE=0)=0 (5.40)

im Trainingsprozess zu beriicksichtigen. Die Normalisierung wird fiir jede der ng
unabhingigen Spannungskomponenten einzeln® eingefordert. Unter Berticksich-

60 Alternativ kénnte bspw. auch die Norm von Sy bestraft werden.
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tigung der Daten-Normalisierung aus Abschnitt 4.1 folgen die ngy Bedingungen

hj = h;(x°, w) = 2;(x°, w) + ﬂ;z] =0, j=1,..,n;. (5.41)
z)

Der Punkt x¢ =: x° = 0 ist der einzige Punkt, an dem diese Nebenbedingung ein-
gefordert werden kann®. Sie kann mit ¢} = 0 und t? = —m;;/s.; in Form eines
zusatzlichen Trainingsdatenpunkts verwendet werden, weil in Gleichung (5.41)
durch s,; > 0 geteilt wurde. Das ist nicht fiir beliebige Nebenbedingungen mog-
lich. Aulerdem wiirde die Wichtung des Penalty-Parameters vernachlassigt. Der
Gradient folgt mit
_ 9%
=
Die Vorfaktoren zur Berechnung des Gradienten VL nach Abschnitt 4.2.4 sind
dji = pn;1, abhingig von den drei Penalty-Methoden, vgl. Definitionen (4.163)
bis (4.165).

Vh; (5.42)

Die zusétzlichen Terme aus Abschnitt 5.2.6 zur Berticksichtigung der Wachs-
tumsbedingungen haben keinen Einfluss auf diese Nebenbedingung. Die volume-
trischen Spannungen Sy.. und die Anteile der Materialtangente Cry,e sind fiir
E = 0 null.

5.3.2 Energieerhaltung bzw. Symmetrie der Materialtangente

Ohne explizite Definition einer Verzerrungsenergiedichtefunktion W(E) kann nicht
gewihrleistet werden, dass die Hauptsétze der Thermodynamik erfiillt sind. Die
Existenz einer Funktion W(E) ist dquivalent zur Hauptsymmetrie der Material-
tangente Cjji; = Cpj, vgl. Abschnitt 3.3. Die daraus folgende Symmetrie der
Tangente in reduzierter Notation

Cr = CF (5.43)

kann innerhalb des Trainingsprozesses als Nebenbedingung eingefordert werden.
Sie wird direkt in den partiellen Ableitungen der JACOBI-Matrix j definiert. Jedes
Paar (u,v) aus Nebendiagonalelementen u # v entspricht dabei einem Term.
Unter Beriicksichtigung der Ableitungs-Transformation (4.34) lauten die Terme
fir jeden NB-Punkt x; und fiir jedes Indexpaar (u,v) mit v = 1,...,ny — 1 und
u=v+1,..,n, wie folgt:

hvuk - h’vu(Xlga W) = < Szv >azvk — ( Szu ) 6zuk . (544)

QyySzu | Oy, Oy Szy ) Oy

61 Durch Erweiterung des Eingangsvektors x kann das KNN-Materialmodell parametrisiert
werden. Der Raum zur Einforderung dieser Nebenbedingung vergréfiert sich damit auf den
gesamten Parameterraum.



5.8  Physikalische Nebenbedingungen fiir E-KNN 139

Dabei wurde fiir 2,(xy, w) die Abkturzung 2, geschrieben. Durch die Normali-
sierung der Trainingsdatenpaare ist die Trainingsdatenfehlerfunktion L1 stets in
einer ahnlichen Groflenordnung, vgl. Abschnitt 4.1. Die Fehlerfunktion dieser Ab-
leitungen kann jedoch durch die Faktoren s,,/s., und s,,/s., sehr grofie Werte
annehmen. Diese Faktoren sind nicht kiirzbar, da sie im Allgemeinen nicht gleich
sind%2. Daher empfiehlt es sich, die Nebenbedingungen zusitzlich zu normalisie-
ren, was hier durch den Faktor

SZ’U Szu

)

} (5.45)

Qyy = max{

qu S.Z"U

durchgefiihrt wurde. Die Penalty-Parameter aus Abschnitt 4.5 sind dadurch bes-
ser zu interpretieren, mit einer gleichwertigen Fehlerterm-Grofie bei € &~ 1. Der
Gradient fiir jedes Indexpaar (u,v) und fiir jeden NB-Punkt x¢ ist

Szv 0 agvk Szu 0 82uk
houk = — — — : A4
Vo (ozwsm> ow ( 0%y, ) (ozwsm> ow ( 02, > (5-46)
Zur Berechnung des Gradienten VL nach Abschnitt 4.2.5 werden die Ableitun-
gen umsortiert. Mit u > v werden in Gleichung (5.46) Gradienten von Ableitun-

gen der unteren Dreiecksmatrix von denen der oberen Dreiecksmatrix abgezogen.
Mit dieser Definition sind die Vorfaktoren f;;; wie folgt zu definieren:

Szi . .
Z]phvuk: j >
QyuSei
fijk = . (5.47)
QyuSzi

Die Faktoren py,,, und a,, sind jeweils mit den zugehorigen Termen (5.44) zu
berechnen und korrekt zuzuordnen. Die Index-Mengen fiir die Berechnung des
Gradienten sind I = {1,...,n,} und J(i) = I\{¢} fir i € L.

Fiir die Symmetriebedingung des FNN-E-Iso-Materialmodells reicht es, die Sym-
metrie der Matrix C; einzufordern, mit
h}f = th(Xk) = 01122 - 6'2211 = 0,
h'? = hlS(Xk) = CAY1133 - CA’3311 = 0 und (5-48)
h? = h®(x;) = Caszs — Cazno 20.
Bei der Herleitung der zugehorigen Terme ist darauf zu achten, dass die jeweiligen

Komponenten Cj;;; aus verschiedenen KNN-Berechnungen resultieren. Auf die
genaue Darstellung wird an dieser Stelle verzichtet.

62 Die Transformationsparameter kénnten auch gleichgesetzt werden, dhnlich dem Fall des
ICNN.
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5.3.3 Isotropie

Ist Isotropie nicht direkt in der Formulierung des KNN-Materialmodells bertick-
sichtigt, kann sie mit einer Nebenbedingung schwach eingefordert werden. Dazu

wird die Existenz einer fiktiven Verzerrungsenergiedichtefunktion WXNN angenom-

men, mit S = OUKNN/JE. Die Verzerrungen E werden iiber E* = QTEQ mithil-
fe einer Rotationsmatrix Q € SO(3) nach der EULER-RODRIGUES-Formel (3.8)
passiv transformiert. Im Fall von Isotropie muss fiir einen beliebigen, aber fes-
ten Rotationsvektor w € R? die Anderung der Verzerrungsenergiedichtefunktion
infolge Rotation verschwinden. Die an der Stelle § = 0 ausgewertete Gleichung

d\I/KNN B 8\IJKNN 8E*
de ~ OE* 06

kann ausschliefllich in den Verzerrungen und Spannungen definiert und dadurch
als Nebenbedingung genutzt werden. Die fiktive Funktion WXNN geht dabei nicht

—S:EZ0

0=0

(5.49)

0=0

direkt in die Gleichung ein. Sie dient lediglich zur Herleitung des Nebenbedin-
gungsterms. Der Tensor

0

E = — — QFE — EQ
00

0=0

(Q)"EQ(0))

(5.50)

héngt von der Kreuzproduktmatrix € des Rotationsvektors w (vgl. Definition
(3.9)) und vom Verzerrungstensor E ab. Unter Nutzung der Symmetrie® von E
lésst sich letztlich die Nebenbedingung (5.49) mithilfe der Matrix

0 0 0 —wy wy 0]
0 0 0 w3 0 —-w
N 0 0 0 0 —w2 w

Q 5.51
2ws  —2ws 0 0 —wi w ( )

—2(_,02 0 20.12 w1 0 —W3

| 0 2&)1 —2(,01 —W9 w3 0 |

in reduzierter Notation formulieren zu

STOE=S"E=0. (5.52)

Der Vektor E = QFE € RS ist ab hier in reduzierter Notation geschrieben.

Fir das Materialmodell FNN-E-Ani kann die Nebenbedingung direkt bzgl. der
KNN-Ausgangsvariablen z = S definiert werden. Gegeben sei eine beliebige Men-
ge Rotationsvektoren {w,,}*_,. Der Fehlerterm bzgl. eines NB-Punkts x¢ kann
unter Beriicksichtigung der Transformation mit

1 M ng 5 .
he = h(xg, w) = Vo N B (x5) (525 25(x5, , W) + mej) (5.53)
m=1j=1

63 Es gilt ET = E und Q7 = —Q.
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berechnet werden, wobei die E’mj—Terme jeweils mit der Kreuzproduktmatrix des
Rotationsvektors w,, zu ermitteln sind. Die Normalisierung dieses Skalarprodukts
wird durch den Faktor

= max {sg;s.} (5.54)

7j=1,...,ns

durchgefiihrt. Der Gradient dieses Fehlerterms lisst sich durch Vertauschen der
Summen iiber

Vi — 525" f(xC)s,, L0t (5.55)
k_Majzlmzl IR IR Ow '

berechnen. Dies hat den Vorteil, dass zur Berechnung des Fehlergradienten V.L¢
nach Abschnitt 4.2.4 die Summe tiber die Rotationsvektoren in den Faktoren

1 M
dji, = Vo mZ:1 Py B (X5, )52 (5.56)

zusammengefasst werden kann. Die Faktoren py, sind abhangig von der Penalty-
Methode, vgl. Definitionen (4.163) bis (4.165). Nach dem gleichen Prinzip kénnte
man auch andere materielle Symmetrieklassen einfordern.

5.4 Untersuchungen am Materialpunkt fiir E-KNN

Alle vorgestellten KNN-Materialmodelle FNN-E-Ani, NCNN-E-Ani, FNN-E-Iso
und ICNN-E-Poly sind grundsétzlich fiir elastisches Materialverhalten geeignet.
Sie werden einander im Folgenden anhand von diversen Untersuchungen gegen-
iibergestellt. Dabei ist das ausgesprochene Ziel nicht, das beste KNN-Material-
modell zu finden, sondern signifikante Unterschiede in den einzelnen Herange-
hensweisen herauszuarbeiten. Fir die Modelle FNN-E-Ani, NCNN-E-Ani und
FNN-E-Iso wird in den Zwischenschichten der Tangens hyperbolicus als Aktivier-
ungsfunktion gewahlt. Fiir die Ausgangsschicht ist die Identitdtsfunktion ausrei-
chend. Beim Modell NCNN-E-Ani sind die Direktverbindungen deaktiviert. Zur
Einforderung der Polykonvexitiatsbedingung des Modells ICNN-E-Poly wird fir
alle Schichten die SoftPlus-Aktivierungsfunktion gewéhlt. Auflerdem werden die
Gewichte mit der Modifikation (4.105) versehen, vgl. Abschnitt 5.2.4. Die Di-
rektverbindungen sind in diesem Fall aktiviert. Dariiber hinaus divergiert das
Training des ICNN-E-Poly-Materialmodells zu Beginn des o6fteren. Daher wird
dieses Modell in den ersten 10% der Epochen mit dem stabileren aber langsame-
ren Adam-Verfahren aus Abschnitt 4.4.1 trainiert, bevor auf das QN-Verfahren
nach Abschnitt 4.4.2 gewechselt wird. Die anderen Modelle werden stets mit dem
QN-Verfahren trainiert. Alle Untersuchungen erfolgen in MATLAB [170].
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5.4.1 Funktionsfihigkeit aller KNIN-Materialmodelle

Zunachst wird das Verhalten der vier vorgestellten KNN-Materialmodelle in Be-
zug auf die Anzahl der Trainingsdaten Pr sowie auf die Anzahl der Gewichte n,,
fiir moderate Verzerrungen E € ) untersucht, mit

0 =[-0,1;0,1]° c R . (5.57)

Die synthetischen Daten fiir alle Berechnungen werden mit dem OGDEN-Ma-
terialmodell aus Abschnitt 3.3.3 generiert. Die zugehorigen Materialparameter
sind in Tabelle 5.1 gegeben. Sie sind an TRELOAR’s [172] Daten von vulkani-
siertem Gummi aus dem Jahr 1944 angelehnt, vgl. auch HOLZAPFEL [81]. Der

r | e [N/mm?] | o, [—] | A[N/mm?|
1 0,63 13

20,0012 5.0 1

3 —0,01 —2,0

Tabelle 5.1: Materialparameter fiir das OGDEN-Modell mit m = 3 Summengliedern

Schubmodul ist g = 0,4225 N/mm?, vgl. Gleichung (3.79). Im Gegensatz zur Ei-
genschaft der Quasi-Inkompressibilitdt des echten Gummimaterials, werden die
synthetischen Daten mit A = 1 N/mm? kompressibel modelliert. Schwierigkeiten
bei der Modellierung A > 1 werden in Abschnitt 5.4.3 thematisiert und sind
hier zunichst ausgeklammert. Die Wahl dieses LAME-Parameters A entspricht
im Bereich infinitesimaler Verzerrungen einer Querdehnzahl v ~ 0,35 und einem
E-Modul E ~ 1,14 N/mm?.

Die Komponenten des GREEN-LAGRANGE-Verzerrungstensors E € R® werden
mithilfe des LHS innerhalb des rechteckigen Trainingsraums €2 aus Gleichung
(5.57) generiert. Durch die moderate Grofie der Verzerrungen und das definierte
kompressible Materialverhalten ist das LHS in diesem Fall giiltig®* und bietet
eine praktische Basis fiir die folgenden Untersuchungen.

Zur Validierung der Ergebnisse und zur Steuerung der Abbruchkriterien nach
Abschnitt 4.4.3 wird mittels LHS eine Menge {(Ej, Sg)}15.¥, von zusétzlichen Va-
lidierungsdatenpaaren generiert, welche nicht im Trainingsprozess beteiligt sind.
Innerhalb eines einzelnen Trainingsprozesses wird der minimale Fehler

epo

£min(s) — min{\l Plv kX_VZ IS(Bk W) — sk(f} (5.58)

64 Die Verzerrungskomponenten miissen stets det C > 0 erfiillen.
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als Maf} fiir die Generalisierungsfahigkeit des KNN-Materialmodells definiert.
Durch die Formulierung in den kartesischen Spannungen S sind die Ergebnisse der
verschiedenen KNN-Materialmodelle miteinander vergleichbar. Dieses Fehlermaf
wird iiber nycs Trainingsdurchlaufe gemittelt zu

Amin 1 E min
Lr(S) = e > Ly™(s), (5.59)
i=1

um der inhérenten Variabilitat des KNN-Trainingsprozesses Rechnung zu tragen,
vgl. Abschnitt 4.6. Die Parameter zur Berechnung dieses Validierungsfehlers und
diejenigen zur Einstellung der Abbruchkriterien sind in Tabelle 5.2 angegeben.
Sie werden fiir alle nachfolgenden Untersuchungen dieses Kapitels verwendet.

Trainingsmittel | Epochenmittel | Abs. Krit. | Rel. Krit. | Ende Training
nMes Py gt ot €POmax
| 5(20%) | 103 10°° 10-3 10*

Tabelle 5.2: Statistische Parameter fiir die Untersuchungen der KNN-E-Materialmo-
delle. *In Abschnitt 5.4.2 gilt nyes = 20, sonst nycs = 5.

Fir die Untersuchung in Abhéngigkeit der Trainingsdaten Pp wurde stets eine
Topologie mit 15 Neuronen in je zwei Zwischenschichten gewéhlt. Dies fithrt fiir
die verschiedenen KNN-Materialmodelle zu einer unterschiedlichen Anzahl von
Gewichten n,, € {316,331,361,441}. Fir die Untersuchung in Abhéngigkeit der
Anzahl der Gewichte n,, wurden stets Pr = 500 Trainingsdatenpaare verwendet.
Durch die ungleiche Anzahl von Eingangs- und Ausgangsvariablen unterscheiden
sich die Auswertungsstellen der einzelnen KNN-Materialmodelle. Die Untersu-
chungsergebnisse sind in Abbildung 5.1 dargestellt.

Die anisotropen KNN-Materialmodelle benttigen wesentlich mehr Daten und Ge-
wichte, um auf dhnliche Fehler-Niveaus zu gelangen, als diejenigen Modelle, die
per Konstruktion isotropes Verhalten abbilden. Die anisotropen Modelle miissen
die Eigenschaft der Isotropie erst mit erlernen und benotigen dazu mehr Informa-
tion aus den Trainingsdaten. Dabei ist das NCNN-Modell stets etwas effizienter,
als dasjenige mit der klassischen FNN-Architektur. Das durch die Hauptspan-
nungs-Separation definierte FNN-E-Iso KNN-Materialmodell zeigt in nahezu al-
len Untersuchungsfillen in Bezug auf den Validierungsfehler bessere Ergebnisse.
Das liegt daran, dass neben der verringerten Anzahl von Eingangs- und Aus-
gangsvariablen hinzukommt, dass aus einem Spannungs-Dehnungs-Paar bis zu
drei Trainingsdatenpaare generiert werden kénnen, vgl. Gleichung (5.27).

Das polykonvexe KNN-Materialmodell ICNN-E-Poly zeichnet sich durch eine be-
merkenswerte Konstanz aus, auch im Bereich weniger Trainingsdaten und Frei-
heitsgrade. Tatsachlich reicht bereits eine Zwischenschicht mit vier Neuronen (29
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Abbildung 5.1: Verhalten der vier elastischen KNN-Materialmodelle in Abhéngigkeit
der Anzahl der Trainingsdaten (links, zwei Zwischenschichten a 15 Neuronen), sowie
das Verhalten in Abhéngigkeit der Anzahl der Gewichte (rechts, Pr = 500)

Gewichte) aus, um einen Fehler von L£2"(S) a~ 10~* zu erreichen. Allerdings
kommt das Trainingsverfahren des ICNN-E-Poly-Modells an dieser Stelle stets
zum Stehen und verbessert sich kaum. Dies betrifft auch den Trainingsdatenfeh-
ler L7. Die Griinde dafiir kénnten u. a. mit der Gewichtstransformation (4.105)
im Zusammenhang stehen%. Ferner kénnte es daran liegen, dass das in den Invari-
anten definierte polykonvexe KNN-Materialmodell das in den Hauptstreckungen
definierte polykonvexe OGDEN-Modell nicht beliebig genau abbilden kann. Ahn-
liche Untersuchungen an einem kompressiblen Neo-HOOKE-Modell oder einem
kompressiblen MOONEY-RIVLIN-Modell haben dieses Grenzwert-Verhalten nicht
gezeigt. Dieser Sachverhalt sollte in Zukunft ndher beleuchtet werden.

5.4.2 Untersuchungen zur Energieerhaltung

Hyperelastische Materialmodelle sind energieerhaltend. Daraus folgt u. a., dass
auf einem beliebigen geschlossenen Verzerrungspfad E(t), t € [t1, t2], mit E(¢;) =
E(ty), die geleistete (volumenbezogene) spezifische Arbeit

5H:/S(E(t)):E(t)dt: /S(E(t)) . dE (5.60)

null ist. Dies lasst sich auch fiir KNN-Materialmodelle numerisch iiberprifen. Fiir
das aktuelle Beispiel wird dazu ein geschlossener Verzerrungspfad als Polygonzug

65 Mehrere solcher Transformationsfunktionen wurden getestet, ohne dass sich Anderungen
des beschriebenen Umstandes ergeben hétten.
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definiert. Die Ecken sind iiber die Spalten der folgenden Matrix festgelegt:

0 0 -01 002 01
0 005 —-01 0 0,1

0
0
PN - o 01 -01 -0,03 01 O
0
0
0

E, B, E; Ey By Eg| = 5.61
B B B By B B 0002 0 002 -001 (5:61)

0 0 -002 005 004
0 007 0 —008 0,06

Die Direktverbindungen zwischen den Ecken {E;}S_, werden jeweils mit 25 Zwi-
schenschritten dquidistant diskretisiert. Somit ergibt sich ein durch insgesamt
125 vorgegebene Verzerrungswerte {E;}1?5, definierter geschlossener Pfad (mit
E; = Ejs5). Der Polygonzug befindet sich vollstdndig im Trainingsraum nach
Definition (5.57). Auf diesem Polygonzug lésst sich die Energiedifferenz (5.60)

mithilfe der Trapezregel in reduzierter Notation numerisch mit

1 124
ST ~ 3 > (S(En) + S(Ent1)) (Eng1 — Ey) (5.62)
n=1
ermitteln. Durch den Fehler der numerischen Integration ist diese Energiediffe-
renz — auch bei bei Verwendung des hyperelastischen OGDEN-Materialmodells —
nicht exakt null. Daher wird im Folgenden die durch das KNN-Materialmodell
berechnete Residual-Energie STIXNN mit

B ’5HKNN’

SIrel .=
‘5Hana|

(5.63)

auf diejenige des analytischen Materialmodells 011%™ bezogen. Ein Wert von
SIT*! ~ 1 suggeriert somit Energieerhaltung.

Nachfolgend wird die Nebenbedingung der Energieerhaltung nach Abschnitt 5.3.2
fiir das FNN-E-Ani-Modell untersucht. Die Ergebnisse werden mit dem NCNN-
E-Ani-Modell verglichen, welches per Konstruktion energieerhaltend ist. Die To-
pologie wird jeweils zu [6-20-20-6] bzw. [6-20-20-1] gewéhlt. Die Generierung der
Trainings- und Validierungsdaten erfolgt mittels LHS im Trainingsraum (5.57)
mit den Materialparametern nach Tabelle 5.1. Die NB-Punkte werden ebenfalls
per LHS erzeugt. In einer Voruntersuchung wurde festgestellt, dass P = 1000
Punkte ausreichend sind fiir die Monte-Carlo-Integration (4.158), vgl. Abbildung
4.15. Die Nebenbedingung wird tiber die klassische Penalty-Methode eingefor-
dert. Die relative Energiedifferenz 6I1""™" die sich bei Erreichen des innerhalb
eines Trainingsprozesses minimalen Validierungsfehlers £"(S) nach Definition
(5.58) berechnet, wird abgespeichert. Sie wird ebenfalls iber nycs = 20 Trai-
ningsdurchliufe zu §II'™® gemittelt, vgl. Gleichung (5.59). Die im Vergleich zur
vorherigen Untersuchung hohe Anzahl an Trainingsdurchlaufen ist notig, da die
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Energiedifferenz stéarker streut als der Validierungsfehler, welcher in den Span-
nungen definiert ist. Die restlichen Einstellungen fiir die Trainingsprozesse sind
Tabelle 5.2 zu entnehmen.

1
= NCNN-E-Ani
L) -
. I FNN-E-Ani

100 L I Lol ~?-W-FW_\-\\-\T---\---\I-\--\TT\_\4 —Te= 1074
N 1071%...L T T T T T T T T T T T \\\\H; +E:10_2
= | ~ = ——¢ = 10°
E 726, . e = 102
= 1072 e e =10
& ?
2 107%E E
g E 3
Q C

10~ b R

101 102 103 10*
Trainingsdaten Pr

Abbildung 5.2: Gemittelte relative Energiedifferenz (oben) und gemittelter Validie-
rungsfehler (unten) in Abhéngigkeit des Penalty-Parameters € und der Anzahl der Trai-
ningsdaten Pr

In Abbildung 5.2 sind sowohl der gemittelte Validierungsfehler als auch die gemit-
telte Energiedifferenz tiber die Anzahl der Trainingsdaten und in Abhéngigkeit des
Penalty-Parameters e aufgetragen. Das energieerhaltende NCNN erreicht ab ca.
Pr = 200 Trainingsdaten den zu erwartenden Wert 6I1*™™ ~ 1. Die Abweichun-
gen fir Pr < 200 ist dem noch nicht ausreichend trainierten KNN zuzuordnen,
da dessen Spannungspfad sich zu stark von demjenigen des analytischen Modells
unterscheidet. Fir das Modell FNN-E-Ani verbessert sich die Energiedifferenz
stetig mit hoherem Penalty-Parameter. Fiir € = 10* ist das Ergebnis dhnlich gut
wie beim NCNN-Modell. Allerdings verschlechtert sich in diesem Fall wieder der
Validierungsfehler erheblich. Dieser Umstand wurde schon in Abschnitt 4.6 an-
gesprochen. Er wére bspw. durch mehr Gewichte behebbar. Bemerkenswert ist
allerdings, dass es einen grofien Bereich fiir den Penalty-Parameter € € [0, 10?]
gibt, bei dem sich der Validierungsfehler nicht andert. In diesem Fall wird die Ge-
neralisierungsfiahigkeit nicht verschlechtert. Dariiber hinaus ist im Bereich kleiner
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Mengen von Trainingsdaten Pr < 100 eine wesentliche Verbesserung der Ergeb-
nisse des FNN-Modells mit Nebenbedingungen gegeniiber dem NCNN-Modell zu
erkennen. Dies lasst an dieser Stelle den Schluss zu, dass schwaches Einfordern
von Nebenbedingungen durchaus Vorteile haben kann gegeniiber Modellen, die
diese Eigenschaften per Konstruktion erfiillen. Da die Approximation des Span-
nungspfades mit Nebenbedingungen bei wenigen Daten besser ist, was am Validie-
rungsfehler zu erkennen ist, ist in dieser Region auch augenscheinlich der Fehler
der Energiedifferenz besser. Dies liegt aber nicht an einer vermeintlich besseren
Einhaltung der Energieerhaltung, sondern an der héheren Ubereinstimmung der
Spannungspfade. Zuletzt sei erwahnt, dass ein Vergleich der beiden Architektu-
ren nicht unbedingt objektiv ist, da einmal die Spannungen direkt und einmal die
Verzerrungsenergiedichtefunktion approximiert wird. Daher sind die Ergebnisse
vor allem qualitativ zu interpretieren.

5.4.3 KNN-Materialmodelle bei Quasi-Inkompressibilitat

Die meisten Festkorper leisten gegen eine Volumenadnderung wesentlich mehr Wi-
derstand als gegen eine isochore Deformation. In Abschnitt 3.3.4 wurde die Model-
lierung dieses Verhaltens im Rahmen klassischer Materialmodellierung beschrie-
ben. Die synthetischen Daten fiir die vorangegangenen zwei Untersuchungen der
Abschnitte 5.4.1 und 5.4.2 wurden mit A = 1 N/mm? vergleichsweise kompressi-
bel% modelliert, was nur dem Zweck der Parameterstudien diente. Insbesondere
bei der KNN-Materialmodellierung stellt Quasi-Inkompressibilitéit eine gesonder-
te Herausforderung dar, die in diesem Abschnitt untersucht und erlautert wird.

Der KNN-Trainingsraum €2 aus Definition (5.57) beschrénkt sich weiterhin auf
moderate Verzerrungen mit E € [—0,1;0,1]%. Die Datenpunkte werden allerdings
nicht mehr mittels LHS generiert. Mit wachsendem A nimmt der Wertebereich der
Spannungen linear zu, und die Bereiche grofler volumetrischer Dehnungen wer-
den energetisch immer ungiinstiger. Im Folgenden wird daher der Materialpunkt-
Versuch aus Abschnitt 5.1.1 zur Generierung aller Trainings- und Validierungs-
datenpunkte genutzt.

Jeder Pfad startet bei (Eg, Sg) = (0,0). Grundsétzlich sind stets alle zwolf unia-
xialen und alle 60 biaxialen Kombinationen zu den Ecken des Hyperrechtecks €2
beinhaltet. Dabei wird im uniaxialen Fall ein linearer Pfad zu E? ; = +0,1 bzw.
im biaxialen Fall zu E! , = [E"!, E%] = [£0,1,40,1] mit jeweils zehn Schrit-

end

66 OGDEN [139] gibt fiir den Parameter A Werte von 2600 N/mm? und 3600 N/mm? fiir zwei
verschiedene Elastomere an, allerdings in Verbindung mit einer anderen Funktion W, (J). Die
GroBenordnung A /g > 1000 kann jedoch als grober Anhaltswert fiir reale Elastomere herange-
zogen werden.
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Abbildung 5.3: Zufillige biaxiale Pfadgenerierung: die Ecken des Hyperrechtecks €2

sind immer inkludiert, andere Verzerrungsverhiltnisse werden zuféllig generiert.
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Abbildung 5.4: Gemittelte Fehler einzelner Datenpunkte (links) und der Fehler
bzgl. ganzer, gemischt gesteuerter Materialpunkt-Versuche (rechts) in Abhéangigkeit
des LAME-Parameters A

ten diskretisiert, vgl. Abbildung 5.3 links. Dartiber hinaus werden 50 zusétzliche,
mit zufilligen Verzerrungsverhiltnissen generierte biaxiale®” Pfade erzeugt, die
stets bis zum Rand des Trainingsraums reichen, vgl. Abbildung 5.3 rechts. Auch
sie werden jeweils mit zehn Schritten diskretisiert. Somit folgen fiir jeden Pfad
die vorgegebenen Verzerrungen {EP }1% . Die Versuche werden jeweils rein verzer-
rungsgesteuert gerechnet, daher gilt SZ = 0. Die so generierten Pfade (5.7) dienen
als Grundlage zur Berechnung der Trainings- und Validierungsdatenpaare.

In Abbildung 5.4 ist der jeweils tiber fiinf Trainingsdurchlédufe gemittelte Fehler
(5.59) in Abhéngigkeit der LAME-Parameters A dargestellt. Dabei werden die Mo-

67 Durch die Beschriankung auf biaxiale Versuche wird garantiert, dass sich die restlichen,
nicht vorgegebenen Verzerrungskomponenten z. B. ndherungsweise isochor einstellen kénnen.
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Abbildung 5.5: Beispiel fiir die schwindende Unterscheidbarkeit verschiedener Span-

nungszustidnde bei quasi-inkompressiblen Werkstoffen

delle FNN-E-Ani und FNN-E-Iso miteinander verglichen. Letzteres ist einmal mit
Modellierung der exakten Inkompressibilitdtsbedingung (Ink.) nach Abschnitt
5.2.5 modelliert und einmal ohne. Im linken Bild wurde der Fehler mit einzel-
nen voneinander unabhingigen Verzerrungsdatenpaaren {(Ey, Sg)}5Y, berechnet,
die dem KNN nicht wahrend des Trainingsprozesses zur Verfiigung standen. Sie
wurden zuféllig aus der Menge der Trainingsdatenpaare gewéhlt. Im rechten Bild
wurde der Fehler an 25 neuen, vollstandigen Pfaden P = {(Eq, So), (E1, S1)...} be-
rechnet, welche mit dem KNN-Materialmodell mittels biaxialem Materialpunkt-
Versuch nach Abschnitt 5.1.1 durchgefithrt wurden. Der entscheidende Unter-
schied in beiden Fehlerberechnungen liegt darin, dass im Fall der Pfade nur zwei
Verzerrungskomponenten vorgegeben und die restlichen aus der NEWTON-Itera-
tion berechnet werden. Dadurch kann sich der vollstdndige Pfad starker von dem
urspriinglich vorgegebenen Pfad unterscheiden, gerade im Hinblick auf Volumen-
anderungen. Diese unterschiedlichen Fehlerberechnungen beleuchten zwei vollig
unterschiedliche Herausforderungen, die bei der Modellierung von Quasi-Inkom-
pressibilitdt mit KNN in Erscheinung treten und in Abbildung 5.4 zu erkennen
sind. Sie werden nachfolgend beschrieben.

Schwindende Unterscheidbarkeit verschiedener Spannungszustiande

Im ideal-inkompressiblen Grenzfall kann aus einem gegebenen Verzerrungszu-
stand nicht eindeutig auf einen Spannungszustand geschlossen werden, da durch
den hydrostatischen Druck keine Verzerrungen resultieren, vgl. Abschnitt 3.3.4.
Im Fall kompressibler Materialien erlauben die volumetrischen Dehnungen eine
Unterscheidung der einzelnen Spannungszustande. Je naher das Materialverhal-
ten am ideal-inkompressiblen Grenzfall liegt, desto geringer ist der Anteil der
volumetrischen Dehnungen und desto naher liegen einzelne Verzerrungszustiande
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beieinander, obwohl sie zu vollig unterschiedlichen Spannungszusténden gehoren.
Diese Problematik ist in Abbildung 5.5 am Vergleich von equibiaxialem Zug und
uniaxialem Druck dargestellt. Die Daten wurden bei steigendem A [N/mm?]| mit
dem OGDEN-Materialgesetz erzeugt.

| A[N/mm?] | Intervall \2 | Intervall IIc | Intervall J® |

1 0,769, 1,248] | [2,637, 3,385 | 0,799, 1,167]
10 0,712, 1,501] | [2,990, 3,150] | [0,961, 1,026]
100 0,696, 1,556] | [3,000, 3,129] | [0,996, 1,003]

Tabelle 5.3: Intervalle der Eingangsvariablen A2, IIc und J? in Abhingigkeit des
LAME-Parameters A

Die immer schlechtere Unterscheidbarkeit der Spannungszustdnde macht es fiir
KNN besonders schwer, den zugrundeliegenden funktionalen Zusammenhang zu
erlernen. Dies ist in Abbildung 5.4 am FNN-E-Ani-Modell in beiden Diagram-
men zu erkennen. Beziiglich des Datenpunkt-Fehlers (links) zeigt das FNN-E-Iso-
Modell allerdings keine Probleme, obwohl der Umstand der zusammenfallenden
Verzerrungszustande dort ebenfalls vorliegt. Das liegt daran, dass der Trainings-
raum ) fiir das Invarianten-Modell mit wachsendem A kleiner wird. Dies ist in
Tabelle 5.3 gezeigt. Im normalisierten Trainingsraum (vgl. Abschnitt 4.1) muss
das FNN stets die gleiche Antwortfliche erlernen. Daher dndert sich der Fehler
nicht merklich. Wie in Abbildung 5.5 zu erkennen ist, folgt der Trainingsraum
des FNN-E-Ani-Modells nicht diesem Verhalten.

Verlassen des Trainingsbereichs bei Verzerrungssteuerung

Bemerkenswert ist das schlechte Abschneiden des FNN-E-Iso-Modells bzgl. des
iiber vollsténdige Pfade gemittelten Fehlers, vgl. Abbildung 5.4 rechts. Das liegt
an der Verzerrungssteuerung. Im ersten NEWTON-Schritt werden die vorgegebe-
nen Verzerrungskomponenten E? festgelegt, wihrend die restlichen zu null initia-
lisiert sind. Dadurch erfiillt der gesamte Verzerrungstensor E im ersten Iterations-
schritt keine Anforderungen an Quasi-Inkompressibilitdt. Wie zuvor beschrieben,
wird der Trainingsraum des FNN-E-Iso-Modells mit wachsendem LAME-Parame-
ter A kleiner. Ein solcher, im ersten Iterationsschritt vorgegebener Verzerrungs-
tensor liegt mit seinen Komponenten folglich weit auflerhalb des Trainingsraums.
Daher divergiert das gesamte Materialpunkt-Verfahren meist schon zu Beginn,
was den Verlauf des Fehlers erklart. Das FNN-E-Ani-Modell hat mit der Verzer-
rungssteuerung weniger Schwierigkeiten als mit den unabhéngigen Datenpunkten,
da — wie oben bereits beschrieben — der Trainingsraum nicht kleiner wird.
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Unter Beriicksichtigung der exakten Inkompressibilitdtsbedingung nach Abschnitt
5.2.5 in Verbindung mit dem inkompressiblen Materialpunkt-Versuch aus Anhang
D zeigt das FNN-E-Iso-Modell hervorragende Ergebnisse fiir grofiere Werte von
A. Grundsétzlich ldsst sich daraus schliefen, dass es fir nahezu inkompressibles
Materialverhalten numerisch sinnvoll ist, dies im KNN-Materialmodell zu bertick-
sichtigen. An dieser Stelle sollte eine gewisse Ironie nicht unerwéhnt bleiben: Die
Losung der idealen Inkompressibilitat steht in starkem Widerspruch zum Ziel der
von sdmtlichen Modellen befreiten, rein auf Daten basierenden KNN-Material-
modellierung. Alternativ konnte dieses Problem fiir das FNN-E-Iso-Modell mit
einer Spannungssteuerung®® gelost werden. Ebenfalls zu erwihnen ist hier, dass
die Wachstumsbedingung nach Abschnitt 5.2.6 zu keiner Verbesserung der be-
schriebenen Probleme fiihrt, da erst fiir sehr grofle bzw. sehr kleine J die Anteile
mafBgebend werden®.

5.4.4 Verhalten bei groflen Verzerrungen

Verzerrungen mit |E;;| < 0,1, 4,7 = 1,2,3 sind als moderat anzusehen. Unter
uniaxialem Zug mit Apax = /2B max + 1 war bisher eine maximale Langen-
anderung von ca 9,5% moglich. Die elastischen KNN-Materialmodelle werden
nachfolgend fiir groflere Verzerrungen miteinander verglichen. Der groflere Trai-
ningsraum

Q =1[-0.25,1.5> x [-1.0,1.0]> € R® (5.64)

beinhaltet bspw. bei uniaxialem Zug mit E; € [—0.25, 1.5] Langenanderungen bis
100%. Je groBer die inbegriffenen Deformationen sind, desto komplizierter wird
der funktionale Zusammenhang, den das KNN erlernen muss.

Um die Effekte grofler Verzerrungen von denen der Inkompressibilitat zu isolie-
ren, werden Parameterstudien fiir A = 1 N/mm? durchgefiihrt. Die (E, S)-Pfade
zur Generierung der Trainingsdatenpaare werden wie in Abschnitt 5.4.3 mit den
72 festen Materialpunkt-Versuchen fiir die Ecken und n, zufilligen, zusétzlichen
biaxialen Materialpunkt-Versuchen generiert. Dariiber hinaus werden 25 solcher
zufilliger Pfade zur Berechnung des Validierungsfehlers (5.59) herangezogen. In
Abbildung 5.6 sind fiir die KNN-Materialmodelle FNN-E-Ani, NCNN-E-Ani und
FNN-E-Iso die Untersuchungen bzgl. der Anzahl der zufélligen Pfade n, sowie
bzgl. der Anzahl der Gewichte n,, dargestellt. Dabei wurde fiir die Untersuchung
der Anzahl der Trainingsdaten die Topologie stets mit drei Zwischenschichten a
15 Neuronen gewahlt. Fir die Topologieuntersuchung wurden jeweils n, = 100
zufillige Pfade generiert.

68 Im Hinblick auf eine FE-Implementierung ist das allerdings keine Losung.
69 Theoretisch kénnte ein Vorfaktor eingefiihrt werden, der mit dem Kompressionsmodul kor-
reliert. Dieser miisste dazu im Trainingsprozess angepasst werden.
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Abbildung 5.6: Verhalten von drei elastischen KNN-Materialmodellen fiir grofie Ver-
zerrungen in Abhéngigkeit der Anzahl der Trainingsdaten (links, drei Zwischenschichten
a 15 Neuronen) sowie das Verhalten in Abhéngigkeit der Anzahl der Gewichte (rechts,
n, = 100)

Auffallend gegeniiber den Untersuchungen mit moderaten Verzerrungen aus Ab-
schnitt 5.4.1 sind das grundséatzlich etwas hohere Fehlerniveau und die tendenziell
spatere Konvergenz bzgl. Daten und Freiheitsgraden. Das ICNN-E-Poly-Modell
wurde hier nicht aufgefiihrt, da das schon oben beschriebene Konvergenzverhal-
ten fiir groffe Verzerrungen stirker ausgeprigt ist, und zwar bereits bei einem
Fehler von £#"(S) ~ 1072.

5.5 Anwendung der KNN-E-Materialmodelle in der FEM

Die Festkorpersimulation mittels FEM erfordert ein robustes Zusammenspiel aus
Elementformulierung, Materialmodell und Losungsverfahren. KNN-Materialmo-
delle, welche an einzelnen Datenpunkten oder in Materialpunkt-Versuchen brauch-
bare Ergebnisse liefern, konnen in der Anwendung am Gesamtsystem durchaus
scheitern. Daher werden die vorgestellten KNN-Materialmodelle nachfolgend in
der numerischen Struktursimulation eingesetzt und miteinander verglichen.

Im Rahmen des inkrementell-iterativen Losungsverfahrens nach Abschnitt 2.2.3
sind innerhalb eines Elements die Knoten-Verschiebungsgrofien {Vgi)}?ill im Ite-
rationsschritt ¢ fest. Mit diesen und den zugehérigen Ansatzfunktionen werden
die Verzerrungen E; = E(§;) fir jeden Integrationspunkt ermittelt, mit den Ko-
ordinaten &;,l = 1,...,n,. Fiir ein Volumenelement geschieht dies bspw. mithilfe
der Verschiebungsgradienten (2.72) nach Gleichung (2.18) bzw. (2.19). Abhéngig
vom gewahlten KNN-Materialmodell werden die Verzerrungen E; zunéchst in die
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Abbildung 5.7: Schematische Darstellung der Informationsiibertragung innerhalb ei-
nes Iterationsschritts ¢ der FEM

KNN-Eingangsvariablen x umgeformt und zu X transformiert. Nach Ausfihrung
der KNN-Algorithmen zur Berechnung der transformierten Ausgangsvariablen z
und der JACOBI-Matrix j werden diese zu z und j riicktransformiert. AnschlieBend
folgt die Berechnung der Integrationspunkt-Spannungen S; sowie der zugehorigen
Materialtangente Cz; nach den jeweils in Abschnitt 5.2 beschriebenen Gleichun-
gen. Innerhalb des Elements werden damit die Elementsteifigkeitsmatrix K% und
der Elementresidualvektor G¢ berechnet, welche im Anschluss zu den Systemgro-
Ben Kg) und G assembliert werden. Dieser Zusammenhang ist in Abbildung
5.7 schematisch dargestellt.

Das KNN ist als Materialmodell in die 1D-, 2D- und 3D-Materialbibliothek ei-
ner erweiterten Version des FE-Programms FEAP (Finite Element Analysis Pro-
gramm) [168] implementiert worden, welches am Institut fiir Baustatik (KIT)
verwendet wird. Dabei stehen das FNN, das ICNN und das NCNN als KNN-Ar-
chitekturen zur Verfiigung und koénnen flexibel mit den in diesem Kapitel vorge-
stellten KNN-Materialmodellen kombiniert werden. Das Training der KNN erfolgt
in MATLAB [170]. Uber ein Transferdatei werden alle notwendigen Informatio-
nen wie die Topologie, die Gewichte, das KNN-Materialmodell usw. an FEAP
iibergeben.

5.5.1 Scheibe mit Loch: Systembeschreibung und Referenzlésung

Als numerisches Beispiel dient das Auseinanderziehen einer quadratischen Schei-
be, das bspw. von PARISCH [142] oder BETSCH ET AL. [15] zur Verifizierung von
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Schalenelementformulierungen untersucht wurde. Die Scheibe hat in dieser Arbeit
die Seitenlange L = 200 mm und die Dicke d = 1 mm. In ihrer Mitte befindet sich
ein Loch mit Durchmesser 2R = 60 mm. Durch die vorhandene Doppelsymmetrie
wird das FE-Modell an einem Viertel der Scheibe aufgestellt. Das Modell ist in
Abbildung 5.8 dargestellt, inklusive der Symmetrie- und Systemrandbedingun-
gen. Das FE-Netz besteht aus 16 x 16 = 256 gemischten Schalenelementen von
KLINKEL ET AL. [106], welche in Abschnitt 2.2.4 beschrieben wurden. Der Feh-
ler in der Reaktionskraft ist gegentiber einem FE-Netz mit sehr vielen Elementen
weniger als 3%. Dabei wird eine einzige numerische Schicht tiber die Hohe bertick-
sichtigt. Die EAS-Parameter werden zu 5,, = B, = (. = 2 gewdhlt, da lineare
Dickenverzerrungen fiir das vorliegende Beispiel ausreichend sind, vgl. KLINKEL
ET AL. [106] und die Definition der Parameter in Abschnitt 2.2.4. Die Belastung
erfolgt durch Vorgabe der Verschiebung u an der gesamten rechten Kante. Diese
kann sich dadurch nicht verdrehen. Die Kraft F'(u) wird durch die Summe der
Reaktionskrafte an jener Kante zuriickgerechnet.

2 F(a)

SEI

L L

S

Abbildung 5.8: Scheibe mit Loch: Referenzkonfiguration, FE-Modell am Viertelsys-
tem inklusive Randbedingungen und Definition der Reaktionskraft F'(u) in Abhéngig-

keit der vorgegebenen Verschiebung

Durch die Belastung entstehen am Lochrand senkrecht zur Belastungsrichtung
Druckspannungen, welche schon bei vergleichsweise geringer Last zu einem Sta-
bilitatsproblem fithren. Neben dem rein ebenen Zustand existieren somit ener-
getisch dquivalente Nachbarzustédnde, die Verschiebungen senkrecht zur Ebene
enthalten. Um dem zugehorigen sekundaren Gleichgewichtspfad zu folgen, wird
eine Storlast P, = 107° an dieser Stelle aufgebracht, welche ebenfalls Abbildung
5.8 gekennzeichnet ist. Alternativ wére ein direktes Wechseln in den Sekundérpfad
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Abbildung 5.9: Scheibe mit Loch: Referenzlosung mit dem OGDEN-Materialgesetz

ohne Storlast moglich, vgl. WAGNER und WRIGGERS [187]. Als Referenzlosung
wird das OGDEN-Materialmodell aus Abschnitt 3.3.3 mit den Materialparametern
aus Tabelle 5.1 genutzt. Der 2. LAME-Parameter wird zur Modellierung geringer
Kompressibilitit zu A = 10 N/mm? gewéhlt. Die Scheibe wird durch die beschrie-
bene Verschiebungssteuerung auf ca. das Doppelte ihrer Ausgangsldnge gedehnt.
Dabei werden zunéchst 20 Schritte mit Au = 0,2mm zu v = 2mm ausgefiihrt,
um den Stabilitatspunkt zu iiberschreiten. Im Anschluss folgen 33 Schritte mit
Ay = 3mm zur Endverschiebung « = 101 mm. In Abbildung 5.9 ist die Reakti-
onskraft in Abhéngigkeit der vorgegebenen Langsverschiebung u (links) sowie in
Abhéngigkeit der Verschiebung w senkrecht zur Systemebene (rechts) dargestellt.

5.5.2 Vergleich der vier KNN-Materialmodelle an der Lochscheibe

Die vier in Abschnitt 5.2 vorgestellten elastischen KNN-Materialmodelle werden
zur Berechnung des Lochscheiben-Beispiels herangezogen. Der Fokus der folgen-
den Untersuchung liegt in der prinzipiellen Anwendung der KNN-Materialmodelle
innerhalb der FEM. Daher werden mit drei Zwischenschichten a 20 Neuronen je-
weils vergleichsweise viele Gewichte zum Training zur Verfiigung gestellt. Dariiber
hinaus werden im Trainingsraum (5.64) die 72 festen, biaxialen Materialpunkt-
Versuche und zusétzlich n, = 1000 weitere zufallige biaxiale Materialpunkt-Ver-
suche durchgefiihrt, vgl. Abschnitt 5.4.4. Von den resultierenden (E,S)-Daten-
paaren werden 80 % fiir das Training und 20 % zur Validierung und zum Abbruch
des Trainingsprozesses genutzt. Im Folgenden werden keine Nebenbedingungen
berticksichtigt. Wie zu Beginn des Kapitels motiviert, werden hier hauptséch-
lich verschiedene KNN-Materialmodelle miteinander verglichen. In Kapitel 6 liegt
der Fokus auf den Nebenbedingungen. Fiir jedes der vier KNN-Materialmodel-
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Abbildung 5.10: Scheibe mit Loch: Ergebnisse von jeweils fiinf FE-Berechnungen mit
den KNN-Materialmodellen im Vergleich zur Referenzlosung
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le FNN-E-Ani, NCNN-E-Ani, FNN-E-Iso und ICNN-E-Poly werden jeweils fiinf
Trainingsdurchlaufe bei gleichbleibenden Einstellungen durchgefiihrt.

Im Rahmen aller Beispiele dieser Arbeit wird die Materialtangente innerhalb von
FEAP [168] symmetrisiert:

cy™ = ;(CT +C7) . (5.65)

Da alle KNN unter Hinzunahme vieler Daten ein hyperelastisches Materialmodell
approximieren sollen, greift diese Mafinahme nicht zu stark in die Berechnung ein,
erlaubt jedoch die Nutzung von Gleichungslésern fiir symmetrische Matrizen.

In Abbildung 5.10 sind die Ergebnisse der insgesamt 20 FE-Berechnungen abge-
bildet. Der Abbruch der globalen Gleichgewichts-Iteration ist jeweils mit einem
Kreis gekennzeichnet. Zunéchst sei noch einmal erwiahnt, dass alle KNN-Mate-
rialmodelle mit biaxialen Versuchen trainiert wurden. Innerhalb des vorliegen-
den Beispiels liegen jedoch komplexe dreidimensionale Spannungszustinde vor,
gerade im Bereich von Verschiebungen senkrecht zur Referenzebene. Da die Ein-
gangsvariablen in den Verzerrungen definiert sind, miissen die KNN zwar nicht
extrapolieren, doch deren Interpolationsfihigkeit wird damit auf die Probe ge-
stellt.

Die inharente Variabilitat, die dem KNN-Trainingsprozess zugrunde liegt, spie-
gelt sich auch in den Ergebnissen der FE-Berechnungen wider, vor allem bei den
allgemein anisotropen Modellen. Das mit NCNN formulierte Materialmodell ist
demjenigen des FNN dabei stets tiberlegen im Bezug auf die Stabilitat im Rah-
men der aufleren Gleichgewichtsiteration. Das polykonvexe ICNN-E-Poly-Modell
sticht durch eine beachtliche Konstanz der Ergebnisse heraus. Die FE-Berechnun-
gen brechen immer erst innerhalb der letzten beiden Lastschritte ab. Allerdings
kann an der Diskrepanz zur Vergleichslosung das in Abschnitt 5.4.1 beschrie-
bene Verhalten erkannt werden: Die in den Invarianten definierte Polykonvexi-
tatsbedingung scheint den Approximationsraum des KNN zu stark einzuschran-
ken. Demgegentiber zeigt das isotrope FNN-E-Iso-Modell nahezu deckungsgleiche
Ergebnisse in allen Berechnungen. In diesem Fall bricht jedoch die Berechnung
frither ab.

5.5.3 Abschlielende Bemerkungen

e Da keines der Modelle die Bedingung einer spannungsfreien Referenzkonfi-
guration S(0) = 0 erfiillt, befindet sich das gesamte Tragwerk zu Beginn der
FE-Berechnung nicht im Gleichgewicht. Daher empfiehlt es sich, vor dem
ersten Lastschritt den aus diesem Umstand resultierenden Eigenspannungs-
zustand zu berechnen, bevor mit den eigentlichen Lastschritten begonnen



5 MODELLIERUNG VON ELASTISCHEM
158 MATERIALVERHALTEN MIT KNN

wird. In Abbildung 5.11 ist ein Ausschnitt der fiinf FNN-E-Ani-Berechnun-
gen abgebildet, der diesen Sachverhalt verdeutlicht.

0.4

X Ogden Referenz
— KNN-Mate

[
0 0.2 0.4

o [mm]

Abbildung 5.11: Eigenspannungszustand durch nicht exaktes Erfiillen der spannungs-

freien Referenzkonfiguration

o Fiir grofere LAME-Parameter A > 10 N/mm? konvergiert das FNN-E-Iso-
Modell nicht mehr innerhalb der FEM. Dies liegt wahrscheinlich an den
in Abschnitt 5.4.3 herausgearbeiteten Griinden bei Quasi-Inkompressibili-
tat. In diesem Fall wire es zu empfehlen, exakte Inkompressibilitdt nach
Abschnitt 5.2.5 einzufordern und im Rahmen der FEM mit einem gemisch-
ten Element zu verkniipfen, vgl. SIMO ET AL. [162]. Eine symptomatische
Linderung dieser Problematik ist auch durch eine Verringerung der Schritt-
weite moglich, da somit die Verzerrungen weniger weit vom Trainingsraum
des KNN entfernt sind.

Das ICNN-E-Poly-Modell zeigt bei der Quasi-Inkompressibilitdt weniger
Probleme und konvergiert weiterhin stabil. Dahinter steckt zum einen, dass
nicht die Spannungen direkt approximiert werden, sondern indirekt iiber
die Verzerrungsenergiedichtefunktion. Zum anderen gilt die Polykonvexi-
tatsbedingung auch auflerhalb des Trainingsraums, was die Gefahr eines
vorzeitigen Divergierens abschwécht.

o Die Trainingsdatenpaare {(x,t)}+”, bestehen u. a. aus einheitenbehafteten
Groflen, wie bspw. die Spannungen. Daher ist ein fertiges KNN-Materialmo-
dell an die Einheiten gebunden, die dem Trainingsprozess zugrunde liegen.
Daher ist es zweckméafig mithilfe einer Einheitenumrechnung am Integra-
tionspunkt die Flexibilitdt des KNN-Materialmodells zu erhéhen. Dies ist
ebenfalls in FEAP implementiert.
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« Die Zwangssymmetrisierung (5.65) kann durchaus positive Effekte auf das
Konvergenzverhalten haben, selbst wenn dadurch die NEwWTON-Tangente
nicht mehr exakt zum Residuum passt, vgl. WEBER ET AL. [189].

o Die Symmetriesierung der Lochscheibe ist im Fall der grundsatzlich ani-
sotropen KNN-Materialmodelle nicht ganz korrekt. Da die Isotropie nur
indirekt iiber die Daten erlernt und somit nicht exakt garantiert wird, ist
die resultierende Struktur theoretisch nicht symmetrisch. Wiirde man das
Beispiel vollstandig modellieren, waren folglich leicht andere Ergebnisse zu
erwarten.

Nach diesen FE-Berechnungen lésst sich ein erstes Zwischenfazit ziehen. Alle vor-
gestellten KNN-Materialmodelle sind prinzipiell geeignet, um elastisches Materi-
alverhalten abbilden zu konnen, auch innerhalb der FEM. Dabei lassen sich die
Erkenntnisse iiber Unterschiede zwischen den KNN-Materialmodellen sowie ihre
Starken und Schwéchen vom Materialpunkt auf die Gesamtstruktur tibertragen.
Auflerdem miissen bei KNN-Materialmodellen andere Sachverhalte beachtet wer-
den als bei herkdmmlichen Materialmodellen, wie bspw. die Gréfle und Form der
Trainingsrdume im Fall der Quasi-Inkompressibilitat. Im nachfolgenden Kapitel
6 wird der Fokus mehr auf den Nebenbedingungen liegen sowie der Umgang mit
ihnen.
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6 Modellierung von plastischem
Materialverhalten mit KINN

Aufbauend auf den grundsétzlichen Eigenschaften plastischer Materialien aus Ka-
pitel 3 und den KNN-Architekturen aus Kapitel 4, wird im Folgenden die Mo-
dellierung plastischen Materialverhaltens mit KNN beschrieben. Der entscheiden-
de Unterschied zu elastischem Materialverhalten ist die Abhéngigkeit der Span-
nungsantwort von der Belastungsgeschichte. Dies wurde bereits durch die Be-
schreibung der Spannungen S als Funktional der Verzerrungsgeschichte E(g),f €
0,¢] in Gleichung (3.2) deutlich gemacht. Im vorliegenden Kapitel soll diese Ab-
bildungsvorschrift durch ein KNN definiert werden:

dSKNN(E(g))

S = S*""™N(E) Cr = iE,

telo,t. (6.1)

Durch die Pfadabhéangigkeit ist die Anwendung des Latin-Hypercube-Stichpro-
benverfahrens (LHS), wie im Fall elastischer Materialmodelle, nicht sachgemé$.
Daher werden innerhalb dieses Kapitels die synthetischen Trainings- und Validie-
rungsdatenpaare ausschlieflich durch numerische Materialpunkt-Versuche gene-
riert. Dies kann ohne Einschrankungen mit dem in Abschnitt 5.1 beschriebenen,
gemischt gesteuerten Verfahren durchgefithrt werden. Aus jedem dieser numeri-
schen Materialpunkt-Versuche resultiert ein Pfad

P = {(Eo, So), (E1,S1), ..., (B, S), ooy (B, Sh)} (6.2)

bestehend aus diskreten Gleichgewichtspunkten (E,,S,,). Diese werden im Fol-
genden als ,GGW-Punkte“ abgekiirzt. Abhéngig vom definierten KNN-Materi-
almodell werden diese Verzerrungs-Spannungs-Paare in die Menge der jeweiligen
Trainings- und Validierungsdatenpaare {(xg, t)}f_, umgerechnet. Als KNN-Ar-
chitekturen fiir plastisches Materialverhalten eignen sich das FNN aus Abschnitt
4.2, das NCNN aus Abschnitt 4.3.1 sowie das RNN aus Abschnitt 4.3.2.

In Abschnitt 6.1 werden verschiedene plastische KNN-Materialmodelle beschrie-
ben. Physikalisch motivierte Nebenbedingungen fiir plastisches Materialverhalten
werden in Abschnitt 6.2 vorgestellt, inklusive einer effektiven Strategie zur Gene-
rierung der NB-Punkte. In den Abschnitten 6.3 bis 6.5 folgen die Untersuchungen
der beschriebenen KNN-Materialmodelle am Materialpunkt und im Rahmen der
FEM. Die Erkenntnisse aus diesen Untersuchungen bereiten den Weg zur An-
wendung an echten Versuchsdaten in Kapitel 7. Der Fokus dieses Kapitels liegt
auf den physikalisch Motivierten Nebenbedingungen und ihrem Einfluss auf das
Verhalten der KNN-Materialmodelle, gerade im Fall einer geringen Datenbasis.
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6.1 KNN-Materialmodelle fiir plastisches
Materialverhalten (KINN-P)

Im Folgenden wird die Definition der Eingangsvariablen x und der Ausgangs-
variablen z zur Sperzifizierung eines plastischen KNN-Materialmodells beschrie-
ben. Dies muss derart erfolgen, dass die zugehorige Abbildungsvorschrift z =
fENN(x, w) eine Funktion darstellt. Durch die Pfadabhéingigkeit plastischen Ma-
terialverhaltens ist kein funktionaler Zusammenhang S(E) mdéglich. Daher miis-
sen im Rahmen eines Feedforward-KNN (FNN oder NCNN) neben den aktuellen
Verzerrungen E weitere Grofen im Eingangsvektor berticksichtigt werden, welche
Informationen tiber die vergangene Belastungshistorie beinhalten. Klassischerwei-

se sind dies Verzerrungs- und Spannungsgrofien oder deren Inkremente, bspw.
x := [AE,E;, S/ und z:= AS , (6.3)

die zum aktuellen (E,S) bzw. letzten GGW-Punkt (E;,S;) gehoren. Dabei ist
AE = E — E; das tublicherweise vorgegebene Verzerrungsinkrement und AS =
S — S, das gesuchte Spannungsinkrement. Dies ist in Abbildung 6.1 dargestellt.

Si A Erstbelastung [ E + AFE
P I ./\: {51 + Asl]
e .
h e j E+AFE
R T ‘ Wiederbelastung [52 + ASJ
B
E E+ AFE En

Abbildung 6.1: Illustration der Pfadabhéngigkeit anhand von einachsigem plasti-
schem Materialverhalten: Die GGW-Punkte von Erst- und Wiederbelastungspfad stim-

men nicht iiberein, trotz gleicher Verzerrungen.

Im Fall des RNN miissen neben den Verzerrungen E keine weiteren Eingangs-
variablen beriicksichtigt werden. Die rekurrenten Gewichte entsprechen den Ge-
schichtsvariablen und werden im Trainingsprozess eingestellt. Sie sind allerdings
nicht mehr physikalisch interpretierbar.

Die ab Abschnitt 6.1.2 aufgefithrten KNN-Materialmodelle erfiillen alle physi-
kalischen Eigenschaften, die ebenfalls zu Beginn von Abschnitt 5.2 angesprochen
wurden: Die Beschrankung auf Koérper 1. Grades, die materielle Objektivitat sowie
die Massen-, Impuls und Drehimpulsbilanz. Allerdings erfiillt keines der im Fol-
genden vorgestellten KNN-Materialmodelle die Dissipationsungleichung (3.25).
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Daher kann die Konsistenz zu den thermodynamischen Hauptsatzen nicht garan-
tiert werden. Dartiber hinaus basieren die Eingangs- und Ausgangsvariablen aus-
schlieBlich auf der Information von Spannungen und Verzerrungen. Die Definition
von Energie- oder Dissipationspotentialen sowie von FlieBflachen und Fliefregeln
ist nicht notwendig. Anders ausgedriickt: Das in Abschnitt 3.4.1 beschriebene,
eng geschniirte thermodynamische Korsett kann im Folgenden nicht erfillt wer-
den und wird daher nicht naher untersucht. Die Modelle sind rein auf Basis von in
Versuchen gemessenen Verzerrungen und berechneten Spannungen kalibrierbar.

Nach Auftreten einer kinematischen Verfestigung verhélt sich ein zuvor isotroper
Werkstoff anisotrop bzgl. der Spannungsantwort. Daher werden im Folgenden
stets alle Verzerrungs- und Spannungskomponenten bei der Definition der KNN-
Materialmodelle beriicksichtigt. Eine Reduktion auf skalare Invarianten wére zwar
grundsétzlich denkbar, diese Strategie wird hier allerdings nicht weiter verfolgt.

6.1.1 Geschichtsvariablen zur Modellierung von Verfestigung

Fiir das FNN konnen neben den Verzerrungen E; und den Spannungen S; des letz-
ten GGW-Punkts zusétzliche Geschichtsvariablen h; definiert werden, welche die
vollstandige Belastungsgeschichte in integraler Form beriicksichtigen. Solche Va-
riablen sind vor allem zur Modellierung von Verfestigungsverhalten notwendig.
Fir eine Anwendung auf reale Daten ist es wichtig, dass diese Variablen aus-
schlieflich auf Basis der Verzerrungen und der Spannungen und somit ausgehend
von den (E, S)-Pfaden (6.2) bestimmt werden konnen.

Bei klassischer kinematischer Verfestigung sind neben den Verzerrungsgrofien AE
und E; keine weiteren Geschichtsvariablen notwendig. Die Verschiebung der Flie3-
flache im Spannungsraum, vgl. Abbildung 3.6, kann explizit in den Verzerrungen
E = E; + AE angegeben werden. Dies wird nachfolgend an einem einfachen,
eindimensionalen Beispiel gezeigt. In Abbildung 6.2 ist eine stiickweise lineare
elastoplastische Spannungs-Dehnungskurve gegeben, mit der elastischen Steifig-
keit C', der tangentialen Steifigkeit wihrend des Flieens C7 sowie der initialen
Fliespannung Yj. Durch Belastung bis zum GGW-Punkt (£, Sy) verschiebt sich
der elastische Bereich von Eq = [~Yp, Yy] zu E; = [-Y) + q1, Yo + 1], ohne sei-
ne Ausdehnung zu verédndern. Bei entgegengesetzter Belastung tritt bereits am
GGW-Punkt (F5, Sz) Flieflen ein. Somit muss die von der relativen Spannung ¢;
abhéngige Gleichung

F(Sy,q1) =S8 —q —Yy=0 (6.4)

erfillt sein. Mithilfe der in Abbildung 6.2 gegebenen grafischen Zusammenhéange
lasst sich zeigen, dass die relative Spannung

Y,
¢ = Cr <E2 + c[*)) (6.5)
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Abbildung 6.2: Uniaxiale Interpretation der Formulierung kinematischer Verfestigung

in den Verzerrungen

explizit in Abhangigkeit der aktuellen Verzerrung E» sowie der Materialparameter
C, Cr und Y, berechnet werden kann. Folglich reicht die Information iiber die
aktuelle Verzerrung aus, um den Zeitpunkt des Flielens zu bestimmen, trotz
zuvor auftretender kinematischer Verfestigung.

Klassische isotrope Verfestigung muss tiber eine zusétzliche skalare Geschichts-
variable h beriicksichtigt werden. Dabei ist die Wahl dieser Variable generell be-
liebig, solange sie den gewiinschten Effekt berticksichtigt. Eine Moglichkeit wére
bspw. die maximal bisher erreichte vON MiSES’sche Vergleichsspannung

h(t) = max {(Sy ()} . (6.6)
mit der Vergleichsspannung Sy (7) zum Zeitpunkt 7 < ¢ nach Gleichung (3.111).
Der Nachteil einer solchen monoton wachsenden Variable ist, dass etwaige Ap-
proximationsfehler nicht ausgeglichen werden kénnen. KNN-Materialmodelle mit
solchen Geschichtsvariablen neigen dazu, die Verfestigung zu iiberschitzen™. Da-
her wird die energiebasierte, iiber die Belastungsgeschichte integrierte Variable

hE(t) = / STEdt (6.7)

empfohlen, welche in reduzierter Notation angegeben ist. Sie ist im CAUCHY-
elastischen Bereich vollstandig reversibel. Wird fiir die Verzerrungsrate E der
Differenzenquotient (E, 1 —E,)/(t,+1—t,) eingesetzt, kann das Integral im Inter-
vall t € [t,,tni1] eines Lastschritts mithilfe der Trapezregel numerisch integriert

70 Dies hat sich im Rahmen verschiedener numerischer Studien im Kontext dieser Arbeit
herauskristallisiert. Theoretisch sind monoton wachsende Geschichtsvariablen selbstverstandlich
moglich.
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werden. Daraus folgt die Aktualisierungsvorschrift

e = hE + ;(sn+1 +8,) (Bun —E,) . (6.8)
Mit Vorgabe von h{’ konnen die Werte h¥, hY| ... lastschrittweise aktualisiert wer-
den. Neben der hier vorgestellten skalaren Geschichtsvariable ist die Definition
anderer Variablen prinzipiell beliebig. Verfestigungsverhalten, bei dem die Flie3-
fliche ihre Gestalt komplizierter und anisotrop andert, sich also nicht nur ver-
schiebt oder vergroflert, wiirde nicht nur skalare sondern auch tensorwertige Ge-
schichtsvariablen erfordern. Die Wahl, welche Geschichtsvariablen im Eingangs-
vektor beriicksichtigt werden miissen, kann durch Erfahrung oder Trial-and-Error
getroffen werden und ist nicht eindeutig.

Falls zusatzliche Geschichtsvariablen h als KNN-Eingangsgroflen definiert wur-
den, miissen diese zunéchst aus den gegebenen Verzerrungs-Spannungs-Pfaden
(6.2) fiir jeden Lastschritt n berechnet werden. Fiir allgemeine Geschichtsvariab-
len in Form des Vektors h wird dies, ausgehend von einem Startwert hy, iiber die
inkrementelle Aktualisierungsvorschrift

hn+1 = hn+1 (hnu Sn+17 Snu En+17 En) (69)

durchgefiihrt, vgl. Beispiel (6.8). Uber diese kénnen die in Definition (6.2) gege-
benen Pfade um die zuséatzlichen Geschichtsvariablen h,, erweitert werden zu

P - {(Eo, S(),h(]), (El, Sl, hl); ceey (En7 Sn;hn>7 ceey (EN, SNahN)} . (610)

Die so ergénzten Pfade sind die Basis fiir die folgenden FNN-Materialmodelle.

Wie im vorherigen Abschnitt dargelegt, sind diese zusétzlichen Variablen h bei
Verwendung eines RNN nicht notwendig.

6.1.2 Inkrementelles KNN-Materialmodell FNN-P-Ink

Die Definition (6.3) zur Motivation der angereicherten Eingangsvektoren wird um
die zuvor eingefithrten Geschichtsvariablen h erweitert zu

x := [AE,E;, S;, h)] und  z:=AS. (6.11)

Die Verzerrungen E; und die Spannungen S; des letzten GGW-Punkts sowie die
Inkremente AE und AS enthalten jeweils n, Komponenten. Im dreidimensiona-
len Fall gilt ny = 6 und im ebenen Spannungszustand ny = 3. Auch die Ge-
schichtsvariablen h; beziehen sich auf den letzten GGW-Punkt und enthalten ny,
Komponenten. Thre Wahl hiangt vom Anwendungsfall ab und ist nicht eindeutig.
Damit ist im Allgemeinen die Grofle des KNN-Eingangsvektors n; = 3n,+n;, und
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die des KNN-Ausgangsvektors n, = ng. In Spezialfdllen konnen bspw. die Ver-
zerrungen E; des letzten GGW-Punktes vernachlassigt werden, wie bei idealer
Elastoplastizitdt. Gleiches gilt fiir den Vektor der zusétzlichen Geschichtsvariab-
len hl.

Die Spannungen
S =S*""NE E,S;,h) =S +AS=S, +z (6.12)

kéonnen mit E = E; + AE direkt berechnet werden. Dazu ist es notwendig die
Variablen E;, S;, h; als lokale Geschichtsvariablen vorzuhalten. Sie sind wéh-
rend der dufleren Gleichgewichtsiteration konstant. Im Rahmen der FEM wird
der Umgang mit solchen Geschichtsvariablen in Abschnitt 6.5 dargestellt. Die
Materialtangente in reduzierter Notation

S _9(Si+AS)IAE  9AS
T OE OAE OE  OAE JA8(@B)
I

enthalt Anteile jagag) der KNN-JACOBI-Matrix j, welche den partiellen Ablei-
tungen von AS nach AE entsprechen. Sie konnen bspw. durch die in Abschnitt

Cr #+ CL (6.13)

4.2.2 gegebenen Algorithmen fiir das FNN berechnet werden, mit I = {1, ..., n,}.
Die Materialtangente ist im Allgemeinen nicht symmetrisch. Dieses Standard-
KNN-Materialmodell wurde bereits von GHABOUSSI ET AL. [58] verwendet, al-
lerdings ohne zusétzliche Geschichtsvariablen h;.

Um das KNN fiir dieses Materialmodell trainieren zu konnen, miissen die GGW-
Punkte des Pfades (6.10) in die zugehoérigen (xi, tx)-Paare nach Definition (6.11)
transformiert werden. Dabei ist auf die Prozessrichtung bei Bildung der Verzer-
rungs- und Spannungsinkremente zu achten: die Inkremente diirfen nicht | riick-
warts “gebildet werden. Dartiber hinaus diirfen zwischen verschiedenen Belas-
tungsrichtungen keine Inkremente gebildet werden, um das Kausalitdtsprinzip
nicht zu verletzen. Dies ist in Abbildung 6.3 dargestellt. Unter Beachtung dieser
Regeln konnen inkrementelle Datenpaare durch Subtraktion von GGW-Punkten
generiert werden. Die Eingangs- und Zielvektoren

En - En—An
X = und t=S,—S_An (6.14)

hangen dabei vom Indexversatz An > 0 ab. Fir An = 0 wird ein Datenpunkt oh-
ne Verzerrungszuwachs generiert. Der zugehorige Spannungszuwachs ist ebenfalls
null, was bspw. fiir viskoses Materialverhalten nicht giiltig wéire. Wird An = 1 ge-
wahlt, findet die Inkrementbildung zwischen benachbarten Versuchspunkten bzw.
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Abbildung 6.3: Transformation der GGW-Punkte zu inkrementellen Datenpaaren
anhand einachsigem plastischem Materialverhalten unter Beachtung der korrekten Pro-

zessrichtung

GGW-Punkten statt. Zur Abdeckung einer groflen Breite von Schrittweiten ist
es zweckmafig, fir die Versitze An € {0,1,2,...} = I, mehrere Werte zu defi-
nieren. Dies stabilisiert das Verhalten der KNN-Materialmodelle innerhalb einer
auBeren Gleichgewichtsiteration.

Gegeben seien eine Belastungsrichtung P; = {(E, S, h),, }2, mit M; GGW-Punk-
ten und eine Menge Iz, von Indexverséitzen. Die damit berechenbare Anzahl an
Trainingsdatenpaaren ist

[Tan] 1PNy

Py= ) (M~ An;) = [Tan]Ma— > Any (6.15)

i=1 =1

mit der Anzahl von Indexversitzen |Ia,|. Fiir das Beispiel aus Abbildung 6.3
ergében sich mit I, = {0, 1,2, 3,4} fir die Belastungsrichtung d = 1 mit M; =
10 folglich P, = 40 Datenpaare, fiir die Entlastungsrichtung d = 2 mit My = 6
gilte P, = 20.

6.1.3 Sequenzielles KNN-Materialmodell FNN-P-Seq

Alternativ zur Formulierung in den Verzerrungs- und Spannungsinkrementen AE
und AS kann das KNN-Materialmodell auch direkt in den Verzerrungen E und
den Spannungen S des neuen GGW-Punkts definiert werden.

x := [E,E;, S;, hy] und z:=S (6.16)

Die Spannungen

S = SKNN(E, El7 Sl; hl) =Z (617)
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entsprechen den Ausgangsvariablen z des KNN. Die Materialtangente

Cr= g; = js) # Cr (6.18)
entspricht den Anteilen der KNN-JACOBI-Matrix j, welche die partiellen Ablei-
tungen von S nach E enthalten. Sie ist im Allgemeinen nicht symmetrisch. Auch
dieses Modell ist haufiger in der Literatur anzutreffen und wurde bspw. von YUN

ET AL. [201] verwendet.

Im Vergleich zum inkrementellen Modell des Abschnitts 6.1.2 ist die gleiche In-
formation in den Eingangs- und Ausgangsvektoren enthalten. Sie ist mit E =
E, + AE und S = S; + AS nur anders verteilt. Daher konnen die in Abschnitt
6.1.2 berechneten inkrementellen Datenpaare ohne Weiteres in die sequenziellen
umgerechnet werden.

6.1.4 Inkrementelles KNN-Materialmodell NCNN-P-Ink

Das KNN-Materialmodell FNN-P-Ink kann auch mit der NCNN-Architektur aus
Abschnitt 4.3.1 formuliert werden. Dabei bestiinde kein Grund, die Konvexitat
der Potentialfunktion einzufordern. Dies stand schon im Fall elastischen Materi-
alverhaltens im Widerspruch zu einigen physikalischen Prinzipien, vgl. Abschnitt
3.3.5.

Die Definition der Eingangsvariablen ist identisch zu Abschnitt 6.1.2. Dadurch
kénnen die dort beschriebenen Trainingsdaten uneingeschrankt zum Training die-

ses Materialmodells genutzt werden. Das Spannungsinkrement wird als partielle

Ableitung
OV (AE, E;, S;, h;, w)

AS = 6.19
0AE ( )
der nicht-transformierten Potentialfunktion W definiert. Die Materialtangente
0*U ] 7
Cr= m = JAS(AE) = Cr (6'20>

entspricht der zweifachen Ableitung dieses Potentials und ist daher stets symme-
trisch. In dieser Form ist das KNN-Materialmodell nach bestem Wissen des Au-
tors noch nicht verwendet worden, allerdings verwenden bspw. MASI ET AL. [125]
ein dhnliches Modell, welches aus mehreren gekoppelten KNN besteht.

Dies steht hier nicht direkt im Zusammenhang mit Energieerhaltung oder Entro-
piezunahme, sondern mit der bloflen Existenz einer skalaren Funktion W, iiber de-
ren partielle Ableitung nach dem Verzerrungsinkrement das Spannungsinkrement
berechnet werden kann. Die Einbettung in den thermodynamischen Rahmen des
Abschnitts 3.4.1 ist nach Einschétzung des Autors nicht ohne Weiteres moglich.
Die Konsistenz mit der Dissipationsungleichung kann folglich nicht gewéhrleistet
werden.
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6.1.5 RNN-Materialmodell RNN-P

Wird das rekurrente neuronale Netz (RNN) aus Abschnitt 4.3.2 verwendet, miis-
sen neben den aktuellen Verzerrungen E keine weiteren Eingangsvariablen de-
finiert werden. Durch die intrinsische ,zeitliche’ Komponente des RNN werden
die aktuellen Spannungen S = z(;) ausschliellich mit den aktuellen Verzerrungen
E = x( als Eingangsvariablen berechnet™. Die Information iiber die vergangene
Belastungshistorie steckt vollstandig in den Neuronen-Zusténden {y_1)}7~, der
Zwischenschichten. Die Eingangs- und Ausgangsvariablen fiir einen ,Zeit‘-Schritt
lassen sich folglich mit

X(t) =E und Z(t) =S (6.21)

angeben. Die Neuronen-Zustédnde {y«_1)}7~, miissen sich im Laufe der Belas-
tungsgeschichte zunachst aufbauen. Daher ist es beim RNN nicht moglich, einen
Schritt inmitten eines Belastungsprozesses isoliert zu berechnen, wie es beim FNN
durch die Angabe des zugehorigen GGW-Punkts (E;, S;) der Fall ist. In dieser
Form werden RNN héufig verwendet, bspw. von ABUEIDDA ET AL. [1] oder WU
ET AL. [199].

Dartiber hinaus reagiert das RNN auf den folgenden Umstand empfindlicher als
das FNN: Die Zeitreihe der Eingangsvariablen X = {Eq}]_, ist wahrend des
Trainings stets vollstandig gegeben. Der Fehler wird bzgl. der Zeitreihe der Aus-
gangsvariablen Z = {S}/_, berechnet. Bei der Anwendung als Materialmodell
ist das mitnichten der Fall. Die Verzerrungen werden im Laufe der aufleren Gleich-
gewichtsiteration mithilfe der RNN-Ausgabe erst ermittelt. Dadurch kénnen sich
rasch Abweichungen in den resultierenden Zeitreihen der Verzerrungen und vor
allem in den zugehorigen Zusténden der Zwischenneuronen ergeben gegeniiber
denjenigen, die wihrend des Trainings erlernt wurden.

U. a. aus den oben genannten Griinden ist das RNN als KNN-Materialmodell auf
eine vergleichsweise grofle Datenmenge angewiesen. Dies ist auch aus der Sicht
des Autors bei den aus echten Versuchen nicht zu realisierenden Datenmengen
der Veroffentlichungen von bspw. WU ET AL. [199] und ABUEIDDA ET AL. [1]
zu sehen. Die Anwendung im Rahmen der Mehrskalenmodellierung ist dagegen
realistischer.

"I Die Variable t wurde in Abschnitt 4.3.2 zur Kennzeichnung aufeinanderfolgender Ereignisse
eingefithrt. Sie hat nichts mit der physikalischen Zeit gemein.
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6.2 Physikalische Nebenbedingungen fiir KNN-P

Auch fir die Modellierung plastischen Materialverhaltens mit KNN lassen sich
physikalische Nebenbedingungen formulieren, um den Trainingsprozess zu regu-
larisieren und letztlich in der Anwendung als Materialmodell mit der Physik ver-
traglichere Ergebnisse zu erzielen. Die Prinzipien aus Kapitel 3 dienen dabei als
Grundlage zur Formulierung zuséatzlicher Fehlerterme, die innerhalb des Optimie-
rungsprozesses minimiert werden. Im Folgenden werden ausschliellich Nebenbe-
dingungen fiir das explizite inkrementelle KNN-Materialmodell FNN-P-Ink aus
Abschnitt 6.1.2 vorgestellt, mit x = [AE, E;, S;, h;] und z = AS. Eine Ubertra-
gung auf andere Materialmodelle ist sinngemafl moglich.

10 T T 1

= n; = 2 n; = 3
§= _
= 10 2 L |
[} —4 | .
= 10
: \__/
E 10_6 i | s m
= @)= W)=
10—8 | | |
1 ) 10 15 20

Dimensionen n;

Abbildung 6.4: Verhéltnis von Hyperkugel-Volumen zum Volumen des einschlieflen-

den Hyperwiirfels in Abhéngigkeit der Dimension n;

An dieser Stelle sei noch einmal hervorgehoben, dass zur Einforderung etwaiger
Nebenbedingungen nur die Eingangsvariablen — die NB-Punkte x¢ — im Trai-
ningsraum €2 C R"™ generiert werden miissen. Im Fall der plastischen KNN-Mate-
rialmodelle ist das allerdings eine grofiere Herausforderung als bei den elastischen
Modellen aus Kapitel 5. Die Anzahl der Eingangsvariablen n; kann betrécht-
lich werden. Wiirden in diesem hochdimensionalen Raum die NB-Punkte mittels
LHS generiert werden, ware ein Grofiteil der Daten im physikalisch nicht sinn-
vollen Bereich zu erwarten. Zur Untermauerung dieses Auswuchses des , Fluchs
der Dimensionalitit® (engl.: curse of dimensionality™) wird folgende Analogie
herangezogen: Der physikalisch sinnvolle Trainingsraum 2 C R™ sei durch die

™ Dieser Begriff wurde von RICHARD BELLMAN [12] im Rahmen der Regelungstheorie ein-
gefithrt. Seither ist curse of dimensionality ein gefliigeltes Wort im Zusammenhang mit der
Handhabung von Daten in hochdimensionalen Rdumen.
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n;-dimensionale Kugel mit Radius R definiert. Thr Volumen lasst sich mit

2% R
VKugel(ni) — —

(6.22)

in Abhéngigkeit der Dimension n; definieren. Die transzendente Gamma-Funkti-
on I'(n;) entspricht fur n; € N gerade der Fakultat I'(n;) = (n; — 1)! der néchst
kleineren natiirlichen Zahl. Wird das Volumen der Hyperkugel (6.22) auf das des
sie einschlieBenden n;-dimensionalen Hyperwtirfels mit Kantenlange 2R bezogen,
so resultiert der in Abbildung 6.4 dargestellte Zusammenhang des Volumenver-
haltnisses

VKugel(ni) 71'%
i) = = — . 6.23
)= R T et () 029
Beim KNN-Materialmodell FNN-P-Ink liegen ohne zuséatzliche Geschichtsvariab-

len n; = 18 Eingangsvariablen vor. Dies entspricht einem Volumenverhéltnis von

v & 3,13-107". Anders ausgedriickt: Wird auf Basis einer Gleichverteilung in die-
sem 18-dimensionalen Hyperwiirfel, bspw. mittels LHS, zufillig ein Datenpunkt
generiert, so ware die Chance ca. 1 zu 3,2 Millionen, dass er auch innerhalb der

t73. Diese Analogie soll zeigen, dass eine Strategie zur Datengene-

Hyperkugel lieg
rierung mittels LHS nicht zielfithrend ist. Daher wird im folgenden Abschnitt zu-
nachst eine Alternative vorgeschlagen, die sich im Rahmen der plastischen KNN-

Materialmodellierung als zweckméfig herausgestellt hat.

6.2.1 Datengenerierung innerhalb einer konvexen Hiille

Als Trainingsraum () wird im Folgenden die konvexe Hille der Menge der Trai-
ningsdatenpunkte {x;}+”, definiert. Eine konvexe Hiille ist die kleinstmogliche
konvexe Menge, die diese Punkte umschliefit. Ein zweidimensionales Beispiel ist
in Abbildung 6.5 dargestellt. Eine konvexe Menge hat die folgende wichtige Ei-
genschaft: Die Verbindungslinie zwischen zwei Punkten innerhalb einer konvexe
Menge ist vollstandiger in dieser enthalten.

Um zufillig einen NB-Punkt x¢ zu generieren, der nicht Teil der Trainingsdaten-
punkte {x;}+7, ist, wird sich diese Eigenschaft zunutze gemacht. Das Vorgehen
ist in Abbildung 6.5 links dargestellt. Insgesamt werden zuféllig vier unterschied-
liche Trainingsdatenpunkte {Xu1,Xu2,Xp1,Xp2} C {xk}kpil aus der Menge aller
Trainingsdatenpunkte gewahlt. Auf der Verbindungslinie zwischen den Punkten
Xq1 und X, sowie xp; und X wird jeweils zuféllig ein neuer Punkt x, € € bzw.

73 Die Chance entspricht der Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines Ereignisses bezogen auf
die Wahrscheinlichkeit des Nicht-Eintretens jenes Ereignisses. Die Chance beim klassischen ,,6
aus 49 - Lotto“ ohne Superzahl zu gewinnen, ist ca. 1 zu 14 Millionen. Sie ist dementsprechend
nur etwas schlechter als die Chance die 18-dimensionale Hyperkugel zu treffen.
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Trainingsdatenpunkt e
o 4 NB-Datenpunkt xo A

Abbildung 6.5: Zufillige Datengenerierung innerhalb einer konvexen Hiille €2

x; € () erzeugt. Wiederum auf der Verbindungslinie zwischen diesen neuen Punk-
ten x, und x;, wird zufillig der Punkt x generiert. Mithilfe dreier gleichverteilter
Pseudozufallszahlen 6,, 0y, 0. ~ U(0,1) kann x¢ iiber die explizite Formel

XY = (1= 0,)(1 = 0.) Xa1 + 0a(1 — 0,) Xa1 + 0.(1 — 0) xp1 + 0.0, %10 (6.24)

berechnet werden. In Abbildung 6.5 rechts sind Po = 500 solcher Punkte in einer
konvexen Hiille generiert worden. Es ist zu erkennen, dass die globale Wahrschein-
lichkeitsverteilung nicht gleichverteilt ist. Die zufillig generierten Punkte tendie-
ren zu Bereichen, die viele Trainingsdatenpunkte enthalten. Diese Eigenschaft hat
sich bei der Generierung von NB-Punkten nicht als Nachteil herausgestellt.

An dieser Stelle sei nochmal angemerkt, dass es im Fall elastischer Materialien
nicht moglich wére, die Spannungen S unabhéngig von den Verzerrungen E zufal-
lig zu generieren, da fiir jeden Verzerrungszustand ausschliefSlich ein Spannungs-
zustand giiltig ist. Im Fall plastischer Materialien konnen durch Be- und Entlas-
tungsvorgange unendlich viele, allerdings an Grenzen gebundene Spannungszu-
stinde erreicht werden. Aus diesen Grenzen resultiert ebenfalls die Motivation
der konvexen Hiille.

6.2.2 Inkrementelle Normalisierung

Bei ratenunabhangigem Materialverhalten ist bei einem Verzerrungsinkrement
AE = 0 ein null-wertiges Spannungsinkrement AS = 0 zu erwarten.

ASy = SK"N(E) — S, "™ AS(AE = 0,E;,S;,h)) =0 (6.25)
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Dabei wird im Folgenden angenommen, dass die Komponenten des Verzerrungsin-
krements AE die ersten n, KNN-Eingangsvariablen sind. Diese Nebenbedingung
ahnelt derjenigen der Normalisierung aus Abschnitt 5.3.1. Der entscheidende Un-
terschied liegt in den NB-Punkten

x! = [0, El; Sl, hl] € OY .= {Q ‘ AE = 0} , (626)

auf denen sie einzufordern ist, namlich fiir jeden GGW-Punkt (E;, S;, h;) inner-
halb des Trainingsraums €2. Ein mit der Strategie aus Abschnitt 6.2.1 generierter
NB-Punkt mit allgemein AE # 0 kann dahingehend angepasst werden, indem
das Verzerrungsinkrement im Anschluss zu 0 gesetzt wird.

Diese inkrementelle Normalisierung wird ebenfalls fiir jede der n, unabhéngi-
gen Spannungskomponenten einzeln eingefordert. Fiir jeden NB-Punkt x) lauten
folglich die n, Bedingungen

P = Dy, w) = 2(x, W)+ =2 =0, j=1,..n,, (6.27)

mit ithren Gradienten

0Zj, .
Vhj, = 8\; , j=1,..ng. (6.28)
Die Nebenbedingung ist ebenfalls mit ¢9, = 0 und f?k = —m,;/s,; als zusétzliches

Trainingsdatenpaar interpretierbar. Im Kontext der Penalty-Methoden ist der
Faktor zur Berechnung des Gradienten nach Abschnitt 4.2.4 gerade djr = ppr-
Eine zusatzliche Normalisierung des Fehlerterms im Vergleich zum Trainingsda-
tenfehler ist nicht notwendig.

6.2.3 Stationaritidt der Normalisierung

Die inkrementelle Normalisierung aus Abschnitt 6.2.2 gilt fiir jeden GGW-Punkt
(E;, S;, hy). Eine weitere Moglichkeit dies zu berticksichtigen ist, fir AE = 0 die
partiellen Ableitungen des Spannungsinkrements nach den restlichen Eingangs-
variablen zu null einzufordern.
OAS(x°) | 0 OAS(xY)

0E, S,

IAS(x?)

20
Diese Nebenbedingung gilt ebenfalls auf der Untermenge Q° aus Definition (6.26).
Unter der Annahme, dass die Komponenten des Verzerrungsinkrements AE die
ersten n, KNN-Eingangsvariablen sind, folgen die (n; — ng)ns Terme der Neben-
bedingung zu

0%; =1,...,n,
hjik: = hji(Xg,W) = ZJ% {j ! : (6-30)
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Die Fehlerterm-Normalisierung wurde mit «j; = s,;/s,; berticksichtigt, vgl. Ab-
schnitt 5.3.2. Dadurch kiirzen sich die Terme der Ableitungstransformation her-
aus. Die Gradienten der Terme (6.30) dieser Nebenbedingung lauten jeweils

0 (0%;
Vhim = aw< 82{?) . (6.31)

Der Fehlergradient VLo muss folglich mit dem Algorithmus aus Abschnitt 4.2.5
berechnet werden, mit den Faktoren f;;z = ps,.,, vgl. Abschnitt 4.5.4.

ijk )

6.2.4 Symmetrie der Materialtangente
Analog zu Abschnitt 5.3.2 kann die Symmetrie der Materialtangente mit
Cr = Cl. (6.32)

eingefordert werden. Fiir eine Diskussion zum thermodynamischen Rahmen vgl.
Abschnitt 6.1.4.

Die Verzerrungsinkremente AE sind die ersten n, Eingangsvariablen, die Span-
nungsinkremente AS die n, Ausgangsvariablen. Fiir jedes Indexpaar (u,v) mit
v=1,.,n,—1und u = v+ 1,...,ns lassen sich die normalisierten Fehlerterme
hopur = hw(xg, w), deren Gradienten Vh,,;, sowie die Vorfaktoren f;;;, zur Berech-
nung des Fehlergradienten V.Ls analog zu Abschnitt 5.3.2 mit den Gleichungen
(5.44), (5.46) und (5.47) berechnen.

6.2.5 Inkrementelle Stabilitat

Fiir inelastisches, ratenunabhéngiges Materialverhalten kann fiir kleine Verzer-
rungen das Stabilitatskriterium

c:é~S:E>0 (6.33)

nach HILL [79] bzw. DRUCKER [37] herangezogen werden. Durch den Ausschluss
der Inkrementbildung zwischen verschiedenen Belastungsrichtungen, vgl. Abbil-
dung 6.3, ist es moglich, dieses Stabilitatskriterium in den Inkrementen

ASTAE >0 (6.34)

zu definieren. Diese Ungleichung kann fiir einen NB-Punkt x{ € Q durch den
Fehlerterm

1 2 . .
gr = g(x5, W) = o > (M + $2250) (May + 52585,) (6.35)
)
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mithilfe der Penalty-Methoden berticksichtigt werden. Der Normalisierungsfaktor
a wird analog zur Isotropienebenbedingung mit Gleichung (5.54) definiert. Der
Gradient dieses Fehlerterms ist

1 & afk
Ve ==Y 8uj(maj + 55585) =2 . 6.36
Ik agsy(mﬂré‘ﬂ]k) ow ( )
Daraus folgen die Faktoren
1 ~C
dik = — P52 (Maj + S0j5%) (6.37)

die zur Berechnung des Fehlergradienten VL nach Abschnitt 4.2.4 ben6tigt wer-
den. Die pj,-Werte sind abhéngig von der gewahlten Penalty-Methode, vgl. Ab-
schnitt 4.5.4.

Zur Einforderung dieser Ungleichheits-Nebenbedingungen ist zuvor die Berech-
nung der aktiven Menge (4.159) der NB-Datenpunkte zu ermitteln.

6.2.6 Energiedissipation in direktem geschlossenen Verzerrungszyklus

Ausgehend von einem GGW-Punkt (E;, S;, h;) wird ein Schritt AE zum Punkt
(E! = E; + AE, S!, h!) durchgefiihrt. Die Spannungen

ST :=8,+AS' =8, +z(x)) (6.38)

werden mit dem Eingangsvektor x! := [AE, E;, S;, h;] berechnet und die Ge-
schichtsvariablen h! anschliefend aktualisiert. Direkt danach folgt ein Schritt in
die entgegengesetzte Richtung mit —AE. Die Spannungen

ST =S + AS = ST + z(x!) (6.39)

werden mit dem Eingangsvektor x/7 := [-AE, E; + AE, S’ h] berechnet, wel-
cher direkt von den Spannungen S’ und den Geschichtsvariablen h! des vorhe-
rigen Schritts abhéngt. Die Bilanz der spezifischen Energie AII innerhalb dieses
geschlossenen Verzerrungspfads darf nicht grofer null sein, sonst wiirde das KNN-
Materialmodell gegen den 2. Hauptsatz der Thermodynamik verstoen™. Mithilfe
der Trapezregel lasst sich die Energiebilanz mit

AIl = ;(sl +SHTAE — ;(SI +SHTAE (6.40)

berechnen. Dies ist im uniaxialen Fall in Abbildung 6.6 dargestellt. Nach Einset-

™ Die Einforderung dieser Nebenbedingung garantiert im Umkehrschluss aber nicht, dass der
2. Hauptsatz der Thermodynamik immer erfiillt ist.
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511 A
ST » (BT ST B
[EI,SH, hH] | %
Sy .
! ! !
I ' iebil AIl <
S l 1B, S bl N 3 nergiebilanz <0
5 a ") >

E, =EY E! B

Abbildung 6.6: Illustration an einem uniaxialen Beispiel, dass die Energie innerhalb

eines geschlossenen Dehnungspfades nicht grofier null sein darf

zen der Spannungen S! aus Gleichung (6.38) und S’/ aus Gleichung (6.39) in die
Energiebilanz (6.40) resultiert die Nebenbedingung in der Form

|
(AST + AS™HTAE <0, (6.41)

mit den KNN-Ausgangsvektoren AS? = z(x’) und AS? = z(x!). Diese Unglei-
chung kann fiir einen NB-Punkt x{ € Q durch den Fehlerterm

1 & R R .
g = g(XkC, W) = a Z (szj +$Zij (X,ﬁ, W) —|—32ij (Xil, W)) (mxj +Sg;j"17]¢,;) (642)
j=1
festgelegt werden. Dazu sind somit zwei konsekutive KNN-Auswertungen not-
wendig — je eine fiir z/ und fiir z/. Der Normalisierungsfaktor a wird analog zur
Isotropie-Nebenbedingung mit Gleichung (5.54) definiert. Die Eingangsvariablen

xi =x{ = [AE,E;, S, h] und (6.43)
xil = [-AE,E; + AE, S; + AS’ h’(AS7)] (6.44)
zeigen die Besonderheit dieser Nebenbedingung auf: xI! ist iiber die Spannungen
ST und die Geschichtsvariablen h’ vom KNN-Ausgang z(x}) = AS! des vorhe-

rigen Schritts abhingig. Somit hingt xI! indirekt von den Gewichten w ab. Die
zugehorige Ableitung lautet

1
dx;,

dw

aAsf)T (ahf aAsfﬂT T

= |Onuxns Onuxn, ( ow OAS Ow

(6.45)
Dabei wurde der Anordnung der Verzerrungsinkremente AE und der Verzerrun-
gen E; als die ersten 2n, Komponenten im Eingangsvektor berticksichtigt. Diese
Verkettung muss bei der Berechnung des Gradienten

ns 03! 0211
ng=2<ﬁf e T ik agj) (6.46)

J=1
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TP SIS 1
beachtet werden, mit 2/ := 2, (xf, w) und 2/{ := 2;(x¢’, w) und

~C n AII ny n AII T
I Szj (mxj + S:chxjk) - S Z]k ah
ik = 1+ 6.47
" @ mzzl ax2ns+m mz:l nzzl ax3ns+m azn ( )
ﬁjlig — (Mg ) . (6.48)
(6%

Die partiellen Ableitungen 02, /02; und 02]} /0%; sind jeweils den transformierten
JAacoBI-Matrizen j! := j(x}) und jI := j(x!!) zu entnehmen. Mit
oht 1
— = -AE" . 6.49
oS 2 (6.49)
kann die Ableitung der Geschichtsvariablen OhZ /0%, nach den Spannungen fiir
die in Gleichung (6.7) definierte Beispielvariable berechnet werden. Die Faktoren

zur Berechnung des Fehlergradienten VL¢ sind df, = 61, pn,, und dif = Bflpn,, .

Zur Einforderung dieser Ungleichheits-Nebenbedingung ist zuvor die Berechnung
der aktiven Menge (4.159) der NB-Datenpunkte zu ermitteln.

6.3 Untersuchungen am Materialpunkt fiir P-KNN

Alle vorgestellten plastischen KNN-Materialmodelle FNN-P-Ink, FNN-P-Seq so-
wie NCNN-P-Ink und RNN-P sind grundséatzlich fiir plastisches Materialverhalten
geeignet. Sie werden einander im Folgenden gegentibergestellt. Wie in Abschnitt
5.4 liegt auch hier der Fokus auf Untersuchungen in Bezug auf signifikante Un-
terschiede der einzelnen Herangehensweisen. Fiir die FNN- und NCNN-Modelle
wird in den Zwischenschichten die SoftPlus-Aktivierungsfunktion gewéahlt. Mit ihr
wurden im Rahmen der Parameterstudien bessere Ergebnisse erzielt als mit dem
Tangens hyperbolicus. Fiir die Ausgangsschicht ist die Identitdtsfunktion ausrei-
chend. Fiir das RNN-P-Materialmodell wird der Tangens hyperbolicus als Ak-
tivierungsfunktion gewéhlt. Die SoftPlus-Aktivierungsfunktion fithrt beim RNN
héufig zum Problem des explodierenden Gradienten (engl.: exploding gradient
problem), vgl. Abschnitt 4.3.2. Alle KNN-Materialmodelle werden mit dem QN-
Verfahren aus Abschnitt 4.4.2 trainiert. Die Untersuchungen erfolgen in MAT-
LAB [170].

Die nachfolgenden Parameterstudien und Detailuntersuchungen werden im ebe-
nen Spannungszustand (ESZ) durchgefiithrt, mit ny = 3 arbeitswirksamen Verzer-
rungskomponenten E = [E}y, E9y, 2E5] und den drei zugehorigen Spannungskom-
ponenten S = [Sy1, Sa2, S12]. Dabei lassen sich die in Abschnitt 3.4 vorgestellten
dreidimensionalen analytischen Stoffgesetze mit der Projektionsmatrix

2/3 —1/3 0
P2 = 1-1/3 2/3 0 (6.50)
0 0 2
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ohne Weiteres auf den ESZ ibertragen, vgl. Gleichung (3.113). Die aus dem
ESZ gewonnenen, qualitativen Erkenntnisse zum Verhalten von plastischen KNN-
Materialmodellen sind vollstandig auf den dreidimensionalen Fall iibertragbar
und benétigen dafiir wesentlich weniger Rechenleistung. Alle KNN werden mit
dem QN-Verfahren aus Abschnitt 4.4.2 trainiert.

6.3.1 Zufillige Generierung von Verzerrungspfaden

In diesem Abschnitt wird zunéchst die Generierung der Trainings- und Vali-
dierungsdatenpaare erldutert. Diese werden jeweils aus den Pfaden definierter
Materialpunkt-Versuche berechnet, vgl. Gleichung (6.2). Die Umrechnung in die
inkrementellen oder sequenziellen Datenpaare geschieht nach Abschnitt 6.1.2.

Die Materialpunkt-Versuche aus Abschnitt 5.1.1 werden grundsétzlich verzer-
rungsgesteuert durchgefiihrt. Eine, zwei oder alle drei Verzerrungskomponenten
E’ werden vorgegeben, wihrend die jeweils anderen Spannungskomponenten S*
konstant null sind. Zunéichst muss ein Verzerrungsraum Qg C R?® definiert wer-
den, mit E € Qg. Innerhalb dieses Raums werden nachfolgend zwei verschiedene
Arten von Pfaden vorgegeben, vgl. Abbildung 6.7:

Zufillige Polygonziige Zufillige zyklische Versuche
uni- oder biaxial

Qg

Abbildung 6.7: Definition von Verzerrungspfaden zur Generierung von Trainings- und

Validierungsdatenpaaren

o Ein zufilliger Polygonzug, der stets bei E = 0 startet und nacheinander
nga zufillige Eckpunkte {Ey, ..., B, } abfihrt. Jede lineare Verbindungs-
strecke wird mit ngi Zwischenschritten diskretisiert. Dabei sind stets alle
ns Verzerrungskomponenten vorgegeben.
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o Ein zufalliger zyklischer Versuch, der uni- oder biaxial sein kann. Durch
eine vorgegebene Richtung dg werden die Eckpunkte {El, B, E; = El} auf
einer Geraden definiert. Sie liegen stets auf dem durch den Verzerrungsraum
E € Qg definierten Rand. Die nicht vorgegebenen Verzerrungskomponenten
werden iiber die auflere Gleichgewichtsiteration bestimmt.

Beide Arten der numerischen Materialpunkt-Versuche kénnen am Ende mit oder
ohne Entlastung auf S = 0 abgeschlossen werden. Die Entlastung ist dabei stets
vollstindig spannungsgesteuert, mit S* = 0 (bei entsprechender Inkrementie-
rung). Im dreidimensionalen Fall sei angemerkt, dass eine sinngeméfle Daten-
generierung mit zufilligen Polygonziigen nicht zweckméafig ist, da ggf. zu grofie
Volumendehnungen und dementsprechend grofe hydrostatische Spannungen ge-
neriert werden, die im Fall echter Versuchsdaten nicht auftréiten.

6.3.2 Funktionsfihigkeit aller KNN-Materialmodelle

Zunachst wird das Verhalten der vier KNN-Materialmodelle FNN-P-Ink, FNN-P-
Seq, NCNN-P-Ink und RNN-P in Bezug auf die Anzahl der Trainingsdaten sowie
auf die Anzahl der Gewichte n,, untersucht.

Die synthetischen Daten fiir alle folgenden Untersuchungen werden mit der vON
Mises’schen FlieSbedingung und kinematischer Verfestigung aus Abschnitt 3.4.5
generiert. Die zugehorigen Materialparameter sind in Tabelle 6.1 gegeben, mit
dem E-Modul C, der Querdehnzahl v, der initialen FlieBspannung Y, dem plas-
tischen Verfestigungsmodul Cp sowie dem Parameter 6 zur Einstellung der ge-
mischten Verfestigung (6 = 0: reine kinematische Verfestigung, § = 1: reine iso-
trope Verfestigung). Die Werte C', v und Yj entsprechen denjenigen von Baustahl,
vgl. EUROCODE 3 [35]. Der Verfestigungsmodul Cp wurde etwas grofier definiert,
um einen merklichen Effekt der Verfestigung zu simulieren.

E-Modul Querd. | FlieBgrenze | Verfestigungsmodul | Iso./Kin.
C [kN/cm?] v[—] | Yo[kN/cm?| Cp [kN/cm?] 0]
| 21000 | 03 | 235 | C/50=420 | 0 |

Tabelle 6.1: Materialparameter fiir das analytische VON MIisEs’sche Materialmodell

mit kinematischer Verfestigung fiir die Parameterstudien

Die Verzerrungen E = [E41, Fas, 2E15] werden auf den Raum

Qg = [-0,01; 0,01]° c R? (6.51)
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begrenzt. Die Pfade zur Berechnung der Trainings- und Validierungsdatenpaare
werden mit n, Polygonziigen definiert, vgl. Abschnitt 6.3.1. Jeder Polygonzug
besteht aus ng4 = 5 zufillig in Qg erzeugten Eckpunkten, die mit ngg = 30
Zwischenschritten verbunden sind. Zur Generierung der Validierungsdatenpaa-
re werden stets 30 dieser Pfade zusatzlich erzeugt. Die Umrechnung in die in-
krementellen Daten erfolgt fiir die zwei FNN-Materialmodelle und das NCNN-
Materialmodell mit den Indexversiatzen An € {0, 1,...,10}. Dariiber hinaus wird
die Menge aller inkrementellen Trainingsdatenpaare im Anschluss auf 20% ge-
kiirzt. Dies hat keinen sichtbaren Effekt auf die Ergebnisse, beschleunigt aber
den Trainingsprozess.

Das iiber nycs Trainingsdurchliufe gemittelte FehlermaB £2™(S) wird so be-
rechnet, wie es in Abschnitt 5.4.1 fiir die Untersuchungen der elastischen KNN-
Materialmodelle beschrieben wurde, vgl. Gleichungen (5.58) und (5.59). Aller-
dings basiert die Berechnung des FehlermafBes £ (S) im Folgenden auf den in
Abschnitt 6.3.1 definierten Pfaden, welche mit dem Materialpunkt-Versuch aus
Abschnitt 5.1.1 abgefahren werden. Diese Pfade werden pro Untersuchung spezi-
fiziert. Daher kann eine feste Zahl P, von Validierungsdatenpaaren nicht mehr
pauschal vorgegeben werden. Die restlichen Hyperparameter fiir die Parameter-
studien sind in Tabelle 6.2 angegeben.

Trainingsmittel | Epochenmittel | Abs. Krit. | Rel. Krit. | Ende Training
nmcs PV (Sabs (57‘el €POmax
5 abh. von Pfaden 1073 1073 10%

Tabelle 6.2: Statistische Parameter fiir die Untersuchungen der KNN-P-Modelle

Im linken Diagramm von Abbildung 6.8 ist die Untersuchung der genannten KNN-
Materialmodelle in Abhéngigkeit der Anzahl von Trainingspfaden np dargestellt.
Dabei wurde fiir die FNN-Modelle eine Topologie mit drei Zwischenschichten a
20 Neuronen gewéhlt. Dies entspricht n,, = 1166 bzw. n,, = 1061 Gewichten.
Fir das RNN-Modell waren es drei Zwischenschichten a 13 Neuronen, folglich
n, = 1004 Gewichte. Im rechten Diagramm von Abbildung 6.8 ist das Fehlermafl
L3(S) iiber die Anzahl der Gewichte n,, aufgetragen. Dabei wurden stets n, =
50 Trainingspfade erzeugt.

Im Vergleich zu den Untersuchungen zu elastischen KNN-Materialmodellen aus
Abschnitt 5.4 fillt eines auf: Die Fehlerwerte sind deutlich hoher. Die von den
FNN-Materialmodellen erreichten besten Fehlerwerte liegen bei £™(S) ~ Y;/100,
um die Werte in ein interpretierbares Verhéltnis zu setzen. Dabei wurde mit den
Polygonziigen eine vergleichsweise gute Verteilung der Trainingsdaten erméglicht.
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Abbildung 6.8: Verhalten der vier plastischen KNN-Materialmodelle in Abhéngigkeit
der Anzahl der Trainingspfade (links) sowie das Verhalten in Abhéngigkeit der Anzahl
der Gewichte (rechts)

Dies macht deutlich, dass pfadabhéngiges Materialverhalten wesentlich mehr Da-
ten und Freiheitsgrade benotigt.

Weiter zeigt das NCNN-Materialmodell bessere Konvergenzeigenschaften im Fall
weniger Daten als die FNN-Modelle. Dieser Vorteil wird allerdings schnell wie-
der ausgeglichen. Dariiber hinaus ist es fraglich, ob die Existenz eines Potentials
(6.19) immer gegeben ist. Dies ist bei Materialien, die tiblicherweise mit nicht-
assoziierten Fliefiregeln modelliert werden, nicht zu erwarten. Das NCNN-Mate-
rialmodell wird im Rahmen von plastischen Materialverhalten nachfolgend nicht
weiter berticksichtigt.

6.3.3 Diskussion zum RNN-Materialmodell

In den Untersuchungen aus Abschnitt 6.3.2 hat sich gezeigt, dass das RNN bei
vergleichbarer Anzahl von Freiheitsgraden und Trainingsdaten zu schlechteren
Resultaten in Bezug auf den hier definierten Fehler fiihrt. Noch deutlicher wird
dieser Umstand, wenn der Validierungsfehler nicht auf Pfaden ermittelt wird,
deren Verzerrungskomponenten vollstandig vorgegeben sind. Die restlichen Kom-
ponenten miissen liber die dulere Gleichgewichtsiteration mitberechnet werden.
Daraus resultieren stérkere Abweichungen in den Pfaden, was beim RNN erfah-
rungsgeméfl zu grofferen Problemen fiihrt.

Dariiber hinaus kommt beim RNN erschwerend hinzu, dass die Trainingsdaten
nur mit den auskonvergierten GGW-Punkten (E, S) berechnet werden. Innerhalb
der NEWTON-Iteration sind somit Pfad-Schritte verlangt, die das RNN nie gelernt
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haben kann. Daher empfehlen bspw. GHAVAMIAN und SIMONE [60] die nicht aus-
konvergierten Zwischenschritte des NEWTON-Verfahrens ebenfalls im Trainings-
prozess mitzuberiicksichtigen, was aus offensichtlichen Griinden nur im Rahmen
einer Mehrskalenmodellierung moglich ist.

Aus diesen und anderen Griinden benétigt das RNN wesentlich mehr Trainings-
daten als das FNN, um eine vergleichbare Leistung in der Simulation zu zeigen.
Daher wird an dieser Stelle das RNN ebenfalls nicht weiter untersucht. Nach Auf-
fassung des Autors sind RNN prinzipiell geeignet zur Modellierung plastischen
Materialverhaltens. Allerdings stechen die eigentlichen Vorteile des RNN in der
vorliegenden Form und im Rahmen dieser Arbeit nicht heraus. Dies ist namlich
die Identifikation von Geschichtsabhéngigkeit, ohne diese explizit im Eingangs-
vektor definieren zu miissen.

6.3.4 Diskussion zur KNN-Materialtangente

Im Rahmen der klassischen Elastoplastizitiatstheorie wird zwischen der analyti-
schen Kontinuumstangente Ck™ und der algorithmischen Tangente Ci® unter-
schieden, vgl. Abschnitt 3.4. Aulerdem trennt die FlieSbedingung (3.90) scharf
zwischen einem elastischen und einem plastischen Bereich. Die Spannungen sind
beim Ubergang zwischen den beiden Bereichen zwar stetig, aber nicht mehr ste-
tig differenzierbar. Im Gegensatz dazu ist die KNN-Abbildungsvorschrift z =
fENN(x, w) durch die Wahl der glatten Aktivierungsfunktionen eine zweimal ste-
tig differenzierbare Funktion. Die zugehorige Materialtangente, innerhalb des vor-
liegenden Abschnitts mit CENN bezeichnet, ist folglich ebenfalls stetig. AuBerdem

gibt es keine Unterscheidung der Tangenten infolge eines Projektionsalgorithmus.

Si A AEy = 0,5Y/C
Yo=1 ~

I
YE)/C - 0,0]. E11

Abbildung 6.9: Drei Verzerrungsschritte AFE;; > 0 und einer mit DeltaE;; = 0
ausgehend vom GGW-Punkt (E,S) = ([Yy/C, 0, 0], [Yo,0,0])

Um diesen Sachverhalt ndher zu beleuchten, werden in diesem Abschnitt die
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drei genannten Materialtangenten anhand eines einfachen Beispiels einander ge-
geniibergestellt. Gegeben sei ein elastoplastisches Materialmodell mit vON Mi-
sES’scher Fliebedingung und ohne Verfestigung, vgl. Abschnitt 3.4.4. Die Ma-
terialparameter sind der F-Modul C' = 100, die Querdehnzahl v = 0 und die
Flielspannung Y, = 1. Die Einheiten sind fiir die folgende Betrachtung nicht
relevant und werden daher nicht beigefiigt. Daraus folgen die elastische Material-
tangente C und die Kontinuumstangente wihrend des Plastifizierens™ Ck*™ im
ESZ zu

100 0 0 20 40 0
C=|0 100 0 und  CE¥™ =140 80 0] . (6.52)
0 0 50 0 0 50

Mit besagtem analytischen Materialmodell wird ein FNN fiir das FNN-P-Exp-
Ink-Materialmodell nach Abschnitt 6.1.2 trainiert. Die Anzahl der Datenpunkte
und Gewichte wurde dabei so grof3 gewahlt, dass das KNN-Materialmodell das
gewiinschte Materialverhalten gut nachbilden kann. Die jeweilige genaue Anzahl
ist hier im Detail nicht essenziell.

Ausgehend vom GGW-Punkt (E,S) = ([Y,/C,0,0],[Ys,0,0]) werden vier ver-
schiedene Verzerrungsschritte AE = [AFE;;, —AF,;/2,0] vorgegeben: ein kiirze-
rer Entlastungsschritt mit AEy; = —0,01Y,/C, ein Nullschritt mit AFE;; = 0, ein
kiirzerer Belastungsschritt mit AF;; = 40,01 Yy/C und ein groflerer Belastungs-
schritt mit AE}; = 40,5Y,/C. Diese sind ebenfalls in Abbildung 6.9 dargestellt.
Zunachst wird die algorithmische Tangente des analytischen Materialmodells C;lg
mit der des KNN-Materialmodells CENN im Fall des grofieren Belastungsschritts

verglichen:

154 30,8 0O 16,3 334 06
Ca® = (30,8 615 0 und  CENN =318 684 —06| . (6.53)
0 0 286 0,1 —02 324

Aus der Ahnlichkeit beider Tangenten ldsst sich schlieBen, dass die KNN-Materi-
altangente ebenfalls die Schrittweite mitberticksichtigt. Das ist ersichtlich, da das
Verzerrungsinkrement AE Teil des KNN-Eingangsvektors x ist.

In Tabelle 6.3 sind die beiden Tangenten fiir die restlichen drei Verzerrungsschritte
einander gegeniibergestellt. Fiir AF;; = 0 entspricht die algorithmische Tangente
C2% der elastischen Tangente C, weil die neutrale Belastung (auf der FlieBfléche)
dem elastischen Bereich zugewiesen wird, vgl. Tafel 3.1. Sobald AFE;; > 0 gilt,
springt die algorithmische Tangente C?g auf diejenige des plastischen Bereichs

™ Der deutlich zu erkennende Rangabfall der Matrix C5°™* resultiert aus der Annahme idea-
ler Plastizitdt. Um kinematische Gesamtsysteme in der FEM zu vermeiden, kann eine kleine
numerische Verfestigung berticksichtigt werden.
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AEy —0,01Y,/C 0 +0,01Y,/C
100 0 0 100 0 0 199 398 0
Cile 0 100 0 0 100 0 39.8 795 0
0 0 50 0 0 50 0 0 493

81,2 9.6 —0,1]| [66,8 16,7 —0,1] | [47,9 26,1 —o0.1
CKNN | 110,1 955 —03|| [184 91,1 —0,3| | |28,9 856 —0,3
14 —06 502||[22 11 501 28 —14 498

Tabelle 6.3: Vergleich der algorithmischen Materialtangente C%lg und der KNN-Ma-

terialtangente CENN bei verschiedenen Verzerrungsschritten

und ist daraufhin von der Schrittweite abhéngig. Fiir AE; — 0 gilt C4& — Chont,
Dieses Verhalten ist bei der KNN-Materialtangente CENN nicht zu beobachten.
Vielmehr ist durch die weiter oben beschriebene stetige Differenzierbarkeit ein
Ubergangsbereich zu erkennen, in dem CY¥NN vom elastischen zum plastischen
Bereich iibergeht. Fiir AE;; = 0 ist daher zu erwarten, dass CKNN gegen

X 60 20 0
5(c+cl;°“t): 20 90 0 (6.54)
0 0 50

konvergiert, was sich beim Vergleich der Zahlwerte zu bestétigen scheint.

6.3.5 Einfluss der physikalischen Nebenbedingungen

Nachfolgend wird der Einfluss der in Abschnitt 6.2 beschriebenen Nebenbedin-
gungen (NB) fiir plastisches Materialverhalten untersucht. Die Stationaritéts-NB
aus Abschnitt 6.2.3 wird dabei ausgeklammert. Durch das explizite Vorgeben der
Komponenten der Materialtangente verhélt sich diese NB vergleichsweise restrik-
tiv, was eine vorsichtigere Wahl des Penalty-Parameters erfordert. Die vier NB
werden tiber die klassische Penalty-Methode eingefordert, vgl. Abschnitt 4.5.1.
Dabei werden fiir die Normalisierungs-NB Pz = 500 NB-Punkte und fir die
restlichen drei NB jeweils 5000 NB-Punkte mit der Methode der konvexen Hiille
aus Abschnitt 6.2.1 generiert. Die Studie wird mit den in Tabelle 6.2 gegebe-
nen Hyperparametern fiir den Trainingsprozess und die Berechnung des Validie-
rungsfehlers £37(S) durchgefiihrt, welcher mittels Materialpunkt-Versuchen aus
Abschnitt 5.1.1 berechnet wird.

In Abbildung 6.10 ist die Parameterstudie bzgl. des Penalty-Parameters ¢ ab-
gebildet. Dabei wurden die KNN der Topologie [9-25-25-25-3] stets mit sechs
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Abbildung 6.10: Validierungsfehler £(S) in Abhingigkeit der Anzahl biaxialer

Trainingspfade n, sowie des Penalty-Parameters ¢ fiir die Nebenbedingungen

uniaxialen zyklischen Versuchen sowie n, zufillig erzeugten biaxialen zyklischen
Versuchen trainiert, vgl. Abschnitt 6.3.1. Die Berechnung der inkrementellen Trai-
nings- und Validierungsdatenpaare erfolgt analog zu Abschnitt 6.3.2. Fiir e = 1
und e = 100 lassen sich die Werte von £¥™(S) um bis zu eine 10er-Potenz ver-
bessern. Dies lasst sich vor allem dadurch erklaren, dass die Datenbasis mit den
festen, uniaxialen zyklischen Versuchen ohne Hinzuziehen vieler zuséatzlicher, zu-
falligen biaxialen Versuche zu wenig ist, um das KNN ausreichend gut zu trai-
nieren. Die NB regularisieren den Trainingsprozess und fiillen die Bereiche des
Trainingsraums {2 ohne Datenpunkte mit Information. In Abbildung 6.11 sind
die Verldufe der einzelnen Fehlerterme £ der Gleichheits-NB wéahrend des Trai-
ningsprozesses fiir n, = 50 dargestellt. Dabei wird einmal der Fall ohne NB und
einmal mit NB (e = 1) betrachtet. Dartiber hinaus ist die Anzahl der aktiven NB-
Punkte |I,| fiir die beiden Ungleichheits-NB abgebildet, vgl. Definition (4.159).

Auch ohne Einforderung der zugehorigen NB sinkt der Normalisierungsfehler par-
allel zum Trainingsdatenfehler. Das ist schliissig, da die zugehorigen NB-Terme
denen der Trainingsdaten ahnlich sind und auch als solche interpretiert werden
konnen, vgl. Abschnitt 6.2.2. Allerdings kann der Fehlerwert mit Einforderung
der NB um fast zwei 10er-Potenzen verringert werden. Der Fehlerterm bzgl. der
Symmetrie der Materialtangente, vgl. Abschnitt 6.2.4, steigt im Laufe des Trai-
nings ohne NB immer weiter an. Fiir das Optimierungsverfahren ist es schein-
bar effizienter, die Spannungsantwort mit einer unsymmetrischen Tangente zu
approximieren. Erst durch Einforderung der Symmetrie als NB wird dieser Feh-
lerterm kleiner, und das um vier 10er-Potenzen. Dabei sollte beachtet werden,
dass sich der Daten-Fehlerterm dadurch kaum &ndert. Diese Beobachtung wird
in Abschnitt 7.2 nochmal aufgegriffen und an echten Versuchsdaten diskutiert.
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Abbildung 6.11: Fehlerterme bzgl. Datenpaaren fiir NB der Normalisierung und NB
der Tangentensymmetrie (oben) und Anzahl der aktiven Punkte fiir die Ungleichheits-

NB der materiellen Stabilitdt und dem Ausschluss der Energieproduktion (unten)

Bemerkenswert ist das Verhalten der Anzahl der aktiven NB-Punkte fiir die Un-
gleichheits-NB der Energiedissipation nach Abschnitt 6.2.6. Wahrend sich der
zugehorige Fehler (nicht abgebildet) dhnlich verhalt wie derjenige der Symme-
trie-NB, andert sich die Anzahl der NB-Punkte, auf denen er berechnet wird,
kaum. Das liegt womoglich daran, dass die Verletzung dieser NB meist von ge-
ringem Ausmaf ist. Trotz der im Vergleich zur Stabilitdts-NB hohen Anzahl an
aktiven NB-Punkten ist der Fehlerterm vergleichsweise gering. Fiir Ungleichheits-
NB wird daher empfohlen, einen héheren Penalty-Parameter zu wahlen.

6.3.6 Diskussion zur Schrittweitenabhangigkeit

Die hier vorgestellten KNN-Materialmodelle sind abhédngig von der Lastschritt-
weite. Dies ist nicht gleichzusetzen mit Ratenabhangigkeit. Beim KNN-Mate-
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rialmodell FNN-P-Ink geht die Schrittweite AE direkt in die Berechnung des
Spannungsinkrements AS und damit in die Berechnung der Spannungen S ein.
In Bezug auf grofie Lastschritte sollte daher nach Méglichkeit der Raum aller Ver-
zerrungsinkremente, die in der spateren Anwendung zu erwarten sind, im Trai-
ningsprozess berticksichtigt werden.

Ohne Nebenbedingungen Mit Nebenbedingungen

20 |- / 3
- analytisch

— 5 Schritte

10 - B — 50 Schritte

—— 500 Schritte
5000 Schritte

0 | | | | | |
0 1 2 3 0 1 2 3

By [107] By, [107)

SH [kN/CH’l2]

Abbildung 6.12: Uniaxialer Zugversuch mit verschiedenen Schrittweiten. Die KNN
sind diejenigen aus Abbildung 6.11.

Werden die Verzerrungsschritte AE allerdings beliebig klein, tritt ein anderes
Phénomen auf: Approximationsfehler bei der Spannungsberechnung kénnen sich
akkumulieren und letztlich zur Divergenz der Berechnung fithren. Eine Verfeine-
rung der Lastschrittweite fithrt daher nicht zwangsldufig zu einer Verbesserung
der Ergebnisse. In Abbildung 6.12 ist dieser Umstand am Beispiel der beiden
KNN-Materialmodelle verdeutlicht, deren Trainingsprozesse in Abbildung 6.11
dargestellt sind. Die Normalisierungs-NB schwacht diesen Effekt deutlich ab, be-
seitigt ihn aber nicht gédnzlich. Dieses Verhalten steht in Widerspruch zu einem
grundlegenden numerischen Selbstverstdndnis, ndmlich dass mit feinerer Diskre-
tisierung eine Naherungslésung besser werden sollte.

76 In der klassischen Numerik treten solche Effekte ebenfalls auf, haben dann allerdings etwas
mit der Darstellungsgenauigkeit von FlieBkommazahlen zutun: Die Berechnung einer numeri-
schen Tangente mittels Differenzenquotienten ist bspw. nicht beliebig genau moglich.
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6.4 Approximation einer Flie3fliche

Bei der plastischen KNN-Materialmodellierung ist die Definition einer FlieBflache
nicht notwendig, geschweige denn die Definition von Verfestigungsregeln, welche
die Anderung der Flieffliche wihrend des FlieSens beschreiben. Zum besseren
Verstandnis des den Daten zugrunde liegenden Materialverhaltens kann es trotz-
dem zweckmaéfig sein, mithilfe eines trainierten KNN-Materialmodells eine Quasi-
Fliefliche zu approximieren. Dies wird im Folgenden beschrieben und anhand
eines Beispiels im ESZ demonstriert.

—e Belastung +AF7;
A o« Entlastung —AFq;

o plastisch

o clastisch

AV En
Elastischer Bereich des KNN

A
\4

Abbildung 6.13: Approximation einer KNN-Flieflache: Identifikation eines Schwel-
lenwerts auf einem beliebigen Verzerrungspfad (links) und vorgeschlagene Identifikati-

onsregel im Fall eines uniaxialen Zugversuchs (rechts)

Dazu ist es zunichst notwendig, den Begriff Flieffen rein auf Basis vorhandener
Information tiber Verzerrungen und Spannungen quantitativ zu erfassen. Gegeben
sei ein vorgegebener Pfad {Ey, ..., Exy} im Verzerrungsraum Qg. Gesucht ist der
Punkt Ey dieses Pfades, der eine im Folgenden definierte, datenbasierte Fliebe-
dingung verletzt. Die zugehorige Spannung Sy kann anschliefend im Spannungs-
raum §)g eingetragen werden. Nach Auswertung mehrerer solcher Pfade lésst sich
eine Punktwolke erzeugen, die als Approximation der Fliefliche dient. Die Visua-
lisierung eines solchen Verzerrungspfads sowie die nachfolgend vorgestellte Regel
zur Identifikation besagten Flieflens ist in Abbildung 6.13 dargestellt.

Zur Definition von Flieffen wird ein Kriterium herangezogen, welches auf der
Energiebilanz AII konsekutiver Be- und Entlastungsschritte basiert. Vom GGW-
Punkt (E,, S,) wird ein Schritt mit AE vorwérts zu E,, ;; durchgefiihrt. Die zuge-
hérigen Spannungen S? werden berechnet. Darauf folgt ein Entlastungsschritt mit
—AE, um im Anschluss die Spannungen S’/ zu erhalten. Mit Gleichung (6.40)
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kann die Energiebilanz AII dieses geschlossenen Verzerrungspfades aufgestellt
werden. Anschliefend wird AII einem Referenzwert All, gegeniibergestellt. Gilt
AIl > Ally, tritt per Definition der Fall des Flielens ein. Um etwaige Streuungen
zu glatten, wird tiberdies vorausgesetzt, dass die Bedingung AIT > Allg drei mal
hintereinander erfiillt sein muss. Der zugehorige erste Punkt entspricht in diesem
Fall der FlieBgrenze. Dieses Vorgehen ist in Abbildung 6.13 rechts am Beispiel
eines uniaxialen Zugversuchs dargestellt. Im Rahmen des nachfolgenden Beispiels
wird ATy als 20% der im ersten Lastschritt geleisteten Spannungsarbeit STAE /2
definiert. Diese Werte haben sich in numerischen Untersuchungen als brauchbar
herausgestellt, sind aber prinzipiell vom Anwender zu wéhlen.

Ziel dieses Abschnitts ist die Riickrechnung der voN MisES’schen Flieiflache
durch ein KNN-Materialmodell, welches mit zugehorigen Daten trainiert wurde.
Dartiber hinaus soll das selbstdhnliche Aufblahen der FlieBflache infolge isotro-
per Verfestigung nachgebildet werden. Dazu werden die Materialparameter fiir
das zugehorige Materialmodell aus Abschnitt 3.4.5 nach Tabelle 6.4 gewéhlt. Zur
besseren Sichtbarkeit der isotropen Verfestigung wurde der Wert des Verfesti-
gungsmoduls Cp = C/10, verglichen zum realistischen Verhalten von Baustahl,
grof} gewahlt.

’ E-Modul ‘ Querd. ‘ Fliefigrenze ‘ Verfestigungsmodul ‘ Iso./ Kin.‘
C [kN/cm?] v[—] | Yo[kN/cm?| Cp [kN/cm?] 01—]
21000 0,3 23,5 C'/10 = 2100 1

Tabelle 6.4: Materialparameter fiir das analytische VON MIsSES’sche Materialmodell

mit isotroper Verfestigung zur Riickrechnung der FlieBflache

Der Verzerrungsraum wird zu Qg = [—0,003;0,003])® festgelegt. Als synthetische
Datengrundlage dienen ein uniaxialer Zugversuch, ein uniaxialer Druckversuch
sowie zugehorige biaxiale Zug- und Druckversuche, die mittels Materiapunkt-
Versuch aus Abschnitt 5.1.1 berechnet wurden. Diese sind in Abbildung 6.14 mit
ihren jeweiligen GGW-Punkten dargestellt. Insgesamt stehen somit 168 (E,S)-
Paare zur Verfiigung. Beim Richtungswechsel werden hier die GGW-Punkte dop-
pelt gezahlt.

Durch die rein isotrope Verfestigung ist das Materialverhalten insgesamt isotrop.
Daher kann die in Abschnitt 5.1.2 beschriebene Anreicherung der Trainingsdaten
durchgefiihrt werden. Die Rotationsmatrizen

sinf@ cos@ (6.55)

B lcos f —sin 9]
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Abbildung 6.14: Uni- und equibiaxiale numerische Versuchsdaten zur Riickrechnung
der vON MiseS’schen Fliefiflache

hingen im ESZ™ nur vom Rotationswinkel 8 € [0,2n7) ab. Mit 20 zufillig gene-
rierten Winkeln 6 werden die vier vorgegebenen Pfade auf insgesamt 84 erweitert,
mit 3528 GGW-Punkten in Summe. Dabei ist darauf zu achten, dass ein Pfad als
Ganzes mit einem festen Winkel rotiert wird, um die korrekten Inkremente zum
Training des KNN bilden zu kénnen.

Die Umwandlung der GGW-Punkte in die Trainingsdatenpaare erfolgt fiir das
FNN-P-Ink-Materialmodell nach Abschnitt 6.1.2 mit

x=[AES,hf] €R"T  wd  z=ASER’. (6.56)

Dabei werden die Verzerrungen E; nicht als Eingangsvariablen berticksichtigt.
Dies ist im Fall reiner isotroper Verfestigung zuldssig. Die energiebasierte Ge-
schichtsvariable h%(t) wurde in Abschnitt 6.1.1 vorgestellt. Sie soll das isotrope
Verfestigungsverhalten abbilden. Nach der Definition der Eingangs- und Aus-
gangsvariablen werden die (E, S)-Pfade zunéchst um die zusétzliche Geschichts-
variable erweitert, vgl. Gleichung (6.10), um anschliefend mit Gleichung (6.14)
die inkrementellen Trainingsdatenpunkte zu erzeugen. Mit An € {0,1,2,3,4}
werden so insgesamt 15960 Trainingsdatenpaare generiert, welche im Anschluss
zuféllig auf 10000 gekiirzt werden. Dabei sei an dieser Stelle nochmal erwéhnt,
dass nach Bildung der Inkremente die einzelnen Trainingsdatenpaare unabhangig
voneinander sind; sie sind nicht mehr an die zugehorigen Pfade gebunden. Das

7T Streng genommen fehlen in Q die Komponenten in die 3-Richtung, mit Q33 = 1 und
Q3 = Q;3 = 0,7 = 1,2. Da die Dickenverzerrungen FEs3 # 0 allerdings nicht bekannt sind,
bietet es sich an, hier diese Version von Q in Verbindung mit den 2 x 2-Matrizen E und S zu
verwenden.
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Nebenbed.? Mit. Ly (S) | Std. Ly(S) | Min. Ly (S) | Max. Ly (S)
nein 6,97kN/cm? | 3,24kN/cm? | 2,75kN/cm? | 14,29 kN /cm?
ja 1,49kN/cm? | 0,38kN/cm? | 0,46 kN/cm? | 2,47kN/cm?

Tabelle 6.5: Der tiber nyics = 15 Trainingsprozesse gemittelte Fehler £y (S) (Mit.),
die zugehorige Standardabweichung (Std.) sowie der jeweilige kleinste (Min.) und grofite
(Max.) Wert fiir den Fall mit Nebenbedingungen und den Fall ohne Nebenbedingungen

Training wird stets nach 10000 Epochen beendet. Validierungsdatenpaare zum
Abbruch des Trainings werden in diesem Beispiel nicht genutzt™.

Im Folgenden wird die Approximation der Fliefliche mit Beriicksichtigung der
physikalischen Nebenbedingungen mit derjenigen ohne Nebenbedingungen vergli-
chen. Alle fiinf Nebenbedingungen aus Abschnitt 6.2 werden mit der klassischen
L2-Penalty-Methode mit € = 1 berticksichtigt. Fiir die Normalisierungs- und Sta-
tionaritats-Nebenbedingung werden jeweils Po = 200 NB-Punkte generiert, fiir
die anderen drei Nebenbedingungen jeweils Po = 5000. Als Fehlermaf eines ein-
zelnen Trainingsprozesses wird die iiber 50 Verzerrungspfade definierte, mittlere
Abweichung

1 50
SKNN _ Qvon Mises
Y Y
1

EY(S) = %

(6.57)

der KNN-Fliefzustinde S¥NN von denjenigen der initialen VON MISES’schen
FlieBfliche Syon Mises festoelegt. Jene analytische Flieffliche lisst sich im ESZ
als Ellipse

F(S1,8) = S; + 55 — 518, —Y7 =0 (6.58)

im Hauptspannungsraum darstellen, vgl. Abbildung 3.7. In Tabelle 6.5 sind der
tiber 15 Trainingsprozesse gemittelte Fehler £y (S) (Mit.), die zugehorige Stan-
dardabweichung (Std.) sowie der jeweilige kleinste (Min.) und groBte (Max.) Wert
fiir den Fall mit Nebenbedingungen und den Fall ohne Nebenbedingungen ange-
geben. Dabei ist eine deutliche Verbesserung bei Nutzung der genannten Ne-
benbedingungen zu erkennen, und zwar sowohl beim mittleren Fehlerniveau als
auch bei der Streuung. Die zuriickgerechneten FlieSflichen der jeweiligen besten
Realisationen der 15 Trainingsprozesse sind in Abbildung 6.15 dargestellt.

Neben der initialen FlieSfliche mit hY = 0kN/cm? kann das KNN ebenfalls er-
folgreich das selbstdhnliche Aufbldhen der Fliefifliche approximieren. Die Flief3-
flachen unter Beriicksichtigung der Verfestigung kénnen mittels KNN simuliert
werden, indem der Anfangswert fiir die Geschichtsvariable hf > 0 gewihlt wird.
Da diese Geschichtsvariable bei rein elastischer Be- und Entlastung vollstandig

8 Validierungsdatenpaare hétten hier auch keinen positiven Effekt. Dies hat sich in Vorun-
tersuchungen ergeben.
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Ohne Nebenbedingungen Mit Nebenbedingungen
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Abbildung 6.15: Approximation der VON MisES’schen FlieSfliche mit KNN-Materi-
almodellen. Aus den 15 Trainingsprozessen ist jeweils das beste KNN in Bezug auf den
Ly (S)-Fehler abgebildet, links ohne Nebenbedingungen und rechts mit.

reversibel ist, kann somit eine in der Vergangenheit liegende Belastung simuliert
werden, ohne dass sie explizit durchgefithrt werden musste. Diese Eigenschaft
hangt von der gewahlten Geschichtsvariable ab.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass es moglich ist, selbst mit einer
vergleichsweise geringen Menge an Daten eine Fliefifliche mit KNN zu approxi-
mieren. Allerdings ist diese Aufgabenstellung wesentlich einfacher als das Erlernen
beliebigen Be- und Entlastungsverhaltens.

Bisher wurden alle Untersuchungen am Materialpunkt durchgefithrt. Dabei hat
sich gezeigt, dass im Fall von geschichtsabhédngigem Materialverhalten die Ein-
forderung physikalisch motivierter Nebenbedingungen einen fabelhaften Effekt in
Bezug auf das KNN-Training sowie die Anwendung als KNN-Materialmodell hat.
Wie bereits in Kapitel 5, soll nun der Schritt hin zur Struktursimulation getéatigt
werden. Dabei liegt der Fokus in diesem Kapitel mehr auf den Nebenbedingun-
gen und deren Effekt im Rahmen der Anwendung in der FEM und nicht auf dem
Vergleich verschiedener KNN-Architekturen bzw. KNN-Materialmodelle. Daher
wird nachfolgend ausschliellich das FNN-P-Ink-Materialmodell verwendet.
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6.5 Anwendung der KNN-P-Materialmodelle in der FEM

Grundsétzlich gelten die in Abschnitt 5.5 beschriebenen Zusammenhénge fiir elas-
tische KNN-Materialmodelle ebenfalls fiir diejenigen aus Kapitel 6. Im Fall der
FNN-Modelle miissen dariiber hinaus die im Eingangsvektor x definierten Ge-
schichtsvariablen des letzten Lastschritts fiir jeden Integrationspunkt abgespei-
chert werden. Eine Ubersicht des gesamten inkrementell-iterativen Algorithmus,
inklusive der Handhabung besagter Geschichtsvariablen, ist in Abbildung 6.16 fir
das FNN-P-Ink-Materialmodell dargestellt. Das Training der nachfolgend verwen-
deten KNN erfolgt in MATLAB [170] mit dem QN-Verfahren aus Abschnitt 4.4.2.
Uber eine Transferdatei werden alle notwendigen Informationen wie die Topolo-
gie, die Gewichte, das KNN-Materialmodell usw. an FEAP [168] iibergeben.

6.5.1 Aluminiumscheibe mit zentralem Loch

Als Beispiel des ebenen Spannungszustands wird nachfolgend eine uniaxial gezo-
gene quadratische Aluminiumscheibe mit zentralem Loch untersucht. Die Scheibe
ist 100 cm breit und 2 cm dick. Das Loch hat einen Radius von 10 cm. Das FE-
Netz besteht aus insgesamt 200 isoparametrischen Scheibenelementen mit bilinea-
ren Ansatzfunktionen, vgl. Abschnitt 2.2.4. Durch die vorhandene Doppelsymme-
trie wird das FE-Netz nur an einem Viertel des Systems definiert, vgl. Beispiel
5.5.2. AuBerdem ist das Netz zur besseren Approximation der Spannungsspitze
zum Loch hin verfeinert. Die Scheibe wird mit einer zyklischen Last ¢(t) uni-
axial beansprucht, sodass am Lochrand plastische Effekte auftreten, inklusive
Entlastung und Wiederbelastung. Das FE-Modell sowie die Lastfunktion sind in
Abbildung 6.17 dargestellt. Die Pseudo-Zeitachse ¢ € [0,8] wird zur Definition
der Lastschritte in 80 dquidistante Schritte diskretisiert.

’ E-Modul ‘ Querd. ‘ Fliefigrenze ‘ Verfestigungsmodul ‘ Iso./ Kin.‘
C [kN/cm?] v[—] | Yo[kN/cm?| Cp [kN/cm?] 01—]
7000 0,34 24 C'/100 = 70 0

Tabelle 6.6: Materialparameter fiir das analytische vON MISES’sche Materialmodell

mit kinematischer Verfestigung zur Modellierung von Aluminium

In Tabelle 6.6 sind die Parameter fiir das VON MiSES’sche Materialmodell nach
Abschnitt 3.4.5 zur Modellierung von Aluminium gegeben. Dabei wird reine
kinematische Verfestigung (¢ = 0) angenommen. Im Jahr 1899 hat GuUSTAV
KIrSCH herausgefunden, dass bei einer unendlich ausgedehnten Scheibe mit Loch
unter uniaxialer Zugbelastung am Lochrand eine Spannungsspitze auftritt, die
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Abbildung 6.16: Ablaufschema des inkrementell-iterativen Losungsverfahrens der

FEM mit dem KNN-Materialmodell FNN-P-Exp-Ink
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Abbildung 6.17: Scheibe mit Loch: Abmessungen und Diskretisierung des FE-Netzes

sowie die Lastfunktion

dem Dreifachen der aufgebrachten Last entspricht, vgl. GIRKMANN [61]. Mit
Yy = 24kN/cm? lésst sich folglich abschétzen, dass ab ca. ¢ = 16kN/cm FlieBen
am Lochrand zu erwarten ist.

Da durch die Plastifizierung am Lochrand auch gréflere Verzerrungen zu erwar-
ten sind, wird der Verzerrungsraum zu Qg = [—0,02;0,02]* definiert. Dieser ist
folglich wesentlich grofier als derjenige in Abschnitt 6.4 zur Berechnung der Flief3-
fliche. Innerhalb dieses Verzerrungsraums werden insgesamt 22 Materialpunkt-
Versuche durchgefithrt, um die (E,S)-Pfade zur Berechnung der Datenpaare zu
generieren, vgl. Abschnitt 5.1.1. Dabei handelt es sich um zyklische Versuche
mit jeweils einer einzigen Wiederholung und einer abschlieBenden Entlastung,
vgl. Abschnitt 6.3.1. Maximal zwei Spannungskomponenten sind jeweils ungleich
null. Es handelt sich um uni- und dquibiaxiale Zug- und Druckversuche, Schub-
versuche, diverse Kombinationen aus diesen fiinf Basisversuchen sowie Versuche
mit behinderter Querkontraktion. In Tabelle 6.7 sind diese 22 Pfade beschrie-
ben. Dabei sind fiir jeden Versuch ebenfalls die zugehorigen Spannungsintervalle
derjenigen Spannungen angegeben, die ungleich null sind.

Zur Erfassung der kinematischen Verfestigung wird das FNN-P-Ink-Materialmo-
dell nach Abschnitt 6.1.2 mit

x=[AEE.S| €R' wnd z=AScR? (6.59)

gewéhlt. Die Topologie [9-25-20-15-10-3] enthélt eine abgestufte Anzahl von Neu-
ronen in den Zwischenschichten. Jeder der 22 Pfade aus Tabelle 6.7 besteht
aus vier Belastungsrichtungen, die mit jeweils 40 Schritten diskretisiert sind.
Zur Berechnung der Trainings- und Validierungsdatenpaare werden mit An €
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S int 11
Nr. Beschreibung pamfﬁ;‘%f;;?m ¢
1/2 Zug 1/2 S11/ S99 € [—25,47;25,51]
3/4 Druck 1/2 811/322 € [—25,51; 25,47]
5 Schub 1 S1a € [—14,86; 14,87]
6 Schub 2 Sis € [—14,87; 14,86]
7 Aquibiax. Zug S11 = Sap € [—25,36; 25,45]
8 Aquibiax. Druck 511 = 522 S [—25,45; 25,36]
SH S [—15,08, 15,11]
9 7 Druck 1
ug + Druc Sy € [—15,11;15,08]
811 S [—15,11, 15,08]
10 7 Druck 2
ug + Druc Sy € [—15,08; 15,11]
511/522 - [—22,37; 22,41]
11/12 Z hub 1
/ ug + Schu Sis € [~8,04; 8,05]
511/522 c [—22,37; 22,41]
13/14 Z hub 2
3/ ug -+ Schu Sis € [~8,05:8,04]
SH/SQQ € [—22,41; 22,37]
15/1 Druck hub 1
5/16 ruck + Schu S1a € [~8,04: 8,05]
Sll/SQQ € [—22,41; 22,37]
17/1 Druck hub 2
7/18 ruck + Schu S1a € [~8.05:8,04]
19 Behinderte Querkontraktion S11 € [—28,94;29,00]
(E = 0) Zug Sas € [~13,93; 13,96]
20 Behinderte Querkontraktion S11 € [—29,00; 28,94]
(Ess = 0) Druck Sas € [~13,96; 13,93]
01 Behinderte Querkontraktion Sy1 € [—13,93;13,96]
(Ev = 0) Zug Ss € [28,94; 20,00]
99 Behinderte Querkontraktion S11 € [—13,96; 13,93]
(E1; = 0) Druck Sao € [—29,00; 28,94]

Tabelle 6.7: 22 Spannungs-Dehnungspfade zum KNN-Training fiir das Beispiel der

Aluminiumlochscheibe

{0,1,...,40} alle moglichen Indexversatze gewéhlt, um fiir eine moglichst grofie
Menge an moglichen Verzerrungsschritten innerhalb der FEM gewappnet zu sein.
Daraus folgen pro Belastungsrichtung P; = 861 inkrementelle Datenpaare (x,t) =
([AE, E;, S)], AS), vgl. Gleichung (6.15), und letztlich 75768 Datenpaare, die fiir
das Training zur Verfiigung stehen. Diese werden zuféllig auf 20 000 gekiirzt. Von
diesen 20000 Paaren werden 80% fiir das Training und 20% zur Berechnung des
Validierungsfehlers und damit zur Steuerung des Trainingsabbruchs genutzt. Die
dafiir nétigen Einstellungen sind 6,¢; = 6455 = 1072 und epoye, = 104
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Abbildung 6.18: Scheibe mit Loch: vertikale Verschiebung w des oberen linken FE-
Knotens in Abhéngigkeit von der Zeit ¢

Das KNN wird einmal mit den Nebenbedingungen aus Abschnitt 6.2 trainiert
und einmal ohne Nebenbedingungen. Die Ergebnisse werden nachfolgend im Hin-
blick auf die physikalische Plausibilitat und die Ergebnisgenauigkeit miteinander
verglichen. Dabei war das Ziel die Einstellungen dieses Beispiels so zu wéhlen,
dass beide KNN das Beispiel der zyklisch gezogenen, plastifizierenden Lochschei-
be vollstandig berechnen kénnen. Das KNN ohne Nebenbedingungen wurde dazu
zusétzlich mit einer L2-Regularisierung wéahrend des Trainingsprozesses stabili-
siert, vgl. Abschnitt 4.5.1. Dabei wurde durch ausprobieren der Wert ¢ = 107°
ermittelt. Es wird im Folgenden KNN-L2 bezeichnet. Das mit Nebenbedingungen
trainierte KNN wird KNN-NB genannt. Dabei wurde im Rahmen der klassischen
Penalty-Methode nach Abschnitt 4.5.1 der Penalty-Parameter € = 1 gewahlt. Fir
die Nebenbedingung der Normalisierung nach Abschnitt 6.2.2 werden Py = 2000
NB-Punkte mit der Strategie der konvexen Hiille generiert, vgl. Abschnitt 6.2.1.
Die Stationaritat der Normalisierung aus Abschnitt 6.2.3 wird nicht berticksich-
tigt, vgl. Abschnitt 6.3.5. Fiir die restlichen drei Nebenbedingungen werden je-
weils Po = 20000 NB-Punkte generiert.

In Abbildung 6.18 ist der Verlauf der Verschiebung u des oberen linken FE-Kno-
tens fiir beide KNN iiber die Zeit ¢ dargestellt. Wéahrend die Losung des KNN-
NB nahezu deckungsgleich mit der Referenzlosung ist, weicht die KNN-L2-Losung
schon bei der ersten Lastspitze signifikant von der Referenzlosung ab. Stellenwei-
se wird im weiteren Verlauf der Berechnung der Fehler wieder ausgeglichen oder
verstarkt. In Abbildung 6.19 ist der Verlauf der Spannung Ss; in Abhangigkeit
von der Dehnung Fs, dargestellt, welche am ersten Integrationspunkt von Ele-
ment 140 aufgezeichnet wurde, vgl. Abbildung 6.17. Die KNN-NB-Losung liegt
dabei deutlich ndher an der Referenzlosung, auch wenn es einige Abweichungen
gibt. AuBlerdem bilden beide KNN die kinematische Verfestigung in diesem Fall
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Abbildung 6.19: Scheibe mit Loch: Hysteresen der Spannung Ss2 in Abhéngigkeit
der Verzerrung Fao am ersten Integrationspunkt von Element 140, vgl. Abbildung 6.17
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Abbildung 6.20: Scheibe mit Loch: Verlauf der Vergleichsspannung Sy bezogen auf
die initiale Fliespannung Yy zum Zeitpunkt ¢t =7

lokal nicht exakt ab. Das Verhéltnis der Vergleichsspannung Sy (vgl. (3.111) mit
Siz = 0,7 =1,2,3) zur initialen FlieBspannung Yj ist in Abbildung 6.20 zum Zeit-
punkt ¢ = 7 der hochsten Lastspitze iiber die gesamte Struktur aufgetragen. Der
qualitative Verlauf der KNN-Lo6sung unter Beriicksichtigung der physikalischen
Nebenbedingungen stimmt dabei mit der Referenzlésung iiberein. Das ausschlief3-
lich mit L.2-Regularisierung trainierte KNN ist nicht in der Lage, den Verlauf der
plastischen Zone korrekt wiederzugeben.

Die KNN wurden sowohl an der globalen Strukturantwort als auch in Bezug auf
die lokale Spannungsantwort miteinander verglichen. Dabei haben die Nebenbe-
dingungen in allen Fallen die Ergebnisse verbessert. Neben der besseren loka-
len Approximation der Spannungen ist vor allem die plausiblere Abbildung der
FlieBzone relevant. Auch wenn lokal kleinere Abweichungen zur Referenzlosung
vorhanden sind, kann global das physikalisch korrekte Verhalten wiedergegeben
werden. An dieser Stelle soll noch einmal hervorgehoben werden, dass die Men-
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Abbildung 6.21: U-Profil-Beispiel: Abmessungen, Belastung und FE-Diskretisierung

ge der Trainingspfade mit 22 Versuchen sehr gering ist zur Approximation der
neundimensionalen Antwortfliche. Die Berticksichtigung von Nebenbedingungen
erlaubt trotz dieser begrenzten Informationsquelle eine qualitativ gute und phy-
sikalisch sinnvolle Approximation des Materialverhaltens. Aufgrund der geringen
Anzahl an Trainingsszenarien sollte im Ubrigen auch nicht erwartet werden, dass
die Verlaufe der Spannungen exakt deckungsgleich sind.

6.5.2 Eingespanntes U-Profil

In diesem Beispiel soll die Be- und Entlastung eines eingespannten U-Profils
mithilfe eines dreidimensionalen KNN-Materialmodells untersucht werden. Der
Kragarm ist 200 cm lang und 30 cm hoch. Die Flansche sind 10cm breit. Das
Blech ist tiberall 0,4 cm dick. Die FE-Modellierung wird mit den Schalenelemen-
ten aus Abschnitt 2.2.4 durchgefiihrt. Zur Berticksichtigung des durch die Plasti-
fizierung nichtlinearen Spannungsverlaufs iiber die Héhe werden drei numerische
Schichten mit insgesamt sechs Integrationspunkten eingestellt. Die EAS-Parame-
ter werden zu f3,, = B, = 4 und [, = 2 gewéhlt. Die Struktur wird insgesamt mit
1280 Schalenelementen diskretisiert: 64 Elemente in Balkenléngsrichtung, zwolf
in Hohenrichtung und jeweils vier in Richtung der Flansche. Eine Einzellast an
der auBleren Kante zwischen Oberflansch und Steg ist die einzige Belastung. Die
Berechnung erfolgt verschiebungsgesteuert durch das Bogenléngenverfahren, vgl.
WAGNER und WRIGGERS [187]. Dabei wird am Lastangriffspunkt pro Lastschritt
ein Verschiebungsinkrement von Aw = 0,2 cm vorgegeben und das zugehorige La-
stinkrement AF' berechnet. Nach 30 Lastschritten ist die maximale Durchbiegung
von 6 cm erreicht und der Kragarm wird wieder entlastet. Das System, die Last
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E-Modul Querd. | FlieBgrenze | Verfestigungsmodul | Iso./Kin.
C [kN/cm?] vi—] | Yo [kN/cm?] Cp [kN/cm?| 61-]
| 21000 | 03 | 235 | cCj/io0=210 | 1 |

Tabelle 6.8: Materialparameter fiir das analytische voON MIisES’sche Materialmodell
mit isotroper Verfestigung fiir das U-Profil-Beispiel

und das FE-Netz sind in Abbildung 6.21 dargestellt.

Das FNN-P-Iso-Materialmodell soll ein VON MISES’sches Materialmodell mit iso-
troper Verfestigung fiir Stahl approximieren. Die zugehorigen Materialparameter
sind in Tabelle 6.8 gegeben. Die Eingangs- und Ausgangsvariablen

x=[AE,S,hf] €R®  und  z=ASER (6.60)

entsprechen denjenigen aus Definition (6.56) fir den dreidimensionalen Fall. Die
energiebasierte Geschichtsvariable 2 (t) wurde in Abschnitt 6.1.1 vorgestellt und
beriticksichtigt das isotrope Verfestigungsverhalten. In Voruntersuchungen hat sich
die Topologie [13-30-25-20-15-6] als ausreichend herausgestellt, mit insgesamt
2126 Gewichten.

Lediglich 14 Pfade werden werden mittels Materialpunkt-Versuchen nach Ab-
schnitt 5.1.1 generiert und zum Training des dreidimensionalen KNN-Material-
modells verwendet. Wie im vorangegangenen Beispiel sind dabei jeweils nur zwei
Spannungskomponenten ungleich null. Alle Pfade sind als Hysteresen mit drei Be-
lastungsrichtungen und einer Entlastungsrichtung definiert, vgl. Abschnitt 6.3.2.
Die Verzerrungskomponenten sind dabei durch Qg = [—0,01;0,01]® begrenzt. Die
Pfade sind in Tabelle 6.9 angegeben. Diese 14 Pfade werden unter Annahme von
Isotropie durch 20 zuféllige Rotationen auf insgesamt 294 Pfade erweitert, vgl.
Abschnitt 5.1.2. Die zufélligen Rotationen werden iiber die EULER-RODRIGUES-
Formel (3.8) mit jeweils vier gleichverteilten Zufallszahlen generiert: Drei definie-
ren den Rotationsvektor und die vierte den Winkel.

Jeder Pfad ist mit M = 41 GGW-Punkten diskretisiert. Zur Berechnung der
inkrementellen Datenpunkte nach Abschnitt 6.1.2 werden alle moglichen Index-
versitze An € {0,1,...,40} verwendet. Insgesamt resultieren so 1012536 inkre-
mentelle Datenpunkte, die zuféllig auf 20000 reduziert werden. Davon werden
80% zum Training und 20% zur Validierung verwendet. Der Trainingsprozess
wird nach 10000 Epochen beendet. Diejenigen Gewichte, die zum kleinsten Vali-
dierungsfehler fithren, werden abgespeichert.

Wie im vorangegangenen Abschnitt wird ein KNN-Materialmodell mit Nebenbe-
dingungen (KNN-NB) mit einem KNN verglichen, welches nur eine L2-Regulari-
sierung (KNN-L2) beriicksichtigt. Fiir die L2-Regularisierung wird ¢ = 10~° per
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200 MATERIALVERHALTEN MIT KNN
) Spannungsintervalle
Nr. Besch
r eschreibung (kN /em?]
1 Zug S11 € [—28,95; 32,46
2 Druck S11 € [—32,46; 28,59
3 Schub 1 Sio € [—15,29;16, 39]
4 Schub 2 Sio € [—16,39; 15, 29]
5 Aquibiax. Zug S11 = Sop € [—34,73;41,91]
6 Aquibiax. Druck 511 = 522 € [—41,91; 34,73]
S € [—17,32;19,75]
7 7 Druck 1
ug -+ Drue Sy € [—19,75;17,32]
S € [—19,75;17,32]
7 Druck 2
8 ug + Druc Sy € [~17,32:19,75]
S11 € [—25,91;29,50]
7 hub 1
0 ug + Schu Sis € [~8,71;10,23]
S € [—25,91; 29,50]
7 hub 2
10 ug -+ Schu Sis € [~10,23;8,71]
S € [—29,50; 25,91]
Druck hub 1
i ruck + Schu Sis € [~8,71:10,23]
S11 € [—29,50;25,91]
Druck hub 2
12 ruck + Schu Sis € [~10,23;8,71]
13 Behinderte Querkontraktion S11 € [—34,29; 38,89
(B9 = 0) Zug Sag € [—17,08;19,36]
14 Behinderte Querkontraktion S11 € [—38,89; 34,29
(B9 = 0) Druck Sog € [—19,36; 17,08]

Tabelle 6.9: 14 Spannungs-Dehnungspfade zum KNN-Training fir das Beispiel des

eingespannten U-Profils

Trial-and-Error-Prinzip gewahlt. Fiir das KNN-NB-Modell werden alle Nebenbe-
dingungen (NB) aufler die der Stationaritat nach Abschnitt 6.2.3 verwendet. Fir
die Normalisierungs-NB gilt ¢ = 1 und Pr = 1000. Fiir die Symmetrie-NB ist
e = 1 und P = 10000. Die beiden Ungleichheits-NB werden mit ¢ = 100 und
Pz = 50000 starker gewichtet.

In Abbildung 6.22 ist die Last-Verschiebungskurve des Lastangriffspunkts fiir bei-
de KNN-Materialmodelle dargestellt. Da die d&uflere Last nicht im Schubmittel-
punkt des Trégers angreift, rotiert dieser direkt zu Beginn der Belastung. Dadurch
entstehen grofie Verschiebungen tiber die ganze Struktur, was die Nutzung von
E und S als Verzerrungs- und Spannungsmafl motiviert. Am Oberflansch ent-
steht durch die aus Rotation resultierenden Druckspannungen eine Beule. Das
mit Nebenbedingungen angereicherte KNN ist in der Lage die vollstandige Be-
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Abbildung 6.22: U-Profil-Beispiel: Last-Verschiebungskurve des Lastangriffspunkts
(links) und deformierte Konfiguration bei w = 6 cm (rechts). Eine Konvergenzstudie
wird von Lastschritt 7 zu Lastschritt 8 durchgefiihrt.

und Entlastung des Tragers zu simulieren. Das ausschliellich mit L2-Regularisie-
rung trainierte KNN divergiert in der Nahe der Traglast. Dies zeigt erneut den
positiven Einfluss der physikalisch motivierten Nebenbedingungen im Hinblick
auf die Stabilitat innerhalb der FEM. Allerdings unterscheidet sich die Entlas-
tungskurve stark von derjenigen des VON MiSES’schen Referenzmaterials. Dies
liegt u. a. an der geringen Datenbasis. Nur 14 Pfade wurden dazu genutzt, wobei
die Entlastung ausschlieBlich am Rand des Trainingsraums durchgefiithrt wurde.
Dass KNN muss also alle moglichen Entlastungspunkte dazwischen interpolieren.
Eine andere Erklarung wird in den abschlieBenden Bemerkungen aus Abschnitt
6.5.3 gegeben. Zwischen Lastschritt 7 und 8 wird eine Konvergenzstudie fiir bei-
de KNN-Materialmodelle durchgefiihrt. Diese ist in Tabelle 6.10 dargestellt. Hier
zeigt sich ebenfalls der positive Einfluss der Nebenbedingungen durch die wesent-
lich bessere, quadratisch anmutende Konvergenzrate.

6.5.3 Abschlielende Bemerkungen

e Das Volumen des dreidimensionalen Ellipsoids, der die VON MISES’sche
FlieSflache des ESZ im dreidimensionalen Komponentenraum darstellt, 1asst
sich mit

9

berechnen. Mit den Werten aus Tabelle 6.6 folgt fiir das Beispiel der Loch-
scheibe Vg = 2,67 - 1077. Der Wiirfel [—0,02; 0,02] hat das Volumen Vg =

Vi = 00 (?)3(1 + (1 =) (6.61)
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202 MATERIALVERHALTEN MIT KNN
Iterationsschritt ‘ ||G|| fir KNN-NB ‘ ||G|| KNN-L2
1 2,7358558 - 10° 4,3467223 - 10°
2 7,1441342 - 10 7,6390431 - 10
3 9,7346244 - 107! 3,1685351 - 10°
4 1,2218827 - 107! 4,2916863 - 1071
5 6,1137981 - 102 4,4903747 - 102
6 1,3957943 - 10~ 2,3330237 - 102
7 5,6976029 - 10~7 4,8986588 - 1073
8 2,4455923 - 103
16 7,.5131456 - 107

Tabelle 6.10: Konvergenzstudie iiber den Verlauf der Residualnorm ||G|| (vgl. Glei-
chung (2.83)) von Lastschritt 7 zu Lastschritt 8

6,40 - 107°. Der elastische Bereich nimmt folglich nicht einmal 0,5% dieses
Trainingsraums ein. Dies hat zur Folge, dass gerade der elastische Bereich
beim Training von KNN fiir plastische Materialgesetze hdufig unterrepra-
sentiert ist und dadurch schlechter trainiert wird. Wenn durch etwaige La-
stumlagerungen die plastischen Bereiche in grofferen Systemen im Vergleich
zur Gesamtgrofe klein sind, dann fallt diese Problematik bei der numeri-
schen Anwendung stark ins Gewicht. Dieser Umstand wird bei dreidimen-
sionalen Materialgesetzen und einem grofleren abzubildenden Bereich plas-
tischen Flieens noch verstarkt. Auch wenn im elastischen Bereich das Ver-
halten gleich bleibt, muss das FNN fiir jeden moglichen GGW-Punkt dieses
Verhalten erlernen. Dies stellt einen fundamentalen Nachteil der FNN-Ap-
proximation von geschichtsabhangigem Materialverhalten dar und ist wo-
moglich der Grund fiir die Diskrepanz der Entlastungskurven des U-Profil-
Beispiels.

e Im Bereich von Singularitdten konnen die Eingangsvariablen eines KNN-
Materialmodells schnell auflerhalb des Trainingsbereichs liegen. Da FNN-
Materialmodelle alle moglichen Verzerrungszustande erlernen miissen, sollte
diese Problematik am besten auf Strukturebene entgegengewirkt werden, in-
dem bspw. die Singularitaten durch geeignete Randbedingungen entschérft
werden.

e In jedem Fall ist eine hohe Anzahl von Indexversidtzen An zu empfehlen,
um innerhalb der GGW-Iteration alle moglichen Verzerrungsschritte best-
moglich abdecken zu kénnen, vgl. Abschnitt 6.1.2. Gegebenenfalls ist die
Lastschrittweite anzupassen.
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e Auch, wenn KNN-Materialmodelle im Rahmen der Mehrskalenmodellierung
haufig zur Modellreduktion verwendet werden, kann die Rechenzeit unter
Umstanden erheblich sein. Diese steht in direktem Zusammenhang mit der
Anzahl der Gewichte. Zum Vergleich: Das KNN-NB Materialmodell des U-
Profil-Beispiels bendtigt fiir die ersten fiinf Lastschritte ca. das 60-fache der
Zeit des analytischen vON MISES’SCHEN Materialmodells. Mit zugeschnit-
tenen FE-Formulierungen konnte die Rechenzeit weiter reduziert werden,
vgl. FRANKE ET AL. [48]. Wichtig ist, dass die Nebenbedingungen nur die
Trainingszeit beeinflussen und nicht die Zeit der KNN-Ausfithrung als Ma-
terialmodell.

Bei der Berechnung von Strukturen kommt der Nachteil der plastischen FNN-
Materialmodelle deutlich hervor: Alle moglichen GGW-Punkte, die innerhalb der
Berechnung erreicht werden konnten, miissen in den Trainingsdaten beinhaltet
sein. Die physikalischen Nebenbedingungen verbessern diesen Umstand aufleror-
dentlich, raumen den Nachteil allerdings nicht gianzlich weg. Bei der Anwendung
von plastischen FNN-Materialmodellen muss daher ein besonderes Augenmerk
auf der Datendichte liegen. Aulerdem sollten mogliche Singularitaten entschérft
werden, die lokal den Trainingsraum des KNN verletzen.
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7 Anwendung auf experimentelle Daten

Die in den Kapiteln 5 und 6 herausgearbeiteten Erkenntnisse zur Materialmo-
dellierung mit kiinstlichen neuronalen Netzen (KNN) werden in diesem Kapitel
an realen Versuchsdaten in die Anwendung gebracht. In Abbildung 7.1 sind die
drei Materialien dargestellt, welche nachfolgend untersucht werden, inklusive der
zugehorigen Herausforderungen bei der Modellierung mit KNN.

2. Holz

i

e Anisotropie
e Zug- # Druckverhalten
e Streuungen

1. Elastomer

3. Ferroelektrikum

- —

..............

e Multiphysik
e Geschichtsabhédngigkeit

e grofle Verzerrungen
o Quasi-Inkompressibilitét
e wenige Daten

Abbildung 7.1: Ubersicht iiber die in Kapitel 7 untersuchten Materialien

Im Jahr 1944 hat TRELOAR [172] die bis heute als essenziell geltenden Daten
zu vulkanisiertem Gummi verdffentlicht. Sie werden in Abschnitt 7.1 im Hinblick
auf elastisches, quasi-inkompressibles Materialverhalten mit grofien Verzerrungen
verwendet. In Abschnitt 7.2 wird auf Basis von biaxialen Versuchen von EBER-
HARDSTEINER [40] das nichtlineare und anisotrope Verhalten von Fichtenholz
unter monotoner Belastungssteigerung modelliert. Als Ausblick in multiphysikali-
sche Anwendungen wird in Abschnitt 7.3 das geschichtsabhédngige Verhalten einer
ferroelektrischen PZT-Keramik untersucht, fir das von ZHOU ET AL. [202,203]
Versuche durchgefiihrt wurden.

Ziel dieses Kapitels ist es, einige iiber die Anwendung synthetischer Daten hin-
ausgehenden Herausforderungen bei der KNN-Materialmodellierung herauszuar-
beiten und ggf. Losungen vorzuschlagen. Dabei ist bspw. die Datenaufbereitung
stets ein wichtiger Punkt. Sie wird in den jeweiligen Abschnitten detailliert be-
schrieben. An dieser Stelle sei angemerkt, dass alle genannten Materialien und
deren Daten die Moglichkeit zu tiefschiirfenderen Untersuchungen bieten, als im
Folgenden dargestellt.
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7.1 Treloars Daten von vulkanisiertem Gummi

Gummis werden u. a. durch Vulkanisation von Natur- oder Synthesekautschu-
ken hergestellt. Durch Anderung der molekularen Bindungen erhalten sie infolge
dieses Prozesses ihre charakteristischen elastischen Eigenschaften. Gummis sind
isotrop, eine Teilgruppe der Elastomere und erlauben bspw. in Schubauflagern
bei Briickenbauwerken relativ grofie horizontale Verformungen, ohne dabei ih-
re elastischen Eigenschaften zu verlieren. TRELOAR [172] untersuchte in seiner
Veroffentlichung aus dem Jahr 1944 zwei Gummiwerkstoffe, von denen einer mit
8% und der andere mit 2% Schwefel vulkanisiert wurde. Wahrend letzterer aus
Sicht der industriellen Anwendung Vorziige besitzt, bspw. eine hohere Festigkeit,
verhélt sich der mit 8% vulkanisierte Werkstoff auch bei grofferen Streckungen re-
versibel. Daher werden die Versuchsdaten desjenigen Gummis mit 8% Schwefel in
der Literatur hdufig als Mafistab eines idealen elastischen Festkorpers angesehen,
vgl. HOLZAPFEL [81]. Sie werden ebenfalls fiir die nachfolgenden Untersuchungen
herangezogen. TRELOAR fiihrte insgesamt vier Versuche durch:

—0 4 Einen uniaxialen Zugversuch bis zum Versagen
p—t— p bei A &~ 7,6: Die Proben zeigen bis A ~ 5,5 ein
- — elastisches Verhalten, bevor sich Hysteresen mit

nicht deckungsgleicher Be- und Entlastungskurve

ALy einstellen (Energiedissipation).

y y
1 A

Einen aquibiaxialen Zugversuch durch Aufbla-
sen einer kreisformigen Membran: In einer Re-
gion um den Pol wird eine kugelférmige Kon-
figuration angenommen. Mit zugehorigem Ra-
dius r und dem aufgebrachten Innendruck p;
folgt die 1. PIOLA-KIRCHHOFF’sche Spannung
zu P = Ap;r/d/2. Das Material wird bis A ~ 4,5
belastet und verhalt sich bis A\ ~ 3,0 elastisch. d
ist die initiale Dicke.

p Einen reinen Schubversuch durch Streckung ei-
T ner breiten Membran: Dadurch ist in der Mitte

d
7 die Dehnung in Breitenrichtung naherungsweise
null. Unter Annahme von Volumenkonstanz de-
Lo | ALy
\

formieren sich die mittleren Bereiche der Mem-

bran in Dickenrichtung d aquivalent zu einem rei-
l p nen Schubzustand. Das Material wird bis A &~ 5,0
belastet und verhalt sich durchgehend elastisch.

<
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Dariiber hinaus fithrte TRELOAR einen vierten Versuch durch, bei dem er einen
uniaxialen Zugzustand mit einem anschlieSenden reinen Schubzustand tiberla-
gerte. Dieser Versuch wird nachfolgend nicht beriicksichtigt. Alle Versuchsdaten
basieren auf der Wiederbelastungskurve, da sich bei Gummi die Erstbelastungs-
kurve durch inelastisches Verhalten wesentlich von den nachfolgenden Belastungs-
kurven unterscheidet. Die Dimensionen der Priitkdrper lagen alle im zweistelligen
Millimeterbereich.

Die Aufstellung eines KNN-Materialmodells auf Basis der vorliegenden Versuche
birgt die folgenden Herausforderungen: sehr groflie Verzerrungen, nahezu inkom-
pressibles Materialverhalten sowie eine geringe Anzahl von Versuchsdaten. Die
Daten der einzelnen Versuche werden in Abschnitt 7.1.1 zunédchst aufbereitet,
bevor sie zum Training von KNN-Materialmodellen in Abschnitt 7.1.2 genutzt
werden. Die Auswertung der erstellten Materialmodelle sowie eine abschliefende
Diskussion folgen in den Abschnitten 7.1.3 und 7.1.4.

7.1.1 Aufbereitung der Versuchsdaten

Aus den Messungen von TRELOAR lassen sich pro Lastschritt jeweils die mafige-
bende Streckung A sowie die zugehorige 1. PIOLA-KIRCHHOFF’sche Spannung P
ermitteln. STEINMANN ET AL. [163] haben die Werte grafisch ausgelesen und ta-
bellarisch zusammengefasst. Von diesen Daten werden nachfolgend ausschliellich
diejenigen zugrunde gelegt, bei denen sich das Material noch elastisch verhalten
hat. Die Grenzen sind jeweils bei den Versuchsbeschreibungen angegeben.

Bei den drei Versuchen fehlt jeweils die Information tiber die Querdehnungen.
Zur Definition der Trainingsdatenpaare fiir das Training eines dreidimensiona-
len KNN-Materialmodells miissen jedoch alle Verzerrungsgréfien vorhanden sein.
Unter der Annahme einer isochoren Deformation mit J = 1 konnten die iibrigen
Verzerrungsgrofien leicht ermittelt werden. Allerdings kann das KNN-Material-
modell dann ausschliellich auf die deviatorischen Spannungen trainiert werden,
vgl. Abschnitte 3.3.4 und 5.4.3. Daher wird die notwendige Riickrechnung der iib-
rigen Streckungen unter Annahme einer Quasi-Inkompressibilitat durchgefiihrt,
basierend auf der Veréffentlichung von BLATZ und Ko [17]. Fur den uniaxialen
Zugversuch (UZ) wird dabei nicht J = 1, sondern

Juz = (Auz)¥ 251 (7.1)
angenommen, mit der bekannten Streckung in Zugrichtung Ayz sowie einem Para-
meter v < 0,5. Dieser Parameter entspricht fiir infinitesimale Verzerrungen gerade
der Querdehnzahl v. Fiir v = 0,5 gilt Jyz = 1 und die Umrechnung geschieht un-
ter perfekter Inkompressibilitat. Mit Jyz = )\Uz)\g und Definition (7.1) folgt fiir
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die beiden, aus den Versuchsdaten nicht direkt hervorgehenden Querstreckungen
jeweils

B 1
Ag = (Auz)™ >

= (7.2)

Im Fall des dquibiaxialen Zugversuchs (AZ) gilt fiir die unbekannte Querstreckung

95 /(1—p 7=0,5 1
Ag = (AAZ> 2r/(1=v) ” ()\AZ)Q 5

q
mit der aus dem Versuch bekannten Streckung Aj,. Fiir den reinen Schubversuch
(RS) gilt fiir die unbekannte Streckung in Dickenrichtung

(7.3)

=05 1
Ars
mit der bekannten Streckung in Zugrichtung Agrs. An dieser Stelle sei hervor-
gehoben, dass diese Umrechnung rein mathematischer Natur ist und ggf. das
reale Materialverhalten verzerrt. In der Nahe des inkompressiblen Grenzfalls mit
v — 0,5 ist die Umrechnung konsistent zum tatsachlichen Materialverhalten.

A = (Arg) /07D (7.4)

Dies ist aus Sicht der KNN-Materialmodellierung allerdings schwer zu realisieren,
wenn nicht nur die deviatorischen Anteile trainiert werden sollen, vgl. Abschnitt
5.4.3. Daher wird fiir die folgenden Untersuchungen der Wert v = 0,45 festgelegt.
Folglich ist in Bereichen mit groffem hydrostatischen Druck nicht zu erwarten,
dass das KNN-Materialmodell das tatséchliche Materialverhalten deckungsgleich
widerspiegelt.

Dariiber hinaus wurden die Versuche nur im Zugbereich gefahren, sodass keine
Information tiber das Verhalten unter Druckbelastung vorhanden ist. Im inkom-
pressiblen Grenzfall kann tiber die differentielle Arbeitsaquivalenz

Pyp dhup = 2 Py, dAsy (7.5)

aus den Daten des dquibiaxialen Zugversuchs auf einen dquivalenten uniaxialen
Druckversuch (UD) geschlossen werden, vgl. TRELOAR [173]. Dieses Prinzip wird
nachfolgend auf die Quasi-Inkompressibilitdt mit # < 0,5 iibertragen™. Die Stre-
ckung Ayp entspricht der Querstreckung aus Gleichung (7.3). Diese lasst sich nach
Aiz ableiten und in die nach Pyp umgestellte Gleichung (7.5) einsetzen fiir

=05

P = | =20 () Py 0 =[P (76)

Aus den Daten des uniaxialen Zugs lassen sich sinngeméafl die Spannungen

7 . s,
_(1 )()\UZ>(1+V)/2V}1DUT 705, [_ Ovuz)?

Pip = Por  (7.7)

" Dabei gilt die Arbeitsiquivalenz nur noch niherungsweise, da sich auBerhalb des inkom-
pressiblen Grenzfalls mit ¥ < 0,5 die Deformationszustidnde von uniaxialem Druck und &dqui-
biaxialem Zug unterscheiden.
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des dquibiaxialen Drucks (AD) herleiten, mit den zugehérigen Streckungen \xp
nach Gleichung (7.2). Die Spannungen Pyp und Pjp fallen relativ schnell gegen
—oo und sorgen somit fiir eine schlechte Verteilung des Wertebereichs im Rahmen
des KNN-Trainings, was gerade bei einer so geringen Anzahl von Trainingsdaten
die Approximationsgiite im Zugbereich verschlechtert. Daher wird zur Berech-
nung der uni- und aquibiaxialen Druckspannungen nur ein Teil der verfiigbaren
Zugdaten mit A < 1,3 verwendet. Dariiber hinaus ist die Umrechnung tiber die
Arbeitsaquivalenz (7.5) ohnehin nur eine N&herung im Fall der Quasi-Inkom-
pressibilitat. Dies wiirde die Nutzung weiterer Druckdaten zusatzlich in Frage
stellen. Demzufolge werden die Druckdaten hier nur zur Stabilisierung von in der
Berechnung méoglicherweise auftretenden Volumendehnungen J < 1 genutzt.

Insgesamt folgen die in Tabelle 7.1 gegebenen Datenpaare als Basis zum Training
des KNN-Materialmodells. Dabei ist A stets die Streckung in Lastrichtung und
Mg diejenige quer dazu. Die Kennzeichnungen fiir die einzelnen Versuche werden
nachfolgend vernachléssigt. Durch die Umrechnung der Quasi-Inkompressibilitét
gilt J € [0,83;1,47]. Dieser Bereich ist unrealistisch hoch, durch die Umrechnung
aber unabdingbar. Daher ist es sinnvoller davon zu sprechen, das Materialver-
halten von Daten angelehnt an die von TRELOAR durchgefithrten Versuche im
Folgenden approximieren zu wollen.

7.1.2 Training des KNN-Materialmodells

Das elastische Materialverhalten soll mithilfe des isotropen KNN-Materialmodells
FNN-E-Iso aus Abschnitt 5.2.3 modelliert werden. Dazu werden die gegebenen
Datenpaare aus Tabelle 7.1 in die Eingangs- und Ausgangsvariablen

x=[\1lg,J?] uwnd z=5, (7.8)

des KNN-Materialmodells umgeformt, vgl. Gleichung (5.27). Dies geschieht je-
weils in Belastungsrichtung und quer dazu. Daraus ergeben sich fiir die drei Spal-
ten aus Tabelle 7.1 jeweils zwei unabhéngige Trainingsdatenpaare, die nachfol-
gend aufgelistet sind.

uniaxial: (N2 20202 4 A, PN, P/A) (A2, 202 A2 4+ A, AA]], 0)
dquibiaxial:  ([A* 2A%A2 + A, A'AZ], P/A) (A2, 20272 + A, AN, 0)
reiner Schub:  ([A%, N2A2 4+ X2+ A2 VN2 P/A) L (A2 A2A2 + A% 4+ A2, X072, 0)
Zur Kalibrierung des KNN-Materialmodells stehen somit insgesamt Pr = 92

Trainingsdatenpaare zur Verfiigung. Validierungsdatenpaare werden nicht vorge-
halten. Die Generalisierungsfahigkeit wird iiber Materialpunkt-Versuche gepriift.

Wie durch die Untersuchungen in Kapitel 5 gezeigt wurde, wéchst die Anzahl
notiger Freiwerte mit dem Wertebereich der abzubildenden Verzerrungen und
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Uniaxiale Daten Aquibiaxiale Daten Daten reiner Schub

A Ag P A A P A A P
0,67 1,20 -0,53
0,75 1,14 -0,36
0,78 1,12 -0,31 0,88 1,24 -0,27
0,84 1,08 -0,18 0,93 1,12 -0,14
0,92 1,04 -0,09 0,99 1,01 -0,02
1,00 1,00 0,00 1,00 1,00 0,00 1,00 1,00 0,00
1,01 1,00 0,03 1,04 0,94 0,09 1,06 0,95 0,07
1,12 0,95 0,14 1,08 0,88 0,16 1,14 0,90 0,16
1,24 091 0,23 1,12 0,83 0,24 1,21 0,86 0,24
1,39 0,86 0,32 1,14 0,81 0,26 1,32 0,80 0,33
1,61 0,81 0,41 1,20 0,74 0,33 1,46 0,73 0,42
1,89 0,75 0,50 1,31 0,64 0,44 1,87 0,60 0,59
2,17 0,71 0,58 1,42 0,56 0,51 240 0,49 0,76
242 0,67 0,67 1,69 0,42 0,65 298 041 0,93
3,01 0,61 0,85 1,94 0,34 0,77 3,48 0,36 1,11
3,58 0,56 1,04 249 0,22 0,96 3,96 0,32 1,28
4,03 0,53 1,21 3,03 0,16 1,24 4,36 0,30 1,46
4,76 0,50 1,58 4,69 0,28 1,62
5,36 0,47 1,94 4,96 0,27 1,79

q q

Tabelle 7.1: Aufbereitete Versuchsdaten von TRELOAR [172], basierend auf STEIN-
MANN ET AL. [163], mit v = 0,45. Die Riickrechnung der Daten A < 1 ist approximativ
und basiert nicht direkt auf TRELOAR’s Daten. P ist in N/mm? angegeben.

der Ausprigung nahezu inkompressiblen Materialverhaltens. Aus einer Reihe von
Voruntersuchungen wurde festgestellt, dass eine Topologie von [3-15-15-15-1] mit
n, = 556 Gewichten ausreichend ist. Dabei reicht eine wesentlich geringere An-
zahl von Gewichten bereits aus, um die gegebenen Kurven abzubilden — voraus-
gesetzt alle Verzerrungskomponenten werden vorgegeben. Die notige Flexibilitét
im Rahmen gemischt gesteuerter Materialpunkt-Versuche bzw. bei der Anwen-
dung innerhalb der FEM wird erst durch eine hohere Anzahl von Neuronen und
in Kombination mit den nachfolgend beschriebenen Nebenbedingungen erzielt.

Dariiber hinaus ist eine Regularisierung notig, um ein Auswendiglernen®® zu ver-

hindern, da insbesondere hier n,, > Pr gilt. Dazu wird die spannungsfreie Refe-
renzkonfiguration mit S,(1,3,1) = 0 (vgl. Abschnitt 5.3.1) und Energieerhaltung
eingefordert, vgl. Abschnitt 5.3.2. Fiir letztere werden Po = 2000 NB-Datenpunk-

80 Ohne zusétzliche Information ist das Optimierungsverfahren unterbestimmt.
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Abbildung 7.2: Zug- und Schubversuch: Vergleich der fiinf FNN-E-Iso-Materialmo-
delle mit den Versuchsdaten sowie einem OGDEN-Modell mit A = 3,8
t81

te zuféllig im Trainingsdatenraum €2 erzeugt®", mit

A2, ITc, J?] € Q = [0,03;28,73] x [2,94;84,78] x [0,91;2,24] . (7.9)

Ferner gilt fiir den Penalty-Parameter ¢ = 10, der durch Trial-and-Error gewahlt
wurde. Insgesamt werden fiinf Trainingsdurchlédufe bis maximal 10000 Epochen
durchgefiihrt. Die Gewichte derjenigen Epoche werden gewahlt, die im Rahmen
des folgenden Testszenarios den kleinsten Fehler bzgl. der Trainingsdaten auf-
weisen. Der Versuch des reinen Schubs wird mit dem Materialpunkt-Versuch
aus Abschnitt 5.1.1 nachgestellt. Die Spannungen unterscheiden sich durch die
gemischte Steuerung von denjenigen Spannungen, die durch direktes Einsetzen
der Eingangsvektoren erzeugt werden. Dieser Test liefert dadurch einen guten
Anhaltswert, ob das KNN-Materialmodell stabil genug ist, innerhalb der FEM
eingesetzt zu werden. Das Training der KNN-Materialmodelle erfolgt in MAT-
LAB [170] mithilfe des QN-Verfahrens, vgl. Abschnitt 4.4.2.

7.1.3 Anwendung des KNN-Materialmodells auf die Daten

In Abbildung 7.2 sind die Resultate von uniaxialen Zugversuchen sowie reinen
Schubversuchen abgebildet. Die Versuche wurden nicht mit dem Materialpunkt-
Versuch nach Abschnitt 5.1.1 durchgefiihrt, sondern mit einem entsprechend ge-
lagerten einzelnen finiten Volumenelement in FEAP [168], welches lastgesteuert®?

81 Die Werte in Tabelle 7.1 sind gerundet, daher kénnen sich kleine Abweichungen ergeben.

82 Strenggenommen verwolben sich die Querschnitte der Einheitswiirfel durch das nicht per-
fekte KNN-Materialmodell. Dadurch ist die Berechnung der Streckungen und der Kréfte nicht
eindeutig. In diesem Fall ist der Effekt jedoch vernachléssigbar gewesen. Eine sauberere Ver-
schiebungssteuerung wire wiederum einfacher fiir das KNN-Materialmodell.
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Abbildung 7.3: Scheibe mit Loch: Vergleich der fiinf FNN-E-Iso-Materialmodelle mit
einem OGDEN-Modell mit A = 3,8

beansprucht wurde. Dabei werden die fiinf FNN-E-Iso-Materialmodelle mit den
Versuchsdaten sowie einem OGDEN-Modell mit den Parametern nach Tabelle 5.1
verglichen. Der 1. LAME-Parameter wurde zu A = 3,8 gewahlt, um mit v = 0,45
konsistent zu sein.

Wie zu erkennen ist, liegen alle Modelle nahe beieinander und approximieren die
gegebenen Daten zufriedenstellend. Die Streuung unter den KNN-Materialmodel-
len ist dabei vergleichsweise gering. Allerdings divergiert im Fall des uniaxialen
Zugversuchs die FE-Berechnung bei zwei von fiinf Modellen vor Erreichen der
Maximallast. Dies ist mit ausgefiillten Kreisen gekennzeichnet.

In Abbildung 7.3 sind die fiinf FNN-E-Iso-Materialmodelle dem OGDEN-Modell
am Beispiel der Lochscheibe aus Abschnitt 5.5.1 gegeniibergestellt. Dabei wur-
den alle Einstellungen so iibernommen, wie sie in besagtem Abschnitt beschrieben
sind. Keines der fiinf KNN-Materialmodelle divergiert vor Erreichen der Maximal-
last. Zwar streuen sie nicht stark untereinander, zeigen aber im F'(u)-Diagramm
eine Abweichung von ca. 6% gegeniiber der Losung mittels OGDEN-Modell. Das
F(u)-Diagramm ist dabei eine globale Tragwerksantwort, wihrend das F'(w)-Dia-~
gramm einen lokalen Effekt repréasentiert.

Auf der einen Seite sind beide Modelle zunéichst gleichwertig, da es zum Problem
der Scheibe mit Loch keine Versuchsdaten mit TRELOARs Gummimaterial gibt.
Beide Modelle sagen dementsprechend das Verhalten der Struktur vorher, auf Ba-
sis der zur Verfiigung stehenden Versuchsdaten von einfachen Experimenten. Auf
der anderen Seite ist das KNN-Materialmodell sehr sensibel bzgl. der gewahlten
Hyperparameter wie bspw. der Topologie. Gerade im Fall weniger Trainingsdaten
ist alles, was auflerhalb der trainierten Lastpfade passiert, schwierig zu interpre-
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tieren. Die Nebenbedingungen beeinflussen ebenfalls das Ergebnis, auch wenn sie
hier nur als Regularisierung genutzt wurden. Ohne Nebenbedingungen konnte
kein numerisch stabiles KNN-Materialmodell mit den gegebenen Daten trainiert
werden.

7.1.4 AbschlieBende Bemerkungen

e Um ein auf Invarianten basierendes KNN-Materialmodell zu trainieren,
miissen die Daten des reinen Schubs nicht in die eines einfachen Schubs
umgerechnet werden, um Informationen tiber Gleitungen und die zugehori-
gen Schubspannungen zu enthalten®3.

o Durch die geringe Anzahl an Trainingsdatenpaaren reagiert das KNN sehr
sensibel auf eine Anderung der Hyperparameter. Auflerdem ist stets eine
Form von Regularisierung notwendig, entweder durch Nebenbedingungen
oder durch eine L2-Regularisierung. Das polykonvexe KNN-Materialmodell
aus Abschnitt 5.2.4 verhélt sich dabei im Ubrigen weniger anfillig als die
anderen Modelle, da die Polykonvexitéatsbedingung recht einschrankend ist.
Das Modell leidet aber an den in Kapitel 5 angesprochenen Grenzen der
Approximationsgiite.

o Bei Nutzung der SoftPlus-Aktivierungsfunktion konnten wesentlich kleinere
Topologien gewahlt werden. Allerdings verhalten sich diese hdufig numerisch
instabiler im Rahmen einer Anwendung innerhalb der FEM.

e Die Umrechnung in quasi-inkompressible Daten und die anschlieBende Ap-
proximation eines vollstdndigen Materialmodells stellen eine groffere Her-
ausforderung dar als das Training auf die rein deviatorischen Anteile. Das
ist womoglich auch der Grund, wieso SHEN ET AL. [156] sowie LINKA
ET AL. [118] augenscheinlich weniger Probleme bei der Approximation von
TRELOARs Daten haben: Sie trainieren ausschliellich auf die deviatorischen
Anteile der Verzerrungen. Zur Nutzung in der FEM ist dazu ein gemischt
formuliertes Element notwendig, welches den hydrostatischen Druck als un-
abhéngige Feldgrofie beschreibt. Vor dem Hintergrund, dass sich Gummi
nahezu ideal inkompressibel verhélt, ist diese Vorgehensweise sicherlich bes-
ser, aber auch einschrinkender im Hinblick auf andere Materialien.

83 WEBER ET AL. [189] haben zum Training eines in den kartesischen Verzerrungs- und
Spannungskomponenten E und S definierten KNN-Materialmodells (vgl. Abschnitt 5.2.1) diese
Umformung durchgefiihrt. Dazu miissen allerdings bei grolen Verzerrungen die Normalspannun-
gen abgeschitzt werden. Dies ist mit einer Annahme von HORGAN und MURPHY [84] gemacht
worden. Dies fiihrte zu plausiblen Resultaten, ist jedoch ein weiterer Eingriff im Rahmen der
Datenaufbereitung.
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7.2 Biaxial beanspruchtes Fichtenholz

Seit Jahrtausenden wird Holz als Werkstoff u. a. in den Bereichen des Gebédude-
und Schiffbaus genutzt. Auf der Klaviatur der Konstruktionsbaustoffe ist es im
Bauingenieurwesen nicht mehr wegzudenken. Dartiber hinaus hat Holz als Bau-
material aus dem Blickwinkel des modernen Klimaschutzes Vorteile gegeniiber
Stahl und Stahlbeton: Holz ist ein nachwachsender Rohstoff. Zudem speichert es
COs und hilft somit bei der Einddmmung des Treibhauseffekts.

Querschnitt

Kernbrett
w_
@

e Radialschnitt

Abbildung 7.4: Kennzeichnung der Materialhauptrichtungen

Auf der Mikroebene setzt sich Holz aus ldngs zur Stammachse ausgerichteten Zel-
len zusammen, den sog. Tracheiden. Dieser u. a. zum Wasser- und Nahrstofftrans-
port dienenden Struktur verdankt der Werkstoff Holz ebenfalls seine makrosko-
pischen Festigkeits- und Steifigkeitseigenschaften. Diese sind in Stammléngsrich-
tung (L) wesentlich hoher als in radialer (R) und tangentialer (T) Richtung, vgl.
Abbildung 7.4 und BrAss ET AL. [18]. Daher wird Holz i. d. R. orthotrop oder
vereinfacht als transversalisotrop modelliert. Zusatzlich unterscheidet sich das
Festigkeitsverhalten unter Zugbelastung von dem unter Druckbelastung. Weiter
haben vor allem technologische Parameter wie Rohdichte, Holzfeuchtigkeit, Astig-
keit usw. einen groflen Einfluss auf die letztlich resultierenden Eigenschaften des
Holzes als Konstruktionswerkstoff, vgl. GLOS [62]. Zusammenfassend ist Holz ein
anisotroper, natiirlich gewachsener und von Umwelteinfliilssen abhangiger Werk-
stoff und stellt folglich eine Herausforderung bei der Erstellung leistungsfahiger
Materialmodelle dar.

In den 1990er Jahren wurde am Institut fiir Festigkeitslehre der TU Wien schwer-
punktméflig an den Steifigkeits- und Festigkeitseigenschaften von Holz geforscht.
Dabei wurden insgesamt 439 proportionale®® und 16 nichtproportionale Versu-
che durchgefiihrt, bei denen Fichtenholz biaxial und schrig zur Faserrichtung
beansprucht wurde. Darauf aufbauend haben u. a. MACKENZIE-HELNWEIN ET
AL. [122] und MUELLNER ET AL. [136] Ein- und Mehrflichenmodelle entwickelt,

84 Monotone Belastungssteigerung bis zum Versagen der Probe
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um das anisotrope elastoplastische Verhalten von Fichtenholz zu beschreiben,
inklusive der Beriicksichtigung von Schédigung. Die Versuchsdaten der biaxi-
al beanspruchten Holzscheiben, bestehend aus Bruchspannungszustanden und
Spannungs-Verzerrungs-Kurven, sowie die zugehorigen Auswertungen hat EBER-
HARDSTEINER [40] im Rahmen seiner Habilitationsschrift veréffentlicht. Dariiber
hinaus hat EBERHARDSTEINER die Dateien mit den zugehorigen Rohdaten zur
Verfligung gestellt. Dafiir mochte ich mich an dieser Stelle noch einmal herzlich
bedanken. Diese Daten bilden die Grundlagen fiir die folgenden Ausfithrungen.

In Abschnitt 7.2.1 werden die Versuche sowie die Aufbereitung und Auswahl
der zugehorigen Daten beschrieben. Die grundsétzliche Unterscheidung zwischen
dem, was man modellieren kann und was man modellieren mdchte, folgt am Bei-
spiel einer linearen Regression in Abschnitt 7.2.2. In Abschnitt 7.2.3 wird ein
nichtlineares KNN-Materialmodell zur Approximation von Fichtenholz beschrie-
ben und angewendet. Dabei beschranken sich alle Abschnitte auf den ESZ, was
durch die Informationen aus den Versuchen limitiert ist®. Da alle Verzerrungen
klein sind und keine groflen Verschiebungen berticksichtigt werden miissen, wer-
den nachfolgend die infinitesimalen Spannungs- und Verzerrungsgréfien o und &
genutzt. AuBerdem werden ausschliefSlich die proportionalen Versuche zur Erstel-
lung eines Materialmodells fiir proportionale Laststeigerung verwendet.

7.2.1 Versuchsdaten: Beschreibung und Aufbereitung

In Abbildung 7.5 sind die kreuzférmigen Probekorper der biaxialen Versuche
dargestellt. Uber insgesamt zwolf Lasteinleitungspunkte wurde der Probekorper
iiber Bolzen verschiebungsgesteuert beansprucht. Details zur servohydraulischen
Belastungseinrichtung sind EBERHARDSTEINER [40] zu entnehmen. Zur Vermei-
dung ungewollter Schéadigungen hatte der Messbereich eine wesentlich geringere
Wandstérke als die Bereiche der Lasteinleitung, die ferner durch Stahlplattchen
verstarkt worden sind. Durch Schlitze wurden ungewollte Lastumlagerungen ver-
mieden. Die Verschiebungen orthogonal zu den Probekorperrdndern sind linear
und antimetrisch, die Verschiebungen tangential zu den Réndern sind jeweils
konstant. Dadurch ergeben sich insgesamt periodische Verschiebungsrandbedin-
gungen®. Das Verhéltnis x = @/v der jeweils mittigen Verschiebungen @ und v

85 Wiire zusiitzlich die Dehnung der Scheiben in Dickenrichtung gemessen worden, kénnten
unter Annahme von Transversalisotropie die Datensétze zur Erstellung eines dreidimensionalen
Stoffgesetzes erweitert werden.

86 Die genauen Verldufe der aufgebrachten Verschiebungen sowie die Geometrie des Probekér-
pers wurden mit numerischen Methoden so optimiert, dass im Messbereich moglichst homogene
Verzerrungs- und Spannungsfelder vorherrschen. Ohne diese Homogenitét liee sich vom ma-
kroskopischen Probekoérper nicht auf den theoretischen Materialpunkt schlieflen.
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Abbildung 7.5: Skizze der biaxial gepriiften Fichtenholzproben, vgl. EBERHARDSTEI-
NER [40]

dient neben dem Winkel zur Faserrichtung ¢ als Charakterisierung des Versuchs.

Die Probekorper waren Kernbretter®”. Kernbretter werden aus der L-R-Ebene
herausgeschnitten, vgl. Abbildung 7.4. Dariiber hinaus bestanden die Probekor-
per aus technologisch fehlerfreiem, homogenen Fichtenholz und wiesen durch kon-
trollierte Klimatisierung eine Holzfeuchte von 12% auf. Die Jahresringverlaufe
im 140 x 140 mm? grofien Messbereich waren parallel und dquidistant. Damit
ist theoretisch nur noch die Dichte p der Probekorper als Einflussfaktor fiir die
Steifigkeits- und Festigkeitseigenschaften tibrig. Diese wurde vor den Versuchen
gemessen und dokumentiert, ihr Einfluss wird im Rahmen dieses Abschnitts al-
lerdings in erster Naherung vernachlassigt.

Ein Versuch besteht aus der Einrichtphase, der Vorspannphase sowie der Belas-
tungsphase. Die ersten beiden Phasen dienen der Justierung des Probekorpers,
welcher dadurch eine geringe, allseitig konstante Vorspannung erfahrt. Erst in der
Belastungsphase werden die Verschiebungen dann mit konstanter Geschwindig-
keit aufgebracht. Dabei wird die Dehnung gemessen. Diese Messung erfolgte iiber
eine dreidimensionale Deformationsanalyse mittels elektronischer Speckle-Inter-
ferometrie. Eine ausfithrliche Beschreibung der Methode sowie der nétigen Aus-
wertungsschritte ist in EBERHARDSTEINER [40] dokumentiert. Die Spannungen
werden tiber die an den Belastungspunkten gemessenen Kréfte des hydraulischen
Belastungssystems und der effektiven Flédche A.g des Probekorpers ermittelt, vgl.
Abbildung 7.5. Dabei wurde die Form der Verschiebungsrandbedingungen so er-

87 Die Probekérper wurden durch Verleimung zweier Einzelbretter erzeugt.
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Abbildung 7.6: Aufbereitung der Rohdaten am Beispiel von Versuch 380, mit ¢ = 7,5°
und £ = 3/-10

mittelt, dass Schubdeformationen geringstmoglich behindert wurden: Die Schub-
spannung 75 wird daher zu konstant null angenommen.

Fiir die insgesamt 455 Versuche wurden verschiedene Belastungsverhéltnisse x =
u/v und Winkel ¢ € {0°;7,5% 15°;30°; 45°} zwischen Faserrichtung L und der e;-
Achse eingestellt. Jede Konfiguration wurde dabei mindestens sechs Mal durch-
gefithrt. Fir jeden Versuch wurden die globalen linearen Verzerrungen g =
(€11, €22, 712]T sowie die globalen Spannungen o¢ = [011, 092,0]7 dokumentiert,
mit der Annahme verschwindender globaler Schubspannungen. Dabei entspricht
Y12 = 2e15 der Gleitung. Daher ist das 1-2-Koordinatensystem stets das Haupt-
achsensystem.

Diese im globalen Koordinatensystem definierten Rohdaten miissen nun zunéchst
aufbereitet werden. Dies ist in Abbildung 7.6 am Beispiel von Versuch 380 dar-
gestellt, mit ¢ = 7,5° und k = 3/—10. Dazu sind die drei folgenden Schritte
notwendig, die ebenfalls in Abbildung 7.6 dargestellt sind:
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1. Identifikation der ersten Schadigung und Abschneiden der restlichen Da-
ten. Dies wird hier automatisiert und rein geometrisch tiber die relative
Spannungsidnderung der einzelnen GGW-Punkte durchgefiihrt. Dabei wird
in erster Naherung keine Unterscheidung in Schadigung infolge Zug und
Schadigung infolge Druck gemacht, anders als von EBERHARDSTEINER.

2. Abschatzung der Verzerrung durch die Vorspannphase durch eine lokale
lineare Regression und anschliefende Verschiebung aller Verzerrungen um
diesen Wert. Die Spannungen werden nicht gedndert, da diese bereits in
den wahren Spannungen angegeben sind, inklusive Vorspannung. Infolge
etwaiger Ungenauigkeiten gehen dabei die die initialen Daten mittelnden
Geraden nicht unbedingt fiir beide Spannungen ¢1; und 95 durch den Ur-
sprung.

3. Reduktion der Datenpunkte pro Versuch auf eine vorher festgelegte mittlere
Menge. Die Anzahl der Datenpunkte unterscheidet sich zwischen den Versu-
chen teilweise erheblich, vor allem nach dem automatisierten Abschneiden.
Dies fithrt dazu, dass das KNN Kurven mit mehr Datenpunkten favorisiert
lernt. Diese Problematik ist in Abbildung 7.7 an einem Modellbeispiel mit
linearer Regression dargestellt. Dabei wird dieses Phanomen immer dann re-
levant, wenn durch material- oder versuchsbedingte Streuungen Kurven bei
gleichen Einstellungen weiter auseinander liegen. Daher ist es wichtig, dass
alle Kurven mit einer i#hnlichen Anzahl von Punkten diskretisiert sind®®.
Fiir die vorliegenden Versuche wurden stets ca. 30 Datenpunkte pro Kurve
gewdhlt.

Die beschriebene Aufbereitung der Daten ist durchaus subjektiv. Sie kann bspw.
beim automatisierten Abschneiden sicherlich noch verfeinert werden. Nach Aufbe-
reitung der globalen Daten miissen die im globalen Koordinatensystem definierten
Groflen e und o in die des lokalen Materialhauptachsensystems umgerechnet
werden® . Im Fall der vorliegenden Daten ist dies das er-ep-Koordinatensystem,
das in Abbildung 7.4 eingefithrt wurde. Ohne dazu die in Kapitel 3.1 beschriebe-
nen tensoriellen Zusammenhédnge bedienen zu miissen, kann die Transformation
der Verzerrungen mithilfe der in Abbildung 7.8 dargestellten Beziehungen herge-
leitet werden. So folgt bspw. fiir die Verzerrung in lokale Faserrichtung mithilfe

88 Strenggenommen wire es noch vorteilhafter, wenn alle Datenpunkte gleich weit von ih-
ren Nachbarn entfernt wiren. Eine solche Datenaufbereitung kénnte im Rahmen weiterer For-
schungsaktivitdten entwickelt werden.

89 Theoretisch kénnte zum Training des KNN jedes Referenzsystem gewihlt werden. In diesem
Fall bietet sich dasjenige System an, das sich an der Mikrostruktur orientiert.
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Abbildung 7.7: Problematik von Pfaden mit nicht ausgewogener Anzahl von Daten-
punkten: Lineare Regression zwischen zwei Modellpfaden (links) und Verhalten des E-

Moduls der Regression in Abhéngigkeit von ny mit ny = 10 (rechts)
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Abbildung 7.8: Transformation von Vektoren zwischen globalem 1-2 und lokalem
L-R-Koordinatensystem. An den Holzelementen sind aus Ubersichtsgriinden nur die

Spannungskomponenten abgebildet.

der Kettenregel zunachst

Our,  O(cospuy +sinpuy) dry  J(cos puy + sinpug) 0xs
ELL — = + . (710)
Oxr, 011 oxy, 0xq Oxy,

Wird die Gleichung weiter umgeformt und das Vorgehen ebenfalls fiir egzz und
vor = 2¢rr durchgefiihrt, resultiert die Transformationsbeziehung

ELL cos () sin (p)” sin ¢ cos @ €11
ERR| = sin (¢)? cos (¢)° —sinp cos¢ €99 (7.11)
VLR —2sinp cosp 2sing cosp  cos (@) —sin (9)°| |12

—— ——

= €, —. TE Eq

zur Berechnung der lokalen Verzerrungen €;%°. Die Transformationsmatrix T,
gilt fiir die Verzerrungen. Die Transformationsmatrix fiir die Spannungen kann

99Der Index L fiir die lokalen Verzerrungs- und Spannungsmafe ist nicht zu verwechseln mit
dem Index L fiir die lokale Faserrichtung.
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bspw. durch Forderung der inkrementellen Arbeitsidquivalenz
oldep = oldeg (7.12)

hergeleitet werden. Wird dort Gleichung (7.11) eingesetzt, folgt letztlich fur die
Transformation der Spannungen

or=(T.) Tog . (7.13)

Diese Zusammenhénge kénnen jedem Textbuch fiir orthotropes Materialverhalten
entnommen werden. Somit resultiert fiir jeden Versuch ein Pfad

P={(er,o0)1,(€L,0L)2, ., (€L, OL)M} (7.14)

bestehend aus M ~ 30 lokalen GGW-Punkten. Von den insgesamt 439 propor-
tionalen Versuchen werden 394 fiir die nachfolgenden Untersuchungen verwendet.
Die restlichen Pfade werden visuell herausgefiltert, da sie durch die automatisier-
te Normalisierung nicht korrekt erfasst oder nicht korrekt gekiirzt wurden. Dies
ist nachfolgend kein Nachteil, da dessen ungeachtet die meisten Winkel ¢ und
Beanspruchungsverhaltnisse x in den Daten vorhanden sind. Mit ausgefeilteren
Methoden konnten sicherlich weitere Rohdaten zum Training des KNN aufberei-
tet werden.

7.2.2 Eine Grundsatzdiskussion anhand der linearen Approximation

Ohne Zwischenschichten fungiert die KNN-Abbildung

w1 Wiz Wi3 ELL W10
KNN
oL, =1""(er, W) = |wa1 wa wo| |Err| — |wW2 (7.15)
W31 W32 W33| VLR wW3p

als mehrdimensionale lineare Regression®’. Die Trainingsdatennormalisierung im
Rahmen des KNN-Trainings wird hier zunéchst vernachléssigt. Anhand dieser
linearen Regression soll nachfolgend eine Grundsatzdiskussion gefiihrt werden:
Ist die mathematisch beste Losung auch gleichzeitig physikalisch erstrebenswert?
Dazu werden die Versuche 116 (¢ = 15°, k = 5/—4), 308 (¢ = 30°, Kk = —3/-5)
und 335 (¢ = 30°, k = 5/—4) genutzt, um ein linear elastisches Materialmodell zu
erstellen®?. Von den Versuchen werden dabei jeweils nur diejenigen Datenpunkte
berticksichtigt, die optisch auf einer Geraden liegen. Die Normierung erfolgt als

918ind die linearen Daten der Spatz, ist das KNN in diesem Fall redensartlich die Kanone.

92 Ein einzelner Versuch bietet drei Gleichungen. Da das KNN ohne Zwischenschichten zwolf
Gewichte hat, reichen drei Versuche mit unterschiedlichen Konfigurationen (p, x) und die Ne-
benbedingung o,(0) = 0 aus, um das Training sauber zu definieren.
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Abbildung 7.9: Auswirkung der Nebenbedingungen auf die lineare Regression am

Beispiel zweier Spannungs-Dehnungs-Kurven

Naherung durch Abzug des ersten GGW-Punkts von allen Datenpaaren. Somit
starten alle drei Pfade bei (0, 0).

Die folgenden KNN-Konfigurationen werden miteinander verglichen:

o KNNj: Ausschliellich die Normalisierung o 1,(0) = 0 wird eingefordert tiber
Wyp = Wag = W3g = 0. Somit bleiben neun freie Cewichte zum Training.

o KINNj;: Zusatzlich zu KNNy wird Orthotropie eingefordert mit wq3 = waz =
W3] = Wso L 0 iber die Unabhéngigkeit von Gleitungen und Dehnungen
in den Materialhauptrichtungen. Dies kann mit den in Abschnitt 5.3 vor-
gestellten Methoden hergeleitet und implementiert werden. Eine sinngema-
Be Entkopplung per Konstruktion wurde auch von FREITAG ET AL. [50]
durchgefithrt. Somit bleiben fiinf freie Gewichte, was einem orthotropen
Stoffgesetz entspricht.

o KNN3: Zuséitzlich zu KNN; wird Energieerhaltung eingefordert mit ws £X
ws1, wodurch vier freie Gewichte zum Training verbleiben.

Alle Nebenbedingungen werden mit Po = 1000 NB-Punkten eingefordert, welche
mittels LHS in Q = [-107%1072]% erzeugt werden. Der Penalty-Parameter ist
e = 10%

In Abbildung 7.9 werden die drei KNN-Materialmodelle anhand des orr(vLr)-
Verlaufs von Versuch 335 und des oy (err)-Verlaufs von Versuch 116 mitein-

ander verglichen. Da zur Auswertung der KNN jeweils die gemessenen Verzer-
rungspunkte der Versuche verwendet wurden, entspricht der Graph nicht einer
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perfekten Geraden. In Tabelle 7.2 sind die linearen Materialtangenten der jewei-
ligen KNN dargestellt. Im Fall giiltiger Orthotropiebedingungen sind ebenfalls
die Materialparameter angegeben, welche mit der Nachgiebigkeitsmatrix

1/EL _I/RL/ER 0
C'=|-vir/ErL 1/Eg 0 (7.16)
0 0 1/Grr

direkt ermittelt werden kénnen, vgl. Abschnitt 3.3.2. £, und Eg sind dabei die
E-Moduln in Faserrichtung und quer dazu, Gz der Schubmodul und vy g sowie
vrr die Querdehnzahlen. Die Werte sollten dabei aufgrund der geringen Anzahl
von Versuchen, der starken Streuung der Werkstoffeigenschaften zwischen den
einzelnen Versuchen und der Vernachléssigung des Einflusses der Rohdichte nur
relativ zueinander und nicht absolut interpretiert werden.

Lineare Materialtangente C Parameter

7696 1187 —621
KNN, —1796 83 —129| N/mm? nicht orthotrop
641 148 599

FEr, = 15695 N/mm?

17662 2161 0O Er =309 N/mm2
KNN, 278 347 0 | N/mm? Grr = 580 N/mm?
0 0 580 vir = 0,80
VRL = 0,14
FEr, = 7951 N/mm?
17399 2417 0 Er = 282N/mm?
KNNy 2417 618 O N/mm2 Grr = 580 N/mm2
0 0 580 vir = 3,91

VR = 0,14 = VLRER/EL

Tabelle 7.2: Lineare Materialtangenten und zugehorige orthotrope Materialparameter
fir die drei KNN-Materialmodelle. Die Orthotropie- und Symmetriebedingungen sind

bis auf die fiinfte Nachkommastelle erfillt.

Die nur auf Basis der Versuchsdaten definierte ,beste” Regression wird durch
KNNj ohne zusétzliche Nebenbedingungen erreicht. Dabei wird vom KNN nur
auf Basis der Daten eine Kopplung zwischen Dehnungen und Gleitungen inter-
pretiert, die bei Holz so nicht zu erwarten und auch im Rahmen eines interpre-
tierbaren Materialmodells nicht erwiinscht ist. Das kann u. a. am grofien Steifig-
keitsunterschied zwischen den beiden Materialhauptrichtungen liegen. Dadurch



222 7 ANWENDUNG AUF EXPERIMENTELLE DATEN

wirken sich schon geringe Messfehler sehr stark auf die Komponenten der linea-
ren Materialtangente aus. Dies ist auch der Grund, wieso zur Bestimmung der
orthotropen Materialparameter E;, EFr und vy r von EBERHARDSTEINER zusatz-
liche uniaxiale Versuche durchgefiihrt wurden, anstatt die Parameter direkt aus
den biaxialen Versuchen zu berechnen. Die besagte Kopplung wird beim KNN;
durch eine Nebenbedingung unterdriickt. Die restlichen Werte der linearen Mate-
rialtangente dndern sich dabei erheblich. Aulerdem weicht in Abbildung 7.9 die
KNN-Lo6sung starker von den Datenpunkten ab. Dieses Modell ware aus physika-
lischer Sicht erstrebenswerter, auch wenn die Regression in Bezug auf die Daten
nicht mehr optimal ist. Wird dartiber hinaus auch Energieerhaltung eingefordert,
verandern sich die in Abbildung 7.9 gezeigten Regressionen kaum, wahrend sich
der E-Modul in Faserrichtung sowie die Querdehnzahlen dagegen wesentlich an-
dern, vgl. Tabelle 7.2. Dabei sticht vor allem die unrealistisch hohe Querdehnzahl
vrr = 3,91 ins Auge.

Dieser Vergleich hat gezeigt, dass eine optimale Regression und eine physikalisch
sinnhafte Regression nicht unbedingt deckungsgleich sind. Der Trainingsprozess
des KNN wird dabei ohne zusatzliche Informationen stets auf die mathematisch
beste Regression abzielen. Dabei gilt nicht unbedingt die Regel, dass grundlegen-
de physikalische Eigenschaften automatisch erlernt werden, wenn die Datenbasis
nur breit genug ist. Dies wird in Abschnitt 7.2.3 anhand der nichtlinearen Da-
ten ebenfalls bestatigt. Griinde dafiir kénnen die starke Streuungen der Daten
und mathematisch nahezu gleichwertige Losungen sein. Auch deswegen miissen
wiinschenswerte physikalische Eigenschaften beriicksichtigt werden, ob mit Ne-
benbedingungen oder mit spezifischen KNN-Architekturen.

7.2.3 Anwendung des nichtlinearen KNN-Materialmodells

Insgesamt stehen 14478 GGW-Punkte (e, o) zur Verfiigung, von denen 90%
zum Training und 10% zur Validierung genutzt werden. Dabei dienen die Validie-
rungsdatenpunkte hier weniger zum Abbruch des Trainingsprozesses als vielmehr

zur Einschatzung, ob das KNN die stark streuungsbehafteten Daten gut genera-
lisiert. Das KNN-Materialmodell FNN-E-Ani aus Abschnitt 5.2.1 mit

X =€, und z=o0p (7.17)

wird im ESZ mit den drei zugehorigen Verzerrungs- und Spannungskomponenten
verwendet. Aus Voruntersuchungen hat sich eine Topologie von [3-10-10-3] als
ausreichend flexibel herausgestellt, auch wenn die Sensitivitdt im Rahmen dieses
Beispiels vergleichsweise gering ist. Das Training erfolgt mittels QN-Verfahren
aus Abschnitt 4.4.2 in MATLAB [170]. Neben den Trainingsdatenpaaren werden
die nachfolgenden vier Nebenbedingungen im Trainingsprozess beriicksichtigt.
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« Spannungsfreie Referenzkonfiguration: o (0) = 0, vgl. Abschnitt 5.3.1

o« Symmetrie der Materialtangente: C < CE, vgl. Abschnitt 5.3.2. Da
die nichtlinearen Effekte ebenfalls durch plastische Deformationen hervor-
gerufen werden, ware der Begrift Energieerhaltung hier unpassend, obwohl
im Rahmen der KNN-Materialmodellierung ein ,elastisches®“ Modell unter
Annahme monotoner Belastung trainiert wird.

o Orthotropie: CT13 = CT23 = OT31 = CT32 ; 0, Vgl Abschnitt 7.2.2.

o Positive Hauptdiagonalelemente: Crp;; ; 0,7 = 1,2,3. Diese Nebenbe-
dingung wurde bisher noch nicht eingefiihrt. Sie lésst sich jedoch mit den
in Abschnitt 5.3 beschriebenen Methoden herleiten und implementieren.
Dabei ist zu beachten, dass es sich um eine Ungleichheits-Nebenbedingung
handelt, vgl. Abschnitt 6.2.5. Man kénnte diese Nebenbedingung als mini-
malinvasive Form der positiven Definitheit von Cr interpretieren. Eigentlich
impliziert die positive Definitheit einer Matrix positive Diagonalelemente
und nicht umgekehrt. Allerdings ware die Einforderung der positiven Defi-
nitheit von Cr direkt wesentlich komplizierter.

Fiir die ersten drei Nebenbedingungen gilt ¢ = 10%, fiir die Nebenbedingung
der positiven Diagonalelemente ¢ = 10°. Fiir die letzten drei Nebenbedingungen
wurden Po = 103 NB-Punkte mittels LHS im rechteckigen Trainingsraum

Q = [—0,0053; 0,0166] x [—0,0244; 0,0286] x [—0,0174; 0,0248] (7.18)

generiert. Dieser entspricht der kleinsten rechteckigen Einhitillenden aller Verzer-
rungen der genutzten Trainingsdaten.

Der Trainingsprozess wird nach 10000 Epochen abgebrochen, ohne zusétzliche
Abbruchkriterien zu beriicksichtigen. In Abbildung 7.10 sind die finf im Trai-
ning beteiligten Fehlerterme iiber die Epochen dargestellt, und zwar einmal mit
aktiver Beriicksichtigung der Nebenbedingungen und einmal ohne. Der Penalty-
Parameter wurde dabei herausgerechnet, um die Werte miteinander vergleichen
zu konnen. Es ist eindeutig zu erkennen, dass trotz der sehr groflen Datenbasis
physikalische Eigenschaften wie bspw. die Orthotropie nicht implizit iiber die
Daten erlernt werden. Aus Sicht des Optimierungsalgorithmus ist es giinstiger,
diese Bedingungen zu verletzen, um den Trainingsdatenfehler weiter zu reduzie-
ren. Erst mit Einforderung der Nebenbedingungen werden alle erstrebenswerten
Eigenschaften®® des Materials vom KNN erlernt, und das, ohne den Trainingsda-
tenfehler mafigeblich zu verschlechtern.

93 Die Frage, welche Eigenschaften iiberhaupt erstrebenswert sind, sollte durch den Anwender
vorgegeben und u. U. im Rahmen von Voruntersuchungen ermittelt werden.
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Abbildung 7.10: Fehlerterme bzgl. Trainingsdaten und bzgl. der vier Nebenbedingun-

gen, jeweils mit und ohne Beriicksichtigung der Nebenbedingungen im Trainingsprozess

In Abbildung 7.11 sind fiir den Fall mit Nebenbedingungen und den Fall ohne Ne-
benbedingungen die KNN-Spannungsfunktionen o1 (¢1, erg) und ogr(crr, €rR)
fiir eine schubfreie, biaxiale Beanspruchung in Materialhauptrichtung gegeben.
Dabei sind die jeweils relevanten uniaxialen Kurven schwarz markiert. Die Ver-
zerrungen wurden auf den Bereich (e, egr) € [—0,002;0,005] x [—0,01;0,01] be-
grenzt. Das KNN ohne Nebenbedingungen ist durch die sehr grofle Datenmenge
ebenfalls in der Lage, den prinzipiellen Verlauf der Spannungsfunktionen wieder-
zugeben. Allerdings sind in diesem Fall wesentlich mehr Unregelméafigkeiten in
der Flache zu erkennen als beim KNN mit berticksichtigten Nebenbedingungen.
Diese unregelméflige Spannungsfliache lasst auf schlechte numerische Eigenschaf-
ten innerhalb der FEM schliefien.

Abschlieflend wird das nichtlineare KNN-Materialmodell fiir Fichtenholz zur Be-
rechnung eines Kreisbogentriagers im ebenen Spannungszustand innerhalb der
FEM eingesetzt. Das System, die Lagerungsbedingungen sowie die Belastung sind
in Abbildung 7.12 dargestellt. Der Trager ist zum Zweck der nachfolgenden Unter-
suchung ausschliefllich tangential gelagert, um Spannungsspitzen zu vermeiden.
Die konstante Streckenlast ¢ wirkt vertikal und greift an der Oberseite des Trégers
an. Die lokalen Materialhauptachsen sind bzgl. eines Polarkoordinatensystems
um den Kreismittelpunkt definiert. Die Holzfasern verlaufen somit tangential.
Das FE-Netz besteht aus 120 x 36 = 4320 isoparametrischen Scheibenelementen
mit bilinearen Ansatzfunktionen. In Abbildung 7.12 ist nur ein Drittel der Ele-
mente in radiale Richtung dargestellt. Die hohe Feinheit in radiale Richtung wird
zur genaueren Darstellung der Spannungen benotigt, da gerade an den Randern
des Trégers hohe Spannungen auftreten. Die Last ¢ wird monoton gesteigert. Die
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Abbildung 7.11: KNN-Spannungsfunktionen oy (err,err) und ogg(err,egr) fir
den Fall mit Nebenbedingungen und den Fall ohne Nebenbedingungen. Die jeweils

relevanten uniaxialen Kurven sind schwarz markiert.

Berechnung wird in FEAP [168] durchgefithrt und ist geometrisch linear.

In Abbildung 7.13 sind fir beide KNN-Materialmodelle die Last-Verschiebungs-
kurven fiir die Verschiebungen w,(¢q) und w,(q) an der Ober- und Unterseite des
Tragers dargestellt. Dariiber hinaus sind fiir den Fall des KNN mit Nebenbe-
dingungen jeweils nach dem finften und zwanzigsten Lastschritt die zehnfach
iiberhohten Verschiebungsfiguren abgebildet. Das KNN ohne Nebenbedingungen
divergiert — wie erwartet — sehr frith. Das KNN mit Nebenbedingungen erlaubt die
vollstandige Berechnung des Versuchs und kann das weicher werdende Verhalten
quer zur Faserrichtung wiedergeben. Dies kann sowohl an der Verschiebungsfigur
erkannt werden, als auch daran, dass die Verschiebung an der Oberseite tiber-
proportional anwéchst gegentiber derjenigen der Unterseite. Neben den KNN ist
ferner eine linear elastische Losung in Abbildung 7.13 dargestellt. Mithilfe der
mittleren Dichte p = 0,438 kg/cm?® der im KNN-Training genutzten Versuche
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Abbildung 7.12: Bogentriger aus Holz: System, Lagerungsbedingungen, Belastung

und Definition des lokalen Koordinatensystems
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Abbildung 7.13: Bogentrager aus Holz: Last-Verschiebungskurven fiir die Verschie-
bungen w,(q) und wy,(q) an der Ober- und Unterseite des Tragers sowie zwei Verschie-
bungsfiguren (zehnfach iiberh6ht dargestellt)
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und den Regressionskurven fir Er, Fr und vpr von EBERHARDSTEINER [40]
wurden dazu die Parameter

E; = 12561 N/mm?, Er="T744N/mm* und  vpp=0499 (7.19)

ermittelt. Der Schubmodul wird uber die Formel

ELER
Grr = 7.20
LR EL+ER—|—2VLRER ( )

berechnet, welche EBERHARDSTEINER ebenfalls verwendet hat**. Die Kurven des
KNN liegen nicht ganz auf den Kurven des linear elastischen Referenzmaterials.
Letzteres basiert auf der Mittelung von Materialparametern, welche aus Versu-
chen mit anderen Holzscheiben ermittelt wurden. Die KNN-Losung basiert auf der
direkten Mittelung der Daten, ohne vorher den Weg iiber die Ingenieurkonstan-
ten gegangen zu sein. Daher ist dieser vergleichsweise hohe Steifigkeitsunterschied
von 10-20% zu erklaren.

In Abbildung 7.14 sind die Verldaufe der Spannungen o, ogg und opg iber
die gesamte Struktur nach dem zwanzigsten und damit letzten Lastschritt fir
das KNN mit Nebenbedingungen dargestellt. Das aus asthetischen Griinden hin-
zugefiigte FE-Netz besitzt nur ein Drittel der tatséchlichen Feinheit in radialer
Richtung. Das KNN ist in der Lage, einen physikalisch sinnvollen Verlauf der
Spannungen vorherzusagen. Dabei wird durch die nicht perfekte Orthotropie des
KNN die Symmetrie des Systems nicht exakt abgebildet. Die minimale Langs-
druckspannung liegt dabei knapp iiber der von EBERHARDSTEINER angegebenen
uniaxialen Bruchspannung von f.o = 49,98 N/mm?. Tatsdchlich divergiert die
FE-Berechnung zwei Lastschritte spater. Da auflerhalb der Bruchgrenzen kei-
ne Trainingsdaten mehr vorhanden sind, verhélt sich das KNN einzig aus ma-
thematischen Griinden dort instabil, ohne physikalisch eine Schédigung imple-
mentiert zu haben. Dies ist aber allenfalls ein Nebeneffekt und sollte nicht zu
stark interpretiert werden. Zuletzt muss erwahnt werden, dass die maximale Last
q = 2000 kN/m vergleichsweise hoch ist.

Die Verlaufe der Spannungen orr und opg in den in Abbildung 7.14 angedeu-
teten Schnitten sind in Abbildung 7.15 dargestellt. Sie werden den Ergebnissen
des linear elastischen Vergleichsmaterials gegeniibergestellt. Die prinzipiellen Ver-
laufe stimmen dabei iiberein. Auf der Unterseite des Trégers entsteht Querzug,
was fiir Holz besonders gefahrlich ist. Die KNN-Losung liefert eine um 30% hohe-
re maximale Zugspannung. Die am Ende der Streckenlast entstehende maximale
Schubspannung ist beim KNN-Materialmodell um 10% geringer. Beide Unter-
schiede kénnen durch Lastumlagerungen innerhalb des Tragers resultieren, die

94 Die Formel wurde im Rahmen von Gesteinsmodellierung von BATUGIN und NIRENBURG
[11] aufgestellt und von LEKHNITSKII [113] aufgegriffen. Sie ist eine Naherung fiir den eigentlich
unabhéngigen Schubmodul.
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Abbildung 7.14: Verldufe der Spannungen o1, cgrr und o iiber die gesamte Struk-
tur mit dem KNN-Materialmodell mit Nebenbedingungen nach dem zwanzigsten und
damit letzten Lastschritt mit ¢ = 2000kN/m. Die Verldufe in den Schnitten sind in
Abbildung 7.15 dargestellt.

infolge plastischer Verformungen entstehen. An der Unterseite des Tragers sollten
sowohl ogg als auch oy g exakt null sein. Die Diskrepanz der analytischen Losung
kommt durch die Extrapolation von den Integrationspunkten auf die Knoten im
Zuge der Spannungsgléttung.

7.2.4 Abschlielende Bemerkungen

« Dieses Berechnungsbeispiel hat noch einmal demonstriert, dass die Erkennt-
nisse, welche mit synthetischen Daten gewonnen wurden, nicht ohne Ergén-
zungen auf echte Daten iibertragen werden kénnen. Hinzu kommen u. a.
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Abbildung 7.15: Verldufe der Spannungen orr und opg in den in Abbildung 7.14
angedeuteten Schnitten nach dem zwanzigsten und damit letzten Lastschritt mit ¢ =
2000 kN /m

— eine aufwendige Datenaufbereitung, die ebenfalls einen groflen Einfluss
auf die nachfolgende Giite der KNN-Approximation hat,

— die Frage, welche physikalischen Eigenschaften dem Material zugespro-
chen werden sollen, und schlielich

— die Frage, bis zu welchem Grad physikalische Inkonsistenzen vertretbar
sind, um eine mathematisch gute Regression zu erhalten.

Daher ist es in Zukunft unabdingbar, dass das Forschungsgebiet der KNN-
Materialmodellierung den nachsten Schritt hin zu mehr echten Daten geht,
um die bereits so zahlreich entwickelten Algorithmen anhand der zugehori-
gen Herausforderungen zu untersuchen.

o Eine Ubertragung des hier aufgestellten KNN-Materialmodells auf reale
Bauteile ist nur eingeschrankt moglich, da hier technisch fehlerfreie Holz-
proben verwendet wurden. Die Eigenschaften realer Bauteile werden durch
Astigkeit, Risse, Umwelteinfliisse und andere Faktoren beeinflusst. AuBer-
dem werden selbstverstandlich nicht nur Kernbretter verbaut, was zu einer
bauteilspezifischen Anisotropie fiihrt.

o Weitere Untersuchungen zu den genutzten Fichtenholzdaten konnten sich
mit dem Einfluss der Rohdichte und dem zyklischen Verhalten befassen.

e Die Orthotropie von eigentlich radialsymmetrischem Holz ist ebenfalls nur
ein idealisiertes Modell, da selbst unter den hier beschriebenen Versuchs-
bedingungen eine perfekt parallele und aquidistante Verteilung der Jahres-
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ringe nicht gegeben ist. Daher konnte die Nebenbedingung der Orthotropie
ebenfalls vernachlassigt werden.

o Nicht alle Trainingsprozesse resultieren in einem brauchbaren Ergebnis.
Trotz Nebenbedingungen und vergleichsweise vielen Daten divergieren man-
che KNN-Materialmodelle ebenso schnell wie diejenigen ohne Nebenbedin-
gungen. Von den letzteren ist allerdings kein einziges brauchbar. An dieser
Stelle konnten weitere Untersuchungen zur Streuung der KNN-Materialmo-
delle zielfithrend sein.

7.3 Ferroelektrische Funktionskeramik

Als Abschlussbeispiel und in der Absicht einen Ausblick in multiphysikalische
Problemstellungen zu bieten, wird in diesem Abschnitt das eindimensionale ge-
schichtsabhangige Verhalten einer ferroelektrischen Funktionskeramik mithilfe ei-
nes KNN approximiert. Ziel dabei ist die Flexibilitdt der KNN-Materialmodel-
lierung im Allgemeinen und die der physikalischen Nebenbedingungen im Spezi-
ellen hervorzuheben. Zur Modellierung des besagten Materialverhaltens werden
namlich die gleichen Architekturen und Nebenbedingungen genutzt wie fiir rein
mechanisches plastisches Materialverhalten.

Dazu wird das Verhalten der kommerziell verfiigharen Piezokeramik PIC 151 der
Firma PI Ceramic [144] aus Lederhose (Deutschland) approximiert, welche aus
Blei-Zirkonat-Titanat (PZT) besteht. ZHOU ET AL. [202,203] haben an diesem
Material Anfang der 2000er Jahre am Forschungszentrum Karlsruhe (mittlerweile
Karlsruher Institut fiir Technologie) Versuche durchgefiihrt.

€1

Abbildung 7.16: Elektrisches Feld zweier Punktladungen

Zur Beschreibung von PZT ist ein kurzer Exkurs (vgl. MAUGIN [127]) in die
dazu notigen Grundlagen der Elektrostatik von Dielektrika notwendig, um die
GroBen elektrische Feldstdrke, elektrische Polarisation und dielektrische Verschie-
bung einzufithren. Dabei werden quasi-statische Prozesse vorausgesetzt. Aufler-
dem sind elektromagnetische Wechselwirkungen ausgeschlossen. Die Basis bildet
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die elektrische Ladung ¢, die in der Einheit Coulomb? (C) beschrieben wird und
entweder positiv oder negativ ist. Ruhende Ladungen wechselwirken tiber COU-
LOMB’sche Krifte Fg miteinander, wobei sich gleichnamige Ladungen abstoflen
und ungleichnamige Ladungen anziehen. Die Auswirkung vorhandener Ladungen
auf deren Umgebung wird mithilfe des elektrischen Feldes beschrieben, was am
Beispiel zweier Punktladungen durch die sog. elektrischen Feldlinien in Abbildung
7.16 dargestellt ist?. Die elektrische Feldstirke kann durch die COULOMB’sche
Kraft auf eine hinreichend kleine®” Probeladung ¢p charakterisiert werden, mit
E(x) = FEi<X) ) (7.21)
qp
Da nachfolgend nur infinitesimale Verzerrungen e vorausgesetzt werden, wird das
Symbol E verwendet, ohne Verwechslungen mit dem GREEN-LAGRANGE’schen
Verzerrungstensor zu riskieren. Haufig werden elektrische Potentiale ¢(x) defi-
niert, mit denen E = —0¢/0x als deren Gradient berechnet wird. Die Differenz
der elektrischen Potentiale zwischen zwei Punkten wird als elektrische Spannung
bezeichnet.

Einheitszelle € Domaéane

® Pp*t
0 0?*~
@ Zrtt | Ti*t

Abbildung 7.17: Tetragonal verzerrte Einheitszelle von PZT und die daraus aufgebau-

te Struktur aus Doménen gleicher Polarisation und Kérnern gleicher Gitterorientierung

Als Dielektrika werden jene Materialien bezeichnet, die eine verschwindend gerin-
ge elektrische Leitfahigkeit haben und somit als elektrischer Isolator modelliert
werden konnen. Etwaige Ladungen sind im Material gebunden, wodurch kein
elektrischer Strom flieen kann. Allerdings ist es moglich, dass die gebundenen
Ladungen Dipole bilden, die zu einer Polarisation des Materials fithren konnen.
Zur Veranschaulichung der Polarisation solcher Dielektrika ist es zweckméafig, in
Abbildung 7.17 eine tetragonale Einheitszelle von PZT zu betrachten. In dieser

95 Benannt nach dem franzésischen Physiker CHARLES AUGUSTIN DE CoULOMB. Coulomb
ist keine SI-Einheit und wird mit 1C = 1As in die Einheiten der elektrischen Stromstérke
(Ampere nach ANDRE-MARIE AMPERE) und der Zeit (Sekunde) umgerechnet.

96 Als mechanische Analogie kann das Gravitationsfeld herangezogen werden, wobei die Krifte
zwischen Massen ausschliefSlich anziehender Natur sind.

97 Die Probeladung selbst verindert sonst ebenfalls das elektrische Feld.
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ferroelektrischen Phase® liegen die Ladungsschwerpunkte der positiven und ne-
gativen Ionen nicht aufeinander, wodurch ein sog. Dipolmoment p [Cm]| resultiert,
welches bezogen auf das Zellgitter in sechs Richtungen orientiert sein kann. Im
Sinne der Kontinuumsmechanik ist die elektrische Polarisation

P(x) = ng‘)

(7.22)

die Mittelung dieses Moments auf ein Einheitsvolumen. Makroskopisch besteht
PZT aus Kornern gleicher kristalliner Ausrichtung. Innerhalb solcher Kérner wer-
den Doménen mit unterschiedlicher Orientierung der Polarisation unterschieden,
die stets um 90° oder 180° zueinander ausgerichtet sind. Mehrere solcher Domé-
nen sind Kornern zuzuordnen, in denen das Ionengitter gleich ausgerichtet ist.
Dies ist ebenfalls in Abbildung 7.17 dargestellt. Als Antwort auf ein von au-
Ben einwirkendes elektrisches Feld verschieben sich die Ladungsschwerpunkte der
einzelnen Zellen. Als Mafl dieser Reaktion wird die dielektrische Verschiebung
oder elektrische Flussdichte D [C/m?] definiert, welche die wesentliche Anderung
des inneren Polarisationszustandes charakterisiert. Ausfithrlichere Beschreibun-
gen der hier nur knapp eingefithrten Zusammenhénge sind bspw. in MAUGIN [127]
zu finden.

Piezoelektrische Materialien zeichnen sich durch eine Kopplung mechanischer und
elektrischer Eigenschaften aus. Eine durch die beschriebene Mikrostruktur gege-
bene elektrische Polarisation kann durch elastische Verformungen verstéirkt oder
abgeschwacht werden, was als direkter Piezoeffekt bekannt ist. In Gegenwart eines
elektrischen Feldes deformieren sich piezoelektrische Materialien. Dies wird indi-
rekter Piezoeffekt genannt. Die Eigenschaft, durch mechanische Deformation eine
elektrische Spannungsquelle zu bilden oder vice versa, wird in zahlreichen tech-
nischen Anwendungen genutzt. So werden piezoelektrische Bauelemente etwa in
der Sensorik oder als Mikroaktoren verwendet. Im Bauingenieurwesen werden pie-
zoelektrische Seismiksensoren eingesetzt, um Schwingungen von Gebduden oder
Briicken zu messen.

Die beschriebenen piezoelektrischen Eigenschaften weisen die Materialien nicht
unbedingt von Natur aus auf. Nach dem Sintervorgang im Zuge des Herstellungs-
prozesses sind die Damonen selbst zwar polarisiert, allerdings auch willkiirlich
verteilt. Somit resultiert zunéchst ein makroskopisch gemittelter unpolarisierter
Zustand. Daher ist ein Polungsprozess mit hinreichend groflen elektrischen Fel-
dern notwendig, um die Doménen in Richtung des aufgebrachten Feldes auszu-
richten. Erst dann ist das Material fir die technische Anwendung brauchbar. Ist
eine Polarisierung in dieser Form moglich, wird von ferroelektrischen Materialien

98 Fiir PZT liegen je nach molekularer Zusammensetzung und Temperatur auch andere Pha-
sen vor, die paraelektrisch sein kénnen, sprich ohne Dipolmoment.
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gesprochen. Ferroelektrische Stoffe sind somit stets auch piezoelektrisch. Dariiber
hinaus kann durch mechanische Einwirkung ein Umklappen der Doménen indu-
ziert werden, was zu einer Depolarisation des Materials fithren kann.

Wahrend die genannten Anwendungen meist im sog. Kleinsignal-Bereich liegen
und mit linearen Stoffgesetzen beschrieben werden kénnen, sind der Polungs- und
Depolarisationsprozess durch die beschriebenen Umklappprozesse nichtlinear und
geschichtsabhéngig. Dieser Groflsignal-Bereich ist Gegenstand der nachfolgenden
Untersuchungen.

7.3.1 Aufbereitung der Versuchsdaten

ZHOU ET AL. [202,203] haben das kombinierte ferroelektrische und ferroelasti-
sche Verhalten von PIC 151 untersucht. Dazu wurden an 5 x 5 x 15 mm? grofie
Probekorper zwei gegeniiberliegende Elektroden angebracht, iiber die das elektri-
sche Feld gesteuert werden konnte. Gleichzeitig war eine mechanische Belastung
in Richtung des elektrischen Feldes moglich. An einer Elektrode konnte durch
Messung der Oberflichenladungsdichte die dielektrische Verschiebung indirekt
bestimmt werden. Die Verzerrung wurde an der Probe mittels Dehnungsmess-
streifen ermittelt. Eine stark vereinfachter, fir die folgende Anwendung jedoch
ausreichende Darstellung dieses Versuchsaufbaus ist in Abbildung 7.18 darge-
stellt. Zusammengefasst: Die Spannung ¢ und die elektrische Feldstarke E wur-
den vorgegeben, wahrend die Verzerrung ¢ und die dielektrische Verschiebung D
gemessen wurden. Alle Groflen sind nachfolgend Skalare und beziehen sich auf
die Richtung der ldngeren Probenabmessung.

Kraftaufbringung — o

A

Messung Polarisation — D

Elektroden zur Steuerung I Messung Verzerrung — e

der elektr. Spannung — F
\ ~ PIC 151 Probekérper 5 x 5 x 15 mm?

Abbildung 7.18: Stark vereinfachter Versuchsaufbau fiir die gekoppelte mechanische
und elektrische Beanspruchung der PIC 151 Probekorper, vgl. ZHOU ET AL. [202,203]

Bei jeweils konstantem Druck o € {—400, —200, —125, —75, —50, —25, 0} N/mm?
resultieren unterschiedliche Hysteresen der Verzerrung und der dielektrischen Ver-
schiebung durch zyklische Variation des elektrischen Feldes E € [—2,2] kN/mm.
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Abbildung 7.19: Stationdre Schmetterlingshysterese (links) und dielektrische Hyste-
rese (rechts) von PIC 151, entnommen aus ZHOU ET AL. [203]. Die Druckspannungs-

niveaus sind jeweils an den Graphen angegeben.

Die zugehérigen stationdren Hysteresen? sind graphisch aus ZHOU ET AL. [203]
entnommen und in Abbildung 7.19 dargestellt. Die Druckspannungsniveaus sind
jeweils gekennzeichnet. Die Proben waren zu Beginn der Untersuchungen unge-
polt. Die sog. Schmetterlingshysterese (links) beschreibt das zyklische Verhal-
ten der Verzerrung in Abhéngigkeit der elektrischen Feldstiarke, wahrend die
dielektrische Hysterese (rechts) die dielektrische Verschiebung in Abhéngigkeit
der elektrischen Feldstérke zeigt. Durch Anlegen einer hinreichend grofien elek-
trischen Feldstiarke werden die Doménen im Material entlang der elektrischen
Feldlinien ausgerichtet. Dies macht sich auf makroskopischer Ebene einerseits
durch eine Erhéhung der Polarisation und andererseits durch eine Anderung des
Verzerrungszustandes bemerkbar. Diese irreversiblen Doméanenumklappprozesse
sind maflgeblich fiir das nichtlineare Verhalten beider Hysteresen verantwortlich.
Durch Uberlagerung mit einer konstanten Spannung wird dieses Verhalten jedoch
unterdriickt, was an den immer flacheren Verlaufen zu erkennen ist. Auflerdem
verschieben sich die Schwerpunkte der Schmetterlingshysterese nach unten infolge
der iiberlagerten elastischen Verzerrung. Details zur Interpretation der Verlaufe
kénnen aus ZHOU ET AL. [203] entnommen werden.

Zur Untersuchung des ferroelastischen Verhaltens von PIC 151 haben ZHOU ET
AL. [202] die Proben mit einer mechanischen Spannung von —400N/mm? be-
lastet und wieder entlastet. Dies wurde fiir eine initial ungepolte Probe sowie
fiir inital gepolte Proben durchgefiihrt. Bei den gepolten Proben wurde jeweils
ein konstantes elektrisches Feld mit £ € {0;0,25;0,50;0,75;1;1,2;1,5; 2} kV/mm

99 Stationdr heifit hier ohne Beriicksichtigung der Erstbelastungskurve. AuBerdem wurde von
vier durchgefiihrten Zyklen jeweils nur der letzte abgedruckt.
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iiberlagert. Aus Griinden der Ubersicht sind nur vier der insgesamt neun Kurven
in Abbildung 7.20 dargestellt. Die sog. mechanische Depolarisation ist links abge-
bildet. Eine durch die initiale Polung erzeugte Polarisation mit D > 0 wird ohne
iiberlagertes elektrisches Feld fast vollstandig vernichtet. Liegt ein elektrisches
Feld vor, welches in Richtung der initialen Polung zeigt, wird der spannungs-
induzierte Umklappprozess behindert. Fir £ = 2kV/mm wird die Polarisation
beinahe vollstandig zurtickgewonnen. Das Spannungs-Verzerrungsverhalten der
Proben ist im rechten Bild zu sehen. Selbst die ungepolte Probe zeigt ein rein
mechanisch nichtlineares und geschichtsabhéngiges Verhalten, mit bleibender irre-
versibler Verformung. Eine durch Polung hervorgerufene initiale Verzerrung ¢ > 0
wird ohne tberlagertes elektrisches Feld durch die Druckspannung vollstandig
wieder abgebaut. Es wird ein vollsténdig depolarisierter Zustand erreicht, in dem
die Doménen in eine Ebene senkrecht zur Belastungsrichtung mit regelloser Di-
polausrichtung umgeklappt sind. Dieser Zustand wird auch bei der ungepolten
Probe erreicht, sodass sich fiir beide Proben eine identische Entlastungskurve er-
gibt. Durch die iiberlagerten elektrischen Felder wird zum einen die initiale Deh-
nung erhoht, zum anderen der Depolarisationsprozess gehemmt. Dies spiegelt sich
in geringeren bleibenden Verzerrungen nach Entlastung wider. Der Verlauf der
ferroelastischen Kurven lasst sich ebenfalls durch Umklappprozesse erklaren. De-
tails zur Interpretation der Verldufe kénnen aus ZHOU ET AL. [202] entnommen

werden.
0 0
—100 | . —100 - .
§ —200 |- . é —200 |- .
Z =

= | = i -- ungepolt | |

o 300 o —300 — 0 kV/mm

— 1 kV/mm
—400 < ungepolt D = 0 —400 |- — 2 kV/mm | |

| | | | | | | |
0 01 02 03 04 05 -75 =5 =25 0 25 5
D [C/m?] e [1077]

Abbildung 7.20: Vier Graphen der mechanischen Depolarisation (links) und des Span-

nungs- Verzerrungsverhaltens (rechts), entnommen aus ZHOU ET AL. [202]

Die Aufbereitung der Daten zum Training eines KNN verlauft dquivalent zum
Vorgehen bei rein mechanischen plastischen Daten. Dazu miissen zunachst aus
den Kurven diskrete Punkte gewonnen werden. Da die vier Zustandsgroflen e,
D, o und E in jeweils zwei Bildern verteilt sind, muss darauf geachtet werden,



236 7 ANWENDUNG AUF EXPERIMENTELLE DATEN

dass die graphisch entnommenen Ordinaten jeweils zum gleichen GGW-Punkt
(¢, D, 0, FE) gehoren. Dies ist moglich, da im Fall der Schmetterlingshysterese und
der dielektrischen Hysterese beide Bilder die elektrische Feldstarke E' enthalten.
Im Fall der ferroelastischen Hysterese und der mechanischen Depolarisation ent-
halten beide Bilder die Spannung o. Somit folgt fiir jeden der insgesamt 16 Ver-
suche ein geordneter Pfad

7) = {(807 D07007E0)7 (817D17017E1>7 (RS <€N7 DN70N7EN)} (723)

mit N + 1 GGW-Punkten. Fiir die nachfolgenden Untersuchungen wurde stets
N = 100 gewéahlt. Im Gegensatz zu den Angaben in ZHOU ET AL. [202, 203]
wurde das Vorzeichen von D und F von negativ auf positiv gedndert (positiv
entspricht in Richtung der initialen Polung) sowie die Definition der Spannung
konsistent zur restlichen Arbeit gewéhlt (Druck negativ). Im vorliegenden Fall
hat dies keine Auswirkung, solange beide Vorzeichen konsistent sind.

7.3.2 Anwendung eines KNN-Materialmodells

Zur Approximation des beschriebenen ferroelektrischen und ferroelastischen Ma-
terialverhaltens wird das inkrementelle KNN-Materialmodell FNN-P-Ink aus Ab-
schnitt 6.1.2 verwendet. Der Eingangsvektor

x = [Ae,AD, g, Dy, 0y, E)]" € R® (7.24)

enthélt neben dem letzten GGW-Punkt (g, D;, 0y, E;) die Inkremente der Verzer-
rung Ae und der dielektrischen Verschiebung AD. Der Ausgangsvektor

z = [Ao, AE]" € R? (7.25)

enthalt das Inkrement der Spannung Ac und das Inkrement der elektrischen
Feldstarke AE. Die Umrechnung der Pfade (7.23) in die inkrementellen Da-
tenpaare erfolgt dquivalent zum Fall plastischer KNN-Materialmodelle in Ab-
schnitt 6.1.2. Dabei orientieren sich die dazu notigen Belastungsrichtungen an
den Umkehrpunkten der Spannung o oder der elektrischen Feldstarke E der
jeweiligen Versuche, vgl. Abbildung 6.3. Zur Umrechnung werden die Verséitze
An € {0,1,2,...,10} festgelegt.

In Voruntersuchungen hat sich die Topologie [6-20-20-2] als brauchbar heraus-
gestellt. Von den insgesamt 16 Pfaden werden 14 wie beschrieben fiir das Trai-
ning mittels QN-Verfahren aufbereitet. 80% der resultierenden 27 585 Datenpaare
werden zum Training genutzt. Die restlichen 5517 Datenpaare dienen zur Berech-
nung des Validierungsfehlers. Das Training wird nach 10000 Epochen abgebro-
chen. Die Gewichte, die bis zur letzten Epoche zum kleinsten Validierungsfehler
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fithrten, werden als Resultat des Trainingsprozesses abgespeichert. Die zwei zu-
riickgehaltenen Pfade dienen als nachtréaglicher Test der Generalisierungsfahigkeit
des KNN-Materialmodells. Diese zwei Versuche sind der ferroelektrische Versuch
bei konstanter Druckspannung o = —75N/mm? und der ferroelastische Versuch
bei konstantem elektrischen Feld mit £ = 1kV/mm. Das Training erfolgt mittels
QN-Verfahren aus Abschnitt 4.4.2 in MATLAB [170].

Mit & := [g, D]T und ¢ := [0, E]T werden die multiphysikalischen Eingangs- und
AusgangsgroBen zusammengefasst!®. Neben den Daten werden die folgenden vier
physikalischen Nebenbedingungen im Trainingsprozess berticksichtigt:

Inkrementelle Normalisierung: A¢(A& = 0) =) vgl. Abschnitt 6.2.2,

0A
o Symmetrie der Materialtangente: Cp = 8A§ = CE, vgl. Abschnitt 6.2.4,

!
o Inkrementelle Stabilitit: ACTAE > 0, vgl. Abschnitt 6.2.5,

! !
Positive Hauptdiagonalelemente: Cryq > 0, Crgg > 0, vgl. Abschnitt 7.2.3.

Die ersten beiden Nebenbedingungen werden mit € = 1 eingefordert, die letzten
beiden mit € = 10°. Die zugehorigen NB-Punkte werden in der konvexen Hiille der
Trainingsdaten generiert, vgl. Abschnitt 6.2.1. Dabei werden fiir die inkremen-
telle Normalisierung Pr = 10® Punkte generiert und fiir die anderen drei jeweils
Pz = 10* Im Folgenden werden drei verschiedene Kombinationen von Nebenbe-
dingungen miteinander verglichen: fiir KINNy werden keine Nebenbedingungen
aktiviert, fiir KNN3 alle bis auf die der symmetrischen Materialtangente, und
fiir KININy4 sind alle vier Nebenbedingungen aktiv. Die drei KNN-Materialmodelle
sollen die beiden als Testpfade zuriickgehaltenen und nie im Trainingsprozess ver-
wendeten Versuche nachbilden, indem sie von den bekannten Daten interpolieren.

In Abbildung 7.21 sind die Losungen der drei genannten KNN-Materialmodel-
le den Versuchsdaten gegeniibergestellt. Die KNN-Losung wurde dabei mit dem
Materialpunkt-Versuch aus Abschnitt 5.1.1 berechnet, wobei sinngemafl ¢ und
D als die ,Verzerrungen“ sowie o und FE als die ,Spannungen* zu interpretieren
sind. Die Materialpunkt-Versuche wurden dabei zur Nachbildung der realen Ver-
suche durch Vorgabe von ¢ und E durchgefiihrt. Dies entspricht dem Aquivalent

100 Ay dieser Stelle sei erwihnt, dass die Zuordnung ebenfalls getauscht werden kénnte, um
die dielektrische Verschiebung als Ausgangsvariable zu definieren. Die Zuordnung wurde hier so
gewdhlt, da in den Versuchen o und F vorgegeben wurden. In analytischen Materialmodellen
hat die Definition einen Einfluss auf die Struktur des lokal zu l6senden konstitutiven Problems,
vgl. MIEHE ET AL. [130], KLINKEL [105] oder SUTTER und KAMLAH [166].
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Abbildung 7.21: Vergleich der KNN-Materialmodelle KNNj (ohne NB), KNN3 (alle
NB aufler Symmetrie der Materialtangente) und KNNy (alle NB) am Beispiel der zwei

nicht zum Training verwendeten Versuche

einer reinen Spannungssteuerung. Somit ist fiir die lokale NEWTON-Iteration die
Information tiber die Materialtangente eminent.

Das ohne zusatzliche Nebenbedingungen trainierte KNNj divergiert im Fall des
ferroelektrischen Verhaltens vergleichsweise frith, wahrend das NEWTON-Verfah-
ren bei den ferroelastischen Be- und Entlastungsversuchen unmittelbar nach dem
Start abbricht. Das KNN ist ohne zusétzliche physikalische Informationsquelle
nicht in der Lage, auf die nicht trainierten Versuch zu interpolieren. Das mit al-
len Nebenbedingungen trainierte KNNy verhalt sich wesentlich stabiler und ist in
der Lage, die ferroelastischen Versuche vollstandig wiederzugeben. Allerdings hat
sich in zuvor durchgefithrten Parameterstudien der Eindruck ergeben, dass die
Nebenbedingung der Symmetrie der Materialtangente widerspriichlich ist zu den
gegebenen Daten. Dies zeigt sich vor allem in den ferroelektrischen Versuchen, die
in Abbildung 7.21 ebenfalls divergieren. Diese Beobachtungen lassen den Schluss
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zu, dass es schwieriger ist fiir das vorliegende Materialverhalten ferroelektrischer
Funktionskeramiken, ein auf einer symmetrischen Materialtangente basierendes
Materialmodell zu entwickeln, zumindest mit dem Anspruch, alle Effekte kor-
rekt wiedergeben zu konnen. Durch diese Widerspriiche und die fehlenden Daten
im Bereich der in Abbildung 7.21 dargestellten Tests resultieren vermutlich die
beobachteten Instabilitaten. Wird die zugehorige Nebenbedingung deaktiviert,
verhalten sich die Netze wesentlich stabiler und sind in der Lage, alle Versuche
brauchbar wiederzugeben. Dies ist ebenfalls an den Ergebnissen des KNN3 in
Abbildung 7.21 zu erkennen.

7.3.3 Abschlielende Bemerkungen

o Die eigentlich fiir elastisches und plastisches Materialverhalten implemen-
tierten KNN-Algorithmen und Nebenbedingungen waren ohne Anpassung
auf die Daten der ferroelektrischen Funktionskeramik anwendbar. Der grof3-
te Aufwand liegt in der Datenaufbereitung. Dies zeigt ein weiteres Mal die
Flexibilitat als grofie Stédrke der KNN-Materialmodellierung.

e Rein mathematisch sind die gewahlten Einheiten nicht von Belang, da die
Eingangs- und Ausgangsvariablen unabhéngig voneinander normiert wer-
den, vgl. Abschnitt 4.1. Generell ist es allerdings sinnvoll, dass die Einhei-
tensysteme der verschiedenen physikalischen Grofien zusammenpassen. Fir
e - o ist hier die Einheit N/mm? = 10°(kgm?/s?)/m? gleich wie die Einheit
kV/mm - C/m? = 10°(kgm?/s?)/m? fiir D - E.

o Die Erkenntnis, dass die Einforderung einer symmetrischen Materialtangen-
te scheinbar widerspriichlich zum Materialverhalten ist, hat sich im Rahmen
mehrerer Vorstudien ergeben. Ganz nach dem Trial-and-Error-Prinzip wur-
den dabei verschiedene Kombinationen iiberpriift.

o Im vorliegenden Beispiel wurden ausschliellich die stationdren Hysteresen
zur Generierung der Trainingsdaten genutzt. Auf dem Weg hin zu einem
flexibleren KNN-Materialmodell miissten die Erstbelastungskurven eben-
falls hinzugezogen werden. Dadurch sind hochstwahrscheinlich zusétzliche
Geschichtsvariablen im Eingangsvektor notwendig. Auflerdem ist eine Er-
weiterung auf ein dreidimensionales KNN-Materialmodell denkbar, da von
ZHOU ET AL. [202,203] ebenfalls die Querdehnungen angegeben sind.

« Die Uberlegung, dass der Eingangsvektor (7.24) ausreichend zur Beschrei-
bung dieses Materialverhaltens ist, basiert auf der Interpretation der D — E-
Kurven als nichtlineare kinematische Verfestigung, vgl. Abschnitt 6.1.1 und

Abbildung 7.19.
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§ ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

8

Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der physikalisch konsistenten Modellierung

von elastischem und plastischem Materialverhalten mit kiinstlichen neuronalen

Netzen (KNN). Die besagte Konsistenz wird hauptsachlich durch Einforderung

physikalisch motivierter Nebenbedingungen innerhalb des KNN-Trainingsprozes-

ses erzielt. Die wesentlichen Aspekte, die im Rahmen der vorliegenden Arbeit

diskutiert und analysiert werden, lauten wie folgt:

Das Training kiinstlicher neuronaler Netze wird im Kontext restringierter
Optimierungsstrategien formuliert. Dadurch ist die Erweiterung des Trai-
ningsprozesses mit Nebenbedingungen iiber verschiedene Verfahren mog-
lich. In diesem Zusammenhang hat sich die klassische Penalty-Methode als
zweckmiBig herausgestellt. Uber eine Monte-Carlo-Integration werden die
zugehorigen Fehlerterme formuliert.

Fiir elastisches und plastisches Materialverhalten werden diverse physika-
lisch motivierte Nebenbedingungen eingefithrt, die mit den vorgestellten
Methoden in den Trainingsprozess integriert werden konnen. Im Zuge der
Formulierung von Nebenbedingungen fiir plastisches Materialverhalten wird
eine effiziente Methode zur Generierung der Monte-Carlo-Integrationspunk-
te vorgestellt.

Mit synthetisch generierten Trainingsdaten werden ausfiihrliche Untersu-
chungen zu elastischen und plastischen KNN-Materialmodellen durchge-
fiihrt. Neben dem positiven Einfluss der Nebenbedingungen werden dabei
auch grundlegende Herausforderungen der KNN-Materialmodellierung be-
handelt wie bspw. Quasi-Inkompressibilitidt oder eine geringe Datenbasis.
Die am Materialpunkt gewonnenen Erkenntnisse werden anschlieBend mit
Finite-Element-Rechnungen auf das Gesamttragwerk iibertragen.

Die physikalischen Nebenbedingungen werden mit alternativen, auf spezifi-
schen KNN-Architekturen basierenden Methoden aus der Literatur vergli-
chen, welche per Konstruktion einige dieser Eigenschaften exakt erfiillen.

Mit echten Versuchsdaten von drei unterschiedlichen Materialien wird das
Konzept des KNN-Trainings mit Nebenbedingungen in die praktische An-
wendung gebracht. Dabei werden Gemeinsamkeiten und Unterschiede zu
den Erkenntnissen auf Basis synthetischer Daten herausgearbeitet. Die auf-
kommenden zusétzlichen Herausforderungen werden mit Losungsvorschla-
gen adressiert. Das Verhalten dieser drei Materialien kann mittels KNN
erfolgreich approximiert werden. Die Einforderung physikalisch motivierter
Nebenbedingungen spielt dabei eine zentrale Rolle.
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Anhand der Beispiele mit synthetisch generierten Daten in den Kapiteln 5 und 6
sowie nicht zuletzt durch die Ubertragung auf echte Versuchsdaten in Kapitel 7
konnen die folgenden Schlussfolgerungen gezogen werden:

o Die Einforderung physikalischer Nebenbedingungen verbessert die Eigen-
schaften der resultierenden KNN-Materialmodelle aulerordentlich. Der Trai-
ningsprozess wird reguliert. Streuungen in den Trainingsdaten werden aus-
geglichen. Geringe Datenmengen sind moglich zum Training eines KNN-
Materialmodells. Die numerische Stabilitdt innerhalb einer aufleren Gleich-
gewichtsiteration wird bemerkenswert gesteigert. Falls moglich, ist es daher
aus Sicht des Autors zu empfehlen, physikalische Nebenbedingungen zu be-
riicksichtigen.

e Die Nebenbedingungen werden zwar eingefordert, jedoch nicht exakt erfillt.
Ein Vergleich mit solchen Methoden, die per KNN-Konstruktion physika-
lische Eigenschaften gewéhrleisten, zeigt jedoch ein vergleichbar gutes Ver-
halten, zumindest innerhalb des Trainingsraums. Dariiber hinaus sind die
Nebenbedingungen flexibel ein- und ausschaltbar und so beliebig mitein-
ander kombinierbar. So ist bspw. die Vernachlassigung der Symmetrie der
Tangente in Abschnitt 7.3 als Nebenbedingung problemlos moglich, wéah-
rend die i. d. R. auf Potentialen basierenden Methoden der Literatur dort
zu starr wéiren. Im Fall der Nebenbedingungen ist dazu allerdings eine zu-
sitzliche Strategie zur Erzeugung der Monte-Carlo-Integrationspunkte not-
wendig.

o Die Anwendung auf echte Versuchsdaten hat aus Sicht des Autors ein grund-
legendes Credo der KNN-Materialmodellierung erschiittert, welches lautet:
Wenn gentigend Versuchsdaten vorliegen, so erlernt das KNN die zugrunde
liegenden physikalischen Eigenschaften implizit. Daran ist nach den FEr-
kenntnissen aus Abschnitt 7.2 stark zu zweifeln. Ohne physikalischen Input
findet der Optimierungsalgorithmus die mathematisch beste Losung. Durch
die Komplexitit der zu minimierenden Fehlerfliche liegen womoglich viele
gleichwertige Losungen nebeneinander, wobei nur manche von ihnen eben-
falls die physikalischen Eigenschaften erfiillen. Erst die explizite Einforde-
rung grundlegender physikalischer Prinzipien lenkt den Trainingsprozess
verlasslich zu den erstrebenswerteren Losungen.

Generell ist das Konzept der KNN-Materialmodellierung ein vielversprechender
Weg hin zur Beschreibung immer komplexeren Materialverhaltens. Gleichwohl
sind einige Nachteile nicht von der Hand zu weisen. Im Gegensatz zu klassi-
schen Materialmodellen konnen die Gewichte nicht interpretierbar gedndert wer-
den, wie bspw. der Elastizitatsmodul (,,groBerer Elastizitdtsmodul heifit grofere
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Steifigkeit“). Dies trifft jedoch bei komplexeren analytischen Materialmodellen
ebenfalls nicht mehr zu, wie bspw. schon beim OGDEN-Modell (vgl. STEINMANN
ET AL. [163]). Ein weiterer Nachteil ist die grofie Menge notiger Trainingsdaten,
die diejenige von analytischen Materialmodellen weit iibersteigt. Eine Extrapo-
lation auflerhalb der gegebenen Daten ist gleichfalls nicht moglich. Analytische
Modelle sind dazu allerdings ebenfalls nur bedingt geeignet. Daher ist es unwahr-
scheinlich, dass KNN in Zukunft auf Basis gegebener Daten Materialverhalten
auBerhalb jener Daten vorhersagen konnen, was ein grundséatzliches Ziel klassi-
scher Modellbildung ist.

Dafiir sind KNN-Materialmodelle vergleichsweise schnell zu erstellen. Dazu wird
an dieser Stelle in Erinnerung gerufen, dass im Prinzip das gleiche KNN-Mate-
rialmodell, welches in Kapitel 6 zur Modellierung plastischen Materialverhaltens
beschrieben wurde, in Kapitel 7 das hysteretische Verhalten von ferroelektrischen
Funktionskeramiken approximiert hat. Wahrend die Erstellung analytischer Ma-
terialmodelle unter Umstanden Jahre dauern kann, war das KNN-Materialmodell
direkt einsetzbar. Als universelle Funktionsapproximatoren sind KNN dartiber
hinaus nicht an die Korsette der klassischen Materialmodellierung gebunden, die
haufig aus pragmatischen Griinden geschniirt worden sind. Auflerdem ist es durch
Einbezug physikalischer Informationen moglich, den Nachteil der groflen Daten-
menge auf ein brauchbares Maf} zu reduzieren.

Mit den genannten Vor- und Nachteilen im Kontext der KNN-Materialmodellie-
rung und auf Basis der vorliegenden Arbeit kénnen die folgenden Punkte Gegen-
stand weiterer Forschungsaktivitiaten sein:

« Das Konzept der physikalischen Nebenbedingungen sollte weiter untersucht
werden. Ein Algorithmus, der automatisch zu den Daten konforme Neben-
bedingungen charakterisiert, wéire gerade im Bereich echter Versuchsdaten
vorteilhaft.

o Wie in Kapitel 1.1 beschrieben, wird aktuell vergleichsweise viel zur KNN-
Materialmodellierung veréffentlicht. In Zukunft muss eine Konsolidierung
stattfinden, bei der die so zahlreich entwickelten und vielversprechenden
Modelle miteinander verglichen werden. Dazu sind vor allem materialspe-
zifische Benchmarks notwendig, um die Modelle miteinander objektiv zu
vergleichen. Solche Vergleichsbeispiele sind nach bestem Wissen des Autors
noch nicht vorhanden.

o Die Zuverlassigkeit der KNN-Materialmodelle ist noch relativ gering, auch
aufgrund der inharenten Variabilitat des Trainingsprozesses. Je weniger Da-
ten vorliegen, desto sensibler reagiert dariiber hinaus das KNN auf die Ein-
stellung der Hyperparameter, bspw. die Anzahl der Neuronen. Daher ist es
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in Zukunft wichtig, einheitliche Abbruchkriterien fiir den Trainingsprozess
zu entwickeln. Auflerdem sollten Methoden angewendet werden, welche die
Hyperparameter automatisch einstellen, etwa die von FUCHS ET AL. [51].

o Fiir geschichtsabhiangiges Materialverhalten miissen FNN-Architekturen al-
le moglichen Inkremente fiir alle moglichen GGW-Punkte erlernen. Dies
erfordert eine grofle Anzahl von Daten und induziert eine Schrittweitenab-
hangigkeit. Diese Problematik konnte in Zukunft durch neue KNN-Archi-
tekturen gelost werden. Rekurrente neuronale Netze sind vielversprechend,
weisen aktuell allerdings die gleichen Nachteile auf.

o Zur Kalibrierung analytischer Materialmodelle werden oft standardisier-
te Versuche durchgefiihrt, gerade wenn die zugehorigen Materialparameter
nicht nur mathematische Koeffizienten, sondern auch bemessungsrelevante
Grenzwerte darstellen. Im Fall der KNN-Materialmodellierung fallt letzteres
weg. Daher sollten Strategien zur Versuchsdurchfithrung entwickelt werden,
aus denen ein optimaler Informationsgehalt zum Training der KNN resul-
tiert.

Es folgt ein subjektives Fazit des Autors: Die KNN-Materialmodellierung ist
durch die Berticksichtigung physikalischer Information — ob per Nebenbedingun-
gen schwach oder per Konstruktion stark eingefordert — einen grofien Schritt in
Richtung der praktischen Anwendung gegangen. Die klassische analytische Mate-
rialmodellierung wird dadurch jedoch nicht ersetzt werden. Wahrscheinlicher ist,
dass beide Ansétze koexistieren und sich gegenseitig unterstiitzen. So kann die
KNN-Materialmodellierung durch ihre Flexibilitdt beim Finden und Kalibrieren
analytischer Materialmodelle helfen. Letztlich ist Materialmodellierung nicht nur
eine Kurvenapproximation.

Abschlieend wird die Briicke zu den ersten Sétzen der Einleitung geschlagen:
Der Weg vom Verstandnis der Materialstruktur iiber die daraus resultierenden
Eigenschaften, die in einem Materialmodell reprasentiert werden sollen, bis hin
zur ingenieurméfigen Anwendung bei der Modellierung vollstdndiger Strukturen
reicht iiber das Approximieren von Datenpunkten hinaus und muss gepflastert
sein mit tieferen wissenschaftlichen und ingenieurméfigen Erkenntnissen. KNN
konnen auf diesem Weg sicherlich unterstiitzen.
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A Elemente der Differenzialrechnung

In diesem Kapitel werden die in der vorliegenden Arbeit verwendeten Konven-
tionen der Matrix-Differentialrechnung angegeben und denjenigen der Tensor-
Differentialrechnung gegeniibergestellt. Die Verwendung von Matrizen bietet sich
dabei im Rahmen einer reduzierten Tensornotation an. Dabei ist jedoch strikt
auf die im folgenden festgelegten Konventionen zu achten. Neu definierte Vek-
toren werden stets als Spaltenvektoren festgelegt. In Tensornotation wird die
EINSTEIN’sche Summenkonvention bei doppelt auftretenden Indizes angewendet.

n
a:Z a;e; = a; €; a = [al,...,ai,...,an]T GR”XI (A].].)
i=1

Die Ableitung eines Skalars p(a) nach einem Vektor a ist ein Zeilenvektor.

da  Oa; ©i Oa

dp _ 9p ap_[ﬁp p 3/)} 1xn
90 90 Ba, eR (A1.2)

Die Ableitung eines Vektors a(p) nach einem Skalar p ist ein Spaltenvektor.

Oa  0Oa; da {Oal da; %

T
= = — = R Al
8p 8p e; 6,0 8p PRERY 8,0 [RRRS} 8p :| S ( 3)

Die zweifache Ableitung eines Skalars p(a,b) nach a € R"*! und anschliefend
nach b € R™*! ist eine Matrix A € R™*™,

p  &p
adb  daob, " ©
[ 9?%p 9?p
a2p aalabl an aalabm
9adb | daoh, €k (AL4)
0?p 9?p
| Oa,,0by o da,,0b,, ]
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B Reduzierte Notation von Tensoren

Der korrekte Umgang mit der reduzierten Tensornotation ermoglicht eine nume-
risch effiziente Implementierung. An dieser Stelle wird das grundlegende Prinzip
beschrieben sowie in der Arbeit haufig genutzte Beispiele aufgelistet. Dabei be-
trifft dies i. d. R. das Tensorskalarprodukt

und die doppelte Uberschiebung
B=2DBje®e=AE=Aj,Lye ®e;, (A2.6)

mit dem Skalar b, den symmetrischen Tensoren 2. Stufe A und B sowie dem
Tensor 4. Stufe A. Letzterer besitzt die Symmetrieeigenschaften A;ji = Awi; =
Ajirt = Ajjig. Die reduzierten Notationen von A, B und A werden im Rahmen die-
ser Arbeit so gewéahlt, dass sie mit der Anordnung der Komponenten des GREEN-
LAGRANGE’schen Verzerrungstensors

T
E=|E, BEp By 2B 2B 2By (A2.7)

verwendet werden kénnen. Der Faktor 2 auf den Elementen E;;,7 # j zielt auf
die Konsistenz mit den infinitesimalen Ingenieurgleitungen ;; = 2¢;; ab.

Unter den genannten Vorgaben lautet die allgemeine reduzierte Notation eines
symmetrischen Tensors 2. Stufe

T
A == [All A22 A33 A12 A13 A23:| S RGXl y (A28)

wodurch das Skalarprodukt (A2.5) tiber
b=ATE=ETA (A2.9)

berechnet werden kann. Die allgemeine Form des Tensors 4. Stufe A lasst sich in
reduzierter Notation mit

Allll A1122 A1133 A1112 A1113 A1123

A2211 A2222 A2233 A2212 A2213 A2223

A — A3311 A3322 A3333 A3312 A3313 A3323 €R6X6 (A210)
A1211 A1222 A1233 A1212 A1213 A1223

A1311 A1322 A1333 A1312 A1313 A1323

_A2311 A2322 A2333 A2312 A2313 A2323_

angeben, was sich iiber

1
Bij = AijuEw =Aijinn B + Aijos B + Ajjss Esg + §(Aij12 + Aijo1)(2E1)

1 1
+ 5(141'3'13 + Aijs1)(2Eh3) + 5(141']23 + Aija2) (2E23)

(A2.11)
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zeigen lasst. Dabei wurde in Definition (A2.10) die kleine Symmetriebedingung
Ajji = Aiji, berticksichtigt. Andernfalls dndert sich die Form (A2.10) sinngeméf3
in den Spalten vier bis sechs. Die doppelte Uberschiebung (A2.6) lisst sich folglich
durch die Vektor-Matrix-Multiplikation

B=AE (A2.12)

in reduzierter Notation berechnen, wobei B nach Gleichung (A2.8) definiert ist.
Entsteht der Tensor A = B ® C durch ein dyadisches Produkt zweier Tensoren
2. Stufe B und C, so ist dieses ebenfalls in reduzierter Notation berechenbar mit

A=BC". (A2.13)

In Abschnitt 2.1.6 wurden bereits die Spannungen S und die Materialtangente
Cr in reduzierter Notation angegeben. Im Folgenden werden weitere spezielle
Tensoren aufgelistet:

 Einheitstensor 2. Stufe: I = J;; e; ® e
T 6x1
I=[1 11000 eR™. (A2.14)
« Symmetrischer Einheitstensor 4. Stufe: I9 = 1 (0,405 +010;1,) €, 0 €; Qep Qe

]T € RS (A2.15)

N =

1
2 2

I =diag |l 1 1 1

« Die Ableitung der Inversen A~! eines Tensors 2. Stufe A nach sich selbst
ist ein Tensor 4. Stufe und lautet

OA~! 1
Th = (A A A Jeive v e e (A2.16)
vgl. HoLzAPFEL [81]. Mit Definition der Untermatrizen
(AR (AR)? (Am)? AT AL AT AR AR AR
A= (AR)? (AR)? (AR)?| . A= |ApAY A121A23 Ay Ay
(A3)? (A%)? (Az)? Ay Ay A Ay Ay Ay

und
AT AR + (AR)? ALAS + A AL AR As + A Ay
Az = B A Ay + A AL ATTAG + (A)? AR AR + A Ay
A Ay + A Ay AR A + AT Ay Ay Agy' + (Ay)?
kann die reduzierte Notation fiir diese Ableitung wie folgt definiert werden.

OA~? (1) A, A,
OA AT A;

€ R6*¢ (A2.17)
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C Strategien der inexakten Liniensuche

Die globale Minimierung einer Funktion £(w) erfolgt durch iterative Aktualisie-
rung der Variablen w tiber

Wpi1 = Wy + apd, . (A3.18)

Wiéhrend die Suchrichtung d,, durch das Optimierungsverfahren vorgegeben wird,
kann die Berechnung der Schrittweite o, durch eine inexakte Liniensuche (LS)
bestimmt werden. Dabei wird eine Schrittweite «,, gesucht, welche die Funkti-
on £(w) mindestens weiter verringert und dabei gewisse Eigenschaften erfiillt.
Die Funktion muss auf der gegebenen Linie nicht exakt minimiert werden. Nach-
folgend werden die ARMIJO-Regel und die WOLFE-POWELL-Regel beschrieben,
inklusive zugehoriger Algorithmen. Dabei werden nachfolgend die Abkiirzungen

o(a) = L(w, + ad,) mit  ¢'(a) = VL(w, +ad,)’d, (A3.19)
und
U(a) = p(a) = (0) — cay'(0) (A3.20)

fiir den Funktionswert und die Richtungsableitung auf der Linie w,, + ad,, einge-
fithrt. Beide Regeln sind in Abbildung 3.1 grafisch dargestellt.

. C
o, € Iy OénGIWP

Abbildung 3.1: Die ArRM1JO-Regel (links) und die WOLFE-POWELL-Regel (rechts)

C.1 Armijo-Liniensuche

Liegt ein Funktionswert ¢(a) unter der sog. ARMI1JO-GOLDSTEIN-Geraden, mit
ola) <p(0)+oap'(0)  bzw  ¥(a) <0, (A3.21)

dann gentigt die Schrittweite a der ARMI1JO-Regel, vgl. Abbildung 3.1 links. Mit
dem Parameter o € [0,1) wird die Abstiegsbedingung ¢(a) < (0) weiter ver-
schérft. Der nachfolgende Algorithmus in Tafel C.1 verfolgt die Strategie eine
moglichst grofle Schrittweite zu suchen, die gerade noch die Regel (A3.21) erfiillt.
Die Parameter 5 € (0,1) und ,,,, > 1 miissen gewéhlt werden. Die fiir das KNN-
Training festgelegten Werte sind in Tabelle 4.2 aus Abschnitt 4.4 gegeben.
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Parameter o€ [0,1), € (0,1), iyae > 1
Gegeben w,, p(0)=L,, VL,, d,
Abstieg?  '(0) = VLId, > 0?7 — Exit LS (kein Abstieg)

Init. =0, o = a9 = ,1 (Schrittweite der letzten Liniensuche)
Iteration  while (i < 4,,4,) do
Berechne £ = L(w,, + a;d,,) und VL (KNN)
Damit: ¥(ay), siche Def. (A3.20)
if U(o;) <0 then
a, = a; — go to Erfolg!

else
Qi1 = Q5 - Bi
1+—1+1
end if
end while

i = lmae! — Exit LS (keine Schrittweite gefunden)

Erfolg!  Ausgabe von a,, £,1 = L% und VL, = VLI

Tafel C.1: Algorithmus der inexakten ARMIJO-LS zur Bestimmung von a,

C.2 Wolfe-Powell-Liniensuche

Da die ArRMI1JO-Regel auch sehr kleine Schrittweiten « zulésst, kann das globale
Liniensuchverfahren verlangsamen und schliellich zum Stillstand kommen. Die
WOLFE-POWELL-Liniensuche (vgl. WOLFE [196,197]) fordert daher die weitere
Bedingung

'(@) > pe'(0) (A3.22)

ein, vgl. Abbildung 3.1 rechts, mit p € [0, 1). Der in dieser Arbeit genutzte Algo-
rithmus zur Suche von ay, ist in Tafel C.2 dargestellt. Er teilt sich in zwei Phasen
auf: In Phase A wird durch Expansion zundchst ein Hilfsintervall Iy = [a, b] ge-
sucht, welches in Phase B wiederum solange verkleinert wird, bis die Bedingungen
(A3.21) und (A3.22) erfiillt sind. Innerhalb von Phase B wird dabei jeweils das
Minimum einer Parabel gesucht, welche von den Funktionswerten ¢(a), ¢(b) und
der Ableitung ¢’'(a) konstruiert werden kann. Fiir die genaue Herleitung und Mo-
tivation, siche GEIGER und KANzOw [56]. Innerhalb des Algorithmus miissen
neben p und o vier weitere Parameter v, 7, 7o und i,,,, gewahlt werden. In Ta-
belle 4.2 sind die Einstellungen gegeben, die hier fiir das KNN-Training gewéhlt
werden.
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Parameter
Gegeben
Abstieg?
Phase A

Init
Iteration

Phase B
Init
Iteration

Intervall
Parabel

Erfolg!

o c [07 %)? 1Y € [07 1)7 Y > 07 T1, T2 S (07 %]7 imax > 1
Wn, 'Cna VEn, dn
VLTd, = ¢'(0) > 07 — Exit LS (kein Abstieg)

Expansionsphase: Finde Intervall Iy = [a, 0]
i =0, a; = o9 = a,_1 (Schrittweite der letzten Liniensuche)
while (i < i,4,) do
Berechne £ = L(w,, + a;d,,) und VL (KNN)
Damit: ¥(«;), ¢'(;) siehe Defs. (A3.20) und (A3.19)
if (U(a;) > 0) then
a=0,b=qa; — go to Phase B
elseif (VU(a;) < 0) and (¢'(a;) > pg¢'(0)) then
o, = «a;, — go to Erfolg!
elseif (V(w;) < 0) and (¢'(a;) < p¢'(0)) then
Qi1 =7 -, 11+ 1
end if
end while
i = imaz! — Exit LS (keine Schrittweite gefunden)

Kontraktionsphase: Verkleinere Hilfsintervall I zu Iy p
i=0,a;,=ap=a, b =by=>b(=a von Phase A)
while (i < i,,4,) dO
a=a;+11(b; —a;), b=b; — 7o(b; — a;)
Identifiziere v(a;), ¢'(a;) und p(b;)
c1 = (p(bi) — pla;) — ¢'(ai) (b — a;))/(b;
alral = q; — ¢y /(2¢1)
if o; ¢ [a,b] or ¢'(a;) > 0 then o; = (a +b)/2
Berechne £ = £(w,, + a;d,,) und VL (KNN)
Damit: ¥(«;), ¢'(;) siche Defs. (A3.20) und (A3.19)
if (U(e;) > 0) then
Qip1 = A, bip1 = ag, i i+ 1
elseif (U(w;) < 0) and (¢’ () > p'(0)) then
o, = «a;, — go to Erfolg!
elseif (U(q;) < 0) and (¢'(;) < p’(0)) then
Qi1 =, by =0, 14— 1+ 1
end if
end while
i = imaz! — Exit LS (keine Schrittweite gefunden)

Ausgabe von ay,, L1 = L7 und VL, = VLI

- ai)Q, Cy = SOl(CLz‘)

Tafel C.2: Algorithmus einer inexakten WP-LS zur Bestimmung von «,,
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D Ein inkompressibler Materialpunkt-Versuch

Der in Abschnitt 5.1.1 beschriebene, numerische Materialpunkt-Versuch wird hier
um die Nebenbedingung der Inkompressibilitiat erweitert. Dadurch ist gewahrleis-
tet, dass das Volumenverhéltnis J = v/ det C wihrend der gesamten Belastung
konstant eins ist.

Der Versuch wird in den GREEN-LAGRANGE’schen Verzerrungen E und den
2. P1oLA-KIRCHHOFF’schen Spannungen S durchgefiihrt. Letztere werden im
Grenzfall der Inkompressibilitét nach Gleichung (3.84) tiber S(p, E) = —pC~! +
Saev(E) aufgeteilt. Dabei ist zu beachten, dass der hydrostatische Druck p, als
auf der Momentankonfiguration definierte Spannungsgréfie, nicht der Spur von S
entspricht. Von den Verzerrungen E héangt ausschliellich der deviatorische Anteil
Saev(E) direkt ab. Die im Tensor E formulierte Nebenbedingung

WE) = 4 det E + SpE + (SpE)? — Sp(E?) =0 , (A4.23)

vgl. Gleichung (3.44), ist Teil des erweiterten Residuums

R

mit den ,inneren‘ Spannungen S und den ,duBeren‘ Spannungen S. Wie in Ab-
schnitt 5.1.1 beschrieben, werden die Verzerrungskomponenten E = [E?, E*] und
die Spannungskomponenten S = [S?, S| aufgeteilt. Die Linearisierung lautet

RY b Ch —(C)| [AEP SP
LRI = |R*|+| &  ¢&w  —(C )| |AE*| — [S4| . (A4.25)
h| |dh/dE' dh/dE* 0 Ap 0

Die Ableitung der Inkompressibilitdts-Nebenbedingung resultiert mit

dh

i (detE)(E™H" + (14 2SpE)I" — 2E” (A4.26)
in reduzierter Notation und kann mit den Zeilenvektoren (E~1)T, ET und 17
formuliert werden, vgl. Definition (A2.8). Die Vektoren (E~!)T und E* sind dabei
nicht mit dem iiblichen Faktor 2 zu bilden. Fiir det(E) ~ 0 muss der erste Term
(4 (det E)E™!) aus Ableitung (A4.26) in einer Fallunterscheidung zu null gesetzt

werden. Diese Problematik wiirde bei Definition anderer Verzerrungsmafle nicht
auftreten. Die erweiterte Materialtangente

oCc™!

CT:CT—Qp 8C

(A4.27)
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beriicksichtigt den hydrostatischen Druck p, der nicht Teil des deviatorischen
Materialgesetzes Sqey(E) ist, mit Cp = 9Sgey/JE. Die reduzierte Notation des
Tensors 4. Stufe C~!/0C kann nach Gleichung (A2.17) bestimmt werden.

Unter Beriicksichtigung der gemischten Steuerung mit AE? = 0 und AS* = 0
lisst sich die lineare Gleichung L[R] = 0 schrittweise folgendermaBen losen:

b (G R =
Ap = 4 (A4.28)
wu)—1( (' —1\u
e (CF)THCT)
AE" = (Cy) ' (CT!)"Ap - (Cj)'R" (A4.29)
AS® = R? + ClAE" — (C™1)°Ap . (A4.30)

Diese Aktualisierungsvorschriften konnen im NEWTON-Verfahren innerhalb des
in Tafel 5.1 beschriebenen Materialpunkt-Versuchs sinngeméaf eingepflegt werden.
Die Gleichungen (A4.29) und (A4.30) entsprechen mit p = 0 und Ap = 0 den
nicht-inkompressiblen Gleichungen (5.5) und (5.6).
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