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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Entwicklung eines makrosko-
pischen Kontinuumsmodells zur Untersuchung des Einflusses des flexoelektri-
schen Effekts auf mikrostrukturelle Doménenumklappprozesse in ferroelektri-
schen Funktionskeramiken.

Durch die zunehmende Miniaturisierung moderner mikroelektromechanischer
Systeme (MEMS) spielt die Beriicksichtigung von groBenabhingigen Effekten
wie der Flexoelektrizitit bei der computergestiitzten Modellierung ihres Material-
verhaltens eine immer grof3ere Rolle. Die hiufig eingesetzte Materialklasse der
ferroelektrischen Funktionskeramiken zeigt zudem bei hinreichend groBer elektri-
scher oder mechanischer Beanspruchung ein stark nichtlineares Materialverhalten
aufgrund irreversibler Umklappvorginge ihrer Doménenstruktur.

Fiir die Entwicklung eines Modells, das die genannten Effekte vereint, wird zu-
nichst eine elektro-mechanische Kontinuumstheorie hoherer Ordnung in einer
variationellen Struktur eingefiihrt. Zur Beriicksichtigung der dissipativen Domi-
nenumklappprozesse wird ein mikroskopisch motiviertes phinomenologisches
Materialmodell in den zuvor bereitgestellten makroskopischen Modellierungsrah-
men integriert. Im Zuge der numerischen Losung der elektro-mechanisch gekop-
pelten Randwertprobleme werden geeignete Variationsformulierungen eingefiihrt
und diskutiert sowie zugehorige Finite-Elemente-Formulierungen vorgestellt.

Die Leistungsfihigkeit des entwickelten Modells zur Abbildung des charakteristi-
schen nichtlinearen Materialverhaltens von Ferroelektrika und der Wechselwir-
kung mit dem flexoelektrischen Effekt wird anhand von numerischen Beispielen
demonstriert. Im Mittelpunkt der numerischen Untersuchungen steht zudem, so-
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Kurzfassung

weit moglich, der Vergleich mit experimentellen Ergebnissen. Dariiber hinaus
wird die Moglichkeit untersucht, in Piezokeramiken einen Polungsvorgang allein
durch den flexoelektrischen Effekt zu induzieren.
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Abstract

The present work deals with the development of a macroscopic continuum model
to investigate the influence of the flexoelectric effect on microstructural domain
switching processes in ferroelectric ceramics.

Due to the increasing miniaturization of modern microelectromechanical systems
(MEMS), the consideration of size-dependent effects such as flexoelectricity plays
an increasingly important role in the computational modeling of their material
behavior. The frequently used material class of ferroelectric ceramics also exhibits
strongly non-linear material behavior due to irreversible switching processes of
their domain structure when subjected to sufficiently large electrical or mechanical
stress.

For the development of a model that unifies the aforementioned effects, a higher-
order electro-mechanical continuum theory is introduced in a variational frame-
work. To account for the dissipative domain switching processes, a microscopically
motivated phenomenological material model is integrated into the previously pro-
vided macroscopic modeling framework. In the context of a numerical solution
of the electro-mechanically coupled boundary value problems, suitable varia-
tional formulations are introduced and discussed, and associated finite element
formulations are presented.

The performance of the developed model for the representation of the charac-
teristic non-linear material behavior of ferroelectrics and the interaction with
the flexoelectric effect is demonstrated by numerical examples. The numerical
investigations also focus, as far as possible, on comparison with experimental
results. Furthermore, the possibility of inducing a poling process in piezoceramics
by the flexoelectric effect alone is investigated.
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1  Einleitung

1.1 Motivation

In vielen technischen Bereichen kommen heutzutage sogenannte ’smart materials’
zum Einsatz. Zu nennen sind hierbei insbesondere sensorische und aktorische
Anwendungen von mikroelektromechanischen Systemen (MEMS), die z. B. zur
hochprizisen Positionierung verwendet werden. Die Ausnutzung der piezoelektri-
schen Eigenschaften bestimmter Materialien spielt in diesem Zusammenhang eine
entscheidende Rolle. Der direkte piezoelektrische Effekt beschreibt eine durch
mechanischen Druck erzeugte Polarisation im Material und eignet sich dadurch
fiir einen Gebrauch in der Sensorik. In der Aktorik kommt der indirekte piezoelek-
trische Effekt zum Einsatz, der durch die Forminderung eines Bauteils infolge
eines angelegten elektrischen Feldes reprisentiert wird. Die in diesen Technolo-
giefeldern am hdufigsten verwendete Materialklasse ist die der ferroelektrischen
Keramiken, wie z. B. Bleizirkonattitanat (PZT) oder Bariumtitanat (BaTiO3).
Diese eignen sich besonders gut, da sie iiber stark ausgeprigte piezoelektrische
Eigenschaften verfiigen. Fiir die Entwicklung von technischen Systemen auf der
Basis von Ferroelektrika ist eine genaue Kenntnis des Materialverhaltens erforder-
lich. Von besonderem Interesse ist das nichtlineare Materialverhalten, das unter
dem Einfluss hoher elektrischer Felder oder mechanischer Spannungen auftritt.
Aufgrund der auftretenden mikrostrukturellen Verdnderungen infolge von Um-
klappprozessen der Doménenstruktur im Material spielen dabei auch dissipative
Effekte eine entscheidende Rolle. Diese sind auf makroskopischer Skala durch
ein hysteretisches Werkstoffverhalten gekennzeichnet.



1 Einleitung

Der Trend zu immer kleineren und damit auch platzsparenden elektronischen
Systemen fiihrt zu einem abnehmenden GréBenunterschied zwischen den Bau-
teilabmessungen und den mikrostrukturellen Materialbestandteilen wie Kornern
und Doménen. Dies hat zur Folge, dass grolenabhingige Materialeigenschaften
die Systemantwort des Bauteils stirker beeinflussen und daher nédher untersucht
werden miissen. Eine solche Materialeigenschaft ist die Flexoelektrizitit, deren
Einfluss mit abnehmender Bauteildimension zunimmt. Diese beschreibt im Falle
des direkten flexoelektrischen Effekts die Erzeugung einer Polarisation infolge
von Verzerrungsgradienten, wie sie vor allem bei biegedominierten Deformations-
zustianden auftreten. Der indirekte flexoelektrische Effekt hingegen reprisentiert
das Auftreten einer homogenen mechanischen Verformung durch die Wirkung
eines elektrischen Feldgradienten. Der technisch nutzbare Anwendungsbereich
der Flexoelektrizitit beschriankt sich jedoch aufgrund des angesprochenen Gro-
Beneffekts auf die mikroskopische und nanoskopische Skala. Dariiber hinaus
werden Systeme benétigt, in denen stark ausgeprigte Verzerrungsgradienten oder
Gradienten des elektrischen Feldes im Material erzeugt werden konnen. Diese
Rahmenbedingungen erschweren die Erforschung und damit auch den Aufbau
eines fundierten Verstindnisses des flexoelektrischen Effekts. Aus diesen Griinden
gibt es bis heute, abgesehen von vereinzelt zu Forschungszwecken entwickelten
Systemen wie z. B. durch QI et al. [1], noch keine tatsdchliche technische An-
wendung. Im Gegensatz dazu vermag es die Natur sich den Effekt erfolgreich zu
Nutze zu machen. So konnte zum Beispiel nachgewiesen werden, dass die Flexo-
elektrizitit eine treibende Kraft bei der Heilung von Mikrorissen in menschlichen
Knochen ist, vgl. z. B. VASQUEZ-SANCHO et al. [2] oder WITT et al. [3].

Das grofie Potential fiir eine technische Nutzung des flexoelektrischen Effekts
in ferroelektrischen Funktionskeramiken ergibt sich u. a. aus der Tatsache, dass
dieser unabhingig von der Phase des Materials und damit auch unabhingig von
der Temperatur auftritt. So kann er auch oberhalb der CURIE-Temperatur in einer
kubischen Phase mit symmetrischer Gitterstruktur nachgewiesen werden, was
einen Vorteil gegeniiber dem piezoelektrischen Effekt darstellt. Darauf beruht
auch die Motivation, die spezifischen Eigenschaften der einzelnen Kopplungsef-
fekte mallgeschneidert einsetzen zu konnen und damit leistungsfahigere Sensor-
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und Aktuatorsysteme zu entwickeln. Die Idee, den Verlust der piezoelektrischen
Eigenschaften oberhalb der CURIE-Temperatur durch gezieltes Ausnutzen des
flexoelektrischen Effekts zu kompensieren, ldsst die Hoffnung auf nahezu tem-
peraturunabhingig arbeitende und damit ausfallsichere Aktuatoren keimen. Von
dieser Idealvorstellung trennt die Wissenschaft jedoch noch ein steiniger Weg, der
von einer Vielzahl von Unwégbarkeiten gesdumt ist.

Beim Aufbau eines fundierten Verstiindnisses der Wirkungsweise des flexoelek-
trischen Effekts leisten neben Experimenten auch computergestiitzte Modelle
einen entscheidenden Beitrag. Diese konnen Einblicke ins Bauteilinnere gewh-
ren und sind daher fiir den wissenschaftlichen Fortschritt auf diesem noch so
wenig verstandenen Gebiet unverzichtbar. So werden im Speziellen leistungs-
fahige Modelle benoétigt, um die Wechselwirkung des flexoelektrischen Effekts
mit den Doménenumklappprozessen in Ferroelektrika zu untersuchen. Dabei
kann die Flexoelektrizitit als treibende Kraft verstanden werden und damit auch
die Orientierung der Polarisation im Material steuern, vgl. z. B. BURSIAN et
al. [4], GRUVERMAN et al. [S] und LU et al. [6]. Durch die damit verbundene
strukturbedingte Beeinflussung der Gradientenfelder ist wiederum mit einer Ver-
dnderung der flexoelektrischen Wirkung im Material zu rechnen. Dies lédsst ein
komplexes Zusammenspiel dieser beiden Effekte vermuten. Bereits entwickelte
Computermodelle, welche eine Untersuchung dieser Wechselwirkung ermogli-
chen, basieren meist auf Phasenfeldmethoden und beschrinken sich in der Regel
auf ein Betrachtungsgebiet weniger Doménen in einem Einkristall, siehe z. B.
L1u et al. [7]. Fiir Simulationen auf der Grofenskala eines polykristallinen tech-
nischen Bauteils eignen sich vielmehr weniger rechenintensive makroskopische
Kontinuumsmodelle. Diese ermoglichen es, die wesentlichen mikrostrukturel-
len Effekte im Mittel zu erfassen sowie deren Einfluss auf das makroskopische
Systemverhalten skaleniibergreifend zu tibertragen. Die Entwicklung eines sol-
chen makroskopischen Modells, das die Wechselwirkung der Flexoelektrizitét
mit Doménenumklappprozessen im Material beriicksichtigt, ist fiir die weitere
Erforschung des flexoelektrischen Effekts in Ferroelektrika notwendig. Hierin
liegt auch die wesentliche Motivation fiir die Anfertigung der vorliegenden Arbeit.
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1.2  Stand der Forschung

Im folgenden Abschnitt wird ein grober Uberblick der relevanten Literatur ge-
geben, auf der die wesentlichen methodischen Weiterentwicklungen in dieser
Arbeit aufbauen. Dabei behandelt der erste Teil eine Auflistung von bestehen-
den makroskopischen ferroelektrischen Materialmodellen und eine Bewertung
ihrer Eigenschaften in Bezug auf rechnerische Stabilitdt und Anwendbarkeit auf
reale Problemstellungen. Im zweiten Teil wird der aktuelle Forschungsstand zur
Kontinuumsmodellierung der Flexoelektrizitit skizziert. Dabei werden die Mo-
dellannahmen und die beriicksichtigten Effekte beleuchtet.

1.2.1 Makroskopische ferroelektrische Materialmodelle

Die Diskussion der Literatur beschrinkt sich auf makroskopische Kontinuumsmo-
delle, in denen von einer homogenen, ,verschmierten’ Darstellung des Materials
mit gemittelten Eigenschaften in der Umgebung eines Materialpunktes ausge-
gangen wird. Diese Modelle konnen in zwei Kategorien eingeteilt werden. Das
Ziel von makroskopischen phinomenologischen Modellen ist es, das experi-
mentell beobachtete Materialverhalten fiir einen ferroelektrischen Polykristall
zu reproduzieren. Die Modellannahmen orientieren sich hédufig an denen der
klassischen Plastizititstheorie. Um dissipative Effekte und die damit verbundene
Pfadabhéngigkeit abzubilden, wird in der Regel eine begrenzte Anzahl innerer
Zustandsvariablen eingefiihrt. Eine physikalische Motivation auf Basis der zugrun-
deliegenden Mechanismen im Material ist bei der Modellbildung im Allgemeinen
jedoch nicht gegeben. Multiaxiale phinomenologische ferroelektrische Material-
modelle wurden z. B. von MCMEEKING und LANDIS [8], LANDIS [9], KAMLAH
und BOHLE [10], SCHWAAB et al. [11], KLINKEL [12], LINNEMANN et al. [13],
SCHRODER und ROMANOWSKI [14], MIEHE und ROSATO [15], ELHADROUZ et
al. [16, 17], ZOUARI et al. [18] sowie MANIPRAKASH et al. [19-21] vorgestellt.



1.2 Stand der Forschung

Die zweite Kategorie phinomenologischer makroskopischer Modelle sind solche,
die zusitzliche Informationen aus mikroskopischen Mechanismen im Material
in ihre Ansitze einbeziehen. Ein solches mikroskopisch motiviertes Modell
wurde erstmals in uniaxialer Form von KAMLAH und JIANG [22] vorgestellt. In
diesem Modell werden innere Zustandsvariablen eingefiihrt, die Informationen
iiber den gemittelten Dominenzustand auf der mikroskopischen Skala enthalten.
Die makroskopischen Groen remanente Polarisation und remanente Dehnung
konnen dann aus den mikroskopisch motivierten inneren Variablen abgeleitet
werden. Eine multiaxiale Verallgemeinerung wurde spiter von KAMLAH und
WANG [23] durchgefiihrt. Auf der Grundlage dieser Arbeiten stellten MEHLING
et al. [24] eine modifizierte Version dieses Modells mit einer alternativen Wahl der
mikroskopisch motivierten inneren Variablen vor. Zuletzt wurden von SUTTER
und KAMLAH [25] einige Modifikationen der Modellversion von MEHLING et al.
[24] vorgenommen. Diese Modifikationen sind auch ein wesentlicher Bestandteil
der Inhalte der vorliegenden Arbeit. Ihre Hintergriinde werden nachfolgend néher
erlautert. Weitere Modelle fiir ferroelektrische Materialien, die Zhnliche mikrosko-
pisch motivierte Ansitze in einem makroskopischen Rahmen behandeln, wurden
von STARK et al. [26, 27] und IDIART und BOTTERO [28] vorgestellt.

Im Folgenden werden ausgewéhlte, aus Sicht des Autors essenzielle Aspekte
der nichtlinearen Modellierung ferroelektrischer Materialien im Hinblick auf
rechnerische Stabilitit und Anwendbarkeit auf reale Probleme diskutiert. In die-
sem Zusammenhang wird versucht, die in der Literatur verfiigbaren Modelle
hinsichtlich der verschiedenen Aspekte einzuordnen, vgl. auch Abb. 1.1.

So kann es von Vorteil sein ein konstitutives Materialmodell in einer variationel-
len Struktur zu formulieren. Diese kann durch eine Einbettung in den variatio-
nellen Rahmen der Generalisierten Standardmaterialien (GSM) erzielt werden,
vgl. z. B. HALPHEN und NGUYEN [29]. Die Ubertragung dieses Rahmens auf
elektro-mechanische Problemstellungen bei Ferroelektrika durch Formulierung
spezifischer inkrementeller variationeller Prinzipien wurde von MIEHE et al. [30]
sowie MIELKE und TIMOFTE [31] durchgefiihrt. Der grofle Vorteil dieser varia-
tionellen Form der Modelle liegt im Potentialcharakter des lokalen Problems und
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der damit verbundenen symmetrischen Materialtangente per Konstruktion. Dies
ermoglicht bei der Anwendung im Rahmen der Finite-Elemente-Methode (FEM)
einen wesentlich effizienteren und robusteren Losungsprozess in der globalen
NEWTON-Iteration. Die Einbettung ferroelektrischer Materialmodelle in einen
variationellen Rahmen wurde u. a. von MIEHE und ROSATO [15], PECHSTEIN
et al. [32, 33], MEINDLHUMER et al. [34] sowie IDIART und BOTTERO [28]
realisiert.

Ein weiterer wichtiger Aspekt ist die thermodynamische Konsistenz, sowie die
zugrunde liegende Form des thermodynamischen Potentials eines ferroelektri-
schen Materialmodells. Eine Vielzahl der in der Literatur verfiigbaren Modelle
basieren auf der konvex-konkaven elektrischen GIBBS-Energie, deren Energie-
landschaft eine Sattelpunktstruktur aufweist. Dem Nachteil der damit verbundenen
nicht-positiv definiten Materialtangente steht als Vorteil dieser Energieform die
sehr einfach zu realisierende Einbindung in die FEM gegeniiber. Thermodyna-
misch konsistent formulierte Modelle auf Basis der elektrischen GIBBS-Energie
finden sich z. B. in MEHLING et al. [24], KLINKEL [12], LINNEMANN et al. [13],
SCHRODER und ROMANOWSKI [14], MIEHE und ROSATO [15] sowie MANIPRA-
KASH et al. [19-21]. Ein alternatives Potential, das sich fiir die Betrachtung am
isolierten Materialpunkt eignet, ist die konkave freie GIBBS-Energie. Die Integrati-
on von Modellen, die auf dieser Energieform basieren, in die FEM ist jedoch nicht
trivial, da gemischte Elementformulierungen erforderlich sind. Entsprechende
Materialmodelle sind in KAMLAH und WANG [23], MEINDLHUMER et al. [34]
sowie IDIART und BOTTERO [28] gegeben. Das aus thermodynamischer Sicht
zu bevorzugende Potential fiir die Formulierung eines ferroelektrischen Materi-
almodells ist die freie HELMHOLTZ-Energie. Der Vorteil liegt in der konvexen
Energieform und der damit verbundenen positiv definiten linearen Materialtan-
gente der Modelle. Diese Eigenschaft hat den grofen Vorteil einer eindeutigen
Losung und damit einer stabilen konstitutiven Materialantwort. Diese positiven
Eigenschaften besitzen z. B. die ferroelektrischen Materialmodelle in MCMEE-
KING und LANDIS [8], LANDIS [9], STARK et al. [26, 27] und PECHSTEIN et al.
[32, 33].
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Abbildung 1.1: Klassifizierung von aus der Literatur ausgewihlten multiaxialen makroskopischen
ferroelektrischen Kontinuumsmodellen hinsichtlich der numerischer Stabilitdt und
der Anwendbarkeit auf reale technische Probleme. Die Darstellung erhebt keinen
Anspruch auf Vollstindigkeit, sondern soll lediglich einen reprédsentativen Trend
aufzeigen, vgl. auch SUTTER und KAMLAH [25].

Die praktische Anwendbarkeit eines Modells kann u. a. anhand seiner phéinome-
nologischen Vollstindigkeit beurteilt werden. Dies bezieht sich auf die Fahigkeit
eines multiaxialen Modells, die fiir ferroelektrische Materialien charakteristischen
Eigenschaften abzubilden. Dazu gehoren die dielektrische, die Schmetterlings-
und die ferroelastische Hysterese sowie das mechanische Depolarisationsverhalten.
Dariiber hinaus sollte das Modell in der Lage sein, eine Rotation der Polarisati-
onsrichtung abzubilden. In dieser Diskussion soll jedoch eine Ratenabhéngigkeit
dieser Effekte (wie z. B. in [15, 20]) sowie deren Temperaturabhingigkeit (z. B.
in [21]) unberiicksichtigt bleiben. Modelle, die in der Lage sind, das gesamte
Spektrum des hier angesprochenen phdnomenologischen Materialverhaltens abzu-
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bilden, finden sich z. B. in LANDIS [9], KAMLAH und BOHLE [10], SCHWAAB et
al. [11], KAMLAH und WANG [23], MEHLING et al. [24], STARK et al. [26, 27]
sowie MANIPRAKASH et al. [19-21].

Ein letzter wichtiger Aspekt fiir die mogliche Anwendbarkeit eines Materialmo-
dells zur Losung ingenieurtechnischer Probleme ist eine einfache Einbindung in
die Finite-Elemente-Methode. Hierbei ist anzumerken, dass bei weitem nicht fiir
alle in der Literatur vorhandenen Modelle gezeigt werden konnte, ob eine Imple-
mentierung in einen FE-Code praktikabel oder iiberhaupt moglich ist, da sie dafiir
moglicherweise zu komplex sind. Dariiber hinaus ist bei einigen Modellen keine
analytische Materialtangente angegeben, so dass im Zweifelsfall eine aufwéndig
berechnete numerische Tangente verwendet werden muss. Eine Ubersicht, fiir wel-
che Modelle bereits eine FE-Implementierung erfolgt ist, sowie die Einordnung
aller genannten Materialmodelle in den Kontext der iibrigen diskutierten Aspekte
istin Abb. 1.1 gegeben.

Aus dem kurzem Umriss der ferroelektrischen Materialmodelle aus der Literatur
und dem illustrativen Vergleich in Abb. 1.1 wird deutlich, dass lediglich die Mo-
dellvariante aus SUTTER und KAMLAH [25] alle hier diskutierten Aspekte erfiillt.
Diese Publikation bildet die Grundlage fiir die vorliegende monographische Arbeit
und diente auch als Ausgangspunkt fiir die hier vorgestellten Weiterentwicklungen.

1.2.2 Kontinuumsmodellierung der Flexoelektrizit:it

Die Flexoelektrizitit wurde erstmals Ende der 50er Jahre von MASHKEVICH und
TOLPYGO [35, 36] beobachtet und dokumentiert. Erste phdnomenologische Theo-
rien in Form von konstitutiven Beziehungen zur mathematischen Beschreibung
des Effekts entwickelten KOGAN [37] und INDENBOM et al. [38]. Letztere prigten
maBgeblich den Begriff der Flexoelektrizitit, der sich aus dem lateinischen Wort
Jlexus® (deutsch: ,Biegung’) [39] ableitet und unter dem das Phianomen auch
heute noch bekannt ist. Die Grundlage fiir eine Erfassung der Flexoelektrizitét
in einem kontinuumsmechanischen Rahmen schuf im Wesentlichen MINDLIN.
Dessen Verzerrungsgradiententheorie in [40] dient als Basis zur Beschreibung des
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direkten flexoelektrischen Effekts, seine Polarisationsgradiententheorie in [41]
ermoglicht die Beriicksichtigung des indirekten flexoelektrischen Effekts. Beide
Theorien entstanden jedoch unabhéngig voneinander. Eine Kopplung im Rahmen
einer vereinheitlichten Kontinuumstheorie unter Einbeziehung des direkten und
des indirekten Effekts wurde spiter von SAHIN und DOST [42] realisiert. Ahnliche
Darstellungen flexoelektrischer Theorien finden sich z. B. auch in MARANGANTI
et al. [43] oder SHARMA et al. [44].

In der Literatur finden sich jedoch auch alternative Theorien, die nicht auf dem
gradientenbasierten Ansatz von MINDLIN beruhen. So verfolgen HADJESFAN-
DIARI et al. [45, 46], POYA et al. [47] und THATI et al. [48] zur Beschreibung
der Flexoelektrizitit einen Ansatz, der auf einer ’couple-stress’-Theorie basiert.
Anstelle der Verzerrungsgradienten werden in diesem Fall Rotationen, aus denen
sich die Kriimmungen ableiten lassen, als kinematische Groflen hoherer Ordnung
beriicksichtigt. Eine mikromorphe Beschreibung, mit einer entkoppelten Betrach-
tung der mikrostrukturellen Gradienten und der makroskopischen Feldgrofien,
wird in MCBRIDE et al. [49] und ORTIGOSA et al. [50] vorgeschlagen.

Wie bereits im vorhergehenden Abschnitt im Zusammenhang mit ferroelektrischen
Materialmodellen diskutiert, spielt die Wahl der zugrundeliegenden Energieform
bei der Modellierung elektro-mechanischer Probleme stets eine wichtige Rolle.
Deren spezifischen Eigenschaften mit ihren Vor- und Nachteilen lassen sich sinn-
gemil auch auf eine erweiterte Theorie unter Einbeziehung der Flexoelektrizitét
iibertragen. In ZHUANG et al. [51] und CODONY et al. [52, 53] werden Konti-
nuumstheorien der Flexoelektrizitit sowohl auf Basis der elektrischen GIBBS-
Energie als auch der freien HELMHOLTZ-Energie hergeleitet und miteinander
verglichen. Ein interessanter Aspekt bei der Formulierung einer flexoelektrischen
Theorie bietet das Eliminieren bzw. Austauschen der Gradientenabhiingigkeit des
flexoelektrischen Energieausdrucks unter Ausnutzung sogenannter ’null Lagran-
gians’, vgl. z. B. CODONY et al. [52, 53]. Dieser kann entweder als Funktion des
Verzerrungsgradienten oder des elektrischen Feld- bzw. Polarisationsgradienten
formuliert werden. Alternativ ist auch eine kombinierte Darstellung der direkten
und indirekten flexoelektrischen Effekte in Abhidngigkeit sowohl von mechani-
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schen und als auch elektrischen Gradientenfeldern moglich. Damit kann neben
einer direkten und einer indirekten Energieform auch eine LIFSHITZ-invariante
Energieform abgeleitet werden. Insbesondere im Hinblick auf eine numerische
Umsetzung ergibt sich damit eine Stellschraube in der Kontinuumsmodellierung
der Flexoelektrizitit, die aus Sicht des Autors in der Literatur bisher nur wenig
,justiert’ wurde.

Eine grofle Herausforderung bei der numerischen Behandlung der flexoelektri-
schen Kontinuumstheorie stellen die gekoppelten partiellen Differentialgleichun-
gen vierter Ordnung dar, welche die zugehorigen Randwertprobleme beschrei-
ben. Aufgrund der damit verbundenen hoheren Kontinuititsanforderungen an
die Ansatzfunktionen der FEM konnen herkommliche LAGRANGE-Polynome
nicht verwendet werden. Die ersten numerischen Umsetzungen erfolgten deshalb
zunichst mit anderen Losungstechniken. ABDOLLAHI et al. [54] nutzten erstma-
lig netzfreie Methoden zur Erfiillung der hoheren Kontinuitit der FeldgroBen,
vgl. auch ZHUANG et al. [55]. Entwicklungen auf dem Gebiet der klassischen
Finite-Elemente-Methoden wurden spéter im Rahmen von gemischten Element-
formulierungen in DENG et al. [5S6-59] und MAO et al. [60] realisiert. Gemischte
Kollokations-FE-Formulierungen wurden von TTAN et al. [61] und TANNHAUSER
et al. [62] sowie CO-Interior-Penalty-FE-Formulierungen von VENTURA et al.
[63] und BALCELLS-QUINTANA et al. [64] entwickelt. Der in der Literatur wohl
am haufigsten verwendete Ansatz basiert auf der Isogeometrischen Analysemetho-
de (IGA), wie z. B. in GHASEMI et al. [65], THAI et al. [66] und NGUYEN et al.
[67, 68]. Aber auch Losungstechniken mit Anwendung der Randelementmethoden
sind u. a. in CODONY et al. [69] zu finden.

Bisher existieren nur wenige Arbeiten im Rahmen der numerischen Kontinuums-
modellierung der Flexoelektrizitit, die sich mit nichtlinearem Materialverhalten
befassen. Die meisten beriicksichtigen ein hyperelastisches Materialverhalten in
weichen Dielektrika im Rahmen einer Theorie groler Verzerrungen, wie z. B. in
YVONNET und L1U [70], THAI et al. [66], NGUYEN et al. [68], CODONY et al.
[71] DENG et al. [58]. In SLADEK et al. [72] wurden zeitabhingige Effekte in
Form eines viskoelastischen Materialverhaltens abgebildet, um Simulationen von
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Kriechvorgidngen durchfiihren zu konnen. Mit dem flexoelektrischen Modell zur
Simulation von Heilungsprozessen von Mikrorissen in menschlichen Knochen
wurden von WITT et al. [3] erstmals dissipative Effekte im Zuge einer Kopplung
mit Diffusionsproblemen berticksichtigt.

Die bisherigen numerischen Untersuchungen zur Flexoelektrizitét in Ferroelek-
trika beschrinken sich jedoch auf ein rein lineares Materialverhalten, wie z. B.
in ABDOLLAHI et al. [54] und NGUYEN et al. [67]. In SHARMA et al. [73] wer-
den Bereiche in einem funktional gradierten Material identifiziert, in denen die
durch Flexoelektrizitit erzeugten elektrischen Felder die Koerzitivfeldstirke des
Materials erreichen und somit untersucht ob eine mechanisch induzierte Polung
des Materials moglich ist. Die tatsdchliche Polarisationsentwicklung wird jedoch
nicht abgebildet. Nach bestem Wissen des Autors existiert kein makroskopisches
flexoelektrisches Kontinnumsmodell, das in der Lage ist, das hysteretische Materi-
alverhalten infolge von Doménenumklappprozessen in Ferroelektrika darzustellen.
Da diese dissipativen Effekte einen erheblichen Einfluss auf das makroskopische
Verhalten eines Polykristalls haben, ist es von grolem Interesse, diese Liicke zu
schlieBen und damit die Forschung auf dem Gebiet der Flexoelektrizitét einen
Schritt voranzubringen.

1.3  Ziele und Gliederung der Arbeit

Das Ziel der vorliegenden Dissertation ist die Entwicklung eines makroskopischen
flexoelektrischen Kontinuummodells, mit dem das dissipative Materialverhalten
in Ferroelektrika bei quasistatischen Prozessen abgebildet werden kann. Damit
wird eine bestehende Forschungsliicke geschlossen und eine Verbindung zwischen
den in der vorangegangenen Literaturrecherche behandelten Themenbereichen
hergestellt. Die Vorgehensweise steht dabei in engem Zusammenhang mit dem
bereits verdffentlichten Artikel in SUTTER und KAMLAH [25]. Fiir die Ausgestal-
tung der iibergeordneten Zielsetzung konnen folgende Etappen stichpunktartig
definiert werden:

11
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Formulierung einer elektro-mechanischen Kontinuumstheorie, die neben
der Piezoelektrizitdt auch Effekte hoherer Ordnung aus der Flexoelektri-
zitdt einbezieht. Die Einbettung dieser Theorie in den thermodynamisch
konsistenten variationellen Rahmen der Generalisierten Standardmateriali-
en (GSM) ermdglicht dariiber hinaus eine Beriicksichtigung dissipativen
Materialverhaltens.

In den zuvor geschaffenen Rahmen der flexoelektrischen Kontinuumstheorie
wird ein angepasstes makroskopisches ferroelektrisches Materialmodell
integriert, das alle relevanten nichtlinearen Effekte enthilt. Durch die so
geschaffene variationelle Struktur des Modells mit Potentialcharakter wird
per Konstruktion eine symmetrische Materialtangente sicherstellt.

Basierend auf den Randwertproblemen sowohl fiir rein piezoelektrische
Anwendungen als auch fiir solche, die auch die Flexoelektrizitit beriicksich-
tigen, werden entsprechende Variationsformulierungen abgeleitet. Darauf
aufbauend konnen mafBgeschneiderte FE-Formulierungen konstruiert wer-
den, die fiir die Simulation komplexer Systeme geeignet sind.

Mithilfe der geschaffenen Simulationswerkzeuge soll ein Verstdndnis fiir
das Zusammenwirken des flexoelektrischen Effekts und der Doménen-
umklappprozesse in Ferroelektrika geschaffen werden. Die wesentlichen
Fragenstellungen konnen hierbei wie folgt definiert werden:

1. Kann allein durch das Auftreten von Verzerrungsgradienten mittels di-
rekten flexoelektrischen Effekts ein Domédnenumklappen im Material
und damit ein Polarisationsprozess hervorgerufen werden?

2. Lisst sich mit stark ausgeprigten elektrischen Feldgradienten das glo-
bale Deformationsmuster von mikro-elektromechanischen Bauteilen
durch den indirekten flexoelektrischen Effekt signifikant beeinflussen?
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Die dokumentierte Bearbeitung der gesetzten Ziele gliedert sich kapitelweise wie
folgt:

Kapitel 2

Zu Beginn der Arbeit werden die Grundgleichungen einer elektro-mechanischen
Kontinuumstheorie hoherer Ordnung eingefiihrt. Diese umfassen sowohl die kine-
matischen und kinetischen Zusammenhinge einer Verzerrungsgradiententheorie
als auch die Bilanzgleichungen der Elektrostatik. Die durch phinomenologische
Beobachtungen motivierte Kopplung dieser beiden Teilprobleme in Form von
thermodynamisch konsistent hergeleiteter Konstitutivgleichungen schlie3t das
Kapitel ab.

Kapitel 3

Basierend auf der in der Literatur etablierten Modellklasse der Generalisierten
Standardmaterialien wird ein variationeller Modellierungsrahmen fiir elektro-
mechanische Kontinua mit einem dissipativem Materialverhalten vorgestellt. Das
daraus resultierende inkrementelle Losungsverfahren eignet sich optimal fiir eine
Einbindung in FE-Berechnungen und bietet dariiber hinaus den Vorteil, dass eine
symmetrische Materialtangente hieraus analytisch hergeleitet werden kann.

Kapitel 4

Dieses Kapitel fiihrt in die materialwissenschaftlichen Grundlagen ferroelek-
trischer Funktionskeramiken ein. Zunéchst wird anhand einer Einheitszelle de-
ren Gitterstruktur und die daraus resultierende Phidnomenologie der Piezo- und
Flexoelektrizitit sowie der Ferroelektrizitit erlautert. Mit der Diskussion des am
Polykristall unter hinreichend hoher elektrischer oder mechanischer Belastung
messbaren nichtlinearen Grofsignalverhaltens sowie der makroskopischen Er-
scheinung der Flexoelektrizitit wird ein Grundverstdndnis fiir das durch Modelle
zu reproduzierende Materialverhalten geschaffen.

Kapitel 5

Zur Beschreibung der durch dufere elektrische oder mechanische Einwirkun-
gen hervorgerufenen Doménenumklappprozesse, die maf3geblich fiir das GroBsi-

13
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gnalverhalten von Ferroelektrika verantwortlich sind, wird ein makroskopisches
Materialmodell vorgestellt. Die darin enthaltenen mikroskopisch motivierten in-
neren Zustandsvariablen enthalten die Information iiber den Materialzustand fiir
jeden Materialpunkt, der reprisentativ fiir ein Volumen mit einer ausreichenden
Anzahl von Kornern und Dominen ist. Die Einbettung des Modells in den in Ka-
pitel 2 vorgestellten variationellen Rahmen ermdoglicht eine effiziente numerische
Umsetzung.

Kapitel 6

Die elektro-mechanischen Randwertprobleme der Piezoelektrizitit und der Flexo-
elektrizitidt werden eingefiihrt, sowie deren unterschiedliche Variationsformu-
lierungen vorgestellt. Die Vor- und Nachteile der verschiedenen Formulierun-
gen werden diskutiert und ihre Eignung fiir eine Finite-Elemente-Umsetzung
bewertet. Schlielich werden fiir beide Randwertprobleme passende gemisch-
te FE-Formulierungen konstruiert und die zugehorigen Elementmatrizen und
Elementvektoren hergeleitet.

Kapitel 7

Numerische Beispiele werden prisentiert, um die Féahigkeit des in Kapitel 5
eingefithrten Modells zu demonstrieren, das makroskopische nichtlineare Grof3-
signalverhalten ferroelektrischer Materialien zu beschreiben. In diesem Kapitel
werden jedoch zunichst die Effekte hoherer Ordnung aus der Flexoelektrizitit
vernachldssigt. Ein Vergleich der Berechnungsergebnisse mit dem experimen-
tell beobachteten Materialverhalten ermoglicht eine objektive Beurteilung der
Leistungsfiahigkeit des Modells.

Kapitel 8

In diesem Kapitel liegt der Fokus auf dem Einfluss der Flexoelektrizitéit auf das
makroskopische nichtlineare GroBsignalverhalten in ferroelektrischen Materia-
lien. In den diskutierten numerischen Beispielen wird u. a. ein Experiment aus
der Literatur simulativ nachgestellt und die berechnete Modellantwort mit der
realen Erscheinungscharakteristik der Flexoelektrizitit verglichen. Dariiber hinaus
werden aber auch synthetisch definierte Randwertprobleme mit einer gezielten

14
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Anregung der Flexoelektrizitit berechnet.
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2  Grundgleichungen des
elektro-mechanischen Kontinuums

In diesem Kapitel werden die Grundgleichungen einer elektro-mechanisch ge-
koppelten Feldtheorie fiir Kontinua zusammengefasst. Die hier prisentierten
Zusammenhinge bilden das Fundament, auf dem die darauffolgenden Kapitel
aufbauen. Die in dieser Arbeit verwendete mathematische Notation ist im Anhang
A.1 beschrieben.

2.1 Vorbemerkungen zu Kontinuumstheorien

Das Konzept einer Kontinuumstheorie folgt der Annahme, dass ein zu betrach-
tender Korper 8 zusammenhingend und homogen ist. Ferner sind alle ihm zu-
geordneten makroskopischen Materialeigenschaften als gemittelte Eigenschaften
seiner auf mikroskopischer Skala vorhandenen Einzelkomponenten zu verstehen.
Alle in diesem Kapitel eingefiihrten makroskopischen Feldgrofien sind somit auch
als Werte zu verstehen, welche iiber ein repriasentatives Volumen des zu betrach-
tenden Materials gemittelt wurden. Werden zusitzlich die ortlichen Gradienten
dieser makroskopischen Felder betrachtet, 14sst sich nicht nur eine Aussage iiber
den Zustand am Ort eines Materialpunktes treffen, sondern auch die Anderung
des Zustandes in einer endlichen Umgebung erfassen. Theorien, in denen solche
nicht-lokalen Effekte ihre Beriicksichtigung finden, werden im Allgemeinen als
Gradiententheorien oder auch als Theorien hoherer Ordnung bezeichnet. Die Mo-
tivation fiir diese liegt in der Erfassung der hiufig in Experimenten beobachteten
Verinderung von Materialeigenschaften bei Variation der Probenabmessung, was
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im Allgemeinen als GroBeneffekt (engl. ’size effect’) bezeichnet wird.

2.2  Grundlagen der Elastostatik hoherer Ordnung

Im folgenden Abschnitt werden die grundlegenden Annahmen und Zusammen-
hinge der Kontinuumsmechanik von Festkorpern diskutiert. Fiir eine ausfiihrliche
Recherche zu klassischen Theorien erster Ordnung sei an dieser Stelle auf Stan-
dartwerke, wie z. B. [74-78], verwiesen. Im Rahmen dieser Arbeit wird zudem
auf die Grundlagen der Verzerrungsgradiententheorie (engl. ’strain gradient theo-
ry (SGT)’) zuriickgegriffen, welche haufig auch als Elastizitétstheorie hoherer
Ordnung bezeichnet wird. Fundamentale Zusammenhinge dieser Theorie kon-
nen u. a. aus [40, 79-84] entnommen werden. Eine allgemeine Ubersicht zu
Kontinuumstheorien hoherer Ordnung findet sich z. B. in [85, 86].

2.2.1 Kinematik

Als Kinematik wird die Lehre der Bewegung von Punkten und Korpern im Raum
in Abhingigkeit von der Zeit verstanden. Man betrachte einen Korper & als
eine zusammenhingende Menge von materiellen Punkten, welcher zu jedem Zeit-
punkt 7 eine beliebige Konfiguration im dreidimensionalen euklidischen Raum IE3
einnimmt. Durch Einfiihren eines kartesischen Koordinatensystems mit Basisvek-
toren €; am Ursprung &, lassen sich beliebige materielle Punkte P des Korpers %
durch den Ortsvektor X auf dessen Referenzkonfiguration %, zum Startzeitpunkt
to abbilden, vgl. Abb. 2.1. Des Weiteren wird die Position p desselben Punktes
mit dem Ortsvektor X zum Zeitpunkt ¢ > #y auf der Momentankonfiguration des
Korpers %, dargestellt. Ein funktionaler Zusammenhang zwischen der materiellen
und rdumlichen Koordinate eines Punktes lésst sich durch

=

¥=7(X,r) uwd X=x'@&1) 2.1)
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2.2 Grundlagen der Elastostatik hoherer Ordnung

Abbildung 2.1: Abbildung eines beliebigen kontinuierlichen Kérpers % in der Referenzkonfiguration
P, und dessen Bewegung ¥ in seine Momentankonfiguration ;.

iber eine ausreichend oft stetig differenzierbare und umkehrbare Abbildung zu ein-
fiihren, wobei ¥ (X ,79) = X. Hierbei beschreibt die Funktion ¥ die Bewegung des
jeweiligen Punktes durch den Raum. Die Verschiebung des Punktes P, ausgewertet
fiir beliebige Zeitpunkte ¢, ldsst sich dann definieren zu

=

@(X,1):=1(X,0) =X, (2.2)

wobei diese in der LAGRANGE’schen (materiellen) Betrachtungsweise beziiglich
der Referenzkonfiguration eingefiihrt wurde'. Um ein MaB fiir die Deformation
des Korpers zu erhalten, miissen zusitzlich die lokalen Anderungen der Bewegung
in der unmittelbaren Umgebung dX eines Punktes X betrachtet werden. Diese
Bewegungsinderungen lassen sich durch die TAYLOR-Reihenentwicklung
07(X,1) o 13°%(X.1)

ﬂ)?-i—d}?,t :H}_(),t +7_,dx+ —
& +dX o) = 7R+ 5 3

((dX ®@dX)+... (2.3)

! Werden kinematische GrundgroBen beziiglich der Momentankonfiguration definiert, spricht man

von einer EULER’schen (rdumlichen) Beschreibung.
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2 Grundgleichungen des elektro-mechanischen Kontinuums

approximativ darstellen. In der klassischen Kontinuumstheorie erster Ordnung
geht man davon aus, dass die Bewegung des Punktes X nur durch seine unmit-
telbare Nachbarschaft infinitesimalen Charakters beeinflusst wird und daher ein
Abbruch nach dem linearen Glied in der Approximation der Bewegung in (2.3)
gerechtfertigt ist. Die Tangente an die Abbildung ¥ ()_f ,¢) im linearen Term in (2.3)
wird im Allgemeinen als materieller Deformationsgradient
F::wzfc'(it)ééﬁx mit  F#FT 2.4
0X
bezeichnet. Diese Grofie hat sich als ein fundamentales Maf} zur Beschreibung
finiter Deformationen in der Kontinuumsmechanik etabliert. Durch Einsetzen der
Beziehung )_('()? +dX, t) =X+ dX in (2.3) und der Vernachlissigung aller Terme
hoherer Ordnung ab einschlielich des Quadratischen kann gezeigt werden, dass
mithilfe des Deformationsgradienten die Abbildung

dx=F-dX (2.5)

von differentiellen Linienelementen X in der Referenzkonfiguration auf differen-
tielle Linienelemente dX in der Momentankonfiguration erfolgt. Durch Einfiithren
von Normalenvektoren N und 7 auf infinitesimalen Flichenelementen dA und da,
in der Referenz- bzw. der Momentankonfiguration (vgl. Abb. 2.1), lassen sich die
Transformationsbeziehungen

fida=detFFT-NdA  und  dv=detFdV (2.6)

fiir selbige Flachenelemente, sowie fiir infinitesimale Volumenelemente, angeben.
Da der zuvor eingefiihrte Deformationsgradient F zusitzlich zu den lokalen
Verzerrungen auch Starrkdrperrotationen enthilt, stellt dieser kein geeignetes Mal}
zur Beschreibung von Forminderungen eines Korpers dar. Aus diesem Grund
wird an dieser Stelle der GREEN-LAGRANGE sche Verzerrungstensor

1
E::E(FT-F—I) mit E=E" 2.7)
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2.2 Grundlagen der Elastostatik hoherer Ordnung

eingefiihrt, welcher relative Lingen- und Winkeldnderungen bezogen auf mate-
rielle Linienelemente der Referenzkonfiguration beschreibt. Durch Bilden des
materiellen Gradienten von (2.2) kann der Zusammenhang
- ox(X,r) oX
iVy=Vi=->2+——"S=F-I=H 2.8

X X X @9
zwischen dem Verschiebungsvektor und dem Deformationsgradienten aufge-
zeigt werden, woraus sich der Verschiebungsgradient H ergibt’>. Der GREEN-
LAGRANGE Verzerrungstensor lésst sich mit der Beziehung in (2.8) dann alterna-
tiv mit 1

E:E(HT—&—H—&—HT-H) (2.9)

darstellen.

Nun soll noch einmal die Beschreibung der Bewegung benachbarter materieller
Punkte von Punkt X mithilfe von (2.3) genauer betrachtet werden. Dieses Mal
wird angenommen, dass eine bestimmte Wechselwirkung von Punkten aus einer
groferen endlichen Umgebung mit dem Entwicklungspunkt X nicht vernachléssigt
werden kann. Das Beriicksichtigen einer solchen Wechselwirkung motiviert das
quadratische Glied in (2.3) mit in die Beschreibung der Kinematik einzubeziehen,
in Form des ortlichen Gradienten des Deformationsgradienten

o — 827(()?7”

FeVy 5 =7(X,1)®Vx®Vy. (2.10)

Als ein VerzerrungsmaB hoherer Ordnung, bezogen auf die Referenzkonfiguration,
kann dann der Kriimmungstensor® (engl. *curvature tensor’)

K:=F ' (F®Vy) (2.11)

eingefiihrt werden, welcher sowohl invariant bzgl. eines Beobachterwechsels als

2 Um die eher ,sperrig’ anmutende Erscheinung des dyadischen Produktes wenn méglich zu

vermeiden, wird die Darstellung V(...) := (...) ® Vy im weiteren Verlauf hiufig verwendet.

3 Hiufig auch als Konfigurationstensor (engl. ’configuration tensor’) bezeichnet.
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2 Grundgleichungen des elektro-mechanischen Kontinuums

auch gegeniiber Starrkorperrotationen ist (vgl. [81]). Durch die Beriicksichtigung
des quadratischen Gliedes aus (2.3) in der Form des Kriimmungstensors (2.11) mit
nicht-lokalem Charakter sind auch Informationen iiber das Bewegungsfeld einer
groBeren als der unmittelbaren Umgebung eines materiellen Punktes enthalten.

Da im Rahmen dieser Arbeit ausschlieBlich Materialien betrachtet werden, bei
denen nur sehr kleine Dehnungen (i. d. R. < 1 %) zu erwarten sind, wird an
dieser Stelle vereinfachend von einer Theorie infinitesimal kleiner Deformationen
ausgegangen (||H||< 1), woraus sich aus (2.9) der linearisierte infinitesimale
Verzerrungstensor

1
g:=S(H' +H)=H"=((Vi) +Vii) =V"ii (2.12)

S

als der symmetrische Anteil* des Verschiebungsgradienten ergibt. Durch diese
geometrische Linearisierung fallen die Referenz- und Momentankonfiguration des
betrachteten Korpers niherungsweise zusammen (9.../dX ~ d.../dX), wodurch
auf eine Unterscheidung im weiteren Verlauf dieser Arbeit verzichtet werden
kann’.

Als eine linearisierte Form des Verzerrungsmafies hoherer Ordnung (2.11), soll
im Weiteren der Gradient des infinitesimalen Verzerrungstensors in (2.12)

—

N:=e®V=Ve=_(V(Vi) +VVii) = VV""i (2.13)

| —

verwendet werden®. Dieser dreistufige Tensor mit im Allgemeinen 27 Kompo-
nenten ldsst sich aufgrund der Symmetrie des Verzerrungstensors (2.12) auf eine
Darstellung mit 18 unabhingigen Komponenten reduzieren.

In einer im Folgenden hiufig verwendeten kartesischen Indexnotation’ x; (i =

Der schiefsymmetrische Anteil beschreibt eine reine Starrkorperdrehung, welche keine Forminde-
rung hervorruft.

Deshalb wird im Folgenden auch vereinfacht v X = v geschrieben.

Dies entspricht einer Typ II Verzerrungsgradiententheorie nach MINDLIN und ESHEL [40].
Hierbei gilt es die EINSTEIN’sche Summenkonvention zu beachten.

22



2.2 Grundlagen der Elastostatik hoherer Ordnung

1,2,3), lassen sich die Komponenten der in diesem Abschnitt eingefiihrten infini-
tesimalen Verzerrungsmalle zusammenfassend schreiben zu

1 1
&= 3 (u(,;,- + ui,j) bzw. Nijk = &ijk = E(Mj.ik + uj’jk) . (2.14)
In der Darstellung in (2.14) wird fiir den Verzerrungsgradienten die linke Sub-

Symmetrie® &k = Ejix bzw. 1);jx = 1ji erkennbar.

Aufgrund der eher abstrakten Vorstellung einer Beriicksichtigung von kinemati-
schen Feldern hoherer Ordnung soll nun durch eine bildliche Darstellung einzelner
Komponenten des Verzerrungsgradiententensors ein besseres Verstindnis geschaf-

9 eines

fen werden. Hierzu wird ein willkiirliches wiirfelformiges Einheitsvolumen
Festkorpers betrachtet. Fiir dieses Volumen wird ein homogener Verzerrungs-
gradientenzustand angenommen, bei dem jeweils nur eine der 18 unabhingigen
Komponenten des Tensors 7;; von Null verschieden ist. Ein dazu passendes
Verschiebungsfeld fiir das Volumenelement kann durch zweifache Integration der
beteiligten Komponenten des Verschiebungsgradienten zweiten Grades bestimmt
werden. In Abb. 2.2 und Abb. 2.3 sind beispielhaft die resultierenden Verschie-
bungsfelder zu den Komponenten 7111 = €;1,1 und 1112 = €12 dargestellt. Es sei
angemerkt, dass es sich hierbei um Gradienten von Normalverzerrungskompo-
neneten handelt. Als Beispiele fiir Gradienten von Scherverzerrungskomponenten,
sowie deren Konstruktion aus zwei unterschiedlichen Eintrigen des Verschiebungs-
gradientes zweiten Grades sind die Komponenten 1121 = €121 (= N211 = &21,1)
und 71123 = €123 (= M213 = €1,3) in Abb. 2.4 und Abb. 2.5 illustriert. Versucht
man die einzelnen Komponenten des Verzerrungsgradiententensors nach Kriterien
einer klassischen Kontinuumstheorie erster Ordnung einzuordnen, kénnte man das
Deformationsmuster in Abb. 2.2 als longitudinal-, das in Abb. 2.3 als querschub-
und das in 2.4 als biegeartige Verformung charakterisieren. Das komplexe dreidi-
mensionale Muster in Abb. 2.5 erscheint als eine eher torsionsartige Deformation.

Bei Wahl des zweiten Gradienten des Verschiebungsvektors als zusétzliches Verzerrungsmaf
hoherer Ordnung, ergibt sich eine rechte Sub-Symmetrie u; j; = u;x; (vel. Typ I Theorie nach
MINDLIN und ESHEL [40]).

Hierbei handelt es sich nicht um ein infinitesimales Volumenelement dV'.
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A2 AX2

8/
8/

M1 = €111 = ur

Abbildung 2.2: Verschiebungsfeld eines homogenen Verzerrungsgradientenzustandes mit einzig von

Null verschiedener Komponente 1117, wobei uj (x1) = %”1,1 1x% (11,11 = const.).
A2 AX2
\
AN
A -
"x1
N2 = &2 = up12(=ui 1)

Abbildung 2.3: Verschiebungsfeld eines homogenen Verzerrungsgradientenzustandes mit einzig von
Null verschiedener Komponente 1112, wobei 1 (x1,x2) = uy 12x1x2 (1,12 = const.).

A2 A2 A2
S~ ]

L -
Ni21 = €121 = %( u1,21(= u1,12) + Uz 11 )

Abbildung 2.4: Verschiebungsfeld eines homogenen Verzerrungsgradientenzustandes mit einzig von
Null verschiedener Komponente 1121 = 1211, wobei uj (x1,x2) = uj 21x1%2 (1121 =
const.) und uz(x1) = %uz‘,llx% (12,11 = const.).
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2.2 Grundlagen der Elastostatik hoherer Ordnung

i
ms=c¢ns = 3( wn(=u3) + w3(=uz31) )

X1

Abbildung 2.5: Verschiebungsfeld eines homogenen Verzerrungsgradientenzustandes mit einzig von
Null verschiedener Komponente 1123 = 1213, wobei uj (x2,x3) = uj 23x2x3 (1123 =
const.) und u (x1,x3) = up 13x1X3 (42,13 = const.).

Die bildlichen Darstellungen aller 18 unabhéngigen Komponenten des Verzer-
rungsgradiententensors 7); i sind in Anhang B aufgefiihrt. Ahnliche Illustrationen
der Kinematik der Komponenten des Verzerrungsgradiententensors werden auch
von POLIZZOTTO [84, 87] gegeben.

2.2.2 Das Konzept von Spannungen und deren Bilanzen

Um die allgemeine Begrifflichkeit von Spannungen in Festkorpern einzufiihren,
soll in diesem Abschnitt von einem klassischen Kontinuum ohne Berticksichtigung
von zusitzlichen Gradienten der Verzerrungen ausgegangen werden.

Das in der Mechanik etablierte Schnittprinzip besagt, dass an Schnittflichen eines
gedanklich freigeschnittenen Teilkorpers innere KraftgroBBen freigelegt werden
und diese mit den duBerlich auf den Teilkorper einwirkenden Kriften jederzeit im
Gleichgewicht stehen. In Abb. 2.6 ist die Anwendung dieses Prinzips auf einen
Korper & dargestellt. Bei Betrachtung eines finiten Flichenelementes AA mit
resultierendem Kraftvektor AF im Schnitt und der Bildung des Grenzwertes

AF dF
lim o0 — 4L _.7 2.15
MB0OAA dA D 215

wird ein Ausdruck fiir die Oberflichenkraftdichte innerhalb dieses Schnittes
gefunden. Dieser ist als Spannungsvektor t definiert. Dessen Gestalt hingt nicht
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0B

A

Abbildung 2.6: Schnittprinzip fiir einen Korper & mit den in der Schnittfliche freigelegten inneren
Kriften.

nur vom Ort X sondern auch von der Orientierung 7 der Oberfliche ab. Auf
CAUCHY geht des Theorem zuriick, dass diese Abhéingigkeit linear ist und die
zugehorige Abbildung

i(%,7i) =7(xX)-o(¥) (2.16)

mit einen Tensor zweiter Stufe beschrieben werden kann. Durch diesen CAUCHY-
Spannungstensor 6 ist fiir jeden Punkt X der Spannungszustand fiir alle Schnitt-
orientierungen eindeutig beschrieben.

Eine Bilanz aller auf den Korper 4 einwirkenden Krifte kann unter Annahme
von quasi-statischen Bedingungen geschrieben werden zu

/de+/ 7dA =0, (2.17)
B 0B

worin b die volumenbezogenen duBeren Einwirkungen!® symbolisiert. Mit der
Beziehung in (2.16) und durch Anwenden des Divergenztheorems (A.10) ergibt
sich fiir jeden Punkt innerhalb des Kontinuums eine lokale Form

- -

V.6+b=0 in & (2.18)

der Impulsbilanz. Alle im und am K&rper Z enthaltenen Drehmomente beziiglich

10 7. B. durch Gravitation
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eines raumfesten Referenzpunktes ¥, konnen bilanziert werden mit
/foxédv+/ %, x 7dA = 0. 2.19)

Aus dem in (2.19) eingeforderten Momentengleichgewicht ergibt sich nach Um-
formen die Symmetrie

T

c=0 in A (2.20)

des CAUCHY-Spannungstensors, welche an dieser Stelle ohne weiteren Beweis
als giiltig angenommen werden soll. In weiteren Verlauf dieser Arbeit wird zudem
die Massenerhaltung jederzeit als erfiillt vorausgesetzt.

2.2.3 Das Prinzip der virtuellen Arbeit

Die gewonnenen Erkenntnisse aus der physikalischen Interpretation von Spannun-
gen sollen nun auf eine Theorie mit zusétzlich beriicksichtigten kinematischen
Variablen hoherer Ordnung (vgl. Abschn. 2.2.1) {ibertragen werden. Hierzu sollen
auch geeignete kinetische GrundgroBen und deren zugehorigen Bilanzgleichungen
eingefiihrt werden. Uber die zu wihlende Herangehensweise im Rahmen einer
Verzerrungsgradiententheorie wird z. B. von BERTRAM [88] eine ausfiihrliche
Diskussion gefiihrt. In der vorliegenden Arbeit wird der dort als am plausibelsten
eingestufte Weg iiber eine energetische Betrachtung beschritten. Ausgehend von
den zuvor eingefiihrten kinematischen Grundgroen des Verzerrungstensors € und
des Verzerrungsgradiententensors 1) wird die Existenz von jeweils dazu arbeits-

konjungierten Spannungsgréfen postuliert!!

. Das Integral der Elementarleistung
arbeitskonformer Paarungen von Spannungs- und Verzerrungstensoren kann dann
als

gzz/,(o;eﬂ.amdv 2.21)
B

' GURTIN [89] zeigt, dass durch die Vernachlissigung von zusitzlichen SpannungsgroBen, die ar-

beitskonform zu den héheren kinematischen Variablen sind, Grundprinzipien der Thermodynamik
verletzt werden.
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definiert werden, worin der zweistufige Spannungstensor ¢ und der dreistufige
Spannungstensor hoherer Ordnung'? T eingefiihrt wurde. Fiir diese konnen diesel-
ben Symmetriebedingungen wie fiir die arbeitskonformen kinematischen Grof3en,
ndmlich o;; = 0}; und 7;; = T;;, angenommen werden. An dieser Stelle sei an-
gemerkt, dass bei Vernachlédssigung der Effekte hoherer Ordnung in (2.21) der
Spannungstensor erster Ordnung 6 dem CAUCHY-Spannungstensor einer lokalen
Theorie aus Abschn. 2.2.2 entspricht. Der Einfachheit halber wird in dieser Arbeit
fiir beide Tensoren dasselbe Symbol verwendet.

Ferner soll von rein quasi-statischen Prozessen und der Vernachlissigbarkeit
jeglicher kinetischen Effekte aus Massentriagheiten ausgegangen werden. Das
Prinzip der virtuellen Arbeit (Pd.v.A.)b

STI(57) :/7(0' L 8e 4T 6m)dV — STI(8i@) =0 (2.22)

kann mit den VerzerrungsgroBen §&€ = V" §ii und 61 = VV*"§ii infolge des
virtuellen Verschiebungsfeldes di formuliert werden. Der externe Anteil der
virtuellen Arbeit 6T1% wird im weiteren Verlauf noch genauer bestimmt. Der
zweite Summand im Integral in (2.22) kann mit (A.3) und (A.11) zu

/t.'.éndA:—/ (r-%):V”""(SﬁdVJr/ (T-7): V"8iidA  (2.23)
B B 0%

umgeformt werden. Zusammen mit dem ersten Term in (2.22) ergibt sich dann
fiir das P.d.v.A.

/ T:V"§idV + /a £ : VO SiidA — 5T19Y (8id) = 0 (2.24)
2 B

Im Angelsichsischen auch héufig als *hyper stresses’ oder ’double stresses’ bezeichnet, wobei
T =" = 1/2(7;j + Tjir). Der Unterschied zu den ’couple stresses’ pp = Tk — 1/2(7jk — Tjix)
in gleichnamigen Theorien sollte beachtet werden, vgl. [90].

In den Herleitungen von MINDLIN und ESHEL [40] sowie BERTRAM [81] wird jeweils vom
HAMILTONsche Prinzip bzw. vom Prinzip der virtuellen Leistung ausgegangen. Da im Rahmen
dieser Arbeit nur zeitunabhingige Prozesse mit vernachlissigbarer kinetischer Energie in einer
Theorie kleiner Deformationen betrachtet werden, soll der Einfachheit halber die Herleitung tiber
das P.d.v.A. erfolgen.
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mit dem symmetrischen fotalen Spannungstensor'* T und dem Oberfiiichenspan-
nungstensor X (vgl. [83]), wobei

—

c—1T-V T,'j = Oij — Tijkk in B (2.25)
T-n Zij = TjjkNk auf 04A. (2.26)

T:
und X

Der erste Term in (2.24) kann hier als volumenbezogene innere Arbeit und der
zweite Term als oberflaichenbezogene innere Arbeit interpretiert werden. Be-
merkenswerterweise ist die Existenz eines solchen rein oberflaichenbezogenen
Anteils der inneren Energie in der klassischen Kontinuumstherie fiir Festkorper
nicht vorgesehen. Durch Umformen mithilfe von (A.2) und durch Anwenden des
Divergenztheorems (A.10) ergibt sich fiir den volumenbezogene Anteil in (2.24)

/ T:V‘-‘”"SﬁdV:—/ V-T-§idV + ii-T-0udA. 2.27)
i B 04

Der oberflichenbezogene Anteil in (2.24)

Y VYidA = ﬁ~)3-D,,5iidA+/ X: (%, ® Oi) dA (2.28)
A 04 A

kann in einen normalen und einen tangentialen Anteil aufgeteilt werden, wobei der

Gradient wie in (A.4) beschrieben zerlegt wird. Hierbei stellt D,,8i = (V - 7#) 81

den Gradienten der Verschiebungskomponente in Normalenrichtung der Oberfl4-

che dar®. Der Tangentialanteil in (2.28) lisst sich mit (A.2) weiter umformen,

woraus sich

T (V,©67)dA = /a V,.(£.6i)dA— | (V,-E)-8ddA  (2.29)
B

04 04

ergibt. Durch Anwenden des Divergenztheorems fiir Oberflichen (A.7), kann der

Hiufig auch als physikalischer Spannungstensor bezeichnet. Die Symmetrie dieses Tensors ist
fiir eine Verschiebungsgradiententheorie zweiter Ordnung (vgl. Typ I Theorie von MINDLIN und
ESHEL [40]) nicht gegeben [84].

Man konnte auch von einer Verdrehung der Oberfliche sprechen.
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zweiten Term in (2.29) als

V,-(£-8i)dA= [ (V,-#)i-L-8ii+ n-L-8idS  (2.30)
0% 0% 00%

3

geschrieben werden. Dabei wird angenommen, dass die Oberflidche d.4 in eine
endliche Anzahl von glatten Teilflachen aufgeteilt werden kann, die voneinander
abgegrenzt sind durch die Gesamtheit der Kanten dd.%. Die Normalen 7, stehen
dabei in jedem Punkt senkrecht zu den Oberflichennormalen 7 und bilden zu-
sammen mit den Tangenten der Kanten 094 eine Orthonormalbasis, siche auch
Anhang A.2.3.1.

Zusammenfassend lésst sich das P.d.v.A. in (2.24) zu

SN(8it)=— | V-T-8ddv+ | (i-T—V,-Z+(V,-i)ii-E)-SiidA
B 0B

. (2.31)
+/ i.5.D,SHdA+ § £ SidS — ST (55) = 0
0B d0A
schreiben. Der externe Anteil der virtuellen Arbeit in (2.31) soll nun mit
STI (8if) — / bow - SildV + / 7., SidA
» 0%,
(2.32)

+ / 7D, SidA + 7{ & . SiidS
0%, 00%;

definiert werden, wobei die Vektoren Ew und 7,,, die volumen- bzw. die oberfli-
chenbezogenen duBeren Einwirkungen darstellen. Der Vektor 7,,, charakterisiert
die Oberflichenmomentenspannungen und ¢,,, beschreibt spezifische Linienlasten
an Kanten des zu betrachtenden Korpers. Die Annahme, dass die Momentenspan-
nungen 7,,, nur Arbeit auf dem Gradienten der Verschiebung in Normalenrichtung
verrichtet erscheint nach der Herleitung von (2.31) trivial, ist aber alles andere
als offensichtlich. Von TOUPIN [79] wird gezeigt, dass der zum Gradienten der
Verschiebung in Tangentialrichtung arbeitkonforme Normalenanteil der Momen-
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tenspannungen verschwinden muss'®.

Zusammenfassend konnen mit dem hergeleiteten Ausdruck der virtuellen Arbeit
in (2.31) mit (2.32) die notwendigen und hinreichenden Bedingungen

V-T+by=0 in% mit T=6—7-V (2.33)

AT—V, 2+ (V,-#A)i-£=7, aufd%B  mit =17 (2.34)
i-L=F, aufdB, (2.35)

[#-Z] =2, auf o2, (2.36)

zur punktweisen Erfiillung von Gleichung (2.22) fiir beliebige 8ii gewonnen
werden. In diesen Bedingungen konnen die Bilanzgleichung (2.33), sowie die
NEUMANN-Randbedingungen (2.34)-(2.36) identifiziert werden. Es zeigen sich
die Unterschiede zu den fiir ein klassisches Kontinuum erster Ordnung angege-
benen Relationen in (2.16) und (2.18), welche durch die Beriicksichtigung des
Terms hoherer Ordnung in (2.21) entstanden sind. Der Ausdruck [...] in (2.36)
stellt einen Sprung der ausgewerteten Grof3e liber eine Kante dar. Durch eine
aufgebrachte Kantenlast c,,, wird somit eine Differenz in den betreffenden Span-
nungskomponenten, jeweils ausgewertet an den beiden angrenzenden Teilfldchen,
verursacht. Die DIRICHLET-Randbedingungen in Form von vorgegebenen Werten
(...)" fiir das Verschiebungsfeld kénnen mit

W= auf 0%, 2.37)
D,ii = D,ii’ auf 0%, (2.38)
i=i auf 00%, (2.39)

angegeben werden. Der Ausdruck in (2.38) wertet punktweise den Gradienten
der Verschiebungskomponente in Richtung der Normalen der Oberfliche des
Korpers Z aus. Mit den gewonnenen Gleichungen (2.33) bis (2.39) konnte ein

16 Diese Annahme der Unzulissigkeit einer ,schraubenzieherartigen’ Torsionsbelastung der Oberfli-
che wird z. B. auch in der Schalentheorie getroffen.
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2 Grundgleichungen des elektro-mechanischen Kontinuums

Abbildung 2.7: Randwertproblem eines Korpers .2 mit allen angreifenden duferen Einwirkungen
und den Verschiebungsrandbedingungen.

Teil des elastostatischen Randwertproblems!” fiir ein Kontinuum zweiter Ord-
nung hergeleitet werden. In Abb. 2.7 ist dieses Randwertproblem noch einmal
bildlich zusammengefasst. Die Berandung des Korpers lédsst sich, wie bereits
in (2.34) bis (2.35) und (2.37) bis (2.38) angedeutet, in einen Spannungsrand
0%, und eine Verschiebungsrand d %, aufteilen, wobei 0.%; N 9B, = % und
0%, U d %, = 0 gilt. Selbiges soll auch fiir die Kanten 09.%; und dd%, des
Korpers gelten. Aufgrund der integralen Erfiillung der Bilanzgleichung (2.33) im
Ausdruck des P.d.v.A in (2.31) wird dieses auch héufig als schwache Form des
Gleichgewichtes bezeichnet. Eine genauere Betrachtung einer starken Form des
Gleichgewichtes im Stile von Abschn. 2.2.2 kann aus einer Modellvorstellung
gewonnen werden, welche u. a. in [80, 83, 87, 91, 92] diskutiert wird, dass die
Oberflache eines Festkorpers im Rahmen einer Gradiententheorie von einer diin-
nen Schale umschlossen ist. In dieser Schale wirken Oberflichenspannungen (vgl.
(2.26)), welche zusitzlichen Bilanzrelation geniigen miissen und im inneren des
Festkorpers schnell abklingen. Nach POL1zzOTTO [83, 87] lassen sich deshalb
samtliche Bilanzen an beiden Teilsystemen separat fithren. Die Impulsbilanz fiir
den volumenbezogenen Festkorper ergibt sich dann zu der bereits in (2.33) gewon-
nen Beziehung. Bildet man das Gleichgewicht an einem infinitesimalen Element
der Aullenschale kann gezeigt werden, dass (2.34) als eine Bilanzgleichung der

17" Bisher wurden nur die materialunabhingigen Gleichungen eingefiihrt.
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2.3 Grundlagen der Elektrostatik

Oberfldche interpretiert werden kann. Dabei sei angemerkt, dass die Komponen-
ten des Oberflichenspannungstensors stark von der Kriimmung der Oberfldche
abhingig sind.

2.3 Grundlagen der Elektrostatik

In diesem Abschnitt werden physikalische Phanomene und deren mathemati-
sche Beschreibung der Elektrostatik zusammengefasst. Hierbei wird stets von
quasi-statischen und zeitunabhéngigen Zustinden ausgegangen, sodass sich die
Elektrostatik als ein spezifischer Sonderfall der allgemeinen Elektrodynamik
ergibt. Des Weiteren werden im Rahmen dieser Arbeit jegliche Effekte aus Magne-
tismus vernachléssigt. Als Grundlage fiir diesen Abschnitt dienen Standartwerke
iiber die allgemeine Elektrodynamik wie z. B. [93-97].

2.3.1 Elektrische Ladung und Felder

Die elektrische Ladung q von Elementarteilchen in einer Materie bestimmt im
Wesentlichen deren elektromechanisches Verhalten. Diese Ladungen konnen posi-
tiv oder negativ sein. Des Weiteren wird angenommen, dass sie in den folgenden
Betrachtungen stets in Ruhe verharren. Die Ladungserhaltung besagt zudem, dass
die Summe der Ladungen in einem abgeschlossenen System sich nicht dndert.
Gemiaf dem COULOMB ’schen Gesetz wird auf eine ruhende Ladung g, infolge
einer zweiten Ladung ¢, die Kraft

q1q2 X1 —X%

Fio=—Fy =142 71 =
12 17 dwe |7 - 5P

(2.40)
ausgeiibt (vgl. Abb. 2.8 links), wobei eg = 8.8542- 1012 C? /(Nm?) die elektri-
sche Feldkonstante im Vakuum symbolisiert. Umgekehrt wirkt auf Ladung ¢,
entlang der direkten Verbindungslinie eine entgegengesetzte Kraft. Aus Glei-
chung (2.40) ergibt sich, dass zwischen gleichnamigen Ladungen abstofende
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2 Grundgleichungen des elektro-mechanischen Kontinuums

Abbildung 2.8: Links: Wirkungsweise der COULOMB ’schen Krifte bei zwei gleichnamigen ruhenden
Punktladungen. Rechts: Elektrisches Feld zwischen zwei ungleichnamigen Punktla-
dungen, sowie dessen Erfassung mittels einer Probeladung.

und zwischen ungleichnamigen anziehende Krifte wirken. Auf FARADAY ist die
Beobachtung zuriickzufiihren, dass in den leeren Raumen zwischen Punktladun-
gen ein elektrisches Feld wirkt. Dieses Feld stellt ein MaB fiir die Krifte dar,
welche auf Ladungen an einem bestimmten Ort einwirken. Prinzipiell 14sst sich
das elektrische Feld

E(Xp) = (2.41)
qr

durch riumliches Abtasten mittels einer Probeladung'® gp und der an jedem
Ort Xp gemessenen COULOMB’schen Kraft punktweise ermitteln. Eine sehr an-
schauliche Analogie lisst sich fiir das elektrische Feld zu Stromlinien in einer
inkompressiblen Fliissigkeit motivieren. In Abb. 2.8 (rechts) wird die Orientie-
rung des elektrischen Feldvektors E durch die Richtung der Feldlinien, sowie die
Intensitit der Feldstirke durch die Fldchendichte der Linien symbolisiert. Dabei
beginnen die Feldlinien an positiven und enden an negativen Ladungen, sodass
positive Ladungen als Quellen und negative Ladungen als Senken des elektrischen
Feldes interpretiert werden konnen.

In Analogie zur mechanischen Gravitationstheorie ist die COULOMB ’sche Kraft
ebenfalls aus einem Potential herleitbar. Dieser Gedanke motiviert die auf Ladung

18 Um das zu ermittelnde elektrische Feld nur im geringen MaBe zu beeinflussen, sollte die gewihlte

Probeladung im Vergleich zu den feldaufspannenden Ladungen sehr klein sein.
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2.3 Grundlagen der Elektrostatik

q1 aus Abb. 2.8 (links) wirkende Kraft

q 1

—— = (242)
471760 Hxl 7)(2”

Fip = —t]1ai¢(f1 —%)  mit ¢(X—X2) =
X1
zu schreiben, wobei ¢ das skalare elektrostatische Potential symbolisiert. Die
Einfithrung dieses Potentials im Rahmen einer elektrostatischen Feldtheorie er-
weist sich in der Regel als sehr niitzlich, wie spiter noch gezeigt werden wird.
In technischen Anwendungen ist hidufig die Potentialdifferenz zwischen zwei
Punkten X} und X, von Interesse. Diese ergibt sich zu

X

AP (X1,%) = / E-dx (2.43)

X1

und wird im Allgemeinen als elektrische Spannung bezeichnet und wird in der
Einheit Volt gemessen.

In realer Materie treten Teilchen unterschiedlicher Ladungen in der Regel in
einer grolen Anzahl auf, wobei jedes einzelne die Form des elektrischen Feldes
beeinflusst, vgl. Abb. 2.9 (links). Soll fiir einen solchen Fall das elektrische Feld
an der Position Xp einer Probeladung gp bestimmt werden, kann dieses und das
zugehorige elektrische Potential nach dem Superpositionsprinzip mit

Abbildung 2.9: Links: Superpositionsprinzip bei der Ermittlung des elektrischen Feldes am Ort einer
Probeladung infolge einer willkiirlichen Ladungsverteilung. Rechts: Kontinuumstheo-
retische Betrachtung von Ladungen in einem Korper in Form einer Ladungsdichte p,
pro Einheitsvolumen und dem erzeugten elektrischen Feld am Ort einer Probeladung.
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el

() = — S At S (2.44)

a 47'L'€0 =1 |‘fp—fi||3 47'C€() Z H)CP X,H

ermittelt werden. Fiir eine makroskopische Betrachtung der elektrischen Felder
in und um einen Korper bietet sich eine Betrachtung im Rahmen einer Kontinu-
umstheorie an (vgl. Abschn. 2.1). Hierbei wird angenommen, dass alle Ladungen
innerhalb des Korpers % kontinuierlich verteilt sind. Fiir diesen Fall gehen die
beiden Gleichungen in (2.44) in eine Integralform iiber und kénnen zu

2o Pq(X)(Xp —X)
E 2.4
() = 47reo/ RS (2:49)
- 1 Pq(¥)
d = dav 2.46
un ¢(XP) 471:60/(%”)_6})—)_6” ( )

geschrieben werden. Hierbei reprisentiert p,(X) = dq/dV die Ladungsdichte pro
infinitesimalem Einheitsvolumen des zu betrachtenden Mediums.

2.3.2 Polarisation in Dielektrika

Im Folgenden sollen nun die Phinomene der Elektrostatik in einer Form betrachtet
werden, wie sie in sogenannten dielektrischen Materialien zu beobachten sind. Als
ein Dielektrikum wird ein Material bezeichnet, das eine verschwindend geringe
Leitfihigkeit besitzt und damit als Isolator idealisiert werden kann. In Isolatoren
gilt die Annahme, dass Ladungen nicht frei bewegliche sind, sondern nur in
einer im Material gebundenen Form vorkommen. Dies macht das Flieen eines
elektrischen Stroms unmoglich.

Eine Situation, wie sie z. B. in Abb. 2.8 (rechts) dargestellt ist, mit zwei in einem
Abstand d gegeniiberstehenden Ladungen ¢ und ¢~ wird im Allgemeinen als
elektrischer Dipol bezeichnet. Diese Dipole verharren in einem Dielektrikum an
Ort und Stelle. Es kann aber davon ausgegangen werden, dass deren Ladungen
sich ein wenig gegeneinander verschieben konnen. Als eine charakteristische
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2.3 Grundlagen der Elektrostatik

GroBe fiir einen elektrischen Dipol kann das Dipolmoment'®

-

P=qd (2.47)

aus dem Produkt der Ladung g und dem Abstand d gebildet werden. Der Vektor
des Dipolmoments zeigt dabei immer von der negativen Ladung zur positiven La-
dung. Wirkt ein homogenes elektrisches Feld koaxial auf einen Dipol, verursacht
dieses nach dem COULOMB’schen Gesetz (2.40) eine entgegengesetzte Kraft auf
die beiden Ladungen entlang der Feldlinien, was zu einer Verinderung des Ab-
standes d hinwirkt, vgl. Abb. 2.10 (links). Dies fiihrt nach Gl. (2.47) zwangslaufig

Abbildung 2.10: Links: Anderung des Zustands eines Dipols infolge eines koaxial einwirkenden
homogenen elektrischen Feldes. Rechts: An einem Dipol zusétzlich verursachtes
Drehmoment unter der Wirkung eines nicht koaxial ausgerichteten homogenen
elektrischen Feldes.

zu einer Verdnderung des Dipolmoments. Ist die Ausrichtung der Ladungen nicht
vollstindig koaxial mit einem einwirkenden homogenen elektrischen Feld, wird
auf einen elektrischen Dipol das Drehmoment®’

" =dxF=pxE (2.48)

19 Diese Bezeichnung erscheint unter Umstinden etwas irrefiihren, da diese GroBe nichts mit einem
Drehmoment im mechanischen Sinne zu tun hat.

Die Wirkung dieses Drehmomentes konnte man auch auf die makroskopische Skala iibertragen
wodurch es z. B. auch in der globalen Momentenbilanz beriicksichtigt werden miisste. Ein
einfaches Zahlenbeispiel von KAMLAH [98, 99] zeigt allerdings, dass dessen Einfluss im Fall der
hier betrachteten PZT-Keramiken vernachléssigbar ist.

20
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2 Grundgleichungen des elektro-mechanischen Kontinuums

ausgeiibt, vgl. Abb. 2.10 (rechts). Dieses bewirkt, dass sich Dipole entlang elektri-
scher Feldlinien ausrichten.

Wie schon beim elektrischen Feld und dem elektrischen Potential in (2.45) soll fiir
das mikroskopische Dipolmoment der Ubergang zu einer kontinuierlichen makro-
skopischen Beschreibung geschaffen werden. Als eine iiber ein Einheitsvolumen
gemittelte Dipoldichte kann die makroskopische elektrische Polarisation

- dp
B:= < *'> =P 2.49
;pl av ( )
eingefiihrt werden. Diese vektorielle GroBe beschreibt den Zustand der gebun-
denen elektrischen Ladungen, représentativ fiir ein hinreichend grof3 gewihltes
Volumen des betrachteten Materials.

Die in diesem Abschnitt diskutierte Interaktion der Dipole mit einem elektrischen
Feld auf mikroskopischer Ebene fiihrt zwangsliufig auch zu Anderungen in der
makroskopischen elektrischen Polarisation. Diese Wechselwirkung hat wiederum
auch einen direkten Einfluss auf die Form des wirkenden elektrischen Feldes. Ein
linearer isotroper Zusammenhang zwischen diesen beiden Groéfen, kann in einer
makroskopischen Betrachtungsweise mit

P=«kE (2.50)

beschrieben werden. Die darin enthaltene materialspezifische Konstante k wird
im Allgemeinen als dielektrische Suszeptibilitdt bezeichnet. Durch sie wird die
,Polarisierbarkeit’ eines Materials charakterisiert und damit die Fahigkeit den ma-
kroskopischen Polarisationszustand durch das Anlegen eines elektrischen Feldes
zu veridndern.

2.3.3 Dielektrische Verschiebung

Es soll nun das Verhalten eines Dielektrikums unter dem Einfluss eines extern
beaufschlagten elektrischen Feldes auf makroskopischer Skala genauer disku-
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2.3 Grundlagen der Elektrostatik

tiert werden. Hierzu wird zunéchst die linke Situation in Abb. 2.11 eines gela-
denen Plattenkondensators betrachtet. Dabei wird von einer eindimensionalen
Idealisierung des Kondensators ausgegangen. Die von der Spannungsquelle zur
Verfiigung gestellten freie Ladungen q'(f) sind in den als Leiter angenommenen
Kondensatorplatten konstant verteilt, sodass sich ein homogenes elektrisches Feld
Ey = q6 /(€pA), innerhalb des Kondensators einstellt. Dabei entspricht A der Fla-
che der Platten. Im nichsten Schritt wird ein Dielektrikum in den Zwischenraum
der Kondensatorplatten eingeschoben, vgl. Abb. 2.11 (rechts). GeméaB der im vor-
angegangenen Abschnitt diskutierten Zusammenhénge, richten sich die Dipole des

2B 0 P — 0
’ o D DD
[ > I [T
N pro i D DD
’ ol D DD
¢$>0 ¢ <0 $>0  plw  $<0
>0 qy <0 qh+4q) >0 gb+q, <0

Abbildung 2.11: Links: Homogenes elektrisches Feld in einem geladenen Plattenkondensator. Rechts:
Beeinflussung des elektrischen Feldes und der Ladungsverteilungen infolge eines
eingeschobenen Dielektrikums.

Dielektrikums in die Wirkungsrichtung des anliegenden elektrischen Feldes Ey
aus. Dadurch entsteht nach (2.50) eine Polarisation P = KE( im Material. Wie aus
Abb. 2.11 ersichtlich wird, kompensieren sich die gebundenen Ladungen der Di-
pole innerhalb des Materials gegenseitig, wihrend an den seitlichen Grenzfldchen
gebundene Oberflachenladungen

¢’ =PA 2.51)

resultieren. Zur Kompensation dieser iiberschiissigen Oberflachenladungen ent-
steht im Dielektrikum ein dem externen Feld entgegengerichtetes elektrisches
Feld E4r°, welches hiufig auch als Depolarisationsfeld bezeichnet wird. Das ef-
fektiv wirkende elektrische Feld innerhalb des Dielektrikums reduziert sich damit
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um den Betrag des Depolarisationsfeldes. Ferner ist zu beobachten, dass sich
ein zusitzliches elektrisches Feld E7' = g /(epA) in den Zwischenriumen des
Dielektrikums und den Kondensatorplatten erstreckt. Dieses Feld wirkt zwischen
den gebundenen Oberflichenladungen des Dielektrikums ¢” und betragsmiBig
gleichen, zusitzlich von der Spannungsquelle zugefiihrten, Ladungen an den Kon-
densatorplatten q’; = +¢’. Das anliegende Potential ¢ an den Platten bleibt dabei
jederzeit konstant.

Durch die demonstrierte Wechselwirkung von elektrischen Feldern mit dielek-
trischen Materialien infolge deren spezieller Ladungszustinde gestaltet es sich
offenbar als schwierig, die Zustidnde innerhalb des Materials im Allgemeinen zu
beschreiben. Ein Ansatz ist, tiber die verursachten freien Oberflichenladungen an
den Kondensatorplatten zu einer globalen Aussage iiber die elektrischen Ladungs-
zustdnde innerhalb des Kondensators zu gelangen. Hierzu soll der elektrische
,Fluss’ iiber die Kondensatorplatten genauer betrachtet werden. Dieser Fluss kann
zu :

@ | 4

&y — /EdA -
A €0 €0

P

=FE)A+—A (2.52)
€0

geschrieben werden. Woraus sich nach weiterem Umformen

€oPr

=eyEy+P =  D:=eoEy+P (2.53)

die FeldgroBe D zur Beschreibung des Ladungsflusses pro Flicheneinheit ergibt.
Diese GroBle wird gewohnlich als dielektrische Verschiebung bezeichnet. Eine
Allgemeine dreidimensionale Form ihrer Bestimmungsgleichung in (2.53) kann
mit

D=¢yE+P (2.54)
dargestellt werden. Wie in diesem Abschnitt gezeigt wurde, ist die dielektrische
Verschiebung die entscheidende GroBe zur Beschreibung von Anderungen des
Ladungszustandes infolge elektrischer Felder in Dielektrika und deren Umgebung.
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2.3.4 Elektrostatische Feldtheorie

Die allgemeinen Gesetze der Elektrodynamik sind in den sogenannten MAX-
WELL-Gleichungen zusammengefasst. Durch diese wird neben der Elektrizitit
auch der Magnetismus, sowie deren Wechselwirkung in einem mathematischen
Rahmen beschrieben. Die darin beriicksichtigten Grundgréfen werden als Felder
innerhalb eines bestimmten Gebietes, sowie auf dessen Berandung, betrachtet. Die
MAXWELL-Gleichungen umfassen in ihrer gesamten Form vier gekoppelte lineare
partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. Durch die in dieser Arbeit ge-
troffenen Vereinfachungen einer elektrostatischen Theorie mit Vernachlédssigung
von magnetischen Effekten, reduzieren sich die MAXWELL-Gleichungen auf zwei
Gleichungen in der Form

-

V.D=p/ ud VxE=0 in 2, (2.55)

zur Beschreibung von elektrischen Feldern und Ladungen innerhalb eines beliebi-
gen Gebietes, vgl. auch [93]. Die erste Gleichung in (2.55) wird als GAUSS’sches
Gesetz bezeichnet. Deren physikalische Aussage ist, dass elektrische Fremdladun-
gen p’ Quellen der dielektrischen Verschiebung darstellen. Die zweite Gleichung
in (2.55) ist als FARADAY ’sches Gesetz bekannt und beinhaltet die GesetzmafBig-
keit der Wirbelfreiheit eines elektrischen Feldes. Im Zusammenhang mit dieser
reduzierten Form der MAXWELL-Gleichungen wird hiufig auch von einer MAX-
WELL-FARADAY Theorie der Elektrostatik gesprochen.

Die Forderung, dass das elektrische Feld frei von Rotationen sein soll, ldsst sich
durch dessen Darstellung
E=-V¢ (2.56)

als der negative Gradient des elektrischen Skalarpotentials (vgl. (2.42)) per Kon-
struktion erfiillen. Um basierend auf den Gleichungen (2.55); und (2.56) ein
elektrostatisches Randwertproblem zu formulieren, werden noch geeignete Rand-
bedingungen benétigt. Als eine DIRICHLET-Randbedingung kann der Wert des
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elektrischen Potentials mit
¢=¢" auf 0%, (2.57)

direkt vorgegeben werden. Die zugehorigen NEUMANN-Randbedingungen erge-
ben sich zu einer Vorgabe von extern beaufschlagten elektrischen Ladungen q,,,
an der Oberfliche. Uber die lineare Abbildung

e =7-D  auf 0%, (2.58)

in Abhidngigkeit der Oberflichennormale 7, lédsst sich ein direkter Bezug zum
dielektrischen Verschiebungsvektor herstellen.

2.4 Phinomenologische Stoffgesetze

In diesem Abschnitt werden konstitutive Gleichungen vorgestellt, welche die
zuvor eingefiihrten mechanischen und elektrischen Grundgréfen verbinden. Diese
Gleichungen erfiillen dabei den Zweck einer phinomenologischen Beschreibung
von Effekten, wie sie in realen Materialien zu beobachten sind. Bei den hier
gewihlten Formen dieser Materialgesetze soll stets ein Bezug zu Experimen-
ten und den daraus ermittelbaren Materialkennwerten hergestellt werden. Die
physikalischen Ursachen der diskutierten Kopplungseffekte sind allerdings nicht
Gegenstand dieses Kapitels. Zudem werden die hier eingefiihrten Gleichungen
auch in einer reduzierten Vektor-Matrix-Notation von Tensoren dargestellt.

2.4.1 Elastizitit

Als Elastizitdt wird im Allgemeinen die Art des Zusammenhangs zwischen mecha-
nischer Spannung und den Verzerrungen bezeichnet. Dabei ist charakteristisch fiir
ein elastisches Materialverhalten, dass die im Material gespeicherte potentielle En-
ergie nach einem Spannungsriickgang wieder vollstdndig zuriickgewonnen wird.
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Ist der benannte Zusammenhang linear spricht man im eindimensionalen Fall von
einem HOOKE’schen Gesetz. In einer Allgemeinen multiaxialen Darstellung ldsst
sich dieses schreiben zu

c=C:e bzw. Ojj = Cijklgkl- (2.59)
Darin enthalten ist der Elastizitdtstensor vierter Stufe
C=AIxI+2ul bzw. Cijui :A5ij5kl+.u(5ik6jl+5i15jk) (2.60)

in Abhingigkeit von den beiden LAME-Konstanten A und y zur Beschreibung
eines isotropen Materialverhaltens. Des Weiteren finden sich in (2.60) die sym-
metrischen Einheitstensoren zweiter Stufe I = 6; j» sowie vierter Stufe I = [;j; =
1/2(6%6j1 + 8i10 k). Die LAME-Konstanten

Yv Y

A=—-———— und H:m

=2 (11 v) 26D

lassen sich in Abhingigkeit des Elastizititsmoduls®' Y und der Querkontraktions-
zahl v darstellen. Diese Kennwerte und der Schubmodul  kdnnen experimentell
aus Materialversuchen bestimmt werden.

Unter Ausnutzung der in Abschn. 2.2 diskutierten Symmetrien des Spannungs-
und Verzerrungstensors, lisst sich das Elastizitdtsgesetz in (2.59) in einer redu-
zierten Vektor-Matrix-Notation kompakt schreiben zu

c=Ce
mit 6 = [0]] 02 033 612 023 013) " (2.62)

T
und €= [811 €10 €332€12 2623 2813] .

2l Das hier gewihlte Formelzeichen Y ist eher im angelsiichsischen Raum gebriuchlich und steht

fiir "YOUNG’s modul’. Die gewohnte Darstellung mit £ wurde hier vermieden, damit keine
Verwechslungsgefahr mit dem elektrischen Feld besteht.
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Die darin enthaltene Elastizititsmatrix

[ A+2u A A 0 0 0]
A A+24 A 0 0 O

c_ A A A+2u 0 0 O 063
0 0 0 u 0 0
0 0 0 u 0
|0 0 00 u|

kann dann in Abhéngigkeit der LAME-Konstanten dargestellt werden. Eine sehr
kompakte Darstellung in Abhéngigkeit des Elastizitdtsmoduls und der Querkon-
traktionszahl ergibt sich in der reduzierten Notation fiir die Inverse

T 0 0
v v v 0 0 0
\4 \4 1
—y o—r 1 0 0
—1 Y Y Y
S T G . (2.64)
Y
2(1+
o o o o WM o
o 0 0 0 0o 2

der Elastizitdtsmatrix, welche hdufig auch als Nachgiebigkeitsmatrix bezeichnet
wird.

2.4.2 Elastizitit hoherer Ordnung

Ahnlich zur bereits diskutierten linearen Elastizitit erster Ordnung, wird auch bei
der Elastizitit hoherer Ordnung von einem linearen Zusammenhang zwischen
den Spannungen hoherer Ordnung und den Verzerrungsgradienten ausgegangen.
Sinngemél kann dann ein Elastizititsgesetz zu

t=G. .1 bzw. Tijk = Gijklmnnlmn (2.65)
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formuliert werden. Der darin enthaltene sechsstufige Elastizitditstensor héherer
Ordnung wird unter Annahme isotropen Materialverhaltens im allgemeinsten
Fall durch 15 unabhédngige Parameter a; bis a;5 beschrieben. Um die Anzahl
der Materialparameter zu reduzieren konnen gewisse Symmetriebedingungen
ausgenutzt werden. Durch Annahme eines Potentialcharakters®? des Stoffgesetzes
in (2.65) kann von der Symmetrie G;jximn = Gimniji ausgegangen werden. Des
Weiteren kann durch die Symmetrieeigenschaften des Verzerrungsgradienten-
tensors Gijkimn = Gijkmin angenommen werden. Die Anzahl der unabhéngigen
Materialparameter ldsst sich dann auf fiinf reduzieren und die Komponenten des
Elastizititstensors konnen mit

Gijkimn = a1(8ij Okt Smn + 8in Sk Oym + i Okm Ot + Ok 80 O1m)
+ a3 66 O1m
+ a4(0i%618mn + Oim Sk O1n + 8itc0jm Spn + 01 Ok Omn) (2.66)
+ ag (i1 6 jm Skn + Oim 61 Okn)
+a9(8i10jn Om + 8im0jn Okt + 8inSj1 Okm + 0jn G jim Okr)

angegeben werden, vgl. [40, 100, 101]. Ein weiter vereinfachtes Elastizititsgesetz
fiir eine Verzerrungsgradiententheorie wird von ALTAN und AIFANTIS [102, 103]
vorgeschlagen. Darin werden die Materialparameter a; = a4 = ag = 0 gesetzt und
es resultiert der reduzierte Ausdruck

Gijkimn = a36;Opn Opm + a8 (i1 8 jum Oxn + Gim 81 Okn) (2.67)

der Komponenten des sechsstufige Materialtensor in (2.66), wobei die einzig ver-
bliebenen Materialparameter zu a3 = Al? und ag = ul? angenommen werden??.
In deren Ausdriicke werden die LAME-Konstanten der klassischen Elastizitits-
theorie durch das Quadrat eines internen Lingenparameters [, gewichtet. Durch
diesen Lingenparameter kann der GroBeneffekt, welcher in der Verzerrungsgradi-

22 Hiufig auch als Hyperelastizitit bezeichnet.

23 Von REIHER et al. [104] wird ein Modell vorgeschlagen, in dem die Komponenten des Material-
tensors nur durch einen Materialparameter beschrieben werden.
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ententheorie beinhaltet ist, gesteuert werden. Fiir [, — 0 wird dieser GroBeneffekt
verschwindend klein und der Ubergang zur gewohnlichen Elastizititstheorie erster
Ordnung ist hergestellt. Je grofler der Langenparameter gewéhlt wird, desto stérker
macht sich der GroBeneffekt durch eine zusétzliche Versteifung bemerkbar. Eine
experimentelle Bestimmung dieses Materialparameters gestaltet sich als dulerst
schwierig. Eine pragmatische Herangehensweise ist, einen Versuch mehrfach mit
unterschiedlichen Probenabmessungen durchzufiihren und den Liangenparameter
des Modells an die gewonnenen experimentellen Daten anzupassen. Experimen-
telle Untersuchungen zu GroBeneffekten in der Elastizitétstheorie werden u. a.
von LAM et al. [105] sowie LIEBOLD und MULLER [106] durchgefiihrt.

In einer reduzierten Vektor-Matrix-Notation kann das Elastizitdtsgesetz in (2.65)
zZu

T=Gn
mit T = [T111 T2a21 T331 T122 T133 | T222 T112 T332 T121 233 |
T333 T113 T223 T131 T232 | 231 T132 T123) " (2.68)
und M = [N111 N221 M331 2M122 20133 | 222 Mi2 N332 2121 21233 |
1333 13 223 2M131 21232 | 211231 21132 21123) "

geschrieben werden. Die Gradientenelastizitdtsmatrix

a; Osys5 0545 0543
0 a 0 0

G | 1 5x5  05x3 (2.69)
Osxs Osxs a;  0s.3

035 035 0335 a
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in (2.68) mit den darin enthaltenen Teilmatrizen

[ 4a1+az+4ag+2ag+4ag  2a1+az 2a1+a3 aj+2ay aj+2ay 1
2a1+a3 a3+2ag as ay+2ag ajy
a = 2a1+a3 az az+2ag a ay+2ag (2.70)
ay+2ay ay+2ag ay as+ag+ag a,
L aj+2aqy aj aj+2ag ay astagtay |

ag ay ag
und a=|a as ag (2.71)

ag ag as

ist dabei giiltig fiir beide Komponentendarstellungen in (2.66) und (2.67).

2.4.3 Dielektrizitit

Als Dielektrizitit oder auch dielektrische Leitfahigkeit wird die Polarisationsfa-
higkeit eines Materials infolge der Wirkung elektrischer Felder bezeichnet. In
Abschn. 2.3.2 in Gleichung (2.50) wurde bereits der lineare isotrope Zusammen-
hang der elektrischen Polarisation und der elektrischen Feldstirke eingefiihrt. In
einer allgemeinen anisotropen Darstellung kann diese Beziehung mit

P=x-E (2.72)

angegeben werden, wobei die Konstitution hier iiber den zweistufigen Suszepti-
bilitdtstensor k beschrieben wird. Dessen Komponenten lassen sich sehr einfach
experimentell bestimmen. Wie in Abschn. 2.3.3 gezeigt wurde, beschrinkt sich
die Giiltigkeit von (2.72) auf Bereiche, welche von einem linear-dielektrischen
Material eingenommen werden. Fiir eine allgemeinere Beschreibung im Rahmen
der in Abschn. 2.3.4 eingefiihrten elektrostatischen Feldtheorie, welche sowohl di-
elektrische Materialien als auch deren Umgebung betrachtet, wird ein Stoffgesetz
in Abhingigkeit von der dielektrischen Verschiebung benétigt. Durch Einsetzen
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der Beziehung in (2.72) in die Definition der dielektrischen Verschiebung in (2.54),
ergibt sich
D=eE+x-E=(epl+x)-E, (2.73)

woraus das Dielektrizititsgesetz
D=e-E bzw.  D;=¢;E, (2.74)

in einer allgemeinen Darstellung formuliert werden kann. Darin enthalten ist der

Permitivitdtstensor
€0+ K 0 0
€= 0 €+ K 0 (2.75)
0 0 €+ K

giiltig fiir isotrope Materialeigenschaften.

2.4.4 Piezoelektrizitit

Als erstes elektro-mechanisches Koppelphidnomen soll nun der piezoelektrische
Effekt eingefiihrt werden. Diesem wird die phinomenologische Beobachtung einer
Anderung des Polarisationszustandes in einem Material infolge einer aufgebrach-
ten mechanischen Spannung zugeschrieben. Eine mathematische Beschreibung
des direkten piezoelektrischen Effektes im Rahmen einer linearen Theorie ist mit

D=d:6  bzw. Dy =dy;o;. (2.76)

gegeben. Der Zusammenhang des dielektrischen Verschiebungsvektors und des
Spannungstensors wird durch den dreistufigen Piezoelektrizitdtstensor d beschrie-
ben. Durch denselben Tensor kann auch der sogenannte indirekte piezoelektrische
Effekt dargestellt werden, welcher die lineare Kopplung

-

e=d"-E  bzw. & =dyEx (2.77)
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des Verzerrungstensors mit dem elektrischen Feldvektor reprisentiert. Die Be-
schreibung beider Kopplungen mit demselben Materialtensor motiviert sich aus
der experimentellen Beobachtung, dass in der Regel bei Materialien mit piezoelek-
trischen Eigenschaften immer sowohl der direkter als auch der indirekte Effekt
auftritt.

Eine Darstellung der beiden Effekte in Vektor-Matrix-Notation
D=do und &e=d’E, (2.78)
lasst sich mithilfe des Piezotensor

diin diz dizz 2di2 2dipz 2di3
d=| dyii din dwz 2drin 2dn3 2dai3 (2.79)
dyi1 din dyzz 2d31p 2d3z 2d3i3

in einer allgemeinen Form angeben. Die hiufig auftretenden anisotropen Eigen-
schaften dieses Tensors werden im weiteren Verlauf dieser Arbeit noch ndher
betrachtet.

2.4.5 Flexoelektrizitat

Ein weiterer elektro-mechanischer Kopplungseffekt, welcher in dieser Arbeit
betrachtet wird, stellt der sogenannte flexoelektrische Effekt dar. Hierbei handelt
sich neben der Gradientenelastizitit in Abschn. 2.4.2 um einen weiteren Effekt ho-
herer Ordnung, bei dem gradientenbehaftete FeldgroBen und damit GroBeneffekte
eine Rolle spielen. Der direkte flexoelektrische Effekt lésst sich als eine lineare
Kopplung

B =m..n bzw. D, = my; ik Mijk (2.80)

des dielektrischen Verschiebungsvektors mit dem Verzerrungsgradiententensor
beschreiben, wobei m der vierstufige flexoelektrische Tensor darstellt. Ahnlich
zum piezoelektrischen Tensor, kann mit dem flexoelektrischen Tensor ein weiterer
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Kopplungseffekt abgebildet werden. Das als indirekter flexoelektrischer Effekt
bezeichnete Phidnomen kann im Rahmen der in dieser Arbeit gewihlten Notation
als eine Kopplung

T=t.V=m!:VE baw.  T;="Tix=munEix (2.81)

des totalen Spannungstensors mit dem Gradienten des elektrischen Feldes darge-
stellt werden. Mit den bekannten Zusammenhingen aus Abschn. 2.2.3 kann dieser
auch alternativ mit

t=m’ -E  baw. T =mpk (2.82)

in Abhingigkeit vom Spannungstensor htherer Ordnung und dem elektrischen
Feldvektor beschrieben werden. Die Komponenten des flexoelektrischen Tensors

myijk = W12 Ok 8ij + Haa (610 x + 80k (2.83)

werden im Fall einer isotropen Erscheinung des Effektes in Abhidngigkeit von den
zweil Materialparametern (1, und pl44 in kompakter Art und Weise eingefiihrt.

Wie bei allen anderen Stoffgesetzen soll auch im Falle der Flexoelektrizitét ei-
ne reduzierte Vektor-Matrix-Notation angegeben werden. Die in dieser Arbeit
verwendete Notation

D=mn ud t=m’E (2.84)
beinhaltet die Darstellung des flexoelektrischen Tensors

u 05 Oixs 0143
m= 015 M 015 0143 (2.85)

Oixs O1xs . 013
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mit den darin aufgefiihrten Vektoren

I—l:[#12+2#44 M2 M2 Hag  Hag | (2.86)

wobei die Anteile U1 +2u44 dem Longitudinaleffekt, (1, dem Transversaleffekt
und 44 dem Schubeffekt zugeordnet werden konnen.

2.5 Thermodynamik des elektro-mechanischen
Kontinuums

In diesem Abschnitt sollen thermodynamische Gesichtspunkte mit in die hier
vorgestellten Modellierungsansitze einflieBen. Aus den Bilanzsétzen der Thermo-
dynamik ergibt sich ein geeigneter Rahmen, um die in ihrer phdnomenologischen
Beschreibung zuvor eingefiihrten Materialgesetze in eine vereinheitlichte Theorie
zusammenzufiithren. Das Ziel dabei ist, vollumfiangliche Konstitutivgleichun-
gen einer gekoppelten nicht-lokalen elektro-mechanischen Theorie zu gewinnen.
Grundlagen zur Thermodynamik konnen aus [78, 107, 108] entnommen werden.
Ein thermodynamischer Rahmen fiir Verzerrungsgradiententheorien wird von
PoL1zzoTTO [109] prisentiert.

2.5.1 Energieformen

Zunichst soll der Begriff der Energie im Rahmen der hier behandelten elektro-
mechanischen Problemstellungen diskutiert werden. Nach FALK und RUPPEL
[108] ist jede Energieform einem Paar bestehend aus einer extensiven X und einer
intensiven Zustandsgrofe £ in der Form

dE = EdX (2.87)
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zugeordnet?*. Ein solches Paar wird als Arbeits- bzw. Energiekonjungiert bezeich-
net. Aus (2.87) wird ersichtlich, dass die Anderung der Energie dE durch die
Anderung der extensiven GroBe dX bestimmt wird. Extensive GroBen werden
hiufig als mengenartige Grolen bezeichnet, was sich in deren Eigenschaft be-
griindet, dass sie sich mit einer Anderung der GroBe des durch sie beschriebenen
physikalischen Systems auch dndern. Systemeigene intensive Groflen bleiben
hingegen in ihrem Wert dabei unverindert. Ein anschauliches Beispiel bilden die
extensive GroBe des Volumens V und die intensive Grofle des Druckes p: Verei-
nigt man zwei Volumen V mit dem Druck p, besitzt danach das Gesamtvolumen
den Wert 2V und den unverdnderten Druck p. Im Fall der elektrischen Energie
funktioniert diese Anschauung identisch: Zwei Ladungen ¢ mit dem Potential ¢
besitzen zusammen die Ladung 2¢g, aber weiterhin das Potential ¢. Im Fall der me-
chanischen Verschiebungsenergie ist die Situation nicht derartig intuitiv. Das Paar
der extensiven Verschiebung # und der intensiven Kraft F , wurde indirekt bereits
in selbiger Charakteristik in der Elementarleistung in (2.21) eingefiihrt, wobei die
Verschiebung keine Mengenartigkeit zugesprochen werden kann. Die Motivation
deren extensiven Charakters zeigt sich nur unter Einbeziehung eines Gravitations-
feldes in dem bei einer Verschiebung einer Masse Energie aufgewendet werden

muss.

Fiir ein vereinfachtes elektro-mechanisches Punktmodell kann eine Anderung des
Energiezustandes durch
dE = F -dii+ ¢dq (2.88)

beschrieben werden? . Ubertrigt man diese Eigenschaften sinngemiB auf das in
dieser Arbeit betrachtete kontinuierliche System mit nicht-lokalen Eigenschaf-
ten, ergibt sich eine Anderung der inneren elektro-mechanischen spezifischen
Energiedichte zu

de" =0 :de+1. . dn+E-dD, (2.89)

24 Nach FALK und RUPPEL [108] existiert kein Beweis fiir die Allgemeingiiltigkeit von (2.87),
vielmehr liegt sie darin begriindet, dass diese Annahme auf unzéhlige Einzelprobleme bisher
ausnahmslos zutraf.

Die Summe verschiedener Energieformen wird auch GIBBS’sche Fundamentalform des Systems
genannt [108].

25
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wobei von dieser Form der mechanischen Anteile bereits in der Elementarleistung
in (2.21) ausgegangen wurde. An dieser Stelle sei erwihnt, dass die innere Energie
eines Systems in einem Gleichgewichtszustand immer sein Minimum einnimmt.
Daraus lésst sich ableiten, dass die innere Energie eines thermodynamischen
Systems eine konvexe Struktur besitzt.

2.5.2 Energiebilanz

Die héufig als erster Hauptsatz der Thermodynamik bezeichnete Energiebilanz
besagt, dass in einem abgeschlossenen System die Gesamtenergie erhalten bleibt.
Unter quasi-statischen Bedingungen lésst sich die Gesamtenergie mit der inneren
Energiedichte e beschreiben, welche sich aus der zu- bzw. abgefiithrten Wirme
und der am System verrichteten Arbeit (vgl. (2.89)) ergibt. Aus der Forderung der
Energieerhaltung ergibt sich die Energiebilanz in lokaler Form

pe=0:£+T N+E-D—V -G+pr (2.90)

mit der Materialdichte p, der Dichte der Wirmezufuhr » und dem Wirmefluss 4.

2.5.3 Entropiebilanz

Die thermodynamische Zustandsgrofle Entropie s ist ein qualitatives Maf fiir die
Zunahme an Unordnung und damit die Zunahme moglicher Mikrozustinde in
einem makroskopischen physikalischen System wihrend eines Prozesses. Der
wweite Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dass die zeitliche Anderung der
Entropie innerhalb eines betrachteten Volumens nicht kleiner als die Geschwin-
digkeit der Entropiezufuhr sein kann. Mathematisch préziser ausgedriickt ergibt
sich hierfiir die Ungleichung

ps'zp%—ﬁ-(ﬁ), 2.91)
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wobei 0 die absolute Temperatur symbolisiert. Im ndchsten Schritt wird die
Energiebilanz in (2.90) nach pr umgeformt und in (2.91) eingesetzt. Durch Ver-

wendung der Identitét oV - (%)= V- — % - VO ergibt sich die Entropiebilanz
zu .
O‘:é+’t‘.'.ﬂ+l_f~57p(éfs'9)f%-V620. 2.92)

Durch eine LEGENDRE-Transformation der inneren Energiedichte e(€, 11,5, s)
beziiglich der Entropie s, resultiert die Form

Y =e—s0 und W =¢—50—50 (2.93)

der freien HELMHOLTZ-Energiedichte y(€,M D, 0), sowie deren zeitliche Ablei-

tung. Wird der Ausdruck in (2.93), in die Ungleichung in (2.92) eingesetzt, erhélt

man mit -
c:e+r.-.n+1§~f)—p(w+s9)—g-ve20 (2.94)

die lokale Form der sogenannten CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung (CDU). Die
Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit beschréinken sich auf Problemstellun-
gen in denen von isothermen Prozesse (8 = 0) und von uniformen Temperaturver-
teilungen innerhalb der betrachteten Festkorper (VO = 0) ausgegangen werden
kann. Dadurch reduziert sich (2.94) auf die Form

G:iétt H+E-D-¥>0, (2.95)

wobei mit ¥ = py die volumenspezifische freie HELMHOLTZ-Energie darge-
stellt wird. Bei der Wahl von geeigneten konstitutiven Gleichungen stellt die
Erfiillung der CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung in der Materialmodellierung eine
fundamentale Anforderung zur Erfiillung des ersten und zweiten Hauptsatzes der
Thermodynamik?® dar.

26 Mit Erfiillung der Hauptsiitze wird allerdings nur ein MindestmaB an physikalischer Plausibilitiit
sichergestellt.
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2.54 Thermodynamische Potentialfunktionen

In diesem Abschnitt wird fiir eine elektro-mechanische Feldtheorie die Form
geeigneter konstitutiver Gleichungen ermittelt, welche der CLAUSIUS-DUHEM-
Ungleichung in (2.95) geniigen. Im Zuge dessen, werden duale thermodynamische
Potentialfunktionen eingefiihrt, woraus sich alternative physikalisch dquivalen-
te Darstellungen der Konstitutivgleichungen ergeben. Eine Diskussion iiber die
Form der zugehorigen Energielandschaften der einzelnen Potentiale bildet zudem
eine Grundlage fiir eine Bewertung der mathematischen Struktur zugrundeliegen-
der Randwertprobleme im Rahmen dieser Arbeit. Eine ausfiihrliche Darstellung
thermodynamischer Potentialfunktionen im Rahmen einer elektro-mechanischen
Theorie findet sich in [110-112].

2.5.4.1 Freie Helmholtz-Energie

Die in (2.95) bereits eingefiihrte freie HELMHOLTZ-Energie ¥(€, 17,5) ist eine
Funktion in Abhingigkeit der Verzerrung, des Verzerrungsgradienten und der
dielektrischen Verschiebung. Diese Grofen stellen somit in dieser Energieform
den Satz an unabhingigen Variablen dar. Deren zeitliche Ableitung lésst sich
somit schreiben als

v . ¥ . I¥Y -
= : D.

E+— " N+—="
55

W= 50 (2.96)

Durch Einsetzten von (2.96) in die CDU in (2.95) ergibt sich die Darstellung

(ogf):e+(r‘;:):.ﬂ+(ﬁgg)ﬁzo, (2.97)

woraus sich als hinreichenden Bedingungen zur Erfiillung der CDU die Beziehun-

gen

v ¥ 5 J¥
O-:%, T:% und EZE (298)
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ableiten lassen. Die Relationen in (2.98) stellen die Konstitutivgleichungen zur
Beschreibung der abhingigen Variablen der mechanischen Spannungen erster,
sowie zweiter Ordnung und des elektrischen Feldes in einer freien HELMHOLTZ-
Energieform dar. Diese zeichnet sich dadurch aus, dass die extensiven Zustandsgro-
Ben als unabhiéngige und die intensiven Zustandsgrof3en als abhingige Variablen
erscheinen. Aufgrund dieser Eigenschaft wird die Darstellung der konstitutiven
Gleichungen in (2.98) hiufig auch als kanonische Form bezeichnet [30]. Durch die
Vernachlissigung der thermischen Effekte, besitzt die freie HELMHOLTZ-Energie
dieselbe konvexe Struktur wie die innere Energie in Abschn. 2.5.2 und nimmt
somit in einem Gleichgewichtszustand ein Minimum bzgl. all ihrer unabhéngigen
Variablen ein.

2.54.2 Elektrische Gibbs-Energie

Durch einen Variablentausch der elektrischen Feldgroen mittels der partiellen
LEGENDRE-Transformation

G,(e,n,E)=¥—E-D (2.99)
motiviert sich die Form der sogenannten elektrischen GIBBS-Energie. Die zeitliche
Ableitung der freien HELMHOLTZ-Energie ldsst sich damit schreiben zu

W—Gy+E-D+E-D

9G, . 9G, . 909G, 2 (2.100)
%.€+W..H+E-E.

mit Gz =
Wird dieser Ausdruck in die CDU in (2.95) eingesetzt, resultiert die Form

(o‘ﬁz):e+(r%iz) .~.n+(75f‘9—cf)-ézo, (2.101)
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woraus die konstitutiven Gleichungen

dG dG - dG
o="22 T="22 und D=-22

) T = (2.102)

in einer elektrischen GIBBS-Energie Form gewonnen werden konnen. Die Ver-
wendung der Darstellung in (2.102) erweist sich bei einem Blick in die Literatur
als sehr populir, was sicherlich durch die vorhandene mathematische Kompaktheit
des resultierenden Randwertproblems begriindet ist. Unter Beachtung der zuvor
in diesem Kapitel diskutierten Zusammenhinge zeigt sich, dass in (2.102) die
unabhingigen Zustandsvariablen den Gradientenfeldern (vgl. (2.12), (2.13) und
(2.56)) und die abhingigen Zustandsvariablen den zu bilanzierenden Feldgrofen
(vgl. (2.33) und (2.55)) entsprechen. Nachteilige Eigenschaften der elektrischen
GIBBS-Energie zeigen sich allerdings bei der Betrachtung der Form der zugehori-
gen Energielandschaft. Durch den Variablentausch der elektrischen Gréen im
Vergleich zur freien HELMHOLTZ-Energie (vgl. (2.99)) verliert die Potentialfunk-
tion die konvexen Eigenschaften bzgl. dieser Variablen und bildet insgesamt eine
Sattelpunktstruktur aus. In einem Gleichgewichtszustand nimmt die elektrischen
GIBBS-Energie somit ein Minimum bgzl. der mechanischen Variablen € und 1,
und ein Maximum bzgl. des elektrischen Feldes E ein.

2.54.3 Freie Gibbs-Energie
Ausgehend von der zuvor eingefiihrten elektrischen GIBBS-Energie, lédsst sich mit
zusitzlichen Variablenvertauschungen in den mechanischen Feldgréen mittels

LEGENDRE-Transformation die freie GIBBS-Energie

G(6,T,E)=G,—6:6—t.N=¥Y—-0:6—1. . N—E-D (2.103)
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herleiten. Mit der daraus resultierenden Darstellung der zeitlichen Ableitung

Y=G+o:6+6:6+T N+t . n+E-D+E-D

. G 9G . 9G (2.104)
mit _%'GJ’_E“T—FE.

und wiederum dem Einsetzten in die CDU in (2.95)
aG\ . G ) - JdG\ =
- - = _ : - - = _ : - —y * > .
( € ao-) 0'+( n ar)“”( D E) E>0 (2.105)

ergibt sich die Form der konstitutiven Gleichungen zu

e:—g—i, n:—g—f und D:—g—g. (2.106)
Diese Darstellung auf der Basis der freien GIBBS-Energie mit den intensiven
ZustandsgroBen als unabhédngigen Variablen und den extensiven Zustandsgro-
Ben als abhingigen Variablen erweist sich insbesondere fiir einen Vergleich mit
experimentellen Beobachtungen als vorteilhaft. Die als Wirkung interpretierba-
ren Anderungen in den den extensiven GroéBen €, ) und D lassen sich hierbei
anschaulich in verschiedene Anteile aufteilen, jeweils verursacht durch die thermo-
dynamischen Kraftgrolen o, T und E. Durch den vollstindigen Variablentausch
im Vergleich zur freien HELMHOLTZ-Energie in (2.103) wird die urspriingliche
rein konvexe Struktur zu einer rein konkaven Energielandschaft, wodurch sich ein
Gleichgewichtszustand zu einem Maximum der freien GIBBS-Energie ergibt.

2.5.5 Thermodynamik der klassischen Piezoelektrizitit

Um die phanomenologischen Materialgesetze aus Abschn. 2.4 in den eingefiihr-
ten thermodynamischen Rahmen einbetten zu kénnen, miissen Annahmen iiber
die Konstruktion der zuvor eingefiihrten Potentialfunktionen getroffen werden.
Hierbei soll sich aber zunichst auf eine Materialklasse beschrinkt werden, bei
der jegliche nicht-lokale Effekte hoherer Ordnung unberiicksichtigt bleiben. Im
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2.5 Thermodynamik des elektro-mechanischen Kontinuums

Rahmen dieser Arbeit, ist dann immer von der klassischen Piezoelektizitit die
Rede. Ausgangspunkt fiir eine fallspezifische Bestimmung der konstitutiven Glei-
chungen soll die freie GIBBS-Energie sein, welche in der quadratischen Form

o:(CE)':6-E-d:6—<E-€° -E (2.107)

angegeben werden kann?’. Hierin stellt der erste Term den elastischen, der zweite
Term den piezoelektrischen und der dritte Term den dielektrischen Energiean-
teil dar. Die Materialtensoren C* und € entsprechen dem Elastizititstensor bei
konstantem elektrischen Feld und dem Permitivitétstensor bei konstanter mecha-
nischer Spannung, wobei C¥ = C aus (2.60) und €° = € aus (2.75) gilt. Die
Konstitutivgleichungen fiir die Verzerrungen und die dielektrische Verschiebung
ergeben sich dann nach (2.106) zu

d ~ - d o
- :ﬁz—(GE)_I:G—dT~E und —D:—?:—d;a_e".E_
o oE
(2.108)
Durch Bilden der zweiten Ableitungen von (2.107) beziiglich der unabhingigen
Variablen
’G %G 922G
7:_( E)717 —'7:_41 und ﬁ:_eg (2]09)
dodo JEJOC JEJE

zeigt sich, dass die freie GIBBS-Energie bei nicht-negativ definiten Materialtenso-
ren eine konkave Struktur besitzt.

Die Herleitung der anderen zuvor eingefiihrten Energieformen soll im Weiteren
durch Umformen der konstitutiven Gleichungen in (2.108) erfolgen. Wird (2.108),
zum Einen nach der Spannung umgestellt und zudem in die zweite Gleichung

27 Diese Energieform bietet sich insofern als Ausgangspunkt an, da die zugehérigen Parameter der
Materialtensoren in (2.107) sich in Experimenten mit jeweils isolierten Belastungsszenarien der
thermodynamischen Kraftgrolen ¢ und E bestimmen lassen.
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2 Grundgleichungen des elektro-mechanischen Kontinuums

eingesetzt, so lassen sich die Relationen

" . dG
6=CF.e—CE:d" E=CE:e—e" E=2"2 und (2.110)

e
- - = aG
—D=-d:CF:e—(e°—d:e’) E=—e:e6—e E="2

(2.111)
in der Form von (2.102) mit dem piezoelektrischen e-Tensor @ = d : CF und dem
Permitivititstensor bei konstanter Verzerrung €€ = €® —d : @’ ermitteln. Daraus
lasst sich die quadratische Form

1 - -

Gy(e,E)=-€:CF:e—E-¢c:6—-E

et E 2.112
> SE-e ( )

der elektrischen GIBBS-Energie bestimmen. Deren zweite Ableitungen ergeben
sich dann zu
9*G PRLE 9*G
2 E T2 e und 2

Jede JEde

2~ _ef, (2.113)
JEJE

woraus sich bei geeigneten Definitionseigenschaften die Konvexitit beziiglich
der Verzerrung € und die Konkavitiit beziiglich des elektrischen Feldes E fiir die
elektrische GIBBS-Energie bemerkbar macht.

Des Weiteren konnen durch Auflésen von (2.111) nach dem elektrischen Feld und
Einsetzen dieser Beziehung in (2.110) die konstitutiven Gleichungen

o:(®E+eT~]h):sf(eT.ﬁf).D:ajD:eth.D:a—f (2.114)
“ e\—1 en—-1 R € R ¥
und E=—(e) c:e+(ef) "D =-h:e+PB .D:E (2.115)

in der Form von (2.98) gewonnen werden. Hierbei lassen sich der Elastizititstensor
bei konstanter dielektrischer Verschiebung C” = CF + e - h, der Impermitivitiits-
tensor bei konstanter Verzerrung B° = (€®)~! und der piezoelektrische h-Tensor
h = B® - e identifizieren. Die freie HELMHOLTZ-Energie fiir ein klassisches pie-
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2.5 Thermodynamik des elektro-mechanischen Kontinuums

zoelektrisches Materialverhalten kann dann in der Form

— 1 = 1—» —
‘P(s,D):§£:®D:87D~1h:£+§D~BS~D (2.116)

dargestellt werden. Die Berechnung der zweiten Ableitungen

PR P *Y PR

—— =cP, —Z——=-h d ——==8° 2.117
Jede oDoe und  S5op P @1

zeigt bei geeigneten Definitionseigenschaften die Konvexitit der freien HELM-
HOLTZ-Energie. Fiir eine Auflistung der Beziehungen der in diesem Abschnitt
eingefiihrten Materialtensoren wird an dieser Stelle auf IKEDA [110] verwiesen.

2.5.6 Thermodynamik der Flexoelektrizitit

Im Weiteren sollen nun auch die nicht-lokalen Effekte aus Elastizitdt hoherer

Ordnung und Flexoelektrizitit mit in die thermodynamisch konsistente Theorie

eingebunden werden. Dabei findet auch der piezoelektrische Effekt weiter seine

Beriicksichtigung. Als Ausgangspunkt hierfiir dient die Form der elektrischen

GIBBS-Energie, wie sie aus der rein piezoelektrischen Theorie hervorgegangen
ist?®. Eine auf nicht-lokale Effekte erweiterte Form kann dann als
G2(e,m,E) = le.cf ey 111 GE - n—ZE-eE

2 2 2 (2.118)

-

—E-@:G—E-m.'.n

eingefiihrt werden mit G¥ = G aus (2.67). Die daraus resultierenden konstitutiven
Gleichungen zur Bestimmung der Spannungen erster und zweiter Ordnung sowie

28 Diese Wahl ist sinnvoll, weil die Stoffgesetze des flexoelektrischen Effektes basierend auf phino-
menologischer Beobachtung in (2.80) und (2.81) in das Schema dieser Energieform passt.
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2 Grundgleichungen des elektro-mechanischen Kontinuums

der dielektrischen Verschiebung ergeben sich dann aus den Ableitungen

_9G k. T g
_9G _ . T.
T_W_G n—m!-E (2.120)
o G, -
S eeietmonie 2.121)

c CE 0 —ef €
T |=| 0 G —m’ n (2.122)
-D —e —-m —ef E

angegeben werden konnen. Aus phinomenologischen Gesichtspunkten motiviert
sich die Darstellung der Gleichungen (2.119) und (2.120) als eine Konstitutivglei-
chung

T=06-1.V=CF:e-GFf:Vvp—e’ E4+m’:VE (2.123)
zur Bestimmung des totalen Spannungstensors.

Ahnlich zur Vorgehensweise im vorangegangenen Abschnitt, soll nun eine alterna-
tive Darstellung der konstitutiven Gleichungen (2.119)-(2.121) hergeleitet werden.
Durch Umstellen von (2.121) nach dem elektrischen Feld und anschlieendes
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2.5 Thermodynamik des elektro-mechanischen Kontinuums

Einsetzten in (2.119) und (2.120) ergeben sich die Konstitutivgleichungen

6= (CEt+el -h): e+ (e -£) . n—(eT-B%)-D

=®D:£+bT.'.n—]hT-f):§—f (2.124)
t=(m’ -h): e+ (GE+m’-f) . n—(m”-B°)-D
L 0¥
N T D.p_¢f /_9%
=b:e4+GP .n—£f7.D an (2.125)
E=—(e5) ' ec:e—(e) ' m. . n+(ef)"'-D
L oY
~h:e—f . n+B* D=— 2.126
n+p 5 (2.126)

in einer freien HELMHOLTZ-Energieform mit dem flexoelektrischen Kopplungs-
tensor f = B®-m und dem Elastizititstensor hoherer Ordnung bei konstanter
dielektrischer Verschiebung G” = GE 4+ m” - f. Bemerkenswerterweise entsteht
durch die Transformation der konstitutiven Gleichungen ein zusitzlicher Kopp-
lungsanteil zwischen den mechanischen Feldern erster und zweiter Ordnung,
beschrieben durch den neu eingefiihrten Kopplungstensor fiinfter Stufe

b=m’ - h=m’. g% e= (e’ )T =®). (2.127)

In einer tibersichtlicheren und kompakteren Schreibweise lassen sich die konstitu-
tiven Gleichungen aus (2.124)-(2.126) darstellen mit

c cP BT —nT €
T |=| b GP T n (2.128)
E ~h —-f B° D

AbschlieSend kann die Form der freien HELMHOLTZ-Energie unter Beriicksichti-
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2 Grundgleichungen des elektro-mechanischen Kontinuums

gung der nicht-lokalen Effekten aus Flexoelektrizitit durch

> 1 1 1. o
¥(e,n,D) = 5&::(DD:£+511.'.(GrD.'.11+§D-[3‘°’-D 2.129)

+n..b:e-D-h:e-D-f .q
ausgedriickt werden.

Eine Zusammenstellung der in den Abschnitten 2.5.5 und 2.5.6 hergeleiteten Kon-
stitutivgleichungen in Indexnotation fiir piezoelektrisches und flexoelektrisches
Materialverhalten findet sich in Anhang C.2.
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3  Variationelle Modellierung von
dissipativem Materialverhalten

Die in Kapitel 2 eingefiithrten Modellierungsgrundlagen fiir elektro-mechanische
Festkorper werden in diesem Kapitel um eine Beriicksichtigung von dissipativem
Materialverhalten erweitert. Einen geeigneten Ansatz bietet hierfiir der Modellie-
rungsrahmen der Generalisierten Standardmaterialien (GSM) [29]. Dieser in einer
variationellen Struktur aufgebaute Rahmen bietet den Vorteil, dass das zugrun-
deliegende Problem auf die Losung eines nichtlinearen Optimierungsproblems
reduziert werden kann. Dieses lésst sich dann mit etablierten numerischen Me-
thoden sehr effizient 16sen. Da bei diesem Zugang ein Materialmodell immer auf
einem Potential basiert, ist eine symmetrische Materialtangente jederzeit gewihr-
leistet. Dies fiihrt in der Regel zu einem sehr effizienten und stabilen numerischen
Losungsprozess.

Der hier vorgestellte thermodynamische Rahmen basiert auf einer Darstellung in
Abhingigkeit der konvexen freien HELMHOLTZ-Energie. Der Vorteil der Wahl
dieser Energieform liegt darin begriindet, dass formulierte Variationsprinzipien
sich zu reinen Minimierungsproblemen ergeben. Als Grundlage fiir diese Kapitel
dienen die Ausfiihrungen in [25, 30, 31, 113].
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3 Variationelle Modellierung von dissipativem Materialverhalten

3.1 Abbildung dissipativer Prozesse durch innere
Zustandsvariablen

Im Folgenden wird ein materielles Punktelement eines elektro-mechanisch gekop-
pelten Kontinuums hoherer Ordnung betrachtet, welches einer dreidimensionalen
Verallgemeinerung der vereinfachten Version in Abb. 3.1 entspricht. Der am
Materialpunkt wirkende duflere Belastungszustand kann durch die intensiven
GroBen der mechanischen Spannungstensoren erster und zweiter Ordnung o
und 7, sowie dem dielektrischen Feldvektor E beschrieben werden. Aus ther-
modynamischer Sicht stellen diese Feldgroflen die dueren Triebkrifte dar. Sie
verdndern den thermodynamischen Zustand des betrachteten Systems. Dies macht
sich durch eine Anderung der extensiven Grofen, nimlich dem infinitesimalen
Verzerrungstensor €, dem Verzerrungsgradiententensor 1) und dem elektrischen
Verschiebungsvektor D, bemerkbar. Ein geeigneter thermodynamischer Rahmen
zur Materialmodellierung wurde bereits in Abschn. 2.5 vorgestellt. Als Ergebnis
resultierte die Erfiillung der CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung als Restriktion fiir
beliebige Prozesse innerhalb eines Materials.

Als niéchstes sollen diejenigen Prozesse beriicksichtigt werden, bei denen die aus
der Umgebung zugefiihrte Energie nicht vollstindig und reversibel im Material
gespeichert werden kann. Fiir solche dissipativen Prozesse, in Abb. 3.1 durch
das Reibungselement symbolisiert, liefert die CDU die Einschrinkung, dass die
Energiedissipationsrate

D=6+t - Q+E-D-¥>0 G.1)

fiir beliebige Prozesse nicht negativ werden darf. Die Erfiillung dieser Aussage ge-
wihrleistet ein moglichst realistisches Materialverhalten mit einer nicht-negativen
Entropieproduktion.

Nach einem hiufig angewendeten Konzept, welches z. B. von COLEMAN und
GURTIN [114] sowie LUBLINER [115] skizziert wird, konnen dissipative Effekte
im Material durch einen Satz von (zu diesem Zeitpunkt unbekannten) inneren Zu-
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3.1 Abbildung dissipativer Prozesse durch innere Zustandsvariablen

(c—1-V)-ii

i o |
: 7|

Abbildung 3.1: Vereinfachte eindimensionale Darstellung eines lokalen Materialpunktes in einem
elektro-mechanischen Kontinuum héherer Ordnung.

standsvariablen q dargestellt werden. Dadurch wird der Materialpunkt sozusagen
mit einem Gedichtnis fiir die bereits verstrichene Belastungsgeschichte ausgestat-
tet. Um diese dissipativen Effekte in den skizzierten Rahmen zu integrieren, wird
die volumenbezogene freie HELMHOLTZ-Energie ‘P(S,B, q) nun zusitzlich als
eine Funktion der inneren Zustandsvariablen angenommen. Durch Berechnung
der zeitlichen Ableitung dquivalent zu (2.96) und durch Einsetzen in (3.1) ergibt
sich

9 = <G_%) :£+(r—3lf;) .-.1’;+(E—‘;\;)-5—ﬁl~qzo. (3.2)

Unter der Annahme, dass die in Abschn. 2.5.4 bestimmten konstitutiven Glei-
chungen in (3.2) uneingeschrinkt erfiillt werden, lisst sich die CDU reduzieren

Zu

. oY
:—7~'> .
9 74 qg>0, (3.3)

wobei der Ausdruck dq¥ im Folgenden als die energetischen inneren Triebkrifte
bezeichnet wird. Offensichtlich wirken diese Krifte hier als arbeitskonjugierte
GroBen zu den inneren Variablen q. Eine stets herausfordernde Aufgabe bei der
Modellierung von dissipativem Materialverhalten ist es, eine geeignete Beschrei-
bung fiir die Form und den Prozess einer Entwicklung der inneren Zustands-
variablen zu definieren. Ein solches Evolutionsgesetz muss die physikalische
Restriktion einer nicht-negativen Dissipationsrate in (3.3) fiir beliebige Prozesse
erfiillen.
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3 Variationelle Modellierung von dissipativem Materialverhalten

3.2 Formulierung eines lokalen Raten-Potentials

Um eine geeignete Beschreibung fiir die Entwicklung der inneren Zustandsva-
riablen g abzuleiten und den zuvor vorgestellten thermodynamischen Rahmen in
eine variationelle Struktur einzubetten, wird sich im Folgenden der Theorie der
Generalisierten Standardmaterialien (GSM) bedient. Im Zuge dessen, wird von
der Existenz eines lokalen Raten-Potentials (vgl. [116, 117]) vom Typ

=

n(&,n.D,4) :="¥(e.n.D,q) + ®(4) - P(&.1.D). (3.4)
ausgegangen, wobei # =6 : €+ 1. | +E -D der iuBeren Elementarleistung
eines Materialpunktes entspricht. Die dissipativen Beitrige in (3.4) werden durch
ein Dissipationspotential ®(¢q) représentiert, welches von der Rate der inneren
Zustandsvariablen abhéngig ist. Die Bedingung einer nicht-negativen Dissipati-

onsrate in (3.3) wird a priori durch ein konvexes, normiertes und nicht-negatives
Dissipationspotential mit den Eigenschaften

®0)=0 und  ®(g)>0 (3.5)

erfiillt (vgl. [113]). Wie bereits erwihnt, besitzt die freie HELMHOLTZ-Energie
ebenfalls eine konvexe Struktur. Somit kann ein konstitutives Variationsprinzip
mithilfe des durch (3.4) gegebenen Raten-Potentials fiir ein dissipatives elektro-
mechanisches Materialverhalten mit nicht-lokalen Effekten durch das reine Mini-
mierungsproblem (vgl. [30])

{&.1.D,q) =Arg{infinfinfinfﬂ(é,1'7,13,11)} (3.6)
€N pd
formuliert werden. Durch Bilden der Variationen beziiglich der unabhingigen

Variablen erfolgt die Auswertung der Stationarititsbedingungen des Variationspro-
blems in (3.6). Die zugrundeliegenden EULER-LAGRANGE-Gleichungen ergeben
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sich zu
Sem(é,1,D,4) =0 — &= aa%' (3.7)
S _8‘1‘
oym(€,1,D,4)=0 — T= o (3.8)
- Y
5.m(£,1,D,4)=0 E="= 3.9
7(€,1,D,4) — 5 3.9
o A I¥ 9P
8qm(€,1,D,4) =0 FrR T =0. (3.10)

Die Gleichungen (3.7)-(3.9) konnen hier direkt als die bereits gewonnenen konsti-
tutiven Beziehungen in (2.98) identifiziert werden. Eine Geschichtsabhingigkeit
der intensiven GroBen 6, 7 und E wird an dieser Stelle durch ihre Abhingigkeit
von den inneren Zustandsvariablen q offensichtlich. Die verbleibende Bedingung
(3.10) fordert fiir beliebige Prozesse ein Gleichgewicht ein, welches zwischen den
energetischen inneren Triebkriften in (3.3) und den durch das Dissipationpotential
bestimmten dissipativen inneren Triebkrifte d;® gebildet wird. Diese Bezie-
hung tritt als eine zusitzliche konstitutive Differentialgleichung in Erscheinung,
welche die Entwicklung der inneren ZustandsgroBen bestimmt [113]. Sie wird ge-
meinhin als BIOT-Gleichung bezeichnet [118]. Die physikalische Bedeutung der
beiden Beitrdge in (3.10) kann durch die Interpretation motiviert werden, dass die
energetischen inneren Triebkrifte dq'¥ aus einem von aullen eingebrachten Ener-
gieiiberschuss entstehen, der nicht reversibel im Material gespeichert werden kann
und daher durch dissipative Prozesse abgebaut werden muss. Andererseits sind die
dissipativen inneren Triebkrifte dq® ein Mab fiir die tatsichlich verbrauchte Ener-
gie und damit der geleisteten Arbeit wihrend des Evolutionsprozesses der inneren
ZustandsgroBen q. Das durch (3.10) eingeforderte Gleichgewicht dieser beiden
GroBen muss daher insbesondere bei der Konstruktion des Dissipationspotentials
in (3.4) seine Beriicksichtigung finden.
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3 Variationelle Modellierung von dissipativem Materialverhalten

3.3 Dissipationspotentiale fiir ratenunabhiingiges
Materialverhalten

Im Raten-Potential in (3.4) wurde die Existenz eines Dissipationspotentials ®(¢)
postuliert, welches die dissipativen Prozesse im betrachteten Material vollstindig
reprasentiert. Nun soll der Fokus auf eine geeignete Konstruktion dieser Funktion
gerichtet werden, um ein moglichst physikalisch realistisches dissipatives Verhal-
ten ferroelektrischer Funktionskeramiken reproduzieren zu konnen. Gemaf einer
gingigen Annahme in Modellen dieser Materialklasse wird von einem ratenunab-
héangigen dissipativen Materialverhalten ausgegangen. Die Grundannahmen dieser
Modelle basieren in der Regel auf der klassischen Plastizititstheorie. Darin ist das
sogenannte Prinzip der maximalen Dissipation ein etablierter Ausgangspunkt, um
die Entwicklung der inneren Zustandsvariablen zu beschreiben [119, 120]. Nach
diesem Postulat ist im Falle einer Evolution der physikalisch sinnvollste Zustand
gefunden, wenn die zu leistende Arbeit der dissipativen inneren Triebkréfte 8qCI>
fiir eine konstant gehaltene Rate der inneren Zustandsvariablen q maximal ist. Ein
Dissipationspotential, das diese Bedingung erfiillt, kann unter Beriicksichtigung
von (3.3) und (3.10) als Maximierungsproblem

®(q) = Dmax(d) = sup -4 G.11)
RIS
geschrieben werden [30], wobei §1 = dy4® als zusitzliche unabhingige Varia-
ble eingefiihrt wird, die geméf der Optimalitdtsbedingung von (3.11) bestimmt
werden muss. Eine allgemeine Diskussion iiber den Modellierungsrahmen mit
Dissipationspotentialen sowie deren Beziehung zum Prinzip der maximalen Dissi-
pation wird von HACKL und FISCHER [121] gefiihrt.

In etablierten Theorien fiir dissipatives ratenunabhingiges Materialverhalten (z.
B. Plastizitit in Metallen) wird iiblicherweise angenommen, dass der Beginn
der irreversiblen (und damit dissipativen) Effekte durch einen Schwellenwert der
wirkenden Triebkrifte gekennzeichnet ist. Um ein solches Verhalten abbilden zu
konnen, muss der Funktionsraum der dissipativen inneren Triebkrifte f9 auf einen
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3.3 Dissipationspotentiale fiir ratenunabhingiges Materialverhalten

reversiblen Bereich E := {§9| f(§9) < f.} eingeschrénkt werden. Dieser Bereich
wird durch eine konvexe und normalisierte Schwellenfunktion f(f) beschrieben
und durch einen kritischen Wert f, begrenzt. Um eine solche Bedingung in das
Dissipationspotential (3.11) einzuarbeiten, wird die Methode der LAGRANGE-
Multiplikatoren verwendet. Dadurch lésst sich das Optimierungsproblem (3.11)

zu

()= sup {J1-4-A(f(") - fo)} = sup Z%q,%,4) (3.12)
§f9.0>0 f9,4>0
umformulieren. Durch Auswertung der KARUSH-KUHN-TUCKER-Optimalitts-
bedingungen der LAGRANGE-Funktion £ 9 in (3.12) kann die gewohnliche Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung
. ._,9f
0. 21(4,f9,4) =0 — q:)“aTq (3.13)
zur Beschreibung der Entwicklung der inneren Variablen, zusammen mit den
zugehorigen Be- und Entlastungsbedingungen

1207 f(fq)gfu },(f(fq)—fc):O (3.14)
abgeleitet werden.

Fiir ratenunabhéngiges Verhalten wird klassischerweise angenommen, dass das
Dissipationspotential ®({) positiv homogen vom Grad eins in der Rate der inneren
Variablen ist!. Wie in [30, 113] diskutiert, gilt in diesem Fall das EULER’sche
Lemma §9- dja f(§7) = f(f%) fiir die Schwellenfunktion. Daher kann die Dissipa-
tionsrate fiir einen Belastungsfall mit Evolution der inneren Zustandsvariablen

I An dieser Stelle sei angemerkt, dass fiir ratenunabhiingiges Verhalten das Dissipationspotential

®(q) eine nicht-glatte Funktion ist. Formal miissen dann die Ableitungen wie z. B. in (3.10) durch
stiickweise definierte Differentiale ersetzt werden [113].
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3 Variationelle Modellierung von dissipativem Materialverhalten

(f = fe,A > 0) durch Einsetzen von (3.13) in (3.12) ausgedriickt werden mit

af

9= () =12 55

= fA=fA>0, (3.15)
unter der Annahme eines gefundenen optimalen Zustands des Problems in (3.12).
Mit dem in (3.12) konstruierten Dissipationspotential erhélt man, ausgehend von
(3.4), den Ausdruck fiir das lokale Raten-Potential

(&,1,D,4,9,4) == ¥(e,n,D,9)+ sup {J9-a—A(f(F7) — f)}
f1.4>0 (3.16)

— P(&,9,D)

fiir den Fall von ratenunabhingigem Materialverhalten.

3.4 Inkrementelles Variationsprinzip der lokalen
Materialantwort

Um ein inkrementelles Losungsverfahren fiir das eingefiihrte allgemeine Raten-
Potential (€, 1'],5, q) in (3.4) zu realisieren, wird eine algorithmische Zeitin-
tegration iiber ein endliches Zeitinkrement Az := ¢, —t,, durchgefiihrt. Dieses
Vorgehen wandelt das zeit-kontinuierliche Problem in eine Folge von inkremen-
tellen Problemen um, die jeweils durch ein Minimalprinzip gekennzeichnet sind
[117]. Um die Notation so einfach wie méglich zu halten, wird der Index n+ 1
fiir die zum Zeitpunkt 7,,; ausgewerteten Groen im Folgenden weggelassen.
Der Materialzustand zum Zeitpunkt 7, wird als vollstindig bekannt vorausgesetzt.
Eine algorithmische Darstellung des Raten-Potentials (3.4) kann durch

#(e,n,D,q) := 2" (¢,1,D,q) — £ (€,n,D) (3.17)

. Sin o - 1
mit T t(£7n7D7q):‘P(£7nﬂD7q) (emnn D )+At¢(5(q_qn))

und  #“(e,n,D)=0:(e—€,)+1..(M—n,)+E-(D-D,)
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angegeben werden, vgl. [30, 122]. In diesem Ausdruck werden die Raten durch
eine approximative Darstellung mittels Differenzenquotient x ~ (x — x,,) /At er-
setzt, wobei T = Arx. Alternative Methoden fiir die zeitliche Diskretisierung des
Raten-Potentials finden sich in [123]. Man beachte, dass in der algorithmischen
Darstellung in (3.17) eine konstante Rate der inneren Zustandsvariablen inner-
halb des Intervalls At angenommen wird und die externen Belastungen (0, 1,E)
zur Zeit t,4 vorgegeben werden [30]. Ahnlich dem in (3.6) definierten zeit-
kontinuierlichen Problem, lisst sich ein zeit-diskretes Variationsprinzip als reines
Minimierungsproblem

{e,n.D,q} = Arg{igfigfigfigfﬁ(e,n,D,q)} (3.18)
D

fiir die Auswertung des Materialzustands zum Zeitpunkt #,4; formulieren.

Da nur der interne Anteil 27 des inkrementellen Potentials in (3.17) von den
inneren Zustandsvariablen ¢ abhéngt, kann deren Auswertung unabhingig vom ex-
ternen Anteil % erfolgen. Daher lésst sich der Losungsprozess in zwei Schritten
realisieren. Ein erstes Variations-Teilproblem, welches die inneren Zustandsvaria-
blen aktualisiert, wird dann zu

q :Arg{infﬁi"’(s,n75,q)} (3.19)
q

geschrieben, vgl. [30]. Man kann diese Beziehung so interpretieren, dass die
inneren Zustandsgrofen ¢ wihrend des Zeitinkrements Ar einem optimalen Pfad
im Sinne eines Minimierungsproblems folgen. Aus dieser algorithmischen Dar-
stellung des lokalen Materialverhaltens ergeben sich gewisse Vorteile. Durch die
Auswertung des Materialmodells zum Zeitpunkt #,, |, wird das urspriinglich zeit-
kontinuierliche Problem zu einem einfachen zeitdiskreten Optimierungsproblem.
Dieses kann mithilfe von effizienten iterativen Optimierungsalgorithmen gelost
werden. Durch Auswertung der Stationarititsbedingung J, £t (g,m, D, q) =0des
Arguments in (3.19), ergibt sich die algorithmische Darstellung
¥ P

a—q+Ara—q =0 (3.20)
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der B10T-Gleichung in (3.10). Aufgrund des lokalen Charakters der inneren
Zustandsvariablen q kann die Auswertung ihrer Evolutionsgleichungen in (3.20)
an jedem materiellen Punkt im Kontinuum unabhingig erfolgen.

Fiir die Optimierung des inkrementellen Potentials (3.17) in Abhingigkeit von der
Verzerrung €, des Verzerrungsgradienten 1) und der dielektrischen Verschiebung
D wird das reduzierte inkrementelle interne Arbeitspotential pro Volumeneinheit

W(e.n,D) =inf{#"(.n.D.q)} (321)

eingefiihrt (vgl. [30]). Mit dieser Definition kann der verbliebene Teil der Losung
des urspriinglich eingefiihrten Optimierungsproblems (3.18) in algorithmischer
Weise als das konstitutive Variationsprinzip

{e,n,D} = Arg{ inf {W(g,n,D)— (e, n,ﬁ)}} (3.22)
en.D

geschrieben werden. Durch Auswerten der Stationarititsbedingungen des Op-
timierungsproblems (3.22) kann eine algorithmische Darstellung des aktuellen
Zustands der Spannung erster und zweiter Ordnung sowie des elektrischen Feldes
in der Form

_ow T= oW und E= w (3.23)

°=%e’ ~on oD

abgeleitet werden. Dabei ist zu beachten, dass im Gegensatz zur freien HELM-
HOLTZ-Energie ¥(&, 17,13, q) in (3.7)-(3.9) das reduzierte inkrementelle interne
Arbeitspotential W (€, ,5) keine Funktion der inneren Zustandsvariablen q ist,
da diese im Rahmen des Losungsprozesses zuvor durch (3.19) bereits in Abhén-
gigkeit von €, 1 und D bestimmt wurden. Damit resultiert die Bestimmung der
konstitutiven Gleichungen in (3.23) zum Zeitpunkt #,; | formal zu einer quasi-
hyperelastischen Funktionsauswertung [113].

Die eingefiihrte inkrementelle variationelle Struktur erméglicht die Berechnung
der symmetrischen und konsistenten algorithmischen Materialtangente zum Zeit-
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punkt 7, durch Bilden der JACOBI-Matrix

dc Jdo Jo W Pw W
Je n 9D Jdede  Jedn 0€dD
— | 9t 9t 9t | — 2w I*wW *w
Cro=\| 5 G 5 |~ | dnoe nom onop (3.249)
JE JE OE 22w 22w 9*W
Je n D dDde  9DIn  9DAD

des zugrundeliegenden Funktionals im Variationsproblems (3.22). Eine Bedin-
gung fiir ein stabiles elektro-mechanisches Materialverhalten ist durch eine nicht-
negative algorithmische Darstellung des Arbeitsausdrucks zweiter Ordnung

Ag Ag
AG:Ae+AT AN +AE-AD=| An |-Cr-| An | >0
AD AD (3.25)

T
fiir alle [ Ae An AD | #0

gegeben (vgl. [30]) und ist somit fiir eine positiv-definite Materialtangente in
(3.24) erfiillt. Aufgrund der Definition des Raten-Potentials (3.4) in Abhédngig-
keit von der konvexen freien HELMHOLTZ-Energiefunktion ¥ und des konvexen
Dissipationspotentials ® hat auch das reduzierte inkrementelle innere Arbeits-
potential W eine bifurkations- und haufungspunktfreie konvexe Struktur?. Diese
Eigenschaft stellt die Grundvoraussetzung fiir die positive Definitheit von Cp
sicher und garantiert die Eindeutigkeit der in (3.23) abgeleiteten konstitutiven
Beziehungen fiir beliebige Belastungsprozesse [30, 125].

Der Potentialcharakter des reduzierten inkrementellen internen Arbeitspotentials
W wurde durch eine konsistente Variationsformulierung des Materialverhaltens
unter Verwendung des Rahmens der Generalisierten Standardmaterialien erreicht.

2 Wie bereits erwihnt, basiert eine hiufig gewihlte Formulierung ferroelektrischer Materialmo-
delle auf der konvex-konkaven Sattelpunktfunktion der elektrischen GIBBS-Energie G, (€, E) =
\P(s,f)) —E-D (vgl. [110]), um die Energiespeicherung des Systems zu beschreiben. Eine solche
Formulierung fiihrt zu nicht-positiv definitiven Materialtangenten [30, 124].
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3 Variationelle Modellierung von dissipativem Materialverhalten

Darauf aufbauend wird die Konstruktion von Funktionalen mit Potentialcharakter
fiir den gesamten betrachteten elektro-mechanischen Korper moglich und bildet
somit die Basis fiir eine Beschreibung des globalen Randwertproblems in einer

variationellen Struktur.
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4  Ferroelektrische
Funktionskeramiken

Fiir die Entwicklung passgenauer Materialmodelle, welche sich in den zuvor ein-
gefiihrten Modellierungsrahmen integrieren lassen, sind weitreichende Kenntnisse
iiber die Eigenschaften und das Verhalten des zu betrachtenden Materials vonno-
ten. Deshalb werden im folgenden materialwissenschaftlich motivierten Kapitel
die mikrostrukturellen Eigenschaften sowie das makroskopische phinomenologi-
sche Materialverhalten ferroelektrischer Funktionskeramiken vorgestellt. Hierbei
beschrinkt sich die Diskussion im Wesentlichen auf die fiir diese Arbeit relevanten
Zusammenhinge, welche in einem ausfiihrlicheren Kontext aus [126—129] und
[39, 130, 131] entnommen werden kénnen.

Als Beispiele fiir ferroelektrische Funktionskeramiken sind Barium-Titanat (Ba-
TiO3), Barium-Strontium-Titanat (BST) und Blei-Zirkonat-Titanat (PZT) zu nen-
nen'. Aufgrund der verhiltnismiBig hohen elektro-mechanischen Kopplungsei-
genschaften ist insbesondere PZT von grofler technischer Relevanz, weshalb die in
diesem Kapitel behandelten Eigenschaften ferroelektrischer Funktionskeramiken
meist im Kontext dieses Materials diskutiert werden. Um ein Verstdndnis fiir
die phianomenologischen Eigenschaften und Mechanismen von Ferroelektrika
zu erlangen, ist es von Vorteil diese auf unterschiedlichen Skalen zu betrachten.
Aus diesem Grund erfolgt zunéchst eine Erldauterung der Materialeigenschaften
anhand der Betrachtung einer Einheitszelle des Kristallgitters. Im zweiten Schritt

I Aufgrund der Bleihaltigkeit von PZT und der damit verbundenen Umweltbelastung ist damit zu

rechnen, dass dieses Material in den nichsten Jahren vollstindig durch bleifreie Piezomaterialien
ersetzt wird.
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werden die gewonnenen Erkenntnisse auf polykristalline Strukturen iibertragen
und ausgeweitet.

4.1 Eigenschaften der Einheitszelle

Bei den hier betrachteten Funktionskeramiken handelt es sich um kristalline
Materialien, deren Kristallgitter sich aus periodisch angeordneten Einheitszellen
zusammensetzt. Um ein grundlegendes Verstdndnis fiir das Materialverhalten
einer polykristallinen Keramik zu schaffen, miissen zunéchst die Eigenschaften
erldutert werden, die sich aus der Betrachtung einer Einheitszelle ableiten lassen.

4.1.1 Kristallstruktur

Die chemische Zusammensetzung von Ferroelektrika ist durch ionische Bindun-
gen geprégt. Eine Einheitszelle dieser Materialien baut sich aus einer Anordnung
von positiv und negativ geladenen Ionen auf. Durch die hiufig vorkommende
Perowskit-Struktur des Kristallgitters ergibt sich eine Temperaturabhiingigkeit der
Konfiguration einer Einheitszelle. Oberhalb der sogenannten CURIE-Temperatur?
6c nimmt die Einheitszelle eine kubische Struktur ein. Unterhalb der CURIE-
Temperatur ergeben sich im Fall von PZT zwei technisch relevante Konfigura-
tionen mit jeweils verzerrten Kristallgittern. In Abhingigkeit des prozentualen
Titan-Anteils im Material ergibt sich entweder eine rhomboedrische oder eine
tetragonale Form der Einheitszelle. Im schematischen Phasendiagramm fiir PZT
in Abb. 4.1 ist zudem zu erkennen, dass diese beiden Konfigurationen durch eine
morphotrope Phasengrenze (MPG) voneinander abgegrenzt werden>. In realen
Piezokeramiken liegen meist tetragonale und rhomboedrische Phasen nebeneinan-

Benannt nach den Briidern Pierre und Jacques CURIE. Durch deren Beobachtungen aus dem Jahr
1880 wird ihnen die Entdeckung der Piezoelektrizitéit zugesprochen [126].

Eine Materialzusammensetzung nah an der morphotropen Phasengrenze ist von besonderem
technischen Interesse, da dort eine optimale elektro-mechanische Kopplung mit verhéltnismafig
groflen Dehnungen erreicht werden kann [126].
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Abbildung 4.1: Schematisches Phasendiagramm fiir PZT (vgl. z.B. [126]).

der vor. Zur Beschreibung der charakteristischen Materialeigenschaften sowie zur
Motivation geeigneter Modellierungsansitze wird jedoch hiufig auf die Betrach-
tung der tetragonalen Einheitszelle zuriickgegriffen. Aufgrund der anschaulicheren
Diskussion wird diese auch in den weiteren Ausfithrungen néher betrachtet.

In Abb. 4.2 sind die Einheitszellen der kubischen Konfiguration mit der Gitterkon-
stante @ und der tetragonalen Konfiguration mit den Gitterkonstanten ¢ und a < ¢
dargestellt. Die Verzerrung der tetragonalen Phase im Vergleich zur kubischen
wird auch als spontane Dehnung bezeichnet und nimmt i. d. R. eine Groflenord-
nung von &€ = (¢ —a)/a~ 1 % ein. Aus den unterschiedlichen Konfigurationen
der Einheitszellen ergeben sich unterschiedliche Ladungsverteilungen, fiir welche
sich jeweils sowohl ein positiver als auch ein negativer Ladungsschwerpunkt
einstellt. Wihrend bei der kubischen Phase die Schwerpunkte {ibereinstimmen
und diese somit einen elektrisch neutralen Zustand einnimmt, 14sst sich bei der
tetragonalen Einheitszelle aufgrund der Gitterverzerrung einen Versatz zwischen
dem positiven und dem negativen Ladungsschwerpunkt beobachten. Gemif3 den
in Abschn. 2.3.2 diskutierten Zusammenhinge stellt sich somit ein Dipol in jeder
Einheitszelle des Einkristalls ein. Das zugehorige Dipolmoment p* wir hdufig als
spontane Polarisation bezeichnet. Die Wirkungslinie des mikroskopischen Dipols
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Abbildung 4.2: Links: Ferroelektrische Phase mit tetragonal verzerrter Einheitszelle von PZT unter-
halb der CURIE-Temperatur. Rechts: Paraelektrische Phase mit kubischer Einheitszel-
le von PZT oberhalb der CURIE-Temperatur.

einer Einheitszelle wird aufgrund der zugehdrigen Gitterkonstante als c-Achse
bezeichnet. Diese Begrifflichkeit wird im Rahmen eines Modellierungsansatzes
im weiteren Verlauf der Arbeit noch eine wichtige Rolle spielen. Aufgrund der
diskutierten Unterschiede bzgl. des Ladungszustandes und der damit verbunde-
nen elektrischen Aktivitit wird die kubische Konfiguration als paraelektrische —
und die tetragonale als ferroelektrische Phase bezeichnet. Die Herstellung von
ferroelektrischen Keramiken erfolgt meist in einem Sintervorgang mit Prozess-
temperaturen oberhalb der CURIE-Temperatur. Wihrend des Abkiihlens erfolgt
ein Ubergang von der paraelektrischen in die ferroelektrische Phase. Bei diesem
Phaseniibergang kommt es zu einer Verschiebung des zentralen Ions in eine durch
die Kristallographie vorgegebene Raumrichtung und damit zur Ausbildung des
Dipols. Aufgrund der tetragonalen Struktur des Kristallgitters besitzt dieses aniso-
trope Materialeigenschaften, deren Vorzugsrichtung durch die Orientierung des
spontanen Polarisationsvektors bestimmt ist.

4.1.2 Piezoelektrizitit der Einheitszelle

Der Begriff der Piezoelektrizitit wurde bereits in Abschn. 2.4.4 in rein mathemati-
scher Form im Fall des direkten Effektes als lineare Kopplung des Polarisationszu-
stands und der mechanischen Spannung eingefiihrt. Der indirekte Effekt beschreibt
wiederum die Kopplung zwischen den Verzerrungen und dem elektrischen Feld.
Nun soll dieses Phdnomen im Rahmen einer mikroskopischen Betrachtung einer

80



4.1 Eigenschaften der Einheitszelle

Einheitszelle diskutiert werden. Dabei sei angemerkt, dass sich Ferroelektrika auf
mikroskopischer Skala immer piezoelektrisch verhalten, was makroskopisch nicht
zwangsldufig der Fall sein muss.

Bei einer Belastung der tetragonalen Einheitszelle mit einer mechanischen Span-
nung verursacht diese eine Deformation. Die positiven und negativen Ladungs-
schwerpunkte erfahren dadurch eine zusitzliche Relativverschiebung, wodurch
sich das Dipolmoment in der Einheitszelle und damit der Polarisationszustand im
Material @ndert, vgl. auch Gl. (2.47). Die Wirkung des direkten piezoelektrischen
Effektes auf eine Einheitszelle fiir verschiedene mechanische Belastungszustinde
ist in Abb. 4.3 veranschaulicht.
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Abbildung 4.3: Oben: Wirkungsweise des direkten piezoelektrischen Effekts fiir unterschiedliche
mechanische Normal- und Schubspannungsbelastungen einer tetragonalen Einheits-
zelle von PZT. Unten: Wirkungsweise des indirekten piezoelektrischen Effekts fiir
unterschiedlich ausgerichtete elektrische Felder an einer tetragonalen Einheitszelle
von PZT.

Im Fall des indirekten Effekts fiihrt ein duBeres elektrisches Feld zu der Einwir-
kung von COULOMB’schen Kriften auf die Ionen der Einheitszelle. Dadurch
kommt es zu geringfiigigen entgegengesetzten Verschiebungen der positiv und
negativ geladenen Ionen, wodurch die gesamte Einheitszelle einer Deformati-
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on unterzogen wird. In Abb. 4.3 sind fiir verschiedene Wirkungsrichtungen des
elektrischen Feldes die verursachten Verzerrungsdnderungen dargestellt.

Bei Temperaturen oberhalb der CURIE-Temperatur erfolgt bei ferroelektrischen
Keramiken der Ubergang in die paraelektrische Phase. Aufgrund der dipolfrei-
en kubischen Einheitszelle nach dem Phaseniibergang gehen dadurch jegliche
piezoelektrischen Eigenschaften des Materials verloren.

4.1.3 Flexoelektrizitit der Einheitszelle

Der direkte flexoelektrische Effekt beschreibt die Anderung des Polarisationszu-
standes infolge von Verzerrungsgradienten, vgl. auch Abschn. 2.4.5. Im Gegensatz
zur Piezoelektrizitit tritt das Phdnomen der Flexoelektrizitdt unabhiingig von der
Phase eines kristallinen Materials und damit unabhingig von der Temperatur auf.
Die physikalische Begriindung des Effektes ist allerdings wesentlich komplizier-
ter und weniger intuitiv als bei der Piezoelektrizitidt. Infolge von aufgeprigten
Verzerrungsgradienten und der damit verbundenen Inhomogenitit des Belastungs-
zustandes innerhalb einer Einheitszelle ist es nicht ohne Weiteres moglich auf die
verursachten Anderungen des Ladungszustandes zu schlieBen. Mehrere Effekte
ionischer und elektronischer Natur beeinflussen den durch einen Verzerrungsgradi-
enten verursachten Polarisationszustand [39, 130, 131]. Fiir eine mikroskopische
Bestimmung der GroBBenordnung des flexoelektrischen Effektes finden sich in
der Literatur zahlreiche Berechnungsmethoden aus der Festkorperphysik, wie z.
B. First-Principle-Simulationen [132—134] und Lattice-Dynamics-Simulationen
[135, 136]. Bemerkenswerterweise zeigen die theoretischen Berechnungsergeb-
nisse, dass sich das Vorzeichen und damit die Wirkungsrichtung der Polarisation
in keinster Weise aus Anschauung ableiten lisst. Fiir gleiche Verzerrungsgra-
dientenzustinde konnen bei unterschiedlichen Materialien somit verschieden
ausgerichtete Polarisationszustinde entstehen. Die mikroskopischen Ursachen
des flexoelektrischen Effektes in Ferroelektrika sind bis zu diesem Zeitpunkt
abschlielend noch nicht voll umfinglich geklirt und gehoren zum Gegenstand
der aktuellen Forschung.
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Abbildung 4.4: Modellvorstellung der Wirkungsweise des direkten flexoelektrischen Longitudinal-
(links) und Transversaleffekts (rechts) an einer kubischen Einheitszelle von PZT.

Eine Modellvorstellung der Wirkung des direkten flexoelektrischen Effekts auf
eine kubische Einheitszelle, isoliert von den Effekten eines Dipols in der tetra-
gonalen Phase, kann wie folgt zusammengefasst werden: Ausgehend von einer
symmetrischen Einheitszelle in der paraelektrischen Phase kommt es getrieben
durch die Wirkung von Verzerrungsgradienten zu einer Umverteilung der vorhan-
denen Ladungen innerhalb der Zelle wodurch deren Symmetrie gebrochen wird.
Die Separation der Ladungsschwerpunkte sorgt fiir eine Polarisation der Zelle,
deren Wirkungsrichtung durch Experimente fiir verschiedene Verzerrungsgradi-
entenkomponenten und Materialien separat ermittelt werden muss. In Abb. 4.4
wird diese Modellvorstellung auf den longitudinalen und transversalen direkten
flexoelektrischen Effekt bildlich iibertragen.

Die Wirkungsweise des indirekten flexoelektrischen Effektes motiviert sich aus
einem Zusammenhang, welcher in Abb. 4.5 illustriert ist. Nach einer Modell-
vorstellung steht die Einheitszelle durch das iiber x; anwachsende elektrische
Feld in einem elektrischen Ungleichgewicht. Um einen Gleichgewichtszustand zu
erreichen baut sich in der Einheitszelle ein dem Zuwachs AE entgegenwirkendes
elektrisches Feld auf, welches aus einen durch Ladungsverschiebung erzeugten
Dipol entsteht. Diese ionischen Ladungsverschiebungen brechen zum einen die
Symmetrie des urspriinglich kubischen Gitters und fithren zum andern zu einer
homogenen Deformation der Einheitszelle. Eine dhnliche Interpretation des in-
direkten flexoelektrischen Effekts auf mikroskopischer Skala findet sich auch in
[137, 138].

Im Rahmen dieser Arbeit wird vereinfachend davon ausgegangen, dass sowohl der
direkte als auch der indirekte flexoelektrische Effekt sich in der paraelektrischen
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Abbildung 4.5: Modellvorstellung der Wirkungsweise des indirekten flexoelektrischen Effekts an
einer kubischen Einheitszelle von PZT.

und der ferroelektrischen Phase gleich verhilt*. Bei der Uberlagerung der aus
Piezoelektrizitdt und Flexoelektrizitit resultierenden Polarisations- und Verzer-
rungsanteile wird deshalb vereinfacht die Giiltigkeit des Superpositionsprinzips
postuliert.

4.1.4 Ferroelektrizitit der Einheitszelle

Die Materialeigenschaft, welche eine technische Nutzung des piezoelektrischen
Effektes in Funktionskeramiken erst ermdglicht, ist die Ferroelektrizitét. Durch
diese ist die Moglichkeit der Umorientierung der mikroskopischen Dipole in
einem piezoelektrischen Material in seiner ferroelektrischen Phase spezifiziert.
Beim Abkiihlprozess nach dem herstellungsbedingten Sintervorgang verschiebt
sich beim Ubergang aus der kubischen in die tetragonale Phase das zentrale Titan-
Ion in eine der sechs moglichen Raumrichtungen. Dieser Zustand ist durch ein
energetisches Minimum und damit ein metastabiles thermodynamisches Gleichge-
wicht gekennzeichnet. Bei einer hinreichend groflen Energieaufwendung durch
duBlere elektro-mechanische Einwirkungen ist es moglich, diese mikroskopischen
Dipole in eine der fiinf anderen Raumrichtungen auf irreversible Art und Wei-
se umzuorientieren. Mit dieser Rotation des spontanen Polarisationsvektors der
Einheitszellen geht ein Umklappen des gesamten Raumgitters einher, sodass sich
dessen anisotrope Vorzugsrichtung dndert. Dabei muss zwischen elektrisch und
mechanisch induziertem Umklappen differenziert werden. Bei Umklappprozessen,

4 Dies ist sicherlich eine starke Vereinfachung, da experimentelle Beobachtungen eine signifikante

Temperaturabhingigkeit der flexoelektrischen Eigenschaften aufzeigen, vgl. [139].
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Abbildung 4.6: Elektrisch getriggertes 180°- und 90°-Umklappen, sowie mechanisch induziertes
90°-Umklappen der spontanen Polarisation einer Einheitszelle von PZT.

welche durch ein elektrisches Feld verursacht werden kann infolge der auf die
Tonen einwirkenden COULOMB ’schen Krifte die Orientierung des mikroskopi-
schen Dipols eindeutig getriggert werden. Dadurch ist in diesem Fall sowohl
90°- als auch 180°-Umklappen und damit eine Kristallorientierung in alle sechs
Raumrichtung moglich, vgl. Abb. 4.6. Im Gegensatz dazu besteht bei mecha-
nisch induziertem Umklappen kein vollstindiger Einfluss auf die Orientierung der
spontanen Polarisation. Bei koaxial zur Polarisation einwirkenden mechanischen
Druckspannungen in einer hinreichend hohe Intensitit erfolgt ausschlieBlich ein
90°-Umklappen des Dipols in eine zufillige der vier moglichen Raumrichtun-
gen senkrecht zur Belastungsrichtung. Zugbeanspruchungen konnen lediglich
ein 90°-Umklappen verursachen, wenn die mechanische Spannung senkrecht zur
Polarisationsrichtung wirkt. Auch in diesem Fall ist die Umklapprichtung in eine
der beiden Richtungen in der Belastungsachse moglich.
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4.2 Eigenschaften des Polykristalls

Fiir technische Anwendungen sind ferroelektrische Funktionskeramiken in Form
von Polykristallen relevant, deren Eigenschaften sich von denen der Einheitszelle
unterscheiden. Fiir das Verstidndnis des komplexen Materialverhaltens von Poly-
kristallen ist jedoch, wie bereits erwéhnt, das zuvor erworbene Wissen iiber die
Phianomenologie der Einheitszelle notwendig.

4.2.1 Korn- und Dominenstruktur

In einem Polykristall unterteilt sich das Material in einzelne Korner, welche
jeweils aus einem Kiristallgitter mit konstanter Orientierung bestehen. Je nach
chemischer Zusammensetzung und eingestellten Prozessparametern im Sintervor-
gang stellen sich in PZT-Materialien Korngré3e im Bereich von 1 — 10 um ein,
vgl. z. B. [140]. Eine Besonderheit ferroelektrischer Keramiken ist, dass sich die
Korner in weitere Substrukturen unterteilen lassen. Diese Strukturen werden i. A.
als Domdinen bezeichnet und stellen Bereiche dar, in welchen alle Einheitszellen
die gleiche Orientierung der spontanen Polarisation aufweisen, vgl. Abb. 4.7. Die
GroBe der Doménen wird ebenfalls durch die Materialzusammensetzung und den
Herstellungsprozess bestimmt. Fiir ein ,jungfriuliches’ Ferroelektrikum, welches
durch Abkiihlen nach dem Sinterprozess den Ubergang von der kubischen in die
tetragonale Phase durchlaufen hat, ergibt sich eine regellose Verteilung der Ori-

PZT-Probe

Abbildung 4.7: Polykristalline Mikrostruktur einer ferroelektrischen PZT-Keramik.
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entierung des Kristallgitters einzelner Korner. Dadurch verhilt sich das Material
in diesem thermisch depolarisierten Zustand auf makroskopischer Ebene isotrop,
die einzelnen Dominen jedoch weisen die Anisotropieeigenschaften der Einheits-
zellen auf. Demzufolge besitzt das Material dann auf makroskopischer Skala auch
keine piezoelektrischen Eigenschaften. Es ldsst sich zudem beobachten, dass bei
benachbarten Doménen stets entweder ein 90° oder ein 180° Winkel zwischen
deren Orientierungen auftritt. Die Formierung dieser Doménenwinde begriindet
sich im Bestreben des Materials einen moglichst stabilen Zustand mit einem
energetischen Minimum einzunehmen. Die Wirkungsweise bei der Ausbildung
von 180°-Dominenwinde ist in Abb. 4.8 illustriert. An einem idealen Einkristall
wiirde es aufgrund der auftretenden Oberflichenladungen infolge der spontanen
Polarisation zur Erzeugung von hohen Depolarisationsfeldern kommen. Das Aus-
bilden von 180°-Doménenwénden sorgt fiir einen signifikanten Abbau dieser
elektrischen Felder, was zu einer Reduzierung der zu speichernden elektrischen

0 0D

Abbildung 4.8: Ausbildung einer fiir PZT-Keramiken charakteristischen Doménenstruktur zur Mini-
mierung der elektrischen Depolarisationsfelder, vgl. [141].

4.2.2 Makroskopisches GroBsignalverhalten

Wie im vorangegangenen Abschnitt erldutert, weisen ferroelektrische Funktions-
keramiken nach dem Sinterprozess keine makroskopischen piezoelektrischen
Eigenschaften auf. Um die elektro-mechanischen Koppelphdnomene der Materia-
lien fiir technische Anwendungen nutzbar zu machen, muss deshalb zunéchst ein
initialer Polungsprozess durchgefiihrt werden. Durch Anlegen eines hinreichend
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4 Ferroelektrische Funktionskeramiken

hohen elektrischen Feldes in gewiinschter Vorzugsrichtung wird dafiir gesorgt,
dass die spontanen Polarisationsvektoren der Dominen sich so nah in dessen
Wirkungsrichtung ausrichten, wie es die Orientierung der Kristallachsen erlaubt.
Dieses makroskopische ferroelektrische Verhalten begriindet sich in dem Phi-
nomen, dass sich die Einheitszellen einer Doméne durch die Einwirkung des
elektrischen Feldes auf deren Dipole in ihrer Gesamtheit umklappen lassen. Der
Schwellenwert, welcher die Initiierung der Umklappprozesse charakterisiert, wird
als Koerzitivfeldstirke E¢ bezeichnet. In Abb. 4.9 ist das sukzessive Ausrich-
ten der Doménen in Feldrichtung und die damit verbundene Ausbildung einer
makroskopischen Polarisation, sowie einer makroskopischen Dehnung, darge-
stellt. Nachdem das elektrische Feld vollstiandig zuriickgefahren ist, verbleibt
ein Grofteil der Doménen irreversibel in ihrer umgeklappten Position, sodass
das Material annihernd im entstandenen makroskopischen Polarisations- und
Dehnungszustand verharrt. Diese irreversiblen oder remanenten Zustinde werden
Scittigungspolarisation P’ und Siittigungsdehnung €% bezeichnet. Aufgrund
der unausweichlichen Interaktion der einzelnen Doménen in einem Polykristall
beeinflussen sich diese gegenseitig in ihrem Umklappverhalten. Infolge dessen
konnen Blockaden entstehen, welche den Polungsprozess zum Teil behindern. Es
ist somit unmoglich die Doménen vollstdndig in die Richtung des elektrischen
Feldes auszurichten. Aus diesem Grund sind die makroskopisch messbaren Sitti-
gungswerte der Polarisation und der Dehnung wesentlich geringer als die Werte
der spontanen Polarisation und Dehnung einer Einheitszelle.
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Abbildung 4.9: Initialer Polungsprozess einer ferroelektrischen Piezokeramik: a) Thermisch depolari-
sierter isotroper Ausgangszustand. b) Umklappen einzelner Doménen und Bewegung
von Doménenwinden fiir || E|| > E€. c) Vollstindig gepolter Zustand fiir ||E|| > E€.
d) Remanenter Polarisations- und Dehnungszustand nach Entlastung.
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4.2 Eigenschaften des Polykristalls

Im Weiteren soll das makroskopische Materialverhalten von ferroelektrischen
Piezokeramiken unter zyklischer einachsiger Belastung diskutiert werden. Das
durch elektrische, mechanische, sowie elektro-mechanisch gekoppelte Einwir-
kungen zu beobachtende hysteretische Verhalten ist charakteristisch fiir diese
Materialklasse. In experimentellen Untersuchungen géngige Probenabmessungen,
welche als makroskopisch reprisentativ angesehen werden konnen und somit eine
hinreichende Anzahl an Kornern beinhalten, haben i. d. R. Dimensionen von eini-
gen Millimetern, vgl. [142] oder Abb. 4.7. Die hysteretischen Koppelphdnomene
sollen an dieser Stelle am Beispiel der kommerziell verfiigbaren Piezokeramik
PIC 151 der Firma PI Ceramic GmbH aus Lederhose (Deutschland) [143] genauer
betrachtet werden. Die zugehorigen Versuche wurden von ZHOU [142, 144] am
Forschungszentrum Karlsruhe’ in den frithen 00-Jahren durchgefiihrt. Die hier
angegebenen Hysteresen wurden bei einer Belastungsgeschwindigkeit von 0.08
kV/mm pro Sekunde (entspricht 0.01 Hz) aufgezeichnet, was als eine annidhernd
quasi-statische Belastung eingestuft werden kann®.

4.2.2.1 Dielektrische Hysterese

Bei einachsiger zyklischer Belastung einer polykristallinen PZT-Probe mit einem
elektrischen Feld mit hinreichend grofler Amplitude ldsst sich durch Messen der
dadurch induzierten dielektrischen Verschiebung die sogenannte dielektrische
Hpysterese in Abb. 4.10 aufzeichnen. Das elektrische Feld ldsst sich im Experi-
ment durch auf zwei gegeniiberliegenden Seiten angebrachte Elektroden und der
Steuerung der elektrischen Spannung direkt vorgeben. Ein Mittelwert der dielektri-
schen Verschiebung und damit des makroskopischen Polarisationszustandes in der
Probe, kann durch Ermittlung der Oberflichenladungsdichte an den Elektroden
gewonnen werden. Der Verlauf der dielektrischen Hysterese kann wie folgt kurz
umrissen werden: Ausgehend von einem thermisch depolarisierten Zustand setzt

Inzwischen eingegliedert in das Karlsruher Institut fiir Technologie (KIT).
Bei hoheren Belastungsgeschwindigkeiten ldsst sich eine ausgepridgte Ratenabhingigkeit des
Hystereseverhaltens von Piezo-Keramiken beobachten, vgl. [145].

6
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Abbildung 4.10: Experimentell von ZHOU [144] aufgezeichnete quasi-statische (0.01 Hz) makro-
skopische dielektrische Hysterese der PZT-Keramik PIC 151 unter Einwirkung
eines zyklischen elektrischen Feldes in x3-Richtung. Die Dominenzustinde sind an
diskreten Stellen mit Piktogrammen symbolisiert.

beim Uberschreiten der Koerzitivfeldstirke” E¢ das Umklappen der Dominen
ein, was sich durch einen steilen Anstieg in der Polarisationsantwort widerspie-
gelt. Wenn das Reservoir an mobilen umorientierbaren Doménen erschopft ist,
lasst sich ein Sattigungsverhalten in der dielektrischen Verschiebung beobachten.
Das Material befindet sich dann in einem vollstindig gepolten Zustand. Beim
sukzessiven Zuriickfahren des elektrischen Feldes klappen vereinzelte Dominen
reversibel in ihren urspriinglichen Zustand zuriick, wodurch sich die messbare
Polarisation im Material geringfiigig reduziert. Der durch die irreversibel umge-
klappten Doménen verursachte und im Material verbleibende Polarisationszustand
entspricht der makroskopischen Sittigungspolarisation P**. Bei entgegengesetzt
wirkendem elektrischen Feld in Groenordnung der Koerzitivfeldstirke setzen
erneut Umklappprozesse ein. Nach einem zunéchst durchlaufenen depolarisierten
Zwischenzustand kommt es zu einer vollstindigen Umorientierung des Polarisati-
onszustands. Nach einem weiteren Entlastungs- und Wiederbelastungsvorgang
ergibt sich eine geschlossene Hysterese.

7 Experimentell wird dieser Materialparameter i. d. R. iiber die Schnittpunkte der dielektrischen

Hysterese mit der Ursprungsachse der dielektrischen Verschiebung charakterisiert, vgl. Abb. 4.10.

90



4.2 Eigenschaften des Polykristalls

4.2.2.2 Schmetterlingshysterese

Gleichzeitig zur dielektrischen Hysterese kann aufgrund der durch Doménenum-
klappen verursachten Formédnderungen auch immer ein hysteretisches Dehnungs-
verhalten an einer PZT-Probe beobachtet werden. Wird in einem Diagramm die
Anderung des einachsigen Dehnungszustandes iiber dem zyklischen elektrischen
Feld aufgetragen, lisst sich ein Belastungspfad aufzeichnen, welcher aufgrund
seines markanten Verlaufs als Schmetterlingshysterese bezeichnet wird, siehe
4.11. Ausgangspunkt dabei ist erneut ein Zustand mit regelloser Orientierung der
Domainen, welcher als makroskopisch dehnungslos definiert wird. Mit zunehmen-
dem elektrischen Feld und zunehmender Ausrichtung der Doménen, kann eine
Verldngerung der Probe in Belastungsrichtung und eine Kontraktion in lateraler
Richtung beobachtet werden. Dies begriindet sich in der Ausrichtung der Ein-
heitszellen mit ihren c-Achsen in Belastungsrichtung. Nach Entlastung macht
sich ein geringfiigiger reversibler Riickgang dieser Dehnungen bemerkbar. Im
vollstidndig unbelasteten Zustand kann dann in Belastungsrichtung die makrosko-
pische Sittigungsdehnung €' an der Probe gemessen werden. Bei elektrischer
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Abbildung 4.11: Experimentell von ZHOU [144] aufgezeichnete quasi-statische (0.01 Hz) makro-
skopische Schmetterlingshysterese der PZT-Keramik PIC 151 unter Einwirkung
eines zyklischen elektrischen Feldes in x3-Richtung. Die Dominenzustinde sind an
diskreten Stellen mit Piktogrammen symbolisiert.
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4 Ferroelektrische Funktionskeramiken

Belastungsumkehr nimmt zunéchst die Dehnung weiter ab, da sich wieder eine
regellose Orientierung der Doménen und damit auch der c-Achsen einstellt. Bei
Erreichen der negativen Koerzitivfeldstirke setzt wiederum das Umklappen in ent-
gegengesetzter Richtung ein, was dann zu einer erneuten Verlangerung der Probe
bis hin zum voll ausgerichteten Zustand fiihrt. Eine erneute Lastumkehr vollendet
einen kompletten Zyklus der Hysterese, welche fiir zahlreiche ferroelektrische
Funktionskeramiken die Form eines Schmetterlings einnimmt.

4.2.2.3 Mechanische Depolarisation

Nun soll eine PZT-Probe betrachtet werden, welche zunéchst einen initialen Po-
lungsprozess durchlaufen hat und somit einen einachsigen Polarisationszustand in
der GroBenordnung der Sittigungspolarisation aufweist. Ahnlich zum Verhalten
einer Einheitszelle, kann durch Aufbringen einer hinreichend hohen Druckspan-
nung in Polungsrichtung der Polarisationszustand in einem Polykristall reduziert
werden. Dieser Vorgang wird als mechanische Depolarisation bezeichnet. Das
dabei zu beobachtende nichtlineare Materialverhalten ist in Abb. 4.12 am Beispiel
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Abbildung 4.12: Experimentell von ZHOU [142] aufgezeichneter makroskopischer mechanischer
Depolarisationsprozess der PZT-Keramik PIC 151 mit einer Belastungsgeschwin-
digkeit von 5 MPa pro Sekunde. Die Doménenzustinde sind an diskreten Stellen
mit Piktogrammen symbolisiert.
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von PIC 151 bei einer Belastungsgeschwindigkeit von 5 MPa pro Sekunde darge-
stellt, vgl. [142]. Nach iiberschreiten einer bestimmten Druckspannung, welche
im Allgemeinen als Koerzitivspannung o€ bezeichnet wird, setzt ein Umklappen
einzelner Dominen in Richtung einer Ebene senkrecht zur Belastungsrichtung
ein. Infolge der mechanischen Einwirkung besteht allerdings kein Einfluss auf
die Ausrichtung der Dipole, sodass die c-Achsen der zugehdrigen Einheitszellen
in dieser Ebene eine regellose Orientierung aufweisen. Bei kontinuierlicher Er-
hohung der Druckspannung wird ein Zustand erreicht, bei dem das Reservoir an
mobilen Doménen erschopft ist und der Polarisationszustand nicht mehr weiter
reduziert werden kann. Es ist jedoch hdufig zu beobachten, dass selbst bei sehr
hohen Druckspannungen (> 200 MPa) die Doménen nicht in Gédnze umklappbar
sind und eine geringfiigige Polarisation im Material verbleibt. Nach vollstindiger
Wegnahme der mechanischen Belastung wird die Irreversibilitit des mechanischen
Depolarisationsprozesses deutlich. Die umgeklappten Dominen verbleiben zum
groBen Teil in ihrer Lage, sodass der initiale makroskopische Polarisationszustand
auf irreversible Art und Weise verloren gegangen ist. Vereinzelte Doménen kénnen
jedoch reversible in ihre urspriingliche Orientierung zuriickspringen, sodass unwei-
gerlich ein minimaler Anstieg der Polarisation wihrend des Entlastungsprozesses
zu beobachten ist.

4.2.2.4 Ferroelastische Hysterese

Das bei rein mechanischen Untersuchungen zu beobachtende nichtlineare Grof3-
signalverhalten bei Ferroelektrika wird iiber die ferroelastische Hysterese cha-
rakterisiert. Wie bereits im vorangegangenen Abschnitt iber das mechanische
Depolarisationsverhalten gezeigt wurde, konnen infolge mechanischer Druckspan-
nungen Doménenumklappprozesse initiiert werden. Damit gehen unweigerlich
Forminderungen der PZT-Probe einher. In Abb. 4.13 ist das ferroelastische Verhal-
ten sowohl fiir eine ,jungfriuliche’ als auch fiir eine gepolte Probe aus PIC 151 fiir
eine Belastungsgeschwindigkeit von 5 MPa pro Sekunde illustriert. Das gezeigte
Spannungs-Dehnungs-Verhalten der gepolten Probe kann parallel zum Depolari-
sationsprozess aus Abb. 4.12 aufgezeichnet werden. In beiden Fillen sorgt das
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Abbildung 4.13: Experimentell von ZHOU [142] aufgezeichnete makroskopische ferroelastische
Hysteresen von gepolten und ungepolten PZT-Proben aus PIC 151 mit einer Be-
lastungsgeschwindigkeit von 5 MPa pro Sekunde. Die Doménenzustinde sind an
diskreten Stellen mit Piktogrammen symbolisiert.

Umklappen der Doménen und der damit verbundenen Ausrichtung der c-Achsen
in die Ebene senkrecht zur Belastungsrichtung zu einer Verkiirzung der Probe.
Dies geht mit einer Ausdehnung in den lateralen Richtungen einher. Der groB3ere
Stauchungsweg bei der gepolten Probe lisst sich durch die Tatsache erklédren, dass
in diesem Fall die Anzahl der umklappbaren Doménen deutlich grofer ist im Ver-
gleich zur thermisch depolarisierten Probe mit regelloser Orientierungsverteilung
der Dominen. Im Sittigungsbereich der Dehnung stimmen die Kurven beider
Ausgangssituationen nahezu iiberein, da der vollstindig depolarisierte Zustand
fiir beide Proben identisch ist. Experimentelle Beobachtungen ergeben, dass die
aus Umklappprozessen entstammende remanente Dehnungsénderungen als volu-
mentreu angenommen werden konnen [146]. Das Spannungsniveau bei dem das
Einsetzten von Umklappvorgédngen im Material vonstattengeht, lasst sich aufgrund
der kontinuierlichen Anderung in der Steigung der ferroelastischen Hysterese oft
nicht eindeutig identifizieren. Ein pragmatischer Ansatz zur Charakterisierung
des materialspezifischen Parameters der Koerzitivspannung o¢, welcher auch
in Abb. 4.13 verfolgt wurde, besteht darin, den Schnittpunkt der Tangente an
die anfinglich linear elastische Steigung mit der Tangente am Wendepunkt der
Kurve zu bestimmen. Eine Untersuchung zum Einfluss des Polarisationszustandes
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und des Belastungsniveaus auf den Elastizitdtsmodul von PZT-Keramiken wird
z. B. von FETT et al. [147] durchgefiihrt. Eine experimentelle Untersuchung des
Materialverhaltens von ferroelektrischen Funktionskeramiken im Zugbereich ist
aufgrund der niedrigen Zugfestigkeit des sproden Materials kaum realisierbar.

4.2.2.5 Elektro-mechanisch kombinierte Belastungszustinde

Im Weiteren sollen nun auch kombinierte Belastungszustinde bei gleichzeiti-
ger einachsiger Einwirkung von elektrischen Feldern und mechanischen Druck-
spannungen betrachtet werden. Von ZHOU et al. [148] wird das ferroelektrische
Materialverhalten von PIC 151 unter dem Einfluss einer mechanischen Druck-
vorspannung mit unterschiedlichen Lastniveaus untersucht. In Abb. 4.14 sind die
aufgezeichneten dielektrischen Hysteresen und Schmetterlingshysteresen darge-
stellt. Es wird deutlich, dass eine tiberlagerte Druckspannung zu einer Behinderung
der Dominenumklappprozesse fiihrt. Die senkrecht zur Wirkungslinie des elektri-
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Abbildung 4.14: Einfluss von mechanischen Druckspannungen mit unterschiedlichen Belastungsni-
veaus auf den Verlauf der dielektrischen Hysterese und der Schmetterlingshysterese.
Die experimentellen Ergebnisse fiir die Piezokeramik PIC 151 sind aus ZHOU et al.
[148] entnommen.
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schen Feldes ausgerichteten Dominen werden dadurch in ihrer Lage stabilisiert
und es bedarf deutlich hohere Felder, um eine vollstindige Polung durchzufiihren.
Zudem wird ersichtlich, dass bei hinreichend hohen Druckspannungen die dielek-
trische Hysterese sich annédhernd vollstindig zusammenstauchen lédsst und somit
das Umklappen komplett verhindert wird. Das Material verhilt sich dann in erster
Niherung linear dielektrisch. Bemerkenswert am Dehnungsverhalten ist, dass fiir
niedrigen Druckvorspannungen (—25 MPa) zunichst eine vertikale Aufweitung
der Schmetterlingshysterese und damit eine Steigerung des Aktuationspotentials
zu beobachten ist. Fiir hohere Druckspannungen iiberwiegt dann wieder die iiber-
lagerte remanente Stauchung und die komprimierten Hysteresen werden weit in
den negativen Dehnungsbereich verschoben.

Als weiteres Beispiel zur Demonstration des komplexen gekoppelten elektro-
mechanischen Materialverhaltens ferroelektrischer Funktionskeramiken sollen
die Ergebnisse einer weiteren Versuchsreihe von ZHOU et al. [142] in Abb. 4.15
diskutiert werden. Hierbei wurde das mechanische Depolarisationsverhalten bei
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Abbildung 4.15: Einfluss von tiberlagerten elektrischen Felder mit unterschiedlichen Belastungsni-
veaus auf den Verlauf des mechanischen Depolarisationsverhaltens und der ferro-
elastischen Hysterese. Die experimentellen Ergebnisse fiir die Piezokeramik PIC
151 sind aus ZHOU et al. [142] entnommen.
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konstant tiberlagerten elektrischen Feldern untersucht. Positive Werte stehen fiir
zum Polarisationszustand gleichgerichtete elektrische Felder, welche zu einer
Stabilisierung der ausgerichteten Doménenkonfiguration fiihren. Negative Felder
wirken wiederum entgegengerichtet und destabilisieren somit den Polarisations-
zustand. Fiir hohe stabilisierend wirkende elektrische Felder zeigt sich, dass der
Grad der moglichen Depolarisation sich deutlich verringert, wobei hingegen desta-
bilisierende Felder zu einer Umpolung der Probe fithren konnen. Es wird zudem
deutlich, dass wihrend des mechanischen Entlastungsprozesses hinreichend grofe
positive Felder fiir eine Riickgewinnung der urspriinglichen Polarisationszustinde
sorgen. Im ferroelastischen Verhalten zeigt sich, dass die aufzubringende Koer-
zitivspannung zur Initiierung von Umklappprozessen sich durch stabilisierend
wirkende elektrische Felder zum Teil deutlich erhoht.

4.2.3 Makroskopisches Kleinsignalverhalten

Das zuvor behandelte GroBsignalverhalten bei hohen Amplituden des elektrischen
Feldes und der mechanischen Spannung ist nach der Durchfiihrung eines initialen
Polungsprozesses in der Regel von untergeordneter technischer Relevanz. Viel-
mehr spielt das Kleinsignalverhalten bei deutlich geringerer Ansteuerung eine
wichtige Rolle in Ingenieursanwendungen. Fiir Sensor- und Aktorsysteme ist es
sogar wichtig, elektrische und mechanische Einwirkungen oberhalb der Koerzi-
tivwerte zu verhindern, um die Mikrostruktur und damit die Funktionalitit des
Materials durch irreversible Domidnenumklappprozesse nicht zu beeintrachtigen.
Der technisch nutzbare Bereich der indirekten Piezoelektrizitét in ferroelektrischen
Keramiken liegt in der Regel bei weniger als 100 V/mm um den Arbeitspunkt,
welcher nach dem Entlastungsvorgang infolge des initialen Polungsprozesses
eingenommen wird. In diesem Bereich verhilt sich das Material annihernd linear
piezoelektrisch, vgl. Abb. 4.11. Die lineare Materialantwort in Form von Polarisati-
onsidnderungen begriindet sich zum einen durch geringfiigige Verschiebungen der
mikroskopischen Dipole der Einheitszellen. Ein nicht vernachlidssigbarer Anteil
wird aber auch durch reversibles Umklappen von Dominen verursacht, welche
nach Entlastung wieder zuriick in ihre urspriingliche Lage zuriickspringen, vgl.
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[126]. Aufgrund der durch die Polungsrichtung vorgegebene Anisotropie im Mate-
rial verhilt sich die Piezoelektrizitit auf makroskopischer Skala eines Polykristalls
bei variierenden Belastungsrichtungen unterschiedlich. Diese Materialeigenschaft
wird im Allgemeinen als transversale Isotropie bezeichnet, wobei deren Vorzugs-
richtung durch den makroskopisch gemittelten Polarisationsvektor gegeben ist.
Die Komponenten des in Abschn. 2.4.4 eingefiihrten piezoelektrischen Kopplungs-
tensors in (2.79) konnen dann auf drei unabhingige reduziert werden, welche im
Fall des indirekten Effektes den in technischen Anwendungen hiufig genutzten
longitudinalen, transversalen und schubartigen Deformationsmoden entsprechen.
Der piezoelektrische Kopplungstensor (2.79) fiir ein in x3-Richtung gepoltes
Material kann in Vektor-Matrix-Notation dann zu

0 0 0 0 0 dis
d=| 0 0 0 0 ds 0 @.1)
dy dy dsiz 0 0 O

geschrieben werden. Die darin enthaltenen Materialparameter d33 und d3; ent-
sprechen der longitudinalen und transversalen piezoelektrischen Konstanten, der
Parameter dis = 2d113 = 2d»73 charakterisiert den piezoelektrischen Schubeffekt.
Die zugehorigen durch den indirekten Effekt verursachten Deformationsmoden
sind in Abb. 4.16 dargestellt.

X3a X34
&3 =d33E3
g3 =disEq
g1 =dnE —_—
E3T 11 =d31E3 E
X1 X1

»
»

Abbildung 4.16: Durch den indirekten piezoelektrischen Effekt hervorgerufen Deformationsmoden
bei einer in x3-Richtung gepolten Probe.
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4.2.4 Makroskopische Erscheinung der Flexoelektrizitit

Die Erscheinung des flexoelektrischen Effektes auf makroskopischer Skala soll im
Folgenden anhand von experimentellen Beobachtungen diskutiert werden. Eine
genaue Quantifizierung der flexoelektrischen Eigenschaften eines Material ist
sehr schwierig, da eine durch duflere Einwirkung hervorgerufene Materialant-
wort immer durch weitere Effekte, wie z. B. Piezoelektrizitit, Ferroelektrizitit
oder Elektrostriktion®, iiberlagert wird. Eine Isolierung vom meist dominanten
piezoelektrischen Effekt ist zum Beispiel durch eine Versuchsdurchfiihrung ober-
halb der CURIE-Temperatur moglich, siehe [151]. Diese Herangehensweise ist
allerdings aufgrund der starken Temperaturabhédngigkeit der flexoelektrischen
Kopplungskoeffizienten mit Nachteilen verbunden [130]. Eine Moglichkeit fiir
eine Untersuchung bei Raumtemperatur besteht in der Betrachtung ungepolter
Proben in einem thermisch depolarisierten Zustand. Hierbei ist aber nur bei dufe-
ren elektrischen oder mechanischen Einwirkungen unterhalb der Koerzitivwerte
mit einem linearen flexoelektrischen Verhalten zu rechnen. Durch hervorgerufene
Umklappprozesse im Material wird die Systemantwort durch ferroelektrische und
piezoelektrische Anteile stark beeinflusst.

Von MA und CROSS [152] wird der direkte flexoelektrische Effekt im Rahmen
eines 4-Punkt-Biegeversuchs untersucht. Die ungepolte polykristalline Probe mit
den Dimensionen 60 mm X 7 mm X 3 mm besteht aus dem kommerziellen Ma-
terial PZT-5H der Firma TRS Ceramics Company, State College, Pennsylvania
(USA). Der Vorteil eines 4-Punkt-Biegeversuchs ist, dass aufgrund des konstanten
Momentenverlaufs im Feld zwischen den Lasteinleitungspunkten ohne Querkrifte
die hervorgerufenen homogenen Spannungs- und Dehnungzustinde unter Annah-
me einer Balkentheorie sehr einfach abgeschitzt werden konnen. Danach ergibt
sich ein linearer Verlauf der axialen Dehnung €1 tiber die Balkenhthe und somit
ein konstanter Dehnungsgradient d¢;;/dx3. Nach dieser Annahme verursacht

Elektrostriktion beschreibt die in para- und ferroelektrischer Phase auftretende Kopplung der
Verzerrungen zum Quadrat des elektrischen Feldes, siehe [149, 150]. Dieser Effekt hoherer
Ordnung ist im Vergleich zur Piezoelektrizitdt meist sehr klein und wird daher in technisch
relevanten Anwendungen héufig vernachldssigt.
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der lineare flexoelektrische Transversaleffekt eine iiber die Probenhohe konstante
quasistatische Polarisation in Dickenrichtung. Dieser Zusammenhang kann als

L 0E11
__ eff
Py =5 oxs

4.2)
geschrieben werden, wobei ,uféf dem effektiven flexoelektrischen Transversal-
koeffizient entspricht’. Die hervorgerufene Polarisation kann iiber Messung der
Oberflachenladungen an den auf Ober- und Unterseite der Probe angebrachten
Elektroden ermittelt werden. In Abb. 4.17 ist das von MA und CROSS [152]
aufgezeichnete Spannungs-Dehnungs-Verhalten der dufleren Randfasern der Pro-
be, sowie die hervorgerufene Polarisation P; infolge des Dehnungsgradienten
N113 = €113 bei einer wegkontrollierten Belastungsgeschwindigkeit von 2 mm/min
dargestellt. Auffillig dabei ist ein Steifigkeitsabfall ab einem Spannungsniveau
von ca. 25 MPa, welcher von MA und CROSS [152] durch das Einsetzen von
ferroelastischen Umklappprozesse im Material erklédrt wird. Die Beobachtung
einer verbleibenden Kriimmung in der Probe nach Entlastung bestitigt diese An-
nahme. Bei Betrachtung der Entwicklung der durch Flexoelektrizitit erzeugten
Polarisation in Abb. 4.17 (rechts) wird ebenfalls eine Anderung im Systemverhal-
tens deutlich. Dabei konnen zwei Bereiche identifiziert werden: Zunéchst eine
moderate flexoelektrische Kopplung mit annidhernd linearem Materialverhalten
bei niedrigen erzeugten Verzerrungsgradienten. Beim Einsetzten der ferroelasti-
schen Umklappvorgiénge lédsst sich auch einer Verinderung der flexoelektrischen
Eigenschaften des Materials beobachten, was sich in einer Vervierfachung des
effektiven flexoelektrischen Transversalkopplungsmoduls widerspiegelt. Die beim
Versagen der Probe gemessene maximale Polarisation von ca. 1.6 C/m ist ver-
hiltnismaBig sehr klein. Uber die dielektrischen Eigenschaften des Materials lsst
sich eine erzeugte dquivalente elektrische Feldstdrke zu 100 V/m ermitteln [152].
Dies entspricht lediglich etwa 0.014 % der Koerzitivfeldstdrke dieser Piezokera-
mik. Somit sind keine elektrisch getriebenen Doméanenumklappprozesse infolge

9 Dieser Koeffizient entspricht nicht der Flexotensorkomponente L, in (2.86). Beide Parameter

konnen aber durch sinnvolle Annahmen in Verbindung gesetzt werden, vgl. [153, 154].
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Abbildung 4.17: Das von MA und CROSS [152] im Rahmen eines 4-Punkt-Biegeversuchs aufgezeich-
nete Spannungs-Dehnungs-Verhalten der dufleren Randfasern der Probe, sowie die
durch den direkten flexoelektrischen Effekt verursachte Entwicklung der makro-
skopischen Polarisation. Die wegkontrollierte Belastungsgeschwindigkeit betrigt 2
mm/min.

des flexoelektrischen Effektes in diesem Experiment zu erwarten. Aufgrund des
GroBeneffektes der Flexoelektrizitit erscheint erst bei deutlich geringeren Proben-
dimensionen das Erreichen von Feldstirken im Koerzitivbereich und damit das
Einsetzen von Polungsprozessen als realistisch.

Ein in experimentellen Untersuchungen beobachteter Effekt, welcher bisher in die-
ser Arbeit noch nicht behandelt wurde, ist der sogenannte inverse flexoelektrische
Effekt'?. Dabei handelt es sich um eine Umkehr der Wirkungsweise des direkten
flexoelektrischen Effektes. Die Phinomenologie beschreibt somit einen durch
Polarisation im Material hervorgerufenen Verzerrungsgradienten'!. Experimentell
konnte dieser Effekte z. B. von BURSIAN und ZAIKOVSKII [156] an ungepolten
Filmen aus BaTiOs3 in der ferroelektrischen Phase nachgewiesen werden. Die
Probenabmessungen betrugen dabei 5 mm x 2 mm X 2.5 um. Auf der Ober- und

10 Nicht zu verwechseln mit dem indirekten flexoelektrischen Effekt aus den Abschnitten 2.4.5 und
4.1.3.

" Von BURSIAN und TRUNOV [155] wird gezeigt, dass dieser Effekt aus thermodynamischen
Gesichtspunkten auftreten muss.
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Abbildung 4.18: Links: Von BURSIAN und ZAIKOVSKII [156] aufgezeichnetes hysteretisches Verhal-
ten der Filmkriimmung tiber das angelegte elektrische Feld. Rechts: Beobachteter
GroBeneffekt in Abhingigkeit der auftretenden Filmkriimmung zur gewéhlten Pro-
bendicke.

Unterseite wurde jeweils eine Elektrodenschicht angebracht, um ein elektrisches
Feld in Dickenrichtung erzeugen zu konnen. Beim Anlegen einer elektrischen
Spannung an den Elektroden konnte eine Verbiegung der Proben beobachtet
werden. In Abb. 4.18 (links) ist die von BURSIAN und ZAIKOVSKII [156] gemes-
sene Kriimmung k des Filmes in Abhingigkeit des du3eren elektrischen Feldes
dargestellt, wobei sich ein nichtlinearer Zusammenhang einstellt. Durch Zyklie-
ren des elektrischen Feldes ergibt sich ein dissipatives hysteretisches Verhalten,
was auf verursachte Domédnenumklappprozesse im Material hindeutet. Die aus
der Hysterese ableitbare Koerzitivfeldstirke liegt auch in einer mit der Literatur
tibereinstimmenden Groflenordnung, vgl. z. B. [157]. Eine zur dielektrischen
Hysterese erkennbare Ahnlichkeit, deutet auf die durch den inversen flexoelektri-
schen Effekt beschriebene direkte Kopplung der Kriimmung zu dem im Material
hervorgerufenen Polarisationszustand hin. Untersuchungen bei unterschiedlichen
Temperaturen zeigten zudem, dass die gemessenen Kriimmungen bei ansteigenden
Temperaturen bis zum ferroelektrischen-paraelektrischen Phaseniibergang stark
ansteigen und danach wieder stark abnehmen. Diese Eigenschaft ist im Einklang
mit der Annahme, dass sich die flexoelektrischen Eigenschaften proportional zu
der dielektrischen Suszeptibilitit mit dhnlicher Temperaturabhéngigkeit verhal-
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ten [158]. Die ausgeprigte Grofenabhingigkeit der Flexoelektrizitit zeigt sich
auch im Fall des inversen Effektes. In Abb. 4.18 (rechts) sind die BURSIAN und
ZAIKOVSKII [156] dokumentierten Filmkriimmungen in Abhingigkeit der Pro-
bendicke / aufgetragen. Hieraus verdeutlicht sich die zunehmende Relevanz der
flexoelektrischen Eigenschaften eines Materials bei abnehmenden Probendimen-
sionen. Ahnliche Untersuchungen zum inversen flexoelektrischen Effekt finden
sich auch in [159-162].

Eine experimentelle Untersuchung des indirekten flexoelektrischen Effektes ge-
staltet sich in der Regel als sehr herausfordernd. Selbst bei Untersuchungen an
ungepolten Proben mit verschwindendem Einfluss der Piezoelektrizitit wird die
mechanische Materialantwort bei elektrischer Anregung stark durch elektrostrik-
tive Dehnungen dominiert, was eine isolierte Betrachtung der flexoelektrischen
Eigenschaften erschwert. Zur Erzeugung von elektrischen Feldgradienten sind
zudem besondere Probengeometrien vonnéten, in denen sich sehr inhomogene
Feldverteilungen einstellen. Dabei konnen infolge lokaler Feldiiberhohungen Do-
minenumklappprozesse im Material auftreten, welche die mechanische Antwort
zudem beeinflussen. In HANA et al. [163] wird der indirekte flexoelektrische
Effekt an ungepolten Proben in Form eines Konus aus Blei-Magnesium-Niobat-
Blei-Titanat (PMNT) untersucht. Die mit Silberelektroden bedeckten kreisrunden
Ober- und Unterseiten des Konus besitzen einen Durchmesser von 3 mm bzw. 10
mm. Die Probenhohe betrigt 4 mm. Bei elektrischer Kontaktierung der Elektro-
den wird infolge der Verjiingung der Probenquerschnittsfliche ein elektrischer
Feldgradient iiber die Probenhohe erzeugt. Die resultierenden Dehnungen des
Materials lassen sich durch Aufzeichnen der Verschiebungen an der Oberseite der
Probe erfassen. In Abb. 4.19 ist die iiber die Oberseite gemittelte Verschiebung in
Abhingigkeit der angelegten elektrischen Spannung bei zwei unterschiedlichen

t12

Umgebungstemperaturen dargestellt' . Die aufgezeichneten Hysteresen werden

durch das elektrostriktive Materialverhalten dominiert, es kann aber auch auf-

12 Das Vorzeichen der Verschiebungen, sowie das eingezeichnete Koordinatensystem ist aus [163]

direkt iibernommen. Aus Sicht des Autors miisste die Verschiebung aber ein positives Vorzeichen
haben, da die Elektrostriktion zu einer Verldngerung der Probe fiihrt.
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Abbildung 4.19: An konischen Proben von HANA et al. [163] aufgezeichnete mittlere Verschie-
bungsantwort bei zyklischer Anderung der elektrischen Spannung. Die Wirkung des
indirekten flexoelektrische Effekts zeigt sich durch eine ausgebildete Asymmetrie
der Amplituden im positiven und negativen Spannungsbereich.

grund der Pfadverinderung bei Be- und Entlastung vereinzelt von dissipativen
Umklappprozessen im Material ausgegangen werden. Diese konnen vor allem in
den Bereichen der Elektrodenkanten in der Probe erwartet werden. Die vorhandene
Wirkung des indirekten flexoelektrischen Effektes kann anhand einer Asymmetrie
der Verschiebungsamplitude manifestiert werden. Ein Wechsel des Vorzeichens in
der elektrischen Spannung geht auch mit einem Vorzeichenwechsel des elektri-
schen Feldgradienten einher. Je nach Wirkungsweise ldsst sich eine konstruktive
oder destruktive Interaktion der durch indirekte Flexoelektrizitit erzeugten Deh-
nungen mit dem elektrostriktiven Verhalten beobachten. Durch die Differenzen
der maximalen Auslenkungen im positiven und negativen Potentialbereich ldsst
sich die Groenordnung des indirekten flexoelektrischen Effektes abschitzen, vgl.
Abb. 4.19. Auffillig in den Versuchsergebnissen von HANA et al. [163] ist, dass
sich mit sinkenden Umgebungstemperaturen weit unterhalb der Zimmertempera-
tur ein starker Anstieg der indirekten flexoelektrischen Kopplungseigenschaften
beobachten ldsst. Vergleichbare Untersuchungen zur indirekten Flexoelektrizitit
an konischen oder pyramidenférmigen Proben finden sich z. B. auch in [139, 164].
In [151, 165] werden inhomogene Feldverteilungen durch aufgedruckte Elek-
trodenlayouts innerhalb dinnwandiger ferroelektrischer Schichten erzeugt. Der
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Nachweis einer Wirkung des indirekten flexoelektrischen Effektes in solchen
Strukturen gestalten sich dabei allerdings als schwierig.
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5  Modellierung von
Doménenumklappprozessen in
Ferroelektrika

Wie in Kapitel 4 gezeigt spielen die mikrostrukturellen Domé@nenumklappprozesse
eine entscheidende Rolle in der Beschreibung des Materialverhaltens ferroelektri-
scher Funktionskeramiken. Fiir belastbare Vorhersagen der Materialantwort bei
gegebener elektro-mechanischer Einwirkung beliebiger Groflenordnung sind so-
mit ausgefeilte und leistungsstarke Materialmodelle vonnéten. In diesem Kapitel
wird ein Materialmodell vorgestellt, das in der Lage ist, alle relevanten Kopplungs-
phidnomene von Ferroelektrika abzubilden und gleichzeitig kompakt genug ist,
um effizient in Finite-Elemente-Berechnungen integriert werden zu konnen.

5.1 Voriiberlegungen zum Materialmodell

Ein grundlegendes Merkmal ferroelektrischer Materialien ist die Eigenschaft
die Orientierung der c-Achsen und auch der spontanen Polarisationsvektoren
unter der Einwirkung duferer mechanischer Spannungen oder elektrischer Felder
zu verdndern. Bei einer Betrachtung auf Einheitszellenebene sind 180°- und
90°-Umklappvorginge die zwei moglichen Szenarien, vgl. Abb. 5.2 a). Beim
180°-Umklappen andert sich die Orientierung des spontanen Polarisationsvektors
P’, die Ausrichtung der c-Achse ¢ bleibt jedoch unangetastet. Im Gegensatz dazu
gehen 90°-Umklappprozesse mit einer Rotation der c-Achse und damit mit einer
annihernd volumentreuen Anderung des Zustands der spontanen Dehnung €° der
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Einheitszelle einher. Innerhalb einer Einheitszelle ist zudem davon auszugehen,
dass die c-Achse ¢ und der Vektor der spontanen Polarisation p* immer koaxial
orientiert sind.

Die Korner des polykristallinen Gefiiges ferroelektrischer Materialien sind in
Doménen unterteilt, welche eine bestimmte Anzahl von Einheitszellen mit einer
spontaner Polarisation gleicher Orientierung enthalten, vgl. Abb. 5.2 b). Bei dufie-
ren mechanischen oder elektrischen Einwirkungen konnen die Doménen aufgrund
ihrer unvermeidlichen Wechselwirkung im Kristall nicht alle in die vorgegebene
Belastungsrichtung ausgerichtet werden. Aufgrund dieser natiirlichen Imperfek-
tion, muss fiir die liber einen Bereich mit einer ausreichend groen Anzahl von
Dominen gemittelten Orientierungen der c-Achsen ¢ und spontanen Polarisa-
tionsvektoren p° die Annahme der Koaxialitit fallen gelassen werden. Um die
komplexen Einfliisse des mikroskopischen Materialzustands auf die makrosko-
pisch messbaren Kenngrofien in einem phidnomenologischen Modellierungsansatz
zu beriicksichtigen, sind sinnvolle Annahmen zu deren Beschreibung erforderlich.

5.2 Mikroskopisch motiviertes Materialmodell

Zur Beschreibung des nichtlinearen hysteretischen elektro-mechanischen Ver-
haltens ferroelektrischer Funktionskeramiken findet in dieser Arbeit ein Model-
lierungsansatz seine Anwendung, welcher urspriinglich in einer vereinfachten
uniaxialen Formulierung von KAMLAH und JTANG [22] eingefiihrt wurde. In
diesem auf der freien GIBBS-Energie basierenden Ansatz (vgl. Abschn. 2.5.4.3)
werden mikroskopisch motivierte innere Zustandsvariablen zur Darstellung von
geschichtsabhingigen dissipativen Effekten eingefiihrt. Eine allgemeinere mul-
tiaxiale Formulierung wurde danach von KAMLAH und WANG [23] realisiert. Die
Implementierung in eine Finite-Elemente-Umgebung wurde von LASKEWITZ
und KAMLAH [166] vorgenommen. Auf dhnliche Art und Weise fiihrten MEH-
LING et al. [24] ein auf der elektrischen GIBBS-Energie (vgl. Abschn. 2.5.4.2)
basierendes Modell mit einer alternativen Form von mikroskopisch motivierten
inneren Zustandsvariablen ein. Der Gegenstand des vorliegenden Abschnitts ist
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die Vorstellung einer Modellvariante, die auf den bereits erwihnten bestehenden
Ansitzen aufbaut und sich in den auf der freien HELMHOLTZ-Energie basierenden
variationellen Rahmen aus Kap. 3 einbetten ldsst.

5.2.1 Einfiihrung innerer Zustandsvariablen

In Kap. 3 wurde im Rahmen einer makroskopischen Kontinuumstheorie ein Satz
an inneren Zustandsvariablen eingefiihrt, welche die durch mikrostrukturelle Pro-
zesse verursachten dissipativen Effekte repriasentieren. Zu deren Identifizierung
sollen die in Abschn. 5.1 getroffenen Voriiberlegungen ihre Beriicksichtigung
finden. Fiir eine vollstdndige Beschreibung des Materialzustands von Ferroelek-
trika sind sowohl Informationen tiber mikromechanische Strukturinderungen,
verursacht durch Dominenumklappen, als auch iiber die damit verbundenen An-
derungen des remanenten Polarisationszustands erforderlich. Zu diesem Zweck
miissen Kenngrofen eingefiihrt werden, welche diese beiden Eigenschaften im
gemittelten Sinne représentativ fiir einen Materialpunkt im Kontinuum darstellen.
Jedem Materialpunkt wird dabei ein fiir das betrachtete Material reprédsentati-
ves gedankliches Volumen zugesprochen, welches eine hinreichende Anzahl an
Ko6rnern und Doménen enthilt.

Um eine Charakterisierung der mikrostrukturellen Forménderungen zu motivieren,
wird der urspriinglich von KAMLAH und JIANG [22] vorgestellte Ansatz verfolgt
und die Information der c-Achsen-Orientierung der Einheitszellen genutzt. Die
c-Achse einer Einheitszelle kann durch den Einheitsvektor

sin ¥} cos ¢
é(%,0)=| sindsing mit el =1 (5.1

cos ¥

in Abhingigkeit der beiden EULER-Winkel ¥ und ¢ beschrieben werden [24].
Jeder dieser Orientierungsvektoren ¢ zeigt vom Ursprung eines kartesischen Ko-
ordinatensystems im euklidischen Raum auf die Oberfliche einer Einheitskugel,
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welche durch die eingefithrten EULER-Winkel parametrisiert wird. Wenn man
die Abbildung der Orientierungsvektoren aller c-Achsen eines repridsentativen
Materialvolumens auf einer Einheitskugel betrachtet, dann wire moglicherweise
fiir bestimmte Richtungen in dieser Kugel eine hohere Dichte von c-Achsen er-
kennbar. Eine solche Verdichtung kann aufgrund einer bevorzugten Ausrichtung
von Einheitszellen im betrachteten Materialvolumen verursacht sein. Dieses Ge-
dankenexperiment motiviert die Definition einer Funktion, welche die Verteilung
der Orientierungen der c-Achsen im kugelférmigen Raum beschreibt. Zu diesem
Zweck wird eine kontinuierliche Orientierungsverteilungsfunktion' (ODF) (vgl.
[24])

F(9,0,A):=ki¢-A-¢ (5.2)

eingefiihrt, welche die Wahrscheinlichkeit der Orientierung einer beliebigen c-
Achse im repridsentativen Volumen eines Materialpunktes in eine bestimmte Rich-
tung beschreibt. Der positive skalare Wert k. in dieser ODF ist ein noch zu
bestimmender Normierungsfaktor. Die grundlegenden Eigenschaften der ODF in
(5.2) sind durch den symmetrischen Texturtensor zweiter Stufe A gegeben, wel-
cher die Information der rdumlichen Orientierungen und Verteilung der c-Achsen
fiir einen betrachteten Materialpunkt beschreibt [24]. Dieser Tensor entspricht der
ersten mikroskopisch motivierten inneren Zustandsvariable

3
qi=A=)Y 0 @e. (5.3)
i=1

In (5.3) wird der Texturtensor durch eine spektrale Zerlegung in Abhéngigkeit
seiner Eigenwerte ¢; und Eigenvektoren &' definiert. Physikalisch gesehen kann
der erste (dritte) Eigenwert als der Anteil der c-Achsen interpretiert werden,
welcher in die am meisten (am wenigsten) bevorzugte Richtung orientiert ist. Diese
Richtung ist dann durch den ersten (dritten) Eigenvektor gegeben. Mit diesen
Informationen lésst sich die polykristalline Textur des fiir einen Materialpunkt
reprasentativen Volumens naherungsweise charakterisieren, vgl. auch Abb. 5.2 d).

I Man beachte den quadratischen trigonometrischen Charakter dieser Form der ODF, siehe (5.1).

Die Abkiirzung ODF steht fiir die englische Bezeichnung ’orientation distribution function’.
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Durch probabilistisch und physikalisch motivierte Uberlegungen ergeben sich
einige Einschrinkungen, welche durch die Form der ODF in (5.2) zu erfiillen
sind [24]. Als Grundlagen einer jeden Wahrscheinlichkeitstheorie eignen sich die
Axiome von KOLMOGOROW [167]. Aus einem darin enthaltenen Axiom ergibt
sich die Forderung der Nicht-Negativitiat der Wahrscheinlichkeit und damit im
vorliegenden Fall die Nicht-Negativitit der ODF. Unter der Annahme der Koaxia-
litdt der Orthonormalbasis der c-Achsen und der Eigenvektoren des Texturtensors,
kann (5.2) mit (5.1) geschrieben werden zu

F(9,0,A) = kI (0ysin® 0 cos? @ + apsin®© sin® @ + o3cos> ) > 0 (5.4)
—  0;>0, '

woraus sich als notwendige Bedingung fiir die Erfiillung des Axioms die Nicht-
Negativitit der Eigenwerte des Texturtensors ¢; ergibt. Ein zweites Axiom zur
Sicherstellung einer plausiblen probabilistischen Konstruktion der ODF fordert,
dass bei jedem Zufallsexperiment mindestens eines der moglichen Ereignisse
eintritt. Diese Eigenschaft wird auch als Normiertheit bezeichnet und kann im
Falle der ODF in (5.2) mathematisch prizise mit

Tor2m 4
/ / F(0,0,4)sin0dodd =1 <= K Zm(on+ 0o+ 05) =
0o Jo

= tr(A) = konst.

1
(5.5)

formuliert werden, woraus sich die Forderung nach einer konstanten Spur des
Texturtensors ableiten lédsst. Die letzte Anforderung an die ODF ergibt sich aus
eher physikalischen Uberlegungen. Diese behandeln die Darstellbarkeit eines
,jungfraulichen” Materialzustandes nach dem Sinterprozess. Fiir einen solchen
thermisch depolarisierten Zustand kann eine gleichmiBige Verteilung der c-Ach-
senorientierung angenommen werden. Daher sollte eine brauchbare ODF fiir
diesen Fall eine konstante Wahrscheinlichkeit iiber die gesamte Einheitskugel
beschreiben. Unter Beriicksichtigung der beiden anderen Bedingungen in (5.4)
und (5.5) muss die notwendige Bedingung

F (%, ¢0,A¢) = konst. (5.6)
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durch einen moglichen Ausgangszustand A des Texturtensors erfiillt sein.

Unter Beriicksichtigung der diskutierten Restriktionen (5.4) bis (5.6) kann durch
die einfachen Wahl

tr(A) =1 und kF:i = AO:%I (5.7)

der Ausgangszustand des Texturtensors bestimmt werden, vgl. Abb. 5.2 d) (Mitte).
In Abb. 5.1 ist die hier verwendete ODF (5.2) eingefiihrt von MEHLING et al. [24]
fiir einen vollstindig ausgerichteten Zustand in einer vereinfachten Darstellung in
Abhingigkeit eines EULER-Winkels illustriert. Der Vergleich zu experimentell
ermittelten Orientierungsverteilungen fiir PZT sowohl in der tetragonalen als auch
in der rhomboedrischen Phase zeigt eine zufriedenstellende Approximationsgiite
der gewihlten ODF. Zudem ist die stark vereinfachte Form einer ODF aus dem
Modell in KAMLAH und WANG [23] zum Vergleich mit aufgefiihrt. Hieraus
verdeutlicht sich die Weiterentwicklung und Verfeinerung des Modells in [24] im
Vergleich zum urspriinglichen Ansatz in [23].

3/(4n),
1/(2r)
2 1/n)
0
— ODF (4.2) o Exp. tetragon. [168]
-=-== ODF [23] + Exp. thomb. [169]
0 /8 /4 37/8 /2

9

Abbildung 5.1: Darstellung der in dieser Arbeit gewéhlten Form der ODF von MEHLING et al. [24] fiir
einen vollstidndig ausgerichteten Zustand im Vergleich mit experimentell ermittelten
Orientierungsverteilungen in einem PZT-Polykristall in der tetragonalen [168] und
rhomboedrischen Phase [169]. Zudem ist ein stark vereinfachter Ansatz einer ODF
von KAMLAH und WANG [23] mit dargestellt.
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5.2 Mikroskopisch motiviertes Materialmodell

Aufgrund der im Polykristall nicht zwangsldufig vorhandenen Koaxialitit der
gemittelten Orientierung der c-Achsen und des gemittelten spontanen Polarisati-
onsvektors (vgl. Abschn. 5.1) reichen die im Texturtensor enthaltenen Informatio-
nen nicht aus, um den makroskopischen Zustand eines Materialpunktes in einem
Ferroelektrikum vollstidndig zu beschreiben. Dies zeigt sich beispielsweise auch in
Fillen, in denen eine Umorientierung des Polarisationszustandes ohne Anderung
in der c-Achsenausrichtung erfolgt. Dies ist z. B. bei 180°-Umklappvorgingen
der Fall. Daher bedarf es der Einfithrung einer zweiten mikroskopisch motivierten
inneren Zustandsvariablen, um zusitzliche Informationen der Dipolorientierungen
zu erfassen. Durch den relativen Polarisationsvektor

@:=p mit O<[p[|<1 (5.8)

ist die im Mittel bevorzugte Ausrichtungen der mikroskopischen Dipole in einem
repriasentativen Volumen eines Materialpunktes gegeben. Durch dessen Betrag
wird zudem der Anteil der in dieser Richtung gepolten Einheitszellen reprisentiert.
Die natiirliche Obergrenze des Betrags des relativen Polarisationsvektors in (5.8)
stellt eine Konfiguration dar, bei der alle Einheitszellen in dieselbe Richtung
gepolt sind. Auf makroskopischer Ebene kann dieser Zustand mit dem Sattigungs-
wert eines iiber ein Materialpunktvolumen gemittelten Polarisationszustandes in
Verbindung gebracht werden.

SchlieBlich lassen sich die eingefiihrten mikroskopisch motivierten inneren Zu-
standsvariablen, sowie die zugehorigen arbeitskonjungierten dissipativen inneren
Triebkriifte wie folgt zusammenfassen (vgl. auch Kap. 3.3):

qg:={A,p} und  {9:={" P}, (5.9)

Die hier skizzierte Motivation der inneren Zustandsvariablen erinnert unter Um-
stinden auf den ersten Blick an eine sehr einfache mathematische Homogenisie-
rungsmethode, aus der gemittelte Werte von mikroskopischen GréBen fiir ma-
kroskopische Berechnungen hervorgehen. Dies ist jedoch keinesfalls zutreffend.
Vielmehr soll mithilfe eines Gedankenexperiments eine moglichst physikalisch
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5.2 Mikroskopisch motiviertes Materialmodell

sinnvolle und kompakte Auswahl von inneren Zustandsvariablen getroffen werden,
welche eine Darstellung des beobachteten makroskopischen phinomenologischen
Materialverhaltens ermoglichen. Riickschliisse auf mikrostrukturell aufgeloste
Veridnderungen im Material sind bei einer makroskopischen Betrachtung auf Basis
gemittelter GroBen nicht moglich.

5.2.2 Verbindung zur makroskopischen Skala

Im néchsten Schritt werden die im vorangegangenen Abschnitt eingefiihrten
mikroskopisch motivierten inneren Zustandsvariablen in eine makroskopische
Kontinuumstheorie eingebettet. Ein urspriinglich aus der Plastizitétstheorie ent-
stammender phinomenologischer Rahmen dient hierbei als eine bewihrte Grund-
lage, vgl. z. B. [99, 170]. Danach wird fiir den dielektrischen Verschiebungsvektor
und den infinitesimalen Verzerrungsstensor eine additive Zerlegung

D:=eE+P +P=D+P(5) ud e:=¢ +¢€(A) (5.10)

in reversible und irreversible Anteile angenommen. Im Rahmen einer Modellie-
rung von Ferroelektrika wurde dieser zuallererst von BASSIOUNY et al. [171, 172]
vorgeschlagen. Mit der in (5.10) eingefiithrten Abhingigkeit der makroskopischen
irreversiblen Anteile zu den mikroskopisch motivierten inneren Zustandsvariablen
wird eine skaleniibergreifende Verbindung hergestellt, vgl. Abb. 5.2 c). Die An-
nahme dieser direkten Beziehungen folgt dem Konzept der Modelle von KAMLAH
und JIANG [22], KAMLAH und WANG [23] sowie MEHLING et al. [24]. Der
irreversible makroskopische Polarisationsvektor

P(p)=P“p (5.11)

wird durch eine direkte linearen Beziehung zum mikroskopischen relativen Pola-
risationsvektor g ausgedriickt, gewichtet durch die fiir einen Polykristall experi-
mentell messbare makroskopische Sittigungspolarisation P**. In dhnlicher Weise
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kann der irreversible makroskopische Verzerrungsstensor

. 3 1
£(A) = Es”’AD” mit APV = (I— o)A, (5.12)
IPDev

in Abhéngigkeit des deviatorischen Anteils des Texturtensors A eingefiihrt werden.
Auch in diesem Fall erfolgt eine Skalierung durch die makroskopische Sittigungs-
dehnung &*“, welche bei vollstindiger Orientierung der Doménen am Polykristall
zu beobachten ist. Das in (5.12) auftretende Symbol PP¢” reprisentieren den
vierstufigen deviatorischen Projektionstensor. Die Darstellung des irreversiblen
Verzerrungstensorsstensors in (5.12) ausschlieBlich in Abhingigkeit vom devia-
torischen Anteil des Texturtensors motiviert sich durch die in Experimenten zu
beobachtenden volumentreuen irreversiblen Formédnderungen bei Doménenum-
klappprozessen [146, 173—-175].

5.2.3 Form der freien Helmholtz-Energie

Die in den Abschnitten 2.5.5 und 2.5.6 eingefiihrten Formen der freien HELM-
HOLTZ-Energie sollen nun auf eine Darstellung unter Einbeziehung von dissipati-
ven Effekten im Materialverhalten erweitert werden. Hierbei findet die in (5.10)
eingefiihrte Zerlegung der makroskopischen dielektrischen Verschiebung und
der Verzerrungen, sowie die skaleniibergreifenden Beziehungen aus (5.11) und
(5.12) der irreversiblen GroBen ihre Beriicksichtigung. Unter Vernachldssigung
der Effekte hoherer Ordnung aus Flexoelektrizitit kann die HELMHOLTZ-Energie
der klassischen Piezoelektrizitit (2.116) in der Form

\P(E,D,A,ﬁ) = \Pr(£757A7ﬁ) +\P1(Aaﬁ)

1 . L .
25(876"):(DD:(878')7(D7P’)~Ih:(878’) (5.13)

- s

(D—P')-B*-(D—F)+¥(4,p)

| —

+
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angegeben werden. Hierbei wird eine additive Zerlegung der Energie in einen
reversiblen und einen irreversiblen Anteil postuliert, vgl. hierzu [171, 176]. Der
irreversible Anteil in (5.13) ist dabei nur von den inneren Zustandsvariablen
abhingig und wird im weiteren Verlauf dieses Kapitels noch genauer definiert.
Die Abhingigkeit des reversiblen Anteils von den inneren Variablen manifestiert
sich zum einen durch die Beziehungen in (5.11) und (5.12), aber auch durch
die Beriicksichtigung der geschichtsabhiingigen Anisotropieeigenschaften des
piezoelektrischen Kopplungstensors in (2.76). In einem thermisch depolarisierten
Ausgangszustand sollte dieser keine Kopplungseigenschaften aufweisen, was im
Modell durch einen Nulltensor realisiert werden kann. Wihrend eines Polungspro-
zesses kommt es durch das Umklappen der Doménen zu einer Entwicklung von
transversalisotropen Materialeigenschaften. Damit einher geht die Ausbildung der
piezoelektrischen Kopplungseigenschaften, vgl. Kap. 4. Eine Darstellung des pie-
zoelektrischen d-Tensors, welche dieses geschichtsabhidngige Materialverhalten
abbildet, ist durch

1
dij = (d33 —ds1 — dis ) pepipj -+ d31 Pk 6 + 5dis (8ipj+6pi)  (5.14)

iiber eine direkte Abhingigkeit vom relativen Polarisationsvektor g gegeben.
Die Materialparameter d33, d3; und dj5 in (5.14) sind die klassischen piezo-
elektrischen Ingenieurkonstanten, deren Charakteristik bereits in Abschn. 4.2.3
erldutert wurde?. Die Materialtensoren in (5.13) konnen dann in Abhingigkeit
des piezoelektrischen d-Tensors in (5.14) geschrieben werden. Es resultiert der
Elastizititstensor bei konstanter dielektrischer Verschiebung

CP(p) = CF + (d(B) : CF)" - h(p), (5.15)
der piezoelektrische h-Tensor

h(p) = B*(p)-d(p): C* (5.16)

2 Fiir einen vollstindig in x3-Richtung gepolten Materialzustand ergibt sich aus (5.14) der in

Vektor-Matrix-Notation aufgefiihrte Piezotensor in (4.1).
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und der Impermitivititstensor bei konstanter Dehnung
R - Ty —1
B*(P) = (e° —d(p): C*:dl(p)") (5.17)

mit einer jeweils intrinsischen Abhingigkeit vom Polarisationszustand des Mate-
rials3. Diese ergibt sich allerdings nur aus der Umrechnung der Energieformen,
vgl. Kap. 2.5.5. Eine zusitzliche Geschichtsabhingigkeit der elastischen und di-
elektrischen Eigenschaften kann durch eine Definition der Materialtensoren CZ
und €° z.B. im Rahmen einer Invariantentheorie erfolgen, siehe [24, 177]. Um
das hier vorgestellte Modell so einfach wie moglich zu halten, wurde an dieser
Stelle jedoch darauf verzichtet.

Die in (5.13) eingefiihrte freie HELMHOLTZ-Energie lasst sich dhnlich zu der
Darstellung in (2.129) um Effekte hoherer Ordnung aus Flexoelektrizitit erweitern
zu

T(£,na57‘4’ﬁ) :‘Pr(svn’B’Avﬁ)+‘Pi(Avﬁ)

= %(e—ei) : @D:(e—si)+%n LGP
+%(Zﬁf).3f.(13fﬁf)+n ~bi(e—g) I8
—(D—P)-h:(e—€)—(D-P)-f .1
W4,

Die Abhingigkeit der in (5.18) zusétzlich auftretenden Materialtensoren vom
relativen Polarisationsvektor ergibt sich dann fiir den Elastizititstensor hoherer
Ordnung bei konstanter dielektrischer Verschiebung zu

GP(p) = GF +m" -£(p), (5.19)

3 Die Einfiihrung der Materialtensoren (5.15)-(5.17) als Funktion der Tensoren (5.14), (2.60) und
(2.75) mag auf den ersten Blick etwas umsténdlich erscheinen. Der Hintergrund dafiir ist, dass die
Konstruktion der Tensoren (5.14), (2.60) und (2.75) auf der Basis von Materialparametern erfolgt,
welche sich direkt aus Versuchen bestimmen lassen.
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fiir den Verzerrungskopplungstensor zu

b(p) =m" -h(p) (5.20)
und fiir den flexoelektrischen Kopplungstensor zu

£(p) = B*(p)-m. (5.21)

Auffillig in der Energieform in (5.18) ist, dass fiir den Verzerrungsgradiententen-
sor keine additive Zerlegung in einen reversiblen und einen irreversiblen Anteil
beriicksichtigt wurde. Somit besteht auch keine Verbindung dieser Grofle zu
den mikroskopisch motivierten inneren Zustandsvariablen. Aufgrund fehlender
experimenteller Evidenz, welche eine Modellverfeinerung bzgl. dieses Aspekts
rechtfertigen wiirde und der Einfachheit halber wird im Rahmen dieser Arbeit die
Form in (5.18) angenommen. Weiterhin ist zu beachten, dass der flexoelektrische
Anteil des Energieausdrucks in (5.18) nur durch den reversiblen Anteil der dielek-
trischen Verschiebung beschrieben wird. Diese Annahme entspringt weniger einer
expliziten physikalischen Motivation als vielmehr einer Konsequenz, die sich aus
der Form anderer Terme ergibt.

Die Ableitungen der freien HELMHOLTZ-Energieformen in (5.13) und (5.18)
sowie die der darin enthaltenen Materialtensoren finden sich in den Anhingen
D.1,D.2 und D.3.

5.2.4 Umklappkriterium

Wie bereits in Kap. 3 diskutiert, beschriinkt sich die vorliegende Arbeit bei der
Modellierung von ferroelektrischen Funktionskeramiken auf ein ratenunabhin-
giges dissipatives Materialverhalten. Es kann also davon ausgegangen werden,
dass die mikrostrukturellen Umklappprozesse unabhingig von der Geschwindig-
keit der duleren Einwirkungen vonstattengehen. Bei Verwendung des in Kap. 3
eingefiihrten Raten-Potentials (3.16) bedarf es der Definition einer geeigneten
Schwellenfunktion f in Abhingigkeit von den dissipativen inneren Triebkrifte
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§9:= {f*, T} und einem zugehdrigen kritischen Wert f,.. Im Folgenden wird f
als Umklappkriterium bezeichnet. Dadurch wird verdeutlicht, dass durch dieses
das Belastungsniveau charakterisiert wird, bei dem Doménenumklappvorgéinge
im Material auftreten und damit eine Evolution der mikroskopisch motivierten
inneren Zustandsvariablen eingeleitet wird. Fiir den Nebenbedingungsterm in
(3.16), welcher durch den LAGRANGE-Multiplikator eingefordert wird, wird die
quadratische Darstellung

fA)Dev . (pA)Dev . fe
£ fo= (f?)(z =y @p <0 (5.22)

des bereits von KAMLAH und WANG [23] vorgeschlagenen Umklappkriterium
eingefiihrt*. Die kritischen Werte fiir die dissipativen inneren Triebkrifte in den
Nennern von (5.22) konnen zu ff = \/%e“” o¢ und f? = P E€ ermittelt wer-
den [23, 24], mit der Koerzitivspannung ¢¢ und dem elektrischen Koerzitivfeld
E€, vgl. Kap. 4. Der kritische Wert fiir das gesamte Umklappkriterium ergibt sich
dann zu f. = 1. Durch die Beriicksichtigung von ausschlielich deviatorischen
Anteilen der Triebkrifte des Texturtensors in (5.22), wird eine spurfreie inkremen-
telle Anderung dieser inneren Variable sichergestellt. Dadurch wird die Forderung
einer konstanten Spur des Texturtensors in (5.5) a priori erfiillt. Im Gegensatz zu
dem in [9, 24, 178] vorgeschlagenen Umklappkriterium enthélt die Formulierung
in (5.22) keinen zusitzlichen gemischten Kopplungsterm in Abhingigkeit der
Triebkrifte beider inneren Variablen. An dieser Stelle sei erwihnt, dass die Be-
riicksichtigung eines solchen Kopplungsterms die Symmetrie der Materialtangente
in (3.24) — und damit die variationelle Struktur des Materialmodells — zerstoren
wiirde. Eine detaillierte Diskussion iiber den Einfluss der Konstruktion eines Um-
klappkriteriums auf die Symmetrie der Materialtangente eines ferroelektrischen
Materialmodells wird von SEMENOV et al. [179] gefiihrt. Mit der reduzierten
Variante in (5.22) geht zwar etwas Flexibilitit verloren, um das Modell optimal
an experimentelle Ergebnisse anpassen zu konnen, aber an dieser Stelle war es

4 Eine quadratische Funktion hat gegeniiber einer Wurzelfunktion den Vorteil der stetigen Differen-

zierbarkeit im Ursprung.
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aus Sicht des Autors wichtiger, die variationelle Struktur des Modells zu erhalten.
Die Ableitungen des Umklappkriteriums in (5.22) sind im Anhang D.4 zu finden.

5.2.5 Verfestigungs- und Sittigungsverhalten

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die Initiierung von Dominenumklapppro-
zessen durch das Uberschreiten einer kritischen duBeren elektro-mechanischen
Einwirkung behandelt. Experimentelle Beobachtungen zeigen, dass ab einem
bestimmten Punkt eine zusétzliche Erhohung des Belastungsniveaus erforderlich
wird um weiteres Domédnenumklappen im Material zu verursachen. Dies ldsst sich
durch ein gegenseitiges Blockieren der Dominenbewegungen erkliren, welches
durch die rein volumentreuen mikrostrukturellen Forménderungen begiinstigt wird.
Ein solches Verfestigungsverhalten, welches beispielsweise auch bei der Plasti-
zitdt von Metallen zu beobachten ist, soll auch im behandelten Materialmodell
seine Beriicksichtigung finden. Ein weiterer, fiir Ferroelektrika charakteristischer,
Effekt stellt das Sattigungsverhalten bei Erschopfung des Reservoirs an umklapp-
baren Doménen dar, vgl. Kap. 4. Dieses Verhalten sollte sich auch in einem
Modellierungsansatz fiir die Zustdnde der makroskopischen Dehnung und der
makroskopischen Polarisation widerspiegeln. Zu diesem Zweck muss der zulés-
sige Bereich der mikroskopisch motivierten inneren Zustandsvariablen sinnvoll
begrenzt werden.

Um die beiden genannten Effekte im Materialmodell zu beriicksichtigen, kann

der irreversible Anteil der freien HELMHOLTZ-Energien aus (5.13) und (5.18) mit

. . 1 1 L . . .
WA, P) = 5eadP" APV SepP - p P (A) WA, ) (5.23)

eingefiihrt werden, vgl. [22, 24]. Die ersten beiden Terme in (5.23) beschreiben
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ein lineares kinematisches Verfestigungsverhalten® in Abhingigkeit der inneren
Zustandsvariablen. Die skalaren Parameter c4 und cp miissen dabei so gewihlt
werden, dass sie mit dem experimentell ermittelten phanomenologischen Verfesti-
gungsverhalten des Materials iibereinstimmen. Mit den letzten beiden Termen in
(5.23) wird das bereits erwihnte Sittigungsverhalten durch die Einfithrung von
Energiebarrieren in das Modell eingearbeitet. Auf die genaue Definition dieser
Energiebarrieren wird im Folgenden niher eingegangen.

5.2.5.1 Sittigungsverhalten der Verzerrungen

Zur Identifizierung von Situationen, in denen eine Sittigung der irreversiblen
Verzerrungen auftreten soll, bedarf es ausschlieBlich der Betrachtung des Zustands
der c-Achsen eines reprisentativen Volumens eines Materialpunktes und damit
des zugehorigen Texturtensors. Zunéchst soll eine Situation in Betracht gezogen
werden, in der alle c-Achsen in die gleiche Richtung orientiert sind. Dies kann
zum einen durch die Wirkung eines elektrisches Feldes iiber 90°- oder 180°-
Umklappen oder zum anderen mittels mechanischer Zugspannungen durch 90°-
Umklappen verursacht worden sein, vgl. Abb. 5.2 d) (ganz rechts). Dann wiirde
der erste Eigenvektor & des Texturtensors mit dieser Richtung zusammenfallen
und die zugehorigen Eigenwerte miissten in einem vollstindig gesittigten Zustand
auf a; = 1, ap = az = 0 beschriankt werden. Dariiber hinaus ist eine zweite
Situation von Interesse, bei der alle c-Achsen in einer Ebene senkrecht zu einer
Druckspannungsrichtung regellos angeordnet sind, vgl. Abb. 5.2 d) (ganz links).
Die Eigenwerte des Texturtensors miissen in diesem Fall die Werte o) = o =
1/2, a3 = 0 einnehmen. Eine notwendige Bedingung fiir die Erfiillung dieser
beiden Sittigungszustinde ist die Nicht-Negativitit der Eigenwerte ¢; > 0. Eine
geeignete Energiefunktion sollte also fiir o;; — 0 eine gegen Unendlich ansteigende
Barriere beschreiben, um den zuldssigen Bereich der Eigenwerte zu begrenzen.

In der klassischen Plastizitétstheorie wird als kinematische Verfestigung eine formtreue Ver-
schiebung der FlieBflache (hier: Umklappkriterium) im sechsdimensionalen Spannungsraum
bezeichnet. Das dadurch zu beobachtende charakteristische Verfestigungsverhalten wird hiufig
auch als ,BAUSCHINGER-Effekt’ bezeichnet, siehe z. B. [180].
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Aquivalent zum Ansatz von MEHLING et al. [24] wird der irreversiblen Teil der
freien HELMHOLTZ-Energie, welcher das Sattigungsverhalten der Entwicklung
des Texturtensors beinhaltet, zu

3

pidsat 4y S Y goma DA g (5.24)
my i=1 ma

gewdhlt. Durch die skalaren Parameter a4 und my lédsst sich dabei der Grad

der Steigung der Energiebarriere einstellen. Erwidhnenswert ist, dass durch die

Erfiillung der Bedingung einer konstanten Spur des Texturtensors in (5.5) auf eine

obere Energiebarriere o;; — 1 verzichtet werden kann.

5.2.5.2 Sittigungsverhalten der Polarisation

Beim Sittigungsverhalten der Polarisation stellt sich die Identifikation von Grenz-
zustinden etwas komplizierter dar. Um den Spielraum fiir weitere Steigerungen
der Komponenten des relativen Polarisationsvektors p zu identifizieren, muss
zusitzlich auch die Information iiber die Orientierung der c-Achsen und damit
auch die Komponenten des Texturtensors A in Betracht gezogen werden. Dies gilt
insbesondere in Fillen, in denen eine grole Anzahl von c-Achsen mechanisch
aus der elektrisch bevorzugten Polungsrichtung herausgeklappt sind und somit
sich der maximal erreichbare Sittigungswert der Polarisation in dieser Richtung
unweigerlich reduziert. Um diese Informationen in einer sehr kompakten Weise in
einem Materialmodell zu erfassen, fithrten LANDIS [9] und MEHLING et al. [24]
eine Distanzvariable 1 (A, §) ein. Diese stellt ein MaB fiir den aktuellen Abstand
zur Sittigungsbarriere der Polarisation fiir einen gegebenen Zustand der inne-
ren Zustandsvariablen dar. In dieser Arbeit wird eine modifizierte quadratische
Darstellung der Distanzvariablen aus [24] verwendet, welche zu

NA,p):=(EI+(1-&)A)"-p|? (5.25)

geschrieben werden kann. Der Vorteil der quadratischen Form in (5.25) gegeniiber
der in [24] vorgeschlagenen Darstellung der Abstandsvariable ist die kontinuier-
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5 Modellierung von Doménenumklappprozessen in Ferroelektrika

liche Differenzierbarkeit. In (5.25) ist der in SUTTER und KAMLAH [25] neu
eingefiihrte zusitzliche Parameter 0 < & < 1 enthalten. Dieser Parameter steuert
den Grad der moglichen Depolarisation bei mechanischer Druckbeanspruchung
— oder alternativ ausgedriickt — den Grenzwert der minimal erreichbaren Polari-
sation in Richtung ?‘3 des kleinsten Eigenwertes 0. Wie weiter unten gezeigt
wird, kompensiert diese Modifikation die verloren gegangene Flexibilitit des
Modells aufgrund der vereinfachten Wahl eines Umklappkriteriums in (5.22) im
Vergleich zu dem in [24], vgl. Abschn. 5.2.4. Weitere Details zur Konstruktion
der Distanzvariablen finden sich in [24] und [181].

Der Beitrag zur irreversiblen Energiefunktion in (5.23), welcher eine Barriere fiir
die Distanzvariable bei 1 — 1 beschreibt, kann mit

PP(AB) = =2 (1 —m) " (5.26)
mp
eingefiihrt werden. Die beiden Parameter a, und m,, steuern wiederum die Auspri-
gung der Energiebarriere in (5.26), welche an das experimentell zu beobachtende
makroskopische Sittigungsverhalten anzupassen sind.

Im linken oberen Bereich von Abb. 5.3 ist der durch die Energiebarrieren in
(5.24) und (5.26) beschriebene zulidssige Bereich der inneren Zustandsvariablen
in einer vereinfachten eindimensionalen Darstellung aufgetragen. Der Einfluss
des Parameters £ in (5.25) auf die Form dieses Bereichs wird hierbei durch seine
Variation verdeutlicht. Anhand eines mit dem Modell berechneten Losungspfades
fiir einen initialen Polungs- und einem anschlieBenden Depolarisationsprozess
fiir & = 0.2 wird der Einfluss der Energiebarrieren auf den Evolutionsprozess
der inneren Variablen demonstriert. Zudem wird das resultierende charakteristi-
sche makroskopische Materialverhalten durch die sich ergebenden dielektrischen,
Schmetterlings- und ferroelastischen Hysteresen sowie die mechanischen Depola-
risationsantworten fiir verschiedene Werte von & in Abb. 5.3 angegeben.

Die fiir eine numerische Umsetzung des Materialmodells benotigten Ableitungen
des irreversiblen Anteils der freien HELMHOLTZ-Energie in (5.23) sind in Anhang
D.5 angegeben.
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Abbildung 5.3: Einfluss des Parameters £ auf den zuliissigen Bereich der mikroskopisch motivier-
ten inneren Zustandsvariablen in einer vereinfachten eindimensionalen Darstellung,
vgl. auch Darstellungen in [182]. Zudem wird das Sittigungsverhalten der makro-
skopischen irreversiblen Polarisation und Dehnung fiir eine initialen Polungs- und
anschlieBendem Depolarisationsprozess fiir verschiedene Werte von & veranschau-
licht.
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5.3 Numerische Umsetzung des Materialmodells

In diesem Abschnitt wird die numerische Umsetzung eines inkrementellen ite-
rativen Losungsprozesses fiir das in diesem Kapitel eingefithrte Materialmodell
vorgestellt. Dabei wird das Modell in die variationelle Struktur des in Kap. 3 behan-
delten lokalen inkrementellen konstitutiven Problems eingebettet. Dadurch ldsst
sich ein effizientes Losungsschema innerhalb eines Zeitschritts® Ar = tit1 — Iy
gewinnen. Die hier prisentierten Algorithmen sind an das Losungsschema ei-
ner nichtlinearen Finite-Elemente-Berechnung angepasst, wobei das verwendete
Materialmodell in jedem globalen FE-Iterationsschritt an jedem GAUSS-Punkt
des Gesamtmodells eine Losung liefert. Des Weiteren wird ein auf der freien
HELMHOLTZ-Energie basierender Rahmen angenommen, in dem ein globaler
Finite-Elemente-Iterationsschritt den aktuellen Zustand der Verzerrungen &, des
Verzerrungsgradienten 1) und der dielektrischen Verschiebung D als Eingangsgro-
Ben in Vektor-Matrix-Notation fiir das Modell bereitstellt. Der auskonvergierte
Zustand der inneren Variablen q,, aus dem vorangegangenen globalen Zeitschritt
t,, vervollstindigt den Satz der Eingangsgroflen an jedem Materialpunkt des
FE-Modells.

Wie bereits in Abschn. 3.4 diskutiert kann der Losungsprozess in zwei Schritten
durchgefiihrt werden. Zum einen liefert die Losung des Variationsproblems in
(3.19) einen neuen Zustand der inneren Variablen q, zum anderen ergibt sich durch
die Auswertung der konstitutiven Gleichungen in (3.23) eine Aktualisierung der
Spannungsgroflien o und 7 sowie des elektrischen Feldes E. Des Weiteren wird
fiir den darauffolgenden globalen FE-Iterationsschritt der aktuelle Zustand der
algorithmischen Materialtangente Cr benotigt, welcher fiir jeden Materialpunkt
in Abhingigkeit des verwendeten Materialmodells berechnet werden muss.

Zu beachten gilt, dass die in Kap. 3 im Zusammenhang mit der Rate der inneren Zustandsvariablen
eingefiihrte Zeit im Kontext eines ratenunabhéngigen konstitutiven Modells keine physikalische
Bedeutung hat, wenn dariiber hinaus Leitfahigkeits- und Triagheitseffekte vernachlissigt werden.
Der Ausdruck ,Zeitschritt” sollte in diesem Zusammenhang eher als Lastschritt interpretiert
werden.
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5.3 Numerische Umsetzung des Materialmodells

Die in diesem Abschnitt vorgestellte numerische Umsetzung des Materialmodells
ist fiir den allgemeinen Fall mit einer Beriicksichtigung von Effekten hoherer
Ordnung aus Flexoelektrizitit, basierend auf (5.18), ausgelegt. Die prisentier-
ten Algorithmen lassen sich sinngeméf auf Problemstellungen der klassischen
Piezoelektrizitit basierend auf (5.13) vereinfachen. An dieser Stelle wird auf die
Darstellung in SUTTER und KAMLAH [25] verwiesen.

5.3.1 Inkrementelles variationelles Update der inneren
Zustandsvariablen

Ein numerisch effizienter Losungsprozess fiir das Materialmodell, um eine Ak-
tualisierung der inneren Zustandsvariablen durchzufiihren, 14sst sich durch eine
Einbettung in das in Kap. 3 eingefiihrte inkrementelle variationelle Optimierungs-
problem (3.19) realisieren. Danach kann eine Vorschrift fiir ein Update der inneren
Zustandsvariablen zum Zeitpunkt 7,4 zu

q= Arg{ infsup 2™ (€,7,D,q,f, 7)}
q .y
:Arg{lgf{lp(eanqu) _an(smannvqn) (5.27)

+sup{t"7 (g~ q,) ~ Y(F() - £} } }
1y

geschrieben werden. Hierbei wurde eine inkrementelle Darstellung des in (3.16)
eingefiihrten Dissipationspotentials fiir ratenunabhingiges dissipatives Material-
verhalten verwendet. Der in (5.27) enthaltene LAGRANGE-Multiplikator nimmt
dabei die algorithmische Form y = AAr ein. Weiterhin wird fiir alle Gr6Ben in
(5.27) die bereits in Kap. 2 eingefiihrte Vektor-Matrix-Notation angenommen.
Danach lassen sich die mikroskopisch motivierten inneren Zustandsvariablen,
sowie die zugehorigen dissipativen inneren Triebkrifte, mit

T
q = [A11,A2,A33,2A12,2A23,2A13, 1, P2, P3]

(5.28)
und 7= [f?l7@27%37f?27f243ﬂf?37f’1)7f§7f§]T
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darstellen. Eine Losung fiir das Optimierungsproblem in (5.27) soll mithilfe eines
im Bereich der Elasto-Plastizitét weit verbreiteten Return-Mapping-Algorithmus
[183—185] ermittelt werden. Bei diesem Losungsschema wird an jedem Materi-
alpunkt zunichst ein reversibler Pradiktorschritt unter der Annahme konstanter
innerer Zustandsvariablen durchgefiihrt. Eine Uberpriifung des Umklappkriteri-
ums anhand dieses Pradiktorzustands zeigt, ob dieses verletzt wurde (f > f.) und
somit eine Evolution der inneren Zustandsvariablen (Aq = q — q,, # 0) erforder-
lich ist, vgl. Abschn. 5.2.4. Dazu muss ein Trial-Zustand’ des Umklappkriteriums
berechnet werden, welcher zu

M=) mit 9" =-9,¥(e,n,D,q,) (5.29)

angenommen wird. Die dissipativen inneren Triebkrifte £/ werden hierbei zu den
negativen energetischen inneren Triebkrifte dq'W gesetzt, welche jeweils fiir den
gegebenen ,eingefrorenen’ Zustand der Verzerrungen €, der Verzerrungsgradien-
ten M, der dielektrischen Verschiebung D und des Zustands der inneren Variablen
am Ende des vorherigen Zeitschritts q, ausgewertet werden. Diese Annahme
erscheint nicht nur wegen des erforderlichen Gleichgewichts der beiden Krifte
zum Zeitpunkt 7,1 | als naheliegend, vgl. (3.20). Auch die physikalische Interpre-
tation der energetischen inneren Triebkrifte als extern eingebrachter energetischer
Uberschuss, welcher nicht vollstindig reversibel im Material gespeichert werden
kann, motiviert diese Wahl, vgl. Abschn. 3.2.

Wird durch den Trial-Zustand das Umklappkriterium nicht verletzt (/" < f,),
war die Annahme eines vollstiandig reversiblen Materialverhaltens fiir den aktu-
ellen Zeitschritt richtig und der Losungsprozess des Problems (5.27) endet ohne
Anderung der inneren Zustandsvariablen. Andernfalls, wenn der Trial-Zustand
den kritischen Wert des Umklappkriteriums iiberschreitet (" > f), wird durch
Losen des Optimierungsproblems (5.27) ein aktualisierter Zustand der inneren
Variablen zum Zeitpunkt #,, | gefunden. Hierbei muss ein zuldssiger Zustand der
inneren Zustandsvariablen q die Stationaritdtsbedingungen des durch (5.27) be-

7 engl.: 'trial’ = Versuch
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schriebenen Variationsproblems erfiillen. Zusétzlich zur inkrementellen Form der
B1oT-Gleichung (3.20) (vgl. Abschn. 3.4) miissen zwei weitere Gleichungssitze
durch eine mogliche Losung erfiillt werden, welche den Stationaritédtsbedingun-
gen des Maximumproblems in (5.27) entsprechen. Durch Berechnung der ersten
Variation des Optimierungsproblems in (5.27) lassen sich die zugehdrigen Statio-
narititsbedingungen mithilfe der Abkiirzung a = [q”,f¢77]” zusammenfassen

als
oA+
: g dp¥ + 1P
o fint q p
9a Ot | = | A=A, —y(9uf)T =R=0, (5.30)
oy P—P,— Y /)
—f+fe

- = 19x1

welche zudem die Be- und Entlastungsbedingungen aus (3.14) in der algorithmi-
scher Form

erfiillen miissen. Die zusitzlichen Stationaritdtsbedingungen (5.30);_5, welche
sich aus der besonderen Form des Dissipationspotentials in (5.27) ergeben, lassen
sich als die FlieBregeln der inneren Zustandsvariablen und das negative Um-
klappkriterium identifizieren. Aufgrund der intrinsischen Nichtlinearitit des Glei-
chungssystems in (5.30) muss eine Losung iterativ mit dem NEWTON- Verfahren
ermittelt werden. Zu diesem Zweck wird (5.30) als der Residualvektor R des
Losungsverfahrens definiert. Eine inkrementelle Aktualisierung innerhalb der
NEWTON-Iteration ist durch eine TAYLOR-Reihenentwicklung

Aa:—(%—ﬁ)ilR (5.32)

von (5.30) gegeben, wobei die Tangentenmatrix in (5.32) als die HESSE-Matrix
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des Variationsproblems in (5.27) identifiziert werden kann, welche durch

2 aint 2 aint 2 4int
aqqn qu,,n 8qy7r

% — 8827:;”[ = | R A" ORuhnt I A
AN At G2 A
[ Y K, e 063 061 | (5.33)
oA ¥ 0346 353 031
=| Tox6  O6x3 —Yoapuf  Osxs  —(9uf)’
0356  I3x3 036  —YIppS —(%f)"
L Oix6  01x3 —u f —0p f 0

= 19x19

mit 1gxe = diag[1 1111 1] gegeben ist. Bemerkenswerterweise ist aufgrund der
variationellen Struktur des Optimierungsproblems in (5.27) die Tangentenmatrix
(5.33) zwar symmetrisch, aber fiir den hier betrachteten Fall nicht positiv defi-
nit. Dieser Umstand ist eine Eigenschaft der LAGRANGE-Multiplikator-Methode,
welche zur Einforderung des Umklappkriteriums in (5.27) verwendet wurde und
unweigerlich zu einem Sattelpunktproblem fiihrt®. Die NEWTON-Iteration mit den
inkrementellen Updates (5.32) kann beendet werden, wenn die Norm des Residual-
vektors in (5.30) im numerischen Sinne verschwindet, d. h. | R|| = ||da™|| < tol.

Da die zur Begrenzung der inneren Zustandsvariablen in (5.24) und (5.26) verwen-
deten Energiebarrierefunktionen auch auflerhalb des zuldssigen Bereichs endliche
Werte annehmen, konnen die Grenzen zuldssiger Werte der inneren Variablen fiir
hinreichend grof3e Zeitschritte wéihrend der lokalen Iteration mit (5.32) {iberschrit-
ten werden. Dies fiihrt in den meisten Fillen zu einer Divergenz des Losungsver-
fahrens. Um dieses Problem zu beheben, kann ein numerisches Dimpfungsverfah-

Alternativ kann das Umklappkriterium auch mit einer Penalty-Methode eingefordert werden, um
dieses Problem zu umgehen. Dies wiirde zu einer ratenabhingigen Formulierung fiihren, deren
Losung fiir einen Penalty-Faktor gegen unendlich sich dem ratenunabhéngigen Verhalten annéhert,
siehe z. B. [30]. Ein Vergleich der beiden Methoden findet sich z. B. in [186]. Da mit der gewéhlten
Formulierung im Rahmen dieser Arbeit keine grofieren Konvergenzprobleme auftraten, war eine
solche Modifikation nicht notwendig.
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ren eingesetzt werden, bei dem das aktuelle Losungsinkrement in (5.32) um einen
Démpfungsfaktor 8 € (0, 1) reduziert wird. Der erforderliche Dimpfungsfaktor
wird dabei durch dessen kontinuierliche Reduzierung bestimmt, bei dem der ge-
fundene Losungszustand wieder hinreichend innerhalb des zuldssigen Bereichs
liegt.

5.3.2 Inkrementelles variationelles Update der
Konstitutivgleichungen

Wenn eine konvergierte Losung a* des Optimierungsproblems in (5.27) gefunden
wurde, erfolgt in einem zweiten Schritt das Update der Konstitutivgleichungen
in (3.23). Hierfiir kann zunichst in Ubereinstimmung mit (3.21) das reduzierte
inkrementelle innere Arbeitspotential zu

W(g,n,D) = 2" (g,1,D,a)| (5.34)

a=a*
geschrieben werden, ausgewertet fiir den aktuellen Zustand des Materials. Um
die konstitutiven Gleichungen in (3.23) zu berechnen, miissen die Ableitungen
des reduzierten inkrementellen Arbeitspotentials in (5.34) ermittelt werden. Dazu
muss die zusédtzliche implizite Abhingigkeit von €, 7 und D vom Losungsvektor
a beriicksichtigt werden. Unter Verwendung der Abkiirzung e = [¢7,n7,D7]”
wird die erste Ableitung des reduzierten inkrementellen Arbeitspotentials mit

ow oM IR™ Jda oRm
g o [ de da %] a=a* - de la=a* (5.35)
=R=0

berechnet. Im zweite Term in (5.35) konnen dabei die Stationaritdtsbedingungen
(5.30) des urspriinglichen Variationsprinzips identifiziert werden, welche fiir eine
gefundene optimale Losung a* verschwinden. Mit (5.35) sind schlieBlich die fiir
den ermittelten Zustand a* ausgewerteten konstitutiven Beziehungen (3.23) fiir
die abhingigen Groflen der Spannungen, der Spannungen hoherer Ordnung und
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der elektrischen Felder zum aktuellen Zeitpunkt 7, durch

o = aeW = aeﬁ'im|a:a* = aelP |a:a*

= Cgus(P*) (€ —€'(A")) +bis.s(p)M —hi(p") (D—P(p))  (536)
T = 8‘"W = a‘nﬁ:im‘aza* = (9an |a:a*

=bis6(P*) (€ —€'(A%)) + Gy 1s(P* )M — 15, 15(p*) (D—P(p")) (5.37)
E = aDW = aDﬁ:im|a:a* = aD‘P |a:a*

= —hy6(p") (e~ €'(A%)) —f35(P* )N + B (P*) (D—P(p"))  (538)

gegeben, wobei C2 ¢, h36, Gk 15, 1sxs und f3 15 die Vektor-Matrix-Darstel-
lungen der Tensoren (5.15), (5.16), (5.19), (5.20) und (5.21) reprisentieren. Die
drei Gleichungen (5.36)-(5.38) werden im Rahmen der FEM an jedem GAUSS-
Punkt eines Modells ausgewertet. Deren Resultate werden fiir die Berechnung
der Elementvektoren der inneren Krifte des nidchsten globalen Iterationsschritts
benotigt.

5.3.3 Algorithmisch konsistente Materialtangente

Eine weitere Information, die durch das Materialmodell bereitgestellt werden
muss, ist die einer algorithmisch konsistenten Materialtangente. Diese lésst sich
aus den zweiten Ableitungen des reduzierten inkrementellen inneren Arbeitspo-
tentials W (&, n,D) gewinnen, siche (3.24). Mit den ersten Ableitungen in (5.35)
und durch 9, & |55+ = 0, ldsst sich zweite Ableitung angeben zu

aZW 7 [aZﬁmt N a2ﬁint %}
de2  Ldede Jdeda de

, (5.39)
a=a*
wobei der Ausdruck de a|a—q+ in (5.39) mit dem Satz der impliziten Funktionen
[187] geschrieben werden kann als

da aZﬁ.int 1 a2ﬁ.int
aza® [( 8383) dade }

e (5.40)

a=a*
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Die algorithmisch konsistente Materialtangente 14sst sich dann mit dem Ausdruck
in (5.40) aufstellen zu

c aZW aZﬁint aZﬁ.im athint ,182ﬁint
T"779e2 ~ L dede deda (aaaa) 8a&e}

(5.41)

a=a* ’

ausgewertet fiir die durch die FEM berechneten Eingangsgrolen am Material-
punkt € 7N und D — und die gefundene optimale Losung a* von (5.27). Eine
ausfiihrlichere Darstellung der Materialtangente in (5.41) kann als

RW W W [ 0¥ Y IRV ]
Cr=| 9geW gaW 9ppW | = | dpe¥ ¥ Ipp¥
05 W af,nW EpW | Ope¥ ag,nw ¥

1 (542)

22, ¥ 0 - -
a0 Ry [ 0w B 92w
— | 9pq¥ Oisxi0 (g)

¥ 03x10

| O10x6  010x18  010x3 |

geschrieben werden. Dabei ist zu beachten, dass der zweite Term in (5.42) nur
aktiv ist, wenn das Umklappkriterium durch (5.29) anfinglich verletzt wurde und
eine Evolution der inneren Variablen q auftritt. Dieser Anteil sorgt fiir eine durch
Umklappprozesse verursachte ,Aufweichung’ der Materialantwort, welche dann
durch das Modell beschrieben wird. Die erforderlichen Ableitungen der freien
HELMHOLTZ-Energie in (5.42) sind in Anhang D.1 zusammengefasst.

Die sehr einfache und geschlossene Berechnung der symmetrischen Materialtan-
gente (5.41) in analytischer Form stellt einen wesentlichen Vorteile dar, welcher
sich aus der Anwendung des Modellierungrahmens der Generalisierten Standard-
materialien ergibt. Erwidhnenswert ist, dass nur bei einer solchen konsistenten
Ableitung der algorithmischen Materialtangente unter Beriicksichtigung aller Glei-
chungen des Materialmodells ein quadratisches Konvergenzverhalten der globalen
FEM-Iteration gewihrleistet ist, siche [188, 189].
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6 Elektro-mechanische
Randwertprobleme und deren
numerische Behandlung

Dieses Kapitel behandelt numerische Losungsverfahren der in dieser Arbeit rele-
vanten elektro-mechanisch gekoppelten Randwertprobleme. Als Grundlage einer
numerischen Behandlung von Randwertproblemen dienen deren zugehorige Va-
riationsformulierungen'. Nach einer kurzen Zusammenfassung der gestellten
Randwertprobleme werden dafiir verschiedene Variationsformulierungen vorge-
stellt. Dabei spielen zum einen Formulierungen fiir klassische piezoelektrische
Problemstellungen, zum andern aber auch Formulierungen mit beriicksichtigten
Effekten hoherer Ordnung der Flexoelektrizitit eine Rolle. Diese Variationsformu-
lierungen bilden dann die Basis fiir eine Konstruktion geeigneter Finite-Elemente-
Formulierungen zur Losung dieser Randwertprobleme. Um eine Verbindung zu
der Betrachtungsweise eines Materialpunktes aus Kap. 3 herzustellen, wird an-
genommen, dass ein zu beschreibender elektro-mechanischer Kérper % C %3
auf der globalen makroskopischen Ebene aus einer zusammenhéngenden Menge
solcher Materialpunkte besteht.

Ein besonderer Fokus liegt in diesem Kapitel auf Variationsformulierungen, wel-
che auf der freien HELMHOLTZ-Energie W basieren. Solche Formulierungen
ermoglichen eine einfache Einbindung des in Abschn. 3 und 5 vorgestellten Mo-
dellierungsrahmens in die Methode der finiten Elemente. Die in Kap. 3.4 diskutier-
ten positiven mathematischen Eigenschaften der freien HELMHOLTZ-Energie, wie

! Diese wird hiufig auch als schwache Form des Randwertproblems bezeichnet.
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6 Elektro-mechanische Randwertprobleme und deren numerische Behandlung

z. B. eine positiv definiten Materialtangente, untermauern die Verwendung solcher
Formulierungen. Bei Beriicksichtigung von dissipativen Effekten kann folglich
ein geeignetes Variationsprinzip in Abhingigkeit des in (3.21) hergeleiteten re-
duzierten inkrementellen Arbeitspotentials W formuliert werden. Des Weiteren
sollten die Stationaritdtsbedingungen einer gewihlten Variationsformulierung alle
relevanten Bilanzgleichungen des elektro-mechanischen Randwertproblems im
integralen Sinne erfiillen.

Nach einer Zusammenfassung des fiir rein piezoelektrische Problemstellungen
relevanten Randwertproblems werden zunichst verschiedene dazu passende Va-
riationsformulierungen vorgestellt und deren Vor- und Nachteile bzgl. deren
mathematischen Struktur und deren praktischen Anwendbarkeit diskutiert. Die
Herleitung einer gemischten FE-Formulierung fiir piezoelektrische Probleme
schlieB3t den ersten Teil dieses Kapitels ab. Im zweiten Teil werden ausgehend
vom Randwertproblem der Flexoelektrizitit Variationsformulierungen eingefiihrt
und eine fiir dissipatives Materialverhalten geeignete gemischte Elementformu-
lierung présentiert. Ein weiteres Augenmerk in diesem Kapitel liegt zudem auf
der Definition geeigneter Funktionsrdume fiir die FE-Approximation einzelner
Feldvariablen der Variationsformulierungen.

6.1 Elektro-mechanisches Randwertproblem der
Piezoelektrizitit

Durch Vernachlissigung der Effekte hoherer Ordnung vereinfacht sich das in
Abschn. 2.2.3 eingefiihrte mechanische Randwertproblem zu dem eines klas-
sischen CAUCHY-Kontinuums, vgl. Abschn. 2.2.2. Mit den in Abschn. 2.3.4
diskutierten Zusammenhingen der Elektrostatik ergeben sich die Bilanzgleichun-
gen

<
X
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V.6+b,=0, V-D=0 und in#z (6.1
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6.1 Elektro-mechanisches Randwertproblem der Piezoelektrizitit

einer elektro-mechanischen Feldtheorie erster Ordnung, mit der mechanischen
Impulsbilanz fiir den CAUCHY-Spannungstensor und den elektrostatischen MAX-
WELL-Gleichungen®. Die zugehorigen NEUMANN-Randbedingungen lassen sich
dann zusammenfassen zu

n-0="t, auf 0%, und iD= —Gext auf 0.4, . (6.2)
Des Weiteren ergeben sich zur Beschreibung der Verzerrung und des elektrischen
Feldes weitere Feldgleichungen mit

e=V"i ud E=-V¢ in, (6.3)

wodurch eine Verbindung zu den priméren Feldgrofen, den Verschiebungen
und dem elektrischen Potential, gegeben ist. Deren zugehorige DIRICHLET-
Randbedingungen

=il auf 0%, und =9 auf 0.4, (6.4)

sind auf den jeweiligen Réndern des Betrachtungsgebietes zu erfiillen. Ferner
gelten zudem die konstitutiven Beziehungen in der Form
¥ o J¥
o=—— d E=—, 6.5
Je un D (6.5)
dargestellt in Abhingigkeit der freien HELMHOLTZ-Energie, vgl. auch (2.114)
und (2.115).

Werden die Feldgleichungen in (6.3), unter der Annahme der konstitutiven Bezie-
hungen (6.5), in die Bilanzgleichungen (6.1) eingesetzt, ergibt sich ein gekoppeltes
partielles Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung zur Beschreibung des
Randwertproblems der Piezoelektrizitit.

2 Im GAuUss’schen Gesetz in (6.1) wird die Existenz von freien volumenbezogenen Ladungen im

Material vernachlissigt. Dies entspricht einer géingigen Annahme fiir Ferroelektrika.
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6 Elektro-mechanische Randwertprobleme und deren numerische Behandlung

6.2 Variationsformulierungen der Piezoelektrizit:it

Bei einer Konstruktion von Variationsformulierungen zur Beschreibung des elek-
tro-mechanischen Randwertproblems aus Abschn. 6.1 bedarf es zunichst der
Einfithrung geeigneter Variationspotentiale in Abhéngigkeit der zugehorigen Feld-
groflen. Das damit formulierte Variationsprinzip ergibt sich dann als ein Optimie-
rungsproblem, wobei der Zustand eines Systems gesucht wird bei dem dessen
Potentialfunktional beziiglich seiner Argumente ein Extremum einnimmt. Durch
die Berechnung der Variationen des Potentials ergeben sich die Stationarititsbe-
dingungen, welche fiir mogliche optimale Zustinde des Systems zu erfiillen sind.
Diese Bedingungen entsprechen folglich den EULER-LAGRANGE-Gleichungen
des Variationsprinzips und beschreiben das zur Variationsformulierung zugehorige
Randwertproblem. Eine Ubersicht iiber verschiedene Variationsformulierungen
fiir elektro-mechanische Probleme wird z. B. von VOGEL et al. [190] gegeben.

6.2.1 Kanonische energiebasierte Variationformulierung

Ein kanonisches, auf der freien HELMHOLTZ-Energie basierendes Variationspo-
tential kann in der Form

(i, D) = / W(e, D) dV + 1 (@)

# B (6.6)

mit H"”(ﬁ):—/ bm-ﬁdV—/ T-ii dA
B 0%,

geschrieben werden (vgl. [30, 191]), wobei der erste Term in (6.6) das innere
Potential und der zweite Term das Potential der externen Einwirkungen beschreibt.
Die kinematische Beziehung in (6.3); wird dabei als giiltig vorausgesetzt. Mit
dem eingefiihrten Funktional in (6.6) kann somit das reine Minimierungsproblem

{#,D} = Arg{ inf inf T1(7,D)} 6.7)
’IE%DGWD
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6.2 Variationsformulierungen der Piezoelektrizitéit

fiir die Bestimmung der unbekannten Verschiebungen i und der dielektrischen
Verschiebungen D formuliert werden. Durch Auswertung der Stationarititsbe-
dingungen des Variationsprinzips in (6.7) erhilt man die EULER-LAGRANGE-
Gleichungen (vgl. [191])

Impulsbilanz V-9¥+b,=0 in® (6.82)
FARADAY ’sches Gesetz V x Ip¥ = 0 in # (6.8b)
CAUCHY-Theorem i 0gW—7, =0 auf 0%, | (6.8¢c)
Orthogonalitiit elektrisches Feld Ip¥ xii = 0 auf 0% | (6.8d)

zur Beschreibung des zugrundeliegenden Randwertproblems. Darin werden die
in (6.5) aufgefiihrten konstitutiven Beziehungen fiir die Spannungen o und das
elektrische Feld E als giiltig vorausgesetzt. Einen geeigneter Funktionsraum
fiir die Darstellung des Verschiebungsfeldes, welcher zudem die zugehorigen
Randbedingungen erfiillt, 14sst sich mit

icW, = {ﬁeHl(%’)W:ﬁ’ auf&%u} 6.9)

angeben, wobei mit H! der SOBOLEV-Funktionsraum der quadratisch integrierba-
ren Funktionen, deren quadratisch integrierbare Ableitungen existieren, bezeich-
net wird. Vergleicht man die EULER-LAGRANGE-Gleichungen in (6.8) mit den
Gleichungen zur Beschreibung des elektro-mechanischen Randwertproblems in
Abschn. 6.1, ist das Fehlen des GAUSS’schen Gesetzes (6.1), und der elektrischen
NEUMANN-Randbedingungen (6.2), auffillig. Aufgrund dieser Tatsache muss
der Raum der zuldssigen Funktionen fiir die dielektrische Verschiebung fiir eine
Erfiillung dieser beiden Bedingungen eingeschrinkt werden gemif (vgl. [191])

De#p = {5 €LX(B)|V-D=0in B, ii-D = —qu, aufc?%’q}, (6.10)
wobei mit L? der LEBESGUE-Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen

symbolisiert wird. Zur Erfiillung der zusétzlichen Anforderungen an den Funkti-
onsraum in (6.10) sind im Rahmen der Finite-Elemente-Methode besondere Ap-
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6 Elektro-mechanische Randwertprobleme und deren numerische Behandlung

proximationstechniken notwendig. Dies ist der Grund, warum FE-Formulierungen
basierend auf dem Variationsprinzip (6.7) in der Praxis selten ihre Verwendung
finden. Von LANDIS [124] wird stattdessen eine Beschreibung der dielektrischen
Verschiebung Din Abhingigkeit eines Vektorpotentials vorgeschlagen, wodurch
eine Erfiillung des GAUSS’schen Gesetzes a priori erzielt wird und sich eine ein-
fach zu implementierende FE-Formulierung des Minimierungsprinzips (6.7) ergibt.
Eine solche Formulierung bringt jedoch gewisse Nachteile mit sich. Die Definition
der Randbedingungen fiir das eingefiihrte Vektorpotential ist aus physikalischer
Sicht alles andere als offensichtlich und im Allgemeinen dreidimensionalen Fall
wird eine sogenannte COULOMB-Eichung (engl. ’‘COULOMB gauge’) des Po-
tentials (6.6) benotigt, um eine eindeutige Losung von (6.7) zu gewihrleisten,
siehe auch [192] und [193]. Den Vorteilen einer Formulierung basierend auf (6.7),
mit einer konvexen Struktur und den damit verbunden mathematischen Vorzii-
gen, stehen somit gewisse Nachteile gegeniiber. Aus diesem Grund erweisen sich
FE-Formulierung auf Basis von (6.7) fiir eine Anwendung auf reale Problemstel-
lungen aus Sicht des Autors als eher unpraktisch, weshalb in dieser Arbeit ein
anderer Ansatz verfolgt wird.

6.2.2 Erweiterte Drei-Feld-Formulierung

Um zu einer besser handhabbaren Formulierung basierend auf der freien HELM-
HOLTZ-Energie zu gelangen, wird in diesem Abschnitt ein alternativer Weg zur
Konstruktion eines Variationspotentials beschritten. Hierbei werden die zusétzli-
chen Anforderungen an den Funktionsraum des dielektrischen Verschiebungsfel-
des in (6.10) mithilfe der LAGRANGE-Multiplikator-Methode in die Variationsfor-
mulierung eingearbeitet. GIL und ORTIGOSA [125] formulieren ein erweitertes
Variationspotential

T1(, D, ¢) /ﬁ W(e, D) dV + 11" (@)

L B (6.11)
~[ 0@ Dyav+ [ oD+ ) dn
i 0%,
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6.2 Variationsformulierungen der Piezoelektrizitéit

in dem der neu eingefiihrte LAGRANGE-Multiplikator als das elektrische Ska-
larpotential ¢ identifiziert wird. Durch Anwenden des Divergenztheorems (A.9)
kann das Funktional in (6.11) zu

(i, D, ¢) = / (W(e,D)+ V¢ -D) dV +T1°" (i 9)

7 (6.12)

mit  TI(#,¢) = I (&) + / Gouh dA
92,

umgeschrieben werden, wodurch im inneren Potential ein zusitzlicher elektrischer
Beitrag auftritt und in das externe Potential die aufgebrachten Oberflachenladun-
gen ¢,,, mit einbezogen werden. Ein geeigneter Funktionsraum fiir das elektrische
Skalarpotential kann unter Beriicksichtigung der Ordnung dessen Ableitungen in
(6.12) mit

0 €Wy = {¢ GHI(%)\¢:¢’auf8%¢} (6.13)

definiert werden, wobei die zugehorigen DIRICHLET-Randbedingungen erfiillt
werden, vgl. auch (6.4),. SchlieBlich kann ein erweitertes Drei-Feld-Variations-
prinzip

{ii,D,¢} :Arg{ainf inf sup ﬁ(ﬁj,m} (6.14)

ucwy BEWD ) EW¢

mit einer Sattelpunktstruktur auf Grundlage des Potentials in (6.12) formuliert
werden. Die daraus resultierenden EULER-LAGRANGE-Gleichungen des Variati-
onsprinzips (6.14) lassen sich durch

Impulsbilanz V-9g¥+b,=0 in% (6.152)
FARADAY sches Gesetz BY+Ve=0 in%B (6.15b)
GAUSS sches Gesetz V.-D=0 in # (6.15¢)
CAUCHY-Theorem - 0e¥—7,=0 auf 0.%, (6.15d)
Oberfliichenladungen #i-D+qu =0 auf 0%, (6.15¢)

zusammenfassen. Hierbei tritt zusétzlich zu den beiden iiber die LAGRANGE-
Multiplikator-Methode eingeforderten Gleichungen in (6.11) auch der Zusam-
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6 Elektro-mechanische Randwertprobleme und deren numerische Behandlung

menhang des elektrischen Feldes mit dem elektrischen Skalarpotential aus (6.3),
als Stationaritdtsbedingung in (6.15b) auf. Aufgrund der schwach eingeforderten
Erfiillung des GAUSS’schen Gesetzes (6.15¢) und den elektrischen NEUMANN-
Randbedingungen (6.15¢) ldsst sich im Rahmen dieses Variationsprinzips der
hinreichende Funktionsraum fiir die dielektrische Verschiebungen aus (6.10) zu

Wiy = {13 e LZ(@)} (6.16)

vereinfachen. Berechnungen mit Finite-Elemente-Formulierungen basierend auf
dem Drei-Feld-Variationsprinzip (6.14) auf Problemstellungen mit dissipativem
Materialverhalten werden von GHANDI und HAGOOD [194], SCHWAAB et al.
[11, 195], STREICH et al. [196] und KURZHOFER und SCHRODER [197] sowie
fiir elektro-elastodynamische Systeme mit grolen Verzerrungen von ORTIGOSA
et al. [198] und FRANKE et al. [199] durchgefiihrt.

6.2.3 Reduzierte Zwei-Feld-Formulierung

Die Konstruktion des inneren Potentialbeitrags im Funktional (6.12) motiviert eine
Vereinfachung dieses Ausdrucks mittels der partiellen LEGENDRE-Transformation

-

Gy(e,E)=inf{¥(e,D)-D-E} mit E=-V¢ (6.17)
D

durchzufiihren. Dadurch entsteht eine duale Form des inneren Potentials (vgl.
[125, 190]), welche in Abschn. 2.5.4.2 bereits als die elektrische GIBBS-Energie
identifiziert wurde. Mit dieser Transformation wird ein Tausch der unabhéngigen
Variablen zwischen der dielektrischen Verschiebung D und dem elektrischen Feld
E vorgenommen. Des Weiteren wird in dieser Formulierung der Zusammenhang
zwischen dem elektrischen Potential und dem elektrischen Feld in (6.3), als stark
erfiillt angenommen. Durch Einsetzen des Ausdrucks (6.17) in (6.12) erhilt man
das reduzierte Zwei-Feld-Variationspotential

f1(i,9) = | Ga(e.E)av+T1 (7.9). (6.18)
B
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6.2 Variationsformulierungen der Piezoelektrizitéit

wobei der externe Beitrag [T im Vergleich zu (6.12) unveréindert bleibt. Ein Op-
timierungsproblem zur Bestimmung der verbliebenen Unbekannten im Funktional
(6.18), ndmlich des Verschiebungsvektors und des elektrische Skalarpotentials, ist
durch das Zwei-Feld-Sattelpunkt-Prinzip

{ﬁ,d)} :Arg{ﬂinf sup f[rEd(ﬁ,q&)} (6.19)

uew, ¢€W¢

gegeben. Hierbei bleiben die in (6.9) und (6.13) definierten Funktionsriume
weiterhin giiltig. Die EULER-LAGRANGE-Gleichungen des Variationsprinzips
(6.19) lauten

Impulsbilanz V-0:Gr+by=0 in% (6.20a)
GAUSS’sches Gesetz V. (=0dzG2) =0 in & (6.20b)
CAUCHY-Theorem -0eGr—7.=0  aufd%, (6.20c)
Oberflichenladungen ii-(=0gG2) + e =0 auf d.4,.| (6.20d)

Bemerkenswert ist, dass in dieser Formulierung die konstitutiven Gleichungen
nicht mehr denen in (6.5) entsprechen. Durch deren Darstellung in Abhingig-
keit der elektrischen GIBBS-Energie gelten fiir diese Variationsformulierung die
Beziehungen in (2.102). Aufgrund der einfachen Struktur des Variationsprin-
zips (6.19) und der dquivalenten mathematischen Struktur der mechanischen
und elektrischen Teilprobleme in (6.20) ist diese Variationsformulierung in der
Literatur eine beliebte Wabhl fiir eine Finite-Elemente-Formulierung von elektro-
mechanisch gekoppelten Problemen, siche z. B. ALLIK und HUGHES [200],
GAUDENZI und BATHE [201] oder SCHRODER und GROSS [177]. Insbesonde-
re die im Vergleich zu einer Vektorpotentialformulierung (siehe Abschn. 6.2.1)
sehr einfache Definition der elektrischen Randbedingungen iiber das elektrische
Skalarpotential begriindet die bevorzugte Verwendung dieser Formulierung fiir
die Simulation von realen technischen Problemstellungen. Allerdings tritt bei
Materialmodellen, welche auf der elektrischen GIBBS-Energie (6.17) basieren,
aufgrund deren Energielandschaft mit einer Sattelpunktstruktur eine nicht-positiv
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6 Elektro-mechanische Randwertprobleme und deren numerische Behandlung

definite Materialtangente auf. Dieser Umstand fiihrt insbesondere bei materiell
nichtlinearen Finite-Elemente-Berechnungen hiufig zu Instabilitdten im Losungs-
prozess [30, 124, 202]. Aus diesem Grund werden Formulierungen, welche auf
der elektrischen GIBBS-Energie basieren, in dieser Arbeit nicht weiterverfolgt.

6.2.4 Erweiterte Fiinf-Feld-Formulierung

Um ein Variationsprinzip vorzuschlagen, das die Vorteile der beiden Prinzipien
(6.7) und (6.19) vereint, soll zundchst noch einmal das Variationspotential (6.12)
im Rahmen einer eher praktischen Diskussion herangezogen werden: Im Funk-
tional (6.12) wird das Potential in Abhingigkeit der freien HELMHOLTZ-Energie
beschrieben, wodurch sich aufgrund deren Konvexititseigenschaften eine positiv
definite Materialtangente fiir beliebige Prozesse ergibt (vgl. Abschn. 3.4). Dariiber
hinaus ist das elektrische Skalarpotential als Freiheitsgrad in diesem Funktional
enthalten, was die Moglichkeit bietet, geeignete elektrische Randbedingungen fiir
reale Probleme in technischen Anwendungen zu definieren, wie z. B. Polungspro-
zesse von piezokeramischen Bauteilen mit komplexen Elektrodenanordnungen.
Unter Beriicksichtigung dieser Aspekte stellen Finite-Elemente-Formulierungen,
die auf dem Variationspotential (6.12) basieren, aus Sicht des Autors einen guten
Kompromiss zwischen rechnerischer Stabilitit und praktischer Anwendbarkeit
dar. Aus diesem Grund wird die im weiteren Verlauf der Arbeit verwendete
Finite-Elemente-Formulierung auch auf der Basis von (6.12) eingefiihrt. Um eine
Verbindung zu dem in Kap. 3 eingefiihrten Modellierungsrahmen herzustellen
und die Darstellung der Formulierung an eine Anwendung auf Probleme mit
dissipativem Materialverhalten anzupassen, wird in diesem Abschnitt das Variati-
onspotential in Abhingigkeit des reduzierten inkrementellen Arbeitspotentials W
in (3.21) anstatt der freien HELMHOLTZ-Energie W formuliert.
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6.2 Variationsformulierungen der Piezoelektrizitéit

6.2.4.1 Ein elektro-mechanisches Systempotential vom Hu-Washizu-Typ

Um die Genauigkeit und die rechnerische Effizienz zu erhohen, wird das Varia-
tionspotential (6.12) um eine zusitzliche Nebenbedingung bzgl. der mechani-
schen Feldgroen erweitert. Im Zuge dessen wird die kinematische Beziehung
(6.3); durch einen LAGRANGE-Multiplikator-Ansatz in einer schwachen Form
eingefordert, wodurch die Verschiebungen # und die Verzerrungen € als von-
einander unabhidngigen Groflen eingefiihrt werden. Der zugehdrige LAGRANGE-
Multiplikator kann als der mechanische Spannungstensor ¢ identifiziert werden.
Variationsprinzipien fiir rein mechanische Probleme, welche diese zusitzliche
Nebenbedingung enthalten, werden iiblicherweise als HU- WASHIZU-Formulie-
rungen bezeichnet [203, 204]. Die besondere Robustheit von Finite-Elemente-
Formulierungen basierend auf einem HU-WASHIZU-Variationsprinzip beziiglich
des Netzkonvergenzverhaltens und der Insensitivitit bei starker Netzverzerrung
wird z. B. von ZIENKIEWICZ et al. [205] aufgezeigt. Fiir elektro-mechanische FE-
Formulierungen werden dhnliche Untersuchungen von SZE und PAN [206] sowie
LINNEMANN [207] durchgefiihrt.

Das in dieser Arbeit verwendete Variationspotential mit insgesamt fiinf unabhén-
gigen FeldgroBen kann zu

fi(e, D, 6,4,0) = /,9 (W(e,D)+V¢-D+6: (V"i—¢)) dV o)

+I0% (i, )

geschrieben werden. Eine @hnliche Formulierung im Rahmen einer elektro-
mechanischen Theorie gro3er Verzerrungen wird von GIL und ORTIGOSA [125]
sowie FRANKE et al. [199] vorgestellt. Ein Fuinf-Feld-Sattelpunkt-Prinzip in
Abhingigkeit zu dem erweiterte Variationspotential (6.21) fiir die Bestimmung
der unbekannten FeldgroBen ist durch

{8,5,6,1)’,¢}:Arg{ inf inf sup inf sup I:I(S,B,O‘,ﬁ,(j))} (6.22)
€€l Del? g2 i u gy,
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gegeben. Die zuldssigen Funktionsraume %/, und % wurden bereits in (6.9) und
(6.13) definiert.

6.2.4.2 Variation und Euler-Lagrange-Gleichungen

Um die Stationarititsbedingungen des Fiinf-Feld-Prinzips in (6.22) zu ermitteln,
wird die erste Variation

ST = /@((aew 6): 56+ (IgW +V0)- 8D+ (Vi—€) : 6
—&—’0' : V“"’"6ﬁ+5-V5¢) dv + 811" =0 (6.23)
mit ST = 7/ boy -8 dV f/ T Oii dA +/ Gea®O dA
B 0%, 0%,
des Potentials in (6.21) bestimmt. Aus der Gleichung (6.23) lassen sich unter An-

wendung des Divergenztheorems (siche Anhang A.2.3.2) die EULER-LAGRANGE-
Gleichungen

Konstitutivgleichung W —-0=0 in & (6.24a)
FARADAY ’sches Gesetz BW+Ve=0 in% (6.24b)
Kinematik Vi —e=0 in & (6.24¢)
Impulsbilanz V-6+by=0 in% (6.24d)
GAUSS’sches Gesetz V-D=0 in & (6.24¢)
CAUCHY-Theorem i-6-1,=0 aufd%, (6.24f)
Oberflichenladungen i-D+ G =0 auf 0.%, (6.24g)

des Variationsprinzips in (6.22) ermitteln. Es wird ersichtlich, dass eine Losung
des Variationsprinzips (6.22) alle Gleichungen des in Abschn. 6.1 zusammenge-
fassten elektro-mechanischen Randwertproblems und die konstitutive Beziehung
der Spannung in (6.5); in einem schwachen integralen Sinne erfiillt.
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6.3 Gemischte piezoelektrische FE-Formulierung

6.2.4.3 Linearisierung der Variationsformulierung

Aufgrund der angenommenen Nichtlinearitit des Optimierungsproblems in (6.22)
muss eine Losung iterativ, z. B. mit dem NEWTON-Verfahren, durchgefiihrt wer-
den. Daher ist eine Linearisierung der Stationarititsbedingung (6.23) notwen-
dig. Eine solche Linearisierung kann im Allgemeinen mithilfe der TAYLOR-
Reihenentwicklung Lin [0T1 (x)] = 6I1(x) + Dy [8I1(x)] - Ax = SI1+ SAIl =~ 0
beschrieben werden, siehe z. B. [208]. Der tangentiale Anteil in der Linearisie-
rung ergibt sich unter Annahme von ausschlielich konservativ wirkenden duferen
Einwirkungen zu

5AfI:/ (8€: (9geW : A&+ J2sW - AD — AG)
+8D- (92 W : Ae+ 92 W - AD+VAQ) (6.25)
+86: (V" Al — Ag) + V" §ii : AG + V8¢ -AD) dV

worin die Komponenten der Materialtangente auftreten, welche in (3.24) einge-
fithrt und fiir das in dieser Arbeit verwendete Materialmodell in (5.42) berechnet
wurden.

Mithilfe der Variation in (6.23) und der Linearisierung in (6.25) kann nun eine
Finite-Elemente-Diskretisierung des durch das Systempotential in (6.21) beschrie-
bene Randwertproblem durchgefiihrt werden.

6.3 Gemischte piezoelektrische FE-Formulierung

Basierend auf dem Variationsprinzip in (6.22) wird nun eine Finite-Elemente-
Formulierung zur Losung des in Abschn. 6.1 zusammengefassten Randwertpro-
blems vorgestellt. Dazu wird ein zu betrachtender kontinuierlicher Korper in eine
endliche Anzahl n,,,, an Elementen unterteilt:  ~ %" = Ugi‘{” Q., vgl. auch
Abb. 6.1. Grundlegende Informationen zur Finite-Elemente-Methode konnen z. B.
in ZIENKIEWICZ et al. [205] oder WRIGGERS [208] nachgelesen werden. Die in
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Abbildung 6.1: Diskretisierung des kontinuierlichen Korpers % in eine endliche Anzahl an finiten
Elementen mit dem Volumen €,.

dieser Arbeit prisentierte Formulierung ist auf geometrisch lineare Anwendungen
beschrinkt, beinhaltet jedoch beliebige materielle Nichtlinearititen.

Als Ausgangspunkt wird die Variation des Potentials vom HU-WASHIZU-Typ in
(6.23) und dessen Linearisierung (6.25) herangezogen. Auf Basis der in Abschn.
6.2 definierten Funktionsrdume der verschiedenen FeldgroBen in (6.22) ergibt sich
fiir das Verschiebungsfeld u und das elektrische Skalarpotential ¢ die Notwendig-
keit eines C*-kontinuierlichen Ansatzes fiir die Finite-Elemente-Approximation.
Fiir die iibrigen Knotenvariablen, niamlich die Verzerrungen &, die dielektrische
Verschiebung D und die Spannungen &, ist ein stiickweise C~!-kontinuierlicher
Ansatz ausreichend®. Daher werden das Verschiebungsfeld und das elektrische
Skalarpotential durch kontinuierliche quadratische Serendipity-Polynome* inter-
poliert, wihrend fiir die Verzerrungen, die dielektrische Verschiebung und die
Spannungen diskontinuierliche lineare LAGRANGE-Polynome gewihlt werden.
Die resultierenden Freiheitsgrade pro Knoten n,; von verschiedenen zweidimensio-
nalen und dreidimensionalen isoparametrischen Elementen sind in Abb. 6.2 aufge-
listet. Nihere Informationen zur Konstruktion der verwendeten Ansatzfunktionen
finden sich z. B. in [205, 208]. Alternative Approximationstechniken der auf-

Der Exponent 7 in der Kontinuititsangabe C" gibt die Ordnung der Ableitungen der Ansatzfunk-
tionen an, fiir welche die Kontinuitit an Elementgrenzen gewihrleistet sein muss. C°: Ansiitze
kontinuierlich, Ableitungen diskontinuierlich. C~!: Ansitze diskontinuierlich, Ableitungen dis-
kontinuierlich.

Bei finiten Elementen der Serendipity-Familie werden die Ansatzfunktionen nur in Abhingigkeit
der Knoten auf den Elementkanten formuliert. Die Mittelknoten werden somit auch nicht mit in
die globale Steifigkeitsmatrix assembliert, wodurch im Vergleich zu herkommlichen quadratischen
LAGRANGE-Polynomen Rechenzeit eingespart werden kann, siehe z. B. [205].
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6.3 Gemischte piezoelektrische FE-Formulierung

tretenden FeldgroBen in elektro-mechanischen Finite-Elemente-Formulierungen
werden z. B. von SZE und PAN [206], KLINKEL und WAGNER [209, 210] sowie
LINNEMANN [207] prisentiert.

Das Einsetzen der Elementmatrizen N5 und BY’ der gewiihlten Formfunktionen
NID, sowie deren kartesischen Ableitungen NEX (vgl. Anhang E), zur Interpolation
der unterschiedlichen FeldgroBen, liefert die diskretisierte Version der schwachen
Form (6.23), deren Komponenten fiir jedes Element e des Korpers %" zu

811! — 5eT Fe T /Q NT(9W - 6) av, (6.26)
SpIl! = SDTFP mit FP = /Q NPT (pW +V¢)av, (6.27)
8511 = 567 F° mit F% = /Q NOT(Vo™u—g)dV, (6.28)
SI1! = Sul (F* —P*) mit F'= /Q B'"& dv (6.29)

und P! = / N“Tb,, dV + / N“Tt,., dA,
Q. Q.
Sl =8¢ (FO +P?) mit F? :/Q B’TDav (6.30)

und P)= | N¢Tq, dA
0Q,

geschrieben werden konnen, worin sich die Anteile F5' und P2 der Elementvek-
toren der inneren und dulleren Krifte identifiziert lassen. Um die Nihe zu einer
Implementierung in Finite-Elemente-Codes zu wahren, werden in diesem Ab-
schnitt alle GroBen in Vektor-Matrix-Notation dargestellt. Die Komponenten dg W
und dpW in (6.26) und (6.27) miissen im Rahmen der numerischen Auswertung
der Integrale durch das Materialmodell an jedem GAUSS-Punkt separat bestimmt
werden. Die als unabhingige Variablen eingefiihrten Knotenspannungen & kon-
nen sich zunéchst frei einstellen und werden innerhalb der globalen FE-Iteration
an jedem GAUSS-Punkt mit den Materialspannungen 6 = degW ins Gleichgewicht
gebracht, vgl. (6.26). Details iiber die Diskretisierung der einzelnen Felder in
(6.26) bis (6.30) finden sich in Anhang E.
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u _ ¢ _ u _ 0 _

rlL Mg =Ny = 8 g =Ny = 6
é e _,D _ 6 _ e _,D_ &6 _
ng =g =ng =4 n g =My =ng =3

S

® [e11, €0, 2612, D1, D2, 611, 622, 612, Ui, Uz, P)

e [ur, uz, §]

® [e11, &2, €33, 2612, 2623, 2€13, D1, D2, D3,
611, 622, 633, 612, 623, G13, U1, Ua, U3, @]
o [uy, uz, u3, 9|
Abbildung 6.2: Resultierende Knotenfreiheitsgrade von 2D (oben) und 3D (unten) isoparametrischen

finiten Elementen fiir piezoelektrische Probleme auf der Grundlage des Fiinf-Feld-
Variationsprinzips (6.22).

Die Komponenten einer diskretisierten Version der tangentialen Anteile der Linea-
risierung der schwachen Form des Randwertproblems in (6.25) sind dann gegeben
durch

SeAIT! = el (HESAe, + HEPAD, — LEOAG,)  mit
H = /g NSTC¥NEav,  HP = /Q NETCEPND av, ©31)
und L% = / NETNC av

Q.
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6.3 Gemischte piezoelektrische FE-Formulierung

SpAIT! = 5D (HP¢Ae, + HPPAD, +AP?A¢,)  mit

HD® = /Q NPTCPENGav,  HDP = /Q N2TCEPN? av,

(6.32)

und AP = / NPTBY av

Q.
SsAIT! = 567 (—LStAe, + GO Au,)  mit

5 5 5 5 6.33
L= (L))"  und Gg“:/ NZTBL vV, ©39

Q.
SALT = 5ul GI°AG,  mit GO = (G, (6.34)
SoAIT! = §TAPAD,  mit AP = (AD))T (6.35)

welche fiir jedes Element des Korpers " aufzustellen sind. In kompakter Form
kann die diskretisierte Linearisierung der schwachen Form unter Einbeziehung
der in (6.26) bis (6.30) und (6.31) bis (6.35) ermittelten Elementvektoren und
-matrizen elementweise zu

Lin[8TT]" = 811" + SAIT! = 6vI (F, — P, + Kr.Av,) (6.36)
geschrieben werden. Darin enthalten sind die inkrementellen Anderungen
T
Ave=| ael ADT AGI Awl ¢! 6.37)

der Elementknotenfreiheitsgrade, die tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix

HEE HeD 7L€(~5 0 0
HP® HPP 0 0 AD¢
Kre= | —(LE9)T 0 0 Ge* 0 |, (6.38)
0 0 GeHT 0 0
0 (APHT 0 0o 0
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der Elementvektor der inneren Krifte

Fo=| (F)" (FD) (FO) (FY)' (FW]T (6.39)

e e
und der Elementvektor der duleren Krifte
P.=[0 0 0 (7 )| (6.40)
Durch Einfiihren der Abkiirzungen Aa, := [A€] AD!]” und Av, := [Au! A®]]T,

lassen sich die Elementvektoren und -matrizen in (6.37) bis (6.40) kompakter
darstellen als

H, -L. A, Ac, F¢ 0
Kre=| -LI 0 G, |Ave=| A&, |F.=| F¢ |P.=]| 0
Al GI 0 Av, F, P}

(6.41)

Die Tatsache, dass fiir die Ansatzfunktionen der Felder €, D und 6 keine Konti-
nuitit iiber die Elementgrenzen hinweg erforderlich ist, ermdglicht eine statische
Kondensation dieser Freiheitsgrade auf Elementebene. Fiir die zugehorigen An-
teile der Linearisierung der schwachen Form in (6.36) gilt Ling[8T1])? = 0 und
Ling [8T1)! = 0, wodurch sich unter Einbeziehung der Elementvektoren und -ma-
trizen in (6.41) fiir beliebige 6 &, und § &, durch Umstellen die inkrementellen
Anderungen

Aa,=H, (L,AG,—A,Av,—F%)  und (6.42)

A6, = (LTH,'L)"" ((G.+LTH,'A.)Av. + FS + LTH,;'F¥)  (6.43)

ergeben. Durch Einsetzen von (6.42) und (6.43) in die fiir Av, zugehorige Glei-
chung in (6.36), lisst sich die Linearisierung der schwachen Form auf Element-
ebene vereinfacht zu

Lin[8TT)! = &vI (F — P! 4 K5 A, (6.44)

schreiben. In (6.44) enthalten sind die effektiven tangentiale Elementsteifigkeits-
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matrix

K7, =G, (L¢H, 'Le) 'Ge+ G, (LgH, 'Le) Lo H, A,
+ATH 'L (LTH,'L,)"'G, (6.45)
+ATH 'L (LTH,'L,)"'LTH,'A,—ATH A,

und der effektive Elementvektor der inneren Krifte

F' =F,+ (G (LH, L)™' + A H, 'Le(L;H, 'Le) ") F?
+(ATH 'L (LTH,'L,)'LTH,! (6.46)
+Gy (L{H,'L)'L{H,' —A[H,")F{.

Eine Assemblierung von (6.44) iiber alle Elemente des betrachteten Gebiets liefert
fiir beliebige dv das lineare Gleichungssystem

Nelem
U ov! (K$iAve+ (F"—P)) =0 = K{Av=—-R" (6.47)
e=1
fiir eine inkrementelle Aktualisierung der Knotenverschiebungen Au und der
Knotenwerte des elektrischen Potentials A@ auf der globalen Systemebene. Die
Iteration mit Gleichung (6.47) kann beendet werden, wenn der effektive globale
Residualvektor im numerischen Sinne verschwindet: |[R°"||< tol. Eine Aktuali-
sierung der kondensierten Knotenfreiheitsgrade wird in jedem Iterationsschritt
auf Elementebene iiber (6.42) und (6.43) durchgefiihrt. Fiir diese Neuberechnung
miissen die in (6.42) und (6.43) enthaltenen Elementvektoren und -matrizen des
vorherigen Iterationsschritts abgespeichert werden. In diesem Zusammenhang
ist zu erwihnen, dass die Matrizen L., A, und G, sich wihrend der globalen
Gleichgewichtsiteration nicht dndern.
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6.4 Elektro-mechanisches Randwertproblem der
Flexoelektrizitiit

Im Weiteren ist die numerische Behandlung von Randwertproblemen mit ei-
ner Beriicksichtigung von Effekten hoherer Ordnung aus der Flexoelektrizitét
Gegenstand der Diskussion. Hierfiir muss die in Abschn. 2.2 eingefiihrte Ver-
zerrungsgradiententheorie mit der elektrostatischen Feldtheorie aus Abschn. 2.3
kombiniert werden. Deren Kopplung tiber konstitutive Gleichungen wurde bereits
in Abschn. 2.5 diskutiert. Das daraus resultierende Randwertproblem fiir flexoelek-
trische Problemstellungen soll im Folgenden noch einmal kurz zusammengefasst
werden. Die Bilanzgleichungen ergeben sich danach zu

—

V. (6-T-V)+b,=0  V-D=0 und VxE=0 in%, (648)

wobei lediglich die mechanische Impulsbilanz im Vergleich zu den piezoelektri-
schen Bilanzgleichung in (6.1) durch die Effekte hoherer Ordnung beeinflusst
wird. Die zugehorigen NEUMANN-Randbedingungen lassen sich mit

i (6—1-V)=V,-(T-#)+(V,-A)ii-(T-7) =7, aufdH,,
(T-7)=Fy aufdB,, [m-(t-7)]=C auf B, (6.49)
und i-D=—q,, auf 04,

S)

zusammenfassen, worin insbesondere die Struktur der Spannungsrandbedingun-
gen zur Komplexitit des Randwertproblems beitrigt. Des Weiteren gelten zudem
die Feldgleichungen

e=V"i, N=VV™i und E=-V¢ inZ, (6.50)

wobei sich der Verzerrungsgradient als zweifache Ableitung des Verschiebungs-
vektors darstellen ldsst. Die in den primédren Variablen dargestellten DIRICHLET-
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Randbedingungen konnen durch

i=i aufdB,, Dy,i=(D,i) aufdB,,,6 i=i aufddB,

6.51
und ¢=¢'  aufdAB, ©>1

ausgedriickt werden, worin im Gegensatz zum piezoelektrischen Randwertpro-
blem zusitzlich Verschiebungsrandbedingungen hoherer Ordnung auftreten. Die
konstitutiven Gleichungen werden zu

ow
oD

0w 0w

= —_— = —_— E:
c 3¢ T on und

(6.52)
erweitert, wobei wiederum im Vergleich zum piezoelektrischen Materialverhalten
in (6.5) ein zusitzlicher Ausdruck zur Beschreibung der Spannungen hoherer
Ordnung auftritt.

Werden die Feldgleichungen in (6.50), unter der Annahme der konstitutiven Bezie-
hungen (6.52), in die Bilanzgleichungen (6.48) eingesetzt, ergibt sich ein gekop-
peltes partielles Differentialgleichungssystem vierter Ordnung zur Beschreibung
des Randwertproblems der Flexoelektrizitit.

6.5 Variationsformulierungen der Flexoelektrizitiit

Auf Basis des im vorherigen Abschnitt zusammengefassten elektro-mechanischen
Randwertproblems mit Effekten aus der Flexoelektrizitdt werden nun drei unter-
schiedliche Variationsformulierungen vorgestellt und deren Vor- und Nachteile im
Hinblick ihrer numerischen Umsetzbarkeit diskutiert.

6.5.1 Zwei-Feld-Formulierung

Der sicherlich einfachste Zugang bei der Konstruktion eines Variationspotentials
zur Beschreibung flexoelektrischer Probleme bietet eine Formulierung basierend
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auf der elektrischen GIBBS-Energie, vgl. Abschn. 2.5.4.2. Die sich daraus er-
gebenden Vorteile in der einfachen mathematischen Struktur wurden bereits in
Abschn. 6.2.3 diskutiert. Ein solches Variationspotential kann zu

(i, §) = //5, Go(&,1,E) dV +T1° (i, ¢)

mit T19(i,9) = —/ﬂf)m-ﬁdv—/m ?e.w-ﬁdA—/M Teu - DnildA  (6.53)

- f Eext -udS +/ Qext(P dA
FEE 08,

eingefiihrt werden, vgl. hierzu auch Abschn. 2.2.3. In dem Funktional in (6.53)
ergibt sich eine Mindestanzahl an unabhéngigen Variablen, welche den Verschie-
bungen # und dem elektrischen Potential ¢ entsprechen. Ein zugehoriges Zwei-
Feld-Variationsprinzip mit einer Sattelpunktstruktur ist durch

{i, 0} :Arg{ inf sup H(apq&)} (6.54)

s/ (PGWQ)

gegeben. Ein besonderes Augenmerk muss hierbei auf die Definition geeigneter
Funktionsrdaume der zu optimierenden Variablen in (6.54) gelegt werden. Wih-
rend fiir das elektrische Potential weiterhin unverindert die Definition aus (6.13)
giiltig ist, muss im Fall der Verschiebungen aufgrund der Beriicksichtigung von
Effekten hoherer Ordnung in (6.53) der zuldssige Funktionsraum im Vergleich zur
Definition in (6.9) angepasst werden. Dieser kann mit

i€ Wy = {ﬁe H*(%) | ii = i’ auf 9.8, Udd %,
(6.55)
Dyii = Dyii auf 393“”}

eingefiihrt werden. Hierbei ist mit H> der SOBOLEV-Raum dargestellt, fiir dessen
Funktionen schwache Ableitungen existieren und bis zur Ordnung zwei qua-
dratisch integrierbar sind. Diese hoheren Anforderungen an einen geeigneten
Funktionsraum begriindet sich in dem Auftreten von zweiten Ableitungen des
Verschiebungsvektors im mechanischen Teil der Variation von (6.53), vgl. (2.22).
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Dieser Sachverhalt spiegelt sich somit auch in den Kontinuitidtsanforderungen
an einen Approximationsansatz der Verschiebungen in Rahmen eines numeri-
schen Losungsverfahrens wider. Im Gegensatz zu den zuvor diskutierten pie-
zoelektrischen Problemen, in denen eine C°-Kontinuitiit der Ansatzfunktionen
des Verschiebungsfeldes hinreichend war, werden im Fall der Flexoelektrizitét
C'-kontinuierliche Ansitze benétigt. In diesem Umstand liegt eine groBe Her-
ausforderung bei der Entwicklung von numerischen Losungsverfahren fiir flexo-
elektrische Randwertprobleme. Im Rahmen der Methode der finiten Elemente ist
eine C'-kontinuierliche Approximation nur sehr schwierig zu erzielen. Klassische
isoparametrische FE-Ansitze mit LAGRANGE-Polynome erfiillen lediglich eine
CY-Kontinuitit. In der Literatur finden sich zahlreiche C'-kontinuierliche Element-
formulierungen, wie z. B. von ARGYRIS et al. [211], DASGUPTA und SENGUPTA
[212] sowie PETERA und PITTMAN [213], im Rahmen von Verzerrungsgradien-
tentheorien von PAPANICOLOPULOS et al. [214] und ZERVOS et al. [215] oder
fuir flexoelektrische Probleme von YVONNET und L1U [70]. Aufgrund der hiufig
komplizierten Konstruktion der Ansatzfunktionen und einer nur schwierig zu
realisierenden Implementierung in bestehende Finite-Elemente-Codes kommen
diese nur sehr spérlich zum Einsatz. In der Modellierung von flexoelektrischen
Problemstellungen finden sich in der Literatur ebenso eine Vielzahl anderer Dis-
kretisierungsmethoden, wie z. B. netzfreie Methoden in ABDOLLAHI et al. [54]
und ZHUANG et al. [55], Isogeometrische Analysemethoden in GHASEMI et al.
[65], THAI et al. [66] und NGUYEN et al. [67, 68] oder Randelemente-Methoden
in CODONY et al. [69]. Eine ausfiihrliche Ubersicht zu den verschiedenen Mo-
dellierungsmethoden wird von ZHUANG et al. [51] gegeben. Im Rahmen dieser
Arbeit soll allerdings die numerische Behandlung des flexoelektrischen Rand-
wertproblems aufgrund deren Flexibilitdt und Robustheit mit herkommlichen
Finite-Elemente-Methoden erfolgen. Eine Moglichkeit auf diesem Wege eine
Variationsformulierung einzufiihren, welche den erhohten Kontinuitdtsanforderun-
gen geniige tut, wird im folgenden Abschnitt behandelt.
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6.5.2 Vier-Feld-Lagrange-Multiplikator-Formulierung

Eine bewihrte Methodik bei der numerischen Behandlung von Randwertproble-
men hoherer Ordnung stellen gemischte Formulierungen dar, welche z. B. im
Rahmen von Verzerrungsgradiententheorien von SHU et al. [216], AMANATIDOU
und ARAVAS [217] sowie ZYBELL et al. [218] angewendet werden. Danach kann
ein gemischtes Variationspotential zu

I![(”_LHa(PaA') = / (G2(£7naﬁ)+l : (H_Vﬁ)) dV+HEXZ(ﬁ7Ha¢)
mit T3, H,¢) = / bo il dV — /  iidA 6.56)

—/ R (H-7) dA+/ Gouh dA
0%, 9%,

definiert werden, worin der Verschiebungsgradient H als eine zusitzliche unab-
hingige Variable eingefiihrt wurde. Zur Sicherstellung einer sich einstellenden
kinematischen Vertraglichkeit dieses Verschiebungsgradientenfeldes H zum Ver-
schiebungsfeld # wird in (6.56) ein zusitzlicher Term eingefiihrt. Darin wird die
kinematische Beziehung zwischen den beiden GroBen in (2.8) mittels LAGRAN-
GE-Multiplikator-Methode fiir diese Formulierung eingefordert, wodurch sich die
Anzahl der unabhiéngigen Variablen wiederum um den zugehorigen Multiplika-
tor A erhoht. Der Verzerrungsgradient in (6.56) ldsst sich dann zu ) = V9"H
schreiben. Die beiden anderen Feldgleichungen in (6.50) bleiben uneingeschrinkt
giiltig. Des Weiteren werden auch die kinematischen Randbedingungen héherer
Ordnung in (6.56) in Abhédngigkeit des Verschiebungsgradienten ausgedriickt. Das
zugehorige Vier-Feld-Variationsprinzip mit einer Sattelpunktstruktur kann dann
zu

{i,H, 9,2} :Arg{ inf inf sup sup I1(ii,H, 9, )} (6.57)
N HET gty Ael?

geschrieben werden. Mit einem Blick auf die Anforderungen an die Funktionsréau-

me fiir die einzelnen unabhédngigen Variablen zeigt sich der grofle Vorteil dieser

gemischten Formulierung. Durch das Einfiihren des Verschiebungsgradienten als

zusitzliche unabhingige Variable, treten in der Variation von (6.56) keine Gradi-
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enten der Verschiebungen groBer als Ordnung eins auf. Somit kann ein geeigneter
Funktionsraum fiir die Verschiebungen wiederum mit (6.9) definiert werden. Der
Funktionsraum fiir den Verschiebungsgradienten kann zu

He Wy = {HEH‘(%’) \H.ii=(H i) auf&%’ﬂ} (6.58)

definiert werden. Fiir das elektrische Potential gilt weiterhin der in (6.13) ange-
gebene Funktionsraum. Dem LAGRANGE-Multiplikator gentigt lediglich eine
Darstellung im L?>-Raum. Durch Variation des Potentials in (6.56) lassen sich
die im Vier-Feld-Prinzip (6.57) schwach eingeforderten EULER-LAGRANGE-
Gleichungen

Impulsbilanz V. (0eG2 —A) +b,, =0 in # (6.59a)
LAGRANGE-Multipl. G- V-A=0 in% (6.59b)
GAUSS 'sches Gesetz V- (=0:G2) =0 in# (6.59¢)
Verschiebungsgradient H-Vi=0 in # (6.59d)
Randspannungen 1. O. (0eGy—A) 7T — Ly = 0 auf 0%, | (6.59%)
Randspannungen 2. O. OnGr =1 RFey =0 auf 0%, | (6.59f)
Oberflichenladungen —05Gy-li+ G, =0 auf 0%, | (6.59g)

bestimmen. Dabei ldsst sich fiir den neu eingefithrten LAGRANGE-Multiplikator
die

gewinnen. Eine gemischte Finite-Elemente-Formulierung fiir zweidimensionale
flexoelektrische Probleme auf Basis des Variationsprinzips in (6.57) wurde erst-
mals von DENG et al. [56] vorgestellt. Eine Erweiterung auf dreidimensionale
Problemstellungen erfolgte in [57], eine Formulierung in einem Modellierungsrah-
men mit grofen Verzerrungen in [58] sowie eine mathematische Analyse solcher
Formulierungen in [59]. Weitere Anwendungen einer solchen Elementformulie-
rung sind z. B. auch in NANTHAKUMAR et al. [219] und ZHENG et al. [220] zu
finden. Aufgrund der bereits mehrfach diskutierten Nachteile von Formulierungen
basierend auf der elektrischen GIBBS-Energie, wird im folgenden Abschnitt eine
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weitere Modifikation der hier behandelten Formulierung durchgefiihrt.

6.5.3 Fiinf-Feld-Lagrange-Multiplikator-Formulierung

Wie bereits im Rahmen der Behandlung von piezoelektrischen Randwertpro-
blemen in Abschn. 6.2 soll nun auch der Fokus auf Variationsformulierungen
basierend auf der konvexen freien HELMHOLTZ-Energie gelegt werden. Dies kann
durch Ersetzen der elektrischen GIBBS-Energie in (6.56) durch deren partielle
LEGENDRE-Transformation in Abhéngigkeit der freien HELMHOLTZ-Energie
im Stile von (6.17) realisiert werden. Um die Formulierung passgenau fiir eine
Behandlung von irreversiblen dissipativen Prozessen nach Kap. 3 einzufiihren,
wird wie bereits in der piezoelektrischen Formulierung in (6.21) eine auf dem
reduzierten inkrementelle Arbeitspotential W in (3.21) basierende Darstellung
gewihlt. Ein solches Variationspotential kann dann mit

fI(ﬁ,H,B,q),l):/%(W(e,n,ﬁ)+v¢-5+).:(H—Vﬁ)) W o

+11 (i, H, §)

aufgestellt werden, wobei sich der externe Anteil des Potentials im Vergleich
zu (6.56) nicht dndert. Durch die Anwendung der LEGENDRE-Transformation
auf (6.17) ergibt sich fiir das Variationspotential in (6.60) mit der dielektrischen
Verschiebung D eine zusitzliche unabhingige Variable. Das resultierende Fiinf-
Feld-Variationsprinzip mit Sattelpunktstruktur lédsst sich dann zu

{ﬁ,H,B,d),),}Arg{ﬂinf inf inf sup sup lzl(ﬁ,H,l_j,d),/l)} (6.61)
Wy HeWy Pel? Wy Ael?

schreiben. Die Anforderungen an die Funktionsrdume bleiben dabei im Vergleich
zum Prinzip in (6.57) unverdndert. Fiir die dielektrische Verschiebung gilt weiter-
hin, dass zuldssige Funktionen dem [?-Raum entstammen.
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6.5.3.1 Variation und Euler-Lagrange-Gleichungen

Die Variation des in (6.60) eingefiihrten Potentials beziiglich seiner Argumente
berechnet sich zu

511 = [Z(8£W:6£—A:V6ﬁ+8,,W.'.6n+A:6H

+(93W +V9)-8D+D-V8¢ + (H— Vi) : SA) dV

ext __
+ 61" =0 (6.62)

mit  SII® = — / oy - Sl dV — 7. -SiidA
B 0%,

—/ ﬁ@?zx,:aHquL/ e 00 dA
0B, 0%,

wobei die Variationen der Verzerrungen und der Verzerrungsgradienten sich zu
o0& = V¥ 3ii und 81 = V"3 H ergeben. Durch Anwenden des Divergenztheo-
rems (vgl. Anhang A.2.3.2) lassen sich daraus die zum Variationsprinzip zugeho-
rigen EULER-LAGRANGE-Gleichungen

Impulsbilanz V- (0¢W—-2A)+b,=0 in® (6.63a)
LAGRANGE-Multipl. qW-V-2=0 in% (6.63b)
FARADAY ’sches Gesetz W+ Vo = 0 in & (6.63¢)
GAUSS’sches Gesetz V.-D=0 in 4 (6.63d)
Verschiebungsgradient H-Vi=0 in & (6.63e)
Randspannungen 1. O. (0egW —A)-ii—T,, = 0 auf 0%, | (6.631)
Randspannungen 2. O. OgW =1 @7 =0 auf 0%, | (6.63g)
Oberfliichenladungen D7+ gex =0 auf 0%, | (6.63h)

ermitteln. Dabei wird der Gleichungssatz im Vergleich zu den EULER-LAGRANGE-
Gleichungen der elektrischen GIBBS-Energie basierten Formulierung in (6.59)
durch eine schwache Einforderung der Beziehung zwischen dem elektrischen Feld
und dem elektrischen Potential in (6.63c) ergénzt.
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6 Elektro-mechanische Randwertprobleme und deren numerische Behandlung

6.5.3.2 Linearisierung der Variationsformulierung

Fiir eine Losung des im Allgemeinen nichtlinearen Optimierungsproblems in
(6.61) im Rahmen der Finiten-Elemente-Methode wird wiederum eine Lineari-
sierung der schwachen Form des Randwertproblems in (6.62) benétigt, vgl. auch
Abschn. 6.2.4.3. Der tangentiale Anteil dieser Linearisierung unter weiterhin
giiltiger Annahme von konservativen dufleren Einwirkungen ergibt sich dann zu

5AfI:/ (8€: (O2W : A&+ 02y W - AN + 925 W - AD) — Vi : AA
B

. 2 . 2 . 2 AD :
+0n . (IgeW : A+ gy W o AN+, sW-AD) + 5H : AL (6.64)

* 2 . 2 . 2 *
+5D'(‘9Z)8W'A£+9an' AN +955W - AD +VAQ)
+ V8¢ AD+8A : AH — §A : VAii) dV .

In dieser Darstellung findet eine im Materialmodell enthaltene Kopplung zwi-
schen den Verzerrungen und den Verzerrungsgradienten seine Beriicksichtigung,
welche sich bereits aus den hergeleiteten Konstitutivgleichungen der linearen
Flexoelektrizitit in (2.124) und (2.125) ergeben hat.

6.6 Gemischte flexoelektrische FE-Formulierung

Auf Basis der in Abschn. 6.5.3 vorgestellten Fiinf-Feld-Variationsformulierung
mit LAGRANGE-Multiplikator-Ansatz wird nun eine gemischte Finite-Elemente-
Formulierung fiir die Behandlung von flexoelektrischen Problemstellungen vorge-
stellt. Aufgrund des auf der freien HELMHOLTZ-Energie basierenden Rahmens
und den damit verbundenen konvexen Eigenschaften eignet sich diese insbeson-
dere fiir materiell nichtlineare Anwendungen. Eine dhnliche Finite-Elemente-
Formulierung wird auch von MAO et al. [60] prisentiert.

Durch Einsetzen der Elementmatrizen NE, BE und ME mit geeigneten Ansatz-
funktionen N,D, bzw. deren kartesischen Ableitungen NEX (vgl. Anhang E), in die
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6.6 Gemischte flexoelektrische FE-Formulierung

schwache Form (6.62), ergeben sich die Komponenten

81" = Sul (F* —PY)  mit FZ:/Q(BZTasW—MZTl)dV

(6.65)
und P — / N“Th,, dV + / N'Tt,, dA,
Q. 2Q,
Sull! = SHL (F — Py mit F{;’:/Q(BfTanW+NfTﬁ-)dV
. (6.66)
und P{;I :/ N{;leexl dA?
2Q,
&It =DIFY mit FP= [ NPT@oW Vo)AV,  (667)
6TT: = 36T (Fe+P?) mit F¢= [ BITDaV
Qe (6.68)
und PZ):/ NYq.. dA,
Q.
1" = SATF* mit F* = / NAT(H—Vu) dv (6.69)
Q.

ihrer diskretisierten Version fiir jedes Element e eines Korpers %", worin die
Komponenten F-) und P}’ der Elementvektoren der inneren Krifte und der uBeren
Krifte identifiziert werden konnen. In den Ausdriicken in (6.65) bis (6.69) findet,
wie schon in Abschn. 6.3, die in dieser Arbeit gewéhlte Vektor-Matrix-Notation
ihre Verwendung, vgl. auch Anhang E.1. Die Komponenten d¢W, dy W und dpW
in (6.65) bis (6.67) miissen im Rahmen der numerischen Auswertung der Integrale
durch das Materialmodell an jedem GAUSS-Punkt separat bestimmt werden. In
(6.66) symbolisiert m,,, den in Vektor-Matrix-Notation dargestellten Ausdruck
n®7,, zur Beschreibung der Randspannungen hoherer Ordnung.

Wie schon bei der zuvor vorgestellten piezoelektrischen FE-Formulierung in
Abschn. 6.2 ergibt sich fiir das Verschiebungsfeld u und das elektrische Ska-
larpotential ¢ die Notwendigkeit eines C*-kontinuierlichen Ansatzes. Die glei-
che Anforderung wird auch an einen Ansatz fiir den Verschiebungsgradienten
H gestellt. Fiir die dielektrische Verschiebung D ist weiterhin ein stiickweise
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6 Elektro-mechanische Randwertprobleme und deren numerische Behandlung

C~!kontinuierlicher Ansatz ausreichend, ebenso wie fiir den neu eingefiihrten
LAGRANGE-Multiplikator A. Daher werden das Verschiebungsfeld, das Verschie-
bungsgradientenfeld und das elektrische Skalarpotential durch kontinuierliche
quadratische Serendipity-Polynome interpoliert, wéhrend fiir die dielektrische Ver-
schiebung und den LAGRANGE-Multiplikator diskontinuierliche lineare LAGRAN-
GE-Polynome gewihlt werden. Die resultierenden Freiheitsgrade pro Knoten
von verschiedenen zweidimensionalen und dreidimensionalen isoparametrischen
Elementen sind in Abb. 6.3 dargestellt. Wie zuvor wird an dieser Stelle fiir ni-
here Informationen zur Konstruktion der verwendeten Ansatzfunktionen auf die
Standartliteratur wie z. B. [205, 208] verwiesen.

Ny = 1—8 1—” =6
l—nl—nl—4 l—nl—nl—3

m Ml,Mz,H11,H227H12,H217D17D2,¢ M1, A2, A2, Aai]

o [u, u, ¢

—
Mgy =g =10

_ D _ A _
Ny =Ny =Ny =4

® [u1, uz, u3, Hi1, Hy, H3z, Hio, Hyy, Hyz, H3o, Hyz, H3
D1, Dy, D3, ¢, A1, A, A33, M2, Aot Aoz, A32, Az, Azi]

o [uy, ur, u3, ¢|

Abbildung 6.3: Knotenfreiheitsgrade von 2D (oben) und 3D (unten) isoparametrischen finiten Ele-
menten auf der Grundlage des Fiinf-Feld-Variationsprinzips in (6.61).

Die Komponenten einer diskretisierten Version des tangentialen Anteils der Linea-
risierung der schwachen Form des Randwertproblems in (6.64) auf Elementebene
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sind gegeben durch
SuATT! = Su! (K Au, + K AH, + K'PAD, —K**AX,) mit
kY — /Q B'TCEB v, K = /Q B!"C;"Bl av, (6.70)

K — /Q BTC2PNP 4V und K% — /Q MYTN* qv |

SuAll! = SHY (K" Au, + K7 AH, + KPAD, + K4 AL,)  mit
H HT HH HT H
Keu:/;)eBe ngB? av, K, :/QeBe anBe av, (6.71)
KfD:/ B'TCI°NP 4V und K‘;”:/ NUTNA gy |
Q. Q.

SpAIT! = DT (KP"Au, + KPH AH, + KPPAD, + KP?A¢,) mit
KD = /Q NPTCEBLav, K= /Q ENETCLT)”BE av, 672
KPP = /Q NPTCPPND gy und KP¢ = /Q NPTRY av
SyAIT! = 59T KOPAD, mit K9P = (KP9)T, (6.73)

8, AIT" = AT (KM AH, — K*Au,) mit KM = (KI*)T

(6.74)
und K} = (K"

In gleicher Art und Weise wie bereits in Abschn. 6.3, kann die diskretisierte
Linearisierung der schwachen Form

Lin[8T1]" = 8TI" + SAIT! = 6vI (F, — P, + Kr.Av,) (6.75)

unter Einbeziehung der in (6.65) bis (6.69) und (6.70) bis (6.74) ermittelten
Elementvektoren und -matrizen in kompakter Form aufgeschrieben werden. Darin

wiederum enthalten sind die inkrementellen Anderungen

T
Ave=| Au! AH! AD! A¢T AA! (6.76)
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6 Elektro-mechanische Randwertprobleme und deren numerische Behandlung

der Elementknotenfreiheitsgrade, die tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix

[ K™ K" K'P 0 —K“7
K )G ¢ | B A
Ky, = KPv KPH KPP Kg¢ 0 6.77)
0 0 (KPHT 0 0
L &M KT 0 0 0

der Elementvektor der inneren Krifte
T
Fo=| (BT (FINT (DY (RO (FD)T | 6.78)
und der Elementvektor der dufleren Krifte
T
P, = { PHT PHT 0 —PHT 0 } : (6.79)

Wie bereits fiir die gemischte piezoelektrische FE-Formulierung in Abschn. 6.3
beschrieben, erlaubt die Stetigkeitsanforderung an die Ansitze fiir die dielektri-
sche Verschiebung eine statische Kondensation der zugehodrigen Knotenwerte auf
Elementebene. Fiir den zugehorigen Anteil in der Linearisierung der schwachen
Form in (6.75) gilt somit auf Elementebene Linp[8T1]" = 0, wodurch unter Einbe-
ziehung der Elementvektoren und -matrizen in (6.76) bis (6.79) fiir beliebige D,
durch Umstellen eine Bestimmungsgleichung

AD, = —(KPP) "N (KP"Au, + KPP AH, + K2? A9, +FP)  (6.80)

fiir die inkrementellen Anderungen der dielektrischen Verschiebung des jeweiligen
Elementes ermitteln werden kann. Durch Einsetzen von (6.80) in die verbliebenen
Gleichungen in (6.75), ldsst sich die Linearisierung der schwachen Form auf
Elementebene vereinfachen zu

Lin[8TT)! = 8vT (FST — P! 4+ KT Ay,) . (6.81)
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6.6 Gemischte flexoelektrische FE-Formulierung

In (6.81) lassen sich der Vektor
17
Av, = [ Aul  AHI AT AL, } (6.82)

der unbekannten inkrementellen Anderungen der verbliebenen Elementfreiheits-
grade, die effektive tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix

% 7 uH U A
K" K. K’ K
~ H ~ HH ~H¢
Keff _ Ke ! Ke Ke KIeLM (6 83)
Te — =0 50H =00 ’ )
K" K K 0
—(KMT(KEMT 0 0
der effektive Elementvektor der inneren Krifte
T
~ ~ H ~
F = [ @ (FDTFDT(F)T] (6.84)
und der Elementvektor der dulleren Krifte
T
Pi=| (T T @) 0| (6.85)

identifizieren. Die in (6.83) und (6.84) enthaltenen effektiven Anteile der tan-
gentialen Elementsteifigkeitsmatrix und des Elementvektors der inneren Kréfte
ergeben sich dann zu

K" = KU — K (RDP) KD (6:86)

R = (RE)T =K~ KeP(KEP) K2 657
k:(ﬁ _ (i{fu>T _ _KZD(K?D)flKéN) (6.88)
R K RHD (KPR (689
KIO = (RO")T = —KUP(RDP) KD (6.90)
i(f¢ _ _KZJD(KgD)*lKIé)q) (6.91)
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F, =F"— K"’ (KPP)~'FP (6.92)
F/ = F! K" (KD")"'F? (6.93)
F? = F9 — K9P (KPPY~'FP . (6.94)

Eine Assemblierung von (6.81) iiber alle Elemente des betrachteten Gebiets liefert
das lineare FE-Gleichungssystem

Nelem

U ov! (Kiave+ (F"—P)) =0 = K{Av=—R" (6.95)
e=1

fiir eine inkrementelle Aktualisierung der Knotenfreiheitsgrade auf der globalen
Systemebene. Die Iteration mit Gleichung (6.95) kann beendet werden, wenn der
effektive globale Residualvektor im numerischen Sinne verschwindet: |[R°||< tol.
Eine Aktualisierung der kondensierten Knotenwerte der dielektrischen Verschie-
bung wird in jedem Iterationsschritt auf Elementebene iiber (6.80) durchgefiihrt.
Fiir diese Neuberechnung miissen die in (6.80) enthaltenen Elementmatrizen des
vorherigen Iterationsschritts abgespeichert werden. In diesem Zusammenhang ist
zu erwihnen, dass sich die Matrizen K29, KZ}” und K * wihrend der globalen
Gleichgewichtsiteration nicht dndern.
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7  Nichtlineare Modellierung
ferroelektrischer Materialien mit
piezoelektrischen Eigenschaften!

In diesem ersten anwendungsorientierten Kapitel werden numerische Beispiele
behandelt, bei denen im Speziellen der Einfluss materieller Nichtlinearitéten in fer-
roelektrischen Materialien im Fokus steht. Die bei elektrischer oder mechanischer
Belastung mit hinreichender Amplitude auftretenden Doménenumklappprozesse
beeinflussen hierbei maBgeblich die Systemantwort der hier behandelten Modell-
beispiele. Die Untersuchungen in diesem Kapitel beschrianken sich allerdings
auf ein Materialverhalten, welches als einziges lineares elektro-mechanisches
Kopplungsphinomen den piezoelektrischen Effekt beinhaltet. Die zuvor in dieser
Arbeit diskutierten Effekte hoherer Ordnung der Flexoelektrizitit bleiben zunichst
unbertiicksichtigt. Eine solche Annahme ist aufgrund des ausgeprigten GrofB3enef-
fekts der Flexoelektrizitit fiir die meisten in technischen Anwendungen relevanten
Modellsysteme mit Grolenordnungen von mehreren Millimetern gerechtfertigt.

Anhand der diskutierten Beispiele soll insbesondere die Leistungsfahigkeit der
vorgestellten Modellierungswerkzeuge und numerischen Methoden demonstriert
werden. Das in Kap. 5 eingefiihrte Materialmodell sowie der zugehorige lokale
Losungsprozess reduziert sich im Fall eines rein piezoelektrischen Materialverhal-
tens zu der in SUTTER und KAMLAH [25] eingefiihrten Darstellung. Des Weiteren
findet die piezoelektrische Finite-Elemente-Formulierung aus Abschn. 6.3 ihre

! Die in diesem Kapitel behandelten numerischen Beispiele sind groBtenteils aus SUTTER und

KAMLAH [25] entnommen.
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Anwendung. Die Berechnungen der numerischen Beispiele werden mit einem
eigens entwickelten Finite-Elemente-Code in MATLAB [221] durchgefiihrt. Um
die Anwendbarkeit der verwendeten Modelle und Algorithmen auf reale Probleme
ingenieurtechnischer Anwendungen zu demonstrieren, wird bei den numerischen
Beispielen besonderer Wert auf den Vergleich mit experimentellen Ergebnissen
aus der Literatur gelegt.

7.1  PZT-Probe unter zyklischer uniaxialer elektro-
mechanischer Belastung

In einem ersten Beispiel wird die simulierte Materialantwort des in Kap. 5 vorge-
stellten mikroskopisch motivierten Modells mit dem Verhalten realer ferroelektri-
scher Funktionskeramiken verglichen. Hierfiir werden experimentelle Ergebnisse
aus der Literatur verwendet, welche auf makroskopischer Skala an einem ferroelek-
trischen Polykristall aufgezeichnet wurden. Im Fokus stehen insbesondere die fiir
ferroelektrische Materialien charakteristischen Hysteresekurven (vgl. Kap. 4), wel-
che durch das verwendete Materialmodell zu reproduzieren sind. Als betrachtetes
Modellsystem wird in diesem Beispiel ein Einheitswiirfel mit einer entsprechend
dem verwendeten Einheitensystem gewdhlten Kantenlidnge von 1 mm herangezo-
gen. Diese virtuelle Versuchsprobe besteht aus dem weichen PZT-Material PIC
151 der Firma PI Ceramic GmbH aus Lederhose (Deutschland). Die an dieses
Material angepassten Materialparameter des Modells in Kap. 5 sind in Tabelle
7.1 aufgefiihrt?. Bei numerischen Losungsverfahren von multiphysikalischen Pro-
blemstellungen ergibt sich hiufig durch stark abweichende Gréenordnungen der

Die hier gewihlten piezoelektrischen Konstanten stimmen nicht mit den von PI Ceramic [143]
angegebenen Parametern iiberein. Die hier getroffene Wahl ist motiviert durch eine moglichst
genaue Abbildung des nichtlinearen quasistatischen Grof3signalverhaltens, welches bei Polungs-
prozessen zu beobachten ist. Die von PI Ceramic angegebenen Parameter entsprechen dem fiir
technische Anwendungen relevanteren linearen piezoelektrischen Verhalten bei hohen Frequenzen
und geringen elektrischen Feldamplituden. Ferner wurde fiir den piezoelektrischen Schubpara-
meter die iibliche Abschitzung d5 = d33 — d3; vorgenommen, da dieser experimentell nur sehr
schwer zu bestimmen ist, sieche [222].
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7 Nichtlineare Modellierung ferroelektrischer Materialien mit piezoelektrischen Eigenschaften

auftretenden Felder ein schlecht konditioniertes Zahlensystem, welches zu grof3en
Fehlern fithren kann. Um dieses Problem zu vermeiden, werden die Berechnungen
in dieser Arbeit in einem angepassten Einheitensystem durchgefiihrt, welches
auch von LASKEWITZ und KAMLAH [166] sowie SCHWAAB et al. [11] verwendet
wird. Zu Beginn eines jeden numerischen Experiments in diesem Beispiel wird
angenommen, dass sich das Material der PZT-Probe in einem thermisch depola-
risierten Zustand befindet, d. h. A = Ao, p = [000]” (vgl. Kap. 5). Ein solcher
,jungfraulicher’ Zustand wird iiblicherweise fiir PZT nach dem herstellungsbe-
dingten Sinterprozess angenommen. Fiir die Finite-Elemente-Berechnungen? wird
der Wiirfel durch ein Netz diskretisiert, identisch mit dem eines aus der Literatur
bekannten Patch-Tests nach MACNEAL und HARDER [223]. In diesem Beispiel
werden die in Abschn. 6.3 eingefiihrten quadratischen finiten Hexaeder-Elemente
mit Serendipity-Ansatz verwendet. Durch eine festgehaltene Normalenverschie-
bung an drei Flachen des Wiirfels werden die mechanischen Randbedingungen
so gewihlt, dass eine spannungsfreie Verformung der Struktur infolge elektrisch
induzierten Umklappvorginge im Material zu erwarten ist, vgl. Abb. 7.1 a). An der
Unterseite des Wiirfels wird das elektrische Potential fiir alle in diesem Beispiel
betrachteten Fille zu Null gesetzt, was einer geerdeten Elektrode entspricht. Je
nach der zu betrachtenden Situation wird an der Oberseite ein elektrisches Potenti-
al und/oder eine mechanische Spannung in globaler x3-Richtung mit einer zeitlich
verdnderlichen Amplitude vorgegeben. Um einen moglichst reprisentativen Ver-
gleich zu den experimentellen Ergebnissen zu erzielen, erfolgt die Auswertung der
makroskopischen FeldgroBBen am numerischen Modell in einer an das Experiment
angelehnten Art und Weise. Die Dehnungen werden aus den Differenzen der Kno-
tenverschiebungen der zwei jeweils gegeniiberliegenden Flachen geteilt durch die
Einheitsdimension des Wiirfels berechnet. Die dielektrische Verschiebung wird
tiber einen integrierten Wert der auftretenden Oberflachenladungen an den Knoten
der Oberseite ausgewertet. Auflerdem entsprechen die in den numerischen Ergeb-

Der in diesem Beispiel durchgefiihrte Abgleich der Modellantwort mit den experimentellen
Hysteresen hitte auch anhand von Berechnungen an einem Materialpunktmodell erfolgen konnen.
Der Mehrwert einer Berechnung an einem FE-Modell in Form eines Patch-Tests liegt in der
Demonstration des Konvergenzverhaltens der globalen und lokalen NEWTON-Iteration und dem
Nachweis der korrekten Implementierung.
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nissen angegebenen Werte fiir die mechanische Spannung und das elektrische
Feld den einwirkenden externen Belastungen, welche durch die aufgebrachten
Randbedingungen direkt vorgegeben sind.

Anmerkung: Die in Tabelle 7.1 aufgefiihrten Parameter Y, v, ds3, d31, di5 und
k©, welche das lineare elektro-mechanische Materialverhalten beschreiben, kon-
nen bei einer Anpassung an experimentelle Daten nicht vollig willkiirlich und
unabhiingig voneinander gewihlt werden. Die positive Definitheit der linearen
Materialtangente in Vektor-Matrix-Notation

cP —n”
Ciin = hop (7.1)

ist nicht jederzeit fiir beliebige Kombinationen der Materialparameter gewihrleis-
tet. Von STARK et. al. [224] werden die Bedingungen

Y [2d2, +4vdsidss + (1 — v)d2 di
Y [2d5, +4vdsidss + ( )d3; <1 und —|—L_|<1 (72
” (1+v)(1—2v) K[2(1+V)

angegeben, die bei der Wahl der Materialparameter erfiillt werden miissen, um
die positive Definitheit der linearen Materialmatrix in (7.1) zu gewéhrleisten.
Diese Stabilititsbedingungen gelten im Ubrigen auch fiir Modellvarianten mit
konstitutiven Beziehungen auf der Basis anderer Energieformen als der in (7.1)
gewihlten Darstellung in der freien HELMHOLTZ-Energie. Nach den Erfahrungen
des Autors macht sich eine Verletzung der in (7.2) angegebenen Stabilitétsbedin-
gungen erst bei Anwendungen mit nichtlinearem Materialverhalten und einem
polungszustandsabhingigen Piezotensor nach (5.14) in Form des Divergierens der
globalen NEWTON-Iteration bemerkbar. In linearen Berechnungen zeigen sich
dadurch in der Regel keine Beeintrichtigungen®.

Die Losbarkeit von linearen Gleichungssysteme mit annédhern singulidren Systemmatrizen hingt
in der Regel stark vom gewihlten Solver ab. In dieser Arbeit wurde ausschlieSlich mit den
von MATLAB automatisch ausgewéhlten Solvern gearbeitet. Eine genauere Untersuchung zur
Solverauswabhl fiir piezoelektrische Anwendungen findet sich in [225].
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7.1.1 Charakteristisches Hystereseverhalten ferroelektrischer
Materialien

Im ersten Fall wird das Materialverhalten der PZT-Probe unter der Einwirkung
eines dufleren uniaxialen elektrischen Feldes ohne mechanische Spannungen be-
trachtet. Dazu wird das vorgegebene elektrische Potential an der Oberseite des

Wiirfels mit einer Amplitude von ¢/ = 42 kV zyklisch variiert. Das resultie-

rende maximale vertikale elektrische Feld E3, welches auf den Wiirfel einwirkt,
entspricht dann etwa dem doppelten Wert der Koerzitivfeldstiarke E¢ (vgl. Tabelle
7.1). In Abb. 7.1 b) wird die mit dem Materialmodell aus Kap. 5 im Rahmen der
FEM numerisch berechnete dielektrische Hysterese mit der von ZHOU [144] ex-
perimentell gemessenen verglichen. Es ist offensichtlich, dass das Modell sowohl
den Fortschritt der Domédnenumklappprozesse als auch das dabei zu beobachtende
Sattigungsverhalten im Material sehr gut erfassen kann, sowie in der Lage ist,
deren Einfluss auf den makroskopischen Polarisationszustand zu reproduzieren.
Der initiale Polungspfad kann allerdings vom Modell nicht exakt wiedergegeben
werden. Die Koerzitivfeldstirke des Modells wurde hierbei an die Schnittpunkte
der Hysterese mit der x-Achse angepasst, sodass ein im initialen Polungsprozess
abweichendes Verhalten durch das Modell nur in erster Ndherung erfasst werden
kann. Eine Verfeinerung des Materialmodells fiir eine genauere Erfassung des An-
fangspfades ist sicherlich moglich, aber noch nicht erfolgt. Eine solche genauere
Erfassung wurde z. B. im Modell von STREICH et al. [196] realisiert.

Der Vergleich der longitudinalen und transversalen Schmetterlingshysteresen in
Abb. 7.1 ¢) und d) mit experimentellen Daten aus ZHOU [144] zeigt, dass auch
die Wiedergabe von Anderungen des Verzerrungszustands infolge Dominenum-
klappprozesse durch das Modell in guter Ubereinstimmung ist. In den beiden
Diagrammen wird zudem deutlich, dass die im Modell gewéhlten piezoelektri-
schen Parameter nicht zum linearen piezoelektrischen Aktuationsverhalten bei
kleinen elektrischen Signalen um den Séttigungspunkt passen. Das GroBsignal-
verhalten mit dieser Wahl aber sehr gut erfasst wird. Wie bei der dielektrischen
Hysterese treten auch bei der Schmetterlingshysterese kleinere Abweichungen im
Verlauf des Initialpfades auf.
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Abbildung 7.1: Vergleich der makroskopischen Modellantwort mit den von ZHOU [144] gemessenen
experimentellen Hysteresen bei zyklischer uniaxialer elektrischer Belastung: a) Finite-
Elemente-Modell mit gewihlten Randbedingungen, b) dielektrische Hysterese, c)
longitudinale Schmetterlingshysterese, d) transversal Schmetterlingshysterese.

Zur Demonstration der numerischen Stabilitit und Effizienz der in dieser Arbeit
verwendeten Algorithmen zur Behandlung der globalen und lokalen Optimie-
rungsprobleme, wird das Konvergenzverhalten der Losungsprozesse innerhalb
eines relativ groen Lastschrittes diskutiert. Hierfiir werden die in (5.30) und
(6.47) eingefiihrten lokalen und globalen Residuen betrachtet. Der gewihlte Last-
schritt, gekennzeichnet durch die beiden Kreuze in Abb. 7.1 b) bis d), umfasst eine
Steigerung des angelegten elektrischen Potentials von ¢’ = 0.7 kV auf ¢’ = 1.05
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7 Nichtlineare Modellierung ferroelektrischer Materialien mit piezoelektrischen Eigenschaften

kV zwischen zwei Materialzustinden. In diesem Schritt wird zudem der Ubergang
von reversiblem zu irreversiblem Materialverhalten durchlaufen. In Tabelle 7.2
ist das entsprechenden Konvergenzverhalten angegeben. Es ist deutlich zu erken-
nen, dass sowohl fiir die lokalen Iterationen am GAUSS-Punkt als auch fiir die
globale Finite-Elemente-Iteration ein quadratisches Konvergenzverhalten vorliegt.
Es zeigt sich auch, dass die Losungsprozesse einem reinen Abstiegsverhalten mit
stetigen Reduktion des Residuums folgen.

In der nichsten betrachteten Situation steht die Materialantwort unter rein mecha-
nischer Einwirkung im Mittelpunkt. Wiederum ausgehend von einem vollstindig
unpolarisierten Zustand wird die vorgeschriebene mechanische Druckbeanspru-
chung bis zu 6},,,,. = —400 MPa erhcht. Nach der Entlastung wird eine Zug-
beanspruchung bis zum Maximalwert o, ,,,, = 200 MPa aufgebracht. Durch
= —400
MPa wird ein Zyklus vollendet und das aufgezeichnete Spannungs-Dehnungs-

Wiederholung der Druckbelastung mit einer Amplitude von o,

ruck,max

Verhalten spiegelt die ferroelastische Hysterese wieder, vgl. Abb. 7.2 links. Ein
Vergleich mit den experimentellen Ergebnissen von ZHOU [144] zeigt eine gute
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Abbildung 7.2: Vergleich der makroskopischen Modellantwort mit den von ZHOU [144] gemessenen
experimentellen Hysteresen bei zyklischer uniaxialer mechanischer Belastung. Links:
Ferroelastische Hysterese. Rechts: Mechanisches Depolarisationsverhalten nach in-
itialem Polungsprozess.
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7 Nichtlineare Modellierung ferroelektrischer Materialien mit piezoelektrischen Eigenschaften

Ubereinstimmung zu Beginn des ersten Belastungspfades bis zu einem Druckspan-
nungsniveau von etwa o,,,, = — 100 MPa. Bei hoheren Belastungen nimmt die
Ubereinstimmung der Ergebnisse ab. Der an den ersten Belastungspfad angepasste
Elastizitdtsmodul und die sich mit zunehmender Druckspannung kontinuierlich
dndernde Steifigkeit von PZT (siehe z. B. die Untersuchungen von FETT et al.
[147]) ist der Grund fiir diese Diskrepanz. Mit einer Anpassung des Elastizitits-
moduls im Modell an das ferroelastische Sattigungsverhalten der experimentellen
Hysterese in Abb. 7.2 konnte sicherlich eine bessere Ubereinstimmung erzielt
werden. Jedoch zeigt sich, dass bei einer Wahl eines groBleren E-Moduls weniger
Flexibilitdt gegeben ist bei der Anpassung der dielektrischen und piezoelektri-
schen Materialparameter unter Berticksichtigung der Stabilitdtsbedingungen in
(7.2). Dariiber hinaus verdeutlicht sich in der Modellantwort in Abb. 7.2 eine
Abweichung in den remanenten Dehnungszustinden im Druckbereich nach der
Entlastung. Diese begriindet sich im angenommenen Ausgangszustand des Textur-
tensors (0; = 1/3), der zu einem Verhiltnis zwischen der remanenten Zug- und
Druckdehnung von 2:1 fiihrt>. Dieses fiir einen tetragonalen Einkristall giiltige
Verhiltnis ist offensichtlich nicht optimal fiir eine Beschreibung des remanenten
Dehnungszustandes im Druckbereich an einem Polykristall. Eine Verifikation der
Modellantwort im Zugbereich ist aufgrund der Sprodigkeit des Materials und des
daraus resultierenden Mangels an experimentellen Daten nicht moglich.

Um den Vergleich des charakteristischen hysteretischen Verhaltens ferroelektri-
scher Materialien zu vervollstidndigen, wird ein mechanischer Depolarisationspro-
zess simuliert, vgl. Abb. 7.2 rechts. Im Zuge dessen wird zunichst ein initialer
Polungsprozess durchgefiihrt, indem das elektrische Potential an der Oberseite bis
zu ¢! = —2 kV erhoht wird. Nach der Entlastung verbleibt in der PZT-Probe ein
remanenter Polarisationszustand von etwa P; = 0.33 C/m?. Die darauffolgende
sukzessive Erhohung der mechanischen Druckspannung in Polungsrichtung bis

zu einem Maximalwert von 0}, .. = —400 MPa fiihrt zu einer Abnahme des

5 Ein realistisches Verhiltnis kann mit mikromechanischen Simulationen an einem Polykristall

ermittelt werden. LU et al. [226], FROHLICH [227] und LANDIS et al. [228] errechneten fiir PZT
ein Verhiltnis von etwa 1.37:1.
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7.1 PZT-Probe unter zyklischer uniaxialer elektro-mechanischer Belastung

Polarisationszustandes im Material. Der aufgezeichnete Depolarisationspfad des
Modells weicht im Vergleich zu den experimentellen Daten etwas ab. Besonders
auffillig ist die zu rasche Reduktion des letzten Drittels des Polarisationszustandes
und dem damit verbundenen verfriihten Ubergang in das lineare Materialverhalten
einer mechanisch weitestgehend depolarisierten Probe. Die verbleibende Rest-
polarisation im Material nach vollstdndiger Entlastung stimmt wiederum sehr
gut mit den experimentellen Beobachtungen von ZHOU [144] iiberein. Die of-
fensichtlichen Abweichungen im Depolarisationspfad erklirt sich dadurch, dass
die Materialparameter des Modells in erster Linie an das dielektrische Verhalten,
sowie der Form der Schmetterlingshysteresen angepasst wurde. Das GroBsignal-
verhalten dieser Effekte spielen im Vergleich zum ferroelastischen Verhalten und
der Depolarisationscharakteristik i. d. R. eine entscheidendere Rolle fiir technische
Anwendungen.

7.1.2 Ferroelektrisches Verhalten mit iiberlagerter uniaxialer
Druckspannung

Im néchsten Schritt werden Szenarien mit gleichzeitiger elektrischer und mecha-
nischer Beanspruchung des Materials in Betracht gezogen, vgl. Abschn. 4.2.2.5.
Zunichst wird der Einfluss einer mechanischen Druckspannung auf die Form der
dielektrischen Hysterese und die der Schmetterlingshysterese untersucht. Hier-
fiir wird in einem ersten Schritt bei kurzgeschlossenen Elektroden (¢’ = 0) eine
uniaxiale mechanische Druckspannung in globaler x3-Richtung auf die Probe
aufgebracht. Insgesamt werden sieben numerische Experimente mit unterschied-
lichen Druckspannungsniveaus von ¢’ = 0 MPa bis zu einem Maximum von
¢’ = —400 MPa durchgefiihrt. Nach diesem Vorspannungsprozess wird das elek-
trische Potential an der Oberseite mit gleicher Amplitude wie bereits in Abschn.
7.1.1 zyklisch variiert, wihrend das Spannungsniveau konstant gehalten wird. Auf
der linken Seite von Abb. 7.3 sind die resultierenden dielektischen Hysteresen
aus den numerischen Simulationen fiir die verschiedenen Druckspannungsniveaus
dargestellt. Auch fiir diese Belastungsszenarien wird ein Vergleich mit experimen-
tellen Ergebnissen von ZHOU et al. [148] (Abb. 7.3, rechts) durchgefiihrt. Mit
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Abbildung 7.3: Vergleich der mit dem Materialmodell berechneten makroskopischen dielektrischen
Hysteresesen bei unterschiedlichen iiberlagerten Druckspannungen (links) mit den
experimentellen Ergebnissen von ZHOU et al. [148] (rechts).

Blick auf den Einfluss der mechanischen Druckspannung auf die dielektrische
Hysterese kann festgestellt werden, dass das bei einem Polungsprozess maximal
erreichbare Polarisationsniveau mit zunehmender iiberlagerter Druckspannung
abnimmt, vgl. auch die Erlduterungen in Abschn. 4.2.2.5. Dieser Effekt wird durch
das Materialmodell wiedergegeben, obgleich ab einem bestimmten Spannungsni-
veau der Grad der ,Stauchung’ der Hysterese durch das Modell iiberschitzt wird.
Bei sehr hohen Spannungen kommen die elektrisch getriebenen Umklappprozesse
vollstindig zum Erliegen, was durch das Modell in Form eines linearen dielektri-
schen Materialverhaltens korrekt dargestellt wird. Eine weitere Auffilligkeit kann
durch den Vergleich der durch die Hysteresen eingeschlossenen Flidchen, welche
ein MaB fiir die dissipierte Energie darstellt, festgestellt werden. Wihrend in
den experimentellen Hysteresen die eingeschlossenen Fliachen mit zunehmender
Druckspannung stetig abzunehmen scheint, stellt sich bei den Modell-Hysteresen
bei niedrigem Spannungsniveau zunichst eine anndhernde Flichenkonstanz ein,
siche z. B. 6’ = —25 MPa.

In Abb. 7.4 sind die fiir dieses numerische Beispiel zugehorigen longitudinalen
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7.1 PZT-Probe unter zyklischer uniaxialer elektro-mechanischer Belastung

und transversalen Schmetterlingshysteresen dargestellt. Diese werden ebenfalls
mit den im realen Experiment aufgezeichneten Dehnungsantworten von ZHOU et
al. [148] verglichen. Es zeigt sich, dass die Verschiebung der Schmetterlingshys-
terese in den negativen Dehnungsbereich sowie ihre zunehmende Stauchung bei
hoheren Druckspannungsniveaus vom Modell sehr gut erfasst werden. Auch die
fiir geringe iiberlagerte Druckspannungen (6’ = —25 MPa) beobachtete vertikale
Streckung der Schmetterlingshysterese kann reproduziert werden. Ahnlich zu
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Abbildung 7.4: Vergleich der mit dem Materialmodell berechneten makroskopischen longitudina-
len und transversalen Schmetterlingshysteresen bei unterschiedlichen iiberlagerten
Druckspannungen (links) mit den experimentellen Ergebnissen aus ZHOU ET AL.
[148] (rechts).
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den Beobachtungen fiir den Polarisationszustand in Abb. 7.3 sagt das Modell
in Ubereinstimmung mit den Experimenten eine vollstindige Kompression der
Hysteresen fiir sehr hohe Druckspannungen voraus. Die gro3eren Verschiebun-
gen der zusammengedriickten Hysteresen entlang der Dehnungsachsen in den
Ergebnissen des Modells lassen sich durch den vergleichsweise niedrig gewihlten
Elastizitdtsmodul erklédren (vgl. Abschn. 7.1.1).

7.1.3 Mechanisches Depolarisationsverhalten mit
iiberlagertem elektrisches Feld

Im Weiteren wird die Fahigkeit des Modells bewertet, den Einfluss eines iiberla-
gerten elektrischen Feldes auf das mechanische Depolarisationsverhalten korrekt
wiederzugeben. In dem zu diesen Zweck durchgefiihrten numerischen Beispiel
wird an der PZT-Probe zunichst ein initialer Polungsprozess durchgefiihrt, in-
dem das elektrische Potential an der Oberseite des Wiirfels sukzessive bis zu
0! .= —2kV erhoht wird. Nach diesem Schritt wird zur Einstellung des wih-
rend des Depolarisationsvorgangs wirkenden elektrischen Feldes das elektrische
Potential fallabhiingig auf einen bestimmten Wert eingestellt. Insgesamt werden
vier verschiedene iiberlagerte elektrische Feldstirken im Bereich von E3 = —0.5
kV/mm bis E3 = 2 kV/mm betrachtet. Die daraus resultierenden anzulegenden
elektrischen Potentiale variieren entsprechend von ¢’ = 0.5 kV bis ¢’ = —2 kV.
Ein positives elektrisches Feld wirkt also stabilisierend, ein negatives destabili-
sierend auf den Polarisationszustand. Sobald das entsprechende elektrische Feld
eingestellt ist, wird das elektrische Potential konstant gehalten und zur Einleitung
des mechanischen Depolarisationsprozesses eine stetig ansteigende einachsige
Druckspannung aufgebracht. Dabei wird der maximale Wert der Druckspannung
zu ¢’ = —400 MPa gewihlt.

In Abb. 7.5 (links) ist das mittels numerischer Simulation berechnete Depolarisati-
onsverhalten fiir die unterschiedlichen iiberlagerten elektrischen Felder dargestellt.
Im Einklang mit dem von ZHOU et al. [142] experimentell beobachteten Verhalten
in Abb. 7.5 (rechts) behindert ein tiberlagertes elektrisches Feld mit stabilisie-
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Abbildung 7.5: Vergleich des mit dem Materialmodell berechneten makroskopischen mechanischen
Depolarisationsverhaltens bei unterschiedlichen tiberlagerten elektrischen Feldern
(links) mit den experimentellen Ergebnissen von ZHOU et al. [142] (rechts).

render Wirkungsrichtung den Depolarisationsprozess. Zudem erhoht dieses den
verbleibenden Polarisationszustand bei Erreichen des maximalen Kompressionsni-
veaus. Ferner ist die Fihigkeit des Materials einer vollstindigen Wiederherstellung
des Polarisationszustandes wéhrend des Entlastungsprozesses bei hohen stabilisie-
rend wirkenden elektrischen Feldern (E3 = 2 kV/mm) im Modell enthalten. Im
Gegensatz dazu begiinstigt ein destabilisierendes elektrisches Feld von E3 = —0.5
kV/mm den Depolarisationsprozess, welcher dadurch bei deutlich geringeren
Druckspannungsniveaus vonstattengeht. Jedoch kann in diesem Fall der gering-
fiigige Aufbau einer entgegengesetzt orientierten Polarisation nach vollstindiger
mechanischer Entlastung vom Modell nicht abgebildet werden. Der Grund dafiir
ist, dass das dabei einwirkende elektrische Feld deutlich unterhalb der Koerzitiv-
feldstirke liegt und somit auch keine Entwicklung der inneren Variablen moglich
1st.

Im nichsten Schritt steht das Spannungs-Dehnungs-Verhalten der PZT-Proben
bei den Depolarisationsvorgingen mit verschiedenen iiberlagerten elektrischen
Feldern im Fokus. Hierzu werden die numerisch berechneten Liangs- und Quer-
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7 Nichtlineare Modellierung ferroelektrischer Materialien mit piezoelektrischen Eigenschaften

dehnungsantworten mit den experimentellen Ergebnissen von ZHOU et al. [142]
in Abb. 7.6 verglichen. Insgesamt zeigen die simulierten Hysteresen eine dhnliche
Approximationscharakteristik wie bereits beim Depolarisationsverhalten beobach-
tet. Dies begriindet sich dadurch, dass die Anderungen des Polarisationszustandes
und die des Verzerrungszustandes im gleichen Mafle an das Umklappverhalten
der Doménen gekoppelt sind. Im vollstidndig depolarisierten Zustand, fiir den das
Material sich wieder annéhernd linear elastisch verhilt, zeigt sich wiederum die
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Abbildung 7.6: Vergleich des mit dem Materialmodell berechneten makroskopischen longitudinalen
und transversalen ferroelastischen Hystereseverhaltens bei verschiedenen iiberlagerten
elektrischen Feldern (links) mit den experimentellen Ergebnissen von ZHOU et al.
[142] (rechts).
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7.2 Polarisations-Rotationstest

offensichtlichen Abweichungen in der mechanischen Steifigkeit. Diese lassen sich
wiederum durch die fiir dieses Beispiel getroffene Wahl des Elastizitdtsmoduls
erkldren. Einzelheiten hierzu wurden bereits in Abschn. 7.1.1 im Rahmen des
isolierten ferroelastischen Verhaltens diskutiert.

7.2 Polarisations-Rotationstest

Im folgenden numerischen Beispiel wird ein Experiment simuliert, welches von
HUBER und FLECK [178] und spiter auch von ZHOU et al. [229] durchgefiihrt wur-
de. Dabei steht das Domédnenumklappverhalten in PZT bei der Einwirkung eines
nach der Polung rotierten elektrischen Feldes im Fokus. Die dadurch verursachte
Rotation der Polarisationsvektoren im Material, welche der Wirkungsrichtung
des elektrischen Feldes folgen, soll nun mit dem in dieser Arbeit verwende-
ten Modell reproduziert werden. Dieses Beispiel eignet sich dabei bestens, um
dessen Fihigkeit zur Vorhersage des Materialverhaltens unter komplexen mul-
tiaxialen Belastungszustinden zu iiberpriifen. In dem Experiment von ZHOU
et al. [229] werden mehrere Proben mit den Dimensionen 15 mm X 5 mm X
5 mm bestehend aus PIC 151 (vgl. Abschn. 7.1.1) aus einer groflen vorgepol-
ten (Eqy = 2.5 kV/mm) Platte mit unterschiedlichen Schnittwinkeln 6 (0° bis
180°) bzgl. der initialen Polungsrichtung ausgeschnitten. Danach werden auf den
Stirnflachen der Proben Elektroden angebracht und an den Seitenflichen werden
Dehnungsmessstreifen (DMS) aufgeklebt. Weitere Einzelheiten zur Probenvor-
bereitung kdnnen in ZHOU et al. [229] nachgelesen werden. Die angebrachten
Elektroden ermoglichen die Erzeugung eines elektrischen Feldes in axialer Pro-
benrichtung, wobei die initiale Ausrichtung der Polarisation je nach Schnittwinkel
bei der Probeherstellung variiert. Wihrend eines stetig ansteigenden elektrischen
Feldes bis zu einem Maximalwert von 2 kV/mm werden im Experiment die Ande-
rungen der makroskopischen Polarisations- und Dehnungszustédnde beobachtet.
Um dieses Experiment virtuell zu reproduzieren, wird eine FE-Simulation dieses
Polarisationsrotationsprozesses durchgefiihrt. Das entsprechende FE-Modell aus
quadratischen Tetraeder-Elementen (vgl. Abschn. 6.3) ist in Abb. 7.7 dargestellt.

185
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Weiterhin werden auch die vorgegebenen Randbedingungen angegeben. Die me-
chanischen Randbedingungen sind auf ein notwendiges Minimum beschrénkt,
sodass bei Deformationen infolge von Polarisationsrotation kein mechanischer
Zwang zu erwarten ist. Das elektrische Potential an einer Stirnflichen wird in
40 dquidistanten Belastungsschritten bis auf ¢,,,, = —2 kV erhoht, wodurch ein
duBeres elektrisches Feld E{” in der globalen x3-Richtung erzeugt wird. Der
anfingliche irreversible Polarisationsvektor P+ liegt fiir alle Schnittwinkel 6
in der x;-x3-Ebene. In diesem numerischen Experiment werden die selben Ma-
terialparameter gew#hlt wie in den Beispielen in Abschn. 7.1 (vgl. Tab. 7.1).

Abbildung 7.7: Finite-Elemente-Modell der ausgeschnittenen PZT-Proben (15 mm X 5 mm X 5
mm) des Experiments von ZHOU et al. [229] mit den vorgegebenen elektrischen
und mechanischen Randbedingungen. Der initiale Winkel zwischen dem angelegten
elektrischen Feld und der Polungsrichtung der Probe 0 variiert von 0° bis 180°.

Es sei erwihnt, dass die Beriicksichtigung eines initialen irreversiblen Polari-
sationszustandes P(t = 0) = P/ und des zugehdrigen initialen irreversiblen
Verzerrungszustandes €' (f = 0) = € in einer Finite-Elemente-Berechnung fiir
die meisten Anwendungen nicht der Regelfall ist. Deshalb wird das gewéhlte Vor-
gehen dabei kurz erldutert. In einem ersten Lastschritt der FE-Berechnung wiirden
,hart” vorgegebene Zustinde der irreversible GroBen €' und P zu sehr hohen Span-
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7.2 Polarisations-Rotationstest

nungen und elektrischen Felder bei deren Auswertung an den GAUSS-Punkten
fithren. Dies ist der Fall, da die Gesamtverzerrungen € und die dielektrischen
Verschiebungen D sich noch in ihren initialen Null-Zustinden befinden und so-
mit die irreversiblen GroBen in den Konstitutivgleichungen nicht ,kompensieren’
konnen, vgl. Gl. (7.3). Die resultierenden hohen Spannungen und elektrischen
Felder lassen sich dann innerhalb der globalen NEWTON-Iteration nicht mehr ins
elektro-mechanische Gleichgewicht bringen. Um dieses Problem zu Beginn der
Berechnung zu verhindern, wird zusitzlich ein eingeprigter Polarisationszustand
Pimpr — Prinit ynd ein eingeprigter Verzerrungszustand 7" = g mit in den
konstitutiven Gleichungen

CP: (e+&™" —g)—h-(D+ P — P
:_]h:(£+eimpr_£i)+B£_(5+P'impr_ﬁi)

o

4 (7.3)
und E
des in Kap. 5 eingefiihrten Materialmodells beriicksichtigt. Diese eingeprigten
Komponenten kompensieren somit die von null verschiedenen Initialzustéinde
der irreversiblen Grofen in (7.3) und werden dann iiber die gesamte Berechnung
hinweg konstant gehalten. Die physikalisch korrekten Zustinde der dielektrischen
Verschiebung und der Verzerrungen konnen dann tiber die Gleichungen

DPY — Pimpr L AD und &P = ™" 4 A (7.4)

berechnet werden. Wobei die Anderungen der Zustinde gegeniiber den Anfangs-
zustinden hier direkt durch die absolut berechneten Werte erfasst werden, d. h.
AD = D und Ag = €. Die vorgegebenen irreversiblen Anfangszustinde P> und
€Mt werden durch eine separate Berechnungen am Materialpunktmodell mit
einem vordefinierten externen elektrischen Feldvektor mit ||E|| = 2.5 kV/mm und
einer Ausrichtung entsprechend dem Schnittwinkel 0 bestimmt.

In diesem Beispiel muss den elektrischen Randbedingungen an der Ober- und
Unterseite eine besondere Aufmerksamkeit geschenkt werden, insbesondere in
Fillen mit auftretenden anfinglichen Polarisationskomponenten in x;-Richtung,
vgl. Abb. 7.7. Aufgrund der eingeprigten Polarisationszustidnden in den Proben
miissen zur Erfiillung des GAUSS’schen Gesetzes an der Ober- und Unterseite der
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Probe Oberflichenladungen vorhanden sein, um die Polarisation des Materials zu
kompensieren. Im Experiment stellt sich die Frage, was mit den Oberflachenladun-
gen passiert, wenn die Polarisationsvektoren im Material in x3-Richtung rotieren
und somit das Ladungsgleichgewicht gestort wird. Das Verbleiben der Ladungen
an Ort und Stelle wiirde unweigerlich zu einer Erzeugung von hohen elektrischen
Depolarisationsfeldern in x,-Richtung der Probe fithren, um die Ladungen an der
Ober- und Unterseite der Probe zu kompensieren. Dieses Feld hitte dann eine
starke stabilisierende Wirkung auf den Polarisationszustand, sodass die Rotation
deutlich langsamer vonstattengeht. Die zweite Mdoglichkeit ist, dass die Ladungen
in Richtung der Elektroden an den Stirnflichen abflieBen. Trotz verschwindend
geringer Leitfahigkeit der umgebenden Fliissigkeit der Probe im Experiment kann
dieses Szenario nicht ausgeschlossen werden. Ein vollstindiges AbflieBen der
Ladungen wiirde zu einem verschwindenden elektrischen Feld in x,-Richtung
fithren. Von STARK et al. [27] werden Simulationen mit Randbedingungen jeweils
entsprechend der zwei beschriebenen Szenarien an einem Materialpunktmodell
durchgefiihrt. Der Vergleich der erzielten Ergebnisse mit den Experimenten von
ZHOU et al. [229] weisen darauf hin, dass in der Realitéit eine Kombination beider
Szenarien auftritt.

Fiir die Untersuchungen an einem dreidimensionalen FE-Modell wird durch das
in dieser Arbeit gewihlte Vorgehen bei der Einarbeitung der Initialzustdnde in GI.
(7.3) indirekt eine konstant gehaltene elektrische Ladung an der Ober- und Un-
terseite des Modells beriicksichtigt. Durch die innerhalb der Simulation konstant
gehaltene Komponente in x,-Richtung des Vektors der eingepréigten Polarisation
PmP" sindert sich auch die entsprechende Komponente der physikalischen dielek-
trischen Verschiebung in (7.4) nicht wihrend des Umpolungsprozesses. Fiir die
technische Vorgabe der Randbedingungen im FE-Modell bedeutet dies im Um-
kehrschluss, dass die Ober- und Unterseite der Probe als ladungsfrei angenommen
werden kénnen, d. h. - D = 0.

Um die Simulationsergebnisse moglichst représentativ mit denen der Experimente
von ZHOU et al. [229] vergleichen zu konnen, erfolgt die Auswertung der be-
rechneten makroskopischen Felder in einer an das Experiment angelehnten Art
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und Weise. So werden die gemittelten Anderungen des Verzerrungszustandes der
Proben durch die Differenz der Verschiebungen der Elementknoten auf dem Rand
des Bereiches der Dehnungsmessstreifen ausgewertet, vgl. Abb. 7.7. Die in den
Ergebnissen angegebenen Werte entsprechen dem Mittelwert der ausgewerteten
Dehnungen auf der Oberseite und einer Seitenfliche. Die dielektrischen Verschie-
bungen werden durch Integration der Oberflaichenladungen an den Knoten der
kontaktierten Elektrode ausgewertet, wihrend das elektrische Feld direkt durch die
vorgeschriebene Potentialdifferenz gegeben ist. Dieser Weg der Auswertungen ,im
integralen Sinne’ ist aufgrund der auftretenden Inhomogenitit in den Verzerrungs-
und Polarisationsverteilungen in der Probe insbesondere fiir den Fall 6 = 90°
notwendig, siehe hierzu auch STARK et al. [27].

Im Folgenden werden die Berechnungsergebnisse eines Polarisationsrotationspro-
zesses fiir Proben mit den anfiinglichen Polungswinkeln 6 = {0°, 45°,90°, 135°
, 180°} vorgestellt. Des Weiteren wird auch eine Simulation mit einer initial un-
gepolten Probe durchgefiihrt. In Abb. 7.8 sind die Ergebnisse der numerischen
Polarisationsrotationstests (links) mit den experimentellen Ergebnissen (rechts)
von ZHOU et al. [229] verglichen. In den Diagrammen a) und b) sind die Ande-
rungen in der x3-Komponente der dielektrischen Verschiebung iiber dem extern
angelegten elektrischen Feld dargestellt. Beim Vergleich der Modellantwort mit
dem realen Materialverhalten fillt die gute Ubereinstimmung der Endzustinde
bei £ =2 kV/mm ins Auge. Wihrend des Rotationsprozesses werden aber
auch gewisse Abweichungen in den aufgezeichneten Pfaden sichtbar. Insbeson-
dere fiir gro3e anfingliche Polarisationswinkel 8 werden die Umklappvorginge
in der Simulation schon bei deutlich geringeren elektrischen Feldern initiiert.
Offensichtlich ist das im Materialmodell beriicksichtigte kinematische Verfes-
tigungsverhalten fiir diesen bestimmten Fall stirker ausgeprigt als im realen
Materialverhalten. Das fiihrt letztlich dazu, dass vom Modell der Widerstand
gegen 180°-Umklappen (vgl. Kap. 5) unterschitzt wird. Fiir einen Vergleich
der Ergebnisse fiir 8 = 90° ergibt sich wiederum ein umgekehrtes Bild. Hierbei
setzt das Domédnenumklappen im simulierten Pfad deutlich friiher ein als in dem
der experimentellen Daten, wodurch sich eine Uberschiitzung des Widerstands
gegeniiber 90°-Doménenumklappens im Modell bemerkbar macht.
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Abbildung 7.8: Vergleich der numerischen Ergebnisse (links) mit denen der Experimente von ZHOU
et al. [229] (rechts) fiir den Polarisations-Rotationstest fiir unterschiedliche initiale
Polungswinkel 8. a), b): Anderungen in der dielektrischen Verschiebungskomponente
ADs in Abhéngigkeit des angelegten externen elektrischen Feldes in x3-Richtung. c),
d): Anderungen in der Verzerrungskomponente Ags3 in Abhingigkeit des angelegten
externen elektrischen Feldes in x3-Richtung.

Der Vergleich der Anderungen der axialen Dehnungskomponente Ag33 wihrend
des Rotationsprozesses in Abb. 7.8 ¢) und d) zeigt eine gute Ubereinstimmung mit
den Experimenten, wenngleich die Dehnungszustinde bei erreichter Maximallast
geringfiigig abweichen. Fiir die groferen initialen Polungswinkel 8 = 135° und
6 = 180° werden die maximalen negativen Dehnungen in einer Zwischenkonfigu-
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7.2 Polarisations-Rotationstest

ration der Probe, in welcher die Dominen in vertikaler x,-Richtung ausgerichtet
sind, vom Modell etwas iiberschitzt. In Ubereinstimmung mit den Beobachtungen
im Zusammenhang mit der Anderungen der dielektrischen Verschiebung findet
fiir den Fall 6 = 90° der Anstieg der Dehnung in x3-Richtung im Experiment bei
deutlich geringeren Feldintensitéten statt.
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Abbildung 7.9: Vergleich der numerischen Ergebnisse (links) mit denen der Experimente von ZHOU
et al. [229] (rechts) fiir den Polarisations-Rotationstest fiir unterschiedliche initiale
Polungswinkel 6. a), b): Anderungen in der Verzerrungskomponente Agy, transversal
zum extern angelegten elektrischen Feld in x3-Richtung (in der Rotationsebene). ¢), d):
Anderungen in der Verzerrungskomponente Ag;; transversal zum extern angelegten
elektrischen Feld in x3-Richtung (senkrecht zur Rotationsebene).

191



7 Nichtlineare Modellierung ferroelektrischer Materialien mit piezoelektrischen Eigenschaften

In Abb. 7.9 a) und b) sind die Anderungen in der zweiten Dehnungskomponente
innerhalb der Rotationsebene Ag&p; illustriert. Hierbei wird ersichtlich, dass die
Querkontraktion der Probe infolge der Umklappprozesse im Material im End-
zustand (E§" = 2 kV/mm) vom Modell in allen Fillen unterschitzt wird. Fiir
den anfinglichen Polungswinkel 8 = 90° wird in Ubereinstimmung mit der ex-
perimentellen Beobachtung die stirkste Kontraktion beobachtet. In der gleichen
Kurve wird zudem in den simulierten Ergebnissen eine geringfiigige zwischen-
zeitliche Aufweitung der Probe in x,-Richtung ersichtlich. Dieser Effekt ist im
realen Materialverhalten nicht erkennbar.

Die Ergebnisse der Dehnungskomponente senkrecht zur Rotationsebene Ag;; sind
in Abb. 7.9 ¢) und d) dargestellt. In den meisten Fillen stimmen die experimentell
gemessenen Ergebnisse zufriedenstellend mit dem Modell iiberein. Auffillig
sind die Abweichungen fiir den Winkel 8 = 135°. Die anfingliche Steigung der
Dehnungsénderungen fiir vergleichsweise niedrige elektrische Feldstirken weicht
im Vergleich ebenso geringfiigig ab wie die Maximalwerte der zwischenzeitlichen
Ausdehnung der Probe. Ahnlich wie bei der Dehnungskomponente Ag,, gibt es
kleinere Abweichungen in den endgiiltigen Dehnungszustinden beim maximalen
elektrischen Feld.

Eine Feinabstimmung der Modellparameter auf das in diesem Beispiel diskutier-
te multiaxiale Materialverhalten wire sicherlich denkbar, ist aber im Rahmen
dieser Untersuchung nicht das primire Ziel. Die Erkenntnis, das experimentell
aufgezeichnete multiaxiale Verhalten des Materials auf der Basis eines auf aus-
schlieBlich uniaxialen Versuchen abgestimmten Materialmodells zufriedenstellend
abbilden zu konnen, ist an dieser Stelle entscheidend.

Als nichstes stehen die ortlich aufgelosten Anderungen der Polarisationsorientie-
rungen sowie deren Magnituden innerhalb der virtuellen PZT-Probe infolge des in
diesem Beispiel betrachteten Umpolungsprozesses im Fokus. Ferner werden auch
die verursachten Deformationen der Probe infolge der initiierten Nichtlinearitéiten
im Material betrachtet. Dazu sind in Abb. 7.10 und Abb. 7.11 die Konfigurationen
der einzelnen Proben dieses Versuchs fiir den Anfangszustand (P = Phinit ynd
ng’ = 0 kV /mm) und fiir den Endzustand bei maximalem elektrischen Feld mit
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E$" =2 kV/mm dargestellt. Die Deformationen der Proben sind dabei iiberhoht
mit einem Skalierungsfaktor von 75 abgebildet. Dariiber hinaus stellen die Kon-
turen die Intensitédt der makroskopischen irreversiblen Polarisationskomponente
in der globalen x3-Richtung dar, wihrend die schwarzen Pfeile die Richtung der
lokalen makroskopischen irreversiblen Polarisationsvektoren angeben. Im Fol-
genden werden die grundlegenden Charakteristika des Rotationsprozesses fiir die
verschiedenen anfinglichen Polungswinkel kurz zusammengefasst:

ungepolt: Ausgehend von einem thermisch depolarisierten Zustand entwickelt
sich die Polarisation gleichmifig iiber die gesamte Probe in Richtung des wir-
kenden elektrischen Feldes und erreicht einen gesittigten Zustand. Infolge dessen
kommt es in der Probe zu einer homogenen Ausdehnung in x3-Richtung und einer
Kontraktion in den Querrichtungen. Fiir den betrachteten Fall kommt es zu keiner
Rotation der Polarisationsrichtung.

0 = 0°: Aufgrund der vollstindigen Ausrichtung der makroskopischen Pola-
risationsvektoren in Wirkungsrichtung des duBleren elektrischen Feldes ist nur
eine geringe Erhohung der axialen Polarisationskomponente um einen linearen
dielektrischen Beitrag zu beobachten. Zusétzlich nimmt die axiale Dehnung durch
den indirekten piezoelektrischen Effekt geringfiigig zu. Eine Polarisationsrotation
findet nicht statt.

0 = 45°: Eine miBige Drehung der Polarisationsvektoren ist zu beobachten,
wenngleich die elektrische Feldstirke offensichtlich nicht ausreicht, um eine voll-
stindige Rotation in Feldrichtung zu bewirken. Die Verformung der Probe wird in
diesem Fall nicht wesentlich beeinflusst. Bemerkenswert ist die stirkere Rotation
der Polarisation an der vorderen Oberkante und der hinteren Unterkante der Probe
im Vergleich zu den beiden anderen Kanten senkrecht zur x3-x,-Rotationsebene.
Dies ist auf die stark inhomogene elektrische Feldverteilung in der Probe zu-
riickzufiihren, welche durch die geneigte Polarisationsorientierung verursacht
wird.

0 = 90°: Im Zustand bei maximaler elektrischer Feldstirke ES* ergibt sich ei-
ne stark inhomogene Polarisationsverteilung in der Probe. Auch in diesem Fall
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Abbildung 7.10: Verinderungen in der Polarisationsverteilung und verursachte Verformungen der
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Proben infolge des Rotationsversuchs fiir die verschiedenen Polarisationswinkel. Die
Konturen reprisentieren die irreversiblen Polarisationsintensititen in Richtung des
angelegten elektrischen Feldes. Die schwarzen Pfeile geben die Richtung des lokalen
irreversiblen Polarisationsvektors an. Die Verformungen sind iiberhoht dargestellt
mit einem Skalierungsfaktor von 75.
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Abbildung 7.11: Verinderungen in der Polarisationsverteilung und verursachte Verformungen der
Probe infolge des Rotationsversuchs fiir die verschiedenen Polarisationswinkel. Die
Konturen reprisentieren die irreversiblen Polarisationsintensititen in Richtung des
angelegten elektrischen Feldes. Die schwarzen Pfeile geben die Richtung des lokalen
irreversiblen Polarisationsvektors an. Die Verformungen sind iiberhoht dargestellt
mit einem Skalierungsfaktor von 75.
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befinden sich die am stédrksten gedrehten Polarisationsvektoren an der vorderen
Oberkante und der hinteren Unterkante der Probe, wihrend sie an den beiden ande-
ren Kanten keine Drehung erfahren. In Ubereinstimmung mit dieser Beobachtung
wird eine starke Verformung der Probe durch die Inhomogenitit der Orientierung
der Polarisationsvektoren verursacht.

0 = 135°: Die Modellantwort zeigt eine #hnliche Charakteristik wie fiir den Fall
0 =90°. Allerdings ist eine stirkere Ausrichtung der irreversiblen Polarisations-
vektoren in Richtung des duBeren elektrischen Feldes zu beobachten. Auerdem
kann ein homogener Polarisationszustand iiber ein groBeres Volumen der Pro-
ben beobachtet werden. Die sich einstellenden Deformationen sind sogar noch
ausgeprégter als bei dem initialen Polarisationswinkel 8 = 90°. Aufgrund der
bevorzugten diagonalen Ausrichtung der Polarisationsvektoren, ausgehend von
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der vorderen Unterkante bis hin zur hinteren Oberkante, stellt sich ein parallelo-
grammartiges Verformungsmuster ein.

6 = 180°: Ausgehend von einem umgekehrt gepolten Zustand wird iiber eine
depolarisierte Zwischenkonfiguration ein vollstidndig in Feldrichtung orientier-
ter irreversibler Polarisationszustand unter Maximallast erreicht. Der fiir diesen
Fall erzeugte Verformungszustand ist der gleiche wie fiir 8 = 0°, vgl. auch die
Diskussion der Modellantwort in Abschn. 7.1.

7.3 PZT-Wafer

Nachdem in den Abschnitten 7.1 und 7.2 gezeigt wurde, dass das Modell in der
Lage ist, sowohl das uniaxiale als auch das multiaxiale Materialverhalten von
Ferroelektrika abzubilden, wird nun ein praktischeres Beispiel betrachtet, das
auch im Hinblick auf technische Anwendungen relevant ist. Von SEYFERT et
al. [151] werden PZT-Wafer, bestehend aus PIC 151, mit unterschiedlichen ein-
seitig aufgedruckten Elektrodenanordnungen untersucht. Solche IDT-Strukturen
(IDT: engl. ’interdigitated transducer’) werden zum Beispiel bei Mikropumpen
und -ventilen eingesetzt, vgl. [230]. In diesem Beispiel wird der Fokus auf eine
parallele Elektrodenanordnung gerichtet, vgl. Abb. 7.12. Bei einem solchen Elek-
trodendesign kommt es zu einer sehr inhomogenen Verteilung des elektrischen
Feldes mit hohen Feldstdrken vor allem an den Réindern der Elektroden, vgl.
auch [231]. Dies wirkt sich auch auf die Mikrostruktur des Materials in Form
von Doménenumklappprozesse aus und fithrt zu inhomogenen Polarisations- und
Dehnungsverteilungen im PZT-Wafer.

Im Folgenden wird ein vereinfachtes zweidimensionales FE-Modell des Quer-
schnitts eines solchen PZT-Wafers mit einseitig bedrucktem Elektrodenlayout
numerisch untersucht. Dabei liegt der Fokus zum einen auf dem Verformungsver-
halten und zum anderen auf der Entwicklung der makroskopischen irreversiblen
Polarisation unter der Einwirkung eines zyklischen dufleren elektrischen Feldes.
Unter Ausnutzung der Symmetriebedingungen in diesem Beispiel ergibt sich
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Abbildung 7.12: Oben: Der von SEYFERT et al. [151] untersuchte PZT-Wafer mit einer Detailansicht
der parallelen Elektrodenstruktur. Unten: 2D Finite-Elemente-Modell eines symme-
trisierten Querschnitts des PZT-Wafers mit den vorgegebenen Randbedingungen.
Die Simulationsergebnisse an den Punkten P1 und P2, sowie im Bereich des gestri-
chelten Kastens werden genauer betrachtet.

das in Abb. 7.12 dargestellte 2D-FE-Modell fiir den betrachteten Querschnitt
unterhalb einer parallelen Elektrodenanordnung. Die Waferdicke ist mit 250 um
gegeben (L. Seyfert, N. Schwesinger, TU Miinchen, personliche Kommunika-
tion, 12. Oktober 2021) und die Modellbreite wird zu 650 yum angenommen.
Der Abstand zwischen den beiden parallelen Elektroden ¢ wird in diesem Bei-
spiel als Designparameter betrachtet, da dieser einen grolen Einfluss auf das
Verhalten des Wafers hat. Der Querschnitt wird unter Annahme eines ebenen Ver-
zerrungszustandes mit zweidimensionalen quadratischen Elementen aus Abschn.
6.3 diskretisiert. Die Vernetzung des Modells wird so gewihlt, dass im Bereich
mit den groBten erwartbaren Gradienten in den zu approximierenden FeldgroBen
die feinste Diskretisierung vorherrscht. Als Symmetrierandbedingung auf der
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linken Seite des Modells werden die Verschiebungen in x;-Richtung festgehalten,
sowie das elektrische Potential zu null gesetzt. Um den Einfluss des umgebenden
Materials auf das Systemverhalten zu beriicksichtigen, werden am rechten Ende
des Modells ebenfalls die Verschiebungen in x;-Richtung blockiert. Des Weiteren
wird am rechten unteren Knoten die vertikale Verschiebung festgehalten. Mit
Ausnahme des Elektodenzwischenraums mit der Breite 6 wird am oberen Rand
ein elektrisches Potential mit variierender Amplitude vorgegeben. Die Steifigkeit
der Elektroden wird bei dieser Simulation vernachléssigt. Fiir die numerischen
Simulationen in diesem Beispiel werden die gleichen Materialparameter wie in
den Abschnitten 7.1 und 7.2 verwendet.

In der ersten Untersuchung wird eine Anordnung mit einem Elektrodenab-
stand von 6 = 65 um betrachtet. Bei den Experimenten von SEYFERT et al.
[151] wird eine zyklische Belastung mit einem maximalen nominalen exter-
nen elektrischen Feld zwischen den Elektroden von E{ = 43 kV/mm ange-
legt. Fiir die Simulation ergibt sich dann fiir das Halbmodell der Dreiecks-
Belastungspfad des elektrischen Potentials an der oberen Elektrode mit ¢/(¢) =
{0, —97.5, 0, 97.5, 0, —97.5, 0, 97.5, 0, —97.5} V, unterteilt in insgesamt 360
dquidistante Belastungs- und 40 dquidistante Entlastungsschritte. Von SEYFERT
et al. [151] werden die *in-plane’-Verschiebungen in globaler x{-Richtung an den
Kanten der Elektroden wihrend des gesamten zyklischen elektrischen Belastungs-
vorgangs mithilfe eines stroboskopischen Bewegungsmesssystems beobachtet, vgl.
[232, 233]. In Abb. 7.13 wird die experimentell gemessene Schmetterlingshyste-
rese fiir die horizontale Auslenkung #; mit der in der FE-Berechnung ermittelten
Hysterese am Punkt P1 (vgl. Abb. 7.12) verglichen. Dabei ist zu beachten, dass
zur besseren Vergleichbarkeit der Ergebnisse die experimentelle Hysterese in den
Ursprung der numerischen Hysterese verschoben wurde. Der Pfad des initialen
Polungsprozesses ist fiir das reale System nicht bekannt. Fiir diese betrachtete
Verschiebungskomponente lisst sich eine zufriedenstellende Ubereinstimmung
erzielen, wenngleich die minimalen und maximalen Auslenkungen der stationédren
Hysteresen leicht voneinander abweichen. Insbesondere im linearen Bereich
bei niedrigen elektrischen Feldstirken, welcher fiir technische Anwendungen
besonders relevant ist, ergibt sich eine sehr gute Ubereinstimmung. Eine etwas

198



7.3 PZT-Wafer

100 T

80 -

60 -

1 [nm]

40 -

20
{===Experiment
0fl _‘M‘Ode"u [ e O O A

-3 -2 -1 0 1 2 3
E{ [kV/mm]

Abbildung 7.13: Vergleich der von SEYFERT et al. [151] experimentell aufgezeichneten Schmet-
terlingshysterese der horizontalen Verschiebungen in globaler x;-Richtung fiir
8 = 65 um mit den Simulationsergebnissen am Punkt P1 (vgl. Abb. 7.12) im
Finite-Elemente-Modell. Zur besseren Vergleichbarkeit wurde der Nulldurchgang
der experimentellen Hysterese in den der numerischen Kurve verschoben.

breitere Hysterese ldsst sich im Fall der experimentellen Daten erkennen.

Dariiber hinaus sollen im Weiteren die materiellen Nichtlinearitidten wéhrend der
zyklischen elektrischen Belastung genauer betrachtet werden. Dazu wird eine
sukzessive Beobachtung der Anderungen der irreversiblen Polarisationszustinde
im Bereich der Elektrodenkante (gestrichelter Kasten, Abb. 7.12) wéhrend eines
umgekehrten elektrischen Belastungsprozesses fiir die Anordnung mit 6 = 65 mm
durchgefiihrt. In Abb. 7.14 ist ausgehend von einem Materialzustand, welcher ei-
nen initialen Polungs- (¢’ = —97.5V, E{* = 3kV/mm) und einen anschlieBenden
Entlastungsvorgang erfahren hat, der fortlaufende Prozess wihrend der umgekehr-
ten Belastung bis zu einem elektrischen Potential an der oberen Elektrode von
¢’ = 97.5V dargestellt. Dabei reprisentieren die Konturen die Norm des lokalen
irreversiblen Polarisationsvektors und damit die Intensitidt der wirkenden Polarisa-
tion im Material an der jeweiligen Stelle im Modell. Durch die schwarzen Pfeile
werden die Orientierungen der irreversiblen Polarisationsvektoren angezeigt. In
dieser Abbildung sind die Verformungen iiberhoht mit einem Skalierungsfaktor
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7 Nichtlineare Modellierung ferroelektrischer Materialien mit piezoelektrischen Eigenschaften

von 100 dargestellt. Im Folgenden wird der zu beobachtende Prozess wihrend des
Umpolungsvorganges kurz zusammengefasst:

o' =0V (E & = 0kV/mm): Beim initialen Polungsvorgang ist die Evolution der
irreversiblen Polarisation aufgrund der hohen elektrischen Feldstirken um die
Elektrodenkante herum am weitesten in den gesittigten Zustand fortgeschritten.
Die bevorzugte Orientierung der Polarisation ergibt sich entlang der Feldlinien
zwischen den beiden Elektroden. Dies fiithrt dazu, dass die Vektoren entlang
des linken Randes in horizontaler Richtung ausgerichtet sind, wéhrend sie un-
terhalb der oberen kontaktierten Elektrode in vertikaler Richtung ausgerichtet
sind. Aufgrund dieser Konfiguration erfihrt das Material im linken Bereich eine
Ausdehnung in horizontaler Richtung und eine Kontraktion in vertikaler Richtung.
Im Gegensatz dazu dehnt sich das Material im Bereich unterhalb der oberen
Elektrode in vertikaler Richtung aus und verkiirzt sich gleichzeitig in horizontaler
Richtung.

o' =28V (E & = —0.86kV/mm): Durch die Erhéhung des positiven elektrischen
Potentials an der oberen Elektrode wirkt ein elektrisches Feld in die entgegenge-
setzte Richtung der initialen Polarisationsausrichtung. Dies fiihrt im Allgemeinen
zu einer Verringerung der Polarisation. Am stirksten macht sich dies linksseitig
der Elektrodenkante bemerkbar. Damit einher geht eine Reduzierung der Verfor-
mungen der Struktur. Bereiche im Material, welche weit von der Elektrodenkante
entfernt liegen, werden zunéchst nicht beeinflusst.

o' =38V (E{™ = —1.17kV/mm): Mit einer weiteren Erhohung des elektrischen
Potentials wird der Bereich linksseitig der Elektrodenkante weitgehend depolari-
siert, wihrend sich unmittelbar an der Kante eine entgegengesetzt ausgerichtete
Polarisation auszubilden beginnt. Unterhalb der oberen Elektrode nimmt der
Polarisationszustand weiter ab. Die anderen Bereiche scheinen weiterhin nur
geringfiigig betroffen zu sein. Erwdhnenswert ist, dass in diesem Zustand die
horizontalen Dehnungen im betrachteten Bereich nahezu minimiert sind.

o' =52V (E{™ = —1.6kV/mm): Ausgehend von der Kante der Elektrode wird
zundchst im linken oberen Bereich des Materials eine entgegengesetzt wirkende
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Abbildung 7.14: Darstellung der Norm der irreversiblen Polarisation wihrend eines Umpolungspro-
zesses fiir einen Elektrodenabstand 6 = 65 um. Die schwarzen Pfeile reprisentieren
die Ausrichtung der Polarisationsvektoren. Die Verformungen sind tiberhoht mit
einem Skalierungsfaktor 100 dargestellt.
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7 Nichtlineare Modellierung ferroelektrischer Materialien mit piezoelektrischen Eigenschaften

Polarisation aufgebaut. In einem grolen Bereich, welcher von der unteren Region
des linken Randes ausgehend sich kurvenformig bis zur rechtsseitigen Region der
Kante der oberen Elektrode erstreckt, verbleiben die Polarisationsvektoren noch
in ihrer urspriinglichen Ausrichtung. Dazwischen bildet sich ein depolarisierter
Grenzbereich aus, welcher vom oberen Rand der Struktur aus durch das Material
wandert. Dessen Einfluss auf das Verformungsmuster der Oberfliche des Wafers
ist deutlich erkennbar.

o' =71V (E{™ = —2.18kV/mm): Der depolarisierte Grenzbereich bewegt sich
weiter wellenartig durch den polarisierten Bereich des PZT-Wafers. In der Region
links oben erreicht der Umpolungsprozess bereits allméhlich den gesittigten Zu-
stand, wihrend weit entfernte Regionen des betrachteten Gebietes noch keinerlei
Anderung des Polarisationszustandes erfahren haben.

o' =975V (E{™ = —3kV/mm): Bei Erreichen des maximal angelegten elektri-
schen Potentials durchlief der depolarisierte Grenzbereich die gesamte polarisierte
Region in der Struktur und der initiale Polarisationszustand wurde iiberall umge-
kehrt. In diesem maximal belasteten Zustand sind die Verformungen der Struktur
maximiert. Sie entsprechen mit Ausnahme eines zusétzlichen linearen piezoelek-
trischen Beitrags, denen eines Zustandes bei ¢’ =0 V.

Nachdem eingehende Erkenntnisse iiber das lokale Verformungsverhalten im
Bereich zwischen den Elektroden gewonnen wurden, ist im Weiteren das globa-
le Verformungsverhalten des Wafers Gegenstand der Diskussion. Dazu werden
verschiedene Wafer mit unterschiedlichen Elektrodenabstidnden untersucht. Die
Modellabmessungen bleiben dabei konstant. Um ein représentatives und ver-
gleichbares MabB fiir die Verformung des Wafers zu erhalten, soll im Folgenden
die vertikale Auslenkung u; des Punktes P2 (vgl. Abb. 7.12) am unteren Ende
der Symmetrieachse des Modells betrachtet werden. Diese vertikale Auslenkung
und der damit umgesetzte Hub reprisentiert das Aktuationspotential fiir mogliche
technische Anwendungen des Wafersystems. In Abb. 7.15 sind die berechneten
Schmetterlingshysteresen fiir sechs verschiedene Modellsysteme mit den Elek-
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Abbildung 7.15: Vergleich der berechneten Schmetterlingshysteresen der vertikalen Verschiebungs-
komponente uy am Punkt P2 (vgl. Abb. 7.12) fiir verschiedene Elektrodenabstinde
d.

trodenabstinden von § = 25 um bis § = 200 um dargestellt®. Es ist deutlich zu
erkennen, dass mit groler werdendem Elektrodenabstand die maximale Auslen-
kung zunimmt. Diese positive Auslenkung wird durch die horizontale Ausrichtung
der Polarisationsvektoren im oberen Bereich zwischen den Elektroden wihrend
des elektrischen Belastungsvorgangs verursacht. Diese Ausrichtung fiihrt zu einer
Ausdehnung in horizontaler Richtung der oberen Schichten der Struktur. Eine
interessante Beobachtung ist, dass der anfingliche Polungspfad mit zunehmendem
Abstand zwischen den Elektroden immer mehr von der stationdren Hysterese
abzuweichen scheint. Besonders auffillig ist dieser Effekt bei einem Abstand
von 6 = 200 um. Der Grund dafiir ist, dass mit zunehmendem Elektrodenabstand
der Bereich, in dem nach der Entlastung eine remanente Polarisation verbleibt,
grofler wird. Ein entlasteter Zustand nach dem initialen Polen weicht somit umso
stiarker vom thermisch depolarisierten Ausgangszustand ab je groler der Elektro-
denabstand ist, vgl. hierzu auch Abb. 7.14: ¢’ = 0V. In der gleichen Kurve in Abb.

6 Die Variation des Elektrodenabstandes erfordert eine Anpassung der vorgegebenen Potentialam-
plitude, um die gleiche Amplitude des nominellen elektrischen Feldes zu erhalten.
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7 Nichtlineare Modellierung ferroelektrischer Materialien mit piezoelektrischen Eigenschaften

7.15 fallt auch auf, dass ein Bereich mit negativen Verschiebungen durchlaufen
wird, was einer zwischenzeitlichen Auslenkung nach unten wihrend des Umpo-
lungsprozesses entspricht. Diese voriibergehende negative Auslenkung tritt in
Zustinden auf, in denen sich im oberen Teil der Struktur ein grofer depolarisierter
Bereich ausbildet und der horizontal gepolte — und somit gedehnte — Bereich im
Material weit in die untere Hélfte des Wafers hineinreicht (vgl. z. B. die schemati-
sche Verteilung in Abb. 7.14: ¢’ = 38 V). Solche Zustinde treten nur bei groBen
Elektrodenabstinden auf, wo ein groBer Teil des Querschnitts von materiellen
Nichtlinearititen betroffen ist.

In Abb. 7.16 ist fiir eine Analyse des Aktuationsvermdgens die Differenz zwischen
der maximalen und der minimalen vertikalen Auslenkung am Punkt P2 iiber die
in diesem Beispiel betrachteten Elektrodenabstinde aufgetragen. Einem Bereich
mit nichtlinear ansteigenden Auslenkungen fiir kleine Absténde folgt in Abb. 7.16
ein linearer Zusammenhang zwischen den beiden betrachteten Freiheitsgraden.
Dieser weitere Anstieg der Verformung kann durch das mit zunehmendem Elektro-
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Abbildung 7.16: Abhingigkeit des Aktuationsvermogens der PZT-Wafer vom gewihlten Elektroden-
abstand §. Das Vermogen wird hierbei durch die Differenz zwischen dem Maximal-
wert der vertikalen Auslenkung u; ;4 und dem entsprechenden Minimalwert u2 i,
charakterisiert, welche fiir die stationdren Hysteresen ermittelt wurden.
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7.3 PZT-Wafer

denabstand groer werdende Volumen erklért werden, das von Polungsvorgingen
betroffen ist. Fiir den groBten Abstand von 6 = 200 ym ist eine Abflachung der
Kurve sichtbar. Dies kann jedoch auf den zunehmenden Einfluss der festgehalte-
nen Modellrinder zuriickgefiihrt werden. Fiir eine genauere Untersuchung dieser
Effekte miisste die Modellabmessungen vergrolert werden, was aber an dieser
Stelle nicht weiter untersucht wurde.

Um das global Verformungsverhalten der betrachteten Wafersysteme niher zu
beleuchten, ist in Abb. 7.17 (oben) das resultierende Verformungsmuster eines
projizierten vollstindigen Modells fiir den Fall 6 = 200 ttm im maximal belasteten
Zustand (E{* = 3kV/mm) dargestellt. Die vertikale Ausrichtung der irreversiblen
Polarisationsvektoren in den Regionen unterhalb der oberen Elektrode fiihrt zu
lokalen Hiigeln an der Oberfliche des Wafers. Den stérksten Einfluss auf die glo-
bale Verformung hat jedoch, wie bereits erwihnt, die horizontale Ausrichtung der

11 [%] €2
—0.13 —-0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.26
| e—

Abbildung 7.17: Oben: Deformationsmuster des projizierten Gesamtmodells fiir 8 = 200 um bei
einwirkendem externen elektrischen Feld E{ = 3kV /mm skaliert um den Faktor
100, wobei die Konturen die Magnitude der vertikalen Verschiebungskomponente
uy angeben. Unten: Zugehorige Dehnungsverteilungen der Komponenten €;; und
&, am halben Modell, skaliert auf den Sittigungsdehnungswert 5% .
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7 Nichtlineare Modellierung ferroelektrischer Materialien mit piezoelektrischen Eigenschaften

Polarisationsvektoren zwischen den Elektroden. Die entsprechende axiale Deh-
nung im oberen Bereich des Wafers fiihrt zu einer Durchbiegung der gesamten
Struktur nach oben. In Abb. 7.17 (unten) sind zudem die zugehorigen Verteilungen
der beiden Normaldehnungskomponenten dargestellt, skaliert auf den Séttigungs-
dehnungswert £ des Materials. Entsprechend der diskutierten Orientierung der
makroskopischen Polarisation und damit der schematischen Doménenausrichtung
im realen Material ergibt sich fiir die Verteilung der Komponente €1 eine Aus-
dehnung des Materials zwischen den Elektroden und eine Kontraktion unterhalb
der Elektroden. Im Gegensatz dazu, zeigt sich fiir die Komponente &, eine Kon-
traktion des Materials im Bereich zwischen den Elektroden und eine Ausdehnung
unterhalb der Elektroden.
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8 Nichtlineare Modellierung
ferroelektrischer Materialien mit
flexoelektrischen Eigenschaften

Im vorangegangenen Kapitel wurde der Einfluss der Flexoelektrizitit auf das
nichtlineare Materialverhalten ferroelektrischer Materialien zunéichst vernachlés-
sigt. In diesem Kapitel steht nun genau dieser Einfluss im Fokus. Dabei werden
neben der Flexoelektrizitiat weiterhin die Piezoelektrizitdt und zusitzlich die
Effekte der Elastizitit hoherer Ordnung beriicksichtigt. Im Mittelpunkt der be-
handelten numerischen Beispiele steht der Einfluss des flexoelektrischen Effekts
auf die Domianenumklappprozesse, welcher mithilfe des in Kap. 5 vorgestellten
nichtlinearen Materialmodells untersucht wird. Ein weiterer Schwerpunkt ist die
Losung elektro-mechanisch gekoppelter Randwertprobleme mit der in Abschn. 6.6
beschriebenen gemischten flexoelektrischen FE-Formulierung. Soweit moglich,
werden die erhaltenen Ergebnisse mit experimentellen Daten oder analytischen
Losungen verglichen.

8.1 Kreisscheibe mit Loch

Das erste Beispiel behandelt ein flexoelektrisches Randwertproblem, fiir das eine
analytische Losung existiert und das daher fiir einen Vergleich mit den Ergebnis-
sen der in Abschn. 6.6 eingefiihrten gemischten FE-Formulierung herangezogen
werden kann. Dazu wird ein unendlich ausgedehnter Zylinder betrachtet, dessen
Querschnitt sich zu einer Kreisscheibe mit Loch ergibt. Dieses Beispiel ist aus

207



8 Nichtlineare Modellierung ferroelektrischer Materialien mit flexoelektrischen Eigenschaften

DENG et al. [56] und ZHUANG et al. [51] entnommen, wo auch eine analytische
Losung des Randwertproblems dokumentiert ist. Voraussetzung fiir die analytische
Losbarkeit ist die Annahme eines linearen Materialverhaltens und eines ebenen
Verzerrungszustands. Weiterhin wird der piezoelektrische Effekt vernachléssigt,
so dass die Flexoelektrizitit der einzige beriicksichtigte elektro-mechanische
Kopplungseffekt in diesem Beispiel ist. Aufgrund der Rotationssymmetrie kann
die FE-Berechnung an einem Viertel der Kreisscheibe durchgefiihrt werden. Das
verwendete FE-Modell, sowie die gew#hlten Randbedingungen sind in Abb. 8.1
dargestellt. Die Modelleingabe und die Berechnungen erfolgen in kartesischen Ko-
ordinaten. Fiir die Auswertung der Ergebnisse werden zusétzlich Polarkoordinaten
eingefiihrt. Der Innenradius der Scheibe betriagt r; = 10 um und der AuBenradius
ist r, = 20 um. An den Symmetrierindern werden jeweils die Verschiebungs-
komponenten in Umfangsrichtung festgehalten. Des Weiteren wird an denselben
Réndern aufgrund der behinderten Verdrehungen fiir den Verschiebungsgradienten
Hiy = Hy; = 0 gesetzt. Auf der Innenseite des Zylinders ist die radiale Verschie-
bung mit #,, = 0.045 um vorgegeben und das elektrische Potential zu ¢ = 0 gesetzt.
An der AuBBenseite betrigt die vorgegebene Verschiebung u, = 0.05 um, wihrend
das elektrische Potential ¢ = 1 V betrigt. In diesem Beispiel treten geometrisch
bedingt radiale Gradienten in den Verzerrungen und elektrischen Feldern auf,
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Abbildung 8.1: Das mit 25 x 25 finiten Elementen diskretisierte Viertelmodell der Kreisscheibe mit
den gegebenen Randbedingungen.
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8.1 Kreisscheibe mit Loch

so dass auch ein nicht zu vernachlidssigender Einfluss der Flexoelektrizitit zu
erwarten ist.

In Tab. 8.1 sind die fiir das Material der Kreisscheibe angenommenen Mate-
rialparameter aufgelistet. In diesem Beispiel wird neben den flexoelektrischen
Konstanten 17 und paq (vgl. Gl. (2.86)) erstmals in dieser Arbeit der interne
Lingenparameter [, (vgl. Gl. (2.67)) zur Kontrolle des Einflusses der Elastizitét
hoherer Ordnung verwendet. Wie bereits in Tab. 7.1 werden die Materialparameter
zusitzlich in einem Einheitensystem angegeben, welches sich fiir die numerische
Berechnung eignet.

Tabelle 8.1: Materialparameter der Kreisscheibe mit Loch.

Parameter Wert Rechenwert

Y 139000 MPa 139 kN /mm?

v 0.3 0.3

I, 2-10°m 2-1073 mm

U2 1-107C/m 1-1073 kN/MV
Uas 1-107°C/m 1-1073 kKN/MV

€0+ K 1-107° C/(Vm) 1 kN/MV?

Anhand des verhidltnisméBig einfachen Randwertproblems in diesem Beispiel, fiir
das eine analytische Losung existiert, sollen die Berechnungsergebnisse von zwei
unterschiedlichen flexoelektrischen FE-Formulierungen verglichen werden. Hier-
fiir werden zum einen die Ergebnisse einer gemischten FE-Formulierung auf Basis
des Variationsprinzips aus Abschn. 6.5.2 in Abhingigkeit der elektrischen GIBBS-
Energie betrachtet, vgl. [56]. Diese Formulierung wird im Weiteren entsprechend
ihrer resultierenden Freiheitsgrade als u-H-¢-A-Formulierung bezeichnet. Zum
anderen werden fiir den Vergleich auch die erzielten Ergebnisse der auf der freien
HELMHOLTZ-Energie basierenden gemischten FE-Formulierung aus Abschn. 6.6
einbezogen. Diese wird im Folgenden als u-H-D-¢-A-Formulierung bezeichnet.

209



8 Nichtlineare Modellierung ferroelektrischer Materialien mit flexoelektrischen Eigenschaften

In Abb. 8.2 sind die Ergebnisse der beiden FE-Formulierungen mit den analy-
tischen Losungen dieses Problems aus ZHUANG et al. [51] gegeniibergestellt.
Dabei werden die Verldufe der radialen Verschiebungskomponente u, und des
elektrischen Potentials ¢, sowie die der Verzerrungskomponenten in Radial- und
Umfangsrichtung &, und £gg betrachtet. Es wird deutlich, dass die Ergebnisse
der beiden verwendeten FE-Formulierungen mit den analytischen Losungen des
Randwertproblems iibereinstimmen.

50 - B 1+ f
49 |- . 0.8 - .
,E 48 [ | . 06 [ 1
. |2z 04r -
S = 02f .
46 [~ 7 0 [ |
45 n —02 .
qql 1 T Y077 O Y B
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012 —r—1—7—71 711 T T T T ]
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Abbildung 8.2: Vergleich der Berechnungsergebnisse von zwei verschiedenen flexoelektrischen FE-
Formulierungen mit den analytischen Ergebnissen aus ZHUANG et al. [51] fiir das
Randwertproblem einer Kreisscheibe mit Loch.
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8.2 4-Punkt-Biegeversuch

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Ubereinstimmung der Ergebnisse der
beiden betrachteten FE-Formulierungen fiir eine lineare Anwendung keinesfalls
verwunderlich ist. Wie bei deren Herleitungen in Kap. 6.1 bereits gezeigt, ldsst sich
die u-H-D-¢-A-Formulierung aus der u-H-¢-A-Formulierung mittels LEGENDRE-
Transformation gewinnen und basiert somit auch auf derselben Potentialfunktion.
Die Formulierungen unterscheiden sich jedoch neben der unterschiedlichen An-
zahl der Freiheitsgrade, auch in den zu verwendenden linearen konstitutiven
Materialgleichungen. Wihrend die u-H-¢-A-Formulierung auf der elektrischen
GI1BBSs-Energie basierten Form in (2.122) zuriickgreift, ist im Falle der u-H-D-
¢-A-Formulierung die auf der freien HELMHOLTZ-Energie basierende Form der
Konstitutivgleichungen in (2.128) zu verwenden. Fiir materiell lineare Probleme
liefern beide Formen die gleiche Losung. Aufgrund der nicht gegebenen posi-
tiven Definitheit der Materialmatrix der elektrischen GIBBS-Energie-Form in
(2.122) kann es insbesondere in Fillen mit materieller Nichtlinearitit, wie z. B.
den in dieser Arbeit betrachteten Doméinenumklappprozessen, zu nicht eindeuti-
gen Losungszustanden kommen. Aus diesem Grund findet in den nachfolgenden
materiell nichtlinearen Problemstellungen ausschlieBlich die auf der freien HELM-
HOLTZ-Energie basierende u-H-D-¢-A-Formulierung mit der konstitutiven Form
in (2.128) ihre Anwendung.

8.2  4-Punkt-Biegeversuch

Als erstes Beispiel in diesem Kapitel mit einer Beriicksichtigung von materialbe-
dingten nichtlinearen Effekten aus Doméanenumklappprozessen in Ferroelektrika
wird der bereits in Abschn. 4.2.4 diskutierte 4-Punkt-Biegeversuch von MA und
CROSS [152] behandelt. Der zugehorige Versuchsaufbau ist in Abb. 8.3 darge-
stellt. Aufgrund des konstanten Momentenverlaufs ohne Einfluss von Querkriften
im Bereich zwischen den Lasteinleitungspunkten kann ein vereinfachtes Simu-
lationsmodell gewihlt werden, in dem dennoch alle wesentlichen Effekte des
Gesamtsystems aus dem Versuch enthalten sind. In diesem Fall geniigt es, nur
den 10 mm breiten Bereich des Balkens zu betrachten, an dessen Ober- und
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Abbildung 8.3: Oben: Aufbau des 4-Punkt-Biegeversuchs von MA und CROSS [152]. Unten: Mit
35 x 30 = 1050 Elementen diskretisiertes Halbmodell des Mittelteils des Balkens mit
den vorgegebenen Randbedingungen.

Unterseite die Elektroden angebracht sind. Es wird vereinfachend eine zweidi-
mensionale Betrachtung im ebenen Verzerrungszustand angenommen, so dass
das gewihlte Modell einem gedanklich aus der Mitte des Balkens herausgeschnit-
tenen Streifen entspricht. Der in diesem Bereich der Probe wirkende homogene
Biegezustand kann durch eine linear verteilte Spannungsrandbedingung an den
Seitenrindern realisiert werden. Aufgrund der Symmetrie des Systems und der
Belastung kann die FE-Berechnung fiir eine Hélfte des betrachteten Bereichs
durchgefiihrt werden. Die Breite des Modells wird so gewdhlt, dass der rechte
Rand mit der Spannungsrandbedingung ausreichend weit von der Symmetrieachse
entfernt ist, in der die Ergebnisauswertung erfolgt. Dadurch wird gewahrleistet,
dass etwaige inhomogene Feldverteilungen infolge lokaler Lasteinleitung! ab-

' Bei rein mechanischen Problemen spricht man von einem ST. VENANT-Bereich.
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8.2 4-Punkt-Biegeversuch

klingen und dadurch ein homogener Biegezustand an der Symmetrieachse des
Modells sichergestellt ist. Der mit 35 x 30 = 1050 Elementen diskretisierte halbe
Mittelbereich des Balkens ist samt den gewihlten Randbedingungen in Abb. 8.3
dargestellt. Konsistente Symmetrierandbedingungen werden durch das Festhalten
der horizontalen Verschiebungskomponenten u;, sowie den Komponenten des
Verschiebungsgradienten Hy3 und H3; realisiert. Als zusitzliche mathematisch
notwendige mechanische Randbedingung wird die vertikale Verschiebung am
untersten Knoten der Symmetrieachse festgehalten. Entsprechend den in diesem
Versuchsaufbau kurzgeschlossenen Elektroden an der Ober- und Unterseite wird
das elektrische Potential an diesen Rindern zu null gesetzt.

Die Auswahl der verwendeten Materialparameter fiir das in Kap. 5 eingefiihrte
Modell zur Abbildung des Grofisignalverhaltens der kommerziellen Piezokeramik
PZT-5H der Firma TRS Ceramics Inc., State College, Pennsylvania (USA) erfolgt
in einem iterativen Prozess. Dabei wird versucht, die Modellantwort zum einen
bestmoglich an das experimentell ermittelte hysteretische Materialverhalten eines
reprasentativen Materialvolumens aus CHAPLYA und CARMAN [234] und zum an-
deren an das gemessene Systemverhalten des 4-Punkt-Biegeversuchs von MA und
CROSS [152] anzupassen. Die daraus resultierenden Materialparameter sind in Tab.
8.2 aufgelistet. Materialparameter entsprechend dem linearen Kleinsignalverhalten
von PZT-5H werden zudem auch in [235] angegeben. Der Einfluss der Elastizitit
hoherer Ordnung wurde durch die Wahl eines relativ kleinen internen Léngen-
parameters , stark reduziert?. Der Vergleich der am Materialpunkt berechneten
dielektrischen Hysterese, der Schmetterlingshysterese und des ferroelastischen
Verhaltens wihrend eines Depolarisationsprozesses mit den experimentellen Daten
aus CHAPLYA und CARMAN [234] ist in Abb. 8.4 dargestellt. Zur besseren Ver-
gleichbarkeit wurde der Ursprung der experimentellen Kurven auf den Ursprung

An dieser Stelle sei angemerkt, dass eine Wahl des internen Léngenparameters zu /, = 0 eine nicht
positiv definiten Materialmatrix in (2.128) ergibt und zu oszillierenden Verldufen der einzelnen
FeldgroBen fithren kann. Bei nichtlinearen Berechnungen fiihrt dies zudem zu einem instabilen
Losungsprozess und kann zur Divergenz der globalen NEWTON-Iteration fithren. Damit wird der
Charakter der Elastizitit hoherer Ordnung als stabilisierender Effekt bei der Modellierung der
Flexoelektrizitit deutlich.
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8 Nichtlineare Modellierung ferroelektrischer Materialien mit flexoelektrischen Eigenschaften

Tabelle 8.2: An das GrofBsignalverhalten der kommerzielle Piezokeramik PZT-5H angepassten Para-
meter des in Kap. 5 eingefiihrten Materialmodells fiir den 4-Punkt-Biegeversuch von MA

und CROSS [152].

Parameter Wert Rechenwert

Y 70000 MPa 70 kN/mm?

% 0.31 0.31

l, 1-10°m 1-107% mm

ds3 0.59-107° m/V 0.59 mm/MV

d3 —0.27-107° m/V —0.27 mm/MV
dis 0.74-107° m/V 0.74 mm/MV

K 30-1072 C/(Vm) 30 kKN/MV?2

Uiz 5-1078 C/m 5-107 kKN/MV
Has ~1.1-107°C/m —1.1-1073 kKN/MV
E¢ 0.7-10° V/m 0.7-1073 MV/mm
o 25 MPa 251073 kKN/mm?
psa 0.37 C/m? 0.37 kN/(MVmm)
gsat 0.0035 0.0035

ca 0.25 MPa 2.5-10~* kKN/mm?
cp 1-1073 MPa 1-107% kN/mm?
as 1-1073 MPa 1-107% kN/mm?
mg 0.8 0.8

ap 51073 MPa 5-107% kN/mm?
nma 0.6 0.6

& 0.2 0.2

der simulierten Hysteresen verschoben. In der Berechnung am in Abb. 8.3 darge-
stellten FE-Modell wird die aufgebrachte Biegespannung in zehn dquidistanten
Be- und fiinf Entlastungsschritten mit maximaler Amplitude von 67" = 60 MPa
aufgebracht. Dabei ergibt sich ein dhnliches Konvergenzverhalten wie bei den
Berechnungen mit der rein piezoelektrischen Modellvariante in Kap. 7. Zu Beginn

der Simulation wird immer von einem thermisch depolarisierten Materialzustand
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Abbildung 8.4: Vergleich der mit dem angepassten Materialmodell berechneten dielektrischen Hyste-
rese und Schmetterlingshysterese sowie des ferroelastischen Verhaltens wihrend eines
Depolarisationsprozesses mit dem von CHAPLYA und CARMAN [234] experimentell
aufgezeichneten Materialverhalten.

in der Probe ausgegangen.

In Abb. 8.5 werden die im Experiment von MA und CROSS [152] aufgezeichneten
Systemantworten mit den Ergebnissen der FE-Berechnung verglichen. Auf der
linken Seite ist die durch die Randbedingungen aufgebrachte Biegespannung
iiber der an der untersten Randfaser des Balkens ausgewerteten axialen Dehnung
aufgetragen. Die verschiebungsgesteuerte Belastung im Versuch erfolgte dabei mit
einer Geschwindigkeit von 2 mm/min, sodass die Annahme eines quasi-statischen
Belastungsprozesses gerechtfertigt ist. Es ist deutlich zu erkennen, dass infolge
mechanischer Einwirkung im Querschnitt ferroelastische Domé@nenumklapppro-
zesse verursacht werden. Diese setzen bei einer Biegespannung von etwa 30 MPa
ein und sorgen dann fiir eine deutliche Abnahme der Biegesteifigkeit des Balkens.
In der Modellkurve ist zudem der Entlastungspfad mit angegeben. Bei Lastumkehr
verhilt sich das Material wieder linear-elastisch und nach vollstéindiger Entlastung
verbleibt eine axiale Dehnung der Randfasern von etwa 0.08 % in der Probe. Dies
steht im Einklang mit den Beobachtungen von MA und CROSS [152], die von
einer bleibenden remanenten Kriimmung der Probe nach Entlastung berichten.

Auf der linken Seite in Abb. 8.5 ist zur Quantifizierung des direkten flexoelek-
trischen Effektes die dielektrische Verschiebung in vertikaler Richtung iiber der
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Abbildung 8.5: Vergleich der Ergebnisse der FE-Berechnung mit dem experimentell ermittelten quasi-
statischen Systemverhalten des 4-Punkt-Biegeversuchs bei einer weggesteuerten
Belastungsgeschwindigkeit von 2 mm/min.

Verzerrungsgradientenkomponente 7113 aufgetragen. Im Hinblick auf die Aus-
wertung sei zu erwihnen, dass beide Groflen einen konstanten Wert iiber die
Querschnittshthe einnehmen, vgl. auch Abb. 8.6. Wihrend sich der konstante Ver-
lauf der dielektrischen Verschiebung direkt aus dem GAUSS’schen Gesetz (2.55)
in Verbindung mit den ’closed circuit’-Randbedingungen ergibt, resultiert selbiges
fiir 1113 durch die sich einstellende lineare axiale Dehnungsverteilung in der
Probe infolge reiner Momentenbeanspruchung. Das im Experiment beobachtete
flexoelektrische Verhalten kann durch das Modell sehr gut wiedergegeben werden,
wobei die gewdhlten flexoelektrischen Konstanten p1> und {44 in Tab. 8.2 an das
experimentelle Verhalten angepasst wurden. Eine Orientierung an gemessenen
Materialparametern aus der Literatur erfolgte dabei nicht. Jedoch sei erwihnt,
dass die sich ergebende Groflenordnungen und Vorzeichen keinesfalls als unrea-
listisch einzustufen sind, vgl. z. B. [130]. Bei der Anpassung zeigte sich, dass
durch Variation der GroBlenordnung und des Vorzeichens der flexoelektrischen
Konstanten sich ein deutlich abweichendes Verhalten im Vergleich zu dem in
Abb. 8.5 (rechts) ergeben kann. Der bereits in Abschn. 4.2.4 im Rahmen dieses
Experiments diskutierte effektive flexoelektrische Transversalkoeffizient lisst sich
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8.2 4-Punkt-Biegeversuch

mithilfe der Umrechnung in ZUBKO et al. [153] aus den Flexotensorkomponenten
in Tab. 8.2 zu

Ui = pi2 = T (12 + 24ta4) = 1.02 uChm @®.1)
ermitteln, welcher zwischen den von MA und CROSS [152] grafisch ermittelten
abschnittsweisen Koeffizienten 0.5 und 2 uC/m liegt und somit als durchaus
realistisch eingestuft werden kann. Auffillig an den Ergebnissen der simulierten
flexoelektrischen Systemantwort in Abb. 8.5 ist der Verlauf des Entlastungspfades.
Nach vollstindigem Lastriickgang verbleibt in der Probe aufgrund der remanenten
Verzerrungen infolge des ferroelastischen Domédnenumklappens ein Verzerrungs-
gradient und damit auch eine remanente dielektrische Verschiebung. Ob dieser
Effekt dem tatsdchlichen Materialverhalten entspricht, kann beim derzeitigen
Stand der Forschung nicht geklirt werden. Hierzu sind weitere Versuche mit einer
Aufzeichnung der Entlastungspfade erforderlich.

Die erfolgreiche Anpassung an das experimentell ermittelte Systemverhalten er-
laubt es nun, mithilfe des Modells in das ,Innere’ des Biegebalkens zu schauen
und so Einblicke in das Verhalten der einzelnen Felder zu gewinnen. Im Folgenden
werden daher die Verldufe der einzelnen Feldgroen entlang der Symmetrieachse
des Modells niher betrachtet. Hierfiir sind in Abb. 8.6 die relevanten Spannungs-
und VerzerrungsgroBen, sowie die relevanten elektrischen FeldgroBen iiber die
x3-Koordinate in Dickenrichtung des Balkens zum Zeitpunkt der Maximallast

ext,max

o, " = 60 MPa dargestellt. Infolge der linear verteilten dueren Biegespannung
oj} stellt sich ein linearer Verlauf der axialen Dehnungen & ein. Zu diesem
Zeitpunkt der Maximallast stellen sich ferroelastische Doméinenumklappprozesse
bereits iiber mehr als zweidrittel der gesamten Querschnittshohe ein. Dies wird
zum einen durch die Verldufe der Komponenten der irreversiblen Verzerrung €},
und 8§3 und zum anderen durch den abgeflachten Verlauf der axialen Spannung
o711 deutlich. Dieser stellt sich durch die Spannungsbegrenzung zur Erfiillung des
Umklappkriteriums (5.22) ein und somit entspricht die maximale Spannung an

den duBeren Randfasern auch nicht der duBeren Biegespannung ;" Entspre-
chend des linearen axialen Dehnungsverlaufs stellt sich iiber die Querschnittshohe
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Abbildung 8.6: Verliufe der einzelnen FeldgroBen in Dickenrichtung des Balkens entlang der Sym-
metrieachse des Modells zum Zeitpunkt der maximalen Biegespannung o) " = 60
MPa.

ein konstanter Verlauf der Verzerrungsgradientenkomponente 7113 ein. Der ab-
schnittsweise lineare Verlauf der Dehnungen in Dickenrichtung €33 weist durch
die Dominanz ihrer irreversiblen Anteile 8§3 Knicke auf. Dadurch ergibt sich
fiir die zugehorige Verzerrungsgradientenkomponente 1333 ein abschnittsweise
konstanter Verlauf mit nichtlinearen Ubergangsbereichen, die in den Regionen
liegen, in denen der Ubergang von reversiblem zu irreversiblem Materialverhalten
stattfindet.

Gemail dem flexoelektrischen Transversaleffekt stellt sich eine nach unten ge-
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8.2 4-Punkt-Biegeversuch

richtete dielektrische Verschiebung D3 in Dickenrichtung des Balkens ein. Deren
konstanter Verlauf ergibt sich aus dem durch die mechanischen Randbedingungen
vorgegebenen konstanten Verlauf der Verzerrungsgradientenkomponente 13
und steht zudem im Einklang mit dem GAUSS’sche Gesetz. In Verbindung mit
den elektrischen Randbedingungen mit der Annahme von ladungsfreien Mo-
dellseitenflachen kann hieriiber auch eine axiale Komponente der dielektrischen
Verschiebung D; im Balken ausgeschlossen werden. Unter Zuhilfenahme der
konstitutiven Gleichung in (2.121) als gedanklich Stiitze konnen Erkldrungen fiir
die sich einstellenden Verldufe der iibrigen Felder abgeleitet werden: Aufgrund der
teilweise nichtlinearen Verldufe der Verzerrungsgrofien infolge der mechanischen
Einwirkung und der dadurch hervorgerufenen Umklappvorgénge ist zur Einhal-
tung eines konstanten Verlaufs der dielektrischen Verschiebung offensichtlich
die Ausbildung eines elektrischen Feldes mit einem in vertikaler Richtung stark
inhomogenen Verlauf erforderlich. Entsprechend diesem elektrischen Feld stellt
sich der Verlauf des elektrischen Potentials ein, welches an den Ridndern durch den
Kurzschluss der Elektroden verschwinden muss. Die maximal erreichte elektrische
Feldstirke im Querschnitt betrdgt nur wenige Promille der Koerzitivfeldstirke.
Umso bemerkenswerter ist das Auftreten einer irreversiblen Polarisation in den du-
Beren Bereichen des Querschnitts. MaB3geblich verantwortlich fiir die Entstehung
der irreversiblen Polarisation ist die lokale Erh6hung der Verzerrungsgradien-
tenkomponente 1333, die sich wihrend des Belastungsvorgangs beidseitig von
auflen nach innen bewegt und dabei aufgrund des flexoelektrischen Effekts als
elektrische Triebkraft wirkt.

In Abb. 8.7 sind die Verldufe der zuvor betrachteten Feldgroen nach der voll-
stindigen Entlastung der Probe dargestellt. Durch die in der Probe auftretenden
Umklappvorgédnge kann sich die axiale Spannung o7 nicht vollstindig abbauen
und es verbleibt ein Eigenspannungszustand im Querschnitt. Die Verzerrungskom-
ponenten €11 und &3 reduzieren ihre Amplitude und entsprechen nach Entlastung
anndhernd ihren irreversiblen Pendants. Auch die Komponenten des Verzerrungs-
gradienten nehmen in gleicher Weise ab, wobei in der Komponente 71333 zusitzlich
eine Abnahme in den dulleren Randfasern des Querschnitts zu beobachten ist.
Dieser Effekt hat auch einen direkten Einfluss auf die Verldufe des elektrischen
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Abbildung 8.7: Verldufe der einzelnen FeldgroBen in Dickenrichtung des Balkens entlang der Sym-
metrieachse des Modells nach vollstiandiger Entlastung.

Feldes und der irreversiblen Polarisation, bei denen ebenfalls Amplitudenreduktio-
nen in diesen Bereichen zu beobachten sind. Wie bereits in Abb. 8.5 zu sehen ist,
fiihrt die Entlastung nur zu einer geringfiigigen Verringerung der dielektrischen
Verschiebung im Balken. In Zukunft sollte, soweit moglich, durch weitere expe-
rimentelle Untersuchungen die physikalische Plausibilitit dieser Beobachtung
tiberpriift werden.

Die gewonnenen Erkenntnisse und Schlussfolgerungen aus den Untersuchungen
dieses Beispiels lassen sich aus Sicht des Verfassers stichpunktartig wie folgt
zusammenfassen:
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8.2 4-Punkt-Biegeversuch

* Die im Experiment beobachtete globale Systemantwort wird in hohem Ma-
Be durch mechanisch initiierte ferroelastische Domé@nenumklappprozesse
dominiert.

Die nach der Entlastung in der Probe verbleibende Polarisation in Form der
dielektrischen Verschiebung wird mafgeblich durch den flexoelektrischen
Effekt infolge der verbleibenden Verzerrungsgradienten aus irreversiblen
Dehnungen bestimmt.

» Das Auftreten der irreversiblen Polarisation in diesem Beispiel ist nach dem
derzeitigen Stand der Untersuchungen zunichst als modellbedingt einzustu-
fen und miisste daher im Experiment widerlegt oder besttigt werden.

Aufgrund des bisher nur unzureichenden Verstidndnisses des Zusammen-
spiels von Dominenumklappprozessen und dem flexoelektrischen Effekt
sind sicherlich weitergehende Untersuchungen notwendig. Die hier vorge-
stellten Ergebnisse sind daher eher als Ausgangspunkt fiir solche Untersu-
chungen zu verstehen und erheben nicht den Anspruch, ein vollstidndiges
Verstidndnis der Wirkungsweise der Flexoelektrizitit zu liefern.

Offene Fragen, die sich aus diesen Erkenntnissen ergeben und in weiteren expe-
rimentellen und numerischen Untersuchungen zu kléren sind, konnen wie folgt
formuliert werden:

* In welcher GroBenordnung ldsst sich nach Entlastung eine remanente Pola-
risation als Wirkung der Flexoelektrizitit infolge der gradientenbehafteten
remanenten Dehnungen der Probe nachweisen?

¢ Miissen Modellanpassungen vorgenommen werden, z. B. durch Einfithrung
eines irreversiblen Verzerrungsgradienten, um den nach Entlastung sehr
stark ausgeprigten remanenten Effekt der Flexoelektrizitdt zu reduzieren?

¢ Ist die Modellannahme eines ebenen Verzerrungszustandes gerechtfertigt
oder muss die Simulation in einem dreidimensionalen Modell durchgefiihrt
werden, um mogliche Randeffekte abbilden zu kénnen?
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8.3  Scheibe mit elliptischer Kerbe

Im Gegensatz zur vorangegangenen Simulation eines realen Experiments handelt
es sich beim vorliegenden Beispiel eher um eine Problemstellung mit akade-
mischem Charakter. Die Motivation besteht darin, die Geometrie eines fiktiven
Bauteils so zu wihlen, dass der direkte flexoelektrische Effekt durch stark aus-
geprigte Verzerrungsgradienten gezielt angesprochen wird. Gegenstand dieser
Untersuchung ist die Scheibe mit elliptischer Kerbe aus Abb. 8.8. Die Geometrie
dieses Modellproblems ist aus WITT et al. [3] entnommen, wobei alle Abmessun-
gen um den Faktor 10~! verkleinert werden. Durch die Annahme eines ebenen
Verzerrungszustands und eines freien Randes an der Oberseite entspricht dieses
Modell z. B. einem gedanklich aus dem Material herausgeschnittenen Querschnitt
entlang eines Oberfldchenrisses. In diesem Fall handelt es sich jedoch nicht um
einen idealen Riss.

Die Scheibe besteht aus der Piezokeramik PZT-5H im thermisch depolarisier-
ten Zustand, die bereits in Abschn. 8.2 im Rahmen des 4-Punkt-Biegeversuchs
untersucht wurde. Die Beriicksichtigung sowohl der flexoelektrischen als auch
der piezoelektrischen und ferroelektrischen Eigenschaften dieses Materials wird
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Abbildung 8.8: Modellproblem einer Scheibe mit elliptischer Kerbe und den zugehorigen Randbedin-
gungen. Die Kerbe ist nicht mafstabsgetreu dargestellt.
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in diesem Beispiel beibehalten. Fiir die Berechnungen werden somit auch die
Materialparameter aus Tab. 8.2 angenommen, mit Ausnahme des internen Lin-
genparameters /.. Bei den Untersuchungen zu diesem Beispiel zeigte sich eine
ausgeprigte Empfindlichkeit der numerischen Rechenstabilitit gegeniiber diesem
Parameter, so dass dieser auf /[, =2 - 10~* mm erhoht werden musste. Auf diesen
Umstand und seine physikalische Interpretation wird am Ende dieses Beispiels
noch einmal eingegangen.

An den Modellrdndern auf der linken Seite und der Unterseite wird jeweils eine
mechanische Lagerung in Normalenrichtung angenommen. Dariiber hinaus ist die
Unterseite elektrisch geerdet, was einem Nullpotential entspricht. Die in diesem
Beispiel rein mechanische Belastung wird iiber eine Verschiebungsrandbedingung
am rechten Rand schrittweise bis zu einem Maximalwert von u}* = 0.2 um
aufgebracht. Die nominelle axiale Dehnung der Probe bei Maximallast betragt
somit 0.25 %, was in etwa dem Sittigungswert der Dehnung in der stationédren
Schmetterlingshysterese in Abb. 8.4 entspricht.

In diesem Beispiel sind Verzerrungsgradienten mit starker Ausprigung in unmit-
telbarer Umgebung des Kerbgrunds zu erwarten®. Somit ist auch dort mit einer
Wirkung des direkten flexoelektrischen Effekts zu rechnen. Je nach Intensitit der
dabei auftretenden elektrischen Felder kann es neben mechanisch induzierten Um-
klappprozessen auch zu einer elektrisch getriebenen Ausrichtung der Doménen in
diesem Bereich kommen. Ziel dieses numerischen Beispiels ist es, das Auftreten
und die Wirkungsweise des flexoelektrischen Effekts mit einem an ein Experiment
angepassten und damit nach bestem Wissen realistischen Materialparametersatz
zu untersuchen. Dabei steht insbesondere die Moglichkeit im Vordergrund, durch
gezielte Erzeugung eines Verzerrungsgradienten den Aufbau einer remanenten
Polarisation im Material zu bewirken.

Die Berechnungen werden an einem mit 3613 Dreieckselementen diskretisierten

3 Die unterschiedlichen Vorzeichen der Verzerrungsgradienten rechts und links des Kerbgrunds

und die daraus resultierende schwer abschitzbare Wirkungsweise der Flexoelektrizitdt waren im
Ubrigen ausschlaggebend dafiir, auf eine Symmetrisierung des Modells zu verzichten.
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Abbildung 8.9: Gewihltes FE-Netz aus quadratischen Dreieckselementen. Im Bereich des Kerbgrunds
erfolgt eine sehr starke Netzverfeinerung.

FE-Modell mit starker Netzverfeinerung im Bereich des Kerbgrundes durchge-
fiihrt, vgl. Abb. 8.9. Die zugrundeliegende FE-Formulierung entspricht wiederum
der aus Abschn. 6.6. Die Wahl von Dreieckselementen* bietet sich in diesem Fall
an, da die verwendeten Vernetzungsalgorithmen aus ABAQUS [236] mit Dreiecken
hinsichtlich der Elementanzahl wesentlich sparsamere Ubergiinge von fein zu grob
vernetzten Bereichen erzielen konnten. Insgesamt wurde eine wesentlich effizien-
tere Vernetzung erreicht, als mit Viereckselementen moglich gewesen wire. Die
vorgegebene Verschiebung des rechten Randes wird innerhalb der FE-Berechnung
in 80 dquidistanten Lastschritten aufgebracht. Die anschlieSende Entlastung er-
folgt ebenfalls in 80 Schritten. Diese relativ kleinen Be- und Entlastungsschritte
sind aufgrund des friihzeitig auftretenden stark nichtlinearen Materialverhaltens
am Kerbgrund erforderlich. Auch in der Entlastungsphase treten in diesem Bereich
nichtlineare Vorgéinge auf.

Infolge der aufgebrachten axialen Verschiebung des rechten Randes stellt sich
iiber weite Bereiche der Scheibe ein homogener Verzerrungszustand ein, der im
Bereich der Kerbe stark an Intensitdt zunimmt. In Abb. 8.10 sind die Verlaufe
der einzelnen Verzerrungskomponenten bei maximaler Belastung in unmittel-
barer Umgebung des Kerbgrunds dargestellt. Das gewihlte Betrachtungsgebiet
entspricht dabei dem vergroBert dargestellten Bereich in Abb. 8.9, dessen Dimen-

4 Das bei Dreieckselementen bekannte Phiinomen des *Lockings’, weshalb diese Elemente verpont

sind, kann durch einen quadratischen Ansatz der Verschiebung ausgeschlossen werden [208], vgl.
auch Abb. 6.3.
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Abbildung 8.10: Verldufe der einzelnen Verzerrungskomponenten bei Maximallast in unmittelbarer
Umgebung des Kerbgrunds. Der betrachtete Bereich entspricht der Detailansicht in
Abb. 8.9.

sion etwa 3 x 3 um? entspricht. Der Wertebereich der Farbskalen in Abb. 8.10
wurde auf sinnvolle Maximal- bzw. Minimalwerte begrenzt, um eine moglichst
aussagekriftige Darstellung der tatsichlichen Verliufe zu erhalten®. Die Ursache
fiir eine Aktivierung des flexoelektrischen Effekts sind die Komponenten des Ver-
zerrungsgradiententensors. Deren Verldufe bei maximaler Belastung im Bereich
des Kerbgrunds sind in Abb. 8.11 angegeben. Fiir alle dargestellten Komponenten
wurde die gleiche Farbskala eingestellt, um sie vergleichen zu konnen. Auffillig
sind die hohen Intensititen der Schubkomponenten 21;2; und 2712, des Verzer-
rungsgradiententensors. Da die Anpassung der flexoelektrischen Konstanten an
das Experiment aus Abschn. 8.2 einen betragsméBig relativ hohen Wert fiir den
Schubparameter t44 ergab, konnen die dargestellten Feldverteilungen in Abb. 8.11
als optimale Bedingungen fiir eine Aktivierung des direkten flexoelektrischen
Effekts angesehen werden.

Die bei Maximallast durch den direkten flexoelektrischen Effekt erzeugten elek-
trischen Felder sind in ihrer Verteilung und Stidrke in Abb. 8.12 dargestellt. Die

5 Zugdehnungen von mehr als 1 % ohne Schidigungserscheinungen im Material sind in einer

realen Piezokeramik aufgrund ihrer sproden Eigenschaften nicht zu erwarten. Aufgrund des
akademischen Charakters dieses Beispiels wird dieser Umstand hier vernachléssigt.
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Abbildung 8.11: Verldufe der einzelnen Komponenten des Verzerrungsgradiententensors bei Maximal-
last in unmittelbarer Umgebung des Kerbgrunds. Der betrachtete Bereich entspricht
der Detailansicht in Abb. 8.9.

Extremwerte der gewéhlten Farbskala wurden auf die Koerzitivfeldstirke be-
grenzt. Es wird deutlich, dass dieser Koerzitivwert nur in unmittelbarer Néhe des
Kerbgrundes durch die induzierten elektrischen Felder erreicht wird. Betrachtet
man jedoch in der gleichen Abbildung die Verteilung der irreversiblen Polarisa-
tionskomponenten, so zeigt sich, dass in einem deutlich gréeren Bereich mit
Doméinenumklappprozessen und damit einer Polung des Materials zu rechnen ist.
Auch die ortliche Verteilung der irreversiblen Polarisationskomponenten kann nur
teilweise durch die auftretende Form der elektrischen Feldkomponenten erklért
werden. Dies deutet darauf hin, dass in der hier diskutierten Modellantwort das
elektrische Feld nicht allein fiir die Entwicklung der irreversiblen Polarisation
verantwortlich ist. Offensichtlich scheinen die Komponenten des Verzerrungs-
gradiententensors durch den direkten flexoelektrischen Effekt die Rolle einer
direkten inneren Triebkraft bei der Entwicklung der irreversiblen Polarisation
zu spielen. Die Magnituden der Polarisationskomponenten erreichen jedoch bei
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Abbildung 8.12: Verlidufe der einzelnen Komponenten des elektrischen Feldes und der irreversiblen
Polarisation bei Maximallast in unmittelbarer Umgebung des Kerbgrunds. Der
betrachtete Bereich entspricht der Detailansicht in Abb. 8.9.

weitem nicht den Wert der makroskopischen Sittigungspolarisation, welcher sich
aus der dielektrischen Hysterese ergibt, vgl. Abb. 8.4. Selbst am Kerbgrund er-
reicht die irreversible Polarisation nur etwa zwei Drittel dieses Wertes, was in
der Darstellung in Abb. 8.12 nicht ersichtlich ist, da auch hier aus Griinden der
Ubersichtlichkeit die Extremwerte begrenzt wurden.

Im Weiteren liegt der Fokus auf den Anderungen der Feldverteilungen der Scheibe
nach vollstandiger Riickfithrung der Randverschiebung. Die im Material verblei-
benden und damit remanenten Komponenten des Verzerrungsgradiententensors
sind in Abb. 8.13 dargestellt. Deren Magnituden fallen deutlich geringer aus als bei
Maximallast, weshalb die Grenzen der Farbskala halbiert wurden. Die Verteilung
der Verzerrungsgradienten erscheint auf den ersten Blick dhnlich wie bei maxima-
ler Belastung. Auffillig ist jedoch ein Vorzeichenwechsel in den Feldern, der bei
allen Komponenten zu beobachten ist. Dies fiihrt auch zu einem Vorzeichenwech-
sel in den induzierten elektrischen Felder sowie der irreversiblen Polarisation,
wie aus Abb. 8.14 ersichtlich wird. Gema$ den reduzierten Verzerrungsgradien-
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Abbildung 8.13: Verldufe der einzelnen Komponenten des Verzerrungsgradiententensors nach Ver-
schiebungsriickfithrung in unmittelbarer Umgebung des Kerbgrunds. Der betrachtete
Bereich entspricht der Detailansicht in Abb. 8.9.

ten ergeben sich nach der Riickfithrung der Randverschiebung auch verringerte
Magnituden der durch direkte Flexoelektrizitit hervorgerufenen elektrischen Feld-
groBen. So wird die Koerzitivfeldstirke nur noch direkt am Kerbgrund erreicht.
Die Modellantwort sagt eine verbleibende irreversible Polarisation im Material
voraus, wenn auch nur in einem sehr kleinen Bereich in der Nihe des Kerbgrunds.
Diese wurde allein durch die Wirkung des direkten flexoelektrischen Effekts ohne
weitere duBere elektrische Einwirkung verursacht. Die Berechnungen wurden
mit einem Parametersatz durchgefiihrt, der als durchaus realistisch anzusehen ist.
Dies gibt auch hier zumindest einen Hinweis darauf, dass solche flexoelektrisch
getriebene Polungsvorgénge auch in der Realitét auftreten konnen.

Der Einfluss der Verzerrungsgradientenkomponenten auf die Orientierung der
irreversiblen Polarisation und damit auf die Orientierung der Doménen im Fer-
roelektrikum soll im Folgenden anhand von Abb. 8.15 niher betrachtet werden.
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Abbildung 8.14: Verliufe der einzelnen Komponenten des elektrischen Feldes und der irreversiblen
Polarisation nach Verschiebungsriickfithrung in unmittelbarer Umgebung des Kerb-
grunds. Der betrachtete Bereich entspricht der Detailansicht in Abb. 8.9.

Dabei wird der Zustand bei Maximallast mit dem Zustand nach vollstindiger
Riickfithrung der Randverschiebung verglichen. In den beiden Bildern ist an
jedem Elementknoten des Modells der Vektor der irreversiblen Polarisation ab-
gebildet. Allerdings ist hier nur die Orientierung des Vektors korrekt dargestellt,
die Lange représentiert in diesem Fall nicht die Intensitét. Betrachtet man die
Orientierungen der Vektoren, so lassen sich einige Haupttrajektorien identifizieren,
entlang derer sich die Polarisationsvektoren auszurichten scheinen. Diese sind in
Abb. 8.15 durch die Pfeile gekennzeichnet. Vergleicht man nun ihren Verlauf mit
der Darstellung der Komponenten des Verzerrungsgradiententensors in Abb. 8.11
und Abb. 8.13, so wird deutlich, dass die identifizierten ,Haupttrajektorien’ ent-
lang der betragsmifigen Maximalwerte der beiden Schubkomponenten verlaufen.
Die griinen Pfeile in Abb. 8.15 korrelieren dabei mit der Komponente 21,1, die
roten Pfeile mit der Komponente 21);,,. Da die flexoelektrische Schubkonstante
g betragsmiBig deutlich groBer ist als die Transversalkomponente (115, ist dies
— wie bereits diskutiert — nicht tiberraschend. Der zuvor diskutierte Vorzeichen-
wechsel infolge des Riickfithrungsprozesses spiegelt sich in der Orientierung der
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Abbildung 8.15: Orientierung der irreversiblen Polarisationsvektoren bei Maximallast und nach Ver-
schiebungsriickfithrung in unmittelbarer Umgebung des Kerbgrunds. Die Lénge der
Vektoren korreliert nicht mit der Polarisationsintensitéit. Die groen Pfeile entspre-
chen den identifizierten Haupttrajektorien. Der betrachtete Bereich entspricht der
Detailansicht in Abb. 8.9.

irreversiblen Polarisationsvektoren wider.

Zum Ende dieses Beispiels soll die Problematik bei der Wahl des internen Lin-
genparameters noch einmal aufgegriffen werden. Die Wirkung der Elastizitit
hoherer Ordnung fiihrt im Allgemeinen zu einer Abschwichung der Intensitit in
den Spannungs- und Verzerrungsfeldern und damit auch zu einer Verringerung
ihrer Gradienten. Im vorliegenden Beispiel fiihrt dies zu einer Verteilung der zu
speichernden Verzerrungsenergie auf einen gro3eren Radius um den Kerbgrund.
Dieser Effekt ist umso ausgeprigter, je groler der Wert des internen Langenpara-
meters gewihlt wird und damit je niher dieser an den Bauteilabmessungen liegt. Ist
man primir am Effekt der Flexoelektrizitdt interessiert, so wird man den Langen-
parameter zundchst moglichst klein wihlen wollen, um eine isolierte Betrachtung
der Flexoelektrizitit zu ermdglichen®. Die sich daraus ergebende Problematik ist,
dass sich aufgrund der niherungsweise singulidr werdenden Verzerrungsverldufe
am Kerbgrund auch extrem hohe Verzerrungsgradienten einstellen. Die durch

6 Ein Wahl von [, = 0 ist keine Option, vgl. Funote 2.
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8.3 Scheibe mit elliptischer Kerbe

Flexoelektrizitit erzeugte hohe elektrische Feldstéirke an den GAUSS-Punkten in
den Elementen unmittelbar am Kerbgrund fiihrt dazu, dass die lokale Iteration
an den Materialpunkten divergiert und unphysikalische Ergebnisse liefert. Dies
fiihrt schlussendlich auch zu Konvergenzproblemen der globalen FE-Iteration. Mit
feiner werdender Vernetzung sind somit auch immer kleinere Lastschrittweiten
erforderlich, da dadurch der an Intensitit zunehmende Verlauf des elektrischen
Feldes umso genauer abgebildet wird und daher auch stirker ansteigt. Ein stirkerer
Einfluss der Elastizitdt hoherer Ordnung hitte zur Folge, dass diese hohen Feldin-
tensitidten abgeschwicht werden. Diese MaB3nahme wirkt sich somit sowohl auf
die Sensitivitéit der Vernetzung als auch auf die Rechenstabilitit positiv aus. Eine
physikalische Rechtfertigung dieser numerischen ,Regularisierung’ der flexoelek-
trischen Theorie mittels der Wirkung der Elastizitit hherer Ordnung kann jedoch
aus Sicht des Autors zum derzeitigen Stand der Forschung nicht geliefert werden.
Dazu wire eine eingehende experimentelle Untersuchung des grofenabhéngigen
elastischen Verhaltens ferroelektrischer Keramiken erforderlich.

Die diskutierte Problematik kann im Ubrigen bei Kontinuumsmodellen auf der
Basis Isogeometrischer Analysemethoden umgangen werden. Hier kann die Elas-
tizitdt hoherer Ordnung bei der Modellierung der Flexoelektrizitdt ohne mathe-
matische Einschriankungen vernachléssigt werden. Der Hintergrund liegt in der
hoheren Kontinuitét dieser Methoden begriindet. Da keine gemischte Formulie-
rung verwendet werden muss, entfallen auch die verschwindend kleinen Haupt-
diagonaleintridge in der Steifigkeitsmatrix bzgl. des Verschiebungsgradienten, die
in Kombination mit den Nulleintrigen des LAGRANGE-Multiplikators zu einem
singuldren Gleichungssystem und damit zu den numerischen Schwierigkeiten
fiihren.

AbschlieBend lassen sich die Erkenntnisse aus diesem numerischen Beispiel
kompakt zusammenfassen:

» Auf Basis des hier entwickelten Modells kann rechnerisch mit einem rea-
listischen Parametersatz in der Simulation gezeigt werden, dass durch Ver-
zerrungsgradienten flexoelektrisch getriebene Doméanenumklappvorginge
hervorgerufen werden konnen. Dies bietet die Moglichkeit des gezielten
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Einsatzes von ’strain engineering’, d. h. durch Steuerung der Geometrie
und der Randbedingungen Verzerrungszustinde vorzugeben, um damit
Polungsvorginge des Materials durchzufiihren.

» Die Bedeutung des irreversiblen Polarisationsvektors in der eingefiihrten
Modellvariante mit Flexoelektrizitdt muss noch genauer untersucht werden.
Dessen Komponenten sind im Wesentlichen interne Variablen, die sich
modellbedingt in einer Art und Weise einstellt, um die elektrischen und
mechanischen Bilanzgleichungen zu erfiillen. Inwieweit die Entwicklung
des irreversiblen Polarisationsvektors mit den realen Doménenumklapppro-
zessen auf mikrostruktureller Ebene im Material in Verbindung gebracht
werden kann, ist nicht gekldrt und muss durch zukiinftige experimentel-
le und numerische Untersuchungen auf verschiedenen Skalen erforscht
werden.

* Die Wahl des internen Langenparameters /, der Elastizitdt hoherer Ordnung
erfordert eine gewisse Erfahrung des Anwenders hinsichtlich der zugrunde-
liegenden Problemstellung und der verwendeten Materialparameter.

8.4 PZT-Wafer mit flexoelektrischem Effekt

Zur Untersuchung der Wirkungsweise des indirekten flexoelektrischen Effekts
wird erneut das Beispiel aus Abschn. 7.3 betrachtet. Der dort behandelte PZT-
Wafer mit paralleler Elektrodenanordnung ist hierfiir aufgrund der ausgeprigten
elektrischen Feldiiberhohungen und damit hohen Feldgradienten an den Elektro-
denkanten besonders gut geeignet. Gemall der Phanomenologie der indirekten
Flexoelektrizitit ist genau in diesen Bereichen mit zusétzlichen Dehnungen im Ma-
terial zu rechnen. Deren Einfluss auf das lokale und globale Verformungsverhalten
des Wafers soll in diesem numerischen Beispiel ndher untersucht werden.

Um die Simulation des Materialverhaltens moglichst realitéitsnah durchfiihren zu
konnen, werden die an ein Experiment angepassten flexoelektrischen Konstanten
Uiz =5-1072 KN/MV und pigg = —1.1-1073 kN/MV aus Abschn. 8.2 verwendet.
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Diese wurden allerdings an das Verhalten einer anderen PZT-Keramik (PZT-5H)
als die des Wafers (PIC 151) angepasst, so dass aufgrund der unterschiedlichen
Materialzusammensetzung mit leicht abweichenden realen flexoelektrischen Ei-
genschaften zu rechnen ist. Es kann jedoch davon ausgegangen werden, dass das
flexoelektrische Verhalten von PIC 151 zu Materialparametern in der gleichen Gro-
Benordnung fiihrt. Zusétzlich wird in diesem Beispiel ein zweiter Parametersatz
der flexoelektrischen Materialkonstanten betrachtet. Dabei wird der Transver-
saleffekt stirker gewichtet und die Konstanten zu po = 1-1073 kN/MV und
Uag = —1-1073 KN/MV gewihlt. Der interne Lingenparameter wird dquivalent
zu dem in Abschn. 8.3 zu [, = 2- 10~* mm angenommen. Die iibrigen Parameter
des makroskopischen Materialmodells fiir PIC 151 werden unverindert aus Kap.
7 gemil Tab. 7.1 tibernommen.

An den beiden Elektrodenkanten des Wafers ergeben sich geometriebedingt elektri-
sche Feldgradienten mit unterschiedlichen Vorzeichen und damit entgegengesetzte
Wirkungen des indirekten flexoelektrischen Effekts. Aus diesem Grund werden
die Berechnungen in diesem Beispiel nicht wie zuvor in Abschn. 7.3 an einem
halben Modell durchgefiihrt. Das vollstindige FE-Modell im Bereich eines Elek-
trodenpaares des Wafers ist in Abb. 8.16 dargestellt. Fiir die flexoelektrischen
Untersuchungen in diesem Beispiel wird der Elektrodenabstand zu 8 = 65 um
gesetzt. Die Randbedingungen werden entsprechend der vorangegangenen Unter-
suchung auf das Gesamtmodell tibertragen. Dabei wird fiir die linke Elektrode ein
Nullpotential angenommen und an der rechten Elektrode das Potential zyklisch

Abbildung 8.16: Gesamtmodell des PZT-Wafers aus Abschn. 7.3 mit den zugehorigen Randbedin-
gungen.
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variiert. Das dabei gewihlte Lastprofil muss aufgrund des nun doppelten Elektro-
denabstandes mit dem Faktor zwei multipliziert werden und ergibt sich somit zu
o'(r) ={0, —195, 0, 195, 0, —195, 0, 195, 0, —195} V. Das erzeugte nominelle
elektrische Feld betriigt dann wieder E{* = 3 kV/mm. Die Lastinkrementierung
bleibt unveridndert. Die Diskretisierung des Wafersystems wird mit insgesamt
1610 Dreieckselementen durchgefiihrt. Wie bereits in Abschn. 8.3 diskutiert, kon-
nen mit Dreiecken effizientere Uberginge zwischen fein- und grobvernetzten
Bereichen erreicht werden.

Bei der ortsaufgelosten Betrachtung der Polungsvorginge des Wafers unter Be-
riicksichtigung der Flexoelektrizitit ergaben sich keine signifikanten Unterschiede
zu dem in Abb. 7.14 beobachteten Verhalten. Die Diskussion der erhaltenen
Berechnungsergebnisse konzentriert sich daher auf das an diskreten Positionen
aufgezeichnete Deformationsverhalten des Wafers. Hierbei werden zunichst die
horizontalen Verschiebungen der Elektrodenkanten infolge der zyklischen elek-
trischen Belastung analysiert. In Abb. 8.17 sind die sich zu einer Schmetterlings-
hysterese ergebende zyklische Modellantworten an der rechten (#}) und linken
(ull) Kante dargestellt. Die Ergebnisse fiir die unterschiedlichen flexoelektrischen
Konstanten werden miteinander verglichen, wobei diejenigen mit u;; = 0 den
Kurven der rein piezo- und ferroelektrischen Modellantwort aus Abschn. 7.3 ent-
sprechen. Der Einfluss des indirekten flexoelektrischen Effekts auf das horizontale
Verformungsverhalten spiegelt sich an beiden Kanten in einer asymmetrischen
Schmetterlingshysterese wider. Auffillig ist, dass die jeweils kleineren Amplitu-
den beider Kantenverschiebungen bei einem positiven elektrischen Feld auftreten.
Die insgesamt kleineren Verschiebungen bei Beriicksichtigung der Flexoelektri-
zitdt konnen durch den Einfluss der Elastizitit hoherer Ordnung erklirt werden,
die zu einer steiferen Modellantwort fiihrt. Die Wirkung des indirekten flexo-
elektrischen Effekts kann iiber die Auspridgung der Asymmetrie der Hysterese
charakterisiert werden. Als MaB hierfiir wird das Verhiltnis Au; /AE f’“ eingefiihrt,
welches bei Maximallast ausgewertet wird, vgl. auch Abb. 4.19. Je nach Wirkungs-
weise lédsst sich ein konstruktiver oder destruktiver Einfluss der durch indirekte
Flexoelektrizitit erzeugten Verschiebungen auf die durch piezoelektrische und
ferroelektrische Anteile dominierte Auslenkung beobachten. Beim Vergleich der
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Abbildung 8.17: Horizontale Verschiebungen der rechten (oben) und linken (unten) Elektrodenkante
infolge der zyklischen elektrischen Belastung des PZT-Wafers. Auf der rechten Seite
ist jeweils der Bereich der maximalen Amplituden im Detail dargestellt.
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beiden Hysteresen fiir die unterschiedlichen flexoelektrischen Parametersétze er-
gibt sich eine bemerkenswerte Beobachtung. Der Parametersatz mit der kleineren
Transversalkonstante liefert eine groere flexoelektrische Antwort am linken Rand,
wihrend der Parametersatz mit der groferen Transversalkonstante eine grof3ere
flexoelektrische Antwort am rechten Rand ergibt. Die wahrscheinlichste Erklarung
ist, dass dieses Verhalten von der urspriinglichen Polungsrichtung abhéngt. Von
diesem Vorgang bleiben bestimmte Effekte im ,Materialgedéchtnis’ zuriick, die
unter Umsténden erst nach einer Vielzahl von Polungsvorgéngen abgebaut werden
oder fiir immer bestehen bleiben. Bei der Auswertung der Ergebnisse in Abb.
8.17 wird auf einen Vergleich mit der experimentell ermittelten Schmetterlings-
hysterese von SEYFERT et al. [151] verzichtet, vgl. auch Abb. 7.13. Aufgrund
des geringen Einflusses der Flexoelektrizitit in diesem Beispiel konnte man ver-
sucht sein, zu viel in eine mogliche geringfiigige Asymmetrie der experimentellen
Kurve hineinzuinterpretieren. Diese konnte ebenso gut auf Messunsicherheiten
zuriickzufiihren sein.

Um den Einfluss der Flexoelektrizitit auf das globale Verformungsverhalten des
Wafers zu untersuchen, sind in Abb. 8.18 die vertikalen Verschiebungen der Un-
terseite dargestellt. Beim Vergleich der Schmetterlingshysteresen mit und ohne
Wirkung der Flexoelektrizitit sind keine signifikanten Unterschiede zu verzeich-
nen. Somit ergibt sich auch keine erkennbare Steigerung des Aktuationsvermogens
des Wafers. Bei Betrachtung der Detailansicht im Bereich der maximalen Ampli-
tuden fallen jedoch die groBeren erreichten Maximalwerte sowohl der initialen
als auch der stationidren Hysteresen mit flexoelektrischem Effekt auf. Dieser Um-
stand ist umso bemerkenswerter, da die Systemsteifigkeit in diesen Berechnungen
durch den Einfluss der Elastizitidt hoherer Ordnung etwas hoher ist als bei der rein
piezoelektrischen Betrachtung. Dies lisst auf eine mogliche Verstiarkung der Ver-
formungsantwort solcher Aktuatorsysteme durch den indirekten flexoelektrischen
Effekt hoffen. Eine signifikante Steigerung ist jedoch nur bei wesentlich kleineren
Bauteilabmessungen als realistisch anzusehen. Die zu beobachtende Asymmetrie
der maximalen Amplituden scheint wiederum mit der initialen Polungsrichtung
zusammenzuhingen, da diese auch bei der rein piezoelektrischen Modellantwort
auftritt.
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Abbildung 8.18: Vertikale Verschiebung der Unterseite des PZT-Wafers infolge der zyklischen elek-

trischen Belastung. Auf der rechten Seite ist der Bereich der maximalen Amplituden
im Detail dargestellt.

Die Erkenntnisse aus den numerischen Untersuchungen in diesem Beispiel lassen

sich kurz zusammenfassen:

Der Einfluss des indirekten flexoelektrischen Effekts manifestiert sich in
einer Asymmetrie der Schmetterlingshysterese der horizontalen Verschie-
bungen, die an den Elektrodenkanten aufgezeichnet werden.

Das globale Verformungsverhalten und damit das Aktuationsvermogen des
Wafers wird in den betrachteten Bauteildimensionen durch die Wirkung der
Flexoelektrizitét nicht signifikant gesteigert. Eine stérkere Beeinflussung
bei kleineren Systemen erscheint im Bereich des Moglichen und sollte im
Rahmen zukiinftiger Studien weiter untersucht werden.

Eine noch nicht ausreichend erkldrbare Abhéingigkeit der flexoelektrischen
Modellantwort von der Richtung des elektrischen Feldes kann derzeit nur
durch einen Einfluss der initialen Polungsrichtung erklért werden. Weitere
Untersuchungen mit gedrehter initialer Polungsrichtung konnte hierzu mehr
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Aufschluss liefern.
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9 Zusammenfassung und Ausblick

9.1 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird erstmals ein makroskopisches Kontinuumsmodell
vorgestellt, das neben dem fiir ferroelektrische Materialien charakteristischen
nichtlinearen Materialverhalten auch den Effekt hoherer Ordnung der Flexoelek-
trizitét beriicksichtigt. Die wesentlichen Inhalte der Arbeit, die sowohl die theo-
retischen Grundlagen als auch die Implementierung und praktische Anwendung
dieses Modells umfassen, lassen sich wie folgt zusammenfassen: Fiir die Einar-
beitung des flexoelektrischen Effekts in eine elektro-mechanische Kontinuumsbe-
schreibung auf Basis der klassischen Piezoelektrizitit wird diese als Feldtheorie
hoherer Ordnung formuliert. Ein konvexer Energieausdruck dieser Theorie enthélt
neben den Verzerrungen und der dielektrischen Verschiebung auch den Verzer-
rungsgradiententensor als zusétzliche unabhéngige Grofle. Darauf aufbauend wird
mit Hilfe des Konzepts der Generalisierten Standardmaterialien ein thermodyna-
misch konsistenter makroskopischer Modellierungsrahmen geschaffen, der zudem
eine variationelle Struktur aufweist. Dieser erlaubt auch die Beriicksichtigung
dissipativen Materialverhaltens. Zur Beschreibung mikrostrukturell bedingter Do-
minenumklappvorgéinge in Ferroelektrika wird ein mikroskopisch motiviertes
Materialmodell présentiert und in den zuvor eingefiihrten variationellen Rah-
men eingebettet. Dieses ist in der Lage, die gesamte relevante Bandbreite des
quasi-statischen hysteretischen Materialverhaltens ferroelektrischer Materialien
abzubilden. Dazu gehoren die dielektrische Hysterese, die Schmetterlingshystere-
se, die ferroelastische Hysterese und das mechanische Depolarisationsverhalten.
Aufgrund der Einhaltung des variationellen Rahmens ergibt sich fiir das lokale
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Problem eines Materialpunktes eine Potentialstruktur und damit auch eine fiir
beliebige Prozesse symmetrische konsistente Materialtangente des nichtlinearen
Konstitutivmodells. Um die Simulation des Materialverhaltens ganzer Bautei-
le zu ermdglichen, werden problemspezifische Finite-Elemente-Formulierungen
prisentiert. Neben Formulierungen, die sich auf rein piezoelektrische Randwert-
probleme ohne Effekte hoherer Ordnung beschrianken, wird auch eine gemischte
flexoelektrische Elementformulierung vorgestellt. Diese ermoglicht eine passge-
naue Einbindung des lokalen Problems des nichtlinearen konstitutiven Modells,
welches als Minimierungsproblem auf der Basis der freien HELMHOLTZ-Energie
formuliert ist.

In den behandelten numerischen Beispielen wird zunichst anhand einer reduzier-
ten Modellversion ohne flexoelektrische Effekte gezeigt, dass alle charakteristi-
schen Hysteresephinomene ferroelektrischer Materialien sowie das Materialver-
halten in einem Polarisations-Rotationstest korrekt abgebildet werden kénnen.
Anhand eines anwendungsbezogenen Beispiel eines PZT-Wafers wird neben der
Reproduzierbarkeit des experimentell erfassten globalen Verformungsverhaltens
auch die Fihigkeit des Modells gezeigt, tiefe Einblicke in das Umpolverhalten
solcher Modellsysteme zu gewéhren. Im Zuge der numerischen Untersuchungen
unter Beriicksichtigung des flexoelektrischen Effekts werden zunéchst die Parame-
ter des nichtlinearen Materialmodells an das gemessene direkte flexoelektrische
Verhalten der Piezokeramik PZT-5H in einem 4-Punkt-Biegeversuch angepasst.
Mit diesem angepassten Parametersatz wird dann eine gekerbte Scheibe unter Zug-
belastung berechnet. Aufgrund der stark ausgeprigten Verzerrungsgradienten im
Bereich des Kerbgrundes konnen in der Modellantwort Domédnenumklappprozesse
und damit eine Polung des Materials beobachtet werden. Dies ist auf die Wirkung
des direkten flexoelektrischen Effekts zuriickzufiihren. Um die Wirkungsweise
des indirekten flexoelektrischen Effekts zu untersuchen, wird erneut das zyklische
Polarisationsverhalten des zuvor untersuchten PZT-Wafers betrachtet. Infolge der
Flexoelektrizitit ist ein signifikanter Einfluss auf das lokale Verformungsverhalten
der Oberfliache zwischen den Elektroden zu beobachten. Eine technische Nut-
zung der teilweise verstirkenden Wirkung der Flexoelektrizitit auf das globale
Deformationsverhalten und damit das Aktuationspotential des Wafers erscheint
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zumindest fiir kleinere Bauteildimensionen moglich.

9.2 Ausblick

Das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Modellierungswerkzeug bietet viele
Moglichkeiten und Chancen, tiefere Einblicke in das flexoelektrisch beeinflusste
Verhalten ferroelektrischer Keramiken zu gewinnen. Nach den ersten ,Gehversu-
chen’ mit dem Modell ergeben sich jedoch bereits einige offene Fragen. Deren
vollstindige Beantwortung durch eine vertiefte Analyse der Modellantworten
und einen Vergleich mit noch nicht vorliegenden experimentellen Ergebnissen ist
jedoch Aufgabe zukiinftiger Forschungsaktivititen. Im Folgenden sollen mogliche
Fragestellungen und damit Ansatzpunkte fiir weitere Untersuchungen aufgezeigt
werden:

* Die Rolle der makroskopischen irreversiblen Polarisation, die sich direkt
aus der inneren Variablen des relativen Polarisationsvektors ergibt, ist in
der vorgestellten Modellvariante nicht ganz klar. Im vollstdndig entlasteten
Zustand kann infolge remanenter Verzerrungsgradienten die Wirkung ei-
nes permanenten flexoelektrischen Effekts zusétzlich einen wesentlichen
Beitrag zur remanent im Material gespeicherten Polarisation leisten. Eine
mogliche physikalisch motivierte Zuordnung dieser Anteile konnte wie
folgt aussehen: Der irreversible Polarisationsvektor stellt die resultierende
Polarisation des Materials infolge von Doménenumklappprozesse dar. Dem
tiberlagert sich ein Polarisationsanteil aus flexoelektrischer Wirkung infolge
eines dem Kristallgitter aufgepragten remanenten Verzerrungsgradienten.
Die Giiltigkeit dieser Interpretation muss durch weitere Untersuchungen in
der Zukunft iiberpriift werden.

* Bei der Modellierung der Flexoelektrizitit ist der Einfluss der Elastizitét
hoherer Ordnung niher zu untersuchen. Dieser Effekt, der hier eher aus nu-
merischen Griinden beriicksichtigt wurde, kann einen erheblichen Einfluss
auf die flexoelektrische Modellantwort haben. Der interne Lingenparameter
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kann daher auch eine unter Umsténden hilfreiche Stellschraube des Modells
sein, um den zunehmenden Einfluss der Flexoelektrizitidt mit abnehmender
Dimension des betrachteten Bauteils zu beriicksichtigen. Seine Rolle bei
der Kontinuumsmodellierung der Flexoelektrizitit muss durch eingehen-
de experimentelle Untersuchungen an verschiedenen Bauteilabmessungen
geklart werden.

Neben den angesprochenen Themen gibt es eine Vielzahl alternativer Moglich-
keiten zur Weiterentwicklung des Modells. So wire z. B. bei der Behandlung des
globalen Randwertproblems eine Abkehr von der klassischen Finite-Elemente-
Methode denkbar. Die Einbindung des nichtlinearen Konstitutivmodells in ein
alternatives Diskretisierungsverfahren, das a priori die hoheren Stetigkeitsanfor-
derungen erfiillt, wire ohne weiteren Aufwand moglich. Hierfiir bietet sich die
Isogeometrische Analysemethode aufgrund des mit der FEM identischen algo-
rithmischen Berechnungsablaufs an. Im Zuge dessen wire auch eine einfachere
Isolierung der Effekte von Flexoelektrizitit und Elastizitit hoherer Ordnung mog-
lich. Bei besserer experimenteller Datenlage konnten dies fiir die Suche nach einer
mafgeschneiderten Modellvariante genutzt werden.

Abschlielend bleibt festzuhalten, dass ohne breit angelegte experimentelle Unter-
suchungen zum Einfluss der Flexoelektrizitit auf das nichtlineare Materialverhal-
ten ferroelektrischer Keramiken Modellansitze zwar Vorhersagen liefern, diese
aber nicht validiert werden konnen. Daher wird es die Aufgabe der Wissenschaft
in den nichsten Jahren sein, im wechselseitigen Zusammenspiel von Experiment
und Simulation zu einem tieferen Verstindnis des komplexen Phinomens der
Flexoelektrizitit zu gelangen. Dabei kann z. B. auch das rasant wachsende Feld
der Materialmodellierung mit kiinstlichen neuronalen Netzen eine entscheidende
Rolle spielen, siehe z. B. [237, 238]. Der Weg hin zu einer technischen Nutzung
des flexoelektrischen Effekts, wie z. B. die Konstruktion von temperaturunab-
hingig arbeitenden Aktuatoren, erscheint noch sehr weit. Mit dieser Arbeit wird
jedoch ein weiterer Ansto} gegeben, Anstrengungen in dieses zukunftsorientierte
Forschungsthema zu investieren. Das grofle Potential wird durch einige innovative
Ideen aus der Literatur, wie z. B. die eines flexoelektrischen Motors von BASKA-

242



9.2 Ausblick

RAN et al. [239], deutlich. Ob diese in die Praxis umgesetzt werden konnen, wird
die Zukunft zeigen.
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A  Mathematische Grundlagen

A.1 Notation

In diesem Abschnitt wird die in dieser Arbeit verwendete mathematische Notation
kurz erlautert. Skalare Felder werden durch normal geschriebene Buchstaben
symbolisiert, wie z. B. a oder ¢. In weiten Teilen der Arbeit wird fiir tensorielle
GroBen eine koordinatenfreie symbolische Notation gewihlt. Dabei werden Tenso-
ren erster Stufe (Vektoren) durch einen Pfeil {iber dem Buchstaben gekennzeichnet,
wie z. B. bei i oder p. Dagegen sind Tensoren zweiter Stufe durch fettgedruckte
Buchstaben wie A oder € dargestellt. Bei den Tensoren dritter Stufe wird zwischen
Feldgroflen und Materialtensoren unterschieden. Die Feldgrofen, wie z. B. der
Verzerrungsgradient oder die Spannung hoherer Ordnung, werden durch fettge-
druckte Buchstaben wie 1) oder 7 reprisentiert. Die Materialtensoren wiederum
sind durch Buchstaben mit Doppelstrich wie z. B. d oder h gekennzeichnet. Ab
der vierten bis zu einer beliebig hohen Tensorstufe erfolgt die Darstellung wie bei
C oder G ausschlieBlich durch Buchstaben mit Doppelstrich.

Wenn immer es niitzlich ist, wird zusitzlich eine Darstellung in einer Indexnotation
x; (i=1,2,3) mit angegeben, wobei sich die zugehérigen Komponenten auf ein
festes kartesisches Koordinatensystem beziehen. Hierbei gilt es die EINSTEIN’sche
Summenkonvention zu beachten, nach der iiber alle in einem Ausdruck doppelt
vorkommenden Indizes von 1 bis 3 summiert wird.

In Folgenden werden in der Arbeit hiufig auftretende mathematische Operationen
definiert: Ein Punkt zwischen zwei Tensoren beliebiger Stufe zeigt eine Kontrakti-
on relativ zu einem Index an, z. B. das innere Produkt von Vektoren: d b= a;b;,

279



A Mathematische Grundlagen

die lineare Abbildung eines Vektors durch einen Tensor: A - d = A;ja;, die Hinter-
einanderschaltung zweier Tensoren: A -A~! =1, das innerer Produkt von Tensoren
zweiter Stufe: A : B = A;;B;; oder das innerer Produkt von Tensoren dritter Stufe:
A - B = A;jB;jx- Die Operation zweier Vektoren d ®b symbolisiert ein dyadi-
sches Produkt, welche einen Tensor zweiter Stufe mit den Komponenten a;b;
liefert. Ein Kreuzprodukt zweier Vektoren wird zu d x b geschrieben. Eine partielle
Ableitung nach einer Koordinate wird durch einen mit einem Komma abgesetzten
Index () ; = d()/dx; gekennzeichnet. Weitere mathematische Operationen und
Bezeichnungen werden in der Arbeit an Ort und Stelle erlédutert.

Wenn in dieser Arbeit Gleichungen in einer algorithmischen Form dargestellt
werden, die fiir eine direkte numerische Umsetzung in einen Computercode geeig-
net ist, wird eine reduzierte Vektor-Matrix-Notation verwendet. Diese zeichnet
sich dadurch aus, dass alle Rechenschritte durch effiziente Matrixoperationen
durchgefiihrt werden konnen. Hierbei werden alle Groflen ausschlieBlich durch
fettgedruckte Buchstaben wie z. B. C oder d dargestellt. Details zur Vektor-Matrix-
Notation im Rahmen einer FE-Implementierung werden in Anhang E gegeben.

A.2 Elemente der Tensoranalysis

Im Folgenden werden einige Elemente der Tensoranalysis, auf welche im Rahmen
dieser Arbeit zuriickgegriffen wird, kurz zusammengefasst. Dabei werden Skalar-
felder mit ¢, Vektorfelder mit v, Tensorfelder 2. Stufe mit A und Tensorfelder 3.
Stufe mit b symbolisiert. Die Rechenregeln werden jeweils in den Tensorstufen
dargestellt, in denen sie in dieser Arbeit ihre Anwendung finden.

A.2.1 Rechenregeln

VVoe=V-(3)—(V-V)p (A.1)

A:VRV=V-(A-V)—(V-A)-¥ (A.2)
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b . VoA=V-(b:A)—(V-b):A (A.3)

A.2.2 Zerlegung des Gradienten und der Divergenz

Veav=V,2v+V,av (A.4)
VV=V, V+V,-v (A.5)
mit  V,:=V-i®i und V,:=V-I-i®n) (A.6)

A.2.3 Integralsitze
A.2.3.1 Divergenztheorem fiir Oberflichen

Wir betrachten einen Korper 4, dessen Oberfliche 0.2 aus einer endlichen Anzahl
an Einzelflichen d %; besteht. Diese Flichen werden durch Kanten voneinander
abgegrenzt, deren Gesamtheit mit dd. % bezeichnet wird, vgl. Abb. A.1. Mit
$39 dS wird ein Linienintegral iiber alle Kanten dd%; aller Teilflichen d.%;
des Korpers 2 gebildet. Dabei tritt jede Kante dd.%; bei einer Auswertung des
Integrals zweimal auf, da diese immer zu zwei unterschiedlichen Teilflichen d.%;
gehort.

Das Divergenztheorem fiir Oberflichen kann nach [240] mit

V.- (A-V)dA= | (V,-i)ii-A-VdA+ im-A-vdS (A7)
0B X d0B

gebildet werden, wobei die Normalenvektoren fiir beliebige Punkte auf den Kanten
002 im dritten Term von (A.7) iiber

=T XA (A.8)

bestimmt werden. Hierin bezeichnet 7 die Oberfliichennormalen und 7 die Tan-
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Abbildung A.1: Korper £ mit der Oberfliche 0.2 und den Kanten d9.4. Auf jedem Punkt einer
Kante lésst sich fiir jede angrenzende Teilfliche d.%; eine Orthonormalbasis bilden.

gentialvektoren an den Kanten. Diese bilden zusammen mit den Vektoren 77 eine
Orthonormalbasis.

A.2.3.2 Divergenztheorem fiir Volumen

/V(V-(p)dV:/ -V dA (A.9)

B 0A

/V(A-V)dv:/ Ai-A-VdA (A.10)
B 0%

/%.(vo:A)dv:/ ii-b:AdA (A11)
B 0%
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B Komponenten des
Verzerrungsgradiententensors

In den folgenden Abbildungen sind die einzelnen Komponenten des Verzerrungs-
gradiententensors 7; jx sowie deren arbeitskonforme Komponenten des Spannungs-
tensors hoherer Ordnung 7; . dargestellt. Die Darstellung basiert auf der Interpreta-
tion in [90] und [241], dass die Spannungskomponenten als Kriftepaare auftreten,
die in sich stets im Krifte- und Momentengleichgewicht stehen.

N1 = €111 N221 = €221 331 = €331
ol 42 I
>)Cl =x1 Sy >)Cl
T nn T T T : T N
21 1] 33111,&3
Ni22 = €122 = M212 = €212 N33 = €133 = M313 = €313
A2
I - I ﬁ
B )
T the P
| T122 = "\\ T133 =
(2 + 1) 1) t lvx3 3(t33+ 1313)

Abbildung B.1: Deformationsmoden fiir homogene Verzerrungsgradientenzustinde mit jeweils einzig
von Null verschiedenen Komponenten [1111, 221, 331, N122, N33, ---], sowie deren
zugehorigen Komponenten des Spannungstensors hoherer Ordnung.
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N222 = €222
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-—
—

A
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Abbildung B.2: Deformationsmoden fiir homogene Verzerrungsgradientenzustinde mit jeweils einzig
von Null verschiedenen Komponenten [..., 222, M112, N332, N121, 1233, ---)» SOWie
deren zugehorigen Komponenten des Spannungstensors hoherer Ordnung.
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Abbildung B.3: Deformationsmoden fiir homogene Verzerrungsgradientenzustinde mit jeweils einzig
von Null verschiedenen Komponenten [..., 0333, 113, 223, N131, N232, --.), sowie
deren zugehorigen Komponenten des Spannungstensors hoherer Ordnung.
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B Komponenten des Verzerrungsgradiententensors

N231 = &23,1 N3 = €132 Ni23 = €123
=M321 = €321 =M312 = &312 =MmMi13=8&13

X1

X1

™31 = ) T132 = T123 =
%(7231 + 1321) 5 (t132 + 1312) %(T123—|—Tz13)

Abbildung B.4: Deformationsmoden fiir homogene Verzerrungsgradientenzustinde mit jeweils einzig
von Null verschiedenen Komponenten |..., 1231, M132, N123], sowie deren zugehorigen
Komponenten des Spannungstensors héherer Ordnung.
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C Konstitutivgleichungen in
Indexnotation

C.1 Konstitutivgleichungen der Piezoelektrizitit

C.1.1 Freie Gibbs-Energie Form

1 _ 1
G= 5c;,»j(c{fj,d) Y611 — EndonijGij — EEmengn (C.1)
AT ~(Cli) " Ou — dwijEm D= oE, = i €mnEn
(C.2)
C.1.2 Elektrische Gibbs-Energie Form
1 1 .
Gy, = Egijcijklgkl — Emem,'j&'j — EEmemnEn (C.3)
0ij = e, =GCijxuea —emijEm  —Dpm = 9E, —emij€ij — €mnEn ©4)
mit Cmij = dmldclflij und efnn = €3;n - dm,'jem'j
C.1.3 Freie Helmholtz-Energie Form
1 D 1 €
Y= Egijcijklgkl — Dy j&ij + EDmﬁmnDVl (C.5)
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C Konstitutivgleichungen in Indexnotation

o
(98,'/‘

¥

= oD
m

D
= C,'jkzgkl —hpijDy  Ep =

. € e \—1 £ D E
mit ﬁmn = (emn) ) hmij = ﬁmnenij und G jkl — Cijkl + e”ijh”kl

tj

= —hpij€ij + BenDn

(C.6)

C.2 Konstitutivgleichungen der Flexoelektrizitit

C.2.1 Elektrische Gibbs-Energie Form

Le ct ! E 1 e
G, = E8,'jC,;,'k1£k1 + QnijkGijklmnmmn _ QEmemnEn

— Ememij€ij — EmMuyi ik Mijk

0G,
E
Cij = 75— = Ciju€u — emijEm
(98,'./' )
0G;
E
Tijk = ) = Gijklmnnl”m = My jkEm
ijk
020G,
€
—Dip = 57— = —emij€ij — MpijiNijk — €pnkn
0E,

C.2.2 Freie Helmholtz-Energie Form

1 1 1
V= Eeijcgklgkl + Enijngklmnnlmn + EDmﬁmen

+ Nijkbi jkimEim — Dmhomi j€ij — D fni jk Mi ji
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C.2 Konstitutivgleichungen der Flexoelektrizitit

v
Oij =5 = Cilj)-klekz + Dimni jNimn — Pmi jDm
ij
¥
Tijk = 5. - bijklmglm + GiDjklmnnlmn - fmijkDm
IMijk
0¥
m =5 = —hmij€j — fmijkMijk + BinDn
JD,,

. e D E
mit  fnije = Bunijk s Gijkimn = Gijramn + Moijk folmn

&
und bijklm = moijkholm = moijkﬁopeplm = foijkeolm

(C.13)

(C.14)

(C.15)
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D  Ableitungen fiir Materialmodell

D.1 Ableitungen der freien Helmholtz-Energie der
Piezoelektrizitit

—

¥(g,D,A,p)

=¥ (e,D,A,p)+¥Y(A,p)
1

=5 (&~ &))Ch (& — &) — (D — P hyij (i — €)

i) (D.1)
1 . . ‘
+ 5 (D= OB~ P +
D.1.1 Ableitungen erster Ordnung
0¥ ; -
Je = C,gnkl(gkl - gllcl) - hkmn(Dk - Plé) (DZ)
3D = —hmij(€ij — &) + B (D1 — ) (D.3)
a‘}‘ 3 sa i i ey a\Pi
94 = —58‘ d (Cl-l;kl(ekl - Sk[) - hkij(Dk - Pk)) Ptlj)mn + A (D4
¥ 1 ; Chu i i\ O i
Fr E(Eij - Sij)ijn (& — &) — (Di— Pk)ﬁmj(g"j — &)
1 ~ 9B ;
+ 30— B3 by B ©5)

Sa i i 8‘Pl
= P (=i (€1 — &) + By (D1 — FY)) + om
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D Ableitungen fiir Materialmodell

D.1.2 Ableitungen zweiter Ordnung

%Y D 22y
Jde. de. =~ = —homn D.6
d 8mnagop Cmnup d Smna D, ( )
I PR .
A e [mno — = D.
8Dm88n0 h aDmaDn ﬁmn ( 7)
82111 3 sat ~D Dev aZ\P 3 " Der
emdA, | 2 "ComtaFidop DA, 2¢ "ijPiny  (D.8)
°¥ acP - O i .
0€mdpo aZ”“ (8 — &) = ﬁ(Dk—Pk)JrP homn (D9
o*¥ Ol L 0B R
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aZ\P 9 sat\2 pDev ~D pDev 82‘Pi
0Am0Agy A PhmnCliPiop + TAmdi (D.11)
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Lo
0A 1,0 P0
(D.12)
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(D.13)

292



D.2 Ableitungen der freien Helmholtz-Energie der Flexoelektrizitéit

D.2 Ableitungen der freien Helmholtz-Energie der
Flexoelektrizit:it

¥(e,n,D,A,p) =Y (e,0,D,A,p) + ¥ (A,p)

1 : o1
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1
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+ 9

D.2.1 Ableitungen erster Ordnung
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D.2.2 Ableitungen zweiter Ordnung
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D Ableitungen fiir Materialmodell
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D.3 Ableitungen der Materialtensoren

D.3.1 Ableitungen piezoelektrischer d-Tensor

1
diij = (d33 — d31 — di5) ppipj + d31 xS + Ed15(5kipj + & ;jpi) (D.26)

odyii
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pi (D.27)

1
+ d31 60 + Sdis (6kidj1 + Ok jdur)
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D.3 Ableitungen der Materialtensoren

02 dyij
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D.3.2 Ableitungen des Impermitivititstensor bei konstanter

Dehnung
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D.3.3 Ableitungen des piezoelektrischen h-Tensor
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D Ableitungen fiir Materialmodell

D.3.4 Ableitungen des Elastizitiitstensor bei konstanter
dielektrischer Verschiebung

Cz]k[ - z]k[ +dmnoCnouhmk1 (D.35)
IChy  (dd oh
ijkl mno mkl \ ~E
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D.3.5 Ableitungen des flexoelektrischen Kopplungstensors
Fonijk = Bunniji (D.38)
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2P, dp, ik pudp,  9Pudpy
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D.3.6 Ableitungen des Verzerrungskopplungstensor

bijkim = Mo jkhoim (D.40)
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Ipp 4 Ipp Ippdpy £ 9ppp, PP,

D.3.7 Ableitungen des Elastizititstensor hoherer Ordnung bei
konstanter dielektrischer Verschiebung
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8Gt}klmn . - afolmn 9 Gz]klmn . B azfolmn (D.43)
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D.4 Ableitungen des Umklappkriteriums

D.4 Ableitungen des Umklappkriteriums
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D.5 Ableitungen des irreversiblen Anteil der freien

Helmholtz-Energie
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D Ableitungen fiir Materialmodell
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E FE-Implementierung

E.1 Diskretisierung der Felder

In gemischter piezoelektrische Formulierung aus Abschn. 6.3:

£

e : T
€ = Izllef;‘[ =N§£€ mit &= [811 &) €33 2€12 2623 2813]

AND) D : T
D= Zli]lNI D[ = Ne De mit D[ = [Dl D2 D3]

&
~ nY A6 & 5 ~ . ~ " o~ o~ o~ o~ o~ 1T
6 =Y, N76;=N;G.mit &;=[611 622 633 G12 623 G13] (E.1)

it .
u=Y,"Njuy=Niu, mit w; = [ujupu3

]T

,,¢
O=Y,"\N' ¢ =N2¢, mit ¢ =¢

In gemischter flexoelektrischen Formulierung aus Abschn. 6.6:

u= E’. Yuy=N'u,  mit
H= Z:ZN;{HI = NfHe mit
D= Z;glNIDDI = NeDDe mit
0= Zil]N;D@ =Nl¢, mit

”l z’ l
A=Y N =N*A, mit

w = [uy up us]”

H; = [Hy\ Hx Hs3 Hi2 Hy1 Hp3 Hy Hyz Hzp]'
D; = [D) D> Ds)"

or=¢

Ar=[M1 A2 Asz A2 A1 Aoz Ao Ars Aar]”
(E.2)
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E FE-Implementierung

E.2 Matrizen der Ansatzfunktionen (3D)

NY=NP =diag[N; N Nj]"

N{ =N{ =diag[N; Ny N, Ny Ny N

NHzN}l:diag[NI N] N] N[ N[ N[ N[ N[ N[}T

N =N
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(N 0 0 | 0
0 Mo o 0
12
Ni»
u 0 0 Ni3 "
Nip Nipo O 0
0 Nz Npp 0
Nz 0 Npg
B N Nij
0

0 T
B, =| N1 N N1,3}

N ;i kartesischen Ableitungen der Ansatzfunktionen
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E.2 Matrizen der Ansatzfunktionen (3D)
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