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Kurzfassung

Das Bestreben elektronische Bauteile immer kleiner zu gestalten und diese mög-
lichst autark ohne zusätzliche Batterien oder Kabel zu bedienen, führt in den
Bereich der Nanotechnologie. Besonderes Interesse gebührt hierbei den piezoelek-
trischen Materialien, die aufgrund ihrer atomaren Beschaffenheit für die Um-
wandlung von mechanischer in elektrische Energie eingesetzt werden können. Die
Energieumwandlung in nutzbare elektrische Energie wird als Energy Harvesting
bezeichnet. In dieser Arbeit werden ferroelektrische Materialien als Untergrup-
pe der Piezokeramiken für die Umwandlung mechanischer Energie in elektrische
Energie betrachtet. Vibrierende Substratmaterialien liefern hierfür die nötigen
mechanischen Deformationen, um die materielle Polarisationsausrichtung zu ver-
ändern und können somit die Ladungsbilanz der Gesamtstruktur beeinflussen.
Im Bereich der Nanoskala sind Defekte, Fremdatome und weitere Störfaktoren
große Hemmnisse zum Erreichen der maximalen elektrischen Energie. Der Fo-
kus liegt in dieser Arbeit auf der numerischen Untersuchung der Einflüsse von
zusätzlichen implementierten Leckströmen (störende Leitungsmechnismen) auf
das Verhalten der Nanostrukturbauteile. Im Speziellen werden der Ohm’sche Lei-
tungsmechanismus und das space-charge-limited current (SCLC) untersucht.
Die Funktionsfähigkeit des entwickelten Nanogeneratormodells ist dann gegeben,
wenn eine stabile und reversible Domänentopologie der Polarisation vorliegt. Wird
diese durch den zu großen Einfluss der zusätzlich berücksichtigten Leitungsme-
chanismen gestört, können die damit einhergehenden Grenzlasten für die Funk-
tionsfähigkeit des Modells ermittelt werden. Die numerischen Berechnungen wer-
den in einem Finite Elemente Modell mittels Phasenfeldmethode durchgeführt,
wobei hier die materielle Polarisation als Ordnungsparameter gewählt wird. Die
Verifizierung der Implementierung erfolgt anhand des Vergleichs der eindimensio-
nalen Entladung für ein Kondensatorbeispiel mit den analytischen Lösungen. Der
Einfluss der Leitungsmechanismen wird an einem zweidimensionalen Ausschnitt
des Nanogenerators untersucht. Einerseits werden Beispiele mit rein elektrischer
Beladung analysiert und anschließend Simulationen mit „vibrierendem“ Substrat
durchgeführt. Variationen der Leitfähigkeiten, Geometrievarianten, Höhe des an-
gelegten elektrischen Potentials und Substratparameter werden ausgewertet. Das
hier vorgestellte numerische Modell bietet die Möglichkeit, erste Abschätzungen
bezüglich des Materialverhaltens unter bestimmten Annahmen der Leckströme
vorzunehmen und dadurch die für die Entwicklung autarker elektronischer Bau-
teile erforderlichen kostenintensiven Versuche gezielter durchzuführen.
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Abstract

The endeavor to make electronic components even smaller and to operate them
as autonomously without additional batteries or cables leads into the field of na-
notechnology. Of particular interest are the piezoelectric materials, which, due to
their atomic structure, can be used to convert mechanical into electrical energy.
This process of converting different forms of energy into usable electrical energy
is known as energy harvesting. In this thesis, ferroelectric materials, a subclass of
piezoceramics, are employed for the conversion of mechanical to electrical energy.
Vibrating substrate structures are used to induce the necessary mechanical defor-
mations, thereby altering their material polarization orientation and influencing
the charge balance of the overall structure.
At the nanoscale, defects, impurity atoms, and other interfering factors present si-
gnificant obstacles to achieving maximum electrical energy conversion. This work
primarily focuses on numerically investigating the effects of additional implemen-
ted leakage currents, which represent interfering conduction mechanisms, on the
behavior of nanostructure devices. Specifically, the Ohmic conduction mechanism
and the space-charge-limited current (SCLC) are subject of investigation.
The functionality of the developed nanogenerator model depends on the pre-
sence of a stable and reversible domain topology of polarization. Any disturbance
caused by the excessive influence of the considered conduction mechanism can
limit the operability of the model. The numerical calculations are performed in
a finite element model, employing the phase field method with material pola-
rization as the order parameter. The implementation is verified by comparing
the one-dimensional discharge for a capacitor example with the analytical solu-
tions. The influence of the conduction mechanisms is further explored using a
two-dimensional section of the nanogenerator.
On the one hand, an example with purely electrical loading is analyzed, and on the
other hand, a simulation with a ‘vibrating’ substrate is investigated. Variations in
conductivities, geometry, applied electrical potential levels, and substrate para-
meters are evaluated. The numerical model presented here offers the capability to
make initial predictions regarding material behavior under specific assumptions
about leakage currents. It can be instrumental in better planning cost-intensive
tests required for the development of autonomous electrical devices.
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1

1 Einleitung

1.1 Motivation und Ziele der Arbeit

Miniaturisierung, Flexibilität, hohe Rechenleistung und stromsparende Kommu-
nikation sind heute der allgemeine Trend bei der Entwicklung von elektronischen
Geräten. Die Nutzung der in der Umgebung vorhandenen Energiequellen wie
z.B. mechanische Schwingungen, Wärme oder elektromagnetische Strahlung kann
sauberen Strom für den Betrieb verschiedener elektronischer Geräte liefern. Hier-
zu zählen unter anderem drahtlose Sensornetzwerke, mobile Elektronik, tragbare
und implantierbare biomedizinische Geräte. Diese Geräte werden herkömmlich
mit elektrochemischen Batterien betrieben. Die Lebensdauer der Batterien ist
jedoch begrenzt und oft kürzer als die Lebensdauer der elektronischen Geräte
selbst. Für das Aufladen oder Ersetzen fallen zusätzliche Kosten an. Ein weiterer
Nachteil von Batterien ist, dass sie sperrig sind und in der Regel das Gewicht
und die Größe der Elektronik dominieren, was die Miniaturisierung der Geräte
behindert. [62, 78]
Als Alternative zu herkömmlichen Batterien kann das Energy Harvesting zum
Einsatz kommen. Hierbei werden Energieformen, die bei Industriemaschinen,
Fahrzeugen, menschlichen Aktivitäten oder der Bewegung von Körperorganen
entstehen in nützliche elektrische Energie umgewandelt, ohne die ursprüngliche
Quelle zu beeinträchtigen. [62, 78]
Von allen Energiequellen ist die mechanische Energie die am weitesten verbreitete
Energieform, die erfasst und in nutzbare elektrische Energie umgewandelt werden
kann. Piezoelektrisches Energy Harvesting ist ein sehr praktischer Mechanismus,
um mechanische Energie aus der Umgebung zu erfassen und in elektrische Energie
umzuwandeln, da der piezoelektrische Effekt ausschließlich auf der materiellen
Polarisation des Materials beruht und keine separate Spannungsquelle benötigt.
[24]
Piezoelektrizität ist eine Änderung der Polarisation, die einige Materialien wie
z. B. Ferroelektrika, bei mechanischer Verformung (Dehnung) aufgrund einer Kri-
stallstruktur (ohne Symmetriezentrum) aufweisen. Bleizirkonattitanat ist ein be-
kannter Vertreter der ferroelektrischen Materialien, da aber Blei ein schädlicher
Bestandteil ist, der sich toxisch auf die Umwelt und den menschlichen Körper
auswirken kann, werden bleifreie Materialien bevorzugt. In dieser Arbeit wird
das bleifreie Bariumtitanat verwendet. Je nach Anwendungsbereich können auch
organische Materialien oder Verbundwerkstoffe verwendet werden [78].
Die Entwicklung von Nanogeneratoren auf Nano- und Mikromaßstab ermöglicht
es, den Anforderungen verschiedener Bereiche gerecht zu werden. Die dünnen
Schichten piezoelektrischer Materialien können nahezu ohne große Hindernisse in
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mikroelektromechanische Systeme integriert werden [78]. Nanogeneratoren kön-
nen zwar so konstruiert werden, dass sie eine gute Energieleistung erzielen, aber
ohne Materialanpassungen oder richtig konstruierte Elektroden weisen sie einen
hohen Leckstrom und eine begrenzte Gesamtleistung auf. Die Leckstromaffinität
tritt nicht nur bei Bariumrtitanat, sondern auch bei anderen Materialien auf. Die
Annahme linearer Zusammenhänge für das elektromechanische Materialverhalten
ist durch die immer höheren Anforderungen an die Mikrostrukturbauteile und Na-
nogeneratoren im Energy Harvesting Bereich nicht mehr ausreichend. Aufgrund
der hier herrschenden lokalen hohen elektrischen Felder im Material wird dort
der Bereich der Linearität verlassen. [54]

Durch die elektromechanische Kopplung der piezoelektrischen Materialien ent-
steht eine Dehnungen, welche einen Grenzwert nicht überschreiten darf, da auf-
grund der geringen plastischen Verformbarkeit der Materialien Schädigungen auf-
treten können. Für eine Bewertung der Bauteilzuverlässigkeit ist es somit entschei-
dend, die mechanische Spannung möglichst genau zu kennen. Des Weiteren sind
für die Funktion ferroelektrischer Bauteile sowohl die Richtung als auch der Be-
trag der Polarisation im Werkstoff ausschlaggebend. Die numerische Simulation
ist ein entscheidendes Werkzeug für die Entwicklung und Optimierung piezoelek-
trischer Bauteile. Mithilfe der Finiten-Elemente-Methode (FEM) wird das in die-
ser Arbeit vorgestellte Materialmodell des Ferroelektrikums mittels Phasenfeld-
methode abgebildet. Bei der Phasenfeldmethode wird die Polarisation mithilfe des
Ordnungsparameters beschrieben, was dann in das thermodynamische Problem
als unabhängige Feldvariable eingeht und in der zeitabhängigen Ginzburg-Landau
Evolutionsgleichung berücksichtigt wird.

Insbesondere die im Folgenden aufgeführten Arbeiten ließen den Einfluss von
Leckströmen und freien Ladungsträgern unberücksichtigt. Da Leckströme die Lei-
stung der Nanogeneratoren beeinflussen können, ist das Hauptaugenmerk dieser
Arbeit auf der zusätzlichen Implementierung von Leckströmen und Untersuchun-
gen deren Einflusses.

Die hier vorgestellte Arbeit beschäftigt sich mit der zentralen Fragestellung von
Leitungsmechanismen bei der Energiegewinnung mit ferroelektrischen Nanogene-
ratoren, insbesondere deren Einfluss auf die Domänentopologie. Aufbauend auf
der Arbeit von Su & Landis [80], Krauß [54] und Münch et al. [65,66] wird
das phänomenologische Phasenfeldmodell weiterentwickelt.

1.2 Stand der Forschung

Die nachfolgenden Absätze liefern eine kurze Zusammenfassung der derzeitigen
Konzepte, experimentell und numerisch, in Bezug auf ferroelektrische Nanogene-
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ratoren mit Aufführung der jeweils genutzten Materialien und Technologien sowie
numerischer Berechnungsmethoden und -ansätze.
Park et al. [68, 69] beschäftigten sich 2010 mit Bariumtitanatfilmen auf ei-
nem plastischen Substrat, wobei die Oberseite der ferroelektrischen Schicht mit
einer Elektrode strukturiert war. Durch Biegung des Substrats wurde die entstan-
dene Ladung an den Elektroden gemessen. Lee et al. [58] untersuchten 2014
experimentell spannungsinduzierte Polungseffekte in einem Komposit piezoelek-
trischer Energiegeneratoren, die aus Zinkstannat Nanowürfeln bestanden. Dieser
Versuchsaufbau bietet Vorteile bei der Herstellung größerer Flächen, da er einfach
und kostengünstig herzustellen ist, eine hohe Beanspruchung zulässt und mecha-
nisch beständig ist. Lee et al beschreiben einen Energy-Harvester mit hoher Lei-
stung ohne vorherige elektrische Polung aufgrund der nicht-zentrosymmetrischen
Kristallstruktur des Ferroelektrikums.
Bisher aufgeführte experimentelle Untersuchungen betrafen das generelle Verhal-
ten und die Funktionsfähigkeit der Generatoren. Allerdings waren bereits frühere
Forschungsgruppen mit der Thematik der Piezoelektrizität und dem Augenmerk
auf Leitungsmechanismen sowie Leckströme beschäftigt. So wurden bereits in den
Sechziger Jahren von Benguigui [9] und Berglund & Baer [10] Leitungs-
mechanismen in Bariumtitanat experimentell untersucht. Untersucht wurden die
Leitfähigkeit, als Parameter der Driftgeschwindigkeit oder der Elektronenmobili-
tät in Abhängigkeit der Temperatur. Avila et al. [5] untersuchte 1999 Ladungs-
transport in dünnen Bariumtitanatfilmen auf Substraten aus Silizium. In Abhän-
gigkeit der Temperatur wurde unter anderem der Schottky Leitungsmechanismus
an den Materialgrenzen diskutiert. Rossi et al. [73] berechneten 2018 aus Mess-
ergebnissen mittels Piezoresponse-Kraftmikroskopie das Ladungsträgerverhalten
in Abhängigkeit der ferroelektrischen Polarisationsausrichtung. Podgorny et
al. [70] untersuchten 2021 Leckströme an polykristallinen Bleizirkonattitanat.
Hierbei wird der Ohm’sche Leitungsmechanismus untersucht und die Materialpa-
rameter anhand verschiedener Frequenzen mithilfe der Hystereseschleifen ermit-
telt.
Parallel zu den experimentellen Arbeiten wurde Ende der Sechziger Jahre von Al-
lik & Hughes [3] ein dreidimensionales Finite-Element-Modell entwickelt, wel-
ches ein makroskopisch elektromechanisches Materialmodell abbildete. Es konn-
ten lineare piezoelektrische und elastische Effekte simulieren werden. Cao et
al. [15–17] beschäftigten sich vorerst mit quasi eindimensionalen Lösungen für
Domänenwände, wobei sie herausfanden, dass auch die Kopplungseffekte bei fer-
roelektrischen Materialien zwischen Verzerrung und Polarisation durch Oberflä-
chenspannungen sowie durch die Domänentopologie stark beeinflusst werden. All-
gemein untersuchten sie Phasenübergänge bei Perowskitstrukturen durch elek-
tromechanische Kopplungen anhand der Landau-Ginzburg Theorie mit der Po-
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larisation als Ordnungsparameter. Chen [20] beschreibt eine Mikrostruktur an-
hand von Feldvariablen, die über Grenzflächenbereiche hinweg kontinuierlich sind.
Die zeitliche und räumliche Entwicklung der Feldvariablen wird durch die Cahn-
Hilliard nichtlineare Diffusionsgleichung und die Allen-Cahn-Relaxationsgleichung
berücksichtigt. Mit den grundlegenden thermodynamischen und kinetischen An-
sätzen ist die Phasenfeldmethode in der Lage, die Entwicklung komplexer Mi-
krostrukturen vorherzusagen, ohne die Positionen von Grenzflächen explizit zu
verfolgen. Chen gibt einen Überblick über verschiedene Materialprozesse bezüg-
lich Domänenentwicklung in dünnen Schichten sowie Rissausbreitung und Elek-
tromigration. Hu & Chen haben Ende der Neunziger Jahre ferroelektrische Do-
mänentopologien, erst im zweidimensionalen Raum, dann im dreidimensionalen
Raum numerisch untersucht [37, 38]. Es wurde ein Computersimulationsmodell
für 90◦ ferroelektrische Domänenbildung und -entwicklung auf der Grundlage der
zeitabhängigen Ginzburg-Landau Gleichungen entwickelt. Unterschiedliche Effek-
te hinsichtlich elektrischer und elastischer Interaktionen wurden diskutiert. Weiter
untersuchten sie den kubisch zu tetragonalen Phasenübergang des Ferroelektri-
kums in 3D Simulationen.

Xiao & Bhattacharya [90] lieferten eine Theorie für deformierbare halblei-
tende Ferroelektrika auf der Basis von Raumladungen und Dotierungsdichte als
zusätzliche Feldvariablen. Untersucht wurde anhand von Sauerstoff Fehlstellen im
Bariumtitanat. Sie fanden heraus, dass sich Verarmungsschichten mit verarmten
Elektronen an der Grenzschicht zwischen Ferroelektrikum und Elektrode ausbil-
deten. Andererseits bildeten sich Ladungskonzentrationen und ein großes elek-
trisches Feld an 90◦-Domänenwänden aus, nicht aber an 180◦-Domänenwänden.
Kernaussage ist, dass durch Fehlstellen im Ferroelektrikum es zu einer Umvertei-
lung oder erzwungenen Diffusion von Sauerstoffleerstellen kommen kann, was die
Alterung von ferroelektrischen Materialien beschleunigt. In Cao et al. [18, 19]
werden mittels Phasenfeldmodell der Langzeitwiderstand und Lebensdauerzyklen
behandelt. Leckstrom wird als wichtiger Parameter für die Lebensdauer heraus-
gehoben. Hierin wird ein Phasenfeldmodell zur Untersuchung des Widerstands-
degradationsverhaltens von Bariumtitanat vorgeschlagen, indem nichtlineare Dif-
fusionsgleichungen für den ionischen/elektronischen Transport analysiert werden.
Es wird gezeigt, dass die polarisationsgebundenen Ladungen an der Grenzfläche
zwischen Metall und Ferroelektrikum von großer Bedeutung für den Ladungsträ-
gertransport und die Entwicklung des Leckstroms im Kondensator sind. Simula-
tionen wurden anhand eines Plattenkondensators durchgeführt.

Huber, Fleck, Landis & McMeeking haben zusammen in den neunziger
Jahren ein konstitutives Modell für polykristalline Ferroelektrika entwickelt, [39].
McMeeking et al. hat mit Wang und Lynch nicht nur das ferroelektrische,
sondern auch die Interaktion mit ferroelastischen Verhalten auf das Polarisati-
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onsswitching untersucht [42]. Einige Jahre später haben McMeeking & Lan-
dis [63] analysiert, dass Ladungen auf die Elektroden getrieben werden oder von
den Elektroden abgeleitet werden können, was mit externer elektrischer Arbeit
einhergeht. Huber et al. [39] entwickelten ein konstitutives Modell zur Behand-
lung von polykristallinen Ferroelektrika. Landis [57] erarbeitet zudem ein nicht-
lineares Modell für Ferroelektrika auf Grundlage von konstitutiven Gleichungen
zur Analyse der Leistung von ferroelektrischen Bauelementen. Su & Landis [80]
haben einen weiteren Ansatz gefunden, der ebenfalls thermodynamisch begründet
und zudem noch auf der Mesobene mit Mikrospannungen erweitert ist. Kontsos
& Landis [51,52] untersuchten die Domänenstruktur und Evolution bei dünnen
ferroelektrischen Schichten im Phasenfeldmodell. Kamlah forscht auf dem Ge-
biet der Ferroelektrika, u.a. [47,48]. Anfangs wurde von Kamlah ein Modell für
strukturmechanische Untersuchungen mithilfe der Finite Elemente Methode ent-
wickelt, um das Verständnis komplexer Polungs- und Eigenspannungszustände
in piezokeramischen Bauteilen aufzuzeigen. Zudem wurde ein thermodynamisch
fundiertes und mikroskopisch motiviertes konstitutives Modell für Piezokerami-
ken angegeben. Darauf aufbauend wurden weitere Simulation zum Einfluss der
Eigenschaften von polykristallinen Ferroelektrika angestellt. Hierbei wurde in ei-
nem ebenen Verzerrungszustand jedes einzelne Korn im Polykristall als ein Finite
Element charakterisiert. Schwaab et al. [76, 77] beschäftigten sich mit einem
kontinuumsmechanischen Materialmodell zum Hysterese-Verhalten der Piezoke-
ramik. Der Einfluss der elektrischen Leitfähigkeit wurde anhand der Berücksich-
tigung der Ladungserhaltung, hier in Form des Ohm’schen Gesetzes, untersucht.

Numerische Simulationen sind aufwendig, insbesondere wenn mehrere Domänen-
wände untereinander und mit freien Rändern interagieren. Im Zuge der kontinu-
ierlichen Beschreibung der Domänenwand wird die lokale Polarisation durch einen
kontinuierlichen Phasenparameter erfasst. Dieser wird zudem als eine zusätzliche
Feldvariable mit der Bedingung eingeführt, dass dessen Evolution der zeitab-
hängigen Ginzburg-Landau Gleichung unterliegt. Grundlegende Unterschiede der
einzelnen Phasenfeldmodelle für numerische Untersuchungen der ferroelektrischen
Werkstoffe betreffen unter anderem die Wahl des Ordnungsparamters, die Art der
elektromechanischen Kopplung und die Anzahl und Ordnung der Terme der Pola-
risation in der freien Energiefunktion. Die Leckströme bilden derzeit noch immer
einen Teil der Forschung im Bereich ferroelektrischer Materialien und Nanogene-
ratoren ab.

Die Arbeiten von Münch & Krauß beschäftigten sich mit Bariumtitanatfil-
mem, aufgedampft auf einem Substrat. Ihr Finite Elemente Modell beruht auf
dem vollständig entwickelten Modell von Su & Landis. Das Hauptziel hierbei ist
das grundlegende Verständnis der Domänenumschaltung, die durch ein zyklisches
elektrisches Feld angeregt wird. Es wurden numerische Simulationen an ferroelek-
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trischen Nanowürfeln durchgeführt, die durch ein unterliegendes Substrat unidi-
rektional mechanisch belastet wurden. Das Augenmerk lag dabei auf dem Einfluss
der Substratdehnung auf das Polarisationsverhalten des Würfels aufgrund des an-
gelegten elektrischen Feldes. Es wurde gezeigt, dass dreidimensionale Simulatio-
nen deutliche Unterschiede zu zweidimensionalen Simulationen aufweisen und das
realistische Verhalten mit 3D Simulationen modelliert werden sollte. Zusätzlich
wurde das Design der oberen Elektrode als ein entscheidender Parameter für die
Stabilisierung der inneren Domänentopologie herausgearbeitet, sodass die Ener-
gieumwandlung nahezu vollständig genutzt werden kann. Ein wichtiges weitere
Forschungsergebnisse von Münch et al. ist die Kopplung des Phasenmodells für
den ferroelektrischen Nanogenerator mit einem Standard-Vollwellengleichrichter
und einem Kondensator. Hierbei wurden nichtlineare Diodeneigenschaften sowie
Energieverluste berücksichtigt.

Aufbauend auf dem Modell von Münch et al. [65, 66] und Krauß et al.
[54, 55] wird in dieser Arbeit der Einfluss der Leckströme mithilfe eines nume-
rischen Modells erarbeitet und untersucht. Dies ermöglicht die geometrischen
und elektrischen Randbedingungen zu untersuchen, bevor kostenintensive Ver-
suche nötig sind. Es werden vorerst zur Abschätzung von allgemeinem Verhalten
von Leckströmen numerisch zweidimensionale Simulationen ohne nachgeschalte-
ten Gleichrichter untersucht. Mithilfe der zweidimensionalen Simulationen werden
grundlegende Einflüsse des zusätzlich implementierten Leitungsmechanismus auf
das Polarisationsverhalten von Ferroelektrika untersucht.

1.3 Gliederung der Arbeit

Zuerst werden in Kapitel 2 grundlegende ferroelektrische Eigenschaften dieser
Materialgruppen genannt und das Prinzip des Nanogenerators erläutert und die
Funktionalität des Nanogenerators aufbauend auf demMaterialverhalten von Fer-
roelektrika definiert. Die in dieser Arbeit verwendeten Materialien werden zudem
kurz vorgestellt.

Daran anschließend wird in Kapitel 3 die Kontinuumsmechanik erläutert, auf
der das numerische Modell aufbaut. Hierbei werden unter anderem die Grund-
gleichungen der linearen Thermodynamik aufgeführt. Anfangs wird die Geome-
trie und die Bewegung eines materiellen Körpers definiert und die mechanischen
Verzerrungen und Spannungen sowie thermodynamische Grundgleichungen ein-
geführt.

Elektrostatische Grundgleichungen, insbesondere die ausgewählten Leckstromme-
chanismen, werden in Kapitel 4 erläutert und mit Bezug zu den in dieser Arbeit
verwendeten Materialien aufgeführt. Es folgt eine kurze Übersicht der verwende-
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ten Annahmen in dieser Arbeit.
Die Implementierung des Ferroelektrikums als Halbleiter wird in Kapitel 5 ein-
geführt. Es werden zuerst die konstitutiven Gleichungen des linear elastischen
Substratmaterials vorgestellt, bevor anschließend das phänomenologische Pha-
senfeldmodell für das Ferroelektrikum näher ausgeführt wird. Es wird jeweils die
für die numerische Umsetzung benötigte schwache Form und Linearisierung aus-
gearbeitet.
Die Finite Elemente Formulierung wird in Kapitel 6 beschrieben, bevor in Ka-
pitel 7 Einflüsse unterschiedlicher Leitungsmechanismen auf den Nanogenerator
diskutiert werden. Hierbei werden zuerst die Leitungsmechanismen anhand eines
Kondensators verifiziert und einfache Patch Tests zur Analyse von geometrischen
Variationen ausgearbeitet. Weiter werden für einen 2D-Ausschnitt des favorisier-
ten Generators Domänentopologien anhand der Parameter, Art des Leitungsme-
chanismus, Geometrieverhältnis und Höhe des angelegten elektrischen Potenti-
als diskutiert. Die elektrische Grenzlast und maximal ertragbare Lastwechselzahl
kann hieraus ermittelt werden. Weiter wird ein Beispiel angegeben, anhand des-
sen der Einfluss auf die Domänentopologie als Folge von mechanischen Dehnung
auf das Ferroelektikum angegeben wird. Dies dient zur Ermittlung einer mecha-
nischen Grenzlast.
Kapitel 8 liefert eine Zusammenfassung und einen Ausblick auf weitere mögliche
Forschungsarbeiten.
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2 Grundlagen ferroelektrischer Werkstoffe

Für die Umwandlung von mechanischer in elektrische Energie, wie es in dieser
Arbeit ausgeführt wird, werden spezielle Materialien verwendet. Es handelt sich
hierbei um ferroelektrische Keramiken, die insbesondere elektromechanische Ei-
genschaften aufweisen.
Der folgende Abschnitt stellt eine Zusammenfassung der ferroelektrischen Ei-
genschaften von Keramiken dar und beruht auf Schwaab [76], Böhle [13],
Brzozowski [14], Schrade [74], Joffe [46], Chiu [21], Hornbogen [36]
und [1, 6, 34,53,60,83] sowie den darin zitierten Werken.
Zunächst werden die Grundlagen zu ferroelektrischen Keramiken vorgestellt. Wei-
ter wird das Prinzip des Nanogenerators anhand der Verschiebung von Domä-
nenwänden erläutert. Abschließend liegt der Fokus auf der Diskussion des elek-
trischen Ladungstransports innerhalb von ferroelektrischen Materialien. Dieses
Kapitel soll dabei keine vollständige Zusammenfassung des vorhandenen Wissens
über ferroelektrische Halbleiter und Nanogeneratoren darstellen. Es werden die
Grundlagen vermittelt, die für das Verständnis der nachfolgenden Kapitel nötig
sind. Für weiterführende Betrachtungen sei auf die aufgeführte Literatur verwie-
sen.

2.1 Einordnung, Aufbau und Eigenschaften von ferroelek-
trischen Keramiken

Es folgt eine Einordnung der Ferroelektrika in die Werkstoffgruppe der Kera-
miken und zudem eine kurze Einführung in die materiellen Eigenschaften von
ferroelektrischen Werkstoffen.
Es gibt drei größere Werkstoffgruppen mit ihren jeweiligen charakteristischen Ei-
genschaften: Metalle (M), Polymere (P) und Keramiken (K), siehe Abbildung 2.1.
Zusätzlich sind die Verbundwerkstoffe (V) zu nennen, welche aus einer Kombi-
nation von zwei oder mehreren Werkstoffen bestehen. Weiter gibt es Werkstoff-
gruppen, die zwischen den Hauptwerkstoffgruppen einzuordnen sind: Halbleiter,
Silikone und leitende Polymere. Die Halbleiter werden im weiteren Teil der Ar-
beit hinsichtlich ihrer elektrischen Eigenschaften, welche in einigen Keramiken
auftreten, näher beschrieben. [36]
Grundsätzlich unterscheiden sich die drei Hauptgruppen durch ihren atomaren
Aufbau und ihre damit verbundenen Materialeigenschaften. Im Folgenden wer-
den Keramiken näher betrachtet, da diese die übergeordnete Hauptgruppe der
Ferroelektrika darstellen. Als Vertreter der Ferroelektrika wird Bariumtitanat
detaillierter diskutiert, da dies das in dieser Arbeit eingesetzte Material ist.
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Abbildung 2.1: Einteilung der verschiedenen Werkstoffgruppen mit weiterer Unter-
teilung, [36].

Zu den keramischen Werkstoffen zählen nichtmetallische und anorganische Werk-
stoffe, bei denen der elektrische Widerstand mit steigender Temperatur abnimmt.
Kennzeichnende Eigenschaften sind die hohe Druckfestigkeit, hohe chemische Be-
ständigkeit und hohe Schmelztemperatur. Generell zählen hierzu Stoffe, die eine
eher geringe elektrische Leitfähigkeit haben. Allerdings zeigen Keramiken ein sehr
sprödes Verhalten. Weiter haben sie eine große Kerbempfindlichkeit und besit-
zen keine Möglichkeit Spannungsspitzen durch plastische Verformungen abzubau-
en, [36, 75].
Eine Untergruppe der Keramiken bilden die Dielektrika, wozu die Ferroelektrika
zählen. Als dielektrisch werden jene Keramiken bezeichnet, die elektrisch schwach-
oder nichtleitend sind und in denen die vorhandenen Ladungsträger nicht frei
beweglich sind, [21]. Dielektrische Werkstoffe können weiter unterteilt werden,
siehe dazu Abbildung 2.2.

Abbildung 2.2: Untergruppen der Dielektrika und deren spezielles Merkmal, [75].

Piezoelektrische Materialien bilden eine Unterklasse der dielektrischen Materiali-
en. Sie beschreiben einen Zusammenhang zwischen mechanischer Spannung bzw.
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Verformung und einer elektrischen Spannung. Pyroelektrische Materialien bilden
eine weitere Untergruppe, hierbei entsteht eine Änderung der Polarisation im
Kristall aufgrund einer Temperaturänderung. Eine weitere Untergruppe sind die
Ferroelektrika, deren spontane Polarisation im Kristall durch ein äußeres elek-
trisches Feld remanent umgeklappt werden kann. Abbildung 2.2 zeigt, dass nur
gewisse Pyroelektrika auch ferroelektrisch, aber alle Ferroelektrika pyro- und pie-
zoelektrisch sind. [75]

Im Folgenden werden die ferroelektrischen Materialien näher erläutert. Ferro-
elektrika sind periodisch aus Einheitszellen aufgebaut, die wiederum aus positi-
ven und negativen Ionen zusammengesetzt sind. Die Summe der positiven und
negativen Ladungen in der Einheitszelle werden jeweils durch einen positiven
und negativen Ladungsschwerpunkt repräsentiert. Bei der Einheitszelle handelt
es sich um Verbindungen aus Metallatomen und Sauerstoff, wobei die Sauerstoffa-
tome an den Ecken sitzen und ein anderes materialspezifisches Atom in der Mitte
angeordnet ist. Ferroelektrische Materialien besitzen die kristalline Form einer
Perowskitstruktur mit der allgemeinen Zusammensetzung ABO3, z.B. Bariumti-
tanat (BaTiO3, kurz: BTO). Hierbei wird die A-Position durch Ba2+-Ionen auf
den acht Ecken der kubischen Einheitszelle besetzt. Der B-Platz wird von einem
raumzentrierten Ti4+-Ion eingenommen, welches von flächenzentrierten Sauer-
stoffionen O2− umgeben ist. Durch eine periodische Wiederholung entsteht ein
Kristall. [54]

Die ferroelektrischen Kristalle gliedern sich in die Umordnungs- oder die Verschie-
bungsgruppe. Bariumtitanat ist ein Vertreter der zweiten Gruppe. Hierbei wird
der Übergang in den Zustand der spontanen Polarisation mit der Verschiebung
eines ganzen Untergitters einer Ionensorte relativ zum Gitter der anderen Ionen
verschoben. Die Temperaturabhängigkeit der spontanen Polarisation bei BTO
setzt unterhalb von T=393K ein. Diese spezielle Temperatur ist die materials-
pezifische Curie-Temperatur (120◦C) und steigt mit sinkender Temperatur rasch
an. Bei T=237K ist die Polarisation entlang einer Würfelkante gerichtet. [21]

Der ferroelektrische Zustand wird bei Keramiken durch das Abkühlen beim Sin-
tervorgang in der Herstellung erzielt. Durch das Abkühlen gelangt die Keramik
vom paraelektrischen in den ferroelektrischen Bereich, siehe Abbildung 2.3. Hier
werden die unterschiedlichen Phasen des Kristalls in Abhängigkeit der Tempera-
tur dargestellt.

Abbildung 2.4 zeigt die Elementarzelle zum einen in einer kubischen Phase ober-
halb der Curie-Temperatur (a) und zum anderen in der tetragonalen Phase unter-
halb der Curie-Temperatur (b). Oberhalb der Curie-Temperatur ist die Struktur
noch symmetrisch und das Material verhält sich paraelektrisch. Sobald die Tem-
peratur unterhalb der Curie-Temperatur sinkt verschiebt sich das vierfach positiv
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Abbildung 2.3: Phasendiagramm von BaTiO3. Übergang vom paraelektrischen zum
ferroelektrischen Bereich bei BaTiO3 bei TCurie, übernommen aus [49].

Abbildung 2.4: Einheitszelle von BTO oberhalb und unterhalb der Curie-Temperatur.
a) Paraelektrische Phase mit kubischer Perowskitstruktur T > TCurie. b) Ferroelektri-
sche Phase mit tetragonaler Struktur und spontaner Polarisation T > TCurie, [54].

geladene Titanium-Ion, sodass die Ladungsschwerpunkte der Elementarzelle nicht
mehr zusammenfallen und ein elektrischer Dipol entsteht. [49,75]

Da die Einheitszelle eine räumliche dreidimensionale Struktur besitzt, wird die
spontane Polarisation durch einen Vektor entlang der polaren Achse vom negati-
ven zum positiven Ladungsschwerpunkt im Inneren der Einheitszelle beschrieben.

Die Richtungen der spontanen Polarisation sind zufallsverteilt und gleich wahr-
scheinlich. Entsprechend der sechs Raumrichtungen können auch sechs Richtun-
gen für die spontane Polarisation auftreten, siehe Abbildung 2.5. Mit dem Auf-
treten einer spontanen Polarisation wird zeitgleich eine entsprechende spontane
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Dehnung der Einheitszelle in Polarisationsrichtung induziert. Da in einem Kristall
eine große Anzahl von Einheitszellen vorliegt und die spontane Ausrichtung der
Polarisationsvektoren beim Abkühlen in alle sechs Raumrichtungen gleich wahr-
scheinlich sind, heben sich ihre Wirkungen im Mittel gegenseitig auf. Makrosko-
pisch betrachtet tritt keine spontane bzw. bleibende Polarisation auf. [47,48,54]

Abbildung 2.5: Die sechs Richtungen der spontanen Polarisation aufgrund der Ver-
schiebung der Ionen entsprechend der Raumrichtungen, [54].

Innerhalb des Kristalls bilden sich Bereiche gleicher Polarisation aus, sogenann-
te Domänen, um mechanische Spannungen und elektrische Felder zu minimieren.
Ohne ein äußeres Feld sind die Domänen unterschiedlich zueinander orientiert und
durch Domänenwände voneinander getrennt. Diese Wand wird mit dem Winkel
der Änderung der Polarisationsrichtung bezeichnet, z.B. 180◦ oder 90◦ Domänen-
wand. Die Dipolmomente der Domänen heben sich im Gesamten gegenseitig auf,
sodass kein nach außen wirkendes Dipolmoment existiert. [76]
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Für Ferroelektrika ist die elektromechanische Kopplung sehr bedeutsam. Wie in
der Physik lassen sich auch in der Werkstoffkunde gewisse Gesetze definieren,
so zum Beispiel, dass aus der Ursache und einem zugehörigen Koeffizienten ei-
ne Wirkung entsteht. Beispielsweise entsteht aus elektrischer Spannung und der
elektrischen Leitfähigkeit als Koeffizient der elektrische Strom als Wirkung. Ver-
gleichbar ist dies mit mechanischer Spannung als Ursache und elastischer Nach-
giebigkeit als Koeffizient zur reversiblen Verformung als Wirkung. Der jeweilige
Koeffizient ist immer die maßgebliche Werkstoffeigenschaft. In vielen Fällen ist
dies ein nichtlinearer Zusammenhang. Die Nichtlinearitäten sind zudem abhängig
vom Aufbau des Werkstoffs selbst. [36]

Aufgrund der statistischen Gleichverteilung der unterschiedlichen Polarisationsri-
chungen im unpolarisierten Zustand ergibt dies makroskopisch keine resultierende
Polarisation. Sofern ein elektrisches Feld angelegt wird, sind einige Domänen be-
reits entsprechend diesem ausgerichtet und somit energetisch günstig. Bei ener-
getisch ungünstigen Domänen kommt es zu einer Richtungsänderng, um diese
ebenfalls energetisch günstig auszurichten. [47]

In Abbildung 2.6 wird die Domänenstruktur bei unterschiedlich angelegtem elek-
trischen Feld dargestellt. Die Domänen richten sich entsprechend einem angeleg-
ten elektrischen Feld aus. Die dargestellten Experimente wurden nicht an reinem
Bariumtitanat durchgeführt, stellen aber das grundsätzliche Verhalten dar. Er-
sichtlich sind die unterschiedlichen Domänenstrukturen, wie sie durch das Um-
klappen der einzelnen Elementarzellen entstehen.

Die Umklappvorgänge bewirken eine Vergrößerung oder Verkleinerung der Berei-
che der entsprechenden Raumrichtung der Elementarzellen und insgesamt wird
die Keramik polarisiert. Die Polarisation beruht auf einer Verzerrung der Ele-
mentarzelle. Das Umklappen ist ein Rotieren der Elementarzelle mit Ausrichtung
der Polarisation entlang einer der möglichen polaren Achsen. [54] Der Einfluss ei-
nes zyklischen einachsialen elektrischen Feldes auf die Polarisation und Dehnung
wird durch die nichtlineare dielektrische Hysteresekurve und die Schmetterlings-
hysterese charakterisiert, siehe Abbildung 2.7.

In der klassischen Hysteresekurve 2.7(a) wird die Polarisation P über dem an-
gelegten elektrischen Feld E dargestellt. Zu Beginn des einachsialen Versuchs ist
der Körper nicht polarisiert, Zustand 1. Die unterschiedlichen Domänen im Kör-
per sind gleichverteilt und heben sich gegenseitig auf. Sobald ein elektrisches Feld
angelegt wird, erzeugt dies zunächst einen Anstieg der Polarisation, wobei die
Elementarzellen nach und nach zum Umklappen gezwungen werden. Zum Zeit-
punkt des Zustands 2 ist der Körper vollständig polarisiert. Die Richtung der
Polarisierung ist abhängig vom angelegten elektrischen Feld. Würde das elek-
trische Feld weiterhin gesteigert werden, bewirkt dies nur noch einen weiteren
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Abbildung 2.6: Reversible Domänenumklappvorgänge während elektrischer Feldzy-
klen in einem gealterten dotierten Mn-BaTiO3-Kristall, übernommen aus [92].

linearen Anstieg der Polarisation. Hierbei würden die positiven und negativen
Ladungsschwerpunkte weiter voneinander entfernt werden. Wird das elektrische
Feld bis auf Null reduziert, so erreicht man den Zustand 3 mit der gesättigten
Polarisation Psat. Diese Größe beschreibt die größte remanente Polarisation ohne
eine äußere Einwirkung eines elektrischen Feldes, E = 0. Eine weitere Reduktion
des elektrischen Feldes bewirkt eine Umpolarisierung des Körpers. Im Zustand 4
ist die Summe der Polarisation gleich Null und das elektrische Feld an diesem
Punkt wird als koerzitive elektrische Feldstärke bezeichnet. Bis der Körper voll-
ständig in die entgegengesetzte Richtung polarisiert ist bedarf es einer weiteren
Reduktion des elektrischen Feldes und es wird der Zustand 5 erreicht. Sofern das
elektrische Feld erneut gesteigert wird werden die Zustände 6 und 7 durchlaufen,
bis der Zustand 2 wieder erreicht wird. Die Zustände 6 und 7 entsprechen den
Zuständen 3 und 4 mit entgegengerichteter Polarisation, bzw. elektrischem Feld.
Der Zustand 1 wird nicht wieder erreicht. [47]

In der Schmetterlingshysterese wird die Dehnung S, siehe Abbildung 2.7(b), über
dem elektrischen Feld E dargestellt. Auch hier wird von einem unpolarisierten
Körper ausgegangen, Zustand 1. Die vorliegenden Polarisationen der Einheits-
zellen heben sich gegenseitig auf. Das Anlegen eines elektrischen Feldes bewirkt
Umklappvorgänge der Polarisation in den Elementarzellen und eine Dehnung wird
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Abbildung 2.7: a) Typische Hystereseschleife von BaTiO3 der Polarisation. b) Ty-
pische Schmetterlingshysterese von BaTiO3 der Verzerrungen; jeweils bei einachsialer
Belastung durch ein angelegtes elektrisches Feld, entnommen von [47].

im Körper hervorgerufen. Der Zustand 2 beschreibt einen vollständig polarisierten
Körper. Hier kann die Dehnung nur noch linear durch den inversen piezoelektri-
schen Effekt gesteigert werden. Nach einer Reduktion des elektrischen Feldes wird
die Sättigungsdehnung Ssat im Zustand 3, bei E = 0, erreicht. Wird das elektri-
sche Feld bis zur Koerzitivfeldstärke Ec verringert, so sind die Dehnungen gleich
Null. Unter weiterer Reduktion des elektrischen Feldes wird der Körper in ent-
gegengesetzte Richtung polarisiert und die Dehnungen werden wieder gesteigert.
Deutlich ist, dass in den unpolarisierten Zuständen 4 und 7 keine Dehnungen
vorliegen. [47]

Andererseits kann die Mikrostruktur auch durch eine mechanische Spannung ver-
ändert werden. Ausgangszustand ist hier, im Gegensatz zum vorherigen Beispiel,
ein polarisierter Körper. Sofern eine Druckspannung −σ in Richtung der pola-
ren Achse wirkt führt dies zu einer Depolarisation. Die Druckspannung bewirkt,
dass die Elementarzellen 90◦-Umklappvorgänge orthogonal zu den Spannungs-
richtung durchführen. Hierbei wird die Druckspannung über der Änderung der
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Dehnung ∆S, Abbildung 2.8(a), und die Änderung der Polarisation ∆P , Abbil-
dung 2.8(b), aufgetragen. Die Polarisations- und Dehnungskurven zeigen anfangs
einen linearen Verlauf, bis die koerzitive Spannung −σ erreicht wird.

Abbildung 2.8: Schematischer Dehnungs- und Polarisationsverlauf ferroelektrischer
Materialien unter angelegter Druckspannung, [47].

Für weiterführende Literatur über ferroelektrische Keramiken und deren Eigen-
schaften sei insbesondere auf die folgende Literatur verwiesen Jaffe et al. [44]
und Kamlah [47].

2.2 Entwurf eines Nanogenerators

Der folgende Abschnitt basiert im Wesentlichen auf Arbeiten von Münch und
Krauß, die in [54] publiziert sind. In dieser Arbeit werden monokristalline Struk-
turen untersucht, somit kann eine Interaktion der Domänenwände mit einzelnen
Korngrenzen außer Acht gelassen werden. Die Energiequelle für den Nanogenera-
tor stellen mechanische Deformationen dar, welche unterhalb der kritischen Deh-
nung für ferroelektrische Materialien liegen, sodass keine Risse oder mechanische
Beschädigung des Nanogenerators zu erwarten sind.

Der Nanogenerator ist wie folgt aufgebaut. Die unterste Schicht bildet das Sub-
strat, welches die Deformation an die darüber liegenden Schichten weiterleitet
Auf dem Substrat wird eine sehr dünne leitfähige Schicht aufgebracht, welche als
untere Elektrode fungiert. Auf diese wiederum befindet sich das ferroelektrische
Material. Als Gegenpol zur unteren leitfähigen Schicht wird auf der Oberseite des
Ferroelektrikums eine zusätzliche Elektrode aufgebracht. Der Schichtenaufbau ist
in Abbildung 2.9 dargestellt, [54].
Von besonderer Bedeutung ist die ferroelektrischen Schicht, denn diese soll durch
die Änderung der Polarisation zum Erzeugen eines elektrischen Stroms an den
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Abbildung 2.9: Schichtenaufbau des favorisierten Nanogeneratormodells. (nicht maß-
stäblich)

Elektroden beitragen. Für eine dauerhafte Nutzung des Generators ist es erfor-
derlich, dass die Domänentopologie stabil bleibt. Eine stabile Domänentopologie
ist dann gewährleistet, wenn sich die Domänenwände während der Dehnungsän-
derung verschieben können, allerdings bei Entlastung wieder in den Ausgangs-
zustand zurückkehren. In Abbildung 2.10 ist die ferroelektrische Schicht jeweils
komplett in eine Richtung polarisiert, dies wird als Monodomäne bezeichnet. Der
ideale Nanogenerator bestünde aus so einer Monodomäne mit vollständig vertikal
ausgerichteter Polarisation, da das vollständige Material zur Energieumwandlung
genutzt wird. Durch den Einfluss eines extern angelegten elektrischen Feldes ist
die Polarisation in ihrer Richtung umkehrbar. Vor der Umpolung herrscht ein Po-
lungszustand, Abbildung 2.10(a), der durch das Anlegen eines elektrischen Feldes
induziert wird. Nach der Umkehrung des elektrischen Feldes richtet sich die Po-
larisation ebenfalls um, Abbildung 2.10(b). Hierbei wären die größtmögliche Än-
derung an Oberflächenladungen zu erzielen und die freien Ladungsträger würden
von der oberen Elektrode zur unteren angezogen werden und umgekehrt. Dieses
Modell ist allerdings nicht umsetzbar. Die Domänen sind nur aufgrund der Ände-
rung des angelegten elektrischen Feldes zum Umklappen bereit. Die Pfeile deuten
die Polarisationsrichtung an, [54].

Abbildung 2.10: Idealer Nanogenerator, a) vor Umpolung, b) nach Umpolung. Die
Pfeile deuten die Polarisationsrichtung an, [54].
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Eine weitere Möglichkeit wäre eine Domänenstruktur aus zwei Domänen zu ge-
nerieren, wobei diese durch eine 180◦ Domänenwand voneinander getrennt wä-
ren. Die 180◦ Domänenwand beschreibt einen Richtungswechsel der Polarisation
um 180◦. Dieser Zustand kann allein durch die Verzerrung des Substrates nicht
gesteuert werden, da die Domänenwand aus dem Ferroelektrikum wandern würde
und somit wieder eine Monodomäne entsteht. Abbildung 2.11 beschreibt einen
indifferenten Zustand der Polarisationsdomänen. Diese Variante ist ebenfalls nur
durch Anlegen eines elektrischen Stroms umzusetzen und folglich zu verwerfen.
Ein Umklappen der Polarisationsdomäne ist mithilfe rein mechanischer Arbeit
nicht mehr möglich.

Abbildung 2.11: Nanogenerator mit zwei Domänen, getrennt durch eine 180◦ Domä-
nenwand, [54].

Um ein reversibles Nanogeneratorprinzip zu erhalten wird eine Variante verwen-
det, die sowohl vertikale, als auch horizontale Anteile der Polarisation aufweist,
Abbildung 2.12. Dies ist aufgrund der tetragonalen Geometrie der Einheitszelle
möglich. Eine komplette Umkehrung der vertikalen Polarisation kann dann jedoch
nicht genutzt werden. Durch die Kompression im Substrat, Abbildung 2.12(b),
werden freie Ladungen in Richtung der Elektroden angezogen und die vertak-
tieren Domänen nehmen mehr Raum ein. Die Domäne mit horizontaler Pola-
risation hingegen verringert ihr Volumen. Es bildet sich zwischen den beiden
vertikalen Domänen eine 180◦ Domänenwand aus. Bei der Substratdehnung, Ab-
bildung 2.12(a), wird die horizontale Polarisation begünstigt. Die Elementarzellen
werden gedehnt und die Polarisation richtet sich vermehrt in Richtung der Deh-
nung aus. Hierbei wird ein Ladungsausgleich angestrebt und es führt zu einem
Rückfluss der Elektronen. Es wird der Ausgangszustand wiederhergestellt, [54].

Beim vorangegangenen Prinzip ist die Reversibilität gegeben, jedoch ist aufgrund
der durchgehenden oberen Elektrode keine Änderung der Oberflächenladung zu
verzeichnen. Die Summe der Oberflächenanteile der Polarisation ist je Elektrode
Null, da ein Ladungsausgleich innerhalb der Elektroden herrscht. Die Funktiona-
lität des Nanogenerators ist demnach noch nicht gegeben.
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Abbildung 2.12: Schematische Darstellung des Nanogenerators mit zwei 90◦ Domä-
nenwänden. a) Ausgangszustand und Zustand unter Substratdehnung, b) Zustand nach
Substratkompression, [54].

Sofern eine Strukturierung der Oberflächenelektrode vorgenommen wird und die
Domänentopologie verändert wird, ist zusätzlich zur Reversibilität auch die Funk-
tionalität gegeben. Eine mögliche Strukturierung der Oberflächenelektrode ist in
Abbildung 2.13 dargestellt. Hierbei wird angenommen, dass die ferroelektrische
Schicht aus Herstellungsgründen weiterhin zusammenhängend ist. Bei dieser Va-

Abbildung 2.13: Mögliche Strukturierung der oberen Elektrode auf einer kontinuier-
lichen ferroelektrischen Schicht, [54].

riante mit kontinuierlicher ferroelektrischer Schicht und strukturierter Elektrode
werden zwei Elektroden an der Oberseite und eine elektrisch leitende Schicht
unterhalb des Ferroelektrikums verwendet, um eine stabile Domänentopologie zu
erhalten. Um eine erste Abschätzung des Einflusses der Leitungsmechanismen auf
die Funktionalität des gewählten Nanogeneratoraufbaus mit strukturierter oberer
Elektrode zu erhalten, wird in dieser Arbeit zunächst ein 2D-Modell gewählt.
Der Domänenquerschnitt im Ausschnitt aus Abbildung 2.13 ist in Abbildung 2.14
dargestellt. Sofern eine elektrische Spannung zwischen den Elektroden A und B
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angelegt wird stellt sich ein elektrisches Feld zwischen den beiden oberen Elek-
troden ein und auch zwischen den oberen Elektroden und der unteren leitfähigen
Schicht. Die untere leitende Elektrode wird stets geerdet. Die Erdung der un-
teren Elektrode ist zur Reversibilität der Polarisationszustände erforderlich. Es
stellt sich der Domänenzustand in Abbildung 2.14(a) ein. Eine Kompression der
Substratschicht führt zu einer Änderung der Oberflächenladungen, die Streckung
führt wieder zum Ausgangszustand. Eine periodische Wiederholung der Substrat-
kompression und Substratdehnung gewährt idealerweise eine Reversibilität und
Funktionalität des Nanogenerators mit strukturierter oberer Elektrode und führt
zu den beiden aufgeführten Domänenzuständen, [54].

Abbildung 2.14: Regelmäßiger Ausschnitt aus Abbildung 2.13 unter a) Substratdeh-
nung und b) Substratkompression, [54].

Eine Vergrößerung der vertikalen Polarisationsdomänen infolge einer Substrat-
kompression, Abbildung 2.14(b) , führt dazu, dass Ladungen zu den jeweiligen
oberen Elektroden orientiert sind, um dort für einen Ladungsausgleich zu sorgen.
Infolgedessen reichern sich abwechselnd an den oberen Elektroden positive oder
negative Ladungen an. Andererseits verringert sich der Raum der vertikalen Do-
mänen infolge der Substratdehnung, Abbildung 2.14(a) , und es führt zu einem
Rückfluss der Ladungsträger.
Wesentlich für den Nanogenerator ist die Vordehnung der ferroelektrischen Schi-
cht, welche dazu führt, dass der innere Domänenzustand stabil bleibt. Von Bedeu-
tung sind hier nur horizontale Dehnungen, da eine vertikale Dehnung keinen Ein-
fluss auf die Domänenstruktur hat. Grundsätzlich ist es möglich die Dehnungen
durch einen epitaktischen Verbund zwischen der Substratschicht und dem Ferro-
elektrikum bereits bei der Herstellung zu erreichen. Hierfür müssen die Gitter-
konstanten der beiden Sichten nahezu identisch sein, damit beim Lagenwachstum
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Substratmaterial dBTO [nm] ctet [Å] atet [Å]
SrTiO3 100-400 4.10 ± 0.02 4.00 ± 0.02
YAlO3 210 4.07 4.00
LaAlO3 170 4.06 3.95
NdGaO3 190 4.08 4.00
DyScO3 210 4.14 3.97
MgO3 170 4.07 4.02

Tabelle 2.1: Gitterparameter der tetragonalen Einheitszelle von BTO auf unterschied-
lichen Substratmaterialien [85].

die Atome des Ferroelektrikums sich auf die Atome des Substrat legen können.
Gibt es keinen Unterschied zwischen den Gitterkonstanten, dann ist die Differenz
gleich Null und es entstehen keine epitaktischen Dehnungen. Gleiches gilt für zu
stark unterschiedliche Gitterkonstanten, da hierbei das Ferroelektrikum auf dem
Substratmaterial relaxiert, [54].

In Tabelle 2.1 sind unterschiedliche Gitterkonstanten verschiedener Substratma-
terialien aufgelistet. Für die Funktionalität des Generators muss die untere Elek-
trode eine elektrisch leitende Schicht sein. Hierfür eignen sich Materialien wie
zum Beispiel La0.7Sr0.3MNO3 (LSMO) oder SrTiO3 (STO), [64].

2.3 Spezialfall: Keramische Halbleiter

Zusätzlich zum bisher untersuchten Nanogeneratormodells [54], werden in dieser
Arbeit Halbleitereffekte in der ferroelektrischen Schicht beachtet.
Der folgende Abschnitt bezieht sich unter anderem auf [6,21,36,46]. Hier sei nur
eine kurze Einführung in die relevanten Eigenschaften von Halbleitern gegeben.
Es soll keine ausführliche Zusammenfassung darstellen. Für weitere Informationen
wird auf die aufgeführte und darin zitierte Literatur verwiesen.

Im Allgemeinen sind Halbleiter keramische Werkstoffe, welche die Besonderheit
besitzen, dass ihre Stromleitfähigkeit temperaturabhängig ist, weshalb sie nicht
den Leitern zuzuordnen sind. Bei tieferen Temperaturen wirken sie wie ein Isola-
tor. Mögliche Leitungsmechanismen sind zum Beispiel Eigenleitung, Störstellen-
leitung, Ionenleitung oder der p-n-Übergang. Halbleiter sind spezielle Werkstoffe
mit einem spezifischen elektrische Widerstand zwischen dem der Metalle und dem
der Isolatoren. Durch die Zugabe bestimmter Stoffe (Dotierungsstoffe) kann die-
ser spezifische Widerstand um mehrere Zehnerpotenzen geändert werden, was für
die Halbleitertechnik von großer Bedeutung ist, [21,36]. Diese Zugabe kann gezielt
oder durch Verunreinigungen im Herstellungsprozess erfolgen. Halbleiterbauele-
mente werden meistens aus Einkristallen hergestellt. An Korngrenzen von poly-
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kristallinen Kristallen stellen sich unkontrollierte Grenzschichteffekte ein, weshalb
Polykristalle in der Halbleitertechnik nicht eingesetzt werden.
Aufgrund der unterschiedlichen Ursachen für eine entstehende Leitfähigkeit in
Keramiken ist die elektrische Leitfähigkeit um so höher, je größer die Zahl von
Ladungsträgern und deren Beweglichkeit ist. Die hohe Leitfähigkeit der Metalle
ist durch die metallische Bindung gegeben, bei der im Gitter leicht bewegliche
Elektronen vorliegen, die als Ladungsträger fungieren. Keramische Werkstoffe
enthalten meist keine freien Elektronen, sodass ihre elektrische Leitfähigkeit um
viele Größenordnungen niedriger ist. Für die restliche Leitfähigkeit sind häufig
Ionen als Ladungsträger verantwortlich. Deren Beweglichkeit ist durch die Masse
und durch den Einbau in die Struktur normalerweise erheblich geringer als die
Elektronenbeweglichkeit. [21, 46]
Bei den Oxidkeramiken, zu denen auch Bariumtitanat gehört, sind hauptsächlich
Ionen die Ladungsträger. Der Ladungstransport ist abhängig von den Diffusions-
vorgängen im jeweiligen Medium. Werden die Ionen beweglich, so kann es auf
Basis von einem Ionenstrom zu einer elektrischen Leitfähigkeit Γ kommen.
Mit steigender Temperatur nimmt die Leitfähigkeit bei Keramiken zu. Die strom-
tragenden Ionen verhalten sich entsprechend Ionen in Flüssigkeiten; sie unterlie-
gen den thermodynamischen Gesetzen und können sich an Reaktionen beteiligen.
Zusammenfassend ergibt sich, dass es drei Gründe für das Auftreten der Halb-
leitung gibt: Anregung durch hohe Temperaturen, Einbau von Fremdionen oder
Verunreinigungen und einer Änderung der kristallinen Verbindungen. [36]
Die Leitfähigkeit Γ, gemessen in 1/(Ωm), ermöglicht den Transport von elek-
trischer Ladung im Material. Der spezifische Widerstand % kann sich um einen
Faktor von ungefähr 1024 zwischen den Stoffen unterscheiden. In Tabelle 2.2 sind
ungefähre Werte für den spezifischen Widerstand % für Supraleiter, Halbleiter,
Leiter und Isolatoren aufgeführt. Der spezifische Widerstand ist der reziproke
Wert der Leitfähigkeit und wird in Ωm angegeben.

Supraleiter: % ≈ 0 Ωm

Leiter: 10−8 < % < 10−6 Ωm

Halbleiter: 10−5 < % < 106 Ωm

Isolatoren: 107 < % < 1016 Ωm

Tabelle 2.2: Liste für spezifische Widerstände für Supraleiter, Leiter, Halbleiter und
Isolatoren, [36]

Ist die auftretende elektrische Spannung zu groß, so kann dies zu einem dielek-
trischen Durchschlag führen. Für einen elektrischen Durchschlag sind verschie-
dene Effekte im Werkstoff verantwortlich. Den Beginn bildet die Beschleunigung
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einzelner Elektronen, die beim Aufprall auf die Elektronenhülle anderer Atome
weitere Elektronen freisetzen. Es entstehen Ionen. Mit zunehmender Feldstärke
steigt sowohl die Elektronenanzahl als auch die Anzahl der aus den Bindungen
abgelösten Ionen. In diesen Gebieten ist die kritische Feldstärke bereits bei ge-
ringen Spannungen erreicht und der elektrische Durchschlag wird eingeleitet. So
wie der elektrische Durchschlag können auch ungewollte Leitungsmechanismen,
sogenannte Leckströme, die Funktionalität der Nanogeneratoren beeinträchtigen.
Leckströme sind ungewollte Ladungsströme, die unter anderem in halbleitenden
Keramiken auftreten. [21]

Eine Art von Leckstrom tritt auf, wenn in einem vorgesehenen Stromkreis Strom
an einer ungewollten Stelle austritt. Eine weitere betrifft insbesondere dielek-
trische Materialien, die keine perfekten Isolatoren sind. Diese besitzen eine von
null abweichende Leitfähigkeit, weshalb ein Leckstrom fließen kann. Im Folgen-
den werden spezielle Leitungsmechanismen näher beschrieben und in den nume-
rischen Untersuchungen angewendet. Abhängig ob in englischer oder deutsche
Literatur wird die Übersetzung und Verwendung des Wortes „leagake current“
als ungewollte Leckströme oder generell als Leitungsmechanismen bezeichnet. Im
Weiteren werden die beiden Begriffe synonym verwendet mit der Bedeutung Lei-
tungsmechanismen in keramischen Materialien.

In der Literatur sind nur die Leckstromformulierungen anhand eines eindimen-
sionalen Versuchsaufbaus gegeben. Daher ist eine Erweiterung auf bis zu drei
Dimensionen nötig, siehe Anhang B. Für die Erweiterung auf drei Raumrichtun-
gen wird Isotropie vorausgesetzt.

Die Unterteilung von Leitungsmechanismen erfolgt anhand ihres dominanten Auf-
tretens. So gibt es Leckströme, die sich an den Elektroden begrenzt auswirken,
oder andere, die entsprechend den Eigenschaften des Dielektrikums im gesamten
Material auftreten. In Chiu [21] werden unterschiedliche Leitungsmechanismen
beschrieben. Eine grafische Gegenüberstellung ist in Abbildung 2.15 gegeben.

In der vorliegenden Arbeit werden massenbegrenzte Leitungsmechanismen unter-
sucht, welche im Nachfolgenden näher erläutert werden.

Zum Verständnis der nachfolgenden Erläuterungen bezüglich der unterschiedli-
chen Leitungsmechanismen und deren Ursache wird eine kurze Einführung in
das Bändermodell der Leiter, Halbleiter und Isolatoren gegeben. Diese Kurzfas-
sung bezieht sich auf Kommer [50]. Grundlage des Bändermodells ist die Fermi-
Energie EF . Der Begriff der Fermi-Energie ist ein feststehender physikalischer
Begriff aus der Quantenstatistik. Anschaulich ist die Fermi-Energie die Energie,
die einem Elektron hinzugefügt werden muss, um es aus dem Metall herauszu-
schlagen.

Weitere Begriffe des Bändermodells sind Energiebänder. Es gibt zwei bedeutende
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Abbildung 2.15: Gegenüberstellung verschiedener elektrodenbegrenzter und massen-
begrenzter Leitungsmechanismen, [21].

Energiebänder, die zur Beschreibung der elektrischen Leitfähigkeit von Materia-
lien wichtig sind. Zum einen ist es das Valenzband, welche das höchste besetzte
Energieband am absoluten Nullpunkt ist. Zum anderen das Leitungsband, welches
das nächsthöhere Energieband über dem Valenzband beschreibt. Der Abstand
zwischen diesen beiden Bändern ist die Bandlücke. Die Bandlücke EG wird in der
Einheit eV angegeben und definiert insbesondere die elektrische Leitfähigkeit von
Materialien. [21]

Die angeregten Elektronen im Leitungsband können durch ihre freie Beweglich-
keit zur elektrischen Leitfähigkeit beitragen. Anhand der Anzahl von Elektronen
im Leitungsband und der Größe der Bandlücke wird eine Klassifizierung in Lei-
ter, Halbleiter und Isolatoren vorgenommen. Die Grenzen sind eher als unscharfe
Werte zu betrachten, sie variieren durchaus in Abhängigkeit der Temperatur. Ta-
belle 2.3 führt die Bereich von Bandlücken für Leiter, Halbleiter und Isolatoren
auf. Zu beachten ist, dass die Grenzen zwischen Leitern und Halbleitern sowie
Halbeitern und Isolatoren nicht streng ausgelegt werden sollten, da sie je nach
Dotierung und Material schwanken können. [34]
In Abbildung 2.16 sind die unterschiedlichen Bändermodelle für Leiter, Halblei-
ter und Isolatoren dargestellt. Für die elektrische Leitfähigkeit ist die Lage des
Leitungsbandes relativ zum Valenzband von Bedeutung.

Bei Leitern berühren sich die beiden Bänder mindestens, es kann durchaus zu
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Leiter: keine Bandlücke
Halbleiter: < 3 eV
Isolatoren: > 3 eV

Tabelle 2.3: Bandlücken der verschiedenen Werkstoffklassifizierungen, Leiter, Halb-
leiter und Isolatoren, [34]

Abbildung 2.16: Bändermodelle für Leiter, Halbleiter und Isolatoren im Vergleich,
entnommen aus [50].

kleinen Überlappungen führen. Halbleiterbandmodell hingegen weisen eine gerin-
ge Bandlücke auf, die von Elektronen überwunden werden muss, damit das Ma-
terial leitend wird. Bei Isolatoren ist die Bandlücke zu groß, als dass Elektronen
die Bandlücke überwinden könnten und somit ist keine elektrische Leitfähigkeit
möglich.

2.3.1 Massenbegrenzte Ladungsmechanismen

Als massenbegrenzte Ladungsmechanismen werden jene bezeichnet, die von den
elektrischen Eigenschaften des Dielektrikums selbst abhängen. Hierzu zählen die
Poole-Frenkel Emission, Sprungleitung („hopping conduction“), Ohm’sche Lei-
tung, raumladungsbegrenzte Leitung („space-charge-limited current“), ionischer
Leitungstransport und Korngrenzenbergrenzte Leitung („grain-boundary-limited
conduction“), siehe Abbildung 2.15. Der Ohm’sche Ladungstransport und „Space-
charge-limited current“ werden in dieser Arbeit ausführlicher behandelt und auch
in das numerische Modell implementiert. [21]

Ohm’scher Ladungstransport

Die Ohm’sche Leitung wird vorwiegend durch die Bewegung von freien Elek-
tronen im Leitungsband und Fehlstellen im Valenzband verursacht. Bei diesem
Leitungsmechanismus ist ein lineares Verhältnis zwischen dem Stromdichtevektor
J und dem Vektor des elektrischen Feldes E gegeben. [21] Die Stromdichte kann
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hierbei beschrieben werden als:

J = ΓE (2.1)

Die Größe dieser Ladungsdichte ist sehr gering, weshalb dieser Mechanismus ge-
wöhnlich bei sehr niedrigen elektrischen Spannungen beobachtet wird und insbe-
sondere dann, wenn kein weiterer signifikanter Ladungstransport stattfindet [21].
In Experimenten wird auf den Ohm’schen Ladungstransport geschlossen, wenn
der Graph in doppelt logarithmischer Skalierung der Achsen eine Steigung von 1
aufweist, siehe Abbildung 2.17.

Abbildung 2.17: Schematischer Graph des Ohm’schen Ladungstransports, Strom-
flussdichte J über elektrischen Feld E.

Space-charge-limited Current (SCLC)

Als Raumladung SCLC wird jener Ladungstransport bezeichnet, bei dem sich
in einem nichtleitenden Medium eine räumlich verteilte Ladung aufbaut. Dies
geschieht durch einen Überschuss von negativen oder positiven Ladungsträgern.
Die Abhängigkeit von Ladungsdichte zum elektrischen Feld wird über das Mott-
Gurney Gesetz angegeben, [21,46]:

J = 9
8µκ0 εr

1
d
E2 (2.2)

Hierbei ist µ die Mobilität der Elektronen, εr die relative Permittivität des Fer-
roelektrikums, d ist die Dicke der Schicht und κ0 beschreibt die Permittivität des
freien Raums. Unter der Voraussetzung von starker angelegter Spannung werden
Fehlstellen besetzt, ein Überschuss an Ladungsträgern aufgebaut und schlussend-
lich entsteht ein Ladungsfluss. Der SCLC Mechanismus wird, verglichen mit dem
Ohm’schen Leitungstransport, bei etwas höheren Spannungen bemerkbar. [21,46]
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Abbildung 2.18: Schematischer Graph des SCLC Ladungstransports, Stromflussdich-
te J über elektrischen Feld E.

Der Ladungstransport in Form von SCLC liegt vor, wenn die logarithmische Ska-
lierung der Stromdichte-Kurve über dem elektrischen Feld eine Steigung von 2
aufweist, wodurch die quadratische Abhängigkeit des Ladungstransports erkenn-
bar wird, siehe Abbildung 2.18.
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3 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Dieses Kapitel ist eine kurze Zusammenfassung der Grundlagen für kontinuums-
mechanisches Verhalten von Festkörpern. Zudem werden hier die Voraussetzungen
für die numerische Methode der Finiten Elemente dargelegt.

Die Kontinuumsmechanik ist ein Teilgebiet der Mechanik und liefert die Grund-
gleichungen, um die Gleichgewichtsbedingungen für einen deformierbaren Körper
unter Beachtung von Belastungen und Randbedingungen zu bestimmen. Dies
führt somit auf ein Randwertproblem.

In den folgenden Abschnitten werden die Grundlagen zur Beschreibung von defor-
mierbaren Körpern vorgestellt. Ein deformierbarer Körper versucht durch seine
Formänderung und Bewegung im Raum sich der ihm aufgebrachten Belastung
zu entziehen. Diese Formänderung oder auch Bewegung im Raum kann durch
die sogenannte Kinematik mathematisch beschrieben werden. Hierbei entstehen
innere Kräfte und relative Verschiebungen im Körper, die Spannungen und Ver-
zerrungen. Die Kontinuumsmechanik behandelt neben der Kinematik eines Kör-
pers ebenfalls physikalisch motivierte Bilanz- und Erhaltungssätze. Diese werden
im weiteren Verlauf eine wesentliche Rolle zur Beschreibung des ferroelektrischen
Materialverhaltens spielen.

Das folgende Kapitel ist eine Zusammenfassung von Altenbach [4], Betten
[12], Eringen [28,29], Holzapfel [35], Wriggers [89] und Su & Landis [80].
Für weitere Herleitungen wird auf diese Literatur und den darin zitierten Quellen
verwiesen.

Zur mathematischen Beschreibung eines materiellen Körpers wird ein System von
Gleichungen, die sogenannten Feldgleichungen, benötigt, welche zu gegebenen
Randbedingungen gelöst werden müssen. Hierbei geben sie Informationen über
den Materialzustand im Inneren wieder. Diese Feldgleichungen können als System
von Differentialgleichungen formuliert werden und sind unabhängig von den Ei-
genschaften des zu betrachtenden materiellen Körpers. Erst durch die sogenann-
ten Stoffgleichungen werden die individuellen Eigenschaften sowie das Verhalten
des Materials berücksichtigt und das Gleichungssystem somit vervollständigt.

3.1 Beschreibung der Kinematik

Die Kinematik beschreibt die Deformation eines Körpers sowie die Verzerrungs-
maße und zeitlichen Ableitungen dieser Größen. Sie werden für die konstitutive
Beschreibung und Formulierung der Bilanzgleichungen benötigt.
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3.1.1 Deformation und Bewegung eines Körpers

Im Folgenden werden die Deformationen und Bewegungen eines Körpers B, wel-
cher sich im euklidischen Raum befindet, in zwei zeitlich unterschiedlichen Zustän-
den betrachtet. Der Körper B ist eine zusammenhängende Struktur, die als ho-
mogen betrachtet wird und sich aus kontinuierlich verteilten Materialpunkten P
zusammensetzt. Der Körper B zum Zeitpunkt t ist in Abbildung 3.1 dargestellt.
Es gilt: P ∈ B.

Abbildung 3.1: Körper B in der Referenz- und Momentankonfiguration: zum Zeit-
punkt t = 0 und t > 0.

Zum Zeitpunkt t = 0 ist der Körper B in der Referenzkonfiguration. Das Ge-
biet, das der Körper B zu diesem Zeitpunkt einnimmt, wird mit Ω0 bezeichnet.
Für alle Zeitpunkte für die t > 0 gilt, bewegt sich der Körper B im Raum und
verändert seine Position. Das zum Zeitpunkt t > 0 beschriebene Gebiet Ω wird
als Momentankonfiguration beschrieben. Die Punkte und Vektoren, welche sich
auf die Referenzkonfiguration beziehen, werden im Folgenden mit großen latei-
nischen Buchstaben beschrieben, wohingegen bei Punkten und Vektoren, welche
sich auf die Momentankonfiguration beziehen kleine lateinische Buchstaben ver-
wendet werden.
Ein einzelner Punkt P, der sich in der Referenzkonfiguration Ω0 befindet, verän-
dert seine Position zum Zeitpunkt t > 0. Derselbe Punkt wird in der Momentan-
konfiguration mit p bezeichnet. Dieser Punkt besitzt zu der jeweiligen Referenz-
und Momentankonfiguration einen Ortsvektor, welcher durch X = Xi ei bzw.
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x = xi ei beschrieben wird. Hierbei sind ei die kartesischen Basisvektoren im
dreidimensionalen Raum mit i = 1, 2, 3. In der vorliegenden Arbeit gilt die Ein-
stein’sche Summenkonvention.
Um im Speziellen die Änderung des Ortes eines einzelnen Materialpunktes zu be-
schreiben, muss zusätzlich der Begriff der Verschiebung eingeführt werden. All-
gemein lässt sich eine Verschiebung eines Punktes als Differenz der Ortsvekto-
ren zu unterschiedlichen Zeitpunkten bzw. in unterschiedlichen Konfigurationen
definieren. Wird die Verschiebung auf die Referenzkonfiguration Ω0 (Lagrange
Formulierung) bezogen, erhält man:

U = x(X, t)−X (3.1)

Bezieht man die Verschiebung auf die Momentankonfiguration Ω (materielle For-
mulierung), so nennt man es die Eulersche oder räumliche Formulierung:

u = x−X(x, t) (3.2)

In Abbildung 3.1 sind die VerschiebungenU und u dargestellt. Somit entsprechen
die beiden Verschiebungen einander, denn sie beschreiben jeweils die Differenz der
Ortsvektoren von der Referenz- und Momentankonfiguration. Ist die Verschiebung
aller Punkte des Körpers gleich, so handelt es sich um eine Starrkörperverschie-
bung.

3.1.2 Der Deformationsgradient

Bisher wurde nur die Bewegung eines separierten Punktes betrachtet. Für die
Beschreibung der Deformationen eines Körpers wird im Allgemeinen eine Kurve ξ
auf B bewertet. Hierzu wird die Kurve ξ mithilfe der Abbildungsfunktion Γ in
der Referenzkonfiguration Ω0 dargestellt. Die Abbildungsfunktion Γ beschreibt
mit X = Γ(ξ) die undeformierte Materialkurve in der Referenzkonfiguration Ω0,
siehe Abbildung 3.2. Die Darstellung in der Momentankonfiguration Ω erfolgt
mithilfe der Abbildungsfunktion γ. Analog gilt für die Momentankonfiguration
x = γ(ξ, t) auf Ω. Abhängig vom Parameter ξ werden durch X und x alle Punkte
auf einer Kurve der jeweiligen Konfiguration bestimmt.
Die Tangente der jeweiligen Kurve beschreibt den momentanen Tangentenvektor
dx und einen Tangentenvektor dX in der Referenzkonfiguration. Es gilt hierbei:

dx = γ ′(ξ, t)dξ = ∂γ(ξ, t)
∂ξ

dξ bzw. dX = Γ′(ξ)dξ = ∂Γ(ξ)
∂ξ

dξ (3.3)

Die beiden Tangentenvektoren beschreiben infinitesimale Linienelemente. Basie-
rend auf der jeweiligen Konfiguration bezeichnet man dX als undeformiertes Li-
nienelement auf dem Gebiet Ω0 und dx als deformiertes Linienelement auf Ω. Zur
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Abbildung 3.2: Parametrische Kurven in Referenz- und Momentankonfiguration.

Beschreibung der Verformung in der unmittelbaren Nähe eines Materialpunktes
wird der Deformationsgradient eingeführt. Für den Deformationsgradienten gilt:

F(X, t) = ∂x(X, t)
∂X

= Gradx(X, t) (3.4)

Durch weitere Umformung kann der Deformationsgradient auch als Ausdruck der
Verschiebung dargestellt werden:

F(X, t) = ∂(X + u)
∂X

= 1 + Gradu = 1 + H (3.5)

H = Gradu mit Hij = ∂ui
∂Xj

Hierbei wird gezeigt, dass der Deformationsgradient mit dem zweistufigen Ein-
heitstensors 1 und dem Verschiebungsgradienten H = Gradu darzustellen ist.
Mithilfe einer zusätzlichen Beachtung einer Abbildungsfunktion χ kann gezeigt
werden, dass der Deformationsgradient invertierbar ist. An dieser Stelle wird auf
die aufgeführte Literatur verwiesen. Daraus folgt, dass schließlich die Abbildung
der Tangentenvektoren invertierbar ist:

dX = F−1(x, t)dx (3.6)
F−1(x, t) = gradX(x, t) (3.7)

Der Deformationsgadient entspricht einem linearen Operator, der die Tangenti-
alräume der Referenz- und Momentankonfiguraton miteinander verknüpft. Allge-
mein ist der Deformationsgradient nicht symmetrisch.

F 6= FT (3.8)
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Die Determinante des Deformationsgradienten F wird häufig als Jacobidetermi-
nante bezeichnet. Sie besitzt die Eigenschaft einen Zusammenhang zwischen der
Momentan- und der Referenzkonfiguration herzustellen:

dv = J(X, t)dV mit J(X, t) = detF(X, t) (3.9)

3.1.3 Definition der Verzerrungen

Der eingeführte Deformationsgradient bildet den gesamten Deformations- und
Verschiebungsvorgang eines Punktes ab. Er enthält sowohl Starrkörpertransla-
tionen, Starrkörperrotationen und Deformationen. Für die Beschreibung der Ver-
zerrungen eines Körpers sind lediglich die Deformationen nötig. Für eine getrennte
Betrachtung der Rotations- und Deformationsanteile wird der Deformationsgra-
dient F zunächst multiplikativ zerlegt:

F = RU = VR (3.10)

Der Tensor R beschreibt die reine Rotation eines Linienelementes, ohne Längen-
änderung. Die Tensoren U und V beschreiben dahingegen die Streckungen eines
Linienelementes. Die beiden Tensoren unterscheiden sich im Bezug auf die jeweili-
ge Konfiguration. Der Tensor U beschreibt den materiellen Rechts-Streck-Tensor
in der Referenzkonfiguration Ω0 und der Tensor V beschreibt den Links-Streck-
Tensor in der Momentankonfiguration Ω.
Beide Tensoren U und V sind symmetrische, positiv definite Tensoren zweiter
Stufe. Es gilt U = UT und V = VT . Für den Rotationstensor R gilt zusätzlich
die Eigenschaft der Orthogonalität:

RRT = RTR = 1 bzw. RT = R−1 (3.11)

Der Deformationsgradient F ist im Allgemeinen nicht symmetrisch. Wird hier
seine Transponierte auf den Deformationsgradienten selbst angewendet, so erhält
man einen symmetrischen positiv definierten Tensor. Dieser Tensor wird Rechts-
Cauchy-Green Tensor C genannt:

C := FTF = (RU)TRU = UTRTRU = UTU (3.12)

Hier ist erkennbar, dass der Tensor C nur mithilfe der Streckung U beschrie-
ben wird und demzufolge frei von Rotationsanteilen ist. Da für den reinen Ro-
tationsanteil gilt, dass keine zusätzlichen Längenänderungen vorliegen, ist seine
Determinante detR = 1. Demzufolge entspricht die Längenänderung des De-
formationsgradienten lediglich der Längenänderung der Strecktensoren. Es gilt
detF = detU = detV. Zusätzlich gilt mit Gleichung (3.12) detC = (detF)2.
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Für eine reine Starrkörpertranslation verschwindet der Verschiebungsgradient
GradU. Somit ist C nicht frei von Starrkörperverschiebungen und es verbleibt
nur der Einheitstensor 1. Für eine Definition eines Verzerrungsmaßes, welches
frei von Starrkörperverschiebungen ist, wird der Green’sche Verzerrungstensor
eingeführt:

G := 1
2 (C− 1) = 1

2
(
FTF− 1

)
(3.13)

Das so erhaltene Verzerrungsmaß ist symmetrisch und zugleich frei von Starrkör-
pertranslationen, was anhand der Rotationsfreiheit des rechten Cauchy-Green-
Tensors belegt ist. Der Verzerrungstensor in Gleichung (3.13) wird häufig auch
als Green-Lagrange’scher Verzerrungstensor bezeichnet.
Eine Beschreibung des Green-Lagrange’schen Verzerrungstensors G mithilfe des
Verschiebungsgradienten H wird zu:

G := 1
2
(
FTF− 1

)
= 1

2
(
(1 + H)T (1 + H)− 1

)
= 1

2
(
H + HT + HTH

)
(3.14)

Der Green-Lagrange’sche Verzerrungstensor G kann also allein durch den Ver-
schiebungsgradienten H dargestellt werden. Dieser tritt hier sowohl alleinstehend
als auch in quadrierter Form auf. Somit lässt sich der Verzerrungstensor in einen
linearen und einen nichtlinearen Anteil additiv zerlegen. Beide Terme sind wei-
terhin symmetrisch:

G = Glin + Gnili (3.15)

Glin = 1
2(H + HT ) bzw. Gnili = 1

2(HTH) (3.16)

Da in dieser Arbeit nur kleine Verschiebungen auftreten, wird der Green- Lagran-
ge’sche Verzerrungstensor auf den linearen Anteil reduziert:

Glin = 1
2(H + HT )

Glin(ij) = 1
2(Hij + Hji)

Glin(ij) = 1
2

(
∂ui
∂Xj

+ ∂uj
∂Xi

)
(3.17)

Der lineare VerzerrungstensorGlin wird im Folgenden mit ε bezeichnet und lautet
in Matrixform:

ε =


u1,1

1
2(u1,2 + u2,1) 1

2(u1,3 + u3,1)
1
2(u2,1 + u1,2) u2,2

1
2(u2,3 + u3,2)

1
2(u3,1 + u1,3) 1

2(u3,2 + u2,3) u3,3

 =


ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε32 ε33

 (3.18)

Die einzelnen Verzerrungskomponenten können ebenso in Vektorform angeordnet
werden. Diese als Voigt’sche Notation bezeichnete Darstellung dient zur einfache-
ren Handhabung bei der Implementierung mithilfe der Finiten Elemente Methode.
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Für die Schubverzerrungen werden oftmals die Ingenieurgleitungen γ = 2 εij mit
i 6= j verwendet:

ε = (ε11 ε22 ε33 2ε12 2ε13 2ε23)T

ε = (ε11 ε22 ε33 γ12 γ13 γ23)T (3.19)

3.2 Mechanische Spannung

Aufbauend auf der Kinematik aus dem vorangegangenen Abschnitt werden im
Folgenden die Spannungen im Inneren des Körpers beschrieben, welche aus den
Deformationen resultieren.
Es wird eine analoge Schreibweise bezüglich der Groß- und Kleinbuchstaben wie
bisher verwendet. Es entstehen zwischen zwei benachbarten Punkten Spannun-
gen, sofern diese eine Relativverschiebung erfahren. Der ebene Schnitt durch den
Körper in der Momentankonfiguration, Abbildung 3.3, stellt die entstehenden
Spannungen grafisch dar. Der Körper B wird gedanklich geteilt und eine Fläche da
wird näher betrachtet Der Normalenvektor n steht senkrecht zur Fläche da und
wirkt im deformierten Zustand der Spannungsvektor t. Die Spannungen in der
Momentankonfiguration werden häufig auch als wahre oder Cauchy-Spannungen
bezeichnet: Der Spannungszustand an einem Materialpunkt kann durch die Span-

Abbildung 3.3: Schnitt durch den Körper B in der Momentankonfiguration mit An-
sicht des Spannungsvektors t und dem Normalenvektor n auf die Fläche da.

nungsvektoren an drei aufeinander senkrechten Schnittflächen vollständig erfasst
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werden. Es entstehen neun Komponenten, die die Einträge des Cauchy Span-
nungstensors σ. Durch das Momentengleichgewicht am Volumenelement ist dieser
symmetrisch:

σ = σT (3.20)

Der Cauchy Spannungstensor gibt die wahren Spannungen an, da er in der Mo-
mentankonfiguration auf da wirkt.
Der Normalenvektor der Fläche da und der Spannungsvektor t können mithilfe
des Spannungstensors σ direkt in Beziehung zueinander gestellt werden. Dieser
Zusammenhang wird auch Cauchy-Theorem genannt und beschreibt die lineare
Abhängigkeit zwischen dem Spannungsvektor t und Normalenvektor n:

t(x,n) = σ(x)n(x) (3.21)

Der hier eingeführte Spannungstensor σ(x) wird als Cauchy-Spannungstensor
bezeichnet und wirkt in der Momentankonfiguration. Analog hierzu gilt folgende
Form für die Referenzkonfiguration:

T(X,N) = P(X)N(X) (3.22)

In der Referenzkonfiguration bezeichnen die beiden Vektoren T und N analog
den Traktionsvektor und Normalenvektor. Der Spannungstensor P wird hier als
erster Piola-Kirchhoff’scher Spannungstensor bezeichnet.
Wie in Abbildung 3.3 zu sehen, treten die Spannungsvektoren jeweils paarweise
auf. Der eingeführte Schnitt in den Körper erzeugt zwei Oberflächen mit ent-
gegen gerichteten Normalenvektoren. Demzufolge haben Spannungsvektoren auf
der Schnittfläche die gleiche Größe. Aufgrund der entgegengesetzten Orientierung
ist die Summe der Vektoren null:

t(x,n) da = T(X,N)dA (3.23)

Zur Beschreibung des Zusammenhangs zwischen dem Piola-Kirchhoff’schen Span-
nungstensor und der Cauchy Spannung bedient man sich der Determinante des
Deformationsgradienten in Gleichung (3.9) und der Deformationen der Span-
nungsvektoren in den Gleichungen (3.21) und (3.22). Somit folgt:

P := JσF−T (3.24)

Der Cauchy-Spannungstensor wirkt auf der Momentankonfiguration. Da nur ei-
ne einseitige Transformation mit F−T vorgenommen wird ist der erste Piola-
Kirchhoff’sche Spannungstensor im Allgemeinen nicht symmetrisch. Für einen Be-
zug des Spannungstensors auf die Referenzkonfiguration führt eine weitere Trans-
formation mit F−1 auf den zweiten Piola-Kirchhoff’sche Spannungstensor (2. PK):

S := F−1P = JF−1σF−T (3.25)
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Der zweite Piola-Kirchhoff’sche Spannungstensor ist allerdings keine physikalisch
interpretierbare Größe. Durch die symmetrische Eigenschaft (S = ST) und den
direkten Bezug auf die Referenzkonfiguration wird er häufig als Rechengröße in
Kombination mit dem Green’schen Verzerrungstensor G verwendet.

3.3 Zeitableitungen

Zur zeitlichen Beschreibung von physikalischen Eigenschaften der materiellen
Punkte P wird an dieser Stelle die Zeit t eingeführt. Für die zeitlichen Ablei-
tungen werden folgende Symbole verwendet:

∂(•)
∂t

= ˙(•) und ∂2(•)
∂t

= ¨(•) (3.26)

Im Folgenden wird die Beziehung zwischen der Zeitableitung und der Richtungs-
ableitung eingeführt. Wir betrachten die materielle Zeitableitung eines glatten
räumlichen Feldes f(x, t), die mit ∂f(x, t)/∂t oder ḟ bezeichnet wird. Sie ist die
Zeitableitung von f bei fixiertem Ortsvektor x.

ḟ(x, t) = ∂f(x, t)
∂t

(3.27)

Aus dem räumlichen Gradienten und unter Verwendung von Gleichung (3.4) er-
gibt sich die zeitliche Ableitung der Jacobimatrix J = det[F]:

∂ J

∂ t
= J̇ = ∂detF

∂F
: ∂F
∂t

= JF−T : Ḟ = Jdiv[v] . (3.28)

3.4 Bilanzgleichungen

Jeder Körper strebt unter äußeren Belastungen einen Gleichgewichtszustand an.
Zusätzlich sind noch Bilanz- und Erhaltungssätze nötig, um diesen zu beschrei-
ben. Die folgenden Bilanzgleichungen können in die drei mechanischen Bilan-
zen der Masse, des Impulses und des Drehimpulses und zusätzlich in die beiden
Hauptsätze der Thermodynamik unterteilt werden. Letztere geben Aufschluss
über die Entropie und Energie eines Systems. Zu diesem Zeitpunkt werden noch
keine materiellen Eigenschaften betrachtet, sondern unabhängig von diesen die
Bilanzgleichungen diskutiert. Sie besitzen die mathematische Struktur:

∂

∂t

∫
Ωt
D dv =

∫
Ωt
V dv +

∫
∂Ωt

O da (3.29)

Gleichung (3.29) besagt, dass die zeitliche Änderung einer physikalischen Grö-
ße D des Körpers Ω im Gleichgewicht mit ihrer Ursache steht. Diese Änderungen
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können entweder im Inneren des Körpers oder durch Zu- und Abflüsse über den
Rand geschehen. Wie bereits in Gleichung (3.29) zu erkennen, sind die Terme in
ein zeitliches Dichtefeld einer physikalischen Größe D = D(x, t), einen volumen-
bezogenen Zu- oder Abfluss V = V(x, t) und analog in einen oberflächenbezoge-
nen Zu- oder Abfluss O = O(x, t) einzuteilen.

Reynolds’sches Transporttheorem

Um die grundlegenden Erhaltungssätze der Kontinuumsmechanik herzuleiten wird
zunächst der Transportsatz für Volumen, das Reynolds’sche Transporttheorem,
erläutert.
Allgemein wird das räumliche Skalarfeld durch die Funktion Φ = Φ(x, t) beschrie-
ben und bildet im Einheitsvolumen zum Zeitpunkt t eine beliebige physikalische
Größe ab. Die Funktion Φ sei stetig differenzierbar. Somit wird ihr aktueller Wert
innerhalb eines Gebietes Ω mit Volumen v mithilfe des Integrals von Φ in Abhän-
gigkeit der Zeit t über das Volumen beschrieben. Es ergibt sich die skalarwertige
Funktion:

I(t) =
∫

Ω
Φ(x, t)dv (3.30)

Für die Zeitableitung von I(t) muss zunächst die Ableitung auf die Referenzkon-
figuration Ω0 bezogen werden. Eine Ableitung auf die Momentankonfigration ist
nicht möglich, da diese selbst von der Zeit abhängt. Zusätzlich wird für das Volu-
men dv die Beziehung aus Gleichung (3.9) verwendet. Die zeitlichen Ableitungen
werden wie in Gleichung (3.26) gekennzeichnet:

İ(t) = ∂

∂t

∫
Ω

Φ(x, t)dv = ∂

∂t

∫
Ω0

Φ(x(X, t), t)J(X, t)dV (3.31)

Da das Gebiet Ω0 auf der Referenzkonfiguration zeitunabhängig ist, können das
Integral und die Ableitung in vertauschter Reihenfolge ausgeführt werden. Für
eine Umformung auf die Momentankonfiguration sei auf weitere Literatur verwie-
sen [35], es ergibt sich:

İ(t) = ∂

∂t

∫
Ω

Φ(x, t)dv =
∫

Ω

[
Φ̇(x, t) + Φ(x, t)divẋ

]
dV (3.32)

Gleichung (3.32) ist als das Reynolds’sche Transporttheorem bekannt. Die Funk-
tion Φ kann durch die physikalischen Skalarfelder Masse, innerer Energie und
Entropie ersetzt werden.

3.4.1 Massenerhaltung

Die Masse m im Körper B sei über das Gebiet Ω kontinuierlich verteilt. In der
Momentankonfiguration zum Zeitpunkt t besitzt das Gebiet Ω die Oberfläche ∂Ω.
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Die Masse eines Körpers ist ein skalarer Wert und somit lässt sich für jeden Punkt
des Körpers eine Massendichte ρ := ρ(x) definieren. Die Masse des gesamten Kör-
pers wird durch die Integration der Massendichte ermittelt.
In der Referenz- und Momentankonfiguration lässt sich die Masse wie folgt defi-
nieren:

m0 =
∫

Ω0
ρ0 dV in der Referenzkonfiguration

m =
∫

Ω
ρ dv > 0 in der Momentankonfiguration (3.33)

Unter Verwendung der Jacobimatrix dv = detF dV = J dV folgt:

m =
∫

Ω0
ρ0 dV =

∫
Ω0
ρJ dV (3.34)

0 =
∫

Ω0
[ρ0 − ρJ ]dV (3.35)

Für das Gebiet Ω0 in der Referenzkonfiguration wird Gleichung (3.35) nur erfüllt,
wenn für den Klammerausdruck die Bedingung [ρ0 − ρJ ] = 0 erfüllt ist. Diese
Bedingung liefert die erste lokale Form der Massenerhaltung, welche punktweise
erfüllt sein muss. Die lokale Massenerhaltung stellt einen direkten Bezug zwischen
der Massendichte eines Punktes aus der Referenzkonfiguration zu der Massendich-
te eines Punktes in der Momentankonfiguration mithilfe der Jacobideterminante
dar:

ρ0 = ρ J = ρ detF (3.36)

Angenommen die Masse eines Körpers ändert sich während der Verzerrung nicht,
so ist die Masse des Körpers unabhängig von der Zeit von t. Daher ist sie identisch,
bezogen auf die Referenz- und Momentankonfiguration. Aufgrund dieser Unab-
hängigkeit der Massen bezüglich der Zeit ist keine zeitliche Ableitung vorhanden:

ṁ = ∂

∂t

∫
Ω0
ρ0 dV = ∂

∂t

∫
Ω
ρ dv = 0 (3.37)

Darüber hinaus gilt die Zeitableitung der Jacobimatrix J̇ = Jdivẋ und es folgt:

ṁ = ∂

∂t

∫
Ω0
ρ0dV = ∂

∂t

∫
Ω0
ρJ dV (3.38)∫

Ω0
ρ̇0dV =

∫
Ω0
J [ρ̇+ ρ divẋ]dV = 0 (3.39)

Im einfachen Fall wird die Jacobimatrix zu null, weshalb für ein beliebiges Gebiet
Ω0 in der Referenzkonfiguration der Ausdruck in der Klammer [ρ̇+ρ divẋ] zu null
werden muss. Dies führt auf die zweite lokale Form der Massenerhaltung:

ρ̇+ ρ divẋ = 0 (3.40)



3.4 Bilanzgleichungen 39

3.4.2 Impulserhaltung

Im folgenden Abschnitt wird die physikalische Größe des Impulses für einen Kör-
per beschrieben. Der Impuls I ist definiert durch das Produkt der Masse m eines
Körpers und seiner Geschwindigkeit ẋ. Wie im vergangenen Abschnitt angenom-
men, wird die Masse des Körpers während der Verformung nicht verändert. Somit
ergibt sich mithilfe der ersten lokalen Massenerhaltung:

I := mẋ =
∫

Ω
ρẋdv =

∫
Ω0
ρẋJdV =

∫
Ω0
ρ0ẋdV (3.41)

Die Änderung des Impulses in der Zeit entspricht den äußeren Belastungen auf
den Körper und stellt eine Kraftgröße dar:

İ = ∂

∂t
I =

∫
Ω
ρẍdv =

∫
∂Ω0

t̄da+
∫

Ω
ρbdv = ft̄ + fb (3.42)

Die äußeren Lasten sind in Gleichung (3.42) in zwei Terme aufgeteilt. Der Term ft
beschreibt die Oberflächenkräfte auf den Rand ∂Ω und der Term fb definiert die
Volumenkräfte auf Ω. Da es sich in Gleichung (3.42) um die zeitliche Ableitung
handelt, sind die Volumenkräfte somit die Beschleunigungen auf den Körper,
welche mit der Massendichte ρ multipliziert werden. Anhand dieser dynamischen
Beschreibung wird die Gleichung (3.42) oftmals auch als dynamisches Kräfte-
gleichgewicht bezeichnet. Der Oberflächenterm dieser Gleichung kann mithilfe
des Cauchy-Theorems aus Gleichung (3.21) umgeformt werden und es folgt:∫

Ω
ρẍ =

∫
∂Ω
σ nda+

∫
Ω
ρbdv . (3.43)

Mithilfe des Gauß’schen Integralsatzes lässt sich das globale Kräftegleichgewicht
umwandeln zu: ∫

Ω
ρẍdv =

∫
Ω
divσdv +

∫
Ω
ρb dv (3.44)

0 =
∫

Ω
(divσ + ρ(b− ẍ))dv (3.45)

Das Kräftegleichgewicht soll allgemein für jedes beliebige Volumen gültig sein,
somit muss die lokale Impulsbilanz punktweise erfüllt sein. Dies bedeutet, dass
der Klammerausdruck des Integrals erfüllt sein muss:

divσ + ρ(b− ẍ) = 0 (3.46)

Die vorangegangenen Gleichungen sind in der Momentankonfiguration definiert.
Analog zu den vorangegangenen Abschnitten können mithilfe der Jacobimatrix,
der Massenerhaltung und der Definition des ersten Piola-Kirchhoff’schen Span-
nungstensors P die Gleichungen in die Referenzkonfiguration überführt werden:∫

Ω0
(DivP + ρ0(b0 − ẍ)) dV = 0 (3.47)

DivP + ρ0(b0 − ẍ) = 0 (3.48)
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3.4.3 Drehimpulserhaltung

Analog zur Impulserhaltung eines Körpers wird auch seine Drehimpulsbilanz for-
muliert. Der Drehimpuls h lässt sich durch die Geschwindigkeit ẋ des Körpers,
seiner Massem und seinem Abstand zu einem ortsfesten PunktO, dem Ursprung,
definieren als:

h :=
∫

Ω
(xO − x)× ρẋ dv =

∫
Ω0

(xO − x)× ρẋ dV (3.49)

Der Drehimpuls wird mithilfe des Kreuzproduktes des Impulses und dem Abstand
vom aktuellen Punkt zum Ursprung (xO − x) beschrieben. Analog zur Impuls-
bilanz muss die zeitliche Änderung des Drehimpulses der Summe der äußeren
Momente entsprechen:

ḣ := ∂

∂t

∫
Ω

(xO − x)× ρẋ dv =
∫

Ω
(xO − x)× ρẍ dv (3.50)

Die äußeren Momente setzen sich aus Anteilen bezüglich der Oberflächen- als
auch der Volumenlasten zusammen:

mt̄ + mb =
∫
∂Ω

(xO − x)× t̄ da+
∫

Ω
(xO − x)× ρb dv (3.51)

Der Term der Oberflächenlasten kann mithilfe des Cauchy-Theorems und unter
Verwendung des Divergenztheorems in ein Volumenintegral umgeformt werden:∫

∂Ω
(xO−x)×tda =

∫
∂Ω

(xO−x)×σnda =
∫

Ω
((xO−x)×divσ+ε : σT ) dv (3.52)

Die zeitliche Änderung des Drehimpulses aus Gleichung (3.50) kann mithilfe der
Gleichungen (3.51) und (3.52) zu einem Integral zusammengefasst werden:∫

Ω

(
(xO − x)× [ρ(ẍ− b)− divσ] + ε : σT

)
dv = 0 (3.53)

Gleichung (3.53) setzt sich wiederum aus zwei Termen zusammen. Der erste Term
ist die lokale Form der Impulsbilanz und wird somit zu null. Im zweiten Term
ist der dreistufige Permutationstensor ε enthalten. Dieser besitzt folgende Eigen-
schaft:

εijk =


1; für gerade Permutationen (123, 231, 312)
−1; für ungerade Permutationen (321, 213, 132)

0; sich wiederholende Indizes
(3.54)

Somit vereinfacht sich Gleichung (3.53) zu:∫
Ω
ε : σTdv = 0 (3.55)
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Da Gleichung (3.55) ebenfalls für ein beliebiges Volumen erfüllt sein muss folgt,
dass die Bedingung punktweise erfüllt sein muss:

ε : σT = 0 bzw. εijk σkj = 0i (3.56)

Daraus folgt, dass der Cauchy-Spannungstensor symmetrisch sein muss, da an-
sonsten die Gleichung (3.56) nicht erfüllt ist:

σ = σT (3.57)

Weiter folgt die Symmetrieeigenschaft des 2. PKs:

S = ST (3.58)

Die wesentliche Aussage der Drehimpulsbilanz ist die Symmetrie des Cauchy-
Spannungstensors und des 2. PK’s. Diese Eigenschaft spielt in den folgenden Ab-
sätzen eine wichtige Rolle bei der Formulierung des Stoffgesetzes.

3.4.4 Erster Hauptsatz der Thermodynamik

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik erfordert die Einhaltung der Energie für
einen thermodynamischen Prozess. In dieser Arbeit werden nur die mechanischen,
thermischen und elektrischen Energieanteile betrachtet, daher beruhen die hier
aufgeführten Gleichungen auf diesen Energieanteilen. Der erste Hauptsatz der
Thermodynamik besagt, dass die gesamten Energie eines Körpers sich aus der
Summe der mechanischen Leistung Pext und der Wärmezufuhr Q, welche auf den
Körper einwirken, zusammensetzt. Die Energie eines Körpers wird durch seine
kinetische Energie K und die innere Energie E definiert:

K =
∫

Ω

1
2ρẋ · ẋdv und E =

∫
Ω
ρe dv (3.59)

Die innere Energie eines Körpers wird mithilfe einer massenspezifischen Energie-
dichtefunktion e = e(x) beschrieben. Der erste Hauptsatz der Thermodynamik
lautet:

∂

∂t
K + ∂

∂t
E = Pext +Q (3.60)

Die mechanische Leistung, die auf den Körper einwirkt, kann in einen Oberflächen-
und Volumenanteil zerlegt werden. Die Oberflächen- und Volumenanteile werden
durch die entsprechend wirkenden Lasten erzeugt:

Pext =
∫

Ω
t̄ · ẋda+

∫
Ω
ρb · ẋdv (3.61)

Der Term der Wärmezufuhr setzt sich aus demWärmefluss q durch die Oberfläche
des Körpers und aus den körpereigenen Wärmequellen r zusammen:

Q =
∫
∂Ω
−q · nda+

∫
Ω
ρ r dv (3.62)
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Es ergibt sich durch Einsetzen der jeweiligen Energieterme in Gleichung (3.60)
folgender Ausdruck:∫

Ω
ρ(ẍ · ẋ + ė)dv =

∫
∂Ω

(t̄ · ẋ− q · n) da+
∫

Ω
ρ(b · ẋ + r) dv (3.63)

Unter Verwendung des Divergenztheorems und des Cauchy Theorems kann der
Oberflächenterm aus Gleichung (3.63) in ein Volumenintegral überführt werden:∫

∂Ω

(
t̄ · ẋ− q · n

)
da =

∫
Ω

(divσ · ẋ + σ : grad [ẋ]− divq) dv (3.64)

Einsetzen dieses umgeformten Oberflächenterms in Gleichung (3.63), ergibt:∫
Ω
ρ ė dv =

∫
Ω

(σ : grad [ẋ]− divq + ρ r + [divσ + ρ(b− ẍ)] · ẋ)dv (3.65)

Ebenfalls ist hier die lokale Form der Impulsbilanz enthalten, welche nach Glei-
chung (3.46) zu null wird. Es folgt für den 1.Hauptsatz der Thermodynamik:∫

Ω
ρ ė dv =

∫
Ω

(σ : grad [ẋ]− divq + ρr)dv (3.66)

Da diese Energieerhaltung für beliebige Körper gültig sein soll, folgt daraus die
lokale Form der Energieerhaltung:

ρ ė = σ : grad [ẋ]− divq + ρr (3.67)

Hierbei ist zu erkennen, dass eine Änderung der inneren Energie von der zuge-
führten Wärme (−divq + ρr) und der Spannungsleistung (σ : grad [ẋ]) abhängt.
Aufgrund der Symmetrie des Cauchy-Spannungstensors liefert nur der symme-
trische Anteil des Geschwindigkeitsgradienten d := sym(grad [ẋ]) eine Leistung
an den Spannungstermen. Diese beiden Größen werden als arbeits- oder auch
leistungskonform bezeichnet. In Analogie können weitere arbeitskonforme Paa-
rungen aufgestellt werden:∫

Ω
σ : d dv =

∫
Ω0
P : ḞdV =

∫
Ω0
S : ĠdV (3.68)

Die lokale Form der Energieerhaltung aus Gleichung (3.67) in der Referenzkonfi-
guration lautet:

ρ0 ė0 = S : Ġ− divQ + ρ0R (3.69)

3.4.5 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Im vorangegangen Abschnitt wurde der erste Hauptsatz der Thermodynamik be-
handelt, welcher die Erhaltung und den Austausch von Energien durch thermody-
namische Prozesse beschreibt. Hierbei sind bisher beliebige Umwandlungen von
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Energien möglich. Physikalisch gesehen ist dies für nicht alle Prozesse möglich.
Beispielsweise liegt bei einem Wärmetransport eine explizite Prozessrichtung vor,
welche nicht umkehrbar ist. Diese Eigenschaft wird im Zusammenhang mit dem
zweiten Hauptsatz der Thermodynamik als Entropie S beschrieben. Die Entropie
wird durch die massenspezifische Entropiedichte s = s(x,t) definiert:

S :=
∫

Ω
ρ s dv (3.70)

Die zeitliche Änderung der Entropie wird mithilfe der Wärmezufuhr Q, bezogen
auf die absolute Temperatur Θ, beschrieben. Mithilfe der Definition der massen-
spezifischen Entropiequelle ϑ ergibt sich die Änderung der Entropie zu:

∂

∂t
S =

∫
Ω
ρ ṡ dv =

∫
∂Ω
− q

Θ · n da+
∫

Ω

ρ r

Θ dv +
∫

Ω
ρ ϑ dv (3.71)

Die Gleichung (3.71) wird als zweiter Hauptsatz der Thermodynamik bezeichnet.
Änderungen der Entropie können einerseits in Form von Änderungen der Wär-
meproduktion oder der Entropieproduktion im Inneren des Volumens auftreten;
andererseits können sie in Form von Änderungen des Wärmeflusses q bezogen
auf die Oberfläche hervorgerufen werden. Aufgrund der Tatsache, dass die Entro-
pie nicht kleiner werden darf, kann die Entropieproduktion ϑ im Inneren des
Körpers nicht negativ werden. Dies könnte nur durch einen Vorzeichenwechsel
der Entropieänderung erzeugt werden, was einer Umkehrung der Prozessrichtung
entspräche. Da dies physikalisch nicht möglich ist, liegt hier ein physikalischer
Widerspruch vor. Es folgt:

ϑ ≥ 0 (3.72)
Der Grenzfall ϑ = 0 liegt vor, wenn keine zusätzliche Entropie in das System
eingebracht wird, daher sind diese Prozesse reversibel und es herrscht auch keine
Prozessrichtung. Hierbei sind somit alle Zustände ohne weiteres Einbringen von
Energie ineinander überführbar. Für Fälle bei denen die Prozessrichtung nicht
vernachlässigt werden darf, zum Beispiel Problemstellung unter Berücksichtigung
von Reibung, Plastizität, oder ähnlichem, wird Energie dissipiert und diese Pro-
zesse gelten als irreversibel. Die Entropieproduktion ist hierbei positiv, ϑ > 0.
Unter Verwendung von Gleichung (3.72) ergibt sich die Clausius-Duhem Unglei-
chung in räumlicher Darstellung zu:∫

Ω
ρ ṡdv ≥

∫
∂Ω
− q

Θ · n da+
∫

Ω

ρ r

Θ dv (3.73)

Analog zu den vorherigen Abschnitten wird auch hier der Oberflächenterm mithil-
fe des Divergenztheorems in ein Volumenintegral überführt. Die Referenzkonfigu-
ration wird auf die absolute Temperatur angewendet, welche eine ortsabhängige
Größe ist, Θ = Θ(x):∫

∂Ω
− q

Θ · n da =
∫

Ω
div

( q
Θ

)
dv =

∫
Ω

( 1
Θdivq− 1

Θ2q · gradΘ
)

dv (3.74)
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Somit kann die Entropie unter Verwendung der Gleichungen (3.73), (3.74) und
der Energieerhaltung aus Gleichung (3.66) umgeformt werden zu:∫

Ω

(
ρΘ ṡ− ρ ė + σ : d− 1

Θq · gradΘ
)

dv ≥ 0 (3.75)

Da auch hier gilt, dass der Körper beliebig sein darf, muss auch die Entropiebilanz
eine lokale Gültigkeit haben:

ρΘ ṡ− ρ ė + σ : d− 1
Θq · gradΘ ≥ 0 (3.76)

Für die nachfolgende Betrachtung wird angenommen, dass keine Temperaturän-
derung im Laufe der Zeit auftritt und auch kein Temperaturunterschied zwischen
einzelnen Punkten des Körpers herrscht. Somit liegt ein adiabatischer Zustand
des Körpers vor und die Bedingung grad [Θ] = 0 gilt. Hieraus folgt die Clausius-
Planck-Ungleichung:

Dint = ρΘṡ− ρė + σ : d ≥ 0 (3.77)

Die Entropieänderung wird mit der inneren Dissipation Dint gleichgesetzt. Eine
Formulierung in der Referenzkonfiguration ergibt sich somit zu:

Dint = ρ0Θṡ0 − ρ0ė0 + S : Ġ ≥ 0 (3.78)

Zusätzlich zu den massenspezifischen zeitlichen Änderungen der Entropieproduk-
tion treten in der Dissipation die jeweiligen arbeitskonformen Paarungen σ : d
(Momentankonfiguration) oder S : Ġ (Referenzkonfiguration) auf. Unter der An-
nahme von elastischem Materialverhalten, wie es auch in dieser Arbeit angenom-
men wird, kann die Verzerrungsenergiefunktion ψ definiert werden. Im Zusam-
menhang mit der Thermodynamik wird diese Energiefunktion als die freie oder
auch Helmholtzenergiefunktion bezeichnet. Sie wird auf Grundlage der inneren
Energie und dem Produkt aus der Entropie mit der absoluten Temperatur defi-
niert.

ψ := ρ0 e0 − ρ0 Θs0 (3.79)

In Gleichung (3.79) beziehen sich alle Größen auf die Referenzkonfiguration. Für
eine Betrachtung der Energieänderung auf Grundlage der Helmholtzenergiefunk-
tion ψ wird deren zeitliche Änderung benötigt, welche wie folgt lautet:

ψ̇ := ρ0 ė0 − ρ0
(
Θ̇ s0 + Θ ṡ0

)
(3.80)

Durch das Einsetzen von Gleichung(3.80) in Gleichung (3.78) folgt:

Dint = S : Ġ− ψ̇ − ρ0 Θ̇ s0 (3.81)

Für isotherme Prozesse Θ̇ = 0 entfällt hierbei der Term der zeitlichen Temperatur-
änderung. Da die Helmholtzenergiefunktion vom Green’schen Verzerrungstensor
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abhängt, ψ = ψ(G), kann die zeitliche Änderung der Verzerrungsenergie mithilfe
der Verzerrungsänderungen beschreiben werden:

ψ̇(G) = ∂ψ(G)
∂G

: ∂G
∂ t

= ∂ψ(G)
∂G

: Ġ (3.82)

Unter der Annahme, dass keine Dissipation, Dint = 0, stattfindet, folgt:(
S− ∂ψ(G)

∂G

)
: Ġ = 0 (3.83)

Für den nicht trivialen Fall (Ġ 6= 0) muss der Klammerausdruck verschwinden.
Hieraus kann der zweite Piola-Kirchhoff’sche Spannungstensor in Abhängigkeit
der Ableitung der Energiefunktion ψ nach den Green-Lagrange’schen Verzerrun-
gen G definiert werden zu :

S = ∂ψ(G)
∂G

(3.84)
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4 Grundlagen der Elektrostatik

In den weiteren Absätzen werden prinzipielle Mechanismen von ferroelektrischen
Materialien erläutert, welche im Rahmen dieser Arbeit zum grundlegenden Ver-
ständnis beitragen. Eine ausführliche und detaillierte Darstellung kann folgenden
Werken Tipler [84], Gerthsen [31], Schrade [74], Fließbach [30] sowie
Schwaab [76] und Kowalsky [53] entnommen werden.

Die Kopplung von mechanischem und elektrostatischem Verhalten ist für die Be-
schreibung des ferroelektrischen Materials zwingend nötig. Sie bilden die Grund-
lage für die Beschreibung der Beziehung zwischen elektrischen und magnetischen
Feldern sowie deren Ursachen und den elektrischen Ladungen sowie dem elek-
trischen Strom. Hierfür werden bestimmte Annahmen getroffen. So werden un-
ter anderem magnetische und elektrodynamische Effekte nicht berücksichtigt. Als
Grundlage dieser Arbeit dient die Elektrostatik. Ihre fundamentalen Gesetze sind
die Maxwell-Gleichungen, die Materialgleichungen und die Kontinuitätsgleichun-
gen der Elektrodynamik.

4.1 Die elektrische Ladung

Die elektrische Ladung ist eine fundamentale Größe in der Physik. Ausgehend von
der Annahme, dass die Ausdehnung der betrachteten geladenen Teilchen klein
ist gegenüber ihren Abständen, sind die Ladungen in einem Punkt konzentriert.
Diese Ladungen heißen Punktladungen. Eine Punktladung ist durch die Angabe
ihres Ortsvektors xi und ihrer Stärke qi festgelegt. Die Gesamtladung q eines
Systems aus N Punkte entspricht der Summe der Einzelladungen qi:

q =
N∑
i=1

qi (4.1)

Die mikroskopische Ladungsdichte ρ̄(x) für ein Kontinuum wird mithilfe der
Delta-Dirac-Distribution δ bezüglich der Punktladungen qi mit ihren Ortsvek-
toren xi definiert:

ρ̄(x) =
N∑
i=1

qiδ(x− xi) (4.2)

Eine stetige, begrenzte Ladungsdichte ρ(x) kann durch N Punktladungen ange-
nähert werden. Dazu wird ein Bereich VR in N Teilvolumina aufgeteilt:

ρ(x) = 1
VR

∫
VR
ρ̄(x)dv = 1

VR

N∑
i=1

qi (4.3)
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Die zugehörige Oberflächenladungsdichte ω(x) mit M Ladungen ergibt sich über
eine repräsentative Oberfläche AR zu:

ω(x) = 1
AR

∫
AR
ρ̄(x)da = 1

AR

M∑
i=1

qi (4.4)

Abbildung 4.1: Repräsentativen Volumenelement VR mit Ladungsdichte ρ(x) und
Ortsvektor x.

Abbildung 4.1 zeigt die Mittelung der elektrischen Ladung über ein repräsenta-
tives Volumen VR mit seinem Ortsvektor x.

4.2 Die Coulombkraft

Die Coulombkraft bestimmt u.a. die physikalischen Eigenschaften eines Festkör-
pers. Sie kann mit der Gravitationskraft verglichen werden. Insbesondere hat sie
die gleiche Abstandsabhängigkeit. Die Coulombkraft ist proportional zur Ladung.
Die Ladung q ist eine physikalische Größe des Körpers B.
Aus vielen Experimenten sind folgende Verallgemeinerungen bekannt:

1. Die Coulombkraft ist eine Zentralkraft und wirkt in Richtung der Verbin-
dungslinie von zwei Ladungen.

2. Die Coulombkraft genügt dem Gegenwirkungsprinzip (3. Newtonsche Axi-
om): F2 = −F1

3. Die Coulombkraft ist proportional zum Produkt der beiden Ladungen q1

und q2. Die einzelnen Ladungen können positiv oder negativ sein. Gleich-
namige Ladungen stoßen sich ab, ungleichnamige ziehen sich an.
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4. Die Kraft F12 auf eine Ladung q1 infolge einer zweiten Ladung q2 ist in
vektorieller Darstellung gegeben als

F12 = q1 q2

4πκ0

(x1 − x2)
|x1 − x2|3

. (4.5)

Die Vektoren xi sind die Ortsvektoren der zugehörigen Ladungen qi, κ0 ist
die Permittivität des Vakuums, κ0 ≈ 8,854·10−12 C/(Vm). Der resultierende
Vektor x1 − x2 zeigt vom Ort der Ladung q2 zum Ort der Ladung q1.

5. Für Coulombkräfte gilt das Superpositionsprinzip. Die resultierende Kraft
auf eine Ladung ergibt sich als Summe der Coulombkraft zwischen dieser
Ladung und allen anderen Ladungen.

6. Für die Ladungen gilt der Erhaltungssatz: Die Summe der Ladungen eines
abgeschlossenen Systems ist erhalten. Die Ladungen elementarer Teilchen
sind unveränderliche Eigenschaften dieser Teilchen.

Im Folgenden werden die zuvor beschriebenen Szenarien grafisch dargestellt. Ab-
bildung 4.2(a) beschreibt den Zustand der elektrostatischen Kraft F12 zwischen
zwei einzelnen Punktladungen. Die Zustände ändern sich über eine Ansammlung
von Ladungen, Abbildung 4.2(b) bis hin zum Zustand (c). Hier wird die Kraft
auf eine Probeladung q0 durch eine Ladungsdichte ρ ausgedrückt.

Abbildung 4.2: Das Coulomb’sche Gesetz bei unterschiedlicher Anordnung von
Punktladungen und Ladungsdichten.

Für N Ladungen q1, ... , qN mit den Ortsvektoren x1, ... ,xN erfährt die weitere
Ladung q0 mit dem Ortsvektor x nach den bereits aufgeführten Ergebnissen eine
Kraft:

F0(x) =
N∑
i=1

q0 qi
4πκ0

x− xi
|x− xi|3

(4.6)
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Werden die Punktladungen durch die Ladungsdichtefunktion ρ beschrieben, so
wirkt auf die Probeladung q0 eine Kraft der Größe:

F0(x) =
∫
V

ρ

4πκ0

x− xi
|x− xi|3

dv (4.7)

4.3 Das elektrische Feld und elektrische Potential

Die Größe E wird als das Elektrische Feld bezeichnet. In der vorliegenden Ar-
beit werden ruhende Ladungen betrachtet, daher ist das elektrische Feld statisch.
Allgemein ist die elektrische Feldstärke definiert als:

E = F0

q0
(4.8)

F0 = q0 ·E (4.9)

Unter Berücksichtigung der Gleichung (4.6) und mithilfe von:

Grad
[ 1
x− xi

]
= − x− xi
|x− xi|3

(4.10)

wird das elektrische Feld umgeformt zu:

E(x) = −Grad [φ(x)] (4.11)

Somit ist das elektrische Potential φ über den Gradienten des elektrischen Feldes
definiert.
Für eine weiterführende Herleitung sei auf die bereits aufgeführte Literatur ver-
wiesen, unter anderem [30,43].
Das elektrische Feld kann als Vektorfeld durch seine Quellen, DivE, und Wirbel,
RotE, bestimmt werden. Bei statischer Betrachtung, und sofern keine magneti-
sche Interaktion vorliegt, ist es rotations- bzw. wirbelfrei:

Rot [E(x)] = 0 . (4.12)

Nach dem Gauß’schen Gesetz ist die Beziehung zwischen dem elektrischen Feld
und einer Ladungsdichte gegeben als:

κ0 Div [E(x)] = ρ(x) . (4.13)

Somit ist die Ladungsdichtefunktion ρ(x) eine Quelle für das elektrische Feld E.
Die Ladungsdichte ρ(x) setzt sich aus den freien Ladungen und den gebundenen
Ladungen zusammen. So können die freien Ladungen sich frei im Material bewe-
gen und werden mit ρf bezeichnet, wohingegen die gebundenen Ladungen eine
feste Position im Material aufweise, ρb. Daraus ergibt sich eine Gesamtladungs-
dichte zu ρ = ρf + ρb.
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4.4 Die Polarisation und dielektrische Verschiebung

Im Allgemeinen beschreibt die elektrische Polarisation die Verschiebung der La-
dungsschwerpunkte innerhalb eines Atoms, wenn z.B. ein externes elektrisches
Feld aufgebracht wird.
Wird in einem Plattenkondensator ein Dielektrikum mit einer spezifischen Di-
elektrizitätskonstante eingebracht, füllt das Dielektrikum den Platz zwischen den
Kondensatorplatten nahezu komplett aus. Zu beobachten ist, dass die angelegte
Spannung um einen spezifischen Faktor sinkt. Da das homogene elektrischen Feld
des Kondensators proportional zur Spannungsdifferenz ist, sinkt auch das elek-
trische Feld um den gleichen Faktor. Die Ursache der Feldverminderung liegt in
der dielektrischen Polarisation des Dielektrikums. Das Dielektrikum, das ein Iso-
lator ist, besteht aus neutralen Atomen, die im Allgemeinen jeweils aus mehreren
positiven und negativen Ladungen bestehen. Die positiven Ladungen innerhalb
eines Atoms werden durch den positiven Ladungsschwerpunkt und die negati-
ven Ladungen durch den negativen Ladungsschwerpunkt beschrieben. Sofern das
Atom noch neutral ist, liegen beide Schwerpunkte am gleichen Ort. Beim Ein-
schub des Dielektrikums in das elektrische Feld des Plattenkondensators werden
die Ladungsschwerpunkte eines Atoms gegeneinander verschoben. Die negative
Kondensatorplatte zieht den positiven Ladungsschwerpunkt an und umgekehrt.
Schlussendlich liegen die beiden Schwerpunkte nicht mehr an der gleichen Stelle,
sondern haben einen gewissen Abstand zueinander. Beispielsweise haben zwei La-
dungsschwerpunkt mit dem Betrag q einen Abstand von r zueinander. So bilden
sie einen elektrischen Dipol, der durch ein elektrisches Dipolmoment d beschrie-
ben werden kann:

d = q r (4.14)

Da das Dielektrikum aus vielen Ladungsschwerpunkten besteht, berücksichtigt
die Polarisation die gebildeten Dipole im Dielektrikum. Die Polarisation ist die
vektorielle Summe aller Dipolmomente pro Volumen. Die Vektorsumme beschreibt
die Richtung der Polarisation. Um eine möglichst große Polarisation im Dielek-
trikum zu erreichen, sollten möglichst alle gebildeten Dipole parallel zueinander
ausgerichtet sein und in die gleiche Richtung wirken.
Betrachtet werden zunächst die freien und gebundenen Ladungsdichten, ρf und ρb,
unter Vernachlässigung der magnetischen Kopplung:

Rot [E] = 0 und κ0 Div [E] = ρ = ρb + ρf (4.15)

Durch eine Mittelung, mit 〈...〉 gekennzeichnet, können die Größen auf die ma-
kroskopische Ebene überführt werden:

Rot 〈E〉 = 0 und κ0 Div 〈E〉 = 〈ρb〉+ 〈ρf〉 (4.16)
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Die gebundenen Ladungen ρb des betrachteten Materials entstehen durch eine
Ladungsverschiebung in den Elementarzellen. Ihre Mittelung entspricht der Di-
vergenz des Vektorfeldes der Polarisation, die auch als materielle Polarisation
bezeichnet wird:

〈ρb〉 = −Div [P ] (4.17)

Einsetzen von Gleichung (4.17) in (4.16)2 ergibt:

Div [〈κ0E〉+ P ] = 〈ρf〉 (4.18)

Im Folgenden werden Vereinfachungen E := 〈E〉 und ρf := 〈ρf〉 berücksichtigt.
Durch die Ausrichtung der atomaren Dipole aufgrund des elektrischen Feldes
kommt es zu einer Polarisation P des Mediums. Darunter versteht man das mitt-
lere Dipolmoment pro Volumen. Die Polarisation erzeugt ein eigenes elektrisches
Feld, welches dem externen Feld im Isolator überlagert wird und das externe
elektrische Feld abschwächt. Hierzu wird die dielektrische Verschiebung D, auch
elektrische Flussdichte genannt, eingeführt:

D = κ0E + P (4.19)

Somit ergeben sich, unter Vernachlässigung der magnetischen und elektrischen
Kopplung, die makroskopischen Feldgleichungen zu:

Div [D] = ρf und Rot [E] = 0 (4.20)

Die dielektrische Verschiebung D steht auf dem Rand ∂B eines materiellen Kör-
pers im Gleichgewicht mit der Dichte der freien Oberflächenladungen ωf :

D · n = ωf (4.21)

4.5 Maxwell’sche Gleichungen

Die Maxwell-Gleichungen beschreiben allgemein die Phänomene des Elektroma-
gnetismus. Sie beschreiben mathematisch die Zusammenhänge zwischen elektri-
schen und magnetischen Feldern sowie elektrischen Ladungen und elektrischem
Strom. Diese Zusammenhänge sind zeitabhängige Vorgänge, daher ergeben sich
die Feldgleichungen nach Schwaab [76] zu:

DivD = ρf ; DivB = 0 (4.22)
RotE = Ḃ; RotH = J + Ḋ (4.23)

Da in dieser Arbeit keine Einzelheiten über die atomaren mikroskopischen De-
tails diskutiert werden, wird eine räumliche Mittelung betrachtet Im Folgenden
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werden die einzelnen Gleichungen kurz aufgeführt. Zudem werden nur sehr klei-
ne elektrische Felder erwartet. Die elektrischen Ströme und der hohe elektrische
Widerstand, trotz der Annahme von Halbleiterkeramiken, führen dazu, dass die
entstehenden Wechselwirkungen mit magnetischen Feldern vernachlässigt werden
können. Nachfolgend werden die einzelnen Gesetze kurz erläutert. Das Gesetz der
Ladungserhaltung wird zusätzlich aufgeführt, da es im weiteren Vorgehen der Ar-
beit von großer Bedeutung ist.

Gauß’sches Gesetz für elektrische Felder

Elektrische Ladungen sind Quellen und Senken des elektrischen Feldes:

DivD = ρf ; Im Fall eines Isolators ist ρf = 0 (4.24)

Gauß’sches Gesetz für magnetische Felder

Es gibt keine magnetischen Quellen und Senken, demzufolge ist die magnetische
Induktion B quellfrei:

DivB = 0 (4.25)

Induktionsgesetz

Die zeitliche Änderung der magnetischen Induktion B beeinflusst das elektrische
Feld E:

RotE = Ḃ (4.26)

Der Spezialfall, dass keine magnetische Induktion B = 0 vorliegt, ist Gleichung
(4.26) das Faraday’sche Gesetz.

RotE = 0 (4.27)

Durchflutungsgesetz

Elektrische Ströme J und die zeitliche Änderung der dielektrischen Verschie-
bung Ḋ erzeugen, wenn das Modell wie eine Spule aufgebaut ist, einen Wirbel
im Magnetfeld H :

RotH = Ḋ + J (4.28)

Mit der Annahme, dass der magnetische Einfluss vernachlässigbar ist, wird Glei-
chung (4.28) zu:

0 = Ḋ + J (4.29)
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Ladungserhaltung

Das Gesetz der Ladungserhaltung wird mithilfe des Durchflutungsgesetzes Glei-
chung (4.29) und dem Gauß’schen Gesetz für elektrische Felder Gleichung (4.24)
beschrieben als:

DivJ + ρ̇F = 0 (4.30)

4.6 Annahmen und Vereinfachungen

Nachfolgend werden einige Vereinfachungen und Annahmen aufgeführt, die in
dieser Arbeit berücksichtigt werden.
Es werden kleine Deformationen vorausgesetzt, da die mechanischen Dehnungen
bei ferroelektrischen Keramiken gewöhnlich weniger als 1% betragen. Somit wird
das Modell in der vorliegenden Arbeit in der Referenzkonfiguration berechnet Es
gelten diesbezüglich folgende Vereinfachungen:

det[F ] = 1 , grad [•] = Grad [•] (4.31)

Für ideale Ferroelektrika gilt, dass sie eine hohe elektrische Permittivität haben
und daher als nichtleitend angesehen werden können. Da in dieser Arbeit die
Leitungsmechanismen untersucht werden, wird eine Ladungsdichte im Volumen
angenommen. Die Ladungsdichte führt zum Stromtransport im Ferroelektrikum:

ρf 6= 0 , J 6= 0 (4.32)

Daraus folgt, dass für Div [D] = ρf die Ladungsbilanz aus Gleichung (4.30) ein-
gesetzt wird:

Div [Ḋ] + Div [J ] = 0 (4.33)

Generell werden keine isothermischen Veränderungen angenommen, es werden
uniforme, räumlich konstante Temperaturen vorausgesetzt:

Grad [θ] = 0 (4.34)

Weiter wird eine quasi-statische Bewegung der materiellen Punkte des Körpers
festgelegt. Damit gilt für die Geschwindigkeit und Beschleunigung:

ẋ ≈ 0 , ẍ ≈ 0 (4.35)

Die elektrischen Ströme und die sich daraus ergebenen zeitlichen Änderungen
des elektrischen Feldes sind aufgrund des hohen elektrischen Widerstandes von
ferroelektrischen Materialien gering. Daher werden elektromagnetische Wechsel-
wirkungen vernachlässigt. Aus diesem Grund werden keine magnetischen Ab-
hängigkeiten betrachtet, jegliche magnetischen Größen werden in diesem Modell
nernachlässigt.
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Das in dieser Arbeit aufgeführte Kontinuumsmodell basiert auf folgenden Feld-
gleichungen:

ε = 1
2(H +HT ) inB

Div [σ] + b = 0 inB
σ = σt inB

DivP = −ρb inB
P · n = ωb auf ∂B
D = κ0E + P inB

σ · n = t̄ auf ∂B
Div [J ] = −ρ̇f inB
DivD = ρf inB
D · n = −ωf auf ∂B

E = −Grad [φ] inB (4.36)

Die konstitutive Gleichung Umformung im Hinblick auf die numerische Imple-
mentierung zur Berücksichtigung von Ladungsmechanismen ergibt sich aus der
zeitlichen Ableitung des Gauß’schen Gesetzes, eingesetzt in die Formulierung der
Ladungserhaltung:

DivD = ρf → Div Ḋ = ∂ρf
∂t

DivJ + ∂ρf
∂t

= 0

Div (Ḋ + J) = 0

Div
(
D +

∫
t
J dt

)
= 0 (4.37)

Bei einer Betrachtung mittels Differenzenquotienten für die zeitliche Ableitung
folgt für die Formulierung der Leitungsmechanismen:

Div
(
Dt+∆t −Dt

∆t + J t
)

= 0

Div
(
Dt+∆t −Dt + J t ·∆t

)
= 0 (4.38)
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5 Variationsformulierung und Linearisierung

Das folgende Kapitel beschreibt die Variationsformulierung und Linearisierung
der kontinuumsmechanischen Grundgleichungen für das Substrat, das ferroelek-
trische Material sowie das Elektrodenmaterial. Für Details wird u.a. auf die Li-
teratur von Hughes & Pister [41], Wriggers [89], Su & Landis [80] und
Bathe [7] verwiesen.

Die bisher vorgestellten materialunabhängigen Grundgleichungen und die elek-
tromechanischen Erweiterungen reichen nicht aus, um alle unbekannten Größen
zu bestimmen. Abhilfe schafft hier eine Betrachtung des Werkstoffverhaltens un-
ter Belastung, um eine Verbindung zwischen den rein mechanischen und elektri-
schen Größen zu erhalten. Die bisher eingeführten Deformationen können über
das Verschiebungsfeld u beschrieben werden. Zusätzlich werden der Vektor der
materiellen Polarisation P und das elektrische Potential φ als primäre Feldvaria-
blen verwendet. Die Differentialgleichungen aus inneren und äußeren Kräften sind
unter Beachtung von bestimmten Randvorgaben zu lösen. Die Randbedingungen
werden einerseits in Verschiebungsrandbedingungen ∂Ωu (Dirichlet) und anderer-
seits in Kraftrandbedingungen ∂Ωσ (Neumann) eingeteilt. Gemeinsam decken sie
die gesamte Oberfläche des Körpers ab:

∂Ω = ∂Ωu ∪ ∂Ωσ , ∂Ωu ∩ ∂Ωσ = ∅ (5.1)

Ziel ist die Ermittlung der primären Feldvariablen unter Einhaltung vorgegebener
Randbedingungen. Dies wird als starke Form der Randwertaufgabe bezeichnet.
Eine analytische Lösung ist meistens nur für triviale Problemstellungen möglich,
daher wird in dieser Arbeit eine Näherungslösung mithilfe der Finiten Elemen-
te Methode (FEM) berechnet. Hierbei wird eine Variationsformulierung, auch
schwache Form genannt, genutzt, welche das Gleichgewicht nicht mehr exakt in
jedem Punkt erfüllt, sondern im integralen Mittel.

Eine Erläuterung für das allgemeine Vorgehen wird anhand des Substratmateri-
als aufgeführt. Anschließend folgt eine ausführliche Beschreibung des ferroelek-
trischen Materials und der Elektrode, welche zum Teil die Randbedingungen des
ferroelektrischen Materials erfüllt.

5.1 Das Substratmaterial

Im Folgenden wird das linear elastische Materialverhalten für das isotrope Sub-
stratmaterial näher erläutert. Der Spannungstensor σ wird hierbei in Abhängig-
keit der freien Helmholtz-Energie Ψ und in Abhängigkeit der linearen Verzerrun-
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gen ε aus Gleichung (3.18) definiert:

σ(ε) = ∂Ψ(ε)
∂ε

(5.2)

Unter der Annahme von linearer Elastizität kann der konstante vierstufige Ela-
stizitätstensor C mit 34 = 81 Komponenten eingeführt werden:

C := ∂σ

∂ε
= ∂2Ψ(ε)

∂ε2 (5.3)

Folglich ergibt dies für den Spannungstensor σ:

σ(ε) = C : ε bzw. σij = cijklεkl (5.4)

Aufgrund der Symmetrie des Spannungstensors und der Verzerrungen können die
Indizes i und j bzw. k und l vertauscht werden. Somit werden die Symmetrieei-
genschaften auf den Elastizitätstensor übertragen:

cijkl = cjikl = cijlk = cjilk (5.5)

Weitere Reduzierung erfolgt durch die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitun-
gen:

cijkl = ∂σij
∂εkl

= ∂2Ψ
∂εij∂εkl

= ∂2Ψ
∂εkl∂εij

= ∂σkl
∂εij

(5.6)

Durch Vertauschen der ersten und letzten beiden Indizes aus Gleichung (5.6)
folgt:

(ij)⇐⇒ (kl) (5.7)
Dies führt auf weitere Symmetrieeigenschaften des Tensors C:

cijkl = cklij = clkij = clkji = cklji (5.8)

Der Spannungstensor σ wird nach Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften in
Voigt Notation wie folgt dargestellt:

σ =
[
σ11 σ22 σ33 σ12 σ13 σ23

]T
(5.9)

Analog wird der Verzerrungstensor ε ausgedrückt als:

ε =
[
ε11 ε22 ε33 2ε12 2ε13 2ε23

]T
(5.10)

Die Zusammenstellung des allgemeinen anisotropen linear elastischen Stoffgeset-
zes in Vektor-Matrix-Notation ergibt sich zu:

σ =



σ11

σ22

σ33

σ12

σ13

σ23


=



c11 c12 c13 c14 c15 c16

c22 c23 c24 c25 c26

c33 c34 c35 c36

c44 c45 c46

sym c55 c56

c66


·



ε11

ε22

ε33

2ε12

2ε13

2ε23


(5.11)
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Der Elastizitätstensor ist symmetrisch, C = CT , weshalb durch Ausnutzung von
Materialsymmetrien 21 verschiedene Komponenten bleiben. Das in dieser Ar-
beit verwendete Substratmaterial besitzt isotrope Eigenschaften. Dies bedeutet,
dass in alle Richtungen die gleichen Eigenschaften herrschen und jeder beliebige
Schnitt durch das Material eine Symmetrieebene darstellt. Es führt auf eine Rich-
tungsunabhängigkeit der einzelnen Komponenten im Elastizitätstensor. Für eine
vollständige Beschreibung sind zwei elastische Parameter c11 und c12 ausreichend:

C =



c11 c12 c12 0 0 0
c11 c12 0 0 0

c11 0 0 0
1
2(c11 − c12) 0 0

sym 1
2(c11 − c12) 0

1
2(c11 − c12)


(5.12)

Die beiden Parameter c11 und c12 werden durch die in Experimenten bestimmba-
ren Parameter Elastizitätsmodul E und Querkontraktion ν beschrieben:

C = E

(1 + ν)(1− 2ν)



1− ν ν ν 0 0 0
1− ν ν 0 0 0

1− ν 0 0 0
1− 2ν

2 0 0

sym
1− 2ν

2 0
1− 2ν

2


(5.13)

Im zweidimensionalen ebenen Verzerrungszustand reduziert sich der Elastizitäts-
tensor zu:

C = E

(1 + ν)(1− 2ν)


1− ν ν 0

1− ν 0
sym

1− 2ν
2

 (5.14)

Der Spannungstensors des Substratmaterials werden demnach beschrieben als:

σ = Cε (5.15)

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es den Nanogeneratorentwurf über eine Steue-
rung der mechanischen Dehnung numerisch umzusetzen. Aufgrund der geringen
Duktilität des darüber liegenden ferroelektrischen Materials werden nur kleine
Deformationen zugelassen, in der Modellierung ist ein lineares Materialmodell
ausreichend. Aufbauend auf Gleichung (3.46) lautet das mechanische Gleichge-
wicht für den quasi-statischen Fall:

Div [σ] + b = 0 (5.16)
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Für die Umsetzung im Rahmen der FEM wird Gleichung (5.16) mit einer vek-
torwertigen Testfunktion δu skalar multipliziert und über das Volumen des Kör-
pers B integriert:

δΠ :=
∫
B
(Div [σ] + b) · δu dV = 0 (5.17)

Die virtuelle Arbeit des Systems wird mit δΠ bezeichnet. Die Testfunktion δu

beschreibt eine beliebige, infinitesimal kleine, virtuelle Verschiebung, welche die
geometrischen Randbedingungen erfüllt. Nach Anwendung der Produktregel auf
die Divergenz folgt:

Div [σδu] = Div [σ] · δu+ σ : Grad [δu] = Div [σ] · δu+ σ : δGrad [u] (5.18)

Die Ausnutzung der Vertauschbarkeit von Differentiation und Variation liefert:

Div [σ] · δu = Div [σT δu]− σ : Grad [δu] (5.19)

Nach weiterer Umformung mithilfe des Gauß’schen Integralsatzes und den Rand-
bedingungen auf dem Neumann Rand ∂Bσ folgt:∫
B
Div [σT δu] dV =

∫
∂B

(σT δu) ·n dA =
∫
∂B
δu · (σn)dA =

∫
∂Bσ

t̄ · δu dA (5.20)

Da die Verzerrungen selbst und auch deren virtuelle Form symmetrisch sind, wird
die virtuelle Arbeit geschrieben als:

δΠ =
∫
B
δεT σ dV −

∫
B
δuT b dV −

∫
∂Bσ

δuT t̄ dA = 0 (5.21)

Die virtuelle Arbeit wird in Anteile der inneren und äußeren Arbeit unterteilt:

δΠ := δΠint − δΠext = 0 (5.22)

Der Anteil der inneren Arbeit ergibt sich aus der Deformation des Körpers B. Die
äußere Arbeit ist der Anteil infolge der Volumen- und Oberflächenkräfte:

δΠint =
∫
B
δεTσ dV (5.23)

δΠext =
∫
B
δuT b dV +

∫
∂Bσ

δuT t̄ dA (5.24)

Für die Funktion des Nanogenerators soll eine Umwandlung von mechanischen
Deformationen innerhalb des Substratmaterials an das darüberliegende Ferroelek-
trikum weitergeleitet werden. Hierfür wird das ferroelektrische Material in einem
epitaktischen Verbund auf das Substratmaterial aufgebracht. Dieser epitaktische
Verbund erzeugt einen Eigenspannungszustand im Inneren des Substratmateri-
als. Weitere mechanische Deformation in Form von periodischen Verzerrungen
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werden zusätzlich in das Substratmaterial injiziert. Durch diese zusätzlich einge-
brachten Verzerrungen wird eine Verformung der Ionengitter im Ferroelektrikum
hervorgerufen.

Die Verzerrungen werden additiv in mechanische Verzerrungen εM und Verzer-
rung aus dem Verbund und den eingeprägten Verzerrungen εV aufgeteilt:

ε = εM + εV (5.25)

Gleichung (5.25) und (5.15) in die virtuelle Arbeit (5.21) eingesetzt, ergibt:

δΠ =
∫
B
δεT C ε dV︸ ︷︷ ︸
δΠint

−
∫
B
δεT C εV dV −

∫
B
δuT b dV −

∫
∂Bσ

δuT t̄ dA︸ ︷︷ ︸
δΠext

= 0 (5.26)

Allgemein ist die schwache Form die Grundlage für die FEM. Für nichtlineare
Problemstellungen ist eine iterative Berechnung nötig, welche eine Linearisierung
der Variationsformulierung erfordert.

Nichtlineare Anteile können nicht mehr analytisch gelöst werden und erfordern ei-
ne iterative Berechnung. Die Nichtlinearitäten können aus der Geometrie (nichtli-
neare Verzerrungen) oder aus nichtlinearen Materialeigenschaften (z.B. bei Plasti-
zitäten) entstehen. Daher ist es notwendig, dass die schwache Form des Gleichge-
wichts linearisiert wird. Zum besseren Verständnis wird nachfolgend die Gatêaux-
Ableitung, auch Richtungsableitung genannt, näher erläutert. Die Gatêaux- Ab-
leitung wird mit einem voran gestellten ∆ symbolisiert.

Für eine vereinfachte Darstellung wird eine skalarwertige Funktion f(x) betrach-
tet, die die Grundvoraussetzung der Differenzierbarkeit erfüllt. Die Funktion f(x)
wird mithilfe einer Taylorreihenentwicklung dargestellt und nach dem linearen
Term abgebrochen. Die Stützstelle der Taylorreihenentwicklung wird mit x̃ be-
schrieben:

f(x̃+ ∆x) = f(x̃) + f(x̃)′ ·∆x+R(x̃) mit: f(x̃)′ = ∂f(x̃)
∂x

(5.27)

Um den eingeprägten Verzerrungszustand aus dem epitaktischen Verbund darzu-
stellen, werden die Verzerrungen im Substratmaterial additiv zerlegt, siehe Glei-
chung (5.25). Die linearen Verzerrungen folgen dem linearen Verzerrungsmaß G.

Mithilfe der Taylorreihenentwicklung wird die Funktion an der Stelle x̃+∆x durch
die Stützstelle x̃ und den Zuwachs ∆x dargestellt. Die weiteren nichtlinearen
Terme werden im Restglied R(x̃) zusammengefasst. Im Weiteren wird der lineare
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Term in Gleichung (5.27) mit L[...] als die Steigung oder Ableitung der Funktion f
entlang der durch ∆x charakterisierten Richtung dargestellt:

L[f(x̃),∆x] := f(x̃) + f(x̃)′ ·∆x = f(x̃) + ∂f(x̃)
∂x

·∆x (5.28)

Die virtuelle Arbeit in Gleichung (5.21) setzt sich allerdings nicht aus skalarwer-
tigen Funktionen zusammen. Daher wird die Richtungsableitung für die vektor-
wertige Funktion g(x) erläutert, wobei hierfür der Parameter ϑ eingeführt wird:

∂

∂ϑ
[g(x̃+ ϑ∆x)]

∣∣∣∣∣
ϑ=0

(5.29)

Analog zu der skalarwertigen Funktion liefert die Richtungsableitung eine Tan-
gente im Raum mit der Richtung des Vektors ∆x. Dies wird mit dem Opera-
tor D[...] beschrieben. Mithilfe der Kettenregel folgt:

D [g(x̃)] ·∆x = ∂

∂ϑ
[g(x̃+ ϑ∆x)]

∣∣∣∣∣
ϑ=0

= ∂g(x̃)
∂x

·∆x (5.30)

Für die Anwendung der Gâteaux-Ableitung auf die schwache Form des Gleich-
gewichts für das Substratmaterial wird eine deformationsunabhängige Belastung
angenommen. Somit ergibt sich die Richtungsableitung der Variation δΠ aus Glei-
chung (5.26) nur aus der Linearisierung der inneren Arbeiten zu:

∆δ[Π] = δΠ +
∫
B
δεT Ct ∆ε dV = 0 (5.31)

Hier beschreibt Ct die inkrementelle Materialtangente. Beim elastischen Sub-
stratmaterial bleibt sie unabhängig von den Verzerrungen und wird durch eine
Konstante beschrieben. Unter Beachtung der Aufteilung der Verzerrungen, rein
mechanisch oder durch Vorverzerrung, folgt für die Linearisierung:

∆δ[Π] =
∫
B
δεT Ct δε dV −

∫
B
δεT Ct δεv dV −

∫
B
δuT b dV (5.32)

−
∫
∂Bσ

δuT t̄ dA+
∫
B
δεT Ct ∆ε dV = 0

Die vorangegangene Linearisierung beschreibt einen allgemeinen Fall für materi-
elle und geometrische Nichtlinearität. Das verwendete Substratmaterial ist ma-
teriell und geometrisch linear, daher werden die nichtlinearen Terme zu null und
es verbleiben nur die linearen Anteile.

5.2 Das Ferroelektrikum und Elektrodenmaterial

Nachfolgend werden die Grundlagen für das ferroelektrische Material und die
Elektroden erläutert.
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Die Elektroden sind auf den Oberflächen des ferroelektrischen Materials ange-
bracht. Sie fungieren als Sammelpunkte für die Oberflächenladung und Strom-
flussdichte und werden über die Randterme aus Gleichung (5.95) definiert.

Das Materialmodell für das Ferroelektrikum baut auf einem phänomenologischen
Ansatz auf Su & Landis [80]. Unter dem Begriff der phänomenologischen Model-
lierung versteht man die Beschreibung von empirischen Beobachtungen mithilfe
von Modellen, die zwar im Einklang mit den grundlegenden Theorien sind, aber
nicht direkt aus ihnen abgeleitet werden. Sie ermöglichen einen einfachen Zugang
zu der Modellierung von komplexen Verhalten, allerdings meist nur für einen ge-
wissen Anwendungsbereich. Die Phasenfeldmethode ist ein Ansatz zur Beschrei-
bung von diffusen Interface Problemstellungen. Dieser Ansatz stellt eine Brücke
zwischen atomistischen Berechnungen und phänomenologischen Modellierungs-
ansätzen im größeren Maßstab dar. Oft wird dies auch als ein mesoskopischer
Modellierungsansatz bezeichnet.

Die Konstitution des ferroelektrischen Materials baut auf der freien Helmholtz-
Energie auf.

Im Folgenden wird zunächst der Ordnungsparameter des Phasenfeldmodells für
Ferroelektrika näher erläutert, anschließend wird die freie Helmholtz-Energie aus-
führlicher beschrieben. Es folgt eine Herleitung für die schwache Form des Gleich-
gewichts des Phasenfeldmodells. Aufbauend auf der schwachen Form wird die
FEM angewendet.

5.2.1 Der Ordnungsparameter

Zur Beschreibung der Phase selbst bzw. der Verteilung der Phasen wird eine Funk-
tion des Ordnungsparameters eingeführt, die kontinuierlich in Zeit und Raum
verteilt ist.

Die materielle Polarisation P als Vektorgröße wird als Ordnungsparameter des
ferroelektrischen Materials gewählt. Innerhalb einer Domäne ist dieser konstant
und ändert sich rapide in einem schmalen Übergangsbereich an den Phasengren-
zen. Ohne mechanische oder elektrische äußere Belastung steht die Polarisation
innerhalb einer Domäne mit der spontanen Polarisation im Gleichgewicht. Die
Ausrichtung der Kristallgitter bestimmt die Richtung der Polarisation innerhalb
einer Domäne.

5.2.2 Freie Helmholtz-Energie

Die Gesamtenergie des Körpers B hängt von den mechanischen Dehnungen ε, der
materiellen Polarisation P und dem Gradienten GradP sowie der dielektrischen
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Verschiebung D ab. Die Gesamtenergie ist gegeben durch:

Ψ =
∫
B
ψ(ε,P ,GradP ,D) dV (5.33)

Grafisch ist die freie Helmholtz-Energie in Abbildung 5.1 dargestellt. Für den
genauen Aufbau der Energie und die Größe der Materialparameter wird auf die
Angaben aus Su & Landis [80] und Kontsos & Landis [51, 52] verwiesen.
Hierbei handelt es sich um genaue Angaben zum ferroelektrischem Bariumtitanat
(BTO). In der freien Helmholtz-Energie werden die physikalischen Eigenschaften
des ferroelektrischen Materials beschrieben, welche die Landau-Devonshire Theo-
rie [25, 26] einhält.

Ausführlich wird die freie Helmholtz-Energie wie folgt aufgeführt:

ψ = 1
2aijklPi,jPk,l + 1

2 āijPiPj + 1
4

¯̄aijklPiPjPkPl + 1
6

¯̄̄aijklmnPiPjPkPlPmPn

+ 1
6

¯̄̄̄
aijklmnrsPiPjPkPlPmPnPrPs + bijklεijPkPl + 1

2cijklεijεkl

+ fijklmnεijεklPmPn + gijklmnεijPkPlPmPn + 1
2κ0(Di − Pi)(Di − Pi) (5.34)

Zunächst wird die freie Helmholtz-Energiefunktion in zwei Teile unterteilt:

ψ(ε,P ,GradP ,D) = ψm(ε,P ,GradP ) + ψf (P ,D) (5.35)

Hierbei beschreibt ψm die freie Energie des Materials und ψf die freie Energie des
freien Raums. Letztere wird geschrieben als:

ψf (P ,D) = 1
2κ0

(D − P ) · (D − P ) (5.36)

Die Permittivität des freien Raums beträgt κ0 = 8.8854·10−12 F/m. Die materielle
freie Helmholtz-Energie wird wie folgt weiter unterteilt:

ψm(ε,P ,GradP ,D) = ψG(GradP ) + ψL(P ) + ψmech(ε) + ψc(ε,P ) (5.37)

Der erste Term ψG(GradP ) der freien Energie bestraft große Gradienten der
Polarisation und gibt die Domänenwanddicke innerhalb des Modells wieder, dies
wird auch als “Austauschenergie” oder „Strafterm“ bezeichnet.

ψG(GradP ) = 1
2GradP : A : GradP (5.38)

Mithilfe des Tensors A, welcher nur Bezug auf die Polarisationsgradienten hat,
können unterschiedliche Arten der Domänenwände behandelt werden. Der Ten-
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sor A wird laut Literatur [80] aus Experimenten bestimmt. Eine übliche Gradi-
entenenergie wird u.a. in Li et al. [59] und Wang et al. [87] genutzt:

ψG(Pi,j) = 1
2g11(P 2

1,1 + P 2
2,2 + P 2

3,3)

+ g12(P1,1P2,2 + P2,2P3,3 + P1,1P3,3)

+ 1
2g44

[
(P1,2 + P2,1)2 + (P2,3 + P3,2)2 + (P1,3 + P3,1)2

]
+ 1

2g
′

44

[
(P1,2 − P2,1)2 + (P2,3 − P3,2)2 + (P1,3 − P3,1)2

]
(5.39)

Mit den Beziehungen a0 = 2 g11 = g44/2 = g
′
44/2 und g12 = 0 kann der isotrope

Sonderfall mit Aijkl = a0 δij δkl erreicht werden:

ψG(GradP ) = 1
2a0(GradP : GradP ) = 1

2a0||GradP ||2

= 1
2a0(P 2

1,1 + P 2
2,2 + P 2

3,3 + P 2
1,2 + P 2

2,1 + P 2
1,3 + P 2

3,1 + P 2
2,3 + P 2

3,2)
(5.40)

Die folgenden vier Terme aus Gleichung (5.34) werden verwendet, um die Landau
Energie als ein Polynom des Ordnungsparameters P zu erstellen. Die Energie-
landschaft definiert Minima bei den sechs spontanen Polarisationszuständen der
Elementarzelle. Abbildung 5.1 zeigt dies exemplarisch für ein eindimensionales
Problem mit möglicher vertikaler Polarisationsausrichtung. Sie wird auch Brun-
nenenergie genannt:

ψL(P ) =a1

2 (P 2
1 + P 2

2 + P 2
3 ) + a2

4 (P 4
1 + P 4

2 + P 4
3 ) + a3

2 (P 2
1 P

2
2 + P 2

2 P
2
3 + P 2

1 P
2
3 )

+ a4

6 (P 6
1 + P 6

2 + P 6
3 ) + a5

4 (P 4
1 P

4
2 + P 4

2 P
4
3 + P 4

1 P
4
3 )

+ a6
(
P 4

1 (P 2
2 + P 2

3 ) + P 4
2 (P 2

1 + P 2
3 ) + P 4

3 (P 2
1 + P 2

2 )
)

(5.41)

Die rein mechanischen Anteile werden durch den mechanischen Energieanteil be-
schrieben:

ψmech(ε) = c1

2 (ε2
11 + ε2

22 + ε2
33) + c2(ε11ε22 + ε11ε33 + ε22ε33)

+ c3

2 (ε2
12 + ε2

21 + ε2
13 + ε2

31 + ε2
23 + ε2

32+) (5.42)

Um die spontane Dehnung des Materials zusammen mit den dielektrischen, elasti-
schen und piezoelektrischen Eigenschaften in der Nähe des spontanen Zustands
zu koppeln, wird der Kopplungsterm ψc benötigt. Der Kopplungsterm kann in
drei Anteile zerlegt werden:

ψc(ε,P ) = ψc1(ε,P ) + ψc2(ε,P ) + ψc3(ε,P ) (5.43)
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Abbildung 5.1: Die Energieminima der freien Helmholtz-Energie von Bariumtitanat
liegen unterhalb der Curie-Temperatur in der tetragonalen Phase bei den spontanen
Polarisationszuständen, Woldman & Landis [88].

Wobei die einzelnen Terme wie folgt lauten:

ψc1(ε,P ) = −b1

2 (ε11P
2
1 + ε22P

2
2 + ε33P

2
3 )

+−b2

2 ((ε22 + ε33)P 2
1 + (ε11 + ε33)P 2

2 + (ε11 + ε22)P 2
3 )

+−b3((ε12 + ε21)P1P2 + (ε13 + ε31)P1P3 + (ε23 + ε32)P2P3) (5.44)

ψc2(ε,P ) = P 2
1

(
f1

2 ε
2
11 + f2

2 (ε2
22 + ε2

33) + f3(ε11ε22 + ε11ε33) + f4ε22ε33

+ f5

2 (ε2
12 + ε2

21 + ε2
13 + ε2

31) + f6

2 (ε2
23 + ε2

32)
)

+ P 2
2

(
f1

2 ε
2
22 + f2

2 (ε2
11 + ε2

33) + f3(ε11ε22 + ε22ε33) + f4ε11ε33

+ f5

2 (ε2
12 + ε2

21 + ε2
23 + ε2

32) + f6

2 (ε2
13 + ε2

31)
)

+ P 2
3

(
f1

2 ε
2
33 + f2

2 (ε2
11 + ε2

22) + f3(ε11ε33 + ε22ε33) + f4ε11ε22

+ f5

2 (ε2
13 + ε2

31 + ε2
23 + ε2

32) + f6

2 (ε2
12 + ε2

21)
)

(5.45)

ψc3(ε,P ) = P 4
1

(
g1

4 ε11 + g2

4 (ε22 + ε33)
)

+ g3

4 (ε12 + ε21)(P1P
3
2 + P2P

3
1 )

+ P 4
2

(
g1

4 ε22 + g2

4 (ε11 + ε33)
)

+ g3

4 (ε13 + ε31)(P1P
3
3 + P3P

3
1 )

+ P 4
3

(
g1

4 ε33 + g2

4 (ε11 + ε22)
)

+ g3

4 (ε23 + ε32)(P2P
3
3 + P3P

3
2 ) (5.46)
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Die Materialkonstanten ai , bi , ci , fi und gi sind in Su & Landis [80] angegeben.
Hierfür wurden experimentelle Ergebnisse hochqualitativer Einkristalle aus Ba-
riumtitanat mit homogener elektrischer Polarisation ausgewertet und aus Li et
al. [59] angepasst. Werte für die spontane Polarisation und spontane Dehnung
einer ferroelektrischen Domäne sind gegeben als:

P s
3 = 0.26C/m2 , εs33 = 0.0082

P s
1 = P s

2 = 0 , εs11 = εs22 = −0.0027
εs12 = εs13 = εs23 = 0 (5.47)

Die elastischen Eigenschaften für diesen Zustand sind:

sE11 = 8.01 · 10−12m2/N , sE33 = 12.8 · 10−12m2/N ,

sE12 = −1.57 · 10−12m2/N , sE44 = 17.8 · 10−12m2/N ,

sE13 = −4.6 · 10−12m2/N , sE66 = 7.91 · 10−12m2/N (5.48)

Die piezoelektrischen und dielektrischen Eigenschaften sind gegeben als:

d33 = 106 · 10−12C/N ,

d31 = −50 · 10−12C/N ,

d15 = 580 · 10−12C/N ,

κσ11 = 4100κ0 = 36.3 · 10−9 F/m ,

κσ33 = 160κ0 = 1.42 · 10−9 F/m (5.49)

Hier ist κ0 die Permittivität des freien Raums. Zur Bestimmung der Parame-
ter ci reichen die elastischen Eigenschaften der tetragonalen Phase nicht aus. In
Berlincourt [11] werden die rein mechanischen Eigenschaften der kubischen
Phase bei 150◦C beschrieben. Die Brunnenenergie wird durch die Parameter a1

und a3 beschrieben. Der Parameter a5 bestimmt die Energiebarriere zwischen
den einzelnen Polarisationszuständen der Brunnenenergie und wird in Zhang
& Bhattacharya [93] ausführlich beschrieben. Der Parameter a0 definiert die
Dicke der Domänenwand.
Die Parameter für die materielle freie Energie ψm sind in Tabelle 5.1 aufgelistet.
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a0 = 1 · 10−10 V m3/C a1 = −0.6683Ec/P0 a2 = −3.8056Ec/P 3
0

a3 = 0.7892Ec/P 3
0 a4 = 12.4421Ec/P 5

0 a5 = 368Ec/P 7
0

a6 = 0.1342Ec/P 5
0

b1 = 2.5414Ec/εcP0 b2 = 1.7427Ec/εcP0 b3 = 0.3995Ec/εcP0

c1 = 2.050σ0/εc c2 = 0.9717σ0/εc c3 = 2.5595σ0/εc
f1 = 0.6636Ec/ε2

cP0 f2 = 0.8413Ec/ε2
cP0 f3 = −0.1706Ec/ε2

cP0

f4 = 0.6873Ec/ε2
cP0 f5 = 0.2133Ec/ε2

cP0 f6 = 0.4266Ec/ε2
cP0

g1 = −3.6615Ec/ε2
cP

3
0 g2 = 6.2742Ec/ε2

cP
3
0 g3 = −1.2164Ec/ε2

cP
3
0

Tabelle 5.1: Materialparameter der materiellen freien Energie ψm für die Konstanten
ai, bi, ci, fi und gi, nach Su & Landis [80].

Die Materialparameter sind von der spontanen Polarisation P0 = 0.26C/m2, der
spontanen Dehnung εc = 0.82%, der Koerzitivfeldstärke Ec = 2.1825 · 107 V/m

und σ0 = EcP0/εc = 692 · 106N/m2 abhängig.

5.2.3 Schwache Form mit phänomenologischen Ansatz

Die vorliegende Arbeit baut auf dem Modell von Su & Landis [80] auf. Es ver-
bindet die Kinematik und die elektrostatischen Grundgleichungen miteinander
und kann nach der anschließenden Linearisierung mithilfe der FEM numerisch
gelöst werden. In [80] wurde bereits eine Trennung zwischen den Gleichgewichts-
bedingungen und der Konstitution des ferroelektrischen Materials durch Einfüh-
rung einer Bilanzierung von Mikrokräften durchgeführt. Diese Bilanzierung der
Mikrokräfte steht im thermodynamischen Zusammenhang mit dem Ordnungspa-
rameter und wird im Folgenden näher erläutert.

Vorab wird die zeitabhängige Ginzburg-Landau Gleichung für den Ordnungspa-
rameter P hergeleitet. Dies ist eine Grundgleichung, welche die räumliche und
zeitliche Anordnung der Domänen bestimmt.

Die folgende Herleitung erfolgt in Indexnotation, angelehnt an die Darstellung
von Su & Landis [80].

Die freie Helmholtz-Energie des hier genutzten Phasenfeldmodells hängt einer-
seits von dem Ordnungsparameter Pi, als auch von seinem Gradienten ab. Der
Ordnungsparameter Pi bestimmt in diesem Modell die Phase. Da der Ordnungs-
parameter als unabhängige Variable gewählt ist, werden zusätzlich Mikrokräfte
postuliert, die arbeitskonjugiert zum Ordnungsparameter auftreten. Diese Annah-
me führt zu einem zweistufigen Mikrospannungstensor ξij, der thermodynmisch
zur Leistungsdichte konjugiert ist. Der Mikrospannungstensor beinhaltet die Än-
derungsrate des Ordnungsparameters. Zusätzlich wird ein interner Mikro-Kräfte
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Vektor πi definiert, sodass πiṖi die Leistungsdichte ist, die das Material intern
verbraucht, z.B. in der Anordnung der Atome innerhalb der Einheitszellen. Die-
se Mikrokraft wird als Dissipation im Material berücksichtigt. Weiter wird ein
externer Mikrokraftvektor γi eingeführt, sodass γiṖi eine Leistungsdichte ist, die
durch externe Quellen auf das Material aufgewendet wird. Somit ergibt sich die
integrale Bilanzierung dieser Mikrokräfte zur Differentialgleichung:∫

∂B
ξijni dA+

∫
B
πi dV +

∫
B
γi dV = 0 (5.50)

Hieraus folgt mithilfe des Divergenztheorems die lokale Mikrokraftbilanz zu:

ξij,i + πi + γi = 0 in V (5.51)

Für isothermische Prozesse unterhalb der Curie-Temperatur wird das zweite ther-
mische Gesetz als Clausius-Duhem Ungleichung geschrieben:∫

B
ψ̇ dV + d

dt

∫
B

1
2ρu̇iu̇i dV

≤
∫
B

(
biu̇i + φq̇ + γiṖi

)
dV +

∫
∂B

(
tiu̇i + φω̇ + ξijniṖi

)
dA (5.52)

Die linke Seite ist die Summe der Rate aus gespeicherter und kinetischer Energie
im Material und die rechte Seite repräsentiert die von externen Quellen auf den
Körper ausgeübte Kräfte.

Mit der Zeitableitung der freien Helmholtz-Energie, den fundamentalen Grund-
gleichungen (4.36) und unter Verwendung des Divergenztheorems, wird die Clausius-
Duhem Ungleichung geschrieben als:∫

B

∂ψ

∂εij
ε̇ij + ∂ψ

∂Di

Ḋi + ∂ψ

∂Pi
Ṗi + ∂ψ

∂Pi,j
Ṗi,j + ∂ψ

∂Ṗi
P̈idV

≤
∫
B
σij ε̇ij + EiḊi + ξijṖi,j − πiṖidV (5.53)

Da die innere Mikrokraft πi von der zeitlichen Rate der Polarisation Ṗi abhängen
darf, müssen auch alle thermodynamischen Kräfte potentiell eine solche Abhän-
gigkeit haben. Es wird davon ausgegangen, dass für einen gegebenen thermody-
namischen Zustand beliebige Werte von ε̇ij, Ḋi, Ṗi Ṗi,j und P̈i bei entsprechender
Steuerung der externen Quelle bi, q und γi zulässig sind. Somit folgt aus der
Betrachtung der Dissipationsungleichung:

∂ψ

∂Ṗi
= 0→ ψ = ψ(εij, Di, Pi, Pi,j) (5.54)

σij := ∂ψ

∂εij
, Ei := ∂ψ

∂Di

, und ξij := ∂ψ

∂Pi,j
(5.55)
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Zusätzlich wird ηi = (∂ψ/∂Pi) eingeführt. Der interne Kraftvektor πi muss fol-
gendes bedienen:

(πi + ηi)Ṗi ≤ 0→ πi = −ηi − βijṖj mit (5.56)
βij = βij(εkl, Dk, Pk, Pk,l, Ṗk) positiv definit (5.57)

Hier wird βij als der inverse Mobilitätstensor bezeichnet. Er beschreibt die Mobi-
lität der Polarisationsdomänenwand und wird in dieser Arbeit angenommen als:
βij = βδij, mit der Einheit: [CV s

m3 ]. Der Faktor β wird mit 1 angesetzt.
Es lässt sich zeigen, dass der postulierte Satz von Mikrokräften in Gleichung
(5.50) gerechtfertigt ist, da ihre Existenz die Form der Phasenfeldgleichungen
enthalten. Zu beachten ist, dass die freie Energie beides beinhaltet; einerseits die
Energie, die im Material gespeichert ist und andererseits die Energie im freien
Raum, welche vom Material umgeben ist. Letztendlich folgt mit der Annahme
γi = 0 und durch Substitution der Größen ξij und ηi die generalisiert Form der
Ginzburg-Landau Gleichung:(

∂ψ

∂Pi,j

)
,j

− ∂ψ

∂Pi
= βijṖj (5.58)

Mithilfe der Ginzburg-Landau Gleichung wird die räumliche und zeitliche Evolu-
tion der Polarisation als Ordnungsparameter beschrieben.

Die Grundlage für die schwache Form des Gleichgewichts im Phasenfeld Modell
sind die bereits hergeleiteten Differentialgleichung:

Mechanische Impulsbilanz: Div [σ] + b = 0 (5.59)

erw. Ginzburg-Landau Gleichung Div
[

∂ψ

∂Grad [P ]

]
− ∂ψ

∂P
= βṖ (5.60)

Gauß’sches Gesetz: Div [D]− ρ = 0 (5.61)

Zusätzlich zu den mechanischen Randbedingungen sind für das Ferroelektrikum
elektrische Randbedingungen zu erfüllen. Im Folgenden sind die Randbedingun-
gen für das Modell aufgelistet:

u = ū auf ∂Bu (5.62)
σ · n = t̄ auf ∂Bσ (5.63)
P = P̄ auf ∂BP (5.64)
ξ · n = 0 auf ∂Bξ (5.65)
φ = φ̄ auf ∂Bφ (5.66)
D · n = ω̄ auf ∂Bω (5.67)
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Im Hinblick auf die Finite Elemente Formulierung ist es sinnvoll die Anzahl der
Knotengrößen so gering wie möglich zu halten. In dieser Arbeit werden die me-
chanischen Verschiebungen u, die elektrische Polarisation P und das elektrische
Potential φ als Knotengrößen gewählt.

Die konstitutiven Gleichungen müssen von den mechanischen Verzerrungen ε,
der elektrischen Polarisation P und ihrem Gradienten Grad [P ] sowie dem elek-
trischen Feld E abhängen. Dies wird erreicht, wenn die Legendre Transformation
auf die freie Helmholtz-Energiefunktion anwendet wird. Man erhält die Enthalpie
Gleichung:

h(εij, Pi,Pi,j, Ei) = ψ − EiDi

= 1
2aijklPi,jPk,l + 1

2a
1
ijPiPj + 1

4a
2
ijklPiPjPkPl + 1

6a
3
ijklmnPiPjPkPlPmPn

+ 1
6a

4
ijklmnrsPiPjPkPlPmPnPrPs + bijklεijPkPl + 1

2cijklεijεkl

+ fijklmnεijεklPmPn + gijklmnεijPkPlPmPn + 1
2κ0EiEi − Ei Pi (5.68)

Die Spannungen σij, dielektrischen VerschiebungenDi und Mikrokräfte, ξij und ηi,
werden abgeleitet als:

σij = ∂h

∂εij
, Di = − ∂h

∂Ei
, ξij = ∂h

∂Pi,j
und ηi = ∂h

∂Pi
(5.69)

Unter Verwendung der Beziehungen (5.69) in die Grundgleichungen (5.59)-(5.61)
folgt:

Div
[
∂h

∂εij

]
+ bi = 0 (5.70)

Div
[
∂h

∂Pi,j

]
− ∂h

∂Pi
− βṖi = 0 (5.71)

−Div
[
∂h

∂Ei

]
− ρ = 0 (5.72)

Eine Variation mit entsprechenden Testfunktionen sowie Integration über das
Gebiet liefert:

∫
B

[(
Div

[
∂h

∂ε

]
+ bi

)
· δui +

(
Div

[
∂h

∂Pi,j

]
− ∂h

∂Pi
− βṖi

)
· δPi

−
(
Div

[
∂h

∂Ei

]
+ ρ

)
· δφ

]
dV = 0 (5.73)

Da für ε und δε eine Symmetrie vorliegt, können die Divergenzterme in Glei-
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chung (5.73) mithilfe der Produktregel ausformuliert werden:
∫
B

[
biδui −

∂h

∂εij
δεij − βijṖjδPi −

∂h

∂Pi
δPi −

∂h

∂Pi,j
δPi,j −

∂h

∂Ei
δEi −ρδφ

]
dV

=
∫
∂B

−( ∂h

∂εij
δui

)
,j

−
(
∂h

∂Pi,j
δPi

)
,j

−
(
∂h

∂Ei
δφ

)
,i

 dA (5.74)

Die Anwendung des Gauß’schen Integralsatzes auf Gleichung (5.74) ergibt:∫
B
biδui −

∂h

∂εij
δεij − βijṖjδPi −

∂h

∂Pi
δPi −

∂h

∂Pi,j
δPi,j −

∂h

∂Ei
δEi − ρδφ dV

=
∫
∂B
− (σijδui)nj − (ξijδPi)nj − (Diδφ)nj dA (5.75)

Nach Einarbeitung der Randbedingungen ω̄ = n ·D, t̄ = n ·σ und 0 = n ·ξ wird
die schwache Form für das ferroelektrische Material geschrieben als:

δΠ :=
∫
B
σijδεij + ηiδPi + ξijδPi,j + βijṖjδPi −DiδEi dV

+
∫
B
−biδui + ρδφ dV +

∫
∂B
−t̄iδui + ω̄δφ dA (5.76)

Die bisher vorgestellte schwache Form beruht auf der Annahme eines idealen
Ferroelektrikums, das keinerlei Ladungstransport zulässt. Um die Leckstromfor-
malismen zu berücksichtigen, wird die Ladungserhaltungsgleichung und deren
zugehörigen Randbedingungen in die schwache Form in Gleichung (5.76) einge-
arbeitet:

Div [Ḋ + J ] = 0 in B, mit J · n = ῡ auf ∂Bυ (5.77)

In der Gleichung der Ladungserhaltung ist eine Zeitableitung der dielektrischen
Verschiebung enthalten, die über einen Differenzenquotienten aufgelöst wird:

Div
[
Dt+∆t −Dt + J∆ t

]
= 0 mit Ḋ = Dt+∆t −D

∆ t
(5.78)

Mit dem Differenzenquotienten aus Gleichung (5.78) wird Gleichung (5.76) zu:

δΠ :=
∫
B
σijδεij + ηiδPi + ξijδPi,j + βijṖjδPi − (Dt+∆t

i −Dt
i + Ji∆t) δEi dV

+
∫
B
−biδui + ρδφ dV +

∫
∂B
−t̄iδui + (Dt+∆t

i −Dt
i + Ji ·∆t) · ni δEi dA (5.79)

5.2.4 Linearisierung mit phänomenologischen Ansatz

Für die Umsetzung der FEM wird die schwache Form in Gleichung (5.76) lineari-
siert. Zur Übersichtlichkeit wird hier die Tensornotation statt der Indexnotation
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verwendet. Es werden konservative Lasten vorausgesetzt, daher müssen nur die
inneren Arbeiten linearisiert werden. Zusätzlich zu den Linearisierungen der rein
mechanischen Terme müssen auch Linearisierungen bezüglich der Polarisation
und dem elektrischen Potential ausgeführt werden. Durch die Linearisierungen
von σ, η, D und ξ werden Materialtensoren Cαβ als partielle Ableitungen be-
züglich der Feldgrößen ε, P und E eingeführt. Mit Bezug auf die eingeführte
Gatêaux-Ableitung in Abschnitt 5.1 werden nachfolgend die jeweiligen Lineari-
sierungen der Spannungen aufgeführt:

Linu[σ] = σ̃ + Cuu(P ) : ∆ε , Cuu(P ) = ∂σ

∂ε
(5.80)

LinP [σ] = σ̃ + CuP (ε,P ) · ∆P , CuP (ε,P ) = ∂σ

∂P
(5.81)

Linφ[σ] = σ̃ + Cuφ · ∆E , Cuφ = ∂σ

∂E
(5.82)

Die Linearisierung von ∆E mit E = −Grad [φ] kann geschrieben werden als:

∆E = −Grad∆φ (5.83)

Weiter sind die Linearisierungen den Mikrokräfte η bezüglich der Größen u, P
und φ gegeben:

∆u[η] = η̃ + CPu(ε,P ) : ∆ε , CPu(ε,P ) = ∂η

∂ε
(5.84)

∆P [η] = η̃ + CPP (ε,P ) · ∆P , CPP (ε,P ) = ∂η

∂P
(5.85)

∆φ[η] = η̃ + CPφ · ∆E , CPφ = ∂η

∂E
(5.86)

Zusätzlich müssen die dielektrischen Verschiebungen linearisiert werden:

∆u[D] = D̃ + Cφu : ∆ε , Cφu = ∂D

∂ε
(5.87)

∆P [D] = D̃ + CφP · ∆P , CφP = ∂D

∂P
(5.88)

∆φ[D] = D̃ + Cφφ · ∆E , Cφφ = ∂D

∂E
(5.89)

Bei der Berücksichtigung der Leitungsmechanismen werden auch diese lineari-
siert. Da die Ladungsdichte J nur vom elektrischen Potential abhängig ist, ist
es ausreichend nur nach dieser Größe zu linearisieren, da nach den Verzerrungen
oder der Polarisation linearisierte Terme null ergeben. Die Erweiterung um die
Leckstrommechanismen führt lediglich zu einem additiven Eintrag auf Cφφ mit
dem Wert von Cφφ

LC :

∆φ[J ] = J̃ + Cφφ
LC · ∆E , Cφφ

LC = ∂J

∂E
(5.90)
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Für den zusätzlich im phänomenologischen Materialmodell eingeführten Mikro-
spannungstensor ξ wird ebenfalls eine Linearisierung benötigt. Da der Spannungs-
tensor vom Ordnungsparameter P abhängt, ergibt die Linearisierung:

∆P [ξ] = ξ̃ + C∇P : Grad [∆P ] , C∇P = ∂ξ

∂Grad [P ] (5.91)

Für eine genauere Erläuterung des Anteils, der jeweiligen Leitungsmechanismen
hinsichtlich der Linearisierung wird auf Anhang C verwiesen.
Da der zeitlich veränderliche Term βṖ bereits linear von P abhängt, ist dessen
Linearisierung:

∆P [βṖ ] = β ˜̇P + β ·∆Ṗ (5.92)

Bedingt durch die nichtlinearen Eigenschaften der elektrischen Enthalpie sind die
Tensoren Cuu, CPu, CuP und CPP Funktionen von ε und P . Weiterhin gilt:

CPu = (CuP )T , CPφ = (CφP )T , Cuφ = (Cφu)T = 0 (5.93)

Für das Inkrement ∆Π der linearisierten schwachen Form ergibt sich somit:

∆Π =
∫
B
δε : Cuu : ∆ε+ δε : CuP ·∆P

+ δP · CPu : ∆ε+ δP · CPP ·∆P + δP · CPφ ·∆E
+ δE · CφP ·∆P − δE · (Cφφ + Cφφ

LC) ·∆E
+ Grad [δP ] : C∇P : Grad [∆P ]
+ β ·∆Ṗ dV (5.94)

Die vollständige Linearisierung der schwachen Form lautet:

∆δ[Π] := δΠ + ∆Π

=
∫
B
σδε+ ηδP + ξδGradP + βṖ δP − (Dt+∆t −Dt + J∆t) δE dV

+
∫
B
−bδu+ ρδφ dV +

∫
∂B
−t̄δu+ (Dt+∆t −Dt + J ·∆t) · n δE dA

+
∫
B
δε : Cuu : ∆ε+ δε : CuP ·∆P + δP · CPu : ∆ε+ δP · CPP ·∆P

+ δP · CPφ ·∆E + δE · CφP ·∆P − δE · (Cφφ + Cφφ
LC) ·∆E

+ Grad [δP ] : C∇P : Grad [∆P ] + β ·∆Ṗ dV (5.95)
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6 Finite-Elemente-Modellierung

In diesem Kapitel wird eine Finite Elemente Modellierung (FEM) vorgestellt, mit
der die Nanogeneratorstrukturen simuliert werden. Die Anforderungen an solche
Formulierungen lassen sich aus den vorherigen Kapiteln ableiten und bilden im
Wesentlichen das wirklichkeitsnahe Verhalten solcher Strukturen ab.

Durch das Aufbringen eines elektrischen Signals an den Elektroden wird eine me-
chanische Verformung im darunterliegenden ferroelektrischen Material erzeugt.
In Abhängigkeit der Höhe des angelegten elektrischen Feldes kommt es zu einer
Veränderung des Polungszustands und der Kristallstruktur.
Sofern eine mechanische Verzerrung aufgebracht wird, wird diese mithilfe des
ferroelektrischen Materials in ein elektrisches Signal umgewandelt. Solche Vor-
gänge bedürfen der Einbeziehung von nichtlinearen konstitutiven Beziehungen.
Aufgrund des spröden Materialverhaltens der Ferroelektrika sind nur kleine Ver-
schiebungen möglich und somit ist ein lineares Verzerrungsmaß ausreichend.

Wie im vorherigen Kapitel gezeigt, definiert die Impulsbilanz die lokale Form des
Gleichgewichts. Unter zusätzlicher Verwendung der konstitutiven Gleichungen,
der Kinematik und den Randbedingungen wird sie zur starken Form des me-
chanischen Randwertproblems umgeformt. Durch Multiplikation mit einer Test-
funktion und Integration über das Volumen ergibt sich die schwache Form. Die
anschließende Linearisierung bildet die Grundlage der häufig für ingenieurmäßige
Problemstellungen verwendete Methode der Finiten Elemente. Die Linearisie-
rung wurde bereits im vorangegangenen Kapitel hergeleitet, weshalb in diesem
Kapitel die Anwendung der FEM erläutert wird. Die Lösung des nichtlinearen
Problems wird mithilfe des Newton-Raphson Iterationsverfahrens näherungsweise
bestimmt. Zeitabhängige Größen werden unter Verwendung des Euler-Rückwärts
Verfahrens berücksichtigt.

Die Beispiele in dieser Arbeit sind im zweidimensionalen Raum beschrieben und
berechnet. Daher wird nachfolgende Finite-Elemente-Modellierung für 2D- Prob-
lemstellungen aufgeführt. Weiter werden quadratische Ansatzfunktionen verwen-
det, weshalb lediglich auf diese Art von Elementen näher eingegangen wird. Dieses
Kapitel ist wie folgt gegliedert. Nach Einführung des isoparametrischen Konzepts
wird mithilfe der Linearisierung der schwachen Form aus dem vorangegangenen
Kapitel die Finite-Elemente-Formulierung für das Substratmaterial, das Ferro-
elektrikum und das Elektrodenmaterial aufgestellt. Es folgt eine Beschreibung
des Newton-Raphson Verfahrens und des Euler-Rückwärts Verfahrens. An dieser
Stelle wird auf die ausführliche Literatur von unter anderem Bathe [7], Be-
lytschko et al. [8], Hughes [40], Su et al. [80], Wriggers [89], Zienkie-
wiecz et al. [94] verwiesen.
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6.1 Approximation der Geometrie und primären Feldva-
riablen

Im Rahmen der FEM wird ein Körper B in seiner Ausgangskonfiguration Ω0 mit
seinem Rand ∂Ω0 in einzelne Teilkörper zerlegt. Diese Teilkörper werden Elemente
genannt. Die Anzahl der Elemente ist nelem. In Abbildung 6.1 ist eine Unterteilung
des gesamten Gebiets in mehrerer Elemente und zusätzlich ein 9-Knoten Element
des Gebiets exemplarisch dargestellt.

Abbildung 6.1: 9-Knoten Element, in natürlichen Koordinaten ξ, η.

Das Gebiet eines Elements wird mit Ωe bezeichnet. Die Summe der Elemente
ergibt das approximierte Gebiet Ωh mit seinem Rand ∂Ωh. Die Aufteilung des
Körpers in nelem mit dem jeweiligen Gebiet Ωe ist häufig nur näherungsweise
möglich:

Ω0 ≈ Ωh =
nelem⋃
e=1

Ωe (6.1)

Die einzelnen Elemente werden durch ihre Eckknoten definiert. Eine Unterteilung
von komplexen Formen kann nicht immer exakt abgebildet werden. Mithilfe ei-
ner erhöhten Anzahl von Elementen ist es möglich die ursprüngliche Geometrie
genauer zu beschreiben, dennoch ist bei der Approximation der Geometrie zu be-
achten, dass der Übergang der Elemente stetig ist. Es sollen keine Zwischenräume
vorhanden sein. Dies wird verhindert, indem die Eckknoten benachbarter Elemen-
te aufeinanderliegen. Zusätzlich werden so auch Überlappungen und Durchdrin-
gungen vermieden. Exemplarisch ist in Abbildung 6.1 ein 9-Knotenelement des
Gebiets vergrößert abgebildet.

Jedes einzelne Element wird auf ein quadratisches Referenz- oder Einheitsele-
ment Ω� projiziert. Ausgehend vom Mittelpunkt dieses Einheitselements kann
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ein lokales Koordinatensystem aufgespannt werden, siehe Abbildung 6.1. Die Ko-
ordinatenachsen werden im zweidimensionalen Raum üblicherweise mit den na-
türlichen Koordinaten ξ und η beschrieben. Das Einheitselement ist begrenzt
zwischen ξ ∈ [−1, 1] und η ∈ [−1, 1].

Die Eigenschaften der Teilgebiete werden mithilfe von Ansatzfunktionen auf die
Elementknoten bezogen. Es werden Ansatzfunktionen NI(ξI , ηI) angewendet, die
sich auf die Koordinaten ξ, η beziehen. Die Ansatzfunktionen NI sind in dieser
Arbeit die Lagrange Ansätze, welche biquadratische Polynome darstellen. Am zu-
gehörigen Knoten nehmen sie den Wert eins an, an den anderen Knoten den Wert
null. Für ein 9-Knoten-Element lauten die biquadratischen Ansatzfunktionen für
die Eckknoten (I = 1, 2, 3, 4) nach Abbildung 6.1:

NI(ξ, η) = 1
4(ξ2 + ξIξ)(η2 + ηIη) (6.2)

Für die Mittelknoten (I = 5, 6, 7, 8):

NI(ξ, η) = 1
2ξ

2
I (ξ2 + ξIξ)(1− η2) + 1

2η
2
I (η + ηIη)(1− ξ) (6.3)

Und für den Zentralknoten (I = 9):

N9(ξ, η) = (1− ξ2)(1− η2) (6.4)

Um die Stetigkeit des Verschiebungsfeldes zu gewährleisten, müssen die Ansätze
C0-Kontinuität aufweisen, welche durch die Verwendung der Lagrange Ansatz-
funktionen erfüllt ist. Mithilfe der AnsatzfunktionenNI kann der Ortsvektor eines
materiellen Punktes in der Referenz- und Momentankonfiguration näherungswei-
se bestimmt werden zu:

X ≈ Xh(ξ, η) =
9∑
I=1

NI(ξ, η)XI (6.5)

x ≈ xh(ξ, η) =
9∑
I=1

NI(ξ, η)xI (6.6)

Die approximierten Größen sind hier mit einem hochgestellten Index (·)h darge-
stellt.
Nach dem isoparametrichen Konzept werden die gleichen Ansätze für die Geome-
trie und die primären Feldgrößen verwendet. Somit werden auch die Primärva-
riablen vI , deren Variationen δvI sowie Linearisierungen ∆vI auf das Einheits-
element projiziert. Aus Gründen der Übersichtlichkeit wird im Folgenden auf den
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hochgestellten Index zur Kennzeichnung des approximierten Größen verzichtet.

v(ξ, η) =
9∑
I=1

NI(ξ, η)vI (6.7)

δv(ξ, η) =
9∑
I=1

NI(ξ, η)δvI (6.8)

∆v(ξ, η) =
9∑
I=1

NI(ξ, η)∆vI (6.9)

Der Vektor der Primärvariablen im Element ve(ξ, η) setzt sich aus den einzelnen
Vektoren der Feldgrößen vI(ξ, η) zusammen, ebenso der Vektor ihrer variationel-
len und linearisierten Größen:

ve = (vT1 vT2 vT3 vT4 vT5 vT6 vT7 vT8 vT9 )T (6.10)
δve = (δvT1 δvT2 δvT3 δvT4 δvT5 δvT6 δvT7 δvT8 δvT9 )T (6.11)

∆ve = (∆vT1 ∆vT2 ∆vT3 ∆vT4 ∆vT5 ∆vT6 ∆vT7 ∆vT8 ∆vT9 )T (6.12)

Ableitungen der einzelnen Primärvariablen werden durch Ableitungen der Form-
funktion und die jeweiligen Knotenwerte dargestellt. Für die Ableitung der Feld-
größenvektoren nach den Richtungen ϑ = ξ, η gilt:

v,ϑ =
9∑
I=1

NI,ϑ(ξ, η)vI (6.13)

Die Ableitung der Ansatzfunktionen NI,ϑ und deren Anordnung wird als B-
Matrix bezeichnet. Analog zu Gleichung (6.13) ergeben sich die virtuellen und
linearisierten Vektoren der Feldvariablen zu:

δv,ϑ =
9∑
I=1

NI,ϑ(ξ, η)δvI (6.14)

∆v,ϑ =
9∑
I=1

NI,ϑ(ξ, η)∆vI (6.15)

Die Ableitungen werden mit Bezug auf das ξ-η-Koordinatensystem des Referenz-
elements Ω� aufgestellt. Für die Ableitungen im realen Basissystem wird zunächst
die Jacobimatrix mit den Ableitungen der Ortsvektoren nach den natürlichen Ko-
ordinaten ermittelt:

J = ∂X
∂ϑ

=
9∑
I=1

XI ⊗∇ϑNI =


∂X1(ξ, η)

∂ξ

∂X1(ξ, η)
∂η

∂X2(ξ, η)
∂ξ

∂X2(ξ, η)
∂η

 (6.16)

In Gleichung (6.16) stellt ∇ϑNI den Gradienten der Ansatzfunktionen nach den
lokalen Koordinaten dar. Somit gilt für die Ableitungen:(

NI,1

NI,2

)
= J−T

(
NI,ξ

NI,η

)
(6.17)
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Abbildung 6.2: Transformation des Referenzelements mithilfe des isoparametrischen
Ansatzes im zweidimensionalen Raum.

Um Gleichung (6.17) zu erfüllen, muss die Jacobimatrix invertierbar sein, wobei
die Determinante der Jacobimatrix ungleich null sein muss. Mit der Determinan-
te der Jacobimatrix wird das Flächenverhältnis des Referenzelements und dem
tatsächlichen Element dargestellt, AΩe = detJAΩ�

. Aus dem Flächenverhältnis
wird deutlich, dass die positive Definitheit gelten muss: detJ > 0. Die Jacobima-
trix wird demzufolge genutzt, um das Referenzelement auf die reale Geometrie
abzubilden, siehe Abbildung 6.2. Um Ableitungen im realen Basissystem zu er-
halten, wird ebenfalls die Jacobimatrix verwendet. Mithilfe der Jacobimatrix, den
Ansatzfunktionen NI(ξ, η) sowie deren Ableitungen, der B-Matrix, sind wichtige
Größen für die FEM definiert.

6.2 Modellierung des Substratmaterials

Die in dieser Arbeit vorgestellten Generatoren basieren auf der Umwandlung von
mechanischer Deformation in elektrische Signale. Diese Deformation des Sub-
strats wird durch den epitaktischen Verbund und durch periodische Verzerrungen
im Substratmaterial erzeugt. Um diesen Prozess numerisch umzusetzen wird eine
additive Zerlegung der Verzerrungen ε = εM + εV in einen mechanischen Anteil
und einen Anteil, der aus der periodischen Anregung hervorgerufen wird, zerlegt
siehe Gleichung (5.25). Im Folgenden wird die FE-Formulierung der Substrat-
elemente näher vorgestellt. Die Primärvaraiablen für das Substratmaterial sind
lediglich die Verschiebung u, aus denen die Verzerrungen ε berechnen werden.
Aufbauend auf der Linearisierung der Variation des Substratmaterials aus dem
vorherigen Kapitel:

∆δ[Π] =
∫
B
δεT Ct δε dV −

∫
B
δεT Ct δεv dV −

∫
B
δuT b dV

−
∫
∂Bσ

δuT t̄ dA+
∫
B
δεT Ct ∆ε dV = 0 (6.18)

wird für die variationellen und linearisierten Ableitungen der Verschiebungen die
Bu
I -Matrix aufgestellt. Da nur die Verschiebungen u als Primärvariablen v im
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Substratmaterial vorliegen, setzt sich die Matrix Bu
I aus den Ableitungen der

Ansatzfunktionen wie folgt zusammen:

Bu
I =


NI,1 0

0 NI,2

NI,2 NI,1

 (6.19)

Der Vektor der linearen Verzerrungen ε ist:

ε =


ε11

ε22

2ε12

 =
9∑
I=1


NI,1 0

0 NI,2

NI,2 NI,1

uI =
9∑
I=1

Bu
IuI (6.20)

Analog folgt die Darstellung der variationellen und inkrementellen Verzerrungen:

δε =


δε11

δε22

2δε12

 =
9∑
I=1

Bu
I δuI ∆ε =


∆ε11

∆ε22

2∆ε12

 =
9∑
I=1

Bu
I∆uI (6.21)

Die Linearisierung der schwachen Form, Gleichung (6.18), besteht für ihre Pri-
märvariablen u aus einem konstanten Term δΠe(u, δu) und einem linearen Term
∆δΠe(u, δu,∆u). Der konstante Term δΠe(u, δu) setzt sich aus den äußeren
Kräften und den bekannten inneren Kräften zusammen:

δΠe(u, δu)int =
∫

Ω
δεT σ dV

=
∫

Ω

9∑
I=1

δuTI BuT
I σ dV (6.22)

δΠe(u, δu)ext = −
∫
∂Ω
δuTI f̄ dA−

∫
Ω
δuTI q dV

= −
∫
∂Ω

9∑
I=1

δuTI NI f̄ dA−
∫

Ω

9∑
I=1

δuTI NI q dV (6.23)

Durch Einsetzen dieser Größen erhält man den sogenannten residualen Element-
vektor Re:

Re = Re
int + Re

ext (6.24)

Re
int =

9∑
I=1

∫
Ω
BuT
I σ dV (6.25)

Re
ext =

9∑
I=1

∫
∂Ω
NI f̄ dA−

9∑
I=1

∫
Ω
NIq dV (6.26)
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Anhand des Inkrements ∆δΠe(u, δu,∆u) lässt sich die tangentiale Elementstei-
figkeitsmatrix Ke

IJ mithilfe der Ableitungen der Ansatzfunktionen definieren:

∆δΠe(u, δu,∆u) =
∫

Ω
δεT∆σ dV

=
∫

Ω
δεTCt ∆ε dV

=
9∑
I=1

9∑
J=1

δuTI

∫
Ωe
BuT
I CtB

u
J dV︸ ︷︷ ︸

Ke
IJ

∆uJ (6.27)

In Gleichung (6.27) bezeichnet Ke
IJ die materielle Elementsteifigkeitsmatrix der

Knotenbeiträge I und J , diese ist gleichbedeutend mit der tangentialen Steifig-
keitsmatrix, da das Substratmaterial materiell und geometrisch linear ist. Ele-
mentweise ergibt sich für die Approximation der linearisierten schwachen Form:

δΠe(u, δu) + ∆δΠe (u, δu,∆u) =
9∑
I=1

9∑
J=1

δuTI (Ke
IJ ∆uJ + Re

I) (6.28)

Die Jacobi-Determinante stellt das Flächenverhältnis des Referenzelements zum
tatsächlichen Element dar. Mit ihrer Hilfe können die Finiten Elemente in den
Parameterraum des Einheitselements überführt werden.

Der Integrand dieser Funktion ist eine gebrochen rationale Funktion, weshalb ei-
ne numerische Auswertung nötig ist. In dieser Arbeit wird eine Gauß-Integration
verwendet. Die Auswertung wird an Stützstellen, den sogenannten Gaußpunk-
ten, vorgenommen. Das Integral wird über die Summe der Stützstellen mit ent-
sprechenden Wichtungen approximiert. Anschließend werden die virtuellen und
linearisierten Verschiebungsvektoren bestimmt. Die Stellen und Wichtungen der
Gaußpunkte können der Literatur entnommen werden, u.a. [89].

Auf Elementebene wurde somit die Steifigkeitsmatrizen und Residualenvektoren
ermittelt. Um das gesamte Gebiet zu beschreiben, werden diese bei der Assem-
blierung über alle Elemente analog zu Gleichung (6.1) zusammengefügt. Die zu
lösende Gleichung lautet somit:

δuT (K∆u + R) = 0 (6.29)

Da die Testfunktionen, hier δu, beliebig aber ungleich 0 sind, muss der Klammer-
ausdruck unter Einhaltung vorgegebener Randbedingungen null ergeben. Somit
werden die Verschiebungsinkremente ∆u bestimmt. Ein oftmals eingesetztes Lö-
sungsverfahren ist das Newton-Raphson-Verfahren (in dieser Arbeit auch häufig
nur Newton-Verfahren genannt), das in Abschnitt 6.4 näher erläutert wird.
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6.3 Modellierung des Ferroelektrikums und der Elektrode

Hilfreich für eine einfache Formulierung des Ferroelektrikums mittels FEM ist
es die Anzahl der Knotenfreiheitsgrade, den sogenannten Primärvariablen, so ge-
ring wie möglich zu halten. Es bietet sich an, die mechanischen Deformationen u,
die Komponenten der Polarisation P , und das elektrische Potential φ als Kno-
tenfreiheitsgrad anzusetzen. Aus den mechanischen Deformationen können die
Verzerrungen ermittelt werde, die Gradienten der Polarisation werden aus dem
Freiheitsgrad P bestimmt und mithilfe des elektrischen Potentials φ wird das
elektrische Feld berechnet
Gleichung (5.95) ist die Grundlage für die Anwendung der Finite Elemente Me-
thode für das Phasenfeldmodell. Auf Elementebene werden die Dehnung, das
elektrische Feld und der Polarisationsgradient abgeleitet, um daraus schließlich
die Spannung, die elektrische Verschiebung und die Mikrokräfte über die Glei-
chungen (5.68) und (5.69) zu berechnen.
Die Geometrie sowie die Inter- bzw. Extrapolation von Feldgrößen wird mithilfe
der eingeführten Lagrange Formfunktionen NI beschrieben. Der Prozessvektor vI
enthält nun die Freiheitsgrade der mechanischen Verschiebung uk, der Polarisation
Pk und dem elektrischen Potential φ.

uk
Pk
φ


I

= vI k = 1, 2 (6.30)

Der Index k bezeichnet die räumliche Dimension und gibt somit die mechanische
Verschiebungs- oder Polarisationsrichtung an.
Für die ferroelektrischen Elemente werden ebenso quadratische Ansatzfunktionen
verwendet.
Für die Variationsformulierung und den linearen Term der Taylorreihenentwick-
lung werden die einzelnen Freiheitsgrade mit den Ansatzfunktionen NI variiert
und linearisiert. Somit ergeben sich die Knotenwerte der Verschiebung uI , der
Polarisation PI und des elektrischen Potentials φI . Vorab werden die Freiheits-
grade knotenweise mithilfe der Ansatzfunktionen über die Anzahl der Knoten je
Element nel=9 ermittelt:

u =
9∑
I=1

NI uI P =
9∑
I=1

NI PI φ =
9∑
I=1

NI φI (6.31)

δu =
9∑
I=1

NI δuI δP =
9∑
I=1

NI δPI δφ =
9∑
I=1

NI δφI (6.32)

∆u =
9∑
I=1

NI ∆uI ∆P =
9∑
I=1

NI ∆PI ∆φ =
9∑
I=1

NI ∆φI (6.33)
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Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit quasi-statischen Problemstellungen,
daher werden ausschließlich zeitliche Änderungen der Knotenwerte der elektri-
schen Polarisation ṖI und der dielektrischen Verschiebung ḊI berücksichtigt:

Ṗ =
9∑
I=1

NI ṖI δṖ =
9∑
I=1

NI δṖI ∆Ṗ =
9∑
I=1

NI ∆ṖI (6.34)

Ḋ =
9∑
I=1

NI ḊI δḊ =
9∑
I=1

NI δḊI ∆Ḋ =
9∑
I=1

NI ∆ḊI (6.35)

Alle einzelnen Knotenwerte je Elementknoten werden in einem Knotenvektor vI
versammelt:

vI :=


uI
PI
φI

 , δvI :=


δuI
δPI
δφI

 , ∆vI :=


∆uI
∆PI
δφI

 (6.36)

Analog hierzu werden die zeitlich veränderlichen Größen in jeweiligen Knoten-
vektoren angeordnet:

v̇ :=
9∑
I=1

NI v̇I δv̇ :=
9∑
I=1

NI δv̇I ∆v̇ :=
9∑
I=1

NI ∆v̇I (6.37)

Auf Elementebene setzen sich die primären Variablen abhängig von der Anzahl
der Knoten pro Element wie folgt aus den jeweiligen Knotenvektoren zusammen:

ve :=
(
vT1 vT2 vT3 . . . vT9

)T
(6.38)

δve :=
(
δvT1 δvT2 δvT3 . . . δvT9

)T
(6.39)

∆ve :=
(
∆vT1 ∆vT2 ∆vT3 . . . ∆vT9

)T
(6.40)

Da für das ferroelektrische Material quadratische Ansatzfunktionen verwendet
werden, sind nel=9 Knotenverschiebungsvektoren die Einträge des Elementver-
schiebungsvektors.
Zur Beschreibung des Ferroelektrikums innerhalb der FEM werden die Feldgrö-
ßen in Vektornotation verwendet. Der Spannungstensor σ und der zugehörige
Verzerrungstensor ε wurden bereits im vorherigen Kapitel ausführlich hergelei-
tet:

σ :=
(
σ11 σ22 σ12

)T
(6.41)

ε :=
(
ε11 ε22 2ε12

)T
(6.42)

Analog folgt die Darstellung für die Mikrospannungen ξ und die Gradienten der
Polarisation Grad [P ]:

ξ :=
(
ξ11 ξ22 ξ12 ξ21

)T
(6.43)

Grad [P ] :=
(
P1,1 P2,2 P1,2 P2,1

)T
(6.44)
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Zusätzlich zu der bereits eingeführten Operatormatrix Bu
I für das Substratma-

terial wird die Operatormatrix bezüglich des Polarisationsfreiheitsgrads BP
I und

der Operatorvektor bφI definiert:

BP
I :=


NI,1 0

0 NI,2

NI,2 0
0 NI,1

 , bφI :=
[
−NI,1

−NI,2

]
(6.45)

Der vollständige Satz an Operatormatrizen liefert eingesetzt folgende Zusammen-
hänge der Verzerrungen, Polarisationsgradienten und des elektrischen Feldes:

ε =
9∑
I=1

Bu
IuI Grad [P ] =

9∑
I=1

BP
I PI E =

9∑
I=1

bφIφI

δε =
9∑
I=1

Bu
I δuI δGrad [P ] =

9∑
I=1

BP
I δPI δE =

9∑
I=1

bφI δφI (6.46)

∆ε =
9∑
I=1

Bu
I∆uI ∆Grad [P ] =

9∑
I=1

∆BP
I PI ∆E =

9∑
I=1

bφI∆φI

Mithilfe der variationellen und linearisierten Primärvariablen kann die Linearisie-
rung der variationellen Form aus Gleichung (5.95) bezüglich der Verschiebungen,
Polarisation und elektrischen Potential wie folgt geschrieben werden:

∆δΠe(u,P , φ) = δΠe(u,P , φ) + ∆Πe(u,P , φ) (6.47)

Der hochgestellte Index e bezeichnet die jeweilige Größe als Elementgröße. Hierbei
wurde die Schleife über alle Knoten und eine numerische Integration, in dieser
Arbeit die Gauß-Integration, bereits durchgeführt. Das Elementresiduum δΠe ist
gegeben als:

δΠe =
9∑
I=1

(
δvTI rmI + δv̇TI rtI

)
(6.48)

Hierbei beschreibt der Index m materielle Größen und der Index t bezieht sich
auf zeitabhängige Größen. Der erste Summand beschreibt den materiellen Anteil
des Elementresiduums. Er setzt sich aus folgenden Anteilen zusammen:

rmI =
[
(ru,mI )T

(
rP,mI

)T
rφ,mI

]T
(6.49)

Die jeweiligen Einträge des residualen Vektors sind gegeben durch:

ru,mI =
∫

Ωe
(Bu

I )
T σ dV −

∫
Ωe
NIb dV −

∫
∂Ωe

NI t̄ dA = ru,intI + ru,extI (6.50)

rP,mI =
∫

Ωe
NIη +

(
BP
I

)T
ξ dV (6.51)

rφ,mI =
∫

Ωe
−
(
bφI
)T
D dV +

∫
Ωe
NI q dV +

∫
∂Ωe

NI ω dA = rφ,intI + rφ,extI (6.52)
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Bisher sind die residualen Vektoren für die einzelnen Freiheitsgrade separat aufge-
führt. Für die Freiheitsgrade der mechanischen Verschiebung und des elektrischen
Potentials kann eine weitere Unterteilung in einen internen und externen residua-
len Vektor erfolgen, Gleichung (6.50) und (6.52).
Der zweite Summand beschreibt die zeitliche Änderung:

rtI =
[
(ru,tI )T (rP,tI )T rφ,tI

]T
(6.53)

Gleichung (6.53) hat nur Einträge für die Freiheitsgrade der Polarisation, alle
weiteren Einträge sind null:

ru,tI = 0 rP,tI =
∫

Ωe
NIβṖ dV rφ,tI = 0 (6.54)

Die residualen Vektoren werden jeweils pro Koten aufgestellt und anschließend
auf Elementebene zusammengefasst. Es ergibt somit einen residualen Vektor für
das Material und einen für die zeitliche Ableitung des Ordnungsparameters:

re,m := [(rm1 )T (rm2 )T (rm3 )T . . . (re,m9 )T ]T (6.55)

re,t := [
(
rt1
)T (

rt2
)T (

rt3
)T

. . .
(
re,t9

)T
]T (6.56)

Für die Linearisierung wird ebenfalls das Inkrement der linearisierten schwachen
Form benötigt. Für das Ferroelektrikum lautet es:

∆δΠe =
9∑
I=1

9∑
J=1

δvTI
(
Ke,m
IJ + Ke,∇P

IJ

)
∆vJ +

9∑
I=1

9∑
J=1

δv̇TI De
IJ∆v̇J (6.57)

Hierbei bezeichnet Ke,m
IJ den materiellen Anteil der tangentialen Steifigkeitsma-

trix, Ke,∇P
IJ die Steifigkeitsanteile aus dem Polarisationsgradienten und De

IJ die
zeitliche Änderung des Ordnungsparameters. Die materielle Steifigkeitsmatrix
lässt sich in folgende Anteile unterteilen:

Ke,m
IJ =


Kuu
IJ KuP

IJ Kuφ
IJ

KPu
IJ KPP

IJ KPφ
IJ

Kφu
IJ KφP

IJ Kφφ
IJ

 (6.58)

Aufgrund der physikalischen Zusammenhänge und der Materialeigenschaften lie-
gen Abhängigkeiten der gewählten Freiheitsgrade vor. Bei Ferroelektrika ist eine
Abhängigkeit zwischen der Verschiebung und der Polarisation sowie der Polarisa-
tion und dem elektrischen Potential gegeben. Es gibt allerdings keinen physikali-
schen Zusammenhang zwischen der mechanischen Deformation und dem elektri-
schen Potential.
Die Teilmatrizen in Gleichung (6.58) lauten:
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Kuu
IJ =

∫
Ωe

(Bu
I )T

∂σ

∂ε
Bu
J dV =

∫
Ωe

(Bu
I )T CuuBu

J dV (6.59)

KuP
IJ =

∫
Ωe

(Bu
I )T

∂σ

∂P
NJ dV =

∫
Ωe

(Bu
I )T CuP NJ dV (6.60)

KPu
IJ =

∫
Ωe
NI

∂η

∂ε
Bu
J dV =

∫
Ωe
NI CPuBu

J dV (6.61)

KPP
IJ =

∫
Ωe
NI

∂η

∂P
NJ dV =

∫
Ωe
NI CPP NJ dV (6.62)

KPφ
IJ =

∫
Ωe
NI

∂η

∂E
bφJ dV =

∫
Ωe
NI CPφ bφJ dV (6.63)

KφP
IJ =

∫
Ωe
bTφI

∂η

∂E
NJ dV =

∫
Ωe
bTφI CφP NJ dV (6.64)

Kφφ
IJ =

∫
Ωe
bTφI

∂D

∂E
bφJ dV =

∫
Ωe
bTφI Cφφ bφJ dV (6.65)

Kuφ
IJ =

(
Kφu
IJ

)T
= 0 (6.66)

Da die Leckstromdichte J nur vom elektrischen Potential φ abhängig ist, ergibt
dies einen zusätzlichen Eintrag Kφφ

IJLC
auf Kφφ

IJ . Der skalare Eintrag für die Stei-
figkeitsmatrix Kφφ

IJges kann aufgrund der additiven Ergänzung getrennt nach dem
Eintrag für die zusätzliche Berücksichtigung der Leitungsmechanismen Kφφ

IJLC
und

dem bereits vorhandenen Eintrag aufgeteilt werden Kφφ
IJ .

Kφφ
IJLC

=
∫

Ωe
bTφI

(
∂J t

∂E

)
bφJ dV =

∫
Ωe
bTφI Cφφ

LC b
φ
J dV (6.67)

Kφφ
IJges = Kφφ

IJ +Kφφ
IJLC

(6.68)

Die Gesamtsteifigkeitsmatrix ist bei zusätzlicher Berücksichtigung der Leckströme
immer noch symmetrisch, was den Rechenaufwand für das Lösen des Systems
nicht verändert:

Ke,m
IJ =


Kuu
IJ KuP

IJ Kuφ
IJ

KPu
IJ KPP

IJ KPφ
IJ

Kφu
IJ KφP

IJ Kφφ
IJges

 (6.69)

Für den zweiten Anteil der Gesamtsteifigkeitsmatrix aus Gleichung (6.57), welcher
bezüglich des Gradienten des Ordnungsparameters entsteht, gilt:

Ke,∇P
IJ =


0 0 0
0 K∇PIJ 0
0 0 0

 (6.70)

Der Eintrag lässt sich schreiben als:

K∇PIJ =
∫

Ωe
(BP

I )T ∂ξ

∂GradP BP
J dV =

∫
Ωe

(BP
I )T C∇P BP

J dV (6.71)
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Die zeitliche Änderung des Ordnungsparameters Gleichung (6.57) wird nur durch
einen Eintrag in Abhängigkeit der Polarisation beschrieben:

De
IJ =


0 0 0
0 DPP

IJ 0
0 0 0

 (6.72)

Ausführlich lautet dieser Eintrag:

DPP
IJ =

∫
Ωe
NI Mβ NJ dV (6.73)

mit Mβ = 12β als Matrix für den inversen Mobilitätstensor β, wobei 12 die 2×2-
Einheitsmatrix darstellt. Damit das Modell zur Vorhersage der mikrostrukturel-
len Entwicklung verwendet werden kann, müssen die maßgebenden Gleichungen
in der Zeit integriert werden. Übliche Problemstellungen werden im mechanisch
quasi-statischen Zustand approximiert, sodass die Trägheit des Materials ü ver-
nachlässigt wird. In Gleichung (5.76) wurde dieser Anteil bereits ignoriert. Die
allgemein gültigen Vorgehensweisen für solche mechanisch quasi-statischen Fälle
werden hier ebenfalls angewendet.
Die Elementsteifigkeitsmatrix Ke

IJ setzt sich aus den Matritzen Ke,m
IJ und Ke,∇P

IJ

zusammen:

Ke
IJ =


Kuu
IJ KuP

IJ Kuφ
IJ

KPu
IJ KPP

IJ + K∇PIJ KPφ
IJ

Kφu
IJ KφP

IJ Kφφ
IJ

 (6.74)

Weiter ist in Gleichung (6.57) die zeitliche Änderung des Ordnungsparameters
aufgeführt. Dieser Eintrag entsteht durch die erweiterte Ginzburg-Landau Glei-
chung (5.60). Da diese Matrix, Gleichung (6.74), von der zeitlichen Änderung
der Primärvariablen abhängt wird eine Zeitdiskretisierung eingeführt und impli-
zit gelöst. Als implizites Lösungsverfahren wird das Euler-Rückwärts-Verfahren
verwendet. Das Euler-Rückwärts Verfahren ist ein Spezialfall der allgemeinen
Trapezmethode, wobei für den Parameter α = 1 gilt. In Abbildung 6.3 ist die all-
gemeine Trapezmethode dargestellt, in rot ist der Spezialfall des Euler-Rückwärts
Verfahrens eingezeichnet.
Für das Euler-Rückwärts Verfahren wird folgender Anfangswert benötigt, von
dem ausgehend die weitere Berechnung der zeitabhängigen Werte erfolgt:

v(0) = v0 (6.75)

Die Änderungen des Verschiebungsvektors ergeben sich aus dem allgemeinen Tra-
pezverfahren mit Einsetzen von α = 1 zu:

v̇n+α = (1− α)v̇n + αv̇n+1 (6.76)
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Abbildung 6.3: Schematische Darstellung der verallgemeinerten Trapezmethode, rot
eingezeichnet ist das Euler-Rückwärts Verfahren mit α = 1.

Ersichtlich ist hierbei, dass kein Anfangswert v̇(0) erforderlich ist. Für den näch-
sten Zeitschritt t+ ∆t ergibt sich für die Geschwindigkeit vn+1:

vn+1 = (1− α)v̇n∆t+ αv̇n+1∆t+ vn
= 0 · v̇n∆t+ v̇n+1∆t+ vn
= v̇n+1∆t+ vn (6.77)

Nach Umstellung der Gleichung (6.77) gilt:

vn+1 := vn + v̇n+1∆t ⇐⇒ v̇n+1 = vn+1 − vn
∆t (6.78)

Die diskretisierten Formeln für die Polarisationsraten und die grundlegenden Lö-
sungsfelder lauten wie folgt:

u̇n+1 = un+1 − un
∆t (6.79)

Ṗn+1 = Pn+1 − Pn
∆t (6.80)

Ḋn+1= Dn+1 −Dn

∆t (6.81)

φ̇n+1 = φn+1 − φn
∆t (6.82)

Die vollständige Elementsteifigkeitsmatrix lautet somit:

Ke
IJ =


Kuu
IJ KuP

IJ 0
KPu
IJ KPP

IJ + K∇PIJ + DPP
IJ /∆t KPφ

IJ

0 KφP
IJ Kφφ

IJ

 (6.83)
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Unter Beachtung der vorherigen Gleichung ergibt sich für das Elementresiduum
aus Gleichung (6.48):

δveT re = δveT
(
re,m + re,t

∆t

)
(6.84)

Die Linearisierung aus Gleichung (6.57) ist:

∆δΠe =
9∑
I=1

9∑
J=1

δvTI
[
Ke,m
IJ + Ke,∇P

IJ + De
IJ/∆t

]
∆vJ

=
9∑
I=1

9∑
J=1

δvTIKe
IJ∆vJ = δveT Ke

T ∆ve (6.85)

Durch Assemblierung über die Elemente E wird die Gesamtsteifigkeitsmatrix K,
das Residuum R und der Gesamtvektor v der Knotenfreiheitsgrad erstellt:

R =
E⋃
e=1

re K =
E⋃
e=1

Ke (6.86)

δv =
E⋃
e=1

δve ∆v =
E⋃
e=1

∆ve (6.87)

Das Gleichungssystem der Variationsformulierung ist in linearisierter Form gege-
ben als:

∆δ [Π(v, δv,∆v)] = 0 ⇐⇒ δvT (R + K∆v) = 0 (6.88)

Wie auch vorab bei der Variationsformulierung des Substrats ist die Testfunktion
beliebig, aber ungleich null. Somit muss ebenfalls der Klammerausdruck zu null
werden und das zu lösende Gleichungssystem lautet:

R + KT∆v = 0 ⇐⇒ K∆v = −R (6.89)

Zur Lösung dieses Gleichungssystems wird das nachfolgend aufgeführte Newton-
Verfahren verwendet.

6.4 Newton-Raphson-Verfahren

Das Lösen der Variationsformulierung mithilfe der Finiten-Elemente-Methode
entspricht im Wesentlichen einer standardisierten Vorgehensweise. In der nichtli-
nearen Strukturmechanik kann zur Lösung des nichtlinearen Gleichungssystems
das bekannte Newton-Verfahren angewendet werden, so auch in dieser Arbeit.
Hierbei handelt es sich grundsätzlich um eine Nullstellensuche der Ausgangsglei-
chung, dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen. Die inneren Kräfte werden im
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Abbildung 6.4: Schematischer Ablauf des Newton-Raphson-Verfahrens.

Vektor Fi zusammengefasst, die äußeren Kräfte als P und Ki ist die Tangente
im berechneten Schritt. Die Inkremente der Primärvariablen ∆v werden unter
Berücksichtigung der Randbedingungen ermittelt. Eine schematische Darstellung
des Verfahrensablaufs ist in Abbildung 6.4 gegeben. Für das Newton-Verfahren
werden die äußeren Lasten in einzelne Lastschritte unterteilt, damit für jeden
dieser Lastschritte i die zugehörigen Primärvariablen iterativ ermittelt werden
können:

KTi(vi)∆vi = −Ri(vi) (6.90)
Anfangs wird ein Startwert des Vektors v0 = v̄ vorgegeben. Die Vektoren Ri und
Ki sind von den Primärvariablen des jeweiligen Iterationsschritts vi abhängig
und müssen während der Iteration angepasst werden. Anhand des Inkrements
∆vi während eines Iterationsschritts ergibt sich die neue Primärvariable vi+1 für
den jeweils nächsten Zeitschritt:

vi+1 = vi + ∆vi (6.91)

Die Differenz der inneren Kraft Fi und der äußeren Kraft P ergeben den re-
sidualen Vektor Ri, Ri = Fi(vi) − P. Der Vektor Ri wird oftmals auch als
Fehlkraftvektor bezeichnet. Wenn Ri = 0 gilt, dann ist die rechte Seite der Glei-
chung (6.90) gleich null und es gibt keinen Zuwachs mehr. Dies ist gleichbedeu-
tend mit der Nullstelle der Taylorreihe im aktuellen Gleichgewichtszustand in
Richtung ∆vi linearisiert und nach dem linearen Glied abgebrochen wird. Inner-
halb des Verfahrens müssen demzufolge mehrere lineare Gleichungssysteme gelöst
werden. Eine Iterationsschleife wird beendet, wenn die Norm des Fehlkraftvek-
tors ||Ri|| einen vorab definierten Toleranzwert unterschreitet. Die äußere Kraft
P bleibt während einer Iterationsschleife konstant. Bei dieser lastgesteuerten Her-
angehensweise wird ein steter Zuwachs der äußeren Last gefordert. Ein anderes
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Pfadverfolgungsalgorithmen sind z.B. das Bogenlängenverfahren. An dieser Stelle
wird auf weiterführende Literatur verwiesen, u.a. Wagner et al. [86], Riks [72].
Das Newton Verfahren wird so oft angewendet, bis ein vorab angegebenes Konver-
genzkriterium erreicht wird und eine Lösung für die Freiheitsgrade zum Zeitschritt
ti + ∆t berechnet wurde. Mit diesem neuen Satz bekannter Knotenfreiheitsgrade
wird das nächste Lastinkrement ti+1 berechnet.
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7 Numerische Beispiele

Im nachfolgenden Kapitel wird der Einfluss der verschiedenen Leitungsmecha-
nismen anhand geeigneter numerischer Beispiele veranschaulicht und diskutiert.
Mithilfe der Ergebnisse sollen Aussagen über die elektrische und mechanische
Grenzbeanspruchung, bis zu der eine funktionsfähige Domänentopologie erhalten
bleibt, erörtert werden. Der Einfluss der jeweiligen Leitungsmechanismen wird im
Hinblick auf die sich einstellen Polarisationsdomänen diskutiert.

Dieser Arbeit liegen keine selbst ausgewerteten Versuchsdaten vor, daher wer-
den zu den jeweiligen Simulationen die verwendeten Materialparameter separat
angegeben.

Die Materialparameter unterscheiden sich je nach Literatur gemäß dem jeweiligen
Versuchsaufbau, daher sind die Materialparameter in Tabelle 7.1 und Tabelle 7.2
als Richtwerte anzusehen.

charak. elektr. Leitfähigkeit Γc Literatur
10−8 (1/Ωm) [61]

10−12 (1/Ωm) [76]

Tabelle 7.1: Materielparameter für Ohm’sches Gesetz nach Literatur Manvcic et
al. [61] und Schwaab [76].

stat. dielektr. Konstante εr Elektronenmobilität µ Literatur
185 10−5 (m2/V s) [79]

– 0.001 (cm2/V s) = 10−7 (m2/V s) [81]

Tabelle 7.2: Materielparameter für die SCLC Formulierung nach Literatur Singh et
al. [79] und Sun et al [81].

Das favorisierte Modell des Nanogenerators ist in Abbildung 7.1 dargestellt. Die
oberen Elektroden, hier mit A und B gekennzeichnet, bilden Sammelpunkte zur
Beladung des Nanogenerators oder zur Messung von entstehenden Ladungsun-
terschieden. Der Potenzialunterschied des elektrischen Feldes kann zwischen den
beiden oberen Elektroden oder jeweils zwischen einer oberen und der leitenden
unteren Schicht gemessen werden. Der Abstand d zwischen den oberen Elektroden
und die Schichtdicke h der ferroelektrischen Schicht sind wichtige geometrische
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Abbildung 7.1: Favorisiertes Modell des Nanogenerators mit strukturierter oberen
Elektrode. (nicht maßstäblich).

Kenngrößen des Nanogenerators und werden bezüglich ihrer Variation numerisch
untersucht.

Das Modell des Nanogenerators in Abbildung 7.1 kann in folgenden Schnitten in
zweidimensionalen Ansichten simuliert und analysiert werden:

Bei Schnitt 1, siehe Abbildung 7.2(a), ist das ferroelektrische Material zwischen
einer oberen und unteren jeweils durchlaufenden Elektrode geklemmt. Dieses Mo-
dell stellt einen Plattenkondensator dar, der in Kapitel 7.1 näher beschrieben
wird. Mit diesem werden die charakteristischen Hysteresekurven erzeugt. Zudem
wird in diesem Beispiel der Einfluss der Schichtdicke h untersucht. Weiter wird an-
hand des Plattenkondensatorbeispiels der Be- und Entladungsvorgang bestimmt
und anhand deren die Implementierung der Leckstrommechanismen mit Anga-
ben aus der Literatur verglichen. Es wird ein Ausschnitt in der Mitte des Modells
analysiert, daher sind keine Randeinflüsse vorherrschend und es existiert ein ebe-
ner Verzerrungszustand. Die Polarisation in Dickenrichtung wird zu Null gesetzt
und somit wird ein rein zweidimensionaler Zustand betrachtet. Die linken und
rechten Ränder des Ausschnitts werden als periodische Randbedingungen ausge-
bildet. Dies bedeutet, die Freiheitsgrade werden jeweils miteinander gekoppelt.
Der jeweilige Wert für die Verschiebung, Polarisation und das elektrische Poten-
tial sind an beiden Rändern gleich. Explizit wird die mechanische Verschiebung
vom linken Rand mit der am rechten Rand gleichgesetzt, ebenso auch die Polari-
sationsfreiheitsgrade und das elektrische Potential. Die Entladungszyklen werden
einmal durchlaufen, wobei hier eine kurze Beladung vorangeht. Die Entladung
wird zur Verifizierung der Implementierung des zusätzlich berücksichtigten Lei-
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tungsmechanismus genutzt.

Der Schnitt 2, siehe Abbildung 7.2(b), ist ein komplexeres Beispiel und wird in
Kapitel 7.2 ausführlicher diskutiert. Hierbei handelt es sich um einen symmetri-
schen Ausschnitt des Generators. Es ist ebenfalls ein ebener Verzerrungszustand
vorhanden und an den Ränder links sowie rechts werden die Freiheitsgrade zu
periodischen Randbedingungen gekoppelt. Die oberen Elektroden sind um den
Abstand d unterbrochen und liegen ineinandergreifend auf dem Ferroelektrikum
auf, wohingegen die untere leitende Schicht weiterhin durchlaufend ist. Die untere
leitfähige Schicht ist geerdet, das elektrische Potential wird hier zu Null gesetzt.
Das elektrische Potential an den oberen Elektroden ist aufgrund der Strukturie-
rung abwechselnd gepolt. Bei diesem Beispiel sind der Abstand d zwischen den
oberen Elektroden und die Schichtdicke h des Ferroelektrikums wichtige geome-
trische Kenngrößen, welche hinsichtlich des Leckstromverhaltens näher untersucht
werden. Sofern die Belastung über das elektrische Potential an den oberen Elek-
troden gesteuert wird und vorab keine Verzerrung im Substrat aufgebracht wird,
kann über eine geometrische Abhängigkeit der Kenngrößen d und h eine elek-
trische Grenzbeanspruchung ermittelt werden. Wird andererseits die Verzerrung
im Substrat als Belastung auf das Modell aufgebracht, so wird eine mechani-
sche Grenzbeanspruchung ermittelt. Die Belastung erfolgt bei den im Schnitt 2
untersuchten Geometrien anhand mehrerer Zyklen der elektrischen oder mecha-
nischen Beanspruchung. Ziel hierbei ist die Untersuchung der Entwicklung der
Polarisationszustände im Verlaufe der Zyklen.

Abbildung 7.2: Ansichten des Nanogeneratormodells, (a) der Plattenkondensator,
(b) symmetrischer Ausschnitt mit unterbrochener oberen Elektrode aus Abbildung 7.1
(nicht maßstäblich).



7.1 Plattenkondensator 93

Ohne einen dielektrischen Durchschlag bzw. Materialversagen zu erzeugen, ist das
Ziel dieser Arbeit, ein Modell zu entwickeln, mithilfe dessen numerische Untersu-
chungen durchgeführt und die maximal ertragbaren Lastwechsel für die elektri-
sche und mechanische Grenzlast ermitteln werden können. Als elektrische Grenz-
beanspruchbarkeit wird das maximal ertragbare elektrische Potential bestimmt,
die mechanische Grenzbeanspruchbarkeit ergibt sich aus der maximal aufzubrin-
genden Verzerrung in das Substrat. Die Grenzbeanspruchbarkeit wird bestimmt,
indem mehrere Belastungszyklen mit gewählten maximalen Werten für das elek-
trische Potential bzw. die mechanische Deformation durchgeführt werden. Ein
Umklappen der Polarisationstopologie in einen metastabilen Zustand signalisiert,
dass die Grenzbeanspruchbarkeit erreicht ist. Die Funktionsfähigkeit des Nanoge-
nerators ist gegeben, wenn die Polarisationsdomänen entsprechend der mechani-
schen Anregung um einen stabilien Zustand schwanken. Die Evolution bezeichnet
die Herstellung des Ausgangszustands der Polarisation, bevor die zyklische Bela-
stung aufgebracht wird.

Bezüglich der Größe der Finiten Elemente sei an dieser Stelle auf die Arbeit von
Krauss [54] verwiesen. Generell ist eine kleine Elementgröße erforderlich, um die
Domänenwände zwischen den Polarisationsdomänen realitätsnah abgebildet wer-
den kann. In dieser Arbeit wird mit quadratischen 9-Knoten-Elementen für das
Ferroelektrikum und Substratmaterial gerechnet. In [55] wurde gezeigt, dass Pin-
ning Effekte der Polarisation insbesondere an den Phasengrenzen auftreten kön-
nen. Als Pinning Effekt wird hierbei die Domänenwandmobilität der Polarisation
beschrieben, welche an den Polarisationsgrenzen aufgrund der Mikrostrukturent-
wicklung zum Stoppen kommen kann. Um den Einfluss der Elementgröße und
das Verhalten an den Polarisationsgrenzen zu berücksichtigen wird, wie in [55]
gezeigt, die Elementabmessungen entsprechend klein gewählt. Auch aus diesem
Grund ist die Wahl quadratischer Ansatzfunktionen sinnvoll.

Die hier gezeigten Modelle wurden mit dem in Kapitel 6 vorgestellten Material-
modell innerhalb des Finite-Elemente-Programms FEAP [82] berechnet, welches
am Institut für Baustatik des KIT weiterentwickelt wird.

7.1 Plattenkondensator

Zur Validierung des Materialmodells werden in diesem Abschnitt Testszenarien
vorgestellt, welche die Eigenschaften unter elektrischer Beanspruchung ermitteln.
Sie eignen sich dazu sowohl die Fähigkeiten des neuen Materialmodells zu unter-
suchen und bieten die Möglichkeit für den Vergleich und die Validierung bereits
existierender Modelle.

Beim Modell des Plattenkondensators handelt es sich um ein elektrisch eindimen-
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sionales Problem, wobei der Plattenkondensator mit jeweils einer durchlaufenden
oberen und unteren Elektrode bzw. leitenden Schicht aufgebaut ist, siehe Abbil-
dung 7.2(a). Es stellt sich innerhalb des Kondensators eine Monodomäne ein.
Die Randbedingungen werden für die Simulationen der Hysteresekurven und der
Be- bzw. Entladungssituation des Kondensators jeweils angepasst und an ent-
sprechender Stelle angegeben. Es wird jeweils ein Ausschnitt mit bestimmten
Abmessungen aus dem Nanogeneratormodell betrachtet. Die Auswirkungen ver-
schiedener Verhältnisse von Breite b zu Schichtdicke h in [nm] des ferroelektri-
schen Materials sind nachfolgend Gegenstand der Berechnungen. Folgende Aus-
schnitte aus dem Plattenkondensator wurden untersucht und in Abbildung 7.3
mit den zugehörigen Randbedingungen schematisch dargestellt: b/h = 100/100,
b/h = 100/200, b/h = 200/100, b/h = 100/50 und b/h = 50/100. Somit ergeben
sich drei unterschiedliche Aspektverhältnisse: A100 = A�, A50 = 1/2 · A� und
A200 = 2 · A�. Als Referenzwert wird die quadratische Simulation mit dem Sei-
tenverhältnis b/h = 100/100, d.h. mit dem Aspektverhältnis A�= 1 genommen.
Weitere Berechnungen beziehen sich jeweils auf diese Referenzwerte.

Abbildung 7.3: Randbedingungen und Seitenverhältnisse für die Simulationen der
Hysteresekurven mit statisch bestimmter Lagerung. Für die Geometrieverhältnisse
b/h = 50/100 und b/h = 200/100 sind die Finite-Element Netze entsprechend. Die
untere Elektrode ist geerdet φ0 = 0.

Beim Aufladen des Kondensators wird das elektrische Potential an der oberen
Elektrode stetig gesteigert, wohingegen beim Entladen des Kondensators nur kurz
eine elektrische Ladung auf der oberen Elektrode angelegt und sofort wieder ab-
gesetzt wird. Es wird untersucht wie sich das elektrische Feld im Kondensator bei



7.1 Plattenkondensator 95

den unterschiedlichen Leckstrommechanismen verhält. Der Entladevorgang wird
genutzt, um einen Vergleich zur analytischen Lösung zu erhalten, die die Im-
plementierung der Leitungsmechanismen verifiziert. Beim Beladevorgang werden
Literaturangaben nachgebildet und der Einfluss der Materialparameter heraus-
gearbeitet.

Mit der Beladung des Kondensators werden die aus der Literatur [21, 27, 67, 71,
79, 81] bekannten Steigungen in doppelt logarithmischer Darstellung aus Ver-
suchsergebnissen nachgefahren und somit unter anderem die Implementierung
der Leckstromdichte in das Phasenfeldmodell verifiziert.
Zudem wird der numerisch ermittelte Verlauf des elektrischen Feldes während der
Entladung mit der jeweils analytischen Lösung verglichen und stellt damit eine
weitere Verifizierung des Phasenfeldmodells dar.
Zu beachten ist, dass die Materialparameter in den Tabellen 7.1 und 7.2 aus
der Literatur entnommen sind. Die darin verwendeten Materialien bzw. Schicht-
dicken und -aufbauten sind mit dem in dieser Arbeit untersuchten Modell aus
Abbildung 7.1 nicht exakt vergleichbar. Die Ergebnisse bei Vergleichen mit der
Literatur sind daher nur als Richtwerte zu verstehen. Die Materialparameter für
das Ferroelektrikum sind in Anhang A aufgeführt.

Es wird der Einfluss des Seitenverhältnisses des Kondensators mit Hinblick auf die
Schichtdicke h des Nanogenerators analysiert. Des Weiteren werden Untersuchun-
gen hinsichtlich der Freiheitsgrade und deren Kopplung durchgeführt. Anfangs
werden die Simulationen nur mit dem Freiheitsgrad des elektrischen Potentials,
d.h. ohne mechanische Einflüsse, durchgeführt. Zusätzliche Studien bezüglich der
Kopplung und der Abhängigkeit des elektrischen Feldes und der materiellen Po-
larisation werden ebenfalls durchgeführt, hier dann unter Berücksichtigung der
mechanischen Einflüsse.

7.1.1 Hysteresekurven

In den folgenden Absätzen werden die klassische Hysteresekurve - Polarisation P
über elektrischen Feld E - und die Schmetterlingshysterese - Verzerrung ε über
elektrischen Feld E - dargestellt. Die nachfolgenden Simulationen sind vorerst
ohne Leitungsmechanismen berechnet worden.

Abbildung 7.4 stellt die Grundlagen und Randbedingungen für die berechneten
Simulationen dar. Das Gebiet des ferroelektrischen Kondensatorausschnitts wird
lediglich mechanisch statisch bestimmt gelagert. Das elektrische Potential an der
unteren leitenden Schicht ist geerdet zu φ0 = 0. An der oberen Elektrode wird
das elektrische Potential φ∗ zunächst linear gesteigert. Sobald keine weitere Ver-
änderung in der Polarisation erkennbar ist, wird das elektrische Potential linear



96 7 NUMERISCHE BEISPIELE

reduziert. Nach dem Umklappen der Monodomäne in die entgegengesetzte Rich-
tung wird das elektrische Potential wieder linear gesteigert. Diese Belastungsfolge
wird mehrfach wiederholt. Die Neukurve (erste Belastung) wird nicht wieder er-
reicht, die ist Hystereseschleife deutlich erkennbar.
Die Last-Zeit-Kurve des elektrischen Potentials φ∗, in Form einer Sägezahn-Kurve
an der oberen Elektrode, ist schematisch unten in Abbildung 7.4 dargestellt. Ab-

Abbildung 7.4: Randbedingungen für die Simulationen der Hysteresekurven, sowie
die Last-Zeit-Kurve der Beladung an der oberen Elektrode.

bildung 7.5(a) stellt die typische Hysteresekurven dar. Die elektrische Belastung
erfolgt bis ein stationärer Zustand erreicht wird.
Die Schmetterlingshysterese zeichnet die Verzerrung über dem elektrischen Feld
jeweils in vertikaler Richtung ab. Hier sind ebenfalls die normierten Größen bei
der gleichen Belastungsfolge aus Abbildung 7.4 dargestellt. Die numerische Bela-
stung spiegelt das theoretische Verhalten wieder.

7.1.2 Beladung des Kondensators

Die Beladungssituation wird simuliert, um die in der Literatur [21,27,71,79] ange-
gebenen Verifikationen bezüglich der Leitungsmechanismen abzubilden. Anhand
von durchgeführten Experimenten werden die gemessene Leckstromdichte über
dem angelegten elektrischen Feld dargestellt. Je nach gemessener Steigung der
Kurve bei doppelt logarithmischer Achsenskalierung wird Rückschluss auf den
vorliegenden Leitungsmechanismus gezogen.
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Abbildung 7.5: a) Hysteresekurve, b)Schmetterlingshysterese, jeweils unter einach-
sialer Belastung des elektrischen Feldes.

Um die Beladungssituation des Kondensators zu simulieren, wird für das elektri-
sche Potential eine Randbedingung an den Elektroden, analog zu einer mechani-
schen Verschiebung, vorgegeben. Es wird mit periodischen Randbedingungen ge-
rechnet, um einem Ausschnitt des Nanogenerators zu simulieren. Abbildung 7.6
zeigt schematisch das berechnete Gebiet mit seinen Randbedingungen und den
Verlauf des Lastfaktors λ für das elektrische Potential über die Zeit t. Die Be-
lastung als elektrisches Potential an der oberen Elektrode wird linear gesteigert,
wobei sich damit das elektrische Feld demzufolge erhöht.

Da das elektrische Feld E senkrecht zwischen den beiden leitenden Materialien
verläuft, stellt sich eine Monodomäne der Polarisation in vertikaler Richtung ein.
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Für alle Kondensatorsimulationen wird die untere Elektrode geerdet φ0 = 0. Die
Einteilung der Finiten-Element-Netze für die jeweiligen Geometrieverhältnisse
richten sich nach Abbildung 7.3.

Abbildung 7.6: Randbedingungen und Last-Zeit Kurve des elektrischen Potenzials an
der oberen Elektrode für den Beladungsvorgang des Plattenkondensators. Exemplarisch
ist die Geometrie b/h = 100/100 dargestellt.

Anfangs wird ein quadratisches ferroelektrisches Gebiet mit unterschiedlichen Ma-
terialparametern hinsichtlich der Entwicklung der Leitungsmechanismen unter-
sucht.

Um vorerst nur den Einfluss der Leckstromdichte zu untersuchen, werden die
Randbedingungen für die Freiheitsgrade der Verschiebungen und Polarisation ge-
halten. Als einziger Freiheitsgrad verbleibt das elektrische Potential.

Bei Untersuchungen bezüglich der Kopplungen zwischen dem elektrischen Poten-
tial und der Polarisation stellt sich zwar eine Polarisation in vertikaler Richtung
zusätzlich zum elektrischen Feld ein, aber die Kurven der Leckstromdichte J über
dem elektrischen Feld E werden davon nicht beeinflusst. Der Grund hierfür ist,
dass das elektrische Feld sowie die Leckstromdichte sekundäre Größen sind und
sich beide auf das elektrische Potential beziehen. Allgemein nehmen die Polari-
sationswerte bei vermehrter Berücksichtigung von materiellen Kopplungen leicht
ab, da ein Teil der Energie für die sich einstellenden Verzerrungen benötigt wird.

In den nachfolgenden Absätzen werden für die jeweiligen Leitungsmechanismen
Ohm und SCLC die entsprechenden Verläufe der Leckstromdichten über die Zeit
dargestellt und mit Angaben aus der Literatur verglichen. Weitere Ausführungen
bezüglich der Varianz der Seitenverhältnisse und dem Einfluss der Polarisation
und Verschiebungen werden ausführlich für den Ohm’schen Ladungstransport
erörtert, da das grundlegende Verhalten für den SCLC Ladungstransport ähnlich
ist.
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Die Leitungsmechanismen Ohm und SCLC werden vereinfacht als J = ΓcE bzw.
J = CE2, mit C = ξc · κ0 dargestellt, mit κ0 als der Vakuumsdielektrizitätszahl.
Für die numerischen Berechnungen werden die Werte von Γc und ξc als charakte-
ristische Größen in das Modell eingegeben und zusätzlich zu dem im Anhang A
normierten Phasenfeldmodell im Anhang C normiert.

Ohm’scher Ladungstransport

Die anfänglichen Untersuchungen bezüglich der Beladung mit dem Ohm’schen
Ladungstransport werden mit einer linearen Steigerung des elektrischen Potenti-
als an der oberen Elektrode durchgeführt. Es werden unterschiedliche Werte für
den Materialparameter Γ untersucht und ebenso der Einfluss des Seitenverhält-
nisses des ferroelektrischen Kondensators analysiert.
Beim Ohm’schen Ladungstransport ist die Leckstromdichte J linear vom elek-
trischen Feld E abhängig. So ist bei der Entwicklung im Beladungsprozess unter
linearer Steigerung des elektrischen Potentials φ der Graph der Leckstromdichte
über dem elektrischen Feld linear. In Abbildung 7.7 sind Leckstromdichten über
dem elektrischen Feld mit unterschiedlichen Materialparametern Γc für ein qua-
dratisches Gebiet, ohne Polarisations- und Verschiebungseinfluss, dargestellt. Er-
kennbar ist die weite Streuung bzw. die starke Abhängigkeit des gewählten Mate-
rialparameters auf die Leckstromdichte. Aus der Literatur Chiu [21] ist bekannt,
dass die Leitfähigkeit ein wichtiger Faktor bei der Bestimmung der Leckstrom-
dichte ist. Für die Materialparameter Γc = 10−10 (1/Ωm) und Γc = 10−12 (1/Ωm)
ist die Leckstromdichte bereits so gering, dass sie im Vergleich zur Leitfähigkeit
mit Γc = 10−8 (1/Ωm) nicht mehr zu unterscheiden sind.
Eine Verifizierung des Ohm’schen Ladungstransports wird unter anderem in der
Literatur [21,27] mithilfe der doppelt logarithmischen Skalierung des Leckstrom-
dichte logJ über dem elektrischen Feld logE angegeben. Sofern die Steigung
des Graphen 1 beträgt, handelt es sich, bei den in der Literatur durchgeführten
Versuchen, um Ohm’schen Ladungstransport. Die Leckstromdichten über dem
elektrischen Feld in doppelt-logarithmischer Skala sind für unterschiedliche Ma-
terialparameter Γc in Abbildung 7.8 dargestellt. Es ist jeweils eine Steigung von 1
erkennbar.
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Abbildung 7.7: Ohm Leckstromdichte J über elektrischem Feld E bei unterschiedli-
chen Werten für Γ bei linearer Steigerung des elektrischen Potentials.

Abbildung 7.8: Ohm Leckstromdichte J über elektrischem Feld E in doppelt loga-
rithmischer Skala bei unterschiedlichen Werten für Γc.
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SCLC Ladungstransport

Beim SCLC Ladungstransport ist die Leckstromdichte J quadratisch vom elek-
trischen Feld E abhängig. Somit ist bei der Entwicklung im Beladungsprozess
unter linearer Steigerung des elektrischen Feldes der Graph der Leckstromdichte
über dem elektrischen Feld eine quadratische Funktion. Die Materialparameter
dieser Formulierung werden zu einem gesamten Materialparameter ξc zusammen-
gefasst. Hierbei wird die dielektrische Konstante als εr = 185 , [79], angenommen
und der Gesamtwert für ξc wird auf die nächste Zehnerpotenz gerundet. Da für
die hier aufgeführten Simulationen keine exakten Werte aus Versuchen zur Verfü-
gung stehen, gilt diese Näherung als hinreichend genau. In Abbildung 7.9(a) sind
Leckstromdichten über dem elektrischen Feld mit unterschiedlichen Materialpa-
rametern für ξc dargestellt. Die quadratische Form ist erkennbar, doch auch die
starke Abhängigkeit des Materialparameters ξc selbst. Bereits bei einer Änderung
um eine Zehnerpotenz von ξc = 10−5m/V s zu ξc = 10−6m/V s ist die Kurve der
Leckstromdichte deutlich flacher.
Eine Verifizierung des SCLC Ladungstransports in der Literatur [21,67,71] wird
mithilfe der doppelt logarithmischen Skalierung des Leckstromdichte logJ über
dem elektrischen Feld logE erlangt, sofern hierbei eine Steigung von 2 auftritt,
siehe Abbildung 7.9(b). Die Steigung 2 ist auf die quadratische Abhängigkeit der
Leckstromdichte zum elektrischen Feld zurückzuführen.
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Abbildung 7.9: SCLC Leckstromdichte J über elektrischem Feld E bei unterschied-
lichen Werten für ξc.
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7.1.3 Entladung des Kondensators

Für die Simulation des Entladungsprozesses des Kondensators wird an der obe-
ren Elektrode kurzzeitig eine Last auf den Freiheitsgrad des elektrischen Poten-
tials aufgebracht und in den ferroelektrischen Kondensator somit ein elektrisches
Feld induziert. Das anfangs aufgebrachte elektrische Feld wird mit der Zeit abge-
baut, wobei keine weitere Ladung einwirkt. Nach Entfernen dieser Last wird die
Entladung des elektrischen Feldes mit der analytischen Lösung verglichen. Die
analytischen Lösung ist nur unter Festhalterung der mechanischen und Polarisa-
tionsfreiheitsgrade gegeben. Um die numerischen Ergebnisse mit den analytischen
vergleichbar zu machen, werden die Freiheitsgrade für die mechanischen Verschie-
bungen und die Polarisation an allen Knoten im Gebiet gehalten: u = P = 0.
Demnach ist die dielektrische Verschiebung nur noch vom elektrischen Feld ab-
hängig, es folgt D = κ0 E. Die Implementierung der Leckstromformulierung wird
anhand des Beispiels für die Entladung des Kondensator verifiziert. Die Verifizie-
rung wurde nur mit einem Element für das Geometrieverhältnis b/h = 100/100
durchgeführt.

Die Randbedingungen und Belastung sind in Abbildung 7.10 dargestellt. An den
vertikalen Rändern des Ausschnitts werden periodische Randbedingungen für die
Freiheitsgrade angesetzt, indem die Freiheitsgrade jeweils gekoppelt werden und
so der gleiche Wert an beiden Rändern vorliegt. Aus den voran gegangenen Para-
graphen geht hervor, dass die Materialparameter zur Streuung der Berechnungs-
ergebnisse beitragen. Somit werden nachfolgende Simulationen für die Kondensa-
torentladung nur mit einem vorab gewählten Wert des Materialparameters durch-
geführt. Die Einteilung der Finiten Element für die Geometrieverhältnisse unter
Entladung sind die gleichen Finite-Element Netze wie bei der vorherigen Bela-
dungssituation.

Für die Belastung wird bis zum Zeitschritt t0 eine konstante Oberflächenladung
auf der oberen Elektrode aufgebracht. Die untere Elektrode ist geerdet, hier ist
das elektrische Potential zu null gesetzt, φ = 0. Bis zum Zeitpunkt t0 hat sich ei-
ne Monodomäne mit vertikaler Polarisation und ein homogenes elektrisches Feld
eingestellt. Dies bedeutet, dass die Polarisation konstant wird bei hinreichend
großem t0. Ab t0 wird die Oberflächenladung zu null gesetzt, ω = 0, und beob-
achtet, wie sich das elektrische Feld entwickelt. Das elektrische Feld baut sich in
Abhängigkeit der Leitfähigkeit des ferroelektrischen Materials ab.

Aufgrund der Zeitabhängigkeit in den Formulierungen Ohm und SCLC ist es be-
sonders wichtig eine geeignete Zeitschrittweite zu wählen. Insbesondere bei den
Beispielen der Entladung wurden Fehler zwischen der analytischen und numeri-
schen Kurve von 10−3 bis 10−9 bestimmt. Je geringer die Zeitschrittweite, desto
geringer ist auch der Fehler zur analytischen Lösung.
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Abbildung 7.10: Last-Zeit Kurve des elektrischen Potentials an der oberen Elektro-
de für den Entladungsvorgang des Plattenkondensators. Das Finite-Elemente Netz ist
exemplarisch für das Geometrieverhältnis b/h = 100/100 dargestellt.

Ohm’scher Ladungstransport

Für die Simulation des Entladungsprozesses des Kondensators wird durch Anlegen
eines kurzzeitigen elektrischen Potentials an der oberen Elektrode ein elektrisches
Feld im Kondensator induziert. Dieses resultiert in einer Monodomäne mit ver-
tikal ausgerichteter Polarisation und ist die Ausgangssituation für die eindimen-
sionale Entladung des Kondensators. Aufgrund der angesetzten Randbedingung
für die Polarisation beim Plattenkondensator wird im Folgenden mit den eindi-
mensionalen Gleichungen gerechnet. Das elektrischee Feld ist in der Zeit nicht
konstant und entwickelt sich entsprechend dem implementierten Ladungsmecha-
nismus. Die Freiheitsgrade der mechanischen Verschiebungen und der Polarisation
werden vernachlässigt.
Die eindimensionale Gleichung für die Ohmsche Leckstromformulierung lautet:
J = ΓcE. Eine analytische Lösung für die Degression des elektrischen Feldes über
die Zeit t wird wie folgt bestimmt, indem die Gleichung der Ladungserhaltung
umgeformt wird:

dD
dt + J = 0 , (7.1)

um anschließend die Ohm’sche Leitung einzusetzen:

κ0
dE
dt + ΓcE = 0 . (7.2)

Weitere mathematische Umformungen liefern:∫ E

E0

1
E

dE = −
∫ t

t0

Γc
κ0

dt

[ln(E)]EE0
= −

[
Γc
κ0
t

]t
t0

. (7.3)
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Nach Auflösen der Integrale lautet die Entladungsformel für das elektrische Feld
nach kurzzeitiger Beladung:

E = E0

e
Γc
κ0

(t−t0)
(7.4)

Für die Untersuchung der Entladungssituation wird keine Variation der Seiten-
verhältnisse untersucht. Das hier beschriebene Gebiet hat ein Seitenverhältnis
von b/h = 100/100. Lediglich wird für unterschiedliche Materialparameter Γc der
Entladungsvorgang diskutiert. Der Materialparameter Γc wird programmintern
normiert, siehe Anhang C.
Für die Werte des spezifischen Widerstands Γc = 10−8 1/Ωm, Γc = 10−10 1/Ωm

und Γc = 10−12 1/Ωm sind die Entladungskurven flacher oder steiler. Dies ist auf
die Leitfähigkeit des Kondensators zurückzuführen.
In Abbildung 7.11 wird der Vergleich zur analytischen Lösung mit einem Ma-
terialparameter Γc = 10−14 1/Ωm dargestellt. Die Entladung startet nach einem
Beladungsvorgang bei t0 = 1 und einem sich einstellenden Wert für das elektrische
Feld von E0 = 0.87957 [−] aus der numerischen Lösung. Der numerische Wert für
das elektrische Feld wurde an der oberen Elektrode bestimmt. Hier sind auch die
weiteren Werte der nachfolgenden Entlastungskurven berechnet. Das elektrische
Feld beschreibt hier den normierten Wert. Für den Ohm’schen Ladungstransport
erfolgt die Abnahme in einer abfallenden Exponentialfunktion. Die analytische
Entladung ist mit einer durchgezogenen Linie, die der numerischen Lösung mit
Kreuzmarkern dargestellt.
Zur Übersichtlichkeit sind die Kreuzmarker der numerischen Lösung nur an je-
dem zehnten berechneten Wert dargestellt. Die Zeitinkremente betragen hier
∆t = 0,0001 und der Fehler zur numerischen Lösung beträgt hier 10−9. Bei der
Erhöhung der Zeitschrittweiten von ∆t = 0,01 beträgt der Fehler 10−3. Die Nor-
mierung folgt den im Anhang C angegebenen Berechnungen und Größen.

SCLC Formulierung

Die eindimensionale Gleichung für die SCLC Leckstromformulierung lautet:
J = 9

8µεrκ0(1/d)E2. Vereinfacht werden im Folgenden die Materialkonstanten
zusammengefasst zu J = C E2, mit C = ξc κ0.
Es folgt ein analoges Vorgehen zum Ohm’schen Ladungsmechanismus. Nach Ein-
setzen der Leckstromformulierung in die Gleichung der Ladungserhaltung

D +
∫
Jdt = 0

κ0
dE
dt + CE2 = 0 (7.5)
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Abbildung 7.11: Vergleich der Entladungskurve des Ohm’schen Ladungstransports,
analytische Lösung und numerisches Ergebnis für Γc = 10−14 1/Ωm.

können die Integrale gelöst werden∫ E

E0

1
E2 dE = −

∫
t

C

κ0
dt[

− 1
E

]E
E0

= −C
κ0
t+ C

κ0
t0 , (7.6)

bis schlussendlich die Degressionsgleichung für das elektrische Feld in Abhängig-
keit der Zeit folgt:

1
E0

+ C

κ0
(t− t0) = 1

E

E = E0 κ0

κ0 + E0C(t− t0) (7.7)

In Abbildung 7.12 ist die Entladungskurve für die SCLC Formulierung aufge-
führt. Die analytischen Ergebnisse sind mit der durchgezogenen Linie, die Wer-
te der numerischen Lösung sind mit zusätzlichen Kreuzmarkern dargestellt. Die
Kreuzmarker wurden zur Übersichtlichkeit ebenfalls nur an jedem zehnten aus-
gewerteten Wert angegeben.
Der Einfluss der Zeitschrittweite ist ebenfalls erkennbar wie beim zuvor unter-
suchten Ohm’schen Leitungsmechanismus. So ist allgemein je kleiner die Zeit-
schrittweite gewählt wird auch hier der Fehler zur analytischen Lösung deutlich
geringer. Allerdings ist bei einer Zeitschrittweite von ∆t = 0,0001 der Fehler zur
numerischen Lösung bei 10−3.
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Abbildung 7.12: Vergleich der Entladungskurve des SCLC Ladungstransports, ana-
lytische Lösung und numerisches Ergebnis mit ξc = 10−5m/V s.

7.1.4 Plattenkondensator - Vergleich Ohm und SCLC -

Beladung Vergleich Ohm und SCLC

Im folgenden Abschnitt werden die beiden in dieser Arbeit angewendeten mas-
senbegrenzten Leitungsmechanismen Ohm und SCLC für die Beladungssituation
an einem quadratischen Gebiet miteinander verglichen.

Die Steigungen der einzelnen Kurven lassen sich gut mit der Literatur [21, 27,
71, 79] vergleichen. Der Übergang, wie er in der Literatur oft angemerkt wird,
zwischen dem Ohm’schen Gesetz und der SCLC Formulierung ist stark von den
Materialparametern Γc und ξc abhängig. Die folgenden Diagramme zeigen den
Vergleich der beiden Formulierungen mit Werten Γc = 10−10 1/Ωm und ξc =
10−6m/V s. Abbildung 7.13(a) zeigt den Übergang zwischen beiden Mechanismen
in der Darstellung Leckstromdichte J über elektrischem Feld E.

Erkennbar ist, wie u.a. in der Literatur [21, 27] erwähnt, dass bei kleinen elek-
trischen Feldern der Ohm’sche Ladungstransport überwiegt und erst bei höheren
elektrischen Feldern weitere Mechanismen eintreten, hier am Beispiel der SCLC
Formulierung zu erkennen. Das dominante Verhalten vom SCLC Transport tritt
aufgrund der quadratischen Abhängigkeit von E erst bei einem höheren elektri-
schen Feld ein. Der Schnittpunkt der beiden Kurven lässt sich bei Verwendung von
anderen Werten für Γc und ξc verschieben. Daher sei hier noch einmal ausdrück-
lich erwähnt, dass die Materialparameter einen starken Einfluss auf die Simula-
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tionen haben und im Vorfelde durch einfache Experimente und Untersuchungen
identifiziert werden sollten.
Ebenso ist das Verhalten bei der Darstellung mit doppelt logarithmischer Skalie-
rung deutlich besser erkennbar. Der Ohm’sche Ladungstransport überwiegt, bis
der SCLC Transport durch die quadratische Abhängigkeit zum elektrischen Feld
dominiert, siehe Abbildung 7.13(b).

Abbildung 7.13: Unterschiedliche Steigungen, doppelt Logarithmische Darstellung
und Übergang mit den Materialparametern Γc = 10−10 1/Ωm und ξc = 10−6m/V s.
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Entladung Vergleich Ohm und SCLC

Bei der Entladung sind die Materialparameter Γc und ξc von sehr großer Bedeu-
tung. Nachfolgend sind zwei Diagramme dargestellt, bei denen die Bedeutung
der Materialparameter sowie das entsprechende Entladungsverhalten im Bezug
auf das elektrische Feld hervorgehoben wird. Deutlich erkennbar ist die Art der
Entladung in Abbildung 7.14(a), so nimmt der Ohm’sche Ladungsmechanismus
deutlich schneller ab, als das SCLC Ladungsverhalten. Zudem unterscheiden
sich die Abbildungen 7.14(a) und 7.14(b) dahingehend, dass die Materialpara-
meter anhand der Grenzwerte aus den Literaturangaben geändert wurden. Die
einzelnen materialspezifischen Parameter der ferroelektrischen Schicht zu den je-
weiligen Leitungsmechanismen haben einen starken Einfluss auf das Verhalten
des Leckstroms. Hierbei sei angemerkt, dass der Materialparameter ξc des SCLC
Mechanismus aus mehreren Parametern zusammengesetzt ist, sodass hier eine
weitere Abhängigkeit vorhanden ist, welche zu untersuchen wäre.
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Abbildung 7.14: Entladung bei unterschiedlichen Materialparametern Γc und ξc für
Ohm’schen Ladungstansport und SCLC Ladungstransport anhand eines quadratischen
Gebiets.
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7.2 Zweidimensionale Nanogeneratorsimulationen
mit Leckstromdichte

Das Beispiel des symmetrischen Nanogenerators beschreibt eine zweidimensionale
Struktur aus dem Inneren des favorisierten Nanogeneratormodells. Der Ausschnitt
ist periodisch im Nanogenerator vorhanden, Randeffekte werden nicht berücksich-
tigt. Nachfolgende Berechnungen werden im ebenen Verzerrungszustand durchge-
führt. Auf Grundlage von vorab gewählten Materialparametern und Annahmen
ist die vorliegende Arbeit darauf ausgelegt, ein Modell aufzuzeigen, anhand des-
sen Vorbemessungen durchgeführt werden können. Das weiterführende Ziel ist
die Ermittlung einer elektrischen und mechanischen Grenzlast. Hierfür dienen
numerische Simulationen unter den aufgeführten Annahmen, bevor kosteninten-
sive Versuche durchgeführt werden müssen.

Die ersten Beispiele bestehen vorerst nur aus dem ferroelektrische Material und
den Elektroden. In Abhängigkeit des elektrischen Potentials wird für unterschied-
liche Geometrien eine zyklische Belastung berechnet, die mit dem idealen Nanoge-
neratorausschnitt, ohne Leitungsmechanismen, verglichen wird. Ziel dieser Simu-
lationen als Vordimensionierung ist es die maximal ertragbaren Lastwechselzahlen
unter Annahme einer weiterhin bestehenden Funktionalität des Nanogenerators
mit Hinblick auf die Auswertung einer elektrischen Grenzlast zu erhalten. In der
vorliegenden Arbeit werden für die Leitungsmechanismen bestimmte Parameter
der Leitfähigkeiten für Γc und ξc angesetzt, die es experimentell anhand kleinerer
Materialproben vorab zu ermitteln gilt. Für die hier aufgeführten Simulationen
werden Γc und ξc aus Literaturangaben angesetzt.

Bevor eine zyklische Belastung (Hysterese) auf das Modell aufgebracht werden
kann, wird eine Evolution mit kurzfristiger Belastung des elektrisches Potenti-
als und nachfolgender Entwicklung der Polarisationsdomänen berechnet. So wird
gewährleistet, dass eine Polarisationstopologie entsteht, die für die Funktion des
Nanogenerators nötig ist.

Das untersuchte Modell ist in Abbildung 7.15 dargestellt. Die Höhe des ferro-
elektrischen Materials beträgt für jede untersuchte Geometrie h = 100nm, die
Länge der oberen Elektroden ist mit e = 50nm angesetzt. Variabel verbleibt
der Abstand d zwischen den Elektroden: d/h = 100/100, d/h = 50/100 und
d/h = 200/100. Das Finite-Elemente Netz ist aus 9-Knoten Elementen aufge-
baut, so dass sich 30 Elemente über die Stecke von 100 nm befinden.

Für jede Geometrie wird eine Evolution durchgeführt, um darauf aufbauend das
Modell zyklisch zu belasten. Während der Evolution des anfänglichen Polungs-
zustands ist die Belastung an den oberen Elektroden kurzzeitig φ̂ = 0.1 bzw.
φ̂ = −0.1. Die untere Elektrode ist geerdet und hat das elektrische Potential
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φ̂ = 0 vorgegeben. Es wird hierbei nur ein Ausschnitt aus dem Generatormodell
betrachtet, weshalb periodische Randbedingungen, links und rechts, angesetzt
werden. Es wird gewährleistet, dass die Freiheitsgrade durch jeweilige Kopplun-
gen gleiche Werte an den Rändern annehmen. Die untere Elektrode wird zudem
gegen vertikale Verschiebung gehalten.

Abbildung 7.15: System und Belastung der Evolution unter elektrischer Belastung
mit e = 50nm und h = 100nm, d ∈ {50nm; 100nm; 200nm}.

Die anschließend ablaufende Hysterese wird mit der Sägezahnbelastung aus Abbil-
dung 7.16 für das elektrische Potential an den oberen Elektroden berechnet. Das
maximale elektrische Potential φ̂max = ±λmax wird für unterschiedliche Hyste-
resen variiert. In der Abbildung 7.16 ist die Belastungskurve für das elektrische
Potential von λmax = ±10 angegeben. Im Anschluss an die Evolution wird ab
t0 = 1000s die Hysterese gestartet. Das Maximum der Belastungsfunktion wird
bei 3 t0 = 3000s erreicht. Ein Zyklus der Sägezahnbelastung ist zum Zeitpunkt
t = 9000s vollendet und wird von neuem gestartet.

Die nachfolgenden Abschnitte beschreiben jeweils für die angegebene untersuch-
te Geometrie die numerischen Ergebnisse. Die Steuerung erfolgt jeweils an den
oberen Elektroden, die untere durchgehende Elektrode ist geerdet. Die maximale
Größe des elektrischen Potentials ist zu den Materialparametern der Leitfähigkeit
ein weiterer Parameter der Simulationen und ihre Auswirkung wird für gewählte
Werte aufgezeigt. Ziel ist es ein Modell aufzuzeigen, anhand dessen unter zusätzli-
cher Berücksichtigung von Leitungsmechanismen eine Funktionsfähigkeit des Na-
nogeneratormodells gewährleistet werden kann, bis die Polarisationsdomänen in
einen metastabilen Zustand kippen.
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Abbildung 7.16: Belastung der Hysterese unter zyklischer elektrischer Belastung nach
Entwicklung der Polarisationsdomänen.

7.2.1 Steuerung über das elektrische Potential
- Verhältnis d/h=100/100 -

Evolution

Nach der Evolution für die Geometrie d/h=100/100 stellt sich eine Domänento-
pologie wie in Abbildung 7.17 ein. Die Pfeile deuten die Richtung der Polarisation
innerhalb der Domäne an. Die sich einstellende Polarisationstopologie ist aus 90◦

Abbildung 7.17: Domänentopologie nach der Evolution für die Geometrie
d/h=100/100.

und 180◦ Domänenwänden aufgebaut. Die Polarisationsdomänen stehen senkrecht
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auf den Elektroden und verlaufen parallel zum freien Rand und den periodischen
Randbedingungen.

Im Anschluss an die Evolution werden ab dem Zeitpunkt t0 = 1000 Hysterese-
berechnungen gestartet. Diese werden für unterschiedliche Maximalwerte für das
elektrische Potential φ̂max in mehreren Zyklen nacheinander durchlaufen. Die Be-
rechnungen des idealen Nanogenerators werden aktiv abgebrochen, da sie keinen
Aufschluss über eine elektrische Grenzlast liefern, sofern keine Leckströme, De-
fekte oder Sonstiges berücksichtigt werden.
Diese Hystereseberechnungen des idealen Nanogenerators werden mit den Hy-
steresebelastungen bei zusätzlicher Berücksichtigung von Ohm’schen und SCLC
Leitungsmechanismus verglichen.

Als Parameter der Berechnungen werden die Maximalwerte der Belastungsfunk-
tionen und die Materialparameter Γc und ξc für die Leitungsmechanismen Ohm
und SCLC variiert. Ziel der Berechnungen ist es die Größe der maximalen Bela-
stung abzuschätzen, die ohne ein Umklappen der Polarisation einen metastabilen
Zustand möglich ist.

Hysterese ideales Ferroelektrikum

Eine Hysterese für einen idealen Nanogenerator liefert die vertikale Polarisations-
domänen in Abbildung 7.18.

Die Polarisationsdomänen verändern sich nur minimal. Der Wurzelpunkt der 90◦
und 180◦ Domänenwänden wandert im Verlauf eines Belastungszyklus in verti-
kaler Richtung. Die Polarisation bleibt zwischen den Elektroden stets horizontal
und im Bereich der Elektroden ist die Polarisation vertikal angeordnet.

Hysterese mit Ohm’schen Leitungsmechanismus

Unter der Annahme einer charakteristischen Leitfähigkeit des Ohm’schen Lei-
tungsmechanismus von Γc = 10−10 (1/Ωm) stellt sich jeweils an ausgewählten
Belastungssituationen der Hysterese die Domänentopologie in Abbildung 7.19
ein. Das maximale elektrische Potential beträgt φ̂max = 10.

Ersichtlich ist, dass sich durch die Annahme von zusätzlichen Leitungsmechanis-
men eine vertikale Polarisation neben den Elektroden einstellt. Ladungen wan-
dern in die Bereiche mit hohem elektrischem Feld, d. h. in die Nähe der Elek-
trodenränder. Die Flächenanteile der Polarisation in vertikaler und horizonta-
ler Richtung der Simulationen mit Ohm’schem Leitungsmechanismus und dem
perfekten Nanogenerator werden in Abbildung 7.20 gegenübergestellt. Allgemein
sind die Schwankungen der Polarisationswerte während der Hystereszyklen bei der
Simulation des perfekten Nanogenerators deutlich geringer. Durch den zusätzlich



7.2 Zweidimensionale Nanogeneratorsimulationen
mit Leckstromdichte 115

Abbildung 7.18: Domänentopologie an ausgewählten Belastungssituationen während
der Hysterese für die Geometrie d/h=100/100 ohne Leckströme bei einem maximalen
Lastfaktor λmax = 10 für das elektrische Potential φ̂.

berücksichtigten Ohm’schen Leitungsmechanismus wird die jeweilige Amplitude
der Schwingungen der Polarisation während der Hysteresezyklen größer, zugleich
ändert sich der Mittelwert, um den die Schwankungen auftreten. Die horizonta-
len Polarisationsanteile sind bei Berücksichtigung von Ohm’scher Leitung deutlich
geringer, während die Anteile der vertikalen Polarisation im Mittel zunehmen.

Generell entstehen wegen der verstärkten Ausprägung der vertikalen Polarisation
Py neben den Elektrodenrändern bei Berechnungen mit Leitungsmechanismen
kleinere Wert für die horizontalen Polarisationsanteile Px. Das zyklische Bela-
stungsverhalten ist in den Polarisationsdomänen ebenfalls erkennbar. Abbildung
7.21(a) zeigt den dimensionslosen Leckstrom, hier am Beispiel der oberen lin-
ken Elektrode, während der zyklischen Belastung. Aufgrund der Übersichtlich-
keit wird hier nur ein Ausschnitt der Hysterese gezeigt. In Abbildung 7.21(b)
ist für den gleichen Ausschnitt die zeitlich aufintegrierte Ladung dargestellt. Der
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Leckstrom verhält sich entsprechend der Belastungsfunktion des elektrischen Po-
tentials. Die Ladung stellt die zeitliche Integration des Leckstroms dar. Für die
Ladung ist eine negative Steigung erkennbar, wenn die Leckstromdichte im negati-
ven Bereich ist. Zeitgleich mit dem Anstieg des elektrischen Potentials steigt auch
die Leckstrom an. Die zeitliche Entwicklung im Verlauf der integrierten Ladung
steigt ebenfalls an. Wird das Maximum des Belastungszyklus erreicht, nimmt der
Wert des elektrischen Potentials und des Leckstroms ab. Im Verlauf der Ladung
befindet sich ein Wendepunkt, nimmt aber weiterhin zu, bis der Leckstrom den
Wert null erreicht hat und die Polung des elektrischen Potentials umkehrt. Die
negative Polung des elektrischen Potentials bedeutet eine Abnahme der Ladung.
Der Leckstrom verhält sich entsprechend der Belastungsfunktion für das elektri-
sche Potential, da diese direkt aus ihr berechnet wird.

Abbildung 7.22 zeigt die komplette Hysterese mit Ohm’schen Leitungsmechanis-
mus, des zugehörige Leckstroms und der integrierten Ladung an der oberen linken
Elektrode.

Weitere Berechnungen mit gewählten charakteristischen Leitfähigkeiten von Γc =
10−8 (1/Ωm) und Γc = 10−12 (1/Ωm) zeigen, dass der Materialparameter der
Leitfähigkeit für den linearen Leckstrom nach Ohm nur einen geringen Einfluss
auf die Polarisationsdomänen hat. So sind zwischen den charakteristischen Leit-
fähigkeit von Γc = 10−8 (1/Ωm) und Γc = 10−10 (1/Ωm) keine nennenswerte Un-
terschiede beim Anteil der Polarisation in vertikaler oder horizontaler Richtung zu
vermerken, ebenso beim Vergleich von Γc = 10−12 (1/Ωm) zu Γc = 10−10 (1/Ωm).

Abbildung 7.19: Domänentopologie an ausgewählten Belastungssituationen wäh-
rend der Hysterese für die Geometrie d/h=100/100 mit Ohm’scher Leitung Γc =
10−10 (1/Ωm) bei einem maximalen Lastfaktor λmax = 10 für das elektrische Potential
φ̂.
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Abbildung 7.20: Vergleich der positiven Polarisationsanteile Px und Py der Geometrie
d/h=100/100. Ohm’sche Leitung mit Γc = 10−10 (1/Ωm) und idealer Nanogenerator.

Abbildung 7.22: Leckstrom und integrierte Ladung exemplarisch an der oberen linken
Elektrode während der gesamten Hysterese für die Geometrie d/h=100/100, Ohm’sche
Leitung mit Γc = 10−10 (1/Ωm) bei einem maximalen Lastfaktor λmax = 10 für das
elektrische Potential φ̂.
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Abbildung 7.21: Leckstrom und integrierte Ladung an der oberen linken Elektrode
während des ersten Lastzyklus für die Geometrie d/h=100/100, Ohm’scher Leitung
Γc = 10−10 (1/Ωm).

Bei erhöhter Lastwechselzahl ist kein Sperrklinkeneffekt oder Aufstauen von La-
dungen erkennbar. Anzumerken ist, dass die Konvergenz des Modells von der Zeit-
schrittweite abhängt und diese bei einer höheren charakteristischen Leitfähigkeit
geringer gewählt werden sollte, um als Vorbemessung eine maximale Lastwech-
selzahl zu erhalten.

Die bisherigen Berechnungen wurden bis zu einem elektrischen Potential von
φmax = 10 berechnet. Bei Untersuchungen mit Hystereseberechnungen mit ei-
nem maximalen elektrischen Potential von φmax = 20 ist der Leckstrom vom
Ohm’schen Leitungsmechanismus bereits zu groß, sodass die Polarisationsdomä-
nen nicht mehr zurückgehen. Eine Funktionalität des Nanogenerators ist somit
nicht mehr gegeben. In Abbildung 7.23 sind unterschiedliche Stadien der vertika-
len Polarisationsdomäne aufgeführt. Abbildung 7.23(a) ist zum Zeitpunkt eines
Lastfaktors von λ = 10. Eine weiterer Steigerung des elektrischen Potentials zum
Stadium (c) zeigt, dass die Domänen bereits zu weit in den Bereich zwischen die
Elektroden gewandert sind. Zu diesem Zeitpunkt wird das maximale elektrische
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Potential der zyklischen Belastung aufgebracht. Nach Stadium (c) wird das elek-
trische Potential reduziert, allerdings entwickeln sich die Domänen nicht wieder
zurück. Die Polarisationstopologie ist verlorengegangen.
Da ein symmetrischer Ausschnitt und auch eine symmetrische Belastung des Mo-
dells simuliert wurde, ist für die Funktionalität des Nanogenerators eine symme-
trische Domänentopologie erforderlich.
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Abbildung 7.23: Domänentopologie an ausgewählten Belastungssituationen wäh-
rend der Hysterese für die Geometrie d/h=100/100 mit Ohm’scher Leitung Γc =
10−10 (1/Ωm) bei einem maximalen Lastfaktor λmax = 20 für das elektrische Potential
φ̂.
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Hysterese SCLC Leitungsmechanismus
Die nachfolgenden Simulationen basieren auf der Verwendung des SCLC Lei-
tungsmechanismus. Diese Simulationsergebnisse wurden für ein maximales elek-
trisches Potential von φmax = 10 ermittelt. Unter der Annahme von des Mate-
rialparameters ξc = 10−8m/V s stellt sich jeweils an ausgewählten Belastungssi-
tuationen der Hysterese die Domänentopologie in Abbildung 7.24 ein. Die Aus-
wertung des Leckstroms und der daraus integrierten Ladung für die obere linke
Elektrode ist in Abbildung 7.25 exemplarisch dargestellt

Abbildung 7.24: Domänentopologie an ausgewählten Belastungssituationen während
der Hysterese für die Geometrie d/h=100/100 mit SCLC Leitung ξc = 10−8m/V s bei
einem maximalen Lastfaktor λmax = 10 für das elektrische Potential φ̂.

Deutlich ist, dass ein Sperrklinkeneffekt (engl.: ratcheting effect) auftritt. Der
Leckstrom hat die Zick-zack Form der Hystersebelastung beibehalten, jedoch wird
deren Polarisationsschwingbreite (doppelte Amplitude) und der Mittelwert der
Schwingungen mit höherer Lastwechselzahl immer kleiner. Die Ladung hingegen
baut sich immer weiter auf. Eine Abnahme zu null ist zwischen den Hysteresezy-
klen nicht mehr gegeben.
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Abbildung 7.25: Leckstrom und integrierter Ladung exemplarisch an der oberen lin-
ken Elektrode während der Hysterese für die Geometrie d/h=100/100 mit SCLC Lei-
tung ξc = 10−8m/V s bei einem maximalen Lastfaktor λmax = 10 für das elektrische
Potential φ̂.

Eine Variation der Leitfähigkeit für den SCLC Leitungsmechanismus liefert bei
einer Erhöhung der Leitfähigkeit einen erhöhten Leckstrom. Zudem ist sind die
erreichbaren Lastwechsel deutlich geringer. Die Beispiele wurden mit einer Zeit-
schrittweitenanpassung berechnet. Allerdings ist anzumerken, dass je größer die
Leitfähigkeit gewählt wird, desto rechenintensiver ist die Simulation, da es klei-
nere Zeitschrittweiten bedarf. Die Ausprägung des Sperrklinkeneffektes ist deut-
licher erkennbar, sofern mit einer höheren Leitfähigkeit gerechnet wird. Bei nied-
rigen Leitfähigkeiten ist der Effekt zwar vorhanden, doch im direkten Vergleich
zu größeren Leitfähigkeiten nicht so stark ausgeprägt.

Leitfähigkeiten mit ξc = 10−5m/V s bis ξc = 10−3m/V s wurden berechnet, al-
lerdings kippt hierbei die Domänentopologie bereits nach 2 Lastzyklen in einen
metastabilen Zustand und es ist keine Funktionalität des Nanogenerators mehr
gegeben. Der Materialkennwert ξc ist bereits zu groß, sodass sich Ladungen an
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den Elektrodenenden sammeln und zu einem raschen Anstauten der vertikalen
Polarisationsdomäne führen. Die vertikalen Polarisationsdomänen bauen sich ste-
tig weiter auf, bis hin zu einem Umklappen der Domänen. Der Sperrklinkeneffekt
ist umso dominanter erkennbarer, je größer die charakteristische Leitfähigkeit ist.
Für eine geringere Leitfähigkeit von ξc = 10−10m/V s steigen die vertikalen Pola-
risationsanteil und die Ladung zwar auch geringfügig an, allerdings ist die Bewe-
gung der Domänen so gering, dass kein Umklappen die Folge ist. Der Vergleich
der Leitfähigkeiten von ξc = 10−8m/V s und ξc = 10−10m/V s auf die Polarisa-
tionsanteile ist in Abbildung 7.26 dargestellt. Die Zahlenwerte ergeben sich aus
der Normierung mit den Materialparametern aus den Anhängen A und C. Die
Anteile der Polarisation werden hier über die entsprechenden Flächen aufaddiert,
wobei hier die dimensionslosen Einheiten beachtet werden.

Abbildung 7.26: Einfluss unterschiedlicher Werte für die charakteristische SCLC
Leitfähigkeit ξc auf den vertikalen Polarisationsanteil, ξc = 10−8m/V s und ξc =
10−10m/V s.

Die direkte Gegenüberstellung des Leckstroms und Ladungen für die Leitfähigkei-
ten ξc = 10−8m/V s und ξc = 10−10m/V s ist in Abbildung 7.27 dargestellt. Die
Schwingungen bei der Leitfähigkeit von ξc = 10−10m/V s beim Leckstrom sind
bereits so gering, dass sie kaum erkennbar sind. Ebenso verhält sich der Graph
der Ladung über die Zeit. Zwar ist auch hier ein Sperrklinkeneffekt erkennbar,
aber der klingt sehr schnell ab und die Domänenkonstellation bleibt konstant. Es
bleibt hierbei immer eine Funktionalität des Generators erhalten.
Abschließend von dieser Untersuchung lässt sich sagen, dass eine Funktionsfä-
higkeit des Nanogenerators durch die Leitfähigkeit stark beeinflusst wird. Der
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Einfluss des Ohm’schen Leckstroms ist nicht so prägnant wie die SCLC Formu-
lierung. Somit ist bereits für die SCLC Simulationen bei einer geringen Belastung
frühzeitig erkennbar, ob eine Umsetzbarkeit des Nanogenerators durchführbar ist.

Abbildung 7.27: Einfluss unterschiedlicher Werte für die charakteristische SCLC
Leitfähigkeit ξc auf die Leckstromdichte und Ladung, ξc = 10−8m/V s und ξc =
10−10m/V s.
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7.2.2 Steuerung über das elektrische Potential
- Verhältnis d/h=50/100 -

Evolution

Die Evolution der Geometrie mit d/h=50/100 liefert die in Abbildung 7.28 darge-
stellten Stadien. Zu Beginn sind große Bereiche unterhalb der oberen Elektroden
bereits vertikal ausgerichtet und es beginnt sich im Bereich der unteren Elek-
trode eine 180◦ Domänenwand auszubilden. Allerdings entstehen zwischen den
Elektroden ebenfalls kleinere Domänen, die mit 90◦ Domänenwänden aufgebaut
sind, siehe Abbildung 7.28(a). Im weiteren Verlauf der Evolution bauen sich die
kleineren vertikalen Domänen auf mittlerer Höhe des Ferroelektrikums zwar ab,
Abbildung 7.28(b) und (c), aber die horizontalen Domänen verbleiben. Es folgen
in Abbildung 7.28(d) die Evolutionspolarisationsdomänen, die als Grundlage für
die Hysteresebelastungen dienen.

Abbildung 7.28: Evolutionsstadien der vertikalen Polarisation zur Geometrie
d/h=50/100. Die Pfeile zeigen zusätzlich die horizontalen Polarisationsdomänen an.

Inwieweit die entstandene Polarisationstopologie eine Funktionsfähigkeit des Na-
nogenerators gewährleistet, wird in den nachfolgenden untersuchten Hysteresen
analysiert.
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Hysterese - ideal und Ohm’sche Leitung -

Nachfolgend werden die Hysteresen des idealen Nanogenerators und der zusätzli-
chen Verwendung des Ohm’schen Leitungsmechanismus für eine maximale Bela-
stung von φ̂max = 10 verglichen. In Abbildung 7.29 ist die jeweilige Domänenkon-
stellation für entsprechende Belastungen ohne Leitungsmechanismen angegeben.
Hierbei sind keine Veränderungen erkenntlich, welche die Funktionalität des Na-
nogenerators hindern würden. Während der Evolution wird die Polarisation ohne
Leitfähigkeit ausgeführt. Nach der Evolution wird für einen kurzen Zeitschritt
von ca. 20 Sekunden die Leitfähigkeit zusätzlich betrachtet, aber das elektrische
Potential ist weiterhin φ = 0. Erst ab t0 = 1000 s wird die zyklische Belastung des
elektrischen Potentials aufgebracht und somit die Leitfähigkeit unter zyklischer
Beanspruchung untersucht.

Abbildung 7.29: Domänentopologien der vertikalen Polarisation für die Hysterese-
belastung zur Geometrie d/h=50/100 ohne Leitungsmechanismen. Die Pfeile zeigen
zusätzlich die horizontalen Polarisationsdomänen an.

Im Vergleich hierzu ist in Abbildung 7.30 die Polarisation unter Verwendung des
Ohm’schen Leitungsmechanismus für eine maximale Belastung des elektrischen
Potentials von φ̂max = 10 dargestellt.

Ersichtlich ist, dass bereits zu Beginn der Hysterese in Abbildung 7.30(a) und (b)
keine vollständige Symmetrie der Polarisation vorliegt. Dies sind Zeiten, bei de-
nen noch keine Laststeigerung durch das elektrische Potential vorliegt, allerdings
der Ohm’sche Leitungsmechanismus berücksichtigt wird. Die Verengung der Po-
larisationsdomänen zwischen den Elektroden ist allein auf die Leitfähigkeit des
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Abbildung 7.30: Domänentopologien der vertikalen Polarisation der Hysteresebela-
stung zur Geometrie d/h=50/100 mit dem Ohm’schen Leitungsmechanismen und einer
Leitfähigkeit von Γc = 10−10 (1/Ωm). Die Pfeile zeigen zusätzlich die horizontalen
Polarisationsdomänen an.

Materials zurückzuführen. Im Verlauf der Hysterese ist bereits bis zu einer Zeit
von t = 1700 keine Umsetzbarkeit für das Prinzip des Nanogenerators gegeben,
siehe Abbildung 7.30(d). Die Elektroden sind demnach zu nah beieinander, sodass
die Polarisationsdomänen sich gegenseitig stark beeinflussen.

Der Vergleich der Polarisationsanteile in horizontaler und vertikaler Richtung der
Hysteresen ohne Leitungsmechanismus und dem Ohm’schen Leitungsmechanis-
mus sind in Abbildung 7.31 dargestellt. Die Polarisation ist wie bereits bei den
vorherigen Simulationen durch den zusätzlich berücksichtigten Leckstrom zum
perfekten Nanogenerator verschoben. Allerdings ist eine starke Veränderung des
Verlaufs bei ca. t = 1800 s erkennbar. Dies führt zu einem Verlust der stabilen
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Abbildung 7.31: Anteile der Polarisation in horizontaler und vertikaler Richtung der
Hysteresebelastung mit λmax = 10 für die Geometrie d/h=50/100. Für den Ohm’schen
Leitungsmechanismus wurde eine Leitfähigkeit von Γc = 10−10 (1/Ωm) angesetzt.

Domänentopologie und definiert somit eine elektrische Grenzlast. Zu beachten ist,
dass diese Grenzlast selbst alleine nicht aussagekräftig ist, da die Polarisationsto-
pologie ebenfalls auszuwerten ist. Zum Zeitpunkt des Eintretens der elektrischen
Grenzlast ist bereits keine Funktionsfähigkeit mehr gegeben.
Auf eine Auswertung mit dem SCLC Leitungsmechanismus wird verzichtet. Die
Umsetzbarkeit des in dieser Arbeit vorgestellten Nanogeneratormodells ist bereits
bei der linearen Leckstromformulierung für diese Geometrie nicht mehr gegeben.
An den Elektrodenspitzen sammeln sich Ladungen, die sich schnell gegenseitig
beeinflussen und zu einem Aufbauen der vertikalen Polarisation führen, sodass die
Polarisationstopologie bereits im ersten Lastzyklus in einen metastabilen Zustand
übergeht.
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7.2.3 Steuerung über das elektrische Potential
- Verhältnis d/h=200/100 -

Evolution

Nach der Evolution hat sich für die Geometrie mit doppeltem Abstand zwischen
den Elektroden eine Domänentopologie wie in Abbildung 7.32 zu sehen ist einge-
stellt.

Abbildung 7.32: Domänentopologie nach der Evolution für die Geometrie
d/h=200/100.

Ersichtlich ist bei dieser Geometrie, dass sich die Polarisationstopologie ohne 180◦
Domänenwände einstellt. Es liegen nur 90◦ Domänenwände vor. Die Anteile der
horizontalen Polarisationsdomänen sind deutlich größer im Vergleich zur Geo-
metrie d/h=100/100. Zu beachten ist, dass die Länge der oberen Elektroden e

stets die gleiche ist wie bei den anderen untersuchten Geometrien. Lediglich der
Abstand zwischen den Elektroden wurde verändert, wobei somit das nominel-
le elektrische Feld beeinflusst wird. Die untere Elektrode ist durchlaufend und
immer geerdet.
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Hysterese - ideal und Ohm’sche Leitung -

Der ideale Nanogenerator ohne jegliche Leckstromformulierung zeigt ein analo-
ges Verhalten wie bei der Geometrie d/h=100/100. Die Polarisationsdomänen
bewegen sich nur sehr leicht. Die Analyse der Polarisationsanteile liefert eine
Funktionsfähigkeit des Modells.
Bei Betrachtung zusätzlicher Leitungsmechanismen ist bereits beim Ohm’schen
Mechanismus mit einer charakteristischen Leitfähigkeit von Γc = 10−10 (1/Ωm)
und einer maximalen Belastung von φmax = 10 keine Funktionalität des Nanoge-
nerators mehr gegeben. Die Polarisationsdomänen in unterschiedlichen zeitlichen
Stadien sind in Abbildung 7.33 dargestellt. Es bilden sich zusätzliche Ladungen
an den Elektrodenrändern, die dafür sorgen, dass die Polarisation dort anwächst.
Die Polarisationsdomänen in vertikaler Richtung sind bereits bei einem elektri-
schen Potential von λ = 4,5 bei t = 4500 s nicht mehr symmetrisch angeordnet.
Es bilden sich zusätzliche Bereiche horizontale Polarisation in mittlerer Höhe des
Nanogeneratorausschnitts. Im Gegensatz zur Geometrievariante d/h = 50/100
ist der Einfluss an den Elektrodenspitzen geringer, weshalb sich hier nur ein
Entstehen der vertikalen Polarisation aufgrund der anstauenden Ladungen zu
verzeichnen ist. Allerdings klappt die Polarisationstopologie in der Mitte des fer-
roelektrischen Materials um. Hier ist der Abstand zwischen den Polarisationen
angemessen, um ein Minimum des Energiepotentials anzustreben.
Aus den vorherigen Untersuchungen der verschiedenen Geometrien (d/h=100/100
und d/h=50/100) ist bekannt, dass einerseits eine Reduktion des elektrischen Po-
tentials, andererseits eine Variation der Leitfähigkeit Abhilfe schaffen kann, um
eine Domänentopologie zu erhalten, die einen Gebrauch des Nanogenerators ge-
währleistet. Somit ist die Funktionalität des Generators durch eine entsprechende
Geometrieänderung oder eine geeignete Wahl der Materialparameter zu justieren.
In diesem Fall ist eine elektrische Grenzlast bereits erreicht, sobald die Domänen-
topologie keine Symmetrie mehr aufzeigt. Anzumerken ist, dass die Zeitschritt-
weite, welche in die Leckstromformulierung eingeht, eine wichtige Größe bei den
Simulationen ist. Wird sie zu klein gewählt, sind die Berechnungen sehr zeitin-
tensiv, wird sie zu groß gewählt, wird keine Konvergenz mehr erreicht und die
Simulationen liefern keine plausiblen Ergebnisse mehr.
Auf eine Auswertung mit dem SCLC Leitungsmechanismus wird für die Geome-
trie d/h=200/100 in dieser Arbeit verzichtet.
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Abbildung 7.33: Domänentopologie während der Hysterese mit Ohm’schen Leitungs-
mechanismus für die Geometrie d/h=200/100 und φ = 10. a) t = 1000; b) t = 2500;
c) t = 4500 und d) t = 4900.
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7.2.4 Steuerung über die Verzerrung im Substrat
- Verhältnis d/h=100/100 -

Der Nanogenerator wird anhand von mechanischen gleichmäßigen Deformatio-
nen angeregt. Diese Vibrationen folgen einer zyklischen Abfolge und werden im
Substrat über die Verzerrung εV berücksichtigt.

Die Beispiele mit zusätzlicher Substratverzerrung werden nachfolgend nur für
die Geometrievariante d/h=100/100 durchgeführt. Es werden die ideale Nano-
generatorstruktur, ohne jegliche Leitungsmechanismen, mit dem Ohm’schen Lei-
tungsmechanismus verglichen. Die charakteristische Leitfähigkeit wird bei diesen
Beispielen zu Γc = 10−8 1/(Ωm) angesetzt. Das System und die Randbedingun-
gen sind in Abbildung 7.34 dargestellt. Die Schichtdicke des Substratmaterials
kann variiert werden. In dieser Arbeit wird sie zu s = 1/10 der Schichtdicke des
Substrats angenommen. Der E-Modul für das Substrat beträgt E = 1 000 und die
Querkontraktion ν = 0,3. Es wird nur die zyklische Verzerrung εV berücksichtigt.
Die Randbedingung an den oberen Elektroden wird mit einem sehr kleinen Wert
für das elektrische Potential berücksichtigt. Somit sind die oberen Elektroden
quasi kurzgeschlossen. Über eine Länge von 100nm sind 30 9-Knoten Elemen-
te verteilt, über die Schichtdicke des Substrats liegen 3 Elemente mit gleicher
Ansatzordnung vor.

Abbildung 7.34: Schematische Darstellung des Systems mit dessen Randbedingungen
und Kopplungen (grün) für die Geometrie d/h=100/100 und zusätzlichem Substratma-
terial.

Da ein Ausschnitt aus dem Inneren des Nanogenerators simuliert wird, sollen sich
keine Randeffekte einstellen. Dies wird durch Kopplungen der Freiheitsgrade ver-
hindert. Zum einen werden die Ränder links und rechts des Ferroelektrikums für
die Freiheitsgrade uy, Px, Py und φ miteinander gekoppelt, vergleichbar mit den
vorherigen Beispielen. Die Polarisationsdomänen stellen sich entsprechend ein.
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Zum anderen werden die horizontalen Verschiebungen ux an der jeweiligen Sei-
te des Ferroelektrikums mit der Verschiebung des Substrats gekoppelt. So wird
gewährleistet, dass unter zyklischer Belastung des Substrats eine gleichmäßige
Verformung in die ferroelektrische Schicht eingebracht wird. Zusätzlich wird im
Hinblick auf die nachfolgenden Hysteresen und deren zyklische Substratverzer-
rung eine horizontale Lagerung in Systemmitte angesetzt. Dies ergibt eine gleich-
mäßige Verzerrung in x-Richtung des Modells.
Die aufgeführten Annahmen dienen zur grundlegenden Untersuchung der Umsetz-
barkeit und Überprüfung der Funktionalität des Nanogeneratorausschnitts. Die
Funktionalität wird vorrangig durch die stabile Polarisationstopologie bestimmt.
Geringfügige Schwankungen der Polarisationsdomänen sind zulässig, sofern die
allgemeine Topologie nicht durch ein Umklappen in einen metastabilen Zustand
verändert wird.
Nach der Evolution wird eine Hysterese mit definierter zyklischer Substratverzer-
rung berechnet. Die zyklische Verzerrung εV folgt einer Sägezahnfunktion nach
Abbildung 7.35. Die Periodenlänge wird zu tϑ = 8 t0 gewählt. Die Verzerrungs-
amplitude εmaxV wird variiert und deren Einfluss auf die Polarisationsdomänen
diskutiert.

Abbildung 7.35: Belastungsfunktion der zyklischen Verzerrung, welche im Substrat
aufgebracht wird.

Evolution

Während der Evolution wird keine Verzerrung, sondern nur kurzzeitig ein elek-
trisches Potential an den oberen Elektroden aufgebracht. Die untere Elektrode
bleibt während der Evolution und den anschließenden Hysteresen geerdet, hier
ist das elektrische Potential φ = 0. Wie bei den vorangegangenen Beispielen wird
die Polarisationstopologie für den idealen Nanogenerator, ohne Leitungsmecha-
nismen, ermittelt. Die sich einstellende Polarisationstopologie ist in Abbildung
7.36 dargestellt.



134 7 NUMERISCHE BEISPIELE

Abbildung 7.36: Domänentopologie für die Geometrie d/h=100/100 nach der Evolu-
tion mit zusätzlichem Substrat.

Hysterese für eine maximale Substratverzerrung von εmaxV = 1

Diese nachfolgende Hystereseblastung wird mit einer maximalen Verzerrung von
εmaxV = 1 und der Periodenlänge tϑ = 8 t0 nach Abbildung 7.35 berechnet. Exakte
Daten für die Substratverzerrung liegen nicht vor. In dieser Arbeit wird auf Werte
zurückgegriffen werden, welche nur zur allgemeinen Untersuchung des Nanaoge-
neratorverhaltens unter Betrachtung der Verzerrung und gleichzeitig wirkendem
Leitungsmechanismus beitragen.

Die Abbildung 7.37 zeigt die horizontalen Px und vertikalen Py Polarisations-
domänen des idealen Nanogenerators nach Dehnung des Substrats. Nach einer
Kompression stellen sich die Polarisationsdomänen, wie in Abbildung 7.38 dar-
gestellt, ein. Die Polarisation ist eine zeitabhängige Größe im Modell des Ferro-
elektrikums, daher sind hier die maximalen Polarisationszustände dargestellt, die
sich jeweils nach Dehnung oder Kompression einstellen, der Zeitpunkt ist nicht
immer zur Zeit der maximalen Dehnung oder Kompression, sondern zeitlich ver-
setzt nachläufig. Eine Dehnung des Substrats verursacht ein Umklappen am
Kontaktpunkt der 180◦ und 90◦ Domänenwände. Die anschließende Kompression
führt wieder zu einem Schließen der vertikalen Polarisationsdomänen. Zusätzlich
wandern die 90◦ Domänenwände unter die oberen Elektroden, sodass die Bereich
der horizontalen Polarisation sich in x-Richtung ausweiten.
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Abbildung 7.37: Horizontale und vertikale Polarisationsanteile des idealen Nanoge-
nerators für eine maximale Verzerrung von εmaxV = 1, Dehnung.

Die Polarisationsdomänen unter Dehnung und Leitfähigkeit sind in Abbildung
7.39 dargestellt. Zwischen den 180◦ Domänenwänden entstehen kleine Bereiche
mit horizontaler Dehnung, welche unter Kompression wieder geschlossen werden,
siehe Abbildung 7.40. Die Kompression führt zu einer Depolarisation im Bereich
der horizontalen Polarisationsdomäne zwischen den oberen Elektroden, da die Po-
larisation in Dickenrichtung konsequent zu null gesetzt wurde. Im dreidimensiona-
len Nanogenerator wird sich die Polarisation in Dickenrichtung zusätzlich verän-
dern. Im Bereich der 180◦ Domänenwände stellen sich unter Dehnung horizonta-
len Polarisationen ein, die zum Umklappen zur vertikalen Polarisation gezwungen
werden. Abbildung 7.41 stellt die positiven Flächenanteile der Polarisation des
idealen Nanogenerators mit denen des Nanogenerators mit Ohm’schem Leitungs-
mechanismus gegenüber. Als Leitfähigkeit wird Γc = 10−8 1/Ωm angesetzt. Es sei
angemerkt, dass eine Variation der Leitfähigkeitswertes Γ zu veränderten Ergeb-
nissen führt. Unter gegebener Belastung ist die Polarisationsschwingbreite beim
Ohm’schen Leitungsmechanismus deutlich geringer im Vergleich zum idealen Na-
nogenerator. Der Mittelwert der Polarisationsschwingungen ist erhöht. Anhand
des zusätzlich berücksichtigten Leitungsmechanismus sammeln sich Ladungen an
den Elektrodenenden an und führen zu einer Verminderung der Polarisation in
horizontaler Richtung, siehe Abbildung 7.41(a). Aufgrund der sich einstellenden
Depolarisationsbereiche zwischen den Elektroden sind die Anteile der horizonta-
len Polarisationsanteile unter Berücksichtigung von Dehnung und Kompression
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Abbildung 7.38: Horizontale und vertikale Polarisationsanteile des idealen Nanoge-
nerators für eine maximale Verzerrung von εmaxV = −1, Kompression.

im Substrat stärker beeinflusst, sofern eine Leitfähigkeit berücksichtigt wird. Eine
Variation der vertikalen Polarisationsanteile bei Berücksichgtigung der Dehnungs-
und Kompressionszustände ist nur schwach vorhanden, siehe Abbildung 7.41(b).

Hysterese für eine maximale Substratverzerrung von εmaxV = 0,5

Im folgenden Beispiel wird eine geringere zyklische Verzerrung εmaxV = 0,5 über
das Substrat in das Ferroelektrikum übertragen. Die Leitfähigkeit beträgt wei-
terhin Γc = 10−8 1/Ωm und die Periodenlänge ist unverändert mit tϑ = 8 t0.
Verglichen werden nachfolgend die Polarisationsdomänen und -anteile der Ver-
zerrungsfunktionen mit εmaxV = 0,5 und εmaxV = 1.

Zunächst folgt eine Auswertung bezüglich der Verzerrungsamplitude von εmaxV =
0,5. Die geringe Dehnung von führt dazu, dass keine Depolarisation zwischen
den oberen Elektroden entsteht. Die Energie der Verzerrung zu gering, um die
Einheitszellen zum Umklappen zu bewegen. Durch den zusätzlich berücksichti-
gen Leitungsmechanismus sammeln sich Ladungen an den Elektrodenenden und
führen hier erneut zu einer Aufweitung der vertikalen Polarisationsdomänen. Un-
ter Dehnung werden die vertikalen Polarisationsanteile nicht wieder verringert,
sondern steigen im Verlauf der Lastwechsel weiter an.

Die Substratdehnung reicht nicht aus um die hier entstandenen vertikale Polari-
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Abbildung 7.39: Polarisationsanteile Px und Py mit Ohm’schen Ladungstransport
Γc = 10−8 1/Ωm für eine maximale Verzerrung von εmaxV = 1, Dehnung.

sation in eine horizontale Richtung zu zwingen und somit einen Ladungsausgleich
zu schaffen. Die Leitfähigkeit des Ohm’schen Leitungsmechanismus ist im Ver-
gleich zur eingebrachten Verzerrung zu groß, sodass der Leitungsmechanismus
überwiegt oder zumindest einen Ausgleich zwischen den Polarisationsdomänen
schafft.

In Abbildung 7.42 werden die vertikalen Polarisationszustände für steigende Last-
wechselzahlen nach dem jeweiligen Kompressionsvorgang dargestellt. Erkennbar
ist eine Zunahme der vertikalen Polarisation zwischen den oberen Elektroden,
bedingt durch die Leitfähigkeit, nicht durch die Substratkompression. Denn be-
reits in den ersten Schritten nach der Evolution, in denen die zyklische Belastung
noch nicht aufgebracht wurde, sondern nur die Leitfähigkeit betrachtet wir, lagern
sich bereits freie Ladungen an den Elektrodenrändern an, die zu der zusätzlichen
vertikalen Ausprägung der Polarisationsdomänen führen.

In Abbildung 7.43 werden Beispiele mit Ohm’scher Leitung und den Verzerrungen
εmaxV = 1 und εmaxV = 0,5. Nach Einsetzen der zyklischen Verzerrungen bleiben die
vertikalen Polarisationsanteile nahezu konstant, während die horizontalen Anteile
abgebaut werden. Die Polarisationsschwingbreiten sind aufgrund der geringeren
Verzerrung schwächer ausgeprägt.

Nach der jeweiligen Kompression findet keine Depolarisation zwischen den oberen
Elektroden statt. Die Leitfähigkeit wirkt der Depolarisation entgegen. Auf eine
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Abbildung 7.40: Polarisationsanteile Px und Py mit Ohm’schen Ladungstransport
Γc = 10−8 1/Ωm für eine maximale Verzerrung von εmaxV = −1, Kompression.

Darstellung der horizontalen Polarisationsdomänen wird an dieser Stelle verzich-
tet. Die horizontalen Polarisationsdomänen nehmen in ihrem Ausmaß ab, aber
die Polarisationsrichtung bleibt stets erhalten und ist bereits in der Abbildung
7.36 nach der Evolution mit ihrer Richtung dargestellt.

Eine Variation der Leitfähigkeit Γc wurde für dieses Beispiel nicht weiter unter-
sucht. Aus den vorherigen Kapiteln ist bekannt, dass eine geringere Leitfähig-
keit hier Abhilfe schaffen kann. Es konnte gezeigt werden, dass der Einfluss der
Leitfähigkeit insbesondere bei der Wahl des Einsatzbereichs des Nanogenerators
beachtet werden muss. So ist die Geometrie und die Einsatzmöglichkeit durch die
Leitfähigkeit des ferroelektrischen Materials begrenzt und muss entsprechend den
Vorbemessungen gewählt werden. Unter Betrachtung des Einsatzes und der vor-
gegebenen Geometrie können vorab Simulationen durchgeführt werden. Hierbei
lassen sich mögliche Leitfähigkeiten des favorisierten Materials angeben, sodass
stets eine Funktionalität gegeben ist. Das Leitfähigkeit des ferroelektrischen Ma-
terials zu bestimmen wird experimentell durchgeführt.

Hysterese für eine maximale Substratverzerrung von εmaxV = 1,1

Die Berechnung für eine Verzerrungsamplitude von εmaxV = 1,1 zeigen eine stär-
kere Ausprägung der horizontalen Polarisationsanteile im Bereich der vorherr-
schenden 180◦ Domänenwände und eine größere Depolarisationszone im Bereich
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Abbildung 7.41: Vergleich der horizontalen und vertikalen Polarisationsanteile des
idealen Nanogenerators mit dem Ohmschen Leitungsmechanismus Γc = 10−8 1/Ωm

für eine maximale Verzerrung von εmaxV = 1.

zwischen den oberen Elektroden. Generell ist eine Funktionalität des Generator-
prinzips noch gegeben, da der Domänenzustand erhalten bleibt. Eine Steigerung
der Verzerrung auf εmaxV = 1,5 führt zu einem Versagen des Ferroelektrikums.
Dies bedeutet, dass die Domänentopologie nicht mehr nur um eine statische Po-
sition schwankt, sondern in der Mitte des Ferroelektrikums sich unter Dehnung
horizontale Polarisationsdomänen ausbilden und kein Abbau dieser bei Kompres-
sion erfolgt. Es entsteht ein Umklappen der Domänentopologie in einen anderen,
nicht mehr verwertbaren Zustand bereits bei erstem Dehnungsvorgang, siehe Ab-
bildung 7.45. Nach einem durchlaufenen Zyklus der Belastung entwickelt sich die
Domänentopologie nicht wieder in den Ausgangszustand zurück.
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Abbildung 7.42: Vertikale Polarisationsanteile für eine maximale Verzerrung von
εmaxV = 0,5 nach Kompression für verschiedene Lastzyklen.

Abbildung 7.43: Vergleich der Polarisationsanteile beim Ohm’schen Leitungsmecha-
nismus unter maximaler Verzerrung εmaxV = 0,5 und εmaxV = 1.
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Abbildung 7.44: Domänentopologie, a) Dehnung und b) Kompression unter Verzer-
rungsamplitude εmaxV = 1,1 und der Ohm’schen Leitfähigkeit Γc = 10−8 1/(Ωm). Links
horizontale Polarisationsdomänen, rechts vertikale Polarisationsdomänen

Abbildung 7.45: Domänentopologie für eine Verzerrungsamplitude εmaxV = 1,5 und
der Ohm’schen Leitfähigkeit Γc = 10−8 1/(Ωm). Links horizontale Polarisationsdomä-
nen, rechts vertikale Polarisationsdomänen
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Mit wachsenden Ansprüchen an die Zuverlässigkeit von elektromechanischen Kom-
ponenten wird eine möglichst realitätsnahe Modellierung des komplexen Materi-
alverhaltens angestrebt. Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein zweidimensionales
Materialmodell formuliert und in ein Finite Elemente Programm implementiert.
Somit kann das phänomenologische nichtlineare Materialverhalten ferroelektri-
scher Materialien mit Hinblick auf Leitungsmechanismen in Simulationen berück-
sichtigt werden.
Piezoelektrisches Energy Harvesting, das mechanische Energie aus der Umgebung
erfasst und in elektrische Energie umwandelt, wird in dieser Arbeit numerisch un-
tersucht. Zudem werden zwei Arten von Leitungsmechanismen implementiert und
deren Einfluss auf die Funktionsfähigkeit des untersuchten Nanogeneratormodells
analysiert. Im Rahmen dieser Arbeit wird zunächst das numerische Phasenfeld-
modell und das Prinzip des in dieser Arbeit verwendete Nanogeneratormodell
nach Münch und Krauß [54, 55,65,66] vorgestellt.
Mithilfe eindimensionaler Simulationen wird gezeigt, dass wesentliche Merkma-
le der Leitungsmechanismen mit den aus Literaturangaben veröffentlichten Ver-
suchsergebnissen übereinstimmen. Die Verifizierung der Implementierung erfolgt
mithilfe der Entladung eines Kondensatormodells und dem Vergleich mit der zu-
gehörigen analytischen Lösung. Für einen ersten Eindruck in die zugrundeliegen-
de mikroskopischen Vorgänge wurden die Umklappprozesse unter rein elektrischer
Belastung diskutiert. Hierfür wurden die klassischen Hysteresekurven abgebildet.
Das präferierte Nanogeneratormodell beruht auf der bestimmten Anordnung der
Materialien und insbesondere der Strukturierung der oberen Elektroden. Anhand
einer elektrischen Belastung dieser Elektroden wird der Einfluss der Leitungs-
mechanismen auf die Polarisationsdomänen für unterschiedliche Geometrievari-
anten untersucht. Zusätzlich werden die Höhe des angelegten elektrischen Po-
tentials und die angesetzten Leitfähigkeiten untersucht. Durch zusätzliche Be-
trachtung der Leitungsmechanismen sammeln sich neben den Elektrodenrändern
Ladungen, die den Gradienten des elektrischen Feldes abbauen und dadurch eine
vertikale Polarisation erzeugen. Insgesamt nimmt die vertikale Polarisation im
untersuchten Generatorausschnitt zu und die horizontale Polarisation ab. Bei zy-
klischer elektrischer Belastung ist die maximale Beanspruchung des elektrischen
Potentials und die Leitfähigkeit des Leitungsmechanismus sowie der Abstand zwi-
schen den oberen Elektroden ausschlaggebend für die Funktionalität des Gene-
rators. Die Funktionalität wird anhand der Stabilität der Polarisationsdomänen
und der Messung des Leckstromdichte während der Belastung erörtert. Für be-
stimmte geometrische Verhältnisse und unter Annahme spezieller Leitfähigkeiten
der untersuchten Leitungsmechanismen tritt für gewählte maximale Potentialbe-
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anspruchungen ein Sperrklinkeneffekt ein. Durch Änderung der Größenordnung
der Leitfähigkeit, Geometrie oder Reduzierung des elektrischen Potentials kann
die Funktion des Nanogenerators abgeschätzt werden. Untersuchungen mithilfe
diesen Beispiels liefern eine elektrische Grenzlast als Vorbemessung für gewählte
Parameter; Geometrie, Leitfähigkeit und elektrische Belastung.
Die Umwandlung des Nanogenerators von mechanischer Energie in elektrische
Energie erfolgt mithilfe des Beispiels der zusätzlichen Substratverzerrung. Hier-
bei wird die Steifigkeit des Substrats über dessen Schichtdicke berücksichtigt und
hat somit einen Einfluss auf die Polarisationsdomänen gezeigt. Allgemein haben
die Leitfähigkeit, die Geometrie des Nanogeneratorausschnitts, die Höhe der zy-
klisch aufgebrachten Substratverzerrung und die Subtratsteifigkeit Auswirkungen
auf die Funktionalität des Nanogenerators. Es konnte eine Methode aufgezeigt
werden, anhand derer eine mechanische Grenzlast ermittelt werden kann, sofern
eigens gewählte oder vorab bestimmte Material- sowie Geometrieparameter ange-
setzt werden. Die Brauchbarkeit und Umsetzung des in dieser Arbeit vorgestellten
Nanogeneratormodells kann somit frühzeitig untersucht werden, um entsprechen-
de Anpassungen für Versuche und Ergebnisse abzuschätzen.
Anhand dieser numerischen Simulationen wird die Möglichkeit der Vorabschät-
zung von elektrischer und mechanischer Grenzlast mit jeweiligen Annahmen für
die Leitfähigkeiten und daraus folgenden Anpassungsmöglichkeiten für die Geo-
metrieverhältnisse aufgezeigt. Mit der vorliegenden Arbeit wurde aufgeführt, dass
die Einflüsse von nichtlinearen Materialeigenschaften von Leitungsmechanismen
von entscheidender Bedeutung sind. Nur mit deren Berücksichtigung ist eine rea-
listische strukturmechanische Analyse und somit zuverlässige Aussage über den
inneren Materialzustand möglich. Diese Modellberechnungen geben eine Möglich-
keit zur numerischen Bestimmung einer elektrischen und mechanischen Grenzlast
als Vorbemessung.
Es wurde im Detail gezeigt, wie das weitergeführte Modell zur Untersuchung
der Leitungsmechanismen auf die Polarisationsbereiche angewendet werden kann.
Aufbauend auf den durchgeführten Untersuchungen können Vergleiche zu experi-
mentellen Daten gezogen werden. Zusätzlich können weitere Geometrievarianten,
Beladungssituationen untersucht werden, die maßgeblich die Abschätzung der zu
erwartenden Grenzlasten erlauben. Eine Erweiterung auf die dritte Raumrichtung
und weitere Untersuchungen zur Domänentopologie bei einwirkender Substratver-
zerrung bieten außerdem Forschungsmöglichkeiten. Die Erweiterung auf die drit-
te Raumrichtung wurde in dieser Arbeit nicht untersucht, da hier der Fokus auf
der Untersuchung des Einflusses des Materialparameters der Leitungsmechanis-
men lag. Der Einfluss wurde vorerst bei Auszügen des Nanogenerators untersucht,
welche nicht durch Randeinflüsse oder geometrischen Störstellen beeinflusst wird.
Die Randeinflüsse und die Erweiterung auf die dritte Raumrichtung sollten da-
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her gekoppelt untersucht werden. Die Implementierung der elektrodenbegrenzten
Leitungsmechanismen wurden in dieser Arbeit ausgeschlossen und kann in zu-
künftigen Arbeiten untersucht werden. Weiter wurde kein Risswachstum nach
Überschreiten der mechanischen Grenzlast oder Ermüdungsverhalten untersucht.
Zusätzliches Forschungspotential besteht im Hinblick auf die Betrachtung von
Defekten und dotiertem Ferroelektrikum. Bei der Dotierung wird das Einbringen
spezieller Atome betrachtet, die unter anderem zu einem verstärkten Leckstrom
führen können. Defekte, sogenannte Leerstellen im Atomgitter, können eine Bewe-
gung von Atomen und damit einhergehend ein Entstehen von elektrischer Leitung
begünstigen. Ahluwalia et al. [2] haben den Prozess der Domänenumschal-
tung in Ferroelektrika unter Berücksichtigung von Defekten untersucht. Die De-
fekte wurden simuliert, indem ein inhomogenes elektrisches Feld aufgrund von
zufällig angeordneten grobkörnigen Dipolen eingebracht wird. In wieweit die Po-
larisationsumschaltung durch zusätzliche Leckstrombetrachtung behindert wird
und die Grenzlasten bezüglich dem elektrischen Feld und der mechanischen Deh-
nung sich verändern, gilt es in weiterer Forschung zu untersuchen.
Die Betrachtung zusätzlicher Korngrenzen, wie Choudhury et al. in [22, 23]
untersuchten, wurde in dieser Arbeit nicht berücksichtigt und ist Gegenstand wei-
terer Forschung. So könnte das vorliegende Modell auf polykrisallines Verhalten
angepasst werden. Zusätzlich ist das Schichtablösen ein weiterer Forschungsa-
spekt, der in der vorliegenden Arbeit nicht bearbeitet wurde, doch herstellungs-
bedingt Einfluss auf die Generatorfunktion hat. Xiao et al. [91] beschäftigten
sich mit dem Eintreten von ablösenden Schichten, insbesondere am Material-
übergang zwischen Elektroden und Ferroelektrikum und deren Einfluss auf die
Domänentopologie. Bisher wurden in dem Modell aus dieser Arbeit keine Effekte
diesbezüglich betrachtet, sodass dies eine weitere Möglichkeit bietet das vorlie-
gende Modell zu erweitern.
Als weitere Forschungsthemen wären Risse, Hohlräume und Bruchverhalten zu
untersuchen, wie u.a. in Jin et al. [45]. Hohlräume können bei der Fertigung
der Nanogeneratoren entstehen, Risse während der Nutzung, sodass das Bruchver-
halten von keramischen Strukturen zu beachten ist. Unter anderem haben Hesch
et al. [33] und Kuhn et al. [56] Phasenfeldmodelle für Risswachstum erarbei-
tet, welche auf das vorliegende Modell adaptiert werden könnten. Zudem ist stets
auch ein Abgleich mit experimentellen Daten nötig, um das Materialmodell und
weitere Untersuchungsaspekte entsprechend anzupassen.
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A Normierung des Phasenfeldmodells

Für das Phasenfeldmodell wird eine Normierung angewendet, sodass eine dimen-
sionslose Darstellung vorliegt. Dadurch, dass alle Variablen durch eine charakte-
ristische Größe dividiert werden, verringern sich die Größenordnungsunterschied
zwischen den einzelnen Zahlenwerten. Dies ist für die FEM-Berechnungen hilf-
reich, um Rundungsfehler zu vermeiden. Für eine einheitenlose Form des Phasen-
feldmodells werden grundlegende physikalische Größen mit folgenden Faktoren
umgeformt: Koerzitivfeldstärke Ec = 2,18247 · 107 V/m, spontane Polarisation
P0 = 0,26C/m2, spontane Dehnung εc = 0,0082 und Mobilitätstensor βij = βδij
in [(CV s)/m3]. Der Faktor β wird zu 1 angenommen. Die normierten Größen wer-
den mit (̂·) dargestellt. Um die Geometrie zu normieren, wird die Skala l0 = 1nm
genutzt. Die Normierungen des elektrischen Feldes E, der Geometrie des Kör-
pers X, der elektrischen Polarisation P sowie die mechanischen Verzerrungen ε
lauten somit:

E 7→ Ê := 1
Ec
E X 7→ X̂ := 1

l0
X , (A1.1)

P 7→ P̂ := 1
P0
P , ε 7→ ε̂ := 1

εc
ε (A1.2)

Die Normierung der dielektrischen Verschiebung D erfolgt mithilfe der Normie-
rung der Permittivität des freien Raumes κ̂0:

κ0 7→ κ̂0 := κ0Ec
P0

, (A1.3)

D 7→ D̂ := P̂ + κ̂0Ê = 1
P0
P + κ0Ec

P0

1
Ec
E = 1

P0
(P + κ0E) = 1

P0
D (A1.4)

Die Normierung der freien Helmholtzenergiedichte ψ̂ ist gegeben durch:

ψ 7→ ψ̂ := ψ

EcP0
(A1.5)

Somit ergibt sich für die normierte elektrische Enthalpie ĥ:

h := ψ −E ·D 7→ ĥ : = h

Ec P0
= ψ −E ·D

Ec P0
= ψ

EcP0
− 1
Ec
E · 1

P0
D

= ψ̂ − Ê · D̂ (A1.6)

Die Normierung der Verschiebungen û ergeben sich zu:

u 7→ û := 1
εcl0

u (A1.7)

Mithilfe von Gleichung (A1.7) folgt für die Normierung der mechanischen Ver-
zerrungen ε̂:

ε̂ := ε

εc
= Sym

[
1
εc

∂u

∂X

]
= Sym

[
∂

∂X

( 1
l0εc

u
)]

(A1.8)
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Die Symmetriebedingung für die Verzerrungen bleibt erhalten: ε̂ = Sym[∂û/∂X̂].
Durch die oben aufgeführte Normierung des elektrischen Feldes E ergibt sich das
normierte elektrische Potential φ zu:

Ê := 1
Ec
E = − 1

Ec

∂φ

∂X
= − ∂φ

∂X̂

(
φ

l0Ec

)
= − ∂φ̂

∂X
(A1.9)

φ 7→ φ̂ := φ

l0Ec
(A1.10)

Durch die Normierung der Enthalpie in Gleichung (A1.6) werden die Material-
parameter ai, bi, ci, fi und gi in normierte Größen âi, b̂i, ĉi, f̂i und ĝi überführt,
siehe Tabelle 1.1. Tabelle 1.2 gibt einen Überblick über die Werte der normierten
Größen.

âi b̂i, ĉi f̂i ĝi

â0 = a0P0

l20Ec

â1 = a1P0

Ec
b̂1 = b1P0ε0

Ec
f̂1 = f1P0ε

2
0

Ec
ĝ1 = g1P

3
0 ε0

Ec

â2 = a2P
3
0

Ec
b̂2 = b2P0ε0

Ec
f̂2 = f2P0ε

2
0

Ec
ĝ2 = g2P

3
0 ε0

Ec

â3 = a3P
3
0

Ec
b̂3 = b3P0ε0

Ec
f̂3 = f3P0ε

2
0

Ec
ĝ3 = g3P

3
0 ε0

Ec

â4 = a4P
5
0

Ec
ĉ1 = c1P0ε

2
c

EcP0
f̂4 = f4P0ε

2
0

Ec

â5 = a5P
7
0

Ec
ĉ2 = c2P0ε

2
c

EcP0
f̂5 = f5P0ε

2
0

Ec

â6 = a6P
5
0

Ec
ĉ3 = c3P0ε

2
c

EcP0
f̂6 = f6P0ε

2
0

Ec

Tabelle 1.1: Normierung der Materialparameter für das Phasenfeldmodell.

âi b̂i, ĉi f̂i ĝi
â0 = 1
â1 = −0.6683 b̂1 = 2.5414 f̂1 = 0.6636 ĝ1 = −3.6615
â2 = −3.8056 b̂2 = 1.7427 f̂2 = 0.8413 ĝ2 = 6.2742
â3 = 0.7892 b̂3 = 0.3994 f̂3 = −0.1706 ĝ3 = −1.2164
â4 = 12.4421 ĉ1 = 2.0499 f̂4 = 0.6873
â5 = 368 ĉ2 = 0.9717 f̂5 = 0.2133
â6 = 0.1342 ĉ3 = 2.5595 f̂6 = 0.4266

Tabelle 1.2: Werte der normierten Materialparameter für das Phasenfeldmodell.
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B Erweiterung der Leitungsmechanismen auf
mehrere Dimensionen

In der Literatur werden die Leitungsmechanismen in eindimensionalen Formeln
angegeben, [9, 14, 27, 32]. Um diese auch für mehrere Dimensionen zu implemen-
tieren, werden die in der Literatur angegebenen Formeln auf drei Dimensionen
erweitert. Eine grundlegende Annahme hierbei ist die Isotropiebedingung, wes-
halb die eindimensionalen Gleichungen allgemein mit dem Term Ei/||Ei|| erwei-
tert und anschließend umgeformt werden. Es wird davon ausgegangen, dass in alle
Raumrichtungen die gleiche Leckstromrate vorliegt und es keine Vorzugsrichtung
gibt. Der Index i = 1, 2, 3 gibt die Raumrichtung an.

Ohm’sches Gesetz

Für das Ohm’sche Gesetz, mit Γc als die charakteristische elektrischen Leitfähig-
keit, folgt aus der eindimensionalen Betrachtung:

J = ΓcE (A2.1)

Nach Erweiterung auf mehrere Dimensionen folgt für die Stromdichte:

Ji = Γc ||Ei||
Ei
||Ei||

= Ji = ΓcEi (A2.2)

Space-charge-limited current

Für den SCLC Leitungsmechanismus, der in quadratischer Abhängigkeit zum
elektrischen Feld ist, E2 = ||Ei|| ||Ei||, werden zur Übersichtlichkeit die materi-
ellen Koeffizienten zu einem einzigen Koeffizienten C zusammengefasst, der die
charakteristischen Werte beinhaltet. Somit wird die eindimensionale SCLC Glei-
chung geschrieben als:

J = C (E)2 = C ||Ei|| ||Ei|| (A2.3)

Die mehrdimensionale Leckstromformulierung wird zu:

Ji = C ||Ei|| ||Ei||
Ei
||Ei||

= C ||Ei||Ei (A2.4)
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C Normierung der Leckstrommechanismen

Das Phasenfeldmodell ist ein Modell mit normierten Größen. Dies hat zur Folge,
dass auch die Leitungsmechanismen normiert implementiert werden müssen. Im
Folgenden werden die einzelnen Mechanismen formell umgeformt, sodass eine
normiert implementierte Formel als Ergebnis angegeben werden kann.

Ohm’sches Gesetz

Für den Ohm’schen Leitungstransport ergibt sich aus der physikalischen Glei-
chung (A3.1) eine normiert Gleichung der Form (A3.2):

J = ΓcE (A3.1)

Ĵ = Γc
κ0

E

Ec
(A3.2)

Der normierte Materialparameter für den Ohm’schen Leitungstransport lautet:
Γ̂ = Γc 1

κ0
. Nach erfolgter numerischer Berechnung kann aus den gewonnen Werten

eine Rückrechnung auf physikalische Größe erfolgen:

J = Ĵ Ecκ0 (A3.3)

Space-charge-limited current

Für den Leitungsmechanismus des SCLC erfolgt die Normierung von der physi-
kalischen Gleichung (A3.4) zur normierten in Gleichung (A3.5):

J = 9
8µκ0 εr

1
d
||E||E (A3.4)

Ĵ = 9
8
µEc
d

κ0Ec
P0

εr

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣EEc

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ EEc

Ĵ = 9
8
µ

d

κ0

P0
εr||E||E (A3.5)

Eine Rückrechnung auf physikalische Größen erfolgt mittels:

J = Ĵ P0 (A3.6)
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D Zeitschrittweitensteuerung

Für die numerische Lösung nichtlinearer Probleme ist die Steuerung der Pseu-
dozeitschrittweite von großer Bedeutung. Der hohe Rechenaufwand, welcher für
die Lösung eines Problems meist proportional zu der Anzahl der benötigten Zeit-
schritte ist, kann durch eine geeignete Zeitschrittweitensteuerung reduziert wer-
den. Gleichzeitig kann somit die Genauigkeit sowie die Robustheit des Verfahrens
verbessert werden. Die Norm des Fehlkraftvektors der Newton-Iterationen, auch
residuale Norm genannt, welche die Erfüllung der Gleichgewichtsbedingung an-
gibt, ist ein möglicher Indikator für die Zeitschrittsteuerung. Treten in einem
Zeitpunkt Nichtlinearitäten auf, so sind meist mehrere Iterationen notwendig
und die residuale Norm wird im Verlauf der Iterationsschritte nur geringfügig
vermindert. Es kann von Vorteil sein, die Größe des folgenden Pseudozeitschritts
zu verändern, damit dann das Newton-Verfahren näher an der Lösung ist und
somit schneller konvergiert. Hierfür werden Regeln definiert, die angeben, ab
welchem Wert der residualen Norm eine Pseudozeitschrittweite innerhalb einer
Newton-Iteration vergrößert oder verkleinert wird. In Anlehnung an die Zeit-
schrittweitensteuerung [54], wird diese in dieser Arbeit ebenfalls verwendet. Eine
Zeitschrittweitensteuerung bei nichtlinearen Problemen hat ebenfalls in z.B. [76]
Anwendung gefunden.
Vorab werden bestimmte Einstellungen vorgegeben, zum einen eine minimale und
maximale Pseudozeitschrittweite, ∆tmin und ∆tmax. Zudem werden zwei Grenz-
werte GR1 und GR2 für die Norm des Residuums festgelegt. Anhand dieser Grenz-
werte werden die Kriterien abgeglichen und die Zeitschrittweite gegebenenfalls
angepasst. Die beiden Grenzwerte bilden die Schranken innerhalb derer keine
Zeitschrittweitenanpassung vorgenommen wird, GR1 < ||R|| < GR2. Im ersten
Iterationsschritt wird keine Anpassung vorgenommen. Ab dem zweiten Iterati-
onsschritt werden folgende Kriterien angewendet, anhand derer die Pseudozeit-
schrittweite gesteuert und eine neue Schrittweite bestimmt wird:

1. Kriterium für eine Erhöhung der Schrittweite:
Ist die Norm des Residuums geringer als der untere Grenzwert ||R|| < GR1,
so ist die bisherige Schrittweite zu klein gewählt und kann erhöht werden.
Eine Erhöhung der Schrittweite erfolgt um 20%:
∆tneu = 1,2 ∆talt

2. Kriterium für eine Reduktion der Schrittweite:
Ist die Norm des Residuums größer als die obere Schranke ||R|| > GR2,
so ist die bisherige Schrittweite zu groß und muss verringert werden. Eine
Reduktion der Schrittweite wird um 17% vorgenommen:
∆tneu = ∆talt / 1,2
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3. Kriterium für einem Neustart der Iteration:
Sofern innerhalb einer vorab angegebenen Anzahl an maximalen Iterati-
onsschritten keine konvergierte Lösung erreicht wird, erfolgt ein Abbruch.
Ausgehend vom letzten auskonvergierten Schritt wird die Iterationsschleife
mit einer neuen Schrittweite gestartet, wobei die Schrittweite halbiert wird:
∆tneu = ∆talt/2
Ziel ist es mit einer kleineren Schrittweite näher an die Lösung heran zu
rechen, damit keine großen Abweichungen zur exakten Lösung entstehen
und demzufolge eine Konvergenz des Lösungspfades erreicht wird.

Mithilfe des Abbruchkriteriums kann das Ergebnis des aktuellen Zeitschritts er-
neut berechnet werden. Die Grenzwerte, mit denen die residuale Norm des New-
toniterationsschritts verglichen wird, können vom Benutzer individuell festgelegt
werden. Ebenso kann vom Benutzer vorgegeben werden, inwieweit eine Erhöhung
oder Reduktion des neuen Zeitinkrementes vorgenommen werden soll.
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