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KAPITEL 1

EINLEITUNG

Um Interaktionen oder Verbindungen zwischen Objekten zu beschreiben, werden in der Mathematik
oftmals Graphen verwendet. Diese bestehen lediglich aus einer Eckenmenge, die die betrachteten
Objekte reprisentieren, und einer Menge von Kanten, die jeweils fiir eine Interaktion zwischen
zwei Objekten stehen. Mit dieser noch vergleichsweise einfachen Struktur eignen sich Graphen
bereits, um einerseits viele Phinomene aus den unterschiedlichsten Gebieten zu modellieren und
andererseits eine facettenreiche mathematische Theorie dazu zu entwickeln. Seien es Stra3ennetze,
soziale Netzwerke, Verbindungen zwischen Atomen oder die Verbreitung von Krankheiten, es fillt
nicht schwer sich beliebig viele Anwendungsgebiete einfallen zu lassen. Allerdings lassen sich
innerhalb von Graphen immer nur Interaktionen zwischen zwei Elementen modellieren und es gibt
Situationen, in denen Interaktionen zwischen mehreren Objekten auftreten, die nicht bereits durch
die paarweisen Interaktionen beschrieben sind.

Zur Motivation einer Verallgemeinerung von Graphen, wollen wir zunéchst einen einfachen konkre-
ten Beispielgraphen betrachten. Dazu wihlen wir als Eckenmenge die Menge aller Mathematiker
und verbinden zwei von ihnen durch eine Kante, falls es eine gemeinsame Verdffentlichung dieser
beiden Mathematiker gibt. Dann ist ein Mathematiker innerhalb dieses Graphen an umso mehr
Kanten beteiligt, desto mehr Koautoren er bisher in seiner Laufbahn hatte. Andererseits repré-
sentieren isolierte Ecken des Graphen Mathematiker, die noch gar keine Arbeit zusammen mit
anderen Mathematikern veroffentlicht haben. Abbildung 1.1 zeigt einen Teilgraphen dieses Gra-
phen gemil MathSciNet. Obwohl dieser Graph die Struktur von gemeinsamen Verdffentlichungen
von Mathematikern beschreibt, gibt es noch einige Informationen iiber die Veroffentlichungen,
die diesem Graphen nicht zu entnehmen sind. Finden wir beispielsweise drei Mathematiker (wie
z.B. Paul Erdos, Alfréd Rényi und Vera Sés), die paarweise durch eine Kante verbunden sind, so

wissen wir alleine mit den durch den Graphen gegebenen Informationen nicht, ob es auch eine


https://mathscinet.ams.org/mathscinet/freetools/collab-dist
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Abbildung 1.1.: Ein Teilgraph des ,,Graphen der Mathematiker

gemeinsame Verdffentlichung aller drei Parteien gegeben hat. Eine gemeinsame Veroffentlichung
von drei Mathematikern kann als eine Interaktion zwischen den drei Ecken angesehen werden, die
noch nicht durch die paarweisen Interaktionen beschrieben ist, diese allerdings bedingt. (Tatséchlich

gibt es eine gemeinsame Verdffentlichung von Erdds, Rényi und So6s.)

An dieser Stelle kommen Simplizialkomplexe, oftmals im Folgenden auch nur Komplexe genannt,
ins Spiel, mit deren Hilfe auch Interaktionen zwischen mehr als zwei Objekten modelliert werden
konnen. Formal handelt es sich bei einem (abstrakten) Simplizialkomplex um eine Teilmenge
der Potenzmenge der Eckenmenge, die abgeschlossen unter der Teilmengenrelation ist. Letzteres
bedeutet, dass fiir eine Menge in einem Simplizialkomplex, die in Anwendungen eine Interaktion
zwischen den Elementen der Menge reprisentieren kann, immer auch all ihre Teilmengen in diesem
Simplizialkomplex vorhanden sind. Je nach Anwendungsgebiet stellt sich also zun4chst die Frage, ob
diese Kausalitit in der vorliegenden Situation gegeben ist. Ist dies der Fall, so bietet es sich an, iiber
eine Modellierung mithilfe von Simplizialkomplexen nachzudenken. Der Graph der Mathematiker
lieBe sich beispielsweise zu einem Simplizialkomplex erweitern, indem eine endliche Menge von
Mathematikern als Teil des Komplexes definiert wird, wenn es eine gemeinsame Veroffentlichung
aller beteiligten Mathematiker gibt.

Ein Element eines Simplizialkomplexes wird Simplex, genauer n-Simplex, genannt, wenn es sich
um eine (n + 1)-elementige Menge handelt. In den Spezialféllen n = 0, 1, 2, 3 sprechen wir anstatt
von n-Simplizes von Ecken, Kanten, Dreiecken bzw. Tetraedern. Bisher nur als abstrakte Objekte
betrachtet, lassen sich Simplizialkomplexe jedoch auch als geometrische Objekte auffassen. Ein
geometrisches n-Simplex ist die konvexe Hiille von n + 1 affin unabhingigen Punkten des R¢,
weswegen n auch die Dimension des Simplex genannt wird. Als Dimension eines Simplizialkom-
plexes wird die maximale Dimension seiner Simplizes bezeichnet, die auch unendlich sein kann.
Bei Graphen handelt es sich also um eindimensionale Simplizialkomplexe. Tatséchlich ist jeder
endlichdimensionale, abzédhlbare und lokal endliche Simplizialkomplex geometrisch realisierbar.
Lokal endlich bedeutet hier, dass jede Ecke nur an endlich vielen Kanten und somit an endlich
vielen Simplizes beteiligt ist. Bei abstrakten Simplizialkomplexen handelt es sich also um einfache
kombinatorische Beschreibungen von geometrischen Objekten. Beispielsweise ist jede hochstens
zwei- oder dreidimensionale Mannigfaltigkeit triangulierbar, also homdomorph zu einem (geome-
trischen) Simplizialkomplex. Eine weitere schone Eigenschaft von Simplizialkomplexen besteht
darin, dass sie aufgrund ihrer Abgeschlossenheit bzgl. der Teilmengenbildung gegebenenfalls durch

wesentlich weniger Simplizes beschrieben werden kdnnen, als sie tatsdchlich enthalten.



Zu den wichtigsten Kennzahlen von Simplizialkomplexen gehoren die Betti-Zahlen, die auf allge-
meinen topologischen Raumen durch die Homologie definiert werden. Wahrend die nullte Betti-Zahl
die Anzahl an Zusammenhangskomponenten angibt, ordnen die Betti-Zahlen hoherer Ordnung
einem Komplex vereinfacht gesagt die Anzahl der Locher einer bestimmten Dimension zu. Formal
sind Betti-Zahlen als Rénge von abstrakten Quotientenvektorrdaumen definiert, wodurch sich das
Rechnen mit ihnen teilweise schwierig gestaltet. Die eigens nach den Komplexen benannte simplizia-
le Homologie liefert (als Spezialfall der Homologie fiir allgemeine topologische Rdume) dabei einen
noch vergleichsweise einfachen Zugang. Im Laufe der Arbeit werden wir wichtige Eigenschaften
der Betti-Zahlen vorstellen, mit deren Hilfe es uns moglich sein wird, zentrale Grenzwertsétze
herzuleiten.

Als Verallgemeinerung von Graphen haben Simplizialkomplexe vor allem in den letzten zwei
Jahrzehnten groBe Popularitét unter anderem in der stochastischen Geometrie und der rdumlichen
Statistik erlangt. Beispielsweise werden in [9],[22] Verallgemeinerungen des Erdos-Renyi-Graphen
eingefiihrt, wobei die zufdlligen Komplexe in [9] nochmals deutlich allgemeiner sind und die zu-
falligen Komplexe aus [22] als Sonderfall enthalten. In [19],[21],[23],[24],[43],[46] sind Resultate
fiir den Cech- und/oder den Vietoris-Rips-Komplex zu finden, wobei wir auf diese beiden Kom-
plexe noch gesondert eingehen werden. Eine Verallgemeinerung dieser beiden Komplexe durch
zusitzliche Randomisierung der Simplizes wird wiederum in [7] eingefiihrt. Fiir die Modellierung
von realen Phinomenen mithilfe von Graphen oder Simplizialkomplexen sind das Entwickeln und
Erforschen von Zufallsgraphen und -komplexen unerlésslich. Zufillige Graphenmodelle haben,
beginnend mit dem Erdds-Renyi-Graph, heute bereits eine unglaubliche Vielfalt zu bieten (siehe z.B.
[45] fiir eine Auswahl), wodurch sich auch ein enormes (teilweise unausgeschopftes) Potenzial fiir
Modelle von Simplizialkomplexen ergibt. Bei dem Erdds-Renyi-Graphen mit Parametern n € N und
p € [0, 1] wird als Eckenmenge eine deterministische n-elementige Menge gewihlt und jede Kante,
unabhéngig von allen anderen, mit Wahrscheinlichkeit p hinzugefiigt. Auf diese Weise ergibt sich
eine gewisse Homogenitit des Modells, da sich aus stochastischer Sicht alle Ecken gleich verhalten.
Ein Modell mit hochgradiger Heterogenitit zwischen den Ecken ist das Preferential Attachment
Model (eine genaue Definition ist in Kapitel 8 von [45] zu finden), bei dem es sich sogar um
einen zufilligen Multigraphen handelt, also einen Graphen, bei dem sowohl Kanten mehrfach
als auch Schleifen (Verbindungen einer Ecke mit sich selbst) auftreten konnen. Beim Preferential
Attachment Model wird mit einer Ecke und m Schleifen um diese Ecke begonnen und anschliefend
in jedem Schritt eine Ecke sowie m Kanten hinzugefiigt. Dabei verbindet jede neu hinzugefiigte
Kante die im selben Schritt hinzugefiigte Ecke mit einer zufélligen anderen Ecke, wobei Ecken, die
bereits an vielen Kanten beteiligt sind, bevorzugt werden. Abbildung 1.2 zeigt eine Realisierung des
Erdods-Renyi-Graphen mit Parametern n = 50 und p = 11—0 sowie eine Realisierung des Preferential
Attachment Model mit m = 3 und ebenfalls n = 50 Ecken, wobei fiir letzteres die Definition aus
[45] mit 6 = O gewihlt wurde. Dort ist deutlich zu erkennen, dass sich die Kanten im Erdds-Renyi-
Graphen deutlich gleichmifiger auf die Ecken verteilen, wihrend im Preferential Attachment Model
einige wenige Ecken an deutlich mehr Kanten beteiligt sind als die restlichen Ecken.

In diesen beiden Modellen handelt es sich bei den Ecken um beliebige Objekte ohne fiir den Zufall

relevante Eigenschaften. Vollig neue Moglichkeiten fiir die Konstruktion von Graphen ergeben sich,
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Abbildung 1.2.: Eine Realisierung des Erdds-Rényi-Graphen (a) und des Preferential Attachment
Model (b), wobei Ecken mit Beteiligung an mehr Kanten dunkler und Kanten mit hoherer Vielfach-
heit etwas dicker gezeichnet sind

wenn die Ecken dagegen beispielsweise Elemente eines metrischen Raums sind. Konstruieren wir
aus einer gegebenen Eckenmenge einen Graphen, indem wir zwei Ecken genau dann miteinander
durch eine Kante verbinden, wenn ihr Abstand einen festgesetzten Wert nicht iiberschreitet, so
erhalten wir einen Graphen mit geometrischer Interpretation. Eine Randomisierung der Ecken-
menge, indem diese als Menge aller Punkte eines Punktprozesses gewihlt wird, liefert eines der
grundlegenden Modelle fiir Zufallsgraphen, zu dem bereits eine umfangreiche Literatur (siche vor
allem [36]) existiert und das oftmals einfach geometrischer Graph oder zufélliger geometrischer
Graph genannt wird. Im Gegensatz zu den Modellen aus Abbildung 1.2 liegt der Zufall hier in den
Ecken, wihrend sich die Kanten deterministisch aus den Ecken ergeben.

Der erste zufillige Simplizialkomplex, der in der Literatur nachhaltig grole Aufmerksamkeit erhalten
hat, ist der Cech-Komplex, bei dem es sich um eine Verallgemeinerung des geometrischen Graphen
zu einem Simplizialkomplex handelt. In gewissem Sinne ist der Cech-Komplex der Vorreiter aller
heutigen Modelle zu zufilligen Simplizialkomplexen. Der Cech-Komplex enthiilt eine Teilmenge
{xg,...,x,} der zugrundeliegenden Eckenmenge, die sich in einem metrischen Raum befindet,
genau dann, wenn N'_ B(x;,r) # @ gilt, wobei r > 0 den Parameter des Cech-Komplexes und
B(x, r) die abgeschlossene Kugel um x mit Radius r bezeichnet. Schrinken wir den Cech-Komplex
wiederum auf Ecken und Kanten ein, so erhalten wir den zuvor konstruierten geometrischen Gra-
phen. Die topologische Datenanalyse, die den Cech-Komplexes und die simpliziale Homologie
verwendet und Anwendungen in den verschiedensten Gebieten besitzt (siehe z.B. [2]), hat sich seit
Beginn des Jahrtausends zu einem festen Bestandteil der statistischen Untersuchung von rdumlichen
Datenmengen entwickelt und dadurch neben dem Cech-Komplex auch den Vietoris-Rips-Komplex,
der aufgrund seiner einfacheren Berechnung in Anwendungen oftmals anstelle des Cech-Komplexes

verwendet wird, in der mathematischen Literatur etabliert. Im Vietoris-Rips-Komplex ist ein Sim-



plex genau dann enthalten, wenn der Durchmesser des Simplex einen festgesetzten Wert nicht
iiberschreitet. Mittlerweile haben sich der Cech- und der Vietoris-Rips-Komplex jedoch von ihrer
Verwendung innerhalb der topologischen Datenanalyse emanzipiert und werden mittlerweile fiir
eine Vielzahl an Fragestellungen betrachtet. Beispielweise wird in [19] ein scharfer Phaseniibergang
fiir Perkolation des Vietoris-Rips-Komplexes nachgewiesen, wihrend in [43],[46] asymptotische
Aussagen fiir topologische Groflen der beiden Komplexe zu finden sind. In den letzten Jahren wurden
immer mehr Zufallsgraphen zu Simplizialkomplexen verallgemeinert.

Fiir diese Arbeit fokussieren wir uns auf ein zufilliges Graphenmodell, namentlich das Random
Connection Model, das trotz seiner Popularitit und Aktualitit in der Literatur noch nicht zu einem
Simplizialkomplex erweitert wurde. Urspriinglich Anfang der 90er Jahre in [35] eingefiihrt, erschei-
nen bis heute stindig neue Arbeiten zum Random Connection Model (vgl. z.B. [4],[8],[10]). Das
Random Connection Model verbindet die Randomisierung der Eckenmenge mit einer zufilligen
Wahl der Kanten. Diese Arbeit stellt ein Modell vor, das erstmals das Random Connection Model
auf natiirliche Weise zu einem Simplizialkomplex verallgemeinert, und behandelt typische Fragestel-
lungen zu Simplizialkomplexen, die im weiteren Verlauf noch konkretisiert werden. Zur Einfiihrung
des Modells liege ein Poissonprozess @ auf einem beliebigen Borelraum X mit o-endlichem und
diffusen IntensititsmaB vor. Aulerdem seien @ € N sowie messbare und symmetrische Funktionen
®; X/*1 - [0, 1], j € [a], fixiert. Wir definieren einen zufilligen Simplizialkomplex A durch

nachfolgendes mehrstufiges Zufallsexperiment.
(0) Die Eckenmenge von A sei die Menge aller Punkte von ®.

(1) Entscheide fiir jedes Paar x, y € ® mit Wahrscheinlichkeit ¢(x, y), unabhéngig vom restli-
chen Zufall des Modells, ob die Kante {x, y} Teil des Komplexes A ist.

(2) Entscheide fiir jedes Tripel x, y, z € @, fiir das die Kanten {x, y}, {x, z}, {y, z} bereits Teil
von A sind, unabhéngig vom restlichen Zufall des Modells, mit Wahrscheinlichkeit ¢, (x, y, z),

ob auch das Dreieck {x, y, z} im Komplex A enthalten ist.

(o) Entscheide fiir jede Wahl Xigs e Xi, € ® von « + 1 Punkten, fiir die alle (nichtleeren)

Teilmengen an Punkten bereits Teil von A sind, unabhingig vom restlichen Zufall, mit
Wahrscheinlichkeit ¢, (x; , ..., x; ), ob das a-Simplex {x; , ..., x; } Teil des Komplexes A

ist.

Wir nennen die Funktionen ¢, ..., ¢, die Verbindungsfunktionen des Modells. Im Sonderfall & = 1
erhalten wir wieder das bekannte Random Connection Model als zufilliger Graph. Typische Pro-
blemstellungen im Random Connection Model sind die Herleitung zentraler Grenzwertsitze (siche
z.B. [6],[28]) oder Fragestellungen aus der Perkolationstheorie ([4],[8],[10]). Die Perkolationstheo-
rie untersucht, urspriinglich durch physikalische Fragestellungen motiviert, vereinfacht gesprochen
die Struktur von Zusammenhangskomponenten und insbesondere das Auftreten von unendlich
groflen Zusammenhangskomponenten. Gerade in den letzten Jahren haben Simplizialkomplexe

grof3e Resonanz in die Literatur zur Perkolationstheorie erfahren (siehe z.B. [19],[46]). Wir werden
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Abbildung 1.3.: (a) Eine Realisierung des Modells mit den Verbindungsfunktionen aus (1.1) und
(b) eine Realisierung des Modells mit den Verbindungsfunktionen aus (1.2), jeweils basierend auf
der selben Realisierung eines Poissonprozesses

in dieser Arbeit in der Lage sein, sowohl zentrale Grenzwertsitze fiir die Euler-Charakteristik und
die Betti-Zahlen in dem hier neu eingefiihrten Modell zu beweisen, als auch einen sogenannten
scharfen Phaseniibergang fiir Perkolation nachzuweisen. Bevor wir auf die konkreten Resultate
dieser Arbeit eingehen, wollen wir jedoch noch einen wichtigen Spezialfall des neu definierten
Modells, der bereits in der Literatur zum Random Connection Model einen besonderen Stellenwert
besitzt (vgl. [4],[10]), sowie einige konkrete Beispielmodelle vorstellen.

Dazu fixieren wir einen beliebigen Borelraum A, versehen mit einem Wahrscheinlichkeitsmal3 ®,
und wihlen als Grundraum X = R? x A. Das Intensititsmafl von ® sei von der Form f Ay ® O fiir
ein f > 0 und die Verbindungsfunktionen seien translationsinvariant in der ersten Komponente.
Dadurch erhalten wir eine translationsinvariante Situation, in der viele niitzliche Eigenschaften
des euklidischen Raums ausgenutzt werden konnen. Wir nennen diesen Spezialfall das markierte
stationdire Modell. Im Fall eines einelementigen Markenraums A kann der Raum R¢ x A auch
direkt mit dem euklidischen Raum R identifiziert werden, wobei wir dann vom unmarkierten
stationdren Modell sprechen. Tatsdchlich wurde das Random Connection Model urspriinglich in
diesem Rahmen ([35]) eingefiihrt.

Da sich vor allem zweidimensionale Simplizialkomplexe graphisch schon darstellen lassen, sei im
Folgenden stets @ = 2 gewihlt. Als erstes Beispielmodell wihlen wir im unmarkierten stationdren

Modell die Verbindungsfunktionen

p1(x,y) = Wllx=yll <r},  @y(x,y.2) = p (1.1)

fiir ein ¥ > O und ein p € [0, 1]. Hier wird also zunéchst der geometrische Graph konstruiert und

anschlieBend werden alle moglichen Dreiecke mit einer festen Wahrscheinlichkeit hinzugefiigt. Als



Abbildung 1.4.: Eine Realisierung des Modells im hyperbolischen Raum mit den Verbindungsfunk-
tionen aus (1.3)

zweites Beispiel wihlen wir die Verbindungsfunktionen

1, y) =exp(—7rllx=yll),  @ax,,2) = exp (- OV(x,y,2)) (1.2)

mit y, 0 > 0, wobei V (x, y, z) den (zweidimensionalen) Flacheninhalt des von x, y, z aufgespannten
Dreiecks bezeichnet. Abbildung 1.3 zeigt Realisierungen dieser beiden Modelle innerhalb des
Beobachtungsfensters [0, 10]? basierend auf derselben Realisierung eines Poissonprozesses mit
den Parametern r = p = % bzw.y =4,60 = ﬁ. Dort ist deutlich zu erkennen, wie im Simplizial-
komplex zu den Verbindungsfunktionen aus (1.1) sowohl Kanten als auch Dreiecke stets aus nahe
beieinander liegenden Punkten bestehen. Im Komplex zu den Verbindungsfunktionen aus (1.2) sind
dagegen auch Kanten und Dreiecke zwischen weiter entfernten Punkten zu erkennen, wihrend es
andererseits auch deutlich mehr isolierte Ecken gibt. Um die Vielfalt und die Allgemeinheit des
Modells zu verdeutlichen, wollen wir auch noch nicht euklidische Beispielmodelle vorstellen. Dazu
sei X = H? := {z € R?|||z|| < 1} der zweidimensionale hyperbolische Raum realisiert durch
das Kreisscheibenmodell von Poincaré. Dabei handelt es sich um einen metrischen Raum mit der

hyperbolischen Metrik

2 _ 2
dy(x,y) := arccosh| 1+ lx = vl .
(1= 11x1?) (1= 1ylI?)

In diesem Raum sind Geraden entweder euklidische Geraden, die durch den Ursprung verlaufen,
oder Kreise, die senkrecht auf dem Einheitskreis stehen. Fiir eine ausfiihrliche Beschreibung des
hyperbolischen Raumes sowie eine Einfiihrung in die hyperbolische Geometrie verweisen wir auf

[37] und dort insbesondere auf Abschnitt 4.5. Als Intensitdtsmal des Poissonprozesses @ wihlen
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wir das Maf3 definiert durch

2r o0
ACG) = ﬂ%/o /0 cosh(?) 1{(z,¢) € -} dt d¢

fiir ein f > 0, wobei (¢, ¢) fiir t > 0 den eindeutigen hyperbolischen Punkt mit hyperbolischem
Abstand t zum Ursprung und Winkel ¢ (aus den euklidischen Polarkoordinaten des Punktes bzgl.
einer beliebigen festen Achse) bezeichnet. Wir konnen auch hier (wie auf jedem metrischen Raum)

die Verbindungsfunktionen analog zu (1.1) definieren durch

@1(x,y) = L{d,(x, ) <7}, @x(x,3,2) = p. (1.3)

Im Vergleich zu dem Simplizialkomplex aus Abbildung 1.3 (a) haben sich also nicht die Verbindungs-
funktionen, sondern der zugrundeliegende Raum veréndert. In Abbildung 1.4 ist eine Realisierung
des Komplexes mit den Verbindungsfunktionen aus (1.3) fiir § = 30,r = %, p= % zu sehen, in der
sich die unterschiedliche Geometrie des hyperbolischen Raumes erahnen lisst.

SchlieBlich wollen wir noch eine andere Moglichkeit vorstellen, um mithilfe von geeigneten Verbin-
dungsfunktionen geometrische Eigenschaften des zugrunde liegenden Raums zu veranschaulichen.
Dazu identifizieren wir jeden Punkt z € H? \ {0} mit der eindeutigen Gerade H(z) durch z in H2,
sodass z von allen Punkten in H (z) den geringsten Abstand zum Ursprung hat. Dann lésst sich der
Punktprozess ® mit einem Geradenprozess auf H? identifizieren, d.h. einem Punktprozess auf dem

Raum der Geraden von H?. Als Verbindungsfunktionen wihlen wir hier

p1(x,y) = W{HXONHQ) #0},  @)x,y.2) = p. (1.4)

Abbildung 1.5 zeigt eine Realisierung eines solchen Geradenprozesses und eine auf dieser Realisie-
rung basierende Realisierung des Simplizialkomplexes mit den Verbindungsfunktionen aus (1.4)
fiir p = 15—1 und p = % Hier lasst sich erahnen, dass die Kanten, an denen ein fest gew#hlter Punkt
beteiligt ist, zumindest grob in die selbe Richtung wie die zu dem Punkt assoziierte Gerade verlaufen.
Wiirden wir im euklidischen Raum R? eine zu (1.4) analoge Definition der Kantenfunktion wihlen,
so wiren [P-fast sicher je zwei Ecken von A durch eine Kante miteinander verbunden.

Im Folgenden diskutieren wir weitere wichtige Spezialfiille des Modells. Wir erhalten sowohl
das a-Skelett des Cech-Komplexes als auch das a-Skelett des Vietoris-Rips-Komplexes durch
geeignete Wahl der Verbindungsfunktionen als Sonderfall. Dabei bezeichnet das m-Skelett ei-
nes Simplizialkomplex dessen Einschriankung auf Simplizes der Dimension kleiner gleich m. Fiir
den Cech-Komplex zum Parameter r > 0 wihle man dabei auf einem metrischen Raum X die

Verbindungsfunktionen

J
o500 ox) = 1{ [\ Bn #0). jelal
i=0
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Abbildung 1.5.: Eine Realisierung eines hyperbolischen Geradenprozess (a) und eine auf dieser
Realisierung basierende Realisierung des Modells (b) mit den Verbindungsfunktionen aus (1.4)

Das a-Skelett des Vietoris-Rips-Komplexes erhalten wir dagegen durch Wahl der Funktionen
@;(xq,...,x;) = L{diam{x, ..., x;} <r}, j € lal.

Sowohl auf die zentralen Grenzwertsétze fiir Betti-Zahlen aus Kapitel 5 als auch auf die Resultate
aus Kapitel 6 zu lassen sich auf diese beiden Simplizialkomplexe iibertragen.

AuBerdem wollen wir erwihnen, dass es einen direkten Zusammenhang zwischen dem hier einge-
fiihrten zufilligen Simplizialkomplex und dem Booleschen Modell, einem der Vorzeigemodelle
der stochastischen Geometrie, gibt. Dieser Zusammenhang sowie das Boolesche Modell selbst
werden in Abschnitt 3.5 genau erlédutert. Fiir eine ausfiihrliche Einfiihrung des Booleschen Modells
verweisen wir auf Kapitel 4 in [39]. Beispielhaft wollen wir [12],[20],[47] fiir Arbeiten zum Boole-
schen Modell nennen. In [20] werden zentrale Grenzwertsétze fiir geometrische Funktionale im
Booleschen Modell bewiesen. Dagegen beschiftigen sich [12],[47] mit Perkolation im Booleschen
Modell. Im Verlauf der Arbeit zeigen wir neue Resultate fiir das Boolesche Modell. Insbesondere
erhalten wir zentrale Grenzwertsétze fiir Betti-Zahlen im Booleschen Modell. Die zentralen Grenz-
wertsitze in [20] lassen sich beispielsweise nicht fiir Betti-Zahlen anwenden, da diese nicht additiv
sind. Weitere Komplexe (bzw. deren a-Skelette) aus der Literatur, die wir als Spezialfall des hier
eingefiihrten Modells erhalten, sind z.B. die verallgemeinerten Cech- und Vietoris-Rips-Komplexe
aus [7]. Die a-Skelette der in [18] betrachteten Komplexe lassen sich ebenfalls durch geeignete
Wahl der Verbindungsfunktionen konstruieren, wobei die Verbindungsfunktionen dann nur Werte
in {0, 1} annehmen. Durch das Arbeiten mit allgemeinen Verbindungsfunktionen in dem in dieser
Arbeit eingefiihrten Modell erhalten wir einerseits viele bekannte Modelle aus der Literatur als
Spezialfall. Andererseits konnen wir beim Herleiten von Resultaten genau die dafiir notwendigen

Eigenschaften der Verbindungsfunktionen herausarbeiten.



10 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Zum Abschluss der Einleitung stellen wir die Gliederung der Arbeit vor und weisen auf die wichtigs-
ten Resultate der Arbeit hin. Kapitel 2 stellt die stochastischen und topologischen Grundlagen fiir die
spiteren Resultate zur Verfiigung. Ein besonderer Fokus liegt dabei auf der Poissonprozesstheorie,
die fiir diese Arbeit unverzichtbar ist.

AnschlieBend beginnt Kapitel 3 mit der mathematischen Definition des soeben vorgestellten Modells
und der Herleitung erster Resultate. Dabei werden unter anderem Formeln fiir erste und zweite
Momente von wichtigen Groen des Simplizialkomplexes hergeleitet und Varianzungleichungen
fiir Poissonfunktionale auf das Modell iibertragen. Im letzten Abschnitt des Kapitels wird das
bereits erwahnte markierte stationdre Modell eingefiihrt und fiir spitere Betrachtungen wichtige
Eigenschaften erldutert.

Die wohl am haufigsten untersuchten Grofen von Simplizialkomplexen sind die Euler-Charakteristik
(siehe z.B. [7],[43] fiir zentrale Grenzwertsitze) und die Betti-Zahlen (siche z.B. [24],[6],[46] fiir
zentrale Grenzwertsitze in verschiedenen Modellen). Kapitel 4 widmet sich der Euler-Charakteristik
und liefert quantitative zentrale Grenzwertsitze fiir verschiedene asymptotische Szenarien unter
sehr geringen Anforderungen an die Verbindungsfunktionen. Dabei iibertragen wir einen Ansatz zur
Normalapproximation von Poissonfunktionalen aus [29], der in [28] fiir das Random Connection
Model verwendet wird, auf das Modell fiir zuféllige Simplizialkomplexe. Mithilfe dieses Ansatzes
konnen obere Schranken fiir den Abstand eines standardisierten Poissonfunktionals zu einer stan-
dardnormalverteilten Zufallsvariable bzgl. der Wasserstein- und der Kolmogorov-Metrik hergeleitet
werden. Ein Grofteil der Arbeit in diesem Kapitel besteht dann darin, diese oberen Schranken
geeignet abzuschitzen. Dabei wollen wir darauf hinweisen, dass fast alle Resultate aus Kapitel 4
auf einem beliebigen Borelraum X gezeigt werden konnen.

In Kapitel 5 beschiftigen wir uns schlieBlich mit den Betti-Zahlen im markierten stationdren Modell,
fiir die im Random Connection Model erstmals in [6] zentrale Grenzwertsédtze nachgewiesen worden
sind. Die dort verwendeten Methoden bilden auch die Grundlage fiir dieses Kapitel. Auf diese
Weise kommt ein im Vergleich zu Kapitel 4 vollig anderer Ansatz zur Normalapproximation von
Poissonfunktionalen zum Einsatz. Am Ende von Abschnitt 5.1 werden die wichtigsten Unterschiede
sowie Vor- und Nachteile beider Ansitze erldutert. Im Mittelpunkt von Kapitel 5 steht Theorem 5.8,
bei dem es sich um einen zentralen Grenzwertsatz fiir eine Klasse von Funktionalen handelt, die
in einem gewissen Sinne asymptotisch stabilisierend sind und eine Momentenbedingung erfiillen.
Wir werden nachweisen, dass sowohl die Betti-Zahlen als auch einige andere typische Funktionale
aus der Literatur zu zufilligen Graphen und Simplizialkomplexen zu dieser Klasse gehoren. Da wir
einen im Vergleich zu [6] noch allgemeineren Rahmen verwenden, liefert dieses Kapitel auch neue
Resultate fiir das Random Connection Model als zufilliger Graph.

Nachdem sich die Kapitel 4 und 5 mit der Herleitung von zentralen Grenzwertsétzen beschiftigt ha-
ben, betrachten wir in Kapitel 6 Fragestellungen aus der Perkolationstheorie fiir Simplizialkomplexe.
Im ersten Abschnitt des Kapitels werden wir klassische Resultate aus der Perkolationstheorie fiir
zufillige Graphen auf das Modell fiir zuféllige Simplizialkomplexe iibertragen. Im Anschluss leiten
wir einen sog. scharfen Phaseniibergang fiir Perkolation (Theorem 6.16) im markierten stationiren
Modell her. Gerade in den letzten Jahren tauchen viele Resultate von diesem Typ in verschie-

denen Perkolationsmodellen auf (vgl. Theorem 1.2 in [12], Theorem 1 in [19], Theorem 8.2 in
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[30], Theorem 3.1 in [47]). Dabei verwenden wir zur Herleitung des scharfen Phaseniibergangs
typische Methoden und Resultate aus der Perkolationstheorie, wie die OSSS-Ungleichung sowie
die Margulis-Russo-Formel, die beispielsweise fiir den Vietoris-Rips-Komplex in [19] angewendet
werden. Dabei werden wir notwendige Eigenschaften der Verbindungsfunktionen herausarbeiten,
deren Relevanz im Laufe des Kapitels ersichtlich wird. Da sowohl der Cech- als auch der Vietoris-
Rips-Komplex diese Eigenschaften erfiillen, erhalten wir einen scharfen Phaseniibergang fiir diese
beiden Komplexe wieder als Sonderfall. Dabei ist zu beachten, dass das verwendete Konzept fiir
Perkolation von g-Simplizes von Simplizialkomplexen nur vom (g + 1)-Skelett eines Komplexes
abhingt. Auch fiir Perkolation im bekannten Random Connection Model als zufilliger Graph ist ein

scharfer Phaseniibergang in der Allgemeinheit, wie ihn Theorem 6.16 (fiir g = 0) bereitstellt, neu.






KAPITEL 2

GRUNDLAGEN

In diesem Kapitel werden die stochastischen und topologischen Grundlagen fiir diese Arbeit gelegt.
Fundamental ist dabei vor allem die Punktprozesstheorie und insbesondere die Poissonprozesstheo-
rie, wobei wir fiir eine ausfiihrliche Einfithrung auf [31] verweisen.

Hier und im Folgenden liege stets ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) vor, auf dem alle in dieser
Arbeit auftretenden Zufallselemente definiert seien. Falls nichts anderes explizit genannt wird, seien

unterschiedliche Zufallselemente, die im Laufe der Arbeit auftreten, stets stochastisch unabhéngig.

2.1. PUNKTPROZESSTHEORIE

Um das Modell in einem moglichst allgemeinen Rahmen definieren zu konnen, sei (X, X) wihrend
der gesamten Arbeit stets ein Borelraum in nachfolgendem Sinne. Ein messbarer Raum (Y, V)
heifit Borelraum, falls es eine messbare Bijektion zwischen Y und einer messbaren Teilmenge U
des Einheitsintervalls [0, 1] mit messbarer Inversen gibt (vgl. Definition 6.1 in [31]). Eine solche
Abbildung nennen wir einen Borelisomorphismus zu Y. Des Weiteren bezeichne IN(X) die Menge
aller Mafle auf X, die als abzihlbare Summe von endlichen Zahlmafen auf X dargestellt werden
konnen. Dabei meinen wir mit einem Zihlmal ein MaB}, welches nur Werte in N, annimmt. Wie in
der Literatur iiblich versehen wir IN(X) mit der kleinsten o-Algebra N (X), sodass fiir alle B € X
die Auswertungsabbildung

INCX) = R, n = n(B)

messbar ist. Ein Punktprozess ® auf oder in X ist ein Zufallselement in IN(X), also eine messbare
Abbildung der Form @ : (Q, A) — (]N(X), N (X)). Die Punktprozesstheorie liefert viele Resultate
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in einem noch allgemeineren Rahmen, nimlich wenn (X, X’) sogar ein beliebiger messbarer Raum ist.
Der hier gewihlte Rahmen deckt jedoch bereits ein sehr vielféltiges Spektrum an Grundrdumen ab.
Beispielsweise handelt es sich bei jedem Polnischen Raum um einen Borelraum (vgl. z.B. Theorem

1.8 in [25]). Wir nennen einen Punktprozess @ einfach, falls
d({x}) € {0,1} fiir alle x € X

P-fast sicher gilt. Das Intensititsmal eines Punktprozesses @ ist erklédrt durch das Mal3 E [©(B)],
B € X. Eine der grundlegendsten Aussagen {iber Punktprozesse liefert die Campbell-Formel. Dazu
definieren wir zu einer messbaren Funktion f : X - R U {—o00, 0o} mit Positiv- bzw. Negativteil
S, f~ wie in [31] das Integral

/ ) A(dx) i= / £ Adx) — / () Ad),
X X X

falls der Ausdruck auf der rechten Seite nicht von der Form oo — oo ist. Andernfalls sei das Integral

als O definiert.

Theorem 2.1 (Campbell-Formel, Proposition 2.7 in [31]). Es sei ® ein Punktprozess auf X mit
Intensitdtsmafy A und f : X - R U {—o00, 0} eine messbare Funktion. Dann ist /X f(x) D(dx)

wohldefiniert und messbar. Ist f auferdem nichtnegativ oder integrierbar, so gilt

E [/ f(x) <I)(dx)] = / f(x) A(dx).
X X

Als Basis fiir die Definition des Modells dient ein Poissonprozess auf X gemif nachfolgender

Definition.

Definition 2.2 (Poissonprozesse). Es sei A ein o-endliches Maf3 auf X. Ein Punktprozess © auf X

mit Intensitdtsmaf; A heif3t Poissonprozess, wenn er die folgenden beiden Eigenschaften erfiillt.
(i) Fiir jedes B € X besitzt die Zufallsvariable ®(B) eine Poissonverteilung mit Parameter A(B).

(i1) Fiir endlich viele paarweise disjunkte Mengen By, ..., B, € X, m € N, sind die Zufallsvaria-
blen ®(By), ..., D(B,,) stochastisch unabhdngig.

Im Folgenden stellen wir fundamentale und fiir diese Arbeit unverzichtbare Resultate zu Poisson-
prozessen vor, von denen wir im Laufe der Arbeit immer wieder profitieren werden. Zunéchst
existiert zu jedem o-endlichen Maf} A auf X ein Poissonprozess mit Intensititsmal3 A, der durch
sein Intensitidtsmal bereits in Verteilung festgelegt ist, wie Theorem 3.6 und Proposition 3.2 in
[31] zeigen. Auch die Einfachheit eines Poissonprozesses kann durch eine einfache Eigenschaft
seines Intensitidtsmal} charakterisiert werden. Gemil3 Proposition 6.9 in [31] ist ein Poissonprozess
nidmlich genau dann einfach, wenn sein IntensitétsmaB diffus ist. Dabei heiflt ein MaB # auf X diffus,
wenn 7({x}) = O fiir alle x € X gilt. Andererseits heif3t ein Punkt x € X mit #({x}) > 0 ein Atom
von 7. Fiir W € X bezeichnen wir die Einschrinkung eines Males # auf W mit ny;, :=nn W Ist
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@ ein Poissonprozess, so ist auch @y, ein Poissonprozess (vgl. Theorem 5.2 in [31]). Auf einem

Borelraum kann jeder Punktprozess @ mit o-endlichem Intensitdtsmalf} dargestellt werden durch
o = 2 1) X, [P-fast sicher 2.1
j=1

mit Zufallselementen X, X,, ... in X und einer N U { co }-wertigen Zufallsvariablen = (vgl. Korollar
6.5 in [31]). Hier bezeichnet 6, das Dirac-MaB in einem Punkt x € X, welches nur die Werte 0
und 1 annimmt, wobei zweiteres genau dann der Fall ist, wenn die eingesetzte Menge den Punkt
x enthélt. Ein wichtiges Resultat im Zusammenhang mit Poissonprozessen bildet die sogenannte
Mecke-Formel, deren Formulierung allerdings der Einfiihrung der faktoriellen Momentenmafie
eines Punktprozesses bedarf. Es sei @ ein Punktprozess darstellbar durch (2.1). Dann definieren wir
fiir m € N durch

.......

einen Punktprozess auf X™. Hier wird die Summation nur iiber Tupel von Indizes mit paarweise ver-
schiedenen Eintriigen gebildet. Das Intensititsmal von ®™ heift m-tes faktorielles Momentenmal3
von @. Die Mecke-Formel (Theorem 4.1 in [31]) liefert eine Charakterisierung von Poissonprozessen
mithilfe der faktoriellen Momentenmalle, wobei in nachfolgendem Theorem direkt die multivariate

Mecke-Formel formuliert wird.

Theorem 2.3 (Mecke-Formel, Theorem 4.4 in [31]). Es sei ® ein Punktprozess auf X mit o-
endlichem Intensitdtsmaf; A. Dann ist ® genau dann ein Poissonprozess, wenn fiir jedes m € N und
jede messbare Abbildung f : X™ X N(X) — [0, oo] die Gleichung

[E[ f(xl,...,xm,CI))QD('")d(xl,...,xm)]
Xm

:/ E [f (xl,...,xm,®+25xi>] AMd(x, ..., X,,)
" i=1

gilt.

Ein wichtiges Konzept im Zusammenhang mit Punktprozessen mit zahlreichen Anwendungen bilden
sogenannte Markierungen von Punktprozessen, die sich auch fiir das in dieser Arbeit betrachtete
Modell als extrem niitzlich erweisen werden. Wir fithren Markierungen hier nicht in ihrer vollen
Allgemeinheit ein, sondern beschrinken uns auf sogenannte unabhiingige Markierungen. Dazu liege
ein weiterer messbarer Raum (M, M), der sogenannte Markenraum, und ein Wahrscheinlichkeits-
mall Q auf M vor. AuBerdem sei (Y;);ey eine Folge von unabhidngigen und identisch verteilten
Zufallselementen in M mit Verteilung Q und @ wieder ein Punktprozess auf X mit Intensitdtsmal A
und der Darstellung (2.1). Dabei sei die Folge (Y}) ¢y insbesondere auch unabhéngig von @. Dann
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heiB3t der Punktprozess

T
J:

eine unabhingige Q-Markierung von ©. Fiir eine solche (Q-Markierung ¥ von ® und eine messbare
Menge W € & bezeichnen wir mit Wy, stets die Einschrinkung von ¥ auf W X M. Proposition 5.5
in [31] zeigt, dass es sich bei ¥ um einen Punktprozess mit Intensitdtsmafl 4 ® Q handelt. Ist @ ein

Poissonprozess, so gilt dies gemif des anschliefend formulierten Markierungssatzes auch fiir V.

Theorem 2.4 (Markierungssatz, Theorem 5.6 in [31]). Es sei ¥ eine unabhdngige Q-Markierung
eines Poissonprozesses © auf X mit o-endlichem Intensitdtsmaf3 A. Dann ist ¥ ein Poissonprozess
mit Intensitdtsmaf3 1 Q@ Q.

SchlieBlich wollen wir noch kurz auf den Sonderfall X = R? eingehen. Fiir einen Punktprozess ®
sei ® +1,t € R?, definiert durch (® +¢)(B) := ®(B+t) mit B+t := {b+1| b € B}, B € B(R?).
Ein Punktprozess ® auf R? heiBt stationir, wenn @ + ¢ 4 @ fiir alle r € R gilt. Proposition 8.3
in [31] besagt, dass ein Poissonprozess ® auf R4 mit E [CD([O, 1]")] < oo genau dann stationdr ist,

wenn sein Intensitidtsmal3 von der Form fA, fiir ein f > 0 ist.

2.2. SIMPLIZIALKOMPLEXE UND SIMPLIZIALE HOMOLOGIE

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt die wichtigsten Grundlagen aus der Punktprozesstheorie
fiir die Einfiihrung und Untersuchung des Modells gelegt worden sind, liefert dieser Abschnitt die not-
wendigen Begriffe und Resultate aus der Topologie. Fiir ausfiihrliche Einfiihrungen in die Topologie
verweisen wir auf [13] und [16]. Da das spiter eingefiihrte Modell einen zufélligen Simplizial-
komplex beschreiben wird, beginnen wir mit der Einfithrung dieses Begriffes. Simplizialkomplexe
sind vergleichsweise einfache topologische Raume, welche bereits durch ihre kombinatorische
Struktur festgelegt sind und mit denen es sich in Anwendungen dadurch sehr gut arbeiten ldsst.
Im Umgang mit Simplizialkomplexen empfiehlt es sich zwischen geometrischen und abstrakten
Simplizialkomplexen zu differenzieren. Fiir den gesamten Abschnitt sei dabei d € N fest gewihlt.
Zunichst ist ein geometrisches n-Simplex o fiir n € N, die konvexe Hiille von # + 1 affin unab-
héingigen Punkten vy, ..., v, € R?. Dabei bezeichnen wir die Punkte v, ... , v, als die Ecken von
o und nennen n die Dimension von ¢. Die konvexe Hiille einer nichtleeren (echten) Teilmenge
von {v, ..., v, } heiBt (echte) Seite von o. Wir bezeichnen die Menge aller Seiten der Dimension
dim(c) — 1 eines Simplex ¢ mit do. Mithilfe dieser einfachen geometrischen Objekte kdnnen bereits

geometrische Simplizialkomplexe definiert werden.
Definition 2.5 (Simplizialkomplexe). (i) Ein geometrischer Simplizialkomplex K ist eine Fami-
lie von geometrischen Simplizes in RY, sodass folgende beiden Eigenschaften erfiillt sind.
a) Fiir jedes Simplex o € K sind auch all dessen Seiten in K enthalten.

b) Der Schnitt zweier Simplizes o,p € K ist entweder leer oder eine Seite von beiden

Simplizes.
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(i1) Ein abstrakter Simplizialkomplex A iiber einer Eckenmenge V ist eine Familie von endlichen
nichtleeren Teilmengen von V', die abgeschlossen bzgl. der Teilmengenbildung ist und alle

einelementigen Teilmengen von V enthiilt.

(iii) Die Elemente eines abstrakten Simplizialkomplexes K heiflen (abstrakte) Simplizes. Fiir
o € K sei dim(c) := |o| — 1, wobei |c| die Kardinalitdit von o ist. Die Dimension eines

Simplizialkomplexes ist definiert durch dim(K) := sup{dim(c) | o € K}.

Die zusitzliche Forderung, dass ein abstrakter Simplizialkomplex alle einelementigen Teilmengen
seiner Eckenmenge enthdlt, sorgt dafiir, dass die Eckenmenge eines Simplizialkomplexes eindeutig
ist. Die hier gewihlte Definition ldsst insbesondere auch unendlich dimensionale Simplizialkomplexe
zu, also Simplizialkomplexe, die fiir jedes n € N; mindestens ein #n-Simplex beinhalten. Auf der
anderen Seite ist ein eindimensionaler Simplizialkomplex ein Graph, auch wenn in der Graphen-
theorie ein Graph meist durch zwei Objekte beschrieben wird, namlich durch eine Eckenmenge
V und eine Kantenmenge E C {e C V' |2 = |e|}. Im Laufe der Arbeit werden wir nur abstrakte
Simplizialkomplexe mit abzédhlbaren Eckenmengen betrachten. AuBerdem werden wir oft auf den
Zusatz abstrakt verzichten und stattdessen lediglich von Simplizialkomplexen oder noch kiirzer von
Komplexen sprechen.

Die Elemente eines abstrakten Simplex nennen wir Ecken des Simplex, wihrend wir Simplizes der
Dimension 0,1,2 bzw. 3 als Ecken, Kanten, Dreiecke bzw. Tetraeder bezeichnen. Diese Bezeichnun-
gen kommen direkt von ihren geometrischen Analoga. Auch wenn es sich bei abstrakten Simplizes
um Mengen handelt, empfiehlt es sich fiir Simplizes eine eigene Notation zu verwenden. Fiir ein
abstraktes n-Simplex o, bestehend aus den Ecken v, ..., v,, schreiben wir [v, ..., v,] := o. Dabei
verzichten wir im Fall n = 0 auch noch auf die eckigen Klammern, d.h. wir unterscheiden in der
Notation nicht zwischen einem Element v € V' und dem 0-Simplex, welches nur die Ecke v enthilt.
Damit umgehen wir auch eine mogliche Verwechslungsgefahr mit der Notation [m] := {1,...,m}
fiir m € N. Im Folgenden erkldren wir wichtige Begriffe und Konzepte im Umgang mit (abstrakten)
Simplizialkomplexen.

Analog zur Graphentheorie bezeichnen wir mit einem Kantenweg in einem Komplex K eine Folge
vy, ..., U, von Ecken mit [v;,v;,] € K fiir alle i € [m — 1]. Auch den Fall einer unendlichen Folge
Uy, Uy, ... lassen wir hierbei zu. Wir nennen einen solchen Kantenweg selbstvermeidend, falls alle
Ecken des Kantenwegs paarweise verschieden sind, d.h. v; # v; fiir alle i # j gilt. Als Verallgemei-
nerung des Kantengrads einer Ecke definieren wir fiir einen abstrakten Simplizialkomplex K iiber

einer Menge V' und v € V' den n-ten Simplexgrad deg,(v) von v in K durch
deg,(v,K) :=|{c €K | v € o,dim(c) =n} |, 2.2)

also als die Anzahl aller n-Simplizes von K, die v enthalten. Fiir n = 1,2, 3 sprechen wir vom
Kanten-, Dreiecks- bzw. Tetraedergrad von v. Wie fiir viele mathematische Objekte gibt es auch fiir
Simplizialkomplexe einen Isomorphiebegriff, der Simplizialkomplexe mit gleicher kombinatorischer
Struktur zusammenfasst. Zwei abstrakte Simplizialkomplexe K und L iiber Eckenmengen V und
V; heiBlen isomorph (Schreibweise: K = L), wenn es eine bijektive Abbildung f : Vi — V; gibt
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mit der Eigenschaft
ceEK << f(o)€eL.

Wir nennen eine solche Abbildung f einen Isomorphismus zwischen K und L. Anschaulich ge-
sprochen sind zwei abstrakte Simplizialkomplexe isomorph, wenn sie durch Umbenennung ihrer
Ecken auseinander hervorgehen. Aulerdem gilt, dass zwei geometrische Simplizialkomplexe K, L,
deren abstrakte Versionen isomorph sind, selbst homoomorph sind, d.h. es gibt eine bijektive stetige
Abbildung von | K| nach | L| mit stetiger Inversen (vgl. z.B. Seite 154 und die vorherige Diskussion
in [32]), wobei | K| die Vereinigung aller Simplizies von K bezeichnet. Aus einem geometrischen
Simplizialkomplex K konnen wir in natiirlicher Weise einen abstrakten Simplizialkomplex A kon-
struieren, indem wir jedes Simplex durch seine Eckenmenge ersetzen. In dieser Situation heif3t
K eine geometrische Realisierung von A. Ist A’ ein zu A isomorpher abstrakter Simplizialkom-
plex, so nennen wir eine geometrische Realisierung von A auch eine geometrische Realisierung
von A’. Die Frage nach der Umkehrung, also nach der Existenz einer geometrischen Realisierung
eines abstrakten Simplizialkomplexes, ist tatsidchlich schon vollstindig beantwortet. Ein abstrakter
Simplizialkomplex besitzt ndmlich genau dann eine geometrische Realisierung, wenn er abzihlbar
(d.h. er enthilt hochstens abzéhlbar viele Simplizes), lokal endlich (d.h. jede Ecke ist nur Teil von
endlich vielen Kanten und somit von endlich vielen Simplizes) und endlich dimensional ist. Dies
ist beispielsweise in [32] als Problem 5.16 zu finden. Das Geometric Realization Theorem in [13]
(Seite 73) zeigt, dass jeder endliche k-dimensionale abstrakte Simplizialkomplex eine geometrische
Realisierung in R**! besitzt. Eine topologischer Raum wird triangulierbar genannt, wenn er homao-
morph zu einem geometrischen Simplizialkomplex ist. Triangulierbare Rdume besitzen also die
topologische Struktur von Simplizialkomplexen. In diesem Sinne lassen sich Simplizialkomplexe
also verwenden, um gegebenenfalls komplizierte topologische Raume vergleichsweise einfach
darzustellen. Nach den Theoremen 5.36 und 5.37 in [32] sind beispielsweise alle Mannigfaltigkeiten
der Dimension 2 und 3 triangulierbar.

Wenn wir im Laufe der Arbeit von Simplizialkomplexen sprechen, meinen wir damit zunéchst
abstrakte Komplexe wohl wissend, dass alle betrachteten Simplizialkomplexe (zumindest P-fast
sicher) stets eine geometrische Realisierung besitzen. Sind wir nur an der Isomorphieklasse eines
endlichen Simplizialkomplexes interessiert, so geniigt es Komplexe mit Eckenmenge [r] fiir ein
r € Ny zu betrachten. Da es zu festen r nur endlich viele Komplexe mit dieser Eckenmenge gibt,
existieren insbesondere auch nur endlich viele Isomorphieklassen von Simplizialkomplexen mit
einer fixen endlichen Eckenanzahl. Insgesamt existieren also nur abzihlbar viele Isomorphieklassen

von endlichen Simplizialkomplexen.

Definition 2.6. (i) Zur € N sei

r, = {K | K ist Simplizialkomplex mit Eckenmenge [r]}, r:= U I,.
reN,

Da es sich bei I um eine abzdhlbare Menge handelt, sei I dabei stets mit der diskreten

Topologie, also der Potenzmenge als Topologie, versehen.
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(1) Fiir K € I' nennen wir die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von K den Grad deg(K)
von K und die Anzahl der Ecken von K die Ordnung von K.

(iii) Zu K €T sei [K] die Isomorphieklasse von K.

Ein Komplex K € I', besitzt also die Ordnung r und es gilt [K] C I',. Viele GréBen von Simplizial-
komplexen, die wir im Laufe der Arbeit betrachten werden, hidngen nur von deren Isomorphieklasse
ab. Bevor wir einige davon einfiihren, stellen wir jedoch noch wichtige Konstruktionen von Simpli-
zialkomplexen vor. Ist K ein Simplizialkomplex mit Eckenmenge V und V' C V eine Teilmenge
der Eckenmenge, so nennen wir den Komplex, bestehend aus allen Simplizes von K, deren Ecken
in V' liegen, den von V' induzierten Teilkomplex von K und notieren diesen durch K[V']. Ganz
allgemein heil3t ein Simplizialkomplex L Teilkomplex von K, falls alle Simplizes von L auch in
K liegen. In diesem Fall schreiben wir L C K. Fiir einen Graphen, also einen eindimensionalen

Simplizialkomplex, definieren wir den Flaggenkomplex FI(G) von G durch
FI(G) := {c CV | 1< o] < o0,p € Gfiiralle p C o mit |p| =2}.

Der Flaggenkomplex eines Graphen G geht also aus G hervor, indem alle Simplizes hinzugefiigt
werden, deren eindimensionale Teilsimplizes in G liegen. Diese Konstruktion wird in der Literatur
oftmals verwendet, um einen Graphen zu einem Simplizialkomplex zu verallgemeinern. Beispiels-
weise wird in [22] der Flaggenkomplex des Erdos-Renyi-Graphen betrachtet. AuBBerdem handelt es
sich bei dem Vietoris-Rips-Komplex um den Flaggenkomplex des geometrischen Graphen. Um-
gekehrt entsteht das j-Skelett S;(K), j € N, eines Simplizialkomplexes K aus diesem durch
Entfernen aller Simplizes, deren Dimension grof3er als j ist, es gilt also

S;(K) := {c € K | dim(o) < j}.
Im niichsten Schritt fithren wir einige wichtige GroBen von Simplizialkomplexen ein. Zunichst seien
Fi(K) := {c € K | dim(o) =j},  f;(K) :=|F;(K)|

die Menge bzw. die Anzahl aller j-Simplizes eines Komplexes K. Zwei der in der Literatur zu
Simplizialkomplexen am hiufigsten betrachteten GroBen sind die Euler-Charakteristik und die
Betti-Zahlen. Erstere ist fiir einen endlichen Simplizialkomplex K erklirt als die alternierende

Summe

dim(K)

2(K) 1= Y (=D f(K). 2.3)
i=0

Wihrend die Euler-Charakteristik also recht simpel definiert werden kann, bedarf die Einfiihrung
der Betti-Zahlen einiger Vorbereitung. Die Idee hinter der Definition der Betti-Zahlen ist das Zihlen
der topologischen Merkmale einer bestimmten Dimension. Mit nulldimensionalen Merkmalen sind
dabei Zusammenhangskomponenten gemeint, die wie folgt definiert sind. Auf der Eckenmenge eines

Komplexes K kann eine Aquivalenzrelation dadurch definiert werden, dass zwei Ecken v, w als
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dquivalent erklirt werden, wenn es einen Kantenweg von v nach w gibt. Fiir eine solche Aquivalenz-
klasse bezeichnen wir die Einschrinkung von K auf Simplizes mit Ecken in dieser Aquivalenzklasse
als eine Zusammenhangskomponente von K. Oftmals wird auch die Aquivalenzklasse selbst als
Zusammenhangskomponente bezeichnet. Fiir p € N dagegen ist ein p-dimensionales topologisches
Merkmal anschaulich gesprochen ein p-dimensionales Loch. Ein Minimalbeispiel fiir einen topolo-
gischen Raum mit genau einem p-dimensionalen (und sonst keinem) Loch ist die p-dimensionale
Einheitssphire im R?*!. Wir formalisieren diese Beschreibung, um die Betti-Zahlen definieren zu
konnen. Als Basis hierfiir dienen die sogenannten Kettengruppen, die wir wegen der einfacheren
Berechenbarkeit, wie in Anwendungen iiblich, mit Koeffizienten in Z, einfiihren. Hier bezeichnet
Z, den zweielementigen Korper, bestehend lediglich aus dem Null- und dem Einselement. Wir
fixieren einen endlichen Simplizialkomplex und definieren die p-te Kettengruppe C,(K) als den
Z,-Vektorraum, fiir den die Menge aller p-Simplizes von K eine Basis bilden. Elemente von C,(K)
heiBlen p-Ketten und konnen als formale Summen von p-Simplizes von K mit Koeffizienten in Z,

angesehen werden, d.h. fiir F,(K) = {0}, ..., 0} gilt

k
C,(K) := { > ao, | a; € zz}. (2.4)

i=1

Wegen der Wahl von Z, als Koeffizientenring, kann C,(K) mit der Potenzmenge von F,(K) iden-
tifiziert werden. Fiir ein p-Simplex o ist der Rand 0,0 von o definiert als die Kette zugehorig zur

Menge aller Seiten von o der Dimension p — 1, d.h. es gilt

p
R IR IEE Y O N |
&

Hier meint [vy, ..., 0}, ...

formalen Unterschied zur zuvor eingefiihrten Notation von do. Durch lineare Fortsetzung ldsst sich

, Up] das Simplex mit Eckenmenge {vy, ..., v,} \ {v;}. Man beachte den

so fiir jedes p € N, ein Vektorraumhomomorphismus d, : C,(K) — C,_;(K) definieren, wobei
wir C_(K) := {0} als den trivialen Vektorraum und d, = 0 setzen. Mithilfe dieser Randhomomor-

phismen genannten Abbildungen ergibt sich insgesamt der Kettenkomplex

1 al

Oy 9, 9, 0,
s G (K) T Oy (K) s €y (K) Co(K) — {0},

der die Eigenschaft d,00,,, = 0 erfiillt, wie sich direkt durch die Definition der Randhomomorphis-

men nachweisen ldsst. Diese Bedingung ist dquivalent zu
B,(K) := bild(d,,;) C kern(d,) =: Z,(K).
Die p-te Homologiegruppe von K ist definiert als der Quotientenvektorraum
H,(K) := Z,(K)\B,(K).

Die Bezeichnung Gruppe kommt daher, dass in der Topologie die Koeffizienten in der Definition
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(2.4) der Kettengruppen meistens (und urspriinglich) aus Z gewihlt werden, wodurch sich im
Allgemeinen keine Vektorrdume ergeben. Fiir Anwendungen hat dies allerdings keine Vorteile,
weswegen dort die Koeffizienten meist aus dem einfachsten aller Kérper Z, gewihlt werden. Die
p-te Betti-Zahl B,(K) von K ist jetzt gegeben durch

B,(K) 1= dim(H,(K)) = dim(Z,(K)) — dim(B,(K)).

Die Homologiegruppen und damit die Betti-Zahlen lassen sich auch auf ganz allgemeinen topolo-
gischen Riumen mithilfe der sogenannten singuldren Homologie definieren. Eine oft verwendete
Einfiihrung in die singuldre, aber auch die simpliziale, Homologie ist in Kapitel 2 von [16] zu
finden. Dadurch sind die Betti-Zahlen auch beispielsweise fiir polykonvexe Mengen (endliche Ver-
einigungen von konvexen Korpern) definiert, die oftmals in der stochastischen Geometrie betrachtet
werden. Allerdings sind die Betti-Zahlen nicht additiv, was den Umgang mit den Betti-Zahlen im
Allgemeinen erschwert. Allerdings erfiillen die Betti-Zahlen eine niitzliche Eigenschaft, die als
schwache Additivitét angesehen werden kann. Sind Z, ..., Z,, die Zusammenhangskomponenten

eines endlichen Simplizialkomplexes K, so gilt

B(K) = ) B,(Z). 2.5)
i=1

Diese Eigenschaft folgt direkt aus der Definition der Betti-Zahlen, da es sich bei den Homologiegrup-
pen um die direkte Summe der Homologiegruppen der einzelnen Zusammenhangskomponenten
handelt (vgl. Proposition 2.6 in [16]). Eine weitere fiir diese Arbeit extrem wichtige Eigenschaft der

Betti-Zahlen liefert nachfolgendes Lemma.
Lemma 2.7 (z.B. Lemma 2.2 in [46]). Fiir endliche Simplizialkomplexe K, L mit L C K gilt
1B,(K) = B,(D)| < (f,(K) = [, (L)) + (fpr1(K) = fpy1 (L)) .

Der Homomorphiesatz angewendet auf den Randhomomorphismus 9, eines beliebigen endlichen
Simplizialkomplexes L liefert zunéchst die Identitéit dim(C,(L)) = dim(Z,(L)) + dim(B,_,(L)).
Durch das Hinzufiigen eines p-Simplex zu L erhoht sich die linke Seite dieser Gleichung um
Eins, weswegen entweder dim(Z p(L)) oder dim(Bp_l(L)) um Eins groBer werden muss. Aus der
Definition der Betti-Zahlen folgt damit direkt, dass durch das Hinzufiigen eines p-Simplex zu
einem Simplizialkomplex entweder die p-te Betti um Eins erhoht oder die (p — 1)-te Betti-Zahl
um Eins verringert wird, wihrend alle anderen Betti-Zahlen unverédndert bleiben. Mithilfe dieser
Uberlegung lisst sich direkt die Abschitzung aus Lemma 2.7 ableiten. AuBerdem kann mithilfe
dieser Eigenschaft auch direkt die Euler-Poincaré-Formel (siehe z.B. Seite 69 in [13])

dim(K)

2(K) = D (=1V B (K) (2.6)

p=0

nachgewiesen werden, die einen Zusammenhang zwischen der Euler-Charakteristik und den Betti-
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Zahlen herstellt.

Zum Abschluss des Abschnittes fithren wir noch eine Notation im Umgang mit Simplizialkomplexen
ein, die unseres Wissens so oder in einer dhnlichen Form noch nicht verwendet wird, sich allerdings
als extrem hilfreich herausstellen wird. Fiir eine Menge {o; | i € I} von abstrakten Simplizes (mit

endlicher oder abzédhlbarer Indexmenge 1) bezeichne
K = <a,. |ie 1) 2.7)

den kleinsten Simplizialkomplex, der alle Simplizes o; enthilt, d.h. fiir jeden weiteren Simplizial-
komplex L mit o; € L fiir alle i € I gilt stets K C L. Dieser Komplex K ist eindeutig bestimmt

und besteht aus allen Teilsimplizes der Simplizes o;, d.h. es gilt
K={p|@#pCofirciniel}.

Wir nennen K, den von den Simplizes o;, i € I, erzeugten Simplizialkomplex. Die Darstellung in
(2.7) erlaubt es auBerdem, analog zur iiblichen Mengennotation, auf der rechten Seite Bedingungen
an die Simplizes zu stellen, von denen der Komplex erzeugt wird. Wir verwenden hier auch die
abkiirzende Schreibweise do fiir die Teilsimplizes von ¢ der Dimension dim(c) — 1. Diese Schreib-
weisen erleichtern die Notation im Umgang Simplizialkomplexen ungemein, da gegebenenfalls sehr
viele Simplizes nicht aufgeschrieben werden miissen. Beispielsweise kann der Simplizialkomplex
(bzw. ein Vertreter seiner Isomorphieklasse) aus Abbildung 3.1 auf diese Weise dargestellt werden
durch

K = <[1,2,3],a[3,4,5],[5,6,7]).

2.3. NORMALAPPROXIMATION VON POISSONFUNKTIONALEN

Dieser Abschnitt dient zur Bereitstellung grundlegender Konzepte zur Normalapproximation von
Poissonfunktionalen. Dafiir betrachten wir einen Poissonprozess @ auf X mit o-endlichem Inten-
sitdtsmall A. Ein Poissonfunktional ist eine Zufallsvariable der Form f(®) mit einer messbaren
Abbildung f : IN(X) — R. Im spéteren Verlauf der Arbeit werden wir aus einem Poissonprozess
einen Simplizialkomplex konstruieren und interessieren uns fiir solche Abbildungen f, die nur von
diesem Simplizialkomplex abhdngen. Bevor wir auf konkrete Methoden zur Normalapproximation
von Poissonfunktionalen eingehen, bedarf es noch der Einfiihrung von geeigneten Metriken, um den
Abstand von (Verteilungen von) reellen Zufallsvariablen zu messen. In dieser Arbeit verwenden wir
hierfiir den Wasserstein-Abstand dy;, und den Kolmogorov-Abstand d, bei denen es sich um zwei
der am meist verwendeten Metriken in diesem Zusammenhang handelt. Der Wasserstein-Abstand

dy,(Z,, Z,) zweier reeller Zufallsvariablen Z, Z, ist definiert durch

dw(Z1,Zy) := swp [E[r(Z)—h(Zy]|
heLip(1)
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wobei Lip(1) die Menge aller Lipschitz-stetigen Funktionen 2 : R — R mit Lipschitzkonstante
kleiner gleich 1 bezeichnet. Des Weiteren ist der Kolmogorov-Abstand von Z; und Z, gegeben
durch

dg(Z,,Z,) :=sup |[P(Z, <1)—P(Z, <1).
1eR

Hier und im gesamten Verlauf der Arbeit bezeichne N stets eine standardnormalverteilte Zufallsva-
riable. Nachfolgende Proposition liefert eine wichtige Abschétzung des Abstandes einer Z-wertigen

Zufallsvariablen und N bzgl. der soeben vorgestellten Metriken.

Proposition 2.8. Es existieren Konstanten Cy,, Cx > 0, sodass fiir jede Z-wertige Zufallsvariable
Z mit E [Zz] < ooundV (Z) > 1 die Abschdtzungen

\%

<Z —E[Z] >

dW —’ N —_— 9

W(2) W(2)
CK

\%

. <Z—[E[Z] N)
\Nwo ' )T W2
gelten.

Die erste Aussage kann in [41] fiir eine poissonverteile Zufallsvariable gefunden werden, kann
aber analog fiir eine beliebige Z-wertige Zufallsvariable gezeigt werden. Die zweite Aussage fiir
den Kolmogorov-Abstand stammt aus [42] (siehe (2.27) dort). Proposition 2.8 kann verwendet
werden, um die Optimalitdt von Konvergenzraten zu zeigen. Die beiden Metriken kdonnen auch
gegeneinander abgeschitzt werden, falls eine der beiden Zufallsvariablen Z,, Z, eine durch eine

Konstante C > 0 beschrinkte Lebesgue-Dichte besitzt, denn dann gilt nach Proposition 1.2 in [38]

d(Z,,Zy) < \2Cdy(Z,, Z,).

Dies deckt insbesondere den Fall ab, dass eine der beiden Zufallsvariablen eine Standardnormalver-
teilung besitzt. Im Laufe dieser Arbeit verwenden wir folgende Symbole, um das asymptotische

Verhalten von Funktionen g, 4 : R — R in Beziehung zu setzen

g(x) =0 (h(x)) :< 3C > 0,x, >0, sodass fiir alle x > x, gilt |g(x)| < C|h(x)|,
g(x) = Q(h(x)) < 3IC >0,x, >0, sodass fiir alle x > x, gilt |g(x)| > C|h(x)|.

Im Laufe der Arbeit werden wir verschiedene Ansitze zur Normalapproximation von Poissonfunk-
tionalen verwenden. Die Grundlage fiir einen solchen Ansatz bilden die Theoreme 1.1 und 1.2
aus [29], die eine obere Schranke fiir den Abstand eines standardisierten Poissonfunktionals und
einer standardnormalverteilten Zufallsvariable bzgl. dy, und dy liefern. Essentiell dafiir ist das
Konzept von Differenzenoperatoren (vgl. Abschnitt 18.1 in [31]), die anschaulich gesprochen die
Anderungsraten eines Poissonfunktionals unter dem Hinzufiigen von deterministischen Punkten

zum Poissonprozess messen. Fiir ein Poissonfunktional der Form F = f(®) und x € X ist der
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Differenzenoperator erster Ordnung im Punkt x definiert als die Zufallsvariable

F = f(@+35,)- [(®).

Iterativ definieren wir die Differenzenoperatoren hoherer Ordnung, indem wir fiir K > 2 und
X15.x €X

D"l F:=D D";l F (2.8)

setzen. Diese Differenzenoperatoren erfiillen die sehr niitzliche Darstellung

DDy <d> +2 @,)

JClk] jeJ

(vgl. Gleichung (18.3) in [31]). Da die Theoreme 1.1 und 1.2 aus [29] fundamental fiir diese Arbeit

sind, werden sie als zusammengefasstes Resultat kurz formuliert.
Theorem 2.9. Es sei F = f(®) ein Poissonfunktional mit E [F?| < oo, E[F] =0,V (F) =1 und
/ E [(D,F)*] Ady) < co.
X
Dann gelten

dy (F,N) <7, +7+ 73,
dg(F,N) < 71+ 7+ 73 +7a+7s+ 7

wobei die Grofien 7, ..., ¥ definiert sind durch

=

1

= z[/ e [0, 7 (0, 7] € [(05,,6) (22, 7) | mdm,yz,n»] ,

1

2 2
Voo D2 F /13 A1, v, ] ’
" [/x3 [ ( V2:93 ) ] (d(y1> ¥2, ¥3))

7 /X[E[lbyFl]A(dy),

= [P e [0, aan,
7s : [/ |(D,F)’ A(dy)]%

7o [/}(26 E [(DylF)4]% E [(Dil’ysz]

=
Il

1
2

X
I

2 4 2
+3E [(DMZF> ] A7 (d(y1, ¥2))



KAPITEL 3

DAS MODELL FUR HOHERDIMENSIONALE
SIMPLIZIALKOMPLEXE

In diesem Kapitel fithren wir das Modell in einem sehr allgemeinen Rahmen ein und weisen erste
Resultate nach. Dabei profitieren wir von der sehr allgemeinen Giiltigkeit der Poissonprozesstheorie,
wie sie in [31] gefunden werden kann. Bevor wir jedoch zur Definition des Modells kommen, fithren
wir zunédchst den Raum der stetigen Simplizialkomplexe ein, mit dessen Hilfe wir den zufélligen
Simplizialkomplex des Modells beschreiben werden. Der Begriff der stetigen Simplizialkomplexe
rithrt daher, dass der Grundraum X (aller moglichen Ecken des Komplexes) fiir Anwendungen
stets iiberabzihlbar ist. Dies wird zwar nirgends explizit gefordert, allerdings arbeiten wir stets mit
einem diffusen Maf3 A auf X, was im Fall eines endlichen oder abzihlbaren Grundraums nur das
NullmaB sein kann. Also ist dieser Fall vollig uninteressant. In Abschnitt 3.3 werden Formeln fiir
erste und zweite Momente von verschiedenen Grofien, wie der Euler-Charakteristik, bereitgestellt.
Anschlieffend iibertragen wir in Abschnitt 3.4 wichtige Varianzungleichungen fiir Poissonprozesse,
die fiir Resultate in spiteren Kapiteln fundamental sein werden, auf die vorliegende Situation.

SchlieBlich betrachten wir in Abschnitt 3.5 das in der Einleitung bereits erwidhnte markierte stationire
Modell, das bereits in der Literatur zum Random Connection Model als zufélliger Graph einen
besonderen Stellenwert besitzt. Wir fixieren fiir die gesamte Arbeit ein a € N, das die maximale
Dimension des zufilligen Simplizialkomplexes sein wird. AuBBerdem sei wihrend der gesamten
Arbeit (X, &) stets ein Borelraum im Sinne der Definition von Abschnitt 2.1 mit einem fest gewéhlten

Borelisomorphismus ¢ : X — U.
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3.1. DER RAUM DER STETIGEN SIMPLIZIALKOMPLEXE

In diesem Abschnitt fithren wir den Raum der Simplizialkomplexe ein, der fiir die gesamte Arbeit

verwendet wird. Dazu betrachten wir zunichst die Menge
X" = {6 CX | n=o|}

aller n-elementigen Teilmengen von X bzw. aller (n — 1)-Simplizes mit Ecken in X. Um X" mit
einer Topologie (und somit auch mit einer 6-Algebra) auszustatten, wollen wir eine Metrik auf X!

definieren. Dazu verwenden wir den Borelisomorphismus ¢ : X — U, der durch

dX(x’y) = |¢(x)_¢(J’)|, xa)’EX,

eine Metrik auf X sowie durch

X<xy = Px) <Py)

eine Ordnung auf X induziert. Insbesondere gilt dann fiir alle x, y € X genau eine der Aussagen
x = y,x <y y bzw. y <y x. Eine in der stochastischen Geometrie oft verwendete Metrik ist die
sogenannte Hausdorffmetrik, die auf X" die Form
dy(X,Y) .= max { max min ds.(x;, y;), max min dx(x;, y; }
n(X.1) s i dx (X ). maas it d (- ;)

fir X = {x,....x,},Y = {y,....¥,) € X"l annimmt. Wir werden uns allerdings fiir eine
andere Metrik entscheiden, die, wie wir sehen werden, fiir n» > 3 im Allgemeinen nicht dquivalent
zur Hausdorffmetrik ist und durch deren Wahl X!"! selbst wieder ein Borelraum sein wird. Dazu

definieren wir fiir X = {x,,...,x,},Y = {y},...,¥,} € X"
n
do(X,Y) = ;Iélgl de(xzr(i)’yi)‘
=1
Fir X = {x; <y = <x x,},Y = {y; <x -* <x y,} gilt die Darstellung

n
ds(X,Y) = ) dx(x,, ).
i=1
Nach Identifizierung von X" mit {(x,, ..., x,) € X" |x; <y *-- <y x,,} und durch den Boreliso-
morphismus ¢ schlieBlich mit U, 1= {(uy,...,u,) € U"|u; < -+ <u,} sehen wir, dass dg als
Metrik auf U, der von der Summennorm induzierten Metrik entspricht. Damit ist d ¢ insbesondere
dquivalent zur euklidischen Metrik und erzeugt deshalb die selbe Topologie. Da U,,, versehen mit
der euklidischen Metrik, als messbare Teilmenge des Borelraums R” selbst wieder ein Borelraum
ist, erhalten wir mit bei der Wahl von d g (als Metrik auf X!"!) einen Borelraum X"/, Wir zeigen,

dass die beiden Metriken d, d ¢ im Allgemeinen nicht dquivalent sind.
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Lemma 3.1. Die Metriken dy;,dg auf X" sind fiir n = 1 identisch, fiir n = 2 dquivalent und fiir

n > 3 im Allgemeinen nicht dquivalent.

Beweis. Wir identifizieren X"l wie zuvor mit U, :={(u,....,u,) € U"|u; < - <u,} und sehen
dy,dg als Metriken auf U, an. Es seien u = (uy, ..., u,), v = (vy, ..., v,) € U, C [0, 1]". Zunidchst
gilt fiir jedes j € [n] die Abschitzung
lrg[lrrl} |uj v < |y -] £ 52%1)]( lu; — v;] < dg(u,v).

Also ist das erste Maximum aus der Definition von dj nach oben gegen d¢ beschrinkt. Aus
Symmetriegriinden gilt dies auch fiir das zweite Maximum und somit folgt d;; < dg. Fiirn = 1 ist
die Aussage trivial, wihrend fiir n = 2 die Abschétzung d¢ < 2d; gilt, was sich beispielsweise
direkt durch eine Fallunterscheidung bzgl. der Lage der Punkte u, u,, v, v, verifizieren ldsst. Um
zu zeigen, dass die beiden Metriken im Allgemeinen nicht dquivalent sind, fixieren wir n > 3 und
nehmen 0.B.d.A. U = [0, 1] an, denn es reicht ein Gegenbeispiel zu finden. Zu 6 € (0, %] wihlen
wir uy, ..., u,_1,0; € [0,6] und u,, v,,...,v, € [1 —6,1]. Dann gilt dyz(u,v) < §, aber wegen
n>3

de(u,v) > |luy —vy| > 1-26.

Wir nehmen an es giibe ein C > O mit dg < C - di. Wihlen wir N € N grof3 genug, sodass
N —2 > C gilt, so liefert die vorangegangene Konstruktion fiir 6 = % zwei Punkte u, v € [0, 1]"
mit

N -2

dg(u,v) > > (N =2)dy(u,v) > Cdy(u,v),

was ein Widerspruch zur Annahme darstellt. O

Es kann natiirlich Borelrdume X geben, auf denen die beiden Metriken fiir alle n € N dquivalent
sind. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn X endlich (und mit der Potenzmenge als o-Algebra
versehen) ist (auch wenn dieser Fall uninteressant ist), denn auf endlichen Mengen sind alle Metriken
dquivalent und erzeugen die diskrete Topologie. Als Raum aller Simplizes iiber X der Dimension

hochstens @ wihlen wir die disjunkte Vereinigung
S :=5X) = XM . X

versehen mit der Summentopologie, die wie folgt definiert ist. Bezeichnet 7; die Topologie auf X!,

so ist die Summentopologie auf .S gegeben durch
{U,u-u U, | U eT firalei€ [n]}.

Auch bei S handelt es sich wieder um einen Borelraum, da es sich ganz allgemein bei der disjunkten
Vereinigung X, U X, zweier Borelrdume wieder um einen Borelraum handelt. Dazu seien ¢; :

X; = U,, i € [2], die zugehorigen Borelisomorphismen. Wir definieren einen Borelisomorphismus
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¢ X, uX, - U, uU, mit
U, :={%u | uEUl}, U, :={%(u+1) | u€U2}

durch

21, X € Xy,

px) =12
@)+ 1), xeX,.
Dabei kénnen wir (durch Skalierung von ¢, ) 0.B.d.A. 1 & bild(¢,) und somit U;nU, = @ annehmen.

Damit sind alle Vorbereitungen getroffen, um den Raum der Simplizialkomplexe einzufiihren.

Definition 3.2 (Der Raum der stetigen Simplizialkomplexe). (i) Der Raum IN . (S) der stetigen
Simplizialkomplexe ist die Menge aller Zdhlmafle auf S der Form

k(S)
k= )6,, 0,€S, 0,#0, firdlei,j€ k(S miti#j, (3.1)
i=1

versehen mit der Spur-c-Algebra N (S) := {ENINg(S)| E € N(S)}.

(1) Fiir einen Simplizialkomplex k € IN g (S) und eine Menge W € X sei ky, die Einschrinkung
von k auf W ...y wild,

(iii) Es sei ]NQ(S) 1= {x € Ng(S) | x(S) < o} die Menge aller endlichen Simplizialkomplexe.

Da in der Darstellung (3.1) nur paarweise verschiedene Simplizes auftauchen, ldsst sich jedes
Element k¥ € INg(.S) mithilfe der Darstellung (3.1) durch eine (hochstens abzéhlbare) Menge
von Simplizes, ndmlich C(x) := {o;|i € [k(S5)]}, beschreiben. Wir interpretieren ein Element
k € INg(.S) als den kleinsten Simplizialkomplex, der in C(x) enthalten ist. Dieser besteht aus allen
Simplizes o € .S, deren Teilsimplizes (insbesondere auch ¢ selbst) Atome von k sind. Konkret ist

dieser Simplizialkomplex gegeben durch
{o;1i € [k(S)],p € C(x)fiiralle @ # p C 5, }.

Dadurch konnen verschiedene Elemente von IN (.S) den selben Simplizialkomplex reprisentieren.
Beispielsweise reprisentieren alle k¥ € IN g (.5) mit x(X!!) = 0 den leeren Komplex. Wir iibertragen
alle Begriffe und Notationen fiir Simplizialkomplexe auf Elemente von IN ;(.5) und differenzieren
im Verlaufe der Arbeit nicht mehr zwischen einem Simplizialkomplex und einem Element von
N (:S). Ein zufilliger Simplizialkomplex in X ist also eine messbare Abbildung A : (2, A) —

(N (S), N x(8)) und somit insbesondere ein Punktprozess auf einem Borelraum.
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3.2. DEFINITION DES MODELLS

Wir wollen einen zufélligen Simplizialkomplex in X definieren, indem wir aus einem markierten
Poissonprozess ¥ auf X x M mithilfe einer messbaren Abbildung (]N(X x M), N (X x M)) —
(Ng(.S), N (S)) einen zufilligen Simplizialkomplex T'(¥) konstruieren. Dabei ist M ein Marken-
raum, den wir im weiteren Verlauf noch konkret angeben werden. Zuvor fixieren wir ein o-endliches
und diffuses Mal} A auf X und einen Poissonprozess @ mit Intensitdtsmal} §4 fiir ein festes g > 0,
das wir die Intensitit von @ nennen werden. Die Verteilung des Poissonprozesses ® legt zwar
dessen Intensitidtsmal eindeutig fest, nicht aber die Intensitét in dem hier verwendeten Sinne, da das
Mal A nicht in irgendeinem Sinne normiert ist. Die Punkte von ® werden die Ecken des zufilligen
Simplizialkomplexes bilden, weswegen wir @ den Grundprozess des Modells nennen. Wegen der
Diffusitit handelt es sich bei ® um einen einfachen Punktprozess. Fiir W € X verwenden wir die

abkiirzende Notation |W| := A(W'). Aullerdem bezeichnen wir mit
Bi(X) :={WeX|0<|W|<o}

die Menge aller messbaren Mengen mit endlichem positiven MaB. Elemente von 5 ,(X) werden wir
im Verlaufe der Arbeit als Beobachtungsfenster bezeichnen. AuBerdem sei auf X? eine zweistellige

Relation < gegeben mit den nachfolgenden Eigenschaften.
(i) Die Relation < ist transitiv.
(i) {(x,y) € X? | x < y} ist eine messbare Teilmenge von X2,
(iii) Die Aussage x < x ist falsch fiir alle x € X.

(iv) Fiir alle x € X gilt A([x]) = 0, wobei die Menge [x] := X\ {y € X | x < yoder y < x}

aus allen Elementen von X besteht, die bzgl. < unvergleichbar mit x sind.

Dabei sagen wir zwei Punkte x, y € X sind bzgl. < miteinander vergleichbar, falls entweder x < y
oder y < x gilt. Die Existenz einer solchen Relation stellt keine Beschrinkung der Allgemeinheit
dar, wie in Bemerkung 3.1.1 in [34] erkldrt wird. Tatsédchlich kann dies auch durch die Wahl der
Relation <y aus Abschnitt 3.1 eingesehen werden. In diesem Fall ist Bedingung (iv) dquivalent zur
Diffusitéit des MaBes A. Allerdings lassen wir die Moglichkeit offen eine andere Relation auf X zu

wihlen. Fiir ® existiert gemif Korollar 6.5 in [31] eine Darstellung
o = Z Oy P-fast sicher (3.2)
i=1

mit Zufallselementen X ; .6 ;, ... in X und einer NyU{ oo }-wertigen Zufallsvariablen 7’. Anforderung
(iv) an die Relation < stellt sicher, dass P-fast sicher alle Punkte des Prozesses @ bzgl. < vergleichbar
sind. Nach Proposition 3.5 in [31] ist @y, fiir W € B f(X) darstellbar als

d T
oy L Y 5y (3.3)
i=1
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mit unabhéngig und identisch verteilten Zufallspunkten X, X5, ... in X mit Verteilung % und
einer von der Folge (X);cy unabhéngigen Zufallvariablen z ~ Po(|W|). Man beachte, dass hier
auch 7 = ®(W') gewihlt werden konnte. Diese Darstellung von Poissonprozessen mit endlichem
Intensititsmaf ist fundamental fiir das Arbeiten und Rechnen mit Poissonprozessen. Damit sind
alle notwendigen Vorbereitungen fiir die Definition des Modells getroffen. Dazu wihlen wir fiir

jedes j € [a] eine messbare und symmetrische Funktion
@; @ Xt 5 10,1]

und nennen die Funktionen ¢, ..., ¢, Verbindungsfunktionen. Speziell nennen wir die Funktionen
@1, @2, 3 Kanten-, Dreiecks- bzw. Tetraederfunktion. Wir definieren den Simplizialkomplex A
zunichst induktiv im Sinne des mehrstufigen Zufallsexperiments aus der Einleitung wie folgt.
Zunichst sei die Eckenmenge von A gegeben durch V' := {X] |i < 7’} mit den Zufallspunkten aus
(3.2), d.h. es gilt

So(K) = {{X]} | i<7'}.

Fiir j € [a] definieren wir das j-Skelett S;(A) von A, indem wir fiir o C V mit |6 = j + 1 die
bedingte Wahrscheinlichkeit

PceA| S, _(K):=1{dc C S, |(K)} @|5_1(X])

festlegen mit der abkiirzenden Notation @), (X)) := (p|6|_1(X[’l yeees X:‘IM ) fiirc 1= [X,.’l yeens Xifo| 1.
Es ist auBerdem sinnvoll formal ¢, = 1 zu setzen. Dies bedeutet anschaulich lediglich, dass jeder
Punkt des Punktprozesses ® eine Ecke des Simplizialkomplexes A bildet. Grundsétzlich wire
es auch moglich eine beliebige messbare Funktion ¢, : X — [0, 1] zu wihlen und fiir jeden
Punkt x € ® unabhingig mit Wahrscheinlichkeit ¢,(x) zu entscheiden, ob er in die Eckenmenge
aufgenommen wird oder nicht. Die Wahl einer beliebigen solchen Funktion ¢, wire allerdings
gar keine Verallgemeinerung des Modells, denn dies entsprache lediglich der Verwendung einer
@o-Verdiinnung (siche Definition 5.7 in [31]) von ® als Grundprozess fiir das Modell. Da es sich
gemil Korollar 5.9 in [31] dabei allerdings wiederum um einen Poissonprozess handelt und zwar

mit Intensitdtsmal
(poM)(A) :=p / @o(x) A(dx), AEX,
A

wird der Rahmen des Modells gar nicht verlassen. Die einzigen Forderungen an das Intensititsmaf
des Grundprozesses waren nimlich o-Endlichkeit und Diffusitit, die sich offensichtlich von A auf
@oA Ubertragen. Als erste Beobachtung halten wir fest, dass gegeben @ das Hinzufiigen zweier

Jj-Simplizes im Allgemeinen nicht unabhingig ist.

Lemma 3.3. Es seien 0,6’ C {X]|i € N} mit |6| = |6’| = k + 1 fiir ein k € [a] zwei potentielle
k-Simplizes von A. Aufierdem seien m(c) .= max{i € N | Xl.’ Eoclund K := <6, o">.
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(i) P(c e A|®) = 1{7' > m(c)} Hﬂ;épgo (plﬂl—l(X,zlz)'
(i) P (0,0’ € A|®) = 1{z" 2 m(6),m(c")} [1,ex @}p-1(X)).

Beweis. Es wird nur die zweite Aussage gezeigt, da die erste dem Spezialfall c = ¢’ entspricht.
Dazu bezeichne F;(c) := F; ((o-)) = {p Co|j+1= |p|} die Menge aller Teilsimplizes der
Dimension j von o. Da der Punktprozess ® eindeutig durch S,(A) bestimmt ist, gilt fiir j € [k]

P (F(0). F(c) € A|®) = E| E[1{F,(0). F,(c") € A} | 5,_,8)] | @]

=E[1{F. F@hea} T] o,0x)|0]

PEF,(K)

[[ X)) P(F_i©).F_c)ealo).
pEF;(K)

Damit folgt

P(c,6' € A|®) =P (F(0), F,(c') € A| D)
= ... = [[ e1-1(X) P (Fy(0), Fy(c") € A | @)

pEK

= [T 011X 1’ 2 m(o), m(o)).
peEK

O

Lemma 3.3 zeigt, dass gegeben ® das Hinzufiigen von Simplizes, die sich mindestens eine Kante
teilen, im Allgemeinen nicht unabhiéngig ist, da im Produkt P (c € A | ®) P (a’ €A d)) gemil
Teil (i) von Lemma 3.3 Faktoren doppelt auftauchen, die in der Wahrscheinlichkeit aus Teil (i1)
lediglich einfach auftreten.

Ziel des restlichen Abschnittes ist es, diese Definition der Verteilung von A zu konkretisieren, d.h.
eine konkrete Abbildung in den Raum der Simplizialkomplexe zu definieren. Dazu wollen wir den
zusitzlichen Zufall fiir das Hinzufiigen der Simplizes durch einen Markenraum M modellieren und
dann einen markierten Poissonprozess ¥ von @ auf X x M betrachten, der den Simplizialkomplex

eindeutig festlegt. Als Markenraum wihlen wir
M:i=MPx... x M
mit den Rdumen
MY :={(a,),cz; | a, €10,1]fiiralle z € 7/}

aller j-fach in Z induzierten Folgen mit Gliedern in [0, 1]. Wir konnen M () also mit [0, I]Zj
identifizieren. Ein Element aus M kann also als Funktion Z2 U --- U Z2* — [0, 1] angesehen werden,
wodurch sich M selbst als abzihlbares Produkt von Einheitsintervallen auffassen ldsst. Wir versehen

M mit der Produkt-c-Algebra bzgl. der einzelnen Komponente, die jeweils mit der Borelschen
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o-Algebra versehen seien. Die auf den ersten Blick evtl. umsténdlich erscheinende Konstruktion
(mit Z?U---UZ2® statt N als Indexmenge) wird sich noch als hilfreich herausstellen. Fiir ein Element
u € M notieren wir das Folgenglied zu den Indizes m, ..., m,; € Z der Komponente in M ) mit

u

My Zunichst stellen wir fest, dass es sich bei X X M wieder um einen Borelraum handelt.

Lemma 3.4. X X M ist ein Borelraum.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass es sich bei einem abzéhlbaren Produkt B = X B; von Borel-
rdumen B; wieder um einen Borelraum handelt. Bezeichnet A; : B, - U; mit U; € B([0, 1]) den
Borelisomorphismus der j-ten Komponente Bj, so wird durch A @ B - X;\U;, A ((b )je J) =
((Aj(b j)) e J) eine Borel-messbare Bijektion zwischen B und X jenU; definiert. Da es sich bei
U := X;eyU; um eine messbare Teilmenge des Borelraums X;cy [0, 1] (siche den Beweis von
Theorem 1.8 in [25]) handelt, ist U wiederum selbst ein Borelraum. Daraus folgt die Behauptung,
da die Verkniipfung von A mit dem Borelisomorphismus von U einen Borelisomorphismus fiir B
liefert. O

Auf dem Markenraum betrachten wir die Markenverteilung

@:=® ® ([0, 1).

JjElalmy,..., m2j€Z

Des Weiteren sei ¥ eine unabhingige Q-Markierung von @, also ein markierter Punktprozess auf
X x M. Mit der Darstellung (3.2) von @, lisst sich ¥ wiederum darstellen durch

T

d
lP = Z 5(X,.,,U(i)) (34)
i=1

mit unabhingigen Zufallselementen U in M mit Verteilung Q, die insbesondere auch unabhiingig
von @ sind. Nach dem Markierungssatz 2.4 handelt es sich bei ¥ ebenfalls um einen Poissonprozess
und zwar mit Intensititsmal} fA ® Q, welches wiederum selbst diffus und o-endlich ist. Um eine
Abbildung T : IN(X X M) — IN(S) zu definieren, fixieren wir eine Zerlegung Q = (Qi)[eN0 von
X in messbare Mengen endlichen Mafles bzgl. 4, d.h. fiir alle i € N, gilt Q; € X und A(Q;) < oo.
Eine solche Zerlegung existiert wegen der o-Endlichkeit von A und induziert in natiirlicher Weise
auch eine Zerlegung (Q; X M);en, von X X M. Zu x € X sei O(x) die eindeutige Menge aus der
Zerlegung Q, die den Punkt x € X enthilt. AuBerdem erweitern wir die Relation < zu einer Relation
auf X X M, indem wir (x,u) < (¥, v) setzen, falls x < y gilt. Diese Relation erfiillt immer noch
alle zu Beginn des Abschnitts geforderten Eigenschaften (bzgl. des Malies 4 ® Q). Wir nennen ein
Zzhlmal n € IN(X X M) geordnet, falls # von der Form
n(XXM)
n= ) 80 (3.5)

i=1

ist mit paarweise verschiedenen und paarweise bzgl. < vergleichbaren Punkten x,, x5, -+ € X.
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Zunichst definieren wir die Abbildung T" auf der Menge
B := {n € N(XXM) | ist geordnet, 7(Q;) < oo fiiralle i € N, }. (3.6)

Aufgrund der geforderten Eigenschaften von 4 und < gilt P(W € B) = 1. Wir fixieren ein 4 € B
und verwenden die Darstellung (3.5). Wir ordnen jedem Punkt x; zwei Indizes m;, [; zu, die als
Koordinaten des Punktes in # angesehen werden konnen und im Folgenden auch so bezeichnet
werden. Dabei lassen wir den Zusatz in # oftmals weg, wenn klar ist welches Zdhlmal} gemeint ist,
und sprechen einfach von den Koordinaten des Punktes x;. Zunichst sei m; € N der eindeutige
Index mit x; € Q,,. Dan € B gilt, besitzt n nur endlich viele Atome in Q,, X M, welche wir
aullerdem bzgl. < sortieren kdnnen. Zu dieser Sortierung (y;,v;) < -+ < (y;,0;) sei /; € N die
eindeutige Zahl mit y, = x;. Bei (x;, u®) handelt es sich also um das /;-kleinste Atom (bzgl. <) von
1 in der Zerlegungsmenge Q,, X M. Damit hdngen die Koordinaten der Punkte x;, i € [n(X X M)],
nicht von der Abzéhlung der Atome in (3.5) ab. Mithilfe dieser Koordinaten konstruieren wir
den Komplex T'(y7), indem wir zunichst die Einschrinkung von T'(5) auf X!!! durch Z?SXM) oy
definieren. Hier wurde auf den Ubergang von X nach X" durch x ~— {x} verzichtet. Wir fixieren
ein (mogliches) Simplex ¢ C {x; |i £ #(X X M)} mit 2 < |o| < a + 1. Dieses ldsst sich eindeutig

schreiben als ¢ = [x ,xl-/_] mit x; < -+ < x;, und j = |o| — 1. Wir ordnen dem Simplex ¢ das

io,...

Element

i)

mo,lo,...omj_y.l;_

u,(n) ‘= u

aus der Marke des Punktes X; zu und definieren als Entscheidungsregel, ob das Simplex o in T'(#)

beinhaltet ist, die Bedingung
u,(n) < @,-1(x,) fiir alle p C o mit [p| > 2. (3.7

Hier bezeichnet ¢, _;(x,) den Funktionswert von ¢, ,_; unter den Elementen von p. Dadurch ist
der Komplex T'(n) eindeutig definiert. SchlieBlich setzen wir T'(n) := 0 (hier ist O das Nullmaf})
fiir alle # € IN(X X M) \ B und definieren A := T'(¥). Formal setzen wir auerdem u_(#) := 0,
falls # ¢ B gilt, damit dieser Ausdruck auch stets wohldefiniert ist. Die hier verwendete Zuordnung
der Marken stammt in ihrer Grundidee aus [28] und liefert einige schone Eigenschaften. Zunichst
stellen wir fest, dass die Zuordnung der Marken von der Zerlegung Q und der Relation < abhéngen
und somit eine andere Wahl dieser Objekte auch einen anderen Simplizialkomplex liefern kann.
AuBerdem hingt die Entscheidungsregel und somit der konstruierte Komplex noch entscheidend
von den Verbindungsfunktionen ab. Wollen wir diese Abhédngigkeiten in die Notation aufnehmen,
so schreiben wir stets T, g :""(p“ := T bzw. A9=¢1% := A, Da die Wahl der Zerlegung und
der Relation nur die Wahl der Marken beeinflusst und diese alle unabhéngig gleichverteilt sind,
beeinflussen diese beiden Objekte die Verteilung von A nicht, d.h. fiir zwei Zerlegungen Q, R von

X und zwei zweistellige Relationen <, < auf X mit den zuvor genannten Eigenschaften gilt stets
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Haben wir andererseits noch weitere Verbindungsfunktionen ¢, ..., ¢, mit¢; < g, firalle j € [a]

vorliegen, so erhalten wir eine Kopplung der zugehorigen Simplizialkomplexe im Sinne von
AL=b1 by € ALSPL 0, P-fast sicher.

Dies liegt daran, dass die Zuordnung der Marken bei beiden Konstruktionen gleich bleibt und somit
aus u, (1) < @, -1 (x,) stets auch u (D) < @p-1(x,) fiir alle moglichen Simplizes p folgt. Wir fassen
noch ein paar weitere Eigenschaften dieser Konstruktion zusammen und fixieren dazu ein n € B
mit der Darstellung (3.5).

Zunichst ist klar, dass die Koordinaten eines Punktes x;, i € [#(X X M)], in # nur von der Ein-
schrinkung von x auf Q(x) X M abhéngen. Deswegen hingt die Zuordnung von u_(#) zu einem
Simplex ¢ = [xl-o, ,x,-j] auch nur von der Einschrinkung von # auf (Q(xl-o) U--u Q(xij)) X M
ab. Gilt ¥ € B, so ist der Komplex Ay, mit W € X eindeutig bestimmt durch die Einschrinkung
LPQw’ wobei Oy, die Vereinigung aller Zerlegungsmengen aus Q bezeichnet, die W schneiden. Wir
erinnern daran, dass wir mit ¥, fiir A € X stets die Einschriinkung von ¥ auf A X M meinen. Nach

den vorangegangenen Uberlegungen gilt fiir alle I C Ny
B0, =T (¥o0)  Pfastsicher, (3.8)

Diese Eigenschaft wird an einigen Stellen dieser Arbeit verwendet. Auerdem liefert die Definition

von T folgende weitere wichtige Konsequenzen. Ist x € X ein Punkt mit

MA) =0 3.9)
fiir
Ay =X\ {yeX | y<x],
so gilt
TW) C T(¥Y+34y))  P-fastsicher, (3.10)

wobei U ~ Q unabhiingig von W sei. Dies liegt daran, dass das Hinzufiigen des Punktes x wegen
(3.9) P-fast sicher die Koordinaten der Punkte von ¥ nicht verdndert. Aulerdem gilt (3.10) auf
dem Ereignis ®(Q(x)) = 0 auch, wenn (3.9) nicht gilt, da auch hier der hinzugefiigte Punkt die

Koordinaten der Punkte in ¥ nicht beeinflusst.

3.3. FORMELN FUR ERWARTUNGSWERTE UND VARIANZEN

In diesem Abschnitt betrachten wir Funktionale der Form f(A) mit einer messbaren Funktion
f i INg(S) — R, also Poissonfunktionale, die nur vom konstruierten Simplizialkomplex A = T'('¥)

abhingen. In diesem Abschnitt interessieren wir uns dabei nur fiir Funktionale der Form f(Ay,)
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fiir ein Beobachtungsfenster W € B,(X). Auerdem verwenden wir die abkiirzende Notation wir
|W| := A(W). Da es sich bei Ay, P-fast sicher um einen endlichen Komplex handelt, ist auch
nur die Einschrinkung von f auf endliche Komplexe relevant. Beispielsweise ist es bereits fiir die
Euler-Charakteristik nicht klar, wie diese fiir unendliche Simplizialkomplexe zu definieren ist. Eine
analoge Definition zu (2.3) wiirde ndmlich dazu fiihren, dass gegebenenfalls Unendlichkeiten sub-
trahiert werden. In spiteren Kapiteln werden wir schlieBlich das asymptotische Szenario |[W| — o
betrachten. Fiir diesen Abschnitt dagegen sei ein Beobachtungsfenster W' € B,(X) fixiert. Wir
beginnen damit, endlichen abstrakten Simplizialkomplexen eine sogenannte Simplexfunktion zuzu-
ordnen und erinnern daran, dass I',, r € N, die Menge aller Simplizialkomplexe mit Eckenmenge

[r] bezeichnet.

Definition 3.5 (Simplexfunktionen und Integralformen). Es sei r € N und K € I, ein abstrakter

Simplizialkomplex der Dimension hochstens a.

(1) Die Simplexfunktion von K ist definiert durch

S X = 000) frGpeax) =[] @G
ceK
wobei fiir ein Simplex 6 € K der Ausdruck ¢, (x,) den Funktionswert von @,,_; unter

den Argumenten der Menge {x; |i € o} meint.

(i1) Die Integralform Iy von K iiber dem Beobachtungsfenster W ist gegeben durch

Iy = S, .o, x) AT(d(xy, ..., x,)).
WI‘

Dabei heifst K der zu Iy assoziierte Simplizialkomplex.

(iii) Der Grad bzw. die Ordnung einer Integralform sei der Grad (Anzahl Zusammenhangskompo-

nenten) bzw. die Ordnung (Eckenanzahl) des assoziierten Simplizialkomplexes.

Fiir einen Simplizialkomplex der Dimension grofer als a sei dessen Simplexfunktion als die
Nullfunktion definiert. Wéahrend des gesamten Abschnitts betrachten wir nur Integralformen tiber
dem fixierten Beobachtungsfenster W, weswegen wir diesen Zusatz weglassen und lediglich von
Integralformen sprechen. Sind x4, ..., x, € ® paarweise verschiedene Ecken von A und bezeich-
net K(xy,...,x,) den Komplex der aus K nach Identifizierung von i mit x; hervorgeht, so ist
fk(xy,...,x,) die bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben @, dass A den Komplex K(xy, ..., x,) als
Teilkomplex enthilt. Die Simplexfunktion eines Simplizialkomplexes ist im Allgemeinen nicht sym-
metrisch und die Simplexfunktionen von isomorphen Simplizialkomplexen im Allgemeinen auch
nicht identisch. Allerdings gehen Simplexfunktionen von isomorphen Simplizialkomplexen durch
Vertauschen der Argumente auseinander hervor. Konkret gilt fiir isomorphe Simplizialkomplexe

K, L auf der Eckenmenge [r] mit Isomorphismus g : [r] — [r] zwischen K und L

a

frxg,....x,) = H H (pj(xio,...,xij)

J=0 1<ip<--<i;<r,
lig,....i;1EL
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X4

Abbildung 3.1.: Ein zweidimensionaler Simplizialkomplex des Grades 1 und der Ordnung 7

a
= H H ®jXg(ig)s -+ 5 Xg(i)

J=0 1<ig<--<i;<r,
[g(ip).-..g(i DIEL

a
=H H P (Xgiig)s -+ Xg(i )

j=0 1§10<--~<1j§r,

= fK(xg(l)’ ,xg(r)).

Insbesondere gilt also I, = I;. Aus der Definition von Integralformen geht auBBerdem direkt
hervor, dass die Integralform eines Simplizialkomplexes das Produkt der Integralformen seiner
Zusammenhangskomponenten ist. Umgekehrt ist ein Produkt von Integralformen I = [] i K, selbst

wieder eine Integralform vom Grad ), ; deg(K;).

Beispiel 3.6. Abbildung 3.1 zeigt einen zweidimensionalen Simplizialkomplex des Grades 1 und
der Ordnung 7, dessen Integralform iiber W € B ;(X) gegeben ist durch

/ , Kz(xl, x2,x3) Kz(xS,x6,x7) (pl(x3,x5) (pl(x3,x4) gol(x4,x5) A (d(xl, ,x7)),
w

wobei k, die Simplexfunktion eines von einem Dreieck erzeugten Simplizialkomplexes bezeichnet.

Im Folgenden wollen wir die Bedeutung von Integralformen veranschaulichen. Dazu sei K €T,
und pyx = |[K]| € N, d.h. ug ist die Anzahl der zu K isomorphen Simplizialkomplexe mit
Eckenmenge [r]. Fiir K = <[1, 21,12, 3]) gilt beispielsweise g = 3, da es drei Moglichkeiten fiir
die Wahl der Ecke mit Kantengrad 2 gibt. Nachfolgende Proposition liefert zwei Interpretationen

von Integralformen. Hier und im Folgenden verwenden wir stets Darstellung (3.3) von ®y,.

Proposition 3.7. Es sei K € I',, r € N. Auflerdem seien i, ... ,i, € N paarweise verschieden,
k € Nundi := max{i,...,i.}. Dann gelten mit der Darstellung (3.3) von ®y, nachfolgende
Eigenschaften.

() E []l{r:k}]l{K(X,-l,...,X,-r) CAy}| = ]1{kzi}um(1=k)ﬁ1,<

.. . 1
(i) P(K(X;,....X;) S Ay |t2i) = TR



3.3. FORMELN FUR ERWARTUNGSWERTE UND VARIANZEN 37

(m)[E[zLCA 1L = K}] L

Beweis. (1) Wir bedingen auf ® und erhalten

E[L(r= k) 1{K(X, . X,) € Ay }] = E[1{r =K} E [1{K(X, ... X,) € Ay }| @]

EﬁMTszﬂX~u XUt > i}

1{k>i}P(r = k) — IWI’

(i1) Mit der ersten Aussage folgt

E[1{r > i} 1{K(X,,....X;) C Ay }]

P(K(X;,....X;) S Ay |z 21i) = P ST
S E[l{r =k} 1{K(X,,....X;) C Ay }] 1
2 P(r > i) - |W|’IK'

k=i

(ii1) Zunéchst stellen wir fest, dass jeder zu K isomorphe Teilkomplexe von Ay, in

1,2

1{K(x},...,x,) C AW}] (3.11)
)edb(’)

genau
= |{7z €S, | K=K(z(),... ,ﬂ(l‘))}i
mal gezihlt wird. Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf S, durch
g~p te> K(a(), .., 7)) = K(p(), ..., p(r))

Etwas ausfiihrlicher geschrieben gilt # ~ p genau dann, wenn fiir alle j € [dim(K)] die
Menge aller j-Simplizes von K(ﬂ:(l), ,775(7‘)) und K(p(l), ,p(r)) iibereinstimmen, d.h.

wenn
{n(0) | 0 € F(K)} = {p(0) | 0 € F}(K)}
gilt. Aus dieser Darstellung folgt direkt fiir alle 7, p, 7 € S,
T~p &S TT~TP.
Wir notieren die Aquivalenzklasse einer Permutation z € S, durch [x] und erhalten

llzll = Hp € S, |p~ n}
= HpeﬂSrle”}l
=lp €S, |np~ni|
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= l{pe S, |p~id}| = |id]] = m.

Es existieren genau uy Aquivalenzklassen, denn jeder zu K isomorphe Simplizialkomplex
auf der Eckenmenge [r] ist von der Form K (n(l), e n(r)) fiir ein # € S,. Umgekehrt ist

jeder solche Komplex offensichtlich isomorph zu K. Damit folgt
|S rl =mlg

und somit wird in dem Term (3.11) jeder Teilkomplex genau Mr—' mal gezahlt. Mit der Mecke-

K
Formel angewandt auf den Poissonprozess Wy, fiir die Funktion f : (X X M)" X IN(X x M),

£ (G u) e (e u®)n) 1= LK (e x,) STy |
erhalten wir mit unabhingigen Marken UV, ..., U ~ Q

E [ Y ]l{LgK}] = E Y i—’;ﬂ{K(xl,...,x,) cAy)

LeAw (Gt (X, ) EDS)

= _/"K/ / [ xl,...,x,) QT(T+25(Xia”(i)))W}]
S i=1

X Q(d(uy, ...,u,)) Ad(xy, ..., x,)

= %/‘K/r[E lﬂ{K(xl,---,xr) gT(T+i5(xi,Uu>))W}] PUCTETIIE'S)

i=1

=—ll1</ FrCxps oo x,) A(d(xy, ..., X)),
]

Als nichstes betrachten wir eine Klasse von Integralformen, die einen besonderen Stellenwert fiir

diesen Abschnitt und spétere Resultate besitzt.

Definition 3.8. Es seienm,| € [a+1]und max{m, !} <r < m+l. Definiere z; | als die Integralform
iiber W eines Simplizialkomplexes erzeugt von zwei Simplizes der Dimension (m—1) und (I — 1), die

sich genau m+ 1 —r Ecken teilen. Konkret definieren wir k, , als die Simplexfunktion des Komplexes

Ky i= (Imb [ om L= rm+ 1), (3.12)

womit dann insbesondere
z:n’l = / K;J(xl,...,x,) A d(xy, ..., x,))
WI‘

gilt. Schlieflich sei x,, = K:;’:[l] my1 die Simplexfunktion eines Komplexes, der von einem m-

dimensionalen Simplex erzeugt wird.
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Die Zahl r gibt hier die Ordnung des Komplexes K |, bzw. der Integralform 2z’ , an. Firr <m+1

I
besitzt K7 bzw. z  den Grad 1, dadie beiden Simplizes in (3.12) dann nicht disjunkt sind. Wihrend

die Integralform z’ , zundchst nur von der Isomorphieklasse von K  abhingt, spielt die konkrete

/

Wahl von K | fiir das Rechnen mit der Simplexfunktion k7 | eine Rolle. Die Funktionen «,, kénnen

!
wir auch explizit durch

KnXp X)) = [ @) (3.13)
F+IC[m+1]

definieren, wobei der letzte Ausdruck den Funktionswert von ¢,;_; unter den Punkten x; miti € 1

bezeichnet. Fiir die Werte m = 1, 2 erhalten wir beispielsweise

Kl = §0], KZ(xay7Z) = (PZ(X,)’,Z)'(PI(X,Y)'(PI(X,Z)'(PI()”Z)-

Wenn in spéteren Kapiteln aus dem Zusammenhang nicht klar sein sollte, iiber welchem Beob-
achtungsfenster W € B,(X) die Integralformen z; , gebildet werden, wird dies explizit in die
Notation eingearbeitet. Fiir das Rechnen mit den GroBen z7 | ist es sinnvoll, sich folgende einfache

Zusammenhinge klar zu machen.

Bemerkung 3.9. Fiir m,/ € [a + 1], s := max{m,l} < r < m + [ gelten die nachfolgenden

Zusammenhdinge.

: ro o Sr s 1 _ 2 _ 2
@) Zo ) = (>i1) Z, = W, zi = [W|
N
s,

m+l _ m zl

(iv) z. mmZ1]

i s
(111) Z, =%

Zur Erklédrung sei Folgendes erwihnt. Wihrend die erste Aussage wegen der Isomorphie K| |, = K|
gilt, folgt die zweite direkt aus der Definition von ¢, = 1. Die dritte Aussage folgt daraus, dass in
der Darstellung (3.12) das eine Simplex in dem anderen enthalten ist. Fiir die letzte Aussage wird

lediglich verwendet, dass die beiden Simplizes aus (3.12) in diesem Fall disjunkt sind.

Als erste Grofle betrachten wir eine verallgemeinerte Version der Euler-Charakteristik. Dafiir

definieren wir zu 0 # a = (ay, ... , a,) € R**! die Funktion

a

26 =Y a fi(), k€ INL(S)
i=0
und betrachten die Zufallsvariable y,(Ay;, ). Formal kann y, auf der Menge der unendlichen Komple-
xe als 0 gesetzt werden. Wir erhalten die bekannte Euler-Charakteristik mit der Wahl von a; = (— 1)
O.B.d.A. gelte stets a, # 0. Andernfalls wihle man einfach den Parameter @ € N, dement-
sprechend kleiner. Bevor wir uns mit Erwartungswerten und Varianzen dieser verallgemeinerten
Euler-Charakteristik beschéftigen, sei noch folgendes Resultat bereit gestellt, welches direkt aus

Gleichung (1.10) in [31] folgt. Fiir eine poissonverteilte Zufallsvariable 7 ~ Po(b) mit Parameter
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b>0undn e N gilt

()¢
n n!’

Damit sind alle Vorbereitungen fiir das Berechnen der ersten beiden Momente der Euler-Charakteristik

getroffen.
Proposition 3.10. Fiir m,! € [a + 1] mit s := max{m,l} gelten
(1) E [fm I(AW)] = _vzmm’

.. _ xomt-1 B
(i) Cov (fr1(Ap ) fio(By)) = T8 oo 20,

Beweis. (i) Die Aussage folgt direkt aus Proposition 3.7 (iii) fir K = ([1,...,m]) und pgx = 1.

(i1) Wir verwenden wieder die Darstellung (3.3) von ®y;, und bezeichnen mit o; das Simplex mit
der Eckenmenge {X; |i € I}. Zunichst gilt

[E! > D ]I{O'I,O'JEAW}]

I1C[z], JC[7],
[Ul=m |J|=I

E [fm_l(Aw)fl—l(AW)]

o0

5 5 ¥ efue=sinlienoncan]

k=0 IC[k], JC[k],
[I|=m |J|=

Wir stellen fest, dass die Isomorphieklasse von (¢, o ;) nur von |1 N J| (bzw. nur von |1 U J|)
abhingt, fithren eine Fallunterscheidung nach s < |I U J| < m + | durch und wenden

Proposition 3.7 (i) an. Dadurch erhalten wir

m+l

[E[fm_l(AW)fl—l(AW)] = ZP(T=I€) Z Z Z ]l{lfUJl —r} |W|r ml
k=0

IC[k], JC[k], r=s
\I|=m |J|=l

- Zre=n ()0 6T-) e

2 (HITGATPRARETE

m+l

= Zﬂr 1 -
r=s (r_m)!(r—l)!(m+l_r)! m,l*

Hier wurden fiir die zweite Gleichung die moglichen Wahlen von I,J C [k] mit || = m,
|J| = lund r = |I U J| gezdhlt, womit die dort auftretenden Binomialkoeffizienten zu
erkldren sind. Die letzte Gleichung folgt aus (3.14). Realisiert man jetzt, dass es sich bei dem
Summanden fiir » = m + / genau um den Ausdruck

m [ m+1
E[fma Q)] E /i1 (By)] = ﬂyzﬁmi}lzll ;’;llv i
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handelt, wobei bei der letzten Gleichung Bemerkung 3.9 (iv) verwendet wurde, so ergibt sich
die Behauptung fiir die Kovarianzen.
O

Die Formeln aus Proposition 3.10 gelten insbesondere auch fiirden Fallm = 1 bzw.m =1 =1,

also fiir die Eckenanzahl des Simplizialkomplexes. Mithilfe von Proposition 3.10 folgt einerseits

atl m
}(a(AW) 2 ﬁ | mm

Andererseits ldsst sich auch die Varianz der Euler-Charakteristik bestimmen.

Theorem 3.11 (Euler-Varianz-Formel). Es gilt

a+l m+l—1

P r
V(@) = X X e e e

m,l=1 r=max{m,l}

Beweis. Mit Proposition 3.10 folgt

a+1
\/()(a(AW)) = Z a1, Cov (fm—l(AW)afl—l(AW))
m,l=1
a+1 m+Il—1 ﬂr
= a. _.a,_ zr .
m,12=1 m—=1%1 1r=m§{‘m,z} r=—m\(r=Dm+1—r) m

O]

Bei der Varianz der Euler-Charakteristik handelt es sich also um ein Polynom in der Intensitit § des
Grades hochstens 2a + 1. Fiir die klassische Euler-Charakteristik, also den Fall a; = (—1)/, erhalten
wir gemilB Theorem 3.11 die Polynomdarstellung

2a+1

V (x(Ap)) Z b p’
mit den Koeffizienten
by = [W1|, b, = _%zg,z’ by = Zg,z"" ézgg
T 1)1!(01— Dt Zat e ﬁzmw baur1 = ﬁ .

Hier sieht man, dass die Euler-Varianz-Formel auch im Fall « = 0 gilt, denn dann gilt V ( )((AW)) =
V (®(W)) = p|W |, was mit der Euler-Varianz-Formel fiir « = 0 iibereinstimmt. Fiir « = 2 ergibt
sich beispielsweise

3,) 5 =328, 5+ Wip

33 2 2,2 :

1 1 1
V(x(ay)) = 112,3 P+ <§z‘3‘73 - z%) B+ (z;’z *s
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In Anhang A sind geometrische Realisierungen der zu den hier auftauchenden Integralformen asso-
ziierten Simplizialkomplexe zu finden. Als néchstes beschiftigen wir uns mit der Frage, wann die

Varianz der Euler-Charakteristik als Polynom in f maximalen Grad besitzt, d.h. wann zi‘fl' la >0

gilt. Intuitiv kénnte man vermuten, dass dies genau dann der Fall ist, wenn mit positiver Wahr-

2a+1
a+1,a+1

Komplexes handelt, der von zwei a-Simplizes erzeugt wird. Nachfolgendes Lemma bestétigt diese

scheinlichkeit a-Simplizes in Ay, auftauchen, da es sich bei z um die Integralform eines

Aussage.
Lemma 3.12. Es gelte Zy > 0fiirein2 <m < a. Dann folgt z; > Ofiirallem+1 <r <2m-—1.

Beweis. Wir fixieren m+ 1 < r < 2m — 1. Zunichst folgt aus

zﬁ,m = / K1 (X1, .0 x,,) A™(d(xy, ..., x,,)) > 0,

dass es eine messbare Menge A € W™ mit A"(A) > 0 gibt, auf der die Abbildung x,,_; positiv ist.

Die Simplexfunktion «;  erfiillt die Darstellung

. K1 (X1 oo s X)) Ky 1 (X1 oo s X pos X1 -+ 0 X))
Ky X5 s X)) =
K2m—r—1(x1’ teeo x2m—r)
falls xy,,_,_1(X{, ... s Xg,,_,) > O gilt, da der Nenner dem Produkt derjenigen Faktoren entspricht,

die im Zihler doppelt auftauchen. Insbesondere ist der Nenner also positiv, wenn es der Zihler ist.

Alsoist k”  positiv auf der Menge
m,m
A= {(x, . x)EW | (x1,.oe X)) € A (X1s oo, Xpps Xy 15 - - X,) € A},

Die Behauptung folgt, da es sich bei A um eine messbare Menge mit A"(A) > 0 handelt und Zym

das Integral von x” iiber W ist. O
m,m

SchlieBlich betrachten wir noch die hheren Momente der Euler-Charakteristik y,(Ay,). Zunichst
stellen wir fest, dass diese alle existieren, denn fiir p € N gilt

a
E (12, (A7) < a - .ca |E|(.° ) F
[Lxa(Aw)I?] < ,-1,.%:0' i i <i1+1> <ip+1
a
< Z la; - .. -a; | E [,L.i|+-..+i,,+p] < 0.
i seensiy=0

Konkret erhalten wir mit Proposition 3.7
Elnw¥] = Y a - ..qE [fil(AW)- -fip(AW)]

= 2 a -l [E[ 2 ]l{a,l,...,a,p EAW}]
=0 Iy,...1,Cl7l,

|Ij|:ij+l Vj€lp]
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a [o0]
1
= Z a - YP@=k Y TR Lo,y oy )
sy =0 k=0 Iy,...1,Clk).
|I;|=i;+1 Vj€Elp]
Es gibt nur endlich viele Isomorphieklassen von Simplizialkomplexen, die von p (nicht notwendi-

gerweise paarweise verschiedenen) Simplizes der Dimension hochstens a erzeugt werden, also von

Komplexen der Form

K =010, (3.15)

mit (nicht notwendigerweise paarweise verschiedene) Simplizes o, ... , o, der Dimension hochstens
a. SchlieBlich besitzt ein Komplex der Form (3.15) hochstens die Ordnung p(a + 1) und es existieren
nur endlich viele Isomorphieklassen von Komplexen mit Ordnung hochstens p(a + 1). Es seien
L,,..., L, Vertreter dieser endlich vielen Isomorphieklassen und r; die Ordnung von L;. Da eine

Integralform nur von der Isomorphieklasse des zu ihr assoziierten Simplizialkomplex abhéngt, folgt

a n

> . Ly =L)
Il,---,lpg['[],
|1;|=i;+1 Vjelp]

E [Xa(AW)p] -

|
M
1M
N

1]
M=
R
-
M-
|-
=
~
=
/N
~
N—
Ie—
_
=

Z ﬁILi. Z (a,-l- -al-p) yiil ..... i (3.16)

wobeli yiil ; die Anzahl aller moglichen Wahlen von Iy,...,I, C [r;] mit [[;| = i; + 1 und
2elp

(I, ...,1,) = L, bezeichnet. Also handelt es sich bei dem p-ten Moment der Euler-Charakteristik

um eine Linearkombination der Integralformen I; , ..., I; bzw.um ein Polynom in § des Grades

hochstens p(a + 1). Wir betrachten die Darstellung

platl)

E[rAw)] = ) b,
=1

und den Extremfall / = p(a@ + 1). In der Darstellung (3.16) gilt r; = p(@ + 1) genau dann, wenn L,

von p disjunkten a-Simplizes erzeugt wird, wodurch die Isomoprhieklasse von L; bereits eindeutig

bestimmt ist, d.h. es gibt genau ein i € [n] mit dieser Eigenschaft. In diesem Fall gilt insbesondere
_ +1 . i . . e s T

I = (ZZH’(IH)”. AufBerdem ist 71'1,,...,1',, in diesem Fall nur fiir i; = --- =i

i _ pla+1)
7/ol,...,c( - ((a+1),,__,(a+l)

p
b e\ [E [fa(A]
pla+l) — (a + 1)!Za+1,a+l - ﬁa'H

» = @ positiv und es gilt

). Damit erhalten wir
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und somit insbesondere

|E [Ia(AW)p] N aa za+1
ﬁp(a+1) (a+ 1! a+la+l

p
> fir f§ — oo.

Im nichsten Schritt betrachten wir den Simplexgrad eines deterministischen Punktes y € X, der

dem Modell hinzugefiigt wird und im Folgenden fixiert sei. Dazu setzen wir
Ay = T(‘P + 5(y,U))

mit einer von ¥ unabhiingigen Marke U ~ Q und weisen daraufhin, dass die Konstruktion so
angepasst werden kann, dass A” nicht von U abhédngt. Dazu modifiziere man die Relation <
dahingehend, dass die Menge X \ {x € X | y < x} eine A-Nullmenge ist. Fiir den restlichen
Abschnitt gelte stets die Integrabilitidtsbedingung

Vo i= §1€1§ Lwl(x,y) A(dy) < oo. (3.17)
Wir werden sehen, dass das Integral in (3.17) bis auf den Vorfaktor f der erwartete Kantengrad
des Punktes x ist, wenn dieser dem Modell deterministisch hinzugefiigt wird. Die Integrabili-
titsbedingung (3.17) liefert also global beschrinkte erwartete Kantengrade von deterministisch
hinzugefiigten Punkten. Wir fixieren ein n € N und betrachten die Zufallsvariable deg, (y, AY ) Im
Fall n = 1 zeigt Proposition 4.0.1 in [34], dass deg;, ( y, AY ) eine Poissonverteilung mit Parameter
B [x ®1(x,) A(dx) besitzt. Die Proposition beschrinkt sich zwar auf den Fall X = R, ist aber
auch auf allgemeinen Borelrdumen giitlig, da der dort verwendete Markierungssatz (Theorem 2.4)
in einem allgemeinen Rahmen gilt. Fiir eine Ecke v eines Simplizialkomplexes ldsst sich jedes
n-Simplex von K, das v enthilt, mit einer n-elementigen Menge von Nachbarn von v identifizieren.
Hier ist mit einem Nachbar von v eine Ecke w von K gemeint, sodass [v, w] € K gilt. Deshalb gilt

stets die Abschétzung
deg, (v, K) < <deg1(”’K)>. (3.18)
n

Also liefert (3.17) tatsédchlich P-fast sicher auch deg, ( y, AY ) < 00. Die Mecke-Formel liefert

+
E [deg, (v, A%)] = [E[% > ]1{[y,x1,...,xn]€Ay}]
C X[ X, ED
= ﬂ—n/ K,(¥, X1, ... x,) AT (d(xy, ..., x,)) < v(')’ < 00, (3.19)
n! X

wobei Z;& die Summe iiber paarweise verschiedene Punkte bezeichnet und die Abschitzung des
Integrals gegen vj analog zu (4.9) gezeigt werden kann. In (4.9) wird auch noch nach y ausintegriert,
weswegen dort schlussendlich noch das Integral iiber y steht und den zusitzlichen Faktor ||

verursacht. Die Zufallsvariable deg, ( v, AY ) besitzt fiir n > 2 keine Poissonverteilung (auler im
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trivialen Fall, wenn sie P-fast sicher Null ist), was Gegenstand des nachfolgenden Korollars ist.

Korollar 3.13. Fiir die Zufallsvariable Z, .= deg,(y, A?) gilt

2n—1

V(z,) =E|z,]+ Z P / Kt s X1 s X)) A (d(xy, oo, X)),
XI‘

- 2n—-nr)!(r—n)!(r—n)!

Insbesondere gilt fiir n > 2
V(z,) =E|z,] < E|[z]=0

Beweis. Zunichst ist klar, dass alle Momente von Z,, existieren, denn wegen (3.18) gilt Z,) < Z|”
und Z; besitzt eine Poissonverteilung. Zur Berechnung des zweiten Moments von Z, verwenden
wir zu x,...,x,, € X,m €Nund I = {i,...,i;} C [m], die abkiirzende Notationen [y, x;] :=

[y, Xjseees x,-l]. Dann gilt

- e 3 % stvanes)]

X, ED zy,..., z,

C 1
) PIEETST [ Z 2 {2l 3 X usimpor ) € Ay}]
&l L

Xpsees Xy EP IC[n]

| IT=k
— i ﬂzn , 2!’! k+1( ) /12n—k (d( ))
T &=kl n— k) Jxen Enttne1 X1 Yok ¥l Xonk
2n ,Br
= Z I == /X K;:{’nﬂ(y,xl, X)) AT d(xg, ..., x,)). (320

Hier wurde im zweiten Schritt eine Fallunterscheidung nach der Kardinalitdt des Schnittes von
{x{,....x,} n{z,..., z,} unternommen und danach die Mecke-Formel (fiir den Poissonprozess
¥) angewendet. Aus (3.19) folgt, dass der Summand fiir » = n in (3.20) der Erwartungswert von Z,
ist. Nach Definition von k2" gilt die Identitit

n+1,n+1
2n+1 —
nj’_l w1l O X1s s X0,) = Ky (0, X g5 oo, X)) Ky (Vs Xy g5 -2 X2)
fiir paarweise verschiedene Punkte y, x, ..., x5, € X. Deshalb stimmt der Summand fiir = 2 in

(3.20) nach (3.19) mit E [Z ]2 tiberein und der erste Teil der Behauptung folgt.

Nun sei n > 2. Ist der Erwartungswert E [Zn] positiv, so folgt wie im Beweis von Lemma 3.12,
dass auch alle Summanden aus (3.20) positiv sind. Wegen n > 2 folgt also V (Zn) >[E [Zn]. Die

Umkehrung gilt trivialerweise, da aus E [Zn] = 0 direkt P-fast sicher Z, = 0 folgt. O

Dennoch ldsst sich Proposition 4.0.1 aus [34] in gewissem Sinne auch auf allgemeine Simplexgrade
iibertragen. Anstatt den n-Simplexgrad eines hinzugefiigten Punktes zu betrachten, fiigen wir dem
Modell stattdessen n deterministische Punkte y, ..., y, € X hinzu und zéhlen alle n-Simplizes, die

die hinzugefiigten Punkte allesamt enthalten. Hierfiir fixieren wir paarweise verschiedene Punkte
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Viseoos ¥, € Xmitk,_;(yy,...,¥,) > 0, die bzgl. < vergleichbar sind, und definieren

AV 1= T(‘P +> 6(y,_,U<,->))
=1

i=

mit (insbesondere von W) unabhingigen Marken UV, ..., U™ ~ Q. Hier kénnen wir die Relation <
so modifizieren, dass die Marken U, ... U™ ~ Q nur fiir Simplizes, bestehend aus hinzugefiigten

Punkten, verwendet werden. Auflerdem sei

xed

Korollar 3.14. Die Zufallsvariable Y besitzt unter der Bedingung [y, ...,y,] € AV eine
Poissonverteilung mit Parameter a .= f§ fx ng[nj (pl”(x, ¥7) A(dx) < oo. Konkret gelten also

k
o d

ik keN,

PY =k =x,_15....,y,) €

und

PY=0)=1-k,_,b5-..p,) 1 —e"%).

Beweis. Der Beweis funktioniert in seiner Grundidee wie der Beweis von Proposition 4.0.1 in [34].
Dazu betrachten wir eine K-Markierung ¥ von ® (im Sinne von Definition 5.3 in [31]) mit dem
‘Wahrscheinlichkeitskern

K : XxP({0,1}) — [0, 1], K(x,{1}) := H (pm(x,yl).
1¢(n]

Unter der Bedingung [y, ...,y,] € AY¥ sind gegeben @ die Ereignisse [x,y;,...,¥,] €
AYr-Ynx € @, unabhéngig und besitzen die Wahrscheinlichkeiten K(x, {1}), x € ®. Deshalb
folgt unter der Bedingung [y, ..., y,] € AY1)n

Y £ P x (1)),
Bei ¥ handelt es sich gemil Theorem 5.6 in [31] um einen Poissonprozess mit Intensitdtsmal
B0(4) = ﬂ./x/{o ) 1{(x,m) € A} K(x,dm) A(dx), AeX PO, 1}).
Wegen

OXx{1}) = ﬂ/x H @ (x, yp) 4(dx) < ﬂ/x @1(x,y) Aldx) < vy <

I1¢(n]

folgt die Behauptung. O
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3.4. VARIANZUNGLEICHUNGEN

In diesem Abschnitt betrachten wir bekannte Darstellungen und Ungleichungen fiir Varianzen von
Poissonfunktionalen, die die Differenzenoperatoren, wie sie in Abschnitt 2.3 definiert worden sind,
verwenden. Allerdings ist es in dem hier vorliegenden Modell schwer, mit diesen Operatoren zu
rechnen, wie wir noch im Detail erkldren werden. Deswegen werden wir analog zu dem Vorgehen
in [34] (siehe dort vor allem Abschnitt 3.4) bzw. [28] (Kapitel 5) ,,gutartige” Differenzenoperatoren
definieren, die eine gewiinschte Eigenschaft erfiillen. Wir werden die bendtigten Varianzunglei-
chungen dann bzgl. dieser neu definierten Differenzenoperatoren zeigen. Dazu werden wir eine
Fock-Raum-Ungleichung herleiten, die in Kapitel 4 essentiell fiir die Herleitung von zentralen
Grenzwertsitzen fiir die Euler-Charakteristik sein wird, da sie eine geeignete untere Schranke fiir
die Varianz der Euler-Charakteristik liefert. AuBBerdem zeigen wir eine Poincaré-Ungleichung, die es
erlaubt, die Varianz eines Poissonfunktionals nach oben abzuschitzen, sowie eine exakte Darstellung
der Varianz eines Poissonfunktionals. Diese beiden Resultate werden wir in Kapitel 5 verwenden,
um die Varianz von schwach stabilisierenden Funktionalen zu kontrollieren.

Zunichst wiederholen wir die Definition der Differenzenoperatoren aus Abschnitt 2.3 fiir Poisson-
funktionale der Form F = f(T(¥)). Dazu seien f : INg(S) — R eine messbare Funktion und
(s 1), ..., (X, uy) € XXM fiir ein k£ € N. Dann lésst sich der Differenzenoperator k-ter Ordnung

zu F in den Punkten (x,u;), ..., (x;, u;) darstellen durch
k _ _1)k=1J1
D(xl,ul) ..... (xk,uk)F - Z ( 1) f (T <IP + Z 5(xi’ui)>> :
JClk] JjeJ

Nach Konstruktion von T gilt im Allgemeinen fiir J C I nicht T(n + Y el 5(x/_,uj)) C T+
Yier 6(x,.u;))» Was das Rechnen mit den Differenzenoperatoren deutlich erschwert. Deswegen ver-
wenden wir eine alternative Konstruktion, die diese Eigenschaft erfiillt. Dazu definieren wir zu einer
Funktion f : INx(S) = Rund k € N eine messbare Funktion h’} P INE(S)X (XX M)* — R durch

G, (i), o, (o)) = DD (k) (3.21)
IC[k]

mit X; 1= X\ {x; [j € [k] \ I}. Der Komplex im Summanden zur Indexmenge I C [k] geht also
aus k durch Entfernen all derjenigen Simplizes hervor, die einen Punkt aulerhalb von X; enthalten.
Zul ={i,...,i;} C[k]mit|I|=1setzen wir

1

Fiir I = @) erhalten wir P-fast sicher den bereits definierten Komplex A = T'(¥), weswegen wir in
der Notation nicht zwischen diesen beiden Komplexen unterscheiden. Per Konstruktion erhalten

wir die gewiinschte Eigenschaft

ACer ¢ ARt P-fast sicher fiir alle J C I C [k]. (3.22)
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SchlieBlich definieren wir zu einem Poissonfunktional F = f(T'(¥)) die ,,gutartigen* Differenzen-

operatoren

A F - Z (_l)k—lllf(A(xi’ui)iEl) (3.23)

(xq,5uy),5. .0 (potty)
IC[k]

- h’;(AWﬂfak], (xp ), ... ,(xk,uk))

und A F 1= A(lx M)F . Bei diesem Differenzenoperator handelt es sich also um eine Funktion in
dem Komplex A®i#)ieiki (und den Punkten (xy,uy), ..., (x,uy)). Die Differenzenoperatoren erster

und zweiter Ordnung sind dabei gegeben durch

A(x,u)F = f(A(x’u)) - f(Q),
A F = faAfumtnt)) - fA) — fA0) + £(A).

(e sty )s(x502)

Wir wollen den Zusammenhang der Differenzenoperatoren D, A* genauer untersuchen und fixieren
dazu Punkte x;, ..., x; € X, sodass die eindeutigen Indizes m, ..., m; € Ny mit x; € Q,, paar-
weise verschieden sind und die Punkte x,, ..., x;, paarweise miteinander vergleichbar sind. Um bei
Bedarf die Abhéngigkeit der Konstruktion (von T') von der Zerlegung Q zu verdeutlichen, verwen-
den wir im Folgenden die Notationen D" := DK und A€ 1=
Oeqsttg)ye (gt Qeqatty)se - (xguy) Qeqstty)se ()
fx o tt)” Fiir beide Operatoren seien dabei stets die selbe Relation < und die selben Verbin-
1oty )se e (X gty
dungsfunktionen gewihlt. Wir betrachten zunichst den Komplex Tg g P (‘P + Xier 5(x,-,U("))) fiir

@ # I C [k] mit (auch von ¥) unabhingigen Marken U® ~ Q, i € [k]. Auf dem Ereignis
A= {®(U, 0,)=0} (3.24)

gilt

k
PR S Pl Pq _ B} '
T, (‘P + Z 5(x,.,U<i>)) =T, (‘P + ; 5(""’(](')))}«, [P-fast sicher

iel

mit X; wie oben (vgl. dazu fiir k = 1 (3.10) und die zugehorige Diskussion). Hier wird verwendet,

dass die Indizes m,, ... ,m; paarweise verschieden sind. Auf dem Ereignis A gilt also insbesondere
k
k.Q — pk _ €] (k) - i
D = (9 Z} Sy (51, U, (i UMY ) Pefast sicher,
i=

wobei auf der rechten Seite die Abhéngigkeit von der Zerlegung unterschlagen wurde. Da die ver-
wendete Zerlegung aber nicht die Verteilung von Tg :”"w“ (¥ + Zle 5(x,.,U0'>)) beeinflusst, erhalten

wir

k,Q a kR
A D(xl’U(l))’_“’(xk’U(k))F =1, A(XI’U(U),.“’(xk’U(k))F (3.25)

fiir jede weitere messbare Zerlegung R von X.
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Wir fixieren ein Element

y = ( ) ) €017 (3.26)
Yoo+ +s=1 / se[min{a,k—1}1ig».. i €[]

mit p 1= Z?ir;{a’k_l} ks*!. Dann ordnet y fiir jedes s € [min{a, k — 1}] jedem Tupel (i, ... ,i,) €
[£]® eine Wahrscheinlichkeit zu. Wir erinnern daran, dass ein Element u € M fiir jede Wahl von j €
[a] jedem Tupel (I, ..., 1, j) € Z% ein Element von [0, 1] zuordnet. Fiir dieses Element schreiben
wir im Folgenden u(/y, ..., 1,;). AuBerdem schreiben wir abkiirzend m = (my,...,my) € N();é,
wobei N’gg 2 die Menge aller k-Tupel mit paarweise verschiedenen Eintrigen aus N, bezeichnet. Zu
u € M definieren wir ein Element u sm € M, i € [k], durch

Loom 1) = u?

u m; .
( o+ ls—1

Hi.m ly?

fiir jede Wahl von s € [min{a,k — 1}] und iy, ...,i,_; € [k]. Fiir jede andere Wahl von Indizes
(yyenns lzj) € 7% sei uﬂi,m(ll, ,lzj) =u(ly,... ,lzj). Man beachte, dass auf A die Indizes m;, 1
die Koordinaten von x; in ¥ + Zle S(x, uy sind.

Nachfolgend seien n € IN(X X M) mit # + Zf;l 5(x,~,u,-) € B (fiir das B aus der Konstruktion
von T)und ¢ C {x;,...,x;} mit [6] > 2. AuBlerdem sei R eine weitere messbare Zerlegung
von X, die wir nachfolgend fiir die Konstruktion von T verwenden. Es sei daran erinnert (Seite
33), dass u,(n + Zf.;] S(x,.u,)) das Element in [0, 1] (aus einer der Marken der Punkte x,, ..., x;)

bezeichnet, das dem Simplex ¢ bei der Konstruktion von T'(n+ Zk 5(x u )) zugeordnet ist. Zu einem

Element (u, ..., u®) € MF sei (u%’k, . %R) € MK das Markentupel, das aus (u(V, ..., u®)
hervorgeht, indem fiir jedes o = [x;,....x; 1 € {x, ... xk} mit o] > 2, x; < -+ < x; und
s € [min{a, k — 1}] das Element u_(n + Z 5(x u) durch ;4 ;. ersetzt wird und alle restlichen

Elemente unverindert bleiben.

Die Vorangegangenen Definitionen sind so gewéihlt dass auf dem Ereignis A aus (3 24) bei den

fiir alle Simplizes ¢ C {x, .. xk} mit |o| > 2 dle selben Elemente aus y verwendet Man beachte

dass sich das Ereignis A auf die Zerlegung O bezieht. Insgesamt folgt

d
1, D% F=1,A%® F. (3.27)

1 k) LR LR
(x5 U,El)m) XU m) (CIN oD NI CT pety)

Die Verteilungsgleichheit in (3.27) benotigt ganz essentiell die Voraussetzung, dass die Indizes
my, ..., m, paarweise verschieden sind. Eine analoge Konstruktion ist in [34] (im Beweis der dortigen
Fock-Raum-Ungleichung) zu finden, wobei sich die Notation dort wegen a = 1 vereinfacht. Fiir den
Rest des Abschnitts sei Q, = (Q7);en, zu € € (0, 1) eine Zerlegung von X mit

A0 < £ firallei €N, (3.28)

i

Die Existenz einer solchen Zerlegung stellt Lemma 3.3.1 in [34] sicher. In [34] wir auBerdem gezeigt,
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dass diese Zerlegungen so gewihlt werden konnen, dass fiir alle 0 < £, < &, < 1 die Eigenschaft
Of1(x) C 0% (x) fiir alle x € X (3.29)

gilt, wobei OQ°(x) die eindeutige Menge der Zerlegung Q, mit x € Q%(x) sei. Insbesondere gilt also
fiir A*-fast alle (x1,....x) € Xk

113)1 1{Q%(x)), ..., Q%(x,) sind paarweise verschieden } = 1. (3.30)
I3

Es sei weiterhin eine zusitzliche Zerlegung Q von X fixiert, die stets verwendet wird, wenn die
Notation keine andere Zerlegung beinhaltet. Ziel des restlichen Abschnitts ist die Herleitung der zu
Beginn des Abschnittes erwihnten Resultate fiir Varianzen von Poissonfunktionalen fiir die Diffe-
renzenoperatoren aus (3.23). Wir beginnen mit einer Fock-Raum-Ungleichung analog zu Theorem
3.4.4. in [34], die auf der Fock-Raum-Darstellung von Poissonfunktionalen in [31] (Theorem 18.6)
basiert. Der Beweis folgt in seiner Grundstruktur dem Beweis von Theorem 3.4.4. in [34]. Zuvor

definieren wir jedoch noch den Zufallsvektor

k

Upx = <u6<‘P+ 6(xi’U(i))>> .
i=1 6C{xp,... X 1 |0]>2

.....

Theorem 3.15 (Fock-Raum-Ungleichung). Es sei f : INg(S) — R eine messbare Abbildung,
sodass fiir das Poissonfunktional F = f(A) die Bedingung [ [F 2] < oo gelte. Dann gilt

mit unabhdngigen und identisch Q-verteilten Zufallselementen UV, ... , U®,

Beweis. Wir fixieren € € (0, 1). Die Fock-Raum-Darstellung von Poissonfunktionalen (Theorem
18.6 in [31]) liefert

.....

<« A k.Q, 2 k) )y gk
V(F) = I;F 3 Mk[E[D(xl’u(l)) (xk’u(k))F] QF [d@®, ...,u®)) 4K [d(xy, ... X))

Wir fixieren eine Beobachtungsfenser W € B +(X), k € Nund ein Element g wie in (3.26). Mit
den abkiirzenden Notationen Q¢ := xf.‘le;_ firm=(m,...,my) € N’S# sowie U := ([0, 1)),
QF (du) 1= QF (d@, ..., u®)) und A* (dx) := A¥ (d(xy, ..., x;)) folgt mit der Ungleichung von

Jensen

2
k.Q, k k
/I/Vk /Mk[E[D<x1,u“>>,...,(xk,u<k>>F ] @ (du) 47 (dx)

2
k,Q k k
> Y [E[D : F] Q (du) 4* (dx)
ok, /QW JA L
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2
/ / / [ ® F] QF (du) U” (du) A* (dx)
& an [0,17° Mk (X| )4] m) ( ”k m)

2
er k k
/Enwk/m”p </Mk [ o S e ] Q (du)> U? (dp) A% @dx). (3.31)
Huypm’ Hicsm

Im Folgenden sei A, das Ereignis aus (3.24) bezogen auf die Zerlegung Q, . Nehmen wir f zunéchst

meNk

A%

meN"

als beschrénkt an, so liefern die Abschitzungen

k,Q k

5 F| < 20/l

| (xl’uull,m)a--- Elkk)m) ®
k k

F| 2 :

A% i I < 2401

wegen (3.27) die Ungleichung

F| —E|AF F| Q*(du
‘ /Mk [ (*xy ui,fm) ..... Gt ) ] [ (C R N E i) ] (d)
kQ k k
< | El1, F—A F| QF (du
/Mk [A ol gyt T a9, (a0 ] (du)
< / E L4 21 f1l] @ (du)
M

25 £l o PAS). (3.32)

IA

Durch Anwendung der Gleichung

(@+by? > — -

mit

k.Q k k
a = E|D"™ F| -E|A F| Q" (duw),
/Mk [ (xl,uﬁlll)vm),. RE “ka) m) ] [ (x ’MS,LQ) ----- (xk,uijfzf) ]

b = E |AX K(du) = E |A F
/Mk [WM papn ]@ (@0 = [<xlsULf3u’Q>»~~’<stUL’.‘3u‘Q)]

auf die rechte Seite von (3.31) erhalten wir mit (3.32)
2k k
/Wk /Mk (x. u<1>> ..... (xk,u<k>)F] 0" (du) 4% (dx)

meNk

4n+1 2
/ / 11, ———2P(A)? UP (dp) A* (dx). (3.33)
ocnwk J0,11 -1

meNk

4"“Ilfll

Der zweite Summand in (3.33) lisst sich im Betrag wie in [34] gegen ———=(1 —exp(—¢ek))A(W )k
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nach oben abschitzen (siche (3.4.9) dort). Dabei wird insbesondere die Eigenschaft (3.28) der
Zerlegung Q, verwendet. Fiir € \, 0 und y \, 1 folgt wegen (3.30) mit dem Lemma von Fatou aus
(3.33)

2
.. k,Q, k k
hrgn\%lf ~/I’Vk «/\‘/ﬂk [E I:D(xl,u(l)),---7(xk,u(k))F:| Q (du) i (dX)

2
> E |AF F| U2 @u) A% (dx
2 /., /[] [ e ] (i 470
2
_ k k
= /Wk[E [[E[A(Xl’U(l))w’(xk’U(k))F Usy.o] ] A* (dx).

Die Aussage folgt fiir W 1 X. Fiir unbeschrinkte Abbildungen f folgt die Aussage wie in [34]
durch Approximation von F = f(A) durch F, := f,(A) mit f,, :=1{|f| < n} f. O

Der Vektor U, ., beeinflusst den Simplizialkomplex A& )Xt und somit den Differenzen-

operator Aé‘x U0 e U k))F nur dahingehend, dass er festlegt, ob Simplizes, die nur aus hinzugefiig-
LU, X
ten Punkten {x,, ..., x, } bestehen, Teil des Simplizialkomplexes sind. Deswegen gilt beispielsweise

fiir die Operatoren erster und zweiter Ordnung

E [[E | A F | er] E [AwoyF]’

2
2
E [[E [A<x1,U.),(x2,U2>F | le,xz] ]

2
_ 2 (1, UDi(x2,U3)
=10, %) E [A(Xl,Uﬂ,(xz,Uz)F | [x1, x,] € AT ]

2
2 (x1,U1),(x2,U3)
E |:[E I:A(XI,U|),()C2,U2)F | ]1{[X1,X2] (S A X1,U1)(X,Uyp }:| ]

F (1= @iGex) B[N g o) F | Ixixal 2 A(xl,uluxz,uz)]z |
Bevor wir die Poincaré-Ungleichung fiir Poissonfunktionale (vgl. beispielsweise Theorem 18.7 in
[31]) auf den Differenzenoperator A iibertragen, leiten wir eine exakte Darstellung der Varianz eines
Poissonfunktionals her. Dazu erweitern wir unseren Borelraum X und betrachten den Borelraum
X X [0, 1] als Grundraum versehen mit dem c-endlichem MaB 4 ® 4,|(o ;- Unser Grundprozess ®
ist hier also ein Poissonprozess auf X X [0, 1] mit IntensitéitsmaB A ® 4, |9 ;; und ¥ ist weiterhin eine
unabhiingige -Markierung von @, also hier ein Poissonprozess auf X X [0, 1] X M. Wir befinden
uns also in einem Spezialfall der zuvor betrachteten Situation eines allgemeinen Borelraums X. Auf

X X [0, 1] wihlen wir die Relation
(x,21) < (3,8) <= t<s

sowie die Zerlegung (Q; X [0, 1]),y, mit der bisher verwendeten Zerlegung (Q;);cn, von X. Die
Verbindungsfunktionen seien weiterhin von der Form ¢; : X/*! - [0, 1], d.h. diese hiingen nicht
von der Komponente in [0, 1] ab. Die zusitzliche Komponente wird lediglich zur Definition der
Relation < verwendet. Im Folgenden sei ¥, die Einschrinkung von ¥ auf X X [0, #) X M. Der Beweis

des nachfolgenden Theorems funktioniert ganz analog zum Beweis von Theorem 5.1 in [28] bzw.
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Theorem 3.4.2 in [34]. Da er allerdings relativ kurz ist und eine Uberlegung beinhaltet, die spiter bei
Verwendung dieser Konstruktion noch wichtig sein wird, fithren wir ihn komplett aus. In [28],[34]

wird dabei extra fiir dieses Theorem ein Operator eingefiihrt, der analog zu A, ) konstruiert ist.

Theorem 3.16. Es sei f . N (S) — R eine messbare Abbildung mit E [f(A)z] < o0. Dann gilt

1 2
V(f(Q) = B / / / E [[E [A(x,,,u) F@) | ly,] ] Q (du) 4 (dx) dr.
0 X JM

Beweis. Zunichst liefert Theorem B.1 in [28]

1 2
V(f(A) = p / / / E [[E [D(W) F(A) | ‘Pt] ] Q (du) A (dx) dt.
o JxJu

Im Folgenden sei ein Punkt (x, ¢, u) € X X [0, 1] X M fixiert. Zu # € IN(X X [0, #) X M) betrachten
wir die beiden Komplexe T'(n + ¥ 1) und T'(n + W, 17 + O(x 1) xxq0,11\ ((x,0}> WObel W, 1y die
Einschrankung von W auf X X [z, 1] X M bezeichnet. In beiden Komplexen ist die Einschrinkung
des Komplexes auf Punkte in # deterministisch, also [P-fast sicher nicht von ¥ abhingig, da fiir
alle Punkte y aus #7 und alle Punkte z aus ¥, ; stets y < z und y < (x,7,u) gilt. Die Marken, die
fiir Simplizes mit Beteiligung von mindestens einem Punkt aus ¥ verwendet werden, sind [P-fast
sicher Teil des Prozesses ¥, ;). Insbesondere sind die beiden Komplexe fiir jede Wahl von # also

verteilungsgleich. Es folgt also

E[ D /) | 9] = E[£(T¥+5,,0)) | 2] -E[r(T®) | 2]
E [f (T + 8cs) | ‘P,] -E [f (T + Scp)oxto. o) | ‘P,]

E A/ ()

\P,] . (3.34)

O

d
Wiihlen wir in (3.34) t = 1, so erhalten wir D, ; ,) f(A) = A, 1,/ (A). Mithilfe von Theorem 3.16
kann nun direkt eine Poincaré-Ungleichung fiir den Operator A, , ) f (A) hergeleitet werden (vgl.
Theorem 5.2 in [28]).

Theorem 3.17 (Poincaré-Ungleichung). Es sei U ~ Q unabhdingig von ¥ und f : Ng(S) = R
eine messbare Abbildung mit E [f(A)Z] < o0. Dann gilt fiir alle t € [0, 1]

2
V(f(A) < B / [E[ (Aperin /(D) ] A(dx).
X
Beweis. Die Aussage folgt aus Theorem 3.16 durch Anwendung der Ungleichung von Jensen fiir

bedingte Erwartungen, wenn man bedenkt, dass die Verteilung von A, , /) f(A) nicht von 7 € [0, 1]
abhingt. O
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3.5. DAS MARKIERTE STATIONARE MODELL

In diesem Abschnitt stellen wir einen wichtigen Spezialfall des Modells vor, der bereits in der
Literatur zum Random Connection Model als zufilliger Graph einen besonderen Stellenwert genieft.
Dazu sei (A, T) ein beliebiger Borelraum und © ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (A, 7), den wir
ebenfalls (wie M) als Markenraum bezeichnen, wobei es jedoch zu keiner Verwechslungsgefahr
kommen sollte. Wir wihlen als Grundraum den Produktraum X = R? x A, versehen mit dem
Produktmal} 4, ® ©, wobei wir hier f > 0 die Intensitéit des Modells nennen und A, das d-
dimensionale Lebesgue-Mal} bezeichnet. Hier unterscheidet sich die Verwendung von § zunichst im
Vergleich zum Modell auf einem allgemeinen Borelraum, in dem ein Maf3 der Form f 4 betrachtet
wurde. Da allerdings f1,®0 = f(1,Q0) gilt, wie direkt mit dem Mafeindeutigkeitssatz eingesehen
werden kann, macht dies jedoch keinen Unterschied. Als zusétzliche Eigenschaft fordern wir, dass
die Verbindungsfunktionen ¢, ..., ¢, in nachfolgendem Sinne translationsinvariant sind. Fiir alle

J € la] gelte

@ ((xo+1.ap),....(x; +1.a))) = @;((x,a0)> ..., (x},a))) (3.35)

.. d
fiir alle Xgs oo s Xj 1 € R 2dgs .., 0; € A.

Wir bezeichnen diesen Spezialfall als das markierte stationdre Modell. Fiir Arbeiten in diesem
Rahmen im Random Connection Model als zufilliger Graph verweisen wir auf [4],[10] und Kapitel
4 in [8]. Fiir einen Punkt (x, a) € R? x A bezeichnen wir x als die riumliche Komponente und a
als die Marke des Punktes. Im Laufe der Arbeit werden wir oftmals zusétzlich annehmen, dass die

Integrabilitidtsbedingung

/ / / ?1((0,a),(y,b)) ©(da) O(db) dy < oo (3.36)
R JA JA

gilt, die der Bedingung (4.2) aus [8] entspricht und schwicher ist als die Integrabilititsbedingung
(D.1) aus [4]. Das Integral in (3.36) entspricht bis auf den Vorfaktor f dem erwarteten Kantengrad
einer typischen Ecke innerhalb des Komplexes. Konkret ist damit der Kantengrad des Punktes (0, V)
mit typischer Marke V' ~ ® gemeint, wenn dieser dem Komplex hinzugefiigt wird. Dies geht direkt
aus (3.19) fiir n = 1 hervor, wenn bzgl. der hinzugefiigten Marke ausintegriert wird. Fiir eine Menge
W enB f(IRd ) notieren wir beim Arbeiten im markierten stationdren Modell mit ¥y, (bzw. k) die
Einschriankung von ¥ (bzw. eines Komplexes k € INg(5)) auf W X A X M (bzw. W X A). Wir
weisen darauf hin, dass die Wahl einer Eckenfunktion ¢, : R? x A — [0, 1] auch im markierten
stationidren Modell keine Verallgemeinerung des Modells darstellt. Fiir eine solche Funktion wiirde
Translationsinvarianz im Sinne von (3.35) bedeuten, dass sie unabhédngig von der rdumlichen
Komponente ist und somit nur von der Marke des Punktes abhéngt. Bei einer ¢,-Verdiinnung von
@ handelt es sich dann geméf Korollar 5.9 in [31] um einen Poissonprozess mit Intensitidtsmal3
fr; Q@ (py®) =pyi; & %((p()@) mity 1= (py®)(A), wobei hier y # 0 angenommen wurde. Also
wird der Rahmen des Modells dadurch gar nicht verlassen. Der Fall y = 0 ist uninteressant, da eine

@o-Verdiinnung von ® dann der Nullprozess wire. Im Folgenden seien V' ~ ® und U ~ Q stets
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(insbesondere von W) unabhiingige Zufallselemente und wir setzen A® := T(¥ + 0.y v))- Unter

der Integrabilititsbedingung (3.36) ist das Integral
n(a) 1= ﬂ/d/(pl((ﬂ, a),(y, b)) ©(db) dy. (3.37)
RI JA

endlich fiir ®-fast alle a € A und fiir jedes solche a besitzt deg; (0, A®) unter der Bedingung V = aei-
ne Poissonverteilung mit Parameter 7 (a). Also besitzt deg, (0, AY) eine gemischte Poissonverteilung

mit Zufallsparameter z(V'), d.h. es gilt
V k
P(deg(0,A%) =k) = E [e—”“’) %] . keN,. (3.38)

Gemischte Poissonverteilungen tauchen beispielsweise auch bei verallgemeinerten Zufallsgraphen
auf (siehe Abschnitt 6.3 in [45]), wobei die Verteilung des Zufallsparameters tiblicherweise als
Mischverteilung bezeichnet wird. Ein wichtiges Resultat fiir gemischte Poissonverteilungen bildet
Proposition 1 in [27], nach der das s-te Moment einer gemischten Poissonverteilung existiert, wenn
das s-te Moment ihrer Mischverteilung existiert.

Die einfachste Variante des markierten stationdren Modells ergibt sich durch Wahl eines einele-
mentigen Markenraums A. Dann kann R¢ x A direkt mit R¢ identifiziert werden, weswegen wir
in diesem Fall vom unmarkierten stationdren Modell sprechen. Tatsdchlich wurde das Random
Connection Model in [35] urspriinglich in diesem Rahmen eingefiihrt. Im unmarkierten stationéren
Modell ist der Zufallsparameter z(V') konstant und die Integrabilitdtsbedingung (3.36) vereinfacht

sich zu
/d 91(0,y) dy < oo, (3.39)
R

was wegen der Translationsinvarianz der Verbindungsfunktionen dquivalent zu der Integrabilitits-
bedingung (3.17) fiir X = R ist. In Abschnitt 1.2 von [4] oder Abschnitt 2.3 von [10] kénnen
weitere Beispielmodelle fiir den Fall « = 1 gefunden werden. Ein Beispielmodell, das wir besonders
hervorheben mochten, ist gegeben durch die Wahl von A = K¢, wobei K¢ die Menge aller nicht-
leeren, kompakten und konvexen Teilmengen des R? bezeichnet. Dabei sei A = K¢ mit der von
der Hausdorffmetrik induzierten o-Algebra versehen. Die Theoreme A.19 und A.26 in [31] zeigen,

dass es sich bei X¢ um einen Borelraum handelt. Dazu wihlen wir die Verbindungsfunktionen

J
@, ((xgr Ko)s -, (x;, K))) = ]1{ (o + K # ﬂ}, j € [al, (3.40)
i=0

die offensichtlich die Eigenschaft (3.35) erfiillen. Da die Verbindungsfunktionen aus (3.40) nur
Werte in {0, 1} annehmen, kann W hier 0.B.d.A. als Punktprozess auf R? x K¢ angesehen werden.
Wir bezeichnen diesen Spezialfall als Boolesches Modell und das Wahrscheinlichkeitsma3 ® dann

als Formverteilung, was wir im Folgenden begriinden. Ublicherweise meint der Begriff Boolesches
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Modell in der stochastischen Geometrie eine zufillige abgeschlossene Menge der Form

Z = U (x + K),

(x,K)e¥

wobei W hier wie erwihnt ein Poissonprozess auf RY x X°¢ mit IntensititsmaB f 4, X © ist. Bezeichnet
KY zuw € B f(Rd ) den Simplizialkomplex auf der Eckenmenge {(x, K) € ¥ | x € W'} definiert
durch

J
(X0 Ko)s - (6, K] € KWt (e + K) # 0
i=0
fiir alle j € N, so handelt es sich bei Ay, um das a-Skelett von K" . Eine Version des Nerve-

Theorems (siehe Seite 76 in [13]) liefert P-fast sicher die Homotopiedquivalenz (notiert durch

)

K" ~ 2" = ) +K). (3.41)
x,K)e¥y,

Fiir ein topologisch invariantes Funktional f (d.h. f ist auf allgemeinen topologischen Rdumen
definiert und invariant unter Homotopiedquivalenz), das fiir einen Simplizialkomplex nur von dessen

a-Skelett abhéngt, folgt also insbesondere [P-fast sicher
[y = [ (SK™) = f(KY) = f(z¥). (3.42)

Zentrale Grenzwertsitze in dem hier vorliegenden Modell fiir solche Funktionale lassen sich also
direkt in Resultate fiir das Boolesche Modell iibersetzen. Die fiir uns relevantesten Funktionale
mit dieser Eigenschaft sind die Betti-Zahlen. Da die p-te Betti-Zahl eines Simplizialkomplexes nur
von dessen (p + 1)-Skelett abhédngen, erfiillen die Betti-Zahlen die gewiinschte Eigenschaft. Wir
weisen noch auf den Unterschied zu Funktionalen der Form f(Zy,) mit Zy, := Z N W hin, die
oftmals in der Literatur zum Booleschen Modell von Interesse sind. Wenn wir im weiteren Verlauf
vom Booleschen Modell sprechen, meinen wir damit (wenn nicht explizit anders gesagt) diesen
Spezialfall des markierten stationiren Modells. Dieser enthilt wiederum als Spezialfall den in der
Literatur so oft betrachteten Cech-Komplex (bzw. genau genommen dessen a-Skelett), der der Wahl
von © = 6p ) fiir ein r > 0 entspricht. Damit handelt es sich bei dem Cech-Komplex sowohl
um einen Spezialfall des Booleschen Modells als auch des unmarkierten stationdren Modell, da
der Markenraum dann 0.B.d.A. als einelementig angesehen werden kann. Andererseits erhalten
wir das a-Skelett des Vietoris-Rips-Komplex im unmarkierten stationdren Modell durch Wahl der

Verbindungsfunktionen

@1(x,y) 1= 1{|lx = yll < 2r}, p;=1 je{2, ... a}
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fiir ein » > 0. SchlieBlich wollen wir noch eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz aller

Momente von deg; (0, A% im Booleschen Modell geben. Existiert ein » > 0 mit
O({Kek’| KCBWO,n}) =1, (3.43)

was als Beschrinktheit von ® interpretiert werden kann, so folgt P-fast sicher

(V) = ﬂ/Rd/]Cd]l{Vn(y+K);éﬂ} O(dK) dy
< ﬁ/Rd /lcd]l{B(O,r)ﬂB(y,r)#ﬁ} O(dK) dy
= ﬂ/Rd]l{IIyII <2r}dy
= p2r)py.

wobei p, hier das d-dimensionale Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet. Also ist
die Zufallsvariable 7 (1) [P-fast sicher beschriankt und all ihre Momente existieren.

Im Laufe der Arbeit werden wir immer wieder eine Folge (W,,), <y von Beobachtungsfenstern, also
eine Folge in B f([Rd ), mit |W,| — oo fiir n — oo betrachten, wobei hier mit |A| = 1,(A) fiir
AeDB f(IRd) stets das d-dimensionale Volumen von A gemeint sei. Dabei werden wir uns oftmals

auf Folgen in K¢ beschrinken, fiir die zusitzlich noch r(W,) — oo fiir n — oo gilt, wobei
r(K) := sup {r >0 | 3x € K mit B(x,r) C K}
den Inkugelradius einer Menge K € K¢ bezeichnet. AuBerdem sei fiir x € R¢
d(x,K) := min{|x—y| | y€ K}

und 9K der topologischen Rand von K. Wir nennen eine Funktion f : (R4)" — [0,00), m € N,

translationsinvariant, falls
SO+t x,+0) = f(xq,...,Xx,)
fiir alle ¢, x1, ... , x,, € R gilt.

Lemma 3.18. Es sei (W,),cy eine Folge in K¢ mit r(W,) — oo fiir n — oo und auflerdem

f: ([R{d)m — [0, ), m € N, eine messbare und translationsinvariante Funktion mit

vy :=/(d)m_l f0,x,,...,x,)d(x,,...,x,) < oo,
R

wobei dieser Ausdruck fiir m = 1 als f(0) zu lesen ist. Dann gilt

1
Wil Jwp

Fxps e xy) d(xg, ooy X)) — vy fiirn — oo.
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Beweis. Fiirm = 1 bedeutet die Translationsinvarianz von f, dass f konstant ist und die Behauptung
folgt direkt. Also sei im Folgenden m > 2. Wegen der Translationsinvarianz von f gilt fiir jedes
neN

1
Vi = |%|AV” _/(Rd)”'_l f(xl,XQ,...,Xm) d(x2,...,xm) dxl,

da der Wert des inneren Integrals insbesondere nicht von x; abhéngt. Damit folgt fiir beliebiges

e>0
1
‘vf— W S(xq, %) dxq, ..., x,)
n wnr
1
= |W|/W/( Ly f(x, %0, .00,x,,) d(x,, ..., X,,) dx; (3.44)
< WI/ / 1{d(x,,0W,) > €} dxl/ £0,%5, ..., x,) d(xg, ..., X,)
Wl Jw, (BO.y™1)°
Vv
+ Iﬂil/ 1{d(x;,0W,) < &} dx,. (3.45)
nl JW,

Wir schitzen das erste Integral im ersten Summanden gegen |W,,| ab, wodurch der erste Summand
nicht mehr von n abhingt. Wie im Beweis von Lemma 4.3.2 in [34] argumentiert, folgt aus (3.19)

und Lemma 3.7 in [20] sowie der Formel von Steiner (vgl. z.B. (14.5) in [39])

d—1 ;
€W, |d(x,0W,) < IR -1
[{x € W, |d(x,0W,) f}|<ZL_)_>o firn— oo,  (3.46)
W, = rov)

weswegen der zweite Summand in (3.45) fiir n — oo gegen Null konvergiert. Mit dem Satz von der
dominierten Konvergenz folgt auBerdem, dass das zweite Integral im ersten Summanden von (3.45)

fiir e - oo verschwindet, woraus die Behauptung folgt. O

Im Beweis von Lemma 4.3.2 in [34] wurde im unmarkierten stationdren Modell fiir f = ¢, auf
analoge Weise gezeigt, dass der Ausdruck in (3.44) gegen Null konvergiert. Bei Lemma 3.18 handelt
es sich um eine Verallgemeinerung dieses Beweises, der in kiirzerer Form auch in [28] (Lemma
9.2) gefunden werden kann. Die entscheidende Anwendung von Lemma 3.18 liefert nachfolgendes

Korollar. Dazu gelte die Integrabilitdtsbedingung

ess sup / / ©1((0,a), (v, b)) ©(db) dy < oo, (3.47)
R4 J A

aeA

die schwicher als (3.17), aber stirker als (3.36) ist. Aus stochastischer Sicht bedeutet (3.47), dass
der Zufallsparameter z(V") [P-fast sicher beschriinkt ist. Im unmarkierten stationiren Fall entspricht

diese Bedingung wieder (3.39).
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Korollar 3.19. Es sei K € I', ein Simplizialkomplex des Grades 1 und es gelte (3.47). Dann folgt
fiir jede Folge (W,),enin K¢ mit r(W,) — oo

1
Wl Jw,

fx(Gxp,a)), ... (x,.a,)) ©d(ay, ...,a,)) d(x, ..., x,)
Ar

— /d ] fk(©.a)),...,(x,.a,)) ©d(ay,...,a)) d(x,,...,x,) < 00 fiirn— oo.
(RAYy— Ar
Beweis. Wir definieren eine translationsinvariante Funktion A : (Rd)r — [0, 00) durch

h(xp,...,x) = | fx(Gxpa), ..., (x.a,)) ©'day,...,a,)).
Ar

Wir zeigen, dass die Abschitzung
/ h(0,x,,...,x,) d(x,,...,x,) < p7! < o (3.48)
(Rey™

gilt, wobei p den endlichen Wert des Integrals aus (3.47) bezeichnet. Dazu wihlen wir einen
minimalen Spannbaum 7" des 1-Skeletts von K und benennen die Ecken von K mit x4, ..., X,,
sodass x; fiir i > 2 einen eindeutigen Nachbarn in 7" in der Menge {x,, ..., x;_; } besitzt, was nach

Korollar 1.5.2 in [11] immer moglich ist. Dann lésst sich das Integral in (3.48) nach oben abschitzen

gegen

/ _1/ qul((xji,aji),(xi,ai)) @' (d(ay, ...,a,)) d(x,, ..., x,), (3.49)
(RT) =2

wobei wir 0.B.d.A. x; = 0 setzen (wegen der Translationsinvarianz der Verbindungsfunktionen ist
es irrelevant, welche Komponente der Funktion 4 im Integral aus (3.48) nicht ausintegriert wird).
Integrieren wir nacheinander absteigend in i € {2, ..., r} nach (x;, a;) aus, so verwenden wir im
i-ten Schritt die Abschétzung

/ /(pl ((xji’aji)’(-xi’ai)) G(dal) d-xi S P, (350)
R4 JA

die nach (3.47) fiir ©-fast alle a; gilt. Wegen der Translationsinvarianz der Verbindungsfunktionen
gilt diese Abschitzung fiir jeden Punkt x; € R<. Nach (r — 1)-facher Anwendung der Abschitzung
aus (3.50) auf das Integral in (3.49) erhalten wir die obere Schranke p” -1 f a ©da)) =p" -1, womit

(3.48) bewiesen ist. Die Aussage folgt jetzt direkt aus Lemma 3.18. O






KAPITEL 4

ZENTRALE GRENZWERTSATZE FUR DIE
EULER-CHARAKTERISTIK

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der Euler-Charakteristik, bei der es sich um eine der
historisch gesehen am frithesten betrachteten topologischen Kennzahlen handelt. Fiir endliche
Simplizialkomplexe ist die Euler-Charakteristik, wie in Abschnitt 2.2 eingefiihrt, definiert als die
Differenz der Anzahl von Simplizes gerader Dimension und derer ungerader Dimension. Allerdings
ist die Euler-Charakteristik schon in viel allgemeineren Rahmen betrachtet und untersucht worden.
In [16] wird die Euler-Charakteristik beispielsweise fiir sogenannte CW-Komplexe, einer Verallge-
meinerung von Simplizialkomplexen, eingefiihrt und betrachtet.

In der stochastischen Geometrie werden oft additive, stetige Funktionale f : K4 - R betrachtet,
die sich zu Funktionalen auf den Konvexring aller endlichen Vereinigungen von Mengen aus K¢
erweitern lassen. Der Charakterisierungssatz von Hadwiger (siehe z.B. Theorem 14.4.6 in [39])
besagt, dass es sich bei jedem solchen Funktional f, das zusétzlich auch noch invariant unter eukli-
dischen Bewegungen ist, um eine Linearkombination der sogenannten inneren Volumina V, ..., V,
handelt. Die Euler-Charakteristik, die fiir Polytope analog als alternierende Summe von Seitenan-
zahlen definiert werden kann, bildet dabei das nulldimensionale innere Volumen V4. In [20] werden
beispielsweise zentrale Grenzwertsétze und weitere Resultate fiir eine Klasse von Funktionalen im
Booleschen Modell gezeigt, die die inneren Volumina beinhalten.

Als topologische Kennzahl findet die Euler-Charakteristik auch beim Untersuchen von Simplizial-
komplexen immer wieder Aufmerksamkeit. In [43] werden beispielsweise funktionale Grenzwert-
sétze fiir die Euler-Charakteristik des Vietoris-Rips-Komplexes (als Funktion im Parameter des
Komplexes) hergeleitet. Zentrale Grenzwertsétze fiir die Euler-Charakteristik in verallgemeinerten

Cech- und Vietoris-Rips-Komplexen konnen in [7] gefunden werden. Die Euler-Charakteristik
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lasst sich gemif der Euler-Poincaré-Formel (2.6) auch als alternierende Summe der Betti-Zahlen
schreiben.Deswegen liefert ein Resultat tiber die Euler-Charakteristik auch immer eine Aussage
iiber die Betti-Zahlen, die als Funktionale auf dem zuvor erwihnten Konvexring allerdings nicht
additiv sind, weswegen viele Resultate aus der stochastischen Geometrie fiir sie nicht gelten.

In Abschnitt 4.1 iibertragen wir Theorem 2.9, welches obere Schranken fiir den Wasserstein- und
den Kolmogorov-Abstand eines standardisierten Poissonfunktionals zu einer standardnormalver-
teilten Zufallsvariablen bereitstellt, auf den Differenzenoperator aus Abschnitt 3.4. In den beiden
folgenden Abschnitten wenden wir dieses Resultat fiir die Euler-Charakteristik von Ay, an, wobei
W e By(X) ein Beobachtungsfenster sein wird und wir weiterhin die Notation |W| = A(W)
verwenden. Dabei betrachten wir die beiden Grenzszenarien f — oo und |W| — oo und leiten
zentrale Grenzwertsétze fiir diese beiden Szenarien her. Im letzten Abschnitt des Kapitels zeigen
wir schlieBlich einen multivariaten zentralen Grenzwertsatz fiir Simplexanzahlen im markierten

stationdren Modell.

Wir wollen in diesem Kapitel die Euler-Charakteristik noch dahingehend verallgemeinern, dass wir
eine beliebige Linearkombination von Simplexanzahlen zulassen. Zu 0 # a = (ay, ..., a,) € R*™!
definieren wir die verallgemeinerte Euler-Charakteristik y, : INg(S) — R, indem wir fiir endliche
Komplexe x € ]NJI';(S )

a

Xa(K) = z a; fi(x)
i=0

definieren und fiir alle anderen Komplexe y,(x) := 0 setzen. Dabei nehmen wir stets ohne Beschriin-
kung der Allgemeinheit a, # 0 an, da ansonsten einfach der Parameter o des Modells entsprechend
angepasst werden kann. In Abschnitt 3.3 wurden bereits Formeln fiir die ersten beiden Momen-
te der Euler-Charakteristik bereit gestellt. Fiir das gesamte Kapitel sei ein Beobachtungsfenster
W € B;(X) und ein Koeffizientenvektor 0 # a = (ay, ... ,a,) € R+ fixiert. Zwar gilt im allge-
meinen nicht Ay, = T (Wy,), sondern nur Gleichheit in Verteilung, dies kann aber P-fast sicher
wegen (3.8) 0.B.d.A. angenommen werden, da die verwendete Zerlegung Q so gewihlt werden kann,
dass es sich bei dem Beobachtungsfenster W um eine der Mengen von Q handelt. Im Folgenden
gelte also stets Ay, = T'(Wy,) P-fast sicher.

Wir beschéftigen uns zundchst mit den Differenzenoperatoren aus Abschnitt 3.4 fiir die Euler-
Charakteristik. Zu paarweise verschiedenen Punkten x,, ..., x; sei fl.x"""x’(rc) die Anzahl aller
i-Simplizes eines Komplexes k, die alle Punkte x|, ..., x; enthalten. Mithilfe dieser Grofen lassen
sich die Differenzenoperatoren der Euler-Charakteristik sehr anschaulich beschreiben. Zunéchst
gilt fiir die Differenzenoperatoren erster und zweiter Ordnung wegen der Eigenschaft (3.22) P-fast

sicher

A(x,u)xa(AW) )(a(Ai/yx’u)) - )(a(AW)

a 4

> o (1A - fiaw) = X a 15,

i=0 i=0
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= g ATy (ASTy o (AS) 4y (A
o

X (fAGC) AR = FAGE) + f(Aw) )

i=0

2
Ay (e XaBw )

a

XX (xp5up)(Xp,ur)

:Zaifil Z(AWI D-bt)y
i=1

Diese Darstellung der Differenzenoperatoren der Euler-Charakteristik ldsst sich analog fiir die

Operatoren hoherer Ordnung fortsetzen, was Gegenstand des nachfolgenden Lemmas ist.

Lemma 4.1 (Differenzenoperatoren der Euler-Charakteristik). Fiirk € Nund (x(,uy), ..., (X, uy) €
X x M gilt P-fast sicher

a

k _ XpseorXp Oeqatty)se (gt
A(xl,ul),...,(xk,uk)}(a(AW) - Z a; fi (AW )
i=k—1

Beweis. Alle Umformungen innerhalb dieses Beweises sind P-fast sicher zu verstehen. Zunéchst

gilt per Definition der Differenzenoperatoren und der Euler-Charakteristik

— k— |J| (xj.u)) ey
A(xl up),.o(xg, uk)xa(AW) - ch[k]( D A )

i a; Y (=1 g (A, CRY

i=0  JC[k]

Im nichsten Schritt fixieren wir ein Simplex ¢ € A;C,l’u‘)""’(x"’u")

und tiberlegen uns, wie oft dieses
Simplex von obiger Summe gezihlt wird. Dazu bezeichne I C [k] die eindeutige Menge mit x; € ¢
fiir alle i € I und x; € o fiir alle i € I. Wegen Eigenschaft (3.22) wird ¢ im Summanden zu
J C [k] in (4.1) genau dann gezéhlt, wenn I C J gilt. Dies bedeutet, dass ¢ in der zweiten Summe

von (4.1) insgesamt genau

Y cay= Y k= Y ki

JClk] Icyclk] JClk—|11]

k=T —

, sonst,

mal gezihlt wird. Also zihlt der Operator A¥ ) Y.(Ay,) lediglich diejenigen Simplizes

Qeqatty)se s (g
von AS{}’”‘)" %) (it dem entsprechenden Vorzeichen), die alle hinzugefiigten Punkte x|, ..., x,
beinhalten. Die Behauptung folgt, da ein solches Simplex mindestens die Dimension k — 1 besitzen

muss. O

Diese Darstellung vereinfacht den Umgang mit den Differenzenoperatoren der Euler-Charakteristik

ungemein. Lemma 4.1 liefert insbesondere fiir die Differenzenoperatoren sehr hoher Ordnung eine
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sehr einfache Darstellung, denn es folgt [P-fast sicher

1 (581 )5 (X g1 Mg g 1)
A‘(I):,ul),...,(xa+l,ua+1)XQ(AW) = aa ]l{[xla 7xa+1] € AVVI : e }, (42)

k . ..

(X1,u|)a---,(xk,uk))("(AW) =0 fiir alle k > o + 2.

Eine weitere sehr schone Eigenschaft der Euler-Charakteristik liefert nachfolgende Proposition, die
zeigt, dass fiir die Euler-Charakteristik in der Fock-Raum-Ungleichung aus Theorem 3.15 sogar
Gleichheit gilt.

Proposition 4.2 (Fock-Raum-Darstellung der Euler-Charakteristik). Es gilt

mit (insbesondere von W) unabhdngigen Markenfolgen UV, ... . U® ~ Q.

Beweis. Wir fixieren k € [a + 1] und stellen fest, dass wegen (4.2) alle Summanden auf der

rechten Seite fiir k > a + 2 Verschwinden. Fiir den Beweis verwenden wir die abkiirzenden No-
. k XppeeX A G, UMD, , UR)

tationen Ay ¥, (Ay) : U, (xk,U<k>)}(a(AW) und Ay = Ay, 7 7. Der

Zufallsvektor le’”_’xk bemhaltet genau diejenigen Marken, die bel Konstruktion des Simplizial-

komplexes A;l,’”"x" bzw. des Operators Aﬁ,,...,xk)(a(Aw) fiir Simplizes o C {x, ..., x;}, |o] = 2,
verantwortlich sind. Nach Lemma 4.1 verschwindet der Operator A§1 o X,(Ay,), wenn nicht
[X],..., X, ] € A;l/’“"x" gilt. Deswegen folgt

.....

= U{lxoxd €AY E AL g [ [ md € AR

------

. . . .. X1yernsX .
Wir fixieren eine Realisierung y von U, . ,sodass [xy,...,x;] € Ay, gilt. Dann erhalten

wir mit Lemma 4.1 und der Notation aus dem Beweis von Theorem 3.15

B[St | [ exd € A5

a+1

= Z a,  E [fjn‘l_"l“”‘k(A;;',"“”‘k) | [x),....x,] € A;‘/’”"x"]

C(+1 (Xlu Yoo (Xl (k)
. 1/ [fx1 xk P P )] Ok @@, .. u®y).

Fiir m = k ist der Erwartungswert 1. Um den Erwartungswert fiir m > k + 1 zu bestimmen,
schreiben wir [x, z] fiir das Simplex, bestehend aus den Punkten x, ..., x;, und den Eintriigen von

z fiir z € ®"~9), Die Mecke-Formel angewandt fiir den Poissonprozess Wy, liefert

1 Gt ) (Xt
)] = MELE;W)]I{[X ZeA,) }]

(eY] (k)
[fx] ..... X (xl ”#\p) (st”wp)



65

k
= ( )
= E(lxy,....x, ]ET( ¥y + ) 6. o .+ 5xu<>
m=1)! Jyms Sy | i ; Ocjth g ) J;-H Gy

X AR Ay s X)) QPR (@D, L W™y,

wobei wir in den Indizes der Marken ‘P’ISV fiir ¥y, + Zm

j=k+1 O(x,uy geschrieben haben. Ausinte-

grieren nach der Markenverteilung liefert

( Xy, 5,31, ceo(Xgs ;k\)y ) X o) ®)
4 4 > Q* d@'”, ..., u"))
Mk

= —(m_k)l A/MkE ![x]a..., ]€T<Tw+25(x U(J)x )+ Z 5(x U(/))>]

Jj=k+1

X AR (s e s X))

- (nf _k)' /W H @11 (xp) A" A X))

"k gEICm],
1¢[k]

mit (auch vom restlichen Zufall) unabhiingigen Marken U1, ..., U™ Wir interpretieren Integrale
iiber W als 1 und erhalten insgesamt fiir den Erwartungswert im k-ten Summanden der Fock-

Raum-Darstellung
2
E [[E [Aé‘ U (xk,U("))}(a(AW) | le,...,xk] ] = [FD([xl, s Xi ] € A’I;l/’---,xk)

a+1 ﬁm—k ,
P E— m—k
* (,;am_l(m—k)! /Wm_k H ®1j-10xp) 4 (d(ka,...,xm)))

P#IC[m],
I¢[k]
a+1 a+1 ﬂm+l ok B
m+I—
ZklZ me1i- 1 )'(l —k)! 4/I/Vm+[—2k K’”J (xl’ ’xm+l—k)
m=

X AR A1y s Xp—i)-

Hier wurden im zweiten Schritt die Integrale iiber W™= und W= als ein Integral iiber W™+ =2k

m+l—k
m,l

fiir das Integral im k-ten Summanden der Fock-Raum-Darstellung

geschrieben sowie die Definition von k ausgenutzt. Ausintegrieren nach x,, ..., x; liefert also

2
/Wk E [lE [AthU(l)),,,,,(xk,U(k))/%/a(AW) | Ux.,...,xk] ] A dxys e x0))
a+1 a+1 m+l—2k

p mtl—
=2 D 0 s 2k (43)

m=k I=k
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Dadurch ergibt sich fiir die Fock-Raum-Darstellung

a+1

a+1 a+1 a+1

ﬂm+l—k
ZZZZ Am-191-17 ! |vzml_k
o L m =k = k)lk! ~m
a+1 a+1 min{m,/} ﬁm+1_k

-L2 Z 11 G o= R

m=1 I=1
a+1 a+1  m+il-1

_ b ,
=X 2 O G N = D+ = )1l

m=1 I=1 r=max{m,/}

wobei fiir die letzte Gleichung die Substitution r = m + [ — k vorgenommen wurde. Nach der

Euler-Varianz-Formel (Theorem 3.11) ist der letzte Term genau V ( )(a(AW)). ]

Aus dem Beweis von Proposition 4.2 geht hervor, dass der k-te Summand aus der Fock-Raum-
Darstellung der Euler-Charakteristik genau fiir die Summanden aus der Euler-Varianz-Formel
verantwortlich ist, fiir die » = m + [ — k gilt. Wir wollen die Fock-Raum-Darstellung der Euler-
Charakteristik aus Proposition 4.2 nutzen, um eine geeignete untere Schranke fiir V ( z,(Ay,)) zu
finden, wofiir auch schon die Ungleichung aus Theorem 3.15 fiir die Euler-Charakteristik ausreichen
wiirde. Die rechte Seite von (4.3) kann im Allgemeinen auch negative Summanden beinhalten, was
fiir eine untere Schranke von grof3em Nachteil ist. Wegen (4.2) ist es naheliegend als untere Schranke

den Summanden fiir k = @ + 1 aus der Fock-Raum-Darstellung zu wihlen, denn so erhalten wir

ﬁa+1 ) +
a
(}(0( W)) = (a+ 1)|aa Za+l,a+1'

(4.4)

Diese untere Schranke ist geméB Proposition 3.10 interessanterweise bis auf den Faktor ai genau
die erwartete Anzahl von @-Simplizes in Ay, . Fiir die klassische Euler-Charakteristik ergibt sich

sogar Gleichheit, da dann a, = (—1)* gilt.

4.1. EIN THEOREM ZUR NORMALAPPROXIMATION

In diesem Abschnitt betrachten wir zunédchst wieder ein allgemeines Poissonfunktional F = f(A)
mit einer messbaren Abbildung f : N (S) - R. Im Fall E [F 2] < oo bezeichnen wir mit

F—-E[F]

VV(F)

das zugehdorige standardisierte Funktional, also das Funktional zur Abbildung £ : ’z/\[/E_([F] Da die

Differenzenoperatoren linear sind und auf konstanten Abbildungen verschwinden, wie direkt aus

F :=
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der Definition (3.23) hervorgeht, erfiillen sie die niitzliche Eigenschaft

k
Ak ﬁ _ (Xl,ul)s--'»(xk’“k)

(st ) es(Xpotty) AV (F) '

k e N,(xl,ul),...,(xk,uk) e X x M.

Um Theorem 2.9 auf die Operatoren A¥ zu iibertragen, fithren wir eine weitere Konstruktion ein,
was wir im Folgenden motivieren. Fiir zwei verschiedene Punkte x;,x, € X und zwei Marken
uy, uy € M sind die Differenzenoperatoren A, ), A, u,) Zum Poissonfunktional F gemif (3.23)

gegeben durch

Ay F = ST + 84, 0)) = LT + 6, u)x\ (1))
A(Xzs"z)F = f(T(\P + 5()‘2’”2))) - f(T(\P + 5(x2,u2))x\{x2})-

Da das Hinzufiigen eines Punktes auch Simplizes, an denen dieser Punkt nicht beteiligt ist, beein-
flussen kann, gilt im Allgemeinen T(¥ + 6y, 4 ))x\(x,) # T (¥ + 6x,.u,))x\(x,}- Dies erschwert das
Arbeiten mit dem Zufallsvektor (A, ) F, A, u,)F). Deswegen modifizieren wir die Konstruktion
dahingehend, dass wir zunichst einen Komplex konstruieren, der die beiden hinzugefiigten Punkte

enthalt, und nur Einschriankungen dieses Komplexes verwenden. Konkret definieren wir

1 -
A(xl,ul),(xz,uz)F tT f(T(lP + 6(X1»“1) + 5(x2,u2))X\{x2}) - f(T(lP + 5(?51’“1) + 5(352,“2))}{\{3‘1»3‘2})’

1 .
Ao E 7= S (T + 80y + 0 D)) = (TP + 8 ) + G i) Dx\ (1201 1)-

Bei dem Zufallsvektor (A(1

1
Xy ) (Xstg) " 7T (Xt ) (X )
Simplizialkomplex T(¥ + 6y, 4,) + O(x, 4,))- In gewissem Sinne wurde die beiden Differenzenope-

F) handelt es sich jetzt um eine Funktion im

ratoren durch diese Konstruktion aneinander gekoppelt. Wir verallgemeinern diese Konstrukti-
on auf beliebige Anzahlen von hinzugefiigten Punkten. Dazu seien k,/ € Ny mit k¥ < / sowie
(xq,up), ..., (x5, u;) € X X M. Wir definieren

1
k = 1)kl
I RTRY S W Vil <T<T+Z;5(x,,,u,.))xl> (4.5)
=

IC[k]

mit X; = X\ {x;|j € [/]\ I}. Hier gehen alle auftauchenden Simplizialkomplexe durch
Einschriinkung aus 7' (¥ + Y_, 8(x,.)) hervor, wobei die Punkte x;, ..., x; bei allen Komplexen
aus (4.5) wieder entfernt werden. Insbesondere ist der Differenzenoperator aus (4.5) verteilungsgleich
zum Differenzenoperator aus (2.8). Man beachte, dass sich die Differenzenoperatoren aus (3.23) im
Sonderfall k =/ ergeben. Die Zahl k gibt die Ordnung des Operators an und die Differenz / — k die
Anzahl der zusitzlich hinzugefiigten Punkte, die wieder entfernt werden. Fiir k£ = 0 ergibt sich mit

[0] :=¢

I
0 -
A(xl,ul),.‘.,(xl,u,)F T f<T<lP+ 26(%"”1‘)>Xﬂ>
i=
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und fiir / = k = 0 erhalten wir das Funktional F zuriick. Fiir eine Teilmenge I C [/] mit I =

{ijs..csip)s Il =mund J =[]\ I = {j;,...,J;_,} verwenden wir die abkiirzende Notation
m . m
A(xi»”i)iel’(xj’"j)/EJ Foi= A(xil Miy ) "(xim’”im)’(le Miy ) "(le—m’ujl—m)F.

AuBlerdem schreiben wir analog zur zuvor verwendeten Notation fiir I = {i{,...,i;} C [k] mit
[I| =s

1
A&itidier - — A(xi],u,-l),...,(xis,u,-s) = T(‘P+ E 1) )
. . (x,-,u,-) :
i=1 i

Dabei sind die zusitzlichen Punkte x;_{, ..., x; in der Notation auf der linken Seite unterschlagen
worden. Dies sollte jedoch zu keinen Problemen fiihren, da stets klar sein sollte, welcher Operator
gerade genau betrachtet wird. Auflerdem haben die zusitzlichen Punkte keinen Einfluss auf die
Verteilung des Komplexes, wenn als Marken unabhiingige Marken U(D, ..., U ~ Q gewihlt
werden, solange x, ..., x; paarweise vergleichbar bzgl. < sind. Mit dieser Notation gilt auch fiir

den Operator Aé‘x upXa(Bw) die Darstellung aus Lemma 4.1. Nach Konstruktion handelt es
1 sy

ups.(x;
sich bei dem Zufallsvektor

Alll F)
< Cepttier-(X;) e/ 1¢i

um eine Funktion gj‘,’l FINg(S)x X — (R)? im Komplex T(‘P+ 25:1 5(x,-,u,~))' Firx,,...,x; €X,
sodass die Indizes m,, ... ,m; € Ny mit x; € Q;, i € [/], paarweise verschieden sind, folgt deshalb

als analoge Aussage zu (3.25) die Verteilungsgleichheit

d II,R
(D2, F) < (Al . F) 4.6
A\ U e ) grem AN U 0D e~ gt (4.6)
mit unabhingigen Marken U, ..., U® ~ Q und dem Ereignis
A= {o(U_ 0,)=0}, 4.7

wobei wir wieder die Abhiingigkeit von den gewéhlten Zerlegungen Q, R in die Notation aufgenom-
men haben. Dazu beachte man, dass auf A der Vektor der Differenzenoperatoren D* aus (4.6) von der
Form g;‘,’l (Tg " P (‘P + Z£=1 5(x[’U<,->)), Xqseens x,) ist. Die erweiterte Definition (4.5) liefert also
Q7U(i))iel7(xj=U(f))j€[l]\1
fiir die Herleitung eines Theorems fiir die Differenzenoperatoren A* basierend auf Theorem 2.9

eine Kopplung der Operatoren Al( F, I C [I]. Damit sind alle Vorbereitungen
getroffen. Der Beweis folgt in seiner Grundstruktur dem Beweis von Theorem 3.5.2 in [34] bzw.
Theorem 6.1 in [28]. Dabei betrachten wir nur Funktionale der Form f(Ay;,) fiir ein Beobachtungs-
fenster W € B ’ (X), da es Funktionale dieser Form sein werden, fiir die wir das Theorem anwenden

wollen.
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Theorem 4.3. Es sei W € B;(X)und F = f(Ay,) ein Poissonfunktional mit einer messbaren
Abbildung [ Ng(S) = R, sodass E[F] =0, V(F)=1und E [F4] < oo gelten. Auflerdem gelte
Y5, Ye < 00. Dann gilt

dy(F,N) <y, +71,+7;3
dg(F,N) < yi+rt+rstratys+ve

wobei die Groflen vy, ..., e definiert sind durch

1

2 212
3 1 1
2[/3 /W3 E [(A(xl,Ul),(xz,Uz)F> (A(xz,Uz),(xl,Ul)F> ]
1 ;

2 2|2
2 2 3
X E [<A(X1»Ul),(x3,U3)7(X27U2)F> (A(xz,Uz),(X37U3)a(x1,U1)F> ] A (d(xl’xz’XS))] ’

148

2

2 2
A 3 2 2 3
2= [ﬂ /VV3 E [(A(Xl»Ul),(x3sU3),(X2,U2)F> <A(X25U2),(X3,U3)7(X1,Ul)F> ] A (d(xl’ X2 X3))] ’

p / E [IAqo)FIP] 4(dx),
w

73 -
3

vy = g[E 4] /W E[(AworF)]" A,
[ﬂ / E[(AworF)'] /l(dx)r,
w
[ﬁ2 /W 6F [(Am,UI)F)“]E E [(A?xl,m(xz,zfz) F>4] ’

1

2

V5 -

Yo -

4
+3E [(A(le,Ul),(xz,Uz)F> ] 2 (d(xl,xz))]

mit unabhéngigen Marken U,U,U,, U5 ~ Q. Es gilt auflerdem y|, ... ,y4 < .

Beweis. Wir gehen dhnlich vor wie im Beweis von Theorem 3.15 und fixieren zu ¢ € (0, 1)
eine Zerlegung Q, mit den Eigenschaften (3.28) und (3.29). Zunichst nehmen wir f als be-
schrinkt an. Wir wenden Theorem 2.9 fiir den Poissonprozess ¥y, und das Poissonfunktional
F, =f (T 5;;"’%(AW)) mit F, < F an. Mithilfe der Holderungleichung fiir das Integral in 7, und
das erste Integral in 7 und der Ungleichung von Jensen fiir konkave Funktionen (oder alternativ
nochmal der Holderungleichung) fiir die restlichen Integrale, ziehen wir die Integration bzgl. der

Markenverteilung in die auftauchenden Erwartungswerte und erhalten

dy (F,N) < yi(e) +7;(e) + 7 (e),
dg(F,N) < y{(e) +7y5(e) +vi(e) + v (e) + s (e) + v (&),
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mit den Groflen

1
2

HORE 2[/13 / E| (D Fe) (Do)’
w3

1 -
2 212 2
2 2 3
E [(D(XI’U1)7(X3,U3)F£> (D(XZ’UZ)’(XS’UQFg) ] A (d(xl,xz,x3))] ,

2

2 2
* . 3 2 2 3
p) (&) = [ﬂ AV? E [(D(XI,U1),(X3,D3)F5 > (D(xz,Dz),(x37U3)F5> ] A7 (d(xy, xo, X3))] ’

p / E [ID vy Fl’] 4(@dx),
w

;)

i sm Bl [ i s
w

A (AN P

1 43
% e | a2 412 2
yie) = [ﬂ /Wz6[E[(D(xl,U1)F£) ] E [(D(XDUI)’(XZ’UZ)FE)]

1

2

vs(e)

+3E

4
2 2
(D% 0 Fe) ] ’ <d<x1,x2>>]

Man beachte, dass Theorem 2.9 anwendbar ist, da die Integrabilitidtsbedingung

/ / E [A(X,M)Fe]2 Q(du) A(dx) <

w Jm

wegen der Beschrinktheit von f und |W| < oo erfiillt ist. Wir zeigen fiir i € [6] die Konvergenz
yie) =y,  fire > 0.

Wegen Eigenschaft (4.6) und der Beschrinktheit von f konvergiert der Integrand in y"(¢) fast iiberall
punktweise gegen den Integranden von y; fiir i € [6]. Um dies einzusehen, sei A, das Ereignis aus
(4.7) fiir die Zerlegung Q, und den Fall / = 1, x; = x sowie dem Index m; € N mit x € anl. Dann

gilt beispielsweise fiir den Integrand in y;‘ (e)

E [lD(x,U)F£|3]

E[IAqu) FI’] +E []lAg (1D Fel® = |A(x,U)F|3)]

E [N FIP] + 417112, P(AS)

IA

mit P(AS) — 0 fiir e \ 0. Fiir die anderen Integranden, in denen mehrere hinzugefiigte Punkte
auftauchen, wird hier wieder die Eigenschaft (3.30) verwendet und die Abschitzung gilt dann fiir
fast alle Punkte. Da die Integranden wegen der Beschrénktheit von f selbst beschriankt sind und
|W| < oo gilt, liefert der Satz von der dominierten Konvergenz die Behauptung fiir beschréinkte f.

Im Folgenden sei f und damit F nicht mehr als beschrinkt angenommen. Wir definieren fiir n € N
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ein beschrinktes Funktional F, := f,(Ay,) durch

oAy i= L{If Ayl S nf f(Ay) +1{f(Ay) > n}n=1{f(Ay) < —n}n.

Es folgen F,, — F fiir n — oo sowohl P-fast sicher als auch in L*(P). Zweiteres folgt aus der P-fast

™ wie 7;» wobel

sicheren Konvergenz zusammen mit | F,| < |F| und E [F 4] < oo. Wir definieren y,
das Funktional F durch F,—E [Fn] ersetzt wird. Der Summand E [Fn] hat dabei keine Auswirkungen
auf die Differenzenoperatoren AX, da diese linear sind und auf Konstanten verschwinden. Um die

Konvergenz von yl.(") gegen y; fiir n — oo und i € [k] zu zeigen, benutzen wir die Abschétzungen

1
I (xpup),. . (xpup) "l - I (xl Uy ), (X1 )Fl + 2|A(x Upseees (xl,u,)Fl’ (48)
2
(eqsuy)se s (xp,uy) l (xl ), (XU )Fl + 2|A(x U, (X, u,)Fl
+2|Al F| +4|A° F|, (4.9)

(X0,Up),(x 1,11 )5 (X3,U3), - (XU ) (X5t )se -5 (X 1))

die auch schon fiir die Differenzenoperatoren in [34] (vgl. die Abschitzungen (3.5.3) und (3.5.4))

verwendet wurden und sich auf identische Art und Weise zeigen lassen. Wegen 5, v < oo folgt

/ E [(A(X,U)F)4] A(dx) < oo,
w

4
2
/WZ[E[ (.U, Uz)F> ] A7 (d0xy, X)) < oo, (4.10)

(Ao F)’ f o P .
e [ x0) ] ( (1.U.(60:U3) ) A7 (d(x}, xp)) < o0,

wodurch auch die GroBen y, ... , v alle endlich sind, was wir beispielhaft fiir y, demonstrieren. Die

Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert fiir den Integranden in y,
2 2 2
: [<A(Xl’Ul)’(x3’U3)’(x2’U2)F> (A(xz Up).(x3,U3),(xy, Ul)F) ]
2 4 ) 4
> - [<A(x1 1),(x3,U3),(x2,U2)F> ] E [(A(xz Uy).(x3,U3),(x,U 1)F> ]
2 4 2 4
B [<A(X1 U3, U3)F> ] [(A(Xz Uy)i(x3, Us)F> ] (4.11)

fiir A3-fast alle (x;, x,,x3) € W?. Die letzte Gleichung gilt, da ganz allgemein fiir paarweise

verschiedene Punkte x|, ..., x; € X und unabhéngige Marken U, ... ,U; ~ Q per Konstruktion der

Differenzenoperatoren die Verteilungsgleichheit

d
k tl k
A(xl,Ul) ..... (x,,U,)F - A(xl,Ul) ..... (xk,Uk)F (412)

gilt. Die beiden Erwartungswerte in (4.11) sind wegen A(W) < oo und (4.10) bzgl. 4> integrierbar,
woraus die Endlichkeit von y, folgt. Die Abschitzungen (4.8),(4.9) liefern also integrierbare obere
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Schranken fiir die Integranden aus den Grofien yi"), ooy yé"). AufBlerdem erlauben die Abschitzungen

(4.8),(4.9) eine Anwendung des Satzes von der dominierten Konvergenz, um einzusehen, dass die
Integranden fast iiberall gegen die entsprechenden Integranden in den GréBen y, ..., v konvergie-
ren. Eine erneute Anwendung des Satzes von der dominierten Konvergenz liefert zusammen mit
E [(F, - E[F,])*] - E [F?]

limy" =y, iel6l. (4.13)

n—>oo

Die Konvergenz E [(Fn - [E[Fn])4] - E [F 4] impliziert auerdem V ( Fn) - V(F) = 1. Wir
definieren
B F,—E|[F)]

n o

V(F,)

fiirallen € NmitV (Fn) > 0. Fiir diese Funktionale gilt die Aussage des Theorems nach dem ersten
Teil des Beweises fiir beschrinkte Funktionale. Die gewiinschte Aussage folgt jetzt aus Lemma 6.2
in [28] sowie (4.13) und\/(Fn) > V(@F)=1. [

4.2. ASYMPTOTIK FUR WACHSENDE INTENSITAT

In diesem Abschnitt weisen wir einen ersten zentralen Grenzwertsatz fiir die Euler-Charakteristik
nach. Dafiir fixieren wir fiir den gesamten Abschnitt ein Beobachtungsfenster W € B +(X) sowie
ein 0 # a = (ay, ..., a,) € R*! mit a, # 0 und betrachten das Grenzszenario f — oo fiir die
Euler-Charakteristik y,(Ay). Die Grundlage fiir den zentralen Grenzwertsatz bildet Theorem 4.3.
Im ersten Schritt werden die dort auftauchenden Erwartungswerte abgeschitzt. Fiir den Rest des

Abschnitts verwenden wir fiir I = {i,...,i,} C [k] mit |I| = s die Notation

A(x/)iel = Axil""’xis = A(xil’U(il))""’(xis’U(iS))

mit auch von ¥ unabhingigen Marken v, ..., U® ~ Q.

Lemma 4.4. Fiir F = y,(Ay,) und paarweise verschiedene x,x,,x3 € W, gelten

2 2 4
2 2 _ da—4\ _ 2
E [(A(xl,U,),(x3,U3),(x2,U2)F> (A(xz,Uz),(x3,U3),(x|,U])F> ] =0 (ﬂ ) =E [(A(xl,Ul),(xz,Uz)F) ] ’

2 2 4
E [(A(lxl,Uo,(xz,Uz)F ) (A(l)Cz’Uz),(XpU])F ) ] =0(p*) =E [(A(x,U)F ) ] ’
E[IAco FIP] =0 ().

Beweis. Wir zeigen die konkrete Rechnung einmal ausfiihrlich fiir die letzte Gleichung. Dieses
Vorgehen ldsst sich leicht auf die anderen Ausdriicke iibertragen. Dazu verwenden wir wieder die

Darstellung (3.3) von ®@y;,. Es bezeichne o, ; zu I C [r] und x € W das Simplex, bestehend aus x
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und den Punkten X, i € I. Dann gilt mit der Darstellung der Differenzenoperatoren aus Lemma 4.1

5 5 uee s |

m

E[IAco)FI’] = E [

IA
L=
™M

M=

=
R
(S
3
Fi

VRS BYOSAYAINA]

i=0 j=0 m=0
a a a [

eSS S laaan Bl YT Y 1{onsons o €AY }]
i=0 j=0 m=0 | 1C[z], JClz], MC[7],

=i |J|=j |M|=m

<22 % o £ (1) () (0]
= Za:za: i |a;a;a,,| E [z

Il
=]
~
Il
=]
3
Il
=]

Die gewiinschte Aussage ergibt sich daraus, dass es sich bei dem k-ten Moment der Poissonver-
teilung um ein Polynom im Parameter der Verteilung der Ordnung k handelt, konkret dem k-ten
vollstdndigen Bell-Polynom. Analog folgen

2 o

Z |aiajama[| E [Ti+j+m+l—4] i

i,j,ml=1

4 a
i+j+m+1—4
; [< U, U2)F> Y, laaa,a| E [7H4m4]

IA

2
2 2
E [(A(Xl,U1)7(X3,U3),(x2,U2)F) <A(Xz Uy).(x3,U3),(x, U1)F

IA

i,j,ml=1
a

Z |aiajamal| E [Ti+j+m+l] ,

i,j,m,I=0

2]

IA

2
1
E [(A(XlsUl),(Xz’Uz)F> ( (x2,U3),(x1, UI)F
a

Z la,a a;a all[E[Ti+j+m+l]

i,j,mI=0

IA

E [(A(x,wF )4<

und mit der selben Argumentation die entsprechenden Behauptungen. Man beachte, dass bei den
ersten beiden Abschitzungen auf der linken Seite Differenzenoperatoren der Ordnung 2 auftauchen.
Nach Lemma 4.1 werden hier Simplizes gezihlt, die die beiden hinzugefiigten Punkte enthalten.
Da ein i-Simplex i + 1 Punkte enthilt, bleiben i — 1 Punkte, die aus dem zugrundeliegenden
Poissonprozess kommen. So erklirt sich der Exponent auf der rechten Seite dieser Abschitzungen.

O

Die Abschitzungen aus Lemma 4.4 sind im Allgemeinen optimal, denn mit der Wahl von ¢; = 1

fiir alle j € [a] folgt beispielsweise

a

> aaja, [ FXA5)FAAS )‘]

E A0 FI’] = l
i=0 j=0 m=0
a

\%

IPIPITLS [ ney) |
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333 aome () ()|

Der Erwartungswert E [(f) (:) (;)] lasst sich auch nach unten gegen ein Polynom in f der Ordnung

i + j + m (mit positivem Vorfaktor vor f*/+™) abschitzen, wodurch der Ausdruck innerhalb der
Betragsstriche auch von der Ordnung f>* wichst. Zum Nachweis dieser Behauptung gelte 0.B.d.A.
i < j < m. Aulerdem bezeichnen wir den Parameter der Poissonverteilung von 7 im Folgenden zur

einfacheren Notation einfach mit f oder anders gesagt wir nehmen 0.B.d.A. || = 1 an. Dann gilt

()G =20 () )

[o0]

-y - klk!k!
&kt il — )ik = j)imi(k — m)!

1 °°/3k+me_ﬂ (k +m)!(k + m)!

ilj!lm! & k! (k+m—i)l(k+m—j)!
ﬂm
= —FE[(t+m)- ... - c+m—i+DE+m)- ... (t+m—j+1)]
ilj!m!
m
> P g,
ilj!m!

Da die vollstéandigen Bell-Polynome immer eine 1 als Vorfaktor vor ihrer gro3ten Potenz stehen

haben, folgt die Behauptung. Dieses Vorgehen ldsst sich analog auch auf Erwartungswerte der Form

!
Lemma 4.4 (zumindest in der Allgemeinheit des Theorems) zeigen lésst. Bevor ein erster zentraler

E [(f) (j) (;) (T)] anwenden, wodurch sich auch die Optimalitit aller anderen Abschitzungen aus

Grenzwertsatz formuliert werden kann, widmen wir uns noch dem vierten zentrierten Moment der

Euler-Charakteristik, der in y, von Theorem 4.3 auftaucht.

Proposition 4.5 (Kurtosis). Es sei F = y,(Ay,). Dann existieren s € N, ¢; € R sowie paarweise

nicht isomorphe Simplizialkomplexe K; € F,j der Ordnung r;, j € [s], mit

deg(K)) € {1,2},  r; < 4a+2,

sodass

N

E[(F-ELFD!] = ) ¢;f71g

J=1

gilt.

Beweis. Zunichst liefert Ausmultiplizieren

E [(F-E[F])'| = E[F'| —4E [F?| E[F]1+6E [F*| E[F]* - 3E[F]*.  (4.14)
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Fiir m € N gilt mit Proposition 3.10

E[F]"

a+1 m
<Z a;_ E [fi—l(AW)]>

i=1

4i—1 E [fij—l(AW)]

M
—

pl i .
=t b,

(i—')‘Z’.J ; (415)
i)

I
M
|‘?

Da sich bei Produkten von Integralformen die Grade addieren und alle Integralformen der Form

z; ,mitr <m+ [ den Grad 1 besitzen, sind alle Integralform in (4.15) von Grad m. Andererseits

gilt firn € N
a+1 n
E[F]=E KZ a;_, f,~_1<AW>> ]

i=1

at+l n n
- 2 <Hai,-—1> E [H fij—l(AW)] . (4.16)
j=1

ifseeniy=1 N j=1
Wir fixieren die Indizes iy, ..., i, € [a + 1] und verwenden wieder die Darstellung (3.3) von @, .
Dann gilt
n o0
E [H f,.j_l(AW)] =X > .Y E [11{1 =k}1{c;.....0; € AW}] V)
j=1 k=0 I,C[k], 1,Clk),
[ =i, |1,|=i,

Hier bezeichnet ¢; das Simplex bestehend aus den Punkten { X, |i € I} aus der Darstellung (3.3)
von ®y;,. Bei dem Erwartungswert auf der rechten Seite handelt es sich gemif3 Proposition 3.7 um

das Produkt von P(z = k)|W|~" und der Integralform des Simplizialkomplexes

Ki,....1) = <I17---7I,,>, (4.18)

"_ i, =:r, die Ordnung dieses Komplexes ist. Zu

wobei r mitr; 1= max{i;|j € [n]} <r < Zj:l ;

einem solchen r definieren wir

1, := {(11, I L S =) firj € [n], [ U U T, = [r]}. 4.19)

Im Folgenden wihlen wir die Mengen I, ..., I, aus (4.17) aus, indem wir zunichst die Menge
I,V ... Ul, auswihlen und dann die Mengen selbst. Da die Integralform eines Simplizialkomplexes
nur von dessen Isomorphieklasse abhiingt, kann die Menge I, U --- U I, stets mit [|1; U ... U I, ]]

identifiziert werden und die einzelnen Mengen aus dieser Menge gewihlt werden. Dann liefert



76 KAPITEL 4. ZENTRALE GRENZWERTSATZE FUR DIE EULER-CHARAKTERISTIK

(4.17) unter Anwendung von Proposition 3.7 (i)

|| = Zee-0 3 (5) 3
j=1

r=ry 1y,....I)€EI,

rh ﬂr
DI 1 Ky (4.20)

r=r; (Iy,..., 1)l

Hier wurde fiir die letzte Gleichung wieder (3.14) verwendet. Der Faktor (1;) z#hlt die moglichen
Wahlen der Eckenmenge I, U ... U I, des Komplexes aus (4.18). Da in (4.20) nur endliche Summen
auftauchen, ist E [ F"'] eine Linearkombination von Integralformen bzw. ein Polynom in § des Grades
hochstens n(a + 1), wobei der Vorfaktor von f” eine Linearkombination von Integralformen der

Ordnung r ist. Insgesamt erhalten wir also

) . a+1 a+1 n m "+Jr i
erjerr = 303 3 (Moo T g o
S=

s i,=1j,.., Jm=1 r=r;y,....1,)EL, =1

wobei wir nochmals darauf hinweisen dass die Objekte r;, r,, I, von den Indizes iy, ... , i, abhingen.

Bei der Integralform [ Ky, Z’*  handelt es sich um die Integralform des Komplexes K,

n) 7 7t~ e Sl € SPPPPR I,

wobei die Mengen 1,4, ... beliebige paarweise disjunkte Mengen sind, die jeweils auch

4 n+m
disjunkt zu I; U ... U I, sind. Also sind alle in E [(F —-E[F ])4] auftauchenden Integralformen
von der Form Iy mit K wie in (4.18) fiir n = 4. Insbesondere tauchen also nur Integralformen des

Grades hochstens 4 auf.

Als néchstes zeigen wir, dass in E [(F —E[F ])4] alle Integralformen des Grades 4 verschwinden. Wir
zdhlen alle Integralformen des Grades n+min [E [ F"] E [ F]™, indem wir alle Integralformen in [E [ F"]
des Grades n zéhlen. Fiir (I, ..., 1,) € I, mitr; < r < rj, (bei fest gewihlten iy, ..., i, € [a + 1])
gilt

deg (K(II,M’I”)> =n < I,...,1,sind paarweise disjunkt.

In diesem Fall ist die Isomorphieklasse von K bereits eindeutig bestimmt und besitzt die
Ordnung ry, := E, L
1, wegen der Nebenbedingungen nur Tupel von paarweise disjunkten Mengen vorkommen, folgt
mit (4.16) und (4.20), dass der Anteil an Integralformen des Grades » in E [ F"] gegeben ist durch

.Dain

Die Integralform von K( I,....I,) ist dann gegeben durch H] 1%
A

a+1 n a+1

B i
Z 2 (rp)! Haij_lzil-,ij = Z H l—l(l ), , i = b,.

ipesig=1 (IsnL)EL,, S 7 =1 T =1

Die Gleichung erhilt man durch Zihlen der mogliche Wahlen von (1, ..., I,), denn es gilt

1, = <’h> <rh"'1> s <’h‘273 if') -
" i is i [T, Gp!
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Mit (4.14) ldsst sich jetzt der Anteil von Integralformen des Grades 4 in E [(F —E[F ])4] bestimmen.
Dieser betragt

by — 4byb, + 6byby — 3b,.

Wird jetzt noch der Zusammenhang b,b,, = b, realisiert, der direkt aus der Definition (4.15) der

GroBen b, folgt, so wird klar, dass dieser Ausdruck verschwindet.

Im letzten Teil des Beweises zeigen wir, dass auch alle Integralformen des Grades 3 in E [(F —E[F ])4]
verschwinden. Wie bereits gezeigt sind alle in E [(F —E[F ])4] auftretenden Integralformen von
Simplizialkomplexen der Gestalt (4.18) mit n = 4. Ein solcher Komplex besitzt genau dann den Grad

3, wenn es genau ein paar von Mengen in Iy, I,, I5, I, mit nichtleerem Schnitt gibt. Die Integralform

eines solchen Komplexes ist von der Form zﬁ l.zj: jz:nl miti, j,m,l € [a+1Jundm,l <r <m+I[-1.

Dies bedeutet, dass der assoziierte Simplizialkomplex aus drei Zusammenhangskomponenten be-
steht, von denen eine von einem Simplex der Dimension i — 1 und eine von einem Simplex der
Dimension j — 1 erzeugt wird. Die dritte Zusammenhangskomponente wird von zwei Simplizes der
Dimension m — 1 und / — 1 erzeugt, die sich m + [ — r Ecken teilen. Wir fixieren solch ein Quintett

von Indizes und zihlen das Auftreten von zf [zj. jz”n Iz Dazu definieren wir durch

K := <[1,...,m],[r—l+1,...,r],[r+1,...,r+i],[r+i+1,...,r+i+j]>

einen Simplizialkomplex mit I = zﬁ l.zj: jz:n , und zdhlen das Vorkommen der Integralform 7y in
E [fio1(Ap) S 1(By) frme 1 (Ap) f1-1 (Ay)]. Es sei I, definiert wie in (4.19) mit i} = i,i, =

Jriz =m, iy = 1. Wegen (4.20) erhalten wir

Z { } ﬁi+j+r
1{K =K _r 7
=Koomng o lk
(I.J.M.DEL,, ., (i+j+n)!
ﬂi+j+r

= > > Y, WK=Kismn) m&

ICli+j+r], JCli+j+r], MCli+j+r], LCli+j+r],

[1]=i [J|=j |M|=m |L|=1
i+j+r
= Yijmil mIK 4.21)
ICli+j+r], JCli+j+rI\I, MCli+j+r\(JUJ), LCli+j+r)\(IUJ), J )

[I|=i |J]=/ |M|=m |L|=1,|MAL|=m+I—r

i+j+r\[(j+r r m prHtr
= . . Vijm,l %,IK

i Jj mj\m+I[—r (i+j+nr)
ﬁi+j+r

_— I
Toimd S = m)r = Dim+ 1= )l K

Hier zdhlt Yijmi die Moglichkeiten die Rollen der Menge I, J, M, L in der Summe von (4.21) zu
vertauschen. Wir erkldren wie das genau zu verstehen ist. In (4.21) sind die beiden Mengen mit
nichtleerem Schnitt immer die Mengen M, L. Damit die Bedingung K = K ; » 1) erfiillt ist,
miissen die beiden Mengen mit nichtleerem Schnitt immer die Kardinalitdten m und / besitzen. Gilt
beispielsweise i = m, so konnen die beiden Mengen mit nichtleerem Schnitt in der Zeile {iber (4.21)

jedoch auch die Mengen I, L sein. Fiir i = mund j # i # [ gilt also beispielsweise y; ; ,,; = 2.
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Falls alle Indizes i, j, m,l jedoch paarweise verschieden sind, gilt y; il = 1. Details dazu sind
in Anhang B zu finden, wo auch alle konkreten Werte von y; ; ,, , ermittelt werden. Des Weiteren
sel p; ; m; die Anzahl moglicher Wahlen von (i}, iy, i3,i4) € [a + 114, sodass die Multimengen
{{ij,ip.05,04}}, {{i,j,m,1}} libereinstimmen. In Anhang B werden Multimengen sowie deren
Notation eingefiihrt und die GroBen y; ; ;> #; j ; ausfiihrlich betrachtet. Der Faktor y; ; ,,; zdhlt
also wie oft der Erwartungswert [fi—](AW)fj—l Ap ) frna1Ap) f1- (AW)] in E [F4] auftaucht.
Dadurch wird das Vorkommen von I in E [F 4] gezihlt durch

i+j+r
P a_ya;_ a0,

Hijm] Vi jm,] i —m)\(r = Di(m+ [ —r)! Ig =: Hijmi Vijmi P

Analog ldsst sich zeigen, dass das Auftreten I in E [F 3] E [ F] zdhlen ldsst durch

1
3 6P (Himt Vi + Hjmi Vjimi)

mit der Schreibweise

& = b=

" 2, i#j.
Hier zéhlt y; ,, , die Anzahl an Tripel (i1, i, i3) € [a+ 11° mit {{i,m,1}} = {{i,i5,i3}} und analog
Yim, Wieder die Moglichkeiten die Rollen der einzelnen Mengen zu vertauschen. Auch hier sei fiir
Details auf Anhang B verwiesen. Das Auftauchen von 5;‘;. ist damit zu begriinden, dass im Fall i # j
der Faktor zﬁ’i aus E [F] und der Faktor zj.’j aus E [F 3] kommen kann oder umgekehrt, wohingegen

es im Fall i = j aus jedem der beiden Erwartungswerte der Faktor z;: ;= zj: j kommen muss.

SchlieBlich ergibt sich fiir das Auftreten von z} 2/ .z’ inE [F?| E[F 1? der Ausdruck 55, 8%, p-

LiT ).
4
]

Da alle Integralformen, die in E [ F]" auftauchen den Grad 4 besitzen, kann dieser Summand hier

ignoriert werden. Da fiir alle Wahlen von 1 < i, j,m,! < a + 1 die Gleichung

Hijmi Yijmi T 0 5,-*,1- 5;,1 -2 5,: (Mi,m,l Yimi T Hjmi Yj,m,l) =0

gilt, folgt, dass alle Integralformen des Grades 3 in E [(E —E[F ])4] verschwinden. Dies kann in
Anhang B noch genauer nachvollzogen werden, in dem auch die konkreten Werte der auftauchenden

Groflen zu finden sind.

Damit bleibt nur noch zu zeigen, dass keine der in E [(E —E[F ])4] vorkommenden Integralformen
eine Ordnung groBer als 4a + 2 besitzt. Dazu sei daran erinnert, dass jede auftretende Integralform
von der Gestalt I mit einem Komplex K wie in (4.18) fiir » = 4 und |Ij| <la+1],j € [4],
ist. Die maximale Ordnung einer solchen Integralform I ist also zunichst 4a + 4. Allerdings
impliziert deg(Ix) < 2, dass Ix hochstens von Rang 4a + 2 sein kann, da es dann mindestens
zwel verschiedene Paare von Mengen aus 1y, I,, I, I, geben muss, die einen nicht leeren Schnitt

miteinander besitzen. O
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Entscheidend an der Aussage von Proposition 4.5 ist, dass unter der Bedingung z%*! >0
a+1,a+1

Q (ﬂ4a+2) =F [(F _ [E[F])4] — (9(ﬂ4a+2) ,

gilt, wobei die erste Gleichung aus der Abschitzung [E [(F —E[F ])4] > V (F)? und der Euler-

2a+1 a+1
a+1,a+1 a+1,a+1

3.12. Damit sind alle bisher in diesem Abschnitt getroffenen Abschitzungen im Allgemeinen optimal

Varianz-Formel (Theorem 3.11) mit z > 0 folgt. Letzteres folgt aus z > 0 mit Lemma

und alle Vorbereitungen fiir die Formulierung des ersten zentralen Grenzwertsatzes getroffen.

Theorem 4.6 (1. Zentraler Grenzwertsatz fiir die Euler-Charakteristik). Unter der Bedingung

+1 . .. _ +1 .
Zo1asr > 0 gilt fiira = (ay, ..., a,) € R mita, #0

XaBw) = E [1a(Ap)] KN

V (/Ya(AW))

N fiir f — .

Konkret gilt fiir die Grofien aus Theorem 4.3
_1 _3 .
Y1a73’74’75=(9<ﬂ2>, J’2=(9<ﬂ 2>, v6=0(F").

Beweis. Die angegeben Konvergenzraten ergeben sich bei Anwendung von Theorem 4.3 aus Lemma

a+1
a+1,a+1

Lemma 3.12 ein Polynom des Grades 2a + 1 in f ist. Lemma 4.4 und Proposition 4.5 liefern

4.4, Proposition 4.5 und der Tatsache, dass die Varianz V ( )(a(AW)) wegen z > 0 gemil

auerdem, dass die fiir Theorem 4.3 notwendigen Integrabilitidtsbedingungen erfiillt sind. O

Neben den fundamentalen Eigenschaften von Messbarkeit und Symmetrie wurde fiir den zentralen

Grenzwertsatz an die Verbindungsfunktionen nur die Bedingung z%*! > 0 gestellt. Diese
a+1,a+1

besagt lediglich, dass Ay, mit positiver Wahrscheinlichkeit a-Simplizes enthilt. Andernfalls kann

also einfach ¢, = 0 gewiihlt und die Situation fiir « — 1 betrachtet werden. So gesehen ist diese

Forderung sogar obsolet und Theorem 4.6 gilt fiir beliebige Verbindungsfunktionen. Da es sich bei

dem Grundraum X um einen beliebigen Borelraum handelt, gilt Theorem 4.6 also in einem sehr

allgemeinen Rahmen. Die Wahl von ¢; = 1 fiir alle j € [«] liefert noch eine interessante Folgerung.

Korollar 4.7. Fiir eine poissonverteilte Zufallsvariable t ~ Po(b), n € Nund0 # a = (ay, ... . a,) €

R sei Z, 1= Y7, ai(iil). Dann folgt aus Theorem 4.6 fiir alle n € N

n

—Zn_[E[Zn]—d>N fiir b — oo.
v (z,)

Beweis. Die Zufallsvariable Z, ist verteilungsgleich zur Euler-Charakteristik y,(Ay,) mit b =
B|W | unter der Wahl von « = n und ¢ ; = 1 firalle j € [a], weswegen die Aussage direkt aus
Theorem 4.6 folgt. O

SchlieBlich wollen wir noch drauf hinweisen, dass Abbildung A.3 ein Histogramm von simulierten
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Werten der standardisierten Euler-Charakteristik fiir verschiedene Werte der Intensitit g fiir das

Modell mit den Verbindungsfunktionen aus (1.2) zeigt.

4.3. ASYMPTOTIK FUR WACHSENDES BEOBACHTUNGSFENSTER

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt das asymptotische Szenario § — oo betrachtet worden
ist, bei dem die Intensitét bei fest gehaltenem Beobachtungsfenster W € B,(X) gegen oo lduft,
beschiftigt sich dieser Abschnitt mit der Frage des Grenzverhaltens der Euler-Charakteristik, wenn
das MaB} des Beobachtungsfensters gegen oo geht. Dazu fixieren wir wieder 0 # a = (ay, ..., a,) €
R%*! mit a, # 0 und zunichst eine Folge (W,) in B ¢(X) mit [W,| — oo fiir n — oo. Konkret
beschiftigen wir uns also mit der asymptotischen Verteilung von ;(a(AWn ) fir n > oo. Diese
Situation impliziert natiirlich, dass es sich bei (X, X, 1) um einem unendlichen Mafraum handelt.
Fiir eine besondere Klasse von Verbindungsfunktionen, die man als hochgradig nicht integrierbare
Funktionen bezeichnen kann, l4dsst sich mit den Resultaten aus Abschnitt 4.2 direkt ein zentraler

Grenzwertsatz formulieren.
Korollar 4.8. Es existiere ein p > 0 mit der Eigenschaft

@;=p fiir alle j € [a].

Dann folgt
Xa(By,) - E [Xa(AWn)]

N4 <Za(Am)>

d
— N fiirn - o

mit den gleichen Konvergenzraten der Grofien aus Theorem 4.3 wie in Theorem 4.6 (bei Ersetzen
der Intensitdt f durch |W,|).

Beweis. Wir fixieren ein Beobachtungsfenster W € B ;(X). Zunichst gilt Lemma 4.4, wenn § dort
durch |W| ersetzt wird, wie direkt durch Betrachten des Beweises von Lemma 4.4 klar wird. Die dort
betrachteten Erwartungswerte werden nidmlich nach oben gegen Momente der Poissonverteilung mit
Parameter §|W | abgeschitzt. Die Bedingung ¢; > p impliziert fiir die Simplexfunktion f (siehe
Definition 3.5) eines Komplexes fx > p* > 0, wobei s die Anzahl mindestens eindimensionaler
Simplizes in K bezeichnet. Ist K von der Ordnung r, so folgt I > p*|W'|" fiir die Integralform I
von K. Insbesondere erfiillen die Integralformen z:n’[, m, € [a+ 1],max{m, I} <r<m+1[-1,
die in der Euler-Varianzformel auftauchen, die Abschitzung z/ ;2 c|W|" fiir ein ¢ > 0. Nach
der Euler-Varianz-Formel (Theorem 3.11) folgt also V (AW) =Q (|W|4"+2). Auflerdem folgt aus
Proposition 4.5 direkt E [ (7,(Ay) — E [,(ay)])"] = OUW 1y*+ mit der ivialen Abschitzung
Ix < |W|" fiir K €T',. Mit diesen Abschitzungen kann die gewiinschte Aussage aus Theorem 4.3

abgeleitet werden. O
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Fiir den restlichen Abschnitt gelte die Integrabilitdtsbedingung

v 1= sup / 01(x,)? A(dy) < o, 4.22)
X

xeX

die die Bedingung (3.17) impliziert. Der zusitzliche Exponent ist aus technischen Griinden vorhan-
den, die im Laufe des Abschnitts klar werden. Dadurch ist die Situation von Korollar 4.8 bereits
ausgeschlossen, da A(X) = oo gilt. Im Folgenden fixieren wir wieder ein Beobachtungsfenster

W € B;(X). Wir beginnen damit, Integralformen iiber W' nach oben abzuschétzen.

Lemma 4.9. Es sei K € I',, ein Simplizialkomplex des Grades n und der Ordnung m. Dann gilt fiir
die Integralform Iy von K iiber W

I < |[W|nm,

Beweis. Zunichst gelte n = 1. Wir wihlen einen minimalen Spannbaum 7T des 1-Skeletts von K
und benennen die Ecken von K mit x, ..., x,,, sodass x; fiir i > 2 einen eindeutigen Nachbarn in T
in der Menge {x, ..., x;_; } besitzt. Eine solche Nummerierung der Ecken existiert immer geméf

Korollar 1.5.2 in [11]. Fiir i > 2 bezeichne j; € [i — 1] den Index des eindeutigen Nachbarn von x;

in {xy,...,x;_; }. Dann folgt
m
/ [T (xx) A" @y x,))
wm iz
m—1
=/ H(Pl / (pl(xjm’xm) Aldx,) AmHdCxy, X))
wm=1 i=2 w
m—1
<v / @1 (%) A" (A, X))
W m—1 Fi)
<< vm—2/ @1 (x1,%,) A2 (d(x,x) < VWL (4.23)
w?2
Fiir n € N beliebig seien K|, ..., K, die n Zusammenhangskomponenten von K und m; die Ordnung

von K, j € [n]. Dann gilt offensichtlich Z;lzl m; = m. Da die Integralform eines Simplizialkom-
plexes das Produkt der Integralformen seiner Zusammenhangskomponenten ist, liefert der erste Teil

des Beweises

n
Iy = Iy - ... - Ig < HlW'ij_l = |W|"vmn,

O]

Lemma 4.9 bzw. die dort verwendete Argumentation, die sich auf dhnliche Integrale {ibertragen
lasst, besitzt viele Anwendungen innerhalb dieses Modells und ist essentiell fiir die Resultate
dieses Abschnittes. Da in der Euler-Varianz-Formel nur Integralformen des Grades 1 (z | ist nach

Definition 3.8 fiir r < m + [ von Grad 1) auftauchen, folgt aus Lemma 4.9 die Existenz einer
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Konstante C > 0 mit
V (1, (Aw)) < CIW| fiir alle W € B;(X).

Eine solche Konstante kann bei Bedarf mithilfe der Euler-Varianz-Formel (Theorem 3.11) und
Lemma 4.9 konkret bestimmt werden. Mit der Abschitzung von Lemma 4.9 fiir die Integralformen
aus der Euler-Varianz-Formel ergibt sich eine Konstante, bei der es sich um ein Vielfaches von v
handelt. Auflerdem ist Lemma 4.9 unabdingbar fiir nachfolgendes Lemma, bei dem es sich um das

Analogon von Lemma 4.4 fiir das hier betrachtete Grenzszenario handelt.

Lemma 4.10. Es sei F = )(a(AW). Dann existieren Konstanten C; > 0, i € [6], die insbesondere

nicht von W abhdngen, mit

1

2 2|2
1 1
~/W3 E [(A(xl,Ul),(xz,Uz)F> (A(xz,Uz),(xl,Ul)F> ]

1

2 2] 2
2 2 3
X E [(A(xl,u1>,<x3,u3>,<x2,u2>F) <A<xz,uz>,<x3,ug>,<x1,U1>F) ] Bdx) < W], (4.24)
2 2 2 2 3
/W E [(A(Xl’Ul)’(XS’Uﬁ’(xz’Uz)F) (A(xz,Uz),(ny.?)’(xl’U])F)] Bdx) < GIW, 425)
/ E[IAqu)FI’] 4(dx) < C5|W], (4.26)
w
4 3
/ E [(A(LU)F) ]“ Adx) < C W], 4.27)
w
/ [E[(A(X,U)F)“] A(dx) < C5|W|, (4.28)
w
1 al
412 2 2
/Wz6 - [(A(xl,UI)F) ] E [(A(XI,UI),(XZ,UZ)F) ]
4
2 2
43 E <A(XI’U1)7(XZ,U2)F) ] 2(dx) < CW, (4.29)

wobei die Integration jeweils bzgl. der Punkte x; zu verstehen ist.

Bei dem i-ten Integral in Lemma 4.10 handelt es sich um das Integral in y; aus Theorem 4.3 fiir
das Funktional F (auch wenn das Theorem nicht fiir F selbst anwendbar ist). Wir werden Theorem

4.3 fiir das standardisierte Funktional F := Z=E! anwenden, wodurch sich die Integrale um eine

) i VV(F)
Potenz der Varianz von F unterscheiden.
Beweis. Zunichst sind alle Integrale endlich, wie sich aus dem Extremfall ¢; = 1 fiir alle j € [a]

ergibt. Beispielsweise gilt fiir den Erwartunsgwert aus (4.26) mit der Darstellung (3.3) von @y,

a

E[lAan FP] = Y, adja, E| £ O3)F 51585
i,j,m=0



4.3. ASYMPTOTIK FUR WACHSENDES BEOBACHTUNGSFENSTER 83

3 o] () () )

a

Z |la;a;a,,| E [z < co.

i,j,m=0

IA

IA

Wir zeigen zunichst die Abschitzung (4.25). Ziel des Beweises ist es zu zeigen, dass es sich bei
dem Integral um eine Linearkombination von Integralformen des Grades 1 handelt. Die Aussage

folgt dann aus Lemma 4.9. Dazu verwenden wir wieder die Darstellung (3.3) des Poissonprozesses

®,;,. AuBerdem bezeichne 0;1 """""

Punkten y,, ..., y, € X und den Punkten {X; |i € I}. Fiir die linke Seite von (4.25) erhalten wir

zu einer endliche Menge I C N das Simplex bestehend aus den

a

Z a;a;a a,/ E [fixl x;(Ax )f;I’XS(A)va)fzz’x3(A)liI/)flx2’X3(A;V)] 23 (dx)

i,j.ml=1

mal/
W3 k=0 ICk] JCIkl, MC[k]l, LC[k],
[I=i—-1 |J|=j—1 |M|=m—1 |L|=I-1

[]l{r—k}]l{ oI NI T f“)c&‘l”“}] 23 (dx).

X2,X3

Hier beachte man, dass die Komplexe A} N . Ay, per Konstruktion der Differenzenoperatoren

2x%

aus (4.5) beide Teilkomplexe von Aul, sind. Wle im Beweis von Proposition 3.7 (i) ldsst sich

mitr = |1 UJ UM U L| zeigen, dass der hier auftauchende Erwartungswert gleich dem Ausdruck
P(r =k)1{k >maxJUJUMUL)}

ler/ Fr(x, X0, X3, X4, o0, X,3) A(d(xy, ..., X,03))

ist, wobei f die Simplexfunktion des Simplizialkomplexes
K := KU,J,M,L) := {(IU{x;,x3},J U{x,x3}, MU {x5,x3}, LU {x3,x3}) (4.30)

(auf der Eckenmenge {x, x,,x3} Ul UJ UM U L) ist und die ersten drei Komponenten von f zu

den Ecken x, x,, x5 assoziiert seien. Wir vereinfachen die linke Seite von (4.25) zu dem Ausdruck

a

Z aa; amalz P(T—k) Z Z Z Z WIK“J,M,L)'

i.j,m,l=1 IC(k]l, JClk], MCclk], Lc[k],

[I|=i—1 |J|=j—1 |M|=m—1 |L|=I-1
Im néchsten Schritt wihlen wir die Mengen I, J, M, L aus, indem wir zunéchst die Menge I U J U
MUL C [k] auswihlen und anschlieBend die Mengen selbst. Da die Integralform von K (I, J, M, L)
nur von dessen Isomorphieklasse abhédngt, konnen wir die Menge I U J U M U L nach deren
Auswahl auch mit [|/ UJ U M U L|] identifizieren und die einzelnen Mengen dann aus dieser Menge
auswihlen. Die Kardinalitédt von I UJ U M U L kann dabei wegen der Nebenbedingungen die Werte
s(i,j,ml) :=max{i—1,j—1,m—-1,1-1},...,i+j+m+1—4=:t(i,j,m, 1) annehmen. Wir
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erhalten fiir die linke Seite von (4.25)

o [ t(i,j,m,l) k
2 a;a;a,a Z P(r =k) Z <r>

i.j,ml=1 k=0 r=s(i,j,m,l)

x Y > > ) 1{IuJuMuL= [r]}|W|r1K(”ML)

IC[r], JC[r], Mc[r], LC[r],
|I|=i—-1 |J|=j-1 |M|=m—-1 |L|=I-1

a t(i,j,m,l)

- 3 sama X T % ¥ ¥ afrosomer=imSig
i.j,m,l=

r=s(i.jml) IClrl, JCIrl, MClrl,  LClr,
[I|=i—1|J|=j—1|M|=m—1 |L|=I-1

Hier wurde im ersten Schritt wieder (3.14) angewendet. Da alle auftretenden Summen endlich sind
und der Simplizialkomplex aus (4.30) immer den Grad 1 besitzt (K wird erzeugt von Simplizes, die
alle den Punkt x5 enthalten), folgt die Behauptung aus Lemma 4.9.

Prinzipiell kann dieses Vorgehen auf alle Integrale aus (4.24)-(4.29) angewendet werden. Die einzig
relevanten Unterschiede bei den anderen Integralen sind, dass in manchen Integralen ein Produkt von
zwei Erwartungswerten auftaucht und manche Erwartungswerte noch einen Exponenten ungleich
1 besitzen. Wir zeigen wie der Beweis fiir (4.24) funktioniert, da dort diese beiden Situationen
auftreten und es sich bei dem Integral aus (4.24) um das komplizierteste Integral handelt. Dabei
halten wir die Schritte, die ganz analog wie im ersten Teil des Beweises funktionieren, moglichst

kurz. Wir schitzen die linke Seite von (4.24) zunéchst nach oben ab gegen

fo ( 3 o | [ (855 (8 585 )

i1.41.my,l; =0

1
= p
X < Z |alzajza 2012 E [fi’zﬁ’)% (A’I;l/’xa )f;;l X3 ( xl X3 )fxz X3 ( xz X3 )flzzsxs (A’I;z/’xs )] >

iy.jpsma,lr=1
X A% (dx)
1

> (Mylssnl) [, (el @i ene))
i1.j1.m15 ll—O

iy,ja.my,lr=1

IA

1

X <[E [f;2‘1,x3 (A;l/,xs)f;;l,xz( x1 x;)fxz xg( x2 xg)f;:z,;% (A%x3)] ) 2 /13 (dx), (4'31)
wobei wir die Ungleichung

(x+y)Ff < xP 4y~ x,y>0, pe(0,1], (4.32)

1,,J5,M,,L,

1T ML, die Simplexfunktion des Simplizialkomplexes

verwendet haben. Bezeichnet f

(U x O U {x1}, (I X {0D U {x1}, (M X {0} U {x2), (L; X {0} U {x,]}, (4.33)
(I x {1D U {x},x3}, (S X {1D U {x), x5}, (My X {1}) U {x;, x5}, (L, X {1} U {xz,x3}>,
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wobei die ersten drei Komponenten zu den Ecken x4, x,, x5 assoziiert sind, so erhalten wir auf
analoge Art und Weise wie im ersten Teil des Beweises als obere Schranke fiir das Integral in (4.31)
den Ausdruck

t(i1.j1.my,l)+4 t(iy.jo.mysl5)

2 X X X X ox X 2 X

"1=5(i1aj1,m1,l1)+1 r2=s(i2,j2,m2,12) llg["l],-llg[rl], Mlg["l]’ L]Q["]], lzg[rz], ng["z], Mzg[rz], ng["z],

=iy |y l=dy IMyl=my |Ly|=1 [ l=i=1 | Jl=j—1 [My|=my—1 | Ly|=1,—1
ﬁr1+r2
X L{LUuJyUM UL, =[r],1,UJ,UM,UL,=[r]} ]
172

2
15,03, M, Ly r+r 3
x/ / Fim G e Xy g3) AT (X, X 1 03)) ) AT (dX)
W3 writr el Mb

(4.34)

mit den GroBen s, ¢ wie im ersten Teil des Beweises. Hier wurde ein weiteres Mal die Ungleichung
(4.32) angewendet, da nur endliche Summen auftauchen. Die zweiten Komponenten bei den Mengen
in (4.33) sind damit zu erkliren, dass die Mengen I, J;, M, L, kiinstlich paarweise disjunkt zu
den Mengen aus I,, J,, M,, L, gemacht werden (da sie aus unterschiedlichen Erwartungswerten
kommen).

Wir schliefen den Beweis damit ab, dass wir das Integral in (4.34) nach oben gegen C|W | fiir eine

Konstante C > 0 abschitzen. Dazu vereinfachen wir die Notation durch r := r; + r, und schreiben

e gy ,My Ly
fK T II’JI’MI’L]
die Folgende. Der Komplex in (4.33) wird von Simplizes erzeugt, die alle mindestens einen der

fiir die Simplexfunktion im Integranden. Die entscheidende Beobachtung ist

Punkte {x, x,, x5} enthalten, wodurch jeder der Ecken in diesem Komplex mit mindestens einem
dieser drei Punkte durch eine Kante verbunden ist. Aulerdem sind die Kanten [x;, x3] und [x,, x3]
Teil des Komplexes, weswegen dieser den Grad 1 besitzt. Deswegen existieren i ; € {1,2,3},
jE{4,...,r+3} mit

r+3

frrs s X43) € @131 x3) 01060, %3) [ [ @130 %),
=4

Damit ldsst sich das Integral in (4.34) mit der Integrabilitdtsbedingung (4.22) wie folgt abschétzen

/ < fK(xl,...,xr+3)/1’(d(x4,...,xr+3))> A3 (d(xq, x5, X3))
w3 wr

1
r+3

< / \/rpl(xl,xo(p](xz,xg)(]'[ / (m(x,-,xi,u(dxp) A (d(x), x5, x3))
w3 j=4 w
< /W3 \/(pl(xl’x3)\/(/’l(x2’x3) \/7 2 (d(xy, x3, x3))
< / NPRERES) / VorGxy) A(dx) 2 (dxy x3)
w?2 w
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IA

vﬁ/ / V@ (xy,x3) A(dxy) A(dxs)

w Jw

Vv W,

Der Beweis liefert also eine Konstante C,, mit der (4.24) gilt und bei der es sich um ein Vielfaches

von v2 \/7 handelt. Mithilfe dieser Vorgehensweise lassen sich die Abschitzungen (4.24)-(4.29) alle

zeigen. Dazu beachte man, dass fiir den Beweis notwendig ist, dass die Exponenten (auf3erhalb) der

IA

Erwartungswerte in den Integralen aus (4.24)-(4.29) in [%, 1] liegen. Fiir einen solchen Exponenten p
muss p < 1 gelten, damit die Ungleichung (4.32) angewendet werden kann. Andererseits muss p > %
gelten, damit in der letzten Ungleichungskette die einzelnen Integrale immer gegen v abgeschitzt
werden konnen. Tatséchlich ist der Exponent % in der Definition von v damit zu erkldren, dass der
kleinste Exponent in den Integralen aus (4.24)-(4.29) auB3erhalb der Erwartungswerte eben diesen
Wert hat. SchlieBlich wollen wir noch darauf hinweisen, dass der Fall | + r, = 0 in (4.34) moglich
ist. In diesem Fall steht in (4.34) statt dem inneren Integral der Faktor ¢ (x, x3)@;(x,, x3), womit

sich die weitere Argumentation auch durchfiihren lasst. O

Die Konstanten C|, ..., Cg aus Lemma 4.10 sind also nach dem Beweis alle von der Form Cv4
fiir ein rationales g, wobei C ein Polynom in der Intensitédt § mit rationalen Exponenten ist. Bei
den Integralen aus (4.25),(4.26),(4.28) handelt es sich nach dem ersten Teil des Beweises um
Linearkombinationen von Integralformen des Grades 1, deren exakte Darstellung fiir kleine Werte
von a auch bestimmt werden kann. Beispielsweise ergibt sich im Fall @ = 2 fiir das Integral aus
(4.25) die Darstellung

3
Brag+ 6 ws — 2w, + 2705 — 47wy + 207w, + B2, + P2y 4 — 2B25 5 + 23 5,

wobei es sich bei den dort auftauchenden Groen um Integralformen handelt, deren assoziierte
Simplizialkomplexe in Anhang A zu finden sind. Da alle in dieser Darstellung auftretenden Integral-
formen den Grad 1 besitzen, liefert Lemma 4.9, dass die Konstante C, := v(#*+84>+94%+35+1)
die Eigenschaft (4.25) erfiillt.

Theorem 4.11 (2. Zentraler Grenzwertsatz fiir die Euler-Charakteristik). Es sei (W),),cy €ine Folge
von Mengen W, € B ;(X) mit |[W,| — oo fiir n — oo, fiir die eine Konstante C > 0 mit

E [ fulBy, )] > C|W,| fiirfast alle n € N (4.35)

existiert. Auflerdem gelte die Integrabilitiitsbedingung (4.22). Dann gilt fiir a = (ay, ... , a,) € R
mita, #0

Xa(Aw,) —E [Za(AW)]

\ (Za(Am)>

d
— N fiir n — oo.
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Konkret gilt fiir die Groflen aus Theorem 4.3

-1
7/1’)/2’1/3’}/4’}/5’3/6 = 0('%' 2)'

Beweis. Wir wenden Theorem 4.3 fiir das standardisierte Funktional fn mit F, := Za(AW,,) an.
Die Integrabilitdtsbedingungen sind nach Lemma 4.10 erfiillt. Nach Proposition 4.5 und Lemma

4.9 gibt es eine Konstante C; > 0 mit
E[(F,—E[F,])*] < GIW,I*
SchlieBlich liefert Bedingung (4.35) V(x,(Ay, )) = Q(IW,]), denn aus (4.4) folgt
\/(;(H(Am)) > a2 F [fa(AWn)] > g2C|W,| =: CGy|W,| fiirfastallen € N.
Es sei daran erinnert, dass wir wihrend des gesamten Kapitels 0.B.d.A. ein a = (ay, ..., a,) €

R*+! mit a, # 0 betrachten. Bezeichnen 19("), e 19(6") die Integrale aus (4.24)-(4.29) (in dieser

(n)
RS

Funktional 1?", so liefert Lemma 4.10 fiir fast alle n € N

Reihenfolge) fiir das Beobachtungsfenster W, und y , yé") die GroBen aus Theorem 4.3 fiir das

3 ()
w_ VPN _avpaiwl _ 2vEG

1
y = < - W,
V(%(AW,,)> G|W,| Gy

(n)
w_ NP VEGW,l _ VPG

1
}/2 - - - |Wn|_57
V(x(ay,))  GIWl Gy
19(”)
e L PO PGy
3 5 Ggy/C
V(ray)) (G GV
(n) i 2 1
(m _ p 4 % 194 ﬁC7 C4|VV,,|2 _ ,BC7C4 1
Yy = E[E [(Fn—[E[F,,])] 3 < S = e 172,
\% )((AWn)> 51 Wal 8
)
NOa pos < VBCsIW,|— /BCs W
T V(x(aw)) T Gl G "
[ 32,9
o) A < VB2CIW,|  /Cs W, |72
n )

7/ = < =
6 \/(Z(AW,,)> G|W,| G

mit den Konstanten C, ..., Cy aus Lemma 4.10. O
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In der Situation von Theorem 4.11 gelten

W, =V (z(aw,)) = O1W,D. (436)

E [)(a(AW")]

oW, D).

Da in der Euler-Varianz-Formel (Theorem 3.11) nur Integralformen des Grades 1 vorkommen,
folgt die zweite Gleichung fiir die Varianz aus Lemma 4.9. Fiir den Erwartungswert folgt die
Aussage aus Proposition 3.10 (i) und Lemma 4.9. Bedingung (4.35) in Theorem 4.11 fordert also
die maximale Wachstumsrate der Varianz V ( Xa (AWn ) ) Proposition 2.8 zeigt zusammen mit (4.36),
dass die Konvergenzraten, die Theorem 4.11 bzgl. Wasserstein- und Kolmogorov-Abstand liefert,
optimal sind. In Abbildung A.2 sind Histogramme von simulierten Werten der standardisierten
Euler-Charakteristik fiir verschiedene Groflen des Beobachtungsfenster fiir das Modell mit den

Verbindungsfunktionen aus (1.1) zu finden.

4.4. SIMPLEXANZAHLEN IM MARKIERTEN STATIONAREN MODELL

In diesem Abschnitt wenden wir die Erkenntnisse aus den vorangegangenen Abschnitten auf das
markierte stationdre Modell an, wie es in Abschnitt 3.5 eingefiihrt wurde. Dafiir gelte im Folgenden
stets die Integrabilitdtsbedingung (3.47). Fiir m,! € [a + 1] und max{m, [/} <r < m+ [ — 1 setzen

WIr

z:n’,(()) 1= /( - / K;ll((O, a), (x5, a), ..., (x,, ar)) Q"(d(ay,...,a,) d(x,, ..., X,).
rR4Y r i

Wir fixieren eine Folge (W,,),cx in K¢ mit #(W,) — oo und notieren mit z;;f;” die Integralform z)
tiber W, X A. Dann liefert Korollar 3.19

/

7
% — 2/ (0) < o fiirn— oo (4.37)
n

fiir alle m,!] € [a + 1], max{m,l} < r < m+ [ — 1, da es sich bei den Funktionen K,’nl um

Simplexfunktionen von Komplexen des Grades 1 handelt. Aus Proposition 3.10, Theorem 3.11 und
(4.37) folgen fiir einen Koeffizientenvektor 0 # b = (b, ..., b,) € R4

L) [Ib(AW")] I
A par TR WA RS
Cov (fm—l(AWn)’fl—l(AWn)> il pr . .
W, - r:mg{m,z} == Dim+ 1=t i =
\/<)(b(AW,,)> a+l
—wr MZ‘] by_1b1_ 1) (4.38)
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fiir n - oo und m,! € [ + 1]. Zusammen mit den Resultaten der vorangegangenen Abschnitte
sind wir jetzt in der Lage einen multivariaten zentralen Grenzwertsatz fiir die Simplexanzahlen im

markierten stationdren Modell herzuleiten.

Theorem 4.12 (Multivariater zentraler Grenzwertsatz fiir Simplexanzahlen). Es sei (W), €ine

Folge in K¢ mit r(W,) — oo fiir n — oo und es gelte die Integrabilititsbedingung (4.22). Au-

a+1
a+1l,a+1

normalverteilten Zufallsvektor mit der Kovarianzmatrix £ := (6, )y jc(a+1) deren Eintrige o

Jerdem sei z (0) > 0. Des Weiteren bezeichne Ny einen (a + 1)-dimensionalen zentrierten

m,l>
m,l € [a + 1], oben definiert worden sind. Dann ist ¥ eine symmetrische, positiv definite Matrix

und es gilt

1

VW,

Beweis. Zunichst beachte man, dass (4.22) die Bedingung (3.47) impliziert. Fiir b € R**! ist b b

nach (4.38) der Grenzwert einer nichtnegativen Folge, woraus die positive Semi-Definitheit von X

(olaw) =€ [so(aw)] - SulBw) ~E [1al8w)]) = e firn

folgt. Der Satz von Cramér-Wold (vgl. beispielsweise Korollar 6.5 in [25]) liefert die gewiinschte

Konvergenzaussage, falls fiir alle Koeffizientenvektoren b € R%*! die Konvergenz

)(b(AW") -E [)(b(AWn)]

|,

fl

SN (N, b) (4.39)

vorliegt, da es sich bei ;(b(AWn ) genau um die Linearkombination der Simplexanzahlen zum
Koeffizientenvektor b handelt. Wahrend diese Aussage fiir b = 0 trivial ist, liefert Theorem 4.11 fiir
0#b=(by,...,b,) € R**+! die asymptotische Normalitit der standardisierten Euler-Charakteristik
)(b(AW,,) fiir n — oo, falls eine Konstante C > 0 mit

E [ fS(AWn)] > C|W,| fiirfastalle n € N (4.40)

fir s := max{i € {0,...,a} | b, # 0} existiert. Bevor wir (4.40) nachweisen, fithren wir die

weitere Argumentation aus. Nach (4.38) gilt

v Zb(AW") a+l
% —_ Z bm—lbl—lo-m,l =V ((Nz,b>) (441)

m,l=1

und mit dem Lemma von Sluzki folgt schlielich die Verteilungskonvergenz (4.39). Nach Proposition
3.10 und (4.4) gilt V ( (A, )) >F [ By, )]. Deshalb impliziert (4.40), dass der Grenzwert in
(4.41) positiv ist, woraus die positive Definitheit von X folgt.

Wir schlieen den Beweis ab, indem wir zeigen, dass (4.40) fiir alle s € {0, ..., a} gilt. Proposition

3.10 (i) licfert E [ fulBy, )] = L2201 Zusammen mit (4.37) folgt

a+1

E [f“(AWn)] patl
W - (a + 1)!z(l+1,a+1(0) >0 fiirn —» 0,
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woraus (4.40) fiir s = a folgt. Betrachten wir zu unabhéngigen Marken V' ~ @ und U ~ Q, die

insbesondere auch unabhingig von ¥ seien, den Simplizialkomplex A? := T(¥ + S0.v.u))» SO

. S s+l
1st s!zs+1,s+1

. .. . .« . +] +] .o
hinzugefiigten Punkt (0, V') enthalten. Also impliziert zg+ 1,a+1(0) > 0 auch z§+ 1,s+1(0) > 0 fiir alle

s € {0, ..., a — 1}. Daraus folgt (4.40) fiir beliebiges s € {0, ..., a — 1} analog zur Argumentation

(0) nach der Mecke-Formel die erwartete Anzahl an s-Simplizes von A% die den

fiir s = a. O

SchlieBlich wollen wir noch eine Beispielfolge konstruieren, fiir die die Konstanten aus (4.40) unter
einer schwachen Bedingung konkret angegeben werden konnen. Dazu bezeichne (W), <y die Folge

der d-dimensionalen halboffenen Wiirfel

d
nn d
W, = [— =, —> CR
" 2°2
mit Kantenlidnge » und es gelte zZﬂSll > 0. Hier verwenden wir immer noch die abkiirzende

Notation, die zu Beginn des Abschnittes eingefiihrt wurde, d.h. wir betrachten tatsdchlich die
a+1,(1)
a+1l,a+1

Folge (W, X A),cn- Die Forderung z > 0 stellt lediglich sicher, dass Ay, mit positiver

s+1,(1)
s+1,5+1

sich W, als disjunkte Vereinigung von n¢ = |W, | Translaten V,, ..., Vs des Einheitswiirfels W,

Wahrscheinlichkeit a-Simplizes besitzt, was wiederum z > 0 fiir alle s < « impliziert. Da

darstellen lésst, folgt mit der Translationsinvarianz der Verbindungsfunktionen und Proposition
310() furs <

T
[E[fs(AWn)] T (s + 1)) sl
ﬂs+1
= (S+1)|‘/VVS+| KS(Xl,...,Xs+1) d(xl,...,xs+1)

nd

ﬁs+1
Y Z/VM Ko(Xs oo, Xgy) dlxq, e, xg4)
o .

i

s+1 n‘
__F 2 S+
(S + 1)[ s+1,5+1

i=1

\Y

U A i
n (s+l)! s+1,5+1

AL s+ 1,31

D! Est st > 0 erfiillt ist.

fiir alle n € N, wodurch (4.40) mit der Konstanten C =



KAPITEL 5

ZENTRALE GRENZWERTSATZE FUR DIE BETTI-ZAHLEN

Wihrend die Euler-Charakteristik schon seit vielen Jahrzehnten in der mathematischen Literatur
und Anwendungen auftaucht, hat die Popularitit der Betti-Zahlen vor allem in den letzten 10 bis
15 Jahren zugenommen. Einen groen Anteil daran hat die topologische Datenanalyse mit Anwen-
dungen in den verschiedensten Gebieten, bei der mithilfe sogenannter persistenter Betti-Zahlen die
topologische Struktur von rdumlichen Daten untersucht wird. In [2] wird die topologische Daten-
analyse beispielsweise fiir Anpassungstests fiir Punktprozesse verwendet. Aber auch losgelost von
der topologischen Datenanalyse sind die Betti-Zahlen ein fester Bestandteil der modernen Literatur
zu Simplizialkomplexen (und dariiber hinaus) und tauchen nahezu iiberall auf, wo es Simplizial-
komplexe tun (siehe z.B. [22],[23]). Zentrale Grenzwertsitze fiir Betti-Zahlen sind beispielsweise
in [24],[6],[46] zu finden, wobei in [6] (unseres Wissens nach) erstmals zentrale Grenzwertsitze
fiir Betti-Zahlen im Random Connection Model als zufélliger Graph nachgewiesen wurden (vgl.
Abschnitt 3.2 dort). Die dort verwendeten Methoden bilden die Grundlage fiir die Resultate und die
Vorgehensweise in diesem Kapitel.

Da Homologiegruppen auf ganz allgemeinen topologischen Riaumen definiert werden kénnen,
gilt dies auch fiir die Betti-Zahlen, wobei diese dann auch den Wert co annehmen konnen. Als
Funktionale auf dem Konvexring (endliche Vereinigungen von konvexen kompakten Teilmengen
des R9) sind die Betti-Zahlen jedoch beispielsweise nicht additiv, weswegen viele Resultate aus der
stochastischen Geometrie nicht auf die Betti-Zahlen anwendbar sind. Aufgrund ihrer vergleichsweise
komplizierten Definition als Dimension eines abstrakten Quotientenvektorraums stellt das Arbeiten
und Rechnen mit den Betti-Zahlen oft eine Herausforderung dar.

Fiir den Cech-Komplex und den Vietoris-Rips-Komplex sind in der Literatur schon einige Resultate
zu finden (siehe z.B. [24],[46]). In erstgenannter Quelle werden die beiden Komplexe aus einem

Binomialprozess konstruiert und dann das asymptotische Verhalten bei wachsender Punktanzahl
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untersucht. Dabei wird der Parameter der beiden Komplexe in Abhéngigkeit von der Anzahl der
Punkte gewihlt, was in diesem Szenario iiblich ist. Dahingegen werden in [46] u.a. die Betti-Zahlen
des Cech-Komplexes, konstruiert aus der Einschriinkung eines stationiiren Poissonprozesses auf ein
Beobachtungsfenster, betrachtet und ein zentraler Grenzwertsatz fiir wachsendes Beobachtungsfens-
ter nachgewiesen.

In vielen Anwendungen spielen die persistenten Betti-Zahlen eine wichtige Rolle (eine Definition
kann beispielsweise in Kapitel 11 von [13] gefunden werden), bei denen vereinfacht gesagt das
Entstehen und Verschwinden von topologischen Merkmalen im Cech-Komplex betrachtet wird,
wihrend der Parameter des Komplexes wichst. Dieses Konzept persistenter Betti-Zahlen kann
auch auf beliebige Filtrationen (eine aufsteigende Folge von Simplizialkomplexen (K, ),-) libertra-
gen werden. Ein zentraler Grenzwertsatz fiir die persistenten Betti-Zahlen einer ganz allgemeinen
Filtration basierend auf einem stationédren Poissonprozess ist in [18] (Theorem 1.12) zu finden.
Ein einzelner Komplex einer solchen Filtration im Sinne der Definition in [18] (Seite 2743) kann
in dem in dieser Arbeit vorgestellten Modell durch geeignete Wahl der Verbindungsfunktionen
konstruiert werden, wobei die Verbindungsfunktionen dann nur Werte in {0, 1} annehmen. Wichtige
Eigenschaften der Betti-Zahlen fiir dieses Kapitel sind vor allem die Eigenschaften (2.5) und die
Abschitzung aus Lemma (2.7).

In diesem Kapitel betrachten wir wieder Funktionale der Form f(Ay,) mit W € B,(X), wobei
f i INg(S) — R eine messbare Abbildung ist. Bevor wir damit beginnen, den Ansatz aus [6] auf
das Modell zu iibertragen, wollen wir noch begriinden warum sich der fiir die Euler-Charakteristik
verwendete Ansatz aus Kapitel 4 nicht so einfach fiir die Betti-Zahlen verwenden lédsst. Fiir die
Abschitzung der GroBen aus Theorem 4.3 werden geeignete Abschétzungen fiir die Betrige der
Differenzenoperatoren erster und zweiter Ordnung benotigt. Um die gleiche Vorgehensweise wie in

Kapitel 4 fiir die Betti-Zahlen verfolgen zu kénnen, wiirden wir Abschétzungen der Form
o
U
A BB < D di (A7),
=0

2 X1,X (x1,U1),(x,,Uy)
A 0 ety BBl < Q0,72 (A ), (5.1)

a
i=1

mit b,.d; € R, i € [a], fiir alle W € B,(X) bendtigen. Lemma (2.7) fiir K = A" und L = A,

[ Adnad |

liefert zwar die Abschitzung
U U
N B w) < (A7) + 15, (857,

allerdings kann nachgewiesen werden, dass im Allgemeinen keine Abschitzung wie in (5.1) fiir
den Differenzenoperator zweiter Ordnung existiert. Dazu sei hf, : Ng(S) x X2 — R die Abbil-
dung aus (3.21) mit k = 2 und einer messbaren Funktion f : INx(S) — R und auflerdem ein
Beobachtungsfenster W € B ,(X) fixiert. Fiir die Abbildung hf, gilt

> 2 (AC1UD G2
Ay Bw) = B (B2 x,00),
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Rk, x1,%0) = £ = f (kv () = F (K3 ny)) + 7 (K500 (1)

Fiir f = p, schreiben wir kurz hi.

Lemma 5.1. Es seien x,,x, € X zwei unterschiedliche Punkte und p € N,. Dann existiert kein
Koeffizentenvektor b = (b, ... ,b,) € R**! mit

|hi(r<,x1, R Z bifixl,xz(,() fiir alle k € ]NQ(S).
i=1

Beweis. Zu p € N fixieren wir p + 1 paarweise verschiedene Punkte y;, ..., y,.; € X\ {x},x,}.

A

Fiir eine Menge V = {v,,...,v,,} sei [vg, ..., D ,U,,] das Simplex mit Eckenmenge V" \ {vj}

FEREE

und weiter [vy, ..., 0}, ..., 0;, ..., U, ] das Simplex mit Eckenmenge V' \ {v;, v;}. Wir definieren

den Komplex

) = <[xl,y1, B Vs B vl [T € 0 1]>, (5.2)

der von 2(p+ 1) Simplizes der Dimension p erzeugt wird. Da alle diese p-Simplizes einen der Punkte

()
X\ {x7,x

ist gegeben durch

X1, X, enthalten, besitzt der Komplex x

: Qirnl; ®)
Die Menge aller p-Simplizes von K5\ (x,)

. Qs . ) _
) keine p-Simplizes und es folgt ﬂP(KX\{x],xz}) =0.

{50y Byl | € o+ 11,

Wir fixieren ein Element der p-ten Kettengruppe dieses Komplexes, indem wir einen Koeffizien-
tenvektor A = (4, ..., 4,.1) € {0, 1}7*! festhalten. Der Rand der zugehorigen p-Kette ist gegeben
durch

p+1
%(Z@mmwwnmymo

J=1

p+1 p+1
= Zﬁj<[y]’ -..,j}jy..-,yp_;,_]] + Z[xl,y] "”)}}j”"’j}l‘”” ,yp+]]>,
j=1

i=l,

i#]

Jedes Simplex der Form [y, ..., ) s eees Vp +1] taucht in dieser Summe nur einmal auf und zwar

mit dem Vorfaktor 4;. Damit der gesamte Ausdruck 0 ist (damit ist hier das neutrale Element

(p)
X\{x,}

besteht Z H(K) = kern(dp) nur aus dem neutralen Element und es folgt ﬂp(Kg ) ) = 0. Aus
\{x2}
Symmetriegriinden gilt dies auch fiir den Komplex ng ()" SchlieBlich betrachten wir die p-te
1

Kettengruppe C,(k) von k und dort die Kette zum Koeffizientenvektor (1, ..., 1). Fiir diese p-Kette

der Kettengruppe C,,_, (K ) gemeint), muss also 4; = O fiir alle j € [p + 1] gelten. Also

gilt

2 p+l
9, (Z Z [Xis Vi ooes D)o en ,ypH])
k=1 j=1
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2 p+l 2 p+l p+l

= 2 [y19""j>j$'-'$yp+]]+2ZZ[xk9y1,"-’ﬁj’-"’j}i’--"yp+l] = 09
k=1 j=1 k=1 j=1i=1,
i#]

da jedes Simplex auf der linken Seite der letzten Gleichung zweimal als Summand auftaucht. Also
gilt dim(Z,(x)) > 1. Wegen der Abwesenheit von (p + 1)-Simplizes in «, folgt dim(B,(x)) =
0 und somit f,(k) > 1. Insgesamt erhalten wir einerseits I’li(l{(p)) > 1, andererseits gilt aber
Yo, (kP = 0, woraus die Behauptung fiir p € N folgt. Fiir p = 0 wihlen wir den Komplex
aus (5.2) mit p = 1. Dann ldsst sich leicht iiberpriifen, dass h(z)(K(l)) = 1, aber Z?zl fixl’xz(rc(l)) =0
gilt. O

Man beachte, dass im Fall ; € (0, 1) fiir alle j € [a + 1] der Komplex Ag)’U‘)’(xz’Uz)

mit positiver
Wahrscheinlichkeit isomorph zum Komplex x® ist. Also existiert in diesem Fall keine Schranke
der Form (5.1), die [P-fast sicher gilt.

Ein oftmals in der stochastischen Geometrie verwendetes Hilfsmittel zur Normalapproximation
sind sogenannte Scorefunktionen. Wir werden dieses Konzept nicht im Detail einfiihren, aber im
Folgenden kurz in einer vereinfachten auf die hier vorliegende Situation zugeschnittenen Variante
erklidren. Eine Scorefunktion ist eine Abbildung £ : (X X M) X IN(X X M) und das zugehorige

Poissonfunktional zum Prozess ¥y,,, W € X, ist dann von der Form

H¥y) i= ), &(nu),Wy).

(x,u)e¥y,

Eine Uberblick iiber Normalapproximation von Funktionalen dieser Form liefert beispielsweise [40],
wobei sich dort auf Punktprozesse in R¢ fokussiert wird. Resultate zu Scorefunktionen in einem
wesentlich allgemeineren Rahmen konnen z.B. in Kapitel 4 von [42] gefunden werden. Um die p—te
Betti-Zahl in diese Form zu bringen, wire es naheliegend, jedem p-dimensionalen topologische
Merkmal von Ay, einen Punkt von Wy, zuzuordnen und £((x, u), ¥'y;,) als die Anzahl der (x, u)
zugeordneten Merkmale zu definieren. Diese Zuordnung in dem hier vorliegenden allgemeinen
Rahmen auf eine Weise zu definieren, sodass damit gut gerechnet werden kann (um beispielsweise
Eigenschaften wie (4.3)-(4.5) in [42] nachweisen zu konnen), gestaltet sich allerdings wegen der
bereits komplexen Definition der Betti-Zahlen als sehr schwierig. Bereits die Erzeuger der Homolo-
giegruppen, bei denen es sich um Aquivalenzklassen von abstrakten Summen von Simplizes handelt,
sind nicht eindeutig. Ein Spezialfall, in dem dieser Ansatz fiir die Betti-Zahlen funktioniert, kann in
[2] gefunden werden. Dort ist unter anderem ein zentraler Grenzwertsatz fiir persistente Betti-Zahlen
der Dimension 0 und 1 des Cech-Komplexes eines Poissonprozesses in R? zu finden. In dieser
Situation kann fiir die topologischen Merkmale des Cech-Komplexes eine vergleichsweise einfache
geometrische Interpretation gefunden werden. Trotzdem wurden in [2] nur sogenannte beschrinkte
topologische Merkmale gezéhlt, was eine weitere grofle Einschrinkung darstellt. Auerdem kann
beim Betrachten des Cech-Komplexes auf den zusitzlichen Markenraum M verzichtet werden, da
die Verbindungsfunktionen nur Werte in {0, 1} annehmen. Bei der Situation in [2] handelt es sich
also um einen sehr restriktiven Spezialfall der hier vorliegenden Situation.

Fiir dieses Kapitel orientieren wir uns deshalb an dem Ansatz aus [6]. Man beachte, dass dort die
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Betti-Zahlen des Flaggenkomplexes des Random Connection Model als zufélliger Graph betrachtet
werden. In der hier vorliegenden Situation liefert [2] also einen zentralen Grenzwertsatz fiir die p-te
Betti-Zahl im Spezialfall

@; = 1 firallej € {2,...,p+ 1}.

Ein wesentlicher Vorteil des Ansatzes aus [6] (im Vergleich zu dem fiir die Euler-Charakteristik
verwendeten Ansatz) ist, dass er nur den Differenzenoperator erster Ordnung verwendet und somit
das Problem des Findens einer passenden Schranke fiir den Differenzenoperator zweiter Ordnung
umgangen werden kann. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels weisen wir einen zentralen Grenzwert-
satz fiir eine bestimmte Klasse von Funktionalen nach. Danach zeigen wir im zweiten Abschnitt,
dass die Betti-Zahlen (unter einer Integrabilititsbedingung) in dieser Klasse liegen, bevor wir im
dritten Abschnitt weitere Beispielfunktionale aus dieser Klasse betrachten. Im letzten Abschnitt
beschiftigen wir uns schlieBlich mit der Frage, wann die asymptotische Varianz in Theorem 5.8

positiv ist.

5.1. NORMALAPPROXIMATION VON SCHWACH STABILISIERENDEN
FUNKTIONALEN

Fiir das gesamte restliche Kapitel befinden wir uns wieder im markierten stationéren Modell aus
Abschnitt 3.5 mit der Integrabilitdtsbedingung (3.36). Das Vorgehen basiert auf der Herleitung von
Theorem 2.4 in [6], dessen Beweismethode wiederum auf der von Theorem 3.1 in [44] beruht. Der
Beweismethode von Theorem 3.1 in [44] liegt ein allgemeines Resultat zur Normalapproximation
von Zufallsvariablen zugrunde, welches dort als Lemma 2.2 zu finden ist und hier zur Vollstindigkeit
nochmals formuliert wird. Dazu bezeichne N . fiir o2 € [0, o0) eine normalverteilte Zufallsvariable

mit Erwartungswert 0 und Varianz ¢2.

Theorem 5.2 (Lemma 2.2 in [44]). Es seien (Y,),en und (X, 1), 1en €ine Folge bzw. Doppelfolge

von zentrierten Zufallsvariablen, die die folgenden beiden Eigenschaften erfiillen.

(i) Fiir alle L € N gilt

V (XH,L) - o2

d
; €[0,00) und X,; — N"i fiirn — oo.

(i) Esgilt lim limsup V (Y, — X, ;) =0.
Lo joseo ’

Dann existiert der Grenzwert 6> : = Llim Gi und es gilt
—00

d
\/(Y)—>62 und Y, — Ny fiirn — co.

n

In diesem Kapitel wenden wir die Konstruktion aus Theorem 3.16, die direkt davor eingefiihrt

wird, auf das markierte stationire Modell an. Der Grundraum ist gegeben durch den Borelraum
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R4 x A X [0, 1] mit der Relation
x5,y < (X9,¥5,8) &= t<s. (5.3)

Des Weiteren sei zy, z;, ... eine Abzihlung des Gitters Z¢ mit z, = 0 und Q, := [0, 1) + z, fiir
i € Ny, wodurch wir den euklidischen Raum in halboffene Wiirfel der Kantenldnge 1 zerlegen und
dadurch auch eine Zerlegung (Q; X A X [0, 1Di€No von R? x A x [0, 1] erhalten. Die Komponente
in [0, 1] ist dabei nur fiir die Definition der Relation < von Bedeutung, weswegen wir weiterhin
translationsinvariante Verbindungsfunktionen ¢ ol (R4 x A)/+! - [0, 1] im Sinne von (3.35)
betrachten. In dieser Situation handelt es sich bei ¥ um einen Poissonprozess auf RYxAX[0,1]xM
mit IntensitéitsmaBl f1; ® © @ 4;[;p;; ® Q. Wir setzen wie zuvor A = T(¥), wobei T hier eine
Abbildung nach INg(S) 1= INg(S (R4 x A)) sei, d.h. die zusiitzliche Komponente in [0, 1] wird
zwar fiir die Konstruktion des Komplexes verwendet, aber nicht Teil der Ecken in A sein. Fiir
ein Beobachtungsfenster W € B f([Rd) schreiben wir stets Ay, fiir die Einschrinkung von A auf
W x A. AuBlerdem identifizieren wir die Ecken von A mit ihrer riumlichen Komponente. Wir sind
interessiert an der asymptotischen Verteilung von f(Ay, ) fiir n — oo, wobei (W),) ey, eine Folge
von Beobachtungsfenstern ist und f eine Abbildung aus einer bestimmten Klasse, die wir noch
definieren werden. In diesem Kapitel lassen wir dabei als Beobachtungsfenster lediglich Wiirfel zu,

also Mengen der Form

d
W= X [x.x;+1) CRY (x),...,x) €RY 1>0.
i=1
Die Menge aller solcher Wiirfel notieren wir mit W und eine Folge in "W nennen wir Wiirfelfolge.
Wir nennen einen Wiirfel, der sich als Vereinigung der Wiirfel aus der Zerlegung (Q;) ien, darstellen
lasst, einen Gitterwiirfel und schreiben G fiir die Menge aller Gitterwiirfel. Fiir einen Gitterwiirfel
G € G gilt wegen (3.8) also insbesondere A; = T (¥;) P-fast sicher, wobei ¥; fiir eine allgemeine
Menge G € B(R?) hier und im Folgenden die Einschrinkung von ¥ auf Gx AX[0, 1]xM bezeichnet.
Wihrend des gesamten Kapitels verwenden wir zu einer messbaren Abbildung f @ INg(S) - R

den Differenzenoperator
Asarad (Bw) = £ (83%) = F(A531)

mit AL = T (P 4 5(x’a’,’u)), der in Abschnitt 3.4 (siehe Definition (3.23)) in beliebiger Ordnung
eingefiihrt wurde. Bei dem Operator A, ,; )/ (AW) handelt es sich also um eine messbare Funktion
im Komplex A1) Man beachte, dass fiir t = 1 die Bedingung (3.9) fiir den Punkt (x, a, 1) erfiillt
ist, denn mit der Definition der dort auftretenden Menge A, , ;) folgt

Prg ®O® Ailj0.1)(Aar) = Pra ®O® A1l (RT X A X (1}) = 0.

Deshalb gilt (3.10) fiir den Punkt (x, a, 1). Wir beginnen damit, die Klasse der schwach stabilisie-
renden Funktionale zu definieren. Man beachte, dass die Konstruktion des Operators A, der
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Konstruktion von AO,t,m in [6] (vgl. Seite 12) entspricht, die dortige Argumentation und Definition
von schwach stabilisierenden Funktionalen aber mithilfe eines anderen Operators (dort mit Ay, ,,

notiert) durchgefiihrt wird. Eine analoge Definition dieses anderen Operators ist gegeben durch

f(T(lPW + 5(x,a,t,u))) - f(T(lPW + 5(x,a,t,u))Rd\{x})'

Der Unterschied besteht darin, dass der Abbildung T zur Konstruktion des Simplizialkomplexes
hier der Prozess ¥y, iibergeben wird, wihrend bei dem Operator Ay ;) (AW) erst nach der
Konstruktion des Simplizialkomplexes auf W eingeschrinkt wird. Wéhrend des Kapitels werden
wir oftmals Folgen von Wiirfeln (W), betrachten, die den ganzen Raum R¢ approximieren in
dem Sinne, dass fiir jede beschriinkte Menge B € B(R?) ein N € N existiert mit B C W, fiir alle
n > N. Wir schreiben abkiirzend W, — R?, falls (W,),cn diese Eigenschaft erfiillt.

Definition 5.3 (Schwach stabilisierende Funktionale). Es seien f : Ng(S) — R eine Abbildung,
V ~©®und U ~ Q unabhdngig (insbesondere auch von 'P).

(1) Fiir k € N (S) mit der Darstellung (3.1) und t € RY sei

x(S)
K+t = Zéffﬂr’
i=1
mito +1 1= {(x +1,a)), ..., (x; +1,a))} fiir 6 = {(xp,a)), ..., (x;,a)} € (R4 x A)L

(ii) Wir nennen f translationsinvariant, falls gilt

fk) = f(x+1)  fiirallex € Ng(S), t € RY.

(iii) Das Funktional f heifst schwach stabilisierend, falls f translationsinvariant ist und es eine
Zufallsvariable Z gibt, sodass fiir alle Wiirfelfolgen (W) e mit W, — Régilt

P
Aoy 1o f(AW” ) — Z  fiirn— . (5.4)

Wir nennen die Zufallsvariable Z die zu f assoziierte Zufallsvariable.

(iv) Das Funktional f erfiillt eine Momentenbedingung, falls es ein € > 0 gibt mit

2+€
sup E [|A(0’V’1’U) Faw| 7] < . (5.5)
Wew,

oew

Die zu einem schwach stabilisierenden Funktional f assoziierte Zufallsvariable Z ist [P-fast iiberall
eindeutig bestimmt und konnte auch durch jede Zufallsvariable Z’ mit P(Z = Z') = 1 ersetzt
werden. Erfiillt f zusétzlich die Momentenbedingung (5.5), so gilt die Konvergenz aus (5.4) sogar in
L2 Dies folgt aus Theorem 5.12 in [25], wobei die Momentenbedingung die gleichgradige Integrier-
barkeit der Folge liefert. Nachfolgendes Korollar zeigt, dass fiir ein Funktional f : INg(S) —» R,



98 KAPITEL 5. ZENTRALE GRENZWERTSATZE FUR DIE BETTI-ZAHLEN

das die Momentenbedingung (5.5) erfiillt, die Zufallsvariablen f(Ay,), W € W, quadratisch inte-
grierbar sind. Eine analoge Aussage wird im Beweis von Theorem 3.1 in [44] verwendet, aber nicht
explizit bewiesen. Deshalb fiihren wir den Beweis zur Vollstidndigkeit hier komplett aus. Dabei
handelt es sich um eine angepasste Variante der Argumentation des Autors von [44], der uns diese

im personlichen Austausch zur Verfiigung gestellt hat.

Korollar 5.4. Fiir ein Funktional f . Ng(S) = R, welches die Momentenbedingung (5.5) erfiillt,
gilt E [f(Ay)?| < oo fiir alle W € W.

Beweis. Wir fixieren einen Wiirfel W € W und definieren zu n € N ein Funktional f,, : INg(S) —
R durch

fo) 1= L{|f )| <n} f&)+1L{f()>n}n—1{f(x) <—n}n.

0.v.1.U)

Eine Fallunterscheidung nach den Werten von f (A(V%V’I’U)) und f (AW\ (0)

) liefert

Ao s fuBw)| < |Awwiof@y)|  fiirallen e N

und wegen der Momentenbedingung (5.5) gibt es ein ¢ > 0 mit

2
sup [ [|A(07V,1,U) Faw)| ] <e (5.6)
wew,
oew

Die Poincaré-Ungleichung (Theorem 3.17) angewendet fiir die Funktionale f,, n € N, liefert dann

zusammen mit (5.6) fiir alle n € N

A f Bw—y)

V (fu(Ap)) < ﬂ/W[E ['A(x,V,l,U)f(AW)iz] dx
‘|

- 2]@

< B|Wle =: C, (5.7

wobei hier die Translationsinvarianz der Verbindungsfunktionen im Sinne von (3.35) eingegangen
ist. Wir fixieren ein a > 0 mit P(| f(Ay/)| = a) < % Nach der Ungleichung von Cauchy-Schwarz
gilt fiirallen € N

E [I£,(Ap)] L{If(Ap)| > a}]2 < EI£,(ap)P] PAf(AR)] > a) (5.8)
Setzen wir &, :=E [|f,,(Ap)| 1{]f(Apy)| > a}], so folgt

202 < E[If,(Ap)I]

C+E[f,ap)]

C+E[If,(ap)l)

C + (E[I,Am) L{f (Al < a)] +¢,)

IANIAN A
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IA

C+ (a + C,,)2
= C+ad* +2a0,+¢; (5.9)

fiir alle n € N. Fiir die erste Ungleichung wurde P(| f(Ay, )| > a) < % verwendet und die zweite
Ungleichung ergibt sich aus (5.7). Da die Abschitzung (5.9) fiir alle n € N gilt, muss ¢, als Funktion

in n € N beschrinkt sein. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt
E [I/(Ap)] LI f(Ap)| > a}] = lim ¢, < oo

und insbesondere E [|f(Ap)l] < oo. Wegen E [|f,(Ap)?] < C+E [|f(AW)|]2 ist auch

E [l f,,(AW)lz] als Funktion in n € N beschrinkt und der Satz von der monotonen Konvergenz

liefert wiederum
E[If(Aw)l?] = lim E[I£,(Ap)°] < co.

O

Wihrend des restlichen Abschnitts schreiben wir kurz A® fiir A2V und A, fiir A, ) mit
x € R und V, U wie in Definition 5.3. Tats#chlich lisst sich Eigenschaft (iii) aus Definition 5.3
analog zu Lemma 2.13 in [6] noch vereinfachen. Dazu bezeichnen wir eine Wiirfelfolge (W),),,en
als aufsteigend, falls W, C W, fiir alle n € N gilt.

Proposition 5.5 (Charakterisierung von schwacher Stabilisation). Fiir ein translationsinvariantes

Funktional f : g (S) — R sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) f ist schwach stabilisierend.

(ii) Der Operator N, f (Ay, ) konvergiert fiir alle aufsteigenden Wiirfelfolgen (W),),en mit
W, — R? in Wahrscheinlichkeit gegen eine Zufallsvariable.

Beweis. Es lasst sich komplett analog zum Beweis von Lemma 2.13 in [6] argumentieren. 0

Wollen wir fiir ein translationsinvariantes Funktional f : IN(S) — R nachweisen, dass f schwach
stabilisierend ist, so vereinfacht Proposition 5.5 diesen Nachweis in zwei Punkten. Einerseits miissen
nur aufsteigende Wiirfelfolgen betrachtet werden. Andererseits geniigt es zu zeigen, dass fiir jede
solche Folge der Grenzwert aus (5.4) existiert (ohne nachzuweisen, dass dieser Grenzwert fiir
alle Wiirfelfolgen iibereinstimmt). Die Resultate in diesem Abschnitt werden sich auf schwach
stabilisierende Funktionale beziehen, die die Momentenbedingung (5.5) erfiillen. Bevor wir in den
Abschnitten 5.2 und 5.3 auf konkrete Beispielfunktionale aus dieser Klasse eingehen, stellen wir
zunichst fest, dass konstante Funktionale in dieser Klasse liegen und diese abgeschlossen unter
Linearkombinationen ist. Sind némlich gy, ..., g, : INx(5) — R schwach stabilisierende Funktio-

nale mit assoziierten Zufallsvariablen Z, ..., Z™ so folgt fiir ein Funktional g = 2?1:1 b,g; mit
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b=(b,,...,b,) €R™

A(0,1)g(AWn) = Z b; A(O,l)gi(AVV") — Z b,-Z(’) fiirn - o
i=1 i=1

fiir alle Wiirfelfolgen (W,,),,cn mit W, — R?. AuBerdem folgt aus der Minkowski-Ungleichung
(z.B. Theorem 1.31 (ii) in [25])

2+4¢
sup [ |A(0,1)g(AW)| < oo
wew,

oew
mit ¢’ := min{e,...,¢,} > 0, wobei ¢; > 0 so gewihlt sei, dass das Funktional g; die Momenten-
bedingung fiir € = ¢; erfiillt. Bei nachfolgender Proposition handelt es sich um das Analogon zu

Lemma 2.7 in [6], wobei wir zum Nachweis eine andere Argumentation verwenden.

Proposition 5.6. Es sei f : INx(S) — R ein schwach stabilisierendes Funktional. Dann existiert
zut € [0, 1] eine Zufallsvariable Z,, sodass fiir alle Wiirfelfolgen (W,),en mit W, — R? gilt

P
A(O’,)f(AWn) — Z,  fiirn—> .

Beweis. Es sei (W,),cy €ine Wiirfelfolge mit W, — R? und ¢ € [0, 1]. Nach Voraussetzung kon-
vergiert die Folge (A g 1)/ (A ) ,en in Wahrscheinlichkeit gegen eine Zufallsvariable Z. Deswegen
ist sie nach Lemma 5.6 in [25] Cauchy in Wahrscheinlichkeit mit der dortigen Definition dieses
Ausdrucks, dass eine Folge (X,),en von Zufallsvariablen Cauchy in Wahrscheinlichkeit genannt

wird, falls
E [min {|X,, - X,|.1}] - 0  firmn— oo
gilt. Fiir jede Wahl von n,m € N gilt

(A(o,nf(AWn)’A<0,1>f(AWm)) < (Am,r)f(AWn)’A(o,nf(AWm))’

denn bei dem Vektor auf der rechten Seite handelt es sich um eine Funktion im Komplex A" und
d

es gilt A®D = A9 fiir alle 5,7 € [0, 1] (also insbesondere auch fiir s = 1). Also ist auch die

Folge (A,).f (Aw, )nen Cauchy in Wahrscheinlichkeit und konvergiert wiederum nach Lemma 5.6

in [25] in Wahrscheinlichkeit gegen eine Zufallsvariable Z ,(W")

"N Mit der selben Argumentation
wie in Lemma 2.13 in [6] folgt, dass die Grenzvariablen zu zwei unterschiedlichen Wiirfelfolgen,
die gegen den ganzen Raum konvergieren, P-fast sicher iibereinstimmen und deshalb Z, als eine

dieser Zufallsvariablen gewihlt werden kann. 0

Als néchstes wenden wir analog zu Lemma 2.8 in [6] Theorem 3.16 an, um eine Aussage iiber die
asymptotische Varianz V(f (AW" )) fiir n — oo zu treffen. Dabei sei ¥, fiir ¢ € [0, 1] wie in Theorem
3.16 die Einschriankung von ¥ auf R? x A X [0, ) X M. Dies sollte nicht zu Verwechslungen mit der
Notation ¥y, (Einschrinkung von ¥ auf W x A X [0, 1] X M) fiir einen Wiirfel W~ € W fiihren, da
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aus dem Zusammenhang klar sein sollte, was fiir ein Objekt hier indiziert wird. Fiir nachfolgendes
Lemma zerlegen wir unseren Wahrscheinlichkeitsraum Q = Q; X Q,, wobei (Q, A{,P,) der
Wahrscheinlichkeitsraum ist, auf dem der Poissonprozess ¥ lebt, und (€2,, A,, ;) den Wahrschein-
lichkeitsraum bezeichnet, auf dem die Marken V', U leben. Wir notieren den Erwartungswert bzgl.
(Q,, Ay, P)) mit E.

Lemma 5.7. Es sei f : Ng(S) — R schwach stabilisierend mit der Momentenbedingung (5.5).
Dann folgt fiir jede Wiirfelfolge (W) e mit W, — R? die Konvergenz

v ((aw, i
> Z ‘P dr =: iirn —
| | ﬂ/ | ] c° < o0 fiirn - oo

mit den Zufallsvariablen Z,, t € [0, 1], aus Proposition 5.6. Gilt zusdtzlich P(Z # 0) > 0 fiir die
zu f assoziierte Zufallsvariable Z = Z,, so folgt 6> > 0.

Beweis. Wir fixieren 7 € [0, 1] und eine Wiirfelfolge (W,),cp, mit W, — R?. Die Momentenbedin-
gung (5.5), die auch fiir den Operator A g, gilt, liefert die gleichgradige Integrierbarkeit der Folge
(1N f (AW")|2)neN. Aus Theorem 5.12 in [25] folgt zusammen mit der stochastischen Konvergenz

in Proposition 5.6
2
E [)A(o,,)f(AWn) —zt| ] -0 firn— oo (5.10)

und auBerdem [E [th] < o0. Die Jensen-Ungleichung fiir bedingte Erwartungen liefert zusammen

mit dem Satz von der dominierten Konvergenz

Al [ [A(Ot)f(AW “P] ] dr </ [’A(m)f AW Z'] dt —» 0.

Daraus folgt

hW,) 1= /OI[E[[E [A(o,,)f(AWn)|‘P,]2] dt — /OI[E[[E [Z,|lp,]2] dr = 67;<oo.

Da diese Konvergenz fiir jede Wiirfelfolge (W,),cp mit W, — Rgilt, existiert zu € > 0 ein Radius
re > 0 mit

|h(W) — "72| <e firalle W eW mit BO,r,)CW. (5.11)

Zum Beweis dieser Behauptung nehmen wir an sie wire falsch. Dann existiert ein € > 0, sodass fiir
alle n € Nein V,, € W existiert mit B(0,n) C V, und |A(V,) — %;l > e. Dies liefert allerdings eine
Wiirfelfolge (V,),en mit ¥, = R ohne die Konvergenzeigenschaft h(V,) — %2,
Widerspruch ergibt. Theorem 3.16 liefert fiir das Funktional f (AWn)

\/(f(AWn)> = ﬂ/wn/ol E [[E [A(x’,)f(AWn) |‘Pt]2] dr A (dx)

wodurch sich ein
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=ﬂ/ h(W, - x) dx,
W,

wobei die zweite Gleichung aus der Translationsinvarianz der Verbindungsfunktionen und des
Funktionals f folgt. Zu € > 0 wihlen wir », > 0 mit (5.11) und erhalten

\/<f(AWn))

W,

= IWIZI /Wn]l{d(x,alfl/n)> re pR(W, — x)dx

+ / 1{d(x,0W,) < r, } (W, — x)dx. (5.12)
|Wn| w,

Die Ungleichung von Jensen und die Momentenbedingung (5.5) liefern fiir x € W,

! 2
/O E [|A<0,r>f(Awn—x)

2 2
= [IA(o,l)f(AW,,—x) < Sup E [iA(O,l)f(AW)i ] < oo,
0ew

h(W, - x)

IA

dr

weswegen das zweite Integral in (5.12) mit der Argumentation zu (3.46) fiir n — oo gegen Null

konvergiert. Andererseits folgt mit (5.11) fiir das erste Integral

/ 1{d(x,0W,) > r, }hA(W, — x)dx — o*

‘lVI/nl

/ 1{d(x,0W,) > r, }|h(W —x)——|d x+ 2

W, IWI

pe+ 2
W,

Da auch hier der zweite Summand asymptotisch verschwindet und € > 0 beliebig war, folgt die
gewiinschte Konvergenz.

SchlieBlich zeigen wir 6> > 0, falls P(Z # 0) > 0 gilt. Dafiir weisen wir die Stetigkeit von
E [[E [Z, | ‘P,]z] in = 1 nach, was wegen E [E [Z, |‘I’1]2] = E [Z?] > 0 die Positivitit von o>
impliziert. Dazu sei daran erinnert, dass die Koordinaten des hinzugefiigten Punkts (0, V', ¢) in
W + 69,y v (bei der Konstruktion der Abbildung 7" in Abschnitt 3.2) nur von der Einschrénkung
von ¥ auf O, X A X [0, 1] X M abhéngen (beachte 0 € Q) und deshalb mit der Definition der
verwendeten Relation (5.3) auf dem Ereignis {¥(Qy X A X [t, 1] X M) = 0} die Gleichung

T(IP + 5(0,V,I,U))W = T(lP + 5(0,V,1,U))W H:D—fast SiCher
gilt. Deshalb gilt auf dem Ereignis {¥(W U Q, X A X [t, 1] X M) = 0} auch insbesondere
Aonf(Aw) = Ao f(Ay)  P-fast sicher.

Da die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {¥(Qqy X A X [t,1] x M) = 0} fiir+ — 1 gegen 1
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konvergiert, erhalten wir die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

P
A(O,t)f(AW) - A(O,l)f(AW) firz — 1. (5.13)

Die Momentenbedingung liefert tatsiichlich sogar L2-Konvergenz (vgl. Theorem 5.12 in [25]
d

mit Ay f(Ay) = N1y f(Ay ). Fir eine Wiirfelfolge (W)),ey mit W, — R? folgt aus der

Dreiecksungleichung fiir jedes n € N

1Z, = Zll12 < 1Z, = Ao f (Aw )12
+ 1800 S (Aw ) = Aoy S (Aw )z + 1801 S (A ) = Z]l 2.

Der erste und der letzte Summand auf der rechten Seite verschwindet wegen (5.10) fiir n - oco. Mit
(5.13) erhalten wir also die L?-Konvergenz von Z, gegen Z fiir t — 1. Die Ungleichung von Jensen

fiir bedingte Erwartungen liefert
[E[[E [Z,—Zl\Pt]z] S0 firt— 1. (5.14)
Im néchsten Schritt wollen wir fiir einen beliebigen Wiirfel W € W die Konvergenz
E [A(W,w) faw)| lpt] = Agyionf@y) in L fire > 1. (5.15)

nachweisen. Dazu sei &, ein Poissonprozess auf R4 x A x [t, 1] X M mit IntensititsmaB L, @0 Q
Aty ® Q und E,[-] der Erwartungswert bzgl. &,. AuBerdem bezeichne A, das Ereignis, dass ¢,
keinen Punkt in Qg X A X [t, 1] X M besitzt. Auf A, gilt (mit einer analogen Argumentation wie

Zuvor)
T(Y, +&+80vim)y = T(¥+80y10))w P-fast sicher.
Schreiben wir
Aoy o (Tmy) = f<T(’7 + 5<0,V,1,U))W> - f<T(’7 + 5(0,V,1,U>)W\{0}>’
n € IN(RY x A x [0, 1] x M), so lisst sich die bedingte Erwartung aus (5.15) schreiben als
P(A) Aoy 1o f (T¥)Dw) + E, [A(o,v,l,U)f(T(Tr +&)w) ]lA;]

und deshalb gilt

E[Aay 1o/ @u) W] = Mgy 1.0,/ T(¥ )
= (P(A) = D Mgy 1o f(TW)y) + E, [A(O,V,I,U)f(T(lPt + gt)W) ]1A;.] ) (5.16)
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Mit der selben Argumentation, mit der die Konvergenz in (5.13) begriindet wurde, erhalten wir

P
Aoy 1) F(T®)w) — Aoy 1o F(T®)y) fiirt - 1.

Wegen P(4,) — 1 fiirt+ — 1, konvergiert der erste Summand in (5.16) in Wahrscheinlichkeit
gegen 0. Unter Anwendung der Holder-Ungleichung (angewandt auf den Erwartungswert bzgl.
£,) lisst sich aulerdem einsehen, dass auch der zweite Summand in (5.16) in Wahrscheinlichkeit
gegen 0 konvergiert. Also gilt in (5.15) zunéchst Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und wegen der

Momentenbedingung (5.5) sogar L>-Konvergenz. Als nichstes zeigen wir die Konvergenz
E[z|¥] - Zz inL?firt— L (5.17)

Dafiir sei eine Wiirfelfolge (W,),cny mit W, — R?gegeben. Wegen der Momentenbedingung (5.5)
folgt mit der Minkowski-Ungleichung

sup || E [A(O,V,LU)f(Am) | ‘Pt] — Aoy oS Ay)

neN

L <o (5.18)

AuBerdem liefert die Jensen-Ungleichung fiir bedingte Erwartungen

-0

[ ravins ot €211 |, < [Aavacrsan 7],

fiir n - co. Damit erhalten wir

|| ElzIV]-2 ”L2 < limsup ” E[z|¥]-E [A(O,V,l,U)f(Am) | lpt]

n—oo

+ limsup ” E [A(O,V,I,U)f(AWn) | ‘Pz] = NovainS(Bw)

n—->oo

n—0o0

L2

12

12

= limsup H E [A(O,V,I,U)f(AVVn) | ‘Pz] = NovimS(Bw)

n—o0

2’

Da der letzte Limes superior nach (5.18) endlich ist, finden wir zu € > 0 ein N € N mit

hm Sup || IE I:A(O,V,l,U)-f(AVV") | lPt:| - A(O,V,I,U)f(AVI/n)

n—oo

12

S ” [E [A(O,V,I,U)f(AWN) | lPt] - A(O,V,],U)f(AWN) |

12 + €.
Nach (5.15) folgt fiir t - oo

lim sup H[E [Zl‘I’t] —Z|

t—1

< €.
L2

Da € > 0 beliebig gewihlt war, folgt (5.17). Zusammen mit (5.14) folgt

E|E[Z 1] - E[22]  firr—1
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und somit die gewiinschte Aussage. O

Damit sind alle Vorbereitungen fiir die Formulierung des zentralen Grenzwertsatzes getroffen. Der
Beweis von Theorem 5.8 folgt dem Vorgehen der Beweise von Theorem 2.4 in [6] und Theorem 3.1

in [44], wird hier allerdings etwas detaillierter gefiihrt.

Theorem 5.8 (Zentraler Grenzwertsatz fiir schwach stabilisierende Funktionale). Es sei f :
Nk (S) = R ein schwach stabilisierendes Funktional, das die Momentenbedingung (5.5) erfiillt.
Dann folgt fiir jede Wiirfelfolge (W,,),en mit W, — R4

f(aw,) —E|r(aw)]
— N_ fiirn — oo,
7

[
fl

wobei 62 der Grenzwert aus Lemma 5.7 ist. Gilt P(Z # 0) > 0 fiir die zu f assoziierte Zufallsva-

riable Z, so ist die asymptotische Varianz o> positiv.

Beweis. Wegen der translationsinvarianten Situation geniigt es die Behauptung fiir eine Folge

bestehend aus Wiirfeln der Form W, : = [ - g, g)d = {/Z - W, zu zeigen. Dabei muss n > 0
nicht unbedingt eine natiirliche Zahl sein. Zunichst fixieren wir L € N und zerlegen den Raum
in Wiirfel der Kantenlinge L, d.h. wir betrachten die Zerlegung ([0, L)¢ + L - zi)ieNO mit der
bereits zuvor gewihlten Abzihlung z, z;, ... des Gitters Z¢ mit z, = 0. Es bezeichne (G,); €ine
Abzihlung der Wiirfel dieser Zerlegung, sodass aus i < jund G; C W, stets G; C W, folgt. Die
Wiirfel G; sind also nach dem kleinsten n > 0 mit G; C W, sortiert. AuBBerdem sei /, € N die
eindeutige Zahl, sodass G; € W, genau fiir i € [/,] gilt. Da L eine natiirliche Zahl ist, handelt es
sich bei den Wiirfeln G; um Gitterwiirfel und es gilt insbesondere A =T (W) P-fast sicher fiir
alle i € Ny (vgl. (3.8)). Wir definieren eine Doppelfolge, die die Rolle der Doppelfolge in Theorem

5.2 iibernehmen soll, durch

Iy
X}'l,L =

i

1(86) ~E[£(26)]

~

S

f <T(‘PG[_)> -E [f (T(‘PG’_) )] [P-fast sicher.

- -

n =1

Aus der letzten Darstellung ergibt sich direkt, dass es sich bei X, ; um eine Summe von unabhéingig
und identisch verteilten Zufallsvariablen mit endlicher Varianz handelt, wobei letzteres eine direkte
Konsequenz aus der Momentenbedingung (5.5) ist (vgl. Korollar 5.4). Es folgt

l

V(X,1) = 2V (£(g)) = 2V (£(8g,)) =i o} € [0.0)  firn— .

Die Konvergenz l;" - ﬁ folgt aus der zweiten Konvergenz in (9.15) aus [39]. Man beachte, dass
nach Lemma 5.7 ¢% = lim, _ o-i gilt. Somit erfiillt die Folge der Zufallsvariablen (X, ;) fiir



106 KAPITEL 5. ZENTRALE GRENZWERTSATZE FUR DIE BETTI-ZAHLEN

n — oo einen zentralen Grenzwertsatz (vgl. z.B. Theorem 27.1 in [1]), d.h. es gilt

d
Xn’L — N‘Ti fiir n - 0.

Damit erfiillt die Doppelfolge (X,, ; ), ; ey die erste Bedingung aus Theorem 5.2. Zum Nachweis
der zweiten Bedingung sei Y, (= = <f(AW,,) —-E [f(AW,,)] ) Dann folgt aus der Poincaré-

NG
Ungleichung (Theorem 3.17)

/

) 2
V(Y,-X,,) < g/w E [(A(x,l)f(AW,,) - Z]l{x € G} A(x,l)f(AG,-)> ] dx

i=1

B [ 2]
mJw,\u,G) ( e ( m)) x
1, 2
+ g ZL E [(A(x,l)f(AVVn) - A(x,l)f(AG,.)> ] dx. (5‘19)
i=1 i

Fiir die Gleichung wurde verwendet, dass der Operator A, ;) in Verteilung nicht von 7 € [0, 1]
abhiéngt, linear ist und auf Konstanten verschwindet. Der Erwartungswert im ersten Summand
von (5.19) ist wegen der Momentenbedingung (5.5) gleichmifig beschrdnkt in n. Aus der ersten
Gleichung in (9.15) aus [39] folgt, dass der erste Summand asymptotisch fiir » — oo verschwindet.

Die Konvergenz (5.10) aus dem Beweis von Lemma 5.7 liefert fiir t = 1
2
E|[Aons(Bw,) - 2| | = o

Diese Konvergenz gilt fiir jede Wiirfelfolge (W,,),cy mit W, — R?. Deshalb existiert zu € > 0 ein
Radius r, > 0, sodass die Abschitzung

2
E [iA(O’l)f(AW)—A((,’l)f(AV)l ] <e firalle W,V €W mit BO,r)CcWnV

(5.20)

gilt. Zum Nachweis dieser Behauptung lisst sich zunichst analog zu (5.11) fiir € > 0 die Existenz

eines Radius ¢, > 0 mit

E <e firalle W €W mit B(0,t,) C W

Ao/ By = 2|
| |

verargumentieren. Wir wihlen r, :=1, mite’ := i und erhalten fiir W,V € W mit B(0,r,) C

W NV unter Verwendung der Dreiecksungleichung

2
+ \/[E [|A(0,1)f(AV) - Z| ]

2 2
\/[E [|A<0,1>f(AW) _A(O,l)f(AV)| ] < \/[E [|A(0’1)f(AW) - Z|
< 2Ve = e
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Damit gilt also (5.20). Wir fixieren ein € > 0 und definieren fiir einen Wiirfel W € W

int, W) := {xeW | dx,0W)>r,},
0.(W) := {xeW | d(x,0W) <r.} = W \int (W).

Fiir L > 2r, gilt [0,G,| = LY — (L — 2r,)? und somit fiir geniigend groBes L

10,G,;| < 2r.dL".

. . . d
Wegen der Verteilungsgleichheit (A(O,l)f(AW), A(o,l)f(Av)) = (A(x’l)f(AWer), A(x’l)f(AVer))
fiir alle Wiirfel W,V € W und x € R folgt aus (5.20)

2
E [|A<x,1)f(AW") - A(X’l)f(AGi)l <e firalle x €int,(G), i€ [l,].
Die Momentenbedingung (5.5) liefert die Existenz einer Konstanten p > 0 mit

2
E [|A<x’1)f(AW) - A(X’I)f(AV)| <p firalle W,V €W, x € R

Insgesamt folgt fiir den zweiten Summanden von (5.19) mit den letzten drei abgesetzten Abschit-

zungen fiir gentigend grofes L

V2L

S

2
Agn S ( AW A(x,l)f(AG,-)) ] dx

! 2
(/ [<A<x,1)f(AW,,) —A<x,1>f(AG,-)> ] dx
i=1 int, (G;)
2
+/ E [(A(x,l)f(AWn) -~ Awn/ (A,)) ] dx>
de(Gi)

I
pt <£(L —2r)¢ + 2pr,d L] )

n

IA

EI‘%

IA

< Pe +2ppr.dL7,

wobei fiir die letzte Ungleichung die trivialen Abschitzungen /,L¢ < nund (L — 2r,)¢ < L4

verwendet wurden. Damit folgt

lim sup lim sup \/(% (f(AW") -E [f(AWn)]) —Xn’L> < Pe.

L— n— 00 n

Wegen der beliebigen Wahl von € > 0 folgt Bedingung (ii) aus Theorem 5.2 und somit die ge-
wiinschte Verteilungskonvergenz. Lemma 5.7 liefert die zusétzliche Aussage iiber die Positivitit der

asymptotischen Varianz ¢2. O

SchlieBlich weisen wir analog zu Korollar 2.12 in [6] einen multivariaten zentraler Grenzwertsatz



108 KAPITEL 5. ZENTRALE GRENZWERTSATZE FUR DIE BETTI-ZAHLEN

fiir schwach stabilisierende Funktionale nach.

Theorem 5.9 (Multivariater zentraler Grenzwertsatz fiir schwach stabilisierende Funktionale). Es
seien m € Nund g,...,g, : Ng(S) = R schwach stabilisierende Funktionale, welche der
Momentenbedingung (5.5) geniigen. Nach Proposition 5.6 existieren dann Zufallsvariablen Z @
ie[m],tel0,1], mi

P 0] ..
A(O’t)gi(AWn) — Z, fiirn —» oo

fiir alle Wiirfelfolgen (W,),cn mit W, — R?. Dann folgt fiir alle i, j € [m] und jede Wiirfelfolge
(W) pen mit W, — R4

Cov (&(aw,)-&(Aw,) )
lim
n—co |I/I/n|

l . .
= p/o [E[[E[zf”wt] [E[Zf”pp,]] dt =: 07, (521

und die Kovarianzmatrix X 1= (0; ;); je[m) ISt positiv semi-definit. Bezeichnet Ny einen m-dimensionalen

zentrierten normalverteilten Zufallsvektor mit Kovarianzmatrix X, so folgt

1
|W,

Al

(51 (aw,) ~E[s1(an,)] o (8) ~E[an(8n)]) = Ny fiirn = e

Beweis. Im Folgenden sei (W,), oy stets eine Wiirfelfolge mit W, — R?. Wir erinnern daran,
dass es sich bei Linearkombinationen von schwach stabilisierenden Funktionalen selbst wieder um
schwach stabilisierende Funktionale handelt (siche den Abschnitt nach Proposition 5.5). Wenden

wir Lemma 5.7 fiir das Funktional g; + g; mit i, j € [m] an, so erhalten wir

\/(gi(Am)+gj(Am)>
A

1 , . 2
R ﬁ/ [E[[E 20+ 221w, ] dt fiirn — oo,
0

Die entsprechende Konvergenz der Varianz des Funktionals g; — g; liefert zusammen mit der
allgemein giiltigen Gleichung Cov (X, Y) = % V(X +Y)—-V (X —Y)) fiir Zufallsvariablen X,Y
mit E [Xz] ,E [YZ] < oo die Aussage (5.21). Wie im Beweis von Theorem 4.12 weisen wir die
Verteilungskonvergenz mithilfe des Satzes von Cramér-Wold (Korollar 6.5 in [25]) nach, indem wir

die Konvergenz

1 biei(Aw,) —E | Z7 b (Aw,)]

W,

Al

— (Nsy, b) fir alle b = (b4, ...,b,) € R"

zeigen. Dazu fixieren wir einen Koeffizientenvektor b = (by,...,b,,) € R™ und betrachten das
Funktional g = Zm b,g;. Zunichst liefert (5.21)

i=1 Di

v (g(AW,,)) u

A AN Z bib.a.zj fiir n — oo.
n ij=1 |
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Wegen der Beliebigkeit von b € R folgt insbesondere, dass die Matrix X positiv semi-definit
ist. SchlieBlich wenden wir Theorem 5.8 fiir das Funktional g an und erhalten die gewiinschte
Aussage. O

Bevor wir die Resultate dieses Abschnitts auf konkrete Funktionale anwenden, wollen wir noch kurz
die Methoden und Resultate mit denen, die wir in Kapitel 4 fiir die Euler-Charakteristik verwendet
haben, vergleichen. Der zentrale Grenzwertsatz aus Kapitel 4 fiir die Euler-Charakteristik (Theorem
4.11) liefert im Vergleich zu Theorem 5.8 auch noch Abschitzungen fiir die Konvergenzraten und
ist auBerdem in einem viel allgemeineren Rahmen verfiigbar. Dafiir lassen sich die verwendeten Me-
thoden, wie bereits zu Beginn des Kapitels beschrieben, nicht einfach auf komplizierte Funktionale
wie die Betti-Zahlen iibertragen. Theorem 5.8 beschrinkt sich zwar auf das markierte stationére
Modell, in dem viel mehr Struktur vorliegt, 14sst sich dagegen aber, wie wir in den kommenden
Abschnitten sehen werden, vergleichsweise einfach auf viele Funktionale anwenden. Ein Vorteil ist
dabei, dass hier nur der Differenzenoperator erster Ordnung verwendet wird. Wir werden auf3erdem

sehen, dass Theorem 5.8 auch einen zentralen Grenzwertsatz fiir die Euler-Charakteristik liefert.

5.2. BETTI-ZAHLEN IM MARKIERTEN STATIONAREN MODELL

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass die Resultate aus dem vorangegangenen Abschnitt
(unter einer Integrabilitédtsbedingung) fiir die Betti-Zahlen g, : INx(S) — R, p € N, anwendbar
sind, d.h. das Ziel dieses Abschnitts besteht darin nachzuweisen, dass die Betti-Zahlen schwach
stabilisierende Funktionale sind, die die Momentenbedingung (5.5) erfiillen. Formal setzen wir
B,(k) =0 fiir alle k € INg(S) \ ]N;;(S ) und erinnern auBlerdem an die Integrabilitdtsbedingung
(3.36). Nachfolgendes Lemma bildet die Grundlage fiir den Nachweis, dass die Betti-Zahlen schwach
stabilisierend sind, und ist eine Version von Lemma 3.8 in [6], die komplett identisch bewiesen

werden kann. Zur Vollstindigkeit fiihren wir den Beweis komplett aus.

Lemma 5.10. Es sei (K,)),cn eine aufsteigende Folge von endlichen abstrakten Simplizialkomplexen.
Des Weiteren seien vy, ...,v,,, m € N, Ecken mit endlichem Kantengrad in U,c\K,, d.h. es gilt
b 1= max;g(,, Sup,en deg; (v;, K,)) < 0. Schlieflich sei L, der Simplizialkomplex, der aus K, durch
Entfernen der Ecken vy, ... ,v,, und allen Simplizes, die mindestens eine dieser Ecken enthalten,

hervorgeht. Dann existiert fiir alle p € N der Grenzwert
lim f,(K,) — B,(L,).
n—oo

Beweis. Wir fixieren ein p € N,. Nach Definition der Betti-Zahlen und dem Homomorphiesatz
gilt fiir einen endlichen Simplizialkomplex K die Identitit dim(C,.,(K)) = dim(Z,,,(K)) +
dim(B,(K)). Deswegen gilt

B, (K,) — B,(L,) = dim (Z,(K,)) —dim (Z,(L,)) + dim (Z,,(K,)) —dim (Z,,,(L,))
+dim (C,,(L,)) —dim (C,,(K,)). (5.22)
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Da die Ecken vy, ..., v, alle endlichen Kantengrad in U,y K, besitzen, existieren nur endlich viele
Simplizes in U,y K, die mindestens eine der Ecken vy, ..., v,, beinhalten. Deswegen ist die Diffe-
renz dim (Cp+1(Ln)) —dim (Cp+1(Kn)) konstant fiir geniigend grof3es n. Die Komplexe K, L,,, L,
sind alle Teilkomplexe von K, ;. Als Unterrdume von C,(K,,,,) erfiillen die Kettengruppen der
Komplexe K,,, L,,, L, die Identitét

C,(L,) = C(K,)NC,(L,4 1),
wodurch sich wiederum die Identitét

Z,(L,) = Z,(K,)NZ,(L,4)
ergibt. Damit erhalten wir

dim (Z,(L,)) = dim (Z,(K,)) +dim (Z,(L,)) —dim (Z,(K,) + Z,(L,;))
> dim (Z,(K,)) +dim (Z,(L,,)) —dim (Z,(K,,,)).

Also handelt es sich bei der Folge (dim(Z,(K,,) — dim(Z,(L,)),ey fir alle p € N um eine aufstei-
gende Folge. Insgesamt folgt aus (5.22), dass die Folge (8,(K,,) — B,(L,)) ey fiir geniigend grofes

n aufsteigend ist. Aus Lemma (2.7) folgt aulerdem

3

ﬂp(Kn) - ﬂp(Ll’l) < ngP(U[, Kn) + degp+l(vi’ Kn)
i=1

30

I\

Z deg, (v;, K,)” + deg; (v;, K,,)P*!

i=1

< 2mb"*! < o0,

d.h. die Folge (B,(K,,) — B,(L,)) ey st beschrdnkt und der Grenzwert existiert. U

Im Folgenden sei AY := T(¥ + 5911 17))- Dann gilt

AonfBy) = f(4},) - f(A{I)/V\{O})‘

Mithilfe von Lemma 5.10 lésst sich ziemlich direkt zeigen, dass es sich bei den Betti-Zahlen um

schwach stabilisierende Funktionale handelt.

Proposition 5.11. Es sei p € N, sodass das 3(p + 1)-te Moment von n(V') (definiert in (3.37))
existiert. Dann handelt es sich bei der p-ten Betti-Zahl p, : INg(S) — Ny um ein schwach
stabilisierendes Funktional, welches die Momentenbedingung (5.5) erfiillt.

Beweis. Zunichst sind die Funktionale f§,, p € N, offensichtlich translationsinvariant. Wir fixieren
ein p € Nj und verwenden Proposition 5.5, um zu zeigen, dass §, ein schwach stabilisierendes
Funktional ist. Dazu sei W = (W,),cy €ine aufsteigende Wiirfelfolge mit W, —» R%und o € Q
so gewihlt, dass ¥ lokal endlich ist und deg, (0, A®) < oo gilt. Mit der lokalen Endlichkeit von ¥
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meinen wir dabei, dass Y(B X A X [0, 1] X M) < oo fiir alle beschrinkten Mengen B € B(R%)
gilt. Man beachte, dass die Menge aller @ € Q mit diesen beiden Eigenschaften wegen (3.36) die

Wahrscheinlichkeit 1 besitzt. Setzen wir

. AD . AD _ —
n = AW,,’ L, = Am\{ﬂ}’ m=1, v, =0,

so folgt aus Lemma 5.10 die Existenz des Grenzwertes
ZV () 1= lim Ag)f,(Aw, ) (@)

und somit aus Proposition 5.5 die schwache Stabilisation von f, mit assoziierter (fast iiberall
definierter) Zufallsvariable Z := Z"W . Fiir den Nachweis der Momentenbedingung (5.5) liefert

eine Anwendung von Lemma (2.7)

A
i

[ 0 INE
deg,(0,A") + deg,,;(0, A )| ]

[ (deglm, A“)) N (deglw, A“)) 3
D p+1

i 3
< E||deg,(0, A% + deg, (0, A%)"+! ] .

3
sup [ [|A(0,1)f(AW)' ] <
wew,
oew

IA
i

Die Zufallsvariable deg; (0, AY) besitzt eine gemischte Poissonverteilung (siehe (3.38)) mit Zufall-
sparameter z(}"). Nach Proposition 1 in [27] existiert das 3(p 4+ 1)-te Moment von deg; (0, AY), da
dies nach Voraussetzung fiir den Zufallsparameter z(}") gilt. Somit folgt die Endlichkeit der oberen

Schranke und insgesamt die Behauptung. O

Damit ldsst sich der zentrale Grenzwertsatz aus Theorem 5.8 sowie der multivariate zentrale
Grenzwertsatz (Theorem 5.9) fiir die p-te Betti-Zahl im markierten stationiaren Modell anwenden,
falls die Voraussetzung aus Proposition 5.11 erfiillt ist. Dies ist im unmarkierten stationdren Modell
immer der Fall, da der Zufallsparameter z(}) dann konstant und wegen der Integrabilititsbedingung
(3.36) P-fast sicher endlich ist. Theorem 5.8 liefert wegen (3.41) insbesondere auch einen zentralen
Grenzwertsatz fiir Betti-Zahlen im Booleschen Modell (vgl. (3.42)), also im Spezialfall A = K¢ mit
den Verbindungsfunktionen aus (3.40). Erfiillt die Formverteilung ® beispielsweise die Eigenschaft
(3.43) fiir ein r > 0, so ist der Zufallsparameter (V') P-fast sicher beschriankt und die Voraussetzung
von Proposition 5.11 somit fiir alle p € N, erfiillt. Ganz allgemein ist die Voraussetzung von
Proposition 5.11 fiir alle p € N, erfiillt, falls die Kantenfunktion beschrinkt im euklidischen
Abstand ist, d.h. wenn es ein D > 0 gibt mit

@1 ((x,a),(».b)) =0  fiir ®*-fast alle (a,b) € A* und

x,y € R9mit ||x — y|| > D.

Wir weisen jedoch daraufhin, dass die Voraussetzungen von Proposition 5.11 noch deutlich allge-
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meiner sind und nicht erfordern, dass der Zufallsparameter beschrinkt ist.

Korollar 5.12. Es gelte die Bedingung (3.47). Dann existiert zu p € N eine Konstante b, > 0,
sodass fiir jede Wiirfelfolge (W,,),cn mit W,, — R9gilt

ﬂp(AW,,> P
—_— — b_.
A P

Beweis. Zunichst folgt die Konvergenz von [E [ﬂp (AWn )] |W,|~! auf identische Weise wie im Beweis
von Theorem 3.6 in [6] und wir setzen b , als den Grenzwert dieser Folge. Dabei wird insbesondere
die Existenz des Grenzwerts }Ln;o [E[ f j(AW")] |W,|~! verwendet. Diese wird jedoch durch die
Bedingung (3.47) sichergestellt, wie in Abschnitt 4.4 gezeigt wurde. Da nach Lemma 5.7 und
Proposition 5.11 auch der Grenzwert von \/( ﬂp(AW,, ) ) |W,,|~! existiert, folgt die Konvergenz in
Wahrscheinlichkeit direkt aus der Tschebyscheft-Ungleichung. Die Bedingung aus Proposition 5.11
ist erfiillt, da (3.47) die P-fast sichere Beschrinktheit von z(V') impliziert. ]

Es sei darauf hingewiesen, dass im Beweis von Theorem 3.6 in [6], der hier fiir Korollar 5.12

angewendet wurde, die Eigenschaft (2.5) der Betti-Zahlen verwendet wird.

5.3. SCHWACH STABILISIERENDE FUNKTIONALE

In diesem Abschnitt betrachten wir weitere Funktionale aus der Klasse, fiir die der zentrale Grenz-
wertsatz aus Abschnitt 5.1 (Theorem 5.8) anwendbar ist. Dazu definieren wir im Folgenden Funk-
tionale der Form f : INg(S) — R, indem wir diese auf ]N’IZ(S) festlegen und ohne dies explizit
zu erwihnen fiir unendliche Simplizialkomplexe verschwinden lassen. Wie in Abschnitt 5.2 sei
dazu wieder AY := T (¥ + (0.v.1,u)- AuBerdem identifizieren wir weiterhin die Ecken von A bzw.
A% die formal Elemente aus R? x A sind, mit ihrer riumlichen Komponente in R9. Wir erinnern
daran, dass der Kantengrad deg, (0, A®) eine gemischte Poissonverteilung mit Zufallsparameter
z(V'), definiert in (3.37), besitzt und somit (nach Proposition 1 in [27]) das s-te Moment, s € N, von
deg, (0, AY) existiert, wenn das s-te Moment von z(V) existiert. Wihrend des gesamten Abschnitts
sei ® die Projektion von ¥ auf R?.

Zunichst betrachten wir die verallgemeinerte Euler-Charakteristik, fiir die in Kapitel 4 bereits
quantitative zentrale Grenzwertsitze hergeleitet worden sind. Diese ist zu einem Koeffizientenvektor

(ag, ... »a,) € R**! gegeben durch

a

2aK) 1= a fi(k), Kk € ING(S).

i=0

Korollar 5.13. Es gelte E [ﬂ(V)3"] < o0. Dann handelt es sich bei der verallgemeinerten Euler-

Charakteristik y, um ein schwach stabilisierendes Funktional, das die Momentenbedingung (5.5)
erfiillt.

Beweis. Wir fixieren eine aufsteigende Wiirfelfolge (W,,),cymit W, — R?. Fiir N1y Xo(Ay) lietert



5.3. SCHWACH STABILISIERENDE FUNKTIONALE 113

Lemma 4.1 die Darstellung

a

Aonxa(Ay ) = Za, deg;(0, Ay, )
i=0
-
— 2 a;deg;(0,A% =: Z fiir n > oo.
i=0

Damit ist y, nach Proposition 5.5 schwach stabilisierend. Auflerdem gilt

a

3
sup [E[‘A(O’l);(a(AW)‘] < Y laa;a,| E [deg (0, A% deg;(0, A% deg,, (0, A%)]
ew,

0w i:J.m=0

< ) laaja,| E [deg (0, A%+

i,j,m=0

Wegen der Voraussetzung E [n(V)3"’] < oo existieren alle im letzten Ausdruck auftauchenden

Momente und die obere Schranke ist somit endlich. O

Im Folgenden sei K € I', | stets ein Simplizialkomplex der Ordnung r + 1, r € Ny, mit deg(K) = 1.
Zu einem Simplizialkomplex ¥ € INg(.5) sei V(x) dessen Eckenmenge. Dabei sei V' (k) eine
Teilmenge des R?, d.h. wir identifizieren weiterhin die Ecken eines Komplexes k € INi(S) =
IN & (S(R?¥xA)) mit ihrer raumlichen Komponente. Formal giltalso V (k) = {v € X | k({{v}}) = 1}.
Wir definieren zwei Funktionale gg, Ag : INg(S) = R durch

hg(x) 1= Z ]l{KW =~ K, ky, ist Zusammenhangskomponente von K},
WCV(x)

gx() 1= Y My =K}, k€N,
WCV(x)

Das Funktional g zéhlt alle induzierten Teilkomplexe isomorph zu K, wohingegen Ay nur Zu-
sammenhangskomponenten isomorph zu K zdhlt. Es ergeben sich also direkt die Zusammenhinge
0 < hg < gx und hg < f,. Diese beiden Funktionale erfreuen sich schon in der Literatur zum
Random Connection Models als zufilliger Graph groBer Beliebtheit. Wihrend das Funktional
gk z.B. in Kapitel 3.1 von [6] betrachtet wird, konnen verschiedene Resultate zum Zihlen von
Zusammenhangskomponenten einer bestimmten Form oder GroBe in [28], [34] gefunden werden,
wobei dort andere Zihlweisen verwendet werden. Da isomorphe Komplexe dieselbe Ordnung
besitzen, wiirde es bei den Definitionen der Funktionale Ay, gx ausreichen iiber (r 4+ 1)-elementige

Teilmengen zu summieren. Zu x,, ..., x, € R, a, ..., a, € A sei

r
A((xl, al), ceey (xr, ar)) == T( Z 5(x,»,a‘-,T,-,U‘-)>
i=1

mit unabhéngig und identisch verteilen Marken 77, ..., T, ~ U°([0,1]), Uy, ..., U, ~ Q.

Proposition 5.14. Es sei K € T', |, r € N, ein Simplizialkomplex mit deg(K) = 1.
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(1) Ist die Integrabilititsbedingung (3.47) erfiillt, so handelt es sich bei g um ein schwach
stabilisierendes Funktional, das die Momentenbedingung (5.5) erfiillt.

(1) GiltE [n’(V)3] < 00, so handelt es sich bei hy um ein schwach stabilisierendes Funktional,

das die Momentenbedingung (5.5) erfiillt.

Beweis. Fiir den Beweis sei stets eine aufsteigende Wiirfelfolge (W,,),cn mit W, — Refixiert. Da

sich die Komplexe A" Ao nur um Simplizes, die den Ursprung enthalten, unterscheiden, sind

R4\{0

alle induzierten Tellkomplexe von A? auch induzierte Teilkomplexe von A? und der Operator

R4\ {0
No.1)8k (AW,,) ist deshalb nichtnegativ. Dann gilt

1
Aongk(Bw,) = = >, A [(0x,....x )] =K}

&)
(X1, "xr)eq)l;/,,

2 LY a0 x)] =K =t 2 firn o,
'(xl ..... x,)E(iJ(’)

Die so definierte Zufallsvariable Z; ist P-fast sicher endlich, denn die multivariate Mecke-Formel

(fiir den Poissonprozess W) liefert (mit x,,; :=0, a,,; = a;)

[E[Z1 = /)/ A((0,ap), (x1.a)), ..., (x,.a,)) 2 K) 0 d(ay, ...,a,) d(xy, ..., x,)
R4 Art+l

IA

/ Frc(Cenqiy @a1)s - » ety Garar)) O d(ag, ..., a,) dixy, ..., x,)
. Rd) Ar+l
TES, 1

IA

ﬁ’(r+1)/( : Ik (0,a0), (x),a), ..., (x,,a,)) OHd(ay, ...,a,) d(x|,...,x,) < co.
R4 Ar+l

Die Endlichkeit des letzten Ausdrucks folgt mit (3.47) aus Korollar 3.19. Um das dritte Moment
von A 1 &k (Ay) fiir einen Wiirfel W € W zu berechnen, schreiben wir A((0, ay), (x;, a;)) :=
A((0, ay), (CTRN7 N (xis,ais)) fir I = {iy,...,i,}. Dann folgt

3r
E[lAongc@p)l] =X Y > > 1{1uJuM =I[s]}

s=r IC[s], JC[s], MC[s],
[|=r |J|=r |M|=r

N
X %/ / 1 Prym((0.a0), (xp,ay), ..., (xg,a0)) O d(ay, ..., a,) d(xy, ..., x,),
. s J Ast+
wobei der Integrand p; ; (0, ap), (x,a)), ..., (x,, a,)) definiert ist als

P (A((0,ay), (x;,ap)) = K, A((0,a), (xy,a,)) = K, A((0, a), (xp.ap)) = K).

Integrieren wir iiber (R?)S statt W*, so erhalten wir eine obere Schranke, die nicht von W abhiingt.
Da die Wahrscheinlichkeit im Integranden nach oben gegen die Wahrscheinlichkeit abgeschitzt
werden kann, dass A((O, ag), (x1,ap), ..., (xg, as)) zusammenhéngend ist, kann wie beim Erwar-

tungswert E [Z 1] (summiere zunéchst iiber alle Komplexe L € I'y vom Grad 1) die Endlichkeit des
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Integrals eingesehen werden. Damit ist insgesamt die Aussage (i) gezeigt.

Um fiir den zweiten Teil der Proposition den Differenzenoperator des Funktionals £ zu beschreiben,

bezeichne Z (v, L) fiir einen Simplizialkomplex L die Zusammenhangskomponente von L, die

die Ecke v € L beinhaltet. AuBerdem schreiben wir abkiirzend Ay, [{xl, R }] € Ag, falls
Ay, [{xl, O }] eine zu K isomorphe Zusammenhangskomponente von Ay, ist und einer der
Punkte x;, ..., x,,; in A® mit dem Ursprung durch eine Kante verbunden ist (und analog fiir A statt

Ay ). Dann gilt

1
' (xl,...,x,+|)eti>§/:,+nl)
L 1z (0.4 2 k) - Y A [ix )] € Ak

r+1)!

(X1 Xy DEDTHD

fiir n - 0. Um die P-fast sichere Endlichkeit dieser Grenzvariable nachzuvollziehen stellen wir fest,

0
RI\{0}’
den sind, nach oben durch deg, (0, A®) beschrinkt ist. Damit folgt zusammen mit der Voraussetzung

dass die Anzahl an Zusammenhangskomponenten von A die in A® mit dem Ursprung verbun-

auch

E [IA@.hx(Ap)IP] < E[(1+deg,(0,A%)] < co.

In Proposition 5.14 ist auch der Fall r = 0 zugelassen, also dass K lediglich aus einer Ecke besteht.
Dann zihlt hg beispielsweise die isolierten Ecken eines Komplexes, also Ecken, die an keinen
Kanten beteiligt sind. Wir fixieren weiterhin einen Simplizialkomplex K € I', |, r € N, mit
deg(K) = 1. Nach der multivariaten Mecke-Formel ist der Erwartungswert E [gK(AW)] fiir ein
Beobachtungsfenster W € B,(R?) gegeben durch

r+1
(rﬁ+1)'/ / P (A((xg, ap), -, (x,,a,)) = K) ©*Fd(ay, ..., a,) dxg, ..., X,).
. Wr+] AH—I

Unter der Bedingung (3.47) liefert Lemma 3.18 fiir jede Wiirfelfolge (W,),cy mit W, — RY

E [gK<AI/Vn)] ﬂr+1
hm = PK,
n—oco |W,| (r+ 1!

Pk :=/( )/ P (A((0,ap), (x1,a)), ..., (x,.a,)) = K) ©*'d(ay, ...,a,) d(x, ..., x,),
R4Y JAr+!

(5.23)

wobei die Endlichkeit von pg bereits im Beweis von Proposition 5.14 verargumentiert wurde. Dabei

wurde Lemma 3.18 wie im Beweis von Korollar 3.19 angewendet. Fiir das Funktional Ay folgt mit
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der Mecke-Formel und Lemma 2.1.4 in [34] dahingegen

r+1
E [hg(Ap)] = (rﬂ+ D1 /Wm /N+l ((xgs ag)s -, (x,,a,)) O d(ag, ..., a,) d(xg, ..., x,),
(5.24)

wenB f(Rd ), wobei der Funktionswert q((xo, ag), ..., (x,, a,)) definiert ist durch

P (A((xg, ag)s ..., (x,5a,)) = K) exp (—ﬂ/W/A 1- H (1-((x;,a). (3, b)) ©(db) dy>.
i=0

Eine Formel dieser Art ist auch in [34] zu finden (siehe Proposition 3.2.1). SchlieBlich definieren
wir zu m € [a] und / € N noch das Funktional d,’n P INg(S) = R durch

d() := Y 1{deg,(w.0)=1}, k€N,
veV (k)

und d r’n (k) = 0 sonst. Das Funktional d ,’n gibt die Anzahl der Ecken eines Komplexes an, die den
m-Simplexgrad / besitzen. Auch dieses Funktional taucht bereits fiir zufallige Graphen (und somit
m = 1) in der Literatur auf und wird beispielsweise in Abschnitt 8.4 von [45] fiir das Preferential
Attachment Model untersucht. Abschnitt 4.4 in [34] beschiftigt sich mit einer Variante dieses

Funktionals im Random Connection Model als zufilliger Graph.

Korollar 5.15. Es seien m € [a], | € Ny und es gelte E [ﬁ(V)3] < 0. Dann handelt es sich bei d,’n

um ein schwach stabilisierendes Funktional, das die Momentenbedingung (5.5) erfiillt.

Beweis. Wir fixieren wieder eine aufsteigende Wiirfelfolge (W),), ey mit W, — R¢. Der Operator

A,d! (Ay, ) lisst sich schreiben als

IL{degm(OA )=1}+ Z ]l{degm(xA ) =1} — 1{ deg,, (x,AgV\{O})zl}

xed)W

L2 1{deg, 0.8 = 1} + 3 1{ deg,,(x. A" = 1} — 1{ deg, (x, M) =1

xed

Die Grenzvariable ist P-fast sicher endlich, da sich die Summe im Betrag nach oben gegen
deg, (0, AY) abschiitzen ldsst. Mit dieser Uberlegung gilt auch |A(0,1)dlln(AW)| <1+ deg;(0, AY),

woraus zusammen mit der Voraussetzung die gewiinschte Aussage folgt. O
SchlieBlich weisen wir noch darauf hin, dass in diesem Abschnitt zwar nur isomorphieinvariante
Beispielfunktionale betrachtet wurden, Theorem 5.8 aber noch allgemeinere Funktionale zulisst.

5.4. POSITIVITAT DER ASYMPTOTISCHEN VARIANZ

Ziel dieses Abschnitts ist die Herleitung eines Kriteriums fiir die Positivitdt der Varianz ¢ aus

Theorem 5.8 fiir die Betti-Zahlen. Dazu sei die asymptotische Varianz von f, aus Theorem 5.8
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mit 0'5 bezeichnet. Der Fall p > « spielt fiir diese Uberlegungen keine Rolle, da dann P-fast sicher
B,(Ay,) = 0 fiir jedes Beobachtungsfenster W' gilt. Hierfiir verallgemeinern wir Lemma 3.10 aus

[6] durch nachfolgendes Korollar.
Korollar 5.16. Es sei p < a und es gelte eine der folgenden beiden Aussagen.
(i) Es gilt @; €(0,1) (44 x AY* fast iiberall fiir alle j € [min{a, p + 1}].

(ii) Es existiert ein Simplizialkomplex K € I, |, r € Ny, des Grades 1 mit pg > 0 fiir das py aus
(5.23), B,(K) > 0 und |ﬂp(K) - ,Bp(L)l > 0 fiir alle induzierten Teilkomplexe L der Ordnung

rvon K.
2 ST . . 2 .. .
Dann folgt o, > 0 fiir die asymptotische Varianz o , aus Theorem 5.8 fiir das Funktional B,

Beweis. Wir zeigen die Behauptung nur fiir den Fall, dass (ii) gilt. Die erste Aussage impliziert

namlich (ii) fiir p > 1, da dann fiir die zweite Aussage stets der Simplizialkomplex

K= <a[1,...,p+2]>. (5.25)

gewihlt werden kann. Bei diesem handelt es sich um ein Minimalbeispiel fiir einen Komplex mit
positiver p-ter Betti-Zahl. Fiir p = 0 kann stets (auch wenn (i) nicht gilt) der eindeutige Komplex
K € T'; gewihlt werden, der lediglich aus einer Ecke besteht.

Nun sei K also wie in Bedingung (ii). Fiir den Nachweis der Positivitét von 01% bezeichne A C € das
Ereignis, dass die Zusammenhangskomponente des Ursprungs in A® isomorph zu K ist und ¥ € B
gilt (siehe Definition (3.6)). Dieses Ereignis besitzt wegen pg > 0 eine positive Wahrscheinlichkeit.
Jetzt sei w € A und W € W ein hinreichend grofler Wiirfel, sodass alle Ecken der Zusammen-
hangskomponente des Ursprungs in A? in W enthalten sind. Da diese Zusammenhangskomponente
isomorph zu K ist, ist sie insbesondere endlich und wir konnen stets einen solchen Wiirfel finden.
Durch Einschriankung der Zusammenhangskomponente des Ursprungs auf alle Ecken abgesehen
vom Ursprung erhalten wir einen Komplex, der isomorph zu einem induzierten Teilkomplex L
von K der Ordnung r ist. Wegen der zuletzt geforderten Eigenschaft von K und der schwachen
Additivitét der Betti-Zahlen (2.5) folgt

A8y Byl = 18,(K) = (L) > 1.

Deswegen ist die zu g, assoziierte Zufallsvariable Z auf A positiv und es folgt insbesondere

P(Z # 0) > 0, was gemiB Theorem 5.8 die Positivitit der asymptotischen Varianz ¢

) erzwingt. [

In [6] werden die Betti-Zahlen des Flaggenkomplexes des (unmarkierten stationdren) Random
Connection Model als zufélliger Graph betrachtet. In der hier vorliegenden Situation entspricht dies
fiir die p-te Betti-Zahl dem Spezialfall ¢; = 1 fiiralle j € {2,...,p + 1}. Dort wird pg > 0 fiir
die spezielle Wahl von K = O, als hinreichende Bedingung fiir die Positivitét von 0'3 angegeben
(Lemma 3.10), wobei wir fiir die genaue Definition von Op auf [6] bzw. Definition 3.3 in [23]

verweisen. Bei Korollar 5.16 handelt es sich um eine Verallgemeinerung von Lemma 3.10 in [6]
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(zumindest der Aussage liber die Positivitdt der asymptotischen Varianz). Grundsitzlich ist der
Komplex K aus (5.25) eine naheliegende Wahl, um Bedingung (ii) aus Korollar 5.16 anzuwenden,
da er ein Minimalbeispiel (bzgl. der Ordnung) fiir einen Simplizialkomplex mit positiver p-ter Betti-
Zahl bildet. Fiir ¢,,,; = 1 muss jedoch ein anderer Komplex gewihlt werden, da dann stets px = 0
gilt. In diesem Fall kann wie in [6] auf den Komplex O, zuriickgegriffen werden, allerdings kann
auch noch ein Komplex mit kleinerer Ordnung als O, (O,, ist von Ordnung 2(p+ 1)) gewihlt werden,
wie nachfolgendes Lemma zeigt. Man beachte, dass fiir ¢,,,; = 1 ein Komplex bendtigt wird, der
keinen Rand eines (p + 1)-Simplex enthilt. Damit ist gemeint, dass es keinen (p + 1)-Simplex o mit
o & K, aber p € K fiir alle p C o, gibt. Fiir die Definition eines geeigneten Komplexes notieren wir

mit [il,...,fj,...,is] das Simplex mit Eckenmenge {i,, ... ,is}\{ij},s eN,jelsli....i, €N

Lemma 5.17. Es sei p € N. Der Komplex

~

K, := <[1,...,j,...,p+l,p+2],[1,...,j,...,p+1,p+3]|je[p+l]> €l

enthdlt keinen Rand eines (p + 1)-Simplex und es gilt deg(Kp) =1, ﬂp(Kp) > 0 sowie |ﬁp(Kp) -
B,(L)| > O fiir alle induzierten Teilkomplexe L von K, der Ordnung p + 2.

Beweis. Es lasst sich leicht tiberpriifen, dass K, keinen Rand eines (p + 1)-Simplex enthilt und
deg(K,) = 1 gilt. Fiir/ € [p+3] bezeichne K I’) der von der Menge [p+3]\ {} induzierte Teilkomplex
von K. Der Komplex K, ist isomorph zu dem Simplizialkomplex aus (5.2). Bei der Betrachtung

des Komplexes aus (5.2) wurden bereits die Aussagen
2N _ 0 _ 3
ByK,) 2 1. B (KID) =0 = p(KI*)

gezeigt, wobei darauf zu achten ist, dass die Ecken p + 2, p + 3 die Rollen der Ecken y,, y, des
Simplizialkomplexes in (5.2) iibernehmen (d.h. es existiert ein Isomorphismus zwischen den beiden
Komplexen, der {p+2, p+3} auf {y,, y,} abbildet). Die gewiinschte Aussage ergibt sich also, wenn
B, (K 1’) ) =0 fiir alle / € [p + 1] nachgewiesen werden kann. Fiir / € [p + 1] zeigt die Darstellung

K! = <[1,...,i,...,p+1,p+2],[1,...,i,...,p+1,p+3]>,

die direkt aus der Definition von K, hervorgeht, dass K 1’) genau aus denjenigen Simplizes auf der
Eckenmenge [p+ 3]\ {/} besteht, die hochstens einen der beiden Punkte p+ 2, p+ 3 enthalten. Also
handelt es sich bei K 1’) um den Flaggenkomplex des Graphen auf der Eckenmenge [p + 3] \ {/}, der
alle moglichen Kanten auSer [p+2, p+3] enthilt. Lemma 5.3 in [22] zeigt, dass ein Flaggenkomplex
K mit §,(K) > 0 mindestens die Ordnung 2(p + 1) besitzen muss. Da K I’, ein Flaggenkomplex der
Ordnung p + 2 < 2(p + 1) ist, folgt ﬂp(Kl’) )= 0. O

Der Komplex K, aus Lemma 5.17 besitzt die Ordnung p + 3 und damit fiir p > 2 eine echt kleinere
Ordnung als O, (dessen Ordnung ist 2(p + 1)). Im Fall p = 1 sind die beiden Komplexe isomorph.



KAPITEL 6

HOHERDIMENSIONALE PERKOLATION

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit Fragestellungen aus der Perkolationstheorie, die sich, mo-
tiviert durch physikalische Fragestellungen, zu einem wichtigen Teilgebiet der Stochastik entwickelt
hat. Grob umschrieben beschiftigt sich die Perkolationstheorie mit der Struktur von Zusammen-
hangskomponenten in zufilligen Graphen oder Mengen, wobei oftmals vor allem das Auftreten von
unbeschrinkten Zusammenhangskomponenten untersucht wird. Angefangen mit diskreten Zufalls-
graphen, wie zufilligen Teilgraphen von Gittern (z.B. das Z>2-Gitter), bietet die Literatur heute eine
enorme Vielfalt an Perkolationsmodellen. Eine Einfiihrung in die diskrete Perkolationstheorie kann
in [3] oder [14] gefunden werden, wihrend klassische stetige Perkolationsmodelle, wie das Random
Connection Model, in [33] behandelt werden. Neben zufilligen Graphen und zufilligen Mengen,
wie dem Booleschen Modell, haben in den letzten Jahren auch zuféllige Simplizialkomplexe (siehe
z.B. [19],[21]) Einzug in die Literatur zur Perkolation gefunden.

Wihrend man bei einem zufilligen Graphen von Perkolation spricht, falls er eine unendlich grofie
Zusammenhangskomponente enthilt, muss dieser Begriff fiir Simplizialkomplexe neu gedacht wer-
den. Die Existenz einer unendlich groen Zusammenhangskomponente in einem Simplizialkomplex
ist ndmlich dquivalent zur Existenz einer unendlich groen Zusammenhangskomponente in seinem
1-Skelett, bei dem es sich wiederum um einen Graphen handelt. Wiirde man Perkolation eines
Simplizialkomplexes also auf identische Art und Weise definieren, wiirde man tatséchlich einfach
Perkolation eines Graphen betrachten. Deshalb verwenden wir in dieser Arbeit ein allgemeineres
Konzept fiir die Perkolation von Simplizialkomplexen, das man auch als Perkolation von g-Simplizes
bezeichnen konnte und das im Fall ¢ = 0 mit dem klassischen Perkolationsbegriff {ibereinstimmt.
Dabei konzentrieren wir uns auf die beiden Konzepte aus [21] (siehe Abschnitt 1.1 dort fiir eine
Einfithrung und Einordnung dieser Begriffe), bei denen aus einem Simplizialkomplex ein Graph

konstruiert wird bzgl. dem dann wieder die klassischen Perkolationsfragen gestellt werden konnen.
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Wir beginnen damit, diese Konzepte zu einzufiihren.
Definition 6.1. Es sei K ein Simplizialkomplex und q € N,,.

(i) Der q-Graph G,(K)von K besitzt als Eckenmenge die Menge F,(K) aller q-Simplizes von
K. Dabei sind zwei q-Simplizes o, p € F,(K) in G,(K) durch eine Kante verbunden, falls es
ein (q + 1)-Simplex = € Fo(Kymito,pCx gibt.

(ii) Der Komplex K heift q-zusammenhdingend, falls der Graph G ,(K) zusammenhdingend ist.

(iii) Fiir q € N sei G~q(K) der Graph auf der Eckenmenge F,(K), bei dem zwei q-Simplizes o, p €
F,(K) miteinander durch eine Kante verbunden sind, falls sie sich ein (q — 1)-dimensionales

Teilsimplex teilen, d.h. falls es ein & € F,_,(K) gibt mit &# C o und 7 C p.

Sowohlin G,(K) als auch in Gq(K ) kann es nur eine Kante zwischen zwei verschiedenen g-Simplizes
o, p geben, wenn |o N p| = ¢ gilt. In Gq(K ) ist diese Bedingung schon hinreichend, da ¢ N p dann
ein g — 1-Simplex von K ist, der sowohl in ¢ als auch in p enthalten ist. Dahingegen muss fiir ein
(g + 1)-Simplex z von K mit o, p C # offensichtlich ¢ U p C # gelten. Da die beiden Simplizes
o, p verschieden sind, folgt direkt |o U p| > ¢ + 1. Also kann es einen solches Simplex nur im Fall
o U p| = g + 1 geben und dann folgt direkt # = o U p. Also ist jede Kante [0, p] in den beiden
Graphen Gq(K ), Gq(K ) eindeutig zu einem Simplex von K assoziiert, ndmlich in Gq(K Yzuo Up

und in Gq(K ) zu o N p. Nachfolgende Eigenschaften folgen direkt aus der Definition des g-Graphen.

Bemerkung 6.2. Fiir einen Simplizialkomplex K der Dimension a und q € N, gelten

(1) Gy(K) = 5,(K), (i) dim(G,(K)) =0,

(i) G,(K) = G,(S,1(K)).

Ein Simplizialkomplex ist also genau dann 0-zusammenhingend, wenn er zusammenhidngend im
klassischen Sinne ist. Der andere Extremfall ¢ = dim(K) ist wegen der Abwesenheit von Kanten
in G,(K) komplett uninteressant. In Lemma 6.3 werden wir sehen, dass Perkolation von G,(K)
dquivalent zur Perkolation von G, (K) ist, weswegen es geniigt sich auf einen der beiden Graphen
zu fokussieren. In dieser Arbeit haben wir uns fiir den g-Graphen G,(K) entschieden, da wir so
im Fall ¢ = 0 wieder den klassischen Perkolationsbegriff erhalten. Abbildung 6.1 zeigt einen
zweidimensionalen Simplizialkomplex und seinen 1-Graphen. Dort ist zu sehen, wie jedes (g + 1)-
Simplex in K einen vollstandigen induzierten Teilgraphen auf g + 2 Ecken in G ,(K) verursacht.
Auflerdem sieht man, dass der g-Graph eines zusammenhingenden Komplexes nicht zwangsliufig
wieder zusammenhingend sein muss. Auch die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, wobei sich
dennoch ein Zusammenhang herstellen ldsst. Nachfolgendes Lemma liefert ein paar grundlegende

Eigenschaften des g-Graphen eines Simplizialkomplexes.
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Lemma 6.3. Es sei K ein Simplizialkomplex und g < dim(K).

(i) Ist K lokal endlich, d.h. jede Ecke ist nur Teil von endlich vielen Kanten (und somit nur von

endlich vielen Simplizes), so gilt

G ,(K) besitzt eine unendliche Zusammenhangskomponente

= Gq +1(K) besitzt eine unendliche Zusammenhangskomponente.

(i) Es seien [0, p] € G, (K) eine Kante in G ,(K) und o', p' € F.(K) fiir r < q zwei Simplizes mit
o' Co,p Cpunddc’ # p'. Dann sind die Simplizes o', p’ in G.(K) durch einen Kantenweg

miteinander verbunden.

(i) Ist K g-zusammenhdngend, so ist der Teilkomplex
L= <ne K| dim(n)=q+1>
r-zusammenhdngend fiir alle r < q.

(iv) Existiert eine unendliche Zusammenhangskomponente in G ,(K), so existiert auch eine unend-
liche Zusammenhangskomponente in G,.(K) fiir alle r < q. Jedes Teilsimplex eines Simplex
o € G, (K) mit unendlicher Zusammenhangskomponente besitzt selbst eine unendliche

Zusammenhangskomponente.
(v) Fiir ein o € F(K) gilt mit S(o) :={z € F,,|(K)|o C n}

deg,(0,G,(K)) = (¢ + 1) [S(o)l.

Beweis. (1) Wegen der Voraussetzung sind auch die Graphen G,(K), Gq +1(K) lokal endlich. Das
Lemma von Konig (siehe Lemma 8.1.2 in [11] fiir eine Version davon) liefert fiir die beiden
Graphen, dass die Existenz einer unendlichen Zusammenhangskomponenten dquivalent zur

Existenz eines unendlich langen selbstvermeidenden Kantenwegs ist.

,=—=" Isto, 0y, ... einunendlicher selbstvermeidender Kantenweg in Gq(K ), soistz, my, ...
mit z; := o; U o, €in unendlicher Kantenweg in Gq +1(K), dennes gilt 7; N 7, | = 0,4 fiir

allei € N.

,<=" Isto|, 0y, ... einunendlicher selbstvermeidender Kantenweg in Gq +1(K),soistry, my, ...
mit z; := o; N o6,y ein unendlicher Kantenweg in G ,(K). SchlieBlich gilt z;, 7, ; C 6,1, €
F, (K.

(ii) Die beiden Simplizes ¢’, p’ lassen sich darstellen durch
o' = [vg, .0, P = [0gseees Uty Wyys - > W, ]

mit m = |6’ N p’| € {0, 1,...,r} und paarweise verschiedenen Ecken vy, ..., v,, w,,, ..., W,
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von K. Dann bildet ¢/, 7y, ..., 7,_,, p' mitz; :=[vg, ..., U,_;s W,_;415 .- » W,] einen Kanten-

weg in G,(K), da alle diese Simplizes in 6 U p € F,,|(K) enthalten sind.

(ii1) Zunédchst zeigen wir, dass G,(L) zusammenhidngend ist, indem wir F (K) = F,(L) nach-
weisen. Da der Graph G,(L) nur von F (L) und F (L) = Fi1(K) abhéngt, folgt dann
nidmlich G (L) = G ,(K). Die Inklusion F (L) C F,(K) ist dabei trivialerweise wegen L C K
erfiillt. Andererseits kann der Graph G,(K) nicht nur aus einer isolierten Ecke bestehen, da
K mindestens einen (g + 1)-Simplex enthélt, weswegen jede Ecke in G ,(K) auch Teil von
mindestens einer Kante in G,(K) ist. Also finden wir zu jedem o € F,(K) ein r € F(K)
mit o C x, woraus wiederum o € F, (L) folgt. Insgesamt erhalten wir also F,(K) = F,(L).
Nun seien 0 < r < gund o, p € F,(L) mit 6 # p. Per Definition von L existieren 7, 7, €
F,(L) mito C 7, p C z,. Da L nach dem ersten Teil des Beweises g-zusammenhéngend ist,
sind ., @ ) entweder identisch oder in G,(L) durch einen Kantenweg miteinander verbunden.
Fir z, = =, erhalten wir direkt einen Kantenweg in G,(L) zwischen o, p bestehend nur
aus Teilsimplizes von x,. Andernfalls folgt die Existenz eines Kantenwegs zwischen o, p
in G,(L) durch mehrmaliges Anwenden von Aussage (ii) (fiir jede Kante des Kantenwegs

zwischen 7, ﬂ'p).

(iv) Esseienr < g und ¢, 05, ... eine Abzdhlung einer unendlichen Komponente in G, (K ). Wir

definieren den Teilkomplex
M = <7r € F,.1(K)|o; C n fiirein j € N>,

von K, der die Eigenschaft F (M) = {c; | j € N} besitzt und g-zusammenhingend ist. Aus
Teil (iii) folgt, dass M auch r-zusammenhingend ist. Dazu beachte man, dass der Komplex L
aus (iii) definiert fiir M statt K mit M iibereinstimmt, da beide von den (g + 1)-Simplizes von
M erzeugt werden. Der Komplex M enthilt unendlich viele g-Simplizes und deshalb auch
unendlich viele r-Simplizes fiir jedes r < g. Da G, (M) zusammenhéingend ist, ist die einzige
Zusammenhangskomponente in G,(M) unendlich groB. SchlieBlich liefert M C K direkt
G.(M) C G,(K) und somit eine unendlich groBe Zusammenhangskomponente in G,(K). Der

zweite Teil der Behauptung folgt wiederum aus Teil (i1).

(v) Jedes Simplex # € S(o) erzeugt in G,(K) eine Kante zwischen o und jedem anderen g-
dimensionalen Teilsimplex von z (davon gibt es g + 1). Umgekehrt wird jede Kante in G (K),
die o enthilt, von einem Simplex = € S(o) erzeugt. Da fiir zwei Simplizes 7,7 € S(0),
7w # 7, stets 7 N 7 = o gilt, erhalten wir tatsidchlich (g + 1)|.S(o)| verschiedene Nachbarn von
o in G, (K).
O

Nach Teil (v) von Lemma 6.3 sind alle Kantengrade in G,(K) also Vielfache von ¢ + 1. Fiir das
restliche Kapitel betrachten wir, begriindet durch Lemma 6.3 (i), nur noch den ¢g-Graphen eines

Simplizialkomplexes.
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Abbildung 6.1.: Ein zweidimensionaler Simplizialkomplex K und sein 1-Graph G,(K)

6.1. RESULTATE AUS DER PERKOLATIONSTHEORIE

In diesem Abschnitt iibertragen wir klassische Resultate aus der Perkolationstheorie, namentlich die
FKG-Ungleichung, die BK-Ungleichung sowie die Margulis-Russo-Formel, auf das hier vorliegende
Modell. Dabei orientieren wir uns an der Vorgehensweise aus [17] (vgl. Abschnitt 2.3 dort) fiir
das Random Connection Model als zufélliger Graph. Als Grundraum wihlen wir zunichst wieder
einen beliebigen Borelraum X. Die klassische diskrete FKG-Ungleichung ldsst sich in einer sehr
allgemeinen Version wie folgt formulieren.

Es sei S eine hochstens abzéhlbare Menge und fiir jedes Element 6 € .S sei ein Parameter p, € [0, 1]
gegeben. Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) mit

Q = {0,1}° = {(w,)ses | w, €1{0,1} Vo € S}, P = ® (1 = p,)8 + p,6,
ceS
und der von den in endlich vielen Komponenten beobachtbaren Mengen erzeugten c-Algebra
F. Dabei heiBit eine Menge B C Q in endlich vielen Komponenten beobachtbar, wenn es eine
endliche Menge I C § gibt, sodass w = 1{w € B} nur von (®,),c; abhingt. Ist X = (X,);cs
also ein zufilliges Element in Q mit Verteilung P, so sind handelt es sich bei X um eine Familie
unabhiingiger Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen mit X ~ Ber(p,). Eine Funktion f : Q- R

wird wachsend (bzw. fallend) genannt, falls fiir alle @, ' € Q die Implikation
0o = f@<f@) (bzw. f(@) 2 f(@)

gilt. Dabei ist die Ordnung @ < @’ so zu verstehen, dass w, < @/ fiiralle o € .S gilt. Wir bezeichnen
den Erwartungswert bzgl. P mit [E.
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Theorem 6.4 (Klassische FKG-Ungleichung). In der soeben eingefiihrten Situation gilt fiir wach-
sende Funktionen f,g : Q — R mit [E[fz],[ﬁ[gz] < o0

Elfel > E[f1E[g].

Im Fall p, = p,c € S, fiirein p € [0, 1] ist Theorem 6.4 in [14] (Theorem 2.4) zu finden. Diese
Einschrinkung spielt fiir den dort ausgefiihrten Beweis allerdings keine Rolle, weswegen sich der
allgemeine Fall auf identische Weise zeigen ldsst. Wir wenden das Resultat auf unendliche Simpli-
zialkomplexe an. Dazu sei V' eine beliebige hochstens abzihlbare Menge, die wir als Eckenmenge

eines unendlichen Simplizialkomplexes interpretieren. Dann ist auch die Menge
S:={ccV |2<]|o|<a+1}

aller moglichen hochstens a-dimensionalen Simplizes des Komplexes hochstens abzihlbar. Wir

interpretieren @ € Q als einen zufilligen Simplizialkomplex A(w) mit Eckenmenge V' durch
c €EANw) <= w(p) =1 firallep Comit|p|l >2

fiir alle ¢ € S. Dadurch wird auch ein ganz allgemeines diskretes Modell eines zufélligen Sim-
plizialkomplex definiert. Ist V' endlich, also 0.B.d.A. V' = [n], und wihlen wir fiir jedes k € [«]
ein g, € [0, 1], so erhalten wir mit der Wahl p, = g5, fiir 6 € .S den zufilligen Simplizialkom-
plex aus [9] (siche Abschnitt 2.1) mit Parameterfolge (1, ¢, ..., g,). Dort wurde auch noch das
Hinzufiigen der Ecken randomisiert, weswegen noch der Parameter g, auftaucht, der hier den Wert
1 annimmt. Der Spezialfall « = 1 liefert dann den Erdos-Rényi-Graphen mit den Parametern n
und ¢,. In gewissem Sinne kann fiir unendliche Eckenmengen V' das hier definierte Modell als
Grenzmodell des Modells aus [9] interpretiert werden. Im néchsten Schritt iibertragen wir das

Konzept wachsender Funktionen auf die hier vorliegende Situation.

Definition 6.5 (wachsende Funktionen). (i) Fiir zwei Elemente x,n € INg(S) schreiben wir
Kk C 1, falls der zu x assoziierte Simplizialkomplex einen Teilkomplex des zu n assoziierten

Simplizialkomplex bildet.

(ii) Eine messbare Funktion f : INg(S) — R heifst wachsend (bzw. fallend), falls fiir alle
i, € N (S) nachfolgende Implikation gilt

kCn = [ [ (baw. f(x) 2 f(). (6.1)

Aus ¥ C n muss nicht zwangsldufig ¥ < # (als Zdhlmafle) folgen, die umgekehrte Implikation
gilt jedoch. AuBerdem impliziert Definition 6.5 (ii), dass zwei Komplexe «,#, die den selben
Simplizialkomplex représentieren, die selben Bilder unter wachsenden (oder fallenden) Funktionen
besitzen. Man beachte, dass das Bild der Abbildung 7' : IN(X X M) — IN(S) aus Abschnitt 3.2
eine Menge ist, auf der die beiden Relationen C, < iibereinstimmen. Definition 6.5 (i) entspricht

lediglich der Notation von Teilkomplexen angewendet auf Elemente von IN  (.S). Entscheidend an
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vorangegangener Definition ist, dass sich fiir wachsende Funktionen in diesem Sinne sowohl die
klassische FKG-Ungleichung als auch die FKG-Ungleichung fiir Poissonprozesse (welche sogar auf

beliebigen messbaren Riumen gilt) anwenden l4sst.

Theorem 6.6 (FKG-Ungleichung). Es seien f,g : INg(S) — R wachsende Funktionen mit
E [£(A)] .E [g(A)?] < 0. Dann gilt

E[f(A)gA)] > E[f(A)]|E[g(a)].

Beweis. Gegeben den unmarkierten Poissonprozess @ auf X (mit der Darstellung (3.2)) wenden wir
die klassische FKG-Ungleichung fiir V' = {X l’ |i €N} und p, = ?|o)-1(X ; ) an (hier bezeichnet

?51-1(X /) den Funktionswert von ®|5|-1 unter den Argumenten von o) und erhalten
E[f(A)g(A) | @] = E[f(A) | @] E[g(A) | ®]. (6.2)

Da die Funktionen E [f(A) | ®],E[g(A) | @] wachsend (als Funktion in ®) im Sinne der in [31]
verwendeten Definition (direkt vor Theorem 20.4) sind, liefert die dort formulierte FKG-Ungleichung

(Theorem 20.4) fiir Poissonprozesse
E[ELf(A) | @] E[g(A) | @1] > E[f(A)] E[g(a)]. (6.3)

Die beiden Abschitzungen (6.2),(6.3) liefern kombiniert die Behauptung. ]

Alle Varianten der FKG-Ungleichung gelten auch fiir fallende Funktionen, denn fiir eine fallende
Funktion f (egal in welchem der erwihnten Sinne) ist die Funktion — f stets wachsend. Einfache
Beispiele fiir wachsende Funktionen im Sinne von Definition 6.5 sind beispielsweise die Anzahlen
von Simplizes einer bestimmten Dimension innerhalb eines endlichen Beobachtungsfensters. Die
nichtnegative Korrelation zweier solcher Funktionen wurde bereits in Abschnitt 3.3, genauer in

Proposition 3.10 (ii), nachgewiesen.

Im néchsten Schritt formulieren wir eine Margulis-Russo-Formel fiir das Modell, wofiir wir die
Margulis-Russo-Formel fiir Poissonprozesse aus [31] (Theorem 19.4) anwenden wollen. Eine
Margulis-Russo-Formel im markierten stationdren Modell fiir das Random Connection Model als
zufiélliger Graph kann beispielsweise in [10] (Abschnitt 3.2.2) gefunden werden, wohingegen in
[8] (direkt vor Kapitel 4) eine Margulis-Russo-Formel in einem noch wesentlich allgemeineren
Rahmen bereit gestellt wird, dessen Beweis als Vorlage fiir nachfolgendes Theorem dient. Im
Folgenden nehmen wir die Intensitdt f in die Notation des Erwartungswertes auf, indem wir
E, fiir den Erwartungswert bzgl. des Poissonprozesses ¥ mit Intensititsmall f4 ® Q schreiben.
AuBerdem sagen wir eine Funktion f : IN(X X M) — R lebt auf einer Menge W € X, falls fiir alle
n € N(X X M) die Gleichung

S = flw)

gilt, wobei wir nochmals an die abkiirzende Notation 7y, :=n N (W X M) erinnern.
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Theorem 6.7 (Margulis-Russo-Formel). Es sei f : IN(X X M) — R eine messbare Funktion, die
auf einer Menge W € X mit A(W') < oo lebt. AufSerdem sei f > 0, sodass Ey [|f(¥)]] < oo gilt.
Dann gilt fiir alle § < f,

d

Le, i = / Ey [f (¥ +80u) - £(B)] Ad),
p W

wobei U ~ Q eine von ¥ unabhdngige Marke bezeichnet.

Beweis. Zun € IN(X) sei #] eine unabhiingige Q-Markierung von #, d.h. jeder Punkt von # wird
unabhingig von allen anderen mit einer Marke mit Markenverteilung Q versehen. Wir definieren

die Funktion

FiNO) =R, fn) = ELf(D].

Dann gilt f(®) = E[f(¥) | @], wobei ® wie zuvor der unmarkierte Poissonprozess in X mit
Intensitidtsmal} fA ist. Als nichstes zeigen wir eine leicht abgeschwichte Version der Aussage von
Ubungsaufgabe 3.8 in [31], da diese dort nicht bewiesen wird, aber im nichsten Schritt benétigt
wird. Dazu seien &, &, Poissonprozesse auf einem Borelraum Y mit o-endlichen Intensititsmalen
A1s Ay, sodass A; = A, + v fiir ein endliches MaB v auf Y gilt. Auerdem sei g : IN(Y) — [0, o)
eine messbare Abbildung mit E [g(£,)] < co. Dann folgt E [g(£,)] < oo, wie wir mithilfe von
Theorem 3.3 in [31] zeigen werden. Hierfiir sei # ein von &, unabhéngiger Poissonprozess auf Y

d
mit IntensitdtsmalB v. Theorem 3.3 in [31] liefert dann &, + # = &, und es folgt

o > E[g¢&)]| = E[g& +n)] = E[g&)1{n(Y)=0}]
E [s(&)] P((Y) = 0) = E [g(&)] ™.

Zusammen mit den Voraussetzungen des Theorems folgt mit dieser Aussage E4 [| f(¥)|] < oo fiir

alle g € [0, f,), woraus wiederum

Ep [I/ (@] < Egllf (W] < o0 fiiralle § € [0, By)

folgt. Wenden wir die Margulis-Russo-Formel aus [31] (Theorem 19.4) fiir die Funktion f (und
den Poissonprozess @) an, so erhalten wir

d d _ & . x
B/ (0 = SELI(@) = /W Ep [/ (®+6,) = F(@)] Adx).

Nach Theorem 19.3 in [31] gilt

/ Ey [IF (©+6,) = F@)] Adx) < o,
w
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weswegen wir aufgrund von
/ Ep [I/(@)]] Adx) dx = AW)E, [|f/(@)] < AWM ELIf(P)]] < 0
w

insbesondere auch [, E; [|/ (® +6,) |] 4(dx) < oo erhalten. Insgesamt folgt

O]

Theorem 19.4 in [31] liefert tatséchlich sogar Darstellungen fiir hohere Ableitungen von Poissonfunk-
tionalen. Fiir die Euler-Charakteristik von Ay, wobei W € X ein Menge mit A(X) < oo ist, ldsst
sich die noch allgemeinere Darstellung fiir hohere Ableitungen direkt nachrechnen. Dabei konnen
wir 0.B.d.A. annehmen, dass W eine Menge der verwendeten Zerlegung Q fiir die Konstruktion
von A ist. Nach (3.8) gilt dann Ay, = T'(¥y,) P-fast sicher.

Beispiel 6.8 (Margulis-Russo-Formel fiir die Euler-Charakteristik). Es sei W € B(X) und y(Ay,)
die Euler-Charakteristik von Ay,. Dann liefert Proposition 3.10

a+1

Ep [x(Ap)] = 2( -1 T (6.4)

wobei die hier auftauchenden Integralformen allesamt Integralformen iiber W sind. Andererseits
ldisst sich fiir n € N die Gleichung

a+1

/,, Ey [D<x U, U)I(Aw)] dxy, o %) = Z(_l)i_l(iﬁ— n)!zii

i=n

nachrechnen, wobei die rechte Seite genau die n-te Ableitung von (6.4) ist. Theorem 6.7 ergibt sich

wiederum im Spezialfall n = 1.

Im néchsten Schritt wollen wir eine BK-Ungleichung fiir die hier vorliegenden Situation nachweisen
(vgl. Theorem 2.1 in [17]), wofiir zunéchst einige Definitionen notwendig sind, die analog zu
den Definitionen in [17] gewéhlt sind. Wir nennen ein Ereignis E € N (.S) wachsend, falls fiir
alle k,n € INg(S) mit « C n aus k¥ € E stets y € E folgt. Dies ist dquivalent dazu, dass die
Indikatorfunktion 1 ; wachsend im Sinne von Definition 6.5 ist. Zu k¥ € INx(.S) und einer Menge

W € X definieren wir das Ereignis

(Kl = {n € Ng(S) | ny =Ky} € Ng(S). (6.5)

AuBerdem sagen wir ein Ereignis E € N (S) lebt auf einer Menge W € X, falls fiir alle
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k € INg(S) die Gleichung
1g(x) = 1g(ky)

gilt.Im Folgenden sei R stets ein abzédhlbares Mengensystem von Mengen aus X und fiir zwei
Ereignisse E, F € N (S) sei das Ereignis EoF definiert durch

EoF := {k €Ng(S) | 3K, LERmitKNnL=0,[xlx CE,[x] CF}. (6.6)

Die Abzihlbarkeit von R ist hier und im Folgenden lediglich dafiir notwendig, die Messbarkeit des
Ereignisses EoF sicherzustellen. Der Beweis einer BK-Ungleichung fiir Simplizialkomplexe wird
auf der BK-Ungleichung fiir Poissonprozesse aus [15] basieren. Die dortige BK-Ungleichung ist fiir
Poissonprozesse auf R4 x [0, 00) formuliert. Schon in [17] wird verwendet, dass sich der Beweis
aus [15] fiir allgemeinere Markenrdume verwenden lasst. Tatsdchlich ldsst sich der Beweis sogar
auf Poissonprozesse auf beliebigen Borelrdumen iibertragen. Im Folgenden werden wir den Beweis
zur besseren Nachvollziehbarkeit komplett durchfithren. Dazu definieren wir analog zu [15] den

Operator
EOF :={neNX) | IK,.LeERmitKnL=0,[nlx CE [l CF}

fiir zwei Ereignisse E,F € N(X), wobei [n] x hier analog zur Definition (6.5) das Ereignis
{n € NCX) | puy = ny, } bezeichnet. AuBerdem sagen wir hier, dass ein Ereignis E auf einer Menge
W € X lebt, falls 1;z(n) = 1z(ny) fiir alle n € IN(X) gilt. Nachfolgendes Theorem bildet die
angesprochene Verallgemeinerung der BK-Ungleichung aus [15] auf Poissonprozesse auf beliebigen

Borelriumen. Zur Formulierung verwenden wir den Poissonprozess @ auf X mit Intensitéitsmal A.

Theorem 6.9 (BK-Ungleichung fiir Poissonprozesse). Es seien E,F € N(X) zwei Ereignisse, die
auf einer Menge W € X mit AW') < oo leben. Dann gilt

P(@e EQF) < P(®e€E)P(DeF).

Beweis. Zunichst nehmen wir 0.B.d.A. W = X und (somit A(X) < o) an. Dann handelt es sich
bei @ um einen Poissonprozess mit endlichem Intensititsmal. (Alternativ konnten wir uns fiir den
Beweis auch auf den Poissonprozess ®y;, beschrinken, da mit E, F auch das Ereignis E[JF auf W
lebt.) Wir betrachten eine unabhéngige Kopie ®; von ® und setzen @, := ® + ®,. Nach Theorem
3.3in [31] ist @, ein Poissonprozess mit Intensitdtsmall 24. Fiir den Beweis sei IN 7 die Menge aller
endlichen und einfachen ZiahlmaBe auf X. Wegen der Diffusitét von 4 gilt P(®, € IN,) = 1 (vgl.
Proposition 6.9 in [31]). Wir fassen ®, @, @, als Zufallselemente in IN I auf. Wir definieren einen

stochastischen Kern = von IN f nach IN X N f durch

1
2n(X)

E(n,B) := [{(.m) € B | my <n,mp=n—n}.

Bei = handelt es sich um eine reguldre Version der bedingten Verteilung von (@, @) gegeben @,,
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d.h. es gilt
P((®,®) € B | ®,) = / 1{(n,.m,) € B} E(®@y, d(ny, ). 6.7)
IN,xIN,

Um dies einzusehen, fassen wir @, @ als Verdiinnungen von @, auf. Formal konnte dies geschehen,
indem wir jeden Punkt von @, unabhéngig mit einer Marke in {0, 1} versehen, wobei jeder Punkt
mit Wahrscheinlichkeit % eine 0 angehéngt bekommt, und wir @ bzw. @, als die Punktprozesse auf
X festlegen, die aus den Punkten von @, mit Marke O bzw. 1 bestehen. Nach Theorem 5.8 in [31]
sind @, @, dann ndmlich unabhéngige Poissonprozesse mit Intensititsmall A. Unter der Bedingung
D, (X) = n, n € N, besitzt P(X) eine Binomialverteilung mit Parametern » und % (vgl. Proposition

1.2 /in [31]). Fiir n € IN, gilt aus Symmetriegriinden deshalb

1\ 2200
P@=1]®)=1n<®)(5) -
Also ist die Verteilung von @ gegeben @, eine Gleichverteilung auf der Menge

{(nelN; | n<®,}.

Deswegen gilt (6.7). Im Folgenden sei n = Z" 6, € ]Nf fixiert. Zu u < n sei #(u) € {0,1}"

i=19x;
definiert durch

7[(/’1) = <M({x1})aaﬂ({xn}))

Dadurch erhalten wir eine Identifizierung von C := {y € N, | p < n} mit {0, 1}" durch die
Abbildung 7 : C — {0,1}". Fiir A, B C {0, 1}" definieren wir

AoB := {z€{0,1}" | 3 disjunkte Mengen N, M C [n] mit [z]y C A,[z]), C B}
mit der zu den vorangegangenen Notationen konsistenten Definition
[zly = {w=w,....w,) €{0,1}" | w; =z fiirallei € N}, ze€ {0,1}",N C [n].
Wir behaupten, dass
(EOF)NC| < |zn(ENnC)or(FnCO) (6.8)

gilt. Zum Beweis dieser Behauptung zeigen wir, dass fiir y € (ECJF) N C stets z(u) € n(E N
C)ox(F N C) gilt. Zunichst existieren zu u € (E[]F) N C zwei disjunkte Mengen K, L € R mit
mras E, [u]; C F. Dann sind auch die Mengen

N :={ie[n] | x; € K}, M = {ien] | x; € L},

disjunkt. Die Behauptung ist bewiesen, wenn [ (u)] 5 C 7(ENC)und [z(u)]ps C z(FNC) gezeigt
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werden kann. Wir wihlen ein z € [x(u)] und setzen p = 7~1(z). Dann gilt yy € [ulx C E
und wegen y, € C somit z € 7(E N C).Daz e [z(n)] N beliebig gewihlt war, erhalten wir
[z(u)]y C 7(EnC). Analog folgt [z ()], € #(F n C)und insgesamt die Behauptung (6.8).

Fiir den restlichen Beweis bendtigen wir den Satz von Reimer (Theorem 2.1 in [15]), wofiir wir
zundchst die notwendige Notation einfiihren. Zu z = (z;,...,z,) € {0, 1}"sei z¢ (= (1 -z, ..., 1—
z,) € {0,1}" und zu einer Menge B C {0, 1}" setzen wir B¢ := {z € {0,1} | z¢ € B}. Dann

besagt der Satz von Reimer
|AoB| < |An B¢, A,B C {0, 1}". (6.9)
Unter Anwendung dieser Aussage erhalten wir

Em,ExF) =27" |{(n.m) € EXF | ny+m=n}|
=2"|{meE|n<nn-neF}|

|7(E N C)nz(F nC)|

2/1
|7(E N Cor(F N C)|

2n
I((EOF)NC|

2n

=27" | {m €N, | ny € EOF,n; <n} |
=" | {(ﬂl,ﬂz)EEDFXINf | m +;12=;1} |
= E(n, EOF x Nj).

Fiir die erste Ungleichung wurde der Satz von Reimer (6.9) und fiir die zweite Ungleichung (6.8)
angewendet. Die dritte Gleichung erfolgt durch Identifizierung von C mit {0, 1}” iiber die Abbildung
7. SchlieBlich liefert (6.7)

P(®e€ E)YP(® e F) = P(@€ E,®, € F)

/ B, E x F) P®2(dp)
N

7

v

/ B(n, EOJF x IN ;) P®2(dn)
N,

P(@® € EOF,®, € N;) = P(® € EOOF).

O]

Um eine BK-Ungleichung fiir Simplizialkomplexe nachzuweisen, wechseln wir wieder zum mar-
kierten stationiren Modell aus Abschnitt 3.5 (also X = R¢ x A), da hierfiir Eigenschaften des
euklidischen Raums R¢ notwendig sein werden. Wir wollen nochmals explizit darauf hinweisen,
dass fiir die Giiltigkeit von Theorem 6.9 auBer der Abzihlbarkeit keine Eigenschaften des Men-

gensystems R gefordert werden miissen. Selbst im Extremfall, dass R gar nicht zwei disjunkte
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Mengen enthilt, wird die Aussage zwar komplett trivial (dann gilt immer E [] F = ), aber nicht
falsch. AuBlerdem ist zu beachten, dass Theorem 6.9 nicht nur fiir wachsende Ereignisse gilt. Wir
bezeichnen mit Z den Ring aller endlichen Vereinigungen von halboffenen Wiirfeln mit rationalen

Koordinaten und wihlen
R :={ZxA| ZeZ}.

In [17] wird fiir R ebenfalls dieses Mengensystem gewihlt. Damit sind wir in der Lage eine BK-
Ungleichung fiir Simplizialkomplexe zu zeigen. Der Beweis folgt in seiner Grundstruktur dem

Beweis von Theorem 2.1 aus [17].

Theorem 6.10 (BK-Ungleichung fiir Simplizialkomplexe). Es seien E, F € Ng(.S) zwei wachsende
Ereignisse, die auf einer Menge W x A leben, wobei W € B(R?) eine beschriinkte Menge ist. Dann
gilt

P(A € EoF) < P(A€ E)P(A€EF).

Beweis. Fiir die Konstruktion des Simplizialkomplexes A verwenden wir eine Zerlegung Q° =
(OF X A)jep,» wobei (Q));en, eine Zerlegung des R in Wiirfel der Kantenléinge € > 0 sei. Um die

Abhingigkeit von € zu verdeutlichen, schreiben wir A®* = A bzw. T, = T'. Des Weiteren seien

Iy, ={ieNg | Wnot 8}, A = ] {®0©xA)>2}

z (3
lEIW

und ¢¢(x) zu x € R? der eindeutige Wiirfel Q¢ aus der Zerlegung Q° mit x € Q7. Wir definieren
eine Abbildung S, : N(R? x A x M) — IN(S) auf die selbe Art und Weise wie T, mit dem
Unterschied, dass S, () nur diejenigen Simplizes ¢ aus T ,(#) enthilt, fiir all deren Punkte x € ¢ die
Bedingung ®(g°(x)) = 1 erfiillt ist. Insbesondere gilt also stets S, () C T, (n). Abkiirzend schreiben
wir A® :=.5_(¥). Dann gelten

P({A%, €-}nAS) = P({AS, €} nAS), (6.10)
P(A,) = O, 6.11)
P(A € EoF) < P({A® € EoF}n A°) + O(e?), (6.12)

wobei die erste Aussage (6.10) per Konstruktion von A? gilt, die zweite Aussage (6.11) wegen (2.13)
in [17] gilt und die dritte Aussage (6.12) aus den ersten beiden folgt. Im nichsten Schritt weisen wir

die P-fast sichere Inklusion
{A°€ EoF}nA¢ c {Ye s \(B)OS'(F)} n A (6.13)

nach. Dazu gelte die linke Seite, d.h. wir fixieren ein w € € aus der Menge auf der linken Seite.
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Dann finden wir zwei disjunkte Mengen K, L € R mit [A®]x C E,[A®]; C F. Wir setzen

K := U 0% x A
i€ly,,
DO XA)NK)=1

und analog L und stellen fest, dass auf A die Mengen K, L disjunkt sind. AuBerdem gelten Aek =A%
und AE = A} . Daes sich bei K, L um Vereinigungen von Mengen aus der verwendeten Zerlegung
Q¢ handelt, gelten S, (ng) = S, (n)g und S, (n;) = S, (n); fir PY¥-fast alle 7 € IN(R? x A x M).
Wihlen wir # € [W]g, so erhalten wir S,(n)z = S.(W)g = A} = A; € E. Weil E wachsend
ist, folgt damit auch S,(n) € E bzw. n € S;l(E). Da n € [Y]z beliebig gewihlt war, folgt
W]z C SE_I(E). Analog erhalten wir [W]; C SE_I(F), womit (6.13) bewiesen ist.

Zusammen mit der BK-Ungleichung (6.9) liefern die Aussagen (6.10)-(6.13)

P(A € EoF) — O(e”) < P({A® € EoF}n A?)
<P({Pes (EDOSFE)}NAS)
<P(Yes 'EOs’im)
<PYeS(E)P(Yes'(P)
=P (A, €E)P (A, €F)
< P({A, € E}nAS) P ({A, € F} n AS) + O(") (6.11)
<P({A, € E}nA°)P ({A, € F}n AS) + O) (6.10)
<P(A, €E)P(A, € F)+0(,

wobei fiir die erste Ungleichung (6.12) und fiir die zweite (6.13) angewendet wurde. Bei der vierten
Ungleichung wurde die BK-Ungleichung fiir Poissonprozesse (Theorem 6.9) benutzt. Dazu beachte
man, dass die Mengen S_'(E), S7!(F) auf Mengen endlichen MaBes (bzgl. 1, @ A ® Q) leben,
da die Mengen E, F auf einer Menge endlichen MaBes (bzgl. fA; ® A) leben. Die drittletzte
Ungleichung folgt aus (6.11) und die vorletzte aus (6.10), wobei bei der Anwendung von (6.10)
verwendet wird, dass die Ereignisse E, F auf W leben. Da die Verteilung von A? nicht von €
abhingt, folgt die Behauptung fiir € \, 0. O

6.2. KRITISCHE INTENSITATEN

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit kritischen Intensitéten fiir die Perkolation von A.
Wihrend in der Literatur zu Perkolationsmodellen oftmals verschiedene Definitionen fiir kritische
Intensitdten in Betracht gezogen und miteinander verglichen werden (siehe z.B. Proposition 2.1 in
[10] oder Theorem 2 in [19]), beschrinken wir uns hier auf eine klassische Definition. Dazu arbeiten
wir fiir das gesamte restliche Kapitel im markierten stationdren Modell aus Abschnitt 3.5, also mit
einem Grundraum der Form R¢ x A. Hierzu sei d > 2, um sicherzustellen, dass die spéter definierten
kritischen Intensititen endlich sind. Die Einschrinkung auf d > 2 findet man beispielsweise auch

in Lemma 2.2 in [4]. Auch dort ist diese Einschrinkung notwendig, um (unter einer Bedingung) die
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Endlichkeit der dort betrachteten kritischen Intensitét zu gewéhrleisten. Im weiteren Verlauf des
Kapitels verwenden wir folgende vereinfachte Notationen. Fiir ein Simplex ¢ mit Ecken in R? x A
und x € R? schreiben wir x € o, fallses eina € A gibt mit (x, a) € o. AuBBerdem definieren wir
den Durchmesser diam(cs) von ¢ = [(x(, ag), ... , (X,, a,)] durch diam(c) := diam ({xo, ,xs}),
wobei diam(B) den Durchmesser einer Menge B C R bzgl. der euklidischen Metrik bezeichnet.
Es sei weiterhin stets eine Abzihlung z, z;, ... des Z9 mit z;, = 0 fixiert und zu ¢ > 0 definieren
wir eine Zerlegung Q' = (Qﬁ)ieNO in Wiirfel der Kantenlidnge ¢, wobei Q; = [—%z, lt)d +1z; den
halboffenen Wiirfel mit Kantenlénge ¢ und Mittelpunkt 7z; bezeichnet. SchlieBlich seien V' ~ ©,

U ~ Q stets (insbesondere von W) unabhingige Marken.

Definition 6.11. Es sei g € [« — 1]. Wir notieren das Wahrscheinlichkeitsmaf3 durch IP’ﬂ =P, um
die Abhdngigkeit von der Intensitdt f > 0 in die Notation aufzunehmen.

(1) Es bezeichne C* das Ereignis, dass es ein g-Simplex o in A :=T(¥+ Swy.uy) mit0 €o

und unendlicher Zusammenhangskomponente in Gq(AO) gibt.

(ii) Definiere

ﬁg‘” := sup {p € [0,00) | [FDﬁ(C;’") =0}

Im ersten Schritt wollen wir zeigen, dass es einen nichttrivialen Phaseniibergang bzgl. der Perkolation
von G,(A) gibt, d.h. dass ﬁéq) € (0, o0) gilt. Um die Positivitit von ﬁ((:o) nachzuweisen, verwenden
wir Resultate aus [4] und [10]. Dafiir nehmen wir an, die Kantenfunktion ¢, sei beschrinkt in dem
Sinne, dass es ein D > 0 gibt mit

@1 ((x,a),(».b)) =0  fiir ®*-fast alle (a,b) € A* und
x,y € R9mit ||x — y|| > D. (6.14)

AufBerdem sei nachfolgende Eigenschaft erfiillt, fiir die wir daran erinnern, dass x,, die Simplex-
funktion eines von einem m-Simplex erzeugten Simplizialkomplexes ist (vgl. (3.13)). Es existieren
6,€ > 0 und eine messbare Menge A C A mit @(A) > 0, sodass gilt

Ka((xo,ao), ,(xa,aa)) > € fiir alle ay, ... ,a, € Aund x, ..., x, € RY

mit diam ({x, ..., X,}) < 8. (6.15)
Theorem 6.12. Es gelten die Bedingungen (6.14) und (6.15). Dann folgt
0<p?<pV <o <P < o0,

Beweis. Die Positivitit von ﬁ§°’ wird in [4] und [10] (dort mit 4, notiert) nachgewiesen. Genauer
wird einerseits in Lemma 2.2 in [4] unter einer Bedingung (||D||,, < oo) die Positivitdt einer
anders definierten, dort mit A, notierten, kritischen Intensitit nachgewiesen. Diese Bedingung

ist erfiillt, wenn (6.14) gilt. Man beachte, dass in [4] zwar ein polnischer Raum als Markenraum
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gewihlt ist, dies aber fiir dieses Resultat nicht notwendig ist. Fiir die genaue Definition von A,
verweisen wir auf [4] bzw. [10]. Proposition 2.1 in [10] zeigt, dass 4, > A, gilt, womit insgesamt

EO) = A, > 0 folgt. In [10] wird zwar mit einer spiegelungsinvarianten Kantenfunktion gearbeitet,
d.h. es gilt ¢, ((x, a), (y, b)) =@, ((—x, a), (—y, b)) fiir alle x, y € R?, a, b € A, jedoch koénnen wir
diese Annahme umgehen, ohne den Beweis von Proposition 2.1 in [10] im Detail zu iiberpriifen.
Wegen (6.14) konnen wir die Kantenfunktion ¢, ndmlich nach oben durch die spiegelungsinvariante

Funktion

#1((x,a),(»,b) = 1{llx -yl < D}

abschitzen und mit der vorangegangenen Argumentation die Positivitét der kritischen Intensitét
bzgl. @, folgern. Wegen @, < @, ist die kritische Intensitiit bzgl. ¢; mindestens so grofl wie die
kritische Intensitét bzgl. @, und deshalb selbst positiv. Die Abschitzung ﬂgq_l) < ﬂf,q) folgt direkt
aus Lemma 6.3 (iv).

Es bleibt ﬂﬁq) < oo fiir ¢ = @ — 1 zu zeigen, wobei wir die Aussage fiir beliebiges ¢ < a zei-
gen. Dazu geben wir einen Algorithmus an, der die Situation in Anlehnung an den Algorith-
mus aus dem Beweis von Theorem 1 in [35] auf Perkolation im Gitter Z¢ mit Kantenmenge
E; :={lz;z;11i,j € Ny, llz; — z;|| = 1} zurtickfithrt. Wir werden zeigen, dass es ein p = p(f) €
[0, 1] gibt, sodass sich die Wahrscheinlichkeit P p(CP) nach unten gegen die Wahrscheinlichkeit
einer unendlich groBen Zusammenhangskomponente des Ursprungs bei Perkolation im Gitter Z¢
mit Parameter p abschétzen lisst. AnschlieBend weisen wir die Konvergenz p — 1 fiir § —» o
nach. Daraus folgt dann P ﬂ(C;") > 0 fiir geniigend grof3es f, da die kritische Wahrscheinlichkeit
fiir Perkolation im Gitter Z¢ echt kleiner als 1 ist. Letztere Aussage folgt beispielsweise aus den
Theoremen 6 und 10 in Kapitel 3 von [3].

Im Folgenden sei die Zerlegung Q% gewihlt mit dem Parameter &, := —>_ fiir das 6 aus der

Vd+3

Eigenschaft (6.15) der Verbindungsfunktionen. Wir nennen zwei Wiirfel Qf* s Q?* benachbart, wenn
i, Z; in Z4 benachbart sind, d.h. wenn l|z; — z j|| = 1 gilt. Fiir zwei benachbarte Wiirfel Qf*, Qj*
gilt dann diam(Qf* U Qf*) = V/d + 36, = 6, womit die Definition von 6* zu erkliren ist.

Im Folgenden ordnen wir jeder Kante in E, zwei Poissonprozesse zu, die durch Einschriankung
aus einer unabhingigen Markierung von ¥ hervorgehen. Dazu sei W eine unabhingige 1" ([2d])-
Markierung von . Wir bezeichnen mit ‘i’f die Einschrinkung von ¥ auf Qf* X A XM x {/}. Damit
zerlegen wir den Prozess in Q?* X A X M X [2d] nochmals in [2d] Teilprozesse und verwenden
als Zerlegung fiir die Konstruktion des Simplizialkomplexes die verfeinerte Zerlegung (Qf* X A X
{IDiengier2a) VOR X = RY x A x [2d]. Fiir jedes i € N, gibt es 2d benachbarte Wiirfel von Qf* und
wir ordnen jedem Paar (Qf*, Qj*) einen der Prozesse ‘i’f | € [2d], zu. Diese Zuordnung kann auch
explizit gemacht werden, was allerdings hier nicht notwendig ist. Damit ist jedem geordneten Paar
von benachbarten Wiirfel (Qf*, Q?*) genau ein Prozess zugeordnet. Da jede Kante in E; zu einem
(ungeordneten) Paar von benachbarten Wiirfeln assoziiert ist, wurden jeder Kante [z;, z 1€ Ey
somit zwei Prozesse ‘i‘i‘ , ‘i‘i.z zugeordnet. Wir definieren den Komplex A® :=T(¥ + 6,y 1)) als

Komplex auf der Eckenmenge R¢ x A, indem die zusitzlichen Marken in [2d] einfach vergessen
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werden, weswegen wir darauf verzichten eine eigene Notation fiir diesen Komplex einzufiihren.

Nachfolgend definieren wir einen Algorithmus, der Schritt fiir Schritt Teilprozesse ‘I‘f aufdeckt.
Wegen der Eigenschaft (3.8) ist zu jedem Zeitpunkt der Komplex, bestehend aus Punkten von bis zu
diesem Zeitpunkt aufgedeckten Prozessen, P-fast sicher eindeutig durch die aufgedeckten Prozesse
bestimmt. Wenn wir davon sprechen einen Prozess ‘I’f aufzudecken meinen wir damit stets, dass
wir seine Projektion auf RY x A x [2d] vollstindig aufdecken und im Anschluss alle Komponenten
von Marken in M aufdecken, die fiir den Komplex, bestehend aus Punkten von bisher aufgedeckten
Prozessen, notwendig sind. Es bleiben also stets unendlich viele Komponenten in M unaufgedeckt,
die gegebenenfalls zu einem spiteren Zeitpunkt noch fiir den Komplex verwendet werden. Um die
Notation moglichst einfach zu halten, identifizieren wir die Ecken und Simplizes von A® wihrend
des Beweises mit ihrer riumlichen Komponente und bezeichnen zu x € A® die zugehorige Marke

in A mit a(x).

(1) Es sei G, der Graph mit Eckenmenge Z¢, der zunéchst noch keine Kanten besitzt, und Cy(0)
die Zusammenhangskomponente des Ursprungs in G,. Wir decken zunéchst den Prozess
Sovunt 212;11 ‘i’(’) auf und bezeichnen mit Ag den aus diesem Prozess resultierenden Sim-
plizialkomplex. Existieren in diesem Komplex Punkte x,, ... » Xg mit [0, x4, ... ,xq] € Ag
und a(x;) € A fiir alle i € [g] und gilt auerdem V' € A, so setzen wir zy := [0, x4, ... ,xq].

Andernfalls beenden wir bereits hier den Algorithmus.

(2) Es liege der Graph G,, vor und es bezeichne C,, (0) die Zusammenhangskomponente des
Ursprungs in G,, sowie qu den Komplex, bestehend aus den Punkten der bisher aufgedeckten
Prozesse. AuBerdem sei fiir jedes k € Ny mit z, € C,,(0) ein g-Simplex 7, € A?n gegeben,
bestehend aus Punkten in Qi* mit Marken in A. Wir wihlen eine Kante [z;, z 1€ E; mit
z; € C,(0), z; & C,(0), die vom Algorithmus bisher noch nicht betrachtet wurde. Existiert

keine solche Kante, beenden wir den Algorithmus.

3) Esset x; = [y, ... ,yq] und / € [2d] der eindeutige Index, sodass ‘i‘; der Kante [zi,zj]
zugeordnet ist. Wir decken den Prozess ‘i’; auf und bezeichnen mit A?n 4 den Komplex, der
aus den bisher aufgedeckten Prozesse hervorgeht. Finden wir in dem Prozess ‘i’j. paarweise

verschiedene Punkte x, ... » Xg mit a(x;) € A, i € {0, ...,q}, und der Eigenschaft

[xO,...,xj,yj,...,yq]eA?n+1 fiiralle j € {0, 1,...,q}, (6.16)
so fiigen wir dem Graphen G, die Kante [z;, z;] hinzu und bezeichnen den so erhaltenen
Graphen mit G, . AuBerdem setzen wir 7 ;= [xg, ..., x q]. Existieren keine solchen Punkte,
so setzen wir G, | = G,,,.

(4) Gehe zuriick zu Schritt (2).

Man beachte, dass Eigenschaft (6.16) in Schritt (3) impliziert, dass z; und x ; in Gq(AO) durch einen
Kantenweg miteinander verbunden sind. Durch diesen Algorithmus wird ein zufilliger Teilgraph des

Gitters Z¢ bestimmt. Endet der Algorithmus nach endlich vielen Schritten, so ist dieser Teilgraph
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und insbesondere die Zusammenhangskomponente des Ursprungs innerhalb diesem Teilgraph
endlich. Wir zeigen, dass dies bei hinreichend grofler Intensitit mit positiver Wahrscheinlichkeit
nicht geschieht. Wegen Eigenschaft (6.15) der Verbindungsfunktionen stoppt der Algorithmus mit
positiver Wahrscheinlichkeit nicht im ersten Schritt. Im Folgenden betrachten wir die Situation, dass
in Schritt (2) des Algorithmus eine Kante [z;, z;] € E; mit den geforderten Eigenschaften gefunden
wird. Alle Objekte, die dann in Schritt (3) aufgedeckt werden (die Projektion des Prozesses ‘i’;
sowie fiir A?n " notwendigen Komponenten von Marken aus (), sind stochastisch unabhingig von
allen Objekten, die in vorangegangenen Schritten aufgedeckt wurden. Um die Wahrscheinlichkeit,
dass die Kante [z;, z;] dem Graphen hinzugefiigt wird, unabhiingig vom bisherigen Verlauf des

Algorithmus, nach unten abschitzen zu kdnnen, verwenden wir die Darstellung

T
_d
£
¥ = 2 donmun
k=1

24(0Q) pal
= Vi~0,U; ~Q,7~Po(7

(2.1)). Dabei wird die Eigenschaft (6.15) entscheidend sein. Fiir I C N mit |/| = g + 1 schreiben

mit unabhéngigen Zufallselementen X; ~ ) (vgl. Darstellung

wir o fiir den Komplex bestehend aus den Punkten X; mit i € I. Wir sagen ein solcher Simplex o;
erfiillt die Eigenschaft (6.16), falls V; € Afiiralle i € I giltund es eine Nummerierung X , ..., X, I,
der Punkte von o; gibt, sodass die Eigenschaft (6.16) fiir x; = X, erfiillt ist. AuBerdem definieren
wir 6y 1= [X o 1yg+1)+10 -+ » Xk(gen)> K € N, und

N() :=max{k€{0,....1} | k(g+1) <1}, €N,

Gegeben den bisherigen Verlauf des Algorithmus (bis nach Schritt (2)), konnen wir die Wahrschein-
lichkeit fiir das Hinzufiigen der Kante [z;, z;] unabhéngig vom bisherigen Verlauf des Algorithmus

nach unten abschéitzen durch

P (o erfiillt die Eigenschaft (6.16) fiir ein I C [z] mit || =g+ 1)

P (o, erfiillt die Eigenschaft (6.16) fiir ein k € [N(z)])

1 — P (o, erfiillt die Eigenschaft (6.16) fiir kein k € [N(7)])

1 —E[P (o}, ..., 0y erfiillen die Eigenschaft (6.16) nicht | )]

nmn v

1-E [um (o, erfiillt die Eigenschaft (6.16) nicht | 7 > g + 1)“”] . (6.17)
Wegen Eigenschaft (6.16) und diam(Qf* U Qf.*) = 6 gilt die Abschitzung
P (o, erfiillt die Eigenschaft (6.16) | 7 > g+ 1) > ©(A)*'e?*! > 0.

Der Exponent von € ist damit zu erkldren, dass fiir Giiltigkeit von (6.16) (g + 1) verschiedene

(g + 1)-Simplizes dem Komplex hinzugefiigt werden miissen. Deshalb konnen wir den Ausdruck
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aus (6.17) nach unten abschitzen gegen
1-E[(1-ew@mer )Y | = )

Wir Zeigen dass p — 1 fiir f — oo gilt. Dafiir schreiben wir abkiirzend p, :=1 — O(A)It+lgat]

und b : Po(b). Wegen py < 1 gilt fiir b > 1
No] _ N b N
= [po ] - Z T Po
k=0
b k(g+1)+1
S E
(k(g + 1)+l)'

k=01

IA

q
=0
o e hKa+D+g
—b
;;0(k(q+1>>'

© k(g+1) 1\ kg+D)
—b b +1

+1)p? Yy ——— | pd

AR Wy (”0 )

5 qoobk ﬁ k
(q+ Db Zk, <p )

1
e P(qg+ Db exp <bpq+1>

I/\

L
(g + Db exp <—b (1 pg“ >> - 0 fiir b = o0,

womit die Behauptung bewiesen ist. Wir erweitern den vom Algorithmus bestimmten zufélligen
Teilgraph des Gitters Z¢ dahingehend, dass wir fiir jede nicht vom Algorithmus betrachtete Kante
unabhéngig mit Wahrscheinlichkeit p entscheiden, ob wir diese dem zufilligen Teilgraph hinzufiigen.
Den so erhaltenen zufilligen Graphen nennen wir G.

Da in jedem Schritt des Algorithmus die Objekte, die in diesem Schritt aufgedeckt werden, un-
abhiéingig von den bereits in den vorangegangenen Schritten aufgedeckten Objekten sind und die
Wahrscheinlichkeit fiir das Hinzufiigen der jeweils betrachteten Kante stets (unabhéngig vom bishe-
rigen Verlauf des Algorithmus) mindestens p betrigt, konnen wir den so erhaltenen Zufallsgraphen
an eine Kantenperkolation H auf Z¢ mit Parameter p koppeln, sodass H C G gilt. Wegen p — 1
fiir f — oo finden wir also ein f > 0, sodass der Ursprung in H und damit auch in G mit positi-
ver Wahrscheinlichkeit eine unendlich groffe Zusammenhangskomponente besitzt. In diesem Fall
finden wir also im Laufe des Algorithmus unendlich viele Simplizes z; € A?, die in Gq(AO) mit
7y durch einen Kantenweg verbunden sind. Also tritt das Ereignis Ccr in diesem Fall mit positiver

Wahrscheinlichkeit ein, womit ¢ < co bewiesen ist. t

Bereits in [35] (Theorem 1) wurde die Aussage von Theorem 6.12 fiir ¢ = 0 im unmarkierten
stationdren Modell unter der minimalen Bedingung v, € (0, o) gezeigt, wobei v, hier das Integral
aus (3.39) bezeichnet. Die Eigenschaft (6.15) liefert dabei v, > 0, wihrend die Giiltigkeit von (6.14)

die Endlichkeit von v, impliziert. Eine offene Frage bleibt, ob zwischen den kritischen Intensititen
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aus Theorem 6.12 tatsédchlich strikte Ungleichungen gelten. In [19] wird eine Vermutung (direkt
nach Theorem 2) geduBert, deren Giiltigkeit strikte Ungleichungen fiir die kritischen Intensititen

des Vietoris-Rips-Komplexes implizieren wiirde.

Proposition 6.13. In der Situation von Theorem 6.12 gilt fiir f > ﬂﬁq) mitq < a

Py (Es gibt eine unendliche Zusammenhangskomponente in Gq(A)) = 1.

Beweis. Es bezeichne BY das Ereignis, dass der Graph G,(A) perkoliert, also eine unendlich
groBe Zusammenhangskomponente besitzt. Wir fixieren ein z > 0 und setzen ¥; := ¥ sowie

A

1

:=o(¥)) fiir i € Ny. Dann ist die Familie (A;)ey, stochastisch unabhingig. Fiir jede endliche
Teilmenge I C N, enthilt der Prozess )’,_, ¥; P-fast sicher nur endlich viele Punkte. Da jeder
dieser Punkte wegen (6.14) P-fast sicher endliche Simplexgrade besitzt, enthilt der Graph G,(A)
somit P-fast sicher nur endlich viele Ecken, die die Menge W' := U, Q! schneiden (die Ecken von
Gq(A) sind g-Simplizes). Also besitzt der Graph G,(4) [P-fast sicher genau dann eine unendliche
Zusammenhangskomponente, wenn dies auf den Graph G, (Ay,c) zutrifft. Letzterer héingt nur von
Y JEN\T ¥, ab, weswegen das Ereignis By unabhingig von (¥,;),c; ist. Da dies fiir jede endliche
Teilmenge I C N, gilt, liefert das 0-1-Gesetz von Kolmogorov IP’ﬁ(B:;") € {0,1}. Wegen g > ﬂéq)

gilt P ﬂ(B;"’) > 0 und die Behauptung folgt. O

6.3. SCHARFER PHASENUBERGANG

Ziel dieses Abschnitts ist die Herleitung eines scharfen Phaseniibergangs fiir die Perkolationsfunktion
(die wir noch genau definieren werden), womit ein Resultat von der Form wie Theorem 1 in [19] oder
Theorem 8.2 in [30] gemeint ist. Erstgenanntes Resultat bezieht sich auf Perkolation von éq(A) des
Vietoris-Rips-Komplexes und basiert auf der diskreten OSSS-Ungleichung, welche beispielsweise
als Theorem 1.9 in [12] gefunden werden kann. In [30] wird mithilfe von Entscheidungsbdumen in
stetiger Zeit eine stetige Version der OSSS-Ungleichung fiir Funktionale eines Poissonprozesses
hergeleitet, mit deren Hilfe dann ein scharfer Phaseniibergang fiir k-Perkolation im Booleschen
Modell nachgewiesen wird (siehe Kapitel 8 dort). Tatsédchlich wird der Begriff eines scharfen
Phaseniibergangs in der Literatur jedoch nicht einheitlich verwendet. Definieren wir eine weitere
kritische Intensitét f durch

pr :=sup {p €[0,00) | E[IC40)]] < o0},

wobei |C 5 (0)| die GroBe (Eckenanzahl) der Zusammenhangskomponente des Ursprungs bezeichnet,
so kann auch die Gleichheit g = £0) als scharfer Phaseniibergang bezeichnet werden. Theorem
6.2 in [33] zeigt diese Gleichheit im unmarkierten stationidren Modell. Im Booleschen Modell
beispielsweise gilt die Gleichheit im Allgemeinen nicht, wie in Kapitel 3 von [33] nachgewiesen
wird. Proposition 2.2 in [10] zeigt wiederum, dass die Gleichheit gilt, wenn sich die Formverteilung
auf Bille konzentriert und die zugehorige Radienverteilung beschrénkt ist.

Wir wollen in diesem Abschnitt den in [19] verwendeten Ansatz, der wiederum auf dem Ansatz aus
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[12] beruht, auf das hier vorliegende Modell iibertragen. Hierfiir wird unter anderem die Margulis-
Russo-Formel unerlésslich sein. Bei der Situation von Theorem 1 in [19] handelt es sich um den
Spezialfall der hier vorliegenden Situation, bei dem die Verbindungsfunktionen des Vietoris-Rips-
Komplexes gewihlt werden. In diesem Fall befinden wir uns also insbesondere im unmarkierten
stationdren Modell. Da die Verbindungsfunktionen des Vietoris-Rips-Komplexes nur Werte in
{0, 1} annehmen, ist dann auch der Markenraum M nicht notwendig.

Um den Beweis auf die hier vorliegende Situation zu {ibertragen, miissen wir also mit der Schwie-
rigkeit der zusitzlichen Markenrdume A, M umgehen. Dabei werden wir herausarbeiten, welche
Eigenschaften der Verbindungsfunktionen dafiir wirklich benétigt werden. Wir beginnen damit,
diese Eigenschaften vorzustellen und fixieren fiir den gesamten Abschnitt ein g € {0, ..., a —1}. Fiir
den restlichen Abschnitt betrachten wir stets Verbindungsfunktionen, die die beiden nachfolgenden
Eigenschaften erfiillen. Dafiir erinnern wir an die Definition (3.13) der Funktionen «, ..., k,.

(V1) Es existieren 6, e > 0 und eine messbare Menge A C A mit @(A) > 0, sodass gilt

. d
KqH((xo,aO),...,(xq+1,aq+1)) > € fir alle ay, ...,a,4; € Aund xg, ..., x,; ER

mit diam({xo,...,xq+1}) < 6.

(V2) Es gibtein D > 0 mit

Kge1 ((xgn @)oo (xgppaa,0p)) = 0 fiir @ -fast alle (ap, ..., a,4,) € A’ und

X0y oee s Xgp € R9mit diam({xo,...,xq+1}) > D.

Bedingung (V2) kann als Beschrinktheit der Verbindungsfunktionen interpretiert werden und stellt
sicher, dass [P-fast sicher in Gq(AO) nur Simplizes ¢, p € Fq(AO) mit diam(c U p) < D durch eine
Kante miteinander verbunden sind. Um eine Interpretation von (V1) zu geben, sei die Projektion von
@ auf R? und g + 2 Punkte x,, ... » X441 dieser Projektion mit diam ({xo, N }) < 6 gegeben
(und die Marken der Punkte in A noch nicht ausgewiirfelt). Dann liefert (V1) eine positive untere
Schranke dafiir, dass das Simplex, bestehend aus den Punkten x, ..., X425 Teil des Komplexes
A ist. Diese untere Schranke ist gegeben durch ©(A)72¢. AuBerdem liefert (V1) ein irreduzibles
Teilmodell (durch Einschriankung auf Ecken mit Marken in A) im Sinne von (5.1) in [8]. Insgesamt

gelten die funktionalen Abschitzungen

IA

€ ]l{diam({xo, ...,xq+1}) < 5,a0,...,aq+1 € A} Kq+1((xo,a0), ...,(xq+1,aq+1))

1{ diam ({x, ..., x,4;}) < D}.

IA

Offensichtlich muss D > ¢ gelten. Eigenschaft (V1) tibertrégt sich per Definition der Funktionen
K], ..., Kg41 auch auf die Funktionen x, ..., k,. Umgekehrt ist (V2) auch fiir alle k; mit j > g + 1
erfiillt. AuBerdem wollen wir darauf hinweisen, dass (V1) die Positivitit des Integrals aus (3.36)
impliziert. Die Endlichkeit des Integrals ist im Allgemeinen zunéchst nicht gegeben. Ersetzen wir
die Kantenfunktion jedoch durch die Kantenfunktion aus (6.23), so bleibt die Wahrscheinlichkeit,
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dass G,(A) eine unendlich groie Zusammenhangskomponente besitzt, unverdndert, da wegen (V2)
Simplizes mit Durchmesser grofier als D P-fast sicher nur isolierte Ecken in G, (A) bilden. Sind wir
also nur an Perkolation von Gq(A) interessiert, so konnen wir uns stets auf den Teilkomplex von A
beschridnken, bestehend aus allen Simplizes von A mit Durchmesser nicht grofer als D. Fiir die

Kantenfunktion aus (6.23) ist das Integral aus (3.36) wiederum endlich.

Im Folgenden verwenden wir zur Konstruktion des Simplizialkomplexes A® die Zerlegung (Q; x
A)ien, von R? X A mit Q; := [-D, D]’ + 2Dz, wobei zy, z, ... weiterhin eine Abzihlung
von Z4 mit z, = 0 sei. Im néchsten Schritt definieren wir die in diesem Abschnitt betrachteten
Perkolationsereignisse und die dazugehorigen Wahrscheinlichkeiten. Dabei verwenden wir in diesem

d
Abschnitt die Notation A := Ag{ NI womit zwar A = T'(¥), aber im Allgemeinen keine Gleichheit

gilt. Fiir zwei Simplizes o, p € Fq(AO) schreiben wir abkiirzend o & p, falls diese in Gq(AO) durch
einen Kantenweg verbunden sind. Zu x € R, B € B(R?), r > 0 und einem Simplizialkomplex K

definieren wir die Gro3en

K
x<— B = {EIG,pEFq(K)mitO'£>p,x€0,diam(a)§D,pnB7éﬂ},
A
x< B = x < B,

x2 B := (x & B)n(x & B°),

AO
= 0 — B(0,r)°,

Br
0, := P(B,),
0 := P(3o € F,(A") mit unendlicher Komponente in G,(A”) und 0 € o).

Das Ereignis B, lisst sich interpretieren als das Ereignis, dass in Gq(AO) ein Kantenweg vom
Ursprung nach B(0, r)¢ existiert, wobei fiir r > D der Fall, dass es ein Simplex ¢ € Fq(AO) mit
0 € 6 und o N B(0, )¢ # @ gibt, explizit ausgeschlossen wird. Dies hat den entscheidenden Effekt,
dass das Ereignis B, P-fast sicher nur von Wy, + 69 (/) mit W wie in (6.18) abhéngt. Die Notation

x 2 B dient lediglich dem Zweck auf eine Fallunterscheidung nach x € B bzw. x ¢ B verzichten

0

zu konnen, wobei darauf zu achten ist, dass sich diese Notation stets auf den Komplex A = AR a\(0)

und nicht auf A bezieht. Man beachte, dass

0, = lim 6,

[o0]
rFr—oo

gilt. Wollen wir zusitzlich die Abhédngigkeit von der Intensitdt f > 0 zum Ausdruck bringen, so
schreiben wir 6,.(f) bzw. 6 (§). Die Funktion 6 : (0, oo] X (0, 0) — [0, 1], (r, f) = 0.(P) bezeich-
nen wir als Perkolationsfunktion des Modells. Um den Ansatz aus [19] auf die hier vorliegende
Situation zu iibertragen, definieren wir zunéchst einen Algorithmus, der das Eintreten des Ereig-
nisses B, bestimmt und fiir den wir dann die OSSS-Ungleichung (Theorem 1.9 in [12]) anwenden

wollen. Dazu fixieren wir zwei Parameter 0 < s < r und definieren

I, := {ieNy | d(Q; B0,r) <D}, W :=Ug 0, (6.18)
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mit d(By, B,) := inf{||x — y|| | x € B,y € B,} fiir B;, B, € B(R?). Wir zerlegen den Prozess
Wy, + 69y vy in die Teilprozesse

Yy 1= Yo, +S0r.v)
Y, . lPQi’ iel \{0}.

Im Folgenden sagen wir eine Zusammenhangskomponente von G (k) fir & € INg(.S) schneidet die
Sphire 0 B(0, s), wenn es Simplizes o, p in dieser Zusammenhangskomponente mit ¢ N B(0, s) # @
und p N B(0, s)¢ # @ gibt. Damit sind alle Vorbereitungen fiir die Definition des Algorithmus
getroffen.

(1) Setze Ty := {i € Ny | d(Q;,0B(0,5)) < D} und W, := U;cr, Q;. Decke alle Poissonprozesse
¥; mit i € T;) auf und bezeichne mit ¢, die Menge aller g-Simplizes in Ay, mit Durchmes-
ser kleiner gleich D, deren Zusammenhangskomponente in G,(Ay, ) die Sphére dB(0, s)

schneidet.

(2) Essei T, C I, die Menge der Indizes aller bisher aufgedeckten Prozesse, W), 1= Uier O,
und C,, die Menge aller g-Simplizes in Ay, mit Durchmesser kleiner gleich D, deren Zusam-

menhangskomponente in Gq(AWm) die Sphire 0 B(0, s) schneidet.

e Existiert ein Wiirfel Q; miti € I,\T,,, sodass es einen Simplex ¢ in C,, mitd(c, Q;) < D
gibt, sosetze T, :=T,, U {i} sowie W, .| :=U,cr  Q;. Decke den Poissonprozess
¥, auf und bezeichne mit C,,,; die Menge aller g-Simplizes in Ay,  mit Durchmesser
Kleiner gleich D, deren Zusammenhangskomponente in G (Ay, ) die Sphire 0B(0, s)
schneidet.

e Falls kein solcher Wiirfel existiert, stoppe den Algorithmus.

Offensichtlich stoppt der Algorithmus wegen |I,| < oo nach endlich vielen Schritten. Entscheidend
ist, dass P-fast sicher zum Stoppzeitpunkt des Algorithmus das Eintreten des Ereignisses B, durch

die bis dahin aufgedeckten Poissonprozesse festgelegt ist. Man beachte, dass die Mengen C,, aus dem

0
w,

m

Algorithmus sich stets auf den Komplex Ay, und nicht auf Ay, beziehen und der Algorithmus alle
Zusammenhangskomponenten in Ay, die die Sphére 0 B(0, s) schneiden, aufdeckt. Da alle Simplizes
cE Fq(AO) mit 0 € ¢ und diam(s) < D und all deren Nachbarn in Gq(AO) wegen Eigenschaft (V2)
P-fast sicher in Q X A liegen, wird im Fall des Eintretens von B, auf jeden Fall der Prozess ¥,
aufgedeckt. Abbildung 6.2 zeigt eine Realisierung des Algorithmus fiir den geometrischen Graphen,
bei der das Ereignis B, nicht eingetreten ist. Hier wird also der unmarkierte Fall mit ¢ = 0 und
k1(x,¥) = @(x,y) = 1{||x = y|| < ry} fiir ein ry > 0 betrachtet. Die OSSS-Ungleichung (Theorem

1.9 in [12]) liefert jetzt

0,(1-0,) < Y 8¢ (6.19)

iel,
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Abbildung 6.2.: Eine Realisierung des Algorithmus fiir g = 0, @(x,y) = 1{||x — y|| < ry} mit

ro = %, r=10,s=5,D = % und g = 4, wobei die Zusammenhangskomponenten von A die die
Sphire 0 B(0, s) schneiden, blau dargestellt sind

X

e

mit
0,(s) 1= [FD(‘I‘,- wird vom Algorithmus aufgedeckt),

¢ P(]l{‘I’W +80y0) € B, #1{¥, € B,}),

wobei P, ein Poissonprozess ist, der aus ¥y, + (0.v vy hervorgeht, indem ¥; durch eine unabhéingige
Kopie ersetzt wird. Man beachte, dass lediglich §;(s) von s abhiingt. Fiir den Nachwesis eines scharfen
Phaseniibergangs bendtigen wir obere Schranken fiir diese beiden GroBen, die es uns erlauben, die
Margulis-Russo-Formel anzuwenden. Dazu formulieren wir zwei Lemmata, die in Analogie zu
den Lemmata 5 und 6 in [19] diese oberen Schranken bereitstellen. Beide Beweise folgen in ihrer
Grundstruktur den Beweisen der Lemmata 5 und 6 aus [19], unterscheiden sich jedoch an einigen
Stellen nicht unerheblich von den Beweisen der Lemmata 5 und 6 in [19]. An einer Stelle wird

sogar eine komplett neue Konstruktion eingefiihrt.

Lemma 6.14. Fiiri € I, gilt

/ 5,(s) ds < 2D(1 + Vd) + 2p(4D)* / 0, ds.
0 0

Beweis. Fixiere i € I, sowie 0 < s < r und schreibe B, + B, := {b; + b, | b; € B;,b, € B,}
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0Bz, |||Z;]] = s[)

0B(0, s)

A\

IB(x, ||Z;ll = s| = d)

Abbildung 6.3.: Eine Veranschaulichung der Argumentation aus Lemma 6.14, wobei hier abkiirzend
d :=D( + \/E) gesetzt wurde

fiir die Minkowski-Summe zweier Mengen A, B € B(RY). AuBerdem schreiben wir Z; := 2Dz,
fiir den Mittelpunkt von Q;. Gilt |||Z;]|| — s| > D(1 + \/E), so wird ¥, nicht im ersten Schritt des
Algorithmus aufgedeckt. In diesem Fall gilt

5;(s) < P(3(x,a) € @y 4 po,p) Mit x 2 B(0, 5))

< P(3(x.a) € D 4 po,py Mit x 2 B, |1Z]l - s])

< P(El(x, @) € Dy, po.py mit x = B(x, |IZ]l - s| - D(1 + \/Z))>

< [E[ Z 1{sz(x,|||z,-I|—s|—D(1+\/Z))}]
(.)€, p0.D)

=/ 0, . dx
0,+80.p) Nal=s|=DA+Vd)

< pA4D)* 6

2 ll—-s|-D(+Vd)’

wobei im vorletzten Schritt die Mecke-Gleichung (fiir den Poissonprozess W) angewendet wurde. Die
zweite und dritte Abschétzung erkldren wir im Fall von || Z;|| > s mithilfe von Abbildung 6.3. Da das
innere der Kugel B(0, s) im Komplement der Kugel B(Z,, |||Z;|| — s|) liegt, impliziert x 2 B(0, s)
also x 2 B(Z,, ||1Z,]l — s|). AuBerdem gilt fiir x € Q, + B(0, D) stets ||x — Z,|| < D(1 + V/d).
Deshalb folgt B(x, |[|Z]| — s —D(1+\/d_)) C B(Z,, ||IZ;|l - s|) und somit aus x 2 B(Z,, |||Z;]| —s|)
auch x 2 B(x, |||Z]l - s| — D(1 + \/d_)) Der Fall ||Z;|| < s funktioniert analog.

Verwenden wir fiir ||| Z;|| —s| < D(1+ \/d) die triviale Abschitzung 8,(s) < 1, so liefert Integration
iiber s € (0, r) die gewlinschte Aussage. O

Im néchsten Schritt benétigen wir eine geeignete obere Schranke fiir &;.

Lemma 6.15. Fiiri € I, gilt

¢ < 2peP2D" / / / E [Dyu/(®)] Q(dw) O(da) dx
0,J/a Jm
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mit f 1 N(RY x A x M) = R,

fa = E[1{n+ S0vu) € B }|.

Beweis. Zunichst definieren wir

\IJ = ZlP] = \P+5(0’V’U)’
jel,
li’i = \I]j9
JeL\{i}
9
lPi = ‘Pi + Z 5()/1’1/[’U1) + ]l{l = 0}5(0,17,0)

I=1

mit9 ~ Po(f(2D)%),in Q, gleichverteilten Zufallspunkten Y|, Y5, ... sowie Marken ® ~ v, ViV, ...
und Q ~ U, U,,U,, ..., wobei all diese Objekte unabhingig (insbesondere auch von ¥, V', U) seien.
Um die Notation zu vereinfachen, verzichten wir fiir diese Prozesse auf den Ubergang zum Raum
der Simplizialkomplexe und identifizieren sie direkt mit den aus ihnen konstruierten Komplexen.

Dann gilt

¢ = P(li' €B. ¥, ¢ B odr¥¢B, ¥ e B,)

2p<q; ¢B.¥. B,)

IA

2 um(li',. ¢B.V e B,). (6.20)

Fiir die Ungleichung beachte man, dass P-fast sicher stets T(‘¥,) C T(9) gilt und das Ereignis B,
wachsend im zugrundeliegenden Simplizialkomplex ist. Fiir den weiteren Verlauf des Beweises
bendtigen wir eine neue Konstruktion. Dazu erweitern wir unseren Grundraum R? x A zu R? x AxXN,,
und wihlen ein beliebiges WahrscheinlichkeitsmaBl S auf N,. Auf diesem Raum wihlen wir die
Zerlegung R = (Q; X A X Ny); ¢, und die Relation

- n < m, x,ye,,
(x,an) X (n.bym) e { yeo;

(x,a) < (y,b), sonst,

wobei < die zuvor gewihlte Relation auf RY x A bezeichnet. AuBerdem sei & ein Punktprozess
auf RY x A x Ny x M, der aus P, hervorgeht, indem jeder Punkt unabhiingig von allen anderen ein
Zufallselement in Ny mit Verteilung S zugeordnet bekommt. Wie betrachten die Komplexe

k

Ak = T;s’lé""(pk <€_l + ]l{l = 0}5(0,V,U,0) + Z 5(Yj’Vj*Uj*j)>’ k S No, (621)
i=1

wobei A, ein Element von IN K(S([Rd x A)) sei, d.h. die zusitzlichen Marken in N, werden nach

d ~
Konstruktion des Komplexes wieder vergessen. Dann gilt Ay = T'(¥;) und zusammen mit (6.20)
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folgt
1
26 <P (Ag & B,,Ag€ B,). (6.22)

Fiir i # 0 geht A aus A, nimlich wie T(%®;) aus T(¥;) durch Einschrinkung auf W \ Q; hervor.
Im Fall i = 0 dahingegen gilt

P(‘i’i ¢ B, c B,) = P(‘i’i e B,) = IP(A@ e B,) =P (A& B.Ay € B,),

da der Ursprung in A, fiir ¢ > 0 nur Teil von Simplizes mit Durchmesser groBer als D ist und im
Fall g = 0 wegen (V2) P-fast sicher eine isolierte Ecke bildet. Per Konstruktion gilt A, C A, fiir
alle k < /. Mit der Definition

N :=inf{keNy | A, € B,} € NjU {0}

(inf @ := oo0) erhalten wir aus (6.22)

%Ci <PO<N <9

IA

p2D) PP P(N = 9+1),

wobei die zweite Ungleichung wie in [19] (Beweis von Lemma 6) folgt. Dabei werden keine
Eigenschaften der Verteilung von N verwendet, sondern lediglich die Unabhingigkeit von N und
8. SchlieBlich gilt

P(N=8+1) = P(Ay & B,,Ay,, €B,)
E[1{Ag,, € B,} —1{Ay € B,}]|

E|[1{%+ 84,50, € B} - 1{¥ € B,} |

_ 1
~ 2Dy -/Qf '/A /M E [Dix.au/(P)] Q(du) ©(da) dx.

Mithilfe der beiden Lemmata 6.14 und 6.15 kénnen wir jetzt den scharfen Phaseniibergang fiir die

Perkolationsfunktion 8 nachweisen.

Theorem 6.16 (Scharfer Phaseniibergang). Die Verbindungsfunktionen @, ..., @, erfiillen die
beiden Eigenschaften (V1), (V2). Dann gelten ﬂéq) € (0, 00) und die nachfolgenden beiden Aussagen.

(1) Fiir alle p < /35‘” existiert ein c(f) > 0 mit

0.(p) < e—cPr fiir alle r > 0.
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(i) Fiir alle p, > ﬁgq) existiert ein c(fy) > 0 mit

00o(B) = c(B)(B—BD)  fiiralle p € (B9, By).

Beweis. Um /32‘” € (0, o0) einzusehen, ersetzen wir die Kantenfunktion ¢, durch die Modifikation

@1 ((x.@),(3.b) = ¢@;((x.a).(y.b)) L{l|lx - yll < D} (6.23)

und betrachten die Verbindungsfunktionen @, ¢, ..., ¢ .. Wegen (V2) bilden g-Simplizes mit
Durchmesser groBer als D in Gq(AO) [P-fast sicher nur isolierte Ecken und haben somit keinen
Einfluss auf das Ereignis Cr. Also bleibt die kritische Intensitét ﬁgq) durch diese Modifikation
unveridndert. Allerdings erfiillt die Kantenfunktion ¢, die Bedingung (6.14) und Theorem 6.12
liefert somit 2 € (0, ).

Die beiden Aussagen (i),(ii) folgen aus den Lemmata 6.14 und 6.15 ganz analog wie Theorem 1 aus
den beiden Lemmata 5 und 6 in [19], wobei wir grob die wichtigsten Schritte (insbesondere die, die
Eigenschaften des Perkolationsmodells verwenden) skizzieren. Zunéchst liefert Lemma 6.15 und

die Margulis-Russo-Formel (fiir die Funktion f aus Lemma 6.15 und k = 1)

Y ¢ < 2peP@P / / / E [Dy.a/(®)] Qdu) O(da) dx
iel, wJaJwm
ad
= 2p/CD e /(]
_ popeny 4
= 267" 20,0). (6.24)

Integrieren wir beide Seiten der OSSS-Ungleichung (6.19) iiber s € [0, r], so erhalten wir mit
Lemma 6.14 und (6.24)

r6,(B)(1 — 6,(B)) < 4pe’P) (D(l +Vd) + p4D)y* / res(m ds) %er(m,
0

und somit die Differentialungleichung

Qo s r0,(8)(1 — 6,(8)) |
B apers (D(1++/d) + pADY [ 0,(8) ds)

(6.25)

Wir fixieren O < f; < f, < oo und withlen ein f € (f;, §,). Fiir r > D impliziert das Eintreten
von B, P-fast sicher die Existenz eines (g + 1)-Simplex ¢ € Fq+1(A°) mit 0 € ¢, das in Gq(AO) an
mindestens einer Kante beteiligt ist. Somit muss der Ursprung fiir das Eintreten von B, P-fast sicher
in einem g + 1-Simplex enthalten sein, was wegen (V2) wiederum [P-fast sicher ®(B(0, D)) > g+ 1
impliziert. Deshalb folgt fiir r > D

1=6,(8) > Ps(®(BO,D)) < q) > Py (P(BO,D)) <q) =: C; > 0.
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Andererseits gilt fiir r < %, dass die Existenz eines (¢ + 1)-Simplex ¢ € A% mit 0 € 6 C B(0, g)
und o N B(0, g)c # ¢ das Eintreten von B, impliziert. Deswegen liefert die Eigenschaft (V1) der

Verbindungsfunktionen

6,(9) > € Py(¥(BO.2)x A) > q. ¥((BO0.2)\ B0.2)x A) > 1)
£ Py (P(BO0.2)x A) > ¢, ¥((BO0.2)\ B©, %) x A

A%

>1)

:1)

£O(A)T Py (d(BWO,2) =g, ®(B0,2)\ BO,2)) =1) =: C, > 0.

~—  ~—

A%

e Py (¥(BO, %) x A) = g, ¥((BO. )\ B®, %) x A

v

Daher folgt fiir alle r > g

/ 0,(p) ds > C2§.

0

Da die beiden unteren Schranken C,, C, nicht von r > D und f € (f,, f,) abhingen, liefert die
Differentialungleichung (6.25), dass fiir alle 0 < f; < f, < oo eine Konstante ¢ > 0 existiert, sodass
fiir alle § € (f;, f,) und r > D die Ungleichung

d r
= log(d _r
a7 0g(0,.(p) = c/O, 6.3) ds

gilt. Diese Aussage ist das Analogon zu Lemma 4 in [19]. Wir definieren

1 "0.(p)d
p = sup{ﬂ>0 lim sup Og(fo i s)

r—oo log(r)

<1} € [0, o]

mit sup@ := 0. Aus f > B folgt 6(f) > 0 und deshalb

log (Jy 058 ds) _ log(6()) + log(r)
log) = log()

— 1 firr - o

und somit insbesondere f < ﬁgq) < 0. Im Folgenden notieren wir die Perkolationsfunktion mit
6@ und definieren 6 fiir I € {0,...,q — 1} auf die selbe Art und Weise (auch wenn «; nicht
zwangsliufig die Eigenschaft (V2) erfiillt). Es Lisst sich leicht iiberpriifen, dass dann 8¢ < 9 fiir
k <1 gilt. Um f > 0 ersetzen wir die Kantenfunktion ¢, wieder durch die Modifikation @, aus
(6.23) und notieren die Perkolationsfunktionen bzgl. den Verbindungsfunktionen @, @; ..., ¢,
mit 8, ..., 0@, Da fiir die Funktion 8@ nur Simplizes mit Durchmesser hochstens D eine Rolle
spielen, gilt 89 = @ und somit insbesondere 8@ < #®. Man beachte, dass im Fall ¢ = 0 wegen
der Eigenschaft (V2) (fiir die Funktion x,,; = k; = ¢) die Funktionen ¢, | (4; ® ©)>-fast

iiberall iibereinstimmen. Offensichtlich gilt die funktionale Abschédtzung @; < ¢ mit

#((x.@),(.b) := 1{llx -yl < D}.

Wir betrachten den zufilligen Graphen mit der Kantenfunktion @, also den geometrischen Graphen
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mit Parameter D, und notieren die zugehorige Perkolationsfunktion mit 8©. Theorem 6.12 liefert

AEO) € (0, oo) fiir die zugehorige kritische Intensitt ﬂl(,o). Es ist bekannt (vgl. [36] oder Theorem

1.1 in [47] fiir ein noch allgemeineres Resultat), dass die Perkolationsfunktion 0O fiir p < /?20)
exponentiell im Radius fillt. Wegen @, < ¢ gilt dies auch fiir §© und wegen 8@ < §© insbesondere

auch fiir 8@. Dies wiederum impliziert § > /?20) > 0.

§q) beinhaltet, erfolgt genau wie der Beweis von

Der restliche Beweis, der den Nachweis von f§ =
Theorem 1 in [19] und ist rein analytischer Natur. Dabei werden keine weiteren Eigenschaften des
Perkolationsmodells als die bereits gezeigten Eigenschaften der Perkolationsfunktion verwendet,
weswegen wir fiir den restlichen Beweis komplett auf [19] verweisen. Dazu beachte man noch, dass

die Funktion T, (f) aus [19] hier definiert werden muss durch

n

1 0, ()
T,(f) := log(n)k:z[;‘)] > n2[D1.p>0,

(in [19] wird ab k = 1 summiert) damit die dort verwendeten Abschitzungen angewendet werden

konnen. Der Beweis funktioniert auch mit dieser Modifikation ganz analog, denn es gilt insbesondere
lim, o T,(8) = O (B)- O

Fiir den Beweis von Theorem 6.16 ist die Beschrénktheit der Verbindungsfunktionen im Sinne von
(V2) essentiell. Ein Beispiel fiir ein Theorem wie Theorem 6.16 ohne eine Form von Beschrinktheit
ist in [12] zu finden. Dort wird die Bedingung (ii) aus Theorem 6.16 fiir Perkolation im Booleschen
Modell mit Kugeln und unbeschrinkter Radienverteilung nachgewiesen und darauf hingewiesen,
dass Bedingung (i) in dieser Situation im Allgemeinen auch gar nicht gilt. Unseres Wissens ist
der scharfer Phaseniibergang aus Theorem 6.16 selbst fiir g = 0 (also fiir das Random Connection
Model als zufilliger Graph) noch nicht in der Literatur zu finden.

SchlieBlich wollen wir noch ein paar Beispiele liefern, in denen die Voraussetzungen von Theorem
6.16 erfiillt sind. Dazu betrachten wir zunichst das Boolesche Modell. In [30] wird ein scharfer
Phaseniibergang fiir k-Perkolation im Booleschen Modell (siehe Kapitel 8) unter zwei Bedingungen
an die Formverteilung ® nachgewiesen, die sich dhnlich zu den beiden Bedingungen (V1),(V2)
lesen (siehe (B1),(B2) in nachfolgendem Beispiel). Dabei ist jedoch zu beachten, dass die Perkolati-
onsfunktion dort anders definiert ist.

Beispiel 6.17. Wir betrachten das Boolesche Modell, also A = K% mit den Verbindungsfunktionen
aus (3.40). Die Formverteilung © erfiille die nachfolgenden beiden Eigenschaften.

(B1) Es gibt ein ry > 0 mit
O({K e K’ | B(0,ry) CK}) > 0.

(B2) Es gibt ein R > 0 mit

O({K ek’ | KCBO,R)}) = 1.
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Dann sind die Bedingungen (V1),(V2) erfiillt. Mit A := {K € K | B(0,r,) C K} gilt ncimlich

einerseits fiir alle K, ..., K | € Aund xg, ..., X,y € RY mit diam ({xo, ,xq+1}) <r

q+1

gt (Cor Koo Ceguns Kgun)) = 1{ (xi +K) # 0|
i=0

q+1

]1{ mB(x,.,rO);éﬂ} =1,
i=0

v

weswegen (V1) mit € = 1 und 6 = ry erfiillt ist. Andererseits gilt fiir alle K, ..., K, € {K €
K? | K C B(0,R)} (und damit fiir ©7-fast alle (K, ..., K, )) und x,, ..., x,,; € RY mit
diam ({xo, ..., x,4}) > 2R

q+1
Kq+1((x0,K0), ,(xq+l’ Kq+1)) S ]].{ m B(xi,R) ?é Q} = O,
i=0

womit (V2) mit der Wahl von D = 2R gilt.

Wir weisen darauf hin, dass (q+ 1)-Perkolation im Booleschen Modell (im Sinne von [30]) dquivalent
zur Perkolation von G,(4) in Beispiel 6.17 ist. Da die Verbindungsfunktionen aus (3.40) nur Werte
in {0, 1} annehmen, fassen wir ¥ hier als Poissonprozess auf R x X auf. Mit (g + 1)-Perkolation
im Booleschen Modell ist die Existenz einer unbeschrinkten Zusammenhangskomponenten in der

Menge

Z@th = U (xo+ Kp) N+ N (x, + K,) (6.26)
(x0.Ko):...(x,. K, )EP

gemeint, wobei die Vereinigung hier nur iiber paarweise verschiedene Punkte von W gebildet wird.

Wir nennen eine Menge aus der Vereinigung in (6.26) ein Korn von Z@*D,

Korollar 6.18. Fiir die Menge Z'9*V qus (6.26) und den Simplizialkomplex A = T (V) gilt P-fast

sicher
ZYD perkoliert G () perkoliert.

Beweis. Wie beispielsweise in [47] (Seite 867) erwihnt, bildet die Annahme, dass die Formver-
teilung © sich auf Mengen konzentriert, die den Ursprung enthalten, keine Einschrinkung der
Allgemeinheit. Um die Aussage der Bemerkung zu beweisen, fixieren wir eine Realisierung von P,
sodass die Projektion von ¥ auf R lokal-endlich und einfach ist und alle Marken den Ursprung
enthalten. Einerseits folgt aus der Perkolation von G,(A) die Existenz eines unendlich langen

Kantenwegs 6,65, ... in G,(A). Definieren wir

Z = ﬂ (x + K).

(x,K)€o;
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Dann folgt fiir alle i € N aus [0;,0,,,] € G,(A) zunichst 6; U 0,,; € A und per Definition der
Verbindungsfunktionen (3.40) Z; N Z,,; # @. Also handelt es sich bei der Menge U;cnZ; (es
sind unendliche viele Punkte der lokal endlichen Projektion von ¥ auf R¢ enthalten) um eine
unbeschriinkte zusammenhingende Menge, womit Z“*+! eine unbeschriinkte Zusammenhangskom-
ponente enthélt.

Existiert andererseits eine unbeschriinkte Komponente in Z@*D, so finden wir paarweise verschiede-
ne Korner Z,, Z,, ... von Z*D (also Mengen aus der Vereinigung in (6.26)), sodass Z;,NZ,, | # @
fiir alle i € N gilt. Setzen wir zu i € N mit Z; = njzo(xj +K;)

o; 1= [(xgs Ko)s s (xgs K, (6.27)

so sind fiir alle i € N die beiden Simplizes o;, 0;, in G,(A) durch einen Kantenweg verbunden,
woraus die Perkolation von G ,(A) folgt. Zum Nachweis dieser Behauptung seien i € N, k 1=

o;noi €10,...,q9} und

o; = [(xg, Kp), -, (xq7 Kq)]’ Oit1 = [(xo, Ko), cees (-xk—]7 K1), (1, Cps..., (yq-l,-l—k? Cq+]—k)]

mit paarweise verschiedenen Punkten (x,, Ky), ..., (xq, Kq), 01.Cpseees (yq+1_k, Cq+1—k) von Y.
Dann folgtaus Z,N Z,,; # @

(xg+ Kp)n-nx,+K)N +C) N NWppi—kx + Cppip) # 0. (6.28)
Definieren wir

pj = [(xjsKj)a""(-xq9Kq)’(y1sC])7"~7(yj’Cj)]’ .] € [Cl—k],

so handelt es sich bei o, py, ..., py_k. 0;41 Wegen (6.28) um einen Kantenweg in G, (A). U

SchlieBlich wollen wir noch eine Beispielklasse von Verbindungsfunktionen angeben, die die
Voraussetzungen von Theorem 6.16 erfiillen. Dafiir betrachten wir das unmarkierte stationire
Modell, das aus dem markierten Fall hervorgeht, indem A als einelementige Menge gewihlt wird.
Um die Notation zu vereinfachen, verzichten wir dabei im Folgenden komplett auf den Markenraum
A.

Beispiel 6.19. Es seien ¢, ... s g1 ¢ Ryp — [0, 1] monoton fallende Funktionen, die nicht
Jfast iiberall verschwinden, und D > 0. Definiere Verbindungsfunktionen ¢; : (R 10, 1],
j €lq+ 1], durch

@;(xp,....x;) 1= ¢;(diam ({xq, ..., x,})), j €1lq]
Pyi1(X0s - Xgp1) 1= Ppyr(diam ({xq, ..., x,4})) 1{ diam ({x,,....x,4,}) < D}.

Dann existiert zu jedem j € [q+1] ein bj > 0 mit (bj(bj) > 0. Mit der Notation b .= min

jela1 5 > 0
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undc .= minje[a] qu(bj) > 0 folgt fiir alle x, ... ,x, € R4 mit diam({xg, ..., x

Kgr1(Xgs s Xgq1) = H ®111-1(xp)
B#1C{0,....q+1}
> H c = @D’ -@+3) 5
1C{0,...,q+1},
[11>2

Hier bezeichnet @, _(x[) den Funktionswert von ¢y _; unter den Argumenten x;, i € 1. Also
besitzen die Verbindungsfunktionen @, ..., @, die Eigenschaft (V1). Die Eigenschaft (V2) ist
offensichtlich nach Definition von @, erfiillt.

Beispiel 6.20. Der Vietoris-Rips- und der Cech-Komplex erfiillen die Eigenschaften (V1),(V2).
Ersterer entspricht der Wahl der Verbindungsfunktionen

@1(x,y) 1= 1{llx =yl <2r}, p; =1, jE€{2,....q+1},

fiir ein r > 0. Wegen der Definition der Kantenfunktion kann o0.B.d.A. auch @j(xgs .., X)) 1=
1{diam ({xo, s X }) < D} gewdhlt werden ohne das Modell zu verdndern, wodurch direkt klar
wird, dass es sich um einen Spezialfall von Beispiel 6.19 handelt. Der Cech-Komplex zum Parameter

r > 0 entspricht dagegen der Wahl der Verbindungsfunktionen
050 nxp) 1= 1 0L B # 8}, j€lg+1l,

womit es sich um einen Spezialfall von Beispiel 6.17 mit ©® = 6 ) handelt.






ANHANG A

SIMPLEXKATALOG UND SIMULATIONEN ZUR
NORMALAPPROXIMATION

Auf den nachfolgenden Seiten befinden sich folgende Abbildungen. Zunichst zeigt Abbildung
A.1 geometrische Realisierungen der zu den im Laufe der Arbeit auftauchenden Integralformen
assoziierten Simplizialkomplexe. Aulerdem zeigen die Abbildungen A.2 und A.3 Histogramme der
simulierten standardisierten Euler-Charakteristik mit der Dichte der Standard-Normalverteilung in

den beiden Beispielmodellen aus Abbildung 1.3.
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Abbildung A.1.: Assoziierte Simplizialkomplexe zu den im Laufe der Arbeit auftauchenden Inte-
gralformen
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—N(0,1) —N(0,1)
n=10 n=25
5 peta = 10 5 beta = 10

m— N(0,1)
n=>50
0.40 5 peta = 10

(c)

Abbildung A.2.: Histogramme der standardisierten Euler-Charakteristik von 5,000,000 (a) bzw.
1,000,000 (b) bzw. 100,000 (c) unabhédngigen Realisierungen des Modells mit den Verbindungsfunk-

tionen aus (1.1) (mitr = p = %) fiir verschiedene Grofien des Beobachtungsfensters W = [—%, g]

mit der Dichte der Standard-Normalverteilung
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= N(0,1) == N(0,1)

n=1
5 beta = 100

n=1
5 beta = 250

m— N(0,1)
n=1
0.40 % peta = 500

(c)

Abbildung A.3.: Histogramme der standardisierten Euler-Charakteristik von 5,000,000 (a) bzw.
1,000,000 (b) bzw. 100,000 (c) unabhzngigen Realisierungen des Modells mit den Verbindungs-
funktionen aus (1.2) (mity = 4,0 = ﬁ) fiir verschiedene Werte der Intensitéit f mit der Dichte der
Standard-Normalverteilung



ANHANG B

KOMBINATORISCHE GROSSEN AUS DEM BEWEIS VON
PROPOSITION 4.5

Dieser Abschnitt dient zur Erlduterung und konkreten Angabe der kombinatorischen Grofien
Yijumis Hijmis Vimis Himg ST D, j,m, | € [a + 1] aus dem Beweis von Proposition 4.5. Diese hiingen
nicht von den konkreten Werten der Indizes i, j, m, [ ab, sondern nur davon welche dieser Indizes
identisch sind. Dazu fiihren wir den Begriff einer Multimenge ein.

Bei einer Multimenge M iiber einer Menge A handelt es sich anschaulich gesprochen um eine
Menge mit Elementen in A, bei der Elemente mehrfach vorkommen diirfen, also eine Vielfachheit
besitzen. Formal ist eine Multimenge M gegeben durch eine Menge von Vielfachheiten u, € N,
a € A, notiert durch

M={u,-alae A} oder M= {p, -ay,....u, -a,} (B.1)

n

fir A = {ay, ..., a,}. Wir definieren |M| :=|{a € A| u, # 0}] als die Anzahl von verschiedenen
Elementen in M. Auflerdem meinen wir, wenn wir von Elementen von M sprechen, stets die
Elemente von {a € A| u, # 0}. Dabei sind zwei Multimengen M = {/45,1) calae€e A}, M, =

{ yfzz) -a|a € A} gleich, wenn all ihre Vielfachheiten iiberstimmen, also yfll)

= ,ufzz) firalleae A
gilt. Fiir eine konkrete Multimenge M = {3 - a,2 - b} schreiben wir auch M = {{a,a,a, b, b}}.
Damit lassen sich die kombinatorischen Grofien aus Proposition 4.5 wie folgt beschreiben.

Wir fixieren die Indizes i, j,m,l € [a + 1] und setzen M := {{i, j,m,[}}. Per Definition zdhlt die
GroBe y; ; ,, die Moglichkeiten die Rollen der Mengen in (4.21) zu vertauschen unter Erhaltung
der Bedingungen |I| = i, |J| = j, |[M| = m, |L| = [, wobei nicht Vertauschen auch als eine
Moglichkeit angesehen wird. Deshalb folgt direkt y; ; ,,, = 1 fiir [M| = 4. Da diese Konstruktion

aus (4.21) jeweils symmetrisch in den Mengen I, J und in den Mengen M, L ist, liefert Vertauschen
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von I und J bzw. M und L kein noch nicht gezéhltes Quadtrupel von Mengen. Formal kann y; ; ..,
folgendermallen dargestellt werden. Es seien I, J, M, L vier verschiedene Mengen mit |I| = i,
|J] = j, IM| = m, |[L| = [. Dann z&hlt y, ; ,, die Moglichkeiten zwei dieser vier Mengen
auszuwdhlen, sodass die ausgewihlten Mengen die Kardinalititen i und j besitzen. Das ausgewéhlte

Paar reprisentiert dabei die Mengen, die die Rollen von I, J in (4.21) einnehmen, d.h. formal gilt
Yijml = |{{A,B} c{l,J,M,L}|A# B,|A| =iund |B| =j oder umgekehrt}|.

Fiir [ M| = 2 sagen wir M erfiillt die Eigenschaft (V'), wenn ein Element in M die Vielfachheit 3
und das andere die Vielfachheit 1 besitzt. Dementsprechend erfiillt M die Eigenschaft (V') nicht,

wenn beide Elemente die Vielfachheit 2 besitzen. Damit gilt

p

L, M| =4,
6, M|=1,
1, |M|=3 miti=joderm=1,
Yijmi =13 2, |M|=3 sonst,
3, |M| =2 und M erfiillt die Eigenschaft ('),
I, M|=2 miti=j#m=1,
4, |M]| =2 sonst.

Analog lésst sich y; ,, ; schreiben als

B

Viml = |{Ae (I,M, L} | 1A =i}

wobei I, M, L wieder drei verschiedene Mengen mit |I| =i, |[M| = m und |L| = / sind. Damit
folgt mit N' := {{i,m,1}}

I, |N|=3,

3, INl=1,

I, Nl =2 mitm=1,
2, |N|=2 sonst.

yi,m,l =9

Es bleiben noch die GroBen y; ; ,, ;5 H; - Dabei zdhlt y; ; , ; vier Indizes iy, iy, i3, iy € [a + 1] mit
{{i1,i5,03,i4}} = {{i,j,m,1}} zu widhlen, d.h. es gilt

a+1

Mg 2= Y, W ininisig)y = ({ij,m 1)}

i15insigig=1
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bzw. analog

a+1

pimg = D, U {{iigis)} = {{im1}} }.

ip,ii3=1

Damit ergeben sich die Werte

L M|=1,
24, M| =4,
Hijmi =1y 12, |M]|=3,
4, |M| =2 und M erfiillt die Eigenschaft (V),
6, |M|=2 und M erfiillt die Eigenschaft (V') nicht,

und

1, |N|=1,
Mi,m,l = 37 |N| = 25
6, |N|=3.

Mit diesen Werten der Groeny; ; 1 Hi jmi> Yiom,i> Hi,m, Kann nun fiir jede Wahl der Indizes i, j, m, | €
[a + 1] die Gleichung

*

Hijmi Vijmi +086;; 5::,,1 -2 57,,- (iui,m,l Yimi T Hjmi 7’j,m,1) =0

aus Proposition 4.5 nachgerechnet werden, wobei hier nochmals an die Definition

* .
51',/ T

2, i#],

erinnert sei.
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