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ist es, Etappenziele zu feiern, um die Zuversicht nicht zu verlieren. Ich habe von
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Mein besonderer Dank gilt meinem Doktorvater, Herrn Prof. Dr.-Ing. Marc Kam-
lah. Den fachlichen Austausch, seine Geduld und sein Vertrauen sowie seine
menschliche Unterstützung schätze ich bis heute sehr und haben mir stets Moti-
vation, Zuversicht und Mut gegeben. Für all die wissenschaftliche und finanzielle
Unterstützung bin ich sehr dankbar und werde die gemeinsame Zeit in bester Er-
innerung behalten.
Herrn Prof. Dr. Hans Jürgen Seifert und Herrn Prof. Dr.-Ing. Hermann Nirschl
danke ich für die Übernahme der Korreferate, ihre Zeit und das damit verbundene
Interesse an meiner Arbeit.
Allen Kolleginnen und Kollegen des IAM-MMI und den aus dieser Zeit ent-
standenen Freundschaften danke ich für das tägliche Miteinander in Form von
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fachlichen Diskussionen und persönlichen Gesprächen, die mir den Arbeitsalltag
bereichert haben. Ich werde mich gerne an diese Zeit erinnern.
Ein großes Dankeschön geht auch an meine engsten und liebsten Menschen. Die
mentale Unterstützung, die vielen Gespräche und aufbauenden Worte sowie der
Glaube an mich und meine Fähigkeiten haben mir stets den nötigen Rückhalt
und die Zuversicht gegeben, diese Arbeit voranzutreiben und zu beenden. Mei-
ner lieben Familie danke ich für all die Unterstützung auf meinem bisherigen
Lebensweg, für all die Geduld und die bedingungslose Liebe, die sie mir tagtäg-
lich entgegenbringt.

„Ich danke euch allen von Herzen!“

Karlsruhe, im Oktober 2024 Alexandra Wahn
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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der numerischen Simulation zweier Pro-
zesse, die in der granularen Struktur der positiven Elektrode einer Lithium-Ionen
Batterie ablaufen: dem Kalandrieren der Gesamtstruktur und dem Elektronen-
transport entlang der Binder-Leitruß-Phase.
Das Kalandrieren entspricht einer mechanischen Verdichtung der Feststoffpha-
se bei gleichzeitiger Verkleinerung des Porenraumes, die hier mit der Diskreten
Elemente Methode (DEM) simuliert wird. In der DEM werden alle Feststoffkom-
ponenten, das elastische Aktivmaterial und das viskoelastische Binder-Leitruß-
Gemisch berücksichtigt. Um das unterschiedliche Materialverhalten der Fest-
stoffkomponenten zu beschreiben, wird in dieser Arbeit der Core-Shell-Ansatz
vorgestellt: Zwei sich berührende Partikel bestehen jeweils aus einem Aktivma-
terialkern, der von einer Binder-Leitruß-Schale umgeben ist. Für diese Kontakt-
formulierung wird ein neues rheologisches Modell implementiert, welches das
elastische Verhalten des Aktivmaterials nach der Theorie von Hertz [1] und das
viskoelastische Verhalten der Binder-Leitruß-Mischung nach dem Ansatz von
Radok [2] beschreibt. Eine Erweiterung ermöglicht die Verifikation des Core-
Shell Modells im Rahmen der DEM anhand von Referenzlösungen eines hier
konstruierten kontinuumsmechanischen Modells.
Während des Kalandrierens zeigen die zur Validierung erforderlichen experimen-
tellen Untersuchungen, dass die allgemeine Elektronenleitfähigkeit mit steigen-
dem Verdichtungsgrad zunimmt. Zur Berechnung der effektiven Transporteigen-
schaften des mittels DEM verdichteten Elektrodenmodells wird die Widerstands-
Netzwerk Methode (RN) verwendet [3, 4]. Sie basiert auf einem Netzwerk aus
Knoten und Widerständen und berücksichtigt das Binder-Leitruß-Gemisch in
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Kurzfassung

dieser Arbeit separat in zwei Modellierungsansätzen: Zum einen liegt es als Be-
schichtung des Aktivmaterials vor, zum anderen als zusätzliche homogen verteil-
te Phase im Porenraum.
Die mechanischen Simulationsergebnisse mit dem Core-Shell-Ansatz lassen sich
durch gezielte Wahl der initialen Packungsdichte der Ausgangsstruktur sowie der
Schalendicke an die Messdaten einer nachgestellten Kalandrierung anpassen und
zeigen eine gute Übereinstimmung.
Die hier erhaltenen numerischen Ergebnisse der effektiven Leitfähigkeit des Ge-
mischs nach den beiden RN-Methoden grenzen die Messdaten einer elektroni-
schen Widerstandsmessung auf einen realistischen Bereich ein. Dabei stellt die
Annahme des Core-Shell Modells die untere Grenze und die Annahme der Phase
im Porenraum die obere Grenze der effektiven Leitfähigkeit dar.
Diese Arbeit zeigt, dass die Modellierung des Binder-Leitruß-Gemischs und des-
sen Berücksichtigung in den numerischen Prozessen Herausforderungen mit sich
bringt, deren Hintergründe weiter erforscht werden müssen, um das mechani-
sche und elektronische Verhalten der Elektrode realistisch vorherzusagen und
damit Zeit und Kosten für Experimente einzusparen. Die hier erzielten Ergebnis-
se in Verbindung mit weitergehender Forschung können zu einer signifikanten
Verbesserung der Herstellung einer Batterieelektrodenstuktur führen.
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Abstract

The present work deals with the numerical simulation of two processes that take
place in the granular structure of the positive electrode of a lithium-ion batte-
ry: the calendering of the overall structure and the electron transport along the
carbon-binder phase.
Calendering is a mechanical compaction of the solid phase with simultaneous
reduction of the pore space, which is simulated here using the Discrete Element
Method (DEM). The DEM takes into account all solid components, the elastic
active material and the viscoelastic carbon-binder mixture. In order to describe
the different material behaviour of the solid components, the core-shell approach
is presented in this thesis: Two contacting particles each consist of an active ma-
terial core surrounded by a carbon-binder shell. A new rheological model is im-
plemented for this contact formulation, which describes the elastic behaviour of
the active material according to the theory of Hertz [1] and the viscoelastic beha-
viour of the carbon-binder mixture according to the approach of Radok [2]. An
extension allows the verification of the core-shell model within the framework of
the DEM using reference solutions of a continuum mechanical model construc-
ted here.
During calendering, the experimental investigations required for validation show
that the general electron conductivity increases with increasing degree of com-
paction. The Resistor Network (RN) Method [3, 4] is used to calculate the effec-
tive transport properties of the electrode model compacted by DEM. It is based
on a network of nodes and resistances and considers the carbon-binder mixture
separately in two modelling approaches in this work: It is present both as a coa-
ting of the active material and as an additional homogeneously distributed phase
in the pore space.
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Abstract

The mechanical simulation results with the core-shell approach can be adapted to
the measured data of a subsequent calendering by specific selection of the initial
packing density of the starting structure and the shell thickness and show good
agreement.
The numerical results obtained here for the effective conductivity of the mixture
according to the two RN methods limit the measured data of an electronic resis-
tivity measurement to a realistic range. The assumption of the core-shell model
represents the lower limit and the assumption of the pore space phase represents
the upper limit of the effective conductivity.
This work shows that the modelling of the carbon-binder mixture and its conside-
ration in the numerical processes presents challenges, the background of which
needs to be further explored in order to realistically predict the mechanical and
electronic behaviour of the electrode, thus reducing the time and cost of experi-
mentation. The results achieved here, combined with further research, can lead
to a significant improvement in the manufacture of a battery electrode structure.

vi



Inhaltsverzeichnis

Vorwort . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i

Kurzfassung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iii

Abstract . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v

1 Einleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Gliederung und Vorgehen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2 Grundlagen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.1 Lithium-Ionen-Batterie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1.1 Entwicklung und Aufbau . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.1.2 Funktionsweise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.1.3 Positive Elektrode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.1.4 Diskrete Elemente Methode für sphärische Partikel . . . . 21

2.2 Stand der Forschung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.2.1 Viskoelastische Normalkontaktkraftmodelle . . . . . . . . 37
2.2.2 Effektive Transporteigenschaften . . . . . . . . . . . . . . 41

3 Weiterentwicklung der Diskreten Elemente Methode . . . . . 49
3.1 Aufbau der Initialstruktur – Random-Packing Algorithmen . . . . 49

3.1.1 Random Close Packing-Algorithmus (RCP) . . . . . . . . 50
3.1.2 Drop and Roll-Algorithmus (DNR) . . . . . . . . . . . . . 53
3.1.3 Gegenüberstellung beider Initialstrukturen . . . . . . . . . 88

3.2 Quasi-statische vs. Dynamische DEM-Routine . . . . . . . . . . 92

vii



Inhaltsverzeichnis

3.3 Zeitschrittweite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4 Kontaktgesetze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
4.1 Normalkontakt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

4.1.1 Elastischer Kontakt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
4.1.2 Linear Viskoelastischer Kontakt . . . . . . . . . . . . . . 108

4.2 Tangentialkontakt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
4.3 Validierung eines linear viskoelastischen

Normalkontaktverhaltens im Rahmen der Diskreten
Elemente Methode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
4.3.1 Vorstellung eines kontinuumsmechanischen Finite

Elemente Modells - Modellbeschreibung . . . . . . . . . . 135
4.3.2 Gegenüberstellung von kontinuumsmechanischem

und diskontinuierlichem Ansatz für einen
Zwei-Partikelkontakt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

4.4 Auswertung und Gegenüberstellung der elastischen und
linear viskoelastischen Normalkontaktbeschreibungen im
Rahmen der DEM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
4.4.1 Zwei-Partikelkontakt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
4.4.2 Partikelansammlungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

5 Kombination von elastischem und linear
viskoelastischem Materialverhalten . . . . . . . . . . . . . . . 175
5.1 Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
5.2 Materialkombination in einem Partikelmodell - Idee eines

CORE-SHELL Ansatzes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
5.2.1 Geometrische Annahmen für den Core-Shell-Ansatz . . . . 183

5.3 FEM Core-Shell Normalkontaktmodell als Referenzmodell
für einen Zwei-Partikelkontakt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

5.4 Gegenüberstellung zu bekannten elastischen und linear
viskoelastischen DEM-Normalkontaktmodellen . . . . . . . . . 191

5.5 DEM Core-Shell Normalkontaktmodell . . . . . . . . . . . . . . 197
5.5.1 Einfluss der linear viskoelastischen Schale . . . . . . . . . 201

viii



Inhaltsverzeichnis

5.5.2 Einfluss des elastischen Kerns . . . . . . . . . . . . . . . 207
5.5.3 Interaktion zweier Core-Shell Partikel . . . . . . . . . . . 214
5.5.4 Validierung des Core-Shell Normalkontaktmodells

im Rahmen der DEM für zwei Partikel . . . . . . . . . . . 216
5.5.5 Limitierungen des Core-Shell Modells: Minimale

Schalendicke TOL und Kernkontakt . . . . . . . . . . . . 233
5.5.6 Finale Kontaktbeschreibung des DEM Core-Shell Modells 239
5.5.7 Entlastungsverhalten - Analyse der Hysterese . . . . . . . 241

5.6 Analyse quasi-statischer Be- und Entlastungsprozesse von
Core-Shell Partikelansammlungen . . . . . . . . . . . . . . . . . 244

6 Effektive Transporteigenschaften unter Einbindung
eines Binder-Leitruß-Gemischs . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251
6.1 Widerstands-Netzwerk Methode . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252

6.1.1 Berechnung der effektiven Transporteigenschaften
unter Einbindung des Binder-Leitruß-Gemischs . . . . . . 260

7 Zusammenfassung und Ausblick . . . . . . . . . . . . . . . . . 277

8 Abkürzungs- und Symbolverzeichnis . . . . . . . . . . . . . . 285

9 Liste eigener Veröffentlichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . 295

Literaturverzeichnis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297

A Anhang . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319

ix





1 Einleitung

1.1 Motivation

Der Gedanke, im heutigen Alltag auf Smartphones, iPads oder Laptops verzich-
ten zu müssen, ist kaum noch vorstellbar. All diese technischen portablen Geräte
haben eins gemeinsam: Sie sind auf zuverlässige und sichere Energiespeicher
angewiesen. Ihre Energieversorgung erfolgt über Batterien. Der aktuelle For-
schungsstand dieser Energiespeichersysteme basiert auf einer rasanten Entwick-
lung in den letzten Jahren. Die Möglichkeit, eine Batterie wieder aufzuladen und
damit einen Verbraucher mehr als einmal mit elektrischer Energie zu versorgen,
gilt als Meilenstein in Forschung und Technik. Der Fortschritt von wiederauflad-
baren Zellen begründet den Reiz, die Weiterentwicklung und Verbesserung dieser
Energiespeicher in Bezug auf Energiedichte, Leistung, Lebensdauer etc. ständig
voranzutreiben [5]. Besonders die Lithium-Ionen-Batterie zeichnet sich durch ih-
re hohe Energiemenge, ihre Langlebigkeit, ihre hohe Zuverlässigkeit und Sicher-
heit aus [6–8]. Vor allem der Bereich der Elektrofahrzeuge profitiert von ihr und
erlaubt große Hoffnungen in die stetige Verbesserung ihrer Leistungsfähigkeit
und Reichweite in naher Zukunft. Neben den Anforderungen der Verbraucher
besteht der Wunsch, mit ihnen einen positiven Beitrag zur aktuellen Klimakrise
zu leisten, da sie umweltfreundlicher arbeiten als die noch weit verbreiteten Ver-
brennungsmotoren. Um dieser Herausforderung neben anderen gerecht zu wer-
den, müssen zahlreiche Bereiche der Batterietechnologie im Detail differenziert
und untersucht werden.
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1 Einleitung

Ein großer Teil der Forschung konzentriert sich derzeit auf die Transportprozes-
se, die für die Leistungsfähigkeit einer Batterie entscheidend sind und eine Ver-
besserung implizieren können. Die Ladungsträger (Lithium-Ionen) bewegen sich
während des Betriebs und des Ladevorgangs zwischen zwei Elektroden durch
den Elektrolyten als leitendes Medium bis hin zu und in die porösen Elektro-
denstrukturen [6]. Deren granulare Struktur besteht aus elektrisch leitfähigem
Aktivmaterial sowie Leitadditiven. Der Fokus dieser Arbeit liegt speziell auf
der positiven Elektrode. Ihre Stabilität erhält diese Struktur durch ein polyme-
res Bindemittel, das den Porenraum teilweise einnimmt. An der Phasengrenze
zwischen Aktivmaterial und Elektrolyt findet ein wichtiger elektrochemischer
Prozess statt, bei dem Lithium-Ionen ein- oder ausgelagert werden und dabei je-
weils ein Elektron aufnehmen oder abgeben. Entlang der leitenden Festphase flie-
ßen Elektronen, was zu einem elektrischen Strom führt. Gleichzeitig wandern die
Lithium-Ionen innerhalb des gewundenen Porenraums [6, 7]. Eine weitere ausge-
wogene Optimierung beider Ladungsflüsse ist ein Ziel, das zu einer verbesserten
elektrochemischen Zellperformance beiträgt und Aspekte wie Lebensdauer und
Energigehalt zusätzlich positiv beeinflusst. Die Transportvorgänge innerhalb der
positiven Elektrode werden zum einen bereits durch die Herstellung und zum
anderen durch die gewählten, strukturbestimmenden Materialkomponenten be-
einflusst. Ein konkreter und hier relevanter Schritt im Herstellungsprozess ist das
Kalandrieren, eine mechanische Verdichtung der granularen Struktur [9]. Ziel der
Kalandrierung ist es, den Elektronenfluss entlang der festen Phase aus Aktivma-
terial und leitfähigen Additiven zu verbessern. Nachteilig wirkt sich dies auf den
Bewegungsraum der Ionen aus, da der Porenraum schrumpft.
Experimentelle Kompressionsversuche, die den Kalandrierprozess in der For-
schung nachahmen sollen, spiegeln die Reaktion der Gesamtstruktur in Form von
Spannungen und Verformungen wider. Während der mechanischen Kompressi-
on bewegt sich die Gesamtstruktur und die Materialien interagieren miteinander.
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1.1 Motivation

Das makroskopische Verhalten ist somit auf das Materialverhalten des Aktivma-
terials und des Binder-Leitruß-Gemischs sowie deren gegenseitige Wechselwir-
kungen zurückzuführen. Erst danach wird der Elektrolyt in den Porenraum einge-
füllt [9]. Generell kann jedem Material in Abhängigkeit von seinem Aggregatzu-
stand ein charakteristisches Verhalten zugeordnet werden. In den Materialwissen-
schaften werden solche Verhaltensweisen mit Hilfe von Stoffgesetzen beschrie-
ben, die die charakteristischen mechanischen Materialeigenschaften beinhalten.
Dabei werden vier Klassen unterschieden: elastisches, viskoelastisches, plasti-
sches und viskoplastisches Materialverhalten [10]. Durch unterschiedliche Ma-
terialien lässt sich eine heterogene Struktur definieren. Der Aufbau der positiven
Elektrode aus elastischem Aktivmaterial (Mischoxide), viskoelastischem Binde-
mittel (Polymer) und darin lokalisierten leitfähigen Additiven (Kohlenstoff) ent-
spricht einer solchen Struktur [6]. Um auf das Wechselwirkungsverhalten der
Gesamtstruktur, d.h. auf das makroskopische Materialverhalten infolge äußerer
Einwirkungen schließen zu können, werden neben Experimenten auch numeri-
sche Verfahren eingesetzt. Sie reduzieren den experimentellen Aufwand an Zeit
und Kosten erheblich. Ihre Weiterentwicklung stellt daher einen wichtigen for-
schungsrelevanten Bereich dar. Numerische Simulationen erfordern zunächst ei-
ne Approximation der realen Struktur in Form eines numerischen Modells. Da-
bei müssen die realen Eigenschaften der Struktur, wie z.B. die Form oder die
Materialeigenschaften der Komponenten, in einen numerischen Zusammenhang
gebracht werden. Dazu gilt es Annahmen zu treffen, die die Struktur möglichst
realitätsnah abbilden. Abweichungen von der realen Struktur sind jedoch unver-
meidlich. Durch eine detaillierte Nachbildung auf unterschiedlichen Skalen kön-
nen sie reduziert werden.
Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt auf der Untersuchung und numerischen
Nachbildung des mechanischen und elektronischen Verhaltens der granularen
Elektrodenstruktur. Für die Strukturmodellierung ist eine Identifizierung und Lo-
kalisierung der räumlichen Abmessungen der einzelnen Materialien auf der Par-
tikelebene erforderlich. Für die Elektrode sind die Materialkomponenten, Ak-
tivmaterial und Binder-Leitruß-Gemisch, der Mikroebene zuzuordnen. Dabei ist
zu beachten, dass die Dimension der Leitadditive im Nanometerbereich [9] liegt
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1 Einleitung

und somit auf der gewählten Modellierungsskala der mikroskopischen Aktivma-
terialteilchen separat schwer abbildbar ist [11]. Das Modell wird anschließend
für numerische Berechnungen verwendet. Zur Beschreibung des mechanischen
Verhaltens der granularen Elektrodenstruktur ist die Diskrete Elemente Methode
(DEM) geeignet [12, 13]. Sie hat sich in den letzten Jahren als sichere und zu-
verlässige numerische Methode zur Berechnung von Bewegungsvorgängen dis-
kontinuierlicher Strukturen infolge äußerer Einwirkungen etabliert. Jedes Mo-
dellpartikel entspricht einem diskreten Element, das durch seine Position, Ori-
entierung und Form eindeutig charakterisiert ist. Die Beschreibung der Kontakte
erfolgt auf Partikelebene über rheologische Modelle. Sie enthalten die charakte-
ristischen Materialinformationen. Letztlich kann damit der mechanische Prozess
des Kalandrierens numerisch abgebildet werden.
Das elastische Aktivmaterial ist nach dem derzeitigen Stand der Forschung in
den numerischen Ablauf der DEM integriert [14]. Die regellose Verteilung des
Binder-Leitruß-Gemischs im Porenraum folgt keiner bekannten Gesetzmäßigkeit
und stellt ein noch wenig erforschtes Teilgebiet der Batterietechnologie dar [11].
Tatsache ist, dass die viskoelastischen Effekte des Binders einen wesentlichen
Einfluss auf das mechanische Verhalten der Gesamtstruktur ausüben, was anhand
von Experimenten bestätigt wird. Darüber hinaus leistet der Leitruß einen wich-
tigen Beitrag zur elektronischen Leitfähigkeit der Elektrode. Aufgrund der ge-
ringen Dimension des Leitrußes kann dieser in den mechanischen Simulationen
dieser Arbeit unberücksichtigt bleiben. Der Einfluss des viskoelastischen Bin-
ders wird durch einen neuen Modellansatz in den Ablauf der DEM integriert.
Er vereint zwei Materialkomponenten in einem diskreten Partikel: Ein elasti-
scher, kugelförmiger Kern repräsentiert das Aktivmaterial und ist von einer vis-
koelastischen Schale umgeben, die das Bindemittel darstellt. Es trägt den Titel
eines Core-Shell Partikels. Das Kontaktverhalten zweier solcher Partikel wird
durch ein neues rheologisches Modell beschrieben, welches auf einer Kombina-
tion von bereits bekannten rheologischen Modellen beruht. Sie dienen der Be-
schreibung von rein elastischem und rein viskoelastischem Kontaktverhalten. Sie
werden in dieser Arbeit detailliert vorgestellt. Die Herleitung und Validierung
des Core-Shell Ansatzes anhand einer kontinuumsmechanischen Modellierung
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1.2 Gliederung und Vorgehen

ist ein Hauptinhalt dieser Arbeit. Eine Kalandrierung, die die Existenz des Bin-
ders einschließt, kann letztlich mit numerischen Simulationen nachgebildet und
den experimentellen Ergebnissen gegenübergestellt werden.
Darüber hinaus muss die Binder-Leitruß-Mischung bei der Berechnung der ef-
fektiven Transporteigenschaften berücksichtigt werden. Hierzu wird die Wider-
stands-Netzwerk Methode verwendet, bei der die Struktur in ein Modell aus Kno-
ten und Widerständen überführt wird [3, 15]. Die genaue Lokalisierung, insbe-
sondere des Leitrußes, ist schwierig und stellt im Vergleich zu den restlichen
Feststoffen im Mikrometerbereich eine Herausforderung für experimentelle Un-
tersuchungen dar [11]. Für eine numerische Modellierung bedeutet dies, dass ge-
eignete Annahmen getroffen werden müssen, die die Einbindung des Gemischs
in Lage und Form möglichst realitätsnah berücksichtigen. Ziel sind aussagekräf-
tige Simulationsergebnisse. Eine Annahme, die auf dem Core-Shell Ansatz be-
ruht und die Position des Leitrußes in der Schale vorgibt, kann mit Hilfe einer
Erweiterung der Widerstands-Netzwerk Methode zu einem Oberflächenleitfähig-
keitsmodell [4] berechnet werden.
Die numerische Simulation des mechanischen und elektronischen Verhaltens der
positiven Elektrode einer Lithium-Ionen-Batterie wird in dieser Arbeit detailliert
vorgestellt. Im folgenden Abschnitt wird der Aufbau der vorliegenden Arbeit
präsentiert, um einen Überblick über die generelle Vorgehensweise und Struktu-
rierung zu geben und dem Leser vorab einen Einblick in die Durchführung der
mechanischen und elektronischen Untersuchungen zu ermöglichen.

1.2 Gliederung und Vorgehen

Kapitel 2: Grundlagen Die Arbeit beginnt mit der Definition, dem Aufbau
und der Funktionsweise einer Lithium-Ionen-Batterie [6–8]. Da der Schwerpunkt
auf der mechanischen und elektronischen Charakterisierung der positiven Elek-
trode (Kathode) liegt, wird dieser ein eigener Abschnitt gewidmet. Die granulare
Struktur bildet die Grundlage für die numerische Modellierung der Kathode. Zur
Beschreibung diskontinuierlicher Systeme wird die DEM verwendet [13, 16].
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1 Einleitung

Daher wird der allgemeine Ablauf dieser Methode beschrieben, um damit die
in dieser Arbeit durchgeführten Berechnungen nachvollziehen zu können. Einen
Einfluss auf die Berechnungen haben die Kontaktmodelle, die zur Beschreibung
des Kontakts der einzelnen Partikel verwendet werden. Sie integrieren das indivi-
duelle Materialverhalten aller die Kathode definierenden Komponenten. Der ak-
tuelle Stand der Forschung, hier speziell zu bestehenden Kontaktformulierungen
für die Normalenrichtung, wird dargestellt. Das Grundlagenkapitel endet mit ei-
nem Überblick über die effektiven Transporteigenschaften der Kathodenstruktur.
Sie definieren einen relevanten Forschungsbereich einer Lithium-Ionen-Batterie,
um deren Leistungsfähigkeit weiter zu optimieren.

Kapitel 3: Weiterentwicklung der Diskreten Elemente Methode Dieser Ab-
schnitt konzentriert sich auf die Erweiterungen der DEM, die in dieser Arbeit
durchgeführt werden. Zufallsbasierte Algorithmen werden verwendet, um nume-
rische Ausgangsmodelle, die Initialstrukturen, zu generieren. Diese Strukturen
entsprechen kontaktfreien Partikelsystemen in einem vordefinierten Raumvo-
lumen. Neben dem bereits existierenden Random Close Packing-Algorithmus
[17, 18] wird der Drop and Roll-Algorithmus [19] ausführlich erläutert. Eine
Analyse und Bewertung der Packungsdichte folgt den Ablaufschemata beider Al-
gorithmen. Anschließend wird der Unterschied zwischen einer quasi-statischen
und einer dynamischen Version der DEM aufgezeigt. Die dynamische Routine
bildet die Grundlage für die hier relevanten Berechnungen mit der DEM zur Ab-
bildung von Bewegungsabläufen der Partikelsysteme infolge dehnungsgesteu-
erter Einwirkungen. Für diesen physikalischen Prozess ist die Zeitschrittweite
[20] des numerischen Verfahrens ein wichtiger Einflussparameter, der Risiken
hinsichtlich Konvergenz, Genauigkeit und Stabilität der Rechnungen birgt. Aus
diesem Grund wird eine genauere Diskussion dieser Größe vorgenommen.
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1.2 Gliederung und Vorgehen

Kapitel 4: Kontaktgesetze Inhalt dieses Abschnitts ist die Einführung in die
Kontaktbeschreibung in Normalen- und Tangentialrichtung mit Hilfe rheolo-
gischer Modelle, die im Rahmen der DEM verwendet werden. Der Schwer-
punkt liegt auf dem elastischen und linear viskoelastischen Materialverhalten
zur Beschreibung eines Kontaktes in Normalenrichtung. Dieses Materialverhal-
ten ist aufgrund des elastischen Aktivmaterials und des viskoelastischen Binder-
Leitruß-Gemischs als Komponenten der Kathode relevant. Zur Formulierung der
Viskoelastizität wird eine aus der Literatur bekannte Theorie nach Radok [2]
verwendet. Seine Annahmen gehen von einer elastischen Lösung aus. Die Elas-
tizitätskonstanten werden durch Integraloperatoren ersetzt, worüber eine Zeitab-
hängigkeit inkludiert wird. Dieser alternative Ansatz wird in dieser Arbeit für
einen Kugelkontakt durch einen Vergleich mit einem kontinuumsmechanischen
Modell validiert. Letzteres wird mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente
(FEM) berechnet. Es folgt ein Vergleich eines bekannten elastischen Modells,
das auf der Hertz’schen Theorie [1] basiert, mit dem zuvor validierten linear
viskoelastischen Modell in Normalenrichtung. Abschließend werden große Par-
tikelansammlungen mit rein elastischem und rein linear viskoelastischem Mate-
rialverhalten untersucht und die Ergebnisse ausgewertet.

Kapitel 5: Kombination von elastischem und linear viskoelastischem
Materialverhalten Dieses Kapitel beinhaltet das Hauptthema der vorliegen-
den Arbeit: die Motivation, Einführung, Herleitung und Validierung einer Core-
Shell Kontaktformulierung für die Normalenrichtung. Die Idee basiert auf der
Kombination zweier Materialien in einem Modellpartikel, um ein kombiniertes
Materialverhalten von elastischem Aktivmaterial und viskoelastischem Binder-
Leitruß-Gemisch entsprechend der Kathode abbilden und mit der Diskreten Ele-
mente Methode berechnen zu können. Die Partikelform ist die einer Kugel, beste-
hend aus einem kugelförmigen Kern und einer ihn umhüllenden Schale. Der Kern
repräsentiert das elastische Aktivmaterial. Die Schale stellt das Binder-Leitruß-
Gemisch dar, das hier jedoch ausschließlich die mechanischen Eigenschaften
des viskoelastischen Binders trägt. Der mechanische Einfluss des nanoskaligen
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1 Einleitung

Leitrußes ist weitgehend unerforscht und wird daher in den mechanischen Be-
rechnungen nicht berücksichtigt. Diese Kontaktbeschreibung im Rahmen der
DEM basiert auf den bekannten rheologischen Modellen zur Kontaktbeschrei-
bung von elastischem und linear viskoelastischem Materialverhalten aus Kapitel
4, die kombiniert und mit dimensionslosen Funktionen erweitert werden. Diese
Formulierung wird an die Referenzlösungen eines kontinuumsmechanischen Fi-
nite Elemente-Modells zweier sphärischer Core-Shell Partikel angepasst. Die
Modellvalidierung integriert den Einfluss von dünner und dicker werdenden
Schalen bei konstantem Partikelradius. Das Entlastungsverhalten wird eben-
falls aufgrund numerischer und materialabhängiger Einflüsse thematisiert, um
schließlich das mechanische Antwortverhalten einer Partikelansammlung unter
Verwendung des Core-Shell-Ansatzes infolge äußerer dehnungsgesteuerter Be-
und Entlastung beschreiben zu können. Ziel ist die Nachbildung des makrosko-
pischen Spannungsverhaltens, welches an experimentellem Verhalten validiert
wird.

Kapitel 6: Effektive Transporteigenschaften unter Einbindung des
Binder-Leitruß-Gemischs Schließlich werden die effektiven Transporteigen-
schaften der mechanisch verdichteten Core-Shell Partikelstruktur untersucht.
Hierbei liegt der Fokus auf der effektiven elektronischen Leitfähigkeit des Binder-
Leitruß-Gemischs, das nach dem Core-Shell-Ansatz in der Schale angenommen
wird. Nach einer Einführung in die Widerstands-Netzwerk Methode [3, 15] zur
Berechnung der effektiven Transporteigenschaften wird mit Hilfe einer Model-
lerweiterung, einem Oberflächenleitfähigkeitsmodell, die effektive elektronische
Leitfähigkeit der Schale berechnet. Darüber hinaus existiert eine alternative Ver-
sion der Integration des Binder-Leitruß-Gemischs in die Widerstands-Netzwerk
Methode: Das Gemisch wird als prozentualer Anteil im Porenraum zwischen
reinen Aktivmaterialpartikeln angenommen [4]. Ein Vergleich der experimentel-
len Messungen der elektronischen Leitfähigkeit der gesamten Elektrodenstruktur
während der mechanischen Verdichtung mit den numerischen Ergebnissen auf
Basis der vorgestellten Varianten der Widerstands-Netzwerk Methode bildet den
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1.2 Gliederung und Vorgehen

Abschluss dieser Arbeit.

Zusammenfassung und Ausblick Abschließend werden die Inhalte und Er-
gebnisse zusammengefasst und durch einen Ausblick auf noch ausstehende The-
men ergänzt.
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2 Grundlagen

2.1 Lithium-Ionen-Batterie

Die Lithium-Ionen-Batterie zählt als galvanische Zelle zu den elektrochemi-
schen Energiespeichersystemen, die eine intensive Nutzung von herkömmlichen
portablen Geräten, wie beispielsweise Telefonen oder Computern, aufgrund ihrer
hohen Energiedichte ermöglichen. Der Begriff Energiespeichersystem fasst die
Tätigkeit und den daraus resultierenden Nutzen in einem Wort zusammen [6].
Unter Anschluss einer Stromquelle findet eine Umwandlung von elektrischer in
chemische Energie statt, die gespeichert wird, um sie bei Bedarf für einen Ver-
braucher bereitzustellen. Energie [Wh] allgemein ist das Produkt aus Kapazität
[Ah] und mittlerer Entladespannung [V] [6]. Die Kapazität kennzeichnet dabei
die Ladungsmenge, die nach vollständiger Ladung zur Verfügung steht [7]. Die
Eigenschaft des wieder Aufladens definiert einen Akkumulator (Sekundärzelle),
während eine herkömmliche Batterie (Primärzelle) nach einmaliger Entladung
nicht wieder aufgeladen werden kann. Der Fortschritt der mehrmaligen Ladung
gilt als Meilenstein dieses Forschungsbereichs.
Ein Lithium-Ionen-Akkumulator umfasst all jene Akkumulatoren, die Lithium-
Ionen in allen reaktionsfähigen Phasen der Zelle enthalten. Im alltäglichen Sprach-
gebrauch sowie in dieser Arbeit hat sich die Bezeichnung der Lithium-Ionen-
Batterie (LIB) etabliert, die aber einen Akkumulator bezeichnet [7]. Ihr geringes
Gewicht [kg], die hohe spezifische Energie [Wh/kg] sowie Leistung [W] und
der hohe Wirkungsgrad während des Ladens bzw. Entladens mit einer Zyklen-
zahl von mehr als Hundert gehören zu den Vorzügen einer LIB. Daher wird sie
für die Nutzung von Elektrowerkzeugen, -fahrzeugen, aber auch für stationäre
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2 Grundlagen

Speicher eingesetzt. Die Weiterentwicklung der Elektromobilität liegt zurzeit im
Fokus des Konsumerbereichs und soll durch die immer höher werdenden An-
sprüche stetig verbessert werden. Zu den optimierungsrelevanten Punkten einer
LIB zählen dabei die Leistungsfähigkeit, Lebensdauer, Sicherheit, der Kosten-
aspekt sowie die Größe der Zellen [6].
Der Aufbau, die Funktionsweise, die Anwendung und den Nutzen einer LIB sol-
len fortan näher erläutert werden, mit dem Ziel, eine Vorstellung speziell von der
positiven Elektrode zu gewinnen. Deren Beschaffenheit und Wirkungsweise sind
Grundlage und Inhalt der Simulationsarbeiten dieses Promotionsthemas.

2.1.1 Entwicklung und Aufbau

Der Aufbau einer elektrochemischen Zelle involviert zwei Elektroden, einen Se-
parator und einen Elektrolyten, die in Summe von einem Gehäuse umgeben sind
[7]. Die Zelle versorgt einen Verbraucher mit elektrischer Energie. Dabei wird
die positive Elektrode als Kathode und die negative Elektrode als Anode be-
zeichnet. Besteht die Möglichkeit einer erneuten Ladung werden Kathode und
Anode miteinander vertauscht. Die Namensgebung wird häufig auf dem Entlade-
prozess beruhend verwendet, was auch für diese Arbeit gilt [7].
Rückblickend hat die Primärzelle 1962 den Grundstein der mobilen Energiever-
sorgung gelegt [6]. Für die ersten Zellen dieser Art wurde als Anodenmaterial
metallisches Lithium verwendet. Lithium zeichnet sich als das Element mit dem
niedrigsten elektrochemischen Standardpotential von E0 = −3.04V gegenüber
einer Standardwasserstoffelektrode (SHE) aus und ist damit für die Anwendung
im Batteriebereich ideal geeignet [6]. Bei 20°C befindet es sich in einem fes-
ten Aggregatzustand und hat eine molare Masse von m = 6.94g/mol mit einer
Dichte von ρ = 0.534g/cm3. Damit ist es das leichteste Metall mit einem Atom-
radius von ∼ 150pm. Metallisches Lithium bringt jedoch negative Aspekte mit
sich. Ein Beispiel ist der Kontakt mit Wasser. Dabei kommt es zu einer Reaktion,
bei der Wärme freigesetzt wird. In Extremfällen besteht hier sogar Brandgefahr.
Daher sind der sorgfältige und richtige Umgang sowie eine sachgemäße Entsor-
gung von großer Bedeutung [8]. Daneben stellt das Wachstum von Dendriten
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2.1 Lithium-Ionen-Batterie

ein Risiko dar. Es handelt sich um elektrochemische Ablagerungen in Form von
nadelartigen Strukturen auf der Anodenoberfläche, die sich während dem Lade-
vorgang ausbilden. Eine Gefahr besteht dann, wenn sie durch die poröse Sepera-
tormembran vordringen und damit Kurzschlussreaktionen innerhalb der Batterie
hervorrufen können.
Die Firma Moli Energy entwickelte 1985 die erste Sekundärzelle, ebenfalls unter
Verwendung von metallischem Lithium, was allerdings Sicherheitsprobleme zur
Folge hatte. Ziel war es fortan, eine Alternative zu finden, bei der die positiven
Eigenschaften von Lithium dennoch genutzt werden können. 1991 brachte Sony
die erste LIB auf den Markt, bei der Lithium ausschließlich in Form von Ionen
vorlag [6].
Abbildung 2.1 zeigt den grundlegenden Aufbau sowie die Funktionsweise einer
LIB in einer Skizze. Während ihrem Betrieb findet Elektronen- (e−) sowie Ionen-

Abbildung 2.1: Aufbau und Funktionsweise einer Lithium-Ionen-Batterie (LIB), basierend auf [21].

transport (Li+) zwischen zwei Elektroden statt. Bei den Elektroden handelt es
sich jeweils um eine poröse Struktur aus pulverartigem Aktivmaterial und Binde-
mittel. Zusätzlich sind Leitadditive präsent, die sich durch eine hohe elektrische
Leitfähigkeit auszeichnen [6]. Sie lagern sich als Nanopartikel regellos im Binder
an und sind in ihrer Position stabilisiert. Das jeweilige Elektrodenmaterial wird
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2 Grundlagen

auf metallische Leiter oder Kollektoren geschichtet. Die Kollektoren sind über
einen Stromleiter mit einem Verbraucher verbunden und müssen chemisch und
elektrochemisch inaktiv mit den jeweiligen, sie umgebenden Substanzen sein.
Ansonsten kann dies zu einer Auflösung des jeweiligen Kollektors führen. Als
Kollektormaterial für die Anode wird häufig Kupfer und für das der Kathode
Aluminium gewählt [5]. Als Anoden-Aktivmaterial werden seit 1984 durch For-
schungen von Sanyo hauptsächlich Graphite oder amorphe Kohlenstoffverbin-
dungen verwendet, die sich im unteren Spannungsbereich ideal eignen und eine
hohe Energiedichte aufweisen [7]. Für die Kathode werden u.a. Mischoxide ge-
wählt. Die elektrische Leitfähigkeit dieser Kathoden-Aktivmaterialien ist mäßig
bis schlecht einzustufen. Die Leitadditive werden aus diesem Grund desagglome-
riert, verkleinert und dispergiert [9] und steigern letztlich die elektrische Leitfä-
higkeit der gesamten Kathode. Das Bindemittel lässt sich auf der Mikroebene als
haarartige, das Aktivmaterial ver- und benetzende Struktur in dessen Porenraum
identifizieren und dient allgemein der Stabilisierung des gesamten Elektroden-
aufbaus. Aufgrund der Porosität dieser granularen Aktivmaterialstruktur ist ihr
eine große spezifische Oberfläche zuzuordnen. Diese kennzeichnet die Grenzflä-
che zwischen dem Aktivmaterial und dem Elektrolyten. Er füllt den verbleiben-
den Porenraum und dient als Ladungsträger, sodass sich die Lithium-Ionen inner-
halb der Zelle von einer Elektrode zur anderen bewegen können [6, 7]. Im Allge-
meinen findet an der aktiven Oberfläche eine, für die Funktion einer LIB wichti-
ge, elektrochemische Reaktion statt, die sogenannte (De-)Interkalation. Das be-
deutet, dass dort die Ein- bzw. Auslagerung der Lithium-Ionen in bzw. aus dem
Aktivmaterial stattfindet. Der Separator trennt die Elektroden räumlich von-
einander. Als hoch- und gleichmäßig poröse Schicht erlaubt der Separator ein
Passieren von Ionen durch die Porenöffnungen. Gleichzeitig muss er aus einem,
mit den Ionen und dem Elektrolyten, nicht-reaktiven Material bestehen. Beispie-
le sind Vliesstoffe oder polymere Folien, wie Polyethen (PE) oder Polypropen
(PP). Der Separator hat die Aufgabe die beiden Elektroden elektrisch vonein-
ander zu isolieren, um interne Kurzschlussreaktionen zu verhindern [5–7]. An
der Anodenoberfläche bildet sich durch Zersetzung des Elektrolyten eine Passi-
vierungsschicht aus, die als Solid Electrolyte Interface (SEI) betitelt wird. Sie
verhindert eine fortschreitende Zersetzung des Ionenleiters und ist damit für den
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Betrieb einer solchen Batterie unabdingbar.
Der geschilderte Aufbau einer Zelle muss durch eine Abdichtung vor eventueller
Schädigung gesichert sein. Diese liegt in Form eines Gehäuses etwa aus Alumi-
nium, Stahl oder Kunststoffen vor. Durch gezielte Aneinanderschaltung mehrerer
solcher Zellen lässt sich Einfluss auf Kapazität oder Energiedichte der gesamten
Batterie nehmen [7].

2.1.2 Funktionsweise

Die grundlegende Aufgabe einer Batterie oder eines Akkumulators liegt darin,
einen Verbraucher mit elektrischer Energie zu versorgen. Dabei entlädt sich das
bereitgestellte Energiespeichersystem [6]. Die auf die Primärzelle bezogene Na-
mensgebung von Anode und Kathode, kongruiert hier mit dem physikalischen
Prozess [7]. An der Anode findet eine Oxidation statt. Neutrale Lithium-Atome
diffundieren hier an die Oberfläche des Aktivmaterials und spalten sich dort
durch die elektrochemische Reaktion jeweils in ein Lithium-Ion (Li+) und ein
Elektron (e−). Die Elektronen wandern über den Stromleiter sowie einen äuße-
ren Stromkreis hin zur positiven Elektrode. Auf diesem Weg wird der Verbrau-
cher mit elektrischer Energie versorgt (vgl. Abbildung 2.1). Gleichzeitig leitet
der Elektrolyt die Lithium-Ionen durch den Separator zur Kathode. Dort findet im
Allgemeinen eine Reduktion statt [6]. An der Phasengrenze, der aktiven Oberflä-
che, verbinden sich Li+ und e− zu neutralen Lithium-Atomen. Diese lagern sich
in die Schichten des Aktivmaterials ein, was als Interkalation bezeichnet wird.
Für eine Graphitanode und eine Kathode, bestehend aus Lithium-Kobaltoxid
(LiCoO2), gelten folgende Reaktionsgleichungen während des Entladeprozesses
[5]:

Reduktion an positiver Elektrode : Li1−xCoO2 + xLi++ xe− → LiCoO2,

Oxidation an negativer Elektrode : LiC6 → xLi++ xe−+Li1−xC6.

Wird dieser Vorgang beendet, lässt sich ein Akkumulator unter Anschluss ei-
ner äußeren Stromquelle erneut aufladen. Der Prozess findet umgekehrt statt [6].
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Die Lithium-Ionen werden an der Kathode ausgelagert, d.h. sie deinterkalieren
dort. Die Ionen wandern erneut durch den Elektrolyten, nun zur Anode. Parallel
fließen die abgespaltenen Elektronen über den Stromleiter und äußeren Strom-
kreis ebenfalls von Kathode zu Anode. Final lagern sich die Lithium-Atome in
die Schichten des Anoden-Aktivmaterials ein. Während der Ladung wandelt sich
elektrische in chemische Energie um, wird im Akkumulator gespeichert und steht
nach vollständiger Ladung einem Verbrauchergerät zur Verfügung [6, 7].

2.1.3 Positive Elektrode

Die Kathode setzt sich aus unterschiedlichen Komponenten zusammen. Mit rund

Abbildung 2.2: SEM (Scanning Electron Microscopy)-Aufnahmen zur Veranschaulichung der gra-
nularen Elektrodenstruktur einer LIB auf unterschiedlichen Größenskalen. Visuali-
sierung der unterschiedlichen Phasen: Aktivmaterialpartikel als Primär- (Lithium-
Nickel-Mangan-Cobalt-Oxid [NMC], 1µm - o.l.) sowie Sekundärpartikel (NMC,
10µm - o.r. - und Lithium-Eisenphosphat [LFP], 1µm - u.), Binder- (Polyvinyli-
denfluorid [PVDF]) Leitadditivgemisch (Kohlenstoffagglomerate und Graphit) und
Elektrolyt im Porenraum, M.Janzen, T.Brendel, IAM-MMI, 2020.
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90 Masse-% übernimmt das granulare Aktivmaterial, hier in Form von Pulver
auf der Mikroskala, den Hauptbestandteil. Hinzukommen jeweils 5 Masse-%
Bindemittel und Leitadditive. Eine SEM-Aufnahme einer solchen Struktur wird
in Abbildung 2.2 gezeigt. Während einer herkömmlichen Herstellung [9] wird
dem Gemisch der drei Feststoffe zur Steigerung der Mischbarkeit ein Lösungs-
mittel zugegeben. Alle Komponenten werden vermengt und im Anschluss auf
den Stromableiter geschichtet, gefolgt von einer Trocknung. Das Lösungsmittel
lässt sich dadurch entfernen und es verbleibt eine poröse Elektrodenstruktur, de-
ren Schicht sich infolge des Trocknungsprozesses verfestigt [9]. Im Porenraum
befindet sich das gelartige Gemisch aus Bindemittel und Leitadditiven, was sich
in Abbildung 2.2 (o.l.) als Ablagerung auf den Primärpartikeln erkennen lässt.
Für Letztere eignet sich Ruß. Als Bindemittel kommt oft Polyvinylidenfluorid
(PVDF) zum Einsatz. PVDF ist der Gruppe der Polymere zuzuordnen [22]. Im
Anschluss an die Trocknung wird die Elektrodenstruktur mechanisch kompri-
miert. Diese Kalandrierung ist notwendig, um die poröse Struktur zu verdich-
ten. Die Kompaktierung impliziert eine zunehmende Kontaktanzahl zwischen
den einzelnen Aktivmaterialpartikeln sowie Leitadditiven. Grund des Verdich-
tens ist die notwendige Bereitstellung von durchgehenden Transportpfaden für
die Elektronen. Diese geladenen Teilchen finden ihren Weg über die leitende
Festphase über kontinuierliche Wege, den Perkolationspfaden. Allerdings besit-
zen Mischoxide als Aktivmaterial nur eine geringe elektronische Leitfähigkeit,
weshalb die Zugabe von Leitadditiven essentiell ist. Sie stellen untereinander so-
wie durch Kontaktierung mit dem Aktivmaterial zusätzliche Transportwege für
die Elektronen bereit. Mit der Verdichtung geht eine Reduktion des Porenraums
einher. Durch die vorwiegend konvexe Form der einzelnen Aktivmaterialparti-
kel entstehen im Porenraum flaschenhalsähnliche Verengungen an den Stellen,
an denen die Partikel ihren kürzesten direkten Abstand zueinander haben. Diese
geometrischen Ausbildungen beeinträchtigen dort den Porenraum. Je kleiner der
Abstand der Partikeloberflächen, d.h. je enger der Porenraum, desto schwieriger
ist es für die Lithium-Ionen, diesen Weg zu passieren. Die Gewundenheit der Po-
renstruktur, die Tortuosität, nimmt mit reduzierter Porosität zu, wohingegen die
Anzahl der Elektronenleitpfade sowie die Kontaktfläche zwischen den Partikeln
anwächst. Beides steigert die elektrische Leitfähigkeit und reduzieren damit den
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Widerstand durch weniger ausgeprägte Festphasenflaschenhälse [23]. Um noch
einen ausreichenden Raum für den Ionenfluss bereitstellen zu können, ist der
Porenraum auf ein Volumen von 30-35% des Schichtvolumens der Elektrode [9]
zu reduzieren.
Im Anschluss der Elektrodenfertigung folgt die Zellassemblierung. Sie involviert
die Befüllung des Porenraums mit Elektrolyt. Ab diesem Punkt kann eine For-
mation stattfinden, d.h., dass der Akkumulator erstmalig geladen werden kann,
wobei die wichtige Passivierungsschicht (SEI) auf der Anodenoberfläche ent-
steht. Anschließend ist die Zelle in der Lage einen Verbraucher mit elektrischer
Energie zu versorgen.
Ziel der Kathodenherstellung ist die Ausbildung des aktiven Netzwerks aus
Transportpfaden für Elektronen und Ionen sowie eine große aktive Oberfläche zur
(De-)Interkalation der Lithium-Ionen, um eine bestmögliche Zellperformance zu
garantieren [9]. Es mangelt jedoch immer noch an Wissen über die optimale bzw.
genaue Verteilung der individuellen Komponenten der Elektrode, vor allem dem
Binder-Leitruß-Gemisch [11], weshalb eine Analyse des mechanischen sowie
elektrochemischen Verhaltens zur numerischen Reproduktion essentiell ist. Zur
Nachbildung der Elektrodenstruktur ist eine vereinfachende Annahme, die gra-
nularen Aktivmaterialpartikel als Kugeln zu betrachten (siehe Abbildung 2.3). Je
nach Wahl des Mischoxids liegt der mittlere Partikelradius zwischen 0.5 µm und
5.0 µm [24]. Eine Obergrenze wird in dieser Arbeit aus der Abbildung 2.2 (o.r.)
mit 10.0 µm für ein Sekundärpartikel abgeschätzt. Experimentell lässt sich mit
Hilfe einer Kompressionsmaschine eine Kalandrierung nachahmen. Nickel(Ni)-
Mangan(Mn)-Kobalt(Co)-Oxid, kurz NMC, ist das in diesem Fall gewählte Mi-
schoxid. Es vereint gezielt gewählte Komponenten, die einzeln betrachtet die
Zellperformance verbessern können. So ist LiCoO2 eine hohe Kapazität und gu-
te Elektronenleitfähigkeit zuzuweisen [6], wohingehen LiNiO2 eine hohe Leit-
fähigkeit besitzt. Eine hinreichende Stabilität bei Überladung und einen guten
Preis zeichnen LiMnO2 aus [5]. NMC vereint diese positiven Eigenschaften in
einem Material und gilt neben LFP (Lithium-Eisenphosphat, LiFePO4) als ak-
tuell erfolgreichstes Kathodenmaterial mit einer Kapazität von 130− 160Ah/kg
und einer Arbeitsspannung von 3.8−4.0V [6].
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2.1 Lithium-Ionen-Batterie

Abbildung 2.3: Übergang zum numerischen Modellierungsansatz: Annahme der granularen Sekun-
därpartikel einer LIB-Kathodenstruktur als sphärische, diskrete Elemente in einem
fest vordefinierten, die Struktur in allen Eigenschaften repräsentierenden Volumen-
raum, M.Janzen, IAM-MMI, 2020.

Das Spannungs-Verschiebungs-Diagramm in Abbildung 2.4 zeigt das Resul-
tat des Kompressionsexperiments. Die Kurve repräsentiert einen irreversiblen,
nichtlinearen Spannungsverlauf der granularen Struktur in Form einer Hystere-
se. Der Entlastungspfad weicht von dem Belastungspfad ab. Vermutungen nach
könnte dieses Verhalten auf eine Partikelumordnung aufgrund des granularen
Aufbaus hindeuten. Gleichzeitig ist jedoch die Präsenz des Binders nicht außer
Acht zu lassen, was ein zeitverzögertes Verhalten zu der äußeren Beanspruchung
erklären kann. Die Rußpartikel befinden sich als dispergierte Nanopartikel [9]
innerhalb des Binders. Deren mechanischer Einfluss während des mechanischen
Kompressionsvorgangs ist weitgehend unerforscht. Aktivmaterial und Bindemit-
tel weisen ein unterschiedliches Materialverhalten auf. Während das Granulat
elastische bis hin zu elastoplastischen Eigenschaften besitzt [14], definieren den
Binder viskoelastische Eigenschaften, d.h. er verhält sich zeitabhängig und zäh.
Das Aktivmaterial hingegen reagiert zeitunabhängig.
Diese Komponenteninteraktion ist Gegenstand der vorliegenden Arbeit. Die rea-
le Elektrodenstruktur wird zunächst in ein Modell übersetzt, um es numerischen
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2 Grundlagen

Abbildung 2.4: Spannungsbehaftetes Antwortverhalten der Kathodenstruktur (Nickel-Mangan-
Kobalt-Oxid) infolge einer einachsigen, kraftgesteuerten Kompression, M.Janzen,
IAM-MMI, 2020.

Rechenverfahren wie der partikulären Diskreten Elemente Methode (DEM) be-
reitstellen zu können. Die numerische Reproduktion der realen Mechanik ei-
ner Kathodenstruktur, hier die Kalandrierung, ermöglicht eine anschließende
Berechnung der effektiven Tranporteigenschaften einer verdichteten Struktur.
Kleine Flaschenhälse in Festphase und Porenraum, d.h. kleine Kontaktflächen
und kleine Querschnitte der Porenpfade, bewirken einen größeren Widerstand
des Elektronen- bzw. Ionenflusses. Das Problem der Berechnung der effektiven
Transporteigenschaften wird über die Widerstands-Netzwerk (RN) Methode ge-
löst.
Es ist erwiesen, dass eine Verbesserung der einen Leitfähigkeit eine Verschlech-
terung der anderen impliziert. Eine optimale Ausgewogenheit der Leitfähigkeiten
für Elektronen und Ionen gilt es anzustreben, sodass die übergeordnete Zellper-
formance davon profitiert.
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2.1 Lithium-Ionen-Batterie

2.1.4 Diskrete Elemente Methode für sphärische
Partikel

In den 1970er Jahren führten Cundall und Strack [16] die Diskrete Elemente Me-
thode (DEM) erstmalig ein. Es ist ein numerisches Verfahren, welches die Grund-
prinzipien der Dynamik nutzt, um Bewegungsabläufe diskontinuierlicher Struk-
turen zu beschreiben. Sie resultieren aus dem Zusammenspiel aller Translations-
und Rotationsbewegungen

U

∑
u=1

Fi
u = mi ·ai, (2.1)

U

∑
u=1

Mi
u = Ji · ω̇ i (2.2)

der individuellen Partikel. Dabei entspricht ∑
U
u=1 Fi

u und ∑
U
u=1 Mi

u der jeweiligen
Summe aller, auf ein aktuelles Partikel i, einwirkenden Kräfte und Momente der
Anzahl U . Die Partikelmasse mi, das Trägheitsmoment Ji sowie die partikelbe-
zogene Beschleunigung ai und Winkelbeschleunigung ω̇ i haben Einfluss auf die
dynamischen Bewegungsgleichungen1. Der eigentliche Prozess findet damit auf
Partikelebene statt. Jedes einzelne Partikel oder Teilchen wird als diskretes Ele-
ment betrachtet und ist durch seine Position im Raum, Geschwindigkeit, Orien-
tierung, Form und Größe eindeutig definiert. Die Geometrie wird in dieser Arbeit
auf sphärische Partikel festgelegt. Damit ist der Radius Ri die charakteristische

1 An dieser Stelle soll auf die hier vorliegende Notation aufmerksam gemacht werden. Jegliche
fettgedruckten Buchstaben (z.B. x oder X) kennzeichnen Tensoren der ersten Stufe (Vekto-
ren). Zwei aufeinander folgende fettgedruckte Buchstaben XY beschreiben Verbindungsvektoren
zweier Punkte X und Y. Eine kursive Schreibweise steht für ein Skalar (x oder X). Tensoren zwei-
ter Stufe werden zusätzlich mit einem Strich versehen (x̄ oder X̄).
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Kenngröße eines jeden Partikels i im bestehenden System. Die zahlreichen Inter-
aktionen innerhalb eines dicht gepackten Partikelsystems werden separat analy-
siert, d.h. ein Kontakt ist als ein Aufeinandertreffen ausschließlich zweier Parti-
kel definiert. Zeitgleich auftretende Kontakte lassen sich unter bestimmten An-
nahmen umsetzen und werden im nächsten Absatz vorgestellt. Die Summe al-
ler internen Wechselwirkungen auf Partikelebene beschreibt das makroskopische
Spannungs- sowie Dehnungsverhalten der Gesamtstruktur in einem zeitabhängi-
gen Prozess.
Duran (2000) und Zhu et al. (2007) unterscheiden zwei Vorgehensweisen der
DEM: einen Hard Sphere und einen Soft Sphere Ansatz [13]. Über beide Varian-
ten lassen sich Bewegungsabläufe diskontinuierlicher Systeme, bestehend aus ei-
ner Vielzahl einzelner Partikel, auf unterschiedlichen Skalen beschreiben. Einen
markanten Unterschied stellen dabei die prozessabhängigen Geschwindigkeiten
dar. Der Hard Sphere Ansatz [25] eignet sich ideal zur Beschreibung von schnel-
len und kurzzeitigen Szenarien, wie beispielsweise Lawinen oder Flüssigkeits-
strömungen. Die Partikel gelten als starr, erlauben während eines Kontaktes kei-
ne Penetration und lassen sich nicht verformen. Eine Kontaktbeschreibung wird
als momentanes, sofortiges Geschehen angenommen und wird zeitlich nicht dis-
kretisiert. Die Kontaktdauer besitzt daher den Wert Null. Jegliche Energiedissi-
pation innerhalb des Systems wird über den Restitutionskoeffizienten e beschrie-
ben. Dieser spiegelt das Verhältnis der Relativgeschwindigkeiten zweier Partikel
nach und vor ihrem Zusammenprall wider [26]. Ein Kontaktgeschehen liegt dem-
nach nicht im Fokus des Hard Sphere Ansatzes. Vielmehr steht der schnelle, er-
eignisgesteuerte Bewegungsablauf als Abfolge von Kollisionen im Vordergrund,
deren Ansatz sich an Collisional- oder Event Driven Approaches anlehnt [27].
Zeitgleich auftretende Kontakte lassen sich über diese Routine nicht wiederge-
ben, was im Hinblick auf dicht gepackte Strukturen und die Wiedergabe quasi-
statischer Prozesse ungünstig ist. Solche langsamen Abläufe konzentrieren sich
gezielt auf zeitabhängige, vielfach stattfindende Kontaktgeschehen. Es werden
Kontakte neu gebildet und/oder lösen sich auf. Dafür eignet sich der Soft Sphere
Ansatz [13], welcher in dieser Arbeit gewählt wird. Zwar gelten die Partikel hier
ebenfalls als starr, erlauben bei auftretendem Kontakt jedoch Deformationen im
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2.1 Lithium-Ionen-Batterie

Bereich der jeweiligen Kontaktzone, die im numerischen Modell über eine geo-
metrische Überlappung δ

i j
n zweier Partikel i und j beschrieben wird. Für Kugeln

entspricht sie dem direkten Abstand der Oberflächen entlang der Verbindungsli-
nie n beider Zentren, d.h. der Abstand in Normalenrichtung, was mit dem Index
n gekennzeichnet ist. Abbildung 2.5 veranschaulicht ein solches Kontaktgesche-
hen. Die Überlappung δ

i j
n dient als Schnittstelle zwischen Modell und Kontakt-

gesetz. Während das numerische Verfahren, hier die DEM, die Variable δ
i j
n als

geometrische Größe behandelt, d.h. im Kontaktfall dringen die starren Körper in-
einander ein, wird δ

i j
n aus Sicht der Kontaktgesetze als virtuelle Größe betrachtet.

In der Realität verformen sich die sich kontaktierenden Partikel im Bereich ih-
rer Kontaktzone. Eine mechanische Kontaktfläche bindet die Verformungen der
Kontaktzone ein.
Ein positiver Wert von δ

i j
n ruft Druck-, Zug- sowie Reib- und Scherkräfte hervor

[25], die sich in Komponenten in Normalen- und Tangentialrichtung zerlegen
lassen. Während δ

i j
n der geometrischen Überlappung der aktuellen Konfigurati-

on (i, j) entspricht, ist die tangentiale Komponente δ
i j
t als inkrementelle Größe

definiert [28]. Sie steht in Abhängigkeit von der Überlappung δ
i j
n aus aktueller

(t) und vorangehender Konfiguration (t −∆t) und gilt als geometrisch projizier-
te Größe in die aktuelle tangentiale Richtung. Visualisiert ist δ

i j
t in Abbildung

2.5. Die aktuellen Überlappungen pro Kontakt dienen als Eingangsparameter der
eigentlichen Kontaktbeschreibungen, die im späteren Verfahrensablauf näher dis-
kutiert werden.
Neben der DEM existieren weitere Verfahren, die je nach der abzubildenden

realen Situation Vorteile bieten. Die wohl bekannteste und äquivalente Metho-
dik, die in der Biologie, Chemie und Materialforschung zur Bewegungsbeschrei-
bung von Atomen und Molekülen verwendet wird, ist die Molecular Dynamics
Simulation [29]. Ein Potentialunterschied zwischen Partikeln ist hier für auftre-
tende Kräfte verantwortlich. Die Monte Carlo Methode beruht auf einer Abwä-
gung von möglichen Konfigurationen mit dem Ziel, die energetisch günstigste
ausfindig zu machen [30]. Pöschel und Schwager stellten 2005 die Rigid Body
Dynamics vor [27]. Es entspricht einer Kombination von Hard und Soft Sphere
Methodik, d.h. ein Kontakt ohne Deformationen aber endlicher Dauer. Für nähere
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i
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Abbildung 2.5: Kontaktgeschehen zweier sphärischer Partikel i und j im aktuellen Zustand (t) und
im vorangehenden Zustand (t − ∆t) zur grafischen Verdeutlichung der relevanten
Verschiebungsgrößen, δ

i j
n und δ

i j
t , in normaler und tangentialer Richtung.

Details zu den genannten Verfahren zur Bewegungsbeschreibung von Diskonti-
nuen wird auf weitere Literatur verwiesen [27, 31, 32]. In Gegenüberstellung
dazu existieren kontinuumsmechanische Ansätze. Hier gilt die Finite Elemen-
te Methode (FEM) als bekanntestes und meist gebrauchtes Verfahren [13]. Ein
reales System wird als Kontinuum modelliert und in eine endliche Anzahl von
Elementen zerlegt. Je feiner die Diskretisierung, desto mehr Freiheitsgrade exis-
tieren im System und desto höher wird der rechnerische Aufwand. Festkörper
werden nach dieser Methodik grundsätzlich als zusammenhängender, kontinuier-
licher Körper modelliert. Eine Abbildung der Realtivbewegungen diskontinuier-
licher, sich kontaktierender Partikel im System ist damit mit Herausforderungen
verbunden. Selbst moderne Computer sind auf die erforderliche Rechenleistung,
gerade im Hinblick auf große Partikelansammlungen, nicht ausgelegt. Die DEM
ist für eine Abbildung solch großer Partikelanhäufungen ideal geeignet. Wenige
dicht gepackte Partikel ortsaufgelöst nachzubilden, ermöglicht die FEM in einem
zeitlich angemessenem Rahmen unter den genannten Einschränkungen.
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2.1 Lithium-Ionen-Batterie

2.1.4.1 Verfahrensablauf der in dieser Arbeit angewendeten
partikulären DEM

Modellierung der Initialstruktur Die ursprüngliche Partikelkonfiguration,
die Initial- oder Ausgangsstruktur, repräsentiert eine Ansammlung von dicht ge-
packten Partikeln. Sie wird als spannungsfrei vorausgesetzt, was bedeutet, dass
sich die Partikel zunächst gar nicht bzw. ausschließlich punktuell berühren [33].
Solche dreidimensionalen Strukturen lassen sich mit Hilfe von Packungsalgorith-
men erzeugen, den Random-Packing Algorithmen. Als Rechenraum wird eine
virtuelle quaderförmige Box gewählt, deren Kanten und Wände vordefinierten
Randbedingungen unterliegen. Sie werden entweder als starr (begrenzend) oder
periodisch angenommen. Periodische Randbedingungen bieten den Vorteil ein
repräsentatives Volumenelement (RVE) ohne Randeffekte erzeugen zu können.
Dieses entspricht einem Ausschnitt einer Gesamtstruktur, der jegliche, die Struk-
tur charakterisierende Eigenschaften in sich vereint [33]. Diejenigen Partikel,
die die Boxgrenzen überschreiten, deren Zentren aber noch innerhalb der Box
lokalisiert sind, werden auf der jeweils gegenüberliegenden Boxseite als virtuell
projizierte Partikel abgebildet und sind in Abbildung 2.6 als hellgraue Kreise im
zweidimensionalen Raum visualisiert. Da sich ihre Zentrumskoordinaten außer-
halb der Box befinden, zählen sie nicht mehr zur Rechenkonfiguration. Sie dienen
lediglich der Begrenzung des Partikelsystems. Die Random-Packing Algorith-
men arbeiten nach dem Zufallsprinzip und erzeugen willkürliche Strukturen von
Partikeln beliebiger Geometrie und Größe. Charakteristisch für jede Struktur ist
ihre Packungsdichte, die über den Packungsfaktor p f ausgedrückt werden kann
[13]. Mathematisch lässt sich dieser Wert als das Verhältnis der Summe aller
N Partikelvolumina, deren Zentren innerhalb der virtuellen Box liegen, zu dem
Boxvolumen Vbox beschreiben,

p f =
∑

N
i=1 V P

i
Vbox

. (2.3)
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Initialstruktur (I) - BC

uz

(II) - BCT

Abbildung 2.6: Zweidimensionale Abbildung eines repräsentativen Volumenelementes (RVE), wel-
ches die Kugelkonfiguration als spannungsfreie Initialstruktur (links) und infolge ei-
ner äußeren, verschiebungsgesteuerten Kompression uz der virtuellen Box nach zwei
Belastungsverfahren (I) und (II) zeigt: Verfahren (I)-BC (Box Compression, mitte)
und Verfahren (II)-BCT (Box Compression including a Trial Configuration, rechts).

Zu den Algorithmen zählen beispielsweise der Random Close Packing (RCP)-
Algorithmus [17, 18] und der Drop and Roll (DNR)-Algorithmus [19]. Sie wer-
den in dieser Arbeit im Detail in Kapitel 3.1 vorgestellt. Ersterer erzeugt aus-
gehend von einem Packungsfaktor von p f = 1.0 durch gezielte Verkleinerungs-
und Veschiebungsprozesse ein dicht gepacktes, überlappungsfreies Partikelsys-
tem mit einem maximalen Packungsfaktor von p f RCP ≈ 0.64. Der Drop and
Roll-Algorithmus beruht auf einem sequentiellen Fall- und Rollprozess einer
festgelegten Anzahl an Partikeln. Jedes einzelne Partikel unterliegt dem Ein-
fluss der Gravitation, dessen Endlagerung im bis dahin erzeugten Partikelsystem
durch ein Stabilitätskriterium erfüllt sein muss. Eine maximale Packungsdichte
von p f DNR ≈ 0.58 kann mit diesem Algorithmus angestrebt werden.
Äußere Belastung - Definition der Laststeuerung Allgemein sind spannungs-
und dehnungs- oder verschiebungskontrollierte Prozessabläufe voneinander zu
unterschieden, wobei letztere in dieser Arbeit Anwendung finden (vgl. Abbil-
dung 2.6, mitte, rechts).
Der mechanische Prozess der Kompaktierung wird in der DEM einer örtlichen
und zeitlichen Diskretisierung unterworfen, hier bezogen auf Dehnung ε der Box
und Zeit t. Das Ablaufschema ist in Abbildung 2.7 zusammengefasst. Die Box
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Abbildung 2.7: Allgemeines, örtlich und zeitlich diskretisiertes Ablaufschema der Diskreten Ele-
mente Methode (DEM) [13].

wird unter Vorgabe einer Dehnungsfunktion ε(t) = ε̇0 t iterativ um die Schritt-
weite ∆ε komprimiert, während die Zeit parallel um die Zeitspanne ∆t gesteigert
wird. Infolge dessen entsteht ein Bewegungsprozess der Partikel im Boxinne-
ren. Sie treten miteinander in Kontakt. Diese Interaktionen bewirken Wechsel-
wirkungskräfte, die kleine Verformungen der individuellen Partikel in der Um-
gebung der jeweiligen Kontaktzonen verursachen. Die inkrementelle Erhöhung
von ∆ε und ∆t treibt den Prozess voran bis die vorgegebene maximale Dehnung
erreicht ist. Das System verbleibt im komprimierten Zustand oder kann anschlie-
ßend durch Richtungsumkehr der Dehnungssteuerung entlastet werden. Die hier
angewendete Variante der DEM folgt dem Soft Sphere Ansatz von Cundall und
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Strack [16]. Der Bewegungsprozess, die Kontaktkraft zweier Partikel sowie deren
Deformationen werden mit Hilfe der veränderlichen Größe, der geometrischen
Partikelüberlappung δ

i j
n der betroffenen Kontaktpartner i und j, beschrieben. In

Bezug auf die Partikelgröße werden die Überlappungen als klein vorausgesetzt
[34]. Diese Größe ist geometrisch definiert als Differenz der Summe beider Par-
tikelradien und dem geometrisch kürzesten Abstand di j beider Partikelzentren Xi

und X j

δ
i j
n = (Ri +R j)−di j, (2.4)

mit di j = |X j−Xi|. Die vektoriellen Großbuchstaben kennzeichnen die Beschrei-
bung in einem globalen Koordinatensystem. Das Kontaktgeschehen zwischen
zwei DEM-Partikeln ist in Abbildung 2.8 visualisiert. Geometrisch bildet sich

g

X

i

di j

δ i
nδ

j
n

δ
i j
n

j

Z

Āc

Y

ni n j

Xi

X j

Abbildung 2.8: Modellierungsansatz zur Kontaktbeschreibung nach der Diskreten Elemente Metho-
de (DEM): Kontakt zweier sphärischer, diskreter Elemente i und j. Annahme ei-
ner Partikelüberlappung δ

i j
n entlang der Verbindungslinie ihrer Zentren, die, je nach

Kontaktgesetz, als Eingangsvariable zur Kontaktbeschreibung dient.

im Kontaktfall für Kugeln eine kreisförmige Kontaktfläche Āc aus. Die geometri-
sche Überlappung repräsentiert als virtuelle Größe die realen Verformungen der
betroffenen Partikel und wird in Abhängigkeit des jeweiligen Kontaktgesetzes
berechnet. Für δ

i j
n > 0 existiert ein Kontakt und δ

i j
n selbst fließt als Verschie-

bungsgröße in die jeweilige Kontaktkraftformulierung ein. Diese Kontaktkraft
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F(δ i j
n ) wird in ihre Anteile in Normalen- und Tangentialrichtung zerlegt. Die bei-

den Kraftkomponenten sind wiederum essentiell für das Lösen der Bewegungs-
gleichungen, die letztlich Informationen zu den neuen einzelnen Partikelpositio-
nen liefern [13].
Um den Verfahrensablauf der DEM, auf Basis der Initialstruktur und unter Aus-
schluss von Gravitation, zu starten, lassen sich die zwei Belastungsverfahren (I)-
BC (Box Compression) und (II)-BCT (Box Compression including a Trial Con-
figuration) anwenden. Deren Bezeichnungen werden speziell für diese Arbeit
eingeführt. Zur Veranschaulichung wird auf die Abbildung 2.6 zurück verwie-
sen. Unter Annahme von periodischen Randbedinungen und konstanten Boxab-
messungen, die nicht der Bewegungsrichtung entsprechen, werden infolge ei-
nes einachsigen Kompressionsversuchs nach (I)-BC die periodisch projizierten
Partikel an der schrittweise um ∆ε bewegten Boxaußenfläche, die senkrecht zur
Bewegungsrichtung steht, ebenfalls verschoben. Daraus resultieren geometrische
Überlappungen der Partikel ausschließlich in der Umgebung der bewegten Box-
fläche. Durch diese lokal auftretenden Überlappungen treten an diesen Stellen
vergleichsweise hohe Kontaktkräfte auf. Das System befindet sich im Ungleich-
gewicht und strebt eine stabile Gleichgewichtskonfiguration an. Es breitet sich ei-
ne Art Welle von oben in Bewegungsrichtung durch das gesamte System aus, um
ein Gleichgewicht zu finden. Je nach Größe von ∆t, ∆ε und den damit verbunde-
nen Überlappungen δ

i j
n kann es dabei zu teilweise hohen Partikelbeschleunigun-

gen und einem starken Anstieg der kinetischen Energie kommen, was letztlich zu
Konvergenz- und Stabilitätsproblemen der numerischen Berechnung führt. Einen
Ausweg bietet u.a. die Methode der Dichteskalierung [13]. Dabei wird die Dichte
der einzelnen Partikel und damit ihre Trägheit erhöht, was zu einer Verringerung
der individuellen Partikelgeschwindigkeit führt.
Anschließend folgt ein weiterer inkrementeller Dehnungs- sowie Zeitschritt, d.h.
eine Flächenverschiebung inklusive Verschiebung periodischer Partikel sowie ein
Voranschreiten der Zeit über die vorgegebene Zeitschrittweite ∆t.
Bei Verfahren (II)-BCT findet eine Umpositionierung des kompletten Partikel-
systems statt. In Abhängigkeit von der aktuellen Position eines jeden Partikels im
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Gesamtsystem, der Größe des aktuellen Dehnungsinkrements ∆ε und der Dehn-
rate ε̇0 wird pro Zeitschritt ∆t jede individuelle Partikelzentrumsposition in Be-
wegungsrichtung um den Weg ∆xi = ε̇i jxi∆t mit i, j = x,y,z bewegt. Dieser Ein-
griff produziert ein System gleichmäßig verteilter Überlappungen, die in Abhän-
gigkeit von ihrer Systemposition vor dem Dehnungsschritt stehen. Die Ausbrei-
tung von Wellen wird damit vermindert umgangen. Während jedem Dehnungs-
schritt wird nach (II)-BCT eine Konfiguration erzeugt, die näherungsweise einem
Gleichgewichtszustand entspricht. Daher leitet sich die Bezeichnung Trial Confi-
guration ab. Verglichen mit der alternativen Belastungsvariante (I)-BC treten hier
weniger Unterschiede in der Größe der auftretenden Kontaktkräfte auf. Daraus
lässt sich schlussfolgern, dass Simulationen unter Vorgabe dieses Belastungssze-
narios (II)-BCT mit höherer Wahrscheinlichkeit und schneller eine konvergierte
und stabile Lösung produzieren in Gegenüberstellung einer Berechnung mit dem
Lasttyp (I)-BC. Auf das Ausmaß der inkrementellen Schrittweiten ist für beide
Lasttyen besonders zu achten, um numerischen Problemen hinsichtlich Konver-
genz, Stabilität und Genauigkeit vorzubeugen. Die Hauptunterschiede zwischen
beiden Lösungsschemata liegen darin, dass Verfahren (I)-BC und (II)-BCT nach
jedem Dehnungsschritt ∆ε eine unterschiedliche Partikelkonfiguration produzie-
ren und dass das Verfahren (I)-BC ausgeprägtere Wellen produziert.
Durch die geometrisch produzierten Überlappungen infolge eines Lastschrittes
nach Verfahren (I)-BC oder (II)-BCT wird das Verfahren der DEM eingeleitet.
Daraus resultiert ein Ablaufschema, welches nachfolgend vorgestellt und in der
obigen Abbildung 2.7 in einem Prozessablaufplan visualisiert ist. Es wird solan-
ge ausgeführt, bis der vorgegebene Kompressionsgrad erreicht ist.
Partikelposition und -orientierung im Raum Im Fokus dieser Arbeit befin-
den sich Strukturen bestehend aus ∼ 104 kugelförmigen Partikeln. Aufgrund ih-
rer konvexen Form sind Mehrfachkontakte zweier Kontaktpartner ausgeschlos-
sen. Eine Kugel i ist durch ihren Mittelpunkt Xi = [X i,Y i,Zi]T bezüglich eines
globalen, orthogonalen Koordinatensystems X , Y , Z und Radius Ri eindeutig defi-
niert. Der individuelle Mittelpunkt legt die Partikelposition im Rechenraum fest.
Um die Orientierung der Körper zu beschreiben, werden lokale, körpereigene
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2.1 Lithium-Ionen-Batterie

Koordinatensysteme angenommen, die fortlaufend durch Kleinbuchstaben ge-
kennzeichnet sind. Eine Kugel besitzt die Eigenschaft der Punkt- bzw. Drehsym-
metrie bezüglich ihres Mittelpunktes, was die grundsätzliche Rotationsbeschrei-
bung in Gegenüberstellung zu kugelabweichenden Körpern erheblich vereinfacht
[35]. Ihre Oberfläche lässt sich über Punkte x = [x,y,z]T ∈ R3 definieren, die die
Bedingung f (x) = 0 an die implizite Funktion

f (x) = x2 + y2 + z2 − (Ri)2 (2.5)

erfüllen. Eine alternative Darstellungsweise ist die Parameterform

x = Ricos(ϕ)sin(φ), (2.6)

y = Risin(ϕ)cos(φ), (2.7)

z = Ricos(φ), (2.8)

mit φ ∈ (0,π) und ϕ ∈ [−π,π). Je nach Problemstellung, z.B. für die Implemen-
tierung des Drop and Roll-Algorithmus [36], ist sie besser geeignet.
Zur Rotationsbeschreibung dienen die Euler Winkel α , β , ϕ [37]. Eine Gesamt-
rotation wird in einzelnen, aufeinanderfolgenden Drehungen in der Größe die-
ser Winkel um die einzelnen, aktuell lokalen Koordinatenachsen beschrieben.
Bei der Berechnung der jeweiligen Geschwindigkeiten können für bestimmte
Winkel Singularitäten auftreten, was vor allem bei alternativen Partikelformen,
wie (Super-) Ellipsoiden, geschieht [38, 39]. Durch die Wahl von Quaternionen
lässt sich diese Problematik umgehen [40]. Sie können unter Voraussetzung der
x-Konvention2 über die Euler Winkel ausgedrückt werden. Detaillierte Hinter-
grundinformationen können ebenfalls [14] entnommen werden.
Kontaktsuche Um Kontakte im Gesamtsystem ausfindig zu machen und
die Simulation zu beschleunigen, finden geeignete Suchtechniken Anwendung.
Nachbarschaftslisten, wie Verlet-Listen [41] oder Linked-Cell-Methoden [42],

2 Die x-Konvention ist definiert als bestimmte Abfolge von drei Rotationen um die Achsen des
Orthonormalbasissystems. Zu Beginn erfolgt eine Drehung α um die z-Achse. Anschließend
rotiert das orthonormale Dreibein um α um die neue x-Achse, gefolgt von der finalen Rotation ϕ

um die bis dahin neu definierte z-Achse [40].
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2 Grundlagen

erlauben es, Kontakte von Partikeln, die zu weit voneinander entfernt sind, im
Voraus auszuschließen. Dies führt zu einer massiven Einsparung an Rechenzeit
und beschleunigt damit den numerischen Prozess.
Kontaktpunktdefinition Zur eigentlichen Kontaktpunktbeschreibung verhilft
die allgemeine implizite Funktion einer Kugel nach Gleichung (2.5). Bisher wur-
de der Fall f (x) = 0 vorgestellt, d.h. ein beliebiger Punkt x = [x,y,z]T , der diese
Bedingung erfüllt, befindet sich auf der Kugeloberfläche [35]. Daneben lässt sich
feststellen, ob ein Punkt innerhalb, für f (x) < 0, oder außerhalb, für f (x) > 0,
des Körpers liegt.
Um einen Kontakt zweier Kugeln zu ermitteln, gilt es demnach zu untersuchen,
ob die Zentrumskoordinaten des potentiellen Kontaktpartners j in einer Hüllku-
gel des aktuellen Partikels i liegen. Diese ist definiert als Partikel i umhüllende
virtuelle Kugel I, deren Zentrum mit dem von i zusammenfällt und deren Radius
RI = Ri +R j beträgt. Für den Fall, dass f (x j) = (x j)2 +(y j)2 +(z j)2 − (RI)2 < 0
gilt, mit Bezug auf das körpereigene System von Partikel i, überlappen sich Par-
tikel i und j. Der Kontaktpunkt selbst befindet sich auf der geometrischen Kon-
taktfläche Āc beider Kugeln. Mit Hilfe der Geradengleichung g = Xi + t X j−Xi

|X j−Xi|
mit t ∈ R lässt sich der Kontaktpunkt Ci j bestimmen

Ci j = Xi +(Ri −δ
i
n)

X j −Xi

|X j −Xi|
. (2.9)

Dabei ist δ i
n der Anteil von δ

i j
n , der beschreibt, wie weit Partikel i in j in Norma-

lenrichtung eindringt (vgl. Abbildung 2.8) [43]. Es gilt δ
i j
n = δ i

n +δ
j

n . Alternativ
kann Ci j als Schnittpunkt der Raumgeraden g mit der geometrischen Kontaktflä-
che Āc beschrieben werden.
Kontaktkraftbeschreibung mittels rheologischer Modelle Ein positiver Wert
der geometrischen Überlappung kennzeichnet einen Kontakt und repräsentiert
eine Partikeldeformation, die die resultierende Kontaktkraft Fi j beeinflusst, die
vom jeweiligen Kontaktgesetz beschrieben wird [13]. Die Kraft wird in Bezug
auf das geometrische Modell aus Abbildung 2.9 in ihre Komponenten in normaler
n und tangentialer t Richtung zerlegt. Die DEM nutzt, in Abhängigkeit von dem
jeweiligen Materialverhalten der Partikel, rheologische Modelle bezüglich beider
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Abbildung 2.9: Kontaktvorgang zweier kugelförmiger diskreter Elemente, deren Kontaktkraft kom-
ponentenweise mit Hilfe der Modellierung materialorientiert gewählter rheologi-
scher Modelle in Normalen- n und Tangentialrichtung t beschrieben wird. Dabei
sind K die Federsteifigkeiten, η die Viskositäten der jeweiligen Raumrichtungen n
und t bezogen auf die geometrische Kontaktfläche und µ der Reibungskoeffizient.

Richtungen, die die Variablen δ
i j
n und δ

i j
t als Verschiebungsgrößen nutzen. Zu

den rheologischen Grundelementen zählen die Feder, der Dämpfer und das Rei-
belement, die elastisches, viskoses und plastisches Materialverhalten beschreiben
[10]. Sie sind in Abbildung 2.10 veranschaulicht. Gezielte Modellkombinationen

E η σF

Abbildung 2.10: Rheologische Grundelemente: Die elastische Feder (links) in Abhängigkeit von der
Federsteifigkeit E, der viskose Dämpfer (mitte) in Abhängigkeit von der Viskosität
η und das plastische Reibelement in Abhängigkeit von der Fließspannung σF [10].

ermöglichen eine problemorientierte, näherungsweise Nachbildung des natürli-
chen Kontaktverhaltens. Das reale Geschehen im Kontaktzonenbereich ist bis
heute ein komplexes Gebiet, welches aufgrund von nichtlinearem Materialver-
halten sowie willkürlicher Partikelgeometrie an Forschung bedarf. Die wohl be-
kannteste Theorie stellte Hertz [1] 1880 auf. Er beschreibt ausschließlich das
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Normalkontaktverhalten zweier elastischer Festkörper über eine nichtlineare Fe-
der und wird in Kapitel 4.1 vorgestellt. Für die tangentiale Kraftentwicklung
liefern Mindlin und Deresiewicz [28] einen Ansatz, der in dieser Arbeit in Kapi-
tel 4.2 in vereinfachter Weise nach [44] erläutert und verwendet wird.
Numerische Lösung des mechanischen Problems - Zeitintegrationsverfahren
Nach Cundall und Strack [16] wird das dynamische Ungleichgewicht in der DEM
für jedes Partikel nach den Gleichungen (2.1) und (2.2) einzeln formuliert. Für
die Translationsbewegung wird das Newton’sche Gesetz [45] verwendet, wäh-
rend die Rotationsbewegung der einzelnen Partikel auf den Euler’schen Glei-
chungen [46] basiert. Die Bewegungsgleichungen, die im Allgemeinen von der
Zeit t abhängen und demnach eine zeitliche Diskretisierung einfordern, werden
für jedes Partikel individuell über Zeitintegrationsverfahren gelöst [13]. Für fest-
gelegte Zeitpunkte, die über eine Schrittweite ∆t voneinander entfernt liegen,
lassen sich Beschleunigungen, Geschwindigkeiten und Verschiebungen nähe-
rungsweise berechnen. Im Anschluss der Aktualisierung der Partikelpositionen
lassen sich neue Kontakte ausfindig machen und werden den Kontaktbedingun-
gen unterworfen. Ein nächster Zeitschritt ∆t wird dem aktuellen Zeitpunkt t
aufaddiert.
Explizite Zeitintegrationsverfahren haben sich zum Lösen der Bewegungsglei-
chungen im Prozess der DEM als sehr effizient erwiesen [13]. Ein solches Ver-
fahren reduziert aufgrund seiner Einfachheit und Robustheit den Implementie-
rungsaufwand. Eine direkte Auswertung nichtlinearer Stoffgesetze für die Kon-
taktkräfte sowie eine Auswertung aller Informationen eines jeden Kontaktpaares
pro Zeitschritt ∆t gehören u.a. zu den Vorteilen expliziter Verfahren verglichen
mit impliziten Verfahren. Auch die Vermeidung der Invertierung einer Steifig-
keitsmatrix spricht aus Gründen der Implementierungsvereinfachung für ein ex-
plizites Verfahren, d.h. es ist weder eine Linearisierung noch ein Gleichungslö-
ser erforderlich [47]. Ein negativer Punkt, den zahlreiche numerische Verfahren
induzieren, ist ein sogenannter Abbruchfehler pro Zeitschritt. Für eine Beschrei-
bung der Partikelposition über eine Taylorreihenentwicklung

x(t +∆t) = x(t)+∆t
dx(t)

dt
+

∆t2

2!
d2x(t)

dt2 + ...+
∆tn

n!
dnx(t)

dtn +R(∆tn+1) (2.10)
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entspricht er dem Restterm R, der durch Abbruch der Reihe nach der n-ten Ab-
leitung verbleibt. Je höher n gewählt wird, desto niedriger fällt der Fehler aus.
Der Wert der Zeitschrittweite ∆t ist im Hinblick auf numerische Stabilität, Ge-
nauigkeit und Konvergenz mit Vorsicht zu wählen [13]. Je geringer die Differenz
zwischen exakter Lösung und numerisch approximierter Lösung xexact(t +∆t)−
x(t +∆t) mit kleiner werdender Zeitschrittweite, desto höher ist die Wahrschein-
lichkeit einer konvergenten Rechnung. Je geringer das Maß der Änderungen von
Ein- und Ausgabeparametern, beispielsweise der Zeitspanne ∆t und der resultie-
renden Änderung der Kontaktkräfte, desto höher ist die Garantie einer stabilen
Rechnung. Cundall und Strack [16] wenden das explizite Zentrale Differenzen-
verfahren an, welches durch seine bedingte Stabilität auf die Wahl kleiner Zeit-
schrittweiten angewiesen ist [47]. Eine kritische Zeitschrittweite ∆tcrit repräsen-
tiert eine obere Grenze, die die Stabilität der numerischen Rechnung gerade noch
gewährleisten soll und darf somit nicht überschritten werden. Ausschließlich die
nächsten, umliegenden Nachbarn sollen dem Einfluss des betrachteten Partikels
unterliegen, um ein Vorkommen sogenannter Störwellen, die eine höhere Reich-
weite besitzen, auszuschließen. Damit bleiben die inkrementellen Änderungen
von Partikelposition und Kontaktkräften ebenfalls klein und das nichtlineare Ver-
halten lässt sich hinreichend genau erfassen.
Der Leap-Frog Algorithmus ist das in dieser Arbeit gewählte Lösungsschema für
die translatorischen Bewegungsgleichungen [48]. Er ist eine Abwandlung des
Verlet-Algorithmus und zeichnet sich durch seinen geringen Speicherbedarf als
Methode dritter Ordnung aus, die mit der Euler-Methode vergleichbar ist. Be-
schleunigungen at+∆t und Positionen xt+∆t werden in jedem vollen Zeitschritt
(t+∆t) bestimmt, während die Geschwindigkeiten vt+∆t/2 um einen halben Zeit-
schritt (t + ∆t

2 ) versetzt berechnet werden:

xt+∆t = xt +vt+∆t/2 ∆t, (2.11)

vt+∆t/2 = vt−∆t/2 +at ∆t. (2.12)
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Um die Geschwindigkeit im vollen Zeitschritt zu erhalten, kann die Gleichung
umgeformt werden zu

vt = vt−∆t/2 +
1
2

at ∆t, (2.13)

vt+∆t/2 = vt +
1
2

at ∆t. (2.14)

Im Falle von Rotationsbewegungen wird ein Multiplikationsalgorithmus verwen-
det, der die Änderung der Partikelorientierung und die damit verbundenen Trans-
formationsbeziehungen berücksichtigt. Für detailliertere Informationen wird auf
weiterführende Literaturen verwiesen [49–51].
Nach der Aktualisierung aller individueller Geschwindigkeiten und Positionen
pro Zeitschritt ∆t, erfolgt die Kontaktsuche und ggf. -formulierung [47].
Ergebnis der DEM Basierend auf den Ergebnissen auf Partikelebene, d.h.
der Neupositionierung der individuellen Partikel, lässt sich der makroskopische
Spannungszustand der gesamten Partikelstruktur als Funktion der makroskopi-
schen Dehnung ε pro Iterationsschritt berechnen [52]. Ausgewertet wird die ma-
kroskopische Spannung σ

i j
z des Gesamtsystems [52]:

σ
i j
z =

1
VBox

(
∑
I<J

dI,JF I,J
n nin j + ∑

I<J
dI,JF I,J

t nit j

)
, (2.15)

i, j = x,y,z.

Dabei sind F I,J
n und F I,J

t die Absolutwerte der Normal- und Tangentialkontakt-
kräfte aus Translations- und Rotationsbewegungen zwischen Partikel J und I,
mit ni und ti für Normal- und Tangentialrichtung. Der Wert dI,J kennzeichnet
den Abstand der Zentren von Partikel I und J.

2.2 Stand der Forschung

Ein Ziel der Batterieforschung liegt darin, die Zellperformance einer Lithium-
Ionen-Batterie zu steigern. Das bedeutet Charakteristiken wie Kapazität, Energie-
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und Leistungsdichte, Wirkungsgrad und Lebensdauer uvm. gezielt zu hinterfra-
gen. Dieses Verständnis beruht auf einer Untersuchung der Einflussparameter
bereits während der Herstellung der Batterie [6]. Einen wesentlichen Teil der
Forschung nimmt momentan eine Analyse und Weiterentwicklung der Materia-
leigenschaften der Elektroden ein [5, 53], was letztlich Auswirkungen auf deren
mechanisches und elektrochemisches Verhalten hat. Diese Arbeit widmet sich
beiden Verhaltensweisen speziell der Kathode, um sie mit Hilfe numerischer Re-
chenverfahren über Simulationen abbilden zu können. Dazu werden die Diskrete
Elemente Methode (DEM) und die Widerstands-Netzwerk Methode (RN) her-
angezogen. Es ist notwendig den strukturellen Aufbau der Elektrode aus Aktiv-
material, Binder-Leitruß-Gemisch und verbleibendem Porenraum auf der Mikro-
ebene zu analysieren und zu verstehen. Eine simulative Nachahmung, die elas-
tisches und viskoelastisches Materialverhalten in einer mechanischen Beschrei-
bung kombiniert und die geometrischen Gegebenheiten der Feststoffkomponen-
ten und die Gewundenheit des Porenraums im Hinblick auf die Leitfähigkeit der
Struktur berücksichtigt, soll realisiert werden.

2.2.1 Viskoelastische Normalkontaktkraftmodelle

Der Ablauf der DEM beruht unter anderem auf der Existenz zahlreicher Kon-
takte innerhalb eines modellierten Partikelsystems, das einen Ausschnitt der je-
weils betrachteten Gesamtstruktur darstellt. Hier ist es die Elektrodenstruktur ei-
ner LIB. Eine geometrische Überlappung zweier Partikel definiert einen Kontakt
und geht als Verschiebungsgröße in die jeweilige Kontaktbeschreibung ein. Sie
findet auf Partikelebene statt und wird von der Geometrie und den Materialei-
genschaften der jeweiligen Kontaktpartner beeinflusst. In Abhängigkeit davon
sind geeignete Kontaktgesetze zu wählen, die das Wechselwirkungsverhalten al-
ler Partikel im System möglichst realitätsnah erfassen sollen. Die resultierenden
Kontaktkräfte werden in Normalen- und Tangentialrichtung bezogen auf die geo-
metrische Kontaktfläche Āc zerlegt (vgl. Abbildung 2.8), damit entkoppelt und
komponentenweise mit rheologischen Modellen wie Federn, Dämpfern und Rei-
belementen modelliert.
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Elastische Federn sind auf die Reproduktion von elastischem Kontaktverhalten
begrenzt [54, 55] und ermöglichen keine Abbildung komplexerer, inelastischer
Materialien. Eine Kombination mit Dämpfern und/oder Reibelementen ist daher
unbedingt erforderlich. Einerseits gewährleisten Dämpfer der numerischen Be-
rechnung Stabilität und führen zu einer konvergierenden Lösung, was auf den
Dämpfungseffekt zurückzuführen ist, der einen Abbau der kinetischen Energie
bewirkt. Andererseits ermöglichen die Kombinationsmöglichkeiten von Federn
und Dämpfern die Beschreibung von inelastischem Verhalten. Unter äußerer me-
chanischer Lasteinwirkung reagiert ein inelastisches Material mit nichtlinearem
Spannungsverhalten, welches u.U. in Abhängigkeit von der Belastungsgeschwin-
digkeit steht. Das Hooke’sche Gesetz [56], welches besagt, dass sich die elas-
tische Deformation eines Körpers linear zur äußeren Einwirkung verhält, lässt
sich dafür nicht heranziehen. Irreversibilität und Energiedissipation gehören zu
den Folgen solchen Materialverhaltens. Eine numerische Implementierung von
inelastischen Eigenschaften wird damit vor Herausforderungen gestellt.
Das wohl bekannteste und am häufigsten angewendete Kontaktgesetz in DEM-
Simulationen beruht auf der Theorie von Hertz [1]. Hertz beschreibt das Kon-
taktverhalten in Normalenrichtung zweier elastischer Festkörper mit gekrümm-
ten Oberflächen über eine nichtlineare Feder. Im Hinblick auf sphärische Partikel
fließt die Größe der geometrischen Überlappung nach dem Soft Sphere Ansatz
[13] als virtuelle Verschiebungsgröße in die Kontaktformulierung ein. Auf dieser
Basis fanden sämtliche Untersuchungen alternativer rheologischer Modelle für
die Normalenrichtung statt, mit dem Ziel plastisches sowie viskoelastisches Ma-
terialverhalten in die Simulationen integrieren zu können. Verschiedene Metho-
den hinsichtlich der numerischen Umsetzung solch komplexer Verhaltensweisen
wurden bisher in zahlreichen Forschungsarbeiten festgehalten [57, 58]. Thornton
et al. [59, 60] entwickelten ein inelastisches Kontaktmodell für sphärische Kör-
per, in dem in der Kontaktkraftbeschreibung ein Elastizitätsbereich von einem
Plastizitätsbereich unterschieden wird. Ein ähnliches Modell von Martin [61]
berücksichtigt die Adhäsion von Partikeln. Weitere bestehende Kontaktmodel-
le, die im Rahmen der DEM Anwendung finden, werden in [62] beschrieben.
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Als weiteres Beispiel gilt die Wirkung von elastoplastischem [61] und quasi-
plastischem Verhalten der Aktivmaterialpartikel in LIBs [58]. Unter Vorausset-
zung der Kenntnis über den Aufbau der Kathodenstruktur einer LIB (vgl. Ka-
pitel 2.1.3) übt der viskoelastische Binder Einfluss auf das mechanische Kom-
pressionsverhalten der granularen Elektrode aus. Die Einbindung von Viskoelas-
tizität in die numerischen Rechnungen ist, neben der Beschreibung des elasti-
schen Verhaltens, ein essentieller Schritt, um den Forschungsbereich einer LIB
weiter voranzutreiben. Für eine rein viskoelastische Kontaktbeschreibung haben
Lee und Radok [63] für die Entwicklung von analytischen Lösungen erstklas-
sige Arbeit geleistet. Sie untersuchten die zeitabhängige Verformung der Kon-
taktzone und beschreiben das viskoelastische Kontaktverhalten unter der Vor-
aussetzung, dass eine zugehörige, perfekt elastische Lösung existiert. Nach Ra-
dok [2] können die Elastizitätskonstanten in der elastischen Lösung durch die
entsprechenden Integraloperatoren der viskoelastischen Spannungs-Dehnungs-
Beziehung ersetzt werden. Johnson [43] sowie Olson [64] greifen auf die Idee
von Radok zurück. Olson verwendet diesen Ansatz in [64], um eine Partikel-
dämpfung über ein Einfreiheitsgrad-System sowie mehrere Hilfsmassen detail-
lierter zu beschreiben. Unter Anwendung der Methode der Partikeldynamik fin-
det zur Validierung ein experimenteller Vergleich statt. Die numerische Darstel-
lung erfolgt über das Verhalten eines rheologischen Modells, der Parallelschal-
tung von Feder und Maxwell-Modell, was als Drei-Parameter- oder Maxwell-
Zener-Modell [10] bezeichnet wird. Dieser Modellierungsansatz wird ebenso für
die Untersuchung viskoelastischer Stoffgesetze verwendet. Kumar und DasGupta
nutzen ihn in ihrer Arbeit [65]. Sie verwenden jeweils nichtlineare Modelle (Fe-
der und Maxwell-Modell) und reproduzieren das Kontaktverhalten einer nichtli-
nearen, viskoelastischen, aufgeblasenen Membran, die sich zwischen zwei par-
allelen, starren und reibungsfreien Platten befindet. Relaxations-, Oszillations-
und Kriechversuche dienen der Bestimmung rheologischer Modellparameter. Ihr
Ansatz orientiert sich am Christensen Modell [66]. Diese Formulierung wird in
der Arbeit von Müller et al. [67] auf ein Vier-Parametermodell erweitert. Es
entspricht einer Parallelschaltung aus linearem Federelement und einem frak-
tionierten Maxwell-Element. Zudem basiert es auf prozessabhängigen Viskosi-
tätsfunktionen. Zusätzlich wurde ein (2N + 1)-Parametermodell untersucht, was

39



2 Grundlagen

einer Kombination aus Feder und beliebig vielen, parallel geschalteten Maxwell-
Elementen entspricht. Bekannt ist es als Prony-Reihe. Um die Anwendbarkeit
des formulierten Modells zu überprüfen, wurde eine Reihe von uniaxialen Simu-
lationen an einer Zugprobe durchgeführt und mit Erfahrungswerten verglichen.
Für ein Asphalt-Gemisch aus elastischen und viskoelastischen Partikeln entwi-
ckelten Liu et al. [68] einen viskoelastischen DEM-Ansatz. Eine Kombination
rheologischer Modelle ermöglicht die Abbildung unterschiedlicher, materialab-
hängiger Kontaktszenarien. Das Federmodell beschreibt einen elastischen Kon-
takt, ein Bugers Modell einen viskoelastischen Kontakt und eine Reihenschal-
tung von Feder und Burgers Modell beschreiben einen elastisch-viskoelastischen
Kontakt. Andere Wissenschaftler wie Koruk [69], Lee und Herrmann [70], Tsu-
ji et al. [71], Kuwabara und Kono [72] sowie Hu et al. [73] untersuchten das
Kontaktverhalten unter Verwendung des Hertz’schen Modells [1] zur Beschrei-
bung elastischen Materialverhaltens, jedoch mit unterschiedlicher Definition der
Dämpfung im Kräfteungleichgewicht. Der letzte Aspekt integriert das viskoelas-
tische Verhalten. Koruk [69] analysierte das Eindringverhalten einer elastischen
Kugel in ein viskoelastisches Medium und involvierte in seinem Modell u.a. die
Materialdichten sowie die Geometrie des eindringenden Körpers. Die Dämpfung
der Schwingungen einer Kugel stellte er durch die Ausstrahlung von Scherwel-
len im Kräftegleichgewicht dar. Kacianauskas et al. [74] liefert eine Gegenüber-
stellung der Arbeiten der genannten Wissenschaftler [70–73], die auf der Basis
von Experimenten unterschiedliche Kontaktmodelle zur Beschreibung viskoelas-
tischer Dämpfung für Kugelkontakte beschreiben. Eine Untersuchung findet u.a.
durch Variation der Stoßgeschwindigkeiten der Partikel statt, was schlussendlich
Informationen zur Evaluierung der Dämpfungsparameter liefert. Dazu zählen u.a.
der Dämpfungskoeffizient, allgemein nach Hunt und Crossley [75], der beispiels-
weise als Konstante und/oder in Abhängigkeit von dem Restitutionskoeffizienten
und/oder von dimensionslosen Konstanten sowie dem virtuellen Überlapp stehen
kann. Neben diesem Einfluss integrierten Jian et al. [76] die Relaxationszeit in
den Dämpungsanteil, die sich auf das konkrete Material konzentriert und damit
einen problemorientierteren Ansatz definiert.
Die Einbindung von inelastischem Materialverhalten, insbesondere das von line-
ar viskoelastischem Verhalten nach dem Ansatz von Radok [2], in die bestehende
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elastische Kontaktformulierung steht im Fokus dieser Arbeit. Kombinationen von
rheologischen Modellen gewährleisten eine gute Annäherung an reales Materi-
alverhalten und lassen sich über zahlreiche Methoden abbilden. Deutlich wird
jedoch, dass ein irreversibles zeitabhängiges Verhalten die numerische Imple-
mentierung vor Herausforderungen stellt und eine Materialkombination in einem
Modell noch unbekannte Komplexitäten aufweist. Diese Arbeit widmet sich die-
ser Problemstellung und präsentiert eine Kombination von elastischem und li-
near viskoelastischem Normalkontaktverhalten innerhalb eines Kontaktmodells
in Kapitel 5, um das Verhalten und die Wechselwirkung von Aktivmaterial und
Binder-Leitruß-Gemisch widerzuspiegeln. Als Basis dienen die bekannten Theo-
rien von Hertz [1] und Radok [2], die in Kapitel 4.1.1 und 4.1.2 vorgestellt wer-
den.
Neben der Analyse der Wechselwirkungen in Normalenrichtung ist die Kontakt-
kraftkomponente in tangentialer Richtung nicht zu vernachlässigen. Sie steht in
Abhängigkeit von der Lastgeschichte beider Kraftkomponenten, in tangentialer
sowie normaler Richtung. Eine direkte Kraft-Verschiebungs-Definition ist dem-
nach nicht möglich [77]. Eine obere Kraftgrenze liefert die Kontaktkraft in Nor-
malenrichtung nach der Coulomb’schen Reibungstheorie [12], die in tangentia-
ler Richtung übertragen wird [78, 79]. Zusätzliche Effekte sind das Auftreten
von Schlupf, was grundsätzlich nicht sehr einfach abzubilden ist. Mindlin und
Deresiewicz [28] widmeten sich diesem komplexen Kontaktverhalten von elas-
tischem Material, was von Maw et al. in [44] umgesetzt wurde. Die Hertz’sche
Theorie wird dabei in Normalenrichtung angenommen. Die Herleitungen weisen
eine hohe Komplexität auf [80, 81], die in numerischen Umsetzungen vereinfacht
wurden [71, 82, 83] und als ausreichend genau gelten. Einige verwandte Arbeiten
finden sich in [84] und [85]. Mehr Informationen zum normalen und tangentialen
Kontaktverhalten lassen sich in [77, 86–88] nachlesen.

2.2.2 Effektive Transporteigenschaften

Neben der numerischen Abbildung des mechanischen Verhaltens während ei-
ner Strukturverdichtung unter Einbindung von elastischem und viskoelastischem
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Materialverhalten in den Ablauf der DEM umfasst die Berechnung der effekti-
ven Transporteigenschaften der Kathode über die Widerstands-Netzwerk Metho-
de einen Themenbereich dieser Arbeit. Vor allem die elektronische Leitfähigkeit
entlang der Festphase aus Aktivmaterial und Binder-Leitruß-Gemisch liegt hier
im Fokus. Die Transporteigenschaften sind allgemein von Faktoren, wie der geo-
metrischen Strukturbeschaffenheit der Festphase sowie der Gewundenheit der
Porenphase und den zugehörigen Materialeigenschaften abhängig. Eine ausge-
wogene Optimierung der Elektronen- und Ionenleitfähigkeit führt zu einer ver-
besserten Performance einer LIB.
Die Transporteigenschaften der Struktur sind unter anderem auf die Herstellung
der Kathode zurückzuführen. Dazu gehören die Materialwahl, der anschließen-
de Mischprozess und die Kalandrierung. Als Materialkomponenten liegen das
elastische Aktivmaterial und das viskoelastische Bindemittel im Mikrometerbe-
reich vor. Zusätzlich sind Leitadditive in Form von Nanopartikeln im Binder fein
verteilt. Während eines Standardmischverfahrens [9] werden alle Komponenten
miteinander vermengt. Die Zugabe eines Lösungsmittels wirkt sich positiv auf
die Mischbarkeit aus. Durch gezielte Eingriffe in den herkömmlichen Herstel-
lungsprozess der Kathode, d.h. der Vorbehandlung, Beschichtung, Trocknung
oder dem Kalandrieren, resultieren merkliche Veränderungen und Unterschiede
im Aufbau dieser Struktur zu der, die aus einem Standardmischverfahren her-
vorgeht. Den alternativen, möglichen Eingriffen haben sich bis heute zahlreiche
Studien gewidmet [11, 89–98]. Sie fokussieren sich vor allem auf die Anlagerung
des heterogenen Binder-Leitruß-Gemischs. Nach dem generellem Mischprozess
reichert es sich faser- bis klumpenartig und unregelmäßig im Porenraum der Ak-
tivmaterialpartikel an und folgt dabei keiner bekannten Gesetzmäßigkeit [23].
Der Binder allein festigt den Aufbau der gesamten Elektrodenstruktur und fi-
xiert zusätzlich die Position der Leitrußpartikel innerhalb des Binders [9]. Perko-
lierte Pfade für den Elektronentransport werden auf diese Weise stabilisiert. Die
Größenskala der Leitadditive, der Nanometerbereich, stellt selbst experimentelle
Untersuchungen, beispielsweise mit SEM (Scanning Electron Microscopy), EIS
(Electrochemical Impedance Spectroscopy) oder X-Ray Tomographie (bildge-
bendes Verfahren), vor Herausforderungen. Eine detaillierte Auflösung ist damit
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nahezu unmöglich. Daher existieren heute noch Wissenslücken über die exak-
te Verteilung und Anlagerung des Leitrußes innerhalb der Elektrode. Erkennt-
nisse aus nachfolgend vorgestellten Studien sollen zu einem besseren Verständ-
nis führen, in welcher Art und Weise sich das Binder-Leitruß-Gemisch im Po-
renraum ansiedelt. Eine realitätsnahe Modellierung der Elektrodenstruktur mit
dem gezielten Blick auf die Einbindung des Binder-Leitruß-Gemischs in ein nu-
merisches Modell gilt es zu verwirklichen. Ein DEM-Modell berücksichtigt in
dieser Arbeit neben dem bereits integrierten elastischen Material auch die me-
chanischen Eigenschaften der viskoelastischen Komponente. Diese werden ei-
ner Schale um die Aktivmaterialpartikel zugewiesen. Ein geometrisch äquiva-
lentes Modell für die Widerstands-Netzwerk Methode inkludiert ebenfalls das
Binder-Leitruß-Gemisch zur Berechnung der effektiven elektronischen Leitfä-
higkeit. Die Darstellung des Strukturverhaltens über numerische Simulationen
verfolgt das Ziel Vorhersagen treffen zu können, um damit den experimentellen
Aufwand einzugrenzen und im besten Fall ersetzen zu können.
Einer Strukturanalyse haben sich bereits Bauer et al. [11] gewidmet. Sie stell-
ten eine Ablagerung der Leitadditive während eines Trockenmischverfahrens an
der Oberfläche der AktivmaterialPartikel fest. Mit steigender Geschwindigkeit
des Mischers ist die Struktur höher werdenden Scherkräften ausgesetzt, wodurch
Partikelfraktionen verursacht werden. Daraus resultiert eine immer feiner wer-
dende Rußschicht auf den aktiven Partikeln. Nach Beimischung des Binders la-
gert sich dieser ebenfalls als äußere, isolierende Hülle an und hemmt den Elektro-
nenfluss. Der Prozess fordert eine nachträgliche Zugabe von zusätzlichem Leit-
additiv, um einen vergleichbaren elektrischen Transport zu einer herkömmlichen
positiven Elektrode gewährleisten zu können. Bockholt et al. [89] konzentrier-
ten sich ebenfalls auf einen Trocken- und Nassmischprozess und die Lokalisie-
rung des Binder-Leitrußgemischs. Studien zu einer Dispersion, d.h. der Vertei-
lung von Leitadditiv im Bindemittel, wurden von Mayer et al. [90] und Dre-
ger et al. [91, 92] durchgeführt. Einem Einfluss der Trocknung widmeten sich
Lombardo et al. [93] und Lippke et al. [94]. Kremer et al. [97] betrachteten
niedrige Trocknungsraten, die die Leistungsfähigkeit von hochenergetischen di-
cken Elektroden verbessern sollen. Eine Untersuchung der Kompaktierung findet
sich in den Arbeiten von Ngandjong et al. [95] und Primo et al. [96]. Chauhan
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et al. [99, 100] untersuchten in zwei Arbeiten die mögliche Anlagerung des
Binder-Leitruß-Gemischs nach dem Mischprozess. Es gilt die Annahme von ku-
gelförmigen Modellpartikeln, die einmal das Aktivmaterial kennzeichnen und,
in weitaus kleinerer Dimension, das Binder-Leitruß-Gemisch. Zum einen wur-
de nach dem Trockenmischen bei unterschiedlichen Mischerspitzengeschwin-
digkeiten, aber konstanter Mischzeit, der resultierende Dispersiongrad sowie die
Größenverteilung des Leitadditivs gemessen. Je schneller der Prozess, desto hö-
her die Wahrscheinlichkeit kleinerer Fragmente. Darauf folgte die Bestimmung
relevanter Strukturparameter, wie der elektrischen Leitfähigkeit, der Tortuosi-
tät und der Größe der aktiven Oberfläche. Ebenfalls wurde eine Variation der
Partikelgröße sowie eine Fragmentierung der Binder-Leitrußpartikel durchge-
führt. Daraus resultierten Richtlinien, die besagen, dass kleinere und demnach
mehr Binder-Leitruß-Gemisch-Partikel bei gleichem Volumenanteil die elektri-
sche Leitfähigkeit verstärken. Dieser positive Effekt geht auf Kosten des Ionen-
flusses. Eine höhere Tortuosität, d.h. ausgeprägtere Gewundenheit des Poren-
raums, hemmt den ionischen Transport. Eine Bildung von zusätzlichen perko-
lierten Pfaden für den Elektronenfluss durch Leitadditive wirkt sich direkt auf
die Porenstruktur aus [101]. Eine Übersicht zur dort stattfindenden Ionenleitung
beschreiben Park et al. [102].
In Summe sollte das Binder-Leitruß-Gemisch nach [23] weniger dispergiert und
vermehrt als Agglomerat vorliegen. Darüber lassen sich ausreichend weitreichen-
de elektrische Kontakte erzeugen. Zusätzlich wirkt ein solcher Aufbau einer iso-
lierenden Wirkung des Binders entgegen. Die Leitadditive durchdringen Binde-
mitteldomänen und überschüssiges Bindemittel auf den Aktivmaterialpartikeln
wird reduziert. Auf der Basis dieses Wissens lassen sich numerische Modelle
entwickeln, die den experimentellen Aufwand in naher Zukunft weitestgehend
ersetzen könnten. Eine Einsparung an Zeit und Kosten durch numerische Simu-
lationen ist signifikant. Für eine Simulation von Elektrodenstrukturen, d.h. ei-
ne Modellierung von dicht gepackten Partikelansammlungen, dienen neben der
DEM [103–107] die FEM [108] und die Molekulardynamik [109] als gängigste
Verfahren. Ludwig et al. [110] untersuchte das Mischverhalten von Elektroden-
materialien auf Basis bekannter Oberflächenenergiewerte im Rahmen der DEM.
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Daneben simulierten Mayer et al. [111] das Dispersionsverhalten sowie den Par-
tikelbruch von Rußagglomeraten über die DEM mit variierender Scherbeanspru-
chung. Zum besseren Verständnis einer Deagglomeration von Ruß fand eben-
falls eine Kombination von DEM und anderen Methoden, wie Computational
Fluid Dynamics (CFD) und Population Balance Modelling (PBM) Anwendung
in [112, 113]. Nach Sangrós et al. [114, 115] wurde die mechanische Bindung
von Elektrodenpartikeln mit einem Hertz’schen Kontakt simuliert, die die Wech-
selwirkung von Aktivmaterialpartikeln und polymerem Bindemittel darstellen.
Ein neuer Ansatz von Srivastava et al. [116] zeigt eine DEM-basierte Methode
zur Entwicklung von Elektrodenmesostrukturen durch Kontrolle der Kohäsions-
kraft der Binder-Leitruß-Phase und der Adhäsionskraft zwischen dieser und der
Aktivmaterial-Phase.
Die genannten Untersuchungen zielen auf die Identifizierung der Komponenten
einer Elektrode ab, die die effektiven Transporteigenschaften des jeweils leiten-
den Mediums beeinflussen. Zu den maßgebenden Faktoren zählen Partikelform
und -größe für den Elektronentransport, sowie der Volumenanteil und die Veräs-
telung des Porenraumes für den Transport der Lithium-Ionen. Theoretische sowie
empirische Modelle bieten nach aktuellem Stand der Forschung die Möglichkeit
einer Berechnung der effektiven Leitfähigkeiten von Elektrodenstrukturen. Zu
den empirischen Ansätzen zählen u.a. Volumenmittelungsmethoden. Die Porosi-
tät bzw. Packungsdichte und die generellen Leitfähigkeitseigenschaften der be-
trachteten Phase dienen dabei als Eingangsvariablen. Die Wiener-Grenzen [117]
schließen durch eine obere und untere Grenze einen Bereich ein, in dem die ef-
fektive Leitfähigkeit eines anisotropen Materials zu erwarten ist. Die Wiener-
Grenzen beinhalten zudem den Bereich isotroper Materialien. Deren genaue Li-
mitierung wird durch Hashin und Shtrikman [118] definiert. Daneben existiert
die Theorie des effektiven Mediums [119], die den von Hashin und Shtrikman
vorgegebenen Bereich wiederum in zwei Bereiche zerlegt. Der obere Teilbereich
beinhaltet die Eigenschaften hinsichtlich Materialien mit einer inneren Porosi-
tät. Für die Elektrodenstruktur einer LIB ist damit der Porenraum gemeint. Die
sogenannte externe Porosität entspricht im selbigen Beispiel der ganularen Fest-
phase und kennzeichnet den unteren Teilbereich [120]. Daneben repräsentiert die
Bruggeman Beziehung einen empirischen Ansatz, der eine Verbindung zwischen
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der effektiven Leitfähigkeit der Materialien und der Porosität herstellt [117, 121–
123]. Anzumerken ist, dass Partikelkontakte auf der Mikroebene über empirische
Ansätze nicht im Detail berücksichtigt werden können. Für die elektrische Leit-
fähigkeit haben Batchelor und O’Brien im Jahr 1977 ein mathematisches Mo-
dell entworfen, welches Zwischenpartikelkontakte von granularen Materialien
mit einbezieht [124]. Untersuchungen zur Partikelmodellierung in [24] haben er-
geben, dass die elektrische Leitfähigkeit nicht nur von der Anzahl der Kontakte,
sondern zusätzlich von der Richtung der Kontakte bestimmt wird. Aktuelle For-
schungsergebnisse des effektiven Transportes im Elektrolyten und einem Ansatz
zur Berechnung der Tortuosität finden sich in [125, 126].
Allgemein lassen sich über die Erstellung numerischer Modelle reale granula-
re Strukturen repräsentieren, worauf Leitfähigkeitsmodelle zur Berechnung ef-
fektiver Transporteigenschaften angewendet werden können [127, 128]. In der
vorliegenden Arbeit wird Gebrauch von der Resistor Network Methode (RN),
auch Widerstands-Netzwerk Methode genannt, für sphärische Partikel gemacht
[15]. In [129] existiert eine Erweiterung für (super-) ellipsoide Partikelformen.
Im allgemeinen Verfahrensablauf werden die Perkolationscluster hinsichtlich der
entsprechenden Phase in ein Netzwerk aus Widerständen verwandelt. Dabei ent-
sprechen die Widerstände den Partikelkontakten oder den Verengungen im Po-
rengefüge. Durch die Zuweisung von Potentialen zu Potentialknoten im Partikel-
oder Porenzentrum und einem äußeren, angelegten Potentialunterschied resultiert
ein lineares Gleichungssystem, das es mit Hilfe des Ohm’schen Gesetzes [130]
zu lösen gilt. Die Vorhersage der effektiven Leitfähigkeiten für die Festphase,
d.h. den elektrischen Fluss, sowie für die Porenphase sind mit der RN-Methode
realisierbar.
Die DEM dient in dieser Arbeit der Modellierung und Vorgabe von verdichteten
Partikelanordnungen, um eine anschließende Berechnung der effektiven Trans-
porteigenschaften über die RN-Methode durchführen zu können. Die effektive
elektronische Leitfähigkeit des Binder-Leitruß-Gemischs steht hier im Fokus.
In der Veröffentlichung [4] existiert ein Ansatz, der eine zusätzliche Phase im
Porenraum annimmt. Die Phase gilt als volumetrischer Anteil der Porenphase.
Die Phase wird in dieser Arbeit dem Binder-Leitruß-Gemisch gleichgesetzt. Die
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so bestimmbare effektive elektronische Leitfähigkeit wird in dieser Arbeit ei-
nem alternativen Ansatz gegenübergestellt. Für diesen Fall wird der Leitruß auf
der Oberfläche der Aktivmaterialpartikel angenommen. Unter Verwendung eines
Oberflächenleitfähigkeitsmodells als Erweiterung der RN-Methode [4] lässt sich
die elektronische Leitfähigkeit infolge dieser Annahme berechnen.
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3 Weiterentwicklung der Diskreten
Elemente Methode

In diesem Kapitel werden einzelne Teilbereiche des aus dem Kapitel 2.1.4 be-
kannten Ablaufschemas der Diskreten Elemente Methode (DEM) behandelt,
die in dieser Arbeit gezielt untersucht und erweitert werden. Dazu zählen u.a.
Packungsalgorithmen, die für die Produktion der Initialstruktur herangezogen
werden. Deren Eigenschaften und ihre Einflussnahme auf die Packungsdichte
werden studiert. Der Unterschied einer quasi-statischen und einer dynamischen
DEM-Routine sowie eine Analyse der Zeitschrittweite des numerischen Prozes-
ses werden ebenfalls diskutiert.

3.1 Aufbau der Initialstruktur –
Random-Packing Algorithmen

Eine Partikelkonfiguration vor Beginn des DEM-Verfahrens wird als Initial- oder
Ausgangsstruktur bezeichnet. Die Partikel oder Teilchen besetzen im dreidimen-
sionalen Raum einen vordefinierten Volumenbereich, welcher in der DEM als
Rechenraum definiert ist. Hier besitzt er die Form einer quaderförmigen Box. Die
Partikelansammlung unterliegt keinerlei äußeren Einflüssen, was bedeutet, dass
die Teilchen zu diesem Zeitpunkt nicht miteinander interagieren. Partikelüberlap-
pungen und interne Spannungen sind auszuschließen. Als Bezugssystem wird ein
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orthogonales, globales Koordinatensystem gewählt. Hinsichtlich der Randbedin-
gungen wird von einer periodischen Anordnung der Teilchen in allen drei Raum-
richtungen ausgegangen. Infolge dieser Randbedingungen repräsentiert die In-
itialstruktur einen Ausschnitt des inneren Aufbaus einer realen Partikelansamm-
lung. Randeffekte1 werden ausgeschlossen. Periodische Randbedingungen fol-
gen im numerischen Modell der Definition, dass jedes Partikel, dessen Volumen
die Ränder der Box überschreitet, als periodisches virtuelles Partikel auf die exakt
gegenüberliegende Seite der Box projiziert wird [33]. Abbildung 3.1 veranschau-
licht eine solche Konfiguration in der y-Draufsicht. Alle genannten Eigenschaf-
ten der Konfiguration definieren ein Volumenelement, das alle Eigenschaften der
realen Gesamtstruktur in sich vereinen soll.
Mit Hilfe von zufallsbasierten Algorithmen können solche Ausgangsstruktu-

ren erzeugt werden. Zwei davon, der Random Close Packing-Algorithmus (RCP)
und der Drop and Roll-Algorithmus (DNR), werden im Folgenden vorgestellt.
Alle Partikel werden dabei als Kugeln modelliert. Eine Kugel lässt sich allein
durch die Koordinaten ihres Mittelpunktes sowie ihren Radius definieren und
bietet aufgrund der Einfachheit ihrer Geometrie immense Vorteile für die mathe-
matische Beschreibung der Packungsalgorithmen.

3.1.1 Random Close Packing-Algorithmus (RCP)

Der RCP ist ein zweistufiges Iterationsverfahren und wurde erstmals von Jodrey
und Tory für sphärische Partikel eingeführt [17, 18]. Sie stellen eine monoska-
lige Strukturerzeugung in einem vordefinierten würfelförmigen Volumenbereich
VBox vor. Hier werden periodische Randbedingungen in alle drei Raumrichtungen
angenommen. Für die Anfangskonfiguration dieses Algorithmus wird eine feste

1 Unter Umständen ist das reale System durch starre Wände begrenzt. Sie beeinflussen den Struk-
turaufbau vor allem in den randnahen Gebieten. Der Einfluss starrer Wände ist örtlich begrenzt,
denn mit größer werdendem Abstand zu den Rändern klingt dieser Effekt ab [131]. Eine willkür-
liche, zufallsbasierte Anordnung charakterisiert die Partikelanordnung im Inneren.
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Abbildung 3.1: Repräsentatives Volumenelement: Ausschnitt einer spannungsfreien Partikelkonfi-
guration im Gleichgewichtszustand. Es vereint als überlappungsfreies und periodi-
sches System alle Eigenschaften der Gesamtstruktur in sich und dient als Initialstruk-
tur für mechanische und strukturveränderliche Simulationen (dunkelgrau: periodisch
projizierte Partikel, die lediglich als Randbedingung dienen; hellgrau: Partikel, die
die Initialstruktur definieren).

Anzahl N ∈ N von Partikeln gewählt. Ihre Positionen, d.h. ihre Zentrumskoordi-
naten, werden nach dem Zufallsprinzip ausgewählt. Beim Start dieses Algorith-
mus wird der Wert des Packungsfaktors zu Eins gewählt,

p fout =
∑

N
i=1 Vi(Rout)

VBox
= 1.0, (3.1)

was ein System mit extrem großen Überlappungen charakterisiert. Der Index
’out’ bezieht sich auf die sogenannten äußeren Variablen, wie z.B. den äußeren
Radius Rout oder den äußeren Packungsfaktor p fout . Sie beschreiben das System
mit den Überlappungen. Daneben gibt es innere Größen, wie den inneren Ra-
dius Rin pro Kontaktpaar. Er ist, bezogen auf das Kontaktpaar mit der größten
geometrischen Überlappung δn,max, als derjenige definiert, bei dem sich die be-
teiligten Partikel gerade noch in einem Punkt berühren würden. In diesem Fall
wäre das System überlappungsfrei. Der innere Radius Rin gibt somit eine untere
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Radiengrenze an. Abbildung 3.2 visualisiert beide Parameter in Bezug auf das
Kontaktpaar mit maximaler Partikelüberlappung. Auf dieser Basis wird in jedem

Rout

δn

Rin

Abbildung 3.2: Monoskaliges Kontaktpaar des Random Close Packing-Algorithmus. Der äußere Ra-
dius Rout kennzeichnet die überlappende Konfiguration mit der virtuellen Überlap-
pung δn, während der innere Radius Rin die zu erreichende Konfiguration kennzeich-
net, bei der sich die Partikel gerade noch in einem Punkt berühren.

Iterationsschritt das Paar mit der maximalen Überlappung δn,max in Normalen-
richtung mit dem Index n identifiziert, gefolgt von einer Größenreduktion und
einer Verschiebung der Partikel. Ziel ist es δn,max zu eliminieren. Der Prozess
dauert solange an, bis das Kriterium Rout ≤ Rin erfüllt ist. Dann stoppt der Algo-
rithmus [131].
Die Verkleinerung und Umpositionierung der Partikel ist über die sogenannte
Kontraktionsrate steuerbar. Je kleiner diese im Vorfeld gewählt wird, desto ge-
ringer sind die Inkremente der Iteration und der Prozess verlangsamt sich bzw.
benötigt mehr Iterationen, um eine überlappfreie Struktur zu erzeugen. Umge-
kehrt lässt sich der Algorithmus durch die Wahl einer hohen Kontraktionsrate
beschleunigen. Allgemein übt die Variation dieses Eingangsparameters Einfluss
auf die resultierende Packungsdichte der Struktur aus. Diese Eigenschaft wird
anhand der folgenden Studie detaillierter beleuchtet. Abbildung 3.3 zeigt die
Entwicklung des Packungsfaktors p f bei variierender Kontraktionsrate für vier
monoskalige Kugelkonfigurationen, die sich durch die Anzahl n ∈ N der Parti-
kel voneinander unterscheiden. Eine Box mit den Abmessungen Lx = Ly = Lz =

1.0mm entspricht dem Rechenraum und soll final ein Partikelsystem beinhalten,
welches keine Überlappungen vorweist. Für jede Konfiguration werden über den
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RCP unter Vorgabe von periodischen Randbedinungen in alle Raumrichtungen
jeweils drei Strukturen generiert.
Deutlich erkennbar ist eine nahezu lineare Abnahme der Packungsdichte mit
wachsender Kontraktionsrate. Der Packungsfaktor p f tendiert mit kleiner wer-
dender Kontraktionsrate zu einem Wert von ∼ 0.64, was der maximal möglichen
Packungsdichte des RCP-Algorithmus entspricht [17, 18]. Je niedriger die Kon-
traktionsrate gewählt wird, desto kleiner werden die Inkremente der Radienver-
kleinerung und der Verschiebung der Partikelzentren gesetzt. Mehrere Iterationen
sind notwendig, um eine Position einzunehmen, die ein hoch dichtes Partikelsys-
tem beschreibt. Auf diese Weise ist eine Einflussnahme auf die Packungsdichte
der finalen RCP-Struktur möglich. Die Boxdimensionen bleiben für alle Konfigu-
rationen konstant. Das bedeutet, dass sich der Radius mit wachsender Partikelan-
zahl n verringert, um ein überlappfreies System zu produzieren. Je mehr Teilchen
sich in der Box befinden, desto höher ist im Allgemeinen die Packungsdichte bei
gleichbleibender Kontraktionsrate in Gegenüberstellung zu den Konfigurationen
mit niedriger Partikelanzahl. Final entspricht das System einer dicht gepackten,
zufällig gewählten und überlappfreien Ausgangsstruktur, anhand derer mechani-
sche Simulationen, bespielsweise über die DEM, durchgeführt werden können.
Der RCP wurde in weiterführender Literatur [14, 129, 132] für Partikelkonfigu-
rationen mit unterschiedlicher Größenverteilung und nicht-sphärischen Partikeln
weiterentwickelt.

3.1.2 Drop and Roll-Algorithmus (DNR)

Der Drop and Roll-Algorithmus imitiert auf numerische Weise den physikali-
schen Einfluss der Schwerkraft und wird in [19, 133] als sequentieller Additions-
algorithmus vorgestellt: Eine bestimmte Anzahl von Partikeln wird nacheinander
in eine vordefinierte virtuelle Box mit den Abmessungen Lx,Ly und Lz fallen
gelassen auf der Suche nach einer stabilen Lagerung. Der Algorithmus wur-
de während dieser Promotion eigenständig in den institutsinternen C++ Code
kitGran implementiert und genauer analysiert [134].
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Abbildung 3.3: Einfluss der Kontraktionsrate auf das Verhalten der Packungsdichte von Partikel-
strukturen, die über den RCP-Algorithmus generiert sind. Dabei kennzeichnet n ∈
N die Anzahl der Partikel im quadratischen Volumenbereich VBox = 1.0mm3 und
R =const. den Radius der jeweiligen Konfiguration.

Das Zentrum Z0 eines globalen Koordinatensystems befindet sich an einem Eck-
punkt der Unterseite der virtuellen Box (siehe Abbildung 3.4). Die Achsen ver-
laufen entlang der Boxkanten. Dabei entsprechen x- und y-Achse den horizon-
talen Achsen und die z-Achse läuft entlang der Höhe der Box und ist entge-
gen der Wirkungsrichtung der Gravitation gerichtet. Die Startposition ist durch
0 ≤ x ≤ Lx, 0 ≤ y ≤ Ly und auf Höhe der Boxoberkante z = Lz festgelegt. Die
x-y-Startposition eines jeden Partikels kann über Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen bestimmt werden, während die z-Koordinate fest ist. Eine Möglichkeit bietet
beispielsweise die Gleichverteilung [135]. Das Verfahren basiert auf dem Zu-
fallsprinzip, so dass jede mögliche Position mit der gleichen Wahrscheinlichkeit
eintreten kann. Neben der Festlegung der anfänglichen z-Koordinate sowie der
Wahl der Wahrscheinlichkeitsverteilung sind die maximale Anzahl der Partikel
n ∈ N und die Partikelform festzulegen. Für die Wahl von Kugeln ist für jedes
neue Partikel i ein Radius Ri zu wählen.
Dann beginnt der eigentliche Prozess: Unter gravitatorischem Einfluss fallen
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x

y

z
g

Lz

Lx

LyZ0

Lz

Abbildung 3.4: Quaderförmiges Volumenelement mit den Abmessungen Lx = Ly und Lz > Lx, das
mit einer festen Anzahl n ∈ N sphärischer Partikel nach dem Prinzip des Drop and
Roll-Algorithmus (DNR) [19] gefüllt wird.

nacheinander Teilchen von der Oberkante in die Box. Mathematisch wird dieser
Fallprozess über eine inkrementelle Reduktion der aktuellen Höhe zl

i beschrieben
mit

zl+1
i = zl

i −δ z. (3.2)

Der Index l kennzeichnet den aktuellen Rechenschritt und i verweist auf das ak-
tuelle Partikel. Das Inkrement δ z entspricht der Schrittweite in z-Richtung. Das
Teilchen i trifft entweder auf den Boden der Box oder es tritt in Kontakt mit ei-
nem bereits vorhandenen Teilchen j. Für den Fall, dass es den Boden berührt,
ist zl+1

i ≤ Ri. Das Teilchen erhält die Koordinaten xi, yi und zi = Ri und bleibt
an dieser Position. Es ist es stabil gelagert. Die Daten werden gespeichert und
das Partikel der Konfiguration hinzugefügt. Der Vorgang startet mit einem neuen
Teilchen i. Alternativ zum Bodenkontakt besteht die Möglichkeit eines Kontakts
von Partikel i mit einem Partikel j der bis zu diesem Zeitpunkt bestehenden Kon-
figuration. Der Kontakt existiert, wenn δ

i j
n ≥ 0 ist, d.h. der direkte Abstand di j

der Mittelpunktskoordinaten der beiden Partikel i und j ist kleiner oder gleich der
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Summe ihrer Radien gemäß der Gleichung (2.4). Die geometrische Überlappung
δ

i j
n ist in diesem Fall abhängig von der Inkrementgröße δ z aus Gleichung (3.2).

Der Wert von δ z ist so klein zu wählen, dass der Suchradius für einen möglichen
ersten Kontaktpartner j während des Fallens klein ist. Bei großen Inkrementen
δ z besteht die Gefahr, dass bei einer sukzessiven Abfrage der Partikelliste2 der
tatsächliche erste Kontaktpartner nicht als erster erkannt wird und der Algorith-
mus verfälscht wird. Der Iterationsprozess mit dem Inkrement δ z induziert eine
Überlappung mit j, die es im Nachgang nach Gleichung (2.5) zu korrigieren gilt.
Relevant ist der Punktkontakt zwischen Partikel i und j bzw. die korrekte z-Posi-
tion, für die δ

i j
n = 0 gilt. Alternativ lässt sich diese z-Position von Partikel i mit

Hilfe zweier Winkel Ψ und Θ definieren (siehe Abbildung 3.5). Die Position von
Partikel j im Raum ist bekannt. Im Zentrum von j wird ein lokales Koordina-
tensystem festgelegt, dessen Achsen x̄, ȳ, z̄ parallel zu denjenigen des globalen
Koordinatensystems x, y, z verlaufen. Die x-y-Werte von Partikel i und j wer-
den jeweils auf die lokale z̄0-Ebene projiziert. Deren Verbindungsgerade heißt
g. Ausgehend vom lokalen Koordinatensystem entspricht Ψ dem Winkel auf der
z̄0-Ebene, der von der lokalen x̄-Achse hin zu g eingeschlossen wird. Die Gerade
f verbindet die Zentren von j und i. Der Winkel Θ wird von der lokalen z̄-Achse
hin zu f eingeschlossen. Die korrigierte Position von i lautet:

xi = x j +(Ri +R j) · cos(Θ) · cos(Ψ), (3.3)

yi = y j +(Ri +R j) · cos(Θ) · sin(Ψ), (3.4)

zi = z j +(Ri +R j) · sin(Θ) (3.5)

und steht in Abhängigkeit von beiden Winkeln. Die Gerade f und die z̄-Achse
definieren zudem zusammen eine vertikale Ebene E im Raum. Die Schnittkurve

2 Die Implementierung im Code kitGran folgt der Vorschrift, eine Liste aller bereits existierender
Partikel, d.h. potentieller Kontaktpartner, nacheinander durchzugehen. Die Position des tatsäch-
lichen Kontaktpartners könnte womöglich am Ende der Liste sein, während ein anderes Partikel
in naher Umgebung früher abgefragt wird, aber nicht dem wahren Kontaktpartner entspricht.
Unerwünschte Partikelüberlappungen wären die Folge.
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f

g

x

y

z

z̄0

Ψ

x̄
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z̄

R j

Ri

i+1

i

Θ

j

Ri +R j
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Abbildung 3.5: Erstmaliger Kontakt von Partikel i mit einem bereits existierenden Partikel j. Defini-
tion der Position von Partikel i im dreidimensionalen Raum in Abhängigkeit von den
Winkeln Θ und Ψ in Bezug auf die Position von j. Verweis auf den nachfolgenden
Rollprozess in Abhängigkeit von dem Winkelinkrement δΘ über die Konfiguration
t +1 als nächsten Iterationsschritt im Ablauf des DNR-Algorithmus.

von E und einer virtuellen Kugel, deren Mittelpunkt mit dem von j zusammen-
fällt oder im Ursprung des lokalen Koordinatensystems liegt und deren Radius
Ri +R j ist, entspricht der Rollkurve von Partikel i auf Partikel j. Vom lokalen
Koordinatensystem ausgehend lässt sich diese Rollkurve alternativ durch Ψ und
Θ eindeutig definieren. Eine neue Konfiguration i während des Rollens lässt sich
über eine inkrementelle, hinreichend kleine Winkeländerung von Θ um δΘ be-
schreiben:

xi = x j +(Ri +R j) · cos(Θ+δΘ) · cos(Ψ), (3.6)

yi = y j +(Ri +R j) · cos(Θ+δΘ) · sin(Ψ), (3.7)

zi = z j +(Ri +R j) · sin(Θ+δΘ). (3.8)
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Die Rollbahn von i auf j ist damit eindeutig festgelegt. Der Rollprozess dauert
solange an bis Partikel i Kontakt mit dem Boden oder einem zweiten Partikel k
erlangt.
In Bodenkontakt ist Partikel i stabil gelagert, im Kontaktfall rollt es entlang ei-
ner neu zu definierenden Rollkurve, die durch die zwei Kontaktpartner j und k
beeinflusst wird. Illustriert ist dieses Szenario in Abbildung 3.6. Die Zentren der
einzelnen Partikel i, j und k sind über die Ortsvektoren I, J und K bezogen auf das
globale Koordinatensystem x, y, z gekennzeichnet. Daneben definiert ein Vektor
JI Richtung und Länge von Punkt J zu Punkt I. Die zuvor genannten Punkte le-
gen eine eindeutige Ebene IJK im Raum fest, die mit rollendem Partikel i um
die JK-Gerade rotiert. Der Punkt T ist derjenige Punkt auf der Verbindungslinie
JK, der als Schnittpunkt mit einer zu JK orthogonalen Geraden, die durch das
Zentrum von i verläuft, entsteht. Mathematisch lässt sich T u.a. mit Hilfe des
Skalarproduktes aus den Vektoren JI und JK errechnen:

x
y

z

α

JK

Rk

R j

Ri

i

j k

T
K

ILI

J

Abbildung 3.6: Definition der Position von Partikel i im dreidimensionalen Raum, welches in Kon-
takt mit zwei Partikeln j und k steht. Geometrische Beschreibung des Rollprozesses
von Partikel i, dessen Rollkurve von j und k bestimmt wird.
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T = J+JK
(JI ·JK)

|JK|2
. (3.9)

Dabei sind T und J Ortsvektoren der jeweiligen Punkte und das Multiplikations-
zeichen von JI · JK kennzeichnet das Skalarprodukt der beiden Vektoren. Die
aktuelle Rollkurve oder die Bahn der Zentrumsposition von Partikel i ist eine
Kreisbahn um den Punkt T mit dem Radius |TI|. Auch diese Bewegung wird
inkrementell beschrieben. Das gelingt mit Hilfe eines zu TI und auch zur ge-
samten rotierenden Ebene IJK orthogonalen Vektors IL, der in jedem Schritt der
tangentiale Vektor zur Rollkurve von i ist. Der Punkt L soll auf genannter Bahn
liegen. Diese lässt sich mathematisch über das Vektorprodukt von TI und JK
ausdrücken. Zunächst wird ein Winkel α definiert, welcher von den Vektoren TI
und TL eingeschlossen wird. Er ist hinreichend klein zu wählen, um die Roll-
kurve von i in infinitesimalen Inkrementen zu beschreiben und einen nächsten
Partikelkontakt so früh wie möglich zu erkennen.
Der neu eingeführte Vektor TL lässt sich über den Zusammenhang

TL = TI+ IL =
TI×JK
|TI×JK|

|TI|tan(α) (3.10)

ausdrücken, mit

L = T+
TL
|TL|

|TI| (3.11)

als neue Zentrumsposition von Partikel i nach einer Rotation um den Winkel α .
Partikel i rollt weiter auf der Suche nach einem dritten Kontakt m. Ohne m ge-
funden zu haben, ist es möglich, dass i aufgrund einer bestimmten Lageposition
von j und/oder k zu einem der beiden den Kontakt verliert und weiterfällt. Die-
ses Szenario tritt ein, falls zwei oder sogar alle z-Koordinaten von i, j, k identisch
sind. In diesem Fall gehen die bis dahin existierenden Kontakte verloren. Findet
Partikel i währenddessen jedoch einen dritten Kontakt zu m, besteht die Möglich-
keit einer stabilen Konfiguration. Drei Kontakte sind unbedingt notwendig, um
Stabilität zu gewährleisten.
Es ist jedoch zusätzlich erforderlich, ein Stabilitätskriterium einzuhalten, welches
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in Abbildung 3.7 veranschaulicht ist. Alle Koordinaten der Kugelzentren von i,

z

x

y

m

i

j

k

M
J

K

JM

JKI I

Abbildung 3.7: Mögliche Lagebeziehung von Partikel i und drei Kontaktpartnern j, k und m. Kon-
trolle hinsichtlich einer stabilen Lagerung von i mit Hilfe eines Stabilitätskriteriums,
welches sich auf das Dreieck JKM der projizierten Kontaktpartnerzentren j, k, m
bezieht.

j, k, m werden in die x-y-0-Ebene projiziert. Der z-Wert wird hierbei willkürlich
zu Null gewählt. Befindet sich der zu Partikel i zugehörige projizierte Punkt I
innerhalb des Dreiecks JKM, so ist das Partikel i stabil gelagert. Diese Aussage
lässt sich in den mathematischen Kontext überführen. Abbildung 3.7 zeigt das
Dreieck JKM. Für zwei skalare Variablen r,s ∈ R+ soll gelten:

(i) : r ≤ 1.0, (ii) : s ≤ 1.0, (iii) : s+ r ≤ 1.0. (3.12)
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Als Vorfaktoren der beiden Vektoren JK und JM nehmen sie Einfluss auf deren
Länge. Nun wird der Ortsvektor I zu dem Punkt I der Summe beider Vektoren
gleichgesetzt, die durch r und s skaliert werden:

r ·JK+ s ·JM = I. (3.13)

Erfüllen r und s in Gleichung (3.13) alle Bedingungen (i), (ii) und (iii) gemäß
Gleichung (3.12), so befindet sich Punkt I innerhalb des Dreiecks JKM und Par-
tikel i ist stabil gelagert. Ist jedoch bereits eine der Bedingungen nicht erfüllt,
wird Partikel i erneut dem Fall- und/oder Rollprozess ausgesetzt. Eine weite-

I

J

M

K

a

I

II

III

IV
V

VI

VII

Abbildung 3.8: Projektion der Zentrumskoordinaten I, J, K, M aller Kontaktpartner j, k, m von Par-
tikel i in die z = 0-Ebene. Kontrolle des Stabilitätskriteriums, welches besagt, dass
Partikel i stabil gelagert ist, sofern es sich innerhalb des Dreiecks JKM, d.h. in Zone
I, befindet. Die Zonen II-VII legen andernfalls den weiteren Rollprozess von Partikel
i fest.

re Abbildung 3.8 zeigt das projizierte Dreieck JKM aus der z-Draufsicht. Die
eingezeichneten Bereiche I bis VII kennzeichnen die möglichen Lagepositionen
von Partikel i mit dem Zentrumspunkt I zu den Kontaktpartnern j, k, m mit den
jeweils projizierten Punkten J, K, M. Aus der Abbildung wird deutlich, dass Lag-
eposition I das Stabilitätskriterium stets erfüllt. Falls sich Partikel i dort befindet,
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verharrt es in dieser stabilen Position. Für den Fall, dass Punkt I außerhalb des
Dreiecks JKM liegt, gilt es I einem der sechs verbleibenden Bereiche II bis VII
zuzuordnen, um den weiteren Fall- und/oder Rollprozess mathematisch beschrei-
ben zu können.
Ein mögliches Vorgehen wird nun erläutert: Ein sich auf gleicher Ebene befinden-
der Vektor a sei orthogonal zu JM. Nun wird das Skalarprodukt von JK · a = a
und JI · a = b berechnet. Gilt ab > 0, befinden sich I und K auf derselben Sei-
te des Verbindungsvektors JM. Im anderen Fall liegt JM zwischen den beiden
Punkten. Nach dieser Vorgehensweise bezogen auf die restlichen Verbindungs-
vektoren der Punkte J, K, M lässt sich die Position von I eindeutig einem der
sechs Bereiche II bis VII zuordnen. Daraus lässt/lassen sich der/die verbleiben-
de/n Kontaktpartner für ein Weiterrollen von i bestimmen.
Der Prozess ist beendet, sobald Partikel i Bodenkontakt erlangt oder das Stabili-
tätskriterium erfüllt ist. Danach fällt ein neues Partikel i in die Box. Ist die maxi-
male vordefinierte Anzahl n von Partikeln erreicht, stoppt das gesamte Verfahren.
Anschließend kann die Höhe Lz der gesamten Box variiert werden, um eventuel-
le Hohlräume abzuschneiden und/oder Partikel zu eliminieren, denn wenn dann
deren Zentrumskoordinaten nach dem Abschneiden außerhalb der Boxgrenzen
liegen, werden diese Partikel nicht mehr in der Konfiguration berücksichtigt.
In dieser Implementierung wird eine periodische Anordnung der Partikel in bei-
den horizontalen Raumrichtungen vorgeschrieben. Damit gilt für jedes Partikel,
welches die Box in horizontaler Richtung während dem Ablauf des Algorithmus
verlassen wird (aufgrund eines Rollprozesses auf der Suche nach einer stabi-
len Position), dass es sich auf der gegenüberliegenden Seite wieder in die Box
hineinbewegt. Der Bewegungsprozess wird erst durch ein erfülltes Stabilitätskri-
terium beendet, d.h. das betroffene Partikel ist stabil gelagert. Besonders ist hier,
dass Partikel, die ihre stabile Lagerung innerhalb der Box eingenommen haben
und deren Zentren sich im Abstand von < 2R zu den horizontalen Boxwänden
entfernt befinden, als periodische Partikel auf die gegenüberliegende Seite proji-
ziert und als virtuelle Partner definiert werden. Die Umgebung 2R definiert den
Suchraum, in dem ein potentieller Kontaktpartner während eines Rollprozesses
anzutreffen ist. Im folgenden Abschnitt wird eine Möglichkeit vorgestellt, die
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Periodizität auch in Fallrichtung zu fordern, um ein Kriterium für ein RVE zu
erfüllen.

3.1.2.1 Herstellung der Periodizität in Fallrichtung

Im Gegensatz zum RCP [17, 18], bei dem die Periodizität in allen Raumrichtun-
gen von Prozessbeginn an eingefordert wird, ist dies für den DNR nur für die zur
Fallrichtung orthogonalen Raumrichtungen möglich. Die fehlende Periodizität in
Fallrichtung muss durch einen nachfolgenden, separaten Schritt erzeugt werden.
Ohne Periodizität in alle Raumrichtungen kann ein Volumenelement nicht reprä-
sentativ für den Ausschnitt einer Gesamtstruktur aus dem Inneren sein. Für die
Herstellung der Periodizität in Fallrichtung wird in dieser Arbeit die DEM heran-
gezogen. Für den allgemeinen Verfahrensablauf dieser Methode wird auf Kapitel
2.1.4 verwiesen.
Eine Box wird nach dem DNR-Algorithmus mit gleichgroßen sphärischen Parti-
keln gefüllt, die alle über den Radius R definiert sind. Der Volumenbereich besitzt
die Abmessungen Lx = Ly und Lz ≫ Lx ∈ R+. Abbildung 3.9 illustriert den im
Folgenden beschriebenen Ablauf, worin die Konfiguration (I) das Resultat des
sequentiellen DNR-Algorithmus nach dem Füllen zeigt, in dem die dunkel mar-
kierten Kugeln den periodischen Partikeln entsprechen. Aus dem ursprünglichen
System (I) wird ab einer bestimmten Höhe z0 ein Volumenelement herausge-
schnitten. Die Höhe z0 gilt fortan als Position der Unterseite des herausgeschnit-
tenen Volumenelements aus dem ursprünglichen System. Die Einflusskriterien
zur gezielten Wahl von z0 sind im folgenden Unterkapitel erläutert. Fortan gilt
der Ausschnitt (II) mit den sich darin befindenden Partikeln als das relevante
Volumenelement. Die Position der einzelnen Partikelzentren bestimmt, welches
Partikel der Konfiguration zuzuordnen ist. Denn vor allem an den Rändern über-
schreiten Partikelvolumina mehrfach die Boxgrenzen. Befinden sich deren Zen-
trumskoordinaten außerhalb des Volumenbereichs, so werden diese Partikel von
der Konfiguration ausgeschlossen. Ausschließlich Partikel, deren Zentren sich
innerhalb der virtuellen Box befinden, definieren eine Initialstruktur und sind in
Abbildung 3.9 (I)-(IV) hellgrau gekennzeichnet.
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Im vorliegenden Beispiel wird das Verhältnis der Boxdimensionen zum Radi-

z

z0

y x
(I) (IV)(II)

DEM

(III)

Abbildung 3.9: Herstellungsvariante eines in allen Raumrichtungen periodischen RVEs, welches auf
der Generierung einer Partikelstruktur über den DNR-Algortihmus beruht. (I) Auf-
füllen einer virtuellen Box (Lx = Ly, Lz ≫ Lx) auf der Basis des DNR-Algorithmus
mit dunkelgrau gekennzeichneten periodischen Partikeln; (II) Ausschnitt einer Volu-
mensektion inklusive der darin liegenden Partikel(-zentren) - hellgraue Partikel; (III)
Einforderung der periodischen Randbedingungen in allen Raumrichtungen; (IV) Eli-
mination der Überlappungen an der Ober- und Unterkante der Box mit Hilfe der
Diskreten Elemente Methode zur Herstellung einer spannungsfreien repräsentativen
Partikelkonfiguration.

us der Partikel mit R/Lx = 0.1 und Lz/Lx = 5.0 festgelegt. Das Volumenelement
wird ab einer z-Position z0 herausgeschnitten und besitzt selbst die Abmessungen
[Lx,Ly,h]. Diese exemplarische Partikelansammlung innerhalb des Volumenaus-
schnitts beinhaltet 140 Partikel. Die Volumenelementhöhe h ∈ R+ gilt als va-
riabel. In Gegenüberstellung zu RVEs mit mehr als 250 Partikeln, die in dieser
Arbeit Anwendung finden, ist die vorliegende Anzahl von 140 vergleichsweise
gering. Zur Demonstration der Erzeugung einer periodischen Anordnung in allen
Raumrichtungen gilt sie jedoch als repräsentativ. Dem Leser soll der allgemeine
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Verfahrensablauf zur Produktion eines RVEs, welches im Rahmen des DNR-Al-
gorithmus generiert wird, vermittelt werden.
Um die Periodizität in Bezug auf das Volumenelement in Konfiguration (II) auch
in z-Richtung zu erzeugen, wird die Randbedingung in dieser Richtung auferlegt.
Das bedeutet, dass jegliche Partikel, deren Zentren zwar innerhalb der Boxab-
messungen liegen, ihre Volumina die Boxgrenzen jedoch überschreiten, auf die
jeweils gegenüberliegende Boxseite projiziert werden. Das hat durch den nicht
periodischen Aufbau in Fallrichtung zur Folge, dass sich Partikel an Ober- und
unterkante der Box mit virtuell projizierten Partikeln überlappen. Veranschau-
licht ist dieser Eingriff in Konfiguration (III). An den Boxkanten in z-Richtung
sind starke Überlappungen der periodischen Partikel (dunkelgrau) und den rea-
len Partikeln sichtbar. Nach einer Kontaktkraftdefinition, die den Vorschriften der
DEM folgt, rufen plötzlich auftretende Überlappungen Kontaktkräfte hervor. Das
Partikelsystem steht unter Spannung. Um alle Kriterien eines RVEs einzuhalten,
müssen diese Spannungen beseitigt werden, was mit Hilfe der DEM gelingt. Das
Verfahren ermöglicht die Produktion einer überlapp- und damit spannungsfreien
Konfiguration unter der Annahme von periodischen Randbedingungen in allen
Richtungen. Das Partikelsystem unterliegt im noch aktuellen Zustand (III) kei-
nen zusätzlichen äußeren Einflüssen, d.h. Volumenveränderungen der Box oder
Krafteinwirkungen sind auszuschließen. Die künstlich erzeugten Überlappungen
setzen das System unter Spannung. Das System strebt eine energetisch günsti-
gere, nahezu spannungsfreie Konfiguration an, wodurch eine interne Bewegung
der Teilchen erzeugt wird. Das bedeutet, dass durch den Bewegungsprozess die
Spannungen abgebaut werden. Die DEM-Simulation dauert solange an, bis das
System einen Zustand erreicht, in dem nahezu keine kinetische Energie mehr
vorhanden ist. Die Energie wird im numerischen Verfahren kontrolliert bis sie ei-
ne festgelegte Toleranzschwelle unterschreitet. Darunter ist der Energiewert ver-
nachlässigbar klein. Die Konfiguration entspricht nahezu einem Gleichgewichts-
zustand der Struktur. Die Implementierung folgt zusätzlich der Vorschrift, dass
alle Überlappungen unterhalb eines festgelegten Toleranzwertes δ TOL

n > 0 lie-
gen müssen. Dieser Wert definiert auf numerische Weise die obere Grenze einer
überlappfreien Partikelkonfiguration. Es gilt δn,max < δ TOL

n . Ist dieses Kriterium

65



3 Weiterentwicklung der Diskreten Elemente Methode

für das gesamte Partikelsystem erfüllt, steht die aktuelle Konfiguration als peri-
odische, nahezu spannungsfreie Ausgangsstruktur für weitere Simulationen zur
Verfügung.
Durch die Einforderung der Periodizität findet unter Anwendung des DEM-Ver-
fahrens eine Partikelumordnung statt. Die Konfiguration (IV) ist nicht mehr iden-
tisch zu (II). Aufgrund einer weitaus höheren Anzahl von Partikeln, die fortan in
DEM-Simulationen in dieser Arbeit vorausgesetzt wird, sind die internen Be-
wegungen vergleichsweise gering, da jegliche zu eliminierende Überlappungen
nur an der Ober- und Unterseite der Box auftreten können. Die Positionen der
Partikel innerhalb der Box bleiben nahezu unverändert. Damit ist anzunehmen,
dass die Eigenschaften einer DNR-Struktur, die über die DEM modifiziert wird,
größtenteils erhalten bleiben. Konfiguration (IV) zeigt als stark vereinfachte Ab-
bildung das endgültige repräsentative Volumenelement, welches auf Basis des
DNR-Algorithmus und anschließender DEM-Modifizierung zur Erzeugung ei-
ner periodischen Anordnung in allen Raumrichtungen generiert werden kann.

3.1.2.2 Einflussnahme auf die Packungsdichte

Die Packungsdichte ist mathematisch als Packungsfaktor p f gemäß Gleichung
(2.3) definiert. Die dichteste Packung wird erreicht, wenn der Volumenbereich
bei engster Lagerung den kleinst möglichen Raum einnimmt. Für monoskalige
Kugelstrukturen liegt der maximale Packungsfaktor ungefähr bei 74% [136]. Da-
bei ist das System aus hexagonalen (sechseckig angeordneten) Kugelschichten
aufgebaut, d.h., jede einzelne Kugel wird von sechs Kontaktpartnern innerhalb
der Schicht und von jeweils drei Kugeln aus der oberen und unteren Schicht
punktuell berührt. Die Koordinationszahl bezeichnet die Summe aller Partikel,
die mit einem betrachteten Partikel in Kontakt stehen. In dieser Anordnung be-
sitzt sie den Wert 12. Diese und zahlreiche alternative mögliche Partikelanord-
nungen sind für die Kristallographie von großer Bedeutung. Damit lassen sich
reale Stapelsysteme kleinster Teilchen, wie Atome oder Moleküle, etc., beschrei-
ben. Dazu zählt beispielsweise die Gitterstruktur von Kristallen. Deren Aufbau
folgt dem Prinzip der Minimierung des Volumens, d.h. idealerweise stellt sich
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eine möglichst dichte Konfiguration ein [137].
In Realität weichen die Strukturen jedoch von einer idealen Anordnung ab, was
als Gitterdefekt bezeichnet wird. Bezogen auf alternative reale granulare Partikel-
ansammlungen, wie Sand, Schütthaufen aus Kies, aber auch der mikroskopische
Aufbau einer Elektrode einer Lithium-Ionen-Batterie, lassen sich vermehrt Un-
stetigkeiten bis hin zu völliger Strukturlosigkeit feststellen. Der Aufbau einer
Kathode zählt zu derartigen granularen Systemen, die eine vollkommen regello-
se Struktur aufweisen. Die Mathematik hat sich der Aufgabe gewidmet, solche
Kugelpackungen auf unterschiedlichste Weise generieren zu können. Dazu zäh-
len die aufgeführten Algorithmen, der RCP- und der DNR-Algorithmus. Der
RCP (vgl. Kapitel 3.1.1) zeichnet sich durch die besondere Eigenschaft aus, ei-
ne auf dem Zufallsprinzip beruhende, dichte Kugelpackung zu produzieren, die
einen maximalen Packungsfaktor von knapp 64% [136, 138] erreichen kann. Die
Kontraktionsrate zählt zu den wesentlichen Parametern, die Einfluss auf die Pa-
ckungsdichte einer über den RCP-Algorithmus generierten Struktur ausüben. Die
Packungsdichte einer durch den DNR produzierten Initialstruktur erreicht eine
maximale Packungsdichte von circa 57.8% [19]. Eine mögliche Einflussnahme
auf die Dichte der Struktur wird an dieser Stelle präsentiert, um die Charakte-
ristiken dieses Algorithmus besser verstehen zu können. Ziel ist es, eine solche
Struktur für mechanische Kompressionsstudien im Rahmen der DEM zu nutzen.
Einflussparameter auf den DNR-Algorithmus sind u.a. die Wahrscheinlichkeits-
funktion, über die die x-y-Startposition eines Teilchens vor dem Fall festgelegt
wird, die Geometrie und Größe jedes einzelnen Partikels, der Ablauf des Heraus-
schneidens eines Volumenelements ab der Höhe z0 und die Wahl von z0 sowie
eine nachträgliche Variation der Höhe h dieses Volumenelements. Da in dieser
Arbeit ausschließlich kugelförmige Partikel betrachtet werden, wird der Aspekt
der Geometrie nicht näher erläutert. Daneben hat auch ein künstlich initiiertes
Schütteln Auswirkungen auf die Packungsdichte der Gesamtstruktur. Die ge-
nannten Einflussfaktoren werden fortan näher erläutert.
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Untersuchung der Position der Höhe z0 des Volumenelemnents sowie der
Volumenelementhöhe h Um einen Einfluss auf die Packungsdichte einer Initi-
alstruktur, die über den DNR-Algorithmus generiert ist, ausüben zu können, muss
zunächst der eigentliche Verfahrensablauf dieses Algorithmus hinterfragt und das
Verhalten verstanden werden. Der DNR-Algorithmus ahmt einen realen, gravita-
tionsbedingten Prozess auf numerische Weise nach. Für die Wahrscheinlichkeits-
verteilung der x-y-Startposition wird die Gleichverteilung gewählt. Die ersten
Teilchen fallen auf den Boden der Box. Nach und nach entstehen ein oder meh-
rere kegelförmige Partikelhaufen und die nachkommenden Partikel unterliegen
vermehrt dem Rollprozess, bis sie eine stabile Position gefunden haben. Örtliche
Begrenzungen in Form von starren oder periodischen Randbedingungen hemmen
den Wegrollprozess. Ab einem gewissen Punkt ist der Boden vollständig bedeckt.
Die Teilchen stapeln sich aufeinander auf und füllen das Volumenelement. Alle
sich am Boden befindenden Partikel bilden das Fundament der Gesamtstruktur.
Bei gleicher Größenverteilung aller Partikel mit R =konst. resultiert eine Parti-
kelansammlung auf gleicher Ebene, dem Boden, die Einfluss auf den weiteren
Aufbau der Struktur ausübt. Dieser Effekt des Bodens auf die Struktur ist örtlich
begrenzt. Aus diesem Grund wird der Bodeneffekt als eine Eigenschaft definiert,
die im Hinblick auf die Generierung eines RVEs, das einen Ausschnitt aus einer
kontinuierlichen Partikelstruktur darstellen soll, auszuschließen ist. Dazu ist es
notwendig die Höhe z0 ausfindig zu machen, ab der der Einfluss des Bodens ver-
nachlässigbar wird. Dazu wird eine Studie durchgeführt, die in Abbildung 3.10
illustriert ist:
Eine Box besitzt die Abmessung Lx = Ly = 1.0mm, Lz = 5Lx und wird mit

monoskaligen sphärischen Partikeln gefüllt. Zu unterscheiden sind sechs Par-
tikelstrukturen, die sich durch die Wahl der Radien unterscheiden. Pro Radius
werden jeweils fünf Strukturen generiert. Anschließend werden allen Konfigura-
tionen Ausschnitte ausgehend von unterschiedlichen Positionen z0 entnommen.
Ab z0 startet die eigentliche Höhe h der einzelnen Volumenelemente. Der Wert
h gilt als veränderliche Variable und beeinflusst die Packungsdichte der auf die-
se Weise erzeugten Volumenelemente ebenfalls. Abbildung 3.11 veranschaulicht
die Verläufe von gemittelten Werten der Packungsfaktoren p f in Abhängigkeit
von der Volumenelementhöhe h. Die Mittelung bezieht sich auf die jeweiligen
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z

z0

h

y x

Abbildung 3.10: Erste Schritte zur Produktion eines RVEs über den DNR-Algorithmus: Ausschnitte
von Volumenelementen ab der Position z0 aus einer hohen Box (links), die in der
Volumenelementhöhe h veränderlich sind (hellgrau: reale Partikel, dunkelgrau: pe-
riodische Partikel). Ab z0 ist der Einfluss auf die Struktur, die anfangs der Boden
induziert, vernachlässigbar. Die Einforderung der Periodizität ist der noch fehlende
Schritt zur Produktion des RVEs.

fünf Strukturen mit gleichem Radius. Abgebildet sind zusätzlich die jeweiligen
Fehlerabweichungen. Deutlich ist, dass sich der Verlauf von p f für Volumen-
elemente mit z0 = 0.0mm zu den restlichen Verläufen stark unterscheidet. Für
große Radien ist diese Abweichung am stärksten. Das zeigen vor allem die zu-
gehörigen Kurven in (e) und (f) aus Abbildung 3.11. Diese Differenz wird durch
die ebene Partikelschicht am Boden verursacht. Der Bodeneffekt reduziert die
Packungsdichte. Erst eine Zunahme der Höhe h ≥ Lx dieses Volumenelements
ermöglicht einen Einfluss auf die Packungsdichte und zeigt eine starke Zunah-
me mit der Tendenz zum maximal möglichen Packungsfaktor von 0.578 bezo-
gen auf den DNR-Algorithmus, da das Verhältnis der bodennahen Schicht zum
Volumen ohne Bodeneffekt zunimmt. Interessant ist, dass Volumenelemente mit
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0.10.0 0.2 0.3 0.4 0.5z0 [mm]
Symbol +

(d)(c)

(e) (f)

(c)
(a) (b)

Abbildung 3.11: Entwicklung des gemittelten Packungsfaktors p f mit variierender Höhe h bezogen
auf Volumenelemente, die ab einer z-Position z0 aus einer DNR-Partikelstruktur in
einer hohen Box herausgeschnitten werden. Die ursprünglichen Boxabmessungen
lauten [Lx = Ly = 1.0mm] und Lz ≫ Lx, die des Volumenelements betragen [Lx,
Ly, h] und die Wahl von Radius zu Lx beträgt: (a) R/Lx = 0.04, (b) R/Lx = 0.05,
(c) R/Lx = 0.06, (d) R/Lx = 0.07, (e) R/Lx = 0.08, (f) R/Lx = 0.09.
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größeren Partikeln ((e) und (f)) ab z0 = 0.0mm trotzdem eine höhere Packungs-
dichte aufweisen als jene mit z0 = 0.1mm. Das bedeutet, dass die Partikelschicht
am Boden dichter gepackt ist. Mit steigender Höhe h des Volumenelements ent-
steht eine Abnahme der Packungsdichte, bis schließlich eine Strukturverdichtung
und Konsistenz im Aufbau der Partikel entsteht. Für alle anderen Konfiguratio-
nen in Abbildung 3.11 mit z0 ≥ 0.2mm ist eine Abweichung zum Grenzwert der
Packungsdichte 0.578 weniger stark ausgeprägt. Die Kurven für große Radien
in (e), (f) weisen eine höhere Fluktuation in Gegenüberstellung zu (a), (b) und
(c), (d) auf. Ein Vergleich von (a), (b) und (c), (d) zeigt für erstere eine höhere
Fluktuation. Die Beobachtungen weisen auf das Verhältnis von Radius R zu den
Boxabmessungen hin. Es ist von Bedeutung, welche Dimension die Partikel im
Vergleich zum Volumenelement besitzen, um aussagekräftige Ergebnisse aus den
Studien der Packungsdichte ziehen zu können und final, ein RVE zu definieren.
Ein Verhältnis von R/Lx ≈ 1/20 lässt sich als konservative Annahme aus den
Resultaten ableiten. Für größere Verhältnisse entsprechen solche Volumelemente
offensichtlich weniger den Anforderungen eines RVEs, da immer stärkere Fluk-
tuationen im Verlauf der Packungsdichte erkennbar sind.
Tabelle 3.1 listet die den Radien zugehörigen Werte z0 auf, ab denen der Boden-
effekt vernachlässigbar ist, d.h. eine nahezu vernachlässigbar kleine Abweichung
zum linearen Verlauf des Packungsfaktors mit der Tendenz zu 0.578 vorhanden
ist. Daneben ist das Verhältnis R/z0 notiert. Der Mittelwert beträgt (R/z0)≈ 0.27.
An dieser Stelle wird eine konservative Annahme getroffen, d.h. der Ausschluss
des Bodeneffekts soll auf einer sicheren Annahme beruhen. Daher wird ein Ver-
hältnis von

R
z0

=
1
5

(3.14)
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gewählt3. Das Fazit lautet: Ab einer Höhe von z0 = 5R für Lx = Ly = L = 1.0
[-] und R ≈ L/20 ist der Bodeneffekt und damit auch sein Einfluss auf die Pa-
ckungsdichte auszuschließen.
Die Untersuchung der Variation der Höhe h eines Volumenelements rückt in
den Fokus der Diskussion, für welches der Einfluss des Bodens ab sofort aus-
geschlossen wird. Es gilt z0 > 5R und R ≈ L/20. Für jede Konfiguration startet
h mit einem Wert von h = L = 1.0mm, was in diesem Beispiel einem würfel-
förmigen Volumenelement entspricht. Die Abweichungen vom Verlauf von p f
zu dem Grenzwert von 0.578 werden mit ansteigendem Wert von h geringer. Ab
h ≈ 2.0L unterschreiten die Abweichungen zu 0.58 knapp 1%, weshalb dieser
Wert von h als die Höhe angenommen wird, die die minimale Höhe eines im
Rahmen des DNR-Algorithmus generierten Volumenelements definiert. Die fi-
nalen Abmessungen lauten [L,L,2L]. Nach Einforderung der Periodizität in allen
Raumrichtungen nach Kapitel 3.1.2.1 darf das Volumenelement als repräsentativ
mit Blick auf die Packungsdichte betitelt werden.

Tabelle 3.1: Einfluss des Bodens auf den Aufbau der Struktur.

Radius Position der Boxunterseite R / z0

R [mm] z0[mm] [−]

0.04 0.1 0.4
0.05 0.2 0.25
0.06 0.2 0.3
0.07 0.3 0.23
0.08 0.2 0.4
0.09 0.2 0.45

∼ Lx/20 ∼ 5R (R/z0)≈0.27

3 Diese Annahme beruht auf weiteren Studien, die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführt wurden.
Eine Variation der Anzahl der Partikel des Gesamtsystems, der Radien sowie der Höhe z0 fand
dabei statt. Das hier vorgestellte Beispiel dient lediglich demonstrativen Zwecken, während die
finale Definition (3.14) die Ergebnisse aller Studien involviert.
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Gleichverteilung und Normalverteilung Zufallsbasierte Verteilungen dienen
dem Zweck reale Häufigkeiten von Daten und Beobachtungen darzustellen [135].
An dieser Stelle werden sie im Ablauf des DNR-Algorithmus als Vorgabe der x-
y-Startposition eines jeden Partikels vor dem Eintritt in die Box verwendet. In den
institutsinternen Code kitGran wurden zwei Ansätze von möglichen Wahrschein-
lichkeitsverteilungen während dieser Arbeit implementiert: die Gleich- und die
Normalverteilung.
Die Gleichverteilung bewirkt, dass jede mögliche x-y-Startposition mit exakt der-
selben Wahrscheinlichkeit eintreten kann. Die virtuelle Box wird nach diesem
Zufallsprinzip gleichverteilt mit Partikeln gefüllt.
Die Theorie der Normal- oder Gaußverteilung [135] ist nach dem deutschen Ma-
thematiker Carl Friedrich Gauß benannt und lässt sich dadurch charakterisieren,
dass sich die Wahrscheinlichkeit aller eintretenden Ereignisse innerhalb eines
Intervalls um den Mittelwert µ herum bewegt. Die entsprechende Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion lautet

f (x) =
1

σ
√

2π
e−

1
2 (

x−µ

σ
)2

(3.15)

und ist über einen glockenförmigen Kurvenverlauf charakterisiert, der in Abbil-
dung 3.12 abgebildet ist. Daher stammt ihr Name der Gauß’schen Glockenkurve.
Sie erreicht ihr Maximum, wenn der Wert der Zufallsgröße x dem des Erwar-
tungswertes µ entspricht und ist damit als unimodal (eingipflig) zu definieren.
Zusätzlich weist sie zu genau der vertikalen Achse x = µ eine Symmetrie auf.
Der Wertebereich der Funktion ist immer größer als Null, ist auf (−∞, ∞) stetig
und besitzt zwei Wendestellen an den Positionen µ ±σ , wobei σ die Standardab-
weichung der Verteilung ist. Die Form der Glockenkurve wird von σ beeinflusst,
d.h., sie unterliegt einer möglichen Stauchung oder Streckung durch die Stan-
dardabweichung.
Die Implementierung der Gleichverteilung erfolgt in der Programmiersprache
C++ [134]. Dort ist bereits eine Funktion rand() für zufallsbasierte Zahlen auf
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Abbildung 3.12: Graph der Normalverteilung: Gauß’sche Glockenkurve in Abhängigkeit von der
Zufallsgröße x [135].

einem Intervall 0 bis RAND_MAX hinterlegt. Bezogen auf die festgelegten Boxlän-
gen Lx und Ly werden die x- und y-Startpunktoordinaten wie folgt definiert und
implementiert:

xG = Lx(double)rand()/RAND_MAX, (3.16)

yG = Ly(double)rand()/RAND_MAX. (3.17)

Der Index G kennzeichnet jeweils die gleichverteilten Zufallsvariablen. Die Va-
riable (double) gibt den resultierenden Datentyp an.
Mit Blick auf die Normalverteilung lassen sich nach dem Box Muller-Verfahren
[139] aus zwei Standardzufallszahlen uG und vG zwei standardnormalverteilte,
stochastisch unabhängige Zufallszahlen

uN =
√
−2ln(uG)cos(2πvG), (3.18)

vN =
√
−2ln(uG)sin(2πvG) (3.19)

erzeugen. Die Auswertung von logarithmischen und trigonometrischen Funktio-
nen erschwert und verlangsamt jedoch die Rechenprozesse. Die Polar-Methode
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nach George Marsaglia [140] bietet den Vorteil die Rechnung durch gezielte Eli-
mination dieser Funktionen zu beschleunigen. Hierbei werden die kartesischen
Koordinaten in Polarkoordinaten transformiert. Für die Implementierung der nor-
malverteilten Zufallsvariablen xN und yN werden zunächst zwei gleichverteilte
Variablen auf eine Weise ermittelt, dass sie sich in einem Intervall von [0,1) be-
finden:

ug = 2 ·(double)rand()/RAND_MAX−1, (3.20)

vg = 2 ·(double)rand()/RAND_MAX−1. (3.21)

Sie sind daher zur Unterscheidung mit g gekennzeichnet. Anschließend wird ein
Wert q = u2

g + v2
g berechnet und die Bedingungen (i) q = 0 und (ii) q > 1 für den

notwendigen Zusammenhang

p =

√
−2ln(q)

q
(3.22)

überprüft. Ist (i) oder (ii) erfüllt, müssen ug und vg neu berechnet werden. Weder
der Logarithmus von Null noch eine Division durch Null sind für reelle Zahlen
definiert. Der Punkt (ug,vg) soll sich außerdem normalverteilt im Einheitskreis
befinden. Demnach muss 0 < q ≤ 1 gelten. Die normalverteilten Zahlen errech-
nen sich über den Zwischenschritt

xn = ug · p, yn = vg · p (3.23)

wie folgt

xN = σ · xn +µ, yN = σ · yn +µ. (3.24)

Unter der separaten Verwendung beider Wahrscheinlichkeitsverteilungen baut
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sich jeweils eine Partikelstruktur auf mit der Vorgabe von periodischen Rand-
bedingungen in die horizontalen Raumrichtungen. Die aktuelle Anordnung, be-
vor ein neues Partikel i fällt, beeinflusst dessen Weg ab dem Zeitpunkt des ers-
ten Kontakts auf der Suche nach einer stabilen Position. Dabei kann es ver-
mehrt zu geometrischen Rollprozessen kommen, wenn sich Partikel zuvor auf-
einander aufgetürmt haben. Bei der Gleichverteilung beruht eine Turmbildung
auf dem Zufallsprinzip. Das Phänomen einer Auftürmung der Partikel wird bei
der Verwendung der Normalverteilung noch deutlicher. Bezogen auf die x-y-
Startposition beginnt jedes Partikel den Fallprozess in einem um den Mittelwert
konzentrierten Bereich. Hier soll µ der Mittelpunktskoordinate [0.5Lx,0.5Ly]
des Boxbodens entsprechen. Demnach türmen sich die Partikel um den Mittel-
punkt aufeinander auf und es bildet sich eine Art Kegel. Abbildung 3.13 (rechts)
veranschaulicht seine Entstehung durch einzelne Konfigurationen. Der Kegel be-
wirkt einen immer häufiger auftretenden Rollprozess eines jeden neuen Partikels
auf der Suche nach einer stabilen Platzierung. Es ist naheliegend, dass sich solch
eine Position am vermeintlich tiefsten Punkt befindet, dem Boden. Das bedeutet,
dass die Normalverteilung eine Turmbildung erzeugt, gezeigt in (a),(b) und (c)
(rechts), gefolgt von einem dadurch induzierten und zunehmend längeren Rol-
len. Der Kegel selbst besitzt mit kleiner werdender Standardabweichung σ eine
höher werdende Packungsdichte, da sich der Bereich um die Position von µ ver-
kleinert. Die Anordnung ähnelt immer mehr derjenigen einer hexagonal dicht ge-
packten Kugelkonfiguration. Speziell diese Packungsdichte entspricht der oberen
Grenze einer dicht gepackten Kugelansammlung [137]. Durch Fluktuationen der
Startposition um den Mittelwert treten größere Abweichungen zu dieser idea-
len Struktur auf. Nähern sich die Partikel während dem Rollen schließlich den
Randbereichen in den horizontalen Richtungen, wird der Kegel durch die einge-
forderte Periodizität zunächst stabilisiert und bewirkt final einen Füllprozess der
virtuellen Box (siehe Abbildung 3.13 (d), rechts). Die entstandenen Lücken in
den Randbereichen sind jedoch in einigen Fällen zu klein für die nachfolgend zu
platzierenden Partikel. Diese können bei zu engen Lücken nicht die gewünschte
niedrigste Position einnehmen und es verbleibt ein Hohlraum. Um diese Aussage
besser ausdrücken zu können, wird eine schematische Darstellung in Abbildung

76



3.1 Aufbau der Initialstruktur – Random-Packing Algorithmen

(a)

(b)

(c)

(d)

x

y

z

Gleichverteilung Normalverteilung

x

z

y x

y

z

x

z

y

Abbildung 3.13: Momentaufnahmen der Partikelkonfigurationen in PARAVIEW [141] für (a) 5, (b)
50, (c) 200, (d) 700 Partikel infolge des DNR-Algoritums unter Verwendung der
Gleich- und der Normalverteilung jeweils aus der Draufsicht entlang der z-Achse
und Seitenansicht entlang der y-Achse (σ = 0.09, µ = 0.5L) mit R = 0.07L. De-
monstration des systematischen Strukturaufbaus. Periodische Partikel sind nicht ab-
gebildet. Die Box wird jeweils komplett gefüllt. Darauf beruhen die Berechnungen
der Studien von p f .
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3.14 aufgezeigt. Zwei Kugelkonfigurationen auf Basis beider Wahrscheinlich-
keitstheorien sind einander gegenüber gestellt. Die Hohlräume in den Randbe-
reichen infolge der Normalverteilung bewirken erste größere Abweichungen zu
dem Aufbau des Kegels. Die dortige Anordnung der Partikel übt Einfluss auf die
Packungsdichte einer normalverteilten Partikelansammlung aus. Während fort-
schreitendem Auffüllen der Box mit Partikeln lockert sich die Struktur auf Basis
der Normalverteilung infolge der Hohlräume in den Randbereichen auf.
Bei der Gleichverteilung treten bereits von Prozessbeginn an derartige Hohlräu-

z

y x

Gleichverteilung Normalverteilung

µ

Abbildung 3.14: Gegenüberstellung des Füllprozesses auf Basis der Gleichverteilung (links) und der
Normalverteilung (rechts). Bei der Normalverteilung bildet sich in Abhängigkeit
von der Position des Mittelwerts µ ein Partikelkegel aus, der sich während fort-
schreitendem Füllprozess der Box und in Abhängigkeit von den periodischen Rand-
bedingungen mit steigender Höhe z auflockert. Bei der Gleichverteilung kommt
es zu zufallsbasierten Turmbildungen im Partikelsystem. Eine anfänglich und ver-
gleichsweise weniger dicht gepackte Struktur erlangt mit kontinuierlichem Auffül-
len und steigender Höhe z eine höhere Dichte.

me auf. Dafür wird auf Abbildung 3.13 (links) aus PARAVIEW [141] oder die
skizzierte Darstellung in Abbilung 3.14 verwiesen. Allerdings treten die Lücken
gleichverteilt über dem Boden auf. Aus Studien resultiert ein Verhältnis von
NGV

B /NNV
B ≈ 0.82, welches eine Beziehung der Anzahl von Partikeln infolge

beider Wahrscheinlichkeitsverteilungen aufzeigt, die in direktem Bodenkontakt
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stehen. Dabei entspricht NGV
B ∈ N der Anzahl an Bodenpartikeln für die Gleich-

verteilung und NNV
B ∈ N für die Normalverteilung. Infolge der Gleichverteilung

kommt es zu zufälligen und gleichmäßig verteilten Turmbildungen, die den Roll-
prozess einleiten (siehe Abbildung 3.14, links). Die Wahrscheinlichkeit ist hoch,
dass sich mehrere Türme ausbilden, während bei der Normalverteilung ein Turm,
der Kegel, dominiert, dessen Position in Abhängigkeit von der Position des Mit-
telwerts steht. Ein Vergleich der Türme in Abbildung 3.13 zeigt, dass der Kegel
infolge der Normalverteilung eindeutig höher ist. Für beide Verteilungen resul-
tiert infolge des/der Turms/Türme eine Abfolge aus dem Auffüllen der Täler und
einer erneuten Turmbildung.
Einen Unterschied beider Methoden zeigt die maximal zu erreichende Packungs-
dichte. Abbildung 3.15 visualisiert die Verläufe der Packungsfaktoren p f in Ab-
hängigkeit von beiden Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit steigender Volumen-
elementhöhe h. Die vier unterschiedlichen Symbole, +,•,×,◁ kennzeichnen die
Starthöhe z0 des jeweils ausgeschnittenen Volumenelements. Die Radienwahl be-
ruht auf R = L/20. Ab z0 wächst das Volumenelement um h in die Höhe. Die
kleinste Boxgeometrie entspricht einem Würfel, d.h. hier sind Lx = Ly = h =

1.0mm. Die Gegenüberstellung der Kurven verdeutlicht, dass unter Verwendung
der Gleichverteilung eine Packungsdichte von 0.578 erreicht werden kann. Die
Strukturen auf Basis der Normalverteilung tendieren zu einem Grenzwert von
knapp 0.57. Die Abweichung beträgt ∼ 1.5% und ist damit als niedrig einzustu-
fen. Der leichte Unterschied ist auf den grundsätzlichen Strukturaufbau zurück-
zuführen. Periodische Randbedingungen sowie der Einfluss des Bodens, der als
starre Randbedingung gilt, beeinflussen das Auffüllen der Box und sind maß-
gebend für den Strukturaufbau. Die Anordnung wird ab z0 jeweils regellos und
erreicht eine Konfiguration, die unabhängig vom Boden ist. Sein Effekt ist örtlich
begrenzt. Im vorangehenden Kapitel wurde ein Wert von R/z0 = 1/5 auf Basis
der Gleichverteilung ermittelt. Für eine Normalverteilung muss der charakteristi-
sche z0-Wert ebenfalls untersucht werden. Die Arbeit von Visscher und Bolsterli
[142] gibt einen Bereich von 7 bis 8 Kugelschichten, d.h. Durchmessern, vor, in
dem der Bodeneffekt nachzuweisen ist. Der Strukturaufbau in [142], der durch
den DNR erzeugt wird, wird am Boden als hexagonal dichte Partikelansammlung
vorgegeben. Die Vorgabe der Startposition der Teilchen wechselt nach der ersten
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Kugelschicht zu einer festen Verteilung, siehe [142]. Die zuerst ideale Struktur
tendiert mit zunehmender Höhe zum Aufbau einer regellosen Struktur. Der Über-
gang zur Regellosigkeit begrenzt in [142] einen Bereich, der dem Einfluss des
Bodens unterliegt und wird in dieser Arbeit als Richtwert gewählt. Vergleichbar
ist die dortige Partikelanordnung mit dem Aufbau des Kegels infolge der Nor-
malverteilung in der vorliegenden Arbeit. Durch die Standardabweichung entste-
hen jedoch Abweichungen zu der idealen hexagonal dichten Ansammlung der
Bodenschicht, die den Kegel beeinflusst. Einen zusätzlichen Anhaltspunkt lie-
fern Gan et. al. [131] mit z0 ≈ x/(2R) mit x = 4 bis 5. Ihre Arbeit thematisiert
u.a. die Untersuchung der Packungsdichte von monodispersen Kugelkonfigura-
tionen, die mit dem RCP-Algorithmus generiert sind. Sie berücksichtigen neben
periodischen Randbedinungen auch starre Randbedinungen in allen drei Raum-
richtungen und widmen sich ebenfalls dem Bereich, innerhalb dem die starren
Wände Einfluss auf die Paritkelstruktur ausüben. Der RCP wird in [131] zur
Berücksichtigung der starren Wände zum herkömmlichen Verfahren (vgl. Kapi-
tel 3.1.1) verändert. Überschreiten Partikelvolumina die starren Ränder, werden
sie in Normalenrichtung zur Wand vollständig in das System hineingeschoben.
Durch diese Korrektur baut sich während dem eigentlichen RCP-Prozess in den
Randbereichen eine zur hexagonal dichtesten Anordnung ähnliche Struktur auf.
Die Packungsdichte nimmt mit größerem Abstand zur Wand ab. Die Strukturan-
ordnung geht in einen willkürlichen Aufbau über, der auf der Zufallsbasis beruht
[131].
Die Ergebnisse der Literaturen [131, 142] deuten auf einen Unterschied zwi-
schen Strukturen auf Basis der Normalverteilung zu denen der Gleichverteilung
hin. Aus den Kurvenverläufen des Packungsfaktors in Abbildung 3.15 für z0 =

0.0mm wird dieser Unterschied deutlich. Die normalverteilten Strukturen besit-
zen im bodennahen Bereich eine hohe Dichte verglichen mit den gleichverteilten
Anordnungen. Der dichte Kegel dominiert den Wert von p f im Bodenbereich. Ab
h ≈ 1.25mm folgt im Kurvenverlauf für z0 = 0.0mm auf Basis der Normalvertei-
lung ein kurzzeitiger Abfall, der aus einer Auflockerung der Struktur infolge der
Hohlräume an den Rändern resultiert. Die Kurve mündet in einen flach anstei-
genden Verlauf. Bei einer gleichverteilten Struktur ist die willkürliche Vorgabe
der x-y-Startposition dominant und bezieht von Prozessbeginn an Hohlräume mit
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Gleichverteilung Normalverteilung

x
0.50.0 1.0 1.5z0 [mm]

Symbol +

vs.

Abbildung 3.15: Verlauf des Packungsfaktors p f mit wachsender Höhe h des ausgeschnittenen Volu-
menelements einer mit dem DNR-Algortihmus generierten Strukturen. Gegenüber-
stellung der Ergebnisse auf Basis zweier unterschiedlicher Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen zur Definition der Startpunktkoordinaten eines jeden neuen Partikels i mit
Ri = 0.07mm bei Eintritt in die virtuelle Box: Gleichverteilung (türkis) und Nor-
malverteilung (violett). Die Symbole +,•,×,◁ kennzeichnen die Ausschnittshöhe
z0.

ein. Mit wachsendem Wert von h nimmt der Packungsfaktor radipe zu. Während
der Bodeneffekt für eine Struktur mit gleichverteilter Startposition, laut den hier
vorgestellten Studien nach Gleichung (3.14), für R

z0
= 0.1Lx

0.5Lx
= 1

5 verschwindet, re-
sultiert aus Studien zur Position z0 unter Verwendung der Normalverteilung ein
Verhältnis von R

z0
= 0.1Lx

1.0Lx
= 1

10 . Ein Vergleich mit den Studien von Gan et. al.
[131] zeigt eine Übereinstimmung der Ergebnisse. Dies bedeutet, dass die Struk-
turen aus [131] mit den hier vorgestellten Strukturen in Fallrichtung auf Basis
der Normalverteilung (dem Kegel in Bodennähe) vergleichbar sind. Daraus lässt
sich unter der Annahme R =konst. ableiten, dass der Wert von z0 bei Normalver-
teilung doppelt so groß ist wie bei Gleichverteilung: zNV

0 /zGV
0 ≈ 2.0.
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Mit ansteigendem z0 und h = 1mm weichen die Verläufe von p f aus Abbil-
dung 3.15 stark voneinander ab bis sich mit wachsendem h eine Tendenz zum
jeweiligen Wert des limitierenden Packungsfaktors zeigt. Der Kurvenverlauf auf
Basis der Normalverteilung für z0 = 0.5mm ist durch einen flachen Anstieg
über steigendem h gekennzeichnet und verläuft mit geringer Abweichung zu der
Kurve von z0 = 0.0mm. Ähnliches Verhalten von p f zeigt sich mit wachsen-
dem z0. Normalverteilte Strukturen besitzen aufgrund der geringen Fluktuationen
im Kurvenverlauf bereits ab dem Boden eine gewisse Regelmäßigkeit im Auf-
bau, was letztlich Auswirkungen auf die Packungsdichte hat. Für normalverteilte
Strukturen ist der Packungsfaktor stark von der Position z0 des Volumenelements
abhängig und weniger von der Volumenelementhöhe h. Ab z0 = 1.0mm ist die
Abweichung zum Grenzwert von 0.57 minimal.
Ab einer Höhe h = 2.0mm und z0 > 0.5mm ist nur noch eine geringfügige Ab-
weichung zum jeweiligen Grenzwert zu erkennen. Unter Ausschluss des Boden-
effekts und mit weiterer Zunahme von h > 3.0mm werden jedoch deutlichere
Fluktuationen, eher noch, Abnahmen von p f ersichtlich. Es ist davon auszu-
gehen, dass die Regelmäßigkeit der Struktur abnimmt. Der Einfluss der freien
Oberfläche macht sich ab h > 3mm bemerkbar.

Größenverteilung Die Möglichkeit, Partikel unterschiedlicher Größe in den
DNR-Algorithmus zu integrieren, ermöglicht die Erzeugung einer dichteren Ge-
samtstruktur [143]. Einen starken Einfluss haben hierbei der Größenunterschied
der Radien Ri und die Anzahl der Partikel pro Radius. Derartige Studien exis-
tieren ebenfalls in [144]. Für die Untersuchungen hier bleiben die Abmessungen
des Volumenelements konstant mit Lx = Ly,Lz, während die Radien variieren.
Für R1 ≫ R2 füllen R2-Partikel unter dem Einfluss von Gravitation weitestge-
hend die Hohlräume, die sonst als Porenräume innerhalb einer monoskaligen
R1-Konfigurationen verbleiben würden. Die R2-Partikel müssen zwischen den
R1-Partikeln einen Fall- und Rollweg passieren können, um die untersten Hohl-
räume in der R1-Konfiguration zu füllen.
Für Abbildung 3.16 (a) werden zwei Radien R1 >R2 mit dem Verhältnis R1/R2 =

2.0 gewählt. Jede fünfte Kugel besitzt den Radius R2. Der DNR-Algorithmus
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Abbildung 3.16: Verlauf des Packungsfaktors p f mit zunehmender Höhe h des ab z0 ausgeschnit-
tenen Volumenlements von mit dem DNR-Algorithmus generierten Strukturen, die
jeweils bimodale Partikelkonfigurationen kennzeichnen: (a) mit einem Radienver-
hältnis von R1/R2 = 2.0, wobei jedem fünften Partikel ein Radius R2 = 0.05mm
zugewiesen ist, und (b) R1/R2 = 0.5. jedes fünfte Partikel besitzt den Radius R2,
sonst R1.

beruht hier auf der Gleichverteilung. Zu sehen ist die Veränderung der Pa-
ckungsdichte mit wachsender Höhe h der herausgeschnittenen Volumenelemente
Lx,Ly,h. Die unterschiedlichen Symbole charakterisieren die jeweils fest gewähl-
te Position z0 der Boxunterseite. In (a) gilt R2 = Lx/20. Es ist deutlich erkenn-
bar, dass die Packungsdichte den Grenzwert von 0.578 für geringe Werte von
z0 mit 0.0mm und 0.5mm sogar überschreitet. Ein Unterschied zu monoskali-
gen Strukturen auf Basis der Gleichverteilung (vgl. Abbildung 3.15) lässt sich
dadurch erklären, dass die Hohlräume der großen Partikel in dem Fall von polydi-
spersen Strukturen gefüllt werden. Die R1-Partikel dominieren durch ihre höhere
Anzahl den Aufbau der Struktur, d.h. bei einem allgemein großen Radienunter-
schied R1 ≫ R2 ist es ein Auffüllen der Hohlräume zwischen R1-Partikeln sofern
der Porenraum der R1-Partikel einen Weg für die R2-Partikel gewährleistet und
keine leeren Porenräume verschließt. Visualisiert wird diese Aussage in Abbil-
dung 3.17 A), einer Abbildung aus PARAVIEW [141]. Gan et. al. [131] zeigen
ebenfalls Ergebnisse von polydispersen Kugelstrukturen. Zur Strukturgenerie-
rung wird jedoch der RCP-Algorithmus herangezogen (vgl. Kapitel 3.1.1), der
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in Abhängigkeit von der Kontraktionsrate ein Auffüllen des Porenraums durch
kleine Partikel ermöglicht, welche im vorliegenden Fall des DNR-Algorithmus
für R2-Partikel nicht erreichbar sind. Sinkt das Verhältnis R1/R2, d.h. bei bei-
spielsweise gleichbleibendem R1 würde R2 anwachsen, wäre es nicht mehr nur
ein Auffüllen der Lücken, sondern eine aktive Einflussnahme der R2-Partikel auf
die R1-Struktur.
Je größer der Unterschied der gewählten Radien, desto dichter lässt sich die
Struktur aufbauen. Die kleinen Partikel können tiefer in die R1-Struktur vor-
dringen, was von dem Ausmaß der Lücken und dem Weg dorthin abhängig
ist. Das bedeutet, dass es sozusagen zu einem versetzten Füllprozess kommt:
Die vermehrt vorkommenden R1-Partikel nehmen ein größeres Volumen der
Box ein, während die kleinen R2-Partikel zunächst die Porenräume der R1-
Partikelstruktur füllen. Voraussetzung ist dabei ein ausreichend großer Radienun-
terschied R1 ≫ R2. Die Packungsdichte der Struktur ist am Boxboden demnach
höher, was die Studie in Abbildung 3.16 (a) mit 3.17 A) beweist. Die Partikel
unterliegen in dem numerischen Verfahren dem Einfluss der Gravitation und fal-
len/rollen bis zum tiefsten möglichen stabilen Punkt. Der Boden begrenzt den
Prozess, womit eine Ansammlung der kleineren Partikel dort naheliegend ist.
Bei fester maximaler Partikelanzahl nimmt die Packungsdichte mit zunehmen-
der Boxhöhe ab, da die R2-Partikel die tiefste Position im bestehenden System
aufsuchen. Die Struktur ließe sich dichter modellieren, würden gegen Verfah-
rensende nur noch kleine R2-Partikel in die Box fallen. Dennoch lässt sich aus
der Abbildung 3.16 (a) eine Tendenz des Packungsfaktors zu 0.578 erkennen.
Als alternatives Beispiel ist das gegensätzliche Szenario aufgeführt mit R1 =

0.05mm und R2 = 0.1mm, d.h. R1/R2 = 0.5 und R1 = Lx/20. Abbildung 3.16
(b) veranschaulicht den Einfluss auf die Packungsdichte der vertauschten Kon-
figuration. Hier besitzt jedes fünfte Partikel den doppelten Radius von R1, d.h.
zugrunde liegt eine Ansammlung, in der große Partikel eingelagert werden. Die-
se beanspruchen ein achtmal so großes Volumen verglichen mit den kleinen
Partikeln. Abbildung 3.17 B) zeigt dazu Momentaufnahmen während dem Füll-
prozess. Die Packungsdichte fällt hier vergleichsweise höher aus als zum ersten
Bespiel und fluktuiert um einen Wert von ∼ 0.61. Zwar sind die kleineren Parti-
kel in der Überzahl, jedoch nehmen die R2-Partikel einen vergleichsweise großen
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Volumenbereich ein, d.h. ohne Hohlräume, und erhöhen damit p f . Das System ist
mit einer durch Schütteln verdichteten Struktur zu vergleichen, d.h. der Prozess
aus (a) läuft umgekehrt ab. Die Struktur aus kleineren R1-Partikeln wird aufge-
baut, bis ein R2-Teilchen der Konfiguration hinzugefügt wird. Auf diese Weise
können die R1-Partikel tiefe Positionen einnehmen, die in einer R2-Struktur aus
(a) aufgrund nicht passierbarer Wege nicht erreichbar wären. Der Bodeneffekt,
d.h. eine rapide Zunahme mit wachsendem Wert von h, wird in (b) durch den
Einfluss der großen Partikel stark reduziert, was der annähernd konstante Verlauf
der zugehörigen Packungsdichte für z0 = 0.0mm zeigt. Dieses Volumenelement
besitzt hier eine höhere Packungsdichte als in (a), da die kleineren und zahlrei-
cheren R1-Partikel bei gleichen Boxabmessungen eine dichtere Konfiguration am
Boden der Box einnehmen können. Die Wahrscheinlichkeit versperrter Rollwege
ist niedriger. Ergebnisse aus der Literatur [33], die den RCP verwenden, zeigen
ein gegensätzliches Verhalten zu den Ergebnissen aus (a) und (b), d.h. sind grö-
ßere Partikel in der Überzahl ist die Struktur dichter. Ein Grund dafür sind die
unterschiedlichen Generierungsalgorithmen von RCP und DNR. Die Packungs-
dichte einer RCP-Struktur kann durch die Kontraktionsrate beeinflusst werden.
Die Porenräume werden mit kleinen Partikeln gefüllt. Der DNR baut sich in
Abhängigkeit von der Schwerkraft auf, wodurch die Wahrscheinlichkeit leerer
Porenräume erhöht wird. Überwiegt die Anzahl der kleinen Partikel im vor-
definierten Volumenbereich, wird die Struktur aufgrund des DNR-Algorithmus
dichter gepackt. Überwiegen die größeren Partikel im Volumenbereich gleicher
Abmessungen, ist die Wahrscheinlichkeit versperrter Rollwege größer. Es ver-
bleiben Hohlräume. Einen weiteren Einfluss auf die Konfigurationsdichte hat die
Anzahl der Teilchen mit einem bestimmten Radius, d.h. wie oft sie im System
auftreten. Darüber hinaus ist aufgrund der Gravitation auch die Platzierung in
der Fallreihenfolge, d.h. wann ein bestimmtes Teilchen in die Box fällt, für die
Endkonfiguration von Bedeutung. Weitere Untersuchungen mit polydispersen
Konfigurationen sind daher erforderlich.
Eine polydisperse Verteilung hat einen Einfluss auf p f in Abhängigkeit von der
Größe des Radiusunterschieds, der Anzahl von Partikeln mit einem bestimmten
Radius und an wievielter Stelle ein Partikel mit einem bestimmten Radius in die
Box fällt.
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Schütteleffekt Ein Schütteln einer granularen Struktur bedeutet eine aktive
Einflussnahme auf das vorliegende System von außen, z.B. in Form einer oszil-
lierenden Krafteinwirkung oder Beschleunigung. Daraus resultiert eine Partike-
lumordnung, was Auswirkungen auf die Porosität der Gesamtstruktur hat. Ziel
ist es, das System über diesen Eingriff zu verdichten. In der Numerik lässt sich
der Effekt des Schüttelns über unterschiedliche Methoden integrieren [19, 145].
Zum einen kann, unter Voraussetzung von Gravitation, eine äußere Beschleuni-
gung als Randbedingung aufgebracht werden. Sie greift hier an der virtuellen
Box an. Die Beschleunigung der Box überträgt sich auf die Partikel im Inneren
und die Struktur versetzt sich in Bewegung. Ausschlaggebend ist allerdings die
Art der Lastaufbringung, ob beispielsweise periodisch, plötzlich oder etwa linear
wachsend als Punkt- oder Flächenlast etc., die stetig wiederholt wird. Zudem ist
es je nach Lasttyp von Bedeutung, wo genau die äußere Belastung an der Box
angreift. Dies wiederum beeinflusst, wie stark die einzelnen Teilchen in der Box
zur Bewegung angeregt werden. Gleichzeitige und schnelle Partikelbewegungen
müssen berücksichtigt werden, was zu Konvergenz- und Stabilitätsproblemen in
der numerischen Darstellung führen kann. Während des Prozesses öffnen und
schließen sich Porenräume und führen letztlich zu einer Verdichtung der Ge-
samtstruktur. Besonders bei polydispersen Konfigurationen hinsichtlich der Ra-
diengröße können darüber hohe Dichten erzeugt werden.
Ein alternatives Verfahren, das den Schütteleffekt, d.h. die Verdichtung der Struk-
tur, nachahmt, jedoch das Auftreten hoher Partikelgeschwindigkeiten und damit
kinetischer Energie ausschließt, wird von Visscher und Bolsterli [142] vorgestellt
und liefert vergleichbare Ergebnisse. Dieses Verfahren ist in kitGran implemen-
tiert. Hierbei fällt nacheinander eine feste Anzahl k ∈ N an Partikeln in die Box.
Ist k erreicht, werden aus dieser Menge alle bis auf ein Partikel eliminiert, die
nicht die vergleichsweise tiefste Position vorweisen. Das bedeutet, dass aus den
aktuellen k Partikeln jenes der Gesamtstruktur als reales Partikel beigefügt wird,
welches sich mit der niedrigsten Position im Ensemble befindet. Dieser Ablauf
wird weitergeführt bis die maximale Partikelanzahl N erreicht ist. Der Prozess ist
jedoch mit einer langen Rechendauer negativ behaftet, die in Abhängigkeit von
k steht. Abbildung 3.18 veranschaulicht den Einfluss des Schütteleffekts auf die
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Abbildung 3.17: Momentaufnahmen der Partikelkonfigurationen in PARAVIEW [141] für (a) 5,
(b) 50, (c) 200, (d) 700 Partikel einer polydispersen Struktur infolge des DNR-
Algoritums unter Verwendung der Gleichverteilung mit A) R1/R2 = 2.0 und B)
R1/R2 = 0.5 (jedes fünfte Partikel:R2, sonst R1). Visualisierung des systematischen
Strukturaufbaus jeweils aus der Draufsicht entlang der z-Achse und Seitenansicht
entlang der y-Achse. Periodische Partikel sind nicht abgebildet. Die Box wird je-
weils komplett gefüllt. Darauf beruhen die Berechnungen der Studien von p f .
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Packungsdichte für k = 5. Der Wert des Packungsfaktors p f wird über der wach-
senden Boxhöhe h ab einer festen Position z0 pro Kurve abgebildet. Verglichen
mit Abbildung 3.15 ist ersichtlich, dass der Bodeneffekt geringer ausfällt, da der
Packungsfaktor bei einer Höhe von z0 = 0.5 diejenigen mit aufsteigender Höhe
überschreitet. Die Struktur wird unter Einfluss des Schüttelns ab Prozessbeginn
an derart verdichtet, was letztlich die Ausweitung des Bodeneffekts und damit
den Wert von z0 reduziert. Die Packungsdichte tendiert gegen den Wert ∼ 0.58.
Generell führt eine Steigerung von k zu einer erhöhten Wahrscheinlichkeit das
absolute Positionsminimum, d.h. die niedrigste Position in der bis dahin beste-
henden Partikelansammlung ausfindig zu machen. Visscher und Bolsterli zeigen
das in ihrer Arbeit [142]. Sie steigern k ab einem Wert von 1 bis 5 und zeigen so-
gar eine Zunahme von p f , die von 0.582 bis knapp 0.6 reicht. Laut Visscher und
Bolsterli ist mit k = 5 eine Grenze gesetzt. Mit größer werdendem k resultieren
keine Steigerungen der Packungsdichte mehr, was letztlich das Ziel dieses imi-
tierten Schüttelns ist. Eine Erweiterung auf polydisperse Strukturen ist ebenfalls
in [142] zu finden.

3.1.3 Gegenüberstellung beider Initialstrukturen

Die vorgestellten Verfahren, der RCP- und der DNR-Algorithmus, bieten zwei
Möglichkeiten zur Produktion einer Initialstruktur für mechanische DEM-Simu-
lationen. Ihr entscheidender Unterschied liegt in der maximal erreichbaren Pa-
ckungsdichte, mit p f RCP ≈ 0.64 und p f DNR ≈ 0.578. Ursache dafür ist die Art
der Konstruktion der jeweiligen Struktur. Über den DNR-Algorithmus lässt sich
ein Prozess unter gravitatorischem Einfluss imitieren. Das heißt, dass sich alle
Partikel punktuell berühren. Hier ist das Beispiel einer Siloentleerung zu nen-
nen, bei der granulare Partikel das Silo durch eine schmale Öffnung kontrolliert
verlassen und einen Auffangbehälter nach und nach füllen. Einfluss auf die Pa-
ckungsdichte lässt sich vor Beginn des Algorithmus durch die Wahl der Wahr-
scheinlichkeitverteilung für die x-y-Startposition eines jeden Partikels vor dem
Fall ausüben. Nachträglich lässt sich die Packungsdichte über einen variablen
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Abbildung 3.18: Verlauf des Packungsfaktors p f mit zunehmender Höhe h des ab z0 herausgeschnit-
tenen Volumenlements einer, über den DNR-Algorithmus, generierten Struktur. Die
Höhe z0 bezieht sich auf die unterschiedlichen Symbole +,•,×,◁. Der DNR-
Algorithmus mit der Radienwahl von R = 0.07mm wird durch ein Schütteln be-
einflusst: nach einer festen Anzahl an k = 5 Partikeln wird das am tiefsten liegende
Partikel aus dieser Menge der Konfiguration hinzugefügt.

Ausschnitt aus der entstandenen Struktur verändern. Die Position der Volumen-
elementhöhe z0 sowie dessen Höhe h sind dafür entscheidend.
Der RCP-Algorithmus wird für diskontinuierliche Strukturen auf atomarer oder
molekularer Ebene herangezogen, bei denen ein Partikelsystem unter Ausschluss
der Gravitation erzeugt wird und einzelne Teilchen auch in der Schwebe ange-
nommen werden können. Das bedeutet, dass sich die Teilchen nicht zwangswei-
se, wie beim DNR-Algorithmus, berühren werden. Durch diese Eigenschaft las-
sen sich dichtere Strukturen verglichen mit denen des DNR-Algorithmus produ-
zieren. Kontrollierbar ist die Packungsdichte im Vorfeld über die Wahl der Kon-
traktionsrate, die sich auf die Inkrementgröße dieses Algorithmus auswirkt.
Letztlich muss vor der Konstruktion einer Initialstruktur die reale, zu reproduzie-
rende Struktur genau analysiert werden, um die charakteristischen Eigenschaften
in eine numerische Nachbildung bestmöglich integrieren zu können. Nur so las-
sen sich aussagekräftige Simulationsergebnisse erzielen.
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Eine Gegenüberstellung erfolgt von jeweils drei Strukturen auf Basis des RCP-
mit drei des DNR-Algorithmus. Sie dienen als Initialstrukturen zur Berechnung
des mechanischen Verhaltens infolge uniaxialer, dehnungsgesteuerter Kompres-
sionen der Box in z-Richtung. Die Boxabmessungen in x- und y-Richtung bleiben
unverändert. Die DEM-Simulationen beruhen auf der quasi-statischen Routine
über den Institutscode kitGran. Der RCP-Algorithmus dient beispielsweise in
den Arbeiten [14] und [4] bereits als gängiger Algorithmus und greift anschlie-
ßend auf die quasi-statische DEM-Routine zurück. An dieser Stelle wird auch das
Hertz’sche Kontaktgesetz [1] (ausführlich erläutert im Kapitel 4) angewendet, um
das mechanische Verhalten von jeweils zwei Strukturen untersuchen zu können,
die sich in der Wahl des Algorithmus zur Strukturgenerierung unterscheiden. Die
Kenntnis über die Steuerung der Packungsdichten beider Algorithmen wird ge-
nutzt, um die jeweiligen Packungsfaktoren dieser Strukturen nahezu identisch
einzustellen. Erst dann können die Kompressionsstudien miteinander verglichen
werden. Da der DNR-Algorithmus einen niedrigeren Grenzwert der Packungs-
dichte besitzt, gilt der Wert von p f DNR ≈ 0.578 als Richtwert. Die Anzahl der
Partikel ist für den RCP jeweils fest zu 1000 gewählt. Die Kontraktionsrate be-
trägt 1.1. Für den DNR-Algorithmus wird anhand der RCP-Struktur eine gleiche
Radienwahl der monoskaligen Struktur getroffen. Hier entstehen Abweichungen
der genauen Partikelanzahl in einem Intervall von 1000 bis 1005. Durch das Aus-
chschneiden des Volumenelemtens ist eine genaue Vorgabe der Partikelanzahl
nicht möglich. Da der RCP-Algorithmus bereits als brauchbarer Algorithmus zur
Erzeugung von Strukturen für DEM-Simulationen dient [14], erlaubt ein Ver-
gleich mit Ergebnissen des DNR-Algorithmus eine Verifizierung des Letzteren.
In Abbildung 3.19 (a) sind alle Systeme zu Beginn der Kompression spannungs-
frei. Das zeigen die anfangs horizontalen Kurvenverläufe mit zunehmender Deh-
nung. Eine Packungsdichte von ∼ 0.576 aller Strukturen ist verleichsweise ge-
ring zur maximalen Packungsdichte von 0.64, die der RCP beispielsweise er-
zeugen kann. Das führt zu der Annahme von zahlreichen Hohlräumen innerhalb
der Systeme. Die Partikel interagieren noch nicht miteinander und weichen in
die Lücken aus. Die Aussage lässt sich anhand der Entwicklung aller Koordina-
tionszahlen für jedes System untermauern (siehe Abbildung 3.19 (b)). Das frei
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3.1 Aufbau der Initialstruktur – Random-Packing Algorithmen

bewegliche Verhalten der Partikel ist auf die starken Fluktuationen in den Kur-
venverläufen zurückzuführen. Sie sind dem Anfangsbereich bis ∼ 6% Dehnung
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Abbildung 3.19: Gegenüberstellung der (a) Spannungsergebnisse, (b) Koordinationszah-
len, (c) Packungsfaktoren infolge uniaxialer dehnungsgesteuerter DEM-
Kompressionsstudien von Partikelsystemen, die mit dem RCP- und DNR-
Algorithmus generiert sind. Der mittlere Packungsfaktor beträgt p f ≈ 0.576. Die
Radien betragen R = 0.07L, die Box besitzt die Abmessungen [L,L,2.5L] und ist
mit knapp 1000 Partikeln gefüllt. Die Farbwahl kennzeichnet jeweils zwei Systeme
verschiedener Algorithmen mit gleichem Wert von p f . Durchgezogene Kurven
verweisen auf den RCP- und gepunktete Kurven auf den DNR-Algorithmus.
Modellangaben: Box: [L,L,2.5L], Partikelradius: R ≈ 0.07L, RCP (1000 Partikel,
Kontraktionsrate=1.1), DNR(Gleichverteilung, Vorgabe von R, Ausschnitt aus
Box ab z0 ≈ 0.4L mit h = 2.5L, Herstellung der Periodizität); quasi-statische
DEM-Routine: Kontaktgesetz: Hertz [1], Mindlin und Deresiewicz [28].

zuzuordnen. Einige Partikel werden beschleunigt, treten in Kontakt und entfer-
nen sich wieder in die noch ausbleibenden Hohlräume während schrumpfendem
Boxvolumen. Auf dem Intervall von [4− 6]% Dehnung münden alle Verläufe
in einen stetigen, nahezu linear wachsenden Verlauf mit der Tendenz zu einer
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3 Weiterentwicklung der Diskreten Elemente Methode

Koordinationszahl von 8 bei maximaler Kompression. Zeitgleich nimmt die Pa-
ckungsdichte, ausgedrückt über den Packungsfaktor p f , in (c) zu. Das Intervall
von [4− 6]% Dehnung beinhaltet die plötzlichen Anstiege aller Koordinations-
zahlverläufe mit Packungsdichten von [0.6− 0.62]. Ab dieser Verdichtung sind
frei bewegliche Teilchen weitestgehend auszuschließen. Sie interagieren infolge
äußerer Einwirkungen mit den umliegenden Nachbarn. Die Spannung σz nimmt
fortan nichtlinear zu. Die Kompressionsstudien zeigen alle nahezu gleiche Kur-
venverläufe in (a), (b) und (c) mit steigender Dehnung εz.
Der Vergleich von RCP und DNR über diese Studie zeigt die Möglichkeit der
Verwendung des DNR-Algorithmus. Beide Algorithmen sind für DEM-Simula-
tionen brauchbar.

3.2 Quasi-statische vs. Dynamische
DEM-Routine

Zu unterscheiden sind unendlich langsame, zeitunabhängige von zeitabhängigen
Bewegungsabläufen diskontinuierlicher Strukturen. Sie resultieren aus äußeren
Einwirkungen und zeigen das mechanische Antwortverhalten dieser Systeme.
Die Art der Belastung, ob spannungs- oder dehnungsgesteuert, die Variation der
vorgegebenen Belastungsgeschwindigkeit, ob schnell oder langsam, der Belas-
tungszeitraum, ob weitreichend oder kurzzeitig, sowie veränderliche Belastungs-
arten, wie Stöße, Kriech- oder Relaxationsprozesse, entsprechen den äußeren
Einflüssen. Sie sind vor Simulationsbeginn festzulegen und kontrollieren die nu-
merische Prozedur. Die physikalische Zeitabhängigkeit soll in den Ablauf der
DEM integriert werden. Neben einer quasi-statischen DEM-Routine wird aus
diesem Grund eine dynamische Routine vorgestellt, die es ermöglicht, neben
zeitunabhängigen auch zeitabhängige Verfahrensabläufe über die DEM als itera-
tive Prozesse abzubilden.
Abbildung 3.20 zeigt eine Gegenüberstellung von quasi-statischer und dynami-
scher, zeitabhängiger DEM-Routine. Die Schemata konzentrieren sich auf die
Problemstellung einachsiger dehnungsgesteuerter Kompressionen einer Box, die
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ein dicht gepacktes Partikelsystem beinhaltet. Die Boxhöhe wird schrittweise
reduziert bis die maximal vorgegebene Dehnung ε̄ erreicht ist. Beide Abläufe,
quasi-statisch und dynamisch, sind im Institutscode kitGran entsprechend Abbil-
dung 3.20 implementiert. Die dynamische Routine stellt das Ablaufverfahren der
DEM dar, welches auf physikalischer Echtzeit t mit ∆t als Schrittweite beruht,
während die quasi-statische Routine eine Abfolge von Gleichgewichtszuständen
präsentiert, die eine Iterationsschrittweite δ t verwendet. Damit bietet sie we-
sentliche Vorteile im Hinblick auf Rechenstabilität, Konvergenz und Genauigkeit
[13, 146] gegenüber der dynamischen Routine. Letztere, die zwar das physika-
lisch realistische Verfahren geschwindigkeitsabhängiger Prozesse widerspiegelt,
bringt jedoch numerische Herausforderungen mit sich.
Der gesamte Prozess ist in einzelne Dehnungsinkremente ∆ε unterteilt. Die

Rechnung beginnt zu einem Zeitpunkt t = 0. Das anfänglich spannungsfreie Par-
tikelsystem, die Initialstruktur, befindet sich noch im Ruhezustand.
Der Ansatz, der einen unendlich langsamen Bewegungsablauf imitiert, entspricht
der quasi-statischen Routine (siehe Abbildung 3.20, linkes Ablaufschema). Die
hier verwendete Zeit hat keine physikalische Bedeutung, sodass sich zeitun-
abhängiges, beispielsweise rein elastisches Material in diesem Fall besonders
eignet. Nach jedem inkrementellen Dehnungsschritt ∆ε setzen sich die Teilchen
in Bewegung und es wird ein statischer Gleichgewichtszustand der Struktur ge-
sucht. Dabei sollen alle Teilchen die für sie energetisch günstigste Position ein-
nehmen. Um dies in der Simulation zu realisieren, wird eine Unterroutine mit
einer vordefinierten Anzahl von N Teilschritten verwendet. In jedem Teilschritt,
in Abhängigkeit von der Iterationsschrittweite δ t, findet eine DEM-Aktuali-
sierung für alle Partikelpositionen und -geschwindigkeiten statt. Im Anschluss
jeder einzelnen Unterroutine n wird der Prozess auf Konvergenz hinsichtlich
der kinetischen Energie, der Kontaktkräfte und der Verschiebungen überprüft.
Nach jeder Kontrolle wird n um den Wert Eins erhöht. Der eigentliche Pro-
zess der Strukturkompression wird innerhalb dieser Unterroutine solange durch
nicht-physikalische Dämpfer beeinflusst bis die gesamte kinetische Energie ab-
gebaut ist und das System in einem statischen Gleichgewichtszustand verharrt.
Bei n = N ist die im System verbliebene kinetische Energie zu überprüfen. Liegt
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Abbildung 3.20: Gegenüberstellung einer quasi-statischen und dynamischen Routine der Diskreten
Elemente Methode (DEM), mit N ∈ N als maximale Anzahl an Iterationsschritten
n ∈ N der Unterroutine, ε̄ als maximal erreichbare Dehnung, ∆t als physikalischen
Zeitschritt und δ t als nicht-physikalischen Zeitschritt, d.h. Iterationsschrittweite, t
als Zeit und ε als Dehnung mit ∆ε als Dehnungsinkrement.

sie unter einem bestimmten Schwellenwert, wird der nächste inkrementelle Kom-
pressionsschritt ∆ε eingeleitet. Sind die Konvergenzkriterien nicht erfüllt und ist
damit noch kinetische Energie im System vorhanden, bricht die gesamte Routine
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ab. Daher ist N so zu wählen, dass ausreichend Puffer geboten ist.
Um einen Gleichgewichtszustand mit einer möglichst geringen Anzahl von Ite-
rationen zu erreichen, wird nach dem Erhöhen um ein Dehnungsinkrement ∆ε

der eingeleitete Iterationsschritt der quasi-statischen Routine mit einer angenom-
menen Versuchsteilchenkonfiguration gestartet, was Verfahren (II)-BCT aus Ab-
schnitt 2.1.4.1 entspricht (vgl. Abbildung 2.6, rechts). Verfahren (II)-BCT führt
zu einer vollständigen Umordnung der Partikel. Zu groß gewählte Dehnungs-
sprünge sind allerdings zu vermeiden. Sie führen zu großen Überlappungen. In-
folge eines DEM-Iterationsschritts können durch die Aktualisierung der Partikel-
positionen Partikel außerhalb der Box platziert werden. Reale Partikel werden zu
periodischen und umgekehrt. Durch die Versuchskonfiguration ist eine geringere
Anzahl N von Schritten der Unterroutine zu erwarten, was das DEM-Verfahren
für den quasi-statischen Fall beschleunigt.
Bei viskoelastischem Kontaktverhalten besitzt die Zeit t eine physikalische Be-
deutung. Ein typisch zeitabhängiges Verhalten ist mit der Eigenschaft der Vis-
koelastizität gekoppelt. Hier findet die dynamische DEM-Routine Anwendung
und die physikalische Echtzeit t fließt in die Bewegungsgleichungen ein. Bei
Erhöhung des Dehnungsinkrements ∆ε lässt sich auch das Belastungsverfahren
(II)-BCT anwenden. Mit der Belastung wird das physikalische Zeitinkrement
∆t gesteigert. Das alternative Belastungsszenario (I)-BC stellt eine natürlichere
Kompression dar (vgl. Abbildug 2.6, Mitte). Nur die Oberseite des Partikelsys-
tems wird um ∆ε bewegt. Dies hat zur Folge, dass die aufgrund der Periodizität
von Boxboden zu Boxdeckel projizierten Partikel und umgekehrt an der Ober-
sowie Unterseite in die Box eindringen und so bestehende Kontakte verändern
oder möglicherweise neue schaffen. Alle anderen Partikel innerhalb der Box
verbleiben währenddessen zunächst an ihrer Ausgangsposition. Die lokal auftre-
tenden Überlagerungen führen jedoch zu einer Art Welle, die sich im weiteren
Prozess auf das gesamte System auswirkt. Große Zeit- und Dehnungsinkremente
sind aus numerischen Gründen zu vermeiden, um einen sprunghaften Anstieg
der kinetischen Energie zu verhindern.
Anschließend werden die Position und die Geschwindigkeit aller Teilchen durch
Integration der Newton’schen Bewegungsgesetze [47] unter der Wirkung der
Kontaktkräfte im physikalischen Zeitintervall ∆t aktualisiert. Das numerische
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Zeitintegrationsverfahren, der Leap-Frog Algorithmus, findet in der dynami-
schen sowie quasi-statischen DEM-Routine Anwendung. Schließlich erfolgt oh-
ne einen in einer Unterroutine hervorgerufenen Entspannungsprozess der nächste
Kompressionsschritt ∆ε , gefolgt von der nächsten DEM-Aktualisierung für das
Zeitinkrement ∆t. Der Wahl der Zeitschrittweite ∆t ist innerhalb der dynamischen
Routine besondere Aufmerksamkeit zu widmen und wird daher im nächsten Ab-
schnitt diskutiert. Zu große Werte für ∆t können unter Umständen zu instabilen
und nicht konvergierenden Lösungen führen.
Eine Abhilfemaßnahme ist die Skalierung der Dichte oder Masse der einzelnen
Partikel. Die erhöhte Trägheit der Partikel führt zu einer Verringerung der Einzel-
partikelgeschwindigkeiten. Ein solcher Eingriff funktioniert problemlos bei der
Simulation quasi-statischer Bewegungsabläufe, d.h. sehr langsamer Prozesse,
die einen zeitlichen Einfluss nahezu ausschließen. Innerhalb der quasi-statischen
DEM-Routine reduziert dies die Anzahl N der notwendigen Iterationsschritte in-
nerhalb der Unterroutine, d.h. eine Gleichgewichtskonfiguration kann schneller
erreicht werden. Somit führt Dichteskalierung zusätzlich zur Anwendung von
Lasttyp (II)-BCT zu einer Beschleunigung der Berechnung [13, 47]. Dichteska-
lierung lässt sich auch in den Ablauf der dynamischen DEM-Routine integrieren.
Bei dehnratenabhängigen Prozessen mit ε̇ > 0 muss jedoch ein Zusammenhang
zwischen Dichte, Dehnrate, Größe der Dehnungsinkremente und Zeit hergestellt
werden, um einen Bezug zur physikalischen Zeit t herstellen zu können.

3.3 Zeitschrittweite

Ein dynamischer Prozess lässt sich über Bewegungsgleichungen entsprechend
der Gleichungen (2.1) und (2.2) mathematisch beschreiben. Diese sind stetige
Funktionen der Zeit t, die für eine numerische Berechnung eine zeitliche Dis-
kretisierung benötigen. Die Zeitschrittweite ∆t kennzeichnet den zeitlichen Ab-
stand aufeinanderfolgender, festgelegter Zeitpunkte. Dabei ist es zulässig ∆t als
konstant oder adaptiv zu wählen. In dieser Arbeit werden konstante Zeitschritte
festgelegt. Der aktuelle Zeitpunkt ist t. Die Abfolge t −∆t, t, t +∆t stellt den
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zeitlichen Ablauf dar, für die der Zustand eines Systems eindeutig definiert wird.
In der DEM werden die Bewegungsgleichungen der einzelnen Partikel über ex-
plizite Zeitintegrationsverfahren gelöst [47], hier ist es der Leap-Frog Algorith-
mus. Einen wesentlichen Einfluss auf die Stabilität der Berechnung hat ∆t. Das
numerische Verfahren wird dann als instabil definiert, wenn es zu einem unkon-
trollierten und nicht-physikalischen Anstieg von Energie innerhalb des Systems
kommt, infolge zu großer Zeitschrittweiten ∆t [47]. Hohe Werte von ∆t sprechen
jedoch für den Kostenaspekt, da sie einen schnellen Simulationsprozess indu-
zieren und damit die Rechendauer herabsetzen. Eine Garantie einer stabilen und
konvergierenden Rechnung ist jedoch unabdingbar und führt zu einer erforderli-
chen Definition einer kritischen Zeitschrittweite ∆tcrit . Sie soll die numerischen
Kriterien von Stabilität, Konvergenz und Genauigkeit gewährleisten (vgl. Kapitel
2.1.4) und gleichzeitig eine annehmbare Rechenzeit einhalten.
Um dynamischen Prozessen über eine numerische Beschreibung eine korrek-
te Zeitabhängigkeit zuzuordnen, werden verschiedene Annahmen getroffen. Mit
Blick auf die Beschreibung von Bewegungsabläufen diskontinuierlicher Struktu-
ren, d.h. Partikelbewegungen, die Kontaktszenarien involvieren, findet der nume-
rische Prozess der DEM auf Partikelebene statt. Es entspricht einer partikelwei-
sen Betrachtung. Auf dieser Basis resultiert die Annahme eines DEM-Partikels
als schwingungsfähiges System mit einem Freiheitsgrad [46, 147]. In Bezug auf
Abbildung 3.21 wird das Partikel mit der Masse m reibungsfrei um den Weg x aus
der Ruhelage bewegt. Die Feder mit der Steifigkeit k bewirkt eine der Bewegung
entgegengerichtete Rückstellkraft Fspring = k x. Über das Newtonsche Gesetz [46]

k

x

Fspring

m

Abbildung 3.21: Einfreiheitsgradsystem aus Feder mit der Steifigkeit k und Masse m. Nach einer
Auslenkung um x stellt sich eine Rückstellkraft Fspring ein, die der Bewegungsrich-
tung entgegenwirkt.
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lässt sich die Bewegungsgleichung formulieren:

mẍ+ k x = 0. (3.25)

Zu den charakteristischen Werten einer freien Schwingung zählen u.a. die Eigen-
frequenz ω , mit ω2 = k

m und die Schwingungsdauer oder Periode T , die die zeit-
liche Länge einer vollständig ausgeführten Bewegung kennzeichnet nach der sich
der Prozess wiederholt. Solche Vorgänge werden als periodische Schwingungen
bezeichnet [46]. Die zugehörige Frequenz f , d.h. die Anzahl der Schwingungen
pro Zeiteinheit, ist nach Heinrich Hertz definiert als f [ 1

s ] =
1
T [56]. Den Sonder-

fall einer harmonischen Schwingung beschreibt die Beziehung

ω T = 2π. (3.26)

Unter diesen Bedingungen wird für die kritische Zeitschrittweite ∆tcrit des Ein-
massenschwingers der Zusammenhang mit dem Eigenwert gewählt [47]:

∆tcrit =
T
π
=

2
ω

= 2
√

m
k
. (3.27)

Itasca [20] erweitert das System aus Punktmasse und Feder mit einem Freiheits-
grad auf eine Reihenschaltung solcher Elemente und einer kritischen Zeitschritt-
weite von

∆tItasca
crit = β

√
m
k
, (3.28)

mit β als Sicherheitsfaktor. Dieser enthält problemspezifische Informationen im
Hinblick auf eine mögliche Dämpfung des Systems. Unter den Bedingungen ei-
nes dreidimensionalen gedämpften Systems, das Rotationen und Translationen
der Teilchen einbezieht, wird β = 0.17 gewählt [47]. Die minimale Teilchen-
masse mmin und die maximale Steifigkeit kmax in Bezug auf das Gesamtmodell
müssen in Gleichung (3.28) gewählt werden [47].
Alternativ lässt sich der kritische Zeitschritt durch die Betrachtung der Kollisi-
onszeit zweier Partikel eingrenzen. Ein Rayleigh’scher Zeitschritt tR beschreibt
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die Zeitperiode, die eine Schubwelle benötigt, um ein Teilchen zu durchqueren.
Sie wird dabei als Rayleigh-Welle angenommen, die sich entlang der Partikelo-
berfläche fortbewegt und bezieht sich auf die Zeitspanne eines Kontaktszenarios
zweier Teilchen aus Annäherung, Zusammenprall und Entfernung. Ihr Wert folgt
der Rechenvorschrift [148, 149]

tR =
πRmin

0.163ν +0.8766

√
ρ

G
. (3.29)

Dabei entspricht Rmin dem minimalen Radius, G dem Schubmodul, ν der Quer-
kontraktionszahl und ρ der Partikeldichte. Gleichung (3.29) folgt der Bedingung,
dass ein Teilchen ausschließlich seine nächsten umliegenden Nachbarn energe-
tisch beeinflussen kann. Die Zeitschrittweite ∆t der Simulation entspricht hierbei
einem Bruchteil von tR. Demnach sind mehrere Zeitschritte ∆t erforderlich, um
ein komplettes Kontaktgeschehen zu beschreiben. Es gilt eine Einschränkung von
∆t ≤ 0.25 tR [150]. Größere Schrittweiten ∆t würden eine Beschreibung des Kon-
taktablaufes möglicherweise verfälschen. Große Partikelüberlappungen δn wären
u.U. eine mögliche Folge, die eine zu hohe, sprunghafte Kraftänderung indu-
zieren würden. Spannungsspitzen mit Oszillationen wären nicht auszuschließen.
Der Rayleigh Zeitschritt berücksichtigt keinen Dämpfungseffekt [148].
Eine alternative Kollisionszeit liefert Hertz [1] zur Beschreibung seiner Normal-
kontaktformulierung zweier monoskaliger Kugeln. Die Hertz’sche Kollisionszeit
lautet [148]

tHertz = 2.94

(
5
√

2πρ(1−ν2)

4E

)2/5
r

v1/5
0,i

. (3.30)

Sie steht in Abhänigkeit derselben Materialparameter wie Gleichung (3.29) so-
wie der Geschwindigkeit v0,i vor dem Stoß. Um einen Zwei-Teilchenkontakt mit
ausreichender Genauigkeit zu beschreiben, muss der maximale Zeitschritt ∆tcrit

kleiner als 0.5tHertz sein. Werden die zeitlichen Vorgaben von Rayleigh tR und
Hertz tHertz verglichen, resultiert daraus das Verhältnis tR = 0.5 tHertz [148].
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Aus diesen Annahmen lässt sich festhalten, dass die kritische Zeitschrittweite
∆tcrit abhängig ist von [34]

- der (effektiven) Federsteifigkeit - je steifer die Federn, desto geringer ∆tcrit .

- der Partikelmasse bzw. -dichte - je höher die Dichte, desto größer ∆tcrit
4.

- der Packungsdichte - Für eine Anordnung dicht gepackter Partikel, bei der
die Partikel typischerweise mehr als einen Kontakt haben, muss die Wahl
von ∆tcrit vom Packungsfaktor p f und damit von der Anzahl der Kontakte
pro Partikel, der Koordinationszahl, abhängen. Je höher die Koordinati-
onszahl, desto höher die effektive Steifigkeit des Systems und desto klei-
ner muss ∆tcrit gewählt werden, um eine ausreichend genaue und stabile
Simulation zu gewährleisten [13].

- der Betrachtung nichtlinearer Prozesse - bei vorliegender Nichtlinearität
muss eine Steifigkeitsänderung pro Iterationsschritt einkalkuliert werden.

In dieser Arbeit wird auf die Gleichungen (3.28) von Itasca [20] sowie auf die
Einschränkung ∆tcrit ≤ 0.5tHertz durch die Hertz’sche Kollisionszeit aus Glei-
chung (3.30) zurückgegriffen. Itasca fasst in seinem Modell jegliche Annahmen
zu schwingungsfähigen Systemen zusammen und bezieht einen Sicherheitsfaktor
von β = 0.17 ein, der eine mögliche Dämpfung berücksichtigt.

4 Im Hinblick auf Prozesse, die keine Trägheitseffekte aufweisen, ist dieser Punkt interessant. Hier
lässt sich eine Massen- oder Dichteskalierung anwenden, um die Simulation zu beschleunigen.
Durch gezielte Erhöhung der Partikelmasse oder -dichte kann die Zeitschrittweite vergrößert wer-
den. Dies eignet sich vor allem für die Simulation sehr langsamer, d.h. quasi-statischer Prozesse.
Die Anwendung auf hochfrequente Bewegungsabläufe ist hierfür weniger geeignet.
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4 Kontaktgesetze

Treten zwei Körper infolge äußerer Beanspruchung in Kontakt miteinander, ver-
formen sie sich ausgehend vom Punkt der ersten Berührung. Es entsteht eine
Kontaktfläche. Die Wechselwirkung zwischen den Körpern erzeugt eine Kon-
taktkraft. Im Rahmen der Diskreten Elemente Methode (DEM) kann ein Parti-
kelkontakt z.B. mit dem in Kapitel 2.1.4 eingeführten Soft Sphere Ansatz [13]
über geeigenete Kontaktgesetze beschrieben werden. Dies geschieht auf Parti-
kelebene. Ein numerisches Kontaktpaar besteht aus zwei Partikeln i und j. In
der DEM werden sie insofern als starr angenommen als ihre Geometrie während
der fortschreitenden Kompression unverändert bleibt (siehe Momentaufnahme in
Abbildung 4.1). Ein Kontakt wird im numerischen Prozess durch eine geome-
trische Überlappung δ

i j
n > 0 der Partikelvolumina ausgedrückt. Für sphärische

Partikel ist die Größe δ
i j
n nach Gleichung (2.4) als die gegenseitige Eindringung

definiert. Sie stellt im numerischen Verfahren die reale Verformung im Bereich
der Kontaktzone dar und geht als Verschiebungsgröße in das jeweilige Kontakt-
gesetz ein, das die geometrische Überlappung als virtuelle Größe betrachtet. Der
Zusammenhang zwischen mechanischer Verformung und geometrischer Über-
lappung wird in Abhängigkeit vom jeweiligen Materialverhalten der Partikel im
individuellen Kontaktgesetz definiert und stellt die Schnittstelle zwischen rea-
lem Geschehen und numerischer Berechnung dar. Weiterhin ist zwischen der
mechanischen Kontaktfläche Ac infolge der realen Verformungen und der geo-
metrischen Kontaktfläche Āc infolge der geometrischen Überlappung zu unter-
scheiden. Die Kontaktbeschreibung wird in Normalen- und Tangentialrichtung
zur Kontaktfläche getrennt, d.h. entkoppelt formuliert. Für die Kraftkomponen-
ten Fn und Ft werden geeignete Ansätze verwendet (siehe auch Bild 2.9).
Die Kontaktkraftformulierung in der DEM erfolgt analog zur Rheologie. Da-
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n
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Cn
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δ
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n
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F j
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Fi
n
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Abbildung 4.1: Zusammenhang zwischen real deformiertem kugelförmigem Partikelkontakt mit der
realen Kontaktfläche Ac und dem numerisch äquivalenten Kontakt zweier diskreter
sphärischer Partikel i und j. In der DEM gelten sie im Rahmen des soft sphere An-
satzes als starr. Infolge dieser Annahme in der Numerik resultiert die Partikelüber-
lappung δ

i j
n entlang der Normalenrichtung n und die geometrische Kontaktfläche

Āc. Beide Kontaktflächen liegen in der zur Normalenrichtung n tangentialen Ebe-
ne, die über die Achse t gekennzeichnet ist. Die resultierende Kontaktkraft F wird
komponentenweise in zwei Richtungen zerlegt, Fn und Ft . Eine Berechnung der
Kraftkomponenten geschieht über rheologische Modelle in Abhängigkeit von den
Modellkonstanten Kn, Cn, Kt und Ct .

bei handelt es sich um eine Theorie, die es ermöglicht, die Beziehung zwischen
Kraft und Verschiebung mit Hilfe mathematischer Modelle, den rheologischen
Modellen, auszudrücken. Zu deren Grundelementen zählen die Feder für elasti-
sches Verhalten, der Dämpfer, der viskoses, zeitabhängiges Verhalten beschreibt,
und das Reibelement, mit dem plastische Verformungen in einen mathematischen
Ausdruck übersetzt werden können (vgl. Abbildung 2.10). Durch gezielte Kom-
bination der Elemente in Reihen- und/oder Parallelschaltung lassen sich zahlrei-
che Verhaltensweisen realer Flüssigkeiten und Festkörper numerisch nachbilden.
Das übergeordnete Ziel, das reale mechanische Antwortverhalten der positiven
Elektrode einer Lithium-Ionen-Batterie infolge äußerer Kompressionsbelastung
näherungsweise über DEM-Simulationen reproduzieren zu können, soll auf den
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4.1 Normalkontakt

fortan vorgestellten Annahmen hinsichtlich einzelner Partikelkontakte in Abhän-
gigkeit von deren Materialverhalten aufbauen. Dazu werden nun Theorien vorge-
stellt, die den Normalkontakt für elastisches und linear viskoelastisches Material-
verhalten von Aktivmaterial und Bindemittel auf Partikelebene getrennt beschrei-
ben. Anschließend wird das Kontaktgesetz in tangentialer Richtung vorgestellt.

4.1 Normalkontakt

Da in dieser Arbeit nur sphärische Partikel betrachtet werden, liegt die geometri-
sche Kontaktfläche Āc in der Tangentialebene t. Die direkte Verbindungslinie der
beiden Kugelmittelpunkte i und j liegt somit in der Normalenrichtung n, womit
auch die geometrische Überlappung δ

i j
n entlang dieser Richtung definiert ist. Die-

ser geometrische Zusammenhang wird für eine separate Normalkontaktkraftana-
lyse ausgenutzt, indem die äußere Belastung auch in dieser Richtung angesetzt
wird. Zwei monoskalige Partikel i und j mit dem Radius R sind bezogen auf ein
orthonormales Koordinatensystem x,y,z exakt übereinander positioniert (siehe
Abbildung 4.2). Damit sind die x-y-Koordinaten beider Partikelzentren identisch
mit xi j = yi j = R. Sie berühren sich in der Ausgangskonfiguration (links) in dem
Punkt O mit den Koordinaten [R, R, 2R], sodass für die Zentrumskoordinaten
z-Koordinaten zi = R und z j = 2Ri +R j = 3R gilt. Außerdem befinden sich die
Kugeln in einer virtuellen Box mit den Abmessungen [Lx,Ly,Lz]=[2R,2R,4R].
Es werden periodische Randbedingungen angenommen. Anschließend wird die
Box einer einachsigen verschiebungskontrollierten Kompression ∆uz in Richtung
des Kugelkontakts unterworfen, wodurch nur Normalkräfte entstehen. Tangentia-
le Kräfte können für dieses spezielle Kontaktgeschehen vernachlässigt werden.
Die Partikel bewegen sich entlang der Wirkungslinie n. Der Modellierungsansatz
induziert für die Dehnung ε der Box

ε =
∆uz

Lz
=

∆uz

4R
=

4δ
i j
n /2
4R

=
ūz

R
, (4.1)

wobei die eigentliche Partikelverschiebung ūz =
δ

i j
n
2 beträgt.
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∆uz
δn
2

δn
2

δn
4R

n n

O

j

xy

z

virtuelles/periodisches

reales Partikel

i

2R

R R

Partikel

Abbildung 4.2: Kontaktmodell zweier Partikel i und j mit identischem Radius R zur Untersuchung
des Kontaktverhaltens in Normalenrichtung: die Belastungsrichtung stimmt mit der
der geometrischen Überlappung δn überein. Demonstration des Zusammenhangs
von äußerer Dehnung ε und der Überlappung δn unter Vorgabe periodischer Rand-
bedinungen.

4.1.1 Elastischer Kontakt

Um das mechanische Kontaktverhalten zweier elastischer Festkörper in Norma-
lenrichtung zu beschreiben, bietet die nichtlineare Theorie von Hertz [1] einen
Ansatz. Er entwickelte 1880 seine Annahmen, die noch heute als Grundlage
zahlreicher Anwendungen dienen [62, 151]. Beide Kontaktpartner entsprechen
elastischen Halbräumen. Es wird angenommen, dass sie eine konvexe Form und
eine glatte, reibungsfreie Oberfläche besitzen. Die Wahl von sphärischen Parti-
keln erfüllt diese Anforderungen. Im Kontaktfall findet damit eine Übertragung
von Normalkräften statt, deren Formulierung sich ausschließlich auf die Kontakt-
zone beider Körper bezieht. Eine Nahaufnahme eines Kontaktgeschehens ist in
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Abbildung 4.3 illustriert. Hertz beschreibt die realen Partikelverformungen nach

x

i

δ
i j
n

O

y

δ i
n

δ
j

n

j

rcrc

Abbildung 4.3: Definition der Kontaktzone zweier sich kontaktierender Festkörper. Während sich
die realen Partikel deformieren, gilt im numerischen Modell die Annahme einer
geometrischen Überlappung δ

i j
n . Der Zusammenhang von realer Partikeldeforma-

tion und Überlappung wird über das Kontaktgesetz formuliert, in diesem Fall wird
die Theorie von Hertz herangezogen [1].

dem Soft Sphere Ansatz über die virtuelle Überlappung δ
i j
n [1]. Sie unterliegt

der Bedingung, in Bezug auf die Dimensionen der Kontaktpartner, klein zu sein,
d.h. δ

i j
n ≪ R. Gleiches gilt für die Hauptkrümmungen der Oberflächen im Kon-

taktpunkt O sowie für die Kontaktfläche selbst [43]. Im Modell überlappen sich
die Kugeln während sich die realen Partikel deformieren und eine kreisförmige
reale Kontaktfläche Ac ausbilden. Diese ist über den Kontaktradius rc definiert.
Hertz beschreibt den Zusammenhang von realem Kontaktradius rc und virtueller
Überlappung δ

i j
n als

δ
i j
n =

r2
c

Re f f
. (4.2)
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Er verwendet in seiner Kontaktformulierung [1] effektive Material- und Geome-
trieparameter in Bezug auf beide Kontaktpartner i und j. Dazu zählen der effek-
tive Elastizitätsmodul Ee f f und der effektive Radius Re f f , mit

Ee f f =

(
(1−ν2

i )

Ei
+

(1−ν2
j )

E j

)−1

(4.3)

Re f f =

(
1
Ri

+
1
R j

)−1

, (4.4)

die in Abhängigkeit von der Querkontraktionszahl ν , den Elastizitätsmoduln E
und von den Radien R der jeweiligen Partikel stehen. Von nun an bezieht sich je-
de Kontaktbeschreibung auf ein Kontaktpaar. Damit entfällt die Kennzeichnung
über die Indizes i und j. Die Druckverteilung p(x) über der realen Kontaktfläche
Ac beschreibt den dortigen Spannungszustand zwischen beiden Körpern. Der Ur-
sprung des Koordinatensystems liegt nach Abbildung 4.3 in O, dem ersten Be-
rührungspunkt. Das bedeutet, dass p(x) zu O rotationssymmetrisch ist. Darüber
lässt sich p(x) mathematisch beschreiben als

p(x) = p0

(
1−
( x

rc

)2)1/2
, (4.5)

mit p0 als maximalen Kontaktdruck. Dieser ist definiert als p0 =
2Ee f f rc
πRe f f

[13].
Durch Integration der Druckverteilung (4.5) über der realen Kontaktfläche mit
x = r wird die Kontaktkraft in Normalenrichtung unter Einbindung des Zusam-
menhangs nach Gleichung (4.2) definiert als

FHertz =
∫ rc

0
p(r)2πr dr =

2
3

p0πr2
c =

4
3Re f f

Ee f f r3
c

=
4
3

Ee f f

√
Re f f δn δn. (4.6)

Damit beschreibt die Theorie nach Hertz das Verhalten einer nichtlinearen Feder
mit der Steifigkeit Kn =

4
3 Ee f f

√
Re f f δn.
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4.1 Normalkontakt

Eine Feder allein speichert infolge von wachsender Deformation elastische Ener-
gie. Erst bei einer Entlastung wird diese Energie reversibel abgebaut. Je größer
die Verschiebungen ausfallen, desto mehr Energie existiert im System und führt
in numerischen Simulationen zu instabilen Rechnungen, die weder konvergie-
ren noch genaue Ergebnisse produzieren. Dem Aufbau von kinetischer Energie
lässt sich durch Kombination mit einem Dämpfer entgegenwirken. In der quasi-
statischen DEM-Routine wird zu der Hertz’schen Feder ein Dämpfer parallel ge-
schaltet (siehe Abbildung 4.4). Dieser wird in der in Kapitel 3.2 eingeführten

Kn

Fi
n F j

n
C

i j

Abbildung 4.4: Rheologisches Normalkontaktkraftmodell zur Abbildung von elastischem Materi-
alverhalten: Hertz’sches Feder-Dämpfer Modell (HSD) als Parallelschaltung von
Hertz’scher Feder mit der nichtlinearen Steifigkeit Kn und Dämpfer mit der Vis-
kosität C. Dem Dämpfer kommt in der quasi-statischen DEM-Routine eine nicht-
physikalische Bedeutung zu und C ist über die Gleichung (4.7) definiert, während in
der dynamischen DEM-Routine C = η gilt. Dort besitzt der Dämpfer eine physika-
lische Bedeutung.

Unterroutine innerhalb eines Dehnungsschrittes ∆ε aktiv, die in Iterationsschritt-
weiten δ t durchlaufen wird (vgl. Abbildung 3.20, linkes Schema). Der Dämp-
fer dient dabei dem Zweck, dem System kinetische Energie zu entziehen, damit
innerhalb dieser Unterroutine ein Gleichgewichtszustand der Struktur erzeugt
werden kann. Dieser Zustand repräsentiert eine stabile Zwischenkonfiguration,
in dem das System bleibt bis das nächste Dehnungsinkrement ∆ε einen nächs-
ten Iterationsschritt einleitet und das stabile System damit erneut in Bewegung
versetzt. Der Dämpfer hat an dieser Stelle also keine physikalische Bedeutung.
Mathematisch ist er abhängig von der Größe der virtuellen Überlappung δn, der
Verschiebungsgröße, sowie dem Restitutionskoeffizienten e, der dem Verhältnis
von finaler zu anfänglicher Relativgeschwindigkeit beider Teilchen während des

107



4 Kontaktgesetze

Zusammenpralls entspricht. Die geschwindigkeitsabhängige Kraftformulierung
für den nicht-physikalischen Dämpfer lautet

FDashpot =−2
−ln(e)√

ln(e)2 +π2

√
4
3

Ee f f me f f

√
Re f f δn δ̇n, (4.7)

mit C(δn)=−2 −ln(e)√
ln(e)2+π2

√
4
3 Ee f f me f f

√
Re f f δn. Eine Herleitung kann [20] ent-

nommen werden.
Die finale resultierende Kontaktkraft Fn in Normalenrichtung wird in der quasi-
statischen Routine durch die Parallelschaltung von nichtlinearem Hertz’schen Fe-
derelement und nicht-physikalischem Dämpfer beschrieben. Es gilt

Fn = FHertz +FDashpot . (4.8)

Der gleiche rheologische Modellaufbau findet in der dynamischen DEM-Routine
Anwendung. Hier erlangt der notwendige lineare Dämpfer physikalische Bedeu-
tung. Es ist unbedingt darauf zu achten, dass die Zeitinkremente die Anforderun-
gen aus Kapitel 3.3 erfüllen. Zu groß gewählte Zeitschritte ∆t führen in einem
dynamischen Prozess zu instabilen und unbrauchbaren Ergebnissen.
Das präsentierte rheologische Modell aus Abbildung 4.4 wird als nichtlinea-
res HERTZ’SCHES FEDER-DÄMPFER-Modell (Hertzian-Spring-Dashpot Model,
HSD) betitelt.

4.1.2 Linear Viskoelastischer Kontakt

In der Materialtheorie ist die Viskoelastizität eine Kombination aus elastischem
und viskosem Materialverhalten. Es ist last-, frequenz-, zeit- bzw. geschwindig-
keits- und temperaturabhängig [152] und lässt sich anhand zweier bekannter Phä-
nomene charakterisieren: dem Kriechen (i) und der Relaxation (ii). Die Defini-
tionen mit grafischer Veranschaulichung in Abbildung 4.5 lauten:

(i) unter sprunghaft aufgebrachter Spannung σ ′, die anschließend konstant
gehalten wird, σ = σ ′U(t ′), nimmt die Dehnung ε(t) mit der Zeit zu,
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(ii) unter sprunghaft aufgebrachter Dehnung ε ′, die anschließend konstant ge-
halten wird, ε = ε ′U(t ′), nimmt die Spannung σ(t) mit der Zeit ab.

tt(i) (ii)

ε(t), σ

σ ′
ε ′

σ(t), ε

Abbildung 4.5: Antwortverhalten eines viskoelastischen Materials unter Einwirkung (i) plötzlich
aufgebrachter Spannung σ ′ =const. - die Dehnung ε(t) nimmt mit der Zeit zu (Krie-
chen) und schlagartiger (ii) Dehnung ε ′ =const. - die Spannung σ(t) nimmt mit der
Zeit ab (Relaxation).

Die Funktion U(t ′) ist als Einheitssprungfunktion definiert. In Abhängigkeit von
der (i) Dehnungs- bzw. (ii) Spannungsantwort stehen die Kriechfunktion J(t) =
ε(t)
σ ′ und die Relaxationsfunktion Ψ(t) = σ(t)

ε ′ . Sie beschreiben das zeitabhängige
Verhalten von Nachgiebigkeit und Elastizitätsmodul. Über diese Funktionen J(t)
und Ψ(t) lässt sich das Materialverhalten unter dem Einfluss von sich schlagartig
ändernden Eingangsparametern beschreiben. Im Fall der linearen Viskoelastizi-
tät bewirkt die elastische Komponente im Wesentlichen eine spontane, begrenzte,
reversible Verformung, während die viskose Komponente eine zeitabhängige, un-
begrenzte und irreversible Verformung impliziert [14, 43]. Je nach Material sind
diese Komponenten unterschiedlich stark gewichtet. Bei Annahme kleiner Ver-
formungen, die in dieser Arbeit ausschließlich betrachtet werden, ähnelt die line-
ar viskoelastische Beschreibung derjenigen der linear elastischen Theorie [153].
Dafür kann das Boltzmann-Superpositionsprinzip [154] angewendet werden. Es
erlaubt einen dehnungsgesteuerten Vorgang eines Materials, der eine Spannungs-
antwort σ(t) erzeugt, als eine Folge einzelner infinitesimaler Dehnungssprünge
darzustellen und über der Zeit t ′ zu integrieren [43]. Äquivalent gilt dies für
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einen spannungsgesteuerten Prozess. Die Materialreaktionen lassen sich allge-
mein durch sogenannte Gedächtnisintegrale [153]

ε(t) =
∫ t

0
J(t − t ′)

dσ(t ′)
dt ′

dt ′, (4.9)

σ(t) =
∫ t

0
Ψ(t − t ′)

dε(t ′)
dt ′

dt ′ (4.10)

beschreiben, die jeweils in Abhängigkeit von der Belastungsgeschichte stehen.
Die Gleichungen (4.9) und (4.10) verwenden Faltungsintegrale1 für eine mathe-
matisch korrekte Formulierung.
Das Kontaktverhalten zwischen zwei viskoelastischen Festkörpern gilt es ähn-
lich einem elastischen Kontakt über gezielte Kombinationen rheologischer Mo-
delle zu beschreiben. Ein Dreiparameter-Maxwell Modell ist dafür geeignet [10].
Es entspricht einer Kombination aus zwei Federn mit den Steifigkeiten E1 und E2

und einem Dämpfer mit der Viskosität η . Das Modell kann auf zwei Arten darge-
stellt werden, die sich durch die Kombination der Grundelemente unterscheiden.
Die Modellparameter werden durch das Symbol ∗ voneinander unterschieden.
Sie sind in Abbildung 4.6 dargestellt:

(MZ) als Parallelschaltung von Feder (E2) und Maxwell Modell, einer Reihen-
schaltung von Feder (E1) und Dämpfer (η),

(MZ)∗ als Reihenschaltung von Feder (E∗
2 ) und Kelvin-Voigt Modell, einer Paral-

lelschaltung von Feder (E∗
1 ) und Dämpfer (η∗).

1 Aus einer Faltung zweier Funktionen f (t) und g(t) resultiert eine dritte Funktion ( f ∗g)(t). Das
Symbol ∗ kennzeichnet eine solche mathematische Operation, auch als Konvolution bekannt.
Diese lässt sich als Überlagerung von f (τ) mit einer gespiegelten und um t verschobenen Ge-
wichtsfunktion g(t − τ) beschreiben. Es gilt

( f ∗g)(t) =
∫ +∞

−∞

f (τ)g(t − τ)dτ.

Die resultierende Funktion versieht die Informationen von f (τ) mit Gewichten aus der Funktion
g(t − τ) auf dem Intervall von (−∞,+∞). Die Integrationsgrenzen lassen sich konkretisieren
[155].
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E∗
2

E2 E∗
1

E1

(MZ) (MZ)∗

η∗η

Abbildung 4.6: Dreiparameter-Maxwell Modell als Parallel- (MZ) und Reihenschaltung (MZ)∗.

In dieser Arbeit wird die Parallelschaltung (MZ) zur Abbildung von linear visko-
elastischem Materialverhalten gewählt und trägt den Titel des MAXWELL-ZENER-
Modells. Die Herleitung der Differentialgleichung des Maxwell-Zener-Modells
beruht auf den Annahmen, dass die Gesamtspannung einer Parallelschaltung
der Summe aller zueinander parallel geschalteter Elemente entspricht, während
die Gesamtdehnung gleich der individuellen Elementdehnungen ist. Für Reihen-
schaltungen gilt die umgekehrte Definition. Für die individuellen Grundelemen-
te, hier Federn und Dämpfer, gelten folgende Ansätze: Die Hooke’sche Glei-
chung zur Beschreibung einer linearen Feder lautet σF = EF εF [56]. Der viskose
Dämpfer, auch als Newton-Element [10] bekannt, wird über die Formulierung
σD = ηDε̇D beschrieben und verdeutlicht die Zeitabhängigkeit dieses Grundele-
ments über die Dehnrate ε̇D = dεD(t)

dt . Im Fall des Maxwell-Zener-Modells (MZ)
lauten die Voraussetzungen an Gesamtspannung σ und Gesamtdehnung ε

σ = σ1 +σ2 und ε = εM = ε2

mit σ1 = E1ε1 = ηε̇D, σ2 = E2ε2, σ̇1 = E1ε̇1

und εM = ε1 + εD, ˙εM = ε̇1 + ε̇D.

Zum besseren Verständnis dient Abbildung 4.7, woraus die einzelnen Spannungs-
und Dehnungsgrößen mit unterschiedlichen Indizes hervorgehen.
Aus den vorgestellten Zusammenhängen resultiert die finale Differentialglei-
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E22
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Abbildung 4.7: Maxwell-Zener-Modell (MZ) zur Abbildung von linear viskoelastischem Material-
verhalten: Parallelschaltung aus elastischer Feder mit der Steifikeit E2, die das Lang-
zeitverhalten beschreibt, und einem Maxwell-Element, einer Reihenschaltung von
Feder in Abhängigkeit von der Steifigkeit E1 und einem Dämpfer mit der Viskosität
η . Für den Fall eines linearen MZ-Modells werden konstante Parameter angenom-
men.

chung des Maxwell-Zener-Modells [10] auf der Basis linearer Grundelemente:

(MZ) : σ̇ +
E1

η
σ = (E1 +E2)ε̇ +

E1E2

η
ε. (4.11)

Nach gleichem Vorgehen lässt sich die Differentialgleichung von (MZ)∗ ermit-
teln, die das Modellverhalten der Reihenschaltung beschreibt:

(MZ)∗ : σ̇ +
E∗

1 +E∗
2

η∗ σ = E∗
2 ε̇ +

E∗
1 E∗

2
η∗ ε. (4.12)

Ein Zusammenhang der Modellparameter von (MZ) und (MZ)∗ kann über einen
Koeffizientenvergleich der jeweiligen modellbezogenen Differentialgleichungen
(4.11) und (4.12) hergeleitet werden. Es gilt

E∗
1 =

E2

E1
(E1 +E2), E∗

2 = (E1 +E2), η
∗ = η

(E1 +E2

E1

)2
. (4.13)

Damit sind die Modelle (MZ) und (MZ)∗ stets ineinander überführbar und es
genügt ein Modellverhalten zu studieren. Hier ist es die Version der Parallel-
schaltung mit der Differentialgleichung (4.11).
Um die Zeitabhängigkeit des Maxwell-Zener-Modells (MZ) besser verstehen zu

112



4.1 Normalkontakt

können, wird es geschwindigkeitsabhängigen Belastungen in Form von Dehnun-
gen ε(t) mit der Dehnrate ε̇ > 0 unterworfen. Hier werden die beiden charakte-
ristischen Grenzfälle vorgestellt: die Reaktion unter extrem langsamer und unter
stoßartiger, d.h. rascher Belastung innerhalb kürzester Zeit. Für den ersten Fall
quasi-statischer Prozesse mit ε̇ → 0 werden die zeitabhängigen Terme vernach-
lässigbar klein:

σ̇ ≪ E1

η
σ und (E1 +E2)ε̇ ≪ E1E2

η
ε. (4.14)

Die Differentialgleichung (4.11) vereinfacht sich zu σ = E2 ε . Das Verhalten der
Feder mit der Steifigkeit E2 ist in solch einem Fall maßgebend für die Spannungs-
antwort und beschreibt damit das Langzeitverhalten des Modells. Im Spannungs-
Dehnungsdiagramm in Abbildung 4.8 ist dieses Verhalten über die untere Gerade
abgebildet und wird als Gleichgewichtspfad oder -lösung betitelt. Während derart
langsamen Belastungen wird elastische Energie gespeichert, die infolge langsa-
mer Entlastung reversibel abgebaut werden kann.
Bei sprunghafter Belastung mit ε̇ → ∞ ergibt sich der umgekehrte und zweite
Fall:

σ̇ ≫ E1

η
σ und (E1 +E2)ε̇ ≫ E1E2

η
ε. (4.15)

Die Differentialgleichung (4.11) reduziert sich auf den Zusammenhang σ̇ =

(E1 +E2)ε̇ . Durch Integration und unter Einbindung der Anfangsbedingungen
σ(0) = σ0 = 0 und ε(0) = ε0 = 0 ergibt sich σ = (E1 + E2)ε . Das bedeutet,
dass die Summe beider Steifigkeiten (E1 +E2) das allgemeine Anwortverhalten
infolge spontaner Beanspruchung bestimmt. In Abbildung 4.8 ist diese Aussage
ebenfalls dargestellt, diesmal durch die obere Gerade, die spontane Lösung, mit
entsprechender Steigung. Die beiden Geraden stellen eine obere und untere Gren-
ze des linear viskoelastischen Spannungsverhaltens σ(ε) dar. Dazwischen spielt
sich das ratenabhängige Verhalten für endliche Dehnraten ε̇ > 0 ab. Je höher die
Dehnrate ε̇ bei konstanten Modellparameterwerten E1, E2 und η ist, desto größer
ist die Spannungsantwort bis zum Erreichen der maximalen Dehnung. Zusätzlich
zur Gleichgewichtsspannung baut sich dabei eine Überspannung auf.
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ε(t)

Gleichgewichtslösung

spontane Lösung

E2 +E1 ε̇ > 0

2ε̇

σ(t)

E2

elastische Spannung

Übersp
annung

Abbildung 4.8: Das Spannungs-Dehnungs Diagramm zeigt auf, dass sich das Antwortverhalten
des Maxwell-Zener-Modells (MZ) unter dehnratenabhängiger Beanpruchung ε̇ zwi-
schen zwei Grenzen abspielt. Der Dämpfer reguliert die Zeitabhängigkeit des Mo-
dells. Das obere charakteristische Limit resultiert aus einer abrupten Belastung. Der
Dämpfer reagiert starr, d.h. lediglich die Federn sind in diesem Fall aktiv und spie-
geln das Antwortverhalten einer einzigen Feder der Steifigkeit (E1 +E2) wider. Die
obere Grenze beschreibt die maximale Steifigkeit des gesamten Modells. Das untere
Limit resultiert aus einer unendlich langsamen Belastung. Ausschließlich die Feder
mit der Steifigkeit E2 ist aktiv. Der nahezu zeitunabhängige Prozess schließt einen
Einfluss des dehnratenabhängigen Dämpfers aus.

Neben der Dehnrate hat auch die Viskosität η des Dämpfers einen Einfluss auf
den ratenabhängigen Be- und Entlastungsvorgang. Für die Untersuchung von η

wird ε̇ > 0 neben den anderen Modellparametern als Konstante gewählt.Wichtig
ist hier, wie η in die mathematische Beschreibung des Maxwell-Zener-Modells
des viskoelastischen Materialverhaltens eingeht. Dazu wird die modellabhängige
Relaxationsfunktion

Ψ(t) = E1e−t/τ +E2. (4.16)

betrachtet, die aus der Gleichung (4.10) für die allgemeine Spannungsantwort
infolge dehnungskontrollierter Beanspruchung bekannt ist. Die Funktion Ψ(t)
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hängt unter anderem von der materialspezifischen Relaxationszeit τ ab. Diese
Größe ist definiert als

τ =
η

E1
(4.17)

und ist neben der Federsteifigkeit E1 abhängig von der Viskosität η . Um einen
Einfluss von η auf Ψ(t) zu studieren, wird zunächst der Verlauf der Relaxati-
onsfunktion Ψ(t) in Abbildung 4.9 (a) über der Zeit t aufgetragen. Für t = 0
zeigt sie einen sprunghaften Anstieg infolge einer abrupten Dehnung mit dem
charakteristischen Ordinatenwert, dem spontanen Elastizitätsmodul (E1 + E2).
Für t > 0 nimmt die Relaxationsfunktion bei konstanter äußerer Dehnung ε ′

mit der Zeit ab und strebt asymptotisch dem zweiten charakteristischen Wert E2,
dem Langzeit- oder Gleichgewichtsmodul E2, zu. Der Verlauf der abklingenden
Kurve wird durch die Kriechzeit τ beeinflusst. Sie entspricht im Diagramm (a)
dem Abszissenwert, der den Schnittpunkt der Horizontalen E2 mit der Tangen-
te T an Ψ(t) im Punkt [0, (E1 +E2)] kennzeichnet. Mit steigendem Wert von
η und E1 =konst. wird τ größer, d.h. der Verlauf der Tangente T aus Abbil-
dung 4.9 (a) flacht ab. Umgekehrt, mit η → 0, wird der Betrag ihrer Steigung
höher, T ist steiler, und die Kurve von Ψ(t) nähert sich in kürzerer Zeit t asym-
ptotisch dem Gleichgewichtszustand. Je höher die Viskosität η ist, desto steifer
reagiert der Dämpfer und verzögert das Abklingverhalten bis zum Übergang auf
den Gleichgewichtspfad. Abbildung 4.9 (b) zeigt die Kriechzeit τ∗ der Reihen-
schaltung nach einem Kriechversuch. Das Abklingverhalten der Dehnung infolge
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(a) (b)

τ∗ tt0

1
E∗

2

1
E∗

1
+ 1

E∗
2

J(t) = ε(t)
σ ′

Jmax

t1

1
E∗

2

τ = η/E1 t

E2

T

E1 +E2

Ψ(t) = σ(t)
ε ′

Abbildung 4.9: Verlauf der (a) Relaxationsfunktion Ψ(t) und (b) Kriechfunktion J(t) in Abhängig-
keit von der Zeit t. Kennzeichnung der material-, d.h. von den Modellparametern mit
und ohne ∗ abhängigen Relaxations- bzw. Kriechzeit τ bzw. τ∗.

einer konstanten Spannungseinwirkung lässt sich darüber interpretieren2.
Die Spannungsfunktion, die das Antwortverhalten eines Relaxationsvorgangs un-
ter äußerer Dehnung ε(t > 0) = ε ′ =konst. gemäß Abbildung 4.5 (ii) beschreibt,
wird durch die Formel

σ(t) = E2 ε
′+(σ0 −E2 ε

′)e−t/τ (4.18)

2 Ein Kriechprozess bietet eine Möglichkeit die Kriechzeit τ∗ zu berechnen. Dieser lässt sich über
das Dreiparameter-Maxwell Modell (MZ)∗ als Reihenschaltung abbilden. Der spontane E-Modul
(E1 +E2) entspricht nach Gleichung (4.13) der Steifigkeit E∗

2 . Das Verhalten von (MZ) ist über
die Relaxationsfunktion Ψ(t) und von (MZ)∗ über die Kriechfunktion, hier J(t), in Grafik 4.9 aus
[10] veranschaulicht. Der Funktionsverlauf von J(t) visualisiert die Reaktion von (MZ)∗ auf eine
stoßartige spannungsgesteuerte Belastung σ̄ , die im Anschluss über einen festen Zeitraum [t0, t1]
konstant gehalten wird. Ab t1 folgt die Wegnahme der Belastung. Das rheologische Modell ent-
spannt sich. Während Be- und Entlastung reagiert der spontane E-Modul E∗

2 sofort. Als Kehrwert
entspricht er jeweils dem vertikalen Anstieg bzw. Abfall zu den Zeitpunkten t0 und t1. Während
dem eigentlichen Kriechprozess, d.h. auf dem Intervall [t0, t1] strebt die Kriechfunktion gegen
einen Grenzwert Jmax. Die Differenz Jmax − 1

E∗
2
= 1

E∗
1

liefert Information zur Federsteifigkeit E∗
1

des in Reihe geschalteten Kelvin-Voigt Modells. Die zugehörige Kriechzeit τ∗ charakterisiert
den Entlastungsprozess. Nachdem der Einfluss des Kurzzeit-E-Moduls abgeklungen ist, flacht
die Entlastungskurve ab t1 stark ab mit der Tendenz zu J = 0. Die Tangente für J(t1) liefert
Information zu τ∗.
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ausgedrückt. Dabei entspricht σ0 der bis zum Zustand t = 0 erreichten Spannung.
Dieses Antwortverhalten ist in Abbildung 4.10 dargestellt. In (a) sind die Deh-
nungsfunktionen ε(t) dargestellt, die das linear gesteuerte Be- und Entlastungs-
bzw. Relaxationsverhalten zeigen. Für die Belastung gilt: ε1(t) = ε̇0 t. Die Ent-
lastung unterscheidet sich jeweils durch den Wert ihrer Steigung: ε2(t) =−ε̇0 t+
2ε ′ und ε3(t) = −2ε̇0 t + 4ε ′. Die Dehnungsvorschrift für Relaxation entspricht
ε4(t) = ε ′. Das Spannungs-Dehnungs-Diagramm (b) zeigt neben den Grenzkur-
ven für langsame und schnelle Belastung, d.h. Gleichgewichtslösung und spon-
tane Lösung, das ratenabhängige Spannungsverhalten bei Variation von η . Die
übrigen Modellparameter bleiben dabei konstant. Die allgemeine Spannungsant-
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Abbildung 4.10: (a) Dehnungsfunktion ε(t) zur Be- und Entlastung bzw. Relaxation des Maxwell-
Zener-Modells; (b) Spannungsantwort infolge der Dehnungsvorgabe ε(t) bei Va-
riation der Viskosität η unter Konstanthaltung der übrigen rheologischen Modell-
parameter E1 und E2 sowie der Dehnrate ε̇0 pro Einwirkung.

wortfunktion für den Fall linear gesteuerter Dehnung lautet

σ(t) = σ0 +E2ε(t)+ηε̇0

(
1− e−t/τ

)
. (4.19)

Dabei ist es wichtig die Spannung σ0(t = 8) sowie Dehnung ε0(t = 8) für den
jeweiligen Entlastungsvorgang zu übergeben. Der Wert ε0 fließt über die entspre-
chende Dehnungsfunktion ε(t) ein.
Der Unterschied zwischen den Spannungskurven infolge der Belastung in (b)
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liegt zum einen in der Wahl von η . Mit abnehmendem Wert von η nimmt die
Spannungsantwort ab. Die Belastungskurve geht in eine Gerade über, die par-
allel zum Gleichgewichtspfad verläuft. Sobald die Entlastung einsetzt, tritt die
Spannungsantwort verzögert auf. Hier zeigt sich die für viskoelastische Materia-
lien charakteristische Hysterese. Die Überspannung wird asymptotisch abgebaut.
Im Diagramm ist zur Veranschaulichung ein Intervall ∆ε̂ eingezeichnet, welches
über ∆ε̂ = ε ′− ε̂ einen Toleranzwert von ε festlegt. Dort beeinflusst der viskose
und zeitabhängige Anteil das Spannungsverhalten während der Entlastung. Die
Einmündung des Entlastungspfades in den Gleichgewichtspfad an der jeweiligen
Stelle ε̂ unter der Dehnungsvorschrift ε2(t) = 2ε ′− ε̇0t stellt den Übergang vom
zeitabhängigen zum zeitunabhängigen, nun rein elastischen Antwortverhalten
dar. Die Wahl von η beeinflusst die Größe von ∆ε̂ , die mit kleiner werden-
dem η ebenfalls abnimmt. Für die lineare Entlastung ε3(t) = 4ε ′−2ε̇0t, d.h. die
Dehnraten von Be- und Entlastung sind unterschiedlich, unterschreitet die Span-
nungskurve sogar die Gleichgewichtslösung und mündet in einen dazu parallelen
Verlauf. Der Relaxationsvorgang ε4(t) ist durch einen vertikalen Abfall in (b)
an der Stelle ε ′ mit der Tendenz zum Gleichgewichtspfad erkennbar. So reagiert
der Dämpfer bei hohen Dehnraten ε̇ sowie bei hohen Werten von η zunehmend
steifer, während er bei niedrigen Dehnraten ein weiches Verhalten beschreibt.

Radok [2] bildet das viskoelastische Materialverhalten mathematisch über eine
nichtlineare Theorie ab. Er entwickelte 1957 seine Annahmen, in denen er einen
mechanischen Normalkontakt einer starren Kugel beschreibt, die in einen visko-
elastischen Körper gepresst wird. Dabei geht er von der elastischen Lösung dieses
Problems aus [43]. Die Grundidee besteht darin, die elastischen Konstanten der
elastischen Lösung durch entsprechende Integraloperatoren der viskoelastischen
Spannungs-Dehnungs-Beziehung zu ersetzen [10]. Ist die Verformungsgeschich-
te bekannt, können die Spannungen infolge viskoelastischen Materialverhaltens
darüber ermittelt werden, dass der doppelte Wert des Schubmoduls G aus der
elastischen Lösung durch das Faltungsintegral mit der Relaxationsfunktion Ψ(t)
ersetzt wird. Umgekehrt wird bei bekannter Spannungsgeschichte der Ausdruck
(1/(2G)) durch das Faltungsintegral mit der Kriechfunktion J(t) ersetzt. Auf
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diese Weise können Spannungen und Verformungen aufgrund viskoelastischen
Materialverhaltens ermittelt werden.
Die Arbeit von Lee und Radok [63] zeigt eine linear viskoelastische Kontaktbe-
schreibung, bei der die Hertz’sche Lösung [1] der Gleichung (4.6) als elastische
Lösung gewählt wird. Zwei viskoelastische Kugeln sind miteinander in Kontakt.
Unter kontrollierter Dehnungsvorgabe bildet sich eine kreisförmige Kontaktflä-
che aus. Während dieser Zeit soll die Änderung des Kontaktdrucks der beiden
Kugeln in Normalenrichtung untersucht werden. Die Hertz’sche Kontaktspan-
nung pHertz(r) gemäß Gleichung (4.5) dient hier als Grundlage. Als Funktion
des Schubmoduls lautet sie [43]

pHertz(r) =
4

π Re f f
2Ge f f (r2

c − r2)0.5 (4.20)

zu transformieren. Dabei ist Re f f der effektive Radius aus Gleichung (4.4) und
rc der mechanische Kontaktradius aus Gleichung (4.2). Der Wert Ge f f entspricht
dem effektiven Schubmodul [43] bezogen auf beide Kontaktpartner i und j und
folgt der Formel:

1
Ge f f

=
(2−νi

4Gi
+

2−ν j

4G j

)−1
. (4.21)

Die Beziehung G = E/(2(1+ν)) nach der elastischen Theorie für isotropes Ma-
terialverhalten [56] stellt den Zusammenhang dar, mit dessen Hilfe sich die Ab-
hängigkeit von den Elastizitätsmoduln der einzelnen Kontaktpartner ergibt:

Ge f f =
1
2
·

Ei E j

(1+νi)(2−νi)E j +(1+ν j)(2−ν j)Ei
. (4.22)

Bei bekannter Verformungshistorie wird nach Lee und Radok [63] die elasti-
sche Konstante, in diesem Fall 2Ge f f aus Gleichung (4.20), durch das Integral
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von der Relaxationsfunktion ersetzt, um die Zeitabhängigkeit infolge des visko-
elastischen Materialverhaltens zu integrieren und damit das Spannungsverhalten
beschreiben zu können. Dies führt zur Radok’schen Kontaktdruckformulierung

pRadok(r, t) =
4

π Re f f

∫ t

0
Ψ(t − t ′)

d
dt ′

((rc(t ′))2 − r2)0.5 dt ′, (4.23)

woraus sich durch Integration über die kreisförmige Kontaktfläche mit dem Ra-
dius rc(t) die Kontaktkraft

FRadok =
8

3Re f f

∫ t

0
Ψ(t − t ′)

d
dt ′

rc(t ′)3 dt ′ (4.24)

ergibt. Gleichung (4.24) präsentiert den Ansatz von Radok [2] für ein nichtlineares
viskoelastisches Materialverhalten zweier sich kontaktierender Kugelkörper. Die
Formel (4.2) für den mechanischen Kontaktradius nach Hertz ist nach dem An-
satz von Radok ebenfalls gültig [43]

rc(t) =
√

Re f f δ
i j
n (t). (4.25)

Um die nichtlineare Theorie von Radok [2] für linear viskoelastisches Materi-
alverhalten nach Gleichung (4.24), die anstelle des doppelten Schubmoduls das
Faltungsintegral von Ψ(t) verwendet, im numerischen Kontext der Diskreten Ele-
mente Methode (DEM) nutzen zu können, wird auf die Rheologie zurückgegrif-
fen. Eine Parallelschaltung von n Grundelementen, bestehend aus einer Feder
und n− 1 Maxwell-Modellen, ist in der Lage, das komplexe Materialverhalten
abzubilden. Die resultierende Kraft F(t) entspricht der Summe aller Einzelkräfte
der parallel geschalteten Modelle. Es gilt

F(t) =
n

∑
i=1

Fi(t). (4.26)
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Für n = 2 entspricht die Modellierung dem bekannten Maxwell-Zener-Modell
(MZ) und wird fortan als Kontaktmodell für linear viskoelastisches Materialver-
halten gewählt. Da die elastische Hertz’sche Lösung die Grundlage der Annah-
men von Lee und Radok [63] bildet, gelten die Federn für (MZ) als nichtlineare
Federn. Deren Federsteifigkeiten E1 und E2 werden über die Relaxationsfunkti-
on Ψ(t) aus Gleichung (4.16) in den nichtlinearen Zusammenhang eingebunden.
Gleiches gilt für den linearen Dämpfer mit der Viskosität η . Es gilt für

i = 1: Maxwell-Modell (nichtlineare Hertz’sche Feder und linearer Dämpfer)

i = 2: Nichtlineare, zeitunabhängige Hertz’sche (Gleichgewichts-) Feder.

Werden die Funktionen (4.16) und (4.25) in (4.24) eingesetzt, resultiert daraus
die allgemeine nichtlineare Formulierung nach dem Ansatz von Radok [2] als
analytische Form des nichtlinearen MAXWELL-ZENER-Modells (MZ)

FMZ(t) =
Re f f

1−ν2

∫ t

0

2

∑
i=1

Eie(t−t ′)/τi
√

δn(t ′)δ̇n(t ′)dt ′, (4.27)

die in dieser Arbeit zur Kontaktbeschreibung zweier kugelförmiger linear vis-
koelastischer Partikel verwendet wird. Anzumerken ist, dass für i = 2 gilt, dass
1
τ2

= 0 ist. Die Gleichgewichtsfeder beschreibt das zeitunabhängige Modellver-

halten. Der konstante Faktor
(

Re f f
1−ν2

)
vor dem Integral aus Gleichung (4.27) be-

rücksichtigt die Poissonzahl ν , die den Elastizitätsmoduln Ei die effektiven Mate-
rialeigenschaften zuordnet. Es ist zu beachten, dass sich diese Formel ausschließ-
lich auf ein Kontaktpaar desselben Materials bezieht, da ν ohne Index steht und
damit nicht jedes einzelne Kontaktteilchen separat kennzeichnet.
Unter Verwendung des Leap-Frog-Algorithmus resultieren für die numerische
Lösung (4.26) mit i = 1,2 die inkrementellen Gleichungen [58]

i = 1 : F1(t +∆t) =F1(t)e−∆tE1,e f f /η +E1,e f f e−∆tE1,e f f /(2η)√
Re f f δn(t +∆t/2)δ̇n(t +∆t/2)∆t, (4.28)

i = 2 : F2(t +∆t) =F2(t)+E2,e f f

√
Re f f δn(t +∆t/2)δ̇n(t +∆t/2)∆t, (4.29)

121



4 Kontaktgesetze

mit

E1,e f f =
E1

(1−ν2)
, E2,e f f =

E2

(1−ν2)
, (4.30)

die auf diese Weise in den Institutscode kitGran implementiert sind und für Be-
rechnungen mit DEM zur Verfügung stehen.

4.1.2.1 Viskoelastisches Materialverhalten mittels Prony-Reihe

Das Verhalten von viskoelastischem Material entspricht einem subtilen Prozess,
der eine numerische Herausforderung darstellt. Vor allem die Zeitabhängigkeit
kennzeichnet einen sensiblen Eingangsparameter. Das Maxwell-Zener-Modell
zeigt eine Möglichkeit, das komplexe Materialverhalten besser zu approximie-
ren. Eine höhere Anzahl von Grundelementen, hier den parallel geschalteten
Maxwell-Elementen, verbessert zwar das Ergebnis, erhöht bzw. verkompliziert
aber den mathematischen Aufwand. Abbildung 4.11 visualisiert diese Möglich-
keit für k ∈ N+ Maxwell-Elemente. Dieses erweiterte Modell wird als Prony-
Reihe betitelt [156]. Dessen Differentialgleichung existiert in analoger Form zu
der des Maxwell-Zener-Modells aus Gleichung (4.11) und lässt sich über die
Summe aller Spannungen

σ = σ
P +

k

∑
i=1

σ
P
i

der individuell parallel geschalteten Elemente herleiten. Der Index P steht erneut
für Prony-Reihe und kennzeichnet alleinstehend ausschließlich das Langzeitver-
halten. Die Indizes i = 1,2, ...k verweisen auf die Anzahl der Maxwell-Elemente.
Die zugehörige Relaxationsfunktion Ψ(t), bekannt aus Gleichung (4.16), wird
ebenfalls um die Summe der einzelnen Relaxationsfunktionen der Maxwell-
Elemente erweitert

Ψ(t) = EP +
k

∑
i=1

EP
i e−t/τ i

(4.31)
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Abbildung 4.11: Prony Reihe: Rheologisches Modell als Parallelschaltung von Feder mit der Stei-
figkeit EP und i ∈ N+ Maxwell Elementen mit den Steifigkeiten EP

i und den Vis-
kositäten ηP

i .

und spiegelt den zeitabhängigen Verlauf des Elastizitätsmoduls mit einer Anzahl
von (2i+ 1) Parametern wider. Für t = 0 ergibt sich der initiale oder spontane
E-Modul E0 = EP +∑

k
i=1 EP

i . Das Verhältnis von Relaxationsfunktion und spon-
tanem E-Modul lautet

Ψ(t)
E0

=
EP

E0
+

k

∑
i=1

EP
i

E0
e−t/τ i

= 1−
k

∑
i=1

EP
i

E0
+

k

∑
i=1

EP
i

E0
e−t/τ i

= 1−
k

∑
i=1

gi +
k

∑
i=1

EP
i

E0
e−t/τi (4.32)

und gilt als entdimensionalisiert. Die Variablen gi und τi werden als Prony-
Parameter definiert. Das Modulverhältnis von i-tem Term der Prony-Reihen-

entwicklung zu spontanem E-Modul E0 kennzeichnet den Faktor gi =
EP

i
E0

. Die
zugehörige Relaxationszeit des i-ten Maxwell-Elements wird über τi dargestellt.
Für eine Modellierung von linear viskoelastischem Materialverhalten im Rechen-
tool Abaqus CAE [156], welches sich der FEM als Lösungsmethode bedient,
wird die Eingabe der Prony-Parameter verlangt. Die Implementierung basiert auf
der Prony-Formulierung. Hier sind ein shear data set für gi (Schub) von einem
bulk data set für ki (Kompression) zu unterscheiden. Hintergrund ist der Wunsch,
das Scher- und Kompressionsverhalten von Polymeren getrennt modellieren zu
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können. Beispielsweise kann das Scherverhalten viskoelastisch und das volume-
trische Verhalten elastisch oder sogar inkompressibel dargestellt werden. Abaqus
CAE erteilt für den Fall, dass eine Relaxationszeit ausschließlich in Verbindung
mit einem der beiden Module, Schub- G oder Kompressionsmodul K, steht, die
Anweisung, dem jeweils anderen Parameter Null oder keinen Wert zuzuweisen.
Aus diesem Grund wird ki zu Null gesetzt. Es wird ein Maxwell-Element ge-
wählt, d.h. i = 1. Die getroffenen Annahmen des zugrunde liegenden Modells
beruhen auf der Beschreibung über den Scher- oder Schubmodul G. Der zugehö-
rige Scher-Relaxationsmodul GR(t) lautet:

GR(t) = G0(1−
k

∑
i=1

gi(1− e
−t
τi )). (4.33)

Die Gleichungen werden in Analogie zu denen der Elastizitätsmoduln aufgestellt.
Im Fall von isotropem Material gilt der allgemeine Zusammenhang G = E

2(1+ν)

und K = E
3(1−2ν) , mit ν als Poisson- oder Querkontraktionszahl. Mit Bezug auf

die vorliegende Prony-Reihe für i = 1 gilt [156]

GR(t) = G0(1−g1(1− e
−t
τ1 )) (4.34)

mit

g1 = 1− GP

G0
, (4.35)

GP =
3KEP

1
9K −EP

1
, (4.36)

G0 =
3K(EP

1 +EP)

9K −EP
1 −EP (4.37)

und k1 = 0. Für den Kompressionsmodul K gilt hier

K =
EP

1 +EP

3(1−2ν)
. (4.38)
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Der Wert τ1 wird gemäß

τ1 =
9K −EP

1 −EP

9K −EP
1

τ (4.39)

berechnet und hängt u.a. von τ =
ηP

1
EP

1
, der Relaxationszeit, ab.

4.1.2.2 Versuchsauswertung zur Bestimmung rheologischer
Materialparameter

Das viskoelastische Verhalten während des Kalandrierens soll im Rahmen dieser
Arbeit in einer Simulation mit der Diskreten Elemente Methode (DEM) berück-
sichtigt werden. In einer Lithium-Ionen-Batterie ist der Binder aus dem Werk-
stoff PVDF die viskoelastische Komponente in der positiven Elektrode (siehe
Kapitel 2.1.3). Rußpartikel liegen als dispergierte Nanopartikel im Binder vor,
deren mechanischer Einfluss während des Kalandrierens weitgehend unbekannt
ist. Aufgrund der geringen Größe der Rußpartikel wird hier von einem vernach-
lässigbaren Beitrag ausgegangen. Ein erster Ansatz ist daher, das rein mecha-
nische Verhalten von PVDF ohne Rußpartikel zu untersuchen. Das nichtlineare
Maxwell-Zener-Modell wird als rheologisches Kontaktmodell in Normalenrich-
tung zur Beschreibung dieses Materialverhaltens mittels der DEM verwendet.
Eine geeignete Wahl der rheologischen Parameter E1, E2 und η des Maxwell-
Zener-Modells ist dabei essentiell, um das Modell bestmöglich an das reale me-
chanische Materialverhalten von reinem PVDF anzunähern. Narayan et al. [157]
stellen hierfür einen Parametersatz bereit, der aus einer experimentellen Auswer-
tung resultiert. Die Werte sind in Tabelle 4.1 in der Spalte ’Literatur’ aufgelistet.
Im Folgenden werden zwei voneinander unabhängige Experimente (I) und (II)
an einer PVDF-Folie (siehe Abbildung 4.12) vorgestellt, aus denen ähnlich zur
Arbeit von Narayan et al. [157] die rheologischen Parameter für das Maxwell-
Zener-Modell ermittelt werden. Die Experimente selbst wurden von T. Brendel
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aus der Gruppe von Dr. rer. nat. Reiner Mönig (IAM-MMI, KIT)3 durchge-
führt. Die experimentellen Spannungs- und Verformungsergebnisse werden nach
der Auswertung zur Kontrolle durch kontinuumsmechanische Simulationen in
Abaqus CAE [156] nachgebildet. Das Rechentool verwendet dazu die Finite Ele-
mente Methode (FEM). Abaqus CAE ist auf materialspezifische Eingabewerte
angewiesen, die von den Modellparametern E1, E2 und η abhängen. Ziel ist es,
die von Narayan et al. [157] angegebenen Modellparameter mit den hier ermit-
telten Werten zu bestätigen, da die von ihnen angegebenen Werte für E1, E2 und
η im Rahmen dieser Arbeit als Modellparameter für das Maxwell-Zener-Modell
verwendet werden.
Alle Experimente fanden bei Raumtemperatur von ∼ 23◦C statt. Für Versuch

d0

x

z

y

σzPVDF-Folie

rr

Abbildung 4.12: Versuchsaufbau: Ein zylindrischer Stempel mit einem Radius r ≈ 6.0mm der Quer-
schnittsfläche wird kraftgesteuert über die Flächenlast σz gegen die eingespannte
Prüfvorrichtung gepresst. Dazwischen befindet sich eine quadratische PVDF-Folie
der Ausgangsdicke d0 = 500µm. Die effektive Kontaktläche beträgt ∼ 11.0mm2.
Die Art der Lastaufbringung sowie der Zustand der PVDF-Schicht, ob trocken oder
nass, wird in den Experimenten (I)-(IV) variiert. Gemessen wird die Dickenände-
rung uz der PVDF-Folie.

(I) und (II) wurde eine reine PVDF-Folie mit einer Dichte von ρ = 1.8 g
cm3 und

3 Die Wissenschaftler fokussieren sich auf das Thema ’Batteriematerialien: Reaktionen und Degra-
dation’. Dem Doktoranden und Gruppenmitglied M.Sc. Thimo Brendel kommt an dieser Stelle
für die Kooperation und Bereitstellung der Versuchergebnisse besonderer Dank zu. In seiner Ar-
beit betrachtet er das mechanische Verhalten von realen Kathodenstrukturen in Abhängigkeit von
Zeit, Last, Temperatur, etc. über experimententelle Studien.
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einer Querkontraktionszahl von ν = 0.4314 [157] verwendet. Die beiden Expe-
rimente unterscheiden sich durch eine Variation von äußeren Spannungseinflüs-
sen über jeweils fest gewählte Zeitperioden. Ein zylinderförmiger Stempel aus
Edelstahl tritt dabei über seine Querschnittsfläche in Kontakt mit der viskoelas-
tischen PVDF-Folie. Daraus resultieren Verschiebungen uz bzw. Dehnungen εz

der PVDF-Schicht in Belastungs-, hier Dickenrichtung, der Probe. Die Versuchs-
daten der zwei Experimente wurden bereitgestellt und in eigenständiger Arbeit
ausgewertet. Die Versuche sowie Ergebisse werden nun im Detail erläutert:

(I) Experiment (I) zeigt den ersten Druckversuch innerhalb eines Zeitfens-
ters von ∼ 2900s ≈ 48min. Die äußere Lastaufbringung erfolgt stufenweise und
ist in Abbildung 4.13 (a) in einem Spannungs-Zeit-Diagramm abgebildet. Nach
jeweils 6min wird die Spannung um einen Wert von ∼ 700kPa erhöht und in-
nerhalb dieses Zeitintervalls konstant gehalten. Der achte und finale Anstieg er-
reicht eine Maximalspannung von ∼ 15.0MPa. Im Anschluss der Belastungspe-
riode wird das Material entlastet. Abbildung 4.13 (b) zeigt die Dickenänderung
uz der PVDF-Schicht. Während der sechsminütigen Spannungsplateaus sind se-
parate Kriechvorgänge erkennbar. Unter konstant gehaltender Spannung wächst
der Wert der Verschiebungsgröße uz pro Zeitintervall abflachend an. Der ’flim-
mernde’ Kurvenverlauf resultiert aus Ungenauigkeiten der Kompressionsmaschi-
ne. Über dieses Antwortverhalten lässt sich durch folgenden Zusammenhang

εz(t) =
duz(t)

dz
=

∆uz(t)
d0

=
∆uz(t)
0.5mm

(4.40)

auf die Dehnung εz(t) in z-Richtung schließen. Abbildung 4.13 (c) zeigt den
Spannungsverlauf σz aufgetragen über der ermittelten Dehnung εz. Der Versuch
von ∼ 48min ist ein vergleichsweise langsamer Prozess und wird vereinfachend
als quasi-statische Kompression angenommen. Anhand einer eingezeichneten
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(a) (b)
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Abbildung 4.13: Experiment (I) - (a) Aufgebrachte Last σz [kPa] über der Zeit t[s]: Druckversuch
von zylindrischem Stempel in trockene PVDF-Schicht während stufenweiser Last-
steigerung und anschließender abrupter Entlastung der Probe; (b) Antwortverhal-
ten: Dickenänderung uz [mm] der Probe über der Zeit t [s]; (c) Einwirkende Span-
nung σz [kPa] über resultierender Dehnung εz [%] und skizzierte Regressionsgerade
’−’, anhand derer der Langzeit-E-Modul E2 über ein Steigungsdreieck ausgewertet
werden kann.v

Regressionsgeraden lässt sich der Langzeit-Elastizitätsmodul E2 als dessen Stei-
gung aus dem Spannungs-Dehnungs-Diagramm ermitteln zu

E2 ≈
(12.0−4.0)MPa

0.008−0.002
≈ 1300MPa. (4.41)

(II) Ein zweites Experiment (II) liefert den Kurzzeit- oder spontanen E-Modul
(E1 + E2). Abbildung 4.14 (a) zeigt den spannungsgesteuerten Prozess aufge-
tragen über der Zeit t. Innerhalb von ∼ 14000s ≈ 233min finden Belastungen
in Form von abrupten Stößen statt. Die Maximalspannung beträgt hier jeweils
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σ̄ ≈ 13.5MPa pro Stoß. Auf dem Zeitintervall von 0s bis 4500s wird die Pro-
be durch eine Abfolge von kurzzeitigen Stößen mit anschließender sofortiger
Entlastung beansprucht und ist über weitere 3500s keiner Belastung ausgesetzt.
Ab 8000s erfolgt ein erneuter Stoß gleicher Spannungsspitze σ̄ . Dieser Span-
nungswert wird über 3600s konstant gehalten. Abschließend erfolgt eine Ent-
lastung. Das Antwortverhalten ist in Abbildung 4.14 (b), erneut über die Ver-
schiebung uz, veranschaulicht. Das Material reagiert auf die abrupten Be- und

σ̄

E1 +E2

(a) (b)

1
E∗

2

τ∗

εmax
= Jmaxσ̄

ε0 = J0σ̄

(c) (d)
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Abbildung 4.14: Experiment (II) - (a) Aufgebrachte Last σz [kPa] über der Zeit t[s]: Druckver-
such von zylindrischem Stempel in trockene PVDF-Schicht während mehrfacher
Stoßbelastung und anschließendem Kriechversuch (ab 8000.0s); (b) Antwortver-
halten: Dickenänderung uz [mm] der Probe über der Zeit t[s]; (c) Ausschnitt von
(a): Spannnungssprung ab 8000s aufgetragen über der Dehnung und Auswertung
des Kurzzeit-E-Moduls durch Bestimmung der Steigung der Regressionsgeraden;
(d) Ausschnitt des Dehnungsverlaufs ab 8000.0s und Bestimmung der relevanten
rheologischen Parameter τ∗ und E∗

2 .

Entlastungsstöße mit sofortigen Verschiebungssprüngen. Ab 8000s findet ein
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Kriechprozess statt. Die Verschiebung erreicht nach weiteren 3600s konstan-
ter Spannung eine maximale Verschiebung von ∼ 4.16 µm. Der Kriechprozess
liefert mit Be- und anschließender Entlastung die fehlenden Informationen zur
Bestimmung der rheologischen Parameter E1 und τ∗ zu sehen in (c) und (d).
Unbedingt zu unterscheiden sind die Modellparameter mit und ohne ∗. Eine
Transformation der Parameter für das Maxwell-Zener-Modell liefert Gleichung
(4.13). Aus einer abrupten Belastung, beispielsweise ab 8000s, was als Aus-
schnitt in Abbildung 4.14 (c) abgebildet ist, lässt sich der Kurzzeit-E-Modul
E∗

2 = (E1 +E2) ermitteln. Die Stoßdauer beträgt ∼ 10s. Die Auswertung erfolgt
in Anlehnung an die des Langzeit-E-Moduls. Die Dehnung errechnet sich über
εz(t) =

∆uz(t)
d0

= (0.5034−0.5)mm
0.5mm ≈ 0.0068. Es folgt

E∗
2 = E1 +E2 ≈

(13.5MPa−1.13MPa)
0.0068

≈ 1800.0MPa. (4.42)

Von Interesse ist ebenfalls das Entlastungsverhalten ab 11600s ausgedrückt
über die Dehnung εz, hier zu sehen in (d). Zur Auswertung wird die zugehö-
rige Kriechfunktion J(t) = εz(t)/σ̄ nach [10] ermittelt. Der abrupte Funktions-
abfall entspricht jeweils dem Kehrwert des Kurzzeit-E-Moduls E∗

2 und beträgt
∼ 2000.0MPa. Er ist mit dem zuvor ermittelten Wert aus Gleichung (4.42) ver-
gleichbar. Nach circa 10s ist der Soforteffekt verschwunden und es folgt der
abklingende Funktionsverlauf von J(t) mit der Tendenz zu J0. Der Wert J0 kenn-
zeichnet die untere Kriechgrenze, gesteuert durch das Kelvin-Voigt Modell und
in Abhängigkeit von der Kriechzeit τ∗. Die Auswertung von E∗

1 erfolgt mit Hil-
fe von Abbildung 4.9 (a). Daraus resultiert für E∗

1 ≈ 5000.0MPa. Die Tangen-
te im Punkt von J(t1 = 11610s) liefert die Kriechzeit τ∗. Im Diagramm selbst
werden eine Senkrechte zum Zeitpunkt t1 und die zugehörige Steigungsgerade
aufgetragen. Schnittpunkte mit der Horizontalen J0 definiert das für τ∗ relevante
Zeitintervall τ∗ ≈ (119.6−117.5)s = 2.1s. Für η∗ folgt mit Hilfe der Beziehung
τ∗ = η∗/E∗

1 :

η
∗ = 9828MPas. (4.43)
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Eine Gegenüberstellung von Simulations- mit den experimentellen Ergebnissen
erlaubt es die ermittelten Modellparameter zu kontrollieren und gegebenenfalls
weiter zu optimieren. Zunächst wird der Versuchsaufbau aus Abbildung 4.12 nu-
merisch nachgebildet. Das FEM-Modell nutzt die Rotationssymmetrie des Ver-
suchsaufbaus. Die Modellannahmen, d.h. Aufbau, Symmetrieachse sV , Lage-
rungsart, Belastung σz und Materialwahl, sind in Abbildung 4.15 dargestellt.
Die im Experiment quadratische Schicht wird zur Ausnutzung der Rotations-

σz

uz

zylindrischer Stempel

PVDF-Schicht

x

d0

z
s V

Abbildung 4.15: FEM-Modell in Abaqus CAE [156] zur numerischen Reproduktion der experimen-
tellen Ergebnisse mit den aus den experimentellen Ergebnissen ermittelten Modell-
parametern für das Maxwell-Zener-Modell.

symmetrie als kreisförmig angenommen. Da sich die Querschnittsabmessungen
der PVDF-Schicht und des Stempels drastisch unterscheiden, hat diese Annahme
keine Auswirkungen auf die Rechnung. Relevant ist die Änderung der Foliendi-
cke uz im Verlauf der Zeit t. Die Belastung σz entspricht jeweils den experimen-
tellen Vorgaben aus Experiment (I) und (II). Zur Berechnung von linear visko-
elasitischem Materialverhalten greift Abaqus CAE auf die Prony-Reihe zurück
(siehe Hintergrundinformationen im Kapitel 4.1.2.1). Zur Berechnung der für
Abaqus CAE [156] relevanten Eingabeparameter werden die ermittelten Werte
aus den Gleichungen (4.41), (4.42) und (4.43) in die Transformationsbeziehun-
gen (4.13) eingesetzt und die relevanten Modellparameter lauten: E1 = 500MPa,
E2 = 1300MPa und η = 758MPa s. Für die Eingabeparameter folgt nach den
Gleichungen (4.37), (4.35) und (4.39): g1 = 0.73, G0 = 628.76MPa und τ1 =

131



4 Kontaktgesetze

1.47s. Die auf diesen Werten beruhenden numerischen Ergebnisse aus Abaqus
CAE werden mit den experimentellen Versuchsergebnissen aus den Abbildungen
4.13 (b) und 4.14 (b) in Abbildung 4.16 verglichen. Die numerischen und expe-
rimentellen Kurven weichen nur geringfügig voneinander ab, so dass die für das
Maxwell-Zener-Modell ermittelten rheologischen Parameter als brauchbar ange-
sehen werden. Eine Auflistung der Modellparameter aus der Literatur [157] und

(a) (b) t [s]t [s]
Abaqus CAE Abaqus CAE

u z
[m

m
]

u z
[m

m
]

Abbildung 4.16: Gegenüberstellung der aus den Experimenten (I)-(a) und (II)-(b) resultierenden Ver-
schiebungen uz zu den Verschiebungergebnissen, die über das Finite Elemente Pro-
gramm Abaqus CAE [156] berechnet sind - hier dargestellt als gelbe und orangene
Kurven über den experimentellen Ergebnissen. Die numerischen Ergebnisse beru-
hen auf der Wahl, der hier über die Experimente ermittelten rheologischen Parame-
ter E1, E2 und η .

den Experimenten ist in Tabelle 4.1 dargestellt. Dabei werden die Modellpara-
meter der jeweiligen (MZ)- und (MZ)∗-Modelle miteinander verglichen. Es wird
deutlich, dass die Werte sehr nahe beieinander liegen. Abweichungen zwischen
einzelnen Parametern sind durch die Fehleranfälligkeit bei der Durchführung der
Experimente in Verbindung mit der Auswertung der experimentell ermittelten
Graphen zu erklären. Zum einen sind Ungenauigkeiten des Versuchsaufbaus und
der Prüfmaschine zu berücksichtigen. Zum anderen beeinträchtigen menschliche
Einflüsse die Auswertung der Experimente. Trotzdem kann als Fazit eine gu-
te Übereinstimmung der Materialparameter für PVDF mit dem Maxwell-Zener-
Modell festgestellt werden.
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Tabelle 4.1: Rheologische Parameter des Dreiparameter-Modells (MZ) und (MZ)∗ für reines PVDF.

E1 E2 η E∗
1 E∗

2 η∗

[MPa] [MPa] [MPas] [MPa] [MPa] [MPas]
Literatur [157] 404.6 1365.9 728.3 5977.1 1770.5 13945.6
Experiment 500 1300 758 4680 1800 9828

4.2 Tangentialkontakt

Fällt die Wirkungsrichtung der äußeren Belastung zweier Partikel nicht mit der
direkten Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte zusammen, so werden die Kontakt-
partner neben einer Druckbelastung in Normalenrichtung zusätzlich tangential
zur Kontaktfläche durch Scherung belastet.
Für die tangentiale Kontaktkraft Ft wird in dieser Arbeit das Minimum aus dem
Betrag der Reibungskraft FR und der aktuellen Scherkraft FS gewählt

Ft = min(|FR|, |FS(t)|). (4.44)

Die Reibungskraft FR wird als Obergrenze der tangentialen Kontaktkraftkompo-
nente Ft festgelegt, d.h. Ft ≤FR. Sie folgt hier dem Coulomb’schen Gesetz [158],
welches sich aus dem Produkt von Reibungskoeffizient µ und Normalkraftkom-
ponente der Kontaktkraft Fn ergibt:

FR = µFn. (4.45)

Mindlin und Deresiewicz [28] beschreiben das komplexe tangentiale Kontaktver-
halten in Abhängigkeit von der Belastungsgeschichte durch ein inkrementelles
Modell über die Zeit t mit einem festen Zeitschritt ∆t. Nach diesem Verfahren
wird die momentane Scherkraft, infolge tangentialer Schubspannungen, berech-
net als

FS(t +∆t) = FS +∆FS. (4.46)
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Die Änderung der Scherkraft ∆FS =
2
3 Kt∆δt hängt von der Verschiebung in tan-

gentialer Richtung ∆δt = vt∆t ab, die wiederum vom Zeitschritt ∆t und darüber
hinaus von der relativen tangentialen Teilchengeschwindigkeit vt = δ̇t , der des
Kontaktpunktes, abhängt. Für die grafische Definition von δt wird auf Abbildung
2.5 zurückverwiesen. Der Vorfaktor 2

3 ermöglicht es die vielzähligen komple-
xen Lastkombinationen resultierend aus dem tangentialen Verhalten hinreichend
genau reproduzieren zu können [28]. Die tangentiale Steifigkeit [93]

Kt = 8acGe f f
1
Φ
, mitΦ = 1+1.4log(

ac

bc
), (4.47)

ist abhängig von der Beschreibung der Elliptizität der Kontaktfläche Φ. Für den
Fall zweier sich kontaktierender Kugeln entspricht die Kontaktfläche einer Kreis-
fläche, d.h. die Halbachsen einer allgemeinen elliptischen Kontaktfläche ac und
bc sind identisch. Es gilt ac = bc und es folgt, dass Φ = 1.0 gilt. Der Wert ac

entspricht demnach dem Radius der Kontaktfläche und ist in dieser Arbeit als rc

definiert für den wiederum Gleichung (4.2) gemäß dem Kontaktgesetz von Hertz
gilt. Der effektive Schubmodul Ge f f ist bereits über Gleichung (4.22) definiert.
Mit diesen vereinfachenden Annahmen bezüglich sphärischen Geometrien bei-
der Kontaktpartner resultiert für die tangentiale Steifigkeit der Zusammenhang

Kt = 8Ge f f

√
Re f f δn. (4.48)

4.3 Validierung eines linear viskoelastischen
Normalkontaktverhaltens im Rahmen der
Diskreten Elemente Methode

In Open-Source Softwares wie LIGGGHTS [159] oder LAMMPS [160], in de-
nen die DEM als numerisches Lösungsverfahren Anwendung findet, folgt die
partikuläre Normalkontaktbeschreibung der Hertz’schen Theorie [1]. Sie gilt als
exakte Formulierung des Kontaktverhaltens zweier elastischer Festkörper in Nor-
malenrichtung. Neben elastischem Materialverhalten, welches Eigenschaften wie
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Elemente Methode

Zeitunabhängigkeit und Reversibilität berücksichtigt, ist ein zeitabhängiges, ir-
reversibles Verhalten im Verfahren der DEM vergleichsweise wenig erforscht.
Kapitel 4.1.2 beschreibt die Theorie von Radok [2], der ein linear viskoelasti-
sches Kontkatverhalten auf der Grundlage der Existenz einer elastischen Lösung,
hier der Hertz’schen Theorie, analytisch beschreibt. Seine Idee wird in dieser
Arbeit im Rahmen der DEM über das Zeitintegrationsverfahren, den Leap-Frog
Algorithmus, gelöst. Dieser Ansatz wird anschließend einem kontinuumsmecha-
nischen Ansatz gegenübergestellt, der die Einbindung von linear viskoelastischen
Materialverhalten in das Verfahren der DEM validieren soll.
Zur Untersuchung des Normalkontaktverhaltens wird der Modellierungsansatz
eines Partikelkontaktes aus Kapitel 4.1 gewählt: Zwei sphärische Parikel werden
entlang der Verbindungslinie ihrer Zentren einer Kompression ausgesetzt, sodass
lediglich Normalkräfte hervorgerufen werden. Die einachsige dehnungsgesteuer-
te Kompression entspricht einer 2%igen Dehnung εDEM der virtuellen Boxhöhe
Lz im Ablauf der DEM. Für das kontinuumsmechanische Modell wird eine dazu
äquivalente relative Verschiebung ūFEM

z =−1.0 ·10−4 mm direkt an den Partikeln
aufgebracht.

4.3.1 Vorstellung eines kontinuumsmechanischen
Finite Elemente Modells - Modellbeschreibung

Die Finite Elemente Methode (FEM) repräsentiert ein zur DEM alternatives nu-
merisches Verfahren, mit dessen Hilfe sich der Bewegungsablauf von physika-
lischen Körpern infolge äußerer Beanspruchung ermitteln lässt. Während sich
die DEM auf die Abbildung von diskontinuierlichen Strukturen konzentriert,
liegt der Fokus der FEM auf der Betrachtung von Kontinua. Zwar wird in die-
ser Arbeit der DEM-Ansatz gewählt, um das makroskopische Spannungs- so-
wie Dehnungsverhalten von einer Vielzahl an Partikeln numerisch abzubilden,
jedoch muss dieser speziell für viskoelastisches Materialverhalten validiert wer-
den. Dazu wird die FEM herangezogen. Ein für diese Methodik konzipiertes
FEM-Modell beschreibt ebenfalls das Zwei-Partikellkontaktproblem in Norma-
lenrichtung aus Abbildung 4.2. Dessen Lösung dient als Referenzlösung, die zur
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Validierung einer nun linear viskoelastischen Normalkontaktbeschreibung nach
dem Ansatz von Radok [2] im Rahmen der DEM herangezogen wird. Das dafür
geeignete rheologische Modell ist das nichtlineare Maxwell-Zener-Modell.
Das Kontaktproblem wird methodenabhängig modelliert, d.h. bei der DEM die-
nen rheologische Modelle zur Kontaktkraftbeschreibung. Jedes einzelne Teilchen
entspricht einem diskreten Element. Seine Position, Geometrie und Materialei-
genschaften sind eindeutig festgelegt. Bei der FEM entsprechen die sich kon-
taktierenden Partikel einem kontinuierlichen System, welches diskretisiert wird.
Eine Diskretisierung entspricht einer geometrischen Unterteilung in eine endli-
che Anzahl von Elementen, den finiten Elementen. An jedem Vernetzungs- oder
Knotenpunkt lassen sich die unbekannten Freiheitsgrade, wie beispielsweise Ver-
schiebungen, Verzerrungen oder Spannungen, auswerten. Aus einer Netzverfei-
nerung resultieren demnach mehr Freiheitsgrade, die es zu bestimmen gilt. Der
Rechenaufwand nimmt vergleichsweise zu. Zur Ermittlung der Verschiebungen
werden gleichwertige Ansatz- oder Basisfunktionen je Knotenpunkt gewählt.
Üblich ist zunächst ein linearer Ansatz, woraus ein lineares Gleichungssystem
resultiert. Über diese Vorgehensweise wird eine diskrete Näherungslösung für
die unbekannten Verschiebungen formuliert und liefert Informationen zum über-
geordneten Verzerrungs- und Spannungszustand der Struktur. Mit der Wahl klei-
nerer Elemente (h-Verfeinerung) oder der Wahl eines höheren Ansatzes der Ba-
sisfunktionen (p-Verfeinerung), lassen sich die FEM-Resultate unter Umständen
verbessern [161].
Im Laufe der Zeit hat sich die FEM [162] stets weiterentwickelt und als zuver-
lässiges und belastbares Rechentool erwiesen. Ein FEM-Modell für die Kontakt-
beschreibung zweier viskoelastischer Kugeln wird aus dem Grund als Referenz-
modell gewählt, da es bei ausreichender Diskretisierung die exakte Lösung des
Randwertproblems liefert.

Modellbeschreibung Das Kontaktproblem zweier Partikel, die einer Kom-
pression in Richtung ihres Kontaktes ausgesetzt sind, wird für die FEM entspre-
chend Abbildung 4.17 modelliert. Unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaf-
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Abbildung 4.17: Zweidimensionale Abbildung des Zwei-Partikelkontaktproblems und Überführung
des Problems in ein Finite Elemente (FE) Modell unter Ausnutzung der Symmetrie-
eigenschaften in Bezug auf die Achsen sH , sV und sh. Das FE-Modell ist in Abaqus
CAE [156] implementiert und wird einer vertikalen Verschiebung ūz ausgesetzt,
die direkt am symmetrisierten Partikel angreift, der gegen eine starre Ebene ge-
presst wird. Im Referenzpunkt RF wird die Kontaktkraft über die Finite Elemente
Methode (FEM) ausgewertet, die gleich der Kontaktkraft zweier sphärischer Parti-
kel in Normalenrichtung ist. Diese wird in der DEM über ein rheologisches Modell
formuliert.

ten wird das Modell in Abbildung 4.17 (a) als Viertelkugel mit den Symmetrie-
achsen sH und sh für die Spiegel- und sV für die Rotationssymmetrie verein-
facht. Abbildung 4.17 (b) verdeutlicht das symmetrisierte finale FE-Modell. Eine
Viertelkugel wird gegen eine starre Ebene gedrückt und entspricht dem Kon-
takt zweier Kugeln in (a), die entlang ihrer Normalen gegeneinander gedrückt
werden. Die Kontaktkraft Fn im Kontaktpunkt, dem Referenzpunkt RF , gilt es
zu ermitteln. Sie entspricht der Summe aller Auflagerreaktionen entlang der ho-
rizontalen Symmetrieache sh. Abaqus CAE [156] ist das verwendete Rechen-
tool, welches die FEM als Lösungsverfahren nutzt. Für die Eingabe gilt: Für den
Typ des Kugelsegments wird Deformable gewählt, während für die starre Ebene
Discrete rigid festgelegt wird. Sie werden separat diskretisiert. Beide Körper
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werden als rotationssymmetrisch bezüglich der vertikalen z-Achse entsprechend
Abbildung 4.17 angenommen. Die starre Ebene unterliegt einer Vernetzung aus
Quaderelementen und die Viertelkugel der aus Tetraederelementen. Dem Kugel-
segment werden linear viskoelastische Materialeigenschaften zugewiesen. Elas-
tische sowie viskoelastische Parameter sind hier festzulegen. Zu den elastischen
Parametern zählen der Gleichgewichtselastizitätsmodul4, der das Langzeitver-
halten charakterisiert, und die Querkontraktionszahl v sowie die Dichte ρ . Zur
Einbindung des viskoelastischen Materialverhaltens greift Abaqus CAE auf ei-
ne Prony-Reihe zurück (vgl. Kapitel 4.1.2.1). Sie entspricht dem rheologischen
Modell einer Parallelschaltung von elastischer Feder (EP) mit einer beliebigen
Anzahl i an parallel geschalteten Maxwell-Elementen (EP

i , ηP
i ). Der Index P

steht für Prony-Reihe. Abaqus CAE fordert die Eingabe bestimmter Werte, den
Prony Parametern gi, ki und τi, die in Abhängigkeit von den rheologischen Mo-
dellparametern EP, EP

i , ηP
i stehen. Für ki wird der Wert Null festgelegt, da die

Relaxationszeit hier nur mit dem Schubmodul zusammenhängt. Die genaue De-
finition und Herleitung der Parameter wird im Abschnitt 4.1.2.1 diskutiert. Die
Eingabe dieser Werte erfolgt in Abaqus CAE über Elasticity>Viscoelastic
mit der Wahl von Domain:Time und Time:Prony für den Domänen- und Fre-
quenztyp. Die Anzahl der Prony Elemente, d.h. der zu der Feder EP parallel ge-
schalteten Maxwell-Elemente, ist auf i = 1 festgesetzt. Damit lassen sich FEM-
und DEM-Rechnungen einander gegenüberstellen, da die DEM das nichtlineare
Maxwell-Zener-Modell zur Kontaktbeschreibung in Normalenrichtung nach den
Gleichungen (4.28) und (4.29) nutzt. Als viskoelastisches Material wird PVDF
gewählt. Demnach folgt für die Prony Parameter unter Vorgabe der rheologi-
schen Modellparameter (E2 = EP = 1365.9MPa, E1 = EP

1 = 404.6MPa, η =

ηP
1 = 728.28MPas nach [157]), dass g1 = 0.78, k1 = 0.0 und τ1 = 1.78s und

G0 = 617.5MPa gilt.
Im FEM-Modell ist die starre Ebene in alle Raumrichtungen fest gelagert. We-
der Verschiebungen noch Verdrehungen sind möglich. Das Kugelsegment lässt
entlang seiner vertikalen und horizontalen Symmetrieebenen sh und sV keinerlei

4 Er ist äquivalent zu dem Langzeit-E-Modul E2 des nichtlinearen Maxwell-Zener-Modells, wel-
ches im Rahmen der DEM Anwendung findet.
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Verdrehungen zu. In vertikaler Richtung werden Horizontalverschiebungen ver-
hindert, jedoch sind Verschiebungen in z-Richtung zulässig.
Die gekrümmte Oberfläche der Viertelkugel tritt in Kontakt mit der starren Ebe-
ne. Die Kontaktbeschreibung wird in Interactions vorgegeben und ist als
Surface-to-surface contact(Standard) definiert. Dafür gelten die Annah-
men von "Hard"Contact in Normalenrichtung und Frictionless für die tan-
gentiale Richtung. Ein gegenseitiges Abgleiten beider Körper findet damit ohne
jegliche Reibungseinflüsse statt. Als äußere Belastung wird eine vertikale Ver-
schiebung ūFEM

z in negativer z-Richtung aufgebracht. Sie greift direkt an der
Oberkante des Kugelsegments an. Unter Steps werden Zeitperiode und Zeit-
schrittweite der Simulation gewählt, die für die anschließenden Beispiele konkret
genannt werden. Über Nlgeom-On werden nichtlineare Effekte in der Berechnung
berücksichtigt.
Die geschilderte Vereinfachung des kontinuumsmechanischen Modells beruht
auf den Symmetrieeigenschaften der zugrunde liegenden Problemstellung und
begünstigt damit den Prozess der FEM hinsichtlich Diskretisierungsaufwand und
Rechendauer.
Gesucht ist die resultierende Kontaktkraft im Punkt RF , die der Summe aller
Auflagerreaktionen in z-Richtung an der horizontalen Symmetrieebene sh der
Viertelkugel entspricht und gilt fortan in allen Simulationsstudien als Normal-
kontaktkraft Fn.

4.3.2 Gegenüberstellung von
kontinuumsmechanischem und
diskontinuierlichem Ansatz für einen
Zwei-Partikelkontakt

Erste Ergebnisse des Zwei-Partikelkontaktes über das FEM- und das DEM-
Modell unter dem Einfluss verschiedener Dehnraten ε̇ sind in Abbildung 4.18
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dargestellt. Das DEM-Modell entspricht jenen übereinander gelagerten sphäri-
schen Partikeln aus Abbildung 4.2, die in einer virtuellen Box mit den Abmes-
sungen Lx = Ly = 2R und Lz = 4R angenommen werden. Die Box wird dehnungs-
gesteuert um ε komprimiert. Als rheologisches Kontaktmodell wird - neben dem
in der Arbeit von Becker [14] bereits validierten Hertz’schen Feder-Dämpfer Mo-
dell - das nichtlineare Maxwell-Zener-Modell für linear viskoelastisches Materi-
alverhalten nach dem Ansatz von Radok [2] in der dynamischen DEM-Routine
erstmalig integriert und anhand von FEM-Studien validiert, die ebenfalls nicht-
lineare Effekte in der numerischen Rechnung berücksichtigen. Das Material der

Abbildung 4.18: Validierung des nichtlinearen Maxwell-Zener-Modells (MZ) unter Einhaltung glei-
cher Parameterwerte E1, E2, η : 1) Kontrolle der Grenzkurven über die Diskre-
te Elemente Methode (DEM) unter Verwendung des Hertz’schen Feder-Dämpfer
Modells mit den Steifigkeiten (E1 + E2) und E2 in einer quasi-statischen Routi-
ne; 2) Reproduktion des Grenzverhaltens des nichtlinearen Maxwell-Zener-Modell
(MZ) im Rahmen der DEM durch Variation der Dehnrate ε̇ = [0.01,1.0]s−1; 3)
Demonstration des dehnratenabhängigen Verhaltens von viskoelastischem Materi-
al zwischen der Langzeit- und Spontanreaktion unter Einbindung von nichtlinea-
rem Verhalten über die Finite Elemente Methode (FEM) in Abaqus CAE [156]
über eine Rrony Reihe (vgl. Kapitel 4.1.2.1); 4) Kontrolle der FEM-Ergebnisse
über Netzverfeinerung. Modellangaben DEM: HSD (Tabelle 4.2, PVDF, ρscaled ),
MZ (Tabelle 4.2, PVDF, ρ true), Belastungstyp: (II)-BCT, Radius R = 5.0µm,
Zeitschrittweite: ∆t ≈ 10 · 10−5s, Kompression: εz = 2%; Modellangaben FEM:
Prony-Reihe (g1 = 0.78,τ1 = 1.78s,G0 = 618.45MPa), PVDF (Tabelle 4.2), ε̇ =
[1.0,10.0,50.0,100.0]s−1.
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beiden Partikel ist Polyvinylidenfluorid (PVDF). Als kontinuierlicher Körper im
FEM-Modell trägt es die Eigenschaft von nahezu inkompressiblem Materialver-
halten mit einer Querkontraktionszahl von ν = 0.4314. Es ist dadurch charakteri-
siert, dass ein Körper dieses Materials unter mechanischer Einwirkung lediglich
seine Form ändert, nicht aber sein Volumen. Dieses bleibt annähernd konstant.
Das Modell wird einer einachsigen Kompression unterworfen. Die vorgegebe-
ne Verschiebung in den FEM-Simulationen entspricht ūz = −1.0 · 10−4 mm in
Richtung der starren Ebene, d.h. 2% der Boxhöhe Lz = 4R im DEM-Modell. Der
Zusammenhang zur Belastungsvorgabe des DEM-Modells, speziell ausgelegt

auf dieses Kontaktproblem (vgl. Gleichung (4.1)), lautet εDEM = 4 δ
i j
n
2 /(4R) mit

δ
i j
n
2 = ūFEM

z , was aussagt, dass die FEM-Verschiebung des Partikels einem Viertel
der gesamten DEM-Dehnung der virtuellen Box entspricht. Die Modellparame-
ter für reines PVDF sind Tabelle 4.1 ’Literatur’ [157] zu entnehmen5. Abbildung
4.18 zeigt ein Kraft-Verschiebungs-Diagramm. Die DEM-Ergebnisse 1) basie-
ren auf quasi-statischen DEM-Rechnungen unter Verwendung des Hertz’schen
Feder-Dämpfer Modells (HSD) mit unterschiedlichen Federsteifigkeiten. Eine
Zeitabhängigkeit kann unter Verwendung dieses Modelltyps und der gewählten
DEM-Routine ausgeschlossen werden. Das HSD-Modell ist in [14] validiert wor-
den und dient als Referenz für quasi-statische Simulationen. Die Verläufe zeigen
das Grenzverhalten des Maxwell-Zener-Modells. Dabei erfolgt eine spontane
Reaktion mit der Steifigkeit, ausgedrückt über die Summe beider Federsteifig-
keiten mit E1 +E2 = Esti f f , während für unendlich langsame Verfahrensabläufe
eine weiche Reaktion stattfindet. Hier reagiert lediglich die Feder E2 = Eso f t .
Obere und untere Grenze werden damit über quasi-statische Simulationen un-
ter ausschließlicher Verwendung von Feder-Dämpfer Modellen berechnet und
gelten als Referenzgrenzen. Die DEM-Kurven 2) sind mit der dynamischen
DEM-Routine berechnet worden und zeigen, dass das Maxwell-Zener-Modell
nach dem nichtlinearen Ansatz von Radok [2], unter Variation der Dehnrate
ε̇ = [0.01,1.0]s−1 das Grenzverhalten von langsamer und abrupter Belastung

5 Da die Messergebnisse denen aus der Literatur sehr nahe kommen und Messfehler im Experiment
nicht ausgeschlossen werden können, werden die Ergebnisse aus der Literatur [157] gewählt.
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reproduzieren kann. Die Grenzkurven werden ebenfalls mit dem nichtlinearen
FEM-Modell für ε̇ = [1.0,100.0]s−1 in 3) produziert. Eine Netzverfeinerung in
4) unterstützt die Genauigkeit der FEM-Ergebnisse: Sowohl das grobe Netz (in
3)) als auch das verfeinerte Netz (in 4)) zeigen jeweils konvergierende Lösungen,
die nahezu übereinstimmen. Die vorgenommene Diskretisierung ist in 3) be-
reits ausreichend fein gewählt. Die Resultate beweisen, dass die exakte Lösung
hinreichend genau nachgebildet werden kann. Der rechnerische Aufwand für fei-
nere Elemente (siehe 4)) lässt sich damit einsparen. Die Grenzkurven der DEM-
Ergebnisse in 1) und 2) gelten damit als validiert. Innerhalb der Grenzen wird
das Antwortverhalten für endliche Dehnraten ε̇ , hier speziell unter der Annahme
geometrisch nichtlinearer Effekte über Nlgeom-On, äquivalent zum Verhalten des
rheologischen Maxwell-Zener-Modells auf Basis linearer Grundelemente erwar-
tet. Das dehnratenabhängige Verhalten wird an dieser Stelle ausschließlich über
FEM-Simulationen in 3) demonstriert, da der kontinuumsmechanische Ansatz
die Referenzlösung abbildet.
Aus Abbildung 4.18 ist ersichtlich, dass die Kurven in 2) die Spontan- und die
Langzeitlösung in guter Näherung zu den FEM-Lösungen zeigen. Eine Abschät-
zung für die Wahl der Dehnratengröße lässt sich daraus gewinnen. Im Vergleich
zu den FEM-Ergebnissen, die das Grenzverhalten spiegeln, kann damit die Plau-
sibilität des Maxwell-Zener-Modells nach dem nichtlinearen Ansatz von Ra-
dok [2] für linear viskoelastisches Materialverhalten in der dynamischen DEM-
Routine zur Nachbildung des Grenzverhaltens bestätigt werden.
Eine Gegenüberstellung der FEM- und DEM-Lösungskurven (2) und 3)) aus
Abbildung 4.18 zeigt bei maximaler Kompression von 2% einen prozentualen
Unterschied von ∼ 5.4%. Das steifere Verhalten der FEM-Rechnungen kann
dadurch erklärt werden, dass die Kontinuumslösung von Abaqus CAE auf der
Annahme eines nahezu inkompressiblen Materialverhaltens für PVDF beruht. In
Gegenüberstellung wird bei der Formulierung der Normalkontaktkraft durch das
nichtlineare Maxwell-Zener-Modell nach Radok [2] die Inkompressibilität bei
Verformungen nicht ausdrücklich erzwungen.
Für ein System bestehend aus zahlreichen Partikeln ist eine FEM-Lösung nicht
geeignet. Ein sich überlappendes System wird möglicherweise als ein einziger
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Körper identifiziert und ortsaufgelöst modelliert. Relativverschiebungen einzel-
ner Partikel sind damit nur schwer/bedingt abbildbar. Der Rechenaufwand, d.h.
die Zeit wächst mit der steigenden Anzahl an Freiheitsgraden massiv in die Höhe.
Für solche Problemstellungen eignet sich die DEM. Nach diesem Verfahren wird
jedes Partikel über einen einzigen Freiheitsgrad repräsentiert, was den Rechen-
aufwand stark reduziert. Hinsichtlich des Zwei-Partikelkontaktes, der über FEM-
und DEM-Simulationen verglichen wurde, ist eine Abweichung beider Lösungen
um wenige Prozente akzeptabel. Damit ist gezeigt, dass eine DEM-Rechnung
unter Einbeziehung des nichtlinearen Maxwell-Zener-Modells für einen linear
viskoelastischen Normalkontakt ausreichend genaue Lösungen hinsichtlich der
spontanen und Langzeitstudien produziert und für solche numerischen Simula-
tionen einsetzbar ist.

4.4 Auswertung und Gegenüberstellung der
elastischen und linear viskoelastischen
Normalkontaktbeschreibungen im
Rahmen der DEM

Die folgenden Simulationsstudien verwenden unter anderem das Maxwell-Zener-
Modell (MZ) nach dem Ansatz von Radok [2] in der dynamischen DEM-Routine
zur Berechnung des linear viskoelastischen Materialverhaltens. Darüber hinaus
wird das Hertz’sche Feder-Dämpfer-Modell (HSD) in der quasi-statischen DEM-
Routine verwendet, um das elastische Materialverhalten des Langzeit- und Spon-
tanverhaltens des Maxwell-Zener-Modells in Abhängigkeit vom Gleichgewichts-
und Spontan-Elastizitätsmodul abzubilden. Die relevanten rheologischen Mo-
dellparameter sowie die materialspezifischen Daten von NMC, der elastischen
Materialkomponente, und PVDF, der viskoelastischen Materialkomponente ei-
ner LIB-Elektrode, sind in Tabelle 4.2 aufgelistet.
Für quasi-statische DEM-Simulationen wird immer eine skalierte Dichte ρscaled

verwendet, während bei der dynamischen DEM-Routine eine Dichteskalierung
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nur bedingt erfolgt. Hier wird hauptsächlich die wahre Dichte ρ true verwendet.
Auf die Anwendung der Dichteskalierung in der dynamischen DEM-Routine
wird an entsprechender Stelle eingegangen.

Tabelle 4.2: Materialdaten und Modellparameter von Hertz’schem Feder-Dämpfer Modell (HSD) für
Nickel-Mangan-Koblat-Oxid (NMC) und nichtlinearem Maxwell-Zener-Modell (MZ)
für Polyvinylidenflourid (PVDF) [157].

Materialdaten HSD Modell MZ Modell
PVDF ρ true = 1.8 g

cm3 Esti f f = 1770.5MPa E1 = 404.6MPa
ρscaled = 1.8 ·106 g

cm3 Eso f t = 1365.9MPa E2 = 1365.9MPa
ν = 0.4314 η(δn) η = 728.28MPa s

NMC ρ true = 4.75 g
cm3 E = 142.0GPa E1 = 42.0GPa

ρscaled = 4.75 ·106 g
cm3 E2 = 142.0GPa

ν = 0.25 η(δn) η = 250.0GPa s

4.4.1 Zwei-Partikelkontakt

Mit der Methode der DEM soll hier gezeigt werden, dass sich das Maxwell-
Zener-Modell nach der nichtlinearen Theorie von Radok [2] (vgl. Gleichung
(4.27), (4.28) und (4.29)) analog zum dehnratenabhängigen Verhalten des Max-
well-Zener-Modells ( vgl. Gleichung (4.19)), das auf der Verwendung linea-
rer Grundelemente beruht, verhält. Zu diesem Zweck werden die Begriffe des
nichtlinearen und des linearen Maxwell-Zener-Modells eingeführt. Die typische
ratenabhängige Reaktion tritt laut dem linearen Modell nur in dem durch die
Spontanlösung und die Langzeitlösung vorgegebenen Bereich auf, wie in Abbil-
dung 4.8 dargestellt. Bisher wurde ratenabhängiges Verhalten unter Berücksichti-
gung nichtlinearer Effekte nur mit der FEM nachgebildet (siehe Abbildung 4.18).
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Ab hier liegt der Schwerpunkt auf der Untersuchung des nichtlinearen viskoelas-
tischen Verhaltens im Rahmen der dynamischen DEM-Routine. Es werden Si-
mulationen von Kompressionen, einer Relaxation und Entlastungen von zwei li-
near viskoelastischen Partikeln durchgeführt. Als Material für beide Kugeln wird
PVDF mit den Materialdaten aus Tabelle 4.2 verwendet. Die DEM-Modellierung
entspricht Abbildung 4.2. Die äußere Einwirkung fällt mit der Verbindungslinie
der beiden Partikelzentren zusammen, so dass hier nur Normalkräfte erzeugt wer-
den.

Uniaxiale Kompression Die Lösungskurven ’+’ des Hertz’schen Feder-Däm-
pfer Modells (HSD) mit der quasi-statischen DEM-Routine im Kraft-Dehnungs-
Diagramm 4.19 legen als elastische Lösungen infolge einer linear dehnungs-
gesteuerten Kompression das Grenzverhalten des Maxwell-Zener-Modells fest:
Das spontane sowie das Langzeit- bzw. Gleichgewichtsverhalten. Die Kurven
unterscheiden sich durch die Wahl der Federsteifigkeiten, EHSD

sti f f für die obere
und EHSD

so f t für die untere Kurve. Zur Kontrolle werden ihnen die analytischen
Hertz’schen Lösungen nach Gleichung (4.6) als Referenzlösungen gegenüberge-
stellt. Diese Kurvenverläufe (’-’ und ’+’) zeigen jeweils eine gute Übereinstim-
mung.
Untersucht wird nun die Dehnratenabhängigkeit des nichtlinearen Maxwell-
Zener-Modells (MZ) im Rahmen der dynamischen DEM-Routine unter Vorgabe
einer linear gesteuerten Dehnung ε(t) = ε̇0t, die die Höhe der Box reduziert. Der
Prozess steht damit in Abhängigkeit von der Dehnrate ε̇0 > 0. Um einen Ver-
gleich beider Modelle, HSD und MZ, zu ziehen, gilt für die Modellparameter die
Vorschrift EHSD

sti f f =(E1+E2)
MZ und EHSD

so f t =EMZ
2 . Die Simulationsergebnisse des

nichtlinearen MZ-Modell mit der dynamischen DEM in Abbildung 4.19 zeigen,
dass sich das Antwortverhalten bei Variation von ε̇0 und Verwendung der wahren
Dichte ρ true innerhalb der Grenzkurven bewegt. Das nichtlineare Modell verhält
sich also analog zum dehnratenabhängigen Verhalten des linearen Modells.
Dynamische DEM-Simulationen werden neben der Variation der Dehnrate ε̇0

von Parametern wie der Größe der Dehnungs- und Zeitschrittweite (∆ε und ∆t)
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Abbildung 4.19: Untersuchung der Verhaltensweise des nichtlinearen Maxwell-Zener-Modells über
die dynamische DEM-Routine infolge uniaxialer Kompression mit variieren-
der Dehnrate ε̇0 = [10.0;1.0;0.1;0.01]1/s. Gegenüberstellung von analystischer
Hertz’scher Lösung und quasi-statischer DEM-Simulation unter Verwendung des
Hertz’schen Feder-Dämpfer Modells (HSD) zur Identifizierung der Grenzkurven
mit EHSD

sti f f = (E1 +E2)
MZ und EHSD

so f t = EMZ
2 . Verwendung folgender Modellpara-

meter für einen Abgleich mit den nichtlinearen Maxwell-Zener-Modell (MZ) über
die dynamische DEM-Routine. Modellangaben: HSD (Tabelle 4.2, PVDF, ρscaled ),
MZ (Tabelle 4.2, PVDF, ρ true), Belastungstyp: (II)-BCT, Radius R = 5.0µm, Zeit-
schrittweite: ∆t ≈ 10 ·10−5s, Kompression: εz = 2%.

und der Belastungsart ((I)-BC oder (II)-BCT) beeinflusst. Nur ein ausgewoge-
nes Zusammenspiel all dieser Einflussfaktoren führt zum Ziel einer stabilen und
konvergierenden numerischen Berechnung. Zur Kontrolle der Stabilität und Kon-
vergenz müssen einige Bedingungen erfüllt bzw. kontrolliert werden: 1) die Ein-
haltung der Größe der Zeitschrittweite ∆t, 2) der Zusammenhang von Viskosität
η und gewählter Dehnrate ε̇0, der auf der Wahl von ∆t und ∆ε beruht, 3) der
Einfluss der Dichteskalierung mit ρscaled und 4) die numerische Steuerung durch
die Wahl des Lasttyps (I)-BC oder (II)-BCT.
1) Die gewählte Zeitschrittweite resultiert aus Formel (3.28) nach Itasca [20]. Da-
mit erfüllt sie die Anforderung in Abschnitt 2.4, dass ∆tcrit < 0.5tHertz während
des gesamten Verfahrens gilt. Die konkreten Zahlenwerte lauten:

∆tcrit = 1.7 ·10−4s < 0.5 ·8.06 ·10−2s = 0.5tHertz. (4.49)
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2) Der lineare Dämpfer des rheologischen Modells zählt neben der Dehnrate ε̇0

zu den Einflussparametern auf den zeitabhängigen Prozess. Seine Aufgabe hat
in der dynamischen Routine einen besonderen Stellenwert. Er dämpft den dy-
namischen Prozess und kontrolliert so den Aufbau einer Überspannung, die für
ε̇ > 0 auftritt. Ist die Dehnrate sehr hoch, nimmt die Überspannung rapide zu.
Die Wahl kleiner Zeitschritte und Dehnungsinkremente ist notwendig, da sonst
die elastische Energie unkontrolliert in kinetische Energie umgewandelt wird und
ein notwendiger Energieabbau vom Dämpfer nicht mehr beherrscht werden kann.
Dadurch wird die Erzeugung einer stabilen und konvergenten Lösung gefährdet
und die Ergebnisse verlieren ihre Gültigkeit. Dies wird durch oszillierende Lö-
sungen deutlich.
3) Eine Dichteskalierung, mit ρscaled ≫ ρ true hat das Ziel, die betroffenen Par-
tikel träger oder schwerer zu machen. Dadurch wird ihre Geschwindigkeit redu-
ziert und die kinetische Energie im System verringert. Die Wahl von ρscaled steht
für dehnratenabhängige Prozesse in Verbindung mit der Dehnrate ε̇ . Die in Ab-
bildung 4.19 dargestellten ratenabhängigen Ergebnisse beruhen auf der Wahl von
ρ true. Da der Fokus in dieser Arbeit ausschließlich quasi-statischen Bewegungs-
abläufen gilt, findet eine exakte Definition der Beziehung von Dehnrate ε̇ und
skalierter Dichte ρscaled nicht statt. Eine solche Definition ist ein Zusammenspiel
aus der Wahl der Dehnungs- und Zeitschrittweite ∆ε und ∆t, der Rechenzeit, der
Wahl der Modellparameter, etc. und muss in zukünftigen Studien weiter unter-
sucht werden.
4) Eine weitere Möglichkeit, numerischen Oszillationen entgegenzuwirken, ist
die Wahl der Belastungsart (siehe Kapitel 2.1.4.1). Hier wird das Verfahren (II)-
BCT angewendet, d.h. nach jedem Dehnungsschritt ∆ε wird eine möglichst
gleichgewichtsnahe Konfiguration vorgegeben. Diese Vorgabe hat einen posi-
tiven Effekt auf die numerische Simulation: Die Produktion annähernd gleich
großer geometrischer Überlappungen im System. Diese können durch die Wahl
der Größe des Dehnungsinkrements ∆ε und die Wahl der Zeitschrittweite ∆t be-
einflusst werden. Dadurch wird eine gewisse Kontrolle über die kinetische Ener-
gie erreicht und das Auftreten von Oszillationen gehemmt. Beim alternativen
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Verfahren (I)-BC verschiebt die inkrementelle Dehnungsänderung ∆ε der Box-
höhe allein das vom Boden auf die Boxoberfläche projizierte Partikel, das vir-
tuelle oder periodische Partikel, um ∆ε Lz in Bewegungsrichtung. Die geometri-
sche Überlappung des oberen Partikels mit dem darüber liegenden periodischen
Partikel (siehe Abbildung 4.2) ändert sich. Diese Verschiebungsinformation, die
aus der Verschiebung der Boxoberkante mit dem periodischen Partikel resul-
tiert, wandert als eine Art Welle durch das entsprechende Partikelsystem. Für das
Zweipartikelsystem ist dies unbedenklich, während der numerische Prozess bei
großen Partikelansammlungen fehleranfälliger wird. Die Änderung von Parame-
tern wie ∆t und ∆ε hat einen größeren Einfluss auf den numerischen Prozess und
die Wahrscheinlichkeit instabiler und nicht konvergierender Berechnungen steigt.
Die Methode (II)-BCT umgeht den Effekt der Welle mit der gleichgewichtsnahen
Versuchskonfiguration und verringert das Auftreten numerischer Probleme.

Relaxation Um die Wirkung des Dämpfers zu untersuchen, wird ein Relaxati-
onsprozess durchgeführt, der den Fokus auf die Relaxationszeit τ legt. Das Ver-
hältnis der rheologischen Parameter η/E1 bestimmt diesen Wert und beschreibt
die charakteristische Zeit, die benötigt wird, um sich dem stationären Zustand
oder der Langzeitlösung anzunähern [163]. In diesem Fall gilt für τ ≈ 1.8s.
Innerhalb von 1s wird das Kontaktpaar durch ε(t) um 2% komprimiert. An-
schließend wird die bis dahin erreichte maximale Dehnung für weitere 19s kon-
stant gehalten. Der Verlauf der Normalkontaktkraft Fn ist in Abbildung 4.20 (a)
über der Zeit aufgetragen. Es kann davon ausgegangen werden, dass nach einer
Dauer von drei bis sechs Relaxationszeiten eine vollständige Relaxation erreicht
wird [163]. Dies ist in Abbildung 4.20 (a) abgebildet. Ab ∼ 7.5s lässt sich eine
konstante Kontaktkraft erkennen. Sie charakterisiert den Gleichgewichtszustand
des Zwei-Partikelsystems. Es zeigt sich ein typisches Relaxationsverhalten, ähn-
lich zu dem, welches in der Literatur [10] für ein lineares Modell angegeben
und in Abbildung 4.9 (b) dargestellt ist. In Abbildung 4.20 (b) ist der Relaxati-
onsprozess aus (a) in einem Kraft-Dehnungs-Diagramm abgebildet und ist dem
spontanen und Langzeitergebnis des nichtlinearen Maxwell-Zener-Modells ge-
genübergestellt. Bei einer Dehnung ε von 2% ist im Verlauf der Kurve aus der
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Abbildung 4.20: Simulation einer Relaxation zweier sphärischer Partikel entsprechend dem Kon-
taktproblem nach Abbildung 4.2 über die dynamische DEM-Routine und un-
ter Anwendung des nichtlinearen Maxwell-Zener-Modells (MZ); (a) Auswertung
der Relaxationszeit τ linear entsprechend der Vorgehensweise eines linearen MZ-
Modells; (b) Gegenüberstellung zu quasi-statischen DEM-Simulationen auf Basis
des Hertz’schen Feder-Dämpfer Modells (HSD) zur Kontrolle des Grenzverhaltens
- spontane Reaktion und Langzeitverhalten; Modellangaben: HSD (Tabelle 4.2,
PVDF, ρscaled ), MZ (Tabelle 4.2, PVDF, ρ true), Belastungstyp: (II)-BCT, Radius
R = 5.0µm, Zeitschrittweite: ∆t ≈ 10 ·10−5s, Kompression: εz = 2% innerhalb 1s.

dynamischen Routine ein vertikaler Abfall zu erkennen. Diese Abnahme der
Kontaktkraft zeigt den durch das MZ-Modell beschriebenen Relaxations- bzw.
Entspannungsprozess, der zu einer Gleichgewichtslösung tendiert.
Es lässt sich schlussfolgern, dass die durchgeführten Studien des nichtlinea-
ren Maxwell-Zener-Modells von quasi-statischen und dynamischen Kompres-
sionen sowie der Relaxationsprozess das grundsätzliche Verhalten des linearen
Maxwell-Zener-Modells widerspiegeln. Das Antwortverhalten ist stark zeitab-
hängig. Durch die Wahl der beiden Federsteifigkeiten E1 und E2 ist der Bereich,
in dem sich das ratenabhängige Spannungsverhalten des Modells abspielt, vor-
gegeben. Das gilt für das lineare sowie nichtlineare Maxwell-Zener-Modell.

Entlastung In dieser Arbeit werden hier erstmals Simulationen einer Entlas-
tung vorgestellt und diskutiert. Dieser Prozess wirkt einer Belastung entgegen,
um den Ausgangszustand des betrachteten Partikelsystems wiederherzustellen.
Da in dieser Arbeit vorwiegend uniaxiale, dehnungsgesteuerte Kompressionen
als Belastung durchgeführt werden, verläuft der Entlastungsprozess genau um-
gekehrt: dehnungsgesteuert und direkt entgegen der Belastungsrichtung. Hier
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wird für Be- und Entlastungen im DEM-Verfahren erstmals Lasttyp (I)-BC ge-
wählt. Entlastungssimulationen mittels FEM werden nicht als Referenzlösungen
für die DEM auf der Grundlage des Lasttyps (I)-BC gewählt. Für das Zwei-
Partikelkontaktproblem sind die Verfahren nur bedingt miteinander vergleichbar.
Der Unterschied liegt darin, dass im FEM-Modell die Verschiebung direkt am
Kugelsegment angreift, während im DEM-Modell das virtuelle Boxvolumen, in
dem sich die relevante Partikelkonfiguration befindet, variiert wird (siehe Abbil-
dung 4.21). Um den Unterschied zwischen der Laststeuerung in der FEM und
DEM zu verdeutlichen, wird eine spontane Entlastung zweier zunächst kompri-
mierter Partikel betrachtet, siehe Abbildung 4.21 (a). Das FEM-Partikel wird in
kürzester Zeit in kleinen Zeit- und Dehnungsschrittweiten um den Wert der vor-
gegebenen Verschiebung uz verschoben. Die Endkonfiguration ist in (b) zu sehen.
Die Normalkontaktkraft im Punkt RF , die der Summe aller Auflagerreaktionen
an der horizontalen Symmetrieebene entspricht, ist Null. Bei der DEM wird die
Boxoberkante in derselben Zeit nach dem Zusammenhang (4.1) um 4uz verscho-
ben. Ob und wie schnell sich die Partikel innerhalb der Box bewegen, hängt von
der Zeitschrittweite und der Größe des Dehnungsinkrements ab. Die iterative Vo-
lumenänderung der Box führt zu einer Verschiebung, hier nur des periodischen
Partikels am oberen Rand pro Schritt. Die Entlastung führt zu einer Änderung der
Partikelüberlappung des oberen Partikels mit dem periodischen Partikel an der
Oberkante der Box. Dieser Vorgang leitet die Wellenausbreitung ein und beein-
flusst die Kontaktkraftentwicklung durch ∆t und vor allem durch ∆ε . Insbeson-
dere viskoelastische Materialien reagieren mit einer zeitlichen Verzögerung auf
Änderungen der äußeren Einwirkung. Das MZ-Modell beschreibt diese Kontakt-
kraftentwicklung mit den Gleichungen (4.28) und (4.29) und berücksichtigt den
Überlappungssprung. Das Ergebnis ist eine verzögerte Bewegung der Partikel
innerhalb der Box. Eine Entlastung mit DEM unter Verwendung von (II)-BCT
entspricht eher einer Entlastung mittels der FEM, da hier die Partikel mit der Box
bewegt werden. Ein Vergleich einer Entlastung aus der FEM mit der DEM auf
Basis der Belastungsart (I)-BC wird hier nicht betrachtet.
Die Wahl von Verfahren (I)-BC ergibt sich aus der Überlegung, die zeitabhängige
Reaktion des Kontaktmodells unter Einbezug der Wellenausbreitung untersuchen
zu können. Gleichzeitig soll aber auf die Probleme hingewiesen werden, die bei
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Abbildung 4.21: Vergleich der individuellen Laststeuerungen in FEM und DEM (Lasttyp (I)-BC)
hinsichtlich des Entlastungsverhaltens für einen Zweipartikelkontakt. (a) Kompri-
mierter Zustand, (b) entlasteter Zustand.

(I)-BC auftreten und die eine Anwendung dieses Lasttyps für große Partikelkon-
figurationen nicht unterstützen.
Neben den Dehnungs- und Zeitinkrementen ∆ε und ∆t spielen vor allem beim
dynamischen DEM-Prozess die Dämpfung, die Dehnrate und eine Dichteska-
lierung eine besondere Rolle, da sie die lokal induzierten Partikelüberlappun-
gen an der Boxoberkante und damit die Wellenausbreitung beeinflussen. Ein
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großer Dehnungssprung in kurzen Zeitschritten ist zu vermeiden, um ungewollte
Kontaktverluste zu verhindern, die zu elastischen Soforteffekten, d.h. zu einem
schlagartigen Spannungsabbau des Gesamtsystems führen. Damit würde eine
Dämpfungskomponente verschwinden und die elastische Energie könnte unge-
hindert in kinetische Energie umgewandelt werden. Die gesamte numerische
Berechnung würde fehleranfällig werden. Neben einem maximalen Dehnungs-
inkrement ∆ε sollte eine maximale Entlastungsgeschwindigkeit ε̇ in Verbindung
mit zu großen Zeitschrittweiten demnach nicht überschritten werden. Daher wur-
de die Zeitschrittweite für die folgenden Simulationen eines Zweipartikelkon-
takts auf einen Wert von ∆t ≈ 1 ·10−7 s gesetzt. Weiterhin wurde darauf geachtet,
dass die Kompressionen mit anschließenden Dekompressionen nur in kleinen
Dehnungsbereichen durchgeführt wurden. Die maximale Dehnung beträgt hier
ε̄ = 0.2%. Auf eine Dichteskalierung wurde hier verzichtet, um den Einfluss der
Partikelträgheit nicht zu berücksichtigen.
Nach der vorliegenden Implementierung im Code kitGran stoppt die Entlas-
tung, sobald die Box ihren Ausgangszustand erreicht hat. Dies gilt jedoch nicht
für das Partikelsystem unter Annahme viskoelastischer Materialeigenschaften.
Für die nachfolgenden Simulationen des Zweipartikelkontakts wird daher eine
Verlängerung der Prozessdauer bis zum Erreichen eines spannungsfreien Aus-
gangszustandes des Systems vorgegeben. Die Dehnungsverläufe sind in Ab-
bildung 4.22 (a) und (b) über der Zeit t veranschaulicht. Während dieser Zeit
wird das System unter Variation der Dehnrate linear in der Zeit be- und ent-
lastet. Hat die Dehnung der Box vorzeitig den Wert Null erreicht, d.h. für t =
[0.1,1.1,2.0,11.0,20.0,21.0]s, wird das System bis t = 21.0s keiner weite-
ren Entlastung ausgesetzt. Währenddessen sinkt die Spannung innerhalb des
Partikelsystems auf den Wert Null. Die DEM-Ergebnisse sind in dem Kraft-
Verschiebungs-Diagramm (c) festgehalten.
Die Belastungsszenarios 1) und 6) mit den Belastungsraten ε̇B = 10.0 ε̄ [1/s] und
ε̇B = 0.05ε̄ [1/s] produzieren für das vorliegende Zwei-Partikelkontaktproblem
die Grenzkurven des nichtlinearen Modells nach dem Ansatz von Radok [2].
Der korrekte Gleichgewichtspfad und damit die untere Grenze für alle vorlie-
genden Entlastungskurven ist der Entlastungspfad der Kurve 6). Sie besitzt die
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Abbildung 4.22: Dehnungsgesteuerte Be- und Entlastung eines Zwei-Partikelkontaktes zur Unter-
suchung der viskoelastischen Materialantwort unter Verwendung des nichtlinearen
Maxwell-Zener-Modells in der dynamischen DEM-Routine. (a) und (b): Vorgege-
bene Dehnungsfunktionen ε(t), die die Kompression der virtuellen Box in Abhän-
gigkeit von unterschiedlichen Dehnraten ε̇ steuern; (c) Antwortverhalten des visko-
elastischen Kontaktgeschehens in Form einer Hysterese. Alle vertikalen gestrichel-
ten Linien markieren die individuellen Werte ūz für jede Kurve, die Verschiebungs-
größe des Knicks, der den Übergang zur Gleichgewichtskurve kennzeichnet.
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Tendenz zur Wiedergabe des Gleichgewichtszustandes. Dazu müsste die Belas-
tungsrate weiter reduziert werden. Eine quasi-statische DEM-Routine mit dem
Hertz’schen Feder-Dämpfer Modell und der Federsteifigkeit E2 würde genau
diesen Pfad erzeugen. In Abbildung (c) ist sie aus Gründen der Übersichtlichkeit
nicht aufgeführt. Wichtig ist hier die von der Belastungskurve generell abwei-
chende Entlastungskurve für viskoelastisches Materialverhalten. In allen Last-
fällen mündet der Entlastungspfad ab einem gewissen Punkt auf den Pfad der
Gleichgewichtslösung. Aus Kapitel 4.1.2, Abbildung 4.10, ist das allgemeine
Entlastungsverhalten von viskoelastischem Materialverhalten bekannt. Ein Un-
terschreiten des Gleichgewichtspfades infolge der Dehnratenvariation zwischen
Be- und Entlastung findet hier nicht statt, da die Verschiebungsänderung und
damit der Einfluss der Dehnrate nicht am rheologischen Modell selbst, sondern
durch die Randbedingung der Box vorgegeben wird.
Der Übergang zum Gleichgewichtspfad ist in der Abbildung 4.22 (c) mit dem
Verschiebungswert ûz gekennzeichnet. Die Verschiebungsdifferenz ∆ûz = ûz,max−
ûz hängt von der Belastungsgeschichte ab und variiert zwischen den Szenarien
1) bis 6). Unter Voraussetzung gleicher Belastungsgeschwindigkeit (vgl. z.B. 2)
mit 3) und 4) mit 5)) gilt: Je schneller entlastet wird mit |ε̇| → ∞, desto niedriger
ist der Wert der zugehörigen Verschiebung ûz, d.h. die Verschiebungsdifferenz
∆ûz nimmt zu. Umgekehrt gilt für Dehnraten |ε̇| → 0, dass ∆ûz kleiner wird. Der
Extremfall wäre ein Relaxationsprozess mit ε̄ =const. und ∆ûz = 0.0mm wäh-
rend der Entlastungsperiode (vgl. Abbildung 4.20). Die Gegenüberstellung von
Szenario 4) und 5) unterscheidet sich durch die verschiedenen Entlastungsraten
ε̇E =−0.1ε̄ 1/s und ε̇E =−1.0ε̄ 1/s. Hier wird die Aussage bestätigt, dass unter
Voraussetzung der gleichen Belastungssituation der Wert von ∆ûz für niedrigere
Entlastungsraten kleiner ausfällt.
Bei Gegenüberstellung von allgemein hohen (1) bis 3)) und niedrigen (4) bis 6))
Belastungsraten nimmt der Wert ∆ûz für niedrige Belastungsraten während einer
anschließenden Entlastung ab. Infolge schneller Belastungen entsteht eine Über-
spannung im System, die es während einer Entlastung abzubauen gilt. Der Über-
gang zum Gleichgewichtspfad entspricht dem Übergang vom zeitabhängigen
zum zeitunabhängigen Entlastungsvorgang. Der viskose Anteil wird im Intervall
∆ûz vollständig abgebaut. Hier reagieren zum einen die Federn auf die numerisch
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induzierten Verschiebungssprünge der Partikel infolge der Entlastung. Zum an-
deren greift der Dämpfer ein. Je kleiner die Entlastungsrate ist, desto kleiner ist
der Anteil des Maxwell-Modells aus Gleichung (4.28). Nach dem Überschreiten
von ûz geht die Kurve asymptotisch in den Verlauf des Gleichgewichtspfades
über. Hier steuert vor allem die Gleichgewichtsfeder mit der Steifigkeit E2 die
restliche Kontaktkraftbeschreibung nach Gleichung (4.29) bis zum Erreichen ei-
nes spannungs- und überlappungsfreien Zustandes.
Zusammenfassend kann gesagt werden, dass schnelle Be- und Entlastungen aus
numerischen Gründen zu vermeiden sind. Künstliche und nicht interpretierba-
re Effekte auf die Ergebnisse müssen ausgeschlossen werden. Weiterhin zeigen
die Simulationsergebnisse in allen Szenarien einen zeitverzögerten, aber rever-
siblen Prozess. Bei langsamer Entlastung wird die Zeitabhängigkeit mit immer
kleinerer Wahl von ε̇ reduziert. Die Vorgabe kleiner Inkrementgrößen ∆ε und ∆t
schließt sprunghafte Kontaktkraftänderungen aus. Der Dämpfer kontrolliert den
numerischen Prozess und gewährleistet eine stabile und konvergierende Rech-
nung. Die Erweiterung auf große Partikelsysteme verkompliziert den gesamten
DEM-Prozess. Die Verwendung von (I)-BC birgt ein hohes und vorhersehbares
Risiko instabiler und nicht konvergierender Berechnungen, während (II)-BCT
durch die Vorgabe einer gleichgewichtsnahen Konfiguration das Risiko reduziert.
Der Belastungstyp (I)-BC wird daher nicht weiter verwendet.

4.4.2 Partikelansammlungen

Dieser Abschnitt erweitert die Kompressionsanalyse von viskoelasitschem Ma-
terialverhalten mit der dynamischen DEM-Routine auf große Partikelsysteme,
die aus einer Vielzahl von Partikeln bestehen und ein repräsentatives Volumen-
element (RVE) darstellen sollen. Die makroskopische Gesamtspannung σz = σ33

wird jeweils nach Gleichung (2.15) berechnet.
Der Einfluss der Zeitschrittweite ∆t, der Größe des Dehnungsinkrements ∆ε ,
unterschiedlicher Dehnraten ε̇ und der Wahl des Lasttyps (II)-BCT anstelle Last-
typ (I)-BC auf den dynamischen DEM-Prozess, wurde im Abschnitt 4.4.1 für
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einen Zweipartikelkontakt diskutiert. Partikelansammlungen machen den ge-
samten Ablauf der DEM aufgrund der großen Partikelanzahl und den damit
verbundenen vielfältigen Kontakten/Wechselwirkungen wesentlich komplexer.
Die Tatsache, dass die Zeit- und Dehnungsinkremente ∆t und ∆ε gleichzeitig in
jedem neuen Iterationsschritt erhöht werden, ohne dass sichergestellt ist, dass vor
dem nächsten Schritt ein Gleichgewichtszustand erreicht wurde, verdeutlicht die
Sensibilität und Fehleranfälligkeit der dynamischen Routine verglichen mit der
quasi-statischen Routine. Aus diesem Grund werden Abhilfemaßnahmen für die
numerische Berechnung vorgeschlagen, die eine bessere Kontrolle der Stabili-
tät und Konvergenz der Berechnung ermöglichen: In diesem Unterkapitel wird
der Einfluss eines initialen Packungsfaktors p f , d.h. der anfänglichen Dichte
der Struktur aus Abbildung 4.23 (b), der Wahl des Lasttyps (II)-BCT anstelle
von (I)-BC während quasi-statischer Bewegungen für ε̇ ≪ 1 und der Einfluss
einer Dichteskalierung bezüglich einer Variation der Dehnrate ε̇ auf die dynami-
sche DEM-Routine diskutiert. Die numerischen Untersuchungen dienen letztlich
der Validierung des nichtlinearen Maxwell-Zener-Modells in der dynamischen
DEM-Routine, dem eigentlichen Ziel dieses Kapitels.
Alle Kompressionssimulationen werden durch die lineare Dehnungsfunktion
ε(t) = ε̇t in vertikaler Richtung gesteuert, siehe Abbildung 4.23 (a), bis die
jeweils vorgegebene maximale Dehnung ε ′ der Box erreicht ist, siehe Abbildung
4.23 (c).

Voraussetzungen an den Packungsfaktor der Initialstruktur Für eine dy-
namische DEM-Routine ist ein unkontrollierter Anstieg der kinetischen Ener-
gie schlecht. Stabilität und Konvergenz der numerischen Berechnung können
nicht mit ausreichender Sicherheit gewährleistet werden. Ein Auslöser für solche
Energieschwankungen sind z.B. stark beschleunigte Partikel durch Vorgabe ei-
ner großen Dehnrate ε̇ in Kombination großer Zeitschritte ∆t und/oder ein großer
Bewegungsfreiraum, der den Partikeln zur Verfügung steht. Im letzten Fall haben
die Partikel keine direkten Nachbarn, die sie in ihrer aktuellen Position festhalten
oder einer freien Bewegung Widerstand entgegensetzen. Dies gilt insbesondere
für weniger dicht gepackte Konfigurationen. Ein Ziel ist es, Trägheitseffekte, die
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Abbildung 4.23: Dehnungsgesteuerter Kompressionsprozess: (a) lineare Dehnungsfunktion ε(t) =
ε̇t, (b) spannungsfreie Initialstruktur, (c) maximal komprimierter Zustand ε ′ nach
Verfahren (II)-BCT.

durch die Wahl eines niedrigen Packungsfaktors einer Ausgangsstruktur unter
Umständen erzeugt werden können, weitestgehend ausschließen zu können. Ei-
ne feste Wahl einer Untergrenze für den initialen Packungsfaktor p f bietet eine
solche Möglichkeit. Dies bedeutet, dass das System eine gewisse Anfangsdichte
aufweist, so dass sich die Partikel überwiegend punktuell berühren, unter Kom-
pression direkt miteinander in Kontakt kommen und eine Partikelumlagerung
ohne mechanische Wechselwirkung nahezu ausgeschlossen werden kann. Ein
Spannungsanstieg ist dann sofort erkennbar.
Mit Hilfe des Drop and Roll-Algorithmus (DNR), siehe Kapitel 3.1.2, wird
dafür ein exemplarisches Volumenelement mit den Abmessungen der Länge
Lx = Ly = Lz = L erzeugt. Es beinhaltet 226 monoskalige sphärische Partikel
mit dem Radius R und einem initialen Packungsfaktor von p f ≈ 0.57. Das DNR-
System wird dehnungskontrolliert komprimiert. Die DEM-Berechnung basiert
auf der Wahl des Hertz’schen Feder-Dämpfer Modells in der quasi-statischen
Routine unter der Annahme des viskoelastischen Materialverhaltens von PVDF
(Daten aus Tabelle 4.2) und greift auf eine Dichteskalierung mit ρscaled zurück.
Die Hertz’sche Federsteifigkeit beträgt EHertz = E2 und erzeugt unter diesen Vor-
gaben die Gleichgewichtslösung. Der Spannungsverlauf ist in Abbildung 4.24
als Kurve 1) dargestellt. Ab einem Kompressionsgrad von ∼ 7% beginnt die ma-
kroskopische Spannung zu steigen. Davor ist sie gleich Null. Der spannungsfreie
Zustand bis ∼ 7% deutet darauf hin, dass die Partikel nicht in Kontakt sind, d.h.
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Abbildung 4.24: Reaktion einer viskoelastischen Partikelstruktur, generiert über den DNR-
Algorithmus auf der Basis unterschiedlicher anfänglicher Packungsdichten, infol-
ge quasi-statischer dehnungsgesteuerter Kompressionen. In 1) beträgt p f ≈ 0.58,
die Simulation beruht auf der quasi-statischen DEM-Routine unter Verwendung
des Hertz’schen Feder-Dämpfer Modells (HSD); in 2) beträgt p f DNR ≈ 0.62, die
Berechnung beruht auf der dynamischen DEM-Routine ebenfalls mit dem HSD-
Modell. Die Konfigurationen 1) und 2) werden einander ab einem Kompressions-
grad von 7% gegenübergestellt. Modellangaben: HSD (Tabelle 4.2, PVDF, ρscaled ),
Belastungstyp: (II)-BCT, Radius R = 2.5µm, Zeitschrittweite: ∆t ≈ 10 · 10−5s,
Kompression: ε

1)
z = 10% und ε

2)
z = 1% mit ε̇ = 0.01 1

s .

die Konfiguration ist locker gepackt, so dass sich das System in dieser Phase
umlagert und verdichtet. Die quasi-statische Routine ermöglicht eine stabile und
konvergierende Berechnung durch die iterative Berechnung von Gleichgewichts-
zuständen. Ausgewertet wird die Packungsdichte für den Zustand von 7%iger
Kompression. Der Packungsfaktor beträgt in diesem Zustand p f ≈ 0.621. Die
Spannung nimmt mit fortschreitender Kompression stetig zu bis die Maximal-
dehnung von 10% erreicht ist. Diese Gleichgewichtslösung wird mit einer Kurve
2) verglichen, die auf der Berechnung mit dem nichtlinearen Maxwell-Zener-
Modell in der dynamischen DEM-Routine beruht. Es wird ein quasi-statischer
Prozess mit einer Dehnrate von ε̇ = 0.01s−1 durchgeführt, wofür sich eben-
falls eine Dichteskalierung eignet, um die Rechenstabilität und -konvergenz zu
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unterstützen. Die Materialdaten basieren ebenfalls auf denen von PVDF aus Ta-
belle 4.2. Es wurde jedoch die Ausgangsstruktur mit einem Packungsfaktor von
p f ≈ 0.621 gewählt, die mit der quasi-statischen Routine bereits um 7% verdich-
tet wurde, bis erstmals ein Spannungsanstieg erkennbar war. Dieses System wird
um 1% in der dynamischen DEM-Routine verdichtet. An dieser Stelle wird über-
prüft, ob die dynamische Routine in der Lage ist, eine Lösung zu erzeugen, die
die dargestellte Gleichgewichtslösung 1) gut approximiert und dabei keine nu-
merischen Komplikationen verursacht. Ein Vergleich der beiden Kurven bestätigt
die Brauchbarkeit der dynamischen Routine. Um dem hier ermittelten initialen
Packungsfaktor von 0.621 mehr Aussagekraft zuzuweisen, werden neben dieser
Studie zehn weitere Studien nach demselben Ablaufschema durchgeführt. Der
Wert des initialen Packungsfaktors entspricht dem Mittelwert der Studien und
beträgt p f = 0.61.

Quasi-statische Prozesse(ε̇ ≪ 1) : Ein würfelförmiges Volumenelement mit
den Abmessungen L enthält 250 monoskalige sphärische Partikel mit dem Radi-
us R. Die Konfiguration wird mit dem Random Close Packing (RCP) Algorith-
mus erzeugt (siehe Kapitel 3.1.1). Das vorliegende Partikelsystem besitzt einen
Packungsfaktor von p f ≈ 0.62 und liegt damit über dem ermittelten Wert der
Untergrenze des initialen Packungsfaktors von 0.61. Eine freie Beweglichkeit
der einzelnen Partikel ohne gegenseitigen Kontakt der umgebenden Nachbarn ist
bei diesem Wert von p f als gering bis unwahrscheinlich einzustufen.
DEM-Kompressionsstudien für diese Konfiguration konzentrieren sich auf die
Darstellung quasi-statischer Bewegungen, d.h ε̇ ≪ 1. Hierfür ist das elastische
Materialverhalten geeignet, da es zeitunabhängig ist. Als Material wurde NMC
gewählt, das der elastischen Materialkomponente der positiven Elektrode einer
LIB entspricht. Die Materialdaten sind in Tabelle 4.2 aufgeführt. Abbildung 4.25
zeigt die Gleichgewichtslösungen der 250 Partikelstrukturen in Abhängigkeit von
der Dehnung εz. Die folgenden Routine-Modell-Kombinationen werden vergli-
chen:
1) quasi-statische DEM-Routine mit dem Hertz’schen Feder-Dämpfer Modell
unter der Vorgabe von Lasttyp (II)-BCT,
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2) dynamische DEM-Routine mit dem Hertz’schen Feder-Dämpfer Modell unter
der Vorgabe von Lasttyp (II)-BCT,
3) = 2) unter der Vorgabe von Lasttyp (I)-BC und
4) dynamische DEM-Routine mit dem Maxwell-Zener-Modell unter der Vorgabe
von Lasttyp (II)-BCT.
Die Dichteskalierung wird für alle vier Lösungsstrategien mit ρscaled durchge-
führt. Sie ist an dieser Stelle für die dynamische Routine sogar notwendig, da
aufgrund der langsamen Simulationsgeschwindigkeit von ε̇ = 0.01s−1 der dämp-
fende und damit die numerische Berechnung stabilisierende Anteil nahezu ent-
fällt. Die Gleichgewichtslösung kann auf dieser Basis sogar mit dem Vorteil einer
reduzierten Rechenzeit angenähert werden. Kurve 1) wird als Referenzlösung ge-
wählt, da die Funktion dieser Kombination von Modell, DEM-Routine und Last-
typ bereits in [14, 58] validiert wurde und dort Anwendung findet. Zusätzlich
existieren zwei Berechnungen mit der dynamischen DEM-Routine, die jeweils
das Hertz’sche Feder-Dämpfer Modell verwenden, siehe Kurven 2) und 3). Der
Dämpfer gewinnt hier an physikalischer Bedeutung, d.h. der Wert der Viskosität
η ist relevant und wird mit η = 250GPa s gewählt. Aus Kapitel 4.1.2 ist bekannt,
dass eine hohe Viskosität zu einem steiferen bis starren Verhalten des Dämpfers
führt. Dies ist hier aufgrund der geringen Geschwindigkeiten notwendig, damit
der Dämpfer überhaupt in der Berechnung einen Einfluss ausüben kann. Da-
mit soll einem unkontrollierten Anstieg der kinetischen Energie entgegengewirkt
werden. Die Wahl von η führt in diesem Fall zu einer stabilen und konvergen-
ten Berechnung, was zeigt, dass die erforderliche numerische Unterstützung des
Dämpfers gewährleistet ist. Die beiden Rechnungen für 2) und 3) unterschei-
den sich hier nur in der gewählten Belastungsart, um darüber letztlich die Wahl
von (II)-BCT für große Partikelansammlungen zu begründen. Kurve 4) zeigt die
Gleichgewichtslösung des nichtlinearen Maxwell-Zener-Modells. Die Kontakt-
kraftbeschreibung beruht auf den Gleichungen (4.28 ) und (4.29). Die Viskosität
des Dämpfers entspricht der des Dämpfers des Hertz’schen Feder-Dämpfer Mo-
dells in der dynamischen Routine mit η = 250GPa s. Der Wert für E1 mit 42MPa
trägt nach Gleichung (4.28) ebenfalls zu einer stabilen Berechnung bei. Der Zu-
sammenhang der Modellparameter der Modelle lautet: EHSD

Hertz = EMZ
2 , um die

Ergebnisse miteinander vergleichen zu können.
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Alle Ergebnisse zeigen eine gute Tendenz zur quasi-statischen Referenzlösung

(II)-BCT; quasi-statische DEM-Routine mit HSD
(II)-BCT; dynamische DEM-Routine mit HSD

(II)-BCT; dynamische DEM-Routine mit MZ
(I)-BC; dynamische DEM-Routine mit HSD
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Abbildung 4.25: Untersuchung des elastischen Materialverhaltens von NMC-Partikeln auf Basis
quasi-statischer Bewegungsabläufe. Die DEM-Simulationen basieren auf: 1) der
quasi-statischen DEM-Routine unter Verwendung von Lasttyp (II)-BCT und des
Hertz’schen Feder-Dämpfer Modells (HSD) als Referenzlösung; 2) Lasttyp (II)-
BCT und der dynamischen DEM-Routine unter Verwendung des Hertz’schen
Feder-Dämpfer Modells (HSD); 3) Lasttyp (I)-BC und entspricht sonst 2); 4) Last-
typ (II)-BCT und der dynamischen DEM-Routine unter Verwendung des Maxwell-
Zener-Modells (MZ). Validierung des MZ-Modells zur Produktion elastischer
Gleichgewichtslösungen; Modellangaben: HSD (Tabelle 4.2, NMC, ρscaled ), MZ
(Tabelle 4.2, NMC, ρscaled ), Belastungstyp: (II)-BCT und (I)-BC, Radius R =
2.5µm, Zeitschrittweite: ∆t ≈ 10 ·10−5s, Kompression: εz = 1% mit ε̇ = 0.01s−1.

1). Die Abweichung aller Kurven von der Referenzlösung liegt im anfänglichen
Dehnungsbereich unter 5% und zeigt damit eine gute Übereinstimmung. Gegen
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Ende der Kompression nähert sich Kurve 2) der Referenzlösung vergleichsweise
am besten an und unterschreitet sogar die Abweichung von 5%. Mit Kurve 3)
nach (I)-BC zeigt sich die größte Abweichung zur Referenzlösung im Bereich
der maximalen Dehnung. Das Ergebnis weist die geringste Steifigkeit auf. Eine
mögliche Ursache liegt in der unterschiedlichen Vorgehensweise der Verfahren
(I)-BC und (II)-BCT. Die gleichgewichtsnahe Konfiguration nach (II)-BCT im-
pliziert eine ausgewogene Verteilung geometrischer Partikelüberlappungen, d.h.
erhöht die Wahrscheinlichkeit einer gleichmäßig verteilten und höheren Kon-
taktanzahl im System, während (I)-BC lokal auftretende Überlappungen erzeugt.
Dies deutet auf eine unterschiedliche Anzahl vorhandener Kontakte im Partikel-
system hin. Schließlich spricht gegen die Wahl der Belastungsart (I)-BC, dass die
Kurve 3) stärker von 1) abweicht als die Kurve 2). Die Abweichung zwischen
2) und 3) beträgt ∼ 3%. Darüber hinaus impliziert die Belastungsart (I)-BC eine
Welle, die sich durch das System bewegt. Die Aufgabe des Dämpfers kommt
hier besonders zum Tragen. Lasttyp (II)-BCT vermeidet Wellen und bietet da-
her in Kombination mit ausreichend hoher Viskosität und Dichteskalierung mehr
Sicherheit. Es ist jedoch zu beachten, dass sich eine gleichgewichtsnahe Umla-
gerung der gesamten Partikelstruktur nach (II)-BCT zwar positiv auf die numeri-
sche Berechnung auswirkt, jedoch eine Unsicherheit darüber mit sich bringt, wie
groß die Abweichung der dehnungsgesteuerten Be- und Entlastungen dieser Art
von der Realität ist.
Mit Blick auf Kurve 4), der Gleichgewichtslösung des nichtlinearen Maxwell-
Zener-Modells, zeigt sich, dass die Referenzlösung 1) im niedrigen Dehnungs-
bereich am besten approximiert wird. Im hohen Dehnungsbereich reagiert das
viskoelastische Kontaktmodell etwas weicher als die Lösung 2), aber steifer als
die Lösungskurve 3). Die Abweichung beträgt knapp 5%. Dieser Unterschied
wird als akzeptabel angesehen und zeigt, dass das Maxwell-Zener-Modell geeig-
net ist, quasi-statische Bewegungsabläufe ganzer Partikelstrukturen mit Hilfe der
Anwendungsstrategien der Dichteskalierung und der Wahl des Lasttyps (II)-BCT
in guter Näherung an die Referenzlösungen in der dynamischen DEM-Routine
abzubilden.
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Dehnratenabhängige Prozesse(ε̇ > 0) : Vorab sei angemerkt, dass die fol-
gende Untersuchung des dehnratenabhängigen Verhaltens Dichteskalierung zwar
verwendet, ein explizit definierter Zusammenhang zwischen Dehnrate ε̇ und
skalierter Dichte ρscaled hier jedoch nicht eingeführt wird. Neben der Dichte
und Dehnrate ist solch eine Definition ein Zusammenspiel aus der Wahl des
Dehnungs- sowie Zeitinkrements ∆ε und ∆t, der Rechendauer, der Modellpa-
rameterwahl, etc. und gilt es in zukünftigen Studien näher zu untersuchen. Der
Fokus in dieser Arbeit gilt quasi-statischen Bewegungsabläufen. An dieser Stelle
wird jedoch das ratenabhängige Antwortverhalten des nichtlinearen Maxwell-
Zener-Modells für große Partikelansammlungen vorgestellt, das dem folgenden
Ablauf folgt: Zunächst wird das Spannungsverhalten für fest gewählte Dehnra-
ten in Abhängigkeit von der wahren Dichte ρ true, d.h. ohne Dichteskalierung,
berechnet. Diese Rechnungen sind jedoch sehr fehleranfällig und brechen aus
numerischen Gründen ab. Die Wirkung des Dämpfers fällt vor allem bei extrem
langsamen Prozessen nicht ins Gewicht. Bei hohen Dehnraten ε̇ ≫ 1 in Ver-
bindung mit der wahren Dichte ρ true bestünde die Gefahr zu hoher Partikelge-
schwindigkeiten innerhalb des Systems, gegen die die erforderliche Wirkung des
Dämpfers für jeden einzelnen Kontakt allein nicht ausreichen würde. Aus die-
sem Grund wird die Dichteskalierung verwendet. Der Wert der skalierten Dichte
ρscaled wird hier so lange korrigiert, bis das Spannungsergebnis das Ergebnis bis
zum Rechnungsabbruch hinreichend genau approximiert und zudem eine stabile
und konvergente Berechnung bis zur maximalen Dehnung zeigt.
Um den Einfluss hoher Dehnraten zu berücksichtigen, sind neben der Dichteska-
lierung Maßnahmen zu treffen, die die numerischen Berechnungen hinsichtlich
Stabilität und Konvergenz unterstützen. Dazu gehört auch die Kontrolle der Zeit-
schrittweite ∆t, die für diese Simulationen den Bedingungen aus Kapitel 3.3
unterliegt.
Für eine Untersuchung zeitabhängiger Einflüsse wird ein real zeitabhängiges
Material gewählt, das viskoelastische Material PVDF als Komponente einer
LIB-Kathode (Materialdaten siehe Tabelle 4.2). DEM-Kompressionsstudien wer-
den erneut an der 250 Partikelstruktur mit der initialen Packungsdichte von
0.62 durchgeführt. Das System wird jeweils dehnungskontrolliert bis zu einer
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maximalen Boxdehnung von ε ′ = 0.5% unter Verwendung von Lasttyp (II)-
BCT komprimiert und die makroskopische Spannung σz ausgewertet. Abbildung
4.26 zeigt die daraus resultierenden Ergebnisse. Die Grenzkurven von spon-
tanem und Langzeitverhalten basieren auf DEM-Berechnungen mit der quasi-
statischen DEM-Routine unter Verwendung des Hertz’schen Feder-Dämpfer
Modells und gelten als Referenzkurven, die den ratenabhängigen Bereich des
Maxwell-Zener-Modells begrenzen. Dabei gilt zum einen EHSD

Hertz = EMZ
2 , um

das Langzeitverhalten durch die untere rote Kurve abzubilden und zum an-
deren EHSD

Hertz = (E1 + E2)
MZ für das spontane Antwortverhalten als obere rote

Kurve. In der quasi-statischen Routine stehen die wahre und die skalierte Dich-
te in dem Verhältnis ρ true/ρscaled = 1.0 · 10−6 zueinander. Wie die Iterations-
schrittweite δ t hat auch ε̇ hier keine physikalische Bedeutung. Die restlichen
Kurven in Abbildung 4.26 resultieren aus Berechnungen mit dem nichtlinearen
Maxwell-Zener-Modell in der dynamischen Routine unter Variation der Dehn-
rate ε̇ > 0. Diese Kontaktbeschreibung beruht auf den Gleichungen (4.28) für
den Maxwell-Arm und (4.29) für die Hertz’sche Gleichgewichtsfeder. Das Prüf-
verfahren, d.h. der Vergleich zwischen Berechnungen mit wahrer und skalierter
Dichte, ist oben knapp und wird hier detailliert beschrieben: Ausgehend von der
skalierten Dichte in der quasi-statischen Routine mit ρscaled = 1.8 · 106 g/cm3

wird die Gleichgewichtslösung erzeugt. Dieser Wert von ρscaled wird als Ma-
ximalwert der skalierten Dichte angenommen, in der dynamischen Routine für
einen quasi-statischen Prozess mit ε̇ = 0.02s−1 angewendet und das daraus re-
sultierende Spannungsergebnis mit der Referenzlösung des Langzeitverhaltens
überprüft. In Abbildung 4.26 zeigen diese Kurven eine gute Übereinstimmung
und spiegeln beide das Langzeitverhalten. Für einen Anstieg der Dehnrate auf
einen Wert von ε̇ = 0.1s−1 wird eine Reduktion der skalierten Dichte vorge-
nommen mit ρ true/ρscaled = 1.0 · 10−5. Der Grund dafür ist, dass nun der Wert
der Dehnrate wirksam wird. Die Partikel müssen in der Lage sein, auf diesen
Einfluss zu reagieren, indem ihre Trägheit verringert und eine realitätsnahe Be-
wegung vermehrt erlaubt wird. Die Wahl der wahren Dichte würde eine Rech-
nung unter diesen Umständen fehleranfällig machen, da aufgrund der noch re-
lativ geringen Dehnrate auch der Dämpfungsanteil in der dynamischen Rou-
tine noch gering ausfällt. Eine Änderung des Dichtewertes wirkt sich auf die
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Zeitschrittweite ∆t gemäß Gleichung (3.28) aus, die in Abhängigkeit von der
Partikelmasse m = ρV und der nichtlinearen Steifigkeit K steht. Eine Dichteska-
lierung lässt die Zeitschrittweite für quasi-statisch-ähnliche Prozesse allgemein
stark anwachsen. Ausgehend von langsamen Prozessen führt eine Reduktion der
skalierten Dichte wieder zur Verringerung von ∆t. Gleichzeitig reagiert visko-
elastisches Material unter Einfluss höherer Dehnraten steifer, was die Zeitschritt-
weite innerhalb dieses Vorgehens zusätzlich reduziert. Mit zunehmender Dehn-
rate, hier ε̇ = [0.02,0.1,0.5,1.0,10.0]s−1, wird der Wert der skalierten Dichte
mit ρscaled = 1.8 · [106,105,103,102,100]g/cm3 reduziert, wodurch sich die Zeit-
schrittweite in jeder Simulation ebenfalls verringert, die Rechenzeit jedoch er-
höht. Dieser Vorgang wird fortgeführt bis eine Rechnung mit der wahren Dichte
und hoher Dehnrate die spontane Lösung approximiert. Dabei wurde jede Be-
rechnung mit einer bestimmten Dehnrate und ρscaled mit einer Berechnung mit
der gleichen Dehnrate und ρ true verglichen.
Alle Berechnungen mit der wahren Dichte sind ab einem bestimmten Kom-
pressionsgrad aus numerischen Gründen abgebrochen. Als Beispiel für einen
solchen Abbruch wird eine Berechnung mit ε̇ = 1.0s−1 und der Wahl von
ρ true = 1.8g/cm3 und ρscaled = 1.8 ·102g/cm3 gezeigt. Der Berechnungsabbruch
ist im Diagramm durch einen schwarzen Kreis bei knapp 0.45% Dehnung ge-
kennzeichnet. Dieser Vergleich wurde für jede einzelne Simulation durchgeführt,
um die jeweils dargestellte und konvergierte Lösungskurve unter Verwendung
von ρscaled mit der Lösung unter Verwendung von ρ true bis zum Abbruch zu
bestätigen. Der Wert von ρscaled wurde solange korrigiert, bis eine ausreichende
Annäherung an die entsprechende Lösung mit ρ true erreicht war. Weiterhin ist zu
beachten, dass die Dichte innerhalb einer dynamischen Berechnung nicht belie-
big skaliert werden kann. Es muss auf eine ausreichend kleine Zeitschrittweite
und die Wahl kleiner Dehnungsinkremente ∆ε geachtet werden. Durch große
Werte von ∆ε können Überlappungen abrupt vergrößert werden oder umgekehrt
verschwinden, was zu Sprüngen in den Kontaktkräften aufeinanderfolgender Ite-
rationsschritte führt. Der letzte Fall entspricht einem Kontaktverlust, d.h. das
rheologische Element für diesen Kontakt fällt weg und somit kann keine Dämp-
fung mehr stattfinden.
Ein Vergleich aller Ergebnisse des nichtlinearen Maxwell-Zener-Modells mit
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Abbildung 4.26: Untersuchung des dehnratenabhängigen Verhaltens einer viskoelastischen 250-
Partikelstruktur auf Basis des Maxwell-Zener-Modells über die dynamische DEM-
Routine in Gegenüberstellung zu der spontanen und Gleichgewichtslösung, die
beide über das Hertz’sche Feder-Dämpfer Modell mit der quasi-statischen DEM-
Routine berechnet sind. Variation der Dehnrate ε̇ sowie der Dichte ρscaled . Mo-
dellangaben: HSD (Tabelle 4.2, PVDF, ρscaled ), MZ (Tabelle 4.2, PVDF, ρscaled ),
Belastungstyp: (II)-BCT, Radius R = 2.5µm, Zeitschrittweite: ∆t ≈ 1.0 · 10−5 bis
10−10s, Kompression: εz = 0.5%.
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den begrenzenden Referenzlösungen, der spontanen und Langzeitlösung, zeigt,
dass alle Kurven im Bereich niedriger Dehnung εz ein steiferes Verhalten zei-
gen. Zu Beginn der Kompression übt die Größe der anfänglichen Dehnungs-
sowie Zeitinkremente, ∆ε und ∆t, einen nicht zu vernachlässigenden Einfluss auf
die gesamte dynamische Rechenoperation aus. Das Anwachsen von ∆t aufgrund
der Dichteskalierung trägt zum steiferen Spannungsverhalten bei. Systeme in
Bewegung werden mit ausiterierten Gleichgewichtskonfigurationen verglichen,
deren kinetische Energie bis auf ein Minimum reduziert ist. Ebenfalls reagiert
das viskoelastische Material mit höher werdender Dehnraten zunehmend steifer.
Das deutlich steifere Verhalten der spontanen Lösung mit ε̇ = 10.0s−1 sticht be-
sonders hervor. Diese Rechnung beruht vor allem auf dem spontanen E-Modul
E1 +E2 und verwendet die wahre Dichte. Die Zeitschrittweite bleibt klein, wäh-
rend die Rechendauer hoch ist. Hohe Partikelgeschwindigkeiten innerhalb des
Systems können auftreten, wodurch die Gefahr von ungehindertem Anwachsen
von kinetischer Energie besteht. Die initiale Packungsdichte und der Dämpfer im
Maxwell-Arm wirken sich in diesem Fall positiv auf die numerische Rechnung
aus.
Die dargestellten Simulationsergebnisse basieren alle auf konstanten Zeitschritt-
weiten ∆t während der gesamten Rechenzeit. Eine adaptive Anpassung der Zeit-
schrittweite könnte die Ergebnisse verbessern, indem ∆t in Kompressionsberei-
chen mit steiferem Verhalten gegenüber den Referenzkurven reduziert und in
Bereichen mit guter Konvergenz erhöht wird, um Rechenzeit zu sparen. Dabei
ist zu beachten, dass mit zunehmender Kompression die Anzahl der Kontakte
zunimmt, was sich letztlich auf die Zeitschrittweite auswirkt (siehe Kapitel 3.3).
Die Studie zeigt, dass durch Dichteskalierung nicht nur für die Simulation quasi-
statischer Prozesse mit dem Maxwell-Zener-Modell, sondern auch für Prozesse
mit höheren Dehnraten stabile und korrekte Ergebnisse erzielt werden können.
Die Anwendung des nichtlinearen Maxwell-Zener-Modells in der dynamischen
Routine ist für das Langzeitverhalten validiert, während die Dehnratenabhän-
gigkeit weiterer detaillierter Untersuchungen bedarf, die nicht Bestandteil dieser
Arbeit sind.
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Relaxation Abbildung 4.27 zeigt das Relaxationsverhalten einer linear vis-
koelastischen Partikelstruktur in einem (a) Kraft-Verschiebungs- und (b) Kraft-
Zeit-Diagramm. Das Kontaktmodell ist dabei das Maxwell-Zener-Modell in der
dynamischen DEM-Routine. Innerhalb von 1s wird die Gesamtstruktur uniaxial
um 0.3% dehnungsgesteuert komprimiert, d.h. ε̇ = 1.0s−1, und ist anschlie-
ßend diesem Dehnungsausmaß für weitere 9s ausgesetzt, mit ε̇ = 0.0s−1. In
Abbildung (a) ist die Strukturantwort den beiden elastischen Lösungen über
das Hertz’sche Feder-Dämpfer Modell in der quasi-statischen DEM-Routine ge-
genübergestellt, dem spontanen und dem Langzeitverhalten des nichtlinearen
Maxwell-Zener-Modells. Die jeweiligen Hertz’schen Federsteifigkeiten lauten
wiederum EHSD,sti f f

Hertz = E1 +E2 und EHSD,so f t
Hertz = E2. Eine Dichteskalierung fin-

det erneut Anwendung mit ρ true/ρscaled = 1.0 · 10−4. Nach der Kompression,
während konstanter Dehnung, entspannt sich das System, d.h. die makrosko-
pische Spannung nimmt ab und tendiert erwartungsgemäß zur Gleichgewichts-
lösung. Dieses Verhalten ist beiden Diagrammen in Abbildungen 4.27 zu ent-
nehmen. In (a) wird das Relaxationsverhalten über den senkrechten Kurvenver-
lauf bei 0.3% Dehnung ausgedrückt. Dieser schneidet die Gleichgewichtskurve
in einem Punkt, der den zu diesem Dehnungszustand zugehörigen Gleichge-
wichtszustand kennzeichnet: σ̄1

z,0.3% = 1.27 ·10−2 MPa. In (b) ist dieser Zustand
ebenfalls über den Verlauf einer Geraden gekennzeichnet. Während das System
mit voranschreitender Zeit relaxiert, schneidet der Kurvenverlauf der resultieren-
den Spannung den Gleichgewichtszustand σ̄1

z,0.3%. Der Relaxationsverlauf un-
terschreitet die seither angenommene Gleichgewichtslösung beruhend auf dem
quasi-statischen Ergebnis und tendiert zu einem alternativen Gleichgewichts-
zustand σ̄2

z,0.3% = 0.0122MPa. Er weicht vom ersten um ∼ 4% ab. Der Unter-
schied ist gering. Eine erste Annahme, die die Abweichung der Gleichgewichts-
lösungen erklärt, entstammt den numerischen Voraussetzungen: Ein und diesel-
be Ausgangskonfiguration reagiert unter veränderter Wahl von DEM-Routine
(quasi-statisch vs. dynamisch) und rheologischem Modell (HSD vs. MZ) unter-
schiedlich auf denselben äußeren Einfluss unter Vorgabe von (II)-BCT. Wird für
die quasi-statische und die dynamische Routine bis 0.3% zwar die gleiche Aus-
gangsstruktur als Eingangsmodell gewählt, so ist aber die Abhängigkeit von der
Belastungsgeschichte und das damit verbundene variierende Bewegungsmuster
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Abbildung 4.27: Analyse des Relaxationsverhaltens einer viskoelastischen 250-Partikelstruktur in
Gegenübertsellung zu dem spontanen und Langzeitverhalten der Struktur. Die
Grenzfälle basieren auf Rechnungen mit dem Hertz’schen Feder-Dämpfer Mo-
dell in der quasi-statischen DEM-Routine. Modellangaben: HSD (Tabelle 4.2,
PVDF, ρscaled ), MZ (Tabelle 4.2, PVDF, ρscaled ), Belastungstyp: (II)-BCT, Radius
R = 2.5µm, Zeitschrittweite: ∆t ≈ 10 · 10−5s, Kompression: εz = 0.3%, Dehnrate
ε̇ = 1.0 1

s .
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in granularen Systemen zu berücksichtigen. Das bedeutet, dass die unterschied-
lichen DEM-Routinen in Abhängigkeit unterschiedlicher Kontaktmodelle aus
derselben Ausgangskonfiguration und unter Vorgabe desselben Kompressions-
niveaus unterschiedliche Partikelkonfigurationen hervorrufen. Weitere Gründe
der Abweichung beruhen auf numerischen Aspekten, ähnlich der Herausforde-
rung das Langzeitverhalten zu simulieren (vgl. Abschnitt: Dehnratenabhängige
Prozesse): Kleine Zeitschrittweiten gekoppelt mit einem langen Simulationspro-
zess, eine daraus resultierende Reduktion der Dämpfung sowie der Einfluss der
Dichteskalierung führen zu Ungenauigkeiten in den Simulationen. Final wird
die Differenz von ∼ 4% zwischen beiden Gleichgewichtslösungen σ̄1

z,0.3% und
σ̄2

z,0.3% in (b) als akzeptierte Abweichung betrachtet: die Gleichgewichtslösung
nach dem Hertz’schen Feder-Dämpfer Modell vs. die durch Relaxation ermittelte
Gleichgewichtslösung nach dem Maxwell-Zener-Modell.
Die beiden Lösungen sind nur bedingt miteinander vergleichbar, so dass letztlich
keine Aussage über die Genauigkeit der hier vorgestellten viskoelastischen Lö-
sung getroffen werden kann. Die vorliegende Untersuchung zeigt jedoch, dass
das nichtlineare Maxwell-Zener-Modell plausible Ergebnisse liefert und als vali-
diert angesehen werden kann.

Entlastung Neben der Analyse des elastischen und viskoelastischen Struk-
turverhaltens einer Partikelansammlung infolge einer Belastung gilt es deren
Reaktion infolge einer Entlastung zu studieren. Als Belastung wird stets eine un-
iaxiale dehnungsgesteuerte Kompression der virtuellen Box angenommen. Wäh-
rend einer dehnungsgesteuerten Entlastung erfolgt eine Richtungsumkehrung
der äußeren Einwirkung. Die virtuelle Box nimmt in einem iterativen Prozess ihr
ursprüngliches Volumen an. Periodische Randbedingungen sowie Lasttyp (II)-
BCT werden für beide Abläufe vorausgesetzt. Die sich in der Box befindende
Partikelkonfiguration reagiert in Abhängigkeit von den gewählten rheologischen
Kontaktmodellen auf die äußeren Einwirkungen bis sie sich zu Entlastungsende
in einem spannungsfreien Gleichgewichtszustand befindet.
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Das System setzt sich aus 500 monoskaligen, sphärischen Partikeln zusam-
men. Die Ausgangsstruktur hat einen Packungsfaktor von p f = 0.632. Als li-
near viskoelastisches Material wird PVDF gewählt, dessen Material- und Mo-
dellparameterdaten Tabelle 4.2 zu entnehmen sind. Eine Dichteskalierung mit
ρ true/ρscaled = 1.0 · 10−6 findet Anwendung. Untersucht wird das makrosko-
pische Spannungsverhalten in Abhängigkeit von der Dehnung infolge von drei
quasi-statischen Kompressionen mit anschließender Entlastung. Die drei Studien
unterscheiden sich durch die DEM-Routinen- sowie Kontaktmodellwahl: Rech-
nung 1) basiert auf der quasi-statischen Routine mit dem Hertz’schen Feder-
Dämpfer Modell, Rechnung 2) verwendet die dynamische Routine mit dem
Maxwell-Zener-Modell und einer Dehnrate von ε̇2 = ± 1

10 s−1 und Rechnung
3) entspricht 2) bis darauf, dass für die Dehnrate ε̇3 =± 1

9 s−1 gewählt wird. Die
Simulationen werden so lange durchgeführt, bis das System einen spannungs-
freien Gleichgewichtszustand erreicht hat. Das bedeutet, dass nach Erreichen des
ursprünglichen Boxvolumens die Simulation bis zur vollständigen Entspannung
des Systems fortgesetzt wird.
Alle Spannungsergebnisse in Abbildung 4.28 zeigen den Verlauf einer Hysterese.
Die rein elastische Lösung 1) wird mit dem Maxwell-Zener-Modell in 2) in ei-
nem quasi-statischen Prozess mit ε̇2 über die dynamische Routine nachgebildet.
Die Beziehung der Modellparameter lautet EHSD

Hertz = EMZ
2 , so dass ein Vergleich

der Ergebnisse möglich ist. Die Belastungspfade von 1) und 2) unterscheiden
sich um knapp 3%, was u.a. auf die Wahl der quasi-statischen und der dynami-
schen Routine zurückzuführen ist. Der merkliche und hier relevante Unterschied
liegt in der Ursache des jeweiligen Hysteresepfades. Der Verlauf der Kurve 1) er-
gibt sich aus der Steifigkeit der (dichten) Packung zwischen Be- und Entlastung,
der Hysterese, als Folge einer Partikelumlagerung. Zeiteffekte sind bei dieser
Kontaktbeschreibung ausgeschlossen, da das Hertz’sche Feder-Dämpfer Modell
ein reversibles, rein elastisches Materialverhalten beschreibt. Der Pfad der rein
viskoelastischen Struktur 2) zeigt einen steileren Kurvenverlauf und beruht auf
zwei Effekten: Partikelumlagerungen und zeitabhängiges viskoelastisches Mate-
rialverhalten. Der Hauptunterschied zwischen 1) und 2) ist die Zeitabhängigkeit,
d.h. der viskose Anteil von 2). Dieser Anteil ist jedoch bei quasi-statischen Sze-
narien sehr gering. Daher sind die Kurvenverläufe von 1) und 2) sehr ähnlich.
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Die Struktur ist bei maximaler Dehnung derart verdichtet, mit p f ≈ 0.64, dass
sich das Partikelsystem während einleitender Entlastung zunächst kaum umord-
nen kann. Der anfängliche Abfall des Entlastungsverlaufs der viskoelastischen
Antwort 2) ist steiler und weist ebenso wie bei dem Zwei-Partikelkontakt einen
Knick auf. Für das Zweipartikelmodell in der speziellen Modellierungsweise,
die nur Normalkontaktkräfte erzeugt, kann ein Zusammenhang zwischen der
Dehnung der Box und der Partikelüberlappung nach Gleichung (4.1) hergestellt
werden. Das gilt nicht für ein großes Partikelsystem. Entsprechend dem Zweipar-
tikelkontakt ist der Spannungsabfall in Kurve 2) bis zum Knick wahrscheinlich
hauptsächlich auf die Kombination von elastischen Soforteffekten und nachfol-
genden viskosen Effekten zurückzuführen. Nach dem Knick ist der viskose An-
teil weitgehend abgebaut. Der Knick ist jedoch bei einer Partikelanhäufung im
Vergleich zum Zweipartikelkontakt runder und kennzeichnet eher einen Bereich:
Immer mehr Partikeln wird es möglich sein, sich frei zu bewegen. Einige Kon-
taktkräfte werden vollständig relaxiert sein und rein elastisch reagieren, während
sich andere noch im Relaxationsprozess befinden. Diese Vorgänge charakterisie-
ren einen Übergangsbereich. Die Differenz der Entlastungspfade 1) und 2) zeigt
den Unterschied einer ausschließlichen Partikelumlagerung in 1) und einer Kom-
bination von Partikelumlagerung und viskoelastischen Effekten in 2).
Kurve 3) stellt den nahezu zeitunabhängigen, quasi-statischen Abläufen einen
Prozess in Abhängigkeit von einer höheren Dehnrate gegenüber. Der Wert der
Dehnrate ε̇3 zeigt zu dem Geschehen nach 2) einen Unterschied von ∼ 10% und
fällt damit nur geringfügig schneller aus. Der Vergleich zeigt eine steifere Span-
nungsreaktion aufgrund der Viskoelastizität. Ebenso ist der Effekt einer stärker
ausgebildeten Hysterese im Vergleich zu Kurve 2) zu sehen. Der Verlauf inner-
halb des Intervalls ∆ε̂z ist steiler. Ursache ist die höhere Dehnrate ε̇3 für Be-
und Entlastung. Der Entlastungspfad mündet ebenso wenig wie Kurve 2) auf den
Pfad der elastischen Lösung 1). Die Partikelumlagerungen sind nicht identisch,
da sie aus den Einflüssen der Kontaktmodelle und dem numerischen Verfahren
entstehen. Ein zusätzlicher wichtiger Grund ist die kinetische Energie, von der
zu erwarten ist, dass sie bei schnellerem Prozessablauf höher ausfällt.
Die zeitliche Abhängigkeit des Materials stellt eine Interpretation der nume-
rischen Ergebnisse von Be- und Entlastung vor Herausforderungen. Für einen
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Zwei-Partikelkontakt üben die Routinen- und Kontaktmodellwahl, die Lasttyp-
wahl, die Wahl der Dehnungs- und Zeitinkremente uvm. Einflüsse auf das nu-
merische Ergebnis aus. Hierfür lassen sich die genannten Einwirkungen noch
auseinander halten. Für eine Vielzahl an Partikeln gestaltet sich jegliche Interpre-
tation schwieriger. Die hohe Anzahl an Kontakten und die gegenseitigen Wech-
selwirkungen innerhalb des Systems stellen einen zusätzlichen Aspekt dar, der
den numerischen Ablauf beeinflusst. Die hier diskutierten Studien machen plau-
sibel, dass bei quasi-statischen Prozessen mit niedrigen Dehnraten, der Vorgabe
von Lasttyp (II)-BCT, Anwendung einer Dichteskalierung und das Einhalten der
kritischen Zeitschrittweite, eine ausreichende Sicherheit geboten wird, dass für
das nichtlineare Maxwell-Zener-Modell Konvergenz, Stabilität und Genauigkeit
der Ergebnisse für große Partikelansammlungen gegeben sind.
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Abbildung 4.28: Gegenüberstellung der Spannungsantwort σz infolge einer linearen dehnungsge-
steuerten quasi-statischen Kompaktierung und anschließender Entlastung einer
Struktur von 500 Partikeln, mit p f = 0.61, unter Annahme von viskoelastischem
Material (PVDF). Die DEM-Simulationen beruhen auf 1) der Verwendung des
Hertz’schen Feder-Dämpfer Modells (HSD) in der quasi-statischen DEM-Routine
und 2) des Maxwell-Zener-Modells (MZ) in der dynamischen DEM-Routine zur
Reproduktion der Gleichgewichtslösungen mit EHSD

Hertz = EMZ
2 . Simulationszeit be-

trägt 20.0s mit den Dehnraten ε̇2 = 1/101/s. Lösung 3) beruht auf den Vorgaben
von 2) mit der Rechendauer von 18.0s und der Dehnrate von ε̇3 = 1/91/s. Modell-
angaben: HSD (Tabelle 4.2, PVDF, ρscaled ), MZ (Tabelle 4.2, PVDF, ρscaled ), Be-
lastungstyp: (II)-BCT, Radius R = 5.0µm, Zeitschrittweite: ∆t ≈ 10 ·10−5s, Kom-
pression: εz = 2%.
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5 Kombination von elastischem
und linear viskoelastischem
Materialverhalten

5.1 Motivation

Die Kalandrierung der Kathode einer Lithium-Ionen-Batterie (LIB) ist ein es-
sentieller Herstellungsschritt, um ausreichend Transportpfade für den Elektro-
nenfluss über die Aktivmaterialpartikel sowie die Leitadditive bereitzustellen.
Die Kompression bewirkt zeitgleich eine Reduktion des Porenraums, was den
Transport der Lithium-Ionen in dieser Phase mit zunehmendem Verdichtungs-
grad hemmt. Während die Leitfähigkeit der Elektronen also zunimmt, wird die
der Ionen im schrumpfenden Porenraum und damit einhergehend ansteigendem
Transportwiderstand reduziert. Eine Optimierung des Gleichgewichts der effek-
tiven Transporteigenschaften in der Fest- sowie Porenphase definiert ein Ziel der
Kalandrierung, um eine bestmögliche Zellperformance zu gewährleisten und da-
mit die Effizienz einer LIB zu steigern. Im Anschluss der Kalandrierung wird
der verbleibende Porenraum mit Elektrolyt gefüllt. Eine Simulation der mecha-
nischen Verdichtung der positiven Elektrode entspricht daher einem ersten wich-
tigen Schritt, um eine Optimierung der Transporteigenschaften zu ermöglichen.
Eine Kompression ist abhängig von dem Aufbau der Ausgangsstruktur, d.h. der
Geometrie, Größe und Position der mikroskopischen Aktivmaterialpartikel und
dem verbleibenden Porenraum, der teilweise vom Binder samt Leitadditiven ein-
genommen wird. Abbildung 5.1 zeigt eine mikroskopische Aufnahme der realen
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Struktur einer Kathode zur Verdeutlichung des granularen Aufbaus mit Kenn-
zeichnung der individuellen Komponenten. Die Materialeigenschaften der Kom-

Binder-
Leitrußgemisch

Aktivmaterial

10 µm

Abbildung 5.1: SEM-Aufnahme zur Illustration der granularen Elektrodenstruktur bestehend aus
Nickel-Mangan-Koblat-Oxid (NMC) als elektrisch leitendes Aktivmaterial und dem
Binder-Leitruß-Gemisch. Der gelartige, inaktive Binder, bestehend aus Polyviny-
lidenflourid (PVDF), stabilisiert die Struktur sowie den verbleibenden Porenraum,
während der Leitruß (-additiv) zur elektrischen Leitfähigkeit beiträgt. Das Additiv
lagert sich als nanoporöse Substanz im Binder an; M.Janzen, T.Brendel, IAM-MMI,
2020.

ponenten und deren mechanische Wechselwirkung infolge äußerer Beanspru-
chung beeinflussen den Kalandrierprozess und den daraus resultierenden makro-
skopischen Spannungszustand der Kathode. Um ein solches Strukturverhalten
zu untersuchen, werden experimentelle einachsig belastete Verdichtungen mit
anschließender Entlastung durchgeführt. Abbildung 5.2 zeigt das makroskopi-
sche Spannungsresultat eines Experiments nach Kompression einer Elektroden-
schicht, das hier im Hinblick auf Modellannahmen diskutiert werden soll. Be-
und Entlastungskurve verdeutlichen ein zeitabhängiges mechanisches Verhalten
mit irreversiblen Anteilen. Es resultiert aus dem Zusammenspiel aller einzelner
Komponenten in Abhängigkeit von der Geometrie, ihrer Anordnung im System
sowie dem individuellen Materialverhalten.
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Abbildung 5.2: Experimentelle kraftgesteuerte Be- und Entlastung einer Lithium-Eisenphosphat
(LFP) Elektrode, deren Spannungszustand in Abhängigkeit von der Verschiebung
in Belastungsrichtung aufgetragen ist (M. Janzen, IAM-MMI, KIT, 2020).

Eine Anmerkung gilt den Rußpartikeln. Bei dem etablierten Verfahren werden
die Rußpartikel, deren Größe im Nanometerbereich liegt, im Bindemittel zu ei-
ner homogenen Binder-Leitruß-Phase dispergiert. Der mechanische Einfluss der
Ruß-Nanopartikel ist hier nicht bekannt. Daher wird in den mechanischen Si-
mulationen für das Binder-Leitruß-Gemisch das mechanische Verhalten des rei-
nen viskoelastischen Binders angenommen, das in Kapitel 4.1.2.2 für eine Folie
aus reinem Bindermaterial (PVDF, vgl. Tabelle 4.1) untersucht wurde. Für die
Funktion einer Batterie sind die Rußpartikel jedoch essentiell, um eine ausrei-
chende elektronische Leitfähigkeit der Kathodenstruktur zu gewährleisten. Die
Berechnung der Transporteigenschaften folgt im nächsten Kapitel und bezieht
die Leitrußpartikel in die numerischen Berechnungen mit ein.
Die Belastungskurve in Abbildung 5.2 steigt mit zunehmender Kompression1,

1 Die prozentuale Kompression entspricht dem Verhältnis der Dickenänderung der vorliegenden
Kathode, d.h. der Reduktion der ursprünglichen Dicke. In der numerischen Umsetzung über die
DEM wird die Kompaktierung als uniaxiale Kompression der virtuellen Box gesteuert, unter
Vorgabe von starren oder periodischen Randbedinungen in allen Raumrichtungen.
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d.h. wachsendem Verdichtungsgrad. Die makroskopische Spannung nimmt zu.
Dabei werden die Feststoffkomponenten aktiv. Elastisches Aktivmaterial und
viskoelastischer Binder inklusive Leitadditiven bewegen sich, weichen in die
Porenräume aus, bis sie schließlich neue Kontakte bilden. Rissbildungen, Parti-
kelfraktionen und/oder bleibende Deformationen der Teilchen können ebenfalls
ab einem gewissen Grad einer Elektrodenkompression auftreten [164, 165]. Hier
sollen jedoch lediglich die elastischen und viskoelastischen Prozesse untersucht
werden.
Nach Erreichen der vorgegebenen Maximallast folgt eine Entlastung der Struktur.
Das granulare System reagiert infolge der Reduktion der äußeren Dehnungsein-
wirkung über eine Umlagerung der Teilchen, wobei die Materialabhängigkeit
eine nicht zu vernachlässigende Rolle spielt. Bestehende Kontakte von mikro-
skopischen Partikeln lösen sich vermehrt auf. Eine Entlastung bewirkt eine die
Struktur auflockernde Partikelbewegung. Das Strukturverhalten zeigt eine zeit-
verzögerte Spannungsantwort, was durch den Verlauf der Hysterese deutlich ist.
Aktuelle Simulationen sind in der Lage das Reaktionsverhalten einer rein elas-
tischen [14] und einer rein viskoelastischen [166] Partikelstruktur abzubilden
(vgl. Kapitel 4). Das bedeutet, dass eine Aktivmaterial-Partikelstruktur und eine
Binder-Partikelstruktur nur separat betrachtet wurden (vgl. Kapitel 4.4), wobei
letztere keine sinnvolle Annahme für eine LIB-Elektrode darstellt. Aus diesem
Grund wird das mechanische Verhalten des Binders in dieser Arbeit in die be-
stehenden DEM-Verfahrensabläufe [167] zur Modellierung des Kalandrierungs-
prozesses als Zusammenspiel aller Komponenten integriert. Eine Optimierung
der Elektrodenstruktur mit Hilfe von Simulationen entspricht nur einem von vie-
len Zielen, die den Forschungsbereich der Lithium-Ionen-Batterien stetig voran-
treibt. Der experimentelle Aufwand lässt sich auf diese Weise reduzieren, sodass
Kosten und Zeit eingespart werden können.
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5.2 Materialkombination in einem
Partikelmodell - Idee eines CORE-SHELL

Ansatzes

Die numerische Abbildung heterogener diskontinuierlicher Strukturen, d.h. das
Zusammenwirken von unterschiedlichem Materialverhalten, ist ein noch junges
Teilgebiet der DEM. In einem großen System ist es durchaus möglich, jedem
Partikel ein unterschiedliches Material zuzuweisen. Über Kombinationen von
geeigeneten rheologischen Modellen, die dem jeweiligen Materialverhalten der
einzelnen Partikel anzupassen sind, lassen sich Kontakte mathematisch beschrei-
ben. Mit Blick auf das Modell einer Kathodenstruktur ließen sich auf diese Weise
einzelne Partikel sowie ganze Bereiche einer Struktur repräsentativ für das Ak-
tivmaterial sowie für das Bindermaterial definieren. Eine solche Modellierung
ist in Abbildung 5.3 a) illustriert. Dort ist einer realen SEM-Aufnahme eine ers-
te vereinfachende Modellannahme überlagert. Um eine Partikelbewegung über
DEM-Simulationen abbilden zu können, ist ein System aus ansatzweise gleich
großen Partikeln in Betracht zu ziehen. Grund dafür liefern die Voraussetzungen
an die DEM, die zum Beispiel für elastisches Materialverhalten der Hertz’schen
Theorie [1] unterliegen. Hertz fordert für eine Kontaktbeschreibung kleine vir-
tuelle Überlappungen in Bezug auf die Dimension der betrachteten Körper. Die
Annahme kleiner Deformationen darf nicht verletzt werden [43]. Während die
granularen Aktivmaterialteilchen, die Sekundärpartikel, der Mikroskala zuzuord-
nen sind, siedelt sich der Binder als haarähnliche, vergleichsweise dünne Struktur
im Porenraum und auf den Partikeloberflächen an. Da sich die Größe der nume-
risch nachzubildenden Partikel an den kleinsten Abmessungen des realen Sys-
tems orientiert, müssen Dimensionen bis in den Nanometerbereich angenommen
werden, um die Struktur des Bindemittels möglichst naturgetreu integrieren zu
können. Wird für die DEM-Simulation ein Partikeldurchmesser im Nanometer-
bereich gewählt, wäre für die Abbildung eines Aktivmaterialteilchens im Mikro-
meterbereich eine Modellierung als Agglomerat von DEM-Partikeln notwendig.
Abbildung 5.3 b) visualisiert diese Vorstellung. Eine überaus hohe Anzahl an Par-
tikeln wäre die Folge dieser Annahme, um ein repräsentatives Volumenelement
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a) b)

d)c)

Modellannahme
Binder

Binder
Aktivmaterial

Aktiv-
material

Annahmen der Lokalisierung von Binder und Aktivmaterial aus a)

Abbildung 5.3: Modellannahmen für die Abbildung der realen granularen Struktur einer positiven
LIB-Elektrode mit unterschiedlichen Materialien - Aktivmaterial und Binder: a)
Nachbildung von Binder und Aktivmaterial als partikuläres System, welches sich an
den Dimensionen der jeweiligen Komponente orientiert; b) Annahme nahezu gleich-
großer Partikel auf der Basis der kleinsten Abmessungen im System; c) Anwachsen
der Partikel aus b), um Rechenzeit einzusparen; d) Annahme eines Core-Shell Parti-
kelsystems - der Binder wird als die Aktivmaterialteilchen umhüllende Schale ange-
nommen.

darzustellen. Rechendauer- und leistung würden massiv ansteigen. Eine gegen-
seitige Verschiebung der DEM-Partikel, die ein Aktivmaterialpartikel abbilden,
ist nicht auszuschließen. Die Arbeit von Moscardini [168] unterdrückt speziell
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dieses Ereignis durch einen Ansatz mit der Multisphere-Methode. Die Idee ei-
ner gleichmäßigen Vergrößerung der DEM-Partikel ist in Abbildung 5.3 c) dar-
gestellt. Es ist offensichtlich, dass die Abweichung von der tatsächlichen Elek-
trodenstruktur mit der Partikelgröße zunimmt und somit fehlerbehafteter wäre.
Dieser Ansatz wird abgelehnt.
An dieser Stelle wird ein alternativer Weg beschritten: Ein numerisches Parti-
kelmodell soll die verschiedenen Materialien, Aktivmaterial und Binder-Leitruß-
Gemisch, enthalten und das mechanische Interaktionsverhalten in einer neuen
Kontaktformulierung beinhalten. Für das Binder-Leitruß-Gemisch gelten in die-
sem Ansatz nur die mechanischen Eigenschaften des reinen Binders. Die Idee ist
ein sphärisches CORE-SHELL Partikel: Ein kugelförmiger Kern mit dem Radius
Rcore repräsentiert das Aktivmaterial und ist von einer viskoelastischen Schale
konstanter Dicke R̂Shell umhüllt. Sie stellt das Binder-Leitruß-Gemisch dar. In
Summe besitzt das geometrische Modell die Form einer Kugel mit dem Radius

RCS = Rcore + R̂Shell . (5.1)

Die Modellidee ist in Abbildung 5.4 als drei- und zweidimensionale Version
zu sehen. Die Idee das Binder-Leitruß-Gemisch auf diese Weise zu integrieren,
resultiert aus den typischen Aufnahmen [169], die das Gemisch als die Aktiv-
materialpartikel ver- und benetzende stabilisierende Schicht visualisieren (siehe
Abbildung 5.1). Abbildung 5.3 d) zeigt die neue Modellierungsweise als Parti-
kelsystem. In der Forschungsarbeit von Kaiser et al. [9] widmen sich die Au-
toren der räumlichen Identifikation und der Beschaffenheit des Binder-Leitruß-
Gemischs. Eine Idee von Bauer et. al. [11] liefert einen Anhaltspunkt für die
Modellierungsweise, die hier für eine Integration des Binder-Leitruß-Gemischs
in Form einer Schale im Core-Shell Partikelmodell übernommen wird. In [11]
wird ein Trockenmischverfahren beschrieben und durchgeführt, bei dem Ak-
tivmaterial und Leitruß gemischt werden. Die Rußpartikel lagern sich je nach
Zerkleinerungsgrad auf der Oberfläche der Aktivmaterialpartikel an und bilden
eine Art Beschichtung. Nach der anschließenden Zugabe des Bindemittels bildet
sich um die beschichteten Feststoffpartikel eine elektronisch isolierende Binde-
mittelschicht, die einer Schale ähnelt. Die elektronische Leitfähigkeit ist nach
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R̂Shell

RCS

RCore

Aktivmaterial

Binder

RCore

RCS

R̂Shell

3D 2D

Abbildung 5.4: Geometrische Definition eines Core-Shell Partikels zur Kombination von elastische
Aktivmaterial und viskoelastischem Binder in einem diskreten Element, um es für
DEM-Simulationen verwenden zu können.

diesem Verfahren im Vergleich zu Strukturen, die mit einem Standardmischver-
fahren2 hergestellt werden, drastisch reduziert (vgl. Kapitel 2.1.3). Die isolie-
rende Wirkung des Bindemittels kann reduziert werden indem ihm nachträglich
Leitruß zugegeben wird. Erst dann ist diese Mischung nach den Untersuchungen
in [11] vergleichbar mit Mischungen, die aus einem konventionellen Mischpro-
zess [53] resultieren. Abgesehen von dem negativen Einfluss, den das Bindemit-
tel als isolierende Schale auf die Elektronenleitfähigkeit ausübt, ist eine solche
Modellierung des Binder-Leitruß-Gemisches als kontinuierliche Schale für den
mechanischen Aspekt nicht auszuschließen. Sie spiegelt zwar die allgemeinen
Erkenntnisse über die Verteilung des Gemisches im Porenraum nicht korrekt
wider. Die Annahme der Kugelsymmetrie für die Core-Shell-Partikel erlaubt es
jedoch, eine solche Modellierungsannahme in die DEM zu integrieren und somit

2 Das Standardmischverfahren beinhaltet keinen Trockenmischprozess. Alle Komponenten, d.h.
Aktivmaterial, Binder und Leitruß, werden miteinander vermischt. Ein Lösungsmittel wird hin-
zugefügt, um die Mischbarkeit zu verbessern. Letztlich ist der Ruß im Binder fein verteilt, so
dass sich auch bei geringen Rußmengen perkolierte elektronische Leitpfade ausbilden können.
Das Bindemittel fixiert nicht nur die granulare Struktur, sondern ebenfalls die leitenden Additive.
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die Effizienz dieser numerischen Methode für große diskontinuierliche Partikel-
strukturen zu nutzen.
Im Anschluss der mechanischen Kompression lässt sich der schalenartigen Binder-
Leitruß-Schicht eine elektronische Leitfähigkeit zuordnen, um die effektive elek-
tronische Leitfähigkeit der Elektrodenstruktur berechnen zu können. Dazu eignet
sich eine Erweiterung der Widerstands-Netzwerk Methode [4], die die Leitfähig-
keit entlang der Oberfläche von Partikeln beschreibt. Der Core-Shell Ansatz stellt
damit eine Möglichkeit einer Sturkurmodellierung dar, die die Existenz von Ak-
tivmaterial und Binder-Leitruß-Schicht einschließt und deren mechanische Inter-
aktion und deren Auswirkung auf den elektronischen Transport darstellen kann.
Von nun an wird in diesem Kapitel für die Binder-Leitruß-Phase nur noch von
einer Schale als Binder gesprochen, da hier der Schwerpunkt auf dem mechani-
schen Verhalten liegt.

5.2.1 Geometrische Annahmen für den
Core-Shell-Ansatz

Ein Ziel dieser Arbeit ist es, das makroskopische Spannungsverhalten der Ka-
thode einer Lithium-Ionen-Batterie unter dem Einfluss von mechanischer Be-
und Entlastung mit Hilfe von DEM-Simulationen entsprechend einem Kaland-
rierungsexperiment abzubilden (siehe Abbildung 5.2). Dabei wird das Core-Shell
Partikelmodell verwendet. Vor allem die Zeitabhängigkeit des Strukturverhaltens
soll durch die Einbindung des viskoelastischen Binders im Schalenanteil inte-
griert werden. Zunächst gilt es, das individuelle Kontaktverhalten zweier Core-
Shell Partikel zu untersuchen, was ebenfalls die Interaktion von Kern und Schale
innerhalb eines Partikels mitberücksichtigen soll. Die Problemstellung wird über
die Finite Elemete Methode (FEM) gelöst, was die Referenzlösungen zur Validie-
rung der Core-Shell Kontaktformulierung bereitstellt. Darüber ist eine Nachbil-
dung mittels DEM-Core-Shell Modell auf Basis eines rheologischen Kontaktmo-
dells möglich. Im Hinblick auf große Partikelansammlungen ist diese Umsetzung
von besonderer Bedeutung, um die mechanische Strukturantwort numerisch er-
zeugen zu können.
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Für die nachfolgenden Untersuchungen wird in diesem Kapitel eine Korrelation
zwischen einer realen Elektrodenstruktur und dem numerischen Modell herge-
stellt. Dazu wird die prozentuale Massenverteilung der Elektrode, d.h. von Aktiv-
material (AM) mit ∼ 90 Masse-% und Binder-Leitrußgemisch mit ∼ 5 Masse-%,
von den Autoren aus [9] übernommen. Die ∼ 5 Masse-% Binder-Leitruß-Phase
(CBD: Carbon Binder Domain) wird im Core-Shell-Modell den Schalen zuge-
ordnet. Um für diesen Modelltyp einen realitätsnahen Bereich der Schalendicke
R̂Shell festzulegen, erfolgt hier eine Modellanpassung an eine reale Elektroden-
struktur.
Experimentelle Kompressionsstudien zur Nachahmung des Kalandrierens (siehe
Abbildung 5.2) dienen als Referenz für diesen Fit-Prozess. M.Sc. Thimo Bren-
del, Mitglied der Forschungsgruppe von Dr. rer. nat. Reiner Mönig (IAM-MMI,
KIT) stellte dafür erneut Versuchsergebnisse bereit, um eine numerische Repro-
duktion möglich zu machen. Er führte kraftgesteuerte Kompressionsstudien einer
Elektrodenschicht der Dicke h= 0.3219mm durch. Ein zylindrischer gußeiserner
Stempel wird mit seiner Querschnittsfläche A von ∼ 1.0cm2 kraftgesteuert ent-
lang der Dickenrichtung in die Elektrodenschicht gepresst. Der Prozess gleicht
einem quasi-statischen Geschehen. Die Elektrodenmasse pro cm2 beträgt im Ex-
periment 14.5 mg cm−2, d.h., dass die Masse des komprimierten Elektrodenvolu-
mens direkt unterhalb der Druckfläche A knapp 14.5mg beträgt. Die relevanten
Volumina von Aktivmaterial und Binder-Leitruß-Gemisch lassen sich über den
allgemeinen Zusammenhang von Dichte, Masse und Volumen ρ = m/V berech-
nen und lauten

VAM =
mAM

ρAM
=

0.9 ·0.0145g
4.75gcm−3 ≈ 2.75 ·10−3cm3 (5.2)

VCBD =
mB

ρB
=

0.05 ·0.0145g
1.8gcm−3 ≈ 4.03 ·10−4cm3. (5.3)

Um einen Bezug zum numerischen Core-Shell-Modell unter der Annahme kugel-
förmiger Aktivmaterialpartikel herzustellen, wird deren Anzahl n mit Hilfe des
Volumens VAM berechnet. Das in den Experimenten gewählte Aktivmaterial ent-
spricht NMC, dem nach [170] ein Partikelradius im Größenbereich von RCore ≈
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4.675 µm zugeordnet wird. Das Volumen des Aktivmaterials gemäß Gleichung
(5.2) liefert mit dieser Vorgabe eine Anzahl von

VAM = n
4
3

πR3 = n
4
3

π(4.675 µm)3

→ n ≈ 6.4Mio (5.4)

Partikel, die zunächst das numerische Modell aus Aktivmaterialpartikeln definie-
ren. Nach der Definition des Core-Shell-Ansatzes sind die Aktivmaterialpartikel
jeweils von einer Schale der Dicke R̂Shell umgeben. Zur Ableitung von R̂Shell wird
das Volumen des Aktivmaterials nach Gleichung (5.2) und des Binder-Leitruß-
Gemischs nach Gleichung (5.3) addiert zu

VAM +VCBD ≈ 3.15 ·10−3cm3 !
= VCS (5.5)

und dem Volumen VCS aller n Core-Shell-Partikel gleichgesetzt. Der Volumenbe-
reich, den die Schalen in der Core-Shell-Partikelansammlung einnehmen, steht
in Abhängigkeit vom Radius RCS nach Gleichung (5.1) sowie der Partikelanzahl
n im Modell. Mit Gleichung (5.5) gilt für das Core-Shell Partikelvolumen:

VCS = n
4
3

π

(
4.675 µm+ R̂Shell

)3

3.15 ·10−3cm3 = 6.4 ·106 4
3

π

(
4.675 µm+ R̂Shell

)3
, (5.6)

woraus sich die gesuchte Schalendicke für diese Elektrodenstruktur aus dem Ex-
periment ergibt:

→ R̂Shell ≈ 0.22 µm. (5.7)

Aus [170] mit (5.1) und (5.7) unter der Annahme von NMC und PVDF resultiert
ein Core-Shell-Partikelradius von RCS = 4.895 µm. Mit diesem Ergebnis (5.7)
ergibt sich ein Verhältnis von R̂Shell/RCS = 0.22µm/4.895µm ≈ 0.045 und dies
gilt als erster Anhaltspunkt, um der Schalendicke eine realistischen Dimension
zuordnen zu können.
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Letztlich ist es sinnvoll einen Bereich für die Schalendicke anzugeben, da die rea-
le Binder-Leitruß-Schicht im Core-Shell als Schale idealisiert vorliegt. In Realität
ist das Gemisch unregelmäßig im Porenraum verteilt. Daher soll das Core-Shell
Modell eine Variation der Schalendicke ermöglichen, die eine reale Elektroden-
struktur repräsentieren kann. Die Annahme, dass die Massenverteilung [9] und
die Dicke der Elektrodenschicht nicht für jede Elektrode exakt gleich ist, son-
dern im gleichen Größenbereich variiert, wird die Dicke der Schale im Modell
in dieser Arbeit auf einen Bereich von 2% - 10% des Partikelradius RCS einge-
schränkt, d.h. es gilt

R̂Shell/RCS = [0.02,0.1]. (5.8)

Auf diesem Bereich wird das Core-Shell Modell geometrisch definiert. Das Mo-
dell soll der realen Elektrodenstruktur soweit angenähert werden, dass eine un-
gleichmäßige Verteilung des Binder-Leitruß-Gemisches im Porenraum und auf
den Aktivmaterialpartikeln über unterschiedlich dicke Schalen berücksichtigt
werden kann.
Der Radius RCS = 4.895 µm wird an dieser Stelle aus Vereinfachungsgründen auf
einen Wert von 5.0 µm gerundet, um als Ziel das Verhalten einer mechanischen
Kompression einer Elektrodenstruktur auf Basis dieser Materialkomponenten
mittels DEM-Simulationen zu beschreiben. Ein konkreter Bezug zu genau dieser
Elektrodenstruktur ist für eine mathematische Modellvalidierung nicht erforder-
lich. Daher wird als Referenzwert die im Kapitel 2.1.3 definierte Obergrenze
des Sekundärpartikelradius einer realen Struktur mit RCS = 10.0 µm gewählt,
siehe Abbildung 2.2 (o.r.). Wichtig ist später die Möglichkeit, das endgültige
numerische Core-Shell-Modell auf den relevanten Partikelradius von ∼ 5.0 µm
skalieren zu können.
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5.3 FEM Core-Shell Normalkontaktmodell als
Referenzmodell für einen
Zwei-Partikelkontakt

Um Informationen über einen mechanischen Kontakt zweier Core-Shell Partikel
zu erlangen, wird eine zu den viskoelastischen Studien aus Abschnitt 4.3.1 ähn-
liche Vorgehensweise durchgeführt. Das Programm Abaqus CAE [171] dient der
Implementierung des neuen Kontaktproblems, welches über die Finite Elemente
Methode (FEM) gelöst wird. Die Resultate der verschiebungsgesteuerten Kom-
paktierung entsprechen fortan den Referenzlösungen des Core-Shell Kontaktes,
an denen sich eine Kontaktformulierung für die DEM orientieren wird.
Visualisiert sind in Abbildung 5.5 die äquivalenten Modellierungsansätze für die
DEM unter Einwirkung einer äußeren Dehnung εz auf die Box und die FEM un-
ter Aufbringung einer externen Verschiebung uz direkt am Partikel. Speziell für
diesen Modellierungsansatz zweier Partikel (siehe Abbildung 5.5) gilt der be-
kannte Zusammenhang aus Kapitel 4.2 gemäß Gleichung (4.1) mit Lz = 4RCS als
Ursprungslänge der Boxhöhe. Das symmetrisierte Modell b) wurde für die FEM
in Abaqus CAE implementiert. Die Symmetrisierung an der Achse sH impliziert,
dass die Core-Shell Partikel identisch sind, d.h. Größe, Geometrieverhältnisse
und Materialwahl für Kerne und Schalen sind exakt gleich definiert. Die Wahl der
Geometrie, d.h. die Ausnutzung der symmetrischen Eigenschaften des Kontaktes
zweier gleich großer Partikel in a), die Lagerung, die Art der Lastaufbringung
und die Kontaktbeschreibung von starrer Ebene zu Viertelkugel bleiben unverän-
dert zu den Annahmen aus Kapitel 4.3.1. Es wird entsprechend dem Core-Shell
Ansatz eine geometrische Unterteilung der Viertelkugel vorgenommen. Dem ku-
gelförmigen Kern werden die elastischen Materialeigenschaften von NMC zu-
gewiesen. Er repräsentiert das Aktivmaterial in der partikulären Elektrodennach-
bildung. Die Schale trägt die linear viskoelastischen Materialeigenschaften des
Binders. Das Material ist PVDF (vgl. Tabelle 4.2 für NMC und PVDF). Der
Kontakt zwischen kugelförmigem Kern und Schale wird als 'Hard'contact in
Normalenrichtung und Frictionless in tangentialer Richtung angenommen.
Ein Eindringen der Schale in den Kern wird verhindert, aber das Abgleiten der
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Abbildung 5.5: Modellierung eines Kontaktproblems zweier Core-Shell Partikel für a) DEM und b)
FEM. Das FEM-Modell ergibt sich durch Symmetrisierung um die Rotationsachse
sV , Spiegelung an der horizontalen Achsel sh und sH . Die Beziehung zwischen der
Dehnung εz der Box in a) und der Verschiebung uz des Partikels in b) lautet: εz Lz =
4uz. Die Modelle sind äquivalent.

Schale auf dem Kern ist damit erlaubt. Die Vorstellung, dass die Teilkörper frei
gleiten können, beruht darauf, dass der Zusammenhalt dieser Komponenten in
der Realität durch eine geringe Scherfestigkeit gekennzeichnet ist. Dem Binder
bleibt die Möglichkeit, bei fortschreitender Kompression zwischen zwei Aktiv-
materialpartikeln zu entweichen. Das bedeutet, dass er durch das Annähern zwei-
er Aktivmaterialpartikel in die verbleibenden Porenräume gepresst wird, bis die
Aktivmaterialpartikel schließlich miteinander in Kontakt treten können. Im Mo-
dell entspricht das dann dem Eintreten des Kontakts der Kerne.
Abbildung 5.6 zeigt Ergebnisse der FEM-Studien infolge der uniaxialen Ver-

schiebung uz in einem Kraft-Verschiebungs-Diagramm. Die Kraft FCS entspricht
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Abbildung 5.6: Antwortverhalten eines Zwei-Partikel-Normalkontaktproblems infolge einer un-
iaxialen Verschiebung uz = 5.0 · 10−5 mm. Die Finite Elemente Methode dient als
Lösungsverfahren und präsentiert die Referenzlösungen dieser Problemstellung. Sie
folgt Abbildung 5.5 2). Der Fokus gilt zwei Core-Shell Partikeln mit jeweils gleichen
Geometrieverhältnissen R̂Shell/RCS. Variation des Verhältnisses Schalendicke zu Ge-
samtradius, R̂Shell/RCS = [0.04;0.06;0.08;0.1] mit RCS = 0.01mm, pro Kontaktpaar.

der Normalkontaktkraft die am Referenzpunkt RF ausgewertet wird (vgl. Abbil-
dung 5.5), d.h. der Summe aller Auflagerreationen an der horizontalen Symme-
trieachse sh. Der Index CS verweist auf den Core-Shell Ansatz. Die lineare Ver-
schiebung uz induziert einen nichtlinearen Anstieg der Normalkontaktkraft FCS.
Die Kurven unterscheiden sich durch die Variation des Verhältnisses von Scha-
lendicke R̂Shell zu konstantem Radius RCS des Core-Shell Partikels. Mit abneh-
mender Schalendicke R̂Shell , d.h. mit wachsendem Kern oder Kernradius RCore,
nimmt die Kraft immer stärker zu. Der Kern gewinnt offensichtlich vermehrt
an Einfluss auf das Kontaktgeschehen bei voranschreitender Kompression. Die
Geometrieverhältnisse lassen sich damit neben dem unterschiedlichen Material-
verhalten von Kern und Schale zu den Einflussfaktoren für die Kontaktformulie-
rung zweier Core-Shell Partikel dazuzählen.
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Der Einfluss der Materialien lässt sich durch eine konkrete Untersuchung des

FEM-Modell in Abaqus CAE

ux

Abbildung 5.7: Deformationsverhalten ux aus Abaqus CAE [156] basierend auf der FEM infolge
einer uniaxialen Verschiebung uz: Demonstration des stark unterschiedlichen Mate-
rialverhaltens von PVDF und NMC.

Deformationsverhaltens des Modells noch deutlicher zeigen. In Abbildung 5.7
ist ein deformierter Zustand des Core-Shell Modells mit Farbkodierung der Ver-
schiebungen in x-Richtung aus der Simulation über Abaqus CAE [156] unter
maximaler Verschiebung uz = 5.0 · 10−5 mm dargestellt. Das Deformationsver-
halten beider Materialien, NMC und PVDF, unterscheidet sich gravierend. Das
elastische Material, NMC, verhält sich aufgrund seines charakteristischen Elas-
tizitätsmoduls von ENMC = 142.0GPa knapp 100-fach steifer als PVDF [157]
mit E2,PV DF = 1365.9MPa, hinsichtlich des Langzeitverhaltens3. Die Schale ver-
formt sich stark und schmiegt sich an die starre Ebene an, während der Kern keine

3 Zurückführen lässt sich das ebenfalls auf den unterschiedlichen Aufbau auf atomarer Ebene.
NMC besitzt eine geschichtete kristalline Struktur ähnlich der von Keramiken. Dagegen ist PVDF
eine Teilkristallinität zuzuweisen [143].
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DEM-Normalkontaktmodellen

mit dem Auge erkennbare Deformation erfährt. Zwischen Kern und starrer Ebene
wird die Schale mit steigender Kompression immer dünner und weicht in radia-
ler Richtung aus. Von großer Wichtigkeit ist an dieser Stelle, dass die Kerne noch
nicht in Kontakt getreten sind. Die FEM stößt für dieses Geschehen an ihre Gren-
zen. Selbst eine Netzverfeinerung führt ab einem gewissen Punkt durch Effekte,
wie Hour Glassing, zu keiner akzeptablen Lösung. Eine Kompression bis zum
Kernkontakt ist über die FEM nicht abbildbar. Dieses Kompressionsverhalten bis
zum Kernkontakt und zusätzlich der alleinige Kernkontakt sollen aber in einer
Core-Shell-Kontaktformulierung für die DEM ebenfalls berücksichtigt werden.

5.4 Gegenüberstellung zu bekannten
elastischen und linear viskoelastischen
DEM-Normalkontaktmodellen

Neben der Untersuchung des Kontaktverhaltens zweier Core-Shell Partikel ist ei-
ne Gegenüberstellung zu den in Kapitel 4 vorgestellten Kontaktbeschreibungen
von rein elastischem sowie rein viskoelastischem Materialverhalten zwischen
sphärischen Partikeln essentiell. Abbildung 5.8 stellt die Reaktionen der drei Ma-
terialansätze infolge uniaxialer Kompressionen in einem Kraft-Verschiebungs-
Diagramm einander gegenüber: 1) rein elastisches, 2) rein viskoelastisches und 3)
kombiniertes Kontaktverhalten (elastisch-viskoelastisch). Alle sphärischen Kon-
taktpaare in 1), 2) und 3) sind gleich groß gewählt, d.h. die Kontaktpartner be-
sitzen jeweils denselben Radius R = 0.01mm. Der Wert des Radius orientiert
sich an der festgelegten Obergrenze des Radius der Sekundärpartikel (siehe Ab-
bildung 5.1). Für 1) und 2) werden die FEM (mit Materialdaten bzw. Prony-
Parametern) und die DEM (mit rheologischen Modellen: 1) HSD, 2) MZ) als
Rechenverfahren angewendet. Die Ergebnisse sind nahezu identisch. Die Er-
gebnisse in 3) entsprechen den FEM-Resultaten nach dem Core-Shell Ansatz
aus Abbildung 5.6. Das Verhältnis von R̂Shell/RCS variiert und unterscheidet die
elastisch-viskoelastischen Kurven voneinander. Zwischen rein elastischem und
rein viskoelastischem Verhalten, 1) und 2), spielt sich das Antwortverhalten des
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Abbildung 5.8: Gegenüberstellung von elastischem, viskoelastischem und elastisch-
viskoelastischem Kontaktverhalten zweier sphärischer Partikel derselben Größe
infolge einer externen Verschiebung uz = 0.1µm. Die Ergebnisse beruhen auf
den Verfahren der FEM sowie DEM. Modellangaben DEM: 1) HSD - elastisch
(Tabelle 4.2, NMC, ρscaled ), 2) MZ - viskoelastische (Tabelle 4.2, PVDF, ρ true),
Belastungstyp: (II)-BCT, Radius R = 0.01mm, Zeitschrittweite: ∆t ≈ 10 · 10−5s.
Modellangaben FEM 1), 2) und 3): Tabelle 4.2 mit Prony-Parametern (vgl. Kapitel
4.11) für PVDF: g1 = 0.78, τ1 = 1.78s.

Core-Shell Partikelkontaktes infolge einer Kompression ab.
Deutlich ist zunächst der gravierende Unterschied von 2) und 3) zu dem elas-
tischen Kontaktpaar 1). Die FEM-Ergebnisse des Core-Shell Partikelkontaktes
in 3) zeigen, dass sich eine Materialkombination zu Beginn der Kompression
zunächst ähnlich zu dem rein viskoelastischen Material verhält. Ab einem be-
stimmten Kompressionsgrad, den es zu untersuchen gilt, weichen die Antworten
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in 3) von 2) ab. Einen Einfluss hat dabei das geometrische Verhältnis von Scha-
lendicke R̂Shell zu Gesamtradius RCS. Ein Effekt des inneren elastischen Kerns
ist gegeben, obwohl die Kerne bis dahin noch nicht in direktem Kontakt mitein-
ander stehen. Das zunächst weiche, nahezu viskoelastische Spannungsverhalten
des Core-Shell Kontaktes resultiert aus dem anfänglichen Kontakt der viskoelas-
tischen Schalen bis es zu einer verstärkten Zunahme kommt. Die reinen Materi-
alzustände 1) und 2) kennzeichnen die Grenzen einer Schalendickenveränderung
bei konstantem Radius RCS des Core-Shell Modells: Für R̂Shell/RCS → 1.0 mit
RCS =konst. ist rein viskoelastischer Kontakt gegeben. Für das umgekehrte Sze-
nario R̂Shell/RCS → 0.0 gilt ein rein elastischer Kontakt (siehe Abbildung 5.9).
Hinsichtlich einer Materialverhaltensanalyse zeigt Abbildung 5.10 Momentauf-
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Abbildung 5.9: Grenzfälle des Core-Shell Modells mit RCS =const.: Ein rein elastisches Kontaktver-
halten für R̂Shell/RCS → 0.0: Der Kern nimmt das gesamte Partikel ein, während die
Schale verschwindet. Ein rein viskoelastisches Kontaktverhalten für R̂Shell/RCS →
1.0: Der Kern verschwindet und die Schale nimmt das Partikel ein.

nahmen von Spannungs- sowie Verformungszuständen der drei FEM-Simula-
tionen, dem elastischen, viskoelastischen sowie elastisch-viskoelasischen Kon-
taktgeschehen. Sie sollen das unterschiedliche Materialverhalten von NMC und
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PVDF, in Abhängigkeit von der gewählten Partikelgeometrie, verständlicher wer-
den lassen. Alle FEM-Modelle unterliegen einer verschiebungsgesteuerten Kom-
pression von uz = 5.0 · 10−5 mm in Richtung der starren Ebene. Nach dem Zu-
sammenhang (4.1) entspricht das einer Boxdehnung von ε = 0.5% im DEM-
Modell. Während die Maximalverschiebung für (a) und (b) identisch ist, unter-
scheiden sich die Simulationen durch die Wahl der Dehnrate mit ε̇(a) = 0.1 1

s
und ε̇(b) = 0.01 1

s . Die Simulationen des elastischen Verhaltens zeigen erwar-
tungsgemäß den vergleichsweise höchsten Spannungszustand der drei Szena-
rien. Hier hat die Dehnrate keinen Einfluss. Für ein viskoelastisches Material
sind die Spannungs- und Verformungszustände, d.h. die Verschiebungen ux in
x-Richtung, aufgrund der Zeitabhängigkeit des Materials ratenabhängig. Der vis-
koelastische Deformationszustand (b) mit geringerer Dehnrate zeigt eine höhe-
re maximale Verschiebung in x-Richtung umax

x . Das bedeutet, dass das Material
infolge der langsameren Belastung mehr Zeit hat, sich in x-Richtung auszudeh-
nen. Bei schnellerer Belastung reagiert das Material vergleichsweise steifer und
hemmt die Verschiebung ux. Interessant sind die Spannungszustände des Core-
Shell Partikels. Sie veranschaulichen, dass sich der Ort der maximalen Span-
nung nicht im relevanten Kontaktpunkt RF von Partikel zu starrer Ebene befin-
det, dem Referenzpunkt, sondern im Kontaktpunkt von Schale zu Kern. Bis zur
starren Ebene findet eine Art "Pufferung"durch die viskoelastische Schale statt.
Dieser Pufferungsseffekt steht in Abhängigkeit von der Dicke der Schale R̂Shell .
Anhand der Deformationszustände in x-Richtung wird das unterschiedliche Ma-
terialverhalten der individuellen Komponenten im Core-Shell Modell deutlich.
Die Schale aus dem viskoelastischen Material des Binders reagiert zuerst auf die
äußere Einwirkung, indem sie durch vergleichsweise geringe Steifigkeit gegen-
über NMC zwischen Kern und Kontaktpunkt RF ausweicht. Ihre Dicke R̂Shell

wird an dieser Position geringer. Der Kern verhält sich nahezu starr. Bei genau-
er Betrachtung der deformierten Zustände von Core-Shell- und viskoelastischem
Modell ist ein weiterer wichtiger Unterschied anzumerken: Eine vergleichsweise
stärkere Ausprägung des Kontaktradius rc des Core-Shell Partikels, der sich auf
die reale Kontaktfläche zwischen den Partikeln bezieht. Ihr Radius rc entspricht
im Verformungszustand ux der Länge der Kontaktlinie von Partikel und starrer
Ebene. Mit bloßem Auge lässt sich der Unterschied beider Kontaktradien nicht
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Abbildung 5.10: Gegenüberstellung von elastischen, viskoelastischen und elastisch-viskoelastischen
Spannungs- sowie Deformationszuständen, σz und ux, für zwei unterschiedliche
Dehnraten in (a) und (b) infolge einer uniaxialen verschiebungsgesteuerten Kom-
pression zum Zeitpunkt maximaler Verschiebung uz = 5.0 · 10−5mm in Richtung
der starren Ebene. Die FEM dient als Rechenverfahren.
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5 Kombination von elastischem und linear viskoelastischem Materialverhalten

erkennen. Numerische Untersuchungen von quasi-statischen FEM-Simulationen
beweisen jedoch die unterschiedliche Entwicklung der Kontaktradien und die-
se sind in Abbildung 5.11 als rc,FEM über der Verschiebung uz abgebildet. Alle
Kurven kennzeichnen jeweils ein festes Verhältnis R̂Shell/RCS. Sie zeigen nicht-
lineare, wurzelfunktionsähnliche Anstiege. Je kleiner das Verhältnis R̂Shell/RCS

mit RCS =konst., desto höher der Deformationsgrad des Core-Shell Partikels, d.h.
desto stärker wächst der entsprechende Verlauf von rc,FEM an. Die zunehmende
Ausdehnung des Kontaktradius rc,FEM hängt von der Dicke der Schale R̂Shell

ab. Je dünner die Schale ist, desto mehr wird sie bei gleicher z-Verschiebung
in z-Richtung gestaucht. Beim Core-Shell Partikel konzentriert sich die gesam-
te vertikale Deformation auf die viel weichere Schale. Da die Entwicklung des
Kontaktradius eines Core-Shell Partikelkontaktes neben anderen Faktoren offen-
sichtlich auf die Geometrie von Schale und Kugel zurückzuführen ist, soll dem
Kontaktradius für eine Core-Shell Kontaktbeschreibung in DEM eine geometri-
sche Abhängigkeit über das Verhältnis von Schalendicke R̂Shell zu Radius RCS zu-
geordnet werden. Grundlage für die Formulierung des Core-Shell-Kontaktradius
ist die unterste Kurve in Abbildung 5.11. Sie entspricht dem Kontaktradiusver-
lauf eines rein viskoelastischen Kugelkontakts, der über eine Berechnung mit
DEM auf der Annahme von Radok [2] aus Gleichung (4.25) beruht.
Die Core-Shell-Kontaktbeschreibung lässt sich darauf aufbauen, dass zunächst

ein viskoelastischer Kontakt entsteht, da sich lediglich die viskoelastischen Scha-
len kontaktieren. Ab einem gewissen Kompressionsgrad, der in Abhängigkeit
von dem Verhältnis R̂Shell/RCS steht, gewinnen die elastischen Kerne an Einfluss
auf das Kontaktgeschehen. Dieser Gedankenansatz wird zur Kontaktformulie-
rung für eine DEM-Core-Shell Kontaktformulierung gewählt. Sie soll den geo-
metrischen Einfluss der Dicke der Schale über den Kontaktradius rc integrieren,
der indirekt das Materialverhalten durch die unterschiedliche Kontaktflächenent-
wicklung des Core-Shell Kontaktes berücksichtigt. Zusätzlich soll der Einfluss
des Kerns eingebunden werden, der ebenfalls in Abhängigkeit von Material und
Geometrie der Core-Shell Partikel steht.
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Abbildung 5.11: FE-Analyse der Entwicklung des Kontaktradius rc,FEM mit zunehmender Kompres-
sion. Partikelradius RCS = 0.01mm und maximale Verschiebung uz = 0.0001mm
bleiben konstant, während die Dicke der Schale variiert, mit R̂Shell/RCS =
[0.02,0.01, ...,0.5]. Die Kontaktradienentwicklung des Core-Shell Kontaktverhal-
tens ist der Lösung von Radok [2] für ein rein viskoelastisches Zwei-Partikel-
Kontaktverhalten gegenübergestellt mit dem Material PVDF (siehe Tabelle 4.2).
Sie beruht auf einer quasi-statischen Berechnung über die DEM unter Verwendung
des Maxwell-Zener Modells. Die oberste schwarze Kurve Kennzeichnet das Ergeb-
nis der dünnsten Schale.

5.5 DEM Core-Shell Normalkontaktmodell

In der DEM findet eine Kontaktbeschreibung zwischen zwei Partikeln über die
Wahl geeigneter rheologischer Modelle in Abhängigkeit von deren Materialei-
genschaften statt. Mit Bezug auf die geometrische Kontaktfläche wird die Kon-
taktkraft in Normalen- sowie Tangentialrichtung aufgespalten, d.h. es sind dem-
nach zwei rheologische Modelle zu wählen, die das gesamte Kontaktverhalten
näherungsweise beschreiben. Die in Abschnitt 4.2 präsentierte Kontaktbeschrei-
bung in tangentialer Richtung von Mindlin und Deresiewicz [28, 44] wird für
das Core-Shell Kontaktmodell übernommen. Die Kontaktformulierung in Nor-
malenrichtung wird für dieses Modell neu definiert mit dem Ziel, ein Core-Shell
Kontaktverhalten im Ablauf der DEM integrieren zu können.
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Das sphärische Core-Shell Partikel entspricht in der DEM einem diskreten Ele-
ment. Durch die räumliche Unterteilung in Kern und Schale lassen sich ihm zwei
Materialeigenschaften zuordnen, die jeweils nur für den zugewiesenen räumli-
chen Bereich charakteristisch sind. Der Kern besitzt die elastischen Eigenschaf-
ten des Akitvmaterials und die Schale die des viskoelastischen Binders. Die DEM
arbeitet nach dem Soft Sphere-Ansatz [13] mit geometrischen Überlappungen
δ

i j
n . Diese Thematik wurde in Kapitel 2 bereits erläutert, worauf hier aufgebaut

wird. Für δ
i j
n > 0 stehen zwei Partikel i und j miteinander in Kontakt. Im Fall

von gleich großen Kontaktpartnern mit Ri
CS = R j

CS, aber Schalen ungleicher Di-
cke, gilt für die dünnere R̂min

Shell = min(R̂i
Shell , R̂

j
Shell). Daran orientieren sich die

Überlappungsszenarien für einen Core-Shell Kontakt, siehe Abbildung 5.12.

Die Größe δ
i j
n ist in der numerischen Umsetzung repräsentativ für die tatsächli-

che Deformation der Partikel (vgl. Kapitel 2). Nach der Theorie von Radok [2]
beeinflusst δ

i j
n unter anderem den Kontaktradius rc nach Gleichung (4.25) der

mechanischen Kontaktfläche Ac. Diese Formulierung wird für das Core-Shell
Kontaktmodell als grundlegende Annahme herangezogen und an späterer Stel-
le um eine dimensionslose Funktion erweitert. Sie soll den speziellen geometri-
schen Zusammenbau aus Kern und Schale inklusive variierender Abmessungen
beinhalten.
Das stark unterschiedliche Deformationsverhalten von viskoelastischer Schale
und elastischem Kern, ersichtlich in Abbildung 5.10, weist darauf hin, dass zwi-
schen Kern und Schale bereits eine partikelinterne Interaktion stattfindet. Aus den
FEM-Lösungen in Abbildung 5.6 ist ersichtlich, dass der Kern mit zunehmender
Kompression vermehrt an Einfluss gewinnt bis es schließlich in einen Kernkon-
takt übergeht. Der Binder existiert für diesen Kompressionszustand nicht mehr
zwischen den elastischen Kernen und ist nahezu vollständig ausgewichen.
Das stark unterschiedliche Verhalten von Kern und Schale während der Kom-
pression begründet die Idee einer getrennten Normalkontaktformulierung in der
DEM und wird zuerst für den Bereich 1) 0 < δ

i j
n < R̂Shell der Kontaktszenari-

en aus Abbildung 5.12 realisiert: Ein Term soll den Anteil der Schale beschrei-
ben, FShell , und ein zweiter den des Kerns, FCore. Während FShell hauptsäch-
lich das Deformationsverhalten der Schale berücksichtigt, wird über FCore der
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Abbildung 5.12: Kontaktszenarien der DEM-Core-Shell Kontaktformulierung.
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massive Krafteinfluss des Kern beschrieben. In der Rheologie entspricht eine
Addition beider Spannungs- bzw. Kraftterme der Modellierung einer Parallel-
schaltung. Die Summe der zueinander parallel geschalteten Modelle beschreibt
die Gesamtkraft FCS. Für FShell wird das nichtlineare Maxwell-Zener-Modell als
Grundlage herangezogen und involviert damit die Zeitabhängigkeit des visko-
elastischen Materials. Eine Hertz’sche Feder dient der grundlegenden Beschrei-
bung von FCore, dem elastischen Kern. Aufbauend auf den vorangegangenen
Überlegungen und Analysen des Hertz’schen Feder-Dämpfer-Modells und des
Maxwell-Zener-Modells wird ein modifizierter Ansatz verfolgt, der auf Kräfte-
addition, d.h. eine Parallelschaltung, zurückgreift. Der Aspekt der Kräfteadditi-
on erleichtert den Implementierungsaufwand erheblich und das bereits gesam-
melte Wissen der beiden getrennten rheologischen Modelle aus Kapitel 4 kann
hier genutzt werden. Allerdings würde eine Parallelschaltung der bekannten Mo-
delle in ihrer ursprünglichen Form das gewünschte Ergebnis, eine Reproduktion
der FEM-Resultate in Abhängigkeit von der Variation der Schalendicke R̂Shell ,
nicht korrekt beschreiben. Es wäre sogar irreführend. Der Pufferungseffekt, der
aus der besonderen Geometrie des viskoelastischen Materials als Schalenelement
stammt und mit Variation der Schalendicke stärker oder schwächer ausfällt, so-
wie der dadurch geminderte Einfluss des Kerns, blieben unberücksichtigt. Der
Kern hätte von Kompressionsbeginn an einen überhöhten Einfluss auf das ge-
samte Kontaktgeschehen. Daher werden neue Funktionen integriert, die sich auf
die Formulierungen von Hertz [1] und Radok [2] auswirken. Folgender Ansatz
wird für die Kontaktkraft des Core-Shell Modells gewählt:

FCoreShell = FShell

(
q
( R̂Shell

RCS

)
, t
)
+FCore

(
δ̂n

( R̂Shell

RCS
,δ i j

n

))
. (5.9)

Die Funktionen q
(

R̂Shell/RCS

)
und δ̂n

(
R̂Shell/RCS,δ

i j
n

)
sollen die Geometrie des

Modells und die unterschiedlichen materiellen Aspekte berücksichtigen. Als de-
ren Einflussgrößen werden das Verhältnis von Schalendicke R̂Shell zu Partikelra-
dius RCS und die Überlappung δ

i j
n beider Kontaktpartner genutzt.
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5.5.1 Einfluss der linear viskoelastischen Schale

Der Term FShell wird über die Wahl eines durch eine Funktion q(R̂Shell/RCS)

modifizierten Maxwell-Zener-Modells beschrieben. Die Funktion soll das De-
formationsverhalten der Schale unter Variation der Schalendicke R̂Shell involvie-
ren. Die Idee basiert auf der Analyse der Entwicklung der kreisförmigen me-
chanischen Kontaktfläche Ac in der FEM-Lösung während zunehmender Kom-
pression für variierende Geometrieverhältnisse R̂Shell/RCS. Eine Veranschauli-
chung des Deformationsverhaltens ist in Abbildung 5.13 abgebildet. Im Fo-
kus stehen langsame, d.h. quasi-statische Prozesse, die in der neuen Formu-
lierung mit q0(R̂Shell/RCS) beschrieben werden, d.h. der Index 0 bezieht sich
auf das Langzeitverhalten. Der Kontaktradius rc entspricht in dem zweidimen-
sionalen Verformungszustand in (b) der Länge der Kontaktlinie zwischen Par-
tikel und starrer Ebene. Der Index FEM kennzeichnet fortlaufend die Ergebnis-
se, die aus den FEM-Rechnungen in Abaqus CAE resultieren. Der Verlauf des
Kontaktradius rc,FEM in Abhängigkeit von unterschiedlichen Schalendicken mit
RCS =konst. wurde bereits in Abbildung 5.11 der Lösung von Radok [2] für eine
rein viskoelastische Kontaktformulierung gegenübergestellt. Mit dünner werden-
der Schale unter gleichen äußeren Einwirkungen deformiert sich ein Core-Shell
Partikel stärker, d.h. der Kontaktradius wächst stärker als bei zwei reinen vis-
koelastischen Partikeln. Inwiefern der Kontaktradius Einfluss auf die Kontakt-
formulierung nach Radok [2] ausübt, zeigt Gleichung (4.24) über das Integral(∫ t

0
d

dt ′

(
rc(t ′)

)3
dt ′
)

. An dieser Stelle findet eine Modifizierung von rc für die
DEM-Formulierung statt. Der Kontaktradius rc für den Core-Shell Ansatz soll in
Abhängigkeit von R̂Shell/RCS stehen. Dafür wird die Funktion q0(R̂Shell/RCS) in
die Radok’sche Kontaktradiusformulierung (4.25) involviert:

rc,FEM

( R̂Shell

RCS
, t
)
=

√
q0

( R̂Shell

RCS

)
Re f f δn(t). (5.10)
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(a) Ausgangsmodell
(b) Verschiebung ux

uz

RF
rc,FEM

(b) Verschiebung ux

Abbildung 5.13: FEM-Modell des undeformierten und deformierten Zustandes des Core-Shell Par-
tikels infolge zunehmender Kompression. Der Kontaktradius rc,FEM kennzeichnet
die sich für ein sphärisches Partikel ausbildende kreisförmige Kontaktfläche Ac.

Das Verhalten von rc,FEM

(
R̂Shell
RCS

, t
)

soll durch q0 in Abhängigkeit von R̂Shell/RCS

widergespiegelt werden. Durch Umformung der Formel (5.10) resultiert

q0

( R̂Shell

RCS

)
=

r2
c,FEM( R̂Shell

RCS
, t)

Re f f δn(t)
. (5.11)

Die Werte von q0(R̂Shell/RCS) aus den FEM-Studien sind in Abbildung 5.14 ab-
gebildet. Das Programm ORIGINPRO [172] dient der Anpassung und Ermittlung
einer exponentiellen Fit-Funktion für q0(R̂Shell/RCS). Für die Funktion gelten fol-
gende Zwangsbedingungen:

(I) q0(R̂Shell/RCS = 0.0) = 0.0, (keine Schale, elastische Vollkugel)

(II) q0(R̂Shell/RCS = 1.0) = 1.0 (kein Kern, viskoelastische Vollkugel).
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5.5 DEM Core-Shell Normalkontaktmodell

Bedingung (I) fordert ein, dass für den Fall von ’keiner Schale’ ein elastisches
Kontaktpaar vorliegt und der Wert von q0 Null entspricht. Jeglicher Einfluss der
Schale wird ausgeschlossen. Das parallel geschaltete Maxwell-Zener-Modell ist
inaktiv.
Für das Verhältnis R̂Shell/RCS wird eine Toleranzschwelle TOL eingeführt. Un-
terhalb dieser Grenze ist die Schale so dünn, dass ihr Einfluss in der Kontaktfor-
mulierung vernachlässigbar klein wird. Die Schale soll als ’nicht existent’ gelten.
Mit Hilfe der FEM-Studien wird für den Übergang zum Kernkontakt ein konkre-
ter Wert für TOL in Kapitel 5.5.5 ermittelt.
Bedingung (II) fordert ein, dass R̂Shell = RCS gilt. Es liegt ein rein viskoelasti-
sches Kontaktpaar vor, d.h. ein Kern existiert nicht mehr. Solch ein Kontakt soll
ausschließlich über das bekannte Maxwell-Zener-Modell ausgedrückt werden.
Als optimale Fitfunktion für q0 für quasi-statische Prozesse wurde ermittelt:

(I) q0

( R̂Shell

RCS
≤ TOL

)
= 0, (5.12)

(II) q0

( R̂Shell

RCS
> TOL

)
=−0.22 log10

( R̂Shell

RCS

)
+1.0. (5.13)

Für q0 wurde ausschließlich die geometrische Abhängigkeit von R̂Shell/RCS ge-
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TOL R̂Shell/RCS [-]

q 0
[-

]

Abbildung 5.14: Ergebnisse für q0 basierend auf den FEM-Resultaten für rc,FEM , über die die expo-
nentielle Fit-Funktion q0 über ORIGINPRO [172] ermittelt ist.

wählt, da q0 seinerseits den Kontaktradius rc beeinflusst, der wiederum von geo-
metrischen Partikelüberlappung δ

i j
n abhängig ist und damit indirekt eine Materi-

alabhängigkeit involviert.
Wird Gleichung (5.10) mit (5.12) und (5.13) in (4.24) eingesetzt, resultiert:

FShell(q0, t) =
8

3Re f f

∫ t

0
Ψ(t − t ′)

d
dt ′

(rc,FEM(q0, t ′))3 dt ′

=
4

Re f f

∫ t

0
(E1e(t−t ′)/τ +E2)

(
Re f f q0

( R̂Shell

RCS

)
δn(t ′)

)1/2

(
Re f f q0

( R̂Shell

RCS

)
δ̇n

)
dt ′

=4
√

Re f f

(
q0

( R̂Shell

RCS

))3/2

∫ t

0
(E1e(t−t ′)/τ +E2)

(
δn(t ′)

)1/2
δ̇n(t ′)dt ′. (5.14)

204



5.5 DEM Core-Shell Normalkontaktmodell

Die Definition für den numerischen Ablauf mit diskreten Zeitschritten ∆t lautet
entsprechend Gleichung (4.26) für eine Parallelschaltung

FShell(q0, t +∆t) =
2

∑
i=1

Fi(q0, t +∆t) = F1(q0, t +∆t)+F2(q0, t +∆t), (5.15)

die analog zu den Gleichungen (4.28) und (4.29) für 1
τ2

= 0 mit

i = 1 : F1(q0, t +∆t) =F1(q0, t)e−∆tE1,Shell/η

+∆tE1,Shelle−∆tE1,Shell/(2η)
√

RCS,e f f δn(t +∆t/2)

δ̇n(t +∆t/2)
(

q0

( R̂Shell

RCS

))3/2
(5.16)

i = 2 : F2(q0, t +∆t) =F2(q0, t)

+∆tE2,Shelle−∆tE1,Shell/(2η)
√

RCS,e f f δn(t +∆t/2)

δ̇n(t +∆t/2)
(

q0

( R̂Shell

RCS

))3/2
(5.17)

für den folgenden Iterationsschritt (t +∆t) und der Definition von q0 in den Glei-
chungen (5.12) und (5.13) transformiert wurden. Die Gleichungen (5.16) und
(5.17) des modifizierten nichtlinearen Maxwell-Zener-Modells wurden in die
DEM-Routine in den Code kitGran implementiert. Sie liefern für unterschied-
liche Schalendicken die in Abbildung 5.15 visualisierten Ergebnisse, welche den
FEM-Referenzlösungen sowie der Kontaktbeschreibung zweier viskoelastischer
Vollkugeln gegenüber gestellt sind. Offensichtlich ist der modifizierte Term FShell

allein nicht ausreichend, um die Referenzlösungen zu reproduzieren, denn der
Einfluss des Kerns ist zwar erkennbar, aber noch nicht ausreichend berücksich-
tigt.
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Abbildung 5.15: Vergleich der FEM-Referenzlösungen des Core-Shell Partikelkontaktes infol-
ge einer uniaxialen Verschiebung uz mit DEM-Lösungen eines viskoelastischen
Kugelkontaktes mit dem Maxwell-Zener Modell (MZ) und eines elastisch-
viskoelastischen Kontaktes mit dem Core-Shell Kontaktmodell (CS) mit Fn =
FShell . Modellangaben DEM: MZ (Tabelle 4.2, PVDF, ρ true), CS (Tabelle 4.2, Scha-
le: PVDF, ρ true, Kern: NMC, ρscaled ), Belastungstyp: (II)-BCT, Radius R= 5.0µm,
Zeitschrittweite: ∆t ≈ 10 · 10−5s,Kompression: ε = 0.02%. Modellangaben FEM:
Tabelle 4.2 - Schale: PVDF, Kern: NMC; Prony-Parameter für PVDF: g1 = 0.78,
τ1 = 1.78s; Kompression: uz = 5.0 ·10−5 mm.
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5.5 DEM Core-Shell Normalkontaktmodell

5.5.2 Einfluss des elastischen Kerns

Um den Einfluss des Kerns zu studieren, wird ein viskoelastisches Vollpartikel
mit RCS =konst. als Startkonfiguration gewählt. Es gilt R̂Shell/RCS = 1.0, sie-
he Abbildung 5.9. Davon ausgehend wird die Schalendicke R̂Shell reduziert und
der Kern wächst mit RCore zeitgleich an. Von Interesse ist nun jenes Verhält-
nis R̂Shell/RCS, ab dem der Kern während einer Kompression erstmalig an Ein-
fluss auf das Kontaktgeschehen gewinnt, d.h. eine Änderung in der Kontaktkraft
am Punkt RF4 auftritt. Für diese Untersuchungen wird zunächst ein alternatives
FEM-Modell implementiert, bei dem eine elastische Kugel in eine horizontale
viskoelastische Schicht der Dicke D gepresst wird, die auf einer starren Ebene
aufliegt. Das Szenario ist in Abbildung 5.16 abgebildet, wobei R die Summe aus
Kugelradius und Schichtdicke D ist. In Gegenüberstellung zu dem Ursprungs-
modell aus Kern und Schale gilt D = R̂Shell und R = RCS. Der Referenzpunkt
RF entspricht dem Kontaktpunkt von Schicht zu starrer Ebene. Es lässt sich zei-
gen, dass beide FEM-Modelle - Kugel-Schicht und Kugel-Schale - ansatzweise
dieselben Kontaktkraftlösungen produzieren. Diese Aussage gilt beispielsweise
für D/R = 0.1 aus Abbildung 5.16. Die Modelle sind für D → 0 und D ≫ 1
vergleichbar. Die Modellierung Kugel-Schicht bietet gerade für große Werte von
D ≫ 1 Zeitersparnisse in den FEM-Simulationen. Das Kontaktverhalten zwei-
er rein viskoelasitischer Partikel ⋆, berechnet über die DEM mit dem Maxwell-
Zener-Modell, ist neben den Ergebnissen der neuen Modellierungsweise in Ab-
bildung 5.16 grafisch abgebildet. Dem kommt das Ergebnis von D ≫ 1 sehr na-
he. Bei hohem Wert von D ist also die Präsenz einer elastischen Kugel für die
Kontaktkraft am Referenzpunkt RF ohne Bedeutung. Diese Belastungssituation
gleicht einem Fall, bei dem die Verschiebung uz direkt an einer hinreichend di-
cken viskoelastischen Schicht angreift, was einem rein viskoelastischen Kontakt

4 Am Punkt RF wird die Normalkontaktkraft eines Zweipartikelkontakts in der FEM ausgewertet.
Die Kraft entspricht der Summe aller Auflagerreaktionen in vertikaler Richtung an der horizon-
talen Kante, an der die äußere Verschiebung angreift.
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Abbildung 5.16: Vergleich zweier FEM-Modelle: Kugel-Schicht und Kugel-Schale bei Variation
der Schicht- bzw. Schalendicke zur Untersuchung des erstmaligen Krafteinflusses
des Kerns am Referenzpunkt RF . Gegenüberstellung zu viskoelastischem Parti-
kelkontakt berechent über die dynamische DEM unter Verwendung des nichtli-
nearen Maxwell-Zener Modells. Modellangaben DEM: MZ (Tabelle 4.2, PVDF,
ρ true), ρ true, Belastungstyp: (II)-BCT, Radius R = 0.01mm, Zeitschrittweite: ∆t ≈
10 · 10−5s,Kompression: ε = 0.2%.), Modellangaben FEM: Tabelle 4.2 - Schale:
PVDF, Kern: NMC; Prony-Parameter für PVDF: g1 = 0.78, τ1 = 1.78s; Kompres-
sion: uz = 5.0 ·10−2µm.

entspricht. Als untere Kraft-Verschiebungs-Kurve eines Core-Shell Kontaktge-
schehens gilt demnach das Resultat einer Kompression rein viskoelastischer Ku-
geln mit R̂Shell/RCS = 1. Das zeigt die Gleichheit der Resultate in Abbildung 5.16
für D ≫ 1 und ’⋆’, dem viskoelastischen Vollkugelkontakt.
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5.5 DEM Core-Shell Normalkontaktmodell

Um den erstmaligen Einfluss des elastischen Kerns herauszufinden, wird die
Schichtdicke weiter reduziert. Bezogen auf das Core-Shell Partikelmodell erge-
ben die Studien, dass für R̂Shell/RCS = 0.5, d.h. R̂Shell = RCore, erstmalig eine
Kraftinformation des Kerns am Punkt RF ankommt. Für R̂Shell > RCore wird da-
her die Annahme eines rein viskoelastischen Kontaktes gemacht, ausgedrückt
über das nichtlineare Maxwell-Zener-Modell.
Unterhalb dieser Grenze R̂Shell ≤ RCore, d.h. für dünner werdende Schalendicken
nimmt der Einfluss des elastischen Kerns, ausgedrückt durch FCore, stark zu. Ma-
thematisch lässt er sich über den Zusammenhang

FCore = FCS,FEM −FShell (5.18)

beschreiben, der Differenz aus der FEM-Lösung FCS,FEM in Abhängigkeit von(
R̂Shell
RCS

,δ i j
n

)
und der Formulierung für die Schale FShell in der DEM in Ab-

hängigkeit von (q0, t) (siehe Kapitel 5.5.1). Abbildung 5.17 veranschaulicht
FCore

(
R̂Shell
RCS

,δ i j
n

)
nach Gleichung (5.18) als Restterm. Exemplarisch ist hier ein

Verhältnis von R̂Shell/RCS = 0.04 gewählt. Der Ansatz für FCore basiert auf der
Beschreibung des bis zu diesem Zeitpunkt noch unberücksichtigten, parallel ge-
schalteten Hertz’schen Feder-Modells mit der um δ̂n erweiterten Formel

FCore =
4
3

ECore,e f f

√
RCS,e f f (δ

i j
n )3δ̂n. (5.19)

Hier kennzeichnet ECore,e f f den effektiven Elastizitätsmodul des Kerns. Der ef-
fektive Radius RCS,e f f mit dem Index CS bezieht sich allerdings auf das Ge-
samtpartikel. Die neue Funktion δ̂n soll in Abhängigkeit von der Überlappung
δ

i j
n sowie dem Verhältnis von Schalendicke zu Radius R̂Shell/RCS stehen. Um

den Einfluss bei Variation von R̂Shell/RCS näher zu analysieren, wird die Bezie-
hung (5.18) herangezogen und dem Ansatz (5.19) gleichgesetzt. Eine Umfor-
mung führt zu

δ̂n

( R̂Shell

RCS
,δ i j

n

)
=

3
4

FFEM

(
R̂Shell
RCS

,δ i j
n

)
−FShell(q0, t)

ECore,e f f

√
RCS,e f f (δ

i j
n )3

. (5.20)
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Abbildung 5.17: Visualisierung der Kraftanteile FCore und FShell der Gesamtkraft FCS,FEM für ein

Verhältnis von R̂Shell
RCS

= 0.04 mit RCS = 0.01mm. FCore resultiert aus der Differenz
FCS,FEM −FShell .

Gleichung (5.20) liefert einen Einfluss der Überlappung δ
i j
n u.a. über

FFEM

(
R̂Shell
RCS

,δ i j
n

)
. Zur Verdeutlichung wird δ̂n als Resultat der FEM-Studien

über δ
i j
n , der Partikelüberlappung, in Abbildung 5.18 aufgetragen. Eine Variation

von R̂Shell/RCS unterscheidet die Kurven. Die weitere Vorgehensweise ähnelt der
Bestimmung von q0. Ein markanter Unterschied liegt darin, dass δ̂n in Abhän-
gigkeit zweier Variablen δ

i j
n und R̂Shell/RCS beschrieben werden soll. Der lineare

Fit

δ̂n = m ·δ i j
n +b, (5.21)
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Abbildung 5.18: Kurvenverläufe von δ̂n für konstante Werte von R̂Shell/RCS =
[0.1;0.09;0.08;0.07; ...;0.02;0.01] (aufsteigende Reihenfolge) in Abhängig-
keit von der virtuellen Überlappung δ

i j
n . Markierung einer Regressionsgeraden als

Fit-Funktion von δ̂n(R̂Shell/RCS = 0.04).

erzielte unter zahlreichen Fit-Funktionen das beste finale Ergebnis einer Core-
Shell Kontaktbeschreibung nach dieser Herangehensweise. Den Parametern m
[mm−1] und b [-] wird eine Abhängigkeit von R̂Shell/RCS zugewiesen:

δ̂n

( R̂Shell

RCS
,δn

)
= m

( R̂Shell

RCS

)
δn +b

( R̂Shell

RCS

)
. (5.22)

Abbildung 5.19 veranschaulicht die aus den numerischen FEM-Rechnungen re-
sultierenden Verläufe von mFEM und bFEM , aufgetragen über R̂Shell/RCS. Über
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einen exponentiellen Fit mit Hilfe von ORIGINPRO [172] lassen sich erneut Fit-
Funktionen für m und b finden:

m
( R̂Shell

RCS

)
= 0.042

( R̂Shell

RCS

)−1.17294
(5.23)

b
( R̂Shell

RCS

)
= 0.0006

( R̂Shell

RCS

)−1.60079
. (5.24)

Beide Fit-Funktionen (5.23) und (5.24) entsprechen Exponentialfunktionen. Für

0.0
1.00.80.60.4

0.2

2.0
4.0
6.0
8.0
10.0

R̂Shell/RCS [-]

m
[m

m
−

1 ]

1.00.80.60.4
0.2

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

R̂Shell/RCS [-]

b
[-

]
bFEM
Fit-Funktion b

mFEM
Fit-Funktion m

0.0

Abbildung 5.19: Kurvenverläufe von mFEM und bFEM in Abhängigkeit von dem Verhältnis
R̂Shell/RCS zur Ermittlung der Fit-Funktionen m und b, die den Zwangsbedigun-
gen (III) und (IV) unterliegen.

R̂Shell/RCS → 0 streben die Funktionen (5.23) und (5.24) gegen einen unendli-
chen Wert und für R̂Shell/RCS → 1 jeweils gegen Null. Von Bedeutung sind ge-
nau diese Grenzbereiche für das Core-Shell Modell. Für die gesuchte Funktion
δ̂n

(
R̂Shell
RCS

,δ i j
n

)
in Gleichung (5.22) werden folgende Zwangsbedingungen (III)

und (IV) auferlegt, die in der Folge Fallunterscheidungen für m und b in den
Gleichungen (5.23) und (5.24) mit sich bringen:

(III) δ̂n(0.0,δ i j
n ) = 1.0 = m(0.0)δ

i j
n +b(0.0), (5.25)

(IV) δ̂n(1.0,δ i j
n ) = 0.0 = m(1.0)δ

i j
n +b(1.0). (5.26)
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Für den Grenzfall (III), dass die Schale mit R̂Shell = 0.0 verschwindet, soll der
Wert des neuen Parameters δ̂n(0.0,δ

i j
n ) Eins betragen. Das bedeutet, dass aus-

schließlich die Hertz’sche Feder mit FCore(R̂Shell/RCS = 0.0,δ i j
n = 1.0) aktiv und

das modifizierte Maxwell-Zener-Modell mit q0 = 0.0 (vgl. Gleichung (5.12))
deaktiviert ist. Wird der Maxwell-Zener-Arm der gesamten Parallelschaltung
vollständig deaktiviert, findet keine Dämpfung mehr statt. Eine Dissipation der
kinetischen Energie ist jedoch erforderlich. Daher ist es unbedingt notwendig,
einen Dämpfer der Hertz’schen Feder parallel zu schalten, so dass es dem klas-
sischen Hertz’schen Feder-Dämpfer Modell entspricht. Dabei wird ein physika-
lischer (vgl. Kapitel 4.4.2: das HSD-Modell in der dynamischen DEM-Routine
mit η = 250GPa s) gewählt, da die dynamische DEM-Routine für zeitabhängi-
ges Materialverhalten verwendet wird.
Die Bedingung (IV) beschreibt den Grenzfall eines rein viskoelastischen Kon-
taktes ohne Kern, mit R̂Shell = RCS und q0 = 1.0 (vgl. Gleichung (5.13)). Ein Ver-
schwinden des Kerns muss mit δ̂n(1.0,δ

i j
n ) = 0.0 eingefordert werden. Aus den

vorangehenden Studien gilt ein viskoelastischer Kontakt bereits ab R̂Shell/RCS =

0.5. Das Maxwell-Zener-Modell verbleibt in der Parallelschaltung neben einer
inaktiven Hertz’schen Feder.
Aus den Zwangsbedingungen (III) und (IV) folgt für die Definition von m(R̂Shell/RCS)

die Annahme

m(0.0) = 0.0 und m(1.0) = 0.0. (5.27)

Das bedeutet, dass δ̂n für diese Werte ausschließlich über die jeweilige Konstante
b(0.0) und b(> 0.5) beschrieben wird. Für diese Werte der y-Achsenabschnitte b
folgt

b(0.0) = 1.0 und b(> 0.5) = 0.0. (5.28)
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Der zuvor eingeführte, aber noch unbestimmte Wert TOL dient auch hier Fallun-
terscheidungen für m und b:

m
( R̂Shell

RCS

)
=

 0.042
(

R̂Shell
RCS

)−1.17294
für R̂Shell

RCS
≥ TOL,

0.0 sonst,
(5.29)

b
( R̂Shell

RCS

)
=


0.0 für R̂Shell

RCS
> 0.5,

0.0006
(

R̂Shell
RCS

)−1.60079
für 0.5 > R̂Shell

RCS
≥ TOL,

1.0 sonst.

(5.30)

5.5.3 Interaktion zweier Core-Shell Partikel

Die Kontaktbeschreibung zweier Core-Shell Partikel i und j ist neben dem Aus-
maß der jeweiligen Schalendicken R̂i

Shell > 0 und R̂ j
Shell > 0 vor allem abhän-

gig von der Überlappung beider Kontaktpartner δ
i j
n . Für den Fall 1) 0 < δ

i j
n <

min(R̂i
Shell , R̂

j
Shell) (vgl. Abbildung 5.12), treten ausschließlich die Schalen mit-

einander in Kontakt. Abbildung 5.20 illustriert das Normalkontaktgeschehen für
Fall 1). Die vorangehenden Kapitel 5.5.1 und 5.5.2 präsentieren eine mögliche
Idee, diesen Core-Shell Kontakt als Parallelschaltung bekannter, aber modifizier-
ter rheologischer Modelle zu beschreiben, dem nichtlinearen Maxwell-Zener-
Modell mit einer Hertz’schen Feder. Der Einfluss der Deformation der Schale
wird über q0(R̂Shell/RCS, t) gemäß den Gleichungen (5.12) und (5.13) integriert.
Der Einfluss der Kerne wird über δ̂n(R̂Shell/RCS,δ

i j
n ) nach Gleichung (5.22) mit
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Abbildung 5.20: Abbildung des rheologischen Normalkontaktmodells für einen Core-Shell Kontakt
nach Fall 1): 0 < δ

i j
n < R̂min

Shell (siehe Abbildung 5.12) - Die Überlappung ist gerin-
ger als das Ausmaß der dünneren Schalendicke beider Kontaktpartner. Die Kerne
kontaktieren sich nicht.

(5.29) und (5.30) für m und b eingebunden. Eine Variation der Geometrieverhält-
nisse R̂Shell/RCS, die Verschiebung δ

i j
n sowie die Zeit t werden in diesem Formu-

lierungsansatz für die DEM berücksichtigt, der sich als Summe der Gleichungen
(5.16), (5.17) und (5.19) ergibt:

FCS(t +∆t) =F1,Shell(t)e−∆t/τ +∆tE1,Shelle−∆t/(2τ)√
RCS,e f f δnδ̇n

(
q0

(( R̂Shell

RCS

)
e f f

))3/2

+F2,Shell(t)+∆tE2,Shell√
RCS,e f f δnδ̇n

(
q0

((( R̂Shell

RCS

)
e f f

))3/2
(5.31)

+
4
3

ECore,e f f

√
RCS,e f f δ 3

n δ̂n

(
δn,
( R̂Shell

RCS

)
e f f

)
. (5.32)
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Für die effektiven Werte werden folgende Zusammenhänge angenommen:

E1,Shell = 2
(1− v2

Shell,i

E1,i
+

1− v2
Shell, j

E1, j

)−1
(5.33)

E2,Shell = 2
(1− v2

Shell,i

E2,i
+

1− v2
Shell, j

E2, j

)−1
(5.34)

τ =
η

E1,Shell

RCS,e f f =
( 1

RCS,i
+

1
RCS, j

)−1
(5.35)

( R̂Shell

RCS

)
e f f

=

(
1

R̂Shell,i
RCS,e f f

+
1

R̂Shell, j
RCS,e f f

)−1

. (5.36)

5.5.4 Validierung des Core-Shell Normalkontaktmodells
im Rahmen der DEM für zwei Partikel

Um dem Core-Shell Kontaktmodell Aussagekraft zu verleihen und seine Gültig-
bzw. Brauchbarkeit hinsichtlich Simulationen mit der DEM zu validieren, gilt es
dessen aktuelle Resultate zunächst mit den FEM-Referenzlösungen abzugleichen
und ihnen durch gezielte Studien noch besser anzupassen. Das Modell beruht auf
den Annahmen aus Kapitel 5.5.3 für den Fall 1) aus Abbildung 5.12. Eine Ge-
genüberstellung wird zuerst für einen Kugelkontakt zweier gleich großer Partikel
betrachtet und über die FEM-Referenzlösungen validiert. Alternative Schalen-
materialien hinsichtlich des Langzeitverhaltens, unterschiedliche Radiengrößen
Ri

CS ̸= R j
CS sowie hohe Dehnraten ε̇ , d.h. die Spontanlösung, werden über die

Core-Shell Kontaktformulierung in Normalenrichtung ebenfalls integriert. Die
sphärischen Kontaktpartner werden innerhalb einer virtuellen Box und unter Vor-
gabe periodischer Randbedingungen in allen Raumrichtungen einer einachsigen
dehnungsgesteuerten Kompression ε entlang ihrer Kontaktrichtung analog zum
Zweipartikelkontakt aus Kapitel 4.1 in Abbildung 4.2 ausgesetzt. Untersucht
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5.5 DEM Core-Shell Normalkontaktmodell

wird zunächst lediglich eine Belastung.

Gegenüberstellung zum FEM-Referenzmodell Neben den FEM-Referenz-
lösungen eines Zwei-Partikelkontaktgeschehens wird über die DEM dasselbe
Kontaktproblem für den Kompressionsfall 1) nach Abbildung 5.12 0 < δ

i j
n <

R̂Shell mit dem Core-Shell Ansatz gelöst. Die Partikel i und j mit Ri
CS = R j

CS =

RCS sind gleich groß gewählt. Sie besitzen dieselben geometrischen Verhältnis-
se R̂i

Shell/RCS = R̂ j
Shell/RCS, d.h. die Schalendicken sind identisch mit R̂Shell =

R̂i
Shell = R̂ j

Shell . Das Intervall für R̂Shell/RCS greift auf die Vorgabe (5.8) aus Kapi-
tel 5.2.1 zurück. Der Unterschied beider Diagramme (a) und (b) aus Abbildung
5.21 beruht auf den Größen der Radien der Kontaktpartner: (a) RCS = 10 µm
und (b) RCS = 5 µm. Die bisher vorgestellte Formulierung zur Beschreibung der
Normalkontaktkraft von FCS und die Anpassung der Fitfunktionen wurden für
RCS = 10 µm durchgeführt, der gewählten Obergrenze eines Sekundärpartikel-
radius aus Kapitel 2.1.3. Anhand der SEM-Aufnahmen (siehe Abbildung 5.1)
können die Sekundärpartikel des Aktivmaterials dem Größenbereich bis 10µm
Radiusgröße zugeordnet werden. Reale NMC-Partikel haben unter Annahme ei-
ner Kugelgeometrie typischerweise einen Radius von ∼ 4,675 µm [170], der hier
auf ∼ 5µm gerundet wurde, um u.a. den Schalenanteil zu berücksichtigen. Eine
Anpassung an die FEM-Ergebnisse von RCS = 5 µm erfolgt über einen Faktor
α . Damit ist es möglich, speziell NMC abzubilden. Ohne diesen Faktor wür-
den die FEM-Ergebnisse bei einer Radiusänderung auf 5 µm unterschätzt. Die
Analyse zur Bestimmung von α beruht auf einem erneuten Fit-Prozess: FEM-
Rechnungen mit einer Partikelgröße von RCS = 5µm werden den aktuellen DEM-
Core-Shell Ergebnissen gegenübergestellt. Der Faktor lautet α =

√
10µm/RCS.

Der Wert wirkt sich über die Funktion δ̂n = α(mδ
i j
n + b) (vgl. Gleichung 5.22)

auf FCore aus und ist in die Gleichungen (5.23) und (5.24) für m und b im Code
kitGran integriert.
Allgemein befinden sich die Abweichungen von DEM- zu FEM-Lösungen in
Abbildung 5.21 (a) in einem niedrigen Prozentbereich von maximal 2%. Ein
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Abbildung 5.21: Gegenüberstellung von FEM- und DEM-Core-Shell Kontaktmodell in Norma-
lenrichtung. Betrachtung gleich großer Core-Shell Partikel mit dem Radius
RCS =konst. für (a) RCS = 0.01mm und (b) RCS = 0.005mm mit jeweils gleichem
geometrischen Verhältnis R̂Shell/RCS = [nur (a):0.02,sonst:0.04,0.06,0.08,0.1] in
absteigender Reihenfolge der Kurven.

Verhältnis von R̂Shell/RCS = 0.06 zeigt die beste Übereinstimmung beider Ver-
fahren. Für 0.02 und 0.04 sind die Abweichungen ebenfalls niedrig. Für (b) exis-
tiert eine bessere Übereinstimmung von DEM- und FEM-Resultaten für einen
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5.5 DEM Core-Shell Normalkontaktmodell

Verhältnisbereich von R̂Shell/RCS = [0.08,0.1]. Darüber hinaus ist anzumerken,
dass ein Verhältnis von 0.02 mit der FEM für RCS = 0.005mm nicht abgebildet
werden kann. Die Dimension des FEM-Modells in (b) ist in Verbindung mit einer
geeigneten Diskretisierung zu klein, um nichtlineare Effekte berücksichtigen zu
können. Die Berechnung ist instabil und ungenau. Diese Problematik besteht bei
der DEM-Modellierung nicht.
Die Ergebnisse in Abbildung 5.21 (b) beweisen einen angemessenen Anpas-
sungsgrad bei einer maximalen Abweichung von ∼ 3%. Die Einbindung von α

zeigt, dass die Resultate für höhere Verhältniswerte von [0.08,0.1] besser appro-
ximiert werden können.

Variation des Schalenmaterials In diesem Abschnitt wird die Möglichkeit
vorgestellt, neben PVDF, der viskoelastischen Elektrodenkomponente einer LIB,
alternative Schalenmaterialien für quasi-statische Prozesse mit dem Core-Shell
Modell mit der DEM abzubilden. Die im Kapitel 5.5.3 definierte DEM-Core-
Shell-Kontaktbeschreibung wurde an das Verhalten von reinem PVDF als Scha-
lenmaterial in Kombination mit NMC als Material des elastischen Kerns ange-
passt, um das Kalandrieren während der Herstellung einer LIB-Elektrode simu-
lieren zu können. Die Werte der Modellparameter für das Maxwell-Zener-Modell
zur Beschreibung des viskoelastischen Schalenmaterials sind der Literatur [157]
entnommen und in der Tabelle 5.1 in der Reihe ’PVDFLiteratur’ aufgelistet. Diesen
Werten werden dort die experimentell ermittelten Modellparameterwerte aus Ka-
pitel 4.1.2.2 in der Reihe ’PVDFExperiment ’ gegenübergestellt. Die Werte von E1,
E2 und η liegen nahe beieinander. An dieser Stelle wird überprüft, ob die expe-
rimentell ermittelten Modellparameter von ’PVDFExperiment ’ als Schalenmaterial
im Core-Shell-Modell die zugehörigen FEM-Ergebnisse sowie DEM- und FEM-
Ergebnisse mit ’PVDFLiteratur’ gut approximieren. Für eine FEM-Berechnung in
Abaqus CAE [156] sind die notwendigen Parameter G0, g1 und τ1 (siehe Kapitel
4.11) ebenfalls in Tabelle 5.1 aufgeführt. Die Ergebnisse von DEM und FEM
in Abbildung 5.22 zeigen eine maximale Abweichung von ∼ 1%. Es ist zu be-
achten, dass das FEM-Ergebnis für das Verhältnis R̂Shell/RCS = 0.02, welches
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Tabelle 5.1: Maxwell-Zener Parameter für unterschiedliche Schalenmaterialien mit x = 1,2,3,4.

E1 Ex
2 η G0 g1 τ1

[MPa] [MPa] [MPas] [MPa] [−] [s]

PVDFLiteratur [157] 404.6 1365.9 728.28 618 0.78 1.78

PVDFExperiment 500 1300 758 629 0.73 1.47

Schalenmaterial 1 240 200 140 148 0.46 0.54

Schalenmaterial 2 240 500 195 248 0.68 0.81

Schalenmaterial 3 240 1000 232 416 0.81 0.96

Schalenmaterial 4 240 2000 257 752 0.89 1.07

die höchste Spannungskurve erzeugt, nur geringe Kompressionsbereiche abbil-
den kann. Ab einer Verschiebung von knapp 0.05µm bricht die Berechnung ab.
Aufgrund der geringen Schalendicke ist eine feinere Diskretisierung notwendig,
die aber ab einem gewissen Kompressionsgrad numerische Probleme wie Hour-
Glassing nicht mehr lösen kann. Die Ergebnisse werden unbrauchbar. Abgesehen
davon zeigen die Ergebnisse erwartungsgemäß eine gute Übereinstimmung und
bestätigen die Wahl von ’PVDFExperiment ’ als Parameterwerte für das Core-Shell
Kontaktmodell.
Der Grundgedanke für die Wahl von reinem PVDF als Schalenmaterial ist die

Simulation der Kalandrierung. Von Interesse ist auch das mechanische Verhal-
ten der Elektrode während des Betriebs einer LIB. Hier befindet sich jedoch der
Elektrolyt im Porenraum der Elektrodenstruktur und übt während des Zyklierens
einen mechanischen Einfluss aus. Der Parametersatz von ’Schalenmaterial 1’ in
Tabelle 5.1 ist das Ergebnis von Experimenten an einer nassen PVDF-Folie, ähn-
lich den Experimenten aus Kapitel 4.1.2.2. Der Versuch ist im Anhang A-A.1
ausführlich beschrieben. Anstelle des Elektrolyten wurde das Lösungsmittel Po-
lycarbonat (PC) verwendet, d.h. es handelt sich um PVDF in Lösungsmittel. Für
den Nasszustand liegt eine Homogenisierung bezüglich der ermittelten Modell-
parameter vor. Dies bedeutet, dass die Wechselwirkung zwischen Lösungsmittel
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Abbildung 5.22: Validierung von reinem Binder (PVDF) als Schalenmaterial: Vergleich von FEM-
und DEM-Lösungen unter Verwendung von Materialdaten aus Literatur [157] und
Experiment (siehe Tabelle 5.1) infolge quasistatischer einachsiger Kompression
zweier gleich großer Core-Shell Partikel mit RCS = 0.01mm unter Variation des
Verhältnisses R̂Shell/RCS = [0.02,0.04,0.06,0.08,0.1] für beide Partikel.

und Bindemittel in den Materialparametern enthalten ist. Die Querkontrakti-
onszahl ν = 0.49 kennzeichnet ein nahezu inkompressibles Materialverhalten.
Mit den Werten von ’PVDFLiteratur’ und ’Schaltenmaterial 1’, d.h. trockenem
und nassem PVDF, werden zunächst quasi-statische Kompressionen in der FEM
durchgeführt. Die Ergebnisse sind in Abbildung 5.23 dargestellt. Der Vergleich
zeigt ein deutlich weicheres Verhalten des nassen Materials. Der Wert E1

2 für
’Schalenmaterial 1’ ist etwa 1

6 der Steifigkeit EPV DF,Literatur
2 . Sie entsprechen

den Gleichgewichtselastizitätsmoduln für die FEM-Berechnungen und beein-
flussen jeweils die in Abaqus CAE relevante Größe G0. Eine DEM-Simulation
unter Verwendung beider Schalenmaterialien zeigt, dass die DEM-Ergebnisse für
’Schalenmaterial 1’ (nasses PVDF) von den entsprechenden FEM-Ergebnissen
abweichen, während das Schalenmaterial ’PVDFLiteratur’ eine gute Annäherung
zwischen FEM- und DEM-Berechnungen zeigt. Das DEM-Ergebnis mit ’Scha-
lenmaterial 1’ verdeutlicht, dass das DEM-Core-Shell Kontaktmodell nach ak-
tuellem Stand nicht in der Lage ist, eine Variation des Schalenmaterials für
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Abbildung 5.23: Gegenüberstellung von FEM- und DEM-Ergebnissen einer einachsigen Kompres-
sion zweier gleich großer Core-Shell Partikel mit RCS = 0.01mm und Verhältnis
R̂Shell/RCS = 0.04 unter erstmaliger Verwendung unterschiedlicher Schalenmate-
rialien: ’PVDFLiteratur’ und ’Schalenmaterial 1’ aus Tabelle 5.1. Verwendung von
Core-Shell Kontaktformulierung aus Kapitel 5.5.3.

quasi-statische Prozesse abzubilden. Aus einer Kurvenanpassung resultiert der
Fit-Faktor

κ[−] =
Ex

2
E2

. (5.37)
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Der Nenner wird auf den Wert für PVDF gesetzt: EPV DF,Literatur
2 = 1365.9MPa,

das Material, auf dem unter anderem die Annahmen für die Schale des Core-
Shell Modells für die Kalandrierung beruhen. Der Wert κ geht als Faktor in die
Formulierung (5.32) ein:

Fcore =
4
3

κ ECore,e f f

√
RCS,e f f (δ

i j
n )3 δ̂n. (5.38)

Der Term FCore beinhaltet den Pufferungseffekt der Schale mit der Funktion
δ̂n, womit schließlich das weichere Verhalten von ’Schalenmaterial 1’, d.h. ei-
ne Veränderung des Pufferungseffekts, über die DEM integriert werden kann.
Abbildung 5.24 zeigt das DEM-Ergebnis mit Ex

2 = E1
2 = 200MPa für ’Scha-

lenmaterial 1’ (nasses PVDF) als untere Kurve. Die gute Übereinstimmung mit
den entsprechenden FEM-Langzeitergebnissen bestätigt die gewünschte Variati-
on des Bindermaterials in Abhängigkeit von κ für nasses PVDF.
Ob eine generelle Änderung des Schalenmaterials hinsichtlich langsamer Pro-
zesse mit κ durchführbar ist, wird durch eine Variation von Ex

2 getestet. Die
möglichen Schalenmaterialien 2, 3 und 4 sind in Tabelle 5.1 aufgeführt. Für
E1, ρ = 1.74g/cm3 und ν = 0.49 werden die Werte von ’Schalenmaterial 1’
übernommen (siehe Anhang A-A.1). Das Relaxationsverhalten aller Schalen-
materialien wird durch FEM-Simulationen berechnet. Das Material wird in-
nerhalb von 1s schlagartig belastet. Die maximale Verschiebung oder Deh-
nung wird konstant gehalten. Das Material relaxiert und die Spannung bzw.
Kraft nimmt ab. Es strebt der Gleichgewichtslösung zu. Dem gegenüber stehen
DEM-Gleichgewichtslösungen unter Berücksichtigung des Faktors κ . Die DEM-
Berechnung wird jeweils als quasi-statischer Kompressionsvorgang innerhalb
von 10s bei gleicher maximaler Dehnung simuliert. Das Verhältnis R̂Shell/RCS

variiert in allen Simulationen. Die Simulationen mit FEM und DEM tendieren
in Abhängigkeit vom Langzeit-E-Modul zur jeweiligen Gleichgewichtslösung
und zeigen dafür eine gute Übereinstimmung. Damit ist die Möglichkeit der
Einbeziehung alternativer Schalenmaterialien in die DEM-Core-Shell Kontakt-
formulierung für langsame Prozessabläufe durch den Faktor κ aus Gleichung
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Abbildung 5.24: Validierung von nassem Binder als Schalenmaterial unter Einbezug des Fakotrs κ

in die DEM-Core-Shell Kontaktformulierung. Relaxationsverhalten berechnet über
FEM und DEM unter Verwendung unterschiedlicher Langezeit-E-Moduln E2 des
Schalenmaterials zweier gleich großer Core-Shell Partikel mit RCS = 0.01mm mit
festem Verhältnis R̂Shell/RCS = 0.04 für beide Partikel.

(5.37) nachgewiesen. Gleichung (5.38) ersetzt damit den Term (5.32) im Core-
Shell Ansatz aus Kapitel 5.5.3.

Kontakt unterschiedlich großer Core-Shell Partikel Auch ein Kontakt un-
terschiedlich großer Core-Shell Partikel i und j soll über das neue DEM-Modell
reproduzierbar sein. Die Radien Ri

CS und R j
CS gelten als variabel, während die

Schalendicke für diese Untersuchungen gleich bleibt: R̂i
Shell = R̂ j

Shell . Abbildung
5.25 zeigt unter anderem eine Skizze des Modells, wie es in Abaqus CAE imple-
mentiert ist. Um das Kontaktverhalten zweier Core-Shell Partikel unterschiedli-
cher Größe zu modellieren, kann nur Rotationssymmetrie genutzt werden. Zwei
Halbkugeln werden in Lastrichtung positioniert. Die untere Halbkugel i liegt
auf einer starren Ebene auf und ist gegen Verschiebung/Verdrehung fixiert. Der
Verschiebungsbetrag |u j

z | wird auf das obere Teilchen j aufgebracht und ent-
spricht dem doppelten Wert der Verschiebung des ursprünglichen Modells. Der
Grund dafür ist, dass die Modellierung mit zwei Halbkugeln im Vergleich zur
Modellierung mit einer Halbkugel und einer starren Ebene das nachgiebigere
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System darstellt. Die Steifigkeit entspricht der Hälfte. Dies lässt sich für den ver-
einfachten Fall zweier rein elastischer Teilchen mit gleichem Materialverhalten
erklären, dass zwei Federn in Reihe geschaltet werden. Sie haben jeweils die
gleiche Federsteifigkeit. Die Gesamtsteifigkeit einer Reihenschaltung ist gleich
dem Kehrwert der Summe aller Einzelkehrwerte der Federsteifigkeiten. Um den
gleichen Verformungszustand gegenüber dem Ausgangsmodell darzustellen, ist
daher für die Verschiebung der doppelte Wert zu wählen.
Das Kontaktproblem wird zunächst über die FEM gelöst. Für eine erste Analyse
gilt Ri

CS = R j
CS, um den neuen Modellaufbau zu verifizieren. Die Kontaktkraft am

Punkt RF entspricht der des ursprünglichen FEM-Modells. Mit zunehmendem
Radienunterschied Ri

CS > R j
CS, d.h. Partikel j schrumpft mit gleichbleibender

Schalendicken, nimmt die Spannungsantwort ab. Die Änderung fließt über den
effektiven Radius RCS,e f f aus Gleichung (5.35) ein, der mit R j

CS sinkt. Die Kur-
ven in Abbildung 5.25 verdeutlichen eine angemessene Übereinstimmung von
FEM- mit DEM-Ergebnissen, die maximal um ∼ 3% voneinander abweichen.
Der Grund dafür ist auf die Fit-Ungenauigkeiten aus der Herleitung des Core-
Shell Kontaktmodells zurückzuführen. Für den Fall des maximalen Radienun-
terschieds wird auf einen Vorteil der DEM-Simulation aufmerksam gemacht:
Es entstehen bei der FEM Konvergenz- sowie Stabilitätsprobleme während der
Kompressionssimulation, wo nur eine maximale Verschiebung von |0.5 µm| pro-
duzierbar ist. Mit der DEM lassen sich ohne Probleme höhere Kompressionen
berechnen. Dennoch stößt auch die DEM für kleine Werte von R j

CS/Ri
CS und

Ri
CS =konst. an ihre Grenzen. Der zunehmende Größenunterschied verstößt au-

ßerdem gegen die Theorie von Hertz [43], die auf dem Ausmaß kleiner virtueller
Überlappungen beruht. Folglich sind nur kleine Werte der Deformationen der
Partikel im Kontaktzonenbereich zulässig.

Einfluss der Dehnratenabhängigkeit Für den Fall 1) aller Kontaktszenarien
aus Abbildung 5.12, d.h. 0 < δ

i j
n < min(R̂i

Shell , R̂
j
Shell), gilt die Modellierung ei-

ner Parallelschaltung von modifiziertem Maxwell-Zener Modell und Hertz’scher
Feder. Diese Kontaktformulierung berücksichtigt in dem Term für die Schale
FShell gemäß dem Term (5.31) eine Dehnraten- und damit Zeitabhängigkeit. Der
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Abbildung 5.25: Symmetrisiertes Zwei-Partikelmodell zweier unterschiedlich großer Core-Shell
Partikel i und j mit derselben Schalendicke R̂Shell . Validierung einer Kompressi-
on zweier ungleich großer Core-Shell Partikel im Rahmen der DEM anhand von
FEM-Referenzlösungen. Variation der Radien der einzelnen Kontaktpartner i und
j, mit Ri

CS = 0.01mm und R j
CS = [0.01,0.009,0.008]mm, konstanter Schalendicke

R̂Shell = 0.0006mm und Variation des Verhältnisses von Schalendicke zu Radius
mit R̂Shell/Ri

CS = 0.06 und R̂Shell/R j
CS = [0.06,0.0667,0.075]. Die Verschiebung,

die am oberen Partikel aufgebracht wird, entspricht |u j
z | und beträgt der doppelten

Verschiebung uz des zweifach symmetrisierten/ursprünglichen FEM-Modells.

Term FCore gemäß (5.32) ist zeitunabhängig. Bisher galt der Fokus ausschließlich
quasi-statischen Bewegungsabläufen. Die spontane Antwort eines Core-Shell
Zwei-Partikelkontaktes infolge einer schnellen äußeren Beanspruchung gilt es
nun zu untersuchen: Neben quasi-statischen Ergebnissen aus FEM und DEM
zeigen schnelle Szenarien eines Core-Shell Zwei-Partikelkontaktes in Abbildung
5.26 deutliche Unterschiede in der Kraftantwort. Mit dem DEM-Core-Shell Mo-
dell, dessen Kontaktkraftformulierung den Gleichungen (5.31) und (5.32) folgt,
ist ein Einfluss der Dehnrate zwar erkennbar. Die spontane FEM-Lösung wird
jedoch mit dem DEM-Ansatz unterschätzt und somit nicht ausreichend approxi-
miert.
In der DEM-Formulierung der Core-Shell-Kontaktkraft enthält der Term (5.31)
FShell(q0, t) = F1,Shell(q0, t)+F2,Shell(q0, t) mit dem Summand F1,Shell(q0, t) aus
Gleichung (5.16) den zeitabhängigen Anteil über den Maxwell-Arm. Die dimen-
sionslose Funktion q0(R̂Shell/RCS) folgt den Gleichungen (5.12) und (5.13) und
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integriert die Änderung des Kontaktradius in Abhängigkeit von R̂Shell/RCS und
damit indirekt einen Materialeinfluss in Form von Deformationen der Kontaktzo-
ne. Da die Ableitung des DEM-Core-Shell Modells auf quasi-statischen Prozes-
sen beruht, wurde für q0(R̂Shell/RCS) keine Zeitabhängigkeit berücksichtigt. Bei
Gleichgewichtssimulationen ist der Einfluss von F1,Shell(q0, t) nach Gleichung
(5.16) aufgrund der geringen Geschwindigkeit sehr gering und fällt bei der Be-
schreibung der Kontaktkraft nicht ins Gewicht. Bei hohen Dehnraten gewinnt
dieser Term zunehmend an Bedeutung für das Kontaktverhalten. Das viskoelas-
tische Material in Form einer Schale reagiert steifer. Es gibt jedoch eine Ab-
weichung zur spontanen FEM-Lösung bei schneller Belastung. Zwei mögliche
Ursachen werden angenommen: 1) das steifere zeitabhängige Verhalten ist auf
eine Änderung des Kontaktradiusverlaufs rc zurückzuführen, 2) das steifere Ver-
halten ist auf einen zusätzlichen Einfluss des Kerns zurückzuführen.
Aussage 1) kann widerlegt werden: Eine Kompressionsanalyse von Core-Shell
Partikeln mit R̂Shell/RCS = 0.06 erfolgt zunächst durch schnelle Belastungen mit-
tels FEM in Abaqus CAE. Der Kontaktradius rc,FEM wird erneut manuell aus-
gewertet. Abbildung 5.27 zeigt exemplarisch drei Kontaktradienverläufe rc,FEM ,
die über der Überlappung aufgetragen sind5. Ein Vergleich des Kontaktradius-
verlaufs eines rein viskoelastischen Vollpartikelkontakts rvisko

c,Radok nach Gleichung
(4.25) mit dem eines Core-Shell-Partikels infolge schneller (spontan) und sehr
langsamer (ggw) Belastung, rspontan

c,FEM und rggw
c,FEM , wird gezeigt. Die Dehnraten be-

tragen 0.1s−1 und 10.0s−1. Das Antwortverhalten von rspontan
c,FEM und rggw

c,FEM ist
nahezu identisch. Das spontane Ergebnis liegt nur geringfügig unter dem Lang-
zeitverhalten. Aufgrund der verschiebungsgesteuerten Kompression ist das Ver-
formungsverhalten nach schneller und langsamer Belastung sehr ähnlich und
trägt nicht zur steiferen Spontanantwort des Core-Shell-Modells gemäß FEM-
Berechnung bei. Die Hypothese 2) eines Einflusses von ECore, der Steifigkeit des
Kerns, auf den spontanen Elastizitätsmodul (E1,Shell +E2,Shell) der viskoelasti-
schen PVDF-Schale wird als Ursache angenommen. Die fehlende Komponente
zur steiferen, spontanen FEM-Lösung soll durch eine neue Funktion q1 definiert

5 Die Überlappung δ
i j
n ist für diesen speziellen Kontaktfall gleich dem doppelten Wert der äußeren

Verschiebung uz, d.h. δ
i j
n = 2uz gemäß Gleichung (4.1).
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Abbildung 5.26: Vergleich von spontaner und Gleichgewichtslösung des Core-Shell Partikelkon-
taktes errechnet über DEM und FEM. Einfluss von q0 und q1 auf das DEM-
Kontaktkraftresultat infolge hoher Dehnraten. Modellangaben DEM: CS (Tabelle
4.2, Schale: PVDF, ρ true, Kern: NMC, ρscaled ), Belastungstyp: (II)-BCT, Radius
R = 5.0µm, Zeitschrittweite: ∆t ≈ 10 · 10−5s, Dehnraten: ε̇ = [0.1,10.0]s−1, Mo-
dellangaben FEM: Tabelle 4.2 - Schale: PVDF, Kern: NMC; Prony-Parameter für
PVDF: g1 = 0.78, τ1 = 1.78s; Kompression: uz = 0.1µm.

werden, die q0 in Gleichung (5.16) für F1,Shell ersetzt, dem Term des Maxwell-
Arms, der die Dehnratenabhängigkeit integriert:
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Abbildung 5.27: Verlauf der Kontaktradien rSpontan
c,FEM und rggw

c,FEM für R̂Shell/RCS = 0.06, während zu-
nehmender Kompression bis 0.0002mm, die innerhalb 0.1secFEM (Spontan) und
10.0s (ggw) stattfinden. Gegenüberstellung zu der Hertz’schen Lösung rvisko

c,Hertz für
linear viskoelastisches Materialverhalten.

FCS(t +∆t) =F1,Shell(q1, t +∆t)+F2,Shell(q0, t +∆t)+FCore

=F1,Shell(t)e−∆t/τ +∆tE1,Shelle−∆t/(2τ)√
RCS,e f f δ

i j
n δ̇

i j
n q1

((
R̂Shell/RCS

)
,e f f

)3/2

+F2,Shell(t)+∆tE2,Shell√
RCS,e f f δ

i j
n δ̇

i j
n q0

((
R̂Shell/RCS

)
,e f f

)3/2

+
4
3

κECore,e f f

√
RCS,e f f (δ

i j
n )3δ̂n

(
δ

i j
n ,
(

R̂Shell/RCS

)
,e f f

)
. (5.39)

Das Langzeitverhalten, ausgedrückt durch Gleichung (5.17), bleibt dadurch asym-
ptotisch unverändert. Damit übernimmt q1 die Bedeutung eines Einflusses auf die
Steifigkeit E1,Shell , der auf die Steifigkeit des Kerns in Kombination mit der Scha-
le mit viskoelastischem Materialverhalten zurückzuführen ist.
Zur Bestimmung von q1 wird der Extremfall, d.h. das spontane Antwortverhal-
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Abbildung 5.28: Differenzierung der FEM-Kontaktkraftresultate: ∆FCS,FEM als Restterm von spon-
tanter und Gleichgewichtslösung Fspontan

CS,FEM und Fggw
CS,FEM , welches die zeitliche Ab-

hängigkeit des Core-Shell Modells von einer abrupten Belastung beinhaltet. Die In-
formation soll über eine neue Funktion q1 in der neuen Formulierung ausgedrückt
werden. Gegenüberstellung zu Kraftergebnis des Maxwell Modells FMaxwell mit
q1 = 1, um den Zusammenhang zum spontanen Verhalten des Core-Shell Kontak-
tes infolge hoher Dehnraten herleiten zu können.

ten mit Hilfe von FEM-Berechnungen untersucht. Dies ist in Bild 5.28 in einem
Kraft-Verschiebungs-Diagramm dargestellt. Der Spontanlösung Fspontan

CS,FEM ist die
Gleichgewichtslösung Fggw

CS,FEM gegenübergestellt. Ihre Differenz

∆FCS,FEM = Fspontan
CS,FEM −Fggw

CS,FEM (5.40)

ist daneben grafisch veranschaulicht. Die Gleichung (5.40) enthält die Kontakt-
kraftinformation, die notwendig ist, um aus der Gleichgewichtslösung Fggw

CS,FEM
die spontane Lösung Fspontan

CS,FEM zu erzeugen und damit q1 für DEM-Rechnungen
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5.5 DEM Core-Shell Normalkontaktmodell

zu bestimmen. Es wird folgende Annahme unter Einbezug von Gleichung (5.16)
für den Maxwell-Arm getroffen:

∆FCS,FEM(R̂Shell/RCS, t +∆t) !
=F1,Shell(q1, t +∆t)

=F1,Shell(t)e−∆t/τ +∆tE1,Shelle−∆t/(2τ)√
RCS,e f f δ

i j
n δ̇

i j
n q1

((
R̂Shell/RCS

)
,e f f

)3/2
.

(5.41)

Gleichung (5.41) besagt, dass die Differenz ∆FCS,FEM nach Gleichung (5.40)
gleich dem Term des Maxwell-Arms aus Gleichung (5.16) für eine schnelle Be-
lastung sein muss, d.h. δ̇

i j
n ≫ 1. Eine Umformung von Gleichung (5.41) bezogen

auf den Simulationsstart, d.h. t = 0 und F1,Shell(0) = 0N, ergibt für einen Iterati-
onsschritt:

q1(R̂Shell/RCS) =
(

∆FCS,FEM(R̂Shell/RCS,∆t)

∆t E1,Shelle−∆t/(2τ)

√
RCS,e f f δ

i j
n δ̇

i j
n

)2/3
. (5.42)

Der Kurvenverlauf von q1 in Abhängigkeit von den FEM-Ergebnissen ∆FCS,FEM

ist über dem Verhältnis R̂Shell/RCS in Abbildung 5.29 dargestellt. Ein exponenti-
eller Fit beruht auf der Verwendung von ORIGINPRO [172] und folgt der Formu-
lierung

q1

( R̂Shell

RCS

)
= 1.1+3.4 · (3.5 ·10−13)R̂Shell/RCS . (5.43)

Die neue Funktion q1 für schnelle Belastungen ist wie q0 für langsame Prozes-
se zeitunabhängig. Sie wird nur durch das geometrische Verhältnis R̂Shell/RCS

beeinflusst. Über die Funktion q1 ist die Core-Shell-Kontaktformulierung in der
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q 0
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q1(∆FCS,FEM)

Fit-Funktion q1

Fit-Funktion q0

R̂Shell/RCS [-]

Abbildung 5.29: FEM-Analyse des spontanen Spannungsantwortverhaltens eines Core-Shell Kon-
taktes infolge schneller Belastung mit exponentieller Kurvenanpassung ausge-
drückt über die Funktion q1. Gegenüberstellung zu dem Verlauf von q0 zur Re-
produktion des Langzeitverhaltens eines Core-Shell Kontaktes aus FEM-Studien
und der zugehörigen Fit-Funktion.

Lage, die Spontanantwort zu reproduzieren. Allerdings ist eine konkrete Dehnra-
tenabhängigkeit für die DEM-Core-Shell Kontaktformulierung in weiteren Stu-
dien zu untersuchen.
Für quasi-statische Belastungsszenarien wird der um q1 modifizierte Term

F1,Shell(q1, t +∆t) =F1,Shell(t)e−∆t/τ +∆tE1,Shelle−∆t/(2τ)√
RCS,e f f δnδ̇n q1

((
R̂Shell/RCS

)
,e f f

)3/2
(5.44)

derart gering, dass der Einfluss von q1 aus Gleichung (5.43) verschwindend klein
wird.

Aktuelles DEM-Core-Shell-Kontaktmodell Das zu diesem Zeitpunkt aktu-
elle DEM-Core-Shell Modell lässt sich über die Kontaktkraftformulierung (5.39)
ausdrücken. Es involviert die Fähigkeiten
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5.5 DEM Core-Shell Normalkontaktmodell

- Partikelradien der betroffenen Struktur über den Faktor α auf den für Ak-
tivmaterial relevanten Partikelradius zu skalieren.

- unterschiedliche Schalenmaterialien über den Faktor κ zu wählen, wobei
der Kern die elastischen Eigenschaften beibehält. Dabei konzentriert sich
das Materialverhalten auf das Langzeitverhalten, d.h. die Feder, die die
Gleichgewichtslösung beschreibt kann beliebig variiert werden.

- sich in der Größe unterscheidende Partikel miteinander in Kontakt treten
zu lassen, d.h. Ri ̸= R j.

- durch Einbindung der Funktion q1(R̂Shell/RCS) schnelle Prozesse produ-
zieren zu können.

5.5.5 Limitierungen des Core-Shell Modells: Minimale
Schalendicke TOL und Kernkontakt

Während bisher der Kontaktfall 1) aus Abbildung 5.12 diskutiert wurde, wer-
den hier die weiteren Überlagerungsszenarien behandelt. Ab Kontaktfall 2) wer-
den ein oder beide Kerne mit fortschreitender Kompression in die geometrische
Überlappung δ

i j
n einbezogen. Der Einfluss der beiden fast 100-mal steiferen elas-

tischen Kerne im Falle von NMC als Kern- und PVDF als Schalenmaterial (vgl.
Tabelle 4.2 der Materialdaten) nimmt mit steigendem Wert von δ

i j
n immer stär-

ker zu. Aus den in Kapitel 5.3 dargestellten FEM-Ergebnissen ist über das un-
terschiedliche Verformungsverhalten von Kern und Schale bei den Materialien
NMC und PVDF bekannt, dass sich vor allem die Schale verformt und in den
Freiraum ausweicht. Direkt zwischen den Kernen ist ihre Dicke stark reduziert.
Da FEM-Simulationen den Fall des Übergangs zum Kernkontakt methodisch be-
dingt nicht abbilden können (siehe Diskussion in Zusammenhang mit Abbildung
5.21), werden alternative Betrachtungen und Untersuchungen durchgeführt.
Die beschriebene zunehmende Verformung der Schale wird im Ablauf der DEM
dem Übergangsbereich zugeordnet, d.h. den Fällen 2) bis einschließlich 4) (siehe
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Kontaktszenarien in Abbildung 5.12). Bei vollständiger Verdrängung der Scha-
len, was Fall 5) entspricht, gilt der Kernkontakt. Es ist fraglich, ob die bis zum
Eintritt in die Übergangszone bereits verformten und verdünnten Schalen ab die-
sem Zustand und bis zum Erreichen des Falles 5), dem Kernkontakt, noch eine
Pufferwirkung erzeugen, d.h. ob die Fälle 2) bis 4) die Pufferwirkung überhaupt
berücksichtigen. Die Core-Shell-Kontaktbeschreibung, die die Pufferwirkung im
Fall 1) berücksichtigt, wird über Gleichung (5.39) beschrieben, was mit dem
rheologischen Modell der Parallelschaltung von modifiziertem Maxwell-Zener-
Modell und Hertz’scher Feder ausgedrückt wird. Um der Frage nachzugehen, ob
der Übergangsbereich eine explizite Kontaktkraftbeschreibung erfordert, die eine
Pufferwirkung berücksichtigt, wird die Kontaktkraftentwicklung zweier mono-
skaliger Core-Shell-Kontaktpartner i und j untersucht, die eine solche explizite
Kontaktkraftbeschreibung für den Übergangsbereich 2) bis einschließlich 4) in
der Core-Shell-Kontaktkraftformulierung ausschließt. Dies bedeutet, dass für die
folgenden Berechnungen von einem Kernkontakt bereits ab Fall 2) ausgegan-
gen wird. In der Realität sind jedoch zwischen den Kernen noch stark verformte
Schalen vorhanden, deren Wirkung als zu gering angesehen wird, um einen Ein-
fluss auf die Kontaktkraftformulierung zu haben.
Abbildung 5.30 zeigt den resultierenden Kurvenverlauf der Kontaktkraft zweier
Partikel mit einem Verhältnis von R̂Shell/RCS = 0.06. Diese Relation liegt in dem
für eine LIB-Elektrode realistischen Bereich einer Schalendicke von 2% bis 10%
des Radius RCS. Für Fall 1) folgt die Kontaktformulierung Gleichung (5.39), die
die Pufferwirkung integriert. Ab Fall 2), dem ’neuen’ Kernkontakt, unterliegt
die Berechnung der Gleichung (4.29), die nur noch durch eine Hertz’sche Feder
ausgedrückt wird. Aus numerischen Gründen wird sie parallel zu einem phy-
sikalischen Dämpfer geschaltet. Dieser unterstützt die dynamische Berechnung
hinsichtlich Stabilität und Konvergenz, weshalb der in Tabelle 4.2 entnommene
Viskositätswert mit η = 250GPa s gewählt wird. Eine zusätzliche Dichteskalie-
rung unterstützt die numerische Berechnung.
Der Übergang von Fall 1) zu Fall 2) tritt bei einer Verschiebung von uz ≈ 0.21mm
auf und wird durch einen Kreis symbolisiert. Abbildung 5.30 zeigt dort einen
glatten Kurvenübergang zwischen den beiden Fällen 1) und 2). Dies spricht
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5.5 DEM Core-Shell Normalkontaktmodell

für die Vernachlässigung einer konkreten Kontaktformulierung im Übergangs-
bereich 2) bis 4) beim DEM-Core-Shell Ansatz, die eine Pufferwirkung be-
rücksichtigt. Das bedeutet, dass ein Kernkontakt ab dem ursprünglichen Fall
2) gilt. Für die generelle Kontakterkennung der Core-Shell Partikel nutzt die
DEM-Routine die geometrischen Überlappungen δ

i j
n der Core-Shell-Partikel

mit den Radien RCS. Wird ein Kontakt als Kernkontakt identifiziert, d.h. es gilt
Fall 2), so arbeitet die Kontaktformulierung mit der geometrischen Überlappung
δ̄

i j
n = δ

i j
n −max(R̂i

Shell , R̂
j
Shell). Die Kernkontaktformulierung ab Fall 2) nach den

Szenarien 5.12 lautet:

FCS

(
δ

i j
n ≥ max(R̂i

Shell , R̂
j
Shell)

)
=

4
3

ECore,e f f

√
RCore,e f f

(
δ̄

i j
n

)3
. (5.45)

Die Gleichung (5.45) bezieht sich auf die geometrischen und stofflichen Eigen-
schaften nur der kugelförmigen Kerne. In Wirklichkeit ist das Bindemittel noch
nicht vollständig verdrängt. Es ist jedoch soweit verdrängt, dass ein mechani-
scher Einfluss auf das Kontaktgeschehen vernachlässigt wird bis Kontaktfall 5)
eintritt, bei dem sich die Kerne schließlich kontaktieren. Es ist zu beachten, dass
δ̄

i j
n immer die jeweils dünnere Schalendicke integriert, da so beim Übergang von

Fall 4) zu Fall 5) ein Sprung in der Größe der geometrischen Überlappung ver-
mieden wird, der entstehen würde, wenn ab Fall 5) nur noch die Überlappung
der beiden Kerne gelten würde. Die Berücksichtigung nur einer Schalendicke in
δ̄

i j
n hat aufgrund der ohnehin geringen Dicke der Schalen keinen verfälschenden

Einfluss auf die Berechnung.
Den Übergangsbereich, d.h. die Kontaktfälle 2) bis einschließlich 4), der DEM-

Core-Shell-Kernkontaktformulierung zuzuweisen, wird durch die folgende Stu-
die unterstützt: Der Übergangsbereich beschreibt den Vorgang der Verformung
der Schale bis zur vollständigen Verdrängung der Schale, was Fall 5) entspricht.
Fall 2) bis 4) wird hier mit einer Kompression zweier Core-Shell Kontaktpar-
tikel gleichgesetzt, die bereits extrem dünne Schalen R̂Shell/RCS → 0 besitzen,
d.h. dafür soll jeweils R̂Shell/RCS = TOL gelten. Für ein Core-Shell Partikel mit
R̂Shell/RCS = TOL ist die Schale so dünn, dass eine Pufferwirkung nicht mehr
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CS-Modell: R = RCS =0.01mm
mit R̂Shell/RCS =0.06

Abbildung 5.30: Kontaktkraftverlauf infolge einer einachsigen Kompression zweier Core-Shell Par-
tikel, die einen Kernkontakt ab uz ≈ 0.2mm beschreibt. Direkter Übergang von
Kontaktfall 1) zu 5) der Kontaktszenarien aus Abbildung 5.12. Modellangaben:
CS (Tabelle 4.2, PVDF, ρ true, NMC, ρscaled ), Belastungstyp: (II)-BCT, Radius
R = 0.01mm, Zeitschrittweite: ∆t ≈ 10 ·10−5s, Dehnrate ε̇ = 0.001s−1.

gegeben ist. Dieser noch unbestimmten Grenze TOL, die bereits in den Gleichun-
gen (5.12), (5.13), (5.29) und (5.30) für die Funktionen q0, m und b eingeführt
wurde (vgl. Kapitel 5.5.3), wird hier ein konkreter Wert zugewiesen6.
Abbildung 5.31 zeigt DEM-Kompressionsstudien für dünne Schalen, bei denen

das Verhältnis R̂Shell/RCS kleiner als 0.02 gewählt wurde. R̂Shell/RCS = 0.02 wird
als untere Grenze des Schalenbereichs betrachtet, der als repräsentativ für LIB-
Elektroden gemäß Definition (5.8) gewählt wurde.
Zwei gleich große Core-Shell Partikel i und j mit RCS =konst. stehen in Kontakt.
Ihre Schalendicken R̂i

Shell = R̂i
Shell werden für jedes Szenario 5.31.1) bis 5.31.5)

reduziert. Dem gegenüber steht Kurve 5.31.1), die das elastische Kontaktver-
halten von elastischen Vollkugeln mit der Radienwahl R = RCS beschreibt. Sie
stellt für diese Untersuchung die obere Kontaktkraftgrenze dar, d.h. damit wird
ein reines Aktivmaterialpartikel ohne Schale beschrieben. Ausgehend von Kurve

6 Ohne Einschränkung durch TOL würden die Funktionen gegen unendlich streben. Die Kontakt-
kraft würde stark überschätzt und wäre physikalisch nicht interpretierbar. Der Schwellenwert
TOL definiert einen Grenzwert, um den Verlauf der Fit-Funktionen zu begrenzen.
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Abbildung 5.31: Gegenüberstellung von elastischem (HSD, Radius R) und elastisch-
viskoelastischen (CS, Radius RCS = R) Partikelkontakten, die jeweils einen Über-
gang zur Kernkontaktbeschreibung einbinden, um die Grenze R̂Shell/RCS = TOL,
unterhalb der eine Schale als zu dünn angenommen und von der Kontaktbeschrei-
bung ausgeschlossen wird, zu untersuchen. Die Verhältnisse R̂Shell/RCS sind den
Lösungskurven des CS-Modells mit abnehmender Höhe zuzuordnen.

5.31.5) mit einem Verhältnis von R̂Shell/RCS = 0.01 wird eine Reduzierung der
Schalendicken der Core-Shell Kontaktpartner vorgenommen. Dabei wird unter-
sucht, mit welcher Schalendicke noch ein glatter, d.h. physikalischer Übergang
der Kurvenverläufe der Kontaktkraft, zwischen Kontaktfall 1) und 2) bezogen auf
die Szenarien aus Abbildung 5.12 darstellbar ist, der gleichzeitig die elastische
Lösung 5.31.1) ausreichend genau approximiert. Die Schalendicke, die diese Kri-
terien erfüllt, bestimmt das Verhältnis TOL. Für kleiner werdende Verhältnisse
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wird eine Pufferwirkung, d.h. ein Einfluss der Schale auf die Kontaktkraftformu-
lierung nicht mehr angenommen.
Die Berechnung der elastischen Lösung 5.31.1) innerhalb der DEM basiert auf
der quasi-statischen DEM-Routine unter Verwendung des Hertz’schen Feder-
Modells nach Gleichung (4.29) und parallel geschaltetem Dämpfer. Für die
Berechnungen mit dem Core-Shell Modellansatz wird für Kontaktfall 1) (vgl.
Abbildung 5.12) auf das modifizierte Maxwell-Zener Modell mit parallel ge-
schalteter Hertz’scher Feder in der dynamischen DEM-Routine zurückgegriffen.
Ab Kontaktfall 2) wirkt ausschließlich die Hertz’sche Feder mit dem Dämp-
fer und δ̄

i j
n = δ

i j
n −max(R̂i

Shell , R̂
j
Shell) gemäß Gleichung (5.45). Das Verhältnis

R̂Shell/RCS wird von Kurve 5.31.5) zu Kurve 5.31.2) auf die Werte [0.01,0.005,0.002,0.001]
reduziert. Ziel ist es, die elastische Lösung über den Core-Shell Ansatz mit dün-
ner werdender Schale und größer werdendem Kern immer besser zu approxi-
mieren. Die puffernde Wirkung der Schale des Core-Shell-Ansatzes führt insbe-
sondere bei den Kurven 5.31.5) und 5.31.4) zu einer deutlichen Abweichung in
den Ergebnissen. Die Schalen sind noch zu dick, so dass der Wert TOL kleiner
als 0.005 gewählt werden muss. Während der Übergang von Kontaktfall 1) zum
Kernkontaktfall 2) (jeweils mit Kreisen markiert) nahezu knickfrei verläuft, wei-
sen insbesondere die Kurven 5.31.3) und 5.31.2) im Bereich geringer Dehnungen
von ∼ 0.0005 bzw. ∼ 0.001 jeweils Knicke im Kurvenverlauf auf. Diese Knicke
sind physikalisch nicht interpretierbar und resultieren aus der mathematischen
Formulierung des Core-Shell-Ansatzes, dem direkten Übergang zum Kernkon-
takt. Hierfür wurde eine abrupte Änderung in der Wahl der rheologischen Model-
le definiert. Da jedoch die Kurven 5.31.3) und 5.31.2) eine bessere Tendenz zum
elastischen Kontakt in Kurve 5.31.1) zeigen, wird Kurve 5.31.3) als Toleranz-
kurve gewählt. Obwohl Kurve 5.31.2) die elastische Grenzkurve 5.31.1) besser
approximiert, ist der unphysikalische Knick stärker ausgeprägt. Kurve 5.31.3)
zeigt eine ausreichende Annäherung an die elastische Kontaktkraft, zumal das
Verhältnis R̂Shell/RCS = 0.002 bereits außerhalb des Definitionsbereichs (5.8)
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der Schalendicken für LIB-Elektroden liegt. Damit wird die Toleranzschwel-
le, unterhalb derer die Pufferung einer Schale ausgeschlossen werden kann, auf
einen Wert von

TOL = 0.002 (5.46)

festgelegt. Das bedeutet, dass für R̂Shell/RCS < 0.002 ein Schalenanteil nicht
mehr in die Kontaktkraftformulierung integriert wird. Das Kernpartikel wird als
elastisches Vollpartikel angenommen und folgt Gleichung (5.45).

5.5.6 Finale Kontaktbeschreibung des DEM Core-Shell
Modells

Dieser Abschnitt fasst die zuvor beschriebenen Studien und Ergebnisse als Kon-
taktkraft FCS zweier Core-Shell Partikel für die unterschiedlichen Fälle 1) bis 5)
aus (5.12) zusammen:

Fall 1):

FCS(t +∆t) =F1,Shell(t)e−∆t/τ +∆tE1,Shelle−∆t/(2τ)√
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)
e f f

)3/2
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RCS,e f f δnδ̇n

(
q0

( R̂Shell

RCS

)
e f f

)3/2

+
4
3
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(5.47)
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mit

rc =

√
q0 RCS,e f f δ

i j
n (5.48)
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Ab Fall 2), dem Kernkontakt mit δ̄
i j
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mit

rc =

√
RCore,e f f δ̄

i j
n . (5.57)

5.5.7 Entlastungsverhalten - Analyse der Hysterese

Abbildung 5.32 zeigt Kraftergebnisse von schnellen und langsamen Be- und Ent-
lastungen zweier Core-Shell Partikel, d.h. jeweils die Spontan- und die Gleich-
gewichtslösung, für zwei unterschiedlich gewählte Verhältnisse R̂Shell/RCS =

[0.02,0.08], die einen Kernkontakt nicht involvieren. Wie zu erwarten, zeigen
Be- und Entlastungspfade keinen deckungsgleichen Verlauf, sondern eine Hys-
terese. Ein Kurvenvergleich zeigt den Einfluss der Schalendicke auf den Span-
nungsverlauf der Core-Shell Partikelkontaktszenarien. Die Partikel mit dem Ver-
hältnis R̂Shell/RCS = 0.08 (dickere Schale) beschreiben einen insgesamt nied-
rigeren Spannungszustand bei maximaler Kompression. Außerdem ist der Be-
reich zwischen der spontanen Lösung und der Langzeitlösung kleiner als für
den Fall R̂Shell/RCS = 0.02 der dünneren Schale. Der Einfluss des Kerns ist für
R̂Shell/RCS = 0.08 weniger ausgeprägt. In diesem Fall hat die Schale aufgrund
ihrer Dicke eine größere Pufferwirkung. Das bedeutet für den Verlauf während
der Entlastung ebenfalls eine geringere Abweichung zum Belastungspfad, denn
die Schale wird unter gleichen Vorgaben von dehnungsgesteuerter Be- und Ent-
lastungsperiode, gleicher maximaler Kompression und gleichen Dehnraten für
R̂Shell/RCS = 0.08 weniger stark deformiert. Das lässt sich beim Kontaktradi-
usverlauf in Abbildung 5.11 wiederfinden. Dünnere Schalen deformieren sich
unter gleichen Bedingungen stärker als dicke Schalen. Mathemtisch ist das auf
den Wert des Kontaktradius zurückzuführen, der sich nach Gleichung (5.10)
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berechnet. Über die Funktion q0 involviert die Größe rc die geometrischen Ge-
gebenheiten der Core-Shell Partikel, d.h. unter anderem die Schalendicke R̂Shell .
Der Verlauf von q0 nach Gleichung (5.50) nimmt für dünner werdende Schalen
bis zum Wert TOL exponentiell zu, siehe Abbildung 5.14.
Während der Entlastung wird zuerst der viskose zeitabhängige Spannungsan-
teil über das Maxwell-Zener-Modell abgebaut (vgl. Entlastung in Kapitel 4.4.1),
was dem Intervall ∆ε̂z zuzuordnen ist. Das Ende dieses Dehnungsbereichs kenn-
zeichnet den Übergang zum Gleichgewichtspfad. Das Materialverhalten wird
anschließend durch die elastischen rheologischen Modellkomponenten, d.h. die
Hertz’sche Feder und die Gleichgewichtsfeder des Maxwell-Zener-Modells be-
schrieben. Auffällig ist jedoch, dass der Übergang zum Gleichgewichtspfad bei
den Spontan- und Langzeitsimulationen für beide Verhältnisse R̂Shell/RCS =

[0.02,0.08] jeweils das gleiche Intervall ∆ε̂z einnimmt. Dieses Phänomen lässt
sich dadurch erklären, dass die Funktionen q0 nach Gleichung (5.50) und q1

nach Gleichung (5.51), die das Spontan- und Langzeitverhalten beeinflussen,
beide zeitunabhängig sind. Sie beinhalten jeweils das Verhältnis R̂Shell/RCS und
damit den geometrischen Aspekt der Core-Shell-Modellierung. Die Herleitung
von q0 hängt von der Entwicklung des Kontaktradius rc,FEM quasi-statischer
FEM-Simulationen ab. Damit ist zwar ein Materialeinfluss in Form einer Defor-
mation der Kontaktzone integriert, nicht aber der Zeiteffekt bei viskoelastischem
Material. Für q1 wurde mit Hilfe der Abbildung 5.27 festgestellt, dass sich der
Kontaktradius infolge dehnungsgesteuerter Kompression für ein festes Verhältnis
R̂Shell/RCS bei hohen und niedrigen Dehnraten praktisch nicht unterscheidet. Nur
für variierende Schalendicken ändert sich der Wert von rc. Der Anpassungspro-
zess von q1 an die FEM-Lösungen folgt der Gleichung (5.42) und basiert auf der
Annahme, dass das spontane Antwortverhalten eines Core-Shell-Partikelkontakts
durch einen Anteil der Kernsteifigkeit beeinflusst wird. Ein Einfluss des Kontak-
tradius wurde für q1 nicht berücksichtigt. Dies bedeutet, dass die für einen Core-
Shell Kontakt charakteristischen Effekte durch den Einfluss der viskoelastischen
Schale während der Belastung für Spontan- und Langzeitprozesse durch das mit
q0 und q1 modifizierte Maxwell-Zener-Modell korrekt berücksichtigt werden, da
sie die FEM-Referenzlösungen in guter Näherung approximieren (vgl. Abbil-
dung 5.26). Ein zeitabhängiger Effekt während der Entlastung wird zwar über
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das Maxwell-Zener-Modell in die Kontaktformulierung integriert, erfordert aber
für die Analyse dehnratenabhängiger Prozesse mit ε̇ > 0 weitere Untersuchun-
gen, um eine korrekte Korrelation von Schalendicke und Zeit bzw. q0 und q1

mit der Zeit zu berücksichtigen. Da der Schwerpunkt dieser Arbeit auf quasi-
statischen Prozessen liegt, die eine Zeitabhängigkeit ausschließen, werden diese
Untersuchungen hier nicht durchgeführt.

R̂Shell/RCS

0.02
CS

0.01

∆ε̂z

0.01
10.0

10.00.02

0.08
0.08

ε̇ [s−1]

Dehnung εz [%]

N
or

m
al

ko
nt

ak
tk

ra
ft

F n
[N

]

Abbildung 5.32: Vergleich vom Kompressionsverhalten und anschließender Entlastung von Core-
Shell Partikeln gleicher Größe RCS. Die Kontaktpaare unterscheiden sich durch die
Verhältnisse von R̂Shell/RCS und den aufgebrachten Dehnraten ε̇ , die für Be- und
Entlastung identisch sind. Modellangaben: CS (Tabelle 4.2, NMC, ρscaled , PVDF,
ρscaled ), Belastungstyp: (II)-BCT, Radius RCS = 0.01mm, Zeitschrittweite: ∆t ≈
1.0 ·10−5s, Dehnrate ε̇ = ε̇Belastung = ε̇Entlastung.
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5.6 Analyse quasi-statischer Be- und
Entlastungsprozesse von Core-Shell
Partikelansammlungen

Das Core-Shell-Normalkontaktkraftmodell wurde auf der Basis eines Zwei-
Partikel-Kontaktes hergeleitet und mit einem kontinuumsmechanischen FEM-
Modell validiert. Von Interesse ist die Anwendung dieses Modelltyps auf große
Partikelansammlungen, die einen Ausschnitt einer realen Elektrodenstruktur ei-
ner Lithium-Ionen-Batterie repräsentieren sollen. Ziel ist es, die Kalandrierung
mit Hilfe von DEM-Simulationen abzubilden, die das mechanische Spannungs-
verhalten der granularen Struktur unter Berücksichtigung der elastischen und
viskoelastischen Materialkomponenten sowie der räumlichen Umordnung wie-
dergeben. Das Hauptaugenmerk liegt bei den folgenden Untersuchungen auf der
Variation der Schalendicke R̂Shell der Partikel, um die experimentell nachgebilde-
te Kalandrierung über die DEM möglichst gut zu reproduzieren. Der im Kapitel
5.2.1 festgelegte Bereich von R̂Shell/RCS = [0.02,0.1] dient als realistisches In-
tervall für die Wahl der Schalendicke. Der Wert von R̂Shell/RCS = 0.045 gilt als
erster Anhaltspunkt aus den Rückrechnungen aus dem Experiment nach Glei-
chung (5.7).
Als Ausgangsstruktur wird ein repräsentatives Volumenelement (RVE) gewählt,
das mit dem Random Close Packing (RCP) Algorithmus [17, 18] erzeugt wird.
Es besteht aus 250 Partikeln. Die Partikelradien haben den konstanten Wert
R = 5.0 µm. Es ist zu beachten, dass für einen Vergleich mit einer realen Elek-
trodenstruktur die Packungsdichte des Aktivmaterialsystems, d.h. nur die Ker-
ne des Core-Shell-Partikelsystems, relevant ist. Das vorliegende Core-Shell-
Partikelsystem hat vor der Kompaktierung eine Packungsdichte von p f = 0.632,
d.h. hier sind die Schalen berücksichtigt. Basierend auf den Untersuchungen
in Kapitel 4.4.2 überschreitet dieser Packungsfaktor die dort festgelegte mi-
nimale Packungsdichte von p f = 0.61 und ist somit für dynamische DEM-
Berechnungen verwendbar. Zur Kontrolle der Bewegungsfreiheit ist der Ver-
lauf der mittleren Koordinationszahl, der Anzahl der Kontaktpartner pro Partikel
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bei fortschreitender Kompression εz sowie das Spannungsverhalten in Abbil-
dung 5.33 dargestellt. Zum einen werden die Partikel im System als Core-Shell-
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Abbildung 5.33: Linear dehnungsgesteuerte DEM-Kompaktierung einer zu Beginn bereits dicht
gepackten 250 Partikelstruktur, mit p f = 0.635, unter Annahme von rein elasti-
schem Verhalten von NMC-Partikeln mit dem Hertz’schen Feder-Dämpfer Modell
(HSD), rein viskoelasitschem Verhalten von PVDF mit dem Maxwell-Zener Mo-
dell (MZ) und elastisch-viskoelastischem Verhalten von Aktivmaterial (NMC) und
Binder (PVDF) mit dem Core-Shell Modell (CS). Gegenüberstellung der Koordina-
tionszahlen sowie dem Spannungsverhalten σz unter wachsender Dehnung εz. Mo-
dellangaben: CS (Tabelle 4.2, NMC, ρscaled , PVDF, ρscaled ), Belastungstyp: (II)-
BCT, Radius RCS = 0.005mm, R̂Shell/RCS = 0.04, Zeitschrittweite: ∆t ≈ 1.0 ·10−5s,
Dehnrate ε̇ = 0.01s−1.

Partikel modelliert, zum anderen als rein elastische sowie linear viskoelastische
Vollpartikel mit gleichem Radius R. Dazu werden das Core-Shell-Modell, das
Hertz’sche Feder-Dämpfer-Modell und das nichtlineare Maxwell-Zener-Modell
verwendet. Zu Beginn der Kompression steigt die Koordinationszahl rapide an,
d.h. die Teilchen kommen zunehmend miteinander in Kontakt. Das System ver-
dichtet sich. Die Spannung steigt dagegen zunächst langsam an, da die Teilchen
noch mehr Bewegungsfreiheit haben. Ab einem Verdichtungsgrad von ∼ 0.5%
steigt der Verlauf der mittleren Koordinationszahl nur noch geringfügig an. Die
Anzahl der Kontakte pro Partikel bleibt nahezu konstant und liegt bei knapp 6
Kontaktpartnern pro Partikel. Das System ist so dicht gepackt, dass die Span-
nung im Gesamtsystem ab diesem Kompressionsgrad stärker ansteigt als zu
Beginn. Die hohen Spannungen des rein elastischen Materials in Abbildung
5.33 (rechts) unterscheiden sich deutlich von den Ergebnissen der Core-Shell
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(elastisch-viskoelastisch) und der Maxwell-Zener (rein viskoelastisch) Kontakt-
beschreibung, was aus der 100-fach höheren Steifigkeit von NMC im Vergleich
zu PVDF resultiert (vgl. Tabelle 4.2).
Abbildung 5.34 zeigt nur noch das Spannungsverhalten von viskoelastischen und
elastisch-viskoelastischen Partikelstrukturen, diesmal Be- und Entlastung. Neben
der Annahme von R̂Shell/RCS =konst. mit 0.04 und 0.08 werden Mischkombi-
nationen von Partikeln unterschiedlicher Schalendicke von [0.04 mit 0.08] und
[0.04 mit 0.1] betrachtet. Die Verteilung der Schalendicke beider Mischkombi-
nationen ist zufällig, d.h. die beiden vorgegebenen Schalendicken sind inner-
halb der Partikelkonfigurationen zufällig verteilt. Alle Simulationen zeigen das
Antwortverhalten quasi-statischer Prozesse auf Basis der dynamischen DEM-
Routine. Eine Gegenüberstellung aller Kurven verdeutlicht das Spannungsver-
halten in Abhängigkeit von der Schalendicke: Je dicker die Schale für die Simu-
lation quasi-statischer Prozesse, desto weicher ist das Spannungsverhalten infol-
ge Kompression und desto geringer ist die Abweichung zwischen Entlastungs-
und Belastungspfad. Die nachgiebigere viskoelastische Materialkomponente ei-
nes Core-Shell-Partikels nimmt mit zunehmender Schalendicke zu und bestimmt
das Antwortverhalten für eine Core-Shell-Kontaktformulierung. Eine Hystere-
se, die sich bei der Annahme einer rein elastischen Struktur unter Verwendung
des Hertz’schen Feder-Dämpfer-Modells ausbildet (vgl. Kapitel 4.4.2), resultiert
ausschließlich aus einer Umlagerung der Partikel. Das in Abbildung 5.34 darge-
stellte Spannungsverhalten unter Berücksichtigung des viskoelastischen Materi-
alverhaltens mit Hilfe des Core-Shell- und des Maxwell-Zener-Ansatzes beruht
auf einer Kombination von Partikelumlagerungen und zeitabhängigen Effekten.
Ab dem Zeitpunkt der Entlastung, d.h. bei der maximalen Dehnung εz = 1.0%,
ist davon auszugehen, dass eine Bewegungsfreiheit der Partikel durch die starke
Verdichtung des Systems ausgeschlossen ist.
Bei maximaler Kompression ist das System maximal komprimiert, so dass sich
das System zu Beginn der Entlastung nur schwer umordnen kann. Bei der Entlas-
tung reagieren zunächst die elastischen Federn der rheologischen Modelle, was
zu einem Spannungsabbau und anschließender Relaxation führt. Die Relaxation
wird bei jedem Kontakt durch das Erreichen der einzelnen Gleichgewichtszustän-
de beendet. Ab diesem Punkt setzt sich die Entlastung durch eine Kombination
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aus elastischem Verhalten und Teilchenumlagerung im System fort, bis der voll-
ständig entlastete Zustand erreicht ist und die Simulation abgebrochen wird. Eine
Grenze, d.h. der Übergang zu rein elastischem Verhalten, ist nicht eindeutig.
Basierend auf dem Systemverhalten unter dem Einfluss variierender Schalendi-
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Abbildung 5.34: Gegenüberstellung von makroskopischen Spannungsresultaten einer 250 Par-
tikelstruktur während dehnungsgesteuerter Be- und Entlastung, die elastisch-
viskoelastischen (Core-Shell Modell) sowie rein viskoelastischen (Maxwell-Zener
Modell) Materialverhalten beschreiben. Variation der Verhältnisse R̂Shell/RCS für
den Core-Shell Ansatz. Modellangaben: MZ (Tabelle 4.2, PVDF, ρscaled ), CS (Ta-
belle 4.2, PVDF, ρscaled , NMC, ρscaled ), Belastungstyp: (II)-BCT, Radius R =
0.005mm, Zeitschrittweite: ∆t ≈ 10 · 10−5s, Dehnrate für Be- und Entlastung
ε̇ = 0.01s−1.

cken wird ein Fit-Prozess, wie in Abbildung 5.35 dargestellt, durchgeführt, um
die Schalendicke so zu wählen, dass das Ergebnis der experimentellen Kompres-
sion mit dem DEM Core-Shell-Modell reproduziert werden kann. Der Anpas-
sungsprozess beginnt mit einer Schalendicke von 8% des Partikelradius für die
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250 Partikelansammlung. Diese Annahme der Schalendicke zeigt noch starke
Abweichungen vom experimentellen Ergebnis, während eine Reduktion auf 4%
einen verbesserten Trend zeigt. Da das Experiment hierüber nicht ausreichend
angenähert werden kann, wird die Partikelanzahl auf 500 Core-Shell-Partikel
erhöht und ebenfalls mit 4% Schalendicke gerechnet. Die Idee dahinter ist, die
aktive Oberfläche zu vergrößern und zu untersuchen, ob eine Erhöhung der An-
zahl der Kontakte, die mit einer Erhöhung der Partikelzahl einhergeht, einen
Einfluss auf den Spannungsverlauf innerhalb des Systems hat. Das Ergebnis
zeigt ein ähnliches Spannungsergebnis wie bei der Struktur mit 250 Partikeln.
Der Verlauf der Lastkurve unterscheidet sich jedoch in der Steigung im mittleren
Dehnungsbereich. Der Grund für das nachgiebigere Verhalten liegt in der ge-
ringeren Anfangspackungsdichte von 0.621 der Ausgangsstruktur mit 500 Parti-
keln. Eine Variation des Verhältnisses R̂Shell/RCS = [0.02,0.03,0.04,0.06] sowie
eine gemischte Kombination von 0.02 mit 0.04, die zufällig zugeordnet wurden,
zeigen alle bis auf 0.06 eine Verbesserung, d.h. die Spannungsantwort nimmt
mit dünner werdenden Schalen zu. Das Verhältnis 0.06 führt zu einer größeren
Abweichung vom realen makroskopischen Spannungsverhalten aus dem Expe-
riment. Das Verhältnis von 0.025 liefert in diesem Fall die beste Annäherung.
Die Kombination von 0.02 mit 0.04 zeigt ebenfalls eine gute Annäherung und
integriert gleichzeitig das Verhältnis, das der Rückrechnung des Experiments aus
Kapitel 5.2.1 mit dem Wert von 0.045 sehr nahe kommt. Eine Variation der Ver-
teilung der Verhältniswerte ermöglicht damit eine immer bessere Annäherung an
das experimentelle Ergebnis. Auf diese Weise kann der Modellierungsansatz der
Core-Shell-Kontaktformulierung immer besser an die Realität der ungleichmäßi-
gen Verteilung des Binder-Leitruß-Gemischs im Porenraum und auf dem Aktiv-
material einer realen LIB-Elektrodenstruktur angepasst werden. Die Anwendung
des Core-Shell-Modells zur Nachbildung des mechanischen Elektrodenverhal-
tens während des Kalandrierens wird durch diese Ergebnisse bestätigt und zeigt,
dass die Idee einer Modellierung des Binder-Leitruß-Gemischs in Form einer
Schale für das mechanische Verhalten gerechtfertigt ist.
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Abbildung 5.35: Nachahmung einer Kalandrierung über eine kraftgesteuerte experimentelle Kom-
pression einer Elektrode sowie über eine DEM-Simulation unter Verwendung der
dynamischen Routine mit dem Core-Shell Modellansatz. DEM-Modellangaben:
CS (Tabelle 4.2, NMC, ρscaled , PVDF, ρscaled ), Belastungstyp: (II)-BCT, Radius
RCS = 0.005mm, Zeitschrittweite: ∆t ≈ 1.0 ·10−5s, Dehnrate ε̇ = 0.1s−1, Varaition
R̂Shell/RCS, p f CS: Packungsfaktor Core-Shell Partikel, p f AM: Packgunsfaktor
Akitvmaterial-Partikel (Kern). 249





6 Effektive Transporteigenschaften
unter Einbindung eines
Binder-Leitruß-Gemischs

Zu den effektiven Transporteigenschaften der positiven Elektrode einer Lithium-
Ionen-Batterie (LIB) zählen die elektronische und ionische Leitfähigkeit entlang
der Festphase und der Porenphase. Sie folgen beide dem Gesetz der Ladungser-
haltung, welches zu den physikalischen Erhaltungssätzen gehört. Es besagt, dass
in einem geschlossenen System die Ladung konstant bleibt. Unter Einfluss eines
äußeren Potentialunterschieds fließt intern ein elektrischer Strom. Für eine Be-
rechnung der jeweiligen effektiven Leitfähigkeiten für Elektronen und Ionen wer-
den die feste Phase, d.h. das Aktivmaterial und das Binder-Leitruß-Gemisch ei-
nerseits, und die Porenphase andererseits getrennt betrachtet. Die Substanzen der
jeweiligen Phase gelten als das leitende Medium von Elektronen e− und Lithium-
Ionen Li+. Die geometrische Struktur der Festphase bestimmt die Windung der
Porenphase. Einen verstärkten Einfluss hat das Kalandrieren bei der Herstellung
der positiven Elektrode. Während der mechanischen Verdichtung der Festphase
verbessert sich zwar deren elektronische Leitfähigkeit durch die Zunahme der
perkolierten Pfade und der Verbesserung der Kontaktbedingungen, gleichzeitig
verkleinert sich aber der Porenraum, wodurch der Ionenfluss beeinträchtigt wird.
Zusätzlich hat das Kalandrieren Auswirkungen auf die Größe der aktiven Ober-
fläche, der Phasengrenze zwischen Elektrolyt und Aktivmaterial. Hier findet der
wesentliche elektrochemische Prozess statt: die (De-)Interkalation von Lithium
in Form von Atomen bzw. Ionen, wodurch der Stromkreis in der Batterie ge-
schlossen wird. Leistung, Lebensdauer und Energie einer LIB hängen von den
Prozessen auf der Mikroebene ab [173–176]. Es ist daher unbedingt erforderlich,
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ein gemeinsames Optimum für beide Leitfähigkeiten mittels der Verdichtung an-
zustreben, d.h. ein "Gleichgewicht"der Perkolationspfade in der Festphase und in
der Porenphase.
Zur Berechnung der effektiven Transporteigenschaften wird die Widerstands-
Netzwerk Methode nach [3] herangezogen. Der Verfahrensablauf ist in [177] im
Detail niedergeschrieben. An dieser Stelle wird ein allgemeiner Überblick gege-
ben.

6.1 Widerstands-Netzwerk Methode

Ein in der Physik essentielles Konzept ist das der Erhaltungsgrößen. Zu ihnen
zählen u.a. die Energie, der (Dreh-) Impuls sowie die Ladung. Sie werden durch
sogenannte Zustandsgrößen beschrieben, die von Ort und Zeit abhängig sind. Für
den Fall der Ladungserhaltung muss die entsprechende Kontinuititätsgleichung

∂

∂ t
q+∇i = 0 (6.1)

erfüllt werden. Sie ist über die Ladungsdichte q und Stromdichte i definiert. Für
ein stationäres Problem ist die vorliegende Gleichung (6.1) zeitunabhängig und
es folgt

∇i = 0. (6.2)

Die Stromdichte i lässt sich über das Ohm’sche Gesetz [130], einem linearen Zu-
sammenhang zwischen Flussdichte und antreibender thermodynamischer Kraft,
schreiben als

i = κel E, (6.3)
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6.1 Widerstands-Netzwerk Methode

das in Abhängigkeit von der elektrischen Leitfähigkeit κel = 1/ρR, mit ρR als
spezifischem Widerstand, und der elektrischen Feldstärke E steht. In der Elek-
trostatik lässt sich letztere Größe über den Potentialgradienten ∇ϕ ausdrücken,
mit

E =−∇ϕ. (6.4)

Wird Gleichung (6.4) in (6.3) eingesetzt, folgt daraus die Materialgleichung

i =−κel∇ϕ, (6.5)

mit der der Transportvorgang, hier für den elektronischen Transport, beschrieben
werden kann. Aus der Kontinuumsformulierung (6.5) folgt mit Übergang vom
Kehrwert der spezifischen Leitfähigkeit κel das Ohm’sche Gesetz für den Wider-
stand R eines Leiters:

U = R · I. (6.6)

Hier ist I der elektrische Strom im Leiter und U die über ihn abfallende elektri-
sche Spannung.
Die Widerstands-Netzwerk Methode beschreibt ein Netzwerk aus Potential-
knoten und Widerständen [177]. Unter Anschluss eines äußeren Potentials ent-
steht innerhalb des Systems ein elektrischer Strom, der einen Ausgleich des Po-
tentialunterschieds anstrebt. Es lässt sich ein effektiver Widerstand Re f f des Ge-
samtsystems ermitteln, worüber ebenfalls die effektive Leitfähigkeit κe f f

κe f f =
1

Re f f

Ldom

Adom
, (6.7)

hier für ein rechteckiges Gebiet1 mit der Länge Ldom und Querschnittsfläche
Adom, berechnet werden kann. Die Einheit ist [S m−1]. In der Form (6.7) kann

1 Das Gebiet entspricht in dieser Arbeit der virtuellen Box, die ebenfalls in der DEM als Rechen-
raum angenommen wird.
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6 Effektive Transporteigenschaften unter Einbindung eines Binder-Leitruß-Gemischs

das Ohm’sche Gesetz für ein Netzwerk aus Knoten und Widerständen verwendet
werden. Das Netzwerk baut sich aus Potentialknoten N ∈ N auf, die unterein-
ander über Widerstandskanten R vernetzt sind. Der Widerstand Ri, j verbindet
die Knoten Ni und N j miteinander. Jedem Potentialknoten Ni des Systems ist
ein Potential ϕ i zugeordnet. Zwischen zwei Knoten Ni und N j existiert ein Po-
tentialunterschied, der sich über die vorhandene elektrische Spannung U i, j zwi-
schen diesen Knoten ausdrücken lässt, ϕ i −ϕ j = U i, j. Der Potentialunterschied
ruft einen elektrischen Strom Ii, j hervor, der das Ziel eines Ladungsausgleichs
verfolgt. Nach dem Ohm’schen Gesetz aus Gleichung (6.6) gilt folgender Zu-
sammenhang für zwei beliebige Knotenpunkte Ni und N j:

Ii, j =
U i, j

Ri, j =
ϕ i −ϕ j

Ri, j . (6.8)

Das Kirchhoff’sche Gesetz besagt, dass die Summe aller an einem Knotenpunkt
hinein- und hinausfließenden Ströme:

Ii =
Mi

∑
j=1

Ii, j = 0 (6.9)

gleich dem Wert Null ist. Der Knotenpunkt Ni hat Mi ∈N Nachbarknoten, die es
in Bezug auf das gesamte Netzwerk zu berücksichtigen gilt. Daraus folgt

Ii =
Mi

∑
j=1

Ii, j =
Mi

∑
j=1

ϕ i −ϕ j

Ri, j , (6.10)

woraus ein lineares, zu lösendes Gleichungssystem resultiert. Die mathematische
Prozedur ist [177] zu entnehmen.
Für jeden leitfähigen Rand wird jeweils ein Randknoten angenommen. Hier wer-
den N0 und N1 für das Gesamtsystem gewählt. Aufgrund eines vorgegebenen
Potentialunterschieds (ϕ0−ϕ1) fließt zwischen diesen Knotenpunkten innerhalb
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des Systems ein Gesamtstrom, den es zu bestimmen gilt. Dafür sind zunächst al-
le Knotenpunktpotentiale ϕ i zu ermitteln. Daraus ergibt sich der effektive Strom
Ie f f als Summe aller Ströme, die in den Randknoten N0 fließen:

Ie f f =
Mi

∑
j=1

I0, j =
Mi

∑
j=1

ϕ0 −ϕ j

R0, j . (6.11)

Nach dem Ohm’schen Zusammenhang aus Gleichung (6.6) lässt sich der effekti-
ve Widerstand durch

Re f f =
U0,1

Ie f f
(6.12)

bestimmen und das liefert die notwendigen Informationen zur Berechnung der
effektiven Leitfähigkeit κe f f nach Gleichung (6.7).
Das geschilderte allgemeine Prinzip der Widerstands-Netzwerk Methode ist in

N0

N2
N3

N4

N1

Ie f f

I0,4

I4,
3

I0
,2

I 3,2 I2
,1

ϕ0

ϕ2
ϕ3

ϕ4

ϕ1

Ie f f

R0,4

R
4,

3

R
0,

2

R 3,2 R2,1

ϕ0

ϕ1 = ϕ0 −U0,1

U0,1

R
e f f

Abbildung 6.1: Prinzip der Widerstands-Netzwerk Methode [4].

Abbildung 6.1 visualisiert. Sie lässt sich auf das System einer LIB-Elektrode
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während dem Kalandrieren anwenden, d.h. zu festgelegten Kompressionszustän-
den. Die effektive elektronische sowie ionische Leitfähigkeit über die Festphase
und den Porenraum lassen sich auf diese Weise bestimmen. Die vorhandene
Struktur wird dafür in zwei Widerstands-Netzwerke verwandelt, die sich je-
weils an der geometrischen Konfiguration des leitenden Mediums, Aktivmaterial
und/oder Binder-Leitruß-Gemisch oder Elektrolyt, orientieren.

Widerstands-Netzwerk der Festphase In bisherigen Arbeiten [4, 14] ent-
sprechen die Partikel im numerischen Modell ausschließlich dem Aktivmaterial.
Die Transformation in ein Widerstands-Netzwerk beruht darauf, dass der Zen-
trumspunkt der sphärischen Partikel als Knotenpotentialpunkt Ni gekennzeichnet
wird. Ihm wird ein noch unbekanntes Potential ϕ i zugewiesen. Im Kontaktfall
zweier Partikel i und j bildet sich eine mechanische Kontaktfläche aus. Für Ku-
geln ist sie kreisförmig und lässt sich über den Kontaktradius rc charakterisieren.
Die Kontaktzone beeinträchtigt den Transportwiderstand der Elektronen, was in
der Widerstands-Netzwerk Methode über die dortige Widerstandskante Ri, j be-
rücksichtigt wird. Für den elektronischen Widerstand Ri, j zweier Partikel i und j
folgt nach [15]

Ri, j =
1/κ i +1/κ j

4rc
. (6.13)

Je kleiner die Kontaktfläche, desto höher der Widerstand, der dem Elektronen-
fluss entgegenwirkt. Die mechanische Kontaktfläche orientiert sich am jeweili-
gen Kontaktmodell. Die Hertz’sche Theorie beschreibt den Kontaktradius über
Gleichung (4.2) und berücksichtigt auf diese Weise die Partikeldeformationen im
Bereich der Kontaktzone.
Nach diesem Vorgehen erfolgt der Aufbau des zugehörigen Widerstands-Netz-
werks, der das System der Festphase kennzeichnet. Dieser ist in Abbildung 6.2
visualisiert. Jegliche Randknoten gilt es zu identifizieren. Die Richtung des ge-
suchten Elektronenflusses ist im Vorfeld festzulegen und die Randbedinungen
von äußeren Potentialen ϕ0 und ϕ1 sind zu wählen. Mit Hilfe des Hoshen-
Kopelmann-Algorithmus [178–181] lassen sich perkolierte, durchgängige Pfade
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6.1 Widerstands-Netzwerk Methode

und Partikelcluster ausfindig machen. Gleichung (6.10) wird für jeden Partikel-
kontakt aufgestellt, woraus ein lineares Gleichungssystem resultiert. Dieses gilt
es zu lösen, um die Knotenpotentiale zu berechnen und schlussendlich die ef-
fektive Leitfähigkeit κe f f des Systems zu erhalten. In [4, 14] wird die Methode
mittels der Analogie des vorliegenden stationären Problems der Ladungserhal-
tung zu der des stationären Temperaturproblems verifiziert.

Ie f f

ϕ0
ϕ1

Ldom

Adom

ϕ i
Ri, j

ϕ j

Abbildung 6.2: Perkoliertes Netzwerk der Festphase mit Knotenpotentialen ϕ i,ϕ j und Widerstands-
kante Ri, j in der vorgegebenen Domäne [4].

Widerstands-Netzwerk der Porenphase Der Porenraum der Elektrode wird
durch den Aufbau der Festphase vorgegeben. Unter der Annahme von sphä-
rischen Partikeln, die eine konvexe Körperform besitzen, ist der verbleibende
Hohlraum mit Verengungen oder sogenannten Flaschenhälsen versehen. Sie be-
sitzen an den Stellen, an denen der direkte Abstand zweier benachbarter Teilchen
am kürzesten ist, ihre geringste Querschnittsfläche. Sie beeinflusst wesentlich
den zu passierenden Weg der Ionen. Unter Einfluss fortschreitender Kompres-
sion nimmt die Gewundenheit der Struktur zu und erschwert den Ladungsfluss
zusätzlich. Anhand der Kenntnis der einzelnen Partikelzentrumspositionen im
Raum und deren Radien lässt sich auf den verbleibenden Porenraum schließen.
Dieser verzweigte Raum kann mit einer Laguerre-Tessellation zerlegt werden,
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einer Verallgemeinerung der Voronoi-Zerlegung [15, 182]. Das Vorgehen ist in
[4, 177] beschrieben. Die Voronoi-Tessellation entspricht einer geometrischen
Diskretisierung des Porenraums, d.h. einer Unterteilung des Raums in Zellen, den
Voronoizellen (siehe Abbildung 6.3). Die räumlichen Zellen I werden isolierten

Ie f f

ϕ1ϕ0

Ldom

Adom

I
ZI

An
mean ∆Ln

R
i,

j
ϕ i

ϕ j

Abbildung 6.3: Voronoi-Tessellation der Porenphase mit Knotenpotentialen ϕ i,ϕ j und Widerstands-
kante Ri, j in der vorgegebenen Domäne. Kennzeichnung der geometrischen Unter-
teilung in Sub-Elemente [4].

Punkten ZI zugewiesen, welche mit den Zentrumspunkten der einzelnen Partikel
zusammenfallen. Das Zentrum einer Zelle ist damit gekennzeichnet. Ein belie-
biger Punkt, der sich zwischen ZI und ZJ befindet, wird der Zelle zugeordnet,
zu deren Zentrum er den kürzesten direkten Abstand hat. Ein konvexer Polyeder
entspricht der Form einer Zelle im dreidimensionalen Raum. Für eine Porenzelle
wird der Raum, den die Partikel einnehmen, abgezogen. In Summe ergeben alle
Porenzellen den Porenraum. Die Kanten und Seiten der benachbarten Polyeder
liegen aufeinander und befinden sich in einem optimalen, ausgewogenen Abstand
zu den Zentren Z. Die gemeinsamen Polyedereckpunkte kennzeichnen die Voro-
noiknoten und repräsentieren das Zentrum einer Pore, das, unter Anwendung der
Widerstands-Netzwerk Methode, einem Potentialknoten N entspricht. Ihm wird
jeweils ein Potential ϕ zugewiesen. Zwei Porenzentren Ni und N j sind über eine
Widerstandskante Ri, j miteinander verbunden. Nach diesem Vorgehen resultiert
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ein Widerstands-Netzwerk für den Porenraum. Die Implementierung im insituts-
internen Code kitGran greift auf die Open-Source Bibliothek VORO++ [183] zu-
rück.
Der geometrische Einfluss der Struktur, hier speziell der Flaschenhälse, fließt
über die Definition einer Widerstandskante Ri, j ein. Die Flaschenhälse oder Ver-
engungen werden jeweils durch die Polyederkanten zerlegt. Der zu einer Voro-
noizelle zugehörige Bereich des Flaschenhalses wird in Sub-Elemente unterteilt.
Das Vorgehen folgt [4]. Die Berechnung von Teilwiderständen der einzelnen
Sub-Elemente ist erforderlich, die letztlich den Gesamtwiderstand der Wider-
standskante Ri, j zwischen den Knoten Ni und N j als Parallelschaltung der ein-
zelnen Sub-Element-Teilwiderstände beschreibt. Die Ermittlung der Teilwider-
stände erfolgt über eine erneute Zerlegung der Sub-Elemente in n Inkremente
der Länge ∆Ln mit zugehöriger mittlerer Schnittfläche An

mean. Für einen inkre-
mentellen Widerstand gilt

∆Rn
p = ρR

∆Ln

An
mean

(6.14)

mit dem spezifischen Widerstand ρR. Über eine Serienschaltung der inkremen-
tellen Widerstände errechnet sich der Teilwiderstand eines Sub-Elements

∆Ri, j
p =

n

∑
k=1

∆Rk
p. (6.15)

Für den Gesamtwiderstand aus m ∈ N Sub-Elementen folgt

Ri, j =
( m

∑
p=1

1

∆Ri, j
p

)−1
, (6.16)

der damit die räumliche Beschaffenheit der einzelnen Verengungen des Poren-
raums berücksichtigt.
Der weitere Ablauf gleicht dem des Festphasennetzwerks. Randknoten auf ein-
ander gegenüberliegenden Seiten werden ausfindig gemacht und die Randbedi-
nungen, unter der Vorgabe äußerer Potentiale ϕ0 und ϕ1, werden auferlegt. Für
jede Widerstandskante Ri, j existiert eine Gleichung (6.10), woraus in Summe ein
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lineares Gleichungssystem resultiert, das es zu lösen gilt. Final resultiert daraus
die effektive Leitfähigkeit κe f f des Porenraums.

6.1.1 Berechnung der effektiven
Transporteigenschaften unter Einbindung des
Binder-Leitruß-Gemischs

Die genaue Lage und Form des Binder-Leitruß-Gemischs ist bis heute Gegen-
stand der Forschung. Der Einfluss von fein verteiltem, nanoskaligem Leitruß ist
für die Mechanik weitgehend unbekannt, weshalb in dieser Arbeit nur das vis-
koelastische mechanische Materialverhalten des Bindemittels stellvertretend für
die Binder-Leitruß-Phase in der mechanischen Verdichtung betrachtet wird. Der
Leitruß ist jedoch für die elektronische Leitfähigkeit der Kathode relevant und
verbessert diese deutlich. Das Aktivmaterial ist im Vergleich zum Leitruß nur mä-
ßig elektrisch leitfähig [184–186]. Aus diesen Gründen wird für die Berechnung
der elektronischen Transporteigenschaften in diesem Kapitel die Gegenwart von
Leitruß im Binder durchaus berücksichtigt.
Ein Ziel dieser Arbeit ist es, die effektiven Transporteigenschaften des Binder-
Leitruß-Gemischs während einer mechanischen Verdichtung mit Hilfe der Wider-
stands-Netzwerk Methode zu bestimmen und an experimentelle Daten anzupas-
sen. Zwei Modellierungsansätze werden dabei miteinander verglichen:
Abbildung 6.4 zeigt die Initialstrukturen vor einer Berechnung mit der DEM
als Ansammlung von Core-Shell Partikeln in (a) und Aktivmaterialpartikeln in
(b). In (a) wird das Aktivmaterial durch die Kerne abgebildet und das Binder-
Leitruß-Gemisch liegt als Schalen vor. In (b) wird eine Konfiguration bestehend
aus reinen Aktivmaterialteilchen gezeigt, deren Abmessungen denen der Kerne
aus (a) entsprechen. Das Volumen VCore = VAM , das die elastischen Aktivmate-
rialpartikel einnehmen, ist in (a) und (b) identisch. Das Binder-Leitruß-Gemisch
ist in (b) als zusätzliche Phase c im Porenraum VPore abgebildet und belegt einen
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VCore =VAM VShell = λ c VPore VPore

Aktivmaterial

(a) (b)

Binder-Leitruß-Gemisch Porenphase

Abbildung 6.4: Darstellung der volumetrischen Verteilung der beiden Modellansätze: (a) Core-
Shell Partikelmodell. Die Kerne repräsentieren das Aktivmaterial und die Schalen
das Binder-Leitruß-Gemisch. (b) Aktivmaterial-Partikelkonfiguration. Die kugelför-
migen Partikel repräsentieren das Aktivmaterial. Im Porenraum wird das Binder-
Leitruß-Gemisch als zusätzliche Phase angenommen. Es wird als volumetrischer
Anteil des Porenraums einbezogen.

Volumenanteil λ c von VPore. Dies bedeutet, dass es keinen Einfluss auf die Ge-
wundenheit der Porenphase hat, aber das für den Ionentransport verfügbare Vo-
lumen um den Anteil λ c reduziert. Das Volumen der Schalen VShell in (a) steht in
folgender Beziehung zu dem Volumenanteil λ c des Porenraums VPore in (b):

λ
c =VShell/VPore. (6.17)

Der Porenraum

VPore =VBox −VCore (6.18)

ist der verbleibende Raum des betrachteten Volumenelements VBox in (b), der
neben dem Raum, den die Aktivmaterialteilchen besetzen, verbleibt. Werden (a)
und (b) miteinander in Verbindung gebracht, ist

VShell =VCS −VCore (6.19)
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in VPore enthalten.
Die in Abbildung 6.4 gezeigten Modellansätze werden für Kompressionsberech-
nungen mit der DEM herangezogen. Der Core-Shell Ansatz (a) nutzt das Core-
Shell Normalkontaktmodell zur mechanischen Berechnung. Die Konfiguration
aus Aktivmaterialteilchen in (b) greift auf das Hertz’sche Feder-Dämpfer Mo-
dell zur Beschreibung von rein elastischem Materialverhalten zurück. Für den
Fall (b) ist unbedingt darauf zu achten, dass die quasi-statische DEM-Routine
gewählt wird, da diese Ansammlungen von Aktivmaterialpartikeln mit hoher
Wahrscheinlichkeit eine initiale Packungsdichte von weniger als 0.61 aufwei-
sen (wie in den folgenden Untersuchungen gezeigt wird), dem minimalen Pa-
ckungsfaktor einer initialen Struktur, die für die dynamische DEM-Routine re-
levant ist (siehe Kapitel 4.4.2). Während fortschreitender Kompression werden
die schrittweise verdichteten Strukturen aus (a) und (b) der RN-Methode bereit-
gestellt: Für (a) wird ein Oberflächenleitfähigkeitsmodell [4] als Erweiterung der
RN-Methode verwendet. Damit kann die elektronische Leitfähigkeit des Binder-
Leitruß-Gemischs entlang der Oberfläche/Schale der Aktivmaterialpartikel be-
rechnet werden. Aufgrund der hier betrachteten mechanischen Verdichtung ist
für die DEM- und RN-Berechnungen die mechanische Kontaktfläche bzw. der
Kontaktradius relevant, der für den Core-Shell-Ansatz gemäß Gleichung (5.48)
berechnet wird. Für (b) basiert das Ergebnis der elektronischen Leitfähigkeit des
Binder-Leitruß-Gemischs auf der Annahme einer zusätzlichen elektronisch leit-
fähigen Phase c im Porenraum [4] und wird durch die Flaschenhälse im Poren-
raum beeinflusst.
Beide Berechnungsvarianten als Erweiterungen der Widerstands-Netzwerk Me-
thode zur Ermittlung der effektiven Transporteigenschaften von Oberfläche und
Phase im Porenraum werden hier in ihrer Theorie allgemein dargestellt.
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6.1.1.1 Einbindung des Binder-Leitruß-Gemischs in der Oberfläche
der Aktivmaterialpartikel

Für mechanische Verdichtungssimulationen, die im Rahmen der DEM stattfin-
den, stellt die Schale im Core-Shell Modellierungsansatz das Binder-Leitruß-
Gemisch dar. Während hier lediglich die viskoelastischen Materialeigenschaften
des Bindemittels für das mechanische Problem betrachtet werden, liefern die
Rußpartikel einen wesentlichen Beitrag zur Berechnung der effektiven Leitfä-
higkeit. Das Oberflächenleitfähigkeitsmodell der RN-Methode aus [4] wird ver-
wendet, um die effektive Leitfähigkeit der Binder-Leitruß-Phase in den Schalen
zu berechnen.

Effektive Oberflächenleitfähigkeit zweier sphärischer Partikel in Kontakt
Von Interesse ist die effektive Leitfähigkeit entlang der Oberfläche zweier sich
kontaktierender Partikel i und j. Infolge einer mechanischen Verdichtung mit der
DEM, wird ein Kontakt durch eine geometrische Überlappung δ

i j
n beschrieben.

In [4, 187] wird das Transportproblem entlang der Partikeloberflächen unter-
sucht. Veranschaulicht ist die Geometrie für ein sich überlappendes Kontaktpaar
nach dem Vorgehen in der DEM in Abbildung 6.5. Abgebildet ist demnach der
geometrische Kontaktradius rgeo

c infolge der geometrischen Überlappung.
Der zugehörige Oberflächenwiderstand zweier sich überlappender Partikel ist

i
θ i

c

rgeo
c

Ri
Core

Ri
CS

si = R̂i
Shell

θ
j

c

j

Abbildung 6.5: Visualisierung der geometrischen Verhältnisse für einen Core-Shell Partikelkontakt.
Darstellung des Kontaktwinkels θc als Funktion der Kontaktfläche. Die geometrische
Betrachtung kann in die mechanische Kontaktfläche transformiert werden.
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definiert als

Rsur f =
ρsur f

2π
ln
( tan(θt/2)

tan(θc/2)

)
. (6.20)

Dabei steht ρsur f für den elektrischen spezifischen Oberflächenwiderstand und
θt und θc für den Transport- bzw. Kontaktwinkel. Für den Kontaktwinkel gilt
θ i

c = sin−1(rc/Ri) für Partikel i, wobei für den Core-Shell Ansatz Gleichung
(5.10) den Kontaktradius rc beschreibt. Zur Berechnung von θt wird auf [4] ver-
wiesen. Er resultiert aus den Lagebeziehungen aller mit Partikel i in Kontakt
stehenden Nachbarpartikeln. Die Winkelabhängigkeit beschreibt den Widerstand
Rsur f aus Gleichung (6.20), dass die Elektronen vollständig über die Oberfläche
der Teilchen fließen, was durch die Winkel θt und θc mit θt = (θc,90◦] ausge-
drückt wird. Der spezifische Oberflächenwiderstand folgt der Vorschrift [4, 187]

ρsur f =
1

κsur f · s
, (6.21)

wobei κsur f die elektrische Leitfähigkeit der Oberfläche und s die Dicke der
Oberfläche bzw. Schale ist. Die Beziehung zwischen dem Core-Shell DEM-
Modell und dem RN-Modell lautet: s = R̂Shell . Der resultierende Oberflächen-
widerstand zweier sich kontaktierender Partikel i und j wird durch eine Reihen-
schaltung der einzelnen Oberflächenwiderstände beider Partikel definiert:

Ri, j
sur f = Ri

sur f +R j
sur f

=
1/(κ i

sur f si)

2π
ln
( tan(θ i, j

t /2)
tan(θ i

c/2)

)
+

1/(κ j
sur f s j)

2π
ln
( tan(θ j,i

t /2)

tan(θ j
c /2)

)
. (6.22)

Bei einer Partikelansammlung ist es möglich, dass ein Partikel i mit mehreren be-
nachbarten Partikeln j, k, m in Kontakt steht. Die Berechnung des Ladungsflusses
zwischen i und j wird durch die zusätzlichen Kontakte dahingehend beeinflusst,
dass der ’rechte’ und der ’linke’ Winkel eines Kontaktes im Allgemeinen nicht
mehr gleich sind. Dies wird durch eine Mittelung der Transportwinkel von i und
j berücksichtigt [4].
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Der Aufbau dieses Widerstands-Netzwerkes ist analog zum Aufbau des Widerstands-
Netzwerkes der festen Phase und ist in Abbildung 6.6 schematisch dargestellt.
Details sind in [4] zu finden.

Ie f f

ϕ0
ϕ1

Ldom

Adom

ϕ i
Ri, j

ϕ j

Abbildung 6.6: Perkoliertes Netzwerk speziell der Binder-Leitruß-Phase entlang der Partikeloberflä-
chen mit Knotenpotentialen ϕ i,ϕ j und Widerstandskante Ri, j in der vorgegebenen
Domäne [4].

6.1.1.2 Einbindung des Binder-Leitruß-Gemischs als prozentualer
Anteil der Porenphase der Aktivmaterialpartikel

Eine alternative Einbindung des Binder-Leitruß-Gemischs wird in [4] als zusätz-
liche Phase c im Porenraum vorgestellt. Gesucht ist der effektive Widerstand der
Porenphase unter der Annahme eines gemischten Mediums, dessen unterschied-
liche Phasen nicht miteinander interagieren. Das Vorgehen gleicht dem der her-
kömmlichen Berechnung der effektiven Transporteigenschaften in der Porenpha-
se (vgl. Abschnitt 6.1). Der Unterschied liegt in der Berücksichtigung der Phase
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c. Dies geschieht durch Modifikation der Gleichung (6.14) für den Widerstand
eines Inkrements der Länge ∆Ln zu

∆Rn,c
m =

ρc
R

λ c
∆Ln

An
mean

, (6.23)

mit dem spezifischen Widerstand ρc
R der Phase c. Der Faktor λ c steht für den

Volumenanteil der Phase c innerhalb eines Sub-Elements. Die Teilwiderstände
der Sub-Elemente errechnen sich analog zu Gleichung (6.15)

Ri, j
m,c =

n

∑
k=1

∆Rk,c
m . (6.24)

Final lässt sich wie in Gleichung (6.16) der Widerstand des Flaschenhalses als
Parallelschaltung aller Teilwiderstände der Sub-Elemente ausdrücken

Ri, j
mix,c =

( m

∑
p=1

1

Ri, j
p,c

)−1
. (6.25)

Der Wert von Ri, j
mix,c bezieht sich ausschließlich auf die Phase c, die dem Binder-

Leitruß-Gemisch entspricht. Das relevante Netzwerk ist in Abbildung 6.7 illus-
triert.

6.1.1.3 Gegenüberstellung der Modellierungsansätze

Das Oberflächenleitfähigkeitsmodell der RN-Methode konzentriert sich auf das
Widerstandsnetzwerk der festen Phase, d.h. hier aller Core-Shell-Partikel im
System. Der Widerstand entlang der Oberfläche/Schale, die das Binder-Leitruß-
Gemisch darstellt, wird nach der Gleichung (6.22) berechnet. Bei Annahme, dass
die Binder-Leitruß-Phase homogen im Porenraum verteilt ist, stellt ein Partikel-
system aus reinem Aktivmaterial die Festphase dar. Für das zugehörige RN-
Modell muss das Widerstandsnetzwerk für den Porenraum der Aktivmaterialpar-
tikel aufgebaut werden.
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Ie f f
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Abbildung 6.7: Voronoi-Tessellation der Porenphase mit homogen verteilter Binder-Leitruß-Phase
im Porenraum mit Knotenpotentialen ϕ i,ϕ j und Widerstandskante Ri, j in der vorge-
gebenen Domäne. Kennzeichnung der geometrischen Unterteilung in Sub-Elemente
[4].

Um die Ergebnisse dieser beiden Modellansätze miteinander vergleichen zu kön-
nen, gilt für die Radien der monodispersen Konfigurationen R(a)

Core = R(b) mit Be-
zug auf Abbildung 6.4. Die materialspezifischen Kennwerte, d.h. die Leitfähig-
keiten κsur f nach Gleichung (6.21) und κc nach Gleichung (6.23), mit κc = 1/ρc

R,
sind gleich zu wählen. Für reinen Ruß werden sie nach den Vorgaben der Auto-
ren von [188] zu 1000.0Sm−1 gewählt. In einer realen Elektrodenstruktur besteht
jedoch die Möglichkeit, dass der Binder die Perkolationspfade der dispergierten
Rußpartikel beeinflusst. Dies würde den Wert der Leitfähigkeit verringern. Für
erste Annäherungen an reale Messwerte des Widerstandes einer Elektrodenstruk-
tur dient die Vorgabe κCBD = 1000.0Sm−1 aus [188] als grobe Orientierung.
Ausgangspunkt der folgenden Simulationen ist jeweils eine Core-Shell Parti-
kelkonfiguration als Initialstruktur. Daraus kann der Volumenanteil des Binder-
Leitruß-Gemischs in beiden Modellansätzen aus Abbildung 6.4 ermittelt werden.
Für das Core-Shell-Modell entspricht dieser Volumenanteil dem Packungsfaktor
p fShell = VShell/VBox, den die Schalen vom gesamten Boxvolumen einnehmen.
Für die Modellierung mit einer Phase im Porenraum wird der Volumenanteil der
Phase λ c = Vc/VPore dementsprechend als Anteil vom Porenraum ausgedrückt.
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Die Beziehung zwischen den beiden Modellansätzen ist durch die Gleichung
(6.17) definiert und besagt, dass der Volumenanteil, den alle Schalen in der Core-
Shell-Konfiguration am Boxvolumen einnehmen, gleich dem Volumenanteil der
Phase c des Porenraums der Kern-, d.h. Aktivteilchenkonfiguration ist. Dieser
Volumenanteil λ c nach Gleichung (6.17) kann in Abhängigkeit von der Core-
Shell-Konfiguration wie folgt beschrieben werden:

λ
c =

p fShell

p fPore
=

(
1− (RCore/RCS)

3
)

p fCS

1− (RCore/RCS)3 p fCS
. (6.26)

Für die detaillierte Herleitung von Gleichung (6.26) wird auf Anhang A-A.2
verwiesen. Der Wert λc steht in Abhängigkeit von Größen, die sich auf die
Core-Shell Konfiguration konzentrieren, dem Packungsfaktor der Core-Shell-
Konfiguration p fCS und den bekannten Radien RCS und RCore mit RCS = RCore +

R̂Shell .
Die Untersuchungen zur Analyse der effektiven Transporteigenschaften bauen
auf der Auswertung der mechanischen Ergebnisse aus Experiment und Simulati-
on in Kapitel 5 auf. Eine Rückrechnung der realen Struktur auf eine Core-Shell
Modellkonfiguration aus Kapitel 5.2.1 ergab ein Verhältnis von R̂Shell/RCS ≈
0.045 pro Core-Shell Partikel. Durch DEM-Simulationen einer Struktur aus 500
Core-Shell Partikeln mit der initialen Packungsdichte von 0.621 und den Ver-
hältnissen R̂Shell/RCS = 0.025 und R̂Shell/RCS = [0.02 mit 0.04] konnte das me-
chanische Experiment in guter Näherung am besten reproduziert werden (siehe
Abbildung 5.35). Diese Ergebnisse dienen als Orientierung für die Transportei-
genschaftsanalyse.
Abbildung 6.8 zeigt die Ergebnisse der effektiven Leitfähigkeit aus Experiment
und Simulation bei fortschreitender Dehnung. Gemessen wurde beim Experi-
ment der zum Leitwert inverse Widerstand der Gesamtstruktur bei mechanischer
Kompression. Unter Berücksichtigung der Dicke d der Elektrodenschicht kann
die effektive Leitfähigkeit κe f f berechnet werden. Die Messergebnisse werden
mit Hilfe des Leitwertes für reinen Ruß nach den Autoren von [188] dimensions-
los gemacht: κ

exp
e f f [−] = (R[1/S] d[m] · 1000.0 [S/m])−1 mit d ≈ 0.3193 · 10−3 m.

Die Messergebnisse liegen in einem Größenbereich von 0.005 bis 0.015. Die
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Abbildung 6.8: Gegenüberstellung der Messdaten der effektiven Leitfähigkeit infolge eines Ex-
periments zu den Ergebnissen der zwei Simulationsansätze: (a) dem Core-Shell
Ansatz mit Core-Shell Kontaktmodell (DEM) und Oberflächenleitfähigkeitsmodell
(RN), (b) dem Ansatz Aktivmaterialteilchenkonfiguration, mit Hertz’schem Feder-
Dämpfer Kontaktmodell (DEM) und zusätzlicher Phase im Porenraum (RN).
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effektive Leitfähigkeit κe f f /(1000S/m) steigt mit zunehmender Kompression
zunächst nahezu linear an. Gegen Ende der Kompression ist eine leichte Abnah-
me im Anstieg des Kurvenverlaufs zu erkennen.
Die DEM- sowie RN-Simulationen basieren auf der Variation der Packungsfak-
toren p fCS und R̂Shell/RCS, wodurch der Wert von λ c gemäß Gleichung (6.26)
variiert. Damit sollen die Ergebnisse der effektiven Leitfähigkeit aus den RN-
Berechnungen beider Modellansätze denen aus dem Experiment angenähert wer-
den.
Zwei Core-Shell-Strukturen mit anfänglicher Packungsdichte p fCS = 0.621 in I)
und 0.6 in II) (siehe Abbildung 6.8) werden für die Simulationen mit der DEM-
und der RN-Methode generiert. Der Packungsfaktor I) entspricht dem des me-
chanischen Simulationsmodells, das im Vergleich zum Experiment die besten
mechanischen Ergebnisse lieferte. Der Wert von II) kennzeichnet eine weniger
dichte Struktur, um den Einfluss eines größeren Porenraums zu verdeutlichen.
Der Partikelradius RCS = 0.005mm der monoskaligen Struktur und die Partike-
lanzahl N = 500 werden für beide Konfigurationen I) und II) gleich gewählt.
Für jede Struktur werden zwei Verhältnisse R̂Shell/RCS mit a) 0.025 bzw. b) 0.04
gewählt, deren Werte sich an den mechanischen Ergebnissen aus Abbildung 5.35
orientieren. a) 0.025 kommt den experimentellen mechanischen Ergebnissen am
nächsten und b) 0.04 entspricht näherungsweise dem Wert 0.045 aus den Rück-
rechnungen einer realen Elektrodenstruktur. Mit der Beziehung (5.1) und Glei-
chung (6.26) ergeben sich jeweils die Werte für λ c, die Tabelle 6.9 zu entnehmen
sind. Durch die Vorgabe von a) und b) für zwei Packungsdichten bzw. Konfigu-
rationen der Core-Shell Ansammlung, d.h. zwei Verhältnissen für jeweils I) und
II), resultieren jeweils zwei Konfigurationen aus reinem Aktivmaterial mit den
Radien a) RCore = 4.875 µm und b) 4.8 µm und den initialen Packungsfaktoren
von p fCore = 0.576 und 0.549 für I) und p fCore = 0.556 und 0.531 für II). Sie
stehen dem RN-Modell mit Binder-Leitruß-Phasen zur Verfügung. Mit diesem
Vorgehen werden jeweils zehn Strukturen erzeugt, d.h. es stehen insgesamt 60
Konfigurationen für DEM- und RN-Simulationen bereit, um die effektiven Trans-
porteigenschaften aller Strukturen über beide RN-Modellansätze zu berechnen.
Abbildung 6.8 zeigt die gemittelten Resultate der Berechnungen.
Sie greifen u.a. auf die Werte in Tabelle 6.9 als Eingabeparameter für DEM und
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RN zurück. Die eingetragenen Werte charakterisieren die anfängliche, überlap-
pungsfreie Partikelstruktur, die sich im Laufe der mechanischen Verdichtungs-
simulation mit der DEM verändert. Die Packungsfaktoren p fShell , p fCore und
p fPore sind in der Tabelle gemäß den Gleichungen (A.1), (A.7) und (A.4) ange-
geben. Sie beziehen sich auf die Core-Shell-Strukturen für Ia) und b) und IIa)
und b). Von a) nach b), d.h. mit dickerer Schale ist der Packungsfaktor p fShell

gemäß Gleichung (A.6) größer. Infolge dessen ist der Radius des Kerns RCore

und p fCore kleiner. Der Porenraum der Kerne p fPore fällt dagegen größer aus.
Daneben steht der Wert λ c. Er wird nach der Gleichung (6.17) berechnet und
ermöglicht einen Vergleich der RN-Modelle, der Core-Shell-Konfiguration mit
dem Oberflächenleitfähigkeitsmodell und der Kernkonfiguration mit dem Mo-
dell des Phasenanteils c. Durch Variation der Schalendicke R̂Shell , d.h. von a)
nach b), ist der Volumenanteil λ c nach Gleichung (6.17) mit dickerer Schalen
höher. Ein Übergang von I) nach II) zeigt, dass für die Partikelansammlung mit
kleinerem Packungsfaktor alle Werte in der Tabelle niedriger sind. Dies ist darauf
zurückzuführen, dass bei konstanter Partikelzahl N und konstantem Radius RCS

das Boxvolumen größer ist.
Startet die Kompression, entstehen jeweils aus der gleichen Ausgangsstruktur
Ia) und Ib) bzw. IIa) und IIb) Endkonfigurationen, die während der Verdich-
tung nicht mehr identisch sind. Dies ist auf das jeweils elastische und elastisch-
viskoelastische Materialverhalten und die jeweilige DEM-Routine im iterativen
Simulationsprozess zurückzuführen. Die numerischen Ergebnisse werden entdi-
mensioniert: κsim

e f f [−] = κRN
e f f [S/m]/(1000.0 [S/m]).

Abbildung 6.8 zeigt, dass die Messergebnisse von den Simulationsergebnissen
beider RN-Modelle eingegrenzt werden. Das Modell, das die Binder-Leitruß-
Phase als prozentualen, gleichmäßig verteilten Anteil des Porenraums berück-
sichtigt, zeigt eine überschätzte Annäherung an das Experiment, während die des
Oberflächenleitfähigkeitsmodells unterhalb der Messergebnisse liegt. Zunächst
wird der resultierende Kurvenverlauf der Simulation mit dem RN-Phasenmodell
analysiert (Überschätzung), der mit zunehmender Verdichtung leicht abnimmt.
Der Wert von λ c nach Gleichung (6.17), d.h. der Volumenanteil im schrumpfen-
den Porenraum, steigt mit zunehmender Kompression langsam an. Um diesen Ef-
fekt zu begründen, wird ein Bezug zur entsprechenden Core-Shell Konfiguration
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Abbildung 6.9: Eingabeparameter überlappungsfreier Strukturen zur Berechnung der effektiven
Leitfähigkeit mit dem Modell der Oberflächenleitfähigkeit und der zusätzlichen Pha-
se c im Porenraum als Erweiterungen der RN-Methode.

durchgeführt. Während des mechanischen Verdichtungsprozesses des Core-Shell
Systems nimmt die Packungsdichte p fCS nach Gleichung (A.5) zu, da das Vo-
lumen der Box reduziert wird. Damit steigt auch der Wert des Packungsfaktors
der Schalen p fShell nach Gleichung (A.6), da das Volumen aller Schalen kon-
stant bleibt, nicht aber das Boxvolumen. Ebenso schrumpft das Porenvolumen
VPore. Der Widerstand im Porenraum nach Gleichung (6.23) steigt mit der Ver-
dichtung und die effektive Leitfähigkeit wird reduziert. Der Kurvenverlauf der
effektiven Leitfähigkeit in Abbildung 6.8 des RN-Modells mit Phase c im Po-
renraum zeigt diese Reduktion durch eine leichte Abnahme. Da das Volumen der
Binder-Leitruß-Phase gleich bleibt, kann die Abnahme physikalisch nur durch
einer Erhöhung der Tortuosität des Porenraums erklärt werden.
Für eine Gegenüberstellung aller vier schwarzer Kurven (•,×,⋆, +) auf Basis des
RN-Phasenmodells wird zunächst die dichtere Startkonfiguration I) mit 0.621 als
Packungsfaktor betrachtet. Die Ergebnisse der beiden Aktivmaterialkonfiguratio-
nen mit anfänglich Ia) λ c = 0.107 und Ib) 0.159 werden miteinander verglichen.
In Abbildung 6.8 entspricht das den schwarzen Kurven mit den Symbolen Ia) •
und Ib) ×. Die Kurven weichen stark voneinander ab. Von Ia) zu Ib) wird der
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Porenraum vergrößert. Der Phasenanteil λ c im Porenraum erhöht sich aus dem
Grund, da diese Gegenüberstellung Ia) zu Ib) auf den zugehörigen Core-Shell
Konfigurationen mit 2.5% und 4% Schalendicke beruht. Eine dickere Schale
lässt die Aktivmaterialteilchen schrumpfen, das Volumen aller Schalen anwach-
sen und den Anteil der Binder-Leitruß-Phase im RN-Phasenmodell anwachsen.
Je kleiner der Radius der Aktivmaterialpartikel RCore, desto besser ist die effek-
tive Leitfähigkeit des Binder-Leitruß-Gemischs für das RN-Modell mit homoge-
ner Phase im Porenraum. Die Abweichung zu dem experimentellen Ergebnis der
Leitfähigkeit wird mit höherem Wert von λ c allerdings größer. Mit zunehmen-
der Verdichtung wird die Abweichung jedoch geringer, was man daran erkennen
kann, dass der generelle Kurvenverlauf der Simulationsergebnisse Ia) und b),
wie bereits beschrieben, leicht abnimmt, während der des Experiments mit der
Kompression zunimmt.
Bei geringerer Anfangspackungsdichte II) mit 0.6 und unter der Annahme gleich-
bleibender Volumenanteile aller Komponenten jeweils für a) oder b) während ei-
ner Kompression ergibt sich für das RN-Modell mit der Binder-Leitruß-Phase im
Porenraum eine im Vergleich zu I) geringfügige Abnahme der effektiven Leit-
fähigkeit und insgesamt eine geringfügige Annäherung an die Messdaten. Die
Partikelanzahl N sowie die Radien RCS bleiben für alle Fälle gleich, d.h. von I)
zu II) wird das Boxvolumen VBox größer. Damit nimmt der Wert von p fShell mit
gleichbleibendem Schalenanteil für jeweils a) und b) ab und der anfängliche Vo-
lumenanteil λ c in der Porenphase wird aufgrund der Beziehung (6.17) ebenfalls
reduziert. Eine geringere anfängliche Core-Shell-Packungsdichte mit geringerem
Volumenanteil der Phase c, d.h. IIa), führt zu einer Annäherung an die experi-
mentellen Daten, nämlich zu einer Reduktion der effektiven Leitfähigkeit. Im
Vergleich von IIa) und IIb) liegt in IIa) eine dichtere Aktivmaterialteilchenkon-
figuration vor, da in a) die Schale dünner ist als in IIb). Generell gilt beim Ver-
gleich der Aktivmaterial-Teilchenkonfigurationen, dass bei einer Verringerung
dieser anfänglichen Packungsdichte, d.h. von IIa) zu IIb), der Wert von λ c zu-
nimmt, damit nach Gleichung (6.23) der Widerstand abnimmt und die effektive
Leitfähigkeit zunimmt.
Die Ergebnisse der effektiven Leitfähigkeit des Oberflächenleitfähigkeitsmodells
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nach dem Core-Shell Ansatz zeigen in Abbildung 6.8 einen ähnlichen Kurven-
verlauf wie das Experiment. Die Leitfähigkeit verbessert sich mit zunehmender
Verdichtung des Systems. Die Steigung der Kurven der Simulationsergebnisse
wird niedriger, wenn die Schalen dünner werden, d.h. von b) nach a), und zusätz-
lich die anfängliche Packungsdichte abnimmt, d.h. von I) nach II). Der generelle
Trend der Simulationsergebnisse, d.h. die Zunahme der effektiven Leitfähigkeit,
kann u.a. durch die Vergrößerung der mechanischen Kontaktfläche bei fortschrei-
tender Kompression erklärt werden, da der Kontaktradius ein Einflussparameter
für die Transport- und Kontaktwinkel ist, die zur Berechnung der Widerstän-
de/Leitfähigkeiten der Einzelkontakte benötigt werden (vgl. Abschnitt 6.1.1.1).
Eine Veränderung der Eingangsparameter, d.h. dickere Schalen, höhere Leitfä-
higkeit oder dichtere Ausgangsstruktur, verringern den Widerstand des Flaschen-
halses. Die effektive Leitfähigkeit entlang der Oberfläche, d.h. in der Schale, wird
durch diese Einflüsse im Modell erhöht. Je dichter die Core-Shell Initialstruktur
ist, desto mehr Kontakte entstehen bei nachfolgender Kompression. Durch die
Generierung einer möglichst dichten Ausgangsstruktur von p fCS > 0.621 für das
Core-Shell Modell können die Ergebnisse des Oberflächenleitfähigkeitsmodells
immer besser an die des Experiments angepasst werden. Ein dichtes System I) in
Kombination mit dicker Schale b) zeigt die beste Leitfähigkeit bei Anwendung
des Core-Shell RN-Modells.
Durch Rückrechnung aus den Eingaben der realen Elektrodenstruktur im Ex-
periment hatte sich für eine Partikelkonfiguration aus 500 Teilchen eine Scha-
lendicke von ∼ 4.5% des Partikelradius ergeben. Dieser Wert wurde durch eine
Parameterstudie mit 2% und 4% in zufälliger Kombination, ebenfalls in Kap. 5.6
(siehe Abbildung 5.35), mit DEM-Simulationen im Vergleich zum Spannungs-
Dehnungs-Verlauf im Kompressionsexperiment gut bestätigt. Die mechanischen
Ergebnisse deuten darauf hin, dass eine dünnere Schalendicke als 4% gewählt
bzw. integriert werden sollte, um die mechanischen Messdaten besser zu appro-
ximieren. Unter der Annahme einer gleichmäßig verteilten Schalendicke von 4%
vom Core-Shell Partikelradius übertreffen die Simulationsergebnisse für die ef-
fektive Leitfähigkeit allerdings die experimentellen elektrischen Daten ab einem
Kompressionsgrad von ∼ 0.6% (Kurve mit blauen ×-Symbolen).
An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass bei dem Experiment die zusätzliche
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Leitfähigkeit des Aktivmaterials eingebunden ist und die Ergebnisse beeinflusst.
In den Simulationen wird diese Leitfähigkeit des Aktivmaterials nicht berück-
sichtigt. Beim hier betrachteten Material NMC 622 als Aktivmaterial ist diese im
Vergleich zu Ruß klein [184–186] und wurde somit ebenfalls bei der Interpre-
tation des Experiments nicht berücksichtigt. Zu dieser Vernachlässigung kommt
die Unsicherheit bei der Wahl des Wertes von 1000.0Sm−1 nach [188] für die
effektive Leitfähigkeit des Binder-Leitruß-Gemischs. Er wird hier lediglich als
Richtwert angesehen, denn er variiert in Veröffentlichungen [188–190].
Eine Trennung der Messergebnisse der Widerstände, die auf die Grenzflächen
zwischen Elektrodenstruktur und Stromableiter zurückzuführen sind, und der
Struktur selbst ist mit dem Versuchsaufbau der hier berichteten Experimente
von T. Brendel nicht möglich. Es wird jedoch vermutet, dass "die vorliegenden
Messergebnisse des makroskopischen Widerstandes stark von den Grenzflächen
zum Ableiter beeinflusst sind und weniger auf die Struktur selbst zurückzuführen
sind"(T. Brendel, persönliche Kommunikation, 15. November 2023). Wenn der
Gesamtwiderstand der Elektrodenschicht allein zugeordnet wird, wird dieser Wi-
derstand überschätzt und der relevante Widerstand in der Elektrodenschicht des
Experiments ist niedriger. Die effektive Leitfähigkeit wäre somit höher und nä-
her an den Simulationsergebnissen, die oberhalb der gezeigten Messdaten liegen,
also denjenigen Ergebnissen des RN-Modells mit homogen verteilter Binder-
Leitruß-Phase im Porenraum.
Eine Variation der initialen Packungsdichte, d.h. ein Vergleich von I) und II),
hat einen Einfluss auf beide Modellierungsansätze, der im Fall des RN-Modells
mit Binder-Leitruß-Phase im Porenraum und gleichbleibendem Binder-Leitruß-
Anteil deutlich geringer ist. Ein größerer Porenraum, d.h. unter Betrachtung von
b) für beide Packungsdichten, ermöglicht jeweils eine Zunahme der effektiven
Leitfähigkeit. Durch die Wahl eines erhöhten Volumenanteils der Binder-Leitruß-
Phase im Porenraum wird die Leitfähigkeit im Vergleich dieser Ergebnisse er-
höht.
Das RN-Modell für den Porenraum mit Binder-Leitruß-Phase vernachlässigt
einen geometrischen Einfluss der Mischung. Sie ist ein prozentualer Bestand-
teil des Porenraums. D.h. nur die Gewundenheit der Porenphase bestimmt das
dort vorhandene Widerstandsnetzwerk und betrachtet die Binder-Leitruß-Phase
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und Elektrolyt im Porenraum als gleichmäßig verteilt. Je höher der volumetri-
sche Anteil λ c des Binder-Leitruß-Gemischs ist, desto besser ist dort die effek-
tive Leitfähigkeit. Als wesentlicher Unterschied zum Phasenmodell ordnet das
Oberflächenleitfähigkeits- oder Core-Shell-Modell das Binder-Leitruß-Gemisch
einem bestimmten geometrischen Raumbereich zu, der/den Oberfläche/Schalen.
Bei diesem Oberflächenleitfähigkeitsmodell beeinflusst die Geometrie der Parti-
kel, deren Anordnung im System, die Anzahl der Kontakte sowie das Ausmaß
der mechanischen Kontaktflächen den Elektronenfluss entlang der Partikelober-
flächen.
Unter dem Aspekt, dass eine genaue Lokalisierung des Gemischs nach heutigem
Stand der Forschung schwierig ist, können beide Modellansätze als zulässige
Annäherung an die Realität angesehen werden. Die Modellierung der effektiven
Leitfähigkeit einer realen Elektrodenstruktur mit diesen numerischen Methoden
ist ein wichtiger Schritt, um das reale Transportverhalten der Binder-Leitruß-
Phase einem Bereich zuordnen zu können und die Lokalisierung dieser Phase zu
unterstützen.
Die Ergebnisse der effektiven Leitfähigkeit des Oberflächenleitfähigkeitsmodells
zeigen bei einem Vergleich der Simulationsergebnisse beider RN-Modelle eine
größere Übereinstimmung mit den experimentellen Daten. Der Kurvenverlauf,
d.h. die Entwicklung der Leitfähigkeit mit zunehmender Kompression, ähnelt
dem Trend, den die experimentellen Messdaten liefern. Daraus ergibt sich die
Idee, das Oberflächenleitfähigkeitsmodell weiter zu verbessern. Dichtere Core-
Shell Initialstrukturen sind ein erster Ansatz, der sich positiv auf die effekti-
ve Leitfähigkeit eines verdichteten Systems auswirkt. Die Einbeziehung einer
Verteilung der Schalendicken im Core-Shell Partikelsystem und zusätzlich po-
lydisperser Konfigurationen ist zu erwägen. Die Ausgewogenheit zwischen der
Reproduktion des mechanischen und des elektronischen Verhaltens darf jedoch
nicht vernachlässigt werden. Schalen im Bereich von ∼ 2% bis ∼ 4% Schalen-
dicke des Partikelradius hatten die Mechanik nach den Ergebnissen des Kapitels
5.6 gut wiedergegeben. Für die Beschreibung des Elektronentransports lieferten
jedoch in diesem Kapitel größere Schalendicken mit ∼ 4% bessere Ergebnisse.
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Die vorliegende Arbeit befasst sich mit zwei Prozessen während der Herstel-
lung bzw. des Betriebs einer Lithium-Ionen-Batterie: dem Kalandrieren und dem
elektronischen Transport innerhalb der Partikelstruktur der positiven Elektrode.
Beide Prozesse werden mit numerischen Methoden simuliert. Die mechanische
Verdichtung während des Kalandrierens wird mit Hilfe der Diskreten Elemente
Methode (DEM) behandelt, die es erlaubt, Bewegungsvorgänge innerhalb dis-
kontinuierlicher Partikelstrukturen zu beschreiben [16]. Das elektronische Pro-
blem umfasst den Fluss von Elektronen entlang des verdichteten Partikelsystems.
Die effektiven Transporteigenschaften der entsprechenden Phase werden mit der
Widerstands-Netzwerk Methode (RN) berechnet [3].
Die Einbeziehung aller Material- und Transporteigenschaften des festen Aktiv-
materials und insbesondere des Binder-Leitruß-Gemischs in den numerischen
Kontext ist Schwerpunkt dieser Arbeit. Numerische Verfahren berücksichtigen
bisher hauptsächlich das elastische und elektronisch leitfähige Aktivmaterial.
Das nicht reaktive polymere Bindemittel sorgt aufgrund seiner Viskoelastizität
für ein zeitabhängiges mechanisches Verhalten. Die hohe elektrische Leitfähig-
keit der im Binder fein verteilten nanoskaligen Rußpartikel wirkt sich positiv
auf die Leitfähigkeit der gesamten Kathode aus. Ziel dieser Arbeit ist es daher,
die beiden numerischen Methoden DEM und RN so zu erweitern, dass neben
den Einflüssen der Aktivmaterialpartikel auch die Einflüsse des Binder-Leitruß-
Gemischs hinsichtlich Mechanik und Transporteigenschaften berücksichtigt wer-
den. Ein rheologisches Kontaktmodell integriert die mechanischen Effekte. Der
elektronische Transport wird in zwei separaten Modellierungsansätzen integriert:
durch die Annahme von Perkolationspfaden entlang der Partikeloberfläche sowie
über eine volumetrisch definierte Phase im Porenraum.
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Die zur Implementierung des Binder-Leitruß-Gemischs notwendigen Schritte
bauen auf bereits vorhandene Routinen des institutsinternen C++ Codes kitGran
auf: ein Algorithmus zur Strukturgenerierung von sphärischen und (super)-ellip-
soiden Partikelansammlungen, der Random Close Packing (RCP) Algorithmus
[17, 18], eine quasi-statische Routine der DEM, die elastisches Materialverhalten
über das Hertz’sche Kontaktgesetz [1] in Normalenrichtung und die Theorie von
Mindlin und Deresiewicz [28] in Tangentialrichtung beschreibt und eine Routine
der RN-Methode, mit der die effektiven Transporteigenschaften der Festphase,
der Porenphase mit und ohne zusätzlich enthaltener Binder-Leitruß-Phase sowie
der Partikeloberfläche berechnet werden [3, 4].
Zu Beginn der Arbeit wird eine Einführung in die Thematik der Lithium-Ionen-
Batterie gegeben, um die allgemeine Funktionsweise und den Aufbau, insbe-
sondere der positiven Elektrode, vorzustellen. Für die Modellierung der realen
Elektrodenstruktur ist die Generierung periodischer Volumenelemente überlap-
pungsfreier Partikel als repräsentativer Ausschnitt der Gesamtstruktur erforder-
lich. Zusätzlich zum bestehenden RCP-Algorithmus wird der Drop and Roll-
Algorithmus (DNR) [19] neu implementiert. Im Gegensatz zum RCP berück-
sichtigt der DNR-Algorithmus den Einfluss der Schwerkraft und induziert in
jedem Fall punktuelle Partikelkontakte bereits in der Ausgangsstruktur, während
bei einer RCP-Struktur frei schwebende Partikel in der Konfiguration existieren
können. Durch Variation der Kontraktionsrate kann mit dem RCP eine maxi-
male Packungsdichte von 0.64 erreicht werden. Die Packungsdichte einer DNR-
Struktur tendiert zu einem Maximalwert von 0.578 [19]. Es wird gezeigt, dass die
Packungsdichte durch einen Strukturausschnitt in einer bestimmten Höhe der ge-
samten DNR-Struktur und Variation der Ausschnitthöhe gesteuert werden kann.
Derart lose generierte Strukturen sind besonders fehleranfällig im Rahmen einer
mechanischen Verdichtung mit der dynamisch/physikalischen DEM-Routine, die
das zeitabhängige Materialverhalten numerisch abbildet. Frei bewegliche Parti-
kel in Kombination mit großen Zeitschrittweiten führen tendenziell zu Stabilitäts-
und Konvergenzproblemen einer numerischen Berechnung. Aus Untersuchungen
von Verdichtungssimulationen im Rahmen der DEM wird hier eine Mindest-
grenze für den Packungsfaktor von p f ≈ 0.61 ermittelt, der eine anfängliche

278



7 Zusammenfassung und Ausblick

Packungsdichte ohne frei bewegliche Partikel definiert. Eine maximale Zeit-
schrittweite wird nach Itasca [20] festgelegt, so dass Partikel pro Iterationsschritt
nur ihre umliegenden Nachbarn beeinflussen können. Hinzu kommt eine externe
Laststeuerung, die durch Kontrolle der Lastinkrementgröße starke Schwankun-
gen in der Größe der geometrischen Überlappung von Partikeln zwischen den
Iterationsschritten ausschließt. Damit ist der Grundstein für eine Erweiterung
der quasi-statischen zu einer dynamisch/physikalischen DEM-Routine gelegt,
um auch weniger dichte Strukturen des DNR-Algorithmus in einer dynamischen
Routine mechanisch verdichten zu können und die numerische Abbildung des
zeitabhängigen Materialverhaltens zu ermöglichen. Die dynamische Berechnung
ermöglicht die Abbildung realitätssynchroner Gleichgewichtsprozesse und ba-
siert auf den genannten Vorgaben für die Ausgangsstruktur: minimale Packungs-
dichte, maximale Zeitschrittweite und externe Laststeuerung.
Das viskoelastische Materialverhalten wird in der dynamischen DEM-Routine
unter Verwendung des Maxwell-Zener-Modells berechnet. Hier wird das Kon-
taktgesetz von Radok [2] verwendet und für die Betrachtung nichtlinearer Hertz’-
scher Federn verifiziert. Die Möglichkeit, das mechanische Wechselwirkungsver-
halten eines Partikelverbundes mit rein elastischen und mit rein viskoelastischen
Materialeigenschaften getrennt abbilden zu können, stellt ein wichtiges Etappen-
ziel auf dem Weg zu einer simultanen Integration beider Materialien, Aktivma-
terial und Binder-Leitruß-Gemisch, dar. Diese Idee wird durch den Core-Shell
Partikelansatz realisiert: Ein elastischer Aktivmaterialkern wird von einer visko-
elastischen Binder-Leitruß-Schale umgeben. Ein kontinuumsmechanisches Re-
ferenzmodell zeigt für den Kontakt zweier Core-Shell Partikel ein unterschied-
liches Verformungsverhalten der viskoelastischen Schalen und der elastischen,
deutlich steiferen Kerne. Während die Schalen bis zum Kontakt der Kerne zuneh-
mend verdrängt werden, verformen sich die Kerne kaum. Sie beeinflussen jedoch
die Kontaktkraft bis zum Kernkontaktzustand in Abhängigkeit von den jeweili-
gen Schalendicken. Dieser Einfluss zeigt sich in einem verstärkten nichtlinearen
Anstieg der Kontaktkräfte in Abhängigkeit von der Schalendicke gegenüber dem
Kontaktkraftverlauf bei rein viskoelastischem Materialverhalten. Das Kontakt-
verhalten wird in der vorliegenden Arbeit durch das Core-Shell Kontaktmodell,
eine Parallelschaltung der bekannten rheologischen Modelle, dem Hertz’schen
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Federmodell und dem Maxwell-Zener Modell, im Rahmen der DEM beschrie-
ben. Eine jeweilige Erweiterung der parallelgeschalteten Modelle um dimensi-
onslose Funktionen ermöglicht die Verifikation der DEM-Berechnungen mit den
Referenzlösungen. Die neuen Funktionen integrieren das unterschiedliche Defor-
mationsverhalten von Schalen und Kernen sowie den starken Einfluss der Kerne
auf das Kontaktkraftverhalten. Sie sind abhängig von der Schalendicke sowie der
geometrischen Partikelüberlappung. Nach der erfolgreichen Implementierung in
kitGran kann die DEM das experimentell ermittelte mechanische Verhalten der
Elektrode mit guter Übereinstimmung reproduzieren.
Zwei Erweiterungen der RN-Methode [4] um eine zusätzliche Phase im Poren-
raum und eine Möglichkeit zur Berechnung der Oberflächenleitfähigkeit ermög-
lichen die Integration des Binder-Leitruß-Gemischs als Phase und Oberfläche
in die elektronische Leitfähigkeitsroutine. Für das Porennetzwerk mit Binder-
Leitruß-Phase wird ein rein elastisches System mit dem Hertz’schen Feder-
Dämpfer Modell in der quasi-statischen DEM-Routine komprimiert. Anschlie-
ßend kann die effektive Leitfähigkeit der Binder-Leitruß-Phase als prozentualer
Anteil im Porenraum berechnet werden. Im Vergleich dazu wird ein dynamisch
kompaktiertes System mit dem Core-Shell Ansatz betrachtet, dessen Oberflä-
chenleitfähigkeit unter der Annahme einer Binder-Leitruß-Schale/Oberfläche be-
rechnet wird. In dieser Arbeit wird im Oberflächenleitfähigkeitsmodell statt der
in Vorarbeiten verwendeten Kontaktfläche der geometrischen Überlappung die
mechanisch induzierte Kontaktfläche eingeführt, die das Deformationsverhalten
der Schale während der mechanischen Verdichtung über eine der dimensionslo-
sen Funktionen aus dem Core-Shell Ansatz berücksichtigt.
Die mechanischen und elektronischen Ergebnisse aus DEM und RN werden mit
experimentellen Messdaten einer mechanischen Verdichtung einer Elektroden-
schicht, die eine Kalandrierung nachahmt, und einer gleichzeitigen Messung des
elektronischen Widerstands der Gesamtstruktur verglichen. Die bisherige Metho-
de der Binder-Leitruß-Phase im Porenraum stellt eine obere Grenze der Messda-
ten zur Leitfähigkeit dar, während die hier erweiterte Methode der Oberflächen-
leitfähigkeit unter Berücksichtigung der mechanischen Kontaktfläche eine untere
Grenze kennzeichnet. Die Kombination beider Methoden ermöglicht somit eine
realistische Eingrenzung der zu erwartenden elektrischen Leitfähigkeit.
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Während die Integration des Binder-Leitruß-Gemischs als Schale/Oberfläche
um die monodispersen Aktivmaterialpartikel in den numerischen Kontext der
DEM das mechanische Problem gut approximiert, bietet dieser Modellierungs-
ansatz für die Lösung des elektronischen Problems lediglich eine Möglichkeit
zur Eingrenzung der experimentellen Messdaten. Mögliche Perkolationspfade
innerhalb des Porenraums werden aufgrund der idealisierten Annahme in Form
einer Beschichtung der Feststoffpartikel nicht einbezogen. Die Berücksichtigung
des Binder-Leitruß-Gemischs in die numerischen Verfahren ist generell schwie-
rig zu handhaben. Seine genaue Lokalisierung ist bis heute ein forschungsre-
levantes Thema und folgt keiner bekannten Gesetzmäßigkeit. Der neue Model-
lansatz zeigt eine von vielen Möglichkeiten auf, das Gemisch im numerischen
RN-Ablauf einzubinden und kann weiter verbessert werden. Durch eine geeig-
nete Wahl von initialer Packungsdichte und Schalendicke im Core-Shell Ansatz
könnten die mit den Simulationsergebnissen bisher unterschätzten experimentel-
len Ergebnisse der effektiven Leitfähigkeit besser in Einklang gebracht werden.
Die explizite Wahl des Verhältnisses von Schalendicke zu Partikelradius, die zu
den Experimenten passende mechanische Ergebnisse liefert, führt zu Abwei-
chungen von den Messergebnissen in den elektronischen Berechnungen. Die in
dieser Arbeit durchgeführten Untersuchungen zeigen, dass für die RN-Methode
eine zu dem mechanischen Ansatz veränderte Core-Shell Anfangsstruktur mit
dickeren Schalen und einem höheren Anfangspackungsfaktor in Betracht gezo-
gen werden sollte.
Der zum Core-Shell- alternative RN-Ansatz eines Widerstandsnetzwerkes im
Porenraum mit zusätzlicher Binder-Leitruß-Phase beinhaltet die Annahme von
Perkolationspfaden im Porenraum. Diese folgen jedoch keiner geometrischen
Vorgabe. Vielmehr hängt die Leitfähigkeit der Phase vom Volumenanteil des
Gemischs im Porenraum ab, die einer gleichmäßigen Verteilung entspricht. Das
bedeutet, dass die Leitfähigkeit der Phase im Porenraum durch die Windungen
des Porenraums beeinflusst wird und somit den gleichen Bedingungen unterliegt,
wie die Ionenleitfähigkeit eines solchen Systems (vgl. [4]). Die Vorgabe eines
großen Porenraumes in Verbindung mit geringen Widerständen durch geome-
trische Flaschenhälse erhöht die elektronische Leitfähigkeit in diesem Bereich.
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Da dieses Modell jedoch die experimentellen Ergebnisse überschätzt, ist es hin-
sichtlich der vorliegenden Messergebnisse erstrebenswert, das Ausgangsmodell
der RN-Methode so zu modifizieren, dass die effektive Leitfähigkeit in der Po-
renphase reduziert wird, um eine bessere Übereinstimmung mit den Messdaten
zu erreichen. Messungenauigkeiten sollten jedoch stets mit einkalkuliert werden.
Es wird gezeigt, dass hierfür eine Anfangsstruktur mit einer geringen Packungs-
dichte von < 0.6 und einem geringen Volumenanteil der Binder-Leitruß-Phase
gewählt werden sollte.
Beide RN-Modelle stellen idealisierte Varianten dar, die von der tatsächlichen
Anordnung der Komponenten innerhalb der Kathodenstruktur abweichen. In
dieser Arbeit wird gezeigt, dass die anfängliche Packungsdichte des Core-Shell-
Systems, welche die Aktivmaterialpartikelkonfiguration beim Vergleich der bei-
den RN-Modellansätze bestimmt, unter anderem einen Einfluss auf die effekti-
ve Leitfähigkeit des jeweils angenommenen Binder-Leitruß-Gemischs hat: Ei-
ne dichte Core-Shell-Konfiguration mit dicken Schalen erhöht nach dem Core-
Shell-Ansatz die Leitfähigkeit während der Kompression, d.h. die Oberflächen-
leitfähigkeit. Die zugehörige elastische Konfiguration der Aktivmaterialpartikel
hängt von der Schalendicke ab, die den Porenraum beeinflusst. Je größer die
Schalendicke, desto kleiner die Aktivmaterialpartikel und desto größer der Po-
renraum. Die effektive Leitfähigkeit der Binder-Leitruß-Phase im Porenraum
wird erhöht. Eine Reduktion der initialen Core-Shell-Packungsdichte erhöht die
Leitfähigkeit zusätzlich.
Die Strukturgenerierung hat einen Einfluss auf die Packungsdichte und bietet
damit einen Ansatzpunkt für mögliche Erweiterungen und Veränderungen der
Modellierung. Dichtere Strukturen lassen sich durch die Wahl polydisperser Aus-
gangsstrukturen oder die Schütteltechnik erzeugen. Damit kann die Core-Shell
Initialstruktur beeinflusst werden, die letztlich die Struktur der Aktivmaterialteil-
chen als Kerne der Core-Shell Konfiguration festlegt, die für das RN-Modell mit
Phase notwendig ist. Die Differenz der Radien in polydispersen Partikelsystemen
darf jedoch nicht zu groß sein, um die Hertz’sche Forderung [1] nach geringer
Verformung zu erfüllen.
Eine neue Option bietet die Einbeziehung von Partikelformen, die von der Ku-
gelgeometrie abweichen und dabei den Core-Shell Ansatz berücksichtigen. Eine
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sphärische Partikelform ist eine stark vereinfachte Annahme, die zwar die mathe-
matischen Berechnungen erleichtert, aber von der realen Partikelgeometrie ab-
weicht. Eine Grundlage hierfür bietet die Arbeit von Becker [14]. Die Wahl der
rheologischen Modelle ist ebenfalls variabel. Je mehr einzelne Grundelemente
von Federn, Dämpfern und/oder Reibelementen kombiniert werden, desto bes-
ser lässt sich das reale Materialverhalten approximieren. Allerdings steigt damit
auch die Komplexität der relevanten Differentialgleichungen und die Lösung des
mechanischen Problems wird erschwert. Alternative rheologische Modelle er-
möglichen jedoch eine Weiterentwicklung des derzeitigen Entwicklungsstandes
des Core-Shell Modells, um die mechanische Verdichtungssimulation zu opti-
mieren und möglicherweise einen synchronen Bezug zur Realität durch zusätzli-
che Dämpfer besser steuern zu können. In dieser Arbeit wird das Verhalten der
linearen Viskoelastizität ausschließlich über das Maxwell-Zener Modell abge-
bildet, hier ausschließlich das Spontan- und Langzeitverhalten. Die dazwischen
liegende Ratenabhängigkeit ist mittels Dichteskalierung realisierbar, garantiert
aber noch nicht den synchronen Bezug zum realen zeitlichen Prozess. Die exakte
Ratenabhängigkeit mit Dichteskalierung, d.h. ein konkreter Zusammenhang zwi-
schen Dehnrate und skalierter Dichte über die dynamische DEM-Routine, bleibt
hier ein forschungsrelevanter Punkt.
Eine Idee für alternative Wege zur Untersuchung der elektronischen Leitfähigkeit
beruht auf der Modellierung des Binder-Leitruß-Gemischs als einzelne Partikel
geringerer Größe, die zufällig im Porenraum angeordnet sind. In der Arbeit von
Laue et. al. [191] haben sich die Autoren bereits mit dieser Idee auseinanderge-
setzt, indem sie das Binder-Leitruß-Gemisch als Agglomeratpartikel mit einbe-
ziehen, die sich in ihrer Dimension von den Aktivmaterialpartikeln unterschei-
den. Diese alternative Modellierungsidee erlaubt die Betrachtung von Partikeln
stark unterschiedlicher Größe, um das reale geometrische Verhältnis der Binder-
Leitruß- und Aktivmaterialpartikelabmessungen realitätsnah abbilden zu können.
Im Gegensatz zu den Kontaktgesetzen, die in der DEM verwendet werden, gibt es
bei der RN-Methode keinen Grund, extreme Größenunterschiede zwischen den
Partikeln zu vermeiden. Eine Verdichtung solcher Strukturen kann durch Sin-
terverfahren erreicht werden [4]. Auf diese Weise ist eine beliebige Anordnung
des Gemischs möglich und es sind geometrisch abbildbare Perkolationspfade im
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Porenraum ausschließlich von Leitrußpartikeln realisierbar.
In dieser Arbeit konnte gezeigt werden, dass eine Erweiterung der Modellan-
sätze, die das Binder-Leitruß-Gemisch aus geometrischer Sicht in den model-
lierten Aufbau der Elektrodenstruktur integriert, möglich ist. Der signifikante
viskoelastische mechanische Einfluss während des Kalandrierens, der sich in
den experimentellen Daten zeigt, spiegelt sich in den Simulationsergebnissen
unter Verwendung des Core-Shell-Ansatzes in der DEM wider. Damit ist eine
rechnerische Vorhersage des mechanischen Verhaltens der Elektrodenstruktur
möglich, die zu einer Optimierung hinsichtlich des erforderlichen Binderanteils
beitragen kann. Darüber hinaus kann durch die Eingrenzung der elektronischen
Leitfähigkeit mit Hilfe der beiden RN-Modelle der notwendige Anteil an Leitruß
bestimmt werden, wodurch Kosten für Experimente eingespart werden können.
Die Integration des Binder-Leitruß-Gemischs als geometrisch separat definier-
te Komponente in die bestehenden numerischen Routinen der DEM- und RN-
Methoden ist ein wichtiger Schritt, um das Forschungsgebiet der Lithium-Ionen-
Batterien weiter voranzubringen.
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8 Abkürzungs- und
Symbolverzeichnis

Abkürzungsverzeichnis

BC Box Compression: Lastverfahren (I)

BCT Box Compression including a Trial Configuration: Lastverfahren (II)

CFD Computational Fluid Dynamics

CS Core-Shell Modell

DEM Diskrete Elemente Methode

DNR Drop and Roll-Algoritmus

EIS Electrochemical Impedance Spectroscopy

FEM Finite Elemente Methode

GV Gleichverteilung

HSD Hertz’sches Feder-Dämpfer Modell (Hertzian-Spring-Dashpot Model)

LIB Lithium-Ionen Batterie

MZ Maxwell-Zener Modell

NMC Lithium-Nickel-Mangan-Kobalt-Oxid

NV Normalverteilung

PC Propylencarbonat

PE Polyethen

PP Polypropen

PVDF Polyvinylidenfluorid

RCP Random Close Packing-Algorithmus

RF Referenzpunkt
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RN Widerstands-Netzwerk Methode (Resistor-Network Method)

RVE Repräsentatives Volumenelement

SEI Solid Electrolyte Interface (Passivierungsschicht)

SEM Scanning Electron Microscopy

SHE Standardwasserstoffelektrode

TOL Mindestwert von R̂Shell/RCS
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Symbolverzeichnis

ac,bc,cc Halbachsen einer allgemeinen elliptischen Kontaktfläche

a translatorische Beschleunigung

Ac mechanische Kontaktfläche

Āc geometrische Kontaktfläche

Adom Querschnittsfläche des betrachteten Gebiets

Amean mittlere Schnittfläche

α Skalierungsfaktor

α,β ,ϕ Eulerwinkel

β Sichterheitsfaktor nach Itasca [20]

C Viskositätsfunktion

d Länge des direkten Abstands zweier Partikelzentren

DLayer Schichtdicke

δn geometrische Partikelüberlappung in Normalenrichtung

δ̄n geometrische Partikelüberlappung in Normalenrichtung

für Kernkontaktszenario

δn,max maximale geometrische Überlappung in Normalenrichtung

δ̇n Veränderung der geometrischen Überlappung

in Normalenrichtung mit der Zeit t

δ̂n(R̂Shell/RCS,δn) dimensionslose Funktion (Core-Shell Ansatz)

δt virtuelle Partikelüberlappung in Tangentialrichtung

e Restitutionskoeffizient

e− Elektron

E elektrische Feldstärke

E Elastizitätsmodul

Ee f f effektiver Elastizitätsmodul

EHertz Federsteifigkeit einer Hertz’schen Feder
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Eso f t Gleichgewichts-Elastizitätsmodul

Esti f f ,E0 spontaner Elastizitätsmodul

E0 elektrochemisches Standardpotential

E1 Federsteifigkeit des Maxwell-Zener Modells

als Parallelschaltung (Teil des Maxwell Elements)

E2 Federsteifigkeit des Maxwell-Zener Modells

als Parallelschaltung (alleinstehende Feder)

E∗
1 Federsteifigkeit des Maxwell-Zener Modells

als Reihenschaltung (Teil des Kelvin-Voigt Elements)

E∗
2 Federsteifigkeit des Maxwell-Zener Modells

als Reihenschaltung (alleinstehende Feder)

ε Dehnung

∆ε Dehnungsinkrement

ε̇ Dehnrate

ε̄ maximale Dehnung

εz Dehnung in z-Richtung

ε̇z Dehnrate in z-Richtung

f (x) implizite Funktion

FCS Normalkontaktkraft Core-Shell Modell

Fn Normalkontaktkraft

FShell(q0,q1, t) Kontaktkraftterm der Schale in Normalenrichtung

F1,Shell(q1(R̂Shell/RCS), t) Term der Schale für Maxwell Modell

F2,Shell(q0(R̂Shell/RCS), t) Term der Schale für Hertz’sche Gleichgewichtsfeder

FCore(δ̂n(R̂Shell/RCS),δn) Kontaktkraftterm des Kerns in Normalenrichtung

FR Reibkraft

FS Scherkraft

Ft Tangentialkontaktkraft
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g Gerade

g1 Prony-Parameter

G Schubmodul

Ge f f effektiver Schubmodul

G0 spontaner Schubmodul

GR Scher-Relaxationsmodul

h Höhe des Volumenelements

i Stromdichte

I Stromstärke

i, j,k, l,m Partikelbenennung

I,J,K,L,M Partikelzentren

J Trägheitsmoment

J(t) Kriechfunktion

K Kompressionsmodul

Kn Federsteifigkeit in Normalenrichtung

Kt Federsteifigkeit in Tangentialrichtung

κ Skalierungsfaktor zur Einbindung unterschiedlicher

Schalensteifigkeiten in Core-Shell Ansatz

κel ,κe f f elektrische bzw. effektive Leitfähigkeit

Ldom Länge des betrachteten Gebiets

Lx,Ly,Lz Abmessungen der virtuellen Box

Li+ Lithium-Ion

λ c Volumenanteil der homogen verteilten Phase c

des Porenraums

m Partikelmasse

M Moment

(MZ) Dreiparameter-Maxwell Modell als Parallelschaltung
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(MZ)∗ Dreiparameter-Maxwell Modell als Reihenschaltung

Ni Potentialknoten

NB Partikelanzahl, die den Boden kontaktieren

N Menge der natürlichen Zahlen

η Viskosität

η∗ Viskosität des Maxwell-Zener Modell als Reihenschaltung

O Kontaktpunkt

ω Eigenfrequenz

ω̇ Winkelbeschleunigung

p(x,y) Druckverteilung in Normalenrichtung

p f Packungsfaktor

ϕ Potential

Φ Elliptizität der Kontaktfläche

Ψ(t) Relaxationsfunktion

q Ladungsdichte

q0(R̂Shell/RCS) Funktion bezogen auf Gleichgewichtslösungen (Core-Shell Ansatz)

q1(R̂Shell/RCS) Funktion bezogen auf spontane Lösungen (Core-Shell Ansatz)

rc Kontaktradius

R Widerstand einer Widerstandskante in der RN-Methode

R Menge der reellen Zahlen

R Radius eines sphärischen Partikels

Re f f effektiver Radius

RCS Radius eines sphärischen Core-Shell Partikels

RCore Radius des sphärischen Kerns eines Core-Shell Partikels

R̂Shell Schalendicke

R̂min
Shell Mindestwert der Schalendicke

ρ Dichte
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ρscaled skalierte Dichte

ρsur f spezifischer Oberflächenwiderstand

ρ true wahre Dichte

ρR spezifischer Widerstand

ρc
R spezifischer Widerstand der Phase c

s Dicke der Oberfläche/Schale

sh,sH horizontale Symmetrieachsen

sV vertikale Symmetrieachse

σ Spannung

σF Fließgrenze

σz mittlere Spannung eines RVEs in z-Richtung

t physikalische Zeit

δ t nicht-physikalisches Zeitinkrement

∆t dynamisches/physikalisches Zeitinkrement

∆tcrit kritische Zeitschrittweite

T Schwingungsdauer

tHertz Hertz’sche Kollisionszeit

tR Rayleigh’scher Zeitschritt

τ materialspezifische Relaxationszeit

τ1 Prony-Parameter

θc,θt Kontakt- und Transportwinkel

u Verschiebung

uz Verschiebung in z-Richtung

U elektrische Spannung

µ Reibkoeffizient

ν Querkontraktionszahl

v Geschwindigkeit

VAM Volumen aller Aktivmaterialpartikel

VB Volumen des Binder-Leitruß-Gemischs
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Liste eigener Veröffentlichungen

VBox Volumen der/des virtuellen Box/Rechenraums

VCore Volumen aller Kerne

VCS Volumen aller Core-Shell Partikel

VShell Volumen aller Schalen

VPore Volumen der Porenphase

x,y,z globale kartesische Koordinatenachsen

x̄, ȳ, z̄ lokale kartesische Koordinatenachsen

xCS Parameter für Core-Shell Modell

xCore Parameter für Kerne

xPore Parameter für Porenraum

xShell Parameter für Schalen

xin innere Formparameter

xout äußere Formparameter

xn Parameter in Normalenrichtung

xt Parameter in Tangentialrichtung

xdry Parameter für trockenes Material

xwet Parameter für nasses Material

xtrue Parameter für wahre Materialwerte

xHSD Parameter für HSD-Kontaktmodell

xMZ Parameter für MZ-Kontaktmodell

xscaled Parameter für skalierte Materialwerte

xP Parameter für Prony-Reihe

xggw Parameter für Gleichgewichtslösung (geringe Dehnrate)

xspontan Parameter für Spontanlösung (hohe Dehnrate)

z0 Position der Starthöhe des Volumenelements
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A. Wahn, Y. Gan, M. Kamlah, „Viscoelastic behavior in discrete element me-
thod realized by interparticle Maxwell–Zener model.", Journal of Micromecha-
nics and Molecular Physics, DOI: 10.1142/S2424913022410053
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A Anhang

A-A.1

In zwei weiteren Versuchen (III) und (IV) durchgeführt von T. Brendel, der Grup-
pe von Dr. rer. nat. Reiner Mönig (IAM-MMI, KIT) zugehörig, lag nasses, d.h.
in Lösungsmittel1 getränktes Material (ρwet = 1.74 g

cm3 , νwet = 0.49) vor. Der
unterschied zu trockenem PVDF liegt darin, hier das Material PVDF während
des Betriebs einer Batterie zu untersuchen. In der realen Elektrode ist es in Elek-
trolyt getränkt. Als Lösungsmittel wurde in den Versuchen Polycarbonat (PC)
verwendet.

(III) In Experiment (III) wird eine Abfolge von schlagartigen Belastungen
auf die Probe aufgebracht. Dargestellt ist dieser Vorgang in Abbildung A.1 (a).
Nach jeder zehnten sprunghaften Last wird diese gesteigert. Ausgewertet wird
an dieser Stelle das vierte Intervall der Lastsprünge mit einer Maximalspannung
von σmax = 13.1MPa. Mit dem gemittelten Wert wird eine Dickenänderung von

1 Die Bezeichnung ’Lösungsmittel’ soll an dieser Stelle neu definiert werden. Während bei dem
Herstellungsprozess der Elektrode N-Methyl-2-pyrrolidon (NMP) als tatsächliches Lösungsmit-
tel zum Einsatz kommt und den Binder auflöst - d.h. es spaltet die teilkristalline Struktur des
Binders und reduziert damit seine Steifigkeit bis der Trocknungsprozess im Anschluss der Ka-
landrierung das Lösungsmittel verdampfen lässt -, wird im Versuch selbst Polycarbonat (PC)
eingesetzt. Es spiegelt lediglich diejenige Wirkung des Elektrolyten wider, PVDF agiler werden
zu lassen, sodass die mechanischen Eigenschaften während des Betriebs einer Batterie untersucht
werden können. Der Elektrolyt zeichnet sich als ionischer Leiter aus, der sich unter dem Einfluss
eines elektrischen Feldes bewegt [9] und ist damit für die Funktion einer Batterie essentiell.
Polycarbonat hingegen ist elektrisch isolierend, löst sich jedoch beispielsweise in Kontakt mit
Chloroform. Als Methylchloroform kennzeichnet es zusammen mit Fluorwasserstoff die Grund-
materialien von PVDF [22].
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Abbildung A.1: Experiment (III) - (a) Aufgebrachte Last σz [kPa] über der Zeit t[s]: Schlagartige
Belastungen von zehn Stößen über vier Zeitintervalle. Pro Intervall wird die äußere
Belastung σz gesteigert. Antwortverhalten: Dickenänderung uz [mm] der Probe über
der Zeit t[s].

0.0183mm bei einer anfänglichen Probendicke von 0.558mm ausgewertet (sie-
he Abbildung A.1 (b)). Für den spontanen E-Modul gilt (E1 +E2) = ∆σ/∆ε =

13.1MPa−0.56MPa
(0.0183mm/0.558mm) =

12.6MPa
0.033 ≈ 420.0MPa.

(IV) Experiment (IV), siehe Abbildung A.2, untersucht das Kriechverhal-
ten der nassen Probenschicht. Eine abrupte Spannung hat den Maximalwert von
σ̄ ≈ 12.0MPa und wird anschließend über 16 Stunden konstant gehalten. Die
Materialantwort wird anhand der Verschiebung uz der Probe gemessen. Nach 16
Stunden beträgt diese ∼ 0.0233mm bei einer ursprünglichen Probendicke von
0.553mm. Der Langzeit-E-Modul beträgt E2 = ∆σ/∆ε = 11.2MPa−0.8MPa

(0.0233mm/0.553mm) =
10.4MPa

0.042 ≈ 250.0MPa. Anzumerken ist jedoch, dass in Abbildung A.2 (b) zu er-
kennen ist, dass sich das Material auch nach 16 Stunden noch nicht im Gleich-
gewichtszustand befand, d.h. der maximale Grenzwert wird nicht erreicht. Das
rechtfertigt die Annahme, dass der Gleichgewicht-E-Modul E2 niedriger zu wäh-
len ist. Die Relaxationszeit τ∗ für (MZ)∗ lässt sich aus einem Dehnungs-Zeit-
Diagramm herleiten (siehe Abbildung A.2 (c)). Bild (c) zeigt einen Ausschnitt
des Dehnungsverhaltens während der Entlastung bei knapp 63300s. Der Wert
der Relaxationszeit beträgt τ∗ = (634.0−632.8)secABAQUS = 1.2secABAQUS.
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Abbildung A.2: Experiment (IV) - (a) Aufgebrachte Last σz [kPa] über der Zeit t[s]: Schlagartige
Belastungen σz, die anschließend konstant gehalten wird bis nach 16 Stunden eine
Entlastung erfolgt. (b) Antwortverhalten: Dickenänderung uz [mm] der Probe über
der Zeit t[s]. (c) Ausschnitt der Dehnungsantwort an 60000 s. Ermittlung der Rela-
xationszeit τ∗ anhand des Entlastungsverhaltens.

Die Materialkennwerte für nasses PVDF sind in Tabelle A.1 aufgelistet. Die Si-
mulationen über Abaqus CAE [156] greifen auf die Modellierungsvariante ent-
sprechend Abbildung 4.15 zurück. Allerdings werden nun die Modellparameter
für nasses PVDF gewählt, die Einfluss auf die für Abaqus CAE relevanten Pa-
rameter haben. Diese lauten: g1 = 0.456, G0 = 147.65MPa und τ1 = 0.544s.
Zudem wird die jeweilige Belastungssituation aus den Experimenten (III) und
(IV) vorgegeben. Die Simulationsergebnisse sind dem experimentellen Ergebnis
von Experiment (IV) aus Abbildung A.2 (b) in Abbildung A.3 gegenübergestellt.
Hier wird nur die Entlastungssituation verglichen. Durch die Gegenüberstellung
von Simulation und Versuchsergebnis konnte der Gleichgewichts-E-Modul E2

iterativ angepasst werden.
Ein Vergleich der Parameter von trockenem und nassem PVDF zeigt einen deut-
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Abbildung A.3: Experiment (IV): Antwortverhalten der PVDF-Probe ausgedrückt über die Dicken-
änderung uz in Abhängigkeit von der Zeit t. Gegenüberstellung mit den numerischen
Ergebnissen, die mit Hilfe von Abaqus CAE [156] auf Basis der rheologischen Pa-
rameter für nasses PVDF aus den Experimenten (III) und (IV) ermittelt wurden.

lichen Unterschied. Das nasse Material verhält sich wesentlich weicher, was be-
deutet, dass die Anwesenheit des Lösungsmittels den mikroskopischen Aufbau
der PVDF-Struktur verändert. Im Detail lässt sich PVDF als transparenter, ther-
moplastischer Fluorkunststoff beschreiben, welcher sich besonders durch seine
chemische und auch mechanische Stabilität auszeichnet [22]. Diese Eigenschaft
beruht auf der teilkristallinen Struktur, d.h. einer Kombination von amorphen
und kristallinen Teilbereichen, die den molekularen Aufbau definieren. Als Bin-
demittel kommt es in Lithium-Ionen-Batterieelektroden zum Einsatz und stabi-
lisiert die elektrochemisch aktiven Substanzen. Propylencarbonat (PC) als Lö-
sungsmittel dient dem Zweck, die Struktur des Binders agiler werden zu lassen
und ersetzt damit ausschließlich die Auswirkung auf das mechanische Verhalten
der PVDF-Struktur, die auch der Elektrolyt initiiert. Die steigende Beweglichkeit
wird durch die kettenartige Struktur des Binders auf der Mikroebene begünstigt.
Die PC-Moleküle dringen zwischen die Makromoleküle von PVDF und lösen
dessen amorphe Bereiche auf molekularer Ebene. Die Steifigkeit des Binders
wird herabgesetzt.
Auch hier gilt, dass eine Analyse von nassem PVDF allein durch zwei Versuche
nicht zuverlässig reproduzierbar ist. Zudem lassen sich die Ergebnisse nicht mit
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Literaturwerten vergleichen. Diese Auswertung verdeutlicht lediglich den ma-
teriellen Verhaltensunterschied von trockenem zu nassem Material und ist für
spätere Simulationen in der DEM relevant, siehe Kapitel 5.5.4.

Tabelle A.1: Maxwell-Zener-Modell-Parameter für nasses PVDF.

E1 E2 η E∗
1 E∗

2 η∗

[MPa] [MPa] [MPas] [MPa] [MPa] [MPas]
Experiment 240.0 200.0 130.9 370.0 440.0 440.0

A-A.2

Die Beschreibung des Volumenanteils der Phase c im Porenraum λ c kann ver-
einfacht werden, indem der Wert λ c nur noch von der Core-Shell-Konfiguration
abhängt. Dazu wird die Gleichung (6.17) zunächst mit Hilfe der Packungsfakto-
ren p fShell des Schalenanteils

p fShell =
∑

N
i VShell,i

VBox
, (A.1)

und p fPore des Porenanteils der Kernkonfiguration

p fPore =
VPore

VBox
= 1.0− p fCore (A.2)

in die Form

λ
c =

∑
N
i VShell,i

VPore
=

∑
N
i VShell,i/VBox

VPore/VBox
=

p fShell

p fPore
(A.3)
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umgewandelt. Dabei entspricht N ∈ N der Anzahl aller Core-Shell Partikel im
System. Für die Packungsfaktoren der Kernanteile p fCore und der Core-Shell-
Partikelkonfiguration p fCS gilt unter Einbeziehung von Gleichung (6.19):

p fCore =
∑

N
i VCore,i

VBox
, (A.4)

p fCS =
∑

N
i VCS,i

VBox
= p fShell + p fCore. (A.5)

Mit Gleichung (6.19) für das Schalenvolumen und der allgemeinen Formel ei-
nes Kugelvolumens VKugel = 4/3πR2 folgt für den Packungsfaktor p fShell aus
Gleichung (A.1):

p fShell =
∑

N
i VShell,i

VBox
=

∑
N
i (VCS,i −VCore,i)

VBox

=
∑

N
i 4/3π

(
R3

CS,i −R3
Core,i

)
VBox

=
∑

N
i 4/3π

(
R3

CS,i −
(

RCore,i
RCS,i

RCS,i

)3)
VBox

=
∑

N
i VCS,i

VBox
−

∑
N
i

(
(RCore,i/RCS,i)

3VCS,i

)
VBox

= p fCS −
(

RCore/RCS

)3
p fCS =

(
1− (RCore/RCS)

3
)

p fCS (A.6)

der sich nur noch in Abhängigkeit von dem Packungsfaktor p fCS der Core-Shell
Konfiguration gemäß Gleichung (A.5) und den Radien RCore und RCS beschreiben
lässt. Durch Umformung von Gleichung (A.5) nach dem Kernanteil p fCore lässt
sich der Porenanteil der Kernkonfiguration p fPore nach Gleichung (A.2) über den
Zusammenhang

p fPore = 1.0− p fCore = 1.0−
(

p fCS − p fShell

)
(A.7)
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definieren. Daraus folgt mit den Gleichungen (A.6) und (A.7) für den Volumen-
anteil der Phase c gemäß Gleichung (A.3)

λ
c =

p fShell

p fPore
=

(
1− (RCore/RCS)

3
)

p fCS

1− (p fCS − p fShell)
=

(
1− (RCore/RCS)

3
)

p fCS

1− (RCore/RCS)3 p fCS
, (A.8)

der sich in Abhängigkeit von p fCS und den bekannten Radien RCS und RCore

berechnen lässt. Der Wert λc steht in Abhängigkeit von Größen, die sich auf die
Core-Shell Konfiguration konzentrieren.
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