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VORWORT 

Brettschichttrilger mit Rechteckquerschnitt haben in den letzten Jahren im Holzbau 

eine zunehmende Anwendung gefunden. Dabei hat man schon frühzeitig neben den 

gereden parallelgurtigen Biegeträgem und den oft weitgespannten Bogenträgern mit 

verhältnismäßig großen Krümmungshalbmessern Träger- und Rahmenformen ausgeführt, 

bei denen in einem gewissen Bereich stärkere Krümmungen konstanter oder veränder­

licher Querschnittshöhe vorkamen. Schließ I ich waren auch ausspringende Rahmen­

ecken oder Satteldochträger mit gekrümmtem Untergurt und geneigtem Obergurt kei­

ne Seltenheit. Bei diesen Trägerformen traten oft Rißschäden auf, die auf die Wir­

kung von Querzugspannungen zurückzuführnn waren. Die theoretischen und ver­

suchstechnischen Untersuchungen derurtiger Träger haben sc.hließlich gezeigt, daß 

auch bei Satteldachträgern mit geradem Untergurt und bei Voutenträgern Querspan­

nungen·auftreten, die beim anisotropen !kJUstoff Holz nicht ohne weiteres vernach­

lässigt werden können . 

Im Zuge der in Kerlsruhe durchgeführten Versuche über die in Heft 92 der "Berichte 

aus der Bauforsch~ng" berichtet wurde, hat BI u me r die theoretische Spannungs­

berechnung für praktisch alle vorkommenden Trägerformen unter Berücksichtigu!Jg der 

Anisotropie des Holzes durchgeführt. Dabei hat er über die teilweise in der Litera­

tur auf anderem Wege ermittelten Spannungen aus Moment hinaus, auch. die Größe 

und Verteilung der Längs-, Quer- und Schobspannungen aus Normal kra ft und Quer­

kraft erfaßt. Mit diesen Angaben lassen sich die jeweils ungünstigsten lostfälle be­

züglich der entstehenden Maximalspannungen berechnen. Manch ein in den letzten 

Jahren aufgetretener Schadensfall erfährt damit seine Aufklärung . Die Zulässigkelt 

der von BI um er benutzten Näherungsansätze ist durch die Versuchsergebnisse und 

soweit möglich durch Vergleich mit den Ergebnissen anderer Forscher belegt. Dabei 

ist zu berücksichtigen, daß Blumer die für europöisclies Nadelholz maßgebenden Werk­

stoffkenngrößen E, G und ll verwendet und seine in den Diagrammen enthaltenen Lö­

sungen daher für Brettschichtholz noch DIN I 052 unmittelbar angewendet werden kön-

nen. 

Die Ergebnisse der umfangreichen und für Holzleimkonstruktionen sehr wertvollen 



Arbeit stellen einen wichtigen Beitrag zur Erhöhung der Sicherheit derartiger 

Konstruktionen dar. Sie erfassen die Eigenschaften des anisotropen Baustoffes 

Holz und lassen erkennen, daß man nicht einfach die vom Stahlbau und Stahl­

betonbau gewohnten Tragwerksformen auf den Holzbau Ubertragen kann . Da 

die zusammengesetzten Festigkeiten des Holzes bei gleichzeitiger Wirkung 

von LHngs-, Quer- und Schubspannungen noch unerforscht sind, ist Vorsicht 

Uberall dort geboten, wo zusammengesetzte Beanspruchungen vorliegen, so 

daß in der Regel eine Ausnutzung der zulctssigen Einzelspannungen an diesen 

Stellen nicht möglich ist. Hier müssen durch weitere Forschungsarbeiten, wie 

sie bereits in Kerlsruhe und München angelaufen sind, die erforderlichen Un­

terlagen erarbeitet werden. 

Die Darstellung der Ergebnisse in Form yon Diagrammen, aus denen der Einfluß 

der maßgebenden Parameter (Krümmungsverhältnis und Neigung des Obergurts) 

unmittelbar entnommen werden kann , stellen nicht nur eine wesentliche Er­

leichterung für die Spannungsberechnung dar, sie ermögl ichen es auch dem 

Konstrukteur,gefährl iche Spannungszustände durch geschickte Wahl der Kon­

struktionsform zu vermeiden. Hierdurch wird derWert der Arbeit erheblich 

gesteigert . 

Mähler 
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1. Einleitung 

Mit der Verleimun~ einzelner gerader oder vorgekrümmter Brettlamel­
len zu einem Gesamtquerschnitt können im Holzbau tragende Bautei­

le hergestellt werden, die nicht mehr an die Formen und Abmessu~gen 

des gevrachsenen Holzes gebunden sind. In der Regel •11erden Biege­

träger mit Rechteck- , in Ausnahmefällen mit I-Querschnitten, mit 

gerader oder gekrürrunter Längsachse in Schablonen verleimt. Diese 
Bauweise ist auch für beliebig geformte Stützen, Schalen oder Sa-"ld­

wichelemente anwendbar. Dadurch ergibt sich die 11öglichkeit, den 

Baustoff Holz auch in Zukunft für die verschiedensten Ansprüche im 

modernen Bauwesen wirtschaftlich und ästhetisch einzusetzen. Bild 
1.1. zeigt einige der möglichen ebenen Bauformen aus verleimtem 

Brettschichtho~z. 

a) Zweigelenkbogen 

c) gekrUrrun ter Sattelträger 

b) Rahmen mit gekrümmten 

Rahmenecken 

d) gerader Sattelträger 
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Die praktische Spannungsermittlung der in Bild 1.1. dargesteilten 

Trägerformen erfolgte bisher nach der Theorie des geraden und ge­

krümmten Stabes, mit der Annahme, dass die Querschnitte eben und 

senkrecht zur Mittellinie bleiben [1] , [2]', [3] , [4] . 

Genauere Berechnungen mit Hilfe der Scheibentheorie sind zu!n Bei­

spiel im Buch von Girkmann"Ftächentragwerke"[5] an der konzentrisch 

gekrümmten Kreisbogenscheibe für Homenten-, Querkraft- Ul'ld Normai­

kraftbelastung aufgeführt. Vorausgesetzt wird dort ein isotroper 

Werkstoff. In Erweiterung dazu gelang es Buchmann in seiner Disser­

tation (6] , dfe Spannungen an der polarorthotropen Kreisbogenschei­

be unter reiner Momentenbelastung zu ermitteln. Dadurch werden die 

Verhältnisse im Baustoff Holz mit natürlicher anisotroper 

( 
schon wesentlich besser erfasst. Es ergehen sich bei stark 

. ten Holzstäben grössere Biegerandspannungen und geringere 

Struktur 

gekrümrn­

Querspan-

i nungen im Vergleich zum gekrümmten Stab aus isotropem Haterial. 

Spannungsberechnungen n.ach der Scheibentheorie an aekrli.TI1:nten Sa t­

telträgern wtirden im Stahlbau für Rah~enecken en~tickelt. In Er~ei­

terung zu GirrJllann [5] , der den ausspringenden Teil näherungsweise 

als spannungsfrei annimmt, berücksichtigt Svrelem (7} in seiner Dis­

sertation diesen Teil mit zusätzlichen Gliedern in der Spannungs­

funktion und erhält eine gute Näherung für den Spannungszustand im 

Steg sowie in den Flanschen der Rahmenecke .• Ungeklärt ist der Ein­

fluss der Anisotropie auf die einzelnen Spanriungskomponenten. 

Für ·die Spannungsermittlung am geraden Sattelträger konnte ich kei­

ne genaueren Berechnm1gen in der Literatur finden so•lfohl .f'ür den 

isotropen wie auch für den anisotropen Baustoff. 

Verschiedene Schadenfälle bei gekrümmten Sattelträgern im Holzbau 

haben die Notwencligkei t einer genauen SpannU!'lgsberechnung gezeigt. 

Den guten Festigkeitseigenschaften des Holzes in Faserrichtung ste­

hen die wesentlich schlechtere~ restigkeiten senkrecht zt1r Faser 

gegel1Uber Kollmann [8] , Hempel [9] , Iolb [10] • Geringe Spannungen 

senkrecht Z\1.r Stabachse bzw. zur Faser, verursacht dttrch die Krüm-
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mung'oder den satteiförmigen Keil eines Biegeträgers, können zu 

einem Aufreissen des Holzes führen. Bild 1.2. zeigt einen Modell­

träger in der Form des gekrümmten Sattelträgers nach erfolgtem 

Bruchversuch. Die Belastung im gekrümmten 'l'eil bestand av.s einem 

Biegemoment. Die Biegebeanspruchung kurz vor dem Bruch betrug 24Z. 

kp/cm2, die Spannung quer zur Faser im Bereich des Risses lag bei 

12 kp/cm2 • 

In dieser Arbeit sollen Balkenmit Scheibencharakter, wie sie im 

Holzbau häufig angewendet werden, theoretisch untersucht werden. 

Bild 1.1. Es werden Näherungslösungen gefunden mit Berücksichti­
gur.g der Anisotropie • Aus den mit dem Computer ausge,;rerteten Re­

sultaten werden anschliessend Diagramme und Näherungsformeln .für 

die praktische Spannungsberechnung abgeleitet. 

Densetben Zweck verfotgte eine Versuchsreihe mit gekrümmten Brett­

schichtträgern am Institut für Staht, Hotz und Steine der Universität 
Kartsruhe. Der Verfasser möchte dem Institutsvorsteher, Herrn Prof. 

Dr.-Ing. li'Iöhter, für die ermögtichte Bearbeitung dieser Versuche dan­

ken. Die Ergebnisse dieser Versuche werden am Ende der Arbeit den 
theoretischen Ermittlungen gegenübergestellt. 
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2. Grundlagen 

2.1. Allgemeine Betrachtungen und Voraussetzungen 

In den vorliegenden theoretischen Untersuchu~gen sollen die Span­

nungsermittlungen der folgenden Belastungsarten und Scheibenformen 

mit rechteckigem Querschnitt nach der Elastitätstheorie durchge-

.f'ührt werden. Der Grad der Anisotropie, der' durch s"' VE j;;, , bz•11. 
X y 

S= YE.t>/'.i:.r und k= f-3x/Gxy , bzw. k= fE~/Gr<fJ definiert wird, findet 
durch die Spannungs- Dehnungsbeziehungen Eingang in die Rechnung. 

Er wird in allen Fällen berücksichtigt. 

a) Die polarorthotrope Kreisbogenscheibe mit Momenten-, Normal­

kraft- und Querkraftbelastung. 

Anwendungsbeispiele: Gekrümmter Biege träger, Bog0.nträger, 

Rahmenecke. 

Bild 2.1. 



- 13 -

b) Die axialsymmetrische polarorthotrope Scheibe mit kreisförrnig 

gekrUmmten inneren und geneigtem äusseren Rand mit Momenten-. Nor­

malkraft- und Querkraftbelastung. 

Anwendungsbeispiele: Gekrürr~ter Sattelträger, Rahmenecke. 

Bild 2.2. 

c) Die axialsymmetrische orthotrope Scheibe mit geradem Q~teren 

und geneigtem oberen Rand mit Momenten-, Normalkraft- und Quer­

kraftbelastung. 

Anwendungsbeispiel: Gerader Sattelträger. 

Bild 2.3. 
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Die betrachteten Scheiben sind Teile aus Balken rni t wesentlich 
grösseren Längsabrnessungen. Sie sollen durch Endquerschnitte be­
grenzt sein, wo sie durch die auftretenden Schnittkräfte belastet 
werden. An den Schnitten werden für die Verformungen keine Randbe­

dingungen aufgestellt, sondern lediglich ~ie Resultierenden der 
Spannungen als Schnittgrössen 11, N, Q vorgegeben. Die Lösur.gsergeb­

nisse sind nur dann streng richtig, wenn der aus der Rechnung an 
den Endquerschnitten sich ergebende Spannungsverlauf zufällig mit 
dem Spannungsverlauf der angrenzenden Teile übereinstimmt. Sonst 

liegen hier Randstörungen vor, deren Einfluss sich aber nach dem 
Prinzip von St.- Venant nur über einen begrenzten Teil erstreckt. 

Unter orthotropen Scheiben versteht_man solche, bei denen die ela-
. .stischen Hauptachsen parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen. 

In den polarorthotropen Scheiben folgen die elastischen Hauptach­
sen den Polarkoordinaten [u] 

Es sollen folgende Voraussetzungen gelten: 
a) Die Scheiben bestehen aus einem gl.eichmässig anisotropen Werkstoff. 

b) Sie sind dünn und nach ihrer Dicke ungehindert verformbar. 
c) Die Formänderungen bleiben klein. 
d) Die Formänderungen gehorchen dem Hooke'schen Gesetz. 
e) Die Scheiben sind gewiChtsios, frei von Verspannungen und nur 

durch die äusseren Schnittkräfte, welche in der Scheibe~~ittel­
ebene wirken, beansprucht. 

f) Der betrachtete Bereich sei frei von Randstörungen. 
Daraus folgt: 

aus b) Es herrscht ein ebener Spannungszustand. Die Spannw1gskom­

pone11 ten a z , 1: zx , 1: zy .' bzw. a z , , 't' zy 1 't' zr verschwi nden. Die 
verbleibenden Spannungen und Verformungen stellen Mittelwer­
te Uber die Scheibendicke dar und sind umso genauer je dUn­
ner die Scheibe ist. Da in der z - Richtung (senkrecht zur 
Scheibeneben~) keine .Spannungen auftreten, kommt auch eine 
etwaige Anisotropie nicht zur Auswirhmg. 

a\ls c) Die geometrischen Bezieh1.mgen können 1.m ter Vernachlässigung 
der Glieder höherer Ordmmg ar.geschr iebe•1. werden. 

aus d) Di e Formänder1.mgen sinu rein elastisch, wegen der Linearit!t 
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dürfen Spannungen und Verschiebungen aus verschiedenen Bela-­

stungszuständen überlagert werden. 

2.2. Die Scheibengleichung im karthes i schen Koord i natensystem 

2 . 2.1. Gleichgewichtsbedingungen 

Unter den in Abschnitt 2 . 1. erwähnten Voraussetztmgen ergeben sich 

aus den Gleichgewichtsbeziehun9en für die Spannungskomponenten ax , 

ay , ~xy des ebenen Spannungszus tandes die folgenden Beziehungen. 

Girkmann [s] 
aox a-. 

+ .....1l.!!. = 0 
ax ay (2 !11} 

.5!_ + a~xy 
0 (2. 112} 

ay ax 

~xy .. yx (2. 1/3) 

Bild 2 . 4 . 

Die Spannungskomponenten haben folgend e Bedeutung: 

ox Spannung in Richtung der X - Achxe. 
ay Spannung in Richtung der y - Achse. 

"xy Schubspannung auf Ebene x in Ri ch tung y . 

"yx Schubspannung auf Ebene y in Ri chttmg x. 
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2.2.2. Geometrische Beziehungen 

Der Zusammenhang der Verschiebungskomponenieh u, v mit den Dehnun­

gen e:x, e:y und dem Schubwinl:el Yxy wird durch die geometrischen Be­

ziehungen hergesteil t. Girkmann [5] 

au -ax Yxy 
au + _2.L -gy ax (2.2} 

2.2.3. Hooke'sches Gesetz 

Das Hooke' sehe Gesetz gibt BeziE~hungen Z.llfi~;chP.n den Spannungskom­

ponenten ox , oy , "xy und den Dehnungskomponenten e:x, e:y , y xy wie­
der. Die übliche Schreibweise für den or thotropen Werkstoff lautet: 

e:x 
Ex 

crx ~ Ey cry (2 . .fll) 

e:y E oy - - ~ crx (2 . .fl2) E y X 

1 
Yxy Gxy . "xy (2 . ..7/.J} 

Es bedeuten: E 
X 

Elasti tätsmodul in Richtung der X - Achse. 

Ey Elastitätsmodul in Richtung der y Achse. 
G xy Schubmodul. 

llx Querdehnungszahl in Richtung der x - Achse. 

lly Querdehnungszahl in Rich ttmg der y - Achse. 

Bei einem kristallsymmetrischen Modell gilt aus energeti schen Grün-
d d · V k · · f fty llx · d k · h · d en 1e er nup ur1g E = -E . D1eses Mo e11 a.nn m1 t versc 1e enen . y X 
Dehnungseigenschaften ·in den drei zueinander senkrecht stehenden 

Achsen als Ersatzsys tem für Holz verwendet werden. 
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Mit den Abkürzungen 
s = fx I Ey k = 'JEx I Gxy 

lässt sich das Hooke'sche Gesetz wie folgt schreiben : 

Ex = _1__ ( Ox - ~X Oy ) 
Ex 

- 1_ ( 2 
Ex S Oy - ~X Ox 

(2.4) 

(2.511} 

{2. 5"12) 

(2. 5/.J) 

2 . 2.4. Lösung mi t Hilfe der Ai r y' schen Spannungsfunk tion 

Aus den geometrischen Beziehungen (2.2) leitet m~n die Verträglich­

keit ab und erhäJ. t: 

(2. 6) 

Die Dehnungen werden mit Hilfe des Hooke'schen Ge setzes durch die 

Spannu~gen ersetzt. 

2 s • . (2.1) 

Werden die Spannungskomponenten a ls Ableitung der Airy'schen Span­

nungsfunktion F(x,y) defi~ie ~t. 

't = -xy 

2 I 

.22. , (.2. tf') 
ax ay 

so lassen sich a lle unbekannten Grössen bi s auf P eliminieren. Man 

erhält die homogene Differentialgl e ichung für die orthotr ope Schei­

be . 

0 
(.2.5'} 

Ein Spezialfall stellt d i e iso t r ope Scheibe dar. Mi t s 2 = 1 , 

k 2 = 2 ( 1 +~x ) ergibt s i ch die a us der Liter a tur bekannte Scheiben-

gle i chung [5]. 



a4F a4F 
ax4 + 2·" -2--2 ax ay 
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0 (2. IO} 

Die Airy•sche Spannungsfunktion.F ist für die Scheibengleichung 

eine strenge Lösung . Da die Differentialgleichung für F aber un­

endlich viele Lösurigen aufweist, besteht die Schwierigkeit, dieje­

nige Funktion F zu finden, die auch de~ Randbedingungen genügt. 

2.2.5. Lösungsansatz für die Spannungsfunktion 

Eine allgemeine Lösung für die SpannunSJs funktionkann wie folgt 

z .B. nach (12] angegeben werden: 
i=j 

F(x,y) = ~ [Ai 1 ·Cosh(A1wiy) + Ai 2 ·Cosh(A2wiy) 

+ Ai3·Sinh(A 1wiy) + Ai 4 •Sinh(A2wiy)] •cos(wix) (2.!1) 

Durch Einsetzen eines Summengliedes Ai 1 · Cosh(Awiy) . cos(wix) 

aus (2.11) in die Scheibengle ichung ( :2 .9) erhält man für A eine Be­

stimmungsgleichung 4. Ordnung . 

s 2-(k2-2~ )·A2+A4 = 0 
X 

Die beiden möglichen Lösungen für A1 2 ~auten: 

' 

A1 = (2. 1211/ 

(.21212) 

Die Wurzelausdrücke besitzen reelle Lösungen, wenn die beiden fol­

genden Bedingungen erfüllt sind: 

s~ 0 . . Ex 
Ey ~ 0 ) 
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S ~ ~X - ~2 (] ~; = ~X - ~) 
Der Ansatz der Spannungsfunktion nach {2.11) kann mit Berücksichti­

gung der oberen zwei Ungleichungen für alle bekannten Bausto:f:fe ver­

wendet werden. 

Sonder.fall: 

Für den isotropen Baustof.f ergibt sich fi.ir A. 1 und A.2 die Doppellösung 

A. 1 , 2 1. Die Spannungsfunktion kann wie folgt angeschrieben werden. 

i=j 

I 
i=1 

(2.13} 

Dieser Lösungsansatz :ist bei Gi:r-kmann [5] zu finden. 
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2.3. Die Scheibengleichung im Polarkoordinatensystem 

2.3.1. Gleichoewichtsbedingungen 

Durch die in Abschnitt 2.1. angenommenen Voraussetzungen erhält 

man die Gleichgewichtsbedingungen für den ebenen Spannungszu­

stand im Polarkoordinatensystem: 

acrr _1 a'rco - 1 - + ---=-"'- -( 0 -cJ ) 
ar r a rp r r rp 

0 

+ r 
i1r rpr 
ar- + 2'rcp 0 

"rrp = "rpr 

y 
C1 + 

dr 

·/(\'rpr 
oip 

X 

Bild 2.5. 

Die Spannungskomponenten haben folgende Bedeutung: 

or Radialspannung in Richtung des Radius. 
0 rp Tangentialspannung in Richtung der Tangente . 

'rrpl Schubspann~~g auf Ebene r in Richttmg rp 

'rpr: Schubspannung auf Ebene rp in Richtung r. 

2.3.2. Geometrjsche Beziehungen 

(Z.!UI} 

(2. 1~12} 

(2. fHJ} 

Analog Z'l\ Abschnitt 2.2.2., aber für das Polarkoordinatensystem, 
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erhalten wir die geometrischen Beziehungen: 

au 
or 

.J...av + .!! 
r ocp r 

2.3.3. Hooke'sches Gesetz 

Yrcp .l au +av - Y. 
r ocp a r r 

(2.15) 

Die Verknüpfung der Dehnungs- mit den Spannungskomponenten lautet: 

Er _1_,CJ'r- ±::P.. Ocp (2.16/1) 
Er Ecp 

E:cp _1_,CJ'cp ~r .or (2. 1&12) Ecp Er 

Yrcp 
1 
-· 'trcp (2. 16/J) Grcp 

mit der energetischen Beziehung~ /E =~ /E (2.17) und den beiden cp cp r r 
Parametern: 

s = lEcp/Er , k= ~Ecp/Grcp (2. fl) 

ergibt sich das Hooke'sche Gesetz: 

(2. IJ!t} 

(2. ftf'/2) 

(2. ft!!J} 
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2.3.4. Lösung mit Hilfe der Airy•schen Spannungsfunktion 

Die Verträglichkeit kann mit der Koppelung der drei Gleichungen 

aus (2.15) gewonnen werden. (2. Ableitung der Schubverzerrung). 

a 2 a2e: 2 
-- ( y ) r ...r..:..Q.f.r a e:m 2a e:(j) 
ar acp rcp . r = ~ - ar + 2r · -~ + r. ar2 (2.19) 

Werden die Dehnungen durch die Spannungskomponenten ersetzt, so er­
hal te.n wir .folgende Gleichung: 

a 2 a2 
+ ( 2r - + r -- ) ( 

ar or2 Ocp - ~cp· Or ) 

Die Spannungskomponenten werden als Ableitung der Airy•schen Span­
nungsfunktion F(r, cp) definiert: 

1 aF 1 a2F 
rJr = ;-· ar + r2 . --a;-2 

'trcp = - a 
ar 

(2. 20/t) 

{2. 20/2) 

{2. 20/J) 

Die allgemeine Scheibengleichung im Polarkoordinatensystem ergibt 

sich nach einigen Zvrischenrechnungen zu: 

a4F 2 a3F s 2 a2F s 2 aF s 2 a4F k2- 21lcp a4F 
ar4 + 'f< ar3 - ;2 ar2 + ;3 or + ;4 acp4 + ~ acp2ar2 

Spezialfall 1: !~~E~~E~-~~~~~~~-~~~-~=-=-~-~~-~=-=--~~~:~2~ 
Wir erhalten die aus der Literatur bekannte Scheibengleichung 
Girr..rnann (5] • 

Ab.F = ( --2! + ...1 ...2...) ( a 2F2 + 1 aF) 
ar~ r ar ar r ar 

0 

(2.21} 

(.2.22) 
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Spezialf'all 2: ~.!:~...:~E~!!!!~~9:~12-~:!~~~!:~~!:!!~~~9:~!!~~!!!~-!~!!!-~f.!!~~.!.-L 
~~~!:!~~!ll.:. 
Damit ergibt sich die Scheibengleichung für den rota tionssymmetri-

schen Spannungszustand der polarorthotropen Kreisbogenscheibe, wie 

sie auch von Buchmann gefunden wurde [6]. 

a4F + _g_ a3F _ s2a2F + §.2 aF = O 

a~4 r ar3 r2ar2 r3 ar 
(2.21) 

2.3.5. Lösungsansatz für die Spannungsfunktion 

Ein allgemeiner Ansatz kann in der folgenden Form gemacht werden: 

i=j 

F(r,cp) = L (Ai1 · rmi1 + Ai2·rmi2 + Ai3.rmi3 + Ai 4. rmi4 
i=O 

abgekürzt geschrieben: 

i=j 

F(r,cp) = L 
i=O 

k=4 
( ~ A<k rmik) L ~ cos aicp 

k=1 

cos(aiql) . 

(2. 29) 

(2. 25} 

Setzt man ein Spannungsglied aus (2.25) in die Gleichung (2.21) ein, 

so erhält man analog Abschnitt 2.2.5. für A. eine Bestimmungsglei­

chung 4. Ordnung zur Ermittlung der Parameter 

m<4 - 4m; 3 + ( 5-s 2-a< 2k 2 + 2a; 2"rn ) m< 2 + 2 2 2 2k2 4 ? ) ~ ~ ~ ~ ~T ~ s + ai - ai-~cp-2 IDi 

0 (2. 26} 

Für die Nullstellungen müssen wir eine Substitution durchführen. mi 

wird durch den Ausdruck x + 1 ersetzt, damit erhalten wir ein Po­

lynom 4. Ordnung für x, bei dem die Glieder mit ungeraden EX?Onen ten 

wegfallen. 

x4- 2qi2x2 + s2( a2-1)2 = 0 (2.27) 

mit der Abkürzung: 

q/' = ~ [1+ s 2 +. ai 2 ( k 2- 2~cp)] 
Damit wird es mm möglich die Nullstellen von (2.26) über die Grös­

se x zu ermitteln. 
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X1 1 qi2+ lqi4_ 2( 2 )2 5 a i -1 mi1 - 1 

x2 ~ 2 
qi - lqi4_ 52( a:;i 2_1 )2 mi2 - 1 

x3 -~qi2+ 1qi4_ 52( a .2-1)2 
l mi3 - 1 

x4 = -~qi2_ 1qi4_ 52( a /-1)2 = m - 1 
i4 

Reelle Lösungen erhält man, wenn die beiden folgenden Ungleichun-

gen erfüllt sind: 

a) ; qi2~ 5 ( ai2-1 ) 

,...--:,---~----n--:-

b) qi2 ~ vqi4- 52( ai2-1) 

b) ist mit 52(cci 2-1) 2 Eio : immer er fü 11 t. 

a) muss zur Veranschaulichung noch etwo.s umgerechnet vrerden. Wird 

qi eingesetzt erhält man: 

gefunden werden. 

G ~ 

2 (l~ + ~~) 
Spezialfall 1: 1Xi = 0 

eine Ungleichung für den Sclw.br.todul 

( 1+ ~E /E )2 
cp r 

IX 2 
i 

Es handelt sich hier um den Spannungszustand, der vom vlinkel unab­

hängig ist. Dieser Lösungsansatz ist bei Buchmann angegeben [6] und 

erfüllt die Gleichung (2. 23) 

mo1 0 

mo2 2 

m0 3 = 1+s 

m04 = 1-s 
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Die exakte Spannungsfunktion ergibt sich zu: 

Fo = Ao1 + Ao2 r2 + Ao3 r1+s + Ao4 r1-s (2.U) 

Ist der Werkstoff isotrop, also s 2. = 1 Q~d k2 = 2(1+~~) , dann er­

hält man den Lösungsansatz für die isotrope Kreisbogenscheibe mit 

Momentenbelastung. Girkmann [5], Mostai'ct Swelem [7] • (Exakte Lösu.>tg 

der Gleichung (2.14)) 

(2.29) 

Spezialfall 2: ai=1 

Damit gewinnt man einen Lösungsansatz , der für die orthotrope Kreis­

bogenscheibemit Normalkraft- und Querkraftbelastung verwendet wer­

den kann (2.30). Macht man auch hier den Uebergang ?.1).1! isotropen Ma­

terial, so ergeben sich die Formeln, die in der Literatur unter (5] 
oder [7] zu finden sind. 

ID11 = 1 

m13 = 1 + "V1+ s2 + k2 - 2 f-Iep 1 + n 

m14 = 1 - lh + 52 + k2 - 2 f-Iep = 1 + n 

F1 = ( A11 r + A12 r·l.n r + A13 
1+n 

r + A14 r1-n) cos ep (2. 30) 

isotrop: n 2 

cos ep ( 2. .JI) 

Lösung der Scheibengleichung ( 2,22 ) 
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3. Die polarorthotrope Kreisbogenscheibe mit 11omenten-, Normalkraft­

und Querkraftbelastung 

3.1. Grundlastfälle 

Es ist zweckmässig, wenn man den allgemeinen Belastungsfall H, N, Q 

in die folgenden Grundlastfälle aufspaltet.(Bild 3.1) 

Grundlastfall a) Reine Biegung M. 

Grundlastfall b) Querkraft Q. Ein Endquerschnitt 'Jrird mit Q be­

lastet, M = N = 0 (Kragarm mit Querkraft- Einzel­

last). 

Grundlastfall c) Normalkraft N. An einem Endquerschnitt greif't nur 

die Normalkraft N an. M = Q = 0 (Kragarm mit Normal­

kraft- Einzellast). 

Allgem. Lastfall Grundlastfall a) 

Grundlastfall b) Grundlastfall c) 

Bild 3 .1. 
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Für die angreifenden Schnittkräfte müssen die Gleichge•.ilichtsbedingun­

gen erfüllt sein: 

IX 0 Q Q' ·cos 2ß: +N'sin 26 

0 N N' •cos 26 - Q'sin 26 (J.t) 

0 M = M 1 - ( N -N 1 ) • rm 

Grundlastfälle: ---------------
Q11 Q·cos 2Ö Q I 

2 - N·sin 2 6 

N1 1 Q-sin 2 c5 N2 
I N·cos 2 6 (.J. 2) 

M1' - Q·rm sin 26 M21 N·rm ( 1 - cos 26 ) 

~~~~!~~~-~~~-~~~~~~~!i~~~~~-~~~-~~~-§~~g~~~~~~~~!!_J~3~-
QI Q1 1 + Q2 1 

N' (3.3} 

3. 2. Soanmmqszus tand für den Gr1.mdlas t fa 1 l: Reine Bieqvng 

Bild 3.2. 

Dieser Belastungsfall ist drehsyrror.etrisch, das heisst: Die Verschie­

b1-mgen und Spannvngen sind vom Hinkel q> 1-mabhängig. An den R~indern 

cp = 0 1-md q> = 26 greifen die äusseren !•:omente l,l in der Ni ttel-
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ebene der Scheibe an. Die Lösung dieses Problems finden wir bei Buch­

mann [6]. Er hat zusätzlich zur Ermittlung der Spannungsverteilung 

exakte Formeln für die Verschiebungen hergeleitet . Wir besc~ränken 

uns hier auf die Ableitung der Formeln für die Spannv.ngskomponenten 

über den Weg der Airy'schen Spannungsfunktion. Die exakte Lesung der 

Scheibengleichung liegt in Abschnitt 2. mit der Gleichung (2.28) vor. 
F - A + A 2 A 1 +s A 1-s o - o1 o2 r + o3 r + o4 r 
Der Spezialfall der -isotropen Scheibe hat die Spannungsfunktion (2.29) 

F0 = A01 + A02 r 2 + A03 r 2tn r + A04 tn r 

Die Beziehungen (2.20) erlauben es, auf direktem 

komponen aus (2.28) und (2.29) zu ermitteln . 
s > 1 I (orthotrop) 

s-1 ar 2 A02 + ( 1 + s ) A03 ·r + 

2 Ao2 + ( 

"'rcp = 0 
s = 1 (isotrop) 

0 r 2 Ao2 + Ao3 

"'rcp= 0 

+ s 

3 

+ 2 tn r + Ao4 

+ 2 tn r - Ao4 

- s 

- s 

1 
7 

1 
r2 

\veg die Spannungs-

(.J. lr/1) 

(..J. 412} 

( .J_ 41.3) 

(.J. SI!) 

( .J. S/2) 

(.J. S"I.J) 

Für die Bestimmung der Konstanten stehen uns die 2 Randbedingungen 

am inneren und äusseren Rand, wo die Radialspamnmgen versch,»inden 

müssen, und eine Gleichgewichtsbedingvng an einem der Endquerschnit­

te zur Verfügung. 

Ora = 0 ' es bedeutet: t Scheibendicke 

b 

t j ocp•r•dr = M 

a 
Nach einigen Zwischenrechnungen erhält man die Spannungskomponenten: 

orthotrop: 

s-1 
r b2~ _ (b2s-a2s)} 

(.?.6!1) 

{s·(bs+1 -as+1) rs-1 + 9 [a2s (~) s+1 _ (~) s+1b2~-(b2s_a2sf 
(.J. 6/2) 
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mit der Abkürzung: 

Ns = t• [ (1-s)2 (a2s+2 + b2s+2) -(1+s)2 (a2 b2s +a2s.b2) +8s(a·b)s+1 J 
Für die numerische Rechnung sinct die Formeln (3.6) nicht geeignet, 

weil sie Differenzen annähernd gleich grosser Zahlen enthalten . Des­

wegen werden die Lösungen wie bei Buch'llann [6] umgeschrieben und die 

Abkürzungen 1J und a eingeführt. (Bild 3. 3) 

T) = y_ ~ a = r~; 
h 

-a ) (.!. llf/ 

o(_= _h_ = 1 

2rm 2ß 
b= rm ( 1 + a) (.1.112} 

ß rm 
h 

r rm ( 1 - 2a T) ) (.J. 713} 

Bild 3.3. 

Schliesslich lauten die Gleichungen für die Spannungen wie folgt: 

orthotrop: s > 1 ' 
crr =- ..1L 4a (1-s2)Jrc 1 + a)s+l - ( 1- a )s+1 J ( 

rmF N1 U 
s-1 

- 2aT) ) 

-( 1-a) 6 + 1 ( 1+a)2sl __ 1,____.".-- [ 2s 2s]} J - ( 1 +a ) - ( 1 -a ) 
( 1-2aT)) 8 +1 

/J. J'/2} 

N1 (1-s)2[c1-a)2s+2 + (1+a)2s+2J- (1+s)2ß1-a)2 (1+a)2s +(1-ct)2s (1+a)2J 

isotrop: s = 1 +8s (1-a2)s+4 (.J.9) 
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(.J. tt) 

Spezialfall : . .2....::_Q 

Dieser F'all kann nur eintreten, wenn !J.rp = 0 und Er= cowerden. Das 

heisst, dass keine radialen Dehnungen auftreten. Damit sind diesel­

ben Voraussetzungen erfüllt, die der Theorie des gekrümmten Balkens 

zugrunde liegen. 
s = 0 

[ _2_ ·tn(1-2a:n) -~ ·tn(~)] 
1-2a n 1-a 1-2a n 1-a 

M IX [ 20. 
- W 3N3 1-2an 

N3 = (-2a + tn 1 +et) 
1-Ct 

3.3. Soannungszustand für den Grundlastfall: Querkraft 

(.J. 12!1/ 

(J. 1212) 

(.J.I.J} 

Am Rande •=0 des in Bild 3.4. dargestellten Trägers, greift in der 

Scheibenebene die äussere Kraft Q an. Im Gegensatz ztt dem in Abschnitt 

3.2. behandelten F'all der Drehsymmetrie sind in dem mm felsenden F'all 

. die Spannungen tmd Verschieb\U\gen vom Winkel ' abhängig. Als Löstmgs­

r.msa tz dc:!r Scheibengleichung . ( 2. 21) verwenden wir uie Spamnu1gsft1.."lk­

tlon des Spezialfalles 2, Gleichung (2.30), mit a:1=1 • Allerdings 

mu:J!l der Cosinus mit dem Sim.1s vartu.t\scht \lferden. Diese abge;;L"lderte 

Spannvngshmktion bleibt trotzdem eine Löstmg der Scheiber;gleichtmg. 
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A , A 1+n A 1-n) + 12 r-.n r + 13 r + 14 r sin cp 

mit n = ~1+s2 +k2 -2 ~cp 
Bei isotropem Baustoff wird n 2, (s2 = 1, k2 = 2(1+~'P))u.nd damit: 

Aus den Lösungsansätzen können durch Ableitungen die Spannungskom­

ponenten errechnet werden. Es ~rgibt sich für n = 2 isotrop, n # 2 

orthotrop: 

crr = CA12 ~ + A1 3 n•rn-1 - A14 n·r-n-1) sin cp 

cr~ = ( A12 ~ + A13 n(1+n) rn- 1 + A14 n(n-1) r-n-1) cos cp 

( A 1 A n-1 A -n-1 ) . Trcp = - 12 ~ + 13 n·r - 14 n r s1n cp 

(J 1~!1} 

(.J. tt,/2} 

(s. tt,!J} 

Für die Bestimmung der Konstanten A12 , A13 , A14 stehen uns auch hier 

vorerst die Randbedingvngen am inneren und äusseren Rand Z'.1.r Verfü­

gung, woarundTr<pverschwinden . An den beiden F'orme l n (3. 14) mit crr 

und Tr<p kann man erkennen, dass sich diese in der Variablen r nicht 

unterscheiden, es gilt Clar/ocp=-Trcp · l·lenn wir also crr an den beiden 

Rändern gleich 0 setzen, dann verschwi nden dort auch die Schubspan­

nungskomponenten. Erfüllen wir also einma,l diese zwei Randbedingv..n-

gen, so ergeben sich die folgenden Bes t immungsgleichungen : 
A1 2 

A n-1 A n 1 + 13 n·a - 14 n·a- - = 0 

Wir lösen das Gleichungssystem nach den beiden Konstanten A14A13 
und A12/A13auf 

0 

0 

= 

Lehrstuhl fL; r 

lr:ger.~3u:·r ui L:: ·: :: u . ~ .. ·:. ..J c~:~~~:ru!<tioltG~ 
Techn. ~~ochschuls Kor lsruhe 

(.1. 15"11) 
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und setzen diese in die Spannungsgleichvng (3.14) ein: 
ar =An ~-rn-1 + n·an bn r-n-1 - n (anr+bn)Jsin <p 

(3.15"/2} 

(.J. 1611) 

(.J. 16/Jj 

Die verbleibende Konstante A13 lässt sich durch Gleichsetzung der 

äusseren Belastung mit den resultierenden Schubspannungskomponenten 

am Endquerschnitt <p = 0 ermitteln. 

r=b b 

Q t J "r<p dr = - A13 ·t·n{ Jrn- 1 dr 
r=a a 

A13 ·t·n ~ _ b - a .an l n n -n -n 

n . n 

- A13·t · [2 (bn- an)- n (an+ 

damit wird: 

b 

+ a·n bn Jr-n- 1 dr -(an 

a 

bn- (an+ bn)·tn ~] 

bn ) · tn ~] 

A = .9. 1 
13 t 2 (an -bn ) + n ( an +bn ) tn b/a (.?. 11} 

Führen wir noch die Abkürzung u8 analog N8 in Abschnitt 3.2. ein, 

Us = ( an- bn) + n· (a~ 2bn) tn ~ (.J.tJ') 

so ergeben sich die Spannungskomponenten mit Berücksichtigung von 

( 3 .17) und ( 3. 18) 

ar = ~ Cn-1 + an.bn·r-n-1_ an ;bn] .sin<p 
2 t U8L 

a<p = ---ll.:.9.....r(1+n) rn-1 + (1-n) an bn r-n-1- an; bn].sin cp 
2 t U8 l: 

(.J. 1.5'/t} 

(J.IJ/2) 

(.J. 1.5'/.J) 

Bildet man den Uebergang zum isotropen Material mit n 2, so erhält 

man die atls der Literatur bekannten Formeln (Girkmmm [5] ) 
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(.s. mvl 

(J. IS/S} 

(.J. 1.116) 

mit 

Us = a 2 - b 2 + ( a 2 + b 2 ) tn ~ 
~ 

Analog Abschnitt 3. 2. sollen die Substitutionen nach den Gleichun-

gen (3.7/1) bis (3.7/3) gemacht werden. 

Somit lauten die Gleichungen für: 

0 = .Q.._gjl ( 1-2a1'J) +( 1-a) ( 1+a) ( 1-2aT]) - -a. + -t<X sin cp l n-1 n n -n-1 c1 )n c1 )n] 

r F U 1 ( 1- 2a TJ) (J. 20/t/ 

ocp= .9..JU:!.((1+n)(1-2a.n)n- 1+(1-n)(1....a)n(1+U)n(1-2.aTJ)-n- 1-C 1()n+(;+a)nJsin cp 
F U1 1-2aT] 

(3.20/2) 
Q ( 

n-1 n n -n-1 (1-a)n+ ~1+a)nl , 
-r:rcp =-p· ~~ (1-2aT]) +(1-a) (1+a) (1-2aTJ) - ( 1_ 20 TJ J cos cp 

(.?.20/J) 
mit 

n n n l n )n] 1 +Cl u1 = (1-a) -(1+a) +2 (1-a) + (1+cx 1-n..,.-:-ä 

und isotrop: (n = 2) 

O'r = .Q..2•a r(1-2UTJ) + 
F u2 L 

2 2 
(1-a) (1+a) 

( 1-2aTJ) 3 

2 2] ( 1-o:) +( 1+a) 

( 1-2CITJ) 
sin cp /.J. 2111) 

[ 
2 2 

o.p= .2.2·a 3(1-2aTJ)- (1-o:) (1+a) 
, F u2 <1-2aTJ)3 

2 2 J (1-a) + (1+a) 
( 1-2aTJ) 

(.7.11/2) 
sincp 
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2 2 2 2 ] - _g ~t(1-2<IT)) + (1-a:) (1+<1) - (1-a:) + (1+<1) COS cp (.1.21/~) 
'trcp = F U2 · (1-2aT))3 ( 1- 2a.T)) 

mit 

2 2 r 2 
U2 = (1-a:) - (1+a) + l(1-a:) 

~/ 
Bild 3.6. 

Wir zerlegen diesen Fall in zwei Teilbelastungen: 

---- -t---

Bild 3.7 . 

1 

I 

/J) 

Die erste Teilbelastung, reine Biegung (M~), ist gernäss Absclmitt 

3.2 . zu behandeln. Für den Spannungszustand zur zweiten Teilbela­

stung muss lediglich in den Formeln für den Lastfall Querkraft nach 

Abschnitt 3. 3. der Winkel cp durch cp' = cp- ~ ersetzt werden. Dar-

aus erQ:ibt sich: 
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sin cp' sin (cp- ~) cos q> {J.22/f/ 

cos cp' cos (cp- ~) sin q> {.12212} 

M M2 = N·rm (3. 22/J} 

Q - N {J.22M 

Mit den beiden Gleichungen (3.8/1) und (3.20/1), sowie mit den Bezie­

hungen (3.22/2) bis (3.22/4) können wir die Radialspann,;.ng für diesen 

Lastfall anschreiben: 

(J = r 

(.!. .?J/1) 

ebenso mit den Gleichungen:(3.8/2), (3.20/2), (3.22/2) bis (3.22/4) 

crq> =- ~.a { 4(~~s2) [ s((1+a)s+1 - (1-a)s+1)(1-2aTJ)s-1 + (C1-a)2s(1+a)s+1 

-(1-a)s+1(1+a)2s) 1 s+1- (C1+a)2s- (1-a)2sy 

[ 
(1-2CIT)) ~ 

+ R (1+n)(1-2aT))n-1 + (1-n)(1-a)n(1+a)n(1-2aT))-n-1 

_ cLa)n + }1+a)n ] cos m} f.J..cJ/2/ 
( 1-2ClT) T 

Schliesslich ergibt sich die Schubspannung mit den Gleichungen: 

(3.20/3), (3.22/1), (3.22/4) 

(.J. .231.9) 

es bedeuten: 

N1 = (1-s)2l (1-a)2s+2 + (1+a)2s+2 J- (1+s)2 [(1-a)2 (1+a)2s + (1-a)2s 

(1+a)1 + Ss (1-a2 ) 6 +1 

u1 = (1-a)n -(1+a)n + ~ l (1-a)n + (1+a)nJ~n ~~~ 
Für den isotropen Verlestoff m.i.t s = l und n = 2 erhalten 11:ir die 3 



- 36 -

Spannungskon:ponen ten für den Lastfall Normalkraft wie 

ar =- ~·a{~ [-(1-a)2.'Ln(~:~an) + (1+a)2,'Ln(~~~an)+ *~~ 
2 [ 2 2 2 

()' = cp 

'"rcp 
mit 

+ _g_ c1_2al]) + (1-a) (1+a) _ (1-a) +(1+a) 
u2 (1-2al])3 (1-2al]) 

N2 -4a 2 + (1-a2 ) 2 ['Ln( ~~~)] 2 

U 2 = ( 1-a) 2 - ( 1 +a) 2 [ ( 1-a) 2 + ( 1 +a) 2] 'Ln(~~~) 
3.5. Näherungsformeln für die polarorthotrope Kreisboge?J.scheibe mit 

reiner Biegung 

Die in den Abschnitten 3.2. bis 3 . 4. abgeleiteten Spannungsformeln 

sind sehr umfangreich und deswegen für die Bemessung von Bauteilen 

ungeeignet. In diesem Abschnitt soll versucht werden, für den meist­

gebrauchten Lastfall Biegung Ntiherungsforme ln rni t Reihenen t\vicklun-

gen für die wichtigsten Spanm.tngskomponenten zu erhalten. Es interes·· 

sierendie Randspannungen und die extrernalenRadialsp~•nungen sowie der 

Ort des Extremums. 

3, 5 .1. Näher~mgsforrneln für die Randspanmmqen am inneren ~tnd Musse­

ren Rand 

In Abschnitt 3, 2, haben wir für die Tclngen tialspanmtng den Ausdruck 

nach Gleichung (3. 8/2) el'hal ten, Die Randspanmmgen ergeben sich, 

wonn wir fUr 11=-~ . am C:i~1sseren ~md TJ=+; arn inneren Rand setzen. 

a "' <Fa,i 
! ~ 4a;,~-s2) {s(1+a)s+1 - (1-a)s+1)(1ta)s-1 + s [(1-a)2s (1+a)s+1 

-(1-a)s+1(1+a)2s] (1za)-s-1 - [(1+a)2s- (1-a)2sJ} 

(.J..!$'} 
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mit 

N1 = (1-s)2[(1-a)2s+2 + (1+a)2s+2]- (1+s)2 [<1-a)2 (1+a)2s + (1-a)2s(1+af) 

+ 8s (1-a2) 8+1 . 

Aus geometrischen Gründen muss das Verhältnis <I=~ · immer ·~ r sein. 

Im Holzba~ ist a in den meisten Fällen< 0,1. vlir führen eine Reihen­

ent\vicklung durch. Als erstes soll der Wert N1 in die Form 

N1 = K0 + K1a + K2a2 + K3a3 + K4a4 •••••••••••••••• 

gebracht werden. Nach den erfolgten Z1Jtischenrechntmgen erhält man: 

16 2 2 4 16 ( 2)2( )( ) 6 N1 = ~ s (1-s) a + 45 s 1-s s-3 4s-3 a •••• • •••• 

Die Glieder mit Potenzen :. 6 sollen vernachlässigt werden. Die ver­

schiedenen Anteile der Spannungsgleichung (3.25) erhalten die Formen: 

= 2s(s+1 ) ah~· (s-1)a + (831)(2s-3)a2 

~ ~ (s-1)(s2-3s+3)a3 + (s-1~&s-2) 

(4s2-12s+15)•a4 ••••••••• J 
( 1-a)s+1( 1+a)2s]( 1+a)-s-1 

- [ 2 = -2s(s-1)·a 1+(s+1)a + 28 3s+3 ·a2 

+ 8 ; 1(s2-3s+3)a3 + (14s 4-16s3+19s2 

- 21 s + 3 0) • a 4 •••••••••• ·] 

= -4sa [1+ ~(s-1) (2s-1 )a2 +~(ss3-32s2 
+ 38s- 12)a4 ........... j 

Glieder mit Potenzen> 4 werden vernachlässigt. 

Die 3 Anteile zusammengefasst, durch N1 dividiert U.!'ld mit dem Faktor 

=f;J 4a2 ( 1-s2 )i multipliziert, ergeben die Randspanmmgen bei reiner 

Momen tenbe lasturig für die polarorthotrope Kreisbogensc!1eibe. 

M [ 2 1 2 2 2 ( 2) 3 J a~a = W 1- ~ +15 (s +6)a - 45 9-s a •••••••••••••••••• (.J. 2711) 

[ 2 1 2 ) 2 2 ( 2) 3 ] a~i = _ ~ 1+ 3a + 15Cs +6 a + 4; 9-s a •••••••••••• ••••• (.1.27/2} 
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Bei der isotropen Scheibe wird s = 1, damit erhalten wir: 

a q>a = + [1 - ~ . Cl + 1 ~ (12 - l ~ (13 ...... } · 

M [ 1 + _2_ Cl + _7_ Cl2 + _1§_ Cl3 
0 cpi = - vr 3 15 45 (.J. 2J'/2) 

Mit s = 0 lassen sich dieselben Formeln ermitteln, die Hei~eshoff [4] 
angibt. (Klassische Biegetheorie mit ebenen Querschnitten) 

(.3. 291!/ 

_ M[ 2 2 2 2 3 1 a 'Pi - - r 1 + -3- (l + -5- (l + -5- (l • • • • • • • • _\ 
(.J. 29/2} 

3. 5. 2. Näherungsformel für die _extreJ!l_?_j.~Rad!:.?-_~_ar..n~ 

Um den Ort der extremalen Radialspannung zu bestimmen, setzen wir die 

erste Ableitung nach 11 der Gleichung (3. 8/1) g·leich null. 

dar= 
dT] 

Nach 

-2ClT] 

0 =[(1+CI)s+1 -(1-CI)s+1) (1-2CI)s-2rs-1) 

( 1 +CI) 28] ( 1-2CIT]) -s-2 ( -s-1) 

(1-2CIT]) aufgelöst: 

(s+1) (1-CI)s+1 (1+CI)2s - (1-CI)2s (1+CI)s+1 

(s-1) (1+CI) 8 +1 (1-CI) 8 +1 

Wir führen wieder eine Reihenentwicklung durch. Die Stelle des Ex­

tremwertes ergibt sich zu: 

TJo in den Ausdruck (1-2CIT]) eingesetzt ergibt: 

37 + 7s- 15s2 (14, ••••••••• 360 

Bild 3.7. 
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Das Extremum der Radialspannung lässt 

(3.8/1) errechnen, wir erhalten: 
sich mit Hilfe der Gleichung 

crr min - : • + [, _ 3s 2-107 
mit 180 

a=-h- s- VE; 
2rm . - "fE; 

Die Spezialfälle lauten: 

s = 1 (isotrope Scheibe) 

ar min = --}·~ [ 1 + "* a2 ••••••• ] 

s = 0 (klassische Biegetheorie) 

• a2. • • .... J 

ar min =- +~+ [1 + ~~6 a 2 •••..•••••• J 

(.7.31} 

(.1. 32) 

(J.JJ} 
Die Formel (3 .33) ist bereits von Heimeshoff [4] abgeleitet 'VOrden. 

3. 6. Rechnerische Auswertunq_ der ~-mmg~!!_ 

Die Gleichungen (3 .8/1, 2) f ür den Grundlastfall reine Biegung, 

(3 .20/1-3) für den Grtmdlastfall Querkraft und (3 .23/1-3) Eir den 

Grundlastfall Normalkraft habe ich mit HiJ.fe der X8 des Institutes 

für Mathematik an der Universität Karlsruhe ausgewertet. Die Tangen­

tial-, Radial- und SchubspannWlgen wurden jeweils in den Zeh.ntels­

plmkten für 1J = -0,5, -0,4 ••. 0,4, 0,5 errechnet. Die Extremwerte 

konnten näherungsweisemitHilfe einer über 5 S tü tzs te llen in terpo­

lierten Parabel nach der Stirlingschen Formel bestimmt werden. 

Obwohl in Kapitel 3. normalerweise das Extremum exakt berecr_"let 

werden kann, wurde vor allem im Hinblick auf die Extrerr,wertbestim­

mung an den Spannungen der Scheiben in Abscni tt 4. ur!d 5. diese He­

thode entwickelt. Der Rechengang lässt sich auf einem Tischcomputer 

be•!täl tigen und ergibt eine ausreichende Genauigkeit. 

Die Auswertungen sind in den Tafeln 1 - 10 zusammengestellt. 
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4. Die axialsymmetrische polarorthotrope Scheibe mit kreis=crmig ge­

krü~mtem inneren und geneigtem äusseren Rand 

4.1. Grundlastfälle 

Die in Bild 4.1. dargestellte Scheibe i st in bezug auf i hre Diagona­

le symmetrisch. An den Endquerschnitten greifen die ä>.Asseren Schnitt­

kräfte in der Ebene der Scheibe an. Um die Symmetrieei genschaften 

bezüglich der Eckdiagonalen auszunützen, wird der allgemeine Bela­

sttmgsfall in die drei symmetrischen bzw. antimetrischen Grundlast­

fälle aufgespal tet: 

Grundlastfall a): Reine Biegung 

Grundlastfall b): Nqrmal-, Querkraft und Biegung syrrcrnetrisch zur Eck­

diagonalen. Die Resul tierende liegt im KrümmtL"lgs-

mi ttelpuJlkt r = 0 normal zwn Eckdiagonalquerscr..ni tt. 

Grundlastfall c): Normal-, Querkraft w1d Biegung antimetrisch zur 

Eckdiagonalen. Die Resultierende liegt i m Eckdia­

gonalquerschnitt. 

Allgem . Lastfall Grundlastf all a) 

t 
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Grundlastfall b) Grundlastfall c) 
I P2cotö . 

t..\\____.-t·-. 
~~ I 
P. u i 

~~" I 

Bild 4.1. 

Nach Bild 4.1. müssen folgende Gleichgewichtsbedingtmgen erfüllt 
sein: 

~p~ 0 (Q-Q') cos Ii (N + N') sin Ii 

:;:E PTJ 0 (Q + Q') sin 0 -(N - N') cos 0 

::::EM 0 M - M' -(N - N') rm 

P1R = c~h M1 p1R • rm•COS 0 p1 . rm 

P2R = P2 srno M2 P2R • rm · sin o p2. rm 

Zwischen den Schnittgrössen des allgemeinen Lastfalles und denen der 

Grundlastf~lle ergeben sich folgende Beziehtmgen: 

P1 - P2 = N 

P1•tan o + P2•oot o = Q 

daraus erhält man: 

P1(1 + tan2 6) 

N+9·tan ö 
1+tan2ö 

= N + Q·tan o 

= N•oos 2ö + Qsinö•oosö 

= + [N·(oos2ö + 1) + Q•sin26) 

= + [ N · ( oos26 - 1) + Q.· sin26 J 

M 
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Die Zusammenfassung der Grundlastfälle a) und b)für M0 = M1 ergibt 

den Lastfall symmetrische Quer- und Normalkraftbelastung ohne äusse­

res Biegemoment. Die Zusammenfassung von b) und c) für P1 = P2 er­

gibt den Lastfall Querkraftbelastung analog Bild 3.l.b). Aus a), b) 

und c) für P2=-P1tan2ö und Mo= P1·rm(1+tan2ö) erhält ma.>t den Last­

fall Normalkraft analog Bild 3 .l.c). 

4.2. Reine Biegung 

Für den Lastfall reine Biegung wird der Koordinatenurspr~.g ~ 

die Eckdiagonale gelegt. 

0 in 

4.2.1. Die Rand- und Gleichge\vichtsbedinqtmgen 

4. 2 .1.1. Die Randbedinqtmqen am qekrümm ten Rand r = a 

Am inneren Rand müssen analog Abschnitt 3 die Radial- und Tangential­

spannungen verschwinden. 

a 
rr=a = 0 (9. 111) 

'rtpr=a 0 (4.112} 

--, 
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4.2.1.2. Die Randbedingungen am geneigten äusseren Rand x b 

Es ist fast unmöglich, für die Scheibengleichung (2.21) in Abschnitt 

2 eine Lösung zu finden, die alle Randbedingungen und somit auch die 

Randbedingungen a.'l\ geneigten äusseren Rand erfüllt. Es wird aber ver­

langt, dass die angreifenden Normal- und Schubspannungen am äusseren 

Rand minimal werden. Die Bedingung dazu ·wird nach der !1e thode der 

kleinsten Quadrate formuliert. Sie lautet: 

==={> minima "L ( *· 2) 

crx · und 'txy sind die Spannungskomponenten im x - y Koordinatensystem, 

t bedeutet die Scheibendicke. 

4.2.1.3. Die Gleichqewichtsbedingungen für die Endquersc}l..nitte 

An den Endquerschnitten cp = ~ö müssen die Spannungen mit den äusseren 

angreifenden Kräften im Gleichgewicht stehen. Die drei Beziehungen 

für Moment, Normal- und Querkraft lauten: 

r=b/cos~ 
M tL a ·r · dr (9-. .311) -a cp<p=& 

r;b/cos~ 
N t r (Jcp ·dr 0 (9. 3/2) 

r=a 
--jb/cos~ 

Q t -c ·dr 0 (it. :J/3) 
r=a rcp 

4.2.1.4. Die Gleichgewichtsbedingungen des aussprincenC:en Bereiches 

Da die Randbedingw1gen a~ äusseren Rand nach Abschnitt 4. 2 .1.2 nt~ 

näherungsweise er fül ~ t sind, werden i m allgemeinen die Normal- und 

Schubspannungen resultierende Kräfte sowie auch ein resultierendes 

Noment erzeugen , die als unge\•roll te äussere Belasttmg am ä'.tsseren 

Rand x = b wirken und dadurch den Spannungszus t<:md verfälsc!1en . Um 

diese t1öglichkeit au.szuschliessen, werden am halben ausspringenden 

Bereich dre i z usätzl iche Gleiclnmgsbedi ngungen formuliert. Dadurch 
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kann auch die Konvergenz des Lösungsganges wesentlich verbessert wer­

den. 

Bild 4.3. 

Han setzt die drei Gleichgewichtsbedingungen sinnvollerweise wie 

folgt an: 
ö ö 

f d t·bf . 6r · c osrp rp + -- -r •Sl.nrp drp 
r=b/cos~ cos~ 0 rrpr=b/cos~ 

0 

ö ö (f. ~/tj 

0 

t•b f 
cos~ 

0 

(Jrr=b/cos~· sinrp drp- ~~~~ J "rrpr=b/cos~·cosrp drp 
0 

2M=O 
2 ö 

- t•b f-. d(jl 
coaa~ rrpr=b/cos~ 

0 

M bezogen auf den Ursprung r = 0 

b/cos(~+ö) 

- tJ a4> dr = 0 

b/cos~ 

b/cos(~+ö) 

tJ o r•dr 
(jl(jl=O 

0 

b/cos~ 

(4.#12) 

(4. ~/Jj 
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4.2.2. Spannungszustand filr reine Biegung 

Die in Bild 4.2. dargestellte Scheibe besitzt geneigte Aussenränder 

in der Entfernung x = b vom Koordinatenursprung mit einer Neigung~ 

gegenüber der Tangente im Endquerschnitt. Der Innenrand ist kreis­

förmig gekrümmt mit dem Radius r = a . An den Endquerschnitten'll=5 

und 'I'=- 5 greifen die äusseren Momente M an . 

Zur Auflösv~g der Scheibengleichung (2.21) ist es vorteilhaft, we~~~ 

man den Ansatz für die Spannungsfunktion für den allgemeinen Fall 

mit 
F = 'A'o1 + A~2 r1+s + A~3 r1-s + A'o4 r2 + ~ (k~ Aik. rmik) cos ai<p 

f;-r =l ("-.f/1) 
und für die isotrope Scheibe mit \ 

F = A~ 1 + A~2 l.n r + A03 r 2 l.n r + A'04 
2 k·=· (t= • m·k) r + _ _ Aik · r ~ cos <Xi<p 

~- - (lf.S/2.) 

bildet. Er setzt sich zusammen aus dem Ansatz, del' in Absc!'..r.itt 3.2. 

(Gleichung (2.28) bzw. (2 .29 )) als LÖSI).nq Fi.ir den Grv~'ldlast.:'all rei­

ne Biegung verwendet worden ist. Die ersten vier Glieder stellen 

eine Art inhomogener Lösvng dar, wähn:1nd der z.wei·te Teil als homo­

gene Lösv~g angesehen \<rerden kann mit der Aufgabe, sich den Randbe­

dingv.ngen am äusseren geneigten Rand anz·upassen. Die Exponenten wur­

den in Abschnitt 2.3.5. bestimmt. Sie sind abhängig von der Grösse 

vnd den Anisotropieverhältnissen in der Scheibe. ai stellt ein Nass 

für die Perioden dar, mit dem die Cosi.nusfunktion in den Lösvngs­

gang eingeht. 

Da die Schubspannungen in den Querschnitten <p=Ö+~ und <p=-ö-~ mög­

lichst verschwinden sollen, kann die Bedingung <X:i.~' ;~~ wobei i = 1, 

2, 3 •.. j durchläuft, formuliert werden. Bei extremen Anisotropie­

verhältnissen und geringem Zen triwinlcel 2ö , er-reichen die Exponen­

ten mik Grössenor dnungen, die eine zuverlässige Berechnung a~f eine.rn 

Rechenautomaten nicht mehr ermöglichen. Es musste deshalb für be­

stimmte Verhtiltnisseai (·i gesetzt werden. w ist eine positive 
h . d . k />+t{) )·W h . ' .. . h . . S Za l. 111 t 1esem Fa 'tor lS es t eoretlSCt1 mogl~c ., a1e pannW1gsver-

teilunfi an den Endquerschnitten <p=Ö+~ und cp=-Ö-~ zu variieren lL"l.d 

eine Annähertmg an die dort auf tretenden Verhä ltnisse im Uebergang 

zum geraden Teil zu erreichen.· 
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Die Spannungskomponenten lauten nach den Gleichungen (2.20) für die 

~j 
'r<p = 2. 

i=1 
Q~d für die isotrope Scheibe: 

I 1 I 

-Ao2~ + Ao3 (3+2 tn 
r 

~J ai[~4 A~k(mik-1) 
i=1 k=1 

Mit den Abkürzungen : 

A 0 2 = A~2 b(s-1) bzw. 

Ao3 A l b-(s+1) b o3 zw. 

A - I mik- 2 ik- Aik b 

+ ~j [ ~4 
J.:o I k=1 

r) + 2 I , \_=j [ k=4 
A 4 -r .z.. "') 

0 J.=1 ~1 

r J. sinai<p m · k-2] 

b' 
Mit <p=r kann man die Gleichungen (4 . 6) bz1v . (4.7) in folgender Form 
darstellen: 

~. 6/.J) 

r~. 11t/ 

{t;.l/.2} 

(9, 11..?} 
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und i=j k=4 

or = Ao2Q2 + Ao3 ( 1 +2 tn r) + 2 Ao4 + ~1 [ G •. • • • .. • ß.g/t} 

~ k=4 
acp = -A02 Q2+ A03 (3+2 tn r)+2 A04 +? [ ~........ (~g;2j 

i=j k=4 l.=1 k=1 

"rcp = .;?1 ai[ ~ Aik(mik-1)Q2-mik] sinaicp ß-.9/.J} 

Am äusseren Rand x = b sind die Spannungskomponenten Oxn• oyn und -rxyn 

im x - y - Koordinatensystem zu bestimmen. S :i.e sind gegenüber a r, oy und 

"ry des Polarkoordinatensystems um den Hinkel% gedreht. 

Oxn or f ~ 
Oy\\~· 

!
/\%~ 

. 

--T] 

Y/ 
/ 

Bild 4.4. 

Die Transformationsgleichungen lauten: 

Oxn or cos 2X' + a~ sin2% + "rcp sin 2~ 

oyn or sin2% + acp cos 2% "rcp sin 2% 

-r = - l(a - a ) sin 2~ + -r cos 2% xyn 2 r cp rcp 

o+,'i~cp 

("-. 1ol!} 

(4. ftJ/2} 

r~. lo/.J) 

Der Winkel %wird jeweils von den Richtungen der Spo.nnungsko:r.ponen­

ten Oxn und crr eingeschlossen. Setzen wir nun X'=o+.eJ-cp , dann können 

wir die Spanntmgskomponentcn crxn u.-rxynin Funktionen des Winkels cp 

ausdrücker •• l1i t den Zwi Sehenrechnungen: 

I 
fl 1 ~-I ( ! ' ~ l. ,·; • ' 
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cos 95 cos(~+Ö)cos ~ + sin(~+Ö)sin ~ 

sin 95 sin(~+ö)cos ~ - cos(~+ö)sin ~ 

cos 2 95 = 
1 1 2(~+Ö)cos 2cp + 1 sin 2(~+Ö)sin 2~ 2 + 2 cos 2' 

sin2 95 = 1 1 2(~+Ö)cos 2~ -
1 sin 2(~+ö)sin 2rp 2- 2 cos 2 

und mit Einführen fotgender Abkürzungen 

p = cos 2(~+6) q = sin 2(~+ 1'>) 

ergeben sich die Spannungskomponen te:n Zt.l.: 

1 + l (ar-crrp)(pcos2~+qsin2rp) + ~rrp(qcos2rp-ps in2rp) (Ir. 11/t} 0 xn = 2 (crr+cr~) 2 

cryn 
1 

(crr+cr~) 
1 

(crr-crrp)(pcos2rp+qsin2~) - ~rrp(qcos2~-psin2~) (f.. f!/2} 2 - 2 

(1t:111.1) 

Setzen wir unter Beachtung der Abhängigkeit Q=~=cos(~+Ö-rp)für den 
b äusseren Rand x=cos:if ' die Spannungskomponenten aus den Glei-

chungen (4.8/1-3) bzw. (4.9/1-3 in die Transformationsformeln 

(4.11/1-3) ein, dann erhalten wir die endgültigen Spannungskompo­

nenten crxn u. ~xyn am äusseren Rand. Die Komponente cryn wird für die 
Erfüllung der Randbedingungen nicht benö tigt und kann deshalb weg­

gelassen werden. 

1-s( )(s+1) a xn = A02 • c os ~+6-rp - 2-

1+s( , )( 1-s) +A03 . cos ~+u-rp --2--

[1+s+(pcos2rp+qsin2~)(1-s~ 
[ 1-s+(pcos2rp+qsin2~)(1+s8 

+2Ao4 
~k=4 

+2-LA·k i=1 k=1 ~ 
2-mik( )fcoso:i<p[( 2 ( cos ~+6-rp l 2 mik-o:i ) 1+pcos2rp+qsin2rp) 

+ IDik(IDik-1)(1-pcos2rp-qsin2rp~ 

+ o:isino:i~(mik-1)(qcos2rp-psin2rp)} 
(9-: tZ/-t) 
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'txyn = A0 2 cos 1 -6 (~+ö-cp) [ 1;s2 (p•sin 2cp-q·cos 2cp)] 

A03 co~ 1 + 0 (~+ö-cp)[1;s 2 (p·sin 2cp-q·cos 2cp~ 

+ ~ ~ Aik ·cos2-mik (~+ö-cp)[ cos;i'f' ( 2mik -iJ} -mik2) (p sin2cp-q cos2cp) 

i=lk=l . ] +ai s1n a 1 cp(m1 k-1)(p cos 2cp + q sin 2cp) 

Für den isotropen Werkstoff erhält man: (1-. 1212/ 

axn = A0 2 cos 2 (~+Ö-cp)(p cos 2cp + q sin 2cp) 

+ A03 [ 2(1+~n ____ b _____ ) 

C OS ( ~+Ö-cp) 
(p cos 2cp + q sin 2cp) + 2 A0 4 

+~~ 
1=1 k=1 (4.. 13/1) 

-rxyn = A0~oJ (~+ö-cp)(p sin 2cp-q oos 2cp) + A03(q cos 2cp- p sin 2cp) 

+ g ~ .. . .. .. . (4.13/t.} 

4.2.2.1, Die Randbedingcmgen am inneren Rand 

Analog Abschnitt 3.müssen auch hier die Radial- und Schubspann•mgen 

am inneren Rand verschwinden. Wir wollen diese Randbedingung streng 

erfüllen, indem wir fordern, dass die ersten drei Glieder der Radial­

spannung wie in Abschnitt 3. und zusätzlich die Swr.me der vier Reihen­

gliedermit gleichem i von der Radial- und Schubspanmmg verschwin­

den, Mit BerUcksic:htig,mg, dass r = a und damit Q=~=Q1, kön.."'len wir 

mit den Gleichungen (4.8/1) und (4.8/3) folgende Beding•u1gen for­

mulieren: 

A (1 ) 1-s ( 1+e o?. +s Q1 + A03 1-s)Q 1 + 2 A04 = o (#: f~/t) 
isotrop 

A02 Q12 + A03 (1+?. \n a) + 2 A04 = o 
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und für i = 1 bis i = j 

~ A ( N 2 ). Q 12-mik = 0 2._ ik mik-"'i 
(4: IS"} 

k=1 

b) 'trcpr=a 0 
für i = 1 bls i j 

~ Aik (Mik -1) Q2-mik = 0 

k=1 
4.2.2.2. Gleichgewichtsbedingungen am Schnitt p=ö bzw. p=-Ö 

(1: tG} 

Am Schnitt cp=Ö bzw. cp=-Ö · müssen die Spannungen mit derf angreifen­

den Lasten im Gleichgewicht sein. Gleichungen (4.3/1 - 4.3/3) 
Für das Moment ergibt sich: 

r=b/cos~ Q=cos~ 

M = t J ocp r dr = -t b') ocp -3' dcp 
r=a Q=Q1 Q 

Nach durchgeführter Integration der Gleichung (4.8/1) bz•11. (4.9/1) 

erhalten wir: 
M - A ( -ts+1J..,_ -ls+1))- A s(coss-1~-Qs-1) + Ao4(_l_- ..1.2) 

-- - o2s cos v . Q1 o3 1 2 
t b2 cos ~ Q1 

+) j [ ~ Aik(mik-1) (cos-mi~-Q 1 -mik)] cos a 1 ö 

. . 1=1 k=l· 
(9.11/!} 

isotrop: 

_M_ = A 2•1.n cos~ + A J._1_ ( 1+ 
t b2 o Q1 olcos2~ 

~~ 
+ 2 2_ ...... . (1: 1712/ 

1=1 k=1 
Die Normalkraft muss verschwinden: 

r=b/cos~ Q=cos~ 

N tJ ocp dr = -t·bj ocp ~ dQ = 0 

r=a Q=Q1 
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isotrop: 
A02(cos~-Q1)+ A0 3 r-1-- (2 tn _E_ +1)- 1-(2 

cos-1) cos" q1 

+ ~ [~~ •••••••••• = 0 

Zuletzt schreiben wir das Gleichgewicht für die Querkraft Q 

r=b/cos" Q=cos-3 
Q tf "r<P·dr -t bf "rcp 

1 dQ 
Q2 

0 

r=a Q=Q1 

Wir integrieren die Gleichung (4.8/3) . Es ergibt sich: 
i=j k=4 

L [ ~ Aik (cos 1-mik." - Q11-mik ) ai sin ai 6 ]= 0 
i=1 k=1 

(9: /.f/2} 

0 an. 

(~lo) 

mit Gültigkeit für den anisotropen und isotropen ltlerkstoff. Die beiden 

Gleichgewichtsbedingungen mit der Normal- und Querkraft wer:ien als 

Kontrollbedingungen benützt. 

4.2.2.3. Die Gleichgewichtsbedingungen des ausspringenden Bereiches 

a) ~P~ 0 

6 

-f 
0 

6 

orr=b/cos-3 cos <p d<p + J 
0 

Mit den Integralen: 

6 

j cos <p d<p = sin 6 
0 

6 

f 
0 6 

-r sin <p d<p 
r<pr=b/cos-3 

+ sin(ai+1) 6 
2(ai+1) 

f sin(ai-1) 6 _ sin(ai+1) 6 

0 2(ai-1) 2(ai+1) 

erhalten wir für r = b/cos" die Ausdrücke: 

[ A ( 1 ) 1-s.. A ( ) 1 +s ] o2 +s cos v + 03 1-s cos " + 2 A04 sin 6 

0 

+~ ~ cos2-mik"[(1+a;)(m;k-a;) sin(a<+1)6 ~ ~ v ~ ~. ~ ~ +(1-ai)(mik+ai) sin(ai+1) 6}o 
i=1 k=1 2(ai+1) 2(ai-l) 

(9.2ti!J 
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für den isotropen Werkstoff: 

+~ .~ 
) +2 A04 J sin ö 6 6 

b) L?ll = o 
Gleichung (4.4/2) etwas vereinfacht geschrieben ergibt~ 
ö ö 

J crr sin q> dq> + J 'tr(Jl cos q> dq> -

0 0 

Nach der Auswertunq der Integrale: 
ö S sin q> dq> = 1- cos ö 

0 
ö j sin q> cos a:1 q> dq> 

C OS ( <Xi -1 ) . Ö-1 

2(a:i-1) ' 

/ 

cos(~+ö) 

cos~( ~ dQ = 0 
) q2 

cos~ 

cos(ai+1) ö-1 

2(a:i+1) 

cos(a:i+1) ö-1 

2(a:i+1) 

••••• =0 

(l-. 2112.) 

0 
cos(~+Ö) 

-J ~ dq> 

cos~ 

= Ao2( 1+s) [ cos-s (~+ö) - cos-5 ~] + Ao3( 1-s) [ cos 5 (~+ö) - cos 5~ J 

+Ao4 2 [ co:(~+Ö) - c:s~ J 
+:f ~-=6 Aik mik l cos 1-mik (~+ö) - cos 1-mik~] 

1=1 if;-r 
für den isotropen Werkstoff: 

cos(-o+ö) 

_ ~~ dQ = A02 [cos(~+ö)-cos~] +Ao\--1- ( 2 'Ln 

cos~ [ 1 1 °]'(~) k"4 
+ Ao4 2 -- + 2:= 

cos(~+Ö) cos~ i=1 k= 1 

b +1l- _1_ ( 2 'Ln _b_ +1 )1 
cos(~+ö) cos~ cos~ ~ 

erhalten wir schliesslich das Gleichgewicht in 11- Richtung: 

A02 ( 1+s) [ cos-8 (~+ö) cos~ -cos 1- 8 -\l' cosö ]+A03 ( 1-s) [ cos8 (.:t+ö )cos.& -cos 1+s -6- cos6J 



[cos~ 6] ~ 
+Ao4 2 cos(~+Ö)-cos + ~ 

-~b:........,...,.. )-cosö(1+2'Ln ~- ~ 
cos(.:l+Ö) cosvj 

+A 04 2 [ cos .:l -2 cos öl +>j ~ 
cos(.:l+o) i=1 k=1 

c) rrvr = o \ 
Aus Gleichung (4.4/3) erhalten wir: 

ö cos(\hö) 

J 1: dcp- cos<'-3-J ~ dQ = 0 
0 rcp r=t/cos~ Q3 

cos.:l 

Wir werten die folgenden Integrale aus: 
0 

J sin cx cp dcp = 1-cos cxiö 

0 

cos(~+ö) 

~-2212} 

-s A02 s [ cos-1-s (~+ö)-cos-1-s~ ]- A03 s [ cos 8 - 1 (~+ö) -coss- 1 ~] 
+A+[ 1 _ 1 ] -cos~ 

0 cos2(~+ö) cos 2~ 

+ >j ~ Aik (mik-1) [ cos-mik (~+Ö)- cos-mik.:l] 

i=1 k=1 
für den isotropen Werkstoff: 

cos(~+ö) 

-f ~-(1 
Q3 

cos ~ • 

d A , c OS ( ~+Ö) A [ 1 ( 1 , b , 1 ( 1 , b ) J Q= 02 on + 03 +on 1--- +on --
cos~ cos(~+ö)2 cos(~+Ö) 008 2-& cos~ 

+ Ao4 [ 1 ...; - 1 - ] + > ~ · · .. · · .. · 
cos 2 (~+ö) cos 2~ i=1 k=1 

und erhalten schliesslich das Momentengleichgewicht u~ den Kr~~~ungs­
mittclpunkt arn halben ausspringenden Bereich: 
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+ ~~ L L Aik (mik-1) 
i=1 k=1 

U."ld für den isotropen Werkstoff: 

cos({hö) [ 1 b ) __ 1_ 
Ao2 tn cos~ + Ao3 cos2(~+6) (1+ tn cos(~+ö) cos2..;) (1+tn b )] 

cos~ 

__ 1_+~~ cos2~] i=1 k=1 
0 ('r.23/2) 

4.2.2.4. Die Erfüllrmg der Randbedingungen am äusseren geraden Rand 

Wir verlangen, dass nach Abschnitt 4.2.1.2. alle angreifenden 

Normal- und Schubspannungen am äusseren gene~en Rand zu einem 

Hinimwn werden. Dazu benötigen wir Gleichung (4.2). 

y=b·tan(~+ö) 

K J (ax2 + -rxy2 ) dy 

y=b•tan.{) 

Die Spannungskomponenten crx und -rxy am geraden äusseren Rand für das 

x - y- Koordinatensystem stehen uns in den Gleichungen (4.12/1,2) 
vnd ( 4.13/1, 2) zur Verfügung. Als einzige Variable wird dort der Hin­

kel~ miteinge.führt. Wir schreiben das obenstehende Integral in eine 

Funktion von ~ um. 

1J --· 
Bild 4.5. 
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vJc.mn wir berücksichtigen, dass am äusseren Rand r = b/cos (·'l'+ö-cp) 
. A r·llf b·t\cp . . , . 
~ s t und Y 0 08 'l'f+Ö-<p) 0 082 ( ~ +Ö-<p ), wud, ( s~ene B.lld 4. 5. ) dann 

ergibt sich nach der Umformung der Integrationsgrenzen das Integral 

K 7,u: 

(4.2~} 

Um die 1Jmfangreichen Formeln mit CJx und -r:xy (Gleichungen ( 4.12/1,2) 

und (4.13/1,2) etwas zu vereinfachen, fUhren wir folger,de abgekürzte 

Schreibweise ein: 

ß-.25") 

(~.26} 

wobei 

E02 (cp) = cos 1 -8 (~+Ö-<p) ( 8; 1 ) [ 1 + s + (p cos 2qJ + q sin 2qJ) (1 -s)J 

E ( ) 2-mik ("+'-m) {cos cxicp [< 2) ( ) ik <p = cos v u T · 2 mik-ai 1+pcos2<p+qsin2<p (~.2llt/ 

und 

+ mik (mik-1) (1-pcos2cp-qsin2qJ)] 

+ cxi sin cxi <p (mik-1) (qcos2cp-psin2<p)} 

F02 (<p) = cos 1-s (~+Ö-<p) [ 1282 (p sin 2<p - q cos 2qJ)1 

F ( ) 2-m.;k ("+Ö-m) [cos2cx;<p ik <p = c OS ~ V T 

(4-.21;2) 
( 2m.k-cx . 2-m.k 2 ) (psin2qJ-qcos2qJ) 

~ ~ ~ 

+ cxi sincxi qJ (mik-1) (pcos2qJ+qsin2<p)] 

Die notwendige Bedingung für das Ein treten des Minimums ist das Ver­

sch~rinden der Ab1ei ttmgen der F'tmktionen K( <p) nach den Festwerten 

Aik" 
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~. lli!El. ~. ~ 
oAo2 oA 03 oA 04 oAik 
für alle i = 1 bis j und k = 1 bis 4. 

Als hinreichende Bedingung muss gezeigt werden, dass es sich bei der 

Extremalstelle um das Minimum handelt. 

Beweis: -------
Da das Integral nach Gleichung (4.24) irruner ~ 0 ist, werden auch die 

zweiten Ableitungennachden Festwerten?, 0 . Das bedeutet, dass wir 

immer eine konkave Krümmung der Fläche nach oben haben, d.h. der Ex­

tremwert kann nur ein Minimum sein. 

vlir erhalten für die einzelnen Ableitungen der Funktion K: 

. { 0 oK 2 3· 2 l 2 2 dcp - = 2~cp b t A02) (E 02+F 02 ) + 
8Ao2 0 cos 6 (~+o-cp) 

Eo3Eo2+Fo3Fo2l-----d~cp __ __ 

aK 
8Ao3 

0 dcp 
+ Ao4 J (Eo4Eo2 + Fo4 Fo2l -

c os6 ( .a'+6-cp) 
0 

c os 6 ( ~+o-cp! , 

(4.2?12) 

Setzen wir die oben stehenden Ableitungen gleich null, dann erhalten 
wir: 
ö 

A 02f(E~2+F~;:>) dcp 
o cos 6 (~+ö-cp) 

6 

+ Ao3J (Eo3Eo2+Fo3Fo2l dp 
o cos 6 (~+6-cp) 

0 

+Ao4 f (Eo4Eo2+Fo4Fo2)-----d __ cp ___ ~ 
o cos6(~+ö-cp) 

(~. 2g} 

Die Inte'gration der Gleichuno (4.29) ist analytisch k.:nun mehr durch-
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führbar. Für die Auswertung der Resultate mit der X8 wurden die In­

tegrale numerisch berec~~et, indem der Winkel ß in 20 Abscb~itte u~­

terteilt, und die Funktion für diese Abschnitte als konstant angenom­
men wurde. Es ergeben sich folgende Gleichungen: 

m=20 

Ao2 o::::::- [<Eo2 (cpml 2 + Fo2 (cpml 2)] ~(~ ö ~ L 20 · cos + -CP. 
m=O 

+ Ao3 ~0 
[ (Eo3(CJ1m) Eo2(cpm) + F03(cpm) Fo2(cpm))] 

ß 

m=20 
+ Ao4 ~ [ (............. =o 
~ 

r~. :Jo} 

4.2.2.5. Di.e Auflösv.ng des Gleichu."lgssystems 

Die Randbedingungen fi.ir den inneren Rand (Gl. (4.14 bis 4.16)), die 

G leiengewich tsbedingungen an den Endquerschnitten (GL ( 4 . 17 bis 

4. 20) )und die Gleichge~tichtsbedingungen fi.ir den ausspringenden Be­

reich (Gl. (4.21 bis 4.23)) ~terden als F1J..Y!ktionen CJl1 ••• rp2 angeschrie­

ben. Nach der Lagrange'schen Hultiplikationstheorie können wir fol­
gende Gleichungen aufstellen: 

rp = n 0 

i:lK 
+ A.1 

i:l cp 1 
+ A.2 

acp2 
+ • •••••• •• • •. i\n 

acpn 
oAo2 i:lA02 aAo2 aAo2 0 

aK a cp, i:lcp2 i:lq>n 0 
+ A., i:lAj4 + A.2 i:lAj4 

+ •••• ••••••• A.n i:lAj4 i:lAj4 
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Mit den Gleichungen (4.30) suchen wir das 11inimum für die angreifen­

den Normal- und Schubspannungen am geneigten oberen Rand. Die anderen 

Randbedingungen gehen als Nebenbedingungen in das Gleichungssystem 

ein. Je grösser j gewählt wird, desto grösser wird die Anzahl der 

Gleichungen und umso genauer können die angenäherten Randbedingungen 

erfüllt werden. Die Anzahl der Nebenbedingungen richtet sich nach j. 

Es stehen uns vorerst eine Gleichge~richtsbedingu.>Jg und zwei Kontroll­

bedingungen an den Endquerschnitten zur Verfügung. (4.17 bis 4.20) 

Zudem besitzen wir drei Gleichgewichtsbedingungen für den aussprin­

genden Bereich(4.21 bis 4.23) und schliesslich die Randbedingungen 

am inneren Rand mit Gleichung (4.14) und je zwei Gleichunge;1. nach 

(4.15 und 4.16) für jedes j. Die Gesamtzahl der Gleichungerr ergibt 

sich somit zu 8 + 6.j. 

4.2.2.6. Die Bestimmung der Spannungswerte 

Nach der Auflösung des Gleichungssystems und der Ermittlung der Fest­

werte Aik erhalten wir die endgültigen Spc.nnu..>Jgskomponen ten: 

a) Tangentialspannung nach Gleichung (4.2/2) bzw. (4.9/2) 

b) Radialspannung nach Gleichung (4.8/1) bzw. (4.9/1) 

c) Schubspannung nach Gleichung (4.8/3) bzw. 4.9/3) 

'llir können auch die Spannungen im x - y- Koordinatensystem für den 

änsseren Rand bestimmen: 

a) crx senkrecht zum Rand nach Gleichung (4.11/1) bzw. (4.11/2) 

b) 'xyParallel ztun Rand nach Gleichung (4.13/1) bzw. (4.13/2) 

Diese beiden Spannungen geben ein Mass für die Genauigkeit der Lös•_:ng, 

die mit der gewählten Anzahl Reihenglieder erreicht werden kann. 



-59-

4.3. Biegung mit symmetrischer Normal- und Querkraft 

(Resuttierende im Krümmungsmittelpunkt normal zur Eckdiagonalen) 

Analog zum Lastfall reine Biegung in Auschnitt 4.2 wird die Symmetrie­

achse in den Eckquerschnitt verlegt. 

Bild 4.6. 

II ~ cosc 

Q = ~ sl'n6 

4.3.1. Die Rand- und Gleichgewichtsbedingunqen 

Die Rand- und Gleichgewichtsbedingungen können im allgemeinen unver­

ändert aus Abschnitt 4.2.l.übernommen werden. Es gelten weiterhin die 

Randbedingungen am inneren Rand (Gl. (4.1/1) und (4.1/2)). Auch die 

Erfüllung der Randbedingung am geraden oberen Rand erfolgt wie in 

Abschnitt 4.2. Die Gleichgewichtsbedingungen für die Endquerschnitte 

sind mit den Gleichungen (4.3/1) bis (4.3/3) formuliert. Schliesslich 

werden noch die Gleichtmgen (4.4/1) bis (4.4/3) für das Gleichgewicht 

am ausspringenden Bereich übernommen. 

4 . 3.2 .. spanmmgszustund für Bicgu?Jg mit symmetrischer Normal- tmd 

Querkraft 

Für die Spannungsftmktion kann folgender Ansatz gemacht werden: 
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F (A l · A 1 , A 1 1+n + A 1 r 1-n) cos m 01r + 02r·"n r + 03r 04 T 

+ ~ (~ A1jk rmik) cos CIH 
i=1 k=1 

Beim isotropen Werkstoff ergibt sich der Ansatz mit n 

E = (A 1 01 r + A 1 02r·~n r + A1 03r3 + A1 04 ~) cos cp 

+ $\~:::.. A 1 ik rmik) cos a1 cp 
i=1 ~ 

wobei 

n 
Cli = ~ i i = 1,2,3, •••••• j 

{~JI/1} 

2 

r~ 31/2} 

Wie die beiden Ansätze (4.31/1) und (4.31/2) zeigen, können wir auf 

die Trennung der Schreibweise für den anisotropen und den isotropen 

Werkstoff verzichten . Wieder setzt sich die Spannungsfunktion aus 

einem ersten Teil, der die Lösung der rotationssymmetrischen Ortho­

tropen Kreisbogenscheibe mit symmetrischer Normal- und Querkraft dar­

stellt (2.30) bzw. (2.31) und einem zweiten Teil (2.25), der .für die 

Erfüllung der Randbedingungen am geraden äusseren Rand benJ:igt wird, 

zusammen. Für cxj_ setzen wir wie · bisher a 1 =hl 
Die zugehörigen Spannungskomponenten nach den Gleichw1gen 
ten: 

( , -1 1 n-1 A 1 -n-1 ) ar = A 02r + A 03n·r - 04n·r cos cp >(> ( 2) IDik-2) + A1 ik m1k-ai r cos cx1 cp 

i=1 k=1 

't"rcp 

(2.20) lau-

(4 . .J21t/ 

(4.32/3} 
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Es werden analog Abschnitt 4.2.2 folgende Abkürzungen für die Kon­

stanten eingeführt: 

A~2 • bn-1 A _ A' . ·b-n-1 
Ao2 = -b- • Ao3 = Ao3 · ' o4 - o4 ' 

A A' bm1k-2 1k = 1k • 

und mit q = b/r erhalten die Gleichungen (4.31/1) bis (4.32/3) fol­

gende F'orm: 
or = ( Ao2Q+Ao3n Q1-n_Ao4n Q1+n) cos ~ 

+ >j ( ~ Aik ( mik - a.1 2 ) Q2-m1k) cos a.1rp 

i=l k=1 1-n 1+n 
o~ (A 0 2Q+A 03 n(n+1) Q +A 04 n(n-1) Q ) cos~ 

1=j k=4 

+ ~ ( L. A1km1k(m1k-1) Q2-m1k ) cos a.1~ 
1=1 k= 1 

'r~ Ao2 Q + Ao3 nq1-n Ao4 nq1+n s1n ~ 

(9.J31t} 

(4-.JJIZ) 

(4. JJ/3} 

Setzen vrir die Spannungskomponenten or , oy und 'ry aus den Gleichun­

gen (4.33/1-3) in die Transformationsformeln (4.11/1-3) ein, so er­

halten wir unter Benützung der Beziehung r = b/cos( y+ß-~ ) resp. 

Q = cos ( Y+ß-~ ' ) für den äusseren geraden Rand die Randspannungen 

Oxn und 'xn als Funktion des \Vinkels ~ . . 

oxn = A02cos(y+ö-~) [cos~+~(cos 3~-cos~)+%(s1n 3~-s1n~)J 

'xn 

+A 0 3cos 1 -n(y+ß-~) [cos~( n+ ~2 ( 1-p·cos2~-q ·s1n2rp)) +s1n~ · n( q ·cos2~-ps1n2~ 

+A cos 1 +n(Y+ß-~) [ coscp( -n+~2 ( 1-pcos2~-qsin2~)) -sincp n( qcos2~-psin2~)J 

i=j k=4 

+LL 
1=1 k=1 

A1kcos 2-mik(y+ß-~)[cosa.1 ~ (m1k-a.12)(l + ~cos2rp+ ~ sin2cp) 
2 2 2 

+mik(mik-1)(~- ~cos2~- ~sin2~) 

+a. 1 sina:1 ~( mik-1) ( qc os2cp-psin2~)] (f. J~/1 

A02 cos(y+ß-~) [ L( sin3cp-sin~)-% ( cos3~-cos~) J 
2 2 

+A 03 cos 1 -n(y+ß-~)[ cos~; (qcos2~-psin2cp)+sin<p•n(pcos2rp+q sin2cp)J 

+A 04cos 1+n(y+ß-rp) [ coscp ~2 (qcos2<p-psin2cp)-sincp•n(pcos2<p+qsin2<p)J+ 



- 62 -

+~~ 
i=1 k=1 

Aikcos2-mik(~+ö-~) [ cos ai~(2mik-ai2-mik2 )(~ 
+ai sinai ~(mik -1) ( p cos2~+q 

sin2~- % cos2~) 
sin2q>)J ß. :Jt,./2) 

4.3.2.1. Die Randbedingungen am inneren gekrü~mten Ran~ r - a 

Für den ersten Teil der Spannungskomponenten or(4.33/l) verlangen 

wir mit Berücksich tiqv.nq. dass r = a b;-;w 
1-n A n+1 _ 0 Ao2 Q1 + Ao3 n Q1 - o4 Q1 ·-

b 
Q = a: = Q1; 

Die weiteren Bedingungen ergeben· sich, wenn wi>r den :z.wei ten Teil der 

Spannungskomponenten or und "r~ in folgende Gleichungen mit gleichem 

i aufspalten: (4.33/l) und (4.33/3) 

~ Aik ( mik - ai 2 ) • Q 1 2-mik = 0 (Ir. 36} 

k=1 

(9.J7) 
k=1 
4.3.2.2. Gleichgewichtsbedingungen am Schnitt q>=Ö bzw. p=--ö 

Setzen wir Gleichung (4.33/3) in die Gleichung (4.3/3) ein, so erhal-

ten wir mit der Annahme, dass q> = ß : 
Q Q=cos~1 Q 

t•b =- 5 "rq> Q12 dQ= [ Ao21.nco:~ +Ao3(cos-n~-Q1-n)+Ao4(cosn~-Q1nl] sinö 

Q=Q1 

+~[~ Aik(cos 1 -IDik~-Q 1-mik)] aisinaiö 
i=1 k=1 1 

(f. . .J!) 

Die beiden anderen Gleichgewichtsbedingtmgen für das Ho:nent (4.3/1) 

und die Normalkraft (4.3/2) benützen wir als Kontrollbedingtmgen. 

Sie lauten: 

11.2= [A 02C-1- - ..L) +A 03 n( cos~-n- 1 -Q 1 -n- 1 )-A04 n( cos~n- 1 -Q 1 n- 1 ) cosö 
tb cos~ Q1 

~=J k=4 

+ L [L Aik(mik-1 )(cos -mik.;J-Q~mik)J cosaiö 0 (~.35) 
i=1 k=1 

_li_ =[A 0 2l.n( Q1 ~)+A03(1+n)(cos-n~-Q -n)+A04 (1-n)(cosn~-Q n)Jcosö 
t•b cosv 1 1 

i=j k=4 

+ ~[~ Aik mik (cos< 1 -mikl~-Q 1 1-mik l] cosa1 ö 
i=1 k=1 

(H-O} 
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4.3.2.3. Die Gleichgewichtsbedingungen des ausspringenden Bereiches 

a) r Pg = o \ 
Mit den Gleichungen (4.4/1), (4.32/1), (4.32/3) und für r = b/cos~ 
er.halten wir mit Hilfe der 
o: 

Integrale: 

J 1 cos2~ d~ = ~ + {sin26 
0 

6 

J cos ~ coso:i~ d~ sin(o:i-1)6 + sin( aj_+1)6 

0 
2 ( <Xi -1 ) 2 ( 0: i + 1 ) 

6 

J sin2~ d~ 
0 

6 ..!..sin26 
2 4 

6 

J 
0 

sin~ sino:1 ~ d~ = sin(o:.-1)5 
2(<Xi-1) 

sin(o:.+1)6 

2(o:i+1) 
das Gleichge~richt für die g -Richtung. , 

[Ao2 cos~ + A0 3n cos 1 -n.~- A0 4 n cos 1+n .v J ~ sin26 

+>j ~ AikCos2-mik~[(1+o:i)(.mik-o:i) sin(o:i+1)ö+(1-o:i)(mik+o:i) 
i= 1 k= 1 ' 2 ( O:i + 1 ) 

b) t P'TJ = 0 

Wir benützen Gleichung (4.4/2) und schreiben sie etwas ~~= 
6 6 cos(~+6) 

f or·sin~d~ + S 
r=b/cos~ 

"r~·cos~d~ - cosy f ~ dQ 
r=b/cos~ Q 

0 

0 . 0 

Mit Hilfe der Integrale: 
6 

J sin~·cos~ d~ = ~ ( 1-cos26) 

0 
6 

cos-\J 

f 
0 
6 

sin~ coso:1~ d~ = cos(o:J-1) ö-1 
2 ( O:i -1 ) 

J cos:p·sino: 1 ~ d ~ = _ cos(o:i-1) 6- 1 
2( O:i -1) 0 

und mit Gleichung (4.33/2) für~ = 0 

cos(O:J +1) 6-1 
2(0:1,+1) 

cos(o:i+1) 6-1 
2(o:i +1) 

sin(o:i-1 )}o 
2(o:i-1) 

(lf. 1ft} 
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- [A02tn( cosi> )+A03 ( 1+n) (cos-n (i>+6)-cos-n,~ ~ 
cos(~+6) 

+ A04(1-n) cosn(~+6) - cosn(~) 

+ ;>-~ Aik mik(cos 1-mik (~ +6) - cos 1 -mik~ )] 

i=1 k=1 

erhalten wir schliesslich das Gleichgew·[c h t für den aussprin:;enden 

Bereich in ~-Richtung; 

A02 cos~[t ( 1-cos26) + l.n008 (~~~l ] 
+ A03 [cos1-n~·n 1 -0~826 + (1+n)(cos-n (-:1+6) -cos-n~) cos~ ] 
+ A04 [cos 1 +n~·n °0826-1 + (1-n)(cosn(~+6)-cosn~)cosi>J 

t> ~ Aik{cos2-mik~ [< 1-ai) ( mik+exi )Cos( a; -1) 6-1-( 1 +cti) (mik-a i ) cos( a; -1) 6-1]_ 
i=1 k=1 2( a i-1) 2(ai-1) 

c) I: M = O +mikcos~[cos 1 -mik(~+6) -cos 1-mik~J} = 0 (~. n) 
aus Gleichung (4.4/3 ) erh äl t man : 

Ii cos(~+6) 

J 'trcp d<p -cos2~ J acp _ ~ d <p 0 
0 r=b/cos~ cos~ <p- o q 

Mit der Auswertung der Inte grale : 
6 

) s in<p dcp = 1-cos Ii 

0 
6 5 sin ai9 d<p = 1- cosai6 

ai 0 

und aus Gleichung (4.33/2) für .p = 0 

cos(~+6) 

/

Orn dm rA ( 1 - _1_) + A03 •n (cos-( 1+n) (~+6) -cos-( 1 +n)~ ) 
Q3 T = - L o2 cos(-'+6) cos-" 

cos~ - Ao4 •n (cosn-1 (~+6)-cosn-1" ) 

i=j k=4 ] 
+ 2 2Aik(m1k-1) (cos-mik(~+6)-cos-mik~) 

1=1 k=l 
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erhält man für das Momentengleichgewicht des ausspringenden Bereiches 

um den Krümmungsmittelpunkt: 

A [ 1 cosöJ [ -1(1+n) ( ) -(1+n) J 02 cos(.,'J+Ö) -~ + A03 n cos . . .,'J+ö - cos .,'] cosö 

~ l<='• 
-A04 n [co.s 1-n(.,'J+ö)-cos 1-n.,'Jcosö)+ .{..__ LAik (mi)c-1)[cos-cik(~+li) 

] 
1 = 1 k = 1 (I. ~JI 

-cos-IDik.,'] COSUiÖ . I 

4.3.2.4 . Die Erfüllung der Randbedingu..YJgen am geraden äusseren Rand 

Diese Randbedingung wird analog Abschnitt 4 . 2.2 . 4,mit der Methode 

der kleinsten Quadrate und den Gleichungen (4.34/1) und (4.34/2) 

näherungsweise erfüllt . 

Die ersten Glieder der Abkürzungen E( rp ) und F( <p ) erhalten folgende 
Form: 

E02 = cos(.,'J+ö-cp) [ coscp + ~ (cos 3cp - coscp) + ~ (sin 3cp -sin cp)J 

Eo3 = •••.•••••••••• 

Fo3 · · · · • · · · · · · · · 

Di.e höheren Glieder erfahren ke i ne Aenderung. 

4.3.2.5. Die Auflösung des Gleichungssy stems 

Die Aufstellung der Gleichungen geht wie in Abschnit t 4 .3.2.5. vor 

sich . \vir erhalten eine Gesamtzahl Gl eichungen von 8 + S · j . 

4.3.2.6. Die Bestimmung der Sp~nntmgswerte 

Nach der Auflösung des Gleichungssystems erhalten wir auch hier die 

Festwerte Aik und können damit die Spannungskomponenten ermitteln . 
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4.4. Biegung mit antimetrischer Normal- und Querkraft 

(Resuttierende gteich Querkraft im Eckdiagonatquerschnitt) 

Bild 4.7. 

4.4.1. Die Rand- und Gleichgevrichtsbed ing;_mgen 

,Y = ~ . sin/.1 

Cl = Oo co.r;:1 

Aus Abschnitt 4.2.1 können die beiden Randbedingungen für den inne­

ren und den geraden äusseren Rand unverändert übernommen werden. Die 

Gleichgewichtsbedingungen für die Endquerschnitte sind mit ·den Glei­

chungen (4.3/l-3) angegeben. Die Gleichgewichtsbedingtmgen für den 

ausspringenden Bereich müssen für den antimetrischen Belasttmgsfall 

etwas abgeändert werden. 

4. 4.1.1. Gleichgewichtsbedingungen für den ausspringenden Bereich 

't 
rcp (cp=O) 
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Beim antimetrischen Spannungszustand lauten die Gleichgewichtsbedin­

gungen für den halben ausspringenden Bereich: 

E Pg = 0 

6 
-t _b_J Or c oscp dq> +t 

cos~ r=b/cos~ 
0 

r P71 = 0 

6 

6 

b f -- 'rcp 
cos\70 r=b/cos-\1 

Ii 

-t _b_ J ·or sinrn drn - t 
cos~ r=b/cos~ T T cos~ J 

0 0 

L M = 0 

't" dcp = 0 
rcpr=b/ cos\} 

b/ cos(..,+li) 
sinq> dcp-tJ 'rcp dr = 0 

<P=O 
b/cos\7 

0 (lf.t,/r/2} 

f+-#1.3) 

4.4.2. Spannungszustand für Biegung mit antimetrischer Normal- und 

Querkraft 

Für Bild 4.7. erlauben es die Symmetrieeigenschaften der Scheibe 1.md 

der Grundlastfälle, den Ansatz der Spannungsfunktion F aus Abschnitt 

4.3.2.zu übernehmen. An Stelle der Cosinus- Funktionen sir.d die 

Sinus - Funktionen zu setzen. 

sinq> 
i=1 k=1 

Für den isotropen Fall . erhalten wir mit n = 2: 

F 

•vobei 

( 21+1 )...!:..... 
46 

1 

i = j 

sincp+ L 
i=! 

1 '2' 3, ••••• J 

k=t. 

(2 
k=l 

{lt-. /;.5/f) 

(+. U/2) 
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Getrennte Schreibweisen für den anisotropen und isotropen Werkstoff 

sind auch in diesem Abschnitt nicht nötig . Die zugehörigen 'spannv~gs­

komponenten werden von Abschnitt 4.3.2 übernommen, wobei wiederum 

die cos - Funktion durch die sin - Funk tion und umgekehrt zu erset­

zen sind. Die Konstanten und Abkürzungen behalten ihre Bedeutv~g. 
or = (Ao2 Q+A~3 n•q1-n - Ao4 n·Q1+n ) sin~ 

i=j k=4 

+ 2 [ 2 Aik (mik-o:i 2 ) q2-mik] sin o:i~ ('t: lfG!tj 
i=1 k=1 

o~ = (A02 Q+A03 n(n+1)·Q 1-n + A04 n(n-1) Q1+n sin~ 

+ ~ [ ~: Aik mik (mik-1) Q2-mik .I sin o:i <:p {9: ~6h} 
'r~ = -(Ao2 Q+Ao3 n·Q1-n_Ao4 n·Q1+n) cos~ 

-);i [~ Aik (mik-1) Q2-mik] sin o:i~ (H&/.J) 
i=1 k=1 

Die Transformationsformeln (4.11/ l-3 ) ergeben mit r = b/co s(~+Ö-cp) 
mit den Gleichungen ( 4. 46/1-3) für CJr , a~ und 'r~ die SpanntU1gskompo­
nenten CJxn und 'xyn in Abhängi gkeit vom Winke"L ~: 

Oxn = A02 cos(~+6-~)[~in~+ ~(sin3~+sin~)- ~(cos3~+cos~)] 
+A03 cos 1 -n(~+ö-~) [ sin~ (n+ ~2 ( 1-p cos2~-q sin2~)) -cos q> ·n( q cos2<p-p sin2<r l] 

+A04 cos 1 +n(~+6-<p)( s i n<p(-n+ ~2(1-p c os 2<p- q sin2<p))+cos <p• n(qc os2~-psin2cp ~ 
i=j k=4 

+ ::> 2 Aik c os 2-IDik(~+6-cp) [ sinai cp (( mik-ai2)(~ + ~cos 2cp+~sin2<p) 
1=1 k=1 . 

+mik(mik-1) <i - ~cos 2~- ~cos2cp)) -a:icoso: i cp (mik-1) (q cos 2cp- p sin2cp)}~ ~lll) 

'xn = A02 cos(~+Ö-<p)[- ~(sin3cp+sincp)- ~(c os3cp+coscp)J 

+A 03 cos 1 -n(~+ö-cp) [sin<p ·~2 (q cos2<p-p sin2~)-coscp·n(p cos 2cp+q sin2cp)] 

+A04 cos 1 +n(~+ö-cp) [sin~ n;(q cos2cp-p sin2cp)+coscp·n(p cos2 cp+q sin2cp~ 
~k=4 

+ ~~ Aik cos2-mik(~+6-~)[sino:1cp(2m1k-o: 12-m1k2)(~ sin2cp-fcos2cp) 
1~1 k=1 1 

- o:1 c oso:1 ~ ( mik-1) ( p c os2~+q s1n2cp )J (Hr·/2} 
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4.4.2.1. Die Randbedingungen am inneren gekrümmten Rand r = a 

Diese Randbedingungen können unverändert aus Abschnitt 4.3.2.l.Uber­

nommen werden. (4.35), (4.36), (4.37). 

Ao2 Q1 + Ao3·n Q1 1-n- Ao4 Q1n+1 = 0 

0 
(4-. ~gj 

k=4 

~ Aik (mik-1) Q12-mik = 0 
k=l 

{4. so) 

4.4.2.2 Die Gleichgewicht~_bedingungen am Schnitt <p=Ö bzw. (j)=-o 

Setzen wir Gleichul'lg (4 . 46/3) in die Gleichvng (4.3/3) ein, so erhal­

(4.38): ten wir analoq 
Q=COS~ . 

_g_ =-J ,; rcp ..L 
t•b Q2 

dQ = -[Ao2 tnE.l +A03(cos-n~-Q1 -nl+A 04(cosr:~-Q n )]cosB 
. · C OS~ 1 
~ k=4 

- ~ [~ Aik(cos 1 -mik~-Q 1 1-mik)]aicosaiö 
i=1 k=1 

Q=Q1 

Die zwei anderen Gleichgel'richtsbedingungen für das MoT.lent (4.31/1) 

vnd die Normalkraft (4.3/2) 'lferden als Kontrollbedingv.ngen verwen­

det. 

_M_ = [Ao2(_1_ 
t ·b2 cos~ 

(td1} 

0 (4-.S2) 

.JL [A02tn2 +A03 ( 1 +n) ( cos-n~-Q 1 -n) +A 04 ( 1-n) ( cosn~-Q~ )1 sino 
cos.:J 

+ ~ [> Aik mik (cos 1 -mik~-Q 1 1 -mik )] sin aiö = 0 (f.JJ) 
i=1 k=1 1 

4.4.2.3. Die Gleicl:.ge'.vichtsbedingungen des aus~rinqenden Bereicl;es 

a) tPg=o 

Setzen wir die Spunnungskomponenten (4.46/1) und (4.46/ 3 ) in die 

Gle ich;mg (4.44/l ) ei n, so erhalten wi r mit Hi lfe der Integrale: 
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ö 

s sin<p • c osq> d<p - l (cos2ö-1) 
4 

0 

ö 

s sin cx1 rp·cosq> d<p cos("i-1) ö-1 cos(CXi+1) ö-1 
2(cxi-1) 2(cx1+1) 

0 ö 
cos(cx1 -1) ö-1 cos(cxi+1) 6-1 

J cos cx 1 rp·sin<p d<p 

0 
2(cx1-1) 2(a:i +1) 

r=b/cos( --'+ö) 

tJ "r<p dr 
r=b/cos~ 

- t·b{[A 2 "Ln( cos~ )+ A03 (cos-n (~+6)-cos-n ~) 
0 cos(~+ö) 

+ A04 (cosn (-&+6) -cosn~ )] 

k=4 J} 
[a1 ~ Aik (cos 1-mik (~+Ö)-cos 1 -mik~) 

k=1 

das Gleichgewicht für die ~-Richtung: 

A cos~(Cos2ö-1 +"Ln cos~ ) + A cos~[cos-n~(n 
02 2 cos(~+Ö) 0 3 

cos~6-1 -1)+cosn(~+Ö~ 

- A0 4 cos~[cosn~(n cos~ö- 1 + 1 )-cosn (~+6)] 

+ :f~ 
i=1 k=1 

b) 

Hit der Gleichgewichtsbedingung (4.44/2 ), den beidem Gleichungen für 

die Spannungskomponenten or ( 4. 46/1) und Trq> ( 4.4fi/3) und mit Hilfe 

der Integrale: 
ö 

S sin2q> dq> = ~ - l sin26 
2 4 

0 

ö 
sin(cxi-1) 

J sin cx1q> sinq> dq> 2(cx 1-1) 

ö 

) cos2q> d~? ~ + l s1n2ö 
2 4 

0 

ö 

J s1n(cx 1-1) 
COS CXiC(l COSq> dq> 

2(cx1-1) 
0 

ö sin(a:i+1) ö 
2(cx1 +1) 

ö sin(cx1+1) ö 
+ 2(cx1 +1) 
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- (A02 cos-11+ A03 

c) I: M = 0 
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0 (+.ssj 
Das Gleichge·wicht haben wir in Gleichung (4.44/3) festgehalten. 'llenn 

die folgenden Integrale ausgewertet werden, erhält man: 
6 

f C OS <p = S in 6 
0 

ö 

f sin ai ö 
c os ai <p = ai 

0 

das Momen tengleichge1'r:lc:h t im ausspringenden Bereich mit: 

A02 cos-11 + A03 n·cos 1-n-17- A04 n·cos 1+n.:J-) sin 6 

+ ~ ~ ~ ~ Aik (mik-1) cos 2-mik~·sinai6 0 
i=1 k=1 

4.4.2.4. Die Erfüllung der Randbedingung am geraden äusseren Rand 

Die Randbedingungen am oberen Rand werden analog Abschnitt 4.2.2.4. 

[lli t Hilfe der beiden Gleichungen für Oxn (4.47/1) tmd "xyn (4.47/2) 

mit r = b/cos(-\1+6-<p) näherungsweise erfi.iHt. ' 

Die Abkürzungen E(<p) und F(<p) tauten: 

E 02 cos(-17+6-<p) [ sin<p+ E (sin3<p-sin<p) S- (cos3<p-cos cp) ] 
2 2 

Eo3 = cosl - n (-11+6-<p) [ sincp(n+ n 2 ( 1-p cos2cp-q sin2<p)) -coscp ·n(q cos2cp-p sin2cp )) 
....... .. 2 

Eik cos 2-mik(-~7+1i-cp) r sinai cp (cmik-ai 2 ) c.!_ + E cos2cp + .9.. sin2cp 
2 2 2 

+ mik(mik-1)(-2
1 - E cos2cp- ~ sin2 cp) )-aicosaicp(mik-1)(qcos2cp-psin2cp~ 

2 2 'J 
(4-.'f} 
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F02 cos(~+Ö-~) [- ~ (sin3~+sin~)- ~ (cos3~+cos~)J 
F03 cos 1 -n(~+Ö-~)[sin~·~2 (qcos2~-psin2~)-cos~·n(pcos2~+qsin2~)J 

;:~~~::2-IDik(~+Ö-~) [sinaj~(2IDik-ai2-mik2 )(E sin2~- ~ cos2~) 
2 2 

-aicosai~(mik-1)(pcos2~+qsin29)J (~.5?} 

4.4.2.5. Die Auflösung des Gleichun(Jssystems 

\Viederwn können wir die verschiedenen Gleichungen analog Abschnitt 

4.4.2.5. zu einem Gleichgewichtssystem und insgesamt 8 + 6·j Glei­

chungen zusar.u1\ens tellen und nach den Fes t •Jre rten auflösen . 

4.4.2.6. Die Bestimmunq der Spannunaswerte 

\·lcnn die Festwerte Aik bekannt sind, können mit den Beziehu:.'lgen 

(4 . 46/1-3) die Spanmmgen in jedem Punkt der Scheibe ermittelt werden. 

4.5. RecJo .. nerische Auswertuner der Spannungen 

Die Aus•.vertlJJ1g der Spannw1gen erfolgte für die drei Grund lastf~Ule 

a'..tS den Abschnitten 4.2., 4.3., 4.4 .. Dabei \iJUrde die rechte Schei­

benhälfte in den Sechstetspunkten , des halben Zentri•JI,inke::.s 6 ge­

schnitten tmd die Spanntmgen in den Zehntetapunkten jedes Schnit­

tes errechnet. Die Extremwerte konnten, sofern sie nicht au= dem 

Scheibenrand lagen, mit einem Tischkomputer, nach der in Abschnitt 

3. 6. beschriebenen Methode, bestimmt werden. Die Berecl1 .. ;--l·,mg <:.mrde 

mit verschiedenen Anisotropieverhältnissen, halben Zentriwinkeln Ö=y 

(Neigungswinkel des oberen Randes) tmd KrCimmungsverhäl tnissen durch­

geführt. Um ein Mass für die Genauigkeit zu erhalten, wurden bei je­

dem Belastungsf<ill in einigen Fällen die Grösse j und dar:ti t die Zahl 

der Reihenglieder in·der Spannungsfunktion variiert. Die Zusammen­

stellung der fUr die Praxis wichtigsten Resultate sind in den Ta­

feln 22 - 23 aufgeführt. Der Belasttmgsfall der Normalkraft im 

KrUmmtmgsmi tte lpunk t (Absclmi tt 4. 3) wurde zur besseren Veranschau­

lichtmg umgerechnet auf zentrische Normalkraftbelast~ulg im First­

Ql;erschni tt. Leider mussten da bei zwei ungefähr gleich grosse 
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Spannungen (Grundlastfall 4.2. multipliziert mit dem mittleren Ra­

dius und Grundlastfall 4.3) voneinander subtrahiert werden. Dadurch 

litt die Genauigkeit der resultierenden Spannungen. 
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5. Die axialsymmetrische orthotrope Scheibe mit geradem unteren und 

geneigtem oberen Rand (gerader Sattelträger) 

5 .1. Die Grundlastfälle 

Die in Bj_ld 5 . 1. gezeigte Scheibe hat e inen geraden un t e ren tmd einen 

geneigten oberen Rand. Sie ist bezüglich der y - Achse S)~~etrisch. 

An den Endquerschnitten greiTen die äusseren Schnittkräf t e in der 

Scheibenebene an . Um die Behandlun g dieser Scheibenf orm ütersicht­

lich zu gestalten,wird der allgemeine Belastungsfall in zwei symme­

trische und einen Grundlastfall auf gespalte t . 

Grundlastfall a): Reine Biegung 

Grundlas tfa 11 b) : Reine Normalkraf t 

Grundlastfall c): Biegu_r:tg mit antimetri scher Querkra:' t. In der y­

Achse greift e ine r eine Querkraft an . 

2t -jo:o---------------------

:.(~. 
h/ 

N -
I 
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Bild 5.1.. 

Fi.i.r den Belastungsfall c) muss die Gleichgewichtsbedingung H1 = Q·l 

gelten. Zwischen den Sc~~ittgrössen des allgemeinen Last=alles und 

denen der Grundlastfälle ergeben sich folgende Bezieh~ngen: 

Die halbe Scheibenlänge wurde mit l , die Quersc~~i ttshöhe an den bei­

den Endquerschnitten mit h bezeichnet . Der obere Rand ist w:t den 

\Vinkel y gegenüber der x - Achse geneigt. 

5.2. Reine_Biegtmg 

Der Koordinatenursprung wird in den Sduli ttptmkt der Symmetrieachse 

durch die obere Ed::e und der Verbindung der Mi ttelpun.kte an den End­

querschnitten gelegt. 

5. 2 .1. Die Rand- vnd Gleichge~richtsbedinqtmgen 

5. 2 .1.1. Die Randbedingungen am tm teren geraden Rand 

Wie bereits in den vorherigen Abschnitten müssen die Nornalspanntul-



gen oy und 

Oyy=- h, 
2 

~XYy=- h, 
2 
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die Schubspannungen~xyam unteren Rand verschwinden. 
0 

= 0 

5.2.1.2. Die Randspannunqen am geneig·~en oberen Rand 

{5. f/1} 

{.S:t/2) 

Analog Abschnitt 4 sollen die Randbedingungen am oberen Rand nähe­

r~~gsweise mit einer Bedingung für das Minimvm aller angreifenden 

Spannungen senkrecht zum Rand und der Schubspannungen erfüllt werden. 

Das folgende Integral soll also möglichst klein werden: 

1. 

J( ) = f ( Ox2 + ~X 2 )~ x Y easy ( s. 2 ) 
0 

Ox und ~xysind die Spannungskomponenten in Funktion von x arn oberen 

Rand für das um den ~linkel y gedrehte Koordinatensystem x -y 1 

t bedeutet die Scheibendicke. 

5.2.1.3. Die Gleichgewichtsbedingungen an den Endquerschnitten 

An den Endquerschnitten x = 1 und x = -1 stehen die Spannungen mit 

den äusseren angreifenden Schnittkräften im Gleichgewicht. 

ten~, Normalkraft- und Querkraftsgleichgewicht lautet: 
h . 

M t h
+f2 Ox·Y·dY 

2 
+ h. 

N t hf2 ox·dy 0 

-2 
+!! 

Q = t hf 2 ~ •dy 0 xy 
-2 

5.2.1.5 . Die Gleichgewichtsbedingungen am oberen Keil 

Das Momen-

(S.2!t/ 

{5.2/2} 

{Y-2/.Jj 

Zusätzlich zu den übrigen Rand- und Gleichgewichtsbedingu."l.gen sol­

len drei weitere Gleichgewichtsbedingungen am oberen Keil forrnu-

1 iert \Verden. Dadurch wird verhindert, dass durch die nähertmgs­

weise ErfUllvng der Randbedingung am oberen Rand Zusatzkräfte den 
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Spannungszustand verfälschen. Mit dieser Massnahme kann die Genauig­

keit der Resultate wesentlich erhöht werden. 

t 
·y 

h I 
Y=2+t·tany_::r · -::-~· 

......------ y - n Ox I y= - -. -
+--·-2-·---~~yx"'j--·+---~x __ 
I I oy _j ______ L_ __ --

x=O x=t 

Bild 5.3. 

Man kann die Gleichgewichtsbedingungen wie folgt anschreiben: 

a) I: Px = 0 

V 1. 

- f ax dy - f ~xy dx 0 
h 0 
2 

(s: ~lt} 

b) r Py = 0 

1. 

f cry dx 0 

0 
(.r ~12} 

c) I: M = 0 

Das Momentengleichgewicht wird um den Punkt A gebildet. 
V 

[ 
2 

1. 
Ox ( Y- ~ ) dy - f 

0 

cry x dx = 0 (!: 4/3) 

5.2.2. Spannungszustand flirreine Biegung 

Der Lösungsansatz für die Spannungsftmktion der Scheibengleichung 

(2.11) kann wie folgt gernacht werden (Abschnitt 2.2.5): 



F 

mit Wi 
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[Ai 1Cosh0qwirY)+ A12 Cosh(A.2wiy) 

+A13 Sinh(A.1WiY)+Ai4 Sinh(A.2WiY) J coswix 

0 ~ 1 für alle i = 1, 2, 3, 4 ••• j 

2 
+ s 

Die Spannungsfunktion (5.5/1) setzt sich ·zusarr~en aus einem Anteil 

A0 .y3/b, der den Spannungszustand im geraden rechteckigen Balken 

(s: 5"11} 

Ul'l ter reiner Hornen tenbeanspruchvng ergibt, und einer Reihe von Sum­

mengliedern, die zur Erfüllung der Randbedingungen am oberen Rand 

herangezogen werden. 

Bei Vorliegen des isotropen Werkstoffes muss der zweite Teil mit 

den Gliedern nach Gleichung (2.13) gebildet werden. 

i=j 

F1 = A0 Y3 + ~ --1-- [A1 1Cosh(wiy)+ A12'Y Cosh(wiy) 
6 . 1 w·2 J 1 = 1 +A13 Sinh(wiy) + Ai4•Y Sinh(wiy) cos WiX 

Die Spannunaskomponenten errechnen sich nach Gleichung (2.6) 

"'xy= 

+~ [A11•A.1 2 Cosh(A.1WiY) + A12·A.2 2 Cosh(A.2WiY) 
i=1 

+ A13·A.1 2 Sinh(A.1wiy)+Ai4•A2 2 Sinh(A.2WiY)] COSUJiX 

[Ai 1 C osh( A1 WiY) + A12 C osh( A2WiY) -~ 
~ 

+ Ai3 Sinh(A.1WiY)+ A14 Sinh(A.2WiY) ] cos WiX 

$=j [A11 A1 Sinh(A.1u'iY) + A12 A.2 Sinh(f,2wiy) 

i= 1 + A13 A1 Cosh(A.1WiY) + Ai4 A.2 Cosh(A.2WiY) J sin WiX 

isotrop: 

[Ai 1Cosh(wiy)+Ai2(y·Cosh(u,iy)+ L Sinh(wiy)) 
Wi 

(5: S'/2) 

(.F. bjZ) 

+Ai3Sinh(wiy)+Ai4(y·Sinh(u;iy)+ w2· Cosh(u'iY))] cos(w1x) 
1 

(s: 7/f) 



- 79 -

i=j 

- ~ [Ai 1 Cosh(wiy) + A12 ·Y Cosh(wiy) 

1 =1 + A13 Sinh(tuiy) + A14 •y Sinh(wiy) J cos(wix) (S:l/1/ 

i=j 

"xy L [ A11•Sinh(wiy) + A12 (Cos~:Wiy) + y Sinh( w1y)) 
1=1 ~ 

'1l'x 

"(jy 

+A· Cosh(w-y)+A· (Sinh(wiy) +y Cosh( w.y)) J sin(w.x) 
~3 ~ ~4 w1 ~ ~ (.J.l/2/ 

P~ oberen Rand y = v-x/t(v-h/2) = y 0 müssen die Spannungskomponen­

ten Öx, Öy und'"fxyfür das vm y gedrehtr~ Koordinatensystem bestimmt 

werden. 

ty I y 

I I 
cr' X Ox siny + 'txy•cosy 

a' y ay cosy + "xy siny 

I I :.:_J ,, 
I/ 'xy r 
i/ Gy X 

-k:::::~ ·-·--·--·--·-. 
.. ........_ 

··-...._ .. ........._ 

··........._··-...:. 

siny 

siny + ay cosy 

":fxy = cr~ cosy - cry 

Bild 5.4. 

vlir erhalten s chliesslich d ie Spannungskomponentf'l1 irr. ged rehten 

Koordinatensystem in Funktion der Spannungen des ursprünglichen 

Systems und des \·linke ls 'Y: 

<:tx cos2y + Oy sin2y - 'txy sin2y (..?. llt} 

ax sin2y + Oy cos2y + "xy sin2y (S:N2} 
- 1 'txy = 2 (ax - Oy) sin2y + "xy cos2y (s: J'/.1) 
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Setzen wir nun die Gleichungen (5.6/l-3) in die oben erhaltenen 

Transformationsgleichungen (5.8/l-3) ein, dann ergibt sich 

mit: y = v- ~ (v- h) = y 
1. 2 0 

a·x = A0 y 0 cos 2y 

i=j 
+ ~{Ai 1 [ Cosh( A. 1wiy 0 ) ( A.1 2cos 2y-sin2y) cos( wix) -Sinh( A1 WiYol A1 sin2y • sin(wix)J 

i= 1 +Ai 2 [ C osh( t.. 2w1y 0 ) ( t.. 22c o~ 2y-sin2y) c os ( "·'i x) -Sinh( A2WiY 0 ) A.2sin2y • sin( wixl] 

+Ai3 [ Sinh( t.. 1 wiy 0 ) ( t.. 12c os 2y-sin2y) c os ( u.· 1 x) -Cosh( A.1 wiY 0 ) A.1 sin2y • sb( wi x)J 

+A14 [ Sinh\A.2w1y 0 )(t.. 22cos 2y-sin2y)cos(w1x)-Cosh(A.2wiy 0 )A.2sin2y·sin(wix)» 

(.f". 9/1} 

öy = A0 y 0 sin2y 

i=j 

+ L { A1 1 [ Cosh( A.1 w1y 0 ) ( A.1 2sin2y-cos 2y) cos( w1 x)+Sinh( A.1 wiy 0 ) A.1 sin2y • sin( wix)J 

i= 1 +Ai 2 [ Cosh( A. 2w1y 0 ) ( t../sin2y-c Of> 2y) cos( w1 x) +Sinh( A.2wiy 0 ) A.2sin2y • sin(wi xl] 

+A13 [ Sinh( A.1 WiY 0 ) ( A.1 2sin2y-c os 2y) c os ( wix) +C osh( A. 1 WiYo) A. 1 sin2y • sin( w1x )] 

+Ai 4 [ Sinh(A. 2wiy 0 )(A. 2 2 sin 2y-cos 2y)cos(w1x)+Cosh(A.2wiy 0 )A.2sin2y·sin(wix~} 
(5:9/.2) 

'fxy 
Ao 
2 Yo sin2y 

i=j 

+~{A11 [cosh(A. 1 w1 y 0 )(~)sin2y cos(w1x)+Sinh(A. 1w1y 0 )A. 1cos2y·sin(w1x1 
i=1 

+A12 ~osh(A.2WiY 0 )( A- 22+1 )sin2y cos(wix)+Sinh(A.2wiy 0 )A.2cos2y·sin(wix~ 
2 

+A13 [sinh(A. 1w1y 0 ) ( A. 1 ~+ 1 -) sin2y cos(w1x)+Cosh( 11 1w1y 0 )A. 1 cos2y ·sin(w1x)) 

+A14 [sinh( A.2wiy 0 ) ( A. 2 ~ +1 ) sin2y c os ( wi x) +C osh ( A.2wiy 0 ) A.2c os 2y- sin( U.'i x l]} 

Beim isotropen ::rkstoff ergibt sich: (5.S/ij 

Öx = A0 yocos 2y+ r {Ai 1 [cosh(u:iy 0 )cos2y cos(wix)-Sinh(WiYo) sin2y · sin(wix)] 
i=1 

+Ai2[y 0 Cosh(wiy 0 )cos2y+ g Sinh(wiy 0 )cos 2y)cos(wix) 
Wi 

-(y 0 Sinh(u;iy 0 )+ * Cosh(wiYol)sin2y·sin(wix)] 

+Ai3[Sinh(wiy 0 )cos2y cos(wix)-Cosh(wiYo)sin2y·sin(wix~ 

+Ai4 [(y 0 Sinh(wiy 0 )cos2y+ w~ Cosh(wiy 0 )cos 2y)cos(w1x) 

-(y 0Cosh(wiy 0 )+ W1i Cosh(o•iYo)) sin?y · sin(o;ix)] (~ fp/1/ 
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~~y·= A0y0 sin2y 

i=j -{=
1 

{Au [ Cosh(wiy0 )cos2y ·cos(wix)-Sinh(wiYo)sin2y ·Sin(w1x)] 

-rxy 

+Ai2[(y0 Cosh(wiy0 )cos2y- :i Sinh(wiYo) sin2y)·cos(wix) 

-(YoSinh(wiYo)+ ~i Cosh(WiYo))sin2y·sin(wix)] 

+Ai3[sinh(WiYo)cos2y•cos(wix)-Cosh(wiYo)sin2y•sin(wix)] 

+Ai4[YoSinh(wiYo)cos2y- w; Cosh(WiYo)sin2y).cos(wix) 

-(y0Cosh(wiy 0 )+ 21 Sinh(wiYo)) sin2y·sin(wix)]} 

Ao 
2 y 0 sin2y 

+ ? 2_ { A11 [cosh(wiYo) sin2y·cos(wix)+Sinh(wiy0 ) cos2y.sin(u:1x)] 
i=1 

+Ai2[(Yo Cosh(wiy0 ) + ~i Sinh(wiYo)) sin2y·cos(wix) 

+ (YoSinh(wiy0 )+ ~i Cosh(WiYo)) cos2y ·sin(wix)] 

+Ai3[Sinh(wiy0 )sin2y·cos(wix)+Cosh(wiYo)cos2y·sin(wix)] 

+A14 [<YoSinh(wiYo)+-1- Cosh( WiYo)) sin2y · cos( w1x) 
wi 

+{y 0Cosh(WiYo)+ ~i Sinh(wiYo>)cos2y·sin(wix)]} 

5.2.2.1. Die Randbedingun9en am Q~teren Rand 

(s: ftl/2} 

(5: f0/.3) 

Nach Abschnitt 5 :2 .1.1 müssen ay und -rxy am unteren Rand verschwin­

den. (Gl. 5.1/1,2) Mit BerUcksi.chtigung der Gleichungen (5.6/1-3) 

rcsp. (5.7/1-3) und y = h/2 können wir die Randbedingm1.gen ')fie folgt 

genau erfüilen: 

a) ay y=- h 
2 

= 0 

Ai1Cosh(~1wih)+Ai2Cosh(~2wih)-Ai3Sinh(A1Wih)-Ai4Sinh(~2wih) 
2 2 2 2 

und isotrop 

Ai ,coshCwi~)-Ai2 ~Cosh(wi ~)-A13Sinh( wi ~)+A14Sinh(wi~) 0 

für alle i = 1, 2, 3, 4, ••• j 

0 (.r:tt/t) 

(.r:tt/2) 



b) ~xy h = 0 
y=- 2 
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-A11A.1Sinh(A.1wi~ )-A1 2A.2Sinh(A.2w1~ )+A13 A. 1 Cosh(A. 1 w1~ )+A14 A.2Cosh(A. 2w1 ~ · =o 

isotrop : 

A11Sinh(wi~)+A12(~1 Cosh(wi~ )+~Sinh(wi~ )] 

+A13Cosh(wi~ )-A14[~1 Sinh(wi~ )+~ Cosh(wi~ ~ 0 

fi.ir alle i = 1, 2, 3, 4, . . . j 

5. 2.2.2 . Gleichgewichtsbedingungen an den Endquerschnitten x = 1 

l1it Hilfe der Gleichvng (5.2/1) und den Gleichvngen (5.6/1) bzw. 

(5.7/1) erhält man nach durchgeführter Integration das Momenten­

gleichgewicht a~ Endquerschnitt x = 1 : 

+ h 
2 

M = t J ax y dy 

- h X=l. 
2 

~ =A0~~ + ~ W1i fi3 [A.1h Cosh(A.1Wi~ )- W2iSinh(A.1Wi~ )] 
i=1 

Die beiden anderen Gleichgewichtsbedingungen (5.2/2) Wld (5 . 2/3) 

für die Normal- und Querkraft werden fa l ls o = 1 als Kontrollbe­

dingungen und falls o ~ 1 als zusätzliche Gleichgewichtsbedingtm­

gen benützt. Es ergibt sich das Gleichgewicht für die Normalkraft: 

N 

+ ~ 
t J crxdY 

h 
- "2' 

0 

0 

(S. 12/tj 

(s:1.J/t} 
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isotrop: 
i=jl . 

L ~- {Ai1 2Sinh(wi~ )+Ai4[ h Cosh(wi~ )+ ~; Sinh(wi~ )]}cos( wil.)=O (S:19/2} 
i=1 ~ ~ 

und die Querkraft: 

Q = t 

i=j 

+ h 
2 

f 
- h 

2 

'xy dy 0 

L &. [Ai3 2 Sinh(A1wi~ )+Ai4 2 Sinh ( A2wi~) ]sin(wil. ) 
i=1 ~ 

und isotrop: 

i=j 

2. ~i [Ai2h Cosh(wih ) + Ai3 2Sinh(wi!~ ) ·1 sin(u.•i 1.) = 0 
~=1 2 2 0 

5.2.2.3. Gleichgel•richtsbedingungen des oberen Keiles 

a) L Px : 0 

0 (.s:fS"/1) 

Mit Hilfe der Gleichungen (5.4/ l), (5"6/1,3) bzw. (5.7/1,3 ) e!'hal­

ten wir nach der Auswerturig der I n t egrale: 

y=v 

f h 
y= -

2 

Ox 
x=O 

isotrop: 
y=v 

f 
y= h 

2 

X=l. 

Clx 
X= O 

dy 

2 i=j 
dy Ao(v2 - h2 )+ ~{A< 1 1 r~· h( ) s · h( h >] 8 L ~ Wi ;nn Wi v - ~n u.i ~ 

i=1 
h h )+ Cosh(wiv) _ Cosh(wi~ >] 

+ A. 2 J_[v Sinh(wiv)-- Sinh(w.-
~ Wi 2 ~2 wi wi 

Sinh(wiv) _ Sinh(wih/ 2)] 

~i Wi 

f 'xy dx 
Y= h X=O 

2 
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isotrop: 
X=l. : 

J 
x=o 

Ai2A2finh(A2Wiv)-(sinh(A2Wi~ l) cos(wil.~ 

A13A1 [cosh( A1 w1 v) -( Cosh( A1 wi; ) ) cos( wi 1.)] (S: tG/t} 

isotrop: .. A14A2 [cosh(A2w1v)-(cosh(A2w1 ~)) cos(wil.)]} = 0 
~=JI 

A0 ( v2/2 h2/8)+.?: ~i {A1 1 [ Sinh(w1v)-{Sinh(w1h/2)) cos(wi 1.) J ' 
~=1 -- -

[ Cosh(w·v) (h h Cosh(wih/2J ) ~ 
+A- 2 v Sinh(w-v)+ ~ -- Sinh(U!i-)+ COS(t;.>il.) 

~ ~ wi 2 2 Wi 

+ A13 [cosh(wiv)-(cosh(wi h/2)) cos(wil.)] 

[ Sinh( w1 v) (h h Sinh(wi h)) ~ 
+ A1L1 v Cosh(wiv)+ - - Cosh(wi- )+ ----'=-2- cos(wi 1. =0 

' Wi _ 2 2 U! • 
J , /S:.t6"'1 

b) r P Y = 0 ,. '~~' 

Hit den Gleichungen (5.4/2), (5.6/2) bzw. (5.7/2) ergibt sich in 

Richt~~g der y - Achse mit Berücksichtigung, dass y = h/2 : 

);j :. [A11 Cosh(A1Wi~) + A12 Cosh(A2w1~) 
1=1 ~ 

+ A13 Sinh(A1uJi•h/2)+Ai4 Sinh(A2wi·h/ 2)] sin(wil.) 
isotrop: 
i= . f ~i [ Ai1 
1=1 

A13 

Cosh(wi·h/2)+Ai2 h Cosh(w. •h/2) 
2 ~ 

Sinh(wi•h/2) + A14~ Sinh(w1 ·h/2) J sin(w1 1.) 

c) r M = 0 

0 

0 

Wir benützen die Gleichungen (5.4/3) und (5.6/1,2) bzw. (5. 7/1,2) 

und erhalten mit den Integralen: 

(S:17/t} 

(S:tlh} 
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Y=V 

h {v3 h 2 h3) 
Ox ( y- 2) dy = Ao 3 - 4 V + 48 f 

y= h. 
2 i= . 

+:rw1
1 {A11 [t... 1(v- ~) Sinh(A. 1w1v)+ ~. (cosh(A. 1w1 ~)- Cosh(A. 1w1v)r 

i=1 1 

tA12 (t... 2,(v- ~) Sinh,(A.2w1v)+ ~i (cosh(/-2wi~)-Coshi(A.~wivl)] 

+Ai3 [t... 1 ( v- ~) Cosh( t... 1u.,iv) + ~i ( Sinh( A.1wi~) -Sinh( "-1 wi v))] 

isotrop: 

y=v 

j ( h) cv3 h 2 h3 ) ox y- 2 dy = Ao ;I - 4 v + 48 
y= h 

2 +~ 
f;.r ..L(Ai 1 (<v- h)Sinh(wjv)+ ..L ( Cosh(wi h2 )-Cosh(wivl)] 

w1 2 - wi 

x=t 
j oy·xdx 
X=O 

isotrop: 

x=t 

J oy·x dx 
X=O 

+ Ai2 [(v2- ~h)Sinh(uJiV)+ 2~1 ( Cosh(wi~)-Cosh(u.•Fl)] 

+ A13 [(v- ~) Cosh(wiv)+ ~i ( Sinh(wi~ )-Sinh(wivl)] 

+ A14 [(v 2 - ~h) Cosh(wiv)+ 2~; (sinh(wi~ )-Sinh(wivl)) 

-f w1i [Ai 1Cosh(A.1Wi~~+Ai2 Cosh(A.2wi~)+Ai3 Sinh(A1Wi~) 
i=1 

+ Ai4 Sinh(A2Wi ~) J ( t·sin(w(l..)+ cos~~'it) -~J 

-)j w1· [Ai 1 Cosh( wib )+Ai2 Cosh( w:Ji. ) +Ai3 Sinh( w·h 
i=1 1 2 L 12 

+ Ai4 Sinh(wi h)](t·sin(w.t)+ cos(wi'L)- ..L) 
2 1 wi wi 
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Am oberen Rand der Scheibe für y = v-~(v-!!) werden wir die Randbe-
1. 2 

dingungen gernäss Abschnitt 5.2.1.2. erfüllen. In den Gleichungen 

(5 . 9/1,3) bzw. (5.10/1,3) stehen vns die Spannungskomponenten Öx , 

:rxy in Funktion von x zur Verfügung. Analog Abschnitt 4.2.2.4. füh­

ren wir eine abgekürzte Schreibweise ein: 

Öy = A0 E0 + )>j [A11E11 + Ai2Ei2 + Ai3Ei3 + Ai4Ei4] 

t~] 
:r"xy = AoFo + 40:0, [Ai 1Fi 1 + A12F12 + A13Fi3 + A14F14] 

Es bedeuten nach Gleichung (5.9/2) mit Berücksichtigung dass: 

y = v- ~(v-!! ) = Yo 
1, 2 

E12 

und nach Gleichung (5.9/3): 

(s: 18/t} 

(.r. fl/2} 
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Fi2 • • • • • • • • • • 

Für den isotropen \verkstoff erhalten wi.r nach Gleichung (5 .10/2): 

E 0 = y 0 sin2y 

Ei2 • • • · • • • • • 

und nach Gleichung (5.10/3): 

F Yo . 2 o = 2 s~n Y 

Fi2 .... I •••• 

Die Ablei ttmgen der Integrale J (x) (5 .2 ) nach den Festwer t e n erge­

ben: 

für alle i 

+~ [;, 

1. 

f (EoEi1 + FoFi1)dx 
0 

1. 

[ A. 1 f ( E. 1 2 + F i1 2) dx + Ai2 
~ 0 ~ 

1. 

1. 

1. 

J (Ei2Eo + Fi2Fo)dx 
0 

/(Ei4Eo + Fi4Fo)dx n 
0 

(.r. 19/1) 

j (E. 2E. 1 + F12F11 )dx 
0 ~ . ~ 

1. 

+ Ai3f(Ei3Ei1 + Fi3Fi 1)dx + Ai4 

0 

f(E1 4Ei1 + F14F11 )dx] 

0 

1, 2 , • .. J (S.tJ'/2) 
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Für die Bestimmung des Minim~~s müssen die beiden Gleichungen gleich 

null gesetzt werden. Somit ergeben sich die folgenden Gleichun!Jen: 

1, :>: 1, 1, 

Ao f (Eo2+Fo2 )dx+ ~= 1 [Ai 1 f (Ei 1Eo+Fi 1F0 )dx+Ai2 J (Ei2Eo+Fi2Fo) dx 

0 0 1, 0 1, 

+ Ai3 jCEi3E0+Fi3F 0 )dx+ Ai 4J (Ei4E0 +Fi 4F 0 ) dx] = 0 
0 . 0 ( S:20/1) 

i=j 

Ao f (Ei1Eo+Fi1Fo) dx+L [Ai1 jCEi12+Fi/)dx + Ai2 

i=1 0 

1, 

j(CE12Ei1+F12F11) dx 
0 0 (~N/2) +Ai3 •••. • ••• J=o 

Die Auswertung der Integrale in den Gleichungen (5.20/1,2) ist auch 

hier analytisch kaum möglich. Es wird eine numerische S"wmierung 

durchgeführt mit 21 Stützstellen und konstanten Funktionswerten über 

den Stützstellen. 
m=20 

A0 L [ E0 (xm) 2 + F 0 (xm) 2 ] 

m=o I 
i=j m=20 

+ 610 { Ai1 [ ~ { Ei1Cxm)· EoCxm) + Fi1Cxm)·Fo(xm>j)] 

m=20 

+ A12[ L ( Ei2Cxm),. EoCxm) + F12Cxm) · FoCxm) ) ] 

·~~~0 
+ A13[ L ( E13Cxm) ·Eo(xm) + F13Cxm) ·FoCxm) ) ] 

m-1 
m;;;20 

+ A14[ ~ {Ei4(xm)·E 0 (X~) + F14Cxm)·F0 Cxm) )J} = 0 (5.2111) 
m=20 -·· 

Ao L [ EoCxm) ·Ei 1 (xm) + Fo(xm)+ Fi 1Cxm)] 

• f {Au[~: ( Eu(xm) 2 • Fu (xml2 ) ] 

+ A12[ ~ ( E12Cxm ·Eu(xm) + Fi2CXm)·Fi1(xm) ) J 
m=1 

+ A13[ ~O ( E13Cxm) ·E11Cxm) + Fi3Cxm)'Fi1Cxm) ) ] 

m=1 
m=20 

+ A14 [ L ( E14 Cxm)·E 11 Cxm) + F14 (xm)·F 11 (xm) ) J}=o (.S:JI/2) 
m=1 

fUr alle i = 1 ••• j mit einer Gesamtzahl von j + \ Clleichu.ngen. 
m. 1. 

xm "' 
2o ' 
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5.2.2.5. Zusätzliche Randbedingungen am Firstpunkt 

Bei kleinem \o/inkel y werden die Randbedingungen am oberen Rand mit 

der oben formulierten Methode der kleinsten Quadrate in der Nähe des 

Firstpunktes relativ ungenau erfüllt und verursachen dadurch eine 

Verfälscht:ng der Spannungen im Firstquerschni tt. Die Gemauigkei t 

kann verbessert werden, wenn mit zwei Zl..lSätzlichen G:.eichu:'lgen im 

Firstpunkt die Spannungskomponente Öy senkrecht ztt•r. P.and U!'l.d die Kom­

ponente Öx parallel zum Rand gleich null gesetzt werden. Nach Glei­

chung (5.9/2) bzw. (5.10/2) gelten mit Berücksichtigung, dass y 0 = v 

und x = 0 sind, die beiden Bedingungen: 

äyF = A0 v •sin2y 
i=j 

+ ~ {Ai1[cosh(A.1wiv)(A.1 2sin2y-cos2y) J +Ai2(cosh(A.2wiv)(t..22sin2y-cos2y)] 
i=1 

+ Ai3[sinh(A1wiv)(A.1 2sin2y-Cos 2y)]+ Ai 4 [sinh(A2wiv)(A22sin2y-cos2y)J1 =0 

und isotrop: 
(.5:22/lj 

äyF = A0 v sin2y 
i=j -

- ~{Ai1[Cosh(wiv)cos2Y]+Ai 2[v Cosh(wiv)cos2y- w~ Sinh(~iv) sin2y J 

+Ai3[sinh(wF)cos2yJ +Ai4[v Sinh( wF) cos2y- ~i Cosh(wF) sin2yJ}-= o 

Nach Gleichung (5.9/1) Q~d (5.10/ 1) ergibt sich mit y~ = v 
und x = c (s.zzjz) 

'äxF = A0 v cos2y 
i = j 

+ ~ {Ai1[cosh(A1wiv)(A.1 2cos 2y-sin2y)] +Ai2[cosh(A2wiv)Ct..icos2y-sin2y)J 
i=1 

+Ai3[ Sinh( "-1 wi v) ( A.1 2c os 2y-sin 2y) J + Ai4 [ Sinh( f.. 2u.'iV) ( t..22c 08 2y-sin2y l]} =O 
isotrop: 

äxF = Ao v cos2y (5.2.3/1) 
i=j 

+ ~ {Ai 1 [cosh(wiv)cos2y ]+Ai2 [v 

+Ai3[sinh(wiv)cos2y]+Ai 4 [v Sinh( ~iv) cos2y + 

( ~. 23/Z) 
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5.2.2.6. Die Auflösung des Gleichunqssystems 

Analog Abschnitt 4.2.2.5. werden nach der Lagrange'schen Multiplika­

torenregel die Randbedingungen am unteren Rand (5.11) und (5.12), 

die Gleichgewichtsbedingung am Schnitt x = !1 (5.19), (5.20) und 

(5.21) für o > 1 die drei Gleichgewichtsbedingungen des oberen Kei­

les (5.16), (5.17) und (5.18) und für kleine \vinkel y die beiden 

Bedingungen ara Firstpvnkt (5 .23/2) als Nebenbedingungen formuliert 

in einem Gleichungssys tem, das die Bedingt:.ngen für das l1inimum der 

äusseren Spannungen arn oberen Rand (5.21/1, 2 ... ) enthält. Für die 

vnbekannten Konstanten A0 , A11 , A12 , ..• Ail''' Aj 4 (insgesamt 1 + 4·j) 

benötigen wir 1 + 4 ·j Extremalbedingvngen, denen n Hebenbedingvnge~, 

gegenüberstehen. n muss je nach Scheibenform und Berec~~u~gsart ver­

ändert werden. Die Gesamtzahl der Gleichc:.ngen beläuf~ sich somit 

auf 1 + 4·j + n. 

5. 2. 2. 7. Die Bestimmlmg der Spannungs•.<rerte 

Nach der Auflösung des Gleichungssystems und der Err.1i ttltmg der Fest­

werte A können die endgiU tigen Spanmmgswerte anhand cer Gleichungen 

(5.6/1-3) bzw. (5.7/1-3) erhalten werden. Die Spannungen arn oberen 

Rand ox, oy und:txywerden mit den Gleichungen (5.9/1-:i) bzv. (5.10/ 

1-3) errechnet. Ein Ma:;s für die Gencntigkei t der durchgeführten Ee­

rechmmgen geben . die Spannungskomponenten Öx lmd :txy, die bei Er­

höhung der Anz.::~hl Reihenglieder gegen null konvergieren. 
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5.3. Reine Normalkraft an den ·Endouerschnitten 

I # ~ 
·-·-·-r--·-·~+--x 

21, 
~----------- ------------~ 

5.3.1. Die Rand- und Gleichgewichtsbedingungen 

Die Randbedingungen am unteren geraden Rand und die Randbedingun­

gen am geneigten oberen Rand können aus Abschnitt 5.2.übernommen 

werden. Für die Gleichgewichtsbedingungen an den Er.dquerschnitten 

gilt. 

N t (s: 2't/!) 

t crx y dy = o (s: 1./i./2) 

Q = t •xy dy = 0 ( s. 24-/3) 

Unverändert bleiben die Gleichgewichtsbedingu.:flgen am oberen Keil. 

5.3.2. Spannungszustand für reine Norma.lkraftbelasttmg 

Den Löstmgsansa tz für die Spanmmgsfunk tion \Vählen wir \l:ie folgt: 

(Abschnitt 2.2.5) 

Ao 2 +> F = 2 y - 1- 2 [Ai 1 Cosh (A. 1wiy) + Ai 2 Cosh(:\2wiy) +Ai) Sinh (A. 1wiy) 
wi i=1 

+ Aio S.inh (A. 2wiy)] cos(wix) 

(s.ZS/1) 
mit Wi 1l·i für atte i 1 , 2 , • • • j , und o ;;;; 1 

t·o 



- 92 -

sowie 

A.1 = 

Der Anteil t·A0 y2 ergibt die Spannu~gsverteilung mit Normalkraft­

belastung am parallelgurtigen Balken . Die zusätzlichen Reihenglie­

der unterscheiden sich nicht von den Zusatzgliedern in Abschnitt 

5. 2.2. Sie werden auch hier zur Erfüllt.mg der Randbedingungen a.r.. 

oberen Rand benötigt. 

Die isotrope Schreibweise lautet nach Gleichung (5.5/2): 

.",. Ao Y2 .., = 2 S1nh(w1y) 

(S.2S/Z) 

Nach Gleichung (2.8) erhalten wir die Spannu~gskomponenten wie in 

Abschnitt 5.2 . 2. (5.6/1-3) 

Ao + ~ •••••••••••• 
i=1 

~ ........... . 
1=1 

(s: 26/2) 

-rxy ~ .......... .. f;;, 

bzw. (5.7/l-3) für den isotropen Baustoff: 

a 
X 

A 
0 + ~ 

1=1 
........... (• (s: 2Jit/ 

a };, y - ............. 
1 

~ "' xy ........... .. 
1 

(.!: 27/S) 

Die Spannungskomponenten im x-y-Koordina tensys tem am oberen Rand 

mit y = v-x · (v-h/2)/L= y 0 können mit den Gleichtmgen (5.8) und 

(5.9) ermittelt werden. Sie lauten mit Berücksichtig~mg,'dass tutter 

dem Summationszeichen s i.ch nichts verä..>1der t: 
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{s. U/1) 

(s: 2FI2} 

!·=· 
- Ao . 
~xy = ~ s1n2y + •.••••••• (s: 2.!/.J) 

i=1 
Bei der isotropen Schreibweise benützen wir die Gleichungen (5.10/ 

1-3). Das erste Summenglied ändert sich gegenüber den Gleichungen 

(5.28/1-3) nicht. 
2 

crx = A0 cos y 

- !a . 2 ~xy = 2 s1n y 

~ 
.. 

+ ••••••••• 
1 

~ 
. . 

+ ••••• .••••• 
-

5.3.2.1. Die Randbedingungen am unteren Rand 

(s:zg/1) 

(S.H/2} 

(s: UI.J) 

Analog Abschnitt 5 . 2.2.1 erhalten die Randbedingungen am unteren 

Rand folgende Form: (5,11/1,2) und (5.12/1,2) 

a) 
0 h = 0 

y y=- 2 

Ai 1 Cosh(A 1 wi~) + Ai2 Cosh(A2wi~) - Ai 3 Sinh(A 1 wi~) - Ai 4 Sinh(A2wi~) = 0 

isotrop: (S..J0/1) 

Ai 1 Cosh(wi~) - Ai 2 ~ Cosh(tJJi ~) - ~3 Sinh(tl'i ~) + A i 4 Sinh(~ ~) = 0 

für alle i = 1, 2, 3 ... j 

b) ~xy h = 0 
y=- ~ 

Ai1 A1 Sinh(A 1 wi~) - Ai 2 A2 Sinh(A 2wi~) + Ai3 A1 Cosh(A1~i~) 

+ Ai4 A 2 Cosh( A2wi~) = 0 
isotrop: 

-Ai1 Sinh(wi~) + Ai2 [ ~i Cosh (wi~) + ~ Sinh (wi~) J 
+Ai3 Cosh (wi~) - Ai4[~i Sinh (wi~) + ~ Cosh (wi~)] 

für alle i = 1, 2, 3 ... j 

(s: J0/2) 

(S. 31/tj 

0 (S. .J//2} 
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5.3.2.2. Gleichgewichtsbedingtmgen an den Endquerschnitten x=~~ 

SetzenvtirGleichung (5.26/1) bzw. (5.27/1) inGleichung (5.24/1) 

ein, so erhalten wir: 

~ = Aoh + ;;: ~. [ Ai 1 2A 1 Sinh(A 1 w 1~) + Ai2 2A2 Sinh(A2wi~)] 
1.= l. 

c os(wi ~) 

(J: 32/t} 

[Ai 1 2Sinh(w1~) + Ai4 (h Cosh(wi~) + ~.Sinh(wi~))]cos(<.Cj_'L) 
l. 'fS: 3212} 

An den Endquerschnitten verschwinden das Moment und die Querkraft. 

Die beiden Gleichgewichtsbedingungen (5.24/2,3) werden, falls o = 1, 

als Kontrollbedingungen und falls o I 1, als zusätzliche Gleichge-

Wichtsbedingungen benützt. Sie lauten für das Momentengleichgewicht: 
i=;i 

~ = ""> t:T 
~i { Ai3'[A1h Cosh(A 1 wi~) - ~iSinh(A 1 wi~)] 

+ Ai4[A2h Cosh(A2wi~) - ~i Sinh(A2wi~)n C OS (wi ~) = 0 
(s: 3J/t) 

isotrop: 

i=j { 2 
~ = ~ 21 A12 [~ Sinh(w1 ~)] + A13 [h Cosh(w1 ~) -~ Sin.h(wi~~}cos (wH) =0 

und das Querkraftgleichgewicht: (.S: .3.]/2) 

. 1=j 

~ : = Gr :i { A13 2Sinh(A1Wi~) + Ai4 2Sinh(A2Wi~)} sin(wi'L) = 0 (S.JI;/1} 

und 1.sotrop: 

.Q 
t 

5.3.2.3. Die Gleichgewiclltsbedingunqen des oberen Keiles 

a) l: Px = 0 i 

0 (s. .JI;./2} 

Das erste Glied der Spannungskomponente ox (5.26.1) bzw. (5.27.1) 

nach Gleichung (5 .4/1) integriert, ergibt: 
0 

j A0 dy = A0 (v- ~) 
h 
2 

Die weiteren Swnmenglieder können unverändert aus (5 .16/1) bzw. 
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(5.16/2) übernommen werden. 

Das Gleichgewicht in x- Richtung lautet somit: 

A0 (v- ~) + )j ~- {~ 1 A-1 [sinh(A.1Ulj_v)- (sinh(A-1 Wj_~)) cos(Ulj_l.)J 
i=1 ~ 

+ ~2 

+ ~3 

und isotrop: 
i=j 

A.2 [sinh(A.2 wiv) - (sinh(~wi~)) cos(wi 1.)] 
A-1 [ Cosh( A-1 wi v) - ( Cosh( A-1 Wj_ ~) ) c os ( Wj_ 1.)] 

A-2 l Cosh(A.2 wi v) - ( Cosh(A.2 wi~)) cos(wi 1.)]} = 0 

(S..JS"/1} 

Ao (v- ~) + L 
i=1 

+ Ai 2[v Sinh(wiv) 

+ Ai3[ Cosh(wiv) -

+ Ai4[v Cosh(wiv) 

b) I:Py =0 

Die Gleichungen (5.17/1) bzw. (5.17/2) können unverändert über-
nommen werden: 

i=j 

~ 1 {A·1 L Wi J. 
i=1 

bzw. 

c) I: M = 0 

Cosh (A1Wi~) + Ai2 Cosh (A2Wi~) 

Sinh (A1Wi~) + Ai4 Sinh (A.2Wi~)} sin(wi 1.) 0 (s: .!6/t/ 

0 

Nach Auflösung des ersten Integral s ( 5 .4/3) für das ers t e Glied 

der Spannungskomponente crx (5.26/ 1) bz.w. (5.27/1) 
V ! ax (y- ~) dy = Ao (;2- ~h + ~2) 

;r 

i=j 

+~ 
i=1 
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können wir das Momentengleichgewicht mit Hilfe 

(5.17/1) bzw. (5.17/2) anschreiben: 

v2 vh h2 ~ 1 { ~ h Ao<~- ~ + 8) + ~ wi Ai1r1<v- ~)Sinh(h1wiv) 

+ (cosh(h 1 w1~))(t ain(w1t) + co:~w1 t) - ~1)) 

der Gleichung 

+ A12 (h2(v- ~) Sinh(~2w1v) + ~1 (cosh(h2w1~) - Cosh(h2w1v)) 

+ (cosh(h w h)) (t s1n(w1t) + cos(wi t) _ 1 )J 2 12 w1 w1 

+ A13 (h1(v- ~)Cosh(h 1 w1v) + ~1 (cosh(h 1 w1~) - Cosh(A1w1v)) 

+ (cosh(A w h >) (t s1n(w t) + cos(wi 1.) - 1 }] 1 1~ 1 w1 w1 

+ A14[h2(v- ~)Cosh(h2w1v) + ~1 (cosh(A2w1~) - Cosh(A2w1v) 

+ Cosh(h 1 w1~)) (1. sin(w11.) + cos~w~l.)- ~)]}= 0 /S..Jl/1) 

.;t;'+ ~~ + ~ ~ {•11 [<v- t:Sinh(wi:) + ~1( Cosh(wi~) - Cosh(wiv)) 
1=1 i 

+ Cosh(wi~) (1. sin(w1t) +cos(w{l)_ 1 )] 
wi wi 

+ A12[<v2-~) Sinh(w1v) + ~w1 (cosh(w1~) - Cosh(w1v)) 

+ ~ Cosh(w1~) (.t sin(w1 t) + co~iwi 1.) - ~JJ 

+ A13 [tv2- ~) Cosh(w1v) + ~1(sinh(w1~) - Sinh(w1v)) 

+ Sinh(w ~) (1. sin(w t) + cos(w; 1.) _ 1 )] 
1.:: i w1 w1 

+ A14[ (v2- ,P> Cosh(w1v) + ~wi (sinh(w1~) - S~nh(w1v)) 
+ ~ Sinh(w1~) (1. s1n(w1t) + cos(wil.) - 1 )]} = 0 

wi wi 
5.3.2.4. Die Erfüllung der Randbedinguncr am oberen Rand 

Die Randbedingungen am oberen Rand werden analog Abschnitt 5.2.2.4. 

erfüllt. Es verändern sich nur die beiden AbkUrzunqen 80 1.tnd F 0 in 

den AusdrUcken fi.ir die Spannungskomponenten C1x Wld 'txy • 
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5.3.2.5. Zusätzliche Randbedingungen am Firstpunkt 

Diese Bedingungen können aus Abschnitt 5.2 . 2.5.übernommen werden. 

Mit der Umschreibung der ersten Glieder aus (5.22) und (5 . 23) erhal­

ten wir für die Spannung ay:Fsenkrech t zum Rand: 

ayp = A0 sin2y + >j A11 [ Cosh(A.1w1v)(A.1 2sin2y- cos2y)] 

1=1 

+ A12 [ Cosh(A2~'F)(A.1 2sin2y- cos2r)] 
+ A13 [ Sinh(A.1wiv)(A.12s i n 2y- cos2y)J 

[ 2 2 2 1 + A14 Sinh(A.2w1 v)(A.2 s i n y - cos y) 

und isotrop : 

aYF = ·A0 sin2y - ~ A11 [ Cosh(wiv)cos2y1 

1=1 

+ A12 [ v Cosh(w1v)cos2y 

+ A13 [ Sinh(w1 v) cos2~ 
+ A14 [ v Sinh(w1v)cos 2y 

und. die Spannungen parallel zum Rand: 

axF, = A0 cos 2y + >;j Ai 1 [ Cosh(A.1w1v) (A.1 2cos 2y - sin2y)J 

1=1 

isotrop : 

Oj(_F = A0 cos y + ~ A11 [ Cos h(wiv) cos2y] 
1=1 

+ A12 [ v Cosh(wiv)cos 2y 

+ Ai3 [ Sinh(wiv)cos 2yJ 

+ A14 [ v Sinh(wiv)cos 2y 

- s in2r)] 
- sin2y)J 

- sin2y)J 

0 (s: Jtlt/ 

0 (J: J91t) 
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5.3.2.6. Die Auflösung des Gleichungssystems 

Das Gleichungssystem wird gernäss Abschnitt 5.2.2.6.aufgelöst. 

5.3.2.7 Die Bestimmung der Spannungswerte 

Die Spannungen erhalten vrir nach Abschnitt 5.2.2.7. 
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5.4. Biegung mit antimetrischer Qu.erkra.ft , 

Bild 5.6 •. 

5. 4.1. Die Rand- und Gleichg~v~chtsbedingungen 

Aus Abschnitt 5.2.können die Randbedingu.ngen am unteren und oberen 

Scheibenrand übernommen werden. Die Gleichgewichtsbedingungen an den 

Endquerschnitten lauten: 

+ h 

Q = t )~ -r:xy dy (.i.40/1) - ~ 
+ h 

M = M1 t h{~ ax y dy (S. ~12} 
.- 2 

+h 

N = t j2 ax dy 0 ( .r. 4.0/.3) 
- "-' 

Die Gleichgewichtsbedingungen am oberen Kei 1 ergeben sich :':'Ur diesen 

Betastu.ngszustand nach Bild 5.7. zu: 

ty 
y=!!+t tan y ~~ 

2 -- I ---h 'rxyt y 
I Y=2 ~ I 
t-·-------+·-'ryx~·-+·----x 
L__ ____ .~--__ _j 

x=O x=1. 

Bild 5. 7 . 



:> Fy = 0 

V 

!!f -r;xy dy + 

2 ' 

0 (s: 4-f/1} 
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(s. ~1/J} 

0 (s: ll.f/2} 

5.4.2. Spannungszustand für Biegung mit antimetrischer Querkraft 

Der Lösungsansatz für die Spannungsfunktion wird wie folgt gemacht: 

i=j 
Ao 3 .2. 2 ~ 1 [ ( ) F = 'b (x y - 4 h xy) + ~-1 :/ .~ 1 Cash A-1 UiY + ~2 

+ ~3 Sinh(A.1w1y) + ~4 

Cosh(A.2w1y) 

Sinh( A.2w1 y)] sin(U1_x) 

(f:42/t} 1t·i 
mit wi =;:-:-; für alle i := 1, 2, - 3 . . . j 
A-1 und A-2 siehe Gle i chu_ngen ( 2. 12/l-2) 

Das erste Glied gibt die Lösung für den j;arallelgurtigen geraden Bal­

kenmit an time tri scher Biege- und Querkraftbelastung. Die weiteren 

Summenglieder konnten aus Abschnitt 5 . . 2. 2. übernommen werden, nach­

dem die Cosinusfunktion durch die Sinusfunktion ersetzt wurde. 

Beim isotropen Werkstoff ergibt sich die S-panmmgsfu!lktion zt<: 

Die Spannungskomponenten erhält man nach Gleichung ( 2. a) : 
i=j 

ax = Ao (yx) + 2[A i1A.12 Cosh(A.1wiy) + ~2 A-22 
1=1 

+ ~3 A.12S.inh( A-1 wiy) + ~4 ~ 2 

Cosh( A.2w1 y) 

Sinh(~w1y)] sin(w1 x) 

(s. u!t/ 
Sinh(A-1 w1 y) 

(s: 1-3/2} 

l 
I 
I 
I 
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~xy =- ~(y2- t h 2 ) - ~ [Ai1ÄiSinh(Ä1WiY) + Ai2Ä2Sinh(Ä2WiY) 
1=1 

. + Ai3Ä1Cosh(Ä1WiY) + Ai4Ä2Cosh(Ä2wiy)J cos(w1x) (s.~J!Jj 
Die Spannungskomponenten für den isotropen Werkstoff lauten: 

crx = A0 (y-x) + :;>j [A11 Cosh(w1y) + A12 (y Cosh(w1y) + 28inh~wiy)) 
b1 i 

+ Ai3Sinh(w1Y) + Ai4(Y Sinh(wiY) + 2CoshL~iY)~ sin(wix) (5./H.It/ 

a = - ~ [Ai 1 Cosh(wiy) + Ai2Y Cosh(wiy)+Ai3 Sinh(U1i_y)+Ai4YSinh(wiY)l sin(Uix) 
y i=1 'J 

~ (S:#/7) 

~xy = - ~· <l- t h 2 ) - 6,[Ai 1Sinh(w1y) + A12 ( cosh~~H) + y Sinh(w1y)) 

Sinh( ) ] + A13Cosh(wiy) + A14 ( w~iY. + y Cosh(wiy) cos((a)iX) (S: 4-'f/sj 
Im x, y Koordinatensystem ergeben sich die Spannvngs~omponenten am 

oberen Scheibenrand mit y = v--x/l (v-h/2 ) = y 0 nach (5.8/1-3) und 

(5 .43/1-3) bzw. (5 .44/1-3) 

äx = A0 y 0x cos y + ( ~ ... 8 ) sin 2y [ 2 y 2. h2 J 
i=j 

+ L A11 [cosh(A.1w1y 0 )(A.12cos2 y-sin2y)sin(w1x) + Sinh(A. 1 w1y 0)A.~sin2ycos(w1x)} 
I 

i=1 
+ A12 [ Cosh( Ä2WiY 0 ) ( A.l c os2 y-sin2 Y) sin(wix) 

+ Ai3 [ S:inh( A. 1w1y 0 ) ( A.1 2 c os2 y-sin2 y) sin(wi x) 

+ A14[ Sinh( A.2w1y 0 ) O,i cos2 y-sin2 y) sin(wi x) 

- [ 2 2 h2 ] cry = A0 y 0x sin y - (~- 8) sin 2y 

+I:: A11 [cosh(A.1w1y 0 )(A., 2 sin2y-cos2 y) s in(wix) 

i=1 [ + A12 Cosh(A.2wiy0 )(A.22sin2y-cos2y)sin(wix) 

+ A13 [Sinh(A.1w1y 0 )(A.12sin2y-cos2y)sin(w1x) 

+ A14[Sinh(A.2w1y 0 )(A.22sin2y-cos2y)sin(w1x) 

Ao f . 2 h 2 ] ~xy = 2 ~0 x s~n2y - (y0 - 4 ) cos2y 

+ Sinh( Ä2WiY 0 ) Ä2sin2ycos (wix) '] 

+ Cosh( A.1wiy 0 ) Ä1sin2ycos(wix)] 

+ Cosh(A.2w1y 0)A.2sin2ycos(w1x)~ 
(.,. lt-5/1 / 

- Sinh( A. 1w1y 0 ) ~, 1 sin2ycos( ul1xi ] 

- Sinh(A.2wi y 0 )A.2sin2ycos(wix)) 

- Cosh(A. 1w1y 0 )A. 1sin2ycos(w1x)J 

- Cosh(A. 2w1y 0 )A. 2sin2ycos(w1x)] 
(S:'IS/ 2/ 
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isotrop: 
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)sin2ysin(wix) 

)sin2ysin(wix) 

- Sinh(~2WiYol~2cos2ycos(wixl] 

- Cosh(~1wiy0)~,cos2ycos(wix~ 
- Cosh(~2wiy0)~2cos2ycos(wix)J 

2 

[ 2 Y0 h ] 
Ö x = A 0 y 0 · x cos y + ( 2 - 8 ) sin 2y 

+ ~ A1 1 [cosh(w 1y Jcos2ysin(Uj_ x) + Sinh(Ulj_y0 )sin2y cos(wi x) J 

+ A12 [(y0 Cosh(w1y 0 )cos2y + ~i Sinh(w1y 0 ) cos 2y')sin(w1x) 

+ (1 Sinh(w1y ) + 1 Cosh(w.y l)cos2y cos(w1xl] o o w1 ~ o 

+ A13 [Sinh(w1y 0 )cos2ysin(w1x) + Cosh(w1y0 )sin2y cos(w1x)J 
[ 2 2 + A14 (y 0 Sinh(w1y 0 ) cos2,y + w. Cosh(w1y 0 ) cos y) sin(w1x) 

~ 

+ ( y 0 Sinh(w1y 0 ) + ~. Cosh(w1y 0 )) cos2y cos(w1x) J 
- Ar, 2 2 hl ~ J 
oy = "20 Ly 0• x sin y - ~~ - 8 ) sin 2y 

i=. 
- ~ A11 [cosh(w1y )cos2ysin(w.x) + Sinh(w.y )sin2ycos(w.x)) 

i=1 0 ~ ~ 0 ~ 

+ A12[ (y 0 Cosh(w1y 0 )cos2y - ~ Sinh(w1y 0 )sin2y) sin(w1x) 

( Cosh(WiYo) (i ] + wi + Y 0 Sinh w1y 0)) sin2y cos(w1x) 

+ A13 [sinh(w1y 0 ) cos2y .sin(w1x) + Cosh( w1y 0 ) sin2y cos(wixl] 

+ A14[Cy Sinh(w:i:y )cos2y- ~ Cosh(w.y) sin2y) sin(w.x) 
0 0 w. 1: 0 J.: 

(s.f4Jj 

( Sinh( WiYo) ~ ) . ] +. wi + Y 0 Cosh(w 1y 0 ) s~n2y cos(w 1x) (s. ~!z) 

- Ao [ ( 2 h2) J -r:y.y = 2 Y· x sin2y - y0 - 4 cos2y 

+ ~ A11 [cosh(w1y 0 )sin2ysin(w1x) - Sinh(w1y 0 )cos2ycos(wixl] 
i-1 

- [( Sinh(wiY >) . ( ) (Cosh(wiYo) ~i h( l) + A12 y 0 Cosh(WiYol + wia sin2ys~n WiX- Wi + Y0 ö n WiYo 

cos2y cos(wix)} 

+ A13 ( Sinh(w1y 0 )sin2ysin(w1x) - Cosh(w1y0 )cos2y cos(wix)] 

[( Cosh(WiYo)) (Sinh(WiYo) h( )) + A14 y 0 Sinh(w1y 0 ) + wi sin2ysin(w1x) - wi + Yo Cos WiYo 

cos2y oos(wix)] 
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5.4.2.1. Die Randbedingungen am unteren Rand 

Nach Abschnitt 5.2.2.l.können die Randbedingungen am unteren Scheiben­

rand wie folgt formuliert werden: (5.11/1,2) und (5.12/1,2) 

a h = 
a) Yy=- 2 

0 

A11 Cosh(A1Wi~) + A12 Cosh(A2Wi~)- A13 Sinh(A1Wi~) - A14 Sinh(A2Wi~)=O 
für alle i = 1, 2, 3 •.• j 

isotrop: 

(S: ~'111} 

0 (s: ~112) 

b) T:xy h = 0 
y=- 2 

Ai1A1Sinh(A1Wi~) - Ai2A2Sinh(A2Wi~) + Ai3A1Cosh(A1Wi~) + Ai4A2Cosh(A2Wi~)=0 

(s: 4111) 

(S: 1;8/.2) 

5.4.2.2. Die Gleichgewichtsbedingungen an den Endquerschnitte~1 x- ±~ 

Wir setzen Gleichung (5.43/3) bz1•r. (5.44/3) in Gleich\.<J".g (5.40/1) 

ein und erhalten für das Gleichge1vicht der Querkraft mit den Schub­

spamnmgen: 

(s: 49/1) 

iso:rop: 

Q h3 i= j 1 ~ h h ] - = Ao--L- Ai2 h Cosh (wi- )+Ai3 2Sinh(lili-) cos (wi"L) 
t 12 i= 1 Wi 2 -.L 2 

Für das 11cmentengleichgewicht erhält man mit (5.43/l)bzw. (5.44/1) 

und ( 5 . 40/2) : 

(s.~eh} 
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isotrop: 
M h3 
....i = Ao12 ~ 
t 

+ ~ ~.{ A i 2[~2 Sinh( w1~)] +J\3[h Cosh(wi~)- ~ Sinh(W:!_~)]}sin(Ull~) 
i=1 1 

(.S:I0/2} 
und schliesslich ergibt sich für das Normalkraftgleichgewicht mit 

(5.43/1) bzw. (5.44/1) und (5.40/3): 

~ = + >j ~i [ \_ 1 n1 Sinh(A. 1 wi~) + Ai 2 2A.2Sinh(A.2wi~)] sin(wi ~) =0 (5:51/t) 
1=1 

isotrop: 

~ = + $j ~i {\12 Sinh(wi~) + Ai4[h Cosh(wi~) + ~iSinh(wi~)]}sin(wi~)=O 
1=1 

(S:St/2) 
5.4.2.3. Die Gleichgewichtsbedingungen des oberen Kei:!.es 

a) E Px = 0 

Nach (5.41/1) erhalten wir nach dt~chgeführter Integration das Gleich­

gewicht in x - Richtung: 

und isotrop: 

h + Aß Cosh(w:i2) 

b) r Py = o 

h 
+ Ai 3 A. 1 Cosh A. 1wi2) 

(s: S".!/1/ 

= 0 

(5. 5".2/2} 

Mit (5.41/2) und (5.43/2), (5.43/3) bzw. (5.44/2) und (5.44/3) und 

den Integralen: 
V 

f A ( v3 1 2 1 3 
h 'rxy dy = 20 - 3 + 4 h V - 12 h ) 

2 ~ 1 { ( - ~ wi Ai 1 Cosh(A. 1wiv) 

- + Ai2[Cosh(A.~iv) 

+ Ai3[Sinh(A. 1wiv) -

+ A14[sinh(A.~iv) -
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bzw. für den isotropen Werkstoff: 

V 

f 
h 
~ 

+ A12[vcosh(w1v) 

+ A14[vSinh(w1v) 

und 
1. J sin(w1x) dx =- cos(w11.) + 1 

0 

erhält man 

Ao v3 1 2 1 3 
2 (- 3 + 4 h V - T2 h ) -> ~ {A1 1 [cosh(A. 1w1v) - Cosh( A. 1 w1~) 

. 1 i 
~= + A12 [cosh(A.~1v) - Cosh(A. 2w1~) 

+ A13(Sinh(A. 1w1v) - Sinh(A. 1w 1~) 
+ A14[Sinh(A. 2w1v) - Sinh(A.~i~) 

und isotrop : 

Cosh(w1~) cos(w1t)) ~i {Ai 1 [c osh( w1v) -

+ A12[ v Cosh(w1v) 

+ A1 3( Sinh( w1v) -

+ A14[ v Sinh(w1v) 

- ~ Cosh(w1 ~) cos(w11.~ 
Sinh(w~) cos(w11.)] 

- ~ Sinh( Wj ~) c os( w i·~n 

c) L M = 0 

Mit (5.41/3) und (5. 43/2) bzw . (5 . 44/ 2) ergibt 

~ l [Ai 1 Cosh(A. 1w1 ~) + A12 Cosh (A. ~ i ~) 
wi 

sich : 

0 

(S: S3/1) 

1=1 ] 
+ Ai3, Si nh(A.1 w1 ~) + A14 Sinh (A.2wi ~) ( s in Wi 1.)- 1. cos(Ul_i 1.)) = 0 

wi 

(5..f"4-lt} 
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und isotrop: 

~ 
1=1 

l [A1 1 Cosh(w1 !) + A12 ~ Cosh(w1 ~) 
wi 

h h ' h ] ( sin( wi 1,) ) 
+ A13 Sinh(w1 2) + A14 2 ' Sinh(wi 2) w - 1, cos(w1 t) = 0 

. i 
5 .4.2.4. Die Erfüllv.ng der Randbedin~gs:_n am oberen Rand (S:s4l1) 

Diese Randbedingungen werden nach Abschnitt 5.2.2.4.erfüllt. Die Aus­

drUcke E. und F. können anhand der Gleichungen (5.45/2) und (5.45/3) 
~ ~ 

bzw. (5.46/2) und (5.46/3) angeschr·ieben werden: 

. 2 2 h2 
E0 y 0x s~n y- (~- 8) sin 2y 

................ 

. . . . . . . . . . . . . . . . 

Ebenso können die Aus drücke für de n isotropen Werkstoff angeschrie­

ben werden. E v.nd F sind identisch mit den oberen Au_scrücke!1. 
0 0 

E11 =- Cosh(w1y 0 )cos2y sin(w1x) + Sinh(w1y 0 )sin2ycos(w1 x) 

und: 

F41 Cosh(w.y ) sin2y sin(w.x) - Sinh(w.y ) sin2y cos(w4 x) 
~ ~0 ~ ~0 ~ 

5 .4.2. 5. ZUsätzliche Randbedingungen c:m Firstpunkt 

Bei diesem Grundlastfall mit einer reinen Qv.erkraft im F'irstq:.~erschni tt 

eri.i~brigt sich die Forrnulienmg der z•:.rei zusätz l ichen Randbedin­

gungen, welc he ver langen , dass die Sp c:lllnungskomponen t en oyF senkrecht 

und oxF pdrallel zum Rand im Firstpunkt v erschwinden. 
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5.4.2.6. Die Auflösung des Gleichungssystems 

Es wird ein Gleichungssystem nach Abschnitt 5.2.2.6.aufgestellt und 

nach den Fesu1erten A01 , Ail ••• aufgelöst. 

5.4.2.7. Die Bestimmung der Spannungswerte 

Man errechnet die einzelnen Spannungen gernäss Abschnitt 5.2.2.7. 

5.5. Rechnerische Auswertung der Spannv.ngen 

Ausgewertet wurden die drei Grundlastfälle aus den Absclo..ni tten 5 .2., 

5.3. u.nd 5.4 •• Die rechte Scheibenhälfte wurde in x- Richt~~g 6 

mal geschnitten und die Spannungen in den Zehntetspunkten jedes 

Sclmi ttes errechnet. Die Extremwerte wurden analog Abschnitt 3.6. 

bestimmt. Die Berechntmg erfolgte mit verschiedenen Anisotropiever­

hältnissen und Winkeln y ( Y = Neigungswinkel des oberen Randes). 

Um die Genauigkeit abschätzen zu können, wurde analog- Abschnitt 4.5. 

die Grösse j variiert. Die Zusammenstellung der für die Praxis 

wichtigsten Resultate sind auf den Tafeln 11 - 21 zu ·finden. Der 

Belastungsfall Normalkraft musste, wn im Firstquerschnitt anschau­

lich zu sein, umgerechnet werden auf zentrische Normalkraft in die­

sem Querschnitt. 



- 108 -

6. Darstellungen errechneter Spannungsverteilungen 

6.1. Spannungsberechnungen an der polarorthotropen Kreisbogen­

scheibe 

6.1.1. Reine Momentenbelastung 

(Tafeln 1 - 4) 

Bild 6.1. 
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Tafel 1 

EINFLUSS DER ANISOTROPIE BEI FESTEM VERHAELTNIS h/2r =0. 5 
. m 

ovsserer /?ond 0~==-=0~.5~~-~7.0~~-~7~5~~-2~.~ 

--~~~--4---~l~ 

-t----+----+----H.'li'--F-I----+--+0.J 

+----t----+~;;....<"-::.-l"-----1--t-Q.4 

mnerer Rand 
2.0 7.5 7.0 0.5 0 

Tangentialspannungen 

- O .5 i&;::--~=F==-t---+----~---t' tfusserer Rand 

-0.4 

-0.] 

- 0.2 -t---t-~fl.-\-t----+ 

- O.J 

0 

OJ 

0.2 

0.3 

0.4-

0.5 -t--~~~~~L--J~ inn&rt:'r l?ond 
0 0.1 0.2 0.3 

Radialspannungen 

~ ! ' 

.. :h:: 
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Tafel 2 

EINFLUSS DES KRUEMMUNGSVERHAELTNISSES h/2rm BEI FESTER ANISOTROPIE 

-0 -0.5 -1.0 -1.5 -2.0 ~) 
äusserer Rand -0.5 -l------1----,.1,--~----1----+- ' 

-0.4 +----+ 

0.2 

0.3 

- +----+- 0.5 innerer Rand 
2.0 1.5 1.0 0.5 0 

Tangentialspannungen 

-as äusserer Rand 

-Q4 

-Q] 

-Q2 

-0.1 

0 

0.1 

Q2 

03 

0.4 

a5 imerer Rand 
0.1 0.2 0.3 
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Ta fel 3 

ABBAENGIGKEIT DER INNEN- UND AUSSENRANDTANGENTIALSPANNUNG VON DER 
ANISOTROPIEZAHL S UND VOM KRUEMMUNGSVERHAELTNIS ~ = h/2rm 

1.8 +-----

1.5 

7.0~~-------1----------~------~-+----------+----------+---· 

0 0.1 0.2 
Innenrandtangentialspannung 

~o 

.-/'"'a... -1.7 

-1.5 +------

- 1.2 -+---------+ ---------1-

-1.1 -+----

- 1.0 

-0. 7 
0 -0.1 -0.2 

Aus senrandtungentialspannung 

0.3 0.4 0.5 

I 
d. 

-0.3 -OA - 0.5 
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ABHAENGIGKEIT DER MAXIMALEN RADIALSPANNUNG VON DER ANISOTROPIE 
UND DEM KRUEMMUNGSVERHAELTNIS ~=h/2rm 

?.~r . 
frl<ll; 

1.20 

1.18 

+-----+ r:; rrn f wi-',41~-----+----J'+--t-
--~~--~~~~~ 

1.16 

1.14 

1. 12 

1.10-

1.08 

1.06 

1.04 

1.02 

1.00 

0.98 

0.96 

0.92 

0.90- -- ·~·--··· ·-··-·-.. --

0.88 -----·-

0.86 

0. 84 -~~. -~-.. --+------
0.1 Q2 0,3 0.4 0.5 

!~01 ximale Rad'i alspannungen 
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6.1.2. Reine Normalkraftbelastung im Schnitt A- A 

. (Tafeln 5 - 8) 

\A 
\ 

Bild 6.2 . 
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EINFLUSS DER ANISOTROPIE BEI FESTEM KRUEMMUNGSVERHAELTNIS h/2rm= 0,3 

tlq; " 
-0.5 -t----+--......,r---t----t-::· ausserer Rand 

0.~ -+----+---

@ s=l,k=l, 5 ,~~=o,l25 
(isotrope Scheibe) 

® S=3 'k=3 ')J.!f=O 

@ S=6,k=4,7,)J.~=0,3 
(Fichtenholz ) 

--- ---+---+ 

o.5+ --·_J _ _J~::::t:;::::t==±====::b=J-1?if 
b 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 inn/;; Rand 

Tangentialspannungen 
2fr 

ä usserer Rand 

Q2 

±= .... ~· · 
I 

-0.1 - ao5 ao 
Radialspannungen 
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EINfLUSS DES KRUEMMUNGSVERHAELTNISSES h/2rm BEI FESTER ANISOTROPIE 

-0.5 

-0.4 

-0.3 

-0.2 

-0.1 -

0 

0.1 

Q2 

0.3 

0.4 

05 
0 0.5 

- 0.1 
Ra dialsp a nnunge n 

-0.05 0.0 

s = {E;iE; :::: lo 
K =VE!f/Grtp =4,1 
ßlfJ ~ 0,3 

o( = h/2rm 

N 
Gt-= ?ir F 

innerer RancJ 
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ABHAENGIGKEIT DER INNEN- UND AUSSENRANDTANGENTIALSPANNUNGEN VON 
DER ANISOTROPIE UND DEM KRUEKMUNGSVERHAELTNIS h/2rm 

0.3 

2.0 

1.5--1----

Aussenrandtangential spannung 

d­
----~--------~-OA 0.5 

0.4 0.5 
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ABHAENGIGKEIT DER MINIMALEN UND MAXIMALEN RADIALSPANNUNGEN VON DER 
ANISOTROPIE UND DEM KRUEMMUNGSVERHAELTNIS h/2rm 

0.1 +------!---

0 

G) s=l k=l,5 1"r=o,l25 (iso trope Scheibe ) 

Radialspannungen @ S=3 k=3 ,ti'J' =0 

® s=6 k=4,7 ;"f=0,3 (Fichtenholz) 

@ s=lo k=7 ~r=o 
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6.1.3. Reine Querkraftbelastung im Schnitt A- A 

(Tafeln 9, 10) 

Bild 6.3. 
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EINFLUSS DER ANISOTROPIE BEI FESTEM KRUEMMUNGSVERHAELTNIS h/2rm=0,5 

0.5 

0.4 

-----j-----··1------· -- l-- ltVf äusserer Rand 

- ~-- -- · - ___ __ ___ . G) s=l k= l,5 ,.«y=o,l25 

.. J _ i ® '"' ( ::~ trop;, ::hei beI 
0.3 

0.2 
I ' ® S=6 k=4, 7 /i'J=O. 3 

- -~---- -- - 1 (Fichtenholz) 

0.1 <!i) S=lO k=7 "'f=O 
-- _-L.-- Q. /". 

~~ 7:"' Jf"(P F 
0.1 

0. 2 
s=-Vf<p/Er' 

0. 3 -+----t-------1 k = VEtp /Gtpt- 1 

0.5 

0. 4 +-----+]- ---------- ----- . t --

--------, - ·-----·-+-----+--'lt.lf innerer Rand 
o:5 1.0 1.5 

Schubspannungen 

EINFLUSS DES KRUEMMUNGSVERHAELTNISSES h/2rm bei FESTER ANISOTROPIE; 

0.5 

0.4 

0.3 

-----r.----t----r-1;· 
--~-L __ _____ +----l- rtp 

-- .. --~---- - -1- -

0.2 

0.1 

0.0 -+---

0.1 

0.2 

0.3 +-· 
I 

o. 4 --J­
I 

0. 5 -~: ......oi~~. ::::::;::::.-::::-:-:-
0 0.5 

Schubspannungen 

äusserer Rand 

s ~ Et.p I E". = (p 

1<= Ecp/G;.lf = 4.1 
f.l(f=0.3. 
J.. =- h/2r", 
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Tafel lo 

ABHAENGIGKEIT DER MAXIMALEN SCHUBSPANNUNG VON DER ANISOTROPIEZAHL n 
UND DEM KRUEMMUNGSVERHAELTNIS h/2rm 

! J.. 
-----+'~ 

0.1 Q2 0.3 Q5 

maximale Schubspannungen 

n = 1 

n = 2 

E =G ="" ..u.-" Theorie des gekrümmten Stabes r r'/ , 
isotrope Scheibe 

n = 7,64 Pichtenholz 
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6.2. Spannungsberechnungen an der axialsymmetrischen orthotropen 

Scheibe mit geradem unteren und geneigtem oberen Rand 

6 . 2.1. Reine Momentenbelastung 

(Tafeln ll - 15) 

Bild 6.4. 
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KONVERGENZ DER SPANNUNGSBERECHNUNGEN MIT WACHSENDEM j 

-o, ol414 
-o,ol483 
-o,ol4A6 

-o,5484 -o,4138 
-o,5142 -o,4371 
-o,S263 -o,4311 

I 

-o,oo449 
-o,oo619 
-o,oo56o 

! 

-o,l633 j~4 
-o,l264 j=6 
-o,lol6 j=B 

.. . : o.4" u....,. Sponn-rt.:J"Iung 

+o,ooo23 
+o,ooo52 
+o,ool12 

BiegespannungenG'x 

Querspannungen G'j 

Schubs p annungen 7xy 

I< =-Vfx /Gxy =4} ;u. =- 0 . .30 (Fichtenholz) 
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Tafel 12 

EINF~USS DER ANISOTROPIE BEI FESTER NEIGUNG DES OBEREN RANDES 
AUF DIE SPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT 

1.5 
Längsspannungen 

CD isotrop 

@ s=3,k=3•1'x=o,2 

® s=6,k=4, 7 •/x=o, 3 

@ S=l, 5,k=6,f'x=O, 2 

Querspannungen 

-0.1 

(Fich.) :, j := 
0.2 --+--
0.3---l-·· 

0 

9eneigter Rand 

· ·- -·---·-~-----Jl'...l unterer Rand ' . 

0.05 0.10 
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EINFLUSS DER NEIGUNG DES OBEREN RANDES BEI FESTER ANISOTROPIE 
AUF DIE SPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT 

Längsspannungen 

Anisotropie 
S=6 k=4, 7 f'- =0 , 3 
(Fichtenholz ) X 

Querspannungen 
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Tafel 14 

LAENGSSPANNUNG AM UNTEREN RAND IM FIRSTQUERSCHNITT IN ABHAENGIGKEIT 
DER NEIGUNG DES OBEREN RANDES 

2.6 

lx I Anisotropie S ", VEx./ Ey 1 J< :.V Ex /G~y Jl~ -:.o_'!iFichtenholz) 

2,1, 

~::· ~J~-}~I==r ~~ ~ - ~ - H i--~=; G'. ,.t, -s-, 
7.6- --- .--- T -- --- t · - - ~ -1 r -f -·-i·-----i~ w = b.h", 

;; _1=-'- - -- ~ -- l==r±t~i : --r 
1.0 -'---l-- ___ ----J------ ~- -----~---4-----~ I : ! (Grad) 

• 2" ,. 6" 8" 10" 12" 1,. 76" 18" 20" 22" 24" 

EXTREMALE QUERSPANNUNG IM FIRSTQUERSCHNITT IN ABHAENGIGKEIT DER 
NEIGUNG DES OBEREN RANDES 

o· 2• ,. 6" 8" 1o· 12· 1 ,. 75" 18" 20• 22• 24• 
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Tafel 15 

EINFLUSS DER NEIGUNG DES OBEREN RANDES AUF DIE RANDSPANNUNG 
AM UNTEREN RAND IN VERSCHIEDENEN QUERSCHNITTEN 

1.5 

7.4 

1.2 

Anisotropie s=6 k=4,7 ~x=o,3 (F i chtenholz) 

hm=Querschnittshöhe im Firstquerschnitt 

1.5 

7.4 ·-· .... -

5• e· 10· 12• 74• 1 5" TB" 20• 22• 24" 

G""l< ,. df'x ~ 

W= h~b 
lt> 
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6.2.2. Zentrische Normalkraftbelastung im Firstquerschnitt 

(Tafeln 16 - 19) 

I. X , 

.I 2( 

Bild 6.5. 
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Tafel 16 

EINFLUSS DER ANISOTROPIE BEI FESTER NEIGUNG DES OBEREN RANDES 
AUF DIE SPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT 

-0.4 

~ i ,at • 
. J::: 0 

- -~-obererRand 
G) isotrop 

® s=3 , k=3 •1'-x =o, 2 

® s=6,k=4,7;ax=o, 3 

@ s=l,5,k=6,ßx=o,2 

N 
G"x =- 2fx p 

F=hm.lo 

Längsspannungen 

-03 

I ---T --
1 

- 0.1 -=r--i -------
0.0 - ----"----·---

0.1 - - ---+l-- 1-- --/-

02 

0.3 -

0.5 ---+-·--L· unterer Rand 
0.0 1.0 1.5 

--------f~ fO o. 

-- - -04 --. oberer Rand 

- -/-.lf--- -/--+--+----0.3 

- ---~--~±-_-;:~ . 
- - -------- 0.1 

--------- t-- -~ ------- . -- 0.2 

=-: ________ -J_ 
<iy~ ···· .. l --

--- 0.3 

-- -- 0.4 

unterer Rand . . -·· ---··· -· ---- 0.5 
-0.10 - 0.05 0.00 

Querspannungen 



Tafel 17 - 129 -

EINFLUSS DER NEIGUNG DES OBEREN RANDES BEI FESTER ANISOTROPIE 
AUF DIE SPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT 

-0.2 

-0.1 

Anisotropie 
s=6,k=4,7,flx=o,3 (Fichtenh.)O.O 

0.7 

0.2 

F=hm b 
0.3 

0.4 

I 
l ____ _J_ $x. 

Längsspannungen 0.5 1.0 1.5 2 ,0 

0.2 

0.3 

0.4 
I 

-- ---- ---- f- -- - 0.5 
-0.07 -o.06 ·0.05 ·0. 04 -003 -0.02 ·0.01 o:oo 

Querspannungen 
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EXTREMALE LAENGSSPANNUNG IM FIRSTQUERSCHNITT IN ABHAENGIGKEIT DER 
NEIGUNG DES OBEREN RANDES 

2. 6 +-----1--+--+---+ 

1.2 

1.0 

Anisotropie s=6 

LAENGSSPANNUNG AM UNTEREN RAND IM FIRSTQUERSCHNITT IN ABHAENGIGKEIT 
DER NEIGUNG DES OBEREN RANDES 

·-···--' ·-·--·--f--f-------1 -----
1.0 ~~p.....,_ 
0.8 +-+-- -~...l,."'--+--+-+--+--+-+--+--+--+--t-
0.6 I l.,."\1 
0.4 - j ~ --- --~---+---+--+--t---t 
02+-- ->~~f- I 
0 -~- rs 

-0.2--~ ·-+ 
-04 _[ _ __ --1--- ------ ___ ..._ __ ·-- --- -+- · ---+ 

N 
G"_, -=at'~ F 
r-:: hm.b 

-~:,:_.60·~1=~,--~~- - ~~-----~-~-- -_:·:-~~ - -- - -~-- Li r::_:= -+ 
,--+ -+--4---+--1---+. ---+--- .. - -,--- ---j--~ 
• 2" 4° 6" 8" to• 12" ,,. 16" 78" 20• 2r 24" 26" f (Grad) 
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EXTREMALE QUERSPANNUNG IM FJRSTQUERSCHNITT IN ABBAENGIGKEIT DER 
NEIGUNG DES OBEREN RANDES 

-0.09 

-0.08 

-0.07 

-0.02 

-0.00 
o· 2· ~· 6' 

N 
G::J-=-JfymQ)( F 

F = hm . lo 

---+-+-)o-
8" 10" 12" 1~· 16' 18' 20' 22' 24' 26' r(Grad) 

Anisotropie s=6 k=4,7 ;Ux=o,3 (Fichtenholz) 
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6 . 2.3. Reine Querkraftbelastung im Firstquerschnitt 

(Tafeln 20, 21) 

.J( ,--=---

Bild 6.6. 
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EINFLUSS DER ANISOTROPIE BEI FESTER NEIGUNG DES OBEREN RANDES 
AUF DIE SCHUBSPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT 

-~-0.5 

- 0.4 -

-0.3 
(i) isotrop 

® s=3, k=3 •}'-x=o, 2 -0.2-

® 3~6, k=4, 7 •1-'-x=o, 3 -0.1 

Gl S=l, 5, k=6 •f'x=O, 2 
0.0 

7. ::: afx~ G. 
F 0.1 

0.2-

F= hm.b 0.3 

0.4 -

0.5 
0.0 0.5 7.0 

EINFLUSS DER NEIGUNG DES OBEREN RANDES BEI FESTER ANI SOTROPIE 
AUF DIE SCHUBSPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT 

Anisotropie 
S=6,k=4,7,ßv=0,3 
(Fichtenholz) 

7: = ae)(~ if-
F= hm · Jo 

-0.2 -r---

-0. I -t----
0.0-t--·-

0.1 +----

wterer Rand 0.5 . -·- f 
0.0 0.5 

I 
... + -
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EXTREMALE SCHUBSPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT IN ABHAENGIGKEIT 
DER NEIGUNG DES OBEREN RANDES 

2.7 
• ~ "1. :J ma 

I 
-+--
I 

2.6 

j 
I 2 .5 
' i 

-= .=g~tf 
! 

+ 
i 
--.._ __ 

1--

1-- - - ,- :..L-r---
I I 

2.4 

2.3 

22 

2.1 

; I 

cV 
V v · 

2.0 

1.9 

I. 8 

I . 7 1--:::r .. I 
I 

I. 6 

1 .. 

I 
II 

J 
IL-1 Näh~rung 1<-1.5 
--- , ----~ ,... 

·- . .... 
._ ____ 

i 

--

f- f--

t 
rl'n0>4. = 'lxyrrt4)1Jf 
F :hm -b 

1. 5 

YJ= J4 !--- --1--
o• 2· 4• 5• 8• 10• · 12• 14" 15• t8• 20• 22· 24• 25• O (Grad} 

Anisotropie s=6 k=4,7 fix=o,3 (Fichtenholz) 
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6.3. Spannungsberechnungen an der axialsymmetrischen polarortho­

tropen Scheibe mit kreisförmig gekrümmtem inneren und geneig­

tem äusseren Rand 

6.3 . 1. Reine Momentenbelastung 

(Tafeln 22 - 26) 

Bi ld 6.7 . 
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Tafel 22 

KONVERGENZ DER SPANNUNGSBERECHNUNGEN MIT WACHSENDEM j 

Anisotropie 

1,2974c 
1 ;Jc6JJ 
l,Jc754 

+c,ccc21B j~4 
+c,ccc6c6 j=6 

2. 

- ---= l,clB25 
c. 99544 j~4 
c,99Sc•B j•6 
c,995c9 j=B l,cl7Bl 

l,cl7Bl 
-c,clJSJ 
-c,cl26J 
-c,cl299 

+c,ccl322 
+c,ccc492 
+"o~ooo2o4 

Radialspannungen 6,. 

-c,ol2ol6' j=4 
.L- - -o,oll84o j=6 
· -o,oll817 j=8 

I 

I 

Schubspannungen ' J.;1 

o{ - .&,_ - 0. 11'1 
2r,.., 

o. 3o (Fichtenholz} 
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EINFLUSS DER ANISOTROPIE AUF DIE SPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT 
BEI FESTER NEIGUNG DES OBEREN RANDES UND FESTER KRUEMMUNG DES 
UNTEREN RANDES 

~--- ·,.~ ~::-----'--/ - -0,4_+ 
_____ :: Q3 II ------

- ------ = (1,?_ . r·· - . 
I 

-0.1 I ------ ---- -- - - -- ~-----------------· - --- ------0,0 I 

~~-~~~~~~-o. -~ __ [ __ -=-~:~- --
! 

-.0.2 J 
'vJ; b. h~ 
Krümmumf.t =h /2r =0,131 ·- i - ... 

m m I 
- -·----·· _(). 4 - t -- ·-

as 
o.1oo 

Radial spannungen 
0.10 0.15 0.20 
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EINFLUSS DER KRUEMMUNG AUF DIE SPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT 
BEI FESTER ANISOTROPIE UND NEIGUNG DES OBEREN RANDES 

15 
Tangentialspannungen 

Radialspannungen 

-15 
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Tafel 25 

RANDSPANNUNG AM UNTEREN RAND IM FIRSTQUERSCHNITT IN ABHAENGIGKEIT 
DER KRUEMMUNG UND DES NEIGUNGSWINKELS DES OBEREN RANDES 

Anisotropie s=6 k=4, 7 /!! =o, 3 (Fichtenholz) 

ae"' 1:i --Gtp=afp 'W 

~ ___ W :__:i_: __ 

1.8 

EXTREMALE 
KRUEMMUNG 

---· - -------·---,--- - - -------

0.1 

M 
Örmox = dfr W 
'v! = hi b __ l _______________ _ 

------- .,---··----·- ·-·T-

l 
i 

: 0 Berechnungspunk t~ 
· mit Computer 

----1-- -------- --- 4-
Q2 0.3 rl= hm 0 0.1 

2r", 
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Tafel 26 

EXTREMALE SCHUBSPANNUNGEN AM OBEREN GENEIGTEN RAND IN ABHAENGIGKEIT 
DER KRUEMMUNG UND DES NEIGUNGSWINKELS DES OBEREN RANDES 

Anisotropie s=6 k=4,7 /Rf =o,3 (Fichtenholz) 
2 Ti 

'Y' TmQ)t.. = 'ltr<p C 
+olrCf 

I l' I I I . 
I I 

0.3 +- -+---t--' 
' ' I I I I I I I I . I 

! ! i I , 
! ! i : I 

i · . I 
! 

W = b.hlrl 
~ 

; i 
j I j 

[· -+- -f ---i +-
I , ci.= A", 

i I I ! I 2 --r- f- --r----+--1 --H~-- ,.", 

0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0:74 0.16 0.18 Q20 Q22 0.24 026 Q28 0.30 0.32 034 
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6.3.2. Zentrische Normalkraftbelastung im Firstquerschnitt 

(Tafeln 27 - 29) 

N -

Bild 6 .8. 
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Tafel 27 

EINFLUSS DER KRUEMMUNG AUF DIE SPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT 
BEI FESTER ANISOTROPIE UND NEIGUNG DES OBEREN RANDES 

.---

0. 1 

Tangentialspannungen 

?l.r ~-­
-o.7o 

Radialspannungen 

1.0 

--+---r--
1--+---.-l----- --+-t!-lf 
1.5 2.0 2.5 3.0 

Aniso tropie 
S=6,k=4, 7, 

!':! =0, 3 
(Fichtenholz) 
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Tafel 28 

INNENRANDSPANNUl'ID IM FIRSTQUERSCHNITT IN ABHAENGIGKEIT 
DER KRUEMMUNG UND DER NEIGUNG DES OBEREN RANDES 

I ~ === -t=-=- ---~ -~ 
konstante Ouerschnittshöh~ 

--~---+----

·-----t----
0.0 0.1 0.2 0.3 

Anisotropie s=6 k=4,7 =o,3 (Fichtenholz) 

2.5 

2.0 

1.5 . 

1.0 

EXTREMALE LAENGSSPANNUNG IM FIRSTQUERSCHNITTINNEREN IN ABHAENGIGKEIT 
DER KRUEMMUNG UND DER NEIGUNG DES OBEREN RANDES 

J[lfm<»t 

---- -~- -~- · -~ -----1- -----~ 
I 

I 
I 

I 

----- -----~---~---- -----L ___ --------+--
IJ.2oo ! I 

=:r::-:~~___j,_- I 
~--·- - - -· --- --------~----

1 

0.0 0.1 
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Tafel 29 

nicht veröffentlicht 



- 145 -

6 . 3.3. Reine Querkraftbelastung im Firstquerschnitt 

(Tafeln 30, 31) 

Bild 6.9. 
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EINFLUSS DER ANISOTROPIE AUF DIE SCHUBSPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT 
BEI FESTER KRUEMMUNG UND NEIGUNG DES OBEREN RANDES 

't = 2frcp !f 
F=hm.b 
d..-=-.6m.. 

2r~n 
G) isotrop 

- 0.2 

-0.1 

o.o 

® S=3 , k=3 f< =0, 2 
X 0.5 

@ S=6,k=4, 7 
/'x=o,3 

@ S=l,5, k=6 
/'x=o, 2 

0.0 0.5 

EI NFLUSS DER KRUEMMUNG AUF DIE SCHUBSPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNI TT 
BEI FESTER ANISOTROPIE UND NEIGUNG DES OBEREN RANDES 

Q 
't = (Jf,v T 

F =h~n · b 

Anisotropie 

+----+---Jrrp 

-0. Lf-+-'~"""'-!c---' 
_ ::Q._lj __ _ 

I _::QJ_t-
~ ·----·~-----+--~~~r---+----

S=6 ' k=4 ' 7 •/J =0' 3_ ,....0 . ..,_2-+------lf-------t-----,., Y--.r-\+----+--1--+--

0.3 

0.4 

0.5 1.0 1.5 2.0 
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EXTREMALE SCHUBSPANNUNG IM FIRSTQUERSCHNITT IN ABHAENGIGKEIT DER 
KRUEMMUNG UND DER NEIGUNG DES OBEREN RANDES 

Anisotropie 5=6 k=4,7 j'-J=o,3 (Fichtenholz) 

; 

I 
I 
i 

I 1 I c(= hm 
1.0 • I 1--- i 1- -+-~--!> 2rn, 

0.0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 .0.12 0.14 0.16 0.18 020 0.22 Q24 Q26 0.28 0.30 0.32 
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7. Di skw>sion ·der ermi tl:eltcn Spann11nr;swcrtt? und Verr[l<:!i eh mit den 

Versuchsergehnissen 

7.1. Genauiqkeitsbet:cachtungen 

Die Näherungsberechnungen für den Spannungszustand der beiden Schei­

ben in Abschnitt 4. (gekrümmter Sattelträger) v.nd Abschnitt 5. (ge­

rader Sattelträger) haben gute, z. T. unterschiedliche Genauigkei­

ten ergeben. Cie Abschätzung der Konvergenz ist möglich mit Berech­

nv.ngsreihen, bei. denen der Parameter j und damit die Zahl der Reihen­

glieder variiert wird. Je grösser j iBt 1 desto umfangreicher wird die 

Berechnung und umso mehr Rechenzeit wird vom Computer benötigt. 

Aufsch·luss über die Zuverlässigkeit der erreichten Resultate vermag 

auch die verbleibende resultierende Normal- und Schubspannv2'lgsver­

teilung am oberen geneigten Rand zu geben. Je kleiner diese \·lerte 

sind desto geilauer ist die Spannungsvertei~tmg in der Scheibe. Die 

in dieser Arbeit gewählte Berechnungsmethode, bei der mit Hilfe der 

Hethode jer kleinsten Quadrate ein M.~.nimum für die Spannungen am 

oberen Rand gesucht· wird, ist leistungsf~higcr als diejenige, die von 

Swel.em [7] verwendet wurde. In seiner Berechnungsart erfüllte er 

die Randbedingungen am geneigten oberen Rand an einzelnen Randpv.nk­

ten. 

Am Deispiel einer isotropen Scheibe,_ mit der Form des gekrür:m1ten 

Sattelträgers, deren Zentriwinkel 2 o =30°betrug, sind Spanmmgsdif­

ferenzen beim kleinsten möglichen j 4 gegenüber j = 8 von weniger 

als 5% aufgetreten. 
Die Differenz von j = 7 _gegenüber j = 8 betrug nn:c noch O, 1°/ oo. 

Auch die Spannungsverteilung im Bereich des Firstpunktes konnte be­

friedigend cnnittelt werden. 

Ni.cht ungünstiger waren die Resultate mit den Ani:Sotropie'Yerten 

von s = 6, k = 4,7 l.tnd,ar = 0,3, was ungefähr dem einheimischen 

Fichtenholz entspricht. 

Beim gckrUrnm ten Su t tel träger konnte mit dem h<llben Zentriwinkel 

von 2, 5 ~ '( ~ 25° rni t j = 5 gerP.clme t weräen. 

Beim geruden Silttelt:räger mit Neigungswinkeln von 2,5°6' /.,;; 1)0 -.·m·­

de .j = 7 ttnd o = 3 für· die Auswert11J1g gewili1l t. Da dr:rch sind i1r. al 1 -· 

gemeinen Ungenuuigke:. ten ·:on ~1eniger als 2% aufg8ti:etrm. 
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Grössere undgeringere Zentriwinkelverursachten Ungenauigkeiten im 

Bereich des Firstpunktes. 

Als nicht sehr zuverlässig hat sich am gekrümmten Sattelträger nach 

Abschnitt 4. die Umrechnung des Lastfalles Biegung mit sym~etrischer 

Normal- und Querkraft auf zentri~;che Normalkraft im Firstpunkt enlie­

sen. Die Resultate, aufgeführt in den 2'_c:_feln 27 - 29, müssen vor­

sichtig angewendet werden. 

7.2. Verrrleich der theoretischen Spann~__I__SIS'-'terte mit l·!essv.!'la-:?n an 

einigen Versuchskörpern 

1970 und zu Beginn des Jahres 1971 wurden an der Universität Kar~sruhe 

an der Versuchsansta~t für Staht, Rotz und Steine (Prof. Dr.-Ing, K, 

Möhler) Versuche mit gekrümmten Brettschichtträgern durchgeführt. Da 

bisher die rechnerische Ermittlung der massgebenden Spannungen nach 

den vereüifachten Gleichungen 1-'Ur den 'I'r·äger aus isotropem Baustoff 

erfolgte, sollten _durch die Versuche Verteilung v.nd Grösse der maxima~en 

Quer- und Längsspaimungen j m gekrümmten Bereich ermittelt werden. 

Der Forschu.ngsauftrag war in zwei '!'eile gegliedert. Im ersten Teil 

. wurden gekrünunte Brettschichtträger mit konstanter Quersclmi ttshöhe 

nach Abschnitt 3 unter reiner Biegebelastung untersucht. Im zweiten 

Teil prüfte man gekrümmte Brettschichtträger mit geneigtem Obergurt 

(gekrümm-ter Sattelträger) nach Abschnitt 4 mit derselben Belastungs­

anordnung. 

7 .2.1. Anlaqe u.nd Dur.chfUhrv.ng der Versuche 

Es soll hier auf die beiden Versuchsherich te [11] , [l2] hingewiesen 

.werden, die in den Berichten aus der Bauforschung ers chienen sind. 

1.2.1.1. Die Versuchs~Hroer 

Die Versuchskörper waren_ aus 8 cm breiteil und 1 cm rlic:ken F'ichten­

holzlumellen zu einem Que-rschnitt von 8 x 30 cm vcrleirn.- Die Länge 

be-::rug 4, 4 m._ Im erstell ·reil der Versuche wm··cen Delmu.ngs;Jesstmge!'l 

und Bruchversuche dll Triigel'form0n, wie sie in ,!a fel 32 rtbget>i ldE: t 

sind, durchgef~ihrt. Im Z\1/Ci teu Tej 1 wurden 'i'riisrerfo:!:··~ncti naci1 '!.'u.fel :(3 
geprüft. 
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7 .2.1.2. Aufbau der Versuchsanlage 

I· 
.~,. 
~ 

~ 

~-----"~o~o~·------~--------~oo~------ too 

~------------------------__J~oo~cm~--------------------------~ 

Bild7.1. 

7.2.1.3. Dehnungsmessungen 

Die Dehnungen wurden vorwiegend mit Dehnungsmeszstreifen von 20 und 

60 mm Hesslänge in den Spannungshauptrichtungen, smvei t diese bekannt 

waren, gemessen. Zur Anwendung kamen auch indu.\tive \·legaufnehmer mit 

60 - 120 mm Ness1änge. 

7. 2. 2. l1essresul ta te und Verqleich mit der theore ti sehen Soamnmqs­

ver tei lung 

In Tafel 34 sind die Messpunkte für die Tangential- und Radialspan­
nungen im Firstquerschnitt des Trägers 1H2 in Bauart 1 ats auch die 
dazugehörenden theoretischen Ergebnis~e aufgetragen, Dieser Träger 
wurde nach Durchführung der Messungen in einen Träge::- nach Ee.u~r·~ 2 
umgearbeitet, Sorui t konnten die MessL~ngen an Bauar·t i und an 
Bauart 2 mit d~msetben Holz 
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und mit denselben Messstreifen durchgeführt werden. Dadurch wurde ein 

unmitte~barer Verg~eich unter gleicher Belastung Z'Jtischen 

dem gekrümmten Träger mit konstanter Querschnittshöhe und dem ge­

krümmten Sattelträger möglich. Die Uebereinstimmung der l1essung mit 

der Theorie darf als gut bezeichnet werden. Holz ist auch. bei sorg­

fältiger Auslese ein sehr ini10mogener Werks toff, die Dehnv.ngseigcn­

schaften können schon im kleinsten Bereich ausseroraentlich stark 

variieren. Dadurch sind die 11essresultate starken Streuungen unter­

worfen, und eine AUS'Jtertung wird erschwert . •rrotzdem konnten auch 

mit den anderen 'l'rägerformen sehr gv.te Uebereinstimmv.ngen gefunden 

werden. 
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Tafel 32 

AUSBILDUNG DER lfEl~SUCHSTRAEGER BAUAI<T 1 

Trägerquerschnitt b/h=8cm/3ocm 

Kriimmungsvcrhäl tnisc:l =h/2~.-=o, 1 Neigungswinkel ö=l9, 5° 

. Träger lH, lR 

~-------1_9"-"5'------------ 195 . I 
--~~------------~ 

Träger '.!1, 4R 
K .. '.. . / I I I . . ' 1 4 8" rununtlnfrsvcr,•al tn1se<. "'1 2f,l'=o,o5 1-!clgung:;'.V'!.n.(e Ö'c , 

. . r·-·-·----
~------~,30 ___ . I -~---L _ --::; -l 
!--=-~----·-- I -t_- y A- --·;--- ·-·--·-L----t 
1 t' ------ v r.- -- , 
I . 1\-. I ,il .-------! 
J-.1:.--- -· --- 195 ----~~"')_o_~l.~, ______ 19~--------- . -~ 
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ABGEAIWEITETE VERSUCHSTRAEGER BAUART 2 

Träger 1H2,1R2 

·m 

.t =h /2r =o, 1 m m 

.j.cj:__ ____ J..10.7o, ____ __;"i+'\~__g_:;l.O.Q.__ _. 'h+---------.1.79<----------'3> . .:.:
1 

Querschnitt m-m 

Träger 2H2,2R3 

m (() 
I 9i 

... ;.114-- • ~I 
· .. ~:_js__ ,.t =h /2r =o, 1 

• 1 '· ,. ---.. m m 
- ~-~--~:---:!-...... . . ........ ,......_ _, .. ,,. 

•• --- >!..> ·~· .. ____ ....__ ---- ., ·.' ····----~ 

~ ~~ · I -·- ~.~. .-· _..-;'1\t '• i ·-. 

~ . . 19..5 _________ ~ '/L': ~0 :Ir;{ __].f)_S I ! 

Träger 3R4, 3R3 

I 
l . . ,~------.L1.!....70 ________ :h--L--e-= _lQ_Q __ -~------- ___ 1_Z9 ___ _ 

~ lTl ,, 

Träger 4HI\,I\!!3 '-~!.'..f~:S! .t "'!' /2r =o,o5 

l .---=~~-,~+- - -- = m m_ 
--24- · -·-· -" -~·- i 't.7 ·-- .. -=-·-·-·-·:=j 

vt .. m 'I ·. . I~~ I --, 
195 _ I. e=50 · I . _ 195 - i 

~=----·-----·---------,H4.::...----~~ ----------------=:-. 
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_RECIINERISCII8 UND GEMESSENE LAEtrSSSP/\NNUHGF.H Al1 TI~ABG8R 1H2 

Längsspannungen 

Anisotropie s=fEy!E,':: 6 k=''E"'y!G,.=/,.7 b.J -' 0.3 
I obere~ c;~:: /. --m-10 -2P -30 -~,0 -5v.o . -_60 i, 

Messsteiie ---r-
11.37- ------------ ---l--l-~----1 

Jll "kr/1 ~1 
12.38 --+------------------ _j -~~~-~~---;;I 

::.::-+-------------·------+--!.--/{~! ~: ~- ~· 
15.41 -1-----------------------e----r/o- i · : -o- --
16.42 ·--- -/.io- I I . ;0- -,---

~~~! --i-1---i-X.'---~-+-----r--·--:-=-·-::-~·--.·-·-----:17~-~~~~ ± ! - O:-+-t-
2t}.46 f- --t/-:o · i -,· 

21.~7 J{-o- I i . 
:~:1! ------ ~ .~;~ o- I R I . §I 
2~.50 I -----f--,-1-·-vr-0-~ I I -;;I 
25.51-+---t--+---f--./-1-f?. ~I 

265~==-erl J:CL~ _ - . 1 } 
unterer Rand 90 80 70 60 50 ~0 30 20 10 (kplcm2) 

o Hesswerte Bauart 1 

0 Hesswerte Bauart 2 
-· --- Rechenwerte Bauart 1 

Rechl:lnwerte Bauart 2 
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rmCIINElH!;CHE UND CE11E:SS81m QU8RSPI\Hi!TJUGEN 1\!1 TRI\EGER 1H2 

Querspannungen 

Anisotropie s=Y EJ· IE,'= 6 k =Y Ey /G,y' = 4.7 ./"Y = 0.3 

Hesssteud -. -l i --- -- -----rpber:er_Banci~f-
11.37 "-~.~~ .I 

-·~'-~- -0 .---- ------+-- ~! 
13.39 -+-----+-----<>- --\-. -o-- -- --~--------~------- ~ 1 

12.38 

14/,0 _L__ o-\- ~, "' -o ----··-E 
15.41 ~-- ---+-o--.F-----q-'-:---+--
16~~ FF--·lO----\~--- 0---- -----t----

17:~--=-E--· --· -- ~ \t- -I~- --, --==- .-I- X 

2248 - -· - -0-- --0--- -. I I • • 
23.1,9 -, ----p-- ----~-0--· --~----
24.50 -~--- --,t---- o-- -,----

2551 /I~ I -I ---+---- ~I 

26.52L·~:( -[=J=~-·l-+----G~J-
unlerer Rand 0 2.0 3.0 4.0 !i.O (kplcm2) 

o Messwerte Bauart 1 

0 Messwerte Bauart 2 

--·-- Rechen·.verte Bauart 
Rechem1erte Bauart 2 
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8. Zahlcnbeisoiclc 

In diesem Abschn:l tt werden Spannunrrsnachweise an einigen Beispie.len 

von verleimten Brettschichtträgern angeführt. Die ~/erkstoffeigcn­

schaftcn des <tm hiiufigstcn verwendeten europ~\ischen f·'ichtenholzes 

werden wie 

Ex= Ey 

E = E Y . r 

.Gxy= Gry 

,ux = ,u f 

folgt festgelegt: 

110'000 kp/cm2 

3'000 kp/crn2 

5'000 kp/cm2 

0,3 

EJ.astizi tiltsrr.odul in Faserrichtung 

Elastizitätsmodul scnl-:recht zur Faser 

Schubmodul 

Querdehnungszahl längs zur Faser 

daraus ergeben sich die Anisotropiewerte: 

s 

k 

=!f'QE; 
= l}E IG:....._, 

x xy 

="VEy/E I.,...., 6 
r 

= IJEy/Gry ,-v 4, 7 

8.1. Biegespannung am Pultdachträqer mit Rcchteckaucrschnitt 

,t> ~· /:o_.s/ - 19oo 'V-</,.n 

illillJlJTTT/1 rrnll i ,,..".11 ,,.".,,,, rnmn 111111111 ! II ! !Ii I 

+~--------'/'-.. ~oo cm 

L.L_ 
Die Biegespannung am unteren Rand errechnet sich nach der Formel: 

Ph fix- x 2/t. Cl 
j,.j,%2 X 

hx '"~' /J1 + /..7, -h1 } L (I,. I 

:r;r F'::!ktor aus T:~.fel 15 (gerader Satteltr::ig0r mit reiner Bicgtmg) 

Für { ··= 4° erhält rr.a:,.,: ;r_.. = f,o.F 

Die Koordinate der gröss~cn Bieger~ndspanntmg resultiert aus d0r 

Deding,_,J19: 
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damit erhalten wir für x: 

X= t ~ J'oo·~ _ .N5..Jcm 
I, •A.t f.JG 

Das Diegerr.oment und das \-liderstandsmoment an der Stelle x ergeben 

sich zu: 

Damit erhält man die maximale Biegespannung am unteren Rand: 

Bisher 

Zx _!I_ = 
• jf/ 

wurde bei der Bemessung von Pultdachträgern der Faktor J:-..-

nicht berücksichtigt. Aus Tafel 15 geht her·vor , d<1ss vor a~ ~ern bei 

grösseren Neigungen de .s. Obergurtes der Fehlergross wird. Erbe­

trägt, wenn z. B. /' = 10°, 20%. Die Biegespannung am oberen Rand 

wird nicht massgebend. 

8.2 ; Biegespannungen und mo.x. Querspannung am geraden Sattelträger 

mit Rech teckquersclmJ,::.·· ..:.tt.::.._ _________________ _ 

III i I ! 1\111111 ! II ! 11111 i Ii ! 111111111111 ! 111111 i i illillJ 

G"'x = E't' .. (x} _j/!xl 
~ fi/(;d 

SO'!.'Oh} das Bicgerno!>:•.mt wie cas vliderstunclsmcmcnt Wld der F.;~f;tor 

sind F imk tionen de:c x - Koordinate 
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Tahcl!.c 8. 1. 

l'uAkf X h pJ H J/lltl 
kx ~~ ./1/lll iem/ [cm] (cmJ} /cmkl'] (,;.,u/~,"'J 

() () 41 J:f!JI () t7 1,09 () 

I So ·s.J . .J ·/299 .!loJ1.Fo s.r,~ t,o9 /tu.J 

2 loo .5'1.6 !l'tl ?G.Fooo 1~.11 t.o!J 99.1 

.1 IS"u h2.9 !uFS6 /oJ.J!5'o /o2.1 f.o!/ !ft.9 

~ ~PO 61'.2 124-o.J f.J{, oOOO lo1, t. to9 I'IS'.6 

s 25ö 7.J..J fl;f;.o6 t.r!J .J !.f"o 1/tJ, ~ l.o.9 f2o. (, 

6 .Joo 71.1' /tf.f"S'? 11/Fooo lol,l' f.o.9 -111, ft. 

I .JSo IM l?t!6/ t9.JJ75'o /o},(, /.P!J fff.l' 

I 4oo . d~lf .2/31.3 l'o~(JOOO flf..t /.d!/ /o4.9 

s J.Fo fllf.l .P.J.91.f' .2/o.Jlfo .td.o J:ff n.~ 

us flU .?51'72 .l1f5.jl/ J'J. 9 f, 19 !'J:6 

lo Soo /go 2t666 .212JöCJo 1.9,<1' /.20 9J:t! 

. 
~y (t/2/ ..,. o. oL3 siehe Tafel 14 

In Tabelle 8.1. sind die Biegespannungen am unteren Rand aufge­

führt. Das Maximum tritt bei dieser Trägerform und Belastungsart 

verhäl tnismässig nahe am Auflager auf. In diesen: Bereich is't der 

Faktor 'Iex (Tafel 15) noch konstant. Er verändert sich von Punkt 8 

weg gegen die Trägermitte. (x10 - x8 ....,. h 2 ). Es wird· in dei1 mGisten 

Fällen möglich sein, den Ort der maximalen R.::.ndspannung nii t ·der 

einfa;hen Formel L•h1 
X= 2h • 2 

zu bestimmen. Diese Formel gilt aber nur wenn '"Cx = konst. ist. 

Verhäl.tnismässig gross \Vi.rd die max;ipa1.e !_Juerzugspannung im P_:!._rst­

querschni tt.., D;ie :i,.n der deutschea Norm DIU 1 C52 zugcl.assene :~uer-:­

zugspannung beträgt zul. oz1 = 2,5 kp/cm2 • Die Faktoren ~ •• ~~ 
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wurden den Tabellen mit reiner Biegung ohne Auflast entnom~en. 

Die Ungenauigkeit, ve~ursacht durch die gleichmässig verteilt De­

lastung am oberen Rand, wirkt sich abmindernd auf die Län~s- vnd 
Querzugspannungen aus. 

8.3. Spannungsnachweis am gekrümmten Sattelträger mit Rechteck­

querschnitt 

I'_. /tJOO J:plm 

111111111111111 i!llllllllllllll i 111111111111 i 1111111111111111111 

L 
Tabelle 8.2. 

Punlrf 
;( h ;r # hilf/ ;:_,.! .. / .rr·ll/1(/ 

/cm] l~ml !t:miJ kmA;P/ /!<,okm'l f,<p/rm'/ 

() 0 bo J'bOO " " l.tJ 0 

I ~ 6o J'loo ~5otJtJo lt.! l,tJ Jl.9 

J .loa ttJ !JtJtJ ftJOO.JO tf.J . .J ~. .. I'.J.J b J .. 
.so __ !too nft?t:ttJo to!l- 2 . f.d ("9,1(. 

'--1- 6oo tl.l lo/f.2 /2tJt10t10 1'1.1.2 I. "_r~' {:Jq, t 
.!" .roo l'o 11ofl 1/fcootJ i'f,2 l,:d"~ ltJ!J 

• KJ( siehe Tafel 15 für ( = 4° ( y=. Differenzwinke~ zwischen. der 

Neigung dee oberen und des unteren ~rigerrandes an dP.r Ste~te x) 

~ .• bzw •. ~r sieh!'! Tafel. 25 für.c: = 0,074 uTJ.ä y = 15° 
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~r siehe Tafel 25 für~ = 0,074 

XrJ' lltr.~l = tJ./12 · 1.7,211 
1'/(f'.o/ 

lry siehe Tafel 26 für~ = 0,074 

Var:i.antc: Der obere Keil. (Sattel) ist frei verschieblieh verbunden 

mit dem gekrümmten Teil des Trägers und übernimrnt keinen 

ICraftan tei 1. 

P.m.kf II&:] h Jfl N/lf/ 
/tm] k'!'Jj /kplrm'/ 

_t_ I I,Joo "" Jtoo IJS 

.r I .!öo 6o J6ao t.Jo 

Xy siehe Tafel 25 . für 4 = 0 und ,t. 

:Y.y/4-o/ 
.t"y -11//(/ 
/1~~/n'.l 

f.p~ I.Jo 

t.ov /.J.J' 

~ =<f),OfbC 
.2 • .r.Jo 

siehe Tafel 25 für ß = o und .t = o.oß~ Xr 

~1-~~~~~~E~~~~~Q-~~-~~~~~~-~~~~ 
Am oberen "freien" Rand tritt keine Schub spannung au·.f. 
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Dieses Bci~piel zeigt, das~ der. starr verbundene Sattel eines ge­
krümmten. Satteltriigers au.!' die Biegespannungen am unteren Rand ·zwar einen 

günstigen Einfluss ausübt, m~n darf aber trotzdem nicht das gesamte 

Trägheitsmoment des Firstquerschnittes ohne Redu.."<:tionsfaktor ein-

setzen. Die maximale Querzugspannung wird hingegen ungünstig beein­

flusst. Ihr ·,rert ist in diesein Beispiel um 28% höher,als •.:.renn der 

Sattel frei verschieblieh aufgcsetz t würde. Recht ungenau, würde man 

man die Querzugspannungen am gekrümmten Sattelträger nach den For-

meln des kol;)zcntrisch gekrünunten Trägers berechnen.In diesem Beispie~ er-

gibt sich ein Fehler von 701.. Al~ .Ergänzung wurde die maximale Schubspan­

nung am oberen Rand angegeben. Dieser \·lert ist richtig, '.:.renn die 

l1omen.tcnverteilung über den gekrümmten Bereich konstant ist. Dies 

trifft bei gleichmässiger Belastung im Mittelteil einigermassen zu. 

8.4. Spannungsnachweis an der gekrümmten Rahmenecke mit Rechteck­

querschnitt 

I 
4 

J, .. l6em 

f /1 ~ /()ddd kJ> 

~L~~~~!!!~!:.i:!E!~ 

.t= _L = (1,2 
2r", 

lf/ = . _b. ,iz = I?P?tum" 
~ 



162 -

Biegespannung.am Innenrand: 

6'" ... ,. = Gty,· (H/ N + Xu·INI N 
~· ' 1'1 .u F 

- I.JJ·/5,,,,, _ !.So·ltMM = _ /21.6/9"/c/?72 

f1o lo t!o · 16 

tCt/111= 1,23 siehe Tafel 3 

J:y,./11'1 = 2, 50 siehe Tafel 7 

Die Biegespannung am Aussenrand wird kleiner. 

Querdruckspannung: 

6;- mln = Jt,. 11!/. N +- ~,. (II/ .f!.. 
W F 

Das !1aximum lässt sich aus der Summe der beiden Kurven für .4- 0,2 

in Tafel 2 und Tafel.§. multipliziert mit M/W bzw. N/F 

bestimmen. 

'I-/ir erhalten in unserem Beispiel für crr·m'n = - 9.3 kp/cm2 . Die 

Nennalkraft übt nur einen unbedeutenden Einfluss auf die Quer­

spannungen aus. 

Srhubspannung: 

try 1171"n =,. ~ry !7?aX • §/: =:.. 1,47S.S.:n?O 
F /o·l6 

lltry = 1, 49 siehe Taf_el 10 

~L-~E~~~~~IT~~~E~~~~~-~~-~~~~~~!-~=-~2~ 
Biegespannung am Innenrand: G'y,- · - -IIC.,!- 2o,?- =- 137,5 /Y"k"".:t 

Querdruckspannung: 

Schubspannung: 

G,.PJt;,= - fo,ot,(~t»t 1 

tr!IIJ'PT= 4,1 i!'!~tm 1 

Biegespanmmg am Innenrand: 6ft" = 

Querdruckspannung: 

Schubspannw1g: 

c;;. tn,;, = - 3. z kf'H'"" 

rN "'.:IX= tl, S k)lkm1 

D:i.c erutittelten Spannungen in den Schnitten f' = 0 w:d 5""' r;o0 ent­

spi.'echcn nicht genau den vd rk lieh auf tr-c tenden Spcmntmgcn. v:::.r be-
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.finden uns im Uebergarig!;bereich von gerade· zu gekrümmt. Rechnot man 

mit den ~·lerten des gekrümmten Baikens, dann liegt man auf der siche­

ren Seite. Einen recht grossen Einfluss auf die Innenrandbiegespan­

nungen hat die Normalkraft, klein ist er hingegen bezogen auf die 
Querspannungen, 

9. Algol - 60 Rechenprogramme 

Wie b.erei ts in früheren Abschnitten erwähnt, habe ich für die · Aus­

wertung der theoretischen Ergebnisse in dieser Arbeit Algol-Pro­

gramme aufgestellt und im Rechenzentrum der Universität Karlsruhe 

durchgerechnet. Zur Auflösung der Gleichungssysteme verJrendete ich 

ein Unterprogramm nach der Gauss'schen Methode mit nachträglicher 

Iteration. Die Anzahl der Iterationsschritte konnte bei der Daten­

eingabe festgelegt werden. 

Es wurden folgende Programme für die einzelnen Scheibenformen aufge­

stellt: 

Lastfälle: Reine Biegung, Querkraft und Normalkraft. 

Eingabe: a) Belastungen: Moment, Normalkraft, Que~kraft. 

Ausgabe: 

b) Geometrische Grössen: Dicke,Querschnittshöhe, Ra­

dius, Zentriwinke l 

c) \verkstoffeigenschaften: Anisotropiezahlen s, k, 

Querdehnungszahl "uy. 

d) Darstellung: Anzahl Schnitte. 

Tangential-, Radial- w1d Schubspann~~gen in den ein-

zeinen Schnitten für die drei Belastungsfälle getrennt 

und für die Kombination der drei Lastfälle. 

2. ~E~~~~~rr~~~~~~~~~~~~~-~~-~~~-~~~~~~~~~!~~~~~~~-~~~~~~~-~~!-~~= 
~~~~~~~~-~~~~~~~-~!::~_rr::::~~g!::~-~~~~~~~E~-~~~~ 

2.1. Lastfall: !~eine Biegux.g. 

Eingc>.be: a)Belastun~J: .1-!oment. 



Ausgab.e: 

2.2. Lastfall: 

Eingabe: 

Ausgabe: 

2.3. Lastfall: 

Eingabe: 
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b) Geometrische Grössen: Dicke,Querschnittsh:ihe am 

Endquerschnitt, Radius,Zentri­

winkel 13 , Ueigungs·vinkel ; , 

(vlinkel des äusseren Randes 

gegenüber der Tangente im End­

querschnitt). 

c). v/erkstoffeigenschaften: ·Anisotropiezahlen s, k 

Querdehnungszahl t'-'y 

d) Berechnungspnrameter: j, w, Anzahl der Iterations-

schritte. 

e) Darstellung: Anzahl der Schnitte. 

Tangen tia.l-, Radial- und Schubspnnnungen in den ein­

.zelnen Schnitten. 

Biegung mit symmetrischer Normal- und Querkraft. 

Anstelle des Momentes: Normalkraf~ im Krümmvngsmi t­

telpunkt, Rest wie 2.1. 

\vie 2.1. 

Biegvng mit an timetrischer Normal- und Quer·kraft. 

Anstelle des Nomentes: Querkraft im Firstqt'.erschnitt 

Rest wie 2.L 

Ausgabe: Wie 2.1. 

3. ~2~~~~2~~~~~~~~~g-~~-~~~-~~~~~~~~~!~~~~~~~-~E!~~!~~E~~-~~~~~~~ 
~!!-~~~~~~~-~~!~~~~-~~~-Q~~~~rr!~~-~~~~~~-~~~~ 

3.1. Lastfall: Reine Bi.egung 

Eingabe: a) Belastung: Moment. 

b) Gcometri~che Grössen: Dick~, Querschnittshöha am 

Endquerschnitt, halbe L~ge, 

Neigungswinkel des oberen 

Randes. 

c) Werkstoff~igcnschnften: Anisntrori~zahleu s, k, 

Q\.terdehntü'lgszahl p x • 

d)Do?l"E:Chnt.u1.gsgrös.c;en: j, o, .~nzi)hl !L~;:rationssdn·itw. 

f:') oarste:\lunsr: Ailzuhl Sc-hnitte. 
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Ausgabe: !,Ungs-, Quer-, v.nd Schubspannungen in den einzelnen 

Schnitten. 

3.2. Lastfall: Reine Normalkraft im Endque:rschnitt. 

Eingabe: Anstelle des Momentes: Normalkraft, Rest wie 3.1. 

Ausgabe: \vie ~l .1. 

3.3. Lastfall: Querkraft im Firstquerschnitt. 

Eingabe: Anstelle des Momentes: Querkraft, Rest.wie 3.1. 

Ausgabe: Wie 3.1. 

10. Zusammenfassung und abschJiessende Betrachtungen 

10.1. Die polarorthotrope Kreisbogenscheibe 

Die Spannungsberechnungen an der polarorthotroper Scheibe wurden für 

die drei Grundlastfälle Biegung, Normalkraft und Querkraft durchge­

führt. Mit den getroffenen vereinfachenden Annahmen war es möglich, 

·rür die im Polarkoordinatensystem aufgestellte Scheibengleichung 

Spannungsfunktionen zu finden, welche die Randbedingungen exakt er­

fü:).lten. Es konnten folgende Feststellungen gemacht werden: 

a) Bei reiner Biegung macht sich nur das Verhältnis der E -Moduln 

in tangentüiler uncl radialer Richtung bei der Spannungsvertei­

lung bemerkbar. Besteht die Belastung aus Normal- und Querkraft, 

so haben zusätzlich der SchubmoduL und die QuerdehnUngszahl einen 

Einfluss. 

b) Aus den Tafeln 1, 2 für Biegung und 5, 6 füz· Normalkraft geht 

hervor, dass die grösste Tangentialspannung am I nnenrand auftritt 

und ihr Betrag bei zune.hmender Krümmung und Aniso t ropie · sich ver­

grössert. Enorme Spanmmgsspi tzen erhält man bei Normalkraftbe­

lastung. 

c) Die Radialspanntmgen vergrösscrn sich bei zunehmender KrUnunung 

in beiden Lastfällen d.h. Moment und Norma-lkraft (Tafeln 2, 6). 

Bei konstanter Krümmu:'lg wirken sich die besonde;.'cil Ani.sotropie­

verhlil tnissc des Holzes gegenüber dem isotropen :·lcrkstoff giln­

stig auf die Radialspannungen aus, wenn die Belas tung aus Bie-
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gung besteht (siehe Tafel 1), ungünstiger werden .sie hingegen 

beim Lastfall Normalkraft (siehe Tafel 5). 

d) Bei Normalkraftbelastung weist die Radialspannungsverteilung 

üb~r die Querschnittshöhe sowohl ein Minimum wie auch ein Haxi­

mum auf (Tafeln 5, 6). Am Baustoff Holz sind die Beträge der bei­

den Extrem·.verte im praktischen Bereich von 0 .::.!L 0,2 i n derselben 

Grössenordnung. 

e) Beim Belastungsfall Querkraft (Tafel 9) wandert die Stelle des 

MC!ximums der Sc!Jubs.!Jannung bei zunehmender Anisotropie und Krüm­

mung gegen den Scheibeninnenrand. Bei Holz erhält man bei leich­

ter Krümmung eine Abminderung der maximalen Schubspannung gegen­

üb<7r dem geraden Balken . 

Für den Las~fall reine Biegung wurden in Abschnitt 3.5. Näherungs­

formeln durch Reihenen~ricklungen für die Biegerand- und. die maxi­

male Radialspannung gefunden. Als Variablen werden die Anisotropie­

zahl s und das Krümmungsverhältnis in den Formeln aufgeführt. 

10. 2. Die ax:i.alsymmetrj sehe polarorthotrope Scheil'e mit kreisför­

mig gekrümm ten inner en und geneiqtem äv.sseren Rand 

Der Lös1mgsansa tz für die Scheibengleichung im Polarkoor dina tensy­

stern setzt sich aus zwei Teilen zusammen. Der erste Teil entspricht 

demjenigen, welcher für die polarortho t rope Kreisbogenschei be ver­

wende.t wurde. Der zweite Teil des Lösungsansa t zes ist ein Poly-nom i n 

Reihenform mit der Funktion, sich den Randbedingungen am geneigten 

äusseren Rand anzupassen. Die Randbedingungen konnten am inneren 

Rand und an den Endquersclmi tten nach den getroffenen Annahmen strer.g 

erfüllt werden. Am geneigten äusseren Rand wu.r.de mi.t Hilfe der Hetho,;. 

de der kleins t en Quadrate ein t1inimum für die angre ifenden· Normal­

und Schubs pannungen gesucht. Als zusätz liche fo'orJer ung wur den drei 

Glei :::hgewichtsbedingungen f ür den ausspringenden Bereich formul i er t . 

Allein die Befriedigung dieser dr~i Gleichgewichtsbedingt:ngen lie-. . 
fert bei geringem Reche!l<!Uf\•rand schon brauchbare Spanmmgsfunktiunen . 

Es wurde versucht für den Baustoff Ho l?. alle in deT Prax i s vorko::~'llCll­

dcn Tr~igerfoT:r:E:n nach die sem ScheibE:n typ in der Auswertung zu erf.ls ­

sen. Gewisse Schei 'benformcn werden mit 1mte:-:-s chiec!L.chen Anisutr~­

pieverhältni ssen durcl~g"rechne t. Die Aus·,vertur:g hat zu fo lgendzn 
Rcsul t<l tcn geführt: 
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a) Der Spannungsverlauf lässt sich je nach Rechenaufwand praktisch 

beliebig gcnau berechnen. Ausgenommen sind Scheiben, deren Zen­

triwinkel gegen null streben oder diejenigen, die wesenttich 
über 45° tiegen. . 

b) Die ausspringende Ecke {Sattel) übt auf die Spannungsverteilung 

einen grossen Einfluss aus. 

c) Es treten beträchtliche Radialspannungen auf,die ein Mehrfaches 

der Radialspannungen der Kreisbogenscheibe ausmachen können. 

d) Beim Lastfall Biegung vergrösser t sich die Innenrandtangential­

spannung bco' zunehmender Anisotropie, die maximale Radialspan­

nung hingegen wird kle2ner. Zunehmende Krümmu.ng bewirkt beim 

Holz, also bei konstant angenommener Anisotropie und konstantem 

Zentriwinkel, zuerst ein Abnehmen der Innenrandspannung und nach­

her eine Vergrösserung. Die maximale Radialspannung nimmt stetig 

zu. (Dazu siehe Tafeln 23, 24) 

e) Der Lastfall zentrische Normalkraft im Firstquerschnitt geht 

aus de·c Tafel 27 .für Fichtenholz bei verschiedener Krümmung und 

konstantem Zentriwinkel hervor. Bei starker Krüm~ung zeigt sich 

typisch die Spannungsveorteilung.der Kreisbogenscheibe. Geht die 

Krümmung zurück, dann läuft die Spannu.ngsverteilung gegen die 

Verteilung am geraden Sattelträger. (Tafel 27) 

f) Keine auffallenden Besonderheiten ergeben sich bei reiner Quer-

kraftbelastung im Firstquerschni tt . (Tafel30) 

Die Taf.eln 2~, 2.6, 28, 29 und 31 beinhalten Kurven für die prakti­
sche Spannungsbemessung. Es ist mqglich, die mass·gebenden Parameter 

zt~.Spannungsbcmessung von der. Kreisbogenscheibe über den gekrür.~ten 

Sattelträger aus je einem Diagramm abzulesen. 

zulesen. Auf Tafel 26 wird zudem der Parameter für die maximale 

Schttbspannung am oberen Rand für reine Biegung angegeben. 

10.3. Die axi_alsvrr.metrische orthotrope Scheibe mit qeradem unteren 

U..YJd gene:i g tc::\ oberen Ranrl 

Der Löstmgsar.si.l tz für die Scheibengleichung im karthec;ischen Koord:i­

natensys tem wurde eb:cnfalls ir; zwe i Teile geglicdr:?1:1:. Der erste 'l'eiJ. 
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ist die I.ösung für den geraden _Balken. Der zweite Teil w·J..rde ver-­

wendet, wn die· Randbedingungen am oueren f<and näherv.ngs•Jteise mit der 

Methoqe der kleinsten Quadrate zu erfüllen. Genau erfUllt werd~n 

konnten die Randbedingungen am unteren Rand und an den Endque:c­

schni tten. Am aufgesetz~e:1 ~eil wv.rdcm ebenfalls drei Gleichgc­

wichts[Jedingungen formuliert. D.ie Aus ';'ertung erfasste die in der 

Praxis gebräuchlichen 'I'rägerformen für Brett:schichtträ::;er, wobei 

der Neigungswinkel des oberen f<andes 110n 2, 5 bis 20 Grad variiert 

wurde. Einzel;:te Trägerformen ~rurden m.i. t verschiedenen Anisotropie-:­

verhältnissen durchgerechnet. 

Es konnten folgende Beobachterngen gemacht werden: 

a) Die gewählte Berechnungsmethode erlaubt die Spannv.ngsverteilungen 

in jedem Schni q· praktisch beliebig genau zu ermitteln. 

b) Die Spannungsverteilungen des gC?re.clen Sattelträgers weichen er­

heblich von den Spannw1gsvertei. lungen .des geraden Balkens mit 

kons.tan ter Querschn:~ t tshöhe ab. 

c) Es treten Querspannungen auf, die für die Bemessung verleimter 

Bretts~hichtträger massgebend wer den. 

d) Tafeln 12, 13 zeigen· die Längs- und Querspannungsv erteilung im 

Firstquerschnitt bei reiner Biegung. Die Anisotror;ie des Holzes 

ha.t wicderwn einen günstigen Einfluss auf -die Quer- nicht aber 

auf die Längsspannungen. Zunehmende ·Nei gv.ng des oberen Randes 

bewir_)(t bei Holz eine Zunahme der grössten Längs- und Querspan­

nung. 

e) In Tafel 15 s ind fi.ir Hornentenbe l astung die unteren Randspannungen 

in verschj_edenen Schn.i tten aufge tragen . Die Dars t el lung zeigt, 

dass im Abstand hm von der Tr~germi tte der ParaJ~.e ter "' x konstc.n t 

bleibt. Diese Tatsache erlat~bt die Biegerandspannungen a;;-, unteren 

Rand auch an Pultdachträgern n a chzuwe isel'!. 

f) Bei zentrischer Normalkraf t im F'irs tquersch~i tt tre ten ebenfalls 

Quersp<mmmgen auf . . (Tafe l 16, 17) . · Aus · den~e.lben Tabellen könne n 

auch die L'ingsspanmmgsverteilungen bei wechs~lnder An isot:::opi P. 

und Neigung des olJeren Randes abgelesen werden . 

g) Das Ma:d.mwn der· Sc;hubspannt'""lgsvc>r t c:i ltmg ·w~chst bei Z\;.neb:!enrler · 

Neigv.ng ücs oberen l~andes. Diqs geh t avs •rafel <!0 hervor. Die 

gleiche Tendenz z'"i:Jt s.i eh bei zun0hmcnder Anisotropie: 

Zur Bemessung dienen dle Tafeln !4, 15, 18, 19, 21. 
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11. Näherungslösungen für die praktische Anwendung 

In Tabelle 1 sind für den gekrümmten Träger mit konstanter Quer­
schnittshöhe die Koeffizienten für die Spannungsverteilungen über 
die Querschnittshöhe und die Maximalwerte der Spannungen für die 
3 Lastfälle M, N und Q zusammengestellt. Dabei wurde von abweichen­
den Näherungsfunktionen ausgegangen~ da es vor allem darauf ankam, 
die Maximalwerte möglichst genau bestimmen zu können. 

Tabelle 2 gibt die notwendigen Spannungskomponenten für die allge­
meine Form des Sattelträgers im Firstquerschnitt wieder. Berück~ich­

tigt wurden a~le 3 Lastfälle. 

Der Spannungsnachweis in einem Querschnitt mit einem Abstand größer 
h/2 vom Firstquerschnitt kann für den Lastfall Biegung nach Tabelle 3 
erfolgen. Für die anderen Belastungsfälle mußte aus Genauigkeits­
gründen auf die Angabe von Näherungen verzichtet werden. 

Für den speziellen Fall der reinen Biegung sin.d die Maximalwerte 
der Quer- und Längsspannung in Abhängigkeit von der Trägerform 
in Tabelle 4 zusammengestellt. 
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A 
Vtu·laul und Ma)timalwerte der Spannungen am orthotropen Tab. 

gekrümmten Träger mit konst. Höhe , 
Anisotropie: .s=~ =6 i k=~=-'·1; pt = 0.3 

E~ G,., . 
y:-0.5 1 -,., 

~~~ 
Hrümmung: fl; (J= ;:' nachDIN 1052 

1 M~- NQ I Q ---)M ..?!.-

Vorzeichen: Zug(•) Druck(-) 

y=• 0.5 1 

Gültigkeit (J ll' 2.0 

t;'~~ N N Q Q I G _ = it· - - . ~ = lt·- · '1' = lt · -x,y W • x.Y F 1 xy F 

öt:o A~ a(~J C (~m): D (:~J: E ( ~f 
--

Spannung A B c D E 
-· M 2 . ? 3 .... ~(y) 2y -0.167 .. 2 y 0.785y+0.083 +1.375y 0 0 :;, 

IJ 
0:: N 

- 6."8 Y• -'3 y 3 -0.83- 2.-'63?+79yl, 0.863y· 41> ~(y) 1 0.208 :.. 

~ M 
0.25-%01 y2 2 3 c: 

UyfYJ 0 -0.01,6 0·023 :;, o.36By•0.10By -t.tBy 
c: c: N ~ 

.~ (j y'fl 0 o.5 .. o.o6 ?-z?-o.2osi -0.30J .. 1,,-'8y2-13.35/ o.B3y-3.2t,j 0.076. 
II') 

Q 2 313y .. 0.5y2.. 12.s? -0.693-0565y-0,1,38y~2t'3j 'x/Y) 1.5-6y 0.31,6 0 ·-
M 

Ux (-0.5) -1 0.333 -0.700 -0.150 -0 

N 
(j)t (-0.5) 1 -2:135 -'·2 58 - 1.251 0 

!!! (jM (0.5) I 0.333 0.700 -0.150 0 ... ... X 

~ N 
IJ Ux (0.5) 1 2.135 1, ,128 -0.221, 0 
.§ 
)c M 
0 

UY max 0 Ot250 0 -0.005 0 ~ 

N min 
0 

-0.095 0 -0.523 0.386 
ay max 0.095 o.aao 1.231 
_a 
Lxy max 1.5 · o -0.326 0-"31 o_ 

Beispiel• ~ ::0.2 {(1:5) 
M . 2 ~- I Ux (-0.5) = M/W·[-1~0.333· 0.2-0.7·0,2 -0.15·0.2 = (M W}(-0.963) 
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8 
Spannungswerte am orthotropen ge.ltrümmten Sa ttftlträger. Tab. 
Höhe. variabel. Größtwerte fü r den Firstquerschnitt 2 

Y=-0.5 
Anisotropie:s=Vf=6i k=lfii=V; 1.1 =0.3 

r rt f 

hm 

fjtl~i 
1 . 'in 

2 
Krümmung: p i (1 =. hm nach DIN 1052 

- ...1!-. 

hm Vorzeichen: Zug(•} Druck {-) 
2 -

y =·0.5 
y Gültigkeit: (1 ~ 2.5 i 7 :r 25° 

f 
\ 

2 Bezeichnungen: ~=G,; "r=6,; -r;j-r;, W = b·hm 
m 6 

~M M N N · . Q Q I 
b·hm F. = 

xy = dr· W.; G = 'dt·"'j;; 'T = lt.·f: 
m 

. . . m :.~~;y m xy m 

" f 2 1 2 h h 2 hm hm 2 'h hm 2 'h 2 
'H=A•EHgr•C·tg r•D·..l!l.•E-( "'}•F.-.tgr•G·---tg r•H-(:..i!!. ·tg 7+1~-J·tg r•K-(~· tg 7 

rm rm 'in rm rm rm _rm 

Grenzfälle: (1= co, 7>0: gerader Sattelträger 
(1> 0, 7=0: gekrümmter Träger mit konstanter Höhe 

(1= 0 I r=O: gerader Träger mit konstanter Hö'he 

Spannung A .B c D E F G H j K 

y =· 0.5 

(JM 
. 

X 
1 1.~ 5.~ 0.35 0.555 -8.0 0 8·25 -7.82.5 6.0 

(JN 
X t -1.0 ·-ILO 2.20 3.85 5.0 3.75 -11.5 3:1.0 0 

r=- o.5 

o!/ - I 0 0 I 0.333 . -0.70 
M 

tgr>O --"" Gx=O 

Ci.N 
X I 0 0 -2.135 ~.258 tg7 > o~,;: =O 

O.S>y>-a5 
M 

Vy ~ax 0 0.2 0 0.25 0 -t.5 2.585 2.1 -~.o 0 

o'; max 1 20 ~.35 0.875 -0.675 -2.65 -11..0 - 13.25 51.0 0 

(JN . 
y mm 0 -0.2 --0.3~ -0.075 -0.2 0.29 -1.1 6 -0.083 2.~9 0 

_Q 
Lxy max 1.5 2.0 2.28 -0.057 0 -12.5 13.83 U.25 -23.0 0 

Beispiel: Jß=0.2;T=10°;tg10°=0.1763 , · · 

M M[c . · 2 ~ /c * _,_ c;Y max=--w,;.;, 0.2·0.1763•0. 25·0.2- l5·0. 2·01763+ 2. 585·0, 2·0.1763 .:.2.1-0. · 0.1763-t..o. · q176 0.058~ 
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Spannungswerte am ort hotropen gekrümmten Sattelträg er, 

Höhe t~ariabel, Spannungen am beliebigen Quer:schnitt 

Tab. 

3 

Anisotropie: s-1f"!i6; k:1r&::,(,7; JJ,.= 0.3 =r E,: rcr,; • 
Krümmung: 

, 'in p; (J = h nach DIN 1052 

Vorzeichen: Zug (•) Druck (-) 

Gültigkeit: {J ~ 2.5; 7 s 15° 

Uezeiclmungen: 9r"'r;,. .i c;;.= 6.- ; 'l;y='L,.r 

Gnmzfillle: 

ß ::; 00 r ::>• (I : . ge;"acler ~attelträger 

{1>0 1= 0: gelfrümmrer Träger· mit 
konst. Höhe 

(J ·' 0 r= 0: gerader Träger mit konst. 
Niihe 

Spannungen am oberen geneigten Rand 

Spannung A B c D E F G H J 

0.370 ,(,170 0.350 0.555 -6.050 2.850 11.000 1,(,500 

y=- Q.5 
M G X _, 1.830 0 0.333 -01713 -1.805 0 0 0 

Beispiel: Jß=0.2 ,r=5°tg7=0,0875 2 
c;j-o.SJ=..M...tJ,.f-t.t.a3·0.0B7s~o.J3:J.0.2-o.713·0.2 2 -1.B05·0.2·0.087~] =-0.833 ~ tg 1 
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Tabelle.4 

I azl = x:i"] a8 = 1lt·* I 
mit 1lq = Aq +.Bq ( ~: ) + Cq { ~: t 

Aq = OJ2 tany 

Bq= OJ25 -1J5 tany +2J585tan2y 

Cq = 2J1 tany -4tan2y 

und ll 1 = A 1 + B1 ( ~: ) + C1 { ~: t + 01 { ~: Y 
At= 1+1J4tany+5Atan2y 

B1 = OJ35- 8tan y 

C1 = OJ555 +8J25tany +7.825 tan2y 

0 1 = 6tan2 y 

y=O~ 
hm = o./ gerader Träger 

rm 

y=O 
h >konzentrisch gekrümmter Träger (h=const.) 
--'!!.*0..........-
rm 

Y*O~ 
h ./ Sattelträger mit geradem Untergurt 
-1!!. = o..........-
rm 

Y*O~ 
h ./ Sattelträger mit gekrümmtem Untergurt 
--!!!. *0..........-
rm 

Quer- und Längsspannungen bei 

Biegeträgern 




