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VORWORT

Brettschichttriger mit Rechteckquerschnitt haben in den letzten Jahren im Holzbau
eine zunehmende Anwendung gefunden. Dabei hat man schon fruhzeitig neben den
geraden parallelgurtigen Biegetrigem und den oft weitgespannten Bogentrigern mit
verhiltnismaBig grofen K}Ummungsholbmessern Triger- und Rahmenformen ausgefthrt,
bei denen in einem gewissen Bereich stirkere Krimmungen konstanter oder verdnder—
licher Querschnitishshe vorkamen. Schliellich waren auch ausspringende Rahmen-
ecken oder Satteldachtrager mit gek.rijmmtem Untergurt und geneigtem Obergurt kei-
ne Seltenheit. Bei diesen Trigerformen traten oft Rifschdden auf, die auf die Wir-
kung von Querzugspannungen zuriickzufthren waren. Die theoretischen und ver-
suchstechnischen Untersuchungen derartiger Triger haben schlieBlich gezeigt, daf3
auch bei Satteldachtrigern mit geradem Untergurt und bei Voutentragern Querspan~
nungen-auftreten, die beim anisotropen Boustoff Holz nicht ohne weiteres vernach-

lassigt werden konnen.

Im Zuge der in Karlsruhe durchgefihrten Versuche tUber die in Heft 92 der "Berichte
aus der Bauforschung” berichtet wurde, hat Blumer die theoretische Spannungs-
berechnung fur praktisch alle vorkommenden Trigerformen unter Berticksichtigung der
Anisotropie des Holzes durchgefishrt. Dabei hat er Uber die teilweise in der Litera-
tur auf anderem Wege ermittelten Spannungen aus Moment hinaus, auch dje Griafe

und Verteilung der Léngs-, Quer~ und Schubspannungen aus Normalkraft und Quer-
kraft erfaBt. Mit diesen Angaben lassen sich die jeweils ungnstigsten Lastfalle be—
zuglich der entstehenden Maximalspannungen berechnen. Manch ein in den letzten
Jahren aufgetretener Schadensfall erfahrt damit seine Aufkldrung. Die Zulassigkeit
der von Blumer benutzten Naherungsansitze ist durch die Versuchsergebnisse und
soweit mdglich durch Vergleich mit den Ergebnissen anderer Forscher belegt. Dabei
ist zu bertcksichtigen, da8 Blumer die fur europdisches Nadelholz maBigebenden Werk-
stoffkenngréBen E, G und |1 verwendet und seine in den Diagrammen enthaltenen Ls-
sungen daher fur Brettschichtholz nach DIN 1052 unmittelbar angewendet werden kén-

nen.

Die Ergebnisse der umfangreichen und fiir Holzleimkonstruktionen sehr wertvollen



Arbeit stellen einen wichtigen Beitrag zur Erhshung der Sicherheit derartiger
Konstruktionen dar. Sie erfassen die Eigenschaften des anisotropen Baustoffes
Holz und lassen erkennen, dal man nicht einfach die vom Stahlbau und Stahl-
betonbau gewohnten Tragwerksformen auf den Holzbau tbertragen kann. Da
die zusammengesetzten Festigkeiten des Holzes bei gleichzeitiger Wirkung
von Lidngs-, Quer-~ und Schubspannungen noch unerforscht sind, ist Vorsicht
tberall dort geboten, wo zusammengesetzte Beanspruchungen vorliegen, so
daf3 in der Regel eine Ausnutzung der zuldssigen Einzelspannungen an diesen
Stellen nicht msglich ist. Hier missen durch weitere Forschungsarbeiten, wie
sie bereits in Karlsruhe und Miinchen angelaufen sind, die erforderlichen Un-

terlagen erarbeitet werden.

Die Darstellung der Ergebnisse in Form von Diagrammen, aus denen der Einflu
der maBRgebenden Parameter (Krimmungsverhilinis und Neigung des Obergurts)
unmittelbar entnommen werden kann, stellen nicht nur eine wesentliche Er~
leichterung fur die Spannungsberechnung dar, sie ermsglichen es auch dem
Konstrukteur,gefihrliche Spannungszustinde durch geschickte Wahl der Kon-
struktionsform zu vermeiden. Hierdurch wird der Wert der Arbeit erheblich

gesteigert.

Mohler
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1. Einleitung

Mit der Verleimung einzelner derader oder vorgekrimmter Brettlamel-
len zu einem Gesamtquerschnitt - kdnnen im Holzbau tragende Bautei-
le hergestellt werden, die nicht mehr an die Formen und Abmessungen
des gewachsenen Holzes gebunden sind. In der Regel werden Biege-
trdger mit Rechteck-— , in Ausnahmefdllen mit I-Querschnitten, mit
gerader oder gekriimmter Lingsachse in Schablonen verleimt. Diese
Bauweise ist auch fiir beliebig geformte Stiitzen, Schalen oder Sand-
wichelemente anwendbar. Dadurch efgibt sich die M8glichkeit, den
Baustoff Holz auch in Zukunft fiir die verschiedensten Anspriiche ih
modernen Bauwesen wirtschaftlich und dsthetisch einzusetzen. Bild
1.1. zeigt einige der moglichen ebenen Bauformen aus verleimtem

Brettschichtholz.

b

77 77

b) Rahmen mit gekriimmten
Rahmenecken

d) gerader Satteltrdger

a) Zweigelenkbogen

c) gekriimmter Satteltriger
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Die praktische Spannungsermittlung der in Bild 1.1. dargestellten
Tragerformén erfolgte bisher nach der Theorie des geraden und ge-
kriimmten Stébes, mit der Annahme, dass die Querschnitte eben und
senkrecht zur Mittellinie bleiben [q ,[ﬂ.,[ﬂ [Pﬂ.

Genauere Berechriungen mit Hilfe der Scheibentheorie sind zum Bei-
spiel im Buch von Girkmann"Flachentragwerke"5|an der konzentrisch
geki‘ﬁmmten Kreisbogenscheibe Fflir Momenten-, Querkraft- und Normal-
kraftbelastung aufgefiihrt. Vorausgesetzt wird dort ein isotroper
Werkstbff. In Erweiterung dazu gelang es Buchmann in seiner Disser-
tation @ﬂ, die Spannungen an der polarorthotropen Kreisbogenschei—

be unter reiner Momentenbelastung zu ermitteln. Dadurch werden die
Verhiltnisse im Baustoff Holz mit natﬁrliéher anisotroper Struktur
schon wesentlich bessef erfasst. Es ergeben sichbei stark gekriimm-
ten Holzstdben grdssere Biegerandspannungen und geringere Querspan-—
nungen im Vergleich zZum gekrimmten Stab aus isotropem Material.

Spannungsberechnungen nach der Scheibenthecrie an gekrimmten Sat-

teltrdgern wurden im Stahlbau Ffiir Rahmenecken.entwickelt. In Ervei-
terung zu Girkmann [5], der den ausspringenden Teil néherungsweise
als spannungsfrei annimmt, beriicksichtigt Swelem [7] in seiner Dis-—
sertation diesen Teil mit zus&dtzlichen Gliedein in der Spannuags-—
funktion und erhdlt eine gute Ndherung fir den Spannungszustand im.
Steg sowie in den Flanschen der Rahmenecke. Ungekldrt ist der Ein-
Fluss der Anisotropie auf die einzelnen Spannungskomponenten.

Flir die Spannungsermittlung am geraden Satteltréger konnte ich kei-
ne genaueren Berechnungen in der Literatur Ffinden sowohl Ffiir den
isotropen wie auch Ffiir den anisotropen Baustoff.

Verschiedene Schadenfdlle bei gekriimmten Satteltrdgern im Holzbau
haben die Notwendigkeit einer genauen Spannungsberechnung gezeigt.
Den guten Festigkeitseigenschaften des Holzes in Faserrichtung ste-
hen die vesentlich schlechteren Festigkeiten senkrecht zwr Faser
gegenliber Kolimann (8], Hempel [9], Xolb [i0]. Geringe Spannungen
senkrecht zur Stabachse bzw. zur Faser, verursacht durch die Krim-
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mung ‘oder den sattelfdrmigen Keil eines Biegetrdgers, konnen zu
einem Aufreissen des Holzes fiihren. Bild l.é. zeigt einen Modell-
tréger in der Form des gekriimmten Satteltrdgers nach erfolgtem
Bruchversuch. Die Belastung im gekriimmten Teil bestand aus einen
Biegemoment. Die Biegebeanspruchung kurz vor dem Bruch betrug 24bk
kp/cma, die Spannung quer zur Faser im Bereich des Risses lag bei

12 kp/cm?.

In dieser Arbeit sollen Balkenmit Scheibencharakter, wie sie im
Holzbau hdufig angewendet werden, theoretisch untersucht werden.
Bild 1.l1. Es werden Niherungsldsungen gefunden mit Berlicksichti-
gung der Anisotropie . Aus den mit dem Computer ausgewerteten Re-
sultaten werden anschliessend Diagramme und Ndherungsformeln Fflr
die praktische Spannungsberechnung abgeleitet.

Denselben Zweck verfolgte eine Versuchsreihe mit gekriimmten Brett-
schichttrdgern am Institut fiur Stahl, Holz und Steine der Universitit
Karlsruhe. Der Verfasser mochte dem Institutsvorsteher, Herrn Prof.
Dr.-Ing. Mohler, fiir die ermdglichte Bearbeitung dieser Versuche dan-
ken. Die Ergebnisse dieser Versuche werden am Ende der Arbeit den

theoretischen Ermittlungen gegeniibergestellt.
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2. Grundlagen

2.1. Allgemeine Betrachtungen und Voraussetzungen

In den vorliegenden theoretischen Untersuchungen sollen die Span-
nungsermittlungen der folgenden Belastungsarten und Scheibenformen
mit rechteckigem Querschnitt nach der Elastitdtstheorie durchge-
fiihrt werden. Der Grad der Anisotropie, der durch s= VEx/ﬁy , baw.
s= VE¢/Br und k= VEX/GXy , bzw. k= V&Q/Gr@definiert wird, Ffindet
durch die Spannungs- Dehnungsbeziehungen EBingang in die Rechnung.

Er wird in allen F&dllen beriicksichtigt.

a) Die polarorthotrope Kreisbogenscheibe mit Momenten-—, Normal-

kraft- und Querkraftbelastung.

Anwendungsbeispiele: Gekriimmter Biegetrdger, Bogentridger,
Rahmenecke.

Bild 2.1.



- 13 -

b) Die axialsymmetrische polarorthotrope Scheibe mit kreisfdrmig
gekriimnten inneren und geneigtem Husseren Rand mit Momenten-, Nor—
malkraft- und Querkraftbelastung.

Anwendungsbeispiele: Gekriimmter Satteltrdger, Rahmenecke.

Bild 2.2.

c) Die axialsymmetrische orthotrope Scheibe mit geradem unteren
und geneigtem oberen Rand mit Momenten-, Normalkraft- und Quer-

kraftbelastung.

K]

Anwendungsbeispiel: Gerader Satteltrdger.

Bild 2.3.
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Die betrachteten Scheiben sind Teile aus Balken mit wesentlich
grisseren Lingsabmessungen. Sie sollen durch Endquerschnitte be-
grenzt sein, wo sie durch die auftretenden Schnittkrdfte belastet
werden. An den Schnitten werden Ffiir die Verformungen keine Randbe-
dingungen aufgestellt, sondern lediglich die Resultierenden der
Spannungen als Schnittgrdssen M, N, Q vorgegeben. Die LOsungsergeb-
nisse sind nur dann streng richtig, wenn der aus der Rechaung an
den BEndquerschnitten sich ergebende Spannungsverlauf zufdllig mit
dem Spannungsverlauf der angrenzenden Teile ilibereinstimmt. Sonst
liegen hier Randstdrungen vor, deren Einfluss sich aber nach dem
Prinzip von St.- Venant nur iliber einen begrenzten Teil erstreckt.
Unter orthotropen Scheiben versteht man solche, bei denen die ela-
- stischen Hauptachsen parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen.
In den polarorthotropen Scheiben folgen die elastischen Haupﬁach—

sen den Polarkoordinaten lﬁq .

Es sollen folgende Voraussetzungen gelten:
a) Die Scheiben bestehen aus einem gleichmissig anisotropen Werkstoff.
b) Sie sind diinn wnd nach ihrer Dicke ungehindert verformbar.

c) Die Formdnderungen bleiben klein.

d) Die Forménderungen gehorchen dem Hooke'schen Gesetz.

e) Die Scheiben sind gewidhtsios, frei von Vorspannungen und nur
durch die dusseren Schnittkrafte, welche in der Scheibennittel-
ebene wirken, beansprucht.

F) Der betrachtete Bereich sei frei von Randstdrungen.

Daraus folgt:

aus b) Es herrscht ein ebener Spannungszustand., Die Spannungskom-

ponenten Oy 2 Tpy sz? bazw. cz,’sz 1 Tgp Verschwinden. Die
verbleibenden Spannungen und Verformungan stellen Mittelwer-
te Uber die Scheibendicke dar und sind umso genauer je diin-
ner die Scheibe ist. Da in der z - Richtung (senkrecht zux
Scheibenebene) keine Spannungen auftreten, kommt auch eine
etwaige Anisotropie nicht zur Auswirkung.

aus c) Die geometrischen Beziehungen kdnnen unter Vernachldssigung

der Glieder hSherer Ordnung angeschrieben werden.

aus d) Die Forminderungen sind rein elastisch, wegen der Linearitit
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diirfen Spannungen und Verschiebungen aus verschiedenen Bela--

stungszustdnden iiberlagert werden.

2.2, Die Scheibengleichung im karthesischen Koordinatensystem

2.2.1. Gleichgewichtsbedingungen

Unter den in Abschnitt 2.1. erwahnten Voraussetzungen ergeben sich

aus den Gleichgewichtsbeziehungen fir die Spannungskompcnenten Oy »

Gy % Txy des ebenen Spannungszustandes die folgenden Beziehungen.
Girkmann [5] .
aox ot %
iy —y—ay =0 (2.1/7)
%y, Uxy 2.7/2)
._...1 + X = 0 /
9y ox
- 2.7/3
Txy = Tyx (2.7 }
9o
¥ 3
oy+ By y
by ‘ 0Tyx
Tty W
acx
cx °x+ 3% ax
- dy R s
T X
Xy dx Tyt BX ax
f——
Tyx 1 Oy x

Bild 2.4.

Die Spannungskomponenten haben folgende Bedeutung:

: Spannung in Richtung der x - Achxe.

2 a

y ¢ Spannung in Richtung der y - Achse.

xy Schubspannung auf Ebene x in Richtung y.

yx

a4

¢ Schubspannung auf Ebene y in Richtung x.
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2.2.2. Geometrische Beziehungen

Der Zusammenhang der Verschiebungskomponenten u, v mit den Dehnun-

gen g, ¢€ und dem Schubwinkel ny wird durch die geometrischen Be-

y
ziehungen hergestellt. Girkmann [5] .
ov . _ _du ov "
€x = g: ; &y = By ¢ Yxy = T3y t Tox (2.2)

2.2.3. Hooke'sches Gesetz

Das Hooke'sche Gesetz gibt Beziehungen zwischen den Spannungskom-

ponenten Oy oy 3 Txy und den Dehnungskomponenpen i ey ’ ny wie-

der. Die ilibliche Schreibweise fiir den orthotropen Werkstoff lautet:

1 [
e, = — o0, - =L o
X E X B,y (2.3/1)
b'd
1 o, - Mx ¢
&= 5 % (2.3/2)
y b'd
1
Yxy = - " Txy (2.3/3)
Es bedeuten: E : Elastitdtsmodul in Richtung der x - Achse.
Ey : Elastitdtsmodul in Richtung der y ~ Achse.
ny ¢ Schubmodul. )
By * Querdehnungszahl in Richtung der x - Achse.
My : Querdehnungszahl in Richtung der y - Achse.

Bei einem kristallsymmftrischen Modell gilt aus energetischen Griin-
: .. X; . . .

den die Verkniipfung E% = By . Dieses Modell kann mit verschiedenen

Dehnungseigenschaften in den drei zueinander senkrecht stehenden

Achsen als Ersatzsystem filir Holz verwendet werden.
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‘'Mit den Abkiirzungen

< = m k =\[Bx / Gxy (2.4)

13sst sich das Hooke'sche Gesetz wie folgt schreiben:

ex = —— ( ox - Bx Oy ) (2.571)

ey = —%; ( 82 oy = Bx Ox ) (2.57!7
17 2

Yy kP (2.5/3)

2.2.4. Losung mit Hilfe der Airy'schen Spannungsfunktion

Aus den geometrischen Beziehungen (2.2) leitet man die Vertriglich-
keit ab und erhalt:

2 2
azny il o€y 12.€)

5+
3x 9y oy ox

Die Dehnungen werden mit Hilfe des Hooke'schen Gesetzes durch die
Spannungen ersetzt.

2 2 2 2 %o
k2 a Txx =a dx . 0 01 2 52. 3_012 - By )Zc " /2 7}
9x 9y 8y2 x ay2 9x Ch ol

Werden die Spannungskomponenten als Ableitung der Airy'schen Span-
nungsfunktion F(x,y) definiert,
i

2
2 alp 3%F
9°F - = e e
Ox = a—;i ’ c’y = 3 %2 ’ Txy 9x 9y 1 (2.5]

SO lassen sich alle unbekannten Grossen bis auf F eliminieren. Man
erhdlt die homogene Differentialgleichung fiir die orthotrope Schei-
be.

2 34y 2 3F 3% _ o [2.9)
s ——_71+(k"2“x)’ 55 + 7 =
ax 9x°dy oy
Ein Spezialfall stellt die isotrope Scheibe dar. Mit 52 =1,
k2 = 2 (1+ux) ergibt sich die aus der Literatur bekannte Scheiben-

gleichung [5] :
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F 3%F 3%F
AAF = + 2. + = 0
ax* ax°9y° ay” /2' )

Die Airy'sche Spannungsfunktion F ist Fflir die Scheibengleichung
eine strenge Losung. Da die Differentialgleichung fiir F aber un-
endlich viele L¥sungen aufweist, besteht die Schwierigkeit, dieje-
nige Funktion F zu finden, die auch den Randbedingungen geniigt.

2.2.5. Lisungsansatz Fflir die SpannungsFfunktion

Eine allgemeine l&sung flir die Spannungsfunktion kann wie folgt

z.B. nach [12] angegeben werden:
izj

F(x,y) = ;é; 1}11-Cosh(k1wiy) + Aiz-Cosh(Azwiy)

+ A;5-Sinh(A0;¥) + Ai4-Sinh()\2wiy)] ~cos(w; x) (27

Durch Einsetzen eines Summengliedes A;q-Cosh(Aw;y)-cos(w,;x)
aus (2.11) in die Scheibengleichung (2.9) erhdlt man fiir A eine Be-

stimmungsgleichung 4, Ordnung.

32-(k2—2ux) a2t =o

Die beiden m&glichen Ldsungen Fiir x1 5 lauten:
’

A = (P-20) L (Pe2p)? 2 (21277

2 4
2
ool =2ue) AlP-2pr)2 2 (2 12/2)
2 - f

Die Wurzelausdriicke besitzen reelle L&sungen, wenn die beiden fol-

genden Bedingungen erfiillt sind:

E
sz 0, ( X = 0)
i Ey -
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2
k 1’ Ex _ Ex
bx = 5 ( E = bx - ZG)

Der Ansatz der Spannungsfunktion nach (2.11) kann mit Berlicksichti-
gung der oberen zwei Ungleichungen fiir alle bekannten Baustoffe ver—

4]
A

wendet werden.

Sonderfall:
Fiir den isotropen Baustoff ergibt sich Ffiir A1und‘h2die Doppelldsung
A1’2 = 1, Die Spannungsfunktion kann wie Ffolgt angeschrieben werden.
i=}
Flayy) = ) [Au'Cosh(wiﬂ + Ay py-Cosh(wiy)
i=1

+ A33-Sinh(wiy) + Ai4-y-Sinh(wiyZ] cos(wix) (2.13)

Dieser Ldsungsansatz ist bei Girkmann [5] zu finden.
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2.3.1. Gleichgewichtsbedingungen

Durch die in Abschnitt 2.1. angenommenen Voraussetzungen erhdlt
man die Gleichgewichtsbedingungen fiir den ebenen Spannungszu-—

stand im Polarkoordinatensystem:

Die Spannungskomponenten haben folgende Bedeutung:
o
r

g
T
T

°
°

¢}

ort Schubspannung auf Ebene ¢

aO'r by l a'rr _ l( - ) -0
or = 99 T oY
ad;p aT(pI'
Ty tT oar g7 O
"ro T Tor
oo \ 5
o _+ -d o
¢ 9 ? o+ dr
\‘\\ r or
Tt \ at
ot T+ =Ly

V"

Bild 2.5.

Radialspannung in Richtung des Radius.
Tangentialspannung in Richtung der Tangente.
Schubspannung auf Ebene r in Richtung ¢ .

in Richtung r.

2.3.2. Geometrische Beziehungen

(2.74/7)

(2 14/2)

(2. %443)

Analog zu Abschnitt 2.2.2., aber fir das Polarkoordinatensystem,
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erhalten wir die geometrischen Beziehungen:

_ _Ou = - 138u Qv _v
=t s SpELELtR . e BT S (2.73)

2.3.3. Hooke'sches Gesetz

Die Verkniipfung der Dehnungs~ mit den Spannurigskomponenten lautet:

Er = —-J——-O'r_ P'_QE. O'(p /2' ,6/,}
Er E
P
e = _}13;.64, - _g_;_.or (2 7/2)
Yro = 1. Tro 2. 16/.
G’I‘Cp ( 3)

mit der energetischen Beziehung p(P/Eq}:pr/Er (2.17) und den beiden
Parametern:

5 = VEQP/EI. , k= \]E(P/Grq, (2 17)

ergibt sich das Hooke'sche Gesetz:

Er = ;’_“P ( 52 Gr = He*%9 ) /2‘ ,J/f/
e = —;(’; ( 0g = bg-0or ) (2 15/2)
Yro = e k2' Ty

E ¢ (2. 1%/3)

P
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2.3.4. Losung mit Hilfe der Airy'schen Spannungsfunktion

Die Vertrdglichkeit kann mit der Koppelung der drei Gleichungen
aus (2.15) gevonnen werden. (2. Ableitung der Schubverzerrung).

82 825 pe)
= r r - dey o€ o€
Y o = = ) 2 ) 2.7
ar aq) ( I‘(p r ) 2 - a + 21" + P — ( 9}

Werden die Dehnungen durch die Spannungskomponenten ersetzt, so er-—

halten wir folgende Gleichung:

r.T 2
k2 0(™TTY) - ( “T‘g)(SQUr““cp'ccp)

dr 3¢ 8cp2 or
o2
9 2 0
+ ( 2r =— + re 2 __
dr 32 ) ( Op = Hgrop )

Die Spannungskomponenten werden als Ableitung der Airy’schen Span-

nungsfunktion F(r,9) definiert:

op = 18F , 1 &F
r dar 12 9¢° /2. 20/1)
oo = 2 F
Y (2 20/2)
Ty = - 2 (1.3F (2. 20/3)
ro ar ' T 39

Die allgemeine Scheibengleichung im Polarkoordinatensystem ergibt
sich nach einigen Zwischenrechnungen zu:
2=
o' 2 F _ §% &%F . s°ar  s° ot L % ol
oré r ar3 r2 3re r3 dr + r4 6(p4 Tl acp28r2

2_ 2 2.2
k-2up  53p k+es"-2he &% (2.27)

- -
73 a¢28r r4 a¢2

[}
o

Spezialfall 1: Isotrope Scheibe mit s° = 1 und k> = 2(1+ig)

Wir erhalten die aus der Literatur bekannte Scheibengleichung

Girkmann [5] .

2 2
AAF = ( 8 1 8y (8E , 109F) _ 222
(o 7 G2t ran O (222)
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Spezialfall 2: Die Spannungen und Verschiebungen sind vom Winkel ?_

unabhdngig.
Damit ergibt sich die Scheibengleichung Ffiir den rotationssymmetri-
schen Spannungszustand der polarorthotropen Kreisbogenscheibe, wie

sie auch von Buchmann gefunden wurde [6].

3 232 2
A, 2908 $29%F | S°OF (2.23)
ar4 T ar? 1%r? r? ar

2.3.5. Losungsansatz fiir die Spannungsfunktion

Ein allgemeiner Ansatz kann in der folgenden Form gemacht werden:

i=j
F(I‘,Cp) = Z (Ai‘|.rmi1 + Aig.rmiZ 3 Ai3.rmi3 ¥ Ai4.rmi4 ) cos(aiip)
i=0
(2.24)
abgekiirzt geschrieben:
i=] k=4 )
F(I‘,q)) = Z ( Z Aix rmlk) coS &g /2 25}
i=0 k=1

Setzt man ein Spannungsglied aus (2.25) in die Gleichung (2.21) ein,
so erhdlt man analog Abschnitt 2.2.5. Ffiir N\ eine Bestimmungsglei-
chung 4. Ordnung zur Ermittlung der Parameter

3 2 2

4
m* - 4my” + ( 5-s®-qi k% 4 2a12u¢ ) mi2 + ( 2s° + 2a12k2 - 4a12u¢—2)mi

+( ai452 - 252(112 _ai2k2 - gai2“cp ) =0 /2.26)
Flir die Nullstellungen miissen wir eine Substitution durchfithren. mj
wird durch den Ausdruck x + 1 ersetzt, damit erhalten wir ein Po-
lynom 4, Ordnung fiir x, bei dem die Glieder mit ungeraden Exponenten

wegfallen.
x* - 29522 + s2( «221)° = 0 (2.27]
mit der Abkilirzung:
qi? = i [1+ s? + a32( ¥2- 2p ﬂ
2 ¢
Damit wird es nun méglich die Nullstellen von (2.26) iiber die Grds-—

se X zu ermitteln.
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xq = ti2+ qi4- s2(a i2-1)2 =myq - 1
xp = V a3 - VQi4- s?(a32-1)% = mjp - 1
x3 = '\(%2" ti4‘ 8%(a 3?12 =myy -1
Xy = —V&iz— V§i4— s2(q 12-1)2 =W, 1

Reelle L&sungen erhdlt man, wenn die beiden folgenden Ungleichun-
gen erfillt sind:

a) xqu > s ( a12-1)

Vai4 - s2( a3?-1)

b) ai’

nv

b) ist mit s2(a12-1)2 50: immer erfiillt.
a) muss zur Veranschaulichung noch etwas umgerechunet werden. Wird
qj eingesetzt erhdlt man:

2
2 1 2 2 2 > i+s
k 2 a—i-z ( 2s G i -1 = 25 = 87 + 2 ai p.cp ) s 2 ( s + U.(P )— S-a—lé—)-

mitk2=E¢/Gr¢unds2=E¢/Er kann eine Ungleichung Fflir den Schubmodul
gefunden werden.

¢ S %9

2( 2o + u¢) -

(1+ '\,E(P/Er)z

2
&y

Er
Spezialfalll: ai = 0
Es handelt sich hier um den Spannungszustand, der vom Winkel unab-

hdngig ist.Dieser Ldsungsansatz ist bei Buchmann angegeben [6] und
erfillt die Gleichung (2.23)

Mo1 = 0
me2 = 2
Me3 = l+8
Mgg = 1-8
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Die exakte Spannungsfunktion ergibt sich zu:

Fo = Agt1 + Ago r? + Ag3 ri*s 4 Aoy rl-s {2 ZII

Ist der WerkstofFf isotrop, also 32 = 1 und k2 = 2(1+qu) , dann er-
hdlt man den L8sungsansatz Filir die isotrope Kreisbogenscheibe mit
Momentenbelastung. Girkmann [5] , Mostafa Swelem [7] . (Exakte Losung

der Gleichung (2.14))

Fo = Agt + Agp T2 + Ao3 r°inr + Aogln r (2.29)

Spezialfall 2: a;=1

Damit gewinnt man einen Losungsansatz, der fir die orthotrope Kreis-
bogenscheibe mit Normalkraft- und Querkraftbelastung verwendet wer—
den kann (2.30). Macht man auch hier den Uebergang zum isotropen Ma-

terial, so ergeben sich die Formeln, die in der Literatur unter [5]

oder {7] zu finden sind.

mq =1, mp=1,

- 2 2 _ o
m13_1+V1+s + k «2p(P—1+u

m14=1—-\/1+s‘2+k2 —2pq3=1+n

Fi=( A9+ Ao T-ln T + Aqz PARLI Aqy r1_n) cos @ /2.30/

isotrop: n = 2

Fqy=( A+ Apr-lnr + A3 r3+A14 P cos ¢ (237)

Lsung der Scheibengleichung (2.22)
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3. Die polarorthotrope Kreisbogenscheibe mit Momenten-, Normalkraft-—

und Querkraftbelastung

3.1. Grundlastfdlle

Es ist zweckmdssig, wenn man den allgemeinen Belastungsfall M, N, Q
in die folgenden Grundlastfdlle aufspaltet.(Bild 3.1)

Grundlastfall a) Reine Biegung M.
Grundlastfall b) Querkraft Q. Ein Endquerschnitt wird mit Q be-
lastet, M = N = O (Kragarm mit Querkraft - Binzel-
‘ last).
Grundlastfall c) Normalkraft N. An einem Endquerschnitt greift nur
die Normalkraft N an. M = Q = O (Kragarm mit Normal-—
kraft - Einzellast).

Grundlastfall a)

Allgem. Lastfall

YL

28

Grundlastfall c)

/+\ e,
)X A
i LA

128
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Fiir die angreifenden Schnittkrdfte miissen die Gleichgewichtsbedingun—
gen erfiillt sein:

Allgemeiner Lastfall:

2X =0 Q = Q'-cos 2B +N'sin 26

2Y =0 N = N'-cos 28 - Q'sin 26 /3_/}
JM=0 M=0M -« (N-K")rpg

Grundlastfdlle:

Q' = Q-cos 28 Q' = - N-sin 26

N1' = Q-sin 26 N," = N-cos 28 Ki 2)
Myt o= - Q'rm sin 26 My' = Nerp (1 -cos 28)

Addition der Grundlastfdlle: Fiir den Endquerschnitt $=E§_

Q' Q' + Qo'

s Ty (3.3)
M= M, o+ My' + M

3.2. Spannungszustand fiir den Grundlastfall: Reine Biegung

Dieser Belastungsfall ist drehsymmetrisch, das heisst: Die Verschie-
bungen und Spannungen sind vom Winkel ¢ unabhdngig. An den Rindern

=0 und ¢ = 285 greifen die &dusseren Momente M in der Mittel-
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ebene der Scheibe an. Die Ldsung dieses Problems finden wir bei Buch-
mann [6]. Er hat zusdtzlich zur Ermittlung der Spannungsverteilung
exakte Formeln Fflir die Verschiebungen hergeleitet. Wir beschrznken
uns hier auf die Ableitung der Formeln fiir die Spannungskomponenten
Uber den Weg der Airy'schen Spannungsfunktion. Die exakte L&sung der
Scheibengleichung liegt in Abschnitt 2. mit der Gleichung (2.28) vor.
Fo =441 + Ago re + A3 ri+s 4 Aoy rl-s

Der Spezialfall der isotropen Scheibe hat die Spannungsfunktion (2.29)
Fo =45 + Ay re + Ays inr + AO4 nr
Die Beziehungen (2.20) erlauben es, auf direktem Weg die Spannungs-
komponen aus (2.28) und (2.29) zu ermitteln.

s >1) (orthotrop)

op =2 A+ (1 +5s) AoB-rs"‘I + (1 -58) A°4-r_s_1 [3.4/7)
op =2 A+ (1 +5s)es !\.03-1'5“1 - (1=-s8) AO4'T-S-1 (3 4/2)
Tpg = O | (3. 4/3)
s = 1 (isotrop) ]

Op =2 Agp + Apz (1 +21nT ) + Ay — (3 577)
ccp=2Ao2+Ao3(3-‘—2Lnr)~Ao4—i—2— (3. 572)
Trg= O (3 573)

Fir die Bestimmung der Konstanten stehen uns die 2 Randbedingungen
am inneren und &usseren Rand, wo die Radialspannungen verschwinden
miissen, und eine Gleichgewichtsbedingung an einem der Endquerschnit-
te zur Verfligung.

Opg = 0, Orp = O es bedeutet: t = Scheibendicke

b
‘tj G(P'r-dr =N
a

Nach einigen Zwischenrechnungen erhdlt man die Spannungskomponenten:
orthotrop:

op= - §§(1_32) {(bs+1 _ as+1) £S5 F2s<§)s+1 _ (;)s+1 b?% _ (b2s_a25))
‘ (2.677)
o= - %%(1_32) [s.(bs+1 _as+0 =1 4 5 [aZS (%) s+1 _ (%) s+1b2%_(b23_325X
(3. 6/2)
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mit der Abkiirzung:

Ng = 1+ [(1—5)2 [a%%42 o 32593} 14300 (a° v°° +a°0s0") +Bsla-u)"t" ]

Flir die numerische Rechnung sind die Formeln (3.6) nicht geeignet,
weil sie Differenzen anndhernd gleich grosser Zahlen enthalten. Des-
wegen werden die Ldsungen wie bei Buchmann [6] ungeschrieben und die

Abkiirzungen 7 und a eingefiihrt. (Bild 3.3)

] _l: ,,:.\é%a”m(«._a) (2 717)
2
. *._J__._.__ L= b - _1_ b= (1 + a) (3.)7/2/
r y orp, 28
? it 2 /3)
f”’]r—J RN p=-cm r=rp (1 -20cm) (373
Bild 3.3.

Schliesslich lauten die Gleichungen fiir die Spanaungen wie Ffolgt:
orthotrop: s>1 '

- S+1 s+1 -1
=y v e a)™ ] - 2en)”

m

_ (1-0:)25 (1 0L)s+1__ 1 s+1 \2s 1 _ 2s 2
[ + (1-a) (1+a) ]__-__(1_2(”])5”‘1 [(1+a) -(1-a) s]
(2 ¢/7)
2 2 -
0= - %.L%SHL){SL“”)SH - (=)™ J(1-2am ! 4 6 [(120) 35 (140

~(1-a)5*! (1+a)25](1__%1n)_s_+_1_ —[(‘]+a)2s - (1_a)25]} (2. ¢/2)

q = (1-3)2[(1_a)25+2 . (1+q)2s+2]_ (1+s)2[(1—a)2 (1+a)2s +(1-cc)23 (1+a)2

isotrop: s = 1 +8s (1—a2)s+4 (.;"..9/
- M 2a 2 1-2a Y2 1=2amy, (1-02)2 140
Op = = Qi _(1.a)c.n{-=c%N 1+0 )< ] +
r = - g B[00 B (e fan (120 L In(1£2)]
(3 72/7)

2 2 2y2
_ M 2 wy o 1-2a 2 1-2a i 1
op = - & -—__3;‘12 [40._(1_1) l,n(——711~a )+(1+a) Ln(-——TlH_ = )- i—-LH_gan Ln(—,le)](J %/2]
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N, = - 4a® + (1= o?)? [Ln (122 ]2 (3.17)

Spezialfall: s = O

Dieser Fall kann nur eintreten, wenn K¢ = 0 und E, = o werden. Das
heisst, dass keine radialen Dehnungen auftreten. Damit sind diesel-
ben Voraussetzungen erfiillt, die der Theorie des gekrimmten Balkens

zugrunde liegen.

s =0

s R [l ] (2271
S —— 2z
N3 = (-2a + ln Li;) (3. "-?}

3.3. Spannungszustand flivr den Grundlastfall: Querkraft

Bild 3.4.

Am Rande ¢=0 des in Bild 3.4, dargestellten Trdgers, greift in der
Scheibenebene die dussere Kraft Q an. Im Gegensatz zu dem in Abschnitt
3.2. behandelten Fall der Drehsymmetrie sind in dem nun folcenden Fall
die Spannungen und Verschiebungen vom Winkel ¢ abhdngig. Als L&sungs-
ansatz der Scheibengleichung (2.21) verwenden wir die Spannungsfunk-
tion des Spezialfalles 2, Gleichung (2.30), mit ay=1 . Allerdings

muss der Cosinus mit dem Sinus vertauscht werden. Diese abgednderte
Spannungsfunktion bleibt trotzdem eine L¥sung der Scheibengleichung,
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Fi= (A1 r +Aprlnr + Ay AR Aqy r'™®) sin P
mit n = 1482 +x2 -2 )
Bei isotropem Baustoff wird n = 2, (s2 =1, k2 = 2(1+u(P))und damit:

3

F1=(A11r+A12r-Lnr+A13r +A14%)sincp

Aus den Losungsansdtzen konnen durch Ableitungen die Spannungskom-
ponenten errechnet werden. Es ‘ergibt sich flir n = 2 isotrop, n # 2
orthotrop:

op = (A 1. Aqz neri=1 o Aqy ner~8-1) gin )

v i (2 771)
oy = ( Aqp .1; + Aqs a(1+n) o7 & Ay n(n-1) 1) cos P (3. 14/2)
Trg = = ( Aqp —;- + A3 n.e=1 o Ay m r %=1y sin ¢ /314/3}

Fir die Bestimmung der Konstanten A12’ Al3’ A14 stehen uns auch hier
vorerst die Randbedingungen am inneren und dusseren Rand zur Verfli-
gung, wo or und Tre verschwinden. An den beiden Formeln (3.14) mit or
und Tre kann man erkennen, dass sich diese in der Variablen r nicht
unterscheiden, es gilt aor/acp=-1:m. Wenn wir also op an den beiden
Randern gleich O setzen, dann verschwinden dort auch die Schubspan-
nungskomponenten. Erfiillen wir also einmal diese zweil Randbedingun-
gen, so ergeben sich die Ffolgenden Bestimmungsgleichungen:

At2

n-1 -n-1
T + A13 neb - A14n-b =0

Ao

- A13 n-an"1 - A14 n.a"‘n"1 = 0

Wir 18sen das Gleichungssystem nach den beiden Xonstanten A

14213

und A12/Al3auf‘

Aqo A
I R L o14 n-b_n—1 = 0 |ngeni
A3 Db Aq3
A1 Aq
__21 + n-an"1 - ;4 n a—n-1 =0
Ags @ A3
(3. 1571)
A n n
——‘li = a =b = —an 'bn
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Ap _a-n pB (%R 520

—_= =n- = -n (an + bn ) 3. 1572,
A3 R . gn { /

und setzen diese in die Spannungsgleichung (3.14) ein:
- - n ,.n
UI‘ = A13[n-rn 1 + n.an bn r n 1 - n L(I__i'jb—l:ISin CP /3 fé//j
n .n

op = A13[n (1+n) =1 4 n.(1-n) a® p? 2= _ ﬁe—-;Lﬂsin (3. 7/2)

n n
n-1 _ p.gn -1 (2 D 2] cos 9 [1 %/3)

rg = - A13 [n-r
r

Die verbleibende Konstante A13 1dsst sich durch Gleichsetzung der
dusseren Belastung mit den resultierenden Schubspannuangskomponenten
am Endquerschnitt ¢ = O ermitteln.

r=b b b b
Q= tf Tre dr = - A13-t-n-[Jrn“1 dr + aB pn Jr_n-1 dr -(a® +p* :j% dr]
r=a a 1

n n -n -n
- A13-t-n [b -2~ _ b - a Lall pBo (an " bn)~Ln _‘9]
n. n a

1]

1}

—A13-t'[2 (bn-an)-n(an+bn)-m§]

damit wird:

AL, =2 1
Bt 2 (a® v* ) +n (& +b® ) in b/a (32.77)

Flihren wir noch die Abkiirzung ug analog Ng in Abschnitt 3.2. ein,
n _.n '
Ug=(alab®)+n- L8 40 ) 4pnd (2. %)
so ergeben sich die Spannungskomponenten mit Berlicksichtigung von
(3.17) und (3.18)

6. = _1°Q En-1 + gl ph. p=n=1_ a® +p® |,
T 2 % 0, a r N A sing 03 ,_9///
0. = 100 [£1+n =1 Lo nyn -n-1 _ af + bA
9= Te Ul ) (1-n) a® V" r : .sin ¢ (31912
Tpp = = B [rn'1 + gh ptt pen=1 _ R+ bn:| .
9=~ 2 - r EtDB l.cosy (2. 47/3]

Bildet man den Uebergang zum isotropen Material mit n = 2, so erhilt
man die aus der Literatur bekannten Formeln (Girkmann [5])
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2 p2 2 2 s
or—_-._Q__.[r+a b - & ;b ]suncp . /3.7.9/4}
teUg 3

- Q [ _ a2 12 _ a2 + 12 ] sy 3 1945)

%9 TG LT T & = (-
2 42 2 2

=..._On_[r+ab—a+b]coscp :
Tro t-Ug ] T [3.19/¢)
omit

Us=a2—b2+(a2+b2)‘l,ng

Analog Abschnitt 3.2. solvlen die Substitutionen nach den Gleichun-
gen (3.7/1) bis (3.7/3) gemacht werden.

Somit lauten die Gleichungen fur:

op = 2.41 {(1—2an)n_1+(1-a)n(1+a)n(1_gun)'n'1_ (1—a)n+(1+a)n] sin ¢
FOUy Z 1-2(1?']5 /320///

n n
0g= Qan (1+n)(1—2cm)n'1+(1-n)(1-0!)n(1w)n(1—2un)-n'1wﬁ%%;i)_—lsin 9

—

o5 ]

Y
3.20/2
Tro ='s)c;""—(x'%[(1"2°"‘)n“1+(1--‘1)n(1+ﬂl)n(1--2om)_n“1 - “ﬁglzr;;ngna)n_]] tf'osgj
mit (2.20/3)
Uy = (1= (e 4 g[u-u)n + (1+a)“] n 12
und isotrop: (n = 2)
L [(1"2a”) el (o) (=) +(1+a)2] sin o /3. 2171)
R (1-2am)3 (1-2an)
[3.27/2)

2 2 ° 2
= Q.20 o) {1=a)” (+a) (1-0)° + (1+a) ] ,
oo i [3(1 2an) (1203 (1-2an) BB

517
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2 2 2 2
- 20 (1-a)® (1+a)” _ (1-a) + (1+GL] (2 21/3)
mit
Up = (1-a)2 - (1+a)2 + [(1-a)2 + (1+a)2] n %{%

3.4. Spannungszustand Ffiir den Grundlastfall: Normalkraft

Bild 3.6.

Wir zerlegen diesen Fall in zwei Teilbelastungen:

Bild 3.7.

Die erste Teilbelastung, reine Biegung (Mé), ist gemdss Abschnitt
3.2. zu behandeln. Flir den Spannungszustand zur zweiten Teilbela-
stung muss lediglich in den Formeln Ffiir den Lastfall Querkraft nach
Abschnitt 3.3. der Winkel ¢ durch ¢' = ¢- s} ersetzt werden. Dar-
aus ergibt sich:
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sin @' = sin (q;_ -‘g—) = = COS @ /3- 22//)
cos (pl = coS8 ((P.. lzt-) = sin P /.‘2 22/2/
Moo= M, = Nerj (3 22/3)
Q = -X (3. 2214)

Mit den beiden Gleichungen (3.8/1) und (3.20/1), sowie mit den Bezie-
hungen (3.22/2) bis (3.22/4) kénnen wir die Radialspannung fir diesen
Lastfall anschreiben:

O = = %‘Q{BSI}ISZ) [((1+a)s+1 _ (1_a)s+1)(1_2an)s-1 _ ((1_a)28(1+a)s+1

P
1 2 1 2 2
=(1=2) 57" (1+a) S) —??:;;;7511 - ((1+a) S - (1-a) S)J
+2 [(1-2an)n'1 + (1=a)B(1+0) P (1-20m) 0"
n n
- (1-a1_2;n 122 ]WS 9 (3 25/7)

ebenso mit den Gleichungen: (3.8/2), (3.20/2), (3.22/2) bis (3.22/4)

0 = = %,a {4'§:S2 [s((‘Ha)s'FI = (1-a)s+1)(1—2an)s-1+ ((1_a)25(1+“)s+1

?
_(1—a)s+1(1+a)25)?;—zl—;g+1- ((1+a)2s - (1_a)25ﬂ
~2an

+ %1 (1+n)(‘|-20n'))n"1 + (1—n)(1-a)n(1+a)n(1-2an)'n'1
(1) 4 (140)® ] vos (P} (3. 23/2)

(1-2an)
Schliesslich ergibt sich die Schubspannung mit den Gleichungen:
(3.20/3), (3.22/1), (3.22/4)

= - %,a % [(‘l-?ocn)n"1 + (1=0)™ (1+a)™ (1-2017))'1'1"1
1

n n
- AlsE 1_;an1+a J sin ¢ /&‘quy

es bedeuten:

N, = (1-9)2 [(1-a)25+2 + (1+a)25+2J - (1+s)2[(1—a)2 (1+)2 + (1-0)°8
(1+0)?] + 8s (1-?) s+
U, = (1-a)® —(1+a)® + % l(1-a)n + (1+a)nJLn %;%—

Flr den isotropen Werkstoff mit s = 1 und n = 2 erhalten wir die 3
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Spannungskomponenten Ffiir den Lastfall Normalkraft wie folgt:

o, = - g-a{:ﬁz[-(1—a)2.1n( 1=20m) 4 (140)2, Ln(T;§EH)+ }:gsnf Ln(1+a)]
< [c1-2em + ”Z‘I)eilﬁ“)z ()®eliie)bo, of o
o = - %-a{j% [4a - (1-0)2un(12220) + (1+0)Zin(45220) - §]:§2n)m (1+“ﬂ
b - =T L] s f
;?f = - f 2[ (1-2an) + (1-?:_;;;?%2 - (1-a)f1tzi;;alz ]sin o [3.20/3)
N, = -4a? + (1-02)2 [Ln( 1*“)]
U, = (1-0)2 - (140)2 [(1-0:)2 ¥ (1+(x)2] wn(152)

3.5. Ndherungsformeln filir die polarorthotrope Kreisbogesnscheibe mit

reiner Biegung

Die in den Abschnitten 3.2. bis 3.4. abgeleiteten Spannungsformeln
sind sehr umfangreich und deswegen flir die Bemessung von Bauteilen
ungeeignet., In diesem Abschnitt soll versucht werden, flr den meist-
gebrauchten Lastfall Biegung Ndherungsformeln mit Reihenentwicklun-
gen flr die wichtigsten Spannungskomponenten zu erhalten. Es interes.
sieren die Randspannungen und die extremalen Radialspamnnungen sowie der

Ort des Extremums.

3.5.1. Ndherungsformeln Fflr die Randspannungen am inneren und Husse-

ren Rand

In Abschnitt 3.2. haben wir Ffllr die Tangentialspannung den Ausdruck
nach Gleichung (3.8/2) erhalten. Die Randspannungen ergeben sich,
wenn wir Elr ﬂ=-é am dusseren und =+; am inneren Rand setzen.

Ope.y = * % 45§§1=531w{ﬁ(1+a)5+1 - (1=0)5* ) (140)5"1 + & [(1-0:)2s (1+a) 5t
a, = 1
_(1-a)5+1(1+a)25] (120)78"" - [(1+a)28 - (1-a)25]}
[3.25)
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mit

N, = (1—5)2[(1;a)2s+2 + (1+a)25+ﬂ-(1+s)2[(1-a)2 (14+0) 28 + (1-a)23(1+aﬁ

+ 8s (1 a2)s+1
Aus geometrischen Griinden muss das Verhiltnis “=g-' immer ; z‘seln.
Im Holzbau ist a in den meisten Fillen < 0,1. Vir fuhren eine Reihen-
entwicklung durch. Als erstes soll der Wert N, in die Form

_ 2 3 4
N1 = Ko + K1a + K2a + K3a + K4a ses0ssescecnescs

gebracht werden. Nach den erfolgten Zwischenrechnungen erhilt man:
...1_ 2y2 4 - Se= (l ecocceccoe
Ny = 5> s (1-8%) —g s (1-52)2(s-3) (4s-3)
Die Glieder mit Potenzen » 6 sollen vernachlédssigt werden. Die ver-
schiedenen Anteile der Spannungsgleichung (3.25) erhalten die Formen:

23(s+1)a{1: (s=1)a + (-§§1)(2s-3)a2

s=1)(s=2

s Q1+a)s+1 -.(1-a)s+1](1:“)s-1
% (s-—1)(s2-3s+3)a3 + 3

I+

(452-125415)-0% .......00 )]

s L(1-<1)2s(1+a)s+1 (1= a)s+1(1+a)zs](1+a)'s"

= =2s(s=1).a|1F(s+1)a + —5—2512
I S;1(5 —3s+3)a’ + (1484 -16s +19s°
- 215 +30)-a* ..........J

[(1+a)2s - (1-a)23] = —4sa[1+ %(8—1)(28~1)a2+§§%(853—3252
+ 38s - 12)a4 ...........J

Glieder mit Potenzen > 4 werden vernachldssigt.,

Die 3 ;nto;le zusamnengefasst, durch N1 dividiert und mit dem Faktor
:g 4a°(1-s ) multipliziert, ergeben die Randspannungen bei reiner
Nomentenbelastungfur‘die polarorthotrope Kreisbogenscheibe.

0¢a %[1_ 2 -% (s +6)a - %3(9-52)03..-...............] Azzlhd

2

d(pi _%[1+.3.a+-—-(s +6)G +-—5(9 52)(1 .-..-...........-] K?ZF/‘?}
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Bei der isotropen Scheibe wird s = 1, damit erhalten wir:

M- 2 7 16 .3 '
gcpa=—w—-{1———3—a+—1—5—a2- 5 o ......] /-?2,/’/

_ M 2 7 2 16 3
°<Pi"—W—[1+Ta +—1-§-—CX + 75 (X....-.] /32'?/2)

Mit s = O lassen sich dieselben Formeln ermitteln, die Heimeshoff Pﬂ
angibt. (Klassische Biegetheorie mit ebenen Querschaitten)

- M 2 2 422 43 } (2 29/7]
Opa = — [1 i - TR TEEERER

_ 2 2 2. 2 3 (3 29/2
Op; = = WF‘[T + =5« + <« + 5« ........} /

3.5.2. Ndherungsformel flir die extremale Radialspannung

Um den Ort der extremalen Radialspannung zu bestimmen, setzen wir die
erste Ableitung nach n der Gleichung (3.8/1) gleich null,
9.2 =0 =[(1+a)s+1 _(1_a)8+1}(1_2a)s~2(s_1) _ (1—(1)25(1+(1)S+1 —(1—(!)S+1

(1+a)2ﬂ (1-'2otn)"s"2 (-s=1)
Nach (1-2an) aufgeldst:
2s

(5+1) (1-0)571 (14a)2® - (1-0)%% (140)*

1 -2an = (s=1) (1+a)5*7 = (1-a)S*!

Wir Ffiihren wieder eine Reihenentwicklung durch. Die Stelle des Ex-
tremwertes ergibt sich zu:

2
5 37 +7s = 158~ .3
Mo =—hL-=-—T§a+ —7W——a ....--....oﬂ.fﬂ/

No in den Ausdruck (1-2amn) eingesetzt ergibt: y

s

2
2 37 + 7s = 15s 4
1 - ‘2‘ o - 360 o

Bild 3.7,
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Das Extremum der Radialspannung 1l&sst sich mit Hilfe der Gleichung
(3.8/1) errechnen, wir erhalten:

. M a =
Op min = - —/— . & - 3510 2
mirt W 5 [1 o ] (2 31)
h VE
= Torg s = W_Lr-—
. : Er
Die Spezialfdlle lauten:
s = 1 (isotrope Scheibe)
0y min = --%—-g 1+ -%g a? .......] (332)
s = 0 (klassische Biegetheorie)
. M a 107 2
Op min = - g P + OTEO P eeeneeneane J (233)

Die Formel (3.33) ist bereits von Heimeshoff [4] abgeleitet worden.

3.6. Rechnerische Auswertung der Spannungen

Die Gleichungen (3.8/1,2) [lir den Grundlastfall reine Biegung,

- (3.20/1-3) Pfiir den Grundlastfall Querkraft und (3.23/1-3) Fir den
Grundlastfall Normalkraft habe ich mit Hilfe der X8 des Institutes
Flir Mathematik an der Universitit Karlsruhe ausgewertet. Die Tangen-—
tial-, Radial- und Schubspannungen wurden jeweils in den Zehntels-
punkten flir v = -0,5, -0,4 ... 0,4, 0,5 errechnet. Die Extremverte
konnten ndherungsweise mit Hilfe einer iiber 5 Stiitzstellen interpo-
lierten Parabel nach der Stirlingschen Formel bestimmt werden.
Obwohl in Kapitel 3,normalerweise das Extremum exakt berechnet
werden kann, wurde vor allem im Hinblick auf die Extremwertbestim-
mung an den Spannungen der Scheiben in Abscnitt 4.und 5. diese Me-
thode entwickelt. Der Rechengang ldsst sich auf einem Tischcomputer
bewdltigen und ergibt eine ausreichende Genauigkeit.

Die Auswertungen sind in den Tafeln 1 - 10 zusammengestellt,
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4. Die axialsymmetrische polarorthotrope Scheibe mit kreisf&rmig ge-—

krimmtem inneren und geneigtem dusseren Rand

4.1, Grundlastfédlle

Die in Bild 4.1. dargestellte Scheibe ist in bezug auf ihre Diagonz-

le symmetrisch. An den Endqueréchnitten greifen die Zusseren Schnitt-

krdfte in der Ebene der Scheibe an. Um die Symmetrieeigenschaften

bezliglich der Eckdiagonalen auszuniitzen, wird der allgemeine Bela-

stungsfall in die drei symmetrischen bzw. antimetrischen Grundlast-

fdlle aufgespaltet:

Grundlastfall a): Reine Biegung

Grundlastfall b): Normal-, Querkraft und Biegung symmetrisch zur Eck-
diagonalen. Die Resultierende liegt im Kriimmungs-
mittelpunkt r = O normal zum Eckdiagonalquerschnitt.

Grundlastfall c): Normal-, Querkraft und Biegung antimetrisca zur
Eckdiagonalen, Die Resultierende liegt im Eckdia-

gonalquerschnitt.

Allgem, Lastfall Grundlastfall a)

,f




Nach

sein
=P
=7y,
>u

Pig =

Por

Zwischen den Schnittgrdcsen des allgemeinen Lastfalles und denen der

Grundlastfall b)

Grundlastfall c)

Pytans' ] P;tans
AN S
B [ 5
26|
-n-——g ?——.~ ‘
(7] 1 |
7w (% | (2:)\| 5o/
Bild 4.1.
Bild 4.1. miissen Folgende Gleichgewichtsbedingungen erfiillt
=0 (Q =Q'") cos & = (N + N') sin &
=0 (Q+ Q') sin 6 = =(N - N') cos §
=0 M- M = (N - N') rp
S, m =@ § = Pyq-
cos ’ 1 = YR+ T'p-COS = L1 Ty
e §§§3 y Mp =TPpp-ry-sin 8 =Py 1y

Grundlastfdlle ergeben sich folgende Beziehungen:
Py =Py =N

Pq-ten & + Po-cot &
My - My + Mp

Q
My = v (Pq ~ P2) = Mg = Nerp

daraus erhdlt man:

Pqe(1 + tan® 8)

Py

Pa

Mo

N + Q-tan &

N+Q:-tan 8 _ y..0825 + Qsind-cosd

1+tans 1 5
= —— Ne(cos28 + 1) + Q-.sin2
=Pq =N = —%— [N'(QOSZG - 1) + Q-sin26]
a M +N'rm

M
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Die Zusammenfassung der Grundlastfille a) und b)Ffir My = M; ergibt
den Lastfall symmetrische Quer- und Normalkraftbelastung ohne 3dusse-
res Biegemoment. Die Zusammenfassung von b) und c) Ffiir P, = P2 er—-
gibt den Lastfall Querkraftbelastung analog Bild 3.1.b). Aus a), b)
und c) Fiir P2=—P1tan26 und Mg= Pq-rp(1+tan6) erhdlt man den Last—
fall Normalkraft analog Bild 3.1.c).

4.2, Reine Biegung

Flir den Lastfall reine Biegung wird der Koordinatenursprung = 0 in
die Eckdiagonale gelegt.

4.2.1. Die Rand- und Gleichgewichtsbedingungen

4.2.1.1. Die Randbedingungen am gekrimmten Rand r = a

Am inneren Rand miissen analog Abschnitt 3 die Radial- und Tangential-

spannungen verschwinden.

c =0 (¢ 177)

Tr=a

=0 (4.7/2]

T
IT'Qr=g
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4.2.1.2. Die Randbedingungen am geneigten dusseren Rand x = b

Es ist fast unmdglich, Fflir die Scheibengleichung (2.21) in Abschnitt
2 eine L&sung zu finden, die alle Randbedingungen und somit auch die
Randbedingungen am geneigten dusseren Rand erfiillt. Es wird aber ver-
langt, dass die angreifenden Normal- und Schubspannungen am dusseren
Rand minimal werden. Die Bedingung dazu wird nach der Methode der
kleinsten Quadrate formuliert. Sie lautet:

y=b-tan(I+8)

_ 2

K = (ox + 1

y=b:tanv

xyz) dy = minimal (42)

0x'und Tyxy sind die Spannungskomponenten im x - y Koordinatensystem,
t bedeutet die Scheibendicke.

4.2.1.3. Die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Endquerschnitte

An den Endquerschnitteng = *6 miissen die Spannungen mit den dusseren
angreifenden Krdften im Gleichgewicht stehen. Die drei Beziehungen

Flir Moment, Normal- und Querkraft lauten:

r=b/§bs$
M = % o -r-dr
. %og=6 (4.3/7)
r=b/cos?
N = % La o¢-dr = 0 /2_3[2/
=b/cosd
Q = t f T “dr = 0
2. Tre (4. 3/3)

4.2,1.4, Die Gleichgewichtsbedingungen des aussprincenden Bereiches

Da die Randbedingungen am &dusseren Rand nach Abschnitt 4.2.1.2 nur
ndherungswveise erfiillt sind, werden im allgemeinen die Normal- und
Schubspannungen resultierende Krdfte sowie auch ein resultierendes
Moment erzeugen, die als ungewollte dussere Belastung am dusseren
Rand x = b wirken und dadurch den Spannungszustand verfadlschen. Um
diese Moglichkeit auszuschliessen, werden am halben ausspringenden

Bereich drei zusdtzliche Gleichungsbedingungen formuliert. Dadurch
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kann auch die Konvergenz des Losungsganges wesentlich verbessert wer-
den.

Man setzt die drei Gleichgewichtsbedingungen sinnvollerweise wie
felgt an:

& 6
t+b t.b "
P, =0 - Ief .cosp 49 +—— |T ‘sing do = 0
= 3 cos¥ 2 Tr=b/cosd Ll cosw?ér TPr=b/cos? i
5 5 (4.4/7)
S = .t . _ %b j .
2%y =0 cos?d f Irrab/cosy’ 1P 49 = TTTm) Trorap/oosy o0S? 49
0 o
b/cos(9+8)
mtf dpdr =0 (44/2)
b/cosd
8 b/cos(3+8)
2
M =0 - &b do = f AT ™
= cos 00 Tr‘Pr=b/cos*3 Lo o%=° REGH® € /4' 4/'?/

b/cosd

M bezogen auf den Ursprung r = O
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4.2.2. Spannungszustand fiir reine Biegung

Die in Bild 4.2.‘dargeste11te Scheibe besitzt geneigte Aussenrinder
in der Entfernung x = b vom Koordinatenursprung mit einer Neigung+
gegeniiber der Tangente im Endquerschnitt. Der Innenrand ist kreis-
formig gekrimmt mit dem Radius r = a. An den Endquerschnitten¢ =8
und ¢ =-8 greifen die &Zusseren Momente M an.

Zur Aufldsung der Scheibengleichung (2.21) ist es vorteilhaft, wenn
man den Ansatz Fflir die Spannungsfunktion Fiir den allgemeinen Fall

mit i=j k= .
P=a', +A, '™ ea, 78 4 p 2+ ( " Alk -rmlk) cos ai9
o1 02 03 o4 = -
(4.5/1)
und flir die isotrope Scheibe mit i
i=j , k= .
» v 2 1) 2 + ( A’- . rmlk) cos o4
+A, Wnr+h T Wnr+ A, T g;j ik i9

_ av
F = A°1

- (#.5/2)
bildet. Er setzt sich zusammen aus dem Ancatz, der in Abschznitt 3.2.
(Gleichung (2.28) bzw. (2.29)) als Losung Fiir den Grundlastfall rei-
ne Biegung verwendet worden ist. Die ersten vier Glieder stellen

eine Art inhomogener Ldsung dar, wdhrend der zweite Teil als homo-
gene Losung angesehen werden kann mit der Aufgabe, sich den Randbe-
dingungen am &dusseren geneigten Rand anzupassen.Die Exponenten wur-—
den in Abschnitt 2.3.5. bestimmt. Sie sind abhdngig von der Grdsse

und den Anisotropieverhdltnissen in der Scheibe. @3 stellt ein Mass
flir die Perioden dar, mit dem die Cosinusfunktion in den LOsungs—

gang eingeht.

Da die Schubspannungen in den Querschnitten ¢=0+J und ¢=-8-v mdg-
lichst verschwinden sollen, kann die Bedingung ai= gi% wobei 1 =1,
2, 3 ... j durchlauft, formuliert werden. Bei extremen Anisotropie-—
verhdltnissen und geringem Zentriwinkel 28 , erveichen die Exponen—
ten mik
Rechenautomaten nicht mehr ermdglichen. Es musste deshalb £filir be~

stimmte Verhaltnisseai=ﬁ;l___gesetzt werden. w ist eine positive

+9 )W . -
Zahl. Mit diesem Faktor isl es theoretisch moglich, die Spannungsver-
teilung an den Endquerschnitten ¢=6+9 und ¢=-6-9 zu variieren und
eine Annadherung an die dort auftretenden Verhdltnisse im Uebergang

Grossenordnungen, die eine zuverldssige Berechnung auf einem

zum geraden Teil zu erreichen.
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Die Spannungskomponenten lauten nach den Gleichungen (2.20) fir die
anisotrope Scheibe:

op = App(148)r8=1 + Az (1-s)r=s=1 + 247, +Z [E Alk(mlk-al )rmlk‘]cosal(p

(%.6/1)
0p = Agps (148)rS=T4 4! o3 S(s=1)r=s= 1+2A04 [% Ay (mgpe=1)my erPik= %Cosalcp
(= -1 (4.612)
Tre = “i[s Ajy(mype=1) I‘mik—z] sinayg (%613
= k=1
und fir die isotrope Scheibe:
. 1 ' » =j k=4
or = Ay ;2+ Agz(1+2ln r) + 2 Aoy + > 3 (4.71/)
Op = -A' 1 AL ( ' el s
99"-027+ 03 (3+2 1n r) 2 A, > [; (4 7/2)
. 1i=1 =1
=] k=4 my =2 .
Tro= Z [E Aik(mlk’ ) riik ] sing; g /4;/‘;/
= k=1
Mit den Abkiirzungen:
Aop = Aby 005=1) wpy, 4, = Abo
b2
_ [ -(S+1) _ 1
Aoz = Agz b bazw. A°3- AoB
1]
Aoy = Aoy
- ' my =2
Aik— Aik b* ik
Mit cp=§ kann man die Gleichungen (4.6) bazw. (4.7) in FPolgender Form
darstellen:
gr = A02(1+S)Q1—S + A°3(1—S)Q1+s + 2A 2 [Z k(mik‘“l )Q ]COS aiQ
1=1Lk=1 14.8/7
i=j 4 2-m
- 1+ s - ik .
Op = Aozs(1+s)c21 S+ Ag3s(s=1)0 " + 2404 g[ = k Bailnget)e ]cos e
= (.82
i=j k=4
Trg = X [ S Agx (mx - 1)¢° mik] sin aig (. &5/
i=1 k=1



und 1;3 k=4
2
0. = AoQ +A°3(1+2 n r) +2A°4+ E [ s eeae. e ”
i= k= /4"9 /
i= k=4
- - 2 Z
O(P - Aon + A°3(3+2 n I‘)+2 A04 + [ R . (49/2/

i=j k=4 =
B oem. )
Tpp = g ai[ k;1 Aik(mik-ﬂg mlk] sina; g /4.5’/.?/
i= ]

Am dusseren Rand x = b sind die Spannungskcmponenten Oyp, Oyn und Txyn
im x - y - Koordinatensystem zu bestimmen. Sie sind gegeniber Or, Oy und
Try des Polarkoordinatensystems um den Winkel @ gedreht.

; £
Oxn Or T

<
<53
% °y.\\/
X .\ = ﬁ = & 4- ) - Q
‘_
v
»
Bild 4.4.
Die Transformationsgleichungen lauten:
Oxn = Op cos’d + gy sin’g + Tre sin 20 (4. 70/7)
Oyn = Op sineﬂ + 0y cosz,ﬁ - Tre sin-2g /4. 72/2)
1 - . (4 170/3]
Tavn _2.(0'r ch) sin 2¢ + Trg COS °g

Der Winkel @ wird jeweils von den Richtungen der Spannungskomponen-—
ten oxpy und o, eingeschlossen. Setzen wir nun @P=6+3-¢ , dann kinnen
wir die Spannungskomponenten oxnU.Txypin Funktionen des Winkels ¢

ausdriicken. Mit den Zwischenrechnungen:



cos g = cos(d+5-9) cos(9+8)cos ¢ + sin(d+8)sin ¢

sing = sin(9+6-¢9) = sin(I+8)cos ¢ - cos(¥+8)sin ¢

+

coszﬁ = cos 2(9+8)cos 2¢ sin 2(9+8)sin 2¢

sinzﬂ =

und mit Einfilihren folgender Abklirzungen

cos 2(9+8)cos 29

sin 2(9+8)sin 2¢

oj—= =

p = cos 2(9+6) q = sin 2(9+9)

ergeben sich die Spannungskomponenten zu:

Oxn = % (ortog) + % (cr~c¢)(pc032¢+qsin2¢) + Tr¢(qcos2¢—psin2¢) (% 11/1]
Oyn = % (or+c¢) - % (or-ow)(pcos2¢+qsin2¢) - Tro(qcos2¢-psin2g) jz.ﬂVQ/
Txyn = = % (or=0¢) (acos2¢-psin2g) + Tr@(pcos2¢+qsin2¢) /%ZOQV

Setzen wir unter Beachtung der Abhdngigkeit Q=§=cos(@+6—¢)fﬁr den
dusseren Rand X=E%§$' die Spannungskomponenten aus den Glei-
chungen (4.8/1-3) bzw. (4.9/1-3 in die Transformationsformeln
(4.11/1—3) ein, dann erhalten wir die endgililtigen Spannungskompo-
nenten oxn U. Txyn am dusseren Rand. Die Komponente oyn wird flr die
Erflillung der Randbedingungen nicht benctigt und kann deshalb weg-
gelassen werden.

1-
Oyn = App-cOS S(0+6—¢)(§%l)

1+s+(pcosZ¢+qSin2¢)(1'sﬂ
+Ao3.cos1+s(§+6—¢)(l%§) [1‘S+(P°°SZ¢+q5in2¢)(1+sﬂ
+2A04

i=4 k=4
+ggAik cosz‘mik(%é—w) {COS;;‘9[(mik_ai2)(1+pcos2cp+qsin2¢)
+ mik(mik-1)(1'P°°52q"qsm2q’)]

+ aisinai¢(mik-1)(qcost-psinZw%

t412/7)
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Tyyn = Aop ©08175(9+6-9) [1523 (p+sin 2¢-q-cos 2¢ﬂ

Az cos1+s(0+6-¢)[1552 (p-sin 2¢-q-cos 2¢ﬂ

iz k=4
— cosaj¢
* :§ Ay cos? ”ﬁk(°+5-¢)[ —5—— (2my -2 -ny2 ) (p sin2¢-q cos2g)

i=1 = .
i=1 k=1 +a; sin a;39(myy~1)(p cos 29 + q sin 2¢ﬂ
Flir den isotropen Werkstoff erhdlt man: (4 12/2)
Oxn = 492 cosz(O+6-¢)(p cos 2¢ + q sin 29¢)
b
+ Ao3 [2(1+Ln ——————— ) -~ (p cos 2¢ + q sin 2¢9) + 2 Aoy
cos(¥+8-0¢)
i=4 k=4
+ ®eo 00000 00
“i=1 k=1 /4 73/7}
Toeyn =-A02=$oé150+6-¢)(p sin 2¢-q cos 2¢) + Ay3(q cos 29 - p sin 2¢)

+ EEEEREE

i= . ﬂé 75/2/

4,2,2.1, Die Randbedingungen am inneren Rand

Analog Abschnitt 3, mlissen auch hier die Radial- und Schubspannungen
am inneren Rand verschwinden. Wir wollen diese Randbedingung streng
erfiillen, indem wir fordern, dass die ersten drei Glieder der Radial-~
spannung wie in Abschnitt 3, und zusdtzlich die Summe der vier Reihen-
glieder mit gleichem i von der Radial- und Schubspannung verschwin-
den, Mit Berlicksichtigung, dass r = a und damit Q=§=Q1, kdnnen wir
mit den Gleichungen (4.8/1) und (4.8/3) folgende Bedingungen for-
mulieren:

a) Oryag = 0

™2, =0 (4 1/y)

1
Agp (1+8)Qy ~° + Ag5(1-0)qy
isotrop

2
Aoa Qe + A°3 (1+2 1n a) + 2 A°4 =0 /g npz/
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und flir i = 1 bis i = j
k:

2 v 2emip _ (4 75]
Agye (mypm03= ) @7 ik = 0
=1

D) Trop_,

fiir i = 1 bis i = j

k:

E Agpe (Myye =1) 02-Mik = 0 (4 r6)
k=1
4,2,2.2, Gleichgewichtsbedingungen am Schnitt 9=6 bzw. 9=-6

Am Schnitt ¢=6 bzw. ¢=-6 _ miissen die Spannungen mit den angreifen-

den Lasten im Gleichgewicht sein. Gleichungen (4.3/1 - 4.3/3)
Flir das Moment ergibt sich:

r=b/cosd 2Q=cos0
1
= = - — d
M==% °¢ r dr t H{ dcP 3 0]
r=a e=e1 ¢

Nach durchgefiihrter Integration der Gleichung (4.8/1) bzw. (4.9/1)
erhalten wir:

= A s(cos-‘s+1laeq1_(s+1))-

-1 s=-1 1
A s(cos® =077 ") + A_,( - —)
2 52 02 03 1 ok cos?3 QF
i=j k=4 n n
+ E [ Ay (myp=1)(cos™ 1K9-g, 1k)] cos ;6 (% 177)
i=1 k=1
isotrop: : ;
M_ - _.wncos¥ gt 1 (1+1n_b-)-J_(1+Lna)]+A( e
+ b2 02 Q1 03, 0529 cos¥  o,2 4 coszﬁ Q12
i=] k=
+ 1% 1772/
i=1 k=1
Die Normalkraft muss verschwinden:
r=b/cosd cos%
N—tf cpdr--tbf la=0
Q=Q1
Ayo (1+4s)(cos™ Sy - Q1 =8y + 4 3(1-3)(00350 - %) + Aoy ( -2
k=4 0090 Q1

[ E Ajp myp (cos™mikx*+1y - Q1 Mix*! ) cos a;86 =0 3 #%/7)
i=1 " k=1
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isotrop:
Ayo(cosd-gq)+ Ao3 [ (2 1n 2. +1)e 1 (2 1n a+1?] + Mgy ( -2
cosd cosV Q4 o cos«‘) Q_,)

}f[i ferreeenaa= O (4 123)

Zuletzt schreiben wir das Gleichgewicht fiir die Querkraft Q = 0 an.

r=b/cos? Q=cos?
Q=tj Tpptdr = =% bj Trq,_lz.dg=o (4 19)
r=a Q=0Q4
Wir integrieren die Gleichung (4.8/3). Es ergibt sich:
i=j _ k=4
[ Ay (0051'mik0 = 911-mik ) @; sin ai6}= 0 (4 20)
=1 %=1

mit Glltigkeit Flir den anisotropen und isotropen Werkstoff. Die beiden
Gleichgewichtisbedingungen mit der Normal- und Querkraft werden als

Kontroilbedingungen beniitzt.

4.2.2.3. Die Gleichgewichtsbedingungen des ausspringenden Bereiches

a)ZPg = 0
8

)
o o] cos do + % i =
oj Tr=b/cosy * o 7 P of T9rop/cosy S P A9 =0

Mit den Integralen:
8

j/ cos ¢ dp = sin &
0

5 2(aj=1) 2(ay+1)

sin ¢esin ajp do = sin(%i=1) & _ sin(%i*!) &

8

/( cos ¢ ccos a;9 dg = sin(®%i-1)8 4 sin(@i+l)
o

}’ 2(ay-1) 2(az+1)

(o]

erhalten wir Fir r = b/cos?d die Ausdriicke:

[A02(1+s) cos' %9 4 hgz(1-8) cos'*Sy 4+ 2 Ao4}sin &
=4

= k=
+ cosz-mlﬁé[(1+a ) (mg =ty ) sin(ai+1)8 #(1=ay) (myhay) sin(oj+1) é}
i=1 k=1 2(a1+1) 2(ai=-1)

(42113
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fiir den isotropen Werkstoff:

i= k=4
2 b A in & + z ceese=0
[AOZ cos%y + A°3 (1+ 2 n So53 ) +2 04]5 n < S
: (4 21/2)
b) E Pn =0
Gleichung (4.4/2) etwas vereinfacht geschrieben ergibt:
8 5 cos(9+6)
forsincpdcp+f‘rrq,coscpdq:-cosﬁf%%dQ=0
N ° cos¥
Nach der Auswertunqg der Integrale:
)
5 sin ¢ d¢ = 1- cos &
0
. ( 1 8-1
sin ¢ cos a;¢ dg = cos(aj=1) 8-1 _ cos(ai+1) 8-
/ 2(ag-1) 2(ay+1)
jﬁ " 3 cos(aj-1) 8-1  cos(aj+1) &-1
s ¢ sin « = - -
. cos ¢ 19 49 z(ai-1) A 2(ay+1)
cos(g+6) < <
——j —% dop = Ao2(1+s) [ cos™3 (9+8) - cos'sé] + ho3(1-s) [COS ($+8) - cos '3]
Q .
cos?d VA4 2 [ 1 -1 ]
ol cos(9+8) cos?
i=j k=6 . s
+ Ajx mix [cos “Mik (9+8) - cos lk«?]
i=T %=
flir den isotropen Werkstoff:
cos(§+8)
_[Sede =2 2[cos(§+6)-cos0 ]+A03L 1 (2 1n b #)——— (2 1n B +1)]
/QQ ° os (¥+06) cos(9¥+8)  cos? cosd
cos¥d i=] k=4

1 1
+ A 2 + Ceeme e
o4
[cos(x‘ﬂé) cosVv 5 ;

erhalten wir schliesslich das Gleichgewicht iny - Richtung:

A02(1+s) [cos_s(-\'ﬂ&) cos?d —cos "5y cos5]+Ao3(1—s) [coss(«‘Hé)cos'& -cos1+s'& cos(;Jn
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9 i=j k=4 cos(ai+1) 6-1
+Aog 2[%—5—) cos&] + i2=z g Aik{cos 1k1‘7[ (1+01) (myq-0i) B ACTE )

cos(aj-1)6-1 . .
+(1‘“i)(mik+“i)"—"~1—————i +mik(cos'mlk+1(3+5)-cos mlk+10)cosa} =0

2(ai=1) (4.22/1)
und isotrop:

A°2cos0 [cos(0+5)-cos~‘)-cosé]+ A°3[—°£§-ﬂ-— (1+21n  ——L2 __ )=coss(1+21n %3—4

cos(d+8) cos(¥+8).
=j k=4
+A o, 2[ <08V 5 ¢os 6] + E Ceeeeen (4.22/2)
cos(d+8) ’ T 5
c) IM=0 ‘
Aus Gleichung (4.4/3) erhalten wir:
8 cos(I+6)
T dg- cos?y( © dg = 0
j T rot/cosd | oo j = "

0
cosv

Wir werten die folgenden Integrale aus:

j sin « ¢ dp = 1-€0s 38
0 ay
cos(9+8)

- [¢) _
5 E% do = Ao s [cos‘1"s (0+6)—cos'1‘30]— Az s [coss"1 (¥+8) =-cosS 10]
cos? + A°4[

1 _ 1
cos2(9+8) cos2d ]

i=3 k=4 "
+ E E Ay (@yy-1) [cps~m1k (9+8) - cos 1k%]
i=1 k=1
flir den isotropen Werkstoff:
cos(d+8)
9 de=A,, In cos(9+8) 3 —_ (e —2 o (o 2 )]
cos ¥ COS(0+6)2 cos(¥+8) cosZG cos?¥

i=j k=4
cos?d . ¥ Agy [ 1 -1 ] + E E

cos?(3+8) cos2d i=1 k=1

und erhalten schliesslich das Momentengleichgewicht wn den Xritmmungs—
mittelpunkt am halben ausspringenden Bereich:
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Ago s [003'1“5 (3+8) - cos~1-S 6] - Ayz s [coss'1 (3+8) - coss‘10]
. 1 " 1

+ A04 [ > - > ]
cos (9+8) cos ¥

i=j k=4
+ gz Ay (myp-1) [cos"mfLk (9+8) - cos-mik«‘)fcos aié]= 0 /4.23/1)
1=1 k=1

und flir den isotropen Werkstoff:

cos(V+8) [ b 1
Agp \ln — —————— (44 ) - (1+wn
02 M os?d B2 cos2(9+8) ( % cos(9+6) cos29 cos?d )]
i=j k=4
1 1
+ A [ - ]+ —
o cos?(3+8) cos?3] 15 k% frrereree = /4"23/2)

4.2.2.4. Die Erfilillung der Randbedingungen am dusseren geraden Rand

Wir verlangen, dass nach Abschnitt 4.2.1.2. alle angreifenden
Normal- und Schubspannungen am dusseren geneigten Rand zu einem
Minimum werden. Dazu bendtigen wir Gleichung (4.2).

y=b<tan(3I+8)
K = j (ox2 + Txyz ) dy
y=betan?
Die Spannungskomponenten ox und Txy am geraden dusseren Rand filir das
X - y - Koordinatensystem stehen uns in den Gleichungen (4.12/1,2)
und (4.13/1,2) zur Verfiigung. Als einzige Variable wird dort der Win-

kel ¢ miteingefiihrt. Wir schreiben das obenstehende Integral in eine
Funktion von ¢ um. ay £

Bild 4.5.




- 55 =

Wenn wir beruck51cht1gen, bdass am Zusseren Rand r = b/cos (9+6-¢)
9 A

ist und AY cos(~&+6 =)= cosZC% T35-9) wird, (siehe Bild 4.5.) dann

ergibt sich nach der Umformung der Integrationsgrenzen das Integral

K zu:
?:5

K (9) =f (cx2 + Txy
9=0 x=b

c) ()

——ee | dg (4.24)
x=b cos?( +86-¢)
Um die umfangreichen Formeln mit 0x und Txy (Gleichungen (4.12/12)
und (4.13/1,2) etwas zu vereinfachen, Fiihren wir Folgsande abgekiirzte

Schreibweise ein:

i=] k=4
ox = AgpeBp() + Ags-Eos(9) + Ay, Eo,(¢) +i§ IZ Ay Biy(9) (425)

= =4
Toy = Aoz-Foz(cp) + AO3 -F03(¢) + AO4.EO4(¢) +§ ;Aik Fik(cp) (4. 2¢)
l: —13

wobei

Eoz(qy) = cos1's(é+6—cp) (5“21) [1 + s + (p cos 29 + q sin 29) (1 -s)]
Oemms cos aj .
Eik(cp) = cos“ Mik (V+8 -9) {—_*5221 [(mik"diz) (1+pcos2¢+qsin2g) /4_2;/,/
+ mgy (mik-—1) (1-pc052(p—qsin2q))]
wnd + oy sin a; ¢ (myy=1) (qcos2qz—psin2cp)}

1-s
2

Fyo (9) = cos ™S (Y+6=~0) [ )]

(42%/2)

2= i .
P (¢) = cos“Mik (9+6~ 9) [co—sz-m—(Zmik—aiz—mikg) (psin2¢9-qcos2¢)

+ a, sina; ¢ (mik-1) (pcos?q:+qsin2q:)]

Die notwendige Bedingung flir das Eintreten des Minimums ist das Ver-
schwinden der Ableitungen der Funktionen X( ¢ ) nach den Festwerten

Aik'
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K(e) ,  2K(9) , k(o) , 3K (o)
LYY 3Aq3 9ho4 BAik
flir alle i =1 bis j und k = 1 bis 4.

Als hinreichende Bedingung muss gezeigt werden, dass es sich bei der
Extremalstelle um das Minimum handelt.

Beveis:

Da das Integral nach Gleichung (4.24) immer 2 O ist, werden auch die
zweiten Ableitungen nachden Festwerten % 0. Das bedeutet, dass wir
immer eine konkave Krimmung der Fldche nacn oben haben, d.h. der Ex-
tremwert kann nur ein Minimum sein.

Wir erhalten flr die einzelnen Ableitungen der Funktion K:

2,32 b 2 2 ¢} 0
?)L = 280°b7t {Aogj(EOQPE‘OQ — P Ao35 Eo3B02+Fo3F0n) 0P
Ao2 5 o cos®(9+6-9) cos®(3+6-¢)
d
+ Ao4}’ (Eo4Eo2 + Foq Fo2) L
cosb(F+6-9)
i=j k=4 3 d
+ S E Aikj (EikE02+FikF02) -TL_} (42‘?/#
=7 5= § cos®(9+8-0)
oK :
2,3.2 d
—— = 249707 {AOZ,f(E02E03+F02Fo3)""JR'“'__ +Ao3kao3+F 3)'__"’J2—“—'“
9Ao3 0 cos®(9+5 9) ° cos6(0+6-¢)
)
ag
+ Rog [ ( BogBoy+PosFo3) TP
: o cos®(I+8-9)
=] k=4 3} 5
# E E Aikf(EikEo#FikFoz) e L (4.27/2)
i1 k=1 I cos?(I+8~¢)
Setzen wir die oben stehenden Ableitungen gleich null, dann erhalten
wir:

Ao2j(ﬁ02+FoP)——L + AOB[ (E03B02+F03F02) —de
pe cos® (V+56-0) cos6(0+6 9)

i= = )
- ae ) o de
+Aoy (ﬁ'o4E02+Fo4F02)—E———— + ﬂikf (EikEo2+FikF02) ——————=0
o cos®(I+6-9) 1=1 k=1 o cos®(I+5-9)

(4.29)

Die Integration der Gleichung (4.29) ist analytisch kaum mehr durch-
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flihrbar. Fiir die Auswertung der Resultate mit der X8 wurden die In-
tegrale numerisch berechnet, indem der Winkel B in 20 Abschnitte un—
terteilt, und die Funktion Ffiir diese Abschnitte als konstant angenom-

men wﬁrde. Es ergeben sich folgende Gleichungen:
m=20

2 2 )
402 :;%:[(Eoz (9)" + Fop (7n) )] 20-coss(0+6-?g
=0,
8
—_—
" o3 zégi [(E03(¢m) Foo(on) + F03(¢m) FO2(wm))] 20-cos”(¥+8-p_ )

fedsnsapsppoys =0 : (4. 30]

m=20
+ A04 [

m=

4,2.2.5. Die Auflosung des Gleichungssystems

Die Randbedingungen Ffilir den inneren Rand (Gl. (4.14 bis 4.16)), die
Gleichgewichtsbedingungen an den Endquerschuitten (Gl. (4.17 bis
4,20))und die Gleichgewichtsbedingungen Ffiir den ausspringenden Be-
reich (Gl. (4.21 bis 4.23)) werden als Funktionen ¢1 ... 9o angeschrie-
ben. Nach der Lagrange'schen Multiplikationstheorie kénnen wir £ol—
gende Gleichungen aufstellen:

P =0

9, =0

oy =0

o N, e, \ om

—— eeccescscecoe T

dhoy * M TR, T r2 B, n 5Agp = 0

- 3¢ 39 9, -

A B Ay et eeeeeeeeeehy e 7O
34 i4 i4 i4
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Mit den Gleichungen (4.30) suchen wir das Minimum fiir die angreifen—
den Normal- und Schubspannungen am geneigten oberen Rand. Die anderen
Randbedingungen gehen als Nebenbedingungen in das Gleichungssystem
ein. Je grosser j gewdhlt wird, desto grdsser wird die Anzahl der
Gleichungen und umso genaver konnen die angendnerten Randbedingungen
erflillt Qerden. Die Anzahl der Nebenbedingungen richtet sich nach j.
Es stehen uns vorerst eine Gleichgewichtsbedingung und zwei Kontroll-
bedingungen an den Endquerschn{tten zur Verfiigung. (4.17 bis 4.20)
Zudem besitzen wir drei Gleichgewichtsbedingungen fiir den aussprin-
genden Bereich(4.21 bis 4.23) und schliesslich die Randbedingungen
am inneren Rand mit Gleichung (4.14) und je zwei Gleichungexn nach
(4.15 und 4.16) Ffilir jedes j. Die Gesamtzahl der Gleichungen ergibt
sich somit zu 8 + 6.j. '

4.2.2.6. Die Bestimmung der Spannungswerte

Nach der Aufldsung des Gleichungssystems und der Ermittlung der Fest-
werte Aik erhalten wir die endgliltigen Spannungskomponeanten: '

a) Tangentialspannung nach Gleichung (4.8/2) bzw. (4.9/2)

b) Radialspannung nach Gleichung (4.8/1) bzw. (4.9/1)

c) Schubspannung nach Gleichung (4.8/3) bzw. 4.9/3)

Wir koénnen auch die Spannungen im x - y - Koordinatensystem fiir den
dusseren Rand bestimmen:

a) ox senkrecht zum Rand nach Gleichung (4.11/1) bzw. (4.11/2)
b)Txyparallel zum Rand nach Gleichung (4.13/1) bzw. (4.13/2)

Diese beiden Spannungen geben ein Mass fiir die Genauigkeit der Ldsung,
die mit der gewdhlten Anzahl Reihenglieder erreicht werden kann.
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4.3. Biegung mit symmetrischer Normal- und Querkraft
(Resultierende im Kriimmungsmittelpunkt normal zur Eckdiagonalen)

Analog zum Lastfall reine Biegung in Abschnitt 4.2 wird die Symmetrie-
achse in den Eckquerschnitt verlegt.

b

N —= M coss
QR — M sms

M e -1, cosé

Bild 4.6.

4.3.1. Die Rand- und Gleichgewichtsbedingungen

Die Rand- und Gleichgewichtsbedingungen kénnen im allgemeinen unver—
dndert aus Abschnitt 4.2.1.iibernommen werden. Es gelten weiterhin die
Randbedingungen am inneren Rand (Gl. (4.1/1) wnd (4.1/2)). Auch die
Erfiillung der Randbedingung am geraden oberen Rand erfolgt wie in
Abschnitt 4.2. Die Gleichgewichtsbedingungen filir die Endquerschnitte
sind mit den Gleichungen (4.3/1) bis (4.3/3) formuliert. Schliesslich
werden noch die Gleichungen (4.4/1) bis (4.4/3) fiir das Gleichgewicht

am ausspringenden Bereich Ulbernommen.

4.3.2. Spannungszustand flir Bicgung mit symmetrischer Normal- und

Querkraft

Flir die Spannungsfunktion kann folgender Ansatz gemacht werden:
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noy A'O4r1’n) cos ¢

i=j k=4
+§(§A'ik rmik) cos o (4 3171)
k=1

e

F = (A'o1r + Algorein T o+ A'03r1+

Beim isotropen Werkstoff ergibt sich der Ansatz mit n = 2

E=(A'gqr + A'por-lnr + A'o3r3 + Ay, %) cos ¢

+ E ( 2“"'11{ rmik) cos a;9 (4 37/2)
i=1 k=
wobei

@ =T L 0 1= 12,3000 n=\] 1+8%+1° -2

Wie die beiden Ansitze (4.31/1) und (4.31/2) zeigen, kénnen wir auf
die Treannung der Schreibweise Ffiir den anisotropen und den isotrdpen
Werkstoff verzichten. Wieder setzt sich die Spannungsfunktican aus
einem ersten Teil, der die Losung der rotationssymmetrischen ortho-
tropen Kreisbogenscheibe mit symmetrischer Normal- und Querkraft dar-
stellt (2.30) baw. (2.31) und einem zweiten Teil (2.25), der fir die
Erflillung der Randbedingungen am geraden dusseren Rand ben3tigt wird,
zusammen. Fir «j setzen wir wie bisher “i=§$%

Die zugehdrigen Spannungskomponenten nach den Gleichungen (2.20) lau-

ten:

- -1 -n-1
op = (A'gor L A'O3n-rn - A'gner =1y cos ¢

k=4
+ z(z.t\'ik (mik-aiz)rmik'Z) cos a;¢ (% 32/
=7 &=1

Gy = (A'Oer-.1 + A'oan(nﬂ)rn"1 + A'o4n(n—1)r_n“1) cos ¢

i=j k=4
+ i( EA’ik m(mik"1 )rmik—z) cos ;¢ /ﬁ. .?2/2/

i=1 k=1
-1 n-1 . -n-1 -
TrCP = (A'Ozr + A'OBH'T - A O4n'r ) cos ¢

+ ai ( A’ik (mik-1)rmik‘2) sin ai¢ . /4.32/]/



- 61 -

Es werden analog Abschnitt 4.2.2 folgende Abkiirzungen fir die Kon-
stanten eingefiihrt:

Al -1 ’ -n-1 _ L mik=2
hop = Sz s hos = Agz V71, Ay = Aoy tD v Aix = Ajx P

und mit ¢ = b/r erhalten die Gleichungen (4.31/1) bis (4.32/32) fol-

gende Form:
op = ( Agpot+hysn Q1‘n—Ao4n o1t cos o

i=j k=4
+ E ( g A ( mix - ai?) o2 mik ) cos aig (4.33/1)
i=1 k=1

oy = (Agoo+hys n(n+1) g1k +hoy n(n-1) Q1+n ) cose
Slbw ety 14.53/2)
& § ( ZE: Ajgem;(myp-1) @Mk ) cos ajg
i=1 k=1
Tre = (Ao @ + Ays ng'™n - Aoy no' ™ ) sin ¢
i=j k=4
* E “i( § A ( mip -~ 1) @@ 7Mik ) sin a9 (4 23/3)
i=1 k=1

Setzen wir die Spannungskomponenten or , oy und Tryaus den Gleichun-
gen (4.33/1-3) in die Transformationsformeln (4.11/1-3) ein, so er-
halten wir unter Benlitzung der Beziehung r = b/cos( Y+B-¢p ) resp.

Q = cos( Y+B-9! ) Ffiir den dusseren geraden Rand die Randspannungen
Oxn und Typ als Funktion des Winkels ¢ .

Ogy = Aogcos(y+6—¢)[cosw+§(cos 3¢—cos¢)+%(sin 3¢-sin¢%

1-n n2 . § .

+Ag3c08 (y+B-9) [cosp(n+ E—(1—p-cos2¢—q~51n2¢) +sing n(q-cos2¢9-psin2q
2

+A cos1+n(Y+B—¢)[cosw(~n+§-(1—pcos2¢—qsin2¢))—sin@ n(qcos2¢-psin2¢ﬂ
i=j k=4
+ Aikcosz‘mik(y+6—¢)[cosai¢ (mik-ai2)(% + gcos2¢+ % sin2g)
i=1 k=1 1 P a
+mik(mik‘1)(2 - 3c0829 - ?sin2¢)
+aisinai¢(mik-1)(qcos2¢-psin2¢ﬂ (% 941

Txn = Ao2 cos(y+B-¢)[ gL(sin3@-sin¢)- %(cos}w-cosw)]
+A°3cos1‘“6y+ﬂ-¢)[cos¢ g—(qcos2m-psin2¢)+sin¢-n(pcos2¢+q sin2¢)

2
+A°4cos1+n(y+a—¢) [cos¢ %—(qcos?¢-psin2¢)-sin¢-n(pcos2¢+qsin2¢)]+
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H
L}

n
w
1]
=N

+

A4 1052 Bik(9+6-9) [cos aicp(Zmik—aiz—mikz)(-g sin2¢- %. cos29)

,_4
1]
-
7
i
-

+aj singj ¢(mjp-1)(p cos2g+q sin2<p)] /4.34/2}

4.3.2,1, Die Randbedingungen am inneren gekriimmten Rand r = a

Flir den ersten Teil der Spannungskomponenten or(4.33/1) verlangen
wir mit Beriicksichtiqung, dass r = a baw @ = b Q13
A A 1-n A n+1 =0 a

02 Q1 + Apg3 M Q1 7= fo4 U1

(4 35)

Die weiteren Bedingungen ergeben sich, wenn wir den zweiten Teil der
Spannungskomponenten or und Tro in folgende Gleichungen mit gleichem
i aufspalten: (4.33/1) und (4.33/3)

k=
E g (mgp - @3% )ee 2 Mk = 0 (4 25]
k=1
k=

Ay Cmgy =1 )7Q12‘mik =0 /%JZ/
k=1

4.3.2.2. Gleichgewichtsbedingungen am Schnitt ¢=6 bzw. ¢=-§

Setzen wir Gleichung (4.33/3) in die Gleichung (4.3/3) ein, so erhal-
ten wir mit der Annahme, dass ¢ = B:

Q Q=cos¥, o
N A do= e Ny g, ~R)4h n3-q4™)] sins
e Tre 2 do [Aozlncosa +A°3(cos 9-Q4 )+hos(cos Q4M)| sin

Q=Qq i= k=4
+i[z Aik(cos1'mik0—g11"mik)] ajsinasd [£.58)

i=1 k=1

Die beiden anderen Gleichgewichtsbedingungen Ffiir das Moment (4.3/1)

und die Normalkraft (4.3/2) beniitzen wir als Kontrollbedingungen.,
Sie lauten:

M 1 1 -n-1 -n-1 n-1 n-1
—,=|A - — J - - 3 -
ve) [ oz(cosx‘? Q1)+A03 n(cos Q, )-Ao4 n(cos e, ) cosé
i=j k=4
+ Ajy(miyp-1)(cos ~Mikg-qT™ik)|cosa;s = 0 (439
ik\Bik 1 i
i=1 " k=1
- =[A021n( o )+Ao3(14n) (cos™ - "M)+Ay4(1-n) (cosBa-q n)]cosé
teb cos?d 1 0 1
i=j k=4

* 2{:[22: Ajx iy (005(1"mik)ﬁ-Q11_mik )] eosey B (4.40)
=TT
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4.3.2.3. Die Gleichgewichtsbedingungen des ausspringenden Bereiches

a) £Pg=0]
Mit den Gleichungen (4.4/1), (4.32/1),
eghalten wir mit Hilfe der Integrale:

(4.32/3) und fiir r = b/cos ¥

: ) o 1.
cos“g dop = 5 + —-sin2é

i

_ sin(o ~1)6 + sin(e +1)8
2(az 1) 2(az+1)

cos ¢ cosa;q Ao

sin2@ do =

njo
]

lsinos

4

sing sinajg dg = sin(o;-1)6 _sin(a;+1)8
2(aj=1) 2(as+1)

das Gleichgewicht Ffiir die E~Richtung. !
[AO2 cosV + Ao3n cos' ™Y = Aoy n cos1+n“5} % sin26

i=
jEf:ZE: Alkcos2 mlkﬁ[(1+al)(mlk~al) sin(a;+1)0 +(1=01) (my+os) EiE&Ei:ll%:O
2(a3-1)

O\_,_\O,O\,_\O. O\I\OHO\d\o"‘

2(ag +1)
‘ (% 47)
b) IPy=0
Wir beniitzen Gleichung (4.4/2) und schreiben sie etwas um:
1 ) cos(v+8)
j Opesinede +$ Tro® cospdp = cosy ——9— do = 0
r=b/cos? r=b/cos? §
cos
Mit Hilfe der Integrale:
8
j sing-cosg do = % (1-co0s26)
0
&
sing cosa;p dg = €08(@i-1) 8-1 _ cos(aj+1) 8-1
j & 2(az -1) 2(ay+1)

cospesinayp do = - cos(ai=1) &-1 _cos(aj+l) &-1
2(ay=1) 2(ay+1)

und mit Gleichung (4.33/2) Fir ¢ = 0

°© ocle]



= 64 —

cos(~3+6)
cosv -n -n
—— dop = - [ 02Wn(—=222__ )+Aa,3(14n)(cos™ (¥+6)-cos™"9 )
cos(¥+8)
0050 + Aos(1-n) cos™(9+8) - cos™(9)
=§ k=4
+ Asy mik(cos1"mik (9+8) - cos ™Miky )]
i=1 k=1

erhalten wir schliesslich das Gleichgewicht flir den ausspringenden

Bereich in +m-Richtung:
1 cosV ]
Ao 0030[2 (1-cos28) + anm—

+ Ag3 [cos1"n%-n ﬂ%ﬁ + (1+n)(cos™ (5+8) —cos~BY ) cosx‘}]

A 4[cos1+n0-n Eﬂ%ﬁ. + (1-n)(cosn(0+é)—cosn\7)cosﬁ]
4

o
i=j k=
Ajy cos2 mlk@{“_a ) (mgje+og )cos(a]—‘l}é 1 1*“1)(mik"°‘i)cos(a"1)6—1]

T 1o 2(ai-1) 2(ai-1)
i=1 k=1

) IM=0 +mikcos~?[cos1'mik(&+6)-cos1"mik»&]} =0 (%.42)

aus Gleichung (4.4/3) erhidlt man:

6 cos(i‘f-?é) :
2
j Tro d¢ -cos %j T -3 dp = O
é r=b/cos¥ Gosy =0 9

Mit der Auswertung der Integrale:

sing d¢ = 1-cos &

1=cosajid

o3

sinajo dg =

J
i

und aus Gleichung (4.33/2) Fflir ¢= 0

cos(¥+8) o) o
. +1 - - 3 )
g = - |A 1 ) + A.zen (cos” (9+8) -cos
/E% i [oz(cos(\Né) cosw? o3
cos? - Aogg°n (cosn'1(%+6)-cosn'1~? )
1= k=4 §
+ Aqy(mig-1)(cos™™ik(9+8)-cos” 1ky) ]

i=1 k=1
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erhdlt man fiir das Momentengleichgewicht des ausspringenden Bereiches
un den Krimmungsmittelpunkt:

1 c0sd - -
Ao2 [cos(%+6) = 2825] I [°°S 1(14m) (¥+8) - cos (14n)y cosé]
iz k=4

-Ap, n {cas1'n(0+6)-cos1'n0'cosé\+ Ajy (mik-1)[cos'mik (9+5)

-cos™Miky cosaié]

4.3.2.4. Die Erfiillung der Randbedingungen am geraden dusseren Rand

Diese Randbedingung wird analog Abschnitt 4.2.2.4,mit der Methode
der kleinsten Quadrate und den Gleichungen (4.34/1) und (4.34/2)
ndherungsweise erfiillt.

Die ersten Glieder der Abkilirzungen E(¢ ) und F( ¢ ) erhalten folgende
Form:

E

[}

02 = cos(¥+8-9) [cosw + g (cos 39 - cosg) + % (sin 3¢ -sin @)}

Egs =eeicenncnnnnes

Foo = cos(¥+8-9) [g (sin 39 - sin ¢) - % (cos 3¢ - cos ¢)J

Foz = teeeennnnnnes

Die hoheren Glieder erfahren keine Aenderung.

4.3.2.5. Die Aufldsung des Gleichungssystems

Die Aufstellung der Gleichungen geht wie in Abschnitt 4.3.2.5. vor
sich. Wir erhalten eine Gesamtzahl Gleichungen von 8 + 6-j.

4.3.2,6. Die Bestimmung der Spannungswerte

Nach der Aufldsung des Gleichungssystems erhalten wir auch hier die

Festwerte Ai und konnen damit die Spannungskomponenten ermitteln.

k
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4.4. Biegung mit antimetrischer Normal- und Querkraft

(ResuLtierende gleich Querkraft im Eckdiagonalquerschnitt)

N Gy - s/

Q= b cosA

W e ) & sing

Bild 4.7.

4.4.1, Die Rand- und Gleichgewichtsbedingungen

Aus Abschnitt 4.2.1 kdnnen die beiden Randbedingungen fir den inne-
ren und den geraden dusseren Rand unverdndert libernommen werden. Die
Gleichgewichtsbedingungen flir die Endquerschnitfe sind mit den Glei-
chungen (4.3/1-3) angegeben. Die Gleichgewichtsbedingungen £iir den

ausspringenden Bereich miissen fiir den antimetrischen Belastuagsfall

etwas abgedndert werden.

4.4.1.1. Gleichgewvichtsbedingungen fiir den ausspringenden Bereich

/TI'CP \l\\

(r=b/cos?)

cf(f=b/cos )



-t

Beim antimetrischen Spannungszustand lauten die Gleichgewichtsbedin-

gungen Fflir den halben ausspringenden Bereich:

YPE =0
8 8 b/cos(I+8)
E%;gjfcrr=b/cosé cosp do +t 00:0-$1r2=b/0050 sing d@—t)’ Tr$¢=0 dr = 0
° ° p/cos? (4.44/4)
TPy =0
8 5
K ﬁff—oj -Urr=b/cos«3 sing dg - % c_os%—oj Tr¢r:b/cos0 Raspap = 0 ./“‘44/2/
IM =0
8
dgp = 0 (6. 44/3)

o)
-t — T
cosZOO TProv/cos¥

4.4.2. Spannungszustand Ffiir Biegung mit antimetrischer Normal- und

Querkraft

Filr Bild 4.7. erlauben es die Symmetrieeigenschaften der Scheibe und
der Grundlastfdlle, den Ansatz der Spannungsfunktion F aus Abschnitt
4.3.2.zu Ubernehmen. An Stelle der Cosinus - Funktionen sind die

Sinus - Funktionen zu setzen.

i=j k=4
- mik :
F = (Aé1r+A62rJn[+A53r1+n+Aé4 ) sing + Alpy vt ) sin @49
i=1 k=1
le. 4571)
Flir den isotropen Fall erhalten wir mit n = 23
i=] k=4
F = (& Al Als r3+A', 1) si Aly @ik sin a
= o1 Tthoo rlnr +Ags T7+Agy z sing+ ik 10
i=1 k=1
(4 4572

wobei

aj = (2i+1)—%€ ’ 12 142,550000ed n = V 1+82+k%=-2u0
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Getrennte Schreibweisen Ffilir den anisotropen und isotropen Werkstoff
sind auch in diesem Abscuhnitt nicht notig. Die zugehSrigen 'Spannu.ngs-
kompanenten werden von Abschnitt 4.3.2 iibernommen, wobeili wiederum
die cos - Funktion durch die sin - Funktion und umgekehrt zu erset-
zen sind. Die Konstanten und Abkiirzungen behalten ihre Bedeutung.

op = (Ag Q+As3 neg! M - Aoy n-g'*® ) sing
i=j k=4
+ E [ E Ajx (myp-ai? ) Qz'mik] sin a9 (4 v6/1)
=1 “k=T
Op = (A5 Q+A n(n+1).o"=0 4 Aoy n(n-1) Q"1 ) sing
i=j k=4
* ;i [ ZE Ay myy (myy=1) @2 7Bik | sin ogg (4 46/2)
- K: o
Trg = -(Agp o+Ay3 n-Q1'n-Ao4 n-o'*?) cosg
i=j k=4
- E [ E Aik (mik—1) Q2~mik] sin cxi(p /44‘5/3/
i=1 k=1 )

Die Transformationsformeln (4.11/1-3) ergeben mit r = b/cos (I+8-¢) .
mit den Gleichungen (4.46/1-3) fiir Or , Op und 'rr(P‘die Spannungskompo-
nenten oxn und Txyn in Abhiéngigkeit vom Winkel [oH

Oxn = Ao cos(«‘}+6—(p)[sin(p+ g(Sin3cP+Sinq’)_ %—(cosScpwos(p)]
> ) 2
+A o3 cos' n({}+6-cp)[s1ncp(n+ %—(1-p cos2¢9-q sin2<p)) -cosg n(q cos2¢-p sin2¢)ﬂ
5 B
+hoy cos1+n(0+6—cp)[sincp(—n+ %(1-1) cos29-q sin2cp)) +coscp-n(qcos2cp-psin2(p§]

i=j k=4

+ :f EE Ajy cos2 Mik(9+5-g)
i=1 k=1

+mik(mik-1)(% - %oosZ(p— %cos2cp)) ~ajcosaip(mix-1)(q cos2¢-p sin2cp)](4 47/1)

sinoj @ ((mik-ai2) (-32- + gcos2¢+2sin2w)

Ten = Ao cos(0+6-cp)[- -g-(sinBcp+sin<p)- g(cos3cp+cos<p)]

+h s cos1'n(0+5-<p) [sin:p'%z(q cos2¢p-p sin2¢)-cosg-n(p cos2¢+q sin2q;)]

+Aoy cos1+n(\?+6-cp) [sincp BZE(Q cos2¢-p sin2¢)+cosg n(p cos29+q sin2cp)]

i=j k=4
+ E E Asy cosz"mik(a%-cp)[sinaicp(Zmik-aig-mikg)(g sin2<p—-g-cosch)
i=1 k=1

- ajcosa;o(miy=-1)(p cos2¢+q sin?cp)] (44;/2/
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4.4.2.1. Die Randbedingungen am inneren gekriimmten Rand r = a

Diese Randbedingungen kénnen unverdndert aus Abschnitt 4.3.2.1,liber-

nommen werden. (4.35), (4.36), (4.37).
Ag2 @q *+ Agzen @B - A, Q1 = 0

(¢. 42)

k=4
Ajx (myp-052 ) @2 Mik = o
k=1 {‘.49}
k=4
Z Ajy (myp-1) o2 Mik = o (4. 50)

4.4.,2.2 Die Gleichgewichtsbedingungen am Schnitt ¢=8 bzw. @z—él

Setzen wir Gleichung (4.46/3) in die Gleichung (4.3/3) ein, so erhal-

t i . :
en w1€=%%%%$q (4.38)

Q =_] T 1 4o = [A Q ! -1 -n n
= 1 do = - n=l +Ayz(cos™Ry- )+hgy(cosPy—q, B 6
°d o Q® A = cosv &2 % o N )]cos
Q=Q1 i=3 k=4'
_ E [ E Aik(cos1"mik@_g11"mik)]°‘i°°s°‘ié /457/

i=1 " k=1
Die zwei anderen Gleichgewichtsbedingungen Fflir das Mcment (4.31/1)

und die Normalkraft (4.3/2) werden als Kontrollbedingungen verwven-

det.
tM;Z = [ °2(cosﬁ - ET)+A n(cos"n‘1~‘)-q1‘n"1 =404 n(cosn'1ﬁ—q1n'1)} sind
i=j k=4
+ E [ E Aik(mik-1)(cos‘mikﬁ—g“mik )] sin ;6 = 0 /k52}
i=1 "k=1

+A 3(1+n)(cos‘n§— “R)+A, ( -n)(cosna—q? )] sind

2
._IL = [ OP.Ln

t+b o
S 1—m. 1-m; _
[:E Ajy myy (cos ikd-Q, ik ﬂ sin o468 0

i=1 " k=
2.3. Die G’e]cngew1chtvogdlngung n des ausspringenden Bereiches

(4.53)

a) ):Pg =
Setzen wir die Spannungskomponenten (4.46/1) und (4.46/3)
Gleichung (4.44/1) ein, so erhalten wir mit Hilfe der Integrale:

in die
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o)
j sing+cosg dg = - -} (co0s28-1)
o
0 (%i-1) (%i+1)
sin a:oecoso do = — Sos(fi-1 6-1 _ _cos(%i+1) 6&-1
Z LEEEOsE S5 2(aj~1) 2(ay+1)
6 cos(ay=1) &-1 cos(aj+1) &-1
f cos aicp-sinqa dop = =
4 2(ai—1) 2(ai+1)
r=b/cos(I+8)
t T dr = - t-bd [A Ln(——‘lci?j-——)+ A o(cos™ (9+8)-cos™@ )
re {[ 02 cos(9+5) 03
r=b/cosv

+ Agy (cos™ (5+68) -cos™? )}

i=j k=4
+ E [ai g Ay (cos ' ik (9+8)~cos ~Bikd )}}
i=1 k=1

das Gleichgewicht flir die g-Richtung:
A __cos¥(L0s26-1 . 1n cos¥ ) 4 4
02 5 o

cos? [cos-n«?(n cos826~-1 _4 )+cosn(0+6)]

cos(J+8) 3 2
- Aog cosﬁ{cosna(n 808281 4 1)up ot («‘}+6):l
2
i=j k=4
(o aj+1)6 -1
+ Aik{cosz'mikﬁ[(1+ai)(mik-ai)—-——-—-——-——-os( it1) +(1—ai)(mik+a.).
E i
i=1 k=1 2(ai+1)

cos(ay-18-1j .
'_“—2(0(1_1) + a3 cos¥(cos '™ Mik (0+6)-cos1‘mik\‘))}= 0

b) IPy=0Q| (4.54)
Mit der Gleichgewichtsbedingung (4.44/2), den beiden Gleichungen fiir
die Spannungskomponenten ¢, (4.46/1) und Tro (4.46/3) und mit Hilfe

der Integrale:

)
2 & 1 .
sin dp = = =« = sin2é

§uafpdp g qom
o

B " . sin(ai-1) &  sin(ai+1) &
2 sin o319 eing dg = Tp(q, 1) 2(ay+1)
)

j‘cosaw do = 8 + 1 sinos

2 4

o

8

sin(ay=1) 8 R sin(ay+1) &
2(&1-1) 2(a1+1)

j cos a3 cosp do =
o



— 79,

kénnen wir das Gleichgewicht in n-Richtung anschreiben:

~ (Ago cosd+ Aoz necos'-ny - A'4 n-cos!+ny ) El?%é

i=
:Ef jz: A, kcosz’mlka[(1—a ) (mgy+ay) SLnEZi:lié -(ay (myp-as)
1=

_sxn(a1+1) 8
c) IM =0 2(ai+1) =8 (455)
Das Gleichgewicht haben wir in Gleichung (4.44/3) festgehalten. Wenn

die folgenden Integrale ausgewertet werden, erhdlt man:
)

f cos ¢ = sin &

o
<}
f cos ajp-Sinaid
aj
o

das Momentengleichgewicht im ausspringenden Bereich mit:
( Agp cos¥ + Ag3 necos' ™19 - Aog necos'*m9) sin &
i=j k=4
+ Ay (mype=1) 0032"mikﬁ-sindié =0 /KJZ]
i=1 k=1
4.4.2.4. Die Erfiillung der Randbedingung am geraden dusseren Rand

Die Randbedingungen am oberen Rand werden analog Abschnitt 4.2.2.4,
mit Hilfe der beiden Gleichungen fiir Oxp (4.47/1) und Txyn (4.47/2)
mit r = b/cos(J+6-9) niherungsweise erfillt.

Die Abkiirzungen E(¢) und F(9) lauten:

Egp = cos(0+6—¢)[ sing+ g (sin3¢-sing) a2 (cos3¢-cos¢)]

........

- % cos2¢- % sin2¢))—aicosai¢(mik—1)(qcosZw—psinZ@ﬂ

(4.57)

+ myp(myp=1)(

=
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Foo = cos(d+8-¢) [- % (sin3g+sing)- % (cos3¢+cos¢)]
2
Fo3 = cos1-n(3+6-¢)[sin¢-%r (qcos2¢-psin2¢)-cos¢-n(pcosZ¢+qsin2¢)]

Fix = cose_mik(3+6-¢) [sinai¢(2mik-a12~mik2)(§ sin2¢- % cos20p)

—aicosai¢(mik~1)(pcos2¢+qsin2¢)] (2-577

4.4.2.5. Die Aufldsung des Gleichungssystems

Wiederum konnen wir die verschiedenen Gleichungen analog Abschnitt
4.4.2.5. zu einem Gleichgewichtssystem und insgesamt 8 + 6-j Glei-

chungen zusammenstellen und nach den Festwerten aufldsen.

4.4.2.6. Die Bestimmung der Spannungswerte

Wenn die Festwerte Ai bekannt sind, konnen mit den Beziehuagen

k
(4.46/1-3) die Spannungen in jedem Punkt der Scheibe ermittelt werden.

4.5. Rechnerische Auswertung der Spannungern

Die Auswertung der Spannungen erfolgte Ffiir die drei Grundlastfidlle
aus den Abschnitten 4.2., 4.3., 4.4.. Dabei wurde die rechte Schei-
benhdlfte in den Sechstelspunkten  des halben Zentriwinkels & ge-
schnitten und die Spannungen in den  Zehntelspunkten Jjedes Schnit-
tes errechnet. Die Extremwerte konnten, sofern sie nicht auf dem
Scheibenrand lagen, mit einem Tischkomputer, nach der in Abschnitt
3.6. beschriebenen Methode, bestimmt werden. Die Berechnung wurde
mit verschiedenen Anisotropieverhdltnissen, halben Zentriwinkeln &=y
(Neigungswinkel des oberen Randes) und Krimmungsverhdltnissen durch-
gefliihrt. Um ein Mass fﬁr die Genauigkeit zu erhalten, wurden bei je-
dem Belastungsfall in einigen Fdllen die Grdsse j und damit die Zahl
der Reihenglieder in-der Spannungsfunktion variiert. Die Zusammen-
stellung der Fflir die Praxis wichtigsten Resultate sind in den Ta-
feln 22 - 23 aufgefiihrt. Der Belastungsfall der Normalkraft im
Krilmmungsmittelpunkt (Abschnitt 4.3) wurde zwr besseren Veranschau-
lichung umgerechnet auf zentrische Normalkraftbelastung im First-
Querschnitt., Leider mussten dabei zwei ungefdhr gleich grosse
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Spannungen (Grundlastfall 4.2, multipliziert mit dem mittleren Ra-
dius und Grundlastfall 4.3) voneinander subtrahiert werden. Dadurch
litt die Genauigkeit der resultierenden Spannungen.
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5. Die axialsymmetrische orthotrope Scheibe mit geradem unteren und

geneigtem oberen Rand (gerader Satteltridger)

5.1. Die Grundlastfdlle

Die in Bild 5.1. gezeigte Scheibe hat einen geraden unteren und einen
geneigten oberen Rand. Sie ist beziiglich der y - Achse symmetrisch.
An den Endquerschnitten greifen die dusseren Schnittkrdfte in der
Scheibenebene an. Um die Behandlung dieser Scheibenform litersicht-
lich zu destalten,wird der allgemeine Belastungsfall in zwei symme-

trische und einen Grundlastfall aufgespaltet.

Grundlastfall a): Reine Biegung
Grundlastfall b): Reine Normalkraft
Grundlastfall c): Biegung mit antimetrischer Querkraft. In der y -

Achse greift eine reine Querkraft an.

w(f— | )

b/
LA O S N A

4 —
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,4(&1.__. —

Bild 5.1.

Fiir den Belastungsfall c) muss die Gleichgewichtsbedingung Ml =Q-1
gelten. Zwischen den Schnittgrdssen des allgemeinen lLastfalles und
denen der Grundlastfdlle ergeben sich folgende Beziehungen:

M= Mo + Mq = Mo + Q-1

M'= Mg - Mq = Mgy - Q-1

Die halbe Scheibenldnge wurde mit 1, die Querschnittshdhe an den bei-
den Endquerschnitten mit h bezeichnet. Der obere Rand ist um den
Winkel y gegeniiber der x - Achse geneigt.

5.2. Reine Biegung

= 7
|4

_L—"Ir

|V
’

Bild 5.2.

Der Koordinatenursprung wird in den Schnittpunkt der Symmetrieachse
durch die obere Ecke und der Verbindung der Mittelpunkte an den End-
querschnitten gelegt.

5.2.1. Die Rand- und Gleichgewichtsbedingungen

5.2.1.1. Die Randbedingungen am unteren geraden Rand

Wie bereits in den vorherigen Abschnitten miissen die Normalspannun-—
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gen 6y und die Schubspannungen txy am unteren Rand verschwinden.
=0
Vy=- % (5 1)

Txyyo-h =0 (£v2)

n

5.2.1.2. Die Randspannungen am geneigten oberen Rand

Analog Abschnitt 4 sollen die Randbedingungen am oberen Rand nghe-
rungsweise mit einer Bedingung fiir das Minimum aller angreifenden
Spannungen senkrecht zum Rand und der Schubspannungen erfiillt werden. .
Das folgende Integral soll also mdglichst klein werden:

1

I(x) = oj (ox® + Txyz )ci}s{y £ &£2)

Gy und ?xysind die Spannungskomponenten in Funktion von x am oberen
Rand flir das um den Winkel y' gedrehte Koordinatensystem X -y ’

t bedeutet die Scheibendicke.

5.2.1.3. Die Gleichgewichtsbedingungen an den Endquerschnitten

An den Endquerschnitten x = 1 und x = -1 stehen die Spannungen mit
den &dusseren angreifenden Schnittkrédften im Gleichgewicht. Das Momen-
ten-, Normalkraft- und Querkraftsgleichgewicht lautet:

h
+—
2
M = % Oy y Ay
_ %j * (5.2/7)
+3
N = t 2 o,ay = 0 (5 2/2)
h
-7
+ =
2 (5:2/3]
Q = ¢ T_°d = 0
_gf >

5.2.1.5. Die Gleichgewichtsbedingungen am oberen Keil .

Zusdtzlich zu den ilibrigen Rand- und Gleichgewichtsbedingungen sol-
len drei weitere Gleichgewichtsbedingungen am oberen Keil Fformu-—
liert wverden. Dadurch wird verhindert, dass durch die ndherungs-

veise Erfiillvag der Randbedingung am oberen Rand Zusatzkrdfte den
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Spannungszustand verfdlschen. Mit dieser Massnahme kann die Genauig-
keit der Resultate wesentlich erhsht werden.

y

y=§+l-tany=V' —
—
'/:K/ Ox U
2 i

+'—‘ | o I S
| ¥

x=0 x=1

Bild 5.3.

Man kann die Gleichgewichtsbedingungen wie Ffolgt anschreiben:

a) ZIPy =0
v 1
-hf axdy-f Ty X = 0 (.5:4///
0
2
b) z Py =0
1
j oy dx = O (574/2/
0
C) ZM:O
Das Momentengleichgewicht wird um den Punkt A gebildet.
. - "
fox (Y—.-g)dy-foyxdx=0 (5.4/3)
= o

5.2.2. Spannungszustand flir reine Biegung

Der Lsungsansatz Fiir die Spannungsfunktion der Scheibengleichung
(2.11) kann wie folgt gemacht werden (Abschnitt 2.2.5):
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i=

3
P=2a4% +{ g [Ai1Cosh(x1wi;y)+ Ajp Cosh(Aowiy)

o ( (housy)

+Aiz Sinh(Aqwiy)+Ai4 Sinh(Aowiy ] COSWwiX
i3 1Wiy/+a54 2Wi i /5571

mit mi=%+j-._ ‘ 021 firallei=1, 2,3, 4...]

2_ 2 2 k2_2 (kz_2 Z
A, =\/k 2y . (k% -2py) . 8 A% =\/ Px Bx ) . s2

2 4 2 4

Die Spannungsfunktion (5.5/1) setzt sich zusammen aus einem Anteil
Ao.y3/b, der den Spannungszustand im geraden rechteckigen Balken
unter reiner Momentenbeanspruchung ergibt, und einer Reihe von Sum-
mengliedern, die zur Erflillung der Randbedingungen am oberen Rand
herangezogen werden.

Bei Vorliegen des isotropen WerkstoFfes muss der zwveite Teil mit
den Gliedern nach Gleichung (2.13) gebildet werden.

i=j
3
Py = 4, gL + E - [Ai1Cosh(wiy)+ Ajoey Cosh(wyy)
L 2
i=1 Wi +A53 Sinh(wiy) + Ajq.¥ Sinh(wiy)] COS WiX (5572

Die Spannungskomponenten errechnen sich nach Gleichung (2.8)

i=

ox = Agy + g [A“-M? Cosh(Aqwiy) + Ajp-An2 Cosh(Apwiy)
1=

+ Ai3.x12 Sinh(x1wiy)+Ai4.x22 Sinh(xgwiy)] coswix  [(56/7]

i=
oy = - ;i [Ai1 Cosh(Mwiy) + Ajp Cosh(Aowiy)
+ A3z Sinh(Awiy)+ Ai4 Sinh(Aowiy) ] cos wix ﬂféal

i=
Tyy = E [Ai1 A1 Sinh(Ajwiy) + Aip Ap Sinh(Aswiy)

i=1 Ai3 N1 Cosh(Aiwiy) + Aig4 A2 Cosh(A2wiy) ] sin wix AfééV
isotrop:
i=
Ox = Agey + [Ai1Cosh(wiy)+Aig(y-Cosh(wiy)+ 2. Sinh(wiy))
i=1 wi

+Ai3Sinh(wiy)+Ai4(y-sinh(uiy)+ 2 Cosh(wiy))] cos(wjx)
wi
(57/7)
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i=j
oy = - E [Ai1 Cosh(wiy) + Ajo-y Cosh(wiy)
= + A3 Sinh(wiy) + Aig°y Sinh(wiy)] cos(wjx) (57/1]
=a ws
'ny = E [A“-Sinh(wi)’) + Ao (————Y———COSEF iy) + Yy Sinh(wi.‘I))
= i

+Ai3Cosh(miy)+Ai4(§lE£&§in~ +y Cosh(wiy))] sin(wix) (572)

Am oberen Rand y = v-x/1(v-h/2) = y, miissen die Spannungskomponen-
ten Ox ,Ey undTxyfir das um y gedrehte Koordinatensystem bestimmt
werden.

]

Ox siny + Tyy-cosy

Oy COSY + Txy siny
’

oy siny + Oy cosy

= oy cosy - o} siny

»

Bild 5.4.

Wir erhalten schliesslich die Spannungskomponenten im gedrehten
Koordinatensystem in Funktion der Spannungen des urspriinglichen
Systems und des Winkels Y:

Ty = dy cosly + gy sinly - Txy sin2y 5. 'z
Ty = oy siny + oy cos?y + Txy Sin2y [(5.8/2)
Txy = % (og = gy) sin2y + T4y cos2y (5 £/3)
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Setzen wir nun die Gleichungen (5.6/1-3) in die oben erhaltenen
Transformationsgleichungen (5.8/1-3) ein, dann ergibt sich

mit: y = v- % (v- g) _
_ 2

Gy = Ao Yo coOsTY
i=j

+ {5i1[ Cosh(h1wiy°)(h1zcoszy-sinzy)cos(mix)—Sinh(k1wiyo)h1sin2y-sin(wix)]

= 1+A12[ Cosh(Apwiyo) (A2 200s2y-siny)cos(wix)- Slnh(xgwlyo)k251n2y-51n(wlxﬂ
+Ai3[ Sinh(x1wiyn)(h12cos y-sin Y)cos(uix)-Cosh(A1wiyo)k151nZY-siu(wixﬂ
+Ai4[ Sinh(xgwiyo)(Azzcoszy—sinzy)cos(wix)—Cosh(kzwiyo)kesinzy-sin(wixﬂ}
/5.9/7)
Oy = An ¥ sin2Y
y o Yo

E {A11[ Cosh(k1wlyo)(h1 sin“y- coszy)cos(wix)+5inh(A1wiyo)k1sin2y sin(wix

2 )]
+A12 Cosh( waIyO)(A22s1n2Y cosgy)cos(wix)+Sinh(kzwiyo)x2sin2y 51n(u1xﬂ
2 )]

2

2

+A13[ Sinh x1wlyo)(x1 sin“y-cos“y)cos(wix)+Cosh(Aqwiyo)r1sin2y -sin(wix

+Ayy Slnh(kzwlyo)(hz sincy- coszy)cos(mix)+Cosh(xzmiyo)xgsin2y-sin(mixﬂ}
(59/2)

A ;
Txy = 7; Yo sin2y

E {Al1[Cosh(h1wly )( )51n?y cos(ws x)+Slnh()\1 55 o )A1COSZY sin(w, xﬂ
+A50 @osh(xgwiyo)(——ZEil—)sin2Y cos(wix)+3inh(xgwiyo)h20052y~sin(mixﬂ
2
+A; = @1nh(k1wlyo)(——l—il—)31n?y cos(ws x)+Cosh(A1ulyo)h1cos2y-sin(wixﬂ

+Ai4[Sinh(kgwiyo)(—Aggil—)sinZY cos(wix)+Cosh(x2wiyo)x200s2y-sin(wixﬂ}
Beim isotropen Werkstoff ergibt sich: 593

i=
Ty = Aoyoc052y+ E {Ai1[Cosh(miyo)cos2y cos(wix)-Sinh(wiyo)sinQY-sin(wix)]
i=1
+A12[yoCosh(wiyo)cos2y+ giSinh(wiyo)coszy)cos(wix)

(yoSinh(wiy°)+ 1 Cosh(wiy,) )sin?y'sin(wixﬂ
+Ai3[Sinh(wiyo)cos2y cos(wix)-Cosh(wiyo)siHEY'Sin(wixﬂ
+Ai4[(y°Sinh(miyo)cos2y+ i% Gosh(wiyo)cos2y)cos(wix)

-(VOCOSh(wiyo)+ :% Cosh(wiyo))sin?y-sin(wix)] /gjﬂway
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2

aly‘= Aoyo sin‘y

i=j
- E {Aij[Cosh(miyo)cOSZY-cos(mix)—Sinh(wiyo)sin2y-sin(wix)]
= .

'+A12[(yo(}osh(wiyo)oos2y— -w2— Sinh(wiye) sinzy)-cos(wix)
i
-(yOSinh(wiyo)+ (—3—; Cosh(wiyo)) sin2y —sin(wix)]
+Ai3[Sinh(wiyo)cos2y-cos(mix)-Cosh(wiyo)sin2Y-sin(wix)]

+Ai4[YoSinh(ino)COS2Y— _wg_ Cosh(wiyo)sin?y).cos(wix)

i
-(yOCosh(miy°)+ -3)—; Sinh(wiyo)) sin2Y-sin(wix)]} (5 7/2]
- _ Ao
Txy = 5 Yo sin2y
i=
+ {A:H [Cosh(wiyo) sin2y-cos(wix)+Sinh(wiy,) cos?y'sin(uix)}
=1 :
+Aip [(yo Cosh(wiyo) + ;,]; Si‘nh(wiyo)) sin2y-cos(wix)
+(yoSinh(wiyo)+ ‘—*’l:: Cosh(wiyo)) cos2y -sin(wix)]
+A373 [Sinh(wiyo)sin'é‘y-cos(wix)+Cosh(wiyo)00527-sin(wix)]
+Ai4 [(yOSinh(wiyo)+—% Cosh(wiye))sin2y-cos(wix)
i
+(y°Cosh(wiyo)+ ;1{ Sinh(wiyo)) cos2y-sin(wix) ]} (%5 70/3)
5.2.2.1, Die Randbedingungen am unteren Rand
Nach Abschnitt 5:2.1.1 miissen Oy und Txy am unteren Rand verschwin-
den. (G1. 5.1/1,2) Mit Berilicksichtigung der Gleichungen (5.6/1-3)
resp. (5.7/1-3) und y = h/2 konnen wir die Randbedingungen wie folgt
genau erfiillen:
a) oy ,__h = O
CITE
A11COSh(}\1wi%)+Aj_2Cosh(}\gwig)-Ai3Sinh()\,1wil21-)—Ai4Sinh(h2wi%) =0 /f/f///
und isotrop
Aj1Cosh(wiB)-A;, BCosh(w; B)-A;3Sinh(w; B)+A14Sinh(wid) = 0 112
i i35 i2p i3 1.9 i3 i4 i3

fiir alle i =1, 2, 3, 4,...]
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-Ai1)\131nh(}\1w1% )—Alz}\lenh(}\zmlg )+A13K1Cosh(>\1wl— )+A14}\2COah()\2w12 =0

(5. 722/7)
isotrop:
- Aj1Sinh(wiz )+A12[1—i Cosh(wiD )+Dsinn(usl )]
h h
+A13Cosh(w12 )-A14 Slnh(wlz )+3 Cosh(wig )| =0 (£12/2)
flir alle i =1, 2, 3, 4,...]
5.2.2.2. Gleichgewvichtsbedingungen an den Endquerschrnitten x = 1
Mit Hilfe der Gleichung (5.2/1) und den Gleichungen (5.6/1) bazw.
(5.7/1) erhdlt man nach durchgefiihrter Integration das Momenten-
gleichgewicht am Endquerschnitt x = 1:
h
2
M=% f Ox y dy
h x=1
T2
M pey =
t A012 E {13 Ah Cosh(Mwlz )- Slnh()\‘]wl )]
+A5 4 [)\2h COSh<)‘2wi§ )- w—_Sinh()\gwi% )]}cos(wi’t) @73///
i
isotrop:
5 = 2
Eoals +) X daqs [E_ Sinh(wil )]+Ai3 [h Cosh(wil )- -2sinh(wid )]}cos(wil)
T 12 L _wy 2! 2 2 wy 2
i=1 ,/.5_'73/2/

Die beiden anderen Gleichgewichtsbedingungen (5.2/2) und (5.2/3)
fir die Normal- und Querkraft werden falls o = 1 als Kontrollbe-
dingungen und falls o # 1 als zusidtzliche Gleichgewicrntsbedingun-

gen beniitzt. Es ergibt sich das Gleichgewicht fiir die Normalkraft:
h
t7
N=tfcxdy=0

h
-7z

i=j
E :J—i[AN 2hq Sinh(Mmig )+A122}\251nh()\2wi§ )] cos(wil) = 0 (5 %/y)
—
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isotrop:

—s
1=] .

1 :
E : ;;{Ai1 QSlnh(wi% )+Ai4[h Cosh(wig )+ f% Sinh(mi% )]}cos(wil)=0 $1/4)
1=

und die Querkraft:

h
t2
Q=1 f Txy dy =0
-h
i=j 2
§ 1 . h
i=1

i=
und isotrop:
i=j (
1 . '
:E: ;;[AiZh Cosh(mi% ) + A3 231nh(wi§ )J sin(wil) = 0 (5 1572)

i=1

]

5.2.2.3. Gleichgewichtsbedingungen des oberen Keiles

a)ZPX:O

Mit Hilfe der Gleichungen (5.4/1), (5.6/1,3) bzw. (5.7/1,3) erhal-
ten wir nach der Auswertung der Integrale:

y=v
2
j/ dy = V2 h =)+ E {}11 Slnh(K1w1V) Slnh(K1wlg)]
y= = AQ )-Sinh(Aow h )]
+Ai2 Slnh(k2u v)-Sinh(Apws7
h1 h ]
{5 — ;v)-Cosh(Aquy 2)
+Ay3 o Cosh(nqwiv)-Cosh(Aquy 5
A h
+Aj4 m%[Cosh(kgmiv)-Cosh(kgul 5 )]}
isotrop:
y=v i=j
2 2
f Ox dy = Ao(l;— - %— )+ E {1&11 JT[Sinh(wiv)—Sinh(ui% )]
X=0 : wi
y= % 1=1 ( ) ( .
Cosh(w;v Cosh( w4
+ A, L [v Slnh(u v)- B Slnh(m )+ 1 - 12)]
i2 wy 2 o1 ™
. 1 . . h
+ Ai3 o Cosh(wiv)-Cosh(wi 5)
i
Sinh(w;v)  Sinh(wih/2)
R _h h iV’ hlwi
+A4 wi[v Cosh(w;v) Z?COSh(miz )+ o "
x=1 i=43
f Ty g E=T g [AuMSmh(Mwl— ) + AioAsSinh(Aowi % )
x=0 y= 5 i=1

cos(wil)-1
+A13A1Cosh(h1wig )+Ai4AQCosh(A2wi% )]—————E————
2 51
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isotrop: i3
‘ - } Cosh(wih/2)
. :E:; . h i h o .h
Txy n dx = - {Ai1S1nh(wi§ )+Ai2 [————a;————+ E Slnh(le )]
y= = 1=
2

Sinh(wih/2) h .hNcos(wil)-1
+A120osh(wi%)+Ai4[————;I———— +§COSh(w15ﬂ}—_—_Gt—_—_
das Gleichgewicht in x - Richtung:;

2 2 i=d
v h 1 : s h
Aq (7; - 7;)+ a;{%i1x1F1nh(x1wiv)-(Slnh(x1wiz)) cos(wilq
i=1
Aigxg[smh(xgwiv)-(smh(xgmig )) cos(usil,)]
Ai3)‘1 {Cosh()qmiv)—(Cosh(Mwi% )) COS(u)iL)] /ffé///
isotrop: Ai4h2[Cosh(Agwiv)—(Cosh(Agwi %)) cos(wilﬂ} =0
i=j
Ao( v2/2 - n2/8)+ wll {A“[Sinh(wiv)--(Sinh(wih/Z)) cos(wil)]
i=1 -

Cosh(wyv)

E)+Cos'h(wih/2) )
Wy 2 wi

+Ai2[v Sinh(wyv)+ u(% Sinh(wy cos(wilﬂ
+ Ai3[Cosh(wiv){Cosh(wi h/?)) cos(milﬂ

N h

Sinh(w;v) Sinh(wis)

+ Aia[v Cosh(wiv)+ —_— -(Q Cosh(wig Yb — 20 cos(wjl}=0
' wi 2 2 ws

b) IP, =0 b (576/3)

Mit den Gleichungen (5.4/2), (5.6/2) bzw. (5.7/2) ergibt sich in
Richtung der y - Achse mit Berlicksichtigung, dass y = h/2 :

1=
jgf 1

;; [Ai1 COSh(K1wi% ) + Aie COSh(szi% )
i=1
+ Ay3 Sinh(Aqw;-h/2)+As, Sinh(Apw;+h/2)] sin(wsl) = 0 (517
isotrop:
i=j

1
E o [Ai1 Cosh(wj *h/2)+A4 -*21 Cosh(w; +h/2)

Ay3 Sinh(ugh/2) + Ayl Sinn(usn/2) | sin(e1) = 0 (5 772)
c) IM =0

Wir benlitzen die Gleichungen (5.4/3) und (5.6/1,2) bzw. (5.7/1,2)
und erhalten mit den Integralen:
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AT PRCR ]
y=

i=
i h s 1 h °
+ .E1wi {Ai1[k1(v- 2) Sinh(Aqwiv)+ ;; (Cosh(k1wi E)— Cosh(k1wiv%.
i=

+A12j[}\2i(v— 1) sinn(Ayuyv)+ w’—l (Cosh()\gmi%)- COShg(xz_uiv))]

45 [M(v— %) Cosh(Ajuwiv)+ :—l (Sinh(Mwi-}%)-Sinh(Mwiv))]

+Ai4[k2(v- %) Cosh(Apwiv)+ $¥ (Sinh(xgwi %)-Sinh(xzwiv))]
isotrop: .

(v —)Slnh(va)+ _: (Cosh(wl 5) Cosh(wlv))]

(v2- %?)Sinh(wiv)+ E%; (Cosh(wi%)~Cosh(uiv0]
(v~ —) Cosh(wiv)+ j: (Slnh(w12 )- Slnn(ulv))]

(v2

+
=
.
W
— — —

+ Ayy - %E) Cosh(wiv)+ Eg: (Sinh(wi% )-Sinh(wiv))]

1
Oy x dx = Y Ai1C°Sh(A1wi§X+Ai2COSh(Azwig)+A13 Sinh(A1wi§)

TN

o]

. + Aj4 Sinh(howj 2)] (L s1n(wll)+ ——_Lﬁill.~1_)
isotrop: wi wi
=1

cy-x dx =

$

N X

i
o

1
B—[AN Cosh( mig )+Aio Cosh( ijD ) +Aj3 Sinh( wi% )

+ Ayy sinnuy D] (vosin(ugu)e Sostet) 1)
* Wi wj

i=1

flir das Momentengleichgewicht:

ol -5 v+ ).

i=
" i L {A“[M(v- B) Sinh(Aquyv)+ 2 (Cosh(Aqwy B)=Cosh(Aquwyv)
P : v+ o 101 3 194

+(Cosh(k1wi E))(L-sin(w.t)+ cos(wil) J_)]
2 i Wy wi

+ Aiz[xz(v— 2) Sinh(kzwiv)+ L. Cosh(

+ (COSh(ngi 5))(L‘sin(wit) + 32512&1—-———)] +
wj i
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1 " h
A 3[)\1(v— %) Cosh()\1wiv)+ -(:); (Slnh(Mwi '5)" Sinh()‘ﬂ"iv)) :
cos(wil) 1 )]
w4 w4
. h .
+Ay 4 [}\z(v— h) Coshj(AowyV)+ w—1i- (Slnh( oWy —) - Slnh()\gin))

* (Sinh()qwi% )(1-sin(wit)+

1 1y
ls;(tizr;h<kzwl 3) (1-sintuv+ ool o))} o (17
3 3
A‘O(;L-_IVZ-‘-%)

i=3 cos(wl)
+§3-51{ Ajq [(v- E)Sjnh( wiv) +‘%i(Cosh ( u>il-1 )-Cosh(wiv ))+Cosh(wi¥2-1)(lsin( wil)+ ™y -a—))]

os@_ﬂ.) 1 ))]

+A12[v2-§':2h)Sinh(wiv)+-2£(Cosh(u§_ )- cosh(uw)+ Cosh(ua— Musin(w; 1)+
W

s wyl)
N Aﬂ[(v_r_l_)%sh(wiv) +1_(smh(wi*-1)-smh( w; V) +Sinh (w2 )(szn(wix)+(£-,-°31—— -;-1)]

+Ai4[(v - )Cosh(wlv)+—-(Smh (wl—) Sinh(w;iv) S = Sinh(ws 3 )X Tsin(wil) +%‘£‘-) 1)]}..(;

Wi

(5:77/2)
5.2.2.4. Die Erfiillung der Randbedingungen am oberen geneigten Rand

Am oberen Rand der Scheibe Ffiir y ._v--(v--)werden wir die Randbe-
dingungen gemdss Abschnitt 5.2.1.2. erf‘ullen In den Gleichungen
(5.9/1,3) bzw. (5.10/1,3) stehen uns die Spannungskcmponenten ox ,
'rxy in Funktion von X zur Verfligung. Analog Abschnitt 4.2.2.4, fiilh-
ren wir eine abgeklirzte Schreibweise ein:

. i=j

Gy = Ao Bo + 5 [Ai1Ei1 + AipBio + Ai3Ei3 + Ai4Ei4] (% #/1)
=1
5

Txy = AoFo + [A11F 1+ AioFip + A33Fy3 + A14F14] (5 12/2)

Es bedeuten nach Glelchung (5.9/2) mit Beriicksichtigung dass:
y = V- —(V- = )

Eo = Yo sin2Y

Ejq =Cosh(Aquw;y,) (A, 2sin2y—c os 2Y Jeos(w;x)+Sinh(\ wjyo )\ sin2y- sin(w;x)

und nach Gleichung (5.9/3):
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e

F, = 49 gin 2
0= 3 Y

2
A +1 . .
Fiq = Cosh (A1wiyo)(—4—§—)sin2y cos(wix) + Slnh(x1wiy°)x1cos2y 51n(wix)
Fio = RIEERETEE

Filr den isotropen Werkstoff erhalten wir nach Gleichung (5.10/2):

By = Yo sinZY

Ejq1 = =Cosh(wjy,)cos2ycos(wix) - Sinh(wijy,)sin2ysin(w;x)
EiZ T eeccsccoes

und nach Gleichung (5.10/3):
Jo

Py = 5 sin 2y
Fyiq = Cosh(wiyo)sin2ycos(wix) + Sinh(wiyo)COSZYSin(wix)

Fio = ceececoes

Die Ableitungen der Integrale J(x) (5.2) nach den Festwerten erge-
ben:

2 .2 1
T _ 2&.3_1_ {Ao f <E02 . Foz)dx
CLN cos”y 6 1 1
i=j [
+ S_—J [A:u J(EmEo +FFoax + Ayp ) (BypB, + FioF,)dx
1 1 .
+ Asx I(Ei3Eo + FygF)dx + Ay ! (B By + Fi4F0)dx”~
] )
- 1 4 19/7)
aI 2 ax° t { j .
L= = S A (EE., + P P.,)dx
aAi1 0053Y 0% o i1 o i1
N 1 1

= [ 2 2 '
+ :Lj [Ai1o (Ej1° + Piq7)dx + Ay J (BjpBiq + FypFyq)dx

1 1
+ ;\13[(}31313i1 + Fi3Fi1)dx + Ay f(Ei4Ei1 + Fi4Fi1)dx]
(o] o)

fir allei =1, 2, ...J (5 1912/



~ 88 -

Fiir die Bestimmung des Minimums miissen die beiden Gleichungen gleich
null gesetzt werden. Somit ergeben sich die folgenden Gleichungen:

1 i=] 1 1
Aoj (Eo2+F02)dx+ 2[&;1] (E11E0+F11Fo)dx+Aig I(EigEo+F12Fo) dx
0
] °.
+ Ay (B+«E +Fs 2P )dx+ Ay j’(E. E _+F; ,F ) dx] =0
i3 }/ i3%0" i3 0 i4 i4"0™"id4%0
& . (5.20/7)
1 i=j 1 1
2 2
A, I(Ei1Eo+Fi1FO) dx+ E [Ai'i f(E:H +Fi17)dx + A39 I(E12Ei1+F12Fi1) dx
o i=1 ° 0 ﬂfi@év

+ A3 ........]= 0
Die Auswertung der Integrale in den Gleichungen (5.20/1,2) ist auch
hier analytisch kaum m&glich. Es wird eine numerischa Summierung
durchgefiihrt mit 21 Stiitzstellen und konstanten Funktionswerten iber

den Stlitzstellen.
m=20

Ag Z [Eo(Xm)2 + Polxp)? ]

m=0 |

m=20
( Ei1(xp) © Eo(xp) + Fiq(xp) 'F°(Xm)i)]

M]

=20
( Ejo(xp)eBo(xp) + Pia(xg) - Fo(xm) )]

Mg

miio
(313(xm)'Eo(xm) + P13(xy) ‘Folxn) )]

M

fizdo
‘ E (Ei4(xm)-E°(xm) -+ Fi4(xm)'F° (Xm) )]} = 0 (527/7}
m=

=
1

n
o

( Ey1(xp)? + Fy1(xp)? ) ]

( E12(xp +Ei11(xp) + Pi2(xp)-Fi1(xp) )J

]
10

ME

( Ey3(xp) -E11(xp) + Fi3(xg) Fi1(xg) ) ]

EE
n
ol
o

( Bytxm) Byq (rm) + By 4 () By () )]}=o (e2112)

«v.j mit einer Gesamtzahl von J + 1 Gleichungen.

n
-8

m
fur alle 1 =1
m .
Kpp T commemesmm—e
- 20
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5.2.2.5. Zusdtzliche Randbedingungen am Firstpunkt

Bei kleinem Winkel y werden die Randbedingungen am oberen Rand mit
der oben formulierten Methode der kleinsten Quadrate in der N&he des
Firstpunktes relativ ungenau erfiillt und verursachen dadurch eine
Verfdlschung der Spannungen im Firstquerschnitt. Die Genauigkeit

kann verbessert werden, wenn mit zwei zusdtzlichen Gieicaungen im
Firstpunkt die Spannungskomponente Ey senkrecht zum Rand und die Kom-
ponente Ex parallel zum Rand gleich null dgesetzt werden. Nach Glei-
chung (5.9/2) bzw. (5.10/2) gelten mit Berlicksichtigung, dass y,= v
und X = O sind, die beiden Bedingungen:

2y

) ?YF = Ay vesin
i=j
+ E {Ai1[Cosh(x1wiv)(x1zsin2y-coszy)] +A12[Cosh(xgwiv)(xzzsinzy-cosgy)]
i=1 ’
2y-coszyﬂ} =0

(5. 22/7)

+ AiB[Sinh(h1wiv)(K1zsin Y-Ooszy)]+ Ai4[Sinh(A2in)(A22sin

und isotrop:
EyF = Ay v sin?y
i=j -~

- E {}i1[Cosh(wiv)cOSZY]+A12[v Cosh(w;v)cos2y - é% Sinh(wyv) sinzy]
1i=

+Ai3[Sinh(wiv)cos2YJ +Ai4[v Sinh(wiv)cos2y - 2- Cosh(wiv) sinzy]}= 0
wi
Nach Gleichung (5.9/1) uad (5.10/1) ergibt sich mit y' = v
und X = ¢ o (522/2)
OxP = Ao V cos?y

i=j
+ E {Ai1[Cosh(x1miv)(x12cos2y-sin2y)] +A12[Cosh(Agwiv)(K220032y-sin2yﬂ
1=1 ’
+A;3| Sinh(Aqwiv) (Aq2cos?
i%| Sinh(Aqwiv)(Nq“cos

Y-Singv)] + Ai4[Sinh(A2wiv)(kzzcos2y—sin2yﬂ}-=o
isotrop:

Oxp = Ag V cos2y (523/4)
i=]

+ E {Ai1[Cosh(miv)c0527]+Ai2[v Cosh(wiv)cos2y+ = Sinh(wiv) coszy ]
1= @i

. >
+Ai3[Slnh(wiv)cos2y]+Ai4[v Sinh(w;v)cos2y + ;I Cosh(in)COS2Y]}: 0

(523/z)
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5.2.2.6. Die Aufldsung des Gleichungssystems

Analog Abschnitt 4.2.2.5. werden nach der Lagrange'schen Multiplika-
torenregel die Randbedingungen am unteren Rand (5.11) und (5.12),
die Gleichgewichtsbedingung am Schnitt x =%1 (5.19), (5.20) und
(5.21) Flir o > 1 die drei Gleichgewichtsbedingungen des oberen Kei-
les (5.16), (5.17) und (5.18) und Fir kleine Winkel y die beiden
Bedingungen am Firstpunkt (5.23/2) als Nebenbedingungen formuliert
in einem Gleichungssystem, das die Bedingungen Ffir das Minimum der
dusseren Spannungen am oberen Rand (5.21/1, 2 ...) enthdlt. Fiir die
unbekannten Konstanten Ao’ All’ A12"‘° Ail"' Aj4 (insgesamt 1 + 4.j)
bendtigen wir 1 + 4.j Extremalbedingungen, denen n lNebenbedingungen
gegeniiberstehen. n muss je nach Scheibenform und Berscnnuangsart ver-
dndert werden. Die Gesamtzahl der Gleichungen beliduft sich somit

auf 1 + 4-j + n,

5.2.2.7. Die Bestimmung der Spannungswerte

Nach der Auflgsung des Gleichungssystems und der Ermittlung der Fest-~
werte A konnen die endgliltigen Spannungswerte anhand der Gleichungen
(5.6/1-3) bzw. (5.7/1-3) erhalten werden. Die Spannungen am oberen
Rand Ox , dy und?xywerden mit den Gleichungen (5.9/1-3) bzv, (5.10/
1-3) errechnet. Ein Mass flir die Genauigkeit der durchgefiihrten Be-
rechnungen geben.die Spannungskomponenten Jx und Exy: die bei Er-
hthung der Anzahl Reihenglieder gegen null konvergieren.
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5.3. Reine Normalkraft an den'Endquerschnitten

y
m
Y l Y -
‘l___ ; /'/V E- .
| +-
21

5.3.1. Die Rand- und Gleichgewichtsbedingungen

Die Randbedingungen am unteren geraden Rand und die Randbedingun-
gen am geneigten oberen Rand konnen aus Abschnitt 5.2,lbernommen

werden. Flir die Gleichgewichtsbedingungen an den Endquerschnitten

gilt. h
+ —
2
N =1 hI oy dy /-5.'24‘/7/
-2
+ 3
M=+ hf Ox ¥ dy =0 [-5'.‘24/2/
-2
}%
Q=1 .
oy Tww=o (5. 24/3)
2

Unverdndert bleiben die Gleichgewichtsbedingungen am oberen Xeil.

5.3.2. Spannungszustand filir reine Normalkraftbelastung

Den Losungsansatz Ffilir die Spannungsfunktion wdhlen wir wie folgt:
(Abschnitt 2.2.5)

i=j
_ 4o 2 § 1 .
F=sy + 72[Ai1 Cosh (Mwiy) + A, Cosh(}\zwiy) + Ai3 Sinh (>‘1wiy)
=7 Wi
+ A; Sinh (xzwiy)] cos(w;x)
(5.25/1)
mit wj = =% fir allei=1,2, ... 3, und 021
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sowie
2
k®=-2py (K%-2p)2 5 I;-Zu ]l(k2-2' e
~ V _ x Bx) 2
x1 = \/*2 + " + s k2 = '» 5 - y 7 + s

Der Anteil %-Ao-y2 ergibt die Spannungsverteilung mit Normalkraft-

belastung am parallelgurtigen Balken. Die zus&dtzlichen Reihenglie-
der unterscheiden sich nicht von den Zusatzgliedern in Abschnitt
5.2.2. Sie werden auch hier zur Erfiillung der Rancbedingungen am
oberen Rand benstigt.

Die isotrope Schreibweise lautet nach Gleichung (5.5/2):

i=j
F=5 3+ i ! [Ai1 Cosh(w;y) + A,y Cosh(w;y) + Ay5 Sinh(w;¥)
i
$.25/2
+ Ag Y Sinh(wiy)] cos(w;x) ( 57 )
Nach Gleichung (2.8) erhalten wir die Spannungskomponenten wie in
Abschnitt 5.2.2, (5.6/1-3)

i=
o, = Ao‘“z:l (5 2¢/7)

i=1
o, = -ij’ (5 26/2)
1

T = . (5 2¢/3)

Xy ¢osessscscss

I

[y
L[}

[n

bzw. (5.7/1-3) fiir den isotropen Baustoff:

i=j
Oy = A°+1—1 (5 23/7)
% = S e, (5 27/2)
i=1

T, §:1‘ (& 22/3)

Die Spannungskomponenten im X-y-Koordinatensystem am oberen Rand
mit y = v-x - (v=h/2)/1= Y, konnen mit den Gleichungen (5.8) und
(5.9) ermittelt werden. Sie lauten mit Beriicksichtigung, dass unter

dem Summationszeichen sich nichts verdndert:
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Qat
]
n
.
o
Q
(e}
0]
N
-
+
e
M
:
:
:
:

(5. 22/1)

1=1

i=j

- .. 2

oy = A sin®y + o s G (f 28/7)

11

A =
Txy=-2-—°sin2y +z]:......... /5-2"’/3/

i=1

Bei der isotropen Schreibweise beniitzen wir die Gleichungen (5.10/
1-3). Das erste Summenglied #ndert sich gegenilber den Gleichungen

(5.28/1-3) nicht. i=j
. 2
ox = Ag cos Y + E
i=

= (5.29/1)

- - B~

Gy = Ag sin®y + 5 55 5 81 wiieiehe (5:2?/2/
1=

) i=j (%5 29/3)

_Ag .
Tey = 50 sin2y +Z e eseins s
. £

5.3.2.1. Die Randbedingungen am unteren Rand

Analog Abschnitt 5.2.2.1 erhalten die Randbedingungen am unteren
Rand folgende Form: (5.11/1,2) uvad (5.12/1,2)

a =0
a) yy=__121

h .4 . h " h
Ajq Cosh()\1wi2) + A, Cosh(}\zuiZ) - A4 Slnh()\1w12) -4, S:th()\zwi-z-) =0

isotrop: (5. 30/1)
h h h . h ) h
Ai1 Cosh(wiz) - Ai2 5 Cosh(wi —2—) - %3 Slnh(“i E) + A i4slnh(u.\i E) =0
: (%
fir allei =1, 2, 3 ... J / 30/2/
b) T =0
) Txy o _g
n
Ajq Ay Sinh(h0i8) - Ajp Ap Sinh(Apwsg) + Aiz Ay Cosh(Aqu;g)
+ Aig Ao 00sh(x2wi%) =0 (8.31/7)
isotrop:
-A31 sinh(wid) + Asp [&1 Cosh (wid) + & sinn (wi%)]
+A33 cosh (wid) - Ai4[%_ sinh (w;3) + 8 cosn (wi%)] =0 [5a12)
: 1

fir alle i =1, 2, 3 ... ]
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5.3.2.2. Gleichgewichtsbedingungen an den Endquerschnitten x=%1

Setzen wir Gleichung (5.26/1) bzw. (5.27/1) in Gleickhuang (5.24/1)

ein, so erhalten wir:

i=j

zi . h
Aogh + %i [Am E Sinh(}\.lwi%) + Ajo 2hp Sinh(Apuw;s ] cos(w;il)
- (5 32/1)

=

und isotrop:

i=3
= A+ i}_: &i [Ai1 2Sinh(w; ) + Agy (h Cosh(w;B) + -L%-iSinh(wi%))]cos(wi'L)

=

/5.32/2)
An den Endquerschnitten verschwinden das Moment und die Querkraft.
Die beiden Gleichgewichtsbedingungen (5.24/2,3) werden, falls o =1,
als Kontrollbedingungen und Ffalls o # 1, als zusdtzliche Gleichge-
wichtsbedingungen beniitzt. Sie lauten fiir das Momentengleichgewicht:
1=]

M 1 h 2 oy h
I= 1_2 Ei{Aig,![)\.,h Cosh(ruwiz) - wismh(’W“’iz)

h 2 o h 1) =
+ Ai4[A2h Cosh(Apw5) =~ uy ulnh(x2w12)]} cos (wyl) [5%3@/

isotrop:

i=j 5
- z-—;—i{Aig[g Sinh(w; %)] + Ai3[h Cosh(w, B) -iSim(wig)]}cos(wix) -0
=
(5 33/2)

H=

und das Querkraftgleichgewicht:

1

1 . h : h I
%: > m.i{;'xﬂ 28inh(Muwiz) + Aig ZSlnh()\gwiE)} sin(wil) = 0 /£34/7)

und isotrop:

i=j
9 i 1 ; h - ,_11} ' 1) =
i=2 Zu'i{Aiz b Cosh(w;) + Ay 28inn(w;g) J sin (w1) = 0 (534/2)

5.3.2.3. Die Gleichgewichtsbedingungen des oberen Keiles

a) IPy = 0!
Das erste Glied der Spannungskomponente Oy (5.26.1) bazw. (5.27.1)
nach Gleichung (5.4/1) integriert,ergibt:

6]

f.n.o ay = Ay (v- B

h
2

Die weiteren Summenglieder kdnnen unverindert aus (5.16/1) baw.



- 95 -~

(5.16/2) libernommen werden.
Das Gleichgewicht in x - Richtung lautet somit:

A, (v- B 4 i %i {Ai1 iy [Sinh(Mwiv) . (Slnh(Mwlg)) cos(wi'l,)]
i=1

A, A [Sinh(}\zwiv) - (sinn,u D) cos(wi\.)]

+ Ajz M\ [Cosh(Mwiv) - ( C°Sh()‘1‘*‘i%) )cos(wit)]

h -
il Lsotreps LY [Cosh()\gwiv) - (Cosh(i\zwie) ) cos(wi’l,)]} =0
i=j _ ) (5. 3577)

Ay (v- B +Z "}’1{ Ayq|Sinh(wgv) - (Sinh(wig))cos(wil)

i=1
+ Aig[v Sinh(w;v) + 99§%§2£Kl - (% Sinh(wi%) + Egigéfiéz)cos(wltﬂ
i
* Aij[Cosh(wiv) - (Cosh(wi E))cos(mi*{,)]
(i)
+ Ai4[v Cosh(wiv) + *l&](_@ﬂ) (% Cosh(wlz) ———%z)cos(ql)]}
b) P, =0 (£ 25/2)

Die Gleichungen (5.17/1) bazw.
nommen werden:

(5.17/2) kénnen unverdndert liber-

i=j
1 h h
E wi {Ai‘l Cosh (}\1wi-§) + Ajo Cosh (}‘ZNiE)
=1
+ Aj3  Sinh (Mwi%) + Aj4 Sinh ()\gwi%)} sin(wil) = 0 [$ 3¢/7)
bzw
i=j
1 . n n n
Gl{Ai‘] Cosh ((1)15) + A12 § COSh(L\Jl'Z‘)
ey
+ Ays Sinh (wid) + A, B Sinh(wi%)} sin(wsl) = O /5 %/2)
c) IM =0

Nach Auflésung des ersten Integrals (5.4/3) flir das erste Glied
der Spannungskomponente oy (5.26/1) bzw. (5.27/1)
v i=j
2 2
h - Yy _yh h
!Gx (y-3)ay=4,(3-3+5) + g
2

i=1
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konnen wir das Momentengleichgewicht mit Hilfe der Gleichung
(5.17/1) bazw. (5.17/2) anschreiben:

2 2 i=
h h 1
MF-F+g)+ ;: Gy { M (v PstanCugugy) + 2 fCosn(hug)=Cosh(ryuyv)

+ (Cosh(k1wi%))(l sin(wy1) + 22%§Qil) - %i)]
+ Ai2[A2(v- %) Sinh(l2wiv) + %i(Cosh(kzwi%) - Cosh(hzwiv))
+

(Cosh(xzwi% )(1 sin(w;1) + E%im) - %1)]

+ Ai3[k1(v- %)Cosh(h1wiv) + % (Cosh(k1wi%) - Cosh(h1wiv))

(cosn(ryud ) (1 sin(u;1) +1°Ls£‘:+u- -4

w

+

+

Ai4[A2(v- %)Cosh(hzwiv) + %i(Cosh(kzwi%) - Cosh(hzwiv)
Cosh(x1w12)) (1 sin(wil) + °2§£ﬂil) --1ﬂ}= 0 8374

w
1sotrop i

A (5 Vh §) + zzf {Ai1 Ve —)Sinh(wiv) + E (Cosh(wig) - Cosh(wiv))

c 1) 1
+ Cosh(wif) (l sin(wit) + QELQi_ ai )]

+ Aig[(v - 5) Sinh(wyv) + §w1(0°5h(“i%) - Cosh(wiv))
+ % Cosh(wi%)(L sin(w1) + 92%£9il) R )]

Wy

+

+ Ai3[(v2_ %) Cosh(w;v) + %i(Sinh(wi%) - Sinh(wiv))
+ Sinh(wi%)(t sin(miL) + 225&911) I )]
i i

We
+ Ai4[(v2- ) cosh(w;v) + %‘Gi(Sinh(uig) - sinh(wiv))

+ 5 Stnn(u; ) (U sin(u;1) + co_su()?;l) -2 )]} = 0 (537)

w,
i
5.3.2.4. Die Erfiillung der Randbedingung am oberen Rand

Die Randbedingungen am oberen Rand werden analog Abschnitt 5.2.2.4.

erfiillt. Bs verdndern sich nur die beiden Abklirzungen g und FO in
den Ausdriicken flir die Spannungskomponenten Ox und Txy .

E singy

]

5
o
I

= % sin 2y
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5.3.2.5. Zusdtzliche Randbedingungen am Firstpunkt

Diese Bedingungen kdnnen aus Abschnitt 5.2.2.5. ibernommen werden.
Mit der Umschreibung der ersten Glieder aus (5.22) und (5.23) erhal-
ten wir fir die Spannung ciF senkrecht zum Rand:

i=
ojF = AosinzY + E Ajq [Cosh()\-,wiv)()\.lzsinzy
i=1

+ Ajo [Cosh(kgwiv)(A1
+ Ai3 [ Sinh(A1in)(}\1

zsinzy

2sinzy
§ Ai4['Sinh(xzwiv)(xgzsinzy
und isotrop:

o5y = 'Aosinzy - Aj 14 [Cosh(miv)cosé‘y]
i=1

+ Ay | Sinh(w;v)cos2y]

cosgy ]

)
")
n] -

I’\Jl\)l\)

cos
cos
cos

(5. 3¢/1]

+ A5 [v Cosh(w v)cos2y - %i Slnh(wiv)sinzy]

+ A14[ v Sinh(w;v )cosh2y - %i Cosh(wiv)sin2y]= 0 ﬂ‘..?f/z/

und die Spannungen parallel zum Rand:

i—.?
O%p = Aocoszy + A4 4 [Cosh(}\1wiv)(}\1 2508y
i=1

+ Ay, [Cosh(}\zw v)(}&z coszy
+ A3 [ Sinh(A wiv)()q cos y
+ Ajy [ Sinh(Asw;v) (Ao 2c0s2y
isotrop:
i=
Oxp = Agcos vy + Aqq COSh(in)COSQY}

2

+ Aj3 [ Slnh(wlv)cos2y]
[ v Sinh(wijv)cos2y + 2

v Cosh(wiv)cos2y + o1

Wy

- 5in%y)

- sin"y)

sinzy)

NN

1}

siny) 0 /5;39/1/

_— [S——

Sinh(wiv) coszy]

Cosh(wiv) cos2y]= OKC‘?Q/Z/
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5.3.2.6. Die Auflgsung des Gleichungssystems

Das Gleichungssystem wird gemdss Abschnitt 5.2.2.6.aufgeldst.

5.3.2.7 Die Bestimmung der Spannungswerte

Die Spannungen erhalten wir nach Abschnitt 5.2.2.7.



- 99 -

5.4, Biegung mit antimetrischer Querkraft

X

[
|
-
s
lsl

”'C“[_—'—“J

Bild 5.6,

5.4.1, Die Rand- und Gleichgewichtsbedingungen

Aus Abschnitt 5.2.k8nnen die Randbedingungen am unteren und oberen
Scheibenrand iibernommen werden. Die Gleichgewichtsbedingungen an den
Endquerschnitten lauten:

. b
- a
Q= t hj Tyy OF (£ 40/1)
-7
+3
M= oM, =t-hj o, ¥dy (5 40/2)
-3
N = % nj o dy = 0 (5 40/3)
=2

Die Gleichgewichtsbedingungen am oberen Keil ergeben sich flir diesen
Belastungszustand nach Bild 5.7. zu:

by

=g+t tan Y ——
A

-//_h/ TXyJ\Y/\
| ¥ e
- L. Tyx ia . L X
e s a1 ]

x=0 x=1

Bild 5.7.



1 1
= 0 - ,oxdx = O 5. 44/3
j Tyy 0% (5 41/7) of ¥ (5 41/3)
_ .
>y
y L 0 (5 41/,
dx = - 47,
E.f Tyy @Y * d{ oy dx 2)
2]

5.4.2. Spannungszustand Fflir Biegung mit azatimetrischer Querkraft

Der Lisungsansatz fiir die Spannungsfunktion wird wie folgt gemacht:

i=3
F= 2° (x y° - % n’xy) 4-25: 4 2[A11 Cash(Aqwy) + 4o Cosh(Ayuw¥)
.-=—.1- Wy
* i A3 Sinh(Aquyy) + Ay, Sinh(rywyy) sin(wx)
($42/1)

mit wi=%f% fir alle i =1, 2,73 ... j
Mund Ay'siehe Gleichungen (2.12/1-2)
Das erste Glied gibt die Ldsung fiir den parallelgurtigen geraden Bal-
kenmit antimetrischer Biege- und Querkraftbelastung. Die weiteren
Summenglieder konnten aus Abschnitt 5.2.2,libernommen werden, nach-
dem die Cosinusfunktion durch die Sinusfunktion ersetzt wurde.
Beim isotropen Werkstoff ergibt sich die Spannungsfunktion zu:
A = 1
P=g°(xy - 3 vPxy) + Zai[A 41C0sh(w;y) + A 4oy Cosh(w;y)

i=1 X .
+ A iBSinh(wiy) + A4y Slnh(miy)]31n(wix)

Die Spannungskomponenten erhdlt man nach Gleichung (2.8): /r4247
i=3 .
2 .
o, = Ay (yx) + E P.i1x12 cosh(Aqu;¥) + A5 Ay COSh(xzwiy)
i=1
A3 A 2SInR(h ) + Ay A Sinh()\zwiy)}sin(wix)
(5.43/7
i=
Oy = = [An Cosh(Aqu;¥) + Aj, Cosh(Aguyy) + A5 Sinh(rqw;¥)
5 43/2)

=1, Ay, Sinh(rpuyy) sin(w; x)
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1:
2 1,2
Txy = = %ﬂ(y -7 nc) - é [Ai1AiSinh(k1wiy) + AjoAoSinh(Aowiy)
i:
+ Aj3hqCosh(Aquiy) + Ai4>\2008h()\2wiy)]cos(mix) (543/3)
Die Spannungskomponenten fiir den isotropen Werkstoff lauten:

i=
S'nh! 112
ox = Ay(y=x) + [Ai1 Cosh(wyy) + Ai2(y Cosh(wiy) + = w?
i=1

+ A33Sinh(wiy) + Ai4(y Sinh(wiy) + 299§2&fix)ﬂsin(wix) ﬂ{é#ﬁv

i= .

oy = - [Ai1 Cosh(wiy) + Ajoy Cosh(wiy)+Ai3 m(uay)+ﬂi4ySinh(wiy)] sin(wix)
) i= (5 44/2)

Ty = - B2 (y2- ;1- n?) - 2 [Amsmh(wiy) + Ajp (935%-‘;’11)- +y Sinh(wiy))

+ AjzCosh(wiy) + Ajg ( §i§2&?i¥l +y Cosh(wiy)]cos(mix)
Im x, y Koordinatensystem ergeben sich die Spannungskomponenten am

oberen Scheibenrand mit y = v-x/L (v-h/2) = v, nach (5.8/1-3) und
(5.43/1-3) bzw. (5.44/1-3)

(5. 44J3)

2
Y 8%y i o0
o[ YoX cos Y + (= g ) sin yJ
1 . s R
+ E 11[Cosh(k1wly )(A1 coszv—51n y)sin(wyx) + Slnh(x1wiyo)A131n2ycos(wlx ]

i=

1 A12[C°Sh(l2w1Yo)(X2 cosy-sin?y)sin(wix) + Sinh(xzwiyo)xgsineycos(wix)]
A13[Slnh(7\1“’iyo)(}\1 cos?y-sin®y)sin(wix) + C°Sh(’\1°’iyo)"1sm2Y°°S(°’ix)]
14[Slnh(h2wiyo)(k220032Y—Sin?Y)Sin(wiX) + cosh(xzwiyo)xzsin2ycos(wix)]

(8 45/1)

r 2 _MLE n® i
oy = Ao[yox siny - ( M0 - g ) sin ZY]
+

Ai1[Cosh(x1wiyo)(x1zsin2v-coszy)sin(wix) - Slnh(A1w1yo)k‘51n2ycos(w %) J

i=1
+ Alz[Cosh(hgwlyo)(kz sin?y-cos?y)sin(w;x) - Slnh(kzwlyo)k251n2ycos(wlx)]
+ AiB[Slnh(k1wiyo)(A1 sin2y-cos? y)sin(w;x) - Cosh(Aqw;y, )Aqsin2ycos(w; x)]
+ Ai4[5inh(kzwiyo)(AZZSinzY—coszY)sin(wix) - Cosh(xzm y )k251n2ycos(m x)]

(5:4572)
A, . > p2
Txy = 3 [yo X sin2y - (yo -7 ) cosZY]

i= 2
+ i Ajq [Cosh(x1wiyo)(M.é.tl)sinzYsin(wix) - Sinh(xwiyo)Mcoszycos(wix)]
i=1
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+

A2

Aj0 [C‘osh( A2Wi¥o) (-—22;1) sin2ysin(wix) Sinh(Aowiyo)A2cos2yc os(wix)]
2

Az [Sinh( Awi¥o) (Mf—‘l )sin2ysin(wix)

2
A
Ajy [Sin.h(}\gwiyo)(—-22+—1)sin2ysin(wix) - Cosh(kzwiyo)}\chSZYcos(wix)]

+

Cosh(Mwiyg) M cos2Ycos(wix)]

+
(5453
isotrop:
¥ h2
Gy = Ao[yo-x coszy + ( _é_g -5 ) sin 2y]
+ Ai1[Cosh(wiyo)cosmsin(uix) + Sinh(w;y,)sin2y cos(wix)]
i=

2 . R
+ A12 [(yo Cosh(wiyo)cos2v + 61 S:th(wiyo) coszy)s:.n(wix)

+ (yo Sinh(wiyo) + -331 Gosh(wiyo))cOSZV cos(wix)]

S . .
+ Ai3[ :Ln.h(wiyo)cos2ys1n(mix) + Cosh(wiyo)sn.nZY cos(wix)]

2 2 "
+ Ai4 [(yo S‘inh(wiyo) cos2y +'r3i Cosh(w;y,) cosy) sin(wjx)

1

- (yo Sinh(wiyo) + o Cosh(wiyo))cos.?Y cos(wix)]
i

(54¢/1

2 i

. A I 2 h

= oly - - (¥ - =
Oy 5 yo x sin®y (2 g ) sin 2y]

- :g Ai1[Cosh(wiyo)cos2ysin(wix) + Sinh(wiyo)sin2ycos(wix)]
+ Aiz[(yo Cosl?‘(wiyo)cosﬁ - %:L Sinh(wiyo)siney) sin(wix)
+ ( @s_h((u:l_YQ_) +¥, Sinh(wiyo)) sin2y cos(wix)]
+ Ai3[Sinh(wiyo)COSZY.sin(wix) + Cosh( wyyo) sin2y cos(mix)]

s 2 : .
+ Ai4[(yo Slnh(wiyo)c032y - & Cosh(wyy ) s1n27) sin(w4x)

- + . i .
( W= YO Cosh(wly 0))51n2y COS((UJ_X) /J_ ; /.2/

- A 2
TRy = -é-° [y~x sin2y - (y°2—% ) cos2y]
i:
+ i A4 [Cosh(wiyo)siﬂysin(mix) - Sinh(miyo)cosﬂcoswix)}

i=1
, . (wiyo) . .
+ Aig[(yo Cosh(uwiyo) + §39%§911ﬂ))sin2YSln(wix)-(C°Shw§ + ¥ Sinh(wiyo)
cos2y cos(wix)]

+ 443 [ Sinh(wiyo)sin2ysin(wix) = Cosh(wiyo)cOSZY cos(wix)]
w gw ¥
[(yOSinh(wiyo) + C°Shwiiy°))sin2ysin(wix) _(Sinhwii o) , Yo Cosh(miyo))

c0s82y cos{wix) (% 46/3)

+ Ai4
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5.4.2.1. Die Randbedingungen am unteren Rand

Nach Abschnitt 5.2.2.1.ksnnen die Randbedingungen am unteren Scheiben-
rand wie folgt formuliert werden: (5.11/1,2) und (5.12/1,2)

[¢; = 0
a) yY=-%

h
A11 Gosh(Mus3) + Ajp Cosh(ApwiB) - Ay3 Sinn(rqwid) - Agg Sinh(rpwsd) =0

flir alle i =1, 2, 3 ...} (5 57/1)
isotrop:

h
Ajq COSh(wig) = Aiz%Cosh(wig) ~ Aiz Sinh(wi%) + Ajg Sinh(wi%) =0 /‘f 47/2/
b) xy,__n = ©
T2

A31A9Sinh(Aquid) - AsphoSinh(hgwiD) + Aj3AiCosh(Mqwid) + AjghpCosh(rmus$)=0

isotrop: (5 48/7)
' 1 by he. h %

A4 Sinh(w, 2) + A12 Cosh(w ;%) +§Smh(wi§) + Ajz Cosh(wi?

-y O3 Slnh(wl-g) +—Coqh(u)l§)] /574‘9/2/

5.4.2.2. Die Gleichgewichtsbedingungen an den Endquerschnitten x =1

Wir setzen Gleichung (5.43/3) bzw. (5.44/3) in Gleickhung (5.40/1)
ein und erhalten fiir das Gleichgewicht der Querkraft mit den Schub-
spannungen:

3 =]
%: Ao%- 1=£1 ::-i[Aﬁ 2Sinh (M wi}%)+Ai4 ZSinh(Kgu&g)]COS (wil) (52 49/9)

isotrop:

Q h3 e 1[A h Cosh ( h)+A 2Sinh(| h)] cos (wil) /

- = - —— . O L 3 il 3

v 0D "L ml il wiz)+Ai3 w3 i /5.'492/
Fiir das Mcmentengleichgewicht erh&lt man mit (5.43/1)bzv. (5.44/1)

und (5.40/2):

i=]

)
1
- Aoq-g1+£ i{AiB[MhCosh(Mwig)—giSinh(}q wig)]

s.501)
+Ai4[}\2hCosh()\2wi%)— (—%&Sinh(Azmi%)]} sin (w)
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isotrop: .
i=

Mt _a n’ 1 134 hzs 5.8y + [hCosh(w'l-l)-g-Sinh( b)]}sin( il)

— “hoTa vV 2> Aoz Sinh(03) s A g =
i=1

(5 50/2)
und schliesslich ergibt sich Fflir das Normalkraftgleichgewicht mit

(5.43/1) bzw. (5.44/1) und (5.40/3):

i:‘.
N _ i 1 . h ) ny| s _
=+ by [Ai12)\151nh()\1wi2) + A122}\281nh(7\2w12)] s1n(mil)-—0 (5:57/7)

i=1
isotrop:
i=
N E 1 . h h 2 h
T =+ = A 2 Sinh(w,7 5 = 91 5 i =
% < wi{ i1 in ( 12) + Ai4 h COSh(LOi2) + wiS]_nh(wi2) s]_n(wi'[,)_o

/5515

5.4.2.3. Die Gleichgewichtsbedingungen des oberen Keiles

a) TPy =0
Nach (5.41/1) erhalten wir nach durchgefiihrter Integration des Gleich-

gewicht in x - Richtung:

i 1 ) h . h h
PR [Aid Aq Slnh(}\1wi§? +Aip Ay Slnh(}\1wi§) + Ajz Aq Cosh }‘1“’1'2')
wl . ~
+ A Np Cosh()\zwig)] sin(w41) =0 /5 52/7)

und isotrop:

i=j b
EJ 1 ) b Cosn!“i3) p b
a)-;{ Ai1 Sinh( 912) + Ai2 [-—_—wi‘ . + 5 Slnh(wiQ)
i=1
i (wys)
+ Ay Cosh(wilzl-) +Ayy [_Sﬂ%li% + % Cosh(wig).l}sin(wit) =0

b) TPy =0 (5.52/2)

Mit (5.41/2) und (5.43/2), (5.43/3) bzw. (5.44/2) und (5.44/3) und
den Integralen:

v

3
;Txydy=_'go (_%.‘.%hzv_%?h})
h

2 =1 ,
- 'u')'i Ajq COSh(?x1in)

= + AiQ[Cosh(}\zwiv)
+ Ai3[81nh(}\1wiv)
+ Ay 4] Sinh(Az4v)

Cosh(Mwi‘%)

Cosh()\zwi 121-
Sinh(Aqwy %)
sinh(Aw; B)
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bzw, flir den isotropen Werkstoff:

v

. 3
} Txy dy = (--% +%h2v- h3)
h .
1=
o 134, [ cosh(w ¥) - Cosh(w;B)| + 4;,|vCosh(w;v) - & Cosh(wd)
A LER osh(w v osh(w;z)| + Ajo|vCosh(wyv % Cosh(w;3
i=1 A13[ Sinh(w;v) - Slnh(w:ﬁ)] ._1‘4[v8inh(wiv) - % Sinh(wi%):]}
und
1

f sin(wix) dx = - eos(wil,) + 1

0

erhdlt man

A
3 (-

] -
Ei{AM Cosh(A Wy V)

c) IM

1 1 3
+Zhv—-—2h)

=y

Cosh(}\qmi%) cor:(wi'l,;]

Cosh (A pw i%—) cos( u)iLE]

Ao Cosh(}\2w v) -

Ai3 Slnh(Mwiv) - s'inh(Mwi%) cos(wi'l,]

Ai4-LSinh()»2wiv) - Sinh(x2wi%) cos(mili\} =0 (5 5377)
3
v 1.2 1 3
3 + 7 h®v - 15 h’)
%i{AM[Cosh(wiv) - Cosh(wi-lé—l) cos(wil)]
+ -AiQ[v Cosh(wyv) = -}él- Cosh(wy %) cos((uj_l)]
+ Ai3[31nh(u) ;v) = Sinh(wj ) cos(ws L)jl 1

h

+ Ai4{v Slnh(wiv) -3 Sinh(wy 2) cos(ws L)]} 0 /jj.ﬁ?/,’_//

=0

Mit (5.41/3) und (5.43/2) bzw. (5.44/2) ergibt sich:

i= ; 1
Wy

i=1

+

h h
[A.“ Cosh(Aywy 5) + Ay, Cosh (Agwy 5)

A33 Sinh(Aquy B) + Ag, Sinn (Rows %)} (M)— v cos(mit))=

Wi

(55417
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und isotrop:

i=
2 71"-1 [A“ Cosh(w; B) + A, & Cosn(uy 3)
n n h} sinfu;1)
+ A Sinh(wy 5) + Ai4§xsinh(wi 5 ( Wy -1 cos(wit)) = 0
5.4.2.4. Die Erfiillung der Randbedingungen am oberen Rand (5:53/1)

Diese Randbedingungen werden nach Abschnitt 5.2.2.4.erfilllt. Die Aus-
driicke E; und F, konnen anhand der Gleichungen (5.45/2) und (5.45/3)
bzw. (5.46/2) und (5.46/3) angeschrieben werden:

> 2 h2
yox sin%y - (Ig -3 ) sin 2y

Eo =
L2 2 . . .
E;y = Cosh(x1wiyo) (A12s1n9y~cos 7)51n(wix) - Sth(x1wiyo)h151n2y cos(wix)
Ei2 = csseensesnsesess
2

) 2 R

F, = ¥,x sin2y - (yO -3 ) cos 2y
Aﬂfil i inh(A )A,co0s2y cos(w,;x)

Fiq = Gosh(x1wiyo)( 5 )sin2y s1n(wix) - Si 1037 ) Ay Y N
FiZ = seovevessssesaes

Ebenso konnen die Ausdriicke fir den isotropen Werkstoff angeschrie~

ben werden. EO und FO sind identisch mit den oberen Auscdrlicken.

Ejq = - Cosh(w;y ) cos2y sin(w;x) + Sinh(wiyo)sinZchs(wix)
und:
Foq = Cosh(wiyo) sin2y sin(wix) - Sinh(wiyo) sin2y cos(wix)

5.4.2.5,Zusdtzliche Randbedingungen am Firstpunkt

Bei diesem Grundlastfall mit einer reinen Querkraft im Firstquerschnitt
eriibrigt sich die Formulierung der zwei zusdtzlichen Randbedin-
gungen, welche verlangen, dass die Spannungskomponenten 0§F senkrecht

und azp parallel zum Rand im Firstpunkt verschwinden.
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5.4.2.6. Die Auflssung des Gleichungssystems

Es wird ein Gleichungssystem‘nach Abschnitt 5.2.2.6.aufgestellt und
nach den Festwerten Aol’ Ail ... aufgelost,

5.4.2.7. Die Bestimmung der Spannungswerte

Man errechnet die einzelnen Spannungen gemdss Abschnitt 5.2.2.7.

5.5. Rechnerische Auswertung der Spannungen

Ausgewertet wurden die drei Grundlastfdlle aus den Abschnitten 5.2.,
5.3. vnd 5.4.. Die rechte Scheibenhdlfte wurde in x - Richtung 6
mal geschnitten und die Spannungen in den Zehntelspunkten jedes
Schnittes errechnet. Die Extremverte wurden analog Abschnitt 3.6.
bestimmt. Die Berechnung erfolgte mit verschiedenen Anisotrcpiever-
haltnissen und Winkeln Y ( Y= Neigungswinkel des oberen Rarndes).

Un die Genauigkeit abschédtzen zu kdnnen, wurde analog Abschnitt 4.5.
die Grdsse j variiert. Die Zusammenstellung der fir die Praxis
wichtigsten Resultate sind auf den Tafeln 11 - 21 zu finden. Der
Belastungsfall Normalkraft musste, um im Firstquerschnitt anschau-
lich zu sein, umgerechnet werden auf zentrische Normalkraft in die-

sem Querschnitt.
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6. Darstellungen errechneter Spannungsverteilungen

6.1. Spannungsberechnungen an der polarorthotropen Kreisbogen-

scheibe

6.1.1. Reine Momentenbelastung

(Tafeln 1 - 4)

Bild 6.1,
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EINFLUSS DER ANISOTROPIE BEI FESTEM VERHAELTNIS h/2rm=0.5

ausserer Rand

0

-0.5 -1.0 -1.5 -2.0

afg;%a=a::;z::2§31r‘ggégj’dk'

20 15 10 05 0
Tangentialspannungen
-0.5 — Xr
-04 N
M\
-02 \\\§§
-0.1
0 _
O
0.1 S
0.2 I .
0.3
04
05,4_‘ﬁé§§f§%2 %
0.1 02 03

Radialspannungeh

Y — Li=-
/= Xy
7
M
=M
—— G=1

wnerer Rand

”
ausserer Rand

M
Gr = x’-v

1nnerer Rond
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Tafel 2
EINFLUSS DES KRUEMMUNGSVERHAELTNISSES h/2rm BEI FESTER ANISOTROPIE

-0 -0.5 -1.0 -1.5 -2,0 :: >
dusserer Rand -0.5 7 -
-0.4 ]
= E(f’/Er =6 0.3
_ h ‘
ol zrk -0.2 //222;;

-0.1

7

0 AP

~ — 0.1

7
& - 02
N
) 0.3
é" g / G ) X —M-
oy 0.4 s 2
x| 2P g
&2 5 f/ 0.5 innerer Rand "~ T G’¢= W—[o(=0]
2.0 1.5 1.0 0.5 0
Tangentialspannungen

£p

-05 LN ausserer Rand
-04

L~
T

0.1 ———5

u
02 "/
03 /
04

=
% e Er

05 imerer Rand

0.1 02 0.3

Q) 6 g ﬁ4
1”‘," \': - % G": X'_ W
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Tafel 3

ABHAENGIGKEIT DER INNEN- UND AUSSENRANDTANGENTIALSPANNUNG VON DER
ANISOTROPIEZAHL S UND VOM KRUEMMUNGSVERHAELTNIS £ = h/2rm

1.0 T
0.1 02 03 0.4 0.5
Innenrandtangentialspannung
4
‘,.7’“_ & / /
-1.6 0 // //
%
1.5 +——— | Y fi Y, ’Q/
Q"'ﬁfl-:‘{“[f"v W / % b /
-1.4 sZ
v ) ;3////
-1.3 /, 2 pd
o2
-1.2
S 5

=11 S
- -4

-1.0 L
— |
- 0:9 —————— N

T e
-0.8 - —‘\\-‘“T::‘==E£E£i:::_
- 07 4 - BRa—
0 ~0.] -02 -03 -0.4 -0.5

Aussenrandtangentialspannung
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Tafel 4

ABHAENGIGKEIT DER MAXIMALEN RADIALSPANNUNG VON DER ANISOTROPIE
UND DEM KRUEMMUNGSVERHAELTNIS d:h/2rm

l?‘hr"rw‘ § :VE‘/’/Ef‘ ¢>(.=h/2 f'm

1.20 —-

1.18

1.16 G, =2

¢ thax Fmey 2 W

1.14 /49//
K/

1.12 . / Z
1.10 S
1.08 ////2¢4%Zi:?§
y o«
.04 : '////ﬁ:::j:/, 3

1.02 = =]

M

N
U
Un

1,00

0.92

0901

0.88

0.86

0.84+4-— e e e
0l 02 03 04 05

Maximale Radialspannungen
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6.1.2. Reine Normalkraftbelastung im Schnitt A - A

. (Tafeln 5 - 8)

\A

\
Ve

sﬁ

A

Bild 6.2.
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Tafel 5 g

EINFLUSS DER ANISOTROPIE BEI FESTEM KRUEMMUNGSVERHAELTNIS h/2rm= 0,3

-0.5 \\ __fl’ ausserer Rand
-0.4
\\Z ® s=1,k=1,5,my=0,125
-03 CD - -+ (isotrope Scheibe)
-02 @ ® s=3,k=3,uy=0
' / ® s=6,k=4,7,py=0,3
_o1 / (Fichtenholz)

01 // 5=\/E_TL" K=

Gp
02 . N r ¥
\ Gp=dyF
03
04 —
05 — I
0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5

; innerer Rand
Tangentialspannungen

05 __I" dusserer Rand

64,.=a€/~_;l'

©)

s —_— —---ifrinnerer Rand

=01 - Q05 00 005 ol
Radialspannungen

W
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EINFLUSS DES KRUEMMUNGSVERHAELTNISSES h/2rm BEI FESTER ANISOTROPIE

-05 \ xlféusserer Rand
- N
a4 ) S=|EplEy =0
Baad \/)r K =|/E¢/Gr¢ =Ll,}
-02 M~ 0,3
-o0d / X = h/[2ky
0 : L
0.1 o _y N
0 6= 2@7 F |
03 N
04
\
o5 \\\\\\ﬁm\.ﬁ\_____~ 3€¢
T 0 0.5 10 15 20 25 Jjo 35
. innerer Rand
Tangentialspannungen
05 — —a-f'—‘ ausserer Rand
g | 04
rd
2/ )
- 6r=26 'FI!
- - > XE innerer Rand

. —"o_,].
Radialspannungen

-005
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ABHAENGIGKEIT DER INNEN- UND AUSSENRANDTANGENTIALSPANNUNGEN VON
DER ANISOTROPIE UND DEM KRUEMMUNGSVERHAELTNIS h/2rm

afw‘: S =VELP/E'" K=YELP/GI'¢'

35

3.0

20

1.5

0 0.1 02 0.3 0.4 0.5

2.04+——————Gy. =of. &AFL /

:

|
i

0 01 02 03 04 0.5
Aussenrandtangentialspannung
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ABHAENGIGKEIT DER MINIMALEN UND MAXIMALEN RADIALSPANNUNGEN VON DER
ANISOTROPIE UND DEM KRUEMMUNGSVERHAELTNIS h/2rm

S-\Ep/En K g/ Gpr o(:h/zry

lap"max

0.4

05| e Hr

Q
02 4

e

@
@

— 0

0.

=2

<)
~J

7/ABRRAN

-03

1'a€"‘ min @ s=1 k=1,5 my=0,125 (isotrope Scheibe)
Radialspannungen ® s=3 k=3 Ay =0
® s=6 k=4,7 4=0,3 (Fichtenholz)
® s=1o k=7 A4=0
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6.1.3. Reine Querkraftbelastung im Schnitt A - A

(Tafeln 9, 10)

Bild 6.3.
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EINFLUSS DER ANISOTROPIE BEI FESTEM KRUEMMUNGSVERHAELTNIS h/2rm=0,5

0.5

0.4

&!f ausserer Rand

® s=1 k=1,5 my=0,125
(isotrope Scheibe)

® s=3 k=3 MYy =0
® s=6 k=4,7 my=0,3

(Fichtenholz)
@ s=lo k=7 My =0

0.0

(L

0.1

S =V£<p JEr

0.2

0.3

0.4

] Kk <VEg [Gyr

0.5
0

Schubspannungen

P 1
Zb‘? innerer Rand

05 1.0 15

EINFLUSS DES KRUEMMUNGSVERHAELTNISSES h/2rm bei FESTER ANISOTROPIE

0.5

. ausserer Rand
drp

0.4

S=E(P/El’=é

0.3

0.2

K= E(P/G/-(’ = l/?

p¢=03.

0.1

0.0

L = A/zhn

0.1

0.2

\\\J. T"aﬁ'tp %_

0.3 ~—mmv

0.4 +— -

0.5 —
0
Schubspannungen

T k- Erpnerer Rand
0.1 1.5
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Tafel 1o

ABHAENGIGKEIT DER MAXIMALEN SCHUBSPANNUNG VON DER ANISOTROPIEZAHL n
UND DEM KRUEMMUNGSVERHAELTNIS h/2rm

n=\+52+ k*-2up’  S=VEp/Er  K=/EylGry

y

|
1.70 J{’ $max

1.60-

1.55

1.50~

1.45

1.40 -+
0 0.1 02 03 0.4 05

maximale Schubspannungen

n

1]

1 ErzG g= ©° /@.pTheorie des gekriimmten Stabes
r

n =2 isotrope Scheibe
7,64 Fichtenholz
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6.2. Spannungsberechnungen an der axialsymmetrischen orthotropen

Scheibe mit geradem unteren und geneigtem oberen Rand

6.2.1. Reine Momentenbelastung

(Tafeln 11 - 15)

= | v

2

Bild 6.4.
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KONVERGENZ DER SPANNUNGSBERECHNUNGEN MIT WACHSENDEM j

-0,5484 -0,4138 -0,1633 j=4
-0,5142 -0,4371 -0,1264 j=6
-0,5263 -0,4311 -0,1016 j=8

0,6326 0,5815 0,5602 j=4 1 BiegespannungenGx
0,6343 0,5814 0,5604 j=6
0,6344 0,5813 0,5606 j=8
-0,00449 +0,00023
-0,00619 +0,00052
-0,00560 \ +0,00112 o fe5°
_,.Ji . e
N\ - 0,00956 j=8
i —T——\ 0,00458
B 0,004837
Tl areeass 4—foooa9,
] 0,00247 L/ T

Querspannungen Gy

-0,01414_‘:_
-0,01483
-0,01486

Schubspannungen Txy

S =l/Ex /Ey =6 K =YEx /ny=£l,7 X = 0.30 (Fichtenholz)
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Tafel 12

EINFLUSS DER ANISOTROPIE BEI FESTER NEIGUNG DES OBEREN RANDES
AUF DIE SPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT
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;3@ unterer Rand
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Querspannungen
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EINFLUSS DER NEIGUNG DES OBEREN RANDES BEI FESTER ANISOTROPIE
AUF DIE SPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT
B &

|
|
|
i
i

AR

Anisotropie

- $=VEx/Ey =
- /-(=VExény=lI.7

X = 0.
L (Fichtenholz)
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LAENGSSPANNUNG AM UNTEREN RAND IM FIRSTQUERSCHNITT IN ABHAENGIGKEIT

DER NEIGUNG DES OBEREN RANDES

JLaf ¥ ' Anisotropie  § = VE «/E y [.{:VE X /ny /Ux =0.3(Fichtenholz)
6 T o Al\}éherung ¥
24t b 1 : T a1 154 5Y
22 1 ‘
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1.4 r//' T i 6
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EXTREMALE QUERSPANNUNG IM FIRSTQUERSCHNITT IN ABHAENGIGKEIT DER

NEIGUNG DES OBEREN RANDES
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Tafel 15

EINFLUSS DER NEIGUNG DES OBEREN RANDES AUF DIE RANDSPANNUNG
AM UNTEREN RAND IN VERSCHIEDENEN QUERSCHNITTEN

JLQEX o
— M
Cx =i
' - 2
L= hib
X—hm/2“ . X=hl'n b
— 4 t=29’
o /
7 S N
(]
N / 212 é 8°
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2/6 36 4/6
Anisotropie s=6 k=4,7 4,=0,3 (Fichtenholz)
hm:Ouerschnittshdhe im Firstquerschnitt
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6.2.2. Zentrische Normalkraftbelastung im Firstquerschnitt

(Tafeln 16 - 19)

N _=:::17r’/’/”/’T\::]4m N

-l ——_-—Ti-~——f ' L

Tz

2¢

1

Bild 6.5.
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Tafel 16

EINFLUSS DER ANISOTROPIE BEI FESTER NEIGUNG DES OBEREN RANDES
AUF DIE SPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT
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EINFLUSS DER NEIGUNG DES OBEREN RANDES BEI

- 129 -

AUF DIE SPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT

FESTER ANISOTROPIE
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EXTREMALE LAENGSSPANNUNG IM FIRSTQUERSCHNITT IN ABHAENGIGKEIT DER
NEIGUNG DES OBEREN RANDES

Y. | ;
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22 Wy max=1+1.8t0+54 ]
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| Gy o
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LAENGSSPANNUNG AM UNTEREN RAND IM FIRSTQUERSCHNITT IN ABHAENGIGKEIT
DER NEIGUNG DES OBEREN RANDES
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Tafel 19

EXTREMALE QUERSPANNUNG IM FIRSTQUERSCHNITT IN ABHAENGIGKEIT DER
NEIGUNG DES OBEREN RANDES

ooo A Kymas L // Narering Ryme = 0.2F tg
-0.08 i /

-0.07 L .

-0.06 :

-0.05 /
-0.04 /— N
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Anisotropie s=6 k=4,7 /ax=o,3 (Fichtenholz)
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6.2.3. Reine Querkraftbelastung im Firstquerschnitt

(Tafeln 20, 21)

i ,6"' ‘_J[")»/JZ

Bild 6.6.



Tafel 20 - 133 =

EINFLUSS DER ANISOTROPIE BEI FESTER NEIGUNG DES OBEREN RANDES
AUF DIE SCHUBSPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT
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EXTREMALE SCHUBSPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT IN ABHAENGIGKEIT
DER NEIGUNG DES OBEREN RANDES
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6.3. Spannungsberechnungen an der axialsymmetrischen polarortho-

tropen Scheibe mit kreisformig gekriimmtem inneren und geneig-

tem dusseren Rand

6.3.1. Reine Momentenbelastung

(Tafeln 22 - 26)

Bild 6.7.
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Tafel 22

KONVERGENZ DER SPANNUNGSBERECHNUNGEN MIT WACHSENDEM j

218 =4

0,74649 +0,000 ]

LT O el 1o

1,30754 0,74556
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of = L = 0117
2rm

0,99544 j=4
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0,047234
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Tafel 23 = 43F =

EINFLUSS DER ANISOTROPIE AUF DIE SPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT
BEI FESTER NEIGUNG DES OBEREN RANDES UND FESTER KRUEMMUNG DES

UNTEREN RANDES
Wy

s=3,
S=6,k=4;7,/‘i =O,3
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EINFLUSS DER KRUEMMUNG AUF DIE SPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT

BEI FESTER ANISOTROPIE UND NEIGUNG DES OBEREN RANDES
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Tafel 25

RANDSPANNUNG AM UNTEREN. RAND IM FIRSTQUERSCHNITT IN ABHAENGIGKEIT
DER KRUEMMUNG UND DES NEIGUNGSWINKELS DES OBEREN RANDES

Anisotropie s=6 k=4, 7/a_z/—o ,3 (Fichteﬁholz)
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Tafel 26

EXTREMALE SCHUBSPANNUNGEN AM OBEREN GENEIGTEN RAND IN ABHAENGIGKEIT
DER KRUEMMUNG UND DES NEIGUNGSWINKELS DES OBEREN RANDES

Anisotropie s=6 k=4,7 4 =0,3 (Fichtenholz)
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6.3.2. Zentrische Normalkraftbelastung im Firstquerschnitt

(Tafeln 27 - 29)

Bild 6.8.




Tafel 27
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EINFLUSS DER KRUEMMUNG AUF DIE SPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT
BEI FESTER ANISOTROPIE UND NEIGUNG DES OBEREN RANDES
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Tafel 28

INNENRANDSPANNUNG IM FIRSTQUERSCHNITT IN ABHAENGIGKEIT
DER KRUEMMUNG UND DER NEIGUNG DES OBEREN RANDES

J

3.0

01 02 03

Anisotropie s=6 k=4,7 =0,3 (Fichtenholz)

EXTREMALE LAENGSSPANNUNG IM FIRSTQUERSCHNITTINNEREN IN ABHAENGIGKEIT
DER KRUEMMUNG UND DER NEIGUNG DES OBEREN RANDES
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Tafel 29

nicht versffentlicht
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6.3.3. Reine Querkraftbelastung im Firstquerschnitt

(Tafeln 30, 31)

Bild 6.9.
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EINFLUSS DER ANISOTROPIE AUF DIE SCHUBSPANNUNGEN IM FIRSTQUERSCHNITT

BEI FESTER KRUEMMUNG UND NEIGUNG DES OBEREN RANDES
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Tafel 31 4

EXTREMALE SCHUBSPANNUNG IM FIRSTQUERSCHNITT IN ABHAENGIGKEIT DER
KRUEMMUNG UND DER NEIGUNG DES OBEREN RANDES

Anisotropie s=6 k=4,7 Y =0,3 (Fichtenholz)
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7. Diskussion der ermittelten Spannunaswerte und Verqgleich mit den

Versuchsergebnissen

7.1. Genauigkeitsbetrachtungen

Die Néherungsberechnuhgen Fflir den Spannungszustand der beiden Schei-
ben in Abschnitt 4. (gekrimmter Satteltrdger) und Abschnitt 5. (ge-
rader Satteltrdger) haben gute, z. T. unterschiedliche Genauigkei-
ten ergeben. Die Abschéfzung der Xonvergenz ist méglich mit Berech-
nungsfeihen, bei denen der Parameter j und damit die Zahl der Reihen-
glieder variiert wird. Je grdsser j ist, desto umfangreicher wird die
Berechnuﬁg und umso mehr Rechenzeit wird vom Computer bendtigt.
Aufschluss iliber die Zuverldssigkeit der erreichten Resultate vermag
auch die verbleibende resultierende Normal- und Schubspannungsver—
teilung am oberen geneigten Rand zu geben. Je kleiner diese Verte
sind desto genauver ist die Spannungsverteilung in der Scheibe., Die
in dieser Arbeit gewdhlte Berechnungsméthode, bei der mit Hilfe der
Methode Iler kleinsten Quadrate ein Munimum fiir die Spannungen am
oberen Rand gesucht wird, ist 1eistungsf3higer als diejenige, die von
Swelem [7] verwendét wvurde. In seiner Berechnungsart erfiillte er
die Randbedingungen am geneigten oberen Rand an einzelnen Randpunk-
ten, ‘

Am Beispiel einer isotropen Scheibe, mit der Form des gekrimmten
Satteltrédgers, deren Zentriwinkel 2 8:30°betrug, sind Spannungsdif-
ferenzen beim kleinsten mdglichen j = 4 gegenliber j = 8 von weniger
als 5% aufgetreten. :

Die Differenz von j = 7 gegeniiber j = 8 betrug nur noch O,lo/oo.
Auch die Spannungsverteilung im Bereich des Firstpunktes konnte be-
friedigend ermittelt werden.

Nicht unglinstiger waren die Resultate mit den Anisotropiewverten

von s = 6, k = 4,7 und/ay = 0,3, was ungefdhr dem einheimischen
Fichtenholz entspricht.

Beim gekriimmten Sattéltrégcr konnte mit dem halben Zentriwinkel

von 2,5 < y £ 250 mit j = 5 gerechnet werden.

Beim geraden Satteltrdger mit Neigungswinkein von 2,504 2 15° wur-
de j =7 wd o = 3 Flir die Auswertung gewdnlt. Dadurch sind im all-

gemeinen Ungenauigkeiten von weniger als 2% aufgetireten.
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.Gréssere und geringere Zentriwinkel verursachten Ungenauigkeiten im
Bereich des Firstpunktes. '

Als nicht sehr zﬁverléssig hat sich am gekriimmten Satteltré&ger nach
Abschnitt 4. die Umrechnung des Lastfalles Biegung mit symmetrischer
Normal- und Querkraft auf zentrische Normalkraft im Firstpunkt ervie—~
sen. Die Resultate, aufgefiihrt in den Tafeln 27 - 29, missen vor—

sichtig angewendet werden.

7.2. Vergleich der theoretischen Spannungswerte mit Messungen an

einigen Versuchskdrpern

1970 und zu Beginn des Jahres 1971 wurden an der Universitidt Karlsruhe
an der Versuchsanstalt fiir Stahl, Holz und Steine (Prof. Dr.~Ing. X.
Mdhler) Versuche mit gekriimmten Brettschichttrdgern durchgefiihrt. Da
bisher die rechnerische Ermittlung der massgebenden Spannungen nach
den vereinfachten Gleichungen Ffiir den Tridger aus isotropem Baustoff
erfolgte, sollten durch die Versuche Verteilung und Grésse der maximalen
Quer- und Léngsspannungen im gekriimmten Bereich ermittelt werden.

Der Forschungsauftrayg war in zwei Teile gegliedert. Im ersten Teil
‘wurden gekriimmte Brettschichttréiger mit konstanter Querschnittshshe
nach Abschnitt 3 unter reiner Biegebelastung untersucht. Im zweiten
Teil priifte man gekrlimmte Brettschichttrdger mit geneigtem Obergurt
(gekrimmter Satteltrdger) nach Abschnitt 4 mit derselben Belastungs-

anordnung.

7.2.1. Anlage und Durchfiihrung der Versuche

Es soll hier auf die beiden Versuchsberichte [11], [12] hingewiesen

.werden, die in den Berichten aus der Bauforschung erschienen sind.

7.2.1.1, Die Versuchskdrper

Die Versuchskdrper waren aus 8 cm breiten und 1 cm dicken Fichten-
holzlamellen zu einem Querschnitt von 8 x 30 cm verleimtu. Die Lange
betrvg 4,4 m. Im ersten Teil der Versuche wurden Dehnungsmessungen

und Bruchversuche an Trdgerformen, wie sie in Tafel 32 abgebildet

N
w

sind, durcagefiihrt. Im zweiten Teil wurden Tragerformen nacn Tafel

geprift.
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7.2.1.2, Aufbau der Versuchsanlage

Ko

1G9ELIT2.

Jre

foo ’ . oo oo ‘

Yoo cm

Bild 7.1.

7.2.1.3. Dehnungsmessungen

Die Dehnungen wurden vorwiegend mit Dehnungsmessstreifen von 20 und
60 mm Messlange in den Spannungshauptrichtungen, soweit diese bekannt
waren, gemessen. Zur Anwendung kamen auch induktive Wegaufnehmer mit

60 - 120 mm Messlédnge.

7.2.2. Messresultate und Vergleich mit der theoretischen Spannundgs—

ver teilung

In Taefel %4 sind die Messpunkte fiir die Tangential- und Radialspan-
nungen im Firstquerschnitt des Trégers 1H2 in Bauart 1 als auch die
dazugehdrenden theoretischen Ergebnisse aufgetragen, Dieser Triger
wurde nach Durchfilhrung der Messungen in einen Triger nach Bauart 2
umgearbeitet, Somit konnten die lMessungen an Bauart 1 und an

Bavart 2 mit{ demselben Holz



- 151 -

und mit denselben Messstreifen durchgefiihrt werden. Dadurch wurde ein

unmittelbarer Vergleich unter gleicher Belastung _ zwischen

dem gekrimmten Trdger mit konstanter Querschnittshdhe und dem ge-
kriimmten Satteltrdger méglich. Die Uebereinstimmung der Messung mit
»dér Theorie darf als gut bezeichnet werden. Holz ist auch bei sorg-
faltiger Auslesec ein sehi inhomogener Werkstoff, die Dehnungseigen-
schaften kénnen schon im kleinsten Bereich ausserordentlich stark
variieren. Dadurch sind die Messresultate starken Streuungen unter-
worfen, und eine Auswertung wird erschwert. Trotzdem konnten auch

mit den anderen Trdgerformen sehr gute Uebereinstimmungen gefunden

werden.
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Tafel 32

AUSBILDUNG DER VERSUCHSTRALGER BAUART 1

Trigerquerschnitt b/h=8cm/3ocm

P Kriimnungsverh&ltnisd =h/2d_=o,1 Nelgung°w1n?e1 §=19,5°
e - Trdger 1H, 1R

= 1m__ ol €100 L 170
gerader Teil " gekrirmmter Teil ' gerader Teil

- st P

KrﬁmmungsverhéltniSoC=h/24m=o,1 Neigungswinkel x=9,6°
. - ! 1
. Trdger 2H, 2R

Krﬁmmungsverhéltniscé:h/zrmzo,OS Neigungswinkel ¥=9,6°

Trdger 3H, 3R

rager 44, 4R

Krummunquorhaltnlsc( h/?r =0, o) Heigungswinkel ¥ -4, 8°

r“‘" . 330,

I
|
|

l 195 ]

]
\"*
?e:: -+
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ABGEARBEITETE VERSUCHSTRAEGER BAUART 2

Triger 1H2,1R2 ' — “=h /2r =o,1

30 Querschnitt m-m
[VsY m %)
of
N
o\f P"' ’—‘J’— | ul

Trager 2H2,2R3

Trdger 3R4,3R3

Aqc a 14 -—‘>‘~'!>’<1_—1fl =Y v =
Trdger 4H4, 4H3 S JL it e — “ ‘1m/21m Q, 03

L e e i . o .
Y s o e ——-r——i”—- o el

e Yo )*;i- T e—
e T —— T

| gl
195 6250 195 -

"“‘1:; T." e Al = ?_7'("\_ =
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Tafel 34 a’ 2

RECHNERISCHE UND GEMESSENE LAENGSSPANNUNGEN AM TRAEGER 1H2

Langsspannungen

Anisotropie s=|Ey/E;= 6 k=|E,/G=47 03

-10_-20 -30 -40 -50 -_6_0_i
Messstelle oberer Rand | V
11,37 :
g
Q
! ok
12,38 o—Ng———
1239 o . 0N
i <
14.40 ' ‘ c'/ ol
15.41 'é : 07’/
64 2. ' 10 - o-,
7 4.; ' o o
] X / ! Y
’8.44 A r'c l A -Ar
1945 - /:e . « %
2046 Lo % |
2147 o /
2248 . c/: B
—
& s :
) / "
25.51 5% N
| ) 2
/ o ‘//
26.52 — o o
"t /—},c ‘V—
unterer'Rand K

80 60 70 60 50 40 30 20 10 (kpl/em2)

o Messwerte Bauart 1

O Messwerte Bauwart 2
=~ ——— Rechenwerte Bauart 1
Rechenwerte Bauart 2




Tafel 34 b =135 -

RECIINERTSCHE UND CEMESSENE QUERSPANNUNGEN AM TRAEGER 1H2

Querspannungen

Anisotropie  s=[E,/E, =6 k=[E, /G, =47 uy=0.3
|

Obé’.l'.QLBaﬂd.'&-_
Messstelle\§§\ A !
1.37 N
\
€
(8]
12.38 ‘-}l’

R Y]
1339 2
1440
1541
16.42
17.43 .
x Ea
19.45
2046 ;

21.47 i
2248
2349 §
24,50 o

n
2551 o

~

<5

é v
- P‘ S—
40 50 (kp/cm2) unterer Rand

o Messwerte Bauart 1

O Messwerte Bauvart 2
———+——— Rechenwerte Bauart 1
Rechenwerte Bauart 2
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8. Zahlenbeispiele

In diesem Abschnitt werden Spannungsnachweise an einigen Beispielen
von verleimten Brettschicnttrdgern angefiihrt. Die Werkstoffeigen-—
schaften des am hdufigsten verwendeten europdischen Fichtenholzes

werden wie folgt festgelegt:

E, = Ey = 110'000 kp/cm2 Elastizitdtsmodul in Faserrichtung

Ey = Er = 3'000 kp/cm2 Elastizitdtsmodul senkrecht zur Faser
.ny= g = 51000 kp/cm® Schubmodul

,ux =My = 0,3 Querdehnungszahl ldngs zur Faser

daraus ergeben sich die Anisotropiewerte:
8 = VEX/Ey =VEy/Er ~ 6
k =VEx/ny =WIE,,/GN ~ 4,7

8.1. Biegespannung am Pultdachtridger mit Rechteckquerschnitt

P fonsl .. Thoo /f/g//ﬂ

(U R

Lae —-

/72 wIem

b= boem

v o> Nt
l.. Soocm L
1

e

b=Tbcrm

X

-

Die Biegespannung am unteren Rand errechnet sich nach der Formel:

6;( p— afx M — /0/2//;,_",2/.6 _x’; /6,( = A’ + //72 'A'}—.’L
W b h? /

Z, = Faktor aus Tafel 15 (gerader Satteltriger mit reiner Biegung)
i o w . . -

Fir / = 4 erhdlt man: &, — 705

Die Koordinate der grdssten Biegerandspannung resultiert aus der

Bedingung:
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46: . 0
dx
damit erhalten wir Fflir x:
X = / ._._.é'___ == JﬂO'L — 2«?‘5:35/?7
VAR r3e

Das Biegemoment und das Viderstandsmoment an der Stelle x ergeben

sich zu:
//=;7§ [le-x? . FF00g0 ek W b-87 _ S50t om?
A

Damit erhdlt man die maximale Biegespannung am unteren Rand:

Cxmax = 2 L1 o o5 930090 _ f05 m94 = 175 holem?
4 JSo4
Bisher wurde bei der Bemessung von Pultdachtrdgern der Faktor &,

nicht berilicksichtigt. Aus Tafel 15 geht hervor, dass vor allem bei
grosseren Neigungen des Obergurtes der Fehler gross wird. Er be-
trédgt, wenn z.B. /= 107, 20%. Die Biegespannuné am oberen Rand

wird nicht massgebénd»

8.2. Biegespannungen und max. Querspannung am geraden Satteltrdger

mit Rechteckquerschnitt

= fonst = 7700 Apila

MR

i 6°

4k

b = fCem

a) Biegespanuungen am untercen Rand

Cx = &, [x} _1?9}]
i 7z

Sowohl das Bicgemomznt wie das Widerstandsmement wnd der Faktor

sind Funklionen der x - Koordinate
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Tabelie 8. 1.

Pkt | (2n1 | oy | Lom | teip) | bty | x|t
0 o 47 sr97 o o 1,09 4
/ So $2.3 | 7294 |303750 554 | 109 Eo.d
2 Joo 526 | 847 765000 | f5.4 709 74 7
3 /50 62,9 VERTA Jol 3750 702, 7 709 77,9
4 2oo 61.2 2403 frboooo | 7096 109 7796
5 250 7.5 | twoe | 195750 | toc 109 7206
3 Joo 24 6558 178000 | AL 108 7774
7 350 4.7 wr57 | 1939750 | w26 | £o% 774
& doo | IG 4 27373 Zoboooo 4.8 Z29 Job &
g 450 | 947 239715 | 2703750 | £f0 777 P22
75 | g7y | 25272 | 2779547 | £29 1% 756
7 So0 o | 26666 | 2725000 | 298 | r20 | 25¢#

b) Maximale Querzugspannung

Gymar = Sy - H02] . 0,003 790 = 18} hplew?
Xz,

#y /l/é/ —_ 0.023 siehe Tafel 14

In Tabelle 8.1. sind die Biegespannungen am unteren Rand aufge-
Fihrt. Das Maximum tritt bei dieser Tragerform und Belastungsart
verhdltnismdssig nake am Auflager auf. In diesem Bereich ist der
Fakﬁor?tx (Tafel 15) noch konstant. Er verdndert sich von Punkt 8
weg gegen die Trigermitte. (xlo = Xg ~ h2). Es wird in den meisten
Fdllen m&glich sein, den Ort der maximalen Randspannung mit der
einfa:hen Formel L-h1

x—'z—:Hg
zu bestimmen., Diese Formel gilt aber nur wenn Mx = konst. ist.
Verhdltnisméssig gross wird die maximale Wuerzugspannung im First-
querschnitt, Die in der deutschen Korm DIN 1052 zugelassene Quer-
zugspennung betriagt zul Oz, = 2,5 kp/cmz. Die Faktoren %,y
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wurden den Tabellen mit reiner Biegung ohne Auflast entnommen.

Die Ungenauigkeit, verursacht durch die gleichma'ésig verteilt Be-
lastung am oberen Rand, wirkt sich abmindernd auf die Léngs- und
Querzugspannungen aus,

8.3. Spannungsnachweis am gekriimmten Satteltrdger mit Rechteck-
querschnitt

P 1000 kplm ‘

I Hnnnnmm

des b — 0.0%41

2rm X /
' |
E = 8. Yom
), .

W lw Tooo cr27

bx o

a) Biegerandspannungen am unteren Rand

Tabelle 8.2,

X 4 4 V4 &lx] | &l I

Purnkt | feom] | fem] | tem’] | lemtp] | tapte?) liplers

0 4 o 9500 o o fo o

/ o 6o Soo |tSp000 4.9 7o 44,9

2 Joo bo 600 | foo0s0 53.3 Lo £3.9

3 Joo éo P00 | lfoS0200 704 2. 10 7294

P boo &7 | ws52 | posoco | 1172 105" | 247

Ve o0 Fo 17057 | wtspace | 72,2 727%% A7

s &, siche Tafel 15

Fiir /' = 4° (y:,DifferenzwinkeL zwischen der
Neigung dec oberen und des unteren Trigerrandes an der Stelie x)
«a 2, bzW, %, siehe DPafel 25 fiir @ = 0,074 und y = 15°
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b) Maximale Querzugspannung

6rmax = Hp Ltv-0l . 00637324 — 46 hptem?
S W (p-o e

%, Siehe Tafel 25 fir 4 = 0,074

¢) Maximale Schubspannung am oberen Rand

Gy max = Xy Hlredl 07727020 = 126 hplem

Wily=ol
zr] siehe Tafel 26 Fiir £ = 0,074

Variante: Der obere Keil.(Sattel) ist frei verschieblich verbunden
mit dem gekrimmten Teil des Trdgers und iibernimmt keinen
Kraftanteil.

a) Biegerandspannungen am unteren Rand

X A V4 MK PRV 7224
Punkt lem] Lem] Jfem Laplen’] &y (2 o 2{ oem®/
4 Yoo éo 400 725 1o¢ o
5 Soo 4o Fboo 7o, 104 735
%, siehc Tafel 25 Ffiir 4 = O und £ = —£2 = 90J%¢
: 22222 2- 530

b) Maximale Querzugspannung

Gp max = X Hltol . 00283 130 = S, E84ntem*
- W (y-0] . ——

2, siehe Tafel 25 Ffiir 4 = 0 Und £ = g,05%¢

c) Schubspannung am oberen Rand

Am oberen "Ffreien" Rand tritt keine Schubspanaung auf.
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Dieses Beispiel zeigt, dass der starr verbundcne Sattel eines ge-

krﬁmhten_Satteltragers auf die Biegespannungen am unteren Rand 2zwar einen

giinstigen Einfluss auslibt, man darf aber trotzdem nicht das gesamte

Trdgheitsmoment des Firstquerschnittes ohne Reduktionsfaktor ein-

setzen. Die maximale Querzuvgspannung wird hingegen ungilinstig beeiﬁ—

flusst. Ihr Wert ist in diesem Beispiel um 28% hdher,als wenn der

Sattel frei verschieblich aufgesetzt wiirde. Recht ungenauv wiirde man

man die Querzugspannungen am gekriimmten Satteltriger nach den For-

meln des konzentrisch gekrimmten Trégefs berechnen,In diesem Beispiel er-
gibt sich ein Fehler von 70%. Als .Ergdnzung wurde die maximale Schubspan-

nung am oberen Rand angegeben. Dieser Wert ist richtig, wenn die

Momen'tenverteilung iiber den gekriimmten Bereich konstant ist. Dies

trifft bei gleichmissiger Belastung im Mittelteil einigermassen zu.

8.4. Spannungsnachweis an der gekriimmten Rahmenecke mit Rechteck-

querschnitt

S
13
<
——r
b lem
$
L hi_ = g2
20
z
of /45 4.4 = [727
N é
e .fooilf
A= toooo Lp
a) Schnittkrifte
| Y. 0° Mo 15000 mke | NV —/(::ma,fya Q= -Sovoty

Y ¢5° M= -/éil'amé,_u_ _/l/w -l 510r{ﬁ R I35 ;Z'/U
Yoo U | M - Sove méf{ Ve ~Szzodp 2 <« fooo0ip
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b) Spannungsnachweis im Schnitt f’: 0

Biegespannung.am Innenrand:

6 — 2o /ﬁ/_/z X, /A//__/L/ — -123 4550000 _ 2.50-l0s00 — - /27'5/( Serr?
S % % + 4 F f70 70 do- 16 _—___/o—-

%y M= 1,23 siehe Tafel 3
Zﬁ./A’/= 2,50 siehe Tafel 7
Die Biegespannung am Aussenrand wird kleiner.
Querdruckspannung:
6} R = ﬁ-’,‘ //‘//.—_ﬁ{ o~ 19:///(//.._../‘/
V4 F
Das Maximum ldsst sich aus der Summe der beiden Kurven Ffiir & = 0,2
- in Tafel 2 und Tafel 6 multipliziert mit M/ bazw, N/F

bestimmen.
Wir erhalten in unserem Beispiel Ffiir G’I"_/mn = - 93 kp/cma. Die
Normalkraft Uibt nur einen unbedeutenden Binfluss auf die Quer-

Spanmnungen aus.

Sﬁhubépannung:

. . - A475. 85500 Lei®
Ty oo = o Hppmax - & _ W85 5000 | 535 kplem
s F 7076 2P T

%,yz 1,49 siche Tafel 10

c) Spannungsnachweis im Schnitt ¥ = 450

Biegespannung am Innenrand: Gl o —176,8- 207 = - 137,5 /cf/tmz

Querdruckspannung: Grrm = = 10,0 /2/:»1 2
Schubspannung: Grpmoe—= 4,1 kpfem’

d) Spannungsnachweis im Schnitt Y= 90o

Biegespannung am Innenrand: Gy = -360-9F == —458 é/«/z/;«:

Querdruckspannung: Gprun == = 3,2 hplem?
Schubspannung: Ty maxe 11, § bplom®

: ; : , . (o} .
Die ermittelten Spamnungen in den Schnitten f = 0 uwud # = SO ent-
sprechen nicht genau den wirklich auftretenden Spannungen. Wir be-
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finden uns im Uebergangsbereich von gerade- zu gekriimmt. Rechast man
mit den Werten des gekriimmten Balkens, dann liegt man auf der siche-
ren Seite. Einen recht grossen Einfluss auf die Innenrandbiegezpan-
nungen hét die Normalkraft, klein ist er hingegen bezogen auf die
Querspannungen.

9. Algol - 60 Rechenprogramme

Wie bereits in Pruheren Abschnitten erwdhnt, habe ich fiir die’ Aus—
wertung der theoretlschﬂn Ergebnisse in dieser Arbeit Algol - Pro—
gramme aufgestellt und im Rechenzentrum der Universitdt Xarlsruhe
durchgerechnet. Zur Aufldsung der Gleichungssysteme verwendete ich
ein Unterprogramm nach der Gauss'schen Methode mit nachtrédglicher

Iteration.

Die Anzahl der Iterationsschritte konnte bei der Daten-

eingabe festgelegt werden.
Es wurden folgende Programme filir die einzelnen Scheibenformen aufge-

stellt:

1. Spannungsberechnung an der polarorthotropen Kreisbogenscheibe

Lastfdlle: Reine Biegung, Querkraft und Normalkraft.

Eingabe:

Ausgabe:

a) Belaétungen: Moment, Normalkraft, Querkraft.
b) Geometrische Gr&ssen: Dicke,Querschnittshshe, Ra-
dius, Zentriwinkel
¢) Werkstoffeigenschaften: Anisotropiezahlen s, k,
‘ Querdehnungszahl u«,.
d) Darstellung: Anzahl Schnitte.
Tangential-, Radial- und Schubspannungen in den ein~
zelnen Schnitten Fflir die drei Belastungsfélle getrennt

und flr die Kombination der drei Lastfdlle.

2. Spannungsberechnuhgen an der axialsymmetrischen Scheibe nit ge-

kriimmtem inneren und geneigtem &dusseren Rand

2

2.1. Lastfall:
Eingabe:

Reine Biegung.
a)Belastung: Moment.



Ausgabe:

2.2. Lastfall:
Eingabe:
Ausgabe:

2.3. Lastfall:
Bingabe:

Ausgabe:
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b) Geometrische Gr&ssen: Dicke,Querschnittsh3he am
Endquerscﬁnitt, Radius, Zentri-
winkel 4, Neigungswinkel /
(Winkel des Zusseren Randes
gegeniiber der Tangente im End-
querschnitt).

¢) Verkstoffeigenschaften: Anisotropiezahlen s, k

Querdehnungszahl #y

d) Berechnungsparameter: j, w, Anzahl der Iterations—
schritte.

e) Darstellung: Anzahl der Schnitte.

Tangential~, Radial- und Schubspannungen in den ein-

zelnen Schnitten,

Biegung mit symmetrischer Normal- und Querkraft.
Anstelle des Momentes: Normalkraf* im Krlmmungsmit-
telpunkt, Rest wie 2.1.

Vie 2.1,

Biegung mit antimetrischer Normal- und Querkraft.
Anstelle des Momentes: Querkraft im Firstquerschnitt
Rest wie 2.1.

Vie 2.1.

3. Spannungsberechnung an der axialsymmetrischen orthotropen Scheibe

mit geradem unteren und geneigtem oberen Rand

3.1, Lastfall:
Eingabe:

Reine Biegung

a) Belastung: Moment.

b) Geometrische Grossen: Dicke, QuerschnittshShe am
Endquerschnitt, halbe Liénge,
Neigungswinkel des oberen
Randes,

c) Werkstoffeigenschaften: Anisntfopiezahlen s, X,

Querdehnungszahl 4, .
d)Berechnungsgridssen: j, o, Anzohl Iierationsschritrue.
e) Darstellung: Anzahl Schnitte.
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Ausgabe: Lings-, Quer-, und Schubspanaungen in den einzelnen

Schnitten.

3.2. Lastfall: Reine Normalkraft im Endquerschnitt.
Eingabe: Anstelle des Momentes: Normalkraft, Rest wie 3.1,

Ausgabe: Wie 3.1.

3.3. Lastfall: Querkraft im.Firstquerschnitt.
Eingabe: Anstelle des Momentes: Querkraft, Rest wie 3.1.

Ausgabe: Wie 3.1.

10. Zusammenfassung und abschliessende Betrachtungen

- 10.1. Die polarorthotrope Kreisbogenscheibe

Die Spannungsberechnungen an der polarorthotroper Scheibe wurden Ffilir
die drei Grundlastfdlle Biegung, Normalkraft und Querkraft dﬁrchge—
filhrt. Mit den getroffenen vereinfachenden Annahmen war es mdglich,
‘fiir die im Polarkoordinatensystem aufgestellte Scheibengleichung
Spannungs funk tionen zu finden, welche die Randbedingungen exakt er-
fiillten. Es konnten folgende Feststellungen gemacht werden:

a) Bei reiner Biegung macht sich nur das Verhdltnis der E - Moduln
in tangentialer und radialer Richtung bei der Spannungsvertei-
lung bemerkbar. Besteht die Beldstung aus Normal- und Querkraft,
so haben zusdtzlich der Schubmodul. und die Querdehnﬁngszahl einen
Einfluss,

b) Aus den Tafeln 1, 2 Fflir Biegung und 5, 6 Ffiir Normalkraft geht
hervor, dass die grdsste Tangentialspannung am Innenrand auftritt
und ihr Betrag bei zunehmender Kriimmung und Anisotropie-sich ver-
grdssert. Enorme Spannungsspitzen erhdlt man bei Normalkraftbe-
lastung. ‘

¢) Die Radialspannungen vergrdssern sich bei zunehmender Kriimmung
in beiden Lastfdllen d.h. Moment und Normalkraft (Tafeln 2, 6).
Bei konstanter Krimmung wirken sich die besconderen Anisotropie-
verhidltnisse des Holzes gegeniiber dem isotropen Werkstoff glin-
stig auf die Radialspannungen aus, wenn die Belastung aus Bie-



gung besteht (siehe Tafel 1), ungiinstiger werden sie hingegen
beim Lastfall Normalkraft (siehe Tafel 5).

d) Bei Normalkréftbelastung weist die Radialspannungsverteilung
iiber die QuerschnittshShe sowohl ein Minimum wie auch ein Maxi-
mun auf (Tafeln 5, 6). Am_Baﬁstoff Holz sind die Betrédge der bei-
den Extremverte im praktischen Bereich von O »./< 0,2 in derselben
Gréssenordnung.

e) Beim Belastungsfall Querkraft (Tafel 9) wandert die Stelle des
Maximums der Schubspannung bei zunehmender Anisotropie und Kriim—
mung gegen den Scheibeninnenrand. Bei Holz erhdlt man bei leich-
ter Kriimmung eine Abminderung der maximalen Schubspannung gegen-
uber dem geraden Balken.

Fiir den Lastfall reine Biegung wurden in Abschnitt 3.5. NZherungs-

‘formeln durch Reihenentwicklungen fiir die Biegerand- und die maxi-

male Radialspannung gefunden. Als Variablen werden die Anisotropie-

zahl s und das Krﬁmmungsverhéltnis in den Formeln aufgefiihrt,

10. 2. Die axialsymmetrische polarorthotrope Scheibe mit kreisfér-—

mig gekriimmten inneren und geneigtem dusseren Rand

Der L&sungsansatz Fiir die Scheibengleichung im Polarkoordinatensy-
stem setzt sich aus zwei Teilen zusammen. Der erste Teil entspricht
demjenigen, welcher Ffiir die polarorthotrope XKreisbogenscheibe ver-—
wendet wurde. Der zweite Teil des Losungsansatzes ist ein Polynom in
Reihenform mit der Funktion, sich den Randbedingungen am dgeneigten
éusserep Rand anzupassen. Die Randbedingungen konnten am inneren

Rand und an den Endquerschnitten nach den detroffenen Annahmen streng
erfiillt werden. Am geneigten dusseren Rand wurde mit Hilfe der Metho~
de der kleinsten Quadrate ein Minimum flir die angreifenden- Normal-
und Schubspannungen gesucht. Als zusdtzliche Forderung wurden drei
Gleichgewichtsbedingungen Fflir den ausspringenden Bereich formuliert.
Allein die Befriedigung dieser drei Gleichgewichtsbedingungen lie-
fert bei gefingem Rechenaufwand schon bréuchbare Spanaungsfunktionen.
Es wurde versucht Fflir den BaustofFf Holz alle in devr Praxis vorkonmen—
den Trédgerforren nach diesem Scheibentyp in dor Auswertung zn erfas-
sen, Gewisse Scheibenformen werden mit mnterschiedlichen Anisotro-
pieverhdltnissen durchgerechnet. Die Auswertung hat zu folgendan

Resultaten gefiihrt:
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a) Der Spannungsverlauf ldsst sich je nach Rechenaufwand praktisch
beliebig genau berechnen. Ausgenommen sind Scheiben, dercn Zen-
triwinkel gegen null streben oder diejenigen, die wesentlich
iiber 45° liegen,

b) Pie ausspringende Ecke (Sattel) iibt auf die Spannungsvefteilung
einen grossen Einfluss aus.

c) Es treten betrdchtliche Radialspannungen auf,die ein Mehrfaches
der Radialspannungen der Kreisbogenscheibe ausmachen kénnen.

d) Beim Lastfall Biegung vergrdssert sich die Innenrandtangential-
spannung be’ zunehmender Anisotropie, die maximale Radialspan—
nung hingegen wird kleiner. Zunehmende Krﬁmmung bewirkt beim
Holz, also bei konstant angenommener Anisotropie und konstantem
Zeﬂ}riwinkel, zuerst ein Abnehmen der Innenrandspannung uvad nach-
her eine Vergrdsserung. Die maximale Radialspannung nimmt stétig

(Dazu siehe Tafeln 23, 24)

e) Der Lastfall zentrische Normalkraft im Firstquerschnitt geht
aus decr Tafel 27-fﬁr Fichtenholz bei verschiedener Krimmung und
konstanfem Zentriwvinkel hervor. Bei starker Kriimmung zeigt sich
typisch die Spannungsverteilung der Kreisbogenscheibe. Geht die
Kriimmung zurilick, dann lduft die Spannungsverteilung gegen die
Verteilung am geraden Satteltriger. (Tafel 27)

£) Keine auffallenden Besonderheiten ergeben sich bei reiner Quer-
kraftbélastung im Firstquerschnitt. (Tafel3O0)

Die Tafeln 25, 26, 28, 29 und 31 beinhalten Kurven fir die prakti-

sche Spannungsbemessung. Es ist mdglich, die massgebenden Parameter

zur. Spannungsbemessung von der. Kreisbogenscheibe iiber den gekriimmten

Satteltrager aus je einem Diagramm abzulesen.

zulesen. Auf Tafel 26 wird zudem der Parameter flir die maximale

Schubspannung am oberen Rand fiir reine Biegung angegeben.

10.3. Die axialsvmmetrische orthotrope Scheibe mit geradem unteren

und geneigtem oberen Rand

Der L&sungsansatz flir die Scheibengleichung im karthesischen Koordi-
natensystem wurde ebcnfalls in zwei Teile gegliedert, Der erste Teil
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ist die Ldsung lir den gﬂrddcn Balken. Der zweite Teil wurde ver-

wendet, wn die  Randbedingungen am oberen Rand nanervngsweise mit der

Methode der kleinsten Quadrate zu erfiillen. Genau erfillt werden

konnten die Randbedingungen am unteren Rand und an den Endquer-

schnitten. Am aurgeeetatcn Leil wurden ebenfalls drei Gleichage-
wichtsbedingungen formullert Die Auswertung erfasste die in der

Praxis gebrduchlichen Trdgerformen flir Bretischichttréger, wobei

der Neigungswinkel des oberen Randes von 2,5 bis 20 Gred variiert

wurde. Einzelné Trdgerformen wurden mit verschiedenen Lnisotropie-
verhdltnissen durchgerechnet, . )

Es konnten folgende BﬂobarhtunJen gemacht werden:

a) Die gewdhlte Berechnungsmethode erlaubt die Spannungsverteilungan
in jedem Schnitt praktisch beliebig genau zu ermitteln.

b) Die Spannungsverteiiungen des geraden Satteltrdgers weichen er—
heblich von den Spannungsverteilungen des geraden Balkens mit
konstanter Querschnittshdhe ab.

¢) Es treten Querspannungen auf, die fir die Bemessung verleimter
Brettschichttriger massgebehd werden.,

d) Tafeln 12, 13 zeigen die Ldngs- und Querspannungsverteilung im
FirstQuerschnitt bei reiner Biegung. Die Anisotropie des Holzes
hat wiederum einen glinstigen Einfluss auf.die Quer- nicht aber
auf die Langsspdnnungen. zZunehmende Neigung des oberen Randes
bewirkt bei Holz eine Zunahme der grdssten Lédngs- und Querspan-—
nung. ' A

e) In Tafel 15 sind Ffiir Momentenbelastung die unteren Randspannungen
in verschiedenen Schnitten aufgetragen. Die Darstellung zeigt,
dass im Abstand h von der Trdgermitte der Param teraf konstant
bleibt. Diese Tatsache erlavbt die Biegera ndspannuﬂcen am unteren
Rand auch an Pultdachtrdgern nachzuweisen.

F) Bei zentrischer Normalkraft im Firstquerschnitt treten ebenfalls
Querspannungen auf.,(Tafel 16, 17).'Aus~denéélben Tabellen kdnnen
auch die Lﬁngsspannungs&efteilungen bei wechselnder Anisotropie
und Neigung des oberen Randes abgelcson werden, ’

g) Das Maximum der- Schubspannungs vorforlung ‘wdchst bei zunehmender-
Neigung des oberen Randes. Dies geht aus Tafel 20 hervor. Die
gleiche Tendenz zeigt sich bei zunchmender Anisotropie.

Zur Remessung dienen die Tafeln 14, 15, 18, 19, 21,
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11. Ndherungslosungen fiir die praktische Anwendung

In Tabelle 1 sind fir den gekriimmten Trédger mit konstanter Quer-
schnittshdhe die Koeffizienten fiir die Spannungsverteilungen iiber
die Querschnittshohe und die Maximalwerte der Spannungen fiir die

3 Lastfdlle M, N und Q zusammengestellt. Dabei wurde von abweichen-
den Ndherungsfunktionen ausgegangen, da es vor allem darauf ankam,
die Maximalwerte moglichst genau bestimmen zu kdnnen.

Tabelle 2 gibt die notwendigen Spannungskomponenten fiir die allge-
meine Form des Satteltrdgers im Firstquerschnitt wieder. Beriicksich-
tigt wurden alle 3 Lastfdlle.

Der Spannungsnachweis in einem Querschnitt mit einem Abstand gréBRer
h/2 vom Firstquerschnitt kann fiir den Lastfall Biegung nach Tabelle 3
erfolgen. Fir die anderen Belastungsfdlle muBte aus Genauigkeits-
griinden auf die Angabe von Ndherungen verzichtet werden.

Fiir den speziellen Fall der reinen Biegung sind die Maximalwerte
der Quer- und Ldangsspannung in Abhangigkeit von der Trédgerform
in Tabelle 4 zusammengestellt.
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Verlauf und Maximalwerte der Sbannuhgcn am orthotropen

gekriimmten Trager mit konst. Hohe

Tab.
14

j je: s=||=¥=6; k:VEf.-.(J- =
Anisotropie s E ; Gy ,;5.. 03

Krimmung: -T;- ; B=

r
"’” nachDIN 1052

Vorzeichen: Zug(+) Druck/(-)

Giiltigkeit 8 » 2.0

oM-05) = M/w-[-1+0333-0.2-0.7- 0.2

2

2
S (A ﬁ_) (ﬂ.
“"'“5(';,)“ (fm)"’(fm g2
Spannung | A B c D E
M : —
5 G |2y | -0167.2 y2 0785+0,083 2137557 0 0
9 @"'{y} 1 -6.48y+ 43y -0.83- 2463y%+79y% | 0.863y- l0.208
g o 2 ' 2_148y°| -0 :
j g |o 0.25-101y2 0.368y+0108y%-148y” | -0046 0,023
< N ’ g
S oyt | o 05+0.06y°-2y-0.205|-0.303- 4,48y 2-1335y% | 0.83y-3.2¢7} 0,076
o : ] -
Tyly)  |15-6y?| 313y-05y%125y7  |-0693-0565y-0438y%2237 06 | 0
M o R
O, (-05)| -1 0.333 -0.700 ~0.150 .0
N : — .
G, (-05) 1 |-2135 4258 -1.251 0
@ M
t| G ros) 1 0,333 0.700 -0150 0
2 N '
g G tos)| 1 2,135 4.128 -0.22¢ | 0
x M
§ Gy max 0 0:250 0 ~-0.005 (1]
oV min| o | -0095 B -0523  |0386
y _max 0.095 0880  |1.231
—a A
T,y max| 15 | 0 -0.326 0431 0
Beispiel: Y4-0.2 (p=5)

-015-0.27] = M/ wy-0.953)
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B Spannuhgswarte am orthotropen yakrﬁmmten Satteltriger, Tab.
] Héhe variabel, Grofltwerte fiir den Firstquerschnitt : 2
. - _I’Ef_ _V?r
_Amsotrople. s= E,._s’ k= Grr-‘]; #,=03
.. ! m
Krimmung: —~; (3=.5— nach DIN 1052
B’ bm

Vorzeichen: Zug(+) ODruck (-)

Giltigheit: 3 = 25 ; 7 = 25°

Bezeichnungen: 6,=G, ; 6- G, ; 'I;;-’L‘rr
M N N .a a
R R

v 2 3
=A*B-tg7aC-tgzpD-:_m E(ﬁ%d‘“-—- tgy+G—"- fim tgz;roH(h’")ztg 7»}("”’) tg%*K(q tng
. m m m m

Grenzfille: 3=, 7>0: gerader Satteltriger
f=>0,7=0:gekriimmter Triger mit konstanter Héihe
=0, 7=0: gerader Trdger mit konstanter Hdohe

Spannung| A B C D E F G H J ; K
y =+ 05 '

a¥ - 1 | 14 | 54 | 035| os55/-80 | 0 8.25 | -7825| 6.0
al ‘t |-0 |-no | 220| 385 | 50 | 375 |-1m5 | 200 | 0
y=- 05

a -1 |o 0 | 033l -070| tgr>0-sct-0

al 1 |o 0 |-2135| 4258| tgr> 0> 6, =0

05> y>-05

0“;4 max| 0 |02 | 0 025\ 0 |-15 | 2585 21 |-40 | o0
Gy max| 1 | 20 | 435 | 087s|-0.675|-265 |-140 |-13.25| 510 | 0
G) min| 0 |-02 |-03¢ |-0075\-02 | 029 |-116 |-0083| 249 | 0
':3 max| 15 | 20 | 228 |-0057| 0 |-125 | 13.83| 1225|-23.0 | 0

Belspfel /,, =0.2; 7=10°; tg10°= 0.1763
G max={- [oza 1763+0:25-0.2-15-0.2-01763+ 2.5850, 2-0,176352.10.220176 34 a.fqnsﬁ-oosam
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Spannungswerte am orthotropen gakriirhmren Satteltrdger,

 Hohe variabel, Spannungen am beliebigen Querschnitt

Tab.
3

Spannungen am oberen geneigten Rand

Anisotropie: s

Er-6; k= 5.4.7.
JJ £6 v 403

Kriimmung: I3’ [3- —- nach DIN 1052

Vorzeichen: Zug (+) ODruck (-)

Giiltigkeit: 32 25; y <15°

Bezeichnungen: [5Gy ; 5}= G, i Ty=Ter

//I
‘_. Ty
6,

2 ]f
h h h h h
H=A+B-t ,C.'z D-——OE(——)OF-—- NI oH 1 oJ
a7 g7 Tm m T tgy r 9'27 r g7 tng

Grenzfdile:
Ase0 70: gerader Satteltréger
ﬁ>d 7= 0: gekrimmier Tf&ger- mit
konst. Hohe
-0 y=0: gerader Triger mit konsi.
Hohe
O T e-t97-6,
Try g
Gy = tg°r-6,

Spannung A B c D E F G H J
y=+05 v

6,',4 1 | 0370|4170 | 0.350 | 0.555 |-6.050| 2.850 | 1.000 | 14,500 |
y=-0:5

Gf -1 1830 | 0 0333 |-0:713 |-1.805| 0 0 ¢

Beijspiel : /[3 0.2 7=5%tgy=00875

5'7—0.5)_-— tf [11830.0875.0333.0.2-0.713.0.22 -1805-0.2:0.0875] =-0.633 1% g%y
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Tabelle 4
i - h h. \2
mit  wg= Ag+ Bq( r:: ) ,.Cq(r_::.)

Bgq = 0,25 -1,5 tany +2,585tan?y
Cq =2,1 tany -4tan2y

und  w = A, +B|(ﬁﬂ_)+cl(hm )2+DI(L"‘—)3

'm 'm m

A, = 1+1,4tany +5,4tan?y

B, = 0,35 - 8tany

C, = 0,555 +8,25tany + 7,825 tan2vy
D, = 6tan?y

v=0
h_m=;> gerader Trdger

'm

v=0 |
bmto/konzentrlsch gekrimmter Trdger (h=const.)

m

Yto\ ) .
szo/ Satteltrdger mit geradem Untergurt

fm

Y#O\ - . .

Dﬂto/ Satteltrdger mit gekrimmtem Untergurt

'm

Quer- und Ldngsspannungen bei
Biegetrdgern





