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Kurzfassung

Zur Verbesserung von Lithium-Ionen-Batterien konnen numerische Simulationen eingesetzt und
damit Entwicklungsprozesse beschleunigt werden. Insbesondere Silizium ist ein vielversprechen-
der Kandidat fiir das Anodenmaterial der ndchsten Generation elektrochemischer Speicher. Auf
Kathodenseite ist Lithium-Eisenphosphat (LFP) eine geeignete Wahl. In der vorliegenden Arbeit
werden chemisch-mechanisch gekoppelte Modellansétze fiir diese Materialien vorgestellt, nume-
risch effizient umgesetzt und analysiert, um das charakteristische Verhalten des jeweiligen Mate-
rials zu untersuchen. Insbesondere werden aufgrund der groen Deformationen bei der Lithiie-
rung und der Delithiierung von Silizium mechanische Einschrinkungen als Hindernis-Kontakt-
Problem untersucht und (visko-) plastische Deformationen zu den chemischen und elastischen
finiten Deformationen ergénzt. Fiir die Langlebigkeit der Energiespeicher ist das Verstidndnis des
mechanischen Zusammenspiels zwischen dem Batterie-Aktivmaterialpartikel und der umgeben-
den Solid-Electrolyte-Interphase (SEI) von grofler Bedeutung. Fiir eine effiziente numerische
Vorgehensweise werden u.a. der primal-duale aktive Mengen-Algorithmus sowie die statische
Kondensation und der Return-Mapping-Algorithmus angewendet. Auf Grundlage eines adapti-
ven Losungsalgorithmus in Raum und Zeit (variable Ordnung, variable Zeitschrittweite) konnen
angemessene Rechenzeiten erreicht werden. Automatisches Differenzieren und eine geeignete
Parallelisierung reduzieren die Simulationsdauer ebenfalls. Um die approximative Losung zu be-
werten, wird fiir den rein chemischen Fall mit homogenen Neumann-Randbedingungen fiir das
Phasenseparationsmaterial LFP eine residual-basierte a-posteriori-Fehlerschranke bewiesen und
im Vergleich zu dem Gradientenschitzer und dem Kelly-Fehlerschitzer numerisch untersucht.
Des Weiteren wird der Einfluss verschiedener Definitionen des elastischen Verzerrungstensors
und der Mobilitdt auf das chemisch-mechanische Verhalten simulativ analysiert. Numerische
Studien fiir den 1D radial-symmetrischen Fall und 2D sphérischen bzw. elliptischen Fall fiir
Silizium und LFP liefern wichtige Einblicke in das Materialverhalten, u.a. Anderungen der Kon-
zentrationsverteilungen durch mechanische Spannungen und den Vergleich von plastischen und
viskoplastischen Deformationen, auch fiir mehrere Lade- und Entladezyklen und verschiedene
Geometrien. Fiir den Kanten-Anteil des residual-basierten Fehlerschitzers zeigt sich eine erhoh-
te Konvergenzordnung fiir gerade Polynomordnungen im Vergleich zum Zell-Anteil. Insgesamt
zeigen sich bedeutsame Erkenntnisse durch die numerischen Studien iiber Silizium und LFP
sowie des residual-basierten Fehlerschitzers und bieten noch zahlreiche zukiinftige Erweite-
rungsmoglichkeiten.






Abstract

Numerical simulations can be used to improve lithium-ion batteries and thus speed up deve-
lopment processes. Silicon in particular is a promising candidate for the anode material of the
next generation of electrochemical storage systems. Lithium iron phosphate (LFP) is a suitable
choice on the cathode side. In the present work, chemo-mechanically coupled modeling ap-
proaches for these materials are presented, numerically efficiently implemented and analyzed to
investigate the characteristic behavior of the respective material. In particular, due to the large
deformations during lithiation and delithiation of silicon, mechanical constraints are analyzed
as an obstacle-contact problem and (visco-) plastic deformations are added to the chemical and
elastic finite deformations. Understanding the mechanical interaction between the battery active
material particle and the surrounding solid electrolyte interphase (SEI) is of great relevance for
the longevity of the energy storage systems. For an efficient numerical procedure, the primal-
dual active set algorithm as well as the static condensation and the return mapping algorithm
are used. Appropriate simulation times can be achieved on the basis of an adaptive solution
algorithm in space and time (variable-order, variable-step size). Automatic differentiation and
suitable parallelization also reduce the simulation time. In order to evaluate the approximate
solution, a residual-based a-posteriori error bound is proved for the purely chemical case with
homogeneous Neumann boundary conditions for the phase-separation material LFP and nume-
rically investigated in comparison to a gradient recovery estimator and a Kelly error estimator.
Furthermore, the influence of different definitions of the elastic strain tensor and the mobility on
the chemo-mechanical behavior is simulatively analyzed. Numerical studies for the 1D radially
symmetrical case and 2D spherical or elliptical case for silicon and LFP provide important
findings into the material behavior, including changes of the concentration distribution due to
mechanical stresses and the comparison of plastic and viscoplastic deformation, even for several
charging and discharging cycles and various geometries. All in all, the numerical studies on
silicon and LFP as well as the residual-based error estimator provide significant insights and still
offer numerous possibilities for future extension.
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1 Einleitung

Wiederaufladbare Batterien sind eine der Schliisseltechnologien fiir die heutige und zukiinf-
tige Energiespeicherung, um den Herausforderungen des Klimawandels zu begegnen [7, 8].
So sind elektrochemische Energiespeicher aus unserem tédglichen Leben nicht mehr wegzu-
denken, z.B. in Smartphones, Laptops, E-Autos und vielen weiteren elektronischen Geriten,
siehe [9, Kapitel 1.2], [10, Vorwort] und [11]. Ebenfalls ist der elektrochemische Energiespei-
cher zur Stabilisierung des Energienetzes von entscheidender Bedeutung, um Schwankungen der
erneuerbaren Energiequellen wie Solar- und Windstrom auszugleichen [12, 13]. Lithium-Ionen-
Batterien (LIBs) sind aktuell die beliebteste wiederaufladbare Batterietechnologie aufgrund ihrer
vergleichsweisen hohen Energiedichte und guten Langlebigkeit[10, 14—19]. Wihrend des Ladens
und Entladens treten komplexe elektrisch-chemisch-mechanisch gekoppelte Prozesse auf [20],
welche im Fokus aktueller Forschungsarbeiten stehen. Zielsetzungen dabei sind beispielsweise
die Kapazitit der Batterien zu erhohen, die Lebensdauer zu verldngern, die Kosten zu senken und
ein schnelles Laden zu ermoglichen [21-24]. Ein vielversprechender Ansatz dafiir ist das Verédn-
dern der eingesetzten Materialien, aus denen die Batterien bestehen [25-29]. Die Untersuchung
von thermischen Effekten ist ebenfalls ein entscheidender Faktor zur Weiterentwicklung und
Verbesserung von LIBs [30, 31], was in der vorliegenden Arbeit jedoch nicht weiter betrachtet
wird.

Abbildung 1.1 stellt eine schematische Skizze einer LIB wihrend eines Ladevorgangs durch
eine externe Spannungsversorgung dar. Lithium (Li)-Atome werden in der Kathode zu Li*-Ionen
und Elektronen oxidiert. Wihrend die Li"-Ionen durch den Elektrolyt und den Separator (nicht
durchdringbar fiir die Elektronen) zur Anodenseite wandern, bewegen sich die Elektronen iiber
den Stromableiter durch den dufleren Stromkreis mit der externen Spannungsversorgung auf die
Anodenseite. Uber den Stromableiter gelangen die Elektronen wieder zu den Li*-Ionen und
reduzieren die Li"-Ionen wieder zu Li-Atomen. Bei Nutzung des elektrochemischen Speichers
als Stromlieferant ist der Prozess umgekehrt. Die Elektronen und die Li*-Ionen wandern von
der Anodenseite zur Kathodenseite. Dabei versorgen die Elektronen einen elektrischen Ver-
braucher, z.B. ein Smartphone. Das Einlagern von Lithium im Aktivmaterial wird Lithiierung
genannt, der umgekehrte Prozess Delithiierung. Ublicherweise wird fiir das Kathodenmateri-
al Lithium-Cobalt(III)-Oxid (LCO, Li,Co0,), Lithium-Nickel-Mangan-Cobalt-Oxide (NMC,
Li,NizMn,Co.0O,) oder Lithium-Eisenphosphat (LFP, Li,FePO,) und als Anodenmaterial Gra-
phit (C) verwendet [33].
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Spannungsversorgung

Stromableiter Stromableiter

Anodenpartikel Separator Kathodenpartikel

Abbildung 1.1: Schematische Skizze einer Batteriezelle wihrend des Ladevorgangs mit o als
Elektronen, ® als Li"-Ionen und ® als Li-Atome, basierend auf [32, Abbil-
dung 3.1].

Neben experimentellen Untersuchungen sind numerische Simulationen aus Kostengriinden in
der Forschung von grundlegender Bedeutung [34]. So wurden in den vergangenen Jahren ver-
schiedene Modelle entwickelt, die die diversen Effekte (chemisch, mechanisch, elektrochemisch
und thermisch) auf unterschiedlichen Skalen (Partikel-Ebene, Halbzell-Ebene, Zell-Ebene) un-
tersuchen [20, 35-37].

Die Modelle werden in numerischen Simulationen abgebildet, um durch geeignete Annihe-
rungen bzw. Approximationen die modellierten Eigenschaften und gewiinschten Vorhersagen zu
untersuchen. So kdnnen durch Diskretisierung die verschiedenen kontinuierlichen Probleme mit
unterschiedlichen numerischen Ansitzen, z.B. der Finite-Differenzen-Methode (FDM) [38], der
Finite-Elemente-Methode (FEM) [39, 40] oder der Finite-Volumen-Methode (FVM) [41], er-
forscht werden. Neben kommerzieller Software wie MATLAB [42], z.B. in [43], Abaqus [44], z.B.
in [45] oder COMSOL [46], z.B. in [47], existiert auch Open-Source-Software wie PyBaMM [48],
z.B. in [49], zur Untersuchung Batterie-spezifischer Probleme.

In dieser Arbeit werden chemisch-mechanisch gekoppelte Prozesse im Batterie-Aktivmaterial,
ausgehend von der Partikel-Ebene, modelliert und numerisch simuliert. Hierfiir wird aufbauend
auf einem chemisch-elastisch gekoppelten Modell mit einem Cahn—Hilliard-Ansatz und finiten
Deformationen fiir das Phasenseparationsmaterial (PSM) LFP in der Kathode [50] der Wechsel
zum Anodenmaterial Silizium mittels numerischer Simulationen untersucht. Dieser Wechsel ist
insbesondere von gro3em Interesse, da amorphes Silizium (aSi, Li,Si) im Gegensatz zum heute
iblicherweise verwendeten Anodenmaterial Graphit eine fast zehnfache theoretische Kapazitit
aufweist [51-53] und damit ein vielversprechender Kandidat fiir die ndchste Generation von
LIBs ist [54]. Jedoch kann die zusitzliche Speicherung von Li zu einer Volumenvergrof3erung
von bis zu 300 % fiihren, verglichen mit einer Ausdehnung von ca. 10 % bei Graphit [20, 55] bzw.
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ca. 7% bei LFP [56]. Aufgrund der groBen Verformungen von Silizium soll das mechanische
Spannungsverhalten erforscht werden, u.a. wenn sich das Partikel nicht mehr frei ausdehnen
kann. Beispielsweise trifft das entsprechende Partikel auf andere Partikel, auf den Stromableiter
oder auf das Batteriegehduse. Wie in einigen numerischen Studien gezeigt wurde, verhalten sich
die groBen mechanischen Verformungen nicht nur elastisch, sondern es treten auch plastische
bzw. viskoplastische Verformungen auf, die die Lebensdauer und die Kapazitit von Batterien
beeinflussen [57-62].

Unabhingig vom genauen Material sind Batterie-Aktivmaterialpartikel (BAP) (von engl. bat-
tery active material particle) in der Anode von einer weiteren Schicht, der Solid-Electrolyte-
Interphase (SEI) (von engl. solid electrolyte interphase) umgeben, die eine entscheidende Rolle
fiir die Lebensdauer einer LIB spielt [63—65]. In Abbildung A.1 ist die schematische Skizze
einer Batteriezelle mit der SEI an der Anodenseite ergénzt, die aus einer dichten inneren Schicht
und einer pordsen dulleren Schicht besteht [66, 67]. In Wirklichkeit ist die SEI-Schicht tiberall
auf den Anodenpartikeln verteilt und in Abbildung A.1 nur vereinfacht dargestellt.

Um Simulationsergebnisse in einer angemessenen Rechenzeit zu erhalten, sind rdumlich und
zeitlich adaptive numerische Methoden entscheidend. Insbesondere, wenn die Skalen wihrend
der Simulation deutlich variieren. Besonders fiir das PSM ist ein effizientes adaptives Verfah-
ren von grofem Vorteil [50]. Fiir die rdumliche Verfeinerung wird dort ein Gradientenschit-
zer [68, Kapitel 4] und fiir das zeitliche Integrationsverfahren eine Formel zur numerischen
Differenzierung (NDF) (von engl. numerical differential formulation) von linearen Mehrschritt-
verfahren [69-71] verwendet. Als Alternative fiir das rdumlich adaptive Kriterium werden in
dieser Arbeit noch der Kelly-Fehlerschitzer [72—74] und ein residual-basierter Fehlerschitzer un-
tersucht. Im Gegensatz zum Gradientenschitzer muss fiir den residual-basierten Fehlerschitzer
kein zusitzliches Gleichungssystem gelost werden, wobei im Vergleich zum Kelly-Fehlerschitzer
(und zum Gradientenschitzer) der residual-basierte Fehlerschitzer nicht allgemein formuliert
werden kann, sondern problemabhiingig ist. Fiir eine Reduzierung der Simulationsdauer wird
eine Parallelisierung mittels OpenMP (von engl. open multi-processing) bzw. mittels Message-
Passing-Interface (MPI) (von engl. message passing interface) untersucht. Die Nutzung von
automatischem Differenzieren (AD) wird als weiteres moderneres numerisches Hilfsmittel in
den Losungsalgorithmus integriert, um die manuelle analytische Ableitung der Jacobi-Matrix
nicht per Hand zu bestimmen sowie den Assemblierungsprozess dafiir zu umgehen. Fiir die
numerischen Simulationen wird die FEM genutzt, aufbauend auf der Open-Source-Software
deal.II [74,75].

Insgesamt werden in dieser Arbeit folgende Dinge erarbeitet: Aufbauend auf dem Cahn—
Hilliard-Ansatz mit rein elastischen finiten Deformationen und mit einem raumlich adapti-
ven Verfahren mit dem Gradientenschitzer sowie einem Zeitintegrationsschema mit variabler
Schrittweite und variabler Ordnung wird die kontinuumsmechanische Theorie fiir Materialien
erweitert, die mit einer experimentellen Spannungskurve modelliert werden konnen. Hierbei
werden verschiedene Ansitze fiir den elastischen Verzerrungstensor sowie fiir die Mobilitét
betrachtet. Zusitzliche Modellerweiterungen werden numerisch effizient integriert: So wird das
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System partieller Differentialgleichungen um die Theorie des Hindernis-Kontakt-Problems er-
ginzt. Weiter werden (visko-) plastische bzw. raten-unabhéngige / raten-abhingige Effekte mit
Hilfe einer Projektorformel bzw. statischer Kondensation numerisch sinnvoll zum bisherigen
System an Gleichungen hinzugefiigt, ohne dass das System bzw. die Anzahl der zu 16senden
Freiheitsgrade (DOFs) (von engl. degrees of freedom) vergroert werden muss. Gleiches gilt fiir
das Hindernis-Kontakt-Problem, bei dem der primal-duale aktive Mengen-Algorithmus als semi-
glattes Newton-Verfahren interpretiert wird und somit keine Erhohung der zu 16senden DOFs
erforderlich ist [76]. Nur fiir den Partikel-SEI-Ansatz, ein gekoppeltes System zwischen einem
Partikel mit einer umgebenden SEI, wird das System an nichtlinearen partiellen Differentialglei-
chungen um die Verschiebung der SEI im SEI-Gebiet ergéinzt. Der Return-Mapping-Algorithmus
sorgt im raten-unabhéngigen Fall fiir eine direkte Berechnung der entsprechenden Variablen fiir
den nichsten Zeitschritt, wohingegen beim raten-abhingigen Fall eine zusitzliche skalare Glei-
chung auf Integrationspunktebene gelost werden muss. Diese Erweiterungen werden also mathe-
matisch effizient zum bisherigen System an Gleichungen hinzufiigt und sollen mit numerisch ef-
fektiven Hilfsmitteln wie AD und MPI ergéiinzt werden. Fiir den Fall des rein chemischen Problems
mit homogenen Neumann-Randbedingungen wird fiir LFP eine residual-basierte a-posteriori-
Fehlerabschidtzung bewiesen und numerisch analysiert. Im chemisch-elastischen Fall wird fiir
aSi der residual-basierte Fehlerschitzer ebenfalls numerisch untersucht. Hierzu werden die Er-
gebnisse mit den beiden anderen Fehlerschitzern, Gradientenschitzer und Kelly-Fehlerschitzer,
verglichen. Insgesamt werden fiir Silizium und LFP zahlreiche Modellerweiterungen betrachtet
und numerisch effizient in den Losungsalgorithmus einbezogen, die im Batteriekontext so noch
nicht vorhanden sind. Fiir LFP wird im chemischen Fall eine neue residual-basierte a-posteriori-
Fehlerschranke bewiesen.

Diese Arbeit ist wie folgt gegliedert: Die Einordnung der Modellierung und der numerischen
Methoden in den aktuellen Stand der Literatur wird in Kapitel 2 dargelegt. Anschlielend werden
die in dieser Arbeit verwendeten mathematischen Notationen und grundlegende mathematische
Ergebnisse in Kapitel 3 eingefiihrt. Danach wird in Kapitel 4 die kontinuumsmechanische Mo-
dellierung erklért: Zunéchst werden fiir den Standardfall eines sich frei ausdehnenden chemisch-
elastisch gekoppelten BAPs mit finiten Deformationen die unterschiedlichen Ansitze fiir den
elastischen Verzerrungstensor und fiir die Mobilitét prasentiert. Ausgehend von diesem Stan-
dardfall werden die verschiedenen Modellerweiterungen fiir das Hindernis-Kontakt-Problem,
die inelastisch-konstitutive Theorie und der Partikel-SEI-Ansatz eingefiihrt. Kapitel 5 erklirt
sukzessiv die numerische Vorgehensweise: schwache Formulierung, rdumliche und zeitliche
Diskretisierung sowie der verwendete adaptive Losungsalgorithmus. Der Beweis fiir die analy-
tische residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschitzung wird in Kapitel 5.2.5 ausgefiihrt. Kapi-
tel 6 prisentiert und diskutiert die numerischen Ergebnisse fiir die Anwendung eines BAPs fiir
den Fall eines 1D radial-symmetrischen Gebiets und eines 2D Gebiets sowie die numerischen
Ergebnisse fiir den residual-basierten Fehlerschitzer und verschiedene Validierungen der Mo-
dellierungsansitze. AbschlieBend fasst Kapitel 7 die Arbeit zusammen und es wird ein Ausblick
fiir weiterfiihrende Ansitze gegeben.
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2 Literaturubersicht

In diesem Kapitel werden die genutzten Modellierungsansitze und die numerische Vorgehens-
weise in die Literatur eingeordnet.

Numerische Untersuchungen von Lithium-Ionen-Batterien konnen auf verschiedenen Ebenen
vorgenommen werden, z.B. einer groBformatigen Zelle wie in [77, 78], auf Mikroskalen-Ebene
wie in [32, 79] oder auf Partikel-Ebene wie in [59, 67, 80-82].

Aufbauend auf [50, 80] wird sich die vorliegende Arbeit auf die Modellierung und Simulation
von Batterie-Aktivmaterial auf Partikel-Ebene fokussieren. Auf Kathodenseite wird Lithium-
Eisenphosphat (LFP) untersucht, welches als Phasenseparationsmaterial (PSM) bekannt ist und
mit einem Cahn-Hilliard-Ansatz modelliert wird [50, 81, 83, 84]. Das Phidnomen der Pha-
senseparation tritt auch bei anderen Materialien wie Lithium-Manganoxid (LMO, Li,Mn;0,)
oder Natrium-Eisenphosphat (NFP, Na,FePO,) auf [82, 85-87]. Durch das Ungleichgewicht der
Lithium-Konzentrationen der zwei unterschiedlichen Phasen treten mechanische Spannungen
innerhalb des Aktivmaterials auf.

Da amorphes Silizium (aSi) aufgrund der hoheren Energiedichte im Vergleich zu Graphit ein
geeigneter Kandidat fiir das Anodenmaterial ist, wird dieses Material auf der Anodenseite unter-
sucht [51-53]. Der (De-)Lithiierungsvorgang fiir Silizium ist eine Legierungsreaktion [88, 89],
wihrend fiir LFP und Graphit ein (De-)Interkalierungsvorgang stattfindet [90, 91]. Wenn die Par-
tikel groBer als 150 nm sind, fiihren die groBen Verformungen zu mechanischen Instabilitéten,
z.B. Partikelbruch und Pulverisierung [92]. Ebenso sind eine Zerstorung der materiellen Struktur,
elektronische Isolierung, instabile SEI, geringer Coulomb-Wirkungsgrad und begrenzte Zyklier-
fahigkeit besondere Herausforderungen fiir die Nutzung von Siliziumanoden [25, 26, 93, 94].
Nanostrukturen [26, 95] und insbesondere Nano-Wires [20, 93] scheinen fiir das Anodenmate-
rial eine geeignete Struktur zu sein. Der Einfluss der PartikelgroBe von Silizium wird in [96]
untersucht, wobei eine ultradiinne Struktur von Vorteil sein kann [95]. Schnelles Laden ist ins-
besondere fiir die Nutzung von E-Autos von groem Interesse [22, 97]. Anisotrope Effekte in
der Lithiierung und Delithiierung konnen ebenfalls betrachtet werden [89], was in dieser Arbeit
jedoch keine Beriicksichtigung findet. Fiir die Modellierung von aSi wird dem Ansatz von [67]
gefolgt und fiir den chemischen Anteil in der Energiedichte im Gegensatz zur logarithmischen
Double-Well-Funktion fiir PSM auf eine experimentelle Leerlaufspannung von aSi gesetzt. In
dieser Arbeit wird das Modell mit einem einphasigen Mechanismus nach der anfidnglichen zwei-
phasigen Umwandlung von aSi im ersten Halbzyklus beschrieben, vergleiche [98]. Dies steht im
Gegensatz zu [88], wo eine Phasentrennung auch nach dem ersten Halbzyklus gemessen wird. In
anderen Arbeiten wird auch mit einer Zwei-Phasen-Lithiierung gearbeitet [61, 99-102]. Dieser
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Effekt fiir aSi kann in zukiinftigen Arbeiten weiter untersucht werden. Fiir weitere Informatio-
nen zur chemisch-mechanisch gekoppelten Modellierung wird auf [20, 57, 103] und die darin
enthaltenden Referenzen verwiesen.

Der chemische Teil des Modells, der die Diffusion von Li-Ionen wihrend des Ladens und Ent-
ladens beschreibt, basiert auf einer Diffusionsgleichung und setzt die Konzentrationsinderungen
mit dem Gradienten des chemischen Potentials der Spezies und der Mobilitit der Spezies in Be-
ziehung [59, 81]. Fiir die elastische Deformation wird ein linear elastischer Ansatz gewihlt [67],
da der GroBteil der Deformation auf den chemischen Anteil zuriickzufiihren ist [2, Anhang F].
Ein weiterer Ansatz fiir groBe mechanische Deformationen ist der Neo-Hookean-Ansatz, ver-
gleiche [104]. Die Kopplung von Verformung und Diffusion entsteht durch die von den Li-lonen
verursachten Verzerrungen sowie durch den Einfluss mechanischer Spannungen auf das chemi-
sche Potential. Im Vergleich zu einem Ansatz mit kleinen Deformationen, im Kontext des Cahn—
Hilliard-Ansatzes auch Cahn—Larché-Ansatz genannt [82, 105-110], wird aufgrund der gro3en
Verformungen fiir aSi ein Ansatz mit finiten Deformationen verwendet [67]. Hierzu finden sich
in der Literatur unterschiedliche Definitionen fiir den elastischen Verzerrungstensor, z.B. der La-
grangesche Green—St-Venant-Verzerrungstensor, der logarithmische Hencky-Verzerrungstensor
und der von-Kolzenberg-Verzerrungstensor, vergleiche Definition 4.1.10. Die Auswirkungen auf
die mechanischen Spannungen eines einzelnen BAPs und den Fall einer elastischen SEI wer-
den in dieser Arbeit fiir aSi simulativ untersucht. Obwohl fiir ein elastisches Partikel die ersten
beiden Definitionen des Verzerrungstensors dhnliche Ergebnisse aufweisen, spielt die Definition
eine entscheidende Rolle fiir eine elastische SEI, ob die numerische Simulation abbricht oder
nicht [3]. Ebenso lassen sich fiir die Mobilitit, die in dieser Arbeit als isotrop angenommen wird,
verschiedene Definitionen in der Literatur finden, vergleiche Definition 4.3.3. Insbesondere eine
zusitzliche Beriicksichtigung von mechanischen Effekten zum chemischen Anteil erscheint im
chemisch-mechanisch gekoppelten Ansatz sinnvoll. Hierbei werden dann beide Anteile, che-
misch und elastisch, im chemischen Potential als Grundlage genutzt [67].

Fiir Silizium-Anoden werden Volumeneinschrinkungen der gesamten Lithium-Ionen-Elektro-
de durch externe Spannungen in [111, 112] untersucht. Im Gegensatz zu theoretischen Berech-
nungen konnen sich diese sogar positiv auf die Kapazitit, die Lebensdauer, die Anodendichte und
die Erzeugung einer gleichméfBigen und dichten SEI auswirken [111, 112]. Daher muss dieser
Aspekt weiter untersucht werden und es besteht weiterer Forschungsbedarf. Nach [113] findet
die Lithiierung bevorzugt an freien Oberflichen statt, wenn die Silizium-Nano-Wire mechanisch
eingespannt werden. In dieser Arbeit wird folgende Situation betrachtet: Das BAP kann sich zu-
néchst frei ausdehnen und sto3t dann auf ein Hindernis. Es tritt ein Kontakt-Problem auf, verglei-
che [114, 115]. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, solche Anderungen der Randbedingungen
zu erfassen, mit unterschiedlichen Vor- und Nachteilen, z.B. eine Penalty-Formulierung, eine er-
weiterte Lagrangesche Formulierung oder duale Lagrangesche Multiplikatoren, vergleiche [116,
Kapitel 17] und [76, 117-120] und die dortigen Referenzen. Diese Hindernis-Randbedingung
kann als Karush-Kuhn-Tucker (KKT)-Komplementarititsbedingung geschrieben werden. Die
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Gleichungen werden auch Signorini-Bedingungen genannt, da sie erstmals von A. Signori-
ni [121, 122] fiir den einseitigen Normalkontakt formuliert wurden. Fiir diese Art von Ungleich-
heitsbedingungen ist der primal-duale aktive Mengen-Algorithmus eine effiziente Technik und
kann als semi-glattes Newton-Verfahren interpretiert werden, vergleiche [119, 123—128] und [75,
Tutorial 41]. Der Ansatz des dualen Lagrangeschen Multiplikators erfiillt die Ungleichheitsbe-
dingungen fiir die Hinderniseinschrankungen im schwachen integralen Sinn und hat den Vorteil,
dass die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems nicht gedndert werden muss [76]. In [129] wird
festgestellt, dass eine Kontaktbedingung zu geringeren Li-Konzentrationen im Kontaktbereich
fiihrt. Die Simulation eines BAPs mit begrenzter Volumenénderung aufgrund von Ungleichheits-
bedingungen am Rand ist eine numerische Herausforderung, da sich der Kontaktbereich, der eine
hohere Gitterauflosung erfordert, mit der Zeit verdndert. Dariiber hinaus erfordert der Wech-
sel vom Laden zum Entladen einer Lithium-Ionen-Batterie fiir Langzeit-Zyklusuntersuchungen
(auch unabhingig vom Hindernis-Kontakt-Problem) einen geeigneten adaptiven Mechanismus
zur rdumlichen und zeitlichen Steuerung.

In zahlreichen numerischen Studien wird gezeigt, dass die gro3en Deformationen von aSi
mit plastischen Deformationen verbunden sind, was mit der Lebensdauer und der Kapazitit der
Batterie verkniipft ist [57-59, 61, 62, 101, 130]. Wihrend einige Modelle die plastische Defor-
mation als raten-abhingig betrachten [59, 61, 101], setzen andere auf eine raten-unabhéngige
plastische Theorie [130, 131]. Weder die strukturelle Entwicklung auf atomarer Ebene noch
das mechanische Verhalten des aSi wihrend der Lithiierung- und Delithiierungszyklen sind gut
verstanden [132]. Dies gilt auch fiir den detaillierten Mechanismus der plastischen Verformung.
Mehrere Studien kommen jedoch zu dem Schluss, dass wihrend des Ladens und Entladens
Plastizitit auftritt. In experimentellen Studien, z. B. in [133], wird ein raten-abhéngiges plasti-
sches Verhalten als Erkldrung fiir das beobachtete Verhalten angenommen. Im Gegensatz dazu
scheint eine numerische Studie auf molekularer Ebene in [134] auf eine raten-unabhéngige
Plastizitdat hinzuweisen. Die Einfithrung der plastischen Verformung fiir die numerische Si-
mulation ist eine weitere Herausforderung, da die zusitzlichen Variablen entweder als weitere
Freiheitsgrade im untersuchten System betrachtet werden [43, 67], oder es wird statische Kon-
densation verwendet [135-138], um zu einer primalen Formulierung zu gelangen [59, 127].
Letztere Variante ist insbesondere fiir 2D und 3D Simulationen interessant, da sich sonst das
zu l6sende Gleichungssystem zusétzlich stark vergrofert. Da in der experimentellen Literatur
kein Konsens iiber die Mechanismen der plastischen Verformung von aSi besteht [132-134],
werden in dieser Arbeit sowohl eine geschwindigkeitsabhingige Viskoplastizitit als auch eine
geschwindigkeitsunabhingige Plastizititstheorie formuliert und die unterschiedlichen Auswir-
kungen auf das Partikelverhalten diskutiert. Weiter wird explizit ein Projektor auf die zuldssigen
Spannungen hergeleitet und es wird die klassische Methode des Return-Mapping-Algorithmus
genutzt, vergleiche [139, Kapitel 3] und [127, 140, 141]. Dies ist problemlos mit dem Ansatz
der logarithmischen Hencky-Verzerrung anwendbar [142, 143].

Die grofle Volumenausdehnung des Siliziums hat entscheidende Auswirkungen auf die um-
gebende Solid-Electrolyte-Interphase (SEI) wihrend des Anschwellens und des Schrumpfens

7



2 Literaturiibersicht

und kann zu mechanischen Instabilitdten fithren [20, 67, 144, 145]. Die SEI bzw. ein besseres
Verstindnis dieser ist ein Schliissel zur Verbesserung der Leistung, Effizienz und Lebensdauer
von Lithium-Ionen-Batterien mit Siliziumanoden [94, 146, 147], spielt aber auch bei Graphit-
anoden eine wichtige Rolle [148]. Die SEI weist eine elastische und plastische Verformung auf,
bevor sie bei wiederholten Zyklen aufbrechen und wieder heilen kann [67]. Die SEI bildet sich
aufgrund der Instabilitit des Elektrolyten im Kontakt mit den Anodenpartikeln und schiitzt den
Elektrolyten so vor weiterer Zersetzung [64, 149, 150]. Wihrend der Lagerung und des Batte-
riebetriebs wichst die SEI durch Elektronentransport von der Anode zum Elektrolyten weiter
an [67, 151, 152]. Die innere SEI bleibt wihrend des Zyklierens intakt [153]. Fiir Simulationen
von Silizium-SEI-Anoden ist es somit wichtig, die mechanischen Spannungen innerhalb der
SEI zu beriicksichtigen und deren Auswirkungen auf das Aktivmaterial zu beachten. So konnen
z.B. eine elektrische Spannungshysterese [43] und groBe elektrische Uberpotentialspannungen
mit langsamer Relaxation [154] die Lebensdauer und Leistung der Batterie beeinflussen. Auf
Basis der logarithmischen Hencky-Verzerrung werden raten-unabhingige und raten-abhéngige
plastische Verformungen der SEI untersucht, ohne die Anzahl der Gleichungen fiir den plasti-
schen Anteil des Deformationsgradienten zu erhohen [3, 4]. Im raten-abhéngigen Fall wird eine
typische mechanische Spannungsiiberrelaxation festgestellt [133].

In der Literatur wird auf die Bedeutung unsymmetrischer Geometrien fiir die mechanischen
Eigenschaften wihrend des Zyklierens hingewiesen [155], daher wird in dieser Arbeit neben
einem sphérischen bzw. zylindrischen Aufbau [43, 67, 101, 156] die Mechanik eines ellipti-
schen Silizium-Nano-Wires, der mit SEI bedeckt ist, untersucht. Hierfiir werden vom 1D radial-
symmetrischen Fall ausgehend die 2D elliptische Geometrie fiir einen chemisch-elastischen
Siliziumkern sowie eine elastisch-viskoplastische SEI-Schale untersucht. In beiden Fillen wer-
den drei Halbzyklen betrachtet: eine erste Lithiierung, gefolgt von einer ersten Delithiierung und
einer zweiten Lithiierung.

Sowohl Ansitze mit finiten Differenzen [43, 58, 67] als auch mit finiten Elementen [50, 59]
sind zur Diskretisierung der resultierenden Gleichungen vorgeschlagen worden, wobei FEM
in jiingster Zeit aufgrund ihrer besseren Anwendbarkeit auf komplexe Geometrien iiberwiegend
verwendet wurden. Im Gegensatz zu einer Finite-Differenzen-Diskretisierung [43, 67] oder einer
konstanten rdumlichen Diskretisierung mit einer uniformen Zeitdiskretisierung [60] sind adap-
tive Losungsstrategien in Raum und Zeit unerlédsslich, um numerische Simulationsergebnisse in
angemessener Zeit zu erhalten. Das Phasenseparationsmaterial LFP ist z.B. in [50] mit einem
rdumlich und zeitlich adaptiven Losungsalgorithmus mit finiten Elementen hoherer Ordnung und
einem Zeitintegrationsverfahren mit variablen Zeitschritten und variabler Ordnung gelost wor-
den. Der in dieser Arbeit verwendete Losungsalgorithmus basiert auf [50, Algorithmus 1], ver-
gleiche Algorithmus 3. Der Algorithmus basiert auf einem Gradientenschitzer [68, Kapitel 4] als
rdumliches Verfeinerungskriterium und einem adaptiven Zeitintegrationsverfahren mit einem li-
nearen Mehrschrittverfahren NDF mit variabler Ordnung und variabler Zeitschrittweite [69—71].
In der Literatur finden sich auch zahlreiche andere Moglichkeiten fiir das Zeitintegrationsverfah-
ren, z.B. in [79, 157-164]. In [165] finden sich Konvergenzanalysen fiir das BDF(2)-Verfahren
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fiir den Cahn—Hilliard-Ansatz. In der deal.II-Bibliothek steht der Kelly-Fehlerschitzer als
rdumliches Verfeinerungskriterium zur Verfiigung und approximiert den Fehler durch Integra-
tion des Sprungs der Losungsgradienten entlang der Fldachen aller Zellen [72—74]. Ebenfalls
wird ein residual-basierter Fehlerschitzer als riumliches Verfeinerungskriterium herangezogen,
siehe [166, Kapitel 9.2], [167, Kapitel 1.2], [40, Kapitel 3.8] und [168—171]. Eine dual gewich-
tete residual-basierte Methode wird in [172, Kapitel 3.5] untersucht. Nach [173, Kapitel 1.6]
und [174, 175] wurde in [176, 177] bewiesen, dass auf einem uniformen quadratischen Git-
ter der Fehler der FEM entweder vom Zell-Residuum oder vom Kanten-Residuum kontrolliert
wird, abhéngig davon, ob der Polynomgrad gerade oder ungerade ist. Diese Abhéngigkeit des
Polynomgrads in Bezug auf die Konvergenzordnung fiir die Anteile des Residuenschitzers tritt
in dieser Arbeit ebenfalls bei numerischen Studien auf. Nach [178] ist der Kanten-Anteil fiir
a-posteriori-Fehlerabschitzungen fiir lineare finite Elemente dominierend. In [171] existiert
ein residual-basierter a-posteriori-Fehlerschitzer fiir die Cahn—Hilliard-Gleichung nur mit po-
lynomialer Ansatzfunktion und wird in dieser Arbeit fiir eine logarithmische Ansatzfunktion
erweitert und hergeleitet, welche im Kontext der Batteriemodellierung besser geeignet sind. Fiir
mechanische Kopplungen werden in [179-181] entsprechende Ansétze vorgestellt.

Dariiber hinaus werden in dieser Arbeit zur Verringerung der Rechenzeit die MPI-Parallelisie-
rung [5] und fiir den Fall der inelastisch-konstitutiven Theorie automatisches Differenzieren (AD)
angewendet.

Im Folgenden werden einige wichtige mathematische Fragestellungen zur Losbarkeit einiger
Spezialfille der betrachteten Gleichungen angegeben. Der Beweis fiir die Existenz des che-
mischen Cahn—Hilliard-Problems ohne mechanische Betrachtung wird in [80, Theorem 3.1]
skizziert. Hierzu wird insbesondere die Existenz der approximierten Losungen mit degenerier-
ter Mobilitdt genutzt [182, Theorem 1]. Die Existenz der Losung fiir homogene Neumann-
Randbedingungen und polynomialer Energiedichte wird in [183] bewiesen. Weiter werden die
Existenz und Eindeutigkeit der numerischen Losung und ihre Konvergenz mit der Losung des
kontinuierlichen Problems fiir den Cahn—Hilliard-Gleichung mit einer logarithmischen freien
Energie in [184] formuliert. Ergebnisse zur Existenz der skalaren Cahn-Hilliard-Gleichung
ohne Elastizitidt werden in [185, Theorem 2.1] fiir den Fall einer glatten freien Energiedich-
te gegeben und in [186, Theorem 2] fiir den Fall einer logarithmischen freien Energiedichte.
Die Wohlgestelltheit und Stabilitdtsschranken der diskreten Losungen werden in [187] formu-
liert, ebenso Konvergenz in einer Raumdimension. In [188, Theorem 2.2] wird die Existenz
einer Losung bewiesen. Weitere Untersuchungen zur Konvergenz und zur Wohlgestelltheit fiir
spezielle Cahn—Hilliard-Systeme sind in [189, 190] zu finden. Optimale Ordnungsfehlerschran-
ken fiir den Cahn—Hilliard-Ansatz mit konstanter Mobilitit werden in verschiedenen Normen
in [191] hergeleitet. Fiir den Cahn-Larché-Ansatz wird in [109, Theorem 3.2] die Existenz ei-
ner schwachen Losung fiir homogene Elastizitéit sowie in [109, Theorem 4.1] die Eindeutigkeit
bewiesen. Bei der homogenen Elastizitidt hiangt der Elastizitétstensor nicht von der Konzentra-
tion ab. Weiter werden in [107] die Losbarkeit und die Eindeutigkeit der Losungen fiir das
diskrete Verfahren sowie die Konvergenz des Verfahrens auf Grundlage einer abnehmenden
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Energie gezeigt. Fiir inhomogene Elastizitit, also wenn die Verzerrung von der Konzentrati-
on abhingt, ist kein Ergebnis zur Eindeutigkeit bekannt [107]. A-priori-Fehlerabschitzungen
fiir das semi-diskrete Verfahren werden in [106, Theorem 1] bewiesen. Fiir die linearisierte
Cahn-Larché-Gleichung werden in [192] eine a-priori-Fehlerabschidtzung und in Theorem 2 die
Eindeutigkeit einer schwachen Losung formuliert. Fiir das Hindernis-Kontakt-Problem im rein
mechanischen Fall mit kleinen Deformationen wird in [193, Kapitel I11.6, Theorem 6.4] die
Eindeutigkeit einer schwachen Losung formuliert. Fiir weitere Details der diskreten Losung und
optimalen a-priori-Fehlerabschitzungen wird auf [194-196] verwiesen. In [197, Theorem 1]
wird fiir ein plastisches Modell mit Verfestigung und kleinen Deformationen die Existenz ei-
ner starken Losung der variationellen Ungleichung gezeigt. Fiir quasi-statische finite Plastizitét
werden lokale Existenz und Eindeutigkeit in [198] fiir Polykristalle mit Korngrenzenrelaxation
bewiesen. Globale Existenz wird nicht gezeigt und kann nicht erwartet werden, da es naturge-
mif moglich ist, dass sich das Material mit der Zeit abbaut [198]. Die Konvergenz fiir adaptive
FEM fiir einen elastisch-plastischen Ansatz wird in [199] diskutiert. Die Wohlgestelltheit des
multiskalen Modells nach J. Newmann wird in [200] erforscht. Verschiedene Vorkonditionierer
fiir die numerische Losung partieller Differentialgleichungen im Batterie-Kontext bzw. fiir die
Cahn—Hilliard-Gleichung sind in [80, Theorem 4.1] und [201, 202] bzw. [203, 204] zu finden.

Diese Arbeit basiert auf einigen Vorveroffentlichungen. So ist das Hindernis-Kontakt-
Problem fiir aSi ausfiihrlich in [1] vorgestellt und diskutiert worden. Die elliptischen 2D Er-
gebnisse fiir LFP mit Hindernis-Kontakt sind zusétzlich in der vorliegenden Arbeit ergiinzt. Die
(visko-) plastische Theorie sowie numerische Ergebnisse fiir aSi sind in [2] im Detail prisen-
tiert. In [3] und [4] sind jeweils die Herleitungen und Ausfithrungen des Partikel-SEI-Ansatzes
fiir die 1D radial-symmetrische Geometrie und die 2D elliptische Geometrie zu finden. Die
MPI-Parallelisierung ist in [5] fiir aSi und LFP mit der Untersuchung des Einflusses von schnel-
lem Laden auf die mechanischen Spannungen dargelegt. Der residual-basierte Fehlerschitzer
fiir den chemisch-elastisch gekoppelten Prozess fiir aSi ist in [6] untersucht. Die analytische
residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschitzung sowie die neue Modell-Kombination fiir das
1D radial-symmetrische Partikel im plastischen Fall mit Hindernis-Kontakt sind zusétzlich in
der vorliegenden Arbeit hinzugefiigt.
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3 Notationen und Grundlagen

Im Folgenden werden alle wichtigen mathematischen Notationen eingefiihrt, gefolgt von grund-
legenden mathematischen Ergebnissen, die fiir diese Arbeit wichtig sind.

3.1 Mathematische Notationen

Sofern nicht anders angegeben, werden in dieser Arbeit Klein- und GroBbuchstaben fiir skalare
GroBen verwendet, z.B. (a, b, ¢, ...), (A, B, C, ...) oder (a, 3, 7, ...), fettgedruckte kursive
Klein- und GroBbuchstaben fiir vektorielle Groen (Vektoren) bzw. Tensoren erster Ordnung,
z.B.(a,b,c,...)oder (A, B,C,...), fettgedruckte nicht-kursive GroSbuchstaben fiir Tensoren
zweiter Ordnung bzw. Matrizen, z.B. (a,b,c,...) oder (A,B,C,...), (bis auf wenige Aus-
nahmen) kalligraphische GroBbuchstaben fiir Tensoren dritter Ordnung, z.B. (A, B,C, .. .), und
lateinische TafelgroBbuchstaben fiir Tensoren vierter Ordnung, z.B. (A, B, C, . . .). Fettgedruck-
te griechische Buchstaben konnen Vektoren oder Matrizen sein. Weiter werden die positiven
natiirlichen Zahlen mit N bezeichnet und die reellen Zahlen mit R.

Nun wird die folgende Notation fiir eine skalare GroBe a € R, Vektoren a, a1, a; € R,
Tensoren zweiter Ordnung A, A, Ao, B € R%4_ die Identitit zweiter Ordnung I € R%4, einem

R:d:d.d

Tensor dritter Ordnung A € R%%? und einem Tensor vierter Ordnung A € mit der

Raumdimension d € {1;2;3} verwendet:

a = aj - asy, a :ACLQ, Al :A2A3, CL:A[A], A1 IA[AQ],
a = Al A[AQ}
a=A:Ay =tr(ATAy) = tr(AJA) = tr(AA]) = tr(AJA)) = Ay: A,

wobei (- 00 = Y% | [1,0; das Skalarprodukt zweier Vektoren, (1: 1 = ¢ [J;,00;; das

ij=1
Frobenius-Skalarprodukt und tr(A) = ¢ A; die Spur des Tensors A be;eichnen. Alle
obigen Gleichungen beinhalten beliebige Gréen und sind unabhéngig voneinander. Eine Di-
mensionsreduktion bezieht sich immer auf die hinteren Eintrédge, z.B. fiir einen Tensor vierter
Ordnung A und einem Tensor zweiter Ordnung B in Indexnotation:

A [B} = Aijlemn(eZ‘ X €; X er X 61) [(em R en)}
- Aijlemndkm(slne@' X €;
= AjjuBrie; ® e;.
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Hierbei sind e die kartesischen Einheitsvektoren und es wird die Einsteinsche Summenkonven-
tion [205, Kapitel 1.1] verwendet. Weiter wird fiir die Tensoren erster Ordnung a, bund ¢ € RY
mit N € N

a = [b][¢]

als a; = bc; firallei = 1,..., N geschrieben sowie fiir a € R" und fiir eine Indexmenge P
(Ausnahme in der Notationskonvention) mit |P| < N

ap:()

als a,, = 0 fiir alle p € P, was jeweils komponentenweise verstanden wird. Fiir den Betrag und
fiir die Euklidsche Norm auf dem RY wird | - | geschrieben.

Ein rdumliches Gebiet {2 wird als nichtleer, offen, zusammenhizngend und beschrinkte Teil-
menge von R? angenommen. Der Abschluss von €2 wird mit ) bezeichnet, der Rand mit 92 = T’
sowie der duBere Normalenvektor mit 72. Alle Funktionen konnen von einer Ortsvariablen x € (2
oder zusitzlich von einer Zeitvariablen ¢ € (0, tepq) mit teng € R- abhingig sein. Somit wird der
Zeit-Ort-Zylinder als Oy, = (0, tena) X 2 geschrieben. Dannsind u: Q; , — R, v: Q,_, — R?
und A: Q;, — R% jeweils entsprechend glatte skalare, vektorielle und tensorielle Funktionen.
Die zeitliche Ableitung des Skalars « wird mit 0;u oder u gekennzeichnet, die partielle Ableitung
nach z;, 7 € [1,...,d], mit O;u und die Normalenableitung auf dem Rand mit 0,,u. Der Gradi-
ent u wird als Vu = (&u)l € R? und die Divergenz von v = (v;); als Vv = Zf Jv; € R
angegeben. Der Laplace-Operator, angewendet auf ein Skalar w, beinhaltet die Summe der zwei-
ten partiellen Ableitungen Au = V-Vu = Zf 0?u € R. Der Gradient eines Vektorfels oder eine
vektorwertigen Funktion v ist eine Matrix, auch Jacobi-Matrix genannt: J,, = Vv = (6’jvi)ij.
Die Divergenz einer Matrix A = (A;;);; wird zu einem Vektor: V-A = < Zj 0; Aij>

Im Folgenden werden hiufig verwendete Funktionenrdume eingefiihrt:

i

e C*(Q) ist der Raum der k-stetig differenzierbaren Funktionen, k € Nj.

* () enthilt Funktionen, die auch auf dem Rand stetig sind.
o CK(Q) ist der Teilraum von C*(2), der am Rand die Werte Null hat.

e L” mit p € [1,00) bezeichnet die skalaren Lebesgue-Riume mit Norm | - | ,,. Fir p = 2
wird die Lebesgue-Norm vom L?-Skalarprodukt | - |3, = (-, ), induziert.

o L2(Q;RY) bzw. L?(Q; R%?) kennzeichnen die Lebesgue-Riume fiir vektorwertige bzw.

tensorielle Funktionen.

o W™P(Q) sind die Sobolev-Rdume mit p € [1,00] und m € N. Fiir den Spezial-
fall p = 2 wird W™2(Q) = H™() gesetzt. Die Sobolev-Norm wird mit | f[{ ) =
> lay<m | D% f|7» mit der Multi-Index-Notation o € Nd, D = D™ . ... D% angege-
ben. Die H'-Norm ist somit | f |3, = | f32 + |50 = | f172 + [V f|7.. Die Norm | - | ,»
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wird auch als | - |, abgekiirzt, ebenso | - |1 als | - [, sowie | - |0y als | + [, .0 Der

Dualraum von H™ wird mit H ™™ geschrieben.

 H(Q) ist die Vervollstindigung von C§°(€2) beziiglich der Sobolev-Norm | f| ., k € N.

Weiter wird fiir das Skalarprodukt zweier skalarwertiger Funktionen ay, as € L*()

(alaa2> = (alaa2)g = / aras dX
Q

geschrieben, fiir das Skalarprodukt zweier vektorwertiger Funktionen a, as € L*(§; RY)

(al,ag) = (al,ag)Q = / a; - as dX
Q

und fiir das Skalarprodukt zweier Tensoren zweiter Ordnung A, A; € LQ(Q; Rd’d)
(Al, Ag) = <A17 A.Q)Q = / A1 ZAQ dX.
Q

Integrale am Rand eines Gebiets, also I' = 0f2, werden mit dem Index des jeweiliges Randes
gekennzeichnet, z.B.

(al,ag)F:/alagdS.
r

Die duale Paarung wird entsprechend mit ((J, [J) gekennzeichnet.
Der natiirliche Logarithmus wird mit In: (0, co) — R geschrieben.

Bemerkung3.1.1. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden die Argumente einer Funktion bzw.
einer Variablen nur an wichtigen Stellen oder bei Neueinfiihrung gelistet, ansonsten weggelassen.
Dies gilt ebenso bei Normen, wenn aus dem Kontext klar ist, welches Gebiet gemeint ist, z.B.
wird L*(Q) zu L% Weiter ist C' > 0 eine beliebige generische Konstante und kann immer
unterschiedlich sein, auch innerhalb einer Gleichung bzw. einer Herleitung.

AbschlieBend werden die Notationen fiir die Finite-Elemente-Methode (FEM) (von engl.
finite element method) eingefiihrt. Dafiir sei 7;, (weitere Ausnahme der Notationskonvention)
eine zuldssige Triangulierung des Rechengebiets (2, das eine polygonale Approximation eines
Referenzgebiets (2 ist [40, Kapitel 2.5]. Somit gilt Uge7, K = Q. In dieser Arbeit wird
die frei verfiigbare Finite-Elemente-Bibliothek deal.II [74, 75] verwendet, daher sind die
Zellen K (Elemente von 7,) des diskreten Rechengebiets folgende Objekte: in 1D Intervalle, in
2D Vierecke oder in 3D Hexaeder. Der Parameter h := maxgc7, (h K) bestimmt die maximale
Gitterweite aller Zelldurchmesser hy der Zellen K € T,. Die Menge aller inneren Kanten und
aller Kanten am Rand wird mit /;, U F, = F; (Ausnahme der Notationskonvention) angegeben.
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Der Sprung einer stiickweisen glatten Funktion u iiber F' € F, fir K, K™ und K~ € T;, und
K* # K~ wird als

uwt—u, firFeF, F=K" NK",
u, fir F e Fp,FF e K

berechnet, wobei ut, ©~ die Funktionswerte von » in K+, K~ sind.

Der endlich-dimensionale Unterraum eines Funktionenraums V' wird mit V,, C V ge-
kennzeichnet, ebenso die diskrete Approximation u;, € V}, von der kontinuierlichen Funkti-
on u € V. Der Raum der Lagrangeschen finiten Elemente mit Polynomgrad £ € N wird
mit Pf = {v, € C°(Qy,) : VK € Ty, vn|,, € P¥} bezeichnet. Es sei ein Lagrangesches fini-
tes Element mit Knoten p!, ..., p" und der nodalen Basis ¢1,...,pyx gegeben [206, Kapi-
tel 4.4.1]. Die Anzahl der Freiheitsgrade (DOFs) (von engl. degrees of freedom) sei N € N.
Der Orthogonal-Projektions-Operator IT,: V' — V, mit V = L*(Q) bzw. V = H'(Q2) und
Vi, = PF ist der Operator, der u mit I[T,u = Zfi Lu(p')p; € Vi, am ndchsten in P} beziiglich
der L?-Norm bzw. H'-Norm abbildet [207, Kapitel 1.6.3]. Weiter gilt ;(p’) = d;; mit dem
Kronecker-Delta d;;. Somit gilt fiir die diskrete Funktion: u;, = va w;p; mit u; = uy(X;) und
dem Koeffizientenvektor u = (u;); € RY.

3.2 Zitierte mathematische Resultate

Nach der Einfiihrung aller wichtigen Notationen werden im Folgenden in dieser Arbeit verwen-
dete Theoreme, Lemmata, Propositionen und Korollare zitiert.

Theorem 3.2.1 (Lax—Milgram Theorem [208, Theorem 1 in Kapitel 6.2.1]). Sei nun V ein
reeller Hilbertraum mit Norm | - |\, und Skalarprodukt (-,-),,. Weiter sei (-,)y die duale
Paarung von V' mit seinem Dualraum. Angenommen, dass

a:VxV =R
eine Bilinearform ist, fiir die die Konstanten <y, M,y > 0 existieren derart, dass
a(u, )] < Moluly Joly
fiir alle u, v € V (stetige Bilinearform) und

a(u,u) > eoflully
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fiir alle w € V' (V-elliptische bzw. koerzive Bilinearform) sind. Schliefilich sei f: V — R ein
beschrdnktes lineares Funktional auf V' mit

[(f;0)v] < Myloly

fiir alle v € 'V (stetige Linearform) mit My > 0. Dann existiert eine eindeutige Losung u € 'V
derart, dass

a(u,v) = (f,v)v

fiir alle v € V ist und es gilt die a-priori-Schranke |u, < L.

€0

Lemma 3.2.2 (Céa-Lemma [40, 4.2 in Kapitel 2.4]). Die Bilinearform a sei 'V -elliptisch. Ferner
seien u bzw. uy, die Losungen der Variationsaufgabe in V' bzw. in 'V, C V. Dann ist

C
—uplly < = inf Ju— oy
v —unly < — inf Ju—vily

Lemma 3.2.3 (Cléments Approximationsoperator [207, Lemma 1.127 (ii)]). Unter den An-
nahmen aus [207, Kapitel 1.6.1] gelten folgende Approximationseigenschaften: Fiir K € Ty,
bezeichne K die Menge der Elemente in Ty, die mindestens einen Knoten mit K teilen. Sei F' ei-
ne Kante zwischen zwei Elementen von T;, und es bezeichne F die Menge der Elemente in T}, die
mindestens einen Knoten mit F' teilen. Seien [, mundpmit1 < p <ocound() <[l <m < k+1.
Dann existiert eine Konstante C > 0 derart, dass

o — ol i < CHE o,

fiirv e W™P(K) und VK € Ty, ist. Ahnlich folgt, wenn | + i <m<k+1:

m—l—1
o~ Myl r < Chi ol 7

fiirv e W™P(F) und K € Ty,

Proposition 3.2.4 (Approximationseigenschaften fiir glatte Funktionen [207, Proposition 1.134 (1)]).
Seien k > 1 und 1 <[ < k. Es existiert eine Konstante C' > 0 derart, dass fiir v € HZH(Q)

lv —Twvlog < CR vllisrg,

lv =Tl o < CRYlvllie

sind.

Theorem 3.2.5 (Hilbertraum-Fehlerabschitzungen [206, Theorem 4.29] und [206, Theo-
rem 4.34]). Sei u die Lésung eines elliptischen Randwertproblems in H**1, alle finiten Elemente

15



3 Notationen und Grundlagen

erfiillen PF C Vi, C V und Ty, sei eine quasiuniforme Triangulierung. Dann gelten fiir die Ga-
lerkin Approximation uy, die Abschditzungen

lu—unlyq < CR*||ullksre
sowie
lu —unlon < CR* Y ullks10.

Korollar 3.2.6 ((Skalierte) Version des Spezialfalls der Youngschen Ungleichung [208, Appen-
dix B.2.d.]). Zundichst wird von der allgemeinen Youngschen Ungleichung [209] der Spezialfall
fiir p,q > 1 mit % + % = 1und a,b > 0 formuliert:

P q
ab < %+%. 3.1)

Der Spezialfall wird in der skalierten Version benotigt, welche Folgendes besagt: Fiir x,y € R,
e>0,p,q>1mit % + é =1 gilt [208, Appendix B.2.d.]:

(pe)' 1
——y|".

lzy| < elx|P + (3.2)

Dies folgt aus dem Spezialfall mit a == (ep)"/” |z und b = (ep) /" |y|.

Lemma 3.2.7 (Gronwall-Lemma in differentieller Form [208, Appendix B.2.j.(1)]). Sei 1) eine
nichtnegative, absolut stetige Funktion auf [0,t..4], welche fiir fast alle t die differentielle
Ungleichung

0(t) < a)n(t) + 5(t)

erfiillt, wobei a(t) und [B(t) nichtnegative, integrierbare Funktionen auf |0, t.,q] sind. Dann gilt
fiiralle 0 <t <t

n(t) < exp </Otmdcw(s) ds) n(0) + Otmd (s)exp (/Stmd a(s) d§) ds
< exp (/Otenda(s) ds)

Bemerkung 3.2.1. Fiir das Hindernis-Kontakt-Problem wird in Kapitel 5.2.3.2 das semi-glatte

Lend

n(0) + B(s) dS] :

0

Newton-Verfahren benotigt. Daher wird in Algorithmus 1 der Standardfall der Newton—Raphson-
Methode gezeigt. Bei der Berechnung des Newton-Updates wird in dieser Arbeit bei den Ablei-
tungen hoherer Dimensionen [V - | geschrieben.
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3.2 Zitierte mathematische Resultate

Algorithmus 1 Newton—Raphson-Methode fiir glatte Systeme, um eine Losung y* zu bestim-
men, derart, dass F'(y*) = O fiir F': R — R<.

Sei F': RY — R stetig differenzierbar gegeben und y° € R?, k := 0 :
1: Solange keine Abbruchregel erfiillt ist, 10se

VF(y")[0y"] = -F(y")

2: Setze y**! := y* + dy*, k := k + 1, und gehe zu Linie 1

17






4 Kontinuumsmechanische Modellierung

Aufbauend auf den Vorverdffentlichungen [1-6] wird in diesem Kapitel die Theorie fiir die
Modellierung eines Batterie-Aktivmaterialpartikels (BAP) (von engl. battery active material
particle) zunichst fiir den Standardfall einer frei ausdehnenden chemisch-elastisch gekoppelten
Konfiguration vorgestellt. Dafiir wird zunichst der Ansatz der finiten Deformation in Kapi-
tel 4.1 prisentiert, gefolgt von einem thermodynamisch konsistenten Kontinuumsmodell, wel-
ches auf einer freien Energie (Kapitel 4.2) sowie weiteren chemischen Betrachtungen (Kapi-
tel 4.3) und elastischen Deformationen (Kapitel 4.4) aufbaut. Basierend auf der Theorie fiir
ein einzelnes Batterie-Aktivmaterialpartikel werden weitere Effekte wie das Hindernis-Kontakt-
Problem in Kapitel 4.6, inelastische Deformationen in Kapitel 4.7, Partikel mit umgebender
Solid-Electrolyte-Interphase (SEI) (von engl. solid-electrolyte interphase) mit elastischer und
inelastischer SEI in Kapitel 4.8 eingefiihrt.

4.1 Finite Deformation

Sei das Referenzgebiet {2z C RY d € {1;2; 3}, offen und beschrinkt mit hinreichend glattem
Rand 0. Gleiches gilt fiir die Momentanplatzierung 2. Weiterhin wird angenommen, dass
alle Funktionen hinreichend glatt sind.

Definition 4.1.1 (Deformation). Die aktuelle Position z: Rxg X Qg — Q, (t, Xg) = =(t, XR)
in der Momentanplatzierung bzw. im Eulerschen Gebiet € wird iiber die Abbildung ®: R~ x
ﬁR — ﬁ,

(1, Xr) = Xr +u(l, Xr) = z(t, Xr)

in Abhingigkeit einer beliebigen Anfangsposition X in der Referenzkonfiguration bzw. im
Lagrangeschen Gebiet Qg und der Zeit t € [t0, tena) Mit 0 = ¢y < teng < 00 beschrieben. Daraus
folgt die Verschiebung u: Rso x Qr — R, wu(t, Xg) = x — Xy [205, Kapitel 2.2]. Die
Funktion ® wird Deformation genannt, wenn det(Vz®) > 0 gilt [40, Kapitel 6.1].

Definition 4.1.2 (Deformationsgradient). Der Deformationsgradient F: R%? — R%? ist der
Gradient der Deformation [205, Kapitel 2.4]:

0P
F(Viu) = 8—XR(t’ Xgr) =1+ Veu(t, Xg)
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4 Kontinuumsmechanische Modellierung

mit der Identitdtsmatrix I (Identitit zweiter Ordnung) und dem Gradienten der Verschie-
bung Vew: R5( % Qr — R%4 jp Bezug auf die Raumkoordinaten der Referenzkonfiguration,
vergleiche [210, Kapitel VI §1] und [205, Kapitel 2.4].

Definition 4.1.3 (Geschwindigkeit). Die Geschwindigkeit v ist die zeitliche Ableitung der aktu-
ellen Position:

. 0P
’U(t, XR) = a:(t, XR) = E(t, XR)
Bemerkung 4.1.1. Alle Groflen, die von Interesse sind, konnen entweder beziiglich der Refe-
renzkonfiguration g in Abhéngigkeit von Xy oder beziiglich der aktuellen Konfiguration 2 in
Abhingigkeit von x geschrieben werden. Es gilt zum Beispiel, dass es fiir eine beliebige skalare
Funktion f in der Momentanplatzierung €2 eine entsprechende Grofle fr in der Referenzkonfi-

guration (g gibt:

fr(t, Xr) = f(t, ).

Die Anderung einer beliebigen GroBe fg beziiglich der Zeit kann direkt berechnet werden,
da Xg nicht zeitabhiingig ist. Jedoch muss fiir eine Anderung der GroBe f das zugrunde
liegende Geschwindigkeitsfeld v beriicksichtigt werden. Das geschieht durch die materielle
Zeitableitung [205, Kapitel 2.3]:

D . D
%(t,XR> = fr(t, Xg) = F{;(t,w)
0 0 0
- 8—{(15,91:) + a—f(t,XR) : %(t,w)
_ 2—{(2&,:]}) +olt, Xg) - VIt ). @.1)

Definition 4.1.4 (Nansons Formel). Die Relation von einer infinitesimal kleinen Oberfliche
zwischen der Momentanplatzierung und der Referenzkonfiguration ist mit der Volumenausdeh-

nung J = det(F) = &% > 0 als Nansons Formel durch
R

ds = JF T dSg

gegeben [205, Kapitel 2.4]. Dabei bezeichnet Vi, bzw. Vg, jeweils die Volumina der Momentan-
platzierung bzw. des Referenzgebiets. Weiter gelten die Beziehungen fiir ein Linienelement und
ein Volumenelement:

de =FdXg und dov=det(F) dVkg.
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4.1 Finite Deformation

Bemerkung 4.1.2. Nach Definition 4.1.2 ergibt sich der Verschiebungsgradient H zu

ou

=F-1
0Xr

H(VR’U/) = VR’U/ =

und kann in einen Rotationsanteil R (schief-symmetrischer Anteil) und einen Deformationsan-
teil € (symmetrischer Anteil) aufgeteilt werden:

H= (H+HT)+%(H—HT).

J/

(O | —

= =

Definition 4.1.5 (Polarzerlegung, rechter Dehnungstensor). In der Theorie der finiten Deforma-
tion kann der Deformationsgradient F' in einen Rotations- und einen Dehnungsanteil mittels der
eindeutigen Polarzerlegung (erst deformiert, dann rotiert) aufgeteilt werden:

F=RU, R'R=1L1

Der Tensor U ist als rechter Dehnungstensor bekannt, ist symmetrisch und positiv definit [205,
Kapitel 2.6].

Definition 4.1.6 (Rechter Cauchy—Green-Deformationstensor). Der symmetrische und positiv
definite rechte Cauchy—Green-Deformationstensor C hiangt nur vom Deformationsgradienten
des Systems ab [205, Kapitel 2.5]:

C(Viu) =FF = (F'F) =C". 4.2)

Bemerkung 4.1.3. Ausgehend von Gleichung (4.2) wird der Green—Lagrangesche Verzerrungs-
tensor als Differenz zur Referenzkonfiguration definiert:

B(Viu) = ~(C—T) =

5 (FTF —1)

N | —

und wird vorzugsweise in der Theorie der finiten Deformation verwendet, da er gegeniiber
Rotationen invariant [205, Kapitel 2.6] ist. Um mit der Theorie der infiniten Verzerrung fiir
kleine Verformungen konsistent zu sein [40, Kapitel 6.1], wird fiir [H| < 1 die Nidherung

E:%(C—I): (H+DHH+DT-1)

- <HHT 4H + HT>
~0
(H+H") =e¢

~
~

N = NN
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4 Kontinuumsmechanische Modellierung

betrachtet. Die zeitliche Entwicklung des Deformationsgradiententensors wird durch

002 90z J Oz Ok
COtOXgr  O0t0Xg O0Xg Ot 0Xg

ausgedriickt [205, Kapitel 2.7] und die Anderung der Transformation im Lagrangeschen Gebiet
wird auf das Eulersche Gebiet via

. oxr 0Xr Oz
FF ! = = =
0XRr Ox ox

transformiert. Der Geschwindigkeitsgradient L kann im Allgemeinen in einen symmetrischen
Verzerrungsanteil D und einen schief-symmetrischen Rotationsanteil W aufgeteilt werden:

L:D+W::%(L+LT)+%(L—LT).

Definition 4.1.7 (Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten). Bei finiten Deforma-
tionen kann der Deformationsgradient F multiplikativ zerlegt werden und es wird auf den Ansatz
aus [211, Kapitel 10.4], [212, Kapitel 8.2.2] und [59, 67] mit

F = FchFel - Frev (43)

zuriickgegriffen.

Bemerkung 4.1.4. Eine Skizze der multiplikativen Zerlegung aus Gleichung (4.3) ist in Abbil-
dung 4.1 dargestellt.

Bemerkung 4.1.5. Somit gibt es Berechnungen fiir die Volumenénderungen der chemischen und
elastischen Deformationsgradienten

Jel = det(Fel) > (0 und Jch = det(Fch) > 0,

Host-Partikel F=Fr
Fcl Fch
R = — —

Abbildung 4.1: Multiplikative Zerlegung fiir den Ansatz der finiten Deformation mit chemi-
schen und elastischen Effekten F = F,, = F4F, basierend auf [1, Abbil-
dung 1] und [67, Abbildung 1].
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4.1 Finite Deformation

wobei Vo / Vo, = J = JaJan > 0 gilt und V;; die Volumina des jeweiligen Gebiets sind.

Definition 4.1.8 (Chemischer Anteil des Deformationsgradienten). Der chemische Anteil F o,
des Deformationsgradienten entsteht aufgrund von Anderungen in der Lithiumkonzentration und
wird im Falle isotroper Ausdehnung iiber

Fen(tr) = Aan(cr)I

mit A\ (¢r) = /1 + UpmvCmaxCr = v/ Jen berechnet. Hier bezeichnet vpyy > 0 das partielle
molare Volumen (PMV) und ¢g = ¢r/Cnax die normalisierte Lithium-Konzentration im Refe-
renzgebiet () beziiglich der maximalen Konzentration c,, des Host-Materials in mol m~? in
der Referenzkonfiguration von cg : R>q X Qr, (t, XR) — cr(t, Xg).

Bemerkung 4.1.6. Im Allgemeinen werden die batteriebezogenen Ansétze, z.B. der chemische
Anteil F, des Deformationsgradienten, fiir den drei-dimensionalen Fall hergeleitet. Jedoch sind
alle Variablen und Gleichungen mathematisch auch fiir niedrigere Dimensionen giiltig.

Definition 4.1.9 (Elastischer Anteil des Deformationsgradienten). Der elastische Anteil F
des Deformationsgradienten entsteht aufgrund von mechanischen Spannungen. Somit kann F
iiber F(cr, Vrxu) = F'F = )\ 'F berechnet werden.

Bemerkung 4.1.7. In Kapitel 4.7 werden weiterhin inelastische Verformungen durch plastische
Effekte mit einem plastischen Anteil F; aufgrund hoher elastischer Spannungen in den Ansatz
der multiplikativen Zerlegung erginzt. Der plastische Anteil wird als innere Variable einge-
fiihrt [213] und wird in Kapitel 4.7 genauer erldutert.

Definition 4.1.10 (Verschiedene Ansitze fiir den elastischen Verzerrungstensor). In der Li-
teratur finden sich unterschiedliche Definitionen fiir den elastischen rechten Cauchy—Green-
Verzerrungstensor: Zunichst wird der hiufig verwendete Green—St-Venant (GSV) Ansatz vorge-
stellt, oft auch einfach der Lagrangesche (lag) Verzerrungstensor genannt [212, Kapitel 8.1]:
Eqijag(Cr, VRu) =

(FiFa —1I) = -(\’FTF - 1). (4.4)

DN | —
N | =

Weiter ist die Definition als (Lagrangescher) logarithmischer (log) Henckyscher Verzerrungs-
tensor in [212, Kapitel 8.1] zu finden:

Eejog(r, VrU) = 1n< F;Fel) _ m(\/c_d) - ln(Uel)

3
— Z lIl( /nel,l) Tell O Tely
=1
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4 Kontinuumsmechanische Modellierung

mit den Eigenwerten 7); und den Eigenvektoren r; von Cg. Zuletzt wird der Ansatz von
von-Kolzenberg aus [50] mit der Abkiirzung (kol) vorgestellt, bei dem der chemische Cauchy—
Green-Deformationstensor vom gesamten Cauchy—Green-Deformationstensor subtrahiert wird:

E¢ ol (Cr, Vru) =

(FTF —FFa) = = (F'F — \21). (4.5)

N | —
DN | =

Bemerkung 4.1.8. Die Polarzerlegung des elastischen Teils F; des Deformationsgradienten ist
durch den Rotations- und Deformationsanteil gegeben:

Fg=RyUy, R]Rq=1I (4.6)

mit dem rechten Dehnungstensor Uy, der eindeutig, symmetrisch und positiv definit ist. Somit
gilt fiir den elastischen rechten Cauchy—Green-Tensor

Cq = FlF, = U

4.2 Freie Energie

Im néchsten Schritt wird ein thermodynamisch konsistentes Kontinuumsmodell genutzt, welches
auf einer freien Energie 1 : [0, 1] x R? x R%4 — R basiert und eine strikt positive Entropiepro-
duktion garantiert [65, Kapitel 2.2], [67, 214].

Definition 4.2.1 (Freie Energie). Es wird die freie Energie mit Hilfe eines Phasenfeld-Ansatzes
gewihlt [50, 81, 82, 99, 215], die aus einem chemischen Anteil ¢, : [0, 1] — R, einem Grenz-
flichenanteil 1, : RY — R und einem mechanischen Anteil ¢ : [0, 1] x R4? — R besteht:

(g, Vrer, VrU) = ten(r) + Yin(VrCR) + Ve (Cr, VrRU). 4.7)

Bemerkung 4.2.1. Der chemische Anteil 1., und der Grenzflachenanteil 1);,, bleiben von elasti-
schen Deformationen unbeeinflusst, wohingegen der mechanische Anteil ¢),; auch von elastischen
Verformungen abhéngt.

Definition 4.2.2 (Massendichte). Die einzelnen Anteile der Energiedichte werden mit der Mas-
sendichte pr des Host-Materials iiber prt) definiert [67].

Definition 4.2.3 (Chemische Energiedichte). Die chemische Energiedichte ist fiir ein Material
mit einem Phasenseparationsansatz (PSM: Phasenseparationsmaterial) durch eine logarithmi-
sche Double-Well-Funktion gegeben, wohingegen bei anderen Materialien, z.B. bei aSi oder
Graphit, zur Modellierung die experimentelle Leerlaufspannung (von engl. open-circuit volta-
ge), die sogenannte OCV-Kurve Upcy : [0, 1] — R in V fiir aSi, vergleiche Definition A.2.1,
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4.2 Freie Energie

genutzt wird [1, 5, 50, 67]:

PrYen(Cr) =
Ryns T Coma (0110 — %éﬁ +erIn(e) + (1 — ) In(1 —cg)), fiir PSM, (4.8)
—Crmax / Fa Upcy(2) dz, sonst. (4.8b)
0

Hierbei bezeichnet R, die universelle Gaskonstante in J mol~! K~!, T' die Betriebstemperatur
in K und Fa die Faraday-Konstante in A smol~!. Die Terme mit o; > 0 und o > 0 be-
riicksichtigen die energetischen Beitrdge aus der Wechselwirkung von Lithium-Ionen mit dem
Host-Material («;) und anderen Lithium-Ionen (a2) [82], wohingegen die beiden logarithmi-
schen Terme die Mischungsentropie fiir eine ideale Losung darstellen [81].

Der Ansatz aus Gleichung (4.8b) basiert auf einer Messung und steht im Gegensatz zu den meis-
ten bestehenden Arbeiten, da der chemische Beitrag hiufig auf Mischungsentropieansitzen fiir
ideale Gase beruht, vergleiche z.B. [58, 59]. Die Annahme, dass sich Li wie ein ideales Gas ver-
hilt, kann als fragwiirdig angesehen werden, was den Ansatz motiviert, den chemischen Beitrag
auf eine Messung zu stiitzen. Dies fiihrt dazu, dass ein chemisches Potential nicht symmetrisch
um ¢g = 0,5 ist, vergleiche Abbildung A.3, was bei dem Modell der Mischungsentropie nicht
der Fall ist. Die experimentelle Leerlaufspannung fiir aSi ist in Gleichung (A.1) angegeben und
in Abbildung A.2 abgebildet.

Definition 4.2.4 (Freie Grenzflachenenergiedichte). Die freie Grenzflichenenergiedichte
1
pR¢int(VRéR) - §RgasTcmavaéR : K'VRER (49)

mit einem symmetrisch und positiv definiten Koeffiziententensor der Grenzflichenenergiedich-

te kK € Rfﬁl, der die Energiebestrafung fiir die Aufrechterhaltung von Konzentrationsgradienten

unterschiedlicher Ausrichtung im System darstellt [216].

Bemerkung 4.2.2. In dieser Arbeit wird der isotrope Fall betrachtet, sodass sich der Spezialfall
zu k = xI mit einem skalaren Koeffizienten fiir die Grenzflachenenergiedichte x > 0 ergibt. So-
mit lésst sich die Energiedichte als prt)in( Vrer) = %RgaSTcmaxMVRéRP schreiben. Fiir weitere
Informationen beziiglich der Wahl des Koeffizienten der Grenzfliche ~ wird auf [50] und [80,
Kapitel 7.2.2] verwiesen. Im Allgemeinen ist der Beitrag v/;,, nur fiir Materialien mit einem Pha-
senseparationsansatz vorhanden. Fiir andere Fille verschwindet die Grenzfldchenenergiedichte:

> (0, fiir PSM, (4.10a)
K
=0, sonst. (4.10b)

Definition 4.2.5 (Mechanische Energiedichte). Der mechanische Anteil ist durch einen linearen
elastischen Ansatz gegeben, der quadratisch in der elastischen Verzerrung ist [60, 81, 142]:

1

pRlpel - §Eel :C [Eel] . (41 1)
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4 Kontinuumsmechanische Modellierung

Hierbei ist C der konstante, isotrope Steifigkeitstensor des Host-Materials, gegeben iiber
C[Eq] = Mr(Eqg)I + 2GE,. Die erste und zweite Lamé-Konstante sind A = 2Gv/(1 — 2v)
und G = E/ (2(1 — 2V)) , abhingig vom Elastizititsmodul £ > 0, auch E-Modul genannt, und
der Poisson-Zahl v > 0 des Host-Materials.

4.3 Chemische Betrachtungen

Nun werden die Kontinuitiitsgleichung zur Bestimmung der zeitlichen Anderung der Lithium-
Konzentration, der Lithium-Fluss und das chemische Potential eingefiihrt.

Definition 4.3.1 (Kontinuititsgleichung). Um die zeitliche Anderung der Lithium-Konzentration
im Referenzgebiet zu beschreiben, wird folgende Kontinuitdtsgleichung mit Qg ;. = (0, tena) X
(Qr genutzt:

Oyer = —=Vr-Ng(Cr, Vi, Vyu) in Oy, (4.12)

mit dem Lithium-Fluss Ny := —mg(cg, Vru)Vrpy, der tensoriellen Mobilitit mg und dem
chemischen Potential f.

Definition 4.3.2 (Lithium-Fluss im isotropen Fall). In dieser Arbeit wird die Mobilitit im
isotropen Fall (identisch in alle Richtungen) benutzt. Somit gilt mg = mI und damit fiir den
Lithium-Fluss:

Ng(Cr, Vrit, Vru) = -mg (g, Vru) Vit = —m(cr, Vru)IVgi = —m(cr, Vru) Vgt

Bemerkung 4.3.1. Zur weiteren Herleitung des Lithium-Flusses wird auf Anhang B.1 verwiesen.

Definition 4.3.3 (Verschiedene Mobilitdten im isotropen Fall). In der Literatur finden sich un-
terschiedliche Definitionen fiir die skalare Mobilitét. Hier sollen die wichtigsten Formulierungen
vorgestellt werden. Eine hédufig verwendete Definition nach [50, 59, 81, 82] ist im PSM Fall:

Cmax _ _
mPSM(éR) = R TDRCR(l — CR) (413)
gas

mit der Diffusionskonstanten Dr > 0 in der Referenzplatzierung. Ebenfalls ist es im Fall
einer vorliegenden OCV-Kurve (vergleiche Definition 4.2.3) moglich, die Mobilitit iiber das
chemische Potential zu definieren, wobei das chemische Potential sowohl aus chemischen als
auch aus elastischen Anteilen besteht [1-3, 5, 6, 43, 67]:

8[1fch _ 6/%1
8cR (CR) * 8CR

—1
Mocy(ér, Vru) = DR< (2r, VRu)> . (4.14)
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Weiter kann fiir den Fall einer verwendeten OCV-Kurve auch nur der chemische Anteil im
chemischen Potential fiir die Mobilitit beriicksichtigt werden:

Opteh ,_ \\ ¢
Mocven(Cr) = DR( a,u h (CR)> - 4.15)
CrR
Ebenfalls kann bei Nutzung einer OCV-Kurve die um ¢g = 0,5 symmetrische Mobilitédt verwen-
det werden:
a,U/el _ R asT 1 -1

ocv(en) = D (22, Vi) + 2 )

Mocv(Cr) R\ Deg (cr, Vru) + o (1 — )

Mocven(Cr) = Mpsm(Cr), (4.16)

entweder in Kombination mit Mechanik oder rein chemisch. Als letzte Moglichkeit wird eine
konstante Mobilitit eingefiihrt:

Meonst = g::‘T Dr. (4.17)
Bemerkung 4.3.2. Wird im PSM-Fall Gleichung (4.14) ohne Mechanik, also z = 0, verwendet
(daraus ergibt sich Gleichung (4.15)) und a; = as = 0, so folgt damit Gleichung (4.16) und
somit Gleichung (4.13), da (Oupptcn) " = (RgasT O (In(r) —In(1 — ¢R))) ™' = (Rgas T/ (cr(1 —
R))Cmax) " = (CR(1 — R))Cmax/ RgasT- Wenn im PSM-Fall Gleichung (4.14) verwendet wird,
wird fiir die Berechnung der Mobilitidt oy = a5 = 0 gesetzt.
Bemerkung 4.3.3. Nach der Bemerkung in [81, Kapitel 3.5] vereinfacht sich fiir den PSM-Fall
ohne Mechanik und mit a; = ay = 0 der Gradient des chemischen Potentials zu Vu =
ReasT/(er(1 — €r)Cmax) Vcr. Eingesetzt in den Lithium-Fluss reduziert sich die Kontinuitits-
gleichung zum klassischen Fickschen Gesetz 0;cg = DrAcg. Ebenso folgt das Ergebnis mit
dem Ansatz aus Gleichung (4.15), da Vu = 0., uV cg eingesetzt zu O,cg = DrAcg wird.

Definition 4.3.4 (Chemisches Potential). Das chemische Potential j1: R>ox Qg — R, (t, Xg) —
p(t, Xr) ist als variationelle Ableitung §Fg;/dcg der Ginzburg-Landau freien Ener-
gie W(cg, Vyu) = fQR(pR¢) d X [106, 217, 218] gegeben und es folgt mit Gleichungen (4.8)-
4.11)

n = aCR (pR¢> - VR'aVRCR (pRl/})
= Oeg (PRYeh) + O (PRVe1) — VR Owger (PR Vint)
= [ch + Hel — RgasT/fAéR- (418)

Bemerkung 4.3.4. Im Fall kK = 0 wird keine variationelle Ableitung bendtigt, sondern das
chemische Potential ergibt sich aus der partiellen Ableitung nach cg.
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4 Kontinuumsmechanische Modellierung

Definition 4.3.5 (Chemischer Anteil von p). Der chemische Anteil ji., des chemischen Potentials
hingt vom Material ab und wird wie folgt bestimmt:

CrR

Ry T [al + agcr + In < 1 ﬂ , fiir PSM, (4.19a)

pen (Cr) =
-Fa Uocv(éR), sonst. (419b)

Definition 4.3.6 (Elastischer Anteil von ). Die genaue Definition von i hidngt von der je-
weiligen Definition von E. aus Gleichungen (4.4)-(4.5) ab. So folgen fiir die unterschiedlichen
Ansiitze:

:uel,lag(éRa VRU’) = _UP;[V )\c_h5 (FTF) . C [Eel,lag} - _Upﬂ)\_thC [Eel,lag} :F7

3N3,

Me],]og(éRa VRU) = _UPII;/IV )‘c_h3:[ :C [Eel,log} = _’l;P)\_MgV tl"(@ [Ee],log} ) ’
ch

Hel,kol(éR7 VRU) = —UP;:W )\C_hSI :C [Eel,kol] = —?D/I\\gv tl"(@ [Eel,kol}) .
ch

Bemerkung 4.3.5. Die genauen Herleitungen fiir die Berechnungen des chemischen Potentials,
insbesondere die Berechnungen des elastischen Anteils, sind in Anhang B.2.2 zu finden.

Definition 4.3.7 (C-Rate). Die Laderate, auch C-Rate genannt, charakterisiert die Stunden der
vollstdndigen Ladung der Batterie-Aktivmaterialpartikel: C-Rate = 1/.yc.. Ein Ladestrom von
1 C bedeutet also, dass die Batterie in 1h vollstindig geladen ist, von 0,5C in 2h und so
weiter [219].

Definition 4.3.8 (Externer Lade-Fluss N). Nach [50, 59] wird ein gleichméBiger und kon-
stanter externer Lithium-Fluss N, € R als konstanter Strom (von engl. constant current) mit
entweder negativem oder positivem Vorzeichen fiir das Laden und Entladen des Host-Partikels
beziiglich der C-Rate angewendet. Ny, wird in der Dimension 1/h nach Skalierung mit ¢, /Av

2

fiir die spezifische Oberfliche Ay = Oberfliche/Volumen von Qg in m m~? angegeben [50].

Somit kann der externe Lade-Fluss N,y in C entsprechend in SI-Einheiten umgerechnet werden:

1h Cmax

T N [C] = | Ny Im2s71]. 42
36005 Ay 1O = el fmolm=s7 (420

Definition 4.3.9 (Ladezustand (SOC)). Die Simulationszeit ¢t und der Ladezustand (SOC) (von
engl. state of charge) werden tiber SOC: R> — [0, 1] mit

1
S0C(1) = 1 /Q CCR dXg = CCR’O + Nuw [C] - ¢ [1], 4.21)
R r Cmax max

mitdem Volumen Vg, von {2k und einer konstanten Anfangsbedingung cg (0, -) = cr o € (0, Cmax)
miteinander in Verbindung gebracht.
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4.4 Elastische Deformation

4.4 Elastische Deformation

Fiir die Berechnung der elastischen Deformation w wird die Impulsbilanz auf dem Referenzge-
biet (2g formuliert. Weiter werden die dazu erforderlichen Spannungstensoren eingefiihrt, wie der
erste und zweite Piola—Kirchhoff-Tensor P bzw. S sowie der Cauchysche Spannungstensor o.

Definition 4.4.1 (Impulsbilanz). Die Impulsbilanz im Referenzgebiet ohne weitere Betrachtung
von moglichen Volumenkriften und Tragheitskriften wird wie folgt definiert [50, 67]:

0= VRP in QR,tend

mit dem ersten Piola—Kirchhoff-Tensor P.

Definition 4.4.2 (Erster Piola—Kirchhoff-Spannungstensor). Der erste Piola—Kirchhoff-Span-
nungstensor P(cg, Vru) € R%4 wird iiber

P = Op(prt)) = 2Fdc(prt) (4.22)

hergeleitet [205, Kapitel 6.1]. Fiir die zweite Gleichheit in Gleichung (4.22) wird auf An-
hang B.2.3 bzw. Definition B.2.4 verwiesen.

Definition 4.4.3 (Cauchysche Spannungstensor). Der erste Piola—Kirchhoft-Tensor P aus Glei-

d,d
sym

chung (4.22) und der Cauchysche Spannungstensor o € R
iber [205, Kapitel 3.1]

in der Momentanplatzierung sind

o =PF"/det(F)=PF'/J (4.23)

mit Hilfe der Formel von Nanson aus Definition 4.1.4 fiir ein Vektorelement eines infinitesimal
kleinen Oberflachenbereichs miteinander verkniipft.

Definition 4.4.4 (Unterschiedliche Definitionen fiir den ersten Piola—Kirchhoff-Tensor (elas-
tischer Fall)). Je nach Definition des zugrundeliegenden elastischen Verzerrungstensors Eg
ergeben sich unterschiedliche Definitionen des ersten Piola—Kirchhoff-Tensors:

Py (r, Vru) = A "FC [Eag) , (4.24)
Piog(cr, Vrt) = F(FLFro,)  C[Eeioq], (4.25)
Pyi(cr, Vru) = FC [Eel,kol], (4.26)

vergleiche Anhang B.2.3.
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4 Kontinuumsmechanische Modellierung

Definition 4.4.5 (Zweiter Piola—Kirchhoff-Spannungstensor). Der zweite Piola—Kirchhoff-Span-
nungstensor T € R%4 ist symmetrisch und iiber T = F~'P definiert [205, Kapitel 3.4]. Damit

sym
ergibt sich ein Zusammenhang mit dem Cauchyschen Spannungstensor aus Gleichung (4.23):

T=JF 'oF ",

Bemerkung 4.4.1 (Starke Formulierung). In Kapitel 5.2.5.3 werden fiir den residual-basierten
Fehlerschitzer mit Beriicksichtigung der Mechanik im Lagrangeschen Fall fiir ein Material ohne
Phasenseparation, also x = 0, die Divergenz des Lithium-Flusses Nr und die Divergenz des
ersten Piola—Kirchhoft-Tensor P in expliziter Form benétigt. Dafiir werden die Ableitungen V-
Ny sowie Vg -P benotigt. Fiir die genauen Herleitungen von

Vr-Nr = - <8CRmVRcR + V%u [avRumD - VRt — mARpu.
sowie
VP = Ovyul B [C[Ee]] Vier + A2 (VP [C[Eq]] + FVx- (C[Ea]) ).

und fiir die einzelnen Definitionen der auftretenden Terme wird auf Anhang B.2.4 verwiesen.

4.5 Rand- und Anfangsbedingungen

Fiir den Standardfall eines frei ausdehnenden chemisch-elastisch gekoppelten Batterie-Aktiv-
materialpartikels werden abschlieBend die zugehorigen Randbedingungen angegeben. Ebenfalls
wird die Butler—Volmer-Bedingung eingefiihrt, um den elektrochemischen Einfluss an der Par-
tikeloberfliche zu beriicksichtigen.

Definition 4.5.1 (Randbedingungen fiir den Standardfall). Die allgemeinen Randbedingungen
fiir den Standardfall, dass sich das Batterie-Aktivmaterialpartikel chemisch-elastisch frei aus-
breiten kann, lauten wie folgt [5, 50]:

Ngr -ng = Ny auf OOg 4., (4.27a)
VRER *NR — 0 auf 8QR,tend, (427b)
PnR =0 auf 8QR,tend, (427C)

wobei ng der duBere Einheitsvektor der Referenzkonfiguration €y ist. Gleichung (4.27a) ist die
Randbedingung fiir den Lithium-Fluss und bedeutet, dass der Lithium-Fluss orthogonal auf dem
Rand des Referenzgebiets ist. Sie entspricht also einer inhomogenen Neumann-Randbedingung
fiir das chemische Potential . Gleichung (4.27b) ist eine homogene Neumann-Randbedingung
fiir die Lithium-Konzentration und sorgt dafiir, dass der Gradient der Lithium-Konzentration
am Rand des Referenzgebiets in Normalenrichtung verschwindet, also ist die Konzentration
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4.6 Hindernis-Kontakt-Problem

orthogonal zum Rand. Die letzte Gleichung (4.27c) beschreibt, dass am Partikelrand Span-
nungsfreiheit vorliegt. Sie libertrigt sich mit Nansons Formel aus Definition 4.1.4 auch auf die
Momentanplatzierung: Png = on = 0.

Definition 4.5.2 (Butler—Volmer-Bedingung). Nach [59] wird die elektrische Spannung U > 0
in V mit einer Butler-Volmer-Bedingung an der Partikeloberfliche berechnet, um auch den
elektrochemischen Einfluss der Oberfliche zu beriicksichtigen. Dann ist die Spannung durch

U=Uy—

Msurf 2Rgasir . -1 Fa N, ext
— sinh P —
Fa Fa 2]0 (CR,surf)

gegeben. Das Referenzpotential U ist von der Gegenelektrode abhédngig. Die konzentrationsab-

hingige Austauschstromdichte ist jo(Cr surr) = ko \/ Crsurf(1 — Crsurf), Wobei kg > 0 eine kon-
stante Stromdichte ist, die materialspezifisch ist. Die dimensionslose Oberflichenkonzentration
wird mit ég gt € (0, Cmax) bezeichnet und das chemische Oberflichenpotential mit fig,¢ € R.

Bemerkung 4.5.1. Weitere Informationen und Herleitungen beziiglich der elektrisch-chemischen
Oberflichenreaktion sind in [220, Kapitel 2.6] und den darin zitierten Referenzen zu finden.

Definition 4.5.3 (Anfangsbedingung). Als Anfangsbedingung wird eine konstante Anfangskon-
zentration cg (0, +) = cg € (0, 1) gewdhlt.

Bemerkung 4.5.2. Es sei darauf hingewiesen, dass eine Anfangskonzentration cgo ¢ {0;1}
gewihlt wird, da fiir diese Werte die Mobilitit verschwinden kann und das chemische Po-
tential im PSM-Fall in Gleichung (4.19a) explodieren kann, je nach Definition. Diese Ein-
schrankung ist nicht restriktiv, da vollstindig entladende oder vollstindig geladene Batterie-
Aktivmaterialpartikel in der Realitit vermieden werden.

4.6 Hindernis-Kontakt-Problem

In der Situation eines sich frei ausdehnenden Partikels wihrend des Ladens und Entladens wird
eine spannungsfreie Randbedingung in normaler Richtung am Partikelrand im Referenzgebiet
angenommen [5, 50], vergleiche Gleichung (4.27c). Wenn jedoch eine Situation betrachtet wird,
in der sich das Partikel nicht mehr frei ausdehnen kann, z.B. wenn es mit anderen Partikeln, dem
Stromableiter oder dem Batteriegehduse in Kontakt kommt, muss fiir das Hindernis-Kontakt-
Problem diese Randbedingung angepasst werden. Das bedeutet, dass ein Kontaktproblem als
Einschrinkung bzw. Restriktion fiir die Partikelschwellung behandelt werden muss. Eine schema-
tische Darstellung eines Lithiierungs- und Delithiierungszyklus ist in Abbildung 4.2 dargestellt:
In diesem Beispiel ist der Querschnitt eines lithiumarmen Partikels von einem quadratischen
Hindernis umgeben. Das Partikel dehnt sich aus, bis es mit dem Hindernis in Beriihrung kommt.
In Folge dessen wird die spannungsfreie Randbedingung in normaler Richtung durch eine Be-
schrankung der Verschiebung ersetzt, sodass Spannungen ungleich Null in normaler Richtung
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4 Kontinuumsmechanische Modellierung

v Hindernis Kontakt \,
+Li +Li -Li -Li
 ——— —_— —_— —_—
lithiumarm lithiumreich lithiumarm

Abbildung 4.2: Schematische Skizze der Lithiierung und anschlieender Delithiierung eines
reprisentativen Batterie-Aktivmaterialpartikels mit Volumenvergrof3erung, Be-
rithrung des Hindernisses und wieder Ablésung vom Hindernis, basierend
auf [1, Abbildung 2].

moglich sind. Bei der Delithiierung 16st sich das Partikel von dem Hindernis und schrumpft
wieder, bis es in einen lithiumarmen Zustand zuriickkehrt.

Im Folgenden wird die spannungsfreie Randbedingung in Gleichung (4.27¢) durch eine ge-
eignete Randbedingung ersetzt, um den Hindernis-Kontakt mit einzubeziehen.

Definition 4.6.1 (Hindernis-Kontakt-Problem in der Momentanplatzierung). Wie in [119, 126]
wird die neue Randbedingung komponentenweise wie folgt formuliert:

u<g auf 0€)_,, (4.28a)
on <0 auf 0€);_,, (4.28b)
[u—g]lon] =0 auf 0€;, (4.28¢)

mit dem duBeren Einheitsvektor n der aktuellen Konfiguration €2 im Sinne des Spuroperators [40,
Kapitel 2.3].

Bemerkung 4.6.1. Die letzte Gleichung ist komponentenweise zu verstehen, wie es in Kapitel 3.1
eingefiihrt wurde.

Definition 4.6.2 ((Zeitunabhingiges) Hindernis)). Sei G das Gebiet, das 2z umfasst, d.h. Qg C
G, mit Rand OG, der das (zeitunabhdngige) Hindernis definiert.

Definition 4.6.3 (Projektion auf das Hindernis). Die Projektion eines beliebigen Punkts Xy
von O0f)g auf den néchsten Randpunkt von dG fiir jede Komponente parallel zu den Koordina-
tenachsen wird als g: 0Qx — 0G, X — g(XR) eingefiihrt.

Definition 4.6.4 (Liicken-Funktion (von engl. gap function)). Die Liicken-Funktion wird
als g: 00r — R%,, g(XR) = g(Xr) — X definiert.

Bemerkung 4.6.2. Die Liicken-Funktion g wird z.B. fiir den zweidimensionalen Fall in Abbil-
dung 6.3 angedeutet.

Bemerkung 4.6.3. Gleichung (4.28a) bedeutet, dass die zeitabhingige Verschiebung v kom-
ponentenweise kleiner oder gleich der Liicken-Funktion g zwischen dem Partikel und dem
Hindernis sein muss. Weiter driickt Gleichung (4.28b) aus, dass fiir jede Komponente der

32



4.7 Inelastisch-konstitutive Theorie

Cauchy-Spannungstensor in Normalenrichtung Null oder kleiner als Null ist. Der letztere Fall
gibt an, dass Druckspannung fiir die jeweilige Koordinatenkomponente vorliegt. Die letzte Glei-
chung (4.28c¢) ist die Komplementaritdtsbedingung und spezifiziert, dass eine der zwei Glei-
chungen (4.28a) oder (4.28b) Null sein muss, wihrend die andere Bedingung ungleich Null sein
kann. Auch dies wird komponentenweise fiir jede Komponente des zugrunde liegenden Koordi-
natensystems interpretiert. Beispielsweise ist es auch moglich, dass in der ersten Komponente
die Verschiebung gleich der Liicken-Funktion ist und in der ersten Komponente des Cauchy-
schen Spannungsvektors in Normalenrichtung eine Druckspannung vorliegt, in der zweiten
Komponente jedoch der Cauchy-Spannungsvektor in Normalenrichtung Null ist und die Ver-
schiebungskomponente kleiner ist als die Liicken-Funktionskomponente. Kurz gefasst: Wenn
das Partikel keinen Kontakt mit dem Hindernis hat, muss die Spannung in jeder Komponente
des Cauchy-Spannungstensors in normaler Richtung gleich Null sein oder umgekehrt, wenn
Druckspannungen vorhanden sind, muss das Partikel in jeder Komponente Kontakt mit dem
Hindernis haben. Diese Art von Randhindernisproblem ist auch bekannt als Signorini-Problem
oder diinnes Hindernisproblem (von engl. thin obstacle problem) [221, Kapitel 1.11].

Definition 4.6.5 (Hindernis-Kontakt-Problem in der Referenzplatzierung). Da alle konstitutiven
Gleichungen im Referenzgebiet formuliert werden, wird die Formel von Nanson aus Definiti-
on 4.1.4 angewendet und es folgt 0Qg ¢, = (0, tena) X O fiir Gleichung (4.28):

u—g<o0 auf OOg 4., (4.29a)
-Png >0 auf OOg 4., (4.29b)
[u—g][-Png| =0 auf OQg ¢, - (4.29¢)

Bemerkung 4.6.4. Um diese Art von Ungleichheits-Randbedingungen zu 16sen, wird der primal-
duale aktive Mengen-Algorithmus (von engl. primal-dual active set algorithm) [76, 123] ver-
wendet. Dieser Algorithmus wird in Kapitel 5.2.3.2 eingefiihrt und wird in den numerischen
Losungsalgorithmus mit einbezogen. Zusammen wird das als semi-glatter Newton-Algorithmus
(von engl. semismooth Newton algorithm) [119] interpretiert.

4.7 Inelastisch-konstitutive Theorie

Wie bereits in Bemerkung 4.1.7 angesprochen, werden in diesem Kapitel inelastische Effekte im
bisherigen chemisch-elastisch gekoppelten Ansatz mit beriicksichtigt.

Definition 4.7.1 (Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten (inelastischer Fall)). In
der  multiplikativen  Zerlegung  aus  Gleichung (4.3) wird der  plastische
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Fpl Fel Fch
Or s —_—  — @)
Host- W
Partikel

Abbildung 4.3: Multiplikative Zerlegung fiir den Ansatz der finiten Deformation mit chemi-
schen, elastischen und plastischen Effekten F = F 4, Fy F,; = F,Fp;, basierend
auf [67, Abbildung 1].

Teil Fyi: Rog x Qr — R%4 (¢, Xg) — Fy(t, Xr) des Deformationsgradienten eingefiihrt,

sym?
vergleiche [211, Kapitel 10.4] und [212, Kapitel 8.2.2], [59, 67]:
F(Viru) = Fg(cr)Fa(cr, Vru, Fo)Fpi(t, Xr)
- Frev(éRa VRU, Fpl)Fpl(t7 XR)

Bemerkung 4.7.1. Der plastische Anteil des Deformationsgradienten ist irreversibel. Eine sche-
matische Skizze der Zerlegung ist in Abbildung 4.3 abgebildet.

Definition 4.7.2 (Elastischer Anteil des Deformationsgradienten (inelastischer Fall)). Mit
dem chemischen Anteil F¢, und dem plastischen Anteil F, ergibt sich der elastische Anteil
via Fy(er, Vru, Fy) = F'FF, ' = A\'FF ",

Bemerkung 4.7.2. Da sich das Volumen durch plastische Verformungen nicht dndert, ergeben
sich insgesamt folgende Volumeninderungen:

J = det(F) = Jelr]cht]pl = VQ/VQR > O, Jch = det(Fch) > O,
Jo = det(Fy) > 0, Jy = det(Fy) = 1.
Definition 4.7.3 (Unterschiedliche Definitionen fiir den ersten Piola—Kirchhoff-Tensor (inelasti-

scher Fall)). Durch die zusitzliche Betrachtung des plastischen Anteils des Deformationsgradi-
enten ergeben sich neue Definitionen fiir den ersten Piola—Kirchhoft-Tensor:

Plag(éRa VRU, Fpl) = >‘<;2FF;TFP_11@ [Eel,lag] ) (430)
Piog(tr, VR, Fp) = F(FLFr) FTF'C[Eaoq] (4.31)
Pyoi(tr, Vrw, Fy) = FF'F ' C[Eqjal (4.32)

vergleiche Anhang B.2.5.
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Bemerkung 4.7.3. Ebenfalls sind dann weitere Funktionen von dem plastischen Anteil des De-
formationsgradienten abhingig, z.B. ¢/(¢r, Vrér, Vru, Fy), Ya(Cr, Vru, Fyi), Nr(Cr, VR,
Vru, Fp) sowie m(cg, Vru, Fy).

Definition 4.7.4 (Evolutionsgleichung fiir F;). Nach [205, Kapitel 2.7] und [59] hat die Evo-
lutionsgleichung fiir den plastischen Anteil F,; des Deformationsgradienten fiir elastisch und
plastisch isotrope Materialien (bei denen ein plastischer Spin vernachléssigbar ist) die Form

F, = LyFy = D, F,. (4.33)

Definition 4.7.5 (Mandelscher Spannungstensor). Die Mandel-Spannung M(cr, Vyu, Fy) €
R%? wird iiber Ml := Cie,Srey = Jio FL,0F LT = JuJuFloF " eingefiihrt [67].

rev rev

Bemerkung 4.7.4. Auf der Grundlage der Herleitungen in [59, 60, 81] fiir koaxiales und isotro-
pes Materialverhalten von C,; sowie C, wird ein hyperelastisches Gesetz zwischen der freien
Energiedichte in der spannungsfreien Konfiguration und der Mandel-Spannung M aufgestellt.
Im Fall dieser Arbeit ist M linear in E und durch
0
M — (pr7)

= aEel = C [Eel} = )\ tI'(Eel) I + 2GEel

gegeben.

Bemerkung 4.7.5. Wie in der Einleitung bereits erwihnt, werden zwei inelastische Model-
le betrachtet und deren Einfluss auf die Batterieleistung verglichen. Es wird mit einer raten-
unabhiéngigen von Mises-Plastizitdt mit isotroper Verfestigung begonnen, die fiir die Mandel-
Spannung formuliert wird, vergleiche [139, Kapitel 2.3] und [59, 67, 127, 141, 222].

Definition 4.7.6 (FlieBfunktion (raten-unabhingig)). Die Fliefifunktion (von engl. yield function)
im raten-unabhingigen Fall lautet

Fy(tr, Vru, Fy ehf) = [M®| — op(cr, ;) <0 (4.34)

mit dem deviatorischen Spannungstensor M = M — Clltr(l\/_[) I € R% und der Frobenius-

norm | - |.

Definition 4.7.7 (FlieBspannung (raten-unabhingig)). Die konzentrationsabhéngige Flief3span-
nung (von engl. yield stress) og(r, sg‘f) > () im raten-unabhéngigen Fall lautet o == oy (cr) +
713"5;‘11. Die FlieBspannung besteht aus zwei Teilen: einem konzentrationsabhéngigen Teil oy (¢r),
der ein Verhalten zur Enthértung (von engl. softening) beschreibt, und einem linearen isotropen
Verfestigungsteil mit einem skalaren Parameter 4 > 0. Die GroBe e} ist die akkumulierte

dquivalente inelastische Dehnung und wird iiber Definition 4.7.9 eingefiihrt.
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Bemerkung 4.7.6. 1deale Plastizitit st fiir v*° = 0 gegeben. Das Enthértungsverhalten von oy (¢ )

ist inspiriert durch [59, 134] und ist eingebunden iiber

oy(Cr) = Oy minCR + (1 — CR)OY max-

Definition 4.7.8 (Zuldssigkeit plastisches FlieBen). Plastisches FlieBen ist nur zulissig,
wenn Fy = 0. Zur Beschreibung des plastischen FlieBens bei Erreichen dieser Fliegrenze
wird das Prinzip der maximalen plastischen Dissipation herangezogen [67, 139, 223]. Mit die-
sem Postulat aus der Plastizititstheorie kann die zugehorige FlieBregel definiert werden, die das
plastische FlieBen auf die normale Richtung der FlieBfliche Oy Fy beschrinkt:

i ‘ ' aFY ) MdeV
Dyi(cr, Vru, Fpp,ef) = €/Np = &} aM él VL]

(4.35)

Hier ist D, € R%¢ das MaB fiir die plastische Dehnungsrate [59, 224].

Definition 4.7.9 (Aquivalente plastische Dehnung (raten-unabhiingig)). Die skalare dguivalente
(von engl. equivalent) plastische Dehnung < : R>q x Qr — Roo, (t, Xg) — et (t, Xr) ist wie
folgt definiert:

t t
£59(t, ) = %9(t) = / Dy dz = / 94z, (4.36)
0 0

Sie beschreibt eine Zunahme der FlieBspannung o (g, 5;‘).

Definition 4.7.10 (Anfangsbedingungen). Als Anfangsbedingungen fiir die dquivalente plasti-
sche Vergleichsdehnung werden 5;’(0, -) = 0 sowie fiir den plastischen Anteil des Deformati-
onsgradienten F (0, -) = I gewihlt.

Bemerkung 4.7.77. Um mit einem eindimensionalen Zugversuch iibereinzustimmen, wird die
konzentrationsabhéngige FlieBspannung oy (¢g) mit dem Faktor 4/2/3 skaliert, vergleiche [139,
Kapitel 2.3.1].

Bemerkung 4.7.8. Das zweite untersuchte Modell ist ein viskoplastisches (raten-abhéngiges)
Materialmodell, das von [59] vorgeschlagen wurde. Dabei wird ein viskoplastisches Material-
verhalten ohne isotrope Verfestigung beriicksichtigt, d.h. *° = 0.

Definition 4.7.11 (Aquivalente plastische Dehnung (raten-abhiingig)). Im raten-abhiingigen Fall
ergibt sich diese Formulierung fiir die dquivalente plastische Dehnung:

0, M| < oy(er), (4.37a)

°q Mdev]| — - B
5pl 50(H H UY(CR)> ’ HMdevH > OY(ER)a (437b)

*

Oy
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wobei 0y > 0, €g > 0 und S > 0 jeweils eine spannungsdimensionierte Konstante, eine
plastische Referenzzugdehnungsrate und ein Mal} fiir die Dehnungsratenempfindlichkeit des
Materials sind.

Definition 4.7.12 (KKT-Bedingungen (raten-unabhingig)). Die klassischen Be- und Entlas-
tungsbedingungen fiir die raten-unabhéngige Plastizitit werden durch die Karush—Kuhn—Tucker
(KKT)-Bedingungen [139, Kapitel 1.2.1], [212, Kapitel 3.2] und [67] beschrieben:

Fy <0, £1>0, Fel=0. (4.38)

Bemerkung 4.7.9. In Bezug zur klassischen Notation der Be- und Entlastung ist der Prozess

elastisch und keine plastischen Deformationen treten auf, wenn Fy < 0, was 53‘ = ( erfordert.

Definition 4.7.13 (Konsistenzbedingung (raten-unabhingig)). Die Konsistenzbedingung fiir die
Entwicklung der inelastischen Dehnungen im Falle der raten-unabhéngigen Plastizitét lautet:

wenn Fy =0: 51 >0, Fy<0, &y =0, (4.39)

sodass die plastische Dehnung wihrend der Belastung zunehmen kann, aber nicht wihrend der
Entlastung.

Definition 4.7.14 (Entwicklungsgleichung 5';? (raten-abhingig)). Im viskoplastischen Fall wer-
den die KKT-Bedingungen und die Konsistenzbedingung durch die Entwicklungsgleichung der
dquivalenten plastischen Dehnung in Gleichung (4.37) ersetzt, vergleiche [139, Kapitel 1.7].

4.8 Partikel-SEl-Ansatz

In diesem Kapitel soll der bisherige Modellansatz eines alleinigen Batterie-Aktivmaterialpar-
tikels durch eine umgebende SEI mit elastischen und plastischen Effekten erweitert werden.

Definition 4.8.1 (Partikel-SEI-Gebiet). Sei Qg C R?® wie bisher das Referenzgebiet, welches
das Partikel-SEI-Gebiet in der Referenzkonfiguration darstellt. Weiter sei das Referenzgebiet
in ein Partikelgebiet {2z p sowie ein SEI-Gebiet (g s aufgeteilt: (g = Qg p U Qg s. Die Mo-
mentanplatzierung wird jeweils ohne den Index [z dargestellt. Eine schematische Skizze ist in
Abbildung 4.4 abgebildet.

Bemerkung 4.8.1. Es ist zu beachten, dass es fiir beide Gebiete (2g p und (g g jeweils eigene
Deformationsgradienten Fp und Fg gibt. Es werden fiir alle Variablen, die auf beiden Gebieten
vorkommen, der Index des jeweiligen Gebiets hinzugefiigt: [1p und [ls. Insbesondere existieren
zwei Verschiebungen: Die Verschiebung des Partikels up: Qg p;., — R® und die Verschiebung
der SEI us: Qrsy, — R® mit Qs = (0,tena) X Qrpo fiir O € {P,S}. Wenn aus dem
Kontext hervorgeht, welches Gebiet betrachtet wird, kann der Index [p oder [lg aus Griinden

end

der Lesbarkeit weggelassen werden. Insbesondere kann der inelastische Ansatz fiir das Partikel
auch auf die SEI iibertragen werden.
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Fpl Fel Fch
e
W
Host-
Or Partikel SEI Q

Abbildung 4.4: Multiplikative Zerlegung fiir den Ansatz der finiten Deformation mit chemi-
schen, elastischen und plastischen Effekten F' = F,FF, = F.,F, im Par-
tikelgebiet {2z p bzw. {2p und SEI-Gebiet {dz s bzw. ()g, basierend auf [67,
Abbildung 1].

Definition 4.8.2 (Freie Energie). Die freie Energie im Partikel-Referenzgebiet besteht aus

(R, Vrer, Vrw, Fp) = ¢en(Cr) + Yin( VrCR) + Ve (Cr, Vru, Fpy), (4.40)

wobei im SEI-Gebiet {2z s sowohl ¢, = 0 als auch 1;,, = 0 gilt. Es ist zu beachten, dass in
der SEI keine Konzentration und kein chemisches Potential vorhanden sind und folglich nicht
als Abhangigkeit in den Funktionen auftreten, z.B. 1 s(Vru, Fy).

Definition 4.8.3 (Chemischer Anteil des Deformationsgradienten fiir die SEI). Weiter gilt
fiir s = I im SEI-Gebiet.

Bemerkung 4.8.2. Wird im gekoppelten Partikel-SEI-Fall das Partikel rein elastisch betrachtet
wie z.B. in [3, 4], dann gilt im Partikel-Gebiet F, p = I.

Bemerkung 4.8.3. Nach [3] ist die Definition des elastischen Verzerrungstensors im SEI-Gebiet
ein wichtiger Punkt im Fall einer rein elastischen SEI. Eine rein elastische SEI ist der erste
Schritt bei der Erweiterung von einem reinen Partikel-Ansatz hin zu einer gekoppelten Partikel-
SEI-Konfiguration. Wie in [3] werden in dieser Arbeit fiir die SEI der (Lagrangesche) GSV-
Ansatz E 1,, sowie der (Lagrangesche) logarithmische Henckysche Ansatz Ey o, beriicksichtigt.

Bemerkung 4.8.4. Insgesamt werden fiir die SEI folgende Fille beriicksichtigt [3]:
1.) rein elastisch mit dem Lagrangeschen GSV-Verzerrungstensor,
2.) rein elastisch mit dem logarithmischen Henckyschen Verzerrungstensor,
3.) plastisch,
4.) viskoplastisch.

In den letzten beiden Fillen wird der logarithmische Henckysche Verzerrungstensor verwendet.
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Definition 4.8.4 (Zwei Gleichungen fiir die Impulsbilanz). Neben der Kontinuititsgleichung
fiir die Konzentration und der Gleichung fiir das chemische Potential im Referenzgebiet des
Partikels ergeben sich in Folge dessen zwei Gleichungen fiir die Impulsbilanz, jeweils eine im
Referenzgebiet fiir das elastische Partikel und eine im Referenzgebiet fiir die SEI:

0= —VR . PP(ER7 VR’LLP) in QR,P:tend’ (4413)
0= —VR . Ps(VR’U,S7 Fpl) il’l QRysvtend' (441b)

Definition 4.8.5 (Randbedingungen fiir den Partikel-SEI-Ansatz). Zusitzlich zu den Randbe-
dingungen fiir den Lithium-Fluss in Gleichung (4.27a) und fiir den Konzentrationsgradienten
in Gleichung (4.27b) fiir das Referenzgebiet des Partikels werden folgende Randbedingun-
gen und Bedingungen an den Schnitt zwischen Partikel- und SEI-Gebiet mit I'g jnier s, =
(0, tend) X IRiinter = (0, tena) X (09 p N O s), dem duBeren SEI-Rand 8QR,S,tcnd = (0, tena) X

(8QR7S \ FRdmer) und dem dufBleren Normalenvektor ng = ngp = —ng s auf 'y jner gefordert:
Up = Us auf FR,imer,tendy (4423)
Ppng = Psng  auf I‘R,inter,tcnd, (442b)
Psngs =0 auf Ok s 1., (4.42¢)

Gleichung (4.42a) und Gleichung (4.42b) bedeuten, dass im Schnitt der beiden Referenzgebiete
die Verschiebungen und die Spannungen in Normalenrichtung gleich sein sollen, wihrend Glei-
chung (4.42c) der Spannungsfreiheit am SEI-Rand entspricht.

Definition 4.8.6 (Anfangsbedingungen). Fiir die Anfangsbedingungen einer plastischen SEI wird
auf Definition 4.7.10 verwiesen, wobei die dortige Definition auf die Variablen der SEI und das
SEI-Referenzgebiet iibertragen werden.
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5 Numerische Vorgehensweise

In diesem Kapitel wird die numerische Vorgehensweise eingefiihrt. Nach der Entdimensionierung
in Kapitel 5.1 wird zunéchst die starke Form der fiir die verschiedenen Theorie-Ansétze des An-
fangsrandwertproblems (IBVP) (von engl. initial boundary value problem) aus Kapitel 4 formu-
liert. Danach wird in Kapitel 5.2 die schwache Formulierung der verschiedenen Fille vorgestellt,
gefolgt von der raumlichen und zeitlichen Diskretisierung sowie vom adaptiven Losungsalgorith-
mus. In Kapitel 5.2.5 wird eine obere Schranke fiir einen a-posteriori-Residuenfehlerschitzer fiir
einen chemischen Spezialfall mit LFP bewiesen sowie fiir das chemisch-mechanisch gekoppelte
Problem alle benétigten Terme der starken Form fiir aSi hergeleitet. So werden in Kapitel 5.2.5.3
drei verschiedene Fehlerschitzer fiir die raumliche Diskretisierung eingefiihrt.

5.1 Problemformulierung

Bevor das IBVP fiir den Standardfall eines einzelnen BAP, fiir das Hindernis-Kontakt-Problem,
fiir die inelastisch-konstitutive Theorie sowie fiir den Partikel-SEI-Ansatz prisentiert wird, wird
zur Verbesserung der numerischen Stabilitéit eine Entdimensionierung der Modellgleichungen
durchgefiihrt. Die C-Rate aus Definition 4.3.7 gibt die Stunden fiir die Aufladung der Partikel
an. Die Zykluszeit t¢,qe = 1/C-Rate wird fiir die zeitliche Skalierung genutzt und hingt von
der C-Rate ab, vergleiche Definition 4.3.7. Weiter werden der Partikelradius L, im Referenzge-
biet fiir die raumliche Skalierung und die maximale Konzentration c,,x im Referenzgebiet als
Referenzkonzentration herangezogen. Tabelle 5.1 gibt alle dimensionslosen Variablen an. Die
dimensionslose Kennzahl F bzw. die dimensionslose Kennzahl # werden verwendet, um die
mechanische Energieskala bzw. die Grenzflichenenergieskala mit der chemischen Energieskala
zu verkniipfen, wihrend die dimensionslose Fourier-Zahl Fo verwendet wird, um die Diffusi-
onszeitskala mit der Prozesszeitskala in Beziehung zu setzen. Diese dimensionslosen Groen
werden von nun an in den Modellgleichungen beriicksichtigt. Zur besseren Lesbarkeit wird auf
eine Akzentuierung der dimensionslosen Grof3en verzichtet.

Tabelle 5.1: Dimensionslose Variablen fiir die verwendeten Modellgleichungen, basierend
auf [2, Tabelle 1].

{?: t/ tcycle ER - CR/ Cmax E =F / RgasTCmax ;IZ@/@ - dej/ RgasTCmax
Xr=Xr/Lo Upmv = UpMvCmax  FO = Drteyete/ L Uocv = FaUocv/RgasT
u = ’LL/LO ,& = ,M/RgasT Next = Nexttcycle/LOCmaX k= K/L?)
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5 Numerische Vorgehensweise

5.1.1 Einzelnes Batterie-Aktivmaterialpartikel

Nach der Entdimensionierung wird nun das dimensionslose IBVP in der starken Form fiir
den Standardfall eines einzelnen Batterie-Aktivmaterialpartikels, das sich frei ausdehnen kann,
formuliert. Hierzu dient die Theorie aus den Kapiteln 4.1-4.5 als Grundlage. Neben der Kon-
zentration cg und der Verschiebung u als Losungsvariablen wird das chemische Potential p als
zusitzliche Losungsvariable eingefiihrt, damit die Regularitdtsanforderungen hoherer Ordnung
fiir die Finite-Elemente-Methode aus den Differentialoperatoren héherer Ordnung vermieden
werden [50, 99, 225]. Somit wird fiir eine allgemeine mathematische Problemformulierung der
Gleichungssatz nach der Konzentration cg, nach dem chemischen Potential © und nach der Ver-
schiebung u gelost. Der Deformationsgradient F aus Definition 4.1.7, der elastische Anteil des
Deformationsgradienten F' aus Definition 4.1.9, der Verzerrungstensor E; aus Definition 4.1.10
und der Spannungstensor P aus Definition 4.4.4 werden aus der Konzentration cg, dem chemi-
schen Potential ¢ und der Verschiebung u berechnet. Der Cauchysche Spannungstensor wird in
einem Nachbearbeitungsschritt ermittelt. Weiter sei die Verschiebung w durch geeignete Rand-
bedingungen unabhingig von Starrkorperrotationen [50]. Wenn das Partikel geladen wird, liegt
ein negatives Vorzeichen fiir den Lithium-Fluss N vor, wenn das Partikel entladen wird, ein
positives Vorzeichen. Im Folgenden seien d = 3 und Qg ;. , = (0, fena) X . Das finale System
von Gleichungen basiert auf [50]:

Definition 5.1.1 (Einzelnes Partikel-Problem (SPP) (von engl. single particle problem)). Sei-
en t.,q > 0 die finale Simulationszeit und Qr C R? ein geeignetes Referenzgebiet, das ein
beliebig geformtes reprisentatives einzelnes BAP darstellt. Finde die normierte Konzentrati-
on cg: [0, tena] X Qr — [0, 1], das chemische Potential jz: [0, tenq] X Qr — R und die Verschie-
bung w: [0, tea] x Qr — RY, die

( Oycr = ~Vr-Nr(cr, Vrit, Vru) in Qry,, (SPPa)

p = O (p)(cr, VRCR, VRU©)
— VR-Ovper (PV)(cr, Vrer, Vruw) in Qg g, (SPPb)
0 = Vi-P(cx, Vyu) in Qry.,» (SPPc)

(SPP)

Ny - ng = Nug auf OO ., (SPPd)
Virer -nr =0 auf OQR 4, (SPPe)
Png =0 auf OOk ¢, (SPPf)
[ cr(0,+) = crypo in Qr (SPPg)

erfiillen, wobei Starrkorperrotationen durch geeignete Randbedingungen fiir die Verschiebung u
verhindert werden.

Bemerkung 5.1.1. Es ist zu beachten, dass die urspriingliche Formulierung von Gleichung (SPP)
fiir den chemischen Verformungsgradienten im 3D Fall hergeleitet wurde, aber alle Variablen
und Gleichungen sind mathematisch auch in niedrigeren Dimensionen, d.h. d = 1, 2, giiltig.
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5.1 Problemformulierung

5.1.2 Hindernis-Kontakt-Problem

Nun wird aufbauend auf Gleichung (SPP) die Anderung in den Randbedingung fiir die Verschie-
bung aus Kapitel 4.6 ergiinzt. Hierzu wird Gleichung (SPPf) durch Gleichungen (4.29a)-(4.29¢)
ersetzt.

Definition 5.1.2 (Hindernis-Kontakt-Problem (OCP) (von engl. obstacle contact problem)).
Seien t.hq > 0 die finale Simulationszeit und Qx C R? ein geeignetes Referenzgebiet, das ein
beliebig geformtes reprisentatives einzelnes BAP darstellt. Weiter sei ein geeignetes (statisches,
d.h. zeitunabhingiges) Hindernis AG mit entsprechender Liickenfunktion g gegeben. Finde die
normierte Konzentration cg : [0, fena] X Qr — [0, 1], das chemische Potential z: [0, feng] X Qg —
R und die Verschiebung u: [0, tenq] X Qr — R, die

( 8tcR = —VR'NR(CR, VRILL, VRU) in QR>tend7 (OCP&)
= O (p¥) (R, VRCR, VRU)
— VR'8VRCR (pl/)) (CR, VRCR, VR'U,) in QR,tend? (OCPb)
(OCP) ) 0= VR'P(CR, VRU) in QR>tend7 (OCPC)
NR *NR = Next auf 8QR7tend7 (OCPd)
Virer -ng =0 auf OQg4,,, (OCPe)
u—g<0, -Png>0, [u—g|[-P-ngl=0 aufdQg,:,, (OCPf)
L &(0,+) = crypo in Qg (OCPg)
erfiillen.
Bemerkung 5.1.2. Es wird daran erinnert, |- | [-] komponentenweise zu verstehen ist, verglei-

che Definition 4.6.1 bzw. Kapitel 3.1.

5.1.3 Inelastisch-konstitutive Theorie

Basierend auf Gleichung (SPP) wird nun das dimensionslose IBVP fiir die inelastisch-konstitutive
Theorie aus Kapitel 4.7 formuliert. Hierfiir werden die Definitionen fiir F' aus Definition 4.7.1,
fir F aus Definition 4.7.2 und fiir P aus Definition 4.7.3 verwendet. Weiter wird fiir die
FlieBspannung oy (cg) zur Entdimensionierung die gleiche Skalierung wie fiir den E-Modul £
genutzt.

Definition 5.1.3 (Plastisches Partikel-Problem (PPP) (von engl. plastic particle problem)). Sei-
en teq > 0 die finale Simulationszeit und Qr C R? ein geeignetes Referenzgebiet, das ein
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beliebig geformtes reprisentatives einzelnes BAP darstellt. Finde die normierte Konzentrati-
on cg: [0, tena] X Qr — [0, 1], das chemische Potential ji: [0, tenq] X Qr — R und die Verschie-
bung u: [0, fena] X Qr — R? sowie die lokal definierten inneren GroBen Fpi: [0, tena] X Or —
R4 und e: [0, fena] X Qg — Ro, die

sym

;

Oicr = —VRr-Ng(cr, Vrit, Vru, F)) in Qry, s (PPPa)

p = O (p0)(cr, VRer, Vru, Fp)
— VR Ovger (p¥) (R, VRCR, VR, Fp) 0 Qryy, (PPPDb)
0 = Vi-P(ck, Vru, Fp) in Qry s (PPPc¢)
Fy(cr, Vru, Fpepf) <0, €1 >0, Fyé)l =0 in Qryys (PPPd)
(PPP) Ny -nr = Nex auf g, .,  (PPPe)
Virer -mg =0 auf OQr ¢, (PPPY)
Pnzg =0 auf 0Qg ¢, (PPPg)
r(0,+) = crpo in Qg, (PPPh)
Fu(0,) =1 in O, (PPPi)
et (0,+) = in Qg (PPPj)

erfiillen.

Bemerkung 5.1.3. Wenn statt eines plastischen Ansatzes der viskoplastische Ansatz betrachtet
wird, wird nach Definition 4.7.14 nun Gleichung (4.37) anstelle von Gleichung (PPPd) beriick-
sichtigt.

Bemerkung 5.1.4. Die Verwendung bzw. die Behandlung des plastischen Anteils des Deforma-
tionsgradienten F,; und der dquivalenten plastischen Dehnung 5;1 als innere Variablen, verglei-
che [213], wird ndher in Kapitel 5.2.1.3 und Kapitel 5.2.3.3 erldutert.

5.1.4 Partikel-SEl-Ansatz

Basierend auf Gleichung (SPP) wird nun eine umgebende SEI fiir den Partikel-SEI-Ansatz
aus Kapitel 4.8 hinzugefiigt. Wie in Kapitel 5.1.1 erwihnt, werden die entsprechenden Variablen
fiir die SEI wieder aus der Losungsvariablen ug berechnet, z.B. der Deformationsgradient Fg.
Der Cauchysche Spannungstensor og wird ebenfalls wieder in einem Nachbearbeitungsschritt
berechnet.

Definition 5.1.4 (Partikel-SEI-Problem (PSP) (von engl. particle SEI problem)). Seien t.,q > 0
die finale Simulationszeit und Qx C R ein geeignetes Referenzgebiet, das ein beliebig geformtes
reprisentatives Partikel mit umgebender SEI darstellt: 2z = (g p U Cdg 5. Finde die normierte
Konzentration c: [0, tena] X Qrp — [0, 1], das chemische Potential yi: [0, tena] X Qrp — R und
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die Verschiebungen up: [0, tena] X Qrp — R? sowie us: [0, tena] X Qrs — R? und die lokal
definierten inneren GroBen Fyy: [0, tend] X Qrs — RS und ept* [0, tena] X Ors — R, die

sym

( Oycr = —Vr-Ng(cr, Vi, Vru) in Qrpt (PSPa)
pt = O (p10)(cr, VRer, VRU)

— VR Ovper (P0) (R, Vrer, Vru)  in Qrpy (PSPb)

0 = Vi -Pp(cg, Vru) in Qrp, (PSPc)

0 = Vi-Ps(Vru, Fy) in Qr st (PSPd)

Fy(Vrw, Fp e2) <0, €9>0, RS =0 inQrs g (PSPe)

Ng - ng = Neg auf OQr p s, (PSPf)

(PSP) Vieer -nr =0 auf OQr p 1, (PSPg)

Up = Usg auf I'R inter oy (PSPh)

Ppng = Psng auf I'R inter .4 (PSP1)

Psngs =0 auf Ok s, (PSPj)

cr(0,+) = cryo in Qg p, (PSPk)

F,(0,:) =1 in OQgs, (PSPI)

e (0,9) =0 in Qg s (PSPm)

erfiillen, wobei fiir den viskoplastischen SEI-Ansatz auf Bemerkung 5.1.3 verwiesen wird und
die Variablen beziiglich der SEI im Referenzgebiet entsprechend gemeint sind.

5.1.5 Kombinierte Partikel-SElI-Ansatze

Aufbauend auf den Kapiteln 5.1.1-5.1.4 konnen alle Ansitze kombiniert werden. Damit ergibt
sich ein gekoppeltes chemisch-elastisch-(visko-)plastisches Partikel-SEI-Problem mit mechani-
schen Einschrinkungen am dufleren Rand sowohl fiir PSM als auch fiir Materialien, die auf
einer OCV-Kurve basieren. Sowohl das Partikel als auch die SEI konnen sich elastisch und
(visko-) plastisch verformen. Insgesamt ergibt sich folgendes IBVP:

Definition 5.1.5 (Kombiniertes Partikel-SEI-Problem (PSP) (von engl. combined particle SEI
problem)). Seien t.,q die finale Simulationszeit und Qx C R? ein geeignetes Referenzge-
biet, das ein beliebig geformtes repridsentatives Partikel mit umgebender SEI darstellt: (g =
Qrp U Qg s. Finde die normierte Konzentration cg: [0, fenq] X QR,p — [0, 1], das chemische
Potential s: [0, %] X Qrp — R und die Verschiebungen wup: [0,tena] X Qrp — R? so-
wie us: [0, tena] X Qrs — R? und die lokal definierten inneren GroRen Fip: [0, tena] X Qrp —
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R, eolp [0, tena] X Qrp —= R0, Fpis: [0, fena] X Qrs = REL und e g [0, teng] X Qr s = Ro,
die
Oicr = ~VRr-Ng(cr, Vrit, Vru, Fyy) in QR p s (CPSPa)
p = Oc (pY0)(cr, VRCR, VR, Fpy)
— VR Ovier () (cr, VRCR, VRU, Fpp)  in Qrprys (CPSPb)
0 = Vi -Pp(cg, Vru, Fy) in Qrpr,,  (CPSPc)
0 = Vi-Ps(Viu, Fy) in Qrs.,,  (CPSPd)
Fy(cr, Vru, Fyperf) <0, €0 >0, Fyél =0 in Qrp.,, (CPSPe)
Fy(Veu, Fpp,e) <0, £9>0, Fed =0 in Qrse,,  (CPSPf)
NR -ng = N auf OQrpy, ., (CPSPg)
(CPSP) {  Vgcg-mg =0 auf 9Qrp,. ., (CPSPh)
Up = Ug auf I'g ineer 1.y,  (CPSP1)
Ppng = Psng auf I'g inter,t.,y, (CPSPj)
u—g<0, -Png>0, [u—g|[-P-ng/=0 auf dQgs,. ., (CPSPk)
cr(0, ) = cro in Q.p, (CPSPI)
Fu(0,) =1 in Qg p, (CPSPm)
e (0,) =0 in Qr p (CPSPn)
F,(0,) =1, in Qs (CPSPo)
| 0,9 =0 in Qrs (CPSPp)

erfiillen, wobei fiir die viskoplastischen Anséitze auf den Hinweis am Ende von Definition 5.1.4
und auf Bemerkung 5.1.3 verwiesen wird.

Bemerkung 5.1.5. Es ist ebenso moglich, einen kombinierten Ansatz mit einem plastischen
Partikel mit Hindernis-Kontakt-Problem zu kombinieren. Dann bezieht sich Gleichung (CPSPk)
wieder auf das Referenzgebiet des Partikels.

5.2 Verfahren zur numerischen Losung

Im néchsten Schritt wird das verwendete Verfahren vorgestellt, um eine numerische Losung
fiir die in Kapitel 5.1 gesuchten Losungsvariablen zu finden. Hierzu wird zunéchst eine schwa-
che Formulierung fiir die unterschiedlichen Ansitze in Kapitel 5.2.1 prisentiert. Nach der
rdumlichen und zeitlichen Diskretisierung in Kapitel 5.2.2 und in Kapitel 5.2.3 gibt Kapi-
tel 5.2.4 einen rdumlich und zeitlich adaptiven Losungsalgorithmus an. In Kapitel 5.2.5 fiir
den Spezialfall des chemischen PSM mit homogenen Neumann-Randbedingungen wird eine
obere a-posteriori-Residuenfehlerschranke bewiesen. Insgesamt werden in Kapitel 5.2.5.3 drei
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verschiedene Fehlerschitzer fiir die rdumliche Adaptivitit eingefiihrt. Um die numerische Be-
rechnung zu beschleunigen, werden in Kapitel 5.2.6 das numerische Werkzeug des automatischen
Differenzierens (AD) (von engl. automatic differentiation) sowie in Kapitel 5.2.7 die Methode
des verteilten Rechnens, Message-Passing-Interface (MPI) (von engl. message passing interface)
vorgestellt.

5.2.1 Schwache Formulierung

Um die schwache Formulierung der Gleichungssysteme aus Kapitel 5.1 zu erhalten, werden die
partiellen Differentialgleichungen (PDEs) (von engl. partial differential equations) mit Testfunk-
tionen multipliziert, iiber das Referenzgebiet (2 integriert und partiell integriert.

5.2.1.1 Einzelnes Batterie-Aktivmaterialpartikel

Die schwache Formulierung von Gleichung (SPP) lautet wie folgt:

Definition 5.2.1 (Schwache Formulierung von (SPP)). Finde fiir ¢ € (0,t.,q) die Losun-
gencr(t,) e VNn{z eV :zel0,1]} mitV = HR), Oer(t,) € VF = H ),
p(t,+) € Vund u(t,-) € V* = HF(Qg;R?) sowie k € N hinreichend groB, um eine mathe-
matisch wohlgestellte Formulierung zu gewihrleisten [213], derart, dass

(0, 0icr) = — (Ve m(cr, Vew) Vg, ) — (0, New) oo, (5.62)
0=~(C, 1) + (C, Deg (PRYen) (cR) + Doy (PrT1) (CR, ViR1L))

+ 1 (VrC, Vrer), (5.6b)

\ 0 = — (V& P(cr, Vru)) (5.6¢)

fiir alle Testfunktionen »,( € V und € € V* sowie cg(0,+) = cry in Qg gilt. Der Raum HY
beinhaltet weitere entsprechende Randbedingungen, die in Kapitel 6.1.1 fiir den jeweiligen
Anwendungsfall spezifiziert werden. Fiir die Definitionen der Skalarprodukte und der dualen
Paarung wird auf Kapitel 3.1 verwiesen.

Bemerkung 5.2.1. Obige Situation entspricht dem Suchen der Losungen in den jeweiligen
Bochnerrdumen [208, Kapitel 5.9.2], z.B. 11 € L?((0, tena); V).

5.2.1.2 Hindernis-Kontakt-Problem

Aufbauend auf Definition 5.2.1 kann die schwache Formulierung fiir das Hindernis-Kontakt-
Problem aus Definition 5.1.2 iiber ein Minimierungsproblem auf einer konvexen Menge, ver-
gleiche [226, Kapitel 1.2] und [227-229], oder dquivalent von einer variationellen Ungleichung,
siehe z.B. [221, Kapitel 1.11], [230, Kapitel 2.1], [231, Kapitel I1.6], [226, Kapitel 1.2] und [229],
hergeleitet werden.
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Definition 5.2.2 (Variationelle Ungleichung von (OCP)). Finde die Losungen cg (t, +) € Vﬂ{z €
V iz e [0,1]}, der(t,) € V7L op(t,r) € Vund u(t,r) € VF = {v e V* : v <
g auf OQg} derart, dass

( (@, 0rcr) = _(VRSO7 m(cg, VRU)VRM) — (05 Next) o0 (5.7a)
0= _(Cv M) + (C, Ocg (PrWch) (CR) + Oy (PrVe1) (CR, VRU))

+ £(VR(, VreR), (5.7b)

0 < (Vr(§ —u), P(cr, Vru)) (5.7¢)

fiir alle Testfunktionen ¢, € V und £ € V' sowie cg(0, ) = cgo in Qg sind.

Bemerkung 5.2.2. Fiir die Formulierung als Sattelpunktproblem wird [123, 125], [75, Tutorial 41]
und [127] gefolgt. Hierzu wird der Lagrangesche Multiplikator A = -on = -Pni € R?
eingefiihrt.

5.2.1.3 Inelastisch-konstitutive Theorie

In einem ersten Schritt zur numerischen Losung wird die schwache Formulierung von (PPP) als
primal gemischte variationelle Ungleichung wie in [127] angegeben. Die schwache Formulierung
kann auch aus einem Minimierungsproblem hergeleitet werden, vergleiche [139, Kapitel 1.4.2]
und [206, Kapitel 7.3]. Neben den Funktionenrdumen aus Kapitel 5.2.1.1 wird noch V =
H* (O, REEY mit k € N wie oben gegeben.

sym

Definition 5.2.3 (Variationelle Ungleichung von (PPP)). In Anlehnung an [50, 127, 223, 224],
folgt die schwache Formulierung als primal gemischte variationelle Ungleichung: Finde Losun-
gen cg, 11, w und innere Variablen Fy, und &3} mit cg(t,-) € VN{z eV : z € [0,1]}, u(t,) €
V, Oher(t,r) € V7L u(t,r) € V5, Fu(t,s) € Vund (P(t,),c(t,+)) € {L*(Q, R,
L*(Qk,Rxg) : Fy <0} =Y derart, dass

((p, Ocr) = —(VR<p, m(cr, Vru, Fpl)VR,u) — (¢, Next) 9 (5.8a)
= — (¢, 1) + (¢, O (pRYeh) (R) + O (prY1) (cr, VRU, Fp1))

+ FG(VRC, VRCR), (5.8b)

0 = (VR P, Vru, Fy)), (5.8¢)

0 < (Dy, P(cr, Vru, Fyy) — P*) + 4™ (5, &5 — &3} (5.8d)

\

fiir alle Testfunktionen ¢, ¢ € V, € € V*und (P*, ;") € Y sowie cg(0,+) = cro, Fpu(0,+) =1
und £,/(0,-) = 0in Qg gilt.

Bemerkung 5.2.3. Gleichung (5.8) wird zu einem Sattelpunktproblem, das spezielle Techniken
zur Losung des zugehorigen linearen Systems erfordert [39, 127, 210]. In dieser Arbeit wird
allerdings eine Version von Gleichung (5.8) ohne Gleichung (5.8d) zur leichteren Handhabung
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5.2 Verfahren zur numerischen Losung

und Durchfithrung der numerischen Studien bevorzugt. Daher wird Gleichung (5.8d) durch
Verwendung einer primalen Formulierung mit einem Projektor auf die Menge der zulédssigen
Spannung eliminiert [127, 232], auch als statische Kondensation bekannt [135, 136, 138, 233].

Definition 5.2.4 (Raten-unabhiingiger Projektor auf zuldssige Mandel-Spannung). Nach [127]
wird der stetige Projektor auf die zuldssige Mandel-Spannung fiir beide betrachteten inelastischen
konstitutiven Theorien eingefiihrt. Fiir das raten-unabhéngige Modell lautet der Projektor

PH(CR> VRU'7 pr 8183(1]) = M(CR7 VRu7 pr gg(l]) =

1\/Itri7 ”Mm dev” < UY(CR) +,ylS0 ;(117 (5.93.)
[ﬁ + (1= s (er ) |\§/F£.Civu]l\/[m idev
1 . ‘ e
+ g tr(Mtrl) :[’ HMtrl,dev” > UY<CR) + ’}/1506 q (5.9b)
mit s¢(cg, £p) = 1 — JYQ&)EE? und M"! folgt aus einer rein elastischen Verformung, bezeichnet

als den Trial-Anteil (von engl. trial part) von M.

Bemerkung 5.2.4. Bei idealer Plastizitit folgt der Projektor mit v**° = 0. Der Projektor fiir den
geschwindigkeitsabhédngigen viskoplastischen Ansatz ist in Kapitel 5.2.3.3 gegeben.

Bemerkung 5.2.5. Im Folgenden wird angenommen, dass F,; und 52‘1] gegebene Grofen sind.
Weitere Erkldrungen hierfiir werden in den nachfolgenden Kapiteln 5.2.2.3 und 5.2.3.3 gegeben.

Definition 5.2.5 (Schwache primale Formulierung von (PPP)). Durch Anpassung von Glei-
chung (5.8) mit Hilfe der Projektorformulierung Gleichung (5.9) wird die schwache primale
Formulierung erhalten: Fiir gegebene F, und 5 | finde Losungen cg, pt, w mit cg (¢,+) € VN {z €
Vizel0, 1}, ult,-) €V, der(t,-) e V! undu(,)EV*derart,dass

(¢, Oher) = —(Vrep, m(cr, Vet Fot) Vept) = (2, New) o (5.102)
= =(C1) + (€ O (prvin(er) + O (priur(en, View Fy)))

+£(VRC, Vrer), (5.10b)

~(Vr&. P (cx, Viw, Fy, Pri(er, View, Fp,250)) ) (5.100)

\

fiir alle Testfunktionen ¢, ¢ € V,& € V*sowie cg (0, +) = cr o, Fpi(0,+) = L ,/(0,) = 0in O,
und P (cg, Vrw, F, Pri(cr, Veu, Fyp enl)) = F(FL Fro,) T (F ) TF'Pri(cr, Veu, Fy e5))

rev

mit Py aus Gleichung (5.9) bzw. Gleichung (5.39) gilt.

Bemerkung 5.2.6. Dies bedeutet, dass die Ungleichungen (PPPd) in Gleichung (5.10c) mit
jeweils Gleichung (5.9) oder Gleichung (5.39) kondensiert wird. Es ist zu beachten, dass durch die
Verwendung des Projektors Py die plastische Ungleichung in eine (nicht glatte, aber Lipschitz-
stetige) nichtlineare Gleichung tiberfiihrt wurde.
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5.2.1.4 Partikel-SEI-Ansatz

Fiir den Partikel-SEI-Ansatz wird dem plastischen Ansatz aus Kapitel 5.2.1.3 im SEI-Gebiet
gefolgt.

Definition 5.2.6 (Schwache primale Formulierung von (PSP)). Fiir gegebene F|,; und 5;? in
Qs finde Losungen cg, 1, up, us mit cg(t,-) € VN {z eV :zelo, 1]}, u(t,-) € V,
Oyer(t,+) € V7' und up(t,-) € V} sowie us(t,-) € V§ derart, dass

(¢: Orcr) = —(Vrep, m(cr, Vrur) Vi) = (¢, New)p, (5.11a)
0= (¢ 1) + (¢ Oex (pr0et) (R) + Do (pr761) (R, ViRup))
+ k(VRr(, Vrer), (5.11b)
0 =~ (V&€ Pr(cr, Vrup)) + (&, Psnr), (5.11c)
0=- (VRX, Ps(Virus, Fy, Prr(Vrus, Fy, gg?)))
\ = (¢ Penr) (5.11d)

fiir alle Testfunktionen ¢, € V, € € V§, x € V§ sowie cg(0,+) = cro in Qrp, Fp(0,+) =1,
5;?(0, -) = 01in Qg s gilt, wobei V§ und V'§ die angepassten Raume von V* auf den jeweiligen
Gebieten sind. Der Projektor ist iiber Pr(Vyus, Fp,e5) = M = C[Eq] in Qg mit der
jeweiligen Projektorformulierung fiir den raten-unabhiingigen oder raten-abhiingigen plastischen

Ansatz gegeben.

Bemerkung 5.2.7. Entsprechend kann zum kombinierten Partikel-SEI-Problem (CPSP) die
schwache primale Formulierung aus den Kapiteln 5.2.1.2-5.2.1.4 geschrieben werden.

5.2.2 Raumliche Diskretisierung

In diesem Kapitel wird die rdumliche Diskretisierung der schwachen Formulierungen aus Ka-
pitel 5.2.1 eingefiihrt. Dafiir wird ein Rechengebiet (2, genutzt, welches das Referenzgebiet
durch ein Polytop approximiert. Zur Anndherung an die gekriimmten Rénder wird die iso-
parametrische Lagrangesche Finite-Elemente-Methode auf einer zuldssigen Triangulierung 7,
gewihlt [40, Kapitel 3.2].

5.2.2.1 Batterie-Aktivmaterialpartikel

Zu Beginn werden endlich dimensionale Unterrdume eingefiihrt, gefolgt von den diskre-
ten Losungen. SchlieBlich wird mit dem Finite-Elemente-Ansatz die allgemeine nichtlineare
Differential-Algebraische-Gleichung (DAE) (von engl. differential algebraic equation) formu-
liert.
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Definition 5.2.7 (Endlich dimensionale Lagrangesche Finite-Elemente-Unterrdume). Die end-
lich dimensionalen Lagrangeschen Finite-Elemente-Unterrdume mit den jeweiligen Basisfunk-
tionen werden wie folgt definiert:

Vi, =span{y; : i=1,...,N} CV,
p=span{&; : j=1,...,dN} C V",

wobei N die Anzahl der Freiheitsgrade (DOFs) (von engl. degrees of freedom) des Raumes 1/},
bezeichnet.

Definition 5.2.8 (Diskrete Losungen von (SPP)). Nun werden die diskreten Losungen fiir
die Konzentration cj,: [0,teq] — Vi N {Z eV, ze|0, 1]} fiir das chemische Potenti-
al pu: [0,tena] — Vi, und fiir die Verschiebung wy,: [0, tena]) — V5 des rdumlich diskreten
Problems von Gleichung (5.6). gesucht.

Definition 5.2.9 (Finite-Elemente-Ansatz). Mit dem Finite- Elemente-Ansatz werden die diskre-
ten Losungsvariablen mit den Basis-Funktionen dargestellt:

N
t XR Zcz 901 XR Nh(tva) = Zﬂj(t)Cj(XR>7
j=1

n(t, Xr) = Zuk )€k (XR).

Definition 5.2.10 (Allgemeine nichtlineare DAE von (SPP)). Durch den Finite-Elemente-Ansatz
kann das rdumlich diskrete Problem aus Gleichung (5.6) als allgemeine nichtlineare DAE ge-
schrieben werden: Finde y: [0, tena] — RE+TDY derart, dass

Moy = f(t,y) fiir (0,tea,  y(0) =3 (5.12)
gilt. Auf der linken Seite hat die System-Massenmatrix M, € R+IN.CHIN ¢

Mjcy,
ﬁh’y = 0
0
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nur einen Block-Eintrag M, = [(¢;, %‘)]ij’ i,j = 1,..., N, der nicht null ist, und daher ist
die System-Massenmatrix singuldr. Die Matrix M,;, bezeichnet die Massenmatrix des Finite-
Elemente-Raums V},. Alle zeitabhiingigen Losungsvariablen werden in einer vektorwertigen
Funktion

Yo [0,tena] = RETON .t y(t) = | (p));(¢
()i (t

)
)
2+4+d)N

gesammelt. Auf der rechten Seite ist die vektorwertige Funktion £ : [0, fopq] x RGTDN — R(
entsprechend der algebraischen Formulierung aus Gleichung (5.6) durch

K, (ch, Vrup) i, — Nex
Ft,y) = | -Mupn + Oa(cn) + alcn, Vruy) + kK e (5.13)
—-P,(ch, Vruy,)

gegeben. Hierbei sind die verbleibenden GroBen in Gleichung (5.13) durch die Massenma-
trix M}, den Steifigkeitsmatrizen K,,,(c,, Vruy) = [(Vrp;, m(ca, VRuh)VRgoi)]ij und K; =
[(Vrpi, Vrej);;, den Vektoren fiir die Nichtlinearitit Wen(cn) = [(¢s, Octhen(cn))];s
Wa(cn, Vrun) = [(¢i Octbalcn, Vrup))|; und Pr(cn, Vrun) = [(VrEr, P(cn, Vrun))l,
sowie den Randbedingungen N ey = (¢, Next)rmL gegeben.

Bemerkung 5.2.8. Fiir die Konzentration und das chemische Potential wird ¢;, sowie p, fiir die
algebraische Darstellung verwendet. Es ist zu beachten, dass u;, sowohl die endlich dimensio-
nale Funktion, Definition 5.2.9, als auch die algebraische Darstellung als Vektor beziiglich der
Basisfunktion meint.

5.2.2.2 Hindernis-Kontakt-Problem

Fiir das Hindernis-Kontakt-Problem wird dhnlich vorgegangen wie im vorherigen Kapitel. Jedoch
ist zu beachten, dass aufgrund des diskreten Sattelpunktproblems und des diskreten Lagrange-
schen Multiplikator \;, sowie der diskreten Kontakt-Randbedingungen weitere Diskretisierungs-
schritte erforderlich sind.

Definition 5.2.11 (Potentielle Kontaktzone und mdgliche Kontakt-DOFs). Sei I'p C 0 die
potentielle Kontaktzone, also der Teil des Randes, der in Kontakt mit dem Hindernis sein kann.
Somit werden alle moglichen Kontakt-DOFs auf I'p mit P beschrieben, alle tibrigen DOFs
mit V. Insgesamt gilt fiir die Menge aller DOFs S somit S = P U N (weitere Ausnahme der
Notationskonvention).
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Definition 5.2.12 (Weitere endlich dimensionale Finite-Elemente-Unterrdume). Zusitzlich
zu Definition 5.2.7 werden folgende weitere endlich dimensionale Finite-Elemente-Unterrdume
definiert:

Vi =span{&, : k=1,...,dN} C VT,
A, =span{¢; : [ =1,...,dNy} CA,

wobei N, die Gesamtzahl der Knoten der potenziellen Kontaktzone I'p ist. Damit gilt |P| =
dN . bezeichnet.

Bemerkung 5.2.9. Es sei darauf hingewiesen, dass der Funktionenraum des Lagrangeschen Mul-
tiplikators A der Dualraum des Spurraums ist, eingeschrinkt auf die potentielle Kontaktzone I'.
Fiir weitere Einzelheiten der Diskretisierung, insbesondere der Diskretisierung des Lagrange-
schen Multiplikatorraums A; wird auf [76, 194, 228, 234, 235] und die darin enthaltenen Re-
ferenzen verwiesen. Die Existenz und Eindeutigkeit der Verschiebung und des Lagrangeschen
Multiplikators fiir den rein mechanischen Fall mit kleinen Deformationen wird z.B. in [193,
Kapitel I11.6] ausgefiihrt.

Definition 5.2.13 (Diskrete Losungen von (OCP)). Es werden die diskreten Losungen fiir
die Konzentration c,: [0,tenq] — Vi N {z eV, ze€el0, 1]}, fiir das chemische Potenti-
al iy 2 [0, tena] — Vi, fiir die Verschiebung wy, : [0, fena) — V' und fiir den Lagrangeschen Mul-
tiplikator Ay, : [0, tena] — Ay, des rdumlich diskreten Sattelpunktproblems von Gleichung (5.7)
gesucht.

Definition 5.2.14 (Weiterer Finite-Elemente-Ansatz). Zusitzlich zu Definition 5.2.9 ist fiir den
diskreten Lagrangeschen Multiplikator die Losungsvariable

AN

An(t, Xr) = > Ni(t)du(Xr)
=1

gegeben.

Bemerkung 5.2.10. Fiir die vektorwertigen endlich dimensionalen Unterrdume V'; = span{&, :
k =1,...,dN} und entsprechend fiir A, werden die skalarwertigen Basisfunktionen fiir den
Eintrag des Basisfunktionsvektors von DOF £ bzw. von DOF [ der ungleich Null ist, als &, bzw.
als ¢; geschrieben.

Bemerkung 5.2.11. Wie in Bemerkung 5.2.8 bereits erwihnt, wird das gleiche Symbol fiir
eine Funktion in V} und A, wie fiir die algebraische Darstellung beziiglich der Knotenbasis
verwendet.
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Definition 5.2.15 (Biorthogonalitit). Nach [76, 123, 124] hat die Biorthogonalitdt der Basis-
funktionen &;, und der dualen Basisfunktionen ¢, folgende Eigenschaft:

/ €, & dSk = 00, / ¢ dSk (5.14)
T'p I'p

firallek =1,...,dNundl = 1,...,dN,. Fiir Gleichung (5.14) wird angenommen, dass die
Basisfunktion &, und die Basisfunktion ¢; mit dem gleichen Index k& dem gleichen DOF auf I'p
zugeordnet sind. Das Kronecker-Delta d;; kann wie folgt interpretiert werden [76]:

L,
6kl -

0, sonst.

DOF £ stimmt mit dem potentiellen Kontakt-DOF [ iiberein,

Definition 5.2.16 (Diskrete algebraische Darstellung der Impulsbilanzgleichung mit KKT-
Bedingungen). Im Folgenden wird die Impulsbilanzgleichung aus Gleichung (OCPc) und die
Verschiebungsungleichung am Rand aus Gleichung (OCPf) genauer betrachtet, um eine diskrete
algebraische Formulierung herzuleiten. Seien u;, und Aj, die Losungen der diskreten variationel-
len Ungleichung. Dann kann die algebraische Darstellung der diskreten schwachen Formulierung
von Gleichung (OCPc) wie folgt geschrieben werden:

—Ph(Ch, VR’U,h) — Bh)\h =0 < Ph(Ch, VRuh) + BhAh =0

mit dem nichtlinearen Vektor P}, (cj,, Vru,,) aus Definition 5.2.10 und der Matrix B, =
[(Ek, ¢l)1",P] g furk =1,....dN,l =1,...,dNy. Mit einer geeigneten DOF-Nummerierung
kann die Matrix By, als B;, = (0,D},)" geschrieben werden. Aufgrund der Biorthogonalitit in
Gleichung (5.14) hat die Diagonalmatrix D}, die Eintrige

(Dn)jp=[ & - CedSrk=0x [ & dSr (5.15)
I'p I'p
firalle k,l =1,...,dNy.
Nun wird die schwichere Integralbedingung fiir die starke punktweise Nicht-Durchdringbar-
keitsbedingung von Gleichung (OCPf) fiir die diskrete Kontaktbedingung fiir alle p € P be-
trachtet:

\/F uy - d)p dSR S \/F gp - ¢p dSR = gp < upf’pgzﬁp dSR S Qp, (516)
P P

I'p

wobei u,, der skalare Koeffizient des diskreten Vektors u;, von DOF pistund gy, ist eine geeignete
Approximation von g auf ['p. Als Nichstes wird Gleichung (5.16) mit Hilfe von Gleichung (5.15)
fiir die algebraische Darstellung der schwachen Nicht-Durchdringbarkeitsbedingung w, =
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(Dn),pup < gp fir alle p € P umgeschrieben. Weiter wird die Bedingung fiir den Lagran-
geschen Multiplikator in der gleichen Weise iiberarbeitet, um A, := (Dy,),,, A, mit der gleichen
Definition fiir A\, wie fiir u,, fiir alle DOFs p € P zu erhalten.

SchlieBlich ist die diskrete algebraische Form der Impulsbilanzgleichung aus Gleichung (OCPc)
und des Kontaktproblems aus Gleichung (OCPf) durch

Ph(Ch, VR’LLh> + Bh)\h = 0, (5173)
Uy < Gpr A >0, A(l,—gy) =0 (5.17b)

fiir alle DOFs p € P gegeben. Gleichung (5.17b) kann auch als diskrete KKT-Bedingung ei-
nes eingeschrinkten Optimierungsproblems fiir Ungleichheitseinschrankungen identifiziert wer-
den [123].

Definition 5.2.17 (NCP-Funktion). Die NCP-Funktion des nichtlinearen Komplementaritits-
problems (NCP) (von engl. nonlinear complementarity problem) ist wie folgt definiert (weitere
Ausnahme der Notationskonvention):

C(a,b) = b —max(b+ aa,0), Va,b € R (5.18)
mit beliebig festgelegtem o > 0 [126]. Weiter ist folgende Aquivalenz wahr [119, 126]:
Cla,b)=0 <= a<0, b>0, ab=0. (5.19)

Definition 5.2.18 (Diskrete algebraische Darstellung der Impulsbilanzgleichung mit NCP-
Funktion). Eine Umformulierung der drei diskreten KKT-Bedingungen aus Gleichung (5.17b)
auf Basis der NCP-Funktion fiihrt zu:

~ ~

Cliy, hy) = Ap — max (X, + (i, - 3,),0) =0 (5.20)
fiir alle DOFs p € P und o > 0. Insgesamt wird Gleichung (5.17) zu

Ph(Ch, VRuh) + BhAh = 07 (5213)
Cp(’uh, )\h> =0 (521b)

umgeschrieben. Dabei gilt die gleiche Definition fiir Cp (-, -) in jeder Komponente wie in Glei-
chung (5.20) fiir alle p € P, vergleiche Kapitel 3.1.

Bemerkung 5.2.12. Als Beispiel wird ein viertel-formiges Hindernis wie in Abbildung 5.1
betrachtet. Dort kann der physikalische Rand von (2 als I'¢ definiert werden. Die weiteren
Riénder I'g , und I'g , seien zwei kiinstliche Rénder mit geeigneten Dirichlet-Randbedingungen
fiir die Verschiebung u. Der Rand I, ist der potentielle Kontaktrand I'p» und wird in zwei
Teile aufgeteilt: in den aktiven Kontaktrand I" 4 und in den inaktiven Kontaktrand ['z (weitere
Ausnahme der Notationskonvention).
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1—‘in
7y . .
Hindernis

1—‘in,:v

Abbildung 5.1: Alle Teile des Randes fiir das Beispiel eines 2D Viertel-Scheiben- Gebiets €2,
die wie folgt aufgeteilt sind: zwei kiinstliche Rénder I';, , und I}, , mit zusétz-
lichen Randbedingungen fiir die Tangentialkomponente der Verschiebung u
sowie der potentielle Kontaktrand I'p, weiter unterteilt in den aktiven Kontak-
trand I" 4 und den inaktiven Kontaktrand 'z, basierend auf [1, Abbildung 3].

Definition 5.2.19 (Allgemeine nichtlineare DAE von (OCP)). Basierend auf in Definition 5.2.10
werden alle zeitabhéingigen Losungsvariablen in einer vektorwertigen Funktion

Ch(t)
n(t)
uh(t)

n(t),

i

Y: [0, teng] — REFONFTANA ¢y gy (1) =

>

gesammelt. Nun kann die rdumlich diskrete Formulierung des Sattelpunktproblems von (OCP)
als allgemeine nichtlineare DAE geschrieben werden: Finde y: [0, tona] — RE+FIN+INA derart,
dass

M0y = f(t,y) fur (0,tmd],  y(0) = 3° (5.22)

gilt. Die System-Massenmatrix auf der linken Seite ist wie in Definition 5.2.10 gegeben. Fiir
die rechte Seite ist f: [0, fona] x REFTONFINA _ REFON+ANA entsprechend der algebraischen

Formulierung in Gleichung (5.21) durch

K, (ch, VRUR) 1y, — Next
~Mpupn, + Wen(cn) + Yalcn, Vruy) + kKicy
ft,y) = (5.23)
Py (ch, Vruy) +Bpy,

Cp(up, Ap)

mit Definition 5.2.10 sowie den Definitionen 5.2.16 und 5.2.18 gegeben.
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5.2.2.3 Inelastisch-konstitutive Theorie

Aufbauend auf Kapitel 5.2.2.1 werden nun die diskreten Losungen und die allgemeine nichtli-
neare DAE von Gleichung (PPP) vorgestellt.

Bemerkung 5.2.13. Die inneren Variablen F,; und 5:,(11 werden in der gleichen Weise diskretisiert
wie die Losungsvariablen und werden mit F, ;, und 53 ,, geschrieben. Beide Projektionsformeln
von Gleichung (5.9) und Gleichung (5.39) gelten auch fiir den diskreten Fall [2]. Es ist zu beriick-
sichtigen, dass die beiden lokal definierten inneren Variablen nicht Teil des Losungsvektors sind.
Sie werden semi-implizit betrachtet [236] und die zeitliche Entwicklung wird in Kapitel 5.2.3.3
separat von der zeitlichen Entwicklung des Losungsvektors eingefiihrt. Im Folgenden werden
die inneren Variablen als gegebene Grof3en betrachtet.

Definition 5.2.20 (Diskrete Losungen von (PPP)). Es wird fiir gegebene F,;, und e’;‘;{h nach
den Losungsvariablen fiir die Konzentration ¢y, : [0, tena] — Vi N {z eV, z€e|0, 1]} fiir
das chemische Potential i, [0, %ena] — V5 und fiir die Verschiebung wy, : [0, tena) — V75, der
diskreten Version von Gleichung (5.10) gelost.

Definition 5.2.21 (Allgemeine nichtlineare DAE von (PPP)). Aufbauend auf Definition 5.2.10
wird das raumlich diskrete Problem als allgemeine nichtlineare DAE formuliert: Fiir gegebe-
ne ¥ 5, 5;‘1]7,1 finde y: [0, tena] — RETDN derart, dass

ﬁhaty — f(t,y, Fpp, P, 5;?,;1) =0 firt € (0, tena], y(0) =y’

ist. Der Vektor f besteht aus Matrizen und Vektoren, gegeben als f : [0, fena] X RETDN 5 R
R44 x Ry — REFIN mit

K. (cn, Vrup, Fyip) i, — Nex
f(t, Y, Fpl,h; PHa 5;17}) = —Mh[,l,h + \Ilch(ch) + \I’e](ch, VRuh, Fpl,h) -+ lichh (524)
~Py(cn, Vrun, Fpip, Pr(cn, Veun, Foin, ep,))

und den entsprechend angepassten Matrizen und Vektoren aus Definition 5.2.10.

5.2.2.4 Partikel-SEI-Ansatz

Fiir den Partikel-SEI-Ansatz wird dem Kapitel 5.2.2.3 gefolgt und um die fehlenden Terme
erganzt.

Definition 5.2.22 (Weitere endlich dimensionale Finite-Elemente-Unterrdume). Zusitzlich zu
den bisherigen endlich dimensionalen Finite-Elemente-Unterrdumen werden folgende Funktio-
nenraume eingefiihrt:

Vin=span{§, : k=1,...,dNp} C V3,
Vi =span{x, : m=1,...,dNs} C V§
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auf den entsprechenden Gebieten (2p ;, und ) ;, mit den jeweiligen DOFs Np sowie N.

Bemerkung 5.2.14. Die Variable N fiir die DOFs von V}, aus den vorherigen Kapiteln 5.2.2.1-
5.2.2.3 wird in diesem Kapitel durch die Variable Np ersetzt.

Definition 5.2.23 (Diskrete Losungen von (PSP)). Es wird fiir gegebene F, , und s;ih in Qg y,
nach den Losungsvariablen fiir die Konzentration ¢y, : [0, tend] — VN {2z € V}, : 2z € [0, 1]}, fiir
das chemische Potential fi: [0, tena] — Vi, und fiir die Verschiebungen up,: [0, tena] — V3,
sowie us p,: [0, tena) — V;h der diskreten Version von Gleichung (5.11) gelost.

Definition 5.2.24 (Weitere Finite-Elemente-Ansitze). Aufbauend auf Definition 5.2.9 werden
zwei weitere Finite-Elemente-Ansdtze definiert:

dNp dNsg

up (t, Xg) = Zupk )€k (XR), usp(t, Xr) = Zus,m(t)Xm(XR)-

m=1

Definition 5.2.25 (Allgemeine nichtlineare DAE von (PSP)). Basierend auf Definition 5.2.21
wird das rdaumlich diskrete Problem mit dem zeitabhéngigen Losungsvektor

Y: [0, tena] = REVINHINS gy () =

als allgemeine nichtlineare DAE formuliert: Fiir gegebene Fy 1, 5;?’ , in Qg finde y: [0, tena) —
R@+d)Ne+dNs derart, dass

Mhaty f( ya pl,hs PH: plh) =0 fiir ¢ € (Oa temi]» y(()) = yO

gilt. Der Vektor f wird entsprechend angepasst und ist wie folgt gegeben: f: [0,%ena] X
REFONedNs 5 Rebd 5 RE 5 Ryg — RETDNeHAN mjg

_Km(ch; VRU’P,h)ﬂ'h - Ninter

-M + Walcn) + Wolen, Veupy) + kKic
ft, Y, Foin, P eyly) = e wlen) (en, Veury) e (5.25)
Py (ch, VrUup ) + Ps jnter

~P,(Vrus i, Fon, Pru(Veus i, Foon €pt)) — Printer

und den entsprechend angepassten Matrizen und Vektoren aus Definition 5.2.21 sowie den zwei

neuen Randbedingungen P jye; = [(fk, Ps ng) } , und Prpiner = [(Xm; Pp,hnR)FimeJm.

Dinter
Bemerkung 5.2.15. Wie in Bemerkung 5.2.7 kann entsprechend zum kombinierten Partikel-
SEI-Problem (CPSP) die rdumliche Diskretisierung sowie die Formulierung als allgemeine
nichtlineare DAE aus den Kapiteln 5.2.2.2-5.2.2.4 durchgefiihrt werden.
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5.2 Verfahren zur numerischen Losung

5.2.3 Zeitliche Diskretisierung

In diesem Kapitel wird die zeitliche Diskretisierung der allgemeinen nichtlinearen DAEs aus
dem vorherigen Kapitel 5.2.2 vorgestellt, um eine vollstindig rdumlich und zeitlich diskre-
te Problemformulierung zu erhalten. Insbesondere fiir das Hindernis-Kontakt-Problem und
die inelastisch-konstitutive Theorie werden zusitzliche Aspekte wie der primal-duale aktive
Mengen-Algorithmus als semi-glattes Newton-Verfahren in Kapitel 5.2.3.2 sowie die zeitliche
Diskretisierung der inneren Variablen Fy; ;, und £, in Kapitel 5.2.3.3 genauer erléutert.

5.2.3.1 Batterie-Aktivmaterialpartikel

In dieser Arbeit wird fiir die zeitliche Diskretisierung dem Ansatz aus [50] gefolgt.

Bemerkung 5.2.16 (Zeitintegrationsschema). Es wird ein Zeitintegrationsschema der Familie der
numerischen Differenzierungsformeln (NDFs) (von engl. numerical differential formulas) mit
variablen Schrittweiten und variabler Ordnung angewendet, basierend auf MATLAB’s ode15s [69—
71, 237]. Dieser Ansatz ist angebracht, da die resultierenden DAEs aus Kapitel 5.2.2 in dhnlicher
Weise wie eine steife gewohnliche Differentialgleichung behandelt werden konnen. Der Algorith-
mus dndert adaptiv die Zeitschrittweite ¢,,,1 — t,, = 7,, > 0 und die Ordnung k,, € {1;2;3;4;5}
durch eine Fehlerkontrolle.

Definition 5.2.26 (Voll diskretes Problem von (SPP)). Mit Bemerkung 5.2.16 lautet das voll-
stindig rdumlich und zeitlich diskrete Problem: Finde die diskrete Losung y™" ™' ~ y(t,,1)
durch sukzessives Losen von

e, My (Y™ — @) = 7, f (i1, y™ ) (5.26)

mit f aus Gleichung (5.13), um einen Zeitschritt vorwirts von ¢, zu t,,; = t, + 7, zu
gelangen. Die Variable " wird iiber eine gewichtete Summe der Losungen aus den fritheren
Zeitschritten y", ..., y™ " definiert und oy, > 0 ist eine Konstante, die von der gewihlten
Ordnung k,, zur Zeit t,, abhiingt, vergleiche [70, Kapitel 2.3] und [80, Kapitel 4.1.2]. Die Formel
zur Berechnung von ®" ist in [80, Gleichung (4.20)] zu finden.

Bemerkung 5.2.17. Mit7y,, = 7,/ y,, dhnelt Gleichung (5.26) einem impliziten Euler-Schema [80,
Kapitel 4.1.2].

Bemerkung 5.2.18. Aufgrund der zeitabhingigen Neumann-Randbedingung N beim Laden
oder Entladen des Host-Partikels (je nach Vorzeichen), ist der Vektor f auch explizit von der
Zeit t abhéngig.

Definition 5.2.27 (Anwendung der Newton—Raphson-Methode). Um die diskrete Losung 3"+

zu berechnen, wird die Newton—Raphson-Methode aus Algorithmus 1 auf
1

F(yn-i-l) — th(yn—i—l o (I)n) - f(tn—f—la yn—H) =0

n
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5 Numerische Vorgehensweise

angewendet, da die DAE nichtlinear ist. Somit wird in jedem Zeitschritt das Newton-Update
berechnet. Hierzu wird die erste Ableitung der Gréen aus Gleichung (5.26) bendétigt. Die rele-
vanten Ableitungen und weitere Hinweise zur Newton—Raphson-Methode sind in Anhang B.2.6
fiir den Ansatz mit einem inelastischen Partikel zu finden.

5.2.3.2 Hindernis-Kontakt-Problem: der primal-duale aktive
Mengen-Algorithmus als semi-glattes Newton-Verfahren

Fiir das Hindernisproblem wird dem Vorgehen aus Kapitel 5.2.3.1 gefolgt, wobei alle GroBen,
insbesondere im Vektor f, entsprechend aus Definition 5.2.19 angepasst werden miissen.

Bemerkung 5.2.19 (Primal-dualer aktiver Mengen-Algorithmus). Der nédchste Schritt ist die
Verwendung eines geeigneten iterativen Losungsschemas zur Behandlung der NCP-Funktion
in Gleichung (5.21b). Der primal-duale aktive Mengen-Algorithmus (von engl. primal-dual
active set algorithm) ist die Strategie der Wahl, da es sich hierbei um einen iterativen Ansatz zur
Behandlung der Bedingung in Gleichung (5.21b) handelt. So kann dieser Algorithmus die neuen
aktiven und inaktiven Mengen A} f} und Z}'}|' auf dem potentiellen Kontaktrand I'p in einem
neuen Zeitschritt ¢,,.; bestimmen, vergleiche [76, 119, 123].

Bemerkung 5.2.20. Zunichst werden nur die Gleichungen (5.21a) und (5.21b) betrachtet, die fiir
die Kontaktungleichheitsbedingung relevant sind.

Bemerkung 5.2.21 (Primal-dualer aktiver Mengen-Algorithmus als semi-glattes Newton-Ver-
fahren). Da Gleichung (5.26) linearisiert werden muss, kann der primal-duale aktive Mengen
Algorithmus als semi-glattes Newton-Verfahren interpretiert werden, vergleiche [119, 126, 127]
und [75, Tutorial-41 und Tutorial-42]. Die Ergebnisse der lokal super-linearen Konvergenz und
der globalen Konvergenz werden in [119] gezeigt.

Bemerkung 5.2.22 (Alternative Differenzierbarkeit). Da C(+, -) in Gleichung (5.21b) nicht klas-
sisch differenzierbar ist, werden Newton-Techniken zum Losen von Gleichung (5.21) bendétigt,
die Verallgemeinerungen der Ableitung einer Funktion erlauben. Diese Methoden werden verall-
gemeinerte Newton-Verfahren (von engl. generalized Newton methods) genannt, siehe z.B. [126]
und die darin enthaltenen Referenzen. In dieser Arbeit wird das semi-glatte Newton-Verfahren
nach [119, 126] vorgeschlagen. Die Eigenschaft der Semi-Glattheit des max-Operators in Glei-
chung (5.21b) fiihrt zu lokalen Konvergenzeigenschaften des semi-glatten Newton-Verfahrens.

Definition 5.2.28 (Alternative Differenzierbarkeit fiir C). Es wird eine Linearisierung der Funk-
tion C(+, -), bendtigt, die nicht klassisch differenzierbar ist. Als Ersatz kann das Konzept der
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5.2 Verfahren zur numerischen Losung

Slant-Differenzierbarkeit (von engl. slant differentiability) verwendet werden, vergleiche [126].
Die Funktion C(-, ) erfiillt die alternative Differenzierbarkeit mit

D) . ~a(Dy), ., wenn \, + (i, — §,) > 0,
2=Cliy Ay) = " 7 v (5.27a)
Up 0, wenn A, + (i, — g,) <0,
o . 0, wenn ;\p + o, — gp,) >0,
Wc(up, Ap) = A (5.277b)
4 1, wenn A, + a(t, — g,) < 0.

Bemerkung 5.2.23. Zur Erinnerung wird die Definition der potentiellen Kontakt-DOFs P =
AU Z mit den Mengen der aktiven und inaktiven DOFs sowie allen anderen DOFs A/ nochmals
ins Gedichtnis gerufen. Die Menge aller DOFs ist iiber S = P U N definiert.

Definition 5.2.29 (Ein Schritt des semi-glatten Newton-Verfahrens). Um einen Schritt des semi-
glatten Newton-Verfahrens zu definieren, werden folgende Ableitungen des nichtlinearen Teils
fiir die Jacobi-Matrix gegeben:

A = [(VREjaazPh(ciaVRu2)¢i)}j7i7 Ay, = [(VrE),0cPh(c], Vruy) [VREZD]N,
firt=1,...,Nund j,[ = 1,...,dN mit jeweils der partiellen Ableitung beziiglich der ersten,
skalaren GroBe und der zweiten, tensoriellen Grofle im k-ten Newton-Schritt, vergleiche An-
hang B.2.6. Mit den Aufteilungen der Ableitungsmatrizen ,A;, gA} sowie den Vektoren u;,

und A, fiir die unterschiedlichen Mengen aus Bemerkung 5.2.23 hat ein Schritt des semi-glatten
Newton-Verfahrens folgende Form:

K
Ans cAvyv cAnz, cAna, 00 ;’j;v
Ars cAnny cAzz, cAra Dz, 0 Suk
Aus cAaunv cAaz, cAaa 0 Dy, u, g (5.28)
0 0 0 0 I, 0 5>\§k
0 0 0 oDy, 0 0 ‘

Py (ck, Vyuy)
Pr (¢, Vrup) + (BrAf)
=~ | Pa,(c}, Vrup) + (BRAf) "
b

_a(D-Ak ’u’ﬁ\k — 9, )

mit den Definitionen von Gleichung (5.16) fiir alle aktiven DOFs mit p € A; fiir g4,
und (By,),, = 0. Die Matrix Iz, ist die Identititsmatrix der Dimension |Zj|.
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Definition 5.2.30 (Wiederherstellung von )\%:1). In einem néchsten Schritt werden die verschie-
denen Teilsysteme von Gleichung (5.28) genauer angesehen. Die vierte Zeile liefert

X = AL H 0N = AL~ A% =0 (5.29)
und die letzte Zeile impliziert

ufj;l = ufj\k + 5uf4k = uf}k + D;\igAk — uﬁtk = D;ligAk. (5.30)
Gleichung (5.29) und Gleichung (5.30) sind genau die Bedingungen fiir die aktiven und in-
aktiven Mengen im primal-dualen aktiven Mengen-Algorithmus. Nun wird das Untersystem
von Gleichung (5.28) fiir die aktive Menge des Lagrangeschen Multiplikators betrachtet:

At = NG, + oA,
= -D, P, (c, Vruy) — D, (cAndu’) . — D (LAdC") , (5.31)

Dies bedeutet, dass der Lagrangesche Multiplikator fiir die aktive Menge nur von den Losun-
gen dc” und du” abhiingt. Nun werden fiir einen Moment die beiden Mengen A/ und Z zusammen
als S betrachtet, da die Untersysteme von Gleichung (5.28) fiir beiden Mengen gleich sind. Die
Zusammenfassung der beiden Mengen ergibt

dck
(zAé,S GA$‘> Sugk :—(Pé(c’,z,VRu’;)JrGAS’Ak(Suﬁ\k) (5.32)
s

k+1

fiir die Berechnung von u e

Definition 5.2.31 (Final zu 16sendes Gleichungssystem). Am Ende wird das reduzierte System

dck

Avs cAvnv cAnz,  cAna, Sugk P (ck, Vruy)
Un
uz,

Aus cAan cAaz, cAua, 5ukk P, (ch, Vruy)
Ak

zur Berechnung des Newton-Updates geltst, wobei das Newton-Update auf Null fiir die DOFs
der aktiven Menge eingeschrinkt wird und der richtige Randwert fiir die neue Losung als
inhomogener Dirichlet-Randwert bereitgestellt wird. Dies kann iiber u} := P 4, (u}) mit der
Projektion

PA (’U/ ) o ﬁp? wenn p ¢ Ak+17 (5 34)
1 h -— .
. ! Gp, wennp € Agyy
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erfolgen. Nach Losen des gesamten Newton-Systems und der Berechnung der neuen Losungen
kann der gesamte Lagrangesche Multiplikator iiber Gleichung (5.31) und Gleichung (5.29)
wiedererlangt werden.

Bemerkung 5.2.24. Wie in [76] wird in dieser Arbeit folgender Ansatz verwendet:
Nt =M+ 0, =-D P (g7, Veupt), (5.35)

der die gleiche Linearisierung wie Gleichung (5.31) besitzt. Dies entspricht einer inexakten
Strategie, vergleiche [76, Algorithmus 3]. AuBlerdem wird der Rechenaufwand fiir eine zweite
verschachtelte Schleife im Vergleich zu [76, Algorithmus 2] verringert. Der inexakte Fall ist
jedoch eine zusitzliche Vereinfachung des Algorithmus, der in dieser Arbeit verwendetet wird.
Dies bedeutet auch, dass nicht geklirt ist, ob die super-lineare Konvergenz erhalten bleibt [76].

Definition 5.2.32 (Voll diskretes Problem von (OCP)). SchlieBlich muss das semi-glatte Newton-
Verfahren fiir einen Zeitschritt formuliert werden. Mit dem Konzept des semi-glatten Newton-
Algorithmus kann die DAE aus Definition 5.2.19 aktualisiert werden und es konnen alle Teile, die
mit dem Lagrangeschen Multiplikator A zusammenhingen, entfernt werden. Daraus ergibt sich

eine neue Definition von 7 und ? € RE+ON

, genauso wie in Definition 5.2.10. Im Folgenden
wird nur das aktualisierte System betrachtet und die Akzentuierung [ wird wieder weggelassen.
SchlieBlich muss die aktualisierte Version der DAE von Definition 5.2.19 linearisiert werden,

um das Newton-Update zu berechnen, wie in Definition 5.2.10.

5.2.3.3 Inelastisch-konstitutive Theorie: zeitliche Diskretisierung der inneren
Variablen

Zu Beginn dieses Kapitels wird die zeitliche Entwicklung der inneren Variablen F,; und 5;?
hergeleitet, bevor das voll diskretisierte Problem von (PPP) formuliert wird. Die zeitliche Inte-
gration wird semi-implizit betrachtet [236] und die lokal definierten inneren Variablen werden
getrennt von der zeitlichen Entwicklung der DAE aus Definition 5.2.21 aktualisiert.

Bemerkung 5.2.25. Alle Berechnungen von Gleichung (5.36) bis Gleichung (5.40) sind auch
fir die rdumlich diskreten Variablen giiltig, werden in diesem Kapitel aber aus Griinden der
Lesbarkeit fiir den kontinuierlichen Fall geschrieben.

Definition 5.2.33 (Zeitdiskretisierung von F;). Wird eine implizite exponentielle Abbildung
auf Gleichung (4.33) mit der stetigen inneren Variable F|,; angewendet, folgt nach [60, An-
hang C.5] und [142, 213]

Fott (g™, Ve Fyy) = exp (1,.D5) Fyy (5.36)

von einem Zeitschritt ¢,, zum Néchsten ¢,,,1 = t,, + 7,, mit Zeitschrittweite 7,, > 0.
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Definition 5.2.34 (Return-Mapping-Algorithmus). Fiir die raten-unabhiingige Plastizitdt wird
der bekannte Return-Mapping-Algorithmus [142, 143] (von engl. return mapping algorithm) in
einer expliziten Formulierung verwendet:
"Mn—i—l,dev ” _ O'F(CE—H, gg?,nJrl) — "Mtri,dev ” _ QGAngg? _ (UY(CE—H) + ,yisoggll,nJrl) ; 0
(5.37)

tri,dev eq,n n+1
eqn+l Y R I 2G5p1 —oy(eg")
= St e , (5.38)

wobei die deviatorische Trial-Spannung von M als M = C[EJ“" (cp ™!, Vru"*! F1)]

und die Differenz zwischen dem neuen und dem aktuellen Zeitschritt von £ als A,ef} =

eq,n+1 eq,n

Epl — &, gegeben sind. Dies ist bei isotroper linearer Verfestigung einfach herzuleiten.

Definition 5.2.35 (Néchster Zeitschritt fiir innere Variablen). Nach der Berechnung der L&sungs-
variablen des nédchsten Zeitschritts konnen mit der Losung fiir 5;””“ aus Gleichung (5.38) und
den Anfangsbedingungen F;(0,-) = T'und £,{(0,+) = 0 alle notwendigen GroBen aktualisiert

und F;‘l“ berechnet werden.

Bemerkung 5.2.26. Fiir weitere Details beziiglich des zeitlichen Integrationsschemas fiir F,; im
raten-unabhingigen Fall wird auf [60, Appendix C.5] verwiesen.

Definition 5.2.36 (Raten-abhingiger Projektor auf zuldssige Mandel-Spannung). Nach [59, 81]
ist der raten-abhdingige Projektor auf die zuldssige Mandel-Spannung iber

Pr(cptt, Veu ™ Fo A ) = M(cpt Veu"t F2 ALl =

pl pl pl» pl
Mtri’ HMtri,devH S UY(CE—Fl)’ (5393)
”Mtri,dev H - QGAH‘SE(II ri,dev 1 ri ri,dev n
”Mtri,dev” : M . + gtr(Mt )17 HMt . H > UY(CR+1) (539b)
gegeben.

Definition 5.2.37 (Zusitzliche skalare Newton—Raphson-Methode). Fiir den raten-abhédngigen
Fall kann jedoch keine explizite Form fiir die akkumulierte plastische Dehnung fiir den nichsten
Zeitschritt aufgrund der Nichtlinearitdt in Gleichung (4.37) hergeleitet werden. Stattdessen
muss eine skalare Newton—-Raphson-Methode fiir das aktuelle Zeitinkrement 7,, fiir Ansf)?
angewendet werden. Hierzu wird das implizite Euler-Schema verwendet: Lose Gleichung (4.37b)
fiir [M™4| > oy(cg™"), indem die Beziehung von |[M"FHd| — [M™4] — 2GA,c ]

aus Gleichung (5.37) verwendet wird. Daraus ergibt sich das Residuum von Gleichung (4.37b)

Muidev) oA % — gp(cTHN\ P A,
(L B ST N 50

gy* Tn
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Definition 5.2.38 (Voll diskretes Problem von (PPP)). Es wird wieder Kapitel 5.2.3.1 als Grund-
lage verwendet. Weiter wird die gleiche Zeitskala fiir die zeitliche Diskretisierung der allgemei-
nen nichtlinearen DAE sowie fiir die zeitliche Diskretisierung der inneren Variablen F, ;, und 5;?7 A
verwendet. Damit kann das rdumlich und zeitlich voll diskrete Problem formuliert werden, um
von einem Zeitschritt ¢,, zum Néchsten ¢, zu gelangen: Fiir gegebene F | , und 5;"’; finde die
diskreten Losungen y" ™ = y(t,, 1) durch sukzessives Losen von

e, My (3" = @) — 7 f (tusr, 4" FO Py esin) = 0 (5.41)

mit f aus Gleichung (5.24). Nach Berechnung der neuen diskreten Losung 4" *! kénnen die inne-
ren Variablen F7; , und e;)" fiir die neuen Zeitschritte Fiy! und e 1 wie in Definition 5.2.34,
Bemerkung 5.2.26 und Definition 5.2.37 vorgestellt, aktualisiert werden.

Definition 5.2.39 (Approximation der Linearisierung). Um die Newton—Raphson-Methode im
raten-unabhingigen oder im raten-abhédngigen Fall anwenden zu konnen, wird die Ableitung
der Projektoren benétigt. Beide Projektoren sind jedoch nicht formal differenzierbar. Jedoch
erfiillen sie die alternative Differenzierbarkeit aus Definition 5.2.28, vergleiche [119, 127], und
somit kann mit der formalen Linearisierung gearbeitet werden. Hierzu wird fiir den Projektor
in Gleichung (5.9) der Ansatz nach [60, Anhang C.6] mit der formalen Linearisierung des Projek-
tors Pr(cr, Vrup, Fp, 5;1) um EU verwendet [127, 140]. Damit folgt im raten-unabhéngigen
Fall der konsistente algorithmische Modulus (von engl. consistent algorithmic modulus) als

n+1 n+l pn _eqny .
]Il_I(CR ,VR’LL ,F £ )—

pls Epl
(Cx + Ca, H@ [B59]| < oy(p) +y0cssn, (5.42a)
(1 - mim ™, e3m) ko)
(@G - QG—M‘EL?%[S’M)
+ 505 Ca + Cr, H@ [E59][ > oy () + yioesen (5.42b)

mit Cg = QG(I — %I ® I) ,Cx = KI®I1, dem Schubmodul K (von engl. bulk modulus) und s«
wie in Definition 5.2.4.

Bemerkung 5.2.27. Fiir die genaue Herleitung von Gleichung (5.42) sowie fiir die Approximation
der Linearisierung im raten-abhéngigen Fall wird auf Anhang B.2.7 verwiesen. Auch hier sind
beide Linearisierungen fiir stetige Funktionen geschrieben, gelten aber auch fiir die diskreten
Variablen.

5.2.3.4 Partikel-SEI-Ansatz

SchlieBlich wird das voll diskrete Problem fiir den Partikel-SEI-Ansatz formuliert:
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5 Numerische Vorgehensweise

Definition 5.2.40 (Voll diskretes Problem von (PSP)). Aufbauend auf Definition 5.2.38 wird
das rdumlich und zeitlich vollstindig diskrete Problem von (PSP) formuliert: Fiir gegebene Fj ,
und 5;{ , in Qg , finde die diskrete Losung y" ™ ~ y(¢,1) durch sukzessives Losen von

Ozknﬁh (y"“ - q)n) - Tnf(tn+1> yn-&-l’ F;L],h? PH’ E;(lljf?) =0

mit f aus Gleichung (5.25).

Bemerkung 5.2.28. Wie in Bemerkung 5.2.15 kann entsprechend zum kombinierten Partikel-
SEI-Problem (CPSP) die zeitliche Diskretisierung als Kombination aus den Kapiteln 5.2.3.2-
5.2.3.4 zusammengefiihrt werden.

5.2.4 Adaptiver Losungsalgorithmus

In diesem Kapitel wird der adaptive Losungsalgorithmus vorgestellt und fiir das Hindernis-
Kontakt-Problem mit dem semi-glatten Newton-Verfahren in Kapitel 5.2.4.2 kombiniert.

5.2.4.1 Einzelnes Batterie-Aktivmaterialpartikel

Nach der Linearisierung der DAE aus Gleichung (5.12) mit der Newton—Raphson-Methode wird
das Newton-Update mit einer direkten LU-Zerlegung berechnet.

Bemerkung 5.2.29. Es ist zu beachten, dass die Anzahl der Iterationsschritte beim Newton-
Verfahren durch eine geeignete Wahl der Initialisierung reduziert werden kann. Die Ausgangswer-
te fiir den ersten Zeitschritt sind in Kapitel 6.1.1 angegeben, wohingegen bei der Zeitintegration
ein Priadiktor-Schema angewendet wird [70].

Bemerkung 5.2.30 (Adaptiver Losungsalgorithmus). Fiir den rdumlich und zeitlich adaptiven
Losungsalgorithmus wird [50, Algorithmus 1] gefolgt, siehe Algorithmus 3. Hier werden ein
zeitlicher Fehlerschitzer [69—71, 237] und ein spezieller raumlicher Fehlerschitzer verwendet.
Sofern nicht anders geschrieben, wird ein Gradientenschitzer (von engl. gradient recovery
estimator) zur Schitzung der raumlichen Regularitit fiir jede Komponente der Losungsvariablen
benutzt [68, Kapitel 4], vergleiche Bemerkung A.3.1. Zur Markierung der Zellen fiir die lokale
Vergroberung und Verfeinerung werden die Parameter 6. und 6, mit einer Maximumsstrategie
eingesetzt [238]. SchlieBlich wird eine gemischte Fehlerkontrolle mit folgenden Parametern
durchgefiihrt: RelTol;, AbsTol,;, RelTol, und AbsTol,. Weitere Einzelheiten finden sich in [50].

5.2.4.2 Hindernis-Kontakt-Problem

In diesem Kapitel wird genauer erldutert, wie das semi-glatte Newton-Verfahren mit dem zu-
grundeliegenden Vorgehen und genutzten Algorithmus aus Kapitel 5.2.4.1 kombiniert wird.

Bemerkung 5.2.31 (Kombinierter adaptiver Losungsalgorithmus). Zusammen mit dem rdumlich
und zeitlich adaptiven Losungsalgorithmus aus [50, Algorithmus 1] wird folgendes Vorgehen
umgesetzt:
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5.2 Verfahren zur numerischen Losung

Algorithmus 2 Semi-glattes Newton-Verfahren fiir adaptiven Hindernis-Raum-Zeit-Algorithmus.

1: Initialisiere A und Z} derart, dass P° = A UZY und AYNZY =0
2: while t,, < t.,q do
3 Fiir gegebene T,,, 7., k, und 4", ..., y" *» setze k = 1

4 Extrapoliere 4", . .., y" ", um den Priadiktor y"*(*) in t,,,, zu berechnen
5: while nicht konvergiert do
6 Lose nach dem Newton-Update dy* (Einfiihrung der Kontaktbedingung als zusitzliche
Dirichlet-Randbedingungen und setze das Newton-Update auf Null fiir die DOFs in der
aktiven Menge)
: Berechne yn+1,k+1 — yn+1,k + 5yk
8: Stelle A"*1#+1 wieder her und berechne neue A} und Z;"}
: Projiziere y"*1+*+! gemif} AZE und aktualisiere die Einschriankungen
10: if A} Tl = A7*" und die Norm des Newton-Update ist entsprechend reduziert then
11: Beende innere while-Schleife
12: else if Norm des Newton-Update ist nicht entsprechend reduziert oder die maximale
Newton-Iterationszahl ist erreicht then
13: Verringere die Zeitschrittgrofle und gehe zu Zeile 3
14: else
15: Aktualisiere £ + 1 — k und gehe zu Zeile 6
16: end if
17: end while
18: Schreite einen Zeitschritt mit dem Raum- und Zeitalgorithmus fort [50, Algorithmus 1]

19: end while

Weitere Details beziiglich der Berechnung der Extrapolation sind in [80, Kapitel 4.1.2] zu finden.

5.2.4.3 Inelastisch-konstitutive Theorie

Nach der formalen Linearisierung der beiden Projektoren in Definition 5.2.39 und Bemer-
kung 5.2.27 wird das Newton-Update in jedem Zeitschritt berechnet. Insgesamt wird der rdum-
lich und zeitlich adaptive Losungsalgorithmus aus Kapitel 5.2.4.1 fiir den Ansatz der inelastisch-
konstitutiven Theorie genutzt. Nach Berechnung der Losungsvariablen (Konzentration, chemi-
sches Potential und Verschiebung) fiir den néchsten Zeitschritt werden am Ende eines Zeitschritts
die lokal definierten inneren Variablen fiir den nichsten Zeitschritt aktualisiert, vergleiche De-
finition 5.2.35 und Bemerkung 5.2.26.

5.2.4.4 Partikel-SEI-Ansatz

Es wird fiir den Partikel-SEI-Ansatz aus Kapitel 5.2.4.3 und dem darin vorgestellten adaptiven
Algorithmus gefolgt.

Bemerkung 5.2.32. Entsprechend der Bemerkung 5.2.28 kann fiir das kombinierte Partikel-SEI-
Problem (CPSP) der adaptive Algorithmus aus den Kapiteln 5.2.4.2-5.2.4.4 kombiniert werden.
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5.2.5 Residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschatzungen

In diesem Kapitel werden analytische residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschidtzungen fiir die
klassische Cahn—Hilliard-Gleichung und die gemischte Formulierung mit homogenen Neumann-
Randbedingungen fiir Finite-Elemente-Approximationen hergeleitet und bewiesen. Dazu wird
die dimensionslose Konfiguration aus Gleichung (SPP) mit Mobilitét m..,st = 1 betrachtet. Da
keine Mechanik beriicksichtigt wird, wird der Index [lg aus Griinden der Lesbarkeit in diesem
Kapitel nicht beachtet. Im klassischen Fall liegt keine Aufteilung in zwei Differentialgleichungen
vor, also existiert hier das chemische Potential als Hilfsvariable nicht. Weiter sei in diesem
Kapitel Q;_, == (0,tena) X Q mit Q C R, d = 1,2, 3, ein beschrinktes Gebiet mit einem C?-
= (0, tenq) X ON2.

In Kapitel 5.2.5.1 werden zunichst H2-Fehlerabschitzungen fiir die klassische Formulierung

Rand 02 oder ein konvexes polygonales Gebiet sowie 0€;, ,
in Propositionen 5.2.1 und 5.2.2 sowie H'-Fehlerabschitzungen fiir die gemischte Formu-
lierung in Propositionen 5.2.3-5.2.5 fiir die Differenz zwischen einer Stérung und der exak-
ten Losung gezeigt. In Kapitel 5.2.5.2 werden diese Abschitzungen dann genutzt, um H2-
bzw. H'-konforme residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschitzungen fiir Finite-Elemente-
Approximationen in Theorem 5.2.8 bzw. Theorem 5.2.11 zu beweisen.

Das Vorgehen in dieser Arbeit basiert auf den Schritten in [171], jedoch wird dort eine an-
dere Energiedichte im Cahn—Hilliard-Problem gewihlt. Der chemische Anteil des chemischen
Potentials besteht dort nicht in dem logarithmischen Ansatz aus Gleichung (4.19a) (in dimen-
sionsloser Konfiguration ohne Rg,1"), sondern aus einem polynomialen Ansatz: In [171] wird
1 f(¢) mit f(c) = 8.F(c) sowie der chemische Anteil der Energiedichte als F'(c) = 1(c?—1)?
in dimensionsloser Konfiguration gewihlt. Somit wird aus Gleichung (4.19a) in dimensionsloser
Konfiguration in [171] dann %(c2 — 1)c. Durch die unterschiedlichen chemischen Energiedich-
ten unterschieden sich die Ergebnisse deutlich. Im ersten Schritt wird in [171] eine Fehlerab-
schitzung der Ordnung exp(/f_3) bewiesen, welche dann durch einen weiteren Beweis in eine
polynomiale Fehlerabschitzung mit niedriger Ordnung ergéinzt wird, sofern die Storungen der
Anfangsbedingung und der rechten Seite klein sind. Durch den logarithmischen Ansatz kann
diese Ordnung in der Fehlerabschidtzung jedoch nicht hergeleitet werden, da im Beweis von
Proposition 2.2. in [171] der Ansatz aus Gleichung (2.19) nicht funktioniert, siche Bemer-
kung 5.2.40. Im Vergleich zur Fehlerabschitzung der Ordnung exp(/f?’) in Proposition 2.1
in [171] wird im logarithmischen Fall eine Verbesserung der Ordnung zu exp(/i_l) erreicht,
vergleiche Propositionen 5.2.1-5.2.5 und Theoreme 5.2.8 und 5.2.11.

5.2.5.1 Fehleranalysis und a-posteriori-Fehlerabschatzungen

In diesem Kapitel werden H>2-Fehlerabschitzungen und H!-Fehlerabschitzungen der Ord-
nung exp(x ') fiir das klassische Cahn—Hilliard-Problem und die gemischte Formulierung
hergeleitet.

H?-Fehlerabschiitzungen. Zu Beginn werden zwei H?-Fehlerabschiitzungen fiir die klassische
Formulierung des Cahn-Hilliard-Problems bewiesen.
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5.2 Verfahren zur numerischen Losung

Definition 5.2.41 (Klassisches Cahn—Hilliard-Problem). Das klassische Cahn—Hilliard-Problem
ist durch

Oc + A(KAc— 0:(pyp)) =0 inQy, (5.43a)
Ve-n=0 aufdfl,,, (5.43b)

V (kAc—0:(py)) -m =0 auf 0, (5.43¢)
c(0,+) =c¢o inQ (5.43d)

gegeben, wobei die Funktion ¢ € H?(2) mit ¢ € [0, 1] gesucht ist.

Bemerkung 5.2.33. Nun werden die Ableitungen fiir die freie Energiedichte hergeleitet. Fiir py
wird Gleichung (4.8) im dimensionslosen Kontext genutzt und damit folgt fiir J.(pv>)

a1 — Qac + ln(1 ¢ ) , fiir PSM,
—c
Oe(py) =
—iU (c) sonst
40 ocvie),
und somit gilt weiter
1 "
—ay + ——, furPSM,
2 c—c
O (p) =

d2
—@Uocv(c), sonst.

Bemerkung 5.2.34. Es wird nun die Situation von Kapitel 2.1 in [171] betrachtet.

Definition 5.2.42 (H? mit homogenen Neumann-Randbedingungen). Der Teilraum H?% (1)
von H?({2) mit entsprechender Norm von H? wird wie folgt definiert:

HY(Q) = {gp € H*(Q) : Vyp - n= g—i =0 auf@Q}. (5.44)

Definition 5.2.43 (Variationelle Formulierung von Gleichung (5.43)). Die variationelle For-
mulierung des chemischen Problems (5.43) (ohne Kopplung mit Mechanik) ohne Nutzung
des chemischen Potentials 4 lautet: Suche c(t,-) € H}(Q) N {z € HY(Q) : z € [0,1]}
fiir t € (0, tenq) derart, dass

(Ore, ) + K (Ac, Ap) = (VO(p1), Vo) =0 Vo € Hy(Q), (5.452)
¢(0,:)=¢y inQ (5.45b)

mit der dualen Paarung (-, -) zwischen H%, und dem Dualraum (H%(Q))", ;c € (H%(Q))
undcyg € H3(Q)N{z € H{(Q) : z € (0,1)}, vergleiche Definition 4.5.3 und Bemerkung 4.5.2,
gilt.
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Bemerkung 5.2.35. In [183] wird beweisen, dass fiir jedes tenq > 0 und cq € H%(Q) fiir den
Spezialfall der chemischen freien Energie aus [239] eine solche Losung existiert und es folgt
nach [171]:

¢ € L((0, tena); Hy () M L*((0, tena); H*(Q)) M H'((0, tena); L*(2)).
Definition 5.2.44 (Stérung von Gleichung (5.45)). Sei ¢(t,-) € HY(Q) N {z € H¥(Q) : z €
[0,1]} eine Stérung von c, die Folgendes fiir ¢ € (0, tenq), erfiillt:

{(@é, p) + £ (AG, Ap) — (VO(p1)(0), Vi) = (7, 0) Vi € HY(9), (5.46a)
¢

¢(0,) = ¢ in Q) (5.46b)

mit ¢, € H3(Q) N {z € H¥(Q) : z € (0,1)} und dem Residuum #(t,-) € H2(Q) =
(H%(£2))" von é(t, -), also einer Storung der rechten Seite von Gleichung (5.43a). Es sei ange-
nommen, dass (7, 1) = 0 gilt und es sei folgende Norm definiert:

sup (7, )

17 -y = -
H@) 0£pEHZ, () ”<P||H2(Q)

Definition 5.2.45 (Normierter Raum L2). Es sei der normierte Raum L%()) durch

1@ ={pe @) : [ pde—o]

definiert.

Definition 5.2.46 (Inverser Laplace-Operator). Der inverse Laplace-Operator A wird
als A7l L2(Q) — HY(Q) N L2(2) definiert, sodass fiir beliebiges ¢ € L2(€2) der Opera-
tor A"l € HY(Q) N L3(£2) gegeben ist als:

(Va9 V() =-(¢.0) ¥ eH\Q). (5.47)

Bemerkung 5.2.36. Nach [171] gilt aufgrund der Regularitétstheorie von elliptischen Problemen
unter den hier gemachten Voraussetzungen A~ € H%,(2) und

AT ¢l 20y < Clelr2a (5.48)
mit einer Konstanten C' > 0.

Definition 5.2.47 (Variationelle Formulierung der Differenz). Seinunw(t, ) = ¢(t, -) —c(t, +).
Weiter wird angenommen, dass w(0,-) = ¢y — ¢o € L3(2). Dac € H3 () N {z € HZ(Q) :
z€ (0,1} und ¢ € H3(Q) N {z € H{(Q) : z € [0,1]} folgt damit durch [, w(t,-)dx =
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Jow(0,+)da, dass w(t,-) € L§(S2) ist. Wird nun Gleichung (5.45a) von Gleichung (5.46a)
abgezogen, folgt

(000, 0) + 5 (B, Ap) + (V(2.(p0)(0) — 0(p)(0)), Vo) = (#(0), ) Vip € HY(9).
(5.49)

Bemerkung 5.2.37. Als Niachstes wird eine Abschidtzung von ¢ — ¢ in Abhéngigkeit von 7
und ¢y — ¢ fiir die Cahn—Hilliard-Gleichung angegeben.

Definition 5.2.48 (Hilfsvariable &»). Es wird die Hilfsvariable cy == as — 4 > 0 fiir ap > 4
definiert.

Bemerkung 5.2.38. s > 4 ist fiir LFP als PSM mit oy, = 9 erfiillt [50]. Dies gilt ebenso fiir
Natrium-Eisenphosphat (NFP) mit oy, = 15 [82].

Bemerkung 5.2.39. Aus Griinden der besseren Lesbarkeit kann im Folgenden fiir ¢(t, ) auch ¢(t)
geschrieben werden. Ebenfalls werden die Abkiirzung K, , Ko, c,, Ka,,c, als Funktionen K, ,
Koycrs Kayort Rog — Re,

285t 462t
K, (t) = exp < a3 ) mit KO%Q (t) =exp ( a5 ) ’
& K
2 2 2 t 4 9 2 9 t
Ko, 0, (t) = exp (M) mit K2 . () = exp <M>
m ’ K
und
: 2+ 202t
Koag,Cl (t) = exp (M)
K
eingefiihrt.

Proposition 5.2.1. Seien c und ¢ die schwachen Losungen von Gleichungen (5.45a)-(5.45b) und
von Gleichungen (5.46a)-(5.46b). Dann gilt fiir den PSM-Fall mit oy > 4 und mit einer von k
und &y unabhdngigen Konstanten C' > 0, dass fiirt € [0, t o)

. —l—/@/ KZ,(t—s)| (é(s)—c(s))”;ds
< KONV @) = [ KLG- O,

ist.

Beweis von Proposition 5.2.1. Wird ¢ = -A7'w € H%(Q) in Gleichung (5.49) eingesetzt,
folgt mit Gleichung (5.47) und folgender Rechnung

(Orw, @) = (0w, A" w) = (B, V(A w), V(AT w)) = || (AT W)z

2(%
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schlieBlich

2 (9t
Mit der Definition von A™!w folgt [171]:
wlz: = - (V(A7'w), V) < V(A w)] | Vool o
Nun gilt mit dem Mittelwertsatz mit £ € (0,1) und mit w = ¢ — ¢

(0:(p)(@) = Dupv) () w = D2 (ph) (e + (1 = E)eJw?.

|| (AT W)L + sl Vwliz + (0:(p)(€) = 0(p)(c), w) = —(7, A w).

(5.50)

(5.51)

(5.52)

Fiir den PSM-Fallist 92 (py)) > —as+4 = —ds. Somit ldsst sich der Integrand in Gleichung (5.53)
punktweise nach unten abschitzen und es folgt mit &, > 0 sowie der skalierten Youngschen
Ungleichung aus Korollar 3.2.6 in Gleichung (3.2) mitp = ¢ = 2, a = (45 *k?2/8) 2 IVw| .

1/2

und b = (&, °k?2/8) 7|V (AT w)| ., dass

(0e(p)(€) = Oc(pv)(c),w) = (maz + 4)|wlL = ~dofw]
G| V| 2 [V (AT w)] 1

v

v

N 1/2
~aa3 (457K7/4) | Vwl?,

n— —1/2 _
(a5 %62/4) " Iw (A7 w) |2

—d/g

(5.53)

N D I -
= =G5 (45 5/2) |Vl — Ga5 (2605 )|V (AT 0) 72

K g — _
= —7IVwlz: — a3 V(A W)L
gilt. Mit einer @hnlichen Rechnung folgt
(7, A7 w) < ] 5o AT W] e < CJFL s lwl
< 5, 1l + dzhwlis
¢ 2 ~2 —1 —-1, V|2
< —IITHH 2t HVme +ar V(AT w) .

Werden die beiden Abschitzungen zusammen mit Gleichung (5.50) kombiniert, gilt

10

51 V(AT W)l + /fHVwHLz - HVwHLz —azr V(AT W)L

va||L2+a2 V(AT w)lz
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5.2 Verfahren zur numerischen Losung

und insgesamt
8 —1 2 2 C A2 A2 —1 -1 2
i1V (A 0l + KIVwlp < 2|7l + ddor V(A w)] 2.

Mit einer Anwendung der Gronwallschen Ungleichung fiir Anfangswertprobleme aus Lem-
ma 3.2.7 auf die Gleichung

0 _ io — - C..
SIVAT R <403 VAT + (£ 178~ sVl

folgt
V@) < o0 (1) v,
+ CZ /Ot exp (@) ||7‘A(s)||§{_2 ds
[ (P 9w
0
und damit die Behauptung der Proposition. [

Bemerkung 5.2.40. Aufgrund des logarithmischen Ansatzes in der verwendeten chemischen
Energiedichte aus Gleichung (4.8a) kann nicht dem Ansatz aus Proposition 2.2 in [171] in
Glelchung (2.19) gefolgt werden. Im Beweis von Proposition 2.2 in [171] wird der Ansatz
f(@) = f(¢) = 8.f(c)w + w?® + 3cw genutzt, was dort aufgrund der polynomialen Funktion
moglich ist, jedoch nicht im Fall des logarithmischen Ansatzes. Im Vergleich zu [171, Propositi-
on 2.1] verbessert sich der Exponent von exp(x~?) zu exp(x~1). Mit dieser Verbesserung in der
exponentiellen Ordnung wird in den kommenden Propositionen 5.2.2-5.2.5 und Theoremen 5.2.8
und 5.2.11. fortgefahren.

Proposition 5.2.2. Unter den Voraussetzungen von Proposition 5.2.1 existieren von k und o
unabhdngige Konstanten C,Cy > 0, sodass fiirt € [0, 4]

lett) —cto)], + 5 / K2, 0t = A — els)) 2, ds

L2

< K2, 0 ()]0 — ol + / 2 (= )P, ds

ist.

Beweis. Es wird dem Beweis von Proposition 5.2.1 gefolgt, jedoch wird ¢ = w = ¢ — ¢
in Gleichung (5.49) eingesetzt:

ol + slAwl + (V(@)(E) — ulpw)(e), V) = (7).

73



5 Numerische Vorgehensweise

Wieder wird der Mittelwertsatz mit £ € (0,1) und x == (£¢ + (1 — €)¢) angewendet fiir:

(V(@ep)(@) = 0ulp0) (), Vo) = =(2elpt) @) — Bulp) (), Aw)
— () (D, Aw)
1
= —(Aw, —-aw) — (Aw, ——w). (5.55)
(A, -azu) ~ (Bu, ——w)

Nach Bemerkung 4.5.2 wird 0 < ¢, ¢ < 1 angenommen (ganz leere oder ganze volle Batterien
werden in der Realitidt vermieden), sodass | 0%(p1)) (X)] . < C1bzw. [1/(X — )|~ < Ci gilt.
Eine dhnliche Annahme wird in [171, Bemerkung 2.3] ebenfalls genutzt und in den Beweisen
angewendet. Damit folgt mit der skalierten Youngschen Ungleichung aus Korollar 3.2.6 in Glei-
chung (3.2) mitp = ¢ = 2, a = (a, °k? 2/32)1/2 |Aw],, und b = (o *k? 2/32)_1/2|
a = (k22/32)"*|Aw|,, und b= (k22/32) " |w] .

lw] ;» bzw.

(V(0.p0)(0) = 0u(p0) (). V)

> —042%(042_2/%2/16) 1/2

1, _ —
|Aw]}: — agg (ay*2/16) "l
1 1/2 C? -1/2
— 5 (+/16) | Aw]i, — S (+/16) "l

1 _
(/D] Aw[72 — g (daor™ el

!
2 2
. %(5/4)||Aw||%z - %(4n‘1)llwlliz
_ —gHAwHQLz — 203K w]7a
_ §||Aw||iz — Ok wlia

K _
= —plAwli: = (205 + C)r ™ w]z. (5.56)
Mit einer dhnlichen Rechnung folgt

. R . 1y K
(#w) < [Pl golwlyz < ClPl ol Awl e < Cx7HA - + Z1Aw]
wobei die Ungleichung |w],;. = |[AT'Aw|,. < C|Aw|,. genutzt wurde, vergleiche Glei-

chung (5.48) und [171, Beweis von Proposition 2.3]. Insgesamt folgt damit

10

K —
5 glelze + KlAwfz: — Z1Awz: — (205 + CP)r wlz.

1~ K
< Okl + 10wl
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und weiter
8 2 2 11412 2 2 —1 2
gHwHLz + K[Aw|z. < O™ |75 + (dag + 207) k™ |w] 2.

Mit erneuter Anwendung der Gronwallschen Ungleichung aus Lemma 3.2.7 ist der Beweis
abgeschlossen. O

H'-Fehlerabschiitzungen. Nun werden dhnliche Abschitzungen fiir die gemischte Formulie-
rung der Cahn—Hilliard-Gleichung hergeleitet. Nach [171] sind die gemischte schwache Formu-
lierung und die klassische schwache Formulierung auf differentiellem Level dquivalent, jedoch
unterscheiden sich beide Formulierungen auf diskretem Level. So konnen die mit diesen beiden
Variationsformulierungen erhaltenen approximierten Losungen unterschiedlich sein. Aus der
folgenden Abschitzung wird ersichtlich, dass die gemischte schwache Formulierung zu zwei
Residuen-Termen fiihrt, wihrend die klassische schwache Formulierung nur einen Residuen-
Term liefert. Somit sind die kombinierten Ergebnisse der gemischten Formulierung im Allge-
meinen nicht die gleichen wie die der klassischen Formulierung.

Definition 5.2.49 (Gemischtes Cahn—Hilliard-Problem). Das gemischte Cahn—Hilliard-Problem
ist durch

( e — Ap =0 in Q. (5.57a)
1= 0:(p)(c) — KAc in &y, (5.57b)

Ve-n=0 auf 0CY ., (5.57¢)

V (0.(p¥)(c) — kAc) -m =0 auf 0Q_,, (5.57d)
\ c(0,+) = ¢ in Q (5.57¢)

gegeben, wobei die Funktionen (c(t,-), u(t,+)) € H*(Q)N{z € H(Q) : z € [0,1]} x H'(Q)
und ¢g € H'(Q) N {z € H(Q) : z € (0,1)} gesucht ist.

Definition 5.2.50 (Gemischte Formulierung von Gleichung (5.57)). Gesucht wird ein Paar von
Funktionen (c(t,-), u(t,-)) € H'(Q) N {z € H(Q) : z € [0,1]} x H'(Q) derart, dass

(O, p) +(Vp, V) =0 Vpe H'(Q), (5.58a)
K (Ve, V) + (De(p)(c), () — (1,¢) =0 V¢ e H'(Q), (5.58b)
c(0) = ¢ in () (5.58¢)

fiir t € (0, tena) mit Shc € H1(Q) = (H'(Q)) und ¢y € HH(Q) N {z € H'(Q) : 2 € (0,1)}
gilt.
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Definition 5.2.51 (Storung von Gleichung (5.58)). Eine Storung( (t,-), it -)) € HY(Q)N{z €
HY(Q) : 2 € [0,1]} x HY(Q) von (¢, ), e € H' = (H'(Q)) und éo € H(Q) N {z €
HY(Q) : z € (0,1)} wird wie folgt definiert:

(O, 0) + (V, Vi) = (11, 0) Yo e H(Q), (5.59a)
K (VE,VE) + (0:(p)(©),C) = (1,€) = (w79,() V¢ € H'(Q), (5.59b)
é(0) = & in (5.59¢)

fiir ¢ € (0, %ena) und fiir die gegebenen Residuen (71, 72) € H1(Q) x H1(Q) = (H'(Q))" x
(HY(Q))" = (HY(Q;R?))", die (71, 1) = (5, 1) = 0 erfiillen. Fiir die beiden Residuen 7}, j =
1, 2, wird folgende Norm definiert:

sup <rj7 90>

(5.60)
0£pEHL()NLE () IVl L2(Q)

17501 ) =

Definition 5.2.52 (Variationelle Formulierung der Differenzen). Seien w(t, ) = ¢(t,+) — c(t, +)
sowie «(t,+) = fi(t,+) — pu(t,+). Durch Subtraktion der Gleichungen (5.59a)-(5.59¢) von Glei-
chungen (5.58a)-(5.58c¢) ergibt sich folgende Gleichung fiir die Unterschiede w und ¢: Fiir ¢t €
(0, tena) gilt

(O, o) + (Vp, Vi) = (F1,9),  Vpe H(Q), (56la)
K (Vw, V) + (9e(pt)(€) — De(pih)(e), Q) — (1,¢) = (w72,¢) V(€ H'(Q), (5.61b)
w(0) = wy in Q (5.61¢)
mit Wy = éo —Cy € Lg(Q)

Bemerkung 5.2.41. Die folgende Proposition entspricht Proposition 5.2.1 fiir die gemischte
Formulierung.

Proposition 5.2.3. Seien (c, 1) und (¢, i) die schwachen Losungen von Gleichungen (5.58a)-
(5.58¢c) und von Gleichungen (5.59a)-(5.59¢). Dann gilt fiir den PSM-Fall mit oy > 4, dass
fiirt S [0, tgnd]

HV(A—l(e(t) e

—|—/€/ KZ (t—s HV(@(S)—C(S))HiZdS

—2
< K2,(0)] V(A7 (0 — o) |2 + /K2 (t =) (LN + 2l ) ds (5.62)

ist.

76



5.2 Verfahren zur numerischen Losung

Beweis. Der Beweis ist dhnlich zum Beweis von Proposition 5.2.1. Nun werden wieder ¢ =
~A"w sowie ¢ = w in Gleichung (5.61) gesetzt und die resultierenden Gleichungen zu

%%va—lw)HiQ — (V(A—lw), VL) + K| Vw[?. + ((@(mb)(é) - 80(/)1#)(0)):@

— (t,w) = = (P, AT w) + (kiy, w)

aufaddiert. Mit der Identitit (¢, w) + (V(A_lw), VL) = 0 folgt mit der Definition fiir die
Normen der Residuen in Gleichung (5.60) und der skalierten Youngschen Ungleichung, dhnlich
wie in den Beweisen aus Propositionen 5.2.1 und 5.2.2:

%%”vm—lw)y@ + K| Vw|2 + ((&(pw(é) - 0c(pw)(c))7w> (5.63)
= — (1, A7) 4 (Kkfy, w)

<Pl IV (AT W) + Klial g Vol

A =2
a5 K

4

IN

~ o — —1 A Y
[P0 + ar IV (AT )22 + m67 P lfos + 7V

Wird fiir Gleichung (5.63) nun die gleiche Abschitzung nach unten wie in Gleichungen (5.52)-
(5.54) genutzt, folgt

10 _ K o _
§a||V(A 'w)|3: + & Vwl?s - ZHleliz — 43R V(AT W) |7

A =2
sy °K

<
- 4

. o — _ R K
|77 4+ a5k IV (AT ) [ 72 + 7o + leleliz

und zusammen

A—2

0 _ Qo K
QIIV(A 'w)|3s + & Vw|7. < 22

|71 0+ 207y + 46T V(A w) | 72

Somit folgt wie im Beweis von Proposition 5.2.1 durch Anwendung der Gronwallschen Unglei-
chung aus Lemma 3.2.7 die Behauptung. 0

Bemerkung 5.2.42. Ebenso kann eine dhnliche Variante fiir Proposition 5.2.2 formuliert werden.

Proposition 5.2.4. Seien (c, ) und (¢, i) die schwachen Losungen von Gleichungen (5.58a)-
(5.58¢) und von Gleichungen (5.592)-(5.59¢). Dann gilt fiir den PSM-Fall mit einer von r und oy
unabhéingigen Konstanten C, Cy > 0, dass fiir t € [0, ten) und w € H?*(Q)

et = et i + /O Roper (O] AE(s) — ef) [ s

t —2
5 A 2 - Qy K, A
< Ronoy @0 = ol + [ Koncr®(“ W+ 20l ) ds
0
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ist.

Beweis. Es wird dem Beweis aus den beiden vorherigen Propositionen gefolgt. Es lassen sich
mit ¢ = w = ¢ — ¢ sowie ( = —Aw aus den Gleichungen (5.61a)-(5.61b) die resultierenden
Gleichungen zu

O s+ (Vi V1) 4 (Vr, V(-Aw) + ((0:00)(@) — Dulpw)(e)), -

— (1, =Aw) = (F1, W) + (K, —Aw)

aufaddieren. Mit der Greenschen Formel folgt

2wl — (1) (A, ) - (210)(©) — OL(p)(€)), ~Aw) + (1, M)

= <721,/1U> + </€7’A2, —A'LU>

Weiter resultiert mit den Abschiédtzungen nach unten aus Gleichungen (5.55)-(5.56) sowie der
skalierten Youngschen Ungleichung wie in den vorherigen Beweisen

10
20t
< ||f1||H lwlzz + &l72] g |Aw] 2

K —
el + slAw]z: — lAw]ze — (205 + CP)r w]z

| /\

2k Hwlge +re G+ I\Awlli2

sowie

0 a2k ) _
EHU)H%Q + k|Aw[F, < QTHH 1% + 2|70 0 + (603 4+ 2CT)k w]7a.

Eine erneute Anwendung der Gronwallschen Ungleichung aus Lemma 3.2.7 liefert die Behaup-
tung. [

Bemerkung 5.2.43. Nun wird noch eine Abschitzung fiir « = ji — p bendtigt und bewiesen.

Proposition 5.2.5. Unter den Annahmen von Proposition 5.2.4 gilt fiir t € (0, te.] mit einer
von k und &9 unabhdngigen Konstanten C' > ()

/

is) — M(S)HZI ds < C%Kﬁg(t)HV(A_l(éo — )|’

1

—2
K . ~
e / K2,(t = ) (“L 1005 + 20003 ) ds
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5.2 Verfahren zur numerischen Losung

Beweis. MitGleichung (5.61b) und Gleichungen (5.52)-(5.53) sowie der Poincaré-Ungleichung [40,
Kapitel 2.1] gilt fiir beliebiges ¢ € H*(Q) N L3(9)

(t,¢) = 1 (Vw, V() + (0:(p1)(€) = De(pt)(c), ¢) — (K72, ()
< BV [ VE] 2 + 10:(p0)(€) — Oe(p0) ()| 2N 2 + K72l 51 1V L2
< K|Vl [VC e + dslwl20C] 2 + 517l 4o IV C 2
< BV |VE 2 + Caolw] 2 V(] 2 + Kl 52 IV C L2

und damit per Definition der Norm
[l g1 < KIVW] 2 + Chofw] 2 + lFa] 4o (5.64)
Mit der Nutzung von Gleichung (5.51) sowie a = (k24,°|V(A™ w)|,,)"? und b =

(K25 % Vw]| ») ~Y/? fiir den Spezialfall der Youngschen Ungleichung aus Korollar 3.2.6 in Glei-
chung (3.1) lésst sich Folgendes abschitzen:

_ 1 K Q _
wlee < (IVAT W) |12 [Viwlp2)* < o= |Vl + 2 V(A )
2 KR

und zusammen mit Gleichung (5.64) ergibt sich

Ca?

el -2 < —QIIV(A )| + Okl Vwl e + sl -

Nun werden alle Terme auf der rechten Seite mit Hilfe von Proposition 5.2.3 abgeschitzt. Dazu
wird die rechte Seite von Gleichung (5.62) mit K2, (t)A(t) bezeichnet. Es ist klar, dass A(t) mit
der Zeit t monoton wichst und

HV(A H H/ K2,(t— )|V (w(s)) |2, ds < K2, ()A ().

Nun wird abgeschitzt:

/0 V(A w(s)) |2 ds < /0 K2, (s)A(s) ds < A(t) /O K2 (s)ds < A(t)C 4’;%&%2(15)

und

¢ ¢
/ |Vw(s)|7=ds =" / /<;K§2(t — S)”V?U(S)”%zK(;f(t — s)ds
0 0

<o ([ waz - nvuteas) ([ e o)

. C .
< O ' RAOK2 (1) = K2
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sowie
t B t _2 C R

/ [72(8)[F-. ds = & 1/ RIG, (8= 5)[Pa(s) 5 Ko, (E = s) ds < =5 ARG, (1)

0 0 2
Durch Integration iiber [0, ¢] folgt

/t Jo()3-1 ds < C[1+ 25 + 5 | AWM EZ, (1) < C AWK, (1)
L(s)]| %o, ds =+ = - :

und damit die Behauptung. [

5.2.5.2 Residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschatzungen fir
Finite-Elemente-Approximationen

In diesem Kapitel werden Abschétzungen nach oben fiir |71] , , bzw. |75 (t)] ;. 7 = 1,2,
bendtigt, um eine residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschitzung fiir ¢, — ¢ bzw. fiir i, — p zu
erhalten [171]. In den vorherigen Propositionen 5.2.1-5.2.5 werden die Storungen dafiir durch die
diskreten Groflen ersetzt, z.B. ¢ durch ¢; oder fi durch . Ziel ist es, dass diese Abschitzungen
nach oben mit berechenbaren Gré3en umsetzbar sind sowie einfach zu berechnen sind. Hierzu
werden nun lokale Approximationen der H?-konformen und H'-konformen Finite-Elemente-
Rédume sowie die entsprechenden Residuen-Terme auf den Zellen und Kanten bendtigt. Fiir einen
abstrakten Rahmen fiir a-posteriori-Fehlerabschitzungen wird auf [171] verwiesen.
Bemerkung 5.2.44 (Remark 3.1 in [171]). Es gibt spezielle Untersuchungen, sodass a-priori-
Fehlerabschiitzungen fiir Finite-Elemente-Methoden in niedriger Polynomordnung von x ™!
von ¢y, fiir die Wahl der Energiedichtefunktion aus [171] formuliert werden [239, 240].

H?-konforme residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschiitzungen. Sei V;, C HZ () ein
konformer Finite-Elemente-Raum mit stiickweisen Polynomen auf der Triangulierung 7, derart,
dass die homogenen Neumann-Randbedingungen erfiillt sind. Weiter sei 7, eine zulédssige Tri-
angulierung von € derart, dass ) = UreT, K. F, sei die Menge aller Kanten bzw. Seitenflachen.
Fiir jedes K € T, und F' € F}, seien hy sowie hr jeweils der Durchmesser von K und F'.

Definition 5.2.53 (Zeitlich semi-diskrete Formulierung von Gleichung (5.43)). Die zeitlich
semi-diskrete Finite-Elemente-Diskretisierung von Gleichung (5.43) ist gegeben durch: Suche
eine Losung ¢, : [0, tena) — Vi N {z eV, zel0, 1]} derart, dass fiir alle ¢ € (0, teng]

(Orcn, o) + K (Acp, Apn) — (VO(py)(cn), V) =0 Yy € Vi, (5.65a)
Ch(O, ') = Co,h in Qh (565b)

mit ¢o, € VN {z €V}, : 2z € (0,1)} und die Bedingung [, co d = [, co der erfiillt ist.
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Definition 5.2.54 (Zeitlich semi-diskrete Formulierung des Residuums). Weiter wird fiir ¢ €
(0, tena] das Residuum 7, (¢) € H~2() von ¢, durch

(Oren, ) + 1 (Acn, Ap) = (Vu(pih)(cn), Vi) = (Pn(t), ) Vo € HY(Q)

definiert, womit

(Pa(t),n) =0 Vop €V
gilt.
Annahme 5.2.6. Es existiert eine Interpolierende 11;, von H%(S)) auf V}, derart, dass fiir ein
beliebiges p € H%(Q)), K € Ty, F € Fy, folgende Abschiitzungen gelten:

3/2
lo = Ttlrery < CRE 10l oy

H d(p — Hpp)
on

1/2 _
L2(F) S ChF ”(’D"HQ(K)’

wobei C' eine Konstante ist, die nur vom kleinsten Winkel des Gitters T;, abhdngt, und K ist die
Vereinigung aller Elemente, die einen nichtleeren Schnitt mit K und F' haben.

Bemerkung 5.2.45. Annahme 5.2.6 ist typischerweise fiir konforme finite Elemente erfiillt,
z.B. fiir das Argyris-Element [171]. Die Interpolierende kann durch den Ansatz der Scott—
Zhang-Interpolation [241] oder der Interpolation vom Clément-Typ [40, Kapitel 2.6] bzw. [40,
Kapitel 3.8] konstruiert werden.

Definition 5.2.55 (Diskrete Residuen (Zelle und Kante)). Fiir jedes Element K € 7, wird das
elementweise Residuum

o ach|K

Rig(t, ) = =5 =+ A(wAcnlx = 0e(p) (en) k)

eingefiihrt. Fiir eine Kante F' € F}, einer Zelle K werden zwei Residuenspriinge iiber £ definiert.
Fiir eine innere Kante zwischen zwei Zellen K und K sind die Residuenspriinge durch

Je(t,+) = - (VAch|k — VA z) - n sowie Jp(t, ) = (Ach|k — Acylz)

mit dem duleren Einheitsvektor n = ny der Zelle K gegeben. Fiir eine Kante am Rand des
Gebiets, also wenn F' C 0f2, werden die Spriinge durch

JF(t, °) = —QVAC}L|K n sowie jp(t, ') = 2ACh|K

angegeben.
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Definition 5.2.56 (Lokaler Fehlerschitzer). Der lokale Fehlerschditzer fiir eine beliebige Zel-
le K € T, wird tiber

he, -
Mgt ) = Wil RecFarey + Y FHJFHLz () + 5 1rlm
FCOK

definiert.

Bemerkung 5.2.46. Als Néchstes wird das Residuum 7,(¢, -) aus den Propositionen 5.2.1-5.2.3
mit Termen von 7, (¢, +) abgeschiitzt.

Proposition 5.2.7. Es existiert eine Konstante C > 0, die nur vom kleinsten Winkel der Trian-
gulierung T, abhdngt, derart, dass

#nlf-2 < C Y i

KEeT,
gilt.

Beweis. Mit Gleichungen (5.65a)-(5.65b) und durch partielle Integration wird fiir o € H%(Q)
und ¢, € V}, mit der Notation aus Gleichung (5.44):

<TAh7 SO> = <72h7 Y — Qph>
dcy,

= (% 5 "o — o) + k(Ach, Alp — ¢n)) + (VO(pv)(cn), V(e — ¢n))
aCh
= — + A(kAcy, — 0e(p)(en)) ) (¢ — ¢n) dx
K%:Th (/ <3t ( h P h )) Y — $hn
+/F'<< aaACh(LP Sph)‘FAChW) dS+/}JW(¢—%)dS)

Da jede innere Kante eine gemeinsame Kante von zwei Zellen ist, dessen dullerer Normalenvektor
in entgegengesetzter Seite zum anderen duBeren Normalenvektor ist (n = ng = -ny), folgt

et =3 ([ Rt~ pnyae

KeTn
+ - Z/ ) — goh)—l—J(t)W>ds).

FC8K
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Mit der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung [208, Appendix B.2.i.] und der Wahl von ¢, = I,
sowie der Annahme 5.2.6 gilt weiter

<Z(|RK||L2 o — onlece

KeTy

1 7 I — on)
P (nJFan(F) le = enlsar) + Vel = 5| s

<y (nRKum(K AT

KeTy

1 3/2 T 1/2
+5 > (el Ch 1ty + el 2 Chil H90HH2(K)7>)-

FCOK

Mit einer weiteren Abschitzung nach oben fiir das gesamte Gebiet [40, Kapitel 3.8], Division
von |¢] - und der Definition von |7, , ist der Beweis abgeschlossen. O

Theorem 5.2.8. Unter der Annahme von Anfangsdaten cy, ¢y, € (0,1) und

/(CO — Cg,h) da: = 0,
Q

seien (c, i) und cp, py, jeweils die Losungen von Gleichungen (5.45a)-(5.45b) bzw. Gleichun-
gen (5.65a)-(5.65b). Dann gibt es fiir t € (0, t..q) folgende a-posteriori-Fehlerabschdtzungen:

H v (A_l (cn(t) = c(t))

L —I—/@/ KZ,(t—s)| (ch(s)—c(s))Hi2 ds

< KLO19 (A oo =)+ /K2 =) Y ()" ds

KGTh
und
2
et = o[+ [ K2 enle= 5 (et~ o) s
2
< K22 o )”c}%0 — COHL2 / an.cy (t =5 Z (nK(t)) ds.
KETy,
Beweis. Mit den Propositionen 5.2.1, 5.2.2 und 5.2.7 folgt die Behauptung sofort. [

H'-konforme residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschiitzungen. Nun soll ein lokaler Feh-
lerschiitzer fiir die gemischte Formulierung hergeleitet werden. Sei V,, € H'(2) der konforme
Finite-Elemente-Teilraum mit stiickweise stetigen Polynomen von maximaler Ordnung p auf der
Triangulierung 7}, vergleiche Kapitel 3.1.

83



5 Numerische Vorgehensweise

Definition 5.2.57 (Zeitlich semi-diskrete Formulierung von Gleichung (5.57)). Die zeitlich
semi-diskrete gemischte Finite-Elemente-Diskretisierung von Gleichung (5.57) wird definiert
wie folgt: Finde (cy, 1) 1 [0, tena] — Vi D {z eV, z€|0, 1]} X V},, sodass fiiralle t € (0, tepq]
(Decny on) + (Vun, Vo) =0, Yo, €V,
K (Ven, VG) + (9(p)(en), Gn) — (pn, Gr) = 0 VCn € Vi
mit passenden Startwerten ¢, (0) = o, € Vy,N{z €V, : 2 € (0,1)} und [, copd = [, code

gilt.

Definition 5.2.58 (Zeitlich semi-diskrete Formulierung der Residuen). Weiter werden die beiden
Residuen (71,(t), P2 (t)) € H™' x H™' von (¢, jup) mit

{ (Orens ) + (Vin, Vo) = (Fia(t), ), Vo€ HY(Q),  (5.66a)
K (Ven, VO + (0:(p) (cn), €) — (. €) = (kian(t),C) V¢ € HY(Q) (5.66b)

angegeben. Damit gilt

(Fuat)on) = (Fan(®), ) =0 ¥(en, &) € Vi)’

Annahme 5.2.9. Es sei I, eine Interpolierende von H () auf'Vj, derart, dass fiir ein beliebi-
ges p € HY(Q), K € Ty, F € F), folgende Abschiitzungen gelten:

I = Tnpl 2y < Chrcll gz
1/2
o = Tl 2y < CRE 10l o

wobei die Konstante C' nur vom kleinsten Winkel der Triangulierung T, abhdngt und K die
Vereinigung von allen Elementen ist, die einen nichtleeren Schnittpunkt mit K und F' haben.

Bemerkung 5.2.47. Wie in Bemerkung 5.2.45 kann als Interpolierende z.B. die Scott—Zhang-
Interpolierende [241] oder die Interpolation vom Clément-Typ [40, Kapitel 2.6] bzw. [40, Kapi-
tel 3.8] genutzt werden.

Definition 5.2.59 (Diskrete Residuen (Zelle und Kante)). Nun werden fiir eine Zelle K € 7T,
die beiden elementweisen Residuen eingefiihrt:

0

Rusc(t,) = 2 A ), 5.6)
1 1

Ry (t,-) = E,Uh‘K + Aenlx) — Eac(ﬂw)(ch)h{- (5.68)
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Fiir eine innere Kante zwischen zwei Zellen K und K sind die Residuenspriinge durch
JI,F(ta ') = (V,uh’[( — V,uh‘f() N, J27F(t, ') = (VCh|K — VCh’f() N (569)

mit dem duBleren Einheitsvektor n = nx von Zelle K gegeben. Fiir eine Kante am Rand des
Gebiets, also wenn F' C 02, werden die Spriinge iiber

JLF(t, ') = QV,U,h|K ‘N, ngp(t, ') = 2VCh|K ‘n (570)

definiert.

Definition 5.2.60 (Lokaler Fehlerschitzer). Der lokale Fehlerschditzer fiir eine beliebige Zel-
le K € 7}, wird iiber

hr
Mkt ) = bl Rikliege + D 7||Jj,F”%2(F) (5.71)
FCOK

mit j = 1, 2 berechnet.

Bemerkung 5.2.48. Als Nichstes werden die Residuen 7y ;,(¢, +), 75 5 (¢, +) mit Termen vonn; (¢, +),
m x(t, -) abgeschitzt.

Proposition 5.2.10. Es existiert eine Konstante C' > 0, die nur vom kleinsten Winkel der
Triangulierung T, abhdngt, derart, dass

|#nl%. < C Z Kk
KeTy,

fiir j = 1,2 gilt.

Beweis. Mit Gleichungen (5.66a)-(5.66b) und partieller Integration folgt fiir beliebiges ¢, ( €
H(2) und pp, G € Vi,

R R oc
(7“1,h> 90> = <7“1,h> 2 90h> = <a_th’ 2 90h> + (V/Mw V(SD - SDh))

= > </K(%_Aﬂh)(¢_90h)dw+/F%(SO_‘Ph)dS)>

KeTh

(5720, C) = £(Ven, V(¢ = ) + (Qelpth)(en), € = Cu) = (1 € = Gi)
- Z (/K<_’L€A“h + 3c(P¢)(Ch) - ,Uh)(SO - goh) da

KeT,

(%h
+KA%(@—¢h)ds).
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Mit den Definitionen aus Gleichungen (5.67)-(5.71) ergibt sich

R 1
(T1h, ) = (/ Ry k(p — op)dx + B Z J1r(0 — on) ds),

KeT, Fcok Y OK
(PonC) = ( Ry i (¢ — de+ Jop(C—Cn)d )

Weiter sei ¢, = 11, und ¢, = I1,(, wobei I, eine geeignete Interpolierende aus Annahme 5.2.9
ist. Mit den Abschitzungen aus Annahme 5.2.9 folgt die Behauptung durch die Anwendung der
Cauchy—Schwarzschen Ungleichung [208, Appendix B.2.i.] und den letzten Schritten wie in
Beweis von Proposition 5.2.7. [

Theorem 5.2.11. Unter der Annahme, dass die Anfangsdaten cy, cop, € (0,1) und

/(co —cop) dae =0,
Q

seien ¢ und cy, jeweils die Losungen von Gleichungen (5.58a)-(5.58c) bzw. von Gleichun-
gen (5.59a)-(5.59¢) und ¢, — ¢ € H?. Dann gibt es fiir t € (0,1 ,,q4) mit

=2 —2
&k a., °kK
22 U%,K + 2775,1( bzw. ng(t,-) = 22 77% K T2 K

77%( (ta ') =
folgende a-posteriori-Fehlerabschdtzungen:
HV( H —I—I{/ KZ,(t—s)|V (cn(s) —c(s))H2L2 ds

< K2, (0| V(A con — o) |[7. + /K2 (t—s) > (x(t)"ds

KeTh
und
2 to
Jev) =]+ [ Foncr®llatents) = (o)) ds
t
< Boyer ()] con — ol + / Koy ) S (mie() ds
0 KeT,
sowie
t 2 K )
[ ) = w45 < 05 KLOIV (AT Con— )
+CC’:2 K2 =35 S (x(s))? ds.

KeTy
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Beweis. Mit den Propositionen 5.2.3-5.2.5 und 5.2.10 folgt die Behauptung sofort. [

5.2.5.3 Residual-basierter a-posteriori-Fehlerschatzer mit Mechanik

In dieser Arbeit werden drei Fehlerschitzer fiir das lokale Kriterium der adaptiven Gitterver-
feinerung und -vergroberung verglichen: der Kelly-, der Gradienten- und der residual-basierte
Fehlerschitzer, wie in der Einleitung beschrieben. Fiir den spiteren Gebrauch wird die Definition
des Residuums fiir den Standardfall aus Gleichung (SPP) angegeben:

LM (y™! - @) + Vi Nj !
RZJFI = Mz+1 - aCR (pqu))Z—i_l + VR'achR (Iow>2+1
Vi-Ppt

mit der Massenmatrix ﬁh aus Definition 5.2.10. Insgesamt kann die residuale Fehlerschit-
zung est,, in einen Zellenanteil und einen Flidchenanteil aufgeteilt werden, wobei letzterer auch
die Randbereiche umfasst. Fiir den ersten Teil werden die L2-Normen des Residuums iiber alle
Zellen K € 7T, der Triangulierung, mit hx gewichtet, in Gleichung (5.72) aufsummiert. Fiir
den zweiten Teil werden alle Spriinge [-] an allen inneren Kanten F;, von allen Zellen in Glei-
chung (5.73) und ebenso die Randbedingungen fiir alle Randkanten J, von allen Randzellen
in Gleichung (5.74) addiert. Beide Kanten-Anteile werden mit hx /24 gewichtet, wie in [68] vor-
geschlagen. Zusammenfassend lésst sich der Gesamtfehlerschitzer mit den Konstanten ey > 0
und ygee > 0 auf einer Zelle K wie folgt berechnen:

eSt%( = VCellngell,K + ’Yfacenf2ace,K (5.72)
= ’Yceuh%(HRZH”%%K)
hx n n
tmeeny D, (NG nw]liae + 1P, k]l (5.73)
FeFnNoK
h
+ vfaCCQ—Z > (INFmg = Newl7ze) + IPh e — 0)7:5))- (5.74)
FeF,NOK

Der Gesamtfehler est,, ist dann als esti => K est%( gegeben. Die Konstanten 7. und g,ee werden
standardméBig mit 1 gewihlt. SchlieBlich bleibt zu beriicksichtigen, dass weitere Randbedin-
gungen fiir die zusitzlichen kiinstlichen Randbedingungen fiir das angegebene Rechengebiet
hinzugefiigt werden miissen, wie in Kapitel 6.1.1 angegeben, vergleiche Bemerkung A.3.2.

5.2.6 Automatisches Differenzieren

Neben der tiblichen Moglichkeit, die Jacobi-Matrix fiir das Newton—Raphson-Methode per Hand
zu berechnen und dann in deal.II zu assemblieren, kann die Moglichkeit der automatischen
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Differenzierung (AD) (von engl. automatic differentiation) genutzt werden [2]. Hierfiir bie-
tet [75] eine Schnittstelle an, um AD iiber Sacado (eine Komponente von Trilinos [242]) zu
nutzen. In dieser Arbeit wird der bandlose dynamische Vorwirtsmodus vom Sacado-Zahl-Typ
(einmal differenzierbar) (von engl. tapeless dynamic forward-mode Sacado number type (one
time differentiable)) angewendet. Dadurch konnen die partielle Ableitung, die fiir das Newton-
Schema erforderlich ist, automatisch berechnet werden, anstatt die Newton-Matrix von Hand
zusammenzusetzen.

5.2.7 Message-Passing-Interface

Neben der Moglichkeit der Nutzung von AD, die zu einer bequemeren Berechnung der Jacobi-
Matrix der Newton—Raphson-Methode fiihrt, vergleiche Kapitel 5.2.6, konnen zur Beschleuni-
gung der Berechnung der Jacobi-Matrix und der rechten Seite zwei Parallelisierungskonzepte
angewendet werden: OpenMP (von engl. open multi-processing) und MPI (von engl. message
passing interface). OpenMP wurde bereits in [50, 80] verwendet, wohingegen MPI in [5] neu
hinzugefiigt wurde. Durch die Nutzung von MPI sollen moderne parallele Rechnerarchitekturen
genutzt werden und die Rechendauer insgesamt noch weiter verkiirzt werden.
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6 Numerische Experimente

In diesem Kapitel werden die unterschiedlichen Modellansitze aus Kapitel 4 mit der numeri-
schen Vorgehensweise aus Kapitel 5 gelost und es werden die numerischen Ergebnisse analysiert
und diskutiert. Zunidchst beginnt Kapitel 6.1 mit einigen Hinweisen zum Simulationsaufbau,
insbesondere zum geometrischen Aufbau in Kapitel 6.1.1 und Details zur Implementierung
in Kapitel 6.1.2. Dann werden die unterschiedlichen Fille der Reihe nach behandelt: zunichst
der Standardfall eines sich frei ausdehnenden BAPs in Kapitel 6.2 mit dem Vergleich der unter-
schiedlichen elastischen Verzerrungstensoren in Kapitel 6.2.1.1 sowie der unterschiedlichen Mo-
bilititen in Kapitel 6.2.1.2 und der MPI-Parallelisierung, dann das Hindernis-Kontakt-Problem
in Kapitel 6.2.2, gefolgt von der inelastisch-konstitutiven Theorie in Kapitel 6.2.3 sowie dem
Partikel-SEI-Ansatz in Kapitel 6.2.4. Die numerischen Ergebnisse zum residual-basierten Fehler-
schitzer werden in Kapitel 6.2.5 ausgewertet. Es folgen noch weitere Simulationsergebnisse zum
Hindernis-Kontakt-Problem mit viskoplastischem Partikel sowie zum Ansatz fiir weitere Mate-
rialmoglichkeiten in Kapitel 6.2.6. Das Kapitel endet mit einigen Validierungsuntersuchungen
in Kapitel 6.2.7. In dieser Arbeit wird nur eine Auswahl wichtiger Ergebnisse aus den Vorverof-
fentlichungen prisentiert. Weiterfithrende Details, Resultate und Diskussionen sind in [1-6] zu
finden.

6.1 Simulationsaufbau

In dieser Arbeit wird hauptsdchlich amorphes Silizium als Aktivmaterial untersucht, jedoch
werden auch einige Simulationen fiir das Phasenseparationsmaterial LFP durchgefiihrt. Ins-
besondere die analytische residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschidtzung bezieht sich auf den
Cahn—Hilliard-Ansatz. Die verwendeten Materialparameter fiir Silizium, LFP und die SEI finden
sich in Tabelle A.1 und Tabelle A.2. Fiir T, wird die Raumtemperatur gewéhlt.

Sofern nicht anders angegeben, wird ein externer Ladefluss Ny von 1 C fiir die Lithiierung
und -1 C fiir die Delithiierung verwendet. Die weiteren Berechnungen fiir /V, sowie ein Hinweis
fiir die Dimensionsreduktion fiir die 1D radial-symmetrische Geometrie sind in Anhang A.3.2 zu
finden. Fiir aSi werden die Partikel zwischen U,,x = 0,5V und U,;, = 0,05V geladen [67]. Das
entspricht einer Anfangskonzentration von ungeféihr ¢y = 0,02 und einer finalen Simulationszeit
eines Halbzyklus von t.,¢ = 0,9 h. Fiir zwei Halbzyklen ergibt sich dann eine finale Simula-
tionszeit von te,g = 1,8h, fiir drei Halbzyklen von ¢.,¢ = 2,7h usw. Nach Gleichung (4.21)
sind die Simulationszeit ¢ und der SOC miteinander verkniipft: Bei einer Laderate von 1C
hat der erste Halbzyklus (0,0h < ¢ < 0,9h) somit SOC-Werte zwischen 0,02 und 0,92, der
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zweite Halbzyklus (0,9h < ¢t < 1,8h) SOC-Werte zwischen 0,92 und 0,02 sowie der dritte
Halbzyklus (1,8 h < ¢ < 2,7h) SOC-Werte zwischen 0,02 und 0,92, usw. Fiir LFP wird eine
Startkonzentration von ¢g = 0,01 und t.,q = 0,98 h fiir einen Halbzyklus gewihlt [S0].

6.1.1 Geometrischer Aufbau

Fiir ein reprisentatives kugelformiges 3D Partikel kann das Rechengebiet ()., auf das 1D
Einheitsintervall Q,, = (0, 1) mit Symmetrieannahmen reduziert werden, vergleiche Bemer-
kung A.3.4. Durch die Symmetrieannahme gibt es nur Anderungen entlang des Radius  in Ab-
bildung 6.1. Das Partikel ist fiir das Hindernis-Kontakt-Problem von einem Hindernis wie
in einem Kern-Mantel-Szenario (von engl. core shell scenario) umgeben, vergleiche Abbil-
dung 6.1. Dann reduziert sich die Liicken-Funktion g zum eindimensionalen Parameter g > 1.
Fiir den Standardfall eines sich frei ausdehnenden Partikels ist der Mantel nicht vorhanden.
Durch die Dimensionsreduktion wird der zusétzliche innere Rand I, eingefiihrt, an dem eine
Null-Fluss-Bedingung fiir den Lithium-Fluss und feste Radialverschiebung gesetzt wird, sowie
der Konzentrationsgradient in Normalenrichtung verschwindet

Ny -np, =0, Veg -np, =0, u=20 auf Iy,

Bemerkung 6.1.1. Fiir aSi wird k = 0 gesetzt und somit wird die Bedingung V¢ - nr,, = 0 nicht
benotigt.

Fiir ['.,c werden die Bedingungen wie in Kapitel 4.5 verwendet. Als Anfangsbedingungen
fiir diese Konfiguration wird die konstante Anfangskonzentration ¢ gewihlt, sowie 1io(co) =
Oc(pten) (co) fur das chemische Potential und wg(co) = r(A(co) — 1) fiir eine spannungsfreie
Verschiebung. Hierdurch wird der Ansatz der Newton-Schritte zu Beginn reduziert [50]. Fiir die
inelastisch-konstitutive Theorie bzw. den Partikel-SEI-Ansatz {ibertragen sich die Randbedin-
gungen auf die entsprechenden Rénder des Partikels. Die Randbedingungen fiir die Variablen
des Partikel-Gebiets beziehen sich nun auf [';,,, vergleiche Abbildung 6.2, und am neuen Rand
I'exi,s wird Spannungsfreiheit (Pnr

e

= 0) festgelegt. Fiir den Startwert der Verschiebung in

ext,S

Hindernis
—

sphirische Flin Ff-xt ._Hindernis

]9/ Symmetrie —7 g
z
Ly,

Qcom
T

Abbildung 6.1: Dimensionsreduktion einer 3D Einheitskugel mit einem umgebenen sphiri-
schen Hindernis zum 1D Einheitsintervall mit sphérischer Symmetrie und der
Liicken-Funktion g, basierend auf [1, Abbildung 4].
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sphérische Linp Dinter Lext;s
Symmetrie rrd

Qcom,P Qcom,S z

Ly

T

Abbildung 6.2: Dimensionsreduktion einer 3D Einheitskugel mit umgebender SEI zum 1D
Einheitsintervall mit sphirischer Symmetrie, basierend auf [3, Abbildung 1].

der SEI wird ups(co) = Aen(co) — 1 gewihlt, um die Ubergangsbedingung des gekoppelten
Gebiets zu erfiillen.

Fiir die 2D Geometrie wird eine Dimensionsreduktion eines sphirischen bzw. elliptischen
(Achsenverhiltnis 0,6 : 1 [50]) Nano-Wires mit quadratischem Hindernis bzw. elliptischer SEI
betrachtet, sieche Abbildung 6.3 und Abbildung 6.4. Hierfiir werden keine Spannungen und
keine Anderungen in z-Richtung sowie Symmetrien entlang der 2- und y-Achsen angenommen.
Somit ergeben sich weitere zusitzliche Randbedingungen wie im obigen Fall, wobei nur eine
Verschiebungsrandbedingung in Tangentialrichtung verwendet wird:

Ng-nr,, =0, Veg-nr,, =0, uy =0 auf I'ip 24,45 (6.1)

NR . nFin,y = 0, VCR : nFin,y = O, Uy = 0 auf Finayytend’ (62)

Diese Randbedingungen iibertragen sich wieder im Partikel-SEI-Fall auf I'y,p, und I, p,.
Fiir I'ex bzw. 'y s ergeben sich die Randbedingungen wie oben und es wird eine isopa-
rametrische Abbildung fiir die Darstellung des gekriimmten Randes verwendet. Fiir die 2D
Geometrie wird wieder die konstante Anfangskonzentration ¢, und das chemische Potenti-
al 1i(co) = 0.(pthen)(co) gewihlt. Fiir die Anfangsbedingung der Verschiebung wird uy = 0

Y Hindernis

Ev

1 Hindernis
| LH0ACTINS

. Iy . .
keine Anderung Symmetrie entlang  Hindernis
Or — —_— —_— [oxt
G in z-Richtung 2- und y-Achsen .
7 Gy in,y
R TRTEETEEITEET: AR z Y line 92 Ly
T Y
x T T

Abbildung 6.3: Dimensionsreduktion eines 3D kreisférmigen Nano-Wires mit einem umgebe-
nen rechteckigen Hindernis zur 2D Viertel-Scheibe und das (zeitunabhéngige)
quadratische Hindernis mit der Liickenfunktion (g,,g,)T = g = g — X, =
(9 gy)T — (Xo,z, X07y)T mit den Komponenten ¢, und g, in jeweils 2- und
y-Richtung, basierend auf [1, Abbildung 5].
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Abbildung 6.4: Dimensionsreduktion eines 3D elliptischen Nano-Wires mit umgebender SEI
zur 2D Viertel-Ellipse, basierend auf [6, Abbildung 3].

gesetzt. Fiir eine 3D Simulation fiir den Standardfall eines BAPs iibertragen sich die Randbe-
dingungen von Gleichung (6.1) bzw. Gleichung (6.2) auf die dritte Achse, ebenso die Anfangs-
bedingungen.

Fiir den Residuenschitzer im Anwendungsfall eines BAPs im chemisch-elastischen Fall fiir aSi
ergeben sich zusitzlich zu Gleichung (5.74) aufgrund der weiteren Randbedingungen neue

Randterme:
hK n n
’Yfaceﬂ Z (”‘Z\rh—’—1 "My, — OH%Q(F) + "u - 0||%2(F)>
FEFpr, NOK
sowie
hi n+1 2 n+1 2
FE]'—Fin’z NOK
hi n
Fhegy 2 (INFmng, = O + ™ = 0agp)).
FeFr,, ,N0K

6.1.2 Details zur Implementierung

Alle numerischen Simulationen werden mit einer isoparametrischen Lagrangeschen Finite-
Elemente-Methode vierter Ordnung durchgefiihrt, was eine integrale Auswertung durch eine
Gaul3-Legendre-Quadraturformel mit sechs Quadraturpunkten in Raumrichtung bedeutet. Als
Grundlage dient die in C++implementierte Finite-Elemente-Bibliothek deal.II, wobei fiir den
Partikel-SEI-Ansatz Version 9.5 [74] verwendet wurde, ansonsten Version 9.3 [75]. Zusétzlich
wurden die Schnittstelle zur Trilinos-Bibliothek [242, Version 12.18.1] und das UMFPACK-
Paket [243, Version 5.7.8] fiir die LU-Zerlegung verwendet. Die Simulationen sind entweder auf
einem Desktop-Computer mit 64 GB RAM, Intel 15-9500 CPU, GCC Compiler-Version 10.3
bzw. 10.5 und Betriebssystem Ubuntu 20.04.5 LTS bzw. 20.04.6 LTS oder auf einem Single-
Knoten mit 96 GB RAM, 40 Intel Xeon Gold 6230 und GCC Compiler-Version 10.3 bzw. 12.1
auf dem bwUniCluster [244] durchgefiihrt. Auf dem Cluster wird SuperLU_Dist [245, Versi-
on 5.1.2] als Loser fiir das Gleichungssystem verwendet. Weiterhin wird OpenMP 4.5 sowie MPI
mit OpenMPI Version 4.0.3 auf dem Desktop-Computer bzw. 4.1.6 auf dem Cluster genutzt. So
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wird u.a. OpenMP fiir die Parallelisierung mit gemeinsamem Speicher fiir die Assemblierung
der Jacobi-Matrix, der Residuen und der raumlichen Schitzungen angewendet. Fiir die parallele
Geometrie wird in deal. IT die Schnittstelle zu p4est [246, Version 2.3.2] eingesetzt.

StandardméBig werden fiir den rdaumlich und zeitlich adaptiven Losungsalgorithmus die To-
leranzen RelTol, = RelTol, = 107° und AbsTol, = AbsTol, = 107® gewiihlt. Fiir die
Markierungsparameter zur lokalen Vergroberung und Verfeinerung werden ©. = 0.05 so-
wie O, = 0.5 bzw. ©, = 0.3 gewihlt und die maximale Zeitschrittweite 7, = 107'h
bzw. Tmax = 1072 h. Als Zeitschrittweite fiir den Start wird 7, = 107%h fiir den 1D radial-
symmetrischen Fall mit ca. 1,5 x 10> DOFs und 128 Zellen bzw. 79 = 10~%h fiir die 2D
Geometrie mit ca. 83 x 10° DOFs und 1,3 x 103 Zellen verwendet. Ebenfalls wird standard-
miBig fiir aSi der Lagrangesche GSV-Ansatz mit mocy nach [67] verwendet und fiir LFP der
von-Kolzenberg-Ansatz mit mpgsy [50]. Aus Implementierungsgriinden wird fiir den Partikel-
SEI-Ansatz ein uniformes und zeitlich konstantes Gitter verwendet [3, 4].

Um eine diagonale Struktur fiir die Massenmatrizen B;, bzw. D zu erhalten, wird Mass-
Lumping (von engl. mass lumping) mit einer Gaul—Lobatto-Quadraturformel genutzt, verglei-
che [127, Anmerkung 1]. Die aktive Menge wird mit A;, = () und die inaktive Menge mit Z, = P
fiir den Lithiierungsprozess initialisiert. Wahrend der Lithiierung wird in jedem Zeitschritt die
Bedingung , — g, > 0 iiberpriift, um diesen DOF aktiv zu setzen, da ;\p = 0 aufgrund der
Randbedingung fiir p € P ist. Wihrend der Delithiierung wird in jedem Zeitschritt j\p <0
kontrolliert, um diesen DOF wieder inaktiv zu setzen, da i, — g, = 0 gilt. Um die numerische
Stabilitdt zu erhohen, wird nur wihrend der Lithiierung zu aktiven Punkten gewechselt und
wihrend der folgenden Delithiierung zu inaktiven Punkten.

6.2 Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die einzelnen Konfigurationen der eingefiihrten Modelle und nume-
rischen Vorgehensweisen vorgestellt und diskutiert: der Standardfall eines einzelnen Batterie-
Aktivmaterialpartikels mit Untersuchung der unterschiedlichen elastischen Verzerrungstenso-
ren und Mobilitdt sowie der MPI-Skalierungsanalyse in Kapitel 6.2.1, das Hindernis-Kontakt-
Problem in Kapitel 6.2.2, die inelastisch-konstitutive Theorie in Kapitel 6.2.3 und der Partikel-
SEI-Ansatz in Kapitel 6.2.4. AnschlieBend werden die numerischen Ergebnisse zum Residuen-
Fehlerschitzer in Kapitel 6.2.5 untersucht, gefolgt von einer weiteren Modell-Kombination
in Kapitel 6.2.6 und einer Validierung in Kapitel 6.2.7.

6.2.1 Einzelnes Batterie-Aktivmaterialpartikel

In diesem Kapitel werden Simulationsergebnisse des chemisch-elastisch gekoppelten, frei aus-
dehnbaren Standardfalls ohne SEI aus Gleichung (SPP) fiir aSi vorgestellt. Fiir den LFP-Fall
wird auf [50] verwiesen. Ebenfalls werden in den nachfolgenden Kapiteln viele Ergebnisse mit
dem Standardfall verglichen bzw. sind in den angegeben Referenzen [1-6] zu finden.

93



6 Numerische Experimente

Wihrend der Lithiierung zeigt der Lithium-Fluss von auflen in das Innere des Siliziumparti-
kels. Daher wird erwartet, dass die Konzentration am duf3eren Rand der Anode die Konzentration
in der Mitte {ibersteigt, wihrend bei der Delithiierung eine geringere Lithiumkonzentration am
duBeren Rand als in der Mitte erwartet wird, vergleiche Abbildung 6.5(a), Abbildung 6.6 und [4,
Abbildung 7]. Chemische Ausdehnungen fiithren wihrend der Lithiierung zu Volumenzunah-
men, wihrend der Delithiierung zu Volumenschrumpfungen. So resultieren inhomogene Li-
Konzentrationsverteilungen bei der (De-)Lithiierung in inhomogenen Volumeninderungen und
mechanischen Verformungen sowie mechanischen Spannungen. Diese Volumeninderungen er-
zeugen Druckspannungen an der Oberflache des Partikels und Zugspannungen in der Mitte. Bei
der Delithiierung fiihrt der Lithium-Fluss aus der Anode zu Zugspannungen an der Oberflache
und Druckspannungen in der Mitte.

Zunachst wird die 1D radial-symmetrische Geometrie mit einer 3D Achtel-Kugel am Ende der
Simulationszeit te,qg = 0.9 h bzw. SOC = 0.92 verglichen, siche Abbildung 6.5. Der Konzentra-
tionsverlauf in (a) und der Verlauf der tangentialen und normalen Cauchy-Spannung in (b) zeigen
eine gute Ubereinstimmung der Ergebnisse. Eine Dimensionsreduktion ist somit konsistent. Die
3D Simulation ist auf dem Cluster mit 40 MPI-Jobs und zwischen 81 x 103 und 318 x 103 DOFs
bzw. zwischen 200 und 900 Zellen sowie Zeitschrittweiten zwischen 1078 h und 8,67 x 1072 h
mit dem adaptiven Losungsalgorithmus berechnet, wobei die 1D radial-symmetrische Geometrie
zwischen 111 und 1,5 x 10® DOFs bzw. zwischen 9 und 128 Zellen sowie Zeitschrittweiten zwi-
schen 7 und 4,79 x 102 h mit dem adaptiven Losungsalgorithmus aufweist. Ein Schaubild der
3D Achtel-Kugel ist in Abbildung 6.6 zu sehen. In Kapitel 6.2.7 sind weitere Validierungsergeb-
nisse zu finden sowie in Kapitel 6.2.5 Ergebnisse zum Konvergenzverhalten. Fiir weitere Resultate
beziiglich der adaptiven Raumdiskretisierung wird auf Abbildung 6.24(c), Abbildung 6.21 und
auf [1, 2, 6, 50] verwiesen. Weitere Details beziiglich der adaptiven Schrittweitenverteilung sind
in Abbildung 6.24(b) sowie in [1, 2, 50] verfiigbar.
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Abbildung 6.5: Validierungsvergleich der 1D radial-symmetrischen Konfiguration und der 3D
Achtel-Kugel fiir aSi bei 92 % SOC aus Gleichung (SPP): (a) dimensionslose
Konzentration sowie (b) Cauchy-Spannung in normaler und tangentialer Rich-
tung mit o, bzw. oy.
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Konzentration cg / Cmax

0,027 &
0,92
0,91

Abbildung 6.6: Plot der dimensionslosen Konzentration der 3D Achtel-Kugel fiir aSi bei
92 % SOC aus Gleichung (SPP).

6.2.1.1 Vergleich der elastischen Verzerrungstensoren

In Abbildung 6.7 werden die drei unterschiedlichen Verzerrungstensoren Eqj 1ag, Eei 10 und Eqj ko1
aus Gleichungen (4.4)-(4.5) und deren Auswirkungen fiir den 1D radial-symmetrischen Standard-
fall untersucht. So werden die Konzentration bzw. die Abweichung der Lithium-Konzentration
vom Mittel an der Partikeloberfliche in (a), der Betrag der maximalen hydrostatischen Cauchy-
Spannung |0y max| in (b), die elektrische Spannung U mit Butler—Volmer-Bedingung aus De-
finition 4.5.2 in (c) iiber drei Halbzyklen sowie die tangentiale Spannung iiber den Radius r
bei SOC = 0.92 in (d) verglichen. Die Abweichung der Lithium-Konzentration vom Mittel an
der Partikeloberfliche berechnet sich iiber cg —SOC mit SOC = ¢g o+ bei 1 C Laderate. Die hy-
drostatische Cauchy-Spannung ist iiber o, = %an + %at gegeben, wobei o, die Cauchy-Spannung
in radiale Richtung bzw. Normalenrichtung ist und o, in tangentialer Richtung.

Zundichst ist in allen vier Schaubildern zu sehen, dass es zwischen der ersten und zweiten Li-
thiierung (1. Lith. bzw. 2. Lith.) keine Unterschiede gibt. Leichte Unterschiede gibt es zu Beginn
der zweiten Lithiierung aufgrund der konstanten Anfangskonzentration in der ersten Lithiierung.
Weiter ist zu erkennen, dass sich der Lagrangesche GSV-Ansatz (lag) und der logarithmische
Hencky-Ansatz (log) nicht unterscheiden und gleiche Ergebnisse liefern. Im Vergleich dazu
unterscheiden sich die Ergebnisse zum von-Kolzenberg-Ansatz (kol). In Abbildung 6.7(a) steigt
die Konzentration an der Partikeloberfliache bei der Lithiierung wie zu erwarten schneller als im
Mittel, bei der Delithiierung ist es umgekehrt. Der von-Kolzenberg-Ansatz weist fiir hohere SOC
eine groflere Abweichung auf. Insbesondere bei den Cauchy-Spannungen in Abbildung 6.7(b)
und Abbildung 6.7(d) sind die Unterschiede deutlich erkennbar und weisen deutlich groBere
Absolutwerte auf bzw. grolere Maximal- und Minimalwerte in der tangentialen Spannung. Die
AusreiBler bei den niedrigen und hohen SOC-Werten in Abbildung 6.7(b) liegen am Wechsel
des Lithium-Flusses und somit dem Wechsel der Spannungswerte zwischen Lithiierung und
Delithiierung. So dreht sich die Kriimmung der Spannungswerte bei der Delithiierung im Ver-
gleich zur Lithiierung um, vergleiche Abbildung 6.10. Im Ergebnis der elektrischen Spannung
in Abbildung 6.7(c) zeigen sich iiber weite Strecken etwas geringere Werte bei der Lithiierung
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Abbildung 6.7: Vergleich der verschiedenen Definitionen der -elastischen Verzerrungen
aus Gleichungen (4.4)-(4.5) (Eq¢i 1ag» Eel 1o und Ex¢y k1) fiir aSi in der 1D radial-
symmetrischen Konfiguration iiber drei Halbzyklen aus Gleichung (SPP): (a)
Differenz der dimensionslosen Konzentration und dem Mittel an der Parti-
keloberflache r = 1,0 tiber SOC, (b) Betrag der maximalen hydrostatischen
Cauchy-Spannung |0y, max| tiber SOC, (¢) elektrische Spannung mit Butler—
Volmer-Bedingung an der Partikeloberfldche » = 1,0 tiber SOC und (d) tangen-
tiale Cauchy-Spannung o iiber Radius r bei SOC = 0,92 am Ende des zweiten
Lithiierungsvorgangs.

bzw. etwas groflere Werte bei der Delithiierung im Vergleich zur Upcy. So ergeben sich fiir
die Berechnung der elektrischen Spannung fiir groe SOC mit E y, negative Werte, die nicht
physikalisch sind. Mit einem qualitativen d@hnlicheren Verlauf entsprechen der Lagrangeschen
GSV-Ansatz und der logarithmischen Hencky-Ansatz Ergebnissen in der Literatur, vergleiche
z.B. [59, Abbildung 7(a)]. Insgesamt lisst sich eine gute Ubereinstimmung zwischen dem in der
Literatur hédufig verwendeten Lagrangeschen GSV-Ansatz und dem logarithmischen Hencky-
Ansatz sehen, wihrend der von-Kolzenberg-Ansatz abweicht.
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Ein Plot der Konzentration und der hydrostatischen Cauchy-Spannung iiber den Radius r
fiir SOC = 0.5 ist in [2, Abbildung 9] dargestellt. Fiir die Auswirkungen auf die elektrische
Spannung von plastischen und viskoplastischen Effekten wird auf [2, Abbildung 11] verwiesen.

6.2.1.2 Vergleich der Mobilitaten

Fiir den Vergleich der unterschiedlichen Mobilitdten aus Gleichungen (4.14)-(4.16) fiir aSi
werden in Abbildung 6.8 die gleichen Auswertungen wie in Abbildung 6.7 betrachtet. Hierbei ist
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Abbildung 6.8: Vergleich der unterschiedlichen Definitionen der Mobilitit aus Gleichun-
gen (4.14)-(4.16) (mocv, Mmocv,eh, Mocv und Mmocyen) fiir aSi in der 1D radial-
symmetrischen Konfiguration iiber drei Halbzyklen aus Gleichung (SPP): (a)
Differenz der dimensionslosen Konzentration und dem Mittel an der Parti-
keloberflache » = 1,0 tiber SOC, (b) Betrag der maximalen hydrostatischen
Cauchy-Spannung |0y, max| @iber SOC, (¢) elektrische Spannung mit Butler—
Volmer-Bedingung an der Partikeloberflache » = 1,0 iiber SOC und (d) tangen-
tiale Cauchy-Spannung o, iiber Radius r bei SOC = 0,92 am Ende des zweiten

Lithiierungsvorgangs.
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wieder festzustellen, dass es zwischen der ersten Lithiierung und der zweiten Lithiierung keine
wesentlichen Unterschiede gibt. Es ist jedoch ein deutlicher Unterschied, ob der mechanische
Anteil beriicksichtigt wird, wie in mocy (rot) und rhocy (griin), oder nicht, wie in mocyen (blau)
und Mmocven (orange). Die Unterschiede zwischen dem Ansatz mit der OCV-Kurve oder mit
dem Term cg(1 — cg) in der Mobilitdt unterschieden sich nur fiir geringe und hohe SOC, am
deutlichsten in Abbildung 6.8(a), (b) (bei geringen SOC) und (d). Der Ansatz mit der OCV-
Kurve fiihrt zu betragsmé@Big groBeren Konzentrationswerten und Spannungswerten aufgrund der
Asymmetrie der OCV-Kurve im chemischen Anteil der Mobilitit, vergleiche Abbildung A.4.
Die Auswertung in Abbildung 6.8(c) zeigt einen qualitativ dhnlichen Verlauf zu typischen
Spannungskurven in der Literatur, z.B. in [59, Abbildung 7(a)], insbesondere fiir niedrigere SOC.
Somit ist eine Beriicksichtigung von chemischen und mechanischen Einfliissen in der Mobilitit
sinnvoller.

6.2.1.3 MPI-Parallelisierung

In Abbildung 6.9 wird das Skalierungsverhalten der MPI-Parallelisierung untersucht. Es wird
fiir LFP ein hinreichend groBes Gitter mit ungefihr 1,4 Millionen DOFs und ca. 20 x 103 Zellen
fiir eine gesamte 2D Ellipse, vergleiche Mitte von Abbildung 6.4 ohne umgebende SEI, und
tena = 0,17 h verwendet. Das Assemblieren des linearisierten Systems in jedem Newton-Schritt
einschlieflich der Jacobi-Matrix und des Residuums zeigt eine nahezu optimale lineare Ska-
lierung mit steigender CPU-Anzahl. Fiir das Losen des linearen Systems entsteht jedoch eine
Sattigung und es tritt ein Engpass in der Laufzeit auf. Dies hat Auswirkungen auf die Gesamt-
simulationszeit, die ebenfalls in eine Sittigung lduft. Dies bedeutet, dass die gesamte parallele

=@= Gesamt
-@— Assemblieren |
== [Osen

10°

Zeit /s

10%

—
[\]

4 8 16 32
Anzahl der CPUs / -

Abbildung 6.9: Rechenzeit in Sekunden fiir die Gesamtsimulation, das Assemblieren und das
Losen des linearen Systems fiir verschiedene Anzahlen von CPUs mit gestri-
chelter Referenzlinie fiir optimale Skalierung fiir LFP fiir eine gesamte 2D
Ellipse aus Gleichung (SPP), basierend auf [5, Abbildung 6].
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Skalierung von der Sittigung aufgrund der direkten LU-Zerlegung durch superLU_Dist domi-
niert wird. Ein besser skalierbarer paralleler Loser kann dieses Problem umgehen und zu einer
Vermeidung der Séttigung fiihren.

6.2.2 Hindernis-Kontakt-Problem

In diesem Kapitel werden einige Ergebnisse aus [1] fiir das Hindernis-Kontakt-Problem aus
Gleichung (OCP) vorgestellt und diskutiert. Fiir aSi im 1D radial-symmetrischen Fall ist die Ent-
wicklung der normalen, tangentialen und hydrostatischen Cauchy-Spannung iiber den Radius
in Abbildung 6.10 fiir neun verschiedene SOC € {0,02;0,05; 0,55;0,92; 0,55; 0,50; 0,05; 0,02}
fiir zwei Halbzyklen mit g = 0,4 dargestellt. Durch die verwendete 1D radial-symmetrische Geo-
metrie besteht der Cauchy-Spannungstensor o aus der normalen und tangentialen Komponente o,
sowie oy, vergleiche Gleichung (A.3). Zum anfinglichen SOC = 0,02 in Abbildung 6.10(a) sind
keine Spannungen entsprechend der Anfangsbedingung vorhanden. Bei SOC = 0,05 treten die
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Abbildung 6.10: Spannungsentwicklung der 1D radial-symmetrischen Geometrie fiir aSi aus
Gleichung (OCP) fiir den radialen o, (rot), den tangentialen o (blau) und den
hydrostatischen oy, (griin) Anteil der Cauchy-Spannung iiber den Radius r fiir
neun verschiedene SOC € {0,02; 0,05;0,50; 0,55;0,92; 0,55; 0,50; 0,05; 0,02}
fiir zwei Halbzyklen (eine Lithiierung und eine Delithiierung) in (a)-(i), ba-
sierend auf [1, Abbildung 7].
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maximalen Werte im Partikelzentrum bei » = 0,0 auf. Hier treten Zugspannungen auf, wihrend
an der Partikeloberfliche bei » = 1,0 die tangentialen Spannungen Druckspannungen sind. Es
ist weiter der Nullwert fiir die Radialspannung o,, zu beachten, der somit die spannungsfreie
Randbedingung in Gleichung (4.29b) bzw. Gleichung (OCPf) mit Gleichheit erfiillt. Dariiber
hinaus sind die tangentialen Spannungen am Partikelrand ungleich Null. Bei gro8erem SOC
nehmen alle Spannungen aufgrund des Einflusses der OCV-Kurve und groB3eren Deformationen
ab, siehe die Berechnung der Cauchy-Spannung mit dem Faktor 1/.J in Definition 4.4.3. Bei
etwa SOC = 0,51 beriihrt das Partikel das Hindernis und die spannungsfreie Bedingung geht in
eine Dirichlet-Randbedingung fiir die Verschiebung iiber. Die Verschiebung ist nun fixiert und
es gilt Gleichung (4.29a) mit Gleichheit. Jetzt konnen jedoch negative Spannungen auftreten,
um Gleichung (4.29b) mit strikter Ungleichung zu erfiillen. Genau dies ist in Abbildung 6.10(d)
bis zum Ende der Lithiierung bei SOC = 0,92 in Abbildung 6.10(e) zu sehen. Hier treten im
gesamten Partikelgebiet groe Druckspannungen auf und es ist die unterschiedliche Skala der
Spannungsachse in Abbildung 6.10(e) zu beachten. Mit dem Wechsel des Vorzeichens fiir den
externen Ladefluss beginnt nun die Delithiierung. Abbildung 6.10(f) ist nahe an dem Punkt,
an dem sich das Partikel wieder vom Hindernis gelost hat. Im Vergleich zu Abbildung 6.10(d)
ist die Kriimmung der Spannungsprofile entgegengesetzt. Bei SOC = 0,50 hat das Partikel
keinen Kontakt mehr zum Hindernis und die spannungsfreie Randbedingung tritt wieder in
Kraft. Am Ende des Delithiierungsprozesses dhneln die Spannungswerte qualitativ denen des
Lithiierungsprozesses, haben aber eine entgegengesetzte Kriimmung, die sich aus dem negativen
Vorzeichen des externen Lithium-Flusses N, ergibt. In Abbildung 6.10(i) wird der Entlade-
prozess schlieBlich bei einem signifikanten Spannungswert im Vergleich zur Anfangsbedingung
gestoppt. Im Vergleich zu den Spannungsmessungen in der Literatur, z.B. in [247], bei denen
beschichtete Siliziumelektroden untersucht wurden, treten hier grolere Spannungswerte auf, ins-
besondere aufgrund des Hindernis-Kontakts. Das kann daran liegen, dass das Modell fiir diese
Untersuchung nur einen chemisch-elastischen Ansatz aufweist und zeigt die Notwendigkeit der
Modellerweiterung fiir plastische Deformationen. Dennoch ist das genutzte Modell in der Lage,
die Anderung der Randbedingungen wihrend des Zyklus richtig umzusetzen.

Auf die Verteilung der Lithium-Konzentration hat der Hindernis-Kontakt im 1D radial-
symmetrischen Fall keine Auswirkungen, vergleiche [1, Abbildung 8]. Beim Auftreten des
Hindernis-Kontakts bzw. beim Ablésen vom Hindernis wird die Zeitschrittweite um mehr als
drei Groenordnungen reduziert, vergleiche [1, Abbildung 10(a)], und zeigt somit die Relevanz
der adaptiven Zeitintegration. Der Richtungswechsel des Lithium-Flusses geht ebenfalls mit ei-
ner Reduktion der Zeitschrittweite um vier Gro3enordnungen einher, siehe [1, Abbildung 10(a)]
und Abbildung 6.24(b) sowie einer Erhohung der Freiheitsgrade um mehr als Faktor 3 [1,
Abbildung 10(b)].

In Abbildung 6.11 wird die von-Mises-Spannung im allgemeinen 2D Spannungszustand

OyM = \/O’%l-f—(f%z —011022—{—30'%2 (6.3)
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Abbildung 6.11: Von-Mises-Spannung o,y der 2D Viertel-Scheibe eines Nano-Wires
fur aSi aus Gleichung (OCP) in der Momentanplatzierung 2, um-
geben von einem quadratischen Hindernis an verschiedenen SOC &
{0,02;0,07;0,10;0,12;0,10; 0,02} beim Laden und Entladen mit ¢.,qg = 0,2 in
(a)-(f), basierend auf [1, Abbildung 11].

fir das zeitunabhingige Hindernis g = (., d,)" = (1,07,1,07)" im Fall einer 2D Viertel-
Scheibe eines Nano-Wires fiir sechs unterschiedliche SOC € {0,02;0,07;0,10;0,12;0,10; 0,02}
untersucht. Dieses Mal wird die Momentanplatzierung () fiir das Partikel dargestellt, umge-
ben vom quadratischen Hindernis. Das uniforme Gitter fiir den ersten Zeitschritt ohne jegliche
Spannung ist in Abbildung 6.11(a) abgebildet. Bei SOC = 0,07 gibt es zwolf aktive Punkte,
sechs in der unteren rechten Ecke und sechs in der oberen linken Ecke. In diesem Zustand
liegen alle Spannungen unter 2,0 GPa, aber es ist erkennbar, dass die grofiten Spannungen
an den Kontaktpunkten auftreten. Diese Beobachtung bestitigt sich bei hoheren SOC-Werten.
Die hochsten Spannungswerte treten an den ersten Kontaktpunkten auf, vergleiche z.B. Abbil-
dung 6.11(c) oder Abbildung 6.11(d). Dies resultiert aus der Unterdriickung der Volumenzunah-
me des Host-Materials. Es gilt zu beachten, dass mit einem konstanten Lithium-Fluss geladen
und entladen wird. An diesem Punkt wire eine Butler-Volmer-Randbedingung fiir den Ladefluss
eventuell besser geeignet, wird aber auf zukiinftige Arbeiten verschoben. In der Nidhe neuer
Kontaktpunkte ist eine hohere Gitterauflosung erkennbar, die hauptsdchlich auf Veridnderungen
im Konzentrationsprofil zuriickzufiihren ist. Auf diesen Punkt wird in [1] ndher eingegangen.
Abbildung 6.11(d) zeigt die Situation bei SOC = 0,119995, kurz nach Beginn des Entladevor-
gangs. Hier treten die grofiten Spannungswerte auf, die wiederum groBer sind als die gemessenen
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Abbildung 6.12: Konzentration cg der 2D Viertel-Scheibe eines Nano-Wires fiir aSi aus Glei-
chung (OCP) in der Momentanplatzierung {2, umgeben von einem quadrati-
schen Hindernis bei SOC € {0,10; 0,12}, basierend auf [1, Abbildung 11].

Spannungen in [247]. Ahnlich wie bei der 1D radial-symmetrischen Simulation ergeben sich
aufgrund des Vorzeichenwechsels des konstanten Lithium-Flusses /N, eine hohere Gitterauflo-
sung und kleinere Zeitschritte. Auch hier ist die Effizienz des rdumlich und zeitlich adaptiven
Losungsalgorithmus von entscheidender Bedeutung, um die physikalischen Anderungen ange-
messen zu erfassen. Bei SOC = 0,10 des Delithiierungsprozesses in Abbildung 6.11(e) hat das
Gitter wieder eine grobere Struktur. Die Spannungsverteilung weicht jedoch von SOC = 0,10
des Lithiierungsprozesses ab. Die auftretenden maximalen Spannungswerte sind geringer und
die Verteilung der hohen Werte ist mehr in Achsenrichtung als in Hindernisrichtung orientiert.
AuBerdem sind die Partikelbereiche, die mit dem Hindernis in Beriihrung kommen, ebenfalls
kleiner. Des Weiteren ist eine dunkelblaue Region mit geringen Spannungen zu erkennen, die
orthogonal zur ersten Winkelhalbierenden des Koordinatensystems liegt. In Abbildung 6.11(f)
wird die Endzeit ¢.,g = 0,2 h bei niedrigen Spannungswerten erreicht.

Die Konzentration cg fiir die beiden SOC-Werte 0,10 und 0,12 ist in Abbildung 6.12 dar-
gestellt. Das Ergebnis in Abbildung 6.12(a) findet wihrend des Ladevorgangs statt, wohinge-
gen Abbildung 6.12(b) bei demselben SOC = 0,119995 wie in Abbildung 6.11(d) entstanden
ist. Auffallend ist das Konzentrationsprofil in der Ndhe des Hindernis-Kontakts. Der Bereich,
in dem das Partikel mit dem Hindernis in Kontakt ist, weist einen deutlich niedrigeren Konzen-
trationswert auf als der Bereich, in dem das Partikel noch nicht in Kontakt mit dem Hindernis
ist. Dieser Effekt ist in Abbildung 6.12(b) noch stdrker ausgeprigt als in Abbildung 6.12(a).
Im Vergleich zum 1D radial-symmetrischen Partikel tritt nun ein inhomogenes Verhalten der
Konzentration um das Hindernis auf. Der Bereich, der mit dem Hindernis in Kontakt steht,
weist niedrigere Konzentrationswerte auf. Dieses Phidnomen wird auch in [129] beobachtet. Dies
resultiert moglicherweise daraus, dass die freie Energiedichte aufgrund des Hindernis-Kontakts
hohere elastische Anteile besitzt und somit zu einem geringeren chemischen Anteil mit niedrige-
ren Konzentrationswerten fiihrt. Der Gradient im Konzentrationsprofil sowie der im chemischen
Potential muss fiir den Entladeprozess umgekehrt werden, was zu einer feineren Gitterverteilung
fiihrt.
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Abbildung 6.13: Von-Mises-Spannung der 2D Viertel-Ellipse eines Nano-Wires mit LFP aus
Gleichung (OCP) in der Momentanplatzierung (2, umgeben von einem Hin-
dernis auf der rechten Seite bei SOC € {0,50;0,99}.

Fiir den LFP-Fall mit einer 2D elliptischen Viertel-Scheibe eines Nano-Wires mit Hindernis
auf der rechten Seite (g, = 1,006) sind die Ergebnisse der Spannungsverteilung sowie die
Konturlinie fiir cg = 0,5 in Abbildung 6.13 dargestellt. Ohne Hindernis setzt zundchst am rechten
unteren Rand die Phasenseparation ein und es entsteht eine Lithium-reiche Phase, vergleiche [50,
Abbildung 11], da hier das Verhiltnis zwischen Oberflache und Volumen am gré8ten ist [86,
Kapitel 2.2.3]. Dann wandert die Phasenfront durch das Partikel, bis am Ende die Lithium-arme
Phase verschwindet und wieder eine homogene Phase vorliegt. Das Hindernis-Kontakt-Problem
verursacht fiir das PSM sogar fiir die Entstehung einer neuen Lithium-armen Phase, die bis zum
Ende eines Lithiierungsvorgangs bestehen bleibt, vergleiche Abbildung 6.13(a) und (b). Am
Hindernis-Kontakt treten wieder die grofiten Spannungen auf, welche auch hoher sind als die
Spannungen, die durch die Phasenseparation auftreten. Im Vergleich zu aSi sind die Spannungen
und die Verformungen nicht so gro8.

6.2.3 Inelastisch-konstitutive Theorie

Nun werden einige Ergebnisse eines BAPs fiir aSi und fiir die inelastisch-konstitutive Theorie,
vergleiche Gleichung (PPP), aus [2] prédsentiert und analysiert.

In Abbildung 6.14 werden die numerischen Ergebnisse fiir die Konzentration, die plasti-
schen Dehnungen sowie die tangentialen Cauchy-Spannungen zwischen dem elastischen, dem
plastischen und dem viskoplastischen Modell nach einer Lithiierung des Host-Materials nach
einem Halbzyklus bei SOC = 0,92 iiber den Partikelradius r verglichen. Die Verdnderungen
der Konzentrationsprofile infolge der plastischen Verformung sind in Abbildung 6.14(a) dar-
gestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass der Konzentrationsgradient sowohl im plastischen
als auch im viskoplastischen Fall in der Nédhe der Partikeloberflaiche zunimmt, wihrend in der
Partikelmitte niedrigere Konzentrationswerte auftreten als im elastischen Fall. Dies ist auf die
begrenzte maximale Spannung in den plastischen Modellen zuriickzufiihren. Die geringeren
Spannungen im Inneren des Partikels fithren dort zu einer geringeren Mobilitit. Dieser Gradient
in der Li-Mobilitét fiihrt zu der beobachteten Anhdufung von Li-Atomen an der Partikelober-
flache. Werden der plastische und der viskoplastische Fall miteinander verglichen, so ist ein
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Abbildung 6.14: Vergleich fiir den elastischen (Ela.), den plastischen (Pla.) und den viskoplasti-
schen (Vis.) Ansatz der 1D radial-symmetrischen Geometrie bei SOC = 0,92
iiber den Partikelradius r aus Gleichung (PPP): Konzentration cg in (a), dqui-
valente plastische Dehnung 5;‘1] in (b) und tangentiale Cauchy-Spannung in (c)
iber den Radius r sowie tangentiale Cauchy-Spannung an der Partikeloberfli-
che r = 1,0 iiber SOC in (d), basierend auf [2, Abbildung 2].

sanfterer Ubergang vom elastischen zum plastischen Fall zu erkennen und damit eine leichte
Verschiebung der Konzentrationswerte zur Partikeloberfliche, siehe die untere Lupe in Ab-
bildung 6.14(a). Dies wird iiblicherweise als viskoplastische Regularisierung bezeichnet [139,
Abschnitt 1.7.1.4]. Die zweite Lupe zeigt einen Bereich, in dem sich die Steigung des Kon-
zentrationsprofils in der Nédhe der Partikeloberflache dndert, was auf einen zweiten plastischen
Verformungsprozess wihrend der Lithiierung hindeutet, der auch an der Anderung der Stei-
gung der dquivalenten plastischen Dehnung zu erkennen ist, sieche Abbildung 6.14(b). Dies wird
deutlicher, wenn die tangentialen Cauchy-Spannungen als Funktion iiber den SOC untersucht
werden, vergleiche Abbildung 6.14(d) sowie [2, Abbildung 3(b)].

Abbildung 6.14(b) zeigt die dquivalente plastische Dehnung 5;‘1], die plastische Verformungen
in der Néhe der Partikeloberfliche erkennen ldsst. Wihrend der Lithiierung verformt sich das
Teilchen zweimal plastisch. Der erste plastische Verformungsprozess tritt in der Anfangsphase
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des Ladens bei niedrigem SOC < 0,13 auf, siche Abbildung 6.14(d), und fiihrt zu dquivalen-
ten plastischen Dehnungen von 3,4 %. Bei weiterer Lithiierung wiederholt sich dieser Prozess
bei SOC = (0,8, siehe Abbildung 6.14(d), und die GroBe der dquivalenten plastischen Dehnung
steigt auf 4 %. Bei der tangentialen Cauchy-Spannung o, siche Abbildung 6.14(c) und (d),
dndert sich die Spannungsrichtung an der Partikeloberflache im plastischen Fall im Vergleich
zum elastischen Fall von Druck- zu Zugspannung. Dieser Vorzeichenwechsel der tangentialen
Spannungen tritt in dem Bereich auf, in dem das Teilchen zuvor plastisch verformt wurde. Die
heterogene plastische Verformung fiihrt also zu einer Eigendehnung, die zu Zugspannungen nahe
der Partikeloberfliache fiihrt, die im elastischen Fall nicht zu beobachten sind. Dies bedeutet,
dass es bei einem fast vollstindig lithiierten Partikel zu einer erheblichen Verschiebung der
Spannungsentwicklung kommt und die plastische Verformung zu Zugspannungen in der Nédhe
der Partikeloberfliche fiihrt. Diese entscheidende Verdnderung des Spannungsprofils in einem
kleinen rdumlichen Bereich des Partikels ist fiir die Lebensdauer der Batterie wichtig zu er-
kennen. Abbildung 6.14(d) zeigt die tangentiale Cauchy-Spannung an der Partikeloberfliche im
Vergleich zum SOC iiber den gesamten Halbzyklus. Unmittelbar nach dem Start treten Cauchy-
sche Druck-Spannungen auf, bei denen der elastische Ansatz auf gro3ere Werte ansteigt als die
plastischen Ansitze, die durch das Einsetzen der plastischen Verformungen begrenzt sind. Das
viskoplastische Modell zeigt im Vergleich zum raten-unabhingigen Modell groflere negative
tangentiale Spannungen, d. h. eine Uberspannung oberhalb der FlieBspannung. Nach Erreichen
der Maximalwerte nehmen die Spannungen in allen Fillen ab. Die plastischen Ansétze weisen
jedoch Zugspannungen um SOC = 0,6 auf. Bei SOC ~ 0,8 verformt sich das Teilchen ein
zweites Mal plastisch, wodurch sich die maximalen Zugspannungen in tangentialer Richtung
verringern. Auffallend ist der Unterschied zwischen dem elastischen Fall, der nur tangentiale
Druckspannungen aufweist, und den plastischen Ansétzen, die auch tangentiale Zugspannungen
enthalten. Die radiale Cauchy-Spannung an der Partikeloberfldache ist nicht abgebildet, da dort
eine spannungsfreie Randbedingung gilt. Diese Ergebnisse sind qualitativ vergleichbar mit den
numerischen Ergebnissen aus [21, Abbildung 4(c)] und [58, Abbildung 5(d)]. Es wird darauf
hingewiesen, dass sowohl fiir das plastische als auch fiir das viskoplastische Modell am Ende
des ersten Halbzyklus nahezu gleichwertige numerische Ergebnissen vorliegen. Dies gilt jedoch
nicht fiir die Ergebnisse nach mehreren Halbzyklen, die gleich im Zuge von Abbildung 6.15 dis-
kutiert werden. Fiir weitere Parameterstudien und Untersuchungen wird auf [2, Abbildungen 3-5]
verwiesen.

Als Nichstes wird die Effizienz der numerischen Implementierung hinsichtlich der Assemb-
lierungszeit in Tabelle 6.1 untersucht. Hierbei gilt zu beachten, dass die Simulationen mit vier
MPI-Jobs auf dem Desktoprechner aufgefiihrt sind. So werden in der Tabelle die durchschnitt-
lichen Newton-Iterationen pro Zeitschritt, die Assemblierungszeit der Jacobi-Matrix und der
rechten Seite des linearen Gleichungssystem fiir einen Halbzyklus aufgefiihrt. Es werden die
Ergebnisse fiir die Linearisierung und die AD-Technik fiir die 1D radial-symmetrische Geo-
metrie und die 2D Geometrie aus Abbildung 6.16 verglichen. Zusitzlich werden fiir die 2D
Konfiguration auch diese Simulationen untersucht:
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* ohne MPI-Parallelisierung, aber mit riumlicher und zeitlicher Adaptivitit

* ohne MPI-Parallelisierung und konstante rdumliche Diskretisierung, aber mit zeitlicher
Adaptivitit

* ohne MPI-Parallelisierung und konstante rdumliche und zeitliche Diskretisierung.

Fiir den zweiten Fall wird die raumliche Diskretisierung fiir die gesamte Dauer der Simula-
tion so gewihlt, dass sie knapp unter der grofiten Anzahl von DOFs im Fall der adaptiven
Simulation liegt. Fiir die letzte Situation mit gleichmiBiger zeitlicher Diskretisierung wird als
konstante Zeitschrittweite 2 x 10~ h und BDF, eine Formel zur Riickwiirtsdifferenzierung (von
engl. backward differentiation formula), mit der Ordnung eins fiir das Zeitintegrationsschema
festgelegt, vergleiche [80, Kapitel 4.1.2]. 2 x 10~7 h liegt nahe, aber knapp iiber der niedrigs-
ten Zeitschrittgrofe der rdumlich und zeitlich adaptiven Simulation mit dem NDF-Verfahren,
vergleiche Bemerkung 5.2.16. Diese Werte sind notwendig, um alle relevanten physikalischen
Phinomene korrekt zu erfassen. Es ist zu beachten, dass alle Newton-Schritte gezidhlt werden,
auch die Newton-Schritte, bei denen die Reduktionsrate fiir das neue Newton-Update nicht
schnell genug ist oder die Toleranzen des adaptiven Algorithmus nicht erfiillt werden. Nach [2,
Abbildung 5(a)] sind die meisten Zeitschritte eines Lithiierungszyklus rein elastisch und da-
her sind groflere Zeitschrittweiten moglich. Aufgrund des Zeitintegrationsverfahrens mit varia-
blen Zeitschrittweiten und variabler Ordnung ist die maximale Anzahl der Newton-Iterationen
begrenzt. Wenn die maximale Anzahl von Newton-Iterationen erreicht ist, die Rate fiir das

Tabelle 6.1: Vergleich der Anzahl der Zeitschritte, durchschnittliche Anzahl der Newton-
Iterationen per Zeitschritt (& Newton), Assemblierungszeit fiir die Newton-Matrix
und die rechte Seite des linearen Systems zwischen der hergeleiteten Linearisie-
rung und der AD-Technik fiir die 1D radial-symmetrische Konfiguration sowie 2D
Viertel-Ellipse und fiir weitere moderne numerische Techniken fiir den 2D Fall aus
Gleichung (PPP), basierend auf [2, Tabelle 3].

Methode Zeitschritte gNewton Assemblierungszeit
Linearisierung 1D 227 1,29 3,96 sec

AD 1D 229 1,27 1,80 sec
Linearisierung 2D 314 1,18 4,03 x 103 sec
AD 2D 338 1.26 3,93 x 10? sec
AD 2D ohne MPI 338 1,26 1,50 x 102 sec
AD 2D ohne MPI, uniform im Raum 302 1,17 3,53 x 10° sec
AD 2D ohne MPI, uniform in Raum und Zeit 4,50 x 10° 1,05 4,50 x 107 sec

(extrapolierte Zeit)
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Newton-Update zu klein ist oder die Toleranzen des adaptiven Algorithmus nicht erreicht wer-
den, wird die Zeitschrittweite verringert. Eine kleinere Zeitschrittweite fiihrt zu einer geringeren
Anzahl von Newton-Iterationen. Diese Punkte erkldren die niedrige durchschnittliche Anzahl
von Newton-Schritten fiir die spezielle Simulationsumgebung.

Die Anzahl der Zeitschritte und die durchschnittliche Anzahl der Newton-Iterationen pro
Zeitschritt sind bei den 1D radial-symmetrischen bzw. 2D Simulationen dhnlich. Allerdings
gibt es erhebliche Unterschiede bei den Assemblierungszeiten: Die Linearisierung ist doppelt
so langsam wie AD fiir die 1D radial-symmetrische Simulation und sogar zehnmal langsamer
fiir die 2D Simulation. Dies ist eine bemerkenswerte Beschleunigung der Assemblierungszeit
bei der Losung des Newton-Updates. Wird die MPI-Parallelisierung nicht verwendet, ist die
Assemblierungszeit erwartungsgemif etwa viermal langsamer. Bei konstantem Gitter ergibt sich
eine Verlangsamung um mehr als den Faktor zwei, aber auch eine leichte Verringerung der Anzahl
der Zeitschritte. Fiir den letzten Fall wurden 100 Zeitschritte berechnet und die Gesamtzeiten
fiir die Assemblierung extrapoliert. Die durchschnittliche Anzahl der Newton-Iterationen fiir
diese 100 Schritte ist geringer als in den anderen Fillen, was auch daran liegt, dass innerhalb
dieser ersten 100 Zeitschritte keine plastische Verformung auftritt. Wird eine Simulation ohne
MPI-Parallelisierung, aber mit konstanter raumlicher und zeitlicher Diskretisierung betrachtet,
so ergibt sich eine um etwa Faktor 10° hohere Assemblierungszeit. Ohne die AD-Technik kiime
noch einmal ein Faktor zehn hinzu, sodass insgesamt eine Beschleunigung um einen Faktor von
schitzungsweise 10° vorliegt. Zusammenfassend zeigt Tabelle 6.1 eine enorme Beschleunigung
fiir die Assemblierungszeit wihrend der Simulation mit modernen numerischen Verfahren bzw.
moderner numerischer Software.

Mit Nutzung der AD-Technik werden die Ergebnisse aus Abbildung 6.14 fiir neun Halbzy-
klen (fiinf Lithiierungen und vier Delithiierungen) in Abbildung 6.15 untersucht, wobei fiir den
viskoplastischen Fall die Linearisierung und die AD-Technik verglichen werden. Die Unter-
schiede zwischen der plastischen und der viskoplastischen Verformung nach neun Halbzyklen
ist beachtlich, insbesondere bei der Konzentration in Abbildung 6.15(a). Der plastische An-
satz ist fast identisch mit den elastischen Ergebnissen, wihrend die viskoplastischen Ergebnisse
eher Abbildung 6.14 entsprechen. Die Ahnlichkeit zwischen den elastischen und plastischen
Ergebnissen lésst sich durch die isotrope Verfestigung erkldren, die zu einem starken Anstieg
der FlieBspannung fiihrt. Nach neun Halbzyklen erreichen die im Inneren des Partikels auftre-
tenden Spannungen also nicht die FlieBspannung, sodass sich das Partikel nicht weiter plastisch
verformen kann. Dies wiederum fiihrt zu einer homogeneren Spannungsverteilung und somit
zu keiner Anhiufung von Li-Atomen in der Nihe der Partikeloberfliche. Die untere Lupe zeigt
auch fiir den viskoplastischen Ansatz einen Unterschied bei hoheren Zyklenzahlen: Eine kleine
Welle entsteht durch den Vorzeichenwechsel des Lithium-Flusses beim Laden oder Entladen
des Partikels. Dies ist wichtig zu beachten, da die kleine Welle bei der tangentialen Cauchy-
Spannung in Abbildung 6.15(c) bereits stirker ausgeprigt ist und ein Kandidat fiir mogliche
weitere Inhomogenitéten ist. Zu beachten ist auch der hohere Wert in Abbildung 6.15(b) im
Vergleich zu Abbildung 6.14(b), der auf ein groBes Ausmal an plastischer Verformung hinweist,
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Abbildung 6.15: Vergleich fiir den elastischen (Ela.), den plastischen (Pla.) und den viskoplasti-
schen (Vis.) Ansatz sowie viskoplastisch mit AD der 1D radial-symmetrischen
Geometrie bei ¢t = 8,12 h liber den Partikelradius r aus Gleichung (PPP): Kon-
zentration cg in (a), dquivalente plastische Dehnung 5;‘ in (b) und tangentiale
Cauchy-Spannung in (c) iiber Radius 7 sowie tangentiale Cauchy-Spannung an
der Partikeloberfliche » = 1,0 tiber SOC in (d), basierend auf [2, Abbildung 6].

die schlieBlich zu einer Beschiddigung des Partikels fithren konnte. Abbildung 6.15(d) zeigt die
Entwicklung der tangentialen Cauchy-Spannung an der Partikeloberfliche tiber den SOC. Fiir
den elastischen Fall ist nach dem ersten Halbzyklus kein Unterschied zu erkennen und alle
weiteren Halbzyklen sind identisch. Auch fiir den viskoplastischen Fall, hier mit AD berechnet,
ist nur ein kleiner Unterschied in der unteren linken Ecke sichtbar, siehe die Lupe unten in der
Mitte. Der zweite und alle weiteren Lithiierungszyklen weisen eine hohere Druckspannung auf,
die sogar etwas hoher ist als im elastischen Fall des ersten Halbzyklus. Dies ldsst sich durch die
konstanten Ausgangsdaten erkldren. Die Lupe oben rechts zeigt die Auswirkung des Wechsels
von Lithiierung zu Delithiierung mit einem kurzen Anstieg und anschlieBendem Riickgang, was
auf eine zusitzliche plastische Verformung hinweist. Ein grolerer Unterschied zwischen dem
elastischen und dem viskoplastischen Ansatz bei niedrigerem SOC ist am Ende des Entladezy-
klus in der linken oberen Ecke mit der Lupe in der linken Mitte zu sehen. Der plastische Ansatz
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mit isotroper Verfestigung zeigt jedoch den groften Unterschied in jedem Zyklus. Wie bereits
erortert, tendieren die tangentialen Cauchy-Spannungen von Zyklus zu Zyklus zu den Werten
des elastischen Falls, die mit den cyanfarbenen Pfeilen angezeigt werden. Es ist zu beachten,
dass die kleine Welle aus Abbildung 6.15(a) und Abbildung 6.15(c) in dieser Darstellung nicht
sichtbar ist.

Konzentration ¢ / ¢pax

eq
pl/'

Aqui. pla. Dehnung ¢

von-Mises-Spannung o,y / GPa

Abbildung 6.16: 2D Viertel-Ellipse eines Nano-Wires nach einer Lithiierung bei SOC = 0,92
aus Gleichung (PPP) fiir die Konzentration cg in (a), die dquivalente plastische
Dehnung 53‘1] in (b) und die von-Mises-Spannung o,y in (¢) mit Nutzung
der AD-Technik, basierend auf [2, Abbildung 7].
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Abbildung 6.16 zeigt die numerischen Ergebnisse am Ende eines Halbzyklus mit t.,g = 0,9 h
bzw. SOC = 0,92. Die Anzahl der DOFs liegt in einem Bereich von [320,121472] und die
Gesamtrechenzeit betrdgt weniger als 15 Minuten. In allen Unterabbildungen ist das adaptive
Gitter im Hintergrund sichtbar, was auf einen hoheren Verfeinerungsgrad an der AuB3enflache
in der Nihe der kurzen Halbachse hinweist. In Abbildung 6.16(a) ist das Konzentrationsprofil
in einem Bereich von [0,91;0,94] dargestellt. Es fillt auf, dass der Konzentrationsgradient an
der Partikeloberflache an der kurzen Halbachse stérker ist. Hier kann ein groerer Bereich mit
niedrigeren Konzentrationswerten in blau mit einem kleinen, aber steil ansteigenden Bereich in
der Nihe der Partikeloberfliche lokalisiert werden. Diese Eigenschaft ist vergleichbar mit den
Ergebnissen der 1D radial symmetrischen Simulationen mit einem stirkeren Anstieg in der Nihe
der Partikeloberflache in Abbildung 6.14(a) oder in Abbildung 6.15(a).

Ein Blick auf die skalare dquivalente plastische Dehnung 5;1 in Abbildung 6.16(b) bestétigt
den Bereich der plastischen Verformung: Die plastische Verformung erfolgt an der Partikelober-
fliche der kurzen Halbachse. Es treten groBe dquivalente plastische Dehnungen von bis zu 22 %
auf. Abbildung 6.16(c) zeigt die von-Mises-Spannung aus Gleichung (6.3). Es ist eine erhebliche
Inhomogenitit der von-Mises-Spannungsverteilung im Partikel erkennbar. Wihrend die Span-
nungswerte an der groen Halbachse unter 0,45 GPa liegen, sind die von-Mises-Spannungen an
der kleinen Halbachse mehr als 1,5 mal hoher und weisen zwei Maximalwerte nahe der Par-
tikeloberflache auf: eine durch Zugspannungen aufgrund der plastischen Verformung nahe der
Oberfliche und eine durch Druckspannungen etwas weiter im Inneren des Partikels, beides wie-
der wie im 1D radial-symmetrischen Fall in Abbildung 6.14(c) oder in Abbildung 6.15(c). Die
starke Verdnderung der Spannungsgradienten in der Nihe der Oberfliche der kurzen Halbach-
se mag ungewohnlich erscheinen. Wie jedoch dargelegt, resultiert der Wechsel der Gradienten
aus dem Vorzeichenwechsel der tangentialen Spannungen von Zug an der Partikeloberfliche
hin zu Druck im oberflichennahen Partikelinneren, vergleiche Abbildung 6.14(c). Da die von-
Mises-Spannung der Absolutwert des Spannungsdeviators ist, fiihrt diese Anderung dazu, dass
die beiden Maxima nahe beieinander liegen. Diese Inhomogenitit der Spannungsverteilung
zwischen Druck- und Zugspannungen ist besonders wichtig fiir weitere Untersuchungen zur
Partikelschiddigung oder zum Bruch.

Die lange Halbachse ist fiir niedrigere Konzentrationswerte in der Partikelmitte verantwortlich.
Auf der kleinen Halbachse wiirde die Diffusion hohere Konzentrationen in der Partikelmitte
erzeugen. Somit ist der Einfluss der niedrigeren Konzentrationswerte an der langeren Halbachse
fiir hohere Konzentrationsgradienten an der kleinen Halbachse verantwortlich, was zu hoherer
Spannung und plastischer Verformung fiihrt. Dies wird auch im nachfolgenden Kapitel nochmals
fiir den 2D Fall diskutiert.

6.2.4 Partikel-SEl-Ansatz

Aufgrund der Wichtigkeit der Mechanik werden fiir ein 1D radial-symmetrisches Partikel mit
sphirischer SEI und fiir ein elliptisches Nano-Wire mit elliptischer SEI fiir Siliziumanoden die
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chemisch-mechanische Kopplung zwischen Partikel und SEI analysiert, siehe Gleichung (PSP).
Die SEI-Schicht, die sich rein mechanisch verformt, muss sich an die Volumendnderungen der
Siliziumanode wihrend des Zyklierens anpassen. Dies fiihrt ebenfalls zu Spannungen innerhalb
der SEI. Das Partikel verformt sich chemisch-elastisch, wihrend sich die SEI elastisch-(visko-)
plastisch verformt. Hierzu werden in diesem Kapitel einige numerische Studien aus [3] und [4]
gezeigt und untersucht.

Bei der Erweiterung des Modells von einem einzelnen Partikel zu einem gekoppelten Partikel-
SEI-Ansatz wurde mit einer rein elastischen SEI mit dem Lagrangeschen GSV-Ansatz begonnen.
Die numerische Simulation ist jedoch um ¢ = 0,32 h bzw. SOC = 0,34 abgebrochen, da keine
geeignete Newton-Aktualisierung gefunden werden konnte. Abbildung 6.17(a)-(b) und Abbil-
dung 6.18(a)-(b) zeigen die numerischen Ergebnisse in orange. In Abbildung 6.17(b) ist deutlich
zu erkennen, dass die tangentiale Cauchy-Spannung der SEI an der Grenzfliche zwischen dem
Partikel und dem SEI stark ansteigt, was beim logarithmischen Hencky-Ansatz nicht auftritt.
Andererseits fiihrt die Verwendung der logarithmischen Verzerrung auch in der rein elastischen
Konfiguration zu einer Stabilisierung der numerischen Simulation und unterdriickt den starken
Anstieg an der Grenzfldache (griin). Abbildung 6.17(a) zeigt die geforderte Schnittflachenbedin-
gung fiir die Verschiebung zwischen dem Partikel und der SEI. Aufgrund der Anwendung der ex-
ponentiellen Abbildung der plastischen Zeitintegration ist der logarithmische Hencky-Ansatz fiir
die Verzerrung im Vergleich zum Lagrangeschen GSV-Ansatz fiir die Verzerrung vorteilhaft und
wird in allen plastischen Simulationen verwendet. Abbildung 6.17(a)-(b) und Abbildung 6.18(a)
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Abbildung 6.17: Normale (a) und tangentiale (b) Cauchy-Spannung iiber den Radius 7 (0,0 <
r < 1,0 in Qemp, 1,0 < 7 < 1,1 in Qmg) fiir die 1D radial-
symmetrische Partikel-SEI-Konfiguration am Ende der Simulationszeit aus
Gleichung (PSP); fiir den 1.) rein elastischen Fall mit dem Lagrangeschen
GSV-Verzerrungstensor (Lag. ela.) stoppt die Simulation bei SOC = 0,34,
vergleiche Abbildung 6.18(a), wohingegen alle anderen Fille (2.) elastisch,
3.) plastisch und 4a.), 4b.) Viskoplastisch) mit dem logarithmischen Hencky-
Verzerrungstensor die finale Simulationszeit erreichen, basierend auf [3, Ab-
bildung 2].
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Abbildung 6.18: Elektrische Spannung U an der Partikeloberfliche » = 1,0 iiber SOC der
1D radial-symmetrischen Partikel-SEI-Konfiguration fiir drei Halbzyklen aus
Gleichung (PSP) fiir die unterschiedlichen Ansétze des elastischen Verzer-
rungstensors fiir die elastischen und plastischen Félle mit gestopptem Lagran-
geschen GSV-Ansatz fiir den elastischen Fall in orange (a) und der tangentialen
Cauchy-Spannung der SEI iiber SOC an der Schnittstelle zwischen Partikel und
SEI mit zunehmender Spannungsiiberrelaxation fiir kleineres é;‘f (blauer Pfeil)
im viskoplastischen Fall (b), basierend auf [3, Abbildung 3].

enthalten fast keine Veridnderung zwischen der raten-unabhéngigen und raten-abhingigen Plas-
tizitdt. Abbildung 6.18(b) zeigt jedoch die typische Spannungsiiberrelaxation fiir die tangentiale
Cauchy-Spannung der SEI an der Partikel-SEI-Schnittfliche, bestehend aus einem Uberschwin-
gen zu Beginn der ersten Plastifizierung und einer anschlieBenden Entspannung in Richtung der
raten-unabhiingigen plastischen Ergebnisse. Eine Verringerung von £y von 1073 s auf 10~*s7*
fiihrt zu einem hoheren Uberschwingen (blauer Pfeil). Eine elektrische Uberrelaxation ist auch
bei Messungen in [154] zu beobachten, was die Spannungsrelaxation nach GITT-Pulsen mit
niedrigem Strom erklért [43]. Im rein elastischen Fall gibt es keine Spannungshysterese, d. h.
Lithiierung und Delithiierung fithren zu denselben Spannungen, die in Abbildung 6.18(b) in
gestrichelt griin dargestellt sind. SchlieBlich zeigt Abbildung 6.18(a) die Auswertung der elektri-
schen Spannung mit der Butler—Volmer-Bedingung, die zu dhnlichen Ergebnissen fiihrt wie fiir
das einzelne Batterie-Aktivmaterialpartikel [2, Anhang G]. Fiir die 1D radial-symmetrische Kon-
figuration des Partikel-SEI-Ansatzes wurde die Simulation mit 16 x 10° DOFs und 1,4 x 103
Zellen durchgefiihrt.

Fiir das 2D elliptische Rechengebiet mit 87 x 10> DOFs und 1,2 x 10% Zellen werden die
Spannungen innerhalb des Partikels und der SEI fiir drei Halbzyklen (1. Lithiierung, 1. Deli-
thiierung, 2. Lithiierung) diskutiert. Weiter werden die Li-Konzentrationsverteilung sowie die
Gradienten wihrend drei Halbzyklen untersucht. In dieser Arbeit werden die Ergebnisse fiir eine
weiche SEI vorgestellt. Fiir die ausfiihrliche Diskussion einer steifen SEI wird auf [4] verwiesen.

In Abbildung 6.19 werden die Cauchy-Spannungen in normaler (a) und tangentialer (b)
Richtung bei 30 % SOC wihrend der Lithiierung dargestellt. So zeigen beide Verteilungen
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Abbildung 6.19: Normale (a) und tangentiale (b) Cauchy-Spannung bei SOC = 0,3 sowie
normale (c), tangentiale Cauchy-Spannung fiir das Partikel (d) sowie fiir die
SEI (e) an den Punkten UR (unten rechts im Schnitt zwischen Partikel und
SEI) und OL (oben links rechts im Schnitt zwischen Partikel und SEI) iiber
drei Halbzyklen fiir die weiche SEI der 2D Viertel-Ellipse fiir den Partikel-
SEI-Ansatz aus Gleichung (PSP), basierend auf [4, Abbildung 2].

Zugspannung in der Mitte des Partikels und Druckspannung an der Oberfliche. Die groften
Druckspannungen treten in normaler Richtung am Ende der groBen Halbachse in Punkt UR
(unten rechts im Schnitt zwischen Partikel und SEI) und in tangentialer Richtung am Ende der
kleinen Halbachse in Punkt OL (oben links rechts im Schnitt zwischen Partikel und SEI) auf.
Die untersuchten Punkte sind in Abbildung 6.4 eingezeichnet.

Die zeitliche Entwicklung der Cauchy-Spannungen wihrend der drei Halbzyklen ist fiir die
Normalenkomponente in Abbildung 6.19(c), fiir die Tangentialkomponente des Partikels in Ab-
bildung 6.19(d) und fiir die Tangentialkomponente der SEI in Abbildung 6.19(e) dargestellt.
So zeigen sich fiir das Partikel dauerhafte Druckspannungen in den Punkten UR und OL,
wobei deutlich groflere Spannungsbetrige fiir die tangentiale Komponente vorliegen. Die Nor-
malenspannung in Abbildung 6.19(c) zeigt immer den grofiten Wert an der grolen Halbachse im
Punkt UR, die Tangentialspannung in Abbildung 6.19(d) an der kleinen Halbachse im Punkt OL.
Bei der anschlieenden Delithiierung treten an der Partikeloberflidche die grofiten Zugspannungen
an denselben Stellen wie zuvor auf. Zu Beginn der zweiten Lithiierung weicht die Normalen-
spannung in Abbildung 6.19(c) aufgrund der Anfangsbedingung leicht von der ersten Lithiierung
ab, aber die Spannungswerte nihern sich kontinuierlich denen der ersten Lithiierung an. Die tan-
gentialen Spannungen des Partikels stimmen mit denen des ersten Zyklus iiberein. Die grof3ten
tangentialen Spannungen entstehen bei niedrigen SOC-Werten im Punkt OL und fiithren dort zu
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plastischem FlieBen, vergleiche Abbildung 6.16, und konnen in Partikelbruch resultieren. Der
Vergleich zu einem symmetrischen Nano-Wire ist in [4, Abbildung 6] dargestellt.

Die Normalenspannungen der SEI sind iiber die Schnittstellenbedingungen identisch zu denen
des Partikels. Am duBleren Rand ist eine spannungsfreie Randbedingung in Normalenrichtung
vorgegeben. Wihrend der Lithiierung fiihrt die Volumenausdehnung des Partikels zu tangen-
tialen Zugspannungen innerhalb der SEI, vergleiche Abbildung 6.19(b) und Abbildung 6.19(e).
Der Spannungswert an der kleinen Halbachse am Punkt OL ist etwas groer als am Punkt UR.
Dies ist zu erwarten, da die Kriimmung der SEI an diesem Punkt am geringsten ist. Daher
konnte die SEI am Punkt OL anfillig sein fiir Bruch. Wihrend der Delithiierung liegt tan-
gentiale Druckspannung vor, wobei der maximale Wert wieder am Punkt OL erreicht wird.
Wihrend der zweiten Lithiierung verringert sich die GroBe der Spannungsiiberrelaxation und
die Spannung konvergiert mit der der ersten Lithiierung wie im 1D radial-symmetrischen Fall
in Abbildung 6.18(b). Der Einfluss der Viskositédt wird in [4, Abbildung 8] fiir eine Variation
von 5';? untersucht und fiithrt zum gleichen Ergebnis wie in Abbildung 6.18(b).

Die Li-Verteilung innerhalb des elliptischen Nano-Wires wihrend der Lithiierung ist in Ab-
bildung 6.20(a) bis (c) fiir 5 %, 30 % und 90 % SOC dargestellt. Wie erwartet nimmt die Lithi-
umkonzentration im Allgemeinen von auflen her zu und zeigt den groBSten Wert an der langen
Halbachse am Punkt UR. An diesem Punkt hat die elliptische Geometrie das hochste Verhilt-
nis von Oberflichen zu Volumen, was zu einem schnelleren Anstieg der Lithiumkonzentration
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Abbildung 6.20: Konzentration cg bei SOC = 0,05 in (a) bei SOC = 0,30 in (b) und
SOC = 0,90 in (¢) im Partikel sowie Richtungsvektoren des Konzentrations-
gradienten, skaliert mit einer negativen Konstanten, im Partikelgebiet com p
in (d) fiir die weiche SEI und Differenz zwischen Konzentration und dem
Mittel iiber drei Halbzyklen in (e) an den Punkten UR, OL und MI (Mittel-
punkt des Partikels) der 2D Viertel-Ellipse fiir den Partikel-SEI-Ansatz aus
Gleichung (PSP), basierend auf [4, Abbildung 3].
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fiihrt [87, Kapitel 2.2.3]. Entgegen der Erwartung ist die Lithiumkonzentration am Ende der klei-
nen Halbachse am Punkt OL niedriger als die Konzentration am Mittelpunkt MI des Partikels
wihrend der Lithiierung bei 30 % SOC. Zur besseren Veranschaulichung dieser Konzentrati-
onsanomalie wird der Konzentrationsgradient, der die Richtung der chemischen Li-Diffusion
angibt und mit einer negativen Konstanten skaliert ist, in Abbildung 6.20(d) dargestellt. Entlang
der groen Halbachse zeigt die Li-Diffusion zum Mittelpunkt der Ellipse. Entlang der kleinen
Halbachse hingegen weist die Diffusion in Richtung des Partikelrandes, was die geringere Kon-
zentration am Punkt OL verdeutlicht. Im Gegensatz dazu weist der Gesamtfluss des Lithiums,
der durch den Gradienten des chemischen Potentials verursacht wird, immer in Richtung der
Mitte des Partikels.

Zur Bestitigung der Konzentrationsanomalie wird die Differenz der Lithiumkonzentration
vom Mittelwert wihrend der drei Halbzyklen in Abbildung 6.20(e) betrachtet. Wie bei der Li-
thiierung zu erwarten ist, ist die Konzentration am Punkt UR immer groBer und am Punkt MI
immer kleiner als die mittlere Konzentration. Wihrend der Delithiierung ist dieses Konzentra-
tionsverhalten umgekehrt. Jedoch ist wihrend der Lithiierung in einem groeren SOC-Bereich
zwischen 15 % und 45 % SOC die Konzentration am Punkt OL kleiner als die mittlere Konzen-
tration und sogar kleiner als die Konzentration im Zentrum MI. Diese Konzentrationsanomalie
tritt auch bei der Delithiierung als Konzentrationsiiberschuss und der zweiten Lithiierung als
Konzentrationsmangel auf. Die Konzentrationsanomalie am Punkt OL ist somit kein Simula-
tionsartefakt in einem engen SOC-Bereich wihrend der ersten Lithiierung, sondern signifikant
und robust wihrend des Zyklierens. Diese Anomalie tritt auch bei einem sehr langsamen Laden
mit C/20 ohne eine umgebende SEI auf, siche [4, Abbildung 10]. Somit entsteht diese Anomalie
nicht aufgrund der umgebenden SEI, sondern aufgrund der Mechanik innerhalb des Partikels.
Wihrend der Lithiierung steigt die Lithiumkonzentration am Punkt UR am schnellsten an, da
hier das Verhiltnis von Oberflache zu Volumen am grofiten ist. Der signifikante Anstieg ver-
ursacht eine ausgepriagte Volumenvergroflerung, die zu Druckspannungen entlang der dufleren
Begrenzung des Nano-Wires fiihrt. Diese Druckspannung ist am Punkt OL bei der kleinen Halb-
achse aufgrund der geringeren Kriimmung am gréten. Die betrdchtliche Druckspannung wirkt
sich auf die chemisch-mechanische freie Energie aus und erschwert eine weitere Li-Bildung
am Punkt OL. Bei der Delithiierung ist dieser Effekt mit Bildung von Zugspannungen ent-
sprechend umgekehrt und fiihrt zu einem lokalen Konzentrationsiiberschuss am Punkt OL. Bei
der Untersuchung eines rein chemischen elliptischen 2D Siliziumpartikels ohne mechanische
Kopplung tritt eine solche Konzentrationsanomalie nicht auf. Die Konzentrationsanomalie wih-
rend des Zyklierens resultiert also aus dem chemisch-mechanischen Wechselspiel innerhalb des
Siliziumpartikels, das durch die elliptische Geometrie erheblich beeinflusst wird.

Bei einer steifen SEI kehrt sich die Konzentrationsanomalie um und es entsteht wie beim
Hindernis-Kontakt-Problem ein Lithium-armer Bereich an der Partikeloberfliche der langen
Halbachse am Punkt UR, da dort die grofften Spannungen aufgrund des groBten Verhiltnisses
von Oberflache zu Volumen entstehen, vergleiche [4, Abbildung 5(b), (c), (e)].
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6.2.5 Residuen-Fehlerschatzer

In diesem Kapitel werden die numerischen Ergebnisse in Bezug auf den residual-basierten
a-posteriori-Fehlerschitzer prisentiert und diskutiert. Zunédchst wird fiir LFP der Spezialfall
eines rein chemischen 1D Partikels ohne Symmetrieannahmen und mit homogenen Neumann-
Randbedingungen fiir den Lithium-Fluss aus Gleichung (5.57) betrachtet. Ein solches Szenario
tritt z.B. in [248] oder in [249, Abbildung 2(c)] auf, wobei dort noch eine zusitzliche Volumen-
kraft in der Kontinuitéitsgleichung vorhanden ist.

Fiir den 1D Fall ohne Symmetrieannahmen mit konstanter Mobilitdt und einem konstanten
Anfangsgitter wird die in Abbildung 6.21(a) in schwarz eingezeichnete Anfangskonzentration

- . 4 2 — _1 2 — . 2 _ '12
¢y = —0.48 tanh [ F 064" — 0157 (z—036)"—0
0.0039 00030

betrachtet. Wahrend der Simulation werden die beiden Lithium-reichen Phasen zu einer Lithium-
reichen Phase zur finalen Simulationszeit t.,¢ = 0,3h verschmelzen. Hierbei wird mit dem
rdumlich und zeitlich adaptiven Losungsalgorithmus aus Algorithmus 3 gearbeitet. Es liegen
ungefihr zwischen 500 und 8,2 x 10? DOFs bzw. zwischen 70 und 1 x 10% Zellen vor. In Abbil-
dung 6.21(a), (b) und (c) sind in rot die finale Konzentrationsverteilungen sowie mit Kreisen das
Verfeinerungslevel jeweils fiir den Residuen-Fehlerschitzer 75 aus Theorem 5.2.11, den Gradi-
entenschitzer aus Bemerkung A.3.1 und den Kelly-Fehlerschitzer aus Bemerkung A.3.2 darge-
stellt. Zwischen den Konzentrationsverteilungen ist kein Unterschied erkennbar. Bei den Verfei-
nerungsleveln gibt es leichte Unterschiede, wobei alle drei in den Bereichen des Phaseniibergangs
hohe Gitterauflésungen aufweisen und in den homogenen Phasen geringe. Der Gradientenschiit-
zer besitzt insgesamt die niedrigsten Verfeinerungslevel, gefolgt vom Kelly-Fehlerschitzer und
dem residual-basierten Fehlerschitzer. Dieser besitzt die gro3ten Verfeinerungslevel.

Als Nichstes werden die drei Fehlerschitzer genauer untersucht. Hierbei wird die obige
Konfiguration genommen und eine hoch aufgeloste Referenzlosung mit dem Gradientenschitzer
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Abbildung 6.21: Vergleich der unterschiedlichen Verfeinerungsstrategien (Residuenschitzer
(Res.) in (a), Gradientenschitzer (Grad.) in (b) und Kelly (Kelly) in (¢)) fiir
den rein chemischen 1D Testfall bei Simulationsende iiber Radius r aus Glei-
chung (5.57): Konzentration cg (rot) und Verfeinerungslevel (schwarze Kreise)
sowie Startkonzentration in schwarz in (a).
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Abbildung 6.22: Vergleich der Konvergenzgeschwindigkeit fiir finite Elemente mit Ord-
nung p = 1 (a), Ordnung p = 2 (b), Ordnung p = 3 (¢) und Ordnung p = 4 (d)
mit Referenzlinien (gestrichelt) fiir die optimale Ordnung fiir uniform verfei-
nerte Gitter iiber DOFs mit Fehler in L?-Norm, in H!-Norm sowie Berechnung
der Fehlerschitzer fiir die beiden Anteile des Residuenschitzers (Res. Zelle
und Res. Kante), den Gradientenschitzer (Grad.) und den Kelly-Schitzer (Kel-
ly) fiir den rein chemischen 1D LFP-Testfall aus Gleichung (5.57).

mit RelTol, = 1078, RelTol, = 6,5 x 1073, AbsTol, = 10~'! und = AbsTol, = 6,5 x 1071°
sowie O, = 0.03, ©, = 0.6, 7y = 1 x 10~!% h und konstanter Mobilitit m...,s = 1 gespeichert.

Nun werden mit uniformer Verfeinerung die tatsiichlichen L?- und H*'-Fehler berechnet so-
wie die drei Fehlerschitzer fiir das entsprechende Gitter ausgewertet. Die daraus resultieren-
den Konvergenzuntersuchungen sind in Abbildung 6.22(a)-(d) fiir die jeweilige Polynomord-
nung p € {1;2;3;4} der Finite-Elemente-Ansatzfunktion dargestellt. So zeigt sich, dass der
Gradientenschitzer (Grad.) und der Kelly-Fehlerschitzer (Kelly) auf einem sehr dhnlichen Ni-
veau liegen und fiir ungerade Polynomgrade die gleiche Konvergenzordnung wie der H!-Fehler,
jedoch fiir gerade Polynomgrade die gleiche Konvergenzordnung wie der L2-Fehler aufweisen.
Das gleiche Verhalten zeigt sich fiir den Kanten-Anteil (Res. Kante) des residual-basierten Feh-
lerschitzers. Nur der Zell-Anteil (Res. Zelle) hat fiir alle vier untersuchten Polynomgrade die
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gleiche Konvergenzordnung wie der H!'-Fehler. Der Zell-Anteil besitzt insgesamt etwas hohere
Werte fiir die Fehlerschitzung, was die hoheren Verfeinerungslevel in Abbildung 6.21(a) erklért.
Die Fehlerschitzungen des Kanten-Anteils liegen unter den tatsdchlichen Fehlern fiir ungerade
Polynomgrade, aber auf einem #hnlichen Niveau wie der L?-Fehler fiir gerade Polynomgrade.
Eine entsprechende Skalierung mit 7y bzw. mit vge wie in Gleichung (5.72) kann die bei-
den Anteile des Residuenschitzers auf das Niveau der anderen beiden Fehlerschitzer bringen,
wobei die Parameter abhingig vom Polynomgrad sind. Eine Abhingigkeit der beiden Anteile
des Residuenschitzers fiir gerade bzw. ungerade Polynomgrade wurde nach [173, Kapitel 1.6]
und [174, 175] ebenfalls in [176, 177] beobachtet.
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Abbildung 6.23: Vergleich der Konvergenzgeschwindigkeit fiir finite Elemente mit Ord-
nung p = 1 (a), Ordnung p = 2 (b), Ordnung p = 3 (¢) und Ordnung p = 4 (d)
mit Referenzlinien (gestrichelt) fiir die optimale Ordnung fiir uniform verfei-
nerte Gitter iiber DOFs mit Fehler in Z>-Norm, in H!-Norm sowie Berechnung
der Fehlerschitzer fiir die beiden Anteile des Residuenschitzers (Res. Zelle
und Res. Kante), Gradientenschitzer (Grad.) und den Kelly-Schitzer (Kelly)
fiir die chemisch-mechanisch gekoppelten 1D radial-symmetrische Geometrie
und aSi aus Gleichung (SPP).
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In Abbildung 6.23 sind die Konvergenzordnungen fiir das chemisch-elastisch gekoppelte
Siliziumpartikel in der 1D radial-symmetrischen Standard-Konfiguration aus Gleichung (SPP)
zu sehen. Hierfiir wurde die Referenzlosung mit einem uniformen Gitter mit ca. 1,5 Millionen
DOFs, 131 x 10® Zellen und RelTol, = 10~', AbsTol, = 10~'* auf dem bwUniCluster auf
einem Single-Knoten berechnet. Als finale Zeit wurde t.,¢ = 0,02h gewihlt, da hier grofe
Spannungen auftreten.

Es zeigt sich ein dhnliches Verhalten fiir den Kanten-Anteil des Residuen-Fehlerschitzers
und den Gradientenschitzer wie in der vorherigen Abbildung. Auffillig ist jedoch, dass der
Kelly-Fehlerschitzer nur eine verringerte Konvergenzordnung von 0,5 und der Zell-Anteil eine
maximale Konvergenzordnung von 1 aufweisen. Der Kelly-Fehlerschitzer scheint aufgrund
der inhomogenen Neumann-Randbedingung des Lithium-Flusses und den Randbedingungen
fiir die Verschiebung nur eine verringerte Konvergenzordnung zu besitzen. Der Zell-Anteil
besitzt ebenfalls nur eine verringerte Konvergenzordnung, die aufgrund der Nichtlinearitét in
der Berechnung des ersten Piola—Kirchhoff-Spannungstensors P im Residuenterm auftreten
konnte. Weitere Untersuchungen in Bezug auf die verringerte Konvergenzordnung kénnen neue
Erkenntnisse bieten [167, 169]. Mit hoherem Polynomgrad tritt immer friither eine Sittigung ein,
die aufgrund der gewihlten Konfiguration der Referenzlosung entsteht.

Weitere numerische Ergebnisse fiir diese Konfiguration des residual-basierten Fehlerschit-
zers fiir das chemisch-elastisch gekoppelte Batterie-Aktivmaterialpartikel fiir die 1D radial-
symmetrische Geometrie finden sich in [6].

6.2.6 Weitere Parameter- und Modellierungs-Kombinationen

In diesem Kapitel sollen kurz und knapp weitere Parameter- und Modellierungs-Kombinationen
vorgestellt werden.

So kann z.B. fiir eine Natrium-Ionen-Batterie fiir das Kathodenmaterial Natrium-Eisenphos-
phat Na, FePo (NFP) (von engl. sodium iron phosphate) mit einer angepassten Energiedichte fiir
den chemischen Anteil

PrVen(CR) = RgasT Cona (aléR — %éﬁ + er In(2g) + (; - éR) ln@ - aR))
sowie angepassten Materialparametern in [82, Tabelle 6] ebenfalls der Cahn—Hilliard-Ansatz
gewihlt werden [82, 85, 108].

Fiir die Simulation des State-Of-The-Art Anodenmaterials Graphit kann eine entsprechende
Leerlaufspannungskurve genutzt werden, siehe Gleichung (A.2).

Als weitere Kombination zweier Modellierungsansitze wird hier noch das Hindernis-Kontakt-
Problem fiir ein viskoplastisches 1D radial-symmetrisches Partikel fiir aSi mit AD, Liickenfunk-
tion ¢ = 0.5 und maximaler Ordnung fiir das Zeitintegrationsverfahren von 3 aufgrund der
Nichtlinearitédt der Viskoplastizitét vorgestellt. Dies ist eine Kombination aus Gleichung (OCP)
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Abbildung 6.24: Tangentiale Spannung o, iiber Partikelradius r im viskoplastischen Fall der 1D
radial-symmetrischen Konfiguration mit und ohne Hindernis bei SOC = 0,92
in (a), Zeitschrittweite 7,, iiber Simulationszeit von zwei Halbzyklen (eine Li-
thiierung und eine Delithiierung) mit Ordnung des Zeitintegrationsverfahrens
in (b) und Konzentration cg sowie Verfeinerungslevel iiber den Partikelradius r
bei SOC = 0,92 in (¢) mit einer Kombination von Gleichung (OCP) und von
Gleichung (PPP).

und Gleichung (PPP). In Abbildung 6.24 sind die tangentiale Cauchy-Spannung o, iiber den Ra-
dius r bei SOC = 0,92 in (a), die Zeitschrittweite 7,, und die Ordnung der Zeitintegration k,, liber
zwei Halbzyklen in (b) sowie die Konzentration cg sowie das Verfeinerungslevel iiber den Radi-
us 7 bei SOC = 0,92 in (c) dargestellt. Der Vergleich zwischen dem viskoplastischen Ansatz ohne
und mit Hindernis in Abbildung 6.24(a) zeigt, dass sich qualitativ nicht viel am Spannungsverlauf
selbst @ndert. Auffallend ist jedoch die unterschiedliche Groenordnung, die sich um iiber 3 GPa
unterscheidet. Somit hat das symmetrische Hindernis nur eine Auswirkung auf den sphérischen
Anteil der Spannung, nicht aber auf den deviatorischen, der fiir das Einsetzen plastischer Defor-
mationen relevant ist. In Abbildung 6.24(b) ist die verwendete Zeitschrittweite und Ordnung des
Zeitintegrationsverfahren dargestellt. Gut erkennbar ist das Einsetzen der Plastizitit bei der ers-
ten vertikalen grau gestrichelten Linie sowie das Beriihren und Ablosen vom Hindernis bei den
beiden blau gestrichelten Linien. Insbesondere treten hier Reduktionen der Zeitschrittweite von
tiber 3-5 Groflenordnungen auf. Auch der Wechsel des Lithium-Flusses sorgt fiir eine Reduktion
der Zeitschrittweite um 4 Groenordnungen. Eine Reduzierung der Zeitschrittweite geht meis-
tens mit einer Anderung der verwendeten Ordnung einher. Im Vergleich zu [2, Abbildung 5(a)]
sind gewisse Anderungen in den Zeitschrittweiten erkennbar, die durch die in Abbildung 6.24
verwendete AD-Technik im Vergleich zur Linearisierung in [2, Abbildung 5(a)] zu erkléren sind.
Der Konzentrationsverlauf und das Verfeinerungslevel in Abbildung 6.24(c) sind @hnlich zu [2,
Abbildung 5(b)] und zeigen die inhomogene Konzentrationsverteilung aufgrund der plastischen
Verformung sowie ein hoheres Verfeinerungslevel in Bereichen mit groen Konzentrationsgra-
dienten.

Weitere Kombinationen mit einer viskoplastischen SEI-Schicht und eine Erweiterung auf
hohere Dimensionen mit einem nicht symmetrischen Hindernis sind ebenfalls moglich.
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6.2.7 Validierung

In diesem Kapitel werden zahlreiche Validierungsauswertungen présentiert und analysiert. Zu-
nichst wird kurz auf den numerischen Losungsalgorithmus eingegangen, danach werden ver-
schiedene Modellansitze verglichen.

Die optimale Konvergenz fiir eine uniform verfeinerte Gitterstudie bzw. die Konvergenz
der verschiedenen Fehlerschitzer ist ausfiihrlich in Kapitel 6.2.5 diskutiert. Fiir die zeitliche
Konvergenz wird auf [80, Kapitel 7.4.3] verwiesen. Fiir die ersten zwei Zeitschritte wird das
BDF-Verfahren erster Ordnung angewendet. Wird die Zeitschrittweite bei der nun folgenden
Vergroberung zu sehr vergroBert, kann es zu einer Ordnungsreduktion kommen [250]. Mit
der entsprechenden Wahl der Startwerte wird fiir Silizium mit der 1D radial-symmetrischen
Geometrie die erwartete quadratische Konvergenz fiir die ersten beiden Zeitschritte erreicht. Die
Ergebnisse fiir den Fehler |y, — 3|, sind in Tabelle 6.2 gelistet. Danach setzt der adaptive
Algorithmus ein. Eine Auswertung iiber die Anzahl der dann erfolgten Newton-Iterationen ist
fiir die inelastisch-konstitutive Theorie in Tabelle 6.1 zu finden.

In einem nichsten Schritt werden fiir das Phasenseparationsmaterial LFP im 1D radial-
symmetrischen Fall aus Gleichung (SPP) die Konzentrationswerte fiir die Lithium-reiche Phase
bei einem SOC = 00,4964 fiir drei typisch verwendete Konfigurationen des elastischen Verzer-
rungstensors und der Mobilitit [5S0, 67] mit einem Experiment und einer Berechnung in [251, Ab-
bildung 5a] verglichen. Der Vergleich mit einem Partikelradius von Ly = 140 x 10~ nm findet
sich in Tabelle 6.3, wobei jeweils die durchschnittliche Li-Konzentration in der Lithium-reichen
Phase (fiir cg > 0.5) berechnet wird. In [251] ist das der Wert x 3. Insgesamt liegen alle Simula-
tionsergebnisse in einem engen Bereich mit einer maximalen Abweichung von unter 4,5 %. Die
geringste Abweichung ist mit der Kombination des Lagrangeschen GSV-Verzerrungstensors und
der gesamten Mobilitiit unter Beriicksichtigung chemischer und elastischer Effekte berechnet,
gefolgt vom logarithmischen Hencky-Ansatz mit gesamter Mobilitdt. Die Ergebnisse konnen
ein Hinweis fiir eine Wahl der Mobilitdt bzw. des Ansatzes fiir den Verzerrungstensor liefern.
Jedoch sind weitere Messungen aufgrund der geringen Anzahl an Messpunkten oder Messun-
genauigkeiten bzw. Messabweichungen von 2 % nétig, um die Resultate zu bestitigen oder zu
widerlegen.

Im Folgenden werden fiir Silizium das chemisch-elastisch gekoppelte Partikelmodell sowie
der Partikel-SEI-Ansatz mit einer MATLAB-Implementierung [252] mit finiten Differenzen und

Tabelle 6.2: Quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens fiir die 1D radial-symmetrische
Geometrie fiir aSi aus Gleichung (SPP) in den ersten zwei Zeitschritten.

Iteration 1. Zeitschritt 2. Zeitschritt

1 3,00 x 1072 1,85 x 1072
2 2,08 x 107> 6,98 x 1076
3 1,56 x 1072 1,25 x 10712
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6 Numerische Experimente

Tabelle 6.3: Vergleich von LFP fiir die 1D radial-symmetrische Geometrie aus Gleichung (SPP)
in der Lithium-reichen Phase bei SOC = 0,4964 zwischen deal . II-Simulationen
und Messung bzw. Berechnung in [251, Abbildung Sa].

Ansatz Wert Abweichung

deal.II-Simulation mit mocy und Eq e 9,19 x 1071 357 %
deal.II-Simulation mit 7iiocy und Eg o 9,17 x 1071 3,78 %
deal.II-Simulation mit mpgy und Eg e 9,11 x 1071 4,41 %
Messung [251, Abbildung 5a] 9,53 x 1071 -

Berechnung [251, Abbildung 5a] 9,44 x 1071 0,94%

ode15i und das plastische Modell fiir eine Lochscheibe mit einer Abaqus-Implementierung [44]
verglichen.

In Abbildung 6.25 findet sich der Vergleich der 1D radial-symmetrischen Standardkonfigurati-
on zwischen der deal.II- und der MATLAB-Implementierung fiir drei Halbzyklen: Abweichung
der Konzentration vom Mittel in (a), tangentiale Cauchy-Spannung o, in (b) und elektrische
Spannung U (ohne Butler—Volmer-Bedingung) in (c). Es zeigt sich in allen Fillen eine gute
Ubereinstimmung.

In Abbildung 6.26 werden die Cauchy-Spannungen in horizontaler (a) und vertikaler (b)
Richtung iiber die vertikale Richtung in der Mitte der Lochscheibe, siehe fiir die untersuch-
te Geometrie Abbildung 6.27, fiir Stahl fiir eine deal.II-Implementierung mit kleinen und
finiten Deformationen sowie einer Abaqus-Implementierung mit kleinen Deformationen mit-
einander verglichen. Es wird hier der plastische Ansatz mit isotroper Verfestigung, basierend
auf [127], gewihlt und eine Impulsbilanz ohne weitere Korper- oder Triagheitskrifte fiir die
kleinen bzw. finiten Deformationen gelost [253]. Diese Ergebnisse sind somit separat zu den
bisherigen Modellierungs- und numerischen Losungsansitzen zu betrachten und dienen nur zur
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E : S 04] ==: MATLAB
g 0 & ++ MATLAB
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Abbildung 6.25: Vergleich der Differenz zwischen Konzentration und Mittel in (a), der tangen-
tialen Cauchy-Spannung in (b) und der elektrischen Spannung in (c) der 1D
radial-symmetrischen Partikel-Konfiguration zwischen der Implementierung
von deal.II und MATLAB fiir Gleichung (SPP) tiber SOC fiir drei Halbzyklen.
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Abbildung 6.26: Vergleich der Cauchy-Spannung o, in (a) und o, in (b) liber die vertikale
y-Koordinate in der Mitte der Lochscheibe, vergleiche Abbildung 6.27, beim
Losen der Impulsgleichung nach der Verschiebung zwischen dem Ansatz mit
kleinen bzw. finiten Deformationen in deal.II und dem Ansatz mit kleinen
Deformationen in Abaqus, basierend auf [253, Abbildung 4.5].

Validierung. Fiir den Ansatz in deal.II wird [75, Tutorial 8] als Grundlage gewihlt, wobei die

Geometrie und die Randbedingungen entsprechend angepasst sind. Es liegen Symmetrieannah-

men in horizontaler z- und vertikaler y-Achse vor sowie inhomogene Dirichlet-Randbedingungen

fiir die Verschiebung an den beiden vertikalen, dufleren Rdndern und Spannungsfreiheit an den

restlichen Rdndern. Durch das Loch in der Mitte treten plastische Deformationen in Umgebung
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Abbildung 6.27: Vergleich des adaptiven Gitters in deal.II (a) und des konstanten Gitters
in Abaqus (b) einer Lochscheibe beim Losen der Impulsgleichung nach der
Verschiebung, basierend auf [253, Abbildungen 4.2, 4.3].
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Abbildung 6.28: Vergleich der normalen (a) und der tangentialen (b) Cauchy-Spannung der SEI
fiir die 1D radial-symmetrischen Partikel-SEI-Konfiguration zwischen der Im-
plementierung von deal.II und MATLAB aus Gleichung (PSP).

des Lochs auf. Es zeigen sich gute Ubereinstimmungen mit kleinen Abweichungen an den Ex-
tremwerten, die sich aufgrund des unterschiedlichen Gitters (adaptiv verfeinert fiir deal.II
in (a) und konstant fiir Abaqus in (b), vergleiche Abbildung 6.27) erkléren lassen.

AbschlieBend wird noch die plastische Deformation zwischen der deal . II-Implementierung
und der MATLAB-Implementierung der 1D radial-symmetrischen Partikel-SEI-Konfiguration fiir
drei Halbzyklen miteinander verglichen. Hierzu werden in Abbildung 6.28 die Normalenkom-
ponente und die Tangentialkomponente der Cauchy-Spannung an der Schnittstelle zwischen
Partikel und SEI dargestellt. Es zeigt sich qualitativ eine gute Ubereinstimmung, jedoch quanti-
tativ kleine Unterschiede. Die Unterschiede sind erklérbar, da in der MATLAB-Implementierung
zur Berechnung des plastischen Anteils des Deformationsgradienten keine statische Kondensa-
tion genutzt wird, sondern das System der partiellen Differentialgleichungen direkt nach dem
plastischen Anteil des Deformationsgradienten gelost wird [43, 67].

Insgesamt zeigen sich gute Ubereinstimmungen mit experimentellen Messungen und anderen
Simulationsergebnissen, womit die in dieser Arbeit verwendete Implementierung bestétigt wird.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Das abschlieende Kapitel dieser Arbeit fasst die Ergebnisse zusammen und liefert einen Aus-
blick fiir mogliche zukiinftige Untersuchungen.

7.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein thermodynamisch konsistentes Kontinuumsmodell fiir chemisch-
elastisch-(visko-)plastisch gekoppelte Prozesse in Batterie-Aktivmaterialpartikeln mit finiten
Deformationen modelliert und in Simulationsstudien angewendet. Der Fokus des untersuchten
Materials ist amorphes Silizium, das als Anodenmaterial fiir Lithium-Ionen-Batterien der nichs-
ten Generation sehr vielversprechend ist. Ebenfalls wurden einige Aspekte fiir das hdufig ver-
wendete Kathodenmaterial Lithium-Eisenphosphat (LFP) untersucht. Insgesamt sind folgende
verschiedene Situationen bzw. Modellerweiterungen betrachtet worden: Der Standardfall eines
einzelnen Batterie-Aktivmaterialpartikels, das sich frei ausdehnen kann, ist so erweitert wor-
den, dass nun auch Materialien mit einer experimentellen Leerlaufspannung untersucht werden
konnen. In diesem Kontext wurden verschiedene Ansitze fiir den elastischen Verzerrungstensor
sowie fiir die Mobilitit systematisch untersucht, diskutiert und numerisch verglichen. Weiter
wurde im Batteriekontext das Hindernis-Kontakt-Problem, die inelastisch-konstitutive Theorie
fiir eine raten-unabhéngige bzw. raten-abhéngige plastische Deformation sowie der Partikel-SEI-
Ansatz neu formuliert. Alle Erweiterungen sind numerisch so effizient in das bisherige System
an nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen ergénzt worden, dass sich die Anzahl der
Freiheitsgrade — bis auf unvermeidbare Ausnahmen — nicht erhoht.

Fiir das Hindernis-Kontakt-Problem wurden mit Hilfe der Karush—Kuhn—Tucker-Bedingungen
die mechanischen Einschrinkungen am Rand des Gebiets formuliert und mittels des primal-
dualen aktiven Mengen-Algorithmus als semi-glattes Newton-Verfahren interpretiert und ange-
wendet. Weiter wurde ein Vergleich des plastischen (raten-unabhéngigen) und viskoplastischen
(raten-abhingigen) Ansatzes fiir die Beriicksichtigung inelastischer Deformationen mit einer
Projektorformel auf die Menge der zulédssigen Spannungen bzw. statischer Kondensation vorge-
stellt und umgesetzt. Der Partikel-SEI-Ansatz ergab sich als direkte Modellerweiterung, indem
das Partikelgebiet durch ein gekoppeltes Partikel-SEI-Gebiet mit einer (visko-) plastischen SEI,
basierend auf der inelastisch-konstitutiven Theorie fiir das Partikel, ersetzt wurde.

Als rdumliche Diskretisierung wurde die Finite-Elemente-Methode (mit Ansatzfunktionen
hoherer Ordnung) zusammen mit einem rdumlich adaptiven Gitter sowie mit einem Zeitinte-
grationsschema mit variabler Schrittweite und variabler Ordnung auf das nichtlineare System
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7 Zusammenfassung und Ausblick

partieller Differentialgleichungen angewendet. Fiir die Berechnung des néchsten Zeitschritts
wurde eine Linearisierung mit der Newton—Raphson-Methode durchgefiihrt. Der logarithmische
Hencky-Ansatz ist fiir die inelastisch-konstitutive Theorie von Vorteil, da fiir die Zeitintegration
eine exponentielle Abbildung gewihlt wird. Weiter wird der Return-Mapping-Algorithmus bzw.
ein weiteres skalares Newton-Raphson-Verfahren fiir die Berechnung der skalaren dquivalen-
ten plastischen Dehnung genutzt, wobei eine entsprechende Linearisierung der Projektorformel
fiir die Jacobi-Matrix im Newton-Verfahren notig ist. In diesem Kontext ist das automatische
Differenzieren hilfreich, da eine Linearisierung per Hand und deren Implementierung dadurch
nicht notig ist. Als theoretische Erweiterung wurde die analytische residual-basierte a-posteriori-
Fehlerabschitzung fiir das rein chemische Problem fiir das Phasenseparationsmaterial LFP pra-
sentiert. Aufgrund der logarithmischen Ansatzfunktion in der chemischen Energiedichte fiir LFP
wurde der Beweis im Vergleich zum polynomialen Ansatz in [201] an einigen Stellen modifi-
ziert. Fiir den chemisch-elastischen Fall von aSi wurden alle Berechnungen der starken Form
durchgefiihrt und implementiert.

Alle numerischen Beispiele basieren auf Grundlage der Open-Source-Software deal.II. Im
Standardfall eines chemisch-elastischen Batterie-Aktivmaterialpartikels stimmt der Vergleich
einer 1D radial-symmetrischen Geometrie mit einer 3D Achtel-Kugel fiir aSi iiberein. Weiter
zeigen der Lagrangesche Green—St-Venant-Ansatz bzw. der logarithmische Hencky-Ansatz dhn-
liche Ergebnisse, wohingegen der von-Kolzenberg-Ansatz hohere Cauchy-Spannungen liefert.
Die numerische Simulation mit Lagrangeschem Green—St-Venant-Ansatz in der SEI bricht im
Partikel-SEI-Ansatz mit elastischer SEI ab, wohingegen der logarithmischer Hencky-Ansatz die
finale Simulationszeit erreicht. Fiir LFP mit einer 1D radial-symmetrischen Geometrie liefert der
Vergleich des Lagrangeschen Green—St-Venant-Ansatzes mit dem von-Kolzenberg-Ansatz weni-
ger Abweichung von der experimentellen Messung. Fiir die Mobilitit erscheint eine Betrachtung
von chemischen und elastischen Effekten auf Grundlage des chemischen Potentials als sinnvoll,
um auch die elastischen Effekte zu beriicksichtigen. Weitere Validierungsergebnisse zeigen eine
gute Ubereinstimmung fiir ein elastisches Partikel fiir aSi mit einer Finite-Differenzen-Methode
in MATLAB. Bei der Untersuchung des plastischen Ansatzes fiir eine Lochscheibe entsprechen
die deal.II-Ergebnisse den numerischen Ergebnissen einer Abaqus-Simulation. Beim Ver-
gleich mit der MATLAB-Simulation fiir den Partikel-SEI-Ansatz mit plastischer SEI ergeben sich
in den Cauchy-Spannungen quantitativ geringe Unterschiede, qualitativ aber iibereinstimmen-
de Ergebnisse. Die Unterschiede sind durch einen anderen Ansatz des plastischen Anteils des
Deformationsgradienten erklérbar.

Bei der Untersuchung des Hindernis-Kontakt-Problems zeigte sich im Fall fiir aSi mit der
1D radial-symmetrischen Geometrie mit sphéarischem Hindernis, dass hohe Druckspannungen
am Hindernis entstehen, die jedoch keinen Einfluss auf das Konzentrationsverhalten haben.
Im Fall einer 2D sphérischen Viertel-Scheibe mit quadratischem Hindernis fiir Silizium sowie
mit der 2D elliptischen Viertel-Scheibe mit einseitigem Hindernis fiir LFP ist zu beobachten,
dass in der Nidhe des Hindernisbereichs ein Lithium-armer Bereich entsteht. Im LFP-Fall findet
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sogar eine weitere Phasenumwandlung in eine neue Lithium-arme Phase statt. Bei den nume-
rischen Studien zu der inelastisch-konstitutiven Theorie eines Batterie-Aktivmaterialpartikels
wurden raten-unabhingige und raten-abhingige plastische Deformationen verglichen, zunéchst
nach einem Halbzyklus und dann nach neun Halbzyklen im Fall der 1D radial-symmetrischen
Geometrie. Die Studien zeigen eine heterogene Konzentrationsverteilung innerhalb des Parti-
kels, insbesondere in der Nédhe der Partikeloberfldche. Dies ldsst sich auf geringere Spannungen
im Inneren des Partikels zuriickfiihren, die sich wiederum auf die Mobilitiit der Li-Atome aus-
wirken und zu einer Anhdufung an der Oberfliche des Partikels fithren. Unterschiede zwischen
dem plastischen Ansatz mit isotroper Verfestigung und dem viskoplastischen Ansatz werden
nach mehreren Halbzyklen sichtbar. Ersterer erreicht nach mehreren Zyklen nicht die erhohte
FlieBgrenze fiir die auftretenden Spannungen und eine weitere Plastifizierung bleibt aus. Der
viskoplastische Ansatz weist hingegen einen erhohten Anteil an plastischen Verformungen auf
und resultiert folglich in einer anderen Spannungs- und Konzentrationsverteilung. Im 2D Fall ist
eine Asymmetrie in der Verteilung der Konzentration und der plastischen Dehnung zu sehen.
Diese ist auf die elliptische Form des Partikels sowie der daraus asymmetrischen Konzentrati-
onsverteilung zuriickzufiihren. Fiir den Partikel-SEI-Ansatz mit einem konstanten Gitter ist die
typische Spannungsiiberrelaxation im 1D radial-symmetrischen Fall und im 2D Fall zu beobach-
ten. Im 2D Fall tritt eine Konzentrationsanomalie an der Partikeloberfliche der kurzen Halbachse
aufgrund der hohen Druckspannungen bei der Lithiierung zwischen 15 % und 45 % SOC auf,
vergleiche Abbildung 6.20(e). Bei einer steifen SEI kehrt sich die Konzentrationsanomalie um
und es entsteht wie beim Hindernis-Kontakt-Problem ein Lithium-armer Bereich an der Par-
tikeloberflache der langen Halbachse. Weitere Modellkombinationen, z.B. ein viskoplastisches
Partikel mit Hindernis-Kontakt-Problem mit der 1D radial-symmetrischen Geometrie wurden
ebenfalls untersucht und zeigen, dass das Hindernis-Kontakt-Problem keine signifikanten Aus-
wirkungen auf den deviatorischen Anteil der Spannung, sondern nur auf den sphirischen Anteil
hat.

AD wurde im Kontext des viskoplastischen Partikels untersucht und erreicht im 2D Fall eine
Beschleunigung der Assemblierungszeit um den Faktor 10. Die MPI-Parallelisierung zeigt eine
gute Skalierung beim Assemblieren des Newton-Systems, jedoch ergab die Skalierungsanalyse
eine Sattigung fiir das Losen des linearen Gleichungssystems mit der direkten LU-Zerlegung
durch superLU_Dist. Entsprechend wird ein alternativer Ansatz fiir den Loser des Gleichungs-
systems fiir den chemisch-elastisch gekoppelten Ansatz gesucht, der besser parallelisierbar ist.

Ein adaptiver Losungsalgorithmus in Raum und Zeit ist wichtig, da fiir den Wechsel des Lithi-
umflusses, fiir das Einsetzen von plastischer Deformation und bei Erreichen bzw. bei Ablosen des
Hindernis-Kontakts die Zeitschrittweite um 4-5 GroB3enordnungen reduziert werden sowie die
rdumliche Auflésung durch neue Gradienten erhoht werden muss, vergleiche Abbildung 6.24(b)
und (c¢).

Im Vergleich der drei rdumlichen Fehlerschitzer (Gradientenschitzer, Kelly-Fehlerschitzer,
residual-basierter Fehlerschétzer) fiir den rein chemischen Fall ohne Mechanik mit homogenen
Neumann-Randbedingungen fiir LFP liefern alle Schitzer die optimale Konvergenzordnung. Der
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Kantenanteil des Residuenschitzers weist fiir gerade Polynomordnungen sogar eine Konvergenz-
ordnung mehr auf, also die gleiche Konvergenzordnung wie der L?-Fehler. Im Anwendungsfall
fiir ein chemisch-elastisch gekoppeltes Batterie-Aktivmaterialpartikel zeigt sich das gleiche
Verhalten des Kantenanteils des Residuenschitzers, wobei der Kelly-Fehlerschitzer durch die
inhomogene Neumann-Randbedingung und der Zellanteil durch die Erweiterung der Mechanik
niedrigere Konvergenzordnungen haben. Zum besseren Verstindnis der niedrigeren Konvergenz-
ordnung des Zellanteils sind weitere Untersuchungen erforderlich.

7.2 Ausblick

Die in dieser Arbeit entwickelten Modelle und Implementierungen konnen als Grundlage fiir
weitere simulative Untersuchungen sowie fiir weitere Modellentwicklungen genutzt werden. So
ist denkbar, weitere Modellkombinationen mit einem (visko-) plastischen Partikel, einer (visko-)
plastischen SEI und mechanischen Einschrinkungen mit mehr Ladezyklen zu untersuchen, z.B.
auch in 3D. Hierbei ergeben sich weitere Moglichkeiten fiir nicht symmetrische Partikel, z.B.
ein 3D Achtel-Ellipsoid, wie in Abbildung 7.1 visualisiert, oder ein 3D elliptischer Nano-
Wire. Interessante Modellerweiterungen im Kontext von finiten Deformationen sind der Bruch
von Partikeln und der SEI [67, 254-258] sowie das SEI-Wachstum [67, 152, 259, 260] oder
Lithiumverlust durch die SEI [261, 262]. Ebenfalls konnen andere Materialien untersucht werden,
z.B. LMO [85, 86, 215, 263, 264], NFP [82, 85] oder Silizium-Mischungen mit Graphit bzw.
Kohlenstoff [29, 265-272] sowie eine Zwei-Phasen-Lithiierung fiir Silizium [61, 88]. Ebenso
gibe es die Moglichkeit, weitere Effekte wie z.B. thermische Einfliisse [104, 273, 274] oder
thermisches Durchgehen [275-279] zum bisherigen Modell hinzuzufiigen.

Ein neuer Vorkonditionierer kann fiir eine bessere Skalierung bei der MPI-Parallelisierung
sorgen [201], ebenfalls ist eine Matrix-freie Implementierung in deal.II moglich [74, 280].
Durch die mehrfache Nutzung der Jacobi-Matrix iiber einen Zeitschritt hinaus wire es moglich
die Rechenzeit weiter zu reduzieren, vergleiche [ 74, Tutorial 77]. Eine Implementierung auf Gra-
fikprozessoren (GPUs) (von engl. graphics processing units) kann ebenfalls eine Beschleunigung
der Rechenzeit bewirken [74, Tutorial 64].

Eine Anwendung des in dieser Arbeit hergeleiteten residual-basierten Fehlerschitzers auf den
Partikel-SEI-Ansatz kann die Rechenzeit und Genauigkeit der Simulationsergebnisse verbes-
sern. Weitere Untersuchungen in Bezug auf die Konvergenz des chemisch-mechanisch residual-
basierten Fehlerschitzers konnen eine Erklirung fiir das Konvergenzverhalten liefern [167, 169].
Auf Grundlage von [162] kdnnte ein theoretisches Konvergenzresultat fiir BDF(2) fiir den Cahn—
Hilliard-Ansatz mit finiten Deformationen hergeleitet werden.
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Abbildung 7.1: Plot der dimensionslosen Konzentration des 3D Achtel-Ellipsoids bei 92 % SOC
aus Gleichung (SPP).
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A Weitere Informationen

A.1 Weitere Skizze einer Batteriezelle mit SEI

In Abbildung A.1 ist eine weitere Skizze einer Batteriezelle mit vereinfachter SEI auf der
Anodenseite, eine dichte innere Schicht und eine pordse duflere Schicht, dargestellt, verglei-
che Kapitel 1.

Spannungsversorgung

< 4l
I
SEI Elektrolyt

|

Stromableiter Stromableiter

Anodenpartikel Separator Kathodenpartikel

Abbildung A.1: Schematische Skizze einer Batteriezelle wihrend des Ladevorgangs mit SEI auf
Anodenseite sowie mit o als Elektronen, @ als Li"-Ionen und ® als Li-Atome,
basierend auf [32, Abbildung 3.1].

A.2 Weitere Definitionen und Schaubilder im Kontext
der Uocy

In diesem Kapitel werden einige Definitionen, Berechnungen und Schaubilder im Kontext der
Leerlaufspannung Upcy dargestellt, vergleiche Definition 4.2.3.

Definition A.2.1 (Uocy fiir aSi). Die Leerlaufspannung Upcy: [0, 1] — R+ ist mit

~0,2453 23 — 0,00527 22 + 0,2477 = + 0,006457
U :: b) bJ b b) A.l
ocv(2) 2+ 0,002493 (A.T)

131



A Weitere Informationen

0,6 T T T T T T T T ] T T T
I m— 3Si }
snnnr Graphit 8

0,4

\J

*,

Elektrische Spannung Upcy / V

| ?, —
072 "'a«a
| "'N'lllllullu |
O ! Ll Ll Ll Ll !
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Abbildung A.2: Leerlaufspannung Upcy von aSi und Graphit iiber dimensionslose Referenz-
konzentration.

gegeben [67, Gleichung (SI-51)]. Ein Schaubild der Leerlaufspannung ist in Abbildung A.2
dargestellt.

Definition A.2.2 (Ableitungen von Ugcy fiir aSi). Die Ableitungen von Ugcy fiir aSi sind wie

folgt gegeben:
, -0,4906 23 — 0,0071046 z? — 0,0000262762 z — 0,00583948
Uocev(z) = 2 )
(z +0,002493)
-0,7359 22 — 0,01054 0,2477
Upev(z) = —2— - : .

(2 +0,002493)2 ’
-0,2453 2% — 0,00527 22 + 0,2477 2 + 0,006457
(z +0,002493)3
~1,4718 z — 0,01054
z +0,002493
~0,4906(-0,285175 + 2)(0,0834762 + 0,292654 = + z?)
B (0,002493 + 2)3

+ 2

Definition A.2.3 (Integral von Ugcy fiir aSi). Das bestimmte Integral von Ugcy fiir aSi ist

/ Uocv(2)d2 = 2 (~0,0817667 z* — 0,00232923 = + 0,247712)
0
+ 0,00583945 In((z + 0,0024493)/0,0024493) .
Bemerkung A.2.1. Ein Vergleich der chemischen Energiedichten aus Gleichung (4.8) fiir aSi und
LFP in dimensionsloser Konfiguration mit geeigneter Skalierung ist in Abbildung A.3 gegeben.

Der Einfluss der Leerlaufspannung Upcy im Vergleich zu cg (1 — cg) auf die chemischen Anteile
der Mobilitdt mocven(Cr) und Mmocven(Cr) aus Gleichungen (4.15)-(4.16) in dimensionsloser
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A.2 Weitere Definitionen und Schaubilder im Kontext der Upcy

Konfiguration fiir aSi ist in Abbildung A.4 zu sehen. Auffillig ist insbesondere die Asymmetrie
um cg = 0,5 fiir den Anteil mit der Leerlaufspannung und eine andere GroBenordnung.

PrRYch / -

0 0,2 0,4 0,6 0.8 1

Cr /-

Abbildung A.3: Vergleich der chemischen Energiedichten aus Gleichung (4.8) fiir aSi und LFP
iber Referenzkonzentration in dimensionsloser Konfiguration.

Chemischer Anteil in Mobilitét / -

(e
=
[N}
=
>~
=
D
=
0e)
—_

Cr /-

Abbildung A.4: Chemischer Anteil der Mobilitét mocven(Cr) sowie mocv.en(r) aus Gleichun-
gen (4.15)-(4.16) fiir aSi tiber Referenzkonzentration in dimensionsloser Kon-
figuration.
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A Weitere Informationen

Definition A.2.4 (Ugcy fiir Graphit). Fiir Graphit wird die OCV-Kurve an experimentelle Daten
approximiert und hat folgende Struktur:

Uocv(Z) ~

(30,40 2 — 5,77)z + 30,39
(3,242 — 1,26)z + 0,30
(2,06 2 — 1,00)z + 0,29

(-2,30 z + 0,47)z 4+ 0,16

((4,542) — 2,67)z + 0,53

0,12z —0,14)z + 0,16
1,82z +1,88)z — 0,37
10,00 z + 10,97)z — 2,89

8,882 — 11,07)z + 3,54

0,13z —0,24)z + 0,19
0,04z 4 0,02)z + 0,09
0,29 z + 0,46)z — 0,10
0,62z + 1,08)z — 0,39

fiir z < 0,08,
fiir 0,08 < 2z < 0,11,
fir 0,11 < z < 0,17,
fiir 0,17 < z < 0,23,
fiir 0,23 < z < 0,29,
fiir 0,29 < z < 0,52,
fiir 0,52 < z < 0,56,
fiir 0,56 < z < 0,58,
fiir 0,58 < z < 0,61,
fiir 0,61 < z < 0,64,
fiir 0,64 < z < 0,76,
fiir 0,76 < z < 0,88,
fiir 0,88 < z < 0,93,
fiir 0,93 < 2 < 0,96,

(A.2)

(
(-
(-
(
(2,322 — 3,04)z + 1,09
(
(-
(-
(-
(-

11,72 2 + 22,43)z — 10,66 fiir 0,96 < .

\

Ein Plot dieser Funktion ist ebenfalls in Abbildung A.2 zu sehen und weist das fiir Graphit
typische Verhalten der verschiedenen Stufen auf.

Bemerkung A.2.2. Die Berechnungen der ersten Ableitung und des Integrals bleiben aus Platz-
grilnden dem Leser iiberlassen. Fiir die zweite Ableitung wird in deal. II ein kubischer Spline
von Gleichung (A.2) genutzt, damit die zweite Ableitung stetig ist. Diese wird fiir die Anwendung
der Newton—Raphson-Methode benétigt.

A.3 Verschiedenes

In diesem Kapitel werden erginzende Informationen zum adaptiven Losungsalgorithmus und
zum Gradienten- sowie Kelly-Fehlerschitzer in Anhang A.3.1 angegeben und weitere Details
zum Simulationsaufbau in Anhang A.3.2.

A.3.1 Adaptiver Losungsalgorithmus

In Algorithmus 3 ist der raumlich und zeitlich adaptive Losungsalgorithmus aus [50, Algorith-
mus 1], basierend auf odel5s [70, 71, 252], bereitgestellt. Weitere Details zum rdumlich und
zeitlich adaptiven Losungsalgorithmus sind in [80, Kapitel 4.3] zu finden.
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A.3 Verschiedenes

Algorithmus 3 Raumlich und zeitlich adaptiver Losungsalgorithmus, basierend auf [50, Algorith-
mus 1].

1: while ,, < t.,q do

2: Seien 7,,, Ty, kn, und y", ..., y" ¥~ gegeben
3: Berechne y" ! mit der Newton—Raphson-Methode
4: Berechne zeitlichen Fehler err; und rdumlichen Schitzer est,,
5: if err; < RelTol; und est, < RelTol, then
6: Weiter mit Zeile 16
7 else
8: if err; > RelTol; then
9: Anpassung der Zeitschrittweite 7,,.1 und der Ordnung k,, ;1
10: end if
11: if est, > RelTol, then
12: Markierung der Zellen und Verfeinerung des Gitters 7,1
13: end if
14: Gehe zu Zeile 3
15: end if
16: Aktualisiere Losung y" ! — y™ und Zeit t,, .1 = t, + 7, — tp
17: if Akzeptierung einer ausreichenden Anzahl von Zeitschrittweiten fiir Vergroberung then
18: Anpassung der Zeitschrittweite 7,1 und der Ordnung k,, ;1
19: Markierung der Zellen und Vergroberung des Gitters 7,1
20: end if
21: Gehe zum nichsten Zeitschritt

22: end while

Bemerkung A.3.1 (Gradientenschitzer). In dieser Arbeit wird standardmifig ein Gradienten-
schitzer (von engl. gradient recovery estimator) zur Schitzung der rdumlichen Regularitit fiir
jede Losungskomponente verwendet [68, Kapitel 4]. Hierbei wird der Gradient G(v,) € V}¢
als komponentenweise L?-Projektion in den Finite-Elemente-Raum von v, berechnet. Insge-
samt folgt fiir den Fehler in der H'-Seminorm, wenn der tatsichliche Gradient Vv durch den
berechneten Gradienten G(vy,) ersetzt wird:

lv — vh|12ql(m = / Vv — Vo, |* dz ~ / |G (v,) — Vup|* dee.
Q Q
Somit ist der lokale Schitzer fiir jede Zelle K € Tj, als
est =k = [ |G () = Vo da
K

gegeben. Fiir weitere Details siehe [80, Kapitel 4.3]

Bemerkung A.3.2 (Kelly-Fehlerschitzer). Der Kelly-Fehlerschdtzer steht in der deal.II-
Bibliothek als Verfeinerungskriterium zur Verfiigung [72-74]. Er ist aus der allgemeinen
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A Weitere Informationen

Poisson-Gleichung — div(a(w)Vv) = [ mit entweder Dirichlet-Randwerten oder allgemei-

v

nen Neumann-Randbedingungen a5” = g hergeleitet und lautet in der Standardkonfiguration

(mit ¢ = 1) wie folgt:

hK avh
esty = o1 Z I ﬂa%ﬂ”%z(m-
FedK

Somit wird der Fehler fiir jede Komponente der Losungsvariablen durch Integration des Sprungs
der Losungsgradienten entlang der Flichen aller Zellen approximiert. Eine andere Wahl des
Faktors ’12—{4‘ wird in [72-74] diskutiert.

A.3.2 Weitere Informationen zum Simulationsaufbau

In diesem Kapitel werden die genutzten Materialparameter sowie weitere Details fiir die Berech-
nungen fiir die 1D radial-symmetrische Konfiguration und den externen Lithium-Fluss |Ne|
angegeben.

Bemerkung A.3.3 (Materialparameter). In Tabelle A.1 und Tabelle A.2 sind die in dieser Arbeit
genutzten Materialparameter gelistet, vergleiche Kapitel 6.1.

Bemerkung A.3.4 (1D radial-symmetrische Konfiguration). Fiir die Umrechnungen der Varia-
blen fiir die 1D radial-symmetrische Konfiguration einer sphérischen Geometrie wird auf [80,
Anhang B] verwiesen. Entscheidend fiir die Symmetrieannahme ist, dass keine Abhéngigkeiten
in beiden Winkelrichtungen bestehen. Weiter wird das Quadraturgewicht zu d Xy = 4nr?dr
angepasst und der Gradient der Deformation wird somit wie folgt berechnet [80, Anhang B.2.1]:

O, 0 0
Veu=1 0 wu/r 0
0 0  u/r

Im Fall r < 10~ wird ebenso 0, u, fiir u,./r gewihlt, um eine Division durch Null zu vermeiden.
Der Cauchy-Spannungstensor besitzt folgende Struktur:

o, 0 O
c=|0 o 0 (A.3)
0 0 o

mit der normalen (radialen) und tangentialen Cauchy-Spannung o, und o.

Bemerkung A.3.5 (Lithium-Fluss | N |). Fiir die Berechnung des Lithium-Flusses | Ney| wird die
Formel aus Gleichung (4.20) genutzt. Hierfiir ist insbesondere die Berechnung der spezifischen
Oberfliche Ay = Oberfliche/Volumen wichtig. Im Folgenden wird eine Laderate von 1 C sowie
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A.3 Verschiedenes

die Entdimensionierung mit c,,x angenommen. Fiir die 1D radial-symmetrische Konfiguration
berechnet sich der dimensionslose Lithium-Fluss | Ney| mit 7 = 1 wie folgt:

No| = Volumen %m“3 1
" Oberfliche  4mr2 3

Fiir die 2D sphérische Viertel-Scheibe ist | Ny | mit der Hohe i und dem Radius » = 1 mith > r
des zylindrischen Nano-Wires durch

Volumen wr2h ~
Oberfliche ~ 2772 + 27rh

|Next| -

DN | —

und fiir 2D elliptische Viertel-Scheibe mit der Hohe h und den beiden Halbachsen a = 1.0
sowie b = 0.6 mit h > a, b des elliptischen Nano-Wires durch

Volumen mabh
Oberfliiche ~ 27ab + hr (3(a + b) — \/(3a + b)(a + 3b))
ab
(3(a+b) — \/(3a + b)(a + 3b))

|Next| -

gegeben. In der letzten Gleichung wurde der Umfang einer Ellipse nach S. Ramanujan [281,
Kapitel 6, Gleichung (49)] approximiert. Das 3D Achtel-Ellipsoid mit den Halbachsen a = 1.0,
b = 0.8 sowie ¢ = 0.6 besitzt folgenden dimensionslosen Lithium-Fluss | Ney|:

Nag| = Volumen - irabe
™ Oberflidche . . G\ ¢
(ab) 8 +(ac) 3 +(b0) B
47T< 3 )
abe

5

g [ @) +(a)B 40 )
3

mit der Approximation der Oberflache nach K. Thomsen [282, Gleichung (14b-86)]. Ein nega-
tives Vorzeichen des Lithium-Flusses bedeutet, dass das Batterie-Aktivmaterialpartikel geladen

wird, ein positives, dass es entladen wird.
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A Weitere Informationen

Tabelle A.1: Modellparameter fiir numerische Experimente, basierend auf [2, 50, 67, 82].

Beschreibung Symbol Wert Einheit = dimensionslos
universelle Gaskonstante Rgas 8.314 Jmol ' K~! 1
Faraday-Konstante Fa 96485 JV~1mol™! 1
Betriebstemperatur T 298.15 K 1
Silizium
Partikel-Lingenskala Ly 50 x 1077 m 1
Diffusionskoeffizient D 1x 10717 m?s! 14.4
OCV-Kurve Uocy  Gleichung (A.1) A% Fa/ReT - (A.1)
Elastizitdtsmodul E 90,13 x 10° Pa 116.74
Poisson-Zahl v 0.22 — 0.22
partielles molares Volumen UpMy 10,96 x 107%  m3mol™! 3.41
maximale Konzentration Crmax 311,47 x 103 molm™ 1
Anfangskonzentration CRO 6,23 x 10? molm™3 2 x 1072
maximale FlieBspannung OY.max 8 x 108 Pa 0.85
minimale FlieBspannung OY.min 2 x 108 Pa 0.21
Spannungskonstante Oy* 2 x 108 Pa 0.21
isotroper Verfestigungsparameter ~ ~/*° 1,0 x 10° Pa 0.77
plastische Dehnungsrate bei Zug &g 2,3 %1073 s~ 8.28
Koeffizient fiir Verzerrungsmessung [ 2,94 = 2,94
Rate der konstanten Stromdichte ko 0,4207 Am™2 1,0079
LFP
Partikel-Lingenskala Ly 150 x 107 m 1
Diffusionskoeffizient D 1x107 ™ m?s~! 1,6 x 103
Elastizititsmodul B 124.5 x 10° Pa 2,19 x 103
Poisson-Zahl v 0.25 — 0.25
partielles molares Volumen UpMy 2,9 x 1076 m? mol ™! 6,64 x 1072
maximale Konzentration Cmax 2,29 x 10* molm™3 1
Anfangskonzentration CRO 2,29 x 10? molm™3 1x1072
Koeffizient fiir 4., o 45 — 1x 1072
Koeffizient fiir 1)y, Qg 9,0 - 9.0
Koeffizient fiir iy K 8.8 x 10718 m? 3,91 x 10~
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A.3 Verschiedenes

Tabelle A.2: Modellparameter fiir numerische Experimente, basierend auf [4, 59].

Beschreibung Symbol Wert Einheit dimensionslos
SEI
SEI-Lingenskala Ly 6,25 x 107  m 0.125
Elastizititsmodul E 900 x 10°  Pa 1.17
Poisson-Zahl v 0.25 — 0.25
FlieBspannung Oy 49,5 x 108 Pa 0.052
Koeffizient fiir Verzerrungsmessung [ 2,94 — 2,94
plastische Dehnungsrate bei Zug o 1,0x 1075 st 0.036
Spannungskonstante Oy* 49,5 x 108 Pa 0.052
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B Weitere Berechnungen und Ableitungen

B.1 Herleitung Kontinuitatsgleichung

Dieses Kapitel bezieht sich auf Bemerkung 4.3.1 und es soll die Definition und die Herleitung
des Lithium-Flusses Ny fiir den Standardfall aus Gleichung (SPP) genauer untersucht werden.
Insbesondere soll darauf geachtet werden, auf welchem Gebiet die Massenbilanz formuliert
wird und welche Groflen dort verwendet werden. Die Herleitung basiert unter anderem auf [67,
erginzende Informationen (von engl. supporting information)].

Bemerkung B.1.1 (Kontinuitétsgleichung in der Referenzplatzierung). Im Inneren des Host-
Materials wird die Kontinuititsgleichung in der Referenzplatzierung verwendet, um die An-
derung der Lithiumkonzentration im Referenzgebiet zu beschreiben [67], vergleiche Glei-
chung (4.12):

(9tcR = —VR'NR in (O, tend) X QR, (Bl)
wobei Nr(cr, Vi, Vru) = —m(cg, Vru) Vi der Lithium-Fluss ist,

m = mocv = Dr (acRM)_l

die Mobilitit von Li, z.B. in aSi, und Dy der Diffusionskoeffizient fiir Lithium-Atome im aktiven
Material des Referenzgebiets [1, 67]. Somit werden alle Groen in der Referenzkonfiguration
betrachtet.

Bemerkung B.1.2. Die anderen in dieser Arbeit verwendeten Mobilitédten sind in Definition 4.3.3
zu finden.

Bemerkung B.1.3 (Wiederholung der materiellen Ableitung). Nach Gleichung (4.1) in Bemer-
kung 4.1.1 gibt die materielle Ableitung die zeitliche Anderung der GroBe fr im Referenzgebiet
eines festen materiellen Punktes mit anfinglichem Ort Xy an: %(t, Xg) = fr(t,XRr) =
O fr(t, XRr). Ist eine GroBe in der Momentanplatzierung gegeben, so ist die materielle Ablei-
tung mit der Kettenregel gegeben als

Df :

ﬁ(t, CB) = f(t, CU) = atf<tu CU) + ’U(t’ XR) ' Vf(t’ iB)
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B Weitere Berechnungen und Ableitungen

Definition B.1.1 (Kontinuitétsgleichung in der Momentanplatzierung vs. der Referenzplatzie-
rung). Um physikalisch konsistent zu sein, wird die Kontinuitdtsgleichung mit der Konzentra-
tion ¢ und dem Lithium-Fluss N in einem beliebigen Teil {2p von €2 betrachtet, siche [60,
Kapitel 8.4]. Dann ergibt sich fiir die Anderungsrate von Lithium in

&5/ cdx = - N -nda (B.2)
Qp oQp
und mit de = J d Xy und Jc = ¢ folgt

8t(cJ)J_1da::/ crJ Hdx

Op Qp

8t/ cdx = at/ (c])dXRr = Oy(c)d X =
Qp Qpr QpRr
und weiter
/ rd tdx = - N -nda.
Qp A0 p

Wird der GauB3sche Integralsatz bzw. der Divergenzsatz [208, Anhang C.2, Theorem 1 (i1)] auf
das Integral mit 0S)p angewendet, so ergibt sich

/ érJ '+ V-Ndz = 0.

Qp

Da Qp C  beliebig ist, gilt das lokale Bilanzierungsgesetz fiir cg in €2
cr + JV-N = 0.

Nach [60, Kapitel 8.4] und [211, Kapitel 3.2] gilt die Piola-Identitdt (von engl. Piola identity)
JV-N = Vg Ny,

die zur Massenbilanz fiihrt, ausgedriickt durch die Divergenz des Referenzflusses:
¢cr + Vr-Ng = 0.

Der nichste Schritt ist die Ermittlung des Referenzflusses Ng. Nach [67, ergdnzende Informa-
tionen, Kapitel 1.1] wird der Referenzfluss iiber

NR = —mRVR,u

mit mg = D (O pt) "I definiert, damit die Dissipationsungleichung einschlieBlich des Terms

~Ny - Vit >0,
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B.2 Berechnungen der Ableitungen fiir unterschiedliche Ansitze

erfiillt ist. Die letzte Ungleichung ist identisch mit [60, Kapitel 8.5]. Nach [60, Kapitel 8.7.2]
bzw. [59] kann der Lithium-Fluss als

N =-mVp
definiert werden, sodass der Lithium-Fluss im Referenzgebiet als
Ng = -JF 'mF "Vipu

ausgedriickt werden kann. Eine weitere Transformation des Mobilititstensors m = D (9, 1) 1
in das Referenzgebiet fiihrt zu [283, Kapitel 5.2]

Jm = FmgF'
mit der Transformation des Diffusionskoeffizienten JD = Dy, sodass

Ng = -JF 'mF ™ "Viu
= -F 'FmgF'F "Vyu
= -mrVgyu

mit mg = D (9pp) 1 gilt,

Bemerkung B.1.4. Somit kann die Kontinuitidtsgleichung vollstindig auf dem Referenzgebiet
formuliert werden, obwohl die eigentliche Anderungsrate in der Momentanplatzierung betrachtet
wird, vergleiche Gleichung (B.2).

B.2 Berechnungen der Ableitungen fur unterschiedliche
Ansatze

In diesem Kapitel werden die Ableitungen fiir die unterschiedlichen Ansitze fiir den elastischen
Verzerrungstensor aus Definition 4.1.10 genauer hergeleitet. Die Ableitungen werden fiir die
Verwendung der Newton—Raphson-Methode benétigt. Zunichst werden in Anhang B.2.1 allge-
meine Ableitungen im Rahmen der Betrachtung eines Batterie-Aktivmaterialpartikels formuliert
und dann in Anhang B.2.2 die Berechnungen fiir das chemische Potential 1 gezeigt, gefolgt von
den Berechnungen fiir den ersten Piola—Kirchhoff-Tensor im elastischen Fall in Anhang B.2.3,
den Berechnungen fiir die starke Formulierung in Anhang B.2.4 und den Berechnungen fiir den
ersten Piola—Kirchhoff-Tensor im inelastischen Fall in Anhang B.2.5. Das Kapitel endet mit
Betrachtungen fiir die Newton—Raphson-Methode in Anhang B.2.6 sowie den Berechnungen fiir
die Approximation der Linearisierung des Projektors in Anhang B.2.7. Bis auf Anhang B.2.4
wird zur Verbesserung der Lesbarkeit der Index [z vernachléssigt.
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B Weitere Berechnungen und Ableitungen

B.2.1 Allgemeine Ableitungen im BAP-Kontext

Zunichst werden allgemeine Ableitungen im BAP-Kontext betrachtet.

Definition B.2.1 (Ableitungen des Deformationsgradienten). Fiir den Deformationsgradienten F

gilt:
F(Vu) =1+ Vu,
Ov. F(Vu) =
VF(VU) = V2u,
Ivu F(Vu)[Viu] = Viu

mit dem Identitéitstensor vierter Ordnung I € R%%444  Zur Erinnerung: In dieser Arbeit
wird [V(S . } fiir die Berechnung des Newton-Updates in der Newton—Raphson-Methode ge-
schrieben.

Definition B.2.2 (Ableitungen des chemischen Anteils des Deformationsgradienten). Fiir den
chemischen Anteil des Deformationsgradienten F, gelten folgende Ableitungen:

mit

)\ch(é) == (1 + UPMVCmaxé)l/ga

max 1 -\ — - -
Ocden(2) = —DVEMX (1 4ty Cmand) 3 = MY\ 2(z),

3 Crmax 3

max 1 - ? —
O Nan(?) = -2\ (&) A(@) = —2<”"§”) AL2(@).

Definition B.2.3 (Ableitungen der Mobilitidt). Wenn die Mobilitét isotrop von der Konzentration
und vom Verschiebungsgradienten abhingt, gelten fiir m = mgcy folgende Ableitungen:

m(¢, Vu) = D (O.u(¢, Vu))
d.m(e, Vu) = =D (O.pu(e, Vu)) ~02u(e, Vu)
Ovum(¢,Vu) = -D (ac,u(é, Vu)) Ovu0epi(c, Vu)
) ] ,
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B.2 Berechnungen der Ableitungen fiir unterschiedliche Ansitze

Definition B.2.4 (Ableitung des rechten Cauchy—Green-Tensors, angewendet auf einen symme-

trischen Tensor). Fiir die Ableitung des rechten Cauchy—Green-Tensors C = F'F, verkniipft

bzw. angewendet auf einen symmetrischen Tensor S € R%¢

0
8an

C:S =

= (FS)mn +

giltmitn,m=1,...,d:

sym?
9 Tr.Q) TmTQ) _ T
aan(F F:S) = I tr((F'F)'S) = 1o tr(F'FS)
=5 ZZ(FTF)J-ISU
mn ] 1
'szSz]'

k
Z Z Z 5km5janzSZj) + (ij5km5zn51j)
il

Z mlSln +Z Fm]Sn])

Z mlSln +Z m] ST)Jn)

l

(FST)mn = 2(FS)mn

B.2.2 Berechnungen fiir das chemische Potential

In diesem Kapitel werden die Ableitungen fiir das chemische Potential aus Bemerkung 4.3.5

angegeben, insbesondere sind die verschiedenen Ansitze fiir den elastischen Verzerrungstensor

zu beriicksichtigen, die in der Definition der elastischen Energiedichte zu unterschiedlichen

Ergebnissen fiithren konnen. Der Index des jeweiligen Ansatzes, also Uiy, Lo, bzw. Ui, wird

zur Verbesserung der Lesbarkeit in den entsprechenden Abschnitten weggelassen.

Definition B.2.5 (Ableitungen des chemischen Anteils von p). Fiir die Ableitungen des chemi-

schen Anteils des chemischen Potentials ;2 im Fall eines Phasenseparationsmaterials gilt:

pl/)ch (é)
Hch (é)
Ocplen (6)

oK Nch( )

= RgasT Conax (alé — %CQ +eIn(e) + (1 —2&)In(1 —¢) )

= Ou(pa) (@) = BT |1 — 00 + 1n(1 . @) J

Roo T
(P@/Jch)( )= Cfnax [ oo + 6—162}’
92 (phen) (2) = fgl 3¢ 1

Cl2nax 62(1 - 6>2.
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B Weitere Berechnungen und Ableitungen

Im Fall von x = 0, also fiir Materialien ohne Phasenseparation, ergeben sich die Ableitungen
zu:

pl/}ch(é> = ~Cmax /C Fa UOCV(Z) dZ7
0
pen(€) = Oc(pthen)(€) = ~FaUocv(C),

Outten(@) = P2 (plen) (&) = ———Fa 0 Uocv (@),

P pien(e) = 02 (poen) (€) = -

L Fa 02Uocy (0).
max

Bemerkung B.2.1. Zur Berechnung der Ableitungen des elastischen Anteils des chemischen
Potentials werden die Ableitungen des elastischen Verzerrungstensors benotigt. Diese werden
zunéchst in Definition B.2.6 angegeben, bevor in Definition B.2.7 die gesuchten Ableitungen
berechnet werden. Hierfiir wird unter anderem die Kettenregel der Fréchet Ableitung [284,
Kapitel III.5] angewendet und mit o im Sinne einer Multiplikation (sukzessive Ausfithrung) von
linearen Abbildungen verwendet.

Definition B.2.6 (Ableitungen von E). Die Ableitungen fiir die unterschiedlichen Ansitze des
elastischen Verzerrungstensors aus Definition 4.1.10 mit Cy = FIFy, Fy = F'F = \}'F
und mit einem symmetrischen Tensor S € R, lauten wie folgt:

Lagrangescher Ansatz (GSV-Ansatz). Es gilt fiir Eg jo,:

1 1. 1
E, = 5(cel ~1) = §(>\0h20 —1) = 5(AdfFTF —-1),
1 _ _
0:Ba = 5(-2)05 0N F - -“P?;V A\LFF,
2
07Ba = ~(-5) 5 A DA F = 5(”‘3”) Ao F'F,
3 Upmv ? —9 T Upmv ’ —11T
OBy = 3 (-8)A7 0N FTF =-40( =7 ) A 'FF,
1 _
IcEa[S] = 2 Chzacc[s} = §A0h2S 00cC = §Ach2]I[S} = ikchQIS
1 _
8FE)el [S] chQS © 8F(FTF) = 2)\ch (QF)S = /\ch2FS’
vuBa|[S] = ch2S o Op(F'F) 0 Oy, F =g FS,
Ovu0.Ea[S] = ”PMV A7’S 0 0p(FTF) 0 g F = _2“";)” A,
OgudEa[S] = (“"MV) A75S 0 95 (FTF) 0 Oy F = 10(“";’”) A;°FS
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B.2 Berechnungen der Ableitungen fiir unterschiedliche Ansitze

sowie

OvuEa[Viu] = 1)

Ovu0.Ea[Viu] = —UP;:[VA *(Vou) F + F(Vou)),

Ovud?Ea[Vou] = 5(“";)”) 232 ((Vou)'F + FT(Vou)).

o Ovu(FTF)[Viu] = %AC_hQ((Véu)TF +F(Viu)),

Logarithmischer Ansatz (Henckyscher Ansatz). Hier wird auf Definition B.2.11 mitF,; =1

verwiesen.
Von-Kolzenberg-Ansatz. Mit dem rechten Cauchy-Green-Tensor C = FTF und dem chemi-

schen rechten Cauchy-Green-Tensor C, = FchFC}1 N4 T gilt fiir Ee xor:

1 1 1
E, = 5 —(C = Cq) = 5(FTF —FlFq) = 5(FTF —A21),
1 _
0:Ea = 520Nl - —“‘%ACQI

UpmV | — UpMV 2
OB = ~(-) A0 = <T> AL
2 3
ag)]ael = (_4) (UP;)/IV) )‘c_hsac)‘chl = _4<UP§/IV> )‘ch717

$S00cC = Lyrs) = Lis,

o5}
—_

CEel [S 9

DN

1
OrEa[S §s 0 0p(F'F) = —2FS = FS,

DO — Do

aVuac:Eel [S
aV'u,ac2 Eel [S

7

J=
J=
OvuEa|S] = %s o Op(F'F) 0 0y, F = -2FS =FS,
J=
]

sowie

aVu]:—‘}el [Vdu} = %avu(FTF) [V(S’u,} =

8Vu6?CEel [V&U;} = 0,
Ovu0’Ey[Viu]| = 0.

((Véu)'F + F1(Viu)),

DN | —

Bemerkung B.2.2. Die Tensoren E,, 0.E, 0°E,, sind symmetrisch.
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B Weitere Berechnungen und Ableitungen

Bemerkung B.2.3. Da E,0.Eq = (0.Ee)Eq gilt, ergibt eine Zwischenrechnung:

(0:Eq):C[Eq] = tr(2G(0.Ea)Eq + A tr(Eq) 0.Eq)
= tr(2G(0.Ee)Ee1) + A tr(Eg) tr(0.Eq)
= tr(2GEq0.Eq) + A tr(0.Eq) tr(Eq)
= Eq:C[0.Eq].

Mit einer weiteren Zwischenrechnung mit einem symmetrischen Tensor S € R4 fiir C[S] =
2GS + A tr(S) I folgt:

0.(3Ba:C[Eq]) = 5 (Bu:C[Bu] + Ba:0.C[E))
= ~(0.Ea:C[Eq] + Eq:C[0.E4))
=~ (0.Eq:C[Eq] + 0.Eq:C[Eq])

2(0:Ea: C[Eq])
B : C[Eq]

Q) l\DI»—*MIH[\DIHMI»—t

und mit Js tr(S) = I und Js tr(S?) = 2ST = 28, vergleiche [205, Kapitel 1.7], folgt mit der
Fréchet-Ableitung aus Bemerkung B.2.1:

2 2

1
— 52(2GE§l 0 OvuEa + M 1(Eq) I 0 Oy Eq)

O (3BaiC[Ea] ) = 300 (20 tr(B2) + Au(Ea)’)

= (2GECI + )\tr(Eel) I) o aVu]'——‘]el
=C [Eel] © aVuEel
- aVu]i)el [C [Eel] ]

sowie

Ovu (3cEe1 :C [Eel]> = Ovu(2G t1(0:EqEq) + A tr(0.Eq) tr(Eq))

= (2GIEq 0 Ovy 0. Ee + A tr(Eg) I 0 Oy 0. Ee)
+ (2GO.Egl 0 Oy Ee + A tr(Eg) I o Ogy, Eq)
= (2GEq + A tr(Eg) I) 0 Ovy0.Eq
+ (2GO.Eq + A tr(0:.Eg) 1) 0 gy Eq
=C [Eel} 0 OvyuO-Eea + C [3cEe1] 0 OvuEel
= Ovu0.Eq [C [EeIH + OvuEa [C [3cEe1H-
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B.2 Berechnungen der Ableitungen fiir unterschiedliche Ansitze

Nun wird mit Definition B.2.4 der Term Op (3E: C[E]) mit n,m = 1,..., d berechnet:

OL(E:CE]) 1

1
2 = — =
S = 52FC[E]), = (FC[E]),.
womit insgesamt

OL(E:C[E])

5F = 2F%@[E} =FC|E]

folgt sowie folgende Schreibweise verwendet wird:
C[E] 0 9¢C = 2FC|E| = 9y C[C|E]].

Definition B.2.7 (Ableitungen des elastischen Anteils von p). Fiir die Ableitungen des elastischen
Anteils des chemischen Potentials y mit

1
/Hﬁel(é, V’U/) = §Eel :C [Eel]

gelten fiir die unterschiedlichen Ansitze folgende Berechnungen:
Lagrangescher Ansatz (GSV-Ansatz). Es gilt fiir E jo:

1
pa = §Eel :C [Eel:| )

1
Hel = ac(p¢el) = ac <§Eel :C [Eel] ) = ac]EeI :C [Eel:|

_ _“P?“)“V AoPFTF: C[Ed]

v — T
= - tr(C[Ea] 'FTF)

_ _”P%A;hf’}?@ [Ea]:F

_ _UP;)/IV )‘c_th:F (mit P = )\C_h2FC [Eel:| ),

Octia = 0 (ptpa) = 07Ea: C[Ea] + 0.Ea: C[0.Ea],
D2pa = 02(pta) = O°Eq:C[Eq] + 9°Eq:C[0.Eq]
+ 0’Eq:C [GCEBI] + 0.Eq:C [802Eel}
= 07Ee:C[Eq] + 302Eq: C[0.Eq],

Ovutta = -.. = Ovu0Ba[C[Ea]] + OvuEa[C[0.Ea]],
aV'u,ac,uel =... - aVUaSEel [C [Eelﬂ + Ovule [C [azEelH
+ 2(9VuacEe1 [C [acEel] ] )

149



B Weitere Berechnungen und Ableitungen

da

8Vu(8c2Eel . C [Eel} + 8CE31 . @ [8CE61} )
= Ovu0.Eq [C [Eel]] + OvuEe [C [802 Eel” + 20vu0.Eq [C [acEelﬂ

mit Oy, (0. Eg : C [E)CEel] ) = 20v40.Eel [(D [ELEelH wie in Bemerkung B.2.3 gilt. Weiter folgt:

8Vuuel [V(S'LL} =...= 8Vu80Eel [Véu] |:E61:| + 0,Eq:C [6VUE61 [V(S'LL:H ,
8Vu80uel [V(S’U,} =...= 8Vu852Ee] [V(S’U,] [Eel} + afEel :C [8VuEel [V(S’U,H
+ 28Vu(90Eel [V5u} 2@ [E%Ed} .

:C
:C

Logarithmischer Ansatz (Henckyscher-Ansatz). Es gilt fiir E ,:
1
p,lvbel = EEel :C [Eel} )

2
= - BEGLC[Ey] = - r(C[Ed))
8Cuel = (902 (piﬂd) — aCQEel :C [Eel] + 8cEel :C [acEel] )
802/%1 = ag (pwel) = a?Ed :C [Eel] + aCQEel :C [acEel]
+ 83Eel . (D [acEel} + 8C:Eel : @ [agEel}
= 8§Eel :C [Eel] + 3aC2Eel :C [acEel} )

1
Hel = ac(p¢el) - ac (_Eel :C [Eel] ) - ac]:—‘}el :C [Eel]

aVu,uel = .. = aV'u.Elel [C [acEel]] )
aVuac,ulel — .. - aVuEel [@ [acEelH
sowie
avu/Lel [V(;'u,} =...= 3CE61 :C [aquel [V(S’U,H s
8Vu80uel [V(Su} =...= 8C2Eel :C [8VuEel [Vdu]] R

da Oy, 0.Eq = 0 und Oy, 0?E = 0 sind.

Von-Kolzenberg-Ansatz. Die Ableitungen fiir den elastischen Anteil des chemischen Poten-
tials fiir den von-Kolzenberg-Ansatz sind die gleichen wie die Ableitungen im logarithmischen
Ansatz.
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B.2 Berechnungen der Ableitungen fiir unterschiedliche Ansitze

B.2.3 Berechnungen fiir den ersten Piola—Kirchhoff-Tensor
(elastischer Fall)

Im Folgenden werden die unterschiedlichen Berechnungen des ersten Piola—Kirchhoff-Tensors P
entsprechend des gewihlten Ansatzes fiir den elastischen Verzerrungstensor Eg aus Definiti-
on 4.1.10 angegeben, vergleiche Definition 4.4.4.

Definition B.2.8 (Berechnungen von P (elastischer Fall)). Da dc(ptbe) ein symmetrischer
Tensor ist, ergeben die unterschiedlichen Definitionen des ersten Piola—Kirchhoft-Tensors P
mit Definition B.2.4 und mit den Rechnungen und Ableitungen aus Anhang B.2.2 folgende
Berechnungen von P im elastischen Fall:

Lagrangescher Ansatz (GSV-Ansatz). Fiir den Lagrangeschen Ansatz gilt:

O(phe oC O(phe
P — ap(u) = 0% 9C _ 0l
1

= 2F 0 <§Eel:([] [Eel}> — 2F (9cEa[C[Ed]])
= \; FC[Eq) =FT,

0P = (-2)A\;>0:AnFC[Eq] + A\;°FC[0.Eql]
= (-2) BEAJFC[Ea] + A FC[0E.].

Oy P[Vou] = ;2 (0guF [Vou|C[Ey] + FC [0y, Ea[Véu)])

mit dem zweiten Piola—Kirchhoftf-Spannungstensor T' = /\C_th [Ed} aus Definition 4.4.5.
Logarithmischer Ansatz (Henckyscher Ansatz). Hier wird auf Definition B.2.12 mitF; =1
verwiesen.
Von-Kolzenberg-Ansatz. Fiir den von-Kolzenberg-Ansatz gilt:
A(ppa) OC A(pya)
P=0 = — =2F
R(P0) =756 ° oF oC
1
= 2F0c <§E61:(D [Eel]) = 2F (0cEa [C[Eq]])

= QF%IC [Ea| = FC[Eq],

9.P =FC[0.Eq],
OvuP[Viu] = 0y, F[Viu|C[Eq] + FC[0vuEa[Viul].

B.2.4 Berechnungen fir die starke Formulierung

Dieses Kapitel ist die Erkldarung zu Bemerkung 4.4.1. Es werden alle Terme hergeleitet, um den

residual-basierten Fehlerschitzer anzuwenden.
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B Weitere Berechnungen und Ableitungen

Bemerkung B.2.4 (Herleitung der starken Formulierung.). Fiir die Implementierung des residual-
basierten Fehlerschitzers fiir den Lagrangeschen Standardfall ohne Plastizitédt aus Gleichung (SPP)
fiir ein Material ohne Phasenseparation, also wenn x = 0 ist, werden sowohl die Divergenz des
Lithium-Flusses Ny als auch die Divergenz des ersten Piola—Kirchhoff-Tensors P in expliziter
Form benotigt. Diese konnen iiber Berechnungsregeln von [205, Kapitel 1.8] fiir die Ableitun-
gen ermittelt werden. In einem ersten Schritt wird Vg - Ng(¢r, Vg, Vru) berechnet, gefolgt
von Vi -P(cg, Viyu).

Definition B.2.9 (Berechnung von V- Ny.). Mit der Definition des Lithium-Flusses N folgt

Vr-Ngr = Vi- (—m(éR, VRu)VR,u)
= —Vrm(egr, Vru) - Vru — m(cg, Vru) Vi - Vi
= —Vrm(égr, Vru) - Vrp — m(cg, Vru)Arp
= - (aCRm(éR, Vru) Vrer + Vit [Ogum(cr, VR“)]) - Vrp (B.3)
— m(er, VrRu)Ag .
Gleichung (B.3) ergibt sich aus einer Anwendung der Kettenregel auf die Mobilitdt mit dem

Hessischen Anteil VZu(t, Xg) € R%%? von der Verschiebung u und einer Indexreduktion der
letzten beiden Indizes in Vau [8VRum(éR, VRu)} € R% Der erste Term in Gleichung (B.3)

kann mit Hilfe der Definition der Mobilitidt m(cr, Vrw) = D (O p(Cr, VRu))_1 und einer
weiteren Anwendung der Kettenregel wie folgt formuliert werden:

8cRm(&R, VR’U,) = D@cR (acR[L(éR, VR’LL)) ! =-D (acR[L(éR, VR’LL)) _QGCQRM(ER, VRU).

Unter Verwendung der Definition fiir das chemische Potential 11 = pen(Cr) + pet(cr, Vrw),
vergleiche Gleichung (4.18), Gleichung (4.8b) und Gleichung (4.11), gilt

Do 11(TR, VRU) = Dy ften(Tr) + Doy 11 (T, Virwr) = 02z (p)en () + O (p3)et (2R, Vi)
! Fa GCUOCV + 862R Eel :C [Eel] + 6?CR Eel C [&R Eel}

Cmax

und

O p1(Tr, Vrw) = 07 pen(Cr) + Oz praa(Er, Vew) = 9 (p10)en(Cr) + 95 (p10)ar(Cr, Vi)
1
Fa 802 UOCV + GE’R Eel . (D [Eel:| + 3802R Eel . (D [8CR Eel] .

2
max

Auflerdem wird

-1

aVRum(éR7 VRU) == DaVRu (aCR:u(éR7 VRU))
= —D (B pilTr, Vi) O guOen t(Cr, Vr)
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B.2 Berechnungen der Ableitungen fiir unterschiedliche Ansitze

mit dem letzten Term

OV O 1(Cr, VRU) = OvpuOcy (,uch(éR) + fer(Cr, VRU)) = OvguOe et (Cr, VRU)
= Ovu (02 Ea:C[Eqg] + 05 Eq: C[0 Ea])
= Ovyu0 Ea[C[Ea] ] + Oviu (C[Ed)) [02 Ed) (B.4a)
+ 209,00 Bet [C [0 Eal ] (B.4b)

d,d

bendtigt. Der zweite Term in Gleichung (B.4a) kann mit einem symmetrischen Tensor S € R

als

Ovru(C[Ea))[S] = 2G0vwEa S| + MOy, Ea[S]
= (2G + \)Ov,uEa[S]
= (2G + M\)\,°FS

und der Term in Gleichung (B.4b) als

aVR’U, (aCREelC [aCRECI] ) - 2(9VR’IJ,aCR Eel |:(D [acREel]]
= 2((-2)TENF) (260, Ba + A tr(9 Ba)1)
berechnet werden.

Definition B.2.10 (Berechnung von Vg -P.). Die Divergenz des ersten Piola-Kirchhoff-
Tensors P(cg, Vgyu) ist als

Vir-P(er, Vru) = Vi (A (er)F(Vrw)C[Ea(er, Vru)])
=FC[Eq| VRN, + A Vv (FC[Eq])
- (-2)“’%@5% [E.] Vier + A2V (FC[Eq])
= Ovu0e Bl [C[Ec || Vrer + Ay * V- (FC[Eq] )

gegeben. Der letzte Term berechnet sich zu

Vk- (F(VRu)C [Ed(éR, VRu)] ) = VirF(V¢u) [(D [Eel(éR, VRU)H
+ F(Vru) V- (C[Ea(er, Vru)])
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B Weitere Berechnungen und Ableitungen

mit VRF(Vru)[S| = Viu[S] mit einem symmetrischen Tensor S € R&¢. Der letzte Term

sym*

wird durch Nutzung von Vg-A = tr(VgxA) = VR A[I] in eine explizite Form gebracht:

VR' (C [Eel} ) = QGVR'Eel(éR, VR’U,> + /\VR ( tr (Eel(éRa VR’U,)) I)

2V (%()\;Q(ER)C(VRU) 1)

+ AVg- (tr (%()\C_hz(éR)C(VRu) - I)) I>
= QG%(CVRA;? + Ay Vr-C) + A%VR- (Mg tr (O)1)
= G(C(-2)A1 0 Aen Vrer + Ay VRC[I])

1 -

+ A§IVR(>\ch2 tr (C)) +0
= GO0 A Vieew + 25" Viu[douF [0 C[1]]])

- /\%(tr (C) VrAL + Ao Ve tr (C))
= G (20, EaVrer + A\ Viu[2F))

M1 (0) (2N Ve 4+ 3 Vi e P [0:C[1]] )
= 2G (0 Ea Vrer + Ay VR [F]) + A(tr (0 Ea) Vrer + Ay Viu[F])
= C[0Ea] Vrer + (2G + M)A Viu[F].

B.2.5 Berechnungen fir den ersten Piola—Kirchhoff-Tensor
(inelastischer Fall)

Nun werden die Definitionen fiir den ersten Piola—Kirchhoff-Tensor P hergeleitet, vergleiche De-
finition 4.7.3.

Da fiir den inelastischen Fall nur der logarithmische Ansatz bzw. Henckysche Ansatz ver-
wendet wird, werden nur diese Ableitungen fiir diesen Fall hergeleitet. Die anderen beiden Fille
ergeben sich dann entsprechend.

Definition B.2.11 (Ableitungen von E). Die Ableitungen fiir die unterschiedlichen Ansétze des

elastischen Verzerrungstensors aus Definition 4.1.10 mit F = FyFyF, < Fq = )\C_thF;,

C. = FIF, und mit einem symmetrischen Tensor S € R%¢ lauten wie folgt:
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B.2 Berechnungen der Ableitungen fiir unterschiedliche Ansitze

Logarithmischer Ansatz (Henckyscher Ansatz). Es gilt fiir E o,:

Eq = In(Uy) = ln(\/Cel> - m(\ /FLFd)
_ ln(\/ (A;IFFP?)TA;}FF;) ~In (Ac_hl\/ (FFI;I)TFF;)
—In ()\C_hl\/ (F;)TFTFF;) ,

0.Fa= A3/ (F‘l)TFTFF;)_1(—1)A;1280Ach (F,')'FTFF,'

pl

T -1
:()\C_hl\/ (F') FTEEL') (DAY (B, TFTEE

-1

v B B N\T - CNT -
:( ir;’M\/)>\Ch4 (Achl\/<Fpll> FTFFpll) \/(le) FTFFpll

-1
= Crmedyson, (Ve Ry ) () ETEE,

- __”Pgw AL
2 Upmv —4 Upmv —4UPMV | —2
6CECI == 3 (_3)>\ch ac)\ChI =~ 3 (_B)Ach T)\ch I
_ 3(UPMV)2)\(;GI,
3
2 2
OFEa = 3( 5% ) (OG0 = 3( ) (-6)0, A
Upmv \ 3 | —
—-18( : ) A
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B Weitere Berechnungen und Ableitungen

und

T -\ ! T
(FchFelel)TFchFelelel1) ((F N le)s

/N 7N 7 N
~—
F
=
—
\_/\_/\_/

(Fy'

(FLFw) " ((F)TF)S,
8FE61 [S} =So 8CE61 o) (9FC

= R (FLF) ™ (7)) F)s

rev pl pl

—F(FLF.) ((F‘l)TF‘l)S,

rev pl pl
OvuEa[S] =S 0 0cEq 0 9pC 0 Oy, F
~F(FLF.)  ((F,")F,')s,
Ovu0.Eaq[S] =0,
Ovu0 Eq[S] =0

—1
FT FlF] FchFelele_ll) ((F;)TF511> S

rf
_|

NI RN~ N~ N -

sowie

1/2

OvuBa[Viu] = (Acl\/ ‘I)TFTFF;) A 2<(Fp1)FTFF_1>

((F)) T (Vow)FF,! + (F,) FTVouF,! )
1 -1

— 5 (7)) FFE,)

((F)) (V6w FE, + (Fy) TFTVour,! )

. %((F;l)TFTFF;) B (") (Vou)F + FTVou)F,"),
0,
0.

OvuO.Ea [Vou]
Ovu0 Eq[Viu] =

Definition B.2.12 (Berechnungen von P (inelastischer Fall)). Im inelastischen Fall folgt fiir die
Berechnung des ersten Piola—Kirchhoff-Spannungstensors P mit dem logarithmischen Ansatz:
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B.2 Berechnungen der Ableitungen fiir unterschiedliche Ansitze

Logarithmischer Ansatz (Henckyscher Ansatz). Es gilt mit
F=FuF.F, <= Fq=)\,FF "

mit den Berechnungen aus Definition B.2.11 und der Definition des Projektors Py = M =
C[Eq] aus Definition 5.2.4 bzw. Definition 5.2.36:

O(pa) OC _ jn0(pta)
o0C 8F 0C

— 2R, (Eel:PH> — 9F (9B [Py))
=F{(FLF) 7 ()R, ) ben
R{(FL e (), )}PH,
0P =F{((F,")CF,") 1( F,') JC[0.Eq),
OvuP[Vou] = dg,F[Voul{ ((F,") CF;) 1((F;1)TF;1) }e[E]
~F () er) ()R
()T (Vow)® + FT(Vou) Pt ) (151 By ) O[]

+F{((F,")CF,) B ((F")Fyt) b [owuBa [ Vu]].

P = 0p(py) =

Bemerkung B.2.5. Da 0.E, = —“"g“v )\C_h3I nur sphérisch ist, also der deviatorische Anteil null
ist, muss in 0, P kein Projektor verwendet werden. Die Linearisierung Iy wird in Anhang B.2.7
eingefiihrt.

B.2.6 Berechnungen fiir die Newton—Raphson-Methode

In diesem Kapitel werden exemplarisch fiir den Fall eines inelastischen Partikels die Berechnun-
gen fiir den k-ten Newton-Schritt angegeben, vergleiche Definition 5.2.27. Fiir den gekoppelten
Partikel-SEI-Ansatz werden die entsprechenden Terme fiir die Verschiebung in der SEI ergiinzt.
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B Weitere Berechnungen und Ableitungen

Definition B.2.13 (Berechnungen im k-ten Newton-Schritt). Fiir i = 1,..., (2 + d)N ist die
Funktion des Residuums der Newton—Raphson-Methode im k-ten Newton-Schritt definiert als:

77/+1 k n,k eq7n7k P
F%(tn-i-lvy Fplh7PH7€plh ) =
1

(%’ CZH & (I)n,k)
Then
(V%’ n+1 k Vun+1 k F}r)zllz)vlurﬂrl k)

()0 ext) Text

+
+
+ n+1, k)

(
3 Ky,

= (G pen(e ™)

— (G pra(ey ™, VT FG)

Ve, Vc;l”“l’k)

1Lk 1,k k 1,k 1,k K s,k
+ (V€i7 P(CZ+ ) VU’Z+ ’ F;Ll,m PH( - ) V'u’ZJr ) Fgl,ha 6;?,1? ))) :

G
¢
G;
(

Die Jacobi-Matrix J ¢ (t, 11, y" ", F/ b I, Eth ) [6y*] istim k-ten Newton-Schritt fiir 7, J=
1,...,(2+4 d)N gegeben als:

1

kn

>

3, 0c5)

(V% Oem(cy ™ Tyt F;ﬁ”;)éde%“*)
(Vs ol i ) [Vout] W4
(Ve mlc ™ T ) opt

(G o)

(Cw@c,uch fans k)éc’f)

G Depter (¢, T THF F )5 k)

~

— (G Ovunale ™ Vu ™ Fy) [Voul] )
— K

(

N
N
N
N

(VC%,V(SCE)
Ve, 0.P(c] n+1,k Vu n+1k Fnk)(sck>

pLAh

<V€anu (e n+1, k,VUZH’k,F;fZ,]IH( n+1, k)VuZJrlk F&’;a f,?,?’“))[wu D

In jedem k-ten Newton-Schritt wird nach dem Newton-Update dy* gelost:

n+1,k Fn k eq,n,k

s n n,k nk
Jr(tnir,y I estn ) [0y ] = =F(tngr, g™ Fol Proegin ™). (BS)
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B.2 Berechnungen der Ableitungen fiir unterschiedliche Ansitze

Die Gesamtberechnung fiir das Newton-Update ist mit ¢, 41,7 = 1,....,N und k:,l% =
.,dN gegeben durch (der Index [J* fiir den k-ten Newton-Schritt wird im Folgenden weg-

gelassen):
1

?Mh + Jny 11y Vo1 oe

c‘chh,h + C\Ilel,h Mh Vu‘llel,h 6“’

P 0 wv.Py ou

L ((enar = op)) + Kbt + N

== | Mgt — W (pH) — T (cp ™, Vgt FY ) — kK

n+1 n+1 n n+1 n+1 n eq n
P(c,™, Vuy Fplh7PH( , Vuy, Fplh7 plh))
mit weiteren Matrizen
M, =

oy, = | (Vs Do, V™ By o Vi) |

7/L

(
(

my, = K, = | (Vi m(c ™!, vyt F;lh)vcj‘)]w
(

vumn = | (Vi Doum(c ™, ut By ) [VE] V)| i’
|:(Cj7 c,uch( n—H)(Pz)} i

Weap =— |:(Cj7 c,uel( K VUnH F&h)%)]jf

Mh - _(C]?gj)] ,37

Vu\:[lel,h = - |:(Cj7 aVu,uel( ntl V’U,Z-H Fgl h) [Vék}( it VUZ‘H F;l h> ;?;:))Lka

clIlch,h -

cPh - (Vsk’aaP( (s Vun+1 F;l h)90£>:| )

VuPh = _(V€k7 aV’U. (Ch+17 VIU’Z+1 F[T)Ll h HH( (s VUZ+1 Fg] h>» ;(]];:)) [Vﬁd)}kﬂ

mit der jeweiligen Beziehung zwischen Vektorkomponenten und Finite-Elemente-Funktionen
und den zuvor definierten Vektoren fiir das Residuum, vergleiche Kapitel 5.2.2 und 5.2.3.

B.2.7 Berechnungen fir die Approximation der Linearisierung des
Projektors

Dieses Kapitel bezieht sich auf Bemerkung 5.2.27 und es werden beide Approximationen fiir
die Linearisierung fiir den Projektor im raten-unabhéngigen Fall und im raten-abhingigen Fall
angegeben. Fiir den raten-unabhiingigen Fall wird die Linearisierung hergeleitet.
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B Weitere Berechnungen und Ableitungen

Bemerkung B.2.6 (Raten-unabhingiger Fall mit isotroper Verfestigung). Die Formulierung der
exakten Jacobi-Matrix fiir den raten-unabhdngigen Fall mit isotroper Verfestigung wird wie
in Di Leo [60, Anhang C.6] mit der formalen Linearisierung des Projektors P von Glei-
chung (5.9) um E' [127, 140] geschiitzt:

el

8Mn+1
I ("™, Veu™ ™ F &80 = ——
) » = pby “pl i

OE]

Dann ist der konsistente algorithmische Modulus als

(Deh H (D [Etelii,dev]

n+1 iso _eq,n
<oy (") + ey
Ip =

n+1 iso _eq,n
o > oy (") + 9"

@pl’ H C [Etri,dev]

gegeben. Mit den Ausdriicken fiir M" ™! im Projektor Py; von Gleichung (5.9) fiir die elastischen
und plastischen Fille konnen jeweils die elastische Tangente C und die plastische Tangente C,;
hergeleitet werden. Die beiden Tangenten lauten:

Elastische Tangente. Diese ist unmittelbar gegeben durch:

oM™ oMY O(2GEY + (K — 3G) tr(EY) T)
OBy~ OBy oFy
2
—2GT + <K—§G>I®I

Cel -

1
:2G<]I—§I®I>+KI®I
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B.2 Berechnungen der Ableitungen fiir unterschiedliche Ansitze

Plastische Tangente. Mit den Abkiirzungen a, = #ﬁ;m, by = 1 — QGT;M (1- UY(QCE"H)&?;?’")
folgt
. n i e Mtn dev
o aMnﬂ B (M — QGT”Dp1+1) _ O(M™ — 2GAe i iy )
p aEtrl aEtrl aEgl
) o4 (M) T4 (ap + by Rt ) M)
aEtrl
oy C"+1)
_ 8 <a/p1 + bp] "erl ,dev " > Mtri,dev
6Etr1

+ <a +0 1UY(C.n+1>> aMtri,f‘eV latr(Mtri)
") OBy TS oEy
a(Mtri,dev . Mtri,dev) 2
8E“i
oy (1) OMEY 1) tr(M¥)
+ <ap1 + by M dev”) OED 3 aEterli,dev

_ prUY (Cn+1 ) MtrLdev

Die Einfiihrung eines modifizierten Ca ergibt

B aMtri,deV 1 atr(Mtri) 1
Cel - GPIW + gaTtelilI = ap12G(]I — gI X I) + KI®I= aplCG + CK.
Weiter gilt

o (Mtri,dev . Mtri,dev) T2

aEtrl
_ _1 tri,dev ., tri,dev -3 aMtri,dev tri,dev aMtri,dev tri,dev
= g (s o) 7 (BT (v S (e
ri,dev ri,dev aMtri dev ri,dev
_(Mt R ) aEm [Mt < }

— —2G (Mtrl,dev . Mtrl,dev) 2 Mtrl,dev'
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B Weitere Berechnungen und Ableitungen

SchlieBlich kann die plastische Tangente angegeben werden durch:

(Dpl _ @el . prUY (cn+1)2G(Mtri,dev . Mtri,dev) *% Mtri,dev ® Mtri7dev
oy (Cn+1 ) aMtri,dev
H Mtri,dev ” aEgll

bpl oy ( Cn—I— 1 )
——| Cg — 2G
” MV tridev “ G

+ bp]

:@el+

Mtri,dev ® Mtri,dev
” Mtri,dev ” 2 )

= Cel

+

(1 a1 ot )ov(@™) (gt e
| MItwidev | Co—2G | MIwidev |2

Mit der deviatorischen Trial-Mandel-Spannung M-V = C [Eterli’dev} kann die Approximation

tri

der Linearisierung von Py um EJ

wie in Gleichung (5.42) ausgedriickt werden.

Bemerkung B.2.7 (Raten-abhingiger Fall). Eine dhnliche Rechnung fiihrt im raten-abhdngigen
Fall zu

I ("™, Vu ™ Fry, Aeyt) =

pl» pl
( ri,dev n
Cx + Cq, HC[ELl’d 1| < oy,
—QGAnéeq Mtridev o \ftridev
tri devpl (DG —2G t?dev 2
| VL] [ MLdev]
| +Co+Cx, lcEs ] > over.
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B.2 Berechnungen der Ableitungen fiir unterschiedliche Ansitze

Bemerkung B.2.8 (Stetigkeit des raten-unabhingigen Projektors mit isotroper Verfestigung). Der
Projektor aus Gleichung (5.9) ist stetig, da M4V + £ tr(M"™) I = M" und

,.ylSO fylso ) oy :| wid
— + (1 - — ¢ . MHEY
|:2G + ,-ylso ( 26¢ + ,ylso H Mtrl,dev ”

~ s 2G |
= /7— + (1 — 'Y— (1 — _5;1)) O-Y‘ - Mtrl,dev
-2G + ,ylso 2G + 7150 oy oy + P)/ISOE:pl

7i80 (1 7150 ’YiSOQGggl ) Oy ] Mtrisdev

—_— — — + - -
-2G + fylso 2G + 7150 (2G + ,-ylso)O-Y oy + 7150551
B [ ,yiso N oy 'YiSOO-Y
| 2G 4o (oy +9%ey)  (2G + ) (oy + 7))
VISOQGSSIUY Mtri,dev
(2G + 7)oy (oy +7™ep)
_ ,yiso N oy B 'YiSOO-Y
2G A\ (oy +yey) (26 +7%)(oy +7™0ey)
4 f.}/iSOZGE;l . Mtri,dev
(2G + 7)oy + ey
_ ’7i80 N oy N _,YisoO.Y + ,.yiso2G€;1 Mtri,dev
2G ™ \(ov +7%ey)  (2G +7%)(oy +7ey)
B [ ,Yiso N 0Y2G + O'Y'Yiso N —’YiSOUY + ,yiSOQGggl Mtri,dev
122G+ 0\ (oy + %) (2G +79)  (2G +9%)(oy +7%ey)
_ ,Yiso N O.Y2G + O.Y,yiso _ "}/iSOO'Y + 7iso2G8;1 thdev
2, + /yiso (UY + ,yisoggl)(QG + ,Yiso)
[y ov2G + 772G\ |\ e
= — + . . M™
2G + /ylSO (UY + ,ylsoggl)(QG + 7150)
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[ ,yiso 2G tri,dev
- : . M™
_QG + 7150 + ((QG + 7150)):|
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- 2G + ,-Yiso M ‘
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gilt.
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