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Kurzfassung

Zur Verbesserung von Lithium-Ionen-Batterien können numerische Simulationen eingesetzt und
damit Entwicklungsprozesse beschleunigt werden. Insbesondere Silizium ist ein vielversprechen-
der Kandidat für das Anodenmaterial der nächsten Generation elektrochemischer Speicher. Auf
Kathodenseite ist Lithium-Eisenphosphat (LFP) eine geeignete Wahl. In der vorliegenden Arbeit
werden chemisch-mechanisch gekoppelteModellansätze für dieseMaterialien vorgestellt, nume-
risch effizient umgesetzt und analysiert, um das charakteristische Verhalten des jeweiligen Mate-
rials zu untersuchen. Insbesondere werden aufgrund der großen Deformationen bei der Lithiie-
rung und der Delithiierung von Silizium mechanische Einschränkungen als Hindernis-Kontakt-
Problem untersucht und (visko-) plastische Deformationen zu den chemischen und elastischen
finiten Deformationen ergänzt. Für die Langlebigkeit der Energiespeicher ist das Verständnis des
mechanischen Zusammenspiels zwischen dem Batterie-Aktivmaterialpartikel und der umgeben-
den Solid-Electrolyte-Interphase (SEI) von großer Bedeutung. Für eine effiziente numerische
Vorgehensweise werden u.a. der primal-duale aktive Mengen-Algorithmus sowie die statische
Kondensation und der Return-Mapping-Algorithmus angewendet. Auf Grundlage eines adapti-
ven Lösungsalgorithmus in Raum und Zeit (variable Ordnung, variable Zeitschrittweite) können
angemessene Rechenzeiten erreicht werden. Automatisches Differenzieren und eine geeignete
Parallelisierung reduzieren die Simulationsdauer ebenfalls. Um die approximative Lösung zu be-
werten, wird für den rein chemischen Fall mit homogenen Neumann-Randbedingungen für das
Phasenseparationsmaterial LFP eine residual-basierte a-posteriori-Fehlerschranke bewiesen und
im Vergleich zu dem Gradientenschätzer und dem Kelly-Fehlerschätzer numerisch untersucht.
Des Weiteren wird der Einfluss verschiedener Definitionen des elastischen Verzerrungstensors
und der Mobilität auf das chemisch-mechanische Verhalten simulativ analysiert. Numerische
Studien für den 1D radial-symmetrischen Fall und 2D sphärischen bzw. elliptischen Fall für
Silizium und LFP liefern wichtige Einblicke in das Materialverhalten, u.a. Änderungen der Kon-
zentrationsverteilungen durch mechanische Spannungen und den Vergleich von plastischen und
viskoplastischen Deformationen, auch für mehrere Lade- und Entladezyklen und verschiedene
Geometrien. Für den Kanten-Anteil des residual-basierten Fehlerschätzers zeigt sich eine erhöh-
te Konvergenzordnung für gerade Polynomordnungen im Vergleich zum Zell-Anteil. Insgesamt
zeigen sich bedeutsame Erkenntnisse durch die numerischen Studien über Silizium und LFP
sowie des residual-basierten Fehlerschätzers und bieten noch zahlreiche zukünftige Erweite-
rungsmöglichkeiten.
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Abstract

Numerical simulations can be used to improve lithium-ion batteries and thus speed up deve-
lopment processes. Silicon in particular is a promising candidate for the anode material of the
next generation of electrochemical storage systems. Lithium iron phosphate (LFP) is a suitable
choice on the cathode side. In the present work, chemo-mechanically coupled modeling ap-
proaches for these materials are presented, numerically efficiently implemented and analyzed to
investigate the characteristic behavior of the respective material. In particular, due to the large
deformations during lithiation and delithiation of silicon, mechanical constraints are analyzed
as an obstacle-contact problem and (visco-) plastic deformations are added to the chemical and
elastic finite deformations. Understanding the mechanical interaction between the battery active
material particle and the surrounding solid electrolyte interphase (SEI) is of great relevance for
the longevity of the energy storage systems. For an efficient numerical procedure, the primal-
dual active set algorithm as well as the static condensation and the return mapping algorithm
are used. Appropriate simulation times can be achieved on the basis of an adaptive solution
algorithm in space and time (variable-order, variable-step size). Automatic differentiation and
suitable parallelization also reduce the simulation time. In order to evaluate the approximate
solution, a residual-based a-posteriori error bound is proved for the purely chemical case with
homogeneous Neumann boundary conditions for the phase-separation material LFP and nume-
rically investigated in comparison to a gradient recovery estimator and a Kelly error estimator.
Furthermore, the influence of different definitions of the elastic strain tensor and the mobility on
the chemo-mechanical behavior is simulatively analyzed. Numerical studies for the 1D radially
symmetrical case and 2D spherical or elliptical case for silicon and LFP provide important
findings into the material behavior, including changes of the concentration distribution due to
mechanical stresses and the comparison of plastic and viscoplastic deformation, even for several
charging and discharging cycles and various geometries. All in all, the numerical studies on
silicon and LFP as well as the residual-based error estimator provide significant insights and still
offer numerous possibilities for future extension.
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1 Einleitung

Wiederaufladbare Batterien sind eine der Schlüsseltechnologien für die heutige und zukünf-
tige Energiespeicherung, um den Herausforderungen des Klimawandels zu begegnen [7, 8].
So sind elektrochemische Energiespeicher aus unserem täglichen Leben nicht mehr wegzu-
denken, z.B. in Smartphones, Laptops, E-Autos und vielen weiteren elektronischen Geräten,
siehe [9, Kapitel 1.2], [10, Vorwort] und [11]. Ebenfalls ist der elektrochemische Energiespei-
cher zur Stabilisierung des Energienetzes von entscheidender Bedeutung, um Schwankungen der
erneuerbaren Energiequellen wie Solar- und Windstrom auszugleichen [12, 13]. Lithium-Ionen-
Batterien (LIBs) sind aktuell die beliebteste wiederaufladbare Batterietechnologie aufgrund ihrer
vergleichsweisen hohenEnergiedichte und gutenLanglebigkeit [10, 14–19].Während desLadens
und Entladens treten komplexe elektrisch-chemisch-mechanisch gekoppelte Prozesse auf [20],
welche im Fokus aktueller Forschungsarbeiten stehen. Zielsetzungen dabei sind beispielsweise
die Kapazität der Batterien zu erhöhen, die Lebensdauer zu verlängern, die Kosten zu senken und
ein schnelles Laden zu ermöglichen [21–24]. Ein vielversprechender Ansatz dafür ist das Verän-
dern der eingesetzten Materialien, aus denen die Batterien bestehen [25–29]. Die Untersuchung
von thermischen Effekten ist ebenfalls ein entscheidender Faktor zur Weiterentwicklung und
Verbesserung von LIBs [30, 31], was in der vorliegenden Arbeit jedoch nicht weiter betrachtet
wird.

Abbildung 1.1 stellt eine schematische Skizze einer LIB während eines Ladevorgangs durch
eine externe Spannungsversorgung dar. Lithium (Li)-Atomewerden in der Kathode zu Li+-Ionen
und Elektronen oxidiert. Während die Li+-Ionen durch den Elektrolyt und den Separator (nicht
durchdringbar für die Elektronen) zur Anodenseite wandern, bewegen sich die Elektronen über
den Stromableiter durch den äußeren Stromkreis mit der externen Spannungsversorgung auf die
Anodenseite. Über den Stromableiter gelangen die Elektronen wieder zu den Li+-Ionen und
reduzieren die Li+-Ionen wieder zu Li-Atomen. Bei Nutzung des elektrochemischen Speichers
als Stromlieferant ist der Prozess umgekehrt. Die Elektronen und die Li+-Ionen wandern von
der Anodenseite zur Kathodenseite. Dabei versorgen die Elektronen einen elektrischen Ver-
braucher, z.B. ein Smartphone. Das Einlagern von Lithium im Aktivmaterial wird Lithiierung
genannt, der umgekehrte Prozess Delithiierung. Üblicherweise wird für das Kathodenmateri-
al Lithium-Cobalt(III)-Oxid (LCO, LixCoO2), Lithium-Nickel-Mangan-Cobalt-Oxide (NMC,
LiaNixMnyCozO2) oder Lithium-Eisenphosphat (LFP, LixFePO4) und als Anodenmaterial Gra-
phit (C) verwendet [33].
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Abbildung 1.1: Schematische Skizze einer Batteriezelle während des Ladevorgangs mit - als
Elektronen, + als Li+-Ionen und Li als Li-Atome, basierend auf [32, Abbil-
dung 3.1].

Neben experimentellen Untersuchungen sind numerische Simulationen aus Kostengründen in
der Forschung von grundlegender Bedeutung [34]. So wurden in den vergangenen Jahren ver-
schiedene Modelle entwickelt, die die diversen Effekte (chemisch, mechanisch, elektrochemisch
und thermisch) auf unterschiedlichen Skalen (Partikel-Ebene, Halbzell-Ebene, Zell-Ebene) un-
tersuchen [20, 35–37].

Die Modelle werden in numerischen Simulationen abgebildet, um durch geeignete Annähe-
rungen bzw. Approximationen die modellierten Eigenschaften und gewünschten Vorhersagen zu
untersuchen. So können durch Diskretisierung die verschiedenen kontinuierlichen Probleme mit
unterschiedlichen numerischen Ansätzen, z.B. der Finite-Differenzen-Methode (FDM) [38], der
Finite-Elemente-Methode (FEM) [39, 40] oder der Finite-Volumen-Methode (FVM) [41], er-
forscht werden. Neben kommerzieller Software wie MATLAB [42], z.B. in [43], Abaqus [44], z.B.
in [45] oder COMSOL [46], z.B. in [47], existiert auch Open-Source-Software wie PyBaMM [48],
z.B. in [49], zur Untersuchung Batterie-spezifischer Probleme.

In dieser Arbeit werden chemisch-mechanisch gekoppelte Prozesse imBatterie-Aktivmaterial,
ausgehend von der Partikel-Ebene, modelliert und numerisch simuliert. Hierfür wird aufbauend
auf einem chemisch-elastisch gekoppelten Modell mit einem Cahn–Hilliard-Ansatz und finiten
Deformationen für das Phasenseparationsmaterial (PSM) LFP in der Kathode [50] der Wechsel
zum Anodenmaterial Silizium mittels numerischer Simulationen untersucht. Dieser Wechsel ist
insbesondere von großem Interesse, da amorphes Silizium (aSi, LixSi) im Gegensatz zum heute
üblicherweise verwendeten Anodenmaterial Graphit eine fast zehnfache theoretische Kapazität
aufweist [51–53] und damit ein vielversprechender Kandidat für die nächste Generation von
LIBs ist [54]. Jedoch kann die zusätzliche Speicherung von Li zu einer Volumenvergrößerung
von bis zu 300 % führen, verglichen mit einer Ausdehnung von ca. 10 % bei Graphit [20, 55] bzw.
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ca. 7 % bei LFP [56]. Aufgrund der großen Verformungen von Silizium soll das mechanische
Spannungsverhalten erforscht werden, u.a. wenn sich das Partikel nicht mehr frei ausdehnen
kann. Beispielsweise trifft das entsprechende Partikel auf andere Partikel, auf den Stromableiter
oder auf das Batteriegehäuse. Wie in einigen numerischen Studien gezeigt wurde, verhalten sich
die großen mechanischen Verformungen nicht nur elastisch, sondern es treten auch plastische
bzw. viskoplastische Verformungen auf, die die Lebensdauer und die Kapazität von Batterien
beeinflussen [57–62].
Unabhängig vom genauen Material sind Batterie-Aktivmaterialpartikel (BAP) (von engl. bat-

tery active material particle) in der Anode von einer weiteren Schicht, der Solid-Electrolyte-
Interphase (SEI) (von engl. solid electrolyte interphase) umgeben, die eine entscheidende Rolle
für die Lebensdauer einer LIB spielt [63–65]. In Abbildung A.1 ist die schematische Skizze
einer Batteriezelle mit der SEI an der Anodenseite ergänzt, die aus einer dichten inneren Schicht
und einer porösen äußeren Schicht besteht [66, 67]. In Wirklichkeit ist die SEI-Schicht überall
auf den Anodenpartikeln verteilt und in Abbildung A.1 nur vereinfacht dargestellt.

Um Simulationsergebnisse in einer angemessenen Rechenzeit zu erhalten, sind räumlich und
zeitlich adaptive numerische Methoden entscheidend. Insbesondere, wenn die Skalen während
der Simulation deutlich variieren. Besonders für das PSM ist ein effizientes adaptives Verfah-
ren von großem Vorteil [50]. Für die räumliche Verfeinerung wird dort ein Gradientenschät-
zer [68, Kapitel 4] und für das zeitliche Integrationsverfahren eine Formel zur numerischen
Differenzierung (NDF) (von engl. numerical differential formulation) von linearen Mehrschritt-
verfahren [69–71] verwendet. Als Alternative für das räumlich adaptive Kriterium werden in
dieserArbeit noch derKelly-Fehlerschätzer [72–74] und ein residual-basierter Fehlerschätzer un-
tersucht. Im Gegensatz zum Gradientenschätzer muss für den residual-basierten Fehlerschätzer
kein zusätzliches Gleichungssystem gelöst werden, wobei imVergleich zumKelly-Fehlerschätzer
(und zum Gradientenschätzer) der residual-basierte Fehlerschätzer nicht allgemein formuliert
werden kann, sondern problemabhängig ist. Für eine Reduzierung der Simulationsdauer wird
eine Parallelisierung mittels OpenMP (von engl. open multi-processing) bzw. mittels Message-
Passing-Interface (MPI) (von engl. message passing interface) untersucht. Die Nutzung von
automatischem Differenzieren (AD) wird als weiteres moderneres numerisches Hilfsmittel in
den Lösungsalgorithmus integriert, um die manuelle analytische Ableitung der Jacobi-Matrix
nicht per Hand zu bestimmen sowie den Assemblierungsprozess dafür zu umgehen. Für die
numerischen Simulationen wird die FEM genutzt, aufbauend auf der Open-Source-Software
deal.II [74, 75].

Insgesamt werden in dieser Arbeit folgende Dinge erarbeitet: Aufbauend auf dem Cahn–
Hilliard-Ansatz mit rein elastischen finiten Deformationen und mit einem räumlich adapti-
ven Verfahren mit dem Gradientenschätzer sowie einem Zeitintegrationsschema mit variabler
Schrittweite und variabler Ordnung wird die kontinuumsmechanische Theorie für Materialien
erweitert, die mit einer experimentellen Spannungskurve modelliert werden können. Hierbei
werden verschiedene Ansätze für den elastischen Verzerrungstensor sowie für die Mobilität
betrachtet. Zusätzliche Modellerweiterungen werden numerisch effizient integriert: So wird das
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System partieller Differentialgleichungen um die Theorie des Hindernis-Kontakt-Problems er-
gänzt. Weiter werden (visko-) plastische bzw. raten-unabhängige / raten-abhängige Effekte mit
Hilfe einer Projektorformel bzw. statischer Kondensation numerisch sinnvoll zum bisherigen
System an Gleichungen hinzugefügt, ohne dass das System bzw. die Anzahl der zu lösenden
Freiheitsgrade (DOFs) (von engl. degrees of freedom) vergrößert werden muss. Gleiches gilt für
das Hindernis-Kontakt-Problem, bei dem der primal-duale aktiveMengen-Algorithmus als semi-
glattes Newton-Verfahren interpretiert wird und somit keine Erhöhung der zu lösenden DOFs
erforderlich ist [76]. Nur für den Partikel-SEI-Ansatz, ein gekoppeltes System zwischen einem
Partikel mit einer umgebenden SEI, wird das System an nichtlinearen partiellen Differentialglei-
chungen um die Verschiebung der SEI im SEI-Gebiet ergänzt. Der Return-Mapping-Algorithmus
sorgt im raten-unabhängigen Fall für eine direkte Berechnung der entsprechenden Variablen für
den nächsten Zeitschritt, wohingegen beim raten-abhängigen Fall eine zusätzliche skalare Glei-
chung auf Integrationspunktebene gelöst werden muss. Diese Erweiterungen werden also mathe-
matisch effizient zum bisherigen System an Gleichungen hinzufügt und sollen mit numerisch ef-
fektivenHilfsmittelnwieADund MPI ergänztwerden. Für den Fall des rein chemischen Problems
mit homogenen Neumann-Randbedingungen wird für LFP eine residual-basierte a-posteriori-
Fehlerabschätzung bewiesen und numerisch analysiert. Im chemisch-elastischen Fall wird für
aSi der residual-basierte Fehlerschätzer ebenfalls numerisch untersucht. Hierzu werden die Er-
gebnisse mit den beiden anderen Fehlerschätzern, Gradientenschätzer und Kelly-Fehlerschätzer,
verglichen. Insgesamt werden für Silizium und LFP zahlreiche Modellerweiterungen betrachtet
und numerisch effizient in den Lösungsalgorithmus einbezogen, die im Batteriekontext so noch
nicht vorhanden sind. Für LFP wird im chemischen Fall eine neue residual-basierte a-posteriori-
Fehlerschranke bewiesen.

Diese Arbeit ist wie folgt gegliedert: Die Einordnung der Modellierung und der numerischen
Methoden in den aktuellen Stand der Literatur wird in Kapitel 2 dargelegt. Anschließend werden
die in dieser Arbeit verwendeten mathematischen Notationen und grundlegende mathematische
Ergebnisse in Kapitel 3 eingeführt. Danach wird in Kapitel 4 die kontinuumsmechanische Mo-
dellierung erklärt: Zunächst werden für den Standardfall eines sich frei ausdehnenden chemisch-
elastisch gekoppelten BAPs mit finiten Deformationen die unterschiedlichen Ansätze für den
elastischen Verzerrungstensor und für die Mobilität präsentiert. Ausgehend von diesem Stan-
dardfall werden die verschiedenen Modellerweiterungen für das Hindernis-Kontakt-Problem,
die inelastisch-konstitutive Theorie und der Partikel-SEI-Ansatz eingeführt. Kapitel 5 erklärt
sukzessiv die numerische Vorgehensweise: schwache Formulierung, räumliche und zeitliche
Diskretisierung sowie der verwendete adaptive Lösungsalgorithmus. Der Beweis für die analy-
tische residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschätzung wird in Kapitel 5.2.5 ausgeführt. Kapi-
tel 6 präsentiert und diskutiert die numerischen Ergebnisse für die Anwendung eines BAPs für
den Fall eines 1D radial-symmetrischen Gebiets und eines 2D Gebiets sowie die numerischen
Ergebnisse für den residual-basierten Fehlerschätzer und verschiedene Validierungen der Mo-
dellierungsansätze. Abschließend fasst Kapitel 7 die Arbeit zusammen und es wird ein Ausblick
für weiterführende Ansätze gegeben.
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In diesem Kapitel werden die genutzten Modellierungsansätze und die numerische Vorgehens-
weise in die Literatur eingeordnet.

Numerische Untersuchungen von Lithium-Ionen-Batterien können auf verschiedenen Ebenen
vorgenommen werden, z.B. einer großformatigen Zelle wie in [77, 78], auf Mikroskalen-Ebene
wie in [32, 79] oder auf Partikel-Ebene wie in [59, 67, 80–82].

Aufbauend auf [50, 80] wird sich die vorliegende Arbeit auf die Modellierung und Simulation
von Batterie-Aktivmaterial auf Partikel-Ebene fokussieren. Auf Kathodenseite wird Lithium-
Eisenphosphat (LFP) untersucht, welches als Phasenseparationsmaterial (PSM) bekannt ist und
mit einem Cahn–Hilliard-Ansatz modelliert wird [50, 81, 83, 84]. Das Phänomen der Pha-
senseparation tritt auch bei anderen Materialien wie Lithium-Manganoxid (LMO, LixMn2O4)
oder Natrium-Eisenphosphat (NFP, NaxFePO4) auf [82, 85–87]. Durch das Ungleichgewicht der
Lithium-Konzentrationen der zwei unterschiedlichen Phasen treten mechanische Spannungen
innerhalb des Aktivmaterials auf.

Da amorphes Silizium (aSi) aufgrund der höheren Energiedichte im Vergleich zu Graphit ein
geeigneter Kandidat für das Anodenmaterial ist, wird dieses Material auf der Anodenseite unter-
sucht [51–53]. Der (De-)Lithiierungsvorgang für Silizium ist eine Legierungsreaktion [88, 89],
während für LFP und Graphit ein (De-)Interkalierungsvorgang stattfindet [90, 91].Wenn die Par-
tikel größer als 150 nm sind, führen die großen Verformungen zu mechanischen Instabilitäten,
z.B. Partikelbruch und Pulverisierung [92]. Ebenso sind eine Zerstörung dermateriellen Struktur,
elektronische Isolierung, instabile SEI, geringer Coulomb-Wirkungsgrad und begrenzte Zyklier-
fähigkeit besondere Herausforderungen für die Nutzung von Siliziumanoden [25, 26, 93, 94].
Nanostrukturen [26, 95] und insbesondere Nano-Wires [20, 93] scheinen für das Anodenmate-
rial eine geeignete Struktur zu sein. Der Einfluss der Partikelgröße von Silizium wird in [96]
untersucht, wobei eine ultradünne Struktur von Vorteil sein kann [95]. Schnelles Laden ist ins-
besondere für die Nutzung von E-Autos von großem Interesse [22, 97]. Anisotrope Effekte in
der Lithiierung und Delithiierung können ebenfalls betrachtet werden [89], was in dieser Arbeit
jedoch keine Berücksichtigung findet. Für die Modellierung von aSi wird dem Ansatz von [67]
gefolgt und für den chemischen Anteil in der Energiedichte im Gegensatz zur logarithmischen
Double-Well-Funktion für PSM auf eine experimentelle Leerlaufspannung von aSi gesetzt. In
dieser Arbeit wird das Modell mit einem einphasigen Mechanismus nach der anfänglichen zwei-
phasigen Umwandlung von aSi im ersten Halbzyklus beschrieben, vergleiche [98]. Dies steht im
Gegensatz zu [88], wo eine Phasentrennung auch nach dem ersten Halbzyklus gemessen wird. In
anderen Arbeiten wird auch mit einer Zwei-Phasen-Lithiierung gearbeitet [61, 99–102]. Dieser
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Effekt für aSi kann in zukünftigen Arbeiten weiter untersucht werden. Für weitere Informatio-
nen zur chemisch-mechanisch gekoppelten Modellierung wird auf [20, 57, 103] und die darin
enthaltenden Referenzen verwiesen.

Der chemische Teil des Modells, der die Diffusion von Li-Ionen während des Ladens und Ent-
ladens beschreibt, basiert auf einer Diffusionsgleichung und setzt die Konzentrationsänderungen
mit dem Gradienten des chemischen Potentials der Spezies und der Mobilität der Spezies in Be-
ziehung [59, 81]. Für die elastische Deformation wird ein linear elastischer Ansatz gewählt [67],
da der Großteil der Deformation auf den chemischen Anteil zurückzuführen ist [2, Anhang F].
Ein weiterer Ansatz für große mechanische Deformationen ist der Neo-Hookean-Ansatz, ver-
gleiche [104]. Die Kopplung von Verformung und Diffusion entsteht durch die von den Li-Ionen
verursachten Verzerrungen sowie durch den Einfluss mechanischer Spannungen auf das chemi-
sche Potential. Im Vergleich zu einem Ansatz mit kleinen Deformationen, im Kontext des Cahn–
Hilliard-Ansatzes auch Cahn–Larché-Ansatz genannt [82, 105–110], wird aufgrund der großen
Verformungen für aSi ein Ansatz mit finiten Deformationen verwendet [67]. Hierzu finden sich
in der Literatur unterschiedliche Definitionen für den elastischen Verzerrungstensor, z.B. der La-
grangesche Green–St-Venant-Verzerrungstensor, der logarithmische Hencky-Verzerrungstensor
und der von-Kolzenberg-Verzerrungstensor, vergleiche Definition 4.1.10. Die Auswirkungen auf
die mechanischen Spannungen eines einzelnen BAPs und den Fall einer elastischen SEI wer-
den in dieser Arbeit für aSi simulativ untersucht. Obwohl für ein elastisches Partikel die ersten
beiden Definitionen des Verzerrungstensors ähnliche Ergebnisse aufweisen, spielt die Definition
eine entscheidende Rolle für eine elastische SEI, ob die numerische Simulation abbricht oder
nicht [3]. Ebenso lassen sich für die Mobilität, die in dieser Arbeit als isotrop angenommen wird,
verschiedene Definitionen in der Literatur finden, vergleiche Definition 4.3.3. Insbesondere eine
zusätzliche Berücksichtigung von mechanischen Effekten zum chemischen Anteil erscheint im
chemisch-mechanisch gekoppelten Ansatz sinnvoll. Hierbei werden dann beide Anteile, che-
misch und elastisch, im chemischen Potential als Grundlage genutzt [67].

Für Silizium-AnodenwerdenVolumeneinschränkungen der gesamten Lithium-Ionen-Elektro-
de durch externe Spannungen in [111, 112] untersucht. Im Gegensatz zu theoretischen Berech-
nungen können sich diese sogar positiv auf die Kapazität, die Lebensdauer, die Anodendichte und
die Erzeugung einer gleichmäßigen und dichten SEI auswirken [111, 112]. Daher muss dieser
Aspekt weiter untersucht werden und es besteht weiterer Forschungsbedarf. Nach [113] findet
die Lithiierung bevorzugt an freien Oberflächen statt, wenn die Silizium-Nano-Wire mechanisch
eingespannt werden. In dieser Arbeit wird folgende Situation betrachtet: Das BAP kann sich zu-
nächst frei ausdehnen und stößt dann auf ein Hindernis. Es tritt ein Kontakt-Problem auf, verglei-
che [114, 115]. Es gibt verschiedene Möglichkeiten, solche Änderungen der Randbedingungen
zu erfassen, mit unterschiedlichen Vor- und Nachteilen, z.B. eine Penalty-Formulierung, eine er-
weiterte Lagrangesche Formulierung oder duale Lagrangesche Multiplikatoren, vergleiche [116,
Kapitel 17] und [76, 117–120] und die dortigen Referenzen. Diese Hindernis-Randbedingung
kann als Karush-Kuhn-Tucker (KKT)-Komplementaritätsbedingung geschrieben werden. Die
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Gleichungen werden auch Signorini-Bedingungen genannt, da sie erstmals von A. Signori-
ni [121, 122] für den einseitigen Normalkontakt formuliert wurden. Für diese Art von Ungleich-
heitsbedingungen ist der primal-duale aktive Mengen-Algorithmus eine effiziente Technik und
kann als semi-glattes Newton-Verfahren interpretiert werden, vergleiche [119, 123–128] und [75,
Tutorial 41]. Der Ansatz des dualen Lagrangeschen Multiplikators erfüllt die Ungleichheitsbe-
dingungen für die Hinderniseinschränkungen im schwachen integralen Sinn und hat den Vorteil,
dass die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems nicht geändert werden muss [76]. In [129] wird
festgestellt, dass eine Kontaktbedingung zu geringeren Li-Konzentrationen im Kontaktbereich
führt. Die Simulation eines BAPsmit begrenzter Volumenänderung aufgrund vonUngleichheits-
bedingungen amRand ist eine numerische Herausforderung, da sich der Kontaktbereich, der eine
höhere Gitterauflösung erfordert, mit der Zeit verändert. Darüber hinaus erfordert der Wech-
sel vom Laden zum Entladen einer Lithium-Ionen-Batterie für Langzeit-Zyklusuntersuchungen
(auch unabhängig vom Hindernis-Kontakt-Problem) einen geeigneten adaptiven Mechanismus
zur räumlichen und zeitlichen Steuerung.

In zahlreichen numerischen Studien wird gezeigt, dass die großen Deformationen von aSi
mit plastischen Deformationen verbunden sind, was mit der Lebensdauer und der Kapazität der
Batterie verknüpft ist [57–59, 61, 62, 101, 130]. Während einige Modelle die plastische Defor-
mation als raten-abhängig betrachten [59, 61, 101], setzen andere auf eine raten-unabhängige
plastische Theorie [130, 131]. Weder die strukturelle Entwicklung auf atomarer Ebene noch
das mechanische Verhalten des aSi während der Lithiierung- und Delithiierungszyklen sind gut
verstanden [132]. Dies gilt auch für den detaillierten Mechanismus der plastischen Verformung.
Mehrere Studien kommen jedoch zu dem Schluss, dass während des Ladens und Entladens
Plastizität auftritt. In experimentellen Studien, z. B. in [133], wird ein raten-abhängiges plasti-
sches Verhalten als Erklärung für das beobachtete Verhalten angenommen. Im Gegensatz dazu
scheint eine numerische Studie auf molekularer Ebene in [134] auf eine raten-unabhängige
Plastizität hinzuweisen. Die Einführung der plastischen Verformung für die numerische Si-
mulation ist eine weitere Herausforderung, da die zusätzlichen Variablen entweder als weitere
Freiheitsgrade im untersuchten System betrachtet werden [43, 67], oder es wird statische Kon-
densation verwendet [135–138], um zu einer primalen Formulierung zu gelangen [59, 127].
Letztere Variante ist insbesondere für 2D und 3D Simulationen interessant, da sich sonst das
zu lösende Gleichungssystem zusätzlich stark vergrößert. Da in der experimentellen Literatur
kein Konsens über die Mechanismen der plastischen Verformung von aSi besteht [132–134],
werden in dieser Arbeit sowohl eine geschwindigkeitsabhängige Viskoplastizität als auch eine
geschwindigkeitsunabhängige Plastizitätstheorie formuliert und die unterschiedlichen Auswir-
kungen auf das Partikelverhalten diskutiert. Weiter wird explizit ein Projektor auf die zulässigen
Spannungen hergeleitet und es wird die klassische Methode des Return-Mapping-Algorithmus
genutzt, vergleiche [139, Kapitel 3] und [127, 140, 141]. Dies ist problemlos mit dem Ansatz
der logarithmischen Hencky-Verzerrung anwendbar [142, 143].

Die große Volumenausdehnung des Siliziums hat entscheidende Auswirkungen auf die um-
gebende Solid-Electrolyte-Interphase (SEI) während des Anschwellens und des Schrumpfens
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und kann zu mechanischen Instabilitäten führen [20, 67, 144, 145]. Die SEI bzw. ein besseres
Verständnis dieser ist ein Schlüssel zur Verbesserung der Leistung, Effizienz und Lebensdauer
von Lithium-Ionen-Batterien mit Siliziumanoden [94, 146, 147], spielt aber auch bei Graphit-
anoden eine wichtige Rolle [148]. Die SEI weist eine elastische und plastische Verformung auf,
bevor sie bei wiederholten Zyklen aufbrechen und wieder heilen kann [67]. Die SEI bildet sich
aufgrund der Instabilität des Elektrolyten im Kontakt mit den Anodenpartikeln und schützt den
Elektrolyten so vor weiterer Zersetzung [64, 149, 150]. Während der Lagerung und des Batte-
riebetriebs wächst die SEI durch Elektronentransport von der Anode zum Elektrolyten weiter
an [67, 151, 152]. Die innere SEI bleibt während des Zyklierens intakt [153]. Für Simulationen
von Silizium-SEI-Anoden ist es somit wichtig, die mechanischen Spannungen innerhalb der
SEI zu berücksichtigen und deren Auswirkungen auf das Aktivmaterial zu beachten. So können
z.B. eine elektrische Spannungshysterese [43] und große elektrische Überpotentialspannungen
mit langsamer Relaxation [154] die Lebensdauer und Leistung der Batterie beeinflussen. Auf
Basis der logarithmischen Hencky-Verzerrung werden raten-unabhängige und raten-abhängige
plastische Verformungen der SEI untersucht, ohne die Anzahl der Gleichungen für den plasti-
schen Anteil des Deformationsgradienten zu erhöhen [3, 4]. Im raten-abhängigen Fall wird eine
typische mechanische Spannungsüberrelaxation festgestellt [133].

In der Literatur wird auf die Bedeutung unsymmetrischer Geometrien für die mechanischen
Eigenschaften während des Zyklierens hingewiesen [155], daher wird in dieser Arbeit neben
einem sphärischen bzw. zylindrischen Aufbau [43, 67, 101, 156] die Mechanik eines ellipti-
schen Silizium-Nano-Wires, der mit SEI bedeckt ist, untersucht. Hierfür werden vom 1D radial-
symmetrischen Fall ausgehend die 2D elliptische Geometrie für einen chemisch-elastischen
Siliziumkern sowie eine elastisch-viskoplastische SEI-Schale untersucht. In beiden Fällen wer-
den drei Halbzyklen betrachtet: eine erste Lithiierung, gefolgt von einer ersten Delithiierung und
einer zweiten Lithiierung.

Sowohl Ansätze mit finiten Differenzen [43, 58, 67] als auch mit finiten Elementen [50, 59]
sind zur Diskretisierung der resultierenden Gleichungen vorgeschlagen worden, wobei FEM
in jüngster Zeit aufgrund ihrer besseren Anwendbarkeit auf komplexe Geometrien überwiegend
verwendet wurden. ImGegensatz zu einer Finite-Differenzen-Diskretisierung [43, 67] oder einer
konstanten räumlichen Diskretisierung mit einer uniformen Zeitdiskretisierung [60] sind adap-
tive Lösungsstrategien in Raum und Zeit unerlässlich, um numerische Simulationsergebnisse in
angemessener Zeit zu erhalten. Das Phasenseparationsmaterial LFP ist z.B. in [50] mit einem
räumlich und zeitlich adaptiven Lösungsalgorithmusmit finiten Elementen höherer Ordnung und
einem Zeitintegrationsverfahren mit variablen Zeitschritten und variabler Ordnung gelöst wor-
den. Der in dieser Arbeit verwendete Lösungsalgorithmus basiert auf [50, Algorithmus 1], ver-
gleiche Algorithmus 3. Der Algorithmus basiert auf einemGradientenschätzer [68, Kapitel 4] als
räumliches Verfeinerungskriterium und einem adaptiven Zeitintegrationsverfahren mit einem li-
nearenMehrschrittverfahren NDFmit variabler Ordnung und variabler Zeitschrittweite [69–71].
In der Literatur finden sich auch zahlreiche andere Möglichkeiten für das Zeitintegrationsverfah-
ren, z.B. in [79, 157–164]. In [165] finden sich Konvergenzanalysen für das BDF(2)-Verfahren
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für den Cahn–Hilliard-Ansatz. In der deal.II-Bibliothek steht der Kelly-Fehlerschätzer als
räumliches Verfeinerungskriterium zur Verfügung und approximiert den Fehler durch Integra-
tion des Sprungs der Lösungsgradienten entlang der Flächen aller Zellen [72–74]. Ebenfalls
wird ein residual-basierter Fehlerschätzer als räumliches Verfeinerungskriterium herangezogen,
siehe [166, Kapitel 9.2], [167, Kapitel 1.2], [40, Kapitel 3.8] und [168–171]. Eine dual gewich-
tete residual-basierte Methode wird in [172, Kapitel 3.5] untersucht. Nach [173, Kapitel 1.6]
und [174, 175] wurde in [176, 177] bewiesen, dass auf einem uniformen quadratischen Git-
ter der Fehler der FEM entweder vom Zell-Residuum oder vom Kanten-Residuum kontrolliert
wird, abhängig davon, ob der Polynomgrad gerade oder ungerade ist. Diese Abhängigkeit des
Polynomgrads in Bezug auf die Konvergenzordnung für die Anteile des Residuenschätzers tritt
in dieser Arbeit ebenfalls bei numerischen Studien auf. Nach [178] ist der Kanten-Anteil für
a-posteriori-Fehlerabschätzungen für lineare finite Elemente dominierend. In [171] existiert
ein residual-basierter a-posteriori-Fehlerschätzer für die Cahn–Hilliard-Gleichung nur mit po-
lynomialer Ansatzfunktion und wird in dieser Arbeit für eine logarithmische Ansatzfunktion
erweitert und hergeleitet, welche im Kontext der Batteriemodellierung besser geeignet sind. Für
mechanische Kopplungen werden in [179–181] entsprechende Ansätze vorgestellt.

Darüber hinaus werden in dieser Arbeit zur Verringerung der Rechenzeit die MPI-Parallelisie-
rung [5] und für den Fall der inelastisch-konstitutivenTheorie automatischesDifferenzieren (AD)
angewendet.

Im Folgenden werden einige wichtige mathematische Fragestellungen zur Lösbarkeit einiger
Spezialfälle der betrachteten Gleichungen angegeben. Der Beweis für die Existenz des che-
mischen Cahn–Hilliard-Problems ohne mechanische Betrachtung wird in [80, Theorem 3.1]
skizziert. Hierzu wird insbesondere die Existenz der approximierten Lösungen mit degenerier-
ter Mobilität genutzt [182, Theorem 1]. Die Existenz der Lösung für homogene Neumann-
Randbedingungen und polynomialer Energiedichte wird in [183] bewiesen. Weiter werden die
Existenz und Eindeutigkeit der numerischen Lösung und ihre Konvergenz mit der Lösung des
kontinuierlichen Problems für den Cahn–Hilliard-Gleichung mit einer logarithmischen freien
Energie in [184] formuliert. Ergebnisse zur Existenz der skalaren Cahn–Hilliard-Gleichung
ohne Elastizität werden in [185, Theorem 2.1] für den Fall einer glatten freien Energiedich-
te gegeben und in [186, Theorem 2] für den Fall einer logarithmischen freien Energiedichte.
Die Wohlgestelltheit und Stabilitätsschranken der diskreten Lösungen werden in [187] formu-
liert, ebenso Konvergenz in einer Raumdimension. In [188, Theorem 2.2] wird die Existenz
einer Lösung bewiesen. Weitere Untersuchungen zur Konvergenz und zur Wohlgestelltheit für
spezielle Cahn–Hilliard-Systeme sind in [189, 190] zu finden. Optimale Ordnungsfehlerschran-
ken für den Cahn–Hilliard-Ansatz mit konstanter Mobilität werden in verschiedenen Normen
in [191] hergeleitet. Für den Cahn–Larché-Ansatz wird in [109, Theorem 3.2] die Existenz ei-
ner schwachen Lösung für homogene Elastizität sowie in [109, Theorem 4.1] die Eindeutigkeit
bewiesen. Bei der homogenen Elastizität hängt der Elastizitätstensor nicht von der Konzentra-
tion ab. Weiter werden in [107] die Lösbarkeit und die Eindeutigkeit der Lösungen für das
diskrete Verfahren sowie die Konvergenz des Verfahrens auf Grundlage einer abnehmenden
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Energie gezeigt. Für inhomogene Elastizität, also wenn die Verzerrung von der Konzentrati-
on abhängt, ist kein Ergebnis zur Eindeutigkeit bekannt [107]. A-priori-Fehlerabschätzungen
für das semi-diskrete Verfahren werden in [106, Theorem 1] bewiesen. Für die linearisierte
Cahn–Larché-Gleichung werden in [192] eine a-priori-Fehlerabschätzung und in Theorem 2 die
Eindeutigkeit einer schwachen Lösung formuliert. Für das Hindernis-Kontakt-Problem im rein
mechanischen Fall mit kleinen Deformationen wird in [193, Kapitel III.6, Theorem 6.4] die
Eindeutigkeit einer schwachen Lösung formuliert. Für weitere Details der diskreten Lösung und
optimalen a-priori-Fehlerabschätzungen wird auf [194–196] verwiesen. In [197, Theorem 1]
wird für ein plastisches Modell mit Verfestigung und kleinen Deformationen die Existenz ei-
ner starken Lösung der variationellen Ungleichung gezeigt. Für quasi-statische finite Plastizität
werden lokale Existenz und Eindeutigkeit in [198] für Polykristalle mit Korngrenzenrelaxation
bewiesen. Globale Existenz wird nicht gezeigt und kann nicht erwartet werden, da es naturge-
mäß möglich ist, dass sich das Material mit der Zeit abbaut [198]. Die Konvergenz für adaptive
FEM für einen elastisch-plastischen Ansatz wird in [199] diskutiert. Die Wohlgestelltheit des
multiskalen Modells nach J. Newmann wird in [200] erforscht. Verschiedene Vorkonditionierer
für die numerische Lösung partieller Differentialgleichungen im Batterie-Kontext bzw. für die
Cahn–Hilliard-Gleichung sind in [80, Theorem 4.1] und [201, 202] bzw. [203, 204] zu finden.

Diese Arbeit basiert auf einigen Vorveröffentlichungen. So ist das Hindernis-Kontakt-
Problem für aSi ausführlich in [1] vorgestellt und diskutiert worden. Die elliptischen 2D Er-
gebnisse für LFP mit Hindernis-Kontakt sind zusätzlich in der vorliegenden Arbeit ergänzt. Die
(visko-) plastische Theorie sowie numerische Ergebnisse für aSi sind in [2] im Detail präsen-
tiert. In [3] und [4] sind jeweils die Herleitungen und Ausführungen des Partikel-SEI-Ansatzes
für die 1D radial-symmetrische Geometrie und die 2D elliptische Geometrie zu finden. Die
MPI-Parallelisierung ist in [5] für aSi und LFP mit der Untersuchung des Einflusses von schnel-
lem Laden auf die mechanischen Spannungen dargelegt. Der residual-basierte Fehlerschätzer
für den chemisch-elastisch gekoppelten Prozess für aSi ist in [6] untersucht. Die analytische
residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschätzung sowie die neue Modell-Kombination für das
1D radial-symmetrische Partikel im plastischen Fall mit Hindernis-Kontakt sind zusätzlich in
der vorliegenden Arbeit hinzugefügt.
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3 Notationen und Grundlagen

Im Folgenden werden alle wichtigen mathematischen Notationen eingeführt, gefolgt von grund-
legenden mathematischen Ergebnissen, die für diese Arbeit wichtig sind.

3.1 Mathematische Notationen

Sofern nicht anders angegeben, werden in dieser Arbeit Klein- und Großbuchstaben für skalare
Größen verwendet, z.B. (a, b, c, . . . ), (A, B, C, . . . ) oder (α, β, γ, . . . ), fettgedruckte kursive
Klein- und Großbuchstaben für vektorielle Größen (Vektoren) bzw. Tensoren erster Ordnung,
z.B. (a, b, c, . . . ) oder (A,B,C, . . . ), fettgedruckte nicht-kursive Großbuchstaben für Tensoren
zweiter Ordnung bzw. Matrizen, z.B. (a,b, c, . . . ) oder (A,B,C, . . . ), (bis auf wenige Aus-
nahmen) kalligraphische Großbuchstaben für Tensoren dritter Ordnung, z.B. (A,B, C, . . . ), und
lateinische Tafelgroßbuchstaben für Tensoren vierter Ordnung, z.B. (A,B,C, . . . ). Fettgedruck-
te griechische Buchstaben können Vektoren oder Matrizen sein. Weiter werden die positiven
natürlichen Zahlen mit N bezeichnet und die reellen Zahlen mit R.
Nun wird die folgende Notation für eine skalare Größe a ∈ R, Vektoren a, a1, a2 ∈ Rd,

Tensoren zweiter Ordnung A, A1, A2, B ∈ Rd,d, die Identität zweiter Ordnung I ∈ Rd,d, einem
Tensor dritter Ordnung A ∈ Rd,d,d und einem Tensor vierter Ordnung A ∈ Rd,d,d,d mit der
Raumdimension d ∈ {1; 2; 3} verwendet:

a = a1 · a2, a1 = Aa2, A1 = A2A3, a = A
[
A
]
, A1 = A

[
A2

]
,

a = A1 :A
[
A2

]

a = A1 :A2 = tr
(
AT

1A2

)
= tr

(
AT

2A1

)
= tr

(
A1A

T
2

)
= tr

(
AT

2A1

)
= A2 :A1,

wobei � · � =
∑d

i=1 �i�i das Skalarprodukt zweier Vektoren, � : � =
∑d

i,j=1 �ij�ij das
Frobenius-Skalarprodukt und tr(A) =

∑d
i=1 Ai die Spur des Tensors A bezeichnen. Alle

obigen Gleichungen beinhalten beliebige Größen und sind unabhängig voneinander. Eine Di-
mensionsreduktion bezieht sich immer auf die hinteren Einträge, z.B. für einen Tensor vierter
Ordnung A und einem Tensor zweiter Ordnung B in Indexnotation:

A
[
B
]

= AijklBmn(ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el)
[
(em ⊗ en)

]

= AijklBmnδkmδlnei ⊗ ej
= AijklBklei ⊗ ej.
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Hierbei sind e� die kartesischen Einheitsvektoren und es wird die Einsteinsche Summenkonven-
tion [205, Kapitel 1.1] verwendet. Weiter wird für die Tensoren erster Ordnung a, b und c ∈ RN

mit N ∈ N

a = [b] [c]

als ai = bici für alle i = 1, . . . , N geschrieben sowie für a ∈ RN und für eine Indexmenge P
(Ausnahme in der Notationskonvention) mit |P| ≤ N :

aP = 0

als ap = 0 für alle p ∈ P , was jeweils komponentenweise verstanden wird. Für den Betrag und
für die Euklidsche Norm auf dem RN wird | · | geschrieben.

Ein räumliches Gebiet Ω wird als nichtleer, offen, zusammenhängend und beschränkte Teil-
menge vonRd angenommen. Der Abschluss von Ω wird mit Ω bezeichnet, der Rand mit ∂Ω = Γ

sowie der äußere Normalenvektor mitn. Alle Funktionen können von einer Ortsvariablenx ∈ Ω

oder zusätzlich von einer Zeitvariablen t ∈ (0, tend)mit tend ∈ R>0 abhängig sein. Somit wird der
Zeit-Ort-Zylinder als Ωtend := (0, tend)×Ω geschrieben. Dann sind u : Ωtend → R, v : Ωtend → Rd

und A : Ωtend → Rd,d jeweils entsprechend glatte skalare, vektorielle und tensorielle Funktionen.
Die zeitliche Ableitung des Skalars uwird mit ∂tu oder u̇ gekennzeichnet, die partielle Ableitung
nach xi, i ∈ [1, . . . , d], mit ∂iu und die Normalenableitung auf dem Rand mit ∂nu. Der Gradi-
ent u wird als ∇u =

(
∂iu
)
i
∈ Rd und die Divergenz von v = (vi)i als ∇·v =

∑d
i ∂ivi ∈ R

angegeben. Der Laplace-Operator, angewendet auf ein Skalar u, beinhaltet die Summe der zwei-
ten partiellen Ableitungen∆u =∇·∇u =

∑d
i ∂

2
i u ∈ R. Der Gradient eines Vektorfels oder eine

vektorwertigen Funktion v ist eine Matrix, auch Jacobi-Matrix genannt: Jv = ∇v = (∂jvi)ij .
Die Divergenz einer Matrix A = (Aij)ij wird zu einem Vektor:∇·A =

(∑d
j ∂jAij

)
i
.

Im Folgenden werden häufig verwendete Funktionenräume eingeführt:
• Ck(Ω) ist der Raum der k-stetig differenzierbaren Funktionen, k ∈ N0.

• C(Ω) enthält Funktionen, die auch auf dem Rand stetig sind.

• Ck
0 (Ω) ist der Teilraum von Ck(Ω), der am Rand die Werte Null hat.

• Lp mit p ∈ [1,∞) bezeichnet die skalaren Lebesgue-Räume mit Norm || · ||Lp . Für p = 2

wird die Lebesgue-Norm vom L2-Skalarprodukt || · ||2L2 = (·, ·)L2 induziert.

• L2(Ω;Rd) bzw. L2(Ω;Rd,d) kennzeichnen die Lebesgue-Räume für vektorwertige bzw.
tensorielle Funktionen.

• Wm,p(Ω) sind die Sobolev-Räume mit p ∈ [1,∞] und m ∈ N. Für den Spezial-
fall p = 2 wird Wm,2(Ω) = Hm(Ω) gesetzt. Die Sobolev-Norm wird mit ||f ||pWm,p(Ω) =∑
|α|1≤m ||Dαf ||pLp mit der Multi-Index-Notation α ∈ Nd

0, Dα = Dα1 · . . . ·Dαd , angege-
ben. DieH1-Norm ist somit ||f ||2H1 = ||f ||2L2 + |f |2H1 = ||f ||2L2 + ||∇f ||2L2 . Die Norm || · ||L2
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wird auch als || · ||0 abgekürzt, ebenso || · ||H1 als || · ||1 sowie || · ||Wm,p(Ω) als || · ||m,p,Ω. Der
Dualraum von Hm wird mit H−m geschrieben.

• Hk
0 (Ω) ist die Vervollständigung von C∞0 (Ω) bezüglich der Sobolev-Norm ||f ||

Hk , k ∈ N.
Weiter wird für das Skalarprodukt zweier skalarwertiger Funktionen a1, a2 ∈ L2(Ω)

(a1, a2) = (a1, a2)Ω =

∫

Ω

a1a2 dX

geschrieben, für das Skalarprodukt zweier vektorwertiger Funktionen a1, a2 ∈ L2(Ω;Rd)

(a1,a2) = (a1,a2)Ω =

∫

Ω

a1 · a2 dX

und für das Skalarprodukt zweier Tensoren zweiter Ordnung A1, A1 ∈ L2(Ω;Rd,d)

(A1,A2) = (A1,A2)Ω =

∫

Ω

A1 :A2 dX.

Integrale am Rand eines Gebiets, also Γ = ∂Ω, werden mit dem Index des jeweiliges Randes
gekennzeichnet, z.B.

(a1, a2)Γ =

∫

Γ

a1a2 dS.

Die duale Paarung wird entsprechend mit 〈�,�〉 gekennzeichnet.
Der natürliche Logarithmus wird mit ln: (0,∞)→ R geschrieben.

Bemerkung 3.1.1. AusGründen derÜbersichtlichkeitwerden dieArgumente einer Funktion bzw.
einer Variablen nur an wichtigen Stellen oder bei Neueinführung gelistet, ansonsten weggelassen.
Dies gilt ebenso bei Normen, wenn aus dem Kontext klar ist, welches Gebiet gemeint ist, z.B.
wird L2(Ω) zu L2. Weiter ist C > 0 eine beliebige generische Konstante und kann immer
unterschiedlich sein, auch innerhalb einer Gleichung bzw. einer Herleitung.

Abschließend werden die Notationen für die Finite-Elemente-Methode (FEM) (von engl.
finite element method) eingeführt. Dafür sei Th (weitere Ausnahme der Notationskonvention)
eine zulässige Triangulierung des Rechengebiets Ωh, das eine polygonale Approximation eines
Referenzgebiets ΩR ist [40, Kapitel 2.5]. Somit gilt ∪K∈ThK = Ωh. In dieser Arbeit wird
die frei verfügbare Finite-Elemente-Bibliothek deal.II [74, 75] verwendet, daher sind die
ZellenK (Elemente von Th) des diskreten Rechengebiets folgende Objekte: in 1D Intervalle, in
2D Vierecke oder in 3D Hexaeder. Der Parameter h := maxK∈Th

(
hK
)
bestimmt die maximale

Gitterweite aller Zelldurchmesser hK der Zellen K ∈ Th. Die Menge aller inneren Kanten und
aller Kanten am Rand wird mit Fin∪Fb = Fh (Ausnahme der Notationskonvention) angegeben.
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3 Notationen und Grundlagen

Der Sprung einer stückweisen glatten Funktion u über F ∈ Fh für K, K+ und K− ∈ Th und
K+ 6= K− wird als

[[u]]F :=

{
u+ − u−, für F ∈ Fin, F = K+ ∩K−,
u, für F ∈ Fb, F ∈ K

berechnet, wobei u+, u− die Funktionswerte von u in K+, K− sind.
Der endlich-dimensionale Unterraum eines Funktionenraums V wird mit Vh ⊂ V ge-

kennzeichnet, ebenso die diskrete Approximation uh ∈ Vh von der kontinuierlichen Funkti-
on u ∈ V . Der Raum der Lagrangeschen finiten Elemente mit Polynomgrad k ∈ N wird
mit P k

h :=
{
vh ∈ C0(Ωh) : ∀K ∈ Th, vh|K ∈ Pk

}
bezeichnet. Es sei ein Lagrangesches fini-

tes Element mit Knoten p1, . . . ,pN und der nodalen Basis ϕ1, . . . , ϕN gegeben [206, Kapi-
tel 4.4.1]. Die Anzahl der Freiheitsgrade (DOFs) (von engl. degrees of freedom) sei N ∈ N.
Der Orthogonal-Projektions-Operator Πh : V → Vh mit V = L2(Ω) bzw. V = H1(Ω) und
Vh = P k

h ist der Operator, der u mit Πhu :=
∑N

i=1 u(pi)ϕi ∈ Vh am nächsten in P k
h bezüglich

der L2-Norm bzw. H1-Norm abbildet [207, Kapitel 1.6.3]. Weiter gilt ϕi(pj) = δij mit dem
Kronecker-Delta δij . Somit gilt für die diskrete Funktion: uh =

∑N
i uiϕi mit ui = uh(X i) und

dem Koeffizientenvektor u = (ui)i ∈ RN .

3.2 Zitierte mathematische Resultate

Nach der Einführung aller wichtigen Notationen werden im Folgenden in dieser Arbeit verwen-
dete Theoreme, Lemmata, Propositionen und Korollare zitiert.

Theorem 3.2.1 (Lax–Milgram Theorem [208, Theorem 1 in Kapitel 6.2.1]). Sei nun V ein
reeller Hilbertraum mit Norm || · ||V und Skalarprodukt (·, ·)V . Weiter sei 〈·, ·〉V die duale
Paarung von V mit seinem Dualraum. Angenommen, dass

a : V × V → R

eine Bilinearform ist, für die die Konstanten ε0,M0 > 0 existieren derart, dass

|a(u, v)| ≤M0||u||V ||v||V

für alle u, v ∈ V (stetige Bilinearform) und

a(u, u) ≥ ε0||u||2V

14



3.2 Zitierte mathematische Resultate

für alle u ∈ V (V -elliptische bzw. koerzive Bilinearform) sind. Schließlich sei f : V → R ein
beschränktes lineares Funktional auf V mit

|〈f, v〉V | ≤Mf ||v||V

für alle v ∈ V (stetige Linearform) mitMf ≥ 0. Dann existiert eine eindeutige Lösung u ∈ V
derart, dass

a(u, v) = 〈f, v〉V

für alle v ∈ V ist und es gilt die a-priori-Schranke ||u||V ≤
Mf

ε0
.

Lemma 3.2.2 (Céa-Lemma [40, 4.2 in Kapitel 2.4]). Die Bilinearform a sei V -elliptisch. Ferner
seien u bzw. uh die Lösungen der Variationsaufgabe in V bzw. in Vh ⊂ V . Dann ist

||u− uh||V ≤
C

ε0

inf
vh∈Vh

||u− vh||V .

Lemma 3.2.3 (Cléments Approximationsoperator [207, Lemma 1.127 (ii)]). Unter den An-
nahmen aus [207, Kapitel 1.6.1] gelten folgende Approximationseigenschaften: Für K ∈ Th
bezeichne K̃ die Menge der Elemente in Th, die mindestens einen Knoten mitK teilen. Sei F ei-
ne Kante zwischen zwei Elementen von Th und es bezeichne F̃ die Menge der Elemente in Th, die
mindestens einen Knoten mit F teilen. Seien l,m und pmit 1 ≤ p <∞ und 0 ≤ l ≤ m ≤ k+ 1.
Dann existiert eine Konstante C > 0 derart, dass

||v − Πhv||l,p,K ≤ Chm−lK ||v||
m,p,K̃

für v ∈ Wm,p(K̃) und ∀K ∈ Th ist. Ähnlich folgt, wenn l + 1
p
≤ m ≤ k + 1:

||v − Πhv||l,p,F ≤ Ch
m−l− 1

p

K ||v||
m,p,F̃

für v ∈ Wm,p(F̃ ) und K ∈ Th.

Proposition 3.2.4 (Approximationseigenschaften für glatte Funktionen [207, Proposition 1.134 (i)]).
Seien k ≥ 1 und 1 ≤ l ≤ k. Es existiert eine Konstante C > 0 derart, dass für v ∈ H l+1(Ω)

||v − Πhv||0,Ω ≤ Chl+1‖v‖l+1,Ω,

||v − Πhv||1,Ω ≤ Chl‖v‖l+1,Ω

sind.

Theorem 3.2.5 (Hilbertraum-Fehlerabschätzungen [206, Theorem 4.29] und [206, Theo-
rem 4.34]). Sei u die Lösung eines elliptischen Randwertproblems inHk+1, alle finiten Elemente

15



3 Notationen und Grundlagen

erfüllen P k
h ⊂ Vh ⊂ V und Th sei eine quasiuniforme Triangulierung. Dann gelten für die Ga-

lerkin Approximation uh die Abschätzungen

||u− uh||1,Ω ≤ Chk‖u‖k+1,Ω

sowie

||u− uh||0,Ω ≤ Chk+1‖u‖k+1,Ω.

Korollar 3.2.6 ((Skalierte) Version des Spezialfalls der Youngschen Ungleichung [208, Appen-
dix B.2.d.]). Zunächst wird von der allgemeinen Youngschen Ungleichung [209] der Spezialfall
für p, q > 1 mit 1

q
+ 1

p
= 1 und a, b ≥ 0 formuliert:

ab ≤ ap

p
+
bq

q
. (3.1)

Der Spezialfall wird in der skalierten Version benötigt, welche Folgendes besagt: Für x, y ∈ R,
ε > 0, p, q > 1 mit 1

q
+ 1

p
= 1 gilt [208, Appendix B.2.d.]:

|xy| ≤ ε|x|p +
(pε)1−q

q
|y|q. (3.2)

Dies folgt aus dem Spezialfall mit a := (εp)1/p |x| und b := (εp)−1/p |y|.

Lemma 3.2.7 (Gronwall-Lemma in differentieller Form [208, Appendix B.2.j.(i)]). Sei η eine
nichtnegative, absolut stetige Funktion auf [0, tend], welche für fast alle t die differentielle
Ungleichung

η̇(t) ≤ α(t)η(t) + β(t)

erfüllt, wobei α(t) und β(t) nichtnegative, integrierbare Funktionen auf [0, tend] sind. Dann gilt
für alle 0 ≤ t ≤ tend

η(t) ≤ exp

(∫ tend

0

α(s) ds

)
η(0) +

∫ tend

0

β(s) exp

(∫ tend

s

α(ŝ) dŝ

)
ds

≤ exp

(∫ tend

0

α(s) ds

)[
η(0) +

∫ tend

0

β(s) ds

]
.

Bemerkung 3.2.1. Für das Hindernis-Kontakt-Problem wird in Kapitel 5.2.3.2 das semi-glatte
Newton-Verfahren benötigt. Daher wird inAlgorithmus 1 der Standardfall der Newton–Raphson-
Methode gezeigt. Bei der Berechnung des Newton-Updates wird in dieser Arbeit bei den Ablei-
tungen höherer Dimensionen

[
∇δ ·

]
geschrieben.

16



3.2 Zitierte mathematische Resultate

Algorithmus 1 Newton–Raphson-Methode für glatte Systeme, um eine Lösung y∗ zu bestim-
men, derart, dass F (y∗) = 0 für F : Rd → Rd.

Sei F : Rd → Rd stetig differenzierbar gegeben und y0 ∈ Rd, k := 0 :
1: Solange keine Abbruchregel erfüllt ist, löse

∇F (yk)
[
δyk
]

= −F (yk)

2: Setze yk+1 := yk + δyk, k := k + 1, und gehe zu Linie 1
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4 Kontinuumsmechanische Modellierung

Aufbauend auf den Vorveröffentlichungen [1–6] wird in diesem Kapitel die Theorie für die
Modellierung eines Batterie-Aktivmaterialpartikels (BAP) (von engl. battery active material
particle) zunächst für den Standardfall einer frei ausdehnenden chemisch-elastisch gekoppelten
Konfiguration vorgestellt. Dafür wird zunächst der Ansatz der finiten Deformation in Kapi-
tel 4.1 präsentiert, gefolgt von einem thermodynamisch konsistenten Kontinuumsmodell, wel-
ches auf einer freien Energie (Kapitel 4.2) sowie weiteren chemischen Betrachtungen (Kapi-
tel 4.3) und elastischen Deformationen (Kapitel 4.4) aufbaut. Basierend auf der Theorie für
ein einzelnes Batterie-Aktivmaterialpartikel werden weitere Effekte wie das Hindernis-Kontakt-
Problem in Kapitel 4.6, inelastische Deformationen in Kapitel 4.7, Partikel mit umgebender
Solid-Electrolyte-Interphase (SEI) (von engl. solid-electrolyte interphase) mit elastischer und
inelastischer SEI in Kapitel 4.8 eingeführt.

4.1 Finite Deformation

Sei das Referenzgebiet ΩR ⊂ Rd, d ∈ {1; 2; 3}, offen und beschränkt mit hinreichend glattem
Rand ∂ΩR. Gleiches gilt für die Momentanplatzierung Ω. Weiterhin wird angenommen, dass
alle Funktionen hinreichend glatt sind.

Definition 4.1.1 (Deformation). Die aktuelle Position x : R≥0×ΩR → Ω, (t,XR) 7→ x(t,XR)

in der Momentanplatzierung bzw. im Eulerschen Gebiet Ω wird über die Abbildung Φ : R≥0 ×
ΩR → Ω,

Φ(t,XR) := XR + u(t,XR) = x(t,XR)

in Abhängigkeit einer beliebigen Anfangsposition XR in der Referenzkonfiguration bzw. im
Lagrangeschen Gebiet ΩR und der Zeit t ∈ [t0, tend] mit 0 = t0 < tend <∞ beschrieben. Daraus
folgt die Verschiebung u : R≥0 × ΩR → Rd, u(t,XR) := x − XR [205, Kapitel 2.2]. Die
Funktion Φ wird Deformation genannt, wenn det(∇RΦ) > 0 gilt [40, Kapitel 6.1].

Definition 4.1.2 (Deformationsgradient). Der Deformationsgradient F : Rd,d → Rd,d ist der
Gradient der Deformation [205, Kapitel 2.4]:

F(∇Ru) =
∂Φ

∂XR
(t,XR) = I +∇Ru(t,XR)
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4 Kontinuumsmechanische Modellierung

mit der Identitätsmatrix I (Identität zweiter Ordnung) und dem Gradienten der Verschie-
bung ∇Ru : R≥0 × ΩR → Rd,d in Bezug auf die Raumkoordinaten der Referenzkonfiguration,
vergleiche [210, Kapitel VI §1] und [205, Kapitel 2.4].

Definition 4.1.3 (Geschwindigkeit). Die Geschwindigkeit v ist die zeitliche Ableitung der aktu-
ellen Position:

v(t,XR) = ẋ(t,XR) =
∂Φ

∂t
(t,XR).

Bemerkung 4.1.1. Alle Größen, die von Interesse sind, können entweder bezüglich der Refe-
renzkonfiguration ΩR in Abhängigkeit vonXR oder bezüglich der aktuellen Konfiguration Ω in
Abhängigkeit von x geschrieben werden. Es gilt zum Beispiel, dass es für eine beliebige skalare
Funktion f in der Momentanplatzierung Ω eine entsprechende Größe fR in der Referenzkonfi-
guration ΩR gibt:

fR(t,XR) = f(t,x).

Die Änderung einer beliebigen Größe fR bezüglich der Zeit kann direkt berechnet werden,
da XR nicht zeitabhängig ist. Jedoch muss für eine Änderung der Größe f das zugrunde
liegende Geschwindigkeitsfeld v berücksichtigt werden. Das geschieht durch die materielle
Zeitableitung [205, Kapitel 2.3]:

DfR
Dt

(t,XR) = ḟR(t,XR) :=
Df

Dt
(t,x)

=
∂f

∂t
(t,x) +

∂x

∂t
(t,XR) · ∂f

∂x
(t,x)

=
∂f

∂t
(t,x) + v(t,XR) ·∇f(t,x). (4.1)

Definition 4.1.4 (Nansons Formel). Die Relation von einer infinitesimal kleinen Oberfläche
zwischen der Momentanplatzierung und der Referenzkonfiguration ist mit der Volumenausdeh-
nung J = det(F) = VΩ

VΩR
> 0 als Nansons Formel durch

ds = JF−T dSR

gegeben [205, Kapitel 2.4]. Dabei bezeichnet VΩ bzw. VΩR jeweils die Volumina der Momentan-
platzierung bzw. des Referenzgebiets. Weiter gelten die Beziehungen für ein Linienelement und
ein Volumenelement:

dx = F dXR und dv = det(F) dV R.
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4.1 Finite Deformation

Bemerkung 4.1.2. Nach Definition 4.1.2 ergibt sich der Verschiebungsgradient H zu

H(∇Ru) =∇Ru =
∂u

∂XR
= F− I

und kann in einen Rotationsanteil R (schief-symmetrischer Anteil) und einen Deformationsan-
teil ε (symmetrischer Anteil) aufgeteilt werden:

H =
1

2

(
H + HT)

︸ ︷︷ ︸
=:ε

+
1

2

(
H−HT)

︸ ︷︷ ︸
=:R

.

Definition 4.1.5 (Polarzerlegung, rechter Dehnungstensor). In der Theorie der finiten Deforma-
tion kann der Deformationsgradient F in einen Rotations- und einen Dehnungsanteil mittels der
eindeutigen Polarzerlegung (erst deformiert, dann rotiert) aufgeteilt werden:

F = RU, RTR = I.

Der Tensor U ist als rechter Dehnungstensor bekannt, ist symmetrisch und positiv definit [205,
Kapitel 2.6].

Definition 4.1.6 (Rechter Cauchy–Green-Deformationstensor). Der symmetrische und positiv
definite rechte Cauchy–Green-Deformationstensor C hängt nur vom Deformationsgradienten
des Systems ab [205, Kapitel 2.5]:

C(∇Ru) = FTF =
(
FTF

)T
= CT. (4.2)

Bemerkung 4.1.3. Ausgehend von Gleichung (4.2) wird der Green–Lagrangesche Verzerrungs-
tensor als Differenz zur Referenzkonfiguration definiert:

E(∇Ru) =
1

2
(C− I) =

1

2

(
FTF− I

)

und wird vorzugsweise in der Theorie der finiten Deformation verwendet, da er gegenüber
Rotationen invariant [205, Kapitel 2.6] ist. Um mit der Theorie der infiniten Verzerrung für
kleine Verformungen konsistent zu sein [40, Kapitel 6.1], wird für ||H|| � 1 die Näherung

E =
1

2
(C− I) =

1

2

(
(H + I)(H + I)T − I

)

=
1

2

(
HHT
︸ ︷︷ ︸
≈0

+H + HT
)

≈ 1

2

(
H + HT) = ε
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4 Kontinuumsmechanische Modellierung

betrachtet. Die zeitliche Entwicklung des Deformationsgradiententensors wird durch

Ḟ =
∂

∂t

∂Φ

∂XR
=

∂

∂t

∂x

∂XR
=

∂

∂XR

∂x

∂t
=

∂ẋ

∂XR

ausgedrückt [205, Kapitel 2.7] und die Änderung der Transformation im Lagrangeschen Gebiet
wird auf das Eulersche Gebiet via

ḞF−1 =
∂ẋ

∂XR

∂XR

∂x
=
∂ẋ

∂x
=∇v = L

transformiert. Der Geschwindigkeitsgradient L kann im Allgemeinen in einen symmetrischen
Verzerrungsanteil D und einen schief-symmetrischen Rotationsanteil W aufgeteilt werden:

L = D + W :=
1

2

(
L + LT)+

1

2

(
L− LT).

Definition 4.1.7 (Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten). Bei finiten Deforma-
tionen kann der DeformationsgradientFmultiplikativ zerlegt werden und es wird auf den Ansatz
aus [211, Kapitel 10.4], [212, Kapitel 8.2.2] und [59, 67] mit

F = FchFel = Frev (4.3)

zurückgegriffen.

Bemerkung 4.1.4. Eine Skizze der multiplikativen Zerlegung aus Gleichung (4.3) ist in Abbil-
dung 4.1 dargestellt.

Bemerkung 4.1.5. Somit gibt es Berechnungen für die Volumenänderungen der chemischen und
elastischen Deformationsgradienten

Jel = det(Fel) > 0 und Jch = det(Fch) > 0,

Fel Fch

F = Frev

ΩR Ω

Host-Partikel

Abbildung 4.1: Multiplikative Zerlegung für den Ansatz der finiten Deformation mit chemi-
schen und elastischen Effekten F = Frev = FchFel, basierend auf [1, Abbil-
dung 1] und [67, Abbildung 1].
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4.1 Finite Deformation

wobei VΩ/VΩR = J = JelJch > 0 gilt und V� die Volumina des jeweiligen Gebiets sind.

Definition 4.1.8 (Chemischer Anteil des Deformationsgradienten). Der chemische Anteil Fch

des Deformationsgradienten entsteht aufgrund vonÄnderungen in der Lithiumkonzentration und
wird im Falle isotroper Ausdehnung über

Fch(cR) = λch(cR)I

mit λch(cR) = 3
√

1 + vPMVcmaxcR = 3
√
Jch berechnet. Hier bezeichnet vPMV > 0 das partielle

molare Volumen (PMV) und cR = cR/cmax die normalisierte Lithium-Konzentration im Refe-
renzgebiet ΩR bezüglich der maximalen Konzentration cmax des Host-Materials in mol m−3 in
der Referenzkonfiguration von cR : R≥0 × ΩR, (t,XR) 7→ cR(t,XR).

Bemerkung 4.1.6. Im Allgemeinen werden die batteriebezogenen Ansätze, z.B. der chemische
Anteil Fch des Deformationsgradienten, für den drei-dimensionalen Fall hergeleitet. Jedoch sind
alle Variablen und Gleichungen mathematisch auch für niedrigere Dimensionen gültig.

Definition 4.1.9 (Elastischer Anteil des Deformationsgradienten). Der elastische Anteil Fel

des Deformationsgradienten entsteht aufgrund von mechanischen Spannungen. Somit kann Fel

über Fel(cR,∇Ru) = F−1
ch F = λ−1

ch F berechnet werden.

Bemerkung 4.1.7. In Kapitel 4.7 werden weiterhin inelastische Verformungen durch plastische
Effekte mit einem plastischen Anteil Fpl aufgrund hoher elastischer Spannungen in den Ansatz
der multiplikativen Zerlegung ergänzt. Der plastische Anteil wird als innere Variable einge-
führt [213] und wird in Kapitel 4.7 genauer erläutert.

Definition 4.1.10 (Verschiedene Ansätze für den elastischen Verzerrungstensor). In der Li-
teratur finden sich unterschiedliche Definitionen für den elastischen rechten Cauchy–Green-
Verzerrungstensor: Zunächst wird der häufig verwendete Green–St-Venant (GSV) Ansatz vorge-
stellt, oft auch einfach der Lagrangesche (lag) Verzerrungstensor genannt [212, Kapitel 8.1]:

Eel,lag(cR,∇Ru) :=
1

2

(
FT

elFel − I
)

=
1

2

(
λ−2
ch FTF− I

)
. (4.4)

Weiter ist die Definition als (Lagrangescher) logarithmischer (log) Henckyscher Verzerrungs-
tensor in [212, Kapitel 8.1] zu finden:

Eel,log(cR,∇Ru) := ln

(√
FT

elFel

)
= ln

(√
Cel

)
= ln

(
Uel

)

=
3∑

l=1

ln
(√

ηel,l
)
rel,l ⊗ rel,l
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4 Kontinuumsmechanische Modellierung

mit den Eigenwerten ηel,l und den Eigenvektoren rel,l von Cel. Zuletzt wird der Ansatz von
von-Kolzenberg aus [50] mit der Abkürzung (kol) vorgestellt, bei dem der chemische Cauchy–
Green-Deformationstensor vom gesamten Cauchy–Green-Deformationstensor subtrahiert wird:

Eel,kol(cR,∇Ru) :=
1

2

(
FTF− FT

chFch
)

=
1

2

(
FTF− λ2

chI
)
. (4.5)

Bemerkung 4.1.8. Die Polarzerlegung des elastischen Teils Fel des Deformationsgradienten ist
durch den Rotations- und Deformationsanteil gegeben:

Fel = RelUel, RT
elRel = I (4.6)

mit dem rechten Dehnungstensor Uel, der eindeutig, symmetrisch und positiv definit ist. Somit
gilt für den elastischen rechten Cauchy–Green-Tensor

Cel = FT
elFel = U2

el.

4.2 Freie Energie

Im nächsten Schritt wird ein thermodynamisch konsistentes Kontinuumsmodell genutzt, welches
auf einer freien Energie ψ : [0, 1]×Rd×Rd,d → R basiert und eine strikt positive Entropiepro-
duktion garantiert [65, Kapitel 2.2], [67, 214].

Definition 4.2.1 (Freie Energie). Es wird die freie Energie mit Hilfe eines Phasenfeld-Ansatzes
gewählt [50, 81, 82, 99, 215], die aus einem chemischen Anteil ψch : [0, 1] → R, einem Grenz-
flächenanteil ψint : Rd → R und einem mechanischen Anteil ψel : [0, 1]× Rd,d → R besteht:

ψ(cR,∇RcR,∇Ru) := ψch(cR) + ψint(∇RcR) + ψel(cR,∇Ru). (4.7)

Bemerkung 4.2.1. Der chemische Anteil ψch und der Grenzflächenanteil ψint bleiben von elasti-
schenDeformationen unbeeinflusst, wohingegen dermechanischeAnteilψel auch von elastischen
Verformungen abhängt.

Definition 4.2.2 (Massendichte). Die einzelnen Anteile der Energiedichte werden mit derMas-
sendichte ρR des Host-Materials über ρRψ definiert [67].

Definition 4.2.3 (Chemische Energiedichte). Die chemische Energiedichte ist für ein Material
mit einem Phasenseparationsansatz (PSM: Phasenseparationsmaterial) durch eine logarithmi-
sche Double-Well-Funktion gegeben, wohingegen bei anderen Materialien, z.B. bei aSi oder
Graphit, zur Modellierung die experimentelle Leerlaufspannung (von engl. open-circuit volta-
ge), die sogenannte OCV-Kurve UOCV : [0, 1]→ R>0 in V für aSi, vergleiche Definition A.2.1,
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4.2 Freie Energie

genutzt wird [1, 5, 50, 67]:
ρRψch(cR) :=





RgasTcmax
(
α1cR −

α2

2
c2
R + cR ln(cR) + (1− cR) ln(1− cR)

)
, für PSM,

−cmax

∫ cR

0

FaUOCV(z) dz, sonst.

(4.8a)

(4.8b)

Hierbei bezeichnet Rgas die universelle Gaskonstante in J mol−1 K−1, T die Betriebstemperatur
in K und Fa die Faraday-Konstante in A s mol−1. Die Terme mit α1 > 0 und α2 > 0 be-
rücksichtigen die energetischen Beiträge aus der Wechselwirkung von Lithium-Ionen mit dem
Host-Material (α1) und anderen Lithium-Ionen (α2) [82], wohingegen die beiden logarithmi-
schen Terme die Mischungsentropie für eine ideale Lösung darstellen [81].
Der Ansatz aus Gleichung (4.8b) basiert auf einer Messung und steht im Gegensatz zu den meis-
ten bestehenden Arbeiten, da der chemische Beitrag häufig auf Mischungsentropieansätzen für
ideale Gase beruht, vergleiche z.B. [58, 59]. Die Annahme, dass sich Li wie ein ideales Gas ver-
hält, kann als fragwürdig angesehen werden, was den Ansatz motiviert, den chemischen Beitrag
auf eine Messung zu stützen. Dies führt dazu, dass ein chemisches Potential nicht symmetrisch
um cR = 0,5 ist, vergleiche Abbildung A.3, was bei dem Modell der Mischungsentropie nicht
der Fall ist. Die experimentelle Leerlaufspannung für aSi ist in Gleichung (A.1) angegeben und
in Abbildung A.2 abgebildet.

Definition 4.2.4 (Freie Grenzflächenenergiedichte). Die freie Grenzflächenenergiedichte

ρRψint(∇RcR) =
1

2
RgasTcmax∇RcR · κ∇RcR (4.9)

mit einem symmetrisch und positiv definiten Koeffiziententensor der Grenzflächenenergiedich-
te κ ∈ Rd,d

sym, der die Energiebestrafung für die Aufrechterhaltung von Konzentrationsgradienten
unterschiedlicher Ausrichtung im System darstellt [216].

Bemerkung 4.2.2. In dieser Arbeit wird der isotrope Fall betrachtet, sodass sich der Spezialfall
zu κ = κImit einem skalaren Koeffizienten für die Grenzflächenenergiedichte κ > 0 ergibt. So-
mit lässt sich die Energiedichte als ρRψint(∇RcR) = 1

2
RgasTcmaxκ|∇RcR|2 schreiben. Für weitere

Informationen bezüglich der Wahl des Koeffizienten der Grenzfläche κ wird auf [50] und [80,
Kapitel 7.2.2] verwiesen. Im Allgemeinen ist der Beitrag ψint nur für Materialien mit einem Pha-
senseparationsansatz vorhanden. Für andere Fälle verschwindet die Grenzflächenenergiedichte:

κ

{
> 0, für PSM,
≡ 0, sonst.

(4.10a)
(4.10b)

Definition 4.2.5 (Mechanische Energiedichte). Der mechanische Anteil ist durch einen linearen
elastischen Ansatz gegeben, der quadratisch in der elastischen Verzerrung ist [60, 81, 142]:

ρRψel =
1

2
Eel :C

[
Eel
]
. (4.11)
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4 Kontinuumsmechanische Modellierung

Hierbei ist C der konstante, isotrope Steifigkeitstensor des Host-Materials, gegeben über
C
[
Eel
]

= λ tr(Eel) I + 2GEel. Die erste und zweite Lamé-Konstante sind λ = 2Gν/(1 − 2ν)

und G = E/
(
2(1− 2ν)

)
, abhängig vom Elastizitätsmodul E > 0, auch E-Modul genannt, und

der Poisson-Zahl ν > 0 des Host-Materials.

4.3 Chemische Betrachtungen

Nun werden die Kontinuitätsgleichung zur Bestimmung der zeitlichen Änderung der Lithium-
Konzentration, der Lithium-Fluss und das chemische Potential eingeführt.

Definition 4.3.1 (Kontinuitätsgleichung). Umdie zeitlicheÄnderung der Lithium-Konzentration
im Referenzgebiet zu beschreiben, wird folgende Kontinuitätsgleichungmit ΩR,tend := (0, tend)×
ΩR genutzt:

∂tcR = −∇R ·NR(cR,∇Rµ,∇Ru) in ΩR,tend (4.12)

mit dem Lithium-Fluss NR := −mR(cR,∇Ru)∇Rµ, der tensoriellen Mobilität mR und dem
chemischen Potential µ.

Definition 4.3.2 (Lithium-Fluss im isotropen Fall). In dieser Arbeit wird die Mobilität im
isotropen Fall (identisch in alle Richtungen) benutzt. Somit gilt mR = mI und damit für den
Lithium-Fluss:

NR(cR,∇Rµ,∇Ru) = −mR(cR,∇Ru)∇Rµ = −m(cR,∇Ru)I∇Rµ = −m(cR,∇Ru)∇Rµ.

Bemerkung 4.3.1. Zur weiteren Herleitung des Lithium-Flusses wird auf Anhang B.1 verwiesen.

Definition 4.3.3 (Verschiedene Mobilitäten im isotropen Fall). In der Literatur finden sich un-
terschiedliche Definitionen für die skalareMobilität. Hier sollen die wichtigsten Formulierungen
vorgestellt werden. Eine häufig verwendete Definition nach [50, 59, 81, 82] ist im PSM Fall:

mPSM(cR) :=
cmax

RgasT
DRcR(1− cR) (4.13)

mit der Diffusionskonstanten DR > 0 in der Referenzplatzierung. Ebenfalls ist es im Fall
einer vorliegenden OCV-Kurve (vergleiche Definition 4.2.3) möglich, die Mobilität über das
chemische Potential zu definieren, wobei das chemische Potential sowohl aus chemischen als
auch aus elastischen Anteilen besteht [1–3, 5, 6, 43, 67]:

mOCV(cR,∇Ru) := DR

(∂µch

∂cR
(cR) +

∂µel

∂cR
(cR,∇Ru)

)−1

. (4.14)
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4.3 Chemische Betrachtungen

Weiter kann für den Fall einer verwendeten OCV-Kurve auch nur der chemische Anteil im
chemischen Potential für die Mobilität berücksichtigt werden:

mOCV,ch(cR) := DR

(∂µch

∂cR
(cR)

)−1

. (4.15)

Ebenfalls kann bei Nutzung einer OCV-Kurve die um cR = 0,5 symmetrische Mobilität verwen-
det werden:

m̂OCV(cR) := DR

(∂µel

∂cR
(cR,∇Ru) +

RgasT

cmax

1

cR(1− cR)

)−1

,

m̂OCV,ch(cR) := mPSM(cR), (4.16)

entweder in Kombination mit Mechanik oder rein chemisch. Als letzte Möglichkeit wird eine
konstante Mobilität eingeführt:

mconst :=
cmax

RgasT
DR. (4.17)

Bemerkung 4.3.2. Wird im PSM-Fall Gleichung (4.14) ohne Mechanik, also µel = 0, verwendet
(daraus ergibt sich Gleichung (4.15)) und α1 = α2 = 0, so folgt damit Gleichung (4.16) und
somit Gleichung (4.13), da (∂cRµch)

−1 = (RgasT∂cR(ln(cR)− ln(1− cR)))−1 = (RgasT/(cR(1−
cR))cmax)

−1 = (cR(1 − cR))cmax/RgasT . Wenn im PSM-Fall Gleichung (4.14) verwendet wird,
wird für die Berechnung der Mobilität α1 = α2 = 0 gesetzt.

Bemerkung 4.3.3. Nach der Bemerkung in [81, Kapitel 3.5] vereinfacht sich für den PSM-Fall
ohne Mechanik und mit α1 = α2 = 0 der Gradient des chemischen Potentials zu ∇µ =

RgasT/(cR(1 − cR)cmax)∇cR. Eingesetzt in den Lithium-Fluss reduziert sich die Kontinuitäts-
gleichung zum klassischen Fickschen Gesetz ∂tcR = DR∆cR. Ebenso folgt das Ergebnis mit
dem Ansatz aus Gleichung (4.15), da∇µ = ∂cRµ∇cR eingesetzt zu ∂tcR = DR∆cR wird.

Definition 4.3.4 (Chemisches Potential). Das chemischePotentialµ : R≥0×ΩR → R, (t,XR) 7→
µ(t,XR) ist als variationelle Ableitung δEGL/δcR der Ginzburg–Landau freien Ener-
gie Ψ(cR,∇Ru) =

∫
ΩR

(ρRψ) dXR [106, 217, 218] gegeben und es folgt mit Gleichungen (4.8)-
(4.11)

µ = ∂cR(ρRψ)−∇R ·∂∇RcR(ρRψ)

= ∂cR(ρRψch) + ∂cR(ρRψel)−∇R ·∂∇RcR(ρRψint)

= µch + µel −RgasTκ∆cR. (4.18)

Bemerkung 4.3.4. Im Fall κ = 0 wird keine variationelle Ableitung benötigt, sondern das
chemische Potential ergibt sich aus der partiellen Ableitung nach cR.
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4 Kontinuumsmechanische Modellierung

Definition 4.3.5 (Chemischer Anteil vonµ). Der chemische Anteil µch des chemischen Potentials
hängt vom Material ab und wird wie folgt bestimmt:

µch(cR) :=




RgasT

[
α1 + α2cR + ln

( cR
1− cR

)]
, für PSM,

−FaUOCV(cR), sonst.

(4.19a)

(4.19b)

Definition 4.3.6 (Elastischer Anteil von µ). Die genaue Definition von µel hängt von der je-
weiligen Definition von Eel aus Gleichungen (4.4)-(4.5) ab. So folgen für die unterschiedlichen
Ansätze:

µel,lag(cR,∇Ru) = −vPMV

3
λ−5
ch
(
FTF

)
:C
[
Eel,lag

]
= −vPMV

3λ3
ch
λ−2
ch FC

[
Eel,lag

]
:F,

µel,log(cR,∇Ru) = −vPMV

3
λ−3
ch I :C

[
Eel,log

]
= −vPMV

3λ3
ch

tr
(
C
[
Eel,log

])
,

µel,kol(cR,∇Ru) = −vPMV

3
λ−3
ch I :C

[
Eel,kol

]
= −vPMV

3λ3
ch

tr
(
C
[
Eel,kol

])
.

Bemerkung 4.3.5. Die genauen Herleitungen für die Berechnungen des chemischen Potentials,
insbesondere die Berechnungen des elastischen Anteils, sind in Anhang B.2.2 zu finden.

Definition 4.3.7 (C-Rate). Die Laderate, auch C-Rate genannt, charakterisiert die Stunden der
vollständigen Ladung der Batterie-Aktivmaterialpartikel: C-Rate = 1/tcycle. Ein Ladestrom von
1 C bedeutet also, dass die Batterie in 1 h vollständig geladen ist, von 0,5 C in 2 h und so
weiter [219].

Definition 4.3.8 (Externer Lade-Fluss Next). Nach [50, 59] wird ein gleichmäßiger und kon-
stanter externer Lithium-Fluss Next ∈ R als konstanter Strom (von engl. constant current) mit
entweder negativem oder positivem Vorzeichen für das Laden und Entladen des Host-Partikels
bezüglich der C-Rate angewendet.Next wird in der Dimension 1/h nach Skalierung mit cmax/AV

für die spezifische Oberfläche AV = Oberfläche/Volumen von ΩR in m2 m−3 angegeben [50].
Somit kann der externe Lade-FlussNext in C entsprechend in SI-Einheiten umgerechnet werden:

1h

3600s

cmax

AV
Next[C] = |Next| [mol m−2 s−1]. (4.20)

Definition 4.3.9 (Ladezustand (SOC)). Die Simulationszeit t und der Ladezustand (SOC) (von
engl. state of charge) werden über SOC : R≥0 → [0, 1] mit

SOC(t) :=
1

VΩR

∫

ΩR

cR
cmax

dXR =
cR,0
cmax

+Next [C] · t [h], (4.21)

mit demVolumenVΩR vonΩR und einer konstantenAnfangsbedingung cR(0, ·) = cR,0 ∈ (0, cmax)

miteinander in Verbindung gebracht.
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4.4 Elastische Deformation

4.4 Elastische Deformation

Für die Berechnung der elastischen Deformation u wird die Impulsbilanz auf dem Referenzge-
bietΩR formuliert.Weiter werden die dazu erforderlichen Spannungstensoren eingeführt, wie der
erste und zweite Piola–Kirchhoff-Tensor P bzw. S sowie der Cauchysche Spannungstensor σ.

Definition 4.4.1 (Impulsbilanz). Die Impulsbilanz im Referenzgebiet ohne weitere Betrachtung
von möglichen Volumenkräften und Trägheitskräften wird wie folgt definiert [50, 67]:

0 =∇R ·P in ΩR,tend

mit dem ersten Piola–Kirchhoff-Tensor P.

Definition 4.4.2 (Erster Piola–Kirchhoff-Spannungstensor). Der erste Piola–Kirchhoff-Span-
nungstensor P(cR,∇Ru) ∈ Rd,d wird über

P = ∂F(ρRψ) = 2F∂C(ρRψ) (4.22)

hergeleitet [205, Kapitel 6.1]. Für die zweite Gleichheit in Gleichung (4.22) wird auf An-
hang B.2.3 bzw. Definition B.2.4 verwiesen.

Definition 4.4.3 (Cauchysche Spannungstensor). Der erste Piola–Kirchhoff-Tensor P aus Glei-
chung (4.22) und der Cauchysche Spannungstensor σ ∈ Rd,d

sym in der Momentanplatzierung sind
über [205, Kapitel 3.1]

σ = PFT/ det(F) = PFT/J (4.23)

mit Hilfe der Formel von Nanson aus Definition 4.1.4 für ein Vektorelement eines infinitesimal
kleinen Oberflächenbereichs miteinander verknüpft.

Definition 4.4.4 (Unterschiedliche Definitionen für den ersten Piola–Kirchhoff-Tensor (elas-
tischer Fall)). Je nach Definition des zugrundeliegenden elastischen Verzerrungstensors Eel

ergeben sich unterschiedliche Definitionen des ersten Piola–Kirchhoff-Tensors:

Plag(cR,∇Ru) = λ−2
ch FC

[
Eel,lag

]
, (4.24)

Plog(cR,∇Ru) = F
(
FT

revFrev
)−1
C
[
Eel,log

]
, (4.25)

Pkol(cR,∇Ru) = FC
[
Eel,kol

]
, (4.26)

vergleiche Anhang B.2.3.
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4 Kontinuumsmechanische Modellierung

Definition 4.4.5 (Zweiter Piola–Kirchhoff-Spannungstensor). Der zweite Piola–Kirchhoff-Span-
nungstensor T ∈ Rd,d

sym ist symmetrisch und über T = F−1P definiert [205, Kapitel 3.4]. Damit
ergibt sich ein Zusammenhang mit dem Cauchyschen Spannungstensor aus Gleichung (4.23):

T = JF−1σF−T.

Bemerkung 4.4.1 (Starke Formulierung). In Kapitel 5.2.5.3 werden für den residual-basierten
Fehlerschätzer mit Berücksichtigung der Mechanik im Lagrangeschen Fall für ein Material ohne
Phasenseparation, also κ = 0, die Divergenz des Lithium-Flusses NR und die Divergenz des
ersten Piola–Kirchhoff-TensorP in expliziter Form benötigt. Dafür werden die Ableitungen∇R·
NR sowie∇R ·P benötigt. Für die genauen Herleitungen von

∇R ·NR = −
(
∂cRm∇RcR +∇2

Ru
[
∂∇Rum

])
·∇Rµ−m∆Rµ.

sowie

∇R ·P = ∂∇Ru∂cREel
[
C
[
Ee

]]
∇RcR + λ−2

ch

(
∇RF

[
C
[
Eel
]]

+ F∇R ·
(
C
[
Eel
]))

.

und für die einzelnen Definitionen der auftretenden Terme wird auf Anhang B.2.4 verwiesen.

4.5 Rand- und Anfangsbedingungen

Für den Standardfall eines frei ausdehnenden chemisch-elastisch gekoppelten Batterie-Aktiv-
materialpartikels werden abschließend die zugehörigen Randbedingungen angegeben. Ebenfalls
wird die Butler–Volmer-Bedingung eingeführt, um den elektrochemischen Einfluss an der Par-
tikeloberfläche zu berücksichtigen.

Definition 4.5.1 (Randbedingungen für den Standardfall). Die allgemeinen Randbedingungen
für den Standardfall, dass sich das Batterie-Aktivmaterialpartikel chemisch-elastisch frei aus-
breiten kann, lauten wie folgt [5, 50]:





NR · nR = Next auf ∂ΩR,tend ,

∇RcR · nR = 0 auf ∂ΩR,tend ,

PnR = 0 auf ∂ΩR,tend ,

(4.27a)
(4.27b)
(4.27c)

wobei nR der äußere Einheitsvektor der Referenzkonfiguration ΩR ist. Gleichung (4.27a) ist die
Randbedingung für den Lithium-Fluss und bedeutet, dass der Lithium-Fluss orthogonal auf dem
Rand des Referenzgebiets ist. Sie entspricht also einer inhomogenen Neumann-Randbedingung
für das chemische Potential µ. Gleichung (4.27b) ist eine homogene Neumann-Randbedingung
für die Lithium-Konzentration und sorgt dafür, dass der Gradient der Lithium-Konzentration
am Rand des Referenzgebiets in Normalenrichtung verschwindet, also ist die Konzentration
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4.6 Hindernis-Kontakt-Problem

orthogonal zum Rand. Die letzte Gleichung (4.27c) beschreibt, dass am Partikelrand Span-
nungsfreiheit vorliegt. Sie überträgt sich mit Nansons Formel aus Definition 4.1.4 auch auf die
Momentanplatzierung: PnR = σn = 0.

Definition 4.5.2 (Butler–Volmer-Bedingung). Nach [59] wird die elektrische Spannung U > 0

in V mit einer Butler–Volmer-Bedingung an der Partikeloberfläche berechnet, um auch den
elektrochemischen Einfluss der Oberfläche zu berücksichtigen. Dann ist die Spannung durch

U = U0 −
µsurf

Fa
− 2RgasT

Fa
sinh−1

(
FaNext

2j0(cR,surf)

)

gegeben. Das Referenzpotential U0 ist von der Gegenelektrode abhängig. Die konzentrationsab-
hängige Austauschstromdichte ist j0(cR,surf) = k0

√
cR,surf(1− cR,surf), wobei k0 > 0 eine kon-

stante Stromdichte ist, die materialspezifisch ist. Die dimensionslose Oberflächenkonzentration
wird mit cR,surf ∈ (0, cmax) bezeichnet und das chemische Oberflächenpotential mit µsurf ∈ R.

Bemerkung 4.5.1. Weitere Informationen und Herleitungen bezüglich der elektrisch-chemischen
Oberflächenreaktion sind in [220, Kapitel 2.6] und den darin zitierten Referenzen zu finden.

Definition 4.5.3 (Anfangsbedingung). Als Anfangsbedingung wird eine konstante Anfangskon-
zentration cR(0, ·) = cR,0 ∈ (0, 1) gewählt.

Bemerkung 4.5.2. Es sei darauf hingewiesen, dass eine Anfangskonzentration cR,0 /∈ {0; 1}
gewählt wird, da für diese Werte die Mobilität verschwinden kann und das chemische Po-
tential im PSM-Fall in Gleichung (4.19a) explodieren kann, je nach Definition. Diese Ein-
schränkung ist nicht restriktiv, da vollständig entladende oder vollständig geladene Batterie-
Aktivmaterialpartikel in der Realität vermieden werden.

4.6 Hindernis-Kontakt-Problem

In der Situation eines sich frei ausdehnenden Partikels während des Ladens und Entladens wird
eine spannungsfreie Randbedingung in normaler Richtung am Partikelrand im Referenzgebiet
angenommen [5, 50], vergleiche Gleichung (4.27c). Wenn jedoch eine Situation betrachtet wird,
in der sich das Partikel nicht mehr frei ausdehnen kann, z.B. wenn es mit anderen Partikeln, dem
Stromableiter oder dem Batteriegehäuse in Kontakt kommt, muss für das Hindernis-Kontakt-
Problem diese Randbedingung angepasst werden. Das bedeutet, dass ein Kontaktproblem als
Einschränkung bzw.Restriktion für die Partikelschwellung behandelt werdenmuss. Eine schema-
tische Darstellung eines Lithiierungs- und Delithiierungszyklus ist in Abbildung 4.2 dargestellt:
In diesem Beispiel ist der Querschnitt eines lithiumarmen Partikels von einem quadratischen
Hindernis umgeben. Das Partikel dehnt sich aus, bis es mit dem Hindernis in Berührung kommt.
In Folge dessen wird die spannungsfreie Randbedingung in normaler Richtung durch eine Be-
schränkung der Verschiebung ersetzt, sodass Spannungen ungleich Null in normaler Richtung
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+Li +Li -Li -Li

Hindernis Kontakt

lithiumarm lithiumreich lithiumarm

Abbildung 4.2: Schematische Skizze der Lithiierung und anschließender Delithiierung eines
repräsentativen Batterie-Aktivmaterialpartikels mit Volumenvergrößerung, Be-
rührung des Hindernisses und wieder Ablösung vom Hindernis, basierend
auf [1, Abbildung 2].

möglich sind. Bei der Delithiierung löst sich das Partikel von dem Hindernis und schrumpft
wieder, bis es in einen lithiumarmen Zustand zurückkehrt.

Im Folgenden wird die spannungsfreie Randbedingung in Gleichung (4.27c) durch eine ge-
eignete Randbedingung ersetzt, um den Hindernis-Kontakt mit einzubeziehen.

Definition 4.6.1 (Hindernis-Kontakt-Problem in der Momentanplatzierung). Wie in [119, 126]
wird die neue Randbedingung komponentenweise wie folgt formuliert:





u ≤ g auf ∂Ωtend ,

σn ≤ 0 auf ∂Ωtend ,

[u− g] [σn] = 0 auf ∂Ωtend

(4.28a)
(4.28b)
(4.28c)

mit dem äußeren Einheitsvektorn der aktuellenKonfigurationΩ im Sinne des Spuroperators [40,
Kapitel 2.3].

Bemerkung 4.6.1. Die letzte Gleichung ist komponentenweise zu verstehen, wie es in Kapitel 3.1
eingeführt wurde.

Definition 4.6.2 ((Zeitunabhängiges) Hindernis)). Sei Ĝ das Gebiet, das ΩR umfasst, d.h. ΩR ⊂
Ĝ, mit Rand ∂Ĝ, der das (zeitunabhängige) Hindernis definiert.

Definition 4.6.3 (Projektion auf das Hindernis). Die Projektion eines beliebigen Punkts XR

von ∂ΩR auf den nächsten Randpunkt von ∂Ĝ für jede Komponente parallel zu den Koordina-
tenachsen wird als ĝ : ∂ΩR → ∂Ĝ,XR 7→ ĝ(XR) eingeführt.

Definition 4.6.4 (Lücken-Funktion (von engl. gap function)). Die Lücken-Funktion wird
als g : ∂ΩR → Rd

>0, g(XR) := ĝ(XR)−XR definiert.

Bemerkung 4.6.2. Die Lücken-Funktion g wird z.B. für den zweidimensionalen Fall in Abbil-
dung 6.3 angedeutet.

Bemerkung 4.6.3. Gleichung (4.28a) bedeutet, dass die zeitabhängige Verschiebung u kom-
ponentenweise kleiner oder gleich der Lücken-Funktion g zwischen dem Partikel und dem
Hindernis sein muss. Weiter drückt Gleichung (4.28b) aus, dass für jede Komponente der
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Cauchy-Spannungstensor in Normalenrichtung Null oder kleiner als Null ist. Der letztere Fall
gibt an, dass Druckspannung für die jeweilige Koordinatenkomponente vorliegt. Die letzte Glei-
chung (4.28c) ist die Komplementaritätsbedingung und spezifiziert, dass eine der zwei Glei-
chungen (4.28a) oder (4.28b) Null sein muss, während die andere Bedingung ungleich Null sein
kann. Auch dies wird komponentenweise für jede Komponente des zugrunde liegenden Koordi-
natensystems interpretiert. Beispielsweise ist es auch möglich, dass in der ersten Komponente
die Verschiebung gleich der Lücken-Funktion ist und in der ersten Komponente des Cauchy-
schen Spannungsvektors in Normalenrichtung eine Druckspannung vorliegt, in der zweiten
Komponente jedoch der Cauchy-Spannungsvektor in Normalenrichtung Null ist und die Ver-
schiebungskomponente kleiner ist als die Lücken-Funktionskomponente. Kurz gefasst: Wenn
das Partikel keinen Kontakt mit dem Hindernis hat, muss die Spannung in jeder Komponente
des Cauchy-Spannungstensors in normaler Richtung gleich Null sein oder umgekehrt, wenn
Druckspannungen vorhanden sind, muss das Partikel in jeder Komponente Kontakt mit dem
Hindernis haben. Diese Art von Randhindernisproblem ist auch bekannt als Signorini-Problem
oder dünnes Hindernisproblem (von engl. thin obstacle problem) [221, Kapitel 1.11].

Definition 4.6.5 (Hindernis-Kontakt-Problem in der Referenzplatzierung). Da alle konstitutiven
Gleichungen im Referenzgebiet formuliert werden, wird die Formel von Nanson aus Definiti-
on 4.1.4 angewendet und es folgt ∂ΩR,tend := (0, tend)× ∂ΩR für Gleichung (4.28):





u− g ≤ 0 auf ∂ΩR,tend ,

−PnR ≥ 0 auf ∂ΩR,tend ,

[u− g] [−PnR] = 0 auf ∂ΩR,tend .

(4.29a)
(4.29b)
(4.29c)

Bemerkung 4.6.4. Um diese Art von Ungleichheits-Randbedingungen zu lösen, wird der primal-
duale aktive Mengen-Algorithmus (von engl. primal-dual active set algorithm) [76, 123] ver-
wendet. Dieser Algorithmus wird in Kapitel 5.2.3.2 eingeführt und wird in den numerischen
Lösungsalgorithmus mit einbezogen. Zusammen wird das als semi-glatter Newton-Algorithmus
(von engl. semismooth Newton algorithm) [119] interpretiert.

4.7 Inelastisch-konstitutive Theorie

Wie bereits in Bemerkung 4.1.7 angesprochen, werden in diesem Kapitel inelastische Effekte im
bisherigen chemisch-elastisch gekoppelten Ansatz mit berücksichtigt.

Definition 4.7.1 (Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten (inelastischer Fall)). In
der multiplikativen Zerlegung aus Gleichung (4.3) wird der plastische
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Fpl Fel Fch

F

Frev

ΩR Ω

Host-
Partikel

Abbildung 4.3: Multiplikative Zerlegung für den Ansatz der finiten Deformation mit chemi-
schen, elastischen und plastischen EffektenF = FchFelFpl = FrevFpl, basierend
auf [67, Abbildung 1].

Teil Fpl : R≥0 × ΩR → Rd,d
sym, (t,XR) 7→ Fpl(t,XR) des Deformationsgradienten eingeführt,

vergleiche [211, Kapitel 10.4] und [212, Kapitel 8.2.2], [59, 67]:

F(∇Ru) = Fch(cR)Fel(cR,∇Ru,Fpl)Fpl(t,XR)

= Frev(cR,∇Ru,Fpl)Fpl(t,XR).

Bemerkung 4.7.1. Der plastische Anteil des Deformationsgradienten ist irreversibel. Eine sche-
matische Skizze der Zerlegung ist in Abbildung 4.3 abgebildet.

Definition 4.7.2 (Elastischer Anteil des Deformationsgradienten (inelastischer Fall)). Mit
dem chemischen Anteil Fch und dem plastischen Anteil Fpl ergibt sich der elastische Anteil
via Fel(cR,∇Ru,Fpl) = F−1

ch FF−1
pl = λ−1

ch FF−1
pl .

Bemerkung 4.7.2. Da sich das Volumen durch plastische Verformungen nicht ändert, ergeben
sich insgesamt folgende Volumenänderungen:

J = det(F) = JelJchJpl = VΩ/VΩR > 0, Jch = det(Fch) > 0,

Jel = det(Fel) > 0, Jpl = det(Fpl)
!

= 1.

Definition 4.7.3 (Unterschiedliche Definitionen für den ersten Piola–Kirchhoff-Tensor (inelasti-
scher Fall)). Durch die zusätzliche Betrachtung des plastischen Anteils des Deformationsgradi-
enten ergeben sich neue Definitionen für den ersten Piola–Kirchhoff-Tensor:

Plag(cR,∇Ru,Fpl) = λ−2
ch FF−T

pl F−1
pl C

[
Eel,lag

]
, (4.30)

Plog(cR,∇Ru,Fpl) = F
(
FT

revFrev
)−1

F−T
pl F−1

pl C
[
Eel,log

]
, (4.31)

Pkol(cR,∇Ru,Fpl) = FF−T
pl F−1

pl C
[
Eel,kol

]
, (4.32)

vergleiche Anhang B.2.5.
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4.7 Inelastisch-konstitutive Theorie

Bemerkung 4.7.3. Ebenfalls sind dann weitere Funktionen von dem plastischen Anteil des De-
formationsgradienten abhängig, z.B. ψ(cR,∇RcR,∇Ru,Fpl), ψel(cR,∇Ru,Fpl),NR(cR,∇Rµ,

∇Ru,Fpl) sowiem(cR,∇Ru,Fpl).

Definition 4.7.4 (Evolutionsgleichung für Fpl). Nach [205, Kapitel 2.7] und [59] hat die Evo-
lutionsgleichung für den plastischen Anteil Fpl des Deformationsgradienten für elastisch und
plastisch isotrope Materialien (bei denen ein plastischer Spin vernachlässigbar ist) die Form

Ḟpl = LplFpl = DplFpl. (4.33)

Definition 4.7.5 (Mandelscher Spannungstensor). Die Mandel-Spannung M(cR,∇Ru,Fpl) ∈
Rd,d wird über M := CrevSrev = JrevF

T
revσF−T

rev = JelJchF
T
elσF−T

el eingeführt [67].

Bemerkung 4.7.4. Auf der Grundlage der Herleitungen in [59, 60, 81] für koaxiales und isotro-
pes Materialverhalten von Cel sowie Ċel wird ein hyperelastisches Gesetz zwischen der freien
Energiedichte in der spannungsfreien Konfiguration und der Mandel-Spannung M aufgestellt.
Im Fall dieser Arbeit ist M linear in Eel und durch

M =
∂(ρRψ)

∂Eel
= C

[
Eel
]

= λ tr(Eel) I + 2GEel

gegeben.

Bemerkung 4.7.5. Wie in der Einleitung bereits erwähnt, werden zwei inelastische Model-
le betrachtet und deren Einfluss auf die Batterieleistung verglichen. Es wird mit einer raten-
unabhängigen von Mises-Plastizität mit isotroper Verfestigung begonnen, die für die Mandel-
Spannung formuliert wird, vergleiche [139, Kapitel 2.3] und [59, 67, 127, 141, 222].

Definition 4.7.6 (Fließfunktion (raten-unabhängig)). DieFließfunktion (von engl. yield function)
im raten-unabhängigen Fall lautet

FY(cR,∇Ru,Fpl, ε
eq
pl ) := ||Mdev|| − σF(cR, εeqpl ) ≤ 0 (4.34)

mit dem deviatorischen Spannungstensor Mdev = M − 1
d

tr(M) I ∈ Rd,d und der Frobenius-
norm || · ||.

Definition 4.7.7 (Fließspannung (raten-unabhängig)). Die konzentrationsabhängige Fließspan-
nung (von engl. yield stress) σF(cR, εeqpl ) > 0 im raten-unabhängigen Fall lautet σF := σY(cR) +

γisoεeqpl . Die Fließspannung besteht aus zwei Teilen: einem konzentrationsabhängigen Teil σY(cR),
der ein Verhalten zur Enthärtung (von engl. softening) beschreibt, und einem linearen isotropen
Verfestigungsteil mit einem skalaren Parameter γiso > 0. Die Größe εeqpl ist die akkumulierte
äquivalente inelastische Dehnung und wird über Definition 4.7.9 eingeführt.
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Bemerkung4.7.6. Ideale Plastizität ist fürγiso = 0gegeben.DasEnthärtungsverhalten vonσY(cR)

ist inspiriert durch [59, 134] und ist eingebunden über

σY(cR) := σY,mincR + (1− cR)σY,max.

Definition 4.7.8 (Zulässigkeit plastisches Fließen). Plastisches Fließen ist nur zulässig,
wenn FY = 0. Zur Beschreibung des plastischen Fließens bei Erreichen dieser Fließgrenze
wird das Prinzip der maximalen plastischen Dissipation herangezogen [67, 139, 223]. Mit die-
sem Postulat aus der Plastizitätstheorie kann die zugehörige Fließregel definiert werden, die das
plastische Fließen auf die normale Richtung der Fließfläche ∂MFY beschränkt:

Dpl(cR,∇Ru,Fpl, ε
eq
pl ) = ε̇eqplNpl = ε̇eqpl

∂FY

∂M
= ε̇eqpl

Mdev

||Mdev|| . (4.35)

Hier ist Dpl ∈ Rd,d das Maß für die plastische Dehnungsrate [59, 224].

Definition 4.7.9 (Äquivalente plastische Dehnung (raten-unabhängig)). Die skalare äquivalente
(von engl. equivalent) plastische Dehnung εeqpl : R≥0×ΩR → R>0, (t,XR) 7→ εeqpl (t,XR) ist wie
folgt definiert:

εeqpl (t, ·) = εeqpl (t) :=

∫ t

0

||Dpl|| dz =

∫ t

0

ε̇eqpl dz. (4.36)

Sie beschreibt eine Zunahme der Fließspannung σF(cR, εeqpl ).

Definition 4.7.10 (Anfangsbedingungen). Als Anfangsbedingungen für die äquivalente plasti-
sche Vergleichsdehnung werden εeqpl (0, ·) = 0 sowie für den plastischen Anteil des Deformati-
onsgradienten Fpl(0, ·) = I gewählt.

Bemerkung 4.7.7. Um mit einem eindimensionalen Zugversuch übereinzustimmen, wird die
konzentrationsabhängige Fließspannung σY(cR) mit dem Faktor

√
2/3 skaliert, vergleiche [139,

Kapitel 2.3.1].

Bemerkung 4.7.8. Das zweite untersuchte Modell ist ein viskoplastisches (raten-abhängiges)
Materialmodell, das von [59] vorgeschlagen wurde. Dabei wird ein viskoplastisches Material-
verhalten ohne isotrope Verfestigung berücksichtigt, d.h. γiso = 0.

Definition 4.7.11 (Äquivalente plastische Dehnung (raten-abhängig)). Im raten-abhängigen Fall
ergibt sich diese Formulierung für die äquivalente plastische Dehnung:

ε̇eqpl =





0,
∣∣∣∣Mdev∣∣∣∣ ≤ σY(cR),

ε̇0

(∣∣∣∣Mdev
∣∣∣∣ − σY(cR)

σ∗Y

)β

,
∣∣∣∣Mdev∣∣∣∣ > σY(cR),

(4.37a)

(4.37b)
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4.8 Partikel-SEI-Ansatz

wobei σ∗Y > 0, ε̇0 > 0 und β > 0 jeweils eine spannungsdimensionierte Konstante, eine
plastische Referenzzugdehnungsrate und ein Maß für die Dehnungsratenempfindlichkeit des
Materials sind.

Definition 4.7.12 (KKT-Bedingungen (raten-unabhängig)). Die klassischen Be- und Entlas-
tungsbedingungen für die raten-unabhängige Plastizität werden durch die Karush–Kuhn–Tucker
(KKT)-Bedingungen [139, Kapitel 1.2.1], [212, Kapitel 3.2] und [67] beschrieben:

FY ≤ 0, ε̇eqpl ≥ 0, FYε̇
eq
pl = 0. (4.38)

Bemerkung 4.7.9. In Bezug zur klassischen Notation der Be- und Entlastung ist der Prozess
elastisch und keine plastischen Deformationen treten auf, wenn FY < 0, was ε̇eqpl ≡ 0 erfordert.

Definition 4.7.13 (Konsistenzbedingung (raten-unabhängig)). Die Konsistenzbedingung für die
Entwicklung der inelastischen Dehnungen im Falle der raten-unabhängigen Plastizität lautet:

wenn FY = 0 : ε̇eqpl ≥ 0, ḞY ≤ 0, ε̇eqpl ḞY = 0, (4.39)

sodass die plastische Dehnung während der Belastung zunehmen kann, aber nicht während der
Entlastung.

Definition 4.7.14 (Entwicklungsgleichung ε̇eqpl (raten-abhängig)). Im viskoplastischen Fall wer-
den die KKT-Bedingungen und die Konsistenzbedingung durch die Entwicklungsgleichung der
äquivalenten plastischen Dehnung in Gleichung (4.37) ersetzt, vergleiche [139, Kapitel 1.7].

4.8 Partikel-SEI-Ansatz

In diesem Kapitel soll der bisherige Modellansatz eines alleinigen Batterie-Aktivmaterialpar-
tikels durch eine umgebende SEI mit elastischen und plastischen Effekten erweitert werden.

Definition 4.8.1 (Partikel-SEI-Gebiet). Sei ΩR ⊂ R3 wie bisher das Referenzgebiet, welches
das Partikel-SEI-Gebiet in der Referenzkonfiguration darstellt. Weiter sei das Referenzgebiet
in ein Partikelgebiet ΩR,P sowie ein SEI-Gebiet ΩR,S aufgeteilt: ΩR := ΩR,P ∪ ΩR,S. Die Mo-
mentanplatzierung wird jeweils ohne den Index �R dargestellt. Eine schematische Skizze ist in
Abbildung 4.4 abgebildet.

Bemerkung 4.8.1. Es ist zu beachten, dass es für beide Gebiete ΩR,P und ΩR,S jeweils eigene
Deformationsgradienten FP und FS gibt. Es werden für alle Variablen, die auf beiden Gebieten
vorkommen, der Index des jeweiligen Gebiets hinzugefügt: �P und �S. Insbesondere existieren
zwei Verschiebungen: Die Verschiebung des Partikels uP : ΩR,P,tend → R3 und die Verschiebung
der SEI uS : ΩR,S,tend → R3 mit ΩR,�,tend := (0, tend) × ΩR,� für � ∈ {P,S}. Wenn aus dem
Kontext hervorgeht, welches Gebiet betrachtet wird, kann der Index �P oder �S aus Gründen
der Lesbarkeit weggelassen werden. Insbesondere kann der inelastische Ansatz für das Partikel
auch auf die SEI übertragen werden.
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Abbildung 4.4: Multiplikative Zerlegung für den Ansatz der finiten Deformation mit chemi-
schen, elastischen und plastischen Effekten F = FchFelFpl = FrevFpl im Par-
tikelgebiet ΩR,P bzw. ΩP und SEI-Gebiet ΩR,S bzw. ΩS, basierend auf [67,
Abbildung 1].

Definition 4.8.2 (Freie Energie). Die freie Energie im Partikel-Referenzgebiet besteht aus

ψ(cR,∇RcR,∇Ru,Fpl) = ψch(cR) + ψint(∇RcR) + ψel(cR,∇Ru,Fpl), (4.40)

wobei im SEI-Gebiet ΩR,S sowohl ψch ≡ 0 als auch ψint ≡ 0 gilt. Es ist zu beachten, dass in
der SEI keine Konzentration und kein chemisches Potential vorhanden sind und folglich nicht
als Abhängigkeit in den Funktionen auftreten, z.B. ψel,S(∇Ru,Fpl).

Definition 4.8.3 (Chemischer Anteil des Deformationsgradienten für die SEI). Weiter gilt
für Fch,S = I im SEI-Gebiet.

Bemerkung 4.8.2. Wird im gekoppelten Partikel-SEI-Fall das Partikel rein elastisch betrachtet
wie z.B. in [3, 4], dann gilt im Partikel-Gebiet Fpl,P = I.

Bemerkung 4.8.3. Nach [3] ist die Definition des elastischen Verzerrungstensors im SEI-Gebiet
ein wichtiger Punkt im Fall einer rein elastischen SEI. Eine rein elastische SEI ist der erste
Schritt bei der Erweiterung von einem reinen Partikel-Ansatz hin zu einer gekoppelten Partikel-
SEI-Konfiguration. Wie in [3] werden in dieser Arbeit für die SEI der (Lagrangesche) GSV-
AnsatzEel,lag sowie der (Lagrangesche) logarithmischeHenckyscheAnsatzEel,log berücksichtigt.

Bemerkung 4.8.4. Insgesamt werden für die SEI folgende Fälle berücksichtigt [3]:

1.) rein elastisch mit dem Lagrangeschen GSV-Verzerrungstensor,

2.) rein elastisch mit dem logarithmischen Henckyschen Verzerrungstensor,

3.) plastisch,

4.) viskoplastisch.

In den letzten beiden Fällen wird der logarithmische Henckysche Verzerrungstensor verwendet.
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4.8 Partikel-SEI-Ansatz

Definition 4.8.4 (Zwei Gleichungen für die Impulsbilanz). Neben der Kontinuitätsgleichung
für die Konzentration und der Gleichung für das chemische Potential im Referenzgebiet des
Partikels ergeben sich in Folge dessen zwei Gleichungen für die Impulsbilanz, jeweils eine im
Referenzgebiet für das elastische Partikel und eine im Referenzgebiet für die SEI:

{
0 = −∇R ·PP(cR,∇RuP) in ΩR,P,tend ,

0 = −∇R ·PS(∇RuS,Fpl) in ΩR,S,tend .

(4.41a)
(4.41b)

Definition 4.8.5 (Randbedingungen für den Partikel-SEI-Ansatz). Zusätzlich zu den Randbe-
dingungen für den Lithium-Fluss in Gleichung (4.27a) und für den Konzentrationsgradienten
in Gleichung (4.27b) für das Referenzgebiet des Partikels werden folgende Randbedingun-
gen und Bedingungen an den Schnitt zwischen Partikel- und SEI-Gebiet mit ΓR,inter,tend :=

(0, tend)× ΓR,inter = (0, tend)× (∂ΩR,P ∩ ∂ΩR,S), dem äußeren SEI-Rand ∂Ω̂R,S,tend := (0, tend)×(
∂ΩR,S \ ΓR,inter

)
und dem äußeren Normalenvektor nR = nR,P = −nR,S auf ΓR,inter gefordert:





uP = uS auf ΓR,inter,tend ,

PPnR = PSnR auf ΓR,inter,tend ,

PSnR,S = 0 auf ∂Ω̂R,S,tend .

(4.42a)
(4.42b)
(4.42c)

Gleichung (4.42a) und Gleichung (4.42b) bedeuten, dass im Schnitt der beiden Referenzgebiete
die Verschiebungen und die Spannungen in Normalenrichtung gleich sein sollen, während Glei-
chung (4.42c) der Spannungsfreiheit am SEI-Rand entspricht.

Definition 4.8.6 (Anfangsbedingungen). Für dieAnfangsbedingungen einer plastischen SEI wird
auf Definition 4.7.10 verwiesen, wobei die dortige Definition auf die Variablen der SEI und das
SEI-Referenzgebiet übertragen werden.
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5 Numerische Vorgehensweise

In diesemKapitelwird die numerischeVorgehensweise eingeführt. Nach der Entdimensionierung
in Kapitel 5.1 wird zunächst die starke Form der für die verschiedenen Theorie-Ansätze des An-
fangsrandwertproblems (IBVP) (von engl. initial boundary value problem) aus Kapitel 4 formu-
liert. Danach wird in Kapitel 5.2 die schwache Formulierung der verschiedenen Fälle vorgestellt,
gefolgt von der räumlichen und zeitlichen Diskretisierung sowie vom adaptiven Lösungsalgorith-
mus. In Kapitel 5.2.5 wird eine obere Schranke für einen a-posteriori-Residuenfehlerschätzer für
einen chemischen Spezialfall mit LFP bewiesen sowie für das chemisch-mechanisch gekoppelte
Problem alle benötigten Terme der starken Form für aSi hergeleitet. So werden in Kapitel 5.2.5.3
drei verschiedene Fehlerschätzer für die räumliche Diskretisierung eingeführt.

5.1 Problemformulierung

Bevor das IBVP für den Standardfall eines einzelnen BAP, für das Hindernis-Kontakt-Problem,
für die inelastisch-konstitutive Theorie sowie für den Partikel-SEI-Ansatz präsentiert wird, wird
zur Verbesserung der numerischen Stabilität eine Entdimensionierung der Modellgleichungen
durchgeführt. Die C-Rate aus Definition 4.3.7 gibt die Stunden für die Aufladung der Partikel
an. Die Zykluszeit tcycle = 1/C-Rate wird für die zeitliche Skalierung genutzt und hängt von
der C-Rate ab, vergleiche Definition 4.3.7. Weiter werden der Partikelradius L0 im Referenzge-
biet für die räumliche Skalierung und die maximale Konzentration cmax im Referenzgebiet als
Referenzkonzentration herangezogen. Tabelle 5.1 gibt alle dimensionslosen Variablen an. Die
dimensionslose Kennzahl Ẽ bzw. die dimensionslose Kennzahl κ̃ werden verwendet, um die
mechanische Energieskala bzw. die Grenzflächenenergieskala mit der chemischen Energieskala
zu verknüpfen, während die dimensionslose Fourier-Zahl Fo verwendet wird, um die Diffusi-
onszeitskala mit der Prozesszeitskala in Beziehung zu setzen. Diese dimensionslosen Größen
werden von nun an in den Modellgleichungen berücksichtigt. Zur besseren Lesbarkeit wird auf
eine Akzentuierung der dimensionslosen Größen verzichtet.

Tabelle 5.1: Dimensionslose Variablen für die verwendeten Modellgleichungen, basierend
auf [2, Tabelle 1].

t̃ = t/tcycle c̃R = cR/cmax Ẽ = E/RgasTcmax ρ̃Rψ = ρRψ/RgasTcmax

X̃R = XR/L0 ṽPMV = vPMVcmax Fo = DRtcycle/L
2
0 ŨOCV = FaUOCV/RgasT

ũ = u/L0 µ̃ = µ/RgasT Ñext = Nexttcycle/L0cmax κ̃ = κ/L2
0
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5 Numerische Vorgehensweise

5.1.1 Einzelnes Batterie-Aktivmaterialpartikel

Nach der Entdimensionierung wird nun das dimensionslose IBVP in der starken Form für
den Standardfall eines einzelnen Batterie-Aktivmaterialpartikels, das sich frei ausdehnen kann,
formuliert. Hierzu dient die Theorie aus den Kapiteln 4.1-4.5 als Grundlage. Neben der Kon-
zentration cR und der Verschiebung u als Lösungsvariablen wird das chemische Potential µ als
zusätzliche Lösungsvariable eingeführt, damit die Regularitätsanforderungen höherer Ordnung
für die Finite-Elemente-Methode aus den Differentialoperatoren höherer Ordnung vermieden
werden [50, 99, 225]. Somit wird für eine allgemeine mathematische Problemformulierung der
Gleichungssatz nach der Konzentration cR, nach dem chemischen Potential µ und nach der Ver-
schiebung u gelöst. Der Deformationsgradient F aus Definition 4.1.7, der elastische Anteil des
DeformationsgradientenFel aus Definition 4.1.9, der VerzerrungstensorEel aus Definition 4.1.10
und der Spannungstensor P aus Definition 4.4.4 werden aus der Konzentration cR, dem chemi-
schen Potential µ und der Verschiebung u berechnet. Der Cauchysche Spannungstensor wird in
einem Nachbearbeitungsschritt ermittelt. Weiter sei die Verschiebung u durch geeignete Rand-
bedingungen unabhängig von Starrkörperrotationen [50]. Wenn das Partikel geladen wird, liegt
ein negatives Vorzeichen für den Lithium-Fluss Next vor, wenn das Partikel entladen wird, ein
positives Vorzeichen. Im Folgenden seien d = 3 und ΩR,tend := (0, tend)×ΩR. Das finale System
von Gleichungen basiert auf [50]:

Definition 5.1.1 (Einzelnes Partikel-Problem (SPP) (von engl. single particle problem)). Sei-
en tend > 0 die finale Simulationszeit und ΩR ⊂ Rd ein geeignetes Referenzgebiet, das ein
beliebig geformtes repräsentatives einzelnes BAP darstellt. Finde die normierte Konzentrati-
on cR : [0, tend]×ΩR → [0, 1], das chemische Potential µ : [0, tend]×ΩR → R und die Verschie-
bung u : [0, tend]× ΩR → Rd, die

(SPP)





∂tcR = −∇R ·NR(cR,∇Rµ,∇Ru) in ΩR,tend ,

µ = ∂cR(ρψ)(cR,∇RcR,∇Ru)

−∇R ·∂∇RcR(ρψ)(cR,∇RcR,∇Ru) in ΩR,tend ,

0 =∇R ·P(cR,∇Ru) in ΩR,tend ,

NR · nR = Next auf ∂ΩR,tend ,

∇RcR · nR = 0 auf ∂ΩR,tend ,

PnR = 0 auf ∂ΩR,tend ,

cR(0, ·) = cR,0 in ΩR

(SPPa)

(SPPb)
(SPPc)
(SPPd)
(SPPe)
(SPPf)
(SPPg)

erfüllen, wobei Starrkörperrotationen durch geeignete Randbedingungen für die Verschiebungu
verhindert werden.

Bemerkung 5.1.1. Es ist zu beachten, dass die ursprüngliche Formulierung von Gleichung (SPP)
für den chemischen Verformungsgradienten im 3D Fall hergeleitet wurde, aber alle Variablen
und Gleichungen sind mathematisch auch in niedrigeren Dimensionen, d.h. d = 1, 2, gültig.
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5.1.2 Hindernis-Kontakt-Problem

Nun wird aufbauend auf Gleichung (SPP) die Änderung in den Randbedingung für die Verschie-
bung aus Kapitel 4.6 ergänzt. Hierzu wird Gleichung (SPPf) durch Gleichungen (4.29a)-(4.29c)
ersetzt.

Definition 5.1.2 (Hindernis-Kontakt-Problem (OCP) (von engl. obstacle contact problem)).
Seien tend > 0 die finale Simulationszeit und ΩR ⊂ Rd ein geeignetes Referenzgebiet, das ein
beliebig geformtes repräsentatives einzelnes BAP darstellt. Weiter sei ein geeignetes (statisches,
d.h. zeitunabhängiges) Hindernis ∂Ĝ mit entsprechender Lückenfunktion g gegeben. Finde die
normierte Konzentration cR : [0, tend]×ΩR → [0, 1], das chemische Potential µ : [0, tend]×ΩR →
R und die Verschiebung u : [0, tend]× ΩR → Rd, die

(OCP)





∂tcR = −∇R ·NR(cR,∇Rµ,∇Ru) in ΩR,tend ,

µ = ∂cR(ρψ)(cR,∇RcR,∇Ru)

−∇R ·∂∇RcR(ρψ)(cR,∇RcR,∇Ru) in ΩR,tend ,

0 =∇R ·P(cR,∇Ru) in ΩR,tend ,

NR · nR = Next auf ∂ΩR,tend ,

∇RcR · nR = 0 auf ∂ΩR,tend ,

u− g ≤ 0, −PnR ≥ 0, [u− g] [−P · nR] = 0 auf ∂ΩR,tend ,

cR(0, ·) = cR,0 in ΩR

(OCPa)

(OCPb)
(OCPc)
(OCPd)
(OCPe)
(OCPf)
(OCPg)

erfüllen.

Bemerkung 5.1.2. Es wird daran erinnert, [ · ] [ · ] komponentenweise zu verstehen ist, verglei-
che Definition 4.6.1 bzw. Kapitel 3.1.

5.1.3 Inelastisch-konstitutive Theorie

Basierend aufGleichung (SPP)wird nun das dimensionslose IBVP für die inelastisch-konstitutive
Theorie aus Kapitel 4.7 formuliert. Hierfür werden die Definitionen für F aus Definition 4.7.1,
für Fel aus Definition 4.7.2 und für P aus Definition 4.7.3 verwendet. Weiter wird für die
Fließspannung σY(cR) zur Entdimensionierung die gleiche Skalierung wie für den E-Modul E
genutzt.

Definition 5.1.3 (Plastisches Partikel-Problem (PPP) (von engl. plastic particle problem)). Sei-
en tend > 0 die finale Simulationszeit und ΩR ⊂ Rd ein geeignetes Referenzgebiet, das ein
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beliebig geformtes repräsentatives einzelnes BAP darstellt. Finde die normierte Konzentrati-
on cR : [0, tend]×ΩR → [0, 1], das chemische Potential µ : [0, tend]×ΩR → R und die Verschie-
bung u : [0, tend] × ΩR → Rd sowie die lokal definierten inneren Größen Fpl : [0, tend] × ΩR →
Rd,d

sym und εeqpl : [0, tend]× ΩR → R≥0, die

(PPP)





∂tcR = −∇R ·NR(cR,∇Rµ,∇Ru,Fpl) in ΩR,tend ,

µ = ∂cR(ρψ)(cR,∇RcR,∇Ru,Fpl)

−∇R ·∂∇RcR(ρψ)(cR,∇RcR,∇Ru,Fpl) in ΩR,tend ,

0 =∇R ·P(cR,∇Ru,Fpl) in ΩR,tend ,

FY(cR,∇Ru,Fpl, ε
eq
pl ) ≤ 0, ε̇eqpl ≥ 0, FYε̇

eq
pl = 0 in ΩR,tend ,

NR · nR = Next auf ∂ΩR,tend ,

∇RcR · nR = 0 auf ∂ΩR,tend ,

PnR = 0 auf ∂ΩR,tend ,

cR(0, ·) = cR,0 in ΩR,

Fpl(0, ·) = I in ΩR,

εeqpl (0, ·) = 0 in ΩR

(PPPa)

(PPPb)
(PPPc)
(PPPd)
(PPPe)
(PPPf)
(PPPg)
(PPPh)
(PPPi)
(PPPj)

erfüllen.

Bemerkung 5.1.3. Wenn statt eines plastischen Ansatzes der viskoplastische Ansatz betrachtet
wird, wird nach Definition 4.7.14 nun Gleichung (4.37) anstelle von Gleichung (PPPd) berück-
sichtigt.

Bemerkung 5.1.4. Die Verwendung bzw. die Behandlung des plastischen Anteils des Deforma-
tionsgradienten Fpl und der äquivalenten plastischen Dehnung εeqpl als innere Variablen, verglei-
che [213], wird näher in Kapitel 5.2.1.3 und Kapitel 5.2.3.3 erläutert.

5.1.4 Partikel-SEI-Ansatz

Basierend auf Gleichung (SPP) wird nun eine umgebende SEI für den Partikel-SEI-Ansatz
aus Kapitel 4.8 hinzugefügt. Wie in Kapitel 5.1.1 erwähnt, werden die entsprechenden Variablen
für die SEI wieder aus der Lösungsvariablen uS berechnet, z.B. der Deformationsgradient FS.
Der Cauchysche Spannungstensor σS wird ebenfalls wieder in einem Nachbearbeitungsschritt
berechnet.

Definition 5.1.4 (Partikel-SEI-Problem (PSP) (von engl. particle SEI problem)). Seien tend > 0

die finale Simulationszeit undΩR ⊂ Rd ein geeignetes Referenzgebiet, das ein beliebig geformtes
repräsentatives Partikel mit umgebender SEI darstellt: ΩR = ΩR,P ∪ ΩR,S. Finde die normierte
Konzentration c : [0, tend]× ΩR,P → [0, 1], das chemische Potential µ : [0, tend]× ΩR,P → R und
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die Verschiebungen uP : [0, tend] × ΩR,P → Rd sowie uS : [0, tend] × ΩR,S → Rd und die lokal
definierten inneren Größen Fpl : [0, tend]× ΩR,S → Rd,d

sym und εeqpl : [0, tend]× ΩR,S → R≥0, die

(PSP)





∂tcR = −∇R ·NR(cR,∇Rµ,∇Ru) in ΩR,P,tend ,

µ = ∂cR(ρψ)(cR,∇RcR,∇Ru)

−∇R ·∂∇RcR(ρψ)(cR,∇RcR,∇Ru) in ΩR,P,tend ,

0 =∇R ·PP(cR,∇Ru) in ΩR,P,tend ,

0 =∇R ·PS(∇Ru,Fpl) in ΩR,S,tend ,

FY(∇Ru,Fpl, ε
eq
pl ) ≤ 0, ε̇eqpl ≥ 0, FYε̇

eq
pl = 0 in ΩR,S,tend ,

NR · nR = Next auf ∂ΩR,P,tend ,

∇RcR · nR = 0 auf ∂ΩR,P,tend ,

uP = uS auf ΓR,inter,tend ,

PPnR = PSnR auf ΓR,inter,tend ,

PSnR,S = 0 auf ∂Ω̂R,S,tend ,

cR(0, ·) = cR,0 in ΩR,P,

Fpl(0, ·) = I in ΩR,S,

εeqpl (0, ·) = 0 in ΩR,S

(PSPa)

(PSPb)
(PSPc)
(PSPd)
(PSPe)
(PSPf)
(PSPg)
(PSPh)
(PSPi)
(PSPj)
(PSPk)
(PSPl)

(PSPm)

erfüllen, wobei für den viskoplastischen SEI-Ansatz auf Bemerkung 5.1.3 verwiesen wird und
die Variablen bezüglich der SEI im Referenzgebiet entsprechend gemeint sind.

5.1.5 Kombinierte Partikel-SEI-Ansätze

Aufbauend auf den Kapiteln 5.1.1-5.1.4 können alle Ansätze kombiniert werden. Damit ergibt
sich ein gekoppeltes chemisch-elastisch-(visko-)plastisches Partikel-SEI-Problem mit mechani-
schen Einschränkungen am äußeren Rand sowohl für PSM als auch für Materialien, die auf
einer OCV-Kurve basieren. Sowohl das Partikel als auch die SEI können sich elastisch und
(visko-) plastisch verformen. Insgesamt ergibt sich folgendes IBVP:

Definition 5.1.5 (Kombiniertes Partikel-SEI-Problem (PSP) (von engl. combined particle SEI
problem)). Seien tend die finale Simulationszeit und ΩR ⊂ Rd ein geeignetes Referenzge-
biet, das ein beliebig geformtes repräsentatives Partikel mit umgebender SEI darstellt: ΩR =

ΩR,P ∪ ΩR,S. Finde die normierte Konzentration cR : [0, tend] × ΩR,P → [0, 1], das chemische
Potential µ : [0, tend] × ΩR,P → R und die Verschiebungen uP : [0, tend] × ΩR,P → Rd so-
wie uS : [0, tend]×ΩR,S → Rd und die lokal definierten inneren Größen Fpl,P : [0, tend]×ΩR,P →
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Rd,d
sym, ε

eq
pl,P : [0, tend]×ΩR,P → R≥0,Fpl,S : [0, tend]×ΩR,S → Rd,d

sym und εeqpl,S : [0, tend]×ΩR,S → R≥0,
die

(CPSP)





∂tcR = −∇R ·NR(cR,∇Rµ,∇Ru,Fpl) in ΩR,P,tend ,

µ = ∂cR(ρψ)(cR,∇RcR,∇Ru,Fpl)

−∇R ·∂∇RcR(ρψ)(cR,∇RcR,∇Ru,Fpl) in ΩR,P,tend ,

0 =∇R ·PP(cR,∇Ru,Fpl) in ΩR,P,tend ,

0 =∇R ·PS(∇Ru,Fpl) in ΩR,S,tend ,

FY(cR,∇Ru,Fpl, ε
eq
pl ) ≤ 0, ε̇eqpl ≥ 0, FYε̇

eq
pl = 0 in ΩR,P,tend ,

FY(∇Ru,Fpl, ε
eq
pl ) ≤ 0, ε̇eqpl ≥ 0, FYε̇

eq
pl = 0 in ΩR,S,tend ,

NR · nR = Next auf ∂ΩR,P,tend ,

∇RcR · nR = 0 auf ∂ΩR,P,tend ,

uP = uS auf ΓR,inter,tend ,

PPnR = PSnR auf ΓR,inter,tend ,

u− g ≤ 0, −PnR ≥ 0, [u− g] [−P · nR] = 0 auf ∂Ω̂R,S,tend ,

cR(0, ·) = cR,0 in ΩR,P,

Fpl(0, ·) = I in ΩR,P,

εeqpl (0, ·) = 0 in ΩR,P

Fpl(0, ·) = I, in ΩR,S,

εeqpl (0, ·) = 0 in ΩR,S

(CPSPa)

(CPSPb)
(CPSPc)
(CPSPd)
(CPSPe)
(CPSPf)
(CPSPg)
(CPSPh)
(CPSPi)
(CPSPj)
(CPSPk)
(CPSPl)
(CPSPm)
(CPSPn)
(CPSPo)
(CPSPp)

erfüllen, wobei für die viskoplastischen Ansätze auf den Hinweis am Ende von Definition 5.1.4
und auf Bemerkung 5.1.3 verwiesen wird.

Bemerkung 5.1.5. Es ist ebenso möglich, einen kombinierten Ansatz mit einem plastischen
Partikel mit Hindernis-Kontakt-Problem zu kombinieren. Dann bezieht sich Gleichung (CPSPk)
wieder auf das Referenzgebiet des Partikels.

5.2 Verfahren zur numerischen Lösung

Im nächsten Schritt wird das verwendete Verfahren vorgestellt, um eine numerische Lösung
für die in Kapitel 5.1 gesuchten Lösungsvariablen zu finden. Hierzu wird zunächst eine schwa-
che Formulierung für die unterschiedlichen Ansätze in Kapitel 5.2.1 präsentiert. Nach der
räumlichen und zeitlichen Diskretisierung in Kapitel 5.2.2 und in Kapitel 5.2.3 gibt Kapi-
tel 5.2.4 einen räumlich und zeitlich adaptiven Lösungsalgorithmus an. In Kapitel 5.2.5 für
den Spezialfall des chemischen PSM mit homogenen Neumann-Randbedingungen wird eine
obere a-posteriori-Residuenfehlerschranke bewiesen. Insgesamt werden in Kapitel 5.2.5.3 drei
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verschiedene Fehlerschätzer für die räumliche Adaptivität eingeführt. Um die numerische Be-
rechnung zu beschleunigen,werden inKapitel 5.2.6 das numerischeWerkzeug des automatischen
Differenzierens (AD) (von engl. automatic differentiation) sowie in Kapitel 5.2.7 die Methode
des verteilten Rechnens, Message-Passing-Interface (MPI) (von engl. message passing interface)
vorgestellt.

5.2.1 Schwache Formulierung

Um die schwache Formulierung der Gleichungssysteme aus Kapitel 5.1 zu erhalten, werden die
partiellen Differentialgleichungen (PDEs) (von engl. partial differential equations) mit Testfunk-
tionen multipliziert, über das Referenzgebiet ΩR integriert und partiell integriert.

5.2.1.1 Einzelnes Batterie-Aktivmaterialpartikel

Die schwache Formulierung von Gleichung (SPP) lautet wie folgt:

Definition 5.2.1 (Schwache Formulierung von (SPP)). Finde für t ∈ (0, tend) die Lösun-
gen cR(t, ·) ∈ V ∩

{
z ∈ V : z ∈ [0, 1]

}
mit V := Hk(ΩR), ∂tcR(t, ·) ∈ V −k := H−k(ΩR),

µ(t, ·) ∈ V und u(t, ·) ∈ V ∗ := Hk
∗ (ΩR;Rd) sowie k ∈ N hinreichend groß, um eine mathe-

matisch wohlgestellte Formulierung zu gewährleisten [213], derart, dass





〈ϕ, ∂tcR〉 = −
(
∇Rϕ,m(cR,∇Ru)∇Rµ,

)
− (ϕ,Next)∂ΩR ,

0 = −
(
ζ, µ
)

+
(
ζ, ∂cR(ρRψch)(cR) + ∂cR(ρRψel)(cR,∇Ru)

)

+ κ
(
∇Rζ,∇RcR

)
,

0 = −
(
∇Rξ,P(cR,∇Ru)

)

(5.6a)

(5.6b)
(5.6c)

für alle Testfunktionen ϕ, ζ ∈ V und ξ ∈ V ∗ sowie cR(0, ·) = cR,0 in ΩR gilt. Der Raum Hk
∗

beinhaltet weitere entsprechende Randbedingungen, die in Kapitel 6.1.1 für den jeweiligen
Anwendungsfall spezifiziert werden. Für die Definitionen der Skalarprodukte und der dualen
Paarung wird auf Kapitel 3.1 verwiesen.

Bemerkung 5.2.1. Obige Situation entspricht dem Suchen der Lösungen in den jeweiligen
Bochnerräumen [208, Kapitel 5.9.2], z.B. µ ∈ L2

(
(0, tend);V

)
.

5.2.1.2 Hindernis-Kontakt-Problem

Aufbauend auf Definition 5.2.1 kann die schwache Formulierung für das Hindernis-Kontakt-
Problem aus Definition 5.1.2 über ein Minimierungsproblem auf einer konvexen Menge, ver-
gleiche [226, Kapitel 1.2] und [227–229], oder äquivalent von einer variationellen Ungleichung,
siehe z.B. [221, Kapitel 1.11], [230, Kapitel 2.1], [231, Kapitel II.6], [226, Kapitel 1.2] und [229],
hergeleitet werden.
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Definition 5.2.2 (VariationelleUngleichung von (OCP)). Finde die Lösungen cR(t, ·) ∈ V ∩
{
z ∈

V : z ∈ [0, 1]
}
, ∂tcR(t, ·) ∈ V −1, µ(t, ·) ∈ V und u(t, ·) ∈ V + := {v ∈ V ∗ : v ≤

g auf ∂ΩR} derart, dass




〈ϕ, ∂tcR〉 = −
(
∇Rϕ,m(cR,∇Ru)∇Rµ

)
− (ϕ,Next)∂ΩR ,

0 = −
(
ζ, µ
)

+
(
ζ, ∂cR(ρRψch)(cR) + ∂cR(ρRψel)(cR,∇Ru)

)

+ κ
(
∇Rζ,∇RcR

)
,

0 ≤
(
∇R(ξ − u),P(cR,∇Ru)

)

(5.7a)

(5.7b)
(5.7c)

für alle Testfunktionen ϕ, ζ ∈ V und ξ ∈ V + sowie cR(0, ·) = cR,0 in ΩR sind.

Bemerkung 5.2.2. Für die Formulierung als Sattelpunktproblemwird [123, 125], [75, Tutorial 41]
und [127] gefolgt. Hierzu wird der Lagrangesche Multiplikator λ := −σn = −PnR ∈ Rd

eingeführt.

5.2.1.3 Inelastisch-konstitutive Theorie

In einem ersten Schritt zur numerischen Lösung wird die schwache Formulierung von (PPP) als
primal gemischte variationelle Ungleichungwie in [127] angegeben. Die schwache Formulierung
kann auch aus einem Minimierungsproblem hergeleitet werden, vergleiche [139, Kapitel 1.4.2]
und [206, Kapitel 7.3]. Neben den Funktionenräumen aus Kapitel 5.2.1.1 wird noch V̂ :=

Hk(ΩR,Rd,d
sym) mit k ∈ N wie oben gegeben.

Definition 5.2.3 (Variationelle Ungleichung von (PPP)). In Anlehnung an [50, 127, 223, 224],
folgt die schwache Formulierung als primal gemischte variationelle Ungleichung: Finde Lösun-
gen cR, µ,u und innere Variablen Fpl und εeqpl mit cR(t, ·) ∈ V ∩

{
z ∈ V : z ∈ [0, 1]

}
, µ(t, ·) ∈

V , ∂tcR(t, ·) ∈ V −1, u(t, ·) ∈ V∗, Fpl(t, ·) ∈ V̂ und
(
P(t, ·), εeqpl (t, ·)

)
∈
{
L2(ΩR,Rd,d),

L2(ΩR,R≥0) : FY ≤ 0
}

=: Y derart, dass





〈ϕ, ∂tcR〉 = −
(
∇Rϕ,m(cR,∇Ru,Fpl)∇Rµ

)
− (ϕ,Next)∂ΩR ,

0 = −
(
ζ, µ
)

+
(
ζ, ∂cR(ρRψch)(cR) + ∂cR(ρRψel)(cR,∇Ru,Fpl)

)

+ κ
(
∇Rζ,∇RcR

)
,

0 = −
(
∇Rξ,P(cR,∇Ru,Fpl)

)
,

0 ≤
(
Dpl,P(cR,∇Ru,Fpl)−P∗

)
+ γiso

(
ε̇eqpl , ε

eq∗
pl − εeqpl

)

(5.8a)

(5.8b)
(5.8c)
(5.8d)

für alle Testfunktionen ϕ, ζ ∈ V , ξ ∈ V∗ und (P∗, εeq∗pl ) ∈ Y sowie cR(0, ·) = cR,0,Fpl(0, ·) = I

und εeqpl (0, ·) = 0 in ΩR gilt.

Bemerkung 5.2.3. Gleichung (5.8) wird zu einem Sattelpunktproblem, das spezielle Techniken
zur Lösung des zugehörigen linearen Systems erfordert [39, 127, 210]. In dieser Arbeit wird
allerdings eine Version von Gleichung (5.8) ohne Gleichung (5.8d) zur leichteren Handhabung
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und Durchführung der numerischen Studien bevorzugt. Daher wird Gleichung (5.8d) durch
Verwendung einer primalen Formulierung mit einem Projektor auf die Menge der zulässigen
Spannung eliminiert [127, 232], auch als statische Kondensation bekannt [135, 136, 138, 233].

Definition 5.2.4 (Raten-unabhängiger Projektor auf zulässige Mandel-Spannung). Nach [127]
wird der stetige Projektor auf die zulässigeMandel-Spannung für beide betrachteten inelastischen
konstitutiven Theorien eingeführt. Für das raten-unabhängige Modell lautet der Projektor

PΠ(cR,∇Ru,Fpl, ε
eq
pl ) = M(cR,∇Ru,Fpl, ε

eq
pl ) :=




Mtri, ||Mtri,dev|| ≤ σY(cR) + γisoεeqpl ,[
γiso

2G+γiso
+
(
1− γiso

2G+γiso
κ(cR, ε

eq
pl )
) σY(cR)
||Mtri,dev||

]
Mtri,dev

+
1

3
tr(Mtri) I, ||Mtri,dev|| > σY(cR) + γisoεeqpl

(5.9a)

(5.9b)

mit κ(cR, ε
eq
pl ) = 1− 2G

σY(cR)
εeqpl und Mtri folgt aus einer rein elastischen Verformung, bezeichnet

als den Trial-Anteil (von engl. trial part) von M.

Bemerkung 5.2.4. Bei idealer Plastizität folgt der Projektor mit γiso = 0. Der Projektor für den
geschwindigkeitsabhängigen viskoplastischen Ansatz ist in Kapitel 5.2.3.3 gegeben.

Bemerkung 5.2.5. Im Folgenden wird angenommen, dass Fpl und εeqpl gegebene Größen sind.
Weitere Erklärungen hierfür werden in den nachfolgenden Kapiteln 5.2.2.3 und 5.2.3.3 gegeben.

Definition 5.2.5 (Schwache primale Formulierung von (PPP)). Durch Anpassung von Glei-
chung (5.8) mit Hilfe der Projektorformulierung Gleichung (5.9) wird die schwache primale
Formulierung erhalten: Für gegebeneFpl und εeqpl finde Lösungen cR, µ,umit cR(t, ·) ∈ V ∩

{
z ∈

V : z ∈ [0, 1]
}
, µ(t, ·) ∈ V , ∂tcR(t, ·) ∈ V −1 und u(t, ·) ∈ V ∗ derart, dass





〈ϕ, ∂tcR〉 = −
(
∇Rϕ,m(cR,∇Ru,Fpl)∇Rµ

)
−
(
ϕ,Next

)
∂ΩR

,

0 = −
(
ζ, µ
)

+
(
ζ, ∂cR

(
ρRψch(cR)

)
+ ∂cR

(
ρRψel(cR,∇Ru,Fpl)

))

+ κ
(
∇Rζ,∇RcR

)
,

0 = −
(
∇Rξ,P

(
cR,∇Ru,Fpl,PΠ(cR,∇Ru,Fpl, ε

eq
pl )
))

(5.10a)

(5.10b)

(5.10c)

für alle Testfunktionenϕ, ζ ∈ V , ξ ∈ V∗ sowie cR(0, ·) = cR,0,Fpl(0, ·) = I, εeqpl (0, ·) = 0 in ΩR,
undP(cR,∇Ru,Fpl,PΠ(cR,∇Ru,Fpl, ε

eq
pl )) = F(FT

revFrev)
−1(F−1

pl )TF−1
pl PΠ(cR,∇Ru,Fpl, ε

eq
pl )

mit PΠ aus Gleichung (5.9) bzw. Gleichung (5.39) gilt.

Bemerkung 5.2.6. Dies bedeutet, dass die Ungleichungen (PPPd) in Gleichung (5.10c) mit
jeweilsGleichung (5.9) oderGleichung (5.39) kondensiert wird. Es ist zu beachten, dass durch die
Verwendung des Projektors PΠ die plastische Ungleichung in eine (nicht glatte, aber Lipschitz-
stetige) nichtlineare Gleichung überführt wurde.
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5.2.1.4 Partikel-SEI-Ansatz

Für den Partikel-SEI-Ansatz wird dem plastischen Ansatz aus Kapitel 5.2.1.3 im SEI-Gebiet
gefolgt.

Definition 5.2.6 (Schwache primale Formulierung von (PSP)). Für gegebene Fpl und εeqpl in
ΩR,S finde Lösungen cR, µ,uP,uS mit cR(t, ·) ∈ V ∩

{
z ∈ V : z ∈ [0, 1]

}
, µ(t, ·) ∈ V ,

∂tcR(t, ·) ∈ V −1 und uP(t, ·) ∈ V ∗P sowie uS(t, ·) ∈ V ∗S derart, dass





〈ϕ, ∂tcR〉 = −
(
∇Rϕ,m(cR,∇RuP)∇Rµ

)
−
(
ϕ,Next

)
ΓR,inter

,

0 = −
(
ζ, µ
)

+
(
ζ, ∂cR(ρRψch)(cR) + ∂cR(ρRψel)(cR,∇RuP)

)

+ κ
(
∇Rζ,∇RcR

)
,

0 = −
(
∇Rξ,PP(cR,∇RuP)

)
+
(
ξ,PSnR

)
ΓR,inter

0 = −
(
∇Rχ,PS

(
∇RuS,Fpl,PΠ(∇RuS,Fpl, ε

eq
pl )
))

−
(
χ,PPnR

)
ΓR,inter

(5.11a)

(5.11b)
(5.11c)

(5.11d)

für alle Testfunktionen ϕ, ζ ∈ V , ξ ∈ V ∗P, χ ∈ V ∗S sowie cR(0, ·) = cR,0 in ΩR,P, Fpl(0, ·) = I,
εeqpl (0, ·) = 0 in ΩR,S gilt, wobei V ∗P und V ∗S die angepassten Räume von V ∗ auf den jeweiligen
Gebieten sind. Der Projektor ist über PΠ(∇RuS,Fpl, ε

eq
pl ) = M = C

[
Eel
]
in ΩR,S mit der

jeweiligen Projektorformulierung für den raten-unabhängigen oder raten-abhängigen plastischen
Ansatz gegeben.

Bemerkung 5.2.7. Entsprechend kann zum kombinierten Partikel-SEI-Problem (CPSP) die
schwache primale Formulierung aus den Kapiteln 5.2.1.2-5.2.1.4 geschrieben werden.

5.2.2 Räumliche Diskretisierung

In diesem Kapitel wird die räumliche Diskretisierung der schwachen Formulierungen aus Ka-
pitel 5.2.1 eingeführt. Dafür wird ein Rechengebiet Ωh genutzt, welches das Referenzgebiet
durch ein Polytop approximiert. Zur Annäherung an die gekrümmten Ränder wird die iso-
parametrische Lagrangesche Finite-Elemente-Methode auf einer zulässigen Triangulierung Th
gewählt [40, Kapitel 3.2].

5.2.2.1 Batterie-Aktivmaterialpartikel

Zu Beginn werden endlich dimensionale Unterräume eingeführt, gefolgt von den diskre-
ten Lösungen. Schließlich wird mit dem Finite-Elemente-Ansatz die allgemeine nichtlineare
Differential-Algebraische-Gleichung (DAE) (von engl. differential algebraic equation) formu-
liert.
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5.2 Verfahren zur numerischen Lösung

Definition 5.2.7 (Endlich dimensionale Lagrangesche Finite-Elemente-Unterräume). Die end-
lich dimensionalen Lagrangeschen Finite-Elemente-Unterräume mit den jeweiligen Basisfunk-
tionen werden wie folgt definiert:

Vh = span{ϕi : i = 1, . . . , N} ⊂ V,

V ∗h = span{ξj : j = 1, . . . , dN} ⊂ V ∗,

wobei N die Anzahl der Freiheitsgrade (DOFs) (von engl. degrees of freedom) des Raumes Vh
bezeichnet.

Definition 5.2.8 (Diskrete Lösungen von (SPP)). Nun werden die diskreten Lösungen für
die Konzentration ch : [0, tend] → Vh ∩

{
z ∈ Vh : z ∈ [0, 1]

}
, für das chemische Potenti-

al µh : [0, tend] → Vh und für die Verschiebung uh : [0, tend] → V ∗h des räumlich diskreten
Problems von Gleichung (5.6). gesucht.

Definition 5.2.9 (Finite-Elemente-Ansatz). Mit dem Finite-Elemente-Ansatzwerden die diskre-
ten Lösungsvariablen mit den Basis-Funktionen dargestellt:

ch(t,XR) =
N∑

i=1

ci(t)ϕi(XR), µh(t,XR) =
N∑

j=1

µj(t)ζj(XR),

uh(t,XR) =
dN∑

k=1

uk(t)ξk(XR).

Definition 5.2.10 (Allgemeine nichtlineare DAE von (SPP)). Durch den Finite-Elemente-Ansatz
kann das räumlich diskrete Problem aus Gleichung (5.6) als allgemeine nichtlineare DAE ge-
schrieben werden: Finde y : [0, tend]→ R(2+d)N derart, dass

M̂h∂ty = f(t,y) für (0, tend], y(0) = y0 (5.12)

gilt. Auf der linken Seite hat die System-Massenmatrix M̂h ∈ R(2+d)N,(2+d)N mit

M̂hy :=




Mhch

0

0



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nur einen Block-Eintrag Mh := [(ϕi, ϕj)]ij , i, j = 1, . . . , N , der nicht null ist, und daher ist
die System-Massenmatrix singulär. Die Matrix Mh bezeichnet die Massenmatrix des Finite-
Elemente-Raums Vh. Alle zeitabhängigen Lösungsvariablen werden in einer vektorwertigen
Funktion

y : [0, tend]→ R(2+d)N , t 7→ y(t) =




(ci)i(t)

(µj)j(t)

(uk)k(t)


 =




ch(t)

µh(t)

uh(t)




gesammelt. Auf der rechten Seite ist die vektorwertige Funktionf : [0, tend]×R(2+d)N → R(2+d)N

entsprechend der algebraischen Formulierung aus Gleichung (5.6) durch

f(t,y) :=




−Km(ch,∇Ruh)µh −N ext

−Mhµh + Ψch(ch) + Ψel(ch,∇Ruh) + κK1ch

−P h(ch,∇Ruh)


 (5.13)

gegeben. Hierbei sind die verbleibenden Größen in Gleichung (5.13) durch die Massenma-
trix Mh, den Steifigkeitsmatrizen Km(ch,∇Ruh) = [(∇Rϕj,m(ch,∇Ruh)∇Rϕi)]ij und K1 =

[(∇Rϕi,∇Rϕj)]ij , den Vektoren für die Nichtlinearität Ψch(ch) = [(ϕi, ∂cψch(ch))]i,
Ψel(ch,∇Ruh) = [(ϕi, ∂cψel(ch,∇Ruh))]i und P h(ch,∇Ruh) = [(∇Rξk,P(ch,∇Ruh))]k
sowie den RandbedingungenN ext =

[
(ϕi, Next)Γext

]
i
gegeben.

Bemerkung 5.2.8. Für die Konzentration und das chemische Potential wird ch sowie µh für die
algebraische Darstellung verwendet. Es ist zu beachten, dass uh sowohl die endlich dimensio-
nale Funktion, Definition 5.2.9, als auch die algebraische Darstellung als Vektor bezüglich der
Basisfunktion meint.

5.2.2.2 Hindernis-Kontakt-Problem

Für dasHindernis-Kontakt-Problemwird ähnlich vorgegangenwie im vorherigenKapitel. Jedoch
ist zu beachten, dass aufgrund des diskreten Sattelpunktproblems und des diskreten Lagrange-
schenMultiplikatorλh sowie der diskreten Kontakt-Randbedingungen weitere Diskretisierungs-
schritte erforderlich sind.

Definition 5.2.11 (Potentielle Kontaktzone und mögliche Kontakt-DOFs). Sei ΓP ⊆ ∂ΩR die
potentielle Kontaktzone, also der Teil des Randes, der in Kontakt mit dem Hindernis sein kann.
Somit werden alle möglichen Kontakt-DOFs auf ΓP mit P beschrieben, alle übrigen DOFs
mit N . Insgesamt gilt für die Menge aller DOFs S somit S = P ∪ N (weitere Ausnahme der
Notationskonvention).
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5.2 Verfahren zur numerischen Lösung

Definition 5.2.12 (Weitere endlich dimensionale Finite-Elemente-Unterräume). Zusätzlich
zu Definition 5.2.7 werden folgende weitere endlich dimensionale Finite-Elemente-Unterräume
definiert:

V +
h = span{ξk : k = 1, . . . , dN} ⊂ V +,

Λh = span{φl : l = 1, . . . , dNΛ} ⊂ Λ,

wobei NΛ die Gesamtzahl der Knoten der potenziellen Kontaktzone ΓP ist. Damit gilt |P| =

dNΛ. bezeichnet.

Bemerkung 5.2.9. Es sei darauf hingewiesen, dass der Funktionenraum des LagrangeschenMul-
tiplikatorsΛ der Dualraum des Spurraums ist, eingeschränkt auf die potentielle Kontaktzone ΓP .
Für weitere Einzelheiten der Diskretisierung, insbesondere der Diskretisierung des Lagrange-
schen Multiplikatorraums Λh wird auf [76, 194, 228, 234, 235] und die darin enthaltenen Re-
ferenzen verwiesen. Die Existenz und Eindeutigkeit der Verschiebung und des Lagrangeschen
Multiplikators für den rein mechanischen Fall mit kleinen Deformationen wird z.B. in [193,
Kapitel III.6] ausgeführt.

Definition 5.2.13 (Diskrete Lösungen von (OCP)). Es werden die diskreten Lösungen für
die Konzentration ch : [0, tend] → Vh ∩

{
z ∈ Vh : z ∈ [0, 1]

}
, für das chemische Potenti-

al µh : [0, tend]→ Vh, für die Verschiebung uh : [0, tend]→ V +
h und für den Lagrangeschen Mul-

tiplikator λh : [0, tend] → Λh des räumlich diskreten Sattelpunktproblems von Gleichung (5.7)
gesucht.

Definition 5.2.14 (Weiterer Finite-Elemente-Ansatz). Zusätzlich zu Definition 5.2.9 ist für den
diskreten Lagrangeschen Multiplikator die Lösungsvariable

λh(t,XR) =

dNΛ∑

l=1

λl(t)φl(XR)

gegeben.

Bemerkung 5.2.10. Für die vektorwertigen endlich dimensionalen UnterräumeV +
h = span{ξk :

k = 1, . . . , dN} und entsprechend für Λh werden die skalarwertigen Basisfunktionen für den
Eintrag des Basisfunktionsvektors von DOF k bzw. von DOF l der ungleich Null ist, als ξk bzw.
als φl geschrieben.

Bemerkung 5.2.11. Wie in Bemerkung 5.2.8 bereits erwähnt, wird das gleiche Symbol für
eine Funktion in V +

h und Λh wie für die algebraische Darstellung bezüglich der Knotenbasis
verwendet.
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Definition 5.2.15 (Biorthogonalität). Nach [76, 123, 124] hat die Biorthogonalität der Basis-
funktionen ξk und der dualen Basisfunktionen φl folgende Eigenschaft:

∫

ΓP

ξk · φl dSR = δk,l

∫

ΓP

ξk dSR (5.14)

für alle k = 1, . . . , dN und l = 1, . . . , dNΛ. Für Gleichung (5.14) wird angenommen, dass die
Basisfunktion ξk und die Basisfunktion φl mit dem gleichen Index k dem gleichen DOF auf ΓP
zugeordnet sind. Das Kronecker-Delta δkl kann wie folgt interpretiert werden [76]:

δkl =





1, DOF k stimmt mit dem potentiellen Kontakt-DOF l überein,
0, sonst.

Definition 5.2.16 (Diskrete algebraische Darstellung der Impulsbilanzgleichung mit KKT-
Bedingungen). Im Folgenden wird die Impulsbilanzgleichung aus Gleichung (OCPc) und die
Verschiebungsungleichung am Rand aus Gleichung (OCPf) genauer betrachtet, um eine diskrete
algebraische Formulierung herzuleiten. Seien uh und λh die Lösungen der diskreten variationel-
len Ungleichung. Dann kann die algebraische Darstellung der diskreten schwachen Formulierung
von Gleichung (OCPc) wie folgt geschrieben werden:

−P h(ch,∇Ruh)−Bhλh = 0 ⇐⇒ P h(ch,∇Ruh) + Bhλh = 0

mit dem nichtlinearen Vektor P h(ch,∇Ruh) aus Definition 5.2.10 und der Matrix Bh =[
(ξk,φl)ΓP

]
kl
für k = 1, . . . , dN , l = 1, . . . , dNΛ. Mit einer geeigneten DOF-Nummerierung

kann die Matrix Bh als Bh = (0,Dh)
T geschrieben werden. Aufgrund der Biorthogonalität in

Gleichung (5.14) hat die Diagonalmatrix Dh die Einträge

(Dh)j,k =

∫

ΓP

ξj · ζk dSR = δj,k

∫

ΓP

ξk dSR (5.15)

für alle k, l = 1, . . . , dNΛ.
Nun wird die schwächere Integralbedingung für die starke punktweise Nicht-Durchdringbar-
keitsbedingung von Gleichung (OCPf) für die diskrete Kontaktbedingung für alle p ∈ P be-
trachtet:

∫

ΓP

uh · φp dSR ≤
∫

ΓP

gh · φp dSR =: ĝp ⇐⇒
∫

ΓP

upξpφp dSR ≤ ĝp, (5.16)

wobei up der skalare Koeffizient des diskreten Vektorsuh von DOF p ist und gh ist eine geeignete
Approximation von g aufΓP . Als Nächstes wird Gleichung (5.16)mit Hilfe vonGleichung (5.15)
für die algebraische Darstellung der schwachen Nicht-Durchdringbarkeitsbedingung ûp :=
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5.2 Verfahren zur numerischen Lösung

(Dh)pp up ≤ ĝp für alle p ∈ P umgeschrieben. Weiter wird die Bedingung für den Lagran-
geschen Multiplikator in der gleichen Weise überarbeitet, um λ̂p := (Dh)pp λp mit der gleichen
Definition für λp wie für up für alle DOFs p ∈ P zu erhalten.

Schließlich ist die diskrete algebraischeFormder Impulsbilanzgleichung ausGleichung (OCPc)
und des Kontaktproblems aus Gleichung (OCPf) durch

P h(ch,∇Ruh) + Bhλh = 0, (5.17a)
ûp ≤ ĝp, λ̂p ≥ 0, λ̂p(ûp − ĝp) = 0 (5.17b)

für alle DOFs p ∈ P gegeben. Gleichung (5.17b) kann auch als diskrete KKT-Bedingung ei-
nes eingeschränkten Optimierungsproblems für Ungleichheitseinschränkungen identifiziert wer-
den [123].

Definition 5.2.17 (NCP-Funktion). Die NCP-Funktion des nichtlinearen Komplementaritäts-
problems (NCP) (von engl. nonlinear complementarity problem) ist wie folgt definiert (weitere
Ausnahme der Notationskonvention):

C(a, b) := b−max(b+ αa, 0) , ∀a, b ∈ R (5.18)

mit beliebig festgelegtem α > 0 [126]. Weiter ist folgende Äquivalenz wahr [119, 126]:

C(a, b) = 0 ⇐⇒ a ≤ 0, b ≥ 0, ab = 0. (5.19)

Definition 5.2.18 (Diskrete algebraische Darstellung der Impulsbilanzgleichung mit NCP-
Funktion). Eine Umformulierung der drei diskreten KKT-Bedingungen aus Gleichung (5.17b)
auf Basis der NCP-Funktion führt zu:

C(ûp, λ̂p) = λ̂p −max
(
λ̂p + α(ûp − ĝp), 0

)
= 0 (5.20)

für alle DOFs p ∈ P und α > 0. Insgesamt wird Gleichung (5.17) zu

P h(ch,∇Ruh) + Bhλh = 0, (5.21a)
CP(uh,λh) = 0 (5.21b)

umgeschrieben. Dabei gilt die gleiche Definition für CP(·, ·) in jeder Komponente wie in Glei-
chung (5.20) für alle p ∈ P , vergleiche Kapitel 3.1.
Bemerkung 5.2.12. Als Beispiel wird ein viertel-förmiges Hindernis wie in Abbildung 5.1
betrachtet. Dort kann der physikalische Rand von ΩR als Γext definiert werden. Die weiteren
Ränder ΓR,y und ΓR,x seien zwei künstliche Ränder mit geeigneten Dirichlet-Randbedingungen
für die Verschiebung u. Der Rand Γext ist der potentielle Kontaktrand ΓP und wird in zwei
Teile aufgeteilt: in den aktiven Kontaktrand ΓA und in den inaktiven Kontaktrand ΓI (weitere
Ausnahme der Notationskonvention).
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ΩR
Γin,y

Γin,x

Hindernis

Γext = ΓP
= ΓA ∪ ΓI

Abbildung 5.1: Alle Teile des Randes für das Beispiel eines 2D Viertel-Scheiben- Gebiets ΩR,
die wie folgt aufgeteilt sind: zwei künstliche Ränder Γin,y und Γin,x mit zusätz-
lichen Randbedingungen für die Tangentialkomponente der Verschiebung u
sowie der potentielle Kontaktrand ΓP , weiter unterteilt in den aktiven Kontak-
trand ΓA und den inaktiven Kontaktrand ΓI , basierend auf [1, Abbildung 3].

Definition 5.2.19 (Allgemeine nichtlineare DAE von (OCP)). Basierend auf in Definition 5.2.10
werden alle zeitabhängigen Lösungsvariablen in einer vektorwertigen Funktion

y : [0, tend]→ R(2+d)N+dNΛ , t 7→ y(t) =




ch(t)

µh(t)

uh(t)

λh(t),




gesammelt. Nun kann die räumlich diskrete Formulierung des Sattelpunktproblems von (OCP)
als allgemeine nichtlineare DAE geschrieben werden: Finde y : [0, tend]→ R(2+d)N+dNΛ derart,
dass

M̂h∂ty = f(t,y) für (0, tend], y(0) = y0 (5.22)

gilt. Die System-Massenmatrix auf der linken Seite ist wie in Definition 5.2.10 gegeben. Für
die rechte Seite ist f : [0, tend] × R(2+d)N+dNΛ → R(2+d)N+dNΛ entsprechend der algebraischen
Formulierung in Gleichung (5.21) durch

f(t,y) :=




−Km(ch,∇Ruh)µh −Next

−Mhµh + Ψch(ch) + Ψel(ch,∇Ruh) + κK1ch

P h(ch,∇Ruh) + Bhλh

CP(uh,λh)




(5.23)

mit Definition 5.2.10 sowie den Definitionen 5.2.16 und 5.2.18 gegeben.
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5.2.2.3 Inelastisch-konstitutive Theorie

Aufbauend auf Kapitel 5.2.2.1 werden nun die diskreten Lösungen und die allgemeine nichtli-
neare DAE von Gleichung (PPP) vorgestellt.
Bemerkung 5.2.13. Die inneren Variablen Fpl und εeqpl werden in der gleichen Weise diskretisiert
wie die Lösungsvariablen und werden mit Fpl,h und εeqpl,h geschrieben. Beide Projektionsformeln
von Gleichung (5.9) und Gleichung (5.39) gelten auch für den diskreten Fall [2]. Es ist zu berück-
sichtigen, dass die beiden lokal definierten inneren Variablen nicht Teil des Lösungsvektors sind.
Sie werden semi-implizit betrachtet [236] und die zeitliche Entwicklung wird in Kapitel 5.2.3.3
separat von der zeitlichen Entwicklung des Lösungsvektors eingeführt. Im Folgenden werden
die inneren Variablen als gegebene Größen betrachtet.

Definition 5.2.20 (Diskrete Lösungen von (PPP)). Es wird für gegebene Fpl,h und εeqpl,h nach
den Lösungsvariablen für die Konzentration ch : [0, tend] → Vh ∩

{
z ∈ Vh : z ∈ [0, 1]

}
, für

das chemische Potential µh : [0, tend] → Vh und für die Verschiebung uh : [0, tend] → V ∗h der
diskreten Version von Gleichung (5.10) gelöst.

Definition 5.2.21 (Allgemeine nichtlineare DAE von (PPP)). Aufbauend auf Definition 5.2.10
wird das räumlich diskrete Problem als allgemeine nichtlineare DAE formuliert: Für gegebe-
ne Fpl,h, εeqpl,h finde y : [0, tend]→ R(2+d)N derart, dass

M̂h∂ty − f(t,y,Fpl,h,PΠ, ε
eq
pl,h) = 0 für t ∈ (0, tend], y(0) = y0

ist. Der Vektor f besteht aus Matrizen und Vektoren, gegeben als f : [0, tend]×R(2+d)N×Rd,d
sym×

Rd,d × R≥0 → R(2+d)N mit

f(t,y,Fpl,h,PΠ, ε
eq
pl,h) :=




−Km(ch,∇Ruh,Fpl,h)µh −N ext

−Mhµh + Ψch(ch) + Ψel(ch,∇Ruh,Fpl,h) + κK1ch

−P h(ch,∇Ruh,Fpl,h,PΠ(ch,∇Ruh,Fpl,h, ε
eq
pl,h))


 (5.24)

und den entsprechend angepassten Matrizen und Vektoren aus Definition 5.2.10.

5.2.2.4 Partikel-SEI-Ansatz

Für den Partikel-SEI-Ansatz wird dem Kapitel 5.2.2.3 gefolgt und um die fehlenden Terme
ergänzt.

Definition 5.2.22 (Weitere endlich dimensionale Finite-Elemente-Unterräume). Zusätzlich zu
den bisherigen endlich dimensionalen Finite-Elemente-Unterräumen werden folgende Funktio-
nenräume eingeführt:

V ∗P,h = span{ξk : k = 1, . . . , dNP} ⊂ V ∗P,
V ∗S,h = span{χm : m = 1, . . . , dNS} ⊂ V ∗S

57



5 Numerische Vorgehensweise

auf den entsprechenden Gebieten ΩP,h und ΩS,h mit den jeweiligen DOFs NP sowie NS.

Bemerkung 5.2.14. Die Variable N für die DOFs von Vh aus den vorherigen Kapiteln 5.2.2.1-
5.2.2.3 wird in diesem Kapitel durch die Variable NP ersetzt.

Definition 5.2.23 (Diskrete Lösungen von (PSP)). Es wird für gegebene Fpl,h und εeqpl,h in ΩS,h

nach den Lösungsvariablen für die Konzentration ch : [0, tend]→ Vh∩
{
z ∈ Vh : z ∈ [0, 1]

}
, für

das chemische Potential µh : [0, tend] → Vh und für die Verschiebungen uP,h : [0, tend] → V ∗P,h
sowie uS,h : [0, tend]→ V ∗S,h der diskreten Version von Gleichung (5.11) gelöst.

Definition 5.2.24 (Weitere Finite-Elemente-Ansätze). Aufbauend auf Definition 5.2.9 werden
zwei weitere Finite-Elemente-Ansätze definiert:

uP,h(t,XR) =

dNP∑

k=1

uP,k(t)ξk(XR), uS,h(t,XR) =

dNS∑

m=1

uS,m(t)χm(XR).

Definition 5.2.25 (Allgemeine nichtlineare DAE von (PSP)). Basierend auf Definition 5.2.21
wird das räumlich diskrete Problem mit dem zeitabhängigen Lösungsvektor

y : [0, tend]→ R(2+d)NP+dNS , t 7→ y(t) =




ch(t)

µh(t)

uP,h(t)

uS,h(t)




als allgemeine nichtlineare DAE formuliert: Für gegebene Fpl,h, εeqpl,h in ΩS,h finde y : [0, tend]→
R(2+d)NP+dNS derart, dass

M̂h∂ty − f(t,y,Fpl,h,PΠ, ε
eq
pl,h) = 0 für t ∈ (0, tend], y(0) = y0

gilt. Der Vektor f wird entsprechend angepasst und ist wie folgt gegeben: f : [0, tend] ×
R(2+d)NP+dNS × Rd,d

sym × Rd,d × R≥0 → R(2+d)NP+dN mit

f(t,y,Fpl,h,PΠ, ε
eq
pl,h) :=




−Km(ch,∇RuP,h)µh −N inter

−Mhµh + Ψch(ch) + Ψel(ch,∇RuP,h) + κK1ch

−P h(ch,∇RuP,h) + P S,inter

−P h(∇RuS,h,Fpl,h,PΠ(∇RuS,h,Fpl,h, ε
eq
pl,h))− P P,inter




(5.25)

und den entsprechend angepassten Matrizen und Vektoren aus Definition 5.2.21 sowie den zwei
neuen Randbedingungen P S,inter =

[
(ξk,PS,hnR)Γinter

]
k
und P P,inter =

[
(χm,PP,hnR)Γinter

]
m
.

Bemerkung 5.2.15. Wie in Bemerkung 5.2.7 kann entsprechend zum kombinierten Partikel-
SEI-Problem (CPSP) die räumliche Diskretisierung sowie die Formulierung als allgemeine
nichtlineare DAE aus den Kapiteln 5.2.2.2-5.2.2.4 durchgeführt werden.
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5.2.3 Zeitliche Diskretisierung

In diesem Kapitel wird die zeitliche Diskretisierung der allgemeinen nichtlinearen DAEs aus
dem vorherigen Kapitel 5.2.2 vorgestellt, um eine vollständig räumlich und zeitlich diskre-
te Problemformulierung zu erhalten. Insbesondere für das Hindernis-Kontakt-Problem und
die inelastisch-konstitutive Theorie werden zusätzliche Aspekte wie der primal-duale aktive
Mengen-Algorithmus als semi-glattes Newton-Verfahren in Kapitel 5.2.3.2 sowie die zeitliche
Diskretisierung der inneren Variablen Fpl,h und εeqpl,h in Kapitel 5.2.3.3 genauer erläutert.

5.2.3.1 Batterie-Aktivmaterialpartikel

In dieser Arbeit wird für die zeitliche Diskretisierung dem Ansatz aus [50] gefolgt.

Bemerkung 5.2.16 (Zeitintegrationsschema). Eswird ein Zeitintegrationsschema der Familie der
numerischen Differenzierungsformeln (NDFs) (von engl. numerical differential formulas) mit
variablen Schrittweiten und variabler Ordnung angewendet, basierend auf MATLAB’s ode15s [69–
71, 237]. Dieser Ansatz ist angebracht, da die resultierenden DAEs aus Kapitel 5.2.2 in ähnlicher
Weise wie eine steife gewöhnlicheDifferentialgleichung behandelt werden können. Der Algorith-
mus ändert adaptiv die Zeitschrittweite tn+1− tn = τn > 0 und die Ordnung kn ∈ {1; 2; 3; 4; 5}
durch eine Fehlerkontrolle.

Definition 5.2.26 (Voll diskretes Problem von (SPP)). Mit Bemerkung 5.2.16 lautet das voll-
ständig räumlich und zeitlich diskrete Problem: Finde die diskrete Lösung yn+1 ≈ y(tn+1)

durch sukzessives Lösen von

αknM̂h(y
n+1 −Φn) = τnf(tn+1,y

n+1) (5.26)

mit f aus Gleichung (5.13), um einen Zeitschritt vorwärts von tn zu tn+1 = tn + τn zu
gelangen. Die Variable Φn wird über eine gewichtete Summe der Lösungen aus den früheren
Zeitschritten yn, . . . ,yn−kn definiert und αkn > 0 ist eine Konstante, die von der gewählten
Ordnung kn zur Zeit tn abhängt, vergleiche [70, Kapitel 2.3] und [80, Kapitel 4.1.2]. Die Formel
zur Berechnung von Φn ist in [80, Gleichung (4.20)] zu finden.

Bemerkung5.2.17. Mit τ̂kn = τn/αkn ähneltGleichung (5.26) einem implizitenEuler-Schema [80,
Kapitel 4.1.2].

Bemerkung 5.2.18. Aufgrund der zeitabhängigen Neumann-Randbedingung Next beim Laden
oder Entladen des Host-Partikels (je nach Vorzeichen), ist der Vektor f auch explizit von der
Zeit t abhängig.

Definition 5.2.27 (Anwendung der Newton–Raphson-Methode). Um die diskrete Lösung yn+1

zu berechnen, wird die Newton–Raphson-Methode aus Algorithmus 1 auf

F (yn+1) :=
1

τ̂kn
M̂h(y

n+1 −Φn)− f(tn+1,y
n+1) = 0
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angewendet, da die DAE nichtlinear ist. Somit wird in jedem Zeitschritt das Newton-Update
berechnet. Hierzu wird die erste Ableitung der Größen aus Gleichung (5.26) benötigt. Die rele-
vanten Ableitungen und weitere Hinweise zur Newton–Raphson-Methode sind in Anhang B.2.6
für den Ansatz mit einem inelastischen Partikel zu finden.

5.2.3.2 Hindernis-Kontakt-Problem: der primal-duale aktive
Mengen-Algorithmus als semi-glattes Newton-Verfahren

Für das Hindernisproblem wird dem Vorgehen aus Kapitel 5.2.3.1 gefolgt, wobei alle Größen,
insbesondere im Vektor f , entsprechend aus Definition 5.2.19 angepasst werden müssen.

Bemerkung 5.2.19 (Primal-dualer aktiver Mengen-Algorithmus). Der nächste Schritt ist die
Verwendung eines geeigneten iterativen Lösungsschemas zur Behandlung der NCP-Funktion
in Gleichung (5.21b). Der primal-duale aktive Mengen-Algorithmus (von engl. primal-dual
active set algorithm) ist die Strategie der Wahl, da es sich hierbei um einen iterativen Ansatz zur
Behandlung der Bedingung in Gleichung (5.21b) handelt. So kann dieser Algorithmus die neuen
aktiven und inaktiven Mengen An+1

k+1 und In+1
k+1 auf dem potentiellen Kontaktrand ΓP in einem

neuen Zeitschritt tn+1 bestimmen, vergleiche [76, 119, 123].

Bemerkung 5.2.20. Zunächst werden nur die Gleichungen (5.21a) und (5.21b) betrachtet, die für
die Kontaktungleichheitsbedingung relevant sind.

Bemerkung 5.2.21 (Primal-dualer aktiver Mengen-Algorithmus als semi-glattes Newton-Ver-
fahren). Da Gleichung (5.26) linearisiert werden muss, kann der primal-duale aktive Mengen
Algorithmus als semi-glattes Newton-Verfahren interpretiert werden, vergleiche [119, 126, 127]
und [75, Tutorial-41 und Tutorial-42]. Die Ergebnisse der lokal super-linearen Konvergenz und
der globalen Konvergenz werden in [119] gezeigt.

Bemerkung 5.2.22 (Alternative Differenzierbarkeit). Da C(·, ·) in Gleichung (5.21b) nicht klas-
sisch differenzierbar ist, werden Newton-Techniken zum Lösen von Gleichung (5.21) benötigt,
die Verallgemeinerungen der Ableitung einer Funktion erlauben. DieseMethoden werden verall-
gemeinerte Newton-Verfahren (von engl. generalized Newton methods) genannt, siehe z.B. [126]
und die darin enthaltenen Referenzen. In dieser Arbeit wird das semi-glatte Newton-Verfahren
nach [119, 126] vorgeschlagen. Die Eigenschaft der Semi-Glattheit des max-Operators in Glei-
chung (5.21b) führt zu lokalen Konvergenzeigenschaften des semi-glatten Newton-Verfahrens.

Definition 5.2.28 (Alternative Differenzierbarkeit für C). Es wird eine Linearisierung der Funk-
tion C(·, ·), benötigt, die nicht klassisch differenzierbar ist. Als Ersatz kann das Konzept der
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Slant-Differenzierbarkeit (von engl. slant differentiability) verwendet werden, vergleiche [126].
Die Funktion C(·, ·) erfüllt die alternative Differenzierbarkeit mit

∂

∂up
C(ûp, λ̂p) =




−α (Dh)pp , wenn λ̂p + α(ûp − ĝp) > 0,

0, wenn λ̂p + α(ûp − ĝp) ≤ 0,
(5.27a)

∂

∂λp
C(ûp, λ̂p) =





0, wenn λ̂p + α(ûp − ĝp) > 0,

1, wenn λ̂p + α(ûp − ĝp) ≤ 0.
(5.27b)

Bemerkung 5.2.23. Zur Erinnerung wird die Definition der potentiellen Kontakt-DOFs P =

A∪I mit den Mengen der aktiven und inaktiven DOFs sowie allen anderen DOFsN nochmals
ins Gedächtnis gerufen. Die Menge aller DOFs ist über S = P ∪N definiert.

Definition 5.2.29 (Ein Schritt des semi-glatten Newton-Verfahrens). Um einen Schritt des semi-
glatten Newton-Verfahrens zu definieren, werden folgende Ableitungen des nichtlinearen Teils
für die Jacobi-Matrix gegeben:

zAh =
[(
∇Rξj, ∂zPh(c

k
h,∇Ru

k
h)ϕi

)]
j,i
, GAh =

[(
∇Rξj, ∂GPh(c

k
h,∇Ru

k
h)
[
∇Rξl

])]
j,l
,

für i = 1, . . . , N und j, l = 1, . . . , dN mit jeweils der partiellen Ableitung bezüglich der ersten,
skalaren Größe und der zweiten, tensoriellen Größe im k-ten Newton-Schritt, vergleiche An-
hang B.2.6. Mit den Aufteilungen der Ableitungsmatrizen zAh, GAh sowie den Vektoren uh
und λh für die unterschiedlichen Mengen aus Bemerkung 5.2.23 hat ein Schritt des semi-glatten
Newton-Verfahrens folgende Form:




zANS GANN GANIk GANAk
0 0

zAIkS GAIkN GAIkIk GAIkAk
DIk 0

zAAkS GAAkN GAAkIk GAAkAk
0 DAk

0 0 0 0 IIk 0

0 0 0 −αDAk
0 0







δckS

δukN

δukIk
δukAk

δλkIk
δλkAk




(5.28)

= −




PN (ckh,∇Ru
k
h)

P Ik(ckh,∇Ru
k
h) +

(
Bhλ

k
h

)
Ik

PAk
(ckh,∇Ru

k
h) +

(
Bhλ

k
h

)
Ak

λkIk
−α(DAk

ukAk
− gAk

)




mit den Definitionen von Gleichung (5.16) für alle aktiven DOFs mit p ∈ Ak für gAk

und (Bh)N = 0. Die Matrix IIk ist die Identitätsmatrix der Dimension |Ik|.
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Definition 5.2.30 (Wiederherstellung vonλk+1
Ak

). In einem nächsten Schritt werden die verschie-
denen Teilsysteme von Gleichung (5.28) genauer angesehen. Die vierte Zeile liefert

λk+1
Ik = λkIk + δλkIk = λkIk − λ

k
Ik = 0 (5.29)

und die letzte Zeile impliziert

uk+1
Ak

= ukAk
+ δukAk

= ukAk
+ D−1

Ak
gAk
− ukAk

= D−1
Ak
gAk

. (5.30)

Gleichung (5.29) und Gleichung (5.30) sind genau die Bedingungen für die aktiven und in-
aktiven Mengen im primal-dualen aktiven Mengen-Algorithmus. Nun wird das Untersystem
von Gleichung (5.28) für die aktive Menge des Lagrangeschen Multiplikators betrachtet:

λk+1
Ak

= λkAk
+ δλkAk

= −D−1
Ak
PAk

(ckh,∇Ru
k
h)−D−1

Ak

(
GAhδu

k
)
Ak
−D−1

Ak

(
zAhδc

k
)
Ak
. (5.31)

Dies bedeutet, dass der Lagrangesche Multiplikator für die aktive Menge nur von den Lösun-
gen δck und δuk abhängt. Nunwerden für einenMoment die beidenMengenN und I zusammen
als Ŝ betrachtet, da die Untersysteme von Gleichung (5.28) für beiden Mengen gleich sind. Die
Zusammenfassung der beiden Mengen ergibt

(
zAŜ,S GAŜ

)

δc

k
S

δukŜ


 = −

(
P Ŝ(ckh,∇Ru

k
h) + GAŜ,Ak

δukAk

)
(5.32)

für die Berechnung von uk+1

Ŝ .

Definition 5.2.31 (Final zu lösendes Gleichungssystem). Am Ende wird das reduzierte System




zANS GANN GANIk GANAk

zAIkS GAIkN GAIkIk GAIkAk

zAAkS GAAkN GAAkIk GAAkAk







δckS

δukN

δukIk
δukAk




= −




PN (ckh,∇Ru
k
h)

P Ik(ckh,∇Ru
k
h)

PAk
(ckh,∇Ru

k
h)


 (5.33)

zur Berechnung des Newton-Updates gelöst, wobei das Newton-Update auf Null für die DOFs
der aktiven Menge eingeschränkt wird und der richtige Randwert für die neue Lösung als
inhomogener Dirichlet-Randwert bereitgestellt wird. Dies kann über ukh := PAk+1

(ukh) mit der
Projektion

PAk+1
(uh)p :=





ûp, wenn p 6∈ Ak+1,

ĝp, wenn p ∈ Ak+1

(5.34)

62



5.2 Verfahren zur numerischen Lösung

erfolgen. Nach Lösen des gesamten Newton-Systems und der Berechnung der neuen Lösungen
kann der gesamte Lagrangesche Multiplikator über Gleichung (5.31) und Gleichung (5.29)
wiedererlangt werden.

Bemerkung 5.2.24. Wie in [76] wird in dieser Arbeit folgender Ansatz verwendet:

λk+1
Ak

= λkAk
+ δλkAk

= −D−1
Ak
PAk

(ck+1
h ,∇Ru

k+1
h ), (5.35)

der die gleiche Linearisierung wie Gleichung (5.31) besitzt. Dies entspricht einer inexakten
Strategie, vergleiche [76, Algorithmus 3]. Außerdem wird der Rechenaufwand für eine zweite
verschachtelte Schleife im Vergleich zu [76, Algorithmus 2] verringert. Der inexakte Fall ist
jedoch eine zusätzliche Vereinfachung des Algorithmus, der in dieser Arbeit verwendetet wird.
Dies bedeutet auch, dass nicht geklärt ist, ob die super-lineare Konvergenz erhalten bleibt [76].

Definition 5.2.32 (Voll diskretes Problemvon (OCP)). Schließlichmuss das semi-glatteNewton-
Verfahren für einen Zeitschritt formuliert werden. Mit dem Konzept des semi-glatten Newton-
Algorithmus kann die DAE ausDefinition 5.2.19 aktualisiert werden und es können alle Teile, die
mit dem Lagrangeschen Multiplikator λ zusammenhängen, entfernt werden. Daraus ergibt sich
eine neue Definition von ŷ und f̂ ∈ R(2+d)N , genauso wie in Definition 5.2.10. Im Folgenden
wird nur das aktualisierte System betrachtet und die Akzentuierung �̃wird wieder weggelassen.
Schließlich muss die aktualisierte Version der DAE von Definition 5.2.19 linearisiert werden,
um das Newton-Update zu berechnen, wie in Definition 5.2.10.

5.2.3.3 Inelastisch-konstitutive Theorie: zeitliche Diskretisierung der inneren
Variablen

Zu Beginn dieses Kapitels wird die zeitliche Entwicklung der inneren Variablen Fpl und εeqpl
hergeleitet, bevor das voll diskretisierte Problem von (PPP) formuliert wird. Die zeitliche Inte-
gration wird semi-implizit betrachtet [236] und die lokal definierten inneren Variablen werden
getrennt von der zeitlichen Entwicklung der DAE aus Definition 5.2.21 aktualisiert.

Bemerkung 5.2.25. Alle Berechnungen von Gleichung (5.36) bis Gleichung (5.40) sind auch
für die räumlich diskreten Variablen gültig, werden in diesem Kapitel aber aus Gründen der
Lesbarkeit für den kontinuierlichen Fall geschrieben.

Definition 5.2.33 (Zeitdiskretisierung von Fpl). Wird eine implizite exponentielle Abbildung
auf Gleichung (4.33) mit der stetigen inneren Variable Fpl angewendet, folgt nach [60, An-
hang C.5] und [142, 213]

Fn+1
pl (cn+1

R ,∇Ru
n+1,Fn

pl) = exp
(
τnD

n+1
pl
)
Fn

pl (5.36)

von einem Zeitschritt tn zum Nächsten tn+1 = tn + τn mit Zeitschrittweite τn > 0.

63



5 Numerische Vorgehensweise

Definition 5.2.34 (Return-Mapping-Algorithmus). Für die raten-unabhängige Plastizität wird
der bekannte Return-Mapping-Algorithmus [142, 143] (von engl. return mapping algorithm) in
einer expliziten Formulierung verwendet:

||Mn+1,dev|| − σF(cn+1
R , εeq,n+1

pl ) = ||Mtri,dev|| − 2G4nε
eq
pl −

(
σY(cn+1

R ) + γisoεeq,n+1
pl

) !
= 0

(5.37)

⇐⇒ εeq,n+1
pl =

||Mtri,dev|| + 2Gεeq,npl − σY(cn+1
R )

2G+ γiso
, (5.38)

wobei die deviatorische Trial-Spannung von M als Mtri,dev = C
[
Etri,dev

el (cn+1
R ,∇Ru

n+1,Fn
pl)
]

und die Differenz zwischen dem neuen und dem aktuellen Zeitschritt von εeqpl als 4nε
eq
pl =

εeq,n+1
pl − εeq,npl gegeben sind. Dies ist bei isotroper linearer Verfestigung einfach herzuleiten.

Definition 5.2.35 (Nächster Zeitschritt für innereVariablen). Nach der Berechnung der Lösungs-
variablen des nächsten Zeitschritts können mit der Lösung für εeq,n+1

pl aus Gleichung (5.38) und
den Anfangsbedingungen Fpl(0, ·) = I und εeqpl (0, ·) = 0 alle notwendigen Größen aktualisiert
und Fn+1

pl berechnet werden.

Bemerkung 5.2.26. Für weitere Details bezüglich des zeitlichen Integrationsschemas für Fpl im
raten-unabhängigen Fall wird auf [60, Appendix C.5] verwiesen.

Definition 5.2.36 (Raten-abhängiger Projektor auf zulässige Mandel-Spannung). Nach [59, 81]
ist der raten-abhängige Projektor auf die zulässige Mandel-Spannung über

PΠ(cn+1
R ,∇Ru

n+1,Fn
pl,4nε

eq
pl ) = M(cn+1

R ,∇Ru
n+1,Fn

pl,4nε
eq
pl ) :=





Mtri,
∣∣∣∣Mtri,dev∣∣∣∣ ≤ σY(cn+1

R ),

||Mtri,dev|| − 2G4nε
eq
pl

||Mtri,dev|| Mtri,dev +
1

3
tr(Mtri) I,

∣∣∣∣Mtri,dev∣∣∣∣ > σY(cn+1
R )

(5.39a)

(5.39b)

gegeben.

Definition 5.2.37 (Zusätzliche skalare Newton–Raphson-Methode). Für den raten-abhängigen
Fall kann jedoch keine explizite Form für die akkumulierte plastische Dehnung für den nächsten
Zeitschritt aufgrund der Nichtlinearität in Gleichung (4.37) hergeleitet werden. Stattdessen
muss eine skalare Newton–Raphson-Methode für das aktuelle Zeitinkrement τn für 4nε

eq
pl

angewendet werden. Hierzuwird das implizite Euler-Schema verwendet: LöseGleichung (4.37b)
für

∣∣∣∣Mtri,dev
∣∣∣∣ > σY(cn+1

R ), indem die Beziehung von ||Mn+1,dev|| = ||Mtri,dev|| − 2G4nε
eq
pl

aus Gleichung (5.37) verwendet wird. Daraus ergibt sich das Residuum von Gleichung (4.37b)

rε = ε̇0

( ||Mtri,dev|| − 2G4nε
eq
pl − σF(cn+1

R )

σY∗

)β
−
4nε

eq
pl

τn
. (5.40)
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Definition 5.2.38 (Voll diskretes Problem von (PPP)). Es wird wieder Kapitel 5.2.3.1 als Grund-
lage verwendet. Weiter wird die gleiche Zeitskala für die zeitliche Diskretisierung der allgemei-
nen nichtlinearenDAEsowie für die zeitlicheDiskretisierung der innerenVariablenFpl,h und εeqpl,h
verwendet. Damit kann das räumlich und zeitlich voll diskrete Problem formuliert werden, um
von einem Zeitschritt tn zum Nächsten tn+1 zu gelangen: Für gegebene Fn

pl,h und ε
eq,n
pl,h finde die

diskreten Lösungen yn+1 := y(tn+1) durch sukzessives Lösen von

αknM̂h

(
yn+1 −Φn

)
− τnf

(
tn+1,y

n+1,Fn
pl,h,PΠ, ε

eq,n
pl,h
)

= 0 (5.41)

mit f aus Gleichung (5.24). Nach Berechnung der neuen diskreten Lösungyn+1 können die inne-
ren VariablenFn

pl,h und ε
eq,n
pl,h für die neuen ZeitschritteFn+1

pl,h und εeq,n+1
pl,h , wie in Definition 5.2.34,

Bemerkung 5.2.26 und Definition 5.2.37 vorgestellt, aktualisiert werden.

Definition 5.2.39 (Approximation der Linearisierung). Um die Newton–Raphson-Methode im
raten-unabhängigen oder im raten-abhängigen Fall anwenden zu können, wird die Ableitung
der Projektoren benötigt. Beide Projektoren sind jedoch nicht formal differenzierbar. Jedoch
erfüllen sie die alternative Differenzierbarkeit aus Definition 5.2.28, vergleiche [119, 127], und
somit kann mit der formalen Linearisierung gearbeitet werden. Hierzu wird für den Projektor
in Gleichung (5.9) der Ansatz nach [60, Anhang C.6] mit der formalen Linearisierung des Projek-
tors PΠ(cR,∇Ruh,Fpl, ε

eq
pl ) um Etri

el verwendet [127, 140]. Damit folgt im raten-unabhängigen
Fall der konsistente algorithmische Modulus (von engl. consistent algorithmic modulus) als

IΠ(cn+1
R ,∇Ru

n+1,Fn
pl, ε

eq,n
pl ) :=





CK + CG,
∣∣∣
∣∣∣C
[
Etri,dev

el
]∣∣∣
∣∣∣ ≤ σY(cn+1

R ) + γisoεeq,npl ,
(

1− γiso

2G+γiso
κ(cn+1

R , εeq,npl )
)
σY(cn+1

R )

||Mtri,dev||(
CG − 2GMtri,dev⊗Mtri,dev

||Mtri,dev||2

)

+ γiso

2G+γiso
CG + CK ,

∣∣∣
∣∣∣C
[
Etri,dev

el
]∣∣∣
∣∣∣ > σY(cn+1

R ) + γisoεeq,npl

(5.42a)

(5.42b)

mit CG = 2G
(
I − 1

3
I⊗ I

)
, CK = KI⊗ I, dem SchubmodulK (von engl. bulk modulus) und κ

wie in Definition 5.2.4.

Bemerkung 5.2.27. Für die genaueHerleitung vonGleichung (5.42) sowie für die Approximation
der Linearisierung im raten-abhängigen Fall wird auf Anhang B.2.7 verwiesen. Auch hier sind
beide Linearisierungen für stetige Funktionen geschrieben, gelten aber auch für die diskreten
Variablen.

5.2.3.4 Partikel-SEI-Ansatz

Schließlich wird das voll diskrete Problem für den Partikel-SEI-Ansatz formuliert:
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Definition 5.2.40 (Voll diskretes Problem von (PSP)). Aufbauend auf Definition 5.2.38 wird
das räumlich und zeitlich vollständig diskrete Problem von (PSP) formuliert: Für gegebene Fn

pl,h
und εeqpl,h in ΩS,h finde die diskrete Lösung yn+1 ≈ y(tn+1) durch sukzessives Lösen von

αknM̂h

(
yn+1 −Φn

)
− τnf

(
tn+1,y

n+1,Fn
pl,h,PΠ, ε

eq,n
pl,h
)

= 0

mit f aus Gleichung (5.25).

Bemerkung 5.2.28. Wie in Bemerkung 5.2.15 kann entsprechend zum kombinierten Partikel-
SEI-Problem (CPSP) die zeitliche Diskretisierung als Kombination aus den Kapiteln 5.2.3.2-
5.2.3.4 zusammengeführt werden.

5.2.4 Adaptiver Lösungsalgorithmus

In diesem Kapitel wird der adaptive Lösungsalgorithmus vorgestellt und für das Hindernis-
Kontakt-Problem mit dem semi-glatten Newton-Verfahren in Kapitel 5.2.4.2 kombiniert.

5.2.4.1 Einzelnes Batterie-Aktivmaterialpartikel

Nach der Linearisierung der DAE aus Gleichung (5.12) mit der Newton–Raphson-Methode wird
das Newton-Update mit einer direkten LU-Zerlegung berechnet.
Bemerkung 5.2.29. Es ist zu beachten, dass die Anzahl der Iterationsschritte beim Newton-
Verfahren durch eine geeigneteWahl der Initialisierung reduziert werden kann.DieAusgangswer-
te für den ersten Zeitschritt sind in Kapitel 6.1.1 angegeben, wohingegen bei der Zeitintegration
ein Prädiktor-Schema angewendet wird [70].
Bemerkung 5.2.30 (Adaptiver Lösungsalgorithmus). Für den räumlich und zeitlich adaptiven
Lösungsalgorithmus wird [50, Algorithmus 1] gefolgt, siehe Algorithmus 3. Hier werden ein
zeitlicher Fehlerschätzer [69–71, 237] und ein spezieller räumlicher Fehlerschätzer verwendet.
Sofern nicht anders geschrieben, wird ein Gradientenschätzer (von engl. gradient recovery
estimator) zur Schätzung der räumlichen Regularität für jede Komponente der Lösungsvariablen
benutzt [68, Kapitel 4], vergleiche Bemerkung A.3.1. Zur Markierung der Zellen für die lokale
Vergröberung und Verfeinerung werden die Parameter θc und θr mit einer Maximumsstrategie
eingesetzt [238]. Schließlich wird eine gemischte Fehlerkontrolle mit folgenden Parametern
durchgeführt: RelTolt, AbsTolt, RelTolx und AbsTolx. Weitere Einzelheiten finden sich in [50].

5.2.4.2 Hindernis-Kontakt-Problem

In diesem Kapitel wird genauer erläutert, wie das semi-glatte Newton-Verfahren mit dem zu-
grundeliegenden Vorgehen und genutzten Algorithmus aus Kapitel 5.2.4.1 kombiniert wird.
Bemerkung 5.2.31 (Kombinierter adaptiver Lösungsalgorithmus). Zusammen mit dem räumlich
und zeitlich adaptiven Lösungsalgorithmus aus [50, Algorithmus 1] wird folgendes Vorgehen
umgesetzt:
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5.2 Verfahren zur numerischen Lösung

Algorithmus 2 Semi-glattes Newton-Verfahren für adaptiven Hindernis-Raum-Zeit-Algorithmus.
1: Initialisiere A0

1 und I0
1 derart, dass P0 = A0

1 ∪ I0
1 und A0

1 ∩ I0
1 = ∅

2: while tn < tend do
3: Für gegebene Tn, τn, kn und yn, . . . ,yn−kn setze k = 1
4: Extrapoliere yn, . . . ,yn−kn , um den Prädiktor yn+1,(0) in tn+1 zu berechnen
5: while nicht konvergiert do
6: Löse nach dem Newton-Update δyk (Einführung der Kontaktbedingung als zusätzliche

Dirichlet-Randbedingungen und setze das Newton-Update auf Null für die DOFs in der
aktiven Menge)

7: Berechne yn+1,k+1 = yn+1,k + δyk

8: Stelle λn+1,k+1 wieder her und berechne neue An+1
k+1 und In+1

k+1

9: Projiziere yn+1,k+1 gemäß An+1
k+1 und aktualisiere die Einschränkungen

10: if An+1
k+1 = An+1

k und die Norm des Newton-Update ist entsprechend reduziert then
11: Beende innere while-Schleife
12: else if Norm des Newton-Update ist nicht entsprechend reduziert oder die maximale

Newton-Iterationszahl ist erreicht then
13: Verringere die Zeitschrittgröße und gehe zu Zeile 3
14: else
15: Aktualisiere k + 1→ k und gehe zu Zeile 6
16: end if
17: end while
18: Schreite einen Zeitschritt mit dem Raum- und Zeitalgorithmus fort [50, Algorithmus 1]
19: end while

Weitere Details bezüglich der Berechnung der Extrapolation sind in [80, Kapitel 4.1.2] zu finden.

5.2.4.3 Inelastisch-konstitutive Theorie

Nach der formalen Linearisierung der beiden Projektoren in Definition 5.2.39 und Bemer-
kung 5.2.27 wird das Newton-Update in jedem Zeitschritt berechnet. Insgesamt wird der räum-
lich und zeitlich adaptive Lösungsalgorithmus aus Kapitel 5.2.4.1 für den Ansatz der inelastisch-
konstitutiven Theorie genutzt. Nach Berechnung der Lösungsvariablen (Konzentration, chemi-
sches Potential undVerschiebung) für den nächsten Zeitschritt werden amEnde eines Zeitschritts
die lokal definierten inneren Variablen für den nächsten Zeitschritt aktualisiert, vergleiche De-
finition 5.2.35 und Bemerkung 5.2.26.

5.2.4.4 Partikel-SEI-Ansatz

Es wird für den Partikel-SEI-Ansatz aus Kapitel 5.2.4.3 und dem darin vorgestellten adaptiven
Algorithmus gefolgt.

Bemerkung 5.2.32. Entsprechend der Bemerkung 5.2.28 kann für das kombinierte Partikel-SEI-
Problem (CPSP) der adaptive Algorithmus aus den Kapiteln 5.2.4.2-5.2.4.4 kombiniert werden.
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5.2.5 Residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschätzungen

In diesem Kapitel werden analytische residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschätzungen für die
klassischeCahn–Hilliard-Gleichung und die gemischte Formulierungmit homogenenNeumann-
Randbedingungen für Finite-Elemente-Approximationen hergeleitet und bewiesen. Dazu wird
die dimensionslose Konfiguration aus Gleichung (SPP) mit Mobilitätmconst = 1 betrachtet. Da
keine Mechanik berücksichtigt wird, wird der Index �R aus Gründen der Lesbarkeit in diesem
Kapitel nicht beachtet. Im klassischen Fall liegt keine Aufteilung in zwei Differentialgleichungen
vor, also existiert hier das chemische Potential als Hilfsvariable nicht. Weiter sei in diesem
Kapitel Ωtend := (0, tend) × Ω mit Ω ⊂ Rd, d = 1, 2, 3, ein beschränktes Gebiet mit einem C2-
Rand ∂Ω oder ein konvexes polygonales Gebiet sowie ∂Ωtend := (0, tend)× ∂Ω.

In Kapitel 5.2.5.1 werden zunächstH2-Fehlerabschätzungen für die klassische Formulierung
in Propositionen 5.2.1 und 5.2.2 sowie H1-Fehlerabschätzungen für die gemischte Formu-
lierung in Propositionen 5.2.3-5.2.5 für die Differenz zwischen einer Störung und der exak-
ten Lösung gezeigt. In Kapitel 5.2.5.2 werden diese Abschätzungen dann genutzt, um H2-
bzw. H1-konforme residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschätzungen für Finite-Elemente-
Approximationen in Theorem 5.2.8 bzw. Theorem 5.2.11 zu beweisen.

Das Vorgehen in dieser Arbeit basiert auf den Schritten in [171], jedoch wird dort eine an-
dere Energiedichte im Cahn–Hilliard-Problem gewählt. Der chemische Anteil des chemischen
Potentials besteht dort nicht in dem logarithmischen Ansatz aus Gleichung (4.19a) (in dimen-
sionsloser Konfiguration ohne RgasT ), sondern aus einem polynomialen Ansatz: In [171] wird
1
κ
f̂(c) mit f̂(c) = ∂cF̂ (c) sowie der chemische Anteil der Energiedichte als F̂ (c) = 1

4
(c2 − 1)2

in dimensionsloser Konfiguration gewählt. Somit wird aus Gleichung (4.19a) in dimensionsloser
Konfiguration in [171] dann 1

κ
(c2 − 1)c. Durch die unterschiedlichen chemischen Energiedich-

ten unterschieden sich die Ergebnisse deutlich. Im ersten Schritt wird in [171] eine Fehlerab-
schätzung der Ordnung exp

(
κ−3
)
bewiesen, welche dann durch einen weiteren Beweis in eine

polynomiale Fehlerabschätzung mit niedriger Ordnung ergänzt wird, sofern die Störungen der
Anfangsbedingung und der rechten Seite klein sind. Durch den logarithmischen Ansatz kann
diese Ordnung in der Fehlerabschätzung jedoch nicht hergeleitet werden, da im Beweis von
Proposition 2.2. in [171] der Ansatz aus Gleichung (2.19) nicht funktioniert, siehe Bemer-
kung 5.2.40. Im Vergleich zur Fehlerabschätzung der Ordnung exp

(
κ−3
)
in Proposition 2.1

in [171] wird im logarithmischen Fall eine Verbesserung der Ordnung zu exp
(
κ−1
)
erreicht,

vergleiche Propositionen 5.2.1-5.2.5 und Theoreme 5.2.8 und 5.2.11.

5.2.5.1 Fehleranalysis und a-posteriori-Fehlerabschätzungen

In diesem Kapitel werden H2-Fehlerabschätzungen und H1-Fehlerabschätzungen der Ord-
nung exp

(
κ−1
)
für das klassische Cahn–Hilliard-Problem und die gemischte Formulierung

hergeleitet.
H2-Fehlerabschätzungen. Zu Beginn werden zweiH2-Fehlerabschätzungen für die klassische
Formulierung des Cahn–Hilliard-Problems bewiesen.
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Definition 5.2.41 (KlassischesCahn–Hilliard-Problem). Das klassischeCahn–Hilliard-Problem
ist durch 




∂tc+ ∆(κ∆c− ∂c(ρψ)) = 0 in Ωtend ,

∇c · n = 0 auf ∂Ωtend ,

∇ (κ∆c− ∂c(ρψ)) · n = 0 auf ∂Ωtend ,

c(0, ·) = c0 in Ω

(5.43a)
(5.43b)
(5.43c)
(5.43d)

gegeben, wobei die Funktion c ∈ H2(Ω) mit c ∈ [0, 1] gesucht ist.

Bemerkung 5.2.33. Nun werden die Ableitungen für die freie Energiedichte hergeleitet. Für ρψ
wird Gleichung (4.8) im dimensionslosen Kontext genutzt und damit folgt für ∂c(ρψ)

∂c(ρψ) =





α1 − α2c+ ln

(
c

1− c

)
, für PSM,

− d

dc
UOCV(c), sonst

und somit gilt weiter

∂2
c (ρψ) =





−α2 +
1

c− c2
, für PSM,

− d2

dc2
UOCV(c), sonst.

Bemerkung 5.2.34. Es wird nun die Situation von Kapitel 2.1 in [171] betrachtet.

Definition 5.2.42 (H2 mit homogenen Neumann-Randbedingungen). Der Teilraum H2
N(Ω)

von H2(Ω) mit entsprechender Norm von H2 wird wie folgt definiert:

H2
N(Ω) :=

{
ϕ ∈ H2(Ω) : ∇ϕ · n =

∂ϕ

∂n
= 0 auf ∂Ω

}
. (5.44)

Definition 5.2.43 (Variationelle Formulierung von Gleichung (5.43)). Die variationelle For-
mulierung des chemischen Problems (5.43) (ohne Kopplung mit Mechanik) ohne Nutzung
des chemischen Potentials µ lautet: Suche c(t, ·) ∈ H2

N(Ω) ∩
{
z ∈ H2

N(Ω) : z ∈ [0, 1]
}

für t ∈ (0, tend) derart, dass

{
〈∂tc, ϕ〉+ κ (∆c,∆ϕ)− (∇∂c(ρψ),∇ϕ) = 0 ∀ϕ ∈ H2

N(Ω),

c(0, ·) = c0 in Ω

(5.45a)
(5.45b)

mit der dualen Paarung 〈·, ·〉 zwischen H2
N und dem Dualraum

(
H2
N(Ω)

)∗, ∂tc ∈
(
H2
N(Ω)

)∗

und c0 ∈ H2
N(Ω)∩

{
z ∈ H2

N(Ω) : z ∈ (0, 1)
}
, vergleicheDefinition 4.5.3 undBemerkung 4.5.2,

gilt.
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Bemerkung 5.2.35. In [183] wird beweisen, dass für jedes tend > 0 und c0 ∈ H2
N(Ω) für den

Spezialfall der chemischen freien Energie aus [239] eine solche Lösung existiert und es folgt
nach [171]:

c ∈ L∞
(
(0, tend);H

2
N(Ω)

)
∩ L2

(
(0, tend);H

4(Ω)
)
∩H1

(
(0, tend);L

2(Ω)
)
.

Definition 5.2.44 (Störung von Gleichung (5.45)). Sei ĉ(t, ·) ∈ H2
N(Ω) ∩

{
z ∈ H2

N(Ω) : z ∈
[0, 1]

}
eine Störung von c, die Folgendes für t ∈ (0, tend), erfüllt:

{
〈∂tĉ, ϕ〉+ κ (∆ĉ,∆ϕ)− (∇∂c(ρψ)(ĉ),∇ϕ) = 〈r̂, ϕ〉 ∀ϕ ∈ H2

N(Ω),

ĉ(0, ·) = ĉ0 in Ω

(5.46a)
(5.46b)

mit ĉ0 ∈ H2
N(Ω) ∩

{
z ∈ H2

N(Ω) : z ∈ (0, 1)
}
und dem Residuum r̂(t, ·) ∈ Ĥ−2(Ω) :=(

H2
N(Ω)

)∗ von ĉ(t, ·), also einer Störung der rechten Seite von Gleichung (5.43a). Es sei ange-
nommen, dass 〈r̂, 1〉 = 0 gilt und es sei folgende Norm definiert:

||r̂||
Ĥ−2(Ω)

= sup
06=ϕ∈H2

N (Ω)

〈r̂, ϕ〉
||ϕ||H2(Ω)

.

Definition 5.2.45 (Normierter Raum L2
0). Es sei der normierte Raum L2

0(Ω) durch

L2
0(Ω) =

{
ϕ ∈ L2(Ω) :

∫

Ω

ϕ dx = 0

}

definiert.

Definition 5.2.46 (Inverser Laplace-Operator). Der inverse Laplace-Operator ∆ wird
als ∆−1 : L2

0(Ω) → H1(Ω) ∩ L2
0(Ω) definiert, sodass für beliebiges ϕ ∈ L2

0(Ω) der Opera-
tor ∆−1ϕ ∈ H1(Ω) ∩ L2

0(Ω) gegeben ist als:
(
∇(∆−1ϕ),∇ζ

)
= − (ϕ, ζ) ∀ζ ∈ H1(Ω). (5.47)

Bemerkung 5.2.36. Nach [171] gilt aufgrund der Regularitätstheorie von elliptischen Problemen
unter den hier gemachten Voraussetzungen ∆−1ϕ ∈ H2

N(Ω) und

||∆−1ϕ||H2(Ω) ≤ C||ϕ||L2(Ω) (5.48)

mit einer Konstanten C > 0.

Definition 5.2.47 (Variationelle Formulierung der Differenz). Sei nun w(t, ·) := ĉ(t, ·)− c(t, ·).
Weiter wird angenommen, dass w(0, ·) = ĉ0 − c0 ∈ L2

0(Ω). Da c ∈ H2
N(Ω) ∩

{
z ∈ H2

N(Ω) :

z ∈ [0, 1]
}
und ĉ ∈ H2

N(Ω) ∩
{
z ∈ H2

N(Ω) : z ∈ [0, 1]
}
folgt damit durch

∫
Ω
w(t, ·) dx =
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5.2 Verfahren zur numerischen Lösung

∫
Ω
w(0, ·) dx, dass w(t, ·) ∈ L2

0(Ω) ist. Wird nun Gleichung (5.45a) von Gleichung (5.46a)
abgezogen, folgt

〈∂tw,ϕ〉+ κ (∆w,∆ϕ) +
(
∇
(
∂c(ρψ)(ĉ)− ∂c(ρψ)(c)

)
,∇ϕ

)
= 〈r̂(t), ϕ〉 ∀ϕ ∈ H2

N(Ω).

(5.49)

Bemerkung 5.2.37. Als Nächstes wird eine Abschätzung von ĉ − c in Abhängigkeit von r̂

und ĉ0 − c0 für die Cahn–Hilliard-Gleichung angegeben.

Definition 5.2.48 (Hilfsvariable α̂2). Es wird die Hilfsvariable α̂2 := α2 − 4 > 0 für α2 > 4

definiert.

Bemerkung 5.2.38. α2 > 4 ist für LFP als PSM mit α2 = 9 erfüllt [50]. Dies gilt ebenso für
Natrium-Eisenphosphat (NFP) mit α2 = 15 [82].
Bemerkung 5.2.39. Aus Gründen der besseren Lesbarkeit kann im Folgenden für c(t, ·) auch c(t)
geschrieben werden. Ebenfalls werden die AbkürzungKα̂2 , Kα2,C1 , K̂α2,C1 als FunktionenKα̂2 ,

Kα2,C1 , K̂α2,C1 : R≥0 → R>0,

Kα̂2(t) := exp

(
2α̂2

2t

κ

)
mit K2

α̂2
(t) = exp

(
4α̂2

2t

κ

)
,

Kα2,C1(t) := exp

(
(2α2

2 + C2
1)t

κ

)
mit K2

α2,C1
(t) = exp

(
(4α2

2 + 2C2
1)t

κ

)

und

K̂α2,C1(t) := exp

(
(6α2

2 + 2C2
1)t

κ

)

eingeführt.

Proposition 5.2.1. Seien c und ĉ die schwachen Lösungen von Gleichungen (5.45a)-(5.45b) und
von Gleichungen (5.46a)-(5.46b). Dann gilt für den PSM-Fall mit α2 > 4 und mit einer von κ
und α̂2 unabhängigen Konstanten C > 0, dass für t ∈ [0, tend]

∣∣∣
∣∣∣∇
(

∆−1
(
ĉ(t)− c(t)

))∣∣∣
∣∣∣
2

L2
+ κ

∫ t

0

K2
α̂2

(t− s)
∣∣∣∣∇
(
ĉ(s)− c(s)

)∣∣∣∣2
L2 ds

≤ K2
α̂2

(t)
∣∣∣∣∇
(
∆−1(ĉ0 − c0)

)∣∣∣∣2
L2 +

C

α̂2

∫ t

0

K2
α̂2

(t− s)||r̂(s)||2
Ĥ−2 ds

ist.

Beweis von Proposition 5.2.1. Wird ϕ = −∆−1w ∈ H2
N(Ω) in Gleichung (5.49) eingesetzt,

folgt mit Gleichung (5.47) und folgender Rechnung

〈∂tw,ϕ〉 = 〈∂tw,−∆−1w〉 = 〈∂t∇(∆−1w),∇(∆−1w)〉 =
1

2

∂

∂t
||∇(∆−1w)||2L2
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schließlich

1

2

∂

∂t
||∇(∆−1w)||2L2 + κ||∇w||2L2 +

(
∂c(ρψ)(ĉ)− ∂c(ρψ)(c), w

)
= −〈r̂,∆−1w〉. (5.50)

Mit der Definition von ∆−1w folgt [171]:

||w||2L2 = −
(
∇(∆−1w),∇w

)
≤ ||∇(∆−1w)||L2||∇w||L2 . (5.51)

Nun gilt mit dem Mittelwertsatz mit ξ̂ ∈ (0, 1) und mit w = ĉ− c
(
∂c(ρψ)(ĉ)− ∂c(ρψ)(c)

)
w = ∂2

c (ρψ)(ξ̂ĉ+ (1− ξ̂)c)w2. (5.52)

Für den PSM-Fall ist ∂2
c (ρψ) ≥ −α2+4 = −α̂2. Somit lässt sich der Integrand inGleichung (5.53)

punktweise nach unten abschätzen und es folgt mit α̂2 > 0 sowie der skalierten Youngschen
Ungleichung aus Korollar 3.2.6 in Gleichung (3.2) mit p = q = 2, a =

(
α̂−2

2 κ2 2/8
)1/2||∇w||L2

und b =
(
α̂−2

2 κ2 2/8
)−1/2||∇(∆−1w)||L2 , dass

(
∂c(ρψ)(ĉ)− ∂c(ρψ)(c), w

)
≥ (−α2 + 4)||w||2L2 = −α̂2||w||2L2 (5.53)

≥ −α̂2||∇w||L2||∇(∆−1w)||L2

≥ −α̂2
1

2

(
α̂−2

2 κ2/4
)1/2||∇w||2L2

− α̂2
1

2

(
α̂−2

2 κ2/4
)−1/2||∇(∆−1w)||2L2

= −α̂2
1

2
(α̂−1

2 κ/2)||∇w||2L2 − α̂2
1

2
(2α̂2κ

−1)||∇(∆−1w)||2L2

= −κ
4
||∇w||2L2 − α̂2

2κ
−1||∇(∆−1w)||2L2 (5.54)

gilt. Mit einer ähnlichen Rechnung folgt

−〈r̂,∆−1w〉 ≤ ||r̂||
Ĥ−2 ||∆−1w||H2 ≤ C||r̂||

Ĥ−2||w||L2

≤ C

α̂2

||r̂||2
Ĥ−2 + α̂2||w||2L2

≤ C

α̂2

||r̂||2
Ĥ−2 +

κ

4
||∇w||2L2 + α̂2

2κ
−1||∇(∆−1w)||2L2 .

Werden die beiden Abschätzungen zusammen mit Gleichung (5.50) kombiniert, gilt

1

2

∂

∂t
||∇(∆−1w)||2L2 + κ||∇w||2L2 − κ

4
||∇w||2L2 − α̂2

2κ
−1||∇(∆−1w)||2L2

≤ C

α̂2

||r̂||2
Ĥ−2 +

κ

4
||∇w||2L2 + α̂2

2κ
−1||∇(∆−1w)||2L2
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und insgesamt

∂

∂t
||∇(∆−1w)||2L2 + κ||∇w||2L2 ≤ C

α̂2

||r̂||2
Ĥ−2 + 4α̂2

2κ
−1||∇(∆−1w)||2L2 .

Mit einer Anwendung der Gronwallschen Ungleichung für Anfangswertprobleme aus Lem-
ma 3.2.7 auf die Gleichung

∂

∂t
||∇(∆−1w)||2L2 ≤ 4α̂2

2κ
−1||∇(∆−1w)||2L2 +

(
C

α̂2

||r̂||2
Ĥ−2 − κ||∇w||2L2

)

folgt

||∇(∆−1w(t))||2L2 ≤ exp

(
4α̂2

2t

κ

) ∣∣∣∣∇(∆−1w0)
∣∣∣∣2
L2

+
C

α̂2

∫ t

0

exp

(
4α̂2

2(t− s)
κ

)
||r̂(s)||2

Ĥ−2 ds

− κ
∫ t

0

exp

(
4α̂2

2(t− s)
κ

)
||∇w(s)||2L2 ds.

und damit die Behauptung der Proposition.

Bemerkung 5.2.40. Aufgrund des logarithmischen Ansatzes in der verwendeten chemischen
Energiedichte aus Gleichung (4.8a) kann nicht dem Ansatz aus Proposition 2.2 in [171] in
Gleichung (2.19) gefolgt werden. Im Beweis von Proposition 2.2 in [171] wird der Ansatz
f̂(ĉ) − f(c) = ∂cf̂(c)w + w3 + 3cw genutzt, was dort aufgrund der polynomialen Funktion
möglich ist, jedoch nicht im Fall des logarithmischen Ansatzes. Im Vergleich zu [171, Propositi-
on 2.1] verbessert sich der Exponent von exp(κ−3) zu exp(κ−1). Mit dieser Verbesserung in der
exponentiellenOrdnungwird in den kommenden Propositionen 5.2.2-5.2.5 und Theoremen 5.2.8
und 5.2.11. fortgefahren.

Proposition 5.2.2. Unter den Voraussetzungen von Proposition 5.2.1 existieren von κ und α2

unabhängige Konstanten C,C1 > 0, sodass für t ∈ [0, tend]

∣∣∣
∣∣∣ĉ(t)− c(t)

∣∣∣
∣∣∣
2

L2
+ κ

∫ t

0

K2
α2,C1

(t− s)
∣∣∣∣∆
(
ĉ(s)− c(s)

)∣∣∣∣2
L2 ds

≤ K2
α2,C1

(t)
∣∣∣∣ĉ0 − c0

∣∣∣∣2
L2 +

C

κ

∫ t

0

K2
α2,C1

(t− s)||r̂(s)||2
Ĥ−2 ds

ist.

Beweis. Es wird dem Beweis von Proposition 5.2.1 gefolgt, jedoch wird ϕ = w = ĉ − c

in Gleichung (5.49) eingesetzt:

1

2

∂

∂t
||w||2L2 + κ||∆w||2L2 +

(
∇
(
∂c(ρψ)(ĉ)− ∂c(ρψ)(c)

)
,∇w

)
= 〈r̂, w〉.
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Wieder wird der Mittelwertsatz mit ξ̂ ∈ (0, 1) und χ̂ := (ξ̂ĉ+ (1− ξ̂)c) angewendet für:
(
∇
(
∂c(ρψ)(ĉ)− ∂c(ρψ)(c)

)
,∇w

)
= −

(
∂c(ρψ)(ĉ)− ∂c(ρψ)(c),∆w

)

= −
(
∂2
c (ρψ)(χ̂)w,∆w

)

= −
(
∆w,−α2w

)
−
(
∆w,

1

χ̂− χ̂2
w
)
. (5.55)

Nach Bemerkung 4.5.2 wird 0 < c, ĉ < 1 angenommen (ganz leere oder ganze volle Batterien
werden in der Realität vermieden), sodass ||∂2

c (ρψ)(χ̂)||L∞ < C1 bzw. ||1/(χ̂− χ̂2)||L∞ < C1 gilt.
Eine ähnliche Annahme wird in [171, Bemerkung 2.3] ebenfalls genutzt und in den Beweisen
angewendet. Damit folgt mit der skalierten Youngschen Ungleichung aus Korollar 3.2.6 in Glei-
chung (3.2) mit p = q = 2, a =

(
α−2

2 κ2 2/32
)1/2||∆w||L2 und b =

(
α−2

2 κ2 2/32
)−1/2||w||L2 bzw.

a =
(
κ2 2/32

)1/2||∆w||L2 und b =
(
κ2 2/32

)−1/2||w||L2

(
∇
(
∂c(ρψ)(ĉ)− ∂c(ρψ)(c)

)
,∇w

)

≥ −α2
1

2

(
α−2

2 κ2/16
)1/2||∆w||2L2 − α2

1

2

(
α−2

2 κ2/16
)−1/2||w||2L2

− 1

2

(
κ2/16

)1/2||∆w||2L2 − C2
1

2

(
κ2/16

)−1/2||w||2L2

= −1

2
(κ/4)||∆w||2L2 − α2

1

2
(4α2κ

−1)||w||2L2

− 1

2
(κ/4)||∆w||2L2 − C2

1

2
(4κ−1)||w||2L2

= −κ
8
||∆w||2L2 − 2α2

2κ
−1||w||2L2

− κ

8
||∆w||2L2 − C2

1κ
−1||w||2L2

= −κ
4
||∆w||2L2 − (2α2

2 + C2
1)κ−1||w||2L2 . (5.56)

Mit einer ähnlichen Rechnung folgt

〈r̂, w〉 ≤ ||r̂||
Ĥ−2||w||H2 ≤ C||r̂||

Ĥ−2||∆w||L2 ≤ Cκ−1||r̂||2
Ĥ−2 +

κ

4
||∆w||2L2 ,

wobei die Ungleichung ||w||H2 = ||∆−1∆w||H2 ≤ C||∆w||L2 genutzt wurde, vergleiche Glei-
chung (5.48) und [171, Beweis von Proposition 2.3]. Insgesamt folgt damit

1

2

∂

∂t
||w||2L2 + κ||∆w||2L2 − κ

4
||∆w||2L2 − (2α2

2 + C2
1)κ−1||w||2L2

≤ Cκ−1||r̂||2
Ĥ−2 +

κ

4
||∆w||2L2

74



5.2 Verfahren zur numerischen Lösung

und weiter

∂

∂t
||w||2L2 + κ||∆w||2L2 ≤ Cκ−1||r̂||2

Ĥ−2 + (4α2
2 + 2C2

1)κ−1||w||2L2 .

Mit erneuter Anwendung der Gronwallschen Ungleichung aus Lemma 3.2.7 ist der Beweis
abgeschlossen.

H1-Fehlerabschätzungen. Nun werden ähnliche Abschätzungen für die gemischte Formulie-
rung der Cahn–Hilliard-Gleichung hergeleitet. Nach [171] sind die gemischte schwache Formu-
lierung und die klassische schwache Formulierung auf differentiellem Level äquivalent, jedoch
unterscheiden sich beide Formulierungen auf diskretem Level. So können die mit diesen beiden
Variationsformulierungen erhaltenen approximierten Lösungen unterschiedlich sein. Aus der
folgenden Abschätzung wird ersichtlich, dass die gemischte schwache Formulierung zu zwei
Residuen-Termen führt, während die klassische schwache Formulierung nur einen Residuen-
Term liefert. Somit sind die kombinierten Ergebnisse der gemischten Formulierung im Allge-
meinen nicht die gleichen wie die der klassischen Formulierung.

Definition 5.2.49 (Gemischtes Cahn–Hilliard-Problem). Das gemischteCahn–Hilliard-Problem
ist durch 




∂tc−∆µ = 0 in Ωtend ,

µ = ∂c(ρψ)(c)− κ∆c in Ωtend ,

∇c · n = 0 auf ∂Ωtend ,

∇ (∂c(ρψ)(c)− κ∆c) · n = 0 auf ∂Ωtend ,

c(0, ·) = c0 in Ω

(5.57a)
(5.57b)
(5.57c)
(5.57d)
(5.57e)

gegeben, wobei die Funktionen (c(t, ·), µ(t, ·)) ∈ H1(Ω)∩
{
z ∈ H1(Ω) : z ∈ [0, 1]

}
×H1(Ω)

und c0 ∈ H1(Ω) ∩
{
z ∈ H1(Ω) : z ∈ (0, 1)

}
gesucht ist.

Definition 5.2.50 (Gemischte Formulierung von Gleichung (5.57)). Gesucht wird ein Paar von
Funktionen (c(t, ·), µ(t, ·)) ∈ H1(Ω) ∩

{
z ∈ H1(Ω) : z ∈ [0, 1]

}
×H1(Ω) derart, dass





〈∂tc, ϕ〉+ (∇ϕ,∇µ) = 0 ∀ϕ ∈ H1(Ω),

κ (∇c,∇ζ) + (∂c(ρψ)(c), ζ)− (µ, ζ) = 0 ∀ζ ∈ H1(Ω),

c(0) = c0 in Ω

(5.58a)
(5.58b)
(5.58c)

für t ∈ (0, tend) mit ∂tc ∈ Ĥ−1(Ω) =
(
H1(Ω)

)∗ und c0 ∈ H1(Ω) ∩
{
z ∈ H1(Ω) : z ∈ (0, 1)

}

gilt.
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Definition 5.2.51 (Störung vonGleichung (5.58)). Eine Störung (ĉ(t, ·), µ̂(t, ·)) ∈ H1(Ω)∩
{
z ∈

H1(Ω) : z ∈ [0, 1]
}
× H1(Ω) von (c, µ), ∂tc ∈ Ĥ−1 =

(
H1(Ω)

)∗ und ĉ0 ∈ H1(Ω) ∩
{
z ∈

H1(Ω) : z ∈ (0, 1)
}
wird wie folgt definiert:





〈∂tĉ, ϕ〉+ (∇ϕ,∇µ̂) = 〈r̂1, ϕ〉 ∀ϕ ∈ H1(Ω),

κ (∇ĉ,∇ζ) + (∂c(ρψ)(ĉ), ζ)− (µ̂, ζ) = 〈κr̂2, ζ〉 ∀ζ ∈ H1(Ω),

ĉ(0) = ĉ0 in Ω

(5.59a)
(5.59b)
(5.59c)

für t ∈ (0, tend) und für die gegebenen Residuen
(
r̂1, r̂2

)
∈ Ĥ−1(Ω)× Ĥ−1(Ω) =

(
H1(Ω)

)∗ ×(
H1(Ω)

)∗
=
(
H1(Ω;R2)

)∗, die 〈r̂1, 1〉 = 〈r̂2, 1〉 = 0 erfüllen. Für die beiden Residuen r̂j, j =

1, 2, wird folgende Norm definiert:

||r̂j||Ĥ−1(Ω)
:= sup

06=ϕ∈H1(Ω)∩L2
0(Ω)

〈r̂j, ϕ〉
||∇ϕ||L2(Ω)

. (5.60)

Definition 5.2.52 (Variationelle Formulierung der Differenzen). Seien w(t, ·) = ĉ(t, ·)− c(t, ·)
sowie ι(t, ·) = µ̂(t, ·) − µ(t, ·). Durch Subtraktion der Gleichungen (5.59a)-(5.59c) von Glei-
chungen (5.58a)-(5.58c) ergibt sich folgende Gleichung für die Unterschiede w und ι: Für t ∈
(0, tend) gilt





〈∂tw,ϕ〉+ (∇ϕ,∇ι) = 〈r̂1, ϕ〉, ∀ϕ ∈ H1(Ω),

κ (∇w,∇ζ) + (∂c(ρψ)(ĉ)− ∂c(ρψ)(c), ζ)− (ι, ζ) = 〈κr̂2, ζ〉 ∀ζ ∈ H1(Ω),

w(0) = w0 in Ω

(5.61a)
(5.61b)
(5.61c)

mit w0 = ĉ0 − c0 ∈ L2
0(Ω).

Bemerkung 5.2.41. Die folgende Proposition entspricht Proposition 5.2.1 für die gemischte
Formulierung.

Proposition 5.2.3. Seien (c, µ) und (ĉ, µ̂) die schwachen Lösungen von Gleichungen (5.58a)-
(5.58c) und von Gleichungen (5.59a)-(5.59c). Dann gilt für den PSM-Fall mit α2 > 4, dass
für t ∈ [0, tend]

∣∣∣
∣∣∣∇
(

∆−1
(
ĉ(t)− c(t)

))∣∣∣
∣∣∣
2

L2
+ κ

∫ t

0

K2
α̂2

(t− s)
∣∣∣∣∇
(
ĉ(s)− c(s)

)∣∣∣∣2
L2 ds

≤ K2
α̂2

(t)
∣∣∣∣∇
(
∆−1(ĉ0 − c0)

)∣∣∣∣2
L2 +

∫ t

0

K2
α̂2

(t− s)
( α̂−2

2 κ

2
||r̂1||2Ĥ−1 + 2||r̂2||2Ĥ−1

)
ds (5.62)

ist.
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Beweis. Der Beweis ist ähnlich zum Beweis von Proposition 5.2.1. Nun werden wieder ϕ =

−∆−1w sowie ζ = w in Gleichung (5.61) gesetzt und die resultierenden Gleichungen zu

1

2

∂

∂t
||∇(∆−1w)||2L2 −

(
∇(∆−1w),∇ι

)
+ κ||∇w||2L2 +

((
∂c(ρψ)(ĉ)− ∂c(ρψ)(c)

)
, w
)

− (ι, w) = −〈r̂1,∆
−1w〉+ 〈κr̂2, w〉

aufaddiert. Mit der Identität (ι, w) +
(
∇(∆−1w),∇ι

)
= 0 folgt mit der Definition für die

Normen der Residuen in Gleichung (5.60) und der skalierten Youngschen Ungleichung, ähnlich
wie in den Beweisen aus Propositionen 5.2.1 und 5.2.2:

1

2

∂

∂t
||∇(∆−1w)||2L2 + κ||∇w||2L2 +

((
∂c(ρψ)(ĉ)− ∂c(ρψ)(c)

)
, w
)

(5.63)

= −〈r̂1,∆
−1w〉+ 〈κr̂2, w〉

≤ ||r̂1||Ĥ−1||∇(∆−1w)||L2 + κ||r̂2||Ĥ−1 ||∇w||L2

≤ α̂−2
2 κ

4
||r̂1||2Ĥ−1 + α̂2

2κ
−1||∇(∆−1w)||2L2 + κκ−1||r̂2||2Ĥ−1 +

κ

4
||∇w||2L2 .

Wird für Gleichung (5.63) nun die gleiche Abschätzung nach unten wie in Gleichungen (5.52)-
(5.54) genutzt, folgt

1

2

∂

∂t
||∇(∆−1w)||2L2 + κ||∇w||2L2 − κ

4
||∇w||2L2 − α̂2

2κ
−1||∇(∆−1w)||2L2

≤ α̂−2
2 κ

4
||r̂1||2Ĥ−1 + α̂2

2κ
−1||∇(∆−1w)||2L2 + ||r̂2||2Ĥ−1 +

κ

4
||∇w||2L2

und zusammen

∂

∂t
||∇(∆−1w)||2L2 + κ||∇w||2L2 ≤ α̂−2

2 κ

2
||r̂1||2Ĥ−1 + 2||r̂2||2Ĥ−1 + 4α̂2

2κ
−1||∇(∆−1w)||2L2 .

Somit folgt wie im Beweis von Proposition 5.2.1 durch Anwendung der Gronwallschen Unglei-
chung aus Lemma 3.2.7 die Behauptung.

Bemerkung 5.2.42. Ebenso kann eine ähnliche Variante für Proposition 5.2.2 formuliert werden.

Proposition 5.2.4. Seien (c, µ) und (ĉ, µ̂) die schwachen Lösungen von Gleichungen (5.58a)-
(5.58c) und von Gleichungen (5.59a)-(5.59c). Dann gilt für den PSM-Fall mit einer von κ und α2

unabhängigen Konstanten C,C1 > 0, dass für t ∈ [0, tend] und w ∈ H2(Ω)

∣∣∣
∣∣∣ĉ(t)− c(t)

∣∣∣
∣∣∣
2

L2
+ κ

∫ t

0

K̂α2,C1(t)
∣∣∣∣∆
(
ĉ(s)− c(s)

)∣∣∣∣2
L2 ds

≤ K̂α2,C1(t)
∣∣∣∣ĉ0 − c0

∣∣∣∣2
L2 +

∫ t

0

K̂α2,C1(t)
(α−2

2 κ

2
||r̂1||2Ĥ−1 + 2||r̂2||2Ĥ−1

)
ds
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ist.

Beweis. Es wird dem Beweis aus den beiden vorherigen Propositionen gefolgt. Es lassen sich
mit ϕ = w = ĉ − c sowie ζ = −∆w aus den Gleichungen (5.61a)-(5.61b) die resultierenden
Gleichungen zu

1

2

∂

∂t
||w||2L2 + (∇w,∇ι) + κ (∇w,∇(−∆w)) +

((
∂c(ρψ)(ĉ)− ∂c(ρψ)(c)

)
,−∆w

)

− (ι,−∆w) = 〈r̂1, w〉+ 〈κr̂2,−∆w〉

aufaddieren. Mit der Greenschen Formel folgt

1

2

∂

∂t
||w||2L2 − (∆w, ι) + κ (∆w,∆w) +

((
∂c(ρψ)(ĉ)− ∂c(ρψ)(c)

)
,−∆w

)
+ (ι,∆w)

= 〈r̂1, w〉+ 〈κr̂2,−∆w〉.

Weiter resultiert mit den Abschätzungen nach unten aus Gleichungen (5.55)-(5.56) sowie der
skalierten Youngschen Ungleichung wie in den vorherigen Beweisen

1

2

∂

∂t
||w||2L2 + κ||∆w||2L2 − κ

4
||∆w||2L2 − (2α2

2 + C2
1)κ−1||w||2L2

≤ ||r̂1||Ĥ−1||w||L2 + κ||r̂2||Ĥ−1||∆w||L2

≤ α−2
2 κ

4
||r̂1||2Ĥ−1 + α2

2κ
−1||w||2L2 + κκ−1||r̂2||2Ĥ−1 +

κ

4
||∆w||2L2

sowie

∂

∂t
||w||2L2 + κ||∆w||2L2 ≤ α−2

2 κ

2
||r̂1||2Ĥ−1 + 2||r̂2||2Ĥ−1 + (6α2

2 + 2C2
1)κ−1||w||2L2 .

Eine erneute Anwendung der Gronwallschen Ungleichung aus Lemma 3.2.7 liefert die Behaup-
tung.

Bemerkung 5.2.43. Nun wird noch eine Abschätzung für ι = µ̂− µ benötigt und bewiesen.

Proposition 5.2.5. Unter den Annahmen von Proposition 5.2.4 gilt für t ∈ [0, tend] mit einer
von κ und α̂2 unabhängigen Konstanten C > 0

∫ t

0

∣∣∣
∣∣∣µ̂(s)− µ(s)

∣∣∣
∣∣∣
2

Ĥ−1
ds ≤C κ

α̂2
2

K2
α̂2

(t)
∣∣∣∣∇
(
∆−1(ĉ0 − c0)

)∣∣∣∣2
L2

+ C
κ

α̂2
2

∫ t

0

K2
α̂2

(t− s)
( α̂−2

2 κ

2
||r̂1||2Ĥ−1 + 2||r̂2||2Ĥ−1

)
ds.
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Beweis. MitGleichung (5.61b) undGleichungen (5.52)-(5.53) sowie der Poincaré-Ungleichung [40,
Kapitel 2.1] gilt für beliebiges ζ ∈ H1(Ω) ∩ L2

0(Ω)

(ι, ζ) = κ (∇w,∇ζ) + (∂c(ρψ)(ĉ)− ∂c(ρψ)(c), ζ)− 〈κr̂2, ζ〉
≤ κ||∇w||L2 ||∇ζ||L2 + ||∂c(ρψ)(ĉ)− ∂c(ρψ)(c)||L2||ζ||L2 + κ||r̂2||Ĥ−1 ||∇ζ||L2

≤ κ||∇w||L2||∇ζ||L2 + α̂2||w||L2||ζ||L2 + κ||r̂2||Ĥ−1||∇ζ||L2

≤ κ||∇w||L2 ||∇ζ||L2 + Cα̂2||w||L2||∇ζ||L2 + κ||r̂2||Ĥ−1 ||∇ζ||L2

und damit per Definition der Norm

||ι||
Ĥ−1 ≤ κ||∇w||L2 + Cα̂2||w||L2 + κ||r̂2||Ĥ−1 . (5.64)

Mit der Nutzung von Gleichung (5.51) sowie a = (κ2α̂−2
2 ||∇(∆−1w)||L2)1/2 und b =

(κ2α̂−2
2 ||∇w||L2)−1/2 für den Spezialfall der Youngschen Ungleichung aus Korollar 3.2.6 in Glei-

chung (3.1) lässt sich Folgendes abschätzen:

||w||L2 ≤
(
||∇(∆−1w)||L2||∇w||L2

) 1
2 ≤ κ

2α̂2

||∇w||L2 +
α̂2

2κ
||∇(∆−1w)||L2

und zusammen mit Gleichung (5.64) ergibt sich

||ι||
Ĥ−1 ≤

Cα̂2
2

κ
||∇(∆−1w)||L2 + Cκ||∇w||L2 + κ||r̂2||Ĥ−1 .

Nun werden alle Terme auf der rechten Seite mit Hilfe von Proposition 5.2.3 abgeschätzt. Dazu
wird die rechte Seite von Gleichung (5.62) mitK2

α̂2
(t)Λ̂(t) bezeichnet. Es ist klar, dass Λ̂(t) mit

der Zeit t monoton wächst und
∣∣∣
∣∣∣∇
(

∆−1
(
w(t)

))∣∣∣
∣∣∣
2

L2
+ κ

∫ t

0

K2
α̂2

(t− s)
∣∣∣∣∇
(
w(s)

)∣∣∣∣2
L2 ds ≤ K2

α̂2
(t)Λ̂(t).

Nun wird abgeschätzt:
∫ t

0

||∇(∆−1w(s))||2L2 ds ≤
∫ t

0

K2
α̂2

(s)Λ̂(s) ds ≤ Λ̂(t)

∫ t

0

K2
α̂2

(s) ds ≤ Λ̂(t)C
κ

4α̂2
2

K2
α̂2

(t)

und
∫ t

0

||∇w(s)||2L2 ds = κ−1

∫ t

0

κK2
α̂2

(t− s)||∇w(s)||2L2K−2
α̂2

(t− s) ds

≤ κ−1

(∫ t

0

κK2
α̂2

(t− s)||∇w(s)||2L2 ds

)(∫ t

0

K−2
α̂2

(t− s) ds

)

≤ Cκ−1 κ

4α̂2
2

Λ̂(t)K2
α̂2

(t) =
C

4α̂2
2

Λ̂(t)K2
α̂2

(t)
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sowie
∫ t

0

||r̂2(s)||2
Ĥ−1 ds = κ−1

∫ t

0

κK2
α̂2

(t− s)||r̂2(s)||2
Ĥ−1K

−2
α̂2

(t− s) ds ≤ C

4α̂2
2

Λ̂(t)K2
α̂2

(t).

Durch Integration über [0, t] folgt
∫ t

0

||ι(s)||2
Ĥ−1 ds ≤ C

[
1 +

κ

α̂2
2

+
κ

α̂2
2

]
Λ̂(t)K2

α̂2
(t) ≤ C

κ

α̂2
2

Λ̂(t)K2
α̂2

(t)

und damit die Behauptung.

5.2.5.2 Residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschätzungen für
Finite-Elemente-Approximationen

In diesem Kapitel werden Abschätzungen nach oben für ||r̂h||Ĥ−2 bzw. ||r̂j,h(t)||Ĥ−1 , j = 1, 2,
benötigt, um eine residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschätzung für ch− c bzw. für µh−µ zu
erhalten [171]. In den vorherigen Propositionen 5.2.1-5.2.5 werden die Störungen dafür durch die
diskreten Größen ersetzt, z.B. ĉ durch ch oder µ̂ durch µh. Ziel ist es, dass diese Abschätzungen
nach oben mit berechenbaren Größen umsetzbar sind sowie einfach zu berechnen sind. Hierzu
werden nun lokale Approximationen der H2-konformen und H1-konformen Finite-Elemente-
Räume sowie die entsprechenden Residuen-Terme auf den Zellen und Kanten benötigt. Für einen
abstrakten Rahmen für a-posteriori-Fehlerabschätzungen wird auf [171] verwiesen.

Bemerkung 5.2.44 (Remark 3.1 in [171]). Es gibt spezielle Untersuchungen, sodass a-priori-
Fehlerabschätzungen für Finite-Elemente-Methoden in niedriger Polynomordnung von κ−1

von ch für die Wahl der Energiedichtefunktion aus [171] formuliert werden [239, 240].

H2-konforme residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschätzungen. Sei Vh ⊂ H2
N(Ω) ein

konformer Finite-Elemente-Raummit stückweisen Polynomen auf der Triangulierung Th derart,
dass die homogenen Neumann-Randbedingungen erfüllt sind. Weiter sei Th eine zulässige Tri-
angulierung von Ω derart, dass Ω = ∪K∈ThK.Fh sei die Menge aller Kanten bzw. Seitenflächen.
Für jedes K ∈ Th und F ∈ Fh seien hK sowie hF jeweils der Durchmesser von K und F .

Definition 5.2.53 (Zeitlich semi-diskrete Formulierung von Gleichung (5.43)). Die zeitlich
semi-diskrete Finite-Elemente-Diskretisierung von Gleichung (5.43) ist gegeben durch: Suche
eine Lösung ch : [0, tend]→ Vh ∩

{
z ∈ Vh : z ∈ [0, 1]

}
derart, dass für alle t ∈ (0, tend]

{
〈∂tch, ϕh〉+ κ (∆ch,∆ϕh)− (∇∂c(ρψ)(ch),∇ch) = 0 ∀ϕh ∈ Vh,

ch(0, ·) = c0,h in Ωh

(5.65a)
(5.65b)

mit c0,h ∈ Vh ∩
{
z ∈ Vh : z ∈ (0, 1)

}
und die Bedingung

∫
Ω
c0,h dx =

∫
Ω
c0 dx erfüllt ist.
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Definition 5.2.54 (Zeitlich semi-diskrete Formulierung des Residuums). Weiter wird für t ∈
(0, tend] das Residuum r̂h(t) ∈ Ĥ−2(Ω) von ch durch

〈∂tch, ϕ〉+ κ (∆ch,∆ϕ)− (∇∂c(ρψ)(ch),∇ch) = 〈r̂h(t), ϕ〉 ∀ϕ ∈ H2
N(Ω)

definiert, womit

〈r̂h(t), ϕh〉 = 0 ∀ϕh ∈ Vh

gilt.

Annahme 5.2.6. Es existiert eine Interpolierende Πh von H2
N(Ω) auf Vh derart, dass für ein

beliebiges ϕ ∈ H2
N(Ω), K ∈ Th, F ∈ Fh folgende Abschätzungen gelten:

||ϕ− Πhϕ||L2(K) ≤ Ch2
K ||ϕ||H2(K̃)

,

||ϕ− Πhϕ||L2(F ) ≤ Ch
3/2
F ||ϕ||H2(K̃)

,
∣∣∣
∣∣∣∂(ϕ− Πhϕ)

∂n

∣∣∣
∣∣∣
L2(F )

≤ Ch
1/2
F ||ϕ||H2(K̃)

,

wobei C eine Konstante ist, die nur vom kleinsten Winkel des Gitters Th abhängt, und K̃ ist die
Vereinigung aller Elemente, die einen nichtleeren Schnitt mit K und F haben.

Bemerkung 5.2.45. Annahme 5.2.6 ist typischerweise für konforme finite Elemente erfüllt,
z.B. für das Argyris-Element [171]. Die Interpolierende kann durch den Ansatz der Scott–
Zhang-Interpolation [241] oder der Interpolation vom Clément-Typ [40, Kapitel 2.6] bzw. [40,
Kapitel 3.8] konstruiert werden.

Definition 5.2.55 (Diskrete Residuen (Zelle und Kante)). Für jedes Element K ∈ Th wird das
elementweise Residuum

RK(t, ·) :=
∂ch|K
∂t

+ ∆
(
κ∆ch|K − ∂c(ρψ)(ch)|K

)

eingeführt. Für eine KanteF ∈ Fh einer ZelleK werden zwei Residuensprünge überF definiert.
Für eine innere Kante zwischen zwei Zellen K und K̂ sind die Residuensprünge durch

JF (t, ·) = −
(
∇∆ch|K −∇∆ch|K̂

)
· n sowie ĴF (t, ·) =

(
∆ch|K −∆ch|K̂

)

mit dem äußeren Einheitsvektor n = nK der Zelle K gegeben. Für eine Kante am Rand des
Gebiets, also wenn F ⊂ ∂Ω, werden die Sprünge durch

JF (t, ·) = −2∇∆ch|K · n sowie ĴF (t, ·) = 2∆ch|K

angegeben.
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Definition 5.2.56 (Lokaler Fehlerschätzer). Der lokale Fehlerschätzer für eine beliebige Zel-
le K ∈ Th wird über

η2
K(t, ·) = h4

K ||RK ||2L2(K) +
∑

F⊂∂K

h3
F

2
||JF ||2L2(F ) +

hF
2
||ĴF ||2L2(F )

definiert.

Bemerkung 5.2.46. Als Nächstes wird das Residuum r̂h(t, ·) aus den Propositionen 5.2.1-5.2.3
mit Termen von ηK(t, ·) abgeschätzt.

Proposition 5.2.7. Es existiert eine Konstante C > 0, die nur vom kleinsten Winkel der Trian-
gulierung Th abhängt, derart, dass

||r̂h||2Ĥ−2 ≤ C
∑

K∈Th
η2
K

gilt.

Beweis. Mit Gleichungen (5.65a)-(5.65b) und durch partielle Integration wird für ϕ ∈ H2
N(Ω)

und ϕh ∈ Vh mit der Notation aus Gleichung (5.44):

〈r̂h, ϕ〉 = 〈r̂h, ϕ− ϕh〉

= 〈∂ch
∂t

, ϕ− ϕh〉+ κ
(
∆ch,∆(ϕ− ϕh)

)
+
(
∇∂c(ρψ)(ch),∇(ϕ− ϕh)

)

=
∑

K∈Th

(∫

K

(∂ch
∂t

+ ∆
(
κ∆ch − ∂c(ρψ)(ch)

))
(ϕ− ϕh) dx

+

∫

F

κ
(
−∂∆ch
∂n

(ϕ− ϕh) + ∆ch
∂(ϕ− ϕh)

∂n

)
ds+

∫

F

∂[∂c(ρψ)(ch)]

∂n
(ϕ− ϕh) ds

)
.

Da jede innereKante eine gemeinsameKante von zwei Zellen ist, dessen äußererNormalenvektor
in entgegengesetzter Seite zum anderen äußeren Normalenvektor ist (n = nK = −nK̂), folgt

〈r̂h, ϕ〉 =
∑

K∈Th

(∫

K

RK(ϕ− ϕh) dx

+
1

2

∑

F⊂∂K

∫

∂K

(
JF (t)(ϕ− ϕh) + ĴF (t)

∂(ϕ− ϕh)
∂n

)
ds

)
.
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Mit der Cauchy–SchwarzschenUngleichung [208, Appendix B.2.i.] und derWahl vonϕh = Πhϕ

sowie der Annahme 5.2.6 gilt weiter

〈r̂h, ϕ〉 ≤
∑

K∈Th

(
||RK ||L2(K)||ϕ− ϕh||L2(K)

+
1

2

∑

F⊂∂K

(
||JF ||L2(F )||ϕ− ϕh||L2(F ) + ||ĴF ||L2(F )

∣∣∣
∣∣∣∂(ϕ− ϕh)

∂n

∣∣∣
∣∣∣
L2(F )

))

≤
∑

K∈Th

(
||RK ||L2(K)Ch

2
K ||ϕ||H2(K)

+
1

2

∑

F⊂∂K

(
||JF ||L2(F )Ch

3/2
F ||ϕ||H2(K),+||ĴF ||L2(F )Ch

1/2
F ||ϕ||H2(K),

))
.

Mit einer weiteren Abschätzung nach oben für das gesamte Gebiet [40, Kapitel 3.8], Division
von ||ϕ||H2 und der Definition von ||r̂h||Ĥ−2 ist der Beweis abgeschlossen.

Theorem 5.2.8. Unter der Annahme von Anfangsdaten c0, c0,h ∈ (0, 1) und
∫

Ω

(c0 − c0,h) dx = 0,

seien (c, µ) und ch, µh jeweils die Lösungen von Gleichungen (5.45a)-(5.45b) bzw. Gleichun-
gen (5.65a)-(5.65b). Dann gibt es für t ∈ (0, tend) folgende a-posteriori-Fehlerabschätzungen:

∣∣∣
∣∣∣∇
(

∆−1
(
ch(t)− c(t)

))∣∣∣
∣∣∣
2

L2
+ κ

∫ t

0

K2
α̂2

(t− s)
∣∣∣∣∇
(
ch(s)− c(s)

)∣∣∣∣2
L2 ds

≤ K2
α̂2

(t)
∣∣∣∣∇
(
∆−1(ch,0 − c0)

)∣∣∣∣2
L2 +

C

α̂2

∫ t

0

K2
α̂2

(t− s)
∑

K∈Th

(
ηK(t)

)2
ds

und

∣∣∣
∣∣∣ch(t)− c(t)

∣∣∣
∣∣∣
2

L2
+ κ

∫ t

0

K2
α2,C1

(t− s)
∣∣∣∣∆
(
ch(s)− c(s)

)∣∣∣∣2
L2 ds

≤ K2
α2,C1

(t)
∣∣∣∣ch,0 − c0

∣∣∣∣2
L2 +

C

κ

∫ t

0

K2
α2,C1

(t− s)
∑

K∈Th

(
ηK(t)

)2
ds.

Beweis. Mit den Propositionen 5.2.1, 5.2.2 und 5.2.7 folgt die Behauptung sofort.

H1-konforme residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschätzungen.Nun soll ein lokaler Feh-
lerschätzer für die gemischte Formulierung hergeleitet werden. Sei Vh ⊂ H1(Ω) der konforme
Finite-Elemente-Teilraum mit stückweise stetigen Polynomen von maximaler Ordnung p auf der
Triangulierung Th, vergleiche Kapitel 3.1.
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Definition 5.2.57 (Zeitlich semi-diskrete Formulierung von Gleichung (5.57)). Die zeitlich
semi-diskrete gemischte Finite-Elemente-Diskretisierung von Gleichung (5.57) wird definiert
wie folgt: Finde (ch, µh) : [0, tend]→ Vh∩

{
z ∈ Vh : z ∈ [0, 1]

}
×Vh, sodass für alle t ∈ (0, tend]

{
(∂tch, ϕh) + (∇µh,∇ϕh) = 0, ∀ϕh ∈ Vh,

κ (∇ch,∇ζh) + (∂c(ρψ)(ch), ζh)− (µh, ζh) = 0 ∀ζh ∈ Vh

mit passenden Startwerten ch(0) = c0,h ∈ Vh∩
{
z ∈ Vh : z ∈ (0, 1)

}
und

∫
Ω
c0,h dx =

∫
Ω
c0 dx

gilt.

Definition 5.2.58 (Zeitlich semi-diskrete Formulierung der Residuen). Weiter werden die beiden
Residuen

(
r̂1,h(t), r̂2,h(t)

)
∈ Ĥ−1 × Ĥ−1 von (ch, µh) mit

{
(∂tch, ϕ) + (∇µh,∇ϕ) = 〈r̂1,h(t), ϕ〉, ∀ϕ ∈ H1(Ω),

κ (∇ch,∇ζ) + (∂c(ρψ)(ch), ζ)− (µh, ζ) = 〈κr̂2,h(t), ζ〉 ∀ζ ∈ H1(Ω)

(5.66a)
(5.66b)

angegeben. Damit gilt

〈r̂1,h(t), ϕh〉 = 〈r̂2,h(t), ζh〉 = 0 ∀(ϕh, ζh) ∈
[
Vh
]2
.

Annahme 5.2.9. Es sei Πh eine Interpolierende von H1(Ω) auf Vh derart, dass für ein beliebi-
ges ϕ ∈ H1(Ω), K ∈ Th, F ∈ Fh folgende Abschätzungen gelten:

||ϕ− Πhϕ||L2(K) ≤ ChK ||ϕ||H1(K̃)
,

||ϕ− Πhϕ||L2(F ) ≤ Ch
1/2
F ||ϕ||H1(K̃)

,

wobei die Konstante C nur vom kleinsten Winkel der Triangulierung Th abhängt und K̃ die
Vereinigung von allen Elementen ist, die einen nichtleeren Schnittpunkt mit K und F haben.

Bemerkung 5.2.47. Wie in Bemerkung 5.2.45 kann als Interpolierende z.B. die Scott–Zhang-
Interpolierende [241] oder die Interpolation vom Clément-Typ [40, Kapitel 2.6] bzw. [40, Kapi-
tel 3.8] genutzt werden.

Definition 5.2.59 (Diskrete Residuen (Zelle und Kante)). Nun werden für eine Zelle K ∈ Th
die beiden elementweisen Residuen eingeführt:

R1,K(t, ·) :=
∂ch|K
∂t
−∆(µh|K), (5.67)

R2,K(t, ·) :=
1

κ
µh|K + ∆(ch|K)− 1

κ
∂c(ρψ)(ch)|K . (5.68)
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Für eine innere Kante zwischen zwei Zellen K und K̂ sind die Residuensprünge durch

J1,F (t, ·) =
(
∇µh|K −∇µh|K̂

)
· n, J2,F (t, ·) =

(
∇ch|K −∇ch|K̂

)
· n (5.69)

mit dem äußeren Einheitsvektor n = nK von Zelle K gegeben. Für eine Kante am Rand des
Gebiets, also wenn F ⊂ ∂Ω, werden die Sprünge über

J1,F (t, ·) = 2∇µh|K · n, J2,F (t, ·) = 2∇ch|K · n (5.70)

definiert.

Definition 5.2.60 (Lokaler Fehlerschätzer). Der lokale Fehlerschätzer für eine beliebige Zel-
le K ∈ Th wird über

η2
j,K(t, ·) = h2

K ||Rj,K ||2L2(K) +
∑

F⊂∂K

hF
2
||Jj,F ||2L2(F ) (5.71)

mit j = 1, 2 berechnet.

Bemerkung5.2.48. AlsNächsteswerden dieResiduen r̂1,h(t, ·), r̂2,h(t, ·)mitTermenvon η1,K(t, ·),
η1,K(t, ·) abgeschätzt.

Proposition 5.2.10. Es existiert eine Konstante C > 0, die nur vom kleinsten Winkel der
Triangulierung Th abhängt, derart, dass

||r̂j,h||2Ĥ−1 ≤ C
∑

K∈Th
η2
j,K

für j = 1, 2 gilt.

Beweis. Mit Gleichungen (5.66a)-(5.66b) und partieller Integration folgt für beliebiges ϕ, ζ ∈
H1(Ω) und ϕh, ζh ∈ Vh

〈r̂1,h, ϕ〉 = 〈r̂1,h, ϕ− ϕh〉 = 〈∂ch
∂t

, ϕ− ϕh〉+
(
∇µh,∇(ϕ− ϕh)

)

=
∑

K∈Th

(∫

K

(
∂ch
∂t
−∆µh)(ϕ− ϕh) dx+

∫

F

∂µh
∂n

(ϕ− ϕh) ds

)
,

〈κr̂2,h, ζ〉 = κ
(
∇ch,∇(ζ − ζh)

)
+
(
∂c(ρψ)(ch), ζ − ζh

)
−
(
µh, ζ − ζh

)

=
∑

K∈Th

(∫

K

(−κ∆µh + ∂c(ρψ)(ch)− µh)(ϕ− ϕh) dx

+ κ

∫

F

∂ch
∂n

(ϕ− ϕh) ds

)
.
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Mit den Definitionen aus Gleichungen (5.67)-(5.71) ergibt sich

〈r̂1,h, ϕ〉 =
∑

K∈Th

(∫

K

R1,K(ϕ− ϕh) dx+
1

2

∑

F⊂∂K

∫

∂K

J1,F (ϕ− ϕh) ds

)
,

〈r̂2,hζ〉 =
∑

K∈Th

(∫

K

R2,K(ζ − ζh) dx+
1

2

∑

F⊂∂K

∫

∂K

J2,F (ζ − ζh) ds

)
.

Weiter seiϕh = Πhϕ und ζh = Πhζ , wobeiΠh eine geeignete Interpolierende ausAnnahme 5.2.9
ist. Mit den Abschätzungen aus Annahme 5.2.9 folgt die Behauptung durch die Anwendung der
Cauchy–Schwarzschen Ungleichung [208, Appendix B.2.i.] und den letzten Schritten wie in
Beweis von Proposition 5.2.7.

Theorem 5.2.11. Unter der Annahme, dass die Anfangsdaten c0, c0,h ∈ (0, 1) und
∫

Ω

(c0 − c0,h) dx = 0,

seien c und ch jeweils die Lösungen von Gleichungen (5.58a)-(5.58c) bzw. von Gleichun-
gen (5.59a)-(5.59c) und ch − c ∈ H2. Dann gibt es für t ∈ (0, tend) mit

η̂2
K(t, ·) =

α̂−2
2 κ

2
η2

1,K + 2η2
2,K bzw. η2

K(t, ·) =
α−2

2 κ

2
η2

1,K + 2η2
2,K

folgende a-posteriori-Fehlerabschätzungen:

∣∣∣
∣∣∣∇
(

∆−1
(
ch(t)− c(t)

))∣∣∣
∣∣∣
2

L2
+ κ

∫ t

0

K2
α̂2

(t− s)
∣∣∣∣∇
(
ch(s)− c(s)

)∣∣∣∣2
L2 ds

≤ K2
α̂2

(t)
∣∣∣∣∇
(
∆−1(c0,h − c0)

)∣∣∣∣2
L2 +

∫ t

0

K2
α̂2

(t− s)
∑

K∈Th

(
η̂K(t)

)2
ds

und

∣∣∣
∣∣∣ch(t)− c(t)

∣∣∣
∣∣∣
2

L2
+ κ

∫ t

0

K̂α2,C1(t)
∣∣∣∣∆
(
ch(s)− c(s)

)∣∣∣∣2
L2 ds

≤ K̂α2,C1(t)
∣∣∣∣c0,h − c0

∣∣∣∣2
L2 +

∫ t

0

K̂α2,C1(t)
∑

K∈Th

(
ηK(t)

)2
ds

sowie
∫ t

0

∣∣∣
∣∣∣µh(s)− µ(s)

∣∣∣
∣∣∣
2

Ĥ−1
ds ≤ C

κ

α̂2
2

K2
α̂2

(t)
∣∣∣∣∇
(
∆−1(c0,h − c0)

)∣∣∣∣2
L2

+ C
κ

α̂2
2

∫ t

0

K2
α̂2

(t− s)
∑

K∈Th
(η̂K(s))2 ds.
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Beweis. Mit den Propositionen 5.2.3-5.2.5 und 5.2.10 folgt die Behauptung sofort.

5.2.5.3 Residual-basierter a-posteriori-Fehlerschätzer mit Mechanik

In dieser Arbeit werden drei Fehlerschätzer für das lokale Kriterium der adaptiven Gitterver-
feinerung und -vergröberung verglichen: der Kelly-, der Gradienten- und der residual-basierte
Fehlerschätzer, wie in der Einleitung beschrieben. Für den späteren Gebrauch wird die Definition
des Residuums für den Standardfall aus Gleichung (SPP) angegeben:

Rn+1
h =




1
τ̂n

M̂h(y
n+1 −Φn) +∇R ·Nn+1

h

µn+1
h − ∂cR(ρψ)n+1

h +∇R ·∂∇RcR(ρψ)n+1
h

∇R ·Pn+1
h




mit der Massenmatrix M̂h aus Definition 5.2.10. Insgesamt kann die residuale Fehlerschät-
zung estx in einen Zellenanteil und einen Flächenanteil aufgeteilt werden, wobei letzterer auch
die Randbereiche umfasst. Für den ersten Teil werden die L2-Normen des Residuums über alle
Zellen K ∈ Th der Triangulierung, mit hK gewichtet, in Gleichung (5.72) aufsummiert. Für
den zweiten Teil werden alle Sprünge [[·]] an allen inneren Kanten Fin von allen Zellen in Glei-
chung (5.73) und ebenso die Randbedingungen für alle Randkanten Fb von allen Randzellen
in Gleichung (5.74) addiert. Beide Kanten-Anteile werden mit hK/24 gewichtet, wie in [68] vor-
geschlagen. Zusammenfassend lässt sich der Gesamtfehlerschätzer mit den Konstanten γcell > 0

und γface > 0 auf einer Zelle K wie folgt berechnen:

est2K := γcellη
2
cell,K + γfaceη

2
face,K (5.72)

= γcellh
2
K ||Rn+1

h ||2L2(K)

+ γface
hK
24

∑

F∈Fin∩∂K

(
||[[Nn+1

h · nR]]||2L2(F ) + ||[[Pn+1
h nR]]||2L2(F )

)
(5.73)

+ γface
hK
24

∑

F∈Fb∩∂K

(
||Nn+1

h · nR −Next||2L2(F ) + ||Pn+1
h nR − 0||2L2(F )

)
. (5.74)

DerGesamtfehler estx ist dann als est2x =
∑

K est2K gegeben.DieKonstanten γcell und γfacewerden
standardmäßig mit 1 gewählt. Schließlich bleibt zu berücksichtigen, dass weitere Randbedin-
gungen für die zusätzlichen künstlichen Randbedingungen für das angegebene Rechengebiet
hinzugefügt werden müssen, wie in Kapitel 6.1.1 angegeben, vergleiche Bemerkung A.3.2.

5.2.6 Automatisches Differenzieren

Neben der üblichenMöglichkeit, die Jacobi-Matrix für das Newton–Raphson-Methode per Hand
zu berechnen und dann in deal.II zu assemblieren, kann die Möglichkeit der automatischen
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Differenzierung (AD) (von engl. automatic differentiation) genutzt werden [2]. Hierfür bie-
tet [75] eine Schnittstelle an, um AD über Sacado (eine Komponente von Trilinos [242]) zu
nutzen. In dieser Arbeit wird der bandlose dynamische Vorwärtsmodus vom Sacado-Zahl-Typ
(einmal differenzierbar) (von engl. tapeless dynamic forward-mode Sacado number type (one
time differentiable)) angewendet. Dadurch können die partielle Ableitung, die für das Newton-
Schema erforderlich ist, automatisch berechnet werden, anstatt die Newton-Matrix von Hand
zusammenzusetzen.

5.2.7 Message-Passing-Interface

Neben der Möglichkeit der Nutzung von AD, die zu einer bequemeren Berechnung der Jacobi-
Matrix der Newton–Raphson-Methode führt, vergleiche Kapitel 5.2.6, können zur Beschleuni-
gung der Berechnung der Jacobi-Matrix und der rechten Seite zwei Parallelisierungskonzepte
angewendet werden: OpenMP (von engl. open multi-processing) und MPI (von engl. message
passing interface). OpenMP wurde bereits in [50, 80] verwendet, wohingegen MPI in [5] neu
hinzugefügt wurde. Durch die Nutzung von MPI sollen moderne parallele Rechnerarchitekturen
genutzt werden und die Rechendauer insgesamt noch weiter verkürzt werden.
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In diesem Kapitel werden die unterschiedlichen Modellansätze aus Kapitel 4 mit der numeri-
schen Vorgehensweise aus Kapitel 5 gelöst und es werden die numerischen Ergebnisse analysiert
und diskutiert. Zunächst beginnt Kapitel 6.1 mit einigen Hinweisen zum Simulationsaufbau,
insbesondere zum geometrischen Aufbau in Kapitel 6.1.1 und Details zur Implementierung
in Kapitel 6.1.2. Dann werden die unterschiedlichen Fälle der Reihe nach behandelt: zunächst
der Standardfall eines sich frei ausdehnenden BAPs in Kapitel 6.2 mit dem Vergleich der unter-
schiedlichen elastischen Verzerrungstensoren in Kapitel 6.2.1.1 sowie der unterschiedlichenMo-
bilitäten in Kapitel 6.2.1.2 und der MPI-Parallelisierung, dann das Hindernis-Kontakt-Problem
in Kapitel 6.2.2, gefolgt von der inelastisch-konstitutiven Theorie in Kapitel 6.2.3 sowie dem
Partikel-SEI-Ansatz inKapitel 6.2.4. Die numerischen Ergebnisse zum residual-basierten Fehler-
schätzer werden in Kapitel 6.2.5 ausgewertet. Es folgen noch weitere Simulationsergebnisse zum
Hindernis-Kontakt-Problem mit viskoplastischem Partikel sowie zum Ansatz für weitere Mate-
rialmöglichkeiten in Kapitel 6.2.6. Das Kapitel endet mit einigen Validierungsuntersuchungen
in Kapitel 6.2.7. In dieser Arbeit wird nur eine Auswahl wichtiger Ergebnisse aus den Vorveröf-
fentlichungen präsentiert. Weiterführende Details, Resultate und Diskussionen sind in [1–6] zu
finden.

6.1 Simulationsaufbau

In dieser Arbeit wird hauptsächlich amorphes Silizium als Aktivmaterial untersucht, jedoch
werden auch einige Simulationen für das Phasenseparationsmaterial LFP durchgeführt. Ins-
besondere die analytische residual-basierte a-posteriori-Fehlerabschätzung bezieht sich auf den
Cahn–Hilliard-Ansatz. Die verwendetenMaterialparameter für Silizium, LFP und die SEI finden
sich in Tabelle A.1 und Tabelle A.2. Für Tref wird die Raumtemperatur gewählt.

Sofern nicht anders angegeben, wird ein externer Ladefluss Next von 1 C für die Lithiierung
und −1 C für die Delithiierung verwendet. Die weiteren Berechnungen fürNext sowie ein Hinweis
für die Dimensionsreduktion für die 1D radial-symmetrische Geometrie sind in AnhangA.3.2 zu
finden. Für aSi werden die Partikel zwischen Umax = 0,5 V und Umin = 0,05 V geladen [67]. Das
entspricht einer Anfangskonzentration von ungefähr c0 = 0,02 und einer finalen Simulationszeit
eines Halbzyklus von tend = 0,9 h. Für zwei Halbzyklen ergibt sich dann eine finale Simula-
tionszeit von tend = 1,8 h, für drei Halbzyklen von tend = 2,7 h usw. Nach Gleichung (4.21)
sind die Simulationszeit t und der SOC miteinander verknüpft: Bei einer Laderate von 1 C

hat der erste Halbzyklus (0,0 h ≤ t ≤ 0,9 h) somit SOC-Werte zwischen 0,02 und 0,92, der
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zweite Halbzyklus (0,9 h ≤ t ≤ 1,8 h) SOC-Werte zwischen 0,92 und 0,02 sowie der dritte
Halbzyklus (1,8 h ≤ t ≤ 2,7 h) SOC-Werte zwischen 0,02 und 0,92, usw. Für LFP wird eine
Startkonzentration von c0 = 0,01 und tend = 0,98 h für einen Halbzyklus gewählt [50].

6.1.1 Geometrischer Aufbau

Für ein repräsentatives kugelförmiges 3D Partikel kann das Rechengebiet Ωcom auf das 1D
Einheitsintervall Ωcom = (0, 1) mit Symmetrieannahmen reduziert werden, vergleiche Bemer-
kung A.3.4. Durch die Symmetrieannahme gibt es nur Änderungen entlang des Radius r in Ab-
bildung 6.1. Das Partikel ist für das Hindernis-Kontakt-Problem von einem Hindernis wie
in einem Kern-Mantel-Szenario (von engl. core shell scenario) umgeben, vergleiche Abbil-
dung 6.1. Dann reduziert sich die Lücken-Funktion g zum eindimensionalen Parameter g > 1.
Für den Standardfall eines sich frei ausdehnenden Partikels ist der Mantel nicht vorhanden.
Durch die Dimensionsreduktion wird der zusätzliche innere Rand Γin eingeführt, an dem eine
Null-Fluss-Bedingung für den Lithium-Fluss und feste Radialverschiebung gesetzt wird, sowie
der Konzentrationsgradient in Normalenrichtung verschwindet

NR · nΓin = 0, ∇cR · nΓin = 0, u = 0 auf Γin,tend .

Bemerkung 6.1.1. Für aSi wird κ = 0 gesetzt und somit wird die Bedingung∇c ·nΓin = 0 nicht
benötigt.

Für Γext werden die Bedingungen wie in Kapitel 4.5 verwendet. Als Anfangsbedingungen
für diese Konfiguration wird die konstante Anfangskonzentration c0 gewählt, sowie µ0(c0) =

∂c(ρψch)(c0) für das chemische Potential und u0(c0) = r(λch(c0) − 1) für eine spannungsfreie
Verschiebung. Hierdurch wird der Ansatz der Newton-Schritte zu Beginn reduziert [50]. Für die
inelastisch-konstitutive Theorie bzw. den Partikel-SEI-Ansatz übertragen sich die Randbedin-
gungen auf die entsprechenden Ränder des Partikels. Die Randbedingungen für die Variablen
des Partikel-Gebiets beziehen sich nun auf Γinter, vergleiche Abbildung 6.2, und am neuen Rand
Γext,S wird Spannungsfreiheit (PnΓext,S = 0) festgelegt. Für den Startwert der Verschiebung in

g
ΩR

sphärische
Symmetrie

Γin Γext

g
Ωcom
r

x

z
y

Hindernis

Hindernis

Abbildung 6.1: Dimensionsreduktion einer 3D Einheitskugel mit einem umgebenen sphäri-
schen Hindernis zum 1D Einheitsintervall mit sphärischer Symmetrie und der
Lücken-Funktion g, basierend auf [1, Abbildung 4].
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Ωcom,P Ωcom,S

x

z

y

Abbildung 6.2: Dimensionsreduktion einer 3D Einheitskugel mit umgebender SEI zum 1D
Einheitsintervall mit sphärischer Symmetrie, basierend auf [3, Abbildung 1].

der SEI wird u0,S(c0) = λch(c0) − 1 gewählt, um die Übergangsbedingung des gekoppelten
Gebiets zu erfüllen.

Für die 2D Geometrie wird eine Dimensionsreduktion eines sphärischen bzw. elliptischen
(Achsenverhältnis 0,6 : 1 [50]) Nano-Wires mit quadratischem Hindernis bzw. elliptischer SEI
betrachtet, siehe Abbildung 6.3 und Abbildung 6.4. Hierfür werden keine Spannungen und
keine Änderungen in z-Richtung sowie Symmetrien entlang der x- und y-Achsen angenommen.
Somit ergeben sich weitere zusätzliche Randbedingungen wie im obigen Fall, wobei nur eine
Verschiebungsrandbedingung in Tangentialrichtung verwendet wird:

NR · nΓin,x = 0, ∇cR · nΓin,x = 0, uy = 0 auf Γin,x,tend , (6.1)
NR · nΓin,y = 0, ∇cR · nΓin,y = 0, ux = 0 auf Γin,y,tend . (6.2)

Diese Randbedingungen übertragen sich wieder im Partikel-SEI-Fall auf Γin,P,x und Γin,P,y.
Für Γext bzw. Γext,S ergeben sich die Randbedingungen wie oben und es wird eine isopa-
rametrische Abbildung für die Darstellung des gekrümmten Randes verwendet. Für die 2D
Geometrie wird wieder die konstante Anfangskonzentration c0 und das chemische Potenti-
al µ0(c0) = ∂c(ρψch)(c0) gewählt. Für die Anfangsbedingung der Verschiebung wird u0 = 0

gx
gy

Hindernis

ΩR
keine Änderung
in z-Richtung gxgx

gy

gy

Hindernis

Ω̂R
Symmetrie entlang
x- und y-Achsen
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gy
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x

z
y

x
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Abbildung 6.3: Dimensionsreduktion eines 3D kreisförmigen Nano-Wires mit einem umgebe-
nen rechteckigen Hindernis zur 2D Viertel-Scheibe und das (zeitunabhängige)
quadratische Hindernis mit der Lückenfunktion (gx, gy)

T = g = ĝ −X0 =
(ĝx, ĝy)

T − (X0,x, X0,y)
T mit den Komponenten gx und gy in jeweils x- und

y-Richtung, basierend auf [1, Abbildung 5].
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Abbildung 6.4: Dimensionsreduktion eines 3D elliptischen Nano-Wires mit umgebender SEI
zur 2D Viertel-Ellipse, basierend auf [6, Abbildung 3].

gesetzt. Für eine 3D Simulation für den Standardfall eines BAPs übertragen sich die Randbe-
dingungen von Gleichung (6.1) bzw. Gleichung (6.2) auf die dritte Achse, ebenso die Anfangs-
bedingungen.

Für den Residuenschätzer imAnwendungsfall eines BAPs im chemisch-elastischen Fall für aSi
ergeben sich zusätzlich zu Gleichung (5.74) aufgrund der weiteren Randbedingungen neue
Randterme:

γface
hK
24

∑

F∈FhΓin∩∂K

(
||Nn+1

h · nΓin − 0||2L2(F ) + ||un+1 − 0||2L2(F )

)

sowie

γface
hK
24

∑

F∈FΓin,x∩∂K

(
||Nn+1

h · nΓin,x − 0||2L2(F ) + ||un+1
y − 0||2L2(F )

)

+ γface
hK
24

∑

F∈FΓin,y∩∂K

(
||Nn+1

h · nΓin,y − 0||2L2(F ) + ||un+1
x − 0||2L2(F )

)
.

6.1.2 Details zur Implementierung

Alle numerischen Simulationen werden mit einer isoparametrischen Lagrangeschen Finite-
Elemente-Methode vierter Ordnung durchgeführt, was eine integrale Auswertung durch eine
Gauß–Legendre-Quadraturformel mit sechs Quadraturpunkten in Raumrichtung bedeutet. Als
Grundlage dient die in C++implementierte Finite-Elemente-Bibliothek deal.II, wobei für den
Partikel-SEI-Ansatz Version 9.5 [74] verwendet wurde, ansonsten Version 9.3 [75]. Zusätzlich
wurden die Schnittstelle zur Trilinos-Bibliothek [242, Version 12.18.1] und das UMFPACK-
Paket [243, Version 5.7.8] für die LU-Zerlegung verwendet. Die Simulationen sind entweder auf
einem Desktop-Computer mit 64 GB RAM, Intel i5-9500 CPU, GCC Compiler-Version 10.3
bzw. 10.5 und Betriebssystem Ubuntu 20.04.5 LTS bzw. 20.04.6 LTS oder auf einem Single-
Knoten mit 96 GB RAM, 40 Intel Xeon Gold 6230 und GCC Compiler-Version 10.3 bzw. 12.1
auf dem bwUniCluster [244] durchgeführt. Auf dem Cluster wird SuperLU_Dist [245, Versi-
on 5.1.2] als Löser für das Gleichungssystem verwendet. Weiterhin wird OpenMP 4.5 sowie MPI
mit OpenMPI Version 4.0.3 auf dem Desktop-Computer bzw. 4.1.6 auf dem Cluster genutzt. So
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wird u.a. OpenMP für die Parallelisierung mit gemeinsamem Speicher für die Assemblierung
der Jacobi-Matrix, der Residuen und der räumlichen Schätzungen angewendet. Für die parallele
Geometrie wird in deal.II die Schnittstelle zu p4est [246, Version 2.3.2] eingesetzt.

Standardmäßig werden für den räumlich und zeitlich adaptiven Lösungsalgorithmus die To-
leranzen RelTolt = RelTolx = 10−5 und AbsTolt = AbsTolx = 10−8 gewählt. Für die
Markierungsparameter zur lokalen Vergröberung und Verfeinerung werden Θc = 0.05 so-
wie Θr = 0.5 bzw. Θr = 0.3 gewählt und die maximale Zeitschrittweite τmax = 10−1 h

bzw. τmax = 10−2 h. Als Zeitschrittweite für den Start wird τ0 = 10−6 h für den 1D radial-
symmetrischen Fall mit ca. 1,5× 103 DOFs und 128 Zellen bzw. τ0 = 10−8 h für die 2D
Geometrie mit ca. 83× 103 DOFs und 1,3× 103 Zellen verwendet. Ebenfalls wird standard-
mäßig für aSi der Lagrangesche GSV-Ansatz mit mOCV nach [67] verwendet und für LFP der
von-Kolzenberg-Ansatz mit mPSM [50]. Aus Implementierungsgründen wird für den Partikel-
SEI-Ansatz ein uniformes und zeitlich konstantes Gitter verwendet [3, 4].
Um eine diagonale Struktur für die Massenmatrizen Bh bzw. Dh zu erhalten, wird Mass-

Lumping (von engl. mass lumping) mit einer Gauß–Lobatto-Quadraturformel genutzt, verglei-
che [127, Anmerkung 1]. Die aktiveMenge wird mitAk = ∅ und die inaktiveMenge mit Ik = P
für den Lithiierungsprozess initialisiert. Während der Lithiierung wird in jedem Zeitschritt die
Bedingung ûp − ĝp > 0 überprüft, um diesen DOF aktiv zu setzen, da λ̂p = 0 aufgrund der
Randbedingung für p ∈ P ist. Während der Delithiierung wird in jedem Zeitschritt λ̂p ≤ 0

kontrolliert, um diesen DOF wieder inaktiv zu setzen, da ûp − ĝp = 0 gilt. Um die numerische
Stabilität zu erhöhen, wird nur während der Lithiierung zu aktiven Punkten gewechselt und
während der folgenden Delithiierung zu inaktiven Punkten.

6.2 Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die einzelnen Konfigurationen der eingeführten Modelle und nume-
rischen Vorgehensweisen vorgestellt und diskutiert: der Standardfall eines einzelnen Batterie-
Aktivmaterialpartikels mit Untersuchung der unterschiedlichen elastischen Verzerrungstenso-
ren und Mobilität sowie der MPI-Skalierungsanalyse in Kapitel 6.2.1, das Hindernis-Kontakt-
Problem in Kapitel 6.2.2, die inelastisch-konstitutive Theorie in Kapitel 6.2.3 und der Partikel-
SEI-Ansatz in Kapitel 6.2.4. Anschließend werden die numerischen Ergebnisse zum Residuen-
Fehlerschätzer in Kapitel 6.2.5 untersucht, gefolgt von einer weiteren Modell-Kombination
in Kapitel 6.2.6 und einer Validierung in Kapitel 6.2.7.

6.2.1 Einzelnes Batterie-Aktivmaterialpartikel

In diesem Kapitel werden Simulationsergebnisse des chemisch-elastisch gekoppelten, frei aus-
dehnbaren Standardfalls ohne SEI aus Gleichung (SPP) für aSi vorgestellt. Für den LFP-Fall
wird auf [50] verwiesen. Ebenfalls werden in den nachfolgenden Kapiteln viele Ergebnisse mit
dem Standardfall verglichen bzw. sind in den angegeben Referenzen [1–6] zu finden.
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Während der Lithiierung zeigt der Lithium-Fluss von außen in das Innere des Siliziumparti-
kels. Daher wird erwartet, dass die Konzentration am äußeren Rand der Anode die Konzentration
in der Mitte übersteigt, während bei der Delithiierung eine geringere Lithiumkonzentration am
äußeren Rand als in der Mitte erwartet wird, vergleiche Abbildung 6.5(a), Abbildung 6.6 und [4,
Abbildung 7]. Chemische Ausdehnungen führen während der Lithiierung zu Volumenzunah-
men, während der Delithiierung zu Volumenschrumpfungen. So resultieren inhomogene Li-
Konzentrationsverteilungen bei der (De-)Lithiierung in inhomogenen Volumenänderungen und
mechanischen Verformungen sowie mechanischen Spannungen. Diese Volumenänderungen er-
zeugen Druckspannungen an der Oberfläche des Partikels und Zugspannungen in der Mitte. Bei
der Delithiierung führt der Lithium-Fluss aus der Anode zu Zugspannungen an der Oberfläche
und Druckspannungen in der Mitte.

Zunächst wird die 1D radial-symmetrische Geometrie mit einer 3DAchtel-Kugel am Ende der
Simulationszeit tend = 0.9 h bzw. SOC = 0.92 verglichen, siehe Abbildung 6.5. Der Konzentra-
tionsverlauf in (a) und der Verlauf der tangentialen und normalen Cauchy-Spannung in (b) zeigen
eine gute Übereinstimmung der Ergebnisse. Eine Dimensionsreduktion ist somit konsistent. Die
3D Simulation ist auf dem Cluster mit 40 MPI-Jobs und zwischen 81× 103 und 318× 103 DOFs
bzw. zwischen 200 und 900 Zellen sowie Zeitschrittweiten zwischen 10−8 h und 8,67× 10−2 h

mit dem adaptiven Lösungsalgorithmus berechnet, wobei die 1D radial-symmetrische Geometrie
zwischen 111 und 1,5× 103 DOFs bzw. zwischen 9 und 128 Zellen sowie Zeitschrittweiten zwi-
schen τ0 und 4,79× 10−2 h mit dem adaptiven Lösungsalgorithmus aufweist. Ein Schaubild der
3D Achtel-Kugel ist in Abbildung 6.6 zu sehen. In Kapitel 6.2.7 sind weitere Validierungsergeb-
nisse zufinden sowie inKapitel 6.2.5Ergebnisse zumKonvergenzverhalten. FürweitereResultate
bezüglich der adaptiven Raumdiskretisierung wird auf Abbildung 6.24(c), Abbildung 6.21 und
auf [1, 2, 6, 50] verwiesen. Weitere Details bezüglich der adaptiven Schrittweitenverteilung sind
in Abbildung 6.24(b) sowie in [1, 2, 50] verfügbar.
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Abbildung 6.5: Validierungsvergleich der 1D radial-symmetrischen Konfiguration und der 3D
Achtel-Kugel für aSi bei 92 % SOC aus Gleichung (SPP): (a) dimensionslose
Konzentration sowie (b) Cauchy-Spannung in normaler und tangentialer Rich-
tung mit σn bzw. σt.
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Abbildung 6.6: Plot der dimensionslosen Konzentration der 3D Achtel-Kugel für aSi bei
92 % SOC aus Gleichung (SPP).

6.2.1.1 Vergleich der elastischen Verzerrungstensoren

In Abbildung 6.7 werden die drei unterschiedlichen VerzerrungstensorenEel,lag,Eel,log undEel,kol

ausGleichungen (4.4)-(4.5) und derenAuswirkungen für den 1D radial-symmetrischen Standard-
fall untersucht. So werden die Konzentration bzw. die Abweichung der Lithium-Konzentration
vom Mittel an der Partikeloberfläche in (a), der Betrag der maximalen hydrostatischen Cauchy-
Spannung |σh,max| in (b), die elektrische Spannung U mit Butler–Volmer-Bedingung aus De-
finition 4.5.2 in (c) über drei Halbzyklen sowie die tangentiale Spannung über den Radius r
bei SOC = 0.92 in (d) verglichen. Die Abweichung der Lithium-Konzentration vom Mittel an
der Partikeloberfläche berechnet sich über cR−SOCmit SOC = cR,0+t bei 1 CLaderate. Die hy-
drostatische Cauchy-Spannung ist über σh = 1

3
σn + 2

3
σt gegeben, wobei σn die Cauchy-Spannung

in radiale Richtung bzw. Normalenrichtung ist und σt in tangentialer Richtung.
Zunächst ist in allen vier Schaubildern zu sehen, dass es zwischen der ersten und zweiten Li-

thiierung (1. Lith. bzw. 2. Lith.) keine Unterschiede gibt. Leichte Unterschiede gibt es zu Beginn
der zweiten Lithiierung aufgrund der konstanten Anfangskonzentration in der ersten Lithiierung.
Weiter ist zu erkennen, dass sich der Lagrangesche GSV-Ansatz (lag) und der logarithmische
Hencky-Ansatz (log) nicht unterscheiden und gleiche Ergebnisse liefern. Im Vergleich dazu
unterscheiden sich die Ergebnisse zum von-Kolzenberg-Ansatz (kol). In Abbildung 6.7(a) steigt
die Konzentration an der Partikeloberfläche bei der Lithiierung wie zu erwarten schneller als im
Mittel, bei der Delithiierung ist es umgekehrt. Der von-Kolzenberg-Ansatz weist für höhere SOC
eine größere Abweichung auf. Insbesondere bei den Cauchy-Spannungen in Abbildung 6.7(b)
und Abbildung 6.7(d) sind die Unterschiede deutlich erkennbar und weisen deutlich größere
Absolutwerte auf bzw. größere Maximal- und Minimalwerte in der tangentialen Spannung. Die
Ausreißer bei den niedrigen und hohen SOC-Werten in Abbildung 6.7(b) liegen am Wechsel
des Lithium-Flusses und somit dem Wechsel der Spannungswerte zwischen Lithiierung und
Delithiierung. So dreht sich die Krümmung der Spannungswerte bei der Delithiierung im Ver-
gleich zur Lithiierung um, vergleiche Abbildung 6.10. Im Ergebnis der elektrischen Spannung
in Abbildung 6.7(c) zeigen sich über weite Strecken etwas geringere Werte bei der Lithiierung
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Abbildung 6.7: Vergleich der verschiedenen Definitionen der elastischen Verzerrungen
aus Gleichungen (4.4)-(4.5) (Eel,lag, Eel,log und Eel,kol) für aSi in der 1D radial-
symmetrischen Konfiguration über drei Halbzyklen aus Gleichung (SPP): (a)
Differenz der dimensionslosen Konzentration und dem Mittel an der Parti-
keloberfläche r = 1,0 über SOC, (b) Betrag der maximalen hydrostatischen
Cauchy-Spannung |σh,max| über SOC, (c) elektrische Spannung mit Butler–
Volmer-Bedingung an der Partikeloberfläche r = 1,0 über SOC und (d) tangen-
tiale Cauchy-Spannung σt über Radius r bei SOC = 0,92 am Ende des zweiten
Lithiierungsvorgangs.

bzw. etwas größere Werte bei der Delithiierung im Vergleich zur UOCV. So ergeben sich für
die Berechnung der elektrischen Spannung für große SOC mit Eel,kol negative Werte, die nicht
physikalisch sind. Mit einem qualitativen ähnlicheren Verlauf entsprechen der Lagrangeschen
GSV-Ansatz und der logarithmischen Hencky-Ansatz Ergebnissen in der Literatur, vergleiche
z.B. [59, Abbildung 7(a)]. Insgesamt lässt sich eine gute Übereinstimmung zwischen dem in der
Literatur häufig verwendeten Lagrangeschen GSV-Ansatz und dem logarithmischen Hencky-
Ansatz sehen, während der von-Kolzenberg-Ansatz abweicht.
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Ein Plot der Konzentration und der hydrostatischen Cauchy-Spannung über den Radius r
für SOC = 0.5 ist in [2, Abbildung 9] dargestellt. Für die Auswirkungen auf die elektrische
Spannung von plastischen und viskoplastischen Effekten wird auf [2, Abbildung 11] verwiesen.

6.2.1.2 Vergleich der Mobilitäten

Für den Vergleich der unterschiedlichen Mobilitäten aus Gleichungen (4.14)-(4.16) für aSi
werden in Abbildung 6.8 die gleichen Auswertungen wie in Abbildung 6.7 betrachtet. Hierbei ist
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Abbildung 6.8: Vergleich der unterschiedlichen Definitionen der Mobilität aus Gleichun-
gen (4.14)-(4.16) (mOCV, mOCV,ch, m̂OCV und m̂OCV,ch) für aSi in der 1D radial-
symmetrischen Konfiguration über drei Halbzyklen aus Gleichung (SPP): (a)
Differenz der dimensionslosen Konzentration und dem Mittel an der Parti-
keloberfläche r = 1,0 über SOC, (b) Betrag der maximalen hydrostatischen
Cauchy-Spannung |σh,max| über SOC, (c) elektrische Spannung mit Butler–
Volmer-Bedingung an der Partikeloberfläche r = 1,0 über SOC und (d) tangen-
tiale Cauchy-Spannung σt über Radius r bei SOC = 0,92 am Ende des zweiten
Lithiierungsvorgangs.
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wieder festzustellen, dass es zwischen der ersten Lithiierung und der zweiten Lithiierung keine
wesentlichen Unterschiede gibt. Es ist jedoch ein deutlicher Unterschied, ob der mechanische
Anteil berücksichtigt wird, wie inmOCV (rot) und m̂OCV (grün), oder nicht, wie inmOCV,ch (blau)
und m̂OCV,ch (orange). Die Unterschiede zwischen dem Ansatz mit der OCV-Kurve oder mit
dem Term cR(1 − cR) in der Mobilität unterschieden sich nur für geringe und hohe SOC, am
deutlichsten in Abbildung 6.8(a), (b) (bei geringen SOC) und (d). Der Ansatz mit der OCV-
Kurve führt zu betragsmäßig größerenKonzentrationswerten und Spannungswerten aufgrund der
Asymmetrie der OCV-Kurve im chemischen Anteil der Mobilität, vergleiche Abbildung A.4.
Die Auswertung in Abbildung 6.8(c) zeigt einen qualitativ ähnlichen Verlauf zu typischen
Spannungskurven in der Literatur, z.B. in [59, Abbildung 7(a)], insbesondere für niedrigere SOC.
Somit ist eine Berücksichtigung von chemischen und mechanischen Einflüssen in der Mobilität
sinnvoller.

6.2.1.3 MPI-Parallelisierung

In Abbildung 6.9 wird das Skalierungsverhalten der MPI-Parallelisierung untersucht. Es wird
für LFP ein hinreichend großes Gitter mit ungefähr 1,4 Millionen DOFs und ca. 20× 103 Zellen
für eine gesamte 2D Ellipse, vergleiche Mitte von Abbildung 6.4 ohne umgebende SEI, und
tend = 0,17 h verwendet. Das Assemblieren des linearisierten Systems in jedem Newton-Schritt
einschließlich der Jacobi-Matrix und des Residuums zeigt eine nahezu optimale lineare Ska-
lierung mit steigender CPU-Anzahl. Für das Lösen des linearen Systems entsteht jedoch eine
Sättigung und es tritt ein Engpass in der Laufzeit auf. Dies hat Auswirkungen auf die Gesamt-
simulationszeit, die ebenfalls in eine Sättigung läuft. Dies bedeutet, dass die gesamte parallele
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Abbildung 6.9: Rechenzeit in Sekunden für die Gesamtsimulation, das Assemblieren und das
Lösen des linearen Systems für verschiedene Anzahlen von CPUs mit gestri-
chelter Referenzlinie für optimale Skalierung für LFP für eine gesamte 2D
Ellipse aus Gleichung (SPP), basierend auf [5, Abbildung 6].
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Skalierung von der Sättigung aufgrund der direkten LU-Zerlegung durch superLU_Dist domi-
niert wird. Ein besser skalierbarer paralleler Löser kann dieses Problem umgehen und zu einer
Vermeidung der Sättigung führen.

6.2.2 Hindernis-Kontakt-Problem

In diesem Kapitel werden einige Ergebnisse aus [1] für das Hindernis-Kontakt-Problem aus
Gleichung (OCP) vorgestellt und diskutiert. Für aSi im 1D radial-symmetrischen Fall ist die Ent-
wicklung der normalen, tangentialen und hydrostatischen Cauchy-Spannung über den Radius
in Abbildung 6.10 für neun verschiedene SOC ∈ {0,02; 0,05; 0,55; 0,92; 0,55; 0,50; 0,05; 0,02}
für zwei Halbzyklenmit g = 0,4 dargestellt. Durch die verwendete 1D radial-symmetrische Geo-
metrie besteht derCauchy-Spannungstensorσ aus der normalen und tangentialenKomponenteσn
sowie σt, vergleiche Gleichung (A.3). Zum anfänglichen SOC = 0,02 in Abbildung 6.10(a) sind
keine Spannungen entsprechend der Anfangsbedingung vorhanden. Bei SOC = 0,05 treten die
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Abbildung 6.10: Spannungsentwicklung der 1D radial-symmetrischen Geometrie für aSi aus
Gleichung (OCP) für den radialen σn (rot), den tangentialen σt (blau) und den
hydrostatischen σh (grün) Anteil der Cauchy-Spannung über den Radius r für
neun verschiedene SOC ∈ {0,02; 0,05; 0,50; 0,55; 0,92; 0,55; 0,50; 0,05; 0,02}
für zwei Halbzyklen (eine Lithiierung und eine Delithiierung) in (a)-(i), ba-
sierend auf [1, Abbildung 7].
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maximalen Werte im Partikelzentrum bei r = 0,0 auf. Hier treten Zugspannungen auf, während
an der Partikeloberfläche bei r = 1,0 die tangentialen Spannungen Druckspannungen sind. Es
ist weiter der Nullwert für die Radialspannung σn zu beachten, der somit die spannungsfreie
Randbedingung in Gleichung (4.29b) bzw. Gleichung (OCPf) mit Gleichheit erfüllt. Darüber
hinaus sind die tangentialen Spannungen am Partikelrand ungleich Null. Bei größerem SOC
nehmen alle Spannungen aufgrund des Einflusses der OCV-Kurve und größeren Deformationen
ab, siehe die Berechnung der Cauchy-Spannung mit dem Faktor 1/J in Definition 4.4.3. Bei
etwa SOC = 0,51 berührt das Partikel das Hindernis und die spannungsfreie Bedingung geht in
eine Dirichlet-Randbedingung für die Verschiebung über. Die Verschiebung ist nun fixiert und
es gilt Gleichung (4.29a) mit Gleichheit. Jetzt können jedoch negative Spannungen auftreten,
um Gleichung (4.29b) mit strikter Ungleichung zu erfüllen. Genau dies ist in Abbildung 6.10(d)
bis zum Ende der Lithiierung bei SOC = 0,92 in Abbildung 6.10(e) zu sehen. Hier treten im
gesamten Partikelgebiet große Druckspannungen auf und es ist die unterschiedliche Skala der
Spannungsachse in Abbildung 6.10(e) zu beachten. Mit dem Wechsel des Vorzeichens für den
externen Ladefluss beginnt nun die Delithiierung. Abbildung 6.10(f) ist nahe an dem Punkt,
an dem sich das Partikel wieder vom Hindernis gelöst hat. Im Vergleich zu Abbildung 6.10(d)
ist die Krümmung der Spannungsprofile entgegengesetzt. Bei SOC = 0,50 hat das Partikel
keinen Kontakt mehr zum Hindernis und die spannungsfreie Randbedingung tritt wieder in
Kraft. Am Ende des Delithiierungsprozesses ähneln die Spannungswerte qualitativ denen des
Lithiierungsprozesses, haben aber eine entgegengesetzte Krümmung, die sich aus dem negativen
Vorzeichen des externen Lithium-Flusses Next ergibt. In Abbildung 6.10(i) wird der Entlade-
prozess schließlich bei einem signifikanten Spannungswert im Vergleich zur Anfangsbedingung
gestoppt. Im Vergleich zu den Spannungsmessungen in der Literatur, z.B. in [247], bei denen
beschichtete Siliziumelektroden untersucht wurden, treten hier größere Spannungswerte auf, ins-
besondere aufgrund des Hindernis-Kontakts. Das kann daran liegen, dass das Modell für diese
Untersuchung nur einen chemisch-elastischen Ansatz aufweist und zeigt die Notwendigkeit der
Modellerweiterung für plastische Deformationen. Dennoch ist das genutzte Modell in der Lage,
die Änderung der Randbedingungen während des Zyklus richtig umzusetzen.

Auf die Verteilung der Lithium-Konzentration hat der Hindernis-Kontakt im 1D radial-
symmetrischen Fall keine Auswirkungen, vergleiche [1, Abbildung 8]. Beim Auftreten des
Hindernis-Kontakts bzw. beim Ablösen vom Hindernis wird die Zeitschrittweite um mehr als
drei Größenordnungen reduziert, vergleiche [1, Abbildung 10(a)], und zeigt somit die Relevanz
der adaptiven Zeitintegration. Der Richtungswechsel des Lithium-Flusses geht ebenfalls mit ei-
ner Reduktion der Zeitschrittweite um vier Größenordnungen einher, siehe [1, Abbildung 10(a)]
und Abbildung 6.24(b) sowie einer Erhöhung der Freiheitsgrade um mehr als Faktor 3 [1,
Abbildung 10(b)].

In Abbildung 6.11 wird die von-Mises-Spannung im allgemeinen 2D Spannungszustand

σvM =
√
σ2

11 + σ2
22 − σ11σ22 + 3σ2

12 (6.3)

100



6.2 Numerische Ergebnisse

SOC = 0,02
(a)

SOC = 0,07
(b)

0

2

4

5,77

HindernisSOC = 0,10
(c)

0

2

4

5,77

vo
n-
M
ise

s-
Sp

an
nu

ng
σ
vM

/G
P
a

SOC = 0,12
(d)

SOC = 0,10
(e)

HindernisSOC = 0,02
(f)

0

2

4

5,77

vo
n-
M
ise

s-
Sp

an
nu

ng
σ
vM

/G
P
a

Abbildung 6.11: Von-Mises-Spannung σvM der 2D Viertel-Scheibe eines Nano-Wires
für aSi aus Gleichung (OCP) in der Momentanplatzierung Ω, um-
geben von einem quadratischen Hindernis an verschiedenen SOC ∈
{0,02; 0,07; 0,10; 0,12; 0,10; 0,02} beim Laden und Entladen mit tend = 0,2 in
(a)-(f), basierend auf [1, Abbildung 11].

für das zeitunabhängige Hindernis ĝ = (ĝx, ĝy)
T = (1,07, 1,07)T im Fall einer 2D Viertel-

Scheibe eines Nano-Wires für sechs unterschiedliche SOC ∈ {0,02; 0,07; 0,10; 0,12; 0,10; 0,02}
untersucht. Dieses Mal wird die Momentanplatzierung Ω für das Partikel dargestellt, umge-
ben vom quadratischen Hindernis. Das uniforme Gitter für den ersten Zeitschritt ohne jegliche
Spannung ist in Abbildung 6.11(a) abgebildet. Bei SOC = 0,07 gibt es zwölf aktive Punkte,
sechs in der unteren rechten Ecke und sechs in der oberen linken Ecke. In diesem Zustand
liegen alle Spannungen unter 2,0 GPa, aber es ist erkennbar, dass die größten Spannungen
an den Kontaktpunkten auftreten. Diese Beobachtung bestätigt sich bei höheren SOC-Werten.
Die höchsten Spannungswerte treten an den ersten Kontaktpunkten auf, vergleiche z.B. Abbil-
dung 6.11(c) oder Abbildung 6.11(d). Dies resultiert aus der Unterdrückung der Volumenzunah-
me des Host-Materials. Es gilt zu beachten, dass mit einem konstanten Lithium-Fluss geladen
und entladen wird. An diesem Punkt wäre eine Butler-Volmer-Randbedingung für den Ladefluss
eventuell besser geeignet, wird aber auf zukünftige Arbeiten verschoben. In der Nähe neuer
Kontaktpunkte ist eine höhere Gitterauflösung erkennbar, die hauptsächlich auf Veränderungen
im Konzentrationsprofil zurückzuführen ist. Auf diesen Punkt wird in [1] näher eingegangen.
Abbildung 6.11(d) zeigt die Situation bei SOC = 0,119995, kurz nach Beginn des Entladevor-
gangs. Hier treten die größten Spannungswerte auf, die wiederum größer sind als die gemessenen

101



6 Numerische Experimente

SOC = 0,10
(a)

HindernisSOC = 0,12
(b)

0,1

0,2

0,3

0,4

2 · 10−2

K
on

ze
nt
ra
tio

n
c R

/c
m
ax

Abbildung 6.12: Konzentration cR der 2D Viertel-Scheibe eines Nano-Wires für aSi aus Glei-
chung (OCP) in der Momentanplatzierung Ω, umgeben von einem quadrati-
schen Hindernis bei SOC ∈ {0,10; 0,12}, basierend auf [1, Abbildung 11].

Spannungen in [247]. Ähnlich wie bei der 1D radial-symmetrischen Simulation ergeben sich
aufgrund des Vorzeichenwechsels des konstanten Lithium-Flusses Next eine höhere Gitterauflö-
sung und kleinere Zeitschritte. Auch hier ist die Effizienz des räumlich und zeitlich adaptiven
Lösungsalgorithmus von entscheidender Bedeutung, um die physikalischen Änderungen ange-
messen zu erfassen. Bei SOC = 0,10 des Delithiierungsprozesses in Abbildung 6.11(e) hat das
Gitter wieder eine gröbere Struktur. Die Spannungsverteilung weicht jedoch von SOC = 0,10

des Lithiierungsprozesses ab. Die auftretenden maximalen Spannungswerte sind geringer und
die Verteilung der hohen Werte ist mehr in Achsenrichtung als in Hindernisrichtung orientiert.
Außerdem sind die Partikelbereiche, die mit dem Hindernis in Berührung kommen, ebenfalls
kleiner. Des Weiteren ist eine dunkelblaue Region mit geringen Spannungen zu erkennen, die
orthogonal zur ersten Winkelhalbierenden des Koordinatensystems liegt. In Abbildung 6.11(f)
wird die Endzeit tend = 0,2 h bei niedrigen Spannungswerten erreicht.
Die Konzentration cR für die beiden SOC-Werte 0,10 und 0,12 ist in Abbildung 6.12 dar-

gestellt. Das Ergebnis in Abbildung 6.12(a) findet während des Ladevorgangs statt, wohinge-
gen Abbildung 6.12(b) bei demselben SOC = 0,119995 wie in Abbildung 6.11(d) entstanden
ist. Auffallend ist das Konzentrationsprofil in der Nähe des Hindernis-Kontakts. Der Bereich,
in dem das Partikel mit dem Hindernis in Kontakt ist, weist einen deutlich niedrigeren Konzen-
trationswert auf als der Bereich, in dem das Partikel noch nicht in Kontakt mit dem Hindernis
ist. Dieser Effekt ist in Abbildung 6.12(b) noch stärker ausgeprägt als in Abbildung 6.12(a).
Im Vergleich zum 1D radial-symmetrischen Partikel tritt nun ein inhomogenes Verhalten der
Konzentration um das Hindernis auf. Der Bereich, der mit dem Hindernis in Kontakt steht,
weist niedrigere Konzentrationswerte auf. Dieses Phänomen wird auch in [129] beobachtet. Dies
resultiert möglicherweise daraus, dass die freie Energiedichte aufgrund des Hindernis-Kontakts
höhere elastische Anteile besitzt und somit zu einem geringeren chemischen Anteil mit niedrige-
ren Konzentrationswerten führt. Der Gradient im Konzentrationsprofil sowie der im chemischen
Potential muss für den Entladeprozess umgekehrt werden, was zu einer feineren Gitterverteilung
führt.
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Abbildung 6.13: Von-Mises-Spannung der 2D Viertel-Ellipse eines Nano-Wires mit LFP aus
Gleichung (OCP) in der Momentanplatzierung Ω, umgeben von einem Hin-
dernis auf der rechten Seite bei SOC ∈ {0,50; 0,99}.

Für den LFP-Fall mit einer 2D elliptischen Viertel-Scheibe eines Nano-Wires mit Hindernis
auf der rechten Seite (ĝx = 1,006) sind die Ergebnisse der Spannungsverteilung sowie die
Konturlinie für cR = 0,5 in Abbildung 6.13 dargestellt. OhneHindernis setzt zunächst am rechten
unteren Rand die Phasenseparation ein und es entsteht eine Lithium-reiche Phase, vergleiche [50,
Abbildung 11], da hier das Verhältnis zwischen Oberfläche und Volumen am größten ist [86,
Kapitel 2.2.3]. Dann wandert die Phasenfront durch das Partikel, bis am Ende die Lithium-arme
Phase verschwindet und wieder eine homogene Phase vorliegt. Das Hindernis-Kontakt-Problem
verursacht für das PSM sogar für die Entstehung einer neuen Lithium-armen Phase, die bis zum
Ende eines Lithiierungsvorgangs bestehen bleibt, vergleiche Abbildung 6.13(a) und (b). Am
Hindernis-Kontakt treten wieder die größten Spannungen auf, welche auch höher sind als die
Spannungen, die durch die Phasenseparation auftreten. Im Vergleich zu aSi sind die Spannungen
und die Verformungen nicht so groß.

6.2.3 Inelastisch-konstitutive Theorie

Nun werden einige Ergebnisse eines BAPs für aSi und für die inelastisch-konstitutive Theorie,
vergleiche Gleichung (PPP), aus [2] präsentiert und analysiert.

In Abbildung 6.14 werden die numerischen Ergebnisse für die Konzentration, die plasti-
schen Dehnungen sowie die tangentialen Cauchy-Spannungen zwischen dem elastischen, dem
plastischen und dem viskoplastischen Modell nach einer Lithiierung des Host-Materials nach
einem Halbzyklus bei SOC = 0,92 über den Partikelradius r verglichen. Die Veränderungen
der Konzentrationsprofile infolge der plastischen Verformung sind in Abbildung 6.14(a) dar-
gestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass der Konzentrationsgradient sowohl im plastischen
als auch im viskoplastischen Fall in der Nähe der Partikeloberfläche zunimmt, während in der
Partikelmitte niedrigere Konzentrationswerte auftreten als im elastischen Fall. Dies ist auf die
begrenzte maximale Spannung in den plastischen Modellen zurückzuführen. Die geringeren
Spannungen im Inneren des Partikels führen dort zu einer geringeren Mobilität. Dieser Gradient
in der Li-Mobilität führt zu der beobachteten Anhäufung von Li-Atomen an der Partikelober-
fläche. Werden der plastische und der viskoplastische Fall miteinander verglichen, so ist ein
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Abbildung 6.14: Vergleich für den elastischen (Ela.), den plastischen (Pla.) und den viskoplasti-
schen (Vis.) Ansatz der 1D radial-symmetrischen Geometrie bei SOC = 0,92
über den Partikelradius r aus Gleichung (PPP): Konzentration cR in (a), äqui-
valente plastische Dehnung εeqpl in (b) und tangentiale Cauchy-Spannung in (c)
über den Radius r sowie tangentiale Cauchy-Spannung an der Partikeloberflä-
che r = 1,0 über SOC in (d), basierend auf [2, Abbildung 2].

sanfterer Übergang vom elastischen zum plastischen Fall zu erkennen und damit eine leichte
Verschiebung der Konzentrationswerte zur Partikeloberfläche, siehe die untere Lupe in Ab-
bildung 6.14(a). Dies wird üblicherweise als viskoplastische Regularisierung bezeichnet [139,
Abschnitt 1.7.1.4]. Die zweite Lupe zeigt einen Bereich, in dem sich die Steigung des Kon-
zentrationsprofils in der Nähe der Partikeloberfläche ändert, was auf einen zweiten plastischen
Verformungsprozess während der Lithiierung hindeutet, der auch an der Änderung der Stei-
gung der äquivalenten plastischen Dehnung zu erkennen ist, siehe Abbildung 6.14(b). Dies wird
deutlicher, wenn die tangentialen Cauchy-Spannungen als Funktion über den SOC untersucht
werden, vergleiche Abbildung 6.14(d) sowie [2, Abbildung 3(b)].

Abbildung 6.14(b) zeigt die äquivalente plastische Dehnung εeqpl , die plastische Verformungen
in der Nähe der Partikeloberfläche erkennen lässt. Während der Lithiierung verformt sich das
Teilchen zweimal plastisch. Der erste plastische Verformungsprozess tritt in der Anfangsphase
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6.2 Numerische Ergebnisse

des Ladens bei niedrigem SOC ≤ 0,13 auf, siehe Abbildung 6.14(d), und führt zu äquivalen-
ten plastischen Dehnungen von 3,4 %. Bei weiterer Lithiierung wiederholt sich dieser Prozess
bei SOC ≈ 0,8, siehe Abbildung 6.14(d), und die Größe der äquivalenten plastischen Dehnung
steigt auf 4 %. Bei der tangentialen Cauchy-Spannung σt, siehe Abbildung 6.14(c) und (d),
ändert sich die Spannungsrichtung an der Partikeloberfläche im plastischen Fall im Vergleich
zum elastischen Fall von Druck- zu Zugspannung. Dieser Vorzeichenwechsel der tangentialen
Spannungen tritt in dem Bereich auf, in dem das Teilchen zuvor plastisch verformt wurde. Die
heterogene plastische Verformung führt also zu einer Eigendehnung, die zu Zugspannungen nahe
der Partikeloberfläche führt, die im elastischen Fall nicht zu beobachten sind. Dies bedeutet,
dass es bei einem fast vollständig lithiierten Partikel zu einer erheblichen Verschiebung der
Spannungsentwicklung kommt und die plastische Verformung zu Zugspannungen in der Nähe
der Partikeloberfläche führt. Diese entscheidende Veränderung des Spannungsprofils in einem
kleinen räumlichen Bereich des Partikels ist für die Lebensdauer der Batterie wichtig zu er-
kennen. Abbildung 6.14(d) zeigt die tangentiale Cauchy-Spannung an der Partikeloberfläche im
Vergleich zum SOC über den gesamten Halbzyklus. Unmittelbar nach dem Start treten Cauchy-
sche Druck-Spannungen auf, bei denen der elastische Ansatz auf größere Werte ansteigt als die
plastischen Ansätze, die durch das Einsetzen der plastischen Verformungen begrenzt sind. Das
viskoplastische Modell zeigt im Vergleich zum raten-unabhängigen Modell größere negative
tangentiale Spannungen, d. h. eine Überspannung oberhalb der Fließspannung. Nach Erreichen
der Maximalwerte nehmen die Spannungen in allen Fällen ab. Die plastischen Ansätze weisen
jedoch Zugspannungen um SOC = 0,6 auf. Bei SOC ≈ 0,8 verformt sich das Teilchen ein
zweites Mal plastisch, wodurch sich die maximalen Zugspannungen in tangentialer Richtung
verringern. Auffallend ist der Unterschied zwischen dem elastischen Fall, der nur tangentiale
Druckspannungen aufweist, und den plastischen Ansätzen, die auch tangentiale Zugspannungen
enthalten. Die radiale Cauchy-Spannung an der Partikeloberfläche ist nicht abgebildet, da dort
eine spannungsfreie Randbedingung gilt. Diese Ergebnisse sind qualitativ vergleichbar mit den
numerischen Ergebnissen aus [21, Abbildung 4(c)] und [58, Abbildung 5(d)]. Es wird darauf
hingewiesen, dass sowohl für das plastische als auch für das viskoplastische Modell am Ende
des ersten Halbzyklus nahezu gleichwertige numerische Ergebnissen vorliegen. Dies gilt jedoch
nicht für die Ergebnisse nach mehreren Halbzyklen, die gleich im Zuge von Abbildung 6.15 dis-
kutiert werden. Für weitere Parameterstudien und Untersuchungen wird auf [2, Abbildungen 3-5]
verwiesen.

Als Nächstes wird die Effizienz der numerischen Implementierung hinsichtlich der Assemb-
lierungszeit in Tabelle 6.1 untersucht. Hierbei gilt zu beachten, dass die Simulationen mit vier
MPI-Jobs auf dem Desktoprechner aufgeführt sind. So werden in der Tabelle die durchschnitt-
lichen Newton-Iterationen pro Zeitschritt, die Assemblierungszeit der Jacobi-Matrix und der
rechten Seite des linearen Gleichungssystem für einen Halbzyklus aufgeführt. Es werden die
Ergebnisse für die Linearisierung und die AD-Technik für die 1D radial-symmetrische Geo-
metrie und die 2D Geometrie aus Abbildung 6.16 verglichen. Zusätzlich werden für die 2D
Konfiguration auch diese Simulationen untersucht:
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• ohne MPI-Parallelisierung, aber mit räumlicher und zeitlicher Adaptivität

• ohne MPI-Parallelisierung und konstante räumliche Diskretisierung, aber mit zeitlicher
Adaptivität

• ohne MPI-Parallelisierung und konstante räumliche und zeitliche Diskretisierung.
Für den zweiten Fall wird die räumliche Diskretisierung für die gesamte Dauer der Simula-
tion so gewählt, dass sie knapp unter der größten Anzahl von DOFs im Fall der adaptiven
Simulation liegt. Für die letzte Situation mit gleichmäßiger zeitlicher Diskretisierung wird als
konstante Zeitschrittweite 2× 10−7 h und BDF, eine Formel zur Rückwärtsdifferenzierung (von
engl. backward differentiation formula), mit der Ordnung eins für das Zeitintegrationsschema
festgelegt, vergleiche [80, Kapitel 4.1.2]. 2× 10−7 h liegt nahe, aber knapp über der niedrigs-
ten Zeitschrittgröße der räumlich und zeitlich adaptiven Simulation mit dem NDF-Verfahren,
vergleiche Bemerkung 5.2.16. Diese Werte sind notwendig, um alle relevanten physikalischen
Phänomene korrekt zu erfassen. Es ist zu beachten, dass alle Newton-Schritte gezählt werden,
auch die Newton-Schritte, bei denen die Reduktionsrate für das neue Newton-Update nicht
schnell genug ist oder die Toleranzen des adaptiven Algorithmus nicht erfüllt werden. Nach [2,
Abbildung 5(a)] sind die meisten Zeitschritte eines Lithiierungszyklus rein elastisch und da-
her sind größere Zeitschrittweiten möglich. Aufgrund des Zeitintegrationsverfahrens mit varia-
blen Zeitschrittweiten und variabler Ordnung ist die maximale Anzahl der Newton-Iterationen
begrenzt. Wenn die maximale Anzahl von Newton-Iterationen erreicht ist, die Rate für das

Tabelle 6.1: Vergleich der Anzahl der Zeitschritte, durchschnittliche Anzahl der Newton-
Iterationen per Zeitschritt (�Newton), Assemblierungszeit für die Newton-Matrix
und die rechte Seite des linearen Systems zwischen der hergeleiteten Linearisie-
rung und der AD-Technik für die 1D radial-symmetrische Konfiguration sowie 2D
Viertel-Ellipse und für weitere moderne numerische Techniken für den 2D Fall aus
Gleichung (PPP), basierend auf [2, Tabelle 3].

Methode Zeitschritte �Newton Assemblierungszeit

Linearisierung 1D 227 1,29 3,96 sec

AD 1D 229 1,27 1,80 sec

Linearisierung 2D 314 1,18 4,03× 103 sec

AD 2D 338 1.26 3,93× 102 sec

AD 2D ohne MPI 338 1,26 1,50× 103 sec

AD 2D ohne MPI, uniform im Raum 302 1,17 3,53× 103 sec

AD 2D ohne MPI, uniform in Raum und Zeit
(extrapolierte Zeit)

4,50× 106 1,05 4,50× 107 sec
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Newton-Update zu klein ist oder die Toleranzen des adaptiven Algorithmus nicht erreicht wer-
den, wird die Zeitschrittweite verringert. Eine kleinere Zeitschrittweite führt zu einer geringeren
Anzahl von Newton-Iterationen. Diese Punkte erklären die niedrige durchschnittliche Anzahl
von Newton-Schritten für die spezielle Simulationsumgebung.

Die Anzahl der Zeitschritte und die durchschnittliche Anzahl der Newton-Iterationen pro
Zeitschritt sind bei den 1D radial-symmetrischen bzw. 2D Simulationen ähnlich. Allerdings
gibt es erhebliche Unterschiede bei den Assemblierungszeiten: Die Linearisierung ist doppelt
so langsam wie AD für die 1D radial-symmetrische Simulation und sogar zehnmal langsamer
für die 2D Simulation. Dies ist eine bemerkenswerte Beschleunigung der Assemblierungszeit
bei der Lösung des Newton-Updates. Wird die MPI-Parallelisierung nicht verwendet, ist die
Assemblierungszeit erwartungsgemäß etwa viermal langsamer. Bei konstantemGitter ergibt sich
eineVerlangsamung ummehr als den Faktor zwei, aber auch eine leichteVerringerung derAnzahl
der Zeitschritte. Für den letzten Fall wurden 100 Zeitschritte berechnet und die Gesamtzeiten
für die Assemblierung extrapoliert. Die durchschnittliche Anzahl der Newton-Iterationen für
diese 100 Schritte ist geringer als in den anderen Fällen, was auch daran liegt, dass innerhalb
dieser ersten 100 Zeitschritte keine plastische Verformung auftritt. Wird eine Simulation ohne
MPI-Parallelisierung, aber mit konstanter räumlicher und zeitlicher Diskretisierung betrachtet,
so ergibt sich eine um etwa Faktor 105 höhere Assemblierungszeit. Ohne die AD-Technik käme
noch einmal ein Faktor zehn hinzu, sodass insgesamt eine Beschleunigung um einen Faktor von
schätzungsweise 106 vorliegt. Zusammenfassend zeigt Tabelle 6.1 eine enorme Beschleunigung
für die Assemblierungszeit während der Simulation mit modernen numerischen Verfahren bzw.
moderner numerischer Software.

Mit Nutzung der AD-Technik werden die Ergebnisse aus Abbildung 6.14 für neun Halbzy-
klen (fünf Lithiierungen und vier Delithiierungen) in Abbildung 6.15 untersucht, wobei für den
viskoplastischen Fall die Linearisierung und die AD-Technik verglichen werden. Die Unter-
schiede zwischen der plastischen und der viskoplastischen Verformung nach neun Halbzyklen
ist beachtlich, insbesondere bei der Konzentration in Abbildung 6.15(a). Der plastische An-
satz ist fast identisch mit den elastischen Ergebnissen, während die viskoplastischen Ergebnisse
eher Abbildung 6.14 entsprechen. Die Ähnlichkeit zwischen den elastischen und plastischen
Ergebnissen lässt sich durch die isotrope Verfestigung erklären, die zu einem starken Anstieg
der Fließspannung führt. Nach neun Halbzyklen erreichen die im Inneren des Partikels auftre-
tenden Spannungen also nicht die Fließspannung, sodass sich das Partikel nicht weiter plastisch
verformen kann. Dies wiederum führt zu einer homogeneren Spannungsverteilung und somit
zu keiner Anhäufung von Li-Atomen in der Nähe der Partikeloberfläche. Die untere Lupe zeigt
auch für den viskoplastischen Ansatz einen Unterschied bei höheren Zyklenzahlen: Eine kleine
Welle entsteht durch den Vorzeichenwechsel des Lithium-Flusses beim Laden oder Entladen
des Partikels. Dies ist wichtig zu beachten, da die kleine Welle bei der tangentialen Cauchy-
Spannung in Abbildung 6.15(c) bereits stärker ausgeprägt ist und ein Kandidat für mögliche
weitere Inhomogenitäten ist. Zu beachten ist auch der höhere Wert in Abbildung 6.15(b) im
Vergleich zu Abbildung 6.14(b), der auf ein großes Ausmaß an plastischer Verformung hinweist,
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Abbildung 6.15: Vergleich für den elastischen (Ela.), den plastischen (Pla.) und den viskoplasti-
schen (Vis.) Ansatz sowie viskoplastisch mit AD der 1D radial-symmetrischen
Geometrie bei t = 8,12 h über den Partikelradius r aus Gleichung (PPP): Kon-
zentration cR in (a), äquivalente plastische Dehnung εeqpl in (b) und tangentiale
Cauchy-Spannung in (c) über Radius r sowie tangentiale Cauchy-Spannung an
der Partikeloberfläche r = 1,0 über SOC in (d), basierend auf [2, Abbildung 6].

die schließlich zu einer Beschädigung des Partikels führen könnte. Abbildung 6.15(d) zeigt die
Entwicklung der tangentialen Cauchy-Spannung an der Partikeloberfläche über den SOC. Für
den elastischen Fall ist nach dem ersten Halbzyklus kein Unterschied zu erkennen und alle
weiteren Halbzyklen sind identisch. Auch für den viskoplastischen Fall, hier mit AD berechnet,
ist nur ein kleiner Unterschied in der unteren linken Ecke sichtbar, siehe die Lupe unten in der
Mitte. Der zweite und alle weiteren Lithiierungszyklen weisen eine höhere Druckspannung auf,
die sogar etwas höher ist als im elastischen Fall des ersten Halbzyklus. Dies lässt sich durch die
konstanten Ausgangsdaten erklären. Die Lupe oben rechts zeigt die Auswirkung des Wechsels
von Lithiierung zu Delithiierung mit einem kurzen Anstieg und anschließendem Rückgang, was
auf eine zusätzliche plastische Verformung hinweist. Ein größerer Unterschied zwischen dem
elastischen und dem viskoplastischen Ansatz bei niedrigerem SOC ist am Ende des Entladezy-
klus in der linken oberen Ecke mit der Lupe in der linken Mitte zu sehen. Der plastische Ansatz
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6.2 Numerische Ergebnisse

mit isotroper Verfestigung zeigt jedoch den größten Unterschied in jedem Zyklus. Wie bereits
erörtert, tendieren die tangentialen Cauchy-Spannungen von Zyklus zu Zyklus zu den Werten
des elastischen Falls, die mit den cyanfarbenen Pfeilen angezeigt werden. Es ist zu beachten,
dass die kleine Welle aus Abbildung 6.15(a) und Abbildung 6.15(c) in dieser Darstellung nicht
sichtbar ist.
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Abbildung 6.16: 2D Viertel-Ellipse eines Nano-Wires nach einer Lithiierung bei SOC = 0,92
aus Gleichung (PPP) für die Konzentration cR in (a), die äquivalente plastische
Dehnung εeqpl in (b) und die von-Mises-Spannung σvM in (c) mit Nutzung
der AD-Technik, basierend auf [2, Abbildung 7].
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Abbildung 6.16 zeigt die numerischen Ergebnisse am Ende eines Halbzyklus mit tend = 0,9 h

bzw. SOC = 0,92. Die Anzahl der DOFs liegt in einem Bereich von [320, 121 472] und die
Gesamtrechenzeit beträgt weniger als 15 Minuten. In allen Unterabbildungen ist das adaptive
Gitter im Hintergrund sichtbar, was auf einen höheren Verfeinerungsgrad an der Außenfläche
in der Nähe der kurzen Halbachse hinweist. In Abbildung 6.16(a) ist das Konzentrationsprofil
in einem Bereich von [0,91; 0,94] dargestellt. Es fällt auf, dass der Konzentrationsgradient an
der Partikeloberfläche an der kurzen Halbachse stärker ist. Hier kann ein größerer Bereich mit
niedrigeren Konzentrationswerten in blau mit einem kleinen, aber steil ansteigenden Bereich in
der Nähe der Partikeloberfläche lokalisiert werden. Diese Eigenschaft ist vergleichbar mit den
Ergebnissen der 1D radial symmetrischen Simulationen mit einem stärkeren Anstieg in der Nähe
der Partikeloberfläche in Abbildung 6.14(a) oder in Abbildung 6.15(a).

Ein Blick auf die skalare äquivalente plastische Dehnung εeqpl in Abbildung 6.16(b) bestätigt
den Bereich der plastischen Verformung: Die plastische Verformung erfolgt an der Partikelober-
fläche der kurzen Halbachse. Es treten große äquivalente plastische Dehnungen von bis zu 22 %

auf. Abbildung 6.16(c) zeigt die von-Mises-Spannung aus Gleichung (6.3). Es ist eine erhebliche
Inhomogenität der von-Mises-Spannungsverteilung im Partikel erkennbar. Während die Span-
nungswerte an der großen Halbachse unter 0,45 GPa liegen, sind die von-Mises-Spannungen an
der kleinen Halbachse mehr als 1,5 mal höher und weisen zwei Maximalwerte nahe der Par-
tikeloberfläche auf: eine durch Zugspannungen aufgrund der plastischen Verformung nahe der
Oberfläche und eine durch Druckspannungen etwas weiter im Inneren des Partikels, beides wie-
der wie im 1D radial-symmetrischen Fall in Abbildung 6.14(c) oder in Abbildung 6.15(c). Die
starke Veränderung der Spannungsgradienten in der Nähe der Oberfläche der kurzen Halbach-
se mag ungewöhnlich erscheinen. Wie jedoch dargelegt, resultiert der Wechsel der Gradienten
aus dem Vorzeichenwechsel der tangentialen Spannungen von Zug an der Partikeloberfläche
hin zu Druck im oberflächennahen Partikelinneren, vergleiche Abbildung 6.14(c). Da die von-
Mises-Spannung der Absolutwert des Spannungsdeviators ist, führt diese Änderung dazu, dass
die beiden Maxima nahe beieinander liegen. Diese Inhomogenität der Spannungsverteilung
zwischen Druck- und Zugspannungen ist besonders wichtig für weitere Untersuchungen zur
Partikelschädigung oder zum Bruch.

Die langeHalbachse ist für niedrigereKonzentrationswerte in der Partikelmitte verantwortlich.
Auf der kleinen Halbachse würde die Diffusion höhere Konzentrationen in der Partikelmitte
erzeugen. Somit ist der Einfluss der niedrigeren Konzentrationswerte an der längeren Halbachse
für höhere Konzentrationsgradienten an der kleinen Halbachse verantwortlich, was zu höherer
Spannung und plastischer Verformung führt. Dies wird auch im nachfolgenden Kapitel nochmals
für den 2D Fall diskutiert.

6.2.4 Partikel-SEI-Ansatz

Aufgrund der Wichtigkeit der Mechanik werden für ein 1D radial-symmetrisches Partikel mit
sphärischer SEI und für ein elliptisches Nano-Wire mit elliptischer SEI für Siliziumanoden die
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6.2 Numerische Ergebnisse

chemisch-mechanische Kopplung zwischen Partikel und SEI analysiert, siehe Gleichung (PSP).
Die SEI-Schicht, die sich rein mechanisch verformt, muss sich an die Volumenänderungen der
Siliziumanode während des Zyklierens anpassen. Dies führt ebenfalls zu Spannungen innerhalb
der SEI. Das Partikel verformt sich chemisch-elastisch, während sich die SEI elastisch-(visko-)
plastisch verformt. Hierzu werden in diesem Kapitel einige numerische Studien aus [3] und [4]
gezeigt und untersucht.

Bei der Erweiterung des Modells von einem einzelnen Partikel zu einem gekoppelten Partikel-
SEI-Ansatz wurdemit einer rein elastischen SEImit demLagrangeschen GSV-Ansatz begonnen.
Die numerische Simulation ist jedoch um t = 0,32 h bzw. SOC = 0,34 abgebrochen, da keine
geeignete Newton-Aktualisierung gefunden werden konnte. Abbildung 6.17(a)-(b) und Abbil-
dung 6.18(a)-(b) zeigen die numerischen Ergebnisse in orange. In Abbildung 6.17(b) ist deutlich
zu erkennen, dass die tangentiale Cauchy-Spannung der SEI an der Grenzfläche zwischen dem
Partikel und dem SEI stark ansteigt, was beim logarithmischen Hencky-Ansatz nicht auftritt.
Andererseits führt die Verwendung der logarithmischen Verzerrung auch in der rein elastischen
Konfiguration zu einer Stabilisierung der numerischen Simulation und unterdrückt den starken
Anstieg an der Grenzfläche (grün). Abbildung 6.17(a) zeigt die geforderte Schnittflächenbedin-
gung für die Verschiebung zwischen dem Partikel und der SEI. Aufgrund der Anwendung der ex-
ponentiellen Abbildung der plastischen Zeitintegration ist der logarithmische Hencky-Ansatz für
die Verzerrung imVergleich zum Lagrangeschen GSV-Ansatz für die Verzerrung vorteilhaft und
wird in allen plastischen Simulationen verwendet. Abbildung 6.17(a)-(b) und Abbildung 6.18(a)
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Abbildung 6.17: Normale (a) und tangentiale (b) Cauchy-Spannung über den Radius r (0,0 ≤
r ≤ 1,0 in Ωcom,P, 1,0 ≤ r ≤ 1,1 in Ωcom,S) für die 1D radial-
symmetrische Partikel-SEI-Konfiguration am Ende der Simulationszeit aus
Gleichung (PSP); für den 1.) rein elastischen Fall mit dem Lagrangeschen
GSV-Verzerrungstensor (Lag. ela.) stoppt die Simulation bei SOC = 0,34,
vergleiche Abbildung 6.18(a), wohingegen alle anderen Fälle

(
2.) elastisch,

3.) plastisch und 4a.), 4b.) viskoplastisch
)
mit dem logarithmischen Hencky-

Verzerrungstensor die finale Simulationszeit erreichen, basierend auf [3, Ab-
bildung 2].
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Abbildung 6.18: Elektrische Spannung U an der Partikeloberfläche r = 1,0 über SOC der
1D radial-symmetrischen Partikel-SEI-Konfiguration für drei Halbzyklen aus
Gleichung (PSP) für die unterschiedlichen Ansätze des elastischen Verzer-
rungstensors für die elastischen und plastischen Fälle mit gestopptem Lagran-
geschenGSV-Ansatz für den elastischen Fall in orange (a) und der tangentialen
Cauchy-Spannung der SEI über SOC an der Schnittstelle zwischen Partikel und
SEI mit zunehmender Spannungsüberrelaxation für kleineres ε̇eqpl (blauer Pfeil)
im viskoplastischen Fall (b), basierend auf [3, Abbildung 3].

enthalten fast keine Veränderung zwischen der raten-unabhängigen und raten-abhängigen Plas-
tizität. Abbildung 6.18(b) zeigt jedoch die typische Spannungsüberrelaxation für die tangentiale
Cauchy-Spannung der SEI an der Partikel-SEI-Schnittfläche, bestehend aus einem Überschwin-
gen zu Beginn der ersten Plastifizierung und einer anschließenden Entspannung in Richtung der
raten-unabhängigen plastischen Ergebnisse. Eine Verringerung von ε̇0 von 10−3 s−1 auf 10−4 s−1

führt zu einem höheren Überschwingen (blauer Pfeil). Eine elektrische Überrelaxation ist auch
bei Messungen in [154] zu beobachten, was die Spannungsrelaxation nach GITT-Pulsen mit
niedrigem Strom erklärt [43]. Im rein elastischen Fall gibt es keine Spannungshysterese, d. h.
Lithiierung und Delithiierung führen zu denselben Spannungen, die in Abbildung 6.18(b) in
gestrichelt grün dargestellt sind. Schließlich zeigt Abbildung 6.18(a) die Auswertung der elektri-
schen Spannung mit der Butler–Volmer-Bedingung, die zu ähnlichen Ergebnissen führt wie für
das einzelne Batterie-Aktivmaterialpartikel [2, AnhangG]. Für die 1D radial-symmetrischeKon-
figuration des Partikel-SEI-Ansatzes wurde die Simulation mit 16× 103 DOFs und 1,4× 103

Zellen durchgeführt.
Für das 2D elliptische Rechengebiet mit 87× 103 DOFs und 1,2× 103 Zellen werden die

Spannungen innerhalb des Partikels und der SEI für drei Halbzyklen (1. Lithiierung, 1. Deli-
thiierung, 2. Lithiierung) diskutiert. Weiter werden die Li-Konzentrationsverteilung sowie die
Gradienten während drei Halbzyklen untersucht. In dieser Arbeit werden die Ergebnisse für eine
weiche SEI vorgestellt. Für die ausführliche Diskussion einer steifen SEI wird auf [4] verwiesen.

In Abbildung 6.19 werden die Cauchy-Spannungen in normaler (a) und tangentialer (b)
Richtung bei 30 % SOC während der Lithiierung dargestellt. So zeigen beide Verteilungen
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Abbildung 6.19: Normale (a) und tangentiale (b) Cauchy-Spannung bei SOC = 0,3 sowie
normale (c), tangentiale Cauchy-Spannung für das Partikel (d) sowie für die
SEI (e) an den Punkten UR (unten rechts im Schnitt zwischen Partikel und
SEI) und OL (oben links rechts im Schnitt zwischen Partikel und SEI) über
drei Halbzyklen für die weiche SEI der 2D Viertel-Ellipse für den Partikel-
SEI-Ansatz aus Gleichung (PSP), basierend auf [4, Abbildung 2].

Zugspannung in der Mitte des Partikels und Druckspannung an der Oberfläche. Die größten
Druckspannungen treten in normaler Richtung am Ende der großen Halbachse in Punkt UR
(unten rechts im Schnitt zwischen Partikel und SEI) und in tangentialer Richtung am Ende der
kleinen Halbachse in Punkt OL (oben links rechts im Schnitt zwischen Partikel und SEI) auf.
Die untersuchten Punkte sind in Abbildung 6.4 eingezeichnet.

Die zeitliche Entwicklung der Cauchy-Spannungen während der drei Halbzyklen ist für die
Normalenkomponente in Abbildung 6.19(c), für die Tangentialkomponente des Partikels in Ab-
bildung 6.19(d) und für die Tangentialkomponente der SEI in Abbildung 6.19(e) dargestellt.
So zeigen sich für das Partikel dauerhafte Druckspannungen in den Punkten UR und OL,
wobei deutlich größere Spannungsbeträge für die tangentiale Komponente vorliegen. Die Nor-
malenspannung in Abbildung 6.19(c) zeigt immer den größtenWert an der großen Halbachse im
PunktUR, die Tangentialspannung in Abbildung 6.19(d) an der kleinen Halbachse im PunktOL.
Bei der anschließendenDelithiierung treten an der Partikeloberfläche die größtenZugspannungen
an denselben Stellen wie zuvor auf. Zu Beginn der zweiten Lithiierung weicht die Normalen-
spannung in Abbildung 6.19(c) aufgrund der Anfangsbedingung leicht von der ersten Lithiierung
ab, aber die Spannungswerte nähern sich kontinuierlich denen der ersten Lithiierung an. Die tan-
gentialen Spannungen des Partikels stimmen mit denen des ersten Zyklus überein. Die größten
tangentialen Spannungen entstehen bei niedrigen SOC-Werten im Punkt OL und führen dort zu
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plastischem Fließen, vergleiche Abbildung 6.16, und können in Partikelbruch resultieren. Der
Vergleich zu einem symmetrischen Nano-Wire ist in [4, Abbildung 6] dargestellt.

Die Normalenspannungen der SEI sind über die Schnittstellenbedingungen identisch zu denen
des Partikels. Am äußeren Rand ist eine spannungsfreie Randbedingung in Normalenrichtung
vorgegeben. Während der Lithiierung führt die Volumenausdehnung des Partikels zu tangen-
tialen Zugspannungen innerhalb der SEI, vergleiche Abbildung 6.19(b) und Abbildung 6.19(e).
Der Spannungswert an der kleinen Halbachse am Punkt OL ist etwas größer als am Punkt UR.
Dies ist zu erwarten, da die Krümmung der SEI an diesem Punkt am geringsten ist. Daher
könnte die SEI am Punkt OL anfällig sein für Bruch. Während der Delithiierung liegt tan-
gentiale Druckspannung vor, wobei der maximale Wert wieder am Punkt OL erreicht wird.
Während der zweiten Lithiierung verringert sich die Größe der Spannungsüberrelaxation und
die Spannung konvergiert mit der der ersten Lithiierung wie im 1D radial-symmetrischen Fall
in Abbildung 6.18(b). Der Einfluss der Viskosität wird in [4, Abbildung 8] für eine Variation
von ε̇eqpl untersucht und führt zum gleichen Ergebnis wie in Abbildung 6.18(b).

Die Li-Verteilung innerhalb des elliptischen Nano-Wires während der Lithiierung ist in Ab-
bildung 6.20(a) bis (c) für 5 %, 30 % und 90 % SOC dargestellt. Wie erwartet nimmt die Lithi-
umkonzentration im Allgemeinen von außen her zu und zeigt den größten Wert an der langen
Halbachse am Punkt UR. An diesem Punkt hat die elliptische Geometrie das höchste Verhält-
nis von Oberflächen zu Volumen, was zu einem schnelleren Anstieg der Lithiumkonzentration
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Abbildung 6.20: Konzentration cR bei SOC = 0,05 in (a) bei SOC = 0,30 in (b) und
SOC = 0,90 in (c) im Partikel sowie Richtungsvektoren des Konzentrations-
gradienten, skaliert mit einer negativen Konstanten, im Partikelgebiet Ωcom,P
in (d) für die weiche SEI und Differenz zwischen Konzentration und dem
Mittel über drei Halbzyklen in (e) an den Punkten UR, OL und MI (Mittel-
punkt des Partikels) der 2D Viertel-Ellipse für den Partikel-SEI-Ansatz aus
Gleichung (PSP), basierend auf [4, Abbildung 3].
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führt [87, Kapitel 2.2.3]. Entgegen der Erwartung ist die Lithiumkonzentration am Ende der klei-
nen Halbachse am Punkt OL niedriger als die Konzentration am Mittelpunkt MI des Partikels
während der Lithiierung bei 30 % SOC. Zur besseren Veranschaulichung dieser Konzentrati-
onsanomalie wird der Konzentrationsgradient, der die Richtung der chemischen Li-Diffusion
angibt und mit einer negativen Konstanten skaliert ist, in Abbildung 6.20(d) dargestellt. Entlang
der großen Halbachse zeigt die Li-Diffusion zum Mittelpunkt der Ellipse. Entlang der kleinen
Halbachse hingegen weist die Diffusion in Richtung des Partikelrandes, was die geringere Kon-
zentration am Punkt OL verdeutlicht. Im Gegensatz dazu weist der Gesamtfluss des Lithiums,
der durch den Gradienten des chemischen Potentials verursacht wird, immer in Richtung der
Mitte des Partikels.

Zur Bestätigung der Konzentrationsanomalie wird die Differenz der Lithiumkonzentration
vom Mittelwert während der drei Halbzyklen in Abbildung 6.20(e) betrachtet. Wie bei der Li-
thiierung zu erwarten ist, ist die Konzentration am Punkt UR immer größer und am Punkt MI
immer kleiner als die mittlere Konzentration. Während der Delithiierung ist dieses Konzentra-
tionsverhalten umgekehrt. Jedoch ist während der Lithiierung in einem größeren SOC-Bereich
zwischen 15 % und 45 % SOC die Konzentration am Punkt OL kleiner als die mittlere Konzen-
tration und sogar kleiner als die Konzentration im ZentrumMI. Diese Konzentrationsanomalie
tritt auch bei der Delithiierung als Konzentrationsüberschuss und der zweiten Lithiierung als
Konzentrationsmangel auf. Die Konzentrationsanomalie am Punkt OL ist somit kein Simula-
tionsartefakt in einem engen SOC-Bereich während der ersten Lithiierung, sondern signifikant
und robust während des Zyklierens. Diese Anomalie tritt auch bei einem sehr langsamen Laden
mit C/20 ohne eine umgebende SEI auf, siehe [4, Abbildung 10]. Somit entsteht diese Anomalie
nicht aufgrund der umgebenden SEI, sondern aufgrund der Mechanik innerhalb des Partikels.
Während der Lithiierung steigt die Lithiumkonzentration am Punkt UR am schnellsten an, da
hier das Verhältnis von Oberfläche zu Volumen am größten ist. Der signifikante Anstieg ver-
ursacht eine ausgeprägte Volumenvergrößerung, die zu Druckspannungen entlang der äußeren
Begrenzung des Nano-Wires führt. Diese Druckspannung ist am PunktOL bei der kleinen Halb-
achse aufgrund der geringeren Krümmung am größten. Die beträchtliche Druckspannung wirkt
sich auf die chemisch-mechanische freie Energie aus und erschwert eine weitere Li-Bildung
am Punkt OL. Bei der Delithiierung ist dieser Effekt mit Bildung von Zugspannungen ent-
sprechend umgekehrt und führt zu einem lokalen Konzentrationsüberschuss am Punkt OL. Bei
der Untersuchung eines rein chemischen elliptischen 2D Siliziumpartikels ohne mechanische
Kopplung tritt eine solche Konzentrationsanomalie nicht auf. Die Konzentrationsanomalie wäh-
rend des Zyklierens resultiert also aus dem chemisch-mechanischen Wechselspiel innerhalb des
Siliziumpartikels, das durch die elliptische Geometrie erheblich beeinflusst wird.

Bei einer steifen SEI kehrt sich die Konzentrationsanomalie um und es entsteht wie beim
Hindernis-Kontakt-Problem ein Lithium-armer Bereich an der Partikeloberfläche der langen
Halbachse am Punkt UR, da dort die größten Spannungen aufgrund des größten Verhältnisses
von Oberfläche zu Volumen entstehen, vergleiche [4, Abbildung 5(b), (c), (e)].
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6.2.5 Residuen-Fehlerschätzer

In diesem Kapitel werden die numerischen Ergebnisse in Bezug auf den residual-basierten
a-posteriori-Fehlerschätzer präsentiert und diskutiert. Zunächst wird für LFP der Spezialfall
eines rein chemischen 1D Partikels ohne Symmetrieannahmen und mit homogenen Neumann-
Randbedingungen für den Lithium-Fluss aus Gleichung (5.57) betrachtet. Ein solches Szenario
tritt z.B. in [248] oder in [249, Abbildung 2(c)] auf, wobei dort noch eine zusätzliche Volumen-
kraft in der Kontinuitätsgleichung vorhanden ist.

Für den 1D Fall ohne Symmetrieannahmen mit konstanter Mobilität und einem konstanten
Anfangsgitter wird die in Abbildung 6.21(a) in schwarz eingezeichnete Anfangskonzentration

c0 = −0.48 tanh

(
(x− 0.64)2 − 0.152

0.0039
+

(x− 0.36)2 − 0.12

0.0039

)

betrachtet.Während der Simulation werden die beiden Lithium-reichen Phasen zu einer Lithium-
reichen Phase zur finalen Simulationszeit tend = 0,3 h verschmelzen. Hierbei wird mit dem
räumlich und zeitlich adaptiven Lösungsalgorithmus aus Algorithmus 3 gearbeitet. Es liegen
ungefähr zwischen 500 und 8,2× 103 DOFs bzw. zwischen 70 und 1× 103 Zellen vor. In Abbil-
dung 6.21(a), (b) und (c) sind in rot die finale Konzentrationsverteilungen sowie mit Kreisen das
Verfeinerungslevel jeweils für den Residuen-Fehlerschätzer η̂K aus Theorem 5.2.11, den Gradi-
entenschätzer aus Bemerkung A.3.1 und den Kelly-Fehlerschätzer aus Bemerkung A.3.2 darge-
stellt. Zwischen den Konzentrationsverteilungen ist kein Unterschied erkennbar. Bei den Verfei-
nerungsleveln gibt es leichte Unterschiede, wobei alle drei in den Bereichen des Phasenübergangs
hohe Gitterauflösungen aufweisen und in den homogenen Phasen geringe. Der Gradientenschät-
zer besitzt insgesamt die niedrigsten Verfeinerungslevel, gefolgt vom Kelly-Fehlerschätzer und
dem residual-basierten Fehlerschätzer. Dieser besitzt die größten Verfeinerungslevel.

Als Nächstes werden die drei Fehlerschätzer genauer untersucht. Hierbei wird die obige
Konfiguration genommen und eine hoch aufgelöste Referenzlösung mit dem Gradientenschätzer
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Abbildung 6.21: Vergleich der unterschiedlichen Verfeinerungsstrategien (Residuenschätzer
(Res.) in (a), Gradientenschätzer (Grad.) in (b) und Kelly (Kelly) in (c)) für
den rein chemischen 1D Testfall bei Simulationsende über Radius r aus Glei-
chung (5.57): Konzentration cR (rot) und Verfeinerungslevel (schwarze Kreise)
sowie Startkonzentration in schwarz in (a).
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Abbildung 6.22: Vergleich der Konvergenzgeschwindigkeit für finite Elemente mit Ord-
nung p = 1 (a), Ordnung p = 2 (b), Ordnung p = 3 (c) und Ordnung p = 4 (d)
mit Referenzlinien (gestrichelt) für die optimale Ordnung für uniform verfei-
nerte Gitter über DOFsmit Fehler inL2-Norm, inH1-Norm sowie Berechnung
der Fehlerschätzer für die beiden Anteile des Residuenschätzers (Res. Zelle
und Res. Kante), den Gradientenschätzer (Grad.) und den Kelly-Schätzer (Kel-
ly) für den rein chemischen 1D LFP-Testfall aus Gleichung (5.57).

mit RelTolt = 10−8, RelTolx = 6,5× 10−13, AbsTolt = 10−11 und = AbsTolx = 6,5× 10−10

sowie Θc = 0.03, Θr = 0.6, τ0 = 1× 10−15 h und konstanter Mobilitätmconst = 1 gespeichert.
Nun werden mit uniformer Verfeinerung die tatsächlichen L2- und H1-Fehler berechnet so-

wie die drei Fehlerschätzer für das entsprechende Gitter ausgewertet. Die daraus resultieren-
den Konvergenzuntersuchungen sind in Abbildung 6.22(a)-(d) für die jeweilige Polynomord-
nung p ∈ {1; 2; 3; 4} der Finite-Elemente-Ansatzfunktion dargestellt. So zeigt sich, dass der
Gradientenschätzer (Grad.) und der Kelly-Fehlerschätzer (Kelly) auf einem sehr ähnlichen Ni-
veau liegen und für ungerade Polynomgrade die gleiche Konvergenzordnung wie derH1-Fehler,
jedoch für gerade Polynomgrade die gleiche Konvergenzordnung wie der L2-Fehler aufweisen.
Das gleiche Verhalten zeigt sich für den Kanten-Anteil (Res. Kante) des residual-basierten Feh-
lerschätzers. Nur der Zell-Anteil (Res. Zelle) hat für alle vier untersuchten Polynomgrade die
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gleiche Konvergenzordnung wie der H1-Fehler. Der Zell-Anteil besitzt insgesamt etwas höhere
Werte für die Fehlerschätzung, was die höheren Verfeinerungslevel in Abbildung 6.21(a) erklärt.
Die Fehlerschätzungen des Kanten-Anteils liegen unter den tatsächlichen Fehlern für ungerade
Polynomgrade, aber auf einem ähnlichen Niveau wie der L2-Fehler für gerade Polynomgrade.
Eine entsprechende Skalierung mit γcell bzw. mit γface wie in Gleichung (5.72) kann die bei-
den Anteile des Residuenschätzers auf das Niveau der anderen beiden Fehlerschätzer bringen,
wobei die Parameter abhängig vom Polynomgrad sind. Eine Abhängigkeit der beiden Anteile
des Residuenschätzers für gerade bzw. ungerade Polynomgrade wurde nach [173, Kapitel 1.6]
und [174, 175] ebenfalls in [176, 177] beobachtet.
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Abbildung 6.23: Vergleich der Konvergenzgeschwindigkeit für finite Elemente mit Ord-
nung p = 1 (a), Ordnung p = 2 (b), Ordnung p = 3 (c) und Ordnung p = 4 (d)
mit Referenzlinien (gestrichelt) für die optimale Ordnung für uniform verfei-
nerte Gitter über DOFsmit Fehler inL2-Norm, inH1-Norm sowie Berechnung
der Fehlerschätzer für die beiden Anteile des Residuenschätzers (Res. Zelle
und Res. Kante), Gradientenschätzer (Grad.) und den Kelly-Schätzer (Kelly)
für die chemisch-mechanisch gekoppelten 1D radial-symmetrische Geometrie
und aSi aus Gleichung (SPP).
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In Abbildung 6.23 sind die Konvergenzordnungen für das chemisch-elastisch gekoppelte
Siliziumpartikel in der 1D radial-symmetrischen Standard-Konfiguration aus Gleichung (SPP)
zu sehen. Hierfür wurde die Referenzlösung mit einem uniformen Gitter mit ca. 1,5 Millionen
DOFs, 131× 103 Zellen und RelTolt = 10−11, AbsTolt = 10−14 auf dem bwUniCluster auf
einem Single-Knoten berechnet. Als finale Zeit wurde tend = 0,02 h gewählt, da hier große
Spannungen auftreten.

Es zeigt sich ein ähnliches Verhalten für den Kanten-Anteil des Residuen-Fehlerschätzers
und den Gradientenschätzer wie in der vorherigen Abbildung. Auffällig ist jedoch, dass der
Kelly-Fehlerschätzer nur eine verringerte Konvergenzordnung von 0,5 und der Zell-Anteil eine
maximale Konvergenzordnung von 1 aufweisen. Der Kelly-Fehlerschätzer scheint aufgrund
der inhomogenen Neumann-Randbedingung des Lithium-Flusses und den Randbedingungen
für die Verschiebung nur eine verringerte Konvergenzordnung zu besitzen. Der Zell-Anteil
besitzt ebenfalls nur eine verringerte Konvergenzordnung, die aufgrund der Nichtlinearität in
der Berechnung des ersten Piola–Kirchhoff-Spannungstensors P im Residuenterm auftreten
könnte. Weitere Untersuchungen in Bezug auf die verringerte Konvergenzordnung können neue
Erkenntnisse bieten [167, 169]. Mit höherem Polynomgrad tritt immer früher eine Sättigung ein,
die aufgrund der gewählten Konfiguration der Referenzlösung entsteht.

Weitere numerische Ergebnisse für diese Konfiguration des residual-basierten Fehlerschät-
zers für das chemisch-elastisch gekoppelte Batterie-Aktivmaterialpartikel für die 1D radial-
symmetrische Geometrie finden sich in [6].

6.2.6 Weitere Parameter- und Modellierungs-Kombinationen

In diesem Kapitel sollen kurz und knapp weitere Parameter- und Modellierungs-Kombinationen
vorgestellt werden.

So kann z.B. für eine Natrium-Ionen-Batterie für das Kathodenmaterial Natrium-Eisenphos-
phat NaxFePo (NFP) (von engl. sodium iron phosphate) mit einer angepassten Energiedichte für
den chemischen Anteil

ρRψch(cR) := RgasTcmax

(
α1cR −

α2

2
c2
R + cR ln(cR) +

(2

3
− cR

)
ln
(2

3
− cR

))

sowie angepassten Materialparametern in [82, Tabelle 6] ebenfalls der Cahn–Hilliard-Ansatz
gewählt werden [82, 85, 108].

Für die Simulation des State-Of-The-Art Anodenmaterials Graphit kann eine entsprechende
Leerlaufspannungskurve genutzt werden, siehe Gleichung (A.2).

Als weitere Kombination zweierModellierungsansätze wird hier noch das Hindernis-Kontakt-
Problem für ein viskoplastisches 1D radial-symmetrisches Partikel für aSi mit AD, Lückenfunk-
tion g = 0.5 und maximaler Ordnung für das Zeitintegrationsverfahren von 3 aufgrund der
Nichtlinearität der Viskoplastizität vorgestellt. Dies ist eine Kombination aus Gleichung (OCP)
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Abbildung 6.24: Tangentiale Spannung σt über Partikelradius r im viskoplastischen Fall der 1D
radial-symmetrischen Konfiguration mit und ohne Hindernis bei SOC = 0,92
in (a), Zeitschrittweite τn über Simulationszeit von zwei Halbzyklen (eine Li-
thiierung und eine Delithiierung) mit Ordnung des Zeitintegrationsverfahrens
in (b) undKonzentration cR sowie Verfeinerungslevel über den Partikelradius r
bei SOC = 0,92 in (c) mit einer Kombination von Gleichung (OCP) und von
Gleichung (PPP).

und Gleichung (PPP). In Abbildung 6.24 sind die tangentiale Cauchy-Spannung σt über den Ra-
dius r bei SOC = 0,92 in (a), die Zeitschrittweite τn und die Ordnung der Zeitintegration kn über
zwei Halbzyklen in (b) sowie die Konzentration cR sowie das Verfeinerungslevel über den Radi-
us r bei SOC = 0,92 in (c) dargestellt. DerVergleich zwischen demviskoplastischenAnsatz ohne
undmit Hindernis in Abbildung 6.24(a) zeigt, dass sich qualitativ nicht viel am Spannungsverlauf
selbst ändert. Auffallend ist jedoch die unterschiedliche Größenordnung, die sich um über 3 GPa

unterscheidet. Somit hat das symmetrische Hindernis nur eine Auswirkung auf den sphärischen
Anteil der Spannung, nicht aber auf den deviatorischen, der für das Einsetzen plastischer Defor-
mationen relevant ist. In Abbildung 6.24(b) ist die verwendete Zeitschrittweite und Ordnung des
Zeitintegrationsverfahren dargestellt. Gut erkennbar ist das Einsetzen der Plastizität bei der ers-
ten vertikalen grau gestrichelten Linie sowie das Berühren und Ablösen vom Hindernis bei den
beiden blau gestrichelten Linien. Insbesondere treten hier Reduktionen der Zeitschrittweite von
über 3-5 Größenordnungen auf. Auch der Wechsel des Lithium-Flusses sorgt für eine Reduktion
der Zeitschrittweite um 4 Größenordnungen. Eine Reduzierung der Zeitschrittweite geht meis-
tens mit einer Änderung der verwendeten Ordnung einher. Im Vergleich zu [2, Abbildung 5(a)]
sind gewisse Änderungen in den Zeitschrittweiten erkennbar, die durch die in Abbildung 6.24
verwendete AD-Technik im Vergleich zur Linearisierung in [2, Abbildung 5(a)] zu erklären sind.
Der Konzentrationsverlauf und das Verfeinerungslevel in Abbildung 6.24(c) sind ähnlich zu [2,
Abbildung 5(b)] und zeigen die inhomogene Konzentrationsverteilung aufgrund der plastischen
Verformung sowie ein höheres Verfeinerungslevel in Bereichen mit großen Konzentrationsgra-
dienten.

Weitere Kombinationen mit einer viskoplastischen SEI-Schicht und eine Erweiterung auf
höhere Dimensionen mit einem nicht symmetrischen Hindernis sind ebenfalls möglich.
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6.2.7 Validierung

In diesem Kapitel werden zahlreiche Validierungsauswertungen präsentiert und analysiert. Zu-
nächst wird kurz auf den numerischen Lösungsalgorithmus eingegangen, danach werden ver-
schiedene Modellansätze verglichen.

Die optimale Konvergenz für eine uniform verfeinerte Gitterstudie bzw. die Konvergenz
der verschiedenen Fehlerschätzer ist ausführlich in Kapitel 6.2.5 diskutiert. Für die zeitliche
Konvergenz wird auf [80, Kapitel 7.4.3] verwiesen. Für die ersten zwei Zeitschritte wird das
BDF-Verfahren erster Ordnung angewendet. Wird die Zeitschrittweite bei der nun folgenden
Vergröberung zu sehr vergrößert, kann es zu einer Ordnungsreduktion kommen [250]. Mit
der entsprechenden Wahl der Startwerte wird für Silizium mit der 1D radial-symmetrischen
Geometrie die erwartete quadratische Konvergenz für die ersten beiden Zeitschritte erreicht. Die
Ergebnisse für den Fehler ||yn − y∗||L2 sind in Tabelle 6.2 gelistet. Danach setzt der adaptive
Algorithmus ein. Eine Auswertung über die Anzahl der dann erfolgten Newton-Iterationen ist
für die inelastisch-konstitutive Theorie in Tabelle 6.1 zu finden.

In einem nächsten Schritt werden für das Phasenseparationsmaterial LFP im 1D radial-
symmetrischen Fall aus Gleichung (SPP) die Konzentrationswerte für die Lithium-reiche Phase
bei einem SOC = 0,4964 für drei typisch verwendete Konfigurationen des elastischen Verzer-
rungstensors und derMobilität [50, 67]mit einemExperiment und einer Berechnung in [251, Ab-
bildung 5a] verglichen. Der Vergleich mit einem Partikelradius von L0 = 140× 10−9 nm findet
sich in Tabelle 6.3, wobei jeweils die durchschnittliche Li-Konzentration in der Lithium-reichen
Phase (für cR > 0.5) berechnet wird. In [251] ist das der Wert xβ . Insgesamt liegen alle Simula-
tionsergebnisse in einem engen Bereich mit einer maximalen Abweichung von unter 4,5 %. Die
geringste Abweichung ist mit der Kombination des Lagrangeschen GSV-Verzerrungstensors und
der gesamten Mobilität unter Berücksichtigung chemischer und elastischer Effekte berechnet,
gefolgt vom logarithmischen Hencky-Ansatz mit gesamter Mobilität. Die Ergebnisse können
ein Hinweis für eine Wahl der Mobilität bzw. des Ansatzes für den Verzerrungstensor liefern.
Jedoch sind weitere Messungen aufgrund der geringen Anzahl an Messpunkten oder Messun-
genauigkeiten bzw. Messabweichungen von 2 % nötig, um die Resultate zu bestätigen oder zu
widerlegen.

Im Folgenden werden für Silizium das chemisch-elastisch gekoppelte Partikelmodell sowie
der Partikel-SEI-Ansatz mit einer MATLAB-Implementierung [252] mit finiten Differenzen und

Tabelle 6.2: Quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens für die 1D radial-symmetrische
Geometrie für aSi aus Gleichung (SPP) in den ersten zwei Zeitschritten.

Iteration 1. Zeitschritt 2. Zeitschritt

1 3,00× 10−2 1,85× 10−2

2 2,08× 10−5 6,98× 10−6

3 1,56× 10−12 1,25× 10−12
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Tabelle 6.3: Vergleich von LFP für die 1D radial-symmetrische Geometrie aus Gleichung (SPP)
in der Lithium-reichen Phase bei SOC = 0,4964 zwischen deal.II-Simulationen
und Messung bzw. Berechnung in [251, Abbildung 5a].

Ansatz Wert Abweichung

deal.II-Simulation mitmOCV und Eel,lag 9,19× 10−1 3,57 %

deal.II-Simulation mit m̂OCV und Eel,log 9,17× 10−1 3,78 %

deal.II-Simulation mitmPSM und Eel,kol 9,11× 10−1 4,41 %

Messung [251, Abbildung 5a] 9,53× 10−1 –

Berechnung [251, Abbildung 5a] 9,44× 10−1 0,94 %

ode15i und das plastischeModell für eine Lochscheibe mit einer Abaqus-Implementierung [44]
verglichen.

In Abbildung 6.25 findet sich der Vergleich der 1D radial-symmetrischen Standardkonfigurati-
on zwischen der deal.II- und der MATLAB-Implementierung für drei Halbzyklen: Abweichung
der Konzentration vom Mittel in (a), tangentiale Cauchy-Spannung σt in (b) und elektrische
Spannung U (ohne Butler–Volmer-Bedingung) in (c). Es zeigt sich in allen Fällen eine gute
Übereinstimmung.

In Abbildung 6.26 werden die Cauchy-Spannungen in horizontaler (a) und vertikaler (b)
Richtung über die vertikale Richtung in der Mitte der Lochscheibe, siehe für die untersuch-
te Geometrie Abbildung 6.27, für Stahl für eine deal.II-Implementierung mit kleinen und
finiten Deformationen sowie einer Abaqus-Implementierung mit kleinen Deformationen mit-
einander verglichen. Es wird hier der plastische Ansatz mit isotroper Verfestigung, basierend
auf [127], gewählt und eine Impulsbilanz ohne weitere Körper- oder Trägheitskräfte für die
kleinen bzw. finiten Deformationen gelöst [253]. Diese Ergebnisse sind somit separat zu den
bisherigen Modellierungs- und numerischen Lösungsansätzen zu betrachten und dienen nur zur
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Abbildung 6.25: Vergleich der Differenz zwischen Konzentration und Mittel in (a), der tangen-
tialen Cauchy-Spannung in (b) und der elektrischen Spannung in (c) der 1D
radial-symmetrischen Partikel-Konfiguration zwischen der Implementierung
von deal.II und MATLAB für Gleichung (SPP) über SOC für drei Halbzyklen.
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Abbildung 6.26: Vergleich der Cauchy-Spannung σxx in (a) und σyy in (b) über die vertikale
y-Koordinate in der Mitte der Lochscheibe, vergleiche Abbildung 6.27, beim
Lösen der Impulsgleichung nach der Verschiebung zwischen dem Ansatz mit
kleinen bzw. finiten Deformationen in deal.II und dem Ansatz mit kleinen
Deformationen in Abaqus, basierend auf [253, Abbildung 4.5].

Validierung. Für den Ansatz in deal.II wird [75, Tutorial 8] als Grundlage gewählt, wobei die
Geometrie und die Randbedingungen entsprechend angepasst sind. Es liegen Symmetrieannah-
men in horizontalerx- und vertikaler y-Achse vor sowie inhomogeneDirichlet-Randbedingungen
für die Verschiebung an den beiden vertikalen, äußeren Rändern und Spannungsfreiheit an den
restlichen Rändern. Durch das Loch in der Mitte treten plastische Deformationen in Umgebung

Abbildung 6.27: Vergleich des adaptiven Gitters in deal.II (a) und des konstanten Gitters
in Abaqus (b) einer Lochscheibe beim Lösen der Impulsgleichung nach der
Verschiebung, basierend auf [253, Abbildungen 4.2, 4.3].
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Abbildung 6.28: Vergleich der normalen (a) und der tangentialen (b)Cauchy-Spannung der SEI
für die 1D radial-symmetrischen Partikel-SEI-Konfiguration zwischen der Im-
plementierung von deal.II und MATLAB aus Gleichung (PSP).

des Lochs auf. Es zeigen sich gute Übereinstimmungen mit kleinen Abweichungen an den Ex-
tremwerten, die sich aufgrund des unterschiedlichen Gitters (adaptiv verfeinert für deal.II
in (a) und konstant für Abaqus in (b), vergleiche Abbildung 6.27) erklären lassen.

Abschließend wird noch die plastische Deformation zwischen der deal.II-Implementierung
und der MATLAB-Implementierung der 1D radial-symmetrischen Partikel-SEI-Konfiguration für
drei Halbzyklen miteinander verglichen. Hierzu werden in Abbildung 6.28 die Normalenkom-
ponente und die Tangentialkomponente der Cauchy-Spannung an der Schnittstelle zwischen
Partikel und SEI dargestellt. Es zeigt sich qualitativ eine gute Übereinstimmung, jedoch quanti-
tativ kleine Unterschiede. Die Unterschiede sind erklärbar, da in der MATLAB-Implementierung
zur Berechnung des plastischen Anteils des Deformationsgradienten keine statische Kondensa-
tion genutzt wird, sondern das System der partiellen Differentialgleichungen direkt nach dem
plastischen Anteil des Deformationsgradienten gelöst wird [43, 67].

Insgesamt zeigen sich gute Übereinstimmungen mit experimentellen Messungen und anderen
Simulationsergebnissen, womit die in dieser Arbeit verwendete Implementierung bestätigt wird.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Das abschließende Kapitel dieser Arbeit fasst die Ergebnisse zusammen und liefert einen Aus-
blick für mögliche zukünftige Untersuchungen.

7.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein thermodynamisch konsistentes Kontinuumsmodell für chemisch-
elastisch-(visko-)plastisch gekoppelte Prozesse in Batterie-Aktivmaterialpartikeln mit finiten
Deformationen modelliert und in Simulationsstudien angewendet. Der Fokus des untersuchten
Materials ist amorphes Silizium, das als Anodenmaterial für Lithium-Ionen-Batterien der nächs-
ten Generation sehr vielversprechend ist. Ebenfalls wurden einige Aspekte für das häufig ver-
wendete Kathodenmaterial Lithium-Eisenphosphat (LFP) untersucht. Insgesamt sind folgende
verschiedene Situationen bzw. Modellerweiterungen betrachtet worden: Der Standardfall eines
einzelnen Batterie-Aktivmaterialpartikels, das sich frei ausdehnen kann, ist so erweitert wor-
den, dass nun auch Materialien mit einer experimentellen Leerlaufspannung untersucht werden
können. In diesem Kontext wurden verschiedene Ansätze für den elastischen Verzerrungstensor
sowie für die Mobilität systematisch untersucht, diskutiert und numerisch verglichen. Weiter
wurde im Batteriekontext das Hindernis-Kontakt-Problem, die inelastisch-konstitutive Theorie
für eine raten-unabhängige bzw. raten-abhängige plastische Deformation sowie der Partikel-SEI-
Ansatz neu formuliert. Alle Erweiterungen sind numerisch so effizient in das bisherige System
an nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen ergänzt worden, dass sich die Anzahl der
Freiheitsgrade – bis auf unvermeidbare Ausnahmen – nicht erhöht.

Für dasHindernis-Kontakt-ProblemwurdenmitHilfe derKarush–Kuhn–Tucker-Bedingungen
die mechanischen Einschränkungen am Rand des Gebiets formuliert und mittels des primal-
dualen aktiven Mengen-Algorithmus als semi-glattes Newton-Verfahren interpretiert und ange-
wendet. Weiter wurde ein Vergleich des plastischen (raten-unabhängigen) und viskoplastischen
(raten-abhängigen) Ansatzes für die Berücksichtigung inelastischer Deformationen mit einer
Projektorformel auf die Menge der zulässigen Spannungen bzw. statischer Kondensation vorge-
stellt und umgesetzt. Der Partikel-SEI-Ansatz ergab sich als direkte Modellerweiterung, indem
das Partikelgebiet durch ein gekoppeltes Partikel-SEI-Gebiet mit einer (visko-) plastischen SEI,
basierend auf der inelastisch-konstitutiven Theorie für das Partikel, ersetzt wurde.

Als räumliche Diskretisierung wurde die Finite-Elemente-Methode (mit Ansatzfunktionen
höherer Ordnung) zusammen mit einem räumlich adaptiven Gitter sowie mit einem Zeitinte-
grationsschema mit variabler Schrittweite und variabler Ordnung auf das nichtlineare System
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partieller Differentialgleichungen angewendet. Für die Berechnung des nächsten Zeitschritts
wurde eine Linearisierung mit der Newton–Raphson-Methode durchgeführt. Der logarithmische
Hencky-Ansatz ist für die inelastisch-konstitutive Theorie von Vorteil, da für die Zeitintegration
eine exponentielle Abbildung gewählt wird. Weiter wird der Return-Mapping-Algorithmus bzw.
ein weiteres skalares Newton-Raphson-Verfahren für die Berechnung der skalaren äquivalen-
ten plastischen Dehnung genutzt, wobei eine entsprechende Linearisierung der Projektorformel
für die Jacobi-Matrix im Newton-Verfahren nötig ist. In diesem Kontext ist das automatische
Differenzieren hilfreich, da eine Linearisierung per Hand und deren Implementierung dadurch
nicht nötig ist. Als theoretische Erweiterung wurde die analytische residual-basierte a-posteriori-
Fehlerabschätzung für das rein chemische Problem für das Phasenseparationsmaterial LFP prä-
sentiert. Aufgrund der logarithmischen Ansatzfunktion in der chemischen Energiedichte für LFP
wurde der Beweis im Vergleich zum polynomialen Ansatz in [201] an einigen Stellen modifi-
ziert. Für den chemisch-elastischen Fall von aSi wurden alle Berechnungen der starken Form
durchgeführt und implementiert.

Alle numerischen Beispiele basieren auf Grundlage der Open-Source-Software deal.II. Im
Standardfall eines chemisch-elastischen Batterie-Aktivmaterialpartikels stimmt der Vergleich
einer 1D radial-symmetrischen Geometrie mit einer 3D Achtel-Kugel für aSi überein. Weiter
zeigen der Lagrangesche Green–St-Venant-Ansatz bzw. der logarithmische Hencky-Ansatz ähn-
liche Ergebnisse, wohingegen der von-Kolzenberg-Ansatz höhere Cauchy-Spannungen liefert.
Die numerische Simulation mit Lagrangeschem Green–St-Venant-Ansatz in der SEI bricht im
Partikel-SEI-Ansatz mit elastischer SEI ab, wohingegen der logarithmischer Hencky-Ansatz die
finale Simulationszeit erreicht. Für LFPmit einer 1D radial-symmetrischen Geometrie liefert der
Vergleich des Lagrangeschen Green–St-Venant-Ansatzes mit dem von-Kolzenberg-Ansatz weni-
ger Abweichung von der experimentellen Messung. Für die Mobilität erscheint eine Betrachtung
von chemischen und elastischen Effekten auf Grundlage des chemischen Potentials als sinnvoll,
um auch die elastischen Effekte zu berücksichtigen. Weitere Validierungsergebnisse zeigen eine
gute Übereinstimmung für ein elastisches Partikel für aSi mit einer Finite-Differenzen-Methode
in MATLAB. Bei der Untersuchung des plastischen Ansatzes für eine Lochscheibe entsprechen
die deal.II-Ergebnisse den numerischen Ergebnissen einer Abaqus-Simulation. Beim Ver-
gleich mit der MATLAB-Simulation für den Partikel-SEI-Ansatz mit plastischer SEI ergeben sich
in den Cauchy-Spannungen quantitativ geringe Unterschiede, qualitativ aber übereinstimmen-
de Ergebnisse. Die Unterschiede sind durch einen anderen Ansatz des plastischen Anteils des
Deformationsgradienten erklärbar.

Bei der Untersuchung des Hindernis-Kontakt-Problems zeigte sich im Fall für aSi mit der
1D radial-symmetrischen Geometrie mit sphärischem Hindernis, dass hohe Druckspannungen
am Hindernis entstehen, die jedoch keinen Einfluss auf das Konzentrationsverhalten haben.
Im Fall einer 2D sphärischen Viertel-Scheibe mit quadratischem Hindernis für Silizium sowie
mit der 2D elliptischen Viertel-Scheibe mit einseitigem Hindernis für LFP ist zu beobachten,
dass in der Nähe des Hindernisbereichs ein Lithium-armer Bereich entsteht. Im LFP-Fall findet
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sogar eine weitere Phasenumwandlung in eine neue Lithium-arme Phase statt. Bei den nume-
rischen Studien zu der inelastisch-konstitutiven Theorie eines Batterie-Aktivmaterialpartikels
wurden raten-unabhängige und raten-abhängige plastische Deformationen verglichen, zunächst
nach einem Halbzyklus und dann nach neun Halbzyklen im Fall der 1D radial-symmetrischen
Geometrie. Die Studien zeigen eine heterogene Konzentrationsverteilung innerhalb des Parti-
kels, insbesondere in der Nähe der Partikeloberfläche. Dies lässt sich auf geringere Spannungen
im Inneren des Partikels zurückführen, die sich wiederum auf die Mobilität der Li-Atome aus-
wirken und zu einer Anhäufung an der Oberfläche des Partikels führen. Unterschiede zwischen
dem plastischen Ansatz mit isotroper Verfestigung und dem viskoplastischen Ansatz werden
nach mehreren Halbzyklen sichtbar. Ersterer erreicht nach mehreren Zyklen nicht die erhöhte
Fließgrenze für die auftretenden Spannungen und eine weitere Plastifizierung bleibt aus. Der
viskoplastische Ansatz weist hingegen einen erhöhten Anteil an plastischen Verformungen auf
und resultiert folglich in einer anderen Spannungs- und Konzentrationsverteilung. Im 2D Fall ist
eine Asymmetrie in der Verteilung der Konzentration und der plastischen Dehnung zu sehen.
Diese ist auf die elliptische Form des Partikels sowie der daraus asymmetrischen Konzentrati-
onsverteilung zurückzuführen. Für den Partikel-SEI-Ansatz mit einem konstanten Gitter ist die
typische Spannungsüberrelaxation im 1D radial-symmetrischen Fall und im 2D Fall zu beobach-
ten. Im 2DFall tritt eine Konzentrationsanomalie an der Partikeloberfläche der kurzenHalbachse
aufgrund der hohen Druckspannungen bei der Lithiierung zwischen 15 % und 45 % SOC auf,
vergleiche Abbildung 6.20(e). Bei einer steifen SEI kehrt sich die Konzentrationsanomalie um
und es entsteht wie beim Hindernis-Kontakt-Problem ein Lithium-armer Bereich an der Par-
tikeloberfläche der langen Halbachse. Weitere Modellkombinationen, z.B. ein viskoplastisches
Partikel mit Hindernis-Kontakt-Problem mit der 1D radial-symmetrischen Geometrie wurden
ebenfalls untersucht und zeigen, dass das Hindernis-Kontakt-Problem keine signifikanten Aus-
wirkungen auf den deviatorischen Anteil der Spannung, sondern nur auf den sphärischen Anteil
hat.

AD wurde im Kontext des viskoplastischen Partikels untersucht und erreicht im 2D Fall eine
Beschleunigung der Assemblierungszeit um den Faktor 10. Die MPI-Parallelisierung zeigt eine
gute Skalierung beim Assemblieren des Newton-Systems, jedoch ergab die Skalierungsanalyse
eine Sättigung für das Lösen des linearen Gleichungssystems mit der direkten LU-Zerlegung
durch superLU_Dist. Entsprechend wird ein alternativer Ansatz für den Löser des Gleichungs-
systems für den chemisch-elastisch gekoppelten Ansatz gesucht, der besser parallelisierbar ist.

Ein adaptiver Lösungsalgorithmus in Raum und Zeit ist wichtig, da für denWechsel des Lithi-
umflusses, für das Einsetzen von plastischer Deformation und bei Erreichen bzw. bei Ablösen des
Hindernis-Kontakts die Zeitschrittweite um 4-5 Größenordnungen reduziert werden sowie die
räumliche Auflösung durch neue Gradienten erhöht werden muss, vergleiche Abbildung 6.24(b)
und (c).

Im Vergleich der drei räumlichen Fehlerschätzer (Gradientenschätzer, Kelly-Fehlerschätzer,
residual-basierter Fehlerschätzer) für den rein chemischen Fall ohne Mechanik mit homogenen
Neumann-Randbedingungen für LFP liefern alle Schätzer die optimale Konvergenzordnung. Der
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Kantenanteil des Residuenschätzers weist für gerade Polynomordnungen sogar eine Konvergenz-
ordnung mehr auf, also die gleiche Konvergenzordnung wie der L2-Fehler. Im Anwendungsfall
für ein chemisch-elastisch gekoppeltes Batterie-Aktivmaterialpartikel zeigt sich das gleiche
Verhalten des Kantenanteils des Residuenschätzers, wobei der Kelly-Fehlerschätzer durch die
inhomogene Neumann-Randbedingung und der Zellanteil durch die Erweiterung der Mechanik
niedrigere Konvergenzordnungen haben. Zum besseren Verständnis der niedrigeren Konvergenz-
ordnung des Zellanteils sind weitere Untersuchungen erforderlich.

7.2 Ausblick

Die in dieser Arbeit entwickelten Modelle und Implementierungen können als Grundlage für
weitere simulative Untersuchungen sowie für weitere Modellentwicklungen genutzt werden. So
ist denkbar, weitere Modellkombinationen mit einem (visko-) plastischen Partikel, einer (visko-)
plastischen SEI und mechanischen Einschränkungen mit mehr Ladezyklen zu untersuchen, z.B.
auch in 3D. Hierbei ergeben sich weitere Möglichkeiten für nicht symmetrische Partikel, z.B.
ein 3D Achtel-Ellipsoid, wie in Abbildung 7.1 visualisiert, oder ein 3D elliptischer Nano-
Wire. Interessante Modellerweiterungen im Kontext von finiten Deformationen sind der Bruch
von Partikeln und der SEI [67, 254–258] sowie das SEI-Wachstum [67, 152, 259, 260] oder
Lithiumverlust durch die SEI [261, 262]. Ebenfalls können andereMaterialien untersuchtwerden,
z.B. LMO [85, 86, 215, 263, 264], NFP [82, 85] oder Silizium-Mischungen mit Graphit bzw.
Kohlenstoff [29, 265–272] sowie eine Zwei-Phasen-Lithiierung für Silizium [61, 88]. Ebenso
gäbe es die Möglichkeit, weitere Effekte wie z.B. thermische Einflüsse [104, 273, 274] oder
thermisches Durchgehen [275–279] zum bisherigen Modell hinzuzufügen.

Ein neuer Vorkonditionierer kann für eine bessere Skalierung bei der MPI-Parallelisierung
sorgen [201], ebenfalls ist eine Matrix-freie Implementierung in deal.II möglich [74, 280].
Durch die mehrfache Nutzung der Jacobi-Matrix über einen Zeitschritt hinaus wäre es möglich
die Rechenzeit weiter zu reduzieren, vergleiche [74, Tutorial 77]. Eine Implementierung auf Gra-
fikprozessoren (GPUs) (von engl. graphics processing units) kann ebenfalls eine Beschleunigung
der Rechenzeit bewirken [74, Tutorial 64].

Eine Anwendung des in dieser Arbeit hergeleiteten residual-basierten Fehlerschätzers auf den
Partikel-SEI-Ansatz kann die Rechenzeit und Genauigkeit der Simulationsergebnisse verbes-
sern. Weitere Untersuchungen in Bezug auf die Konvergenz des chemisch-mechanisch residual-
basierten Fehlerschätzers können eine Erklärung für das Konvergenzverhalten liefern [167, 169].
Auf Grundlage von [162] könnte ein theoretisches Konvergenzresultat für BDF(2) für den Cahn–
Hilliard-Ansatz mit finiten Deformationen hergeleitet werden.
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Abbildung 7.1: Plot der dimensionslosenKonzentration des 3DAchtel-Ellipsoids bei 92 % SOC
aus Gleichung (SPP).
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A Weitere Informationen

A.1 Weitere Skizze einer Batteriezelle mit SEI

In Abbildung A.1 ist eine weitere Skizze einer Batteriezelle mit vereinfachter SEI auf der
Anodenseite, eine dichte innere Schicht und eine poröse äußere Schicht, dargestellt, verglei-
che Kapitel 1.

-

Spannungsversorgung

Li
+

-

Li
+

-

− +

Stromableiter Stromableiter

Anodenpartikel Kathodenpartikel

Elektrolyt

Separator

SEI

Abbildung A.1: Schematische Skizze einer Batteriezelle während des Ladevorgangsmit SEI auf
Anodenseite sowie mit - als Elektronen, + als Li+-Ionen und Li als Li-Atome,
basierend auf [32, Abbildung 3.1].

A.2 Weitere Definitionen und Schaubilder im Kontext
der UOCV

In diesem Kapitel werden einige Definitionen, Berechnungen und Schaubilder im Kontext der
Leerlaufspannung UOCV dargestellt, vergleiche Definition 4.2.3.

Definition A.2.1 (UOCV für aSi). Die Leerlaufspannung UOCV : [0, 1]→ R>0 ist mit

UOCV(z) :=
−0,2453 z3 − 0,00527 z2 + 0,2477 z + 0,006457

z + 0,002493
(A.1)
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Abbildung A.2: Leerlaufspannung UOCV von aSi und Graphit über dimensionslose Referenz-
konzentration.

gegeben [67, Gleichung (SI-51)]. Ein Schaubild der Leerlaufspannung ist in Abbildung A.2
dargestellt.

Definition A.2.2 (Ableitungen von UOCV für aSi). Die Ableitungen von UOCV für aSi sind wie
folgt gegeben:

U ′OCV(z) =
−0,4906 z3 − 0,0071046 z2 − 0,0000262762 z − 0,00583948

(z + 0,002493)2
,

U ′′OCV(z) = −2
−0,7359 z2 − 0,01054 z + 0,2477

(z + 0,002493)2
,

+ 2
−0,2453 z3 − 0,00527 z2 + 0,2477 z + 0,006457

(z + 0,002493)3

+
−1,4718 z − 0,01054

z + 0,002493

=
0,4906(−0,285175 + z)(0,0834762 + 0,292654 z + z2)

(0,002493 + z)3
.

Definition A.2.3 (Integral von UOCV für aSi). Das bestimmte Integral von UOCV für aSi ist
∫ z

0

UOCV(ẑ) dẑ = z (−0,0817667 z2 − 0,00232923 z + 0,247712)

+ 0,00583945 ln((z + 0,0024493)/0,0024493) .

BemerkungA.2.1. Ein Vergleich der chemischen Energiedichten aus Gleichung (4.8) für aSi und
LFP in dimensionsloser Konfiguration mit geeigneter Skalierung ist in Abbildung A.3 gegeben.
Der Einfluss der Leerlaufspannung UOCV im Vergleich zu cR(1− cR) auf die chemischen Anteile
der Mobilität mOCV,ch(cR) und m̂OCV,ch(cR) aus Gleichungen (4.15)-(4.16) in dimensionsloser
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Konfiguration für aSi ist in Abbildung A.4 zu sehen. Auffällig ist insbesondere die Asymmetrie
um cR = 0,5 für den Anteil mit der Leerlaufspannung und eine andere Größenordnung.
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Abbildung A.3: Vergleich der chemischen Energiedichten aus Gleichung (4.8) für aSi und LFP
über Referenzkonzentration in dimensionsloser Konfiguration.
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Abbildung A.4: Chemischer Anteil der MobilitätmOCV,ch(cR) sowie m̂OCV,ch(cR) aus Gleichun-
gen (4.15)-(4.16) für aSi über Referenzkonzentration in dimensionsloser Kon-
figuration.
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Definition A.2.4 (UOCV für Graphit). Für Graphit wird die OCV-Kurve an experimentelle Daten
approximiert und hat folgende Struktur:

UOCV(z) ≈





(30,40 z − 5,77)z + 30,39 für z < 0,08,

(3,24 z − 1,26)z + 0,30 für 0,08 ≤ z < 0,11,

(2,06 z − 1,00)z + 0,29 für 0,11 ≤ z < 0,17,

(−2,30 z + 0,47)z + 0,16 für 0,17 ≤ z < 0,23,
(
(4,54 z)− 2,67

)
z + 0,53 für 0,23 ≤ z < 0,29,

(0,12 z − 0,14)z + 0,16 für 0,29 ≤ z < 0,52,

(−1,82 z + 1,88)z − 0,37 für 0,52 ≤ z < 0,56,

(−10,00 z + 10,97)z − 2,89 für 0,56 ≤ z < 0,58,

(8,88z − 11,07)z + 3,54 für 0,58 ≤ z < 0,61,

(2,32 z − 3,04)z + 1,09 für 0,61 ≤ z < 0,64,

(0,13 z − 0,24)z + 0,19 für 0,64 ≤ z < 0,76,

(−0,04 z + 0,02)z + 0,09 für 0,76 ≤ z < 0,88,

(−0,29 z + 0,46)z − 0,10 für 0,88 ≤ z < 0,93,

(−0,62 z + 1,08)z − 0,39 für 0,93 ≤ z < 0,96,

(−11,72 z + 22,43)z − 10,66 für 0,96 ≤ z.

(A.2)

Ein Plot dieser Funktion ist ebenfalls in Abbildung A.2 zu sehen und weist das für Graphit
typische Verhalten der verschiedenen Stufen auf.

Bemerkung A.2.2. Die Berechnungen der ersten Ableitung und des Integrals bleiben aus Platz-
gründen dem Leser überlassen. Für die zweite Ableitung wird in deal.II ein kubischer Spline
vonGleichung (A.2) genutzt, damit die zweite Ableitung stetig ist. Diese wird für die Anwendung
der Newton–Raphson-Methode benötigt.

A.3 Verschiedenes

In diesem Kapitel werden ergänzende Informationen zum adaptiven Lösungsalgorithmus und
zum Gradienten- sowie Kelly-Fehlerschätzer in Anhang A.3.1 angegeben und weitere Details
zum Simulationsaufbau in Anhang A.3.2.

A.3.1 Adaptiver Lösungsalgorithmus

In Algorithmus 3 ist der räumlich und zeitlich adaptive Lösungsalgorithmus aus [50, Algorith-
mus 1], basierend auf ode15s [70, 71, 252], bereitgestellt. Weitere Details zum räumlich und
zeitlich adaptiven Lösungsalgorithmus sind in [80, Kapitel 4.3] zu finden.
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Algorithmus 3 Räumlich und zeitlich adaptiver Lösungsalgorithmus, basierend auf [50, Algorith-
mus 1].
1: while tn < tend do
2: Seien Tn, τn, kn und yn, . . . ,yn−kn gegeben
3: Berechne yn+1 mit der Newton–Raphson-Methode
4: Berechne zeitlichen Fehler errt und räumlichen Schätzer estx
5: if errt < RelTolt und estx < RelTolx then
6: Weiter mit Zeile 16
7: else
8: if errt > RelTolt then
9: Anpassung der Zeitschrittweite τn+1 und der Ordnung kn+1

10: end if
11: if estx > RelTolx then
12: Markierung der Zellen und Verfeinerung des Gitters Tn+1

13: end if
14: Gehe zu Zeile 3
15: end if
16: Aktualisiere Lösung yn+1 → yn und Zeit tn+1 = tn + τn → tn
17: if Akzeptierung einer ausreichenden Anzahl von Zeitschrittweiten für Vergröberung then
18: Anpassung der Zeitschrittweite τn+1 und der Ordnung kn+1

19: Markierung der Zellen und Vergröberung des Gitters Tn+1

20: end if
21: Gehe zum nächsten Zeitschritt
22: end while

Bemerkung A.3.1 (Gradientenschätzer). In dieser Arbeit wird standardmäßig ein Gradienten-
schätzer (von engl. gradient recovery estimator) zur Schätzung der räumlichen Regularität für
jede Lösungskomponente verwendet [68, Kapitel 4]. Hierbei wird der Gradient G(vh) ∈ V d

h

als komponentenweise L2-Projektion in den Finite-Elemente-Raum von vh berechnet. Insge-
samt folgt für den Fehler in der H1-Seminorm, wenn der tatsächliche Gradient ∇v durch den
berechneten GradientenG(vh) ersetzt wird:

|v − vh|2H1(Ω) =

∫

Ω

|∇v −∇vh|2 dx ≈
∫

Ω

|G(vh)−∇vh|2 dx.

Somit ist der lokale Schätzer für jede Zelle K ∈ Th als

est2K = η2
cell,K =

∫

K

|G(vh)−∇vh|2 dx

gegeben. Für weitere Details siehe [80, Kapitel 4.3]

Bemerkung A.3.2 (Kelly-Fehlerschätzer). Der Kelly-Fehlerschätzer steht in der deal.II-
Bibliothek als Verfeinerungskriterium zur Verfügung [72–74]. Er ist aus der allgemeinen
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Poisson-Gleichung − div
(
a(x)∇v

)
= f mit entweder Dirichlet-Randwerten oder allgemei-

nen Neumann-Randbedingungen a ∂v
∂n

= g hergeleitet und lautet in der Standardkonfiguration
(mit a = 1) wie folgt:

est2K =
hK
24

∑

F∈∂K
||[[a∂vh

∂n
]]||2L2(F ).

Somit wird der Fehler für jede Komponente der Lösungsvariablen durch Integration des Sprungs
der Lösungsgradienten entlang der Flächen aller Zellen approximiert. Eine andere Wahl des
Faktors hK

24
wird in [72–74] diskutiert.

A.3.2 Weitere Informationen zum Simulationsaufbau

In diesem Kapitel werden die genutzten Materialparameter sowie weitere Details für die Berech-
nungen für die 1D radial-symmetrische Konfiguration und den externen Lithium-Fluss |Next|
angegeben.

Bemerkung A.3.3 (Materialparameter). In Tabelle A.1 und Tabelle A.2 sind die in dieser Arbeit
genutzten Materialparameter gelistet, vergleiche Kapitel 6.1.

Bemerkung A.3.4 (1D radial-symmetrische Konfiguration). Für die Umrechnungen der Varia-
blen für die 1D radial-symmetrische Konfiguration einer sphärischen Geometrie wird auf [80,
Anhang B] verwiesen. Entscheidend für die Symmetrieannahme ist, dass keine Abhängigkeiten
in beiden Winkelrichtungen bestehen. Weiter wird das Quadraturgewicht zu dXR = 4πr2 dr

angepasst und der Gradient der Deformation wird somit wie folgt berechnet [80, Anhang B.2.1]:

∇Ru =




∂rur 0 0

0 ur/r 0

0 0 ur/r


 .

Im Fall r < 10−12 wird ebenso ∂rur für ur/r gewählt, um eineDivision durchNull zu vermeiden.
Der Cauchy-Spannungstensor besitzt folgende Struktur:

σ =




σn 0 0

0 σt 0

0 0 σt


 (A.3)

mit der normalen (radialen) und tangentialen Cauchy-Spannung σn und σt.

BemerkungA.3.5 (Lithium-Fluss |Next|). Für die Berechnung des Lithium-Flusses |Next|wird die
Formel aus Gleichung (4.20) genutzt. Hierfür ist insbesondere die Berechnung der spezifischen
OberflächeAV = Oberfläche/Volumen wichtig. Im Folgenden wird eine Laderate von 1 C sowie
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A.3 Verschiedenes

die Entdimensionierung mit cmax angenommen. Für die 1D radial-symmetrische Konfiguration
berechnet sich der dimensionslose Lithium-Fluss |Next| mit r = 1 wie folgt:

|Next| =
Volumen
Oberfläche

=
4
3
πr3

4πr2
=

1

3
.

Für die 2D sphärische Viertel-Scheibe ist |Next|mit der Höhe h und demRadius r = 1mit h� r

des zylindrischen Nano-Wires durch

|Next| =
Volumen
Oberfläche

=
πr2h

2πr2 + 2πrh
≈ 1

2

und für 2D elliptische Viertel-Scheibe mit der Höhe h und den beiden Halbachsen a = 1.0

sowie b = 0.6 mit h� a, b des elliptischen Nano-Wires durch

|Next| =
Volumen
Oberfläche

≈ πabh

2πab+ hπ
(
3(a+ b)−

√
(3a+ b)(a+ 3b)

)

=
ab(

3(a+ b)−
√

(3a+ b)(a+ 3b)
)

gegeben. In der letzten Gleichung wurde der Umfang einer Ellipse nach S. Ramanujan [281,
Kapitel 6, Gleichung (49)] approximiert. Das 3D Achtel-Ellipsoid mit den Halbachsen a = 1.0,
b = 0.8 sowie c = 0.6 besitzt folgenden dimensionslosen Lithium-Fluss |Next|:

|Next| =
Volumen
Oberfläche

≈
4
3
πabc

4π

(
(ab)

8
5 +(ac)

8
5 +(bc)

8
5

3

) 5
8

=
abc

3

(
(ab)

8
5 +(ac)

8
5 +(bc)

8
5

3

) 5
8

mit der Approximation der Oberfläche nach K. Thomsen [282, Gleichung (14b-86)]. Ein nega-
tives Vorzeichen des Lithium-Flusses bedeutet, dass das Batterie-Aktivmaterialpartikel geladen
wird, ein positives, dass es entladen wird.
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A Weitere Informationen

Tabelle A.1:Modellparameter für numerische Experimente, basierend auf [2, 50, 67, 82].

Beschreibung Symbol Wert Einheit dimensionslos

universelle Gaskonstante Rgas 8.314 J mol−1 K−1 1

Faraday-Konstante Fa 96485 J V−1 mol−1 1

Betriebstemperatur T 298.15 K 1

Silizium

Partikel-Längenskala L0 50× 10−9 m 1

Diffusionskoeffizient D 1× 10−17 m2 s−1 14.4

OCV-Kurve UOCV Gleichung (A.1) V Fa/RgasT · (A.1)

Elastizitätsmodul E 90,13× 109 Pa 116.74

Poisson-Zahl ν 0.22 − 0.22

partielles molares Volumen vPMV 10,96× 10−6 m3 mol−1 3.41

maximale Konzentration cmax 311,47× 103 mol m−3 1

Anfangskonzentration cR,0 6,23× 103 mol m−3 2× 10−2

maximale Fließspannung σY,max 8× 108 Pa 0.85

minimale Fließspannung σY,min 2× 108 Pa 0.21

Spannungskonstante σY∗ 2× 108 Pa 0.21

isotroper Verfestigungsparameter γiso 1,0× 109 Pa 0.77

plastische Dehnungsrate bei Zug ε̇0 2,3× 10−3 s−1 8.28

Koeffizient für Verzerrungsmessung β 2,94 − 2,94

Rate der konstanten Stromdichte k0 0,4207 A m−2 1,0079

LFP

Partikel-Längenskala L0 150× 10−9 m 1

Diffusionskoeffizient D 1× 10−14 m2 s−1 1,6× 103

Elastizitätsmodul E 124,5× 109 Pa 2,19× 103

Poisson-Zahl ν 0.25 − 0.25

partielles molares Volumen vPMV 2,9× 10−6 m3 mol−1 6,64× 10−2

maximale Konzentration cmax 2,29× 104 mol m−3 1

Anfangskonzentration cR,0 2,29× 103 mol m−3 1× 10−2

Koeffizient für ψch α1 4,5 − 1× 10−2

Koeffizient für ψch α2 9,0 − 9.0

Koeffizient für ψint κ 8,8× 10−18 m2 3,91× 10−4
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A.3 Verschiedenes

Tabelle A.2:Modellparameter für numerische Experimente, basierend auf [4, 59].

Beschreibung Symbol Wert Einheit dimensionslos

SEI

SEI-Längenskala L0 6,25× 10−9 m 0.125

Elastizitätsmodul E 900× 106 Pa 1.17

Poisson-Zahl ν 0.25 − 0.25

Fließspannung σY 49,5× 106 Pa 0.052

Koeffizient für Verzerrungsmessung β 2,94 − 2,94

plastische Dehnungsrate bei Zug ε̇0 1,0× 10−5 s−1 0.036

Spannungskonstante σY∗ 49,5× 106 Pa 0.052
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B Weitere Berechnungen und Ableitungen

B.1 Herleitung Kontinuitätsgleichung

Dieses Kapitel bezieht sich auf Bemerkung 4.3.1 und es soll die Definition und die Herleitung
des Lithium-FlussesNR für den Standardfall aus Gleichung (SPP) genauer untersucht werden.
Insbesondere soll darauf geachtet werden, auf welchem Gebiet die Massenbilanz formuliert
wird und welche Größen dort verwendet werden. Die Herleitung basiert unter anderem auf [67,
ergänzende Informationen (von engl. supporting information)].

Bemerkung B.1.1 (Kontinuitätsgleichung in der Referenzplatzierung). Im Inneren des Host-
Materials wird die Kontinuitätsgleichung in der Referenzplatzierung verwendet, um die Än-
derung der Lithiumkonzentration im Referenzgebiet zu beschreiben [67], vergleiche Glei-
chung (4.12):

∂tcR = −∇R ·NR in (0, tend)× ΩR, (B.1)

wobeiNR(cR,∇Rµ,∇Ru) := −m(cR,∇Ru)∇Rµ der Lithium-Fluss ist,

m = mOCV = DR
(
∂cRµ

)−1

die Mobilität von Li, z.B. in aSi, undDR der Diffusionskoeffizient für Lithium-Atome im aktiven
Material des Referenzgebiets [1, 67]. Somit werden alle Größen in der Referenzkonfiguration
betrachtet.

BemerkungB.1.2. Die anderen in dieser Arbeit verwendetenMobilitäten sind in Definition 4.3.3
zu finden.

Bemerkung B.1.3 (Wiederholung der materiellen Ableitung). Nach Gleichung (4.1) in Bemer-
kung 4.1.1 gibt die materielle Ableitung die zeitliche Änderung der Größe fR im Referenzgebiet
eines festen materiellen Punktes mit anfänglichem Ort XR an: DfR

Dt
(t,XR) = ḟR(t,XR) =

∂tfR(t,XR). Ist eine Größe in der Momentanplatzierung gegeben, so ist die materielle Ablei-
tung mit der Kettenregel gegeben als

Df

Dt
(t,x) = ḟ(t,x) := ∂tf(t,x) + v(t,XR) ·∇f(t,x).
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B Weitere Berechnungen und Ableitungen

Definition B.1.1 (Kontinuitätsgleichung in der Momentanplatzierung vs. der Referenzplatzie-
rung). Um physikalisch konsistent zu sein, wird die Kontinuitätsgleichung mit der Konzentra-
tion c und dem Lithium-Fluss N in einem beliebigen Teil ΩP von Ω betrachtet, siehe [60,
Kapitel 8.4]. Dann ergibt sich für die Änderungsrate von Lithium in Ω

∂t

∫

ΩP

c dx = −
∫

∂ΩP

N · n da (B.2)

und mit dx = J dXR und Jc = cR folgt

∂t

∫

ΩP

c dx = ∂t

∫

ΩP,R

(cJ) dXR =

∫

ΩP,R

∂t(cJ) dXR =

∫

ΩP

∂t(cJ)J−1 dx =

∫

ΩP

ċRJ
−1 dx

und weiter
∫

ΩP

ċRJ
−1 dx = −

∫

∂ΩP

N · n da.

Wird der Gaußsche Integralsatz bzw. der Divergenzsatz [208, Anhang C.2, Theorem 1 (ii)] auf
das Integral mit ∂ΩP angewendet, so ergibt sich

∫

ΩP

ċRJ
−1 +∇·N dx = 0.

Da ΩP ⊂ Ω beliebig ist, gilt das lokale Bilanzierungsgesetz für cR in Ω

ċR + J∇·N = 0.

Nach [60, Kapitel 8.4] und [211, Kapitel 3.2] gilt die Piola-Identität (von engl. Piola identity)

J∇·N =∇R ·NR,

die zur Massenbilanz führt, ausgedrückt durch die Divergenz des Referenzflusses:

ċR +∇R ·NR = 0.

Der nächste Schritt ist die Ermittlung des ReferenzflussesNR. Nach [67, ergänzende Informa-
tionen, Kapitel 1.1] wird der Referenzfluss über

NR = −mR∇Rµ

mit mR = D
(
∂cRµ

)−1
I definiert, damit die Dissipationsungleichung einschließlich des Terms

−NR ·∇Rµ+ · · · ≥ 0,
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B.2 Berechnungen der Ableitungen für unterschiedliche Ansätze

erfüllt ist. Die letzte Ungleichung ist identisch mit [60, Kapitel 8.5]. Nach [60, Kapitel 8.7.2]
bzw. [59] kann der Lithium-Fluss als

N = −m∇µ

definiert werden, sodass der Lithium-Fluss im Referenzgebiet als

NR = −JF−1mF−T∇Rµ

ausgedrückt werden kann. Eine weitere Transformation des Mobilitätstensors m = D
(
∂cRµ

)−1
I

in das Referenzgebiet führt zu [283, Kapitel 5.2]

Jm = FmRFT

mit der Transformation des Diffusionskoeffizienten JD = DR, sodass

NR = −JF−1mF−T∇Rµ

= −F−1FmRFTF−T∇Rµ

= −mR∇Rµ

mit mR = DR
(
∂cRµ

)−1
I gilt.

Bemerkung B.1.4. Somit kann die Kontinuitätsgleichung vollständig auf dem Referenzgebiet
formuliert werden, obwohl die eigentliche Änderungsrate in derMomentanplatzierung betrachtet
wird, vergleiche Gleichung (B.2).

B.2 Berechnungen der Ableitungen für unterschiedliche
Ansätze

In diesem Kapitel werden die Ableitungen für die unterschiedlichen Ansätze für den elastischen
Verzerrungstensor aus Definition 4.1.10 genauer hergeleitet. Die Ableitungen werden für die
Verwendung der Newton–Raphson-Methode benötigt. Zunächst werden in Anhang B.2.1 allge-
meine Ableitungen im Rahmen der Betrachtung eines Batterie-Aktivmaterialpartikels formuliert
und dann in Anhang B.2.2 die Berechnungen für das chemische Potential µ gezeigt, gefolgt von
den Berechnungen für den ersten Piola–Kirchhoff-Tensor im elastischen Fall in Anhang B.2.3,
den Berechnungen für die starke Formulierung in Anhang B.2.4 und den Berechnungen für den
ersten Piola–Kirchhoff-Tensor im inelastischen Fall in Anhang B.2.5. Das Kapitel endet mit
Betrachtungen für die Newton–Raphson-Methode in Anhang B.2.6 sowie den Berechnungen für
die Approximation der Linearisierung des Projektors in Anhang B.2.7. Bis auf Anhang B.2.4
wird zur Verbesserung der Lesbarkeit der Index �R vernachlässigt.
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B Weitere Berechnungen und Ableitungen

B.2.1 Allgemeine Ableitungen im BAP-Kontext

Zunächst werden allgemeine Ableitungen im BAP-Kontext betrachtet.

Definition B.2.1 (Ableitungen des Deformationsgradienten). Für den DeformationsgradientenF

gilt:

F(∇u) = I +∇u,
∂∇uF(∇u) = I,

∇F(∇u) =∇2u,

∂∇uF(∇u)
[
∇δu

]
=∇δu

mit dem Identitätstensor vierter Ordnung I ∈ Rd,d,d,d. Zur Erinnerung: In dieser Arbeit
wird

[
∇δ ·

]
für die Berechnung des Newton-Updates in der Newton–Raphson-Methode ge-

schrieben.

Definition B.2.2 (Ableitungen des chemischen Anteils des Deformationsgradienten). Für den
chemischen Anteil des Deformationsgradienten Fch gelten folgende Ableitungen:

Fch(c) = λch(c)I,

∂cFch(c) = ∂cλch(c)I,

∂2
cFch(c) = ∂2

cλch(c)I

mit

λch(c) = (1 + vPMVcmaxc)
1/3,

∂cλch(c) =
vPMVcmax

3

1

cmax
(1 + vPMVcmaxc)

−2/3 =
vPMV

3
λ−2
ch (c),

∂2
cλch(c) = −2

vPMVcmax

3

1

cmax
λ−3
ch (c)∂cλch(c) = −2

(
vPMV

3

)2

λ−5
ch (c).

Definition B.2.3 (Ableitungen der Mobilität). Wenn die Mobilität isotrop von der Konzentration
und vom Verschiebungsgradienten abhängt, gelten fürm = mOCV folgende Ableitungen:

m(c,∇u) = D
(
∂cµ(c,∇u)

)−1
,

∂cm(c,∇u) = −D
(
∂cµ(c,∇u)

)−2
∂2
cµ(c,∇u),

∂∇um(c,∇u) = −D
(
∂cµ(c,∇u)

)−2
∂∇u∂cµ(c,∇u),

∂∇um(c,∇u)
[
∇δu

]
= −D

(
∂cµ(c,∇u)

)−2
∂∇u∂cµ(c,∇u)

[
∇δu

]
.
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B.2 Berechnungen der Ableitungen für unterschiedliche Ansätze

Definition B.2.4 (Ableitung des rechten Cauchy–Green-Tensors, angewendet auf einen symme-
trischen Tensor). Für die Ableitung des rechten Cauchy–Green-Tensors C = FTF, verknüpft
bzw. angewendet auf einen symmetrischen Tensor S ∈ Rd,d

sym, gilt mit n,m = 1, . . . , d:

∂

∂Fmn
C :S =

∂

∂Fmn
(FTF :S) =

∂

∂Fmn
tr
(
(FTF)TS

)
=

∂

∂Fmn
tr
(
FTFS

)

=
∂

∂Fmn

∑

j

∑

l

(FTF)jlSlj

=
∂

∂Fmn

∑

j

∑

l

∑

k

FkjFklSlj

=
∑

j

∑

l

∑

k

(
δkmδjnFklSlj

)
+
(
FkjδkmδlnSlj

)

=
∑

l

(
FmlSln

)
+
∑

j

(
FmjSnj

)

=
∑

l

(
FmlSln

)
+
∑

j

(
Fmj(S

T)jn
)

= (FS)mn + (FST)mn = 2(FS)mn.

B.2.2 Berechnungen für das chemische Potential

In diesem Kapitel werden die Ableitungen für das chemische Potential aus Bemerkung 4.3.5
angegeben, insbesondere sind die verschiedenen Ansätze für den elastischen Verzerrungstensor
zu berücksichtigen, die in der Definition der elastischen Energiedichte zu unterschiedlichen
Ergebnissen führen können. Der Index des jeweiligen Ansatzes, also �lag, �log bzw. �kol, wird
zur Verbesserung der Lesbarkeit in den entsprechenden Abschnitten weggelassen.

Definition B.2.5 (Ableitungen des chemischen Anteils von µ). Für die Ableitungen des chemi-
schen Anteils des chemischen Potentials µ im Fall eines Phasenseparationsmaterials gilt:

ρψch(c) = RgasTcmax

(
α1c−

α2

2
c2 + c ln(c) + (1− c) ln(1− c)

)
,

µch(c) = ∂c(ρψch)(c) = RgasT
[
α1 − α2c+ ln

(
c

1− c

)]
,

∂cµch(c) = ∂2
c (ρψch)(c) =

RgasT

cmax

[
−α2 +

1

c− c2

]
,

∂2
cµch(c) = ∂3

c (ρψch)(c) =
RgasT

c2
max

2c− 1

c2(1− c)2
.
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B Weitere Berechnungen und Ableitungen

Im Fall von κ = 0, also für Materialien ohne Phasenseparation, ergeben sich die Ableitungen
zu:

ρψch(c) = −cmax

∫ c

0

FaUOCV(z) dz,

µch(c) = ∂c(ρψch)(c) = −FaUOCV(c),

∂cµch(c) = ∂2
c (ρψch)(c) = − 1

cmax
Fa ∂cUOCV(c),

∂2
cµch(c) = ∂3

c (ρψch)(c) = − 1

c2
max

Fa ∂2
cUOCV(c).

Bemerkung B.2.1. Zur Berechnung der Ableitungen des elastischen Anteils des chemischen
Potentials werden die Ableitungen des elastischen Verzerrungstensors benötigt. Diese werden
zunächst in Definition B.2.6 angegeben, bevor in Definition B.2.7 die gesuchten Ableitungen
berechnet werden. Hierfür wird unter anderem die Kettenregel der Fréchet Ableitung [284,
Kapitel III.5] angewendet und mit ◦ im Sinne einer Multiplikation (sukzessive Ausführung) von
linearen Abbildungen verwendet.

Definition B.2.6 (Ableitungen von Eel). Die Ableitungen für die unterschiedlichen Ansätze des
elastischen Verzerrungstensors aus Definition 4.1.10 mit Cel = FT

elFel, Fel = F−1
ch F = λ−1

ch F

und mit einem symmetrischen Tensor S ∈ Rd,d
sym lauten wie folgt:

Lagrangescher Ansatz (GSV-Ansatz). Es gilt für Eel,log:

Eel =
1

2
(Cel − I) =

1

2
(λ−2

ch C− I) =
1

2
(λ−2

ch FTF− I),

∂cEel =
1

2
(−2)λ−3

ch ∂cλchF
TF = −vPMV

3
λ−5
ch FTF,

∂2
cEel = −(−5)

vPMV

3
λ−6
ch ∂cλchF

TF = 5

(
vPMV

3

)2

λ−8
ch FTF,

∂3
cEel = 5

(
vPMV

3

)2

(−8)λ−9
ch ∂cλchF

TF = −40

(
vPMV

3

)3

λ−11
ch FTF,

∂CEel
[
S
]

=
1

2
λ−2
ch ∂CC

[
S
]

=
1

2
λ−2
ch S ◦ ∂CC =

1

2
λ−2
ch I
[
S
]

=
1

2
λ−2
ch IS,

∂FEel
[
S
]

=
1

2
λ−2
ch S ◦ ∂F(FTF) =

1

2
λ−2
ch (2F)S = λ−2

ch FS,

∂∇uEel
[
S
]

=
1

2
λ−2
ch S ◦ ∂F(FTF) ◦ ∂∇uF = λ−2

ch FS,

∂∇u∂cEel
[
S
]

= −vPMV

3
λ−5
ch S ◦ ∂F(FTF) ◦ ∂∇uF = −2

vPMV

3
λ−5
ch FS,

∂∇u∂
2
cEel

[
S
]

= 5
(vPMV

3

)2

λ−8
ch S ◦ ∂F(FTF) ◦ ∂∇uF = 10

(vPMV

3

)2

λ−8
ch FS
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B.2 Berechnungen der Ableitungen für unterschiedliche Ansätze

sowie

∂∇uEel
[
∇δu

]
=

1

2
λ−2
ch ∂∇u(FTF)

[
∇δu

]
=

1

2
λ−2
ch
(
(∇δu)TF + FT(∇δu)

)
,

∂∇u∂cEel
[
∇δu

]
= −vPMV

3
λ−5
ch
(
(∇δu)TF + FT(∇δu)

)
,

∂∇u∂
2
cEel

[
∇δu

]
= 5
(vPMV

3

)2

λ−8
ch
(
(∇δu)TF + FT(∇δu)

)
.

LogarithmischerAnsatz (HenckyscherAnsatz).Hierwird aufDefinitionB.2.11mitFpl = I

verwiesen.
Von-Kolzenberg-Ansatz.Mit dem rechten Cauchy-Green-Tensor C = FTF und dem chemi-

schen rechten Cauchy-Green-Tensor Cch = FT
chFch = λ2

chI gilt für Eel,kol:

Eel =
1

2
(C−Cch) =

1

2
(FTF− FT

chFch) =
1

2
(FTF− λ2

chI),

∂cEel = −1

2
2λch∂cλchI = −vPMV

3
λ−1
ch I,

∂2
cEel = −(−1)

vPMV

3
λ−2
ch ∂cλchI =

(vPMV

3

)2

λ−4
ch I,

∂3
cEel = (−4)

(vPMV

3

)2

λ−5
ch ∂cλchI = −4

(vPMV

3

)3

λ−7
ch I,

∂CEel
[
S
]

=
1

2
S ◦ ∂CC =

1

2
I
[
S
]

=
1

2
IS,

∂FEel
[
S
]

=
1

2
S ◦ ∂F(FTF) =

1

2
2FS = FS,

∂∇uEel
[
S
]

=
1

2
S ◦ ∂F(FTF) ◦ ∂∇uF =

1

2
2FS = FS,

∂∇u∂cEel
[
S
]

= 0,

∂∇u∂
2
cEel

[
S
]

= 0

sowie

∂∇uEel
[
∇δu

]
=

1

2
∂∇u(FTF)

[
∇δu

]
=

1

2

(
(∇δu)TF + FT(∇δu)

)
,

∂∇u∂cEel
[
∇δu

]
= 0,

∂∇u∂
2
cEel

[
∇δu

]
= 0.

Bemerkung B.2.2. Die Tensoren Eel, ∂cEel, ∂2
cEel sind symmetrisch.
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B Weitere Berechnungen und Ableitungen

Bemerkung B.2.3. Da Eel∂cEel = (∂cEel)Eel gilt, ergibt eine Zwischenrechnung:

(∂cEel) :C
[
Eel
]

= tr(2G(∂cEel)Eel + λ tr(Eel) ∂cEel)

= tr(2G(∂cEel)Eel) + λ tr(Eel) tr(∂cEel)

= tr(2GEel∂cEel) + λ tr(∂cEel) tr(Eel)

= Eel :C
[
∂cEel

]
.

Mit einer weiteren Zwischenrechnung mit einem symmetrischen Tensor S ∈ Rd,d
sym für C

[
S
]

=

2GS + λ tr(S) I folgt:

∂c

(1

2
Eel :C

[
Eel
])

=
1

2

(
∂cEel :C

[
Eel
]

+ Eel :∂cC
[
Eel
])

=
1

2

(
∂cEel :C

[
Eel
]

+ Eel :C
[
∂cEel

])

=
1

2

(
∂cEel :C

[
Eel
]

+ ∂cEel :C
[
Eel
])

=
1

2
2
(
∂cEel :C

[
Eel
])

= ∂cEel :C
[
Eel
]

und mit ∂S tr(S) = I und ∂S tr(S2) = 2ST = 2S, vergleiche [205, Kapitel 1.7], folgt mit der
Fréchet-Ableitung aus Bemerkung B.2.1:

∂∇u

(
1

2
Eel :C

[
Eel
])

=
1

2
∂∇u

(
2G tr

(
E2

el
)

+ λ tr(Eel)
2 )

=
1

2
2(2GET

el ◦ ∂∇uEel + λ tr(Eel) I ◦ ∂∇uEel)

= (2GEel + λ tr(Eel) I) ◦ ∂∇uEel

= C
[
Eel
]
◦ ∂∇uEel

= ∂∇uEel
[
C
[
Eel
]]

sowie

∂∇u

(
∂cEel :C

[
Eel
])

= ∂∇u(2G tr(∂cEelEel) + λ tr(∂cEel) tr(Eel))

= (2GIEel ◦ ∂∇u∂cEel + λ tr(Eel) I ◦ ∂∇u∂cEel)

+ (2G∂cEelI ◦ ∂∇uEel + λ tr(Eel) I ◦ ∂∇uEel)

= (2GEel + λ tr(Eel) I) ◦ ∂∇u∂cEel

+ (2G∂cEel + λ tr(∂cEel) I) ◦ ∂∇uEel

= C
[
Eel
]
◦ ∂∇u∂cEel + C

[
∂cEel

]
◦ ∂∇uEel

= ∂∇u∂cEel
[
C
[
Eel
]]

+ ∂∇uEel
[
C
[
∂cEel

]]
.
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Nun wird mit Definition B.2.4 der Term ∂F
(

1
2
E :C

[
E
])

mit n,m = 1, . . . , d berechnet:

∂ 1
2

(
E :C

[
E
])

∂Fmn
=

1

2
2(FC

[
E
]
)mn = (FC

[
E
]
)mn,

womit insgesamt

∂ 1
2

(
E :C

[
E
])

∂F
= 2F

1

2
C
[
E
]

= FC
[
E
]

folgt sowie folgende Schreibweise verwendet wird:

C
[
E
]
◦ ∂FC = 2FC

[
E
]

= ∂FC
[
C
[
E
]]
.

DefinitionB.2.7 (Ableitungen des elastischenAnteils vonµ). Für dieAbleitungen des elastischen
Anteils des chemischen Potentials µ mit

ρψel(c,∇u) =
1

2
Eel :C

[
Eel
]

gelten für die unterschiedlichen Ansätze folgende Berechnungen:
Lagrangescher Ansatz (GSV-Ansatz). Es gilt für Eel,lag:

ρψel =
1

2
Eel :C

[
Eel
]
,

µel = ∂c(ρψel) = ∂c

(
1

2
Eel :C

[
Eel
])

= ∂cEel :C
[
Eel
]

= −vPMV

3
λ−5
ch FTF :C

[
Eel
]

= −vPMV

3
λ−5
ch tr

(
C
[
Eel
]T

FTF
)

= −vPMV

3
λ−5
ch FC

[
Eel
]
:F

= −vPMV

3
λ−3
ch P :F (mit P = λ−2

ch FC
[
Eel
]
),

∂cµel = ∂2
c (ρψel) = ∂2

cEel :C
[
Eel
]

+ ∂cEel :C
[
∂cEel

]
,

∂2
cµel = ∂3

c (ρψel) = ∂3
cEel :C

[
Eel
]

+ ∂2
cEel :C

[
∂cEel

]

+ ∂2
cEel :C

[
∂cEel

]
+ ∂cEel :C

[
∂2
cEel

]

= ∂3
cEel :C

[
Eel
]

+ 3∂2
cEel :C

[
∂cEel

]
,

∂∇uµel = . . . = ∂∇u∂cEel
[
C
[
Eel
]]

+ ∂∇uEel
[
C
[
∂cEel

]]
,

∂∇u∂cµel = . . . = ∂∇u∂
2
cEel

[
C
[
Eel
]]

+ ∂∇uEel
[
C
[
∂2
cEel

]]

+ 2∂∇u∂cEel
[
C
[
∂cEel

]]
,
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da

∂∇u(∂2
cEel :C

[
Eel
]

+ ∂cEel :C
[
∂cEel

]
)

= ∂∇u∂
2
cEel

[
C
[
Eel
]]

+ ∂∇uEel
[
C
[
∂2
cEel

]]
+ 2∂∇u∂cEel

[
C
[
∂cEel

]]

mit ∂∇u(∂cEel :C
[
∂cEel

]
) = 2∂∇u∂cEel

[
C
[
∂cEel

]]
wie in Bemerkung B.2.3 gilt. Weiter folgt:

∂∇uµel
[
∇δu

]
= . . . = ∂∇u∂cEel

[
∇δu

]
:C
[
Eel
]

+ ∂cEel :C
[
∂∇uEel

[
∇δu

]]
,

∂∇u∂cµel
[
∇δu

]
= . . . = ∂∇u∂

2
cEel

[
∇δu

]
:C
[
Eel
]

+ ∂2
cEel :C

[
∂∇uEel

[
∇δu

]]

+ 2∂∇u∂cEel
[
∇δu

]
:C
[
∂cEel

]
.

Logarithmischer Ansatz (Henckyscher-Ansatz). Es gilt für Eel,log:

ρψel =
1

2
Eel :C

[
Eel
]
,

µel = ∂c(ρψel) = ∂c

(
1

2
Eel :C

[
Eel
])

= ∂cEel :C
[
Eel
]

= −vPMV

3
λ−3
ch I :C

[
Eel
]

= −vPMV

3
λ−3
ch tr

(
C
[
Eel
])
,

∂cµel = ∂2
c (ρψel) = ∂2

cEel :C
[
Eel
]

+ ∂cEel :C
[
∂cEel

]
,

∂2
cµel = ∂3

c (ρψel) = ∂3
cEel :C

[
Eel
]

+ ∂2
cEel :C

[
∂cEel

]

+ ∂2
cEel :C

[
∂cEel

]
+ ∂cEel :C

[
∂2
cEel

]

= ∂3
cEel :C

[
Eel
]

+ 3∂2
cEel :C

[
∂cEel

]
,

∂∇uµel = . . . = ∂∇uEel
[
C
[
∂cEel

]]
,

∂∇u∂cµel = . . . = ∂∇uEel
[
C
[
∂cEel

]]

sowie

∂∇uµel
[
∇δu

]
= . . . = ∂cEel :C

[
∂∇uEel

[
∇δu

]]
,

∂∇u∂cµel
[
∇δu

]
= . . . = ∂2

cEel :C
[
∂∇uEel

[
∇δu

]]
,

da ∂∇u∂cEel = 0 und ∂∇u∂2
cEel = 0 sind.

Von-Kolzenberg-Ansatz. Die Ableitungen für den elastischen Anteil des chemischen Poten-
tials für den von-Kolzenberg-Ansatz sind die gleichen wie die Ableitungen im logarithmischen
Ansatz.
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B.2.3 Berechnungen für den ersten Piola–Kirchhoff-Tensor
(elastischer Fall)

Im Folgendenwerden die unterschiedlichen Berechnungen des ersten Piola–Kirchhoff-TensorsP

entsprechend des gewählten Ansatzes für den elastischen Verzerrungstensor Eel aus Definiti-
on 4.1.10 angegeben, vergleiche Definition 4.4.4.

Definition B.2.8 (Berechnungen von P (elastischer Fall)). Da ∂C(ρψel) ein symmetrischer
Tensor ist, ergeben die unterschiedlichen Definitionen des ersten Piola–Kirchhoff-Tensors P

mit Definition B.2.4 und mit den Rechnungen und Ableitungen aus Anhang B.2.2 folgende
Berechnungen von P im elastischen Fall:

Lagrangescher Ansatz (GSV-Ansatz). Für den Lagrangeschen Ansatz gilt:

P = ∂F(ρψ) =
∂(ρψel)

∂C
◦ ∂C

∂F
= 2F

∂(ρψel)

∂C

= 2F∂C

(
1

2
Eel :C

[
Eel
])

= 2F
(
∂CEel

[
C
[
Eel
]])

= λ−2
ch FC

[
Eel
]

= FT,

∂cP = (−2)λ−3
ch ∂cλchFC

[
Eel
]

+ λ−2
ch FC

[
∂cEel

]

= (−2)
vPMV

3
λ−5
ch FC

[
Eel
]

+ λ−2
ch FC

[
∂cEel

]
,

∂∇uP
[
∇δu

]
= λ−2

ch
(
∂∇uF

[
∇δu

]
C
[
Eel
]

+ FC
[
∂∇uEel

[
∇δu

]])

mit dem zweiten Piola–Kirchhoff-Spannungstensor T = λ−2
ch C

[
Eel
]
aus Definition 4.4.5.

LogarithmischerAnsatz (HenckyscherAnsatz).Hierwird aufDefinitionB.2.12mitFpl = I

verwiesen.
Von-Kolzenberg-Ansatz. Für den von-Kolzenberg-Ansatz gilt:

P = ∂F(ρψ) =
∂(ρψel)

∂C
◦ ∂C

∂F
= 2F

∂(ρψel)

∂C

= 2F∂C

(
1

2
Eel :C

[
Eel
])

= 2F
(
∂CEel

[
C
[
Eel
]])

= 2F
1

2
IC
[
Eel
]

= FC
[
Eel
]
,

∂cP = FC
[
∂cEel

]
,

∂∇uP
[
∇δu

]
= ∂∇uF

[
∇δu

]
C
[
Eel
]

+ FC
[
∂∇uEel

[
∇δu

]]
.

B.2.4 Berechnungen für die starke Formulierung

Dieses Kapitel ist die Erklärung zu Bemerkung 4.4.1. Es werden alle Terme hergeleitet, um den
residual-basierten Fehlerschätzer anzuwenden.
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BemerkungB.2.4 (Herleitung der starken Formulierung.). Für die Implementierung des residual-
basierten Fehlerschätzers für denLagrangeschenStandardfall ohnePlastizität ausGleichung (SPP)
für ein Material ohne Phasenseparation, also wenn κ = 0 ist, werden sowohl die Divergenz des
Lithium-FlussesNR als auch die Divergenz des ersten Piola–Kirchhoff-Tensors P in expliziter
Form benötigt. Diese können über Berechnungsregeln von [205, Kapitel 1.8] für die Ableitun-
gen ermittelt werden. In einem ersten Schritt wird ∇R ·NR(cR,∇Rµ,∇Ru) berechnet, gefolgt
von∇R ·P(cR,∇Ru).

Definition B.2.9 (Berechnung von∇R·NR.). Mit der Definition des Lithium-FlussesNR folgt

∇R ·NR =∇R ·
(
−m(cR,∇Ru)∇Rµ

)

= −∇Rm(cR,∇Ru) ·∇Rµ−m(cR,∇Ru)∇R ·∇Rµ

= −∇Rm(cR,∇Ru) ·∇Rµ−m(cR,∇Ru)∆Rµ

= −
(
∂cRm(cR,∇Ru)∇RcR +∇2

Ru
[
∂∇Rum(cR,∇Ru)

])
·∇Rµ (B.3)

−m(cR,∇Ru)∆Rµ.

Gleichung (B.3) ergibt sich aus einer Anwendung der Kettenregel auf die Mobilität mit dem
Hessischen Anteil∇2

Ru(t,XR) ∈ Rd,d,d von der Verschiebung u und einer Indexreduktion der
letzten beiden Indizes in ∇2

Ru
[
∂∇Rum(cR,∇Ru)

]
∈ Rd. Der erste Term in Gleichung (B.3)

kann mit Hilfe der Definition der Mobilität m(cR,∇Ru) = D
(
∂cRµ(cR,∇Ru)

)−1 und einer
weiteren Anwendung der Kettenregel wie folgt formuliert werden:

∂cRm(cR,∇Ru) = D∂cR
(
∂cRµ(cR,∇Ru)

)−1
= −D

(
∂cRµ(cR,∇Ru)

)−2
∂2
cR
µ(cR,∇Ru).

Unter Verwendung der Definition für das chemische Potential µ = µch(cR) + µel(cR,∇Ru),
vergleiche Gleichung (4.18), Gleichung (4.8b) und Gleichung (4.11), gilt

∂cRµ(cR,∇Ru) = ∂cRµch(cR) + ∂cRµel(cR,∇Ru) = ∂2
cR

(ρψ)ch(cR) + ∂2
cR

(ρψ)el(cR,∇Ru)

= − 1

cmax
Fa ∂cUOCV + ∂2

cR
Eel :C

[
Eel
]

+ ∂cREel :C
[
∂cREel

]

und

∂2
cR
µ(cR,∇Ru) = ∂2

cR
µch(cR) + ∂2

cR
µel(cR,∇Ru) = ∂3

cR
(ρψ)ch(cR) + ∂3

cR
(ρψ)el(cR,∇Ru)

= − 1

c2
max

Fa ∂2
cUOCV + ∂3

cR
Eel :C

[
Eel
]

+ 3∂2
cR

Eel :C
[
∂cREel

]
.

Außerdem wird

∂∇Rum(cR,∇Ru) = D∂∇Ru

(
∂cRµ(cR,∇Ru)

)−1

= −D
(
∂cRµ(cR,∇Ru)

)−2
∂∇Ru∂cRµ(cR,∇Ru)
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mit dem letzten Term

∂∇Ru∂cRµ(cR,∇Ru) = ∂∇Ru∂cR
(
µch(cR) + µel(cR,∇Ru)

)
= ∂∇Ru∂cRµel(cR,∇Ru)

= ∂∇Ru

(
∂2
cR

Eel :C
[
Eel
]

+ ∂cREel :C
[
∂cREel

])

= ∂∇Ru∂
2
cR

Eel
[
C
[
Eel
]]

+ ∂∇Ru

(
C
[
Eel
])[

∂2
cR

Eel
]

(B.4a)
+ 2∂∇Ru∂cREel

[
C
[
∂cREel

]]
(B.4b)

benötigt. Der zweite Term in Gleichung (B.4a) kann mit einem symmetrischen Tensor S ∈ Rd,d
sym

als

∂∇Ru(C
[
Eel
]
)
[
S
]

= 2G∂∇RuEel
[
S
]

+ λI∂∇RuEel
[
S
]

= (2G+ λ)∂∇RuEel
[
S
]

= (2G+ λ)λ−2
ch FS

und der Term in Gleichung (B.4b) als

∂∇Ru

(
∂cREelC

[
∂cREel

])
= 2∂∇Ru∂cREel

[
C
[
∂cREel

]]

= 2
(
(−2)

vPMV

3
λ−5
ch F

) (
2G∂cREel + λ tr(∂cREel)I

)

berechnet werden.

Definition B.2.10 (Berechnung von ∇R ·P.). Die Divergenz des ersten Piola-Kirchhoff-
Tensors P(cR,∇Ru) ist als

∇R ·P(cR,∇Ru) =∇R ·
(
λ−2
ch (cR)F(∇Ru)C

[
Eel(cR,∇Ru)

])

= FC
[
Eel
]
∇Rλ

−2
ch + λ−2

ch ∇R ·
(
FC
[
Eel
])

= (−2)
vPMV

3
λ−5
ch FC

[
Ee

]
∇RcR + λ−2

ch ∇R ·
(
FC
[
Eel
])

= ∂∇Ru∂cREel
[
C
[
Ee

]]
∇RcR + λ−2

ch ∇R ·
(
FC
[
Eel
])

gegeben. Der letzte Term berechnet sich zu

∇R ·
(
F(∇Ru)C

[
Eel(cR,∇Ru)

])
=∇RF(∇Ru)

[
C
[
Eel(cR,∇Ru)

]]

+ F(∇Ru)∇R ·
(
C
[
Eel(cR,∇Ru)

])
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mit ∇RF(∇Ru)
[
S
]

= ∇2
Ru
[
S
]
mit einem symmetrischen Tensor S ∈ Rd,d

sym. Der letzte Term
wird durch Nutzung von ∇R ·A = tr(∇RA) =∇RA

[
I
]
in eine explizite Form gebracht:

∇R ·(C
[
Eel
]
) = 2G∇R ·Eel(cR,∇Ru) + λ∇R ·

(
tr (Eel(cR,∇Ru)) I

)

= 2G∇R ·
(1

2

(
λ−2
ch (cR)C(∇Ru)− I

))

+ λ∇R ·
(

tr

(
1

2

(
λ−2
ch (cR)C(∇Ru)− I

))
I

)

= 2G
1

2

(
C∇Rλ

−2
ch + λ−2

ch ∇R ·C
)

+ λ
1

2
∇R ·

(
λ−2
ch tr (C) I

)

= G
(
C(−2)λ−3

ch ∂cRλch∇RcR + λ−2
ch ∇RC

[
I
])

+ λ
1

2
I∇R

(
λ−2
ch tr (C)

)
+ 0

= G
(
C(−2)λ−3

ch
vPMV

3
λ−2
ch ∇RcR + λ−2

ch ∇
2
Ru
[
∂∇uF

[
∂FC

[
I
]]])

+ λ
1

2

(
tr (C)∇Rλ

−2
ch + λ−2

ch ∇R tr (C)
)

= G
(
2∂cREel∇RcR + λ−2

ch ∇
2
Ru
[
2F
])

+
1

2
λ
(

tr (C) (−2)λ−3
ch
vPMV

3
λ−2
ch ∇Rc+ λ−2

ch ∇
2
Ru
[
∂∇uF

[
∂FC

[
I
]]])

= 2G
(
∂cREel∇RcR + λ−2

ch ∇
2
Ru
[
F
])

+ λ
(

tr (∂cREel)∇RcR + λ−2
ch ∇

2
Ru
[
F
])

= C
[
∂cREel

]
∇RcR + (2G+ λ)λ−2

ch ∇
2
Ru
[
F
]
.

B.2.5 Berechnungen für den ersten Piola–Kirchhoff-Tensor
(inelastischer Fall)

Nunwerden die Definitionen für den ersten Piola–Kirchhoff-TensorP hergeleitet, vergleiche De-
finition 4.7.3.

Da für den inelastischen Fall nur der logarithmische Ansatz bzw. Henckysche Ansatz ver-
wendet wird, werden nur diese Ableitungen für diesen Fall hergeleitet. Die anderen beiden Fälle
ergeben sich dann entsprechend.

Definition B.2.11 (Ableitungen von Eel). Die Ableitungen für die unterschiedlichen Ansätze des
elastischen Verzerrungstensors aus Definition 4.1.10 mit F = FchFelFpl ⇔ Fel = λ−1

ch FF−1
pl ,

Cel = FT
elFel und mit einem symmetrischen Tensor S ∈ Rd,d

sym lauten wie folgt:
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Logarithmischer Ansatz (Henckyscher Ansatz). Es gilt für Eel,log:

Eel = ln(Uel) = ln
(√

Cel

)
= ln

(√
FT

elFel

)

= ln

(√(
λ−1
ch FF−1

pl
)T
λ−1
ch FF−1

pl

)
= ln

(
λ−1
ch

√(
FF−1

pl
)T

FF−1
pl

)

= ln

(
λ−1
ch

√(
F−1

pl
)T

FTFF−1
pl

)
,

∂cEel =
(
λ−1
ch

√(
F−1

pl
)T

FTFF−1
pl

)−1

(−1)λ−2
ch ∂cλch

√(
F−1

pl
)T

FTFF−1
pl

=
(
λ−1
ch

√(
F−1

pl

)T
FTFF−1

pl

)−1

(−1)
vPMV

3
λ−2
ch λ

−2
ch

√(
F−1

pl
)T

FTFF−1
pl

=
(−vPMV)

3
λ−4
ch

(
λ−1
ch

√(
F−1

pl

)T
FTFF−1

pl

)−1√(
F−1

pl

)T
FTFF−1

pl

=
(−vPMV)

3
λ−4
ch λ

1
ch

(√(
F−1

pl
)T

FTFF−1
pl

)−1√(
F−1

pl
)T

FTFF−1
pl

= −vPMV

3
λ−3
ch I,

∂2
cEel = −vPMV

3
(−3)λ−4

ch ∂cλchI = −vPMV

3
(−3)λ−4

ch
vPMV

3
λ−2
ch I

= 3
(vPMV

3

)2

λ−6
ch I,

∂3
cEel = 3

(vPMV

3

)2

(−6)λ−7
ch ∂cλchI = 3

(vPMV

3

)2

(−6)λ−7
ch
vPMV

3
λ−2
ch I

= −18
(vPMV

3

)3

λ−9
ch I
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und

∂CEel
[
S
]

= S ◦ ∂CEel

=

(
λ−1
ch

√(
F−1

pl
)T

FTFF−1
pl

)−1

λ−1
ch

1

2

((
F−1

pl
)T

FTFF−1
pl

)−1/2

∂C

((
F−1

pl
)T

FTFF−1
pl

)[
S
]

=
1

2

((
F−1

pl
)T

FTFF−1
pl

)−1((
F−1

pl
)T

F−1
pl

)
S

=
1

2

((
F−1

pl
)T

(FchFelFpl)
TFchFelFplF

−1
pl

)−1((
F−1

pl
)T

F−1
pl

)
S

=
1

2

((
F−1

pl
)T

FT
plF

T
elF

T
chFchFelFplF

−1
pl

)−1((
F−1

pl
)T

F−1
pl

)
S

=
1

2

(
FT

revFrev
)−1
((

F−1
pl
)T

F−1
pl

)
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∂FEel
[
S
]

= S ◦ ∂CEel ◦ ∂FC

=
1

2
(2F)

(
FT

revFrev
)−1
((

F−1
pl
)T

F−1
pl

)
S

= F
(
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revFrev
)−1
((

F−1
pl
)T

F−1
pl

)
S,

∂∇uEel
[
S
]

= S ◦ ∂CEel ◦ ∂FC ◦ ∂∇uF

= F
(
FT

revFrev
)−1
((

F−1
pl
)T

F−1
pl

)
S,

∂∇u∂cEel
[
S
]

= 0,

∂∇u∂
2
cEel

[
S
]

= 0

sowie

∂∇uEel
[
∇δu

]
=

(
λ−1
ch

√
(F−1

pl )TFTFF−1
pl

)−1
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ch

1
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((
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FTFF−1
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((
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FTFF−1
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)−1
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(∇δu)TFF−1
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(
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FT∇δuF−1
pl
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=
1
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((
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FTFF−1
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)T(

(∇δu)TF + FT∇δu
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)
,

∂∇u∂cEel
[
∇δu
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= 0,

∂∇u∂
2
cEel

[
∇δu

]
= 0.

Definition B.2.12 (Berechnungen von P (inelastischer Fall)). Im inelastischen Fall folgt für die
Berechnung des ersten Piola–Kirchhoff-Spannungstensors P mit dem logarithmischen Ansatz:
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Logarithmischer Ansatz (Henckyscher Ansatz). Es gilt mit

F = FchFelFpl ⇐⇒ Fel = λ−1
ch FF−1

pl ,

mit den Berechnungen aus Definition B.2.11 und der Definition des Projektors PΠ = M =

C
[
Eel
]
aus Definition 5.2.4 bzw. Definition 5.2.36:

P = ∂F(ρψ) =
∂(ρψel)

∂C
◦ ∂C

∂F
= 2F

∂(ρψel)

∂C

= 2F∂C

(
Eel :PΠ
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∂CEel
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FT
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)T
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)}
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FT
revFrev

)−1
((
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pl
)T

F−1
pl
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PΠ,

∂cP = F
{((

F−1
pl
)T

CF−1
pl

)−1((
F−1

pl
)T

F−1
pl

)}
C
[
∂cEel

]
,

∂∇uP
[
∇δu

]
= ∂∇uF

[
∇δu

]{((
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pl
)T

CF−1
pl

)−1((
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pl
)T

F−1
pl

)}
C
[
Eel
]

− F
((
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)T

CF−1
pl

)−1((
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pl
)T

CF−1
pl

)−1

((
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pl
)T(

(∇δu)TF + FT(∇δu)
)
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pl

)((
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)T
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)
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[
Eel
]

+ F
{((

F−1
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)T

CF−1
pl

)−1((
F−1

pl
)T

F−1
pl

)}
IΠ

[
∂∇uEel

[
∇δu

]]
.

Bemerkung B.2.5. Da ∂cEel = −vPMV
3
λ−3
ch I nur sphärisch ist, also der deviatorische Anteil null

ist, muss in ∂cP kein Projektor verwendet werden. Die Linearisierung IΠ wird in Anhang B.2.7
eingeführt.

B.2.6 Berechnungen für die Newton–Raphson-Methode

In diesem Kapitel werden exemplarisch für den Fall eines inelastischen Partikels die Berechnun-
gen für den k-ten Newton-Schritt angegeben, vergleiche Definition 5.2.27. Für den gekoppelten
Partikel-SEI-Ansatz werden die entsprechenden Terme für die Verschiebung in der SEI ergänzt.
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Definition B.2.13 (Berechnungen im k-ten Newton-Schritt). Für î = 1, . . . , (2 + d)N ist die
Funktion des Residuums der Newton–Raphson-Methode im k-ten Newton-Schritt definiert als:

F î(tn+1,y
n+1,k,Fn,k

pl,h,PΠ, ε
eq,n,k
pl,h ) :=

1

τ̂kn

(
ϕî, c

n+1,k
h − Φn,k

h

)

+
(
∇ϕî,m(cn+1,k

h ,∇un+1,k
h ,Fn,k

pl,h)∇µ
n+1,k
h

)

+
(
ϕî, Next

)
Γext

+
(
ζî, µ

n+1,k
h

)

−
(
ζî, µch(c

n+1,k
h )

)

−
(
ζî, µel(c

n+1,k
h ,∇un+1,k

h ,Fn,k
pl,h)
)

− κ
(
∇ζî,∇c

n+1,k
h

)

+
(
∇ξî,P(cn+1,k

h ,∇un+1,k
h ,Fn,k

pl,h,PΠ(cn+1,k
h ,∇un+1,k

h ,Fn,k
pl,h, ε

eq,n,k
pl,h ))

)
.

Die Jacobi-MatrixJF (tn+1,y
n+1,k,Fn,k

pl,h, IΠ, ε
eq,n,k
pl,h )

[
δyk
]
ist imk-tenNewton-Schritt für î, ĵ =

1, . . . , (2 + d)N gegeben als:

1

τ̂kn

(
ϕî, δc

k
ĵ

)

+
(
∇ϕî, ∂cm(cn+1,k

h ,∇un+1,k
h ,Fn,k

pl,h)δc
k
ĵ
∇µn+1,k

h

)

+
(
∇ϕî, ∂∇um(cn+1,k

h ,∇un+1,k
h ,Fn,k

pl,h)
[
∇δuk

ĵ

]
∇µn+1,k

h

)

+
(
∇ϕî,m(cn+1,k
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k
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)

+
(
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)

−
(
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h )δck

ĵ

)

−
(
ζî, ∂cµel(c

n+1,k
h ,∇un+1,k

h ,Fn,k
pl,h)δc

k
ĵ

)

−
(
ζî, ∂∇uµel(c

n+1,k
h ,∇un+1,k

h ,Fn,k
pl,h)
[
∇δuk

ĵ
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− κ
(
∇ζî,∇δckĵ

)

+
(
∇ξî, ∂cP(cn+1,k

h ,∇un+1,k
h ,Fn,k

pl,h)δc
k
ĵ

)

+
(
∇ξî, ∂∇uP(cn+1,k

h ,∇un+1,k
h ,Fn,k

pl,h, IΠ(cn+1,k
h ,∇un+1,k

h ,Fn,k
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pl,h ))

[
∇δuk

ĵ
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.

In jedem k-ten Newton-Schritt wird nach dem Newton-Update δyk gelöst:

JF (tn+1,y
n+1,k,Fn,k

pl,h, IΠ, ε
eq,n,k
pl,h )

[
δyk
]

= −F (tn+1,y
n+1,k,Fn,k

pl,h,PΠ, ε
eq,n,k
pl,h ). (B.5)
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Die Gesamtberechnung für das Newton-Update ist mit i, j, î, ĵ = 1, . . . , N und k, k̂ =

1, . . . , dN gegeben durch (der Index �k für den k-ten Newton-Schritt wird im Folgenden weg-
gelassen):




1
τ̂kn

Mh + cmh mh ∇umh

cΨch,h + cΨel,h M̃h ∇uΨel,h

cPh 0 ∇uPh







δc

δµ

δu




= −




1
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h
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n+1
h +N ext

M̃hµ
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h ,Fn
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P h(c
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h ,Fn
pl,h,PΠ(cn+1

h ,∇un+1
h ,Fn

pl,h, ε
eq,n
pl,h ))




mit weiteren Matrizen

Mh =
[(
ϕi, ϕî

)]
îi
,

cmh =
[(
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îi
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pl,h)∇ζĵ
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iĵ
,

∇umh =
[(
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[
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]
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h
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,
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[(
ζj, ∂cµch(c
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h )ϕî

)]
jî
,

cΨel,h = −
[(
ζj, ∂cµel(c

n+1
h ,∇un+1

h ,Fn
pl,h)ϕî

)]
jî
,

M̃h =
[(
ζj, ζĵ

)]
jĵ
,

∇uΨel,h = −
[(
ζj, ∂∇uµel(c

n+1
h ,∇un+1

h ,Fn
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h ,Fn
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,

cPh =
[(
∇ξk, ∂cP(cn+1

h ,∇un+1
h ,Fn

pl,h)ϕî
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kî
,
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[(
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h ,Fn
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h ,∇un+1

h ,Fn
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[
∇ξk̂

])]
kk̂
,

mit der jeweiligen Beziehung zwischen Vektorkomponenten und Finite-Elemente-Funktionen
und den zuvor definierten Vektoren für das Residuum, vergleiche Kapitel 5.2.2 und 5.2.3.

B.2.7 Berechnungen für die Approximation der Linearisierung des
Projektors

Dieses Kapitel bezieht sich auf Bemerkung 5.2.27 und es werden beide Approximationen für
die Linearisierung für den Projektor im raten-unabhängigen Fall und im raten-abhängigen Fall
angegeben. Für den raten-unabhängigen Fall wird die Linearisierung hergeleitet.
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B Weitere Berechnungen und Ableitungen

Bemerkung B.2.6 (Raten-unabhängiger Fall mit isotroper Verfestigung). Die Formulierung der
exakten Jacobi-Matrix für den raten-unabhängigen Fall mit isotroper Verfestigung wird wie
in Di Leo [60, Anhang C.6] mit der formalen Linearisierung des Projektors PΠ von Glei-
chung (5.9) um Etri

el [127, 140] geschätzt:

IΠ(cn+1,∇Ru
n+1,Fn

pl, ε
eq,n
pl ) =

∂Mn+1

∂Etri
el

.

Dann ist der konsistente algorithmische Modulus als

IΠ =





Cel,
∣∣∣
∣∣∣C
[
Etri,dev

el
]∣∣∣
∣∣∣ ≤ σY(cn+1) + γisoεeq,npl ,

Cpl,
∣∣∣
∣∣∣C
[
Etri,dev

el
]∣∣∣
∣∣∣ > σY(cn+1) + γisoεeq,npl

gegeben. Mit den Ausdrücken fürMn+1 im ProjektorPΠ von Gleichung (5.9) für die elastischen
und plastischen Fälle können jeweils die elastische Tangente Cel und die plastische Tangente Cpl

hergeleitet werden. Die beiden Tangenten lauten:
Elastische Tangente. Diese ist unmittelbar gegeben durch:

Cel =
∂Mn+1

∂Etri
el

=
∂Mtri

∂Etri
el

=
∂
(
2GEtri

el + (K − 2
3
G) tr(Etri

el ) I
)

∂Etri
el

= 2GI+
(
K − 2

3
G
)
I⊗ I

= 2G
(
I− 1

3
I⊗ I

)
+KI⊗ I

= CG + CK .
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Plastische Tangente. Mit den Abkürzungen apl = γiso

2G+γiso
, bpl = 1 − γiso

2G+γiso

(
1 − 2G

σY(cn+1)
εeq,npl

)

folgt

Cpl =
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∂Etri
el

=
∂
(
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)

∂Etri
el

=
∂
(
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Mtri,dev

||Mtri,dev||
)

∂Etri
el

=
∂
(

1
3

tr(Mtri) I +
(
apl + bpl

σY(cn+1)
||Mtri,dev||

)
Mtri,dev

)

∂Etri
el

=
∂
(
apl + bpl

σY(cn+1)
||Mtri,dev||

)

∂Etri
el

Mtri,dev

+

(
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σY(cn+1)

||Mtri,dev||

)
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∂Etri
el

+
1

3

∂ tr(Mtri)

∂Etri
el

I

= bplσY(cn+1)
∂
(
Mtri,dev :Mtri,dev)− 1

2

∂Etri
el

Mtri,dev

+

(
apl + bpl

σY(cn+1)

||Mtri,dev||

)
∂Mtri,dev

∂Etri
el

+
1

3

∂ tr(Mtri)

∂Etri,dev
el

I.

Die Einführung eines modifizierten C̃el ergibt

C̃el = apl
∂Mtri,dev

∂Etri,dev
el

+
1

3

∂ tr(Mtri)

∂Etri
el

I = apl2G
(
I− 1

3
I⊗ I

)
+KI⊗ I = aplCG + CK .

Weiter gilt

∂
(
Mtri,dev :Mtri,dev)− 1

2

∂Etri
el

= −1

2

(
Mtri,dev :Mtri,dev)− 3

2

(
∂Mtri,dev

∂Etri
el

[
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∂Mtri,dev
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2
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∂Etri
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[
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= −2G
(
Mtri,dev :Mtri,dev)− 3
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Schließlich kann die plastische Tangente angegeben werden durch:

Cpl = C̃el − bplσY(cn+1)2G
(
Mtri,dev :Mtri,dev)− 3

2 Mtri,dev ⊗Mtri,dev

+ bpl
σY(cn+1)

||Mtri,dev||
∂Mtri,dev

∂Etri
el

= C̃el +
bplσY(cn+1)

||Mtri,dev||

(
CG − 2G

Mtri,dev ⊗Mtri,dev

||Mtri,dev||2
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= C̃el

+

(
1− γiso

2G+γiso

(
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εeq,npl

))
σY(cn+1)

||Mtri,dev||

(
CG − 2G

Mtri,dev ⊗Mtri,dev

||Mtri,dev||2

)
.

Mit der deviatorischen Trial-Mandel-Spannung Mtri,dev = C
[
Etri,dev

el
]
kann die Approximation

der Linearisierung von PΠ um Etri
el wie in Gleichung (5.42) ausgedrückt werden.

Bemerkung B.2.7 (Raten-abhängiger Fall). Eine ähnliche Rechnung führt im raten-abhängigen
Fall zu

IΠ(cn+1,∇un+1,Fn
pl,4nε

eq
pl ) =




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[
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∣∣∣ > σY(cn+1).
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BemerkungB.2.8 (Stetigkeit des raten-unabhängigen Projektors mit isotroper Verfestigung). Der
Projektor aus Gleichung (5.9) ist stetig, da Mtri,dev + 1

3
tr(Mtri) I = Mtri und
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+
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=
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+

(
1− γiso

2G+ γiso

(
1− 2G

σY
εvpl

))
σY

σY + γisoεvpl

]
Mtri,dev

=
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+

(
1− γiso

2G+ γiso
+

γiso2Gεvpl
(2G+ γiso)σY

)
σY

σY + γisoεvpl

]
Mtri,dev

=
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+
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=
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+
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