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KAPITEL 1

Einführung

Motivation

„Die Wissenschaft von heute ist die Technik von morgen.“ (Edward Teller)

In Deutschland sind akute Herzinfarkte, chronische ischämische Herzkrankheiten, Herzinsuffizienz, hy-
pertensive Herzkrankheiten und Vorhofarrhythmien für 38,4% aller Todesfälle verantwortlich [24].
Um dem entgegenzuwirken, ist die Vision für die Technik von morgen die Existenz eines patientenspezifi-
schen digitalen Zwillings des menschlichen Herz. Dann könnten biologische Mechanismen leichter erforscht
und viele Herzkrankheiten gezielter behandelt werden.
Dafür beschäftigt sich die Wissenschaft von heute mit der computergestützten Modellierung des Herz-
Kreislauf-Systems [22, 65, 80]. Die ersten kardialen Simulationsumgebungen werden bereits in der Dia-
gnose [3] sowie in der Therapieplanung [44, 66, 69, 97] eingesetzt.

Die Mechanismen im menschlichen Herz sind sehr komplex und numerisch herausfordernd. Das liegt zum
einen an den Zustandsänderungen der Variablen innerhalb von Bruchteilen einer Millisekunde. Zum an-
deren stehen die Mechanismen auf unterschiedlichen zeitlichen und räumlichen Skalen in Wechselwirkung
zueinander.
Die kardiale Elektrophysiologie beschreibt die Erregungsausbreitung und wird in der Regel mit einer
Reaktions-Diffusions-Gleichung modelliert. Auf zellulärer bzw. mikroskopischer Ebene wird die Erregung
initiiert und die daran anschließenden Mechanismen innerhalb der Herzzelle werden mit Hilfe eines Re-
aktionsmodells beschrieben. Hodgkin und Huxley haben in [52] das erste Reaktionsmodell entwickelt und
dafür 1963 den Nobelpreis für Physiologie und Medizin gewonnen. Mit der Verbesserung der Messtechnik
und damit einhergehend genauerem biologischen Verständnis der Mechanismen während der Erregung
einer Herzzelle, konnte das Modell von Hodgkin und Huxley weiterentwickelt werden. Heutzutage stehen
spezialisierte und realistische Modelle für die Mechanismen auf mikroskopischer Ebene zur Verfügung [30].
Die Ausbreitung der Erregung im Herzgewebe wird auf makroskopischer Ebene durch eine Diffusionsglei-
chung modelliert [45, 58]. Die Erregung einer Herzzelle führt zu ihrer Verkürzung und damit bei ausrei-
chender Synchronisation zum Zusammenziehen des gesamten Herz, um Blut in den Körper zu pumpen.
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2 Kapitel 1. Einführung

Mit Hilfe von Modellen der Elastizitätstheorie [19, 74, 126] wird das Zusammenziehen des Herzmuskels
auf makroskopischer Ebene beschrieben. Zur vollständigen Beschreibung der Herzfunktion gehört auch
die Modellierung des Blutflusses im Herz. Beschrieben wird der Blutfluss durch eine Navier-Stokes Glei-
chung [13] oder allgemeiner als nicht-newtonsches Fluid, bei dem der Rand des zirkulierenden Bereichs
eine Kopplungsbedingung mit dem Rand des mechanischen Gebietes erfüllt [101].
Aufgrund der Komplexität des Zusammenspiels der Elektrophysiologie, der Herzmechanik und der Fluid-
dynamik sind erst wenige Forschungsgruppen in der Lage einer voll-gekoppelten Simulation der Herz-
funktion [28, 42].

Um den Herzschlages eines Menschen zu simulieren, ist die effiziente Approximation der Elektrophysio-
logie essenziell. Als Reaktions-Diffusions-Gleichung wird das Bidomain-Modell verwendet. Es setzt sich
aus zwei partiellen Differentialgleichungen zur Modellierung des intra- und extrazellulären Potentials zu-
sammen. Um die Prozesse auf der mikroskopischen Ebene zu berücksichtigen, ist das Bidomain-Modell
mit einem Reaktionsmodell, das meist aus einem System von gewöhnlichen Differentialgleichungen be-
steht, gekoppelt. Franzone und Savaré haben das Bidomain-Modell detailliert in [33] hergeleitet. Als
Spezialfall kann das Monodomain-Modell unter der Annahme, dass die anisotropen intra- und extra-
zellulären Leitfähigkeiten proportional zueinander sind, aus dem Bidomain-Modell abgeleitet werden.
Im Monodomain-Modell beschreibt eine parabolische partielle Differentialgleichung die Transmembran-
spannung, also die Differenz des intra- und extrazellulären Potentials. In der Literatur wurde gezeigt,
dass das Monodomain-Modell trotz der Vereinfachung die wichtigsten Eigenschaften der Weiterleitung
der Erregung im Herz reproduziert [12, 96].
Die Variablen auf der mikroskopischer Ebene ändern, wie oben beschrieben, innerhalb von Bruchteilen
einer Millisekunde ihren Zustand, während ein Herzschlag in Ruhe ungefähr eine Sekunde benötigt. Daher
ist die Entkopplung des Monodomain-Modell von den Reaktionsmodellen für die Zeit- und oft auch
Ortsdiskretisierung weit verbreitet [5, 20, 79]. Durch die Entkopplung bzw. das Splitting können die
einzelnen Teilprobleme mit geeigneten numerischen Verfahren gelöst werden. Ein zusätzliches Operator-
Splitting der parabolischen partiellen Differentialgleichung in Diffusions- und Reaktionsteil wird aufgrund
der Einfachheit der Implementierung und Vereinfachung der numerischen Eigenschaften in der Literatur
gerne verwendet [17, 84, 98, 114].

Ziele

Der Fokus vieler Arbeiten zur Modellierung der Elektrophysiologie liegt auf der Untersuchung des Fehlers
bezüglich der gewählten Modelle. In dieser Arbeit allerdings steht der Fehler der numerischen Verfahren
zur Approximation der Lösung im Vordergrund.
Es gibt keine analytische Lösung des Monodomain-Modells, daher wird die Konvergenz und die Genau-
igkeit verschiedener Verfahren zur Diskretisierung in Ort und Zeit numerisch untersucht.
Alle bisherigen numerischen Konvergenzstudien verwenden entweder vereinfachte Reaktionsmodelle oder
vereinfachte reguläre Rechengebiete (z.B. [90, 104, 114, 115, 124, 125]). Allerdings haben Krishnamoorthi
u. a. in [62] gezeigt, dass die Regularität der Triangulierung einen großen Einfluss auf die Konvergenz und
Genauigkeit der verwendeten Verfahren hat. Um das Ziel eines patientenspezifischen digitalen Zwillings
des menschlichen Herzes erreichen zu können, haben die Eigenschaften numerischer Verfahren auf rea-
listischen Rechengebieten und zugehörigen irregulären Triangulierungen eine hohe Relevanz. Daher soll
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in dieser Arbeit die Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz von verschiedenen Verfahren für die Zeitinte-
gration mit einem realistischen Modell und Rechengebiet numerisch untersucht werden. Die Komplexität
der Modelle und Rechengebiete wird in dieser Arbeit sukzessiv gesteigert.
In [68] haben wir mit dem Zellmodell von Beeler und Reuter [8] auf einem abgeschnittenen Ellipsoid als
Approximation des linken Ventrikels eine Referenzlösung bereitgestellt und verschiedene klassische Zeit-
integrationsverfahren und ein Operator-Splitting auf Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz untersucht.
Die Ergebnisse aus dieser Studie werden in dieser Arbeit vorgestellt und um wichtige Aspekte ergänzt.
Im Anschluss verwenden wir das Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov [118, 120] und ein biventriku-
läres Gebiet, um eine Aussage über die Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz verschiedener Verfahren
zu machen.
Um die Wechselwirkung der Kontraktion und der Elektrophysiologie bezüglich der Konvergenz, Genau-
igkeit und Effizienz verschiedener Größen zu untersuchen, erweitern wir die Studie durch die Lösung des
voll-gekoppelten elektro-mechanischen Modell aus [36, 37].

Gliederung

Nach dieser Einleitung beginnen wir in Kapitel 2 mit einer physiologischen Beschreibung der Mechanis-
men während eines Herzschlages. Dann geben wir eine Einführung in die mathematischen Modelle für die
Mechanismen auf der mikroskopischen Ebene und definieren im Allgemeinen das zugehörige System an
gewöhnlichen Differentialgleichungen. Außerdem geben wir auch konkrete Beispiele für Modelle auf mi-
kroskopischer Ebene. Im Anschluss leiten wir das Monodomain-Modell zur Beschreibung der Ausbreitung
der Erregung auf makroskopischer Ebene her.
In Kapitel 3 stehen die numerischen Methoden zur Berechnung einer Lösung des Monodomain-Modell im
Vordergrund. Wir beginnen mit einer Einführung in das Konzept der schwachen Lösungen und wenden
dieses auf das Monodomain-Modell an. Im Anschluss wird die Finite-Elemente-Methode für die Diskre-
tisierung im Ort vorgestellt und konkret auf das Monodomain-Modell angewendet. Außerdem stellen wir
das Verfahren zur Diskretisierung in der Zeit vor, das in dieser Arbeit verwendet wurde und gehen auf die
unterschiedlichen Varianten ein. Zuletzt wird in Kapitel 3 eine Fehlerabschätzung für die diskrete Lösung
des Monodomain-Modells vorgestellt.
Das Kapitel 4 befasst sich mit der numerischen Untersuchung der Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz
verschiedener Varianten des Verfahrens zur Diskretisierung in der Zeit. Nach der Einführung in verschie-
dene Auswertungsmethoden beginnen wir mit Experimenten auf einem abgeschnittenen Ellipsoid zur
Lösung des Monodomain-Modell gekoppelt mit dem Zellmodell von Beeler und Reuter. Im Anschluss
führen wir die Untersuchung auf einem biventrikulären Gebiet und dem realistischeren Zellmodell von ten
Tusscher und Panfilov durch. Zuletzt wird der Einfluss der Kontraktion auf die Konvergenz, Genauigkeit
und Effizienz der Varianten des Verfahrens zur Zeitdiskretisierung untersucht.
Abschließend benennen wir im letzten Kapitel die Grenzen der in dieser Arbeit verwendeten Modelle
bzw. Verfahren und fassen die Ergebnisse zusammen.

Diese Arbeit ist im Rahmen des Sonderforschungsbereich 1173 im Projekt B7 Dynamics of electro-cardiac
depolarization waves entstanden und wurde finanziert von der Deutschen Forschungsgesellschaft (Projekt-
nummer 258734477).
Die numerischen Experimente in dieser Arbeit wurde auf dem Supercomputer HoreKa durchgeführt, der
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vom Ministerium für Wissenschaft, Forschung und Kunst Baden-Württemberg und vom Bundesministe-
rium für Bildung und Forschung gefördert wird.



KAPITEL 2

Physiologie und Modellierung der Erregung im menschlichen Herz

Die Abläufe im menschlichen Körper sind komplex und bei einem gesunden Menschen optimal aufein-
ander abgestimmt. Eine wichtige Rolle übernimmt das Herz als Pumpe des Blutkreislaufes. Mit dem
Blut werden Nährstoffe zu den Zellen im Körper transportiert. So erhalten beispielsweise Muskelzellen
oder Gehirnzellen Sauerstoff den sie zur Energieversorgung benötigen. Damit das Blut an alle Bestim-
mungsorte im Körper gelangt, muss das Herz viel Kraft aufbringen. Das Herz besteht hauptsächlich aus
einer speziellen Art von Muskelzellen. Diese Herzmuskelzellen heißen Kardiomyozyten. Gesteuert wird die
Pumpfunktion des Herzes von spezialisierten Kardiomyozyten, die ein elektrisches Signal initiieren und
weiterleiten. Erreicht das elektrische Signal ein Kardiomyozyt führt das zur sogenannten Erregung. Auf
die Erregung folgt eine Verkürzung des Kardiomyozyt. Findet die Verkürzung in allen Kardiomyozyten
statt, zieht sich der gesamte Herzmuskel zusammen. Das Zusammenziehen eines Muskels wird Kontrakti-
on genannt. Durch die Kontraktion der Kardiomyozyten wird der Hohlraum im Inneren des Herzmuskels
ruckartig verkleinert und damit das Blut in den Körper gepumpt.
Um die Wirkung von Medikamenten oder den Erfolg von Therapien ohne Versuche am Menschen zu
untersuchen, ist es von großem Interesse die Vorgänge während eines Herzschlages mathematisch zu
beschreiben und am Computer zu simulieren. Dabei gibt es zwei verschiedene Aspekte zu beachten. Auf
der einen Seite sollen die mathematischen Modelle möglichst die Realität abbilden, der Fehler des Modells
sollte also möglichst klein sein. Auf der anderen Seite werden effiziente numerische Verfahren benötigt
um die Lösungen der Modelle zu approximieren, d.h. der numerische Fehler aber auch der Zeitaufwand
sollen minimiert werden. Auf die numerischen Lösungsansätze wird in Kapitel 3 genauer eingegangen.

Der erste Abschnitt dieses Kapitels ist eine Einführung in die Physiologie des Herz. Darin wird zunächst
der Aufbau des menschlichen Herzes beschrieben. Dann wird die Weiterleitung des elektrischen Signals im
Herz genauer betrachtet und die daran anschließende Kontraktion erklärt. Im Anschluss an den Abschnitt
zur Physiologie werden verschiedene Modellierungsansätze für die Mechanismen der Erregung auf mikro-
skopischer Ebene vorgestellt. Abschließend wird die mathematische Modellierung auf makroskopischer
Ebene hergeleitet und damit das Monodomain-Modell eingeführt.

5



6 Kapitel 2. Physiologie und Modellierung der Erregung im menschlichen Herz

2.1 Beschreibung der Herzfunktion

In jedem Unterabschnitt dieses Abschnittes wird jeweils die makroskopische und die mikroskopische Ebene
betrachtet. Nach der Beschreibung des Herzaufbaus, wird der Mechanismus der Erregungsausbreitung
genauer erklärt. Abschließend wird noch auf die Kontraktion des Herzes eingegangen. Als Grundlage
dient das Buch von Schmidt und Thews [107] und das Lehrbuch des OpenStax College [23].

2.1.1 Aufbau des menschlichen Herzes

Wie am Anfang des Kapitels erwähnt ist die Aufgabe des menschlichen Herzes Blut in den gesamten
Körper zu pumpen. Es besteht aus einem rechten und einem linken Hohlmuskel. Die rechte Herzhälfte
nimmt sauerstoffarmes Blut von den Venen entgegen und pumpt es zur Lunge. In der Lunge wird das
Blut mit Sauerstoff angereichert und gelangt in die linke Herzhälfte. Der linke Hohlmuskel pumpt das
sauerstoffreiche Blut zurück in den Körper.

rechtes Atrium

Trikuspidalklappe

rechte Lungenvenen

Pulmonalklappe

rechte Lungenarterie

rechtes Ventrikel

untere Hohlvene

Papillarmuskel

linkes Ventrikel

Aortaklappe

Mitralklappe

linkes Atrium

linke Lungenvenen

linke Lungenarterie

Aortaobere Hohlvene

Apex

Abbildung 2.1: Der Aufbau des menschlichen Herzes inklusive aller Venen und Arterien. Der Blutfluss wird
durch die rot gestrichelten Pfeile angedeutet. Die Abbildung wurde modifiziert und übersetzt aus [34].

In Abbildung 2.1 ist zu sehen, dass beide Herzhälften jeweils durch eine Herzklappe in den Vorhof (Atrium)
und die Kammer (Ventrikel) getrennt sind. Das Blut fließt in die Atrien und wird hauptsächlich von den
Ventrikeln in die Lunge oder den Körper gepumpt.
Das Herz selbst liegt im Herzbeutel dem sogenannten Perikard. Dieser hält das Herz im Körper fest und
ermöglicht ihm gleichzeitig sich darin zu bewegen. In dem Spalt zwischen der Außenwand des Herzes
und dem Herzbeutel befindet sich eine Flüssigkeit. Diese Flüssigkeit verkleinert die Reibung, wenn sich
das Herz bewegt. Die Wand der Hohlmuskel wird in drei Schichten unterteilt (vgl. Abbildung 2.2). Das
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Perikard

Serum

Epikard

Myokard

Endokard

Abbildung 2.2: Die verschieden Schichten der Herzwand schematisch dargestellt ( [23] in Kapitel 19.1)
modifiziert und übersetzt.

Epikard ist die äußerste Schicht und besteht aus elastischem Bindegewebe und Fett. In Abbildung 2.2
ist das Epikard in lila dargestellt. Es besteht eine feste Verbindung von dem Epikard und der mittle-
ren Schicht dem sogenannten Myokard. Das Myokard ist in Abbildung 2.2 in orange dargestellt. Es ist
deutlich dicker als die anderen Schichten und besteht hauptsächlich aus Kardiomyozyten, die mit Kolla-
genfasern zusammengehalten werden. Außerdem laufen auch Nerven und Blutgefäße durch das Myokard.
Die dünne Schicht des Endokard bildet den Abschluss als Herzinnenhaut und ist in Abbildung 2.2 in rot
dargestellt. Seine Oberfläche ist besonders glatt um Blutgerinnsel zu vermeiden und den Blutfluss im
Inneren des Hohlmuskel effizienter zu machen. Das Endokard bildet außerdem die vier Herzklappen: die
Mitralklappe zwischen linkem Atrium und linker Kammer, die Trikuspidalklappe zwischen dem rechten
Atrium und dem rechten Ventrikel, die Aortaklappe zwischen der Aorta und dem linken Ventrikel und
die Pulmonalklappe zwischen der Truncus pulmonalis und dem rechten Ventrikel (vgl. Abbildung 2.1).

Die numerischen Experimente in dieser Arbeit in Kapitel 4 konzentrieren sich auf die Simulation des
Myokard. Der Grundbaustein des Myokard sind die Kardiomyozyten. Sie sind länglich und von einer
Lipiddoppelschicht begrenzt. Das Innere der Zelle wird als intrazellulärer Raum und alles außerhalb als
extrazellulärer Raum bezeichnet. Die Lipiddoppelschicht wird auch Zellmembran, Plasmamembran oder
im Fall von Muskelzellen Sarkolemm genannt. In dieser Arbeit wird der Begriff Plasmamembran ver-
wendet. Die Plasmamembran ist semipermeabel: Wasser und darin gelöste Gase wie Sauerstoff oder
Kohlenstoffdioxid können durch sie frei diffundieren, aber für Ionen ist sie undurchlässig. Allerdings sind
in der Plasmamembran sogenannte Transportproteine eingelagert um Ionenbewegungen zwischen dem
intra- und extrazellulären Raum zu ermöglichen. Die verschiedenen Typen von Transportproteinen im
Kardiomyozyt werden hier vorgestellt. Zum einen befinden sich an der Plasmamembran Transportprote-
ine, die gegen ein Ladungsgefälle oder ein Konzentrationsgefälle Ionen auf die andere Seite der Membran
pumpen und daher Ionenpumpen genannt werden. Für den Pumpvorgang benötigen sie Energie. Zum
anderen gibt es die Transportproteine, die als Austauscher bezeichnet werden. Die Austauscher tauschen
Ionen von der einen Seite der Plasmamembran mit anderen Ionen auf der gegensätzlichen Seite der Plas-
mamembran. Als drittes gibt es Ionenkanäle durch die Ionen diffundieren können. Sie sind von einem
wassergefüllten Kanal durchzogen und meistens auf ein bestimmtes Ion spezialisiert, d.h. sie lassen nur
ausgewählte Ionen durch. Die Ionenkanäle sind dabei nicht ständig geöffnet, sondern werden durch unter-
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schiedliche Mechanismen gesteuert. In Kardiomyozyten gibt es vor allem spannungsgesteuerte Kanäle, sie
öffnen oder schließen abhängig von der Spannung zwischen dem intrazellulären und dem extrazellulären
Raum. Des Weiteren gibt es Kanäle, die eine intrinsische Öffnungs- bzw. Schließrate haben, sie werden als
zufallsgesteuerte Kanäle bezeichnet. Außerdem gibt es mechanisch gesteuerte Ionenkanäle, die abhängig
von der Größe der Zelle öffnen oder schließen. Auf die Rolle der verschiedenen Transportproteine bei der
Erregung eines Kardiomyozyt wird in Abschnitt 2.1.2 genauer eingegangen.

Von der Plasmamembran eingeschlossen befinden sich im Inneren des Kardiomyozyt spezialisierte Un-
tereinheiten, die bestimmte Funktionen erfüllen. Diese Untereinheiten werden Organellen genannt. Die
Organellen sind in der Zelle von einer gelatineartigen Flüssigkeit, dem Zytosol, umgeben. Im Folgenden
werden die Organellen vorgestellt, die eine Rolle bei der Erregung und Kontraktion des Herzes spielen.
Kardiomyozyten haben besonders viele und große Mitochondrien. Diese sind für den oxidativen Stoffwech-
sel der Zelle zuständig. Sie produzieren das energiereiche Adenosintriphosphat (ATP), die Energiequelle
der Kardiomyozyten. ATP wird beispielsweise zur Aufrechterhaltung der Spannung zwischen dem intra-
zellulären und extrazellulären Raum oder auch für die Kontraktion benötigt. Zur Herstellung von ATP
benötigen die Mitochondrien Sauerstoff, der vom Myoglobin von der Plasmamembran zu den Mitochon-
drien transportiert. Gleichzeitig fungiert das Myoglobin auch als Sauerstoffspeicher der Kardiomyozyten.
Das Sarkoplasmatische Retikulum ist der Kalziumionenspeicher der Zelle. Es ist selbst von einer Membran
umschlossen in der Transportproteine für die Kalziumionen (Ca2+) eingelagert sind. In den Kardiomyozy-
ten befinden sich außerdem Mikrofibrillen. Sie sind sind verantwortlich für die Kontraktion jeder Zelle und
parallel zu ihrer Längsrichtung angeordnet. Jede Mikrofibrille besteht aus vielen hintereinander geschal-
teten Sarkomeren. Der Aufbau der Sarkomere ist immer gleich und in Abbildung 2.3 (rechts) dargestellt.
Sie sind durch sogenannte Z-Scheiben voneinander getrennt. In einem Sarkomer hängen an der linken und
rechten begrenzenden Z-Scheibe die vergleichsweise dünnen Aktinfilamente. In der Mitte befinden sich
dickere Myosinfilamente, die über das elastische Protein Titin im Sarkomer an der Z-Scheibe stabilisiert
werden. Während der Kontraktion verschieben sich die Aktinfilamente in Richtung des Zentrum des Sar-
komers. Diese Verschiebung in jedem einzelnen Sarkomer führt zu einer Verkürzung des Kardiomyozyt
und damit des ganzen Myokards. Genauer wird auf die Kontraktion in Abschnitt 2.1.3 eingegangen.

Das linke Schaubild von Abbildung 2.3 zeigt die Anordnung der Kardiomyozyten zu länglichen Fasern mit
Verästelungen. Kardiomyozyten sind über sogenannten Glanzstreifen oder auch interkalierende Scheiben
genannt miteinander verbunden. Die Gap Junctions in den Glanzstreifen koppeln die Zellen elektrisch.
Für die mechanischen Stabilisierung sind die Desmosomen in den Glanzstreifen zuständig. Im mittle-
ren Schaubild von Abbildung 2.3 sind die Glanzstreifen mit ihren Kopplungselementen dargestellt. Die
Herzmuskelfasern sind zu länglichen Schichten zusammengefasst, die mit Hilfe von Kollagenfasern ver-
bunden sind. Durch die Wand des Ventrikels ändert sich die Orientierung der Fasern und der Schichten.
Zusammen formen sie ein komplexes schraubenförmiges Muster. Dieses Muster führt bei der Kontraktion
der Kardiomyozyten zu einer gedrehten Bewegung bzw. Torsion des Herzes und unterstützt damit den
Auswurf des Blutes aus dem Kammern. Die komplexe Anordnung der Fasern und Schichten ist der Grund
für die anisotropen Eigenschaften des Herzgewebes (vgl. [23] Kapitel 19.1).
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Sarkomer

Abbildung 2.3: Anordnung der Kardiomyozyten. Die Glanzschicht und der Aufbau eines Sarkomers in
den Mikrofibrillen. Abbildungen modifiziert aus [107].

2.1.2 Erregungsausbreitung im Herz

Das Herz ist die Pumpe für den Blutkreislauf im Körper. Jeder Pumpvorgang wird durch eine elektrische
Erregung des Herzes gesteuert. Im Myokard gibt es spezialisierte Zellen, die für die Erregungsausbrei-
tung zuständig sind. Diese Kardiomyozyten bilden ein sogenanntes Erregungsleitungssystem, das in Abbil-
dung 2.4 in gelb schematisch dargestellt ist. Bei einem gesunden Herz wird die Erregung im Sinusknoten
initiiert. Dieser liegt im rechten Atrium nahe der Einmündung der oberen Hohlvene (Vena cava superior).
Die Zellen des Sinusknoten sind in der Lage sich spontan selbst zu erregen. Bei einem gesunden Menschen
in Ruhe passiert das etwa 60-90 Mal in der Minute. Von dort aus breitet sich das elektrische Signal über
die Bachmann-Bündel in beiden Atrien aus. Es dauert etwa 100 ms bis alle Kardiomyozyten der Atrien er-
regt sind. Nach 90 ms erreicht das elektrische Signal den Atrioventrikularknoten (AV-Knoten) im rechten
Atrium. Die Atrien sind von den Ventrikel durch unerregbares Bindegewebe getrennt. Allerdings leitet
der AV-Knoten das elektrische Signal an die His-Bündel, die Bündelschenkel und die Purkinje-Fasern
weiter, so dass die restlichen Kardiomyozyten im Ventrikel erregt werden. Es dauert 100 ms bis sich das
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Bachmann Bündel

Sinusknoten

AV-Knoten

rechtes Atrium

rechter Schenkel

linker Schenkel

Purkinje-Fasern

Abbildung 2.4: Erregungsleitungssystem im menschlichen Herz schematisch dargestellt (modifiziert und
übersetzt aus [23] Kapitel 19.1).

elektrische Signal in den Ventrikeln vollständig ausgebreitet hat.
Genau wie der Sinusknoten sind alle Zellen des Erregungsleitungssystems in der Lage sich spontan zu
erregen. Allerdings ist die Frequenz des Sinusknoten die höchste, so dass das elektrische Signal bei den
Zellen des Erregungsleitungssystems ankommt, bevor sie sich selbst erregen können.

Um die Erregung auf der mikroskopischen Ebenen zu verstehen soll zuerst der Begriff Membranpoten-
tial erklärt werden. Sowohl im Zytosol im intrazellulären Raum als auch in der Extrazellularflüssigkeit
sind Ionen gelöst. Ein Konzentrationsunterschied der Ionen in den jeweiligen Flüssigkeiten führt zu ei-
ner elektrischen Spannung über die Plasmamembran. Diese Spannung heißt Transmembranspannung.
Als Vorzeichenkonvention wird dabei das extrazelluläre vom intrazelluläre Potential abgezogen. Da bei
der Messung der extrazelluläre Raum als Bezugspunkt dient spricht man auch vom Membranpotential,
obwohl es sich im eigentlichen Sinne um eine Spannung handelt. Die Transmembranspannung eines Kar-
diomyozyt in Ruhe beträgt −90 mV und wird Ruhepotential genannt. Der Wert ist abhängig von dem
elektrischen Gradienten und dem Konzentrationsgradienten über die Plasmamembran. Zum Beispiel ist
die Konzentration von Natriumionen (Na+) in der Extrazellularflüssigkeit um ein vielfaches höher, als
im Zytosol. Kaliumionen (K+) haben einen Konzentrationsgradient in die andere Richtung; hier ist die
Konzentration im Zytosol um ein vielfaches höher als im extrazellulären Raum.

intrazelluläre Konz. (mM) extrazelluläre Konz. (mM) Nernst-Potential (mV)

Na+ 15 145 60
K+ 160 4.5 −95
Ca2+ 0.0001 1.8 130

Tabelle 2.1: Intrazelluläre und extrazelluläre Konzentrationen verschiedener Ionen in ventrikulären Kar-
diomyozyten und ihr zugehöriges Gleichgewichts- bzw. Nernst-Potential [32].

In der Tabelle 2.1 sind die genauen Zahlen der Konzentrationen von Natriumionen (Na+), Kaliumionen
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(K+) und Kalziumionen (Ca2+) zu finden. Zusätzlich tragen aktive Transportprozesse an der Plasmamem-
bran zum Aufrechterhalten bzw. Wiederherstellen des Ruhepotentials bei. Beispielsweise die Natrium-
Kalium-Pumpe, die drei Na+ aus der Zelle und zwei K+ in die Zelle pumpt.

-100 0 100 200 300 400
-100

-50

0

50

D
ep

ol
ar

isa
tio

n Repolarisation
Plateauphase

Zeit (ms)

Tr
an

sm
em

br
an

sp
an

nu
ng

(m
V

)

Abbildung 2.5: Der Verlauf der Transmembranspannung während eines Aktionspotentials für eine ventri-
kuläre Kardiomyozyte. Zu sehen ist die schnelle Depolarisation, die Plateauphase und die Repolarisation
zum Ruhezustand.

Wird ein Kardiomyozyt elektrisch erregt, weicht die Transmembranspannung vorübergehend vom Ru-
hepotential ab. Diese Abweichung durch eine elektrische Erregung wird Aktionspotential (AP) genannt.
In Kardiomyozyten hat das Aktionspotential einen charakteristischen Verlauf und kann in 3 Phasen
unterteilt werden (vgl. Abbildung 2.5):

1. Depolarisation: Innerhalb von weniger als einer Millisekunde ändert sich das Vorzeichen der Trans-
membranspannung vom negativen Ruhepotentials ins Positive auf etwa 30 mV.

2. Plateauphase: Die Transmembranspannung hat einen Wert nahe Null.

3. Repolarisation: Die Rückkehr der Transmembranspannung zum Ruhepotential.

Die Dauer des Aktionspotentials der Kardiomyozyten beträgt etwa 300 ms. Im Folgenden werden die
Mechanismen erläutert, die während eines Aktionspotentials in einem Kardiomyozyt ablaufen. Die Details
dazu sind in Tsuji u. a. [119] zu finden.
Erreicht ein elektrisches Signal durch Selbsterregung oder durch die Gap Junctions ein Kardiomyozyt,
öffnen sich ab einer Schwelle von −60 mV Natriumionenkanäle. Aufgrund des Konzentrationsgradienten
hat die Öffnung der Natriumionenkanäle einen schnellen Einstrom der Natriumionen zur Folge. Der Ein-
strom der Natriumionen ist für die Depolarisation zuständig. Die schnellen Natriumkanäle werden nach
der Depolarisation geschlossen. Erreicht die Transmembranspannung den Wert −30 mV führt das zur
Öffnung von Kalziumionenkanäle und Ca2+ strömt in die Zelle. Die Erhöhung der Kalziumionenkonzen-
tration führt zur Freisetzung von Ca2+ aus dem Sarkoplasmatischen Retikulum ins Zytosol. Eine erhöhte
Kalziumionenkonzentration im intrazellulären Raum nahe dieser Kanäle führt wiederum zum Schließen
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der Kalziumionenkanäle an der Plasmamembran. In der Plateauphase halten sich die depolarisierenden
und repolarisierenden Ströme die Waage. Dabei sind die Erhöhung der Kalziumionenkonzentration, der
Na-Ca-Austauscher und ein verspätetes Öffnen von neuen Natriumkanälen die Treiber der Depolarisation.
Während die Repolarisation von sich öffnenden Kaliumkanälen und dem Einsatz der Na-K-Pumpe do-
miniert ist. Wegen des Konzentrationsgradienten von Kaliumionen strömt K+ durch das Öffnen aus den
Kardiomyozyten. In der Plateauphase kann das Kardiomyozyt nicht erneut angeregt werden. Dadurch
wird verhindert, dass die Erregung im Herz im Kreis läuft, den Rhythmus von Erschlaffung und Kon-
traktion des Myokards stört und damit die Pumpleistung vermindert. Die anschließende Repolarisation
ist ein aktiver Prozess, der Energie verbraucht. Zum einen wird Ca2+ im Sarkoplasmatischen Retikulum
gespeichert, mit dem Na-Ca-Austauscher werden drei Natriumionen im Austausch zu einem Kalziumion
aus der Zelle transportiert, die Kalziumpumpe pumpt Ca2+ aus der Zelle und die Na-K-Pumpe pumpt
drei Na+ aus der Zelle und zwei K+ hinein. Während der dritten Phase kann die Zelle wieder erregt wer-
den. Allerdings ist die Dauer eines Aktionspotentials während der Repolarisation verkürzt. Erst wenn die
Transmembranspannung den Wert des Ruhepotentials erreicht hat, führt eine Erregung zu einem regulä-
ren Aktionspotential. In den Kardiomyozyten des Erregungsleitungssystems gibt es Natriumkanäle, die
einen langsamen Einstrom von Na+ zulassen und damit zur Selbsterregung beitragen. Die anderen Kar-
diomyozyten erreicht das elektrische Signal bzw. die Änderung der Transmembranspannung durch die Gap
Junctions in den Glanzstreifen. Wird eine Zelle aus dem Ruhepotential angeregt laufen immer die gleichen
Prozesse ab und der Verlauf des Aktionspotentials ändert sich nicht. Erreicht ein elektrisches Signal die
Zelle, entweder durch Selbsterregung oder durch die Gap Junctions, und ist deren Wert groß genug, führt
sie zu einem Aktionspotential. Ist die Potentialänderung zu klein, um die schnellen Natriumionenkanäle
zu öffnen, findet kein Aktionspotential statt. Dieses Verhalten wird Alles-oder-Nichts-Gesetz genannt.
Die Spannungsänderung, die zum Auslösen eines Aktionspotentials benötigt wird, heißt Schwelle.

2.1.3 Kontraktion des Myokard

Im Herz wechseln sich Erschlaffung und Kontraktion der Kardiomyozyten im Myokard ab. Die Erschlaf-
fung wird als Diastole und die Kontraktion als Systole bezeichnet. Während der Diastole, füllen sich die
Atrien und die Kammern mit Blut. Die Systole wird von der elektrischen Erregung der Kardiomyozyten
gesteuert. Wie in Abschnitt 2.1.2 beschrieben, werden zuerst die Atrien erregt und kontrahieren. Mit der
Systole der Atrien wird weiteres Blut in die Kammern gedrückt. Dieses wird dann in der zeitverzögerten
Systole der Ventrikel in den Körper bzw. die Lunge gepumpt. Auf mikroskopischer Ebene entspricht die
Kontraktion einer Verkürzung der einzelnen Sarkomere in den Myofibrillen der Kardiomyozyten. Wie im
Abschnitt 2.1.1 beschrieben besteht ein Sarkomer aus dünnen Aktinfilamenten, dickeren Myosinfilamen-
ten und den abgrenzenden Z-Scheiben (vgl. Abbildung 2.3 rechts). Die einzelnen Myosinmoleküle haben
einen Kopf, der eine ATP- und Aktinbindungsstelle hat. Die Bindung eines Myosinkopfes zum Aktin
wird als Querbrücke bezeichnet. An den Aktinfilamenten befinden sich die Regulatorproteine Troponin
und Tropomyosin. Die beiden Regulatorproteine verhindern die Querbrücken. Allerdings können Kalzi-
umionen an Troponin gebunden werden und verändern dessen Struktur, so dass eine Bindung zwischen
Aktin und den Myosinköpfen möglich wird. Ein Querbrücke wird nicht nur von den Regulatorproteinen
des Aktin, sondern auch von der angewinkelten Stellung des Myosinkopfes verhindert. Allerdings kann
ein Myosinkopf durch Hydrolyse von ATP aufgerichtet werden um eine Querbrücke zu ermöglichen. Sind
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also Kalziumionen und ATP vorhanden, kann eine Querbrücke entstehen. Während einer Querbrücke
geht ein Myosinkopf in seine angewinkelte Ruhestellung zurück. Durch eine neue Bindung zu ATP löst
sich der Myosinkopf vom Aktin, kann durch Hydrolyse aufgerichtet werden und erneut eine Querbrücke
bilden. Das Lösen und Verbinden der Myosinköpfe führt zu einer Verschiebung der Aktinfilamente in
Richtung der Mitte des Sarkomers. Dieser Vorgang dauert so lange an, bis kein ATP mehr vorhanden
oder die Konzentration der Kalziumionen zu niedrig ist. Denn ohne gebundene Kalziumionen verhindern
die Regulatorproteine des Aktin eine Verbindung zu den Myosinköpfen. Die verschiedenen Köpfe des
Myosinfilaments sind nicht gleichzeitig in der selben Phase, so dass ein Wegrutschen der Aktinfilamen-
te verhindert wird. An dieser Stelle soll betont werden, dass das Zusammenziehen des Sarkomers nicht
durch Verkürzung der Filamente entsteht, sondern aufgrund der Verschiebung der Aktinfilamente. Au-
ßerdem wird in diesem Unterabschnitt klar, dass die Erhöhung der Kalziumkonzentration während der
Depolarisation die Kontraktion der Kardiomyozyten auslöst.

2.2 Modellierung der Erregung auf mikroskopischer Ebene

In diesem Abschnitt wird die mathematische Modellierung der Erregung des Herzes auf der mikrosko-
pischen Ebene hergeleitet. Als Grundlage dienen das Buch von Keener und Sneyd [58], das Buch von
Sundnes u. a. [116] und das Buch von Franzone u. a. [32].
Wie in Abschnitt 2.1.1 beschrieben, trennt die Plasmamembran den intrazellulären vom extrazellulären
Raum elektrisch. Ionen können nur über für sie spezifische Kanäle von der einen auf die andere Seite
der Membran gelangen. Daher kann die Plasmamembran als Kondensator modelliert werden. Bei einem
Kondensator ist das Verhältnis zwischen der Spannung und der gespeicherten Ladung linear. Die Steigung
wird durch die sogenannte Kapazität des Kondensators bestimmt. Für die Plasmamembran entspricht die
Spannung in der Kondensatorgleichung der Transmembranspannung V . Die Transmembranspannung V
ist die Differenz des intrazellulären und extrazellulären Potentials. Dabei wird das extrazelluläre Potential
ϕe vom intrazellulären Potential ϕi abgezogen:

V := ϕi − ϕe .

Wir bezeichnen mit Q die gespeicherte Ladung und mit Cm die Kapazität der Plasmamembran. Dann
lautet die Kondensatorgleichung für die Plasmamembran

Q = CmV . (2.1)

Die Ionenkanäle können als parallel geschaltete Widerstände modelliert werden. Die Summe der Ionenströ-
me durch alle Transportproteine in der Plasmamembran wird als gesamter Ionenstrom Iion bezeichnet. Es
wird im Folgenden vorausgesetzt, dass die Kapazität Cm konstant ist. Der gesamte Ionenstrom entspricht
der Ladungsänderung in der Zeit. Dann gilt mit (2.1) und dem Ladungserhaltungsgesetz

Cm∂tV + Iion = Iext . (2.2)

Dabei modelliert Iext den externen Stimulus bzw. das elektrische Signal, dass zum Anregen eines Kar-
diomyozyt benötigt wird. Im Allgemeinen ist Iext ein Summand des gesamte Ionenstrom Iion, aber zur
Verdeutlichung der besonderen Rolle des externen Stimulus soll er für die Modellierung gesondert be-
trachtet werden.
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In den folgenden Abschnitten wird erklärt, wie der gesamte Ionenstrom Iion modelliert werden kann.
Dazu werden Modelle für verschiedene Transportproteintypen vorgestellt. Auch auf die Steuerung dieser
Transportproteine wird genauer eingegangen. Außerdem wird die Modellierung der zeitlichen Verläufe
der Ionenkonzentrationen erläutert. Im Anschluss wird das berühmte Modell von Hodgkin und Huxley
zusammengefasst. Dann wird eine allgemeine Formulierung für ein Modell auf mikroskopischer Ebene
eingeführt. Abschließend werden drei Modelle aus der Literatur auf Zellebene vorgestellt. Sie spielen zum
einen eine Rolle für die mathematischen Resultate in der Literatur oder werden in den numerischen
Experimenten dieser Arbeit verwendet.

2.2.1 Ionenstrom durch die Plasmamembran

Sowohl im Zytosol innerhalb der Kardiomyozyten als auch in der Extrazellularflüssigkeit sind Salze in
Form von Ionen gelöst. Zum Beispiel liegt Natriumchlorid in Form von Na+ und Cl− vor. Die Konzentra-
tionen der wichtigsten Ionen eines Kardiomyozyt sind in Tabelle 2.1 gegeben. In dieser Arbeit werden die
Konzentrationen von Ionen mit dem Index e für den extrazellulären Raum versehen. Mit einer Konzen-
tration ohne Index ist in dieser Arbeit immer die intrazelluläre Konzentration gemeint. Konkret bedeutet
das für ein Ion X, dass X die intrazelluläre und Xe die extrazelluläre Konzentration bezeichnet.

Ein Ion X kann durch seine ungerichtete Zufallsbewegung aufgrund seiner thermischen Energie durch
einen geöffneten Ionenkanal wandern. Dieser Vorgang wird Diffusion genannt. Gibt es ein Konzentra-
tionsunterschied zwischen dem intrazellulären und extrazellulären Raum bewegen sich statistisch mehr
Teilchen in Richtung des Konzentrationsgefälles. Der Ionenstrom aufgrund von Diffusion JD,X erfüllt das
Ficksche Gesetz

JD,X = −DX∇X .

Hier ist DX der Diffusionskoeffizient des Ions X. Ist der Konzentrationsgradient Null gilt JD,X = 0. Des
Weiteren gibt es aufgrund des elektrische Gradienten einen Ionenstrom JE,X , der durch das Plancksche
Gesetz

JE,X = − zX
|zX |

mXX∇ϕ

mit dem elektrischen Potential ϕ, der Ionenbeweglichkeit mX und der Valenz zX beschrieben ist. Hier
gilt JE,X = 0, wenn der Gradient des Potentials Null ist. Einstein [25] hat den Zusammenhang zwischen
der Ionenbeweglichkeit und dem Diffusionskoeffizienten mit Hilfe der Gaskonstanten R, der Temperatur
T und der Faraday-Konstante F als

DX = mXRT

|zX |F
(2.3)

hergestellt. Für ein Ion X ist der gesamte Ionenstrom JX über die Plasmamembran die Summe der Ströme
JD,X und JE,X . Zusammen mit Gleichung (2.3) gilt dann für JX :

JX = JD,X + JE,X = −DX(∇X + zXF

RT
X∇ϕ). (2.4)

Die Gleichung (2.4) wird als Nernst-Planck-Gleichung bezeichnet. Befindet sich der intrazelluläre und der
extrazelluläre Raum für das Ion X in einem elektrochemischen Gleichgewicht ist der gesamte Ionenstrom
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JX durch die Plasmamembran Null. Dazu müssen die Einzelströme JD,X und JE,X selbst nicht Null
sein. Es muss lediglich JD,X = −JE,X gelten. Da die zu betrachtenden Ionenströme nur senkrecht zur
Plasmamembran gerichtet sind, genügt es den eindimensionalen Strom durch die Plasmamembran zu
betrachten. Für JX = 0 wird aus der Nernst-Planck Gleichung (2.4)

∂xX + zXF

RT
X∂xϕ = 0 . (2.5)

Integrieren über die Plasmamembran mit der Dicke L führt zu∫ L

0

1
X

dx+ zXF

RT

∫ L

0
∂xϕ dx = 0 , (2.6)

⇒
[

ln(X)
]X(L)
X(0) = −zXF

RT

(
ϕ(L) − ϕ(0)

)
. (2.7)

Durch Umstellen der Gleichung erhält man

−
(
ϕ(L) − ϕ(0)

)
= RT

zXF
ln
(X(L)
X(0)

)
. (2.8)

Das Koordinatensystem wird so gewählt, dass x = 0 der Anfang der Plasmamembran auf der Seite des
intrazellulären Raumes ist und entsprechend x = L das Ende der Plasmamembran angrenzend an den
extrazellulären Raum ist. Die Transmembranspannung V ist die Differenz V = ϕi −ϕe des intrazellulären
und extrazellulären Potentials. Der Wert der Transmembranspannung V für die der Ionenstrom JX Null
ist, wird auch Nernst-Gleichgewichts-Potential EX des Ions X genannt. Aus Gleichung (2.8) berechnet
sich EX durch

EX = RT

zXF
ln
(Xe

X

)
. (2.9)

Der Zusammenhang (2.9) zwischen Spannung und Konzentrationsunterschied ist die Nernst-Gleichung.
Für ein zeitlich konstantes elektrische Feld gilt ∂xϕ = −V

L . Einsetzen in die eindimensionale Nernst-
Planck-Gleichung liefert die gewöhnliche Differentialgleichung

∂xX − zXF

RTL
XV + JX

DX
= 0 ,

in X mit der Unbekannten JX . Umgestellt nach dem Ionenstrom JX ist

JX = DX

L

zXF

RT

V
(
X −Xe exp

(−zXFV
RT

))
1 − exp

(−zXFV
RT

) (2.10)

die Lösung der gewöhnlichen Differentialgleichung. Die Lösung (2.10) erfüllt auch die Bedingung für das
Nernst-Gleichgewichts-Potential. Hier ist JX der Ionenstrom gemessen in Mol pro Sekunde. Elektrische
Stromdichten I von Ionen, werden in Strom (A =̂ Ampere) pro Fläche gemessen. Es besteht der Zu-
sammenhang IX = zXFJX . Damit lautet die Goldman-Hodgkin-Katz Formulierung für die elektrische
Dichte des Ionenstroms

IX = PX
z2
XF

2

RT

V
(
X −Xe exp

(−zXFV
RT

))
1 − exp

(−zXFV
RT

) . (2.11)

Hier ist PX = DX

L die Durchlässigkeit bzw. Permeabilität der Plasmamembran für das Ion X. Mit dem
Zusammenhang zwischen IX und der Transmembranspannung V , auch I-V -Kurve genannt, aus der
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Goldman-Hodgkin-Katz Gleichung (2.11) kann der Ionenstrom durch einen Kanal modelliert werden.
Sie ist linear in der Konzentration und nicht-linear bzgl. der Transmembranspannung. Die Goldman-
Hodgkin-Katz Gleichung kann beispielsweise zur Modellierung des Ionenstroms durch die L-Typ Ca2+

Kanäle verwendet werden. Ein konkretes Beispiel ist im Anhang A.2 in Gleichung (A.5) zu finden.
Eine weiterer verbreiteter Ansatz zur Modellierung des Ionenstroms durch einen Ionenkanal ist ein linearer
Zusammenhang zwischen dem Ionenstrom und der Transmembranspannung. Dazu wird angenommen,
dass der Potentialunterschied über die Zellmembran zwei Komponenten hat. Zum einen der Anteil EX
aus der Konzentrationsdifferenz berechnet mit der Nernst-Gleichung (2.9). Zum anderen der Anteil, der
für einen ohmschen Kanal den Zusammenhang von der Potentialdifferenz und dem elektrischen Fluss
durch rIX beschreibt. Dabei bezeichnet r den Widerstand der Plasmamembran. Werden beide Anteile
summiert, gilt

V = rIX + EX .

Für gX = 1
r ist der I-V Zusammenhang durch

IX = gX(V − EX)) (2.12)

gegeben. gX ist die Leitfähigkeit der Zellmembran für das Ion X. Sie kann konstant, abhängig von der
Zeit, abhängig von der Transmembranspannung oder auch von Ionenkonzentrationen sein. Mit der Mo-
dellierung (2.12) ist sichergestellt, dass der Strom IX eines Ions für die Transmembranspannung V = EX

Null ist.
In diesem Abschnitt wurden zwei verschiedene Varianten vorgestellt, wie der Ionenstrom durch einen
Ionenkanal für ein spezifisches Ion modelliert werden kann. Welcher Ansatz die bessere Wahl ist hängt
von den konkreten Eigenschaften der zu modellierenden Kardiomyozyte und den in ihrer Plasmamem-
bran befindlichen Ionenkanälen für das Ion X ab. Grundsätzlich wird für den gesamten Ionenstrom Iion

die Summe über die gewählten I-V -Kurven gebildet. Das entspricht parallel geschalteter Widerständen
im Stromkreis des Kondensators. Bei beiden Ansätzen für die Modellierung fehlt die konkrete Beschrei-
bung einer Größe. Für die Goldman-Hodgkin-Katz Gleichung (2.11) muss die Durchlässigkeit PX und
beim linearen Ansatz (2.12) die Leitfähigkeit gX definiert werden. Im folgenden Abschnitt wird auf diesen
Aspekt genauer eingegangen.

2.2.2 Steuerung der Ionenkanäle

Die Mechanismen zur Steuerung der Ionenkanäle sind komplex. Der interessierte Leser findet Details
dazu in [50, 94]. Für viele Ionenkanäle ist das Öffnen und Schließen abhängig von der Transmembran-
spannung. Es gibt außerdem Ionenkanäle, die von Konzentrationsänderungen eines bestimmten Ions ge-
steuert werden. Das Öffnen und Schließen der zufallsgesteuerten Kanäle ist dagegen zeitabhängig. In
diesem Abschnitt gehen wir auf die Modellierung und Beschreibung der spannungsgesteuerten Kanäle
ein. Im vorherigen Abschnitt 2.2.1 wurden zwei Varianten vorgestellt um den Zusammenhang zwischen
dem Ionenstrom über die Membran und der Transmembranspannung zu modellieren. In der nichtlinearen
Formulierung (vgl. (2.11)) erfolgt die Steuerung der Ionenkanäle für das Ion X mit der Durchlässigkeit
PX und in der linearen Formulierung (vgl. (2.12)) mit der Leitfähigkeit gX . Für beide Varianten wird am
Ende dieses Abschnittes klarer sein, wie die Steuerung konkret modelliert werden kann. Die folgenden
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Überlegungen gelten nur für Ionenkanäle eines bestimmten Typs spezifisch für ein Ion X, daher wird auf
den Index X verzichtet.
Zuerst wird der naheliegendste Fall betrachtet; ein Ionenkanal kann sich in zwei verschiedenen Zuständen
befinden: Er ist entweder geöffnet oder geschlossen. Sei [O] die Anzahl der geöffneten und [C] die Anzahl
der geschlossenen Ionenkanäle. Es wird vorausgesetzt, dass die Menge aller Kanäle [O] + [C] konstant ist.
Mit der Öffnungsrate α(V ) und der Schließrate β(V ) wird der Übergang der Zustände des Ionenkanals
durch

[O]
β(V )
⇄
α(V )

[C]

beschrieben. Das Massenwirkungsgesetz besagt, dass die Rate von einem offenen Zustand zu einem ge-
schlossenen Zustand proportional zur Anzahl [O] der geöffneten Ionenkanäle ist. Umgekehrt gilt der
gleiche Zusammenhang für geschlossene Zustände. Daher ist

∂t[O] = α(V )[C] − β(V )[O] .

Der Anteil der geöffneten Kanäle wird mit w := [O]
[O]+[C] bezeichnet und ist durch die gewöhnliche Diffe-

rentialgleichung

∂tw = Gw(V,w) := α(V )(1 − w) − β(V )w (2.13)

beschrieben. Die Variable w wird Gatingvariable genannt. Für einen einzelnen Kanal kann w als Wahr-
scheinlichkeit, dass der Ionenkanal geöffnet ist, verstanden werden. Im Allgemeinen gibt es keine analy-
tische Lösung für die gewöhnliche Differentialgleichung (2.13). Unter der Voraussetzung, dass α und β

konstant sind ist

w(t) = w∞ + (w0 − w∞) exp
(

− t

τw

)
mit w∞ := α/(α+β), τw := 1/(α+β) und der Anfangsbedingung w0 = w(t = 0) eine Lösung von (2.13).
Bis hierhin wurde nur der Fall betrachtet, dass sich ein Ionenkanal in nur zwei Zuständen befinden
kann (geöffnet oder geschlossen). Allerdings haben die meisten Ionenkanäle mehrere Untereinheiten, die
jeweils unabhängig voneinander geöffnet oder geschlossen sein können. Ein Ion kann einen Kanal nur
passieren, wenn alle Untereinheiten geöffnet sind. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ionenkanal geöffnet
ist, ist also das Produkt der Öffnungswahrscheinlichkeiten der einzelnen Untereinheiten. Dabei können die
Untereinheiten, die gleichen Eigenschaften und damit gleiche Öffnungs- bzw. Schließraten haben, durch
die Gatingvariable w wie in (2.13) gesteuert werden. Dann gilt für die Öffnungswahrscheinlichkeit O des
Ionenkanals mit n ∈ N Untereinheiten

O = wn .

Aufgrund der Definition gilt O,w ∈ [0, 1]. Ein Ionenkanal kann Untereinheiten haben, die unterschiedliche
Öffnungs- bzw. Schließraten α bzw. β haben. Die nw verschiedenen Gatingvariablen wj mit j = 1 . . . , nw
werden in einem Vektor w = (w1, . . . , wnw

)⊤ ∈ [0, 1]nw zusammengefasst. Der Vektor w wird im Folgen-
den Gatingvektor genannt. Die Dimension nw legt die Anzahl der unterschiedlichen Untereinheiten fest.
Die tatsächliche Anzahl der Untereinheiten kann von der Dimension des Gatingvektors abweichen. Die
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Wahrscheinlichkeit O, dass ein Kanal geöffnet ist, ist gegeben durch

O =
nw∏
k=1

wpk

k ,

mit der Vielfachheit pk der Gatingvariable wk für k = 1, . . . , nw. Dann entspricht die Summe
nw∑
k=1

pk

der Anzahl aller Untereinheiten des Ionenkanals. Die zeitliche Entwicklung jeder Untereinheit wk mit
k = 1, . . . , nw wird durch die gewöhnliche Differentialgleichung

∂twk = Gwk
(V,wk)

aus (2.13) beschrieben. Wie die Gatingvariablen werden für k = 1, . . . , nw die Funktionen Gwk
in einem

Vektor Gw(V,w) = (Gw1(V,w1), . . . , Gwnw
(V,wnw ))⊤ zusammengefasst.

Mit der maximalen Durchlässigkeit PX,max bzw. der maximalen Leitfähigkeit gX,max wird die Durch-
lässigkeit bzw. Leitfähigkeit bezeichnet, wenn alle Kanäle des spezifischen Ionenkanals geöffnet sind.
Zusammen mit der Öffnungswahrscheinlichkeit O eines Ionenkanals können die Durchlässigkeit PX und
die Leitfähigkeit gX mit

PX = PX,maxO = PX,max

nw∏
k=1

wpk

k , gX = gX,maxO = gX,max

nw∏
k=1

wpk

k ,

modelliert werden.

Bemerkung 2.1: In diesem Abschnitt wurde vorausgesetzt, dass die Untereinheiten der Ionenkanäle
unabhängig voneinander öffnen und schließen. Modelle in denen die auch eine Abhängigkeit der Zustände
der Untereinheiten berücksichtigt wird, sind in [55, 59] zu finden.

2.2.3 Aktiver Transport

Wie schon in Abschnitt 2.1.1 beschrieben gibt es auch Transportproteine in der Plasmamembran, die un-
ter Energieverbrauch Ionen gegen ihren elektrischen Gradienten oder Konzentrationsgradienten pumpen.
Wird Energie für den Ionenstrom verbraucht, wird dieser als aktiver Transport der Ionen über die Plas-
mamembran bezeichnet. Auch die Ströme durch die konzentrationsgesteuerten Transportproteine fallen
unter den aktiven Transport. Die Mechanismen und damit die konkrete Modellierung der aktiven Ionen-
ströme sind komplex und ihre Darstellung liegt außerhalb des Rahmens dieser Arbeit. Daher beschränkt
sich dieser Abschnitt auf das Verweisen an die Literatur zu Modellen für die drei wichtigsten aktiven
Transportproteine.

Na-K-Pumpe

Die Na-K-Pumpe ist an der Aufrechterhaltung und Wiederherstellung des Ruhepotentials nach der Depo-
larisation maßgeblich beteiligt. Etwa ein Drittel des Energieverbrauchs eines Kardiomyozyt wird von der
Na-K-Pumpe verursacht. Mit Hilfe der Hydrolyse eines ATP Moleküls pumpt sie drei Na+ aus und zwei
K+ in die Zelle. Dabei hängt die Pumprate von der Transmembranspannung V , den Natriumionenkon-
zentrationen und Kaliumionenkonzentrationen im intrazellulären und extrazellulären Raum ab (Na, K,
Nae, Ke). Ein weit verbreitetes Modell für den Ionenstrom der Na-K-Pumpe ist das Albers-Post Modell
[1, 18] aus den 1960ern. Smith und Crampin haben 2004 eine Weiterentwicklung und Implementierung
dieses Modells veröffentlicht [111]. Eine Zusammenfassung von [111] ist in [58] zu finden.
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Ca-Pumpen

Es gibt zwei verschiedene Typen von Ca-Pumpen. Die eine ist an der Membran des Sarkoplasmatischen
Retikulums zu finden. Hier hat sie die Aufgabe, Kalziumionen zurück in das Sarkoplasmatische Retikulum
zu pumpen. Die Pumpe am Sarkoplasmatischen Retikulum benötigt ATP um zwei Ca2+ ins Innere des
Sarkoplasmatischen Retikulums zu transportieren. Damit wird die Kalziumionenkonzentration im Zytosol
aufrecht erhalten bzw. der Ursprungswert nach der Depolarisation wiederhergestellt. MacLennan und
andere haben in [73] ein mathematisches Modell für diese Pumpe vorgestellt. Die zweite Pumpe ist in der
Plasmamembran der Kardiomyozyten eingelagert und pumpt Ca2+ gegen den Konzentrationsgradienten
in den extrazellulären Raum. Sie verbraucht ein ATP um ein Ca2+ aus dem Kardiomyozyt zu pumpen.
Diese Pumpe wird oft über die Hill-Gleichung modelliert (vgl. [58]).

Na-Ca-Austauscher

Der Na-Ca-Austauscher benötigt keine Energie in Form von ATP. Er nutzt den Konzentrationsunterschied
der Natriumionen um Kalziumionen auf die andere Seite der Plasmamembran zu tauschen. Dabei werden
stets drei Na+ gegen ein Ca2+ getauscht. Er kann in beide Richtungen arbeiten. Keener und Sneyd stellen
in [58] ein relativ einfaches Modell vor, während in [49, 57] sehr detaillierte Modelle beschrieben werden.

2.2.4 Ionenkonzentrationsänderung

Grundsätzlich ist die zeitliche Änderung der Ionenkonzentration im Kardiomyozyt abhängig von den
Ionenströmen des entsprechenden Ions über die Plasmamembran. Für s = 1, . . . , nc seien cs ∈ R+ ver-
schiedene Ionenkonzentrationen. Sie werden in dem Vektor c = (c1, . . . , cnc

)⊤ ∈ Rnc
+ zusammengefasst.

Der zeitliche Verlauf der Ionenkonzentrationen und damit von c wird durch das System von gewöhnlichen
Differentialgleichungen

∂tc = Gc(V, c,w) =
(
Gcs

(V, c,w)
)
s=1,...,nc

beschrieben. Im Allgemeinen ist die rechte Seite Gc(V, c,w) für jede Ionenkonzentration cs gegeben durch

Gcs
(V, c,w) = A

zcs
FVvol,s

Isum,cs
(V, c,w) ,

mit der Valenz zcs
des entsprechenden Ions, der Membranoberfläche A, der Faradayschen Konstante F

und des Volumens Vvol,s in der das Ion zur Konzentration cs verteilt ist. In Isum,cs(V, c,w) werden die
Ionenströme summiert, an denen das zu der Konzentration cs gehörende Ion beteiligt ist. Beispielsweise
sind für die Änderung der Natriumionenkonzentration die Ströme der schnellen Na-Ionenkanäle, die
zufallsgesteuerten Na-Kanäle, der Na-Ca-Austauscher-Strom und der Strom der Na-K-Pumpe relevant.
Soll die Physiologie der Erregung auf mikroskopischer Ebene detailliert mathematisch beschrieben werden,
muss die Modellierung der Kalziumionenkonzentration gesondert betrachtet werden. Ihr Verlauf während
des Aktionspotentials hängt nicht nur von dem Ein- oder Ausstrom über die Plasmamembran ab. Wie in
Abschnitt 2.1.2 beschrieben, gibt es zum einen die Kalziumionenkonzentration im Zytosol und in der Ex-
trazellularflüssigkeit. Zum anderen fungiert das Sarkoplasmatische Retikulum als intrazellulärer Speicher
und gibt Kalziumionen während der Depolarisation frei bzw. speichert sie während der Repolarisation.
Aufgrund der Anordnung der Organellen in der Zelle, können auch lokale Kalziumionenkonzentrationen
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betrachtet werden, die wiederum Einfluss auf die Steuerung von spezifischen Ionenkanälen haben. Eine
genaue Modellierung aller Prozesse ist aufwendig und füllt in Keener und Sneyd [58] ein eigenes Kapitel.
Auf dieses wird an dieser Stelle für den interessierten Leser verwiesen.

2.2.5 Modell von Hodgkin und Huxley

Das erste Modell für eine erregbare Zelle wurde von Alan Hodgkin und Andrew Huxley entwickelt. Sie
haben das Aktionspotential einer Nervenzelle eines Tintenfisches experimentell gemessen und mathema-
tisch modelliert. In [52] ist das finale Modell angepasst an die von ihnen gewonnenen experimentellen
Daten veröffentlicht. Für ihre Arbeit haben Hodgkin und Huxley 1963 den Nobelpreis für Physiologie
oder Medizin gewonnen. Die Ideen aus ihrer Arbeit wurden über die Jahre für viele verschiedene Arten
von erregbaren Zellen angewendet und ausgeweitet. Da auch viele Modelle für Kardiomyozyten auf der
Grundidee von Hodgkin und Huxley basieren, wird im Folgenden das Modell vorgestellt.
Die wichtigsten Ionenströme in der Nervenzelle des Tintenfisches sind der Natriumionenstrom INa und
der Kaliumionenstrom IK. Die restlichen Ströme über die Plasmamembran spielen in dem Modell von
Hodgkin und Huxley eine untergeordnete Rolle und werden im Leckstrom XL zusammengefasst. Der
gesamte Ionenstrom Iion(V,w) über die Plasmamembran ist die Summe der Einzelströme

Iion(V,w) = INa(V,w) + IK(V,w) + IL(V ) .

In diesem Modell hängt Iion von der Transmembranspannung V und dem Vektor der Gatingvariablen
w ∈ [0, 1]3 ab. Die I-V -Kurven der einzelnen Ionenströme werden jeweils mit dem linearen Ansatz aus
Gleichung (2.12) approximiert. Sie werden durch

INa(V,w) = gNaw
3
1w2(V − ENa) , IK(V,w) = gKw

4
3(V − EK) , IL(V ) = gL(V − EL) ,

modelliert, wobei die maximalen Leitfähigkeiten

gNa = 120 , gK = 36 , gL = 0.3 ,

gemessen in mS/cm2 und die Nernst-Potentiale

ENa = 115 , EK = −12 , EL = 10.6 ,

gegeben in mV sind. Die Anzahl (nw = 3) und die Vielfachheit (p1 = 3, p2 = 1, p3 = 4) der Gatingvaria-
blen (vgl. Abschnitt 2.2.2), die das Öffnen und Schließen der Ionenkanäle modellieren, wurden aufgrund
der experimentellen Daten gewählt. Jede Gatingvariablen aus w wird durch eine gewöhnliche Differenti-
algleichung wie in (2.13) beschrieben. Dabei unterscheiden sich die Öffnungs- und Schließraten für jede
der drei Gatingvariablen. Für j = 1, 2, 3 sind die Öffnungsraten αwj und die Schließraten βwj abhängig
von der Transmembranspannung V und folgendermaßen definiert

αw1(V ) = 0.1(25 − (V − Veq))
exp

(
0.1
(
25 − (V − Veq)

))
− 1

, βw1(V ) = 4 exp
(−(V − Veq)

18

)
,

αw2(V ) = 0.07 exp
(−(V − Veq)

20

)
, βw2(V ) = 1

exp
(

0.1
(
30 − (V − Veq)

))
+ 1

,

αw3(V ) =
0.01

(
10 − (V − Veq)

)
exp

(
0.1
(
10 − (V − Veq)

))
− 1

, βw3(V ) = 0.125 exp
(−(V − Veq)

80

)
.
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Hier ist Veq = gNaENa+gKEK+gLEL
gNa+gK+gL

das Ruhepotential der Zelle und damit das Gleichgewicht der verschie-
denen Nernst-Potentiale.
Kombiniert mit der Gleichung (2.2) ist das System von gewöhnlichen Differentialgleichungen zur mathe-
matischen Beschreibung des Aktionspotentials und damit dem Verlauf der Transmembranspannung V

von Hodgkin und Huxley für die Nervenzelle des Tintenfisches gegeben durch

Cm∂tV + INa(V,w) + IK(V,w) + IL(V ) = Iext , (2.14a)

∂tw − Gw(V,w) = 0 , (2.14b)

mit der Kapazität pro Fläche Cm = 1 µF/cm2, wobei F für die Einheit Farad steht.

Bemerkung 2.2: Ionenkonzentrationen werden im Modell von Hodgkin und Huxley nicht explizit be-
rücksichtigt. Außerdem wurde hier die Notation für die Gatingvariablen angepasst. In [52] ist der Gating-
vektor w aus den drei Gatingvariablen m, h und n. Entsprechend gilt w = (w1, w2, w3)⊤ = (m,h, n)⊤.

2.2.6 Allgemeine Formulierung der Zellmodelle

Zur Modellierung des Aktionspotentials eines einzelnen Kardiomyozyts werden im Folgenden die verschie-
dene Aspekte aus den vorherigen Abschnitten in einem sogenannten Zellmodell zusammengefasst. Dazu
seien

• die Membrankapazität Cm ∈ R+ ,

• der externe Stimulus Iext : [0, T ] → R,

• der gesamte Ionenstrom Iion : R × Rnc
+ × [0, 1]nw → R als Summe

Iion(V, c,w) =
nI∑
i=0

Ii(V, c,w)

der Einzelströme Ii : R × Rnc
+ × [0, 1]nw → R für i = 1, . . . , nI ,

• die rechte Seite Gc(V, c,w) : R × Rnc
+ × [0, 1]nw → Rnc für die Ionenkonzentrationen,

• die Steuerungsmechanismen der Gatingvariablen durch Gw(V, c,w) : R × Rnc
+ × [0, 1]nw → Rnw ,

• für k = 1, . . . , nw die Öffnungsrate αk : R → R+ und Schließrate βk : R → R+ ,

• und die Anfangsbedingungen V 0 ∈ R, c0 ∈ Rnc
+ und w0 ∈ [0, 1]nw ,

gegeben. Gesucht ist die Transmembranspannung V : [0, T ] → R, der Ionenkonzentrationsvektor c : [0, T ] →
Rnc

+ und der Gatingvektor w : [0, T ] → [0, 1]nw . Als Zellmodell bezeichnet wird das System

Cm∂tV + Iion(V, c,w) = Iext(t) , (2.15a)

∂tc − Gc(V, c,w) = 0 , (2.15b)

∂tw − Gw(V, c,w) = 0 , (2.15c)

mit den Anfangsbedingungen in t0 = 0

V (0) = V 0 , c(0) = c0 , w(0) = w0 . (2.15d)
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Repräsentiert ein Ionenstrom Ii die Diffusion durch einen Kanal, kann er wie in Abschnitt 2.2.1 be-
schrieben modelliert werden. Ob die lineare Variante aus Gleichung (2.12), die Goldman–Hodgkin-Katz
Gleichung (2.11) oder auch eine andere Gleichung verwendet wird hängt von dem experimentell gemes-
senen Verhalten des spezifischen Ionenkanals ab. Ein Ionenstrom Ii kann auch für den Strom verursacht
durch einen Austauscher oder Pumpen stehen. Die Literaturverweise für ihre mathematische Modellierung
sind in Abschnitt 2.2.3 zusammengefasst.
In Abschnitt 2.2.4 wird auf die Modellierung der rechten Seite Gc(V, c,w) der Ionenkonzentrationsände-
rungen genauer eingegangen. Grundsätzlich ist die zeitliche Änderung einer Ionenkonzentration abhängig
von der Summe der Ströme über die Plasmamembran an denen das spezifische Ion beteiligt ist.
Die rechte Seite Gw(V, c,w) spiegelt die Steuerungsmechanismen der Ionenkanäle wieder und ist wie in
Abschnitt 2.2.2 definiert. Für k = 1, . . . , nw ist der zeitliche Verlauf jeder Gatingvariable wk durch

∂twk = Gwk
(V, c, wk) = αk(V )(1 − wk) − β(V )wk

mit die Öffnungsrate αk(V ) und Schließrate βk(V ) gegeben. Es gibt Gatingvariablen, deren Öffnungs-
bzw. Schließrate von einer Ionenkonzentration abhängt. Daher ist Gw im Allgemeinen abhängig von c.
Die externe Anregung Iext modelliert die äußere Anregung einer Zelle. Ohne den externen Stimulus
verbleiben die Zellen im Ruhepotential. Die Anregung Iext für das System (2.15) kann durch einen
Rechteckimpuls

Iext(t) =

a für t ∈ [tbeg, tbeg + τ ] ,

0 sonst,

beschrieben werden. Dabei ist a ∈ R+ die Amplitude, tbeg Startzeitpunkt und τ die Dauer des Stimulus.

2.2.7 Beispiele ventrikulärer Zellmodelle

In der Literatur gibt es eine große Auswahl an Modellen zur Beschreibung des Aktionspotentials. Sie
basieren auf der Grundidee des Modells von Hodgkin und Huxley (vgl. Abschnitt 2.2.5). Die Zellmodelle
in der Literatur unterscheiden sich in ihrer Komplexität aber auch in ihrer konkreten Anwendung. Es
gibt beispielsweise spezialisierte Modelle für Atrien und Ventrikel oder auch die Kardiomyozyten des
Erregungsleitungssystems. Grundsätzlich können die Zellmodelle in drei Kategorien eingeteilt werden:

1. Phänomenologische Modelle, die den Verlauf des Aktionspotentials abbilden um makroskopisch
die Erregung zu simulieren. Allerdings werden die konkreten Mechanismen an der Plasmamem-
bran nicht berücksichtigt.

2. Die Modelle der ersten Generation, die die physiologischen Vorgänge an der Plasmamembran ab-
bilden um die gesamte Ionenstrommembranspannung zu beschreiben. Sie beschränken sich auf die
wichtigsten Ionenströme zur Modellierung des Aktionspotential.

3. Die Modelle der zweiten Generation haben den Anspruch einer sehr detaillierten Modellierung der
Mechanismen an der Plasmamembran. Dazu werden moderne experimentelle Techniken benötigt
um die Daten einzelner Vorgänge zu beobachten.
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In dieser Arbeit beschränken wir uns auf die Anwendung sehr ausgewählter Zellmodelle zur Beschreibung
von ventrikulären Kardiomyozyten. Diese werden im Folgenden vorgestellt. Zuerst wird das FitzHugh-
Nagumo-Modell aus der ersten Kategorie betrachtet. Aufgrund seiner Einfachheit und analytischen Ei-
genschaften wird es oft verwendet um mathematische Resultate zu entwickeln (vgl. z.B. [33, 106]). Das
FitzHugh-Nagumo-Modell bildet das Aktionspotential phänomenologisch ab, liefert aber in der ursprüng-
lichen Formulierung quantitativ keine realistischen Werte. Im Anschluss wird das Beeler-Reuter Modell [8]
aus der zweiten Kategorie vorgestellt. Es modelliert das Aktionspotential eines ventrikulären Kardiomyo-
zyt. Trotz seiner Einfachheit liefert das Zellmodell von Beeler und Reuter eine realistische Approximation
für die Transmembranspannung. Als letztes wird in diesem Unterabschnitt ein Einblick in das Zellmodell
von ten Tusscher und Panfilov [118, 120] gegeben. Es gehört zu der dritten Kategorie und beschreibt die
physiologischen Vorgänge sehr detailliert und liefert eine realistische Approximation. Daher gibt es viele
Möglichkeiten dieses Modell zur Simulation von verschiedenen Medikamentengaben oder Krankheiten zu
nutzen.

FitzHugh-Nagumo-Modell

FitzHugh hat in seinem Modell in [31] versucht die wichtigsten Eigenschaften des Aktionspotentials aus
der Arbeit von Hodgkin und Huxley (vgl. Abschnitt 2.2.5) mit einem vereinfachten Modell abzubilden.
Der gesamte Ionenstrom Iion wird als kubische Funktion in V approximiert. Neben der Transmembran-
spannung V gibt es eine Gatingvariable w die in diesem Kontext Erholungs-Variable (recovery variable)
genannt wird. Zusammengefasst lautet die originale Formulierung von FitzHugh

∂tV = c1V (V − a)(1 − V − c2w + Iext) ,

∂tw = b(V − c3w) ,

mit den Konstanten

a = 0.13 , b = 0.013 , c1 = 0.26 , c2 = 0.1 , c3 = 1 ,

und dem externen Stimulus Iext zur Anregung der Zelle. In Abbildung 2.6 ist der Verlauf der Transmem-
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Abbildung 2.6: Das approximierte Aktionspotential berechnet mit dem FitzHugh-Nagumo-Modell mit
der Amplitude a = 0.05 und der Anregungsdauer 10 ms für Iext. In blau ist die Transmembranspannung
V und in orange der Verlauf der Erholungsvariablen w dargestellt.
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branspannung approximiert durch das FitzHugh-Nagumo-Modell zu sehen. Verglichen mit dem realisti-
schen Aktionspotential in Abbildung 2.5 sind deutliche Unterschiede zu erkennen. Zum einen hat das
Ruhepotential einen Wert von 0 mV statt der realistischen −90 mV, zum anderen ist die Plateauphase
stark verkürzt verglichen mit einem ventrikulären Aktionspotential. Auch die Hyperpolarisierung, also
das unterschreiten des Ruhepotentials, während der Repolarisation ist unphysiologisch. In der Literatur
existieren viele Variationen der originalen Formulierung des FitzHugh-Nagumo-Modells (vgl. [2, 76, 102]).
Beispielsweise das Mitchell-Schäffer-Modell [76] kommt mit seinem Verlauf der Transmembranspannung
sehr nah an ein Aktionspotential eines ventrikulären Kardiomyozyt heran. Aufgrund ihrer Einfachheit sind
die Modelle basierend auf dem Ansatz von FitzHugh-Nagumo aber vor allem interessant für theoretische
Überlegungen in der Mathematik.

Modell von Beeler und Reuter

Das Modell von Beeler und Reuter [8] gehört zur zweiten Kategorie der Zellmodelle, also zu den Modellen
der ersten Generation. Die Grundidee der Beschreibung der Transmembranspannung V liegt in der Mo-
dellierung physiologischer Mechanismen wie sie in den Unterabschnitten von Abschnitt 2.2 erklärt sind.
Es basiert auf experimentell gewonnenen Daten eines ventrikulären Kardiomyozyt eines Kaninchens.
Der gesamte Ionenstrom Iion ist eine Funktion abhängig von der Transmembranspannung V , dem Gating-
vektor w ∈ [0, 1]6 und der intrazellulären Konzentration des Kalziumions c ∈ R+. Dabei ist Iion(V, c,w)
die Summe von vier verschiedenen Ionenströmen

Iion(V, c,w) = Is(V, c, w1, w2) + INa(V,w3, w4, w5) + Ix1(V,w6) + IK(V ) .

Die Einwärtsströme der Kalziumionen (Is) und der Natriumionen (INa) sind

Is(V, c, w1, w2) = gsw1w2(V − Es(c)) , INa(V,w3, w4, w5) = (gNaw
3
3w4w5 + gNaC)(V − ENa) .

Die beiden Auswärtsströme

Ix1(V,w6) = w6
0.8
(

exp(0.04(V + 77)) − 1
)

exp(0.04(V + 35)) ,

IK(V ) =
1.4
(

exp(0.04(V + 85)) − 1
)

exp(0.08(V + 53)) + exp(0.04(V + 53)) + 0.07(V + 23)
1 − exp(−0.04(V + 23)) ,

gehören zu den Kaliumionen. Die Konstanten für die maximale Leitfähigkeit sind gemessen in mS/cm2

und haben den Wert

gNa = 4 , gNaC = 0.003 , gs = 0.09 .

Die Nernst-Potentiale sind

ENa = 50 , Es(c) = −82.3 − 13.0287 log(c) ,

gemessen in mV. Anders als in den bisher dargestellten Modellen haben Beeler und Reuter die intrazellulä-
re Kalziumionenkonzentration c explizit als Variable berücksichtigt. Daher ist das Nernst-Potential Es(c)
keine Konstante. Die zeitliche Entwicklung der intrazellulären Kalziumionenkonzentration c ist abhängig
vom Kalziumionenstrom Is und wird durch die gewöhnliche Differentialgleichung

∂tc = Gc(V, c,w) = −10−7Is(V, c,w) + 0.07
(
10−7 − c

)
,
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beschrieben. Die Gatingvariablen des Gatingvektors w genügen alle der gewöhnlichen Differentialglei-
chung (2.13). Die konkreten Gleichungen der Öffnungs- und Schließraten für die einzelnen Gatingvaria-
blen sind im Anhang A.1 zu finden. Schematisch ist das Modell von Beeler und Reuter in Abbildung 2.7
auf der rechten Seite dargestellt. Obwohl das Modell von Beeler und Reuter zu den ersten Modellen aus
der ersten Generation gehört, wird es noch oft verwendet. Das liegt vor allem an seiner Einfachheit und
der gleichzeitig guten Approximation des Aktionspotentials (vgl. Abbildung 2.7 links). Die Anzahl der
Gleichungen der komplexeren Zellmodelle machen für den Rechenaufwand bei der Simulation einer ein-
zelnen Zelle keinen signifikanten Unterschied. Allerdings wird der Rechenaufwand mit den komplexeren
Zellmodellen schnell sehr groß, wenn beispielsweise ein ganzes menschliches Herz modelliert wird. Außer-
dem ist das Modell von Beeler und Reuter verglichen mit den komplexeren Zellmodellen deutlich weniger
steif [112], so dass numerisch weniger Probleme zu erwarten sind.
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Abbildung 2.7: Auf der linken Seite sind die Ionenströme für das Zellmodell von Beeler und Reuter
schematisch dargestellt. Auf der rechten Seite ist das approximierte Aktionspotential berechnet mit dem
Zellmodell von Beeler und Reuter. Für die externe Anregung Iext wurde die Amplitude a = 30 mV und
die Anregungsdauer τ = 3 ms verwendet.

Bemerkung 2.3: In der originalen Notation von Beeler und Reuter hat jede Gatingvariable eine eigene
Bezeichnung. Es gilt der Zusammenhang w = (w1, . . . , w6) = (d, f,m, h, j, x1).

Modell von ten Tusscher und Panfilov

Das in 2004 veröffentlichte und in 2006 erweiterte Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov [118, 120]
gehört zur dritten Kategorie; der zweiten Generation der Zellmodelle. Es ist ein Modell für menschliche
Kardiomyozyten im Ventrikel. Die experimentellen Möglichkeiten haben sich seit den 1970ern deutlich
verbessert und tragen dazu bei, dass die Modellierung der Physiologie eine höhere Stufe der Komplexität
erreicht. Aufgrund der Vielzahl an Gleichungen und Konstanten ist das Modell von ten Tusscher und
Panfilov im Detail im Anhang in Abschnitt A.2 gegeben. An dieser Stelle werden nur die wichtigsten
Eigenschaften vorgestellt. Wie in den Abschnitten davor wird zunächst die Modellierung des gesamten
Ionenstroms Iion vorgestellt. Die Funktion Iion ist abhängig von der Transmembranspannung V , dem
Vektor der intrazellulären Ionenkonzentrationen c ∈ R5

+ und dem Gatingvektor w ∈ [0, 1]14. Der gesamte
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Ionenstrom setzt sich aus den folgenden 12 Summanden zusammen

Iion(V, c,w) = INa(V, c,w) + ICaL(V, c,w) + IKs(V, c,w) + Ito(V, c,w) + IKr(V, c,w) + IK1(V, c)

+ INaCa(V, c) + INaK(V, c) + IpCa(c) + IpK(V, c) + IbCa(V, c) + IbNa(V, c) .

Da es sich um ein Zellmodell basierend den Mechanismen der Physiologie handelt, können die einzelnen
Summanden den Ionenströmen aus Abschnitt 2.1.2 zugeordnet werden:

• INa ist der schnelle Natriumioneneinstrom und ICaL der Kalziumioneneinstrom während der Depo-
larisation.

• Die Ionenströme IKs, Ito, IKr und IK1 beschreiben die verschiedene Kanäle, die für Kaliumionen
spezialisiert sind.

• INaCa beschreibt den Ionenstrom durch den Na-Ca-Austauscher.

• INaK modelliert den Ionenstrom der Na-K-Pumpe.

• IpCa und IpK sind Ionenströme während der Plateauphase

• Die Ionenströme IbCaund IbNa gehören zu den zufallsgesteuerten Kanälen für Ca2+ bzw. Na+ an
der Plasmamembran.

In c werden die intrazellulären Konzentrationen von Na+, K+ und Ca2+ modelliert. Zusätzlich beinhaltet
c die Variablen CaSS und CaSR. Diese berücksichtigen die komplexen Mechanismen für die Kalziumionen
im Zusammenspiel mit dem Sarkoplasmatischen Retikulum. Für jede Konzentration und jede Gatingva-
riable muss eine gewöhnliche Differentialgleichung gelöst werden. Zusätzlich kommen noch Ionenströme
und Gleichungen dazu, die die Mechanismen der Kalziumionen um das Sarkoplamatische Retikulum be-
schreiben (vgl. Anhang A.2). Besondere Aufmerksamkeit hat das Zellmodell bekommen, da es für den
Elektrophysiologie Benchmark von Niederer u. a. [81] verwendet wurde.

2.3 Herleitung des Monodomain-Modells

Zur Modellierung des elektrischen Erregungsleitungssystems im menschlichen Herz unterscheidet man
zwischen dem mikroskopischen und dem makroskopischen Ansatz. Für den mikroskopischen Ansatz wird
das Herzgewebe Ω ⊂ R3 als Gebiet auf der Zellebene betrachtet. Der intrazelluläre Raum Ωi und der ex-
trazelluläre Raum Ωe sind durch die Plasmamembran Γm elektrisch voneinander getrennt. Die länglichen
Herzmuskelzellen sind seitlich und an ihren jeweiligen Ende miteinander über Gap Junctions verbunden
(vgl. Abb. 2.3). Daher können Ωi und Ωe als Gebiete in R3 modelliert werden. Die Plasmamembran ist
der Rand des intrazellulären und extrazellulären Raumes. Es gilt Ω = Ωi ∪ Ωe ∪ Γm. Ein nahe liegender
Ansatz ist die Erregung jeder Herzmuskelzelle einzeln zu simulieren und diese miteinander zu koppeln.
Allerdings führt die Diskretisierung des Herzgewebes pro Zelle für realistische Simulationen zu einem nu-
merisch sehr großen und damit aktuell unlösbaren Problem. Aufgrund der periodischen Anordnung der
Muskelzellen im Herz kann der mikroskopische Ansatz mit Hilfe von Homogenisierungstechniken in einen
makroskopischen Ansatz überführt werden. Dann können die Größen in jedem Punkt des Herzgewebes
als gemittelten Wert über eine kleines Volumen verstanden werden. Dabei ist das Volumen so gewählt,
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dass es klein bezogen auf die Größe des Gebietes Ω ist, aber mehrere hundert oder tausend einzelner
Herzzellen umfasst. Eine detailliertere Anleitung zum Homogenisierungsprozess findet man bei Franzone
u. a. [32, Abschnitt 2.3]. Im Folgenden soll eine heuristische Herleitung für den makroskopischen Ansatz
bzw. für das Bidomain-Modell präsentiert werden (vgl. [32, 116]). Basierend auf der Idee der interpene-
trating domains [108] wird das Herzgewebe Ω als Überlagerung der Zellmembran, des intrazellulären und
extrazellulären Raumes betrachtet. Damit ist

Γm ≡ Ωi ≡ Ωe ≡ Ω ⊂ R3 .

Es wird vorausgesetzt, dass Γm, Ωi und Ωe stetige Gebiete sind. Folgende Überlegungen gelten sowohl
für den intra- als auch den extrazellulären Raum, daher bekommen die jeweiligen Größen den Index i, e.
Zur besseren Lesbarkeit wird auf die Angabe der Abhängigkeit von der Zeit t und dem Ort x verzichtet.
Im Myokard können sich Ionen sowohl im intrazellulären als auch im extrazellulären Raum frei bewegen.
Daher werden der intrazelluläre und extrazelluläre Raum als elektrische Leiter modelliert. Die Summe
der Ionen Ωi und Ωe erzeugt jeweils ein elektrisches Feld Ei bzw. Ee. Es gilt das Induktionsgesetz bzw.
das Faradaysche Gesetz

∇ × Ei,e = −∂tBi,e in (0, T ) × Ω .

Im Herzgewebe sind die zeitlichen Veränderungen in den elektrischen und magnetischen Feldern Bi bzw.
Be so langsam, dass die Kopplung vernachlässigt werden kann und der quasi-stationäre Fall

∇ × Ei,e = 0

des Induktionsgesetzes gilt [95]. Dann existiert ein intra- und extrazelluläres elektrisches Potential, ϕi

und ϕe, so dass

Ei,e = −∇ϕi,e .

Definition 2.4: In einem festen Punkt x ∈ Ω heißt die Stromdichte über ein Einheitsvolumen im intra-
und extrazellulären Raum ji bzw. je. Beide Stromdichten sind Vektorfelder, die von der Zeit und vom
Ort abhängen, so dass

ji,e : [0, T ] × Ω → R3 .

Sowohl ji als auch je sind gemittelte Größen über ein Einheitsvolumen.

Definition 2.5: Wir nennen Im : [0, T ] × Ω → R den Transmembranstrom. Die Richtung ist dabei fest-
gelegt; der Transmembranstrom fließt vom intrazellulären zum extrazellulären Raum.

Mit dem Ladungserhaltungsgesetz wird der Zusammenhang zwischen dem Ionenstrom, der aus dem in-
trazellulären Raum in den extrazellulären Raum fließt zu dem Transmembranstrom sowie den externen
Stimuli I i,e

ext : [0, T ] × Ω → R hergestellt. Es gilt

div ji = −Im + βI i
ext und div je = Im + βIe

ext . (2.16)

Die Stromdichten ji,e sind pro Volumeneinheit des Herzgewebes gemessen. Die Konstante 0 < β ∈ R gibt
das Oberfläche-zu-Volumen-Verhältnis an. Damit ist βI i

ext bzw. βIe
ext pro Volumeneinheit, passend zu

den Stromdichten, angegeben.
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Bemerkung 2.6: Da kein Ionenstrom aus dem Herz fließt muss die Summe der intra- und extrazellulären
externen Stimuli im Mittelwert null sein, so dass∫

Ω

(
I i

ext + Ie
ext

)
dx = 0

für fast alle t ∈ (0, T ).

Details zur Modellierung des externen Stimulus sind am Ende dieses Abschnittes zu finden.
Gleichzeitig gilt wegen des Ohmschen Gesetzes folgender Zusammenhang für die Stromdichten ji und je

mit den elektrischen Feldern bzw. den Potentialen ϕi und ϕe:

ji,e = σi,eEi,e = −σi,e∇ϕi,e . (2.17)

Hier sind σi und σe die anisotropen Leitfähigkeitstensoren des intra- bzw. extrazellulären Raumes. Wie
schon in Abschnitt 2.1 beschrieben sind die Herzmuskelzellen in gebündelten Fasern angeordnet. Die
Ausrichtung der Fasern beeinflusst die Leitfähigkeit. Eine konkrete Beschreibung dieser Abhängigkeit ist
in Kapitel 4 zu finden.
Die Plasmamembran Γm isoliert Ωi von Ωe elektrisch. Daher kann es zu einer Ladungshäufung auf ei-
ner ihrer Seiten kommen. Allerdings ist die Plasmamembran der Herzmuskelzellen so dünn, dass eine
Anhäufung von Ladung auf einer der beiden Seiten sofort zu einem Ladungsausgleich auf der anderen
Seite führt. Für die interzelluläre Ladung qi und die extrazelluläre Ladung qe gilt daher, dass die totale
Ladungshäufung in jedem Punkt x ∈ Ω gleich null ist, d.h.

∂t(qi + qe) = 0 . (2.18)

Dabei entspricht ∂tqi,e dem Ionenstrom, der durch die Plasmamembran fließt. Der Transmembranstrom Im

ist von der Ladungsänderung und dem gesamten Ionenstrom Iion abhängig. Wie die externen Stimuli I i,e
ext

wird der gesamte Ionenstrom Iion wird pro Flächeneinheit der Plasmamembran gemessen. Daher muss der
gesamte Ionenstrom ebenfalls mit der Konstante β multipliziert werden, damit βIion pro Volumeneinheit
passend zur Stromdichte angegeben ist. Damit gilt für den Transmembranstrom Im

Im = ∂tqe + βIion . (2.19)

Die Transmembranspannung V : [0, T ] × Ω → R und die Ladung q = 1
2 (qi − qe) hängen durch

V = q

βCm

zusammen. Die Konstante Cm ist die Membrankapazität pro Flächeneinheit der Plasmamembran. Für
die zeitliche Änderung von V und q gilt

β∂tV = 1
2∂t(qi − qe) .

Mit der Gleichung (2.18) folgt dann

βCm∂tV = ∂tqi = −∂tqe . (2.20)

Zusammen mit Gleichung (2.19) und Gleichung (2.20) wird aus dem Ladungserhaltungsgesetz (2.16)

div ji = −Im + βI i
ext = −βCm∂tV − βIion + βI i

ext ,

div je = Im + βIe
ext = βCm∂tV + βIion + βIe

ext .
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Mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes (2.17) erhalten wir

−∇ · σi∇ϕi = −βCm∂tV − βIion + βI i
ext ,

−∇ · σe∇ϕe = βCm∂tV + βIion + βIe
ext .

Zusammen mit den gewöhnlichen Differentialgleichungen, die die Reaktion auf Zellebene beschreiben, der
Definition des gesamten Ionenstroms Iion (vgl. Abschnitt 2.2), den externen Stimuli, den Anfangswerten
und Randbedingungen erhalten wir die parabolisch-parabolische Formulierung des Bidomain-Modells.

Problem 2.7 (Parabolisch-parabolische Formulierung des Bidomain-Modell):
Seien die externen Stimuli pro Flächeneinheit der Plasmamembran I i,e

ext : [0, T ]×Ω → R und die Anfangs-
werte

V 0 : Ω → R , c0 : Ω → Rnc
+ w0 : Ω → [0, 1]nw ,

gegeben. Sei V = ϕi − ϕe . Gesucht sind die intra- und extrazellulären Potentiale ϕi,e : (0, T ) × Ω → R,
die Ionenkonzentrationen c : (0, T ) × Ω → Rnc

+ und der Gatingvektor w : (0, T ) × Ω → [0, 1]nw , so dass
das Gleichungssystem

βCm∂tV − ∇ · σi∇ϕi + βIion(V, c,w) = βI i
ext in (0, T ) × Ω , (2.21a)

−βCm∂tV − ∇ · σe∇ϕe − βIion(V, c,w) = βIe
ext in (0, T ) × Ω , (2.21b)

∂tc − Gc(V, c,w) = 0 in (0, T ) × Ω , (2.21c)

∂tw − Gw(V,w) = 0 in (0, T ) × Ω , (2.21d)(
σi,eϕi,e

)
· n = 0 auf (0, T ) × ∂Ω , (2.21e)

V (0,x) = V 0(x) ,w(0,x) = w0(x) , c(0,x) = c0(x) in Ω . (2.21f)

erfüllt ist.

Bemerkung 2.8: Das Problem 2.7 wird parabolisch-parabolisch genannt, da die partiellen Differential-
gleichungen (2.21a) und (2.21b) parabolisch sind.

Das Bidomain-Modellin der parabolisch-parabolischen Formulierung kann mit Hilfe von ϕi = V + ϕe zu
einer äquivalenten parabolisch-elliptischen Formulierung überführt werden.

Problem 2.9 (Parabolisch-elliptische Formulierung des Bidomain-Modell):
Seien die externen Anregungen I i,e

ext und die Anfangswerte V 0, c0 und w0 wie in Problem 2.7 gegeben.
Dann suchen wir das extrazelluläre Potential ϕe : (0, T )×Ω → R, die Transmembranspannung V : (0, T )×
Ω → R, die Ionenkonzentrationen c : (0, T ) × Ω → Rnc

+ und der Gatingvektor w : (0, T ) × Ω → [0, 1]nw ,
die folgende Gleichungen erfüllen

βCm∂tV − ∇ · σi∇V − ∇ · σi∇ϕe + βIion(V, c,w) = βI i
ext in (0, T ) × Ω , (2.22a)

−∇ · σi∇V − ∇ ·
((
σi + σe

)
∇ϕe

)
= β

(
I i

ext + Ie
ext
)

in (0, T ) × Ω , (2.22b)

∂tc − Gc(V, c,w) = 0 in (0, T ) × Ω , (2.22c)

∂tw − Gw(V,w) = 0 in (0, T ) × Ω , (2.22d)

σi∇V · n + σi∇ϕe · n = 0 auf (0, T ) × ∂Ω , (2.22e)

σi∇V · n + (σi + σe)∇ϕe · n = 0 auf (0, T ) × ∂Ω , (2.22f)

V (0,x) = V 0(x) ,w(0,x) = w0(x) , c(0,x) = c0(x) in Ω . (2.22g)
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Für die Vereinfachung, dass die intrazelluläre Leitfähigkeit ein Vielfaches der extrazellulären Leitfähigkeit
ist, d.h. σe = λσi mit λ ∈ R, wird aus dem komplexen Bidomain-Modell das sogenannte Monodomain-
Modell, welches die Dynamik der Transmembranspannung beschreibt. Setzt man die Vereinfachung in
Gleichung (2.22b) ein, erhält man folgendes Lemma.

Lemma 2.10: Unter der Voraussetzung σe = λσi mit λ ∈ R+ vereinfachen sich die Gleichungen (2.22a)
und (2.22b) zu

βCm∂tV − ∇ · (σ∇V ) + βIion(V, c,w) = βIext .

Es sind σ = λ
1+λσi und Iext = λIi

ext−Ie
ext

1+λ .

Beweis. Sei σe = λσi. Durch Einsetzen in Gleichung (2.22b) erhalten wir

− ∇ · σi∇V − ∇ ·
((

1 + λ
)
σi∇ϕe

)
= β

(
I i

ext + Ie
ext
)

⇔ − ∇ · σi∇ϕe = 1
1 + λ

∇ · σi∇V + 1
1 + λ

β
(
I i

ext + Ie
ext
)

Einsetzen in Gleichung (2.22a) liefert

βCm∂tV − ∇ · σi∇V + 1
1 + λ

∇ · σi∇V + 1
1 + λ

β
(
I i

ext + Ie
ext
)

+ βIion(V, c,w) = βI i
ext

⇔ βCm∂tV − ∇ ·
( λ

1 + λ
σi∇V

)
+ βIion(V, c,w) = β

λI i
ext − Ie

ext
1 + λ

.

Mit Lemma 2.10 können wir folgendes vereinfachtes Problem definieren:

Problem 2.11 (Monodomain-Modell): Seien die Anfangswerte

V 0 : Ω → R , c0 : Ω → Rnc
+ w0 : Ω → [0, 1]nw ,

gegeben. Gesucht sind die Transmembranspannung V : (0, T )×Ω → R, die Ionenkonzentrationen c : (0, T )×
Ω → Rnc

+ und der Gatingvektor w : (0, T ) × Ω → [0, 1]nw , die folgende Gleichungen erfüllen

βCm∂tV − ∇ · (σ∇V ) + βIion(V, c,w) = βIext in (0, T ) × Ω , (2.23a)

∂tc − Gc(V, c,w) = 0 in (0, T ) × Ω , (2.23b)

∂tw − Gw(V,w) = 0 in (0, T ) × Ω , (2.23c)

σ∇V · n = 0 auf (0, T ) × ∂Ω , (2.23d)

V (0,x) = V 0(x) , c(0,x) = c0(x) , w(0,x) = w0(x) , in Ω . (2.23e)

Hier ist Iext : [0, T ] × Ω → R die externe Anregung pro Flächeneinheit der Zellmembran. Die Gleichung
(2.23d) definiert die homogenen Neumann-Randbedingungen.

Bemerkung 2.12: Formal ist das PDE-ODE System des Monodomain-Modell auch wohldefiniert, wenn
die Anfangswerte für alle x ∈ Ω definiert sind. Für die Implementierung werden auch die Knotenpunkte
auf dem Rand genutzt. Daher werden die Anfangswerte auf Ω fortgesetzt.
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Wie in Unterabschnitt 2.1.2 beschrieben, initiieren die Zellen des Sinusknoten das elektrische Signal
als Pulsgeber für die Kontraktion. Über das Erregungsleitungssystem erreicht das elektrische Signal die
Ventrikel. Wir verzichten in dieser Arbeit darauf das Erregungsleitungssystem explizit zu modellieren.
Stattdessen werden für i = 1, . . . , nstim Anregungsgebiete Ωstim,i ⊂ Ω als Endpunkte der Purkinje-
Fäden definiert. Die Anregungsgebiete Ωstim,i sind disjunkt und ihre Vereinigung gibt den gesamten
Anregungsbereich

Ωstim =
⋃̇

i=1,...,nstim

Ωstim,i ⊂ Ω .

Um den Leitfähigkeitstensor σ zu definieren, brauchen wir die Faserrichtungen f : Ω → R3 und verwenden

σ(x) = σl f(x) ⊗ f(x) + σt
(
I − f(x) ⊗ f(x)

)
∈ R3×3

sym , x ∈ Ω . (2.24)

Die Leitfähigkeit in longitudinaler Richtung σl und transversaler Richtung σt sind konstant und wer-
den im Anhang für die jeweiligen numerischen Experimente definiert (vgl. Anhang B.2). Eine genauere
Beschreibung der Faserrichtungen ist im Versuchsaufbau der numerischen Experimente 4 zu finden.
Das elektrische Signal, das vom Erregungsleitungssystem über die Purkinje-Fäden den Anregungsbereich
Ωstim erreicht, wird durch den externen Stimulus

Iext : [0, T ] × Ω → R , Iext(t,x) =

ai(t,x) für t ∈ [tbeg,i, tbeg,i + τi] , x ∈ Ωstim,i ,

0 else

modelliert. Für i = 1, . . . , nstim sind ai die zugehörigen Funktionen der Amplitude, tbeg,i ∈ [0, T −τi] sind
die Startzeiten und τi die jeweilige Dauer des Stimulus. Wir verwenden zwei verschiedene Möglichkeiten
die Funktionen der Amplitude zu definieren. Eine Variante ist die Modellierung durch eine konstante
Funktion so dass ai(t,x) = ai > 0. Dann ist der externe Stimulus Iext unstetig in Zeit und Ort. Die
Unstetigkeit von Iext in Ort und Zeit kann zu Problemen für die Konvergenz von numerischen Verfahren
führen. Daher stellen wir eine zweite Variante vor. Hier setzt man in Iext für i = 1, . . . , nstim und ai > 0

ai(t,x) = at,i(t) ax,i(x) ai (2.25a)

und

at,i(t) = 1
π

(
arctan

(
sext(t− tbeg,i)

)
− arctan

(
sext(t− (tbeg,i + τi))

))
, (2.25b)

ax,i(x) = 1 − min
{

1, dist(x,Ωstim,i)
lexc

}
. (2.25c)

Hier ist sext ∈ R ein konstanter Skalierungsfaktor. Der Anregungsbereich Ωstim,i wird durch Ωstim,i ⊂
Ωexc,i ⊂ Ω in alle Richtungen um 0 < lexc ∈ R erweitert. Dabei entspricht lexc in den numerischen
Experimenten der Gitterweite des gröbsten Gitters. Wir nennen

Ωexc =
⋃

i=1,...,nstim

Ωexc,i ,

den erweiterten Anregungsbereich.
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Bemerkung 2.13: Wird der erweiterte Anregungsbereich Ωexc für die Simulation verwendet, muss bei
der Wahl des Anregungsbereiches Ωstim darauf geachtet werden, dass mindestens ein Knoten der gröbsten
Diskretisierung zwischen den einzelnen Ωstim,i für i = 1, . . . , nstim liegt.

Eine Veranschaulichung von dem Zusammenhang zwischen Ωstim,i, Ωexc,i und Ω ist im Anhang in Ab-
bildung B.4 links unten zu finden. Außerdem ist in Abbildung B.4 links oben at,i(t) für verschiedene
Skalierungsfaktoren sext abgebildet. Wir nennen (2.25) die stetige Variante von Iext.

Bemerkung 2.14: Beispielsweise in [10, 114] wird der externe Stimulus in den Anfangswerte V 0(x) mit
modelliert und dann ist Iext(t,x) = 0 für alle t ∈ [0, T ] und x ∈ Ω.



KAPITEL 3

Diskretisierung des Monodomain-Modells in Raum und Zeit

Im vorherigen Kapitel wurde vorgestellt, wie die Physiologie der Erregungsausbreitung im menschlichen
Herz auf mikroskopischer und makroskopischer Ebene modelliert werden kann. In diesem Kapitel be-
schränken wir uns auf das Lösen des Monodomain-Modell 2.11. Daher werden numerische Verfahren in
Ort und Zeit vorgestellt, um eine approximative Lösung des Monodomain-Modell zu finden. Dazu be-
ginnen wird mit einer Einführung in das Konzept der schwachen Formulierung und wenden dieses auf
das Monodomain-Modell an. Dann werden die bekannten Resultate zur Existenz und Eindeutigkeit einer
Lösung der schwachen Formulierung für das Monodomain-Modell 2.11 zusammengefasst. Im Anschluss
wird die Finite-Elemente-Methode für die Diskretisierung im Ort vorgestellt und auf das Monodomain-
Modell angewendet. Im darauf folgenden Abschnitt stellen wir verschiedene Varianten eines auf das
Monodomain-Modell spezialisierten Verfahren für die Zeitintegration vor. Abschließend präsentieren wir
eine Fehlerabschätzung der diskreten Lösung des Monodomain-Modell unter der Verwendung des semi-
impliziten Verfahrens (SI).

3.1 Schwache Formulierung

In den ersten beiden Unterabschnitten orientieren wir uns an der Zusammenfassung von Jonathan Fröhlich
in [36].

3.1.1 Sobolev-Räume

In diesem Unterabschnitt werden die Sobolev-Räume eingeführt. Details können in [56, Kapitel 11] nach-
gelesen werden.
Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass Ω ⊂ Rd offen, zusammenhängend und ein endliches Lebesgue Maß
hat.

33
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Definition 3.1: Sei 1 ≤ p < ∞. Dann heißt

Lp(Ω,Rd) :=
{
φ ∈ Abb(Ω,Rd) : φ ist messbar und ∥φ∥p :=

(∫
Ω

|φ|p dx
) 1

p

< ∞
}

der Lebesgue-Raum der bis zur Ordnung p Lebesgue-integrierbaren Funktionen.

Bemerkung 3.2: Dabei wird bei der Definition der Lebesgue-Räume vorausgesetzt, dass zwei Funktionen
in Lp(Ω,Rd) gleich sind, wenn sie bezüglich des Maßes fast überall gleich sind.

Im Folgenden schreiben wir Lp statt Lp(Ω,Rd). Für den Spezialfall p = 2 ist L2 ein Hilbertraum mit
dem inneren Produkt

⟨φ,ψ⟩ :=
∫

Ω
φ ·ψ dx φ,ψ ∈ L2 . (3.1)

Definition 3.3: Sei φ ∈ Abb(Ω,Rd). Dann heißt

supp(φ) := {x ∈ Ω: φ(x) ̸= 0} ⊂ Ω (3.2)

der Träger (engl. support) von φ.
Wir bezeichnen mit C∞

c (Ω,Rd) := {φ ∈ C∞(Ω,Rd) : supp(φ) ist eine kompakte Teilmenge von Ω} die
Menge der unendlich oft differenzierbaren Abbildungen von Ω nach Rd, die einen kompakten Träger
haben.

Definition 3.4: Sei φ ∈ Lp(Ω,Rd) und α = (α1, . . . , αd) ein Multiindex, d.h. αi ∈ N0 für i = 1, . . . , d
und α := |α| =

∑d
i=1 αi. Dann heißt Dαφ := ∂αφ

∂α1x1...∂
αdxd

die schwache Ableitung von φ, wenn∫
Ω

Dαφ ·ψ dx = (−1)α
∫

Ω
φ · Dαψ dx ∀ψ ∈ C∞

c (Ω,Rd) .

Dann wird die Matrix der Ableitungen erster Ordnung

Dφ =
(
∂x1φ, . . . , ∂xd

φ
)

als (schwacher) Gradient von φ bezeichnet und entspricht der Jacobi-Matrix.

Bemerkung 3.5: Ist eine Funktion im klassischen Sinne differenzierbar, dann existiert auch die schwache
Ableitung. Außerdem stimmen die klassische und die schwache Ableitung überein [14].

Definition 3.6: Sei 1 ≤ p < ∞ und k ∈ N. Dann heißt

Wk,p(Ω,Rd) :=
{
φ ∈ Abb(Ω,Rd) : φ ∈ Lp(Ω,Rd) und für |α| ≤ k ist Dαφ ∈ Lp(Ω,Rd)

}
der Sobolev-Raum der k-fach schwach differenzierbaren Funktionen in Lp und enthält somit alle Abbil-
dungen in Lp, deren schwache Ableitungen bis zur Ordnung k in Lp enthalten sind.

Bemerkung 3.7: In der Definition des Sobolev-Raums Wk,p wird indirekt vorausgesetzt, dass die schwa-
chen Ableitungen Dkφ von φ ∈ Wk,p existieren.

Der Sobolev-Raum Wk,p wird mit der Norm

∥φ∥k,p :=
( ∑

|α|≤k

∥Dαφ∥pp
) 1

p
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ausgestattet. Für p = 2 sind die Sobolev-Räume Wk,2(Ω,Rd) Hilberträume mit dem inneren Produkt

⟨φ,ψ⟩k,2 :=
∑

|α|≤k

⟨Dαφ,Dαψ⟩ , φ,ψ ∈ Wk,2(Ω,Rd) .

Hier ist ⟨·, ·⟩ das innere Produkt von L2 aus (3.1). Im Folgenden wird die Notation Hk(Ω,Rd) :=
Wk,2(Ω,Rd) verwendet.
Um die Transmembranspannung V im Monodomain-Modell 2.11 zu berechnen muss mit (2.23a) eine par-
tielle Differentialgleichung gelöst werden. Diese ist zum einen von der zweiten Ortsableitung der Trans-
membranspannung, aber auch von der ersten Ableitung in der Zeit abhängig. Daher handelt es sich
bei Gleichung (2.23a) um eine Evolutionsgleichung. Für Evolutionsgleichungen werden spezielle Sobolev-
Räume benötigt(vgl. [110] Kapitel 10.1).

Definition 3.8: Sei 1 ≤ p < ∞ und k ∈ N mit k ≥ 0. Sei V ein Banachraum und T > 0. Dann heißt

Lp((0, T ),V) :=
{
φ ∈ Abb((0, T ),V) :

(∫ T

0
∥φ(t)∥pV dt

) 1
p

< ∞
}

Bochner-Raum.

Mit der Definition der Bochner-Räume und dem Banachraum V kann der Sobolev-Raum

Wk,p((0, T ),V) :=
{
φ ∈ Lp((0, T ),V) : ∂tφ ∈ Lp((0, T ),V)

}
,

mit k ∈ N und 1 ≤ p < ∞ definiert werden. Auch hier wird in der Definition indirekt vorausgesetzt, dass
die schwache Ableitung Dαφ existieren.

Satz 3.9: Sei V ein Hilbertraum.

a) Der Raum W1,2((0, T ),V) ist ein Hilbertraum mit innerem Produkt

⟨φ,ψ⟩1,2 :=
∫ T

0
⟨φ(t), ψ(t)⟩V + ⟨∂tφ(t), ∂tψ(t)⟩V dt ,

wobei ∂t die schwache Ableitung in der Zeit ist.

b) Sei φ ∈ W1,2((0, T ),V). Dann existiert ein eindeutiges v ∈ C([0, T ],V), so dass φ(t) = v(t) fast
überall. Außerdem gilt

v(t) = v(0) +
∫ T

0
∂tφ(τ) dτ ∀t ∈ [0, T ) .

Beweis. Siehe [4, Satz 8.24].

Wir bleiben bei der oben eingeführten Notation und schreiben Hk((0, T ),V) := Wk,2((0, T ),V).

Bemerkung 3.10: Sowohl Lebesgue-Räume als auch Sobolev-Räume können für p = ∞ definiert werden.
Dann sind die zugehörigen Normen durch

∥φ∥∞ := ess supx∈Ω |φ(x)| , ∥φ∥k,∞ := max
|α|≤k

{
∥φ∥∞ , ∥Dαφ∥∞

}
.

Wie zuvor ist | · | die Euklidische Norm in Rd.
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3.1.2 Idee der schwachen Formulierung

In diesem Unterabschnitt wird die schwache Formulierung anhand eines allgemeinen Variationsproblems
vorgestellt. Für diesen allgemeinen Fall wird der Begriff der Wohlgestelltheit eingeführt. Damit hat man
ein Werkzeug um eine Aussage über die Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen eines Variationspro-
blems zu machen.

In diesem Unterabschnitt sind V und W Hilberträume mit den Normen ∥·∥V bzw. ∥·∥W . Dabei wird V
als der Lösungsraum und W als Testraum bezeichnet. Die Funktionen in W werden daher Testfunktionen
genannt.

Definition 3.11: Eine Abbildung b : V × W → R heißt Bilinearform, wenn sie linear in beiden Argu-
menten ist, d.h. b(φ, ·) ist linear für alle φ ∈ V und b(·, ψ) ist linear für alle ψ ∈ W .

Definition 3.12: Eine Bilinearform b : V × W → R heißt stetig, wenn ein 0 < C ∈ R existiert, so dass

|b(φ,ψ)| ≤ C ∥φ∥V ∥ψ∥W .

Dann ist

B(V ,W) :=
{
b : V × W → R | b ist eine stetige Bilinearform

}
die Menge aller stetigen Bilinearformen von V × W nach R.

Wir bezeichnen mit W∗ den Dualraum von W . Im allgemeinen kann folgendes Problem betrachtet werden:

Problem 3.13 (Variationsproblem): Sei b ∈ B(V ,W) und l ∈ W∗. Gesucht ist eine Lösung φ ∈ V
mit

b(φ,ψ) = l(ψ) ∀ψ ∈ W . (VP)

Definition 3.14: Ein Variationsproblem (VP) heißt wohlgestellt, wenn für alle l ∈ W∗ eine eindeutige
Lösung φ ∈ V existiert und es zusätzlich eine Konstante 0 < C ∈ R gibt, so dass

∥φ∥V ≤ C ∥l∥W∗ ∀l ∈ W∗ .

Zum Abschluss dieses Unterabschnitts werden zwei Möglichkeiten zum Nachweis der Wohlgestelltheit
präsentiert. Dazu wird zunächst folgende Definition benötigt:

Definition 3.15: Eine Bilinearform b : V × W → R erfüllt die inf-sup-Bedingung, falls es eine Konstante
0 < Cinf sup ∈ R gibt, so dass

inf
ψ∈W

sup
φ∈V

b(φ,ψ)
∥φ∥V ∥ψ∥W

≥ Cinf sup . (3.3)

Dann heißt Cinf sup die inf-sup-Konstante.

Satz 3.16 (Banach-Nečas-Babuška): Sei b ∈ B(V ,W) und l ∈ W∗. Dann sind folgende Aussagen
äuivalent:

a) Das Variationsproblem (VP) ist wohlgestellt.
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b) b erfüllt die inf-sup-Bedingung (3.3) und für alle ψ ∈ W existiert ein φ ∈ V, so dass b(φ,ψ) ̸= 0 .

Beweis. Siehe [4, Kapitel 4.5.1].

Für die schwache Formulierung des Monodomain-Modell 2.11 verwenden wir V = W = Hk.

Definition 3.17: Sei V ein Hilbertraum und b ∈ B(V ,V). Dann heißt die Bilinearform b koerziv, wenn
eine Konstante 0 < Ccoe ∈ R existiert, so dass

Ccoe ∥φ∥2
V ≤ b(φ,φ) ∀φ ∈ V .

Lemma 3.18 (Lax-Milgram): Sei V = W ein Hilbertraum und b ∈ B(V ,V) koerziv, dann ist das
Variationsproblem VP wohlgestellt.

Beweis. Dieses Lemma ist eine Folgerung des Satzes 3.16. Siehe [26, Lemma 2.2].

3.1.3 Schwache Formulierung für das Monodomain-Modell

Wie schon im vorherigen Unterabschnitt beschrieben, wählen wir für den Lösungsraum und den Testraum
den gleichen Hilbertraum, so dass V = W = Hk für ein k ∈ N.
Wir benötigen in diesem und in den folgenden Unterabschnitten verschiedene Voraussetzungen an die
Bestandteile des Monodomain-Modells aus 2.11. Sie werden an dieser Stelle zusammengefasst:

(M1) Sei Ω ⊂ R3 ein Lipschitz-Gebiet.

(M2) Der Leitfähigkeitstensor σ : Ω → R3×3 ist symmetrisch, positiv definit und gleichmäßig elliptisch,
d.h. es existieren 0 < α,C ∈ R, so dass für alle ξ ∈ R3

α∥ξ∥2 ≤ ξ⊤σ(x) ξ ≤ C∥ξ∥2 ∀x ∈ Ω . (3.4)

(M3) Die Anfangswerte sind beschränkt, d.h. wir setzen voraus, dass

(V 0, c0,w0) ∈ L∞(Ω) ∩ H1(Ω) × L∞(Ω)nc × L∞(Ω)nw .

(M4) Für den externen Stimulus gilt Iext(t, ·) ∈ L2(Ω) für fast alle t ∈ [0, T ] .

(M5) Iion,Gw,Gc : R × Rnc
+ × [0, 1]nw → R sind ausreichend glatt.

Bemerkung 3.19: Die Glattheitsanforderungen in (M5) sind abhängig vom gewählten Zellmodel. Für
das FitzHugh-Nagumo-Modell sind sie in [32, Abschnitt 3.5] zu finden. In Mroue [78] werden die Glatt-
heitsanforderungen sowie die Schranken in (M3) das Zellmodel von Beeler und Reuter spezifiziert. Für
komplexere Zellmodelle sind in Veneroni [121] Anforderungen an die Glattheit zu finden.

Für alle φ, ψ ∈ V definieren wir folgende Operatoren:

⟨Mφ,ψ⟩V∗×V :=
∫

Ω
φψ dx , (3.5)

⟨Kφ,ψ⟩V∗×V := β−1
∫

Ω
σ∇φ · ∇ψ dx , (3.6)
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wobei ⟨·, ·⟩V∗×V die Duale Paarung ist und damit M,K ∈ Lin(V ,V∗). Wir multiplizieren die Gleichun-
gen (2.23) des Monodomain-Modells mit geeigneten Testfunktionen, integrieren über Ω, wenden partielle
Interation an und setzen die homogenen Neumann-Randbedingungen (2.23d) ein. Dann lautet die schwa-
che Formulierung des Monodomain-Modells:

Definition 3.20: Seien die Voraussetzungen (M1) und (M3) gegeben. Wir nennen ein Tupel von Funk-
tionen (V, c,w) eine schwache Lösung des Monodomain-Modells 2.11, wenn

V ∈ V = L∞((0, T ) × Ω) ∩ L2((0, T ),H1(Ω)) , c ∈ C1([0, T ],L∞(Ω)
)nc

, w ∈ C1([0, T ],L∞(Ω)
)nw

,

so dass V , c, w folgendes Gleichungssystem

CmM∂tV + KV + MIion(V, c,w) = MIext in V∗ , (3.7a)∫
Ω
∂tc ·ψ dx =

∫
Ω

Gc(V, c,w) ·ψ dx ∀ ψ ∈ L2(Ω)nc , (3.7b)∫
Ω
∂tw · θ dx =

∫
Ω

Gw(V, c,w) · θ dx ∀ θ ∈ L2(Ω)nw , (3.7c)

für fast alle t ∈ [0, T ] erfüllen. Wir nennen (3.7) die schwache Formulierung des Monodomain-Modells.

In [33] haben Franzone und Savaré die Wohlgestelltheit für das Bidomain-Modell 2.7 gekoppelt mit dem
FitzHugh-Nagumo-Modell gezeigt. Die Autoren nutzen die Eigenschaften des FitzHugh-Nagumo-Modells
und können damit zeigen, dass das Bidomain-Modell in die abstrakte Theorie für evolutionäre Varia-
tionsungleichungen in Hilberträumen passt. Bendahmane und Karlsen haben in [9] basierend auf der
Fedo-Galerkin-Methode die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Lösung des Bidomain-Modells
gezeigt. Allerdings wird in dieser Arbeit auf die Kopplung zu den Systemen gewöhnlicher Differential-
gleichungen zur Beschreibung der Ionenkonzentrationen und der Gatingvariablen verzichtet. Bourgault,
Coudière and Pierre [11] verwendeten Halbgruppen-Techniken um für das Bidomain-Modell gekoppelt mit
den Zellmodellen von Aliev–Panfilov [2] und McCulloch [102] Wohlgestelltheit zu zeigen. Veneroni präsen-
tierte in [121] ein Wohlgestelltheit-Resultat für eine größere Klasse von Zellmodellen wie beispielsweise das
Luo-Rudy Modell [72]. Das Beeler-Reuter Zellmodell aus Unterabschnitt 2.2.7 erfüllt die Voraussetzun-
gen von Veneroni an das Zellmodell nicht. Es wird beispielsweise vorausgesetzt, dass eine positive stetige
Funktion abhängig vom Gatingvektor w existiert, die die Ableitung des Einstroms der Kalziumionen Is

von unten beschränkt. Außerdem muss die Summe der restlichen Summanden von Iion Lipschitz-stetig
sein. Beide Bedingungen können von den Gleichungen des Beeler-Reuter Zellmodells nicht in den von Ve-
neroni definierten Funktionenräumen erfüllt werden. Paragaei und Kumar [85] haben für das Bidomain-
Modell gekoppelt mit dem Morris-Lecar Modell [77] mit Hilfe von Fedo-Galerkin-Methoden und einem
Kompaktheitsargument Existenz einer Lösung und basierend auf dem Gronwall-Lemma die Eindeutigkeit
gezeigt. Für das Monodomain-Modell in R2 gekoppelt mit dem Beeler-Reuter Zellmodell (vgl. Unterab-
schnitt 2.2.7) haben Bendahmane u. a. in [10] die Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung vorgestellt.
Die Autoren setzen in [10] voraus, dass die Anfangswerte durch die Konstanten vmin, vmax, cmin, cmax ∈ R
beschränkt sind, so dass in Ω

vmin ≤ V 0 ≤ vmax , 0 ≤ cmin ≤ c0 ≤ cmax , 0 ≤ w0
k ≤ 1 , k = 1, . . . , 6 . (3.8)

Die genauen Werte der Konstanten sind in [10] gegeben. Die Konstanten vmin und vmax werden verwendet,
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um die Transmembranspannung V zu skalieren:

Ṽ = V − vmin

vmax − vmin
.

Damit gilt für den Anfangswert der Transmembranspannung in Ω

0 ≤ Ṽ 0 ≤ 1 . (3.9)

Außerdem werden die skalierten Funktionen Ĩion(Ṽ , c,w), G̃c(Ṽ , c,w) und G̃k(Ṽ , c,w) für k = 1, . . . , 6
definiert.

Satz 3.21 (Bendahmane u.a. [10, Satz 3.1]): Sei Ω ⊂ R2 ein Lipschitz-Gebiet und es sei (M2)
erfüllt. Für die beschränkten Anfangswerte (Ṽ 0, c0,w0) ∈ L∞(Ω) ∩ H1(Ω) × L∞(Ω) × L∞(Ω)6 aus (3.8)
kombiniert mit (3.9), existiert eine schwache Lösung

(Ṽ , c,w) ∈ L∞((0, T ) × Ω
)

∩ L2((0, T ),H1(Ω)
)

× L∞((0, T ) × Ω
)

×
(
L∞((0, T ) × Ω)

)6

des Monodomain-Modells 2.11 gekoppelt mit dem Beeler-Reuter Zellmodell (vgl. 2.2.7) und Iext = 0, die
folgendes Gleichungssystem

−
∫

Ω
Ṽ 0(x)φ(0,x) dx +

∫
(0,T )

∫
Ω

(−Ṽ ∂tφ+ σ∇Ṽ · ∇φ) dx dt =
∫

(0,T )

∫
Ω

−Ĩion(Ṽ , c,w)φdx dt ,

−
∫

Ω
w0,k(x)ψk(0,x) dx +

∫
(0,T )

∫
Ω

−wk∂tψk dx dt =
∫

(0,T )

∫
Ω
G̃k(Ṽ , wk)ψk dx dt , k = 1, . . . , 6 ,

−
∫

Ω
c0(x)η(0,x) dx +

∫
(0,T )

∫
Ω

−c∂tη dx dt =
∫

(0,T )

∫
Ω
G̃c(Ṽ , c,w)η dx dt

mit den Testfunktionen φ,ψk, η ∈ C1([0, T ) × Ω) mit φ(T ) = ψk(T ) = η(T ) = 0 für k = 1, . . . , 6 erfüllt.

Bemerkung 3.22: Bendahmane u. a. haben die externe Anregung über die Anfangswerte modelliert, so
dass Iext(t,x) = 0 für alle t ∈ [0, T ] und x ∈ Ω.

Durch die Skalierung und der daraus folgenden Beschränktheit genügt es, dass Ω ⊂ R2 ein Lipschitz-
Gebiet ist. Für den Beweis wird eine diskrete Lösung (Ṽh, ch,wh) mit Hilfe von modifizierten Kontroll-
volumen Finite Elementen und impliziten Zeitintegratoren approximiert. Zusätzlich wird ein diskretes
Maximumsprinzip gezeigt. Dann zeigen Bendahmane u.a., dass der schwache Grenzwert h → 0 existiert
und die diskrete Lösung fast überall in (0, T ) × Ω durch

vmin ≤ Ṽh ≤ vmax , 0 ≤ cmin ≤ ch ≤ cmax , 0 ≤ wk,h ≤ 1 , k = 1, . . . , 6

mit vmin, vmax, cmin, cmax ∈ R aus (3.8) beschränkt ist. Der externe Stimulus des Monodomain-Modells 2.11
ist nur für eine kurze Zeit maxi=1,...,nstim τi am Anfang der Simulation ungleich Null. Daher überträgt
sich das Resultat auf die schwache Formulierung (3.20) im verbleibenden Zeitintervall. Unter höheren Re-
gularitätsanforderungen und glatteren Anfangsdaten, führt der Halbgruppen-Ansatz von Veneroni [121,
Lem. 3.3] zur Stetigkeit der Lösung.
Zusammenfassend soll an dieser Stelle festgehalten werden, dass für das Monodomain-Modell gekoppelt
mit dem FitzHugh-Nagumo-Modell eine eindeutige Lösung existiert [33]. Außerdem gibt es eine eindeutige
Lösung, wenn das Monodomain-Modell mit dem Zellmodell von Beeler und Reuter gekoppelt wird [10].
Aber für das Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov existiert bisher kein entsprechendes Resultat.
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3.2 Ortsdiskretisierung

Im vorherigen Abschnitt wurde die schwache Formulierung des Monodomain-Modells mit Definition 3.20
eingeführt. Die schwache Formulierung (3.7) hat eine schwache Lösung im unendlich-dimensionalen Raum
V . Die Grundidee der Galerkin-Methode besteht darin einen geeigneten endlich-dimensionalen Unterraum
Vh ⊂ V zu wählen um darin eine Lösung zu berechnen. Geeignet ist die Wahl des Unterraums, wenn mit
dem Diskretisierungsparameter h → 0 auch die diskrete Lösung gegen die schwache Lösung konvergiert.
Die Unterräume, die in der Praxis verwendet werden, heißen Finite-Elemente-Räume. Dazu wird das
Gebiet Ω in offene Teilmengen zerlegt. In diesem Abschnitt wird zunächst auf die Zerlegung und an sie
geforderte Eigenschaften eingegangen. Im Anschluss wird ein finites Element im Allgemeinen, aber auch
die speziellen finiten Elemente, die in dieser Arbeit verwendet werden, eingeführt. Mit ihrer Hilfe wird
dann am Ende des Abschnittes die diskrete Formulierung des Monodomain-Modells im Ort vorgestellt.
Als Grundlage dient die Zusammenfassung in der Dissertation von Jonathan Fröhlich [36] in Kapitel 6.4.
und das Buch von Ern und Guermond [26]. Ergänzende Informationen sind in [4, 14] zu finden.

Definition 3.23: Sei nT ∈ N. Eine Familie von offenen Mengen Ωh = {Ki}nT
i=1 heißt Zerlegung von Ω,

wenn

(a) Ki ⊂ Ω ist offen für i = 1, . . . , nT ,

(b) Ki ∩Kj = ∅ für i ̸= j mit i, j = 1, . . . , nT ,

(c)
⋃nT
i=1 Ki = Ω.

Dabei ist

hK := diam(K) K ∈ Ωh , h := max
K∈Ωh

hK , rK := max
r

(
Kr ⊂ K

)
K ∈ Ωh .

Hier ist Kr die Menge aller Kugeln mit Radius r. Ist Ki ∈ Ωh für alle i = 1, . . . , nT ein offenes Dreieck
oder Tetraeder, dann nennen wir Ωh eine Triangulierung.

Definition 3.24: Eine Triangulierung Ωh heißt zulässig, wenn folgende Bedingungen gelten:

(a) Besteht Ki∩Kj für Ki,Kj ∈ Ωh aus genau einem Punkt, dann ist dieser ein Eckpunkt von Ki und
Kj .

(b) Besteht Ki ∩ Kj für Ki,Kj ∈ Ωh mit i ̸= j aus mehreren Punkten, dann ist Ki ∩ Kj eine Kante
bzw. Seitenfläche von Ki und Kj .

Um auszuschließen, dass die Dreiecke oder Tetraeder einer Triangulierung bei Verfeinerung entarten, wird
der minimale Innenwinkel aller Dreiecke bzw. Tetraeder nach unten beschränkt.

Definition 3.25: Eine Triangulierung Ωh heißt uniform, wenn

(a) rK ≤ h für alle K ∈ Ωh ,

(b) und es existiert ein κ ≥ 1 mit h
rK

≤ κ für alle K ∈ Ωh, h > 0 .

Definition 3.26 (Ern und Guermond [26, Definition 1.23]): Ein finites Element bezeichnet das
Tripel (E,P,Σ) mit folgenden Eigenschaften:
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a) E ⊂ Rd ist nicht-leer, kompakt, zusammenhängend und Lipschitz.

b) P ist ein Vektorraum von Funktionen p : K → Rm mit m ∈ N und der Dimension dimP = nP . Die
Funktionen von P werden Formfunktionen (shape functions) genannt.

c) Σ ist eine Menge von nP Funktionalen σi : P → R für i = 1, . . . nP , so dass für alle (α1, . . . , αnP
) ∈

RnP ein eindeutiges p ∈ P mit σi(p) = αi existiert.

Bemerkung 3.27: In Definition 3.26 b) ist typischerweise m = 1 oder m = d. Außerdem ist c) äquivalent
zu Bijektivität der Abbildung

P ∋ p 7→
(
σ1(p), . . . , σnP

(p)
)

∈ RnP .

Damit ist Σ eine Basis von Lin(P,R). Die linearen Funktionale σi für i = 1, . . . , nP werden auch lokale
Freiheitsgrade (local degrees of freedom) genannt. Aus der Bijektivität folgt außerdem, dass es eine Basis
{θ1, . . . , θnP

} von P gibt, so dass

σi(θj) = δi,j 1 ≤ i, j ≤ nP .

In dieser Arbeit wird eine spezielle Art von finiten Elementen verwendet, die in der folgenden Definition
konkretisiert werden.

Definition 3.28 (Ern und Guermond [26, Definiton 1.27]): Sei (E,P,Σ) ein finites Element. Dann
nennen wir (E,P,Σ) ein Lagrange-Element, wenn eine Menge {xE,1, . . . ,xE,nP

} mit xE,i ∈ E für alle
i = 1, . . . , nP existiert, so dass

σi(p) = p(xE,i) ∀p ∈ P, i = 1, . . . , nP .

Die Punkte {xE,1, . . . ,xE,nP
} heißen Knoten und die lokale Basis an Formfunktionen θj mit j = 1, . . . , nP

heißt lokale nodale Basis von P. Für die lokale nodale Basis gilt θj(xE,i) = δi,j für 1 ≤ i, j ≤ nP .

Für die Berechnung der diskreten Lösung der schwachen Formulierung (3.7) des Monodomain-Modells
wählen wir zunächst die zulässige, uniforme Triangulierung Ωh = {Ki}nT

i=1 von dem Gebiet Ω, so dass

Ω =
⋃

K∈Ωh

K . (3.10)

Da in dieser Arbeit Ω ⊂ R3 ist, sind im Folgenden K ∈ Ωh offene Tetraeder. Dann definieren wir für
jedes K ∈ Ωh ein Lagrange-Element (E,P,Σ) mit E = K. Sei NE := {xE,i|i = 1, . . . , nP } die Menge
der Knoten des Lagrange-Elements E. Dann ist die Menge aller Knoten der Triangulierung Ωh durch
Nh :=

⋃
E=K mit K∈Ωh

NE definiert. Die Anzahl aller Knoten wird mit nN := |Nh| bezeichnet. Als
Vektorraum P der Lagrange-Elemente wird in dieser Arbeit der folgende Raum verwendet:

Definition 3.29: Sei l ∈ N und Pl(K) die Menge aller Polynome mit maximalem Grad l auf K ∈ Ωh.
Dann heißt

Sl(Ωh) :=
{
φh ∈ C0(Ω): φh

∣∣
K

∈ Pl(K) ∀K ∈ Ωh
}

der Lagrange-Finite-Elemente-Raum.
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Abbildung 3.1: Knotenpunkte der Lagrange-Elemente für l = 0, 1, 2 im Tetraeder.

Bemerkung 3.30: Die lokale Dimension nP der Lagrange-Elemente E sind von der Wahl des Polynom-
grades von Sl abhängig. In Abbildung 3.1 sind die Knoten der Menge NE für verschiedene l dargestellt.

Der Approximationsfehler der diskreten Lösung bezogen auf die schwache Lösung wird in folgendem Satz
charakterisiert/quantifiziert.

Satz 3.31: Sei 1 ≤ p ≤ ∞, 0 ≤ k ≤ l und φ ∈ Wk+1,p(Ω). Dann existiert ein C > 0 und der
Interpolationsoperator ΠW

h : Wk+1,p(Ω) → Sl(Ωh), so dass∥∥φ− ΠW
h φ
∥∥

1,p ≤ Chk ∥φ∥k+1,p .

Außerdem gilt für p < ∞

lim
h→0

(
inf

φh∈Sl(Ωh)
∥φ− φh∥1,p

)
= 0 ∀φ ∈ Wk+1,p(Ω)

Beweis. Siehe [26, Korollar 1.110]. Dabei ist die Aussage des Satzes ein Spezialfall für Lagrange-Elemente.
Genauer wird darauf im Beispiel 1.111 in [26] eingegangen.

Definition 3.32: Sei ΠC
h : C0(Ω) → Sl der nodale Interpolationsoperator, der durch

ΠC
h (φ)(x) = φ(x) ∀x ∈ Nh

definiert ist.

Für jedes K ∈ Ωh wählen wir eine Quadraturformel mit nQ ∈ N Quadraturpunkten xK,q ∈ K und
Gewichten ωK,q ≥ 0 für q = 1, . . . , nQ, so dass∫

K

φh(x) dx =
nQ∑
q=1

ωK,qφh(xK,q) φh ∈ Sl . (3.11)

Dann ist QK := {xK,q|q = 1, . . . , nQ} die Menge der Quadraturpunkte von K für alle K ∈ Ωh.
Wir wählen zur Approximation der schwachen Lösung des Monodomain-Modells von (3.7) die endlich-
dimensionalen Räume

Vh = Wh = Vh × Ch × Wh , mit Vh := Sl(Ωh) , Ch := Sl(Ωh)nc , Wh := Sl(Ωh)nw . (3.12)

Wie für den allgemeineren Raum P beschrieben gibt es im Lagrange-Finite-Elemente-Raum Sl(Ωh) eine
lokale nodale Basis auf jedem Element und damit auch eine globale nodale Basis. Seien

φVi ∈ Vh ,φc
i ∈ Ch ,φw

i ∈ Wh , i = 1, . . . , nN .
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die entsprechenden nodale Basen. Damit kann die diskrete Lösung Vh ∈ Vh für die Transmembranspan-
nung in jedem t ∈ [0, T ] mit Hilfe der nodalen Basis als

Vh(t,x) =
nN∑
i=1

Vi(t)φVi (x) ,

geschrieben werden. Gleiches gilt auch für die diskrete Lösung ch der Ionenkonzentrationen und die
diskrete Lösung wh des Gatingvektors in ihren entsprechenden endlich-dimensionalen Lagrange-Finite-
Elemente-Räumen Ch bzw. Wh.
Außerdem werden die diskreten Operatoren Mh, Kh ∈ Lin(Vh,Vh∗) definiert als

⟨Mhφh, ψh⟩Vh
∗×Vh

:=
∫

Ω
φhψh dx , ⟨Khφh, ψh⟩Vh

∗×Vh
:= β−1

∫
Ω
σ∇φh · ∇ψh dx φh, ψh ∈ Vh .

Für die Diskretisierung im Ort muss auch der gesamte Ionenstrom Iion und der externe Stimulus Iext

im endlich-dimensionalen Raum Vh definiert werden. Allerdings kann die Erweiterung von Mh zu Me ∈
Lin(L2(Ω), V ∗

h ) mit

⟨Meφ,ψh⟩Vh
∗×Vh

:=
∫

Ω
φψh dx , φ ∈ L2(Ω), ψh ∈ Vh ,

nur näherungsweise berechnet werden. Für stetige Funktion φ kann Meφ durch MhΠC
h φ, also mit Hilfe

der Lagrange-Interpolation, approximiert werden.
Außerdem kann der numerische Integrator Mh ∈ Lin(C0(Ω),Vh∗) zur Approximation verwendet werden.
Mh ist mit Hilfe der Quadratur-Regel aus (3.11) als

⟨Mhφ,ψh⟩ :=
∑
K∈Ωh

nQ∑
q=1

ωK,qφ(xK,q)ψh(xK,q) , φ ∈ C0(Ω), ψh ∈ Vh ,

definiert. Dann gilt für alle φh ∈ Vh, dass Mhφh = Mhφh. In der Literatur [89] wird die Approxima-
tion durch Lagrange-Interpolation (Mh) mit ICI (ionic current interpolation) und die Verwendung der
Quadratur-Regel (Mh) als SVI (state variable interpolation) bezeichnet.

Problem 3.33: Seien die Anfangswerte (V 0, c0,w0) stetige Funktionen. Außerdem sei Vh wie in (3.12).
Dann ist die räumlich diskrete Lösung (Vh, ch,wh) ∈ Vh der schwachen Formulierung aus Definition 3.20
des Monodomain-Modells gesucht, die für alle t ∈ [0, T ] die folgende Gleichungen

CmMh∂tVh + KhVh + MhIion(Vh, ch,wh) = MhIext in Vh∗ , (3.13a)

∂tch − Gc(Vh, ch,wh) = 0 für alle x ∈ Nh , (3.13b)

∂twh − Gw(Vh, ch,wh) = 0 für alle x ∈ Nh (3.13c)

mit den Anfangsbedingungen in t = 0

Vh(0,x) = V 0(x) , ch(0,x) = c0(x) , wh(0,x) = w0(x) , x ∈ Nh , (3.13d)

erfüllt. Dabei ist Mh ∈ {Mh,MhΠC
h }.

Bemerkung 3.34: Zur Bestimmung der diskreten Lösungen ch und wh genügt es die Systeme von
gewöhnlichen Differentialgleichungen in den Knoten Nh zu berechnen. Wenn nicht anders angegeben,
werden in den numerischen Experimenten dieser Arbeit lineare finite Elemente verwendet, so dass der
Polynomgrad l = 1 ist.
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Für die Kopplung zur Mechanik wird insbesondere die intrazelluläre Kalziumkonzentration pro Zelle und
nicht pro Knoten benötigt. Daher wird in den numerischen Experimenten auch die Variante untersucht,
für die alle Gleichungen der mikroskopischen Ebene pro Zelle statt pro Knoten aktualisiert werden.
Daher wählen wir den diskreten Raum der stückweise konstanten Funktionen als Approximationsräume
für die diskrete Lösung der Ionenkonzentrationen und der Gatingvariablen, so dass Ch = Dnc(Ωh) und
Wh = Dnw (Ωh) mit

D(Ωh) :=
{
ψh ∈ L∞(Ω): ψh

∣∣
K

∈ P0(K) ∀K ∈ Ωh
}
. (3.14)

Diese Variante kürzen wir mit OC (on cells) ab. In diesem Fall wird dann die Approximation durch
Lagrange-Interpolation für den gesamten Ionenstrom Iion gewählt. Die diskrete Lösung der Transmem-
branspannung Vh wird weiterhin in Vh = Sl(Ωh) gesucht. Daher wird die L2-Projektion Πz

h : Sl(Ωh) →
D(Ωh) für die Variante OC benötigt.
Da der Polynomgrad l der Finite-Elemente-Räume für die OC-Variante nicht übereinstimmt, führen wir
folgende Notation ein. Die Knotenmenge für die endlich-dimensionalen Räume Vh, Ch und Wh werden
jeweils mit NVh

, NCh
und NWh

bezeichnet.

Problem 3.35 (OC-Variante): Sei Vh = S1(Ωh), Ch = Dnc

h und Wh = Dnw

h aus (3.14). Außerdem
ist Vh = Vh × Ch × Wh. Seien die stetigen Anfangswerte (V 0, c0,w0) gegeben. Gesucht ist die räumlich
diskrete Lösung (Vh, ch,wh) ∈ Vh der schwachen Formulierung aus Definition 3.20 des Monodomain-
Modells, die die Gleichungen

CmMh∂tVh + KhVh + MhIion(Πz
hVh, ch,wh) = MhIext in Vh∗ , (3.15a)

∂tch − Gc(Πz
hVh, ch,wh) = 0 für alle x ∈ NCh

, (3.15b)

∂twh − Gw(Πz
hVh, ch,wh) = 0 für alle x ∈ NWh

(3.15c)

mit den Anfangswerten in t = 0

Vh(0,x) = V 0(x) ∀x ∈ Nh , (3.15d)

ch(0,xc) = c0(xc) ∀xc ∈ NCh
, (3.15e)

wh(0,xw) = w0(xw) ∀xw ∈ NWh
, (3.15f)

erfüllt.

Bemerkung 3.36: Der gesamte Ionenstrom Iion ist in der Variante OC konstant pro Zelle.

3.3 Zeitdiskretisierung

In diesem Unterabschnitt werden verschiedene Zeitintegrationsverfahren vorgestellt um das System ge-
wöhnlicher Differentialgleichungen (3.13) des räumlich diskreten Problems des Monodomain-Modells zu
lösen. Wir orientieren uns an Abschnitt 3.2 aus Lindner u. a. [68]. Eine allgemeine Einführung zur Lösung
gewöhnlicher Differentialgleichungen ist in [47, 48] zu finden.
Zunächst wird das Zeitintervall [0, T ] in N ∈ N äquidistante Teilintervalle geteilt. Dann heißt △t = T/N

die Zeitschrittweite und wir setzten tn := n△t. Wir verwenden die Schreibweise fnh für die Approximierte
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von fh zum Zeitpunkt tn ∈ [0, T ]. Alle Zeitintegrationsverfahren in dieser Arbeit folgen dem selben
Schema: Als Ausgangspunkt werden die Anfangswerte (V 0

h , c0
h,w0

h) aus (3.13d) verwendet. Dann wird für
n = 1, . . . , N die nächste Iterierte (V nh , cnh,wn

h) in tn mit Hilfe der Approximation (V n−1
h , cn−1

h ,wn−1
h )

des vorherigen Zeitschrittes berechnet.
Das System gewöhnlicher Differentialgleichungen aus (3.13) ist steif. Daher würde die Approximation
von (3.13) mit einem expliziten Runge-Kutta Verfahren zu einer Einschränkung der Zeitschrittweite auf
sehr kleine Werte führen. Zusätzlich ändern insbesondere die Gatingvariablen durch das Modellieren des
Öffnens und Schließens eines Ionenkanals sehr schnell ihren Zustand (vgl. Unterabschnitt 2.2.2). Auch
aus diesem Grund werden bei der Verwendung eines expliziten Runge-Kutta Verfahrens zur Lösung
von (3.13) sehr kleinen Zeitschrittweiten benötigt, damit das Verfahren stabil ist. Wird dagegen ein
A-stabiles oder A(α)-stabiles Verfahren verwendet, können diese gravierenden Einschränkungen an die
Zeitschrittweite verhindert werden. A-stabile oder A(α)-stabile Verfahren sind in der Regel implizit und
in jedem Zeitschritt muss ein nichtlineares Gleichungssystem gelöst werden. Für das gesamte System an
gewöhnlichen Differentialgleichungen von (3.13) ist das numerisch aufwendig.
Aus diesen Gründen sind Splittingverfahren oder in der Literatur als staggered scheme bezeichnet, zur
Berechnung der Lösung von (3.13) weit verbreitet (z.B. [5, 10, 16, 20]). Ein Splittingverfahren beruht dar-
auf ein Problem in kleinere Teilprobleme zu zerlegen, die im Idealfall exakt gelöst werden können. Für das
Monodomain-Modell zerlegen wir (3.13) in drei Teilprobleme: Die gewöhnliche Differentialgleichung zur
Berechnung der Transmembranspannung (3.13a), das System gewöhnlicher Differentialgleichungen der Io-
nenkonzentrationen (3.13b) und das der Gatingvariablen (3.13c). Die Reihenfolge, in der die Teilprobleme
in jedem Zeitschritt gelöst werden, hat kaum Einfluss auf die Genauigkeit des numerischen Verfahrens
(vgl. Anhang B.4.1). Für die numerischen Experimente in dieser Arbeit wird zuerst eine Lösung für den
Gatingvektor berechnet, dann für den Vektor der Ionenkonzentrationen und im Anschluss eine Lösung
für die Transmembranspannung. Jedes Teilproblem wird mit einem geeigneten Zeitintegrationsverfahren
gelöst. Im Folgenden stellen wir den Ablauf für einen Zeitschritt n = 1, . . . , N vor.

1.) Berechnung von wn
h

Auf jedem Knoten x ∈ Nh wird das Gleichungssystem (3.13c) unabhängig von den anderen Knoten gelöst.
Für ein festes V bzw. c sind die Öffnungs- bzw. Schließraten konstant und die gewöhnliche Differen-
tialgleichung für jede Gatingvariable ist linear, so dass sie exakt gelöst werden kann. Dieser Ansatz wird
auch von Rush und Larson in [105] vorgeschlagen.
Gegeben sind (V n−1

h , cn−1
h ,wn−1

h ). Daraus soll der neue Wert wn
h berechnet werden. Wie in Unterab-

schnitt 2.2.2 hergeleitet, hat für k = 1, . . . , nw und t ∈ (tn−1, tn) die gewöhnliche Differentialgleichung
jeder Gatingvariable die Form

∂twh,k = αk(V n−1
h ) −

(
αk(V n−1

h ) + βk(V n−1
h )

)
wh,k .

Für k = 1, . . . , nw definieren wir die Funktion

χ△t
k (Vh, wh,k) := wk,∞(Vh) +

(
wh,k − wk,∞(Vh)

)
exp

(
− △t

(
αk(Vh) + βk(Vh)

))
,

mit

wk,∞(Vh) := αk(Vh)
αk(Vh) + βk(Vh) , k = 1, . . . , nw .
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Dann ist wnh,k = χ△t
k (V n−1

h , wn−1
h,k ), so dass der neue Wert des Gatingvektors durch

wn
h = χ△t(V n−1

h ,wn−1
h ) mit χ△t =

(
χ△t
k

)
k=1,...,nw

, (3.16)

berechnet wird.

Bemerkung 3.37: Für die komplexeren Zellmodelle gibt es Gatingvariablen, die von einer Ionenkonzen-
tration ci ∈ {c1, . . . , cnc

} statt der Transmembranspannung V abhängen. Die gewöhnlichen Differential-
gleichungen haben allerdings die gleiche Form, so dass für die Berechnung des neuen Wertes nur V durch
ci in den obigen Gleichungen ersetzt werden muss.

2.) Berechnung von cnh

Wie der Gatingvektor, wird auch das Gleichungssystem (3.13b) auf jedem Knoten x ∈ Nh unabhängig
von den anderen Knoten gelöst. Die gewöhnlichen Differentialgleichungen für die Ionenkonzentrationen
sind im Allgemeinen nicht steif. Daher verwenden wir ein explizites Euler-Verfahren zur Berechnung der
nächsten Iterierten der Ionenkonzentrationen. Gegeben sind (V n−1

h , cn−1
h ,wn

h). Dann berechnen wir cnh
durch

cnh = cn−1
h + △tGc(V n−1

h , cn−1
h ,wn

h) . (3.17)

Für das Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov aus Unterabschnitt 2.2.7 werden die drei verschiedenen
Ionenkonzentrationen der Kalziumionen anders aktualisiert. Die genauen Gleichungen sind im Anhang
in B.3 zu finden.

3.) Berechnung von V nh

Das dritte Teilproblem (3.13a) gehört zur Berechnung der nächsten Iterierten der Transmembranspan-
nung. Aus dem vorherigen Zeitschritt und den bisherigen Berechnungen in diesem Zeitschritt haben wir
(V n−1
h , cnh,wn

h) zur Verfügung. Damit soll für t ∈ (tn−1, tn) die semi-lineare parabolische partielle Diffe-
rentialgleichung

CmMh∂tVh + KhVh + F (t, Vh, cnh,wn
h) = 0 , (3.18)

mit F (t, Vh, ch,wh) = Mh

(
Iion(Vh, ch,wh) − Iext(t, ·)

)
und Mh ∈ {Mh,Mh} gelöst werden um die

Approximation V nh zu berechnen. Im Folgenden werden die verschiedenen Verfahren aufgelistet, die in
den numerischen Experimenten in Kapitel 4 verwendet und untersucht werden.

(GS) Der Standardansatz für die Zeitintegration des Monodomain-Modells ist das Godunov-Splitting, in
der numerischen Analysis Lie-Trotter-Splitting genannt. Dazu wird die Zeitableitung der Transmem-
branspannung durch ∂tV (tn, ·) ≈ (△t)−1(V nh −V n−1

h

)
und die Nichtlinearität durch F (t, Vh, ch,wh) ≈

MhΠh

(
Iion(Vh, ch,wh)−Iext(t, ·)

)
approximiert. Mit dem Zwischenschritt V n−1/2

h lauten die beiden
Teilprobleme

V
n−1/2
h = V n−1

h − △t
(
Iion(V n−1

h , cnh,wn
h) − Iext(tn, ·)

)
, (3.19a)(

CmMh + △tKh

)
V nh = CmMhV

n−1/2
h . (3.19b)
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Das Godunov-Splitting ist besonders attraktiv, weil das erste Teilproblem (3.19a) entkoppelt auf
den Knoten x ∈ Nh gelöst wird, während die verbleibende partielle Differentialgleichung des zwei-
ten Teilproblems linear ist. Daher muss zur Berechnung von V nh anstelle eines nichtlinearen ein
lineares Gleichungssystem gelöst werden. Das Godunov-Splitting wie in (3.19) ist beispielsweise
auch in openCARP [93] implementiert. Außerdem kann auch folgende Variante mit geänderter
Approximation des externen Stimulus Iext verwendet werden:

V
n−1/2
h = V n−1

h − △tIion(V n−1
h , cnh,wn

h) , (3.20a)(
CmMh + △tKh

)
V nh = CmMhV

n−1/2
h + △tMhIext(tn, ·) . (3.20b)

Für den Vergleich mit den anderen Zeitintegrationsverfahren in diesem Unterabschnitt verwenden
wir die Variante (3.20), da hier der Fehler der Differenz (MhΠh − Mh)Iext keine Rolle mehr spielt.
Mit der Abkürzung (GS) beziehen wir uns auf Variante (3.20).

(IE) Ein klassischer Ansatz zum Berechnen von V nh aus (3.18) ist das implizite Euler Verfahren (IE).
Dazu wird die nichtlineare Gleichung(

CmMh + △tKh

)
V nh − CmMhV

n−1
h + △t F (tn, V nh , cnh,wn

h) = 0 (3.21)

mit Hilfe eines Newtonverfahrens approximativ gelöst.

(LI) Das linear implizite Verfahren (LI) beruht darauf beim Lösen von (3.21) nur einen Newton-Schritt
zu machen, so dass V nh durch Lösen des linearen Gleichungssystems(

CmMh + △tKh + △t ∂V F
n
)
V nh = CmMhV

n−1
h + △t

(
∂V F

nV n−1
h − F (tn, V n−1

h , cnh,wn
h)
)
,

mit ∂V Fn := ∂V F (tn, V n−1
h , cnh,wn

h) = Mh∂V Iion(V n−1
h , cnh,wn

h) berechnet wird.

(SI) Eine weitere Variante behandelt den linearen Teil von (3.18) implizit und den nichtlinearen Teil
explizit, so dass (

CmMh + △tKh

)
V nh = CmMhV

n−1
h − △t F (tn, V n−1

h , cnh,wn
h) (3.22)

zum Berechnen von V nh gelöst werden muss. Diese Variante wird semi-implizites Verfahren (SI)
genannt.

Bemerkung 3.38: Für alle Verfahren des dritten Teilproblems bleibt die Finite-Element- Matrix CmMh+
△tKh für alle Zeitschritte n = 1, . . . , N gleich. Sie wird für GS, LI und SI nur einmal am Anfang assem-
bliert. Für das LI addieren wir in jedem Zeitschritt n die Ableitung ∂V F

n, da dies numerisch weniger
aufwendig ist, als die Matrix neu zu assemblieren.

Die Kombination aus (3.16), (3.17) und dem expliziten Euler Verfahren für (3.18) wird in der Literatur
Rush–Larson Verfahren genannt [75, 105, 115]. Allerdings haben wir in dieser Arbeit den expliziten Euler
zum Lösen von (3.18) nicht verwendet, da sich dieser in den numerischen Experimenten als instabil
erwiesen hat.
In dem oben präsentierten Verfahren wird (3.13) in die drei Teilprobleme 1.) bis 3.) aufgeteilt. Diese
werden nacheinander mit der gleichen Zeitschrittweite △t gelöst. Unter bestimmten Regularitätsanfor-
derungen an die exakte Lösung, ist der globale Fehler der Zeitintegration erster Ordnung. Werden die
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Teilprobleme symmetrisch angeordnet und werden die numerischen Verfahren der einzelnen Teilprobleme
durch Verfahren zweiter Ordnung ersetzt, könnte damit theoretisch auch ein Verfahren zweiter Ordnung
(O((△t)2)) konstruiert werden. Damit wäre dann der Rechenaufwand für jeden Zeitschritt deutlich höher
als für das obige Verfahren. Allerdings erhofft man sich dadurch, dass die Genauigkeit in jedem Zeitschritt
den höheren Rechenaufwand kompensiert, so dass eine größere Zeitschrittweite gewählt werden kann. Dies
ist aber nur möglich, wenn das Problem ausreichend regulär ist, was für das Monodomain-Modell 2.11
nicht der Fall ist. Daher beschränken wir uns in dieser Arbeit darauf Verfahren erster Ordnung zu ver-
wenden.
Wenn statt (3.13c) die räumliche Diskretisierung der Variante OC aus Problem 3.35 verwendet wird,
müssen in dem oben vorgestellten Verfahren einige Anpassungen vorgenommen werden. Die Anfangswerte
(V 0
h , c0

h,w0
h) werden wie in (3.15d) gesetzt. Zur Berechnung der Approximation (V nh , cnh,wn

h) wird in jedem
Zeitschritt n = 1, . . . , N wie folgt vorgegangen

1.) Wir berechnen wn
h unabhängig auf den Knoten xw ∈ NWh

durch

wn
h = χ△t(Πz

hV
n−1
h ,wn−1

h ) .

2.) Die Approximation cnh erhalten wir durch

cnh = cn−1
h + △tGc(Πz

hV
n−1
h , cn−1

h ,wn
h) ,

unabhängig auf den Knoten xc ∈ NCh
.

3.) Zur Berechnung von V nh ersetzt man F (tn, V n−1
h , cnh,wn

h) durch F (tn,Πz
hV

n−1
h , cnh,wn

h). Es ist cnh ∈
Ch und wn

h ∈ Wh, so dass der gesamte Ionenstrom Iion für ein Lagrange-Element E des Tetraeders
K ∈ Ωh konstant ist. Dann kann eines der Zeitintegrationsverfahren IE, LI oder SI zur Berechnung
von V nh verwendet werden.

Bemerkung 3.39: In M++ [67] ist aktuell nicht vorgesehen, die Variante OC mit dem Godunov Split-
ting zu kombinieren. Das Lösen der Zellmodelle pro Zelle statt pro Eckpunkt der Triangulierung für die
Variante OC ist nur für das semi-implizite Verfahren realisiert, kann aber leicht auf das implizite oder
linear-implizite Verfahren ausgeweitet werden. Alle Algorithmen der Implementierung in M++ sind im
Anhang C zu finden.

3.4 Konvergenzresultate

In diesem Unterabschnitt möchten wir den Beweis des Konvergenzresultat aus [86, Satz 2] detailliert
ausarbeiten. Dazu betrachten wir zunächst ein reduziertes Problem ohne Kopplung zu einem System an
gewöhnlichen Differentialgleichungen. In diesem reduzierten Problem hängt die rechten Seite von t und
von der Lösung selbst ab. Um eine Fehlerabschätzung der diskreten Lösung des reduzierten Problems
zu zeigen, verwenden wir eine ähnliche Strategie wie in [4, Satz 9.50]. Durch Umformulierung passt das
Monodomain-Modell in den Rahmen des reduzierten Problems und wir zeigen für die diskrete Lösung
kombiniert mit dem semi-impliziten Verfahren eine Fehlerabschätzung.

Bemerkung 3.40: In diesem Abschnitt versehen wir die Normen und inneren Produkte mit eindeutigen
Indizes, d.h. wir schreiben beispielsweise ∥·∥L2(Ω) statt ∥·∥2 und ⟨·, ·⟩L2(Ω) statt ⟨·, ·⟩.



3.4. Konvergenzresultate 49

Definition 3.41 (Lokale Lipschitz-Stetigkeit): Eine Funktion g : R → R ist lokal Lipschitz-stetig,
wenn für alle C > 0 eine Konstante Lg,C > 0 existiert, so dass

|g(x1) − g(x2)| ≤ Lg,C |x1 − x2| x1, x2 ∈ R mit |x1 − x2| ≤ C .

Zunächst soll die Konvergenz für ein vereinfachtes Problem gezeigt werden. Dazu wird das semilinear
parabolische Problem definiert.

Problem 3.42 (Semilineares parabolisches Problem (SLPP)): Sei [0, T ] ein Zeitintervall und Ω ⊂
Rd ausreichend glatt. Außerdem sei F : R → R stetig und α > 0. Dann ist die Funktion f : (0, T )×Ω → R
gesucht, die folgende Gleichungen erfüllt:

∂tf − ∆f + αf = F (f ) in (0, T ) × Ω , (3.23a)

∇f · n = 0 in (0, T ) × ∂Ω , (3.23b)

f (0,x) = f 0(x) in Ω . (3.23c)

Gleichung (3.23b) ist die homogene Neumann-Randbedingung und Gleichung (3.23c) die Anfangsbedin-
gung in t = 0.

Die schwache Formulierung vom SLPP lautet∫
Ω
∂tf φdx +

∫
Ω

∇f · ∇φdx + α

∫
Ω

f φdx =
∫

Ω
F (f )φdx , ∀φ ∈ H1(Ω) . (3.24)

In [27] Abschnitt 9.2 Beispiel 1 sind die Details zu den Voraussetzungen, wann eine schwache Lösung
existiert und eindeutig ist, gegeben.
Wir definieren die Bilinearform a : H1(Ω) × H1(Ω) → R

a(ψ, ϕ) :=
∫

Ω
∇ψ · ∇φdx + α

∫
Ω
ψ φdx .

Im Ort wird das SLPP mit linearen Lagrange-Elementen diskretisiert. Dazu sei Ωh = {K}nT
i=1 eine

Triangulierung von Ω und

Sh :=
{
φh ∈ H1(Ω): φh

∣∣
K

∈ P1(K) ∀K ∈ Ωh
}
. (3.25)

Sei Rh : H1(Ω) → Sh die orthogonale Ritz-Projektion mit

a(Rhf , φh) = a(f , φh) , ∀φh ∈ Sh . (3.26)

Unter der Voraussetzung, dass f ∈ H2(Ω) und da Sh aus stückweise linearen finiten Elementen besteht,
existiert unabhängig von h die Konstante CR > 0 so dass die Ungleichung

∥Rhf − f ∥L2(Ω) ≤ CRh
2 ∥f ∥H2(Ω) , (3.27)

erfüllt ist ([51, Lemma 4.19]). Sei Ph : L2(Ω) → Sh die L2-Projektion mit

⟨Phf , φh⟩L2(Ω) = ⟨f , φh⟩L2(Ω) , ∀φh ∈ Sh,∀t ∈ [0, T ] . (3.28)
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Dann erfüllt die diskrete Lösung im Ort fh : [0, T ] → Sh des SLPP die Gleichung

⟨∂tfh, φh⟩L2(Ω) + a(fh, φh) = ⟨F (fh), φh⟩L2(Ω) ∀φh ∈ Sh ,

mit der diskreten Anfangsbedingung fh(0) = Phf 0 . Zur Diskretisierung in der Zeit wird ein semi-implizites
Verfahren wie in (3.22) verwendet. Das Zeitintervall [0, T ] wird in N äquidistante Teilintervalle geteilt.
Dann ist △t = T

N und tn = n△t . Wir bezeichnen mit f nh die diskrete Lösung in tn. Für n = 1, . . . , N wird
f nh mit

⟨∂tf nh , φh⟩L2(Ω) + a(f nh , φh) = ⟨F (f n−1
h ), φh⟩L2(Ω) , φh ∈ Sh , (3.29a)

f 0
h = Phf 0 , (3.29b)

berechnet, wobei ∂tf nh := 1
△t (f nh − f n−1

h ) .

Satz 3.43: Sei das Gebiet Ω ausreichend glatt. Außerdem sei der Anfangswert f 0 := f (t0) ∈ H2(Ω). Sei
F Lipschitz-stetig und wir setzen voraus, dass die Lösung f des SLPP existiert und

f ∈ C0([0, T ],H2(Ω)
)

∩ H2((0, T ),L2(Ω)
)
. (3.30)

Außerdem setzen wir voraus, dass ft(t) := ∂tf (t) ∈ H2(Ω) für alle t ∈ [0, T ]. Sei f nh die diskrete Lösung
von SLPP in tn = n△t berechnet mit (3.29).
Sei C0,T = C0,T (f , fh) > 0, so dass für alle x ∈ Ω gilt

|f (t,x)| ≤ C0,T , für t ∈ [0, T ] und |f nh (x)| ≤ C0,T , für n = 0, . . . , N .

Dann gilt für n = 1, . . . , N

∥f nh − f (tn)∥L2(Ω) ≤ 2CR exp(LF,C0,T
tn)h2∥f 0∥H2(Ω)

+ CR exp(LF,C0,T
tn)
(
h2 + △t

)(
∥f ∥

C0
(

[0,T ],H2(Ω)
) + ∥f ∥

H2
(

[0,T ],L2(Ω)
)) .

Beweis. Wir orientieren uns an dem Beweis von Satz 9.50 aus [4]. Sei f n := f (tn), insbesondere ist
f 0 = f (t0) = f (0). Wir betrachten die Differenz

f nh − f n = f nh −Rhf n︸ ︷︷ ︸
=:θn

h

+Rhf n − f n︸ ︷︷ ︸
=:ρn

h

,

wobei Rh die Ritzprojektion aus Definition (3.26) ist. Da f n nach Voraussetzung (3.30) in H2(Ω) ist,
führt die Anwendung von (3.27) auf f n zu

∥ρnh∥L2(Ω) = ∥Rhf n − f n∥L2(Ω) ≤ CRh
2∥f n∥H2(Ω) .
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Um θnh = f nh −Rhf n zu beschränken, betrachten wir für φh ∈ Sh

⟨∂tθnh , φh⟩L2(Ω) + a(θnh , φh) = ⟨∂tf nh , φh⟩L2(Ω) + a(f nh , φh) − ⟨∂tRhf n, φh⟩L2(Ω) − a(Rhf n, φh)
(3.29)= ⟨F (f n−1

h ), φh⟩L2(Ω) − ⟨∂tRhf n, φh⟩L2(Ω) − a(Rhf n, φh)
(3.24)= ⟨F (f n−1

h ) − F (f n), φh⟩L2(Ω) + (∂tf n, φh)L2(Ω) + a(f n, φh)

− ⟨∂tRhf n, φh⟩L2(Ω) − a(Rhf n, φh)

= ⟨F (f n−1
h ) − F (f n), φh⟩L2(Ω)

+ ⟨∂tf n − ∂tf n, φh⟩L2(Ω) + a(Rhf n, φh)

+ ⟨∂t(f n −Rhf n), φh⟩L2(Ω) − a(Rhf n, φh)

≤
∥∥F (f n−1

h ) − F (f n)
∥∥

L2(Ω)

∥∥φh∥∥L2(Ω)

+
∥∥∂tf n − ∂tf n

∥∥
L2(Ω)

∥∥φh∥∥L2(Ω)

+
∥∥∂t(f n −Rhf n)

∥∥
L2(Ω)

∥∥φh∥∥L2(Ω)

≤ Gn(f )
∥∥φh∥∥L2(Ω)

mit

Gn(f ) =
∥∥F (f n−1

h ) − F (f n)
∥∥

L2(Ω) +
∥∥∂tf n − ∂tf n

∥∥
L2(Ω) +

∥∥∂t(f n −Rhf n︸ ︷︷ ︸
=ρn

h

)
∥∥

L2(Ω) .

Setzt man für φh die Differenz θnh ein, ergibt sich

⟨∂tθnh , θnh⟩L2(Ω) ≤ ⟨∂tθnh , θnh⟩L2(Ω) + a(θnh , θnh) ≤ Gn(f )
∥∥θnh∥∥L2(Ω) ,

so dass ∥∥θnh∥∥2
L2(Ω) = ⟨θn−1

h , θnh⟩L2(Ω) + △t⟨∂tθnh , θnh⟩L2(Ω)

≤ ⟨θn−1
h , θnh⟩L2(Ω) + △tGn(f )

∥∥θnh∥∥L2(Ω)

und daher ∥∥θnh∥∥L2(Ω) ≤
∥∥θn−1
h

∥∥
L2(Ω) + △tGn(f ) .

Wir definieren LF := LF,C0,T
. Dann gilt

∥∥F (f n−1
h ) − F (f n)

∥∥2
L2(Ω) =

∫
Ω

|F (fh(tn−1,x)) − F (f (tn,x))|2 dx

≤ L2
F

∫
Ω

|fh(tn−1,x)) − f (tn,x)|2 dx = L2
F

∥∥f n−1
h − f n

∥∥2
L2(Ω) ,

so dass
∥∥F (f n−1

h ) − F (f n)
∥∥

L2(Ω) ≤ LF
∥∥f n−1
h − f n

∥∥
L2(Ω) und daher mit der Definition von Gn∥∥θnh∥∥L2(Ω) ≤

∥∥θn−1
h

∥∥
L2(Ω)

+ △t
(
LF
∥∥f n−1
h − f n

∥∥
L2(Ω) +

∥∥∂tf n − ∂tf n
∥∥

L2(Ω) +
∥∥∂tρnh∥∥) .
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Es gilt

∥∥f n−1
h − f n

∥∥
L2(Ω) =

∥∥f n−1
h − f n−1 + f n−1 − f n

∥∥
L2(Ω)

=
∥∥θn−1
h + ρn−1

h + f n−1 − f n
∥∥

L2(Ω)

≤
∥∥θn−1
h

∥∥
L2(Ω) +

∥∥ρn−1
h

∥∥
L2(Ω) +

∥∥f n−1 − f n
∥∥

L2(Ω) ,

und daher

∥∥θnh∥∥L2(Ω) ≤ (1 + LF△t)
∥∥θn−1
h

∥∥
L2(Ω)

+ △t
(
LF
∥∥ρn−1

h

∥∥
L2(Ω) + LF

∥∥f n−1 − f n
∥∥

L2(Ω) +
∥∥∂tf n − ∂tf n

∥∥
L2(Ω) +

∥∥∂tρnh∥∥L2(Ω)

)
︸ ︷︷ ︸

=:En

≤ (1 + LF△t)n
∥∥θ0
h

∥∥
L2(Ω) + △t

n∑
j=1

(1 + LF△t)n−jEj .

Wegen (1 + LF△t) ≤ exp(LF△t) gilt

(1 + LF△t)n ≤ exp(nLF△t) = exp(LF tn) ≤ exp(LFT ) ,

und wir erhalten

∥∥θnh∥∥L2(Ω) ≤ exp(LFT )
∥∥θ0
h

∥∥
L2(Ω) + exp(LFT )△t

n∑
j=1

Ej .

Unter Verwendung von f 0, f n−1, f n ∈ H2(Ω) und (3.27) erhalten wir die folgende Schranke

∥∥θ0
h

∥∥
L2(Ω) = ∥f 0

h −Rhf 0∥L2(Ω)

= ∥Phf 0 −Rhf 0∥L2(Ω) = ∥Phf 0 − f 0 + f 0 −Rhf 0∥L2(Ω)

≤ ∥Phf 0 − f 0∥L2(Ω) + ∥f 0 −Rhf 0∥L2(Ω)

≤ 2∥f 0 −Rhf 0∥L2(Ω)

≤ 2CRh
2∥f 0∥H2(Ω) .

Durch erneute Verwendung von (3.27) erhalten wir

∥∥ρnh∥∥L2(Ω) =
∥∥Rhf n − f n

∥∥
L2(Ω) ≤ CRh

2∥∥f n
∥∥

H2(Ω) ,∥∥ρn−1
h

∥∥
L2(Ω) =

∥∥Rhf n−1 − f n−1∥∥
L2(Ω) ≤ CRh

2∥∥f n−1∥∥
H2(Ω)
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und da laut Voraussetzung ft ∈ H2(Ω) auch

∥∂tρjh∥L2(Ω) = ∥ 1
△t

(ρjh − ρj−1
h )∥L2(Ω) = ∥ 1

△t

∫ tj

tj−1

ρt ds∥L2(Ω)

= ∥ 1
△t

∫ tj

tj−1

(Rhf − f )t ds∥L2(Ω)

≤ 1
△t

∫ tj

tj−1

∥(Rhf − f )t∥L2(Ω) ds

≤ CRh
2

△t

∫ tj

tj−1

∥ft∥H2 ds

≤ CRh
2 max
s∈[tj−1,tj ]

∥ft(s)∥H2
1
△t

∫ tj

tj−1

1 ds

≤ CR(f )h2 .

Es gilt

∥∥f n−1 − f n
∥∥2

L2(Ω) =
∫

Ω
|f n−1 − f n

∣∣2 dx

=
∫

Ω

∣∣ ∫ tn

tn−1

∂tf (t) dt
∣∣2 dx =

∫
Ω

∣∣ ∫ tn

tn−1

∂tf (t) · 1 dt
∣∣2 dx

≤
∫

Ω

∫ tn

tn−1

|∂tf (t)|2 dt
∫ tn

tn−1

dtdx = △t
∥∥∂tf ∥∥2

L2((tn−1,tn)×Ω)

≤ △t
∥∥f
∥∥2

H1(tn−1,tn;L2(Ω)) .

Sei η(t) = t− tn−1 und ϕ(t) = ∂tf n − ∂tf (t) , dann gilt

0 = η(tn)ϕ(tn) − η(tn−1)ϕ(tn−1)

=
∫ tn

tn−1

∂t
(
η(t)ϕ(t)

)
dt

=
∫ tn

tn−1

ϕ(t) dt+
∫ tn

tn−1

(t− tn−1)∂tϕ(t) dt .

Das führt zu∫ tn

tn−1

(
∂tf n − ∂tf (t)

)
dt = −

∫ tn

tn−1

(t− tn−1)∂2
t f (t) dt =

∫ tn

tn−1

(tn−1 − t)∂2
t f (t) dt ,

und daher

∂tf n − ∂tf n = 1
△t

∫ tn

tn−1

(
∂tf n − ∂tf (t)

)
dt

= 1
△t

∫ tn

tn−1

(tn−1 − t)∂2
t f (t) dt

≤ 1
△t

(∫ tn

tn−1

|tn−1 − t|2 dt
)1/2(∫ tn

tn−1

|∂2
t f (t)|2 dt

)1/2
=
(△t

3

∫ tn

tn−1

|∂2
t f (t)|2 dt

)1/2
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und so dass

∥∥∂tf n − ∂tf n
∥∥

L2(Ω) ≤
∥∥(△t

3

∫ tn

tn−1

|∂2
t f (t)|2 dt

)1/2∥∥
L2(Ω) =

√
△t
3

(∫
Ω

∫ tn

tn−1

|∂2
t f (t,x)|2 dtdx

)1/2

=
√

△t
3
∥∥∂2

t f
∥∥

L2((tn−1,tn)×Ω)

≤
√

△t
3
∥∥f
∥∥

H2((tn−1,tn),L2(Ω)) .

Wir nutzen die Normen

∥∥f
∥∥

C0
(

[0,T ],H2(Ω)
) = max

t∈[0,T ]

∥∥f (t, ·)
∥∥

H2(Ω) ,

∥∥f
∥∥

H1((tn−1,tn),L2(Ω)) =
(∫ tn

tn−1

∥∥f
∥∥2

L2(Ω) dt+
∫ tn

tn−1

∥∥∂tf ∥∥2
L2(Ω) dt

)1/2

.

und erhalten insgesamt

Ej = LF
∥∥ρj−1

h

∥∥
L2(Ω) + LF

∥∥f j−1 − f j
∥∥

L2(Ω) +
∥∥∂tf (tj) − ∂tf j

∥∥
L2(Ω) +

∥∥∂tρjh∥∥L2(Ω)

≤ LFCRh
2∥∥f j−1∥∥

H2(Ω) + LF
√
△t
∥∥∂tf ∥∥L2((tj−1,tj)×Ω)

+
√

△t
3
∥∥∂2

t f
∥∥

L2((tj−1,tj)×Ω) + CR(f )h2 .

Unter Verwendung von

n∑
j=1

√
△t
∥∥∂tf ∥∥L2((tj−1,tj)×Ω) ≤

( n∑
j=1

△t
)1/2( n∑

j=1

∥∥∂tf ∥∥2
L2((tj−1,tj)×Ω)

)1/2

=
√
tn

(∥∥∂tf ∥∥2
L2((0,T )×Ω)

)1/2
=

√
tn
∥∥∂tf ∥∥L2((0,T )×Ω)

erhalten wir

△t
n∑
j=1

Ej ≤
n∑
j=1

(
LFCRh

2△t
∥∥f j−1∥∥

H2(Ω) + LF
√
△t△t

∥∥∂tf ∥∥L2((tj−1,tj)×Ω)

+
√

△t
3 △t

∥∥∂2
t f
∥∥

L2((tj−1,tj)×Ω) + CR(f )h2

)

≤ LFCRh
2∥∥f
∥∥

C0([0,T ],H2(Ω))

n∑
j=1

△t+ LF△t
n∑
j=1

√
△t
∥∥∂tf ∥∥L2((tj−1,tj)×Ω)

+ △t√
3

n∑
j=1

√
△t
∥∥∂2

t f
∥∥

L2((tj−1,tj)×Ω) + △t
n∑
j=1

CR(f )h2

≤ LFCRtnh
2∥∥f
∥∥

C0
(

[0,T ],H2(Ω)
) + LF

√
tn△t

∥∥∂tf ∥∥L2((0,T )×Ω)

+
√
tn√
3
△t
∥∥∂2

t f
∥∥

L2((0,T )×Ω) + tnCR(f )h2 .
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Insgesamt gilt dann die Behauptung:∥∥f nh − f n
∥∥

L2(Ω) ≤
∥∥θnh∥∥L2(Ω) +

∥∥ρnh∥∥L2(Ω)

≤ exp(LF tn)
∥∥θ0
h

∥∥
L2(Ω) + exp(LF tn)△t

n∑
j=1

Ej + CRh
2∥f n∥H2(Ω)

≤ 2CR exp(LF tn)h2∥f 0∥H2(Ω) + LF
√
tn△t

∥∥∂tf ∥∥L2((0,T )×Ω) +
√
tn√
3
△t
∥∥∂2

t f
∥∥

L2((0,T )×Ω)

+
(

exp(LF tn)(LFCRtnh
2 + tnCR(f )h2) + CRh

2
)∥∥f

∥∥
C0([0,T ],H2(Ω)) .

Im Folgenden möchten wir analog zu Satz 3.43 eine Aussage über die Konvergenz des semi-impliziten
Verfahrens kombiniert mit linearen konformen finiten Elementen für das Monodomain-Modell machen.
Dabei orientieren wir uns an der Formulierung aus [86].
Sei Ωh eine zulässige, uniforme Triangulierung von Ω wie in (3.10).
Da beide Konstanten Cm und β positiv sind, nehmen wir im Folgenden an, dass Cm = β = 1 und lassen
sie aus Gründen der Übersichtlichkeit weg. Wir definieren dazu die Hilberträume

V := L2(Ω) × (L2(Ω))nc × (L2(Ω))nw und W := H1(Ω) × (L2(Ω))nc × (L2(Ω))nw (3.31)

mit den inneren Produkten

⟨[α1,α2,α3], [β1,β2,β3]⟩V := ⟨α1, β1⟩L2 +
nc∑
i=1

⟨α2,i, β2,i⟩L2 +
nw∑
j=1

⟨α3,j , β3,j⟩L2 ,

⟨[α1,α2,α3], [β1,β2,β3]⟩W := ⟨α1, β1⟩H1 +
nc∑
i=1

⟨α2,i, β2,i⟩L2 +
nw∑
j=1

⟨α3,j , β3,j⟩L2 ,

und den Normen ∥ · ∥V =
√

⟨·, ·⟩V und ∥ · ∥W =
√

⟨·, ·⟩W .
Dann definieren wir die Bilinearform a : H1(Ω) × H1(Ω) → R für alle als

a(V, φ1) =
∫

Ω
(σ∇V ) · ∇φ1 dx + α

∫
Ω
V φ1 dx . (3.32)

α ∈ R+ ist die Konstante zu der Voraussetzung (M2) an den Leitfähigkeitstensor bezüglich der gleich-
mäßigen Elliptizität. Aufgrund der Symmetrie des Leitfähigkeitstensors σ ist auch die Bilinearform a(·, ·)
symmetrisch.

Lemma 3.44: Sei σ ∈ L∞(Ω) der Leitfähigkeitstensor, der die Voraussetzungen (M2) erfüllt. Dann ist
die Bilinearform a : H1(Ω) × H1(Ω) → R definiert wie in (3.32) H1(Ω)-elliptisch.

Beweis. Für V ∈ H1(Ω) erhält man die Koerzitivität durch

a(V, V ) =
∫

Ω
(σ∇V ) · ∇V︸ ︷︷ ︸

≥α∇V ·∇V

dx + α

∫
Ω
V 2 dx

≥ α|V |21 + α∥V ∥2
L2

= α∥V ∥2
H1 .
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Außerdem ist a(·, ·) beschränkt bzw. stetig, da für alle U, V ∈ H1(Ω) gilt

|a(V,U)| = |
∫

Ω
(σ∇U) · ∇V dx + α

∫
Ω
V U dx|

≤ ∥σ∥L∞ |
∫

Ω
∇U · ∇V dx| + α|

∫
Ω
V U dx|

≤ ∥σ∥L∞∥∇V ∥L2∥∇U∥L2 + α∥V ∥L2∥U∥L2

= ∥σ∥L∞

√
∥∇V ∥2

L2

√
∥∇U∥2

L2 + α
√

∥V ∥2
L2

√
∥U∥2

L2

≤ ∥σ∥L∞

√
∥∇V ∥2

L2 + ∥V ∥2
L2

√
∥∇U∥2

L2 + ∥U∥2
L2 + α

√
∥V ∥2

L2 + ∥∇V ∥2
L2

√
∥U∥2

L2 + ∥∇U∥2
L2

= (∥σ∥L∞ + α)∥V ∥H1∥U∥H1 .

Mit der Notation

u = [V, c,w]⊤ ∈ R1+nc+nw ,

u0 = [V 0, c0,w0]⊤ ∈ R1+nc+nw ,

H =


∇ 0 0
0 0 0
0 0 0

 ∈ R(1+nc+nw)×(1+nc+nw) ,

D =


σ 0 0
0 0 0
0 0 0

 ∈ R(3+nc+nw)×(3+nc+nw) ,

F(u) = [(−Iion(u) + Iext) + αV,Gw(u),Gc(u)]⊤ ∈ R1+nc+nw ,

formulieren wir die schwache Formulierung des Monodomain-Modells aus (3.7) als: Finde u(t) ∈ W so
dass

⟨ut,φ⟩V + a(V, φ1) = ⟨F(u),φ⟩V ∀φ ∈ W , (3.33a)

⟨u(0+),ψ⟩V = ⟨u0,ψ⟩V ∀ψ ∈ V . (3.33b)

mit u(0+) = u0, d.h. limt→0+ ∥u(t) − u0∥V = 0. Als finite Elemente Raum wählen wir Wh := Sh ×
Snc

h × Snw

h ⊂ W mit Sh wie in (3.25). Für V ∈ H1(Ω) sei analog zu dem SLPP 3.42 die orthogonale
Ritz-Projektion Rh : H1(Ω) → Sh gegeben durch

a(RhV, φ1) = a(V, φ1) ∀φ1 ∈ Sh . (3.34)

Wie für das SLPP benötigen wir die orthogonale Projektion Ph : V → Wh definiert durch

⟨Phu,φ⟩V = ⟨u,φ⟩V ∀φ ∈ Wh . (3.35)

Sei nun uh = [Vh, ch,wh]⊤ : (0, T ) → Wh die diskrete Lösung, so dass

⟨∂tuh,φ⟩V + a(Vh, φ1) = ⟨PhF(uh),φ⟩V , ∀φ = (φ1,φ2,φ3) ∈ Wh ,

⟨Phu0,ψ⟩V = ⟨u0,ψ⟩V ∀ψ ∈ Wh .
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Wir setzen voraus, dass eine Lösung existiert und schreiben unh = [V nh , cnh,wn
h] für die Approximation von

u(tn) mit tn = n△t in Wh. Wie für das SLPP verwenden wir das semi-implizite Verfahren wie in (3.22)
kombiniert dem expliziten Euler für die Ionenkonzentrationen und die Gatingvariablen. Damit erhalten
wir unh im Zeitschritt tn durch das Lösen von

⟨∂tunh,φ⟩V + a(V nh , φ1) = ⟨PhF(un−1
h ),φ⟩V ∀φ ∈ Wh , (3.36a)

U0 = Phu0 , (3.36b)

mit ∂tunh := 1
△t (unh − un−1

h ).
Wir verwenden R̃hun definiert als die Ritz-Projektion für das elliptische Teilproblem aus (3.34) und die
Identität für die Ionenkonzentrationen und die Gatingvariablen ist, so dass

R̃hu :=


RhV

c
w

 .

Satz 3.45 ([86], Satz 2): Es gelten die Voraussetzungen (M2)-(M5). Wir nehmen an, dass das Gebiet
Ω ausreichend glatt ist. Außerdem seien Iion,Gw,Gc lokal Lipschitz-stetige Funktionen in V , c und w.
Zusätzlich sei u(t) ∈ H2(Ω) sowie ut(t) := ∂tu(t) ∈ H2(Ω) und utt(t) := ∂ttu(t) ∈ C0([0, T ],V) für alle
t ∈ [0, T ].
Sei unh die Approximation bezüglich (3.36) für den Zeitschritt tn = n△t. Sei △t < 1. Dann gilt:

∥unh − u(tn)∥V ≤ C∥U0 − R̃hu0∥V + C(u)(h2 + △t) ∀tn, n = 1, . . . , T
△t

.

Bemerkung 3.46: Die Bedingung (M5) und die lokale Lipschitz-Stetigkeit der Funktionen Iion, Gw und
Gc schränken die Wahl des Zellmodells nicht auf das Zellmodell von Beeler und Reuter ein.

Beweis. Wir setzen un := u(tn), u0 = u(t0) = u(0), und unt := ∂tu(tn). Wir betrachten die Differenz

unh − un = unh − R̃hun︸ ︷︷ ︸
=:θn

h

+ R̃hun − un︸ ︷︷ ︸
=:ρn

h

.

Dann gilt für alle φ = (φ1,φ2,φ3) ∈ Wh

a(RhV n, φ1) = a(V n, φ1) , (3.37)

⇒ 0 = a(RhV n − V n, φ1) . (3.38)

Wegen der Voraussetzung u ∈ H2(Ω) gilt wie in (3.27)

∥R̃hun − un∥V = ∥ρnh∥V ≤ Ch2∥un∥H2 .

Jetzt wollen wir θnh = (θn1,h,θn2,h,θn3,h)⊤ beschränken. Für φ ∈ Wh erhalten wir

⟨∂tθnh,φ⟩V + a(θn1,h, φ1) = ⟨∂tunh,φ⟩V + a(V nh , φ1) − ⟨∂tR̃hun,φ⟩V − a(RhV n, φ1) ,
(3.36)= ⟨F(un−1

h ),φ⟩V−⟨unt ,φ⟩V−a(V n, φ1) − ⟨∂tR̃hun,φ⟩V+⟨unt ,φ⟩V

− a(RhV n, φ1)+a(V n, φ1)+⟨∂tun,φ⟩V−⟨∂tun,φ⟩V ,

(3.33)= ⟨F(un−1
h ),φ⟩V − ⟨F(un),φ⟩V − ⟨∂t(R̃hun − un),φ⟩V

− ⟨∂tun − unt ,φ⟩V − a((RhV n − V n), φ1)︸ ︷︷ ︸
=0 using (3.38)

.
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Mit der Lipschitz-Stetigkeit von F gilt

∥F(un−1
h ) − F(un)∥V ≤ CL∥un−1

h − un∥V (3.39a)

≤ CL
(
∥un−1

h − un−1∥V + ∥un−1 − un∥V
)

(3.39b)

≤ CL
(
∥θn−1

h ∥V + ∥ρn−1
h ∥V + △t∥∂tun∥V

)
. (3.39c)

Der Leitfähigkeitstensor σ ist positiv definit und gleichmäßig elliptisch, daher auch D . Damit existiert
eine Konstante 0 ≤ α ∈ R so dass

0 ≤ α∥Hθnh∥2
V ≤ ⟨DHθnh,Hθnh⟩V .

Für φ = θnh ein erhalten wir

⟨∂tθnh,θnh⟩V = 1
2∂t∥θ

n
h∥2

V + 1
2△t∥θ

n
h − θn−1

h ∥2
V︸ ︷︷ ︸

≥0

.

Sei δ ≥ 0 und b ∈ R, dann gilt b ≤ |b+ δ|. Daher erhalten wir

1
2∂t∥θ

n
h∥2

V ≤ ⟨∂tθnh,θnh⟩V

≤ |⟨∂tθnh,θnh⟩V + ⟨DHθnh,Hθnh⟩V | .

Wir schreiben

⟨∂tθnh,θnh⟩V + ⟨DHθnh,Hθnh⟩V = ⟨F(un−1
h ),θnh⟩V − ⟨F(un),θnh⟩V − ⟨∂t (R̃hun − un)︸ ︷︷ ︸

=ρ⃗n
h

,θnh⟩V − ⟨∂tun − unt ,θnh⟩V ,

und erhalten

1
2∂t∥θ

n
h∥2

V ≤ |⟨F(un−1
h ) − F(un),θnh⟩V | + |⟨∂tρnh,θnh⟩V | + |⟨∂tun − unt ,θnh⟩V |

C.S.
≤ ∥(F(un−1

h ) − F(un)∥V∥θnh∥V + ∥∂tρnh∥V∥θnh∥V + ∥∂tun − unt ∥V∥θnh∥V

(3.39)
≤ ∥θnh∥V

(
CL
(
∥θn−1

h ∥V + ∥ρn−1
h ∥V + △t∥∂tun∥V

)
+ ∥∂tρnh∥V + ∥∂tun − unt ∥V

)
,

Mit der Young-Ungleichung 2ca ≤ c2 + a2 für alle a, c ∈ R+ erhalten wir

∂t∥θnh∥2
V ≤ ∥θnh∥2

V +
(
CL
(
∥θn−1

h ∥V + ∥ρn−1
h ∥V + △t∥∂tun∥V

)
+ ∥∂tρnh∥V + ∥∂tun − unt ∥V

)2
.

Mit Cauchy-Schwarz gilt (a + b)2 ≤ 2(a2 + b2) für alle a, b ∈ R+. Wir wenden diese Ungleichung drei
Mal an und erhalten

∂t∥θnh∥2
V ≤ ∥θnh∥2

V + 2C2
L

(
∥θn−1

h ∥V + ∥ρn−1
h ∥V + △t∥∂tun∥V

)2 + 2
(
∥∂tρnh∥V + ∥∂tun − unt ∥V

)2

≤ ∥θnh∥2
V + 2C2

L

(
2
(
∥θn−1

h ∥V + ∥ρn−1
h ∥V

)2 + 2△t2∥∂tun∥2
V
)

+ 4
(
∥∂tρnh∥2

V + ∥∂tun − unt ∥2
V
)

≤ ∥θnh∥2
V + 8C2

L∥θn−1
h ∥2

V + 8C2
L∥ρn−1

h ∥2
V + 4C2

L△t
2∥∂tun∥2

V + 4∥∂tρnh∥2
V + 4∥∂tun − unt ∥2

V︸ ︷︷ ︸
Tn:=

.
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Mit der Definition von ∂t ist

1
△t

(
∥θnh∥2

V − ∥θn−1
h ∥2

V

)
≤∥θnh∥2

V + 8C2
L∥θn−1

h ∥2
V + Tn ,

⇒ (1 − △t)∥θnh∥2
V ≤(1 + 8△tC2

L)∥θn−1
h ∥2

V + △tTn ,

⇒
△t<1

∥θnh∥2
V ≤1 + 8△tC2

L

1 − △t
∥θn−1

h ∥2
V + △t

1 − △t
Tn ,

⇒
Rekursion

∥θnh∥2
V ≤

(1 + 8△tC2
L

1 − △t

)n
∥θ0

h∥2
V + △t

1 − △t

n∑
j=1

(1 + 8△tC2
L

1 − △t

)n−j
Tj .

Sei C̃L = 8C2
L. Mit Hilfe der geometrischen Reihe gilt

1 + C̃L△t
1 − △t

= (1 + C̃L△t)(1 + △t+ O(△t2)) = 1 + (1 + C̃L)△t+ O(△t2)

und daher

1 + C̃L△t
1 − △t

≤ exp((1 + C̃L)△t)

⇒
(1 + C̃L△t

1 − △t

)n
≤ exp((1 + C̃L)△tn) = exp((1 + C̃L)tn)

≤ exp(1 + C̃LT ) .

Dann nennen wir

Ce(CL, T ) := exp(1 + C̃LT ) ,

und verwenden diese Abkürzung um folgende Ungleichung zu erhalten

∥θnh∥2
V ≤ Ce(CL, T )∥θ0

h∥2
V + Ce(CL, T ) △t

1 − △t

n∑
j=1

Tj . (3.40)

Das Ziel ist es Tj = 8CL∥ρj−1
h ∥2

V + 4CL△t2∥∂tuj∥2
V + 4∥∂tρjh∥2

V + 4∥∂tuj − ujt∥2
V für alle j = 1, . . . , n zu

beschränken. Da u ∈ H2(Ω) gilt mit (3.27), dass

∥ρjh∥V = ∥R̃huj − uj∥V ≤ C1h
2∥u(tj)∥H2 ≤ C1(u)h2 ,

∥∂tρjh∥V = ∥ 1
△t

(ρjh − ρj−1
h )∥V = ∥ 1

△t

∫ tj

tj−1

ρt ds∥V

= ∥ 1
△t

∫ tj

tj−1

(R̃hu − u)t ds∥V

≤ 1
△t

∫ tj

tj−1

∥(R̃hu − u)t∥V ds

≤ C2h
2

△t

∫ tj

tj−1

∥ut∥H2 ds

≤ C2h
2 max
s∈[tj−1,tj ]

∥ut(s)∥H2
1
△t

∫ tj

tj−1

1 ds

≤ C2(u)h2 .
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Zusätzlich gilt

∥∂tuj − ujt∥V = ∥ 1
△t

(uj − uj−1) − ujt∥V = ∥ 1
△t

∫ tj

tj−1

ut(s) ds− ut(tj)∥V

= | − 1| · ∥ 1
△t

(∫ tj

tj−1

ut(s) ds− (tj − tj−1)ut(tj)
)

∥V

= ∥ 1
△t

(
(tj − tj−1)ut(tj) −

∫ tj

tj−1

ut(s) ds
)

∥V

= ∥ 1
△t

([
(s− tj−1)ut(s)

]tj
tj−1

−
∫ tj

tj−1

ut(s) ds
)

∥V

= ∥ 1
△t

∫ tj

tj−1

(s− tj−1)utt(s) ds∥V

≤ 1
△t

∫ tj

tj−1

(s− tj−1)∥utt(s)∥V ds

≤ max
s∈[tj−1,tj ]

∥utt(s)∥V
1
△t

∫ tj

tj−1

(s− tj−1) ds

≤ C3(u)△t .

Außerdem gilt folgende Schranke

△t2∥∂tuj∥V = ∥△t(uj − uj−1)∥V ≤ C4(u)△t ,

Dann nennen wir das Maximum aller Konstanten C1 mit i = 1, . . . , 4, so dass

Cmax(u) := max{C1(u), C2(u), C3(u), C4(u)} .

Da Tj = 8CL∥ρj−1
h ∥2

V + 4CL△t2∥∂tuj∥2
V + 4∥∂tρjh∥2

V + 4∥∂tuj − ujt∥2
V für alle j = 1, . . . , n erhalten wir

mit den obigen 4 Abschätzungen die Schranke Tj ≤ Cmax(u)2(h2 + △t)2 für alle j = 1, . . . , n. Damit gilt
auch

△t
1 − △t

n∑
j=1

Tj ≤ n△t
1 − △t

Cmax(u)2(h2 + △t)2 ≤ T

1 − △t
Cmax(u)2(h2 + △t)2 .

Zusammen und durch Ziehen der Wurzel in (3.40), haben wir dann für ∥θnh∥V die Schranke

∥θnh∥V ≤
√
Ce(CL, T )∥θ0

h∥V +
√
Ce(CL, T ) T

1 − △t
Cmax(u)︸ ︷︷ ︸

Cend(T,CL,Cmax(u)):=

(h2 + △t) .

Damit gilt

∥θnh + ρnh∥V ≤
√
Ce(CL, T )∥U0 − R̃hu0∥V + Cend(T,CL, Cmax(u))(h2 + △t) + C1(u)h2 .

Für C(u) := max{C1(u), Cend(T,CL, Cmax(u)} erhalten wir die Behauptung

∥unh − u(tn)∥V = ∥θnh + ρnh∥V ≤
√
Ce(CL, T )∥U0 − R̃hu0∥V + C(u)(h2 + △t) .



KAPITEL 4

Numerische Experimente

In diesem Kapitel soll die Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz der numerischen Verfahren aus Unter-
abschnitt 3.3 detailliert untersucht werden. Von Abschnitt zu Abschnitt wird das verwendete Modell zur
Beschreibung der Elektrophysiologie realistischer.
Nach dem Abschnitt zu der verwendeten Soft- und Hardware, führen wir unterschiedliche Auswertungs-
methoden für die berechneten Lösungen des Monodomain-Modells 2.11 ein.
Die erste numerische Studie wird auf einem abgeschnittenen Ellipsoid, der den linken Ventrikel approxi-
miert, mit dem Zellmodell von Beeler und Reuter (vgl. Unterabschnitt 2.2.7) durchgeführt. Die Ergebnisse
stammen aus [68] und werden in dieser Arbeit um zusätzliche Untersuchungen ergänzt. Im Anschluss wird
ein realistisches biventrikuläres Gebiet Ω und das detaillierte Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov
(vgl. Unterabschnitt 2.2.7 und Anhang A.2) verwendet, um die Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz
verschiedener Verfahren aus Unterabschnitt 3.3 zu untersuchen. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird
der Einfluss der Kontraktion auf die Elektrophysiologie genauer betrachtet. Dazu wird zunächst das ver-
wendete voll-gekoppelte elektro-mechanische Modell sowie die verwendeten numerischen Verfahren zur
Approximation einer Lösung vorgestellt. Dann führen wir eine Untersuchung der Konvergenz, Genau-
igkeit und Effizienz für unterschiedliche Größen des Modells durch und vergleichen die Ergebnisse mit
denen für die Elektrophysiologie ohne die Kopplung zur Kontraktion.

4.1 Software und Hardware

Die numerischen Experimente in diesem Kapitel werden mit der parallelen finiten Elemente Software
M++ [6] durchgeführt. Die Realisierung der Elektrophysiologie und der elektro-mechanischen Kopplung
befindet sich in dem Unterprojekt CardMech. Der Code ist frei zugänglich und der die Version für diese
Arbeit ist unter dem folgenden Link zu finden [67]. Nahezu alle numerischen Experimente in dieser Arbeit
wurden auf dem Hochleistungsrechner HoreKa [123] am KIT auf der Partition cpuonly durchgeführt. Jeder
Knoten der Partition cpuonly besteht aus zwei Intel Xeon Platinum 8368 Prozessoren mit jeweils 38
physischen Kernen. Die Grundtaktfrequenz beträgt 2.4 GHz und ein Knoten hat 256 GB Arbeitsspeicher
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62 Kapitel 4. Numerische Experimente

zur Verfügung. Da die Rechnungen in diesem Kapitel unterschiedliche Anforderungen bzgl. Aufwand und
Speicherplatz haben, wurde die Anzahl der parallelen Prozesse zwischen 64 und 8192 gewählt.

4.2 Verschiedene Auswertungsmethoden

Das Monodomain-Modell 2.11 hat keine analytische Lösung, daher ist eine Approximation der Lösung
mit Hilfe numerischer Methoden erforderlich. Die Approximation einer Lösung wird im Folgenden Nähe-
rungslösung genannt. In der Numerik gibt es verschiedene Evaluierungstechniken um die Genauigkeit der
Näherungslösung zu überprüfen. Eine weit verbreitete Variante ist die Berechnung einer Referenzlösung.
Dazu wird das vielversprechendste numerische Verfahren mit einer sehr feinen Diskretisierung in Zeit
und/oder Ort gewählt. Mit einer geeigneten Norm kann dann die Näherungslösung mit der Referenz-
lösung verglichen werden. Auch ohne eine Referenzlösung zu berechnen, kann mit Hilfe des Konzeptes
der Extrapolation eine Näherungslösung evaluiert werden. Extrapolation kann auch genutzt werden, um
die Genauigkeit der Referenzlösung zu überprüfen. Insbesondere im Zusammenhang mit der Modellie-
rung von biologischen Prozessen ist es auch möglich, physiologisches Verhalten der Näherungslösung zur
Überprüfung ihrer Genauigkeit zu verwenden. In den folgenden Unterabschnitten wird zunächst das Kon-
zept der Extrapolation vorgestellt. Dabei werden die allgemeinen Ansätze auf das konkrete Problem 2.11
angewendet. Im Anschluss werden verschiedene biologische Eigenschaften zur Lösungsevaluation für Si-
mulationen der Erregungsausbreitung mit dem Monodomain-Modell erläutert.

4.2.1 Evaluierung durch Extrapolation

Eine Näherungslösung des Monodomain-Modell 2.11 für die Transmembranspannung V hängt von der
Diskretisierung in der Zeit und im Ort ab. Die größte Zeitschrittweite wird mit △t0 und die Gitterweite
des gröbsten Gitters mit h0 bezeichnet. In dieser Arbeit beschränken wir uns auf die Verfeinerung in
Zeit und Ort durch Halbierung. Damit ist △tj = 2−j△t0 für j ∈ N0 die Zeitschrittweite von Zeitlevel j
und hℓ = 2−ℓh0 mit ℓ ∈ N0 die Gitterweite von Ortslevel ℓ. Sind Zeitlevel j und Ortslevel ℓ gegeben, ist
V j,ℓ(t,x) die zugehörige Näherungslösung. Die Näherungslösung V j,ℓ(t,x) wird für alle Punkte x ∈ Ω
berechnet. Zur Evaluation werden in dieser Arbeit die zeitlichen Verläufe der Transmembranspannung
in festen, aber geometriespezifischen Punkten zk ∈ Ω mit k = 1, . . . , neval verwendet. Ist ein numerisches
Experiment durchgeführt stehen die Näherungslösungen V j,ℓ(·, zk) mit j = 0, . . . , J und ℓ = 0, . . . , L zur
Verfügung. Im Folgenden wird zur besseren Übersichtlichkeit die Argumentbezeichnung der Näherungs-
lösung weggelassen, d.h. wir schreiben V j,ℓ,k statt V j,ℓ(·, zk).
Die Konvergenzraten in Zeit und Ort können mit Hilfe der Differenzen der Näherungslösungen abgeschätzt
werden. Zunächst werden gj,ℓ,k und fj,ℓ,k folgendermaßen definiert

gj,ℓ,k =
∥V j−1,ℓ,k − V j−2,ℓ,k∥L2(0,T )

∥V j,ℓ,k − V j−1,ℓ,k∥L2(0,T )
≈ 2stime , fj,ℓ,k =

∥V j,ℓ−1,k − V j,ℓ−2,k∥L2(0,T )

∥V j,ℓ,k − V j,ℓ−1,k∥L2(0,T )
≈ 2sspace . (4.1)

Daher kann im Punkt zk die Konvergenzrate in der Zeit stime und die Konvergenzrate im Ort sspace durch

stime ≈ log2 gj,ℓ,k , und sspace ≈ log2 fj,ℓ,k , (4.2)

angenähert werden. Wie in Gander et al. [38, Chap. 4.2.8] kann eine Grenzwertlösung in der Zeit V ∞,ℓ,k
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und im Ort V j,∞,k mit Hilfe von gj,ℓ,k und fj,ℓ,k berechnet werden

V ∞,ℓ,k = gJ,ℓ,k
gJ,ℓ,k − 1V

J,ℓ,k − 1
gJ,ℓ,k − 1V

J−1,ℓ,k , V j,∞,k = fj,L,k
fj,L,k − 1V

j,L,k − 1
fj,L,k − 1V

j,L−1,k .

(4.3)

Diese Grenzwertlösungen werden verwendet um die in [0, T ] stückweise lineare Orts-Zeit-Grenzwertlösung
V ∞,∞,k mit

V ∞,∞,k = gJ,ℓ,k
gJ,ℓ,k − 1V

J,∞,k − 1
gJ,ℓ,k − 1V

J−1,∞,k (4.4)

zu erhalten. Ähnlich wie bei der Berechnung einer Referenzlösung kann die Orts-Zeit-Grenzwertlösung
V ∞,∞,k verwendet werden um die Genauigkeit einer Näherungslösung V j,ℓ,k zu bestimmen.

4.2.2 Biologische Eigenschaften zur Lösungsevaluation

Mit dem Monodomain-Modell wird die Erregungsausbreitung im Herz beschrieben. Daher kann eine
Simulation auch anhand ihrer Fähigkeit bestimmte biologische Eigenschaften abzubilden bewertet werden.
Eine in der Literatur oft genutzte Größe ist zum Beispiel die Aktivierungszeit tact (vgl. [81]). Diese
beschreibt den Zeitpunkt t ∈ [0, T ] an dem die Transmembranspannung V in einem Punkt x ∈ Ω einen
festgelegten Grenzwert vact > V0 erstmalig überschreitet. Ist also eine Lösung V gegeben, wird das
Aktivierungsgebiet Ωact durch

Ωact(V ) :=
{

x ∈ Ω: V (t, z) ≥ vact für ein t ∈ [0, T ]
}

⊂ Ω (4.5)

definiert und damit die Aktivierungszeit in einem Punkt x ∈ Ωact zu gegebenem V als

tact(V,x) := min
{
t ∈ [0, T ] : V (t,x) ≥ vact

}
, x ∈ Ωact . (4.6)

Für eine Näherungslösung V j,ℓ im Auswertungspunkt zk kürzen wir die Aktivierungszeit durch tj,ℓ,kact :=
tact(V j,ℓ,k, zk) ab.
Die Dauer des Aktionspotentials tAPD definieren wir in den Auswertungspunkten zk als

tAPD(V, zk) := min
{
t ∈ (tact, T ] : V (t, zk) ≤ vact

}
− tact . (4.7)

Eine weitere interessante Größe ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit cvel zwischen zwei Punkten x,y ∈
Ωact. Sie wird abhängig von einer Näherungslösung V mit Hilfe der Aktivierungszeit definiert als

cvel(V,x,y) = ∥x − y∥
|tact(V,x) − tact(V,y)| . (4.8)

Die Norm ∥ · ∥ wird abhängig vom Anwendungsfall gewählt. Beispielsweise ist die Euklidische Norm
für Experimente auf dem Quader wie im Anhang B.1 ausreichend, während für Experimente auf dem
abgeschnittenen Ellipsoid in Abschnitt 4.3 der geodätische Abstand gewählt wird.
Um den Verlauf der Transmembranspannung ohne den Einfluss der Aktivierungszeit auf Konvergenz zu
untersuchen betrachten wir für jede Näherungslösung V j,ℓ,k nur das spezifische Zeitintervall (tj,ℓ,kact , T j,ℓ,kact )
mit T j,ℓ,kact = tj,ℓ,kact +0.4 s. Damit ist die Länge des Zeitintervalls, das zur Evaluierung verwendet wird, immer
gleich. Um zwei Näherungslösungen zu vergleichen bilden wir die Differenz der Werte und berechnen die
L2-Norm in diesem Intervall und bezeichnen diese Norm als L2(tact, Tact)-Norm.
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4.3 Experimente auf einem Ellipsoid

Der Benchmark von Niederer u. a. [81] ist ein wichtiges Instrument um Implementierungen von nume-
rischen Verfahren zur Berechnung von Näherungslösungen des Monodomain-Modells zu prüfen. Auch
die in dieser Arbeit verwendete Implementierung wurde mit Hilfe des Niederer Benchmarks validiert
(vgl. Anhang B.1). Allerdings bildet der Quader, der in dieser Arbeit als Gebiet Ω verwendet wird, das
Myokard des menschlichen Herzes nicht realistisch ab. Für detaillierte Konvergenzstudien in Raum und
Zeit muss eine realistische Herzgeometrie allerdings im Ort so fein aufgelöst sein, dass der Rechenaufwand
auch die Möglichkeiten moderner Hochleistungsrechnern übersteigt. Daher wurde in [68] ein abgeschnit-
tener Ellipsoid, der den linken Ventrikel approximiert, als Kompromiss gewählt. Außerdem wird das
Monodomain-Modell in [68] mit dem Zellmodell von Beeler und Reuter (vgl. Unterabschnitt 2.2.7) ge-
koppelt. Im Folgenden sollen die Ergebnisse der Konvergenzstudie auf dem abgeschnittenen Ellipsoid aus
[68] vorgestellt werden. Sie werden ergänzt durch die Untersuchung der Variante OC aus Problem 3.35.
Außerdem wird zusätzlich die L2(Ω)-Norm auf Konvergenz in Zeit und Ort untersucht.
Im ersten Unterabschnitt wird die numerische Konfiguration für den abgeschnittenen Ellipsoid beschrie-
ben. Im anschließenden Unterabschnitt wird eine Referenzlösung vorgestellt. Mit Hilfe dieser Referenz-
lösung werden im folgenden Unterabschnitt verschiedene Approximationen des gesamten Ionenstroms
Iion evaluiert. Außerdem wird in diesem Unterabschnitt die Genauigkeit der Variante OC untersucht. Im
vorletzten Unterabschnitt wird die Zeit- und Raumkonvergenz verschiedener Zeitintegrationsverfahren
genauer betrachtet. Zum Abschluss untersuchen wir die Konvergenz und Genauigkeit in Zeit und Raum
für den Verlauf der L2(Ω)-Norm der Transmembranspannung.

4.3.1 Numerischer Versuchsaufbau

In diesem Unterabschnitt wird die Konfiguration und damit beispielsweise das verwendete Gitter und die
festzulegenden Konstanten für die numerischen Experimente auf dem abgeschnittenen Ellipsoid vorge-
stellt. Das Monodomain-Modell wird für alle Berechnungen auf dem abgeschnittenen Ellipsoid mit dem

Abbildung 4.1: Das Gitter des abgeschnittenen Ellipsoid mit Ortslevel ℓ = 0 (links und Mitte), Anre-
gungsbereich Ωexc,1 und Auswertungspunkte zk (rechts). Die Abbildung ist aus [68].

Zellmodell von Beeler und Reuter aus dem Unterabschnitt 2.2.7 gekoppelt. Das Gitter mit Ortslevel ℓ = 0
der verwendeten Geometrie ist in Abbildung 4.1 links und in der Mitte dargestellt. Der abgeschnittene
Ellipsoid basiert auf der Geometrie aus dem Mechanik-Benchmark von Land u. a. [64]. Die Faserrichtun-
gen gehen von −60◦ am Epikard bis +60◦ am Endokard und sind im Anhang in Abbildung B.4 auf der
rechten Seite dargestellt. Für die Konvergenzstudie auf dem abgeschnittenen Ellipsoid beschränken wir
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uns auf einen Anregungsbereich Ωstim, so dass nstim = 1. Das rechte Schaubild in Abbildung 4.1 zeigt
den erweiterten Anregungsbereich Ωexc = Ωexc,1 in rot und die Auswertungspunkte zk ∈ Ω in gelb. Die
genauen Koordinaten der Auswertungspunkte sind im Anhang in Tabelle B.2 zu finden. Die Konstanten
für den Leitfähigkeitstensor sind im Anhang definiert (vgl. B.2.1). Wir verwenden die stetige Variante
des externen Stimulus Iext aus (2.25) um die Regularität der schwachen Formulierung aus Definition 3.20
nicht zu verringern. Wir wählen die Amplitude a = 20 µA/cm2, den Skalierungsfaktor sext = 4, die
Startzeit tbeg = 0.0 ms und τ = 2 ms. Damit alle Auswertungspunkte erregt werden, wurde T = 30 ms
gesetzt. Wir wählen △t0 = 0.1 ms als die Zeitschrittweite für das Zeitlevel j = 0. Sei h0 > 0 der maximale
Durchmesser der gröbsten Triangulierung mit dem Ortslevel ℓ = 0. Wie schon im Unterabschnitt 4.2.1
erwähnt, bedeutet Verfeinerung in dieser Arbeit immer Halbierung, so dass

hℓ = 2−ℓh0 , für ℓ = 0, . . . , L , und △tj = 2−j△t0 , für j = 0, . . . , J .

In Tabelle 4.1 ist links der Zusammenhang zwischen Ortslevel ℓ der maximalen und minimalen Kan-
tenlängen der Tetraeder, der Anzahl der Zellen und der Anzahl der Eckpunkte der Triangulierungen
dargestellt. Die Verteilung der Kantenlängen ist in Abbildung 4.2 für ℓ = 0 dargestellt. Das Verhältnis
bleibt für Verfeinerungen ℓ = 1, . . . , L gleich, nur die tatsächlichen Längen halbieren sich entsprechend
oft.
Die Anzahl der parallelen Prozesse wurde zwischen 64 und 8192, abhängig von Problemgröße und Spei-
cheranforderungen, gewählt. Die Tabelle B.3 im Anhang zeigt, dass die Skalierbarkeit der Ergebnisse
bezüglich der Rechenzeit gegeben ist.

Tabelle 4.1: Gitterdaten für das Ortslevel ℓ des abgeschnittenen Ellipsoid und die Zeitschrittweiten zum
Zeitlevel j mit T = 30 ms. Hier ist △x der Abstand zwischen den Gitterpunkten der Triangulierung
gemessen in mm.

ℓ min△x max△x # Zellen # Eckpunkte

0 0.22682 1.26099 18 136 3 954
1 0.11341 0.63049 145 088 27 851
2 0.05670 0.31524 1 160 704 208 021
3 0.02835 0.15762 9 285 632 1 605 673
4 0.01417 0.07881 74 285 056 12 612 689
5 0.00708 0.03940 594 280 448 99 973 281
6 0.00354 0.01970 4 754 243 584 796 078 401

j Nj △tj (ms)

0 300 0.1
1 600 0.05
2 1 200 0.025
3 2 400 0.0125
4 4 800 0.00625
5 9 600 0.003125
6 19 200 0.0015625

4.3.2 Eine Referenzlösung

In diesem Unterabschnitt werden die Referenzlösungen des Monodomain-Modell 2.11 für das linear im-
plizite (LI-SVI) und das semi-implizite (SI-SVI) Verfahren auf dem abgeschnittenen Ellipsoid aus dem
Paper von Lindner u. a. [68] vorgestellt und verglichen. Dazu werden für beide Verfahren in Zeit und Ort
sehr fein diskretisierte Näherungslösungen berechnet. Die Genauigkeit dieser Näherungslösungen wird
mit Hilfe von Extrapolation (vgl. Unterabschnitt 4.2.1) abgeschätzt.
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Abbildung 4.2: Die Verteilung der Kantenlängen des gröbsten Gitters mit Ortslevel ℓ = 0. Die Abbildung
ist aus [68].

Wir nennen V ref
LI = V 4,6

LI und V ref
SI = V 5,6

SI die Referenzlösung für das jeweilige Verfahren. Um die Genau-
igkeit mit Hilfe von Extrapolation abzuschätzen werden die Konvergenzraten in Zeit und Ort benötigt.
Dazu wurden die Näherungslösungen V j,ℓ für verschiedene Zeitlevel j und Ortslevel ℓ berechnet. In Ab-
bildung 4.3 sind links die zeitlichen Verläufe der Transmembranspannung V in den Auswertungspunkten
z4, z5, z6, z7 ∈ Ω für j = 3 und ℓ = 4 berechnet mit dem LI-SVI dargestellt. Die Ankunftszeit des elektri-
schen Signals ist abhängig von den Faserrichtungen und dem Abstand zum Anregungsbereich Ωstim. Die
Ankunftszeit in den verschiedenen Auswertungspunkten z4, z5, z6, z7 ∈ Ω ist in der erwarteten Reihen-
folge. Für LI-SVI ist in der Abbildung 4.3 in der Mitte und rechts jeweils der zeitlichen Verlauf von V

im Auswertungspunkt z6 für verschiedene Ortslevel bzw. Zeitlevel dargestellt. Die Abstände der Kurven
verringern sich mit jeder Verfeinerung.
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Abbildung 4.3: Links ist der zeitliche Verlauf der Transmembranspannung V in verschiedenen Auswer-
tungspunkten zk ∈ Ω des abgeschnittenen Ellipsoids (vgl. Abbildung. 4.1 rechts) berechnet mit LI-SVI zu
sehen. In der Mitte ist der zeitliche Verlauf der Transmembranspannung V für verschiedene Ortslevel mit
festem Zeitlevel j = 3 und rechts entsprechend für verschiedene Zeitlevel mit festem Ortslevel ℓ = 5
dargestellt. In der mittleren und in der rechten Abbildung wurde die Transmembranspannung mit dem
LI-SVI Verfahren berechnet und im Auswertungspunkt z6 für t ∈ [10, 15] ms dargestellt. Die Abbildung
wurde aus [68] übernommen und übersetzt.

Anhand der Kurven kann allerdings keine genaue Aussage über die Konvergenz in Zeit und Ort gemacht
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werden. Daher wurde die L2(0, T )-Norm von der Differenz aufeinanderfolgender Verfeinerungen in Zeit
und Ort sowie die Raten aus (4.2) für LI-SVI und SI-SVI Verfahren berechnet (vgl. Tabelle 4.2).
Für beide Verfahren wird quadratische Konvergenz im Ort beobachtet, da sich die Differenzen mit jeder
Verfeinerung im Ort nahezu vierteln. In der Zeit konvergiert LI-SVI linear, da sich die Differenzen mit
jeder Verfeinerung in der Zeit mindestens halbieren. Für SI-SVI ist nur für große Zeitlevel, also für kleine
Zeitschrittweiten, lineare Konvergenz zu sehen.

Tabelle 4.2: Differenzen der Näherungslösungen V j,ℓ der benachbarten Orts- bzw. Zeitlevel und die zu-
gehörigen approximierten Konvergenzraten aus Gleichung (4.2) in den Auswertungspunkten z6 und z7

für den für das linear implizite (LI-SVI) und das semi-implizite (SI-SVI) Verfahren. Wir verwenden die
Abkürzung V j,ℓ,kLI := V j,ℓLI (·, zk) bzw. V j,ℓ,kSI := V j,ℓSI (·, zk) für k = 6, 7 und ∥ · ∥ entspricht ∥ · ∥L2(0,T ).

j = 4 ℓ = 4 ℓ = 5 ℓ = 6

∥V j,ℓ,6LI − V j,ℓ−1,6
LI ∥ 0.1725 0.0523 0.0103

log2 fj,ℓ,6 1.72 2.34

∥V j,ℓ,7LI − V j,ℓ−1,7
LI ∥ 0.5942 0.2099 0.0564

log2 fj,ℓ,7 1.50 1.89

∥V j,ℓ,6SI − V j,ℓ−1,6
SI ∥ 0.1765 0.0538 0.0106

log2 fj,ℓ,6 1.71 2.34

∥V j,ℓ,7SI − V j,ℓ−1,7
SI ∥ 0.6049 0.2144 0.0577

log2 fj,ℓ,7 1.49 1.89

ℓ = 5 j = 3 j = 4 j = 5 j = 6

∥V j,ℓ,6LI − V j−1,ℓ,6
LI ∥ 0.1507 0.0658 0.0304

log2 gj,ℓ,6 1.19 1.11

∥V j,ℓ,7LI − V j−1,ℓ,7
LI ∥ 0.2785 0.1231 0.0573

log2 gj,ℓ,7 1.17 1.10

∥V j,ℓ,6SI − V j−1,ℓ,6
SI ∥ 0.0174 0.0126 0.0084 0.0048

log2 gj,ℓ,6 0.46 0.58 0.80

∥V j,ℓ,7SI − V j−1,ℓ,7
SI ∥ 0.0329 0.0092 0.0077 0.0048

log2 gj,ℓ,7 1.83 0.25 0.68

Wir verwenden die approximierten linearen Zeit- und quadratischen Ortskonvergenzraten um die Grenz-
wertlösung aus Unterabschnitt 4.2.1 in dem Auswertungspunkt z6 zu berechnen. Mit L = 5 und J = 5
ist daher für alle Auswertungspunkte zk

V 5,∞,k = 4
3V

5,5,k − 1
3V

5,4,k , V ∞,5,k = 2V 5,5,k − V 4,5,k , V ∞,∞,k = 2V 5,∞,k − V 4,∞,k .

Tabelle 4.3: Abschätzung des relativen Fehlers der Referenzlösungen V ref ∈ {V ref
LI , V

ref
SI }. Außerdem schrei-

ben wir V ∗,k := V ∗(·, zk) für k = 6, 7 in den Spaltenüberschriften.

∥V 5,∞,k − V ref,k∥L2(0,T )

∥V 5,∞,k∥L2(0,T )

∥V ∞,5
k − V ref,k∥L2(0,T )

∥V ∞,5,k∥L2(0,T )

∥V ∞,∞,k − V ref,k∥L2(0,T )

∥V ∞,∞,k∥L2(0,T )

V ref
LI (·, z⃗6) 0.0055 0.0068 0.0089

V ref
LI (·, z⃗7) 0.0114 0.0050 0.0164

V ref
SI (·, z⃗6) 0.0018 0.0026 0.0013

V ref
SI (·, z⃗7) 0.0059 0.0070 0.0046

In Tabelle 4.3 wird die Genauigkeit der Referenzlösungen bezüglich der Grenzwertlösungen im Ort V 5,∞,k,
in der Zeit V ∞,5,k und der Orts-Zeit-Grenzwertlösung V ∞,∞,k abgeschätzt.
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Der relative Fehler im Ort ist in der zweiten Spalte der Tabelle, während der relative Fehler in der
Zeit in der dritten Spalte dargestellt ist. Beide Fehler sind nahezu ausgeglichen. Verglichen mit der
Orts-Zeit-Grenzwertlösung ist der relative Fehler von V ref

SI in beiden Punkten kleiner als 0.5%. Für V ref
LI

ist der relative Fehler bezogen auf die Orts-Zeit-Grenzwertlösung etwas größer. Das kann durch das
kleinere Zeitlevel j = 4 statt j = 5 wie bei V ref

SI erklärt werden. Betrachtet man die Differenz der beiden
Referenzlösungen

∥V ref
LI (·, z6) − V ref

SI (·, z6)∥L2(0,T )

∥V ∞,∞
LI (·, z6)∥L2(0,T )

= 0.0089494

ist diese in der L2(0, T )-Norm kleiner als 1%. Daher ist der Fehler beim Verwenden der jeweiligen Re-
ferenzlösung zur Überprüfung der Genauigkeit einer Näherungslösung in der gleichen (kleinen) Größen-
ordnung. Damit fassen wir zusammen, dass der Fehler in Ort und Zeit für den LI-SVI sogar für kleine
Ortslevel ausgeglichen ist und daher auch die erwarteten Konvergenzordnungen in Zeit und Ort zu sehen
sind. Für das SI-SVI Verfahren dominiert der Ortsfehler, so dass die lineare Konvergenz nur für kleine
Zeitlevel beobachtet werden kann. Trotzdem approximiert das SI-SVI Verfahren die diskrete Lösung des
Monodomain-Modells bei gleichem Zeitlevel und Ortslevel etwas genauer als LI-SVI.

4.3.3 Approximation vom gesamten Ionenstrom

Für das Monodomain-Modell werden in Abschnitt 3.2 zwei verschiedene Varianten vorgestellt, wie der ge-
samte Ionenstrom Iion im Lagrange-Finite-Elemente-Raum approximiert werden kann. Eine Möglichkeit
ist die Approximation durch Lagrange-Interpolation (ICI). Die zweite Variante basiert auf der Verwen-
dung des numerischen Integrators Mh, der das L2-Integral mit Hilfe einer Quadratur-Regel 3.11 (SVI)
approximiert. Für das linear implizite Verfahren wiederholen wir die Ergebnisse des Vergleiches zwischen
den Varianten ICI und SVI aus [68].
Die Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen (3.13b) und (3.13c) für die Variante ICI und SVI wer-
den auf den Knotenpunkten Nh gelöst. Für die Variante SVI muss daher eine zusätzliche Interpolation
auf die Quadraturpunkte Qh durchgeführt werden (vgl. Algorithmen in Anhang C). Diese zusätzliche
Interpolation ist numerisch aufwendiger, aber führt auch zu einer Verbesserung der Genauigkeit der Nä-
herungslösung für die Transmembranspannung. Dieser Zusammenhang wurde schon von Pathmanathan
u. a. [89] für das semi-implizite Verfahren untersucht. In [68] wurde die Untersuchung auch für das linear
implizite Verfahren auf dem abgeschnittenen Ellipsoid durchgeführt und ist zu ähnlichen Ergebnissen
gekommen. Die Tabelle 4.4 zeigt links den Fehler der Näherungslösung V j,ℓ bzgl. der Referenzlösung
V ref

LI im Auswertungspunkt z6 für j = 3, 4, 5 und ℓ = 3, 4 und auf der rechten Seite sind die zugehöri-
gen Rechenzeiten gegeben. Mit dem linear impliziten Verfahren braucht die Variante ICI bei gleichem
Zeit- und Ortslevel ≈ 25% weniger Rechenzeit als die Variante SVI (vgl. Tabelle 4.4 rechts). Um die
gleiche Genauigkeit wie die Variante SVI zu erhalten, ist für die Variante ICI allerdings ein Ortslevel
höher notwendig (vgl. Tabelle 4.4 links). Eine Verfeinerung im Ort resultiert in ungefähr 12-Mal längerer
Rechenzeit. Außerdem sieht man in Tabelle 4.4 links, dass sich der Fehler der Variante SVI monoton
verhält, während für die Variante ICI der Fehler für ℓ = 4 und j = 4 unerwartet klein ist. Dieser Effekt
wurde in [89] auch für das semi-implizite Verfahren für verschiedene Ortsdiskretisierungen beobachtet.
Zusammenfassend stellen wir fest, dass die Variante SVI effizienter als die Variante ICI ist.
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Tabelle 4.4: Genauigkeiten der Varianten SVI und ICI bezogen auf die Referenzlösung V ref
LI in Auswer-

tungspunkt z6 für das linear implizite Verfahren (LI) mit verschiedenen Zeit- und Ortslevel inklusive der
Rechenzeit (Stunden:Minuten:Sekunden) und der Anzahl der Prozesse auf dem abgeschnittenten Ellip-
soid. ∥∥∥V j,ℓ,6 − V ref,6

LI

∥∥∥
L2(0,T )

Rechenzeit

SVI ICI SVI ICI # Prozesse

ℓ = 3 j = 3 0.2794 0.4142 11:43 10:11 512
j = 4 0.2330 0.6917 22:02 16:13 512
j = 5 0.2134 0.8328 42:09 30:36 512

ℓ = 4 j = 3 0.1140 0.2211 1:06:44 56:10 1024
j = 4 0.0622 0.1053 2:06:18 1:34:51 1024
j = 5 0.0485 0.2526 3:39:28 2:50:35 1024

4.3.4 Effizienz der Zeitintegrationsverfahren

In diesem Unterabschnitt werden die Ergebnisse aus [68] bezüglich der Effizienz der verschiedenen Zei-
tintegrationsverfahren aus 3.3 zur Lösung von (3.18) vorgestellt. Bei den verschiedenen Verfahren bleibt
die Vorgehensweise für die Ionenkonzentrationen und die Gatingvariablen gleich. Für die Approximation
der Transmembranspannung vergleichen wir das weit verbreitete Godunov Splitting (GS) und die drei
klassischen Verfahren kombiniert mit der Variante SVI: das implizite (IE-SVI), das linear implizite und
das semi-implizite (SI-SVI) Verfahren.
Um eine Aussage über die Effizienz eines Verfahrens machen zu können berechnen wir die Genauigkeit
mit dem relativen Fehler ηSI, definiert mit Hilfe der Referenzlösung V ref

SI als

ηSI(zk) :=
∥V j,ℓ(·, zk) − V ref

SI (·, zk)∥L2(0,T )

∥V ref
SI (·, zk)∥L2(0,T )

. (4.9)

Den Aufwand messen wir über die Rechenzeit zur Berechnung der entsprechenden Näherungslösung
V j,ℓ eines Verfahrens. Aufgrund der unterschiedlichen Speicheranforderungen und Problemgrößen wurden
die Näherungslösungen mit unterschiedlicher Anzahl an parallelen Prozessen berechnet. Zum leichteren
Vergleich, werden die Rechenzeiten daher mit dem Faktor #verwendete Prozesse/256 multipliziert.

In Abbildung 4.4 ist die Beziehung zwischen der skalierten Rechenzeit und dem relativen Fehler ηSI

in einem sogenannten Aufwand-Genauigkeit-Diagramm dargestellt. Für festes Zeitlevel j = 4 und der
Verfeinerung im Ort sieht man auf der linken Seite von Abbildung 4.4, dass SI-SVI das effizienteste
Verfahren ist. LI-SVI schneidet nur minimal schlechter ab als SI-SVI. In unseren numerischen Tests
hat sich herausgestellt, dass IE-SVI aufgrund der kleinen Zeitschrittweiten nur einen Newton Schritt
benötigt um zu konvergieren. Daher ist die Genauigkeit für LI-SVI und IE-SVI identisch. Allerdings
benötigt IE-SVI eine längere Rechenzeit, da die Optimierung der Assemlierungs-Routine des LI-SVI in
M++ aufgrund des Newton-Verfahrens nicht verwendet wird. Das Godunov Splitting GS schneidet von
allen Verfahren am schlechtesten ab.
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Abbildung 4.4: Aufwand-Genauigkeit-Diagramm zum Vergleich der verschiedenen Zeitschrittverfahren
mit festem Zeitlevel j = 4 und Ortslevel ℓ = 2, 3, 4, 5 (links) und festem Ortslevel ℓ = 4 für die Zeitlevel
j = 2, 3, 4, 5 (rechts). Der Aufwand ist gemessen durch die benötigte skalierte Rechenzeit zur Berechnung
der Näherungslösung V j,ℓ, während die Genauigkeit durch den relativen Fehler ηSI(z6) geschätzt wird.
Die Abbildung ist aus [68].

Für das feste Ortslevel ℓ = 4 und der Verfeinerung in der Zeit ist in Abbildung 4.4 auf der rechten Seite
das Aufwand-Genauigkeit-Diagramm dargestellt. Obwohl für SI-SVI ab j > 2 der Ortsfehler dominant
ist und sich daher die Genauigkeit in ηSI leicht verschlechtert, ist SI-SVI das effizienteste Verfahren. Die
skalierte Rechenzeit von GS ist vergleichbar mit der der Variante SVI, allerdings ist die Genauigkeit
deutlich schlechter. Die beiden Verfahren unterscheiden sich hauptsächlich in der Approximation des
gesamten Ionenstroms Iion. Das Verfahren GS ist bezüglich der Approximation von Iion vergleichbar
mit dem SI-ICI, so dass die schlechtere Genauigkeit des GS nicht direkt durch das Zeitschrittverfahren
sondern vor allem an der Genauigkeit der Approximation von Iion liegt (vgl. Unterabschnitt 4.3.3).
Zusammenfassend ist daher SI-SVI das effizienteste Verfahren auf dem abgeschnittenen Ellipsoid.

4.3.5 Untersuchung der Variante OC

Zusätzlich zu den Ergebnissen aus [68] soll auf dem abgeschnitten Ellipsoid die Variante OC aus Pro-
blem 3.35 mit den Varianten SVI und ICI verglichen werden. Für alle drei Varianten wird das semi-
implizite Verfahren zur Zeitintegration verwendet. Daher verzichten wir in diesem Abschnitt bei den Be-
zeichnungen der Varianten auf dem Präfix SI. Auf eine detaillierte numerische Konvergenzuntersuchung
verzichten wir auf dem abgeschnittenen Ellipsoid. Auf dem biventrikulären Gebiet wird eine genauere
Untersuchung der Konvergenz durchgeführt (vgl. Unterkapitel 4.4). In Tabelle 4.5 ist der Fehler der Nä-
herungslösungen für die drei Varianten bezüglich V ref

SI in Auswertungspunkt z6 für ℓ = 3, 4 und j = 3, 4, 5
gegeben. Für SVI sieht man wie in Unterabschnitt 4.3.2 schon untersucht quadratische Konvergenz im
Ort. Da der Ortsfehler für SVI dominant ist, sieht man in dieser Konfiguration die lineare Konvergenz in
der Zeit nicht (vgl. Unterabschnitt 4.3.4). Der Fehler ist mindestens 4 Mal kleiner als für ICI und OC.
Der Fehler für ICI und OC liegt in der gleichen Größenordnung, wobei er für OC leicht größer ist. Für
den ICI und OC halbiert sich der Fehler im Ort, was auf lineare Konvergenz im Ort hindeutet. In der Zeit
ist auch für ICI und OC der Fehler im Ort dominant, so dass die Konvergenz in dieser Konfiguration
nicht sichtbar ist. Betrachtet man die Rechenzeiten in Tabelle 4.5 hat ICI die kürzeste Rechenzeit, gefolgt
von SVI und dann OC. Kombiniert mit den Fehlern wird wie in Unterabschnitt 4.3.4 deutlich, dass die
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Variante SVI mit hier das effizienteste Verfahren der drei Varianten auf dem abgeschnittenen Ellipsoid
ist.

Tabelle 4.5: Genauigkeiten der Varianten SVI, ICI und OC bezogen auf die Referenzlösung V ref
SI in Aus-

wertungspunkt z6 für das semi-implizite Verfahren (SI) mit verschiedenen Zeit- und Ortslevel inklusive
der Rechenzeit (Stunden:Minuten:Sekunden) und der Anzahl der Prozesse auf dem abgeschnittenten
Ellipsoid. ∥∥∥V j,ℓ,6 − V ref,6

SI

∥∥∥
L2(0,T )

Rechenzeit

SVI ICI OC SVI ICI OC # Prozesse

ℓ = 3 j = 3 0.2354 0.9258 1.0636 7:37 6:30 9:15 512
j = 4 0.2337 0.9221 1.0576 16:38 10:44 18:02 512
j = 5 0.2390 0.9179 1.0522 31:03 20:35 30:27 512

ℓ = 4 j = 3 0.0532 0.3522 0.3980 46:01 30:55 46:09 1024
j = 4 0.0623 0.3493 0.3942 1:08:53 54:12 1:22:51 1024
j = 5 0.0641 0.3453 0.3898 2:34:41 1:37:38 2:33:50 1024

4.3.6 Untersuchung der L2(Ω)-Norm

Bisher haben wir bei den Auswertungen auf dem abgeschnittenen Ellipsoid hauptsächlich Punktauswer-
tungen der Transmembranspannung betrachtet. Allerdings trifft das Konvergenzresultat aus Satz 3.45
keine Aussage über Punktauswertungen. Daher soll an dieser Stelle die L2(Ω)-Norm der Transmembran-
spannung betrachtet werden. In jedem Zeitschritt n = 0, . . . , N der Verfahren aus Unterabschnitt 3.3
berechnen wir die L2(Ω)-Norm der Transmembranspannung V . Wie verwenden die Funktion L(t, V ) =
∥V (t, ·)∥L2(Ω) abhängig von t ∈ [0, T ] und der Transmembranspannung V (t,x) als die L2(Ω)-Norm von V
in jedem Zeitpunkt t ∈ [0, T ] und schreiben Lj,ℓ = L(·, V j,ℓ) für die L2(Ω)-Norm einer Näherungslösung
V j,ℓ.
In Abbildung 4.5 sind die Verläufe von Lj,ℓ für SI-SVI, SI-OC und GS mit festem Zeitlevel und der
Verfeinerung im Ort links und mit festem Ortslevel und der Verfeinerung in der Zeit rechts dargestellt.
Außerdem ist auch Lref :− L5,6

SI in beiden Abbildungen eingezeichnet. Für die Verfeinerung im Ort (vgl.
Abbildung 4.5 links) nähern sich die Näherungslösungen Lj,ℓ des Verfahren SI-SVI von oben der Refe-
renzlösung, während sie sich für SI-OC und GS von unten nähern. Für die Verfeinerungen in der Zeit
(vgl. Abbildung 4.5 rechts) liegen die Näherungslösungen Lj,ℓ, bis auf j = 1 für GS, sehr nah an der
Referenzlösung Lref .
Um eine genauere Aussage über die Konvergenz und Genauigkeit treffen zu können verwenden wir den
relativen Fehler ηj,ℓL einer Näherungslösung Lj,ℓ, der mit Hilfe der Referenzlösung Lref durch

ηj,ℓL =

∥∥Lj,ℓ − Lref
∥∥

L2(0,T )

∥Lref∥L2(0,T )
,

berechnet wird. In Tabelle 4.6 ist ηj,ℓL für die Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS zu finden.
Ab j = 3 halbiert sich der relative Fehler ηL für SI-SVI und SI-OC mindestens, so dass wir für diese
beiden Verfahren mindestens lineare Konvergenz im Ort sehen. Für GS sehen wir von ℓ = 2 nach ℓ = 3
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Abbildung 4.5: Die Verläufe von Lj,ℓ berechnet mit SI-SVI (durchgezogene Linie), SI-OC (gestrichelt) und
GS (gepunktet) für festes Zeitlevel j = 3 (links) und festes Ortslevel ℓ = 3 (rechts) auf dem abgeschnitten
Ellipsoid.

keine Halbierung, aber dafür eine Drittelung des relativen Fehlers ηL von ℓ = 3 zu ℓ = 4 wie bei SI-
SVI. Betrachtet man das feste Ortslevel ℓ = 4 sehen wir mindestens lineare Konvergenz für SI-SVI und
SI-OC, während GS von j = 1 zu j = 2 nicht ganz den relativen Fehler halbiert. Für fast alle Nähe-
rungslösungen Lj,ℓ hat SI-SVI den kleinsten relativen Fehler und ist in der feinsten gezeigten Orts- und
Zeitdiskretisierung doppelt so genau, wie die anderen beiden Verfahren.

Tabelle 4.6: Der relative Fehler ηj,ℓL des Verlaufs von Lj,ℓ in Ort und Zeit bezüglich der Referenzlösung
Lref .

SI-SVI SI-OC GS

ℓ = 2 j = 1 0.1200 0.1867 0.1348
j = 2 0.0609 0.1281 0.0926
j = 3 0.0213 0.0458 0.0207

ℓ = 3 j = 1 0.1318 0.1587 0.1566
j = 2 0.0730 0.1003 0.0980
j = 3 0.0092 0.0181 0.0158

ℓ = 4 j = 1 0.1379 0.1466 0.1120
j = 2 0.0792 0.0881 0.0877
j = 3 0.0028 0.0060 0.0055

4.4 Experimente auf einem biventrikulären Gebiet

Bisher haben wir in dieser Arbeit in den numerischen Experimenten nur Gebiete Ω verwendet, die eine
starke Vereinfachung der tatsächlichen Herzgeometrie sind. In diesem Abschnitt wird daher eine nume-
rische Konvergenzuntersuchung auf einem realistischen Biventrikel gemacht. Auf diesem biventrikulären
Gebiet, wurden in [68] erste numerische Experimente mit dem Beeler-Reuter Zellmodell gemacht. In die-
sem Abschnitt wird das realistischere und detailliertere Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov aus
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Unterabschnitt 2.2.7 an das Monodomain-Modell gekoppelt und die Konvergenz der Näherungslösungen
in Raum und Zeit untersucht. Aufgrund der Ergebnisse aus dem vorherigen Unterabschnitt 4.3 auf dem
abgeschnittenen Ellipsoid beschränken wir uns auf die Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS. Dabei beginnen
wir den Abschnitt mit dem allgemeinen Versuchsaufbau. Im Anschluss wird die Konvergenz der Aktivie-
rungszeit tact, die Konvergenz der Dauer des Aktionspotentials tAPD und die Konvergenz des Verlaufs der
Transmembranspannung in Raum und Zeit untersucht. Außerdem werden die unphysiologischen Unter-
und Oberschwinger, die für grobe Ortsdiskretisierungen als Fehler der Approximation entstehen, genauer
betrachtet. Zuletzt vergleichen wir die Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS bezüglich ihrer Effizienz.

4.4.1 Numerischer Versuchsaufbau

In diesem Abschnitt wird das Herzmodell von Gerach et al. [42] verwendet. Das Tetraeder-Gitter ist
mit Hilfe von MRI-Daten einer 32-jährigen Freiwilligen entstanden und öffentlich zugängig [43]. In dieser
Arbeit beschränken wir uns auf die Verwendung der beiden Ventrikel (vgl. Abbildung 4.6 links und Mitte)
dieses Herzmodells. Die Faserrichtungen wurden mit einer regelbasierten Methode [7, 109] integriert. Die
Winkel der Fasern reichen von −41◦ am Epikard zu +66◦ am Endokard. Diese passen zu den Daten die
man beim Menschen mit Hilfe von Diffusions-Tensor-Bildgebung gewonnen hat [70].

Abbildung 4.6: Tetraeder-Gitter für das biventrikuläre Gebiet mit Ortslevel ℓ = 0 (links und Mitte),
Anregungsbereich Ωstim in rot (rechts).

Um die Konvergenz zu untersuchen beschränken wir uns in diesem Unterabschnitt auf die Verwendung
einer vereinfachten Anregung. Statt die Purkinje-Fäden zu modellieren, wird der externe Stimulus im
linken Ventrikel am endokardialen Apex angewendet. Der Anregungsbereich Ωstim ist in Abbildung 4.6
(rechts) dargestellt. Wie für alle anderen numerischen Versuche in dieser Arbeit verwenden wir die ge-
glättete Variante der externen Anregung, wie sie in (2.25) definiert ist. Die gewählten Parameter und
Konstanten für die externe Anregung Iext sind im Anhang B.2.2 zu finden. Damit der Aktivierungsbe-
reich Ωact das ganze Gebiet Ω umfasst, d.h. Ωact = Ω, und auch das ganze Gebiet wieder vollständig
repolarisiert, wählen wir T = 0.65 s.
Die Konstanten und Anfangswerte für das Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov sind im Anhang in
Abschnitt A.2 zu finden.
In Tab. 4.7 (links) ist der Zusammenhang zwischen Ortslevel ℓ und der Ortsdiskretisierung △x mit
entsprechender Anzahl der Zellen und Eckpunkte dargestellt. Das feinste verwendete Gitter hat bei-
spielsweise mehr als 92 Millionen Freiheitsgrade. Da das Minimum und das Maximum der Kantenlängen
weit auseinanderliegen, ist in Abbildung 4.7 (rechts) die Verteilung der Kantenlängen auf dem gröbsten
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Gitter zu finden. Wird das Gitter verfeinert, bleibt die Verteilung nahezu gleich, nur die absoluten Zah-
len halbieren sich mit jeder Verfeinerung. Außerdem ist in der Tabelle 4.7 der gleiche Zusammenhang
für die Zeitlevel j und Zeitdiskretisierung △tj abgebildet (rechts). Wie in den Experimenten zuvor wird
mit jeder Verfeinerung in der Zeit die Zeitdiskretisierung halbiert △tj = 2−j△t0 mit j = 0, . . . , J = 3
und auch eine Verfeinerung des Gitters bedeutet eine Halbierung der Ortsdiskretisierung hℓ = 2−ℓh0 für
ℓ = 0, . . . , L = 5. Hier ist J das feinste Zeitlevel und L das feinste Ortslevel des numerischen Experiments.

Tabelle 4.7: Gittergrößen für die verschiedenen Ortslevel ℓ des Biventrikels und die Zeitdiskretisierung
mit Zeitlevel j. Dabei ist △x die Länge zwischen zwei Gitterpunkten in mm gemessen.

ℓ min △x max △x # Zellen # Eckpunkte

0 1.1320 8.9163 16 477 5 208
1 0.5072 4.8877 131 816 31 754
2 0.2536 2.4438 1 054 528 214 765
3 0.1268 1.2219 8 436 224 1 561 819
4 0.0634 0.612 67 489 792 11 870 903
5 0.0317 0.3055 539 918 336 92 475 759

j Nj △tj (ms)

0 1 625 0.400
1 3 250 0.200
2 6 500 0.100
3 13 000 0.050
4 26 000 0.025
5 52 000 0.0125
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Abbildung 4.7: Tetraeder-Gitter für das biventrikuläre Gebiet mit Ortslevel ℓ = 1 und den Auswertungs-
punkten zk für k = 1, . . . , 9 in pink (links). Die Verteilung der Kantenlängen des gröbsten Gitters mit
Ortslevel ℓ = 0 vom biventrikulären Gebiet (rechts).

Zur Auswertung definieren wir die Auswertungspunkte zk für k = 1, . . . , 9. Die genauen Koordinaten
der Auswertungspunkte sind im Anhang in Tabelle B.4 zu finden, während ihre Lage im biventrikulären
Gebiet in Abbildung 4.7 (links) in pink dargestellt ist.

4.4.2 Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz

In diesem Abschnitt werden die Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS zur Berechnung der Näherungslösungen
verglichen. Um die Konvergenz und Genauigkeit der drei Verfahren numerisch zu untersuchen, betrachten
wir in diesem Unterabschnitt unterschiedliche Aspekte. Wir beginnen mit der Untersuchung der Aktivie-
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rungszeit tact. Dann betrachten wir die Dauer der Aktionspotentiale tAPD genauer. Im Anschluss wird
der Verlauf der Transmembranspannung untersucht. Außerdem studieren wir das Vorkommen von Un-
terschwingern. Zuletzt wird in diesem Abschnitt eine Aussage zur Effizienz der verwendeten Verfahren
gemacht.
Alle Auswertungspunkte, die nicht im Anregungsbereich Ωstim liegen, zeigen ein ähnliches Verhalten, so
dass wir uns an dieser Stelle darauf beschränken die Auswertung in einem Punkt zu zeigen. Wir wählen
z8.

Die Aktivierungszeit

Zunächst untersuchen wir die Konvergenz der Aktivierungszeit tact. Die Werte der Aktivierungszeit in
z8 sind für die verschiedenen Verfahren mit variierenden Orts- und Zeitlevel in Tabelle 4.8 zu finden.
Wie in Unterabschnitt 4.2.2 schreiben wir tj,ℓ,kact = tact(V j,ℓ,k, zk) . Für den SI-OC werden die Ionenkon-

Tabelle 4.8: Aktivierungszeiten tj,ℓ,z8
act in ms und der relative Fehler ηj,ℓ,z8

tact (vgl. (4.10)) bezüglich der
Referenzlösung t∞,∞,8

act = 66.629 ms auf dem biventrikulären Gebiet mit der vereinfachten Anregung für
verschiedene Zeitdiskretisierungsverfahren.

tj,ℓ,8act ηj,ℓ,8tact

SI-SVI SI-OC GS SI-SVI SI-OC GS

ℓ = 2 j = 0 85.003 53.169 93.556 0.2758 0.2020 0.4041
j = 1 76.928 45.203 80.891 0.1546 0.3216 0.2141
j = 2 74.177 43.584 74.865 0.1133 0.3459 0.1236
j = 3 73.459 43.515 71.852 0.1025 0.3469 0.0784

ℓ = 3 j = 0 82.376 66.459 103.878 0.2363 0.0025 0.5591
j = 1 74.560 56.921 83.437 0.1190 0.1457 0.2523
j = 2 71.890 54.520 73.399 0.0790 0.1817 0.1016
j = 3 71.215 54.263 68.239 0.0688 0.1856 0.0242

ℓ = 4 j = 0 79.057 73.738 109.895 0.1865 0.1067 0.6494
j = 1 70.906 64.255 88.995 0.0642 0.0356 0.3357
j = 2 68.471 61.508 77.066 0.0277 0.0769 0.1566
j = 3 68.002 61.092 70.578 0.0206 0.0831 0.0593

ℓ = 5 j = 0 76.734 75.214 110.625 0.1517 0.1289 0.6603
j = 1 68.837 66.895 90.448 0.0331 0.0040 0.3575
j = 2 66.560 64.469 78.945 0.0010 0.0324 0.1848
j = 3 66.258 64.150 72.435 0.0056 0.0372 0.0871

zentrationen und Gatingvariablen pro Zelle gelöst. Dafür wird die Transmembranspannung V , die pro
Knoten der Finite Element Diskretisierung gegeben ist, auf den Zellmittelpunkt interpoliert. An dieser
Stelle möchten wir daran erinnern, dass für lineare Finite Elemente die Knoten mit den Eckpunkten der
Triangulierung übereinstimmen. Erreicht die Erregung einen Eckpunkt der Zelle, wird die gesamte Zelle
angeregt und depolarisiert. Dadurch breitet sich die Erregung für die groben Ortsdiskretisierungen zu
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schnell aus. Die Beschleunigung der Ausbreitung wird allerdings mit jeder Verfeinerung im Ort geringer.
Daher erwarten wir für eine grobe Ortsdiskretisierung ein zu frühe Aktivierungszeit, die mit der Verfeine-
rung im Ort gegen eine spätere Aktivierungszeit konvergiert. Diese Erwartung wird durch die berechneten
Aktivierungszeiten in Tabelle 4.8 bestätigt.
Für SI-SVI werden die Ionenkonzentrationen und Gatingvariablen pro Knoten gelöst. Um den gesamten
Ionenstrom Iion auszuwerten, werden die Variablen V , c und w auf die Quadraturpunkte interpoliert.
Dadurch wird die Änderung der Transmembranspannung während der Depolarisation schneller an die
anderen Knoten zugehörigen Zellen weitergegeben. Allerdings sollte dieser Effekt im Vergleich zum SI-
OC deutlich weniger ausgeprägt sein. Daher erwarten wir für SI-SVI eine spätere Aktivierungszeit als für
SI-OC.
Das Verfahren GS hat im Vergleich zum SI-SVI und SI-OC die größten Aktivierungszeiten. Mit der Ver-
feinerung im Ort werden die Aktivierungszeiten größer, aber durch die Verfeinerung in der Zeit nähern
sich die Aktivierungszeiten einem kleineren Wert. Durch das zusätzliche Splitting der partiellen Diffe-
rentialgleichung im GS kann der Ionenstrom nur pro Eckpunkt eingehen und wird gar nicht auf den
Quadraturpunkten verwendet, so dass es für die groben Ortsdiskretisierungen nicht zu einer zu schnellen
Weiterleitung der Depolarisationswelle kommt.

Tabelle 4.9: Differenzen der Aktivierungszeiten tact in ms der benachbarten Ortslevel (links) und Zeitlevel
(rechts) in z8.

j = 3 tj,ℓ,8act − tj,ℓ−1,8
act

SI-SVI SI-OC GS

ℓ = 3 −2.244 10.748 −3.613
ℓ = 4 −3.213 6.829 2.339
ℓ = 5 −1.744 3.058 1.857

ℓ = 5 tj,ℓ,8act − tj−1,ℓ,8
act

SI-SVI SI-OC GS

j = 1 −7.896 −8.319 −20.177
j = 2 −2.277 −2.425 −11.503
j = 3 −0.302 −0.319 −6.510

Um eine Aussage über die Konvergenz zu machen, betrachten wir zunächst die Differenzen benachbarter
Orts- bzw. Zeitlevel (vgl. Tabelle 4.9). Die Differenz ist positiv, wenn eine Verfeinerung zu einer größe-
ren Aktivierungszeit tact führt. Dementsprechend ist die Differenz negativ, wenn eine Verfeinerung zu
einer kleineren Aktivierungszeit tact führt. Die benachbarten Differenzen in der Aktivierungszeit für SI-
SVI halbieren sich ab ℓ = 4, was auf lineare Konvergenz hindeutet. SI-SVI ist das einzige Verfahren für
das alle benachbarten Differenzen im Ort negativ sind, sich also von rechts an eine Lösung annähert. Für
SI-OC sehen wir lineare Konvergenz im Ort, da sich die benachbarten Differenzen mit jeder Verfeinerung
im Ort nahezu halbieren. Das Verfahren GS zeigt ab ℓ = 4 zumindest eine Verkleinerung der benach-
barten Differenzen im Ort, aber eine genaue Aussage über die Konvergenz kann anhand der gegebenen
Näherungslösungen nicht getroffen werden. In der Zeit konvergieren alle Verfahren für ℓ = 5 und alle be-
nachbarten Differenzen sind negativ, so dass für jede Verfeinerung in der Zeit die Aktivierungszeit kleiner
bzw. früher wird. Das Verfahren GS konvergiert in der Zeit linear, während SI-SVI und SI-OC mindestens
quadratisch konvergieren.
Da SI-OC das einzige Verfahren ist, für das die Aktivierungszeit tact in Ort und Zeit konvergiert, haben
wir mit den Näherungslösungen der Aktivierungszeit des SI-OC die Grenzwertlösungen im Ort tJ,∞,k

act ,
der Zeit t∞,L,k

act und die Orts-Zeit-Grenzwertlösung t∞,∞,k
act für alle Auswertungspunkte zk wie in Unterab-
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schnitt 4.2.1 berechnet (vgl. Tabelle B.6). Die Orts-Zeit-Grenzwertlösung der Aktivierungszeit in z8 ist
t∞,∞,8
act = 66.629 ms und wird zur Berechnung der Genauigkeit einer Näherungslösung der Aktivierungs-

zeit verwendet. Wir definieren den relativen Fehler der Aktivierungszeit einer Näherungslösung V j,ℓ,k

als

ηj,ℓ,ktact := |tj,ℓ,kact − t∞,∞,k
act |

t∞,∞,k
act

. (4.10)

In Tabelle 4.8 ist auf der rechten Seite der relative Fehler ηj,ℓ,ktact für z8 für alle drei Verfahren zu finden. Für
SI-SVI und SI-OC ist der relative Fehler im Ort bzgl. t∞,∞,8

act dominant, so dass es ein Zeitlevel gibt, bei
dem der Wert der Orts-Zeit-Grenzwertlösung unterschritten wird. Alle weiteren Verfeinerungen in der Zeit
verschlechtern dann die Genauigkeit der Aktivierungszeit. Der Wert der Verschlechterung der Genauigkeit
wird dabei bei jeder Verfeinerung in der Zeit weniger, was zu der Konvergenz der benachbarten Differenzen
in der Zeit passt. Für SI-OC sieht man eine Halbierung des relativen Fehlers mit der Verfeinerung im
Ort ab Zeitlevel j = 1. Wie schon bei den benachbarten Differenzen im Ort beobachtet, konvergiert
SI-SVI nicht linear im Ort, so dass sich der relative Fehler nicht mit jeder Ortsverfeinerung halbiert.
Trotzdem bringt eine Verfeinerung im Ort eine deutliche Verbesserung der Genauigkeit des SI-SVI für
die Aktivierungszeit. Für GS ist für die Aktivierungszeit dagegen der relative Fehler in der Zeit dominant,
da eine Verfeinerung im Ort Verschlechterung der Genauigkeit bringt. Allerdings sieht man, dass sich die
Genauigkeit der Aktivierungszeit für ein festes Ortslevel mit jeder Verfeinerung in der Zeit verdoppelt.
Für das feinste Ortslevel ℓ = 5 ist der relative Fehler ηtact für SI-SVI und SI-OC ab j = 1 mindestens
kleiner als 4%. Um mit dem GS in der gleichen Größenordnung der Genauigkeit der Aktivierungszeit zu
sein, bedarf es einer Verfeinerung in der Zeit mehr. In Abbildung 4.8 wurde der relative Fehler ηtact im Ort
mit dem feinsten Zeitlevel j = 3 (links) und in der Zeit mit dem feinsten Ortslevel ℓ = 5 veranschaulicht.
Hier wird nochmal deutlich, dass insbesondere für SI-OC der Ortsfehler dominant ist und für GS der
Zeitfehler.
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Abbildung 4.8: Der relative Fehler ηj,ℓ,8tact der Aktivierungszeit aus (4.10) im Ort für festes Zeitlevel j = 3
(links) und in der Zeit für festes Ortslevel ℓ = 5 für die Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS.
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Die Dauer der Aktionspotentiale

Als nächstes betrachten wir die Dauer der Aktionspotentiale tAPD genauer. In Tabelle 4.10 wird deutlich,
dass sich die Dauer der Aktionspotentiale tAPD für die verschiedenen Verfahren weniger unterscheidet
als die Aktivierungszeit tact. Bildet man die benachbarten Differenzen für die Orts- bzw. Zeitlevel in
Tabelle 4.10, sieht man, dass tAPD kaum vom Ortslevel abhängig ist. In der Zeit konvergiert die Dauer
der Aktionspotential tAPD für alle Verfahren mindestens linear. Für eine feste Diskretisierung in Ort und
Zeit unterschiedet sich tAPD kaum für die Verfahren SI-SVI und SI-OC. Für GS ist die Abweichung zu
den anderen beiden Verfahren am größten, befindet sich aber immer noch im einstelligen Prozentbereich.
Wir verzichten an dieser Stelle auf eine detailliertere Auswertung der Dauer der Aktionspotentiale tAPD

bezüglich Konvergenz und Genauigkeit.

Tabelle 4.10: Die Dauer des Aktionspotentials tAPD(V j,ℓ, z8) in s der Näherungslösungen des
Monodomain-Modells auf dem biventrikulären Gebiet mit der vereinfachten Anregung für verschiede-
ne Zeitdiskretisierungsverfahren.

SI-SVI SI-OC GS

ℓ = 2 j = 0 0.3780 0.3752 0.3808
j = 1 0.3774 0.3744 0.3794
j = 2 0.3772 0.3743 0.3783
j = 3 0.3771 0.3743 0.3776

ℓ = 3 j = 0 0.3776 0.3764 0.3816
j = 1 0.3770 0.3756 0.3790
j = 2 0.3767 0.3754 0.3778
j = 3 0.3767 0.3754 0.3770

ℓ = 4 j = 0 0.3776 0.3768 0.3820
j = 1 0.3766 0.3762 0.3796
j = 2 0.3764 0.3759 0.3779
j = 3 0.3764 0.3759 0.3770

ℓ = 5 j = 0 0.3772 0.3768 0.3820
j = 1 0.3764 0.3764 0.3796
j = 2 0.3763 0.3761 0.3780
j = 3 0.3762 0.3760 0.3771

Der Verlauf der Transmembranspannung

In diesem Unterabschnitt wird numerisch untersucht, wie der Verlauf der Transmembranspannung V im
Ort und in der Zeit für die verschieden Verfahren konvergiert. Zur Veranschaulichung sind die Verläufe
der Transmembranspannung V für das Verfahren SI-OC für die Verfeinerung im Ort in Abbildung 4.9
links und die Verfeinerung in der Zeit in Abbildung 4.9 rechts dargestellt.
Um den Einfluss der Aktivierungszeit tact auszuklammern, beschränken wir uns darauf, den Verlauf der
Transmembranspannung in dem für jede Näherungslösung V j,ℓ,k = V j,ℓ(·, zk) spezifischen Zeitintervall
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Abbildung 4.9: Der Verlauf der Näherungslösungen von V j,ℓ in z8 für festes Zeitlevel j = 3 mit Ortslevel
ℓ = 2, 3, 4, 5 (links) und für festes Ortslevel ℓ = 5 mit Zeitlevel j = 0, 1, 2, 3, 4 (rechts) berechnet mit dem
SI-OC und der vereinfachten Anregung.

(tj,ℓ,kact , T j,ℓ,kact ) mit T j,ℓ,kact = tj,ℓ,kact + 0.4 zu betrachten. Zum Vergleich zweier Näherungslösungen berechnen
wir die L2(0, T )-Norm der Differenz in dem Zeitintervall (tact, Tact) ⊂ (0, T ) und zur Verdeutlichung des
eingeschränkten Zeitintervalls schreiben wir L2(tact, Tact)-Norm.
Anders als bei den Aktivierungszeiten geben die absoluten Werte der L2(tact, Tact)-Norm für die ver-
schiedenen Näherungslösungen nur einen Anhaltspunkt für den Verlauf der Transmembranspannung in
(tact, Tact). Der Vollständigkeit halber sind die Werte für die verschiedenen Verfahren im Anhang in
Tabelle B.8 gegeben.
Wie für die Aktivierungszeit, betrachten wir zur Untersuchung der Konvergenz zuerst die Differenzen
der benachbarten Orts- bzw. Zeitlevel, hier allerdings in der L2(tact, Tact)-Norm (vgl. Tabelle 4.11). Für
SI-OC und GS konvergiert die L2(tact, Tact)-Norm der Differenz von zwei Näherungslösungen linear im
Ort mit dem festen Zeitlevel j = 3. Für SI-SVI halbiert sich die benachbarte Differenz im Ort ab ℓ = 4,
was ebenfalls auf lineare Konvergenz hindeutet. In der Zeit konvergiert SI-OC und GS linear, während
SI-SVI von j = 2 zu j = 3 sogar mehr als eine Halbierung der benachbarten Differenzen zeigt, was auf
eine bessere Konvergenz hindeutet.

Tabelle 4.11: L2(tact, Tact)-Norm der benachbarten Differenzen der benachbarten Ortslevel (links) und
Zeitlevel (rechts) in z8 für Tact = tact + 0.4 mit der vereinfachten Anregung.

j = 3
∥∥V j,ℓ,8 − V j,ℓ−1,8

∥∥
L2(tact,Tact)

SI-SVI SI-OC GS

ℓ = 3 0.1775 0.5388 0.2665
ℓ = 4 0.1571 0.2740 0.1190
ℓ = 5 0.0673 0.1301 0.0537

ℓ = 5
∥∥V j,ℓ,8 − V j−1,ℓ,8

∥∥
L2(tact,Tact)

SI-SVI SI-OC GS

j = 1 0.5423 0.5697 1.0540
j = 2 0.3021 0.1858 0.5636
j = 3 0.0602 0.1020 0.3226

Um konsistent zu bleiben und da SI-OC in Ort und Zeit konvergiert, verwenden wir auch hier das Verfah-
ren SI-OC um die Grenzwertlösungen im Ort V J,∞,k, in der Zeit V ∞,L,k und die Orts-Zeit-Grenzwert-
lösung V ∞,∞,k für die Auswertungspunkte zk, wie in Unterabschnitt 4.2.1 erklärt, zu berechnen. Die
L2(tact, Tact)-Norm der verschiedenen Grenzwertlösungen in den Auswertungspunkten zk sind im An-
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hang in Tabelle B.7 gegeben. Wir verwenden die Orts-Zeit-Grenzwertlösung V ∞,∞,k um eine Aussage
über die Genauigkeit der Näherungslösungen V j,ℓ,k zu machen. Ähnlich wie bei den Aktivierungszeiten
definieren daher den relativen Fehler des Verlaufs der Transmembranspannung einer Näherungslösung
V j,ℓ,k als

ηj,ℓ,kvact :=

∥∥V j,ℓ,k − V ∞,∞,k
∥∥

L2(tact,Tact)

∥V ∞,∞,k∥L2(tact,Tact)
. (4.11)

In Tabelle 4.12 ist der relative Fehler ηj,ℓ,8vact der Näherungslösungen V j,ℓ,8 bezüglich der Orts-Zeit-Grenzwert-
lösung V ∞,∞,8 dargestellt. Der relative Fehler ηvact des Verlaufs der Transmembranspannung V ist vergli-
chen mit dem relativen Fehler der Aktivierungszeiten ηtact klein. Selbst für die ℓ = 2 ist der relative Fehler
ηj,ℓ,8vact für SI-SVI, SI-OC und GS im einstelligen Prozentbereich. Nur für j = 0 hat GS einen relativen
Fehler um die 13%.

Tabelle 4.12: Der relative Fehler ηj,ℓ,8vact bezüglich des Verlaufs der Transmembranspannung (vgl. (4.11))
der Näherungslösungen bezüglich der Orts-Zeit-Grenzwertlösung V ∞,∞

8 in der L2(tact, Tact)-Norm auf
dem biventrikulären Gebiet Tact = tact + 0.4 mit der vereinfachten Anregung.

ηj,ℓ,8vact

SI-SVI SI-OC GS

ℓ = 2 j = 0 0.0379 0.0606 0.1378
j = 1 0.0258 0.0647 0.0923
j = 2 0.0205 0.0630 0.0495
j = 3 0.0214 0.0589 0.0346

ℓ = 3 j = 0 0.0394 0.0369 0.1258
j = 1 0.0166 0.0380 0.0766
j = 2 0.0116 0.0288 0.0392
j = 3 0.0129 0.0268 0.0197

ℓ = 4 j = 0 0.0297 0.0528 0.1338
j = 1 0.0158 0.0194 0.0776
j = 2 0.0071 0.0146 0.0385
j = 3 0.0045 0.0148 0.0186

ℓ = 5 j = 0 0.0306 0.0347 0.1321
j = 1 0.0167 0.0249 0.0831
j = 2 0.0105 0.0131 0.0447
j = 3 0.0026 0.0079 0.0201

Für SI-OC ist der Ortsfehler für ℓ = 2, 3, 4 dominant, so dass eine Verfeinerung in der Zeit kaum Verbes-
serung des relativen Fehlers bringt. Erst für ℓ = 5 halbiert sich ηj,ℓ,8vact mit (fast) jeder Verfeinerung in der
Zeit. Für SI-SVI sieht man schon ab ℓ = 4 eine deutliche Verbesserung, wenn die Zeit verfeinert wird.
Für GS ist diese Verbesserung durch Verfeinerung in der Zeit schon ab ℓ = 3 zu sehen. Allerdings bringt
eine Verfeinerung im Ort kaum Verbesserung im relativen Fehler ηj,ℓ,8vact . Da die benachbarten Differen-
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zen im Ort aus Tabelle 4.11 für GS allerdings lineare Konvergenz zeigen, sind Orts- und Zeitfehler für
die feineren Ortsdiskretisierungen nicht balanciert, hier dominiert der Zeitfehler. Mit GS benötigt man
mindestens eine Zeitdiskretisierung mehr, damit der relative Fehler ηvact in der gleichen Größenordnung
wie für SI-OC ist. Absolut betrachtet ist der relative Fehler ηj,ℓ,8vact für SI-SVI immer kleiner als für GS.
Für j = 3 braucht man eine Verfeinerung im Ort mehr, damit der relative Fehler ηj,ℓ,8vact für SI-OC in
der gleichen Größenordnung wie SI-SVI ist. Das Verfahren SI-SVI hat in fast allen Konfigurationen von ℓ
und j den kleinsten relativen Fehler ηj,ℓ,8vact . Für alle Verfahren außer dem GS ist der relative Fehler in der
der feinsten Näherungslösung V 3,5,8 kleiner als 1%. Zur Veranschaulichung der Genauigkeit der verschie-
denen Verfahren bzgl. ηvact ist er für festes Zeitlevel j = 3 und festes Ortslevel ℓ = 5 in Abbildung 4.10
dargestellt. In der Abbildung wird deutlich, dass SI-SVI den Verlauf der Transmembranspannung bzgl.
ηvact am genauesten approximiert.
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Abbildung 4.10: Der relative Fehler ηj,ℓ,8vact des Verlaufs der Transmembranspannung aus (4.11)im Ort für
festes Zeitlevel j = 3 (links) und in der Zeit für festes Ortslevel ℓ = 5 für die Verfahren SI-SVI, SI-OC und
GS.

Untersuchung der Unter- und Oberschwinger

Im vorherigen Abschnitt, wird der Verlauf der Transmembranspannung für die verschieden Verfahren in
der L2(tact, Tact)-Norm untersucht. Allerdings kommt es für die groben Ortsdiskretisierungen zu unphy-
siologischen Unterschwingern vor der Depolarisation. Diese Unterschwinger werden im Verlauf der Trans-
membranspannung in der L2(tact, Tact)-Norm nicht mit berücksichtigt. Daher werden die Unterschwinger
der Näherungslösungen der Transmembranspannung in diesem Abschnitt gesondert betrachtet. Wir quan-
tifizieren die Unterschwinger einer Näherungslösung als den minimalen Wert der Transmembranspannung
vor der Depolarisation also vor der Aktivierungszeit tact. Der Vollständigkeit halber untersuchen wir an
dieser Stelle auch die Oberschwinger, als den maximalen Wert der Transmembranspannung. Wir verglei-
chen die Unter- und Oberschwinger für verschiedene Ortsdiskretisierungen mit festem Zeitlevel für die
Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS.
Der Anfangswert der Transmembranspannung beträgt für alle Rechnungen V 0 = −85.23 mV. In Abbil-
dung 4.11 (links) sind für das feste Zeitlevel j = 3 die minimalen Werte der Näherungslösungen V j,ℓ,8

im Intervall [0, tj,ℓ,8act ] gegeben. In der Abbildung wird ersichtlich, das die Unterschwinger für SI-OC am
ausgeprägtesten sind. Ab ℓ = 4 haben alle Verfahren nahezu den gleichen der minimale Wert min(V j,ℓ,8)
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Abbildung 4.11: Die Unterschwinger (links) und Oberschwinger (rechts) in z8 für die verschiedenen Va-
rianten mit festem j = 3 und den Ortslevel ℓ = 2, 3, 4, 5.

und es gibt keine unphysiologischen Unterschwinger mehr. Für SI-SVI, SI-OC und auch GS ist schon für
ℓ = 3 kaum noch ein Unterschwinger zu beobachten.
In Abbildung 4.11 ist rechts der maximale Wert der Transmembranspannung max(V j,ℓ,8) für festes j = 3
zu sehen. Auch hier weicht SI-OC deutlich von den anderen Verfahren ab und erst ab ℓ = 4 ist max(V j,ℓ,8)
für alle Verfahren nahezu gleich. In den Näherungslösungen des SI-SVI ist max(V j,ℓ,8) für alle Ortslevel
annähernd gleich, sodass es für dieses Verfahren kaum zu unphysiologischen Oberschwingern kommt.

Effizienz

In dieser Arbeit messen wir die Effizienz eines Verfahrens anhand der Beziehung zwischen dem Fehler
und der Rechenzeit, die es benötigt um eine Näherungslösung zu berechnen. Da die Näherungslösungen
mit Hilfe unterschiedlicher Anzahl von parallelen Prozessen berechnet wurden, wird die Rechenzeit wie
in Unterabschnitt 4.3.4 skaliert; hier mit dem Faktor #verwendete Prozesse/128 multipliziert. Genaue-
re Informationen über die verwendete Hardware sind in Unterabschnitt 4.1 zu finden. Eine detaillierte
Untersuchung zu der Rechenzeit der einzelnen Verfahren ist im Anhang zu finden (vgl. B.4.3). Wir be-
trachten zuerst die Effizienz bezüglich der Aktivierungszeit tact anhand des relativen Fehlers ηtact. Im
Anschluss wird die Effizienz der Verfahren bezüglich des relativen Fehlers ηvact untersucht.
Für die verschiedenen Verfahren ist in Abbildung 4.12 links ein Aufwand-Genauigkeit-Diagramm be-
züglich der Aktivierungszeit mit festem Zeitlevel j = 3 für verschiedene Ortslevel und rechts für festes
Ortslevel ℓ = 5 für verschieden Zeitlevel zu finden. Hält man die Zeitdiskretisierung bei j = 3 fest, ver-
bessert der SI-OC seine Performance mit jeder Verfeinerung im Ort, ist aber erst ab ℓ = 4 effizienter
als GS. Die kürzeren Rechenzeiten des GS können den größeren relativen Fehler ηtact nicht ausgleichen.
Das Verfahren SI-SVI ist am effizientesten. Hält man das Ortslevel bei ℓ = 5 fest und betrachtet die
Verfeinerungen in der Zeit, ist GS das ineffizienteste Verfahren, da der relative Fehler hier mit Abstand
der größte ist und auch die Rechenzeit nicht besser als für die anderen Verfahren ist. Da SI-OC in der Zeit
von links konvergiert, überschreitet er in j = 1 die Orts-Zeit-Grenzwertlösung, sodass SI-OC für dieses
Zeitlevel besonders effizient ist. Das Verfahren SI-SVI liefert die zuverlässigsten und vorhersehbarsten
Ergebnisse.

Zur Beurteilung der Effizienz der Verfahren bezüglich der Approximation des Verlaufs der Transmem-
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Abbildung 4.12: Aufwand-Genauigkeit-Diagramm der Aktivierungszeit tact für SI-SVI, SI-OC und GS mit
festem Zeitlevel j = 3 (links) und festem Ortslevel ℓ = 5 (rechts). Der Aufwand wird anhand der auf
#procs= 128 skalierten Rechenzeiten und die Genauigkeit wird durch den Fehler ηtact bestimmt.

branspannung V betrachten wir die Aufwand-Genauigkeit-Diagramme in Abbildung 4.13. Wie für die
Aktivierungszeit ist links das Zeitlevel j = 3 festgehalten. SI-SVI und SI-OC verbessern die Genauigkeit
mit jeder Verfeinerung im Ort, aber aufgrund seines kleineren relativen Fehlers, ist SI-SVI effizienter
als SI-OC. GS liegt für kleiner Ortslevel zwischen SI-SVI und SI-OC, allerdings wird er ineffizienter als
SI-OC ab ℓ = 4.
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Abbildung 4.13: Aufwand-Genauigkeit-Diagramm des Verlaufs der Transmembranspannung V für SI-SVI,
SI-OC und GS mit festem Zeitlevel j = 3 (links) und festem Ortslevel ℓ = 5 (rechts). Der Aufwand wird
anhand der auf #procs= 128 skalierten Rechenzeiten und die Genauigkeit wird durch den Fehler ηvact

bestimmt.
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4.5 Elektro-mechanische Kopplung

Bisher wurde in dieser Arbeit der Fokus auf die Modellierung und die numerische Untersuchung der
Elektrophysiologie gelegt und die daran anschließende Kontraktion hatte keinen Einfluss. In der Reali-
tät beeinflusst die Kontraktion aber beispielsweise die Orientierung der Faserrichtungen und damit die
Weiterleitung des elektrischen Signals.
In Gerach u. a. [42] wurde das erste voll gekoppelte elektro-mechanische Herzmodell vorgestellt. In seiner
Dissertation hat Tobias Gerach [40] den Einfluss der Mechanik unter anderem auf die Transmembran-
spannung V mit einer festen Orts- und Zeitdiskretisierung untersucht. Erst kürzlich wurde in [41] der
Einfluss verschiedener Kopplungseffekte, ebenfalls für eine feste Orts- und Zeitdiskretisierung, von Ge-
rach und Loewe genauer betrachtete. In dieser Arbeit verwenden wir das elektro-mechanische Modell
aus der Dissertation von Jonathan Fröhlich [36]. Es wird ergänzt durch die Anpassungen aus [37] und
die Berechnung des deformierten Leitfähigkeitstensor wird korrigiert. In diesem Unterabschnitt stellen
wir die erste numerische Konvergenzuntersuchung für das voll gekoppelte elektro-mechanische Modell
vor. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der numerischen Untersuchung der Transmembranspannung. Wie
in Unterabschnitt 4.4 werden die Aktivierungszeit, die Dauer der Aktionspotentiale und der Verlauf der
Transmembranspannung genauer betrachtet. Zusätzlich untersuchen wir in diesem Unterabschnitt den
Verlauf der Kalziumionenkonzentration, den Verlauf der Dehnung in Faserrichtung und den Verlauf der
Volumen des linken und rechten Ventrikels.
Wir beginnen mit der Definition des voll-gekoppelten elektro-mechanischen Modells und stellen das nu-
merische Verfahren vor, das in dieser Arbeit zur Berechnung der Näherungslösungen verwendet wird. Die
Untersuchung des Einflusses der Mechanik auf die Konvergenz und Genauigkeit verschiedener Größen
wird ausführlich für die Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS mit der vereinfachen Anregung gemacht. Im
Anschluss stellen wir verschiedene Strategien zur Anpassung der Zeitschrittweite für die Mechanik vor.
Für den Vergleich mit den Ergebnissen aus Unterabschnitt 4.4 verwenden wir die Abkürzung MMOM für
das Monodomain-Modell aus 2.11 ohne die Kopplung zur Mechanik.

4.5.1 Voll gekoppeltes elektro-mechanisches Modell

In diesem Unterabschnitt stellen wir das voll-gekoppelte elektromechanische Modell vor, das in dieser Ar-
beit verwendet wird, um die Erregungsausbreitung und die davon ausgelöste Kontraktion zu modellieren.
Details können in [36] und [37] nachgelesen werden.
Es sei ΩM ⊂ R3 die Referenzgeometrie ohne Innendruck. Im Allgemeinen beschreibt ΩM das vollständige
Herz, aber für die numerischen Experimente beschränken wir uns auf die Verwendung der beiden Ventrikel
inklusive der zugehörigen Herzklappen. Wir setzen voraus, dass ΩM ein beschränktes Lipschitz Gebiet ist.
In ΩM können auch Bereiche enthalten sein, die nicht leitfähig sind. Daher definieren wir das leitfähige
Gebiet ΩE ⊂ ΩM, das im Wesentlichen aus dem Myokard besteht. Die Kontraktion ist eine nichtlineare
Verformung und wird mit Hilfe von nichtlinearen Elastizitätsgleichungen modelliert.
Wir definieren die Deformation φ(t,x) := x + u(t,x) für x ∈ ΩM mit Hilfe der Verschiebung u : [0, T ] ×
ΩM → R3. Dann ist F = Dφ = I + Du der Deformationsgradient. Die lokale Volumenänderung kann
durch die Determinante des Deformationsgradienten J = det(F) berechnet werden. Außerdem benötigen
wir die Geschwindigkeit v = ∂tu, die Beschleunigung a = ∂2

t u und den Gradienten der Geschwindigkeit
Ḟ = Dv.
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Wie in Unterabschnitt 2.1.3 beschrieben ist die Erhöhung der Kalziumionenkonzentration in einem Kar-
diomyozyt der Auslöser der Kontraktion. Die Kontraktion eines Kardiomyozyts führt zu einer Längenän-
derung in Faserrichtung f und wird hier durch die dimensionslose Dehnung in Faserrichtung γf : (0, T ) ×
ΩE → R modelliert. Der Verlauf von γf in dem Zeitintervall (0, T ) wird im Allgemeinen durch die Diffe-
rentialgleichung

∂tγf = Gγf (γf ,F, f , c) in ΩE ,

beschrieben. Wir verwenden in dieser Arbeit das Modell von Rossi u. a. [103], so dass Gγf (γf ,F, f , c) =
gγf (γf , ι4,f (F), f , cCa) mit

gγf (γf , ι4,f (F), f , cCa) := 1
µf c2

Ca

(
αf fk(cCa)RFL(lR,0ι4,f ) + ι4,f

5∑
j=1

(−1)j(j + 1)(j + 2)γjf
)
.

αf ist die aktive Kraft eines einzelnen Sarkomers und lR,0 ist die Anfangslänge des Kardiomyozyt. Hier
verwenden wir die Bezeichnung ι4,f (F) = (Ff) · (Ff) für die 4. Invariante in Richtung f . Außerdem
steht cCa für die Komponente von c, die zur Kalziumionenkonzentration gehört. Die Funktion fk(cCa) =(
cCa − c0

Ca
)2 ist die Spannung, die durch das Zusammenziehen eines Sarkomers entsteht. Die Beziehung

zwischen der Kraft und der Länge eines Kardiomyozyt wird durch

Rl :=

0.5 cFL
0 +

∑3
k=1 c

FL
k sin

(
kl
)

+ dFL
k cos

(
kl
)
, l ∈ [lmin, lmax] ,

0 , sonst ,

beschrieben. Hier sind lR,min bzw. lR,max die minimale bzw. maximale Länge eines Kardiomyozyt cFL
k für

k = 0, . . . , 3 und dFL
k für k = 1, . . . , 3 sind Konstanten [103]. Die Deformation φ wird mit Hilfe eines

instationären nichtlinearen Elastizitätsproblems

ρ
(
∂2
tφ+ αR∂tφ

)
− ∇ · Peff

(
F, Ḟ, f , γf

)
= 0 in (0, T ) × ΩM , (4.12)

modelliert. Hier ist ρ die Dichte des Materials und αR ist der Parameter für die Rayleigh Dämpfung (vgl.
[63]). Außerdem verwenden wir das hyperelastische transversal-isotropische Materialgesetz von Guccione
u.a. [39, 46]

ŴGucc(E, f) = 1
2CGucc

(
exp(Q(E, f)) − 1

)
, Q(E, f) = 4cG

1 (f · Ef)2 + 4cG
2 (Ef · Ef) + 4cG

3 (E : E) .

E = 1
2
(
F⊤F − I

)
ist der Green-Lagrangesche Verzerrungstensor. Die Parameter CGucc, bf , bf ,s und bs

definieren

cG
1 = 1

4(bf − 2bf ,s + bs) , cG
2 = 1

2(bf ,s − bs) , cG
3 = 1

4bs .

Die Inkompressibilität des Herzgewebes wird mit Hilfe eines Strafterms approximiert, so dass das Verzer-
rungsenergiefunktional durch

Ŵ (E, f , J) = ŴGucc(E, f) + κvolWvol(J) ,

mit κvol > 0 und Wvol(J) = 1
2 (J − 1)2 bestimmt ist.

Die effektive Spannung Peff in (4.12) kombiniert den Piola-Kirchhoff Tensor P mit dem multiplikativen
Ansatz für den aktiven Anteil (engl. active strain, vgl.[82, 99]). Dann verwenden wir

Peff
(
F, Ḟ, f , γf

)
= P

(
Feff, Ė, f

)
, P

(
Feff, Ė, f

)
= F effDEŴGucc(Eeff, f) + κvolDFWvol(det Feff) ,
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mit Feff = FF−1
a bzw. Eeff = 1

2
(
FTeffFeff − I

)
. Der aktive Anteil Fa hängt von der Faserrichtung f und

der zugehörigen Dehnung γf ab:

Fa =

(1 + γf ) f f⊤ + 1√
1+γf

(
I − f f⊤), wenn 1 + γf > 0,

I, sonst.

Wie zu Beginn dieses Unterabschnittes erwähnt, ist die gegebene Referenzgeometrie ΩM spannungsfrei,
so dass der Anfangswert u0(x) = u(0,x) = 0 und damit auch φ0(x) = φ(0,x) = 0 ist. Allerdings ist zu
Beginn eines Herzschlages durch den Bluteinstrom während der Diastole Druck auf dem Endokard, so
dass eigentlich u0(x) ̸= 0 ist. Daher wird der tatsächliche bzw. realistische Anfangswert der Deformation
φ bzw. der Verschiebung u mit Hilfe eines statischen Elastizitätsproblems berechnet. Details dazu sind
in [36, 37] zu finden.
Da die Faserrichtungen sich mit der Kontraktion ändern, definieren wir den deformierten Leitfähigkeits-
tensor als

σ(F) := σf
Ff ⊗ Ff
∥Ff∥2

2
+ σs

Fs ⊗ Fs
∥Fs∥2

2
+ σn

Fns ⊗ Fns
∥Fns∥2

2
,

wobei f die Faserrichtung, s die Richtung der Schichten und ns die Normale zu beiden in einem Punkt
x ∈ ΩE, also der Referenzgeometrie beschreibt. Die Leitfähigkeiten σf , σs und σn sind konstant und
gehören zu den entsprechenden Richtungen.
Außerdem führt die Kombination von Gleichung (2.23a) des Monodomain-Modell 2.11 mit der Deforma-
tion aus der Kontraktion zu folgender Gleichung (vgl. [36, Lemma 5.39] )

βCm∂t(JV ) − ∇ · (JF−1σ(F)F−⊤∇V ) + βJIion(V, c,w) = βJIext in (0, T ) × ΩE .

Zusammenfassend definieren wir das voll gekoppelte elektro-mechanische Problem als:

Problem 4.1 (EMM): Seien die Anfangswerte

V 0 : ΩE → R , c0 : ΩE → Rnc
+ w0 : ΩE → [0, 1]nw , γ0

f : ΩE → R ,

gegeben. Der Anfangswert für die Deformation wird mit Hilfe eines statischen Elastizitätsproblems be-
rechnet (vgl.(4.14)). Gesucht sind

• die Transmembranspannung V : (0, T ) × ΩE → R,

• die Ionenkonzentrationen c : (0, T ) × ΩE → Rnc
+ ,

• der Gatingvektor w : (0, T ) × ΩE → [0, 1]nw ,

• die Dehnung in Faserrichtung γf : (0, T ) × ΩE → R,

• und die Deformation φ : (0, T ) × ΩM → R3,
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so dass das folgende PDE-ODE System erfüllt ist

βCm∂t(JV ) − ∇ · (JF−1σ(F)F−⊤∇V ) + βJIion(V, c,w) = βJIext in (0, T ) × ΩE , (4.13a)

∂tc − Gc(V, c,w) = 0 in (0, T ) × ΩE , (4.13b)

∂tw − Gw(V,w) = 0 in (0, T ) × ΩE , (4.13c)

∂tγf −Gγf (γf ,F, f , c) = 0 in (0, T ) × ΩE , (4.13d)

ρ
(
∂2
tφ+ αR∂tφ

)
− ∇ · Peff

(
F, Ḟ, f , γf

)
= 0 in (0, T ) × ΩM , (4.13e)

V (0,x) = V 0(x) , c(0,x) = c0(x) ,w(0,x) = w0(x) , γf (0,x) = γ0
f (x) , in ΩE . (4.13f)

Es werden homogene Dirichlet Randbedingungen für ΓD ⊂ ∂ΩM \ ∂ΩE und homogene Neumann Randbe-
dingungen auf ΓP ⊂ ∂ΩM am Perikard für die Verschiebung verwendet. Am Endokard ΓC ⊂ ∂ΩM wird
der Druck

Peffn = −pC Cof(F)n

mit der äußeren Normalen n angewendet. Für die Transmembranspannung verwenden wir wie in Pro-
blem 2.11 homogene Neumann Randbedingungen auf ∂ΩE.

Bemerkung 4.2: Der Druck durch den Blutfluss ist hier als Randbedingung am Endokard vereinfacht
modelliert. Realistischer wird die Randbedingungen am Endokard, wenn ein geschlossenes Kreislaufmodell
zur Modellierung de Blutkreislaufes über eine zusätzliche gewöhnliche Differentialgleichung hinzugefügt
werden (vgl. [29, 35, 42, 71, 100]). Die Randbedingungen am Perikard sind beispielsweise in [29, 35, 61,
91, 113] realistischer modelliert.

4.5.2 Diskretisierung in Ort und Zeit

In Unterabschnitt 3.2 wird ausführlich erklärt, wie das MMOM im Ort diskretisiert wird. Für das EMM 4.1
definieren wir analog zu (3.10) die zulässige und offene Triangulierung ΩM,h = {Ki}nT

i=1 so dass

ΩM =
⋃

K∈ΩM,h

K .

Dann ist ΩE,h = ΩM,h ∩ ΩE die zulässige und offene Triangulierung der leitfähigen Bereiche von ΩM.
Wir verwenden in diesem Abschnitt lineare finite Elemente aus S1(ΩM) und für die Variante OC den
Raum der stückweise konstanten Funktionen D(ΩM). Aus Gründen der Übersichtlichkeit führen wir die
folgenden Notationen ein

Sh := S1(ΩM) ,

Dh := D(ΩM) ,

Sh := Sh × Sh × Sh ,

S0,h := {s ∈ Sh : s = 0 auf ΓD} ,

Se,h := Sh
∣∣
Ωe
,

De,h := Dh

∣∣
Ωe
.

Die Funktionen aus Se,h und De,h werden in ΩM \ ΩE mit Null fortgesetzt. Es sei Πz
h : Sh → Dh die L2-

Projektion zwischen den beiden endlich-dimensionalen Räumen, die wir für die Variante OC benötigen.
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Außerdem bezeichnen wir Nm,h bzw. Ne,h ⊂ Nm,h als die Menge der Knoten der Triangulierung ΩM

bzw. ΩE für Sh. Zusätzlich benötigen wir noch die Definition der Menge der Knoten Ne,D,h für De,h. In
Unterabschnitt 3.2 wurde die Diskretisierung im Ort für das MMOM vorgestellt. Für alle φh, ψh ∈ Sh

passen wir die Notation der Operatoren folgendermaßen an:

⟨Mhφh, ψh⟩S∗
e,h

×Se,h
:=
∫

ΩE

φhψh dx ,

⟨KF,hφh, ψh⟩S∗
e,h

×Se,h
:= β−1

∫
ΩE

Dh∇φh · ∇ψh dx ,

mit Dh = Jh(Fh)−1σ(Fh)(Fh)−⊤ und Jh = det(Fh).

Das Zeitintervall [0, T ] wird in N äquidistante Teilintervalle geteilt. Wie in Unterabschnitt 3.3 ist dann
△t = T/N die Zeitschrittweite. Wir beginnen mit den Anfangswerten V 0

h (x) = V 0(x), c0
h(x) = c0(x),

w0
h(x) = w0(x), und γ0

f ,h(x) = γ0
f (x) für alle x ∈ Ne,h. Der Operator KF,h ändert sich in jedem

Zeitschritt, daher schreiben wir stattdessen Kn
F,h und ersetzen Dh durch Dn

h mit

Dn
h = Jnh (Fnh)−1σ(Fnh)(Fnh)−⊤ ,

wobei Jnh = det(Fnh) .
Die Elektrophysilogie wird mit dem in Abschnitt 3.3 vorgestellten Verfahren in der Zeit diskretisiert.
Gleichung (4.13e) wird mit einem Newmark β-Verfahren [54] in der Zeit gelöst. Zusammen erhalten wir
das folgende Verfahren:

0.) Berechne u0
h ∈ S0,h durch∫

ΩM

P
(
I + Du0

h,0, f
)

: Dψh dx = −
∫

ΓC

p0
C Cof(I + Du0

h)n ·ψh da , ψh ∈ S0,h . (4.14)

Dann setzen wir φ0
h = id +u0

h, v0
h = a0

h = 0, F0
h = I + Du0

h, F0
a,h = I, J0

h = det(F0
h) und n = 1.

1.) Berechne wn
h ∈ Snw

e,h analog zu Gleichung (3.16) in 1.) des Unterabschnitts 3.3 unabhängig auf den
Knoten Ne,h durch

wn
h = χ△t(V n−1

h ,wn−1
h ) .

2.) Berechne cnh ∈ Snc

e,h analog zu Gleichung (3.17) unabhängig auf den Knoten Ne,h mit

cnh = cn−1
h + △tGc(V n−1

h , cn−1
h ,wn

h) .

3.) Berechne γnf ,h ∈ Se,h unabhängig in jedem Knoten Ne,h durch

γnf ,h = γn−1
f ,h + △tGγf (γn−1

f ,h ,Fn−1
h , f , cnh) .

4.) Zur Berechnung von V nh ∈ Se,h muss die partielle Differentialgleichung

CmMh∂tVh + KF,hVh + Jh F (t, Vh, cnh,wn
h) = 0 ,

in (tn−1, tn) gelöst werden. Dazu verwenden wir in den numerischen Experimenten in diesem Un-
terabschnitt die folgenden zwei Verfahren:
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(GS) Für das Godunov Splitting in der gekoppelten Variante und mit dem Zwischenschritt V n−1/2
h

lauten die beiden Teilprobleme dann

V
n−1/2
h = V n−1

h − △t C−1
m Iion(V n−1

h , cnh,wn
h) , (4.15a)(

CmJ
n
hMh + △tKn

F,h

)
V nh = CmMhJ

n−1
h V

n−1/2
h + △t JnhMhIext(tn, ·) . (4.15b)

(SI) Mit dem semi-impliziten Verfahren berechnen wir V nh durch(
CmJ

n
hMh + △tKn

F,h

)
V nh = CmJ

n−1
h MhV

n−1
h − △t JnhF (tn, V n−1

h , cnh,wn
h) .

5.) Setze bn−1
h = ρ

βN△t2
un−1
h +ρ(1 + αR)

βN△t
vn−1
h +ρ(1 − 2βN)

2βN
an−1
h und berechne unh ∈ S0,h approximativ

durch ∫
ΩM

( ρ

βN△t2
unh ·ψh + Peff

(
I + Dunh,Dvn−1

h , f , γnf ,h
)

: Dψh
)

dx

=
∫

ΩM

bn−1
h ·ψh dx −

∫
ΓC

pnC Cof(I + Du0
h) n ·ψh da ,

für alle ψh ∈ S0,h mit Hilfe eines Newton-Verfahrens. Dann setzen wir

anh = 1
βN△t2

(
unh − un−1

h

)
− 1
βN△t

vn−1
h − 1 − 2βN

2βN
anh ,

vnh = vn−1
h + △t

(
(1 − γN)an−1

h + γNanh
)
,

unh = un−1
h + △tvnh .

Wenn n < N setzen wir n = n+ 1 und gehen zurück zu 1.).

Bemerkung 4.3: Für die Variante OC müssen einige Änderungen im Verfahren vorgenommen werden.
Die Anfangswerte werden für alle x ∈ Ne,D,h auf c0

h(x) = c0(x), w0
h(x) = w0(x), und γ0

f ,h(x) = γ0
f (x)

gesetzt, allerdings bleibt V 0
h (x) = V 0(x) für alle x ∈ Ne,h. Außerdem suchen wir in jedem Zeitschritt n

weiterhin V nh ∈ Se,h, aber wn
h ∈ Dnw

e,h, cnh ∈ Dnc

e,h und γnf ,h ∈ De,h. In den Teilschritten 1.) und 2.) werten
wir die rechte Seite mit Hilfe von Πz

hV
n−1
h statt V n−1

h aus. Außerdem werden 1.)-3.) unabhängig auf den
Knoten Ne,D,h statt Ne,h gelöst. In 4. ersetzen wir für die Auswertung der rechten Seite F ebenfalls V n−1

h

durch Πz
hV

n−1
h . Da cnh ∈ Dnc

e,h und wn
h ∈ Dnw

e,h ist damit der gesamte Ionenstrom Iion konstant für ein
Lagrange-Element E des Tetraeders K ∈ ΩE ist.

4.5.3 Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz

In diesem Unterabschnitt fassen wir zunächst die spezifischen numerischen Konfigurationen für folgende
numerische Experimente zusammen. Dann untersuchen wir unterschiedliche Aspekte, dabei orientieren
wir uns an der Untersuchung aus Unterabschnitt 4.4.2. Daher gehen wir in folgender Reihenfolgen vor.
Wir beginnen mit der Aktivierungszeit tact. Dann betrachten wir die Dauer der Aktionspotentiale tAPD

genauer. Im Anschluss untersuchen wir den Verlauf der Transmembranspannung V . Neu in diesem Ab-
schnitt ist die Betrachtung der Kalziumionenkonzentration Ca, der Dehnung in Faserrichtung γf und
der Verläufe der Volumenkurven des linken Ventrikels LV und des rechten Ventrikels RV. Die Änderung
der Volumen erfolgt aufgrund der Kontraktion. Zuletzt untersuchen wir die Effizienz der verwendeten
Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS.
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Numerischer Versuchsaufbau

Wie in der numerischen Untersuchung im vorherigen Abschnitt 4.4, verwenden wir zur Berechnung des
EMM 4.1 den Biventrikel aus [42]. Allerdings wird hier die spannungsfreie und durch die Klappen ergänzte
Variante verwendet. Vergleicht man die Biventrikel aus Abbildung 4.6 mit der spannungsfreien Variante
in Abbildung 4.14 wird der Unterschied anhand der eingefallenen Ventrikel deutlich. In Tabelle 4.13
ist die Beziehung zwischen dem Ortslevel und den Gittergrößen sowie die Beziehung von Zeitlevel zu
tatsächlicher Zeitdiskretisierung dargestellt. Dabei sollte beachtet werden, dass die Ortslevel im Vergleich
zu der Studie mit der Elektrophysiologie ohne die Mechanik um eins verschoben sind, d.h. das Ortslevel
ℓ = 1 in diesem Unterabschnitt entspricht dem Ortslevel ℓ = 2 in dem vorherigen Unterabschnitt 4.4.2.

Tabelle 4.13: Gittergrößen für die verschiedenen Ortslevel ℓ des Biventrikels für die voll gekoppelte elektro-
mechanische Rechnung (EMM)und die Zeitdiskretisierung mit Zeitlevel j. Dabei ist △x die Länge zwischen
zwei Gitterpunkten in mm gemessen.

ℓ min △x max △x # Zellen # Eckpunkte

ΩM 1 0.2297 4.0145 1 157 248 234 573

ΩE 1 0.2348 4.0145 1 054 528 214 765
2 0.1174 2.0073 8 436 224 1 561 819
3 0.0587 1.0036 67 489 792 11 870 903
4 0.0294 0.5018 539 918 336 92 475 759

j △tj (ms)

0 0.400
1 0.200
2 0.100
3 0.050
4 0.025

Für eine detaillierte Konvergenzuntersuchung verwenden wir wie im vorherigen Unterabschnitt die ver-
einfachte Anregung. Wie in Abbildung 4.14 (links) dargestellt, wird hier nur in einem kleinen Bereich
am endokardialen Apex stimuliert. Für die vereinfachte Anregung verwenden wir T = 0.6 s, damit das
Rechengebiet vollständig de- und repolarisiert. Die Randflächen ΓD und ΓC für die Randbedingungen des

Abbildung 4.14: Anregungsbereich Ωstim für die vereinfachte Anregung im spannungsfreien Zustand des
biventrikulären Gebietes (links). Die Randflächen ΓD und ΓC = ΓC,RV ∪ ΓC,LV des spannungsfreien
Gebietes ΩM = Ω aus [37] (rechts).
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EMM 4.1 sind in Abbildung 4.14 dargestellt. Für die Ortsdiskretisierung der Mechanik beschränken wir
uns auf die Verwendung des Ortslevels ℓ = 1. Die Verfeinerungen der Näherungslösungen im Ort beziehen
sich immer auf die Verfeinerung des Gitters für die Elektrophysiologie. In der Zeit werden zunächst sowohl
die Mechanik, als auch die Elektrophysiologie mit der gleichen Zeitschrittweite gelöst.
Wir untersuchen die Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS. Die Auswertungspunkte zk in diesem Unterab-
schnitt wurden so nah wie möglich an den Auswertungspunkten aus Unterabschnitt 4.4 gewählt. Da die
Ergebnisse in den Auswertungspunkten zk für k = 2, . . . , 9 ähnlich sind, beschränken wir uns an dieser
Stelle darauf analog zu Unterabschnitt 4.4 die Auswertung für z8 zu präsentieren.

Aktivierungszeit

In Tabelle 4.15 sind die Aktivierungszeiten tact der Näherungslösungen des EMM für SI-SVI, SI-OC und
GS gegeben. Mit SI-SVI verkleinert sich die Aktivierungszeit für ein festes Zeitlevel mit jeder Verfeinerung
im Ort und für ein festes Ortslevel auch mit jeder Verfeinerung in der Zeit. Für SI-OC und GS vergrößert
sich die Aktivierungszeit für die Verfeinerung im Ort mit festem Zeitlevel, während tact für festes Ortslevel
mit jeder Verfeinerung in der Zeit kleiner wird.

Tabelle 4.14: Differenzen der Aktivierungszeiten tact in ms der benachbarten Ortslevel (links) und Zeitlevel
(rechts) in z8 der Näherungslösungen von EMM.

j = 3 tj,ℓ,8act − tj,ℓ−1,8
act

SI-SVI SI-OC GS

ℓ = 2 −3.049 10.017 −4.387
ℓ = 3 −2.705 6.367 2.732
ℓ = 4 −1.458 2.891 2.002

ℓ = 4 tj,ℓ,8act − tj−1,ℓ,8
act

SI-SVI SI-OC GS

j = 1 −8.262 −8.594 −20.745
j = 2 −2.446 −2.552 −11.644
j = 3 −0.394 −0.392 −6.527

Zur Untersuchung der Konvergenz betrachten wir zunächst die benachbarten Differenzen in Ort und Zeit
(vgl. Tabelle 4.14). Für die benachbarten Differenzen im Ort wird wie in Unterabschnitt 4.4 das Zeitlevel
j = 3 gewählt. Das Verfahren SI-SVI hat benachbarte Differenzen im Ort, die zwar kleiner werden, aber
sich erst mit der zweiten Verfeinerung im Ort halbieren. Aufgrund der negativen Werte der benachbarten
Differenzen vom SI-SVI nähert sich die Aktivierungszeit im Ort von rechts einer asymptotischen Lösung
an. Für SI-OC halbieren sich die benachbarten Differenzen für jede Verfeinerung im Ort für das festes
Zeitlevel j = 3 nahezu, daher konvergiert SI-OC linear im Ort. Hier ist das Vorzeichen der benachbar-
ten Differenzen positiv, so dass die Aktivierungszeit im Ort von links konvergiert. Eine Erklärung für
dieses Verhalten ist in Unterabschnitt 4.4.2 zu finden. Betrachtet man die benachbarten Differenzen im
Ort für GS verkleinern sich zwar die normierten Werte, aber das Vorzeichen wechselt. Daher konver-
giert GS bezüglich der Aktivierungszeit nicht im Ort. In [68, 89] wird dieses Konvergenzverhalten für
GS vorhergesagt.
Für die benachbarten Differenzen in der Zeit wird das Ortslevel ℓ = 4 festgehalten, welches dem Ortslevel
ℓ = 5 der numerischen Experimenten zur Lösung des MMOM entspricht. Für SI-SVI und SI-OC vierteln
sich die benachbarten Differenzen für jede Verfeinerung in der Zeit, so dass beide in der Zeit quadra-
tisch konvergieren. Allerdings sind für SI-OC die benachbarten Differenzen in der Zeit anders als im
Ort negativ, d.h. in der Zeit nähert sich die Aktivierungszeit in jeder Verfeinerung von rechts an eine
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Tabelle 4.15: Aktivierungszeiten tj,ℓ,z8
act in ms und der relative Fehler ηj,ℓ,z8

tact (vgl.(4.10)) der Aktivierungs-
zeit bezüglich der Referenzlösung t∞,∞,8

act = 65.056 ms auf dem biventrikulären Gebiet mit der vereinfach-
ten Anregung für verschiedene Zeitdiskretisierungsverfahren zur Lösung des EMM.

tj,ℓ,8act ηj,ℓ,8tact

SI-SVI SI-OC GS SI-SVI SI-OC GS

ℓ = 1 j = 0 82.990 53.250 89.736 0.2757 0.1815 0.3794
j = 1 75.211 45.324 78.114 0.1561 0.3033 0.2007
j = 2 72.572 43.551 72.914 0.1155 0.3306 0.1208
j = 3 71.896 43.407 70.352 0.1051 0.3328 0.0814

ℓ = 2 j = 0 79.869 65.513 101.352 0.2277 0.0070 0.5579
j = 1 72.192 56.219 80.480 0.1097 0.1358 0.2371
j = 2 69.531 53.745 70.877 0.0688 0.1739 0.0895
j = 3 68.847 53.424 65.966 0.0583 0.1788 0.0140

ℓ = 3 j = 0 77.849 72.554 108.471 0.1967 0.1153 0.6674
j = 1 69.213 63.023 87.135 0.0639 0.0312 0.3394
j = 2 66.680 60.246 75.105 0.0250 0.0739 0.1545
j = 3 66.142 59.790 68.698 0.0167 0.0809 0.0560

ℓ = 4 j = 0 75.786 74.219 109.616 0.1649 0.1409 0.6850
j = 1 67.524 65.626 88.871 0.0379 0.0088 0.3661
j = 2 65.077 63.073 77.227 0.0003 0.0305 0.1871
j = 3 64.684 62.681 70.700 0.0057 0.0365 0.0868

asymptotische Lösung. Für GS halbieren sich die benachbarten Differenzen für jede Verfeinerung in der
Zeit, d.h. er konvergiert linear in der Zeit. Da die benachbarten Differenzen in der Zeit negativ sind,
nähern auch sie sich von rechts einer asymptotischen Lösung.

Wir berechnen mit den Näherungslösungen des SI-OC die Orts-Zeit-Grenzwertlösung t∞,∞,8
act = 65.056 ms

wie in Unterabschnitt 4.2.1 erklärt. In Tabelle 4.15 ist rechts der relative Fehler der Aktivierungszeit
ηj,ℓ,8tact (vgl.(4.10)) aller Näherungslösungen für die verschiedenen Verfahren zu finden. Für EMM ist der
relative Fehler bezüglich t∞,∞,8

act für die Verfahren SI-SVI und SI-OC im Ort dominant, während für
GS der relative Fehler in der Zeit dominant ist. In j = 3 für ℓ = 1, 2 ist GS genauer an der Orts-Zeit-
Grenzwertlösung als die andern beiden Verfahren (vgl. Abbildung 4.15 links). Da GS für die verwendeten
Zeit- und Ortsdiskretisierungen nicht im Ort konvergiert, verschlechtert sich die Genauigkeit bezüglich
t∞,∞,8
act für GS ab ℓ = 3. Hält man das Ortslevel ℓ = 4 fest, kann man in Abbildung 4.15 rechts deutlich

die Dominanz des Zeitfehlers für GS erkennen. SI-SVI und SI-OC sind deutlich genauer, insbesondere für
die kleinen Zeitlevel. In Abbildung 4.15 ist der relative Fehler im Ort für festes j = 3 links und in der Zeit
für festes ℓ = 4 veranschaulicht. Dabei wird die Dominanz des Ortsfehlers für SI-OC und die Dominanz
des Zeitfehlers für GS deutlich.
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Abbildung 4.15: Der relative Fehler ηj,ℓ,8tact bezüglich der Aktivierungszeit aus (4.10) im Ort für festes
Zeitlevel j = 3 (links) und in der Zeit für festes Ortslevel ℓ = 5 für die Verfahren SI-SVI, SI-OC und
GS mit dem EMM.

Die Dauer der Aktionspotentiale

In diesem Unterabschnitt betrachten wir die Dauer der Aktionspotentiale tAPD der Näherungslösungen
des EMM genauer. Wie schon in dem Experiment in Unterabschnitt 4.4 beobachtet (vgl. Tabelle 4.10)
unterscheidet sich auch tAPD der Näherungslösungen des EMM deutlich weniger für die drei Verfahren, als
die Aktivierungszeit (vgl. Tabelle B.10). Wir verzichten daher auf eine genauere numerische Untersuchung.

Der Verlauf der Transmembranspannung

In diesem Unterabschnitt untersuchen wir den Verlauf der Transmembranspannung einer Näherungslö-
sung des EMM. Wir verwenden für diese Untersuchung die L2(tact, Tact)-Norm wie in Unterabschnitt 4.4.2,
damit der Einfluss der Konvergenz der Aktivierungszeit tact vernachlässigbar ist. Beispielhaft sind die Ver-
läufe für verschiedene Orts- und Zeitdiskretisierung in Abbildung 4.16 für das Verfahren SI-OC dargestellt.
Um eine Aussage über die Konvergenz treffen zu können betrachten wir zunächst die benachbarten Diffe-
renzen (vgl. Tabelle 4.16). Für das feste Zeitlevel j = 3 halbieren sich die benachbarten Differenzen im Ort
für SI-OC und GS, d.h. die Verfahren konvergieren linear im Ort. Für SI-SVI werden die benachbarten
Differenzen im Ort zwar kleiner, konvergieren aber nicht linear. Für das feste Ortslevel ℓ = 4 konvergieren
alle drei Verfahren linear in der Zeit.

Tabelle 4.16: L2(tact, Tact)-Norm der benachbarten Differenzen der benachbarten Ortslevel (links) und
Zeitlevel (rechts) in z8 für Tact = tact + 0.4 der Näherungslösungen von EMM.

j = 3
∥∥V j,ℓ,8 − V j,ℓ−1,8

∥∥
L2(tact,Tact)

SI-SVI SI-OC GS

ℓ = 2 0.2015 0.4741 0.2715
ℓ = 3 0.1160 0.2597 0.1187
ℓ = 4 0.0966 0.1090 0.0717

ℓ = 4
∥∥V j,ℓ,8 − V j−1,ℓ,8

∥∥
L2(tact,Tact)

SI-SVI SI-OC GS

j = 2 0.1428 0.3729 0.6132
j = 3 0.0518 0.0551 0.3420
j = 4 0.0284 0.0346 0.1988
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Abbildung 4.16: Der Verlauf der Transmembranspannung V des EMM in z8 für festes Zeitlevel j = 3
mit Ortslevel ℓ = 1, 2, 3, 4 (links) und für festes Ortslevel ℓ = 4 mit Zeitlevel j = 0, 1, 2, 3, 4 (rechts)
berechnet mit dem SI-OC und der vereinfachten Anregung. Gestrichelt ist links und rechts die Orts-Zeit-
Grenzwertlösung V ∞,∞,8 in (t∞,∞,8

act , t∞,∞,8
act + 0.4) eingezeichnet.

Tabelle 4.17: Der relative Fehler ηj,ℓ,8vact des Verlaufs der Transmembranspannung (vgl. (4.10)) der Nähe-
rungslösungen des EMM bezüglich der Orts-Zeit-Grenzwertlösung V ∞,∞,8 in der L2(tact, Tact)-Norm auf
dem biventrikulären Gebiet Tact = tact + 0.4 mit der vereinfachten Anregung.

ηj,ℓ,8vact

SI-SVI SI-OC GS

ℓ = 1 j = 1 0.0277 0.0676 0.0739
j = 2 0.0161 0.0649 0.0444
j = 3 0.0158 0.0600 0.0257
j = 4 0.0161 0.0586 0.0199

ℓ = 2 j = 1 0.0219 0.0358 0.0887
j = 2 0.0204 0.0342 0.0419
j = 3 0.0123 0.0318 0.0267
j = 4 0.0103 0.0308 0.0193

ℓ = 3 j = 1 0.0207 0.0226 0.0777
j = 2 0.0094 0.0206 0.0423
j = 3 0.0082 0.0177 0.0207
j = 4 0.0084 0.0161 0.0122

ℓ = 4 j = 1 0.0161 0.0218 0.0887
j = 2 0.0097 0.0136 0.0457
j = 3 0.0070 0.0112 0.0215
j = 4 0.0055 0.0094 0.0103

Wir berechnen die Orts-Zeit-Grenzwertlösung V ∞,∞,8 (vgl. Unterabschnitt 4.2.1) mit dem SI-OC um eine
Aussage über die Genauigkeit der Näherungslösungen bezüglich des Verlaufs der Transmembranspannung
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treffen zu können. Die Genauigkeit messen wir anhand des relativen Fehlers ηvact definiert wie in (4.11).
In Tabelle 4.17 ist ηj,ℓ,8vact für die Näherungslösungen V j,ℓ,8 des EMM berechnet mit den Verfahren SI-
SVI, SI-OC und GS zu finden. Alle Werte von ηvact sind im einstelligen Prozentbereich. Für SI-SVI ist
der relative Fehler im Ort bis ℓ = 3 dominant, so dass eine Verfeinerung in der Zeit kaum oder wenig
Verbesserung in der Genauigkeit bringt. Allerdings verdoppelt sich ab dem Zeitlevel j = 2 die Genauigkeit
mit der Verfeinerung im Ort. Für SI-OC ist erst ab ℓ = 4 eine deutliche Verbesserung der Genauigkeit
in der Zeit zu sehen, wenn diese verfeinert wird. Auch für SI-SVI ist der Ortsfehler dominant, allerdings
nicht so ausgeprägt, wie beim SI-SVI, so dass im Allgemeinen für ein festes Ortslevel zwei Verfeinerungen
in der Zeit notwendig sind um die Genauigkeit zu verdoppeln. Für GS ist dagegen der relative Fehler
in der Zeit dominant, da eine Verfeinerung im Ort kaum oder keine Verbesserung in der Genauigkeit
bringt. Allerdings halbiert sich der relative Fehler des GS mit der Verfeinerung in der Zeit. Für die
feinste verwendete Zeit- bzw. Ortsdiskretisierung ist die Genauigkeit in Abbildung 4.17 links bzw. rechts
veranschaulicht. Hier wird deutlich, dass SI-SVI das genauste der drei Verfahren bezüglich ηvact ist. In
j = 3 ist GS für ℓ = 1, 2 genauer als SI-OC, aber ab ℓ = 3 ist der SI-OC genauer als GS. Für das feste
Ortslevel ℓ = 4 ist SI-OC fast so genau wie SI-OC. GS ist auf Grund der Dominanz des Zeitfehlers erst
ab j = 4 ähnlich genau, wie die anderen beiden Verfahren. Die Behauptung aus Unterabschnitt 4.4.2,
dass für j = 4 GS ähnlich genau wie SI-OC ist, wird hier bestätigt. Insgesamt ist in diesem numerischen
Experiment für die Berechnung des EMM SI-SVI das genauste Verfahren bezüglich der Approximation
des Verlaufs der Transmembranspannung.
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Abbildung 4.17: Der relative Fehler ηj,ℓ,8vact bezüglich des Verlaufs der Transmembranspannung aus (4.11)
im Ort für festes Zeitlevel j = 3 (links) und in der Zeit für festes Ortslevel ℓ = 4 bei der Berechnung des
EMM mit den Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS und der vereinfachten Anregung.

Effizienzuntersuchung

Wie in Unterabschnitt 4.4.2 soll anhand eines Aufwand-Genauigkeit-Diagramms eine Aussage über die
Effizienz der Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS getroffen werden. Wir beschränken uns wie im ganzen
Abschnitt auf die Auswertung in z8. Genauere Informationen über die verwendete Hardware sind in
Unterabschnitt 4.1 zu finden.
Wir beginnen mit der Untersuchung der Effizienz bezüglich der Aktivierungszeit tact. Für tact wird die
Genauigkeit anhand des relativen Fehlers ηtact aus (4.10) gemessen. In Abbildung 4.18 ist links der
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Abbildung 4.18: Aufwand-Genauigkeit-Diagramm der Aktivierungszeit tact des EMM berechnet mit SI-
SVI, SI-OC und GS mit festem Zeitlevel j = 3 (links) und festem Ortslevel ℓ = 4 (rechts). Der Aufwand
wird anhand der auf #procs= 256 skalierten Rechenzeiten und die Genauigkeit wird durch den Fehler
ηtact aus (4.10) bestimmt.

Aufwand zur Genauigkeit für das feste Zeitlevel j = 3 und rechts für das feste Ortslevel ℓ = 4 in
Beziehung gesetzt. Da für SI-SVI und SI-OC der relative Fehler im Ort dominant ist, sind die beiden
Verfahren für die kleinen Ortslevel ℓ = 1, 2 weniger effizient als GS. Für EMM schneidet GS bezüglich
ηtact für das Zeitlevel j = 3 sehr gut ab. Für eine gröbere Zeitdiskretisierung ist der relative Fehler
deutlich größer und damit auch die Effizienz schlechter (vgl. rechts). Hält man das Ortslevel ℓ = 4 fest,
ist der Ortsfehler minimiert und die Dominanz des Zeitfehlers für GS verschlechtert seine Effizienz. Dann
schneidet SI-SVI, gefolgt vom SI-OC, am besten ab.
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Abbildung 4.19: Aufwand-Genauigkeit-Diagramm des Verlaufs der Transmembranspannung V des
EMM berechnet mit SI-SVI, SI-OC und GS mit festem Zeitlevel j = 3 (links) und festem Ortslevel
ℓ = 4 (rechts). Der Aufwand wird anhand der auf #procs= 256 skalierten Rechenzeiten und die Genau-
igkeit wird durch den Fehler ηvact aus (4.11) bestimmt.

Ist man an der Approximation des Verlaufs der Transmembranspannung interessiert, sollte die Genauig-
keit anhand des relativen Fehlers ηvact aus (4.11) bestimmt werden. In Abbildung 4.19 wird der Aufwand
gemessen durch die mit 256 skalierte Rechenzeit in Bezug zur Genauigkeit bezüglich ηvact für den Verlauf
der Transmembranspannung gesetzt. Auf der linken Seite von Abbildung 4.19 wird das Zeitlevel j = 3
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festgehalten um den Zeitfehler zu minimieren. Für die Ortslevel ℓ = 1, 2 schneidet GS bezüglich des
relativen Fehlers ηvact und der Rechenzeit besser als SI-OC ab. Aber ab j = 3 ist der relative Fehler
für SI-OC kleiner und die Rechenzeit auch nicht wesentlich länger. Um den Ortsfehler zu minimieren
halten wir das Ortslevel ℓ = 4 fest (vgl. Abbildung 4.19 rechts), dann schneidet GS, aufgrund der Domi-
nanz des Zeitfehlers, am schlechtesten ab. Der relative Fehler ηvact ist für SI-OC größer als für SI-SVI,
was SI-OC auch nicht durch seine etwas kürzere Rechenzeit ausgleichen kann. Insgesamt ist SI-SVI das
effizienteste Verfahren für die Approximation des Verlaufs der Transmembranspannung.

Vergleich EMM und MMOM

Für alle drei Verfahren ist die Aktivierungszeit tact der Näherungslösungen des EMM kleiner, als tact der
Näherungslösungen des MMOM (vgl. Tabelle 4.15 bzw. 4.8). Besonders für SI-SVI und GS ist tact deutlich
kleiner. Wir sehen für die Verfeinerungen im Ort und in der Zeit, dass die Aktivierungszeit der Näherungs-
lösungen des EMM ein qualitativ ähnliches Verhalten wie die Aktivierungszeit der Näherungslösungen
des MMOM zeigt. Das Konvergenzverhalten von tact der Näherungslösungen des EMM unterscheidet
sich kaum zu dem beobachteten Konvergenzverhalten von tact der Näherungslösungen des MMOM (vgl.
Tabelle 4.14 bzw. 4.9). Da alle Aktivierungszeiten der Näherungslösungen des EMM kleiner als die des
MMOM sind, gilt dies auch für t∞,∞,8

act ; die Abweichung beträgt ≈ 2.4%. Die Verkleinerung der Aktivie-
rungszeiten der Nährundlösungen des EMM verkleinert auch den relative Fehler ηtact des GS verglichen
zu dem relativen Fehler ηtact der Näherungslösungen des EMM.
Außerdem weichen die Werte von tAPD(V j,ℓ, z8) einer Näherungslösung V j,ℓ(z8) des EMM kaum vom
Wert tAPD einer Näherungslösung V j,ℓ(z8) des MMOM ab.
Für den Verlauf der Transmembranspannung sehen wir für die Konvergenz der Näherungslösungen des
EMM ein ähnliches Verhalten, wie für die Näherungslösungen des MMOM (vgl. Tabelle 4.16 bzw. 4.11).
Qualitativ ist das Verhalten des relativen Fehlers ηvact für den Verlauf der Transmembranspannung be-
züglich der Näherungslösung des EMM mit dem der Näherungslösungen des MMOM vergleichbar.
Der Vollständigkeit halber haben wir auch die Unter- und Oberschwinger der Näherungslösungen des
EMM untersucht. Die Ergebnisse zeigen nahezu keinen Unterschied zu der Untersuchung in Unterab-
schnitt 4.4.2. Daher verzichten wir an dieser Stelle auf eine detaillierte Beschreibung und verweisen auf
Abbildung 4.11.
Die Aufwand-Genauigkeit-Diagramme der Aktivierungszeit berechnet mit dem EMM (vgl. Abbildung 4.19)
unterscheidet sich kaum von denen berechnet mit dem MMOM (vgl. Abbildung 4.12). Gleiches gilt für die
Aufwand-Genauigkeit-Diagramme des Verlaufs der Transmembranspannung. Für beide relativen Fehler,
also bezüglich der Aktivierungszeit (ηtact) und des Verlaufs der Transmembranspannung (ηvact), ist wie
bei MMOM für EMM des SI-SVI das effizienteste Verfahren.

Der Verlauf der Kalziumionenkonzentration und der Dehnung in Faserrichtung

Wir beginnen mit der Untersuchung des Verlauf der Kalziumionenkonzentration Ca einer Näherungs-
lösung des EMM. Die Kalziumionenkonzentration Ca ist die erste Komponente des Ionenkonzentrati-
onsvektors c, d.h. Ca = c1. Wie für die Näherungslösungen der Transmembranspannung schreiben wir
Caj,ℓ,k = Caj,ℓ(·, zk).
Wie in den vorherigen Unterabschnitten betrachten wir zu Untersuchung der Konvergenz von Ca des
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EMM die benachbarten Differenzen in Ort und Zeit (vgl. Tabelle 4.18). Für das feste Zeitlevel j = 3 hal-
bieren sich die benachbarten Differenzen mit jeder Verfeinerung im Ort für SI-OC, d.h SI-OC konvergiert
linear. Für SI-SVI werden die benachbarten Differenzen mit jeder Verfeinerung im Ort kleiner, halbieren
sich aber erst ab ℓ = 3 nach ℓ = 4. Auch für GS werden die benachbarten Differenzen mit jeder Verfeine-
rung im Ort kleiner, aber sie halbieren sich von ℓ = 3 nach ℓ = 4 nicht. Hält man das Ortslevel ℓ = 4 fest,
zeigen die benachbarten Differenzen mit der Verfeinerung in der Zeit für SI-SVI und SI-OC mindestens
quadratische Konvergenz. Das Verfahren GS zeigt nahezu Halbierung der benachbarten Differenzen in
der Zeit und konvergiert daher linear.

Tabelle 4.18: L2(0, T )-Norm der benachbarten Differenzen der intazellulären Kalziumkonzentration Ca
in µmol/l für die benachbarten Ortslevel (links) und Zeitlevel (rechts) in z8.

j = 4
∥∥∥Caj,ℓ,8 − Caj,ℓ−1,8

∥∥∥
L2(0,T )

SI-SVI SI-OC GS

ℓ = 2 0.0196 0.0552 0.0333
ℓ = 3 0.0165 0.0366 0.0114
ℓ = 4 0.0089 0.0175 0.0110

ℓ = 4
∥∥∥Caj,ℓ,8 − Caj−1,ℓ,8

∥∥∥
L2(0,T )

SI-SVI SI-OC GS

j = 2 0.1364 0.0173 0.0692
j = 3 0.0032 0.0032 0.0409
j = 4 0.0003 0.0003 0.0229
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Abbildung 4.20: Die Konzentration der Kalziumionen Ca in z8 für festes Zeitlevel j = 3 mit Ortslevel
ℓ = 1, 2, 3, 4 (links) und für festes Ortslevel ℓ = 4 mit Zeitlevel j = 0, 1, 2, 3 (rechts) berechnet mit
SI-OC und der vereinfachten Anregung. Gepunktet bzw. gestichelt sind links und rechts die Orts-Zeit-
Grenzwertlösungen in (0, T ) bzw. (tref

Ca, T
ref
Ca ) dargestellt.

In Abbildung 4.20 ist die Konzentration der Kalziumionen für die Verfeinerung im Ort mit einem festen
Zeitlevel (links) sowie die Verfeinerung in der Zeit mit einem festen Ortslevel berechnet mit SI-OC dar-
gestellt. Für beide Fälle werden die Abstände der Kurven, insbesondere beim steile Anstieg zu Beginn,
mit jeder Verfeinerung kleiner. Der Beginn des Anstiegs unterscheidet sich im Ort deutlich, in der Zeit
kaum. Der tatsächliche Verlauf der Kurve hängt allerdings nicht wesentlich von der Diskretisierung ab.
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Berechnet man mit Hilfe von Extrapolation (wie in Abschnitt 4.2.1 beschrieben) eine Referenzlösung
auf dem gesamten Zeitintervall (0, 0.6) führt dies zu einer verfälschten Extrapolierten in Ort und Zeit.
Wie in Abbildung 4.20 gepunktet eingezeichnet, hat Ca∞,∞,8 einen Unterschwinger und Oberschwinger,
der sicherlich in der asymptotischen Lösung nicht vorhanden wäre. Zunächst beginnen wir trotzdem mit
dieser Extrapolierten berechnen den relativen Fehler

ηj,ℓ,kCa :=

∥∥∥Caj,ℓ,k − Ca∞,∞,k
∥∥∥

L2(0,T )∥∥∥Ca∞,∞,k
∥∥∥

L2(0,T )

, (4.16)

in der L2(0, T )-Norm.

Tabelle 4.19: Der relative Fehler ηj,ℓ,8Ca (vgl. (4.16)) der Näherungslösungen des EMM bezüglich der Orts-
Zeit-Grenzwertlösung Ca∞,∞,8 in der L2(0, T )-Norm auf dem biventrikulären Gebiet (links). Der relative
Fehler ηj,ℓ,8Ca,act (vgl. (4.17)) der Näherungslösungen des EMM bezüglich der Orts-Zeit-Grenzwertlösung
Ca∞,∞,8

(tref
Ca,T

ref
Ca ) in der L2(tCa, TCa)-Norm auf dem biventrikulären Gebiet mit T ref

Ca = tref
Ca + 0.4 (rechts).

ηj,ℓ,8Ca ηj,ℓ,8Ca,act

SI-OC SI-SVI SI-OC GS

ℓ = 1 j = 1 0.3024 0.0059 0.0076 0.0027
j = 2 0.3248 0.0029 0.0042 0.0014
j = 3 0.3277 0.0015 0.0029 0.0008
j = 4 0.3269 0.0010 0.0022 0.0006

ℓ = 2 j = 1 0.1562 0.0061 0.0069 0.0035
j = 2 0.1997 0.0030 0.0035 0.0014
j = 3 0.2066 0.0016 0.0020 0.0006
j = 4 0.2064 0.0008 0.0013 0.0003

ℓ = 3 j = 1 0.0392 0.0061 0.0069 0.0037
j = 2 0.0936 0.0031 0.0032 0.0017
j = 3 0.1042 0.0015 0.0016 0.0007
j = 4 0.1051 0.0007 0.0009 0.0003

ℓ = 4 j = 1 0.0278 0.0082 0.0064 0.0033
j = 2 0.0432 0.0030 0.0031 0.0016
j = 3 0.0521 0.0015 0.0016 0.0009
j = 4 0.0525 0.0008 0.0008 0.0004

In Tabelle 4.17 links wird deutlich, dass sich der relative Fehler ηCa für festes Zeitlevel aber Verfeinerung
im Ort halbiert. Für die Verfeinerungen in der Zeit bei festem Ortslevel wird der relative Fehler allerdings
größer. Hier kommt die Abhängigkeit der Genauigkeit der Aktivierungszeit tact, die auch den Zeitpunkt
des Beginns des Ionenstroms für Ca beeinflusst mit ins Spiel.
Da tact mit jeder Verfeinerung im Ort größer wird, konvergiert die Kalziumkonzentration im Ort für SI-
OC von links nach rechts. In der Zeit verhält es sich für SI-OC allerdings umgekehrt. Hier wird tact mit
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jeder Verfeinerung in der Zeit kleiner, so dass die Kalziumionenkonzentration für ein festes ℓ von rechts
nach links konvergiert. Dieser Zusammenhang spiegelt sich auch in Tabelle 4.17 wieder. Für festes j und
Verfeinerung im Ort halbiert sich der relative Fehler ηCa nahezu, während er für ein festes Ortslevel ℓ
mit Verfeinerung in der Zeit größer wird.
Da wir die Aktivierungszeit tact in diesem Unterabschnitt weiter oben genauer untersucht haben, soll ihr
Einfluss an dieser Stelle nicht berücksichtigt werden. Daher verwenden wir für die Genauigkeitsuntersu-
chung ähnlich wie bei der Untersuchung des Verlaufs der Transmembranspannung V nicht die L2(0, T )-
Norm. Wir definieren hier die L2(tCa, TCa)-Norm mit der speziellen Aktivierungszeit tCa, als den ersten
Zeitpunkt, an dem die Kalziumkonzentration Ca den Wert 0.0002 mmol/l überschreitet. Außerdem ist
TCa = tCa+0.4. Die Orts-Zeit-Grenzwertlösung Ca∞,∞,k

(tref
Ca,T

ref
Ca ) wird mit Hilfe der Näherungslösung Caj,ℓ,k mit

ihrem spezifischen Intervall (tj,ℓ,kCa , T j,ℓ,kCa ) berechnet. Dazu wird zunächst die Orts-Zeit-Grenzwertlösung
tref
Ca mit Hilfe von tj,ℓ,kCa berechnet. Die Orts-Zeit-Grenzwertlösung Ca∞,∞,k

(tref
Ca,T

ref
Ca ) ist in Abbildung 4.20 (links)

gestrichelt dargestellt. Dann definieren wir den zugehörigen relativen Fehler

ηj,ℓ,kCa,act :=

∥∥∥∥Caj,ℓ,k
(tj,ℓ,k

Ca ,T j,ℓ,k
Ca )

− Ca∞,∞,k

(tref
Ca,T

ref
Ca )

∥∥∥∥
L2(tCa,TCa)∥∥∥Ca∞,∞,k

(tref
Ca,T

ref
Ca )

∥∥∥
L2(tCa,TCa)

. (4.17)

In Tabelle 4.19 rechts ist ηj,ℓ,8Ca,act für die verschiedenen Näherungslösungen Caj,ℓ,k
(tj,ℓ,k

Ca ,T j,ℓ,k
Ca )

zu finden. Für

festes Ortslevel und mit der Verfeinerung in der Zeit verdoppelt sich die Genauigkeit bzgl. ηj,ℓ,8Ca,act ab ℓ = 2
für SI-SVI und GS. Für SI-OC verdoppelt sich die Genauigkeit erst ab ℓ = 3 für alle Verfeinerungen in
der Zeit mit einem festen Ortslevel. Bei allen Verfahren ist für ein festes Zeitlevel nur eine leichte Ver-
besserung der Genauigkeit bzgl. ηj,ℓ,8Ca,act mit Verfeinerung im Ort zu sehen. Damit wird deutlich, dass die
Ortsdiskretisierung vor allem aufgrund der davon abhängigen Aktivierungszeit tact auf die Genauigkeit
einer Näherungslösung der Kalziumkonzentration hat. Den tatsächlichen Verlauf der Kurve beeinflusst
vor allem die Zeitdiskretisierung. Da die Kalziumkonzentration Ca unabhängig auf den Eckpunkten des
Gitters gelöst wird (vgl. Algorithmus 6 im Anhang) ist dieses Verhalten auch erwartbar. Die Ortsdiskre-
tisierung beeinflusst die Näherungslösung von Ca nur aufgrund der unterschiedlichen Näherungslösungen
der Transmembranspannung V .

Wir haben auch für den Verlauf der Dehnung in Faserrichtung γf eine detaillierte Untersuchung durch-
geführt (vgl. Anhang B.4.4). Dabei erhalten wir für den Verlauf von γf ähnliche Ergebnisse bezüglich
Konvergenz und Genauigkeit, wie für die Kalziumionenkonzentration. Aufgrund des entkoppelten Lösens
von γf auf den Knoten (SI-SVI, GS) bzw. Zellmittelpunkten (SI-OC) ist die Genauigkeit de Verlaufs von
γf vor allem von der Zeitdiskretisierung abhängig.
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Verlauf der Volumenkurven

In diesem Unterabschnitt untersuchen wir die Volumenkurven des linken Ventrikels LV und des rechten
Ventrikels RV genauer. Die Volumen werden wie in [37] erklärt berechnet. Die Näherungslösungen LVj,ℓ

und RVj,ℓ sind in Abbildung 4.21 für SI-OC dargestellt. Wie für alle anderen Größen in diesem Abschnitt
konvergieren die Näherungslösungen für die Volumenkurven berechnet mit SI-OC im Ort von links und
in der Zeit von rechts gegen eine asymptotische Lösung.
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Abbildung 4.21: Der Verlauf der Volumenkurven LV und RV für festes Zeitlevel j = 2 mit Ortslevel
ℓ = 1, 2, 3, 4 (links) und für festes Ortslevel ℓ = 4 mit Zeitlevel j = 0, 1, 2, 3, 4 (rechts) berechnet mit
SI-OC und der vereinfachten Anregung.

Tabelle 4.20: L2(0, T )-Norm der benachbarten Differenzen Volumenkurve LV und RV für die benachbarten
Ortslevel (links) und Zeitlevel (rechts) .

j = 3
∥∥∥LVj,ℓ − LVj,ℓ−1

∥∥∥
L2(0,T )

SI-SVI SI-OC GS

ℓ = 2 0.397 3.526 0.982
ℓ = 3 0.635 2.154 0.804
ℓ = 4 0.405 0.997 0.638

ℓ = 4
∥∥∥LVj,ℓ − LVj−1,ℓ

∥∥∥
L2(0,T )

SI-SVI SI-OC GS

j = 1 2.3276 2.4952 5.1393
j = 2 0.7258 0.7826 3.1535
j = 3 0.1316 0.1357 1.8515

j = 3
∥∥∥RVj,ℓ − RVj,ℓ−1

∥∥∥
L2(0,T )

SI-SVI SI-OC GS

ℓ = 2 0.136 4.654 1.119
ℓ = 3 0.529 3.045 1.026
ℓ = 4 0.463 1.533 0.933

ℓ = 4
∥∥∥RVj,ℓ − RVj−1,ℓ

∥∥∥
L2(0,T )

SI-SVI SI-OC GS

j = 1 2.7301 3.0796 6.0466
j = 2 0.8496 0.9702 3.7672
j = 3 0.1497 0.1632 2.2225

Zur Untersuchung der Konvergenz betrachten wir auch hier die benachbarten Differenzen (vgl. Tabel-
le 4.20 für LV und RV). Für beide Volumenkurven beobachten wir für SI-OC nahezu lineare Konvergenz
im Ort und mindestens quadratische Konvergenz in der Zeit. Für SI-SVI konvergieren die Volumenkur-
ven in dieser Konfiguration nicht im Ort aber mindestens quadratisch in der Zeit. Für GS sehen wir eine
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Verkleinerung der benachbarten Differenzen mit jeder Ortsverfeinerung, aber keine Halbierung und daher
keine lineare Konvergenz. In der Zeit konvergiert GS nahezu linear.
Aufgrund der Konvergenz in Ort und Zeit berechnen wir die Orts-Zeit-Grenzwertlösungen LV∞,∞ bzw.
RV∞,∞ wie in Unterabschnitt 4.2.1 mit den Näherungslösungen des Verfahren SI-OC. Analog zu den
anderen Größen in diesem Unterabschnitt definieren wir die relativen Fehler

ηj,ℓLV :=

∥∥∥LVj,ℓ − LV∞,∞
∥∥∥

L2(0,T )

∥LV∞,∞∥L2(0,T )
, ηj,ℓRV :=

∥∥∥RVj,ℓ − RV∞,∞
∥∥∥

L2(0,T )

∥RV∞,∞∥L2(0,T )
. (4.18)

Tabelle 4.21: Der relative Fehler ηj,ℓLV bzw. ηj,ℓRV (vgl. (4.18)) der Näherungslösungen bezüglich der Orts-
Zeit-Grenzwertlösung LV∞,∞, bzw. RV∞,∞, in der L2(0, T )-Norm auf dem biventrikulären Gebiet.

ηj,ℓLV ηj,ℓRV

SI-SVI SI-OC GS SI-SVI SI-OC GS

ℓ = 1 j = 0 0.0453 0.0467 0.0697 0.0428 0.0640 0.0694
j = 1 0.0234 0.0712 0.0366 0.0207 0.0893 0.0361
j = 2 0.0157 0.0767 0.0200 0.0141 0.0948 0.0203
j = 3 0.0136 0.0772 0.0116 0.0126 0.0952 0.0134

ℓ = 2 j = 0 0.0418 0.0061 0.0957 0.0452 0.0154 0.0968
j = 1 0.0197 0.0336 0.0440 0.0223 0.0462 0.0442
j = 2 0.0118 0.0413 0.0163 0.0150 0.0544 0.0172
j = 3 0.0097 0.0424 0.0034 0.0132 0.0554 0.0107

ℓ = 3 j = 0 0.0371 0.0194 0.1136 0.0417 0.0170 0.1193
j = 1 0.0127 0.0102 0.0617 0.0175 0.0168 0.0650
j = 2 0.0056 0.0188 0.0284 0.0118 0.0263 0.0300
j = 3 0.0042 0.0203 0.0098 0.0109 0.0279 0.0129

ℓ = 4 j = 0 0.0317 0.0254 0.1166 0.0359 0.0257 0.1232
j = 1 0.0082 0.0019 0.0672 0.0138 0.0043 0.0728
j = 2 0.0037 0.0087 0.0353 0.0109 0.0124 0.0389
j = 3 0.0039 0.0100 0.0162 0.0107 0.0138 0.0194

Wie in Tabelle 4.21 zu sehen, verhalten sich die relativen Fehler ηLV und ηRV qualitativ sehr ähnlich.
Für SI-OC sehen wir eine Halbierung des relativen Fehlers ηLV bzw. ηRV für ein festes Zeitlevel und der
Verfeinerung im Ort. Hält man dagegen für SI-OC eine Ortsdiskretisierung fest, wird der relative Fehler
ηLV bzw. ηRV mit jeder Verfeinerung in der Zeit größer, was sicherlich am Einfluss der Aktivierungszeit
liegt (vgl. Unterabschnitt 4.5.3). Für SI-SVI bringt die Verfeinerung im Ort ab ℓ = 3 für ein festes Zeitlevel
eine Verbesserung der relative Fehler ηLV bzw. ηRV allerdings keine Halbierung. Anders als für SI-OC führt
die Verfeinerung in der Zeit mit einem festen Ortslevel für SI-SVI ebenfalls zu einer Verbesserung des
relativen Fehlers. Die Genauigkeit verdoppelt sich sogar bezüglich ηLV von j = 0 zu j = 1 und zu j = 2
für SI-SVI für ein festes Ortslevel. Für GS dagegen bringt eine Verfeinerung im Ort für ein festes Zeitlevel
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eine Verschlechterung der relativen Fehler ηLV und ηRV. Hält man dagegen ein Ortslevel fest, verdoppelt
sich die Genauigkeit bezüglich ηLV bzw. ηRV (fast) mit jeder Verfeinerung in der Zeit für GS.
Für alle drei Verfahren ist in den Diskretisierungen der Zeit und dem Ort der relative Fehler ηLV in
Abbildung 4.22 und der relative Fehler ηRV in Abbildung 4.23 veranschaulicht.
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Abbildung 4.22: Der relative Fehler ηj,ℓLV aus (4.18) im Ort für festes Zeitlevel j = 3 (links) und in der Zeit
für festes Ortslevel ℓ = 4 bei der Berechnung des EMM mit den Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS und
der vereinfachten Anregung.

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

2

4

6

8

·10−2

Ortsevel ℓ

η
3,
ℓ

R
V

j = 3

SI-SVI
SI-OC
GS

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

2

4

6

8

10

12
·10−2

Zeitlevel j

η
j,

4
R

V

ℓ = 4

SI-SVI
SI-OC
GS

Abbildung 4.23: Der relative Fehler ηj,ℓRV aus (4.18) im Ort für festes Zeitlevel j = 3 (links) und in der Zeit
für festes Ortslevel ℓ = 4 bei der Berechnung des EMM mit den Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS und
der vereinfachten Anregung.

Wir möchten an dieser Stelle noch einmal betonen, dass für die Konvergenz im Ort nur die Verfeinerung
des Elektrophysiologie-Gitters mit der Dehnung in Faserrichtung γf eingeht, da die Mechanik selbst wird
immer auf ℓ = 1 gelöst wird.

4.5.4 Modifizierung der Zeitschrittweiten für die Kontraktion

In diesem Unterabschnitt sollen Ideen zur Verbesserung der Effizienz genauer betrachtet werden. Die
Kontraktion des Myokard läuft deutlich langsamer ab, als die Depolarisation der Kardiomyozyten, daher
ist es naheliegend, eine größere Zeitschrittweite zur Berechnung der Deformation φ bzw. der Verschiebung
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u als für die Elektrophysiologie zu verwenden. Bisher haben wir die Zeitschrittweite für die Mechanik
(△tM) immer gleich der Zeitschrittweite der Elektrophysiologie (△tE) gewählt. Wir beginnen mit der
naheliegenden Variante ein feste Zeitschrittweite für die Mechanik zu wählen, so dass △tM > △tE. Da-
bei bezieht sich das Zeitlevel j weiterhin auf die Zeitschrittweite der Elektrophysiologie △tE mit dem
Zusammenhang aus Tabelle 4.13. In diesem Unterabschnitt verwenden wir SI-SVI zur Berechnung der
Näherungslösungen des EMM und wählen für die Diskretisierung im Ort ℓ = 2.

Tabelle 4.22: Untersuchung verschiedener Varianten zur Anpassung der Zeitschrittweite △tm für die Me-
chanik für das EMM berechnet mit dem SI-SVI in z8. Es wurden 512 parallele Prozesse auf dem HoreKa
verwendet. Die Rechenzeit ist in Stunden:Minuten:Sekunden und die Zeitschrittweiten sind in Millise-
kunden angegeben.

festes △tm adaptives Verfahren

ℓ = 2 △tm = △te △tm = 0.8 △tm = 1.6 △tM,beg = 1.6 △tM,beg = 3.2

j = 0 Rechenzeit 3:13:24 2:45:55 2:35:11 2:54:31 3:09:22
η0,2,8

tact 0.2277 0.2277 0.2276 0.2277 0.2277
η0,2,8

vact 0.8581 0.8583 0.8585 0.8582 0.8582
η0,2,8

Ca,act 0.1746 0.1784 0.1784 0.1784 0.1784
η0,2

LV 0.0418 0.0760 0.1466 0.0418 0.0418
η0,2

RV 0.0452 0.0703 0.1307 0.0452 0.0452

j = 1 Rechenzeit 4:09:22 3:45:22 3:34:23 2:45:12 2:51:43
η1,2,8

tact 0.1097 0.1097 0.1097 0.1097 0.1097
η1,2,8

vact 0.0219 0.0217 0.0214 0.0218 0.0217
η1,2,8

Ca,act 0.0061 0.0081 0.0081 0.0081 0.0081
η1,2

LV 0.0197 0.0878 0.1531 0.0197 0.0197
η1,2

RV 0.0223 0.0836 0.1370 0.0223 0.0223

j = 2 Rechenzeit 6:38:42 3:21:29 3:42:43 4:05:26 3:59:30
η2,2,8

tact 0.0688 0.0688 0.0688 0.0688 0.0687
η2,2,8

vact 0.0204 0.0206 0.0207 0.0202 0.0199
η2,2,8

Ca,act 0.0030 0.0057 0.0057 0.0057 0.0057
η2,2

LV 0.0118 0.0922 0.1554 0.0118 0.0118
η2,2

RV 0.0150 0.0884 0.1391 0.0150 0.0150

In Tabelle 4.22 sind die Rechenzeit und die relativen Fehler der verschiedenen Größen mit der Verfeine-
rung in der Zeit für die Elektrophysiologie gegeben. Wir wählen △tM = 1.6 ms und △tM = 0.8 ms. Hier
wird deutlich, dass sich der relative Fehler ηtact der Aktivierungszeit (4.10) nahezu gleich ist, also unab-
hängig davon welche Zeitschrittweite für die Mechanik gewählt wird. Für den Fehler ηvact des Verlaufs
der Transmembranspannung (4.11) ist erst ab j = 2 ein deutlicher Unterschied zu sehen; insbesondere
für △tM = 1.6 ms ist der relative Fehler fast doppelt so groß wie für die Variante mit △tM = △tE. Der
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relative Fehler ηCa,act der Kalziumkonzentration (4.17) allerdings ist nur für j = 0 für die drei Varianten
der Wahl von △tM gleich. Mit jeder Verfeinerung in der Zeit haben △tM = 0.8 ms und △tM = 1.6 ms
den gleichen relativen Fehler ηCa,act aber er ist deutlich größer als für △tM = △tE. Am deutlichsten sieht
man einen Unterschied für die relativen Fehler ηLV bzw. ηRV der Volumenkurven (4.18). Für eine feste
Elektrophysiologie-Schrittweite △tE verdoppeln sich ηLV und ηRV von △tM = △tE zu △tM = 0.8 ms und
auch zu △tM = 1.6 ms. Zusammenfassend sind für die Aktivierungszeit und den Verlauf der Transmem-
branspannung größere Zeitschrittweiten von Vorteil, da die Rechenzeit deutlich schneller ist. Sollen aber
auch die Volumenkurven und damit die Mechanik möglichst genau approximiert werden, spielt die Wahl
der Zeitschrittweite △tM eine entscheidende Rolle.

Nach der Depolarisation eines Kardiomyozyt folgt die Kontraktion bzw. Systole und mit der Repolarisati-
on auch die Diastole. Es gibt also Zeitfenster während des Herzschlages, wo es keine signifikante Änderung
bezüglich der Deformation des Herzgewebes gibt. Daher liegt es nahe zur Optimierung der Rechenzeit
die Zeitschrittweite △tM adaptiv anzupassen. Dabei wählen wir als Steuerungsgröße die Maximumsnorm
im Ort der Dehnung in Faserrichtung ∥γf (·,x)∥∞. Wir starten mit der Zeitschrittweite △tM,beg für die
Mechanik. Die Elektrophysiologie und auch die Dehnung in Faserrichtung γf wird mit einer festen Zeit-
schrittweite △tE gelöst. Wenn in einem Zeitschritt des Verfahrens zur Zeitintegration ∥γf ∥∞ = 0 ist,
dann verwenden wir △tM = △tM,beg als Zeitschrittweite. Mit dem Skalierungsfaktor ab = 0.8 und der a
priori approximierten maximalen Maximumsnorm γb = 0.3 ≈ maxt ∥γf ∥∞, wählen wir △tM = △tE für
∥γf )∥∞ ≥ abγb. Hat die Maximumsnorm vom γf einen Wert zwischen 0 und abγb, interpolieren wir die
Zeitschrittweite entsprechend zwischen △tM,beg und △tE. Dabei beschränken wir uns bei den Werten der
interpolierten Zeitschrittweiten auf Halbierungen, so dass für △tM,beg = 1.6 ms und △tE = 0.1 ms die
interpolierten Werte aus der Menge {0.8, 0.4, 0.2} ms sind. In Abbildung 4.24 sind die Zeitschrittweiten
des adaptiven Verfahrens mit △tM,beg = 1.6 ms für verschiedene Zeitlevel der Zeitschrittweite △tE sowie
die zugehörigen Verläufe von ∥γf )∥∞ in der Zeit berechnet mit dem SI-SVI und Ortslevel ℓ = 2 darge-
stellt. Der starke Abfall der Zeitschrittweite zu Beginn für j = 2 kommt aufgrund des Abbruchkriteriums
∥γf ∥∞ = 0 zu Stande.
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Abbildung 4.24: Die Zeitschrittweite △tM und der Verlauf von ∥γf ∥∞ mit △tM,beg = 1.6 ms für das
adaptive Verfahren berechnet mit dem SI-SVI und dem festen Ortslevel ℓ = 2.

In Tabelle 4.22 sind die Rechenzeiten und die relativen Fehler der Näherungslösung de EMM für ver-
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schiedene Größen für △tM,beg = 1.6 ms und △tM,beg = 3.2 ms zu finden. Wie schon bei der festen Wahl
der festen Zeitschrittweite △tM hat die adaptive Wahl kaum Einfluss auf den relativen Fehler ηtact der
Aktivierungszeit, den relativen Fehler ηvact des Verlaufs der Transmembranspannung oder den relativen
Fehler ηCa,act des Verlaufs der Kalziumionenkonzentrationen. Für den relativen Fehler ηLV bzw. ηRV der
Volumenkurve des linken bzw. rechten Ventrikels sehen wir im Vergleich zur Variante △tM = △tE keinen
Unterschied im relativen Fehler, also eine deutliche Verbesserung zu den Varianten mit fester größerer
Zeitschrittweite. Allerdings ist die Rechenzeit für das adaptive Verfahren länger, als für die Wahl mit
fester aber größerer Schrittweite. Im Vergleich zu △tM = △tE verkürzt sich die Rechenzeit, vor allem mit
steigendem Zeitlevel, trotz gleichen relativen Fehlers.

Bemerkung 4.4: Für das Monodomain-Modell gibt es ebenfalls viele Ideen zur Optimierung der Re-
chenzeit mit Hilfe von adaptiven Verfahren für die Zeitintegration, wie z.B. in [21, 83]. Aufgrund der
kurzen Dauer der Depolarisation und Repolarisation ist die Verwendung eines adaptiven Verfahrens in
der Zeit auch naheliegend. Allerdings verzichten wir in dieser Arbeit darauf, da die starke Parallelisierung
im Ort zu Problemen für adaptive Verfahren in der Zeit führt. Die Depolarisation oder auch Repolari-
sation der Kardiomyozyten findet nicht gleichzeitig statt, d. h. die Orte wo eine Verfeinerung numerisch
hilfreich ist, sind über das Herz verteilt und ändern sich mit der Zeit. Angenommen eine Zelle beginnt zu
depolarisieren und infolge dessen wird die Zeitschrittweite verkleinert. Dann müssen Prozesse, in denen
weder Depolarisation noch Repolarisation stattfindet auf den Prozess mit der kleineren Zeitschrittweite
warten. Oder der Aufwand muss in diesem Moment neu verteilt werden, was ebenfalls Rechenzeit kostet.
Beide Varianten führen daher wahrscheinlich nicht zu einer Verbesserung der Rechenzeit.



KAPITEL 5

Fazit

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der Arbeit eingeordnet und zusammengefasst.

Grenzen und Perspektiven

Wie in jeder wissenschaftlichen Arbeit gibt es auch in dieser Arbeit Annahmen und Beschränkungen, die
im Folgenden diskutiert werden.

Wir verwenden für die Diskretisierung im Ort lineare finite Elemente. Allerdings haben wir in den Stu-
dien dieser Arbeit beobachtet, dass der Ortsfehler für die Verfahren ohne zusätzliches Operator-Splitting
dominant ist. In der Literatur wurde schon in dieser Richtung geforscht. Es gibt Veröffentlichungen zur
Verwendung finiter Elemente höherer Ordnung [122], isoparametrischer finiter Elemente [15, 87] oder auch
adaptiver Verfahren zur Bestimmung des Polynomgrades [53]. In der Finite-Elemente-Software M++ wur-
den im Rahmen des Schwerpunktprogramm 2311 (Projektnummer 465189069) die diskontinuierliche und
Enriched Galerkin-Methoden implementiert, um der Dominanz des Ortsfehlers entgegen zu wirken.

Um den Verlauf der Transmembranspannung ohne den Einfluss der Aktivierungszeit zu untersuchen,
haben wir V in dem Intervall (tact, tact + 0.4) s betrachtet. Allerdings sind die Unterschwinger in die-
sem Intervall nicht enthalten. Betrachtet man dagegen das Intervall (tact − 0.005, tact + 0.4) s ist auch
der Beginn der Depolarisation und damit die eventuell auftretenden unphysiologischen Unterschwinger
enthalten. Allerdings sehen wir in diesem Intervall keine Konvergenz in Ort oder Zeit für eines der verwen-
deten Verfahren. Betrachtet man den Verlauf der Transmembranspannung in (tact−0.005−tact) s genauer,
wird deutlich, dass auch für die feineren Ortsdiskretisierungen ohne Unterschwinger am Übergang von
Ruhepotential zu Depolarisation keine Konvergenz zu beobachten ist. Im allgemeinen zeigt die Theorie
nur, dass die Lösung der Transmembranspannung in Wk,p liegt. Allerdings benötigt man Stetigkeit der
Lösung um punktweise Konvergenz für die in dieser Arbeit verwendeten Verfahren zu erhalten. Um dem
entgegenzuwirken sollte eine andere Auswertungsnorm, also keine Punktauswertung, oder die Diskreti-
sierung in Ort und Zeit feiner gewählt werden, was die aktuellen Rechenkapazitäten auf dem HoreKa
übersteigt. Daher haben wir uns dazu entschlossen die Unterschwinger getrennt zu untersuchen und se-
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hen, dass diese ab ℓ = 4 für MMOM bzw. ℓ = 3 für EMM für alle verwendeten Verfahren vernachlässigbar
sind.

Erst kürzlich wurde in [41] die Auswirkung unterschiedlicher Kopplungseffekte auf die physiologischen
Eigenschaften der Simulation des Herzschlages untersucht. Die Kopplungseffekte beinhalten wie in dieser
Arbeit die Deformation des Leitfähigkeitstensor σ. Zusätzlich wird berücksichtigt, dass Kalziumionen
während der Kontraktion an Troponin gebunden werden und dass es Ionenkanäle gibt, die durch die
Dehnung der Zelle gesteuert werden. Diese Feedback-Mechanismen können problemlos in der Finite-
Elemente-Software M++ integriert werden, um das voll-gekoppelte elektro-mechanische Modell realisti-
scher zu machen und ihren Einfluss auf die Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz zu untersuchen. In [68]
haben wir auch eine komplexere Anregung zur Approximation der Purkinje-Fasern verwendet. Dadurch
wird das Herz in den Simulationen schneller vollständig depolarisieren. Allerdings erwarten wir für die
Konvergenz und Genauigkeit keinen Unterschied zur vereinfachten Anregung, daher haben wir an dieser
Stelle auf eine genaue Untersuchung verzichtet.

Zusammenfassung der Ergebnisse

Der Fokus dieser Arbeit lag auf der Untersuchung der Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz von nume-
rischen Verfahren zur Approximation der Lösung des Monodomain-Modell. Anders als in den bisherigen
Studien, wird in dieser Arbeit ein realistisches Zellmodell und Gebiet verwendet. Wir haben auf dem abge-
schnittenen Ellipsoid das Monodomain-Modell gekoppelt mit dem Zellmodell von Beeler und Reuter gelöst
und festgestellt, dass klassische Verfahren kombiniert mit dem Ansatz SVI konvergieren und effizienter als
ein Godunov-Splitting sind. Da für die Approximation der Transmembranspannung, insbesondere der De-
polarisation, kleine Zeitschrittweiten (< 0.0001 s) benötigt werden, gibt es in der Genauigkeit kaum einen
Unterschied zwischen dem impliziten (IE-SVI), linear impliziten (LI-SVI) und semi-impliziten (SI-SVI)
Verfahren. Daher ist SI-SVI aufgrund seiner kürzeren Rechenzeit das effizienteste Verfahren.
Im Anschluss haben wir auf einem biventrikulären Gebiet das Monodomain-Modell gekoppelt mit dem
realistischeren Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov mit SI-SVI und GS gelöst. Zusätzlich haben wir
das semi-implizite Verfahren modifiziert um die Zellmodelle nicht pro Knoten, sondern pro Tetraeder der
Triangulierung, zu lösen (SI-OC). Wir haben festgestellt, dass auch in diesem realistischeren Szenario,
das Operator-Splitting GS trotz seiner kürzeren Rechenzeit nicht bezüglich Konvergenz und Genauigkeit
überzeugen kann. Das Verfahren SI-OC zeigt in nahezu allen Auswertungsgrößen gute Konvergenzei-
genschaften und wurde daher verwendet um mit Hilfe von Extrapolation eine asymptotische Lösung zu
berechnen. Allerdings ist SI-SVI trotz schlechterer Konvergenzeigenschaften als der SI-OC aufgrund seiner
Genauigkeit und Rechenzeit das effizienteste der hier untersuchten Verfahren.
Die Kopplung zur Mechanik hat in dieser Studie kaum Einfluss auf die Konvergenzeigenschaften des
SI-SVI, SI-OC und GS bezüglich der Aktivierungszeit und des Verlaufs der Transmembranspannung. Die
Verwendung des deformierten Leitfähigkeitstensor beeinflusst hauptsächlich die Aktivierungszeit. Für al-
le Verfahren ist die Aktivierungszeit früher als ohne die Kopplung zur Mechanik. Die Untersuchung der
Kalziumionenkonzentration bestätigt die Abhängigkeit des Verlaufs von der Wahl der Zeitschrittweite,
während das Ortslevel bzw. die Gitterweite kaum Einfluss auf den Verlauf der Kalziumionenkonzentra-
tion in der Zeit hat. Die Kontraktion wurde mit einer festen Ortsdiskretisierung berechnet, aber die
Zeitschrittweite wurde an die der Elektrophysiologie angepasst. Für den Verlauf der Volumenkurven des
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linken und rechten Ventrikels, beobachten wir wie erwartet einen deutlichen Einfluss der Aktivierungszeit.
Mit der Verfeinerung der Größen der Elektrophysiologie und des Kraftmodells auf mikroskopischer Ebene
beobachten wir ebenfalls die Dominanz des Ortsfehlers für SI-OC und die Dominanz des Zeitfehlers für
GS. Zusätzlich haben wir zur Verbesserung der Effizienz die Wahl der Zeitschrittweite für die Mechanik
genauer untersucht. Dabei hat sich herausgestellt, dass ein einfaches adaptives Verfahren bezüglich der
Fehler unterschiedlicher Größen genau so gut abschneidet, wie für die gleiche Wahl der Zeitschrittweite
der Mechanik und Elektrophysiologie. Allerdings bringt es eine deutliche Verbesserung der Rechenzeit.
Insgesamt helfen die Ergebnisse dieser Arbeit den Rechenaufwand für realistische Simulationen und deren
erwartete Genauigkeit bezüglich unterschiedlicher Größen einzuschätzen.
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ANHANG A

Zellmodelle

A.1 Beeler und Reuter

Beeler und Reuter haben in [8] ein ventrikuläres Zellmodell vorgetellt. Es definiert den dimensionslosen
Gatingvektor w als w = (w1, . . . , w6) ≡ (d, f,m, h, j, x1) ∈ [0, 1]6 und die intrazelluläre Konzentration
der Kalziumionen c = (Ca) ∈ R+. Die Transmembranspannung V ist in mV gemessen. Der gesamte
Ionenstrom Iion(V, c,w) ist die Summe der beiden Einwärtsströme

Is(V, c, d, f) = gsdf(V − Es(c)) , INa(V,m, h, j) = (gNam
3hj + gNaC)(V − ENa) ,

und der beiden Auswärtsströme

Ix1(V, x1) = x1
0.8
(

exp(0.04(V + 77)) − 1
)

exp(0.04(V + 35)) ,

IK(V ) =
1.4
(

exp(0.04(V + 85)) − 1
)

exp(0.08(V + 53)) + exp(0.04(V + 53)) + 0.07(V + 23)
1 − exp(−0.04(V + 23)) ,

mit den Nernst-Potentialen Es(c) = −82.3 − 13.0287 log(c) und ENa = 50. Sie sind gemessen in mV.
Damit ist der gesamte Ionenstrom über die Membran gegeben durch

Iion(V, c,w) = Is(V, c, d, f) + INa(V,m, h, j) + Ix1(V, x1) + IK(V ) .

Wie in [8] sind die maximalen Leitfähigkeiten konstant und gegeben durch

gNa = 4 S/cm2
, gNaC = 0.003 S/cm2

, gs = 0.09 S/cm2
. (A.1)

Die Öffnungs- und Schließraten αj(V ) bzw. βk(V )

αk(V ) = C1 exp(C2(V + C3)) + C4(V + C5)
exp(C6(V + C3)) + C7

, βk(V ) = C1 exp(C2(V + C3)) + C4(V + C5)
exp(C6(V + C3)) + C7

(A.2)

mit den Parametern C1, . . . , C7 ≥ 0, vgl.Tabelle A.1, definieren die gewöhnliche Differentialgleichung zur
Beschreibung der Gatingvariablen wi

Gw(V,w) =
(
Gk(V,wk)

)
k=1,...,6

with Gk(V,wk) = αk(V ) − wk
(
αk(V ) + βk(V )

)
, (A.3)
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für k = 1, . . . , 6. Dabei hängen die Gatingvariablen nicht explizit von der intrazellulären Konzentration
der Kalziumionen c ab.
Die Kalziumionenkonzentration wird durch

∂tCa = GCa(V,Ca, d, f) = −10−7Is(V,Ca, d, f) + 0.07(10−7 − Ca) , (A.4)

berechnet.

Tabelle A.1: Konstanten zur Definition von αk und βk für alle Gatingvariablen für die Gleichung (A.2).

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7

αm ≡ α3 0 0 47 -1 47 -0.1 -1
βm ≡ β3 40 -0.056 72 0 0 0 0
αh ≡ α4 0.126 -0.25 77 0 0 0 0
βh ≡ β4 1.7 0 22.5 0 0 -0.082 1
αj ≡ α5 0.055 -0.25 78 0 0 -0.2 1
βj ≡ β5 0.3 0 32 0 0 -0.1 1
αd ≡ α1 0.095 -0.01 -5 0 0 -0.072 1
βd ≡ β1 0.07 -0.017 44 0 0 0.05 1
αf ≡ α2 0.012 -0.008 28 0 0 0.15 1
βf ≡ β2 0.0065 -0.02 30 0 0 -0.2 1
αx1 ≡ α6 0.0005 0.083 50 0 0 0.057 1
βx1 ≡ β6 0.0013 -0.06 20 0 0 -0.04 1

1
ms

1
ms

1
mV mV 1

mV·ms mV 1
mV -

A.2 ten Tusscher und Panfilov

An dieser Stelle soll das Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov (tTP) [118, 120] für eine menschliche
Zelle des Ventrikels vorgestellt werden. Das Modell kann durch einen stretch-gesteuerten Kanal wie in
[60, 117] erweitert werden. In diesem Abschnitt folgen wir für die Gatingvariablen der Notation aus der
ursprünglichen Arbeit [118, 120].
Das Modell tTP berücksichtigt die Ionenkonzentrationen von Kalzium Ca, CaSS, CaSR, Natrium Na und
Kalium K

c = (Ca,CaSS,CaSR,Na,K) .

Der Gatingvektor hat nw = 14 Komponenten

w =
(
m,h, j, xr1, xr2, xs, s, r, d, f, f2, fCa, R,O

)
.

Der gesamte Ionenstrom über die Membran Iion ist die Summe

Iion(V, c,w, γf ) = INa(V,Na,m, h, j) + ICaL(V, d, f, f2, fCa,CaSS) + IKs(V,K,Na, xs) + Ito(V,K, r, s)

+ IKr(V,K, xr1, xr2) + IK1(V,K) + INaCa(V,Na,Ca) + INaK(V,Na) + IpCa(Ca)

+ IpK(V,K) + IbCa(V,Ca) + IbNa(V,Na) + ISAC(V, γf ) .
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Dabei ist INa der Ionenstrom durch die schnellen Ionenkanäle mit

INa
(
V,Na,m, h, j

)
= GNam

3hj
(
V − ENa(Na)

)
,

und ICaL der Kalziumioneneinstrom mit

ICaL(V, d, f, f2, fCa,CaSS) = 4(V − Vm,CaL)F 2

RT

0.25CaSS exp
(
2(V − Vm,CaL) F

RT

)
− Cae

exp
(
2(V − Vm,CaL) F

RT

)
− 1

GCaLff2fCad

(A.5)

während der Depolarisation. Die folgenden vier Ionenströme gehören zu den Kanälen, die spezifisch für
das Kaliumion sind

IKs(V,K,Na, xs) = GKsx
2
s
(
V − EKs(K,Na)

)
,

Ito(V,K, r, s) = Gtors
(
V − EK(K)

)
,

IKr(V,K, xr1, xr2) = GKr

√
Ke

5.4xr1xr2
(
V − EK(K)

)
,

IK1(V,K) = GK1

√
Ke

5.4xK1,∞(V,K)
(
V − EK(K)

)
.

Es ist

xK1,∞(V,K) = αK1(V,K)
αK1(V,K) + βK1(V,K) ,

mit

αK1(V,K) = 0.1
1 + exp

(
0.06(−200 + V − EK(K))

) ,
βK1(V,K) =

3 exp
(
0.0002(100 + V − EK(K))

)
+ exp

(
0.1(−10 + V − EK(K))

)
1 + exp

(
− 0.5(V − EK(K))

) .

Der Strom verursacht durch den Na-Ca-Tauscher wird durch

INaCa(V,Na,Ca) = kNaCa
exp

(
γV F

RT

)
Na3Cae − exp

(
(γ − 1)V F

RT

)
Na3

eCaα
(K3

mNai
+ Na3

e)(KmCa + Cae)
(
1 + ksat exp

(
(γ − 1)V F

RT

))
beschrieben. Die Na-K-Pumpe ist durch

INaK(V,Na) = PNaK
KeNa

(Ke + KmK)(Na + KmNa)
(
1 + 0.1245 exp

(
− 0.1V F

RT

)
+ 0.0353 exp

(
− V F

RT

))
gegeben. Die folgenden beiden Ionenströme sind für die Plateauphase verantwortlich:

IpCa(Ca) = GpCa
Ca

KpCa + Ca ,

IpK(V,K) = GpK
V − EK(K)

1 + exp
(
(Vm,pK,1 − V )/Vm,pK,2

) .
Außerdem gibt es die zufallsgesteuerten Kanäle

IbCa(V,Ca) = GbCa
(
V − ECa(Ca)

)
,

IbNa(V,Na) = GbNa
(
V − ENa(Na)

)
,
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für die Kalziumionen bzw. die Natriumionen. Zu guter Letzt der optionale stretch-gesteuerte Kanal

ISAC(V, γf ) = GSAC
V − ESAC

1 + κe exp
(

− αSACγf )
.

Die Nernst-Potentiale ECa(Ca), ENa(Na) und EK(K) werden wie in Gleichung (2.9) berechnet. Für das
Potential EKs(K,Na) gilt

EKs(K,Na) = RT

F
logKe + pKNaNae

K + pKNaNa .

Jede Gatingvariable y ∈
{
m,h, j, xr1, xr2, xs, s, r, d, f, f2

}
wird durch eine gewöhnliche Differentialglei-

chung wie in (2.13) beschrieben. Dazu müssen die Öffnungs-(αy) und Schließraten (βy) festgelegt werden.
Für eine Gatingvariable y kann (2.13) umformuliert werden zu

∂ty = y∞(V ) − y

τy(V ) ,

mit

y∞(V ) = αy(V )
αy(V ) + βy(V ) , τy(V ) = 1

αy(V ) + βy(V ) .

Im folgenden werden alle Größen, die abhängig von der Transmembranspannung in mV angegeben, d.h.
in exp

(
(35 + V )/5

)
haben die Werte 35 und 5 die Einheit mV. Es folgt die Liste der y∞(V ) und τy(V )

für die verschiedenen Gatingvariablen y:

τm(V ) = 1
1 + exp

(
(−60 − V )/5

)( 0.1
1 + exp

(
(35 + V )/5

) + 0.1
1 + exp

(
(−50 + V

)
/200)

)
,

m∞(V ) = 1(
1 + exp

(
(−56.86 − V )/9.03

))2 ,

τh(V ) =


0.13(1+exp

(
−(V+10.66)/11.1

))
0.77 V ≥ −40 ,(

0.057 exp
(

− (V + 80)/6.8
)

+ 2.7 exp(0.079V ) + 3.1 · 105 exp(0.3485V )
)−1

sonst ,

h∞(V ) = 1(
1 + exp

(
(71.55 + V )/7.43

))2 ,

τj(V ) =


1+exp(−0.1(V+32))

0.6 exp(0.057V ) V ≥ −40 ,((
−2.5428·104 exp(0.24444V )−6.948·10−6 exp(−0.04391V )

)
(V+37.78)

1+exp(0.311(V+79.23)) + 0.02424 exp(−0.01052V )
1+exp(−0.1378(V+40.14))

)−1

sonst ,

j∞(V ) = h∞(V ) .

τd(V ) =
( 1.4

1 + exp
(
(−35 − V )/13

) + 0.25
) 1.4

1 + exp
(
(5 + V )/5

) + 1
1 + exp

(
(50 − V )/20

) ,
d∞(V ) = 1

1 + exp
(
(−8 − V )/7.5

) ,
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τf (V ) = 1102.5 exp
(

−
(V + 27

15

)2)
+ 200

1 + exp
(
(13 − V )/10

) + 180
1 + exp

(
(30 + V )/10

) + 20 ,

f∞(V ) = 1
1 + exp

(
(20 + V )/7

) ,

τf2(V ) = 600 exp
(

− (V + 25)2

170

)
+ 31

1 + exp
(
(25 − V )/10

) + 16
1 + exp

(
(30 + V )/10

) ,
f2,∞(V ) = 0.67

1 + exp
(
(35 + V )/7

) + 0.33 ,

τxs(V ) = 1400√
1 + exp

(
(5 − V )/6

) 1
1 + exp

(
(−35 + V )/15

) + 80 ,

xs,∞(V ) = 1
1 + exp

(
(−5 − V )/14

) ,

τr(V ) = 9.5 exp
(

− (40 + V )2

1800

)
+ 0.8 ,

r∞(V ) = 1
1 + exp

(
(20 − V )/6

) ,

τs(V ) = 85 exp
(

− (45 + V )2

320

)
+ 5

1 + exp
(
(−20 + V )/5

) + 3 ,

s∞(V ) = 1
1 + exp

(
(20 + V )/5

) ,

τxr1(V ) = 450
1 + exp

(
(−45 − V )/10

) 6
1 + exp

(
(30 + V )/11.5

) ,
xr1,∞(V ) = 1

1 + exp
(
(−26 − V )/7

) ,

τxr2(V ) = 3
1 + exp

(
(−60 − V )/20

) 1.12
1 + exp

(
(−60 + V )/20

) ,
xr2,∞(V ) = 1

1 + exp
(
(88 + V )/24

) .
Auch die Gatingvariablen fCa ist durch eine gewöhnliche Differentialgleichung von der Form (2.13) be-
schrieben. Allerdings sind die Öffnungs- und Schließraten hier abhängig von der Kalziumionenkonzentra-
tion Cass statt von der Transmembranspannung V . Es gilt

τfCa(Cass) = 80
1 +

(Cass
0.05

)2 + 2 , fCa,∞(Cass) = 0.6
1 +

(Cass
0.05

)2 + 0.4 . (A.6a)

Die Komponenten R und O gehören zur Modellierung der Kalziumionenkonzentration. Sie werden genauer
am Ende des Abschnittes betrachtet.
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Wie in Abschnitt 2.2.4 erklärt wird der zeitliche Verlauf der Ionenkonzentrationen mit Hilfe von ge-
wöhnlichen Differentialgleichungen beschrieben. Im Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov wird die
Natriumionenkonzentration durch

∂tNa = − 1
VcF

(
INa(V,Na,m, h, j) + IbNa(V,Na) + 3INaK(V,Na) + 3INaCa(V,Na,Ca)

)
, (A.7)

und die Kaliumionenkonzentration durch

∂tK = − 1
VcF

(
IK1(V,K) + INaCa(V,Na,Ca) + Ito(V,K, r, s) + IKr(V,K, xr1, xr2)

+ IKs(V,K,Na, xs) − 2INaK(V,Na) + IpCa(Ca) + Iext

)
,

definiert. Zur Betrachtung der Konzentration der Kalziumionen werden drei verschieden Konzentrationen
Ca, CaSS und CaSR aufgeteilt. Ihre zeitlichen Verläufe sind definiert durch

∂tCa = GCa(V, c,w) = − 1
2VcF

(
IbCa(V,Ca) + IpCa(Ca) − 2INaCa(V,Na,Ca)

)
+ VSR

Vc

(
Ileak(Ca,CaSR) − Iup(Ca) + Ixfer(Ca,CaSS)

)
,

∂tCaSR = GCasr(V, c,w) =Iup(Ca) − Irel(CaSR,CaSS, R) − Ileak(Ca,CaSR) ,

∂tCaSS = GCass(V, c,w) = − 1
2VSSF

ICaL(V, d, f, f2, fCa) + VSR

VSS
Irel(CaSR,CaSS, R) − VC

VSS
Ixfer(Ca,CaSS) ,

mit den Ionenströmen

Ileak(Ca,CaSR) = Vleak
(
CaSR − Ca

)
,

Iup(Ca) = Vmaxup

1 +K2
up/Ca2 ,

Irel(CaSR,CaSS, R) = VrelO(CaSS, R)
(
CaSR − CaSS

)
,

Ixfer(Ca,CaSS) = Vxfer
(
CaSS − Ca

)
.

Die Variable O gibt den Anteil der geöffneten Kanäle zum Ionenstrom Irel an und ist durch die Funktion

O(CaSS, R) = k1Ca2
SSR

k3 + k1Ca2
SS
,

gegeben. Sie hängt von der Konzentration CaSS und dem Anteil der geschlossenen Kanäle R vom Ionen-
strom Irel ab. Der Anteil der geschlossenen Kanäle R wird mit einer gewöhnlichen Differentialgleichung
wie die Gatingvariable fCa abhängig von der Konzentration CaSS aber vom Typ (2.13) beschrieben, so
dass

∂tR = αR(1 −R) − βR(CaSS)R ,

mit

αR = k4 , βR(CaSS) = k2CaSS ,

ist.
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Für die Variablen V , c udn w werden noch Anfangswerte benötigt. Wir verwenden für alle x ∈ Ω in t = 0
die Anfangswerte

V 0 = −85.23 mV , Ca0 = 0.00011576 , Ca0
SS = 0.000233 , Ca0

SR = 4.1371 , Na0 = 9.4148
K0 = 136.0009 , R

0 = 0.98738 , m0 = 0.0016901 , h0 = 0.74684 , j0 = 0.74622 ,
x0

r1 = 0.00021327 , x0
r2 = 0.4719 , x0

s = 0.0033368 , s0 = 1 , r0 = 2.3886 · 10−8 ,

d0 = 3.3409 · 10−5 , f0 = 0.95972 , f0
2 = 0.99949 , f0

Ca = 0.99996 , O
0 = 0 .
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Tabelle A.2: Parameter vom ten Tusscher-Panfilov Zellmodell.

Beschreibung Wert

Gaskonstante R = 8314.472 mJK−1mol−1

Temperatur T= 310 K
Faraday-Konstante F = 96485.3415 C/mol
Valenz der verschiedenen Ionen z = 1 für Na und K, z = 2 für Ca
Vm,CaL 15 mV
Vm,pK,1 25 mV
Vm,pK,2 5.98 mV
Extrazelluläre K+ Konzentration Ke = 5.4 mM
Extrazelluläre Na+ Konzentration Nae = 140 mM
Extrazelluläre Ca2+ Konzentration Cae = 2 mM
Zytoplasma-Volumen Vc = 0.016404 mm3

maximale INa Leitfähigkeit GNa = 14.838 nS/pF
maximale ICaL Leitfähigkeit GCaL = 3.98 · 10−5 cm3µF−1s−1

maximale IKs Leitfähigkeit GKs =0.098 nS/pF
maximale Ito Leitfähigkeit Gto = 0.294 nS/pF
maximale IKr Leitfähigkeit GKr = 0.153 nS/pF
maximale IK1 Leitfähigkeit GK1 = 5.405 nS/pF
maximale IpK Leitfähigkeit GpK = 0.0146 nS/pF
maximale IbNa Leitfähigkeit GbNa = 0.00029 nS/pF
maximale IbCa Leitfähigkeit GbCa =0.000592 nS/pF
maximale IpCa Leitfähigkeit GpCa = 0.1238 nS/pF
maximale INaCa Leitfähigkeit kNaCa =1.0 pA/pF
spannungsabhängiger Parameter von INaCa γ= 0.35
Faktor zur Verstärkung der Stromrichtung nach Außen für INaCa α = 2.5
Sättigungsfaktor INaCa ksat = 0.1
halbe Sättigungs-Konstante von Na für INaCa KmNai = 87.5 mM
halbe Sättigungs-Konstante von Ca für INaCa KmCa = 1.38 mM
halbe Sättigungs-Konstante von Ke für INaK KmK = 1 mM
halbe Sättigungs-Konstante von Na für INaK KmNa = 40mM
halbe Sättigungs-Konstante von Ca für IpCa KpCa = 0.0005 mM
relative IKs Durchlässigkeit von Na+ pKNa = 0.03
Volumen im Unterraum VSS = 5.468e−5 mm3

Volumen des Sarkoplasmatischen Retikulums VSR = 0.001094 mm3

maximale Ileak Leitfähigkeit Vleak = 0.00036 mM/ms
maximale Iup Leitfähigkeit Vmaxup = 0.006375mM/ms
halbe Sättigungs-Konstante von Iup Kup = 0.00025 mM
maximale Irel Leitfähigkeit Vrel = 0.102 mM/ms
maximale Ixfer Leitfähigkeit Vxfer = 0.0038
R nach O und RI nach I Irel Übergangsrate k1′ = 0.15
O nach I und R nach RI Irel Übergangsrate k2′ = 0.045
O nach R und I nach RI Irel Übergangsrate k3 = 0.06
I nach O und RI nach I Irel Übergangsrate k4 = 0.005s−1
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Numerische Experimente

B.1 Vergleich mit Niederer Benchmark

Zur Verifizierung der Implementierung in M++ wird der Benchmark von Niederer et al. [81] verwendet.
Dazu wird ein Rechteck mit den Kantenlängen 20 × 7 × 3 mm in einem 1.5 × 1.5 × 1.5 mm großen Würfel
angeregt (vergleiche Abbildung B.1). Analog zu der Bezeichnung in [81] werden die Auswertungspunkte
mit P1, . . . ,P9 statt wie sonst in dieser Arbeit mit zk benannt.

P1

P2

P3

P4
P5

P6

P7

P8

P9

20mm

3m
m 7m

m

Abbildung B.1: Rechteckiges Referenzgebiet Ω für den Benchmark von Niederer et al. [81] mit Anre-
gungsbereich (grau), Auswertungspunkten und Auswertungsdiagonale (blau gestrichelt).

Abbildung B.2: Tetraeder-Gitter für die Gitterweite h0 = 0.5 mm mit Anregungsbereich.

In diesem Benchmark wird das ten Tusscher-Panfilov Zellmodel (tTP) verwendet [118, 120]. Die Fasern

119
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sind entlang der längsten Kante ausgerichtet. Die Wahl der Konstanten für das Monodomain-Modell ist in
Tabelle B.1 zusammengefasst. Die Anfangswerte und Konstanten für das Zellmodell sind im Anhang A.2
zu finden. In Abbildung B.2 ist das Tetraeder-Gitter für die Gitterweite △x = 0.5 mm mit dem Anregungs-
bereich Ωstim abgebildet. Für die Ortsdiskretisierung werden Gitter mit Gitterweiten △x = 0.5, 0.2, 0.1 mm
und für die Zeitdiskretisierung die Zeitschrittweiten △t = 0.05, 0.01, 0.005 ms verwendet.
Die Ergebnisse der verschiedenen Softwaretools werden im Benchmark anhand der Aktivierungszeiten
über der Diagonale zwischen P1 und P8 verglichen, wobei hier der Grenzwert vact = 0 gesetzt wird
(vgl. Abschnitt 4.2.2). In Abbildung B.3 nähern sich die Aktivierungszeiten im Ort von unten an den
Grenzwert an und sind vergleichbar mit den Ergebnissen der Chaste-Gruppe [88, 92].

0 5 10 15 20
0

50

100

150

length [mm]

t a
ct

[m
s]

△x = 0.5
△x = 0.2
△x = 0.1

△t △x tact(·,P8)
0.05 0.5 36.1500

0.2 40.5000
0.1 41.9000

0.01 0.5 36.0400
0.2 40.3200
0.1 41.7100

0.005 0.5 36.0450
0.2 40.3200
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Abbildung B.3: Die Aktivierungszeit tact auf der Diagonalen P1 P8 für die verschiedenen Gitterweiten
mit festem △t = 0.005 ms für geglättetem Iext aus (2.25) (l) und allen Aktivierungszeiten tact(·,P8) (r).

Tabelle B.1: Konstanten für den Benchmark von Niederer et al. [81]

A/V-Verhältnis β = 140 mm−1

Membrankapazität Cm = 0.01 µFmm−1

longitudinale Leitfähigkeit σl = 133.4177215 Smm−1 = AV−1mm−1

transversale Leitfähigkeit σt = 17.60617761 Smm−1

Anfangswert Transmembranspannung V (t0) = −85.23 mV
Dauer des externen Stimulus τ = 0.002 ms
Amplitude des externen Stimulus a = 50 000 µA cm−3
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B.2 Parameter und Konstanten für numerische Simulationen

Für alle numerischen Experimente ist das Gebiet Ω ist in mm gemessen. Wir wählen β = 140 mm−1

für das Oberfläche-zu-Volumen-Verhältnis. Die Kapazität der Membran pro Fläche ist Cm = 0.01 · 10−6

F/mm2.

B.2.1 Auf dem abgeschnittenen Ellipsoid

Die Abbildungen und Werte aus diesem Abschnitt sind aus Lindner u. a. [68].
Für die den Leitfähigkeitstensor σ aus (2.24) verwenden wir die Konstanten

Dl = 0.0001334177215 Smm−1 , Dt = 0.00001760617761 Smm−1 .

Die Gitterdaten und die Faserrichtungen sind zugänglich als Dateien in data/monodomain/Orientation.vtu
im Git-Repository [67]. Die externe Anregung Iext wird durch die Amplitude a(x) = 30µA/cm2 für alle
x ∈ Ωstim, den Skalierungsfaktor sext = 4, die Startzeit tbeg,1 = 0.0 und die Anregungsdauer τ1 = 0.002
festgelegt. In Abbildung B.4 ist die Abhängigkeit der zeit-stetigen Version von Iext vom dem Skalierungs-
faktor sext für einen Punkt in Ωstim mit fester Amplitude und Anregungsdauer dargestellt. Die Länge lexc

entspricht der Gitterweite der Triangulierung Ωh mit Ortslevel ℓ = 0.
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Abbildung B.4: Der geglättete externe Stimulus sext mit a = 20, tbeg = 0, τ = 2 für verschiedene
Skalierungsfaktoren sext und ein Beispiel zur Veranschaulichung der Wahl von Ωexc (links). Außerdem
rechts die Darstellung des ganzen Ellipsoid und der Faserrichtungen der abgeschnittenen Variante.
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Tabelle B.2: Auswertungspunkte im abgeschnittenen Ellipsoid, vgl. Abbildung. 4.1.

Punkt Beschreibung

z1= ( 0.0,0.0 ,-17.0 ) Gitterpunkt am Apex am Endokard, angeregt
z2= (0.0,0.0 ,-20.0) Gitterpunkt am Apex am Epikard
z3= (0.88,3.28,-16.95 ) Gitterpunkt in der Wand auf mittlerer Höhe des Ellipsoid
z4= (0.2, 0.2, -17.4 ) neben dem Gitter nahe bei z1

z5= ( 0.1, 0.1, -19.8) neben dem Gitter nahe bei z2

z6= ( -0.98, -3.3, -16.2) neben dem Gitter nahe bei z3

z7= (-1.6, 4.5, -15.8 ) neben Gitter in der Myokardwand,
gegenüber (y-Richtung) von z6

Tabelle B.3: Rechenzeit für eine verschiedene Anzahl von parallelen Prozessenmit dem (SI-SVI) Ansatz,
festem Ortslevel ℓ = 3 und festem Zeitlevel j = 3 auf dem abgeschnittenen Ellipsoid.

Anzahl der Prozesse 64 128 256 512 1024

Rechenzeit (Stunden:Minuten:Sekunden) 1:10:49 31:54 15:54 8:33 5:11

B.2.2 Auf dem biventrikulären Gebiet

Für die vereinfachte Anregung verwenden wir für die externe Anregung Iext die Amplitude a(x) =
30µA/cm2 für alle x ∈ Ωstim, den Skalierungsfaktor sext = 4, die Startzeit tbeg,1 = 0.0 und die Anregungs-
dauer τ1 = 0.003. Wie in [41] wird die Leitfähigkeit aus (2.24) durch σl = 0.000280 bzw. σt = 0.000182
jeweils in Smm−1 festgelegt. Die Daten der Auswertungspunkte zk sind in Tabelle B.4 gegeben.

Tabelle B.4: Auswertungspunkte im biventrikulären Gebiet, vgl. Abbildung. 4.7 links.

Punkt Beschreibung

z1= ( 80.2251,-39.2528,-8.70475 ) am Endokard an der Herzspitze, angeregt
z2= (22.5562, -16.1836, 51.2538) im Inneren der Mittelwand ganz oben
z3= (55.1275, -62.8303, -2.31392 ) rechtes Ventrikel nahe der Herzspitze am Epikard
z4= (31.6603, -22.5237, 43.4785 ) im Inneren der Mittelwand unterhalb von z2

z5= ( 40.97, -27.82665, 32.6637) im Inneren der Mittelwand unterhalb von z4

z6= ( 49.55725, -35.89105, 20.56925) im Inneren der Mittelwand unterhalb von z5

z7= (57.5324, -41.6609, 10.48984 ) im Inneren der Mittelwand nahe Herzspitze
z8=(90.6782, -6.753375, 35.5807) linkes Ventrikel im Inneren der Wand, mittlere Höhe
z9=(68.47675, 10.1118, 65.6893) linkes Ventrikel im Inneren der Wand, weiter oben

B.3 Besonderheiten für das ten Tusscher-Panfilov Zellmodel

Für das Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov aus 2.2.7 gibt es beim Aktualisieren der Ionenkonzen-
tration Folgendes zu beachten. Für jeden Zeitschritt werden die Natrium- und Kaliumionenkonzentration
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wie in Abschnitt 3.3 in Gleichung (3.17) beschrieben aktualisiert. Für die drei Konzentrationen der Kal-
ziumionen Ca, CaSS und CaSR wird an dieser Stelle die Aktualisierung erklärt. Für alle Zeitschritte
n = 1, . . . , N berechnen wir die Aktualisierungen Canh, CanSS,h und CanSR,h mit Hilfe folgender Gleichun-
gen. Sei X ∈ {Ca,CaSS,CaSR}, dann

Xbuff = BufXXn−1
h

Xn−1
h +KbufX

,

bX = BufX −Xbuff − dXn −Xn− 1h +KbufX,

cX = KbufX(Xbuff + dXn +Xn− 1h),

X = 1
2

(√
b2
X + 4cX − bX

)
,

mit den Konstanten BufCa, BufCass, BufCasr, KbufCa, KbufCass und KbufCasr, sowie

dCan := △tGCa(V n−1
h , cn−1

h ,wn
h) ,

dCanSS := △tGCass(V n−1
h , cn−1

h ,wn
h) ,

dCanSR := △tGCasr(V n−1
h , cn−1

h ,wn
h) .

B.4 Ergänzungen zu den numerischen Experimenten

B.4.1 Reihenfolge für das Splittingverfahren

In der Benchmark Konfiguration auf dem abgeschnittenen Ellipsoid aus 4.3.1 haben wir für das linear im-
plizite Verfahren (LI-SVI) numerisch getestet, welche Reihenfolge für die Teilprobleme numerisch genauer
ist. In Tabelle B.5 sind die Differenzen zur Referenzlösung V ref

LI in der L2(0, T )-Norm im Auswertungs-
punkt z6 gegeben. Für verschiedene Orts- und Zeitlevel unterscheiden sich die Differenzen kaum.

Tabelle B.5: Vergleich der Reihenfolge mit dem linear impliziten Verfahren(LI-SVI) für verschiedene
Ortslevel und Zeitlevel verglichen mit der Referenzlösung ∥V j,ℓ(·, z6)−V ref

LI (·, z6)∥L2(0,T ) in z6. Die Nähe-
rungslösungen wurden auf dem abgeschnitten Ellipsoid berechnet und das Monodomain-Modell mit dem
Zellmodell von Beeler und Reuter gekoppelt.

V -c-w V -w-c w-c-V w-V -c c-V -w c-w-V

ℓ = 3 j = 3 0.2792 0.2794 0.2794 0.2792 0.2794 0.2792
j = 4 0.2329 0.2330 0.2330 0.2329 0.2330 0.2329

ℓ = 4 j = 3 0.1138 0.1140 0.1140 0.1138 0.1140 0.1138
j = 4 0.0621 0.0622 0.0622 0.0621 0.0622 0.0621

B.4.2 Konvergenzuntersuchung auf dem biventrikulären Gebiet

In diesem Unterabschnitt befinden sich ergänzende Abbildungen und Tabellen zu Unterabschnitt 4.4.
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Abbildung B.5: Die Transmembranspannung für verschiedene Ortslevel ℓ berechnet mit dem SI-SVI und
dem OC (links) und SI-ICI und GS (rechts).
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Abbildung B.6: Die Transmembranspannung für verschiedene Zeitlevel j berechnet mit dem SI-SVI und
dem OC (links) und SI-ICI und GS (rechts).

Tabelle B.8: Die Werte von
∥∥V j,ℓ(·, z8)

∥∥
L2(tact,Tact) auf dem biventrikulären Gebiet mit der vereinfachten

Anregung für verschiedene Zeitdiskretisierungsverfahren und Diskretisierungen in Ort und Zeit mit Tact =
tact + 0.4 .

∥∥V j,ℓ(·, z8)
∥∥

L2(tact,Tact)

SI-SVI SI-OC GS

ℓ = 2 j = 0 15.9863 16.5657 15.6595
j = 1 16.0843 16.7487 15.8068
j = 2 16.1198 16.7404 15.9467
j = 3 16.1307 16.7389 16.0467

ℓ = 3 j = 0 16.0548 16.3629 15.4972
j = 1 16.1651 16.4527 15.8729
j = 2 16.2046 16.4931 16.0550
j = 3 16.2179 16.4880 16.1797

ℓ = 4 j = 0 16.0912 16.2038 15.3773
j = 1 16.2266 16.3430 15.7498
j = 2 16.2602 16.3830 16.0199
j = 3 16.2731 16.3770 16.1696

ℓ = 5 j = 0 16.1157 16.2033 15.3790
j = 1 16.2683 16.2916 15.7505
j = 2 16.2933 16.3288 15.9942
j = 3 16.3023 16.3408 16.1443
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Tabelle B.6: Extrapolierte der Aktivierungszeit tact für SI-OC in den verschiedenen Auswertungspunkten
auf dem biventrikulären Gebiet.

tJ,∞,k
act t∞,L,k

act t∞,∞,k
act

z2 0.1212 0.1120 0.1211
z3 0.0435 0.0409 0.0435
z4 0.1040 0.0963 0.1040
z5 0.0832 0.0771 0.0832
z6 0.0603 0.0566 0.0603
z7 0.0417 0.0389 0.0417
z8 0.0666 0.0641 0.0666
z9 0.1213 0.1163 0.1213

Tabelle B.7: Extrapolierte der Näherungslösung in der
∥∥∥V j,ℓk ∥∥∥

L2(tact,Tact)
berechnet mit dem SI-OC in

den verschiedenen Auswertungspunkten zk für k = 1, . . . , 9 auf dem biventrikulären Gebiet und Tact =
tact + 0.4 . ∥∥∥V J,∞k

∥∥∥
L2(tact,Tact)

∥∥∥V ∞,L
k

∥∥∥
L2(tact,Tact)

∥V ∞,∞
k ∥L2(tact,Tact)

z2 15.3058 15.3781 15.2772
z3 16.8505 16.9207 16.9843
z4 15.6766 15.7092 15.6450
z5 15.9713 15.9783 15.9595
z6 16.3916 16.4166 16.3952
z7 16.8578 16.8566 20.6405
z8 16.2972 16.3218 16.2846
z9 15.2828 31.1520 61.2429

B.4.3 Rechenzeit der einzelnen Verfahren auf dem Biventrikel

Um den Rechenaufwand für die verschiedenen Verfahren abschätzen zu können haben wir für ℓ = 2, 3, 4
und j = 0 mit 64 parallelen Prozessen 5 mal das Monodomain-Modell mit den verschiedenen Verfahren
gelöst. Die Ergebnisse sind in Tabelle B.9 zusammengetragen. Jeder Wert ist der Durchschnitt über die
5 Rechnungen. Die Gesamtdauer unterscheidet sich von der Summe der Zeitschritte, da beispielsweise das
Schreiben ins Auswertungsdokument aus der durchschnittlichen Rechenzeit pro Zeitschritt ausgenommen
wurde. Für den GS kann aufgrund der Implementierung die Dauer für das Lösen der Ionenkonzentrationen
und Gatingvariablen nicht getrennt ausgegeben werden. Daher wurde die Dauer für das Lösen von bei-
den Teilproblemen halbiert um eine bessere Vergleichbarkeit mit den anderen Verfahren zu haben. Dabei
sind die absoluten Werte weniger interessant, als die Abweichung unter den verschiedenen Verfahren. Der
erste Zeitschritt dauert länger als die restlichen Zeitschritte, da in diesem alle Matrizen initial assembliert
werden. Er ist im Durchschnittswert über alle Zeitschritte ausgenommen. Für alle gezeigten Ortsdiskre-
tisierungen braucht das Lösen der Ionenkonzentrationen und Gatingvariablen etwa 10 mal länger für den
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SI-OC als für die anderen Verfahren, da diese für den SI-OC pro Zelle und nicht pro Eckpunkt gelöst
werden und es etwa 8 mal mehr Zellen als Eckpunkte gibt. Das schnellste Verfahren ist der GS. Mit jeder
Verfeinerung verbessert sich die prozentuale Abweichung des GS vom SI-SVI, so dass der GS ab ℓ = 4 nur
noch die Hälfte der Rechenzeit des SI-SVI pro Zeitschritt braucht. Vergleicht man die durchschnittliche
Rechenzeit pro Zeitschritt des SI-OC mit dem SI-SVI, ist für ℓ = 2 der SI-OC noch schneller, da hier
das schnellere Lösen der partiellen Differentialgleichung den Mehraufwand für die Ionenkonzentrationen
und Gatingvariablen ausgleichen kann. Allerdings ist der SI-OC schon ab ℓ = 3 etwa 7% langsamer als
der SI-SVI und ab ℓ = 4 schon etwa 17%, da sich die Differenz der Dauer für das Lösen der partiellen
Differentialgleichung beider Verfahren mit der Verfeinerung im Ort kleiner wird.

Tabelle B.9: Vergleich der Rechenzeiten in Sekunden für verschiedene Verfahren mit T = 0.004 s. Die
Gesamtdauer ist in Minuten:Sekunden angegeben. Die Werte sind Durchschnittswerte von jeweils 5 Rech-
nungen.

j = 0, #procs = 64 SI-SVI SI-OC SI-ICI GS

ℓ = 2 Erster Zeitschritt 1.926 1.672 1.234 1.042
Gemittel über alle Zeitschritte 1.251 1.004 0.578 0.308
Gesamtdauer der Rechnung 0:21.19 0:19.33 0: 14.35 0:11.76

SolveGating 0.017 0.136 0.018 0.016
SolveConcentration 0.011 0.135 0.011 0.016
SolvePDE 1.209 0.731 0.535 0.275

ℓ = 3 Erster Zeitschritt 15.779 16.875 12.664 11.587
Gemittel über alle Zeitschritte 12.306 13.210 8.373 4.189
Gesamtdauer der Rechnung 3:14 3:34 2:35 1:58

SolveGating 0.173 1.628 0.173 0.175
SolveConcentration 0.155 1.628 0.155 0.175
SolvePDE 11.791 9.930 7.857 3.843

ℓ = 4 Erster Zeitschritt 185.761 211.645 155.446 120.329
Gemittel über alle Zeitschritte 156.784 183.802 125.714 52.492
Gesamtdauer der Rechnung 38:45 44:54 33:29 22:07

SolveGating 1.704 16.428 1.692 1.690
SolveConcentration 1.527 17.429 1.522 1.690
SolvePDE 151.531 149.678 120.471 49.166
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B.4.4 Ergänzungen zu den Experimenten des EMM

Tabelle B.10: Die Dauer des Aktionspotentials tAPD(V j,ℓ, z8) in s der Näherungslösungen des EMM auf
dem biventrikulären Gebiet mit der vereinfachten Anregung für verschiedene Zeitdiskretisierungsverfah-
ren.

SI-SVI SI-OC GS

ℓ = 1 j = 0 0.3780 0.3752 0.3812
j = 1 0.3772 0.3746 0.3792
j = 2 0.3770 0.3746 0.3776
j = 3 0.3769 0.3746 0.3768

ℓ = 2 j = 0 0.3780 0.3768 0.3820
j = 1 0.3772 0.3756 0.3796
j = 2 0.3767 0.3755 0.3780
j = 3 0.3767 0.3755 0.3770

ℓ = 3 j = 0 0.3776 0.3772 0.3820
j = 1 0.3768 0.3762 0.3798
j = 2 0.3766 0.3761 0.3781
j = 3 0.3765 0.3760 0.3772

ℓ = 4 j = 0 0.3776 0.3776 0.3824
j = 1 0.3768 0.3766 0.3800
j = 2 0.3765 0.3763 0.3783
j = 3 0.3765 0.3762 0.3774

Details zur Untersuchung der Dehnung in Faserrichtung

Auch für die Dehnung in Faserrichtung γf verwenden wir die benachbarten Differenzen in Ort und Zeit
um eine Aussage über die Konvergenz des Verlaufs von γf zu machen.

Tabelle B.11: L2(0, T )-Norm der benachbarten Differenzen der Dehnung in Faserrichtung γf für die be-
nachbarten Ortslevel (links) und Zeitlevel (rechts) .

j = 3
∥∥∥γj,ℓf − γj,ℓ−1

f

∥∥∥
L2(0,T )

SI-SVI SI-OC GS

ℓ = 2 0.0008 0.0233 0.0068
ℓ = 3 0.0033 0.0155 0.0066
ℓ = 4 0.0026 0.0078 0.0054

ℓ = 4
∥∥∥γj,ℓf − γj−1,ℓ

f

∥∥∥
L2(0,T )

SI-SVI SI-OC GS

j = 1 0.0162 0.0172 0.0393
j = 2 0.0049 0.0052 0.0234
j = 3 0.0008 0.0008 0.0135

In Tabelle B.11 sind die entsprechenden benachbarten Differenzen von γf zu finden. Da sich die benach-
barten Differenzen im Ort für festes Zeitlevel j = 3 für SI-OC nahezu halbieren, konvergiert SI-OC linear
im Ort. Für SI-SVI und GS werden die benachbarten Differenzen im Ort zwar kleiner, aber halbieren sich
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nicht. Für das Ortslevel ℓ = 4 konvergieren SI-SVI und SI-OC quadratisch in der Zeit, während GS linear
in der Zeit konvergiert.
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Abbildung B.7: Der Verlauf der Dehnung in Faserrichtung γf in z8 für das Zeitlevel j = 3 mit verschiedene
Ortslevel ℓ (links) und für das Ortslevel ℓ = 4 mit verschiedenen Zeitlevel j berechnet mit SI-OC und
der vereinfachten Anregung.

Tabelle B.12: Der Fehler ηj,ℓγ der Näherungslösungen bezüglich der Orts-Zeit-Grenzwertlösung γ∞,∞
f in

der L2(0, T )-Norm auf dem biventrikulären Gebiet.

ηj,ℓγ

SI-OC

ℓ = 1 j = 1 0.5037
j = 2 0.5308
j = 3 0.5326

ℓ = 2 j = 1 0.2690
j = 2 0.3159
j = 3 0.3219

ℓ = 3 j = 1 0.0949
j = 2 0.1545
j = 3 0.1640

ℓ = 4 j = 1 0.0284
j = 2 0.0736
j = 3 0.0815

Da SI-OC in Ort und Zeit konvergiert, verwenden wir dieses Verfahren um eine Orts-Zeit-Grenzwertlösung
γ∞,∞

f wie in 4.2.1 zu berechnen. Ähnlich wie beim Verlauf von Ca ändert sich der Verlauf von γf kaum
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bezüglich der Form der Kurve, allerdings unterscheidet sich hier der Beginn der Dehnung in Faserrichtung
für die verschieden Näherungslösungen (vgl. Abbildung B.7) . Berechnen wir die Genauigkeit in der
L2(0, T )-Norm anhand des Fehlers

ηj,ℓγ :=

∥∥∥γj,ℓf − γ∞,∞
f

∥∥∥
L2(0,T )∥∥γ∞,∞

f
∥∥

L2(0,T )
,

sehen wir in Tabelle B.12 wie für den Verlauf von Ca, dass sich der Fehler ηγ mit SI-OC für festes
Zeitlevel im Ort halbiert. Allerdings wird der Fehler ηγ mit SI-OC für die Verfeinerung in der Zeit
bei festem Ortslevel größer. Das liegt ebenfalls am Einfluss der Aktivierungszeit tact, der hier über die
Abhängigkeit von Ca zum Tragen kommt.

Tabelle B.13: Der Fehler ηj,ℓγ,act der Näherungslösungen bezüglich der Orts-Zeit-Grenzwertlösung γ∞,∞
f ,(tγ ,Tγ )

in der L2(tγ , Tγ)-Norm auf dem biventrikulären Gebiet mit Tγ = tγ + 0.4 .

ηj,ℓγ,act

SI-SVI SI-OC GS

ℓ = 1 j = 0 0.0205 0.0228 0.0094
j = 1 0.0109 0.0153 0.0059
j = 2 0.0069 0.0115 0.0046
j = 3 0.0049 0.0096 0.0042

ℓ = 2 j = 0 0.0215 0.0216 0.0100
j = 1 0.0117 0.0141 0.0056
j = 2 0.0078 0.0090 0.0042
j = 3 0.0055 0.0076 0.0040

ℓ = 3 j = 0 0.0205 0.0219 0.0112
j = 1 0.0127 0.0120 0.0063
j = 2 0.0084 0.0085 0.0049
j = 3 0.0065 0.0067 0.0047

ℓ = 4 j = 0 0.0210 0.0199 0.0105
j = 1 0.0131 0.0115 0.0062
j = 2 0.0085 0.0086 0.0050
j = 3 0.0063 0.0061 0.0043

Um den Einfluss der Aktivierungszeit für die Genauigkeit der Dehnung in Faserrichtung zu vernachläs-
sigen, verwenden wir auch für γj,ℓf die L2(tγ , Tγ)-Norm mit der speziellen Aktivierungszeit tj,ℓγ , als den
ersten Zeitpunkt an dem γf den Wert −0.0005 unterschreitet. Dann ist T j,ℓγ = tj,ℓγ + 0.4 s für eine Nä-
herungslösung γj,ℓf ,(tγ ,Tγ ). Die Orts-Zeit-Grenzwertlösung γ∞,∞

f ,(tγ ,Tγ ) wird mit Hilfe der Näherungslösungen
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γj,ℓ
f ,(tj,ℓ

γ ,T j,ℓ
γ )

berechnet. Der zugehörige Fehler in der L2(tγ , Tγ)-Norm wird dann als

ηj,ℓγ,act :=

∥∥∥γj,ℓf ,(tj,ℓ
γ ,T j,ℓ

γ )
− γ∞,∞

f ,(tγ ,Tγ )

∥∥∥
L2(tγ ,Tγ )∥∥∥γ∞,∞

f ,(tγ ,Tγ )

∥∥∥
L2(tγ ,Tγ )

,

definiert. In Tabelle B.13 sind ist der Fehler ηγ,act für die Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS zu finden. Hier
wird deutlich, dass eine Verfeinerung im Ort für ein festes Zeitlevel bezüglich γ∞,∞

f ,(tγ ,Tγ ) kaum Verbesserung
des Fehlers ηγ,act bringt. Während die Verfeinerung in der Zeit für festes Ortslevel eine Halbierung
des Fehlers ηγ,act in jeder zweiten Verfeinerung zur Folge hat. Die Erklärung dazu ist im vorherigen
Unterabschnitt zum Verlauf von Ca zu finden. Der Fehler des GS ist für alle Näherungslösungen am
kleinsten, d.h. es ist das genauste Verfahren.



ANHANG C

Algorithmen

In diesem Kapitel sind die numerischen Verfahren dieser Arbeit algorithmisch dargestellt.

Algorithm 1 Initialisieren der Systemmatrix.
1: Initialisiere A(= Mh + Kh):
2: A = 0 .
3: for K ∈ Ωh do
4: for y ∈ QK do
5: Berechne Gewicht ωK,y .
6: for j = 1, . . . , |NE | do
7: Berechne φj(y) .
8: for i = 1, . . . , |NE | do
9: Berechne φi(y) .

10: AK(j, i) += ωK,y

(
φi(y)φj(y) + θ △t

βCm
σ∇φi(y) · ∇φj(y)

)
,

11: end for
12: end for
13: end for
14: end for
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Algorithm 2 Initialisieren der Matrix für die rechte Seite.
1: Initialisiere R(= Mh):
2: R = 0 .
3: for K ∈ Ωh do
4: for y ∈ QK do
5: Berechne Gewicht ωK,y .
6: for j = 1, . . . , |NE | do
7: Berechne φj(y) .
8: for i = 1, . . . , |NE | do
9: Berechne φi(y) .

10: RK(j, i) += ωK,y φi(y)φj(y) + (1 − θ) △t
βCm

σ∇φi(y) · ∇φj(y)
)
,

11: end for
12: end for
13: end for
14: end for
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Algorithm 3 GS für das Monodomain-Modell

1: Sei V 0
h , V 1/2

h c0
h und w0

h gegeben.
2: Initialisiere A mit Algorithmus 1 und θ = 1
3: Initialisiere R mit Algorithmus 2 und θ = 1
4:

5: for n = 1, . . . , N do
6: Setze b := 0 .
7:

8: Berechne Update wn
h:

9: for x ∈ Nh do
10: for i = 1, . . . , nw do
11: wnh,i(x) = wi,∞(V n−1

h (x)) +
(
wn−1
h,i (x) − wi,∞(V n−1

h (x))
)

exp(− △t
τi(V n−1

h
(x)) ) ,

12: end for
13: end for
14:

15: Berechne Update cnh:
16: for x ∈ Nh do
17: for i = 1, . . . , nc do
18: cnh,i(x) = cn−1

h,i (x) + △tGc,i(V n−1
h (x), cn−1

h,i (x),wn
h(x)) ,

19: end for
20: end for
21:

22: Berechne Update V n−1/2
h :

23: for x ∈ Nh do
24: V

n−1/2
h (x) = V n−1

h (x) − △tIion(V n−1
h (x), cnh(x),wn

h(x)) .
25: end for
26:

27:

28: Berechne Update V nh :
29: Setze vn−1

i = V
n−1/2
h (xi), wobei xi ∈ Nh der zum i-ten Eintrag von vn−1 gehörige Knotenpunkt

ist.
30: b = Rvn−1

31: for K ∈ Ωh do
32: for y ∈ QK do
33: Berechne Gewicht ωK,y .
34: for i = 1, . . . , |NE | do
35: Berechne φi(y) .
36: bK(i) += ωK,y φi(y) △t

Cm
Iext(tn,y) ,

37: end for
38: end for
39: end for
40: Löse Avn = b
41: for i = 1, . . . , |Nh| do
42: Setze V nh (xi) = vi, wobei xi ∈ Nh der zum i-ten Eintrag von vn gehörige Knotenpunkt ist.
43: end for
44: end for
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Algorithm 4 SI-ICI für das Monodomain-Modell
1: Sei V 0

h , c0
h und w0

h gegeben.
2: Initialisiere A mit Algorithmus 1 mit θ = 1.
3:

4: for n = 1, . . . , N do
5: Setze b := 0 .
6:

7: Berechne Update wn
h:

8: for x ∈ Nh do
9: for i = 1, . . . , nw do

10: wnh,i(x) = wi,∞(V n−1
h (x)) +

(
wn−1
h,i (x) − wi,∞(V n−1

h (x))
)

exp(− △t
τi(V n−1

h
(x)) ) ,

11: end for
12: end for
13:

14: Berechne Update cnh:
15: for x ∈ Nh do
16: for i = 1, . . . , nc do
17: cnh,i(x) = cn−1

h,i (x) + △tGc,i(V n−1
h (x), cn−1

h,i (x),wn
h(x)) ,

18: end for
19: end for
20:

21: for x ∈ Nh do
22: Iion(x) = Iion(V n−1

h (x), cnh(x),wn
h(x)) .

23: end for
24:

25: Berechne Update V nh :
26: for K ∈ Ωh do
27: for y ∈ QK do
28: Berechne Gewicht ωK,y .
29: for i = 1, . . . , |NE | do
30: Berechne φi(y) .
31: Berechne Iion(y, i) per Lagrange Interpolation aus Iion .
32: bK(i) += ωK,yφi(y)

(
V n−1
h (y) − △t

Cm

(
Iion(y, i) − Iext(tn,y)

))
,

33: end for
34: end for
35: end for
36: Löse Avn = b
37: for i = 1, . . . , |Nh| do
38: Setze V nh (xi) = vi, wobei xi ∈ Nh der zum i-ten Eintrag von vn gehörige Knotenpunkt ist.
39: end for
40: end for
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Algorithm 5 SI-SVI für das Monodomain-Modell
1: Sei V 0

h , c0
h und w0

h gegeben.
2: Initialisiere A mit Algorithmus 1 mit θ = 1.
3:

4: for n = 1, . . . , N do
5: Setze b := 0 .
6:

7: Berechne Update wn
h:

8: for x ∈ Nh do
9: for i = 1, . . . , nw do

10: wnh,i(x) = wi,∞(V n−1
h (x)) +

(
wn−1
h,i (x) − wi,∞(V n−1

h (x))
)

exp(− △t
τi(V n−1

h
(x)) ) ,

11: end for
12: end for
13:

14: Berechne Update cnh:
15: for x ∈ Nh do
16: for i = 1, . . . , nc do
17: cnh,i(x) = cn−1

h,i (x) + △tGc,i(V n−1
h (x), cn−1

h,i (x),wn
h(x)) ,

18: end for
19: end for
20:

21: Berechne Update V nh :
22: for K ∈ Ωh do
23: for y ∈ QK do
24: Berechne Gewicht ωK,y .
25: for i = 1, . . . , |NE | do
26: Berechne φi(y) .
27: bK(i) += ωK,yφi(y)

(
V n−1
h (y) − △t

Cm

(
Iion(V n−1

h (y), cnh(y),wn
h(y)) − Iext(tn,y)

))
,

28: end for
29: end for
30: end for
31: Löse Avn = b
32: for i = 1, . . . , |Nh| do
33: Setze V nh (xi) = vi, wobei xi ∈ Nh der zum i-ten Eintrag von vn gehörige Knotenpunkt ist.
34: end for
35: end for

Zur Betonung, dass der Ionenkonzentrationsvektor und der Gatingvektor auf den Zellmittelpunkten zK
der Elemente K ∈ Ωh aktualisiert werden, führen wir die Menge Zh :=

⋃
K∈Ωh

zK ein. Allerdings ist
Zh = NCh

= NWh
für Ch = S0,1(Ωh) und Wh = S0,1(Ωh).
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Algorithm 6 Das semi-implizite Verfahren kombiniert mit Zellauswertungen (SI-OC) für das
Monodomain-Modell

1: Sei V 0
h , c0

h und w0
h gegeben.

2: Sei Vc die Transmembranspannung ausgewertet in den Zellmittelpunkten.
3: Initialisiere A mit Algorithmus 1 mit θ = 1.
4:

5: for n = 1, . . . , N do
6: Setze b := 0 .
7:

8: Berechne Update wn
h:

9: for z ∈ Zh do
10: for i = 1, . . . , nw do
11: wnh,i(z) = wi,∞(V n−1

h (z)) +
(
wn−1
h,i (z) − wi,∞(V n−1

h (z))
)

exp(− △t
τi(V n−1

h
(z)) ) ,

12: end for
13: end for
14:

15: Berechne Update cnh:
16: for z ∈ Zh do
17: for i = 1, . . . , nc do
18: cnh,i(z) = cn−1

h,i (z) + △tGc,i(V n−1
h (z), cn−1

h,i (z),wn
h(z)) ,

19: end for
20: end for
21:

22: for z ∈ Zh do
23: Iion(z) = Iion(V n−1

c (z), cnh(z),wn
h(z)) .

24: end for
25:

26: Berechne Update V nh :
27: for K ∈ Ωh do
28: for y ∈ QK do
29: Berechne Gewicht ωK,y .
30: for i = 1, . . . , |NE | do
31: Berechne φi(y) .
32: bK(i) += ωK,yφi(y)

(
V n−1
h (y) − △t

Cm

(
Iion(zK) − Iext(tn,y)

))
,

33: end for
34: end for
35: end for
36: Löse Avn = b
37: for i = 1, . . . , |Nh| do
38: Setze V nh (xi) = vi, wobei xi ∈ Nh der zum i-ten Eintrag von vn gehörige Knotenpunkt ist.
39: Interpoliere V nh auf die Zellmittelpunkte in V nc .
40: end for
41: end for
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Algorithm 7 Das linear implizite Verfahren LI-SVI für das Monodomain-Modell
1: Sei V 0

h , c0
h und w0

h gegeben.
2: Initialisiere A mit Algorithmus 1 mit θ = 1.
3:

4: for n = 1, . . . , N do
5: Setze b := 0 .
6:

7: Berechne Update wn
h:

8: for x ∈ Nh do
9: for i = 1, . . . , nw do

10: wnh,i(x) = wi,∞(V n−1
h (x)) +

(
wn−1
h,i (x) − wi,∞(V n−1

h (x))
)

exp(− △t
τi(V n−1

h
(x)) ) ,

11: end for
12: end for
13:

14: Berechne Update cnh:
15: for x ∈ Nh do
16: for i = 1, . . . , nc do
17: cnh,i(x) = cn−1

h,i (x) + △tGc,i(V n−1
h (x), cn−1

h,i (x),wn
h(x)) ,

18: end for
19: end for
20:

21: Berechne Update V nh :
22: for K ∈ Ωh do
23: for y ∈ QK do
24: Berechne Gewicht ωK,y .
25: for i = 1, . . . , |NE | do
26: Berechne φi(y) .
27: bK(i) += ωK,yφi(y)

(
V n−1
h (y) − △t

Cm

(
Iion(V n−1

h (y), cnh(y),wn
h(y)) − Iext(tn,y)

))
,

28: bK(i) += ωK,yφi(y)∂V Iion(V n−1
h , cnh,wn

h)V n−1
h (y) ,

29: for j = 1, . . . , |NE | do
30: Berechne φj(y) .
31: AK(i, j) += ωK,y ∗ φi(y)φj(y) △t

Cm
∂V Iion(V n−1

h , cnh,wn
h) ,

32: end for
33: end for
34: end for
35: end for
36: Löse Avn = b
37: for i = 1, . . . , |Nh| do
38: Setze V nh (xi) = vi, wobei xi ∈ Nh der zum i-ten Eintrag von vn gehörige Knotenpunkt ist.
39: end for
40: end for
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Zur Verwendung des impliziten Verfahrens definieren wir für n = 1, . . . , N

fnh(V ) := Mh

(
V − V n−1

h

)
+ △t
βCm

KhV + △t
Cm

Mh

(
Iion(V, cnh,wn

h) − Iext(tn, ·)
)
,

und die Ableitung

Jnh(V ) := ∂V f(V ) = Mh + △t
βCm

Kh + △t
Cm

Mh∂V Iion(V, cnh,wn
h) .

Algorithm 8 Das implizite Verfahren IE-SVI für das Monodomain-Modell
1: Sei V 0

h , c0
h und w0

h gegeben.
2:

3: for n = 1, . . . , N do
4: Berechne Update wn

h:
5: for x ∈ Nh do
6: for i = 1, . . . , nw do
7: wnh,i(x) = wi,∞(V n−1

h (x)) +
(
wn−1
h,i (x) − wi,∞(V n−1

h (x))
)

exp(− △t
τi(V n−1

h
(x)) ) ,

8: end for
9: end for

10:

11: Berechne Update cnh:
12: for x ∈ Nh do
13: for i = 1, . . . , nc do
14: cnh,i(x) = cn−1

h,i (x) + △tGc,i(V n−1
h (x), cn−1

h,i (x),wn
h(x)) ,

15: end for
16: end for
17:

18: Berechne Update V nh :
19: Setze y0 = V n−1

h , m = 0
20: while fnh(ym) > tol do
21: m = m+ 1
22: Jnh(ym−1)∆ym−1 = fnh(ym−1)
23: ym = ym−1 − ∆ym−1

24: end while
25: V nh = ym
26: end for
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