Das Monodomain-Modell fur die

Erregungsausbreitung im menschlichen Herz
und seine effiziente numerische
Approximation

Zur Erlangung des akademischen Grades einer

Doktorin der Naturwissenschaften

von der KIT-Fakultat fiir Mathematik des
Karlsruher Instituts fiir Technologie (KIT)

genehmigte
Dissertation

von

M.Sc. Laura Pascale Lindner

Tag der miindlichen Priifung: 23.10.2024

Referent: Prof. Dr. rer. nat. Christian Wieners
Koreferent: PD Dr.-Ing. Axel Loewe
Koreferent: PD Dr. rer. nat. Volker Grimm



This document is licensed under a Creative Commons
Attribution-ShareAlike 4.0 International License (CC BY-SA 4.0):
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.en






Danksagung

Ich mochte mich an dieser Stelle zuerst bei meinem Doktorvater Prof. Dr. Christian Wieners fiir die
uneingeschriankte Unterstiitzung meiner Promotion bedanken. Sie hatten immer ein offenes Ohr fiir meine
mathematische Probleme und haben sich stets Zeit genommen, um gemeinsam den Code zu debuggen.
Ich habe sehr viel von Thnen gelernt.

Des Weiteren mochte ich mich bei meinem zweiten Betreuer PD Dr.-Ing. Axel Lowe bedanken. Du hast
mir sehr viel Vertrauen entgegengebracht und geholfen mich in der Welt der Herzmodellierung zurecht
zu finden.

Bei PD Dr. rer. nat. Volker Grimm mdchte ich mich fiir die hilfreichen Diskussionen wahrend der Jah-
restreffen des SFB 1173 und fiir die Ubernahme der Aufgabe als Koreferent bedanken.

Aulerdem méochte ich mich bei meinem Mentor Dr. Daniel Weif§ dafiir bedanken, dass er sich geduldig

meine Probleme angehort und mich bei der Losungsfindung unterstiitzt hat.

Auch allen meinen Kollegen des TANM3 bzw. IBT gilt mein Dank. Ich finde es toll, wie hilfsbereit
alle waren und wie viel Spaf wir in den diskussionsreichen Mittagspausen und beim Klausurkorrigieren
zusammen hatten. Mein besonderer Dank gilt folgenden Kollegen:

Christian, ich danke dir fiirs Korrekturlesen und vor allem fiir deine ehrliche Art, mit der du mich bei
meinen Problemen unermiidlich unterstiitzt hast.

Daniele, du warst immer bereit mit deinem groflen Fachwissen zu helfen, wenn es ein Problem im Code
gab und hast mich vor allem gegen Ende bestédrkt dran zu bleiben.

Jonathan Frohlich, fiir mich und meinen Arbeit war es eine grofle Bereicherung, als du in der Arbeitsgrup-
pe angefangen hast. Es war sehr hilfreich, dass wir uns fachlich austauschen konnten und ein gemeinsames
Ziel fiir die Implementierung hatten.

Tobias Gerach, du hast mich stets mit Geometrien und Wissen zur Herzmodellierung unterstiitzt, dafiir
bin ich sehr dankbar.

Niklas, ich habe so viel Fachliches tiber Softwareentwicklung von dir gelernt, von dem ich noch lange
profitieren werde.

Julian Kramer danke ich fiir die Unterstiitzung in privaten und auch fachlichen Themen sowie fiir die

schonen Spaziergédnge in der Mittagspause.



Philip und Simon, ihr ward die besten Schreibtischnachbarn, die man sich hétte vorstellen kénnen.

Ebenso bedanke ich mich bei meiner Familie und meinen Freunden fiir ihre Unterstiitzung:
Insbesondere bei meinen Eltern, die mich finanziell und mental immer unterstiitzt haben und ohne die
meine Ausbildung so nicht méglich gewesen wire.

Meiner Schwester Sarah fiirs Korrekturlesen, meinem Bruder Jonas fiirs Bestédrken und meiner Schwester
Simone fiir ihre Hilfe bei der finalen Korrektur.

Auflerdem bei meinen T6chtern, die meine private Welt bereichert und fiir den nétigen Ausgleich gesorgt
haben.

Meiner Schwiegermutter Christine, die mir fiirs Aufschreiben Zeit geschenkt hat.

Meiner Freundin Alex, auf deren Hilfe ich immer zdhlen konnte.

Und auch Tobias Dietz, der mich daran erinnert hat, dass ich eine richtige Mathematikerin bin.

Zu guter Letzt mochte ich mich bei meinem unglaublich tollen Mann Flemming bedanken. Du hast mir
kompromisslos den Riicken freigehalten, mich motiviert und bestédrkt. Ohne dich wéare diese Promotion

so nicht moglich gewesen.

ii



Inhaltsverzeichnis

Liste der Symbole
1 Einfiihrung

2 Physiologie und Modellierung der Erregung im menschlichen Herz
2.1 Beschreibung der Herzfunktion . . . . . . . .. . . .. ... ... ... .. .. ...
2.1.1  Aufbau des menschlichen Herzes . . . . . . .. ... .. ... ... ... ...
2.1.2  Erregungsausbreitung im Herz . . . . . . . . . . ... .. ... ...
2.1.3 Kontraktion des Myokard . . . . . . .. .. oL L
2.2 Modellierung der Erregung auf mikroskopischer Ebene . . . . . . ... .. .. ... ...
2.2.1 TIonenstrom durch die Plasmamembran . . . . . . .. .. ... .. 0oL
2.2.2  Steuerung der Ionenkandle . . . . ... ... Lo L oL L
2.2.3  Aktiver Transport . . . . . . .. L.
2.2.4  lonenkonzentrationsanderung . . . . . . .. ..o
2.2.5 Modell von Hodgkin und Huxley . . . . .. ... ... ... ... ... ...,
2.2.6  Allgemeine Formulierung der Zellmodelle . . . . . ... .. ... ... .. .....
2.2.7 DBeispiele ventrikularer Zellmodelle . . . . . .. . .. .. . oo oL

2.3 Herleitung des Monodomain-Modells . . . . . . . .. .. ... oo

3 Diskretisierung des Monodomain-Modells in Raum und Zeit
3.1 Schwache Formulierung . . . . . . . .. . . L
3.1.1 Sobolev-Raume . . . . . . . .. L
3.1.2  Idee der schwachen Formulierung . . . . . . . ... .. ... .. ...
3.1.3  Schwache Formulierung fiir das Monodomain-Modell . . . . . ... ... ... ...
3.2 Ortsdiskretisierung . . . . . . . . L L
3.3 Zeitdiskretisierung . . ... oL e

3.4 Konvergenzresultate . . . . . . .. Lo

4 Numerische Experimente
4.1 Software und Hardware . . . . . . . . . . .

4.2 Verschiedene Auswertungsmethoden . . . . . . . . . ... ... o oL

iii

o o o O«

12
13
14
16
18
19
20
21
22
26

33
33
33
36
37
40
44
48



4.2.1 Evaluierung durch Extrapolation . . . . . .. ... ... ... . 0oL 62

4.2.2  Biologische Eigenschaften zur Losungsevaluation . . . . .. .. .. ... ... ... 63

4.3 Experimente auf einem Ellipsoid . . . .. ... ... o oo 64
4.3.1 Numerischer Versuchsaufbau . . . .. ... . ... . L oL 64

4.3.2  Eine ReferenzIosung . . . . . . . .. oo 65

4.3.3 Approximation vom gesamten lonenstrom . . . . . . . .. ... L. 68

4.3.4 Effizienz der Zeitintegrationsverfahren . . . . . .. . ... oo 69

4.3.5  Untersuchung der Variante OC . . . . . . . . . ... .. . ... 70

4.3.6  Untersuchung der £2(Q)-Norm . . . . . . ..o it 71

4.4 Experimente auf einem biventrikuldren Gebiet . . . . . . .. ... 72
4.4.1 Numerischer Versuchsautbau . . . . . ... ... . 0 0oL 73

4.4.2 Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz . . . . . . ... .. o000 74

4.5 Elektro-mechanische Kopplung . . . . .. . .. .. .. oo 84
4.5.1 Voll gekoppeltes elektro-mechanisches Modell . . . . . . .. .. ... ... ..... 84

4.5.2  Diskretisierung in Ort und Zeit . . . . . . .. .. oL o L oL 87

4.5.3 Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz . . . . . . ... ... 00000 89

4.5.4 Modifizierung der Zeitschrittweiten fiir die Kontraktion . . . .. .. ... ... .. 103

5 Fazit 107
A Zellmodelle 111
A1 Beeler und Reuter . . . . . . o . 111
A.2 ten Tusscher und Panfilov . . . . . . . ... . L 112

B Numerische Experimente 119
B.1 Vergleich mit Niederer Benchmark . . . . . .. .. ... .. ... . ... 119
B.2 Parameter und Konstanten fiir numerische Simulationen . . . . . . ... ... .. ... .. 121
B.2.1 Auf dem abgeschnittenen Ellipsoid . . . . . ... ... ... ... ... ... ... 121

B.2.2  Auf dem biventrikuldren Gebiet . . . . . . . ... oL 122

B.3 Besonderheiten fiir das ten Tusscher-Panfilov Zellmodel . . . . . . .. .. ... ... ... 122
B.4 Erginzungen zu den numerischen Experimenten. . . . . . . . . ... ... L. 123
B.4.1 Reihenfolge fiir das Splittingverfahren . . . . . ... . ... 000 123

B.4.2 Konvergenzuntersuchung auf dem biventrikuldren Gebiet . . . .. ... ... ... 123

B.4.3 Rechenzeit der einzelnen Verfahren auf dem Biventrikel . . . . ... ... ... .. 125

B.4.4 Erginzungen zu den Experimenten des EMM . . . . . ... ... .. ... ... .. 127

C Algorithmen 131
Literatur 139

iv



Liste der Symbole

Symbol Beschreibung
R reelle Zahlen
R3  reellwertige 3-dimensionale Vektoren
R3*3  reelwertige 3 x 3 Matrizen
I Einheitsmatrix
Elektrophysiologie

¢i: [0,T] x Q>R

de: [0,T) x Q2 =R
V:[0,T]xQ—R

w: [0,7] x Q — [0, 1]
c: [0,7T] x Q — R%°

B

Cm

o=

intrazelluldres Potential
extrazelluldres Potential
Transmembranspannung
Gatingvariablen w;, i1 = 1,...,ny
Tonenkonzentrationen ¢;, i = 1,...,n,
Oberfliche-zu-Volumen-Verhéltnis
Membrankapazitit

intrazelluldrer Leitfahigkeitstensor
extrazelluldrer Leitfahigkeitstensor
Leitfahigkeitstensor

gesamter Ionenstrom durch die Plasmamembran
externe Anregung

intrazelluldre Stromdichte
extrazelluldre Stromdichte
Transmembranstrom

intrazelluléres elektrisches Feld
extrazelluldres elektrisches Feld
intrazelluldres magnetisches Feld
extrazelluldres magnetisches Feld

intrazelluldre Ladung



go extrazelluldre Ladung
Elastizitat
Om Referenzgebiet fiir die Mechanik
Qr C O\ leitfahiger Bereich des Referenzgebiet 2y
¢:[0,T] x 2y — R® Deformation
u: [0,T] x Qv — R®  Verschiebung

Deformationsgradient
lokale Volumenanderung

Geschwindigkeit der Deformation

F

J

v

a Beschleunigung der Deformation
F  Gradient der Geschwindigkeit

R

Dehnung in Faserrichtung f

Riume
Abb(X,Y) Menge der Abbildungen von X nach Y
Lin(X,Y) Menge der beschriankten linearen Operatoren von X nach Y
Co%(X,Y) Stetige Abbildungen von X nach )
CP(X,)Y) p-mal stetig differenzierbare Abbildungen von X nach Y
C>*(X,Y) Menge der glatten Abbildungen von X nach Y
LP(X,Y) messbare und p-integrierbare Abbildungen von X nach Y
YV  Raum der Ansatzfunktionen
W  Raum der Testfunktionen
W*  Dualraum von W
K, Menge aller Kugeln mit Radius r
Operatoren
Cof(A) Kofaktormatrix von A € R™*" mit
Cof(A) = det(A)A~T
divg Divergenz von g: R" — R™ mit
divg:=V.g= (axl,...,axn) . (Fl,...,Fn) =0y, 1+ -+ 0, Fn
Dg Gradient von g: R™ — R” mit
0z, F1 0q,, F1
Dg:=(Vag)' = :
Oz, Fiy Oz, Fn
Abkiirzungen
MMOM  Monodomain-Modell ohne die Kopplung zur Mechanik aus 2.11
EMM elektro-mechanisches Modell aus 4.1

vi






KAPITEL 1

Einfliihrung

Motivation
»Die Wissenschaft von heute ist die Technik von morgen.“ (Edward Teller)

In Deutschland sind akute Herzinfarkte, chronische ischdmische Herzkrankheiten, Herzinsuffizienz, hy-
pertensive Herzkrankheiten und Vorhofarrhythmien fir 38,4% aller Todesfélle verantwortlich [24].

Um dem entgegenzuwirken, ist die Vision fiir die Technik von morgen die Existenz eines patientenspezifi-
schen digitalen Zwillings des menschlichen Herz. Dann kénnten biologische Mechanismen leichter erforscht
und viele Herzkrankheiten gezielter behandelt werden.

Dafiir beschéftigt sich die Wissenschaft von heute mit der computergestiitzten Modellierung des Herz-
Kreislauf-Systems [22, 65, 80]. Die ersten kardialen Simulationsumgebungen werden bereits in der Dia-

gnose [3] sowie in der Therapieplanung [44, 66, 69, 97] eingesetzt.

Die Mechanismen im menschlichen Herz sind sehr komplex und numerisch herausfordernd. Das liegt zum
einen an den Zustandsdnderungen der Variablen innerhalb von Bruchteilen einer Millisekunde. Zum an-
deren stehen die Mechanismen auf unterschiedlichen zeitlichen und rdumlichen Skalen in Wechselwirkung
zueinander.

Die kardiale Elektrophysiologie beschreibt die Erregungsausbreitung und wird in der Regel mit einer
Reaktions-Diffusions-Gleichung modelliert. Auf zelluldrer bzw. mikroskopischer Ebene wird die Erregung
initiiert und die daran anschlieBenden Mechanismen innerhalb der Herzzelle werden mit Hilfe eines Re-
aktionsmodells beschrieben. Hodgkin und Huxley haben in [52] das erste Reaktionsmodell entwickelt und
dafiir 1963 den Nobelpreis fiir Physiologie und Medizin gewonnen. Mit der Verbesserung der Messtechnik
und damit einhergehend genauerem biologischen Versténdnis der Mechanismen wéhrend der Erregung
einer Herzzelle, konnte das Modell von Hodgkin und Huxley weiterentwickelt werden. Heutzutage stehen
spezialisierte und realistische Modelle fiir die Mechanismen auf mikroskopischer Ebene zur Verfiigung [30].
Die Ausbreitung der Erregung im Herzgewebe wird auf makroskopischer Ebene durch eine Diffusionsglei-
chung modelliert [45, 58]. Die Erregung einer Herzzelle fithrt zu ihrer Verkiirzung und damit bei ausrei-

chender Synchronisation zum Zusammenziehen des gesamten Herz, um Blut in den Ko6rper zu pumpen.
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2 Kapitel 1. Einfithrung

Mit Hilfe von Modellen der Elastizititstheorie [19, 74, 126] wird das Zusammenziehen des Herzmuskels
auf makroskopischer Ebene beschrieben. Zur vollstdndigen Beschreibung der Herzfunktion gehort auch
die Modellierung des Blutflusses im Herz. Beschrieben wird der Blutfluss durch eine Navier-Stokes Glei-
chung [13] oder allgemeiner als nicht-newtonsches Fluid, bei dem der Rand des zirkulierenden Bereichs
eine Kopplungsbedingung mit dem Rand des mechanischen Gebietes erfiillt [101].

Aufgrund der Komplexitit des Zusammenspiels der Elektrophysiologie, der Herzmechanik und der Fluid-
dynamik sind erst wenige Forschungsgruppen in der Lage einer voll-gekoppelten Simulation der Herz-
funktion [28, 42].

Um den Herzschlages eines Menschen zu simulieren, ist die effiziente Approximation der Elektrophysio-
logie essenziell. Als Reaktions-Diffusions-Gleichung wird das Bidomain-Modell verwendet. Es setzt sich
aus zwei partiellen Differentialgleichungen zur Modellierung des intra- und extrazelluldren Potentials zu-
sammen. Um die Prozesse auf der mikroskopischen Ebene zu beriicksichtigen, ist das Bidomain-Modell
mit einem Reaktionsmodell, das meist aus einem System von gewohnlichen Differentialgleichungen be-
steht, gekoppelt. Franzone und Savaré haben das Bidomain-Modell detailliert in [33] hergeleitet. Als
Spezialfall kann das Monodomain-Modell unter der Annahme, dass die anisotropen intra- und extra-
zelluldren Leitfahigkeiten proportional zueinander sind, aus dem Bidomain-Modell abgeleitet werden.
Im Monodomain-Modell beschreibt eine parabolische partielle Differentialgleichung die Transmembran-
spannung, also die Differenz des intra- und extrazellularen Potentials. In der Literatur wurde gezeigt,
dass das Monodomain-Modell trotz der Vereinfachung die wichtigsten Eigenschaften der Weiterleitung
der Erregung im Herz reproduziert [12, 96].

Die Variablen auf der mikroskopischer Ebene dndern, wie oben beschrieben, innerhalb von Bruchteilen
einer Millisekunde ihren Zustand, wihrend ein Herzschlag in Ruhe ungeféhr eine Sekunde bené6tigt. Daher
ist die Entkopplung des Monodomain-Modell von den Reaktionsmodellen fiir die Zeit- und oft auch
Ortsdiskretisierung weit verbreitet [5, 20, 79]. Durch die Entkopplung bzw. das Splitting kénnen die
einzelnen Teilprobleme mit geeigneten numerischen Verfahren gelost werden. Ein zusétzliches Operator-
Splitting der parabolischen partiellen Differentialgleichung in Diffusions- und Reaktionsteil wird aufgrund
der Einfachheit der Implementierung und Vereinfachung der numerischen Eigenschaften in der Literatur
gerne verwendet [17, 84, 98, 114].

Ziele

Der Fokus vieler Arbeiten zur Modellierung der Elektrophysiologie liegt auf der Untersuchung des Fehlers
beziiglich der gewédhlten Modelle. In dieser Arbeit allerdings steht der Fehler der numerischen Verfahren
zur Approximation der Losung im Vordergrund.

Es gibt keine analytische Losung des Monodomain-Modells, daher wird die Konvergenz und die Genau-
igkeit verschiedener Verfahren zur Diskretisierung in Ort und Zeit numerisch untersucht.

Alle bisherigen numerischen Konvergenzstudien verwenden entweder vereinfachte Reaktionsmodelle oder
vereinfachte reguldare Rechengebiete (z.B. [90, 104, 114, 115, 124, 125]). Allerdings haben Krishnamoorthi
u. a. in [62] gezeigt, dass die Regularitéit der Triangulierung einen groBen Einfluss auf die Konvergenz und
Genauigkeit der verwendeten Verfahren hat. Um das Ziel eines patientenspezifischen digitalen Zwillings
des menschlichen Herzes erreichen zu kénnen, haben die Eigenschaften numerischer Verfahren auf rea-

listischen Rechengebieten und zugehorigen irregulidren Triangulierungen eine hohe Relevanz. Daher soll



in dieser Arbeit die Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz von verschiedenen Verfahren fiir die Zeitinte-
gration mit einem realistischen Modell und Rechengebiet numerisch untersucht werden. Die Komplexitét
der Modelle und Rechengebiete wird in dieser Arbeit sukzessiv gesteigert.

In [68] haben wir mit dem Zellmodell von Beeler und Reuter [8] auf einem abgeschnittenen Ellipsoid als
Approximation des linken Ventrikels eine Referenzlosung bereitgestellt und verschiedene klassische Zeit-
integrationsverfahren und ein Operator-Splitting auf Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz untersucht.
Die Ergebnisse aus dieser Studie werden in dieser Arbeit vorgestellt und um wichtige Aspekte ergénzt.
Im Anschluss verwenden wir das Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov [118, 120] und ein biventriku-
lares Gebiet, um eine Aussage iiber die Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz verschiedener Verfahren
zu machen.

Um die Wechselwirkung der Kontraktion und der Elektrophysiologie beziiglich der Konvergenz, Genau-
igkeit und Effizienz verschiedener Gréflen zu untersuchen, erweitern wir die Studie durch die Losung des

voll-gekoppelten elektro-mechanischen Modell aus [36, 37].

Gliederung

Nach dieser Einleitung beginnen wir in Kapitel 2 mit einer physiologischen Beschreibung der Mechanis-
men wahrend eines Herzschlages. Dann geben wir eine Einfiihrung in die mathematischen Modelle fiir die
Mechanismen auf der mikroskopischen Ebene und definieren im Allgemeinen das zugehérige System an
gewohnlichen Differentialgleichungen. Auflerdem geben wir auch konkrete Beispiele fiir Modelle auf mi-
kroskopischer Ebene. Im Anschluss leiten wir das Monodomain-Modell zur Beschreibung der Ausbreitung
der Erregung auf makroskopischer Ebene her.

In Kapitel 3 stehen die numerischen Methoden zur Berechnung einer Losung des Monodomain-Modell im
Vordergrund. Wir beginnen mit einer Einfithrung in das Konzept der schwachen Lésungen und wenden
dieses auf das Monodomain-Modell an. Im Anschluss wird die Finite-Elemente-Methode fiir die Diskre-
tisierung im Ort vorgestellt und konkret auf das Monodomain-Modell angewendet. Auflerdem stellen wir
das Verfahren zur Diskretisierung in der Zeit vor, das in dieser Arbeit verwendet wurde und gehen auf die
unterschiedlichen Varianten ein. Zuletzt wird in Kapitel 3 eine Fehlerabschitzung fiir die diskrete Losung
des Monodomain-Modells vorgestellt.

Das Kapitel 4 befasst sich mit der numerischen Untersuchung der Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz
verschiedener Varianten des Verfahrens zur Diskretisierung in der Zeit. Nach der Einfithrung in verschie-
dene Auswertungsmethoden beginnen wir mit Experimenten auf einem abgeschnittenen Ellipsoid zur
Losung des Monodomain-Modell gekoppelt mit dem Zellmodell von Beeler und Reuter. Im Anschluss
fithren wir die Untersuchung auf einem biventrikuldren Gebiet und dem realistischeren Zellmodell von ten
Tusscher und Panfilov durch. Zuletzt wird der Einfluss der Kontraktion auf die Konvergenz, Genauigkeit
und Effizienz der Varianten des Verfahrens zur Zeitdiskretisierung untersucht.

Abschlieflend benennen wir im letzten Kapitel die Grenzen der in dieser Arbeit verwendeten Modelle

bzw. Verfahren und fassen die Ergebnisse zusammen.

Diese Arbeit ist im Rahmen des Sonderforschungsbereich 1173 im Projekt B7 Dynamics of electro-cardiac
depolarization waves entstanden und wurde finanziert von der Deutschen Forschungsgesellschaft (Projekt-
nummer 258734477).

Die numerischen Experimente in dieser Arbeit wurde auf dem Supercomputer HoreKa durchgefiihrt, der
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vom Ministerium fiir Wissenschaft, Forschung und Kunst Baden-Wiirttemberg und vom Bundesministe-

rium fiir Bildung und Forschung gefordert wird.



KAPITEL 2

Physiologie und Modellierung der Erregung im menschlichen Herz

Die Abldufe im menschlichen Korper sind komplex und bei einem gesunden Menschen optimal aufein-
ander abgestimmt. Eine wichtige Rolle iibernimmt das Herz als Pumpe des Blutkreislaufes. Mit dem
Blut werden Nahrstoffe zu den Zellen im Korper transportiert. So erhalten beispielsweise Muskelzellen
oder Gehirnzellen Sauerstoff den sie zur Energieversorgung benodtigen. Damit das Blut an alle Bestim-
mungsorte im Korper gelangt, muss das Herz viel Kraft aufbringen. Das Herz besteht hauptséchlich aus
einer speziellen Art von Muskelzellen. Diese Herzmuskelzellen heiflen Kardiomyozyten. Gesteuert wird die
Pumpfunktion des Herzes von spezialisierten Kardiomyozyten, die ein elektrisches Signal initiieren und
weiterleiten. Erreicht das elektrische Signal ein Kardiomyozyt fiihrt das zur sogenannten Erregung. Auf
die Erregung folgt eine Verkiirzung des Kardiomyozyt. Findet die Verkiirzung in allen Kardiomyozyten
statt, zieht sich der gesamte Herzmuskel zusammen. Das Zusammenziehen eines Muskels wird Kontrakti-
on genannt. Durch die Kontraktion der Kardiomyozyten wird der Hohlraum im Inneren des Herzmuskels
ruckartig verkleinert und damit das Blut in den Korper gepumpt.

Um die Wirkung von Medikamenten oder den Erfolg von Therapien ohne Versuche am Menschen zu
untersuchen, ist es von groflem Interesse die Vorgidnge wéhrend eines Herzschlages mathematisch zu
beschreiben und am Computer zu simulieren. Dabei gibt es zwei verschiedene Aspekte zu beachten. Auf
der einen Seite sollen die mathematischen Modelle méglichst die Realitéat abbilden, der Fehler des Modells
sollte also moglichst klein sein. Auf der anderen Seite werden effiziente numerische Verfahren bendtigt
um die Losungen der Modelle zu approximieren, d.h. der numerische Fehler aber auch der Zeitaufwand

sollen minimiert werden. Auf die numerischen Losungsansitze wird in Kapitel 3 genauer eingegangen.

Der erste Abschnitt dieses Kapitels ist eine Einfiihrung in die Physiologie des Herz. Darin wird zunéchst
der Aufbau des menschlichen Herzes beschrieben. Dann wird die Weiterleitung des elektrischen Signals im
Herz genauer betrachtet und die daran anschliefende Kontraktion erklért. Im Anschluss an den Abschnitt
zur Physiologie werden verschiedene Modellierungsansétze fiir die Mechanismen der Erregung auf mikro-
skopischer Ebene vorgestellt. Abschliefend wird die mathematische Modellierung auf makroskopischer

Ebene hergeleitet und damit das Monodomain-Modell eingefiihrt.
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6 Kapitel 2. Physiologie und Modellierung der Erregung im menschlichen Herz

2.1 Beschreibung der Herzfunktion

In jedem Unterabschnitt dieses Abschnittes wird jeweils die makroskopische und die mikroskopische Ebene
betrachtet. Nach der Beschreibung des Herzaufbaus, wird der Mechanismus der Erregungsausbreitung
genauer erklirt. Abschlieend wird noch auf die Kontraktion des Herzes eingegangen. Als Grundlage
dient das Buch von Schmidt und Thews [107] und das Lehrbuch des OpenStax College [23].

2.1.1 Aufbau des menschlichen Herzes

Wie am Anfang des Kapitels erwéhnt ist die Aufgabe des menschlichen Herzes Blut in den gesamten
Korper zu pumpen. Es besteht aus einem rechten und einem linken Hohlmuskel. Die rechte Herzhélfte
nimmt sauerstoffarmes Blut von den Venen entgegen und pumpt es zur Lunge. In der Lunge wird das
Blut mit Sauerstoff angereichert und gelangt in die linke Herzhélfte. Der linke Hohlmuskel pumpt das

sauerstoffreiche Blut zuriick in den Korper.

obere Hohlvene Aorta

rechte Lungenarterie linke Lungenarterie

A
' linke Lungenvenen

linkes Atrium

Pulmonalklappe
o
A
rechte Lungenvenen ——— V<&

* Mitralklappe
rechtes Atrium

Aortaklappe

Trikuspidalklappe
p PP linkes Ventrikel

rechtes Ventrikel Papillarmuskel

untere Hohlvene Apex

Abbildung 2.1: Der Aufbau des menschlichen Herzes inklusive aller Venen und Arterien. Der Blutfluss wird

durch die rot gestrichelten Pfeile angedeutet. Die Abbildung wurde modifiziert und iibersetzt aus [34].

In Abbildung 2.1 ist zu sehen, dass beide Herzhélften jeweils durch eine Herzklappe in den Vorhof (Atrium)
und die Kammer ( Ventrikel) getrennt sind. Das Blut fliefit in die Atrien und wird hauptséchlich von den
Ventrikeln in die Lunge oder den Korper gepumpt.

Das Herz selbst liegt im Herzbeutel dem sogenannten Perikard. Dieser hilt das Herz im Korper fest und
ermoglicht ihm gleichzeitig sich darin zu bewegen. In dem Spalt zwischen der Auflenwand des Herzes
und dem Herzbeutel befindet sich eine Flissigkeit. Diese Fliissigkeit verkleinert die Reibung, wenn sich
das Herz bewegt. Die Wand der Hohlmuskel wird in drei Schichten unterteilt (vgl. Abbildung 2.2). Das
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Perikard

Serum

/_’ Epikard
L]l I Myokard

Endokard

Abbildung 2.2: Die verschieden Schichten der Herzwand schematisch dargestellt ( [23] in Kapitel 19.1)

modifiziert und Ubersetzt.

Epikard ist die d&uflerste Schicht und besteht aus elastischem Bindegewebe und Fett. In Abbildung 2.2
ist das Epikard in lila dargestellt. Es besteht eine feste Verbindung von dem Epikard und der mittle-
ren Schicht dem sogenannten Myokard. Das Myokard ist in Abbildung 2.2 in orange dargestellt. Es ist
deutlich dicker als die anderen Schichten und besteht hauptséchlich aus Kardiomyozyten, die mit Kolla-
genfasern zusammengehalten werden. Auflerdem laufen auch Nerven und Blutgeféfie durch das Myokard.
Die diinne Schicht des Endokard bildet den Abschluss als Herzinnenhaut und ist in Abbildung 2.2 in rot
dargestellt. Seine Oberfliche ist besonders glatt um Blutgerinnsel zu vermeiden und den Blutfluss im
Inneren des Hohlmuskel effizienter zu machen. Das Endokard bildet aulerdem die vier Herzklappen: die
Mitralklappe zwischen linkem Atrium und linker Kammer, die Trikuspidalklappe zwischen dem rechten
Atrium und dem rechten Ventrikel, die Aortaklappe zwischen der Aorta und dem linken Ventrikel und

die Pulmonalklappe zwischen der Truncus pulmonalis und dem rechten Ventrikel (vgl. Abbildung 2.1).

Die numerischen Experimente in dieser Arbeit in Kapitel 4 konzentrieren sich auf die Simulation des
Myokard. Der Grundbaustein des Myokard sind die Kardiomyozyten. Sie sind ldnglich und von einer
Lipiddoppelschicht begrenzt. Das Innere der Zelle wird als intrazelluldrer Raum und alles auflerhalb als
extrazelluldrer Raum bezeichnet. Die Lipiddoppelschicht wird auch Zellmembran, Plasmamembran oder
im Fall von Muskelzellen Sarkolemm genannt. In dieser Arbeit wird der Begriff Plasmamembran ver-
wendet. Die Plasmamembran ist semipermeabel: Wasser und darin geloste Gase wie Sauerstoff oder
Kohlenstoffdioxid kénnen durch sie frei diffundieren, aber fiir Ionen ist sie undurchldssig. Allerdings sind
in der Plasmamembran sogenannte Transportproteine eingelagert um Ionenbewegungen zwischen dem
intra- und extrazelluliren Raum zu ermoglichen. Die verschiedenen Typen von Transportproteinen im
Kardiomyozyt werden hier vorgestellt. Zum einen befinden sich an der Plasmamembran Transportprote-
ine, die gegen ein Ladungsgefille oder ein Konzentrationsgefélle Ionen auf die andere Seite der Membran
pumpen und daher lonenpumpen genannt werden. Fiir den Pumpvorgang benétigen sie Energie. Zum
anderen gibt es die Transportproteine, die als Austauscher bezeichnet werden. Die Austauscher tauschen
Tonen von der einen Seite der Plasmamembran mit anderen Ionen auf der gegensétzlichen Seite der Plas-
mamembran. Als drittes gibt es Ionenkandle durch die Ionen diffundieren kénnen. Sie sind von einem
wassergefiillten Kanal durchzogen und meistens auf ein bestimmtes Ion spezialisiert, d.h. sie lassen nur

ausgewdhlte Ionen durch. Die Ionenkanéle sind dabei nicht sténdig gedffnet, sondern werden durch unter-
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schiedliche Mechanismen gesteuert. In Kardiomyozyten gibt es vor allem spannungsgesteuerte Kanile, sie
offnen oder schlieflen abhéngig von der Spannung zwischen dem intrazelluléren und dem extrazellularen
Raum. Des Weiteren gibt es Kaniile, die eine intrinsische Offnungs- bzw. Schliefrate haben, sie werden als
zufallsgesteuerte Kanéle bezeichnet. Aulerdem gibt es mechanisch gesteuerte Ionenkanéle, die abhéngig
von der Grofle der Zelle 6ffnen oder schlieffen. Auf die Rolle der verschiedenen Transportproteine bei der

Erregung eines Kardiomyozyt wird in Abschnitt 2.1.2 genauer eingegangen.

Von der Plasmamembran eingeschlossen befinden sich im Inneren des Kardiomyozyt spezialisierte Un-
tereinheiten, die bestimmte Funktionen erfiillen. Diese Untereinheiten werden Organellen genannt. Die
Organellen sind in der Zelle von einer gelatineartigen Flissigkeit, dem Zytosol, umgeben. Im Folgenden
werden die Organellen vorgestellt, die eine Rolle bei der Erregung und Kontraktion des Herzes spielen.
Kardiomyozyten haben besonders viele und grofie Mitochondrien. Diese sind fiir den oxidativen Stoffwech-
sel der Zelle zustéindig. Sie produzieren das energiereiche Adenosintriphosphat (ATP), die Energiequelle
der Kardiomyozyten. ATP wird beispielsweise zur Aufrechterhaltung der Spannung zwischen dem intra-
zelluldren und extrazelluliren Raum oder auch fiir die Kontraktion ben6tigt. Zur Herstellung von ATP
benétigen die Mitochondrien Sauerstoff, der vom Myoglobin von der Plasmamembran zu den Mitochon-
drien transportiert. Gleichzeitig fungiert das Myoglobin auch als Sauerstoffspeicher der Kardiomyozyten.
Das Sarkoplasmatische Retikulum ist der Kalziumionenspeicher der Zelle. Es ist selbst von einer Membran
umschlossen in der Transportproteine fiir die Kalziumionen (Ca?") eingelagert sind. In den Kardiomyozy-
ten befinden sich aulerdem Mikrofibrillen. Sie sind sind verantwortlich fiir die Kontraktion jeder Zelle und
parallel zu ihrer Langsrichtung angeordnet. Jede Mikrofibrille besteht aus vielen hintereinander geschal-
teten Sarkomeren. Der Aufbau der Sarkomere ist immer gleich und in Abbildung 2.3 (rechts) dargestellt.
Sie sind durch sogenannte Z-Scheiben voneinander getrennt. In einem Sarkomer hdngen an der linken und
rechten begrenzenden Z-Scheibe die vergleichsweise diinnen Aktinfilamente. In der Mitte befinden sich
dickere Myosinfilamente, die iiber das elastische Protein Titin im Sarkomer an der Z-Scheibe stabilisiert
werden. Wihrend der Kontraktion verschieben sich die Aktinfilamente in Richtung des Zentrum des Sar-
komers. Diese Verschiebung in jedem einzelnen Sarkomer fiihrt zu einer Verkiirzung des Kardiomyozyt

und damit des ganzen Myokards. Genauer wird auf die Kontraktion in Abschnitt 2.1.3 eingegangen.

Das linke Schaubild von Abbildung 2.3 zeigt die Anordnung der Kardiomyozyten zu langlichen Fasern mit
Veristelungen. Kardiomyozyten sind iiber sogenannten Glanzstreifen oder auch interkalierende Scheiben
genannt miteinander verbunden. Die Gap Junctions in den Glanzstreifen koppeln die Zellen elektrisch.
Fiir die mechanischen Stabilisierung sind die Desmosomen in den Glanzstreifen zustédndig. Im mittle-
ren Schaubild von Abbildung 2.3 sind die Glanzstreifen mit ihren Kopplungselementen dargestellt. Die
Herzmuskelfasern sind zu ldnglichen Schichten zusammengefasst, die mit Hilfe von Kollagenfasern ver-
bunden sind. Durch die Wand des Ventrikels dndert sich die Orientierung der Fasern und der Schichten.
Zusammen formen sie ein komplexes schraubenférmiges Muster. Dieses Muster fithrt bei der Kontraktion
der Kardiomyozyten zu einer gedrehten Bewegung bzw. Torsion des Herzes und unterstiitzt damit den
Auswurf des Blutes aus dem Kammern. Die komplexe Anordnung der Fasern und Schichten ist der Grund

fir die anisotropen Eigenschaften des Herzgewebes (vgl. [23] Kapitel 19.1).
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Abbildung 2.3: Anordnung der Kardiomyozyten. Die Glanzschicht und der Aufbau eines Sarkomers in
den Mikrofibrillen. Abbildungen modifiziert aus [107].

2.1.2 Erregungsausbreitung im Herz

Das Herz ist die Pumpe fiir den Blutkreislauf im Kérper. Jeder Pumpvorgang wird durch eine elektrische
Erregung des Herzes gesteuert. Im Myokard gibt es spezialisierte Zellen, die fiir die Erregungsausbrei-
tung zustandig sind. Diese Kardiomyozyten bilden ein sogenanntes Errequngsleitungssystem, das in Abbil-
dung 2.4 in gelb schematisch dargestellt ist. Bei einem gesunden Herz wird die Erregung im Sinusknoten
initiiert. Dieser liegt im rechten Atrium nahe der Einmiindung der oberen Hohlvene (Vena cava superior).
Die Zellen des Sinusknoten sind in der Lage sich spontan selbst zu erregen. Bei einem gesunden Menschen
in Ruhe passiert das etwa 60-90 Mal in der Minute. Von dort aus breitet sich das elektrische Signal {iber
die Bachmann-Biindel in beiden Atrien aus. Es dauert etwa 100 ms bis alle Kardiomyozyten der Atrien er-
regt sind. Nach 90 ms erreicht das elektrische Signal den Atrioventrikularknoten (AV-Knoten) im rechten
Atrium. Die Atrien sind von den Ventrikel durch unerregbares Bindegewebe getrennt. Allerdings leitet
der AV-Knoten das elektrische Signal an die His-Biindel, die Biindelschenkel und die Purkinje-Fasern

weiter, so dass die restlichen Kardiomyozyten im Ventrikel erregt werden. Es dauert 100 ms bis sich das
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Bachmann Biindel —

Sinusknoten ——
AV-Knoten —

rechtes Atrium

rechter Schenkel

linker Schenkel

Purkinje-Fasern —— —

Abbildung 2.4: Erregungsleitungssystem im menschlichen Herz schematisch dargestellt (modifiziert und
tibersetzt aus [23] Kapitel 19.1).

elektrische Signal in den Ventrikeln vollstdndig ausgebreitet hat.
Genau wie der Sinusknoten sind alle Zellen des Erregungsleitungssystems in der Lage sich spontan zu
erregen. Allerdings ist die Frequenz des Sinusknoten die hochste, so dass das elektrische Signal bei den

Zellen des Erregungsleitungssystems ankommt, bevor sie sich selbst erregen kénnen.

Um die Erregung auf der mikroskopischen Ebenen zu verstehen soll zuerst der Begriff Membranpoten-
tial erkldrt werden. Sowohl im Zytosol im intrazelluliren Raum als auch in der Extrazellularfliissigkeit
sind Tonen gelost. Ein Konzentrationsunterschied der Ionen in den jeweiligen Fliissigkeiten fiihrt zu ei-
ner elektrischen Spannung iiber die Plasmamembran. Diese Spannung heifit Transmembranspannung.
Als Vorzeichenkonvention wird dabei das extrazelluldre vom intrazelluldre Potential abgezogen. Da bei
der Messung der extrazelluldre Raum als Bezugspunkt dient spricht man auch vom Membranpotential,
obwohl es sich im eigentlichen Sinne um eine Spannung handelt. Die Transmembranspannung eines Kar-
diomyozyt in Ruhe betrdgt —90mV und wird Ruhepotential genannt. Der Wert ist abhéngig von dem
elektrischen Gradienten und dem Konzentrationsgradienten iiber die Plasmamembran. Zum Beispiel ist
die Konzentration von Natriumionen (Na') in der Extrazellularfliissigkeit um ein vielfaches héher, als
im Zytosol. Kaliumionen (K*) haben einen Konzentrationsgradient in die andere Richtung; hier ist die

Konzentration im Zytosol um ein vielfaches hoher als im extrazellularen Raum.

intrazelluldre Konz. (mM) extrazellulare Konz. (mM) Nernst-Potential (mV)

Nat 15 145 60
K+ 160 4.5 -95
Ca?* 0.0001 1.8 130

Tabelle 2.1: Intrazelluldre und extrazellulire Konzentrationen verschiedener Ionen in ventrikuldren Kar-

diomyozyten und ihr zugehoriges Gleichgewichts- bzw. Nernst-Potential [32].

In der Tabelle 2.1 sind die genauen Zahlen der Konzentrationen von Natriumionen (Na™), Kaliumionen
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(K™) und Kalziumionen (Ca?*) zu finden. Zusétzlich tragen aktive Transportprozesse an der Plasmamem-
bran zum Aufrechterhalten bzw. Wiederherstellen des Ruhepotentials bei. Beispielsweise die Natrium-

Kalium-Pumpe, die drei Na™ aus der Zelle und zwei KT in die Zelle pumpt.
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Abbildung 2.5: Der Verlauf der Transmembranspannung wiahrend eines Aktionspotentials fiir eine ventri-
kuldre Kardiomyozyte. Zu sehen ist die schnelle Depolarisation, die Plateauphase und die Repolarisation

zum Ruhezustand.

Wird ein Kardiomyozyt elektrisch erregt, weicht die Transmembranspannung voriibergehend vom Ru-
hepotential ab. Diese Abweichung durch eine elektrische Erregung wird Aktionspotential (AP) genannt.
In Kardiomyozyten hat das Aktionspotential einen charakteristischen Verlauf und kann in 3 Phasen

unterteilt werden (vgl. Abbildung 2.5):

1. Depolarisation: Innerhalb von weniger als einer Millisekunde andert sich das Vorzeichen der Trans-

membranspannung vom negativen Ruhepotentials ins Positive auf etwa 30 mV.
2. Plateauphase: Die Transmembranspannung hat einen Wert nahe Null.
3. Repolarisation: Die Riickkehr der Transmembranspannung zum Ruhepotential.

Die Dauer des Aktionspotentials der Kardiomyozyten betrdgt etwa 300ms. Im Folgenden werden die
Mechanismen erlautert, die wihrend eines Aktionspotentials in einem Kardiomyozyt ablaufen. Die Details
dazu sind in Tsuji u. a. [119] zu finden.

Erreicht ein elektrisches Signal durch Selbsterregung oder durch die Gap Junctions ein Kardiomyozyt,
Offnen sich ab einer Schwelle von —60 mV Natriumionenkanéle. Aufgrund des Konzentrationsgradienten
hat die Offnung der Natriumionenkanéle einen schnellen Einstrom der Natriumionen zur Folge. Der Ein-
strom der Natriumionen ist fiir die Depolarisation zusténdig. Die schnellen Natriumkanéle werden nach
der Depolarisation geschlossen. Erreicht die Transmembranspannung den Wert —30mV fithrt das zur
Offnung von Kalziumionenkanile und Ca?* strémt in die Zelle. Die Erhohung der Kalziumionenkonzen-
tration fiihrt zur Freisetzung von Ca?* aus dem Sarkoplasmatischen Retikulum ins Zytosol. Eine erhohte

Kalziumionenkonzentration im intrazellularen Raum nahe dieser Kanéile fithrt wiederum zum Schlielen
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der Kalziumionenkanéle an der Plasmamembran. In der Plateauphase halten sich die depolarisierenden
und repolarisierenden Strome die Waage. Dabei sind die Erhéhung der Kalziumionenkonzentration, der
Na-Ca-Austauscher und ein verspétetes Offnen von neuen Natriumkanilen die Treiber der Depolarisation.
Waéhrend die Repolarisation von sich 6ffnenden Kaliumkanélen und dem Einsatz der Na-K-Pumpe do-
miniert ist. Wegen des Konzentrationsgradienten von Kaliumionen stromt K+ durch das Offnen aus den
Kardiomyozyten. In der Plateauphase kann das Kardiomyozyt nicht erneut angeregt werden. Dadurch
wird verhindert, dass die Erregung im Herz im Kreis lduft, den Rhythmus von Erschlaffung und Kon-
traktion des Myokards stort und damit die Pumpleistung vermindert. Die anschlieBende Repolarisation
ist ein aktiver Prozess, der Energie verbraucht. Zum einen wird Ca?* im Sarkoplasmatischen Retikulum
gespeichert, mit dem Na-Ca-Austauscher werden drei Natriumionen im Austausch zu einem Kalziumion
aus der Zelle transportiert, die Kalziumpumpe pumpt Ca?t aus der Zelle und die Na-K-Pumpe pumpt
drei Na™ aus der Zelle und zwei K+ hinein. Wihrend der dritten Phase kann die Zelle wieder erregt wer-
den. Allerdings ist die Dauer eines Aktionspotentials wihrend der Repolarisation verkiirzt. Erst wenn die
Transmembranspannung den Wert des Ruhepotentials erreicht hat, fithrt eine Erregung zu einem regulé-
ren Aktionspotential. In den Kardiomyozyten des Erregungsleitungssystems gibt es Natriumkanéle, die
einen langsamen Einstrom von Na™ zulassen und damit zur Selbsterregung beitragen. Die anderen Kar-
diomyozyten erreicht das elektrische Signal bzw. die Anderung der Transmembranspannung durch die Gap
Junctions in den Glanzstreifen. Wird eine Zelle aus dem Ruhepotential angeregt laufen immer die gleichen
Prozesse ab und der Verlauf des Aktionspotentials dndert sich nicht. Erreicht ein elektrisches Signal die
Zelle, entweder durch Selbsterregung oder durch die Gap Junctions, und ist deren Wert grof§ genug, fithrt
sie zu einem Aktionspotential. Ist die Potentialanderung zu klein, um die schnellen Natriumionenkanéle
zu Offnen, findet kein Aktionspotential statt. Dieses Verhalten wird Alles-oder-Nichts-Gesetz genannt.

Die Spannungséinderung, die zum Auslosen eines Aktionspotentials ben6tigt wird, heifit Schwelle.

2.1.3 Kontraktion des Myokard

Im Herz wechseln sich Erschlaffung und Kontraktion der Kardiomyozyten im Myokard ab. Die Erschlaf-
fung wird als Diastole und die Kontraktion als Systole bezeichnet. Wahrend der Diastole, fiillen sich die
Atrien und die Kammern mit Blut. Die Systole wird von der elektrischen Erregung der Kardiomyozyten
gesteuert. Wie in Abschnitt 2.1.2 beschrieben, werden zuerst die Atrien erregt und kontrahieren. Mit der
Systole der Atrien wird weiteres Blut in die Kammern gedriickt. Dieses wird dann in der zeitverzdgerten
Systole der Ventrikel in den Koérper bzw. die Lunge gepumpt. Auf mikroskopischer Ebene entspricht die
Kontraktion einer Verkiirzung der einzelnen Sarkomere in den Myofibrillen der Kardiomyozyten. Wie im
Abschnitt 2.1.1 beschrieben besteht ein Sarkomer aus diinnen Aktinfilamenten, dickeren Myosinfilamen-
ten und den abgrenzenden Z-Scheiben (vgl. Abbildung 2.3 rechts). Die einzelnen Myosinmolekiile haben
einen Kopf, der eine ATP- und Aktinbindungsstelle hat. Die Bindung eines Myosinkopfes zum Aktin
wird als Querbriicke bezeichnet. An den Aktinfilamenten befinden sich die Regulatorproteine Troponin
und Tropomyosin. Die beiden Regulatorproteine verhindern die Querbriicken. Allerdings kénnen Kalzi-
umionen an Troponin gebunden werden und verdndern dessen Struktur, so dass eine Bindung zwischen
Aktin und den Myosinképfen méglich wird. Ein Querbriicke wird nicht nur von den Regulatorproteinen
des Aktin, sondern auch von der angewinkelten Stellung des Myosinkopfes verhindert. Allerdings kann

ein Myosinkopf durch Hydrolyse von ATP aufgerichtet werden um eine Querbriicke zu erméglichen. Sind
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also Kalziumionen und ATP vorhanden, kann eine Querbriicke entstehen. Wahrend einer Querbriicke
geht ein Myosinkopf in seine angewinkelte Ruhestellung zuriick. Durch eine neue Bindung zu ATP 16st
sich der Myosinkopf vom Aktin, kann durch Hydrolyse aufgerichtet werden und erneut eine Querbriicke
bilden. Das Losen und Verbinden der Myosinkopfe fiithrt zu einer Verschiebung der Aktinfilamente in
Richtung der Mitte des Sarkomers. Dieser Vorgang dauert so lange an, bis kein ATP mehr vorhanden
oder die Konzentration der Kalziumionen zu niedrig ist. Denn ohne gebundene Kalziumionen verhindern
die Regulatorproteine des Aktin eine Verbindung zu den Myosinképfen. Die verschiedenen Kopfe des
Myosinfilaments sind nicht gleichzeitig in der selben Phase, so dass ein Wegrutschen der Aktinfilamen-
te verhindert wird. An dieser Stelle soll betont werden, dass das Zusammenziehen des Sarkomers nicht
durch Verkiirzung der Filamente entsteht, sondern aufgrund der Verschiebung der Aktinfilamente. Au-
Berdem wird in diesem Unterabschnitt klar, dass die Erhohung der Kalziumkonzentration wiahrend der

Depolarisation die Kontraktion der Kardiomyozyten auslost.

2.2 Modellierung der Erregung auf mikroskopischer Ebene

In diesem Abschnitt wird die mathematische Modellierung der Erregung des Herzes auf der mikrosko-
pischen Ebene hergeleitet. Als Grundlage dienen das Buch von Keener und Sneyd [58], das Buch von
Sundnes u. a. [116] und das Buch von Franzone u. a. [32].

Wie in Abschnitt 2.1.1 beschrieben, trennt die Plasmamembran den intrazelluldren vom extrazelluldren
Raum elektrisch. Ionen kénnen nur tber fiir sie spezifische Kanéle von der einen auf die andere Seite
der Membran gelangen. Daher kann die Plasmamembran als Kondensator modelliert werden. Bei einem
Kondensator ist das Verhéltnis zwischen der Spannung und der gespeicherten Ladung linear. Die Steigung
wird durch die sogenannte Kapazitit des Kondensators bestimmt. Fiir die Plasmamembran entspricht die
Spannung in der Kondensatorgleichung der Transmembranspannung V. Die Transmembranspannung V'
ist die Differenz des intrazelluldren und extrazelluldren Potentials. Dabei wird das extrazelluldre Potential

¢ vom intrazelluldren Potential ¢; abgezogen:

V::¢i_¢e'

Wir bezeichnen mit ) die gespeicherte Ladung und mit C), die Kapazitdt der Plasmamembran. Dann

lautet die Kondensatorgleichung fiir die Plasmamembran
Q=CnV. (2.1)

Die Tonenkanéile konnen als parallel geschaltete Widersténde modelliert werden. Die Summe der Ionenstro-
me durch alle Transportproteine in der Plasmamembran wird als gesamter Ionenstrom I, bezeichnet. Es
wird im Folgenden vorausgesetzt, dass die Kapazitiat Cy, konstant ist. Der gesamte Ionenstrom entspricht

der Ladungsédnderung in der Zeit. Dann gilt mit (2.1) und dem Ladungserhaltungsgesetz
CmOV + Tion = Lext - (2.2)

Dabei modelliert Iy den externen Stimulus bzw. das elektrische Signal, dass zum Anregen eines Kar-
diomyozyt benotigt wird. Im Allgemeinen ist Ioxy ein Summand des gesamte Ionenstrom I, aber zur
Verdeutlichung der besonderen Rolle des externen Stimulus soll er fiir die Modellierung gesondert be-

trachtet werden.
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In den folgenden Abschnitten wird erklart, wie der gesamte Ionenstrom Ij,, modelliert werden kann.
Dazu werden Modelle fiir verschiedene Transportproteintypen vorgestellt. Auch auf die Steuerung dieser
Transportproteine wird genauer eingegangen. Auflerdem wird die Modellierung der zeitlichen Verldufe
der Tonenkonzentrationen erldutert. Im Anschluss wird das beriithmte Modell von Hodgkin und Huxley
zusammengefasst. Dann wird eine allgemeine Formulierung fiir ein Modell auf mikroskopischer Ebene
eingefiihrt. Abschliefend werden drei Modelle aus der Literatur auf Zellebene vorgestellt. Sie spielen zum
einen eine Rolle fiir die mathematischen Resultate in der Literatur oder werden in den numerischen

Experimenten dieser Arbeit verwendet.

2.2.1 Ionenstrom durch die Plasmamembran

Sowohl im Zytosol innerhalb der Kardiomyozyten als auch in der Extrazellularflisssigkeit sind Salze in
Form von Ionen gelést. Zum Beispiel liegt Natriumchlorid in Form von Na™ und Cl1~ vor. Die Konzentra-
tionen der wichtigsten Ionen eines Kardiomyozyt sind in Tabelle 2.1 gegeben. In dieser Arbeit werden die
Konzentrationen von Ionen mit dem Index e fiir den extrazellularen Raum versehen. Mit einer Konzen-
tration ohne Index ist in dieser Arbeit immer die intrazellulire Konzentration gemeint. Konkret bedeutet

das fiir ein Ton X, dass X die intrazelluldre und X, die extrazellulire Konzentration bezeichnet.

Ein Ion X kann durch seine ungerichtete Zufallshewegung aufgrund seiner thermischen Energie durch
einen gedffneten Ionenkanal wandern. Dieser Vorgang wird Diffusion genannt. Gibt es ein Konzentra-
tionsunterschied zwischen dem intrazelluldren und extrazelluliren Raum bewegen sich statistisch mehr
Teilchen in Richtung des Konzentrationsgefélles. Der Ionenstrom aufgrund von Diffusion Jp x erfiillt das
Ficksche Gesetz

Jp.x = —-DxVX.

Hier ist Dy der Diffusionskoeffizient des Ions X. Ist der Konzentrationsgradient Null gilt Jp x = 0. Des
Weiteren gibt es aufgrund des elektrische Gradienten einen Ionenstrom Jg x, der durch das Plancksche
Gesetz

Jex = — X mx XV
’ |2x|
mit dem elektrischen Potential ¢, der Ionenbeweglichkeit mx und der Valenz zx beschrieben ist. Hier
gilt Jg x = 0, wenn der Gradient des Potentials Null ist. Einstein [25] hat den Zusammenhang zwischen
der Tonenbeweglichkeit und dem Diffusionskoeffizienten mit Hilfe der Gaskonstanten R, der Temperatur

T und der Faraday-Konstante F' als

mXRT
Dy — 2.3

hergestellt. Fiir ein Ion X ist der gesamte Ionenstrom Jy tiber die Plasmamembran die Summe der Strome
Jp x und Jg x. Zusammen mit Gleichung (2.3) gilt dann fir Jx:
ZXF
Jx =Jpx +JEx =—DX(VX+ﬁXV¢). (2.4)
Die Gleichung (2.4) wird als Nernst-Planck-Gleichung bezeichnet. Befindet sich der intrazelluldre und der

extrazelluldre Raum fiir das Ion X in einem elektrochemischen Gleichgewicht ist der gesamte Ionenstrom
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Jx durch die Plasmamembran Null. Dazu miissen die Einzelstrome Jp x und Jg x selbst nicht Null
sein. Es muss lediglich Jp x = —Jg, x gelten. Da die zu betrachtenden Ionenstréme nur senkrecht zur
Plasmamembran gerichtet sind, geniigt es den eindimensionalen Strom durch die Plasmamembran zu
betrachten. Fiir Jx = 0 wird aus der Nernst-Planck Gleichung (2.4)

ZxF N
0o X + s X006 = 0. (2.5)

Integrieren iiber die Plasmamembran mit der Dicke L fiithrt zu

L1d+ZxF/ Opbdz =0, (2.6)
0
= (X)) = _ng (4(L) — $(0)). (2.7)

Durch Umstellen der Gleichung erhélt man

RT (X(L))

nl——2
ZxF

0 (2.8)

—(p(L) — ¢(0)) =

Das Koordinatensystem wird so gewéhlt, dass x = 0 der Anfang der Plasmamembran auf der Seite des
intrazelluldiren Raumes ist und entsprechend x = L das Ende der Plasmamembran angrenzend an den
extrazelluldren Raum ist. Die Transmembranspannung V ist die Differenz V' = ¢; — ¢ des intrazelluldren
und extrazelluldren Potentials. Der Wert der Transmembranspannung V fiir die der Ionenstrom Jx Null
ist, wird auch Nernst-Gleichgewichts-Potential Ex des ITons X genannt. Aus Gleichung (2.8) berechnet
sich Ex durch

Ex = ZZZ; In (XY) : (2.9)

Der Zusammenhang (2.9) zwischen Spannung und Konzentrationsunterschied ist die Nernst-Gleichung.
Fiir ein zeitlich konstantes elektrische Feld gilt d,¢ = —%. Einsetzen in die eindimensionale Nernst-

Planck-Gleichung liefert die gewohnliche Differentialgleichung

F J
X x4+ X o,

0 X = RTL Dy

in X mit der Unbekannten Jx. Umgestellt nach dem Ionenstrom Jx ist

DXZXFV(X Xexp(inFV))
L RT 1—exp(zX7FV)

Jx = (2.10)
die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung. Die Losung (2.10) erfiillt auch die Bedingung fiir das
Nernst-Gleichgewichts-Potential. Hier ist Jx der Ionenstrom gemessen in Mol pro Sekunde. Elektrische
Stromdichten I von Ionen, werden in Strom (A = Ampere) pro Fliche gemessen. Es besteht der Zu-
sammenhang Ix = zx FJx. Damit lautet die Goldman-Hodgkin-Katz Formulierung fiir die elektrische

Dichte des Ionenstroms

LF? V(X — X exp (S5Y))

R 1o ()

(2.11)

Hier ist Px = DTX die Durchlassigkeit bzw. Permeabilitdt der Plasmamembran fir das Ion X. Mit dem

Zusammenhang zwischen Iy und der Transmembranspannung V', auch I-V-Kurve genannt, aus der
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Goldman-Hodgkin-Katz Gleichung (2.11) kann der Ionenstrom durch einen Kanal modelliert werden.
Sie ist linear in der Konzentration und nicht-linear bzgl. der Transmembranspannung. Die Goldman-
Hodgkin-Katz Gleichung kann beispielsweise zur Modellierung des Ionenstroms durch die L-Typ Ca?*t
Kanéle verwendet werden. Ein konkretes Beispiel ist im Anhang A.2 in Gleichung (A.5) zu finden.

Eine weiterer verbreiteter Ansatz zur Modellierung des Ionenstroms durch einen Ionenkanal ist ein linearer
Zusammenhang zwischen dem Ionenstrom und der Transmembranspannung. Dazu wird angenommen,
dass der Potentialunterschied iiber die Zellmembran zwei Komponenten hat. Zum einen der Anteil Ex
aus der Konzentrationsdifferenz berechnet mit der Nernst-Gleichung (2.9). Zum anderen der Anteil, der
fiir einen ohmschen Kanal den Zusammenhang von der Potentialdifferenz und dem elektrischen Fluss
durch rIx beschreibt. Dabei bezeichnet » den Widerstand der Plasmamembran. Werden beide Anteile

summiert, gilt
V=rix+FEx.
Fir gx = % ist der I-V Zusammenhang durch
Ix = gx(V - Ex)) (2.12)

gegeben. gx ist die Leitfdhigkeit der Zellmembran fiir das Ion X. Sie kann konstant, abhéngig von der
Zeit, abhéngig von der Transmembranspannung oder auch von Ionenkonzentrationen sein. Mit der Mo-
dellierung (2.12) ist sichergestellt, dass der Strom Ix eines Ions fiir die Transmembranspannung V = Ex
Null ist.

In diesem Abschnitt wurden zwei verschiedene Varianten vorgestellt, wie der Ionenstrom durch einen
Tonenkanal fiir ein spezifisches Ton modelliert werden kann. Welcher Ansatz die bessere Wahl ist héangt
von den konkreten Eigenschaften der zu modellierenden Kardiomyozyte und den in ihrer Plasmamem-
bran befindlichen Tonenkanélen fiir das Ion X ab. Grundsétzlich wird fiir den gesamten Ionenstrom iy,
die Summe tber die gewdhlten I-V-Kurven gebildet. Das entspricht parallel geschalteter Widerstdnden
im Stromkreis des Kondensators. Bei beiden Ansétzen fiir die Modellierung fehlt die konkrete Beschrei-
bung einer Grofle. Fir die Goldman-Hodgkin-Katz Gleichung (2.11) muss die Durchléssigkeit Py und
beim linearen Ansatz (2.12) die Leitfahigkeit gx definiert werden. Im folgenden Abschnitt wird auf diesen

Aspekt genauer eingegangen.

2.2.2 Steuerung der Ionenkanile

Die Mechanismen zur Steuerung der Ionenkanéle sind komplex. Der interessierte Leser findet Details
dazu in [50, 94]. Fiir viele Ionenkanile ist das Offnen und Schliefen abhiingig von der Transmembran-
spannung. Es gibt auflerdem Ionenkanile, die von Konzentrationsdnderungen eines bestimmten Ions ge-
steuert werden. Das Offnen und SchlieBen der zufallsgesteuerten Kanile ist dagegen zeitabhingig. In
diesem Abschnitt gehen wir auf die Modellierung und Beschreibung der spannungsgesteuerten Kanéle
ein. Im vorherigen Abschnitt 2.2.1 wurden zwei Varianten vorgestellt um den Zusammenhang zwischen
dem Jonenstrom iiber die Membran und der Transmembranspannung zu modellieren. In der nichtlinearen
Formulierung (vgl. (2.11)) erfolgt die Steuerung der Ionenkanile fiir das Ton X mit der Durchldssigkeit
Px und in der linearen Formulierung (vgl. (2.12)) mit der Leitfédhigkeit gx. Fiir beide Varianten wird am

Ende dieses Abschnittes klarer sein, wie die Steuerung konkret modelliert werden kann. Die folgenden
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Uberlegungen gelten nur fiir Ionenkanile eines bestimmten Typs spezifisch fiir ein Ion X, daher wird auf
den Index X verzichtet.

Zuerst wird der naheliegendste Fall betrachtet; ein Ionenkanal kann sich in zwei verschiedenen Zustanden
befinden: Er ist entweder gedffnet oder geschlossen. Sei [O] die Anzahl der gedffneten und [C] die Anzahl
der geschlossenen Tonenkanéle. Es wird vorausgesetzt, dass die Menge aller Kanéle [O] 4 [C] konstant ist.
Mit der Offnungsrate a(V) und der SchlieBrate 3(V) wird der Ubergang der Zustinde des Ionenkanals
durch

B(V)
0] = [C]
a(V)
beschrieben. Das Massenwirkungsgesetz besagt, dass die Rate von einem offenen Zustand zu einem ge-
schlossenen Zustand proportional zur Anzahl [O] der gedffneten Ionenkanéle ist. Umgekehrt gilt der

gleiche Zusammenhang fiir geschlossene Zustdnde. Daher ist
9[0] = a(V)[C] = B(V)[O].

Der Anteil der gedffneten Kanéle wird mit w = % bezeichnet und ist durch die gew6hnliche Diffe-

rentialgleichung
w = G (Vyw) = a(V)(1 —w) — (V)w (2.13)

beschrieben. Die Variable w wird Gatingvariable genannt. Fiir einen einzelnen Kanal kann w als Wahr-
scheinlichkeit, dass der Ionenkanal geoffnet ist, verstanden werden. Im Allgemeinen gibt es keine analy-
tische Losung fiir die gewohnliche Differentialgleichung (2.13). Unter der Voraussetzung, dass « und S
konstant sind ist

w(t) = weo + (Wo — wos) exp (— %)

mit weo 1= a/(a+f), 7w := 1/(a+ B) und der Anfangsbedingung wy = w(t = 0) eine Losung von (2.13).
Bis hierhin wurde nur der Fall betrachtet, dass sich ein Ionenkanal in nur zwei Zustdnden befinden
kann (geoffnet oder geschlossen). Allerdings haben die meisten Tonenkanéle mehrere Untereinheiten, die
jeweils unabhéngig voneinander gedffnet oder geschlossen sein kénnen. Ein Ion kann einen Kanal nur
passieren, wenn alle Untereinheiten geéffnet sind. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Tonenkanal gedffnet
ist, ist also das Produkt der Offnungswahrscheinlichkeiten der einzelnen Untereinheiten. Dabei kénnen die
Untereinheiten, die gleichen Eigenschaften und damit gleiche Offnungs- bzw. Schliefiraten haben, durch
die Gatingvariable w wie in (2.13) gesteuert werden. Dann gilt fiir die Offnungswahrscheinlichkeit O des

Tonenkanals mit n € N Untereinheiten
O=uw".

Aufgrund der Definition gilt O, w € [0, 1]. Ein Ionenkanal kann Untereinheiten haben, die unterschiedliche
Offnungs- bzw. Schliefiraten o bzw. 3 haben. Die n,, verschiedenen Gatingvariablen w; mit j =1...,n,
werden in einem Vektor w = (wy,...,w,,)" € [0,1]"* zusammengefasst. Der Vektor w wird im Folgen-
den Gatingvektor genannt. Die Dimension n,, legt die Anzahl der unterschiedlichen Untereinheiten fest.

Die tatsédchliche Anzahl der Untereinheiten kann von der Dimension des Gatingvektors abweichen. Die
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Wahrscheinlichkeit O, dass ein Kanal getffnet ist, ist gegeben durch
Mw
0= H (T
k=1

o

mit der Vielfachheit p der Gatingvariable wy fiir k = 1,...,n,. Dann entspricht die Summe » pg
k=1

der Anzahl aller Untereinheiten des Ionenkanals. Die zeitliche Entwicklung jeder Untereinheit wj mit

k=1,...,n, wird durch die gewohnliche Differentialgleichung
Ovwy, = Gy, (V, wi)

aus (2.13) beschrieben. Wie die Gatingvariablen werden fur k = 1,...,n,, die Funktionen G,, in einem
Vektor Gw (V,w) = (Guw, (V,w1),...,Gu,, (V,wp,))T zusammengefasst.

Mit der maximalen Durchléssigkeit Px max bzw. der maximalen Leitfahigkeit gx max wird die Durch-
lassigkeit bzw. Leitfdhigkeit bezeichnet, wenn alle Kanéle des spezifischen Ionenkanals gedffnet sind.
Zusammen mit der Offnungswahrscheinlichkeit O eines Ionenkanals konnen die Durchlissigkeit Py und
die Leitfahigkeit gx mit

N Naw

PX = PX,maxO = PX,max H ka ) gx = gX,maxO = X ,max H ka )
k=1 k=1

modelliert werden.

Bemerkung 2.1: In diesem Abschnitt wurde vorausgesetzt, dass die Untereinheiten der Ionenkanéle
unabhéngig voneinander 6ffnen und schliefen. Modelle in denen die auch eine Abhéngigkeit der Zustdnde

der Untereinheiten beriicksichtigt wird, sind in [55, 59] zu finden.

2.2.3 Aktiver Transport

Wie schon in Abschnitt 2.1.1 beschrieben gibt es auch Transportproteine in der Plasmamembran, die un-
ter Energieverbrauch Ionen gegen ihren elektrischen Gradienten oder Konzentrationsgradienten pumpen.
Wird Energie fiir den Ionenstrom verbraucht, wird dieser als aktiver Transport der Ionen tiber die Plas-
mamembran bezeichnet. Auch die Strome durch die konzentrationsgesteuerten Transportproteine fallen
unter den aktiven Transport. Die Mechanismen und damit die konkrete Modellierung der aktiven Ionen-
strome sind komplex und ihre Darstellung liegt aulerhalb des Rahmens dieser Arbeit. Daher beschrankt
sich dieser Abschnitt auf das Verweisen an die Literatur zu Modellen fiir die drei wichtigsten aktiven

Transportproteine.

Na-K-Pumpe

Die Na-K-Pumpe ist an der Aufrechterhaltung und Wiederherstellung des Ruhepotentials nach der Depo-
larisation mafgeblich beteiligt. Etwa ein Drittel des Energieverbrauchs eines Kardiomyozyt wird von der
Na-K-Pumpe verursacht. Mit Hilfe der Hydrolyse eines ATP Molekiils pumpt sie drei Nat aus und zwei
K* in die Zelle. Dabei hiingt die Pumprate von der Transmembranspannung V', den Natriumionenkon-
zentrationen und Kaliumionenkonzentrationen im intrazelluldren und extrazelluliren Raum ab (Na, K,
Na,, K¢). Ein weit verbreitetes Modell fiir den Ionenstrom der Na-K-Pumpe ist das Albers-Post Modell
[1, 18] aus den 1960ern. Smith und Crampin haben 2004 eine Weiterentwicklung und Implementierung

dieses Modells veréffentlicht [111]. Eine Zusammenfassung von [111] ist in [58] zu finden.
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Ca-Pumpen

Es gibt zwei verschiedene Typen von Ca-Pumpen. Die eine ist an der Membran des Sarkoplasmatischen
Retikulums zu finden. Hier hat sie die Aufgabe, Kalziumionen zuriick in das Sarkoplasmatische Retikulum
zu pumpen. Die Pumpe am Sarkoplasmatischen Retikulum benétigt ATP um zwei Ca?* ins Innere des
Sarkoplasmatischen Retikulums zu transportieren. Damit wird die Kalziumionenkonzentration im Zytosol
aufrecht erhalten bzw. der Ursprungswert nach der Depolarisation wiederhergestellt. MacLennan und
andere haben in [73] ein mathematisches Modell fiir diese Pumpe vorgestellt. Die zweite Pumpe ist in der
Plasmamembran der Kardiomyozyten eingelagert und pumpt Ca?t gegen den Konzentrationsgradienten
in den extrazelluliren Raum. Sie verbraucht ein ATP um ein Ca?t aus dem Kardiomyozyt zu pumpen.

Diese Pumpe wird oft iiber die Hill-Gleichung modelliert (vgl. [58]).

Na-Ca-Austauscher

Der Na-Ca-Austauscher benotigt keine Energie in Form von ATP. Er nutzt den Konzentrationsunterschied
der Natriumionen um Kalziumionen auf die andere Seite der Plasmamembran zu tauschen. Dabei werden
stets drei Nat gegen ein Ca?t getauscht. Er kann in beide Richtungen arbeiten. Keener und Sneyd stellen

in [58] ein relativ einfaches Modell vor, wihrend in [49, 57] sehr detaillierte Modelle beschrieben werden.

2.2.4 TIonenkonzentrationsianderung

Grundsitzlich ist die zeitliche Anderung der Ionenkonzentration im Kardiomyozyt abhingig von den
Ionenstréomen des entsprechenden Ions iiber die Plasmamembran. Fiir s = 1,...,n. seien ¢, € Ry ver-
schiedene Ionenkonzentrationen. Sie werden in dem Vektor ¢ = (ci,...,¢,,)T € Rl zusammengefasst.
Der zeitliche Verlauf der Ionenkonzentrationen und damit von ¢ wird durch das System von gewohnlichen
Differentialgleichungen

oc = Ge(V,c,w) = (GCS(V, c,w))

s=1,...,nc
beschrieben. Im Allgemeinen ist die rechte Seite G¢(V, ¢, w) fiir jede Tonenkonzentration ¢, gegeben durch

A

GV ™) = S Ve

Isum,cs (Vva C, W) )

mit der Valenz z., des entsprechenden Ions, der Membranoberfliche A, der Faradayschen Konstante F
und des Volumens Vi1 s in der das Ion zur Konzentration ¢y verteilt ist. In Igym ¢, (V, ¢, w) werden die
Tonenstrome summiert, an denen das zu der Konzentration cs gehorende Ion beteiligt ist. Beispielsweise
sind fiir die Anderung der Natriumionenkonzentration die Stréme der schnellen Na-Ionenkanile, die
zufallsgesteuerten Na-Kanéle, der Na-Ca-Austauscher-Strom und der Strom der Na-K-Pumpe relevant.

Soll die Physiologie der Erregung auf mikroskopischer Ebene detailliert mathematisch beschrieben werden,
muss die Modellierung der Kalziumionenkonzentration gesondert betrachtet werden. Thr Verlauf wiahrend
des Aktionspotentials hdngt nicht nur von dem Ein- oder Ausstrom iiber die Plasmamembran ab. Wie in
Abschnitt 2.1.2 beschrieben, gibt es zum einen die Kalziumionenkonzentration im Zytosol und in der Ex-
trazellularfliissigkeit. Zum anderen fungiert das Sarkoplasmatische Retikulum als intrazelluldrer Speicher
und gibt Kalziumionen wéahrend der Depolarisation frei bzw. speichert sie wiahrend der Repolarisation.

Aufgrund der Anordnung der Organellen in der Zelle, kénnen auch lokale Kalziumionenkonzentrationen
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betrachtet werden, die wiederum Einfluss auf die Steuerung von spezifischen Ionenkanélen haben. Eine
genaue Modellierung aller Prozesse ist aufwendig und fiillt in Keener und Sneyd [58] ein eigenes Kapitel.

Auf dieses wird an dieser Stelle fiir den interessierten Leser verwiesen.

2.2.5 Modell von Hodgkin und Huxley

Das erste Modell fiir eine erregbare Zelle wurde von Alan Hodgkin und Andrew Huxley entwickelt. Sie
haben das Aktionspotential einer Nervenzelle eines Tintenfisches experimentell gemessen und mathema-
tisch modelliert. In [52] ist das finale Modell angepasst an die von ihnen gewonnenen experimentellen
Daten verdffentlicht. Fiir ihre Arbeit haben Hodgkin und Huxley 1963 den Nobelpreis fiir Physiologie
oder Medizin gewonnen. Die Ideen aus ihrer Arbeit wurden tiber die Jahre fiir viele verschiedene Arten
von erregbaren Zellen angewendet und ausgeweitet. Da auch viele Modelle fiir Kardiomyozyten auf der
Grundidee von Hodgkin und Huxley basieren, wird im Folgenden das Modell vorgestellt.

Die wichtigsten Ionenstrome in der Nervenzelle des Tintenfisches sind der Natriumionenstrom Iy, und
der Kaliumionenstrom Ik. Die restlichen Strome tiber die Plasmamembran spielen in dem Modell von
Hodgkin und Huxley eine untergeordnete Rolle und werden im Leckstrom Xi, zusammengefasst. Der

gesamte Ionenstrom I, (V, w) iiber die Plasmamembran ist die Summe der Einzelstrome
Iion(‘/a W) - INa(Vvv W) + IK(‘/a W) + IL(V) .

In diesem Modell hédngt [;,, von der Transmembranspannung V und dem Vektor der Gatingvariablen
w € [0,1]3 ab. Die I-V-Kurven der einzelnen Ionenstréme werden jeweils mit dem linearen Ansatz aus

Gleichung (2.12) approximiert. Sie werden durch
Ina(V,w) = gnawiwe(V = Exa),  Ix(V,w) = ggws(V = Bx),  Iu(V)=gu(V — Er),
modelliert, wobei die maximalen Leitfahigkeiten
gna =120, gk =36, g =0.3,
gemessen in mS/cm? und die Nernst-Potentiale
Ena =115, Ex =-12, FE;, =106,

gegeben in mV sind. Die Anzahl (n,, = 3) und die Vielfachheit (p; = 3, po = 1, p3 = 4) der Gatingvaria-
blen (vgl. Abschnitt 2.2.2), die das Offnen und Schlieen der Ionenkanile modellieren, wurden aufgrund
der experimentellen Daten gewahlt. Jede Gatingvariablen aus w wird durch eine gewohnliche Differenti-
algleichung wie in (2.13) beschrieben. Dabei unterscheiden sich die Offnungs- und Schliefraten fiir jede
der drei Gatingvariablen. Fiir j = 1,2,3 sind die Offnungsraten ay; und die Schliefraten 3, abhingig

von der Transmembranspannung V' und folgendermafien definiert
0125 — (V = Vay))

V)= exp (0.1(25— (V= Vo)) ) = 1

Bu, (V) =4 exp (_(V%Sveq)) ’

~(V — Vo) .

Qyp,y V)=0.07ex —an____ | w2 V)= ’
) p(—5) Pua (V) exp (0130 — (V — Vi) + 1

aw3 (V) _ 001(10 - (V - V:aq)) ; ng (V) =0.125 exp (w) .

exp (O.l(lO — (V- V:sq))) -1
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Hier ist V,q = alatoxBedonlL 59 Ruhepotential der Zelle und damit das Gleichgewicht der verschie-
q gNa+gK+9L

denen Nernst-Potentiale.
Kombiniert mit der Gleichung (2.2) ist das System von gewohnlichen Differentialgleichungen zur mathe-
matischen Beschreibung des Aktionspotentials und damit dem Verlauf der Transmembranspannung V

von Hodgkin und Huxley fiir die Nervenzelle des Tintenfisches gegeben durch

CoOV + Ina (VW) + Ix(V, W) + I (V) = Lext (2.14a)
ow — Gy (V,w) =0, (2.14b)

mit der Kapazitit pro Fliche Cy, = 1 nF/cm?, wobei F fiir die Einheit Farad steht.

Bemerkung 2.2: Tonenkonzentrationen werden im Modell von Hodgkin und Huxley nicht explizit be-
riicksichtigt. Auflerdem wurde hier die Notation fiir die Gatingvariablen angepasst. In [52] ist der Gating-
vektor w aus den drei Gatingvariablen m, h und n. Entsprechend gilt w = (wq, we, w3)T = (m, h,n)T.
2.2.6 Allgemeine Formulierung der Zellmodelle

Zur Modellierung des Aktionspotentials eines einzelnen Kardiomyozyts werden im Folgenden die verschie-
dene Aspekte aus den vorherigen Abschnitten in einem sogenannten Zellmodell zusammengefasst. Dazu

seien
o die Membrankapazitit Cy,, € Ry,
o der externe Stimulus oy : [0,7] — R,

o der gesamte Ionenstrom fio,: R x R’ x [0,1]™* — R als Summe
ny
Iion(V,c,w) = Z L(V,c,w)
i=0

der Einzelstrome I;: R x RY}® x [0,1]"» - R firi =1,...,n;,
o die rechte Seite G¢(V,c,w): R x Rl¢ x [0, 1]™» — R« fiir die Ionenkonzentrationen,
« die Steuerungsmechanismen der Gatingvariablen durch G (V,c,w): R x Rl x [0, 1]"* — R™>
e fiir k=1,...,n, die Offnungsrate a;,: R — Ry und SchlieBrate 8: R — R,
« und die Anfangsbedingungen V° € R, ¢? € R}* und w° € [0,1]"

gegeben. Gesucht ist die Transmembranspannung V': [0, T] — R, der Tonenkonzentrationsvektor ¢: [0,7] —
R und der Gatingvektor w: [0,T] — [0, 1]™. Als Zellmodell bezeichnet wird das System

Cmatv + Iion(va C, W) = Lext (t) 5 (215&)
Orc — G (V,e,w) =0, (2.15b)
ow — Gw(V,e,w) =0, (2.15¢)

mit den Anfangsbedingungen in ¢ty = 0

V)=V c¢c(0)=c", w(0)=w". (2.15d)
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Représentiert ein Ionenstrom I; die Diffusion durch einen Kanal, kann er wie in Abschnitt 2.2.1 be-
schrieben modelliert werden. Ob die lineare Variante aus Gleichung (2.12), die Goldman-Hodgkin-Katz
Gleichung (2.11) oder auch eine andere Gleichung verwendet wird héngt von dem experimentell gemes-
senen Verhalten des spezifischen Ionenkanals ab. Ein Ionenstrom I; kann auch fiir den Strom verursacht
durch einen Austauscher oder Pumpen stehen. Die Literaturverweise fiir ihre mathematische Modellierung
sind in Abschnitt 2.2.3 zusammengefasst.

In Abschnitt 2.2.4 wird auf die Modellierung der rechten Seite G(V, ¢, w) der Ionenkonzentrationsinde-
rungen genauer eingegangen. Grundsitzlich ist die zeitliche Anderung einer Ionenkonzentration abhingig
von der Summe der Strome iiber die Plasmamembran an denen das spezifische Ion beteiligt ist.

Die rechte Seite G (V, c,w) spiegelt die Steuerungsmechanismen der Ionenkanéle wieder und ist wie in

Abschnitt 2.2.2 definiert. Fir k= 1,...,n,, ist der zeitliche Verlauf jeder Gatingvariable wj durch
Qywi = G, (V,c,wi) = ap(V)(1 — wi) = BV )wy

mit die Offnungsrate a,(V) und Schliefirate 3 (V) gegeben. Es gibt Gatingvariablen, deren Offnungs-
bzw. Schliefirate von einer Ionenkonzentration abhéngt. Daher ist Gy, im Allgemeinen abhéngig von c.
Die externe Anregung I..; modelliert die duflere Anregung einer Zelle. Ohne den externen Stimulus
verbleiben die Zellen im Ruhepotential. Die Anregung Iy fiir das System (2.15) kann durch einen

Rechteckimpuls

a firt € [tpee, thee + T
Iext (t) _ [ egs Ubeg ] )
0 sonst,

beschrieben werden. Dabei ist a € R4 die Amplitude, the, Startzeitpunkt und 7 die Dauer des Stimulus.

2.2.7 Beispiele ventrikulidrer Zellmodelle

In der Literatur gibt es eine grofie Auswahl an Modellen zur Beschreibung des Aktionspotentials. Sie
basieren auf der Grundidee des Modells von Hodgkin und Huxley (vgl. Abschnitt 2.2.5). Die Zellmodelle
in der Literatur unterscheiden sich in ihrer Komplexitiat aber auch in ihrer konkreten Anwendung. Es
gibt beispielsweise spezialisierte Modelle fiir Atrien und Ventrikel oder auch die Kardiomyozyten des

Erregungsleitungssystems. Grundsétzlich kénnen die Zellmodelle in drei Kategorien eingeteilt werden:

1. Phanomenologische Modelle, die den Verlauf des Aktionspotentials abbilden um makroskopisch
die Erregung zu simulieren. Allerdings werden die konkreten Mechanismen an der Plasmamem-

bran nicht beriicksichtigt.

2. Die Modelle der ersten Generation, die die physiologischen Vorginge an der Plasmamembran ab-
bilden um die gesamte Ionenstrommembranspannung zu beschreiben. Sie beschrédnken sich auf die

wichtigsten Ionenstréme zur Modellierung des Aktionspotential.

3. Die Modelle der zweiten Generation haben den Anspruch einer sehr detaillierten Modellierung der
Mechanismen an der Plasmamembran. Dazu werden moderne experimentelle Techniken benétigt

um die Daten einzelner Vorgénge zu beobachten.
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In dieser Arbeit beschrinken wir uns auf die Anwendung sehr ausgewéhlter Zellmodelle zur Beschreibung
von ventrikuldren Kardiomyozyten. Diese werden im Folgenden vorgestellt. Zuerst wird das FitzHugh-
Nagumo-Modell aus der ersten Kategorie betrachtet. Aufgrund seiner Einfachheit und analytischen Ei-
genschaften wird es oft verwendet um mathematische Resultate zu entwickeln (vgl. z.B. [33, 106]). Das
FitzHugh-Nagumo-Modell bildet das Aktionspotential phdnomenologisch ab, liefert aber in der urspriing-
lichen Formulierung quantitativ keine realistischen Werte. Im Anschluss wird das Beeler-Reuter Modell [8]
aus der zweiten Kategorie vorgestellt. Es modelliert das Aktionspotential eines ventrikuldren Kardiomyo-
zyt. Trotz seiner Einfachheit liefert das Zellmodell von Beeler und Reuter eine realistische Approximation
fiir die Transmembranspannung. Als letztes wird in diesem Unterabschnitt ein Einblick in das Zellmodell
von ten Tusscher und Panfilov [118, 120] gegeben. Es gehort zu der dritten Kategorie und beschreibt die
physiologischen Vorgénge sehr detailliert und liefert eine realistische Approximation. Daher gibt es viele
Moglichkeiten dieses Modell zur Simulation von verschiedenen Medikamentengaben oder Krankheiten zu

nutzen.

FitzHugh-Nagumo-Modell

FitzHugh hat in seinem Modell in [31] versucht die wichtigsten Eigenschaften des Aktionspotentials aus
der Arbeit von Hodgkin und Huxley (vgl. Abschnitt 2.2.5) mit einem vereinfachten Modell abzubilden.
Der gesamte Ionenstrom Ij,, wird als kubische Funktion in V approximiert. Neben der Transmembran-
spannung V' gibt es eine Gatingvariable w die in diesem Kontext Erholungs-Variable (recovery variable)

genannt wird. Zusammengefasst lautet die originale Formulierung von FitzHugh

OV =c1V(V—a)(1 =V —cow + Ioxs) s
Ow =b(V — cgw),

mit den Konstanten
a=013, b=0.013, ¢ =026, c2=01, c3=1,

und dem externen Stimulus Iey; zur Anregung der Zelle. In Abbildung 2.6 ist der Verlauf der Transmem-
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Abbildung 2.6: Das approximierte Aktionspotential berechnet mit dem FitzHugh-Nagumo-Modell mit
der Amplitude a = 0.05 und der Anregungsdauer 10 ms fiir Iey. In blau ist die Transmembranspannung

V und in orange der Verlauf der Erholungsvariablen w dargestellt.
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branspannung approximiert durch das FitzHugh-Nagumo-Modell zu sehen. Verglichen mit dem realisti-
schen Aktionspotential in Abbildung 2.5 sind deutliche Unterschiede zu erkennen. Zum einen hat das
Ruhepotential einen Wert von 0mV statt der realistischen —90 mV, zum anderen ist die Plateauphase
stark verkiirzt verglichen mit einem ventrikuldren Aktionspotential. Auch die Hyperpolarisierung, also
das unterschreiten des Ruhepotentials, wihrend der Repolarisation ist unphysiologisch. In der Literatur
existieren viele Variationen der originalen Formulierung des FitzHugh-Nagumo-Modells (vgl. [2, 76, 102]).
Beispielsweise das Mitchell-Schéffer-Modell [76] kommt mit seinem Verlauf der Transmembranspannung
sehr nah an ein Aktionspotential eines ventrikuldren Kardiomyozyt heran. Aufgrund ihrer Einfachheit sind
die Modelle basierend auf dem Ansatz von FitzHugh-Nagumo aber vor allem interessant fiir theoretische

Uberlegungen in der Mathematik.

Modell von Beeler und Reuter

Das Modell von Beeler und Reuter [8] gehort zur zweiten Kategorie der Zellmodelle, also zu den Modellen
der ersten Generation. Die Grundidee der Beschreibung der Transmembranspannung V liegt in der Mo-
dellierung physiologischer Mechanismen wie sie in den Unterabschnitten von Abschnitt 2.2 erklért sind.
Es basiert auf experimentell gewonnenen Daten eines ventrikuldren Kardiomyozyt eines Kaninchens.

Der gesamte Ionenstrom [y, ist eine Funktion abhéngig von der Transmembranspannung V', dem Gating-
vektor w € [0, 1]% und der intrazelluliren Konzentration des Kalziumions ¢ € R.. Dabei ist Lion(V, ¢, w)

die Summe von vier verschiedenen Ionenstrémen
TIion(V, e, w) = Ii(V, e, wy,w2) + Ina(V, w3, wa, ws) + Ly, (V,we) + Ix(V) .
Die Einwértsstrome der Kalziumionen (1) und der Natriumionen (Iy,) sind
I,(V, c,wy,ws) = gewiwe(V — Eg(c)), Ina(V, w3, wy, ws) = (gnawiwsws + gnac)(V — Ena) -

Die beiden Auswartsstrome

0.8(exp(0.04(V + 77)) — 1)
exp(0.04(V + 35)) ’

Ill (‘/a wﬁ) = We

1.4(exp(0.04(V 4 85)) — 1) 0.07(V + 23)
exp(0.08(V + 53)) + exp(0.04(V +53)) 1 —exp(—0.04(V +23))’

Ix(V) =

gehéren zu den Kaliumionen. Die Konstanten fiir die maximale Leitfihigkeit sind gemessen in mS/cm?
und haben den Wert

gNa =4, gnac = 0.003, gs=0.09.
Die Nernst-Potentiale sind
En, =50, FEgs(c) =—82.3 —13.02871og(c),

gemessen in mV. Anders als in den bisher dargestellten Modellen haben Beeler und Reuter die intrazellula-
re Kalziumionenkonzentration ¢ explizit als Variable beriicksichtigt. Daher ist das Nernst-Potential Fy(c)
keine Konstante. Die zeitliche Entwicklung der intrazelluldren Kalziumionenkonzentration c ist abhédngig

vom Kalziumionenstrom I; und wird durch die gewohnliche Differentialgleichung

e =Ge(V,e,w) = 71077[3(‘/7 c,w) + 0'07(1077 - C) )



2.2. Modellierung der Erregung auf mikroskopischer Ebene 25

beschrieben. Die Gatingvariablen des Gatingvektors w geniigen alle der gewohnlichen Differentialglei-
chung (2.13). Die konkreten Gleichungen der Offnungs- und Schliefraten fiir die einzelnen Gatingvaria-
blen sind im Anhang A.1 zu finden. Schematisch ist das Modell von Beeler und Reuter in Abbildung 2.7
auf der rechten Seite dargestellt. Obwohl das Modell von Beeler und Reuter zu den ersten Modellen aus
der ersten Generation gehort, wird es noch oft verwendet. Das liegt vor allem an seiner Einfachheit und
der gleichzeitig guten Approximation des Aktionspotentials (vgl. Abbildung 2.7 links). Die Anzahl der
Gleichungen der komplexeren Zellmodelle machen fiir den Rechenaufwand bei der Simulation einer ein-
zelnen Zelle keinen signifikanten Unterschied. Allerdings wird der Rechenaufwand mit den komplexeren
Zellmodellen schnell sehr grofl, wenn beispielsweise ein ganzes menschliches Herz modelliert wird. Aufler-
dem ist das Modell von Beeler und Reuter verglichen mit den komplexeren Zellmodellen deutlich weniger

steif [112], so dass numerisch weniger Probleme zu erwarten sind.
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Abbildung 2.7: Auf der linken Seite sind die Ionenstrome fir das Zellmodell von Beeler und Reuter
schematisch dargestellt. Auf der rechten Seite ist das approximierte Aktionspotential berechnet mit dem

Zellmodell von Beeler und Reuter. Fiir die externe Anregung I, wurde die Amplitude ¢ = 30 mV und

die Anregungsdauer 7 = 3 ms verwendet.

Bemerkung 2.3: In der originalen Notation von Beeler und Reuter hat jede Gatingvariable eine eigene

Bezeichnung. Es gilt der Zusammenhang w = (w1, ..., we) = (d, f,m, h, j,z1).

Modell von ten Tusscher und Panfilov

Das in 2004 veroffentlichte und in 2006 erweiterte Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov [118, 120]
gehort zur dritten Kategorie; der zweiten Generation der Zellmodelle. Es ist ein Modell fiir menschliche
Kardiomyozyten im Ventrikel. Die experimentellen Moglichkeiten haben sich seit den 1970ern deutlich
verbessert und tragen dazu bei, dass die Modellierung der Physiologie eine héhere Stufe der Komplexitét
erreicht. Aufgrund der Vielzahl an Gleichungen und Konstanten ist das Modell von ten Tusscher und
Panfilov im Detail im Anhang in Abschnitt A.2 gegeben. An dieser Stelle werden nur die wichtigsten
Eigenschaften vorgestellt. Wie in den Abschnitten davor wird zunéchst die Modellierung des gesamten
Tonenstroms I;,, vorgestellt. Die Funktion Ij,, ist abhéngig von der Transmembranspannung V', dem

Vektor der intrazelluliren Ionenkonzentrationen ¢ € R, und dem Gatingvektor w € [0, 1]**. Der gesamte
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Tonenstrom setzt sich aus den folgenden 12 Summanden zusammen

Iion(‘/a C, W) = INa(V7 C, W) + ICaL(M C, W) + IKS(‘/? C, W) + Ito(‘/v C, W) + IKr(M C, W) + IKl(V; C)
+ INaCa(V: C) + INaK(VY, C) + IpCa<C) + IpK(‘/a C) + IbCa(Vva C) + IbNa(‘/a C) .

Da es sich um ein Zellmodell basierend den Mechanismen der Physiologie handelt, konnen die einzelnen

Summanden den Ionenstromen aus Abschnitt 2.1.2 zugeordnet werden:

e Iya ist der schnelle Natriumioneneinstrom und Ic,1, der Kalziumioneneinstrom wahrend der Depo-

larisation.

e Die Ionenstrome Iks, Iio, Ixr und Ik; beschreiben die verschiedene Kaniéle, die fiir Kaliumionen

spezialisiert sind.
e INaca beschreibt den Ionenstrom durch den Na-Ca-Austauscher.
e Inax modelliert den Ionenstrom der Na-K-Pumpe.
e Ipca und Ik sind Ionenstréome wihrend der Plateauphase

o Die Ionenstréome Iycaund Iyn. gehoren zu den zufallsgesteuerten Kanilen fiir Ca?t bzw. Nat an

der Plasmamembran.

In ¢ werden die intrazelluliren Konzentrationen von Na®, KT und Ca?* modelliert. Zusétzlich beinhaltet
c die Variablen Cagg und Cagg. Diese beriicksichtigen die komplexen Mechanismen fiir die Kalziumionen
im Zusammenspiel mit dem Sarkoplasmatischen Retikulum. Fiir jede Konzentration und jede Gatingva-
riable muss eine gewohnliche Differentialgleichung gelést werden. Zusétzlich kommen noch Ionenstréme
und Gleichungen dazu, die die Mechanismen der Kalziumionen um das Sarkoplamatische Retikulum be-
schreiben (vgl. Anhang A.2). Besondere Aufmerksamkeit hat das Zellmodell bekommen, da es fiir den

Elektrophysiologie Benchmark von Niederer u. a. [81] verwendet wurde.

2.3 Herleitung des Monodomain-Modells

Zur Modellierung des elektrischen Erregungsleitungssystems im menschlichen Herz unterscheidet man
zwischen dem mikroskopischen und dem makroskopischen Ansatz. Fiir den mikroskopischen Ansatz wird
das Herzgewebe Q C R? als Gebiet auf der Zellebene betrachtet. Der intrazellulire Raum €; und der ex-
trazelluldre Raum €, sind durch die Plasmamembran I'), elektrisch voneinander getrennt. Die ldnglichen
Herzmuskelzellen sind seitlich und an ihren jeweiligen Ende miteinander {iber Gap Junctions verbunden
(vgl. Abb. 2.3). Daher kénnen ; und Q. als Gebiete in R® modelliert werden. Die Plasmamembran ist
der Rand des intrazellularen und extrazelluldren Raumes. Es gilt Q = Q; U Q, UT,. Ein nahe liegender
Ansatz ist die Erregung jeder Herzmuskelzelle einzeln zu simulieren und diese miteinander zu koppeln.
Allerdings fiihrt die Diskretisierung des Herzgewebes pro Zelle fiir realistische Simulationen zu einem nu-
merisch sehr grofien und damit aktuell unlésbaren Problem. Aufgrund der periodischen Anordnung der
Muskelzellen im Herz kann der mikroskopische Ansatz mit Hilfe von Homogenisierungstechniken in einen
makroskopischen Ansatz iiberfiihrt werden. Dann kénnen die Gréflen in jedem Punkt des Herzgewebes

als gemittelten Wert iiber eine kleines Volumen verstanden werden. Dabei ist das Volumen so gewéhlt,
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dass es klein bezogen auf die Grofie des Gebietes €2 ist, aber mehrere hundert oder tausend einzelner
Herzzellen umfasst. Eine detailliertere Anleitung zum Homogenisierungsprozess findet man bei Franzone
u. a. [32, Abschnitt 2.3]. Im Folgenden soll eine heuristische Herleitung fiir den makroskopischen Ansatz
bzw. fiir das Bidomain-Modell prasentiert werden (vgl. [32, 116]). Basierend auf der Idee der interpene-
trating domains [108] wird das Herzgewebe ) als Uberlagerung der Zellmembran, des intrazelluliren und

extrazellularen Raumes betrachtet. Damit ist

I,=0=0=0cR?.

Es wird vorausgesetzt, dass I'y,, € und Q. stetige Gebiete sind. Folgende Uberlegungen gelten sowohl
fiir den intra- als auch den extrazelluliren Raum, daher bekommen die jeweiligen Grélen den Index i, e.
Zur besseren Lesbarkeit wird auf die Angabe der Abhéngigkeit von der Zeit t und dem Ort x verzichtet.
Im Myokard kénnen sich Ionen sowohl im intrazelluldren als auch im extrazelluliren Raum frei bewegen.
Daher werden der intrazelluldre und extrazellulire Raum als elektrische Leiter modelliert. Die Summe
der Tonen ; und €, erzeugt jeweils ein elektrisches Feld E; bzw. E.. Es gilt das Induktionsgesetz bzw.
das Faradaysche Gesetz

V x Ei,C = 78,5]3170 in (O,T) x Q.

Im Herzgewebe sind die zeitlichen Veranderungen in den elektrischen und magnetischen Feldern B; bzw.

B. so langsam, dass die Kopplung vernachléssigt werden kann und der quasi-stationédre Fall
V x Ei,e =0

des Induktionsgesetzes gilt [95]. Dann existiert ein intra- und extrazellulires elektrisches Potential, ¢;

und ¢, so dass
Ei,e = _vd)i,e-

Definition 2.4: In einem festen Punkt x € Q heifit die Stromdichte tiber ein Einheitsvolumen im intra-
und extrazelluldren Raum j; bzw. j.. Beide Stromdichten sind Vektorfelder, die von der Zeit und vom

Ort abhéngen, so dass
Jie: [0,T] x Q — R3.
Sowohl j; als auch j sind gemittelte Groflen iiber ein Einheitsvolumen.

Definition 2.5: Wir nennen I,,,: [0,7] x Q@ — R den Transmembranstrom. Die Richtung ist dabei fest-

gelegt; der Transmembranstrom flieft vom intrazelluldren zum extrazelluldren Raum.

Mit dem Ladungserhaltungsgesetz wird der Zusammenhang zwischen dem Ionenstrom, der aus dem in-
trazellularen Raum in den extrazelluliren Raum flieft zu dem Transmembranstrom sowie den externen

Stimuli 1'% : [0,7] x © — R hergestellt. Es gilt

ext *
divj = I, + BIL, und divje = L, + SIS, . (2.16)

Die Stromdichten j; . sind pro Volumeneinheit des Herzgewebes gemessen. Die Konstante 0 < 8 € R gibt
das Oberfliche-zu-Volumen-Verhiltnis an. Damit ist SI.

den Stromdichten, angegeben.

« bzw. BIS, pro Volumeneinheit, passend zu
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Bemerkung 2.6: Da kein Ionenstrom aus dem Herz fliet muss die Summe der intra- und extrazelluléren

externen Stimuli im Mittelwert null sein, so dass

/ <Itiext + ngt> dx =0
Q
fir fast alle t € (0,7).

Details zur Modellierung des externen Stimulus sind am Ende dieses Abschnittes zu finden.
Gleichzeitig gilt wegen des Ohmschen Gesetzes folgender Zusammenhang fiir die Stromdichten j; und je

mit den elektrischen Feldern bzw. den Potentialen ¢; und ¢:
ji,e = Ui,eEi,e = _Ui,ev¢i,e- (217)

Hier sind o; und o, die anisotropen Leitfadhigkeitstensoren des intra- bzw. extrazellularen Raumes. Wie
schon in Abschnitt 2.1 beschrieben sind die Herzmuskelzellen in gebiindelten Fasern angeordnet. Die
Ausrichtung der Fasern beeinflusst die Leitfahigkeit. Eine konkrete Beschreibung dieser Abhéngigkeit ist
in Kapitel 4 zu finden.

Die Plasmamembran I'y, isoliert €2; von €, elektrisch. Daher kann es zu einer Ladungshdufung auf ei-
ner ihrer Seiten kommen. Allerdings ist die Plasmamembran der Herzmuskelzellen so diinn, dass eine
Anhaufung von Ladung auf einer der beiden Seiten sofort zu einem Ladungsausgleich auf der anderen
Seite fithrt. Fiir die interzelluldre Ladung ¢; und die extrazelluldre Ladung ¢. gilt daher, dass die totale

Ladungshdufung in jedem Punkt x € Q gleich null ist, d.h.
(g +ge) =0. (2.18)

Dabei entspricht 0;¢; . dem Ionenstrom, der durch die Plasmamembran fliefit. Der Transmembranstrom I,
ist von der Ladungsdnderung und dem gesamten Ionenstrom I;,, abhéngig. Wie die externen Stimuli Ié’xet
wird der gesamte Ionenstrom Jio, wird pro Flacheneinheit der Plasmamembran gemessen. Daher muss der
gesamte lonenstrom ebenfalls mit der Konstante g multipliziert werden, damit Slio, pro Volumeneinheit

passend zur Stromdichte angegeben ist. Damit gilt fiir den Transmembranstrom I,
Im = 8th + ﬁ-[ion . (219)

Die Transmembranspannung V': [0,7] x Q — R und die Ladung ¢ = %(qi — ¢e) héngen durch

-7
BCm

zusammen. Die Konstante C, ist die Membrankapazitdt pro Flacheneinheit der Plasmamembran. Fur

Vv

die zeitliche Anderung von V und ¢ gilt
OV = %&t(fli —ge) -
Mit der Gleichung (2.18) folgt dann
BCmOV = Orgi = —0ige - (2.20)
Zusammen mit Gleichung (2.19) und Gleichung (2.20) wird aus dem Ladungserhaltungsgesetz (2.16)

diVji = —Im + Bléxt = _chatv - ﬂ-[ion + ﬂ‘[(i:xt ’
diVje = Im + ﬂf‘fxt = /ch8tv + Blion + B1§xt .
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Mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes (2.17) erhalten wir
~V -0V = —CndV — Blion + Bl
—V - 0Vpe = BCnOV + Blion + I -
Zusammen mit den gewohnlichen Differentialgleichungen, die die Reaktion auf Zellebene beschreiben, der

Definition des gesamten Ionenstroms o, (vgl. Abschnitt 2.2), den externen Stimuli, den Anfangswerten

und Randbedingungen erhalten wir die parabolisch-parabolische Formulierung des Bidomain-Modells.

Problem 2.7 (Parabolisch-parabolische Formulierung des Bidomain-Modell):
Seien die externen Stimuli pro Flicheneinheit der Plasmamembran I'C : [0,T] x Q — R und die Anfangs-

werte
VY Q- R, c”: Q- R w?: Q= [0,1]",
gegeben. Sei V. = ¢y — ¢ . Gesucht sind die intra- und extrazelluldren Potentiale ¢ieo: (0,T) x Q — R,

die Ionenkonzentrationen c: (0,T) x Q — R}* und der Gatingvektor w: (0,T) x Q — [0,1]™, so dass

das Gleichungssystem

BCwOV —V - Vs + Blion(V, c,w) = BIL, in (0,T) x Q, (2.21a)
—BCn0V =V - 0Ve — Blion(V,c,w) = SIS, in (0,T) x Q, (2.21b)
oc — Ge(V,e,w) =0 in (0,T) x Q, (2.21¢)

Iw — Gy (V,w) =0 in (0,T) x €, (2.21d)

(ai,egbi,e) ‘n=0 auf (0,T) x 89, (2.21¢)

V(0,x) = VO(x),w(0,x) = w’(x),c(0,x) = c’(x) in Q. (2.21f)

erfullt ist.

Bemerkung 2.8: Das Problem 2.7 wird parabolisch-parabolisch genannt, da die partiellen Differential-
gleichungen (2.21a) und (2.21b) parabolisch sind.

Das Bidomain-Modellin der parabolisch-parabolischen Formulierung kann mit Hilfe von ¢; = V + ¢, zu

einer dquivalenten parabolisch-elliptischen Formulierung tiberfiihrt werden.

Problem 2.9 (Parabolisch-elliptische Formulierung des Bidomain-Modell):

Seien die externen Anregungen Iéft und die Anfangswerte VO, c® und w® wie in Problem 2.7 gegeben.
Dann suchen wir das extrazelluldre Potential ¢o: (0,T) xQ — R, die Transmembranspannung V : (0,T) X
Q — R, die Ionenkonzentrationen c: (0,7) x Q — R und der Gatingvektor w: (0,T) x Q — [0,1]™,

die folgende Gleichungen erfiillen

BCWOV —V - aiVV =V - 0V e + Blion(V,c,w) = BIL, in (0,T) xQ, (2.22a)
—V - oVV =V ((oi4+ 0c)Voe) = B(Li + Ioxt) in (0,T) x Q,  (2.22b)

0ic — Ge(V,e,w) =0 in (0,T) x Q, (2.22¢)

W — Gy (V,w) =0 in (0,T) xQ, (2.22d)

oiVV -n+0oiVp,-n=0 auf (0,T) x 082, (2.22¢)

oiVV-n+ (oi+0.)Vp. -n =0 auf (0,T) x 90Q,  (2.22f)

V(0,x) = VO(x), w(0,x) = w’(x),¢(0,x) = ¢*(x) inQ. (2229
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Fiir die Vereinfachung, dass die intrazelluldre Leitfahigkeit ein Vielfaches der extrazelluldren Leitfidhigkeit
ist, d.h. o = Aoy mit A € R, wird aus dem komplexen Bidomain-Modell das sogenannte Monodomain-
Modell, welches die Dynamik der Transmembranspannung beschreibt. Setzt man die Vereinfachung in

Gleichung (2.22b) ein, erhdlt man folgendes Lemma.

Lemma 2.10: Unter der Voraussetzung oo = Aoy mit A € Ry vereinfachen sich die Gleichungen (2.22a)
und (2.22b) zu

/Bc’matv -V (va) + ﬂjion(vv C, W) = ﬁlext .

; D, N Mo —Io
FEs sznda'—pr)\a'1 und Ioyy = S

Beweis. Sei oo = Aoj. Durch Einsetzen in Gleichung (2.22b) erhalten wir
-V.-o,VV -V ((1 + A)aivsbe) = B(Lxe + Ixt)
1 1 ;
— V-0,V = ——V - o; ——B(I} IS
& =V oo = VoV BT+ )

Einsetzen in Gleichung (2.22a) liefert

1 1 i e i
BCHOV —V -o;VV + H—/\V o VV + mﬁ(fext + Iext) + BLion(V,c,w) = B,
A _ )\I(iext B Ieext
= ﬁC’mﬁtV -V (mmvv> + /BIIOH(‘/? C7W) - B 1+ A

Mit Lemma 2.10 kénnen wir folgendes vereinfachtes Problem definieren:

Problem 2.11 (Monodomain-Modell): Seien die Anfangswerte
VY-SR, c”: Q- R w?: Q= [0,1]™,

gegeben. Gesucht sind die Transmembranspannung V: (0, T)xQ — R, die Ionenkonzentrationen c: (0,T)x
Q — R und der Gatingvektor w: (0,T) x Q — [0,1]™, die folgende Gleichungen erfiillen

BCwOV =V - (aVV) + Blion(V, ¢, W) = Blex in (0,T) x €, (2.23a)

0ic — Ge(V,e,w) =0 in (0,T) x Q, (2.23b)

oW — Gy (V,w) =0 in (0,T) x Q, (2.23¢)

oVV -n=0 auf (0,T) x 99, (2.23d)

V(0,x) =V°x), ¢(0,x)=c"(x), w(0,x)=w(x), in Q. (2.23e)

Hier ist Iyt : [0,T] x Q — R die externe Anrequng pro Flicheneinheit der Zellmembran. Die Gleichung
(2.23d) definiert die homogenen Neumann-Randbedingungen.

Bemerkung 2.12: Formal ist das PDE-ODE System des Monodomain-Modell auch wohldefiniert, wenn
die Anfangswerte fiir alle x € ) definiert sind. Fiir die Implementierung werden auch die Knotenpunkte

auf dem Rand genutzt. Daher werden die Anfangswerte auf Q fortgesetzt.
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Wie in Unterabschnitt 2.1.2 beschrieben, initiieren die Zellen des Sinusknoten das elektrische Signal
als Pulsgeber fiir die Kontraktion. Uber das Erregungsleitungssystem erreicht das elektrische Signal die
Ventrikel. Wir verzichten in dieser Arbeit darauf das Erregungsleitungssystem explizit zu modellieren.
Stattdessen werden fir ¢ = 1,...,ngim Anregungsgebiete ﬁstim’i C Q als Endpunkte der Purkinje-
Fiden definiert. Die Anregungsgebiete Qim,; sind disjunkt und ihre Vereinigung gibt den gesamten

Anregungsbereich

Qstim = U ﬁstim,i C Q.

1=1,...,Nstim

Um den Leitfahigkeitstensor o zu definieren, brauchen wir die Faserrichtungen f: 2 — R3 und verwenden

o(x) = o f(x) @ f(x) + o (I - f(x) ® f(x)) € RE? x €. (2.24)

sym

Die Leitfahigkeit in longitudinaler Richtung o) und transversaler Richtung oy sind konstant und wer-
den im Anhang fiir die jeweiligen numerischen Experimente definiert (vgl. Anhang B.2). Eine genauere
Beschreibung der Faserrichtungen ist im Versuchsaufbau der numerischen Experimente 4 zu finden.

Das elektrische Signal, das vom Erregungsleitungssystem iiber die Purkinje-Faden den Anregungsbereich

Qgtim erreicht, wird durch den externen Stimulus

_ a;(t,x) fir t € [theg.i»theg.i + Ti], X € Qstimi »
cht: [OvT] X Q — Rv cht(t,x) = 7’( ) [ bes Theet Z] s

0 else

modelliert. Fir ¢ = 1,..., ngim sind a; die zugehorigen Funktionen der Amplitude, tpeg; € [0,T — 7] sind
die Startzeiten und 7; die jeweilige Dauer des Stimulus. Wir verwenden zwei verschiedene Méglichkeiten
die Funktionen der Amplitude zu definieren. Eine Variante ist die Modellierung durch eine konstante
Funktion so dass a;(t,x) = a; > 0. Dann ist der externe Stimulus l.x; unstetig in Zeit und Ort. Die

Unstetigkeit von Iy in Ort und Zeit kann zu Problemen fiir die Konvergenz von numerischen Verfahren

fiihren. Daher stellen wir eine zweite Variante vor. Hier setzt man in Io flir i = 1,..., ngim und a; > 0
a; (t,x) = ai(t) ax,i(x) a; (2.25a)

und
ati(t) = % (arctan (Sext(t — theg,i)) — arctan (Sext(t — (fbeg,i + Ti)))> , (2.25b)
axi(x) =1 —min {1, dlSt(XI’W} . (2.25¢)

Hier ist sext € R ein konstanter Skalierungsfaktor. Der Anregungsbereich tim,; wird durch Qggim i C
Qexe,i C Q in alle Richtungen um 0 < lexe € R erweitert. Dabei entspricht lex in den numerischen

Experimenten der Gitterweite des grobsten Gitters. Wir nennen

Qexc = U Qexc,i )

1=1,...,Nstim

den erweiterten Anregungsbereich.
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Bemerkung 2.13: Wird der erweiterte Anregungsbereich (o fiir die Simulation verwendet, muss bei
der Wahl des Anregungsbereiches gy, darauf geachtet werden, dass mindestens ein Knoten der grobsten

Diskretisierung zwischen den einzelnen Qgim ; fiir ¢ = 1,. .., ngim liegt.

Eine Veranschaulichung von dem Zusammenhang zwischen Qggim i, Qexc,s und §2 ist im Anhang in Ab-
bildung B.4 links unten zu finden. Auflerdem ist in Abbildung B.4 links oben a;;(t) fiir verschiedene

Skalierungsfaktoren sey; abgebildet. Wir nennen (2.25) die stetige Variante von Ioys.

Bemerkung 2.14: Beispielsweise in [10, 114] wird der externe Stimulus in den Anfangswerte V°(x) mit

modelliert und dann ist Ioy (¢, x) = 0 fiir alle ¢ € [0, T] und x € €.



KAPITEL 3

Diskretisierung des Monodomain-Modells in Raum und Zeit

Im vorherigen Kapitel wurde vorgestellt, wie die Physiologie der Erregungsausbreitung im menschlichen
Herz auf mikroskopischer und makroskopischer Ebene modelliert werden kann. In diesem Kapitel be-
schranken wir uns auf das Losen des Monodomain-Modell 2.11. Daher werden numerische Verfahren in
Ort und Zeit vorgestellt, um eine approximative Losung des Monodomain-Modell zu finden. Dazu be-
ginnen wird mit einer Einfiihrung in das Konzept der schwachen Formulierung und wenden dieses auf
das Monodomain-Modell an. Dann werden die bekannten Resultate zur Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung der schwachen Formulierung fiir das Monodomain-Modell 2.11 zusammengefasst. Im Anschluss
wird die Finite-Elemente-Methode fiir die Diskretisierung im Ort vorgestellt und auf das Monodomain-
Modell angewendet. Im darauf folgenden Abschnitt stellen wir verschiedene Varianten eines auf das
Monodomain-Modell spezialisierten Verfahren fiir die Zeitintegration vor. AbschlieBend prisentieren wir
eine Fehlerabschédtzung der diskreten Losung des Monodomain-Modell unter der Verwendung des semi-

impliziten Verfahrens (SI).

3.1 Schwache Formulierung

In den ersten beiden Unterabschnitten orientieren wir uns an der Zusammenfassung von Jonathan Frohlich
in [36].

3.1.1 Sobolev-Raume

In diesem Unterabschnitt werden die Sobolev-Réume eingefiihrt. Details kénnen in [56, Kapitel 11] nach-
gelesen werden.
Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass € R? offen, zusammenhéngend und ein endliches Lebesgue Maf}

hat.

33



34 Kapitel 3. Diskretisierung des Monodomain-Modells in Raum und Zeit

Definition 3.1: Sei 1 < p < oo. Dann heifit

1

£ RY) = {ip € A RY): g it messbir . [l = ([ fol?ax) " < o)
Q
der Lebesgue-Raum der bis zur Ordnung p Lebesgue-integrierbaren Funktionen.

Bemerkung 3.2: Dabei wird bei der Definition der Lebesgue-Rdume vorausgesetzt, dass zwei Funktionen

in £P(Q,R%) gleich sind, wenn sie beziiglich des Mafles fast iiberall gleich sind.

Im Folgenden schreiben wir £P statt £P(Q2, R?). Fiir den Spezialfall p = 2 ist £2 ein Hilbertraum mit

dem inneren Produkt
)= [pvix  ppelt, (3.)

Definition 3.3: Sei ¢ € Abb(Q2, R?). Dann heifit

supp(¢) = {x € Q: p(x) #0} C Q (3.2)

der Trager (engl. support) von .

Wir bezeichnen mit C°(Q,RY) = {¢p € C=(Q,R?%): supp(yp) ist eine kompakte Teilmenge von Q} die
Menge der unendlich oft differenzierbaren Abbildungen von Q nach R, die einen kompakten Triger
haben.

Definition 3.4: Sei ¢ € £P(Q,R?) und a = (ay, ..., a4) ein Multiindex, d.h. a; € Ny fiir i = 1,...,d

und a = |a| = Zle a;. Dann heiit D% = #ﬁg@m die schwache Ableitung von ¢, wenn

/ D% - ¢pdx = (—1)a/ p-D*pdx Vi € C(Q,RY).
Q Q
Dann wird die Matrix der Ableitungen erster Ordnung

Dy = ((%lgo,...,axdga)
als (schwacher) Gradient von ¢ bezeichnet und entspricht der Jacobi-Matrix.

Bemerkung 3.5: Ist eine Funktion im klassischen Sinne differenzierbar, dann existiert auch die schwache

Ableitung. Auflerdem stimmen die klassische und die schwache Ableitung tiberein [14].
Definition 3.6: Sei 1 < p < oo und k € N. Dann heifit
WhEP(Q,RY) = {cp € Abb(Q,RY): € LP(Q,RY) und fiir || < k ist D*p € £p(Q,IR<d)}

der Sobolev-Raum der k-fach schwach differenzierbaren Funktionen in £P und enthilt somit alle Abbil-

dungen in £P, deren schwache Ableitungen bis zur Ordnung k in L£P enthalten sind.

Bemerkung 3.7: In der Definition des Sobolev-Raums W¥*? wird indirekt vorausgesetzt, dass die schwa-

chen Ableitungen D¢ von ¢ € W*P existieren.

Der Sobolev-Raum W#*? wird mit der Norm

1
lele, = ( 3 1Dl )’

x| <k
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ausgestattet. Fiir p = 2 sind die Sobolev-Riume W*2(Q2, R?) Hilbertriume mit dem inneren Produkt

()2 = 3 (D@, D), p,4p € WHA(QRY).

lal<k

Hier ist (-,-) das innere Produkt von £? aus (3.1). Im Folgenden wird die Notation H*(Q2,RY) =
WFE2(Q,R%) verwendet.

Um die Transmembranspannung V' im Monodomain-Modell 2.11 zu berechnen muss mit (2.23a) eine par-
tielle Differentialgleichung gelost werden. Diese ist zum einen von der zweiten Ortsableitung der Trans-
membranspannung, aber auch von der ersten Ableitung in der Zeit abhingig. Daher handelt es sich
bei Gleichung (2.23a) um eine Evolutionsgleichung. Fiir Evolutionsgleichungen werden spezielle Sobolev-
Réume benotigt(vel. [110] Kapitel 10.1).

Definition 3.8: Sei 1 < p < oo und k£ € N mit k£ > 0. Sei V ein Banachraum und 7' > 0. Dann heif3t

£r(0,7),V) = {p € Abb((0,T),V): (/OT lo(t)II5 dt)% <oo}
Bochner-Raum.

Mit der Definition der Bochner-Radume und dem Banachraum V kann der Sobolev-Raum
WHP((0,T),V) = { € L2((0,T),V): dup € L2((0,T),V) },

mit £ € Nund 1 < p < oo definiert werden. Auch hier wird in der Definition indirekt vorausgesetzt, dass

die schwache Ableitung D%y existieren.
Satz 3.9: Sei V ein Hilbertraum.

a) Der Raum WY2((0,T),V) ist ein Hilbertraum mit innerem Produkt

T
(o= [ (ol 0Oy + @uplt). Bv Oy dr,
0
wobei 0y die schwache Ableitung in der Zeit ist.
b) Sei ¢ € WH2((0,T),V). Dann existiert ein eindeutiges v € C([0,T],V), so dass p(t) = v(t) fast
tberall. Auflerdem gilt

T
v(t) = v(0) +/0 Op(r)dr  vtel0,T).

Beweis. Siehe [4, Satz 8.24]. O
Wir bleiben bei der oben eingefithrten Notation und schreiben H*((0,7),V) :== W*2((0,T), V).

Bemerkung 3.10: Sowohl Lebesgue-Réume als auch Sobolev-Raume koénnen fiir p = oo definiert werden.

Dann sind die zugehorigen Normen durch

[#lloe = ess supxea [(X)], (1@l 00 = ﬁlf’?i{ lelloo - ID%epll } -

Wie zuvor ist | - | die Euklidische Norm in R9.
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3.1.2 Idee der schwachen Formulierung

In diesem Unterabschnitt wird die schwache Formulierung anhand eines allgemeinen Variationsproblems
vorgestellt. Fiir diesen allgemeinen Fall wird der Begriff der Wohlgestelltheit eingefiihrt. Damit hat man
ein Werkzeug um eine Aussage iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen eines Variationspro-

blems zu machen.

In diesem Unterabschnitt sind V und W Hilbertraume mit den Normen |[-||,, bzw. [-|,,. Dabei wird V
als der Losungsraum und W als Testraum bezeichnet. Die Funktionen in WW werden daher Testfunktionen

genannt.

Definition 3.11: Eine Abbildung b: ¥V x W — R heifit Bilinearform, wenn sie linear in beiden Argu-
menten ist, d.h. b(p, -) ist linear fiir alle p € V und b(-,v) ist linear fir alle p € W.

Definition 3.12: Eine Bilinearform b: V x W — R heif}t stetig, wenn ein 0 < C' € R existiert, so dass

b(e, D) < Clielly ¢l -

Dann ist
BV, W) :={b: ¥V x W — R | b ist eine stetige Bilinearform }
die Menge aller stetigen Bilinearformen von V x W nach R.
Wir bezeichnen mit W* den Dualraum von W. Im allgemeinen kann folgendes Problem betrachtet werden:
Problem 3.13 (Variationsproblem): Sei b € B(V, W) und | € W*. Gesucht ist eine Losung ¢ € V
mat
b, ) =l(¥)  VpeW. (VP)

Definition 3.14: Ein Variationsproblem (VP) heiit wohlgestellt, wenn fiir alle [ € W* eine eindeutige
Losung ¢ € V existiert und es zuséitzlich eine Konstante 0 < C' € R gibt, so dass

lelly, < Clltlly- vie W*.

Zum Abschluss dieses Unterabschnitts werden zwei Moglichkeiten zum Nachweis der Wohlgestelltheit

préasentiert. Dazu wird zunéchst folgende Definition bendtigt:

Definition 3.15: Eine Bilinearform b: V x W — R erfiillt die inf-sup-Bedingung, falls es eine Konstante
0 < Cinfsup € R gibt, so dass

inf sup 76(% ¥)

2 C(inf . (33)
vew oey el 19l

Dann heiit Cinfsup die inf-sup-Konstante.

Satz 3.16 (Banach-Necas-Babuska): Sei b € B(V, W) und | € W*. Dann sind folgende Aussagen

duivalent:

a) Das Variationsproblem (VP) ist wohlgestellt.
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b) b erfillt die inf-sup-Bedingung (3.3) und fir alle ¢ € W existiert ein o € V, so dass b(p, 1) #0.
Beweis. Siehe [4, Kapitel 4.5.1]. O
Fiir die schwache Formulierung des Monodomain-Modell 2.11 verwenden wir ¥V = W = HF*.

Definition 3.17: Sei V ein Hilbertraum und b € B(V,V). Dann heifit die Bilinearform b koerziv, wenn

eine Konstante 0 < Cioe € R existiert, so dass

Cooe 015 < blp,0) Vo eV,

Lemma 3.18 (Lax-Milgram): Sei V = W ein Hilbertraum und b € B(V,V) koerziv, dann ist das
Variationsproblem VP wohlgestellt.

Beweis. Dieses Lemma ist eine Folgerung des Satzes 3.16. Siehe [26, Lemma 2.2]. O

3.1.3 Schwache Formulierung fiir das Monodomain-Modell

Wie schon im vorherigen Unterabschnitt beschrieben, wihlen wir fiir den Lésungsraum und den Testraum
den gleichen Hilbertraum, so dass ¥V = W = HF fiir ein k € N.
Wir benétigen in diesem und in den folgenden Unterabschnitten verschiedene Voraussetzungen an die

Bestandteile des Monodomain-Modells aus 2.11. Sie werden an dieser Stelle zusammengefasst:
(M1) Sei 2 C R3 ein Lipschitz-Gebiet.

(M2) Der Leitfihigkeitstensor o:  — R3*3 ist symmetrisch, positiv definit und gleichmiBig elliptisch,
d.h. es existieren 0 < a, C' € R, so dass fiir alle £ € R3

alél* <€To(x) €< ClEI* x e Q. (3-4)

(M3) Die Anfangswerte sind beschrénkt, d.h. wir setzen voraus, dass
(VO % wP) € £2°(Q) NH(Q) x LZ(Q)" x L(Q)™ .

(M4) Fiir den externen Stimulus gilt I (t, ) € Lo(2) fiir fast alle t € [0,77].
(M5) Tion, Gw, Ge: R x RY® x [0,1]" — R sind ausreichend glatt.

Bemerkung 3.19: Die Glattheitsanforderungen in (M5) sind abhéngig vom gewéhlten Zellmodel. Fiir
das FitzHugh-Nagumo-Modell sind sie in [32, Abschnitt 3.5] zu finden. In Mroue [78] werden die Glatt-
heitsanforderungen sowie die Schranken in (M3) das Zellmodel von Beeler und Reuter spezifiziert. Fiir

komplexere Zellmodelle sind in Veneroni [121] Anforderungen an die Glattheit zu finden.

Fiir alle ¢, 1) € V definieren wir folgende Operatoren:

(Mo, P)y=xv ::/prdx’ (3.5)

(Ko, )=y 1= ﬁ_l/QO'V(p-Vi/) dx, (3.6)
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wobei (-, )y«xy die Duale Paarung ist und damit M, K € Lin(V,V*). Wir multiplizieren die Gleichun-
gen (2.23) des Monodomain-Modells mit geeigneten Testfunktionen, integrieren iiber €2, wenden partielle
Interation an und setzen die homogenen Neumann-Randbedingungen (2.23d) ein. Dann lautet die schwa-

che Formulierung des Monodomain-Modells:

Definition 3.20: Seien die Voraussetzungen (M1) und (M3) gegeben. Wir nennen ein Tupel von Funk-

tionen (V, ¢, w) eine schwache Losung des Monodomain-Modells 2.11, wenn
VeV =_L00,T) x )N L2(0,7),H (), ceC([0,T],£2()", wel([0,T],L2(2)"™,

so dass V, ¢, w folgendes Gleichungssystem

CiaMOV 4+ KV 4+ MIjon (V, ¢, W) = Moy in V*, (3.7a)
/ By - b dx = / Ge(V,c,w) - 1 dx Vb€ L) (3.7b)

Q Q
/ Ow - 0dx = / Gw(V,c,w)-0dx Ve L), (3.7¢)

Q Q

fiir fast alle t € [0, 7] erfilllen. Wir nennen (3.7) die schwache Formulierung des Monodomain-Modells.

In [33] haben Franzone und Savaré die Wohlgestelltheit fiir das Bidomain-Modell 2.7 gekoppelt mit dem
FitzHugh-Nagumo-Modell gezeigt. Die Autoren nutzen die Eigenschaften des FitzHugh-Nagumo-Modells
und koénnen damit zeigen, dass das Bidomain-Modell in die abstrakte Theorie flir evolutiondre Varia-
tionsungleichungen in Hilbertrdumen passt. Bendahmane und Karlsen haben in [9] basierend auf der
Fedo-Galerkin-Methode die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung des Bidomain-Modells
gezeigt. Allerdings wird in dieser Arbeit auf die Kopplung zu den Systemen gewohnlicher Differential-
gleichungen zur Beschreibung der Ionenkonzentrationen und der Gatingvariablen verzichtet. Bourgault,
Coudiére and Pierre [11] verwendeten Halbgruppen-Techniken um fiir das Bidomain-Modell gekoppelt mit
den Zellmodellen von Aliev—Panfilov [2] und McCulloch [102] Wohlgestelltheit zu zeigen. Veneroni prisen-
tierte in [121] ein Wohlgestelltheit-Resultat fiir eine groBere Klasse von Zellmodellen wie beispielsweise das
Luo-Rudy Modell [72]. Das Beeler-Reuter Zellmodell aus Unterabschnitt 2.2.7 erfiillt die Voraussetzun-
gen von Veneroni an das Zellmodell nicht. Es wird beispielsweise vorausgesetzt, dass eine positive stetige
Funktion abhéngig vom Gatingvektor w existiert, die die Ableitung des Einstroms der Kalziumionen I
von unten beschrankt. Aulerdem muss die Summe der restlichen Summanden von [i,, Lipschitz-stetig
sein. Beide Bedingungen kénnen von den Gleichungen des Beeler-Reuter Zellmodells nicht in den von Ve-
neroni definierten Funktionenrdumen erfiillt werden. Paragaei und Kumar [85] haben fiir das Bidomain-
Modell gekoppelt mit dem Morris-Lecar Modell [77] mit Hilfe von Fedo-Galerkin-Methoden und einem
Kompaktheitsargument Existenz einer Lésung und basierend auf dem Gronwall-Lemma die Eindeutigkeit
gezeigt. Fiir das Monodomain-Modell in R? gekoppelt mit dem Beeler-Reuter Zellmodell (vgl. Unterab-
schnitt 2.2.7) haben Bendahmane u. a. in [10] die Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung vorgestellt.
Die Autoren setzen in [10] voraus, dass die Anfangswerte durch die Konstanten vpmin, Umax, Cmins Cmax € R

beschréankt sind, so dass in Q2
Vmin V0 <max, 0 < cmin < <lmax, 0<uw) <1, k=1,...,6. (3.8)

Die genauen Werte der Konstanten sind in [10] gegeben. Die Konstanten vy, und vmax werden verwendet,
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um die Transmembranspannung V' zu skalieren:

‘7: V_vmin

Umax — Umin

Damit gilt fiir den Anfangswert der Transmembranspannung in €2
0<Vi<1. (3.9)

AuBerdem werden die skalierten Funktionen Iion(V, ¢, w), Go(V,¢,w) und Gi(V, ¢, w) fir k = 1,...,6
definiert.

Satz 3.21 (Bendahmane u.a. [10, Satz 3.1]): Sei Q C R? ein Lipschitz-Gebiet und es sei (M2)
erfillt. Fiir die beschrinkten Anfangswerte (V°,c?, w0) € £(Q) N HY(Q) x L>®(Q) x L>®(Q)® aus (3.8)

kombiniert mit (3.9), existiert eine schwache Lésung
(V,e,w) € £2((0,T) x Q) N L2((0,T), H () x L=((0,T) x Q) x (L2((0,T) x Q))°

des Monodomain-Modells 2.11 gekoppelt mit dem Beeler-Reuter Zellmodell (vgl. 2.2.7) und It = 0, die
folgendes Gleichungssystem

—/ Vo(x)go(o,x)dx—i—/ /(—V@t<p+UVV-Vgo)dxdt=/ /—fion(f/,c,w)godxdt,
Q (0,T) JQ (0,17) JQ

—/wm(x)zpk(o,x)dﬁ/ /—wkatwkdxdt:/ /ék(f/,wk)wkdxdt, k=1,...,6,
0 (0,7) J (0,T) JQ

—/co(x)n(O,x)dx—i—/ /—c@mdxdt:/ /GC(V,qw)ndxdt
Q 0,7) JQ 0,17) JQ

mit den Testfunktionen o, ., n € C*([0,T) x Q) mit (T) = Yp(T) =n(T) =0 firk =1,...,6 erfillt.

Bemerkung 3.22: Bendahmane u. a. haben die externe Anregung iiber die Anfangswerte modelliert, so
dass Loy (t,x) = 0 fiir alle ¢ € [0,7] und x € Q.

Durch die Skalierung und der daraus folgenden Beschriinktheit geniigt es, dass Q C R? ein Lipschitz-
Gebiet ist. Fiir den Beweis wird eine diskrete Losung (Vh, cn, wp) mit Hilfe von modifizierten Kontroll-
volumen Finite Elementen und impliziten Zeitintegratoren approximiert. Zusétzlich wird ein diskretes
Maximumsprinzip gezeigt. Dann zeigen Bendahmane u.a., dass der schwache Grenzwert h — 0 existiert
und die diskrete Losung fast iiberall in (0,7") x €2 durch

UminSVhSUmaxa Ogcmingchgcmaxa ngk,hgla k:1a76

Mit Vimin, Umaxs Cmins Cmax € R aus (3.8) beschrinkt ist. Der externe Stimulus des Monodomain-Modells 2.11

ist nur fiir eine kurze Zeit max;— . 7; am Anfang der Simulation ungleich Null. Daher tibertragt

< Mstim
sich das Resultat auf die schwache Formulierung (3.20) im verbleibenden Zeitintervall. Unter hoheren Re-
gularitdtsanforderungen und glatteren Anfangsdaten, fithrt der Halbgruppen-Ansatz von Veneroni [121,
Lem. 3.3] zur Stetigkeit der Losung.

Zusammenfassend soll an dieser Stelle festgehalten werden, dass fiir das Monodomain-Modell gekoppelt
mit dem FitzHugh-Nagumo-Modell eine eindeutige Losung existiert [33]. AuBlerdem gibt es eine eindeutige
Lésung, wenn das Monodomain-Modell mit dem Zellmodell von Beeler und Reuter gekoppelt wird [10].

Aber fiir das Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov existiert bisher kein entsprechendes Resultat.
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3.2 Ortsdiskretisierung

Im vorherigen Abschnitt wurde die schwache Formulierung des Monodomain-Modells mit Definition 3.20
eingefiihrt. Die schwache Formulierung (3.7) hat eine schwache Losung im unendlich-dimensionalen Raum
V. Die Grundidee der Galerkin-Methode besteht darin einen geeigneten endlich-dimensionalen Unterraum
Vi C V zu wahlen um darin eine Losung zu berechnen. Geeignet ist die Wahl des Unterraums, wenn mit
dem Diskretisierungsparameter h — 0 auch die diskrete Losung gegen die schwache Losung konvergiert.
Die Unterrdume, die in der Praxis verwendet werden, heiflen Finite-Elemente-Rdume. Dazu wird das
Gebiet ) in offene Teilmengen zerlegt. In diesem Abschnitt wird zunédchst auf die Zerlegung und an sie
geforderte Eigenschaften eingegangen. Im Anschluss wird ein finites Element im Allgemeinen, aber auch
die speziellen finiten Elemente, die in dieser Arbeit verwendet werden, eingefithrt. Mit ihrer Hilfe wird
dann am Ende des Abschnittes die diskrete Formulierung des Monodomain-Modells im Ort vorgestellt.
Als Grundlage dient die Zusammenfassung in der Dissertation von Jonathan Frohlich [36] in Kapitel 6.4.

und das Buch von Ern und Guermond [26]. Ergianzende Informationen sind in [4, 14] zu finden.

Definition 3.23: Sei ny € N. Eine Familie von offenen Mengen Q, = {K;};7, heiBt Zerlegung von £2,

wenn
(a) K; C Qist offen firi =1,...,n7,
(b) KiﬂKj:@fiiri;éjmiti,jzl,...,nT,

() U, K, =0

Dabei ist
hig =diam(K) K€ Qy, h::}(n%x hi, TK ::maX(ICTCK) KeQ,.
€y T
Hier ist I, die Menge aller Kugeln mit Radius r. Ist K; € €, fir alle ¢ = 1,...,n7 ein offenes Dreieck

oder Tetraeder, dann nennen wir j, eine Triangulierung.
Definition 3.24: Eine Triangulierung 5, heifit zuldssig, wenn folgende Bedingungen gelten:

(a) Besteht K; ﬂfj fir K, K; € €, aus genau einem Punkt, dann ist dieser ein Eckpunkt von Kj; und
K

g

(b) Besteht K; N Fj fir K;, K; € Qp, mit ¢ # j aus mehreren Punkten, dann ist K;n Fj eine Kante
bzw. Seitenfliche von K; und Kj.

Um auszuschliefen, dass die Dreiecke oder Tetraeder einer Triangulierung bei Verfeinerung entarten, wird

der minimale Innenwinkel aller Dreiecke bzw. Tetraeder nach unten beschrankt.
Definition 3.25: Eine Triangulierung €, heift uniform, wenn
(a) rg < h fur alle K € Q,,
(b) und es existiert ein x > 1 mit % <k fur alle K € Qp, h > 0.
Definition 3.26 (Ern und Guermond [26, Definition 1.23]): Ein finites Element bezeichnet das
Tripel (E, P, ¥) mit folgenden Eigenschaften:
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a) E C R? ist nicht-leer, kompakt, zusammenhingend und Lipschitz.

b) P ist ein Vektorraum von Funktionen p: K — R™ mit m € N und der Dimension dim P = np. Die

Funktionen von P werden Formfunktionen (shape functions) genannt.

c¢) X ist eine Menge von np Funktionalen o;: P — R fiir i = 1,...np, so dass fir alle (aq,...,an,) €

R™ ein eindeutiges p € P mit o;(p) = a; existiert.

Bemerkung 3.27: In Definition 3.26 b) ist typischerweise m = 1 oder m = d. Auflerdem ist ¢) dquivalent
zu Bijektivitdt der Abbildung

P3p— (al(p),...,anp(p)) e R"" .

Damit ist ¥ eine Basis von Lin(P,R). Die linearen Funktionale o; fir ¢ = 1,...,np werden auch lokale
Freiheitsgrade (local degrees of freedom) genannt. Aus der Bijektivitét folgt auBerdem, dass es eine Basis
{01,...,0,,} von P gibt, so dass

JZ-(QJ-):&_J- ].SZ,_]SHP

In dieser Arbeit wird eine spezielle Art von finiten Elementen verwendet, die in der folgenden Definition

konkretisiert werden.

Definition 3.28 (Ern und Guermond [26, Definiton 1.27]): Sei (E, P, ) ein finites Element. Dann
nennen wir (E, P,X) ein Lagrange-Element, wenn eine Menge {Xg1,...,Xgnp} mit xg,; € E fur alle

i =1,...,np existiert, so dass
oi(p) = p(xE,) VpePi=1,...,np.

Die Punkte {Xg 1,...,Xgn, } heilen Knoten und die lokale Basis an Formfunktionen 6; mit j = 1,...,np

heiBlt lokale nodale Basis von P. Fiir die lokale nodale Basis gilt 0;(xg ;) = 0; ; fur 1 <i,j < np.

Fiir die Berechnung der diskreten Losung der schwachen Formulierung (3.7) des Monodomain-Modells

wéhlen wir zunéchst die zuléssige, uniforme Triangulierung Q = {K;};7, von dem Gebiet €, so dass

o= J K. (3.10)
KeQy,

Da in dieser Arbeit Q C R3 ist, sind im Folgenden K € €, offene Tetraeder. Dann definieren wir fiir
jedes K € Q, ein Lagrange-Element (E, P,¥) mit E = K. Sei Ng = {xg;li = 1,...,np} die Menge
der Knoten des Lagrange-Elements E. Dann ist die Menge aller Knoten der Triangulierung €2, durch
My = Up—% mit Kea, NEg definiert. Die Anzahl aller Knoten wird mit ny = |AN},| bezeichnet. Als

Vektorraum P der Lagrange-Elemente wird in dieser Arbeit der folgende Raum verwendet:

Definition 3.29: Sei I € N und P!(K) die Menge aller Polynome mit maximalem Grad [ auf K € Q.
Dann heift

S' () = {% €C'(Q): vl eP(K) VK € Qh}

der Lagrange-Finite- Elemente- Raum.
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Abbildung 3.1: Knotenpunkte der Lagrange-Elemente fiir [ = 0,1, 2 im Tetraeder.

Bemerkung 3.30: Die lokale Dimension np der Lagrange-Elemente F sind von der Wahl des Polynom-

grades von S' abhingig. In Abbildung 3.1 sind die Knoten der Menge N fiir verschiedene | dargestellt.

Der Approximationsfehler der diskreten Losung bezogen auf die schwache Lésung wird in folgendem Satz

charakterisiert /quantifiziert.

Satz 3.31: Sei 1 < p < o0, 0 < k < 1 und ¢ € WFrLP(Q). Dann existiert ein C > 0 und der
Interpolationsoperator 11}V : WFHLP(Q) — S1(Qy,), so dass

||<P - HZVQDHLP < Ch* ||80||k+1,p .
Auferdem gilt fiir p < oo

li ( inf - ):o Yo € WhHLP(Q
Lim %Elé}mh)llw enllyp @ Q)

Beweis. Siehe [26, Korollar 1.110]. Dabei ist die Aussage des Satzes ein Spezialfall fiir Lagrange-Elemente.

Genauer wird darauf im Beispiel 1.111 in [26] eingegangen. O
Definition 3.32: Sei Hg: C°(Q) — S der nodale Interpolationsoperator, der durch

Y (4) (%) = p(x) ¥x € A,
definiert ist.

Fiir jedes K € ), wihlen wir eine Quadraturformel mit ng € N Quadraturpunkten xx , € K und

Gewichten wg , > 0 fiir ¢ =1,...,n9, so dass
nQ
/ on(x)dx = ZWK,qgoh(xqu) oneS. (3.11)
K —

Dann ist Qg = {Xk 4|¢ =1,...,n¢g} die Menge der Quadraturpunkte von K fiir alle K € Q.
Wir wéhlen zur Approximation der schwachen Losung des Monodomain-Modells von (3.7) die endlich-

dimensionalen Rdume
Vi =Wh =V, xCp x Wy, mit Vj, :=8(Q), Cp=S8"(Q)", W, :=S" ()™ . (3.12)

Wie fiir den allgemeineren Raum P beschrieben gibt es im Lagrange-Finite-Elemente-Raum S!(Qy,) eine

lokale nodale Basis auf jedem Element und damit auch eine globale nodale Basis. Seien

@Yevha‘P‘feCm‘P?’ewhv 7’:13’77'/\/
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die entsprechenden nodale Basen. Damit kann die diskrete Losung V;, € V}, fiir die Transmembranspan-

nung in jedem ¢ € [0, 7] mit Hilfe der nodalen Basis als

Vilt,x) = 3 Vilel (x).
i=1

geschrieben werden. Gleiches gilt auch fiir die diskrete Losung c; der Ionenkonzentrationen und die
diskrete Losung wy, des Gatingvektors in ihren entsprechenden endlich-dimensionalen Lagrange-Finite-
Elemente-Raumen Cj, bzw. Wy,.

AuBerdem werden die diskreten Operatoren My, K, € Lin(Vy, V™) definiert als

(Mpon, Yr)v,xv, = / ern dx, (Kn@n, ¥n)v, = xv, = 571/ oV - Vi, dx On,Yn € Vy .
Q Q

Fir die Diskretisierung im Ort muss auch der gesamte Ionenstrom I, und der externe Stimulus leyx

im endlich-dimensionalen Raum V}, definiert werden. Allerdings kann die Erweiterung von My, zu M€ €

Lin(£2(R), Vi) mit
(M0, n)y, v, = / pundx, e L2Q), by e Vi,
Q

nur ndherungsweise berechnet werden. Fiir stetige Funktion ¢ kann M€y durch Mhﬂggo, also mit Hilfe
der Lagrange-Interpolation, approximiert werden.

AuBerdem kann der numerische Integrator M, € Lin(C°(Q2), V™) zur Approximation verwendet werden.
My, ist mit Hilfe der Quadratur-Regel aus (3.11) als

nQ
(Mio, ) = D > wigp(Xk.g)Un(XK.q) ¢ €C°(Q), Yn € Vy,

KeQy, g=1
definiert. Dann gilt fiir alle ¢, € Vj, dass Mppr = Mpep. In der Literatur [89] wird die Approxima-
tion durch Lagrange-Interpolation (Mj) mit ICI (ionic current interpolation) und die Verwendung der
Quadratur-Regel (M},) als SVI (state variable interpolation) bezeichnet.

Problem 3.33: Seien die Anfangswerte (V°,c° wP) stetige Funktionen. Auferdem sei Vy, wie in (3.12).
Dann ist die raumlich diskrete Losung (Vi,cp, wp) € Vi, der schwachen Formulierung aus Definition 3.20
des Monodomain-Modells gesucht, die fiir alle t € [0,T] die folgende Gleichungen

CuM, 0V, + K Vi, + mhfion(vh, Ch, Wh) =My Lext mn Vh* s (3.13&)
oren, — Ge(Vi, cp,wp) =0 fiir alle x € Ny, , (3.13b)
owp, — Gw(Vi,cn,wp) =0 fiir alle x € Ny, (3.13¢)

mit den Anfangsbedingungen in t = 0
Vi (0,x) = VO(x), cn(0,x) = c’(x), wp(0,x) = w'(x), x €Ny, (3.13d)
erfillt. Dabei ist My, € { M, M1 }.

Bemerkung 3.34: Zur Bestimmung der diskreten Losungen c;, und wj, geniigt es die Systeme von
gewohnlichen Differentialgleichungen in den Knoten A}, zu berechnen. Wenn nicht anders angegeben,
werden in den numerischen Experimenten dieser Arbeit lineare finite Elemente verwendet, so dass der

Polynomgrad | =1 ist.
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Fir die Kopplung zur Mechanik wird insbesondere die intrazellulédre Kalziumkonzentration pro Zelle und
nicht pro Knoten benétigt. Daher wird in den numerischen Experimenten auch die Variante untersucht,
fir die alle Gleichungen der mikroskopischen Ebene pro Zelle statt pro Knoten aktualisiert werden.
Daher wéhlen wir den diskreten Raum der stiickweise konstanten Funktionen als Approximationsraume
fir die diskrete Losung der Ionenkonzentrationen und der Gatingvariablen, so dass Cj, = D" (£2;) und
Wy, = D" (Qp,) mit

D(Qp) = {u;h € L2(Q): Yy, €PU(K) YK € Qh}. (3.14)

Diese Variante kiirzen wir mit OC (on cells) ab. In diesem Fall wird dann die Approximation durch
Lagrange-Interpolation fiir den gesamten Ionenstrom I, gewéhlt. Die diskrete Losung der Transmem-
branspannung Vj, wird weiterhin in V,, = S!(€2),) gesucht. Daher wird die £2-Projektion IT% : S'(Q) —
D(Qy,) fir die Variante OC benétigt.

Da der Polynomgrad ! der Finite-Elemente-Raume fiir die OC-Variante nicht iibereinstimmt, fiihren wir
folgende Notation ein. Die Knotenmenge fiir die endlich-dimensionalen Raume V;, C; und W), werden

jeweils mit Ny, , Ng, und Ny, bezeichnet.

Problem 3.35 (OC-Variante): Sei V;, = S'(Q,), C;, = Dy und W), = D}* aus (3.14). Auferdem
ist Vi, = Vi, x Cp, x Wy,. Seien die stetigen Anfangswerte (V°,c%,w°) gegeben. Gesucht ist die rdumlich
diskrete Losung (Vi,ch, wp) € Vi, der schwachen Formulierung aus Definition 3.20 des Monodomain-
Modells, die die Gleichungen

CuM, 0V, + KLV, + MhIion(H%LVh; Ch,Wh) = MpIext in V;,* , (3.15&)
oiey, — Gc(HZVh, Ch,Wh) =0 fiir alle x € N(Ch R (315b)
0w — Gw(ITE Vi, cpywp) =0 fiir alle x € Ny, (3.15¢)

mit den Anfangswerten int =0

Vi (0,x) = VO (x) Vx € N, (3.15d)
cn(0,x.) = c%(x.) Vx. € Ng, (3.15¢)
wi(0,%,) = w¥(xy) Vx, € Nw,, , (3.15f)

erfullt.

Bemerkung 3.36: Der gesamte Ionenstrom [, ist in der Variante OC konstant pro Zelle.

3.3 Zeitdiskretisierung

In diesem Unterabschnitt werden verschiedene Zeitintegrationsverfahren vorgestellt um das System ge-
wohnlicher Differentialgleichungen (3.13) des raumlich diskreten Problems des Monodomain-Modells zu
16sen. Wir orientieren uns an Abschnitt 3.2 aus Lindner u. a. [68]. Eine allgemeine Einfiihrung zur Losung
gewohnlicher Differentialgleichungen ist in [47, 48] zu finden.

Zunéchst wird das Zeitintervall [0,T] in N € N dquidistante Teilintervalle geteilt. Dann heifit At = T/N

die Zeitschrittweite und wir setzten t,, := nAt. Wir verwenden die Schreibweise f;' fiir die Approximierte
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von f, zum Zeitpunkt ¢, € [0,T]. Alle Zeitintegrationsverfahren in dieser Arbeit folgen dem selben

Schema: Als Ausgangspunkt werden die Anfangswerte (V,2,c), w?) aus (3.13d) verwendet. Dann wird fiir

n = 1,..., N die néchste Iterierte (V;*,cp,w}y) in t,, mit Hilfe der Approximation (V}?_l,cz_l,wﬁ_l)
des vorherigen Zeitschrittes berechnet.

Das System gewohnlicher Differentialgleichungen aus (3.13) ist steif. Daher wiirde die Approximation
von (3.13) mit einem expliziten Runge-Kutta Verfahren zu einer Einschrankung der Zeitschrittweite auf
sehr kleine Werte fithren. Zusétzlich dndern insbesondere die Gatingvariablen durch das Modellieren des
Offnens und Schliefiens eines Ionenkanals sehr schnell ihren Zustand (vgl. Unterabschnitt 2.2.2). Auch
aus diesem Grund werden bei der Verwendung eines expliziten Runge-Kutta Verfahrens zur Losung
von (3.13) sehr kleinen Zeitschrittweiten benotigt, damit das Verfahren stabil ist. Wird dagegen ein
A-stabiles oder A(«)-stabiles Verfahren verwendet, konnen diese gravierenden Einschrinkungen an die
Zeitschrittweite verhindert werden. A-stabile oder A(a)-stabile Verfahren sind in der Regel implizit und
in jedem Zeitschritt muss ein nichtlineares Gleichungssystem gelost werden. Fiir das gesamte System an
gewohnlichen Differentialgleichungen von (3.13) ist das numerisch aufwendig.

Aus diesen Griinden sind Splittingverfahren oder in der Literatur als staggered scheme bezeichnet, zur
Berechnung der Losung von (3.13) weit verbreitet (z.B. [5, 10, 16, 20]). Ein Splittingverfahren beruht dar-
auf ein Problem in kleinere Teilprobleme zu zerlegen, die im Idealfall exakt gelost werden kénnen. Fiir das
Monodomain-Modell zerlegen wir (3.13) in drei Teilprobleme: Die gewohnliche Differentialgleichung zur
Berechnung der Transmembranspannung (3.13a), das System gewohnlicher Differentialgleichungen der To-
nenkonzentrationen (3.13b) und das der Gatingvariablen (3.13c). Die Reihenfolge, in der die Teilprobleme
in jedem Zeitschritt gelost werden, hat kaum Einfluss auf die Genauigkeit des numerischen Verfahrens
(vgl. Anhang B.4.1). Fiir die numerischen Experimente in dieser Arbeit wird zuerst eine Losung fiir den
Gatingvektor berechnet, dann fiir den Vektor der Ionenkonzentrationen und im Anschluss eine Losung
fiir die Transmembranspannung. Jedes Teilproblem wird mit einem geeigneten Zeitintegrationsverfahren

gelost. Im Folgenden stellen wir den Ablauf fiir einen Zeitschritt n =1,..., N vor.

1.) Berechnung von w},

Auf jedem Knoten x € A}, wird das Gleichungssystem (3.13c) unabhéingig von den anderen Knoten geldst.
Fiir ein festes V bzw. ¢ sind die Offnungs- bzw. Schliefraten konstant und die gewdhnliche Differen-
tialgleichung fiir jede Gatingvariable ist linear, so dass sie exakt gelost werden kann. Dieser Ansatz wird
auch von Rush und Larson in [105] vorgeschlagen.

Gegeben sind (V;"~' ¢, w)™!). Daraus soll der neue Wert w} berechnet werden. Wie in Unterab-
schnitt 2.2.2 hergeleitet, hat fir k = 1,...,ny und t € (t,_1,t,) die gewohnliche Differentialgleichung

jeder Gatingvariable die Form
8twh,k = Ozk(Vf?il) — (Oék(th71> + ﬁk(V$71))wh7k .
Fir £k =1,...,n, definieren wir die Funktion

Xe! (Vi W) = Whoo (Vi) + (Wi — Wioo (Vi) exp (= At (ar(Va) + Br(Va))) ,
mit
ak(Vh)

(V) = YR
Whioo (V) ar(Vh) + Br(Va) "
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Dann ist wy, , = X,ét(V}:Lfl, wﬁjcl), so dass der neue Wert des Gatingvektors durch

wy = XM(thilvwzil) mit x** = (Xét)k—l

=1,....,np

; (3.16)
berechnet wird.

Bemerkung 3.37: Fiir die komplexeren Zellmodelle gibt es Gatingvariablen, die von einer lonenkonzen-
tration ¢; € {c1,...,¢n,} statt der Transmembranspannung V' abhéngen. Die gewohnlichen Differential-
gleichungen haben allerdings die gleiche Form, so dass fiir die Berechnung des neuen Wertes nur V' durch

¢; in den obigen Gleichungen ersetzt werden muss.

2.) Berechnung von c}!

Wie der Gatingvektor, wird auch das Gleichungssystem (3.13b) auf jedem Knoten x € A, unabhiingig

von den anderen Knoten gelost. Die gewohnlichen Differentialgleichungen fiir die Ionenkonzentrationen

sind im Allgemeinen nicht steif. Daher verwenden wir ein explizites Euler-Verfahren zur Berechnung der
n—1

nichsten Iterierten der Ionenkonzentrationen. Gegeben sind (V"' ¢}~ ', w}). Dann berechnen wir c}
durch

ch=cp t+ atGe(V ephw). (3.17)

Fiir das Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov aus Unterabschnitt 2.2.7 werden die drei verschiedenen
Tonenkonzentrationen der Kalziumionen anders aktualisiert. Die genauen Gleichungen sind im Anhang
in B.3 zu finden.

3.) Berechnung von V"

Das dritte Teilproblem (3.13a) gehort zur Berechnung der ndchsten Iterierten der Transmembranspan-
nung. Aus dem vorherigen Zeitschritt und den bisherigen Berechnungen in diesem Zeitschritt haben wir
(V;:Lfl, cp,wj) zur Verfiigung. Damit soll fiir ¢ € (¢,-1,t,) die semi-lineare parabolische partielle Diffe-

rentialgleichung
CooMpo Vi, + Kp Vi + F(t, Vi, ¢, wy) =0, (3.18)

mit F(t, Vi, ch, W) = Emh(IiOD(Vh,ch,wh) — Iext(t,-)) und My, € {Mjp, My} gelost werden um die
Approximation V;* zu berechnen. Im Folgenden werden die verschiedenen Verfahren aufgelistet, die in

den numerischen Experimenten in Kapitel 4 verwendet und untersucht werden.

(GS) Der Standardansatz fiir die Zeitintegration des Monodomain-Modells ist das Godunov-Splitting, in
der numerischen Analysis Lie-Trotter-Splitting genannt. Dazu wird die Zeitableitung der Transmem-
branspannung durch 8;V (t,, ) ~ (At) ™1 (V;*=V;* ") und die Nichtlinearitit durch F(t, Vj,, cp, wp) ~
M, I1;, (Iion(Vh, Chy Wp) — Lext (8, )) approximiert. Mit dem Zwischenschritt V}?_l/Q lauten die beiden
Teilprobleme

V2 = v A (Lon (Vi h €, W) = Tt (tns ) (3.19a)
(CouMy, + AKR) Vi = CaM V2 (3.19b)
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Das Godunov-Splitting ist besonders attraktiv, weil das erste Teilproblem (3.19a) entkoppelt auf
den Knoten x € N}, geldst wird, withrend die verbleibende partielle Differentialgleichung des zwei-
ten Teilproblems linear ist. Daher muss zur Berechnung von V" anstelle eines nichtlinearen ein
lineares Gleichungssystem gelost werden. Das Godunov-Splitting wie in (3.19) ist beispielsweise
auch in openCARP [93] implementiert. AuBlerdem kann auch folgende Variante mit gednderter

Approximation des externen Stimulus I verwendet werden:

thil/Q = V};nil - Atlion(‘/};n717 CZ, WZ) ) (320&)
(CoaMy, + AtKR) Vi = ConMu Vi~ % 4 AtM Lo () - (3.20b)

Fiir den Vergleich mit den anderen Zeitintegrationsverfahren in diesem Unterabschnitt verwenden
wir die Variante (3.20), da hier der Fehler der Differenz (M,II, — M})Iext keine Rolle mehr spielt.
Mit der Abkiirzung (GS) beziehen wir uns auf Variante (3.20).

(IE) Ein klassischer Ansatz zum Berechnen von V;* aus (3.18) ist das implizite Euler Verfahren (IE).

Dazu wird die nichtlineare Gleichung
(CoMy, + 8tKp) Vi — Ca MRV + At F(t,, Vi, wi) = 0 (3.21)
mit Hilfe eines Newtonverfahrens approximativ gelost.

(LI) Das linear implizite Verfahren (LI) beruht darauf beim Losen von (3.21) nur einen Newton-Schritt

zu machen, so dass V' durch Losen des linearen Gleichungssystems
(CMi + SRy + 88Oy F™) Vi = CuMy Vi~ 4 8t (0 PVt = F(ta, V7 e wh) )
mit Oy F™ == Oy F(t,, V"', el wi) = M0y Lion (V'™ 1, €}, wi) berechnet wird.

(SI) Eine weitere Variante behandelt den linearen Teil von (3.18) implizit und den nichtlinearen Teil

explizit, so dass
(CuMp + ALKR) V' = CuM V) — At F(t,, V', wi) (3.22)

zum Berechnen von V;' gelost werden muss. Diese Variante wird semi-implizites Verfahren (SI)

genannt.

Bemerkung 3.38: Fiir alle Verfahren des dritten Teilproblems bleibt die Finite-Element- Matrix Cy,, M+
AtKy, fir alle Zeitschritte n = 1,..., N gleich. Sie wird fir GS, LI und SI nur einmal am Anfang assem-
bliert. Fir das LI addieren wir in jedem Zeitschritt n die Ableitung Jy F™, da dies numerisch weniger

aufwendig ist, als die Matrix neu zu assemblieren.

Die Kombination aus (3.16), (3.17) und dem expliziten Euler Verfahren fiir (3.18) wird in der Literatur
Rush—Larson Verfahren genannt [75, 105, 115]. Allerdings haben wir in dieser Arbeit den expliziten Euler
zum Loésen von (3.18) nicht verwendet, da sich dieser in den numerischen Experimenten als instabil
erwiesen hat.

In dem oben présentierten Verfahren wird (3.13) in die drei Teilprobleme 1.) bis 3.) aufgeteilt. Diese
werden nacheinander mit der gleichen Zeitschrittweite At gelost. Unter bestimmten Regularitdtsanfor-

derungen an die exakte Losung, ist der globale Fehler der Zeitintegration erster Ordnung. Werden die
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Teilprobleme symmetrisch angeordnet und werden die numerischen Verfahren der einzelnen Teilprobleme
durch Verfahren zweiter Ordnung ersetzt, konnte damit theoretisch auch ein Verfahren zweiter Ordnung
(O((At)?)) konstruiert werden. Damit wire dann der Rechenaufwand fiir jeden Zeitschritt deutlich hoher
als fiir das obige Verfahren. Allerdings erhofft man sich dadurch, dass die Genauigkeit in jedem Zeitschritt
den hoheren Rechenaufwand kompensiert, so dass eine groflere Zeitschrittweite gewédhlt werden kann. Dies
ist aber nur moglich, wenn das Problem ausreichend regular ist, was fiir das Monodomain-Modell 2.11
nicht der Fall ist. Daher beschréinken wir uns in dieser Arbeit darauf Verfahren erster Ordnung zu ver-
wenden.

Wenn statt (3.13c) die rdumliche Diskretisierung der Variante OC aus Problem 3.35 verwendet wird,
miissen in dem oben vorgestellten Verfahren einige Anpassungen vorgenommen werden. Die Anfangswerte
(V2. c9, w?) werden wie in (3.15d) gesetzt. Zur Berechnung der Approximation (V;*, ¢}, w?) wird in jedem

Zeitschritt n =1,..., N wie folgt vorgegangen

1.) Wir berechnen w}’ unabhéingig auf den Knoten x,, € Ny, durch
wi = XV wi ).
2.) Die Approximation cj erhalten wir durch
c = cZ‘l + At GC(HZVh"_l,cZ_l,wZ) ,
unabhéngig auf den Knoten x. € Ng, .

3.) Zur Berechnung von V}* ersetzt man F(t,, V,:“l, cy,wy) durch F(t,, 1'[21/',1"717 cp,wy). Esist cj €
Cp, und wj; € Wy, so dass der gesamte Ionenstrom Ijo, fiir ein Lagrange-Element E des Tetraeders
K € Qy, konstant ist. Dann kann eines der Zeitintegrationsverfahren IE, LI oder SI zur Berechnung

von V;* verwendet werden.

Bemerkung 3.39: In M++ [67] ist aktuell nicht vorgeschen, die Variante OC mit dem Godunov Split-
ting zu kombinieren. Das Losen der Zellmodelle pro Zelle statt pro Eckpunkt der Triangulierung fiir die
Variante OC ist nur fiir das semi-implizite Verfahren realisiert, kann aber leicht auf das implizite oder
linear-implizite Verfahren ausgeweitet werden. Alle Algorithmen der Implementierung in M++ sind im

Anhang C zu finden.

3.4 Konvergenzresultate

In diesem Unterabschnitt mochten wir den Beweis des Konvergenzresultat aus [86, Satz 2| detailliert
ausarbeiten. Dazu betrachten wir zunéchst ein reduziertes Problem ohne Kopplung zu einem System an
gewoOhnlichen Differentialgleichungen. In diesem reduzierten Problem héngt die rechten Seite von ¢t und
von der Losung selbst ab. Um eine Fehlerabschédtzung der diskreten Losung des reduzierten Problems
zu zeigen, verwenden wir eine dhnliche Strategie wie in [4, Satz 9.50]. Durch Umformulierung passt das
Monodomain-Modell in den Rahmen des reduzierten Problems und wir zeigen fiir die diskrete Losung

kombiniert mit dem semi-impliziten Verfahren eine Fehlerabschétzung.

Bemerkung 3.40: In diesem Abschnitt versehen wir die Normen und inneren Produkte mit eindeutigen

Indizes, d.h. wir schreiben beispielsweise ||-[| z2(q) statt [|-[|l, und (-, -)z2(0) statt (-, ).
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Definition 3.41 (Lokale Lipschitz-Stetigkeit): Eine Funktion g: R — R ist lokal Lipschitz-stetig,

wenn fiir alle C' > 0 eine Konstante L, ¢ > 0 existiert, so dass

lg(z1) — g(x2)| < Lg.clz1 — x2| x1,22 € R mit |x; — x| < C.

Zunéchst soll die Konvergenz fiir ein vereinfachtes Problem gezeigt werden. Dazu wird das semilinear

parabolische Problem definiert.

Problem 3.42 (Semilineares parabolisches Problem (SLPP)): Sei [0,T] ein Zeitintervall und 2 C
R? qusreichend glatt. Auferdem sei F: R — R stetig und o > 0. Dann ist die Funktion f: (0,T)xQ — R
gesucht, die folgende Gleichungen erfillt:

of — Af +af = F(f) in (0,T) x €, (3.23a)
Vf-n=0 in (0,T) x 98, (3.23b)
£(0,x) = fO(x) in Q. (3.23¢)

Gleichung (3.23b) ist die homogene Neumann-Randbedingung und Gleichung (3.23¢) die Anfangsbedin-
gung in t = 0.

Die schwache Formulierung vom SLPP lautet
/&gfgoder/Vf-Vgodx+a/fgadx:/F(f)<pdx, Vo € HY(D). (3.24)
Q Q Q Q

In [27] Abschnitt 9.2 Beispiel 1 sind die Details zu den Voraussetzungen, wann eine schwache Losung
existiert und eindeutig ist, gegeben.
Wir definieren die Bilinearform a: H!(Q) x H}(Q) — R

a(y, @) ::/QVdJ-Vgodx—i—a/ngodx.

Im Ort wird das SLPP mit linearen Lagrange-Elementen diskretisiert. Dazu sei ), = {K}.7, eine

Triangulierung von {2 und
Sp 1= {goh € H'(Q): gn|, €PUK) VK € Qh}. (3.25)
Sei Rp,: H1(Q) — Sy die orthogonale Ritz-Projektion mit
a(Buf,on) =alf,on),  Yon € Sh. (3.26)

Unter der Voraussetzung, dass f € H%(Q) und da Sj, aus stiickweise linearen finiten Elementen besteht,

existiert unabhéngig von h die Konstante Cr > 0 so dass die Ungleichung
1RRf = fllg2() < Crb? [f Iz - (3.27)
erfiillt ist ([51, Lemma 4.19]). Sei P, : £L2(Q) — S}, die £2-Projektion mit

(Punfsen)cz) = (fron) 2@ Vo € Sp, vt € [0,T]. (3.28)
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Dann erfiillt die diskrete Losung im Ort fi: [0,7] — Sp des SLPP die Gleichung

(Othns pn)c2(e) + alfuson) = (F(fo), on)e2@)  Yon € Sh,

mit der diskreten Anfangsbedingung f,(0) = P;,f° . Zur Diskretisierung in der Zeit wird ein semi-implizites

Verfahren wie in (3.22) verwendet. Das Zeitintervall [0,T] wird in N &quidistante Teilintervalle geteilt.

Dann ist At = % und t, = nAt. Wir bezeichnen mit f;* die diskrete Losung in ¢,,. Firn =1,..., N wird
£ mit

Oy on)ez) + alfytson) = (F( ) n)e2) > #n € Sh,y (3.29a)

I =Puf?, (3.29Db)

berechnet, wobei 9,/ == L (fi* — ol

Satz 3.43: Sei das Gebiet Q) ausreichend glatt. Auferdem sei der Anfangswert fO := f(to) € H?*(Q). Sei

F Lipschitz-stetig und wir setzen voraus, dass die Losung f des SLPP existiert und
feC([0,T],H*(2)) NH*((0,T), L2()) . (3.30)
Auperdem setzen wir voraus, dass fi(t) = 0if (t) € H*(Q) fir alle t € [0,T). Sei fi* die diskrete Lisung
von SLPP in t,, = nAt berechnet mit (3.29).
Sei Cor = Cor(f,fn) >0, so dass fir alle x € Q gilt
lft,x)| < Cor, firtel0,T] wund |fyi/(x)|<Cor, firn=0,...,N.

Dann gilt firmn=1,...,N

5 = f(tn)llc2) < 2Cr exp(Lp,co o tn)W2(FC 320

+ CR eXp(LF,CO,Ttn)(h2 + At) (HfHCO([O,T},’Hz(Q)) + HfH'Hz([O,T],ﬁz(Q))) *

Beweis. Wir orientieren uns an dem Beweis von Satz 9.50 aus [4]. Sei f™ = f(t,), insbesondere ist
9= f(to) = £(0). Wir betrachten die Differenz

S =" =f" = Baf" + Buf" = f",

=07 =:pp

wobei Ry, die Ritzprojektion aus Definition (3.26) ist. Da f™ nach Voraussetzung (3.30) in H?(£2) ist,
fithrt die Anwendung von (3.27) auf f™ zu

loillc2) = IRRS™ = Fl220) < CrPPIF™ 32 -
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o1

Um 0} = f;* — Rnf™ zu beschrénken, betrachten wir fir @5 € S,

(0105, on)c2(0) + alOh, on) = Oy, en)e2) + alfy's on) —
(3.29)

(3.24)

(OLRuf", 1) c2(0) — a(Ruf™, on)

(F(f N, on) ez — (O:Ruf™ en)c2a) — a(Ruf™, ¢n)

(F(Y = F(f™), on) o)

+ (Ouf™ on)c2 () +alf™, ¢n)

— (OeRuf™, n)c2(0) — a(Ruf™, ¢n)

= (F(ii ") = F(f"), en)r2)

+ (Ouf™ = Ouf™, o) 2 ) + a(Ruf", on)
+(0e(f™ — Ruf™), on)2() — a(Ruf™, on)
<|F@fH -~ F(fn)HL?(Q)”‘PhHaz(Q)

+ || 0™ — 5t]mHy(Q) H‘th[F(Q)

+ {00 = Buf™)| 2
< GulH)llenll 20

mit

Q)H‘PhHL?(Q)

Gn(f) = HF( }:l_l) - F(fn)H£2(9) + Hatfn - gtanEQ(Q) + Hgt(fn - Rhfn)HEQ(Q) .

Setzt man fiir ¢j, die Differenz 0} ein, ergibt sich

—
=P}

<6t9h70h>ﬁ2(9 <6t9h79h>£2(ﬂ +a(0h70h) < G HonH£2(Q

so dass

165 12y =

< (077100 £2(0) + AGR(f)

und daher

(071,00 c2(0) + DO, OF) 20

1R 1|22 e

HG}LHL2(Q) 165~ 1H£2 + AtG(f) -

Wir definieren Lp = Lp ¢, . Dann gilt

PG = Py = [ 1FUhtnm1:30) = P () dx

< T [ filtacsx0) = £t 0P dx = H =17

so dass || F( oty F(fn)ch(Q) < LFHfh"_1 ff””@m) und daher mit der Definition von G,

16811220y < 16 ]2
+ ALl = " oy + 190

= 0S| oy + [98]) -



52 Kapitel 3. Diskretisierung des Monodomain-Modells in Raum und Zeit

Es gilt
™ = Pl = U™ =77 77 P
ol /e o Y o Al A PP
=< ||0}7LL_1||L2(Q) + ||pZ_1||L2(Q) + *anLz(Q) ’
und daher

168 ]| 2g0y < (1 + LeaD) |67 |2

+ At (LFHPZAHN(Q) + LFan_l _anLZ(Q) + H@tf" _gtan@(Q) + ||5tPZ||L2(Q))

= F,

< (L Lot)"||05]] pa gy + 28 Y (1 + Lpat)" /E;.
j=1

Wegen (1 + Lpat) < exp(LrpAt) gilt

(14 Lpat)" < exp(nLpat) =exp(Lpty,) < exp(LpT),

und wir erhalten

n

16311 22y < xP(LET)||03] o ) + exp(LrT)at» Ej.
j=1

Unter Verwendung von f9,f*~1 f* € #2(Q) und (3.27) erhalten wir die folgende Schranke

102l >y = Ifi = Buf°llc2()
= ||Puf® = Rufllc2) = |1Puf® — 2 4+ f° = RufPllc2 ()
<N Puf® = FOlice) + 1IF° — BufOllc2 (o)
<2|f° = Ruflle2 ()
<2CRE?|| a2 -

Durch erneute Verwendung von (3.27) erhalten wir

H'DZHLQ(Q) = ||Ruf" _fn||c2(9) < CRh2anHH2(Q) ’

o™ g2y = IBRS" ™" = "M oy < CrE* " e
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und da laut Voraussetzung f; € H?(f2) auch

— 1 . o 1 [t
1903 |20y = Il — (ph, — ph Dllc2() = ”E/ prds||zz(o)
tj—1

At
1 tj
== —f)d
I35 (S = Prudslen
1[4
< — [(Rrf — fellcz(o) ds
oty
CRhQ t;
<
<S5 Wl s
1 ts
< Cuh® _max (3) e / 1ds
SG[tJ 1,] At ti_1
< Cr(f)R*.

Es gilt
e P

tn
:/| a,f () dt|’ dx—/ / af () - 1dt|* dx

tn—1
tn
< [ [ arora [ aax= ol
tn—1
< AtHnyl(tn_l,tn;cz(Q)) :

Sei n(t) =t — tp,—1 und ¢(t) = O f™ — Of (t), dann gilt

= n(tn)p(tn) — n(tn-1)p(tn-1)

tn

tn—1
tn tn

:/ o(t) dt+/ (t —tn—1)0sp(t) dt
tn—1 tn—1

Das fiihrt zu

/t" (Ouf™ — Duf (1)) dt:—/tn (t—tn_l)aff(t)dt:/tn (tn_1 — t)O2f(t) dt

n— n— n—

und daher
1 [t
oo = | (a7~ auf ()
1 tn

(tn—1 — )7 f(¢) dt

<o(] toa =) (| " o) - (A / P )

n—1 tn—1
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und so dass

n_ 7 gn At [T o N2 _ /At o 2 1/2
Js™ = 3" oy < I (5 / GRFWOPA) ey =/ 5 ( /Q / 92 (1, )| didx)

At

20 e
At

< \/ZHfHHZ((tn_l,tn),ﬁ?(Q))'

Wir nutzen die Normen

HfHCO([O,T],H2(Q)) = tg;g% £, ')HW(Q)’

tn 9 trn 9
Hnyl((tn,l,tn),LZ(Q)) = </tn_1 Hﬂ‘c?(n) dt + /tn_1 HatfH1:2(Q) dt)

und erhalten insgesamt

1/2

b= LFHp;z_lHﬁ%Q) + LFHfjil _fme(Q) + Hatf(tj) - 5tfj”z:Z(Q) + Haﬁpmﬂ(ﬂ)
< LFCRh2||fj71||H2(Q) + LF\/EH@JCHc’z((tj,l,tj)xsz)

At
+ \/ZHanfHﬁ((tjl,tj)xm + Cr(f)R*.

Unter Verwendung von

I A

n 12 , 2 1/2
ZrHatchz((t] 1,t5 (ZA ) (Z_: Hatfuiz((tj,l,tj)xm)

j=1 j=1

1/2
Vin HatfHﬁz ((0,1) xQ)) = Vt?||3tf||£2(<o,T>xg)

erhalten wir

n n

AtZEJ < Z (LFCRhQAtHfleW( +LF‘ﬁMHaﬁf“L2((g 1,t5) %)
j=1

At
M \/Zﬁt||8t2f||ﬁ2((tj1,tj)xn) + CR(f)h2>

= LFCRh2Hf||c0 ([0,T1,H2(2)) ZAt+LFAtZ\ﬁHatf”52 L1,t5)xQ)

j=1

Z\ﬁ||32f||cz<<@ 1) %) AtZCR

< LpCrtnh? ||cho 0,7],H2(Q + LpVinot HatfHEQ((O,T)xQ)
(10.11.12(2))

Vin
+ %AtHaffHﬁ?((O,T)xQ) +taCr(f)h
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Insgesamt gilt dann die Behauptung:
£ _ancz(Q) = HHZHN(Q) + ||pZ||LZ(Q)

< exp(LFtn) HG?LHN(Q) + exp(Lptn)At Z Ej + CRh2 an”Hz(Q)
j=1

Vin
<2CR eXp(LFtn)h2||f0||H2(Q) =+ LF\/tTLAt HatfH[?((O’T)XQ) + %AtnaffH[”z((mT)XQ)

=+ (eXP(LFtn)(LFCRtnh2 =+ tnCR(f)h2) + CRhZ) ||fHC0([0,T],"H2(Q)) .
O

Im Folgenden mochten wir analog zu Satz 3.43 eine Aussage iiber die Konvergenz des semi-impliziten
Verfahrens kombiniert mit linearen konformen finiten Elementen fiir das Monodomain-Modell machen.
Dabei orientieren wir uns an der Formulierung aus [86].

Sei Qy, eine zuléssige, uniforme Triangulierung von Q wie in (3.10).

Da beide Konstanten Cy, und § positiv sind, nehmen wir im Folgenden an, dass C,, = 8 = 1 und lassen

sie aus Griinden der Ubersichtlichkeit weg. Wir definieren dazu die Hilbertriume
V= L2(Q) x (L2(Q)" x (L2(Q)™  und W :=H(Q) x (L2(Q))™ x (L2(Q))™ (3.31)

mit den inneren Produkten

([o1, 2, ), [B1, B2, Bsl)v = (01, Br) 2 + D (i Boi)ez + Y (03, B35)c2

i=1 j=1
([o1, @z, 3], [B1, B2, Ba])w = (o, Br)ws + Z(sz,uﬁz,ﬁcz +> {as,Bs)c2 s
i=1 =1

und den Normen || - ||y = /(- )y und || - |lw = /{5 9w
Dann definieren wir die Bilinearform a: H!(Q) x H1(Q) — R fiir alle als

a(V,p1) = /Q(O'VV) -V dx + a/Q Vi dx. (3.32)

a € Ry ist die Konstante zu der Voraussetzung (M2) an den Leitfahigkeitstensor beziiglich der gleich-
méBigen Elliptizitat. Aufgrund der Symmetrie des Leitfihigkeitstensors o ist auch die Bilinearform a(-, -)

symmetrisch.

Lemma 3.44: Sei o € L(Q) der Leitfihigkeitstensor, der die Voraussetzungen (M2) erfillt. Dann ist
die Bilinearform a: H(2) x H1 () — R definiert wie in (3.32) H()-elliptisch.

Beweis. Fir V € H'(Q) erhélt man die Koerzitivitit durch
a(V,V) =/ (eVV)-VV dx+a/ VZdx
Q>— Q
>aVV.VV
> a| V[T + a|[V]|Z2

= al[V|[5: -
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AuBlerdem ist a(-,-) beschriinkt bzw. stetig, da fiir alle U,V € H*(Q) gilt
a(V,U)] = |/(0'VU)~Vde+oz/ VU dx|
Q Q
< ||0'H,Coo|/ VU - VV dx| +a|/ VU dx|
Q Q

<ol IVVI2 VUl 22 + allV][e2 U]l 2

= lollex \/IVVIZaA/IVU 22 + ay/ 1V 120/ 1T 12
< N\ IVVIE + VI IVU 22+ (U2 + ay/IVI2 + 19V 22/ 1012 + VU122

= (llolle + )Vl [Ulir -

Mit der Notation

u= [V, C,W]T € Ritnetnw ,
uO — [VO, CO7WO]T c R1+nc+nw \

1 et nw) X (14nec+nqy,
eR(+n+71)(+71 n)’

3+nc+ny 3+nctnqy
D=0 e[R(+n—i-n )><(+n+n),

0

T
oS © O o o o
S © O o © O

F(u) = [(—Jion(u) + Ieyxt) + aV, Gy (1), Ge(u)] T € Rt

formulieren wir die schwache Formulierung des Monodomain-Modells aus (3.7) als: Finde u(t) € W so

dass

(u, )y +a(Voo1) = (F(u), o)y Vo eW, (3.33a)
(u(0+), %)y = (uo, )y VY V. (3.33D)

mit u(04+) = u®, d.h. limy_o¢ [[u(t) — u’|ly = 0. Als finite Elemente Raum wihlen wir W), = Sj x
Spte x Sp W mit Sy, wie in (3.25). Fir V. € H'(Q) sei analog zu dem SLPP 3.42 die orthogonale
Ritz-Projektion Ry, : H'(Q) — Sj, gegeben durch

a(RrV, 1) = a(V,01) Y1 € Sh. (3.34)
Wie fiir das SLPP benotigen wir die orthogonale Projektion Pp,: V — W), definiert durch

(Pou, o)y = (u, )y Vo €W, (3.35)
Sei nun uy, = [Vi,, ¢, wy] T : (0,T) — W, die diskrete Losung, so dass

(Orun, @)y + a(Vh, 1) = (PeF(un), o)y, Vo = (¢1,92,93) € Wh,
(Pu’ )y = (U’ 4)y Yap € W, .
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Wir setzen voraus, dass eine Losung existiert und schreiben u} = [V}, c}¥, w}!] fiir die Approximation von
u(t,) mit t, = nAt in Wy. Wie fir das SLPP verwenden wir das semi-implizite Verfahren wie in (3.22)
kombiniert dem expliziten Euler fiir die Ionenkonzentrationen und die Gatingvariablen. Damit erhalten

wir uy im Zeitschritt ¢, durch das Losen von

(Oeay, o)y +a(Vi' 1) = (PF(up ™), )y Voo € Wh, (3.36a)
U’ = p,u’, (3.36b)

mit dyuy = 2 (u}f —uj” b.
Wir Verwenden Rpu” definiert als die Ritz-Projektion fiir das elliptische Teilproblem aus (3.34) und die

Identitéat fir die Ionenkonzentrationen und die Gatingvariablen ist, so dass

RyV
Rpu = c
w
Satz 3.45 ([86], Satz 2): Es gelten die Voraussetzungen (M2)-(M5). Wir nehmen an, dass das Gebiet
Q ausreichend glatt ist. Auflerdem seien Ilion, Gw, Ge lokal Lipschitz-stetige Funktionen in V', ¢ und w.
Zusdtzlich sei u(t) € H2(Q) sowie uy(t) == dyu(t) € H2(Q) und uy(t) == dyu(t) € CO([0,T],V) fir alle
tel0,T].
Sei uy die Approzimation beziglich (3.36) fiir den Zeitschritt t, = nat. Sei At < 1. Dann gilt:
T

[uf —u(t,)||y < CIU° = Rpu®|ly + C(u)(h® + At) Vi, n=1,..., -

Bemerkung 3.46: Die Bedingung (M5) und die lokale Lipschitz-Stetigkeit der Funktionen [joy,, Gy und
G, schranken die Wahl des Zellmodells nicht auf das Zellmodell von Beeler und Reuter ein.

Beweis. Wir setzen u” := u(t,), u’ = u(tg) = u(0), und u? := d,u(t,). Wir betrachten die Differenz

uy —u” =u} — Rpu” + Rpu” —u”

=07 =:py
Dann gilt fur alle ¢ = (@1, 2, p3) € Wi
a(RpV", 1) = a(V", 1), (3.37)
= 0=a(RyV"=V" ¢1). (3.38)

Wegen der Voraussetzung u € H2(Q) gilt wie in (3.27)
|Rpu" —u[ly = [|phlly < CR?|[u” |32 -

Jetzt wollen wir 63 = (67,05, 9;;h)—r beschrénken. Fiir ¢ € W,, erhalten wir

(0:05, @)y + a(07, 801) = @uﬁ, @)y +a(Vi', o1) — (B:Rpu™, @)y — a(RyV", 1) ,

Y (R, v (uf @y —a(V" 01) — @R, @y (uf, @)y
— a(RRV", 1) +a(V", 1) +(0u", )y — (9", p)y

(F(up ™), @)y — (F(u"), )y — (@ (Rpu" —u"), )y
= (@u™ —u, @)y — a((ReV" = V"), 1) .

=0 using (3.38)

(3.33)
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Mit der Lipschitz-Stetigkeit von F gilt

(™) = F(u")|ly < Cplup™ —u”[ly (3.39a)
<Cr(fup™ —u" My + [u" "t = uly) (3.39b)
< (167 v + ey~ v + atdu™|v) . (3.39¢)

Der Leitfahigkeitstensor o ist positiv definit und gleichméfig elliptisch, daher auch D . Damit existiert

eine Konstante 0 < o € R so dass
0 < a|HOY|} < (DHOY, HOT),, .
Fiir ¢p = 0} ein erhalten wir

a9 on n 17 n 1 n —
(0:0},,0}4)y = §3t||0h||% + E”Oh -0,

>0
Sei § > 0 und b € R, dann gilt b < |b+ 4¢|. Daher erhalten wir
s on2 « .7 gn
SR < (367,07
< |(0:6},67)y + (DHO HO} )y .

Wir schreiben

(0:03,,05)v + (DHO}, HOL)y = (F(u; ™), 05)y — (F(u"),07)y — (3¢ (Rpu" —u"), 03)y — (Oru” —uy, 07y,

und erhalten

1= n - n n a9 . n n a n n n
SONORIS < [(F(u;™") = F(u"), 05)v| + |(0rph, O3)v] + [(Dru" — ui', 07)y]

C.S. _ _
< (F ™) = F@)vlI0; ]y + 1905 v 105 v + 10:a™ — uf|[v]6F ]Iy

(3.39) 3 e - —— E— N
<103 (o183 Iy + 15l + at[Bea” [v) + [Bupflly + B — uf )

Mit der Young-Ungleichung 2ca < ¢? 4 a? fiir alle a,c € R* erhalten wir
_ _ _ _ 2
Bu10713 < 16515 + (CoI8" I + 107 Iy + ot Iv) + [Brpily + [Py — )

Mit Cauchy-Schwarz gilt  (a + b)? < 2(a? + b?) fiir alle a,b € RT. Wir wenden diese Ungleichung drei

Mal an und erhalten

=) n n — n— [ ..n 2 7 n a7 ..n n 2
D)0 15 < 16715 +2CL (165 v + llep~ v + atdeu™(v)” + 2(19:p7 v + 10" — uf|lv)
n n— n— 2 9 N 7 n 7 ..n n
< 10313 +2C7 (20165 v + " Iv) ™ + 2882100 [13) + 4(10:p5 5 + 9" — ui|)
< 107113 +8CL10, 7 1% + 8CL Il ™ I3 + 4CT at(|0eu” [} + 4/10e o 15 + 4 9u" — up[[5 .

Tp=




3.4. Konvergenzresultate

59

Mit der Definition von 9 ist

(10213~ 1031 08) <6313+ sCR 8 + T

= (1 — At)60%13% <(1+8AtCH) 07713 + atT,,

< 1 Jlr 8AtC3

At
1657115 + 7 T

= ||673
10511y —

At<1

1—-At 1— At

Rekursion
Jj=1

Sei Cf, = 8C%. Mit Hilfe der geometrischen Reihe gilt

14 Cpat

= = (1+Crat) 1+ At +O(at?) =14 (14 Cp)at + O(at?)

und daher
1+ Crat
1— At
(1+CLAt)n
1— At

<exp((1+ Cp)At)

<exp((1+ Cr)atn) = exp((1 + Cp)ty)
<exp(1+C.T).

Dann nennen wir

Co(CL,T) = exp(1+ CLT),

und verwenden diese Abkiirzung um folgende Ungleichung zu erhalten

At O
16715 < Ce(Cr, DGR + Ce(Cr T T DT+

j=1

Das Ziel ist es Ty = 8CL||p) ' |3 + 4CL A8 || 8e? |3 + 4][0: 00 |3 + 4]|0;07 — uf |3 fiir alle j = 1,...

beschrinken. Da u € H2(Q) gilt mit (3.27), dass
Il = [ Brw? — wy < Crh®uty)lye < Cr(w)h?,
5 Lo L[y
10epplly =1l (or, — p iy = II* K dslly

At

L R d
—||M/tj1< ) dsly

1 U .
< — |(Rpu —u)¢lyds

At tiy

J

Coh? [t

<& / ez ds
At Sy
J

1 [l
< Cyh? ma u —/ 1ds
< Goh” | _max [ue(s)llae s

< Cy(u)h?

C? n C2\n—j
167115 g(%) 169 Hv+ Atz(l—i—SAt L)n jTj.

(3.40)

, M Zu
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Zusatzlich gilt

— . . 1
G~ wflly = 1|

o : I
(W — w1 —uly = ”E/ u(s)ds —w(t;)|v
tj—1

=11l ([ s = 4= tyowe) I

it((tj —tj—1)wi(ty) — /tj ut(s)ds)”"

A ti—1

1 (6= teuly, — [ was)y

-

t;
/ (5 — ty_1)uee(s) sy
tji—1

1Y

<) (s = tj—1)l[un(s)[v ds

-1

IN

1 [
max w(s)|ly— s—ti_1)ds
o (o)l [ 5= t00)

j—1

< Cs(u)at.
Auflerdem gilt folgende Schranke
st 0pa? [y = [|at(w’ —w"h|ly < Cy(u)at,
Dann nennen wir das Maximum aller Konstanten C; mit ¢ = 1,...,4, so dass
Crnax (1) = max{C1(u), Cs(u), C3(u),Cy(u)}.

Da T; = 8CL||p) 13 + 4CL A2 0,07 |3 + 4] 8: 0 I3, + 4|00’ — u] |3 fiir alle j = 1,...,n erhalten wir
mit den obigen 4 Abschétzungen die Schranke T; < Ciax(u)?(h? + At)? fiir alle j = 1,...,n. Damit gilt

auch

At

1—At“
J

- At T
T] S #Mcmax(u)Q(hQ + At)g < 7Cmax(u>2(h2 + At)Q .
=1

Zusammen und durch Ziehen der Wurzel in (3.40), haben wir dann fiir |87y die Schranke

T
1631l < V/Ce(CL, T)|184lv + \/Ce(CLvT)lC”max(u)(h2 +at).

— At
Cend (Tch 1CmAX(u))::

Damit gilt
1607 + prlly < v Ce(CLaT)”UO - RhuO”V + Cena (T, Cr, CmaX(u))(h2 + at) + Cl(u)h2 :
Fir C(u) := max{C1(u), Cend (T, CL, Cinax(u)} erhalten wir die Behauptung

luh —u(ta)lly = 167 + pilly < /Ce(Cr, T)|[U” = Rypu®[ly + C(u)(h? + ot).



KAPITEL 4

Numerische Experimente

In diesem Kapitel soll die Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz der numerischen Verfahren aus Unter-
abschnitt 3.3 detailliert untersucht werden. Von Abschnitt zu Abschnitt wird das verwendete Modell zur
Beschreibung der Elektrophysiologie realistischer.

Nach dem Abschnitt zu der verwendeten Soft- und Hardware, fiihren wir unterschiedliche Auswertungs-
methoden fiir die berechneten Losungen des Monodomain-Modells 2.11 ein.

Die erste numerische Studie wird auf einem abgeschnittenen Ellipsoid, der den linken Ventrikel approxi-
miert, mit dem Zellmodell von Beeler und Reuter (vgl. Unterabschnitt 2.2.7) durchgefiihrt. Die Ergebnisse
stammen aus [68] und werden in dieser Arbeit um zusétzliche Untersuchungen erganzt. Im Anschluss wird
ein realistisches biventrikuldres Gebiet (2 und das detaillierte Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov
(vgl. Unterabschnitt 2.2.7 und Anhang A.2) verwendet, um die Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz
verschiedener Verfahren aus Unterabschnitt 3.3 zu untersuchen. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird
der Einfluss der Kontraktion auf die Elektrophysiologie genauer betrachtet. Dazu wird zunéchst das ver-
wendete voll-gekoppelte elektro-mechanische Modell sowie die verwendeten numerischen Verfahren zur
Approximation einer Losung vorgestellt. Dann fithren wir eine Untersuchung der Konvergenz, Genau-
igkeit und Effizienz fiir unterschiedliche Groflen des Modells durch und vergleichen die Ergebnisse mit

denen fir die Elektrophysiologie ohne die Kopplung zur Kontraktion.

4.1 Software und Hardware

Die numerischen Experimente in diesem Kapitel werden mit der parallelen finiten Elemente Software
M++ [6] durchgefiihrt. Die Realisierung der Elektrophysiologie und der elektro-mechanischen Kopplung
befindet sich in dem Unterprojekt CardMech. Der Code ist frei zugédnglich und der die Version fiir diese
Arbeit ist unter dem folgenden Link zu finden [67]. Nahezu alle numerischen Experimente in dieser Arbeit
wurden auf dem Hochleistungsrechner HoreKa [123] am KIT auf der Partition cpuonly durchgefiihrt. Jeder
Knoten der Partition cpuonly besteht aus zwei Intel Xeon Platinum 8368 Prozessoren mit jeweils 38
physischen Kernen. Die Grundtaktfrequenz betrégt 2.4 GHz und ein Knoten hat 256 GB Arbeitsspeicher
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zur Verfiigung. Da die Rechnungen in diesem Kapitel unterschiedliche Anforderungen bzgl. Aufwand und

Speicherplatz haben, wurde die Anzahl der parallelen Prozesse zwischen 64 und 8192 gewéhlt.

4.2 Verschiedene Auswertungsmethoden

Das Monodomain-Modell 2.11 hat keine analytische Losung, daher ist eine Approximation der Losung
mit Hilfe numerischer Methoden erforderlich. Die Approximation einer Losung wird im Folgenden Ndhe-
rungslosung genannt. In der Numerik gibt es verschiedene Evaluierungstechniken um die Genauigkeit der
Néaherungslosung zu iiberpriifen. Eine weit verbreitete Variante ist die Berechnung einer Referenzlésung.
Dazu wird das vielversprechendste numerische Verfahren mit einer sehr feinen Diskretisierung in Zeit
und/oder Ort gewahlt. Mit einer geeigneten Norm kann dann die Naherungslosung mit der Referenz-
l6sung verglichen werden. Auch ohne eine Referenzlosung zu berechnen, kann mit Hilfe des Konzeptes
der Extrapolation eine Naherungslosung evaluiert werden. Extrapolation kann auch genutzt werden, um
die Genauigkeit der Referenzlosung zu iiberpriifen. Insbesondere im Zusammenhang mit der Modellie-
rung von biologischen Prozessen ist es auch moglich, physiologisches Verhalten der Naherungslésung zur
Uberpriifung ihrer Genauigkeit zu verwenden. In den folgenden Unterabschnitten wird zunéchst das Kon-
zept der Extrapolation vorgestellt. Dabei werden die allgemeinen Ansétze auf das konkrete Problem 2.11
angewendet. Im Anschluss werden verschiedene biologische Eigenschaften zur Losungsevaluation fiir Si-

mulationen der Erregungsausbreitung mit dem Monodomain-Modell erlautert.

4.2.1 Evaluierung durch Extrapolation

Eine Néherungslosung des Monodomain-Modell 2.11 fiir die Transmembranspannung V' hédngt von der
Diskretisierung in der Zeit und im Ort ab. Die grofite Zeitschrittweite wird mit Aty und die Gitterweite
des grobsten Gitters mit hg bezeichnet. In dieser Arbeit beschrinken wir uns auf die Verfeinerung in
Zeit und Ort durch Halbierung. Damit ist At; = 277 At fiir j € Ny die Zeitschrittweite von Zeitlevel j
und hy = 27%hg mit £ € Ny die Gitterweite von Ortslevel ¢. Sind Zeitlevel j und Ortslevel ¢ gegeben, ist
V3£(t,x) die zugehorige Niherungslésung. Die Niherungslosung V7+(t, x) wird fiir alle Punkte x € Q
berechnet. Zur Evaluation werden in dieser Arbeit die zeitlichen Verldufe der Transmembranspannung
in festen, aber geometriespezifischen Punkten z;, € Q mit k = 1,. .., neyal verwendet. Ist ein numerisches
Experiment durchgefiihrt stehen die Néherungslésungen V7¢(-,z) mit j =0,...,J und £ =0,..., L zur
Verfiigung. Im Folgenden wird zur besseren Ubersichtlichkeit die Argumentbezeichnung der Naherungs-
16sung weggelassen, d.h. wir schreiben V34 statt V7:¢(-, zy,).

Die Konvergenzraten in Zeit und Ort konnen mit Hilfe der Differenzen der Naherungslosungen abgeschétzt

werden. Zunéchst werden g; ¢ und f; ¢ folgendermafien definiert

[VI~1E% — VIR 60m) o [VIELE — VIE2E 1 0m)

- Fiok = : — A 28R (4]
[Vitk — VIi=LEk|| . o v i [Vilk — Vil-1k (4.1)

gj.0k =

|£2(01T)

Daher kann im Punkt z;, die Konvergenzrate in der Zeit stime und die Konvergenzrate im Ort sgpace durch

Stime ~ 10g2 9j.0,k und Sspace ~ 10g2 fj,é,k s (42)

angenihert werden. Wie in Gander et al. [38, Chap. 4.2.8] kann eine Grenzwertlosung in der Zeit V°-4F
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und im Ort V7°** mit Hilfe von g; ¢ und f; ¢ berechnet werden

yooulk 9J ..k VIbk _ 1 VJ—l,é,k) yiook _ JiL.k ViLk _ 1 yiL—1k
grek —1 grek—1 fipe—1 fine—1
(4.3)

Diese Grenzwertlosungen werden verwendet um die in [0, T'] stiickweise lineare Orts-Zeit-Grenzwertlosung
Vo0:00k it

Voo,oo,k _ 97,k VJ,oo,k . 1

VI heok 44
grer — 1 9gier —1 (4.4)

zu erhalten. Ahnlich wie bei der Berechnung einer Referenzlosung kann die Orts-Zeit-Grenzwertlésung

170000,k Gk

verwendet werden um die Genauigkeit einer Ndherungslosung V- zu bestimmen.

4.2.2 Biologische Eigenschaften zur Losungsevaluation

Mit dem Monodomain-Modell wird die Erregungsausbreitung im Herz beschrieben. Daher kann eine
Simulation auch anhand ihrer Fahigkeit bestimmte biologische Eigenschaften abzubilden bewertet werden.
Eine in der Literatur oft genutzte Grofle ist zum Beispiel die Aktivierungszeit taet (vgl. [81]). Diese
beschreibt den Zeitpunkt ¢ € [0, 7] an dem die Transmembranspannung V in einem Punkt x € Q einen
festgelegten Grenzwert v,y > Vj erstmalig tiberschreitet. Ist also eine Losung V' gegeben, wird das

Aktivierungsgebiet Qaee durch
Qact (V) == {x € Q: V(t,2) > vact fiir ein t € [0,T]} C Q (4.5)
definiert und damit die Aktivierungszeit in einem Punkt x € Q,; zu gegebenem V als

tact(V, x) == min {t e 0,T): V(t,x) > vact} , X € Qoo - (4.6)

Jibk

Fiir eine Ndherungslésung V7 im Auswertungspunkt z kiirzen wir die Aktivierungszeit durch )5 ==

tact (VIOF 21) ab.

Die Dauer des Aktionspotentials tapp definieren wir in den Auswertungspunkten zj als
tAPD(Vy Zk) = min {t S (tactv T} : V(t, zk) < vact} — tact - (47)

Eine weitere interessante Grofle ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit cye) zwischen zwei Punkten x,y €

Qact- Sie wird abhédngig von einer Naherungslosung V' mit Hilfe der Aktivierungszeit definiert als

[x —yll
vel (V. X, y) = .
cver(V,x,y) [tact (V%) — tact (V,¥)]

Die Norm | - || wird abhéngig vom Anwendungsfall gewéhlt. Beispielsweise ist die Euklidische Norm

(4.8)

fir Experimente auf dem Quader wie im Anhang B.1 ausreichend, wihrend fiir Experimente auf dem
abgeschnittenen Ellipsoid in Abschnitt 4.3 der geodéatische Abstand gewéahlt wird.

Um den Verlauf der Transmembranspannung ohne den Einfluss der Aktivierungszeit auf Konvergenz zu

untersuchen betrachten wir fiir jede Niherungslosung V7-4* nur das spezifische Zeitintervall (ti’,ft’k, T; g&f’k)
mit Tgﬁ’k = ti’ft’k+().4 s. Damit ist die Lénge des Zeitintervalls, das zur Evaluierung verwendet wird, immer

gleich. Um zwei Néaherungslosungen zu vergleichen bilden wir die Differenz der Werte und berechnen die

Lo-Norm in diesem Intervall und bezeichnen diese Norm als Lo (tact, Tact )-Norm.
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4.3 Experimente auf einem Ellipsoid

Der Benchmark von Niederer u. a. [81] ist ein wichtiges Instrument um Implementierungen von nume-
rischen Verfahren zur Berechnung von Néaherungslosungen des Monodomain-Modells zu priifen. Auch
die in dieser Arbeit verwendete Implementierung wurde mit Hilfe des Niederer Benchmarks validiert
(vgl. Anhang B.1). Allerdings bildet der Quader, der in dieser Arbeit als Gebiet ) verwendet wird, das
Myokard des menschlichen Herzes nicht realistisch ab. Fiir detaillierte Konvergenzstudien in Raum und
Zeit muss eine realistische Herzgeometrie allerdings im Ort so fein aufgelost sein, dass der Rechenaufwand
auch die Moglichkeiten moderner Hochleistungsrechnern tibersteigt. Daher wurde in [68] ein abgeschnit-
tener Ellipsoid, der den linken Ventrikel approximiert, als Kompromiss gewéhlt. Auflerdem wird das
Monodomain-Modell in [68] mit dem Zellmodell von Beeler und Reuter (vgl. Unterabschnitt 2.2.7) ge-
koppelt. Im Folgenden sollen die Ergebnisse der Konvergenzstudie auf dem abgeschnittenen Ellipsoid aus
[68] vorgestellt werden. Sie werden ergéinzt durch die Untersuchung der Variante OC aus Problem 3.35.
AuBerdem wird zusétzlich die £2(Q)-Norm auf Konvergenz in Zeit und Ort untersucht.

Im ersten Unterabschnitt wird die numerische Konfiguration fiir den abgeschnittenen Ellipsoid beschrie-
ben. Im anschlieSenden Unterabschnitt wird eine Referenzlosung vorgestellt. Mit Hilfe dieser Referenz-
16sung werden im folgenden Unterabschnitt verschiedene Approximationen des gesamten lonenstroms
Lion evaluiert. Auflerdem wird in diesem Unterabschnitt die Genauigkeit der Variante OC untersucht. Im
vorletzten Unterabschnitt wird die Zeit- und Raumkonvergenz verschiedener Zeitintegrationsverfahren
genauer betrachtet. Zum Abschluss untersuchen wir die Konvergenz und Genauigkeit in Zeit und Raum

fiir den Verlauf der £2(2)-Norm der Transmembranspannung,.

4.3.1 Numerischer Versuchsaufbau

In diesem Unterabschnitt wird die Konfiguration und damit beispielsweise das verwendete Gitter und die
festzulegenden Konstanten fiir die numerischen Experimente auf dem abgeschnittenen Ellipsoid vorge-

stellt. Das Monodomain-Modell wird fiir alle Berechnungen auf dem abgeschnittenen Ellipsoid mit dem

Abbildung 4.1: Das Gitter des abgeschnittenen Ellipsoid mit Ortslevel £ = 0 (links und Mitte), Anre-
gungsbereich Qexc,1 und Auswertungspunkte z; (rechts). Die Abbildung ist aus [68].

Zellmodell von Beeler und Reuter aus dem Unterabschnitt 2.2.7 gekoppelt. Das Gitter mit Ortslevel £ = 0
der verwendeten Geometrie ist in Abbildung 4.1 links und in der Mitte dargestellt. Der abgeschnittene
Ellipsoid basiert auf der Geometrie aus dem Mechanik-Benchmark von Land u. a. [64]. Die Faserrichtun-
gen gehen von —60° am Epikard bis +60° am Endokard und sind im Anhang in Abbildung B.4 auf der

rechten Seite dargestellt. Fiir die Konvergenzstudie auf dem abgeschnittenen Ellipsoid beschranken wir
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uns auf einen Anregungsbereich Qgim, so dass ngim = 1. Das rechte Schaubild in Abbildung 4.1 zeigt
den erweiterten Anregungsbereich Qexe = Qexc,1 in rot und die Auswertungspunkte z; € Q in gelb. Die
genauen Koordinaten der Auswertungspunkte sind im Anhang in Tabelle B.2 zu finden. Die Konstanten
fiir den Leitf&higkeitstensor sind im Anhang definiert (vgl. B.2.1). Wir verwenden die stetige Variante
des externen Stimulus Iy aus (2.25) um die Regularitéit der schwachen Formulierung aus Definition 3.20
nicht zu verringern. Wir withlen die Amplitude a = 201A/cm?, den Skalierungsfaktor s = 4, die
Startzeit theg = 0.0ms und 7 = 2ms. Damit alle Auswertungspunkte erregt werden, wurde 7' = 30 ms
gesetzt. Wir wahlen Aty = 0.1 ms als die Zeitschrittweite fiir das Zeitlevel j = 0. Sei hg > 0 der maximale
Durchmesser der grobsten Triangulierung mit dem Ortslevel £ = 0. Wie schon im Unterabschnitt 4.2.1

erwiahnt, bedeutet Verfeinerung in dieser Arbeit immer Halbierung, so dass
he=2""*hy, furf¢=0,...,L, und Atj=279nty, fiir j=0,...,J.

In Tabelle 4.1 ist links der Zusammenhang zwischen Ortslevel ¢ der maximalen und minimalen Kan-
tenldngen der Tetraeder, der Anzahl der Zellen und der Anzahl der Eckpunkte der Triangulierungen
dargestellt. Die Verteilung der Kantenléngen ist in Abbildung 4.2 fiir £ = 0 dargestellt. Das Verhéltnis
bleibt fiir Verfeinerungen ¢ = 1,..., L gleich, nur die tatséchlichen Langen halbieren sich entsprechend
oft.

Die Anzahl der parallelen Prozesse wurde zwischen 64 und 8192, abhédngig von Problemgréfle und Spei-
cheranforderungen, gewéhlt. Die Tabelle B.3 im Anhang zeigt, dass die Skalierbarkeit der Ergebnisse
beziiglich der Rechenzeit gegeben ist.

Tabelle 4.1: Gitterdaten fiir das Ortslevel ¢ des abgeschnittenen Ellipsoid und die Zeitschrittweiten zum
Zeitlevel j mit T = 30ms. Hier ist Az der Abstand zwischen den Gitterpunkten der Triangulierung

gemessen in mm.

¢ minAr maxAx # Zellen # Eckpunkte J N; At (ms)
0 0.22682 1.26099 18136 3954 0 300 0.1

1 0.11341 0.63049 145088 27851 1 600 0.05

2 0.05670 0.31524 1160704 208021 2 1200 0.025

3 0.02835 0.15762 9285632 1605673 3 2400 0.0125

4 0.01417 0.07881 74285 056 12612689 4 4800 0.00625

5 0.00708 0.03940 594 280 448 99973 281 ) 9600 0.003125
6 0.00354 0.01970 4754243584 796 078 401 6 19200 0.0015625

4.3.2 Eine Referenzlosung

In diesem Unterabschnitt werden die Referenzlésungen des Monodomain-Modell 2.11 fiir das linear im-
plizite (LI-SVI) und das semi-implizite (SI-SVI) Verfahren auf dem abgeschnittenen Ellipsoid aus dem
Paper von Lindner u. a. [68] vorgestellt und verglichen. Dazu werden fiir beide Verfahren in Zeit und Ort
sehr fein diskretisierte Naherungslosungen berechnet. Die Genauigkeit dieser Ndherungslosungen wird

mit Hilfe von Extrapolation (vgl. Unterabschnitt 4.2.1) abgeschétzt.
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Abbildung 4.2: Die Verteilung der Kantenléngen des grobsten Gitters mit Ortslevel £ = 0. Die Abbildung

ist aus [68].

Wir nennen Verf = VfI’G und Vsrff = VSE’I’6 die Referenzlosung fiir das jeweilige Verfahren. Um die Genau-
igkeit mit Hilfe von Extrapolation abzuschitzen werden die Konvergenzraten in Zeit und Ort benétigt.
Dazu wurden die Niherungslosungen V74 fiir verschiedene Zeitlevel j und Ortslevel £ berechnet. In Ab-
bildung 4.3 sind links die zeitlichen Verldufe der Transmembranspannung V' in den Auswertungspunkten
Z4, %5, Zg, 27 € Q fir j = 3 und ¢ = 4 berechnet mit dem LI-SVI dargestellt. Die Ankunftszeit des elektri-
schen Signals ist abhéingig von den Faserrichtungen und dem Abstand zum Anregungsbereich Q. Die
Ankunftszeit in den verschiedenen Auswertungspunkten zg4,zs,zg,z7 € €2 ist in der erwarteten Reihen-
folge. Fiir LI-SVI ist in der Abbildung 4.3 in der Mitte und rechts jeweils der zeitlichen Verlauf von V'
im Auswertungspunkt zg fiir verschiedene Ortslevel bzw. Zeitlevel dargestellt. Die Abstédnde der Kurven

verringern sich mit jeder Verfeinerung.

ot
)
I

Transmembranspannung (mV)
Transmembranspannung (mV)
Transmembranspannung (mV)

T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 10 11 12 13 14 15 10 11 12 13 14 15
Zeit (ms) Zeit (ms) Zeit (ms)

Abbildung 4.3: Links ist der zeitliche Verlauf der Transmembranspannung V in verschiedenen Auswer-
tungspunkten z; €  des abgeschnittenen Ellipsoids (vgl. Abbildung. 4.1 rechts) berechnet mit LI-SVI zu
sehen. In der Mitte ist der zeitliche Verlauf der Transmembranspannung V fiir verschiedene Ortslevel mit
festem Zeitlevel j = 3 und rechts entsprechend fiir verschiedene Zeitlevel mit festem Ortslevel £ = 5
dargestellt. In der mittleren und in der rechten Abbildung wurde die Transmembranspannung mit dem
LI-SVI Verfahren berechnet und im Auswertungspunkt zg fiir ¢ € [10, 15] ms dargestellt. Die Abbildung

wurde aus [68] {ibernommen und {ibersetzt.

Anhand der Kurven kann allerdings keine genaue Aussage tiber die Konvergenz in Zeit und Ort gemacht
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werden. Daher wurde die £2(0,T)-Norm von der Differenz aufeinanderfolgender Verfeinerungen in Zeit
und Ort sowie die Raten aus (4.2) fiir LI-SVI und SI-SVI Verfahren berechnet (vgl. Tabelle 4.2).

Fiir beide Verfahren wird quadratische Konvergenz im Ort beobachtet, da sich die Differenzen mit jeder
Verfeinerung im Ort nahezu vierteln. In der Zeit konvergiert LI-SVI linear, da sich die Differenzen mit
jeder Verfeinerung in der Zeit mindestens halbieren. Fiir SI-SVI ist nur fiir grofle Zeitlevel, also fiir kleine

Zeitschrittweiten, lineare Konvergenz zu sehen.

Tabelle 4.2: Differenzen der Niaherungslosungen V7+¢ der benachbarten Orts- bzw. Zeitlevel und die zu-
gehorigen approximierten Konvergenzraten aus Gleichung (4.2) in den Auswertungspunkten zg und z7
fiir den fiir das linear implizite (LI-SVI) und das semi-implizite (SI-SVI) Verfahren. Wir verwenden die
Abkiirzung V]fl’z’k = V]ffé(-,zk) bzw. ngz’k = ngz(~7zk) fir k= 6,7 und || - || entspricht || - ||z, 0,7)-

j=4 (=4 (=5 (=6 t=5 Jj=3 Jj=4 j=5 j=6

IVESS = VESO 01725 0.0523 00108 IV = VB0 01507 0.0658 00304

log, fj.e6 1.72 2.34 logy gj.0.6 1.19 111
IVEET — VLT 05942 02099 0.0564  [IVEST = VAT NOT) 0.2785 0.1231 0.0573

logy fje7 1.50  1.89 logy gj.e,7 117 110
IV = Vg ol 01765 0.0538 0.0106 V= V&0l 0.0174 0.0126 0.0084 0.0048

1085 fi.0.6 171 2.34 log, gj,0,6 046  0.58  0.80
IVEET —VESDT 06049 02144 00577  [IVEST = VT 0.0329 0.0092 0.0077 0.0048

logy fje7 1.49  1.89 logy gj.e7 1.83 025  0.68

Wir verwenden die approximierten linearen Zeit- und quadratischen Ortskonvergenzraten um die Grenz-
wertlosung aus Unterabschnitt 4.2.1 in dem Auswertungspunkt zg zu berechnen. Mit L = 5 und J =5
ist daher fiir alle Auswertungspunkte z

4 1
5,00,k __ 5,5,k 5,4,k 00,5,k __ 5,5,k 4.5k 00,00,k __ 5,00,k 4,00,k
\%4 = §V 3 V , V =2V -V , \%4 =2V -V .

Tabelle 4.3: Abschiitzung des relativen Fehlers der Referenzlosungen V*ef € {Vief, VEef}. AuBerdem schrei-
ben wir V** := V*(.,z) fiir k = 6,7 in den Spalteniiberschriften.

[Vook — vtk omy IV =V o VR = VI 0
V5| £, 0,1) V2K 2, 0,m) [V ook 2, 0,m)
VEE (- %) 0.0055 0.0068 0.0089
VEEt (-, 7) 0.0114 0.0050 0.0164
VESr (-, Z5) 0.0018 0.0026 0.0013
VEEt (-, 7) 0.0059 0.0070 0.0046

In Tabelle 4.3 wird die Genauigkeit der Referenzlosungen beziiglich der Grenzwertlésungen im Ort V259

in der Zeit V°** und der Orts-Zeit-Grenzwertlosung Vo> °* abgeschitzt.
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Der relative Fehler im Ort ist in der zweiten Spalte der Tabelle, wihrend der relative Fehler in der
Zeit in der dritten Spalte dargestellt ist. Beide Fehler sind nahezu ausgeglichen. Verglichen mit der
Orts-Zeit-Grenzwertlosung ist der relative Fehler von VI in beiden Punkten kleiner als 0.5%. Fiir V¢!
ist der relative Fehler bezogen auf die Orts-Zeit-Grenzwertlosung etwas grofler. Das kann durch das
kleinere Zeitlevel 7 = 4 statt j = 5 wie bei Vsrf’f erkliart werden. Betrachtet man die Differenz der beiden

Referenzlosungen

IV (-, 26) — VA (-, 26) | 2o (0,1
IVir =, z6) |l 2o00,1)

= 0.0089494

ist diese in der £2(0,T)-Norm kleiner als 1%. Daher ist der Fehler beim Verwenden der jeweiligen Re-
ferenzlosung zur Uberpriifung der Genauigkeit einer Niiherungslosung in der gleichen (kleinen) Grofen-
ordnung. Damit fassen wir zusammen, dass der Fehler in Ort und Zeit fiir den LI-SVI sogar fiir kleine
Ortslevel ausgeglichen ist und daher auch die erwarteten Konvergenzordnungen in Zeit und Ort zu sehen
sind. Fiir das SI-SVI Verfahren dominiert der Ortsfehler, so dass die lineare Konvergenz nur fiir kleine
Zeitlevel beobachtet werden kann. Trotzdem approximiert das SI-SVI Verfahren die diskrete Losung des

Monodomain-Modells bei gleichem Zeitlevel und Ortslevel etwas genauer als LI-SVI.

4.3.3 Approximation vom gesamten Ionenstrom

Fir das Monodomain-Modell werden in Abschnitt 3.2 zwei verschiedene Varianten vorgestellt, wie der ge-
samte lonenstrom I;,, im Lagrange-Finite-Elemente-Raum approximiert werden kann. Eine Moglichkeit
ist die Approximation durch Lagrange-Interpolation (ICI). Die zweite Variante basiert auf der Verwen-
dung des numerischen Integrators My, der das £2-Integral mit Hilfe einer Quadratur-Regel 3.11 (SVI)
approximiert. Fiir das linear implizite Verfahren wiederholen wir die Ergebnisse des Vergleiches zwischen
den Varianten ICI und SVI aus [68].

Die Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen (3.13b) und (3.13c¢) fiir die Variante ICI und SVI wer-
den auf den Knotenpunkten N}, geldst. Fiir die Variante SVI muss daher eine zusitzliche Interpolation
auf die Quadraturpunkte Qj durchgefithrt werden (vgl. Algorithmen in Anhang C). Diese zusitzliche
Interpolation ist numerisch aufwendiger, aber fiihrt auch zu einer Verbesserung der Genauigkeit der Na-
herungslosung fiir die Transmembranspannung. Dieser Zusammenhang wurde schon von Pathmanathan
u. a. [89] fiir das semi-implizite Verfahren untersucht. In [68] wurde die Untersuchung auch fiir das linear
implizite Verfahren auf dem abgeschnittenen Ellipsoid durchgefithrt und ist zu &hnlichen Ergebnissen
gekommen. Die Tabelle 4.4 zeigt links den Fehler der Niherungslosung V7€ bzgl. der Referenzlosung
Vﬂff im Auswertungspunkt zg fiir j = 3,4,5 und £ = 3,4 und auf der rechten Seite sind die zugehori-
gen Rechenzeiten gegeben. Mit dem linear impliziten Verfahren braucht die Variante ICI bei gleichem
Zeit- und Ortslevel ~ 25% weniger Rechenzeit als die Variante SVI (vgl. Tabelle 4.4 rechts). Um die
gleiche Genauigkeit wie die Variante SVI zu erhalten, ist fiir die Variante ICI allerdings ein Ortslevel
hoher notwendig (vgl. Tabelle 4.4 links). Eine Verfeinerung im Ort resultiert in ungefihr 12-Mal lingerer
Rechenzeit. Auflerdem sieht man in Tabelle 4.4 links, dass sich der Fehler der Variante SVI monoton
verhélt, wihrend fiir die Variante ICI der Fehler fiir £ = 4 und j = 4 unerwartet klein ist. Dieser Effekt
wurde in [89] auch fir das semi-implizite Verfahren fiir verschiedene Ortsdiskretisierungen beobachtet.

Zusammenfassend stellen wir fest, dass die Variante SVI effizienter als die Variante ICI ist.
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Tabelle 4.4: Genauigkeiten der Varianten SVI und ICI bezogen auf die Referenzlésung Vit in Auswer-
tungspunkt zg fir das linear implizite Verfahren (LI) mit verschiedenen Zeit- und Ortslevel inklusive der
Rechenzeit (Stunden:Minuten:Sekunden) und der Anzahl der Prozesse auf dem abgeschnittenten Ellip-

soid.

HVM’6 - Verf’GH Rechenzeit
L£2(0,T)
SVI ICI SVI ICI  # Prozesse
(=3 j=3 02794 0.4142 11:43 10:11 512
j=4 0.2330 0.6917 22:02 16:13 512
j=5 0.2134 0.8328 42:09 30:36 512
(=4 j=3 0.1140 0.2211 1:06:44 56:10 1024
7=4 0.0622 0.1053 2:06:18  1:34:51 1024
j=5 0.0485 0.2526 3:39:28  2:50:35 1024

4.3.4 Effizienz der Zeitintegrationsverfahren

In diesem Unterabschnitt werden die Ergebnisse aus [68] beziiglich der Effizienz der verschiedenen Zei-
tintegrationsverfahren aus 3.3 zur Losung von (3.18) vorgestellt. Bei den verschiedenen Verfahren bleibt
die Vorgehensweise fir die lonenkonzentrationen und die Gatingvariablen gleich. Fir die Approximation
der Transmembranspannung vergleichen wir das weit verbreitete Godunov Splitting (GS) und die drei
klassischen Verfahren kombiniert mit der Variante SVI: das implizite (IE-SVI), das linear implizite und
das semi-implizite (SI-SVI) Verfahren.

Um eine Aussage iiber die Effizienz eines Verfahrens machen zu kénnen berechnen wir die Genauigkeit

mit dem relativen Fehler 7gy, definiert mit Hilfe der Referenzlésung Vsrff als

V9 m) = V20 s o

IVEE (5 2) L 22 0,1)

ns1(zx) = (4.9)
Den Aufwand messen wir iiber die Rechenzeit zur Berechnung der entsprechenden Nédherungslosung
V3¢ eines Verfahrens. Aufgrund der unterschiedlichen Speicheranforderungen und ProblemgréBen wurden
die Naherungslosungen mit unterschiedlicher Anzahl an parallelen Prozessen berechnet. Zum leichteren

Vergleich, werden die Rechenzeiten daher mit dem Faktor #verwendete Prozesse/256 multipliziert.

In Abbildung 4.4 ist die Beziehung zwischen der skalierten Rechenzeit und dem relativen Fehler ng;
in einem sogenannten Aufwand-Genauigkeit-Diagramm dargestellt. Fiir festes Zeitlevel j = 4 und der
Verfeinerung im Ort sieht man auf der linken Seite von Abbildung 4.4, dass SI-SVI das effizienteste
Verfahren ist. LI-SVI schneidet nur minimal schlechter ab als SI-SVI. In unseren numerischen Tests
hat sich herausgestellt, dass IE-SVI aufgrund der kleinen Zeitschrittweiten nur einen Newton Schritt
bendtigt um zu konvergieren. Daher ist die Genauigkeit fiir LI-SVI und IE-SVI identisch. Allerdings
benoétigt TE-SVI eine lingere Rechenzeit, da die Optimierung der Assemlierungs-Routine des LI-SVI in
M-++ aufgrund des Newton-Verfahrens nicht verwendet wird. Das Godunov Splitting GS schneidet von

allen Verfahren am schlechtesten ab.
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Abbildung 4.4: Aufwand-Genauigkeit-Diagramm zum Vergleich der verschiedenen Zeitschrittverfahren
mit festem Zeitlevel j = 4 und Ortslevel £ = 2,3, 4,5 (links) und festem Ortslevel £ = 4 fiir die Zeitlevel
Jj=2,3,4,5 (rechts). Der Aufwand ist gemessen durch die benétigte skalierte Rechenzeit zur Berechnung
der Niherungslosung V7¢, wihrend die Genauigkeit durch den relativen Fehler nsi(zg) geschétzt wird.
Die Abbildung ist aus [68].

Fiir das feste Ortslevel £ = 4 und der Verfeinerung in der Zeit ist in Abbildung 4.4 auf der rechten Seite
das Aufwand-Genauigkeit-Diagramm dargestellt. Obwohl fiir SI-SVI ab j > 2 der Ortsfehler dominant
ist und sich daher die Genauigkeit in 7gy leicht verschlechtert, ist SI-SVI das effizienteste Verfahren. Die
skalierte Rechenzeit von GS ist vergleichbar mit der der Variante SVI, allerdings ist die Genauigkeit
deutlich schlechter. Die beiden Verfahren unterscheiden sich hauptsichlich in der Approximation des
gesamten Ionenstroms Ij,,. Das Verfahren GS ist beziiglich der Approximation von Ij,, vergleichbar
mit dem SI-ICI, so dass die schlechtere Genauigkeit des GS nicht direkt durch das Zeitschrittverfahren
sondern vor allem an der Genauigkeit der Approximation von I, liegt (vgl. Unterabschnitt 4.3.3).

Zusammenfassend ist daher SI-SVI das effizienteste Verfahren auf dem abgeschnittenen Ellipsoid.

4.3.5 Untersuchung der Variante OC

Zusitzlich zu den Ergebnissen aus [68] soll auf dem abgeschnitten Ellipsoid die Variante OC aus Pro-
blem 3.35 mit den Varianten SVI und ICI verglichen werden. Fiir alle drei Varianten wird das semi-
implizite Verfahren zur Zeitintegration verwendet. Daher verzichten wir in diesem Abschnitt bei den Be-
zeichnungen der Varianten auf dem Préafix SI. Auf eine detaillierte numerische Konvergenzuntersuchung
verzichten wir auf dem abgeschnittenen Ellipsoid. Auf dem biventrikuldren Gebiet wird eine genauere
Untersuchung der Konvergenz durchgefiihrt (vgl. Unterkapitel 4.4). In Tabelle 4.5 ist der Fehler der N&-
herungslésungen fiir die drei Varianten beziiglich Vsrff in Auswertungspunkt zg fir { = 3,4 und j = 3,4,5
gegeben. Fiir SVI sieht man wie in Unterabschnitt 4.3.2 schon untersucht quadratische Konvergenz im
Ort. Da der Ortsfehler fiir SVI dominant ist, sieht man in dieser Konfiguration die lineare Konvergenz in
der Zeit nicht (vgl. Unterabschnitt 4.3.4). Der Fehler ist mindestens 4 Mal kleiner als fiir ICI und OC.
Der Fehler fir ICI und OC liegt in der gleichen Gréflenordnung, wobei er fiir OC leicht grofler ist. Fur
den ICI und OC halbiert sich der Fehler im Ort, was auf lineare Konvergenz im Ort hindeutet. In der Zeit
ist auch fiir ICI und OC der Fehler im Ort dominant, so dass die Konvergenz in dieser Konfiguration
nicht sichtbar ist. Betrachtet man die Rechenzeiten in Tabelle 4.5 hat ICI die kiirzeste Rechenzeit, gefolgt
von SVI und dann OC. Kombiniert mit den Fehlern wird wie in Unterabschnitt 4.3.4 deutlich, dass die
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Variante SVI mit hier das effizienteste Verfahren der drei Varianten auf dem abgeschnittenen Ellipsoid

ist.

Tabelle 4.5: Genauigkeiten der Varianten SVI, ICI und OC bezogen auf die Referenzlosung Vsrff in Aus-
wertungspunkt zg fiir das semi-implizite Verfahren (SI) mit verschiedenen Zeit- und Ortslevel inklusive
der Rechenzeit (Stunden:Minuten:Sekunden) und der Anzahl der Prozesse auf dem abgeschnittenten
Ellipsoid.

HVM’G - Vsrff’ﬁ‘ Rechenzeit
L2(0,T)
SVI ICI ocC SVI ICI OC  # Prozesse
(=3 j=3 0.2354 0.9258 1.0636 7:37 6:30 9:15 512
7=4 0.2337 09221 1.0576 16:38 10:44 18:02 512
j=5 02390 09179 1.0522 31:03 20:35 30:27 512
(=4 j3=3 0.0532 0.3522 0.3980 46:01 30:55 46:09 1024
7=4 0.0623 0.3493 0.3942 1:08:53 54:12  1:22:51 1024
7=5 10.0641 0.3453 0.3898 2:34:41 1:37:38 2:33:50 1024

4.3.6 Untersuchung der £3(2)-Norm

Bisher haben wir bei den Auswertungen auf dem abgeschnittenen Ellipsoid hauptséchlich Punktauswer-
tungen der Transmembranspannung betrachtet. Allerdings trifft das Konvergenzresultat aus Satz 3.45
keine Aussage iiber Punktauswertungen. Daher soll an dieser Stelle die £2(€2)-Norm der Transmembran-
spannung betrachtet werden. In jedem Zeitschritt n = 0,..., N der Verfahren aus Unterabschnitt 3.3
berechnen wir die £2(2)-Norm der Transmembranspannung V. Wie verwenden die Funktion L(¢,V) =
[V (¢, )|l z2(c2) abhéingig von ¢ € [0, 7] und der Transmembranspannung V (¢, x) als die L£2(Q)-Norm von V
in jedem Zeitpunkt ¢ € [0, 7] und schreiben L = L(-, V3) fiir die £2(Q2)-Norm einer Niherungslésung
Vit

In Abbildung 4.5 sind die Verldufe von L7¢ fiir SI-SVI, SI-OC und GS mit festem Zeitlevel und der
Verfeinerung im Ort links und mit festem Ortslevel und der Verfeinerung in der Zeit rechts dargestellt.
AufBerdem ist auch Lref (— L‘rs)’l6 in beiden Abbildungen eingezeichnet. Fir die Verfeinerung im Ort (vgl.
Abbildung 4.5 links) nihern sich die Niherungslosungen L7+ des Verfahren SI-SVI von oben der Refe-
renzlosung, wihrend sie sich fiir SI-OC und GS von unten ndhern. Fiir die Verfeinerungen in der Zeit
(vgl. Abbildung 4.5 rechts) liegen die Naherungslosungen L7¢, bis auf j = 1 fiir GS, sehr nah an der
Referenzlosung Lref.

Um eine genauere Aussage liber die Konvergenz und Genauigkeit treffen zu kénnen verwenden wir den

relativen Fehler n{’e einer Niherungslosung L7¢, der mit Hilfe der Referenzlosung L' durch

e HLM - LrEfHLQ(O,T)

T, =

)

IL*f| 2, 0.7

berechnet wird. In Tabelle 4.6 ist ni’z fiir die Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS zu finden.
Ab j = 3 halbiert sich der relative Fehler ny, fiir SI-SVI und SI-OC mindestens, so dass wir fiir diese

beiden Verfahren mindestens lineare Konvergenz im Ort sehen. Fiir GS sehen wir von ¢ = 2 nach ¢ = 3
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Abbildung 4.5: Die Verldufe von L7 berechnet mit SI-SVI (durchgezogene Linie), SI-OC (gestrichelt) und
GS (gepunktet) fiir festes Zeitlevel j = 3 (links) und festes Ortslevel £ = 3 (rechts) auf dem abgeschnitten
Ellipsoid.

keine Halbierung, aber dafiir eine Drittelung des relativen Fehlers nr, von £ = 3 zu ¢ = 4 wie bei SI-
SVI. Betrachtet man das feste Ortslevel £ = 4 sehen wir mindestens lineare Konvergenz fiir SI-SVI und
SI-OC, wiahrend GS von 7 = 1 zu 5 = 2 nicht ganz den relativen Fehler halbiert. Fiir fast alle Nahe-
rungslésungen L7¢ hat SI-SVI den kleinsten relativen Fehler und ist in der feinsten gezeigten Orts- und

Zeitdiskretisierung doppelt so genau, wie die anderen beiden Verfahren.

Tabelle 4.6: Der relative Fehler ni’é des Verlaufs von L7 in Ort und Zeit beziiglich der Referenzlosung
chf .

SI-SVI  SI-OC GS

= j=1 101200 0.1867 0.1348
j=2 0.0609 0.1281 0.0926
j=3 0.0213 0.0458 0.0207

(=3 j=1 0.1318 0.1587 0.1566
j=2 0.0730 0.1003 0.0980
j=3 0.0092 0.0181 0.0158

(=4 j5=1 0.1379 0.1466 0.1120
j=2 0.0792 0.0881 0.0877
j=3 0.0028 0.0060 0.0055

4.4 Experimente auf einem biventrikularen Gebiet

Bisher haben wir in dieser Arbeit in den numerischen Experimenten nur Gebiete 2 verwendet, die eine
starke Vereinfachung der tatséichlichen Herzgeometrie sind. In diesem Abschnitt wird daher eine nume-
rische Konvergenzuntersuchung auf einem realistischen Biventrikel gemacht. Auf diesem biventrikuldren
Gebiet, wurden in [68] erste numerische Experimente mit dem Beeler-Reuter Zellmodell gemacht. In die-

sem Abschnitt wird das realistischere und detailliertere Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov aus
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Unterabschnitt 2.2.7 an das Monodomain-Modell gekoppelt und die Konvergenz der Naherungslosungen
in Raum und Zeit untersucht. Aufgrund der Ergebnisse aus dem vorherigen Unterabschnitt 4.3 auf dem
abgeschnittenen Ellipsoid beschrédnken wir uns auf die Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS. Dabei beginnen
wir den Abschnitt mit dem allgemeinen Versuchsaufbau. Im Anschluss wird die Konvergenz der Aktivie-
rungszeit t,ct, die Konvergenz der Dauer des Aktionspotentials tapp und die Konvergenz des Verlaufs der
Transmembranspannung in Raum und Zeit untersucht. Aulerdem werden die unphysiologischen Unter-
und Oberschwinger, die fiir grobe Ortsdiskretisierungen als Fehler der Approximation entstehen, genauer

betrachtet. Zuletzt vergleichen wir die Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS beziiglich ihrer Effizienz.

4.4.1 Numerischer Versuchsaufbau

In diesem Abschnitt wird das Herzmodell von Gerach et al. [42] verwendet. Das Tetraeder-Gitter ist
mit Hilfe von MRI-Daten einer 32-jdhrigen Freiwilligen entstanden und 6ffentlich zugéngig [43]. In dieser
Arbeit beschrinken wir uns auf die Verwendung der beiden Ventrikel (vgl. Abbildung 4.6 links und Mitte)
dieses Herzmodells. Die Faserrichtungen wurden mit einer regelbasierten Methode [7, 109] integriert. Die
Winkel der Fasern reichen von —41° am Epikard zu +66° am Endokard. Diese passen zu den Daten die

man beim Menschen mit Hilfe von Diffusions-Tensor-Bildgebung gewonnen hat [70].
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Abbildung 4.6: Tetraeder-Gitter fiir das biventrikuldre Gebiet mit Ortslevel £ = 0 (links und Mitte),

Anregungsbereich Qg in rot (rechts).

Um die Konvergenz zu untersuchen beschrianken wir uns in diesem Unterabschnitt auf die Verwendung
einer vereinfachten Anregung. Statt die Purkinje-Faden zu modellieren, wird der externe Stimulus im
linken Ventrikel am endokardialen Apex angewendet. Der Anregungsbereich Qg ist in Abbildung 4.6
(rechts) dargestellt. Wie fir alle anderen numerischen Versuche in dieser Arbeit verwenden wir die ge-
glattete Variante der externen Anregung, wie sie in (2.25) definiert ist. Die gewéhlten Parameter und
Konstanten fiir die externe Anregung Ie. sind im Anhang B.2.2 zu finden. Damit der Aktivierungsbe-
reich Q.. das ganze Gebiet Q umfasst, d.h. Q.et = Q, und auch das ganze Gebiet wieder vollstindig
repolarisiert, wahlen wir 7' = 0.65s.

Die Konstanten und Anfangswerte fiir das Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov sind im Anhang in
Abschnitt A.2 zu finden.

In Tab. 4.7 (links) ist der Zusammenhang zwischen Ortslevel ¢ und der Ortsdiskretisierung Az mit
entsprechender Anzahl der Zellen und Eckpunkte dargestellt. Das feinste verwendete Gitter hat bei-
spielsweise mehr als 92 Millionen Freiheitsgrade. Da das Minimum und das Maximum der Kantenléngen

weit auseinanderliegen, ist in Abbildung 4.7 (rechts) die Verteilung der Kantenlangen auf dem grobsten
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Gitter zu finden. Wird das Gitter verfeinert, bleibt die Verteilung nahezu gleich, nur die absoluten Zah-
len halbieren sich mit jeder Verfeinerung. Auflerdem ist in der Tabelle 4.7 der gleiche Zusammenhang
fir die Zeitlevel j und Zeitdiskretisierung At; abgebildet (rechts). Wie in den Experimenten zuvor wird
mit jeder Verfeinerung in der Zeit die Zeitdiskretisierung halbiert At; = 27 Atg mit j =0,...,J =3
und auch eine Verfeinerung des Gitters bedeutet eine Halbierung der Ortsdiskretisierung hy = 2~ %hy fiir

¢ =0,...,L =5. Hier ist .J das feinste Zeitlevel und L das feinste Ortslevel des numerischen Experiments.

Tabelle 4.7: Gittergroflen fiir die verschiedenen Ortslevel ¢ des Biventrikels und die Zeitdiskretisierung

mit Zeitlevel j. Dabei ist Az die Liange zwischen zwei Gitterpunkten in mm gemessen.

¢ min Az max Ax # Zellen # Eckpunkte J N;  At; (ms)
0 1.1320 8.9163 16477 5208 0 1625 0.400

1 05072  4.8877 131816 31754 1 3250 0.200

2 0.2536  2.4438 1054528 214765 2 6500 0.100

3 0.1268 1.2219 8436224 1561819 3 13000 0.050

4 0.0634 0.612 67489792 11870903 4 26000 0.025

5 0.0317  0.3055 539918336 92475759 5 52000 0.0125
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Abbildung 4.7: Tetraeder-Gitter fiir das biventrikuldre Gebiet mit Ortslevel £ = 1 und den Auswertungs-
punkten z fir k = 1,...,9 in pink (links). Die Verteilung der Kantenldngen des grobsten Gitters mit

Ortslevel £ = 0 vom biventrikuldren Gebiet (rechts).

Zur Auswertung definieren wir die Auswertungspunkte z; fiir K = 1,...,9. Die genauen Koordinaten
der Auswertungspunkte sind im Anhang in Tabelle B.4 zu finden, wéhrend ihre Lage im biventrikuldren
Gebiet in Abbildung 4.7 (links) in pink dargestellt ist.

4.4.2 Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz

In diesem Abschnitt werden die Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS zur Berechnung der N&herungslésungen
verglichen. Um die Konvergenz und Genauigkeit der drei Verfahren numerisch zu untersuchen, betrachten

wir in diesem Unterabschnitt unterschiedliche Aspekte. Wir beginnen mit der Untersuchung der Aktivie-
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rungszeit t,c.;. Dann betrachten wir die Dauer der Aktionspotentiale tapp genauer. Im Anschluss wird
der Verlauf der Transmembranspannung untersucht. Auflerdem studieren wir das Vorkommen von Un-
terschwingern. Zuletzt wird in diesem Abschnitt eine Aussage zur Effizienz der verwendeten Verfahren
gemacht,.

Alle Auswertungspunkte, die nicht im Anregungsbereich €gim, liegen, zeigen ein dhnliches Verhalten, so
dass wir uns an dieser Stelle darauf beschrinken die Auswertung in einem Punkt zu zeigen. Wir wihlen

Zs.

Die Aktivierungszeit

Zunéchst untersuchen wir die Konvergenz der Aktivierungszeit t,.;. Die Werte der Aktivierungszeit in
zg sind fiir die verschiedenen Verfahren mit variierenden Orts- und Zeitlevel in Tabelle 4.8 zu finden.
Wie in Unterabschnitt 4.2.2 schreiben wir /5% = tact(Vj’Z*k, zi) . Fiir den SI-OC werden die Ionenkon-

act

Tabelle 4.8: Aktivierungszeiten #* in ms und der relative Fehler 2% (vgl. (4.10)) beziiglich der

act tact
00,00,8

Referenzlésung t,.;

= 66.629 ms auf dem biventrikuldren Gebiet mit der vereinfachten Anregung fiir

verschiedene Zeitdiskretisierungsverfahren.

j, 2, j L,
t;ctg ngacts
SI-SVI  SI-OC GS SI-SVI  SI-OC GS
(=2 4j=0 85.003 53.169 93.556 0.2758  0.2020 0.4041
j=1 176.928 45.203 80.891 0.1546 0.3216 0.2141

j=2 74177 43.584 74.865 0.1133  0.3459 0.1236
j=3 73459 43.515 71.852 0.1025 0.3469 0.0784

(=3 j=0 82376 66.459 103.878 0.2363 0.0025 0.5591
j=1 174560 56.921 83.437 0.1190 0.1457 0.2523
j=2 71890 54.520 73.399 0.0790 0.1817 0.1016
j=3 71215 54.263 68.239 0.0688 0.1856 0.0242

{=4 5=0 179.067 73.738 109.895 0.1865 0.1067 0.6494
j=1 170906 64.255 88.995 0.0642 0.0356 0.3357
j=2 68471 61508 77.066 0.0277 0.0769 0.1566
j=3 68002 61092 70.578 0.0206 0.0831 0.0593

{=5 j5=0 176.734 75.214 110.625 0.1517 0.1289 0.6603
j=1 68837 66.895 90.448 0.0331  0.0040 0.3575
j=2 66560 64.469 78.945 0.0010 0.0324 0.1848
j=3 66258 64.150 72.435 0.0056  0.0372 0.0871

zentrationen und Gatingvariablen pro Zelle gelost. Dafiir wird die Transmembranspannung V', die pro
Knoten der Finite Element Diskretisierung gegeben ist, auf den Zellmittelpunkt interpoliert. An dieser
Stelle mochten wir daran erinnern, dass fiir lineare Finite Elemente die Knoten mit den Eckpunkten der
Triangulierung iibereinstimmen. Erreicht die Erregung einen Eckpunkt der Zelle, wird die gesamte Zelle

angeregt und depolarisiert. Dadurch breitet sich die Erregung fiir die groben Ortsdiskretisierungen zu
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schnell aus. Die Beschleunigung der Ausbreitung wird allerdings mit jeder Verfeinerung im Ort geringer.
Daher erwarten wir fiir eine grobe Ortsdiskretisierung ein zu frithe Aktivierungszeit, die mit der Verfeine-
rung im Ort gegen eine spatere Aktivierungszeit konvergiert. Diese Erwartung wird durch die berechneten
Aktivierungszeiten in Tabelle 4.8 bestétigt.

Fiir SI-SVI werden die Ionenkonzentrationen und Gatingvariablen pro Knoten gelést. Um den gesamten
Tonenstrom I[i,, auszuwerten, werden die Variablen V', ¢ und w auf die Quadraturpunkte interpoliert.
Dadurch wird die Anderung der Transmembranspannung wihrend der Depolarisation schneller an die
anderen Knoten zugehorigen Zellen weitergegeben. Allerdings sollte dieser Effekt im Vergleich zum SI-
OC deutlich weniger ausgeprégt sein. Daher erwarten wir fiir SI-SVI eine spétere Aktivierungszeit als fiir
SI-OC.

Das Verfahren GS hat im Vergleich zum SI-SVI und SI-OC die grofiten Aktivierungszeiten. Mit der Ver-
feinerung im Ort werden die Aktivierungszeiten gréfler, aber durch die Verfeinerung in der Zeit ndhern
sich die Aktivierungszeiten einem kleineren Wert. Durch das zusétzliche Splitting der partiellen Diffe-
rentialgleichung im GS kann der Ionenstrom nur pro Eckpunkt eingehen und wird gar nicht auf den
Quadraturpunkten verwendet, so dass es fiir die groben Ortsdiskretisierungen nicht zu einer zu schnellen

Weiterleitung der Depolarisationswelle kommt.

Tabelle 4.9: Differenzen der Aktivierungszeiten t,c; in ms der benachbarten Ortslevel (links) und Zeitlevel

(rechts) in zg.

=3 At =5
SI-SVI  SI-OC GS SI-SVI ~ SI-OC GS

(=3 -—-2244 10.748 —3.613 J= —-7.896 —8.319 —20.177

(=4 -3.213 6.829 2.339 Jj=2 =2277 -2425 -—11.503

¢{=5 —1.744 3.058 1.857 j=3 -0302 -0.319 —6.510

Um eine Aussage iiber die Konvergenz zu machen, betrachten wir zunédchst die Differenzen benachbarter
Orts- bzw. Zeitlevel (vgl. Tabelle 4.9). Die Differenz ist positiv, wenn eine Verfeinerung zu einer grofie-
ren Aktivierungszeit t,.; fithrt. Dementsprechend ist die Differenz negativ, wenn eine Verfeinerung zu
einer kleineren Aktivierungszeit t,.; fithrt. Die benachbarten Differenzen in der Aktivierungszeit fiir SI-
SVI halbieren sich ab ¢ = 4, was auf lineare Konvergenz hindeutet. SI-SVI ist das einzige Verfahren fiir
das alle benachbarten Differenzen im Ort negativ sind, sich also von rechts an eine Losung annéhert. Fiir
SI-OC sehen wir lineare Konvergenz im Ort, da sich die benachbarten Differenzen mit jeder Verfeinerung
im Ort nahezu halbieren. Das Verfahren GS zeigt ab ¢ = 4 zumindest eine Verkleinerung der benach-
barten Differenzen im Ort, aber eine genaue Aussage iiber die Konvergenz kann anhand der gegebenen
Néherungslosungen nicht getroffen werden. In der Zeit konvergieren alle Verfahren fir £ = 5 und alle be-
nachbarten Differenzen sind negativ, so dass fiir jede Verfeinerung in der Zeit die Aktivierungszeit kleiner
bzw. frither wird. Das Verfahren GS konvergiert in der Zeit linear, wihrend SI-SVI und SI-OC mindestens
quadratisch konvergieren.

Da SI-OC das einzige Verfahren ist, fiir das die Aktivierungszeit t,.¢ in Ort und Zeit konvergiert, haben

J, 00,k

wir mit den Néherungslosungen der Aktivierungszeit des SI-OC die Grenzwertlosungen im Ort .0,

der Zeit t;ﬁgL’k und die Orts-Zeit-Grenzwertlosung t;zgoo’k flr alle Auswertungspunkte z; wie in Unterab-
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schnitt 4.2.1 berechnet (vgl. Tabelle B.6). Die Orts-Zeit-Grenzwertlosung der Aktivierungszeit in zg ist
t:ﬁt’oo’s = 66.629 ms und wird zur Berechnung der Genauigkeit einer Naherungslésung der Aktivierungs-
zeit verwendet. Wir definieren den relativen Fehler der Aktivierungszeit einer Naherungslosung V7:4F

als

jek _ et —toa™"
tact 400,00,k . (4.10)

act

In Tabelle 4.8 ist auf der rechten Seite der relative Fehler 77 EF fiir zg fiir alle drei Verfahren zu finden. Fiir

tact

SI-SVI und SI-OC ist der relative Fehler im Ort bzgl. t25°°® dominant, so dass es ein Zeitlevel gibt, bei
dem der Wert der Orts-Zeit-Grenzwertlosung unterschritten wird. Alle weiteren Verfeinerungen in der Zeit
verschlechtern dann die Genauigkeit der Aktivierungszeit. Der Wert der Verschlechterung der Genauigkeit
wird dabei bei jeder Verfeinerung in der Zeit weniger, was zu der Konvergenz der benachbarten Differenzen
in der Zeit passt. Fiir SI-OC sieht man eine Halbierung des relativen Fehlers mit der Verfeinerung im
Ort ab Zeitlevel j = 1. Wie schon bei den benachbarten Differenzen im Ort beobachtet, konvergiert
SI-SVI nicht linear im Ort, so dass sich der relative Fehler nicht mit jeder Ortsverfeinerung halbiert.
Trotzdem bringt eine Verfeinerung im Ort eine deutliche Verbesserung der Genauigkeit des SI-SVI fiir
die Aktivierungszeit. Fiir GS ist fir die Aktivierungszeit dagegen der relative Fehler in der Zeit dominant,
da eine Verfeinerung im Ort Verschlechterung der Genauigkeit bringt. Allerdings sicht man, dass sich die
Genauigkeit der Aktivierungszeit fiir ein festes Ortslevel mit jeder Verfeinerung in der Zeit verdoppelt.
Fir das feinste Ortslevel ¢ = 5 ist der relative Fehler n,c¢ fiir SI-SVI und SI-OC ab j = 1 mindestens
kleiner als 4%. Um mit dem GS in der gleichen Grofienordnung der Genauigkeit der Aktivierungszeit zu
sein, bedarf es einer Verfeinerung in der Zeit mehr. In Abbildung 4.8 wurde der relative Fehler 7, im Ort
mit dem feinsten Zeitlevel j = 3 (links) und in der Zeit mit dem feinsten Ortslevel ¢ = 5 veranschaulicht.
Hier wird nochmal deutlich, dass insbesondere fiir SI-OC der Ortsfehler dominant ist und fiir GS der
Zeitfehler.

ji=3 (=5
-8 SI-SVI -8 SI-SVI
- SLOC 0.6 - 8- SLOC
0.3 P —-GS
0.4
0. 027 =
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Abbildung 4.8: Der relative Fehler ngi’f der Aktivierungszeit aus (4.10) im Ort fiir festes Zeitlevel j = 3
(links) und in der Zeit fiir festes Ortslevel £ = 5 fiir die Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS.
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Die Dauer der Aktionspotentiale

Als néchstes betrachten wir die Dauer der Aktionspotentiale tApp genauer. In Tabelle 4.10 wird deutlich,
dass sich die Dauer der Aktionspotentiale tapp fiir die verschiedenen Verfahren weniger unterscheidet
als die Aktivierungszeit t,.;. Bildet man die benachbarten Differenzen fiir die Orts- bzw. Zeitlevel in
Tabelle 4.10, sieht man, dass tpapp kaum vom Ortslevel abhéngig ist. In der Zeit konvergiert die Dauer
der Aktionspotential tspp fiir alle Verfahren mindestens linear. Fiir eine feste Diskretisierung in Ort und
Zeit unterschiedet sich tpapp kaum fir die Verfahren SI-SVI und SI-OC. Fiir GS ist die Abweichung zu
den anderen beiden Verfahren am gréfiten, befindet sich aber immer noch im einstelligen Prozentbereich.
Wir verzichten an dieser Stelle auf eine detailliertere Auswertung der Dauer der Aktionspotentiale tppp

beziiglich Konvergenz und Genauigkeit.

Tabelle 4.10: Die Dauer des Aktionspotentials tApD(VM,zS) in s der Né&herungslosungen des
Monodomain-Modells auf dem biventrikuldren Gebiet mit der vereinfachten Anregung fiir verschiede-

ne Zeitdiskretisierungsverfahren.

SI-SVI  SI-OC GS

(=2 j= 0.3780 0.3752 0.3808
j=1 03774 0.3744 0.3794
j=2 03772 0.3743 0.3783
=3 03771 0.3743 0.3776

{=3 j7=0 03776 0.3764 0.3816
j=1 03770 0.3756 0.3790
j=2 03767 0.3754 0.3778
j=3 03767 0.3754 0.3770

{=4 35=0 03776 0.3768 0.3820
j=1 103766 0.3762 0.3796
j=2 03764 0.3759 0.3779
j=3 03764 0.3759 0.3770

{=5 j= 0.3772  0.3768 0.3820
j=1 103764 0.3764 0.3796
j=2 03763 0.3761 0.3780
j=3 03762 0.3760 0.3771

Der Verlauf der Transmembranspannung

In diesem Unterabschnitt wird numerisch untersucht, wie der Verlauf der Transmembranspannung V im
Ort und in der Zeit fir die verschieden Verfahren konvergiert. Zur Veranschaulichung sind die Verldufe
der Transmembranspannung V fiir das Verfahren SI-OC fiir die Verfeinerung im Ort in Abbildung 4.9
links und die Verfeinerung in der Zeit in Abbildung 4.9 rechts dargestellt.

Um den Einfluss der Aktivierungszeit t,c; auszuklammern, beschranken wir uns darauf, den Verlauf der

Transmembranspannung in dem fiir jede Niherungslosung V7-4F = V3:£(. z;) spezifischen Zeitintervall
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Abbildung 4.9: Der Verlauf der Niaherungslésungen von V7 in zg fiir festes Zeitlevel j = 3 mit Ortslevel
£ =2,3,4,5 (links) und fiir festes Ortslevel £ = 5 mit Zeitlevel j =0, 1,2, 3,4 (rechts) berechnet mit dem
SI-OC und der vereinfachten Anregung.

2Lk TE0RY mig TIOF — 726K 4 0.4 yu betrachten. Zum Vergleich zweier Niherungslésungen berechnen
wir die £2(0,T)-Norm der Differenz in dem Zeitintervall (¢,ct, Tact) C (0,7) und zur Verdeutlichung des
eingeschriankten Zeitintervalls schreiben wir Lo(tact, Tact)-Norm.

Anders als bei den Aktivierungszeiten geben die absoluten Werte der Lo(tact, Tact)-Norm fiir die ver-
schiedenen Naherungslosungen nur einen Anhaltspunkt fiir den Verlauf der Transmembranspannung in
(tact, Tact)- Der Vollstdndigkeit halber sind die Werte fiir die verschiedenen Verfahren im Anhang in
Tabelle B.8 gegeben.

Wie fiir die Aktivierungszeit, betrachten wir zur Untersuchung der Konvergenz zuerst die Differenzen
der benachbarten Orts- bzw. Zeitlevel, hier allerdings in der Lo(tact, Taet)-Norm (vgl. Tabelle 4.11). Fiir
SI-OC und GS konvergiert die Lo(tact, Tact)-Norm der Differenz von zwei Niherungslosungen linear im
Ort mit dem festen Zeitlevel 5 = 3. Fiir SI-SVI halbiert sich die benachbarte Differenz im Ort ab ¢ = 4,
was ebenfalls auf lineare Konvergenz hindeutet. In der Zeit konvergiert SI-OC und GS linear, wéahrend
SI-SVI von j = 2 zu j = 3 sogar mehr als eine Halbierung der benachbarten Differenzen zeigt, was auf

eine bessere Konvergenz hindeutet.

Tabelle 4.11: Lo(tact, Tact)-Norm der benachbarten Differenzen der benachbarten Ortslevel (links) und

Zeitlevel (rechts) in zg fir Thet = taet + 0.4 mit der vereinfachten Anregung.

j=3 v v £=5 [V -V

Tact) Tact)
SI-SVI  SI-OC GS SI-SVI  SI-0OC GS
¢=3 0.1775 0.5388 0.2665 j=1 10.5423 0.5697 1.0540
¢=4 0.1571 0.2740 0.1190 =2 0.3021 0.1858 0.5636
¢=5 0.0673 0.1301 0.0537 Jj=3 0.0602 0.1020 0.3226

Um konsistent zu bleiben und da SI-OC in Ort und Zeit konvergiert, verwenden wir auch hier das Verfah-
ren SI-OC um die Grenzwertlosungen im Ort V7% in der Zeit V°>%* und die Orts-Zeit-Grenzwert-
16sung V°°%F fiir die Auswertungspunkte zy, wie in Unterabschnitt 4.2.1 erklirt, zu berechnen. Die

Lo(tact, Tact)-Norm der verschiedenen Grenzwertlosungen in den Auswertungspunkten zj sind im An-
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hang in Tabelle B.7 gegeben. Wir verwenden die Orts-Zeit-Grenzwertlosung V°°°*F um eine Aussage

3%k zu machen. Ahnlich wie bei den Aktivierungszeiten

iiber die Genauigkeit der Ndherungslosungen V'
definieren daher den relativen Fehler des Verlaufs der Transmembranspannung einer Naherungslosung

VIitE als

itk [Vabk —yeseek]

Tact)
TNact = ||Voo7oo7k . (411)

‘£2(tact1imct)

In Tabelle 4.12 ist der relative Fehler ni’fc’tg der Niherungslésungen V748 beziiglich der Orts-Zeit-Grenzwert-
16sung V°°>°8 dargestellt. Der relative Fehler ny.c, des Verlaufs der Transmembranspannung V ist vergli-
chen mit dem relativen Fehler der Aktivierungszeiten 7,y klein. Selbst fiir die £ = 2 ist der relative Fehler
nf;;fc’f fiir SI-SVI, SI-OC und GS im einstelligen Prozentbereich. Nur fiir j = 0 hat GS einen relativen

Fehler um die 13%.

Tabelle 4.12: Der relative Fehler 7% beziiglich des Verlaufs der Transmembranspannung (vgl. (4.11))
der Naherungslosungen beziiglich der Orts-Zeit-Grenzwertlosung VSOO’oo in der Lao(tact, Tact)-Norm auf

dem biventrikuldren Gebiet T,ct = tact + 0.4 mit der vereinfachten Anregung.

J:4,8
TNact

SI-SVI  SI-OC GS

¢=2 j=0 0.0379 0.0606 0.1378
j=1 10.0258 0.0647 0.0923
j=2 0.0205 0.0630 0.0495
j=3 0.0214 0.0589 0.0346

(=3 j7=0 0.0394 0.0369 0.1258
j=1 10.0166 0.0380 0.0766
j=2 0.0116 0.0288 0.0392
=3 0.0129 0.0268 0.0197

t=4 7=0 0.0297 0.0528 0.1338
j=1 10.0158 0.0194 0.0776
j=2 0.0071 0.0146 0.0385
j=3 0.0045 0.0148 0.0186

¢=5 7=0 0.0306 0.0347 0.1321
j=1 10.0167 0.0249 0.0831
j=2 0.0105 0.0131 0.0447
j=3 0.0026 0.0079 0.0201

Fir SI-OC ist der Ortsfehler fiir £ = 2, 3,4 dominant, so dass eine Verfeinerung in der Zeit kaum Verbes-

J,4,8
vact

serung des relativen Fehlers bringt. Erst fiir £ = 5 halbiert sich 722" mit (fast) jeder Verfeinerung in der
Zeit. Fiir SI-SVI sieht man schon ab ¢ = 4 eine deutliche Verbesserung, wenn die Zeit verfeinert wird.
Fir GS ist diese Verbesserung durch Verfeinerung in der Zeit schon ab ¢ = 3 zu sehen. Allerdings bringt

eine Verfeinerung im Ort kaum Verbesserung im relativen Fehler nf;fc’f . Da die benachbarten Differen-
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zen im Ort aus Tabelle 4.11 fiir GS allerdings lineare Konvergenz zeigen, sind Orts- und Zeitfehler fiir
die feineren Ortsdiskretisierungen nicht balanciert, hier dominiert der Zeitfehler. Mit GS bendtigt man
mindestens eine Zeitdiskretisierung mehr, damit der relative Fehler 7y, in der gleichen Gréflenordnung
wie fiir SI-OC ist. Absolut betrachtet ist der relative Fehler nf;’aec’? fiir SI-SVI immer kleiner als fiir GS.
Fiir j = 3 braucht man eine Verfeinerung im Ort mehr, damit der relative Fehler nﬂ;féf fiir SI-OC  in
der gleichen Groenordnung wie SI-SVI ist. Das Verfahren SI-SVI hat in fast allen Konfigurationen von /¢
und j den kleinsten relativen Fehler nzfc’ts . Fiir alle Verfahren auler dem GS ist der relative Fehler in der
der feinsten Niherungslosung V358 kleiner als 1%. Zur Veranschaulichung der Genauigkeit der verschie-
denen Verfahren bzgl. nyact ist er fiir festes Zeitlevel j = 3 und festes Ortslevel £ = 5 in Abbildung 4.10
dargestellt. In der Abbildung wird deutlich, dass SI-SVI den Verlauf der Transmembranspannung bzgl.

Nvact @M genauesten approximiert.

102 i=3 t=5
67 8 SLSVI 8 SLSVI
- S1.OC - SL.OC
——GS ——-GS
0.1
4 _
mg N‘S
5.102 1
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Abbildung 4.10: Der relative Fehler nf;;fc’f des Verlaufs der Transmembranspannung aus (4.11)im Ort fiir

festes Zeitlevel j = 3 (links) und in der Zeit fiir festes Ortslevel £ = 5 fiir die Verfahren SI-SVI, SI-OC und
GS.

Untersuchung der Unter- und Oberschwinger

Im vorherigen Abschnitt, wird der Verlauf der Transmembranspannung fiir die verschieden Verfahren in
der Lo(tact, Tact)-Norm untersucht. Allerdings kommt es fiir die groben Ortsdiskretisierungen zu unphy-
siologischen Unterschwingern vor der Depolarisation. Diese Unterschwinger werden im Verlauf der Trans-
membranspannung in der Lo (tact, Taet)-Norm nicht mit berticksichtigt. Daher werden die Unterschwinger
der Ndherungslosungen der Transmembranspannung in diesem Abschnitt gesondert betrachtet. Wir quan-
tifizieren die Unterschwinger einer Naherungslosung als den minimalen Wert der Transmembranspannung
vor der Depolarisation also vor der Aktivierungszeit t,.;. Der Vollstdndigkeit halber untersuchen wir an
dieser Stelle auch die Oberschwinger, als den maximalen Wert der Transmembranspannung. Wir verglei-
chen die Unter- und Oberschwinger fiir verschiedene Ortsdiskretisierungen mit festem Zeitlevel fiir die
Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS.

Der Anfangswert der Transmembranspannung betriigt fiir alle Rechnungen V0 = —85.23mV. In Abbil-
dung 4.11 (links) sind fiir das feste Zeitlevel j = 3 die minimalen Werte der Niherungslosungen V748
im Intervall [Qté’fgs] gegeben. In der Abbildung wird ersichtlich, das die Unterschwinger fiir SI-OC am

ausgeprigtesten sind. Ab ¢ = 4 haben alle Verfahren nahezu den gleichen der minimale Wert min(V7-*8)
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Abbildung 4.11: Die Unterschwinger (links) und Oberschwinger (rechts) in zg fiir die verschiedenen Va-
rianten mit festem j = 3 und den Ortslevel ¢ = 2, 3,4, 5.

und es gibt keine unphysiologischen Unterschwinger mehr. Fiir SI-SVI, SI-OC und auch GS ist schon fir
¢ = 3 kaum noch ein Unterschwinger zu beobachten.

In Abbildung 4.11 ist rechts der maximale Wert der Transmembranspannung max(V7%8) fiir festes j = 3
zu sehen. Auch hier weicht SI-OC deutlich von den anderen Verfahren ab und erst ab ¢ = 4 ist max(V74%)
fiir alle Verfahren nahezu gleich. In den Niherungslésungen des SI-SVI ist max(V7:*#) fiir alle Ortslevel

anndhernd gleich, sodass es fiir dieses Verfahren kaum zu unphysiologischen Oberschwingern kommt.

Effizienz

In dieser Arbeit messen wir die Effizienz eines Verfahrens anhand der Beziehung zwischen dem Fehler
und der Rechenzeit, die es beno6tigt um eine Naherungslosung zu berechnen. Da die Naherungslosungen
mit Hilfe unterschiedlicher Anzahl von parallelen Prozessen berechnet wurden, wird die Rechenzeit wie
in Unterabschnitt 4.3.4 skaliert; hier mit dem Faktor #verwendete Prozesse/128 multipliziert. Genaue-
re Informationen iiber die verwendete Hardware sind in Unterabschnitt 4.1 zu finden. Eine detaillierte
Untersuchung zu der Rechenzeit der einzelnen Verfahren ist im Anhang zu finden (vgl. B.4.3). Wir be-
trachten zuerst die Effizienz beziiglich der Aktivierungszeit t,.; anhand des relativen Fehlers 7gact. Im
Anschluss wird die Effizienz der Verfahren beziiglich des relativen Fehlers ry,c¢ untersucht.

Fiir die verschiedenen Verfahren ist in Abbildung 4.12 links ein Aufwand-Genauigkeit-Diagramm be-
zuglich der Aktivierungszeit mit festem Zeitlevel j = 3 flir verschiedene Ortslevel und rechts fiir festes
Ortslevel ¢ = 5 fiir verschieden Zeitlevel zu finden. Hélt man die Zeitdiskretisierung bei j = 3 fest, ver-
bessert der SI-OC seine Performance mit jeder Verfeinerung im Ort, ist aber erst ab £ = 4 effizienter
als GS. Die kiirzeren Rechenzeiten des GS kénnen den grofleren relativen Fehler 7, nicht ausgleichen.
Das Verfahren SI-SVI ist am effizientesten. H&alt man das Ortslevel bei ¢ = 5 fest und betrachtet die
Verfeinerungen in der Zeit, ist GS das ineffizienteste Verfahren, da der relative Fehler hier mit Abstand
der grofite ist und auch die Rechenzeit nicht besser als fiir die anderen Verfahren ist. Da SI-OC in der Zeit
von links konvergiert, iiberschreitet er in 7 = 1 die Orts-Zeit-Grenzwertlosung, sodass SI-OC fiir dieses
Zeitlevel besonders eflizient ist. Das Verfahren SI-SVI liefert die zuverldssigsten und vorhersehbarsten

Ergebnisse.

Zur Beurteilung der Effizienz der Verfahren beziiglich der Approximation des Verlaufs der Transmem-
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Abbildung 4.12: Aufwand-Genauigkeit-Diagramm der Aktivierungszeit ¢, fiir SI-SVI, SI-OC und GS mit
festem Zeitlevel j = 3 (links) und festem Ortslevel £ = 5 (rechts). Der Aufwand wird anhand der auf

#procs= 128 skalierten Rechenzeiten und die Genauigkeit wird durch den Fehler 7;,.¢ bestimmt.

branspannung V' betrachten wir die Aufwand-Genauigkeit-Diagramme in Abbildung 4.13. Wie fiir die
Aktivierungszeit ist links das Zeitlevel j = 3 festgehalten. SI-SVI und SI-OC verbessern die Genauigkeit
mit jeder Verfeinerung im Ort, aber aufgrund seines kleineren relativen Fehlers, ist SI-SVI effizienter
als SI-OC. GS liegt fir kleiner Ortslevel zwischen SI-SVI und SI-OC, allerdings wird er ineffizienter als
SI-OC ab ¢ = 4.

j=3 (=5
274 -@- SI-SVI 9-3 | -@- SI-SVI
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9-5 ——-GS 9—4 | ——-GS
. 2764 - 2
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Abbildung 4.13: Aufwand-Genauigkeit-Diagramm des Verlaufs der Transmembranspannung V' fiir SI-SVI,
SI-OC und GS mit festem Zeitlevel j = 3 (links) und festem Ortslevel £ =5 (rechts). Der Aufwand wird
anhand der auf #procs= 128 skalierten Rechenzeiten und die Genauigkeit wird durch den Fehler 7act

bestimmt.
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4.5 Elektro-mechanische Kopplung

Bisher wurde in dieser Arbeit der Fokus auf die Modellierung und die numerische Untersuchung der
Elektrophysiologie gelegt und die daran anschlieBende Kontraktion hatte keinen Einfluss. In der Reali-
tdt beeinflusst die Kontraktion aber beispielsweise die Orientierung der Faserrichtungen und damit die
Weiterleitung des elektrischen Signals.

In Gerach u. a. [42] wurde das erste voll gekoppelte elektro-mechanische Herzmodell vorgestellt. In seiner
Dissertation hat Tobias Gerach [40] den Einfluss der Mechanik unter anderem auf die Transmembran-
spannung V' mit einer festen Orts- und Zeitdiskretisierung untersucht. Erst kiirzlich wurde in [41] der
Einfluss verschiedener Kopplungseffekte, ebenfalls fiir eine feste Orts- und Zeitdiskretisierung, von Ge-
rach und Loewe genauer betrachtete. In dieser Arbeit verwenden wir das elektro-mechanische Modell
aus der Dissertation von Jonathan Frohlich [36]. Es wird ergénzt durch die Anpassungen aus [37] und
die Berechnung des deformierten Leitfdhigkeitstensor wird korrigiert. In diesem Unterabschnitt stellen
wir die erste numerische Konvergenzuntersuchung fiir das voll gekoppelte elektro-mechanische Modell
vor. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der numerischen Untersuchung der Transmembranspannung. Wie
in Unterabschnitt 4.4 werden die Aktivierungszeit, die Dauer der Aktionspotentiale und der Verlauf der
Transmembranspannung genauer betrachtet. Zusédtzlich untersuchen wir in diesem Unterabschnitt den
Verlauf der Kalziumionenkonzentration, den Verlauf der Dehnung in Faserrichtung und den Verlauf der
Volumen des linken und rechten Ventrikels.

Wir beginnen mit der Definition des voll-gekoppelten elektro-mechanischen Modells und stellen das nu-
merische Verfahren vor, das in dieser Arbeit zur Berechnung der Ndherungslosungen verwendet wird. Die
Untersuchung des Einflusses der Mechanik auf die Konvergenz und Genauigkeit verschiedener Grofien
wird ausfiihrlich fiir die Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS mit der vereinfachen Anregung gemacht. Im
Anschluss stellen wir verschiedene Strategien zur Anpassung der Zeitschrittweite fiir die Mechanik vor.
Fiir den Vergleich mit den Ergebnissen aus Unterabschnitt 4.4 verwenden wir die Abkiirzung MMOM fiir
das Monodomain-Modell aus 2.11 ohne die Kopplung zur Mechanik.

4.5.1 Voll gekoppeltes elektro-mechanisches Modell

In diesem Unterabschnitt stellen wir das voll-gekoppelte elektromechanische Modell vor, das in dieser Ar-
beit verwendet wird, um die Erregungsausbreitung und die davon ausgeléste Kontraktion zu modellieren.
Details koénnen in [36] und [37] nachgelesen werden.

Es sei Oy C R? die Referenzgeometrie ohne Innendruck. Im Allgemeinen beschreibt Qy; das vollstindige
Herz, aber fiir die numerischen Experimente beschranken wir uns auf die Verwendung der beiden Ventrikel
inklusive der zugehorigen Herzklappen. Wir setzen voraus, dass 2 ein beschrénktes Lipschitz Gebiet ist.
In Qy kénnen auch Bereiche enthalten sein, die nicht leitfdhig sind. Daher definieren wir das leitfahige
Gebiet Qr C Oy, das im Wesentlichen aus dem Myokard besteht. Die Kontraktion ist eine nichtlineare
Verformung und wird mit Hilfe von nichtlinearen Elastizitdtsgleichungen modelliert.

Wir definieren die Deformation ¢(t,x) = x + u(t,x) fiir x € Qy mit Hilfe der Verschiebung u: [0,T] x
Oy — R3. Dann ist F = Dy = I 4 Du der Deformationsgradient. Die lokale Volumeninderung kann
durch die Determinante des Deformationsgradienten J = det(F) berechnet werden. Aulerdem benéttigen
wir die Geschwindigkeit v = d;u, die Beschleunigung a = 9?u und den Gradienten der Geschwindigkeit
F =Dv.
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Wie in Unterabschnitt 2.1.3 beschrieben ist die Erhéhung der Kalziumionenkonzentration in einem Kar-
diomyozyt der Ausléser der Kontraktion. Die Kontraktion eines Kardiomyozyts fithrt zu einer Langenén-
derung in Faserrichtung f und wird hier durch die dimensionslose Dehnung in Faserrichtung ~¢: (0,7 x
Qg — R modelliert. Der Verlauf von ¢ in dem Zeitintervall (0,7") wird im Allgemeinen durch die Diffe-

rentialgleichung
at’Yf = G’Yf (7f7 F> fa C) in QE 3

beschrieben. Wir verwenden in dieser Arbeit das Modell von Rossi u. a. [103], so dass G, (¢, F,f,c) =
e (,Yfa l’4,f(F)a f7 CCa) mit

5

1 P . j

Gre (V85 La g (F), £, cca) = v (af feleca) Ren(lr otag) + tag » (=17 (G + 1)( + 2)7?) :
Ca j=1

oy ist die aktive Kraft eines einzelnen Sarkomers und lg  ist die Anfangslinge des Kardiomyozyt. Hier
verwenden wir die Bezeichnung ¢y ¢(F) = (Ff) - (Ff) fir die 4. Invariante in Richtung f. Auflerdem
steht cc, fiir die Komponente von c¢, die zur Kalziumionenkonzentration gehort. Die Funktion fi(cca) =
(CCa — c%a)2 ist die Spannung, die durch das Zusammenziehen eines Sarkomers entsteht. Die Beziehung
zwischen der Kraft und der Lénge eines Kardiomyozyt wird durch
" 0.5ch™ + 305, el sin (k) + df" cos (k) , 1€ [lmins lnax] »

1=

0, sonst ,

beschrieben. Hier sind IR min bzW. IR max die minimale bzw. maximale Lénge eines Kardiomyozyt cI;;L fur
k=0,...,3 und dEL fir £ = 1,...,3 sind Konstanten [103]. Die Deformation ¢ wird mit Hilfe eines

instationdren nichtlinearen Elastizitdtsproblems
p(97p + ardyp) — V- Peg(F,F,f,7) =0 in (0,7) x Qu, (4.12)

modelliert. Hier ist p die Dichte des Materials und ag ist der Parameter fiir die Rayleigh Dampfung (vgl.
[63]). AuBerdem verwenden wir das hyperelastische transversal-isotropische Materialgesetz von Guccione
u.a. [39, 46)

Wenee(E, f) = %Cgucc(exp(Q(E,f)) -1), Q(E,f) = 4c§ (f - Ef)? + 4cS (Ef - Ef) + 4cS(E: E).

E = %(FTF — I) ist der Green-Lagrangesche Verzerrungstensor. Die Parameter Cguycc, bf, brs und b

definieren
1 1 1
§ = Z(bf — g +bs), 5= §(bf,s —bs), §= b

Die Inkompressibilitdt des Herzgewebes wird mit Hilfe eines Strafterms approximiert, so dass das Verzer-

rungsenergiefunktional durch
W(E, f7 J) = /WGucc(Ea f) + HVOIWVOI(J) )

mit Kyol > 0 und Wy (J) = %(J —1)? bestimmt ist.
Die effektive Spannung Peg in (4.12) kombiniert den Piola-Kirchhoff Tensor P mit dem multiplikativen

Ansatz fiir den aktiven Anteil (engl. active strain, vgl.[82, 99]). Dann verwenden wir

PeH(Fa Fv f7 ’Yf) = P(Feﬁa Ea f) ) P(Feffv E7 f) = FeHDEW\GuCC(Eefﬁ f) + K/VOIDFWvol(det Feﬂ') ’
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mit Feg = FF; ! bzw. Eeg = 5 (F;Feq — I). Der aktive Anteil F, hingt von der Faserrichtung f und
der zugehorigen Dehnung ¢ ab:

F. - (1+'yf)ffT—|—\/li_7(I—ffT), wenn 14 v > 0,

I, sonst.

Wie zu Beginn dieses Unterabschnittes erwahnt, ist die gegebene Referenzgeometrie 2y spannungsfrei,
so dass der Anfangswert u’(x) = u(0,x) = 0 und damit auch ¢°(x) = (0,x) = 0 ist. Allerdings ist zu
Beginn eines Herzschlages durch den Bluteinstrom wéhrend der Diastole Druck auf dem Endokard, so
dass eigentlich u®(x) # 0 ist. Daher wird der tatsichliche bzw. realistische Anfangswert der Deformation
@ bzw. der Verschiebung u mit Hilfe eines statischen Elastizitdtsproblems berechnet. Details dazu sind
in [36, 37] zu finden.

Da die Faserrichtungen sich mit der Kontraktion d&ndern, definieren wir den deformierten Leitfahigkeits-

tensor als

Ff @ Ff n Fs® Fs Fn, ® Fn,
=0 Os On ’
TIFE|3 |Fs|j3 [Fn,|3

o(F)
wobei f die Faserrichtung, s die Richtung der Schichten und ng die Normale zu beiden in einem Punkt

x € (g, also der Referenzgeometrie beschreibt. Die Leitfahigkeiten oy, o, und o, sind konstant und

gehoren zu den entsprechenden Richtungen.

AuBlerdem fithrt die Kombination von Gleichung (2.23a) des Monodomain-Modell 2.11 mit der Deforma-
tion aus der Kontraktion zu folgender Gleichung (vgl. [36, Lemma 5.39] )

BCwO(JV) =V - (JF Lo (F)F~"VV) 4 BJLion(V, ¢, w) = BJ Loyt in (0,T) x Q.
Zusammenfassend definieren wir das voll gekoppelte elektro-mechanische Problem als:
Problem 4.1 (EMM): Seien die Anfangswerte
V0 Qg - R, cO:QE—>R7f; w’: Qg — [0,1]™, W Op =R,

gegeben. Der Anfangswert fiir die Deformation wird mit Hilfe eines statischen Elastizitatsproblems be-
rechnet (vgl.(4.14) ). Gesucht sind

o die Transmembranspannung V: (0,T) x Qg — R,

o die lonenkonzentrationen c: (0,T) x Qg — R},

o der Gatingvektor w: (0,T) x Qg — [0, 1],

o die Dehnung in Faserrichtung v¢: (0,T) x QO — R,

e und die Deformation ¢: (0,T) x Qy — R3,
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so dass das folgende PDE-ODE System erfillt ist

BCmO(JV) =V - (JELa(F)YF~TVV) + B Lion(V, ¢, W) = B Loy in (0,T) x Qg, (4.13a)
oc — Ge(V,e,w) =0 in (0,T) x Qg, (4.13b)

Ow — Gyw(V,w) =0 in (0,T) x Qg, (4.13c)

Ove — G (1, F . f,c) =0 in (0,T) x Qg, (4.13d)

p(9} ¢ + ardyp) — V- -Pg(F,F,f,v) =0 in (0,T) x Qp,  (4.13e)

V(0,x) = VO(x),¢(0,x) = c(x), w(0,x) = w’(x), 7(0, %) = 7¢ (%), in Qp.  (4.13f)

Es werden homogene Dirichlet Randbedingungen fir T'n C 0Q\ \ Qg und homogene Neumann Randbe-
dingungen auf I'p C 0Qy am Perikard fiir die Verschiebung verwendet. Am Endokard I'c C 0O\ wird
der Druck

Pegn = —po Cof (F)n

mit der dufleren Normalen n angewendet. Fur die Transmembranspannung verwenden wir wie in Pro-

blem 2.11 homogene Neumann Randbedingungen auf 0Qg.

Bemerkung 4.2: Der Druck durch den Blutfluss ist hier als Randbedingung am Endokard vereinfacht
modelliert. Realistischer wird die Randbedingungen am Endokard, wenn ein geschlossenes Kreislaufmodell
zur Modellierung de Blutkreislaufes tiber eine zusétzliche gewohnliche Differentialgleichung hinzugefiigt
werden (vgl. [29, 35, 42, 71, 100]). Die Randbedingungen am Perikard sind beispielsweise in [29, 35, 61,

91, 113] realistischer modelliert.

4.5.2 Diskretisierung in Ort und Zeit

In Unterabschnitt 3.2 wird ausfiihrlich erklart, wie das MMOM im Ort diskretisiert wird. Fiir das EMM 4.1

definieren wir analog zu (3.10) die zuléssige und offene Triangulierung Qupp, = {K;};7, so dass
av= | E.
KeQm,n

Dann ist Qg = Qm,p N Qg die zuldssige und offene Triangulierung der leitfahigen Bereiche von Q.
Wir verwenden in diesem Abschnitt lineare finite Elemente aus S'(Qy) und fiir die Variante OC den
Raum der stiickweise konstanten Funktionen D({2;). Aus Griinden der Ubersichtlichkeit fiihren wir die

folgenden Notationen ein
Sp =S (Qm),
Dy, :=D(m),
Sy =5, x Sy x Sy,
Son={s€Sy:s=0aufI'p},
Sen = Sh|5e ,
Dep, = Dhyﬁe .

Die Funktionen aus S, ;, und D, , werden in Oy \ Qg mit Null fortgesetzt. Es sei II7 : S, — Dy, die L3

Projektion zwischen den beiden endlich-dimensionalen Rdumen, die wir fiir die Variante OC bendtigen.
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Auflerdem bezeichnen wir N, 5 bzw. N, C N, als die Menge der Knoten der Triangulierung
bzw. Qg fiir Sy, Zusétzlich bendtigen wir noch die Definition der Menge der Knoten N, p j, fiir Dep. In
Unterabschnitt 3.2 wurde die Diskretisierung im Ort fiir das MMOM vorgestellt. Fiir alle ¢y, ¥, € S,

passen wir die Notation der Operatoren folgendermaflen an:

(Mppn, ¥n)ss, xSon 22/ enthp dx,
: .

(Kenen, Un)ss, x5 =B | DaVep - Vi dx,
: .

mit D, = Jh(Fh)_lo'(Fh)(Fh)_T und Jy, = det(Fh).

Das Zeitintervall [0, 7] wird in N &quidistante Teilintervalle geteilt. Wie in Unterabschnitt 3.3 ist dann
At = T/N die Zeitschrittweite. Wir beginnen mit den Anfangswerten V,)(x) = V9(x), ¢ (x) = c°(x),
wi(x) = w'(x), und 79, (x) = (x) fiir alle x € N 5. Der Operator Ky, éndert sich in jedem

Zeitschritt, daher schreiben wir stattdessen K7 , und ersetzen Dy, durch D} mit
B=JREN e (F)(FR) T,

wobei JJ' = det(F}).
Die Elektrophysilogie wird mit dem in Abschnitt 3.3 vorgestellten Verfahren in der Zeit diskretisiert.
Gleichung (4.13e) wird mit einem Newmark S-Verfahren [54] in der Zeit gelost. Zusammen erhalten wir

das folgende Verfahren:

0.) Berechne uf) € Sy, durch

/ P(I+Dup,0,f): Dy, dx = —/ p& Cof (I + Duf )n - 1), da, ¥n € Son - (4.14)
QM FC

Dann setzen wir 502 =id —|—u%7 V?l = a?l =0, F% =1+ Du%, th =1, Jg = det(F%) und n = 1.

1.) Berechne wj € 57’} analog zu Gleichung (3.16) in 1.) des Unterabschnitts 3.3 unabhingig auf den
Knoten Ne,h durch

wi = XV w ).

2.) Berechne ¢} € S5 analog zu Gleichung (3.17) unabhéngig auf den Knoten N, j, mit
n _ n—1 n—1 _n—1 n
cp=c,  +AtG (V) ep T, wy) .
3.) Berechne Y € Se,r, unabhéngig in jedem Knoten N, j, durch
W =45+ O1Gy (TR E ).
4.) Zur Berechnung von V;* € S, ;, muss die partielle Differentialgleichung
CuM, 0V, + KF’th + Jp F(t, Vi, CZ, WZ) =0,

in (t,—1,t,) gelost werden. Dazu verwenden wir in den numerischen Experimenten in diesem Un-

terabschnitt die folgenden zwei Verfahren:
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(GS) Fiir das Godunov Splitting in der gekoppelten Variante und mit dem Zwischenschritt thfl/ 2

lauten die beiden Teilprobleme dann

th—l/2 _ th,1 — At Cr;lljion(vhn717 Cza W'Z) , (415&)
(CmJ;LLMh + AtK%‘,h)V}? = C’mlv[h‘]}?_1‘/hn_1/2 + At ‘]}T:Mhle"t(t"’ ) ! (415b)

(SI) Mit dem semi-impliziten Verfahren berechnen wir V;* durch

(Ca My + ALKE ) Vi = Con) MRV — At JRF(t,, Vet wit)

1 1-2
5.) Setzeb} ! = P "*M.mvnfl_i_w n

= Buat? u, ot h n a,f1 und berechne uj € Sp 5, approximativ
durch
/ (ﬁuz Py + Peg (T+ Duj, DV £ 47, - D1jzh) dx
Qum

:/ bZ_1-1/Jhdxf/ pg Cof(I+Duf)n -y, da,
Qnm T'c

fiir alle 1), € Sp 5, mit Hilfe eines Newton-Verfahrens. Dann setzen wir

1 n n—1 1 n—1 1- 26N n
——— (uf —u — ————a
fnAt? (u i) ﬁNAtvh 288

v = vZﬁl + At ((1 — WN)a;fl + VNaZ) ,

ajy =

up =u} !+ atvy.
Wenn n < N setzen wir n = n + 1 und gehen zuriick zu 1.).

Bemerkung 4.3: Fiir die Variante OC miissen einige Anderungen im Verfahren vorgenommen werden.
Die Anfangswerte werden fiir alle x € N, p  auf ¢} (x) = ¢%(x), wj (x) = w(x), und 7¢, (x) = 7¢(x)
gesetzt, allerdings bleibt V) (x) = VO(x) fiir alle x € A, ;. Auerdem suchen wir in jedem Zeitschritt n
weiterhin V;* € S p, aber wj € Dgﬁ, cp € Dgfh und %fh € De . In den Teilschritten 1.) und 2.) werten
wir die rechte Seite mit Hilfe von TI5V," ! statt V;"~! aus. AuBerdem werden 1.)-3.) unabhingig auf den
Knoten Ne p j statt N j, gelost. In 4. ersetzen wir fiir die Auswertung der rechten Seite F ebenfalls V" -1
durch Hngl_l. Da c} € DZ,% und w} € DZ,’“,; ist damit der gesamte Ionenstrom Ij,, konstant fiir ein

Lagrange-Element E des Tetraeders K € Qg ist.

4.5.3 Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz

In diesem Unterabschnitt fassen wir zunéchst die spezifischen numerischen Konfigurationen fiir folgende
numerische Experimente zusammen. Dann untersuchen wir unterschiedliche Aspekte, dabei orientieren
wir uns an der Untersuchung aus Unterabschnitt 4.4.2. Daher gehen wir in folgender Reihenfolgen vor.
Wir beginnen mit der Aktivierungszeit t,.;. Dann betrachten wir die Dauer der Aktionspotentiale tapp
genauer. Im Anschluss untersuchen wir den Verlauf der Transmembranspannung V. Neu in diesem Ab-
schnitt ist die Betrachtung der Kalziumionenkonzentration Ca, der Dehnung in Faserrichtung ~¢ und
der Verliufe der Volumenkurven des linken Ventrikels LV und des rechten Ventrikels RV. Die Anderung
der Volumen erfolgt aufgrund der Kontraktion. Zuletzt untersuchen wir die Effizienz der verwendeten
Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS.
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Numerischer Versuchsaufbau

Wie in der numerischen Untersuchung im vorherigen Abschnitt 4.4, verwenden wir zur Berechnung des
EMM 4.1 den Biventrikel aus [42]. Allerdings wird hier die spannungsfreie und durch die Klappen ergénzte
Variante verwendet. Vergleicht man die Biventrikel aus Abbildung 4.6 mit der spannungsfreien Variante
in Abbildung 4.14 wird der Unterschied anhand der eingefallenen Ventrikel deutlich. In Tabelle 4.13
ist die Beziehung zwischen dem Ortslevel und den Gittergréfien sowie die Beziehung von Zeitlevel zu
tatsdchlicher Zeitdiskretisierung dargestellt. Dabei sollte beachtet werden, dass die Ortslevel im Vergleich
zu der Studie mit der Elektrophysiologie ohne die Mechanik um eins verschoben sind, d.h. das Ortslevel

¢ =1 in diesem Unterabschnitt entspricht dem Ortslevel ¢ = 2 in dem vorherigen Unterabschnitt 4.4.2.

Tabelle 4.13: Gittergrofien fiir die verschiedenen Ortslevel ¢ des Biventrikels fiir die voll gekoppelte elektro-
mechanische Rechnung (EMM )und die Zeitdiskretisierung mit Zeitlevel j. Dabei ist Az die Lange zwischen

zwei Gitterpunkten in mm gemessen.

{ min Az max Az # Zellen # Eckpunkte Jj At (ms)
O 1 02297  4.0145 1157248 234573 0 0.400
1 0.200
Qp 1 0.2348 4.0145 1054528 214765 2 0.100
2 0.1174 2.0073 8436 224 1561819 3 0.050
3 0.0587 1.0036 67489792 11870903 4 0.025
4 0.0294  0.5018 539918336 92475759

Fiir eine detaillierte Konvergenzuntersuchung verwenden wir wie im vorherigen Unterabschnitt die ver-
einfachte Anregung. Wie in Abbildung 4.14 (links) dargestellt, wird hier nur in einem kleinen Bereich
am endokardialen Apex stimuliert. Fiir die vereinfachte Anregung verwenden wir T' = 0.6 s, damit das

Rechengebiet vollstdndig de- und repolarisiert. Die Randflachen I'p und I' fiir die Randbedingungen des

[ K¢
an

l—‘C.LV

. l—‘C.R\/

Abbildung 4.14: Anregungsbereich (g, fiir die vereinfachte Anregung im spannungsfreien Zustand des
biventrikuldren Gebietes (links). Die Randflichen I'y und I'c = T'cry U I'c,v des spannungsfreien
Gebietes Oy = Q aus [37] (rechts).
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EMM 4.1 sind in Abbildung 4.14 dargestellt. Fiir die Ortsdiskretisierung der Mechanik beschrianken wir
uns auf die Verwendung des Ortslevels ¢ = 1. Die Verfeinerungen der N&herungslosungen im Ort beziehen
sich immer auf die Verfeinerung des Gitters fiir die Elektrophysiologie. In der Zeit werden zunéchst sowohl
die Mechanik, als auch die Elektrophysiologie mit der gleichen Zeitschrittweite gelost.

Wir untersuchen die Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS. Die Auswertungspunkte z; in diesem Unterab-
schnitt wurden so nah wie moglich an den Auswertungspunkten aus Unterabschnitt 4.4 gewéahlt. Da die
Ergebnisse in den Auswertungspunkten zj fiir K = 2,...,9 dhnlich sind, beschrinken wir uns an dieser

Stelle darauf analog zu Unterabschnitt 4.4 die Auswertung fir zg zu préasentieren.

Aktivierungszeit

In Tabelle 4.15 sind die Aktivierungszeiten t,.; der Naherungslésungen des EMM fiir SI-SVI, SI-OC und
GS gegeben. Mit SI-SVI verkleinert sich die Aktivierungszeit fiir ein festes Zeitlevel mit jeder Verfeinerung
im Ort und fiir ein festes Ortslevel auch mit jeder Verfeinerung in der Zeit. Fiir SI-OC und GS vergréert
sich die Aktivierungszeit fiir die Verfeinerung im Ort mit festem Zeitlevel, wihrend ¢, fiir festes Ortslevel

mit jeder Verfeinerung in der Zeit kleiner wird.

Tabelle 4.14: Differenzen der Aktivierungszeiten ¢,¢ in ms der benachbarten Ortslevel (links) und Zeitlevel

(rechts) in zg der Naherungslosungen von EMM.

=3 -t =1 o
SI-SVI  SI-OC GS SI-SVI ~ SI-OC GS

=2 -—3.049 10.017 —4.387 Jj=1 -8262 —8594 —20.745
—2.705  6.367 2.732 j=2 —2446 —2.552 —11.644

{=4 —1.458 2.891 2.002 j=3 -0394 -0.392 —6.527

Zur Untersuchung der Konvergenz betrachten wir zunéchst die benachbarten Differenzen in Ort und Zeit
(vgl. Tabelle 4.14). Fiir die benachbarten Differenzen im Ort wird wie in Unterabschnitt 4.4 das Zeitlevel
j = 3 gewahlt. Das Verfahren SI-SVI hat benachbarte Differenzen im Ort, die zwar kleiner werden, aber
sich erst mit der zweiten Verfeinerung im Ort halbieren. Aufgrund der negativen Werte der benachbarten
Differenzen vom SI-SVI néhert sich die Aktivierungszeit im Ort von rechts einer asymptotischen Losung
an. Fir SI-OC halbieren sich die benachbarten Differenzen fiir jede Verfeinerung im Ort fiir das festes
Zeitlevel 7 = 3 nahezu, daher konvergiert SI-OC linear im Ort. Hier ist das Vorzeichen der benachbar-
ten Differenzen positiv, so dass die Aktivierungszeit im Ort von links konvergiert. Eine Erkldrung fir
dieses Verhalten ist in Unterabschnitt 4.4.2 zu finden. Betrachtet man die benachbarten Differenzen im
Ort fiir GS verkleinern sich zwar die normierten Werte, aber das Vorzeichen wechselt. Daher konver-
giert GS beziiglich der Aktivierungszeit nicht im Ort. In [68, 89] wird dieses Konvergenzverhalten fiir
GS vorhergesagt.

Fiir die benachbarten Differenzen in der Zeit wird das Ortslevel £ = 4 festgehalten, welches dem Ortslevel
¢ =5 der numerischen Experimenten zur Lésung des MMOM entspricht. Fiir SI-SVI und SI-OC vierteln
sich die benachbarten Differenzen fiir jede Verfeinerung in der Zeit, so dass beide in der Zeit quadra-
tisch konvergieren. Allerdings sind fiir SI-OC die benachbarten Differenzen in der Zeit anders als im

Ort negativ, d.h. in der Zeit ndhert sich die Aktivierungszeit in jeder Verfeinerung von rechts an eine
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Tabelle 4.15: Aktivierungszeiten ti}fgzs in ms und der relative Fehler nfgfc"tz ® (vgl.(4.10)) der Aktivierungs-
00,00,8

act = 65.056 ms auf dem biventrikuldren Gebiet mit der vereinfach-

zeit beziiglich der Referenzlésung ¢

ten Anregung fiir verschiedene Zeitdiskretisierungsverfahren zur Losung des EMM.

thec® Mact
SLSVI  SLOC G SLSVI  SLOC  GS
(=1 4j=0 82990 53.250 89.736 0.2757 0.1815 0.3794

j=1 175211 45324 78.114 0.1561 0.3033 0.2007
j=2 72572 43.551 72914 0.1155 0.3306 0.1208
j=3 71896 43.407 70.352 0.1051 0.3328 0.0814

(=2 5=0 179.869 65.513 101.352 0.2277 0.0070 0.5579

Jj= 72.192  56.219  80.480 0.1097 0.1358 0.2371
Jj= 69.531 53.745  70.877 0.0688 0.1739 0.0895
Jj= 68.847 53.424  65.966 0.0583 0.1788 0.0140
(=3 j=0 77.849 72554 108.471 0.1967 0.1153 0.6674
Jj= 69.213 63.023  87.135 0.0639 0.0312 0.3394
Jj= 66.680 60.246  75.105 0.0250 0.0739 0.1545

j=3 66.142 59.790 68.698 0.0167 0.0809 0.0560

{=4 5=0 7578 74.219 109.616 0.1649 0.1409 0.6850
j=1 67524 65626 88.871 0.0379 0.0088 0.3661
Jj= 65.077  63.073  77.227 0.0003 0.0305 0.1871
j=3 64.684 62.681 70.700 0.0057 0.0365 0.0868

asymptotische Losung. Fiir GS halbieren sich die benachbarten Differenzen fiir jede Verfeinerung in der
Zeit, d.h. er konvergiert linear in der Zeit. Da die benachbarten Differenzen in der Zeit negativ sind,

néhern auch sie sich von rechts einer asymptotischen Losung.

Wir berechnen mit den Niherungslésungen des SI-OC die Orts-Zeit-Grenzwertlosung 15%°°® = 65.056 ms
wie in Unterabschnitt 4.2.1 erkldrt. In Tabelle 4.15 ist rechts der relative Fehler der Aktivierungszeit

ni:b8 (vgl.(4.10)) aller Niherungslésungen fiir die verschiedenen Verfahren zu finden. Fiir EMM ist der

relative Fehler beziiglich t25°°% fiir die Verfahren SI-SVI und SI-OC im Ort dominant, wihrend fiir
GS der relative Fehler in der Zeit dominant ist. In j = 3 fiir £ = 1,2 ist GS genauer an der Orts-Zeit-
Grenzwertlosung als die andern beiden Verfahren (vgl. Abbildung 4.15 links). Da GS fiir die verwendeten
Zeit- und Ortsdiskretisierungen nicht im Ort konvergiert, verschlechtert sich die Genauigkeit beziiglich
£2%:°°% fiir GS ab ¢ = 3. Hilt man das Ortslevel £ = 4 fest, kann man in Abbildung 4.15 rechts deutlich
die Dominanz des Zeitfehlers fiir GS erkennen. SI-SVI und SI-OC sind deutlich genauer, insbesondere fiir
die kleinen Zeitlevel. In Abbildung 4.15 ist der relative Fehler im Ort fiir festes j = 3 links und in der Zeit
fiir festes ¢ = 4 veranschaulicht. Dabei wird die Dominanz des Ortsfehlers fiir SI-OC und die Dominanz

des Zeitfehlers fur GS deutlich.



4.5. Elektro-mechanische Kopplung 93
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Abbildung 4.15: Der relative Fehler ngi’f beztiglich der Aktivierungszeit aus (4.10) im Ort fir festes
Zeitlevel j = 3 (links) und in der Zeit fiir festes Ortslevel ¢ = 5 fur die Verfahren SI-SVI, SI-OC und
GS mit dem EMM.

Die Dauer der Aktionspotentiale

In diesem Unterabschnitt betrachten wir die Dauer der Aktionspotentiale tppp der Ndherungslosungen
des EMM genauer. Wie schon in dem Experiment in Unterabschnitt 4.4 beobachtet (vgl. Tabelle 4.10)
unterscheidet sich auch tapp der Naherungslosungen des EMM deutlich weniger fiir die drei Verfahren, als

die Aktivierungszeit (vgl. Tabelle B.10). Wir verzichten daher auf eine genauere numerische Untersuchung,.

Der Verlauf der Transmembranspannung

In diesem Unterabschnitt untersuchen wir den Verlauf der Transmembranspannung einer Naherungslo-
sung des EMM. Wir verwenden fiir diese Untersuchung die Lo (tact, Tact )-Norm wie in Unterabschnitt 4.4.2,
damit der Einfluss der Konvergenz der Aktivierungszeit t,.; vernachlassigbar ist. Beispielhaft sind die Ver-
laufe fiir verschiedene Orts- und Zeitdiskretisierung in Abbildung 4.16 fiir das Verfahren SI-OC dargestellt.
Um eine Aussage liber die Konvergenz treffen zu konnen betrachten wir zunéchst die benachbarten Diffe-
renzen (vgl. Tabelle 4.16). Fiir das feste Zeitlevel j = 3 halbieren sich die benachbarten Differenzen im Ort
fiir SI-OC und GS, d.h. die Verfahren konvergieren linear im Ort. Fiir SI-SVI werden die benachbarten
Differenzen im Ort zwar kleiner, konvergieren aber nicht linear. Fiir das feste Ortslevel ¢ = 4 konvergieren

alle drei Verfahren linear in der Zeit.

Tabelle 4.16: Lo(tact, Tact)-Norm der benachbarten Differenzen der benachbarten Ortslevel (links) und
Zeitlevel (rechts) in zg fir Thet = tact + 0.4 der Naherungslosungen von EMM.

- 08 11, — 08 i1l

Jj=3 HVJ S -yt SHcZ(tact,Tw) t=4 HVJ M 8”[12(tact,Tact)
SI-SVI  SI-OC GS SI-SVI  SI-OC GS

f=2 02015 04741 0.2715 j=2 0.1428 0.3729 0.6132
0.1160 0.2597 0.1187 7 =3 0.0618 0.0551 0.3420

¢=4 0.0966 0.1090 0.0717 j=4 10.0284 0.0346 0.1988
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Abbildung 4.16: Der Verlauf der Transmembranspannung V des EMM in zg fiir festes Zeitlevel j = 3
mit Ortslevel ¢ = 1,2,3,4 (links) und fir festes Ortslevel £ = 4 mit Zeitlevel j = 0,1,2,3,4 (rechts)
berechnet mit dem SI-OC und der vereinfachten Anregung. Gestrichelt ist links und rechts die Orts-Zeit-

N . ) S . .
Grenzwertlosung Vo8 in (¢50:°% ¢20:°0% + 0.4) eingezeichnet.

Tabelle 4.17: Der relative Fehler n7:%® des Verlaufs der Transmembranspannung (vgl. (4.10)) der Nihe-
rungslosungen des EMM beziiglich der Orts-Zeit-Grenzwertlosung V8 in der Lo(tact, Tact)-Norm auf

dem biventrikuldren Gebiet T,ct = tact + 0.4 mit der vereinfachten Anregung.

J:4,8
Tact

SI-SVI  SI-OC GS

(=1 j=1 10.0277 0.0676 0.0739
Jj= 0.0161 0.0649 0.0444
j=3 0.0158 0.0600 0.0257
j=4 0.0161 0.0586 0.0199

=2 j=1 0.0219 0.0358 0.0887
Jj= 0.0204 0.0342 0.0419
j=3 0.0123 0.0318 0.0267
j=4 0.0103 0.0308 0.0193

¢=3 j=1 10.0207 0.0226 0.0777
j= 0.0094 0.0206 0.0423
j=3 0.0082 0.0177 0.0207
j=4 0.0084 0.0161 0.0122

¢=4 j=1 0.0161 0.0218 0.0887
Jj=2 0.0097 0.0136 0.0457
j=3 0.0070 0.0112 0.0215
j=4 0.0055 0.0094 0.0103

Wir berechnen die Orts-Zeit-Grenzwertlosung Vo8 (vgl. Unterabschnitt 4.2.1) mit dem SI-OC um eine

Aussage tiber die Genauigkeit der Ndherungslosungen beziiglich des Verlaufs der Transmembranspannung
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treffen zu konnen. Die Genauigkeit messen wir anhand des relativen Fehlers 7)y,qt definiert wie in (4.11).
In Tabelle 4.17 ist 77%% fiir die Néiherungsldsungen V748 des EMM berechnet mit den Verfahren SI-
SVI, SI-OC und GS zu finden. Alle Werte von 7y, sind im einstelligen Prozentbereich. Fiir SI-SVT ist
der relative Fehler im Ort bis £ = 3 dominant, so dass eine Verfeinerung in der Zeit kaum oder wenig
Verbesserung in der Genauigkeit bringt. Allerdings verdoppelt sich ab dem Zeitlevel j = 2 die Genauigkeit
mit der Verfeinerung im Ort. Fiir SI-OC ist erst ab ¢ = 4 eine deutliche Verbesserung der Genauigkeit
in der Zeit zu sehen, wenn diese verfeinert wird. Auch fiir SI-SVT ist der Ortsfehler dominant, allerdings
nicht so ausgepragt, wie beim SI-SVI, so dass im Allgemeinen fiir ein festes Ortslevel zwei Verfeinerungen
in der Zeit notwendig sind um die Genauigkeit zu verdoppeln. Fiir GS ist dagegen der relative Fehler
in der Zeit dominant, da eine Verfeinerung im Ort kaum oder keine Verbesserung in der Genauigkeit
bringt. Allerdings halbiert sich der relative Fehler des GS mit der Verfeinerung in der Zeit. Fiir die
feinste verwendete Zeit- bzw. Ortsdiskretisierung ist die Genauigkeit in Abbildung 4.17 links bzw. rechts
veranschaulicht. Hier wird deutlich, dass SI-SVI das genauste der drei Verfahren beziiglich 7yt ist. In
j =3 ist GS fiir £ = 1,2 genauer als SI-OC, aber ab ¢ = 3 ist der SI-OC genauer als GS. Fiir das feste
Ortslevel ¢ = 4 ist SI-OC fast so genau wie SI-OC. GS ist auf Grund der Dominanz des Zeitfehlers erst
ab j = 4 dhnlich genau, wie die anderen beiden Verfahren. Die Behauptung aus Unterabschnitt 4.4.2,
dass fir j = 4 GS &dhnlich genau wie SI-OC ist, wird hier bestatigt. Insgesamt ist in diesem numerischen
Experiment fiir die Berechnung des EMM SI-SVI das genauste Verfahren beziiglich der Approximation

des Verlaufs der Transmembranspannung.

1072 =3 1072 (=4
6 -@- SI-SVI -@- SI-SVI
-8 SI-0C 8 -8 SI-0C
5 - —-CS ——GS
4 67
0 4 0
SE i
<= 34 =,
2 -
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1 15 2 25 3 35 4 1 15 2 25 3 35 4
Ortsevel ¢ Zeitlevel j

Abbildung 4.17: Der relative Fehler nﬂfc’f beztiglich des Verlaufs der Transmembranspannung aus (4.11)
im Ort fiir festes Zeitlevel j = 3 (links) und in der Zeit fir festes Ortslevel £ = 4 bei der Berechnung des
EMM mit den Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS und der vereinfachten Anregung.

Effizienzuntersuchung

Wie in Unterabschnitt 4.4.2 soll anhand eines Aufwand-Genauigkeit-Diagramms eine Aussage iiber die
Effizienz der Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS getroffen werden. Wir beschrédnken uns wie im ganzen
Abschnitt auf die Auswertung in zg. Genauere Informationen iiber die verwendete Hardware sind in
Unterabschnitt 4.1 zu finden.

Wir beginnen mit der Untersuchung der Effizienz beziiglich der Aktivierungszeit tact. Fur t.e¢ wird die

Genauigkeit anhand des relativen Fehlers n,c¢ aus (4.10) gemessen. In Abbildung 4.18 ist links der
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Abbildung 4.18: Aufwand-Genauigkeit-Diagramm der Aktivierungszeit t,.; des EMM berechnet mit SI-
SVI, SI-OC und GS mit festem Zeitlevel j = 3 (links) und festem Ortslevel £ = 4 (rechts). Der Aufwand
wird anhand der auf #procs= 256 skalierten Rechenzeiten und die Genauigkeit wird durch den Fehler

Neact aus (4.10) bestimmt.

Aufwand zur Genauigkeit fiir das feste Zeitlevel j = 3 und rechts fiir das feste Ortslevel ¢ = 4 in
Beziehung gesetzt. Da fiir SI-SVI und SI-OC der relative Fehler im Ort dominant ist, sind die beiden
Verfahren fiir die kleinen Ortslevel ¢ = 1,2 weniger effizient als GS. Fir EMM schneidet GS beziiglich
Mtact fir das Zeitlevel 7 = 3 sehr gut ab. Fir eine grobere Zeitdiskretisierung ist der relative Fehler
deutlich grofler und damit auch die Effizienz schlechter (vgl. rechts). Hélt man das Ortslevel £ = 4 fest,
ist der Ortsfehler minimiert und die Dominanz des Zeitfehlers fiir GS verschlechtert seine Effizienz. Dann
schneidet SI-SVI, gefolgt vom SI-OC, am besten ab.
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Abbildung 4.19: Aufwand-Genauigkeit-Diagramm des Verlaufs der Transmembranspannung V des
EMM berechnet mit SI-SVI, SI-OC und GS mit festem Zeitlevel j = 3 (links) und festem Ortslevel
£ =4 (rechts). Der Aufwand wird anhand der auf #procs= 256 skalierten Rechenzeiten und die Genau-
igkeit wird durch den Fehler ny,ct aus (4.11) bestimmt.

Ist man an der Approximation des Verlaufs der Transmembranspannung interessiert, sollte die Genauig-
keit anhand des relativen Fehlers 7yact aus (4.11) bestimmt werden. In Abbildung 4.19 wird der Aufwand
gemessen durch die mit 256 skalierte Rechenzeit in Bezug zur Genauigkeit beziiglich 7yt fiir den Verlauf

der Transmembranspannung gesetzt. Auf der linken Seite von Abbildung 4.19 wird das Zeitlevel j = 3
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festgehalten um den Zeitfehler zu minimieren. Fiir die Ortslevel ¢ = 1,2 schneidet GS beziiglich des
relativen Fehlers 7,y und der Rechenzeit besser als SI-OC ab. Aber ab j = 3 ist der relative Fehler
fiir SI-OC kleiner und die Rechenzeit auch nicht wesentlich ldnger. Um den Ortsfehler zu minimieren
halten wir das Ortslevel £ = 4 fest (vgl. Abbildung 4.19 rechts), dann schneidet GS, aufgrund der Domi-
nanz des Zeitfehlers, am schlechtesten ab. Der relative Fehler 7y, ist fiir SI-OC grofer als fiir SI-SVI,
was SI-OC auch nicht durch seine etwas kiirzere Rechenzeit ausgleichen kann. Insgesamt ist SI-SVI das

effizienteste Verfahren fiir die Approximation des Verlaufs der Transmembranspannung.

Vergleich EMM und MMOM

Fiir alle drei Verfahren ist die Aktivierungszeit t,.; der Naherungslosungen des EMM kleiner, als ¢,y der
Néherungslosungen des MMOM (vgl. Tabelle 4.15 bzw. 4.8). Besonders fiir SI-SVI und GS ist ¢, deutlich
kleiner. Wir sehen fiir die Verfeinerungen im Ort und in der Zeit, dass die Aktivierungszeit der Naherungs-
losungen des EMM ein qualitativ dhnliches Verhalten wie die Aktivierungszeit der Naherungslosungen
des MMOM zeigt. Das Konvergenzverhalten von t,.; der Ndherungslosungen des EMM unterscheidet
sich kaum zu dem beobachteten Konvergenzverhalten von t,.; der Ndherungslosungen des MMOM (vgl.
Tabelle 4.14 bzw. 4.9). Da alle Aktivierungszeiten der Naherungslosungen des EMM kleiner als die des
MMOM sind, gilt dies auch fiir t;‘cj;;oo’s; die Abweichung betriagt ~ 2.4%. Die Verkleinerung der Aktivie-
rungszeiten der Nahrundlosungen des EMM verkleinert auch den relative Fehler 7,4 des GS verglichen
zu dem relativen Fehler n;,.4 der Naherungslosungen des EMM.

AuBlerdem weichen die Werte von tApD(VM ,Zg) einer Naherungslosung VM(ZS) des EMM kaum vom
Wert tapp einer Niherungslosung V74 (zg) des MMOM ab.

Fir den Verlauf der Transmembranspannung sehen wir fiir die Konvergenz der Naherungslosungen des
EMM ein dhnliches Verhalten, wie fiir die Naherungslosungen des MMOM (vgl. Tabelle 4.16 bzw. 4.11).
Qualitativ ist das Verhalten des relativen Fehlers 7.t fiir den Verlauf der Transmembranspannung be-
zuglich der Naherungslosung des EMM mit dem der Néherungslosungen des MMOM vergleichbar.

Der Vollstéandigkeit halber haben wir auch die Unter- und Oberschwinger der Néherungslosungen des
EMM untersucht. Die Ergebnisse zeigen nahezu keinen Unterschied zu der Untersuchung in Unterab-
schnitt 4.4.2. Daher verzichten wir an dieser Stelle auf eine detaillierte Beschreibung und verweisen auf
Abbildung 4.11.

Die Aufwand-Genauigkeit-Diagramme der Aktivierungszeit berechnet mit dem EMM (vgl. Abbildung 4.19)
unterscheidet sich kaum von denen berechnet mit dem MMOM (vgl. Abbildung 4.12). Gleiches gilt fiir die
Aufwand-Genauigkeit-Diagramme des Verlaufs der Transmembranspannung. Fiir beide relativen Fehler,
also beziiglich der Aktivierungszeit (niact) und des Verlaufs der Transmembranspannung (7)yaet), ist wie
bei MMOM fiir EMM des SI-SVI das effizienteste Verfahren.

Der Verlauf der Kalziumionenkonzentration und der Dehnung in Faserrichtung

Wir beginnen mit der Untersuchung des Verlauf der Kalziumionenkonzentration Ca einer Naherungs-
l6sung des EMM. Die Kalziumionenkonzentration Ca ist die erste Komponente des Ionenkonzentrati-
onsvektors ¢, d.h. Ca = ¢;. Wie fiir die Ndherungslésungen der Transmembranspannung schreiben wir
Calt* = Caj’e(-,zk).

Wie in den vorherigen Unterabschnitten betrachten wir zu Untersuchung der Konvergenz von Ca des
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EMM die benachbarten Differenzen in Ort und Zeit (vgl. Tabelle 4.18). Fiir das feste Zeitlevel j = 3 hal-
bieren sich die benachbarten Differenzen mit jeder Verfeinerung im Ort fiir SI-OC, d.h SI-OC konvergiert
linear. Fiir SI-SVI werden die benachbarten Differenzen mit jeder Verfeinerung im Ort kleiner, halbieren
sich aber erst ab ¢ = 3 nach ¢ = 4. Auch fiir GS werden die benachbarten Differenzen mit jeder Verfeine-
rung im Ort kleiner, aber sie halbieren sich von ¢ = 3 nach ¢ = 4 nicht. H&lt man das Ortslevel ¢ = 4 fest,
zeigen die benachbarten Differenzen mit der Verfeinerung in der Zeit fiir SI-SVI und SI-OC mindestens
quadratische Konvergenz. Das Verfahren GS zeigt nahezu Halbierung der benachbarten Differenzen in

der Zeit und konvergiert daher linear.

Tabelle 4.18: £5(0,T)-Norm der benachbarten Differenzen der intazelluliren Kalziumkonzentration Ca

in pmol/1 fiir die benachbarten Ortslevel (links) und Zeitlevel (rechts) in zs.

j—4 Hcaa,e,s _ Caa,é—l,s‘

PRV PR NNERE

£2(0,T) £2(0,T)
SI-SVI  SI-OC GS SI-SVI  SI-OC GS
=2 0.0196 0.0552 0.0333 j=2 0.1364 0.0173 0.0692
0.0165 0.0366  0.0114 j=3 0.0032 0.0032 0.0409
=4 0.0089 0.0175 0.0110 7 =4 0.0003 0.0003 0.0229
i=3 —
1073 J 103 t=4
1 14
—(=1 —37=0
—(=2 —j=1
0.8 1 — /=3 0.8 —j=2
N (=4 N j =3
% 0.6+  IF 9 x 0000000 e Caoooos % 0.6 1 _]:4 .
E SRR ¢ Y - N (R U Ca™"
(st Teeh) e 00,00,
E 04 E 94 Cagu asty
@ @
@) ©)
0.2 0.2
0 0
T T T T T T T T T T T T T T
0 0.1 02 03 04 05 06 0 0.1 02 03 04 05 06
Zeit (s) Zeit (s)

Abbildung 4.20: Die Konzentration der Kalziumionen Ca in zg fiir festes Zeitlevel j = 3 mit Ortslevel
¢ =1,2,3,4 (links) und fiir festes Ortslevel £ = 4 mit Zeitlevel j = 0,1,2,3 (rechts) berechnet mit
SI-OC und der vereinfachten Anregung. Gepunktet bzw. gestichelt sind links und rechts die Orts-Zeit-
Grenzwertlosungen in (0,7 bzw. (555, i) dargestellt.

In Abbildung 4.20 ist die Konzentration der Kalziumionen fiir die Verfeinerung im Ort mit einem festen
Zeitlevel (links) sowie die Verfeinerung in der Zeit mit einem festen Ortslevel berechnet mit SI-OC dar-
gestellt. Fiir beide Falle werden die Abstande der Kurven, insbesondere beim steile Anstieg zu Beginn,
mit jeder Verfeinerung kleiner. Der Beginn des Anstiegs unterscheidet sich im Ort deutlich, in der Zeit

kaum. Der tatsédchliche Verlauf der Kurve héangt allerdings nicht wesentlich von der Diskretisierung ab.
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Berechnet man mit Hilfe von Extrapolation (wie in Abschnitt 4.2.1 beschrieben) eine Referenzlésung
auf dem gesamten Zeitintervall (0,0.6) fiihrt dies zu einer verfilschten Extrapolierten in Ort und Zeit.
Wie in Abbildung 4.20 gepunktet eingezeichnet, hat Ca®°*® einen Unterschwinger und Oberschwinger,
der sicherlich in der asymptotischen Losung nicht vorhanden wére. Zunéchst beginnen wir trotzdem mit

dieser Extrapolierten berechnen den relativen Fehler

‘Caj,f,k‘ _ Caoo,oo,k’

£2(0,T)

Jbk . ’

UGN , (4.16)

Hcaoc,oo,k’

L£2(0,T)

in der £5(0,T)-Norm.

Tabelle 4.19: Der relative Fehler néﬁ’g (vgl. (4.16)) der Néaherungslosungen des EMM beztglich der Orts-
Zeit-Grenzwertlosung Ca® 8 in der L5(0, T')-Norm auf dem biventrikuliren Gebiet (links). Der relative
Fehler né’ﬁ’ict (vgl. (4.17)) der Néherungslosungen des EMM beziiglich der Orts-Zeit-Grenzwertlosung

Ca?:ée?ﬁéef in der L2(tca, Tca)-Norm auf dem biventrikuliren Gebiet mit T¢ef = ¢5$f + 0.4 (rechts).

J.£,8 5,0,8
Ca nCa,act

SI-0C SI-SVI  SI-0C GS

(=1 j=1 0.3024 0.0059 0.0076 0.0027
j=2 0.3248 0.0029 0.0042 0.0014
j=3 03277 0.0015 0.0029 0.0008
j=4 0.3269 0.0010 0.0022 0.0006

(=2 j=1 0.1562 0.0061  0.0069 0.0035
7=2 0.1997 0.0030 0.0035 0.0014
j=3 0.2066 0.0016 0.0020 0.0006
j=4 0.2064 0.0008 0.0013 0.0003

(=3 j=1 0.0392 0.0061  0.0069 0.0037
7=2 0.0936 0.0031 0.0032 0.0017
j=3 0.1042 0.0015 0.0016 0.0007
j=4 0.1051 0.0007  0.0009 0.0003

=4 j= 0.0278 0.0082  0.0064 0.0033
7=2 0.0432 0.0030 0.0031 0.0016
7=3 0.0521 0.0015 0.0016 0.0009
j=4 0.0525 0.0008 0.0008 0.0004

In Tabelle 4.17 links wird deutlich, dass sich der relative Fehler nc, fir festes Zeitlevel aber Verfeinerung
im Ort halbiert. Fiir die Verfeinerungen in der Zeit bei festem Ortslevel wird der relative Fehler allerdings
grofler. Hier kommt die Abhéngigkeit der Genauigkeit der Aktivierungszeit t,ct, die auch den Zeitpunkt
des Beginns des Ionenstroms fiir Ca beeinflusst mit ins Spiel.

Da t,ct mit jeder Verfeinerung im Ort grofer wird, konvergiert die Kalziumkonzentration im Ort fir SI-

OC von links nach rechts. In der Zeit verhélt es sich fiir SI-OC allerdings umgekehrt. Hier wird ¢,; mit
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jeder Verfeinerung in der Zeit kleiner, so dass die Kalziumionenkonzentration fiir ein festes £ von rechts
nach links konvergiert. Dieser Zusammenhang spiegelt sich auch in Tabelle 4.17 wieder. Fiir festes j und
Verfeinerung im Ort halbiert sich der relative Fehler nc, nahezu, wéhrend er fiir ein festes Ortslevel ¢
mit Verfeinerung in der Zeit grofler wird.

Da wir die Aktivierungszeit t,.; in diesem Unterabschnitt weiter oben genauer untersucht haben, soll ihr
Einfluss an dieser Stelle nicht berticksichtigt werden. Daher verwenden wir fiir die Genauigkeitsuntersu-
chung &hnlich wie bei der Untersuchung des Verlaufs der Transmembranspannung V' nicht die £5(0,7)-
Norm. Wir definieren hier die L£3(tca, Tca)-Norm mit der speziellen Aktivierungszeit ¢, als den ersten
Zeitpunkt, an dem die Kalziumkonzentration Ca den Wert 0.0002 mmol/] {iberschreitet. Aufierdem ist
Tca = tca+0.4. Die Orts-Zeit-Grenzwertlosung Ca

Oze‘?oTlief wird mit Hilfe der Niherungslosung Ca’*“* mit

ihrem spezifischen Intervall (t%ﬁk, Tz gL, k) berechnet. Dazu wird zunéichst die Orts-Zeit-Grenzwertlésung

tmf mit Hilfe von t] 4% berechnet. Die Orts-Zeit- Grenzwertlosung Ca( ref T,ef ist in Abbildung 4.20 (links)
Ca’” Ca

gestrichelt dargestellt. Dann definieren wir den zugehorigen relativen Fehler

) (trcf Trcf
k. (Fea™Tca ") La(tcaTca) - (4.17)

nCa act " 00,00,k
Ca tref Tref
Cm’

7.4,k 00,00,k
Hca G,0K ik — Ca

Ly (tCayTCa)

Jr.k
(t]zch]wc)

festes Ortslevel und mit der Verfeinerung in der Zeit verdoppelt sich die Genauigkeit bzgl. né’ﬁ ict abl=2
fiir SI-SVI und GS. Fiir SI-OC verdoppelt sich die Genauigkeit erst ab ¢ = 3 fiir alle Verfeinerungen in

In Tabelle 4.19 rechts ist nca act fur die verschiedenen Naherungslosungen Ca zu finden. Fiir

der Zeit mit einem festen Ortslevel. Bei allen Verfahren ist fir ein festes Zeitlevel nur eine leichte Ver-

7,€,8
Ca,act

Ortsdiskretisierung vor allem aufgrund der davon abhédngigen Aktivierungszeit t..; auf die Genauigkeit

besserung der Genauigkeit bzgl. 7 mit Verfeinerung im Ort zu sehen. Damit wird deutlich, dass die
einer Naherungslosung der Kalziumkonzentration hat. Den tatséchlichen Verlauf der Kurve beeinflusst
vor allem die Zeitdiskretisierung. Da die Kalziumkonzentration Ca unabhéngig auf den Eckpunkten des
Gitters gelost wird (vgl. Algorithmus 6 im Anhang) ist dieses Verhalten auch erwartbar. Die Ortsdiskre-
tisierung beeinflusst die Naherungslosung von Ca nur aufgrund der unterschiedlichen N&herungslosungen

der Transmembranspannung V.

Wir haben auch fiir den Verlauf der Dehnung in Faserrichtung v¢ eine detaillierte Untersuchung durch-
gefithrt (vgl. Anhang B.4.4). Dabei erhalten wir fiir den Verlauf von ~¢ dhnliche Ergebnisse beztiglich
Konvergenz und Genauigkeit, wie fiir die Kalziumionenkonzentration. Aufgrund des entkoppelten Losens
von ¢ auf den Knoten (SI-SVI, GS) bzw. Zellmittelpunkten (SI-OC) ist die Genauigkeit de Verlaufs von

¢ vor allem von der Zeitdiskretisierung abhéngig.
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Verlauf der Volumenkurven

In diesem Unterabschnitt untersuchen wir die Volumenkurven des linken Ventrikels LV und des rechten
Ventrikels RV genauer. Die Volumen werden wie in [37] erklirt berechnet. Die Néherungslosungen LV
und RV sind in Abbildung 4.21 fiir SI-OC dargestellt. Wie fiir alle anderen GréBen in diesem Abschnitt
konvergieren die Ndherungslosungen fiir die Volumenkurven berechnet mit SI-OC im Ort von links und

in der Zeit von rechts gegen eine asymptotische Losung.

(=4
160 o -=-, —Ive=1 160 - =-=, —IVj=0
...... RV/(=1 <RV j =0
— V=2 — =1
IZUE I St e i RV (=2 “o4 \ % A | L. RVj=1
E) We=3 7 — V=2
—~ RV(=3 — | \N® 7 | . RV j=2
g 1207 —IVe=4 § 120 V=3
Z | \Wes oS | e RVi=4 E RVj=3
> 00,00 = LVOO,CX)
100 W e 7 100+ o
RV RV
80 0 4
T T T T T T T T T T T T T T
0 01 02 03 04 05 06 0 01 02 03 04 05 06
Zeit (s) Zeit (s)

Abbildung 4.21: Der Verlauf der Volumenkurven LV und RV fiir festes Zeitlevel j = 2 mit Ortslevel

¢ =1,2,3,4 (links) und fiir festes Ortslevel £ = 4 mit Zeitlevel j = 0,1,2,3,4 (rechts) berechnet mit
SI-OC und der vereinfachten Anregung.

Tabelle 4.20: L4(0, T)-Norm der benachbarten Differenzen Volumenkurve LV und RV fiir die benachbarten
Ortslevel (links) und Zeitlevel (rechts) .

j=3 |t -]

(=4 vt -

£5(0,T) £2(0,T)
SI-SVI  SI-OC  GS SI-SVI  SI-0OC GS

(=2 0397 3.526 0.982 j=1 23276 2.4952 5.1393
=3 0635 2154 0.804 j=2 07258 0.7826 3.1535
¢=4 0405 0997 0.638 j=3 01316 0.1357 1.8515

j=3 RV - RV

(=4 ||Rv? — RvITY|

L£2(0,T) £2(0,T)

SI-SVI  SI-OC GS SI-SVI  SI-OC GS

¢=2 0136 4.654 1.119 j=1 27301 3.0796 6.0466
=3 0529 3.045 1.026 j=2 08496 0.9702 3.7672
{=4 0.463 1.533  0.933 j=3 0.1497 0.1632 2.2225

Zur Untersuchung der Konvergenz betrachten wir auch hier die benachbarten Differenzen (vgl. Tabel-
le 4.20 fiir LV und RV). Fiir beide Volumenkurven beobachten wir fiir SI-OC nahezu lineare Konvergenz
im Ort und mindestens quadratische Konvergenz in der Zeit. Fiir SI-SVI konvergieren die Volumenkur-

ven in dieser Konfiguration nicht im Ort aber mindestens quadratisch in der Zeit. Fiir GS sehen wir eine



102 Kapitel 4. Numerische Experimente

Verkleinerung der benachbarten Differenzen mit jeder Ortsverfeinerung, aber keine Halbierung und daher
keine lineare Konvergenz. In der Zeit konvergiert GS nahezu linear.

Aufgrund der Konvergenz in Ort und Zeit berechnen wir die Orts-Zeit-Grenzwertlosungen LV bzw.
RV®>> wie in Unterabschnitt 4.2.1 mit den N&herungslésungen des Verfahren SI-OC. Analog zu den

anderen Grofien in diesem Unterabschnitt definieren wir die relativen Fehler

ISR

(G il

il = ‘ £5(0,7) il = £5(0,7)
Lv ||LVOO’OO||£2(()}T) ’ RV ||RVOO’OO||£2(O,T)

(4.18)

Tabelle 4.21: Der relative Fehler ni\i bzw. 77%1’\[; (vgl. (4.18)) der Néaherungslosungen beziiglich der Orts-
Zeit-Grenzwertlosung LV bzw. RV°°> in der £5(0,T)-Norm auf dem biventrikuldren Gebiet.

0 0
My My

SI-SVI SI-OC GS SI-SVI  SI-OC GS

(=1 j= 0.0453 0.0467 0.0697 0.0428 0.0640 0.0694

j=1 10.0234 0.0712 0.0366 0.0207 0.0893 0.0361
j=2 0.0157 0.0767 0.0200 0.0141 0.0948 0.0203
j= 0.0136 0.0772 0.0116 0.0126 0.0952 0.0134

(=2 45=0 0.0418 0.0061 0.0957 0.0452 0.0154 0.0968
j=1 0.0197 0.0336 0.0440 0.0223 0.0462 0.0442
Jj=2 0.0118 0.0413 0.0163 0.0150 0.0544 0.0172
j=3 0.0097 0.0424 0.0034 0.0132 0.0554 0.0107

{=3 j5=0 0.0371 0.0194 0.1136 0.0417 0.0170 0.1193
j=1 10.0127 0.0102 0.0617 0.0175 0.0168 0.0650
Jj=2 0.0056 0.0188 0.0284 0.0118 0.0263 0.0300
j=3 0.0042 0.0203 0.0098 0.0109 0.0279 0.0129

=4 j= 0.0317 0.0254 0.1166 0.0359 0.0257 0.1232
j=1 0.0082 0.0019 0.0672 0.0138 0.0043 0.0728
Jj=2 0.0037 0.0087 0.0353 0.0109 0.0124 0.0389
j=3 0.0039 0.0100 0.0162 0.0107 0.0138 0.0194

Wie in Tabelle 4.21 zu sehen, verhalten sich die relativen Fehler nry und nry qualitativ sehr &hnlich.
Fiir SI-OC sehen wir eine Halbierung des relativen Fehlers npy bzw. ngry fir ein festes Zeitlevel und der
Verfeinerung im Ort. Halt man dagegen fiir SI-OC eine Ortsdiskretisierung fest, wird der relative Fehler
nLy bzw. nry mit jeder Verfeinerung in der Zeit grofier, was sicherlich am Einfluss der Aktivierungszeit
liegt (vgl. Unterabschnitt 4.5.3). Fiir SI-SVI bringt die Verfeinerung im Ort ab ¢ = 3 fiir ein festes Zeitlevel
eine Verbesserung der relative Fehler nry bzw. nry allerdings keine Halbierung. Anders als fiir SI-OC fiihrt
die Verfeinerung in der Zeit mit einem festen Ortslevel fiir SI-SVI ebenfalls zu einer Verbesserung des
relativen Fehlers. Die Genauigkeit verdoppelt sich sogar beziiglich ny von j =0 zu j =1 und zu j = 2

fiir SI-SVT fiir ein festes Ortslevel. Fiir GS dagegen bringt eine Verfeinerung im Ort fiir ein festes Zeitlevel
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eine Verschlechterung der relativen Fehler nyy und nry. Halt man dagegen ein Ortslevel fest, verdoppelt
sich die Genauigkeit beziiglich 71y bzw. nry (fast) mit jeder Verfeinerung in der Zeit fiir GS.

Fir alle drei Verfahren ist in den Diskretisierungen der Zeit und dem Ort der relative Fehler npy in
Abbildung 4.22 und der relative Fehler ngry in Abbildung 4.23 veranschaulicht.

102 i=3 102 f=4
8 12
-@- SI-SVI -0 SI-SVI
- SI-OC 10 - SI-0C
-GS 1 -G8
6 -
8 ,
35 44 ié 6
4 -
2 -
2 -
0 T T T T T T T 0 l T T T T T T T
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Ortsevel ¢ Zeitlevel j

Abbildung 4.22: Der relative Fehler 77{’6 aus (4.18) im Ort fiir festes Zeitlevel j = 3 (links) und in der Zeit
fiir festes Ortslevel ¢ = 4 bei der Berechnung des EMM mit den Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS und

der vereinfachten Anregung.

1072 §=3 10~2 (=4
-@- SI-SVI 12 4 - SI-SVI
- SI-OC - SI-0OC
8 —-GS 10 ——GS
8 -
6 -
iz E g
4 4
2 27
T T T T T T T 0 - T T T T T T
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Ortsevel ¢ Zeitlevel j

Abbildung 4.23: Der relative Fehler nf{é aus (4.18) im Ort fir festes Zeitlevel j = 3 (links) und in der Zeit
fiir festes Ortslevel ¢ = 4 bei der Berechnung des EMM mit den Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS und

der vereinfachten Anregung.

Wir mochten an dieser Stelle noch einmal betonen, dass fiir die Konvergenz im Ort nur die Verfeinerung
des Elektrophysiologie-Gitters mit der Dehnung in Faserrichtung ~¢ eingeht, da die Mechanik selbst wird

immer auf £ = 1 gelost wird.

4.5.4 Modifizierung der Zeitschrittweiten fiir die Kontraktion

In diesem Unterabschnitt sollen Ideen zur Verbesserung der Effizienz genauer betrachtet werden. Die
Kontraktion des Myokard lauft deutlich langsamer ab, als die Depolarisation der Kardiomyozyten, daher

ist es naheliegend, eine grofere Zeitschrittweite zur Berechnung der Deformation ¢ bzw. der Verschiebung
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u als fiir die Elektrophysiologie zu verwenden. Bisher haben wir die Zeitschrittweite fir die Mechanik
(AtM) immer gleich der Zeitschrittweite der Elektrophysiologie (At®) gewihlt. Wir beginnen mit der
naheliegenden Variante ein feste Zeitschrittweite fiir die Mechanik zu wéhlen, so dass AtM > AtF. Da-
bei bezieht sich das Zeitlevel j weiterhin auf die Zeitschrittweite der Elektrophysiologie At® mit dem
Zusammenhang aus Tabelle 4.13. In diesem Unterabschnitt verwenden wir SI-SVI zur Berechnung der

Néherungslosungen des EMM und wahlen fiir die Diskretisierung im Ort ¢ = 2.

Tabelle 4.22: Untersuchung verschiedener Varianten zur Anpassung der Zeitschrittweite At™ fiir die Me-
chanik fiir das EMM berechnet mit dem SI-SVI in zg. Es wurden 512 parallele Prozesse auf dem HoreKa
verwendet. Die Rechenzeit ist in Stunden:Minuten:Sekunden und die Zeitschrittweiten sind in Millise-

kunden angegeben.

festes At™ adaptives Verfahren
(=2 AP = AL AP =08 AT =16 atMPE=16 atMbes =32

7 =0 Rechenzeit 3:13:24 2:45:55 2:35:11 2:54:31 3:09:22
ne2® 0.2277 0.2277 0.2276 0.2277 0.2277

no28 0.8581 0.8583 0.8585 0.8582 0.8582

ML et 0.1746 0.1784 0.1784 0.1784 0.1784

Nha 0.0418 0.0760 0.1466 0.0418 0.0418

e 0.0452 0.0703 0.1307 0.0452 0.0452

7 =1 Rechenzeit 4:09:22 3:45:22 3:34:23 2:45:12 2:51:43
ne® 0.1097 0.1097 0.1097 0.1097 0.1097

ne28 0.0219 0.0217 0.0214 0.0218 0.0217

e et 0.0061 0.0081 0.0081 0.0081 0.0081

e 0.0197 0.0878 0.1531 0.0197 0.0197

Mo 0.0223 0.0836 0.1370 0.0223 0.0223

7 =2 Rechenzeit 6:38:42 3:21:29 3:42:43 4:05:26 3:59:30
ne® 0.0688 0.0688 0.0688 0.0688 0.0687

nZ28 0.0204 0.0206 0.0207 0.0202 0.0199

Mo 0.0030 0.0057 0.0057 0.0057 0.0057

N 0.0118 0.0922 0.1554 0.0118 0.0118

e 0.0150 0.0884 0.1391 0.0150 0.0150

In Tabelle 4.22 sind die Rechenzeit und die relativen Fehler der verschiedenen Gréflen mit der Verfeine-
rung in der Zeit fiir die Elektrophysiologie gegeben. Wir wihlen AtM = 1.6 ms und At™M = 0.8 ms. Hier
wird deutlich, dass sich der relative Fehler 7,c4 der Aktivierungszeit (4.10) nahezu gleich ist, also unab-
héngig davon welche Zeitschrittweite fiir die Mechanik gewéhlt wird. Fiir den Fehler ny,.¢ des Verlaufs
der Transmembranspannung (4.11) ist erst ab j = 2 ein deutlicher Unterschied zu sehen; insbesondere

fiir AtM = 1.6 ms ist der relative Fehler fast doppelt so groB wie fiir die Variante mit At™M = AtP. Der
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relative Fehler 7cy, act der Kalziumkonzentration (4.17) allerdings ist nur fir j = 0 fur die drei Varianten
der Wahl von AtM gleich. Mit jeder Verfeinerung in der Zeit haben AtM = 0.8ms und AtM = 1.6ms
den gleichen relativen Fehler nca act aber er ist deutlich grofier als fiir AtM = AtE. Am deutlichsten sieht
man einen Unterschied fiir die relativen Fehler nry bzw. nry der Volumenkurven (4.18). Fiur eine feste
Elektrophysiologie-Schrittweite AtE verdoppeln sich nLv und nry von AtM = AtE zu AtM = 0.8 ms und
auch zu AtM = 1.6 ms. Zusammenfassend sind fiir die Aktivierungszeit und den Verlauf der Transmem-
branspannung groflere Zeitschrittweiten von Vorteil, da die Rechenzeit deutlich schneller ist. Sollen aber
auch die Volumenkurven und damit die Mechanik mdoglichst genau approximiert werden, spielt die Wahl

der Zeitschrittweite AtM eine entscheidende Rolle.

Nach der Depolarisation eines Kardiomyozyt folgt die Kontraktion bzw. Systole und mit der Repolarisati-
on auch die Diastole. Es gibt also Zeitfenster wihrend des Herzschlages, wo es keine signifikante Anderung
beziiglich der Deformation des Herzgewebes gibt. Daher liegt es nahe zur Optimierung der Rechenzeit
die Zeitschrittweite AtM adaptiv anzupassen. Dabei withlen wir als Steuerungsgrofie die Maximumsnorm

im Ort der Dehnung in Faserrichtung ||v¢(-,x)|| .. Wir starten mit der Zeitschrittweite At™-P°8 fiir die

Il
Mechanik. Die Elektrophysiologie und auch die Dehnung in Faserrichtung ~¢ wird mit einer festen Zeit-
schrittweite At® gelost. Wenn in einem Zeitschritt des Verfahrens zur Zeitintegration ||yl = 0 ist,
dann verwenden wir AtM = AtM:beg als Zeitschrittweite. Mit dem Skalierungsfaktor a; = 0.8 und der a

priori approximierten maximalen Maximumsnorm 7, = 0.3 ~ max; ||y¢||, wihlen wir AtM = At® fiir

00
17¢)|loo = apye- Hat die Maximumsnorm vom ~¢ einen Wert zwischen 0 und ay7,, interpolieren wir die
Zeitschrittweite entsprechend zwischen At™M:”°8 und At®. Dabei beschrinken wir uns bei den Werten der
interpolierten Zeitschrittweiten auf Halbierungen, so dass fiir AtM:P°® = 1.6ms und At® = 0.1ms die
interpolierten Werte aus der Menge {0.8,0.4,0.2} ms sind. In Abbildung 4.24 sind die Zeitschrittweiten
des adaptiven Verfahrens mit AtM:P®8 = 1.6 ms fiir verschiedene Zeitlevel der Zeitschrittweite At® sowie
in der Zeit berechnet mit dem SI-SVI und Ortslevel ¢ = 2 darge-

stellt. Der starke Abfall der Zeitschrittweite zu Beginn fiir j = 2 kommt aufgrund des Abbruchkriteriums

die zugehorigen Verlaufe von [|ve)]|

17¢]l o, = 0 zu Stande.

At™P8 — 1 6ms

...... el fiir j =0 e — At™ fiir j =0
------ [vell . fiir =1 0.2 ) : — AtM fiir j=1
...... llvell o, fiir j =2 — At™ flir j =2
-2
g 0 g
& e
- <
-1
L:II_I
—0.4 T T T T T 0

T T
0 01 02 03 04 05 06
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Abbildung 4.24: Die Zeitschrittweite At™ und der Verlauf von |ve||, mit AtMP 8 = 1.6ms fiir das
adaptive Verfahren berechnet mit dem SI-SVI und dem festen Ortslevel ¢ = 2.

In Tabelle 4.22 sind die Rechenzeiten und die relativen Fehler der Ndherungslosung de EMM fiir ver-
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schiedene GroBen fiir AtMP8 = 1.6ms und AtMP°8 = 3.2ms zu finden. Wie schon bei der festen Wahl
der festen Zeitschrittweite At™M hat die adaptive Wahl kaum Einfluss auf den relativen Fehler 7,c; der
Aktivierungszeit, den relativen Fehler 7,4 des Verlaufs der Transmembranspannung oder den relativen
Fehler 1, act des Verlaufs der Kalziumionenkonzentrationen. Fiir den relativen Fehler nry bzw. nry der
Volumenkurve des linken bzw. rechten Ventrikels sehen wir im Vergleich zur Variante AtM = At® keinen
Unterschied im relativen Fehler, also eine deutliche Verbesserung zu den Varianten mit fester groferer
Zeitschrittweite. Allerdings ist die Rechenzeit fiir das adaptive Verfahren lidnger, als fiir die Wahl mit
fester aber groferer Schrittweite. Im Vergleich zu AtM = AtP verkiirzt sich die Rechenzeit, vor allem mit

steigendem Zeitlevel, trotz gleichen relativen Fehlers.

Bemerkung 4.4: Fiir das Monodomain-Modell gibt es ebenfalls viele Ideen zur Optimierung der Re-
chenzeit mit Hilfe von adaptiven Verfahren fiir die Zeitintegration, wie z.B. in [21, 83]. Aufgrund der
kurzen Dauer der Depolarisation und Repolarisation ist die Verwendung eines adaptiven Verfahrens in
der Zeit auch naheliegend. Allerdings verzichten wir in dieser Arbeit darauf, da die starke Parallelisierung
im Ort zu Problemen fir adaptive Verfahren in der Zeit fithrt. Die Depolarisation oder auch Repolari-
sation der Kardiomyozyten findet nicht gleichzeitig statt, d. h. die Orte wo eine Verfeinerung numerisch
hilfreich ist, sind {iber das Herz verteilt und d&ndern sich mit der Zeit. Angenommen eine Zelle beginnt zu
depolarisieren und infolge dessen wird die Zeitschrittweite verkleinert. Dann miissen Prozesse, in denen
weder Depolarisation noch Repolarisation stattfindet auf den Prozess mit der kleineren Zeitschrittweite
warten. Oder der Aufwand muss in diesem Moment neu verteilt werden, was ebenfalls Rechenzeit kostet.

Beide Varianten fithren daher wahrscheinlich nicht zu einer Verbesserung der Rechenzeit.



KAPITEL 5

Fazit

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der Arbeit eingeordnet und zusammengefasst.

Grenzen und Perspektiven

Wie in jeder wissenschaftlichen Arbeit gibt es auch in dieser Arbeit Annahmen und Beschrankungen, die

im Folgenden diskutiert werden.

Wir verwenden fiir die Diskretisierung im Ort lineare finite Elemente. Allerdings haben wir in den Stu-
dien dieser Arbeit beobachtet, dass der Ortsfehler fiir die Verfahren ohne zusétzliches Operator-Splitting
dominant ist. In der Literatur wurde schon in dieser Richtung geforscht. Es gibt Veroffentlichungen zur
Verwendung finiter Elemente hoherer Ordnung [122], isoparametrischer finiter Elemente [15, 87] oder auch
adaptiver Verfahren zur Bestimmung des Polynomgrades [53]. In der Finite-Elemente-Software M++ wur-
den im Rahmen des Schwerpunktprogramm 2311 (Projektnummer 465189069) die diskontinuierliche und

Enriched Galerkin-Methoden implementiert, um der Dominanz des Ortsfehlers entgegen zu wirken.

Um den Verlauf der Transmembranspannung ohne den Einfluss der Aktivierungszeit zu untersuchen,
haben wir V' in dem Intervall (fact,tact + 0.4)s betrachtet. Allerdings sind die Unterschwinger in die-
sem Intervall nicht enthalten. Betrachtet man dagegen das Intervall (t,ct — 0.005, taet + 0.4) s ist auch
der Beginn der Depolarisation und damit die eventuell auftretenden unphysiologischen Unterschwinger
enthalten. Allerdings sehen wir in diesem Intervall keine Konvergenz in Ort oder Zeit fiir eines der verwen-
deten Verfahren. Betrachtet man den Verlauf der Transmembranspannung in (¢, —0.005—t,c¢) s genauer,
wird deutlich, dass auch fiir die feineren Ortsdiskretisierungen ohne Unterschwinger am Ubergang von
Ruhepotential zu Depolarisation keine Konvergenz zu beobachten ist. Im allgemeinen zeigt die Theorie
nur, dass die Losung der Transmembranspannung in W¥? liegt. Allerdings benétigt man Stetigkeit der
Losung um punktweise Konvergenz fiir die in dieser Arbeit verwendeten Verfahren zu erhalten. Um dem
entgegenzuwirken sollte eine andere Auswertungsnorm, also keine Punktauswertung, oder die Diskreti-
sierung in Ort und Zeit feiner gewdhlt werden, was die aktuellen Rechenkapazitdten auf dem HoreKa

iibersteigt. Daher haben wir uns dazu entschlossen die Unterschwinger getrennt zu untersuchen und se-
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hen, dass diese ab £ = 4 fiir MMOM bzw. ¢ = 3 fiir EMM fiir alle verwendeten Verfahren vernachléssigbar

sind.

Erst kiirzlich wurde in [41] die Auswirkung unterschiedlicher Kopplungseffekte auf die physiologischen
Eigenschaften der Simulation des Herzschlages untersucht. Die Kopplungseffekte beinhalten wie in dieser
Arbeit die Deformation des Leitfahigkeitstensor o. Zuséatzlich wird beriicksichtigt, dass Kalziumionen
wéahrend der Kontraktion an Troponin gebunden werden und dass es Ionenkanéle gibt, die durch die
Dehnung der Zelle gesteuert werden. Diese Feedback-Mechanismen koénnen problemlos in der Finite-
Elemente-Software M++ integriert werden, um das voll-gekoppelte elektro-mechanische Modell realisti-
scher zu machen und ihren Einfluss auf die Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz zu untersuchen. In [68]
haben wir auch eine komplexere Anregung zur Approximation der Purkinje-Fasern verwendet. Dadurch
wird das Herz in den Simulationen schneller vollstdndig depolarisieren. Allerdings erwarten wir fiir die
Konvergenz und Genauigkeit keinen Unterschied zur vereinfachten Anregung, daher haben wir an dieser

Stelle auf eine genaue Untersuchung verzichtet.

Zusammenfassung der Ergebnisse

Der Fokus dieser Arbeit lag auf der Untersuchung der Konvergenz, Genauigkeit und Effizienz von nume-
rischen Verfahren zur Approximation der Losung des Monodomain-Modell. Anders als in den bisherigen
Studien, wird in dieser Arbeit ein realistisches Zellmodell und Gebiet verwendet. Wir haben auf dem abge-
schnittenen Ellipsoid das Monodomain-Modell gekoppelt mit dem Zellmodell von Beeler und Reuter gelost
und festgestellt, dass klassische Verfahren kombiniert mit dem Ansatz SVI konvergieren und effizienter als
ein Godunov-Splitting sind. Da fiir die Approximation der Transmembranspannung, insbesondere der De-
polarisation, kleine Zeitschrittweiten (< 0.0001s) benotigt werden, gibt es in der Genauigkeit kaum einen
Unterschied zwischen dem impliziten (IE-SVI), linear impliziten (LI-SVI) und semi-impliziten (SI-SVI)
Verfahren. Daher ist SI-SVI aufgrund seiner kiirzeren Rechenzeit das effizienteste Verfahren.

Im Anschluss haben wir auf einem biventrikuldren Gebiet das Monodomain-Modell gekoppelt mit dem
realistischeren Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov mit SI-SVI und GS gelost. Zusétzlich haben wir
das semi-implizite Verfahren modifiziert um die Zellmodelle nicht pro Knoten, sondern pro Tetraeder der
Triangulierung, zu 16sen (SI-OC). Wir haben festgestellt, dass auch in diesem realistischeren Szenario,
das Operator-Splitting GS trotz seiner kiirzeren Rechenzeit nicht beziiglich Konvergenz und Genauigkeit
iiberzeugen kann. Das Verfahren SI-OC zeigt in nahezu allen AuswertungsgréBen gute Konvergenzei-
genschaften und wurde daher verwendet um mit Hilfe von Extrapolation eine asymptotische Losung zu
berechnen. Allerdings ist SI-SVI trotz schlechterer Konvergenzeigenschaften als der SI-OC aufgrund seiner
Genauigkeit und Rechenzeit das effizienteste der hier untersuchten Verfahren.

Die Kopplung zur Mechanik hat in dieser Studie kaum FEinfluss auf die Konvergenzeigenschaften des
SI-SVI, SI-OC und GS beziiglich der Aktivierungszeit und des Verlaufs der Transmembranspannung. Die
Verwendung des deformierten Leitfdhigkeitstensor beeinflusst hauptséichlich die Aktivierungszeit. Fur al-
le Verfahren ist die Aktivierungszeit frither als ohne die Kopplung zur Mechanik. Die Untersuchung der
Kalziumionenkonzentration bestétigt die Abhéangigkeit des Verlaufs von der Wahl der Zeitschrittweite,
wahrend das Ortslevel bzw. die Gitterweite kaum Einfluss auf den Verlauf der Kalziumionenkonzentra-
tion in der Zeit hat. Die Kontraktion wurde mit einer festen Ortsdiskretisierung berechnet, aber die

Zeitschrittweite wurde an die der Elektrophysiologie angepasst. Fiir den Verlauf der Volumenkurven des
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linken und rechten Ventrikels, beobachten wir wie erwartet einen deutlichen Einfluss der Aktivierungszeit.
Mit der Verfeinerung der Grofen der Elektrophysiologie und des Kraftmodells auf mikroskopischer Ebene
beobachten wir ebenfalls die Dominanz des Ortsfehlers fiir SI-OC und die Dominanz des Zeitfehlers fiir
GS. Zusitzlich haben wir zur Verbesserung der Effizienz die Wahl der Zeitschrittweite fiir die Mechanik
genauer untersucht. Dabei hat sich herausgestellt, dass ein einfaches adaptives Verfahren beziiglich der
Fehler unterschiedlicher Groflen genau so gut abschneidet, wie fiir die gleiche Wahl der Zeitschrittweite
der Mechanik und Elektrophysiologie. Allerdings bringt es eine deutliche Verbesserung der Rechenzeit.

Insgesamt helfen die Ergebnisse dieser Arbeit den Rechenaufwand fiir realistische Simulationen und deren

erwartete Genauigkeit beziiglich unterschiedlicher Grofien einzuschétzen.
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ANHANG A

Zellmodelle

A.1 Beeler und Reuter

Beeler und Reuter haben in [8] ein ventrikuldres Zellmodell vorgetellt. Es definiert den dimensionslosen
Gatingvektor w als w = (wy,...,wg) = (d, f,m, h,j,z1) € [0,1]° und die intrazellulire Konzentration
der Kalziumionen ¢ = (Ca) € R;. Die Transmembranspannung V ist in mV gemessen. Der gesamte

Tonenstrom Iion (V, ¢, w) ist die Summe der beiden Einwértsstrome
L(V,e,d, f) = gsdf (V — Es(c)), Ina(V,m, h, j) = (gNamShj + gnac)(V — Exa),

und der beiden Auswartsstrome

0.8(exp(0.04(V +77)) — 1)
exp(0.04(V + 35)) ’

1.4(exp(0.04(V + 85)) — 1) n 0.07(V + 23)
exp(0.08(V + 53)) + exp(0.04(V +53)) 1 —exp(—0.04(V +23))’
mit den Nernst-Potentialen Eg(c) = —82.3 — 13.0287log(c) und En, = 50. Sie sind gemessen in mV.

Damit ist der gesamte Ionenstrom iiber die Membran gegeben durch

Iml (V, CCl) =1

Ix(V) =

IiOH(V7 ) W) = IS(‘/z ¢, d, f) + INa(‘/’ m, h’?.]) + Iﬂn (‘/v .1‘1) + IK(V) :
Wie in [8] sind die maximalen Leitfahigkeiten konstant und gegeben durch
gNa = 4 S/cm2 ,  gnac = 0.003 S/cm2 ,  gs =0.09 S/cm2 ) (A.1)

Die Offnungs- und SchlieBraten o, (V) bzw. B¢ (V)

_ Crexp(Ca(V 4 C3)) + Cu(V + C5) _ Crexp(Cao(V 4 C5)) + Ca(V 4 C5)
eXp(Cg(V + Cg)) + Cr ’ exp(Cg(V + Cg)) + Cr

mit den Parametern C1,...,C7 > 0, vgl.Tabelle A.1, definieren die gewthnliche Differentialgleichung zur

Otk(V)

Br(V) (A.2)

Beschreibung der Gatingvariablen w;

Gy (V,w) = (Gk(m wk)> with  Gr(V,wp) = ax(V) — wi (o (V) + Be(V)) , (A.3)

k=1,....6
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fir K = 1,...,6. Dabei hingen die Gatingvariablen nicht explizit von der intrazelluldren Konzentration
der Kalziumionen c ab.

Die Kalziumionenkonzentration wird durch
0;Ca = Gca(V,Ca,d, f) = =107 "I,(V, Ca,d, f) + 0.07(10~" — Ca), (A.4)
berechnet.

Tabelle A.1: Konstanten zur Definition von oy und Gy, fiir alle Gatingvariablen fiir die Gleichung (A.2).

C 1 C 2 03 C. 4 05 CG C’?

m = a3 0 0 47 1 47 01 -1
Bm =B 40  -0.056 T2 0 0 0 0
ap=as 0126 -025 77 0 0 0 0
Bh=pRs 1.7 0 225 0 0 -0082 1
aj=a; 0055 -025 78 0 0 02 1
B;=pBs 03 0 32 0 0o 01 1
ag=a; 0095 -001 5 0 0 -0072 1
Ba=p 007 -0.017 44 0 0 005 1
af=a; 0012 -0.008 28 0 0 015 1
Br=pB 0.0065 -0.02 30 0 0 02 1
0p, =ag  0.0005 0.083 50 0 0 0057 1
Be, =B 0.0013 -0.06 20 0 0 004 1

s o W s WV -

A.2 ten Tusscher und Panfilov

An dieser Stelle soll das Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov (tTP) [118, 120] fiir eine menschliche
Zelle des Ventrikels vorgestellt werden. Das Modell kann durch einen stretch-gesteuerten Kanal wie in
[60, 117] erweitert werden. In diesem Abschnitt folgen wir fiir die Gatingvariablen der Notation aus der
urspriinglichen Arbeit [118, 120].

Das Modell tTP beriicksichtigt die Ionenkonzentrationen von Kalzium Ca, Cagg, Cagr, Natrium Na und
Kalium K

c = (Ca, Cags, Caggr, Na, K) .
Der Gatingvektor hat n,, = 14 Komponenten
w = (m,h,j,xrl,xrg,xs,s,r, d, f, f27fCa,E,6) .
Der gesamte Ionenstrom iiber die Membran [i,, ist die Summe
Lion(V,e,w,ve) = Ina(V,Na,m, h, j) + Icar.(V, d, f, f2, fca, Cags) + Ixs(V, K, Na, x) + Iio(V, K, r, 5)
+ Ik (V. K, 211, 222) + Ix1(V,K) + Inaca(V, Na, Ca) + Inax (V,Na) + I,ca(Ca)
+ Ik (V. K) + Ibca(V, Ca) + Ipna(V, Na) + Isac(V, 7e) -
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Dabei ist Iy, der Ionenstrom durch die schnellen Ionenkanéle mit
INa(M Naa m, ha J) = GNamghj (V - ENa(Na)) )

und Ic,y, der Kalziumioneneinstrom mit

(V - Vm,CaL)F2 0.250&55 exp ( (V Vi CaL) RT) Cae

Gca ad
T oxp 2V — Virout) =) — 1 caLf f2fc

(A.5)

ICaL(M d7 f7 f2a fCavcaSS) =4

wahrend der Depolarisation. Die folgenden vier Ionenstréme gehoren zu den Kanélen, die spezifisch fiir

das Kaliumion sind

Ixs(V,K, Na, z) = Ggs22 (V — Exs(K,Na)),
I, (V,K, 1, 8) Gtors V — Ex (K)),

K.
IKr(‘/7 Kvxrlver GKr 54mr1xr2 V EK(K))
Ke
Es ist
ax1(V, K)
V.K) = ;
e N UASEN SIAS
mit
0.1
V,K) = ;
ar ) 1+ exp (0.06(—200 + V- EK(K)))
3exp (0.0002(100 + V — Ex (K))) + exp (0.1(—=10 + V — Ex (K)))
Br1(V,K) = :

1+exp(—0.5(V — Ex(K)))
Der Strom verursacht durch den Na-Ca-Tauscher wird durch

exp (VV%)Nagcae —exp ((y— I)V%)Na?’(}aa
+ Nag)(Kmca + Cae) (1 4 ksat exp ((v — 1)V £5))

INaCa(Vva Nav Ca) = kNaCa (K3

mNa;
beschrieben. Die Na-K-Pumpe ist durch

K.Na

Inak (V; Na) = P,
Nak(V: Na) = Frax (Ke + Kumic)(Na + Kpuna) (14 0.1245exp (— 0.1V ) + 0.0353 exp (— V 7))

gegeben. Die folgenden beiden Ionenstrome sind fiir die Plateauphase verantwortlich:

Ca
Kpca + Ca’
V — Ex(K)
L4+ exp (Vapk,1 = V)/Vinpk,2)

IpCa (Ca) = Gpca

IpK(Va K) = Gpk
Auflerdem gibt es die zufallsgesteuerten Kanéle

Inca(V,Ca) = Guea(V — Eca(Ca)) ,
Ipna(ViNa) = Gona (V — Ena(Na)) ,
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fiir die Kalziumionen bzw. die Natriumionen. Zu guter Letzt der optionale stretch-gesteuerte Kanal

V — Esac
1+ ke exp ((— asacyr)

Isac(V,v¢) = Gsac

Die Nernst-Potentiale Ec,(Ca), Exa(Na) und Fk(K) werden wie in Gleichung (2.9) berechnet. Fiir das
Potential Fxs(K,Na) gilt

RT Ke + pKNaNae
Ero(K,Na) = o Jog ¢ PKNa e
Ks( a) I 0g K + prnaNa

Jede Gatingvariable y € {m, h,j,xp1, Tra, Ts, S, 7, d, f, fg} wird durch eine gewohnliche Differentialglei-
chung wie in (2.13) beschrieben. Dazu miissen die Offnungs-(ay,) und Schliefiraten (3,) festgelegt werden.

Fiir eine Gatingvariable y kann (2.13) umformuliert werden zu

 Yeo(V) =y
Oy = Ty(v) ’
mit
ool V) = —- V) (V)= —

ay (V) +6,(V) " ay(V)+8,(V)

Im folgenden werden alle Groflen, die abhéingig von der Transmembranspannung in mV angegeben, d.h.
in exp ((35 + V)/5) haben die Werte 35 und 5 die Einheit mV. Es folgt die Liste der yo (V) und 7,(V)

fiir die verschiedenen Gatingvariablen y:

1 0.1 0.1
m(V) = ( + s
V)= 100 (60— V)/5) \1 + exp ((35 + V)/5) | 1+ exp ((—50 + V)/200)>
1
moo(v) = P
(1 +exp ((—56.86 — V)/9.03)>
0.13(1+exp (—(V+10.66)/11.1) )
_ 0.77 V > —40,
(V) = -1
(0.057exp (= (V +80)/6.8) + 2.7exp(0.079V) + 3.1 - 10° exp(0.3485V)) sonst ,
1
hOO(V) = 2
(1 +exp ((71.55 + V)/7.43))
1texp(—0.1(V +32))
O.6poxp(0.057V) . V> —40,
(V) = (—2.5428-10% exp(0.24444V) —6.948-10 % exp(—0.04391V) ) (V437.78)  0.02424 exp(—0.01052V) o
TTexp(0.311(V +79.23)) Ttexp(—0.1378(V+40.14)) sonst ,
jOO(V) = hOO(V) :

1.4

1+ exp ((—35 — V)/13)
1

T l4exp ((-8-V)/75)"

1.4 1

+0.25) Lo (51 V)/5) 1+ exp (50— V)/20)

(V) = (
doo (V')
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V+27

)2> n 200 180
15 1+ exp ((13-V)/10

) T T o (30 1+ V)/10)

74(V) = 1102.5 exp ( - ( +20,

1

V) = o (20+V)/7)"

(V+ 25)2) 31 N 16
170 * 1+exp ((25—V)/10) = 1+exp ((30+V)/10)’

77,(V) = 600 exp ( -

B 0.67
~ 1+exp((35+V)/7)

f2,00(V) +0.33,

_ 1400 1
\/1 +exp ((5-V)/6) 1 Texp ((—35+V)/15)
1
T ltexp((-5-V)/14)’

+80,

72, (V)

Zs,00(V)

(404 V)2

TT(V):9.5exp(— 1300

1
T 1+exp ((20-V)/6)

)+0.8,

roo(V)

7 (45+V)? 5
TS(V)*%GXP(* 320 )+ 1+ exp ((—20 + V)/5) +3,
1
seo(V) = 1+exp((20+V)/5)’
W) = 450 6
Tea\Y) = I X exp ((—45—V)/10) 1 +exp ((30 + V)/11.5) ’
(v) = :
Pt T ep (26— V)/7)
W) = 3 1.12
Tt T exp (460 — V)/20) 1+ exp ((—60 + V)/20) °
ri20(V) :

T Ttexp ((88+V)/24)

Auch die Gatingvariablen fc, ist durch eine gewohnliche Differentialgleichung von der Form (2.13) be-
schrieben. Allerdings sind die Offnungs- und Schliefraten hier abhéingig von der Kalziumionenkonzentra-

tion Cags statt von der Transmembranspannung V. Es gilt

%0 2 + 2, fCa,oo(Cass) - L +0.4. (Aﬁa)

Cagg Cags )2
1+ (588) 1+ (568)
Die Komponenten R und O gehéren zur Modellierung der Kalziumionenkonzentration. Sie werden genauer
am Ende des Abschnittes betrachtet.

Tfca (Cags) =
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Wie in Abschnitt 2.2.4 erklart wird der zeitliche Verlauf der Ionenkonzentrationen mit Hilfe von ge-
wohnlichen Differentialgleichungen beschrieben. Im Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov wird die
Natriumionenkonzentration durch

1

ONa = —
tINa V.F

(INa(V, Na,m, h, §) + Iona(V, Na) + 3Inax (V, Na) + 3Ixaca(V, Na, Ca)) , (A7)

und die Kaliumionenkonzentration durch

e

oK = —
t V.

(IKl(‘/a K) + INaCa(‘/v Nav Ca) + Ito(vv K; T, 8) + IKr(Va K; Tr1, xr2)

+ Ixs(V, K, Na, 2,) — 2Inax (V, Na) + Ioca(Ca) + Iext) :

definiert. Zur Betrachtung der Konzentration der Kalziumionen werden drei verschieden Konzentrationen

Ca, Cagg und Cagr aufgeteilt. Ihre zeitlichen Verlaufe sind definiert durch

0.Ca=Gea(View) == g (Toea(V.Ca) + Tpca(Ca) = 2xaca(ViNa, Ca))
+ % (Deak(Ca, Casn) = Tup(Ca) + Lter(Ca, Cass) )
0;Casr = Geoasr (V. ¢, W)  =I,,(Ca) — Lo (Casr, Cags, R) — Licak(Ca, Cagr) ,
01Cags = Geass(V e, w) = — ﬁICaL(V, d, f, f2, fca) + %Lel((}asm Cags, R) — %Ixfer(caq Cass),

mit den Ionenstromen

Teax(Ca, Cagr) = Vieak (Cagr — Ca) ,

Vmaxup
fonl ) = e G

L (Cagr, Cags, R) = V;10(Cagg, R)(Cagr — Cass) ,
Iier(Ca, Cagg) = Viger (Cags — Ca) .
Die Variable O gibt den Anteil der gedffneten Kanéle zum Ionenstrom I,¢ an und ist durch die Funktion

— - k1Cads R
e

gegeben. Sie hingt von der Konzentration Cags und dem Anteil der geschlossenen Kanile R vom Ionen-
strom I, ab. Der Anteil der geschlossenen Kanile R wird mit einer gewohnlichen Differentialgleichung
wie die Gatingvariable fc, abhéngig von der Konzentration Cagg aber vom Typ (2.13) beschrieben, so

dass
R = ax(1 — R) — Bx(Cags)R,
mit
agp =ky, pr(Cass) = koCass ,

ist.
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Fiir die Variablen V, ¢ udn w werden noch Anfangswerte benétigt. Wir verwenden fiir alle x € Q int = 0

die Anfangswerte

V0 =_-85.23mV, Ca’=0.00011576, Calg=0.000233, Caly =4.1371, Na® = 9.4148

K° = 136.0009, R’ =098738,  m0=0.0016901, h° = 0.74684, 30 =0.74622,
2%, = 0.00021327, 2%, = 0.4719, 20 = 0.0033368, 0=1, 0 =2.3886-107%,
d® =3.3409-10"%,  f9=0.95972, f9=0.99949,  f2, =0.99996, 0’ =o.
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Tabelle A.2: Parameter vom ten Tusscher-Panfilov Zellmodell.
Beschreibung Wert
Gaskonstante R = 8314.472 mJK 'mol !
Temperatur T=310K

Faraday-Konstante

Valenz der verschiedenen Ionen
Vin,caL

Vin,pK,1

Vin,pK 2

Extrazellulire KT Konzentration
Extrazellulire Na®™ Konzentration
Extrazellulire Ca?t Konzentration
Zytoplasma-Volumen

maximale Iy, Leitfdhigkeit
maximale I,y Leitfdhigkeit
maximale Iks Leitfadhigkeit
maximale [, Leitfahigkeit
maximale [, Leitfadhigkeit
maximale I Leitfdhigkeit
maximale I,k Leitfahigkeit
maximale N, Leitfahigkeit
maximale Iy,¢, Leitfadhigkeit
maximale I,c, Leitfahigkeit
maximale Inaca Leitfdhigkeit

spannungsabhéngiger Parameter von Inaca

Faktor zur Verstdrkung der Stromrichtung nach Auflen fir Inaca

Sattigungsfaktor Inaca

halbe Sattigungs-Konstante von Na fiir Inaca
halbe Sattigungs-Konstante von Ca fir Ixaca
halbe Sattigungs-Konstante von K, fiir Inak
halbe Sattigungs-Konstante von Na fiir Inax
halbe Sattigungs-Konstante von Ca fiir Jpca
relative Iis Durchlissigkeit von Na®
Volumen im Unterraum

Volumen des Sarkoplasmatischen Retikulums
maximale [,y Leitfdhigkeit

maximale I, Leitfahigkeit

halbe Séttigungs-Konstante von I,
maximale I, Leitfdhigkeit

maximale s, Leitfahigkeit

R nach O und RI nach I I, Ubergangsrate
O nach I und R nach RI I, Ubergangsrate
O nach R und I nach RI I, Ubergangsrate

I nach O und RI nach I I,,; Ubergangsrate

F = 96485.3415 C/mol
z=1fir Naund K, z = 2 fiir Ca
15 mV

25 mV

5.98 mV

K. = 5.4 mM

Na, = 140 mM

Ca. = 2 mM

V. = 0.016404 mm?

GNa = 14.838 nS/pF

Gear, = 3.98-107° cm3pF—1s!
Gks =0.098 nS/pF

Gto = 0.294 nS/pF

Gkr = 0.153 nS/pF

Gk1 = 5.405 nS/pF

Gpk = 0.0146 nS/pF

Gixa = 0.00029 nS/pF

Gpca =0.000592 nS/pF

Gpca = 0.1238 nS/pF

knaca =1.0 pA/pF

= 0.35
a =25
ksat == 01

Kuna, = 87.5 mM
Kmca = 1.38 mM

Kok =1 mM
Kouna = 40mM
Kpca = 0.0005 mM
PKNa = 0.03

Vas = 5.468¢~° mm?

Var = 0.001094 mm3

Vieak = 0.00036 mM /ms
Vimaxup = 0.006375mM /ms
Kyp = 0.00025 mM

Viel = 0.102 mM /ms

Viter = 0.0038

ki =0.15

ko = 0.045
ks = 0.06

ky = 0.005s71




ANHANG B

Numerische Experimente

B.1 Vergleich mit Niederer Benchmark

Zur Verifizierung der Implementierung in M++ wird der Benchmark von Niederer et al. [81] verwendet.
Dazu wird ein Rechteck mit den Kantenldngen 20 x 7 x 3mm in einem 1.5 x 1.5 x 1.5 mm groflen Wiirfel

angeregt (vergleiche Abbildung B.1). Analog zu der Bezeichnung in [81] werden die Auswertungspunkte

mit P1,..., P9 statt wie sonst in dieser Arbeit mit z; benannt.
P —A P8
! -
| .-
: ””_—
‘ -
P2#--------oo oo PO - e P4
7 —'.‘
P5 ” —=" 7
| "”” g «éf
2 ’,f", c@)
}/7: _--
- 20mm
Ple= 3

Abbildung B.1: Rechteckiges Referenzgebiet € fiir den Benchmark von Niederer et al. [81] mit Anre-

gungsbereich (grau), Auswertungspunkten und Auswertungsdiagonale (blau gestrichelt).

Abbildung B.2: Tetraeder-Gitter fiir die Gitterweite hg = 0.5 mm mit Anregungsbereich.

In diesem Benchmark wird das ten Tusscher-Panfilov Zellmodel (tTP) verwendet [118, 120]. Die Fasern

119
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sind entlang der ldngsten Kante ausgerichtet. Die Wahl der Konstanten fiir das Monodomain-Modell ist in
Tabelle B.1 zusammengefasst. Die Anfangswerte und Konstanten fiir das Zellmodell sind im Anhang A.2
zu finden. In Abbildung B.2 ist das Tetraeder-Gitter fiir die Gitterweite Az = 0.5 mm mit dem Anregungs-
bereich Qgim abgebildet. Fiir die Ortsdiskretisierung werden Gitter mit Gitterweiten Az = 0.5,0.2,0.1 mm
und fiir die Zeitdiskretisierung die Zeitschrittweiten At = 0.05,0.01,0.005 ms verwendet.

Die Ergebnisse der verschiedenen Softwaretools werden im Benchmark anhand der Aktivierungszeiten
iiber der Diagonale zwischen P1 und P8 verglichen, wobei hier der Grenzwert v,y = 0 gesetzt wird
(vgl. Abschnitt 4.2.2). In Abbildung B.3 ndhern sich die Aktivierungszeiten im Ort von unten an den
Grenzwert an und sind vergleichbar mit den Ergebnissen der Chaste-Gruppe [88, 92].

0 At AT taee(, P8)
Tarob 005 05  36.1500
Az —01 0.2 40.5000
100 0.1  41.9000
B 0.0l 05  36.0400
3 0.2 40.3200
B 0.1  41.7100
0.005 05  36.0450
0.2 40.3200
0 ‘ w ‘ | 0.1  41.7050

0 5 10 15 2

length [mm]

Abbildung B.3: Die Aktivierungszeit t,.; auf der Diagonalen P1 P8 fiir die verschiedenen Gitterweiten
mit festem At = 0.005ms fiir gegléttetem Iy aus (2.25) (1) und allen Aktivierungszeiten tact(-, P8) (r).

Tabelle B.1: Konstanten fiir den Benchmark von Niederer et al. [31]

A /V-Verhiltnis B =140 mm~?

Membrankapazitat Cm = 0.01 pFmm ™!

longitudinale Leitfdhigkeit o1 = 133.4177215 Smm ' = AV 'mm™!
transversale Leitfdhigkeit oy = 17.60617761 Smm ™!

Anfangswert Transmembranspannung V (tg) = —85.23 mV
Dauer des externen Stimulus 7 =0.002 ms

Amplitude des externen Stimulus a = 50000 pA cm—3
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B.2 Parameter und Konstanten fiir numerische Simulationen

Fiir alle numerischen Experimente ist das Gebiet  ist in mm gemessen. Wir withlen 3 = 140 mm™—!
fiir das Oberfliche-zu-Volumen-Verhiltnis. Die Kapazitit der Membran pro Fliche ist C, = 0.01 - 1076

F/mm?.

B.2.1 Auf dem abgeschnittenen Ellipsoid

Die Abbildungen und Werte aus diesem Abschnitt sind aus Lindner u. a. [68].

Fiir die den Leitfahigkeitstensor o aus (2.24) verwenden wir die Konstanten
Dy = 0.0001334177215 Smm ™", Dy = 0.00001760617761 Smm ™" .

Die Gitterdaten und die Faserrichtungen sind zugénglich als Dateien in data/monodomain/Orientation.vtu
im Git-Repository [67]. Die externe Anregung Iox; wird durch die Amplitude a(x) = 30 uA/cm? fiir alle
X € Qgtim, den Skalierungsfaktor sey = 4, die Startzeit theg,1 = 0.0 und die Anregungsdauer 71 = 0.002
festgelegt. In Abbildung B.4 ist die Abhéngigkeit der zeit-stetigen Version von I,y vom dem Skalierungs-
faktor Seyt fiir einen Punkt in Qi mit fester Amplitude und Anregungsdauer dargestellt. Die Lange loxc

entspricht der Gitterweite der Triangulierung €2;, mit Ortslevel £ = 0.

20 +

Soxt = 4
— Sext = 10
—— Sext = 50

Abbildung B.4: Der geglittete externe Stimulus Sexy mit @ = 20, tpheg = 0, 7 = 2 fiir verschiedene
Skalierungsfaktoren sqy; und ein Beispiel zur Veranschaulichung der Wahl von Q. (links). AuBlerdem

rechts die Darstellung des ganzen Ellipsoid und der Faserrichtungen der abgeschnittenen Variante.
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Tabelle B.2: Auswertungspunkte im abgeschnittenen Ellipsoid, vgl. Abbildung. 4.1.

Punkt Beschreibung

= (0.0,0.0 ,-17.0) Gitterpunkt am Apex am Endokard, angeregt
zo= (0.0,0.0 ,-20.0) Gitterpunkt am Apex am Epikard
z3= (0.88,3.28,-16.95 )  Gitterpunkt in der Wand auf mittlerer Hohe des Ellipsoid
z4= (0.2, 0.2, -17.4) neben dem Gitter nahe bei z;
(0.1, 0.1, -19.8) neben dem Gitter nahe bei zo
(-0.98,-3.3,-16.2) neben dem Gitter nahe bei z3
(-1.6, 4.5, -15.8 ) neben Gitter in der Myokardwand,
gegeniiber (y-Richtung) von zg

Tabelle B.3: Rechenzeit fiir eine verschiedene Anzahl von parallelen Prozessenmit dem (SI-SVI) Ansatz,

festem Ortslevel £ = 3 und festem Zeitlevel j = 3 auf dem abgeschnittenen Ellipsoid.

Anzahl der Prozesse ‘ 64 128 256 512 1024

Rechenzeit (Stunden:Minuten:Sekunden) ‘ 1:10:49 31:54 15:54 8:33 5:11

B.2.2 Auf dem biventrikularen Gebiet

Fiir die vereinfachte Anregung verwenden wir fiir die externe Anregung I die Amplitude a(x) =
30 pA /em? fiir alle x € Qgtim, den Skalierungsfaktor sey; = 4, die Startzeit tbeg,1 = 0.0 und die Anregungs-
dauer 7, = 0.003. Wie in [41] wird die Leitfahigkeit aus (2.24) durch o; = 0.000280 bzw. o; = 0.000182

jeweils in Smm~! festgelegt. Die Daten der Auswertungspunkte z; sind in Tabelle B.4 gegeben.

Tabelle B.4: Auswertungspunkte im biventrikularen Gebiet, vgl. Abbildung. 4.7 links.

Punkt Beschreibung
= ( 80.2251,-39.2528,-8.70475 ) am Endokard an der Herzspitze, angeregt
zo= (22.5562, -16.1836, 51.2538) im Inneren der Mittelwand ganz oben
z3= (55.1275, -62.8303, -2.31392 ) rechtes Ventrikel nahe der Herzspitze am Epikard
z4= (31.6603, -22.5237, 43.4785 ) im Inneren der Mittelwand unterhalb von z,
= (140.97, -27.82665, 32.6637) im Inneren der Mittelwand unterhalb von z4
= (149.55725, -35.89105, 20.56925) im Inneren der Mittelwand unterhalb von zs
z7= (57.5324, -41.6609, 10.48984 ) im Inneren der Mittelwand nahe Herzspitze
z5=(90.6782, -6.753375, 35.5807) linkes Ventrikel im Inneren der Wand, mittlere Hohe
=(68.47675, 10.1118, 65.6893) linkes Ventrikel im Inneren der Wand, weiter oben

B.3 Besonderheiten fir das ten Tusscher-Panfilov Zellmodel

Fir das Zellmodell von ten Tusscher und Panfilov aus 2.2.7 gibt es beim Aktualisieren der Ionenkonzen-

tration Folgendes zu beachten. Fiir jeden Zeitschritt werden die Natrium- und Kaliumionenkonzentration
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wie in Abschnitt 3.3 in Gleichung (3.17) beschrieben aktualisiert. Fiir die drei Konzentrationen der Kal-
ziumionen Ca, Cags und Caggr wird an dieser Stelle die Aktualisierung erkliart. Fiir alle Zeitschritte
n =1,..., N berechnen wir die Aktualisierungen Caj,, Cagg ;, und Cagy ; mit Hilfe folgender Gleichun-

gen. Sei X € {Ca, Cagg, Cagr }, dann

Bufy X!
Xph 4 Koux

bx = Bufy — Xpug —dX" — Xn -1, + Kpufx,

Xbuff =

cx = Kpuix (Xpug +dX" + Xn — 1),
1
X = i(w/b%{ +4ex —bx>,

mit den Konstanten Bufa,, Bufcass, Bufcasr, Kputca, Kbutcass und Kpufcasr, SOWie

dCa" := At G(;a(Vh"_l7 cz_l, W),
dCagg = At GCaSS(thfl,cnf
e

dCagg = At Goasr (Vi ™ i ™t wh)

h
c, L, wp).

B.4 Erganzungen zu den numerischen Experimenten

B.4.1 Reihenfolge fiir das Splittingverfahren

In der Benchmark Konfiguration auf dem abgeschnittenen Ellipsoid aus 4.3.1 haben wir fiir das linear im-
plizite Verfahren (LI-SVI) numerisch getestet, welche Reihenfolge fiir die Teilprobleme numerisch genauer
ist. In Tabelle B.5 sind die Differenzen zur Referenzlosung VEe! in der £2(0,7)-Norm im Auswertungs-

punkt zg gegeben. Fiir verschiedene Orts- und Zeitlevel unterscheiden sich die Differenzen kaum.

Tabelle B.5: Vergleich der Reihenfolge mit dem linear impliziten Verfahren(LI-SVI) fiir verschiedene
Ortslevel und Zeitlevel verglichen mit der Referenzlésung ||V7¢(-, z6) — Vi$' (-, 26) || 2, 0,7) in 26. Die Néhe-
rungslosungen wurden auf dem abgeschnitten Ellipsoid berechnet und das Monodomain-Modell mit dem

Zellmodell von Beeler und Reuter gekoppelt.

V-ew V-w-¢ w-¢-V. w-V-¢ cV-w cw-V

(=3 j5=3 02792 0.2794 0.2794 0.2792 0.2794 0.2792
j=4 02329 0.2330 0.2330 0.2329 0.2330 0.2329
{=4 353=3 01138 0.1140 0.1140 0.1138 0.1140 0.1138
j=4 00621 0.0622 0.0622 0.0621 0.0622 0.0621

B.4.2 Konvergenzuntersuchung auf dem biventrikulidren Gebiet

In diesem Unterabschnitt befinden sich ergénzende Abbildungen und Tabellen zu Unterabschnitt 4.4.
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in zg with j =3 inzg with j =3

e O SLSVI (=2 N SLICI ¢=2
= —SLoC (=2 = —GS (=2
E | . | sLsvi e=3 & | TN | SLICI ¢ =3
E —SLOC (=3 3 —GS (=3
ER e B | A N AR SLSVI e=4 2 | N | e SLICI ¢ =4
g —SLOC (=4 & —GS f=4
z SLSVI (=5 Z SLICI ¢ =5
z SLOC (=5 £ GS (=5
2 —50 E
& g
g g
& =

—100 1 T T T T T T T T T T T T T
01 02 03 04 05 06 0 01 02 03 04 05 06
Zeit (s) Zeit (s)

Abbildung B.5: Die Transmembranspannung fiir verschiedene Ortslevel ¢ berechnet mit dem SI-SVI und
dem OC (links) und SI-ICT und GS (rechts).

in zg with £ =4 in zg with £ =4
...... SI-SVI j =0 «e SFICT j =0

= 20 —SIOC j=0 & —GS j=0
S - A SI-SVI j=1 E 0 SIICT j=1
R —SIOoC j=1 & —GS j=1
I S T sLsvi j=2 £ | ¥ 0TS\ @00 | SLICI j =2
5 —20 —SLOC j=2 & —GS j=2
a SI-SVI j =3 g SI-ICI j=3
£ 404 SLOC j=3 £ GS j=3
5 —60 | 5
g g
g _go =

T T T T T T T T T T T T T T

0 01 02 03 04 05 06 0 01 02 03 04 05 06

Zeit (s) Zeit (s)

Abbildung B.6: Die Transmembranspannung fiir verschiedene Zeitlevel j berechnet mit dem SI-SVI und
dem OC (links) und SI-ICI und GS (rechts).

Tabelle B.8: Die Werte von HVj (-, z8) H Lo(fact.Taot) auf dem biventrikuldren Gebiet mit der vereinfachten
Anregung fiir verschiedene Zeitdiskretisierungsverfahren und Diskretisierungen in Ort und Zeit mit T, =
tact +0.4.

‘}Vj’é(.’ Z8) HEQ (tact,Tact)

SI-SVI  SI-OC GS

(=2 j= 15.9863 16.5657 15.6595
j=1 16.0843 16.7487 15.8068
j=2 16.1198 16.7404 15.9467
j=3 16.1307 16.7389 16.0467

(=3 j= 16.0548 16.3629 15.4972
j=1 16.1651 16.4527 15.8729
j=2 16.2046 16.4931 16.0550
j=3 16.2179 16.4880 16.1797

(=4 5= 16.0912 16.2038 15.3773
j=1 16.2266 16.3430 15.7498
j=2 16.2602 16.3830 16.0199
j=3 16.2731 16.3770 16.1696

¢=5 7=0 161157 16.2033 15.3790
j=1 16.2683 16.2916 15.7505
j=2 16.2933 16.3288 15.9942
j=3 16.3023 16.3408 16.1443
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Tabelle B.6: Extrapolierte der Aktivierungszeit t,. fiir SI-OC in den verschiedenen Auswertungspunkten

auf dem biventrikuldren Gebiet.

J,00,k oo, L,k 00,00,k
tact tact tact

zo 0.1212 0.1120 0.1211
zz 0.0435 0.0409 0.0435
z4 0.1040 0.0963 0.1040
zs 0.0832 0.0771 0.0832
z¢ 0.0603 0.0566 0.0603
z7 0.0417 0.0389 0.0417
zg 0.0666 0.0641 0.0666
zg 0.1213 0.1163 0.1213

Tabelle B.7: Extrapolierte der Ndherungslosung in der ij,e‘ Cata o) berechnet mit dem SI-OC in
den verschiedenen Auswertungspunkten z; fir £k = 1,...,9 auf dem biventrikuldren Gebiet und Tyhet =
tact +0.4.
HVkJ’m‘ Lo (tact Tact) H o oty 1 st i)

Zo 15.3058 15.3781 15.2772

Z3 16.8505 16.9207 16.9843

Z4 15.6766 15.7092 15.6450

Z5 15.9713 15.9783 15.9595

Zg 16.3916 16.4166 16.3952

Z7 16.8578 16.8566 20.6405

Zs 16.2972 16.3218 16.2846

Zg 15.2828 31.1520 61.2429

B.4.3 Rechenzeit der einzelnen Verfahren auf dem Biventrikel

Um den Rechenaufwand fiir die verschiedenen Verfahren abschétzen zu kénnen haben wir fir £ = 2,3,4
und 7 = 0 mit 64 parallelen Prozessen 5 mal das Monodomain-Modell mit den verschiedenen Verfahren
gelost. Die Ergebnisse sind in Tabelle B.9 zusammengetragen. Jeder Wert ist der Durchschnitt {iber die
5 Rechnungen. Die Gesamtdauer unterscheidet sich von der Summe der Zeitschritte, da beispielsweise das
Schreiben ins Auswertungsdokument aus der durchschnittlichen Rechenzeit pro Zeitschritt ausgenommen
wurde. Fiir den GS kann aufgrund der Implementierung die Dauer fiir das Losen der Ionenkonzentrationen
und Gatingvariablen nicht getrennt ausgegeben werden. Daher wurde die Dauer fiir das Losen von bei-
den Teilproblemen halbiert um eine bessere Vergleichbarkeit mit den anderen Verfahren zu haben. Dabei
sind die absoluten Werte weniger interessant, als die Abweichung unter den verschiedenen Verfahren. Der
erste Zeitschritt dauert langer als die restlichen Zeitschritte, da in diesem alle Matrizen initial assembliert
werden. Er ist im Durchschnittswert iiber alle Zeitschritte ausgenommen. Fiir alle gezeigten Ortsdiskre-

tisierungen braucht das Losen der Ionenkonzentrationen und Gatingvariablen etwa 10 mal linger fiir den
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SI-OC als fiir die anderen Verfahren, da diese fir den SI-OC pro Zelle und nicht pro Eckpunkt geldst
werden und es etwa 8 mal mehr Zellen als Eckpunkte gibt. Das schnellste Verfahren ist der GS. Mit jeder
Verfeinerung verbessert sich die prozentuale Abweichung des GS vom SI-SVI, so dass der GS ab ¢ = 4 nur
noch die Hailfte der Rechenzeit des SI-SVI pro Zeitschritt braucht. Vergleicht man die durchschnittliche
Rechenzeit pro Zeitschritt des SI-OC mit dem SI-SVI, ist fiir / = 2 der SI-OC noch schneller, da hier
das schnellere Losen der partiellen Differentialgleichung den Mehraufwand fiir die Ionenkonzentrationen
und Gatingvariablen ausgleichen kann. Allerdings ist der SI-OC schon ab ¢ = 3 etwa 7% langsamer als
der SI-SVI und ab ¢ = 4 schon etwa 17%, da sich die Differenz der Dauer fiir das Losen der partiellen

Differentialgleichung beider Verfahren mit der Verfeinerung im Ort kleiner wird.

Tabelle B.9: Vergleich der Rechenzeiten in Sekunden fiir verschiedene Verfahren mit 7' = 0.004s. Die

Gesamtdauer ist in Minuten:Sekunden angegeben. Die Werte sind Durchschnittswerte von jeweils 5 Rech-

nungen.

j =0, #procs = 64 SI-SVI ~ SI-OC  SI-ICI GS
/=2 Erster Zeitschritt 1.926 1.672 1.234 1.042
Gemittel uber alle Zeitschritte 1.251 1.004 0.578 0.308
Gesamtdauer der Rechnung 0:21.19 0:19.33 0: 14.35 0:11.76
SolveGating 0.017 0.136 0.018 0.016
SolveConcentration 0.011 0.135 0.011 0.016
SolvePDE 1.209 0.731 0.535 0.275
/=3 Erster Zeitschritt 15.779 16.875 12.664 11.587
Gemittel iiber alle Zeitschritte 12.306 13.210 8.373 4.189
Gesamtdauer der Rechnung 3:14 3:34 2:35 1:58
SolveGating 0.173 1.628 0.173 0.175
SolveConcentration 0.155 1.628 0.155 0.175
SolvePDE 11.791 9.930 7.857 3.843
{=4 Erster Zeitschritt 185.761 211.645 155.446 120.329
Gemittel iiber alle Zeitschritte 156.784 183.802 125.714 52.492
Gesamtdauer der Rechnung 38:45 44:54 33:29 22:07
SolveGating 1.704 16.428 1.692 1.690
SolveConcentration 1.527 17.429 1.522 1.690
SolvePDE 151.531 149.678 120.471 49.166
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B.4.4 Erginzungen zu den Experimenten des EMM

Tabelle B.10: Die Dauer des Aktionspotentials topp(V7¢,zg) in s der Niherungslosungen des EMM auf
dem biventrikuldren Gebiet mit der vereinfachten Anregung fiir verschiedene Zeitdiskretisierungsverfah-

remn.

SI-SVI  SI-OC GS

(=1 j= 0.3780 0.3752 0.3812
j=1 03772 0.3746 0.3792
=2 0.3770 0.3746 0.3776
j=3 03769 0.3746 0.3768

(=2 j=0 0.3780 0.3768 0.3820
j=1 03772 0.3756 0.3796
j=2 03767 0.3755 0.3780
j=3 03767 0.3755 0.3770

(=3 j= 0.3776 0.3772 0.3820
j=1 103768 0.3762 0.3798
j=2 03766 0.3761 0.3781
j=3 03765 0.3760 0.3772

t=4 j=0 03776 0.3776 0.3824
j=1 103768 0.3766 0.3800
j=2 03765 0.3763 0.3783
j=3 03765 0.3762 0.3774

Details zur Untersuchung der Dehnung in Faserrichtung

Auch fiir die Dehnung in Faserrichtung ¢ verwenden wir die benachbarten Differenzen in Ort und Zeit

um eine Aussage iber die Konvergenz des Verlaufs von «¢ zu machen.

Tabelle B.11: £5(0,T)-Norm der benachbarten Differenzen der Dehnung in Faserrichtung ~¢ fiir die be-
nachbarten Ortslevel (links) und Zeitlevel (rechts) .

e i—1,0
(=4 H# -

. N4 1, 0—1
j=3 H#'—#'

L2(0,T) L2(0,T)

SI-SVI  SI-OC GS SI-SVI  SI-OC GS

¢=2 0.0008 0.0233 0.0068 j=1 10.0162 0.0172 0.0393
=3 0.0033 0.0155 0.0066 Jj=2 0.0049 0.0052 0.0234
=4 0.0026 0.0078 0.0054 j=3 0.0008 0.0008 0.0135

In Tabelle B.11 sind die entsprechenden benachbarten Differenzen von «¢ zu finden. Da sich die benach-
barten Differenzen im Ort fiir festes Zeitlevel j = 3 fiir SI-OC nahezu halbieren, konvergiert SI-OC linear

im Ort. Fiir SI-SVI und GS werden die benachbarten Differenzen im Ort zwar kleiner, aber halbieren sich
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nicht. Fiir das Ortslevel £ = 4 konvergieren SI-SVI und SI-OC quadratisch in der Zeit, wihrend GS linear

in der Zeit konvergiert.

Abbildung B.7: Der Verlauf der Dehnung in Faserrichtung ¢ in zg fiir das Zeitlevel j = 3 mit verschiedene
Ortslevel ¢ (links) und fiir das Ortslevel £ = 4 mit verschiedenen Zeitlevel j berechnet mit SI-OC und

der vereinfachten Anregung.

Tabelle B.12: Der Fehler 772;@ der Néherungslosungen beziiglich der Orts-Zeit-Grenzwertlésung v¢~> in
der £5(0,T)-Norm auf dem biventrikuldren Gebiet.

nlt
SI-0C
(=1 j=1 05037
j=2 05308
j=3 0.532

(=2 j5=1 0.2690
) =2 0.3159
j=3 03219

(=3 j=1 0.0949

j=2 0.1545
j=3 0.1640
(=4 j=1 0.0284
ji=2 0.0736
j=3 0.0815

Da SI-OC in Ort und Zeit konvergiert, verwenden wir dieses Verfahren um eine Orts-Zeit-Grenzwertlosung

Y wie in 4.2.1 zu berechnen. Ahnlich wie beim Verlauf von Ca édndert sich der Verlauf von ¢ kaum



B.4. Erginzungen zu den numerischen Experimenten 129

beziiglich der Form der Kurve, allerdings unterscheidet sich hier der Beginn der Dehnung in Faserrichtung
fiir die verschieden Nédherungslosungen (vgl. Abbildung B.7) . Berechnen wir die Genauigkeit in der
L5(0,T)-Norm anhand des Fehlers

Jil 00,00
Y — f

il £2(0,T)
U

)

% ’OOHcQ(o,T)

sechen wir in Tabelle B.12 wie fiir den Verlauf von Ca, dass sich der Fehler n, mit SI-OC fiir festes
Zeitlevel im Ort halbiert. Allerdings wird der Fehler n, mit SI-OC fiir die Verfeinerung in der Zeit
bei festem Ortslevel grofler. Das liegt ebenfalls am Einfluss der Aktivierungszeit ¢,.;, der hier iiber die

Abhéngigkeit von Ca zum Tragen kommt.

oo

Tabelle B.13: Der Fehler nf;’éct der Nédherungslosungen beziiglich der Orts-Zeit-Grenzwertlosung Vﬁ,tw .)

in der £o(t,, Ty)-Norm auf dem biventrikuldren Gebiet mit Ty = ¢, + 0.4.

7,
7777,3‘0‘5

SI-SVI  SI-OC GS

(=1 j= 0.0205 0.0228 0.0094
j=1 10.0109 0.0153 0.0059
j=2 0.0069 0.0115 0.0046
j=3 0.0049 0.0096 0.0042

¢=2 j5=0 0.0215 0.0216 0.0100
j=1 10.0117 0.0141 0.0056
j=2 0.0078 0.0090 0.0042
j=3 0.0055 0.0076 0.0040

¢=3 j5=0 0.0205 0.0219 0.0112
j=1 10.0127 0.0120 0.0063
j=2 0.0084 0.0085 0.0049
j=3 0.0065 0.0067 0.0047

=4 j= 0.0210 0.0199 0.0105
j=1 10.0131 0.0115 0.0062
j=2 0.0085 0.0086 0.0050
j=3 0.0063 0.0061 0.0043

Um den Einfluss der Aktivierungszeit fiir die Genauigkeit der Dehnung in Faserrichtung zu vernachlés-

.t
. . ’y ’

ersten Zeitpunkt an dem ~¢ den Wert —0.0005 unterschreitet. Dann ist 79 = 2 + 0.4s fiir eine Né-

sigen, verwenden wir auch fir ,yz,e die Lo(ty,Ty)-Norm mit der speziellen Aktivierungszeit t2)°, als den

herungslésung ”ngtw,Tw)' Die Orts-Zeit-Grenzwertlosung 'Y?f(}io,n) wird mit Hilfe der Naherungslosungen
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J:€

Ve (e vty berechnet. Der zugehorige Fehler in der Lo(t,, Ty )-Norm wird dann als

H7 N
N2 Z
I £,(e5°, 19 £,(t4,T5) La(t,,T))
n t = ’
v,ac ‘ ’yoo 00
f,(ty, Ty Lo(ty,Ty)

definiert. In Tabelle B.13 sind ist der Fehler 7y ac; fiir die Verfahren SI-SVI, SI-OC und GS zu finden. Hier
wird deutlich, dass eine Verfeinerung im Ort fiir ein festes Zeitlevel beziiglich 7:2’;07%) kaum Verbesserung
des Fehlers 7, .t bringt. Wéhrend die Verfeinerung in der Zeit fiir festes Ortslevel eine Halbierung
des Fehlers 1), ac¢ in jeder zweiten Verfeinerung zur Folge hat. Die Erklidrung dazu ist im vorherigen
Unterabschnitt zum Verlauf von Ca zu finden. Der Fehler des GS ist fiir alle Ndherungslosungen am

kleinsten, d.h. es ist das genauste Verfahren.
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Algorithmen

In diesem Kapitel sind die numerischen Verfahren dieser Arbeit algorithmisch dargestellt.

Algorithm 1 Initialisieren der Systemmatrix.

1: Initialisiere A (= Mj + Kj):
2: A=0.

3: for K € Q) do

4: for y € Qg do

5: Berechne Gewicht wg y .

6: for j=1,...,|Ng| do

7: Berechne ¢;(y) .

8: fori=1,...,|Ng| do

9: Berechne ¢;(y) .

10: Ak (3,3) +=wicy (#i(¥)e3 (v) + 050 V() - Vi (v) )
11: end for

12: end for

13: end for

14: end for

131
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Algorithm 2 Initialisieren der Matrix fiir die rechte Seite.
1: Initialisiere R(= Mj,):
22 R=0.
3: for K € Q; do
4: for y € Qg do

5: Berechne Gewicht wg y .

6: for j=1,...,|Ng| do

7: Berechne ¢;(y) .

8: fori=1,...,|Ng| do

9: Berechne ¢;(y) .

10 Ric(j,i) += wicy 9i(y)¢s(y) + (1 = 0) 520 Vii(y) - Vs (v))
11: end for

12: end for

13: end for

14: end for
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Algorithm 3 GS fiir das Monodomain-Modell

1: Sei V2, Vhl/2 ¢ und wY gegeben.
2: Initialisiere A mit Algorithmus 1 und 6 =1
3: Initialisiere R mit Algorithmus 2 und 6 =1

4:

5: forn=1,...,N do

6 Setze b :=0.

7

8 Berechne Update w:

9 for x € N}, do

10: fori=1,...,n, do

i W (0) = Wi (V1 00)) + (10771 (0) = wice (V1 () ) expl— )
12: end for

13: end for

14:

15: Berechne Update c}:

16: for x ¢ NV}, do

17: fori=1,...,n.do

15 () = 67 (50) + AGe (V). (30), Wi ()
19: end for

20: end for

21:

22: Berechne Update thfl/Q:
23: for x ¢ MV}, do

24; VI (x) = VN (X) = AtLion (V) 1(x), €2(x), Wi(X)) -

25: end for

26:

27:

28: Berechne Update V}':

29: Setze v?71 = th_1/2 (x;), wobei x; € NV}, der zum i-ten Eintrag von v"~! gehorige Knotenpunkt
ist.

30: b=Rv*!
31: for K € Q) do

32: for y € Ok do

33: Berechne Gewicht wg y .

34: fori=1,...,|Ng| do

35: Berechne ¢;(y) -

36: bi (i) += wiy ¢i(y) CATiIext (tny) s
37 end for

38: end for

39: end for

40: Loése Av* =b

41: fori=1,...,|N},| do

42: Setze V"' (x;) = v;, wobei x; € N}, der zum i-ten Eintrag von v gehdrige Knotenpunkt ist.
43: end for

44: end for
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Algorithm 4 SI-ICI fir das Monodomain-Modell

1: Sei V,?, c% und w% gegeben.

2: Initialisiere A mit Algorithmus 1 mit 6 = 1.

39:

:forn=1,...,N do

Setze b:=0.

Berechne Update wj:
for x ¢ NV}, do

fori=1,...,n, do

wh00) = w0 (V1 00)) + ()7 (0) = wioe (V2™ () exp(—

s

end for

end for

Berechne Update cj:
for x € N}, do
fori=1,...,n.do
(%) = ¢ () + S (Vi (), ¢ (), wi ()
end for

end for

for x € N}, do
Iion(x) == Iion(vle_l(x)a CZ(X)v WZ(X)) .
end for

Berechne Update V;*:
for K € Q) do
for y € Qx do
Berechne Gewicht wg y .
fori=1,...,|Ng| do
Berechne ¢;(y) -

Berechne Iion (y,?) per Lagrange Interpolation aus Lo, .

At
Ti(V;f,L*l(x)))’

bK(Z) += wiﬂy@z'(y) (thil(Y) - % (Lon(Yv Z) - Iext (t'ru y))) ;

end for
end for
end for
Lose Av® =b
fori=1,...,|N,| do

Setze V;*(x;) = v;, wobei x; € N}, der zum i-ten Eintrag von v gehérige Knotenpunkt ist.

end for

40: end for
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Algorithm 5 SI-SVT fiir das Monodomain-Modell

1: Sei V,?, c% und w% gegeben.

2: Initialisiere A mit Algorithmus 1 mit 6 = 1.

3:

4: forn=1,...,N do

5 Setze b:=0.

6

7 Berechne Update wj:

8 for x ¢ NV}, do

9: fori=1,...,n, do

10 R 0) = wioe (V7 () + (0] (0) — w100 (V1 00)) ) exp(—
11: end for

12: end for

13:

14: Berechne Update cj:

15: for x € N}, do

16: fori=1,...,n.do

s ¢ () = 7 (0) + MG (Vi (), 67 (%), wi(x)
18: end for

19: end for

20:

21: Berechne Update V}':
22: for K € Q) do

At
Ti(V;f,L*l(x))) ’

23: for y € Ok do

24: Berechne Gewicht wg y .

25: fori=1,...,|Ng| do

26: Berechne ¢;(y) .

o7, brc(i) += wicy 2 (y) (V7 () — & (Ton (V™ (9), €4 (3), WhY) — Tosa(tr¥))
28: end for

29: end for

30: end for

31: Loése Av =b
322 fori=1,...,|N};| do

33: Setze V' (x;) = v;, wobei x; € N}, der zum i-ten Eintrag von v gehdrige Knotenpunkt ist.
34: end for
35: end for

Zur Betonung, dass der Ionenkonzentrationsvektor und der Gatingvektor auf den Zellmittelpunkten zg

der Elemente K € €, aktualisiert werden, fithren wir die Menge Z;, = | Keq, ZK €. Allerdings ist

Zh = N(Ch = Nwh fiir (Ch = So’l(ﬂh) und W, = So’l(Qh).
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Algorithm 6 Das semi-implizite Verfahren kombiniert mit Zellauswertungen (SI-OC) fiur das
Monodomain-Modell
1: Sei V0, ¢ und w9 gegeben.

2: Sei V. die Transmembranspannung ausgewertet in den Zellmittelpunkten.

3: Initialisiere A mit Algorithmus 1 mit 6 = 1.

4:

5. forn=1,...,N do

6: Setze b:=10.

7

8: Berechne Update wy:

9: for z € Z;, do

10: fori=1,...,n, do

11 wh(2) = wioe (V' (2)) + (075 (@) = wie (V™ (2))) exp(— bt )
12: end for

13: end for

14:

15: Berechne Update c}:

16: for z € Z;, do

17: fort=1,...,n.do

18: cyi(z) = CZ;I(Z) + AtGe i (V' (2), czgl(z), wi(z)),
19: end for

20: end for

21:

22: for z € Z;, do

23: Lion(2) = lion (V" (2), ¢}y (2), W} (2)) -
24: end for

25:

26: Berechne Update V}':
27: for K € Q) do

28: for y € Qg do

29: Berechne Gewicht wg y .

30: fori=1,...,|Ng| do

31: Berechne ¢;(y) .

32: bic (1) += wicyei(y) (Vi ) = & (Tion(2x) = ext(t,3)) )
33: end for

34: end for

35: end for

36: Lose Av" =b
37: fori=1,...,|NV,| do

38: Setze V;*(x;) = v;, wobei x; € N}, der zum i-ten Eintrag von v gehérige Knotenpunkt ist.
39: Interpoliere V;* auf die Zellmittelpunkte in V.
40: end for

41: end for
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Algorithm 7 Das linear implizite Verfahren LI-SVI fir das Monodomain-Modell

1: Sei V,?, c% und w% gegeben.

2: Initialisiere A mit Algorithmus 1 mit 6 = 1.

3:

4: forn=1,...,N do

5 Setze b:=0.

6

7 Berechne Update wj:

8 for x ¢ NV}, do

9 fori=1,...,n, do

10 R (%) = wise (V1 00)) + (w1 (0) = i (V71 (0))) exp(— )
11: end for

12: end for

13:

14: Berechne Update cj:

15: for x € N}, do

16: fori=1,...,n.do

s ¢ () = 7 (0) + MG (Vi (), 67 (%), wi(x)
18: end for

19: end for
20:

21: Berechne Update V;*:
22: for K € Q) do

23: for y € Ok do

24: Berechne Gewicht wg y .

25: fori=1,...,|Ng| do

26: Berechne ¢;(y) .

o7 brc() += wicy2i(9) (Vi (9) = & (Bon (V™ (9), €4 (3), Wi (Y) — Texe(0,3)))
28: bi (i) += wicy @i (¥)Ov Lion (Vi et WiV H(y)

29: for j=1,...,|Ng| do

30: Berechne ¢;(y).

31: A (i,) += wicy * 0i(¥)9i (¥) EE0v Lion (Vi st Wi

32: end for

33: end for

34: end for

35: end for

36: Lose Av® =b

37: fori=1,...,|NV,| do

38: Setze V;*(x;) = v;, wobei x; € N}, der zum i-ten Eintrag von v gehérige Knotenpunkt ist.

39: end for
40: end for
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Zur Verwendung des impliziten Verfahrens definieren wir fir n =1,..., N
At At
FLV) = My (V= V) e KV o+ oMy (Fion (Vs Wi) = Toxi (1))
und die Ableitung
. At At .
Jh(V) = avf(V) = Mh + WK}I + Cthav.[ion(Vv, Ch,Wh) .

Algorithm 8 Das implizite Verfahren IE-SVI fiir das Monodomain-Modell

1: Sei V2, ¢ und w gegeben.

2:

3: forn=1,...,N do

4: Berechne Update wy:

5: for x ¢ MV}, do

6: fori=1,...,n, do

7 wh;(0) = Wi (V1 (00)) + (w0 (00) = wioe (V1 () exp(— e
8: end for

9: end for

10:

11: Berechne Update cj:

12: for x ¢ MV}, do

13: fort=1,...,n.do

14: e i(x) = czgl(x) + AtGe (VI (%), cZEl(X%wﬁ(x)) ,
15: end for

16: end for

17:

18: Berechne Update V}':

19: Setze yg = thfl, m =20
20:  while f?'(y,,) > tol do
21: m=m-+1
22: I (Ym—1)Aym-1 = 1 (ym-1)
23: Ym =Ym-1—AYm-1
24: end while
25: Vit=ym

26: end for
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