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0. Abstract

Based on the first-order acoustic wave equation in stress-velocity formulation the
Lax-Wendroft scheme is used to develop a temporal high-order finite-difference sche-
me on the staggered grid. Direct discretization of temporal high-order derivations
are numerical unstable, however the discretization of spatial ones is stable. With
the use of the Lax-Wendroff scheme temporal derivations are rewritten to spatial
ones, using the acoustic wave equation. For reasons of simplification in this work
only a homogeneous case is addressed. In 1D I present an explicit FD-scheme with
arbitrary order in space and time. For the 2D case a temporal fourth-order and spa-
tial high-order FD-scheme is shown. The dispersion relation of the phase velocity
is calculated, derived from the boundedness of the dispersion relation the stability
condition is analyzed as well. Using analytical solutions as a reference the accuracy
of the FD-schemes are investigated by numerical simulations. Comparison of accu-
racy and computational time are used to determine the efficiency of the presented
FD-schemes among each other.






1. Einleitung

Die Erforschung des Erdkorpers durch die Auswertung von kiinstlich erzeugten elas-
tischen Wellen bildet den Forschungsschwerpunkt der Seismik. Um ein besseres Ver-
standnis der Wellenausbreitung zu erhalten werden numerische Simulationen durch-
gefithrt. Solche Simulationen kénnen einen wichtigen Dienst bei der Auswertung

von Wellenfeldern leisten, sowie genutzt werden um Prozessing-Algorithmen zu tes-
ten (Dablain, 1986).

Eine Methode, mit der sich die Ausbreitung von Wellenfeldern simulieren lasst, ist
das weit verbreitete Zeitschrittverfahren der Finiten-Differenzen. Bei diesem Ver-
fahren werden alle benotigten Parameter und Gleichungen auf einem Gitter abge-
bildet. Zwangsldufig entstehen durch diese Approximation Ungenauigkeiten in der
Berechnung des Wellenfeldes. Diese Ungenauigkeiten lassen sich durch eine feinere
Einteilung des Gitters verringern. Allerdings ist es auch mit heutigen Hochleistungs-
clustern nicht moglich eine beliebig kleine Diskretisierung des Gitters zu wéhlen.
Deshalb miissen andere Anpassungen gefunden werden um eine erhéhte Genauigkeit
zu erhalten.

Virieux (1986) entwickelte ein geschachteltes Gitter (’staggered-grid’), bei dem die
Druck- und Partikelgeschwindigkeits-Wellenfelder raumlich wie zeitlich auf verschie-
denen Gitterpunkten diskretisiert wird. Die Wellengleichung kann so stets zwischen
zwei Stiitzstellen ausgewertet werden. Dieses Verfahren bietet einige Vorteile, wie
beispielsweise numerische Stabilitdt fiir sémtliche Poisson-Verhéltnisse (Levander,
1988). Die Wellengleichungen wurden von Virieux (1986) bis zur zweiten Ordnung
zeitlich und raumlich entwickelt. Levander (1988) fiihrte zur weiteren Verbesserung
eine Entwicklung bis zur vierten Ordnung raumlich durch. Wie Dablain (1986) auf
einem nicht geschachtelten Gitter zeigte, lassen sich durch eine Erhohung der zeit-
lichen Ordnung weitere Verbesserungen der Genauigkeit bzw. eine Reduzierung der
Rechenzeit bewirken.

Das Ziel dieser Arbeit ist eine Entwicklung hoherer zeitlicher Ordnungen der akus-
tischen Wellengleichung auf dem geschachtelten Gitter. Grundlage soll dabei das
Lax-Wendroff-Verfahren, welches in Dablain (1986) gezeigt wurde, bilden. Abschlie-
Bend soll das Dispersionsverhalten und die numerische Stabilitdt untersucht werden,
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sowie eine Aussage iiber das Rechenzeit-Genauigkeits-Verhéltnis getroffen werden.

Diese Arbeit gliedert sich in 8 Kapitel. Nach der Einleitung wird in Kapitel 2 die
akustische Wellengleichung erster Ordnung vorgestellt. Das Zeitschrittverfahren der
Finiten-Differenzen und die dafiir benttigten Approximationen werden in Kapitel
3 behandelt. In Kapitel 4 wird in 1D und in 2D ein explizites Finite-Differenzen-
Schema hoherer zeitlicher Ordnung unter Verwendung des Lax-Wendroff-Verfahrens
berechnet. Die so gefundenen Schemata werden in Kapitel 5 auf Dispersion und in
Kapitel 6 auf Stabilitdt hin untersucht. In Kapitel 7 werden durch numerische Si-
mulationen Vergleiche zwischen den Finiten-Differenzen-Schemata durchgefithrt um
eine Aussage iiber die Genauigkeit und die benotigte Rechenzeit zu treffen. Abschlie-
Bend werden in Kapitel 8 die Resultate zusammengefasst.



2. Akustische Wellengleichung
erster Ordnung

Um die akustische Wellengleichung mit der Methode der Finiten-Differenzen auf
dem geschachtelten Gitter zu l6sen, wird die Wellengleichung erster Ordnung be-
notigt. Die Druck-Geschwindigkeits-Formulierung (’stress-velocity’) der akustischen
Wellengleichung in 2D ergibt sich nach Virieux (1986) wie folgt:

0 10

avm — _E%p’ (21&)
0 10

= oo (2.1b)
0 0 0

Ep =-M (%Ux + a—yvy) . (210)

Dabei bezeichnet v, und v, die jeweiligen Komponenten der Geschwindigkeit, p den
Druck, g die Dichte und M = (A+2p) die Lamé-Parameter. Fiir den akustischen Fall
lasst sich M zu M = ) vereinfachen, da eine Scherung nicht beriicksichtigt wird.
Die Wellengleichung fiir den 1D-Fall lédsst sich durch Vereinfachung des 2D-Falles
gewinnen und ergibt sich zu:

0 10

av = —E%p, (22&)
0 0

Fiir die Geschwindigkeit der akustischen Welle gilt der Zusammenhang (Levander,
1988):

v= ]2 (2.3)






3. Finite-Differenzen
Approximation

Das Zeitschrittverfahren der Finiten-Differenzen (FD) dient zur numerischen Lésung
der Wellengleichung. Bedingt durch die numerische Rechnung, miissen dabei alle
benotigten Parameter und Gleichungen auf einem Gitter von diskreten Punkten
abgebildet werden.

Eine solche Diskretisierung soll nun am Beispiel einer Funktion f(y, z,t) verdeutlicht
werden. Das Gitter wird so gewéhlt, dass sich die Gitterpunkte rdaumlich im Abstand
von Az bzw. Ay befinden. Zeitlich soll der Abstand At betragen. Fiihrt man nun
die Indizes j, ¢ fiir den Raum und n fiir die Zeit ein, ergeben sich die Raumparameter
zux =73 -Ax,y=1-Ay bzw. die Zeit zu t = n - At. Die Funktion f ldsst sich nun
wie folgt darstellen:

fly,xt) = f(i- Ay, j- Az,n- At) = f7.

In dieser Arbeit wird ein geschachteltes Gitter ("staggered-grid”) verwendet (Vi-
rieux, 1986; Levander, 1988). Auf einem solchen Gitter wird der Druck p raumlich
auf ganzen Gitterpunkten und zeitlich zwischen zwei Zeitschritten definiert, wohin-
gegen die Geschwindigkeit v auf halben rdumlichen Gitterpunkten und zeitlich auf
ganzen Zeitschritten approximiert wird. Des weiteren wird die Partikelgeschwindig-
keit in 2D in zwei Komponenten v, und v, zerlegt. Nach Levander (1988) bietet
das geschachtelte Gitter einige Vorteile, wie beispielsweise Stabilitdt fiir sémtliche
Poisson-Verhéltnisse. Dariiber hinaus weist das geschachtelte Gitter gegeniiber dem
nicht geschachtelten Gitter eine erhthte Genauigkeit bzw. grolere Stabilitét auf (Liu
und Sen, 2009).

Die Dichte p und die Lamé-Parameter A\ bzw. p werden auf ganzen Gitterpunkten
abgebildet. Benotigte Materialparameter auf Zwischengitterpunkten werden durch
Mittelung errechnet. Nach Bohlen und Saenger (2006) ist eine Mittelung wesentlich
fiir die Stabilitdat bei starken Diskontinuitéten.

In Abbildung 3.1 ist das FD-Gitter fiir den 1D-Fall skizziert. Dabei wird in die ver-
tikale Richtung die Zeit und in die horizontale Richtung die rdumliche Komponente
aufgetragen. Fiir den 2D-Fall ist das zugrundeliegende Gitter fiir einen Zeitschritt
in Abbildung 3.2 dargestellt.
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Um die bei den Wellengleichungen auftretenden Ableitungen zu approximieren, wer-
den diese durch Differenzengleichungen ersetzt. Bei dem geschachtelten Gitter wer-
den Ableitungen mittels zentraler Differenzengleichung genédhert, dies bedeutet die
Ableitung wird zwischen zwei Stiitzstellen ausgewertet. Eine solche Approximation
in 1D lasst sich rdumlich beziehungsweise zeitlich wie folgt ausdriicken:

0 _u(r+ TAz) —u(z — 1Az)

a—xu(x) AL + O (Az?), (3.1)
0 u(t + LA —u(t — 1AL)
—u(t) ~ 2 2 O(A?). 3.2
ar() At +0(Ar) (3.2)
n—% n—s
m S
n—1 n—1 n—1
v’ v’
V-1 its i+3
n—1i n—% n— L1
B s m " m
n n n n
Vi-3 Vi-} Uit+i Vit3
n+3 n+3 n+3
E ' m " m " =
n+1 n+1 n+1 n+1
v v v v
j—3 i-3 j+1 i+3
n+43 n+3 n+ 3
pj—12 pj 2 pj+12

Abbildung 3.1.: FD-Gitter fiir den 1D Fall. Es wird das rdumliche Gitter iiber die
Zeit gezeigt. Die Materialparameter sind Deckungsgleich zu dem
Druckfeld auf ganzen rdumlichen Gitterpunkten definiert.
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Abbildung 3.2.: FD-Gitter fiir den 2D-Fall. Hier wird das Gitter gezeigt, wie es
nach einem Zeitschritt vorliegt. Die Materialparameter sind De-
ckungsgleich zu dem Druckfeld auf ganzen raumlichen Gitterpunk-

ten definiert.






4. Konstruktion FD-Schema

Im Folgenden wird in 1D und nachfolgend in 2D ein explizites Finite-Differenzen-
Schema (FD-Schema) berechnet, dabei werden hohere Ordnungen der zeitlichen Ab-
leitungen angestrebt. Durch Verwendung solcher genaueren zeitlichen Ableitungen
ergeben sich Rechenzeitgewinne bzw. Genauigkeitsgewinne (Dablain, 1986).

Nach Chen (2011) ist eine direkte Diskretisierung der zeitlichen Ableitung hohe-
rer Ordnung instabil. Daher miissen andere Methoden verwendet werden. In dieser
Arbeit soll das Lax-Wendroff-Verfahren Verwendung finden. Dabei werden, wie in
Dablain (1986) beschrieben, Zeitableitungen unter Verwendung der Wellengleichung
durch rdumliche Ableitungen ausgedriickt.

Zur Vereinfachung wird bei den folgenden Berechnungen stets von einem homogenen
Modell ausgegangen. Dies bedeutet, dass rdumliche Ableitungen nach Materialpa-
rametern verschwinden. Diese Vereinfachung verursacht bei heterogenen Modellen
jeweils bei den Schichtgrenzen Ungenauigkeiten. Dablain (1986) legt nahe, dass das
Wellenfeld nicht empfindlich fiir diese Naherung ist, allerdings sind hier weitere Un-
tersuchungen notig.

Zur besseren Lesbarkeit werden die Ordnungen der jeweiligen Entwicklungen ver-
kiirzt dargestellt. So bedeutet beispielsweise O(At? Az?) = O(2,4), das bis zur
zweiten Ordnung zeitlich und bis zur vierten Ordnung rdumlich entwickelt wurde.

4.1. FD-Schema 1D

Nun soll ein explizites Finite-Differenzen-Schema fiir den 1D-Fall gefunden werden.
Dazu wird die Wellengleichung 2.2 verwendet. Zuerst wird eine Genauigkeit von
O(At*, Axz?) angestrebt, indem der Druckparameter gefolgt von dem Geschwindig-
keitsparameter untersucht wird. Im Anschluss wird das explizite FD-Schema darge-
stellt. Abschlielend l&sst sich durch Verallgemeinerung des Verfahrens ein explizites
FD-Schema beliebiger zeitlicher und rdumlicher Ordnung in 1D finden.

4.1.1. Druckparameter p bis O(At4, A:z:4)

Wie in Kapitel 3 dargestellt, wird der Druckparameter raumlich auf ganzen und zeit-
lich auf halben Gitterpunkten diskretisiert. Daher muss ein Term gefunden werden

11



12 4. Konstruktion FD-Schema

1
mit dem aus dem Druckfeld zum Zeitpunkt (n — %) auf p?+2 geschlossen werden
kann. Um dies zu erreichen wird nun von der linken Seite der Wellengleichung 2.2b

die zentrale Differenz gebildet:

(4.1)

Diese Gleichung ist von zweiter Ordnung, hohere Ordnungen lassen sich durch Ent-
wicklung der beiden Druckparameter auf der rechten Seite und anschlieender Aus-
wertung erreichen (nach Dablain (1986)). Als Entwicklung dient die Taylorreihen-
entwicklung (Merziger, 2010):

n

=3t

%(m —a)". (4.2)

Die Entwicklung fiihrt auf:

ntl A0, AP 0* AP 9P
Pi " =P i T ool T o5 giael
At4 9t
o at4p]+(9(At4), (4.3)
-t . At 9, AP0, AP 0,
Pi " =P o i Tz argeli T 95 31 gt
At o
+5r a5l Pl + O(AtY). (4.4)

Nun wird die Differenz der beiden Entwicklungen gebildet, es bleiben nur zeitli-
che Ableitungen ungerader Ordnung iibrig. Anschlielend werden durch sukzessives
Einsetzen der akustischen Wellengleichungen (Gl. 2.2b und 2.2a) die Zeitableitun-
gen von p7 in rédumliche Ableitungen von v}’ umgeschrieben. Dieses Vorgehen ist
analog zu dem in Dablain (1986) vorgestellten Verfahren und bildet den Kern des
Lax-Wendroff-Verfahrens.

I P Y % . %p? Lo 23&; g;pj +o(Ar) (4.5)
= At - %p;? + Azf g; Pl + O(At) (4.6)

— M, A aa n_ M ; 4“3833—;% Loy @)

= — M- Ataa ; ]\il—itgaaz @atpj + O(AtY) (4.8)

—M; - At— 0 _MeAR o P4+ O(AtY). (4.9)

90 24 - o; 915

Hierbei wurden die Lamé-Parameter M und die Dichte p als rdumlich konstant

behandelt. Wie sich weiter zeigt, sind keine zeitlichen Ableitungen mehr nétig, es

miissen stattdessen raumliche Ableitungen von v am Punkt (j,n) gefunden werden.
d

Es wird nun die zentrale Differenz von v} ausgewertet und folgende Parameter bis

12
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zur vierten Ordnung entwickelt:

_— Az o , Az &,  A® 9P
A N T R TRy 2Uf+23-3!ax3vj
A:U4 o
. Azo Aa:282n Aw333n
G T T Ty 0 T 01002 T 531000
Azt O
T oY v +0(ad%). ey

Bildet man die Differenz daraus, bleiben nur ungerade Ableitungen iibrig:

. N Az 9 Az 93
= Vi1 U :2-7%% +2- 5.3 92 il + O(Az?). (4.12)
Da sich aus dieser Gleichung, aufgrund der Unterbestimmtheit, die erste und drit-
te Ableitung von v} nicht bestimmen lassen, werden noch folgende Entwicklungen

gerechnet:

3-Az 0 32. Azx? 0? 33 . Az 93

e B P oo R oL B T T e
3. Axt 0
—24 4 W'Uj +O(AQ? ), (413)
n o 3Dz 0 . 3F-A22 0, 3-AP 0P
Uiy TV T T e T o a2 T 31 s
3. Axt 0
TR/ O(Az?). (4.14)
Wiederum wird die Differenz gebildet:
. 3-Azx 0 Az 93 - 4
:UJJFQ—UJ.?%:Q 5 ax]—f—Q- 55 a1 530 + O(Az?). (4.15)

Nun hegt ein bestimmtes Gleichungssystem vor. Stellt man jetzt Gleichung 4.15 nach
9Ar 00 v} um erhédlt man:

23.31 923
A2 & 1 ( n 3-Az 0
—23 ] 3| %U] 33 (UJ % - Uj—% -2 5 %’UJ> (416)
1, 1., 1 . Azd ,
T DA R R a (4.17)

Substituiert man dies in Gleichung 4.12, ergibt sich die erste rdumliche Ableitung
von v:

n " 0 1 1 n
UjJr% — ,Uj*% —9 At%’l}] + 2—7 J+3 — 2_'72)]'7%’ (418)
o . 9 9 9o 1 9 1
— %Uj 8- A:vvﬁ% 8. A:vaj*% 8- Ax 2_7vj+% + 8- Ax 2_703'*%’ (4.19)
— 0 n __ 9 n n 1 n n 4.20
or 7 8- Az (”ﬂ% _“j—%) T4 Az (“j+% ”’j—%) ' (4.20)

13



14 4. Konstruktion FD-Schema

Stellt man Gleichung 4.15 nach 2 - A;‘" 88 v} um erhélt man:

S . 3. AzP OF
1/, " 9 Az ®
:g (Uj—i—% —Uj_%> -3 22?)—:“%1}] (422)

Dies ldsst sich in Gleichung 4.12 substituieren, so dass sich die dritte rdaumliche
Ableitung von v ergibt:

Uj-i-%_vj—% :g <Uj+% —/Uj_g> _T@vj7 (423)
= @Uj A (vj+% — vj_%) ~AS <vj+% — vj_%> ) (4.24)

Somit sind alle Terme, die in Gleichung 4.9 benotigt wurden um ein explizites Schema
fiir den Druck zu finden, berechnet.

4.1.2. Geschwindigkeitsparameter v bis O(At, Az?)

Um den Geschwindigkeitsparameter zu untersuchen wird die linke Seite der Wellen-
gleichung 2.2a ausgewertet. Dazu lédsst sich die zeitliche Ableitung von v als zentrale
Differenz darstellen. Da nach dem gleichen Verfahren wie bei dem Druckparameter
vorgegangen wird und sich keine neuen Einsichten durch genaue Betrachtung der
Berechnung ergeben, werden einige Rechenschritte verkiirzt dargestellt. Die zentrale
Differenz ergibt:

n n—1
ov Vil TVl
_—=—2_-2 4.25
ot At ( )
Analog zum Druckparameter wird eine Entwicklung durchgefiihrt:
o At 0 n-} At? 9? o AP P 1
Uity TVt Ty gt T2 loe it T 283108 itk
At4 o' - 1
TR J+2 + O(AtY), (4.26)
N A At? 02 -t AP 9 1
V. 1:/U, 1 T T A, 1 —— ——=U. 1 — = —U. 1
its its 2 ot i+ 920l gg2 Vit 23 310t3 it
At4 o o
o(Aat* 4.27
ot FO). (4.27)

Nun wird die Differenz daraus gebildet und zeitliche Ableitungen werden mit dem
Lax-Wendroff-Verfahren unter Verwendung der Wellengleichung in raumliche Ablei-
tungen nach dem Druck umgeschrieben:

At 9 p-1 AP 9 ol
n—1 __ n n 4
= U TV =2 e 2 et O(At") (4.28)
n—2 A 303 n—i
N 2+ ARO gy (’)(At4) (4.29)

Ot i+3 24 O3 its

At 0 p-l A3 M]—‘,—% 83 n
= — —D. 12 — 2 At4 4
0;11 0x'i+s T A 7., 02 pi i TO(A). (430)

14
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Hierbei wurden die Materialeigenschaften (Dichte und Lamé-Parameter) wieder als
rdumlich konstant angenommen. Nun miissen die erste und die dritte rdaumliche
Ableitung des Druckes am Punkt (n — —, ]+ ) bestimmt werden. Dazu werden
folgende Entwicklungen verwendet:

el 0 el Ax 9* -1 Az? O i Az?
P =Pt T bt o T gl oen 2' ~ 9l 5 3

ot L At
8x4pa+ 24 4] + O(Am4), (4.31)
n—% . (9 n—% Ax 82 n—§ AJJ 83 n—% Ax3
Vit =P [+ aclit 211 T aaElii 2201 T gl 353
64 A 4 4
+o 4p]+ TewTie O(Az?). (4.32)
Es wird die Differenz daraus gebildet:
el o1 0 n_1 Ax ?* -1 Az® 4
pj+12 —p; 2 —9. %pj-i-g 511 +2- 81‘3p3+ 23] O(A$ ) (433)

Des weiteren werden folgende Entwicklungen benotigt:

n-3 n-l 0 np-1 Axr  0? n—1 2 Ax?
Pj—t =Py i = 5pPivd 5 5 +ax2pa+f 2) o

O a1 (3N Az 9t a1 3\ Azt
~ 3l (2) = T gl (5) —4' +0(Az?), (4.34)
n-3 p-l 0 p-l Az 9% a1 ? Ax?
Piv2 =Pyt + 55 2 T a2l 2 B
63 n—1 A.T 84 n—2% 3 Aﬂf 4
+ 5Pt (2) =1 T gl (5) T O(Az?). (4.35)

Und wieder wird die Differenz daraus gebildet:

n—s n—% % 3\ Az (93 n—% 3 3 A[ES 1
Djys —Pj =2 oplit1 (5) 5T +2- 93l (5) N +O(Az"). (4.36)

Stellt man Gleichung 4.36 nach der dritten rdumlichen Ableitung um und setzt es
in Gleichung 4.33 ein ergibt sich die erste rdumliche Ableitung:

0 -1 9 n—2 n—i 1 n,l n—1i
vl G/ R rved U /=) B

Analog ergibt sich die dritte rdumliche Ableitung zu:

A S S B W B T B
8x3pﬂ+l = A3 (pj+2 —Pj1 ) T AL <pj+1 —Dj > . (4.38)

Da auch fiir Gleichung 4.30 alle benotigten raumlichen Ableitungen bestimmt sind,

lasst sich ein explizites Finite-Differenzen-Schema fiir die akustische Wellengleichung
angeben.

15



16 4. Konstruktion FD-Schema

4.1.3. Explizites FD-Schema O(At*, Az?)

Wie in den vorhergehenden beiden Unterpunkten dargestellt wurde folgendes expli-
zite Finite-Differenzen-Schema vierter rdumlicher und zeitlicher Ordnung gefunden:

n+% n_% a n M2 Ats 83 4

At 0 i ABMj1 93 2
=v""} —p 7 - P+ oAt 4.40
b T g 0atit T 20 2, ax3pa+% +O(AH), (4.40)

wobei die riumliche Ableitungen mit O(Axz*) gegeben sind zu:

%U? :8 9AZ‘ (U;L-i-% o U?—%) - 24 '1ACC (U;':_% - U;L_%) 5 (4.41)
3
% i :ﬁ (v50y —v0g) - % (“ﬂ% ~v1) (4.42)
3
%pﬁf Zﬁ (p;:z% s ) - & (p}l}% - p?_%) . (4.44)

4.1.4. Explizites FD-Schema beliebiger Ordnung

Um ein Finite-Differenzen-Schema fiir die akustischen Wellengleichungen beliebiger
Ordnung zu finden, ist es notig die Entwicklung des Druckes in Gleichung 4.9 und die
Entwicklung der Geschwindigkeit 4.30 in eine Summenschreibweise zu {iberfiihren.
Es lasst sich einsehen, dass die Entwicklungen gegeben sind als:

1 S At2s+1 . M$+1 828+1
_ = J n
D; ’ =P; -2 Z 92s+1 . QS- . (25 + 1)! Hxr2s+1 Yj> (4'45)

s=0
2s+1 s
At Mj i H2s+1 L

—yn—1 T2
V" =" E
R e 92541 . T (25 + 1) ax25+1pj+2
]

S
+
|
=

(4.46)

=0

Fiir die Berechnung der raumlichen Ableitungen sei auf die Taylor-Koeffizienten im
Anhang A verwiesen.

Es lasst sich nun ein explizites FD-Schema angegeben, welches beliebig in der zeit-
lichen sowie der rdumlichen Ordnung ist. Die nétigen Koeffizienten w und /3 sind
in den Tabellen 4.1, A.1, A.2 und A.3 zu finden. Die zeitliche Ordnung ergibt sich
aus Oger = 2+ 5 + 2 und die rdumliche Ordnung aus Ograum = 2 - Z + 2, wobei §
und Z die Endwerte der Summationsvariablen s und z sind. Es muss dabei stets
ORaum = Oz erfiillt sein. Es folgt:

S 2s+1 +1

nt+s  n—j B Zw ' AtS . MJS ZB%—H o (4 47)

pj _p] s+1 Qs 'Al’25+1 241 j+z+% jfzf% s .
s=0 J

s AP, 2 R
n _ ,n—1 E . 2 E 2541 T2 T2
Uj-i-% ’U]'-i-% Ws41 QS+11 ] AI’2S+1 Bz—&-l (p]+z+1 pJ,Z ) . (448)
s=0 Jj+s5 2=0
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4.1. FD-Schema 1D 17

Durch die Naherung von rdumlich konstanten Materialparametern lédsst sich obiges
explizites FD-Schema fiir zeitliche Ordnungen gréfler zwei nur fiir homogene Mo-
delle verwenden. Bei der Berechnung der zweiten zeitlichen Ordnung treten keine
Ableitungen nach Materialparametern auf, daher ist dieses FD-Schema ohne Be-
schriankung auch fiir heterogene Modelle giiltig.

Tabelle 4.1.: Koeffizienten w fiir die zeitliche Entwicklung.

w1 Wo w3 Wy
1 1/24 1/1920 1/322560

17



18 4. Konstruktion FD-Schema

4.2. FD-Schema 2D

Nachdem ein explizites Finite-Differenzen-Schema vierter Ordnung raumlich und
zeitlich fiir den 1D-Fall gefunden werden konnte, wird dies auch fiir den 2D-Fall
untersucht. Begonnen wird die Berechnung mit dem Druckparameter.

4.2.1. Druckparameter p bis O(At*, Ah?*)

Es wird die linke Seite von Gleichung 2.1c als zentrale Differenz dargestellt:
n+i n—2
@ pz \J ’ = pz,j 2

T A7 (4.49)

Analog zum 1D-Fall werden die beiden Druckkomponenten bis zur vierten zeitlichen
Ordnung entwickelt:

ntl o At 9, A9, AP
Pij " =P T or gt T 92 1 T 35 31 gt
At 94 A

o 4|at4p”+(9(At), (4.50)
n-i _ At 0, A 9* At3 *
Pij " =P T ot gt T gl gpth T 3551 it
At4 ot A

AT ”+(9(At) (4.51)

Bildet man aus diesen beiden Entwicklungen die Differenz, bleiben auch hier nur
ungerade zeitliche Ableitungen iibrig. Unter Verwendung der akustischen Wellenglei-
chungen in 2D 2.1a, 2.1b sowie 2.1c wird das Lax-Wendroff-Verfahren angewandst.
Damit werden wie in Dablain (1986) beschrieben zeitliche Ableitungen nach dem
Druck in rdumliche Ableitungen der Geschwindigkeit umgeschrieben:

nil  nol At D At P 4
e T A PR G (4.52)

5 M;;-At (0 n+8 "

= =2 ——— | =V T Uy

21 . 1! ox " Oy Vi
M, ;- At? 52

8 n a 4
—2 o3 a a2 (a_vw + a—yvyw) +0(AtY) (4.53)

oy Myatfo 0,
=72 \aet gy
M” At3 (v P
0ij 3191 \ 922 oy?

5 M; ;- At o n o .,
=—2- —— [ —v, .+ =,
21 .11 ox " Oy Vi

M2 A (92 92\ [0 0
_ . 1,] n _ 4
’ 0ij - 2°-3! <3l‘2 "oy ) (0 Vi T 8yvy”> +O(AL).

(4.55)

) Py + O(AtY) (4.54)

Die Dichte und die Lamé-Parameter wurden in der obigen Rechnung als rdumlich
konstant betrachtet. Wie sich zeigt werden neben den rdumlichen Ableitungen der

18



4.2. FD-Schema 2D 19

Geschwindigkeit nach  und nach y auch gemischte Ableitungen benéttigt.
Die rdumlichen Ableitungen nach einem Parameter werden nun exemplarisch fiir
3%%2]' und 38—;3%% gerechnet. Entwickelt wird jeweils bis zur vierten Ordnung.

Es wird folgende zentrale Differenz ausgewertet:

0 Ux?ﬁ% N Uﬂ”?jfé
— = — Lz 4.56
&UU I Az ( )
wobei die Parameter wie folgt entwickelt werden:
o oo Az o Az 9* Az 93
Vrigey = Ve Ty g e T or g g rid T 95 31 g e
Ax4 84
o t O(Az?), (4.57)
n oo Axd Az 9* Az ®
Poigeg TS T Ty g T 9 902 M T 95310
Am"‘ 34
24 e Vi T O(Az?). (4.58)
Differenz daraus:
" " Ax 0 Az? O?
Urijpl ~ Ungi1 = 2. = gV +2- .31 92 S5 Very T+ O(Az?). (4.59)

Des weiteren werden folgende Entwicklungen benotigt:

. . 3-Az o o, 3-Az?9* | 3F-A 9
3t Azt 04
T 5 4%” +0(AzY),  (4.60)
n o 3Az O 3-A2? 0 Az P
Vrij=3 T i T T gptid T e g @”W’f_ 25 3 %UW
3t At 04

Differenz daraus:

" " 3-Ax 0 3% - A3 83
Durch Losen des Gleichungssystems bestehend aus Gleichung 4.59 und 4.62 erge-
ben sich die gewiinschten Ableitungen. Durch Anwenden des gleichen Verfahrens
fiir die Ableitungen nach y ergeben sich auch diese. Die so gefundenen rdumlichen
Ableitungen sind:

5t =gy (s ~vli) — goas (Whay —vliy) . (469
a%”yzj :ﬁ (“yﬁéa‘ N “y??%u‘) Y 1 Ay (”yﬁ%u’ N “y?%u') o (464
3

(981;3 Vsi,j :Alxs <“wzg‘+g - “ij—%) - é (“m?,ﬂ% - ”w?,j—é) ’ (4.65)
3

5;(23%23‘ _A1y3 (vyzr%’j vy?_%j) = Aiy3 (Uy;:t%,j = vy?_%’j) ) (4.66)



20 4. Konstruktion FD-Schema

Nun wird exemplarisch folgende gemischte Ableitung gerechnet, welche sich wie folgt
als zentrale Differenz darstellen lésst:

o) n el n o] n
o ﬁv n _ aVrit1y — 2 ppVriy T agVrisy (4.67)
o2 ox At? ' '

Um hier eine hthere Ordnung zu erreichen wird eine Entwicklung der dufleren beiden
Parameter auf der rechten Seite um (4, j) durchgefiihrt:

O "YW 9 T 1 Oy O 2l Oy2 0z
Ay? 9 0 Ayt 0 0
-+ =, A 4.
31 98 0z T Byt oV T O(BYY), (4.68)
Ox "M 9 T 1 gy ox T 21 Oy2dx "M
Ay3 o 0 Ayt 0 0
Vgr s + —— ——— U, A 4.
B oot T A ayiaetne ~ OBy (4.69)
Die Summe aus diesen beiden Entwicklungen ergibt:
ﬂv” —i-gv" =2 21}"—1—2 A—y28—220"
O “HLI T gp T T gy T 2! Oy? O0x oiJ
Ayt 0* 0
2 = 95100 vap s + O(AY°). (4.70)

Um ein bestimmtes Gleichungssystem zu erhalten werden noch folgende Entwick-
lungen benétigt:

o 0 . 28y90 . PN,
P R e A TR Wi e AT Wl et
23 . A 3 3 24 A 4
S 4 %%vx3j+ - 4 5488 vl +O0(AyY),  (471)
o o . 2Ayd 9 , 2A2P O
9z 20 " ag " T AL ggar i T T 2l oy om
2 AP0, 20 Ayt 0D

30 63/3 o sz’,j + Al 8_2/48 ;,;” O(Ay ) (472)

Wovon sich die Summe ergibt:

o o o 2. A2 02 0
P rivns T g teiag = 2 g te T2 T @a—
24 Ay4 84 8

Lost man nun das Gleichungssystem bestehend aus Gleichung 4.70 und 4.73, ergibt
sich die gewiinschte Ableitung:

? o , 1[4/0 , 9 .
P 0"t T Ry 3 \ G T g

1 /9 o . 50
— E (a ?}3324_2] + %Uﬂji—lj) - iﬁvxz’j] . (474)

20



4.2. FD-Schema 2D 21

Analoges Vorgehen fiihrt auf:
”? o0 1 4 0 0
@a_yvyi] AIQ ay yz J+1 + ayvyzj 1
1 /0 o 50
- <8y yz]+2 + — ay yz] 2) - 58_yvyi’j:| . (475)

4.2.2. Geschwindigkeitsparameter v, und v, bis (’)(At4, Ah4)

Da sich keine neuen Einsichten bei der Berechnung der Geschwindigkeit ergeben,
wird hier auf eine ausfiihrliche Darstellung verzichtet.
Auswertung der Wellengleichung 2.1a fiir v,:

n _,, n—1
o) Voijpl = Va4l
— Uy = )
ot

At

Entwicklung der Parameter auf der rechten Seite ergibt:

3 At 9 -1 JAN 2N L At 9 1

(4.76)

n _ . 2 _ 2 -
Vrigey T Vrigey T g it T o701 g i+ s T 25 31 98 itk
JAN G A .
521 5 Vi +O(AtY),  (4.77)
. el At9 -1 JAN RN L AP 93 1
Vg o = Vg 2 — — =V . %+ ————=Vy. % — Uz, 2
ity ity 2 O Thits | 22.219¢2 Vit 23.319¢3 “idts
At P 1 A

Differenz der Entwicklungen und Anwendung des Lax-Wendroff-Verfahren (nach Da-
blain (1986)):

At 9 n-i AN 1
n n-1 _ o =V~ 71 n— 4
Yrigey T Yriges T 2 8tv‘”i,j+2% T 93 .31 98 % f% +0(At) (4.79)
3

P T e s R (82 +2 ) Dk
Qijyl 20w Wtz giﬁ% -23.31\ 022 0y?) Ox"tits
(4.80)

Auswertung der Wellengleichung 2.1b fiir v,:

n n— 1
0 Uy, 1 Uyl

= el Thad (4.81)

—,, =
ot Y At
Nun werden auch hier die Parameter auf der rechten Seite entwickelt:

wel MO ar AR P2 1 AR P

n _ 2 - - 2 _ 2 -
it} T Wirds Ty g virda T 22 2192 irkd T 933100 Vit
At P e 4
NI y+2 +0(AtY),  (4.82)

) el AL ar AP 9P ol AP 03 1
Uyl =y S Uy, Lt o e Uy s — m i mm Uy
i+5. tgd 2 Ot Yitad o 22.20012 Vitgd 23,3103 Vity
At P ot A

o1 58 e +O(AtY).  (4.83)
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22 4. Konstruktion FD-Schema

Bilden der Differenz und Andwendung des Lax-Wendroff-Verfahren fiihrt auf:

At 9 n-t At 93 1
n n-1 _ o =% L= 7 4
Wi T Uiy = 2 gptieks T2 g5 grgp et T O(BY) (4.84)
At D el M1 AP 092 92\ 9 1
=2 —.Qa_pwrf,j —2 +2.J23 .3l <3 2 T ﬁ) a_piJrf,j'
Qi—‘,—%,j y 2 Qi—‘—%,j . X y y 2
(4.85)
Die raumlichen Ableitungen ergeben sich zu:
0 n-1 9 n—l n—1 1 n—l n—1
gt = §oa (P )~ 5 ay (P —rlh). (489
aatioy = & (P —wh) = ms (s —03%)) (487)
0 n_1 9 n—l n—1 1 n—l n—l
ey vl O R M R vl CE-RT ) B
83 n—=% 1 n—% n—= 3 n—= n—2
8_y3pi+;j = A_y3 (pi+2?j - pi_fj) - A_y3 (pzq_fj —DPi; 2) ) (4.89)
9?0 p-r 1 [4[0 ol 9 nl
Ay 0x ity T A2 |3 \ Brlirits TPt
L (0 n-t J n-i 50 n-i
12 <3_pi+2,j+§ * %piQ,jJré) T 99t (4.90)
@a_ypwr%,j Az2|3 (9_ypi+%,j+1 + a_ypwr%,j—l
1 (0 n-t 0 n-i 50 n-l
D) <3_ypi+§,j+2 + a_ypwg,jz) o 58_y i+3.g | (4.91)

4.2.3. Explizites FD-Schema beliebiger rdumlicher Ordnung

Das obige vorgestellte FD-Schema ist von vierter Ordnung raumlich und zeitlich. Um
hohere rdumliche Ableitungen zu erreichen, kénnen analog zum 1D-Fall die Taylor-
Koeffizienten verwendet werden.

In Anhang A ist dargestellt wie sich so rdumliche Ableitungen beliebiger Ordnung
ergeben. Dariiber hinaus sind die Koeffizienten bis zur achten Ordnung explizit an-
gegeben. Sofern im Folgenden Berechnungen mit hoheren rdumlichen Ordnungen
verwendet wurden, wurde auf die Implementierung der Taylor-Koeffizienten zuriick-
gegriffen.

22



5. Dispersionsanalyse

Verursacht durch N&herungen und durch die rdumliche Diskretisierung der Wellen-
gleichung entstehen zwangslaufig Ungenauigkeiten bei der Berechnung des Wellen-
feldes. Durch eine Dispersionsanalyse soll der dabei entstehende Fehler quantifiziert
werden. Dazu wird der Ansatz einer ebenen Welle in das explizite FD-Schema ein-
gesetzt, anschlieBend wird die numerische Ausbreitungsgeschwindigkeit mit der ge-
wiinschten physikalischen Ausbreitungsgeschwindigkeit des Modells verglichen.

5.1. 1D

Um die Dispersion fiir den 1D-Fall zu bestimmen wird zuerst eine Analyse fiir vierte
Ordnung zeitlich und rdumlich durchgefithrt. Im Anschluss wird die Dispersion fiir
beliebige zeitliche und rdumliche Ordnung gerechnet.

Zur Dispersionsanalyse wird der folgende Ansatz einer ebenen Welle verwendet:

i(krtwt

p=pp-e ) bzw. v = v - 'kFTTen) (5.1)

welche sich diskret wie folgt darstellen lésst:

no_

P Do - ei(ijJ:—‘rwnAt) bzw. ,U;L = g - ei(ijz-l-wnAt). (52)

Dabei ist pp und vy die jeweilige Amplitude, k& die Wellenzahl und w die Kreisfre-
quenz. Nun wird Gleichung 5.1 in die Wellengleichung fiir den Materialparameter
(Gl. 2.2b) eingesetzt um das Amplitudenverhéltnis zu bestimmen:

0 < 0 ,
apo . ez(kﬂc—i-wt) _ _Ma_xvo . ez(kx—i—wt) (53)
ioporw=—i-vg-M-k (5.4)
M-k
T (5.5)
Vo w

Zwischen der Kreisfrequenz und der Wellenzahl gilt dabei der Zusammenhang w =
k - ¢, daraus ergibt sich dann weiter:
M
bo_ 2 (5.6)

Vo C
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24 5. Dispersionsanalyse

Anschlieend wird Gleichung 5.2 in das explizite FD-Schema fiir den Druck (GL
4.39) substituiert, wobei die Abkiirzung z = ¢'(?782+wnA) yerwendet wird:

. 1 = 1 ) 1 i 1
Z Do <ezwAt2 —e zwAt2> =—M-At-z- Uo|: (ezkAx2 —e zkA12>

- Ax

1 . :
_24 e (ezkAx% _ e—zkA:c%> :|

CMPAR -z [ 1 <e“““3 _ e—iszJ:%)

24 -0 Ax?
3 AL a1
_F <€zkA:c§ o 6—zk’Aa:§> 1 ) (57)
xT

Im Folgenden wird von der Identitéit 2 - i - sin(u) = €™ — e~ (Merziger, 2010)
Gebrauch gemacht. Des weiteren wird ausgenutzt, dass im akustischen Fall M = A
gilt sowie, dass sich die Geschwindigkeit der akustischen Welle zu ¢ = \/% ergibt.

Daraus folgt:

inwAt__M A 9 o k- Azx B 1 o k -Ax-3
Posii—o™ = WIS AL 2 2%- Az 2
_MZ-Atz-vo 1 sin k- Ax3 3 sin k- Az (5.8)
24 -0 Az 2 Az 2 ‘ ‘
Unter Verwendung von Gleichung 5.6 ergibt sich:
[ wAL 9  [(k-Azx 1 . [k -Az-3
sm| — | =4+17r|=-sm — —sm| —
2 8 2 24 2

. (k-Ax-3 . (k- Ax
+ﬂ{sm(T>—3sm( 5 )], (5.9)

?in k- Ax —iin k -Az-3
"g® 2 24" 2
+r_3 i k-Ax-3 _ 3sin k- Azx

24| ° 2 > 2

Hierbei wurde die Courant-Zahl r eingefiihrt. Die Courant-Zahl beschreibt das Ver-
héltnis von zeitlicher zu raumlicher Diskretisierung und ist wie folgt definiert:

wAt = 2 - arcsin

(5.10)

c- At
Ax

r= (5.11)
Die Geschwindigkeit der Welle im numerischen Modell ergibt sich aus ¢iq = 2. Durch
Bildung des Verhéltnisses der numerischen Geschwindigkeit und der physikalischen
Geschwindigkeit folgt der relative Fehler der Phasengeschwindigkeit:

B wAt
NN

Cd
c

o |=Ig
(=€

(5.12)

T

e
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5.1. 1D 25

Setzt man nun Gleichung 5.10 ein, ergibt sich die Dispersionsrelation fiir O(At*, Az?):
gin k- Ax —iin k -Azx-3

"8 T2 24" 2

+i C(k-Ax-3 _ag k- Az
51| St T — sin 5

Daraus lisst sich die Dispersionsrelation fiir O(A#?, Az*) gewinnen:

Cfd_ 2
¢c k-Az-r

- arcsin

(5.13)

Ctd

2 . 9  [(k-Ax 1 . [(k -Ax-3
T T Ag L Aresin [r{gsm( 5 )—ﬁrﬂn(T)H. (5.14)

Um die Dispersionsrelation in Abhéngigkeit von der Anzahl der Gitterpunkte pro

Wellenlénge G' = & zu erhalten, lisst sich folgende Beziehung verwenden:
Ax 1
k-Ar =21—— =91 — 1
= 21— T (5.15)

wobei A die Wellenlénge beschreibt.
Nun soll die Dispersionsrelation fiir beliebige zeitliche und rdumliche Ordnung ge-
rechnet werden, hierzu wird Gleichung 4.47 herangezogen:

At2s+1 Ms+1

S
n+i n—2 . 25+1 n
P = 2w AT Zﬂm ( G vjfz%) . (5.16)
5=0

Durch Einsetzten der ebenen Welle in diskreter Formulierung (Gl. 5.2) ergibt sich:

s z
(WAt gt AL My 1
Do Sln( ) E E weiy - BT o AT sin| kAz - (z + 5) :

s=0 z=0
(5.17)

Die Verwendung des Amplitudenverhéltnisses aus Gleichung 5.5 fithrt zu:

t25+1 625-1—1

At . 1
sin(w ) Z Z We1 * ﬁzi—il_l W sin (k’AZII . (Z + 5)) (518)

s=0 2=0
s z 1

— Z Wyt - B2 r* T sin (/{;Ax (z+ 5)) (5.19)
s=0 2=0

Durch Umformung und Benutzung der Relation fiir den relativen Fehler der Pha-
sengeschwindigkeit (Gl. 5.12) ergibt sich die Dispersionsrelation fiir die rdumliche
Ordnung Oraum = 2 - Z + 2 und fiir die zeitliche Ordnung Oz =2 - S + 2:

1
w2551 (ke (24 )) | (520

wAt = 2 - arcsin

MCI)
M~

w
I
<)
n
I
<)

1
| (- ST )| PR

Cfd_ 2
¢c  k-Azx-r

- arcsin

MU)
M~

i
)
n
Il
)
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26 5. Dispersionsanalyse

Die von Liu und Sen (2009) gefundene Dispersionsrelation der akustischen Wellen-
gleichung auf dem geschachtelten Gitter (nach konventioneller Methode) fiir O(At?)
und beliebige rdumliche Ordnung geht aus Gleichung 5.21 fiir S = 0 hervor und
bildet damit einen Spezialfall der hier vorgestellten Relation.

Um einen Uberblick iiber das Dispersionsverhalten der verschiedenen Ordnungen zu
erhalten wurden einige Relationen grafisch dargestellt. Dazu wurde der relative Feh-
ler der Phasengeschwindigkeit cq/c iber KAz bis zum Nyquist-Kriterium kAz = 7
aufgetragen. Nach Gleichung 5.15 entspricht ein kleines KAz einer feinen und kAx
nahe 7 einer groben rdumlichen Abtastung. Ein Verhaltnis der Geschwindigkeiten
von cgq/c = 1 bedeutet, die numerische Geschwindigkeit ist gleich der physikalischen
Geschwindigkeit, somit liegt keine Dispersion vor. Ist das Verhéltnis grofier Eins, ist
die numerische Geschwindigkeit grofler als die physikalische, das Wellenfeld bewegt
sich also schneller als gewiinscht. Fiir den Fall ¢iq/c < 1 breitet sich das Wellenfeld
langsamer aus, als aus der physikalischen Geschwindigkeit resultierend.

In Abbildung 5.1 wird der relative Fehler der Phasengeschwindigkeit ¢tq/c fiir O(2,4),
0(2,6), 0(2,8), O(4,4), O(4,6) und O(6,6) gezeigt. Die Relation cgy/c wird jeweils
fiir die Courant-Zahlen » = 0.2,0.4,0.6,0.8,1 dargestellt. Numerisch instabile Re-
lationen werden gestrichelt und das dispersionsfreie Verhéltnis ¢y = ¢ gepunktet
dargestellt.

Alle gezeigten Dispersionskurven streben fiir ein kleines kAz gegen c¢tq/c = 1. Un-
abhéngig von der gewéhlten Ordnung ist das Modell somit bei ausreichend feiner
rdumlicher Abtastung dispersionsfrei. Fiir groflere kAx zeigt sich ein deutlich un-
terschiedliches Verhalten zwischen Kurven zweiter zeitlicher Ordnung und hoéheren
zeitlichen Ordnungen. Wéhrend die hoheren zeitlichen Ordnungen ein von cgy/c = 1
ausgehendes monoton fallendes Verhalten zeigen, steigen die Kurven zweiter zeit-
licher Ordnung zuerst iiber c¢gq/c = 1, bevor sie unter cg/c = 1 abfallen. Die Di-
spersionskurven von O(At?) haben somit ein Maximum des cgq/c-Verhéltnisses. Die
Wellenfelder, welche mit O(A#?) berechnet wurden, eilen im Bereich des Maximums
also voraus, wihrend sich Berechnungen mit O(At*) bzw. O(At°) mit geringeren
Geschwindigkeiten als die physikalische Geschwindigkeit ausbreiten.

Vergleicht man nun die zweiten zeitlichen Ordnungen untereinander, zeigt sich, dass
je hoher die rdumliche Ordnung ist, desto langer verlaufen die Dispersionsrelationen
fiir kleine Courant-Zahlen nahe cgy/c = 1. Wohingegen mit steigender réaumlicher
Ordnung die Maxima hohere cgq/c-Verhéltnisse erreichen. Somit ergeben sich Vortei-
le durch eine hohere rdumliche Ordnung hauptséchlich bei kleinen Courant-Zahlen.
Fir O(4,4) verlaufen die Kurven stets auf oder unter c¢g/c = 1. Je hoher hier
die Courant-Zahl, je nidher verlaufen die jeweiligen Kurven an c¢i/c = 1. Fiir eine
Courant-Zahl von r = 1 ist die Dispersionskurve deckungsgleich mit cgy/c = 1, es
liegt also keine Dispersion vor. O(4,6) zeigt ein qualitativ gleiches Verhalten der
Dispersion, wobei die Kurve der Courant-Zahl von r = 1 nicht mehr auf ¢gq/c = 1
verlduft, sondern darunter.

Die Dispersionskurven sechster zeitlicher und rdumlicher Ordnung verlaufen kongru-
ent zu O(4,4), fir eine Courant-Zahl von r = 1 ergibt sich auch hier ein Verhéltnis
von ¢ /c = 1.

Weitergehende Betrachtung von Dispersionsrelationen mit gleicher rdumlicher und
zeitlicher Ordnung legen nahe, dass bei einer Courant-Zahl von r = 1 jeweils keine
Dispersion vorherrscht (vgl. Dablain (1986)).
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5.1. 1D 27

Abbildung 5.2 stellt jeweils fiir feste Courant-Zahlen r = 0.3,0.5,0.8, 1 die Dispersi-
onskurven der obigen Ordnungen gemeinsam dar. Bei einer Courant-Zahl von r = 0.3
liegen die Dispersionskurven verschiedener zeitlicher Ordnung aber gleicher rdum-
licher Ordnung jeweils nahe beieinander. Dies bedeutet, bei einer feinen zeitlichen
Abtastung ergeben sich signifikante Verbesserungen der Dispersion nur durch Erho-
hung der raumlichen Ordnung. So sind O(4,6) und O(6,6) nahezu deckungsgleich.
Weiter ldsst sich erkennen, dass O(2,6) bzw. O(2, 8) eine groBere Bandbreite der Di-
spersion aufweisen als O(2,4). Fiir eine Courant-Zahl von r = 0.8 weisen die Kurven
fiir zweite zeitliche Ordnungen ein ausgepriagtes Maximum auf. O(4,6) und O(6, 6)
verlaufen auch hier eng beisammen, wobei O(6, 6) eine geringe Verbesserung gegen-
iiber O(4,6) aufweist. Bei einer Courant-Zahl von 7 = 1 sind Kurven mit O(At?)
instabil. Die Ordnungen O(4,4) und O(6, 6) verlaufen hier dispersionsfrei.
Insgesamt zeigt Abbildung 5.2, dass eine hohere zeitliche und raumliche Ordnung
nicht stets mit einer geringeren Dispersion einhergeht. Auch muss abgewogen werden,
ob eine geringere Verbesserung der Dispersion, die umfangreicheren Berechnungen
rechtfertigen.
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Abbildung 5.1.: 1D-Dispersionsrelation fiir verschiedene rdumliche und zeitliche
Ordnungen, dabei wurde die Dispersion jeweils fiir verschiedene
Courant-Zahlen r dargestellt. Gestrichelte Linien zeigen Relationen,
welche numerisch instabil sind.
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Abbildung 5.2.: Hier werden die 1D-Dispersionsrelationen fiir verschiedene Courant-

Zahlen gezeigt, dabei werden jeweils verschiedene Ordnungen darge-
stellt. Gestrichelte Linien zeigen Relationen, welche numerisch insta-
bil sind. Fiir r = 0.3 und r = 0.5 verlaufen O(4,6) und O(6,6) de-
ckungsgleich. Bei r = 1 verlaufen O(4,4) und O(6,6) sowie O(2,6)
und O(2, 8) identisch. Aufgrund des identischen Verlaufs sind durch
Uberdeckungen nicht siamtliche Kurven sichtbar.
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5. Dispersionsanalyse

5.2. 2D

Im Folgenden wird eine Dispersionsanalyse fiir das explizite O(At?, Ah?)-Schema
gezeigt.

Es wird ein Ansatz einer ebenen Welle in 2D gewéhlt:

Uy = Vg - exp{i(ky - v+ ky - y + wi)},

(5.22)
vy = Vyo - exp{i(ky - x + ky -y +wit)}, (5.23)
p=Dpo-exp{i(k; -z +k, -y+wt)} (5.24)
Hierbei wurde die Wellenzahl & in die Komponenten k, und &, zerlegt:
k=\/kZ+k2 mit k,=k-cos(®) und Fk,=Fk-sin(0). (5.25)

Dabei beschreibt © den Winkel der Ausbreitungsrichtung gegen die x-Achse.
Der Ansatz der ebenen Welle wird nun in einer diskreten Formulierung benétigt:

Vg = Vg0 - expli(ky - j- Ax+ky-i- Ay+w-n - At)},

(5.26)
vyy = vyo - expli(ky - j - Ax+ky-i-Ay+w-n - At)}, (5.27)
pj =po-expli(ky - j-Av+ky,-i-Ay+w-n -At)}. (5.28)

Zu Beginn werden nun die Amplitudenverhéltnisse bestimmt, dazu setzt man Glei-
chung 5.22 (bzw. 5.23) und 5.24 in Gleichung 2.1a ein und erhilt:

— = ——cos(0), 5.29
0 cos(®) (5.29)
Uyo C

— = ——in(O). 5.30
0 sin(e) (5.30)

Um die Dispersionsrelation zu erlangen gilt es nun die diskrete Formulierung der
ebenen Welle in folgende Gleichung zu substituieren:

Tl+%_ n—%__ MAt g n g n
P ; pi; - = 2 BYNET] axvzi,j+ ayvyi,j

MAAE (2 N [(d . O \
“2 g (i) (o gy ) + 010

(5.31)
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5.2. 2D 31

Die Rechnung wird hier analog zum 1D-Fall durchgefiihrt, daher wird hier direkt
das Resultat dargestellt. Die Dispersionsrelation fiir O(At*, Ah*) betrigt:

: (wAt)
sin[ — ) =
2
[ k.Ax 9r 33 . [ k,Ay\ 9r 33
rain( B30 ) cos@) [~ 57+ Y ) sm@)[ 7 - 5]

+ sin §k Az | cos(O) [r_i% - L} + sin §k: Ay |sin(0) [ — —
2 24 A g vy

9 [(k,Azx 4.2 2 5
+ 518 sm( 5 ) cos(O) [T cos(kyAy) — — cos(2k,Ay) — =]

9 (k,Ay\ 4.2 2 5
+ 518 sm( 5 ) sin(©) [T cos(k,Az) — D cos(2k, Ax) — 5}

(3 . 4-2 2 5
- 519 s1n<§kyAy) sin(O) [T cos(k,Az) — D cos(2k, Az) — 5}
r3 3 4.2 2 )
— in{ —k;A — Ay) — — 2k, Ay) — —|. .32
YR, sm<2km :C) cos(0)[ 3 cos(k,Ay) 15 cos(2k,Ay) 2} (5.32)

Die Dispersionsrelation fiir O(At?, Ah?) ergibt sich zu:

. (WAt 91k Ax . [ k,Ay
SIH(T) =3 [sm( 5 ) cos(©) + Sm(

) sin(@ﬂ

T [Sin szm) cos(0) + sin (%m) sin(@)] . (5.33)

24

Fiir die Ordnungen O(A#?, ARS), O(At?, ARh®), O(At*, ARS) und O(At*, Ah®) be-
finden sich die Dispersionsrelationen in Anhang B.
Der relative Fehler der Phasengeschwindigkeit betragt:

Cd % T WAt
c c % k-Ah-r ( )

Aus geometrischen Uberlegungen folgt der Zusammenhang (vgl. Abb. 5.3):
ky-Ax =k-Ah-cos(©) bzw. k,-Ay==Fk-Ah-sin(0), (5.35)
woraus fiir cos(©) # 0 bzw. sin(0) # 0 folgt:

ke Az ky - Ay
~ cos(©)  sin(0)

(5.36)

Um nun die Dispersionsrelation darzustellen, muss geklirt werden wie sich das
Nyquist-Kriterium in Abhéngigkeit des Raumwinkels verhélt. Da das FD-Schema
das Wellenfeld nur entlang der Achsen transportiert, muss nur in diese Richtun-
gen das Nyquist-Abtastkriterium k, Az < 7 bzw. k,Ay < 7 erfiillt werden. Der
Zusammenhang mit kAh geht aus Gleichung 5.36 hervor und ist in Abbildung 5.3
veranschaulicht. Wiirde die Welle durch das FD-Schema in alle Raumrichtungen
transportiert werden, ergébe sich das Nyquist-Kriterium fiir kAh zu dem gezeigten
Kreis mit Radius 7. Wertet man nun Gleichung 5.36 aus, ergibt sich das resultierende
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32 5. Dispersionsanalyse

Abbildung 5.3.: Veranschaulichung des resultierenden kAh und des jeweiligen
Nyquist-Kriteriums.

Nyquist-Kriterium fiir kKAh zu dem gestrichelt dargestellten Quadrat. Beispielsweise
betrigt das resultierende Nyquist-Kriterium in 45°-Richtung kAh = v/27.

Nun ist es moglich die Dispersion der Phasengeschwindigkeit zu bestimmen.

In Abbildung 5.4 sind die Dispersionsrelationen fiir verschiedene Ordnungen bei
einer Propagation entlang der z-Achse (© = 0°) jeweils bei verschiedenen Courant-
Zahlen r gezeigt. Zur Vereinfachung wird ein dquidistantes Gitter mit Ax = Ay
vorausgesetzt. Da sich die Dispersionsrelationen fiir einen Winkel von © = 0° auf
den 1D-Fall vereinfachen, wird auf die dortige Diskussion verwiesen. Es wird aber
darauf hingewiesen, dass in Abbildung 5.4 die jeweils fiir den 2D-Fall numerisch in-
stabilen Kurven gestrichelt dargestellt werden. Des weiteren wird anstatt O(6,6) die
Dispersionsrelation fiir O(4, 8) gezeigt. Fiir O(4, 8) verlaufen die Dispersionskurven
kongruent zu O(4,6), zeigen aber bei groferen k,Ax ein stirkeres Bestreben nahe
¢ta/c = 1 zu verlaufen.

In Abbildung 5.5 sind die Dispersionsrelationen fiir eine Ausbreitungsrichtung ent-
lang von © = 45° dargestellt. Fiir einen Winkel von © = 45° gilt k,Az = k,Ay. Die
Dispersionsrelation wird hier tiber k,Az = k,Ay dargestellt, alternativ wére auch
eine Darstellung iiber kAh bis v/27 méglich. Instabile Courant-Zahlen werden durch
gestrichelte Linien dargestellt, da diese teilweise komplex sind und nur der Realteil
dargestellt wird, kann keine Aussage aus dem Verlauf getroffen werden.

Vergleicht man die Dispersionsrelationen zwischen © = 0° und © = 45° so las-
sen sich fiir kleine Courant-Zahlen nur geringe Anderungen erkennen. Fiir grofie
Courant-Zahlen ergeben sich jedoch teilweise signifikante Verdnderungen. Bei den
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5.2. 2D 33

Dispersionsrelationen fiir O(At?) liisst sich eine allgemeine Tendenz zu héheren cgy /c-
Verhéltnissen bei 45° feststellen. So befinden sich die Maxima in 45°-Richtung bei
groferen kAh und weisen hohere cgq/c-Verhiltnisse und damit eine héhere Disper-
sion auf. Dies fiihrt auch zu einer Verschiebung der Schnittpunkte mit cq/c = 1,
fiir welche jeweils keine Dispersion auftritt. Vergleicht man O(4,4) und O(4,6) so
zeigt sich, dass die Dispersion in 45°-Richtung kleiner ist als bei 0°, wobei O(4,6) im
Allgemeinen eine geringere Dispersion aufweist als O(4,4). Die Dispersionskurven
fiir grofe Courant-Zahlen bei dem O(4,8)-Schema zeigen eine signifikant grofere
Dispersion bei 45° als bei 0°. Dieses Verhalten steht im Gegensatz zum dem O(4, 4)-
Schema, dort ergeben sich bei 45° fiir grole Courant-Zahlen eine geringere Dispersion
als bei 0° (vgl. Abb. 5.6).

Um den Effekt der Winkelabhéngigkeit von c¢gq/c zu untersuchen, wurde in Abbil-
dung 5.6 die Dispersionsrelation von O(2,4) und O(4,4) iiber den Winkel © darge-
stellt. Dies wurde jeweils fiir konstantes kAh = %7?, %71’,7T bei den Courant-Zahlen
r = 0.6,0.3 durchgefiihrt. Driickt man kAh mit Gleichung 5.15 in Gitterpunkten
pro Wellenlénge aus folgt in gleicher Reihenfolge G = 6, 3,2. Ein konstantes kAh
entspricht in Abbildung 5.3 einem Kreis mit konstantem Radius. Wie schon festge-
stellt ist das Verhéltnis c/c jeweils bei den Winkelhalbierenden (45°, 135°, 225°,
315°) am groBten. Es wird also erwartet, dass sich ein Wellenfeld entlang der Win-
kelhalbierenden schneller ausbreitet, als entlang der Achsen. Weiter zeigt sich, dass
je grofler kAh, also je grober die raumliche Abtastung, umso grofler ist der Wertebe-
reich der Dispersion iiber den Winkel. O(2,4) weist numerische Geschwindigkeiten
grofer und kleiner der physikalischen Geschwindigkeit auf, wohingegen O(4,4) nur
kleinere aufweist. Die Dispersion von O(4,4) ist daher homogener als O(2,4). Des
weiteren ist die Winkelabhéngigkeit der Dispersion bei O(4, 4) kleiner als bei O(2,4).

In Abbildung 5.7 wird die Ausbreitung eines Wellenfeldes mit k- Ah = 7 (G = 2)
bei einer Courant-Zahl von r = 0.6 gezeigt. Fiir die Simulation wurde ein homo-
genes Modell mit einer Geschwindigkeit von v, = 3000m/s und einer Dichte von
2200 kg/m? gewiihlt. Als Quellsignal diente ein "Ricker-Wavelet” mit einer Peakfre-
quenz von fy = 5 Hz, entsprechend der Definition in Kapitel 7. Es werden Snapshots
nach 3.5s und nach 7s gezeigt, zum einen mit einem O(2,4) und zum anderen mit
einem O(4,4) FD-Schema berechnet. Betrachtet man das Wellenfeld fiir O(2,4),
zeigen sich kreisrunde langwellige Wellen. Des weiteren lassen sich bei den Win-
kelhalbierenden vorauseilende und bei den Achsen verzogerte kurzwellige Wellen
erkennen. Dies bewirkt eine "quadratische” Form des Wellenfeldes. Die Dispersion
des kurzwelligen Anteiles folgt den Erwartungen aus der in Abbildung 5.6 gezeigten
roten cgq/c-Kurve fiir r = 0.6. Weiter zeigt sich in Abbildung 5.6, dass bei gleicher
Abtastung Az und groferer Wellenldnge A und damit geringerer Wellenzahl £ die
Winkelabhéngigkeit der Dispersion zuriick geht. Dies spiegelt sich in der gleichmé-
Bigen runden Ausbreitung der langwelligen Wellen wieder. Die "quadratische” Form
geht hier also aus der Winkel- sowie der Frequenzabhéngigkeit der Dispersion her-
vor. Bei O(4,4) lassen sich keine vorauseilende kurzwellige Wellen erkennen. Dies
entspricht der Erwartung aus der Dispersionsrelation, da hier das cgy/c-Verhéltnis
fiir hohe Wellenzahlen iiber den gesamten Winkel geringer als Eins ist. Fiir geringe-
re Wellenzahlen ist die Winkelabhéngigkeit geringer und das cgq/c-Verhéltnis hoher.
Aufgrund dieses hoheren cgq/c-Verhéltnisses bilden hier die Wellen mit einer geringen
Wellenzahl die gleichméBige duflerste Form des Wellenfeldes.
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Abbildung 5.4.: 2D-Dispersionsrelation fiir verschiedene Ordnungen entlang der z-

Achse (© = 0°), dabei wurde die Dispersion jeweils fiir verschiedene
Courant-Zahlen r dargestellt. Gestrichelte Linien zeigen Relationen,
welche die Stabilitdtsbedingung verletzten und numerisch instabil
sind.
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Abbildung 5.5.:

2D-Dispersionsrelation fiir verschiedene Ordnungen entlang der 1.

Winkelhalbierenden (© = 45°), dabei wurde die Dispersion jeweils
fiir verschiedene Courant-Zahlen r dargestellt. Gestrichelte Linien
zeigen Relationen, welche die Stabilitdtsbedingung verletzten und

numerisch instabil sind.
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Abbildung 5.6.: Dispersionsrelation fiir den 2D-Fall. Es wird die Dispersion fiir
O(At?, AR?) sowie O(At*, Ah?) fiir k- Ah = 3w, 27,7 iiber den
Raumwinkel der Ausbreitungsrichtung gezeigt. Dabei entspricht
kAR ausgedriickt in Gitterpunkten pro Wellenlédnge in gleicher Rei-
henfolge G = 6, 3, 2.
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Abbildung 5.7.: Wellenfelder nach 3.5s bzw. 7s bei einer Courant-Zahl von r = 0.6.
Die rdumliche Abtastung wurde zu kAh = 7 gewéhlt. Das gewéhlte

Modell wurde zum einen mit einem O(2,4) und zum anderen mit
einem O(4,4) FD-Schema berechnet.
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6. Stabilitdtsanalyse

Wiéhrend eine grobe raumliche Diskretisierung zu Dispersion fiihrt, ergibt sich fiir
eine grobe zeitliche Diskretisierung numerische Instabilitdt. Deshalb ist es wichtig
neben der Dispersionsrelation auch die Stabilitatslimits der jeweiligen FD-Schemata
zu kennen. Im Folgenden wird nun aus der Dispersionsrelation eine Stabilitdtsbedin-
gung abgeleitet, aus welcher sich wiederum ein Stabilitatslimit ergibt.

6.1. 1D

Um fiir den 1D-Fall eine Stabilitdtsanalyse durchzufiihren wird Gleichung 5.19 her-
angezogen:

wAt 5 Z 1
sin(7> = Z Zws—H BT sin <I‘7A$ (24 5)) (6.1)

s=0 z=0

Eine Bedingung an die obige Gleichung ist die Beschrinktheit der Sinus-Funktion:

1< sin(wTAt) <1 (6.2)

Da dies fiir die linke Seite von Gleichung 6.1 stets erfiillt ist, muss dies auch fiir den
grofften Wert welchen die rechte Seite annehmen kann stets erfiillt sein. Um eine
moglichst grobe und stabile zeitliche Diskretisierung zu finden, wird eine Abschét-
zung nach oben hin durchgefiihrt. Es lédsst sich leicht einsehen, dass Gleichung 6.1
das Maximum fiir die Nyquist-Bedingung von kAx = 7 einnimmt. Setzt man dies
ein und nutzt die Periodizitédt des Sinus ergibt sich:

S Z
_1 S ZZwSJrl . 31451 . 7,,28+1 A (_1),2 S 1 (63)

s=0 z=0

Explizites Ausfiithren fiir zweite zeitliche Ordnung und vierte raumlich Ordnung fithrt
auf:

9 1
—1<r-(=+=—)<1 6.4
<r(Z4a) < (6.4)
6
= <~ 085T. (6.5)
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40 6. Stabilitédtsanalyse

Dies bedeutet, dass das FD-Schema O(At?, Az*) bis zu einer Courant-Zahl von
r < 0.857 numerisch stabil ist.
Fiir O(At*, Az*) ergibt sich folgende Bedingung:

O, 1, 4,

—1<r

<r. (g + o1 <1. (6.6)

Diese Ungleichung ist auf dem Intervall —1 < r <1 erfiillt, wobei physikalisch nur
0 < r <1 sinnhaft ist.

Durch gleiches Vorgehen wurden fiir hohere zeitliche und rdumliche Ordnung Stabi-
litdtslimits berechnet, welche in Tabelle 6.1 dargestellt sind. Stimmen raumliche und
zeitliche Ordnung iiberein, so ergibt sich stets ein Stabilitdtslimit von r = 1. Fiir
die zweite zeitliche Ordnung nimmt das Stabilitdtslimit mit steigender rdumlicher
Ordnung ab. Wohingegen das Stabilitatslimit fiir vierte zeitliche Ordnung mit hohe-
ren rdumlichen Ordnung zunimmt. Betrachtet man nun sechste und achte zeitliche
Ordnung zeigt sich ein alternierendes Verhalten, wobei zeitliche Ordnungen, welche
ganzzahlig durch Vier teilbar sind, jeweils fiir héhere rdumliche Ordnungen ein gréfier
werdendes Stabilitédtslimit aufweisen. So kann das Stabilitétslimit eine Courant-Zahl
von r = 1 iibersteigen. Betrachtet man dazu die Definition der Courant-Zahl aus
Gleichung 5.11 umgestellt nach At:

At =— -1, (6.7)

bedeutet dies, dass die Welle Gitterpunkte iiberspringt, wenn die Courant-Zahl gro-
Ber als Eins ist. Dies widerspricht allerdings der Courant-Friedrichs-Levy Stabilitéts-
bedingung (CFL-Bedingung), welche besagt » < 1 (Courant et al., 1928).

Zur Verifikation der in Tabelle 6.1 gefundenen Stabilitatslimits wurden jeweils nu-
merische Simulationen durchgefiihrt. Hierbei wurde das gleiche homogene Modell
und gleiche Quellsignal wie in Kapitel 7 verwendet. Die rdumliche Abtastung betrug
8 Gitterpunkten pro Wellenldnge bei einer Modellgréfie von 200 Gitterpunkten. Das
Wellenfeld wurde jeweils 120 s beobachtet. Zeigte sich hier keine Instabilitdt wurde
davon ausgegangen, dass Stabilitit vorliegt.

Die Simulationen zeigten Ubereinstimmung mit den theoretisch ermittelten Werten.
Die FD-Schemata, welche ein Stabilitatslimit grofler » = 1 aufweisen, lielen keine
Instabilitdten nach 120 s erkennen. Da allerdings die CFL-Bedingung verletzt wurde,
ist numerische Stabilitéit nicht sichergestellt.

Tabelle 6.1.: Maximale Courant-Zahl r laut Stabilitdtsbedingung fiir die 1D FD-

Schemata.
A2 A A AL
Ax? 1
Az* 0,857 1

Az® 0,805 1,017 1
Az® 0,777 1,044 0,999 1
Az 0,759 1,102 0,998 1,00007
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6.2. 2D

Fiir den 2D-Fall l4sst sich analog wie im 1D-Fall eine Stabilitdtsbedingung durch Ab-
schiitzung der Dispersionsrelation gewinnen. Dies soll nun beispielhaft fiir O(At*, Ah?)
durchgefiihrt werden, dazu wird Gleichung 5.32 herangezogen. Fiir die Sinus-Funktion
ergibt sich jeweils die Beschrianktheit:

A
1< sm(th) <1 (6.8)

Die obige Beschrénktheit muss somit auch fiir den gréfStmoglichen Wert der rechten
Seite von Gleichung 5.32 erfiillt sein. Der grofitmogliche Wert wird fiir die Nyquist-
Bedingungen in beide Raumrichtungen von k,Az = 7 und k,Ay = 7 sowie eines
Winkels von © = 45° erreicht. Setzt man dies ein und beachtet die Beschrénktheit
ergibt sich:

V2 7T V2-23
— <1 .
" e S (6.9)

— 1 < 0.778. (6.10)

Das FD-Schema O(At*, Ah*) besitzt also ein Stabilitéitslimit in 2D von 7 < 0.778,
fiir den 1D-Fall ergab sich hier r < 1. Das Stabilitétslimit ist augenscheinlich in 2D
geringer als in 1D.

Fiir O(At?, Ah*) lisst sich folgende Bedingung gewinnen:

r (@ + £> <1 (6.11)

8 24
— 7 < 0.606. (6.12)

Dieses Stabilitétslimit entspricht dem 1D-Fall dividiert durch V2. Auch hier ist also
das Limit in 2D geringer als fiir den 1D-Fall.

Durch analoges Vorgehen wurden fiir O(Ah®) sowie O(Ah®) Stabilitéitslimits berech-
net, welche in Tabelle 6.2 dargestellt sind. Die theoretisch gefundenen Stabilitéits-
limits wurden durch numerische Simulation verifiziert. Fiir die Simulationen wurde
das homogene Modell und das Quellsignal von Kapitel 7 herangezogen. Raumlich
wurde eine Abtastung von 5 Gitterpunkten pro Wellenldnge bei einer Gittergrofie
von 150x150 Gitterpunkten gewihlt. Die Simulationen wurden jeweils fiir 60 s beob-
achtet.

Das Stabilitéatslimit fur O(2,2) und O(2,4) konnten mit Virieux (1986) bzw. Levan-
der (1988) verifiziert werden.

Die Stabilitétslimits zweiter zeitlicher Ordnung entsprechen jeweils den Limits aus
1D dividiert durch v/2. Fiir O(At*, AhS) folgt aus der Stabilititsbedingung Stabili-
tat bis r < 0.813 und ab r > 0.901. Durch numerische Simulationen konnten diese
Grenzen bestétigt werden. Allerdings ergab sich ab r > 0.96 wiederum Instabilitét,
die Stabilitdtsbedingung lésst hieriiber keine Aussage zu. Die Ursache dieses insta-
bilen Bereiches ist nicht bekannt und muss weiter untersucht werden.

Fiir O(At*, Ah8) ergab sich durch obiges Verfahren keine Stabilitdtsbedingung. Durch
numerische Simulationen zeigte sich Stabilitit bis zu einer Courant-Zahl von r = 1.
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6. Stabilitédtsanalyse

Tabelle 6.2.: Maximale Courant-Zahl r laut Stabilitdtsbedingung fiir die 2D FD-
Schemata. Fiir geklammerte Limits konnten keine zweifelsfreien Stabi-
litdtslimits gefunden werden.

AR?
A
ARS
AR®

At?

0.707
0.606
0.569
0.549

At?

0.778

([0,0.813],[0.901, 0.96])

(1)
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7. Numerische Vergleiche

Wesentliche Faktoren bei der Wellenfeldsimulation mit der Methode der Finiten-
Differenzen sind zum einen die benétigte Rechenzeit und zum anderen die erreichte
Genauigkeit. Um diese beiden Gréflen abzuschétzen wurden fiir verschiedene zeit-
liche und raumliche Ordnungen Simulationen durchgefiihrt, welche mit einer Refe-
renzlosung verglichen wurden.

Fiir alle Simulationen wurde ein homogenes Modell mit einer Geschwindigkeit von
v, = 3000m/s und einer Dichte von g = 2200kg/m? gewihlt.

Als Quellsignal Q(t) wurde das "Ricker-Wavelet” (nach Ricker (1953)) mit einer
Peakfrequenz von fy = 5Hz und einer Maximalamplitude von @)y = 1 verwendet.
Das Quellsignal wurde dabei folgendermaflen definiert:

2

Q) =Qo- (1—2-7%) €7’ (7.1)
it = e (f— 22
mit 7 =7 - fo - (¢ T ).

Zur Simulation in 1D und 2D wurden die vorgestellten expliziten FD-Schemata in
MATLAB 2012b implementiert. Durch eine Schleife {iber die Zeitschritte wurde je-
weils zuerst das Geschwindigkeits- gefolgt von dem Druckfeld aktualisiert. Zur Ver-
anschaulichung einer FD-Implementierung ist diese im Anhang C fiir den 1D-Fall
beispielhaft dargestellt.

7.1. 1D

In 1D wurden die expliziten FD-Gleichungen (4.47 und 4.48) beliebiger zeitlicher und
raumlicher Ordnung implementiert. Diese Implementierung befindet sich in Anhang
C. Als Modellgrundlage wurde das bereits erwahnte homogene Modell in einer Aus-
dehnung entlang der x-Achse von 6000 m gewéhlt. Die FEinspeisung des Quellsignals
in das Druckfeld erfolgte jeweils in der Modellmitte. Zeitlich erfolgte die Einspeisung
vor dem Druckupdate, das Quellsignal wurde dabei zum Zeitpunkt (n — %) ausge-
wertet. Als Empfanger diente die Aufzeichnung des Druckfeldes in einer Entfernung
von der Quelle von 600 m. Zur Bestimmung der Genauigkeit des verwendeten FD-

Schema wurde das aufgezeichnete Signal mit dem Quellsignal verglichen. Die Wahl
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44 7. Numerische Vergleiche

des Quellsignals als Referenz ist gerechtfertigt, da sich die analytische Losung der
Wellengleichungen in 1D zu einer ebenen Welle ergibt. Als Maf fiir die Abweichung
wurde die L2-Norm der Differenz d der beiden Signale gewahlt, dabei wurde folgende
Definition der L2-Norm verwendet:

1l = Zdi- (7.2)

Die Anzahl der zugrundeliegenden Gitterpunkte ergibt sich aus dem Quotienten der
ModellgroBe und der verwendeten raumlichen Abtastung Az. Da nur mit ganzzah-
ligen Gitterpunkten gearbeitet werden kann, wurde die rdumliche Abtastung Ax zu
60 m gewéhlt.

Fiir einen Vergleich der verschiedenen Kombinationen der Ordnungen wurde mit
diesen jeweils das gleiche vorgegebene Modell simuliert, anschlieBend wurde die Ab-
weichung zum Quellsignal und die Rechenzeit ausgewertet. In Abbildung 7.1 ist
ein solches Resultat dargestellt. Die Kurven werden hierbei bei numerisch insta-
bilen Simulationen abgebrochen. Es zeigt sich Ubereinstimmung mit den theore-
tisch ermittelten Stabilitdtsbedingungen in Tabelle 6.1. Die Simulationen wurden
fir k- Ax = 27 /5 durchgefiihrt, dies entspricht 5 Gitterpunkten pro Wellenldnge
(Gl. 5.15). Zeitlich wurde jeweils auf dem Intervall wA¢ = [0.0031, 0.6912] mit einer
Schrittweite von 0.0031 eine Simulation gerechnet. Die Anzahl wie oft das Quellsi-
gnal durch das FD-Verfahren zeitlich abgetastet wird ergibt sich aus dem Inversen
von wAt durch die Beziehung wAt = 27 - %, wobei T die Periodendauer beschreibt.
Ist wAt klein, ist folglich die Anzahl an zeitlichen Abtastungen grof}. Fiir die Rechen-
zeit wurde die reine Zeit, welche fiir die Zeitschritte benotigt wurde herangezogen.
Zur Minimierung des statistischen Fehlers wurde iiber 100 Berechnungen gemittelt.
Der Vergleich der L2-Norm (Abb. 7.1) zeigt, dass Simulationen gleicher raumlicher
Ordnung fiir kleine wAt gegen die gleiche L2-Norm konvergieren. Des weiteren lésst
sich hier erkennen, dass sich mit héheren rdumlichen Ordnungen eine geringe L2-
Norm ergibt.

Fiir groBere wAt spalten die verschiedenen zeitlichen Ordnungen beziiglich der L2-
Norm auf. Fiir zweite zeitliche Ordnung fallt die Norm jeweils zu einem Minimum
hin, anschliefend ergibt sich eine stetige Erhohung der Norm bis zum Stabilitétsli-
mit. Die Kurven vierter zeitlicher Ordnung und sechster zeitlicher Ordnung haben
ihr Maximum fiir das kleinste berechnete wAt und fallen anschlieend monoton bis
zum Stabilitéatslimit.

In der rechten Abbildung in 7.1 ist die Rechenzeit in Sekunden halblogarithmisch
aufgetragen. Der Verlauf aller Kurven ist hierbei proportional zum Reziproken von
w - At, was darauf zuriickzufithren ist, dass fiir eine doppelt so grofie Zeitabtas-
tung halb so viele Rechenschritte benttigt werden. Es lasst sich erkennen, dass mit
steigender Ordnung auch die Rechenzeit steigt, da jeweils die Berechnungen umfang-
reicher werden.

Nun stellt sich die Frage mit welcher Kombination zeitlicher und rdumlicher Ord-
nung eine optimale Ausbeute von Genauigkeit und Rechenzeit erzielt werden kann.
Hierfiir ist eine genaue Analyse notwendig.

Bei kleinen wAt ergeben sich beziiglich der L2-Norm keine Unterschiede zwischen
den verschiedenen zeitlichen Ordnungen. Unterschiede ergeben sich nur durch die
rdaumliche Ordnung. Da sich aber jeweils die Rechenzeit unterscheidet, empfiehlt es
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7.1. 1D 45

sich hier zweite Ordnung zeitlich und je nach angestrebter Genauigkeit eine réum-
liche Ordnung auszuwéhlen. Bei wAt = 0.1194 haben O(2,6), O(2,8), O(4,6) und
O(6,6) annahernd die gleiche Norm. Die Kennwerte fiir diesen Punkt sind in Ta-
belle 7.1 aufgelistet. Wie in Tabelle 7.1 ersichtlich, lohnt es sich hier angesichts der
Rechenzeit O(2,6) zu verwenden. Aufgrund der nun stets hoheren Norm und Re-
chenzeit von O(2,8) gegeniiber O(2,6) ist es nicht mehr empfehlenswert diese zu
benutzen. Ab wAt = 0.1759 weist nun O(2,4) eine geringere Norm und weniger Re-
chenzeit auf als O(2,6). In Tabelle 7.2 sind die Kennwerte aller gezeigten Ordnungen
dargestellt, die die gleiche L2-Norm haben wie O(2,4) im Minimum. Man erkennt,
dass O(4,4) fiir diese Norm die geringste Rechenzeit aufweist. Fiir den weiteren Ver-
lauf von O(4,4) ist die Norm und die Rechenzeit monoton fallend.

Insgesamt wiirde es sich fiir diese Simulation mit kAz = 27/5 anbieten O(4,4) na-
he am Stabilitédtslimit zu verwenden. Dort wird eine L2-Norm von 0.0156 bei einer
Rechenzeit von 0.0044 s erreicht.

k - Ah=27/5 1 k - Ah=27/5
1.2 : : : 10° : :
—0(2,4)
(2,6)
i (2,8)
(4,4)
0.8 (4.6) e
: 66) <
()
206 N
| [}
9 S
[0) -2
0.4} ac 10 |
0.2}
0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6
w - At w - At

Abbildung 7.1.: Vergleich der verschiedenen Ordnungen in 1D beziiglich der Rechen-
zeit und der Abweichung zum Quellsignal. Es werden nur numerisch
stabile Simulationen gezeigt.

Tabelle 7.1.: Vergleich der verschiedenen Ordnungen bei gleichem w - At = 0.119.
0(2,4) 0(2,6) 0(2,8) 04,4 0O4,6) 0O(6,6)

L2-Norm 0.187 0.044 0.058 0.238 0.051 0.051
w - At 0.119 0.119 0.119 0.119 0.119 0.119
Rechenzeit in ms 16.1 18.1 20.5 23.3 27.9 38.0
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46 7. Numerische Vergleiche

Tabelle 7.2.: Vergleich der verschiedenen Ordnungen bei gleicher Norm. Als Norm
wurde hier die kleinste Norm gewé&hlt welche O(2,4) erreicht. O(4,6)
und O(6,6) haben stets eine kleinere Norm.

0(2,4) 0(2,6) 02,8) O@4,4) O46) O6,6)

L2-Norm  0.0993 0.0993 0.0993 0.0993 - -
w - At 0.217 0.169 0.153 0.486 - -
Rechenzeit in ms 8.8 12.8 15.9 5.7 - -

Um auch einen Uberblick iiber hohe zeitliche und réumliche Ordnungen zu erhalten
wurden in Abbildung 7.2 Simulationen fiir die geraden zeitlichen Ordnungen von 2
bis 12 und rdumlich die geraden Ordnungen von 4 bis 12 gerechnet. Die Berechnung
wurde fiir ein festes wAt = 0.2168 und kAx = 27/5 durchgefiihrt. Diese Konfigu-
ration entspricht den Parametern des Minimums von O(2,4) in Abbildung 7.1. Die
L2-Norm wird hier logarithmisch dargestellt. Die Rechenzeit wurde auf ihr Maxi-
mum normiert.

Betrachtet man die L2-Norm zeigt sich, dass von zweiter zeitlicher Ordnung zu vier-
ter zeitlicher Ordnung eine erhebliche Verbesserung der Norm auftritt. Die Erhéhung
der zeitlichen Ordnung lohnt sich also erheblich. Vergleicht man nun die zeitlichen
Ordnungen von 4. bis 12. Ordnung, ergeben sich signifikante Verbesserungen jeweils
nur durch Erh6hung der rdumlichen Ordnung. Eine Erhohung der zeitlichen Ordnung
ergibt leichte Genauigkeitsverbesserungen, geht aber mit einer starken Erhéhung der
Rechenzeit einher.

Nun lassen sich die hier numerisch berechneten Genauigkeiten der einzelnen Ord-
nungen mit der in Kapitel 5.1 gezeigten Dispersionsrelation vergleichen. Betrachtet
man die Dispersionskurven fiir O(2,4) bei einem festen KAz = 27 /5 so zeigt sich,
dass fiir eine geringe Courant-Zahl die numerische Geschwindigkeit geringer als die
physikalische ist, es tritt also Dispersion auf. Entlang von gréfleren Courant-Zahlen
vergroBert sich das cgq/c-Verhéltnis, schneidet so ¢tq/c = 1 und wéchst anschlieBend
weiter. Somit fillt die Dispersion auf ein Minimum und wéachst anschlieBend bis zum
Stabilitéatslimit. Dieser Effekt spiegelt sich in der L2-Norm in Abbildung 7.2 wieder.
0O(2,6) bzw. O(2,8) weisen fiir feiner zeitliche Abtastungen eine geringere Disper-
sion als O(2,4) auf, daher sind fiir diese FD-Schemata die Minima der L2-Norm
zu kleineren wAt verschoben. Betrachtet man die Dispersion von O(4,4) so ergibt
sich eine umso geringere Dispersion, je hoher die Courant-Zahl, und damit je héher
wAt ist. Auch dieser Einfluss spiegelt sich in der L2-Norm wieder, diese wird mit
zunehmend groberer Abtastung stetig geringer. Der gleiche Effekt trifft auf O(6,6)
zu, wobei dieses eine geringere Dispersion als O(4, 4) aufweist und folglich ergibt sich
eine geringere L2-Norm. Fiir O(4,6) nimmt die Dispersion ebenfalls mit steigender
zeitlicher Abtastung ab, im Unterschied zu O(4,4) bzw. O(6,6), ergibt sich fiir eine
Courant-Zahl von r = 1 kein dispersionsfreies Verhéltnis. Daher fillt die L2-Norm
fir O(4,6) nicht auf das gleiche Niveau.

Zusammenfassend zeigt sich Ubereinstimmung der gefundenen Genauigkeiten der
einzelnen FD-Schemata mit der jeweiligen Dispersionsrelation.
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Abbildung 7.2.: Vergleich der L2-Norm und Rechenzeit fiir verschiedene zeitliche und
rdumliche Ordnungen in 1D. Fiir die weile Fléche liegt Instabilitét
Vor.

7.2. 2D

Um Genauigkeits- und Rechenzeitvergleiche in 2D durchzufiihren wurden die explizi-
ten FD-Schemata jeweils separat implementiert. Das vorgestellte homogene Modell
wurde in einer Ausdehnung von 6000 m in z-Richtung und 6000 m in y-Richtung
verwendet. Da die Dispersion winkelabhéngig ist, wurden zwei Empfinger verwen-
det. Empfénger 1 wurde in einer Entfernung von 600 m zur Quelle entlang der z-
Achse positioniert, Empfinger 2 600 m entlang der z-Achse und 600 m entlang der
y-Achse. Zur Bestimmung der Genauigkeit der vorgestellten FD-Schemata wurde
das jeweils aufgezeichnete Signal mit der analytischen Referenzlosung AnalyticAn-
elastic (MATLAB-Implementation von Josep de la Puenta (LMU Miinchen) nach
Carcione et al. (1988) und Carcione (2001)) verglichen. Diese Referenzlésung speist
das Quellsignal in die v,-Geschwindigkeitskomponente ein, dies wurde auch in den
FD-Schemata entsprechend beriicksichtigt. Als Empfanger diente folglich die Auf-
zeichung der v,-Geschwindigkeitskomponente. Die Quelle wurde in der Modellmitte
positioniert. Zeitlich wurde das Quellsignal vor der Geschwindigkeitsaktualisierung
eingespeist, dabei wurde das Quellsignal zum Zeitpunkt (n — %) ausgewertet. Als
Maf fiir die Abweichung wurde auch hier die L2-Norm verwendet. Um numerische
Vergleichbarkeit zwischen analytischer Losung und aufgezeichnetem Signal herzu-
stellen, wurde die Anzahl der zeitlichen Abtastungen des aufgezeichneten Signals
mit einer Spline-Interpolation an die analytische Losung angepasst. Die Vergleich-
barkeit der Amplituden wurde durch eine Normierung auf das jeweilige Maximum
sichergestellt. Die Anzahl an Gitterpunkten ergibt sich aus dem Quotienten der
Entfernung und der jeweiligen Abtastung Az bzw. Ay, wobei eine dquidistante
Abtastung in beide Raumrichtungen verwendet wurde. Die Simulation wurde fiir
kAh = [27/7.5; 27 /6; 27 /5] durchgefiihrt, dies entspricht 7.5, 6 und 5 Gitterpunk-
ten pro Wellenldnge (Gl. 5.15). Die zeitliche Abtastung erfolgte auf dem Intervall
wAt = [0.0314;0.6283], es wurde dabei im Abstand von 0.0031 eine Simulation
durchgefiihrt. Die Simulationen sind jeweils fiir O(2,4), O(2,6), O(2,8), O(4,4),
O(4,6) und O(4,8) durchgefiihrt worden.
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48 7. Numerische Vergleiche

Fiir Empfanger 1, welcher sich auf der xz-Achse befindet, sind die entsprechenden
L2-Normen und die Rechenzeiten in Abbildung 7.3 dargestellt. Da sich die Disper-
sionsrelationen fiir eine Wellenausbreitung entlang der z-Achse (© = 0°) auf den
1D-Fall vereinfachen, wird erwartet, dass sich die Genauigkeiten qualitativ wie im
1D-Fall verhalten. Vergleicht man die L2-Norm in Abbildung 7.3 mit Abbildung 7.1
fir kAh = 27/5 so zeigt sich ein kongruentes Bild. Unterschiede ergeben sich zum
einen durch verschiedene Stabilitéitslimits zwischen 1D und 2D und zum anderen
durch die Verwendung von verschiedenen Referenzsignalen. Eine Auswertung der
Stabilitéitslimits lieB Ubereinstimmung mit den in Tabelle 6.2 theoretisch bestimm-
ten Werten erkennen. Durch die qualitative Ubereinstimmung der L2-Norm mit dem
1D-Fall wird auf eine erneute Diskussion verzichtet, stattdessen soll auf die Unter-
schiede, welche sich durch Variation der Anzahl an Gitterpunkten pro Wellenldnge
ergeben, eingegangen werden.

Es ldsst sich erkennen, dass die L2-Normen der verschiedenen rdaumlichen Ordnun-
gen umso néher beisammen sind, je feiner die rdumliche Diskretisierung ist. Dies
bedeutet, bei einer feinen raumlichen Diskretisierung ist der Einfluss der gewéhlten
rdumlichen Ordnung gering. Dies deckt sich mit dem Effekt, dass bei einer feine-
ren zeitlichen Diskretisierung der Einfluss der zeitlichen Ordnung verschwindet. Die
Abnahme des Einflusses der rdumlichen Ordnung lisst sich deutlich bei O(A#*)
erkennen. So weist O(4,4) am Stabilitatslimit bei kAh = 27/7.5 die geringste L.2-
Norm aller gezeigten Ordnungen auf. Des weiteren verschiebt sich das Minimum der
0(2,4) Kurve mit geringerem kAh zu kleinerem wAt. Fir O(2,6) und O(2, 8) erge-
ben sich die Minima bei dem kleinsten wAt, fiir welches eine Simulation durchgefiihrt
wurde. Durch den Vergleich mit dem 1D-Fall wird vermutet, dass sich das absolute
Minima der O(At?) jeweils auBerhalb des wA¢ Intervalls, fiir welches Simulationen
durchgefiihrt wurden, befindet.

Jeweils zur Rechten der L2-Norm in Abbildung 7.3 sind die Rechenzeitkurven halb-
logarithmisch aufgetragen. Der Verlauf der Kurven ist auch im 2D-Fall proportional
zum Reziproken von wAt, da eine doppelt so grofie Zeitabtastung nur halb so viele
Zeitschritte benotigt. Im Vergleich zum 1D-Fall ergibt sich eine erhebliche Steigerung
der Rechenzeit, da die Berechnungen komplexer werden. Die Rechenzeit erhoht sich
mit steigender Ordnung, wobei eine Erhohung der zeitlichen Ordnung eine gréfiere
Erhchung der Rechenzeit zur Folge hat, als eine Erhchung der rdumlichen Ordnung.
Fiir O(4,6) weist die Rechenzeit eine Unterbrechung auf, welche darauf zuriickzu-
fithren ist, dass diese nur fiir numerisch stabile Simulationen gezeigt wird. Da hier
jede Simulation nur einmal durchgefithrt wurde, ergeben sich teilweise statistische
Ungenauigkeiten, wie beispielsweise bei den O(4,4) Rechenzeitkurven.

In Abbildung 7.4 sind die L2-Normen und die zugehorigen Rechenzeiten fiir Emp-
fanger 2 zu sehen. Dieser befindet sich relativ zur Quelle im Abstand von 600 m
entlang der z-Achse, wie auch im Abstand von 600 m entlang der y-Achse. Dies
resultiert in einer Ausbreitungsrichtung der Welle von 45°. Da sich hier die Quell-
Empfanger-Entfernung zu 849 m ergibt, kann kein quantitativer Vergleich mit der
L2-Norm des Empfingers 1 durchgefithrt werden. Die Auswertung der Stabilitéts-
grenzen ergaben Ubereinstimmung mit den gefundenen Werten in Abbildung 7.3.
Auch fiir diese Ausbreitungsrichtung zeigt sich, dass die Kurven mit O(A¢t?) fiir
grofie wAt eine steigende L2-Norm aufweisen. O(4,4) weist eine monoton fallende
Norm auf, wihrend O(4, 6) und O(4, 8) iiber wAt weitestgehend konstant verlaufen
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und fiir grofle Courant-Zahlen eine leichte Steigung der Norm zeigen. Besonders fiir
kAh = 27 /7.5 ist ein deutlicher Unterschied zwischen den L2-Normen von O(At?)
beziiglich O(At*) zu erkennen. Die Normkurven verschiedener rdumlicher Ordnun-
gen liegen umso ndher beisammen, je feiner die rdumliche Abtastung ist. Auffallend
ist, dass die Aufspaltung der rdumlichen Ordnungen hier geringer ist als bei der Aus-
breitung entlang der z-Achse. Die Normkurven von O(2,6) und O(2,8) verlaufen
fir alle drei gezeigten kAh fast deckungsgleich, ebenso verlaufen O(4, 6) und O(6, 6)
nahezu identisch.

Die Rechenzeitkurven gleichen hier den Kurven aus Abbildung 7.3, da das gleiche
Modell verwendet wurde. Geringe Differenzen sind auf die Tatsache der zeitversetz-
ten Simulationen zuriickzufiihren.

Nun stellt sich auch hier die Frage, welche Kombination von zeitlicher und rédumli-
cher Ordnung eine optimale Ausbeute von Genauigkeit und Rechenzeit erzielt. Um
eine Antwort auf diese Frage zu finden, ist eine genaue Analyse nétig.

Wie schon im 1D-Fall geht die Wahl einer héheren riumlichen Ordnung bei O(At?)
nicht stets mit einer Erhohung der Genauigkeit einher. So ergeben O(2,6) bzw.
O(2,8) nur bei einer feinen zeitlichen Abtastung Genauigkeitsgewinne gegeniiber
0O(2,4), sie gehen hier aber mit einer Erhohung der Rechenzeit einher. Verwen-
det man ein O(A#?) FD-Schema, so weist also O(2,4) das lohnendste Rechenzeit-
Genauigkeitsverhéltnis auf.

Bei den FD-Schemata O(At*) mit den Diskretisierungen kAh = 27/5 sowie kAh =
27 /6 erzielen die hoheren raumlichen Ordnungen stets eine hohere Genauigkeit als
O(4,4). Hier muss entschieden werden, ob die Erhohung der Rechenzeit durch den
Genauigkeitszuwachs gerechtfertigt ist. Bei einer Diskretisierung von kAh = 27/7.5
weist O(4,4) beim Stabilitatslimit die geringste L2-Norm aller gezeigten Ordnungen
auf. Da die Berechnungen fiir O(4, 4) weniger umfangreich sind, ist auch die Rechen-
zeit geringer als fiir ein FD-Schema hoherer rdumlicher Ordnung mit O(At?).

Da moglichst geringe Rechenzeiten gewiinscht sind, ist das Bestreben, stets eine Dis-
kretisierung nahe am Stabilitédtslimit des gewahlten FD-Schemas zu verwenden.
Wie sich gezeigt hat, besitzt unter den O(At?) FD-Schemata O(2,4) und unter den
O(At*) FD-Schemata O(4, 4) jeweils ein giinstiges Rechenzeit-Genauigkeitsverhéltnis,
daher soll nun ein Vergleich zwischen diesen Ordnungen durchgefiihrt werden.

Bei einer festen raumlichen Diskretisierung weist O(2,4) am Stabilitdtslimit stets ei-
ne geringere Rechenzeit als O(4,4) auf, aber auch eine signifikant hohere L2-Norm.
Durch das Verwenden von O(4,4), anstelle von O(2,4), erhélt man so ein genaueres
Ergebnis, welches mit einer Erhohung der Rechenzeit einhergeht. In Abbildung 7.5
ist fiir die Empfangerkonfiguration 2, welche einer Ausbreitung in 45°-Richtung ent-
spricht, die Wellenform vergleichend dargestellt. Die Kennwerte dieser Simulation
sind in Tabelle 7.3 ersichtlich. Die zeitliche Abtastung wurde fiir beide Ordnungen
nahe am Stabilitétslimit gewéhlt. Die Wellenform von O(2,4) eilt der Referenzlo-
sung deutlich voraus, wohingegen O(4, 4) keinen zeitlichen Versatz aufweist. Dariiber
hinaus weist O(4,4) auch bei den Extrema Ubereinstimmung mit der Referenzlo-
sung auf, O(2,4) zeigt hier Unterschiede. Vergleicht man nun die L2-Norm, so ergibt
sich durch die Verwendung von O(4,4) eine ca. 20-mal geringere L2-Norm als mit
0(2,4), die Rechenzeit steigt hierfiir um Faktor Drei. Um die gleiche Genauigkeit
wie O(4,4) mit O(2,6) zu erhalten, wiirde die Rechenzeit um Faktor 15 und mit
0O(2,8) um Faktor 18 steigen.

Betrachtet man nun die L2-Normen bei verschiedenen raumlichen Diskretisierungen,
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50 7. Numerische Vergleiche

so ist es moglich, fiir O(4,4) eine grobere raumliche Diskretisierung zu wihlen als
fir O(2,4) und gleichzeitig eine geringere L2-Norm bei einer niedrigeren Rechen-
zeit zu erhalten. In diesem Fall liefert O(4,4) das genauere Resultat in kiirzerer
Zeit. Beispielhaft ergibt sich bei der Empfingerkonfiguration 2 durch den Wechsel
von O(2,4) bei kAh = 2w /7.5 zu O(4,4) bei kAh = 27 /5 eine Verbesserung der
L2-Norm um Faktor 9 bei einer Verringerung der Rechenzeit um 25% (zeitliche Dis-
kretisierung jeweils nahe des Stabilitédtslimits). Vergleicht man die Wellenformen in
Abbildung 7.6, so ist die erhohte Ubereinstimmung von (4, 4) mit der Referenzlo-
sung im Vergleich zu O(2,4) ersichtlich. Wahrend O(4, 4) nahezu deckungsgleich zur
Referenzlosung verlauft, zeigt O(2,4) eine zeitliche Verschiebung sowie Unterschiede
in den Extrempunkten. Die Diskretisierung, sowie die Rechenzeit und die L2-Norm,
der gezeigten Wellenform sind in Tabelle 7.4 aufgefiihrt.

Die hier gefundenen Genauigkeitswerte der FD-Schemata lassen sich nun mit den
Dispersionsrelationen (Abb. 5.4, Abb. 5.5) vergleichen. Die Ubereinstimmung der
allgemeinen Form der L2-Normen mit den Dispersionsrelationen wurde im 1D-Fall
diskutiert und gilt in 2D analog. Die Genauigkeitsanalyse ergibt, dass eine feine-
re rdumliche Diskretisierung eine erhohte Genauigkeit zur Folge hat. Dies spiegelt
sich in den Dispersionsrelationen wieder, fiir geringere kAh streben dort die c¢gq/c-
Verhiltnisse gegen das dispersionsfreie Verhéltnis von Eins. Dieses Verhalten der
Dispersionsrelationen fiir kleine kAh bewirkt auch die Abnahme des Einflusses der
rdumlichen Ordnung mit kleinerem kAh. Fiir eine Ausbreitungsrichtung von 45°
zeigt sich fiir O(4,6) und O(4, 8) ein Anstieg der L2-Norm nahe des Stabilitétslimits.
Hier weisen die zugehorigen Dispersionsrelationen jeweils fiir grofe Courant-Zahlen
r, und damit fiir grobe zeitliche Abtastungen, eine erhohte Dispersion auf.

Die Ubereinstimmung der L2-Normen mit den Dispersionsrelationen lésst sich somit
feststellen.
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Abbildung 7.3.: Vergleich der verschiedenen Ordnungen fiir Empfinger 1 in 2D be-
ziiglich der Rechenzeit und der Abweichung zur Referenzlosung. Es
werden nur numerisch stabile Simulationen gezeigt. Empfénger 1
befindet sich im Abstand von 600 m auf der z-Achse von der Quelle.
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Abbildung 7.4.: Vergleich der verschiedenen Ordnungen fiir Empfianger 2 in 2D be-
ziiglich der Rechenzeit und der Abweichung zur Referenzlosung. Es
werden nur numerisch stabile Simulationen gezeigt. Der Empfinger
2 befindet sich im Abstand von sowohl 600 m entlang der x- wie
auch der y-Achse von der Quelle.
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Abbildung 7.5.: Vergleich der Wellenform fiir Empfénger 2 bei kAh = 27 /5. Die
zeitliche Abtastung lédsst sich Tabelle 7.3 entnehmen.

Tabelle 7.3.: Vergleich von O(2,4) und O(4,4) bei kAh = 27 /5. Die zeitliche Dis-
kretisierung wurde nahe dem Stabilitdatslimit gewéhlt.

Ordnung wAt L2-Norm Rechenzeit

O0(2,4)  0.38 0.987 0.52
O(4,4)  0.49 0.048 1.44s
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Abbildung 7.6.: Vergleich der Wellenform fiir Empfinger 2. Es wurde O(2,4) bei
kAh =2 /7.5 und O(4,4) bei kAh = 27 /5 abgetastet. Die zeitliche
Abtastung lésst sich Tabelle 7.4 entnehmen.

Tabelle 7.4.: Vergleich von O(2,4) bei kAh = 27 /7.5 und O(4,4) bei kAh = 27/5.

Die zeitliche Diskretisierung wurde nahe dem Stabilitédtslimit gewahlt.
Ordnung wAt L2-Norm Rechenzeit

0(2,4) 0.25 0.471 1.91s
O(4,4)  0.49 0.048 1.445
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8. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde in 1D und 2D ein Finite-Differenzen-Schema der akustischen
Wellengleichung hoherer zeitlicher Ordnung auf dem geschachtelten Gitter vorge-
stellt. In 1D konnte ein explizites FD-Schema beliebiger rdaumlicher und zeitlicher
Ordnung gefunden werden. Fiir den 2D-Fall wurde ein FD-Schema vierter zeitlicher
und héherer réumlicher Ordnung entwickelt. Die préasentierten FD-Schemata wurden
jeweils auf Dispersion und numerische Stabilitdt untersucht. Abschliefend wurden
numerische Experimente durchgefiihrt, aus welchen Aussagen iiber Genauigkeit und
Rechenbedarf gezogen wurden.

Ausgangspunkt der Untersuchung bildete die akustische Wellengleichung erster Ord-
nung in der Druck-Geschwindigkeits-Formulierung. Da eine direkte Diskretisierung
zeitlicher Ableitungen hoherer Ordnung numerisch instabil ist, wurde das Lax-Wend-
roff-Verfahren verwendet. Durch dieses Verfahren kénnen auftretende Zeitableitun-
gen, unter Verwendung der Wellengleichung, in rdumliche Ableitungen umgeschrie-
ben werden. Dabei wurde die Propagation des Wellenfeldes in einem homogenen
Medium untersucht, daher musste die rdumliche Variation von Materialparametern
nicht untersucht werden. Bedingt durch diese Néherung eignen sich die vorgestellten
FD-Schemata nur beschrankt fiir heterogene Modelle.

Durch den Ansatz einer ebenen Welle konnten aus den expliziten FD-Schemata Di-
spersionsrelationen abgeleitet werden. Die Dispersionsrelation beschreibt hierbei das
Verhéltnis zwischen numerischer Ausbreitungsgeschwindigkeit und der gewiinschten
physikalischen Geschwindigkeit. Fiir FD-Schemata zweiter zeitlicher Ordnung treten
grofere und kleinere numerische Geschwindigkeiten als die physikalische Geschwin-
digkeit auf. Wohingegen FD-Schemata vierter zeitlicher Ordnung nur geringere nu-
merische Geschwindigkeiten aufweisen. Des weiteren ist die Winkelabhéngigkeit der
Dispersion in 2D bei vierter zeitlicher Ordnung geringer, als dies bei zweiter zeitli-
cher Ordnung der Fall ist.

Aus der Beschrianktheit der Dispersionsrelation konnte durch eine Abschétzung ein
Stabilitatslimit fiir die FD-Schemata abgeleitet werden. Stimmte in 1D die rdumliche
und die zeitliche Ordnung {iberein, ergab sich das Stabilitétslimit zu einer Courant-
Zahl von Eins. Bei zweiter zeitlicher Ordnung verringerte sich das Stabilitéatslimit
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56 8. Zusammenfassung

mit steigender raumlicher Ordnung, wohingegen sich das Limit bei vierter zeitlicher
Ordnung jeweils vergroflerte. Fiir den 2D-Fall ergaben sich kleinere Stabilitatslimits
als in 1D. Allerdings folgten, wie auch im 1D-Fall, fiir vierte zeitliche Ordnung grofe-
re Limits als fiir zweite zeitliche Ordnung. Dies bedeutet, durch die Wahl von vierter
zeitlicher Ordnung ist es moglich eine grobere zeitliche Diskretisierung zu wéhlen.
Da nicht fiir alle FD-Schemata vierter zeitlicher Ordnung Stabilitétslimits gefunden
werden konnten, sind hier weitere Untersuchungen notig.

Zur Abschéitzung der Genauigkeit und der benotigten Rechenzeit der vorgestellten
Ordnungen wurden jeweils numerische Simulationen durchgefiihrt. Eine Genauig-
keitsaussage wurde dabei durch den Vergleich aufgezeichneter Seismogramme mit
einer Referenzlosung abgeleitet. Der Vergleich von Simulationen mit zeitlich ho-
heren Ordnungen in 1D zeigte, dass sich durch die Wahl von FD-Schemata vierter
zeitlicher Ordnung anstatt zweiter zeitlicher Ordnung signifikante Genauigkeitserho-
hungen ergeben. Eine weitere Erhéhung der zeitlichen Ordnung ergab vergleichsweise
geringe Verbesserungen. Bei Simulationen mit zweiter zeitlicher Ordnung ging eine
Erhohung der rdumlichen Ordnung nicht stets mit einem Genauigkeitsgewinn einher,
dies ist nur bei einer feinen zeitlichen Abtastung der Fall. Da stets geringe Rechen-
zeiten gewiinscht sind, wird die zeitliche Diskretisierung nahe des Stabilitédtslimits
gewahlt. Vergleicht man hier die einzelnen Ordnungen jeweils am Stabilitétslimit,
so weist O(2,4) die hochste Genauigkeit bei der geringsten Rechenzeit auf. Bei FD-
Schemata vierter zeitlicher Ordnung ist es moglich, durch die Wahl von einer héheren
rdumlichen Ordnung Genauigkeitsgewinne zu erzielen, allerdings erhoht sich auch die
Rechenzeit. Betrachtet man das Rechenzeit-Genauigkeits-Verhéltnis, so erwies sich
hier O(4,4) als optimal. Der direkte Vergleich von O(2,4) und O(4,4) jeweils am
Stabilitatslimit ldsst zwei Aussagen zu. Bei fester rdumlicher Diskretisierung las-
sen sich durch den Einsatz von O(4,4) anstelle von O(2,4) Genauigkeitsgewinne
erzielen, die Rechenzeit steigt hierbei geringfiigig. Betrachtet man diese beiden Ord-
nungen bei verschiedenen rdumlichen Diskretisierungen, so zeigt sich, dass es durch
die Wahl einer groberen réaumlichen Diskretisierung bei O(4,4) als bei O(2,4) mog-
lich ist, eine erhohte Genauigkeit in einer kiirzeren Zeit zu erzielen. Mit O(4,4) ist
es also moglich, Simulationen genauer und mit geringerer Rechenzeit durchzufiihren.

Das hier vorgestellte FD-Schema vierter zeitlicher und vierter rdumlicher Ordnung
weist einige Vorziige gegeniiber den bisher verwendeten FD-Schemata zweiter zeit-
licher Ordnung auf. Durch weitere Untersuchungen gilt es nun, das gezeigte FD-
Schema auch auf heterogene Modelle zu {ibertragen und zu testen. Sollten sich die
hier gefunden Vorteile bestétigen, ist es zukiinftig moglich genauere Wellenfeldsimu-
lationen mit dem Verfahren der Finiten-Differenzen durchzufiihren.
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Anhang

A. Taylor-Koeffizienten

Im Folgenden wird dargestellt wie die Taylor-Koeffizienten fiir raumlichen Ableitun-
gen in beliebiger Ordnung berechnet werden kénnen. Bis zur achten Ordnung be-
finden sie die Koeffizienten in Tabelle A.1 bis A.4. Es wird unterschieden in gerade
und ungerade Ableitungen, da dafiir ein leicht abgewandeltes Verfahren angewandt
wird. Da im Folgenden jeweils nur in eine Raumrichtung abgeleitet wird, ist jeweils
nur diese Raumrichtung in den Indizes notiert.

A.1. Ungerade Ableitungen

Sei f;" eine Funktion die zu einem beliebigen Zeitschritt n auf halben Gitterpunkten
definiert ist, also jeweils bei (j + %) Nun werden die Differenzen von f”  , und

Jt+m+3
f]@_m_ , entwickelt und als Summe dargestellt: i
2
N 2k+1 2k+1  92k+1
n " 1 Ax 0 "
ﬁw+é_f%m—é:2'§:(”“+§) @k+1ﬂ&ﬁ“ﬂﬂ' (A1)
k=0

Schreibt man nun Gleichung A.1 fiir m = 0,1,2...M und M = N auf und stellt dies
als

n n 1
f4 [ f 1 _1 1 1 9 fn
itz Ji-3 2Ll B3 B Az - 5= f
f’? s — fT‘ 5 3 3 3 A3 33 rn
J+35 J—35 =92 2tat 2330 255 ox3JJ (A 2)
n fn 5! 55 AQZB 9° '
j+2 j—2 21,11 2331 25.5] 9254 j
N o 7 ';f /\ .\; -
¥ i :

dar, ergeben sich die Ableitungsterme nach folgendem System:

b=A-17, (A.3)

F=A"1.0. (A.4)

Nun ergibt sich die [-te Ableitung wie folgt, wobei [ ungerade ist, das heifit [ =
1,3,5... Die Ordnung der Ableitung ergibt sich aus (2 - S + 2). Fiir die Stabilitét
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muss dabei zwingend | < (2 - .S + 2) erfiillt sein. Die Koeffizienten sind bis zur 8.
Ordnung und bis zur 5. Ableitung in Tabelle A.1, A.2 und A.3 gegeben.

o . 1
ozl T Axl

ZBSH < ;L+s+§ - fjns§>] (A.5)

Mit Gleichung A.5 lassen sich die rdumlichen Ableitungen von der Geschwindigkeit
gewinnen. Analog ergibt sich eine Gleichung um die rdumlichen Ableitungen des
Druckes zu bestimmen:

al -t 1
axl itz Axl

ZBSH (F ffj)] . (A6)

Tabelle A.1.: Koeffizienten 8! fiir die erste Ableitung.

Ordnung i Bs B3 Ai
2.0rdnung 1
4.0rdnung 9/8 -1/24
6.0rdnung 75/64 -25/384 3/640

8.0Ordnung 1225/1024 -245/3072 49/5120 -5/7168

Tabelle A.2.: Koeffizienten 82 fiir die dritte Ableitung.

Ordnung B3 B3 53 B3
4.0rdnung -3 1
6.0Ordnung -17/4 13/8 -1/8

8.0rdnung -1891/384 1299/640 -499/1920 37/1920

Tabelle A.3.: Koeffizienten 3° fiir die fiinfte Ableitung.

Ordnung BB B B

6.0rdnung 10 -5 1
8.0rdnung 415/24 -75/8 59/24 -5/24
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A.2. Gerade Ableitungen

Sei f}' eine Funktion die zu einem beliebigen Zeitschritt n auf ganzen Gitterpunkten
deﬁmert ist, also jeweils bei (7). Nun wird die Summe von und f7,, entwickelt
und als Summe dargestellt:

J+m

n n AJJ% 2k an .

Fithrt man dies nun fiir m = 0,1,2,...., M und M = N in ein Matrixsystem iiber:

1 1

1 n

%ﬁffgl f;; L&y gy Afci' 50217
e RN A IR I I VAR Vi e

Fivat /i f; T (?5-2)! (3-3)! Az® 'amfv‘fn

5 e X i I
ergeben sich die Ableitungen nach folgendem System:

b=c+ AZ, (A.9)
b—2). (A.10)

Die I-te Ableitung ergibt sich mit der folgenden Gleichung. Wobei [ nur gerade Werte
annehmen darf, dh. [ = 2,4,6.... Die Ordnung der Ableitung ergibt sich aus 2 - S.

81
% jn fn_{—Z’YS j+s_ s) (Al]')

Tabelle A.4.: Koeffizienten 2 fiir die zweite Ableitung.

Ordnung w R n % 7 2e
2. Ordnung -2 1
4. Ordnung -5/2 4/3 -1/12
6. Ordmung  -49/18 3/2 -3/20  1/90
8. Ordmung  -205/72 8/5 -1/5 8/315 -1/560
10. Ordnung -1086/371 5/3 -5/21 5/126 -5/1008 1/3150
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B. Dispersionsrelationen
B.1. 2D O(A#*, AhS)

5 iy sin 5 coSs sin
257 1 3
_or sin(ﬁkIAz) cos(©) + sin (

+ — _sin (gkxAx) cos(©) + Sln(

B.2. 2D O(A#*, Ah®)

. [ wAt 1225r 1 . [k, Ax
sim| —— | =+ [ S1n
2 1024 2

2457 1 .
3072 L

) @)+
) @)+
L Ao _sin(§k’IAx> cos(®)+sm(
) @)+

5120 L
_ 5r .
7168 L

B.3. 2D O(At*, AhS)

+ (@ _ L ) -sin(kmAx> cos(0) + sm( ) sin( ]
64 24-4) | 2

+ (2137;; — %) :sin (gk‘IAa:) cos(©) + sm( ) sin( }

+ (&TTO — 213 8) :sin (gkxAx) cos(©) + sm( ) sin( }

+ ;jl Zi {sin(kmﬁx> cos(©) - ¢, + sm(

) sin(© ]
325 [ . (3
bR [sm(ikmAx) cos(©) - ¢, + sm( ky A ) sin(©) - ¢ }
-3 [. (5 . .
sin §kxAx cos(©) - ¢, + sin §k‘yAy sin(0) - ¢,

T 2160
Wobei folgende Koeffizienten benutzt wurden:

Cy = [T cos(k,Ay) — W cos(2k,Ay) + 90 — cos(3k,Ay) — —}

18
Cx = [—2 cos(k,Ax) — 2—0 cos(2k, Ax) + % cos(3k, Ax) — E}
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B.4. 2D O(At*, AhY)

wAt) _
5 =
12257 1891r (k. Ax (k,Ay\
1024 24- 384) [ Il( 9 )COS(@) —I—Sln( )sm(@)}

(

( 2

(3750 ) s 32 ) -Gt )
(

(

sin

+

_l_

+

497 4997 . s |

5120 24 - 1920) [Sm(émf‘) cos(6) +Sm<§kyﬁy) sm(®)]
377"3 r . 7 ‘ 7 .

241920 7168) {sm (gk‘xAm) cos(©) + Sln(§k3yﬁy) Sln(@):|

r3-1225 [ . (k,Ax (k,Ay\
T 24 - 1024 _sm( 9 ) cos(©) - ¢, + Sln( 5 ) sin(©) 'C:c}

r3. 245
243072 |

r3.49 [ . 5 5 ‘

+ 215120 _sm(EkIAa@) cos(©) - ¢, + sin (ﬁkyAy) sin(0) - ¢,
7
2

.5 [ . /(7
~ 517168 _Sln (§kxAx) cos(0) - ¢, + sin

+

kyAy) sin(0) - ¢, (B.6)

Wobei folgende Koeffizienten benutzt wurden:

2 1 92
Cy = [ST cos(kyAy) — 205 cos(2k,Ay) + 52 cos(3k,Ay)

315
2 205
———cos(4k,Ay) — — B.
8-2

1 2
Cp = [T cos(k,Az) — 2—05 cos(2k, Ax) + 52 cos(3k, Ax)

315
2 205
———cos(4k,Azx) — — B.
260 cos( x) - ] (B.8)
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C. MATLAB-Implementierung

Hier wird die Implementierung des FD-Schemas in 1D beliebiger zeitlicher und rdum-
licher Ordnung gezeigt. Dazu wurde das Zeitschrittverfahren mit den Gleichungen
4.47 und 4.48 in MATLAB implementiert. Als Betriebssystem diente openSUSE
11.2, welches auf einem Intel i7 CPU 920 (8 Kerne, jw. 2.67 GHz) mit 12GB RAM

ausgefiihrt wurde.

o\

1D-Finite Differenzen Modellierung akustisch
FD-Modellierung beliebiger zeitlicher und raeumlicher Ordnung
Nur fuer homogene Modelle

Jun

o° o° oe

close all, clear all;

% Setze Parameter
; % Zeitliche Ordnung 2%S+2
% Rauemliche Ordnung 2xS+2

© 0 N 3 s W N

4
T=30; % Dauer der Modellierung

11 modell_x=20000; % Modellgroesse in Meter

12 abstand_quelle=2000; % Abstand Quelle - Empfaenger
13 £0= 5; Hauptfrequenz Ricker

14 gO0= 1; Maximalamplitude Ricker-Wavelet

15 ¢=3000; % vp-Geschwindigkeit in m/s

-
o

°
o
)

16 fmax=2+«f0; % Maximale Frequenz im Modell

17 cl=5; % Anzahl an Gitterpunkten pro maximale Wellenlaenge
18 dx=c/ (fmaxxcl);

19 c2=0.7; % Courant—-Zahl

20 dt=dx/ (c) *c2;

21

22 nx=round (modell_x/dx); % Anzahl an Gitterpunkten des Modelles
23 xscr = round(nx/2); % Gitterpunkt der Quelle

24 xrecl=xscr+round (abstand_quelle/dx); % Gitterpunkt Empfaenger
25

26 % Initialisiere Felder

27 vx=zeros (1,nx);

28 p=zeros (l,nx);

29

30 % Setze Geschwindigkeit & Dichte (Homogen) :

31 modell_v=[3000+xones (1,nx)1];

32 rho=[2200+«ones (1,nx)1];

33 rho_const=rho(l); % Vereinfachung da Dichte konstant

34

35 % Lame—-Paramter (Lambda)

=rho.*modell_v.*modell_v;

_const=1(1); % Vereinfachung da Lame-Parameter konstant

36 1
37 1
38

[

39 % Ausgabe Modellparameter:

40 disp(['Modellgroesse: x:',num2str (dx*nx),"' in m']);

41 disp(['Abtastung zeitlich: ',num2str(dt),' s']l);

42 disp(['Abtastung raeumlich x: ',num2str(dx),' m']);

43 disp(['Abstand Q-E:',num2str (dx* (-xscr+xrecl)),' in m']);
44 disp(['Anzahl an Punkten pro Wellenlaenge: ', ...

45 num2str (c/fmax/dx) 1) ;

46 disp(['Zeitlicher Fehler faellt mit ', num2str (2xS+2), ...
a7 '. Ordnung']);
48 disp(['Raeumlicher Fehler faellt mit ', num2str (2xZ+2),...
49 '. Ordnung']);
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76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
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94
95
96
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98
99
100
101
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103
104
105
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107
108

% Bilde Ort- & Zeitvektor
x=0:dx: (dx*nx—-dx) ;
t=0:dt: (T-dt);

nt=numel (t);

% Quellsignal
tau=pi*f0x (t-1.5/£0);
g=q0x* (1-2xtau.”2) .xexp (-tau."2);

% Initialisiere Seismogramme
Seismogramm=zeros (1,nt);
% Berechne Taylor-Koeffizienten:
ordnung_halbe=7+1;
k_ungerade=zeros (ordnung_halbe, ordnung_halbe);
for m=1:ordnung_halbe;
for n=1l:ordnung_halbe;
k_ungerade (m,n)=(m-1+0.5) * (2% (n=1)+1) ...
x1/ (factorial (2x (n-1)+1));
end
end
k_ungerade=1/2+inv (k_ungerade) ;
% Berechne weitere Koeffizienten im voraus:
for s=0:5;
koeff s v(s+1l)=dt” (2+xs+1)*1_const”s*1/ (rho_const” (s+1) ...
*dx” (2+xs+1) 2" (2+xs) rfactorial (2+«s+1));

end
for s=0:S;
koeff_s_p(s+l)=dt” (2«s+1l)x1_const” (s+1l) 1/ (rho_const”(s)...
*dx™ (2+%s+1) *x2" (2+xs) factorial (2+xs+1));
end
disp('Starte Schleife ueber Zeitschritte...');

tic; % Starte Zeitmessung

[)

for n=2:nt-1; % Schleife ueber Zeitschritte
% Update Geschwindigkeit
for kx=7:nx-7;
% Update Geschwindigkeit
update_vx=0;
for s=0:S5;
for z=0:%7;
update_vx=update_vx+t+koeff_ s_v(s+l)...
*k_ungerade (s+1l,z+1) x (p (kx+1+z) -p(kx-2));
end
end

% Jetzt Update der Geschwindigkeit:
vx (kx)=vx (kx) —update_vx;

end

% Einspeisen der Quelle
p(xscr)=p(xscr)+(g(n-1)+g(n))/2;

% Update Druck
for kx=7:nx-7;
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update_p=0;
for s=0:S;
for z=0:7;
update_p=update_p+koeff_s_p(s+l)...
*k_ungerade (s+1,z+1) x (vx (kx+z) -vx (kx-1-2));
end
end

% Jetzt Update des Druckes
p (kx)=p (kx) —update_p;

end
% Daten fuer Seismogramm speichern:
Seismogramm(l,n)=p(xrecl);

% Plot Snapshot
if (—-mod(n, 20))
figure (3)
plot(p(:),x)
hold on
rec=plot (0, xrecl*dx, 0, xscr*dx) ;
ylabel ('Tiefe in m'")
xlabel ("Amplitude')
title(['Wellenfeld bei ', num2str(nxdt), 's'])
set (rec, "MarkerSize',20, 'Marker',"'.");
axis([-2 2 0 dx#*nx])
hold off
drawnow;
pause (0.3)
end
end
time=toc; % Beende Zeitmessung
N_t=numel (2:nt-1);

disp(['Fertig mit ', num2str(N_t),' Zeitschritten, in ', ...
num2str (time), ' s']);

disp(['Zeit pro Zeitschritt: ', num2str(time/N_t),"' in s
(Mittelwert) ']);

[)

% Stelle Seismogramm dar

figure (4)
set (4, '"Position', [570 110 560 4201])
plot (t, Seismogramm (1, :));

xlabel ('Zeit in s');
ylabel ('Amplitude');
title(['Empfaenger bei ', num2str (dx*xrecl), ' km']);
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