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Kurzfassung

Trockene Gleitlager sind aufgrund ihrer Vielseitigkeit und geringen Kosten in zahlrei-
chen technischen Systemen weit verbreitet. In Anwendungen, die hohe Genauigkeit in
Verbindung mit geringen Toleranzen erfordern, können reibungsinduzierte Phänomene
wie Losbrechen oder selbsterregte Schwingungen problematisch sein. Ein Ansatz zur
Unterdrückung dieser Effekte ist die Überlagerung hochfrequenter Schwingungen.
Obwohl diese Methode seit vielen Jahren erforscht wird, wurde der Einfluss der
entstehenden Reibungswärme auf das Bewegungs- und Reibverhalten des Systems
bislang nicht ausreichend berücksichtigt.
Diese Arbeit untersucht die Wechselwirkung zwischen hochfrequenten Schwingungen,
Reibkraft und Wärmeentwicklung in mechanischen Systemen. Damit sollen Aussagen
abgeleitet werden, inwieweit die induzierte Reibungswärme das dynamische Verhalten
beeinflusst und ob trotz thermomechanischer Kopplung die hochfrequente Anregung
zu einer Reduktion der Reibkraft führen kann. Zur theoretischen Untersuchung wird
ein Modell eines Drehgelenks mit trockener Reibung unter hochfrequenter Anre-
gung verwendet, in dem der Kontaktdruck über die thermische Ausdehnung mit der
reibungsinduzierten Wärmeentwicklung gekoppelt ist. Ausgewählte mathematische
Methoden ermöglichen eine semi-analytische Betrachtung des vollständig gekoppelten
Systems. Diese Vorgehensweise gestattet es, analytische Näherungslösungen sowie
numerische Lösungen zu ermitteln, wodurch der Einfluss der thermomechanischen
Kopplung deutlich gemacht wird. Zusätzlich zu den Simulationen werden Experimente
an einem speziell entwickelten Prüfstand durchgeführt. Neben dem Einfluss der hoch-
frequenten Schwingung auf das gemessene Drehmoment in einem trockenen Gleitlager
wird auch die Temperaturentwicklung im Kontakt aufgezeichnet. Die Reibleistung
bestimmt hauptsächlich die Temperaturerhöhung im Kontakt, allerdings kann auch
eine Änderung des Reibmoments mit der Temperatur beobachtet werden. Somit kann
auch experimentell die Wechselwirkung aus hochfrequenten Schwingungen, Reibung
und Wärmeentwicklung evaluiert werden. Abschließend werden die simulativen und
experimentellen Ergebnisse verglichen, um das theoretische Modell und den Prüfstand
hinsichtlich ihrer Stärken und Schwächen zu bewerten.
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1 Einleitung

Stehen zwei Körper miteinander in Kontakt, so wirkt zwischen ihnen nicht nur eine
Kraft senkrecht zur Berührungsfläche, sondern auch eine Kraft parallel zur Fläche. Was
zunächst unspektakulär anmutet, ist bei genauerer Betrachtung jedoch ein komplexes
physikalisches Phänomen und kann praktisch überall in der belebten und unbelebten
Welt beobachtet werden. Beim Spazieren vertrauen wir darauf, dass unser Schuh
auf dem Untergrund nicht wegrutscht, wie es auf einer Eisfläche passieren kann.
Wenn wir ein Fahrzeug anhalten möchten, wird ein Bremsbelag gegen eine drehende
Bremsscheibe gedrückt und das Vehikel wird abgebremst. Um das Fahrzeug zu
beschleunigen oder um eine Kurve zu bewegen, müssen die Reifen Kräfte tangential
zur Kontaktfläche übertragen. Ohne dieses Phänomen, das wir als Reibung bezeichnen,
wäre Fortbewegung unheimlich schwer. Nur dank Reibung können wir einen Kaffeebe-
cher halten, indem wir ihn ausschließlich umfassen anstatt seine Unterseite auf unserer
Hand abzustellen. Seit Kindheitstagen haben wir gelernt mit Reibung umzugehen
und sie zu nutzen. Wir wissen, wie stark wir ein Glas umgreifen müssen oder mit
welcher Kraft wir gegen unsere Computermaus drücken müssen, damit sie über den
Schreibtisch gleitet und den Cursor wie gewünscht bewegt. In der Technik hingegen
will man die der Reibung zugrundeliegenden Mechanismen verstehen, zum einen,
um die gezielte Nutzung in beispielsweise Reibungskupplungen zu verbessern. Zum
anderen möchte man die unerwünschten Effekte wie Energiedissipation, Verschleiß
oder Schwingungserregung auf ein Minimum reduzieren. Obwohl das Phänomen
Reibung seit Jahrhunderten beobachtet und untersucht wird, gibt es immer noch kein
zweckmäßiges physikalisches Modell, das alle Phänomene und Wirkzusammenhänge
ganzheitlich abbilden und erklären kann.
Die vorliegende Arbeit ist dem umfangreichen Gebiet der Tribologie zuzuordnen.
Diese Wissenschaft beschäftigt sich mit berührenden Festkörpern und den daraus
entstehenden Wechselwirkungen. Der Fokus liegt dabei auf einem kleinen Ausschnitt,
in dem der Zusammenhang von Bewegung und Reibung, daraus resultierender Wär-
meentwicklung und der damit einhergehende Einfluss auf das Bewegungsverhalten
beleuchtet wird.
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1 Einleitung

1.1 Motivation und Thema der Arbeit
Der Einfluss überlagerter, hochfrequenter Schwingungen auf Systeme mit Reibkon-
takten ist bereits seit mehreren Dekaden Gegenstand der Forschung und wird gezielt
in technischen Systemen eingesetzt. Im deutschsprachigen Raum ist dieser Effekt vor
allem als „Reibwertglättung“ bekannt. In entsprechender Literatur wird der Fokus
dabei auf verschiedene Aspekte wie die Orientierung der Schwingungsanregung
relativ zur Bewegungsrichtung oder die Modellierung des Reibkontakts gelegt. Die
weitgehenden Untersuchungen geben einen tiefen Einblick in das Phänomen und
theoretische Ergebnisse werden durch Experimente bestätigt. Ein Aspekt, der bislang
nicht ausreichend untersucht wurde, ist die induzierte Reibungswärme und deren Ein-
fluss auf das Reibverhalten. In der vorliegenden Arbeit wird deshalb eine Ausführung
eines trockenen Gleitlagers als Drehgelenk vorgestellt, an welchem der Einfluss einer
hochfrequenten Anregung auf das thermomechanische und dynamische Verhalten
untersucht werden soll.

1.2 Literaturübersicht
Das Phänomen Reibung wird bereits seit Jahrhunderten untersucht, als Beispiel werden
hierfür gerne die Aufzeichnungen von Leonardo da Vinci (*1452 – †1519) genannt, die
bereits zu Beginn des 16. Jahrhunderts entstanden sind [64]. Ein weiterer Meilenstein
waren die Untersuchungen von Charles Augustin Coulomb (*1736 – †1806), nach
dem das wohl prominenteste Modell zur Formulierung der Reibkraft benannt ist
[43]. Im 20. Jahrhundert erfährt die Tribologie wie viele andere Bereiche der Technik
große Beachtung und es werden damit auch zahlreiche neue Erkenntnisse gewon-
nen. Die anschließenden Unterkapitel geben einen Überblick über die Entwicklung
der Forschung in den Gebieten trockene Gleitlager, reibungserregte Schwingungen,
Reibwertglättung sowie thermomechanisch gekoppelte Schwingungen.

1.2.1 Trockene Gleitlager
Lagerungen beschränken und ermöglichen Relativbewegungen von Maschinenelemen-
ten und sind damit die konkrete Ausformung von Gelenken [4, 129]. Die verschiedenen
Lagerarten werden dabei in ihrer Bauform und in der Einschränkung der Bewegung
eingeteilt. Einige Beispiele sind Linearlager, Drehlager oder Gelenklager, die unter-
schiedliche Freiheitsgrade zulassen. Die häufigsten Ausführungen im Maschinenbau
sind Wälzlager, bei denen sich Wälzkörper wie Kugeln oder Zylinder zwischen den
bewegten Körpern befinden, und Gleitlager, bei denen sich ein Schmierstoff zwischen
den bewegten Teilen befinden kann [54]. Falls aufgrund von Umgebungsanforderungen
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kein Schmierstoff verwendet werden kann, wie beispielsweise in der Lebensmittelin-
dustrie, werden sogenannte Trockenlager eingesetzt, bei denen sich die bewegten Teile
direkt berühren und aufeinander abgleiten [56]. Die Lagerbuchsen können dabei unter
anderem aus gesintertem Eisen, Metallkeramik, Kunststoffen oder Verbundwerkstoffen
bestehen [15]. Besonders Lager aus Kunststoffen sind aufgrund ihrer vielseitigen Ein-
setzbarkeit und der geringen Herstellungskosten sehr weit verbreitet [40]. Trockenlager
haben einige Nachteile wie erhöhter Verschleiß [115] und schlechter Wärmetransport,
außerdem liegt die maximale Lagerbelastung sowie die Drehzahl weit unter denen von
Wälzlagern oder hydrodynamisch arbeitenden Lagern [42]. Dafür ist der konstruktive
Aufwand deutlich geringer, die Konstruktion selbst günstiger, die Lager benötigen
weniger Wartung und die erreichbare Führungsgenauigkeit ist sehr gut [15]. Zur
Auslegung solcher Lager ist der Kontaktdruck 𝑝 sowie die Gleitgeschwindigkeit 𝑣
ausschlaggebend. In Abb. 1.1 ist für verschiedene Gleitlagerwerkstoffe die zulässige
Pressung über der Geschwindigkeit aufgetragen. Die Belastungsgrenze ergibt sich
dabei aus der Grenze zur plastischen Verformung des Lagerwerkstoffes sowie aus der
zulässigen thermischen Belastbarkeit [42]. Bei kleinen Gleitgeschwindigkeiten dürfen
die Lager stark belastet werden, bei zunehmender Geschwindigkeit nimmt die zulässige
Belastung ab.

Abbildung 1.1: 𝑝𝑣-Diagramm unterschiedlicher Gleitlager nach Czichos [42]

Für Gleitlager ist die Reibungszahl 𝑓 charakterisierend. Sie gibt das Verhältnis aus
Tangentialkraft und Normalkraft an und ist im Idealfall sehr klein. In der Literatur
wird dieser Proportionalitätsfaktor oft auch als Reibwert oder Reibungskoeffizient 𝜇
bezeichnet. Bei großen Reibungszahlen ist die Energiedissipation durch die Reibung
hoch, bei gleichzeitigem Anstieg des Verschleißes und der Wärmeentwicklung. In
Abb. 1.2 ist die Reibungszahl zweier Materialpaarungen über der Kontaktpressung
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1 Einleitung

und der Gleitgeschwindigkeit aufgetragen. Es ist deutlich zu erkennen, dass sich die
Reibungszahl mit zunehmender Geschwindigkeit und abnehmender Pressung erhöht
und Werte im Bereich von 0,05 bis 0,3 annimmt. Im Allgemeinen entspringt dieser
Faktor nur einer Modellvorstellung und wird je nach Anwendungsfall angepasst, da
er für unterschiedliche Materialpaarungen und Umgebungsbedingungen verschiedene
Werte annimmt [65].

Abbildung 1.2: Reibungszahl 𝑓 über Pressung 𝑝 und Gleitgeschwindigkeit 𝑣 nach Czichos [42]

In der Veröffentlichung von Bueche und Flom [33] wird der Reibungskoeffizient einer
ungeschmierten Stahl-Plexiglas-Paarung bei unterschiedlichen Relativgeschwindigkei-
ten und Temperaturen experimentell erprobt. Es zeigt sich eine deutliche Abhängig-
keit, wobei der Reibungskoeffizient für größere Temperaturen zunimmt. Die Autoren
Chernets et al. [37] ermitteln den Einfluss der Temperatur auf den Kontaktdruck
in einem Kunststoffgleitlager experimentell. Sie kommen zu dem Schluss, dass eine
höhere Umgebungstemperatur das Betriebsverhalten positiv beeinflusst, da die Tragfä-
higkeit zunimmt. Zhu, Xie und Dwyer-Joyce untersuchen in [131] neuartige, faserver-
stärkte Kunststoffe als Hülsenmaterial. Sie beobachten dafür gegenüber herkömmlichen
Kunststoffen verbesserte Eigenschaften bezüglich Reibungskoeffizient, Verschleiß und
Reibungswärme. In [36] werden trockene Gleitlager verschiedener Durchmesser mit
Buchsen aus unterschiedlichen Thermoplasten getestet. Aus den Untersuchungen geht
hervor, dass der Wellendurchmesser zusammen mit Lagerspiel und Kontaktdruck eine
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wichtige Eingangsgröße für das Reib- und Verschleißverhalten darstellt. In [80] wird
über die Beobachtung von Reibmoment und Temperaturerhöhung auf den Verschleiß-
zustand von selbstschmierenden, trockenen Kugelgelenken geschlossen. Dabei wird
beobachtet, dass im untersuchten Gelenk größere aufgebrachte Lasten sowie höhere
Belastungsfrequenzen zu einem schnelleren Verschleiß der Oberflächen und damit zu
einem früheren Ausfall führen. Mosleh, Saka und Suh betrachten in [85] den Einfluss
von zusätzlichen Partikeln im Reibkontakt des Lagers, die aufgrund von Verschleiß
und Abrieb entstehen können. Dadurch kann sich das Reibverhalten verändern und
die Reibkräfte steigen. Zudem ist Verschleiß ein zeitabhängiger Prozess, da entweder
neuer Abrieb entsteht oder Partikel den Reibkontakt verlassen oder zerkleinert werden.
Wie alle Lagerarten müssen auch trockene Gleitlager bezüglich ihres dynamischen
Verhaltens im Betrieb ausgelegt werden. Dabei können unterschiedliche dynamische
Effekte auftreten wie Losbrechen, Stick-Slip-Bewegungen und allgemein reibungser-
regte Schwingungen [16, 100]. Um diesen unerwünschten Effekten zu begegnen, werden
unterschiedliche Maßnahmen getroffen, wie Änderung der Materialpaarung, Beschich-
tungen, Einbringung bestimmter Oberflächenstrukturen, Anpassung der Lagergeome-
trie oder die Verwendung spezieller regelungstechnischer Konzepte [67, 110].
In [46, 47, 96, 97] werden experimentelle und theoretische Arbeiten zu einem trockenen
Gleitlager vorgestellt. Im Fokus steht dabei das Design und dessen Auswirkung auf
die Tragfähigkeit und das Temperaturverhalten des Gleitlagers. Mithilfe der experi-
mentellen Untersuchungen werden Modelle zur Wärmeleitung, zur Verschleißrate und
zum Reibungskoeffizienten in Abhängigkeit der Designparameter, der verwendeten
Materialien und des Betriebspunkts entwickelt, um den Entwicklungsprozess von
Gleitlagern zu verbessern. Dabei wird besonders der Einfluss der reibungsinduzierten
Wärme herausgearbeitet und als wichtiges Auslegungskriterium bezeichnet.
Starostin et al. stellen in [111, 112] eine inverse Methode vor, mit der von Temperaturda-
ten eines trockenen Gleitlagers auf das Reibmoment geschlossen werden kann. Dazu
wird die Wärmeleitungsgleichung für die Welle und die Lagerbuchse formuliert und
mithilfe der Finite-Differenzen-Methode gelöst. Anhand gemessener Daten aus einem
Prüfstand gibt das numerische Modell das Reibmoment zurück.
Die Autoren Mansouri und Khonsari [83] untersuchen in ihrer Veröffentlichung die
Oberflächentemperatur des Kontakts einer Welle mit Lagerbuchse, die periodisch
aneinander gleiten. Die Relativbewegung wird dabei vorgegeben und der Wärme-
fluss in die Welle und die Gleitbuchse wird über einen Hertzschen Kontakt mit
der Wärmeleitungsgleichung und entsprechenden Rand- und Übergangsbedingungen
modelliert. Die partielle Differentialgleichung wird im Radius und der Winkelkoordi-
nate diskretisiert und das entstehende gewöhnliche Differentialgleichungssystem in
der Zeit integriert. Das transiente Verhalten der Temperatur wird maßgeblich durch
die Péclet-Zahl, die Biot-Zahl, die Anregungsamplitude sowie den Kontaktwinkel
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beeinflusst. Mit steigender Péclet-Zahl und sinkender Biot-Zahl sinkt die maximale
Oberflächentemperatur.

1.2.2 Reibungserregte Schwingungen
Im vorangegangenen Unterkapitel wurden bereits reibungsinduzierte Phänomene
erwähnt, die in trockenen Gleitlagern auftreten können. Reibungserregte Schwingun-
gen treten in vielen technischen Systemen mit Reibkontakten auf und können ein
ernstzunehmendes Problem darstellen.
Den meist unerwünschten Schwingungen liegen dabei teils komplexe Mechanismen
zugrunde, die nicht in allen Fällen durch physikalische Modelle abgebildet und erklärt
werden können. Als Beispiele können Werkzeugmaschinen, Verbindungsstellen von
Turbinenschaufeln, Robotergelenke und Bremssysteme genannt werden [66, 101]. Die
Schwingungen können dabei einfach zu Komfortverlust führen, wie beim Bremsen-
quietschen. Allerdings kann es auch zur Verschlechterung von Prozessen kommen,
wodurch Produkte die geforderte Qualität nicht besitzen. Im schlimmsten Fall kommt
es zur Schädigung von Bauteilen und dem Ausfall des gesamten Systems. Auch in
den Bohrgestängen von Ölförderanlagen [125] oder der Erforschung von Erdbeben [89]
können selbsterregte Schwingungen auf ähnliche Mechanismen zurückgeführt werden.
Das Review von Feeny et al. [44] beleuchtet trockene Reibung in einem historischen
Hintergrund und zeigt verschiedene Anwendungen, Problemstellungen und Untersu-
chungen von der Steinzeit bis in die Neuzeit auf. Bereits in der Steinzeit wurde Reibung
gezielt genutzt, um beispielsweise Klingen mithilfe von Schnüren an Werkzeugen zu
befestigen. Später mussten Reibungswiderstände reduziert werden, um den Transport
schwerer Gegenstände oder den Betrieb von Geräten und Mechanismen zu vereinfachen.
In der modernen Technik nehmen die Anwendungen immer komplexere Formen an,
wobei Reibung gezielt eingesetzt wird, jedoch auch unerwünschte Effekte zur Folge hat.
Diese Phänomene werden zunehmend erforscht, wobei Reibmodelle unterschiedlichen
Komplexitätsgrades entwickelt und Ersatzmodelle zur Beschreibung und Erklärung
verschiedener Beobachtungen geschaffen werden.
In den Teilen I und II des Reviews [66] wird ein umfassender Überblick über die
relevanten Aspekte von Gleitreibung sowie deren Einfluss auf die Erregungsmecha-
nismen von Schwingungen gegeben. Im ersten Teil werden sowohl Kontaktmodelle
als auch experimentelle Ergebnisse zur Bestimmung des Reibungskoeffizienten dis-
kutiert. Im Fazit wird betont, wie umfangreich das Phänomen Reibung ist und dass
keine einheitliche Theorie zur Beschreibung beliebiger Systeme existiert. Einflussrei-
che Faktoren sind dabei die Materialpaarung, Schmierung, Unsicherheiten in den
Messungen, Gleitgeschwindigkeit, Zeitabhängigkeit, Temperatur und aufgebrachte
Last. Der Einfluss dieser Faktoren auf die Reibkraft ist dabei hochgradig nichtlinear,
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die Auswahl des Reibmodells muss immer anhand des untersuchten Systems und
betrachteter Effekte erfolgen. Im zweiten Teil werden Minimalmodelle vorgestellt,
anhand derer reibungserregte Schwingungen auf theoretische Weise analysiert werden
können. Dabei dienen analytische Methoden zur Bestimmung von Ruhelagen und
Stabilitätsbedingungen. Anhand numerischer Lösungen der Gleichungen werden ver-
schiedene Bewegungsmuster wie Grenzzyklen oder Chaos diskutiert. Eine Ursache für
die selbsterregten Schwingungen ist die abfallende Reibkennlinie für größer werdende
Geschwindigkeiten. Außerdem werden experimentelle Ergebnisse aus der Literatur
vorgestellt und im Rahmen der angeführten Theorien diskutiert.

Abbildung 1.3: Zu reibungserregten Schwingungen neigendes System, übernommen aus [120]. (a) Viskoelas-
tisch gelagerter Körper auf einem umlaufenden Band, (b) Reibcharakteristik mit negativem Gradienten für
kleine Relativgeschwindigkeiten

Die Autoren Thomsen und Fidlin [120] verwenden ein analytisches Näherungsverfahren,
um die Amplitude und Frequenz reibungsinduzierter Schwingungen eines Körpers
auf einem umlaufenden Band zu bestimmen, siehe Abb. 1.3. Mithilfe eines klassischen
Mittelwertbildungsverfahrens werden Ausdrücke zur Beschreibung von Stick-Slip-
Bewegungen und Schwingungen bei reinem Gleiten gefunden. Die ermittelten Werte
sowie der Übergang zu einer stabilen Ruhelage mit stetigem Gleiten stimmen sehr
gut mit den Ergebnissen aus numerischen Zeitintegrationen überein, solange der
Unterschied zwischen Haft- und Gleitreibungskraft klein ist. Die vorgestellte Nähe-
rungsmethode kann außerdem auf andere Reibmodelle übertragen werden. Ähnliche
Untersuchungen sind auch in [119] zu finden.
Popp et al. untersuchen in [101] einen Einmassenschwinger mit Fremd- und Rei-
bungserregung mit zwei unterschiedlichen Reibcharakteristiken. Hierzu verwenden
sie numerische Integration und erstellen eindimensionale Abbildungen mit Hilfe von
Pointcaré-Schnitten. Das dynamische Verhalten des untersuchten Systems ist sehr
vielfältig: Es treten ein- und mehrfach periodische Grenzzyklen sowie Chaos auf.
Mithilfe dieser Methoden wird das Bifurkationsverhalten des Systems untersucht.
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In [130] wird die Attraktivität von Gleichgewichtslagen mechanischer Systeme mit Cou-
lombscher Reibung untersucht. Die Autoren entwickeln Bedingungen für stückweise
lineare Systeme und deren Parametrisierung, damit das Gleichgewicht stabil ist.
Systeme mit mehreren Freiheitsgraden werden zum Beispiel in [5, 49, 51, 126] untersucht.
Hier liegen mehrere elastisch gekoppelte Körper auf einem umlaufenden Band auf und
die Reibkraft regt das System zu Schwingungen an. Ähnliche Modelle werden in [48,
50, 52] untersucht. Hier liegt der Fokus mehr auf den numerischen Methoden zur
Lösung der nichtglatten Differentialgleichungen sowie auf der Charakterisierung der
Bewegungen und Grenzzyklen mithilfe von eindimensionalen Pointcaré-Abbildungen.
Mit diesen Methoden kann das Bifurkationsverhalten untersucht werden. In [19] wird
ein Formalismus zur Stabilitätsuntersuchung von Mehrkörpersystemen mit trockener
Reibung vorgestellt und anhand eines Beispiels erläutert. Auch hier lässt sich die
Selbsterregung auf die abfallende Reibkennlinie zurückführen und das System weist
ein komplexes dynamisches Verhalten mit Grenzzyklen, chaotischen und quasiperiodi-
schen Bewegungsmustern auf.
Wensrich [128] untersucht Systeme mit einem oder mehreren Körpern mit je einem
Reibkontakt, die sich über eine Oberfläche bewegen. Durch eine dimensionslose
Kennzahl in Abhängigkeit des Dämpfungsparameters kann die Grenze zwischen rein
gleitender Bewegung und einer Bewegung mit Haftphasen angegeben werden.
In der Veröffentlichung [114] untersucht Stelter reibungserregte Schwingungen in
nachgiebigen Strukturen simulativ und experimentell. Für das analytische Modell
werden die beiden ersten Eigenmoden des zugrundeliegenden linearen Modells, ein
Biegebalken mit Reibkontakt am Ende, herangezogen. Die numerischen Lösungen
weisen ein komplexes dynamisches Verhalten mit ein- und mehrfach periodischen
Lösungen sowie Chaos auf. Die experimentellen Ergebnisse werden mit der Simulation
abgeglichen und weisen eine hohe Übereinstimmung auf. Des Weiteren wird aus dem
Vergleich der theoretischen mit den experimentellen Ergebnissen die zugrundeliegende
Reibcharakteristik bestimmt.
In [60, 61, 87] wird ein System mit zwei Freiheitsgraden untersucht, bei dem sich
ein Körper in der Ebene bewegen kann und über eine Feder auf einem umlaufenden
Band abgestützt ist, siehe Abb. 1.4. Bei dieser Anordnung können auch bei konstantem
Reibwert reibungserregte Schwingungen auftreten. Die spezielle Struktur des Systems
führt dazu, dass zwei Bewegungsformen über die Reibkraft miteinander gekoppelt
sind, wodurch die Ruhelage instabil werden kann. Dieser Mechanismus wird in der
Literatur daher oft als „Modenkopplung“ bezeichnet.
Sinou und Jézéquel untersuchen in [109] ein System mit Modenkopplung und zwei Reib-
stellen auf die Stabilität seiner Ruhelage. Als Bifurkationsparameter wird der konstante
Reibwert verwendet und die Dämpfung wird als besonders wichtig herausgearbeitet.
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Abbildung 1.4: Zu reibungserregten Schwingungen neigendes System mit Modenkopplung, übernommen
aus [60]

In [113] werden reibungserregte Schwingungen analytisch und experimentell in einem
Pin-on-Disk-Aufbau untersucht. Es wird ein Prüfstand vorgestellt, an dem sich reibungs-
induzierte Schwingungen beobachten und messen lassen, zudem wird ein analytisches
Modell entwickelt, um das Systemverhalten theoretisch abzubilden. Das im Experiment
beobachtete chaotische Verhalten taucht im Modell nicht auf und wird auf unbekannte
äußere Störungseinflüsse und auf die Abhängigkeit der Reibkraft von der Beschleuni-
gung zurückgeführt.
Tworzydlo et al. stellen in [124] ausführliche theoretische Untersuchungen vor, die
mithilfe eines Pin-on-Disk-Aufbaus validiert werden. Das untersuchte Modell mit
konzentrierten Parametern bildet einen Pin-on-Disk-Aufbau ab und enthält mehrere
Freiheitsgrade sowie eine Reibstelle. Die numerischen Lösungen zeigen selbsterregte
Schwingungen sowie Stick-Slip-Bewegungen, die auch im experimentellen Aufbau
gemessen werden konnten.

1.2.3 Reibwertglättung
Die im vorigen Unterkapitel vorgestellten Veröffentlichungen unterstreichen die Rele-
vanz reibungserregter Schwingungen in mechanischen Systemen. Ein Ansatz, um die
effektiv wirkende Reibcharakteristik gezielt zu beeinflussen und die unerwünschten
Erregungsmechanismen zu unterdrücken, ist die Überlagerung hochfrequenter Schwin-
gungen. Da im funktionellen Zusammenhang die Reibkraft dadurch ihre Unstetigkeit
verliert und einen glatten Übergang bei verschwindender Relativgeschwindigkeit
aufweist, ist dieses Phänomen im deutschsprachigen Raum als „Reibwertglättung“
bekannt.
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Die ersten theoretischen Untersuchungen zum Einfluss hochfrequenter Schwingungen
auf Systeme mit Reibung gehen auf die Veröffentlichung [21] von Blekhman und
Dzhanelidze zurück. Darin werden hochfrequente Schwingungen für den Transport
von Schüttgut verwendet, die zur Reduktion der Reibung und als Antriebskraft dienen.
Auf die Untersuchungen wird auch in [22] verwiesen.
Der Einfluss hochfrequenter Schwingungen auf Systeme mit Reibung wird außerdem
früh in der Umformtechnik gezielt eingesetzt. Beispielsweise beim Drahtziehen kann
damit die notwendige Zugkraft stark reduziert werden [98, 108].
Mit [118] erschien von Thomsen eine theoretische Arbeit, die auf den Ideen von
Blekhman aufbaut und mithilfe asymptotischer Methoden sowohl reibungsinduzierte
Schwingungen als auch den Einfluss hochfrequenter Anregung auf die Systemdyna-
mik untersucht. Dabei wird gezeigt, dass die effektive Reibcharakteristik durch die
hochfrequente Anregung so beeinflusst wird, dass sie dämpfend wirkt. Dadurch wird
der Selbsterregungsmechanismus unterdrückt und es stellt sich eine quasistatische
Ruhelage ein, in der der Körper hochfrequent bei kleiner Amplitude schwingt.
Die vorgestellte Theorie wurde daraufhin auf eine Vielzahl von Systemen angewendet.
In [132, 133] wird ein System aus zwei gekoppelten Körpern auf einem umlaufenden
Band unter hochfrequenter Anregung untersucht. Darin wird gezeigt, dass für die
Unterdrückung reibungserregter Schwingungen ausreichend sein kann, nur einen der
beiden Körper hochfrequent anzuregen.
In [68–70] wird der Einfluss hochfrequenter Anregung auf einen Körper auf einem
umlaufenden Band untersucht, wobei ein dynamisches Reibmodell mit innerem Frei-
heitsgrad verwendet wird. Die simulativen Ergebnisse stimmen sehr gut mit den
Ergebnissen des Experiments überein.
Chatterjee, Singha und Karmakar untersuchen in [35] das LuGre- und das elasto-
plastic-Reibmodell bei hochfrequenter Anregung. Die analytischen Ergebnisse werden
mit numerischen Lösungen abgeglichen und weisen eine gute Übereinstimmung
auf. Auch bei den vorgestellten dynamischen Reibmodellen ist eine Glättung der
Reibkraft zu beobachten, die bei kleinen Relativgeschwindigkeiten dämpfend wirkt und
damit reibungserregte Schwingungen unterdrückt und eine quasistatische Ruhelage
stabilisiert.
In der Veröffentlichung [75] wird das sogenannte Dahl-Reibmodell mit innerem Frei-
heitsgrad verwendet und mit dem Coulomb-Modell verglichen. Die Ergebnisse vari-
ieren je nach verwendetem Modell und stimmen für das dynamische Reibmodell
besser mit experimentellen Ergebnissen aus entsprechenden Veröffentlichungen über-
ein. Zudem wird betont, dass im Gegensatz zur Formulierung mit Coulombscher
Reibung die mittlere Reibkraft beim Dahl-Modell auch reduziert wird, ohne dass diese
im zeitlichen Verlauf das Vorzeichen ändert.
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Popov und Li [99] untersuchen die hochfrequente Anregung in Normalenrichtung,
wobei ebenfalls ein dynamisches Reibmodell genutzt wird, um die Kontaktnachgiebig-
keit abzubilden. Auch hier wird eine Glättung der Reibkraftkurve beobachtet und das
Vorgehen wird zur Anwendung in Regelungsproblemen vorgeschlagen. In [17] wird das
gleiche Reibmodell verwendet, wobei die hochfrequente Anregung transversal in der
Ebene der Gleitbewegung aufgebracht wird. Der makroskopische Reibungskoeffizient
kann für große und kleine Anregungsamplituden reduziert werden, wofür analytische
Ausdrücke angegeben werden können. Die Reduktion wird auf zwei Mechanismen
zurückgeführt: Zum einen gibt es Haftphasen, zum anderen zeigt die Reibkraft nicht
immer in Richtung der aufgebrachten Gleitbewegung, weshalb durch die Projektion in
diese Richtung ein kleinerer Wert entsteht.
Kumar und Hutchings präsentieren in [74] ihre Ergebnisse zu einer hochfrequenten
Anregung in Bewegungsrichtung und quer dazu. Sie untersuchen einen Kontakt
zwischen zwei Metallkörpern theoretisch und experimentell. Die Ergebnisse werden
verglichen und decken sich weitgehend. Als wichtige Systemgrößen nennen sie das
Verhältnis aus vorgeschriebener Gleitgeschwindigkeit und Geschwindigkeitsamplitude
der überlagerten Schwingung.
In [95] wird eine Störungsmethode angewandt, um einen gleitenden Körper auf einer
Unterlage unter Verwendung des LuGre-Reibmodells zu untersuchen. Damit kann der
stabilisierende Effekt hochfrequenter Anregung gezeigt werden, wobei die effektive
Reibcharakteristik allein durch die Amplitude und Frequenz der Anregung ausge-
drückt werden kann. Experimentelle Untersuchungen unterstreichen die theoretischen
Ergebnisse.
Die Autoren Tsai und Tseng [123] untersuchen den Einfluss hochfrequenter Anregung,
die unter einem beliebigen Winkel in der Bewegungsebene auf einen Körper auf
einem umlaufenden Band wirkt. Die Reibkraft wird nach dem Modell von Dahl
berechnet, das zudem auf Haften erweitert wird. Die Anregung führt für alle Anre-
gungswinkel zu einer Reduktion der Reibkraft, wobei der Effekt am stärksten ist,
wenn die Anregung in Richtung der Bewegungsrichtung des umlaufenden Bands
zeigt. Während die Anregung senkrecht dazu immer zu einer, wenn auch kleinen,
Reduktion führt, wirkt die Anregung in Bandrichtung nur dann reduzierend, wenn
die Geschwindigkeitsamplitude der überlagerten hochfrequenten Schwingung größer
ist als die Bandgeschwindigkeit. Als weiteres Ergebnis wird beschrieben, dass die
Berücksichtigung der Kontaktsteifigkeit zu einer Minderung des reduzierenden Effekts
führt und damit experimentelle Ergebnisse aus entsprechender Literatur besser abbildet
als ein starrer Kontakt gemäß dem Coulombschen Reibmodell.
In [62] wird das Modell zur Modenkopplung unter hochfrequenter Anregung unter-
sucht. Auch für diesen Erregungsmechanismus kann die Anregung zu einer stabilen
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quasistatischen Ruhelage führen, sofern die Anregung stark genug ist. Für die Stabili-
tätsbedingungen werden analytische Ausdrücke angegeben.
Sahoo und Chatterjee betrachten in [105] ebenfalls das Modell zur Modenkopplung,
wobei Coulombsche Reibung mit fallender Reibkennlinie angenommen wird. Die hoch-
frequente Anregung wird in Tangential- und Normalenrichtung analytisch untersucht
und die Ergebnisse mit numerischen Simulationen abgeglichen. Für die Anregung
in tangentialer Richtung kann für einen bestimmten Wertebereich der Anregungsam-
plitude der Erregungsmechanismus unterdrückt werden und eine stabile Ruhelage
entstehen. Die Anregung in Normalenrichtung führt nicht zu einer Stabilisierung,
jedoch kann die Amplitude der reibungserregten Schwingungen reduziert werden.

(a) Geglätteter Reibwert bei Anregung parallel
zur Bewegung

(b) Geglätteter Reibwert bei Anregung transver-
sal zur Bewegung

Abbildung 1.5: Geglätteter Reibwert aus [116]

Die Autoren Littmann, Storck und Wallaschek [78, 79] untersuchen den Einfluss
hochfrequenter Schwingungen in Bewegungsrichtung und motivieren ihre Forschung
mit der Reduktion von Prozesskräften bei Fertigungsverfahren wie Ultraschallschnei-
den. Zur theoretischen Untersuchung wird ein einfaches Coulomb-Reibmodell mit
konstantem Reibwert verwendet und als wichtige Kenngröße das Verhältnis aus
Geschwindigkeitsamplitude der Schwingung und der Gleitgeschwindigkeit benannt.
Die Ergebnisse können an einem Prüfstand validiert werden. Eine Betrachtung der
für die Anregung benötigten Leistung sowie der mechanischen Leistung ergibt, dass
für die Reduktion der Reibkraft nur ein geringer energetischer Mehraufwand geleis-
tet werden muss. In [116] wird zusätzlich zur longitudinalen Anregung auch die
transversale Anregung theoretisch und experimentell untersucht. Auch hier wird das
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Geschwindigkeitsverhältnis als wichtige Kenngröße identifiziert. Die experimentellen
Ergebnisse stimmen gut mit den theoretischen überein. Das lässt darauf schließen,
dass die Verwendung des einfachen Reibmodells nach Coulomb ausreichend genaue
Resultate zu liefern scheint.
In der Arbeit von Michaux, Ferri und Cunefare [84] werden zwei qualitativ unterschied-
liche Reibwertverläufe betrachtet, wobei eine Funktion permanent einen negativen
Geschwindigkeitsgradienten aufweist und die zweite Funktion zuerst abfällt und
danach wieder ansteigt. Für beide Fälle werden analytisch Stabilitätskarten ermittelt
und mit numerischen Ergebnissen abgeglichen, wobei die Übereinstimmung hervor-
ragend ist. Für den monoton fallenden Reibwertverlauf ist das Parametergebiet mit
instabiler Ruhelage deutlich größer als für den Verlauf, bei dem der Reibwert für große
Geschwindigkeiten wieder ansteigt.
Teidelt, Starcevic und Popov beschreiben in [117] ausführlich experimentelle Ergebnisse
zum Einfluss hochfrequenter Anregung in longitudinaler, transversaler und norma-
ler Richtung. Die Untersuchungen umspannen einen großen Parameterbereich von
Anregungsgrößen und Gleitgeschwindigkeiten bei verschiedenen Materialpaarungen.
Zudem werden theoretische Modelle vorgestellt und ausgewertet, um diese mit den
experimentellen Ergebnissen zu vergleichen. Die Reibkraft sinkt mit steigender Schwin-
gungsamplitude der überlagerten Schwingungen. Des Weiteren kann die Reibkraft bei
kleinen Gleitgeschwindigkeiten stärker reduziert werden.
Die Autoren Rybkiewicz, Gutowski und Leus [104] stellen in ihrer Veröffentlichung
experimentelle und theoretische Ergebnisse eines Reibschwingers unter hochfrequenter
Anregung vor. Im Experiment wird gezeigt, wie die hochfrequente Anregung reibungs-
induzierte Schwingungen unterdrückt und die Reibkraft reduziert wird. Maßgeblich
hierfür ist, dass die Geschwindigkeitsamplitude der überlagerten hochfrequenten
Schwingung größer ist als die Gleitgeschwindigkeit. Wenn diese Bedingung erfüllt
ist, werden Stick-Slip-Effekte gänzlich eliminiert und die Reibkraft kann umso mehr
reduziert werden, je kleiner die Gleitgeschwindigkeit ist. Das vorgestellte und unter-
suchte theoretische Modell stimmt sehr gut mit den experimentellen Ergebnissen
überein und unterstreicht deren Relevanz.

1.2.4 Thermomechanisch gekoppelte Reibschwinger
Nachdem in den vorigen Abschnitten Literatur zu trockenen Gleitlagern mit Wärme-
entwicklung, reibungserregten Schwingungen sowie zu deren Unterdrückung durch
hochfrequente Anregung vorgestellt wurde, folgt hier ein Überblick zu Veröffentlichun-
gen zu reibungsbehafteten dynamischen Systemen mit thermomechanischer Kopplung.
Zur Wärmeleitung beim Kontakt zweier bewegter Körper gibt es eine Vielzahl von
Arbeiten [7, 13, 25, 27, 28, 34, 63], die zwar Reibungswärme berücksichtigen, eine Rück-
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kopplung der Erwärmung auf das mechanische Problem, also thermische Ausdehnung,
allerdings vernachlässigen.
Die Autoren Boucly et al. [26] verwenden ein dreidimensionales thermoelastisch-
plastisches Kontaktmodell, um die Belastung in Systemen mit rollendem oder gleiten-
dem Kontakt zu untersuchen. Die thermische Ausdehnung und der daraus resultierende
veränderte Kontaktzustand wird mit den Modellgleichungen abgebildet. Es wird her-
ausgearbeitet, dass das Temperaturfeld den Belastungszustand unter der Kontaktfläche
stark beeinflusst.
In [24] werden verschiedene Modelle aus der Literatur zur Untersuchung reibungsin-
duzierter Wärmeentwicklung analysiert und verglichen. Ein besonderes Augenmerk
liegt auf den Temperaturspitzen (engl. „flash temperature“) im Kontakt, die beson-
ders bei tribothermischen Problemstellungen auftreten. Außerdem wird der Einfluss
reibungsbedingter Erwärmung auf das Verschleißverhalten angesprochen.
In [90–92] wird der Kontakt zweier rauer Oberflächen simuliert, die aufeinander
gedrückt werden und aneinander abgleiten. Die Temperaturänderung aufgrund der
Reibleistung wird dabei in der quasistatischen Impulsbilanz des modellierten Halb-
raums berücksichtigt, wodurch eine vollständige Kopplung zwischen dem Verschiebungs-
und dem Temperaturfeld entsteht. Die Relativgeschwindigkeit ist dabei vorgegeben,
sodass sich der Reibzustand nicht auf die makroskopische Bewegung der Körper
auswirkt.
Die Autoren Coulibaly, Chassaing und Philippon [41] verwenden einen ähnlichen
Modellierungsansatz und bestätigen die Ergebnisse aus vergleichbarer Literatur. Aller-
dings wird auch die Notwendigkeit experimenteller Daten zur Bestimmung der wahren
Kontaktfläche zweier berührender Körper bei unterschiedlichen Geschwindigkeiten
betont.
Choudhry, Almqvist und Larsson verwenden in [38] ein mehrskaliges Kontaktmodell,
um Temperaturspitzen in berührenden Asperiten genau zu bestimmen. Demnach
beeinflusst die Oberflächenrauigkeit zwar die Temperaturspitzen, jedoch nicht die
mittlere Temperatur im Kontakt. Zudem hat der Verschleißzustand einen großen
Einfluss auf die Temperaturspitzen und sollte berücksichtigt werden. Der Vergleich mit
experimentellen Ergebnissen sowie mit bestehender Literatur bestätigt die Aussagen.
In den Veröffentlichungen [71–73] werden die thermischen Effekte in Gleitkontak-
ten sowie deren Einfluss auf mechanische Systeme herausgearbeitet. Die Autoren
verwenden hierfür experimentelle sowie numerische Methoden, um geschwindigkeits-
abhängige Effekte zu untersuchen. Mithilfe dieser Ergebnisse werden die verwendeten
Modelle validiert. Es wird beobachtet, dass die Verschleißrate mit zunehmender Tempe-
ratur zunimmt. Für den Einfluss der Kontakttemperatur auf den Reibungskoeffizienten
kann allerdings keine eindeutige Abhängigkeit formuliert werden.
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1.2 Literaturübersicht

In [11, 12] werden Erkenntnisse aus experimentellen Ergebnissen vorgestellt. In den
Versuchen wird der Einfluss der thermischen Ausdehnung aufgrund von Reibungs-
wärme auf das Verschleißverhalten sowie auf die Kontaktpressung untersucht. In
Gebieten mit großer Flächenpressung wird das Material stark erwärmt, was zu einer
thermischen Ausdehnung und damit noch größerer Flächenpressung führt. Da dieser
Effekt selbstverstärkend wirkt, wird er als Instabilität bezeichnet. Andererseits ist der
Verschleiß in Gebieten mit großem Kontaktdruck größer, was dem beschriebenen Effekt
entgegenwirkt. Zur theoretischen Beschreibung werden einfache Modelle entwickelt,
die das qualitative Verhalten gut abbilden.
In [81, 82] wird ein Modell untersucht, bei dem ein Körper mit konstanter Kraft über
eine Fläche bewegt wird und als Widerstand allein die geschwindigkeits- und tempera-
turabhängige Reibkraft wirkt. Die Temperatur im Kontakt wird durch eine gewöhnliche
Differentialgleichung erster Ordnung beschrieben, da die Wärmeleitung innerhalb des
Körpers vernachlässigt wird. Mithilfe der Gleichungen werden das stationäre Gleiten
bei konstanter Temperatur und Geschwindigkeit sowie Grenzzyklen mit periodischer
Temperatur und Geschwindigkeit untersucht. In Abhängigkeit des Gradienten des
Reibungskoeffizienten können die Stabilitätsgrenzen für diese Bewegungen angegeben
werden.
Nosko untersucht in [88] die Bewegung eines viskoelastisch abgestützten Körpers
auf einem bewegten Untergrund, wobei der Reibungskoeffizient als temperatur- und
geschwindigkeitsabhängig angenommen wird. Die Temperatur ändert sich dabei
aufgrund der Reibungswärme, hat aber keinen Einfluss auf die Kontaktkraft, da eine
thermische Ausdehnung nicht berücksichtigt wird. Mithilfe der Laplace-Transformation
können analytische Ausdrücke für die Stabilitätsgrenzen gefunden werden. Je nach
Systemparameter kann der temperaturabhängige Reibwert zur Destabilisierung der
Ruhelage führen. Hierbei treten sowohl konjugiert komplexe Eigenwertpaare mit
positivem Realteil als auch positive, reelle Eigenwerte auf.
In [1, 39] werden durch Reibungswärme hervorgerufene thermoelastische Instabilitä-
ten untersucht. Dafür wird ein Kontinuum mit quasistatischem Verschiebungs- und
Temperaturfeld herangezogen, an dessen einem Ende eine Wand mit vorgeschriebener
Geschwindigkeit entlanggleitet. Je nach Ausdehnung wird der Kontaktdruck und damit
der Wärmestrom größer. Zudem wird der Wärmeleitungswiderstand als druckabhän-
gig modelliert. Es wird eine charakteristische Gleitgeschwindigkeit gefunden, die das
Lösungsverhalten maßgeblich beeinflusst. In Abhängigkeit der Gleitgeschwindigkeit
können unterschiedlich viele stabile und instabile Lösungen gefunden werden. Nume-
rische Simulationen stützen die analytisch gefundenen Ausdrücke. In [2, 3] wird dieses
Modell noch erweitert, indem auch Trägheitseffekte im Kontinuum mitberücksich-
tigt werden. Die Untersuchungen werden dadurch auf thermoelastisch-dynamische
Instabilitäten ausgeweitet, da zusätzlich noch Kontinuumsschwingungen auftreten.
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1 Einleitung

Gao et al. entwickeln in [53] ein voll gekoppeltes dynamisches System, in dem die Rei-
bungswärme und die daraus resultierende thermische Ausdehnung in den Bewegungs-
gleichungen berücksichtigt wird. Zur Lösung wird die Methode der harmonischen
Balance verwendet und an Minimalmodellen sowie einem Modell einer Turbinenschau-
fel mit Reibungsdämpfer demonstriert. Daraus kann der Einfluss der Reibungswärme
auf das dynamische Verhalten eines komplexen Modells mit Kontaktstellen berücksich-
tigt und abgeschätzt werden.
In den Veröffentlichungen [55, 121] werden voll gekoppelte thermomechanische Sys-
teme mit Reibkontakten in Turbinen untersucht. Große Strukturmodelle werden mithilfe
der Finite-Elemente-Methode diskretisiert und mithilfe spezieller Methoden reduziert,
um den Rechenaufwand zu minimieren. Die Methoden erweisen sich als sehr effi-
zient und unterstreichen die zunehmende Relevanz thermomechanisch gekoppelter
dynamischer Systeme.
Die Autoren von [8–10, 93] stellen in ihren Veröffentlichungen Minimalmodelle von
thermomechanisch gekoppelten Schwingungssystemen mit Reibkontakt und thermi-
scher Ausdehnung vor. Die Wärmeleitungsgleichung und die Bewegungsgleichung
können auf einen Satz von gewöhnlichen Differentialgleichungen und Integralglei-
chungen reduziert werden, was analytische und numerische Untersuchungen erlaubt.
Zudem wird Verschleiß sowie ein geschwindigkeitsabhängiger Reibungskoeffizient
berücksichtigt und das Bewegungsverhalten des Systems untersucht. In [103] werden
die untersuchten Modelle nochmals ausführlich vorgestellt und analysiert.

1.3 Zielsetzung
Das vorangehende Unterkapitel gibt einen Überblick über die Forschung und die
Erkenntnisse in den Bereichen trockene Gleitlager, reibungserregte Schwingungen,
Reibwertglättung und thermomechanisch gekoppelte Schwinger. Die Kombination
dieser Themengebiete, also die Berücksichtigung der reibungsinduzierten Wärmeent-
wicklung durch hochfrequente Anregung und deren Einfluss auf das dynamische und
tribologische Verhalten des betrachteten Systems, wurde dabei noch nicht hinreichend
untersucht. In der vorliegenden Arbeit soll deshalb ein Modell eines mechanischen
Schwingungssystems entwickelt und analysiert werden, das hochfrequente Anregung,
Reibung, die daraus resultierende Erwärmung und deren Rückkopplung auf das
dynamische Verhalten enthält. Hierzu soll ein einfaches Modell eines Drehgelenks
mit trockener Reibung unter hochfrequenter Anregung herangezogen werden, wobei
die Wärmeentwicklung über die thermische Ausdehnung den Kontaktdruck beeinflusst.
Um das Systemverhalten anhand der zugrundeliegenden Differentialgleichungen für
die Bewegung und die Wärmeleitung zu analysieren, liegt der Fokus auf der Entwick-
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1.4 Aufbau der Arbeit

lung einer Vorgehensweise, die eine effiziente Simulation des voll gekoppelten Systems
ermöglicht.
Zur Validierung der theoretischen Ergebnisse soll ein Prüfstand konzipiert und aufge-
baut werden, mit dem der Einfluss der Wärmeentwicklung in einem Drehgelenk unter
hochfrequenter Anregung experimentell untersucht werden kann.

1.4 Aufbau der Arbeit
Die vorliegende Arbeit enthält sechs Kapitel und ist wie folgt strukturiert:

Kapitel 1 gibt eine Einleitung zum Thema sowie eine Motivation, an welchem Punkt
diese Arbeit im Themenkomplex mechanischer Systeme mit Reibung ansetzt und
welchen Beitrag sie liefern soll. Daran schließt eine Auflistung einschlägiger Literatur
an, die bereits veröffentlichte Problemstellungen und Lösungen vorstellt. Ausgehend
davon wird die zu schließende Forschungslücke aufgezeigt und die Zielsetzung dieser
Arbeit formuliert.

In Kapitel 2 werden die zum Verständnis dieser Arbeit notwendigen theoretischen
Grundlagen vorgestellt und anhand kleiner Beispiele rechnerisch illustriert.

Daran anschließend wird in Kapitel 3 das untersuchte mechanische Modell vorgestellt.
Das System sowie getroffene Annahmen werden eingeführt und Gleichungen abgeleitet.
Diese werden mithilfe mathematischer Methoden umgeformt und vereinfacht, sodass
sowohl analytische als auch numerische Lösungen bestimmt werden können.

In Kapitel 4 wird das Systemverhalten anhand numerischer Lösungen der im vorigen
Kapitel hergeleiteten Gleichungen diskutiert. Die Abhängigkeit systembeschreibender
Größen von ausgewählten Anregungs- und Systemparametern wird vorgestellt und
die wesentlichen Kenngrößen werden herausgearbeitet.

Kapitel 5 beinhaltet die Vorstellung des experimentellen Aufbaus sowie die Auswer-
tung der Versuche. Dazu wird zunächst der Aufbau sowie das Wirkprinzip erläutert,
bevor wichtige Eigenschaften sowie die standardisierte Versuchsdurchführung erklärt
werden. Schließlich werden die Ergebnisse vorgestellt, eingeordnet und interpretiert.
Anschließend werden sie den theoretischen Ergebnissen gegenübergestellt und es
erfolgt ein Vergleich.
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1 Einleitung

Mit Kapitel 6 schließt die Arbeit ab. Hier werden zuerst die wichtigsten Erkenntnisse
dieser Forschungsarbeit nochmals kompakt erläutert, bevor ein Ausblick auf noch
offene und zu untersuchende Fragestellungen gegeben wird.
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2 Grundlagen

Dieses Kapitel widmet sich den theoretischen Grundlagen, die zum Verständnis der
Arbeit benötigt werden. Zuerst wird ein kurzer Einblick in die Modellierung von
Reibung in mechanischen Systemen gegeben. In diesem Zusammenhang wird zudem
auf den Einfluss von überlagerten Schwingungen auf reibungsbehaftete Systeme ein-
gegangen. Im nächsten Unterkapitel wird die Wärmeleitung in Festkörpern behandelt
und anhand eines kleinen Beispiels die Lösung eines typischen Problems skizziert. Im
letzten Abschnitt wird ein Mittelwertbildungsverfahren vorgestellt, das bei Systemen
mit unterschiedlichen Zeitskalen verwendet werden kann.

2.1 Reibung in dynamischen Systemen
Um bei der Modellierung eines mechanischen Systems die Reibung zu berücksichtigen,
muss eine Berechnungsvorschrift zur Bestimmung der Reibkraft festgelegt werden. In
der Literatur gibt es eine Vielzahl an heuristischen Modellen, die einzelne experimentell
beobachtete Phänomene gut abbilden [42, 100]. Obwohl bereits seit Jahrhunderten daran
geforscht wird, existiert kein Reibungsgesetz, das alle Beobachtungen befriedigend
beschreibt. Das wohl prominenteste und eines der einfachsten Reibgesetze ist die
Coulombsche Reibung [94]. Dem Gesetz zufolge ist die Reibkraft für eine gleitende
Bewegung proportional zur Normalkraft und wirkt entgegen der Bewegungsrichtung.
Vektoriell lässt sich die Kraft durch

®𝐹CR = −𝜇𝑁 ®𝑣rel����®𝑣rel
���� , ®𝑣rel ≠ ®0 (2.1)

angeben, wobei𝑁 für die Normalkraft steht, ®𝑣rel die Relativgeschwindigkeit im Kontakt
beschreibt und die Proportionalitätskonstante𝜇 als Reibungskoeffizient bezeichnet wird.
Für eine eindimensionale Bewegung kann der Ausdruck auf einen Skalar reduziert
werden mit

𝐹CR = −𝜇𝑁 sign (𝑣rel) , 𝑣rel ≠ 0 , (2.2)
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2 Grundlagen

wobei sign(𝑥) die Vorzeichenfunktion beschreibt. Für einen Haftzustand (𝑣rel = 0) ist
die Reibkraft als Reaktionskraft zu verstehen, die eine Wertemenge annehmen kann

𝐹CR ∈ [−𝜇𝑁, 𝜇𝑁 ]
, 𝑣rel = 0 . (2.3)

Die in Gl. (2.2) und (2.3) dargestellte Formulierung kann zu Unstetigkeiten in den
Bewegungsgleichungen führen, wodurch die Differentialgleichung nicht mehr glatt
und folglich nicht Lipschitz-stetig ist. Dies hat zur Folge, dass der Satz von Picard-
Lindelöf nicht mehr anwendbar ist, weshalb weder die Existenz noch die Eindeutigkeit
einer Lösung garantiert werden kann. Der Satz von Peano hingegen gilt weiterhin
und sichert zumindest die Existenz von Lösungen, wenn auch nicht von eindeutigen
Lösungen [30]. In [57, 58, 107] werden für einen einfachen Einmassenschwinger mit
trockener Reibung unter harmonischer Anregung analytische Lösungen hergeleitet und
diskutiert. Bei komplexeren Systemen kann zur Lösung meist nur noch die numerische
Integration verwendet werden. Dabei kann die Unstetigkeit in der Differentialgleichung
den Lösungsaufwand erheblich erhöhen, da entweder spezielle Lösungsverfahren
benötigt werden oder der Berechnungsaufwand unverhältnismäßig groß wird [20]. Um
diese Probleme zu umgehen, wird die Unstetigkeit der Reibkraft in vielen Fällen mithilfe
von Regularisierungen geglättet. Dabei wird die nicht glatte Vorzeichenfunktion durch
eine glatte Funktion genähert, beispielsweise

sign(𝑥) ≈ tanh(𝑘R𝑥) (2.4)

mit dem Regularisierungsparameter 𝑘R ≫ 1. Dieses Vorgehen liefert glatte Systeme mit
eindeutigen Lösungen, beeinflusst jedoch die Dynamik des Systems auf unphysikalische
Weise. Durch eine Regularisierung kann kein Haften mehr abgebildet werden, eine
einfachere mathematische Handhabbarkeit wird also durch eine schlechtere Abbildung
der Physik erkauft.
Der Reibungskoeffizient 𝜇 gibt das Verhältnis aus Reibkraft und Normalkraft an und
wird im einfachsten Fall als konstant angenommen. Im Allgemeinen kann er jedoch von
den Systemzuständen und den Umgebungsparametern abhängen. Beispielhaft sind
hierbei die Relativgeschwindigkeit, die Temperatur und die Bewegungsrichtung zu
nennen [100]. Aber auch die verwendeten Materialien der sich berührenden Körper,
die Oberflächenbeschaffenheit, Verschleiß oder die Luftfeuchtigkeit können Einfluss
auf den Koeffizienten haben. Bei der Untersuchung dynamischer Systeme wird häufig
lediglich eine Geschwindigkeitsabhängigkeit des Reibungskoeffizienten berücksichtigt.
Empirische Untersuchungen haben ergeben, dass der Koeffizient im Bereich kleiner
Relativgeschwindigkeiten oftmals einen negativen Gradienten aufweist. Diese Beobach-
tung wird in der Literatur als Stribeck-Effekt bezeichnet und ist der Grund für besondere
dynamische Effekte wie reibungserregte Schwingungen [29, 59, 66].
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2.1 Reibung in dynamischen Systemen

2.1.1 Einfaches Modell eines Gleitlagers

Abbildung 2.1: Einfaches physikalisches Modell eines Gleitlagers

Um den Einfluss überlagerter Schwingungen auf ein reibungsbehaftetes System zu
erläutern, wird das in Abb. 2.1 dargestellte Minimalmodell betrachtet. Ein Körper ist
viskoelastisch mit der Umgebung verbunden und liegt auf einer Fläche auf, die sich
mit konstanter Geschwindigkeit 𝑣0 senkrecht zur Bewegung des Körpers verschiebt.
Die eingeprägte Kraft 𝑓 (𝑡) regt den Körper zu Schwingungen an. Das ist ein einfaches
Modell für ein Gleitlager, bei dem die vorgeschriebene Bewegung in Umfangsrichtung
mit einer Schwingung entlang der Achse überlagert wird. Dadurch soll die Reibkraft in
Richtung der vorgeschriebenen Bewegung reduziert werden. Die Bewegungsgleichung
des Körpers lautet in dimensionsloser Form

¥𝑥 + 2𝐷 ¤𝑥 + 𝑥 + 𝑛𝜇 ¤𝑥√
¤𝑥2 + 𝑣2

0

= 𝑓 cos 𝜔𝑡 , 𝑥(0) = 0 , ¤𝑥(0) = 0 (2.5)

wobei𝐷 den Dämpfungsparameter, 𝑛 die Normalkraft, 𝜇 den konstanten Reibungskoef-
fizienten, 𝑓 und 𝜔 die Anregungsamplitude und -frequenz und 𝑣0 die Geschwindigkeit
der Umgebung bezeichnet. Diese gewöhnliche Differentialgleichung ist aufgrund der
zweidimensionalen Relativbewegung im Kontakt stetig und stetig differenzierbar.
Außerdem gleitet der Körper aufgrund der vorgeschriebenen Bewegung permanent
auf der Unterlage, wodurch sich ein Haftzustand also nicht einstellen kann. Die Kraft,
die zur Aufrechterhaltung der vorgeschriebenen Bewegung 𝑣0 auf die Unterlage wirken
muss, entspricht der Reibkraft zwischen Körper und Unterlage. Ohne die Anregung
des Massenblocks liegt diese Reibkraft konstant bei 𝑓 0

c = 𝑛𝜇. Wird der Körper zu
Schwingungen angeregt, ist die Reibkraft zeitabhängig und lautet

𝑓c = 𝑛𝜇
𝑣0√
¤𝑥2 + 𝑣2

0

. (2.6)
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Um den Einfluss der Anregung einfacher zu quantifizieren, wird der Mittelwert über
eine Schwingungsperiode im stationären Zustand ⟨ 𝑓c⟩ herangezogen

⟨ 𝑓c⟩ = 𝜔
2𝜋

𝑡stat+2𝜋/𝜔∫
𝑡stat

𝑓cd𝑡

=
𝜔
2𝜋

𝑡stat+2𝜋/𝜔∫
𝑡stat

𝑛𝜇
𝑣0√
¤𝑥2 + 𝑣2

0

d𝑡 (2.7)

und mit dem Wert 𝑓 0
c ohne Anregung verglichen. Da jedoch für den zeitveränderlichen

Term

𝑣0√
¤𝑥2 + 𝑣2

0

≤ 1 (2.8)

gilt, kann auch ohne Lösung der Differentialgleichung (2.5) die Aussage getroffen
werden, dass die mittlere Reibkraft ⟨ 𝑓c⟩ mit Anregung immer kleiner als die Reibkraft
ohne Anregung 𝑓 0

c ist. Damit führt die überlagerte Schwingung mit diesen Modellglei-
chungen immer zu einer Reduktion der mittleren Reibkraft.
Wird für die Bewegung des Körpers beispielhaft eine harmonische Funktion der Form

¤𝑥 = 𝑣̂ sin 𝜔𝑡 (2.9)

angenommen, so ergibt sich für die mittlere Reibkraft nach einigem Umformen

⟨ 𝑓c⟩ = 𝑛𝜇
2
𝜋

1√
1 + 𝑣2

𝐾

(
𝑣√

1 + 𝑣2

)
. (2.10)

Dabei bezeichnet 𝑣 = 𝑣̂
𝑣0

das Verhältnis aus Geschwindigkeitsamplitude 𝑣̂ und Umlauf-
geschwindigkeit 𝑣0. Die Funktion 𝐾(𝑥) steht für das elliptische Integral erster Art mit

𝐾(𝑚) =
∫ 𝜋/2

0

1√
1 − 𝑚2 cos2 𝜑

d𝜑 , |𝑚| < 1 . (2.11)

In Abb. 2.2 ist das Verhältnis der Reibkraft ⟨ 𝑓c⟩
𝑓 0
c

über dem Geschwindigkeitsverhältnis
𝑣 dargestellt. Darin ist zu erkennen, dass die mittlere Reibkraft mit zunehmendem
Geschwindigkeitsverhältnis sinkt und bereits bei 𝑣 ≈ 3 auf die Hälfte reduziert
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Abbildung 2.2: Verhältnis aus Reibkraft mit und ohne Anregung über dem Geschwindigkeitsverhältnis

wird. Für 𝑣 → ∞ strebt die Reibkraft langsam gegen null. Für ein kleiner werdendes
Geschwindigkeitsverhältnis verschwindet auch der Effekt der Reduktion.
Bezogen auf das Modell aus Abb. 2.1 ist die Reibkraft in Richtung der vorgegebenen
Bewegung dann am kleinsten, wenn der Körper im Vergleich zu 𝑣0 eine Schwingung
mit möglichst großer Geschwindigkeitsamplitude ausführt. Um das zu erreichen, muss
die Anregung entsprechend gewählt werden. Da sich die Geschwindigkeit bei einer
harmonischen Bewegung multiplikativ aus Kreisfrequenz und Amplitude ergibt, ist es
vorteilhaft den Körper bei einer sehr großen Frequenz zu Schwingungen mit kleiner
Amplitude anzuregen. Damit kann die Auslenkung im System klein gehalten werden,
während die Reibkraft stark reduziert wird.

2.2 Wärmeleitung in Festkörpern
Wenn unterschiedliche Gebiete eines Körpers unterschiedliche Temperaturen besitzen,
dann fließt Wärme von den Gebieten höherer Temperatur zu Gebieten niedrigerer
Temperatur [23]. Dieser Prozess kann durch die sogenannte Wärmeleitungsgleichung
beschrieben werden. Diese hat für ein isotropes und temperaturunabhängiges Materi-
alverhalten ohne Wärmequelle die Form

𝜕𝑇
𝜕𝑡

= 𝜅Δ𝑇 . (2.12)

Dabei ist 𝜅 die Temperaturleitfähigkeit, Δ der Laplace-Operator und 𝑇 = 𝑇
(®𝑟, 𝑡) das

zeitabhängige Temperaturfeld. Diese lineare, partielle Differentialgleichung beschreibt
den Wärmefluss innerhalb des betrachteten Gebiets. Damit das Problem vollständig
beschrieben ist, müssen allerdings noch Anfangs- sowie Randbedingungen vorgegeben
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werden, die die Lösung maßgeblich beeinflussen. Somit handelt es sich um ein
Anfangs-Randwertproblem. Die Wärmeleitungsgleichung wurde in der Literatur
bereits ausgiebig untersucht und es existieren verschiedene Lösungsansätze [23, 34,
76]. In der vorliegenden Arbeit wird lediglich die Laplace-Transformation zur Lösung
der Gleichung verwendet. Zur Demonstration des Vorgehens wird im Folgenden ein
kurzes Beispiel vorgestellt.

Abbildung 2.3: Wärmeleitung in einer rechteckigen Platte mit Außentemperatur 𝑇u(𝑡) und isoliertem Rand
in vertikaler Richtung

Es wird die in Abb. 2.3 dargestellte rechteckige Platte der Breite 2ℓ und Höhe 𝑏 betrachtet,
die sich in einer Umgebung mit der zeitveränderlichen Temperatur 𝑇u(𝑡) befindet. An
den Rändern bei 𝑥 = ±ℓ wird ein sogenannter linearer Wärmeübertrag ([34, Kapitel
1.9]) angenommen, bei dem der Wärmefluss linear von der Temperaturdifferenz zur
Umgebung abhängt. In vertikaler 𝑦-Richtung fließt keine Wärme, da die Ränder bei
𝑦 = 0 und 𝑦 = 𝑏 perfekt isoliert sind. Die Anfangstemperatur im gesamten Körper
beträgt null. Die partielle Differentialgleichung für das Temperaturfeld 𝑇 = 𝑇(𝑥, 𝑡)
sowie die zugehörigen Anfangs- und Randbedingungen lauten damit

¤𝑇 = 𝜅𝑇′′ , 𝑇(𝑥, 0) = 0 , (2.13)
−𝑇′(−ℓ , 𝑡) + ℎ (𝑇(−ℓ , 𝑡) − 𝑇u(𝑡)

)
= 0 , (2.14)

𝑇′(ℓ , 𝑡) + ℎ (𝑇(ℓ , 𝑡) − 𝑇u(𝑡)
)
= 0 . (2.15)

Hier beschreibt ℎ die Oberflächenleitfähigkeit des Problems. Der Punkt über den
Größen bezeichnet eine Ableitung nach der Zeit 𝑡, ein hochgestellter Strich steht für
eine Ableitung nach der Ortskoordinate 𝑥. Zur Lösung des Problems wird die Laplace-
Transformation eingeführt

ℒ{·} =
∫ ∞

0
(·) exp(−𝑠𝑡)d𝑡 = (·) , (2.16)
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2.2 Wärmeleitung in Festkörpern

wobei 𝑠 der im Allgemeinen komplexwertige Bildparameter ist [102]. Die transformier-
ten Gleichungen haben die Form

𝑇′′ − 𝑠
𝜅
𝑇 = 0 , (2.17)

−𝑇′(−ℓ , 𝑠) + ℎ
(
𝑇(−ℓ , 𝑠) − 𝑇u(𝑠)

)
= 0 , (2.18)

𝑇′(ℓ , 𝑠) + ℎ
(
𝑇(ℓ , 𝑠) − 𝑇u(𝑠)

)
= 0 , (2.19)

mit 𝑇 = 𝑇(𝑥, 𝑠) = ℒ{𝑇(𝑥, 𝑡)}. Die ursprünglich partielle Differentialgleichung wurde
damit auf eine gewöhnliche Differentialgleichung in der Ortskoordinate 𝑥 reduziert. Für
die folgenden Berechnungen wird der Parameter 𝑝2 = 𝑠

𝜅 eingeführt. Die vollständige,
an die Randbedingungen angepasste Lösung im Bildbereich ergibt sich nach kurzer
Rechnung zu

𝑇(𝑥, 𝑠) = ℎ cosh
(
𝑝𝑥

)
𝑝 sinh

(
𝑝ℓ

) + ℎ cosh
(
𝑝ℓ

) 𝑇u(𝑠)

= 𝐺(𝑥, 𝑠)𝑇u(𝑠) (2.20)

mit

𝐺(𝑥, 𝑠) = ℎ cosh
(
𝑝𝑥

)
𝑝 sinh

(
𝑝ℓ

) + ℎ cosh
(
𝑝ℓ

) . (2.21)

Da es sich bei Gl. (2.20) um eine Multiplikation der Funktionen 𝐺 und𝑇u im Bildbereich
handelt, liefert die Rücktransformation in den Zeitbereich ein Faltungsintegral

𝑇(𝑥, 𝑡) = ℒ−1
{
𝑇(𝑥, 𝑠)

}
= 𝐺(𝑥, 𝑡) ∗ 𝑇u(𝑡)

=
∫ 𝑡

0
𝐺(𝑥, 𝑡 − 𝜏)𝑇u(𝜏)d𝜏 . (2.22)

Damit ist formal die Lösung für das Temperaturfeld im Zeitbereich 𝑇(𝑥, 𝑡) gefunden.
Zur Auswertung des Integrals wird jedoch noch die Funktion 𝐺(𝑥, 𝑡) benötigt. Aus
physikalischer Sicht entspricht diese Funktion der Antwort auf einen identischen Tempe-
raturstoß an beiden Rändern bei linearer Wärmeleitung. Aus mathematischer Sicht wird
sie als Greensche Funktion bezeichnet [18]. Um die Funktion𝐺(𝑥, 𝑡) zu bestimmen, wird
Gl. (2.21) invers Laplace-transformiert. Da für eine derartige Funktion keine Ausdrücke
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2 Grundlagen

in Korrespondenztabellen vorliegen, wird für die Rücktransformation das Residuen-
theorem verwendet [6, 102]. Die Definition der inversen Laplace-Transformation lautet

𝐺(𝑥, 𝑡) = ℒ−1
{
𝐺(𝑥, 𝑠)

}
=

1
2𝜋𝑖

∫ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝐺(𝑥, 𝑠) exp(𝑠𝑡)d𝑠 , (2.23)

wobei 𝑐 so groß gewählt werden muss, dass alle Singularitäten von 𝐺(𝑥, 𝑠) links von
(𝑐 − 𝑖∞, 𝑐 + 𝑖∞) liegen. Das Residuentheorem für die Funktion

𝑓 (𝑠) = 𝐺(𝑥, 𝑠) exp(𝑠𝑡) (2.24)

liefert eine Aussage über das Kurvenintegral der Funktion 𝑓 (𝑠) durch∫ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑓 (𝑠)d𝑠 = 2𝜋𝑖

∑
𝑠𝑛

Res𝑠𝑛 𝑓 (𝑠) , (2.25)

wobei 𝑠𝑛 die Singularitäten von 𝑓 (𝑠) sind. Durch das Residuentheorem wird das
Kurvenintegral in der komplexen Ebene durch eine Summe über die Residuen ersetzt
[6]. Die Singularitäten der Funktion 𝑓 (𝑠) liegen bei den Nullstellen des Nenners von
𝐺(𝑥, 𝑠) und können durch die Gleichung

𝑝 sinh
(
𝑝ℓ

) + ℎ cosh
(
𝑝ℓ

)
= 0 (2.26)

bestimmt werden. Da es nur rein imaginäre Nullstellen gibt, wird die Transformation
𝑝 = 𝑖𝜆 eingeführt, wobei 𝑖 die imaginäre Einheit mit 𝑖2 = −1 bezeichnet. Das führt zu
der neuen Gleichung

ℎ cos(𝜆ℓ ) − 𝜆 sin(𝜆ℓ ) = 0 . (2.27)
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2.2 Wärmeleitung in Festkörpern

Diese transzendente Bestimmungsgleichung ist für ℎ ≠ {0,∞} nur numerisch lösbar
und liefert die abzählbar unendlich vielen Eigenwerte 𝜆𝑛 . Da die Polstellen in 𝑓 (𝑠) von
erster Ordnung sind, kann das Residuum der Funktion 𝑓 (𝑠) an der Stelle 𝑠𝑛 mit

Res𝑠𝑛 𝑓 (𝑠) = lim
𝑠→𝑠𝑛

((𝑠 − 𝑠𝑛) 𝑓 (𝑠))
= lim
𝑠→𝑠𝑛

©­­«
(𝑠 − 𝑠𝑛)ℎ cosh

(√
𝑠
𝜅 𝑥

)
√
𝑠
𝜅 sinh

(√
𝑠
𝜅 ℓ

)
+ ℎ cosh

(√
𝑠
𝜅 ℓ

) exp(𝑠𝑡)ª®®¬
= ℎ cosh

(√
𝑠𝑛
𝜅
𝑥

)
exp(𝑠𝑛𝑡) lim

𝑠→𝑠𝑛

©­­«
𝑠 − 𝑠𝑛√

𝑠
𝜅 sinh

(√
𝑠
𝜅 ℓ

)
+ ℎ cosh

(√
𝑠
𝜅 ℓ

) ª®®¬ (2.28)

berechnet werden. Da im Limes sowohl der Zähler 𝑠 − 𝑠𝑛 als auch der Nenner√
𝑠
𝜅 sinh

(√
𝑠
𝜅 ℓ

)
+ ℎ cosh

(√
𝑠
𝜅 ℓ

)
für 𝑠 → 𝑠𝑛 gegen null streben, wird der Satz von de

L’Hospital angewendet:

lim
𝑠→𝑠𝑛

©­­«
𝑠 − 𝑠𝑛√

𝑠
𝜅 sinh

(√
𝑠
𝜅 ℓ

)
+ ℎ cosh

(√
𝑠
𝜅 ℓ

) ª®®¬
= lim
𝑠→𝑠𝑛

©­­«
2
√
𝑠𝜅

ℓ
√
𝑠
𝜅 cosh

(√
𝑠
𝜅 ℓ

)
+ sinh

(√
𝑠
𝜅 ℓ

)
(ℓ ℎ + 1)

ª®®¬
=

2
√
𝑠𝑛𝜅

ℓ
√

𝑠𝑛
𝜅 cosh

(√
𝑠𝑛
𝜅 ℓ

)
+ sinh

(√
𝑠𝑛
𝜅 ℓ

)
(ℓ ℎ + 1)

. (2.29)

Werden die Eigenwerte 𝑠𝑛 = −𝜅𝜆2
𝑛 eingesetzt, ergibt sich für das Residuum nach kurzer

Vereinfachung

Res𝑠𝑛 𝑓 (𝑠) =
2ℎ𝜅𝜆2

𝑛 cos(𝜆𝑛𝑥)
cos(𝜆𝑛ℓ )

(
ℓ𝜆2

𝑛 + ℎ2ℓ + ℎ) exp
(−𝜅𝜆2

𝑛𝑡
)

. (2.30)
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2 Grundlagen

Daraus kann wiederum die gesuchte Funktion𝐺(𝑥, 𝑡) im Zeitbereich angegeben werden
durch

𝐺(𝑥, 𝑡) =
∞∑
𝑛=1

Res𝑠𝑛 𝑓 (𝑠)

=
∞∑
𝑛=1

2ℎ𝜅𝜆2
𝑛 cos(𝜆𝑛𝑥)

cos(𝜆𝑛ℓ )
(
ℓ𝜆2

𝑛 + ℎ2ℓ + ℎ) exp
(−𝜅𝜆2

𝑛𝑡
)

=
∞∑
𝑛=1

𝑘𝑛 cos(𝜆𝑛𝑥) exp
(−𝜅𝜆2

𝑛𝑡
)

(2.31)

mit den Koeffizienten

𝑘𝑛 =
2ℎ𝜅𝜆2

𝑛

cos(𝜆𝑛ℓ )
(
ℓ𝜆2

𝑛 + ℎ2ℓ + ℎ) . (2.32)

Das Temperaturfeld 𝑇(𝑥, 𝑡) lässt sich abschließend durch den Ausdruck

𝑇(𝑥, 𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝐺(𝑥, 𝑡 − 𝜏)𝑇u(𝜏)d𝜏

=
𝑁ew∑
𝑛=1

𝑘𝑛 cos(𝜆𝑛𝑥)
∫ 𝑡

0
exp

(−𝜅𝜆2
𝑛(𝑡 − 𝜏))𝑇u(𝜏)d𝜏 (2.33)

berechnen, wobei Summation und Integration vertauscht wurden und die Summe bei
einer angemessenen Anzahl 𝑁ew abgebrochen werden muss.
Wird für die Umgebungstemperatur ein konstanter Wert 𝑇u(𝑡) = 𝑇0 angenommen, kann
die Lösung explizit durch

𝑇(𝑥, 𝑡) =
𝑁ew∑
𝑛=1

𝑘𝑛 cos(𝜆𝑛𝑥)
∫ 𝑡

0
exp

(−𝜅𝜆2
𝑛(𝑡 − 𝜏))𝑇0d𝜏

= 𝑇0

𝑁ew∑
𝑛=1

𝑘𝑛 cos(𝜆𝑛𝑥)
𝜅𝜆2

𝑛

(
1 − exp

(−𝜅𝜆2
𝑛𝑡

) )
(2.34)

angegeben werden.

Abbildung 2.4 zeigt zwei Schaubilder der Lösung des vorgestellten Problems für eine
konstante Randtemperatur 𝑇0. Auf der linken Seite ist der Temperaturverlauf in der
Platte bei fixierten Zeiten dargestellt. Zum Anfangszeitpunkt 𝑡 = 0 ist die Temperatur
überall gleich null. Für 𝑡 > 0 wird die Platte über die Ränder erwärmt, welche sich
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−ℓ 0 ℓ
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𝑇
(𝑥
,𝑡
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(a) Temperaturverlauf bei fixierten Zeiten

0 20 40
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𝑇0

𝑡

𝑇
(𝑥
,𝑡
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𝑥 = 0
𝑥 = ± 1

2 ℓ
𝑥 = ±ℓ

(b) Zeitlicher Temperaturverlauf bei verschiedenen
Stellen

Abbildung 2.4: Temperaturverlauf in einer rechteckigen Platte, Parametersatz: 𝜅 = 1
15 , ℎ = 7, ℓ = 1, 𝑇0 = 1,

𝑁ew = 200

schneller erwärmen als die Plattenmitte. Für 𝑡 → ∞ strebt die Plattentemperatur an
allen Punkten gegen 𝑇0. In Abb. 2.4b ist der Temperaturverlauf über 40 Sekunden an
verschiedenen Stellen der Platte dargestellt. Auch hier ist zu sehen, dass die Temperatur
zu Beginn bei null liegt und sich am Rand schneller erhöht als in der Mitte. In Abb. 2.5
ist das Temperaturfeld farblich über der Zeit und der Ortskoordinate dargestellt. Auch
hier lassen sich die beschriebenen Eigenschaften der Lösung erkennen.

Abbildung 2.5: Temperaturfeld in einer rechteckigen Platte über der Längskoordinate und der Zeit
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2 Grundlagen

2.3 Dynamische Systeme mit unterschiedlichen
Zeitskalen – Mittelwertbildung

In dynamischen Systemen kann es vorkommen, dass Prozesse auf verschiedenen
Zeitskalen ablaufen. Ursachen für die unterschiedlichen Skalen können beispielsweise
die Kopplung von Systemen verschiedener Disziplinen sein. Ein anderer Grund ist
ein Systemeingang mit einer stark abweichenden Zeitkonstanten im Vergleich zur
Eigendynamik des Systems. Aber auch die Modellierung oder die Problemstellung an
sich können zu so einer Eigenschaft führen. Im Folgenden wird eine Näherungsmethode
vorgestellt, mithilfe derer solche Systeme anhand ihrer Gleichungen analysiert werden
können. Betrachtet wird das System erster Ordnung

¤𝑥 = 𝜀𝑔(𝑥, 𝑡) . (2.35)

Hier bezeichnet die zeitabhängige Funktion 𝑥 die abhängige Variable, die Zeit 𝑡 ist
die unabhängige Variable. Die Konstante 𝜀 ist ein kleiner Parameter, das heißt es gilt
0 < 𝜀 ≪ 1. Die Funktion 𝑔(𝑥, 𝑡) ist eine 2𝜋-periodische Funktion in 𝑡, es gilt also
𝑔(𝑥, 𝑡) = 𝑔(𝑥, 𝑡 + 2𝜋) für alle 𝑥 und 𝑡. Zudem ist die Funktion 𝑔 glatt und beschränkt.
Außerdem existiert ein zeitlicher Mittelwert gemäß Gl. (2.36). Damit ist das System in
der Standardform für die Mittelwertbildung [45, 86]. Da die rechte Seite und damit die
Änderungsrate ¤𝑥 klein ist, kann als erste Näherung der Mittelwert der rechten Seite
herangezogen werden:

𝑓 (𝑥) := ⟨𝑔(𝑥, 𝑡)⟩ = 1
2𝜋

∫ 2𝜋

0
𝑔(𝑥, 𝑡)d𝑡 . (2.36)

Hierbei wird über die explizit auftretende Zeit 𝑡 gemittelt und die abhängige Funktion 𝑥
wird als konstant betrachtet. Dadurch wird das System um eine Ordnung reduziert,
wodurch ein autonomes System mit lediglich impliziter Zeitabhängigkeit entsteht:

¤𝑥 = 𝜀 𝑓 (𝑥) . (2.37)

Die Lösung des gemittelten Systems in Gl. (2.37) liefert eine Näherungslösung für das
volle System aus Gl. (2.35). Die Abweichung der Lösung des gemittelten Systems von
der Lösung des vollen Systems ist für 0 ≤ 𝑡 < 1

𝜀 von der Größenordnung 𝜀. Zudem
kann bei asymptotisch stabilen und instabilen Ruhelagen des gemittelten Systems auch
auf die Stabilität der zugehörigen Lösung des vollen Systems geschlossen werden, da
das Mittelwertbildungsverfahren die Stabilität in diesen Fällen nicht beeinflusst [45,
106].
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Das Vorgehen wird im Folgenden anhand eines kleinen Beispiels skizziert. Ein thermi-
sches Problem mit konzentrierten Parametern und temperaturabhängiger Wärmequelle
kann durch die Differentialgleichung

¤𝑥 + 𝜀𝑥 = 𝜀𝑘|𝑎𝜔 cos 𝜔𝑡|(𝑥 + 𝐶) , 𝑥(0) = 0 (2.38)

beschrieben werden. Dabei ist 𝑥 die Temperatur, 0 < 𝜀 ≪ 1 ein kleiner Parameter und 𝑘,
𝐶, 𝑎 und 𝜔 sind positive Konstanten, wobei 𝑘, 𝑎𝜔 und 𝐶 von Größenordnung 1 sind. Es
handelt sich um eine lineare Differentialgleichung mit einem periodischen Koeffizienten,
deren analytische Lösung nur bis auf einen Integralausdruck reduziert werden kann.
Gleichung (2.38) lässt sich einfach in der Standardform für die Mittelwertbildung
angeben mit

¤𝑥 = 𝜀 (−𝑥 + 𝑘|𝑎𝜔 cos 𝜔𝑡|(𝑥 + 𝐶))
= 𝜀𝑔(𝑥, 𝑡) . (2.39)

Die Funktion 𝑔(𝑥, 𝑡) ist durch

𝑔(𝑥, 𝑡) = −𝑥 + 𝑘|𝑎𝜔 cos 𝜔𝑡|(𝑥 + 𝐶) (2.40)

definiert und ist periodisch in der Zeit. Die Mittelung der rechten Seite über eine
Periode 𝑇 = 2𝜋

𝜔 ergibt

𝑓 (𝑥) = ⟨𝑔(𝑥, 𝑡)⟩ = 1
𝑇

∫ 𝑇

0
𝑓 (𝑥, 𝑡)d𝑡

= −𝑥 + 𝑘 2𝑎𝜔
𝜋

(𝑥 + 𝐶) . (2.41)

Die gemittelte Differentialgleichung

¤𝑥 = 𝜀 𝑓 (𝑥) (2.42)

lässt sich dann kompakt als lineare, inhomogene, autonome Gleichung erster Ordnung
schreiben

¤𝑥 + 𝜀

(
1 − 𝑘 2𝑎𝜔

𝜋

)
𝑥 = 𝜀𝑘

2𝑎𝜔
𝜋

𝐶 . (2.43)
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Abgesehen von der vergleichsweise einfachen Lösung dieser gemittelten Differenti-
algleichung können zudem wertvolle Aussagen über das Systemverhalten gemacht
werden. Die Zeitkonstante des gemittelten Systems lässt sich durch

𝑇1 =
1
𝜀

(
1 − 𝑘 2𝑎𝜔

𝜋

)−1

(2.44)

angeben. Die Ruhelage

𝑥∗ = 𝐶
𝑘 2𝑎𝜔

𝜋

1 − 𝑘 2𝑎𝜔
𝜋

(2.45)

des gemittelten Systems existiert für 𝑘 2𝑎𝜔
𝜋 ≠ 1. Im vollen System entspricht das

einem stationären Punkt, bei dem die Lösung um die Mittellage 𝑥∗ schwingt. Die
Stabilitätsbedingung dieser Lösung lässt sich durch

𝑘
2𝑎𝜔
𝜋

< 1 (2.46)

angeben. Die analytische Lösung des gemittelten Systems für 𝑘 2𝑎𝜔
𝜋 ≠ 1 lautet

𝑥(𝑡) = 𝐶
2𝑘𝑎𝜔
𝜋

1 − 2𝑘𝑎𝜔
𝜋

(
1 − exp

(
𝜀

(
2𝑘𝑎𝜔
𝜋

− 1
)
𝑡

))
= 𝑥∗

(
1 − exp

(
− 𝑡
𝑇1

))
(2.47)

und ist zusammen mit der numerischen Lösung des vollen Systems in Abb. 2.6
dargestellt, wobei die Stabilitätsbedingung aus Gl. (2.46) erfüllt ist. Es ist gut zu erkennen,
dass die Lösung des gemittelten Systems von der des vollen Systems umschlossen wird,
die Qualität der Näherung ist somit sehr gut.
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0 5𝑇1
0

𝑥∗

𝑡

𝑥
volles System
gemitteltes System

Abbildung 2.6: Vergleich des vollen und gemittelten Systems für 𝑘 = 1, 𝐶 = 2, 𝑎 = 4, 𝜔 = 1
4 und 𝜀 = 1

50 ,
𝑥∗ ≈ 3,5, 𝑇1 ≈ 55
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3 Thermomechanisch gekoppelter
Reibschwinger

In diesem Kapitel wird das untersuchte mechanische System vorgestellt und die
getroffenen Annahmen erläutert. Ausgehend vom physikalischen Modell werden mathe-
matische Gleichungen abgeleitet, die das dynamische Verhalten des vollständig gekop-
pelten Systems beschreiben. Anhand dieser Gleichungen kann eine Näherungslösung
gefunden werden, mithilfe derer die schnelle Zeitskala des Systems eliminiert werden
kann. Daraus lassen sich Aussagen über einen stationären Zustand des Systems ableiten,
in dem sich das gesamte Systemverhalten auf wenige Parameterverhältnisse reduzie-
ren lässt. Mithilfe des hergeleiteten Gleichungssystems kann das System eingehend
untersucht und der Einfluss der hochfrequenten Anregung unter Berücksichtigung der
thermomechanischen Kopplung bewertet werden.

3.1 Modellierung
In Abb. 3.1 ist die Prinzipskizze des untersuchten Drehgelenks dargestellt. Eine Welle
ist in einem trockenen Gleitlager in radialer Richtung gelagert und wird durch einen
Motor angetrieben. Die Drehzahl ist konstant und wird vorgegeben. Das Lager besteht
aus einer Gleithülse in einem Lagersitz, der durch eine Blattfeder abgestützt wird und
sich damit in axialer Richtung bewegen kann. Der Lagersitz wird durch einen piezoelek-
trischen Stapelaktor in axialer Richtung zu hochfrequenten Schwingungen angeregt.
Durch diese überlagerte Schwingung soll das Reibmoment im Gleitlager reduziert
werden, sodass der Motor zur Aufrechterhaltung der Drehbewegung ein geringeres
Moment aufbringen muss. Aufgrund der Relativbewegung zwischen rotierender Welle
und schwingender Gleitbuchse entsteht Reibungswärme, die zu einer thermischen
Verformung in der Welle führt. Die Hülse und der umgebende Lagersitz werden
dabei als starr mit konstanter Temperatur angenommen. Die thermische Ausdehnung
der Welle beeinflusst die Flächenpressung im Reibkontakt und damit die wirkende

35



3 Thermomechanisch gekoppelter Reibschwinger

Reibkraft. Das hat Auswirkungen auf die axiale Bewegung des Lagersitzes sowie auf
das Moment, das der Motor bereitstellen muss.

Abbildung 3.1: Prinzipskizze eines rotatorischen Gleitlagers unter hochfrequenter (HF) axialer Anregung

Ziel der Modellierung ist es, Gleichungen für ein gekoppeltes System aus schwingen-
dem Lagersitz und thermomechanisch verformbarer Welle abzuleiten, in welchem
die reibungsbedingte Wärmeentwicklung und die daraus resultierende thermische
Ausdehnung in der Bewegungsgleichung des Lagersitzes berücksichtigt werden. Damit
soll zum einen der Einfluss der thermomechanischen Kopplung auf das dynamische
Verhalten sowie auf die Veränderung der effektiv wirkenden Reibkraft im Kontext der
Reibwertglättung beurteilt werden. Zum anderen soll untersucht werden, inwiefern
die hochfrequente Anregung tatsächlich zu einer Reduktion der effektiven Reibkraft
führt, oder ob durch die thermomechanische Kopplung der gewünschte Effekt der
Reibwertglättung eliminiert wird.

3.1.1 Mechanischer Schwinger
Abbildung 3.2 zeigt ein mechanisches Minimalmodell des vorgestellten Drehgelenks,
bei dem die Bewegungsanteile der Rotation und der axialen Bewegung von Welle und
Lagersitz vertauscht sind. Physikalisch bleibt das System äquivalent.
Ein zylindrischer Körper mit dem Radius 𝑅 und der Masse 𝑚 ist mit einer Feder 𝑐
und einem viskosen Dämpfer 𝑑 in axialer Richtung gegen eine feste Wand abgestützt.
Seine Auslenkung aus der Ruhelage zum Zeitpunkt 𝑡 wird durch die Funktion 𝑥̃
beschrieben. Mit seiner Mantelfläche steht der Körper in Kontakt mit der Umgebung,
die mit konstanter Geschwindigkeit 𝑣̃0 umläuft. Hierbei wird ein perfekter, flächiger
Kontakt angenommen. Die Reibkraft wird gemäß des Coulombschen Reibgesetzes als
Produkt aus Normalkraft und Reibungskoeffizient bestimmt und wirkt entgegen der
Bewegungsrichtung. Der Reibungskoeffizient 𝜇 wird allgemein als geschwindigkeits-
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Abbildung 3.2: Minimalmodell eines Drehgelenks mit trockener Reibung unter axialer Anregung

und temperaturabhängig angenommen. Die Normalkraft hängt von der Temperatur-
verteilung innerhalb des Körpers ab. Zudem wird der Körper durch die periodische
Kraft 𝐹

(
𝑡
)
= 𝐹̂ cos Ω̃𝑡 zu Schwingungen angeregt. Die Bewegungsgleichung lautet

𝑚
d2 𝑥̃
d𝑡2

+ 𝑑d𝑥̃
d𝑡

+ 𝑐𝑥̃ + 𝐹a = 𝐹̂ cos Ω̃𝑡 . (3.1)

Die zugehörigen Anfangsbedingungen

𝑥̃|𝑡=0 = 0 und d𝑥̃
d𝑡

����
𝑡=0

= 0 (3.2)

sind homogen. Der Ausdruck 𝐹a steht für die Reibkraft in axialer Richtung, sie kann
durch

𝐹a = 𝜇
(
𝑣̃rel , 𝑇̃k

)
𝑁

(
𝑇̃
) d𝑥̃

d𝑡
𝑣̃rel

, mit 𝑣̃rel =

√(
d𝑥̃
d𝑡

)2

+ 𝑣̃2
0 (3.3)

angegeben werden. Dabei steht𝑁
(
𝑇̃
)

für die Normalkraft, die durch die Verformung der
Welle vom Temperaturfeld 𝑇̃ = 𝑇̃

(
𝑟, 𝑡

)
abhängt. Die Größe 𝑣̃rel steht für den Betrag der

Relativgeschwindigkeit im Kontakt, 𝑇̃k = 𝑇̃
(
𝑅, 𝑡

)
beschreibt die Temperatur im Kontakt

und 𝑣̃0 die Geschwindigkeit der umlaufenden Umgebung. Die gesuchte Zielgröße ist
die Reibkraft in Umfangsrichtung 𝐹c, die aufgebracht werden muss, um die vorgegebene
Rotation der Umgebung zu gewährleisten. Sie kann durch

𝐹c = 𝜇
(
𝑣̃rel , 𝑇̃k

)
𝑁

(
𝑇̃
) 𝑣̃0
𝑣̃rel

(3.4)

berechnet werden und hängt von den unbekannten Systemzuständen ab.
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3 Thermomechanisch gekoppelter Reibschwinger

Zur Entdimensionierung der Gleichungen werden folgende dimensionslose Größen
eingeführt:

𝑥 =
𝑥̃
𝑅

𝜔2
0 =

𝑐
𝑚

𝑡 = 𝜔0𝑡

d
d𝑡

= 𝜔0
d
d𝑡 = 𝜔0 ¤( ) 𝑟 =

𝑟
𝑅

𝑣0 =
𝑣̃0
𝜔0𝑅

𝑣rel =
𝑣̃rel
𝜔0𝑅

=
√

¤𝑥2 + 𝑣2
0 𝐷 =

𝑑
2𝑚𝜔0

𝑓 =
𝐹̂
𝑐𝑅

𝜔 =
Ω̃
𝜔0

𝑓c =
𝐹c
𝑐𝑅

𝑛 =
𝑁
𝑐𝑅

.

Die Bewegungsgleichung in dimensionsloser Form lautet dann

¥𝑥 + 2𝐷 ¤𝑥 + 𝑥 + 𝜇
(
𝑣rel , 𝑇̃k

)
𝑛
(
𝑇̃
) ¤𝑥
𝑣rel

= 𝑓 cos 𝜔𝑡 , 𝑥(0) = 0 , ¤𝑥(0) = 0 (3.5)

und die gesuchte Reibkraft

𝑓c = 𝜇
(
𝑣rel , 𝑇̃k

)
𝑛
(
𝑇̃
) 𝑣0
𝑣rel

. (3.6)

Die relevanten Systemparameter sind das Dämpfungsmaß 𝐷, der zustandsabhän-
gige Reibungskoeffizient 𝜇, die temperaturabhängige Normalkraft 𝑛(𝑇) sowie die
Anregungsfrequenz und -amplitude 𝜔 und 𝑓 . Zur Beurteilung des Einflusses der
hochfrequenten Anregung bei thermomechanischer Kopplung wird die Größe 𝑓c mit
der Reibkraft 𝑓c,0 verglichen, die sich ohne Anregung ( 𝑓 = 0) einstellt. Die thermische
Kopplung wird dabei weiterhin berücksichtigt. Die Reibkraft ohne Anregung lautet

𝑓c,0 = 𝜇
(
𝑣0 , 𝑇̃k

)
𝑛
(
𝑇̃
)

(3.7)

und hängt nur vom Temperaturfeld ab, das sich aufgrund der vorgeschriebenen
Umlaufbewegung 𝑣0 einstellt. Der Vergleich der beiden Größen 𝑓c,0 und 𝑓c ermöglicht
eine Bewertung der Auswirkung der hochfrequenten Anregung.

3.1.2 Thermomechanisches Kontinuum
Da sowohl der Reibungskoeffizient als auch die Normalkraft vom Temperaturfeld
abhängen, muss das Verschiebungs- und Temperaturfeld im elastischen Kontinuum
bestimmt werden. Dafür wird ein einfaches Modell eines quasistatischen Kontinuums
herangezogen, Annahmen getroffen und Gleichungen abgeleitet und ausgewertet.
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3.1 Modellierung

Abbildung 3.3: Querschnitt des thermomechanischen Kontinuums

Abbildung 3.3 zeigt einen Schnitt durch den zylindrischen Körper, vergleichbar zu
dem in Abb. 3.2 auf der rechten Seite. Für dieses zweidimensionale Gebiet werden
Gleichungen für das Verschiebungs- sowie das Temperaturfeld formuliert, um eine
Schnittstelle zu der Bewegungsgleichung aus Abschnitt 3.1.1 zu schaffen. Das Problem
wird als eben angenommen, sodass eine Ausdehnung oder ein Wärmefluss in axialer
Richtung nicht berücksichtigt werden. Das Kontinuum wird als isotrop elastischer
Körper modelliert, mit dem Elastizitätsmodul 𝐸, dem Temperaturleitkoeffizienten 𝜅,
dem thermischen Ausdehnungskoeffizienten 𝛼e, der Wärmeleitfähigkeit 𝑘 und dem
Wärmeübertragungskoeffizienten 𝛼T. Diese Materialparameter werden als zeit-, orts-,
richtungs- und temperaturunabhängig angenommen. Der kreisrunde Querschnitt hat
den Radius 𝑅 und ist mit dem Übermaß 𝑢0 in die starre Umgebung eingepresst, siehe
Abb. 3.3. Daher wird angenommen, dass der Körper permanent perfekten Kontakt
zur umlaufenden Umgebung hat. Zur Bestimmung der Normalkraft zwischen dem
Körper und der Umgebung muss das radiale Verschiebungsfeld 𝑢̃(𝑟) berechnet werden.
Hierfür wird die statische Impulsbilanz formuliert, das heißt, Trägheitswirkungen
des elastischen Kontinuums werden aufgrund der deutlich unterschiedlichen Zeitkon-
stanten vernachlässigt. Außerdem wird von einem rotationssymmetrischen Problem
ausgegangen, sodass die Winkelabhängigkeit entfällt. Die statische Impulsbilanz lautet

div𝝈 = ®0 , (3.8)

wobei der Spannungstensor 𝝈 durch das lineare, isotrope Hookesche Gesetz

𝝈 = 𝐸
(
𝜺 − 𝛼e𝑇̃1

)
(3.9)

berechnet wird. Die Querkontraktion wird nicht berücksichtigt, da diese im weiteren
Vorgehen lediglich zu einem veränderten Vorfaktor führt, die Gleichungen ansonsten
aber identisch sind [8–10]. Das Symbol 1 steht für den Einheitstensor, der Dehnungs-
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3 Thermomechanisch gekoppelter Reibschwinger

tensor 𝜺 wird in Polarkoordinaten formuliert. Die Auswertung der Impulsbilanz liefert
dann die gewöhnliche Differentialgleichung

d
d𝑟

(
d𝑢̃
d𝑟 + 𝑢̃

𝑟
− 𝛼e𝑇̃

)
= 0 (3.10)

für das radiale Verschiebungsfeld 𝑢̃(𝑟) mit den Randbedingungen

𝑢̃(𝑅) = −𝑢0 und 𝑢̃(0) = 0 . (3.11)

Die Lösung dieser gewöhnlichen Differentialgleichung kann analytisch angegeben
werden:

𝑢̃(𝑟) = −𝑢0
𝑟
𝑅

+ 𝛼e

(
1
𝑟

∫ 𝑟

0
𝑇̃(𝑟)𝑟d𝑟 − 𝑟

𝑅2

∫ 𝑅

0
𝑇̃(𝑟)𝑟d𝑟

)
. (3.12)

Ausgehend vom analytischen Ausdruck für das Verschiebungsfeld kann die Spannung
𝜎𝑟𝑟(𝑅) im Kontaktbereich durch

𝜎𝑟𝑟(𝑅) = −𝐸
(
d𝑢̃
d𝑟 − 𝛼e𝑇̃(𝑟)

)����
𝑟=𝑅

= −𝐸
(
𝑢0
𝑅

+ 2𝛼e
𝑅2

∫ 𝑅

0
𝑇̃(𝑟)𝑟d𝑟

)
= −𝐸

(𝑢0
𝑅

+ 𝛼e𝑇̃m

)
(3.13)

berechnet werden, wobei

𝑇̃m =
2
𝑅2

∫ 𝑅

0
𝑇̃(𝑟)𝑟d𝑟 (3.14)

die über den Querschnitt gemittelte Temperatur beschreibt. Die Normalkraft ergibt sich
dann aus dem Integral der Spannung über die Mantelfläche

𝑁
(
𝑇̃
)
= −

∫
(𝐴)

𝜎𝑟𝑟(𝑅)d𝐴

= −𝐴𝜎𝑟𝑟(𝑅)
= 𝐴𝐸

(𝑢0
𝑅

+ 𝛼e𝑇̃m

)
, (3.15)

wobei 𝐴 die Kontaktfläche des Masseblocks mit der Umgebung ist. Das negative
Vorzeichen kommt aus der Konvention, dass eine positive Spannung einem Druck
entspricht. Zudem wurde berücksichtigt, dass die Spannung unabhängig von der
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axialen Position und dem Winkel ist und das Integral über die Fläche der Multiplikation
mit der Fläche entspricht.
Die Normalkraft hängt also nicht vom genauen Verlauf der Temperatur im Querschnitt
ab, sondern lediglich von der mittleren Temperatur und zusätzlich von einem Anteil,
der aus der Presspassung mit dem Übermaß 𝑢0 resultiert. Die mittlere Temperatur 𝑇̃m
wird im Folgenden als Querschnittstemperatur bezeichnet.

3.1.3 Wärmeleitungsgleichung
Um die Größen 𝑇̃m und 𝑇̃k zu berechnen, muss die Wärmeleitungsgleichung auf dem
Gebiet von Abb. 3.3 gelöst werden. Für ein homogenes, isotropes Material hat diese in
Polarkoordinaten die Form

𝜕𝑇̃
𝜕𝑡

= 𝜅

(
𝜕2𝑇̃
𝜕𝑟2 + 1

𝑟
𝜕𝑇̃
𝜕𝑟

)
, (3.16)

wobei 𝑇̃ = 𝑇̃
(
𝑟, 𝑡

)
das rotationssymmetrische Temperaturfeld beschreibt, das von der

Zeit 𝑡 und der radialen Koordinate 𝑟 abhängt. Die Anfangsbedingung ist eine konstante
Temperatur:

𝑇̃(𝑟, 0) = 𝑇̃0 . (3.17)

Zudem werden noch zwei Randbedingungen formuliert. Diese lauten

lim
𝑟→0

(
𝑟
𝜕𝑇̃
𝜕𝑟

)
= 0 und 𝑘

𝜕𝑇̃
𝜕𝑟

����
𝑟=𝑅, 𝑡

+ 𝛼T𝑇̃
(
𝑅, 𝑡

)
= 𝑞̃

(
𝑡
)

. (3.18)

Die erste Randbedingung berücksichtigt die physikalische Plausibilität in der Mitte des
Gebiets, die zweite Randbedingung beschreibt den Wärmefluss über die Kontaktfläche
in die Umgebung. Dieser Fluss ist als lineare Randbedingung mit zusätzlicher Wär-
mequelle modelliert und hängt einerseits von der Temperaturdifferenz nach außen ab.
Andererseits gibt es dort den zeitabhängigen Quellterm 𝑞̃

(
𝑡
)
, der die flächenbezogene

Reibleistung berücksichtigt. Die Reibleistung setzt sich multiplikativ aus der Reibkraft
und der Relativgeschwindigkeit zusammen. Der Parameter 𝜂 ∈ [0, 1] ist eine dimensi-
onslose Kenngröße, die beschreibt, wie viel der Reibleistung in Wärme umgesetzt und
in die Welle geleitet wird:

𝑞̃
(
𝑡
)
= −𝜂𝑣̃rel𝜇

(
𝑣̃rel , 𝑇̃k

)
𝜎𝑟𝑟(𝑅)

= 𝜂𝐸𝑣̃rel𝜇
(
𝑣̃rel , 𝑇̃k

) (𝑢0
𝑅

+ 𝛼e𝑇̃m

)
. (3.19)
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Die Wärmeleitungsgleichung ist über die Randbedingung mit der Bewegung des
zylindrischen Körpers gekoppelt. Bevor die Gleichungen gelöst werden, werden sie
mithilfe folgender Größen entdimensioniert:

𝑟 =
𝑟
𝑅

𝜕

𝜕𝑟
=

1
𝑅

𝜕

𝜕𝑟
=

1
𝑅
( )′ 𝑇 =

𝑇̃
𝑇∗

𝜀 =
𝜅

𝜔0𝑅2 𝐵𝑖 =
𝛼T𝑅
𝑘

𝐶0 =
𝑢0

𝑅𝛼e𝑇∗

𝑇m =
𝑇̃m
𝑇∗

𝛾 =
𝐸𝛼e𝑅2𝜔2

0
𝑘

𝑝̂ =
𝐴𝐸𝛼e𝑇∗
𝑐𝑅

.

Hierbei ist𝑇∗ eine Referenztemperatur, 𝐵𝑖 ist die Biot-Zahl und beschreibt das Verhältnis
aus Wärmeleitwiderstand innerhalb des Körpers und Wärmeübergangswiderstand
nach außen. Der Parameter 𝜀 beschreibt das Verhältnis der Zeitkonstanten des thermi-
schen und des Schwingungsproblems, 𝛾 ist ein Maß für die Kontaktdruckerhöhung
durch die thermische Ausdehnung, 𝐶0 beschreibt den Anteil der Übermaßpassung im
Kontaktdruck und 𝑝̂ ist ein Referenzdruck.
Die Wärmeleitungsgleichung sowie die zugehörigen Anfangs- und Randbedingungen
lauten dann in dimensionsloser Form

¤𝑇 = 𝜀

(
𝑇′′ + 1

𝑟
𝑇′

)
, 𝑇(𝑟, 0) = 𝑇0 (3.20)

und

lim
𝑟→0

(𝑟𝑇′(𝑟, 𝑡)) = 0 ,

𝑇′(1, 𝑡) + 𝐵𝑖𝑇(1, 𝑡) = 𝑞(𝑡) (3.21)

mit

𝑞(𝑡) = 𝜂𝛾𝑣rel𝜇(𝑣rel , 𝑇k) (𝐶0 + 𝑇m) . (3.22)

Lösen im Laplace-Bildbereich

Zur Lösung der partiellen Differentialgleichung (3.20) wird analog zu Abschnitt 2.2 die
Laplace-Transformation verwendet mit

ℒ{·} =
∫ ∞

0
(·) exp(−𝑠𝑡)d𝑡 = (·) . (3.23)
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Damit ergibt sich eine gewöhnliche Differentialgleichung für das Temperaturfeld im
Bildbereich in der radialen Koordinate

𝑇′′ + 1
𝑟
𝑇′ − 𝑠

𝜀
𝑇 = −𝑇0

𝜀
. (3.24)

Die transformierten Randbedingungen lauten

lim
𝑟→0

(
𝑟𝑇′(𝑟, 𝑠)

)
= 0 und 𝑇′(1, 𝑠) + 𝐵𝑖𝑇(1, 𝑠) = 𝑞(𝑠) , (3.25)

wobei 𝑞(𝑠) für die Laplace-transformierte Funktion der Wärmequelle steht. Dieser Aus-
druck kann zunächst in dieser Form stehen bleiben und muss nicht weiter ausgewertet
werden. Bei Gl. (3.24) handelt es sich um eine modifizierte Besseldifferentialgleichung,
für die eine geschlossene Lösung existiert [31, Kapitel 9.1]. Die an die Randbedingungen
angepasste Gesamtlösung des Temperaturfeldes im Bildbereich lautet

𝑇(𝑟, 𝑠) =
𝐼0

(√
𝑠
𝜀 𝑟

) (
𝑠𝑞(𝑠) − 𝐵𝑖𝑇0

)
𝑠
(√

𝑠
𝜀 𝐼1

(√
𝑠
𝜀

)
+ 𝐵𝑖𝐼0

(√
𝑠
𝜀

)) + 𝑇0
𝑠

. (3.26)

Hierbei bezeichnen 𝐼0(𝑠) und 𝐼1(𝑠) modifizierte Besselfunktionen erster Gattung mit
Ordnung null und eins. Aus diesem Ausdruck lassen sich die Kontakttemperatur 𝑇k
durch

𝑇k(𝑠) = 𝑇(1, 𝑠) =
𝐼0

(√
𝑠
𝜀

) (
𝑠𝑞(𝑠) − 𝐵𝑖𝑇0

)
𝑠
(√

𝑠
𝜀 𝐼1

(√
𝑠
𝜀

)
+ 𝐵𝑖𝐼0

(√
𝑠
𝜀

)) + 𝑇0
𝑠

= 𝐺k,𝑞(𝑠)𝑞(𝑠) + 𝐺k,0(𝑠)𝑇0 (3.27)

und die Querschnittstemperatur 𝑇m mit

𝑇m(𝑠) = 2
∫ 1

0
𝑇(𝑟, 𝑠)𝑟d𝑟 =

2𝐼1
(√

𝑠
𝜀

) (
𝑠𝑞(𝑠) − 𝐵𝑖𝑇0

)
𝑠
√
𝑠
𝜀

(√
𝑠
𝜀 𝐼1

(√
𝑠
𝜀

)
+ 𝐵𝑖𝐼0

(√
𝑠
𝜀

)) + 𝑇0
𝑠

= 𝐺m,𝑞(𝑠)𝑞(𝑠) + 𝐺m,0(𝑠)𝑇0 (3.28)

berechnen. Beide Funktionen sind linear in der Wärmequelle 𝑞(𝑠) und der Anfangstem-
peratur 𝑇0. Abkürzend werden die Funktionen 𝐺k,𝑞(𝑠), 𝐺k,0(𝑠), 𝐺m,𝑞(𝑠) und 𝐺m,0(𝑠) als
Vorfaktoren eingeführt, sie sind in Anhang A.1 explizit angegeben.
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Inverse Laplace-Transformation

Die Rücktransformation der Funktionen 𝑇m(𝑠) und 𝑇k(𝑠) in den Zeitbereich liefert
Faltungsintegrale

𝑇m(𝑡) = 𝐺m,𝑞(𝑡) ∗ 𝑞(𝑡) + 𝐺m,0(𝑡)𝑇0 , (3.29)
𝑇k(𝑡) = 𝐺k,𝑞(𝑡) ∗ 𝑞(𝑡) + 𝐺k,0(𝑡)𝑇0 , (3.30)

wobei die Greenschen Funktionen 𝐺 im Zeitbereich bekannt sein müssen. Für deren
Bestimmung kann analog zu Abschnitt 2.2 das Residuentheorem genutzt werden,
welches exemplarisch für die Berechnung von 𝐺m,𝑞(𝑡) aus

𝐺̄m,𝑞(𝑠) =
2𝐼1

(√
𝑠
𝜀

)
√
𝑠
𝜀

(√
𝑠
𝜀 𝐼1

(√
𝑠
𝜀

)
+ 𝐵𝑖𝐼0

(√
𝑠
𝜀

)) (3.31)

gezeigt wird. Für die übrigen Funktionen wird an dieser Stelle auf den Anhang A.2
verwiesen.
Mithilfe des Residuentheorems wird das Kurvenintegral über die Funktion

𝑓 (𝑠) = 𝐺̄m,𝑞(𝑠) exp(𝑠𝑡) (3.32)

in der komplexen Ebene durch die Summe der Residuen ersetzt. Hierfür wird zunächst
die Funktion

𝑓 (𝑠) =
2𝐼1

(√
𝑠
𝜀

)
√
𝑠
𝜀

(√
𝑠
𝜀 𝐼1

(√
𝑠
𝜀

)
+ 𝐵𝑖𝐼0

(√
𝑠
𝜀

)) exp(𝑠𝑡)

=
𝑓h(𝑠)
𝑓p(𝑠) (3.33)

in die zwei Funktionen 𝑓h und 𝑓p aufgeteilt. Hier ist

𝑓h(𝑠) =
2𝐼1

(√
𝑠
𝜀

)
√
𝑠
𝜀

exp(𝑠𝑡) (3.34)
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eine holomorphe Funktion ohne Singularitäten1 und die Funktion

𝑓p(𝑠) =
√
𝑠
𝜀
𝐼1

(√
𝑠
𝜀

)
+ 𝐵𝑖𝐼0

(√
𝑠
𝜀

)
(3.35)

enthält die Polstellen von 𝑓 (𝑠) als Nullstellen. Da diese ausschließlich rein imaginär sind,
wird die Variablentransformation 𝑠 = −𝜀𝜆2 eingeführt. Damit können die modifizierten
Besselfunktionen zu Besselfunktionen umformuliert werden und die Bestimmungsglei-
chung für die Singularitäten lautet

𝑓p(𝜆) = 𝐵𝑖𝐽0(𝜆) − 𝜆𝐽1(𝜆) = 0 . (3.36)

Die Funktionen 𝐽0(𝑥) und 𝐽1(𝑥) sind Besselfunktionen erster Gattung von Ordnung
null und eins. Gleichung (3.36) hat abzählbar unendlich viele Lösungen, nämlich die
Eigenwerte 𝜆𝑛 . Da die Polstellen alle von erster Ordnung sind, kann das Residuum der
Funktion 𝑓 (𝑠) bei der Singularität 𝑠𝑛 = −𝜀𝜆2

𝑛 durch

Res𝑠𝑛 𝑓 (𝑠) = lim
𝑠→𝑠𝑛

((𝑠 − 𝑠𝑛) 𝑓 (𝑠)) (3.37)

berechnet werden. Das ergibt

Res𝑠𝑛 𝑓 (𝑠) = 𝑓h(𝑠𝑛) lim
𝑠→𝑠𝑛

𝑠 − 𝑠𝑛
𝑓p(𝑠) . (3.38)

Da sowohl der Zähler 𝑠 − 𝑠𝑛 als auch der Nenner 𝑓p(𝑠) für den Grenzübergang 𝑠 → 𝑠𝑛
gegen null streben, kann der Satz von de L’Hospital verwendet werden. Demnach ist

lim
𝑠→𝑠𝑛

𝑠 − 𝑠𝑛
𝑓p(𝑠) = lim

𝑠→𝑠𝑛

1
𝑓 ′p(𝑠) (3.39)

mit

𝑓 ′p(𝑠) =
𝐵𝑖𝐼1

(√
𝑠
𝜀

)
+√

𝑠
𝜀 𝐼0

(√
𝑠
𝜀

)
2𝜀

√
𝑠
𝜀

. (3.40)

1 An der Stelle 𝑠 = 0 ist keine Singularität, denn es ist lim
𝑠→0

𝑓h(𝑠) = 1
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3 Thermomechanisch gekoppelter Reibschwinger

Nach Einsetzen der Eigenwerte ergibt sich das Residuum zu

Res𝑠𝑛 𝑓 (𝑠) =
4𝜀𝐽1(𝜆𝑛)

𝐵𝑖𝐽1(𝜆𝑛) + 𝜆𝑛 𝐽0(𝜆𝑛) exp
(−𝜀𝜆2

𝑛𝑡
)

= 𝜀
4𝐵𝑖

𝐵𝑖2 + 𝜆2
𝑛

exp
(−𝜀𝜆2

𝑛𝑡
)

= 𝜀𝑏𝑛 exp
(−𝜀𝜆2

𝑛𝑡
)

. (3.41)

Die Besselfunktionen werden hierbei mithilfe der Eigenwertgleichung (3.36) ersetzt
und damit die Koeffizienten

𝑏𝑛 =
4𝐵𝑖

𝐵𝑖2 + 𝜆2
𝑛

(3.42)

definiert. Die inverse Laplace-Transformation von 𝐺̄m,𝑞(𝑠) kann abschließend durch

𝐺m,𝑞(𝑡) =
∞∑
𝑛=1

Res𝑠𝑛 𝑓 (𝑠)

= 𝜀
∞∑
𝑛=1

𝑏𝑛 exp
(−𝜀𝜆2

𝑛𝑡
)

(3.43)

angegeben werden. Die Bestimmung der Funktionen𝐺m,0(𝑡),𝐺k,𝑞(𝑡)und𝐺k,0(𝑡)verläuft
analog, diese können ebenfalls als Summe von Exponentialfunktionen angegeben
werden

𝐺m,𝑞(𝑡) = 𝜀
∞∑
𝑛=1

𝑏𝑛 exp
(−𝜀𝜆2

𝑛𝑡
)

, 𝐺m,0(𝑡) = 𝐵𝑖
∞∑
𝑛=1

𝑏𝑛
𝜆2
𝑛

exp
(−𝜀𝜆2

𝑛𝑡
)

, (3.44)

𝐺k,𝑞(𝑡) = 𝜀
∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛 exp
(−𝜀𝜆2

𝑛𝑡
)

, 𝐺k,0(𝑡) = 𝐵𝑖
∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛
𝜆2
𝑛

exp
(−𝜀𝜆2

𝑛𝑡
)

, (3.45)

wobei der Koeffizient 𝑐𝑛 durch

𝑐𝑛 =
2𝜆2

𝑛

𝐵𝑖2 + 𝜆2
𝑛

(3.46)
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definiert ist. Damit lassen sich die Integralgleichungen für die gesuchten Größen durch

𝑇m(𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝐺m,𝑞(𝑡 − 𝜏)𝑞(𝜏)d𝜏 + 𝑇0𝐺m,0(𝑡) ,

𝑇k(𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝐺k,𝑞(𝑡 − 𝜏)𝑞(𝜏)d𝜏 + 𝑇0𝐺k,0(𝑡) (3.47)

angeben. Die Wärmequelle 𝑞(𝑡) = 𝜂𝛾𝑣rel𝜇(𝑣rel , 𝑇k) (𝐶0 + 𝑇m) ist eine Funktion in Abhän-
gigkeit der Temperatur- und Bewegungsgrößen des mechanischen Schwingers. Die
Funktionen 𝐺m,𝑞(𝑡) und 𝐺m,0(𝑡) sowie 𝐺k,𝑞(𝑡) und 𝐺k,0(𝑡) sind sich sehr ähnlich, ihre
Exponenten sind identisch und sie unterscheiden sich lediglich in einem Vorfaktor der
Koeffizienten. Daraus lassen sich die Zusammenhänge

𝐺m,0(𝑡) = 1 − 𝐵𝑖
∫ 𝑡

0
𝐺m,𝑞(𝜏)d𝜏 (3.48)

und

𝐺k,0(𝑡) = 1 − 𝐵𝑖
∫ 𝑡

0
𝐺k,𝑞(𝜏)d𝜏 (3.49)

ableiten, wobei die Identitäten

𝐵𝑖
∞∑
𝑛=1

𝑏𝑛
𝜆2
𝑛
= 1 und 𝐵𝑖

∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛
𝜆2
𝑛
= 1 (3.50)

verwendet werden. Die Herleitung ist in Anhang B zu finden. Die Integralgleichun-
gen (3.47) lassen sich dann übersichtlich durch

𝑇m(𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝐺m,𝑞(𝑡 − 𝜏) (𝑞(𝜏) − 𝐵𝑖𝑇0

)
d𝜏 + 𝑇0 ,

𝑇k(𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝐺k,𝑞(𝑡 − 𝜏) (𝑞(𝜏) − 𝐵𝑖𝑇0

)
d𝜏 + 𝑇0 (3.51)

angeben. Hierbei lässt sich direkt erkennen, dass sowohl die Querschnittstemperatur
𝑇m(𝑡) als auch die Kontakttemperatur 𝑇k(𝑡) die Anfangsbedingung 𝑇(𝑟, 0) = 𝑇0 erfüllen.
Für 𝑡 > 0 entwickeln sich die Temperaturwerte unter Berücksichtigung der Anfangstem-
peratur und der Wärmequelle 𝑞(𝑡). Die beiden Integralgleichungen (3.51) beschreiben
zusammen mit der gewöhnlichen Differentialgleichung (3.5) die gekoppelte Dynamik
des thermomechanischen Systems. Die drei Gleichungen sind über die Zustände 𝑥(𝑡),
¤𝑥(𝑡), 𝑇m(𝑡) und 𝑇k(𝑡) gekoppelt.
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3 Thermomechanisch gekoppelter Reibschwinger

3.2 Systemgleichungen des vollen Systems
Die Gleichungen (3.51) zusammen mit Gl. (3.5) beschreiben die vollständig gekoppelte
Systemdynamik des Reibschwingers unter Berücksichtigung der reibungsinduzierten
Wärmeentwicklung und der damit einhergehenden Änderung der Reibkraft. Um diese
gekoppelten Gleichungen zu lösen, müssen sie auf eine einheitliche Form gebracht
werden. Entweder Gl. (3.5) muss als Integralgleichung formuliert werden, oder die Inte-
gralgleichungen (3.51) müssen als gewöhnliche Differentialgleichungen zur Verfügung
stehen. Da der Umgang mit Differentialgleichungen angenehmer erscheint, werden
die Integralgleichungen mithilfe eines Ansatzes aus [77, Kapitel 6] auf gewöhnliche
Differentialgleichungen transformiert. Die Funktionen 𝑇m(𝑡) und 𝑇k(𝑡) ergeben sich
dabei aus der Anfangstemperatur 𝑇0 und einer Linearkombination der Koeffizienten 𝑐𝑛
beziehungsweise 𝑏𝑛 mit den sogenannten modalen Temperaturen 𝑤𝑛 :

𝑇m(𝑡) =
𝑁ew∑
𝑛=1

𝑏𝑛𝑤𝑛(𝑡) + 𝑇0

𝑇k(𝑡) =
𝑁ew∑
𝑛=1

𝑐𝑛𝑤𝑛(𝑡) + 𝑇0 . (3.52)

Hier bezeichnet 𝑁ew die Anzahl der berücksichtigten Eigenwerte, da aus numerischer
Sicht nicht unendlich viele Eigenwerte verwendet werden können. Im Folgenden wird
auf die Angabe der Zeitabhängigkeit bei den Funktionen 𝑤𝑛 , 𝑞, 𝑇m und 𝑇k zugunsten
der Übersichtlichkeit verzichtet. Für die modalen Temperaturen wird der Ansatz

𝑤𝑛 = 𝜀

∫ 𝑡

0
exp

(−𝜀𝜆2
𝑛(𝑡 − 𝜏)) (

𝑞(𝜏) − 𝐵𝑖𝑇0
)
d𝜏 , 𝑛 = 1 . . . 𝑁ew (3.53)

verwendet. Das entspricht genau einem Summanden des Integralausdrucks in Gl. (3.51)
ohne Koeffizient. Einmaliges Ableiten von𝑤𝑛 nach der Zeit 𝑡 und Einsetzen des Ansatzes
liefert

¤𝑤𝑛 = 𝜀
(
𝑞 − 𝐵𝑖𝑇0 − 𝜆2

𝑛𝑤𝑛
)

, 𝑤𝑛(0) = 0 , 𝑛 = 1 . . . 𝑁ew , (3.54)

wobei 𝑞 von den Temperaturwerten und den Bewegungsgrößen abhängt. Die homogene
Anfangsbedingung in Gl. (3.54) folgt direkt aus dem Integralansatz in Gl. (3.53). Die
Anfangstemperatur 𝑇0 wird in den Definitionen in Gl. (3.52) berücksichtigt, wonach
direkt 𝑇m(0) = 𝑇k(0) = 𝑇0 folgt.
Durch den Transformationsansatz in Gl. (3.52) und (3.53) können die zwei Volterra-
Integralgleichungen (3.51) in ein System von 𝑁ew gekoppelten Differentialgleichungen
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3.2 Systemgleichungen des vollen Systems

erster Ordnung überführt werden. Auf den ersten Blick scheint diese Erhöhung der Ord-
nung die Komplexität des Problems zu steigern. Zwei Punkte sprechen jedoch klar für
die Formulierung eines Differentialgleichungssystems: Zum einen steigt der Rechenauf-
wand beim numerischen Lösen von Volterra-Integralgleichungen wegen der verketteten
Abhängigkeit überproportional mit Zunahme der oberen Integrationsgrenze an, da
die Lösung zum nächsten Zeitpunkt vom gesamten Lösungsverlauf abhängt [32]. Bei
Differentialgleichungen hingegen steigt der Rechenaufwand näherungsweise linear mit
der Integrationszeit, da die Lösung zum nächsten Zeitpunkt nur vom Zustand des
aktuellen Zeitpunkts abhängt. Zum anderen gibt es in vielen Softwarepaketen hoch
performante Solver mit unterschiedlichen Ordnungen und automatischer Schrittweiten-
steuerung, wodurch gleichzeitig der Rechenaufwand minimiert und die Genauigkeit
der Lösung verbessert wird. Für Integralgleichungen stehen keine vergleichbaren Solver
zur Verfügung. Es müsste auf in der Literatur vorgestellte und selbst implementierte
Solver ausgewichen werden, die mit der Leistungsfähigkeit von ODE-Solvern nicht
mithalten können.
Die Gleichungen zur gekoppelten Dynamik als System gewöhnlicher Differentialglei-
chungen lauten:

¥𝑥 + 2𝐷 ¤𝑥 + 𝑥 + 𝑝̂𝜇(𝑣rel , 𝑇k) (𝐶0 + 𝑇m) ¤𝑥
𝑣rel

= 𝑓 cos 𝜔𝑡 , 𝑥(0) = 0 , ¤𝑥(0) = 0

¤𝑤𝑛 = 𝜀
(
𝑞 − 𝐵𝑖𝑇0 − 𝜆2

𝑛𝑤𝑛
)

, 𝑤𝑛(0) = 0 , 𝑛 = 1 . . . 𝑁ew

𝑇m =
𝑁ew∑
𝑛=1

𝑏𝑛𝑤𝑛 + 𝑇0 , 𝑇k =
𝑁ew∑
𝑛=1

𝑐𝑛𝑤𝑛 + 𝑇0

𝑞 = 𝜂𝛾𝑣rel𝜇(𝑣rel , 𝑇k) (𝐶0 + 𝑇m) , 𝑣rel =
√

¤𝑥2 + 𝑣2
0 . (3.55)

Die Eigenwerte 𝜆𝑛 sowie die Koeffizienten 𝑏𝑛 und 𝑐𝑛 können durch die Gl. (3.36)
und (3.47) bestimmt werden und hängen lediglich vom Parameter 𝐵𝑖 ab. Die Reibkraft
in Umfangsrichtung kann dann mit

𝑓c = 𝑝̂𝜇(𝑣rel , 𝑇k) (𝐶0 + 𝑇m) 𝑣0
𝑣rel

(3.56)

berechnet werden. Die relevanten, dimensionslosen Systemparameter sind das Dämp-
fungsmaß 𝐷, der Referenzdruck 𝑝̂, der Reibungskoeffizient 𝜇, der Übermaßparame-
ter 𝐶0 sowie die Anregungsamplitude 𝑓 und -frequenz 𝜔. Aus der Formulierung des
thermischen Problems kommen das Verhältnis der Zeitkonstanten 𝜀, die Biot-Zahl 𝐵𝑖,
𝛾 als Maß der Druckerhöhung durch thermische Ausdehnung und der Parameter 𝜂,
der angibt welcher Anteil der Reibleistung als Wärme in den elastischen Körper fließt.
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3 Thermomechanisch gekoppelter Reibschwinger

Für den zustandsabhängigen Reibungskoeffizienten 𝜇(𝑣rel , 𝑇k) kann ein frei wählbarer
funktionaler Zusammenhang verwendet werden, der die physikalische Abhängigkeit
möglichst realitätsnah abbildet. An dieser Stelle wird die Funktion

𝜇(𝑣, 𝜃) = 𝜇0 + 𝜇𝑣

(
1 − exp

(
−|𝑣|
𝑣∗

))
+ 𝜇𝜃

(
1 − exp

(
− 𝜃
𝜃∗

))
(3.57)

vorgeschlagen. Hierbei ist 𝜇0 > 0 ein konstanter Wert bei verschwindender Geschwin-
digkeit und Temperaturdifferenz. Die Werte 𝜇𝑣 und 𝜇𝜃 geben die maximale Änderung
des Reibwerts durch die Geschwindigkeit oder die Temperatur an. Diese Werte können
positiv oder negativ sein, allerdings muss 𝜇0 > −𝜇𝑣 − 𝜇𝜃 erfüllt sein, um keinen
negativen Reibwert zu erhalten.

Systemverhalten ohne Anregung Da die Auswirkung der hochfrequenten Anregung
untersucht werden soll, werden auch die Gleichungen bei einem quasistatischen Betrieb
ohne Anregung betrachtet, also für 𝑓 = 0. Bei verschwindenden Anfangsbedingungen
hat dies für die Bewegungsgrößen direkt

𝑥(𝑡) ≡ 0 , (3.58)
¤𝑥(𝑡) ≡ 0 (3.59)

zur Folge. Das Problem ist damit nur noch von rein thermischer Natur und die
verbleibenden Systemgleichungen ergeben sich dann zu

𝑇m =
𝑁ew∑
𝑛=1

𝑏𝑛𝑤𝑛 + 𝑇0 , 𝑇k =
𝑁ew∑
𝑛=1

𝑐𝑛𝑤𝑛 + 𝑇0

¤𝑤𝑛 = 𝜀
(
𝑞 − 𝐵𝑖𝑇0 − 𝜆2

𝑛𝑤𝑛
)

, 𝑤𝑛(0) = 0 , 𝑛 = 1 . . . 𝑁ew

𝑞 = 𝜂𝛾𝑣0𝜇(𝑣0 , 𝑇k) (𝐶0 + 𝑇m) . (3.60)

Die Reibkraft in Umfangsrichtung kann dann mit

𝑓c,0 = 𝑝̂𝜇(𝑣0 , 𝑇k) (𝐶0 + 𝑇m) (3.61)

angegeben werden. Für den Sonderfall eines konstanten Reibwerts 𝜇 = 𝜇0 = const.
ergibt sich daraus ein lineares, autonomes Differentialgleichungssystem für die modalen
Temperaturen 𝑤𝑛 mit

¤𝑤𝑛 = 𝜀
(
𝜇0𝜂𝛾𝑣0 (𝐶0 + 𝑇m) − 𝐵𝑖𝑇0 − 𝜆2

𝑛𝑤𝑛
)

, 𝑛 = 1 . . . 𝑁ew . (3.62)
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Die Reibkraft in Umfangsrichtung lautet dann

𝑓c,0 = 𝑝̂𝜇0 (𝐶0 + 𝑇m) . (3.63)

3.3 Mittelung der schnellen Dynamik für schwache
Anregung

Das dynamische System aus Gl. (3.55) wird in Kapitel 4 numerisch gelöst. An dieser
Stelle soll das Gleichungssystem allerdings noch weiter vereinfacht werden, indem
die physikalischen Eigenschaften gezielt genutzt werden, um daraus aussagekräftige
Näherungen zu finden.
Die Bewegung des Masseblocks erfolgt auf einer deutlich schnelleren Zeitskala als die
Änderung der Temperatur. Dieses Verhältnis wird in dem Parameter 𝜀 berücksichtigt,
der positiv und deutlich kleiner als eins ist und als Vorfaktor der rechten Seiten die
Entwicklung der modalen Temperaturen 𝑤𝑛 als langsam charakterisiert (vgl. Gl. (3.54)).
In erster Näherung kann deshalb davon ausgegangen werden, dass für die Temperatur-
entwicklung auch der zeitliche Mittelwert des Quellterms 𝑞 herangezogen werden kann,
anstatt die schnell schwingende Änderung durch die Relativgeschwindigkeit zu berück-
sichtigen. Die übrigen Terme ändern sich im Vergleich zur Relativgeschwindigkeit lang-
sam. Um einen Ausdruck für die über eine Periode gemittelte Relativgeschwindigkeit
zu finden, muss für die Bewegungsgleichung des Masseblocks eine Näherungslösung
gefunden werden, die die veränderliche Temperatur berücksichtigt. Aus der Analyse
numerischer Lösungen in Kapitel 4 wird deutlich, dass bei einer schwachen Anregung
𝑓 < 𝑝̂𝜇𝐶0 die Reibkraft in der Bewegungsgleichung des Masseblocks dominant ist,
sodass Trägheitswirkung, Dämpfer- und Federkraft vernachlässigt werden können. Die
Bewegungsgleichung kann damit auf

𝜇𝑝̂ (𝐶0 + 𝑇m) ¤𝑥√
¤𝑥2 + 𝑣2

0

= 𝑓 cos 𝜔𝑡 (3.64)

reduziert werden. Hierbei passen sich die Geschwindigkeit ¤𝑥 und die Temperatur 𝑇m
immer so an, dass die Reibkraft genau der Anregungskraft entspricht. Diese Gleichung
kann nach ¤𝑥2 aufgelöst und dann in die Relativgeschwindigkeit 𝑣rel eingesetzt werden:

𝑣rel =
√

¤𝑥2 + 𝑣2
0 = 𝑣0

1√
1 −

(
𝑓

𝑝̂𝜇(𝐶0+𝑇m)
)2

cos2 𝜔𝑡

. (3.65)
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Dieser Schritt ist allerdings nur dann möglich, wenn 𝜇𝑝̂(𝐶0 + 𝑇m) > 𝑓 erfüllt ist. Im
physikalischen Sinne bedeutet dies, dass der Betrag der Reibkraft permanent größer als
die Anregungsamplitude sein muss. Für 𝑓 < 𝜇𝑝̂𝐶0 ist diese Bedingung immer erfüllt
und die Näherung liefert sehr gute Ergebnisse, wie in Kapitel 4 noch zu sehen sein
wird. Für eine starke Anregung 𝑓 > 𝜇𝑝̂𝐶0 kann die notwendige Bedingung ebenfalls
erfüllt sein, wenn die Querschnittstemperatur 𝑇m entsprechend groß ist. Auch dann
funktioniert die Näherung gut und bildet das Systemverhalten ausreichend genau ab.
Die Querschnittstemperatur𝑇m nimmt allerdings nicht für alle Parameterkombinationen
ausreichend große Werte an, weshalb die vorgestellte Näherungslösung bei großer
Anregung nicht allgemein anwendbar ist. In Abschnitt 4.2.2 wird auf diesen Fall näher
eingegangen.
Wird Gl. (3.65) in den Quellterm 𝑞 eingesetzt, ergibt sich die folgende Differentialglei-
chung für die modalen Temperaturen

¤𝑤𝑛 = 𝜀

©­­­­«
𝜂𝛾𝜇𝑣0

1√
1 −

(
𝑓

𝑝̂𝜇(𝐶0+𝑇m)
)2

cos2 𝜔𝑡

(𝐶0 + 𝑇m) − 𝐵𝑖𝑇0 − 𝜆2
𝑛𝑤𝑛

ª®®®®¬
. (3.66)

Durch die Näherung wurde die Temperaturentwicklung von der Bewegung des Mas-
seblocks entkoppelt. Die Änderung der modalen Temperaturen hängt nun noch von
den modalen Temperaturen und explizit von der Zeit ab, jedoch nicht mehr von den
Bewegungsgrößen des Masseblocks. An dieser Stelle wird der ursprüngliche Gedanke
der unterschiedlichen Zeitskalen wieder aufgenommen: Die Temperatur, und damit
auch die modalen Temperaturen, ändern sich deutlich langsamer im Vergleich zu den
Bewegungsgrößen des Masseblocks. Insbesondere kann angenommen werden, dass
sich die Temperaturwerte während einer Periode der Anregung𝑇A = 2𝜋

𝜔 nur geringfügig
ändern, weshalb auch der über eine Periode gemittelte Einfluss herangezogen werden
kann. Die nachfolgenden Schritte werden mit einem als konstant angenommenen
Reibwert 𝜇 = 𝜇0 durchgeführt. Hierfür kann für die Mittelung von Gl. (3.66) mit

¤𝑤𝑛 = 𝜀

(
𝜂𝛾𝜇0𝑣0

2
𝜋
𝐾

(
𝑓

𝑝̂𝜇0 (𝐶0 + 𝑇m)

)
(𝐶0 + 𝑇m) − 𝐵𝑖𝑇0 − 𝜆2

𝑛𝑤𝑛

)
, 𝑛 = 1 . . . 𝑁ew (3.67)

ein analytischer Ausdruck angegeben werden, in dem die Funktion 𝐾(𝑚) das vollstän-
dige elliptische Integral erster Ordnung ist. Ein klassisches Mittelwertbildungsverfahren
mit dem kleinen Parameter 𝜀 liefert die gleiche Näherung, denn Gl. (3.66) besitzt die
Standardform für Mittelwertbildung. Damit kann als erste Näherung der Mittelwert der
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rechten Seite herangezogen werden, wobei die modalen Temperaturen 𝑤𝑛 als konstant
angesehen werden.
Die Gl. (3.67) beschreiben ein autonomes Differentialgleichungssystem, das lediglich
von den Parametern sowie den modalen Temperaturen 𝑤𝑛 abhängt. Daraus lässt sich
die Entwicklung der Temperaturwerte 𝑇m und 𝑇k ermitteln, wobei der Einfluss der
Bewegung des Masseblocks über die Wärmequelle nur noch als gemittelter Wert eingeht.
Hierbei ist anzumerken, dass die Frequenz der Anregung 𝜔 durch die Mittelung
eliminiert wird und nicht mehr vorkommt. Die Reibkraft in Umfangsrichtung lässt sich
ebenfalls als Mittelwert angeben und hat die Form

𝑓c = 𝜇0 𝑝̂ (𝐶0 + 𝑇m) 2
𝜋
𝐸

(
𝑓

𝑝̂𝜇0 (𝐶0 + 𝑇m)

)
, (3.68)

wobei die Funktion 𝐸(𝑚) das vollständige elliptische Integral zweiter Ordnung ist

𝐸(𝑚) =
∫ 𝜋/2

0

√
1 − 𝑚2 cos2 𝜑d𝜑 , (3.69)

mit |𝑚| < 1. Im Folgenden ist nochmal das reduzierte Gleichungssystem angegeben,
mit dem der Temperaturverlauf unter Berücksichtigung der gemittelten Wärmequelle
auf der langsamen Zeitskala berechnet werden kann

¤𝑤𝑛 = 𝜀

(
𝜂𝛾𝜇0𝑣0

2
𝜋
𝐾

(
𝑓

𝑝̂𝜇0 (𝐶0 + 𝑇m)

)
(𝐶0 + 𝑇m) − 𝐵𝑖𝑇0 − 𝜆2

𝑛𝑤𝑛

)
, 𝑛 = 1 . . . 𝑁ew

(3.70)

𝑇m =
𝑁ew∑
𝑛=1

𝑏𝑛𝑤𝑛 + 𝑇0 . (3.71)

Systemverhalten ohne Anregung Da in den Systemgleichungen für verschwindende
Anregung keine schnelle Dynamik enthalten ist, gehen die Gleichungen aus (3.70) für
𝑓 = 0 direkt in Gl. (3.62) über.

3.4 Stationärer Zustand
Ausgehend von den Gleichungen des gemittelten Systems kann in der Analyse noch
ein Schritt weiter gegangen werden, indem ein etwaig existierender stationärer Zustand
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3 Thermomechanisch gekoppelter Reibschwinger

untersucht wird. Da es sich bei Gl. (3.70) um ein autonomes System handelt, wird nach
einer Ruhelagenlösung mit ¤𝑤𝑛 = 0 gesucht. Dies liefert zunächst die Gleichungen

0 = 𝜀

(
𝜂𝛾𝜇0𝑣0

2
𝜋
𝐾

(
𝑓

𝑝̂𝜇0 (𝐶0 + 𝑇m)

)
(𝐶0 + 𝑇m) − 𝐵𝑖𝑇0 − 𝜆2

𝑛𝑤𝑛

)
, 𝑛 = 1 . . . 𝑁ew . (3.72)

Eine Multiplikation mit 𝑏𝑛
𝜆2
𝑛

und anschließende Summation über die 𝑁ew Gleichungen
liefert unter Berücksichtigung der Definition (3.52) die Gleichung

0 =
𝑁ew∑
𝑛=1

𝑏𝑛
𝜆2
𝑛
𝜂𝛾𝜇0𝑣0

2
𝜋
𝐾

(
𝑓

𝑝̂𝜇0 (𝐶0 + 𝑇m)

)
(𝐶0 + 𝑇m) − 𝐵𝑖𝑇0

𝑁ew∑
𝑛=1

𝑏𝑛
𝜆2
𝑛
− 𝑇m − 𝑇0 . (3.73)

Wird der Grenzübergang 𝑁ew → ∞ betrachtet, kann wiederum die Identität

𝐵𝑖
∞∑
𝑛=1

𝑏𝑛
𝜆2
𝑛
= 1 (3.74)

genutzt werden. Das führt auf

0 =
𝜇0𝜂𝛾

𝐵𝑖
𝑣0

2
𝜋
𝐾

(
𝑓

𝑝̂𝜇0 (𝐶0 + 𝑇m)

)
(𝐶0 + 𝑇m) − 𝑇m . (3.75)

Wird nun noch der dimensionslose Ausdruck 𝑣b = 𝐵𝑖
𝜇0𝜂𝛾

eingeführt, ergibt sich nach
Umstellen die prägnante Gleichung

𝑇∗
m =

𝑣0
𝑣b

2
𝜋
𝐾

(
𝑓

𝑝̂𝜇0 (𝐶0 + 𝑇∗
m)

)
(𝐶0 + 𝑇∗

m) (3.76)

für die stationäre Temperatur 𝑇∗
m. Die Anfangstemperatur kommt in dieser Gleichung

nicht mehr vor, da sie wie zu erwarten keinen Einfluss auf den stationären Zustand hat.
Die stationäre Reibkraft in Umfangsrichtung kann analog zu Gl. (3.68) durch

𝑓 ∗c = 𝜇0 𝑝̂ (𝐶0 + 𝑇∗
m) 2

𝜋
𝐸

(
𝑓

𝑝̂𝜇0 (𝐶0 + 𝑇∗
m)

)
(3.77)

berechnet werden.
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3.4 Stationärer Zustand

Systemverhalten ohne Anregung Aus Gl. (3.62) lässt sich analog zu dem eben
skizzierten Vorgehen die Gleichung

0 =
𝜂𝛾𝜇(𝑣0 , 𝑇k)

𝐵𝑖
(𝐶0 + 𝑇m) − 𝑇m (3.78)

bestimmen. Im stationären Zustand ist die Temperatur über dem Querschnitt konstant
gleich, es gilt also 𝑇k = 𝑇m. Damit ergibt sich für den allgemeinen Fall die nichtlineare
Gleichung

𝑇0
m =

(
𝐶0 + 𝑇0

m
) 𝜂𝛾𝜇(

𝑣0 , 𝑇0
m
)

𝐵𝑖
, (3.79)

mit der die stationäre Temperatur ohne Anregung 𝑇0
m bestimmt werden kann. Die

Reibkraft in Umfangsrichtung folgt damit aus

𝑓 0
c = 𝑝̂𝜇

(
𝑣0 , 𝑇0

m
) (
𝐶0 + 𝑇0

m
)

. (3.80)

Bei konstantem Reibwert 𝜇 = 𝜇0 = const. kann aus Gl. (3.76) oder Gl. (3.79) direkt die
Temperatur

𝑇0
m = 𝐶0

𝑣0
𝑣b − 𝑣0

(3.81)

bestimmt werden, die sich aufgrund der Wärmequelle durch die umlaufende Umge-
bung einstellt.
Die Reibkraft in Umfangsrichtung lässt sich dann durch

𝑓 0
c = 𝜇0 𝑝̂𝐶0

𝑣b
𝑣b − 𝑣0

(3.82)

berechnen.

3.4.1 Interpretation der Gleichungen für den stationären
Zustand

Gleichung (3.76) ist nicht nur wegen ihrer Kompaktheit wertvoll, sondern liefert
auch noch eine Bedingung zur Existenz des stationären Zustands sowie Aussagen
zu den Werten, die 𝑇∗

m annehmen kann. Auf diese Eigenschaften wird im Folgenden
eingegangen.
Eine Bedingung für die Gültigkeit der Näherung wurde mit 𝜇𝑝̂ (𝐶0 + 𝑇m) > 𝑓 bereits
gegeben. Diese Ungleichung kann aus Gl. (3.76) ermittelt werden, da ansonsten das

55



3 Thermomechanisch gekoppelter Reibschwinger

vollständige elliptische Integral nicht existiert. Daraus kann eine untere Schranke für
die stationäre Temperatur 𝑇∗

m mit

𝑇∗
m >

𝑓
𝜇0 𝑝̂

− 𝐶0 (3.83)

formuliert werden. Diese Abschätzung kann sogar noch verbessert werden, denn die
sich einstellende stationäre Temperatur𝑇∗

m muss auch größer sein als die Temperatur𝑇0
m,

die sich aufgrund der umlaufenden Umgebung einstellt, es gilt schließlich 𝑣rel ≥ 𝑣0.
Damit lässt sich die untere Schranke für die stationäre Temperatur mit

𝑇∗
m,uS = max

(
𝑓

𝜇0 𝑝̂
− 𝐶0 , 𝐶0

𝑣0
𝑣b − 𝑣0

)
(3.84)

angeben. Diese untere Schranke kann beispielsweise als erste Schätzung beim nume-
rischen Lösen der nichtlinearen Gl. (3.76) verwendet werden. Die Gleichung für die
stationäre Temperatur liefert gleichzeitig auch die Existenzbedingung

𝑣0 < 𝑣b =
𝐵𝑖

𝜇0𝜂𝛾
(3.85)

für den stationären Zustand. Der Parameterwert 𝑣b wird in diesem Zusammenhang als
Grenzgeschwindigkeit bezeichnet, denn wenn 𝑣0 diesen Wert überschreitet, hat Gl. (3.76)
keine reelle Lösung und damit existiert kein stationärer Zustand. Gleichung (3.81) liefert
einen ähnlichen Einblick, denn für 𝑣0 → 𝑣−b strebt𝑇0

m gegen unendlich. Für Werte größer
𝑣b ergibt sich eine negative stationäre Temperatur, was physikalisch nicht plausibel
ist. Im physikalischen Sinne lässt sich die Grenzgeschwindigkeit als Grenze zu einer
thermischen Instabilität deuten [2, 100, 103]. Wenn die Umlaufgeschwindigkeit 𝑣0
diesen Wert überschreitet, wird durch die Reibleistung mehr Wärme in das System
eingebracht als über die Grenzfläche abströmen kann. Die Erwärmung führt durch
die thermische Ausdehnung zu einem höheren Kontaktdruck und dadurch zu einer
noch größeren Reibkraft und damit einer höheren Reibleistung. Dieser Effekt ist also
selbstverstärkend und die Temperatur strebt gegen unendlich. Die Schlüsse, die für die
stationäre Temperatur gezogen werden können, lassen sich auch auf den stationären
Wert der Reibkraft in Umlaufrichtung 𝑓 ∗c übertragen. Mithilfe der unteren Schranke für
die stationäre Querschnittstemperatur aus Gl. (3.84) lässt sich auch für die Reibkraft in
Umfangsrichtung ein unterer Grenzwert angeben. Das führt auf

𝑓 ∗c > 𝑓c,min =
2
𝜋

max
(
𝑓 , 𝑝̂𝜇0𝐶0

𝑣b
𝑣b − 𝑣0

)
. (3.86)
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3.4.2 Reduzierte Parameterverhältnisse
Zur weiteren Analyse der hergeleiteten Gleichungen werden die Parameterverhältnisse

𝑇C =
𝑇∗

m
𝐶0

, 𝑉 =
𝑣0
𝑣b

, 𝐹 =
𝑓
𝑓stat

, 𝑅c =
𝑓 ∗c
𝑓stat

(3.87)

eingeführt, wobei 𝑓stat = 𝑝̂𝐶0𝜇0 die statische Reibkraft ohne thermische Ausdehnung
beschreibt. Der Parameter 𝑇C ist die auf die Presspassung 𝐶0 bezogene stationäre
Temperatur, 𝑉 ist das Geschwindigkeitsverhältnis aus Umlaufgeschwindigkeit 𝑣0 und
Grenzgeschwindigkeit 𝑣b, 𝐹 bezeichnet das Verhältnis aus Anregungsamplitude 𝑓 und
statischer Reibkraft 𝑓stat, 𝑅c gibt die stationäre Reibkraft in Umlaufrichtung bezogen auf
die statische Reibkraft an. Die Gleichung für die stationäre Temperatur lautet damit

𝑇C = 𝑉
2
𝜋
𝐾

(
𝐹

1 + 𝑇C

)
(1 + 𝑇C) . (3.88)

Die auf das Maß der Presspassung 𝐶0 bezogene Querschnittstemperatur 𝑇C hängt
also lediglich vom Geschwindigkeitsverhältnis 𝑉 sowie vom Kraftverhältnis 𝐹 ab. Die
Existenzbedingung für einen stationären Zustand vereinfacht sich zu

𝑉 < 1 . (3.89)

Für die Reibkraft in Umfangsrichtung ergibt sich

𝑅c =
2
𝜋
𝐸

(
𝐹

1 + 𝑇C

)
(1 + 𝑇C) . (3.90)

Unter Verwendung der Parameterverhältnisse aus Gl. (3.87) lässt sich die auf 𝐶0

bezogene Temperatur ohne Anregung 𝑇0
C = 𝑇0

m
𝐶0

kompakt durch

𝑇0
C =

𝑉
1 −𝑉 (3.91)

angeben. Die untere Schranke für 𝑇C besitzt die Form

𝑇C,uS = max
(
𝐹 − 1, 𝑉

1 −𝑉
)

. (3.92)

Für die Reibkraft in Umfangsrichtung kann durch

𝑅c > 𝑅c,min =
2
𝜋

max
(
𝐹,

1
1 −𝑉

)
(3.93)
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eine Abschätzung für die untere Grenze angegeben werden. Die Reibkraft ohne
Anregung 𝑅0

c ergibt sich zu

𝑅0
c =

𝑓 0
c
𝑓stat

=
1

1 −𝑉 . (3.94)

Ist der Wert 𝑅c größer als eins, ist die Reibkraft in Umlaufrichtung größer als die
statische Reibkraft, die sich allein durch die Presspassung ergibt. Ist der Wert kleiner als
eins, ist die Reibkraft kleiner als die statische Reibkraft. Der Wert 𝑅0

c ist stets größer als
eins, da die Umlaufbewegung zu einer Temperaturerhöhung und damit einer höheren
Flächenpressung führt. Ist der Wert 𝑅c kleiner als der Wert ohne Anregung 𝑅0

c , so ist
die Anregung vorteilhaft und führt zu einer Reduktion der Reibkraft.
Für den Fall, dass die Näherung aus Gl. (3.65) zutreffend ist, lässt sich das gesamte
Systemverhalten des stationären Zustands auf die beiden Parameterverhältnisse 𝑉 und
𝐹 reduzieren, die allein durch Material-, Geometrie- und Anregungsparameter des
zugrundeliegenden Modells festgelegt sind. Anhand dieser lässt sich mit 𝑉 < 1 eine
Bedingung für die Existenz eines stationären Zustands angeben. Mit Gl. (3.87) lässt
sich die bezogene stationäre Temperatur berechnen, womit sich auch die bezogene
mittlere Reibkraft in Umfangsrichtung bestimmen lässt. Auch die Systemgrößen ohne
Anregung sowie die vorgestellten Abschätzungen lassen sich damit kompakt angeben.
Die Analyse des stationären Zustands ist damit sehr effizient möglich.
Für 𝐹 > 1 stellt sich ebenfalls ein stationärer Zustand ein, dieser kann allerdings nur für
bestimmte Parameterkombinationen durch die vorgestellten Gleichungen beschrieben
werden. Die Schwierigkeit liegt darin, einen geschlossenen Ausdruck für die gemittelte
Relativgeschwindigkeit zu finden, was für den allgemeinen Fall 𝐹 > 1 nicht gelungen
ist.
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In diesem Kapitel werden die Lösungen der Modellgleichungen aus Kapitel 3 vorgestellt
und erläutert. Zuerst wird auf die Lösung der Gleichungen des vollen Systems aus
Abschnitt 3.2 eingegangen. Anschließend wird die Lösung der gemittelten Gleichungen
aus Abschnitt 3.3 diskutiert. Abschließend werden die Gleichungen für den stationären
Zustand aus Abschnitt 3.4 gelöst und diskutiert. Ziel ist es, das Systemverhalten zu
analysieren und wesentliche Parameter zu identifizieren.

4.1 Gleichungen des vollen Systems
Im ersten Abschnitt wird das Verhalten des vollständig gekoppelten Systems unter-
sucht. Dazu werden die Systemgleichungen (3.55) numerisch mithilfe des Differen-
tialgleichungslösers ode15s von MatLab (Mathworks) gelöst. Um eine ausreichende
Genauigkeit in den Temperaturwerten zu gewährleisten, werden 𝑁ew = 200 Eigenwerte
herangezogen, was auf ein Differentialgleichungssystem mit der Ordnung 202 führt.
Die absolute und relative Fehlertoleranz sind auf 10−8 eingestellt.

4.1.1 Schwache Anregung
Wenn die Anregungsamplitude 𝑓 kleiner als die statische Reibkraft 𝑓stat = 𝑝̂𝐶0𝜇0 ist,
also 𝐹 < 1 gilt, wird die Anregung als schwach bezeichnet.
In Abb. 4.1 sind numerische Lösungen der gekoppelten Gleichungen für eine schwache
Anregung dargestellt. Es sind jeweils die Position 𝑥, die Geschwindigkeit ¤𝑥 sowie
die Temperaturwerte 𝑇m und 𝑇k über der Zeit aufgetragen, wobei Abb. 4.1b zu Ver-
gleichszwecken das Systemverhalten ohne Anregung darstellt. Die statische Reibkraft
liegt bei 𝑓stat = 2,5. Der Parametersatz der beiden Lösungen ist bis auf den Wert der
Anregungsamplitude 𝑓 identisch. Die Zeitverläufe werden im Folgenden eingehend
erläutert.
Die Position 𝑥 und die Geschwindigkeit ¤𝑥 des Masseblocks in Abb. 4.1a schwingen
um den Wert null und erreichen nach einem kurzen transienten Bereich, in dem die
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(a) Mit Anregung 𝑓 = 2, also 𝐹 = 0,8
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(b) Ohne Anregung 𝑓 = 0, also 𝐹 = 0

Abbildung 4.1: Lösung der gekoppelten Systemgleichungen für folgende Parameter: 𝜔 = 1, 𝑣0 = 0,01,
𝜇0 = 0,1, 𝐷 = 0, 𝛾 = 200, 𝜀 = 0, 01, 𝐵𝑖 = 5, 𝜂 = 0,2, 𝐶0 = 2,5, 𝑝̂ = 10, (𝑣b = 1,25, 𝑓stat = 2,5, 𝑉 = 0,008) und
homogene Anfangsbedingungen

Amplituden leicht abnehmen, einen stationären Zustand mit konstanter Amplitude. Im
Verlauf der Temperaturwerte ist der transiente Bereich deutlicher ausgeprägt und der
stationäre Zustand wird erst bei etwa 𝑡 ≈ 100 erreicht. Die Oberflächentemperatur 𝑇k
steigt schnell an und weist eine überlagerte Schwingung mit kleiner Amplitude und
hoher Frequenz auf. Im Vergleich dazu steigt die Querschnittstemperatur 𝑇m langsamer
an. Eine hochfrequente Überlagerung ist ebenfalls zu erkennen, allerdings bei deutlich
kleinerer Amplitude. Beide Temperaturwerte steigen aufgrund des Wärmeeintrags
durch die Reibleistung an und nähern sich asymptotisch dem gleichen mittleren Wert
von etwa 0,025. Die hochfrequente, überlagerte Schwingung hat die doppelte Frequenz
der Geschwindigkeit, da diese im Ausdruck der Relativgeschwindigkeit 𝑣rel quadra-
tisch eingeht. Die Oberflächentemperatur 𝑇k reagiert schneller auf den Wärmeeintrag
und schwankt stärker im stationären Zustand. Das ist darauf zurückzuführen, dass
sowohl der Wärmeeintrag als auch der Wärmefluss in die Umgebung genau an der
Oberfläche stattfinden und daher dort unmittelbaren Einfluss haben. Im Gegensatz
dazu reagiert die Querschnittstemperatur 𝑇m langsamer, da sich die Wärme zuerst über
den Querschnitt ausbreiten muss. Im stationären Zustand stellt sich ein dynamisches
energetisches Gleichgewicht ein, bei dem im zeitlichen Mittel durch die Reibleistung
genau so viel Wärme in das Kontinuum strömt, wie auch an die Umgebung abgegeben
wird. Gleichzeitig stellt sich die Schwingungsamplitude genau so ein, dass die dadurch
generierte Reibleistung den Bolzen gerade so viel erwärmt, dass die daraus resultierende
thermische Ausdehnung zu einer entsprechend großen Reibkraft führt. Eine zu große
Schwingungsamplitude würde zu einer höheren Temperatur und damit einer größeren
Reibkraft führen, die Schwingung würde also stärker gedämpft werden. Bei einer zu
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kleinen Schwingungsamplitude hätte der Bolzen eine geringere Temperatur und damit
wäre auch die Reibkraft geringer. Die Anregungskraft würde den Bolzen dann stärker
beschleunigen, bis das Gleichgewicht wieder hergestellt wäre. Das System stellt sich
also selbst ein. Obwohl die Anregung bei der vorgestellten Lösung in der Resonanz
stattfindet (𝜔 = 1) und das Dämpfungsmaß null ist (𝐷 = 0), bleibt die Amplitude
beschränkt. Die Reibkraft wirkt also im übertragenen Sinne wie ein selbstregulierender
Dämpfungsmechanismus, der sich an den Systemzustand anpasst.
Zu Vergleichszwecken ist in Abb. 4.1b die numerische Lösung der Systemgleichun-
gen (3.60) ohne Anregung dargestellt. Da das System aus der Ruhe startet, bleiben
die Position und die Geschwindigkeit konstant bei null. Die Temperaturwerte steigen
aufgrund des Wärmeeintrags der Reibleistung durch die vorgeschriebene Bewegung
𝑣0 an und nähern sich asymptotisch dem gleichen Wert von 0,02. In diesem stationären
Zustand ist die Temperatur über dem Querschnitt konstant. Es stellt sich auch hier ein
energetisches Gleichgewicht ein, bei dem genauso viel Energie in Form von Wärme
an die Umgebung abgegeben wird, wie über die Reibleistung aufgenommen wird. Da
der Wärmeeintrag an der Oberfläche stattfindet, erwärmt sich diese auch schneller als
der Querschnitt. Im Vergleich zu Abb. 4.1a ist die stationäre Temperatur in Abb. 4.1b
geringer, da die Reibleistung beim System ohne Anregung immer kleiner ist.

0 75 150
0

2

𝑡

𝑓 c

𝑓 = 2
𝑓 = 0

Abbildung 4.2: Vergleich der Reibkraft
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Abbildung 4.3: Einfluss der Anregungsfrequenz

In Abb. 4.2 ist die jeweilige entsprechende Reibkraft in Umfangsrichtung 𝑓c aufgetragen,
die sich aus den Systemlösungen aus Abb. 4.1 ergibt. Da die Anfangstemperatur
der Lösungen bei 𝑇0 = 0 liegt, starten beide Kurven der Reibkraft beim Wert der
stationären Reibkraft 𝑓stat = 2,5. Bei verschwindender Anregung weist die Reibkraft
einen kurzen transienten Bereich auf, bevor der konstante Wert 2,52 erreicht wird.
Dieser liegt fast durchgehend oberhalb der Kurve für die Reibkraft mit Anregung, deren
Mittelwert bei etwa 2,06 liegt. Der kurze transiente Bereich der Lösung mit Anregung
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resultiert aus der Änderung der Querschnittstemperatur sowie der Änderung der
Geschwindigkeitsamplitude. Der hochfrequente Anteil kommt aus dem oszillierenden
Verlauf der Geschwindigkeit. Für diesen Parametersatz führt die Anregung zu einer
Reduktion der mittleren Reibkraft in Umfangsrichtung um etwa 18 %.

Einfluss der Anregungsfrequenz

Anhand von Abb. 4.3 soll der Einfluss der Anregungsfrequenz 𝜔 auf das Systemver-
halten bei schwacher Anregung verdeutlicht werden. Dazu wird die Systemlösung aus
Abb. 4.1a herangezogen und mit der Lösung mit doppelter Frequenz 𝜔 = 2 verglichen.
Grundsätzlich verhält sich das System ähnlich. Die Schwingungsamplitude der Posi-
tion 𝑥 ist bei 𝜔 = 2 nur halb so groß, während die Schwingungsfrequenz doppelt so
hoch ist. Der Verlauf der Geschwindigkeit ist sogar noch ähnlicher. Die Amplituden sind
identisch, der Zeitverlauf sieht bis auf die Frequenz auch gleich aus. Ähnliches lässt sich
beim Verlauf der Querschnittstemperatur 𝑇m beobachten. Die Kurven liegen nahezu
aufeinander, nähern sich asymptotisch demselben Grenzwert an und ein Unterschied
liegt lediglich in der Frequenz der überlagerten Schwingung. Auch die resultierende
Reibkraft in Umfangsrichtung ist bis auf die veränderte Frequenz gleich. Das System
scheint den Wärmeeintrag so zu begrenzen, dass sich der im vorigen Abschnitt erwähnte
energetische Gleichgewichtszustand einstellt. Die Schwingungsamplitude passt sich so
an, dass die mittlere Relativgeschwindigkeit den entsprechenden Wärmeeintrag liefert.

4.1.2 Starke Anregung
In Abb. 4.4a ist das Systemverhalten für eine größere Anregungsamplitude mit 𝑓 = 5
abgebildet, während die statische Reibkraft weiterhin bei 𝑓stat = 2,5 liegt. Damit ist
𝐹 > 1 und das Systemverhalten unterscheidet sich deutlich von den Ergebnissen aus
Abb. 4.1a mit schwacher Anregung.
Bei starker Anregung ist der transiente Prozess bei der Bewegung des Masseblocks
stärker ausgeprägt. Durch die große Anregung sind die Ausschläge im Geschwindig-
keitssignal zu Beginn groß, bis der damit einhergehende Wärmeeintrag die Reibkraft so
weit erhöht, dass die Bewegung stark abgebremst wird. Hierbei kommt es sogar zu einem
Überschwingen in den Temperaturwerten, wodurch die Reibkraft stark anwächst und
die Bewegung fast gestoppt wird. Anschließend stellt sich ein stationärer Zustand ein,
wobei der Masseblock eine periodische Bewegung ausführt und die Temperaturwerte
um einen stationären Wert von etwa 1,7 schwingen. Die Geschwindigkeitsamplitude
ist dabei viel größer als bei schwacher Anregung. Allerdings gibt es auch immer
Phasen, in denen die Geschwindigkeit aufgrund der großen Reibkraft nahezu null wird
und der Masseblock näherungsweise haftet. Die Temperaturwerte erreichen ebenso
deutlich höhere Werte als bei schwacher Anregung. In der Reibkraft 𝑓c gibt es sehr
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(a) Systemlösung für 𝜔 = 1, mittlere Reibkraft
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(b) Systemlösung für 𝜔 = 4, mittlere Reibkraft
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Abbildung 4.4: Starke Anregung 𝑓 = 5, (𝐹 = 2) bei unterschiedlichen Anregungsfrequenzen

große, kurze Ausschläge, dazwischen gehen die Werte fast auf null zurück. Die starken
Ausschläge treten aufgrund der hohen Temperaturwerte in Verbindung mit kurzen
Phasen mit nahezu verschwindender Geschwindigkeit auf. Abgesehen davon ist die
Geschwindigkeit ¤𝑥 sehr viel größer als die Umlaufgeschwindigkeit 𝑣0, weshalb die
Reibkraft hier sehr klein wird. Die mittlere Reibkraft in Abb. 4.4a liegt bei 1,24 und ist
damit deutlich geringer als die Reibkraft ohne oder mit schwacher Anregung.

Einfluss der Anregungsfrequenz

In Abb. 4.4b ist zum Vergleich das Systemverhalten bei 𝑓 = 5 und 𝜔 = 4 dargestellt.
Die Geschwindigkeitsausschläge sind bei der höheren Anregungsfrequenz etwa halb
so groß, außerdem sind die Phasen mit sehr geringer Geschwindigkeit sehr kurz. Auch
die Stärke der überlagerten Schwingung in den Temperaturwerten ist reduziert. Der
stationäre Temperaturwert liegt bei etwa 0,75 und ist damit deutlich niedriger als
der Wert bei Anregungsfrequenz 𝜔 = 1. Die Reibkraft 𝑓c bleibt ebenfalls bei kleineren
Werten, der Mittelwert im stationären Bereich liegt bei 0,49 und damit deutlich unterhalb
der Werte mit schwacher oder ohne Anregung. Im Vergleich zum Systemverhalten mit
𝜔 = 1 kann die Reibkraft durch die höhere Frequenz mit 𝜔 = 4 nochmals um 40 %
reduziert werden.
Im Gegensatz zur schwachen Anregung hat die Anregungsfrequenz bei starker Anre-
gung einen großen Einfluss auf das Systemverhalten und die interessierenden Sys-
temgrößen. Bei höherer Frequenz sinkt sowohl die stationäre Temperatur als auch die
Reibkraft in Umfangsrichtung. Zudem sind die Geschwindigkeitsausschläge geringer.
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4.1.3 Einfluss der Umlaufgeschwindigkeit
In Abb. 4.5 sind zwei Systemlösungen bei unterschiedlichen Umlaufgeschwindigkei-
ten 𝑣0 und schwacher Anregung dargestellt. In Abb. 4.5b ist die Umlaufgeschwindigkeit
zehn mal größer als in Abb. 4.1, qualitativ sehen die Zeitverläufe nahezu identisch aus.
Die absoluten Werte der Geschwindigkeit und der Temperatur bei größerer Umlaufge-
schwindigkeit sind allerdings eine Größenordnung größer. Die Geschwindigkeitsam-
plitude liegt im stationären Zustand bei 0,1, während der stationäre Temperaturwert
etwa 0,26 beträgt. Die Reibkraft 𝑓c ohne Anregung in rot strebt gegen 2,7, die Reibkraft
mit Anregung hat den Mittelwert 2,35, was einer Reduktion von etwa 13 % entspricht.
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(a) Umlaufgeschwindigkeit 𝑣0 = 0,001, 𝑉 = 0,0008
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Abbildung 4.5: Schwache Anregung bei unterschiedlichen Werten von 𝑣0, die übrigen Parameter entsprechen
Abb. 4.1

In Abb. 4.5a beträgt die Umlaufgeschwindigkeit nur ein Zehntel im Vergleich zu Abb. 4.1.
Qualitativ sind die Zeitverläufe wieder nahezu identisch. Der Unterschied liegt auch
hier in den Größenordnungen: Die Geschwindigkeitsamplitude liegt bei etwa 0,001
und ist damit zehn mal kleiner als bei der größeren Umlaufgeschwindigkeit in Abb. 4.1.
Auch die Temperaturwerte erreichen einen Wert, der um Faktor zehn kleiner ist. Die
Reibkraft 𝑓c ohne Anregung liegt bei etwa 2,5, mit Anregung liegt der Mittelwert bei
etwa 2, die Reduktion liegt damit bei etwa 19 %.
Bei schwacher Anregung führt eine größere Umlaufgeschwindigkeit 𝑣0 zu einer
größeren Geschwindigkeitsamplitude und höheren Temperaturwerten. Die Reibkraft
in Umfangsrichtung steigt dann ebenfalls, jedoch nur gering. Es lässt sich beobachten,
dass die Reibkraft bei kleineren Umfangsgeschwindigkeiten stärker reduziert wird.

Als nächstes wird der Einfluss der Umlaufgeschwindigkeit 𝑣0 auf das Systemverhalten
bei starker Anregung betrachtet. Abbildung 4.6a zeigt die Systemlösung bei starker

64



4.1 Gleichungen des vollen Systems

Anregung (𝐹 = 2) und einer Umlaufgeschwindigkeit von 𝑣0 = 0,001, die Lösung in
Abb. 4.6b zeigt das Verhalten bei 𝑣0 = 0,1. Die Geschwindigkeitsamplituden sind bei
beiden Lösungen ähnlich groß, die größere Umlaufgeschwindigkeit führt zu etwas
größeren Ausschlägen. Auch die Temperaturwerte sind bei größerem 𝑣0 höher, sie
liegen in Abb. 4.6a im stationären Zustand bei etwa 0,9, bei der niedrigeren Umlaufge-
schwindigkeit bei 0,6. In diesem Punkt unterscheidet sich das Systemverhalten stark
von dem bei schwacher Anregung in Abb. 4.5, bei welchem sich die Amplituden und
Temperaturen um eine Größenordnung unterscheiden. Die Reibkraft 𝑓c zeigt ebenfalls
eine starke Abhängigkeit von der Umlaufgeschwindigkeit 𝑣0. Bei dem kleineren Wert
wird die mittlere Reibkraft von 2,50 auf 0,23 reduziert, das entspricht einer Reduktion
von etwa 90 %. Bei größerer Umlaufgeschwindigkeit wird die Reibkraft von 2,71 auf
1,36 reduziert, das entspricht etwa 50 %.
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(a) Umlaufgeschwindigkeit 𝑣0 = 0,001, 𝑉 = 0,0008
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Abbildung 4.6: Starke Anregung bei unterschiedlichen Werten von 𝑣0, 𝜔 = 5 und 𝑓 = 5, 𝐹 = 2, die übrigen
Parameter entsprechen Abb. 4.1

Bei schwacher Anregung ändern sich die Geschwindigkeitsamplitude sowie die Tempe-
raturwerte im gleichen Maßstab wie die Umlaufgeschwindigkeit. Der Einfluss auf die
Reibkraft 𝑓c und das Maß der Reibkraftreduktion ist jedoch vergleichsweise gering. Bei
starker Anregung ist der Einfluss auf die Geschwindigkeit und die Temperaturwerte
nicht groß, dafür beeinflusst die Umlaufgeschwindigkeit die Reibkraft in großem Maße.
Für kleine Werte 𝑣0, beziehungsweise kleine Geschwindigkeitsverhältnisse𝑉 , kann die
Reibkraft um über 90 % reduziert werden. Für größer werdende Umlaufgeschwindig-
keiten sinkt die Reduktion.
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4.1.4 Einfluss viskoser Dämpfung
Für die bisher vorgestellten Ergebnisse war der Dämpfungskoeffizient𝐷 auf null gesetzt.
In Abb. 4.7 ist je eine Systemlösung mit Dämpfung 𝐷 = 0,1 für eine starke und eine
schwache Anregung dargestellt, zum Vergleich ist im Schaubild der Reibkraft 𝑓c noch der
Wert ohne Anregung in rot eingezeichnet. Die übrigen Parameter sind dabei identisch zu
den bereits vorgestellten Ergebnissen aus Abb. 4.1a und 4.4a. Die Lösung aus Abb. 4.7a
stimmt nicht nur qualitativ mit der Lösung ohne Dämpfung überein, sondern auch
quantitativ. Die mittlere quadratische Abweichung der Geschwindigkeitswerte von
Abb. 4.7a gegenüber Abb. 4.1a liegt im Bereich 10−5. Dieses Ergebnis unterstützt die
Annahme aus Abschnitt 3.3, wonach bei schwacher Anregung die Dämpfungskraft
vernachlässigt werden kann. Bei starker Anregung hat die Dämpfung zumindest einen
kleinen Einfluss: Die Geschwindigkeitsamplitude ist etwa 5 % kleiner, die stationäre
Temperatur liegt bei etwa 1,55 im Gegensatz zu 1,7 ohne Dämpfung. Die niedrigere
Temperatur ist auf den geringeren Wärmeeintrag durch die kleineren Geschwindigkeits-
amplituden zurückzuführen. Auf die mittlere Reibkraft in Umfangsrichtung hat die
Dämpfung jedoch kaum Einfluss, sie wird lediglich um etwa 2 % reduziert. Insgesamt
lässt sich sagen, dass die viskose Dämpfung bei der vorgestellten Modellierung nur
einen untergeordneten Effekt hat und die Ergebnisse nur in kleinem Rahmen quantitativ
beeinflusst.
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Abbildung 4.7: Einfluss viskoser Dämpfung 𝐷 = 0,1, verbleibende Parameter wie in Abb. 4.1a und 4.4a

4.1.5 Zustandsabhängiger Reibungskoeffizient
Für die vorangehend vorgestellten Ergebnisse wurde ein konstanter Reibwert 𝜇 = 𝜇0
verwendet. Im Folgenden sollen nun die Auswirkungen der Temperatur- und Geschwin-
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digkeitsabhängigkeit des Reibungskoeffizienten vorgestellt werden. Wie in Gl. (3.57)
angegeben, wird der konstante Wert 𝜇0 mit einem geschwindigkeits- und einem
temperaturabhängigen Anteil überlagert. Je nach Vorzeichen der Werte 𝜇𝑣 und 𝜇𝜃

hat der Reibungskoeffizient einen positiven oder negativen Gradienten.
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(a) Systemlösung für 𝜇𝑣 = 𝜇𝜃 = 0,1𝜇0
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Abbildung 4.8: Einfluss des zustandsabhängigen Reibwerts bei schwacher Anregung mit 𝑇s = 0,2 und
𝑣s = 0,0006

In Abb. 4.8 sind zwei Lösungen der Systemgleichungen für eine schwache Anre-
gung dargestellt, wobei der Reibwert in Abb. 4.8a einen positiven Gradienten hat.
In Abb. 4.8b nimmt der Reibwert für größere Geschwindigkeiten und Temperaturen
ab, der Gradient ist also negativ. Für positive Werte von 𝜇𝑣 und 𝜇𝜃 ergeben sich
kleinere Geschwindigkeitsamplituden, was durch die größere Reibkraft erklärt werden
kann. Die Temperaturwerte sind ähnlich wie für den negativen Gradienten. Die
Temperatur konvergiert für beide Reibwertverläufe gegen denselben stationären Wert.
Einzig die Amplitude der überlagerten Schwingung ist für den negativen Gradienten
größer. Dies kann durch die höhere Geschwindigkeitsamplitude und den dadurch
größeren Wärmeeintrag begründet werden. Die Reibkraft in Umfangsrichtung ist
für den positiven Gradienten größer als die der Systemlösungen mit oder ohne
Anregung. Der Mittelwert für die Lösung mit Anregung liegt unterhalb des Werts
ohne Anregung. Ein negativer Gradient führt zu kleineren Reibkräften. Außerdem
sind die geschwindigkeitsbedingten Schwankungen in etwa doppelt so groß, was auf
die erwähnte größere Geschwindigkeitsamplitude zurückzuführen ist. Auch für den
negativen Gradienten ist der Mittelwert der Reibkraft des angeregten Systems deutlich
kleiner als die Reibkraft ohne Anregung. Für beide Fälle führt die Anregung also zu
einer Reduktion der Reibkraft in Umfangsrichtung, wobei der positive Gradient eine
Reduktion um etwa 14 % liefert und der negative Gradient die Reibkraft um etwa 24 %
reduziert.
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(b) Systemlösung für 𝑓 = 5, 𝜇𝑣 = 𝜇𝜃 = −0,1𝜇0

Abbildung 4.9: Einfluss des zustandsabhängigen Reibwerts, mit 𝑇s = 0,2 und 𝑣s = 0,0006

In Abb. 4.9 sind zwei Lösungen mit starker Anregung dargestellt. Auch hier hat ein
zustandsabhängiger Reibungskoeffizient nur quantitative Änderungen im Systemver-
halten zur Folge. Qualitativ entsprechen die Verläufe der Lösung aus Abb. 4.4a. Ein
positiver Gradient führt zu kleineren Geschwindigkeitsamplituden sowie geringeren
Temperaturwerten im Vergleich zu einem negativen Gradienten. Aus Abb. 4.9a ergibt
sich eine Reibkraftreduktion von 44 % für den positiven Gradienten und für den
negativen Gradienten in Abb. 4.9b folgt eine Reduktion um 60 %.
Die Betrachtung gemischter Vorzeichen für 𝜇𝑣 und 𝜇𝜃 liefert ebenfalls nur quantitative
Änderungen und bringt keine zusätzliche Erkenntnis. Auf diesen Fall wird daher nicht
näher eingegangen.
Insgesamt lässt sich festhalten, dass ein zustandsabhängiger Reibungskoeffizient mit
der vorgestellten, vergleichsweise einfachen Form aus Gl. (3.57) das Systemverhalten
nur geringfügig beeinflusst. Qualitativ verhält sich das System unverändert, weshalb im
Folgenden nur noch Ergebnisse mit konstantem Reibungskoeffizient diskutiert werden.

4.2 Gemitteltes System
In diesem Unterkapitel werden die Ergebnisse aus den gemittelten Systemgleichungen
aus Abschnitt 3.3 vorgestellt. Bei Betrachtung der Abbildungen des vorangehenden
Unterkapitels wird die Idee der verschiedenen Zeitskalen nochmals deutlich: Zum einen
ändert sich die Amplitude der Position 𝑥 in Abb. 4.1a viel langsamer als die Schwingung
an sich. Noch deutlicher ist der hochfrequente Anteil, der die langsam ansteigenden
Temperaturwerte 𝑇m und 𝑇k überlagert. Durch die Mittelung des Wärmeeintrags, der
diesen schnellen Anteil verursacht, entstehen die Gleichungen aus Abschnitt 3.3.
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4.2.1 Schwache Anregung
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Abbildung 4.10: Vergleich der vollen und gemittelten Systemgleichungen für 𝑓 = 2, 𝛾 = 200, 𝐷 = 0, 𝜂 = 0,2,
𝐶0 = 2,5, 𝑝̂ = 10, 𝜇0 = 0,1

In Abb. 4.10 sind Lösungen der vollen Systemgleichungen mit schwacher Anregung
bei zwei unterschiedlichen Parametersätzen dargestellt, wobei beim Temperatur- und
beim Reibkraftverlauf zusätzlich die Lösung der gemittelten Systemgleichungen (3.70)
dargestellt ist. Für beide Parametersätze kann eine sehr gute Übereinstimmung des
gemittelten Systems mit dem vollen System beobachtet werden. In Abb. 4.10a ist deutlich
zu erkennen, dass der Temperaturverlauf und die Reibkraft des gemittelten Systems
von der Lösung des vollen Systems umhüllt wird. Die gemittelten Gleichungen bilden
das Systemverhalten sehr gut ab, der hochfrequente Anteil ist eliminiert und nur die
Dynamik auf der langsamen Zeitskala ist sichtbar. Sowohl die Werte der Querschnitts-
temperatur als auch die der Reibkraft konvergieren gegen denselben stationären Wert.
In Abb. 4.10b liegt die Anregungsfrequenz bei 𝜔 = 5, im Temperatursignal ist deshalb
der Unterschied zwischen vollem und gemitteltem System nicht erkennbar. Im Verlauf
der Reibkraft ist jedoch gut zu erkennen, wie die Lösung des gemittelten Systems genau
in der Mitte der Lösung des vollen Systems verläuft.
Auch aus numerischen Gesichtspunkten überzeugen die gemittelten Gleichungen, da
die Rechenzeit nur bei etwa 5 % derer des vollen Systems liegt. Bei schwacher Anregung
liefern die gemittelten Gleichungen demnach sehr gute Näherungslösungen für das
Systemverhalten.
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4.2.2 Starke Anregung
Wie bereits in Abschnitt 3.3 angemerkt, kann das Mittelungsverfahren nicht für alle
Parameterwerte angewendet werden, da der Näherungsausdruck (3.65) für die Rela-
tivgeschwindigkeit nur unter bestimmten Voraussetzungen gültig ist. Für die Parame-
terkombination aus Abb. 4.4a kann das Verfahren nicht angewendet werden, weil die
Querschnittstemperatur 𝑇m einen stationären Wert von etwa 1,7 annimmt und damit
die notwendige Bedingung 𝑓 < 𝑝̂𝜇0 (𝐶0 + 𝑇m) verletzt wird. Zwar kann die Anfangstem-
peratur 𝑇0 so gewählt werden, dass bei 𝑡 = 0 die Bedingung 𝑓 < 𝑝̂𝜇0 (𝐶0 + 𝑇0) erfüllt ist,
doch die Systemdynamik führt dann zu einem Absinken der Querschnittstemperatur,
wodurch die Bedingung verletzt wird. In Gl. (3.70) führt das dazu, dass das Argument im
elliptischen Integral 𝐾 größer als eins ist, was außerhalb des reellen Definitionsbereichs
liegt. In der numerischen Berechnung wird an dieser Stelle abgebrochen oder komplex-
wertig weitergerechnet, die Lösungen verlieren damit jedoch ihre Sinnhaftigkeit.

0 75 150
−0,05

0
0,05

¤ 𝑥

0 75 150
0

0,8

𝑇 m voll gemittelt

0 75 150
0

3

𝑡

𝑓 c

(a) Gute Übereinstimmung bei starker Anregung,
𝑓 = 3, 𝜔 = 1, 𝑇0 = 0,6, 𝐹 = 1,2, 𝑉 = 0,16
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(b) Große Abweichung bei starker Anregung, 𝑓 = 5,
𝜔 = 3, 𝑇0 = 2,6, 𝐹 = 2, 𝑉 = 0,16

Abbildung 4.11: Volles und gemitteltes System bei starker Anregung: 𝐷 = 0, 𝑣0 = 0,02, 𝛾 = 400, 𝜀 = 0,01,
𝐵𝑖 = 1, 𝜂 = 0,2, 𝐶0 = 2,5, 𝑝̂ = 10, 𝜇0 = 0,1, 𝑣b = 0,125, 𝑓stat = 2,5

In Abb. 4.11 sind Systemlösungen bei starker Anregung dargestellt, wobei bei der
Querschnittstemperatur𝑇m und der Reibkraft 𝑓c in gestrichelter Linie auch die Lösungen
der zugehörigen gemittelten Gleichungen eingetragen sind. In Abb. 4.11a stimmen
die Lösungen sehr gut überein, die Kurven der Querschnittstemperatur liegen quasi
aufeinander und auch der Mittelwert der Reibkraft wird sehr gut getroffen. Obwohl
die Anregung stark ist (𝐹 = 1,2), ist die Näherung der mittleren Relativgeschwindigkeit
gültig und das gemittelte System bildet das volle System gut ab. In Abb. 4.11b wird das
System stärker und bei höherer Frequenz angeregt. Hier liefert das gemittelte System
eine schlechte Näherung. Zwar bleibt die Querschnittstemperatur in der Lösung des
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gemittelten Systems über dem Wert 2,5 und erfüllt damit die notwendige Bedingung für
die Gültigkeit der Näherung. Doch das volle System zeigt ein abweichendes Verhalten,
die Querschnittstemperatur sinkt auf kleinere Werte, genauso liegt die Reibkraft bei
kleineren Werten. Bei der Betrachtung weiterer numerischer Lösungen des vollen
und gemittelten Systems bei starker Anregung fällt auf, dass die Mittelung den
Wärmeeintrag tendenziell überschätzt, was zu einer höheren Querschnittstemperatur
und folglich höheren Reibkraft führen kann. Das qualitative Verhalten stimmt dabei
gut überein. Für welche Parameterkombination das gemittelte System auch bei starker
Anregung das Verhalten des vollen Systems gut abbildet, kann an dieser Stelle nicht
geklärt werden. Es scheint jedoch so, dass sich die Qualität der Näherung bei größerem
Geschwindigkeitsverhältnis 𝑉 verbessert. In vielen Fällen wird jedoch die notwen-
dige Bedingung 𝑓 < 𝑝̂𝜇0 (𝐶0 + 𝑇m) verletzt, sodass das numerische Lösungsverfahren
abbricht oder komplexwertige, unbrauchbare Ergebnisse liefert.

4.3 Stationärer Zustand
In diesem Kapitel werden die Systemgrößen𝑇m und 𝑓c im stationären Zustand betrachtet.
Weil die gemittelten Gleichungen aus Abschnitt 4.2.2 das Systemverhalten nur für eine
schwache Anregung zuverlässig abbilden, werden die Gleichungen des vollen Systems
aus Abschnitt 3.2 numerisch gelöst und die Mittelwerte der Querschnittstemperatur und
der Reibkraft im stationären Zustand bestimmt. Da dieses Vorgehen mit einem hohen
Rechenaufwand einhergeht, wird ein konstanter Reibungskoeffizient 𝜇 = 𝜇0 betrachtet,
außerdem wird die Dämpfung zu null gesetzt. Damit wird der Parameterraum nicht
allzu groß und eine überschaubare Anzahl von 𝑁ew = 20 Eigenwerten genügt, um
aussagekräftige Ergebnisse zu erhalten.
In Abb. 4.12 sind die Querschnittstemperatur 𝑇m sowie die Reibkraft in Umfangsrich-
tung 𝑓c bei drei unterschiedlichen Anregungsfrequenzen über der Anregungsamplitude
𝑓 aufgetragen. In Abb. 4.12b ist zum Vergleich in hellem Grün zusätzlich die Reibkraft
𝑓 0
c dargestellt, die sich ohne hochfrequente Anregung ergibt. Dabei ist 𝑓stat = 2,5

und das Geschwindigkeitsverhältnis liegt bei 𝑉 = 0,008. In beiden Abbildungen
ist deutlich zu erkennen, dass die Anregungsfrequenz bei schwacher Anregung,
also 𝑓 < 2,5, keinen Einfluss auf die stationären Größen hat, die Kurven liegen
genau aufeinander. Dieses Verhalten deckt sich mit den Aussagen aus Abschnitt 3.3
zu den gemittelten Gleichungen. Sobald die Anregungsamplitude größer als die
stationäre Reibkraft 𝑓stat = 2,5 ist, unterscheiden sich die Verläufe deutlich. Für eine
schwache Anregung ist die Querschnittstemperatur 𝑇m klein und steigt nur minimal
für eine größer werdende Anregungsamplitude. Sobald die stationäre Reibkraft 𝑓stat
überschritten ist, steigt auch die Querschnittstemperatur. Für Anregungsfrequenzen
in der Nähe der Resonanz des linearen Oszillators steigt die Temperatur stark an, für
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Abbildung 4.12: Stationäre Systemgrößen in Abhängigkeit der Anregungsamplitude 𝑓 bei unterschiedlichen
Frequenzen 𝜔 für 𝑓stat = 2,5 und 𝑉 = 0,0008

größere Anregungsfrequenzen deutlich langsamer. Bei der Reibkraft 𝑓c ist der Einfluss
der Anregungsfrequenz noch größer. Im Bereich der schwachen Anregung sinkt die
Reibkraft für alle Anregungsfrequenzen ab. Für 𝜔 = 1/2 steigt die Reibkraft für 𝑓 > 𝑓stat
stark an, ab 𝑓 ≈ 2,5 𝑓stat ist sie sogar größer als die Reibkraft 𝑓 0

c , die sich ohne Anregung
einstellt. Die hochfrequente Anregung hat in diesem Fall einen negativen Einfluss auf
das Systemverhalten. Für größere Anregungsfrequenzen hingegen sinkt die Reibkraft
weiterhin ab und strebt gegen den Wert 𝑓c ≈ 0,03, das entspricht einer Reduktion von
fast 99 % gegenüber der Reibkraft ohne Anregung.

In Abb. 4.13 sind die stationären Werte der Querschnittstemperatur sowie der Reibkraft
aufgetragen. Die Umlaufgeschwindigkeit 𝑣0 = 0,1 ist hier 100 mal größer als in
Abb. 4.12, sodass das Geschwindigkeitsverhältnis 𝑉 = 0,08 beträgt. Im Bereich
schwacher Anregung ist die stationäre Temperatur größer als in Abb. 4.12a, was
auf die größere Umlaufgeschwindigkeit 𝑣0 zurückzuführen ist, die in diesem Bereich
maßgeblich die stationäre Temperatur beeinflusst. Für eine starke Anregung zeigen die
Werte in Abb. 4.13a und Abb. 4.12a ähnliches Verhalten, wobei die Temperaturwerte
für 𝜔 = 5 und 𝜔 = 10 in Abb. 4.13a etwas höher sind. Die Reibkraft 𝑓c zeigt für
eine schwache Anregung das gleiche abfallende Verhalten wie bei 𝑉 = 0,0008. Für
𝑓 > 𝑓stat steigt die Kurve von 𝜔 = 1/2 wieder an, während die Kurven der größeren
Anregungsfrequenzen weiterhin fallen. Dabei erreicht die Kurve für 𝜔 = 5 ungefähr
bei 𝑓 ≈ 2,5 𝑓stat mit 𝑓c = 1,2 ihr Minimum, was einem Vielfachen des minimalen Werts
in Abb. 4.12b entspricht. Außerdem fällt auf, dass die Kurve ab 𝑓 ≈ 3 𝑓stat wieder leicht
ansteigt. Die Reibkraft für 𝜔 = 10 sinkt permanent leicht ab, ist aber ebenfalls um ein
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Abbildung 4.13: Stationäre Systemgrößen in Abhängigkeit der Anregungskraft 𝑓 bei unterschiedlichen
Frequenzen 𝜔 für 𝑓stat = 2,5 und 𝑉 = 0,08

Vielfaches größer als jene bei𝑉 = 0,0008. Eine größere Umlaufgeschwindigkeit 𝑣0 führt
zu leicht höheren Querschnittstemperaturen, zudem ist der Anteil der Reibkraft in
Umfangsrichtung größer. Diese Kombination hat dann eine höhere stationäre Reibkraft
zur Folge.
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Abbildung 4.14: Stationäre Systemgrößen in Abhängigkeit der Anregungsamplitude 𝑓 und unterschiedli-
chem Übermaß 𝐶0, 𝜔 = 5, 𝑣0 = 0,0001 und 𝑣b = 1,25

In Abb. 4.14 sind die Querschnittstemperatur und die Reibkraft im stationären Zustand
bei verschiedenen Werten der Übermaßgröße 𝐶0 über der Anregungsamplitude aufge-
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tragen. Größere Werte von𝐶0 entsprechen einem größeren radialen Übermaß und damit
einer stärkeren statischen Kontaktkraft. Die statische Reibkraft 𝑓stat variiert hier und
beträgt 1, 2,5 und 5. Liegt die Anregungsamplitude 𝑓 unterhalb der jeweiligen statischen
Reibkraft, steigt die Temperatur nur sehr langsam an. Hierbei hat ein höheres Übermaß
auch eine höhere Temperatur zur Folge, was in der Abbildung allerdings aufgrund
der Skalierung nicht zu erkennen ist. Übersteigt die Anregungsamplitude die statische
Reibkraft, steigt die Temperatur stark an. Für ein kleineres Übermaß übersteigt die
Anregungsamplitude die statische Reibkraft bereits bei einem kleineren Wert, weshalb
die Querschnittstemperatur für 𝐶0 = 1 ab 𝑓 = 1 die größten Werte annimmt. Die Kurven
von 𝐶0 = 2,5 und 𝐶0 = 5 steigen erst bei größeren Anregungsamplituden stark an und
liegen dann immer unterhalb der Kurve für 𝐶0 = 1. Dieses Ergebnis scheint zunächst
verwunderlich, denn eine größere Presspassung liefert einen größeren Kontaktdruck
und damit bei gleicher Relativgeschwindigkeit eine größere Reibleistung. Für kleine
Anregungsamplituden unterhalb der statischen Reibkraft trifft diese Überlegung auch
zu, da die Geschwindigkeitsamplituden sehr klein sind. Sobald die Anregung jedoch
stark ist, steigt die Geschwindigkeitsamplitude an und bestimmt maßgeblich die
Reibleistung.
Die Kurven der Reibkraft in Umfangsrichtung starten bei 𝑓 = 0 leicht oberhalb
der jeweiligen statischen Reibkraft, ein größeres Übermaß führt dabei auch zu einer
größeren Reibkraft. Für eine steigende Anregungsamplitude sinkt die Reibkraft für
alle 𝐶0, wobei für die vorgestellte Parameterkombination die Reibkraft für 𝐶0 = 1 und
𝐶0 = 2,5 um 99 % reduziert werden kann, bevor die Kurven wieder leicht ansteigen.
Das Minimum für 𝐶0 = 5 liegt bei 𝑓c = 0,83, was einer Reduktion von 83 % entspricht.
Ein größeres Übermaß führt also immer zu größeren Reibkräften in Umfangsrichtung.
Für eine schwache Anregung steigt die Querschnittstemperatur mit dem Übermaß, bei
starker Anregung sind die Temperaturwerte jedoch kleiner.

In Abb. 4.15 sind der Verlauf der Querschnittstemperatur 𝑇m und der Reibkraft 𝑓c
über der Umlaufgeschwindigkeit 𝑣0 aufgetragen, die konstanten Parameter sind der
Bildunterschrift zu entnehmen. Zum Vergleich sind jeweils in roter Farbe auch die
Größen ohne Anregung 𝑇0

m und 𝑓 0
c dargestellt. Die Temperatur steigt für kleine 𝑣0

näherungsweise linear an, ab etwa 0,5 ist die Zunahme überproportional und läuft
für 𝑣0 → 𝑣b gegen unendlich. Wenn die Umlaufgeschwindigkeit größer ist als die
Grenzgeschwindigkeit, existiert kein stationärer Zustand. Die drei Verläufe sind quali-
tativ sehr ähnlich, wobei eine stärkere Anregung auch zu größeren Temperaturwerten
führt. Der Wert 𝑇0

m ohne Anregung bildet dabei die untere Grenze. Die Reibkraft in
Umfangsrichtung 𝑓c nimmt mit wachsendem 𝑣0 ebenfalls zu. Die Reibkraft 𝑓 0

c ohne
Anregung strebt für kleine Umfangsgeschwindigkeiten 𝑣0 gegen die statische Reibkraft
𝑓stat und liegt damit über den Kurven mit Anregung. Die Kurven mit Anregung steigen
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Abbildung 4.15: Stationäre Systemgrößen in Abhängigkeit der Umlaufgeschwindigkeit 𝑣0 bei starker
Anregung, 𝜔 = 5, 𝑓stat = 2,5 und 𝑣b = 1,25

schneller an, bei 𝑣0 = 0,31 beziehungsweise 𝑣0 = 0,53 gibt es einen Schnittpunkt
mit der Kurve ohne Anregung. Unterhalb dieses Geschwindigkeitswerts führt die
Anregung folglich zu einer Reduktion der Reibkraft. Oberhalb hat die Anregung einen
negativen Einfluss und die Reibkraft wird aufgrund der hochfrequenten Anregung
sogar vergrößert.

(a) Stationäre Querschnittstemperatur 𝑇m (b) Stationäre Reibkraft 𝑓c

Abbildung 4.16: Stationäre Systemgrößen in Abhängigkeit von 𝜔 und 𝑓 für 𝑉 = 0,08 und 𝑓stat = 2,5

In Abb. 4.16 sind die Querschnittstemperatur 𝑇m und die Reibkraft 𝑓c über den
Anregungsgrößen 𝜔 und 𝑓 dargestellt. Die Diagramme aus Abb. 4.13 sind Schnitte bei
verschiedenen Anregungsfrequenzen 𝜔 aus Abb. 4.16. In den beiden Abbildungen ist
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zu erkennen, dass die Anregungsfrequenz für eine schwache Anregung 𝑓 < 𝑓stat = 2,5
keinen Einfluss auf die Systemgrößen hat. Die Werte sind unabhängig von 𝜔 und
ändern sich in horizontaler Richtung nicht. Die Querschnittstemperatur steigt für
größere Anregungsamplituden an, wobei der Anstieg bei Anregungsfrequenzen im
Bereich 𝜔 ≈ 1/2 maximal ist. Für kleinere Anregungsfrequenzen sinkt die Querschnitts-
temperatur schnell ab, für größere Frequenzen sinkt der Wert langsam.
Die Reibkraft weist ein komplexeres Verhalten auf: Bis etwa 𝑓 ≈ 1,5 𝑓stat sinkt die
Reibkraft für alle Anregungsfrequenzen ab, im Bereich kleiner Frequenzen (𝜔 = 1/2)
steigt der Wert 𝑓c danach wieder an und übertrifft sogar den Wert 𝑓 0

c ohne Anregung. In
diesem Bereich führt die hochfrequente Anregung aufgrund der thermomechanischen
Kopplung also zu einer Erhöhung der Reibkraft. Für größere Anregungsfrequenzen ist
die stationäre Reibkraft deutlich kleiner, sie kann bei 𝑓 = 10 um mehr als 50 % reduziert
werden. Bemerkenswert ist die Tatsache, dass die Querschnittstemperatur 𝑇m mit der
Anregungsamplitude zwar zunimmt, die Reibkraft 𝑓c bei großen Anregungsfrequenzen
gleichzeitig jedoch abnimmt.
Aus den beiden Abbildungen wird deutlich, dass die Gleichungen des gemittelten
Systems nur einen kleinen Teil des Systemverhaltens zuverlässig abbilden. Durch die
Lösung des vollen Systems wird auch das Verhalten bei starker Anregung deutlich, das
im Sinne der Reibkraftreduktion mehr Potential enthält.

(a) Reduktion der Reibkraft bei 𝑉 = 0,0008 (b) Reduktion der Reibkraft bei 𝑉 = 0,08

Abbildung 4.17: Prozentuale Reduktion der Reibkraft bei 𝑓stat = 2,5

In den beiden Diagrammen in Abb. 4.17 ist jeweils die prozentuale Reduktion der
Reibkraft in Umfangsrichtung bei unterschiedlichen Geschwindigkeitsverhältnissen 𝑉
farblich dargestellt. Die Reibkraft in Umfangsrichtung wird dabei jeweils auf den Wert
𝑓 0
c ohne Anregung bezogen. In den weißen Flächen ist der jeweilige Wert von 𝑓c größer

als 𝑓 0
c , die hochfrequente Anregung führt hier zu einer Zunahme der Reibkraft. Flächen

in dunklem Blau führen zu einer geringen Reduktion, in den Gebieten mit hellem Gelb
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wird die Reibkraft durch die hochfrequente Anregung stark verringert. Für 𝑉 = 0,08 in
Abb. 4.17b kann für𝜔 > 5 und 𝑓 > 2,5 𝑓stat eine Reduktion von über 50 % erreicht werden.
Für noch größere Anregungsfrequenzen und -amplituden ist die Reduktion sogar noch
größer. Für ein kleineres Geschwindigkeitsverhältnis von 𝑉 = 0,0008 verhält sich das
System qualitativ gleich, wobei die Reibkraft viel stärker reduziert wird. Für eine große
Anregungsfrequenz und -amplitude kann die Reibkraft um über 95 % reduziert werden.

4.4 Schlussfolgerungen
Nachdem die in Kapitel 3 hergeleiteten Gleichungen numerisch gelöst und der Einfluss
verschiedener Systemparameter herausgearbeitet wurde, werden hier die wichtigsten
Erkenntnisse nochmals zusammengefasst.
Insgesamt haben die viskose Dämpfung sowie die Zustandsabhängigkeit des Rei-
bungskoeffizienten nur geringen Einfluss auf das Systemverhalten. Zwar ändern sie
die Systemgrößen quantitativ, qualitativ verhält sich das System jedoch unverändert.
Insbesondere die Reduktion der Reibkraft durch die hochfrequente Anregung weist
nur kleine Änderungen auf.
Den größten Einfluss auf die interessierenden Systemgrößen Querschnittstemperatur
und Reibkraft haben das Kraftverhältnis 𝐹 als Quotient aus Anregungsamplitude
𝑓 und statischer Reibkraft 𝑓stat sowie das Geschwindigkeitsverhältnis 𝑉 , das die
Umfangsgeschwindigkeit 𝑣0 auf die Grenzgeschwindigkeit 𝑣b bezieht. Für eine schwa-
che Anregung (𝐹 < 1) lässt sich das gesamte Systemverhalten durch die Größen
𝑉 und 𝐹 durch die gemittelten Gleichungen aus Abschnitt 3.4.2 ausdrücken. Die
Anregungsfrequenz 𝜔 hat hier keinen Einfluss. Die Querschnittstemperatur steigt für
größere 𝐹 und 𝑉 , die Reibkraft sinkt zunächst bis 𝐹 = 1 und steigt ebenfalls für
größere 𝑉 . Für eine starke Anregung (𝐹 ≥ 1) zeigt sich neben der Abhängigkeit
von 𝐹 und 𝑉 auch ein starker Einfluss der Anregungsfrequenz. Im Bereich von
𝜔 = 1/2 steigt die Querschnittstemperatur sowie die Reibkraft für 𝑓 > 𝑓stat stark
an und die hochfrequente Anregung führt sogar zu einer Steigerung der Reibkraft. Für
größere Anregungsfrequenzen sinken die Werte der Querschnittstemperatur und der
Reibkraft ab. In diesem Bereich erreicht die Reibkraft ihr Minimum in Abhängigkeit der
Anregungsparameter und für kleine Umfangsgeschwindigkeiten kann die Reibkraft
um über 90 % reduziert werden. Für größer werdende Umfangsgeschwindigkeiten 𝑣0
steigt die Querschnittstemperatur sowie die Reibkraft. Während die Reibkraft ohne
Anregung langsam mit 𝑣0 ansteigt, wachsen die Werte mit Anregung viel schneller und
es kann ebenfalls zu einer Überhöhung der Reibkraft kommen.
Werden die Erkenntnisse der in dieser Arbeit vorgestellten und untersuchten Modellie-
rung kombiniert, dann liegen günstige Betriebspunkte des Gleitlagers bei einem großen
Kraftverhältnis 𝐹 ≫ 1, hohen Anregungsfrequenzen 𝜔 ≫ 1 sowie bei einem kleinen
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Geschwindigkeitsverhältnis𝑉 ≪ 1. Trotz der starken Kopplung der Wärmeentwicklung
mit den Bewegungsgrößen und der Reibung lässt sich in diesem Bereich die mittlere
Reibkraft in Umfangsrichtung um über 99 % reduzieren.
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5 Experimentelle Ergebnisse

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde der Einfluss der thermomechanischen
Kopplung in trockenen Gleitlagern mit hochfrequenter Anregung auch experimentell
untersucht. Im Zuge der studentischen Abschlussarbeit [140] wurde dafür ein Prüf-
standskonzept erarbeitet und umgesetzt. Da die erste Version des Aufbaus deutliche
Schwächen aufwies und die gewünschten Effekte nicht beobachtet werden konnten,
wurde eine zweite Version mit überarbeiteter Konstruktion, aber gleicher Funktions-
weise entworfen. Der Aufbau, das Funktionsprinzip sowie die Versuchsergebnisse
dieses Prüfstands werden in diesem Kapitel ausführlich beschrieben. Abschließend folgt
eine Einordnung und Diskussion der theoretischen und experimentellen Ergebnisse
dieser Arbeit.

5.1 Prüfstandsaufbau
Um den Einfluss der Wärmeentwicklung in Gleitlagern bei hochfrequenter Anre-
gung experimentell zu untersuchen, wird ein Drehgelenk mit trockenem Gleitlager
herangezogen, wie es in Abb. 3.1 als Prinzipskizze zu sehen ist. Die Lagereinheit
mit der Gleitbuchse wird mithilfe eines piezoelektrischen Aktors zu hochfrequenten
Schwingungen in axialer Richtung angeregt. Diese Bewegung wird mithilfe eines
Beschleunigungssensors aufgenommen. Der Antrieb der Welle erfolgt durch einen Elek-
tromotor, dessen anliegendes Moment mithilfe eines Drehmomentsensors gemessen
wird. Zur Bestimmung der Temperatur wird ein Pyrometer verwendet, eine Ausführung
eines kontaktlos messenden Thermometers, das die Temperatur an der Kontaktfläche
zwischen Gleithülse und Welle misst.

In Abb. 5.1 sind drei Fotografien des Aufbaus zu sehen. Der Rahmen der Konstruk-
tion besteht aus einer Bodenplatte aus Aluminium, die auf einem Schwingungstisch
verschraubt werden kann, und einer Deckenplatte, die über vier zylindrische Stangen
mit der Bodenplatte verbunden ist. Die Antriebs- und obere Lagereinheit der Welle
wird von oben auf die Deckenplatte geschraubt. In der oberen Lagereinheit befindet
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Abbildung 5.1: Fotografien des Prüfstandsaufbaus

sich ein Kugellager, welches als Festlager für die Arbeitswelle dient. Auf der Einheit
ist zudem der Drehmomentsensor verschraubt, auf dem der Elektromotor über ein
Verbindungsteil befestigt ist. Die Abtriebswelle des Motors ist über eine Kupplung mit
der Arbeitswelle verbunden.
Weiter unten ist die Arbeitswelle in einem trockenen Gleitlager lose gelagert. Diese
Gleitlagereinheit besteht aus einem zylindrischen Aluminiumteil mit axialer Bohrung
und einer Gleitbuchse, die in diese Bohrung eingepresst ist. Die Gleithülse besteht aus
Kunststoff und ihr Gleitreibwert gegen Stahl liegt laut Herstellerangabe im Bereich 0,06 –
0,18. Am unteren Ende des Aluminiumteils ist eine weitere axiale Bohrung eingebracht,
in der die Aufnahme des Aktors eingeschraubt werden kann. Die Gleitlagereinheit ist
über eine Blattfeder von unten an der Deckenplatte befestigt. Die Blattfeder erlaubt eine
Bewegung in axialer Richtung, nimmt dafür aber Kräfte in radialer Richtung sowie
Momente um die Hochachse auf. Auf der Lagereinheit ist außerdem ein Beschleu-
nigungssensor befestigt (siehe Abb. 5.1 in der Mitte), der die Bewegung in axialer
Richtung misst. Der Lagersitz samt Gleithülse ist in radialer Richtung durchbohrt, um
die Temperatur auf der Kontaktfläche zu messen. Die Bohrung läuft in Richtung Welle
konisch zu, wobei das Loch in der Gleithülse lediglich einen Durchmesser von etwa
2 mm hat. Wie in Abb. 5.1 links zu erkennen ist, steckt der Messkopf des Pyrometers
in dieser seitlichen Bohrung. Das Pyrometer sendet einen Infrarotstrahl aus, der durch
eine Linse gebündelt und durch das Loch in der Gleithülse auf der Wellenoberfläche
auf etwa 1 mm fokussiert wird.
Der piezoelektrische Aktor ist unten mit der Bodenplatte und oben mit der Unterseite
der Lagereinheit verschraubt. Da der Aktor nicht auf Biegung oder Scherung belastet
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werden darf, ist die Konstruktion so realisiert, dass zuerst der Rahmen mit Piezoaktor
und Gleitlagereinheit spannungsfrei montiert werden kann, bevor die obere Einheit mit-
samt Welle angebracht wird. Indem die Antriebseinheit leicht außermittig verschraubt
wird, kann dadurch die radiale Last im Gleitlager verändert werden.

Abbildung 5.2: Fotografie des Messaufbaus

Abbildung 5.3: Informationsfluss

In Abb. 5.2 ist eine Fotografie des Prüfstands mitsamt zugehöriger Elektronik zu sehen.
Der Informationsfluss zur Ansteuerung und Messgrößenverarbeitung ist in Abb. 5.3
dargestellt.
Zur Erzeugung des Anregungssignals für den Piezoaktor sowie für die Verarbeitung der
gemessenen Daten wird ein Rechner mit entsprechender Software verwendet. Dieser
ist mit einem Analog-Digital-Wandler (A/D-Wandler) verbunden, der den analogen
Ausgang für den Aktor erzeugt und die analogen Eingänge der Sensoren bei vorgeschrie-
bener Abtastfrequenz einliest und damit digitalisiert. Am Leistungsverstärker kann
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die Spannung für den Piezoaktor eingestellt werden. Hierbei ist zu beachten, dass der
Piezoaktor trotz mechanischer Vorspannung nur bis zu einem bestimmten Grenzwert
mit einer negativen elektrischen Spannung beaufschlagt werden darf. Die Drehzahl des
Gleichstrommotors lässt sich über die angelegte Spannung steuern, die am Netzgerät
eingestellt werden kann. Das Pyrometer muss vor Inbetriebnahme des Prüfstands
kalibriert werden. Da die Temperatur einer metallisch glänzenden Oberfläche nur unge-
nau mithilfe eines Pyrometers gemessen werden kann, ist die Welle schwarz lackiert.
Dadurch wird der Reflexionsgrad reduziert und der Emissionsgrad, welcher elementar
für die Messung der Temperatur ist, erhöht [122]. Das analoge Temperatursignal wird
vom A/D-Wandler eingelesen und im Rechner gespeichert. Der Drehmomentsensor
nutzt Dehnmessstreifen, um das anliegende Moment zwischen An- und Abtriebsseite
zu bestimmen. Der Sensor ist zwischen dem Elektromotor und einer Aluminiumplatte
verschraubt und misst damit das am Motor anliegende Reaktionsmoment. Die Alumini-
umplatte wiederum wird auf die Deckenplatte geschraubt. Um das Reibmoment in der
Lagerbuchse zu bestimmen, müssen noch Trägheitseffekte der Welle beim Anfahren
sowie die Widerstände im oberen Kugellager und im Elektromotor herausgerechnet
werden. Die für die Funktion der Dehnmessstreifen notwendige Versorgungsspannung
sowie die Brückenschaltung zur Auswertung der Widerstandsänderung wird im
Messverstärker realisiert. Dieser gibt ein analoges Signal aus, das wiederum vom
A/D-Wandler eingelesen und abgetastet wird. Der Beschleunigungssensor sitzt auf der
Gleitlagereinheit und arbeitet mit einer seismischen Masse und dem piezoelektrischen
Effekt. Sein analoges Ausgangssignal wird direkt vom A/D-Wandler aufgenommen
und umgerechnet.
Die Abtastraten im A/D-Wandler werden dabei je nach Sensor gemäß dem Abtast-
theorem so gewählt, dass sie mindestens doppelt so groß wie die Messraten des
jeweiligen Sensors sind. Die zeit- und wertdiskreten Signale werden dann im Rechner
abgespeichert. Bevor die Messungen ausgewertet werden können, müssen die Daten
noch gefiltert werden. Das Temperatur- und das Drehmomentsignal werden mit einem
Tiefpass gefiltert, um hochfrequentes Rauschen zu eliminieren. Das Beschleunigungs-
signal wird mit einem Hochpass gefiltert, damit niederfrequente Anteile wegfallen.
Diese tiefen Frequenzen würden bei der Integration auf die Geschwindigkeit oder die
Position zu einer Drift führen.

Wie in vielen Veröffentlichungen zur experimentellen Untersuchung von Reibung
kommt es auch in den nachfolgend vorgestellten Versuchen zu einer unvermeidbaren
Streuung in den Messungen. Grund hierfür können unbekannte Faktoren wie Ober-
flächenänderung, Verschleiß, zeitabhängige Prozesse oder Umgebungsbedingungen
wie die Luftfeuchtigkeit sein. Die präsentierten Ergebnisse sind daher unter der
Berücksichtigung der begrenzten Reproduzierbarkeit zu verstehen.
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5.2 Vorbereitende Untersuchungen
Bevor umfangreiche Versuchsreihen gefahren werden können, muss der Aufbau nach
Inbetriebnahme hinsichtlich seines dynamischen Verhaltens und möglicher Betriebs-
punkte untersucht werden. Hierfür werden bestimmte Baugruppen entfernt und Mes-
sungen durchgeführt. Ziel ist es, den Einfluss einzelner Elemente auf das dynamische
und tribologische Verhalten zu untersuchen, auftretende Effekte isoliert zu betrachten
und damit beim vollen Aufbau belastbare Aussagen formulieren zu können.
Dafür wird zuerst der Drehwiderstand im Elektromotor sowie im Kugellager bestimmt.
Zudem wird bei ausgebautem Elektromotor und Welle das Schwingungsverhalten
des Gleitlagersitzes ohne Reibkontakt untersucht. Anschließend wird der Einfluss des
Reibkontakts auf das Schwingungsverhalten betrachtet.

5.2.1 Drehwiderstand des Kugellagers und Motors
Um den Beitrag des Widerstandsmoments im Kugellager und im Elektromotor zu
bestimmen, wird der Gleitlagersitz entfernt und Messungen bei verschiedenen Dreh-
geschwindigkeiten aufgenommen. Das mittlere Drehmoment liegt bei etwa 0,005 Nm
und weist keine Abhängigkeit von der Drehrate oder vom Drehwinkel auf. Im Ver-
gleich zu den gemessenen Werten mit eingebautem Gleitlager sind diese Widerstände
vernachlässigbar klein.

5.2.2 Schwingungsverhalten des Gleitlagersitzes ohne Welle
Um das Schwingungsverhalten des Gleitlagersitzes ohne Reibkontakt zu untersuchen,
wird die Welle mitsamt Antriebseinheit ausgebaut. Die Anregung des Gleitlagersitzes
erfolgt durch den Piezoaktor und das Beschleunigungssignal wird aufgezeichnet. Damit
soll überprüft werden, ob beim zugrundeliegenden, reibungsfreien Schwingungssys-
tem näherungsweise lineares Verhalten vorliegt. In Abb. 5.4 sind der Amplituden- sowie
der Phasengang des elastisch befestigten Gleitlagersitzes dargestellt. Als Anregung
wird ein weißes Rauschen mit dem Frequenzband 0 – 6400 Hz verwendet. In Abb. 5.4a
ist die Vergrößerungsfunktion 𝑉 über der Frequenz 𝑓 dargestellt. Bei etwa 1990 Hz
ist ein scharfer Peak zu sehen, der die Eigenfrequenz des Systems charakterisiert.
Bei 650 Hz, etwa einem Drittel der Eigenfrequenz, weist das System eine zusätzliche,
kleinere Amplitudenüberhöhung auf. Für Anregungsfrequenzen deutlich größer als die
Eigenfrequenz konvergiert die Systemantwort gegen null. In Abb. 5.4b ist die Phasendif-
ferenz 𝜓 zwischen Anregung und Antwort über der Anregungsfrequenz aufgetragen.
Unterhalb der Eigenfrequenz sinkt der Wert leicht, das System schwingt in Phase.
Bei der Eigenfrequenz ist die Änderungsrate sehr groß, die Phase ändert sich nahezu
sprunghaft von 0 zu−𝜋. Oberhalb der Eigenfrequenz schwingt das System gegenphasig
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zur Anregung. Im Bereich von 650 Hz weist die Phase analog zum Amplitudengang
ein abweichendes Verhalten auf. Diese Abweichung im Übertragungsverhalten kann
nicht erklärt werden. Bei der Auswertung von Messungen bei harmonischer Anregung
mit einer einzigen Frequenz wird im Antwortsignal jedoch nur dieser Frequenzanteil
beobachtet. Insgesamt kann bei dem System ohne Reibkontakt in guter Näherung also
von einem linearen Verhalten ausgegangen werden.

0 2 000 4 000
𝑓 [Hz]

𝑉

(a) Amplitudengang

0 2 000 4 000

−𝜋

−𝜋
2

0

𝑓 [Hz]

𝜓

(b) Phasengang

Abbildung 5.4: Amplituden- und Phasengang des Systems ohne Reibkontakt

5.2.3 Schwingungsverhalten des Gleitlagersitzes bei stehender
Welle

Eine weitere Versuchsanordnung ist die Anregung des Gleitlagersitzes bei stehen-
dem Motor. Dabei wird die axiale Bewegung sowie die Temperatur gemessen. In
nachfolgenden Abschnitten wird noch beschrieben, dass das Reibmoment von der
Winkelposition der Welle abhängig ist. Somit muss bei diesem Versuch die Winkel-
position berücksichtigt werden, bei welcher die Messung durchgeführt wird. Ist das
Reibmoment zu groß, kann das dazu führen, dass die Welle und die Lagerbuchse
aneinander haften und die Gleitlagereinheit samt Welle Schwingungen mit etwa 2 µm
Amplitude ausführt, die das axiale Spiel im Kugellager und Motorlager aufnimmt. Das
Haften wird dann nicht aufgebrochen und die Relativgeschwindigkeit zwischen Welle
und Lagerhülse ist somit immer null. Die Temperatur bleibt dabei näherungsweise
konstant. Wenn das Reibmoment ausreichend klein ist, schwingt der Lagersitz bei einer
Anregung mit 2000 Hz mit etwa 6 µm Amplitude, auf Geschwindigkeitsebene sind das
0,1 m/s. Die Frequenzanalyse des Positionssignals mittels Fast-Fourier-Transformation
ergibt, dass auch Anteile mit der zwei- und dreifachen Anregungsfrequenz enthalten
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sind, was die Nichtlinearität des Systems mit Kontakt unterstreicht. Auch wenn
die Temperaturmessung immer am selben materiellen Punkt der Wellenoberfläche
stattfindet, die aufgrund der kleinen Relativbewegung nie im Reibkontakt ist, lässt sich
bei diesen Versuchen eine Temperaturerhöhung um 2 bis 4 ◦C messen. Die Reibleistung
führt zu einem Wärmeeintrag in die Welle, die Wärme breitet sich dann durch die
Wärmeleitung in der Welle aus.

5.3 Hauptuntersuchungen
Dieser Abschnitt behandelt die Durchführung und Auswertung der Versuchsreihen,
aus deren Ergebnisse Zusammenhänge erschlossen werden. Zunächst wird das Reib-
und Temperaturverhalten ohne hochfrequente Anregung vorgestellt und analysiert.
Anschließend werden die Versuche mit hochfrequenter Anregung diskutiert und mit
den Ergebnissen ohne Anregung verglichen. Daraus leiten sich Aussagen über die
Wechselwirkung von dynamischem Verhalten, Reibverhalten und Temperaturentwick-
lung ab.

Für die Untersuchung wird folgende Versuchsdurchführung angewandt: An fünf
unterschiedlichen Konfigurationen (im Folgenden auch Aufbauten genannt) werden
Messungen durchgeführt, wobei für jede Konfiguration die Antriebseinheit mitsamt
Arbeitswelle vom restlichen Prüfstand entfernt und mit einer radialen Last wieder
montiert wird. Die Aufbauten sind von 2 bis 6 nummeriert, Aufbau 1 war in der Doku-
mentation für die vorbereitenden Untersuchungen. Die Messungen jeder einzelnen
Konfiguration finden innerhalb weniger Stunden statt, wobei dem Prüfstand nach jeder
Messung ausreichend Zeit zum Abkühlen gelassen wird. Zwischen den Messreihen
verschiedener Konfigurationen vergehen teilweise mehrere Tage bis Wochen. Die
Versuchsdurchführung unter unterschiedlichen äußeren Bedingungen erlaubt die
Formulierung möglichst allgemeingültiger Aussagen über das Systemverhalten. So lässt
sich bewerten, ob die beobachteten Effekte auf spezifische Umwelteinflüsse zurückzu-
führen sind oder unabhängig davon auftreten. Für jeden Aufbau werden Messungen
bei fünf Motorspannungen durchgeführt, zuerst ohne und dann mit Anregung. Die
Messdauer der einzelnen Versuchsdurchführungen ist auf 300 s festgelegt, da aus den
vorbereitenden Untersuchungen bekannt ist, dass sich nach dieser Zeit ein stationärer
Zustand eingestellt hat und sich die Messgrößen danach nur noch geringfügig ändern.

5.3.1 Verhalten ohne Anregung
Abbildung 5.5 zeigt zwei Ausschnitte des Messschriebs des Drehmomentsignals und
des Temperaturanstiegs für zwei unterschiedliche Aufbauten bei 24 V Motorspannung.
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Abbildung 5.5: Momentenverlauf und Temperaturanstieg ohne Anregung von zwei Konfigurationen bei 24 V
Motorspannung

In Abb. 5.5a ist das gemessene Drehmoment bei den Aufbauten 2 und 4 über einen
kurzen Zeitausschnitt dargestellt. Beide Verläufe sind periodisch, die Grundfrequenz
entspricht jeweils der Drehrate des Motors, welche bei Aufbau 2 bei 2 s−1 und bei
Aufbau 4 bei 1,75 s−1 liegt. Die Umfangsgeschwindigkeit an der Welle mit dem Radius
5 mm liegt damit bei etwa 0,063 m/s für Aufbau 2 und 0,055 m/s für Aufbau 4. Das
zeitabhängige Moment ist auf einen Achsen- und Winkelversatz zwischen Welle und
Gleithülse zurückzuführen. Die Fertigungs- und Montagetoleranzen beim Motor, des-
sen Befestigung, bei der Kupplung und bei der Welle sowie beim Gleitlagersitz führen
dazu, dass die Drehachse der Arbeitswelle nicht mit der Achse der Hülse zusammenfällt.
Die Flächenpressung zwischen Welle und Hülse ändert sich daher mit dem Drehwinkel
und führt zu dem beschriebenen periodischen Verlauf des gemessenen Drehmoments.
Die in den Signalen enthaltenen höheren Frequenzanteile entsprechen ganzzahligen
Vielfachen der Grundfrequenz. Bei Konfiguration 4 wurde die Antriebseinheit mit
größerer radialer Last eingebaut, weshalb das gemessene Drehmoment deutlich größer
ist. Der Verlauf von Aufbau 2 hat sein Minimum bei 0,04 Nm und das Maximum bei
0,13 Nm, der Mittelwert liegt bei 0,11 Nm. Bei Konfiguration 4 liegt das Maximum
bei 0,33 Nm, das Minimum bei 0,18 Nm und der Mittelwert bei 0,26 Nm. Die Werte
sind also deutlich größer als bei Konfiguration 2. Die geringere Drehzahl bei gleicher
Spannung resultiert aus dem größeren Reibmoment.
Während der Messung wird auch die Temperatur aufgezeichnet. In Abb. 5.5b ist
der Zeitverlauf des Temperaturanstiegs gegenüber der Umgebungstemperatur für
die beiden Aufbauten dargestellt. Der Temperaturanstieg 𝑇+ ergibt sich aus der
Differenz zwischen der gemessenen Temperatur und der für jeden Aufbau bestimmten
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Umgebungstemperatur. Auf diese Weise lässt sich feststellen, wie stark sich die Wellen-
oberfläche durch den Betrieb des Prüfstands erwärmt. Bei Aufbau 2 führt der Betrieb
zu einem Temperaturanstieg von über 5 ◦C gegenüber der Umgebungstemperatur. Bei
Konfiguration 4 steigt die Temperatur während der Messung um mehr als 12 ◦C an.
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Abbildung 5.6: Mittleres Moment und stationärer Temperaturanstieg der einzelnen Konfigurationen bei
verschiedenen Umlaufgeschwindigkeiten der Wellenoberfläche

In Abb. 5.6 sind das über mehrere Umdrehungen gemittelte Moment 𝑀mean im
stationären Zustand sowie der stationäre Temperaturanstieg 𝑇+

stat für die fünf unter-
schiedlichen Konfigurationen über unterschiedlichen Umfangsgeschwindigkeiten 𝑣0
der Wellenoberfläche aufgetragen. Jede Farbe entspricht einem Aufbau, die Zuteilung
ist der Legende in Abb. 5.7b zu entnehmen und ist für alle folgenden Grafiken identisch.
Die Messpunkte sind mit Kreisen markiert und durch Linien verbunden. Bei den ausge-
werteten Konfigurationen steigt das gemessene Moment mit der Drehgeschwindigkeit
leicht an. Diese Beobachtung deckt sich mit der Information aus Abb. 1.2, wonach der
Reibungskoeffizient mit zunehmender Geschwindigkeit steigt.
In Abb. 5.6b ist deutlich zu erkennen, dass die Erwärmung näherungsweise linear
mit der Drehgeschwindigkeit zunimmt. Die Steigungen der Kurven hängen mit dem
gemessenen mittleren Drehmoment zusammen. Die Aufbauten, die laut Abb. 5.6a ein
großes Drehmoment aufweisen, erwärmen sich viel stärker als Aufbauten mit geringer
radialer Last und folglich kleinerem Drehmoment. Der maximale Temperaturanstieg
bei Aufbau 4 beträgt über 17 ◦C, während sich die Aufbauten 3 und 6 mit geringer
radialer Last um lediglich 4 ◦C erwärmen. Die angelegten Motorspannungen sind bei
den einzelnen Konfigurationen jeweils gleich. In Abb. 5.6a lässt sich daher gut erkennen,
dass mit größerem Reibmoment die Umlaufgeschwindigkeit kleiner ist. Die Messpunkte
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bei größerem Moment liegen bei etwas kleineren Geschwindigkeiten als bei kleinem
Reibmoment.
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Abbildung 5.7: Zusammenhang zwischen Temperatur und Drehmoment

In Abb. 5.7a ist der stationäre Temperaturanstieg der verschiedenen Konfigurationen
über dem Produkt aus mittlerem Drehmoment 𝑀mean und der Umlaufgeschwindigkeit
𝑣0 aufgetragen. Dieser Ausdruck entspricht bis auf einen konstanten Faktor der Reib-
leistung. Es ist gut zu erkennen, dass der Temperaturanstieg für alle Konfigurationen
in sehr guter Näherung linear mit der Reibleistung wächst. Alle Kurven weisen die
gleiche Steigung auf und ihre Verlängerungen gehen durch den Ursprung, was die
Plausibilität dieser Beobachtung unterstreicht. Die Erwärmung der Wellenoberfläche
lässt sich demnach einfach auf die Reibleistung zurückführen, die sich wiederum aus der
Drehzahl und dem Reibmoment zusammensetzt. Für den Betrieb ohne hochfrequente
Anregung ist dieser recht einfache Zusammenhang eine Art Charakteristik für den
Prüfstand im untersuchten Temperatur-, Drehzahl- und Belastungsbereich.
Diese Beobachtung deckt sich außerdem mit den Informationen aus der Literatur,
wonach die maximale Betriebstemperatur auf die beiden Größen Flächenpressung und
Gleitgeschwindigkeit zurückgeführt werden kann (vgl. Abb. 1.1).

In Abb. 5.7b ist die zeitliche Entwicklung des gemittelten Drehmoments über dem
Temperaturanstieg der verschiedenen Aufbauten bei den unterschiedlichen Motor-
spannungen dargestellt. Jede Farbe entspricht einem Aufbau, die unterschiedlichen
Motorspannungen sind durch die verschiedenen Linienstile gekennzeichnet. Der Beginn
der Messungen ist jeweils am linken Ende der Kurven. Im Laufe der Messungen
steigt die Temperatur an und bei einigen Aufzeichnungen damit auch das gemessene
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Drehmoment. Bei Aufbauten mit großer radialer Last und folglich hohem Drehmo-
ment ist der Temperaturanstieg aufgrund der größeren Reibleistung größer als bei
Aufbauten mit kleinem Drehmoment. Dieser Zusammenhang wurde bereits eingehend
beschrieben. Zusätzlich ist zu erkennen, dass bei einigen Messungen mit der Temperatur
auch das Drehmoment ansteigt. Dieser Effekt ist vor allem bei großem Reibmoment
ausgeprägt, was an einer vergleichsweise großen Steigung der Kurven festgemacht
werden kann. Die rote Kurve mit der Strich-Punkt-Linie gehört zu Aufbau 4 bei 30 V
Motorspannung. Durch die Reibleistung erwärmt sich die Wellenoberfläche um über
17 ◦C, währenddessen steigt das gemessene Drehmoment von 0,245 auf 0,277 Nm und
damit um über 13 %. Bei Aufbau 6 in gelb und Aufbau 3 in blau ist ein solches Verhalten
nur ansatzweise zu beobachten.
Eine fundierte Erklärung dieses Effekts ist an dieser Stelle nicht möglich. Die thermische
Ausdehnung spielt aufgrund der Spielpassung und der vergleichsweise geringen
Temperaturdifferenz vermutlich nur eine untergeordnete Rolle. Wahrscheinlicher ist
eine Änderung der tribologischen Eigenschaften des Kontakts zwischen der Gleithülse
aus Kunststoff und der Welle aus Metall, wodurch sich die Tangentialkraft ändert.
Bei einer großen Flächenpressung scheint dieser Effekt stärker zu sein. Obwohl die
Ursache nicht verlässlich geklärt werden kann, sollte das beschriebene Phänomen bei
der Auslegung von Gleitlagern berücksichtigt werden.

5.3.2 Verhalten mit hochfrequenter Anregung
Zur Untersuchung des Einflusses hochfrequenter Anregung auf das Reib- und Tem-
peraturverhalten des Prüfstands wurden die Versuche aus Abschnitt 5.3.1 auch mit
Anregung durchgeführt. Da die gewünschten Effekte vor allem bei großen Geschwin-
digkeitsamplituden des Gleitlagersitzes beobachtet werden können, wird das System
im Bereich der Eigenfrequenz mit 2000 Hz angeregt. Weicht die Anregungsfrequenz
zu stark ab, ist die Systemantwort sehr klein und der Einfluss der hochfrequenten
Anregung nicht sichtbar. In Abb. 5.8 sind dafür die Geschwindigkeitsamplitude sowie
das mittlere Drehmoment bei Anregungsfrequenzen von 50 bis 5000 Hz dargestellt.
Der Motor dreht sich bei dieser Messung mit einer konstanten Drehrate von etwa
2,2 s−1, was einer Umlaufgeschwindigkeit von 0,068 m/s entspricht. Die Frequenz wird
schrittweise erhöht und kurz gehalten. Bei einer Anregungsfrequenz von 1950 Hz ist
die Geschwindigkeitsamplitude mit 0,14 m/s am größten. Diese Frequenz ist minimal
kleiner als die Resonanzfrequenz bei dem System ohne Reibkontakt in Abb. 5.4a. Das
mittlere Drehmoment hat bei dieser Frequenz sein Minimum, es wird hier um fast
25 % reduziert. Oberhalb dieser Frequenz kann eine Überhöhung des Drehmoments
beobachtet werden, abgesehen davon hat die Anregung keinen Einfluss. Außerdem fällt
auf, dass die Geschwindigkeitsamplitude unterhalb von 1000 Hz deutlich kleiner ist
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als im Bereich oberhalb von 3000 Hz, das mittlere Drehmoment ist in diesen Bereichen
allerdings gleich.
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Abbildung 5.8: Systemgrößen bei einer Bandbreite von Anregungsfrequenzen
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Abbildung 5.9: Ausschnitt aus einem Messschrieb

In Abb. 5.9 ist ein Ausschnitt einer Messung dargestellt, bei welcher die Welle rotiert
und die hochfrequente Anregung immer wieder ein- und ausgeschaltet wird. In den
drei Schaubildern sind die Einhüllende des Geschwindigkeitssignals, das über mehrere
Umdrehungen gemittelte Drehmoment sowie die gemessene Temperatur über einen
Zeitbereich von 120 s abgebildet. Bei eingeschalteter hochfrequenter Anregung schwingt
der Lagersitz mit einer Geschwindigkeitsamplitude von etwa 0,1 m/s. Während dieser
Zeitspanne beträgt das gemittelte Reibmoment etwas weniger als 0,01 Nm und steigt
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leicht an. Währenddessen ist auch ein Anstieg der Temperatur zu beobachten. Im
Abschnitt ohne Anregung springt das Reibmoment auf 0,014 Nm und sinkt dann wieder
leicht ab. In diesem Intervall ist auch ein Absinken der Temperatur zu beobachten. Die
Übergänge des Reibmoments erscheinen im Schaubild mit einer endlichen Steigung, was
allerdings an der Mittelung über mehrere Umdrehungen liegt. In den unverarbeiteten
Daten ist der Übergang des Reibmoments beim Zeitpunkt des Ein- und Ausschaltens
nahezu sprunghaft.
Aus diesem Messschrieb lassen sich drei Aussagen ableiten: Zum einen führt die
hochfrequente Anregung zu einer Reduktion des Reibmoments. Sobald die Anregung
ausgeschaltet wird, springt das Drehmoment wieder auf den Wert von vor der Anregung
zurück. Außerdem führt die Anregung zu einer verstärkten Erwärmung der Wellenober-
fläche. Sobald die Anregung ausgeschaltet wird, kühlt der Kontakt wieder langsam ab.
Als dritte Beobachtung lässt sich festhalten, dass sich das gemessene Moment während
aller Anregungszustände langsam im selben Maße wie die Temperatur ändert. Auf eine
klare Abhängigkeit kann an dieser Stelle nicht geschlossen werden, allerdings scheint
es einen Zusammenhang zu geben.
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Abbildung 5.10: Vergleich von Drehmoment und Temperatur bei zwei Messungen an Konfiguration 3 mit
16 V Motorspannung ohne und mit Anregung

In Abb. 5.10 sind das gemittelte Drehmoment sowie der Temperaturanstieg zweier
Versuchsdurchführungen an Aufbau 3 abgebildet. Die angelegte Motorspannung
beträgt jeweils 16 V, eine Messung wurde ohne Anregung durchgeführt, bei der zweiten
Messung liegt die Anregungsfrequenz bei 2000 Hz. Das Drehmoment in Abb. 5.10a
ist dabei über mehrere Motorumdrehungen gemittelt, sodass die Winkelabhängigkeit
verschwindet. Ohne Anregung liegt das Drehmoment bei etwa 0,06 Nm und bleibt
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während der Messung näherungsweise konstant. Bei hochfrequenter Anregung liegt
der Wert bei lediglich 0,03 Nm. Die Anregung führt damit zu einer Reduktion von etwa
50 %. Die Temperatur der Messung ohne Anregung steigt bis zum Ende der Messung
um ungefähr 2 ◦C an, mit Anregung liegt die Temperatur zum Ende der Messung 6,5 ◦C
über der Umgebungstemperatur und steigt weiter an. Eine Änderung des gemessenen
Moments analog zur Temperatur kann bei dieser Messung nicht beobachtet werden.
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Abbildung 5.11: Mittleres Drehmoment und stationärer Temperaturanstieg über der Umfangsgeschwindig-
keit

Abbildung 5.11a zeigt das mittlere Drehmoment der verschiedenen Aufbauten bei
2000 Hz Anregung. Die einzelnen Messungen sind durch Kreuze gekennzeichnet und
durch Linien verbunden. Während einer Versuchsdurchführung an einer Konfiguration
wird der Verstärkungsfaktor am Leistungsverstärker konstant gehalten. Analog zu
Abb. 5.6a liegen die Kurven je nach aufgebrachter radialer Last bei unterschiedlichen
Niveaus. Außerdem kann beobachtet werden, dass das Drehmoment mit zunehmender
Umfangsgeschwindigkeit ansteigt. Dies kann zum einen durch den größeren Anteil der
Geschwindigkeit in Umfangsrichtung erklärt werden. Zum anderen kann auch ein mit
der Gleitgeschwindigkeit zunehmender Reibwert, wie in Abb. 5.6a angedeutet, dazu
beitragen. Analog zu Abb. 5.6a fällt auf, dass bei gleicher angelegter Motorspannung
die Umfangsgeschwindigkeit für größere Reibmomente kleiner wird.
In Abb. 5.11b ist der stationäre Temperaturanstieg über der Umfangsgeschwindigkeit
mit Anregung dargestellt. Wie auch bei den Messungen ohne Anregung steigt die
Temperatur mit größerer Umfangsgeschwindigkeit an. Die Steigungen der Kurven sind
nicht konstant, außerdem schneiden sich die Kurven, was bei den Messungen ohne
Anregung in Abb. 5.6b nicht vorkommt. Die Aufbauten 4 und 5 haben die größte radiale
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Last und weisen die steilsten Anstiege der stationären Temperatur auf.
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Abbildung 5.12: Abhängigkeit der Geschwindigkeitsgrößen und stationäre Temperatur

In Abb. 5.12a ist die Geschwindigkeitsamplitude 𝑣̂ für die verschiedenen Konfigu-
rationen über der Umfangsgeschwindigkeit dargestellt. Die Amplitude liegt je nach
angelegter Verstärkung und radialer Last im Bereich von 0,02 – 0,1 m/s und damit im
selben Geschwindigkeitsbereich wie die Umlaufgeschwindigkeit der Wellenoberfläche.
Bei Aufbau 4 in rot ist die Geschwindigkeitsamplitude aufgrund der hohen aufgebrach-
ten Last gering. Insgesamt kann beobachtet werden, dass die Amplitude für größere
Umfangsgeschwindigkeiten leicht ansteigt. Das kann dadurch erklärt werden, dass
die betragsmäßig begrenzte Reibkraft aufgrund der höheren Umlaufgeschwindigkeit
einen geringeren Anteil in axialer Richtung hat, weshalb die axiale Bewegung schwächer
gedämpft wird. Was den Verlauf der Messpunkte angeht, weist einzig Aufbau 2 ein
stark abweichendes Verhalten auf, wofür an dieser Stelle keine Erklärung gegeben
werden kann. Die Messungen bestätigen außerdem die Aussage, dass eine größere
axiale Geschwindigkeitsamplitude die Reibung in Umfangsrichtung reduziert. Dies
lässt sich daran erkennen, dass die Umlaufgeschwindigkeiten trotz gleicher angelegter
Motorspannungen für zunehmende Geschwindigkeitsamplituden anwachsen.
In Abb. 5.12b ist der stationärer Temperaturanstieg der Messungen mit Anregung
über dem Produkt aus mittlerem Moment und mittlerer Relativgeschwindigkeit ⟨𝑣rel⟩
dargestellt. Zur Berechnung der mittleren Relativgeschwindigkeit wird der Mittelwert
der Relativgeschwindigkeit

𝑣rel =
√
𝑣2

0 + 𝑣2 (5.1)
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im stationären Zustand numerisch ermittelt. Der Ausdruck 𝑀mean⟨𝑣rel⟩ ist an dieser
Stelle zwar nur eine ungenaue Näherung der Reibleistung, im Vergleich zu anderen
Berechnungsvorschriften ergeben sich daraus allerdings die Ergebnisse mit der höchsten
Konsistenz. Die Relativgeschwindigkeit hat aufgrund der Anregung jeweils einen Anteil
in Umfangs- und in axialer Richtung. Entsprechend besitzt die der Relativbewegung
entgegenwirkende Reibkraft auch zwei Anteile. Da nur der Anteil in Umfangsrichtung
gemessen wird und die Größen 𝑣0 und 𝑣 die tatsächliche Relativgeschwindigkeit im
Kontakt nicht genau beschreiben, gelingt es nicht, aus den Größen 𝑀mean, 𝑣0 und 𝑣
einen besseren Ausdruck für die Reibleistung zu finden. Nichtsdestotrotz kann daraus
ein Schaubild erzeugt werden, das ähnlich wie Abb. 5.7a einen näherungsweise linearen
Zusammenhang aus der stationären Temperatur und dem Näherungsausdruck der
Reibleistung erkennen lässt. Ähnlich wie bei der Auswertung der Messungen ohne
Anregung steigt die Temperatur mit größerer Reibleistung an. Die Steigungen der
Verbindungskurven sind ähnlich, allerdings liegen die Punkte nicht auf einer Geraden,
sondern weisen einen deutlichen Versatz auf. Aus Anschauungsgründen müssten die
Verlängerungen der Kurven durch den Ursprung gehen, was allerdings nur für Aufbau 5
gilt. Mögliche Ursachen für die deutlichen Abweichungen sind die fehlerbehaftete
Berechnung der mittleren Reibleistung, unzuverlässige Messdaten, oder aber das
Systemverhalten mit Anregung lässt sich nicht durch die gleichen Zusammenhänge
wie jenes ohne Anregung beschreiben.
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Abbildung 5.13: Momentenverlauf über Temperaturentwicklung

In Abb. 5.13 ist die Veränderung des Drehmoments über der Temperaturentwicklung
während der Messungen mit Anregung der Aufbauten 3, 4, 5 und 6 dargestellt. Analog
zu den Messungen ohne Anregung kann besonders bei den Aufbauten 4 und 5 mit
größerer radialer Last eine Zunahme des Drehmoments mit steigender Temperatur
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beobachtet werden. Bei den Aufbauten 3 und 6 ist der Effekt schwächer ausgeprägt,
aber dennoch zu beobachten.

5.3.3 Vergleich mit und ohne Anregung
Nachdem in den vorangehenden Unterkapiteln jeweils das Verhalten mit und ohne
Anregung vorgestellt und analysiert wurde, werden in diesem Unterkapitel die jeweili-
gen Ergebnisse einander gegenübergestellt und somit der Einfluss der hochfrequenten
Anregung herausgearbeitet. Dass die hochfrequente Anregung zu einer Reduktion des
Drehmoments führt, wurde bereits in einzelnen Messungen gezeigt. Zudem konnte
beobachtet werden, dass die hochfrequente Anregung einen größeren Temperaturan-
stieg zur Folge hat. Auch eine Änderung des Drehmoments mit ansteigender Temperatur
konnte bei verschiedenen Messungen beobachtet werden. Diese Effekte werden nun
für alle Aufbauten und Versuchsdurchführungen systematisch betrachtet.
Zum Einfluss der Anregung auf das Drehmoment wird der dimensionslose Faktor

𝑓red =
𝑀2000

mean

𝑀oA
mean

(5.2)

eingeführt. Er beschreibt das Verhältnis des mittleren Drehmoments mit Anregung
𝑀2000

mean und ohne Anregung 𝑀oA
mean bei gleicher Umfangsgeschwindigkeit. Ein großer

Wert dieses Faktors steht für eine geringe Reduktion des Drehmoments. Je kleiner der
Wert ist, desto stärker führt die hochfrequente Anregung zu einer Verringerung des
Drehmoments.
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Abbildung 5.14: Einfluss der Anregung auf das Drehmoment und die Temperatur
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In Abb. 5.14a ist der dimensionslose Faktor 𝑓red über dem Geschwindigkeitsverhältnis
aus axialer Schwingungsamplitude 𝑣̂ und der Umfangsgeschwindigkeit 𝑣0 aufgetragen.
Bei 𝑣̂

𝑣0
= 0 ist der Faktor per Definition gleich eins. Die einzelnen Konfigurationen streuen

etwas, jedoch lässt sich eine klare Tendenz erkennen. Wenn die Geschwindigkeitsam-
plitude viel größer als die Umlaufgeschwindigkeit der Wellenoberfläche ist, kann das
Drehmoment um bis zu 75 % reduziert werden. Ist die Geschwindigkeitsamplitude
jedoch vergleichsweise klein, haben die überlagerten Schwingungen nur einen geringen
reduzierenden Einfluss. Diese Beobachtung deckt sich qualitativ mit den Aussagen, die
sich für eine sehr einfache Modellierung aus Abschnitt 2.1.1 ergeben. Bei Aufbau 4 mit
großer Flächenpressung lässt sich nur eine geringe Reduktion beobachten. Bei Aufbau 5
führt die hochfrequente Anregung auch für ein großes Geschwindigkeitsverhältnis nur
zu einer Reduktion von etwa 25 %.
In Abb. 5.14b ist der stationäre Temperaturanstieg mit und ohne Anregung über der
jeweiligen Reibleistung aufgetragen. Das Schaubild enthält die Daten aus den beiden
Abb. 5.7a und 5.12b. Die Messungen ohne Anregung sind durch Kreise gekennzeichnet,
diejenigen mit Anregung durch Kreuze. Die verschiedenen Farben stehen für die
jeweiligen Aufbauten. Insgesamt lässt sich eine zufriedenstellende Übereinstimmung
der verschiedenen Messungen beobachten, auch wenn die Auswertung der Versuche
mit Anregung abweichende Ergebnisse liefert. Davon abgesehen lässt sich festhalten,
dass für den untersuchten Prüfstand der stationäre Temperaturanstieg proportional
zur Reibleistung ansteigt, unabhängig von der Anregung und dem Betriebszustand.
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Abbildung 5.15: Reibungsreduktion über der Temperaturdifferenz bei unterschiedlichen Motorspannungen

Beim Vergleich der Abb. 5.7b und 5.13 fällt auf, dass das Drehmoment bei den Messun-
gen mit Anregung stärker mit der Temperatur ansteigt. Während bei den Messungen
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ohne Anregung nur bei Aufbau 4 mit großer radialer Last ein Anstieg des Drehmoments
beobachtet werden kann, ist dieser Effekt bei den Messungen mit Anregung deutlich
stärker ausgeprägt und bei allen Konfigurationen zu beobachten. Ein Erklärungsansatz
liegt in den größeren Temperaturen, die durch die hochfrequente Anregung erreicht
werden. Dadurch wird das tribologische Verhalten stärker beeinflusst als bei den
Versuchen ohne Anregung, bei welchen die Temperaturen nicht so stark steigen. Die
hochfrequente Anregung hat demnach auch einen negativen Effekt auf das tribologische
Verhalten des Drehgelenks. Zwar kann das mittlere Drehmoment in ausgewählten
Betriebspunkten deutlich reduziert werden, durch die größere Relativgeschwindigkeit
entsteht allerdings mehr Wärme, die zum einen das Reibmoment wieder geringfügig
vergrößern kann und zum anderen in der Auslegung des Lagers berücksichtigt werden
muss.
In Abb. 5.15 sind für die Aufbauten 3 und 5 die Veränderung des Reduktionsfaktors
𝑓red über der Temperaturdifferenz aufgetragen. Der Reduktionsfaktor als Verhältnis
des Drehmoments mit und ohne Anregung wird zu jedem Zeitpunkt ausgewertet und
über der jeweiligen Temperaturdifferenz aus der Temperatur mit und ohne Anregung
aufgetragen. Die Messungen mit größeren Motorspannungen liegen bei höheren Werten
von 𝑓red, was an der größeren Umfangsgeschwindigkeit liegt und in Zusammenhang
mit Abb. 5.14a erläutert wurde. Der Beginn der jeweiligen Messung ist jeweils am linken
Ende der Kurven. Die einzelnen Messungen starten näherungsweise bei der gleichen
Temperatur, weshalb die Temperaturdifferenz anfangs nahezu null ist. Während der
Messungen erwärmt sich die Wellenoberfläche bei Anregung stärker als ohne Anregung,
weshalb die Temperaturdifferenz ansteigt. Bei den dargestellten Messungen ändert sich
zudem auch das Drehmoment während die Temperatur ansteigt. Dadurch ändert sich
auch der Reduktionsfaktor. In beiden Abbildungen lässt sich erkennen, dass der Wert
von 𝑓red für eine zunehmende Temperaturdifferenz steigt. Das bedeutet, dass im Laufe
der Messung der reduzierende Effekt der hochfrequenten Anregung mit dem Anstieg
der Temperatur geringer wird.
Die Auswertung der Untersuchungen lässt sich in den folgenden Punkten zusammen-
fassen:

1. Durch die hochfrequente Anregung wird das mittlere Drehmoment reduziert,
wobei ein großes Verhältnis aus Geschwindigkeitsamplitude der überlagerten
Schwingung und Umfangsgeschwindigkeit zu einer hohen Reduktion führt.

2. Durch die Reibung erwärmt sich die Kontaktfläche, der stationäre Temperaturan-
stieg wächst in guter Näherung linear mit der Reibleistung an.

3. In Aufbauten mit großer Flächenpressung steigt die Reibkraft mit zunehmender
Temperatur.
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4. Der temperaturbedingte Anstieg der Reibkraft mindert den reduzierenden Effekt
der hochfrequenten Anregung.

5.4 Gegenüberstellung von experimentellen und
theoretischen Ergebnissen

Nun werden die Erkenntnisse der experimentellen Ergebnisse den theoretischen Ergeb-
nissen aus Kapitel 4 gegenübergestellt und die jeweils abgeleiteten Aussagen verglichen.

Reduktion des Drehmoments Die in den theoretischen Untersuchungen vorherge-
sagte Reduktion des Reibmoments durch die hochfrequente Anregung kann auch
experimentell beobachtet werden. Die Simulationen ergeben dabei eine thermisch
bedingte Zunahme der Reibkraft für größere Umfangsgeschwindigkeiten, sowohl mit
als auch ohne Anregung (vgl. Abb. 4.15b). Im Experiment kann ebenfalls ein mit der
Drehrate zunehmendes Reibmoment beobachtet werden (vgl. Abb. 5.6a und 5.11a).
Die Zunahme ist allerdings deutlich geringer als in der Simulation und vermutlich
nicht auf die thermische Ausdehnung zurückzuführen, wie es in der Simulation der
Fall ist. Die Zunahme bei den Versuchen mit Anregung ist zudem auf die größere
Umfangskomponente der Relativgeschwindigkeit zurückzuführen, die mit größerer
Drehrate ansteigt. Was den Einfluss der Anregungsfrequenz betrifft, sind die Aussagen
von Experiment und Simulation widersprüchlich. Im theoretischen Teil führt die
Anregung in der Nähe der Eigenfrequenz zu sehr großen Temperaturen und damit zu
großen Reibkräften, die viel größer sind als jene ohne Anregung. Im Experiment ist die
Erwärmung im Betrieb nahe der Eigenfrequenz zwar auch stärker, allerdings führt die
thermische Kopplung nicht zu so einer drastischen Erhöhung der Reibkraft, weshalb in
diesem Frequenzbereich aufgrund der größeren axialen Geschwindigkeitsamplitude
die Reduktion der Reibkraft am stärksten auftritt. Anhand der Simulationen werden
außerdem Parameterbereiche gefunden, in denen die hochfrequente Anregung zu
einer größeren Reibkraft führt. Die relevanten Größen sind die Anregungsamplitude
und -frequenz sowie das Verhältnis aus Umfangs- zu Grenzgeschwindigkeit. Eine
Überhöhung der Reibkraft in diesem Ausmaß kann im Experiment nicht beobachtet
werden.
Eine qualitative Übereinstimmung kann im Einfluss der Flächenpressung beobachtet
werden. Sowohl in der Simulation (Abb. 4.14b) als auch in den experimentellen
Untersuchungen (Abb. 5.14a) kann für eine größere radiale Last beziehungsweise
ein höheres Übermaß eine größere Reibkraft sowie eine geringere Reduktion durch die
hochfrequente Anregung festgestellt werden.
Im Experiment wird die Reibkraft in einzelnen Konfigurationen um 75 % reduziert
(vgl. Abb. 5.14a). In der Simulation kann die Reibkraft im günstigsten Fall um über
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99 % gesenkt werden. In beiden Fällen ist dies nur bei einer vergleichsweise geringen
Umfangsgeschwindigkeit möglich.

Temperaturerhöhung In den Simulationen kommt es aufgrund der Reibleistung
immer zu einem Temperaturanstieg. Größere Umfangsgeschwindigkeiten 𝑣0 sowie
eine stärkere Anregungsamplitude 𝑓 führen zu höheren stationären Temperaturen.
Aus analytischen Betrachtungen kann sogar eine geometrie- und parameterabhängige
Grenzgeschwindigkeit 𝑣b ermittelt werden, die eine obere Grenze für die Umlaufge-
schwindigkeit 𝑣0 darstellt. Wird diese Bedingung verletzt, existiert kein stationärer
Zustand und die Temperatur steigt als Konsequenz einer thermoelastischen Instabilität
ins Unendliche an. Für eine schwache Anregung 𝑓 < 𝑓stat ist die Temperatur unabhängig
von der Anregungsfrequenz. Für eine starke Anregung wird die Temperatur im Bereich
der Eigenfrequenz sehr groß und sinkt für größere Frequenzen (vgl. Abb. 4.16a). In den
experimentellen Untersuchungen steigt die Temperatur ebenfalls mit zunehmender
Drehzahl. Die Anregung erhöht die Wärmezufuhr und die Werte der stationären
Temperatur liegen höher. Die Temperatur steigt allerdings nicht in solchem Maße wie in
der Simulation. Außerdem kann ein selbstverstärkender Effekt oder gar die Ausbildung
einer thermischen Instabilität nicht beobachtet werden.
Im Experiment kann ein linearer Zusammenhang zwischen der Reibleistung und der
stationären Temperatur festgestellt werden. In der Simulation steigt die Temperatur
jedoch überproportional an (vgl. Abb. 4.15a), was auf die starke Rückkopplung der
Temperaturerhöhung auf die Reibleistung zurückzuführen ist. Zwar kann auch im Expe-
riment eine Rückkopplung des Temperaturanstiegs auf das Reibmoment beobachtet
werden, allerdings in einem viel geringeren Ausmaß. Bei Aufbauten mit großer radialer
Last steigt die stationäre Temperatur stark mit der Umfangsgeschwindigkeit an. In
den Simulationen hingegen führt eine größere Flächenpressung nur für eine schwache
Anregung zu höheren stationären Temperaturwerten. Bei starker Anregung liefert ein
höheres Übermaß eine geringere stationäre Temperatur bei gleicher Anregungskraft
(vgl. Abb. 4.14b).

Einfluss der Temperatur auf die Reibkraft Aufgrund der starken Kopplung zwischen
Temperaturänderung und Reibverhalten ist die Reibkraft in der Simulation stark von der
Temperatur abhängig. Im Experiment kann ebenfalls eine Wechselwirkung beobachtet
werden (vgl. Abb. 5.7b und 5.13), die allerdings wesentlich schwächer ausfällt. Bei
großer Flächenpressung und vergleichsweise starker Wärmeentwicklung aufgrund
der Anregung steigt das Reibmoment um bis zu 18 % an. Ohne Anregung fällt die
Erwärmung geringer aus, das Reibmoment steigt um maximal 13 %. Bei Messungen
mit kleinerer Flächenpressung und geringerer Wärmeentwicklung ändert sich das
Reibmoment wenig bis gar nicht. Der Einfluss der Temperatur auf das Reibverhalten
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kann eher auf die Kontakteigenschaften bei hohen Flächenkraftdichten zurückgeführt
werden und liegt nicht an der thermischen Ausdehnung. Grund für diese Annahme ist,
dass in den Abb. 5.7b und 5.13 das Reibmoment bei den unterschiedlichen Messungen
unterschiedlich stark ansteigt, obwohl die Temperaturänderung gleich groß oder
noch größer ist. Käme die Änderung des Reibmoments allein aus einer größeren
Flächenpressung aufgrund thermischer Ausdehnung, müssten alle Messungen einen
temperaturproportionalen Anstieg des Drehmoments aufweisen, denn die Geschwin-
digkeitsamplituden sind nahezu identisch.
In diesem Punkt zeigen sich deutliche Unterschiede zwischen den Ergebnissen aus
Simulation und Experiment. Während das theoretische Modell die Kopplung stark
berücksichtigt und sich Temperatur und Reibung wesentlich gegenseitig beeinflussen,
kann im Experiment nur eine eindeutige Abhängigkeit der Temperatur von der Reibleis-
tung beobachtet werden. Ein Einfluss der Temperatur auf das Reibverhalten ist lediglich
in einzelnen Messungen zu beobachten, eine klare Abhängigkeit kann nicht festgestellt
werden.

Temperaturerhöhung verringert die Reduktion des Drehmoments In der Simulation
führt die thermomechanische Kopplung immer zu einer größeren Reibkraft als ohne
diese Kopplung. Schon bei der Betrachtung des Reibverhaltens ohne hochfrequente
Anregung kommt es aufgrund der umlaufenden Umgebung zu einer Erwärmung und
thermischen Ausdehnung der Welle und folglich zu einer größeren Reibkraft. Mit
Anregung ist die Reibleistung noch größer, die stationäre Temperatur liegt oberhalb
derer ohne Anregung. Die Reibkraft kann dennoch durch den zusätzlichen Anteil
der Relativgeschwindigkeit reduziert werden (vgl. Abb. 4.15b). Ohne die thermische
Kopplung kann die Reibkraft theoretisch auf einen beliebig kleinen Wert reduziert
werden (vgl. Abb. 2.2), mit thermischer Kopplung ist die Bestimmung eines optimalen
Betriebspunktes deutlich anspruchsvoller. Bei bestimmten Betriebspunkten kann die
Temperaturerhöhung demnach zu einer verminderten Reduktion oder sogar zu einer
Steigerung des Drehmoments führen. Doch auch mit Kopplung scheint eine beliebig
starke Reduktion möglich zu sein (vgl. Abb. 4.17a).
In den experimentellen Untersuchungen steigt in einigen Messungen das Reibmoment
mit der Temperatur an, weshalb auch die Reduktion durch die Anregung im Laufe
der Messung abnimmt (vgl. Abb. 5.15). Dieser Effekt kann allerdings nur in wenigen
Durchführungen beobachtet werden und ist wesentlich schwächer ausgeprägt als in
der Simulation. Insbesondere kann im Experiment keine Überhöhung der Reibkraft
durch thermische Effekte beobachtet werden. Insgesamt weist der Prüfstand eine
sehr schwache Abhängigkeit der Reibkraft und deren Reduktion durch hochfrequente
Anregung von der Temperatur auf.
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5.5 Diskussion
Nach der Gegenüberstellung der theoretischen und experimentellen Ergebnisse zum
Einfluss der thermomechanischen Kopplung in einem trockenen Gleitlager unter
hochfrequenter Anregung erfolgt in diesem Unterkapitel eine Bewertung des Simula-
tionsmodells sowie des Prüfstands. Dafür werden jeweils die Stärken und Schwächen
erläutert und mögliche Verbesserungen diskutiert.

5.5.1 Bewertung des Simulationsmodells
Das theoretische Modell berücksichtigt die beidseitige Kopplung zwischen reibungsbe-
dingter Wärmeentwicklung und deren Einfluss auf das dynamische und tribologische
Verhalten des Systems. Dank der verwendeten mathematischen Methoden kann das
gesamte gekoppelte Verhalten durch einen Satz gewöhnlicher Differentialgleichungen
beschrieben werden, was eine sehr effiziente Simulation erlaubt. Im Abgleich mit den
Ergebnissen aus dem Experiment scheint die Kopplung allerdings zu stark auszufal-
len. Das Hinterfragen der Modellierung sowie das Treffen realistischerer Annahmen
könnten diese Wechselwirkung abschwächen und zu einer besseren Übereinstimmung
führen.
Ein Aspekt ist die Berücksichtigung einer nachgiebigen Umgebung der Reibhülse.
Im Modell wird von einer starren Umgebung ausgegangen, was das System sehr
steif wirken lässt. Die Berücksichtigung der Nachgiebigkeit der Umgebung der Hülse
reduziert die Flächenpressung im Kontakt und führt damit auch zu einer geringeren
Kopplung zwischen den thermomechanischen Größen und dem dynamischen und
tribologischen Verhalten. Die Modellgleichungen würden dadurch an Komplexität
zunehmen, allerdings könnten die gleichen Methoden verwendet werden, weshalb der
Aufwand für die Simulation in der gleichen Größenordnung liegen würde.
Außerdem wird bei dem Bolzen von einem ebenen Problem ausgegangen, ein Wärme-
fluss oder eine Ausdehnung in axialer Richtung wird also nicht berücksichtigt. Das
Einbeziehen der axialen Dimension des Bolzens hat zum einen eine weitere Wärmesenke
zur Konsequenz, weshalb die stationäre Temperatur vermutlich geringer ausfallen wird.
Zum anderen kann sich der Bolzen dann auch in axialer Richtung ausdehnen, was einen
geringeren Kontaktdruck und damit auch eine geringere Kopplung zur Konsequenz
hätte.
Ein weiterer Aspekt ist die Annahme einer Übermaßpassung des Bolzens, weshalb
permanent ein perfekter Kontakt zwischen Bolzen und Reibhülse besteht. Diese
Annahme bringt vermutlich die weitreichendsten Konsequenzen mit sich. Zum einen
bleiben die Modellgleichungen vergleichsweise einfach, da eine Winkelabhängigkeit
im Verschiebungs- und Temperaturfeld ausgeschlossen werden kann und die mathe-
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matischen Gleichungen dadurch nicht zu komplex werden, was eine analytische
Verarbeitung ermöglicht. Zum anderen hat die Annahme zur Folge, dass auf physi-
kalischer Ebene rund um den Umfang permanent ein Kontakt zwischen Bolzen und
Umgebung existiert, an welchem die Reibleistung eine Wärmequelle darstellt. Dadurch
wirkt einerseits rund um den Umfang immer eine Reibkraft, andererseits existiert daher
auch permanent ein Wärmefluss. Bei Betrachtung der Konstruktion des Prüfstands
fällt auf, dass hier zwar eine sehr genaue, allerdings keine Übermaßpassung vorliegt.
Würde dieser Umstand im Simulationsmodell berücksichtigt, gäbe es immer nur an
einem Sektor des Bolzens einen Kontakt mit der Umgebung, an welchem dann Kräfte in
radialer und Umfangsrichtung wirken und an dem Wärme in den Bolzen fließen kann.
Bei einer thermischen Ausdehnung kann die Welle aufgrund des Spiels ausweichen
und der Kontaktdruck würde viel langsamer steigen. Dadurch würde die Kopplung
viel schwächer ausfallen und die Simulationsergebnisse wären vermutlich näher an
den experimentellen. Allerdings wären die Modellgleichungen auch um ein Vielfaches
aufwendiger und es müsste vermutlich auf numerische Verfahren wie finite Differenzen
oder die Finite-Elemente-Methode zurückgegriffen werden, um die Gleichungen für das
Verschiebungs- und Temperaturfeld zu lösen. Eine so einfache und schnelle Simulation
wie in der vorliegenden Arbeit wäre also nicht möglich.

5.5.2 Bewertung des Prüfstands
Der Prüfstand erlaubt die Messung der axialen Bewegung des Gleitlagersitzes, die
Temperaturmessung der Wellenoberfläche sowie die Messung des Drehmoments, das
am Elektromotor anliegt. Die vorzugebenden Betriebsgrößen sind die Anregungspa-
rameter, die radiale Last am Gleitlager sowie die angelegte Motorspannung. Mit dem
vorgestellten Aufbau können nicht nur qualitativ die Ergebnisse aus vorhandener
Literatur reproduziert werden, wonach überlagerte hochfrequente Schwingungen die
Reibkraft reduzieren können. Auch die Temperaturentwicklung durch die Reibleistung
mit und ohne Anregung wird gemessen und ausgewertet. Damit kann ein in guter
Näherung linearer Zusammenhang zwischen Reibleistung und stationärer Tempera-
tur festgestellt werden. In einigen Messungen ist außerdem eine Rückkopplung der
Temperatur auf das Reibmoment zu beobachten. Daraus kann auch ein Einfluss der
Temperaturentwicklung auf die Reibkraftreduktion durch die hochfrequente Anregung
abgeleitet werden. Um die beobachteten Effekte noch genauer zu analysieren oder
das Simulationsmodell und den Prüfstand näher zueinander zu bringen, werden im
Folgenden einige Erweiterungen und Anpassungen erläutert.
Um mit dem Prüfstand die Simulationsergebnisse zu validieren, müsste auch im
Experiment eine Presspassung vorliegen. Dadurch könnte untersucht werden, ob auch
im Experiment eine starke Rückkopplung der Wärmeentwicklung auf das Reibverhalten
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beobachtet werden kann. Zudem würde diese Ausführung des Lagers spielfrei sein
und damit Potential für eine Lagerung mit hoher Präzision enthalten. Konstruktiv
müsste das Übermaß allerdings genau ausgelegt werden, um eine zu starke Pressung
zu vermeiden und eine Relativbewegung weiterhin zu ermöglichen. Ein kritischer
Faktor ist neben der Lackschicht auf der Welle auch die Auswahl der Gleitbuchse.
Der Hersteller des im Prüfstand verwendeten Gleitlagers fordert für den Einbau eine
Spielpassung.
Eine weitere konstruktive Anpassung wäre eine Vorrichtung, mit der die aufgebrachte
radiale Last gemessen werden kann. Dadurch könnten die einzelnen Messungen
umfangreicher ausgewertet und verglichen werden. Zudem würde dies die Bestimmung
eines Reibungskoeffizienten ermöglichen, was auch den Vergleich mit vorhandener
Fachliteratur einfacher zuließe.
Bei der Inbetriebnahme des Prüfstands wurde deutlich, dass als Betriebspunkt für die
Untersuchungen nur eine Anregungsfrequenz in der Nähe der Eigenfrequenz infrage
kommt. Außerhalb dieses Bereichs hat die Anregung aufgrund zu kleiner Geschwin-
digkeiten keinen Einfluss auf das tribologische Verhalten des Drehgelenks. Durch die
Verwendung einer leistungsstärkeren Kombination aus piezoelektrischem Aktor und
zugehörigem Leistungsverstärker könnten auch außerhalb dieses Bereichs ausreichend
große Geschwindigkeitsamplituden erzeugt werden, wodurch das System umfassender
untersucht und zusätzliche günstige Betriebspunkte identifiziert werden könnten.
Größere Geschwindigkeitsamplituden führen zudem zu einer größeren Reibleistung
und die Auswirkung der Temperaturerhöhung könnte noch deutlicher beobachtet
werden. Der in den vorgestellten Untersuchungen verwendete Leistungsverstärker
kann lediglich Spannungssignale mit dem Mittelwert null ausgeben. Der verwendete
Piezoaktor ist vorgespannt und darf mit elektrischen Spannungen von −20 bis 120 V
betrieben werden, dabei erreicht er einen maximalen Stellweg von 30 µm. Mit dem
Leistungsverstärker kann allerdings nur der Spannungsbereich −20 bis 20 V abgedeckt
werden, wodurch neben dem Stellweg auch die Geschwindigkeitsamplitude deutlich
kleiner ausfällt. Durch die Verwendung einer leistungsstärkeren Kombination könnte
also ein größerer Betriebsbereich untersucht und die Analyse ausgeweitet werden.
Der verwendete Elektromotor zum Antrieb der Welle ist ein Gleichstrommotor, bei
dem die angelegte Spannung über ein Netzteil eingestellt werden kann. Der elektrische
Strom sowie die Drehzahl stellen sich dann anhand des anliegenden Drehmoments
ein. Durch die zusätzliche Verwendung eines Drehzahlreglers könnten die einzelnen
Messungen bei vorgegebenen, konstanten Drehzahlen durchgeführt werden. Eine
simultane Messung des Motorwinkels beziehungsweise der Motordrehzahl liefert
zusätzlich eine wichtige Systemgröße, die zur Auswertung der Ergebnisse verwendet
werden kann. Dadurch werden die Messungen und die daraus abgeleiteten Aussagen
noch präziser, außerdem könnten zusätzliche Effekte aus dem Antrieb wie schwankende
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Drehzahlen identifiziert oder ausgeschlossen werden. Wird dieser Gedanke erweitert,
könnten durch die Verwendung entsprechender Leistungselektronik beliebige Bewe-
gungsmuster wie periodische Bewegungen und Standzeiten realisiert werden, wie sie
auch in Positionierungsanlagen vorkommen.

5.5.3 Fazit
Auch wenn sowohl das Simulationsmodell als auch der Prüfstand Schwächen und
Verbesserungspotentiale aufweisen, liefern beide Systeme wertvolle Einblicke in die
Kopplung von Reibung, Wärmeentwicklung und dynamischem Verhalten. Es kann
gezeigt werden, dass durch die hochfrequente Anregung die Reibkraft in einem
Drehgelenk auch bei thermomechanischer Kopplung reduziert werden kann.
Das theoretische Modell berücksichtigt die Wechselwirkung stark und zeigt auf, dass
für einen Betrieb in der Nähe der Eigenfrequenz die hochfrequente Anregung aufgrund
der thermomechanischen Kopplung zu einer starken Überhöhung der Reibkraft führt.
Für hohe Frequenzen und starke Anregungsamplituden kann die Reibkraft jedoch stark
reduziert werden. Ein wichtiger Parameter ist dabei die Umlaufgeschwindigkeit, denn
nur bei kleinen Drehraten kann eine starke Reduktion realisiert werden.
Im Experiment konnte ebenfalls eine Wechselwirkung festgestellt werden, wobei
der Einfluss der Temperatur auf das Reibverhalten deutlich schwächer ausfällt. Die
Reibleistung führt zu einer Erwärmung der Welle und in einigen Messungen konnte in
diesem Zusammenhang auch ein Anstieg des Reibmoments beobachtet werden. Auch
wenn dieser Effekt vermutlich nicht auf die thermische Ausdehnung zurückgeführt
werden kann, zeigt es doch deutlich, dass die Erwärmung durch die hochfrequente
Anregung das Systemverhalten beeinflusst und bei der Auslegung solcher Systeme
berücksichtigt werden sollte.
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In diesem Kapitel werden die zentralen Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zusam-
mengefasst. Abschließend erfolgt ein kurzer Ausblick auf potenzielle weiterführende
Forschungsansätze, die sich aus den gewonnenen Erkenntnissen ableiten lassen.

Zur Analyse des Einflusses der thermomechanischen Kopplung in einem trockenen
Gleitlager unter hochfrequenter Anregung werden in dieser Arbeit theoretische und
experimentelle Untersuchungen angestellt. Damit wird beurteilt, inwiefern eine Reduk-
tion der Reibkraft durch hochfrequente Anregung möglich ist, wenn thermisch bedingte
Effekte dem entgegenwirken.
Das Simulationsmodell enthält einen schwingungsfähig gelagerten Körper mit externer
Anregung, der über eine Reibstelle mit der Umgebung in Kontakt steht. Die Reibleistung
stellt dabei eine Wärmequelle dar, die zu einer Temperaturänderung und damit einer
thermischen Verformung des Körpers führt. Die Temperaturentwicklung sowie die
thermisch bedingte Ausdehnung beeinflussen wiederum die auf den Körper wirkende
Reibkraft, sodass eine vollständige Kopplung aus Bewegungsgrößen, Reibkraft und
Temperatur vorliegt. Mithilfe ausgewählter mathematischer Methoden wird eine Vor-
gehensweise entwickelt, die für den axialsymmetrischen Fall eine semi-analytische
Untersuchung des voll gekoppelten Systems ermöglicht. Die Modellgleichungen lassen
sich damit auf einen Satz gekoppelter gewöhnlicher Differentialgleichungen überführen,
was eine effiziente numerische Simulation erlaubt. Die Lösungen der Systemgleichun-
gen ermöglichen einen Vergleich der mittleren Reibkraft mit und ohne hochfrequente
Anregung und damit eine Aussage, ob auch mit thermomechanischer Kopplung die
Reibkraft reduziert werden kann. Aus analytischen Betrachtungen können Abschät-
zungen für die stationäre Temperatur des Körpers sowie für die Reibkraft angegeben
werden. Außerdem kann ein Ausdruck für eine geometrie- und materialabhängige
Grenzgeschwindigkeit für die Drehrate gefunden werden. Überschreitet die Drehzahl
des Gleitlagers diese Grenze, steigen die Temperatur und die Reibkraft aufgrund
einer thermischen Instabilität ins Unendliche. Unterhalb dieser Grenze steigt die
Reibkraft mit der Drehzahl kontinuierlich an und übersteigt bei einem bestimmten
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Wert die Reibkraft ohne Anregung. Bei kleinen Drehzahlen kann auch mit thermischer
Kopplung eine starke Reduktion erreicht werden. Weitere einflussreiche Systemgrößen
sind die Anregungsamplitude und -frequenz. Für Anregungsamplituden unterhalb der
statischen Reibkraft lässt sich das Systemverhalten auf wenige Parameterverhältnisse
reduzieren, die Anregungsfrequenz hat hier keinen Einfluss. Dieser Betriebsbereich
ist im Kontext der Reibkraftreduktion allerdings uninteressant, mit Anregung kann
die Reibkraft je nach Parametersatz um maximal 40 % reduziert werden. Für deutlich
größere Anregungsamplituden führt eine Anregung im Bereich der Eigenfrequenz des
zugrundeliegenden linearen Systems zu einer vielfachen Überhöhung der Reibkraft,
da hier hohe stationäre Temperaturen erreicht werden. Bei hohen Frequenzen kann
die Reibkraft bei starker Anregung und kleiner Drehzahl um 99 % reduziert werden.
Laut Simulationsergebnissen können hochfrequente überlagerte Schwingungen auch
bei Berücksichtigung der thermomechanischen Kopplung zu einer starken Reduktion
der Reibkraft führen.
Zur experimentellen Untersuchung wird ein Prüfstand herangezogen, bei dem eine
Welle in einer Gleitbuchse gelagert ist, die axial zu hochfrequenten Schwingungen
angeregt wird. Das Moment zum Antrieb der Welle wird mit einem Drehmomentsensor
gemessen. Ein berührungsloses Thermometer misst die Temperatur der Wellenober-
fläche im Reibkontakt durch eine kleine Bohrung in der Lagereinheit. Durch die
überlagerte hochfrequente Schwingung im Reibkontakt der Lagerbuchse kann das
Drehmoment um bis zu 75 % reduziert werden. Mit größerer Drehzahl verringert sich
auch im Experiment die Reduktion. Bei den Messungen wird jeweils ein Tempera-
turanstieg beobachtet, wobei die stationäre Temperatur näherungsweise proportional
zur Reibleistung zunimmt. In Messungen mit großer radialer Last kann mit dem
Temperaturanstieg zudem auch ein Anstieg des Drehmoments beobachtet werden.
Dadurch verringert sich die Reduktion, die durch die hochfrequente Anregung erreicht
werden kann. Auch wenn die Wechselwirkung zwischen dem Temperaturanstieg
und dem Reibverhalten im Experiment deutlich schwächer ausgeprägt ist als in der
Simulation, kann dennoch eine Rückkopplung beobachtet werden, die in der Auslegung
von Gleitlagern Berücksichtigung finden sollte.

Ausgehend von den gewonnen Erkenntnissen dieser Arbeit können weitere Untersu-
chungen angestrebt werden. Auf Seiten der Simulation kann eine Erweiterung der
Modellierung tiefere Einblicke geben. Hier können die Berücksichtigung der axialen
Ausdehnung der Welle, die nachgiebige Umgebung oder die Spielpassung im Lager
genannt werden. Die entwickelte Methodik lässt sich auf eine nachgiebige Umgebung
und die axiale Ausdehnung erweitern. Auch wenn die Ausgangsgleichungen dann
komplexer sind, lassen sich mit den vorgestellten Methoden Gleichungen für das
voll gekoppelte Systemverhalten ableiten und dadurch auch umfangreichere Modelle
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effizient simulieren. Die Berücksichtigung einer Spielpassung oder einer Schiefstellung
der Welle kann nicht ohne Weiteres mit der entwickelten Methodik behandelt werden.
Ob eine Erweiterung der Vorgehensweise möglich ist oder ob numerische Verfahren zur
Diskretisierung notwendig sind, bedarf weiterer Untersuchungen. Alle Anpassungen
hätten allerdings, in unterschiedlichem Ausmaß, eine schwächere Kopplung zwischen
dem thermomechanischen und dem dynamischen System zur Folge. Mit dem erwei-
terten Simulationsmodell kann eine Validierung durch die experimentellen Ergebnisse
angestrebt werden.
Auf Seiten des Prüfstands bieten sich Anpassungen wie ein leistungsstärkeres System
aus piezoelektrischem Aktor und zugehörigem Leistungsverstärker oder eine Vorrich-
tung zur Einstellung und Quantifizierung der radialen Last an. Dadurch kann das
Systemverhalten noch präziser analysiert und quantitative Aussagen getroffen werden.
Eine weitreichendere Erweiterung bestünde aus der Realisierung einer Presspassung im
Gleitlager in Verbindung mit einer Drehregelung des Elektromotors. Zum einen wäre
diese Konfiguration näher am Simulationsmodell orientiert, zum anderen ließe sich
dadurch eine Ausführung eines Drehgelenks realisieren, das im Stillstand aufgrund
der Haftreibung ein Reaktionsmoment aufnehmen kann und für die Ermöglichung der
Rotation hochfrequent angeregt wird, um das Haften aufzubrechen. Dies stellt eine
interessante Anwendung der in dieser Arbeit vorgestellten Thematik dar und kann
genutzt werden, um die Relevanz der thermomechanischen Kopplung in trockenen
Gleitlagern weiter zu untersuchen.
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A Greensche Funktionen

A.1 Greensche Funktionen im Bildbereich
Die Funktionen 𝐺m,𝑞(𝑠), 𝐺m,0(𝑠), 𝐺k,𝑞(𝑠) und 𝐺k,0(𝑠) sind durch die folgenden Ausdrü-
cke gegeben:
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A.2 Inverse Laplace-Transformation der Greenschen
Funktionen

Im Folgenden werden die Funktionen 𝐺̄ aus dem Bildbereich in den Zeitbereich
transformiert, wofür jeweils das Residuentheorem angewendet wird.
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Die Funktion 𝐺m,0(𝑡) lässt sich durch

𝐺m,0(𝑡) = ℒ−1 {
𝐺̄m,0(𝑠)

}
=

∞∑
𝑛=1

Res𝑠𝑛 (𝐺̄m,0(𝑠) exp(𝑠𝑡)) (A.6)

berechnen, wofür die Residuen an den Polstellen bestimmt werden müssen. Die
Polstellen von 𝐺̄m,0(𝑠) exp(𝑠𝑡)) liegen bei 𝑠0 = 0 und 𝑠𝑛 = −𝜀𝜆2

𝑛 , wobei 𝜆𝑛 die abzählbar
unendlich vielen Nullstellen der transzendenten Eigenwertgleichung

0 = 𝐵𝑖𝐽0(𝜆) − 𝜆𝐽1(𝜆) (A.7)

sind. Da die Polstellen alle von erster Ordnung sind, ergeben sich die Residuen zu

Res𝑠𝑛 (𝐺̄m,0(𝑠) exp(𝑠𝑡)) = lim
𝑠→𝑠𝑛

((𝑠 − 𝑠𝑛)𝐺̄m,0(𝑠) exp(𝑠𝑡)) , 𝑛 = 0 . . .∞ . (A.8)

Für die Polstelle 𝑠0 = 0 ergibt sich

Res𝑠0(𝐺̄m,0(𝑠) exp(𝑠𝑡)) = lim
𝑠→0

(
𝑠𝐺̄m,0(𝑠) exp(𝑠𝑡))

= 1 − 2 lim
𝑠→0

𝐼1
(√

𝑠
𝜀

)
√
𝑠
𝜀

= 0 . (A.9)

Für die übrigen Polstellen gilt

Res𝑠𝑛 (𝐺̄m,0(𝑠) exp(𝑠𝑡)) = lim
𝑠→𝑠𝑛

((𝑠 − 𝑠𝑛) 𝐺̄m,0(𝑠) exp(𝑠𝑡))
= −

2𝐵𝑖𝐼1
(√

𝑠𝑛
𝜀

)
𝑠𝑛

√
𝑠𝑛
𝜀

exp(𝑠𝑛𝑡) lim
𝑠→𝑠𝑛

𝑠 − 𝑠𝑛
𝑓p(𝑠)

= exp
(−𝜀𝜆2

𝑛𝑡
) 2𝐵𝑖𝐽1(𝜆𝑛)

−𝜀𝜆3
𝑛

1
𝑓 ′p

(−𝜀𝜆2
𝑛
) , (A.10)

wobei die modifizierten Besselfunktionen zu Besselfunktionen umgeschrieben wurden.
Es ist

𝑓 ′p
(−𝜀𝜆2

𝑛
)
=
𝐵𝑖𝐽1(𝜆𝑛) + 𝜆𝑛 𝐽0(𝜆𝑛)

2𝜀𝜆𝑛
(A.11)
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und das Residuum ergibt sich nach Vereinfachen zu

Res𝑠𝑛 (𝐺̄m,0(𝑠) exp(𝑠𝑡)) = 4𝐵𝑖𝐽1(𝜆𝑛)
𝜆2
𝑛 (𝐵𝑖𝐽1(𝜆𝑛) + 𝜆𝑛 𝐽0(𝜆𝑛))

exp
(−𝜀𝜆2

𝑛𝑡
)

=
4𝐵𝑖2

𝜆2
𝑛
(
𝐵𝑖2 + 𝜆2

𝑛
) exp

(−𝜀𝜆2
𝑛𝑡

)
. (A.12)

Damit lässt sich sich die Greensche Funktion 𝐺m,0(𝑡) im Zeitbereich durch

𝐺m,0(𝑡) =
∞∑
𝑛=1

Res𝑠𝑛 (𝐺̄m,0(𝑠) exp(𝑠𝑡))

=
∞∑
𝑛=1

4𝐵𝑖2

𝜆2
𝑛
(
𝐵𝑖2 + 𝜆2

𝑛
) exp

(−𝜀𝜆2
𝑛𝑡

)
= 𝐵𝑖

∞∑
𝑛=1

𝑏𝑛
𝜆2
𝑛

exp
(−𝜀𝜆2

𝑛𝑡
)

(A.13)

angeben, wobei der Koeffizient

𝑏𝑛 =
4𝐵𝑖

𝐵𝑖2 + 𝜆2
𝑛

(A.14)

eingeführt wurde.
Die Berechnung der Funktion

𝐺k,𝑞(𝑡) = ℒ−1 {
𝐺̄k,𝑞(𝑠)

}
=

∞∑
𝑛=1

Res𝑠𝑛
(
𝐺̄k,𝑞(𝑠) exp(𝑠𝑡)) (A.15)
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erfolgt analog über die Berechnung der Residuen, wobei auch hier alle Polstellen von
erster Ordnung sind. Diese sind identisch zu denen von 𝐺̄m,𝑞(𝑠) und lassen sich durch
Gl. (A.7) bestimmen. Die Residuen ergeben sich zu

Res𝑠𝑛 (𝐺̄k,𝑞(𝑠) exp(𝑠𝑡)) = lim
𝑠→𝑠𝑛

((𝑠 − 𝑠𝑛) 𝐺̄k,𝑞(𝑠) exp(𝑠𝑡))
= exp(𝑠𝑛𝑡)𝐼0

(√
𝑠𝑛
𝜀

)
lim
𝑠→𝑠𝑛

𝑠 − 𝑠𝑛
𝑓p(𝑠)

= exp
(−𝜀𝜆2

𝑛𝑡
)
𝐽0(𝜆𝑛) lim

𝑠→𝑠𝑛

1
𝑓 ′p(𝑠)

=
𝐽0(𝜆𝑛)2𝜀𝜆𝑛

𝐵𝑖𝐽1(𝜆𝑛) + 𝜆𝑛 𝐽0(𝜆𝑛) exp
(−𝜀𝜆2

𝑛𝑡
)

=
2𝜀𝜆2

𝑛

𝐵𝑖2 + 𝜆2
𝑛

exp
(−𝜀𝜆2

𝑛𝑡
)

. (A.16)

Schließlich lässt sich die Funktion 𝐺k,𝑞(𝑡) durch die unendliche Summe

𝐺k,𝑞(𝑡) = 𝜀
∞∑
𝑛=1

2𝜆2
𝑛

𝐵𝑖2 + 𝜆2
𝑛

exp
(−𝜀𝜆2

𝑛𝑡
)

= 𝜀
∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛 exp
(−𝜀𝜆2

𝑛𝑡
)

(A.17)

ausdrücken, mit den Koeffizienten

𝑐𝑛 =
2𝜆2

𝑛

𝐵𝑖2 + 𝜆2
𝑛

. (A.18)

Die Funktion 𝐺k,0(𝑡) ergibt sich aus

𝐺k,0(𝑡) = ℒ−1 {
𝐺̄k,0(𝑠)

}
=

∞∑
𝑛=1

Res𝑠𝑛
(
𝐺̄k,0(𝑠) exp(𝑠𝑡)) . (A.19)
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Die Polstellen liegen bei 𝑠0 = 0 und den Nullstellen der Eigenwertgleichung (A.7). Das
Residuum an der Stelle 𝑠0 berechnet sich zu

Res𝑠0
(
𝐺k,0(𝑠) exp(𝑠𝑡)) = lim

𝑠→0

(
𝑠𝐺k,0(𝑠) exp(𝑠𝑡))

= 1 − lim
𝑠→0

𝐵𝑖𝐼0
(√

𝑠
𝜀

)
𝑓p(𝑠)

= 1 − 1
= 0 . (A.20)

An den übrigen Polstellen 𝑠𝑛 = −𝜀𝜆2
𝑛 ergibt sich das Residuum durch

Res𝑠𝑛 (𝐺̄k,0(𝑠) exp(𝑠𝑡)) = lim
𝑠→𝑠𝑛

((𝑠 − 𝑠𝑛) 𝐺̄k,0(𝑠) exp(𝑠𝑡))
= −

𝐵𝑖𝐼0
(√

𝑠𝑛
𝜀

)
𝑠𝑛

exp(𝑠𝑛𝑡) lim
𝑠→𝑠𝑛

𝑠 − 𝑠𝑛
𝑓p(𝑠)

= −𝐵𝑖𝐼0(𝑖𝜆𝑛)−𝜀𝜆2
𝑛

exp
(−𝜀𝜆2

𝑛𝑡
) 1
𝑓 ′p

(−𝜀𝜆2
𝑛
)

=
𝐵𝑖𝐽0(𝜆𝑛)
𝜀𝜆2

𝑛

2𝜀𝜆𝑛
𝐵𝑖𝐽1(𝜆𝑛) + 𝜆𝑛 𝐽0(𝜆𝑛) exp

(−𝜀𝜆2
𝑛𝑡

)
=

2𝐵𝑖
𝐵𝑖2 + 𝜆2

𝑛
exp

(−𝜀𝜆2
𝑛𝑡

)
. (A.21)

Damit ergibt sich dann

𝐺k,0(𝑡) =
∞∑
𝑛=1

2𝐵𝑖
𝐵𝑖2 + 𝜆2

𝑛
exp

(−𝜀𝜆2
𝑛𝑡

)
= 𝐵𝑖

∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛
𝜆2
𝑛

exp
(−𝜀𝜆2

𝑛𝑡
)

. (A.22)
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B Identitäten der Eigenwerte und
Koeffizienten

Die in Abschnitt 3.1.3 verwendeten Identitäten für die Summen der Koeffizienten
werden im Folgenden hergeleitet. Die Identitäten lauten

𝐵𝑖
∞∑
𝑛=1

𝑏𝑛
𝜆2
𝑛
=

∞∑
𝑛=1

2𝐵𝑖
𝐵𝑖2 + 𝜆2

𝑛
= 1 (B.1)

und

𝐵𝑖
∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛
𝜆2
𝑛
=

∞∑
𝑛=1

4𝐵𝑖2

𝜆2
𝑛
(
𝐵𝑖2 + 𝜆2

𝑛
) = 1 , (B.2)

wobei 𝐵𝑖 eine Konstante ist und die Eigenwerte 𝜆𝑛 mithilfe der transzendenten Glei-
chung

0 = 𝐵𝑖𝐽0(𝜆𝑛) − 𝜆𝑛 𝐽1(𝜆𝑛) (B.3)

bestimmt werden.
Grundlage für die Herleitung der Identitäten ist die Theorie der Fourier-Bessel-Reihen
beziehungsweise Dini-Reihen [127, Kap. 18], [14]. Demnach kann eine Funktion 𝑓 (𝑟)
im Bereich 𝑟 ∈ (0, 1) in eine Reihe der Gestalt

𝑓 (𝑟) =
∞∑
𝑛=1

𝑑𝑛 𝐽0(𝜆𝑛𝑟) (B.4)
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entwickelt werden. Die Eigenwerte 𝜆𝑛 werden mithilfe von Gl. (B.3) bestimmt und für
die Koeffizienten 𝑑𝑛 wird die Funktion 𝑓 (𝑟) mit der Gewichtungsfunktion 𝑤(𝑟) = 𝑟 auf
𝐽0(𝜆𝑛𝑟) projiziert und mit 𝑁2

𝑛 normiert:

𝑑𝑛 =
1
𝑁2
𝑛

∫ 1

0
𝑟 𝑓 (𝑟)𝐽0(𝜆𝑛𝑟)d𝑟 . (B.5)

Der Normierungsfaktor 𝑁2
𝑛 wird durch

𝑁2
𝑛 =

∫ 1

0
𝑟𝐽20 (𝜆𝑛𝑟)d𝑟

=
1
2

(
𝐽20 (𝜆𝑛) + 𝐽21 (𝜆𝑛)

)
(B.6)

berechnet. Als Beleg für die Identität aus Gl. (B.1) wird nun die konstante Funktion
𝑓 (𝑟) = 1 gemäß Gl. (B.4) in eine Reihe entwickelt:

1 =
∞∑
𝑛=1

𝑑𝑛 𝐽0(𝜆𝑛𝑟) . (B.7)

Die Koeffizienten ergeben sich durch

𝑑𝑛 =
1
𝑁2
𝑛

∫ 1

0
𝑟𝐽0(𝜆𝑛𝑟)d𝑟

=
1
𝑁2
𝑛

𝐽1(𝜆𝑛)
𝜆𝑛

=
2

𝐽20 (𝜆𝑛) + 𝐽21 (𝜆𝑛)
𝐽1(𝜆𝑛)
𝜆𝑛

. (B.8)

Aus Gl. (B.3) folgt nach Umstellen

𝐽1(𝜆𝑛) = 𝐵𝑖
𝜆𝑛
𝐽0(𝜆𝑛) . (B.9)
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Außerdem wird ausgenutzt, dass die Reihe aus Gl. (B.7) für jedes 𝑟 gegen 1 konvergieren
soll, weshalb ohne Beschränkung der Allgemeinheit 𝑟 = 1 gesetzt werden darf. Nach
Einsetzen der Koeffizienten 𝑑𝑛 und Vereinfachen ergibt sich

1 =
∞∑
𝑛=1

𝑑𝑛 𝐽0(𝜆𝑛)

=
∞∑
𝑛=1

2
𝐽20 (𝜆𝑛) + 𝐽21 (𝜆𝑛)

𝐽1(𝜆𝑛)
𝜆𝑛

𝐽0(𝜆𝑛)

=
∞∑
𝑛=1

2𝜆2
𝑛

𝐽20 (𝜆𝑛)
(
𝜆2
𝑛 + 𝐵𝑖2

) 𝐵𝑖
𝜆2
𝑛
𝐽20 (𝜆𝑛)

=
∞∑
𝑛=1

2𝐵𝑖
𝜆2
𝑛 + 𝐵𝑖2

, (B.10)

was genau Gl. (B.1) entspricht.

Für die Herleitung der zweiten Identität aus Gl. (B.2) wird wieder die konstante Funktion
𝑓 (𝑟) = 1 herangezogen. Um den gewünschten Ausdruck zu erhalten, wird die Energie
des Signals 𝑓 (𝑟) betrachtet, die mit

𝐸 =
∫ 1

0
𝑟 𝑓 2(𝑟)d𝑟

=
∫ 1

0
𝑟d𝑟

=
1
2 (B.11)

gegeben ist. Wird für 𝑓 (𝑟) die Reihenentwicklung aus Gl. (B.7) in das Integral eingesetzt,
ergibt sich

𝐸 =
∫ 1

0
𝑟 𝑓 2(𝑟)d𝑟

=
∫ 1

0
𝑟

( ∞∑
𝑛=1

𝑑𝑛 𝐽0(𝜆𝑛𝑟)
)2

d𝑟 . (B.12)
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Die Integration über das Quadrat der Summe kann aufgrund der Orthogonalität der
Basisfunktionen 𝐽0(𝜆𝑛𝑟) bezüglich 𝑟 beziehungsweise unter Verwendung des Satzes
von Parseval [102] folgendermaßen vereinfacht werden:

𝐸 =
∫ 1

0
𝑟

( ∞∑
𝑛=1

𝑑𝑛 𝐽0(𝜆𝑛𝑟)
)2

d𝑟

=
∞∑
𝑛=1

𝑑2
𝑛

∫ 1

0
𝑟𝐽20 (𝜆𝑛𝑟)d𝑟

=
∞∑
𝑛=1

𝑑2
𝑛𝑁

2
𝑛 . (B.13)

Der Ausdruck 𝑑2
𝑛𝑁

2
𝑛 ergibt sich zu

𝑑2
𝑛𝑁

2
𝑛 =

2𝐵𝑖2

𝜆2
𝑛
(
𝜆2
𝑛 + 𝐵𝑖2

) . (B.14)

Gleichsetzen der beiden Ausdrücke für die Signalenergie 𝐸 und anschließende Multi-
plikation mit zwei ergibt

1 =
∞∑
𝑛=1

4𝐵𝑖2

𝜆2
𝑛
(
𝜆2
𝑛 + 𝐵𝑖2

) , (B.15)

was genau der Identität aus Gl. (B.2) entspricht.
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