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Abstrakt

In dieser Arbeit wird die 2D-Finite-Differenzen-Modellierung auf einem geschachtelten
Gitter und die Moglichkeiten der flexiblen Positionierung von Quellen zwischen Gitter-
knoten, sowie deren Genauigkeit im Vergleich zu anderen auftretenden Unsicherheiten
betrachtet. Die Berechnungen erfolgen anhand eines homogenes und elastischen Modells
und werden anschliefend mit einer analytisch berechneten Referenzlésung verglichen. Nach
einem Konvergenztest, folgt eine Dispersionskorrektur, da dies der gréfite Verursacher von
Abweichungen von der Referenzldsung ist und somit sonst kein Vergleich verschiedener
Quellinterpolationsmethoden moglich ist. Der Vergleich der Sinc-Funktion mit der FD-
konsistenten Methode ergibt nur geringfiigige Unterschiede, die in einem komplizierteren
Fall, in dem die Dispersionskorrektur nicht einfach mdoglich ist, kaum noch relevanten
Einfluss auf die Ergebnisse hat.

Abstract

This Bachelor thesis looks at the 2D Finite Difference modelling method on a staggered
grid and some methods of implementing a source in between grid nodes. Then their
uncertainties get compared to each other and different influencing factors. The calculations
are based on a homogenous elastic model and are compared to an analytical reference
solution. Following a test of the convergence of the method, a dispersion correction will be
applied as numerical dispersion is the largest fault factor and hinders the comparison of
the sinc- and FD-consistent source weight functions. The result is only a small difference,
which might become irrelevant in a more complicated case where dispersion correction is
not as easy as here.
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1. Einleitung

Die Modellierung Seismischer Wellen ist ein wichtiger Teil der Geophysik und wird in vielen
Aufgaben angewendet. Die Finite-Differenzen(FD)-Methode ist eine hiufig angewendete
Methode, um Wellenfelder und Seismogramme zu berechnen. Auch diese wird stetig wei-
terentwickelt und optimiert, um immer genauere Ergebnisse zu erlangen.

Ein Ansatz zur Verbesserung ist die flexible Platzierung von Quellen auflerhalb des Modell-
gitters, mit dem Anspruch trotzdem &hnlich gute Ergebnisse zu ermoglichen. Es gibt viele
Veroffentlichungen, die verschiedene Methoden und Vorgehensweisen vorstellen. Hier wird
nur die relativ einfache Moglichkeit der Interpolation mithilfe einer sinc-Funktion nach
und die etwas komplexere FD-konsistente-Methode von Koene et al.| (2020)
betrachtet.

Um allerdings einen Vergleich der Methoden und eine Einschéitzung zur gegebenen Ge-
nauigkeit machen zu koénnen, ist es notig zuerst andere Fehlerquellen zu minimieren. Der
Vergleich erfolgt mit einer analytische mithilfe von Greenschen Funktionen berechneten Re-
ferenzlosung. Zum Kontrollieren des Programmcodes wird ein Konvergenztest durchgefiihrt.
Anschlielend wird mit einer Dispersionkorrektur der Einfluss der zeitlichen und rédumlichen
numerischen Dispersion méglichst herausgerechnet, um {iberhaupt Genauigkeiten zu errei-
chen, in denen Unterschiede der Quellimplementierungsmethoden erkennbar und relevant
werden. Die Berechnungen erfolgen anhand eines einfachen, homogenen, elastischen Models
mit der 2D-FD-Methode auf einem geschachtelten Gitter mithilfe von Matlab.




2. Theoretische Grundlagen

2.1. 2D-Finite-Differenzen-Methode

Die Modellierung der Seismischen Wellen und die Berechnung der Seismogramme erfolgt mit
der 2D-Finite-Differenzen-Methode auf einem geschachteltem Gitter nach (1986)).
Die Herleitung erfolgt aus der Spannungs-Dehnungs-Beziehung und den Bewegungsglei-
chungen

Ovg Ov,

OTzx

T (k2 S AT (2.1)
OTz Ov, Ovg
OTu Ovy,  O0v,
= u(—= 2.
6’Ux 1 aTxx aTrz

ot p( ox 0z

v, 1, 071y, OTss
ot p( 0z ox ) (2:5)

mit den Geschwindigkeiten v,,v,, den Spannungen 7., 7., 7z.,der Dichte p und den
Lamé-Koeffizienten A(z,z) = (v2 — 203)p und p(x,z) = v? - p. Um diese Gleichungen
numerisch zu 16sen, muss eine zeitliche und rdumliche Diskretisierung erfolgen. Dazu wird
ein Zeitschrittintervall At festgelegt und das Modell auf einem Gitter mit dem in x- und
z-Richtung gleichen Gitterknotenabstand Ah definiert. Somit gilt ¢t =n-At,x =i-Ah,z =
j - Ah. Es wird ein geschachteltes Gitter bzw. standard staggered grid(SSD) verwendet,
bei dem die verschiedenen Variablen an unterschiedlichen um 0,5Ah versetzt zwischen den
Gitterknoten auf dem Gitter (vgl. definiert werden, um die Genauigkeit zu erhohen.
Somit sind 7,4, 7. bei (i, ), die Scherspannung 7., bei (i +0,5,7 +0,5), v, bei (i + 0,5, j)
und v, bei (i,j + 0,5) durch konkrete Werte festgelegt. Auch in der Zeit gibt es eine
Verschachtlung, sodass Geschwindigkeiten bei n und Spannungen um ein halben Zeitschritt
versetzt bei n + 0,5 definiert sind.

) (2.4)

Die partiellen Ableitungen werden nun mit einer Taylorentwicklung gendhert und so
diskretisiert, um die numerische Berechnung zu ermdoglichen. Somit kénnen nun schrittweise
die Werte einer Variabel aus den vorherigen und umliegenden Werten ndherungsweise
berechnet werden. Die zeitliche partielle Ableitung wird durch die Taylorentwicklung erster

Ordnung
oU(nAt)  U(nAt) —U((n —1)At)
~ h 2.
5 Az +0(h) (2.6)
bestimmt, wihrend fiir die rdumlichen Ableitungen héhere Ordnungen von 2M = 2,4
verwendet werden, also je M benachbarte Punkte in beide Richtungen mit in die Berechnung

eines Gitterpunktes einflieBen. Die notwendigen Taylor-Koeffizienten lassen sich mit

M M
> apm?=1,> amm’k=0,k=2,..,M (2.7)
m=1 m=1
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Abbildung 2.1.: Definition der elastischen Wellenfeldparameter auf einem verschach-
telten Gitter. Schwarze Symbole stehen fiir Spannungen bei ¢t = (n + 0,5)At und graue
Symbole fiir Geschwindigkeiten bei t = nAt

M ao as a4
1 1
2 4/3 -1/12

4 8/5 -1/5 8/310 -1/560

Tabelle 2.1.: Taylor-Koeffizienten fiir die FD-Modellierung verschiedene Ordnungen M
berechnet nach Gleichung

berechnen. In Tabelle sind diese fiir die Ordnungen 2M = 2,4, 8 berechnet.

Somit ergibt sich folgendes Aktualisierungsschema fiir die schrittweise Berechnung der
Geschwindigkeiten und Spannungen in Abhéngigkeit von der gewdhlten Ordnung;:

n+1 _.n At M n—i—% n—l—%
vx[i+%’ﬂ B vx[i+%,j} * m Z:l [a(m) (Tmz[i-‘rm—i-l,j] o Tmc[i—md]
n+3 _ ntg
—i—m[z‘+%,j+§+m] sz[i+%7j_%_m])]7 (2.8)
At - n+ty n+i
n+1 . on At 1 - !
Viig+d] = Velig+dl T AR mzzjl[a( )t 15 1) ™ Tasliome b g1
n+y _ nt3
el el (A 2p)At o n n
Txa?[i?j] = Txa:[i?j] + AR Z_l[a(m) (Ux[i+m—%7j] — U:E[i—m-s-%,j])]
At X . i
+ ;Ja(m)(vz[i’j*%*m] ~ 0ot (2.10)
n+i - n—1 ()\+2,U«)At M . )
TzZ[Z}Zj] - Tzz[i?j] + T Zl[a(m)(vzmi%rm] — Uz[i,j—%fm])]

+Th mz [a(m)(vg[i+m_%7j] - vg[i_m%,ﬂ)], (2.11)
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M
n+% n—i—% )\At

_ . i
Toslitygtdl T Taslitdati) T AR 2 [a(m)(vz[i+m,j+%l T Uili—M41,5-1
m=
+U;L[i+%,j+m} a v:[i—%,j_m+1])], (2.12)

Voraussetzung fiir diese Berechnungsmethode ist das Einhalten des Courant-Friedrichs-
Lewy-Kriteriums bzw. Stabilitatskriteriums (vgl. (1986))

At 1

e < . 2.13
’Up7 Ah < \/i ( )

Fiir die Wahl des Gitterabstandes und des Zeitschrittintervalls ist es zusédtzlich wichtig
folgendes Kriterium zu beachten, um die Dispersion gering zu halten:

n n'fmaa:.

Dabei ist Ay, die kleinste Wellenléinge und n legt abhéngig von der Taylor FD-Ordnung
2M die Mindestanzahl an Gitterpunkten pro Wellenlédnge fest. .

2.2. Quellimplementation

Die Implementation einer vertikalen Kraftquelle erfolgt durch Addition des Quellsignals f,
zur Bewegungsgleichung der Geschwindigkeit vz bzw. dem Aktualisierungsschema.
Bei einer Explosionsquelle erfolgt die Addition des Quellsignals gleichermaflen auf die
Bewegungsgleichungen bzw. Aktualisierungsschema der Normalspannungen 7., und 7.
Im klassischen Fall liegt die Quelle an einem Ort, an dem die Variabel zu welcher ihr Signal
addiert wird definiert ist, also bei einer vertikalen Kraftquelle bei (7,7 + 0,5) oder bei einer
Explosionsquelle bei (7,7). Dann kann das entsprechende Quellsignal s(nAt) im Laufe
der Berechnung mithilfe des Aktualisierungsschemas an diesem einen Punkt eingespeist
werden. Liegt die Quelle allerdings an einem fiir die Implementierung ungiinstigen Ort
abseits eines Gitterpunktes, muss die Addition des Quellsignals auf die umliegenden
Gitterknoten verteilt erfolgen. Dazu wird fiir alle mit einbezogenen Gitterknoten eine
Gewichtungsfunktion W (iAh,jAh) anhand ihres Abstands zur Quelle berechnet und
dann das Quellsignal multipliziert mit der Gewichtungsfunktion nach obigem Vorgehen
eingespielt. Die Verschiebung der Quelle um az,az von einem Gitterknoten fiithrt zur
Position (xs, z5) = (( + ax)Ah, (j + az)Ah).

2.3. Sinc-Quellgewichtsfunktion

Die einfachste Methode der Implementierung einer Quelle abseits der Gitterknoten erfolgt
durch Interpolation auf die umliegenden Gitterpunkte anhand ihres Abstands zur Quelle
mithilfe einer sinc-Funktion. Die Formel zur Berechnung der Gewichte fiir die Gitterpunkte
lautet folgendermafien:

sinm(z — xg) sinw(z — 25)

W (iAh, jAR) = sinc(z — x5)sinc(z — z5) = (2.15)

m(r—xs) w(z— zs)

Dabei werden die Berechnungsergebnisse genauer, je mehr Gitterpunkte mit einbezogen
werden. In dieser Arbeit erfolgt die Implementierung der Quelle iiber alle Gitterpunkte,
indem fiir alle die entsprechenden Gewichte berechnet werden. Bei Modellierungen fiir reale
Daten ist dies nicht moglich, da sich die Materialparameter selbst an nahen Gitterpunkten
stark unterscheiden kénnen. Hier werden meist nur wenige benachbarte Gitterpunkte
beriicksichtigt und die Gewichtsfunktion mithilfe eines Kaiser-Fensters nach
gegléttet.
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2.4. FD-konsistente Quellgewichtsfunktion

Eine andere Moglichkeit der Interpolation der Quelle ist die FD-konsistente Gewichtsfunk-
tion nach Koene et al.| (2020):

W (ih, jAR) = SM_ G (m —0,5)(sinc(x — x4 +m — 0,5) + sinc(z — 2, — m + 0.5))
’ B Ah '
SM G (m — 0,5)(sinc(z — zs +m — 0,5) + sinc(z — zs —m +0.5))

Ah

(2.16)

Hierbei werden die Taylor-Koeffizienten(Tab. benotigt und es wird nur auf M Punkte
in alle Richtungen interpoliert. Es sollte aber eine hohere Genauigkeit bewirken.

2.5. Analytische Referenzlosung

Um eine Aussage iiber die Genauigkeit der FD-Methode treffen zu kénnen ist ein Ver-
gleich mit einer Referenzlosung nétig. Hierzu wird die analytische Seismogramme fiir
jeden Empfanger (z,, z,) mithilfe der entsprechenden Greenschen Funktionen im Fourier-
Raum berechnet, indem diese mit dem fouriertransformierten Quellsignal multipliziert
und anschlieen wieder riicktransformiert wird. Fiir den Fall des Druck-Seismogramms
einer Explosionsquelle wird hierfiir die akustische 2D Greensche Funktion nach

[Feshbach/ (1953)
G?P = \/i—ze—i’"—% (2.17)

mit k = = verwendet. Dabei ist r = V(@ — x5)2 + (2, — 25)% der Abstand zwischen
v

P
Empféanger und Quelle. Fiir die Berechnung der analytischen v,- und v,-Seismogramme fiir
eine vertikale Kraftquelle werden die elastischen 2D Greenschen Funktionen von

benotigt.

it 1 __(owr 1 (2)wr 1 (2)wr
Gr(ryw, vy, 05) = — 2 [— gL gAY - g 2.18
17w, vp, v5) 2 [vg 0 Up + wrvs L wg Wrup 1 vp] ( )
ir 1 _(owr 1 (2)wr 1 (2) Wr
G =——|=H""—+ —H;""— 4+ —H ;" — 2.19
2(7, W, Up, Vs) 2 [vg 0 oy + wrvs 1 wg + wrup 1 vp] ( )

Aus diesen lasst sich durch
FO (xr _xs)(zr -
27p r2

Fy 1
= ﬁﬁ[(zr — 28)2G1(r,w,vp,vs) — (zy — xS)QGQ(r,w,vp,vs)]. (2.21)

Ul(T,W,’Up,’Us) = ZS) [Gl(r>wavp7v5) + GQ(vaaUanS)]v (220)

'LLQ(T’, W, Up7 US)

und anschlieBende Riicktransformation das Wellenfeld berechnen. Dabei ist Hg; die Han-
kelfunktion zweiter Art und nullter bzw. erster Ordnung und Fy die Gréfle der Kraftquelle.

2.6. L2-Fehler
Der L2-Fehler lasst sich mit

- 27]:[:1 fFD(n) - fref(n)
fr2 = SN () (2.22)

VENL(Frp(n) = frep(n))?
fovzl fref(n)2

fr2 = (2.23)
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berechnen und zeigt, wie sehr sich die mit der FD-Methode berechneten Seismogramme
frp von der analytisch berechneten Referenzlosung f..; unterscheiden. Je kleiner dieser ist,
desto genauer ist die Modellierung. Der L2-Fehler ist somit ein Mittel zur Quantifizierung
und zum Vergleich der Giite verschiedener Modellierungen. Dabei wird diser je fiir den
Zeitraum der Ankunft der P-Welle von 0,02 — 0,05s und der S-Welle von 0,06 — 0, 09s
berechnet.



3. Modell und Geometrie

Das fiir alle Berechnungen verwendete Modell ist ein homogenes, isotropes, elastisches
Medium mit einer Dichte von p = 2000kg/m?, einer P-Wellen-Geschwindigkeit von v, =
2000m/s und einer S-Wellen-Geschwindigkeit von v = 800 m/s. Das Gitter besteht fiir
alle Berechnungen aufler dem Konvergenztest aus nx = nz = 260 Gitterpunkten in einem
Abstand von dh = 1m in x- und z-Richtung. Die Zeitdiskretisierung erfolgt in Schritten
von At = 0,0001s tiiber einen Zeitraum von T = 0,1s. Damit ist die Einhaltung des
Stabilitdtskriteriums gewdhrleistet. Die zeitliche FD-Ordnung ist M = 1 und die
ortliche FD-Ordnung ist je nach Angabe entweder M = 1 oder M = 2.

Die Quelle wird in der Mitte des Gitters auf den Gitterknoten bei den Koordinaten
(zs,25s) = (130, 130)m platziert und fiir manche Berechnungen anschlieBend um a,-dh, a,-dh
verschoben.
Die 20 Empfanger befinden sich auf einem Kreis mit Radius R = 50 m um diese herum.
Auf dem Kreis sind die Empfénger in gleichen Abstdnden verteilt und ihre Koordinaten
entsprechen dem der so berechneten Position ndhesten Gitterpunkt.
Als Quellsignal wird ein Ricker-Wavelet der Frequenz f. = 80 Hz benutzt, welches sich
durch ,

SRicker =T € (31)
mit 1

r= e fe (- 5 — taig)
Je

berechnen lasst. Die Quelle wird fiir Druck-Seismogramme als Explosionsquelle und fiir v,-
und v,-Seismogramme als vertikale Kraftquelle in z-Richtung implementiert.



4. Konvergenztest

Dieser Test wird durchgefiihrt, um die Implementierung der FD-Methode, sowie der ana-
lytischen Losung zu kontrollieren. Fiir das Modell mit einer Quelle auf dem Gitterpunkt
bei (x5, z5) = (130, 130)m, welche mit einer sinc-Funktion tiber alle Gitterpunkte gewichtet
eingefiigt wird, werden Druck-, vx- und vz-Seismogramme mit der FD-Methode der Ord-
nung M = 1,2 fiir alle 20 Empfanger um die Quelle zundchst mit At = 0,0001s, Ah = 1m
berechnet. Anschliefend wird diese Rechnung erneut mit zunéchst mit im Vergleich zur
Standardkonfiguration halbierten und dann geviertelten At und Ah, also kleinerer zeitlicher
und rdumlicher Diskretisierung.

Alle im Rahmen des Konvergenztestes berechneten Seismogramme werden zuletzt mit der
entsprechenden analytischen Losung, also der akustischen fiir den Druck und der elastischen
fiir die Geschwindigkeiten verglichen. Bei korrekter Funktionsweise der FD-Methode sollte
durch Verringerung der Zeitschritte und Gitterabstdnde das Ergebnis im Vergleich zur
analytischen Losung deutlich genauer werden und zu dieser konvergieren. Es ist anhand der
L2-Fehler fiir den Fall M =1 (Abbl4.1) und M = 2 (Abbl4.2) gut zu erkennen, dass diese
stark abnehmen, je kleinschrittiger die Diskretisierung ist. Aufgetragen sind die L2-Fehler
der Empfénger in den Abbildungen iiber dem Winkel ¢ von der Quelle zum jeweiligen Emp-
finger abgetragen ausgehend von der x-Achse. Auch ist hier zu sehen, dass die Genauigkeit
der Druck-Seismogramme, also im akustischen Fall wie zu erwarten héher ist. Auch sind vor
allem die Genauigkeit der v,-Seismogramme deutlich von der Abstrahlrichtung in der sie
aufgenommen wurden abhéngig und die L2-Fehler bei Abstrahlung in Richtung der Achsen
sind deutlich hoher. Dies liegt vor allem am Einfluss der Dispersion, welcher im néchsten
Kapitel genauer betrachtet und korrigiert wird. Noch deutlicher ist die Dispersion in Abb.
an der S-Welle zu erkennen. Allerdings ist auch zu sehen, dass in Richtung der Achsen
kaum ein Ausschlag im Seismogramm zu erkennen ist und somit deshalb bei Vergleich der
Differenzen der Losungen mit den geringen Werten der Referenzlosung bei Berechnung des
L2-Fehlers ein so grofler Wert herauskommt. Weitere Abbildungen zum Konvergenztest,
wie einzelne Darstellungen von Differenzen zwischen den FD- und analytischen Lésungen
fiir verschiedene Abstrahlwinkel sind im Anhang zu finden. Dort ldsst sich auch erkennen,
dass die Dispersion im Fall hherer Ordnung M = 2 geringer ausfillt. Letztendlich ist aber
eine Konvergenz an die analytischen Seismogramme aufgetreten, also funktionieren die
FD-Methode, sowie die Berechnung der analytischen Losung.



Kapitel 4. Konvergenztest

Konvergenztest L2-Fehler im Vergleich zu Analytischer L6sung
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Abbildung 4.1.: L2-Fehlers des Vergleiches der im Konvergenztest mit schrittweise
verringerter Diskretisierung berechneter Seismogramme der Ordnung M = 1 mit den
analytisch berechneten Referenzlésungen. Die Seismogramme des Druckes P werden als
Punkte, die v,-Seismogramme als + und die v,-Seismogramme als x dargestellt. Schwarze
Symbole wurden mit der Standarddiskretisierung, blaue mit halbierter und rote mit
geviertelter Schrittweite berechnet.
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Abbildung 4.2.: L2-Fehlers des Vergleiches der im Konvergenztest mit schrittweise
verringerter Diskretisierung berechneter Seismogramme der Ordnung M = 2 mit den
analytisch berechneten Referenzlésungen. Die Seismogramme des Druckes P werden als
Punkte, die v,-Seismogramme als + und die v,-Seismogramme als x dargestellt. Schwarze
Symbole wurden mit der Standarddiskretisierung, blaue mit halbierter und rote mit
geviertelter Schrittweite berechnet.
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Abbildung 4.3.: Darstellung der fiir den Konvergenztest der Ordnung M = 2 berechne-
ten v,-Seismogramme im Vergleich mit der schwarz-gestrichelten analytischen Losung
iiber dem Abstrahlwinkel der Empfinger ¢. Seismogramme der Standarddiskretisierung
werden blau, mit halbierter Schrittweite orange und mit geviertelter Schrittweite gelb

eingezeichnet.



5. Dispersionskorrektur

Wie beim Konvergenztest eindeutig zu erkennen ist, ist es vor allem bei der Ordnung
M =1, sowie der vertikalen Kraftquelle unbedingt nétig den numerischen Dispersions-
fehler in Abhéngigkeit vom Abstrahlwinkel zu korrigieren, um genaue, aussagekraftige
Seismogramme zu erhalten. Dafiir muss zunéchst die Geschwindigkeitsénderung durch
die rdumliche und zeitliche Dispersion bestimmt werden. Hergeleitet werden kann diese
durch Einsetzen des Ansatzes einer ebenen Welle in die Bewegungsgleichungen und die
Aktualisierungsschema. Nach[Liu and Sen| (2011) ist dieses Verhéltnis der numerischen zur
tatsdchlichen Geschwindigkeit gegeben durch

9 M M
UrD arcsinr\l [Z am sin (m — 0,5)kAh cos 0]? + [Z am sin (m — 0,5)kAh sin 6]?

v kAhr — —
m=1 m=1

(5.1)

mit den Taylorkoeffizienten(2.1) a,, dem Abstand zwischen Quelle und Empfinger r,

sowie dem Abstrahlwinkel 6 abgetragen ausgehend von der z-Achse. Ausgehend von dieser

Geschwindigkeitsénderung durch die Dispersion kann nun eine Korrektur des Fehlers
durchgefiihrt werden. Hierzu wird zunéchst die notige Zeitverschiebung

tohift = TAh(%_lvFD - %

) (5.2)

berechnet und anschliefend im Fourier-Raum eine Filterung des FD-modellierten Seismo-
grammes S(w) durch
S(w)e = S(w) exp —itspift (5.3)

durchgefithrt. Nach Riicktransformation ist das Seismogramm dispersionskorrigiert. Dieser
Vorgang muss separat fiir die Aufzeichnung der P-Welle und der S-Welle erfolgen, da je die
vp bzw vy fiir v in den Gleichungen benutzt wird. Somit ergeben sich je Seismogramme im
Zeitbereich ¢, = 0,02 — 0,05s und t, = 0,06 — 0, 09s.

Die mit Gleichung berechenbare prozentuale numerische Geschwindigkeitsédnderung
durch die Dispersion ist fiir den Fall M = 1 in Abb. dargestellt. Es fillt auf, dass die
Dispersion fiir die S-Welle starker ist.

In den Abbildungen sind die L2-Fehler der mit M = 1 und der berechneten Seismo-
gramme mit und ohne Dispersionskorrektur im Vergleich zur analytischen Referenzlosung
zu sehen fiir eine Quelle auf dem Gitterknoten mit ax,az = 0. Dabei ist zu erkennen, dass
die Dispersionskorrektur die Genauigkeit deutlich steigert und somit notwendig ist, um
die Genauigkeit der beiden Quellimplementationen zu vergleichen. Die Verbesserung der
Ergebnisse ist dhnlich der durch den Konvergenztest, also einer engeren Diskretisierung,
welche mit deutlich mehr Rechenaufwand verbunden ist.

11
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Numerische Dispersion fiir M=1

Abbildung 5.1.: Geschwindigkeitsénderung durch die numerische Dispersion bei M =1
iber kAh

P—%vave Pressure source L2 error before and after dispersion correction

® ® ®
e P

0.05 | ¢ Pc
0.045 F ® ® ® ® ® ® ® ®
0.04
0.035 |
0.03 F ¢ ® ® ® o & . I ]
0.025 |

® ® ® ®
0.02 ¢ o o ® ¢ ® O ¢ ¢ o o . ¢ ® o o
0.015 | | | | | | | |

200  -150  -100  -50 0 50 100 150 200

Abbildung 5.2.: L2-Fehler der Druck-Seismogramme mit M = 2, ax = 0,az = 0 mit(rot)
und ohne(schwarz) Dispersionskorrektur
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Sg—wave force source L2 error before and after dispersion correction
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Abbildung 5.3.: L2-Fehler der Geschwindigkeits—Seismogramme mit M = 2,az =
0,az = 0 mit und ohne Dispersionskorrektur fiir die S-Welle als + bzw. Punkt. v, in

schwarz, v, in rot



6. Flexible Quellenpositionierung

Um die Genauigkeit der beiden Gewichtungsfunktionen zu vergleichen, wird zunéchst
der Fall ax = az = 0,5 betrachtet. Die Abbildungen zeigen die Berechneten
L2-Fehler fiir die flexibel und die auf dem Knotenpunkt platzierte Quelle mit der sinc- bzw
FD-konsistenten Funktion. Bei den L2-Fehlern der Druck-Seismogrammen ist deutlich zu
erkennen, dass die FD-konsistente Quellimplementierungsmethode ein genaueres Ergebnis
auch bei flexibler Positionierung liefert, gefolgt von den mit der sinc-Funktion interpolierten
Seismogrammen auf dem Gitterknoten, wiahrend die flexibel positionierten noch etwas
ungenauer sind. Auch hier sieht man trotz der zuvor angewandten Dispersionskorrektur noch
eine Abhéngigkeit vom Abstrahlwinkel mit den gréfiten Ungenauigkeiten in Richtung der
Achsen. Bei den S-Wellen-Ausschnitten der Kraftquelle ist die Reihenfolge der Genauigkeiten
gleich, nur die Unterschiede der verschiedenen Methoden sind nicht so markant. Bei den
P-Wellen der Kraftquelle ldsst sich keine konkrete Aussage treffen, welche Methode die
genauesten Seismogramme erméoglicht, da es eine sehr grofie Streuung gibt. Bei Probieren
weiterer Positionen ergab sich das Bild, das die sinc-Funktion der S-Wellen unabhéngig
von der Quellposition immer dhnlich gute Ergebnisse liefert. Wéahrend die FD-konsistente
Methode sehr grofie Fehler hervorbringt, sobald die Quelle mehr in Richtung einer Achse,
also nicht mittig verschoben wird. Dies kann aber méoglicherweise auch an einem Fehler in
der Implementierung liegen.

Fiir die Ordnung M = 2 ist bei a, = a, = 0,5 die FD-konsistente Methode bei der
Kraftquelle, sowohl im Bereich der P-Welle als auch der S-Welle besser, allerdings ist
beim Druck-Seismogramm der Fehler bei allen Varianten dhnlich. Die entsprechenden
Abbildungen befinden sich im Anhang.
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Abbildung 6.1.: L2 Fehler der Druck Seismogramme fiir Quellen auf einem Gitterpunkt
und um 0, 5Ah versetzt mit der sinc bzw. der FD-konsistenten Gewichtsfunktion

P-Welle Kraftquelle L2-Fehler fiir verschiedene
Quellpositionen und Gewichtungsfunktionen
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Abbildung 6.2.: L2 Fehler der P-Wellen Seismogramme fir Kraftquellen auf einem Git-
terpunkt und um 0, 5Ah versetzt mit der sinc bzw. der FD-konsistenten Gewichtsfunktion
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Abbildung 6.3.: L2 Fehler der S-Wellen Seismogramme fiir Kraftquellen auf einem Git-
terpunkt und um 0, 5Ah versetzt mit der sinc bzw. der FD-konsistenten Gewichtsfunktion



7. Schlussfolgerung

Demnach ldsst sich zusammenfassend sagen, dass die Wahl der Gewichtungsfunktion zur
Interpolation der Quellenposition zwischen der sinc- und der FD-konsistenten-Funktion keine
zu groflen Auswirkungen hat, da die Fehler bei Vergleich der beiden Funktionen eher sehr
klein im Verhéltnis zu den durch die numerische Dispersion in Raum und Zeit auftretenden
Unsicherheiten ist. Nur bei sehr engen Gittern oder einer sehr grolen FD-Ordnung, also
nur wenig andere Unsicherheiten macht es vermutlich Sinn sich genau zu iiberlegen welche
Variante besser geeignet ist. Vorteil der FD-konsistenten-Quelle ist, dass diese per Definition
bereits nur umliegende Gitterpunkte im Umkreis von M miteinbezieht, wahrend es bei
der sinc-Funktion bei heterogenen Medien notig ist eine angepasste Fensterfunktion zur
Filterung zu Nutzen und sich selbst zu {iberlegen wie viele umliegenden Gitterpunkt zur
Interpolation benutzt werden sollen. Da allerdings bei der Arbeit mit realen Daten kaum
Dispersionskorrekturen moglich sind, ist in einem solchen Fall die Wahl der Variante wohl
nicht sehr relevant.
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Anhang

A. Zusitzliche Abbildungen

A.1. Konvergenztest

P FD - Analytisch Differenz phi=90°,theta=0°
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Abbildung A.1.: Fir den Konvergenztest der Ordnung M = 1 berechneten Druck-
Seismogramm des in z-Richtung gerichteten Empfangers als Differenz mit der analytischen.
Seismogramme der Standarddiskretisierung werden blau, mit halbierter Schrittweite orange
und mit geviertelter Schrittweite gelb eingezeichnet.

P FD - Analytisch Differenz phi=54°,theta=36°
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Abbildung A.2.: Fir den Konvergenztest der Ordnung M = 1 berechneten Druck-
Seismogramm eines zwischen x- und z-Richtung gerichteten Empfingers als Differenz mit
der analytischen. Seismogramme der Standarddiskretisierung werden blau, mit halbierter
Schrittweite orange und mit geviertelter Schrittweite gelb eingezeichnet.
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Appendix

Vz Konvergenztest Differenz FD - Analytisch
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Abbildung A.3.: Darstellung der fiir den Konvergenztest der Ordnung M = 1 berechne-
ten v,-Seismogramme als Differenz mit der analytischen Losung tiber dem Abstrahlwinkel
der Empfénger ¢. Seismogramme der Standarddiskretisierung werden blau, mit halbierter
Schrittweite orange und mit geviertelter Schrittweite gelb eingezeichnet.

A.2. Dispersionskorrektur

A.3. Flexible Positionierung der Quelle
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Druck Explosionsquelle Konvergenztest
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Abbildung A.4.: Darstellung der fiir den Konvergenztest der Ordnung M = 2 be-
rechneten Druck-Seismogramme im Vergleich mit der analytischen Losung iiber dem
Abstrahlwinkel der Empfanger ¢. Seismogramme der Standarddiskretisierung werden
blau, mit halbierter Schrittweite orange und mit geviertelter Schrittweite gelb eingezeich-
net.
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Abbildung A.5.: Darstellung der fiir den Konvergenztest der Ordnung M = 2 berech-
neten v,-Seismogramme im Vergleich mit der schwarz gestrichelten analytischen Losung
iiber dem Abstrahlwinkel der Empfénger ¢. Seismogramme der Standarddiskretisierung
werden blau, mit halbierter Schrittweite orange und mit geviertelter Schrittweite gelb
eingezeichnet.
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Vz FD - Analytisch Differenz phi=90° theta=0°
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Abbildung A.6.: Fir den Konvergenztest der Ordnung M = 2 berechneten v,-
Seismogramm des in z-Richtung gerichteten Empféngers als Differenz mit der analytischen.
Seismogramme der Standarddiskretisierung werden blau, mit halbierter Schrittweite oran-
ge und mit geviertelter Schrittweite gelb eingezeichnet.

Vz FD - Analytisch Differenz phi=54°,theta=36°
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Abbildung A.7.: Fiir den Konvergenztest der Ordnung M = 2 berechneten v,-
Seismogramm eines zwischen x- und z-Richtung gerichteten Empfingers als Differenz mit
der analytischen. Seismogramme der Standarddiskretisierung werden blau, mit halbierter
Schrittweite orange und mit geviertelter Schrittweite gelb eingezeichnet.
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ﬁrwave force source L2 error before and after dispersion correction
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Abbildung A.8.: L2-Fehler der Geschwindigkeits-Seismogramme mit M = 2 az =
0,az = 0 mit und ohne Dispersionskorrektur fiir die S-Welle als + bzw. Punkt. v, in
schwarz, v, in rot
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Abbildung A.9.: L2 Fehler der Druck-Seismogramme mit M = 1 fiir verschieden
versetzte Quellen mit der sinc bzw. der FD-konsistenten Gewichtsfunktion
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Abbildung A.10.: L2 Fehler der P-Wellen-Seismogramme einer Kraftquelle mit M = 1
fiir verschieden versetzte Quellen mit der sinc bzw. der FD-konsistenten Gewichtsfunktion
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Abbildung A.11.: L2 Fehler der S-Wellen-Seismogramme mit M = 1 fiir verschieden
versetzte Quellen mit der sinc bzw. der FD-konsistenten Gewichtsfunktion
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Abbildung A.12.: L2 Fehler der Druck-Seismogramme auf einem Gitterpunkt und um
0,5Ah versetzt mit der sinc bzw. der FD-konsistenten Gewichtsfunktion bei M = 2
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Abbildung A.13.: L2 Fehler der P-Wellen-Seismogramme einer Kraftquelle auf einem
Gitterpunkt und um 0,5Ah versetzt mit der sinc bzw. der FD-konsistenten Gewichts-
funktion bei M = 2
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Abbildung A.14.: L2 Fehler der S-Wellen-Seismogramme auf einem Gitterpunkt und
um 0, 5Ah versetzt mit der sinc bzw. der FD-konsistenten Gewichtsfunktion bei M = 2
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Abbildung A.15.: L2-Fehler der Druck-Seismogramme mit M = 2 fiir verschieden
versetzte Quellen mit der sinc bzw. der FD-konsistenten Gewichtsfunktion
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Abbildung A.16.: L2-Fehler der P-Wellen-Seismogramme mit M = 2 fiir verschieden
versetzte Kraftquellen mit der sinc bzw. der FD-konsistenten Gewichtsfunktion
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Abbildung A.17.: L2 Fehler der S-Wellen-Seismogramme mit M = 2 fiir verschieden
versetzte Quellen mit der sinc bzw. der FD-konsistenten Gewichtsfunktion
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B. Matlab Skripte

% Run FD and compare with analytical solution
close all; clear all;

fc=80.0 % center frequency of Ricker wavelet
M=1; % LENGTH of Operator: Order=2M !!
Nr=1;

dispersioncorrection=1;
sourceimplementation=0; %0=sinc,l=fd-consistent

% Shift of source in grid points (<=0.5)
ax=0.0; az=0.0;

r=130;

sourcetype=1;

elastic2d;

sourcetype=2;

elastic2d;
Vergleich_FD_analytic_2D;

ax=0.5;az=0.5;
sourcetype=1;

elastic2d;

sourcetype=2;

elastic2d;
Vergleich_FD_analytic_2D;

sourceimplementation=1;
sourcetype=1;

elastic2d;

sourcetype=2;

elastic2d;
Vergleich_FD_analytic_2D;

%close all;

%clear all;

% __________________________________________________________

% define grid parameters

hstandard grid configuration

nx=260; % Model size in grid points

nz=260;

dh=1.0;

dt=1.0e-4;

radius=50.0; % radius of receiver circle in gridpoints




Appendix

% denser grid (convergence test)

% nx=520; % Model size in grid points

% nz=520;

% dh=0.5; % Grid spacing [meter]

% dt=0.5e-4; % time step [seconds]

% radius=100.0; % radius of receiver circle in gridpoints
if Nr>1

nx=nx*Nr ;
nz=nzx*Nr ;

dh=dh/Nr;
dt=dt/Nr;radius=50%Nr;
end
% ________________________
T=0.1; % propagation time [s]
xs=round (nx/2) ; % source position in grid
points

zs=round (nz/2) ;

if ~exist('fc')
£c=80.0; % center frequency of Ricker wavelet
end

nr=20; % number of receivers in circle

if ~exist('M')
M=4; % Length of FD operator: Order=2M
end

if ~exist('sourcetype')
sourcetype=1; % =1: Pressure; =2: Vertical force;
=3: Horizontal force
end

snap=1; % output of snapshots
%model parameter

vp=2000.0; vs=800.0; rhov=2000.0;
partxt="'Model 1';

framerate=0.010; 7 frames per second

framerate=round (framerate/dt) ;

% time and spatial vector
t=dt:dt:T;

x=(1:nx)*dh;

z=(1:nz)*dh;




Appendix

28

nt=length(t) ;

% Initialize wavefield matrix
vx=zeros (nx,nz) ;

vz=zeros (nx,nz) ;

sxx=zeros (nx,nz) ;

sxz=zeros (nx,nz) ;

szz=zeros (nx,nz) ;

p=zeros (nx,nz) ;

% Model 1

cO=zeros (nx,nz) ;
cl=zeros(nx,nz);

rho=zeros (nx,nz) ;
c0(:,:)=vp; % vp
cl(:,:)=vs; % vs
rho(:,:)=rhov;

% model 2

%cO0(:,1:40)=1000.0;
%ec1(:,1:40)=500.0;
%rho(:,1:40)=1800;

bo=1./rho;
lambda2mu=rho.*xc0.*xcO;
mu=rho.*cl.xcl;
lambda=lambda2mu -2*mu;
cfl=c0.*xdt/dh;

% check stability criterion

cflnum=max (max (cfl));

disp(['CFL number:',num2str (cflnum)]);

if (cflnum>1) disp(['CFL number is greater than one.
return;

end

% check numerical dispersion (minimum wavelength)
lambda_p=min(min(c0)/(fc));
disp([' Dominant P-wavelength is ',num2str (lambda_p)

Stop."'1)

’l ml]);

disp([' Number of gridpoints per dominant wavelength is ',

num2str (lambda_p/dh)]);
lambda_s=min(min(cl1)/(fc));
disp([' Dominant S-wavelength is ',num2str(lambda_s)

’l ml]);

disp([' Number of gridpoints per dominant wavelength is ',

num2str (lambda_s/dh)]);

% define ricker wavelet
rickerp=Ricker (t,fc,1.5%dt); 7% Pressure source
rickerf=Ricker(t,fc,1.0xdt); % Force source
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dh2=1.0/(dhx*dh) ;
dtx=dt/dh;

bo=boxdtx;
lambda=lambdax*xdtx;
lambda2mu=1lambda2mu*xdtx;
mu=mu*dtx;

% calculate source and receiver coordinates
[xr,zr ,phil=circ(nr,radius);

% Discrete FD source positions

xr=round (xs+xr) ;

zr=round (zs+zr) ;

seispp=zeros(nt,nr) ;
seisvxp=zeros (nt,nr);
seisvzp=zeros(nt,nr);
seispf=zeros (nt,nr);
seisvxf=zeros(nt,nr);
seisvzf=zeros (nt,nr);

a=fdcoeff (M) ;

% b=4.18;
Y$W=source(xs,zs,ax,az,r,nx,nz) ;
if (sourceimplementation==0)
W=source(xs,zs,ax,az,r,nx,nz) ;
end
if (sourceimplementation==1)
W=sourceKoene(xs,zs,ax,az,r,nx,nz,a,dh,dh);
end
figure
imagesc(W'); colorbar; title('Source Distribution (zoom)')
Zooms=r+2;
axis ([xs-zooms xs+zooms zs-zooms zs+zooms])
xlabel('x axis'); ylabel('z axis');

filename="'modell.gif';
if smnap,

h=figure; imagenum=1;
end

% Loop over time steps and grid points
for n=1:nt
if (mod(n,framerate)==0)
disp(['Timestep: ', num2str(n),' of ',num2str(nt)]);
end

switch sourcetype,
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case 1
fo

r i=M+1:nx-M
for j=M+1:nz-M
sxx(i,j)=sxx(i,j)+W(i,j)*rickerp(n);
szz(i,j)=szz(i,j)+W(i,j)*rickerp(n);
end

end

out
case 2
f

=p; thred=0.1;

or i=M+1:nx-M

for j=M+1:nz-M
vz(i,j)=vz(i,j)+W(i,j)*rickerf(n);

end

end

out
case 3
f

=vz; thred=2.0e-2;

or i=M+1:nx-M
for j=M+1:nz-M
vx(i,j)=vx(i,j)+W(i,j)*rickerf(n);
end

end

out
end

for i=M+1:n
for j=M

SXX

for

end

vz (
vx (
end
end
for i=M+1:n
for j=M
VXX
for

end

=vx;thred=2.0e-2;

x-M

+1:nz-M

_x=0.0;sxz_x=0.0; sxz_z=0.0;szz_z=0.0;
m=1:M,
sxx_x=sxx_x+a(m)*(sxx(i+m, j) -sxx(i-m+1,3j));
sxz_x=sxz_x+a(m)*(sxz(i+m-1,j)-sxz(i-m,j));
sxz_z=sxz_z+a(m)*(sxz(i,j+m-1)-sxz(i,j-m));
szz_z=szz_z+a(m)*(szz(i,j+m)-szz(i,j-m+1));

i,j)=vz(i,j)+bo(i,j)*(sxz_x+szz_z);
i,j)=vx(i,j)+bo(i,j)*(sxx_x+sx2z_2);

x-M

+1:nz-M

=0.0;vxz=0.0; vzx=0.0;vzz=0.0;

m=1:M,
vxx=vxx+a(m)*(vx(i+m-1,j)-vx(i-m,j));
vzx=vzx+a(m)*(vz(i+m, j)-vz(i-m+1,3));
vxz=vxz+a(m)*(vx (i, j+m)-vx(i,j-m+1));
vzz=vzz+a(m)*(vz (i, j+m-1)-vz(i,j-m));

sxx(i,j)=sxx(i,j)+lambda2mu (i, j)*vxx+lambda (i, j)*

VZZ;

szz(i,j)=szz(i,j)+lambda2mu (i, j)*vzz+lambda (i, j)*

VXX ;




Appendix 31

b
b
b

b
b

b
b
)

b
b

end

sxz(i,j)=sxz(i,j)+mu(i, j)*(vzx+vxz);
p(i,j)=sxx(i,j)+szz(i,]);
end
end

switch sourcetype,
case 1 % Pressure
for ntr=1:nr,
Seispp(n,ntr)=p(xr(ntr),zr(ntr));
Seisvxp(n,ntr)=vx(xr(ntr),zr(ntr));
Seisvzp(n,ntr)=vz(xr(ntr),zr(ntr));

end
case 2 Y Force

for ntr=1:nr,
Seispf(n,ntr)=p(xr(ntr),zr(ntr));
Seisvxf (n,ntr)=vx(xr(ntr),zr(ntr));
Seisvzf (n,ntr)=vz(xr(ntr),zr(ntr));

end

end

if ((mod(n,framerate)==0)&&snap)
imagesc (out ') ;

title ([partxt,' snapshot at T=',num2str(n*dt),'s']);
clim([-thred thredl]) ;
axis tight;
colormap (jet) ;
drawnow;
hold on
plot(xs,zs, '*')
for n=1:nr;
plot (xr(mn),zr(n),"'+")
end
frame=getframe (h) ;
im=frame2im (frame) ;
[imind ,cm]=rgb2ind (im,256) ;

pause (0.1);
if (imagenum==1)
imwrite (imind ,cm,filename,'gif ', 'Loopcount ', Inf
);
imagenum=imagenum+1;
else
imwrite (imind ,cm,filename,'gif','Writemode',"
append ') ;
imagenum=imagenum+1;
end
end
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function a=fdcoeff (M)
%Calculate FD-coefficients for the first derivative
A=zeros (M) ;
for 1=1:M,

for k=1:M,

A(l,k)=(2xk-1) ~(2x1-1);

end
end
c=zeros (1,M);
c(1)=1;

hA = sym(A); c = sym(c);
c =c';

a=inv (A) *c;

end

function [xr,zr,phil=circ(ar,r)

dphi=2*pi/nr;

n=1;

xr=zeros (1,nr) ;

zr=zeros (1,nr) ;

phi=zeros(1,nr);

for p=0:dphi:2*pi-dphi,
phi(n)=p;
xr(n)=r*sin(p) ;
zr(n)=r*cos (p);
n=n+1;

end

end

% Calculate true locations of sources and receivers

% Thereby considering

% (1) FD staggered positions, (2) Source shift ax, az

% Remember: Discrete FD locations in grid points are xs,zs
source) Xr, zr

% (receivers)

% Spatial shift
dh2=dh/2.0;

% First calculate source and receiver locations in meter
xr=xr*dh; zr=zr*dh; xs=xs*dh; zs=zs*dh;

% Apply Source shift ax,az
xs=xs+ax*dh; zs=zs+tazx*dh;

(
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% Consider FD staggering (no staggering for p, staggering for
vx, vy, fz)
% Pressure (no staggering)
XIP=Xr; ZIP=ZIr; XSP=XS; ZSP=ZS;
% Staggering for receivers recording vx
Xrvx=xr+dh2; zrvx=zr;
% Staggering for receivers recording vz
Xrvz=xr; zrvz=zr+dh2;

% Staggering for source fz
xsfz=xs; zsfz=zs+dh2;

%#Calculate analytic signals----------------——-—-———-————-——-
vx=zeros (nt ,ntr) ;
vz=zeros (nt,ntr) ;
p=zeros (nt,ntr) ;

% analytical solutions assume source at (0,0). Therefore
above FD coordinates must
% be shifted so that source is located at (0,0)

% Offsets for pressure source and pressure receivers (
acoustic
% solution)
dxp=xrp-xsp; dzp=zrp-zsp;
R=sqrt (dxp. 2+dzp."2);
% Calculate analytical solution for the acoustic case
for n=1:ntr,
[p1,t]=GF2Dac(fc,vp,R(n),dt,T);
p(:,n)=pil;
end
% Offsets for fz source and vx, vz receivers (elastic
solution)
dxvxfz=xrvx-xsfz; dzvxfz=zrvx-zsfz;
dxvzfz=xrvz-xsfz; dzvzfz=zrvz-zsfz;

for n=1:ntr,

[vxl,vzl,t]1=GF2Del (fc,vp,vs,rhov,dt,T,dxvzfz(n) ,dzvzfz(n));
vz (:,n)=vzl;

[vxl,vzl,t]=GF2Del (fc,vp,vs,rhov,dt,T,dxvxfz(n) ,dzvxfz(n));
vx(:,n)=vxl;

end

% Compare seismograms

tracenorm=1; 7 apply trace normalization
xcur=1.0; % amplitude scaling
phir=atan2(dzvzfz,dxvzfz);
phi=180.0*phir/pi;

xa=phi;

xp=xcurx*(xa(2)-xa(1));




Appendix

34

if tracenorm,
for n=1:ntr
norml=max (abs ([Seisvxf (:,n) ;Seisvzf(:,n)]));
norm2=max (abs ([vx(:,n);vz(:,n)]));
Seisvxf (:,n)=Seisvxf (:,n)/norml;
Seisvzf (:,n)=Seisvzf (:,n)/normil;
vx(:,n)=vx(:,n)/norm?2;
vz(:,n)=vz(:,n)/norm2;
norml=max (abs ([Seispp(:,n)]1));
norm2=max (abs ([p(:,n)]1));
Seispp(:,n)=Seispp(:,n)/norml;
p(:,n)=p(:,n)/norm2;

end
end

if dispersioncorrection,

f=(-nt/2:nt/2-1)/(dt*nt) ;
w=2.0xpix*f;

kp=w./vp;

ks=w./vs;

kph=kp*dh;
ksh=ksx*dh;

rp=vp*dt/dh;
rs=vs*xdt/dh;

%shift von quellen un empf nger auf theta
% phirp=atan2(dxp,dzp);

% phirvz=atan2(dxvzfz,dzvzfz);

% phirvx=atan2 (dxvxfz,dzvxfz);

for n=1:ntr,
kphx=kph*sin (phir(n));
kphz=kph*cos (phir(n));
kshx=ksh*sin (phir(n)) ;
kshz=ksh*cos (phir(n));

S1P=0;S2P=0;

S15=0;82S5=0;

for m=1:M,
S1P=S1P+(a(m) *sin((m-0.5) *abs (kphx)));
S2P=S2P+(a(m)*sin((m-0.5) *abs (kphz)));
S1S=S1S+(a(m)*sin((m-0.5) *abs (kshx)));
828=82S+(a(m)*sin((m-0.5) *abs (kshz)));

end
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Dp=2.0*asin(rp*sqrt ((S1P.*S1P)+(S2P.*S2P))) ./ (abs (kph)*rp
)

Ds=2.0*asin(rs*sqrt ((S1S.*S18)+(828.%828))) ./ (abs(ksh) *rs
)

dcp=vp*(1.0-Dp);

dcs=vs*(1.0-Ds);
tshiftp=radius*dh*((1.0./(vp+dcp))-(1.0./vp));
tshifts=radius*dh*x((1.0./(vs+dcs))-(1.0./vs));

% Seisppc(:,n)=dispcorr(Seispp(:,n)',t,tshiftp);

% Seisvxfcs(:,n)=dispcorr(Seisvxf(:,n)',t,tshifts);
% Seisvzfcs(:,n)=dispcorr(Seisvzf(:,n)',t,tshifts);
% Seisvxfcp(:,n)=dispcorr(Seisvxf (:,n)',t,tshiftp);
% Seisvzfcp(:,n)=dispcorr(Seisvzf (:,n)',t,tshiftp);

Seisppc(:,n)=dispcorrection(Seispp(:,n)"',t,dxp(n),dzp
(n) ,kph,rp,vp,a,dh);

Seisvxfcs(:,n)=dispcorrection(Seisvxf (:,n)"',t,dxvxfz(
n),dzvxfz(n) ,ksh,rs,vs,a,dh);

Seisvzfcs(:,n)=dispcorrection(Seisvzf (:,n)"',t,dxvzfz(
n) ,dzvzfz(n) ,ksh,rs,vs,a,dh);

Seisvxfcp(:,n)=dispcorrection(Seisvxf (:,n)"',t,dxvxfz(
n),dzvxfz(n) ,kph,rp,vp,a,dh);

Seisvzfcp(:,n)=dispcorrection(Seisvzf (:,n)"',t,dxvzfz(
n),dzvzfz(n) ,kph,rp,vp,a,dh);

end

figure;
kphr=pi*kph/max (kph) ;
kshr=pi*ksh/max (ksh) ;

plot (kphr ,Dp,kshr ,Ds, 'linewidth' ,2.0)

xlabel ('kh')

ylabel (' c_{£fd}/c_0"');

title([' Numerical dispersion for 1-D FD 0(2,',num2str (M)
» ') 1)

legend ("P-wave","S-wave","p","location","northeast")

%axis ([0.0 pi 0.8 1.1]1);
grid

else
Seisppc(:,n)=Seispp(:,n);
Seisvxfcs (:,n)=Seisvxf(:,n);
Seisvzfcs(:,n)=Seisvzf (:,n);
Seisvxfcp(:,n)=Seisvxf (:,n);
Seisvzfcp(:,n)=Seisvzf (:,n);
end
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figure; hold on

for trace=1:ntr
plot (t,Seisvzf (:,trace)*xp+xa(trace),'k--','linewidth
',2.0)
plot(t,Seisvzfcs (:,trace)*xp+xa(trace),'b-','linewidth
',2.0)
plot(t,vz(:,trace)*xp+xa(trace),'r-',"'linewidth',2.0)
end
legend ("FD" ,"FD corrected","Analytic","location",k"
northeast")
title('Vz fz S-wave Dispersion correction')

hold off

axis xy
%haxis ([ min(t) max(t) min(xa)-2*xp max(xa)+2xxp]l)
%x1im ([0.065 0.085])

ylabel ('Phi (deg) ');
xlabel ('time (s)');

figure; hold on

for trace=1:ntr
plot (t,Seisvzf (:,trace)*xp+xa(trace),'k--','linewidth
',2.0)
plot(t,Seisvzfcp(:,trace)*xp+xa(trace),'b-','linewidth
',2.0)
plot(t,vz(:,trace)*xp+xa(trace),'r-',"'linewidth',2.0)
end
legend ("FD" ,"FD corrected","Analytic","location",6"
northeast")
title('Vz fz P-wave Dispersion correction')

hold off
axis xy
haxis ([ min(t) max(t) min(xa) -2*xp max(xa)+2*xp]l)

%x1lim ([0.065 0.085])

ylabel ('Phi (deg) ');
xlabel ('time (s)');

figure; hold on

for trace=1:ntr
plot (t,Seisvxf (:,trace)*xp+xa(trace),'k--','linewidth
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',2.0)
plot(t,Seisvxfcs (:,trace)*xp+xa(trace),'b-','linewidth
',2.0)
plot(t,vx(:,trace)*xp+xa(trace),'r-', " 'linewidth',2.0)
end
legend ("FD" ,"FD corrected","Analytic","location",6"
northeast")
title('Vx fz S-wave Dispersion correction')

hold off
b
axis xy
haxis ([ min(t) max(t) min(xa) -2*xp max(xa)+2*xpl)
%x1im ([0.065 0.085])
ylabel ('Phi (deg) ');
xlabel ('time (s)');

figure; hold on

for trace=1:ntr
plot (t,Seisvxf (:,trace)*xp+xa(trace),'k--','linewidth
',2.0)
plot (t,Seisvxfcp(:,trace)*xp+xa(trace),'b-','linewidth
',2.0)
plot(t,vx(:,trace)*xp+xa(trace),'r-"',"'linewidth',2.0)
end
legend ("FD","FD corrected","Analytic","location","
northeast")
title('Vx fz P-wave Dispersion correction')

hold off
b
axis xy
%haxis ([ min(t) max(t) min(xa) -2*xp max(xa)+2*xxp]l)
%x1im ([0.065 0.085])
ylabel ('Phi (deg) ');
xlabel ('time (s)');

igure; hold on

for trace=1:ntr
plot(t,Seispp(:,trace)*xp+xa(trace),'k--"','linewidth'
,2.0)
plot (t,Seisppc(:,trace)*xp+xa(trace), 'b-',"'linewidth’
,2.0)
plot (t,p(:,trace)*xp+xa(trace),'r-','linewidth',2.0)
end
legend ("FD" ,"FD corrected","Analytic","location","northeast
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Il)

title('P P P-wave Dispersion Correction')

hold off
yA

axis xy

ylabel ('Phi (deg) ');
xlabel ('time (sg)');

%nwpl=1; nwp2=nt/2;
%nwsl=nt/2; nws2=nt;
nwpl1=0.02/dt; nwp2=0.05/dt;
nwsl1=0.06/dt; nws2=0.09/dt;

for trace=1:ntr,

1l2errvzs (trace)=sqrt(sum((Seisvzf (nwsl:nws2,trace)-vz(
nwsl:nws2,trace)) ."2))/sqrt(sumn((vz(nwsl:nws2,trace))
.72));

12errvxs (trace)=sqrt (sum((Seisvxf (nwsl:nws2,trace)-vx(
nwsl:nws2,trace)).”2))/sqrt(sun((vx(nwsl:nws2,trace))
.T2));

12errp(trace)=sqrt(sum((Seispp (nwpl:nwp2,trace)-p(nwpl:
nwp2,trace)) .”2))/sqrt(sum((p(nwpl:nwp2,trace)).”2));

l12errvzcs (trace)=sqrt(sum((Seisvzfcs (nwsl:nws2,trace)-vz(
nwsl:nws2,trace)).”2))/sqrt(sumn((vz(nwsl:nws2,trace))
.72));

l2errvxcs (trace)=sqrt (sum((Seisvxfcs(nwsl:nws2,trace)-vx(
nwsl:nws2,trace)) ."2))/sqrt(sumn((vx(nwsl:nws2,trace))
.72));

l2errpc(trace)=sqrt(sum((Seisppc (nwpl:nwp2,trace)-p(nwpl:
nwp2,trace)).”2))/sqrt(sum((p(nwpl:nwp2,trace)).”2));

l2errvzp(trace)=sqrt (sum((Seisvzf (nwpl:nwp2,trace)-vz(
nwpl:nwp2,trace)).”2))/sqrt(sum((vz (nwpl:nwp2,trace))
.T2));

12errvxp(trace)=sqrt(sum((Seisvxf (nwpl:nwp2,trace)-vx(
nwpl:nwp2,trace)).”2))/sqrt(sumn((vx(nwpl:nwp2,trace))
272))5

l2errvzcp(trace)=sqrt(sum((Seisvzfcp(nwpl:nwp2,trace)-vz(
nwpl:nwp2,trace))."2))/sqrt (sum((vz (nwpl:nwp2,trace))
.T2));

12errvxcp(trace)=sqrt(sum((Seisvxfcp(nwpl:nwp2,trace)-vx(
nwpl:nwp2,trace)) .”2))/sqrt(sumn((vx(nwpl:nwp2,trace))
.72));

figure; hold on

plot (phi,l2errvzs, 'k*',phi,l2errvxs, 'r*','linewidth',2.0)
plot (phi,l2errvzcs, 'k+',phi,l2errvxcs, 'r+','linewidth' ,2.0)
legend ("Vz S","Vx S8","Vz ¢ S","Vx c 8","location","northeast

|I)
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title('S-wave force source L2 error before and after
dispersion correction')
hold off

figure; hold on

plot (phi,l2errvzp, 'k*',phi,l2errvxp, 'r*','linewidth',2.0)

plot (phi,l2errvzcp, 'k+',phi,l2errvxcp, 'r+','linewidth' ,2.0)

legend ("Vz P","Vx P","Vz ¢ P","Vx c P","location","northeast
")

title('P-wave force source L2 error before and after
dispersion correction')

hold off

figure; hold on
plot (phi,l2errp, 'k*',phi,l2errpc, 'r*', 'linewidth',2.0)
legend ("P","P c","location","northeast")
title('P-wave Pressure source L2 error before and after
dispersion correction')
hold off

figure; hold on

for trace=1:ntr
plot (t,Seispp(:,trace)-p(:,trace), 'k--"','linewidth',2.0)
plot (t,Seisppc(:,trace)-p(:,trace),'b-"','linewidth',2.0)
end
legend ("FD - Analytic","FD corrected - Analytic","location
","northeast")
title('Pressure Explosion source P-wave Dispersion
Correction, Difference to Analytic solution')

hold off

axis xy
ylabel ('Amplitude');
xlabel('time (s)');

function [W] = source(xs,zs,ax,az,r,nx,nz)

%Calculate wieights for the spatial distribution of the
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source centered at
% xs,zs

W=zeros (nx,nz) ;
%W(xs,zs)=1.0;

ax or az greater 0.5")

if ((abs(ax)>0.5) || (abs(az)>0.5))
disp("Warning from source.m:
end
if r==0,
ax=0.0;
az=0.0;
r=1;
end

for k=xs-r+1l:xs+r
for l=zs-r+l:zs+r
%Sinc function in x
x=k-xs-ax;
sx=sincc(x);

%Sinc function in =z
z=1l-zs-az;
sz=sincc(z);

W(k,l)=sx*sz;

end
end

% for k=1:nx

yA for 1l=1:nz

% %Sinc function in x
% x=k+ax-xs;

% sx=sincc(x);

yA

% %Sinc function in =z
% z=l+az-zs;

% sz=sincc(z);

pA

% W(k,1l)=sx*sz;

% end

% end

end
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YA

% % Kaiser window in x

% Kx=1.0;

% if kaiser,

% if (abs(x)<=r),

b y=b*sqrt (1-((x*x)/(r*r)));

% Kx=besseli(0,y)/besseli(0,b);
% %Kx=1.0;

pA else

b Kx=0.0;

% end

yA end

function [W] = sourceKoene(xs,zs,ax,az,r,nx,nz,a,dx,dz) %FD-

Konsistente -Methode (Koene)

%#Calculate wieights for the spatial distribution of the
source centered at
% xs+ax,zs+az

W=zeros (nx,nz) ;
L=length(a);

if ((abs(ax)>0.5) || (abs(az)>0.5))
disp("Warning from source.m: ax or az greater 0.5")
end

for k=1:nx
for 1=1:nz
x=k-xs-ax;

sx=0;
z=1l-zs-az;
sz=0;
for i=1:L

hsx=sx+(a(i)*(i-0.5)*(sincc(pi*(x/dx+i-0.5))+
sincc(pi*(x/dx-i+0.5))))/dx; %(A1)

%hsz=sz+(a(i)*(1i-0.5)*(sincc(pi*x(z/dz+i-0.5))+
sincc(pi*(z/dz-i+0.5))))/dz; %(A1)

sx=sx+(a(i)*(i-0.5) *(sincc(pi*(x+i-0.5))+sincc (pi
*(x-i+0.5))))/dx; (A1)

sz=sz+(a(i)*(i-0.5)*(sincc(pi*(z+i-0.5))+sincc (pi
*(z-1+0.5)))) /dz; (A1)

Wx=s8x;
Wz=sz;

W(k,1l)=Wx*xWz;
end
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end

end

function [p,t]l=GF2Dac(fc,c,R,dt,T)
n2ft=T/dt;

t=(1:n2ft) *dt;
fnyq=1/(2%dt) ;

tsour=1/fc;
tau=pi*(t (1:(2*xround (tsour/dt)))-tsour)/tsour;

delay=1.0/fc; shift=0.0/fc; ts=t-delay-shift; tau=pi*fc*ts;
pt0=(1.0-2.0*%tau.*tau) .*exp(-tau.*xtau);

PTO=fftshift (fft (pt0,n2ft));
f=fnyqx(-n2ft/2:n2ft/2-1) /(n2ft/2);
w=2*pix*xf;

w(n2ft/2+1)=w(n2ft/2);

k=w./c;

I2D=sqrt (2.0%pi./(k*R));
I2D=I2D.*exp (-i*k*R-pi/4.0);

P2D=I2D.*PTO;

p2D=real (ifft (ifftshift (P2D) ,n2ft));
p=p2D;

function [vx,vy,t]=GF2Del(fc,vp0,vsO,rho,dt,T,x,y)
n2ft=T/dt;

t=(1:n2ft)*dt;
fnyq=1/(2*dt);

tsour=1/fc;
tau=pi*(t(1:(2*round (tsour/dt)))-tsour)/tsour;

delay=1.0/fc; shift=0.0/fc; ts=t-delay-shift; tau=pi*fcx*ts;
s=(1.0-2.0*tau.*tau) .*exp(-tau.*tau);
hs=tau.*exp(-tau.*tau);

tO=delay;

S=fftshift (fft(s,n2ft));
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f=fnyq*(-n2ft/2:n2ft/2-1)/(n2ft/2);
w=2*pixf;
w(n2ft/2+1)=w(n2ft/2);

vp=zeros (n2ft)+vpo;
vs=zeros (n2ft)+vs0;

F=1.0;

% correct for staggered FD position of vx shifted by +dh/2 in
X

% and -dh/2 in =z

% ony for x-component ul

dh=1.0;

% x2=x;

% y2=y-dh/2;
% x1=x-dh/2;
% yl=y-dh/2;
% x1=x-dh/2;
% yl=y+dh/2;
x1=x;x2=%x;

yl=y;y2=y;
ri=sqrt(x172+y172); % Distance to the receiver for ul
r2=sqrt (x272+y272) ; % Distance to the receiver for u2

%% Green's functions (CORRECTED, as appear in Carcione (2002)
)
for j=1:length(w)
if w(j)>0
Gl=-i*pi/2*x(1/vp(j) "2*besselh(0,2,(w(j)*r1/(vp(jl)))+

1./(w(j)*rixvs(j))*besselh (1,2, (w(j)*r1/(vs(j))))
1./(w(j)*ri*vp(j))*besselh(1,2,(w(j)*r1/(vp(j))))

)
G2=i*pi/2*(1/vs(j) "2*besselh (0,2, (w(j)*r2/(vs(j))))-

1./(w(j)*r2*xvs(j))*besselh (1,2, (w(j)*r2/(vs(j))))
+ ...
1./(w(j)*r2*vp(j))*besselh (1,2, (w(j)*r2/(vp(j))))
)
ul (j)=F/(2*xpi*rho) *(x1*xyl/r172)*(G1+G2) ;
u2(j)=F/(2*xpi*xrho) *(1/r272) *(y2~2*xG1-x272%G2) ;
end
end
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%Ricker type source
hS=sqrt(pi)*w. 2/ (4x(pi*fc)~3) .xexp(-i*w*t0) .*xexp(-w. 2/ (4x(
pi*fc)~2));

%% Construction of the w-space displacements
PHI_DX=ul.x*S;
PHI DY=u2.%*S;

%% Construction of the w-space velocities
%PHI VX=PHI DX.*i.*w;
%PHI_VY=PHI DY.*i.*w;

%% FFT of the PHI functions to obtain solution
Sol _x=real ((ifft(fftshift (PHI DX))))/dt;
Sol_y=real ((ifft(fftshift (PHI_DY))))/dt;

%% Same for the velocities
%Vel x=real ((ifft (fftshift (PHI _VX))))/dt;
%Vel _y=real ((ifft (fftshift (PHI_VY))))/dt;

vx=So0l_x;
vy=Sol_y;

BTl ts ol tsTohots Dol toTo o

%% REFERENCES %%

Dottt TotsTote Dot Do %o %o

% (1) "WAVE PROPAGATION SIMULATION IN A LINEAR VISCOELASTIC
MEDIUM", Carcione et al. (1988)

pA

% (2) "WAVE FIELDS IN REAL MEDIA: WAVE PROPAGSTION IN
ANISOTROPIC, ANELASTIC

% AND POROUS MEDIA", Carcione (2002)

pA

% (3) "THE FINITE DIFFERENCE METHOD FOR SEISMOLOGISTS: AN
INTRODUCTION",

% Moczo et al. (2005)

yA

% (4) "INCORPORATION OF ATTENUATION INTO TIME-DOMAIN
COMPUTATIONS OF

% SEISMIC WAVE FIELDS", Emmerich & Korn (1987)

function sc=dispcorrection(s,t,dx,dz,kh,r,v,a,dh)

M=length(a) ;

theta=atan2 (dx,dz);
radius=sqrt (dx . 2+dz."2);
khx=kh#*sin (theta) ;
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khz=kh*cos (theta) ;

S1=0;S52=0;

for m=1:M,
S1=S1+(a(m)*sin((m-0.5)*abs (khx)));
S2=82+(a(m)*sin((m-0.5) *abs (khz)));

end

D=2.0*asin(r*sqrt ((S1.xS1)+(82.%S52))) ./ (abs(kh)*r);
dc=v*x(1.0-D);
tshift=radius*dh*((1.0./(v+dc))-(1.0./v));

ns=length(s);
dt=t(2) -t (1) ;

f=(-ns/2:ns/2-1)/(dt*ns) ;

% Phase correction
w=2.0*pixf;
FA=exp(-1i*w.*xtshift);

FA(ns/2+1)=(FA(ns/2+2)+FA(ns/2))/2.0;

s=real (s);
S=fftshift (fft(s));

SC=FA.*S;
sc=ifft(ifftshift (SC));

sc=real(sc);

% if (size(s,1)~=1) % Signal was passed in a column
vector
% sc=sc';

% end

function s=Ricker(t,fc,shift)

ns=length (t) ;

s=zeros (ns) ;

delay=1.0/fc; ts=t-delay-shift; tau=pixfcx*ts;
%s=(1.0-2.0*tau.*tau) .*xexp(-tau.*xtau) ;

% integrated:

s=tau.xexp(-tau.*tau);
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