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Zusammenfassung

Das Minimum Spanning Tree (MST) Problem sucht fiir einen ungerichteten und
(kanten-)gewichteten Eingabegraphen G = (V, E) nach einem Baum 7' = (V, E' C
E), welcher alle Knoten aus V' verbindet und minimales Gewicht besitzt.

Wir beschéftigen uns mit der Frage, wie MSTs auf Supercomputern mit mehre-
ren tausend Prozessoren effizient berechnet werden kénnen. Solche Supercomputer
sind verteilte Systeme, in welchen die Prozessoren nicht iiber den geteilten Speicher
(shared-memory), sondern mittels dedizierter Nachrichten tiber Hochleistungsnetz-
werke kommunizieren. Dadurch ergeben sich deutlich andere Anforderungen an ef-
fiziente Algorithmen als in herkémmlichen shared-memory Systemen.

Unsere Arbeit beruht auf den Algorithmen von Dehne et al. [6] und Adler et al. [1].
Diese Algorithmen arbeiten auf einem verteilt vorliegenden Eingabegraphen, wobei
jeder Prozessor |F|/p Kanten erhélt. Zusétzlich muss die Knotenmenge auf allen p
Prozessoren repliziert werden konnen. Dafiir muss die Anzahl an Kanten um den
Faktor p grofler sein als die Knotenmenge (|V| < |E|/p).

Auf diesen ,dichten“ Graphen hab wir vier verteilte MST Algorithmen implemen-
tiert, weitere Verbesserungen fiir die Praxis vorgenommen und auf iiber zweitausend
Prozessoren evaluiert.
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1 FEINFUHRUNG

1 Einfiihrung

Das MST Problem zahlt zu den fundamentalsten Graphenproblemen tiberhaupt und bietet
Raum fir viele algorithmische Ansétze. Neben der Bedeutung in der Algorithmentheorie ist
das MST Problem auch in der Praxis relevant und findet in verschiedenen Bereichen breite
Anwendungen. Dazu gehoren beispielsweise Clustering [3], Bildsegmentierung [21] und Netz-
werkplanung [14].

Abbildung 1 zeigt links einen ungerichteten und gewichteten Eingabegraphen, mittig einen
beliebigen dazugehorigen Spannbaum und rechts den Minimalen Spannbaum.

Spannbaum [ Minimaler Spannbaum
(Gewicht = 24) (Gewicht = 15)

2020)

Eingabegraph

2

3

@

Abbildung 1: Beispiel fiir einen Graphen mit entsprechendem MST

1.1 Motivation

Graphen geben uns eine universelle und effiziente Moglichkeit verschiedene Sachverhalte fiir den
Computer einfach darzustellen. Fiir grofie und komplexe Probleme kann der resultierende Graph
enorme Groflen annehmen. Um trotzdem noch solche Eingaben schnell genug zu verarbeiten,
reichen sequenzielle Algorithmen nicht aus. Durch die parallele Ausfithrung von mehreren Pro-
zessoren, kann eine wesentliche Beschleunigung erzielt werden. Bei typischen shared-memory
Systemen, konnen alle Prozessoren gemeinsam auf denselben Hauptspeicher lesend oder schrei-
bend zugreifen. Das ermoglicht einerseits eine relativ einfache Implementierung, da jeder Pro-
zessor die gleichen Informationen besitzt. Anderseits bedeutet das fiir sehr grofie Eingaben,
dass ein einzelner , gigantischer“ Hauptspeicher notig ist. Dieser muss nicht nur den gesamten
Graphen auf einmal speichern kénnen, sondern gegebenenfalls ein Vielfaches davon, da bei der
Verarbeitung zusétzliche Datenstrukturen oder Ahnliches notwendig sind.

Weil Hauptspeicher in diesem Ausmaf in der Realitit zu teuer und unrealistisch zu realisieren
sind, arbeiten wir auf Supercomputern mit verteiltem Speicher. Auf diesen Supercomputern
besitzt jeder Prozessor seinen eigenen Speicherbereich, sodass gezielt eine bestimmte Anzahl
an Prozessoren fiir eine Aufgabe ausgewéhlt werden kann und trotzdem immer gleich viel Spei-
cher fiir jeden Prozessor zur Verfiigung steht. Das ermoglicht also eine parallele Bearbeitung
auf sehr grofien Eingaben, indem diese auf allen Prozessoren (moglichst) gleichméBig aufgeteilt
werden.

Aber auch fiir vergleichsweise kleinere Eingaben sind schnelle verteilte Algorithmen sehr rele-
vant. Man kann beispielsweise beobachten, dass viele gut skalierende Simulationen Probleme
damit haben, ihre (deutlich kleinere) Datenanalyse effizient auszuwerten. Dies wiederum min-
dert die eigentlich sehr gute Skalierung. Manche von diesen Analyse Problemen konnen als
Graphenprobleme umformuliert werden, die in wenigen Millisekunden auf den Daten, die von
hoch parallelisierten Maschinen entstehen, gelost werden miissen. Da in diesem Fall die Da-
ten bereits verteilt vorliegen, eignen sich verteilt parallele Algorithmen fiir diese Auswertung
besonders.
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1.2 Problemstellung

Im Gegensatz zu Systemen mit geteiltem Speicher, wird bei distributed-memory die Eingabe
auf alle Prozessoren verteilt. Das hat zur Folge, dass jeder Prozessor nur Sicht auf seine eigenen
(lokalen) Daten hat und mit anderen Prozessoren kommunizieren muss, um an die gesamten
(globale) Informationen zu gelangen. Diese Kommunikationsvorgénge spielen eine erhebliche
Rolle bei verteilt parallelen Algorithmen. Besonders bei Ausfithrungen mit mehreren tausend
Prozessoren kann sowohl die Nachrichteniibertragung als auch notwendige Synchronisationen
eine grofle Auswirkung auf die Laufzeit haben. Die von uns implementierten Algorithmen miis-
sen also diese Aufwinde explizit beriicksichtigen und ihre Arbeitsweise so gut wie moglich
darauf anpassen.

Auflerdem ist es nicht immer eindeutig, wie man den Eingabegraph am besten auf alle Prozes-
soren aufteilt. Zum Beispiel kénnen auf manchen diinn besetzten Graphen (|V| > |E|), alle
Kanten auf jedem Prozessor gespeichert werden, aber nicht unbedingt alle Knoten. Ein verteil-
ter MST Algorithmus muss in diesem Fall unterschiedlich arbeiten als auf anderen Eingaben,
weil die lokale Sicht der Daten ein Ausschlaggebender Faktor fiir das Vorgehen ist.

In dieser Arbeit befassen wir uns nur mit einer bestimmten Familie von Graphen, um dieses
Problem einheitlich zu betrachten. Im Gegensatz zum eben genannten Beispiel, arbeiten die fiir
uns relevanten Algorithmen nur auf Graphen, bei denen die Knotenmenge auf allen Prozessoren
repliziert werden kann. Das bedeutet jeder Prozessor kennt alle Knoten, aber nur m/p Kanten.
Das ist der Fall, wenn die Anzahl an Kanten um den Faktor p grofler ist als die Knotenmenge.
Da in diesem |V| < |E|/p ist, also insbesondere |V| < |E| gilt, nennt man den Graphen dicht.
Auf  kleineren“ Eingaben funktionieren die Algorithmen auch mit |V| > |E|, da auch hier die
Knotenmenge in den Speicher von allen Prozessoren passt. Allerdings sind sie in der Praxis auf
dichteren Graphen am effizientesten, wie in Kapitel 6 zu sehen ist.

1.3 Ubersicht

Sequenzielle MST Berechnungen spielen auch in verteilten Algorithmen eine wichtige Rolle fiir
die (lokale) Ausfiihrung auf einzelnen Prozessoren. In Kapitel 2 klaren wir notwendige Grund-
lagen zu minimalen Spannbdumen und den klassischen sequenziellen MST Algorithmen von
Kruskal, Boriivka sowie Jarnik und Prim. Hier stellen wir auch FILTER-KRUSKAL, als eine in
der Praxis effizientere Variante von Kruskals Algorithmus vor.

Lokalen Berechnungen sind auch wesentlicher Bestandteil fiir MERGE-LOCAL-MST, einer von
vier verteilten parallelen Algorithmen, die wir in Kapitel 4 vorstellen. MERGE-LOCAL-MST
berechnet schrittweise auf jedem Prozessor einen MST und fiigt diese anschliefend zusammen.
Da sich Bortivkas Algorithmus sehr effektiv parallelisieren lasst, bildet dieser das Herzstiick fiir
BORUVKA-ALLREDUCE. Dieser Algorithmus nutzt das Vorgehen Bortivkas Algorithmus, wobei
in jeder Iteration ein Allreduce Aufruf durchgefithrt wird. Ein Allreduce sammelt von allen
Prozessoren Daten, fiihrt sie zusammen und sendet sie anschlieBend wieder zurtick.

Um die Vorteile von BORUVKA-ALLREDUCE und MERGE-LOCAL-MST zu kombinieren ha-
ben wir BORUVKA-THEN-MERGE und BORUVKA-MIXED-MERGE implementiert. Dabei be-
steht BORUVKA-THEN-MERGE aus einer Reiche an Iterationen von BORUVKA-ALLREDUCE
gefolgt von MERGE-LOCAL-MST. BORUVKA-MIXED-MERGE hingegen, fiihrt abwechselnd
BORUVKA-ALLREDUCE und MERGE-LOCAL-MST aus.

Theoretische Laufzeitschranken kénnen in der Praxis nicht immer vorhersagen welcher Algorith-
mus am besten funktioniert, da dies stark von der Implementierung und den auftretenden Fin-
gaben abhiangt. Aulerdem stimmen die theoretischen Modelle nicht mit den real-existierenden
Maschinen iiberein. Wahrend z.B in theoretischen Analysen die Anzahl an Kanten, Knoten
und Prozessoren gegen unendlich gehen, sind die Prozessoren in der Praxis nicht so zahlreich
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verflighar. Auch Effekte in der Praxis wie Cache Effizienz werden fiir theoretische Algorithmen
selten in Betracht gezogen, obwohl diese massive Unterschiede erzielen konnen. Daher werden
in Kapitel 5 die wesentlichen Faktoren unserer Implementierung genannt und besprochen auf
welchen Eingaben wir unsere Algorithmen ausfiihren.

Eine praktische Evaluation zu den verwendeten Algorithmen, mit bis zu 2048 Prozessoren, ist
in Kapitel 6 aufgefithrt. Hierbei vergleichen wir die jeweiligen Laufzeiten auf drei verschiede-
nen Graphtypen und priifen mit welchen Parametern die Algorithmen am effizientesten sind.
Zusatzlich zeigen wir die Auswirkung von lokalen MST Berechnungen und inwiefern das Uberla-
gern von Nachrichten die Laufzeit einer Iteration von BORUVKA-ALLREDUCE verbessern kann.
In Kapitel 7 besprechen wir schliellich die gesammelten Ergebnisse und erortern weitere Ver-
besserungen fiir mogliche weitere Arbeiten.
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2 Theoretische Grundlagen

2.1 Minimaler Spannbaum (MST)

In der Graphentheorie versteht man unter einem Graph G = (V, E) eine Menge von Knoten
(Vertices) und Kanten (Edges), die eine Verbindung zwischen zwei Knoten darstellen. Insbe-
sondere gibt |V'| oder auch n die Anzahl an Knoten an und |E| bzw. m die Anzahl an Kanten.
Zusétzlich kénnen Kanten noch ein Gewicht (oder Kosten) enthalten. Im Allgemeinen sind
Kanten bei dem MST Problem ungerichtet, das bedeutet, dass jede Kante {s,¢} sowohl von
Knoten s nach t, als auch von ¢ nach s durchlaufen werden kann. Wir gehen im Folgenden
immer von ungerichteten Graphen als Eingabe aus.

Ein minimaler Spannbaum (engl. Minimum Spanning Tree oder kurz MST) ist die Teilmenge
eines Graphen, bei dem alle Knoten miteinander verbunden sind und die Summe aller Kan-
tengewichte minimal ist. Besteht der Eingabegraph aus einer einzigen Komponente, so ist das
Ergebnis einer MST Berechnung ein einzelner Baum. Also ein Graph mit genau n — 1 Kanten,
bei dem alle Knoten iiber einen eindeutigen Pfad aus Kanten verbunden sind. Ist der Graph
nicht zusammenhangend, also besteht er aus mehr als einer Komponente, dann kann iterativ
auf jeder Komponente eine MST Berechnung durchgefiihrt werden. Das Ergebnis ist in diesem
Fall ein minimaler Spannwald (engl. Minimum Spanning Forest). Um also immer einen MST
als Ergebnis zu erhalten, konnen wie ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass der
Eingabegraph aus genau einer Komponente besteht.

Der MST eines Graphen ist nicht immer eindeutig. Hat beispielsweise jede Kante in einem
Graph Gewicht 1, so kann es eine Vielzahl an unterschiedlichen MSTs geben, wenn es mehrere
Moglichkeiten gibt die Knoten miteinander zu verbinden. Der resultierende MST ist eindeutig,
wenn jedes Kantengewicht im Graphen hochstens ein Mal vor kommt [19].

2.2 Schnitt- und Kreiseigenschaft

Die Schnitteigenschaft, zusammen mit der Kreiseigenschaft, bilden wichtige Merkmale fiir die
Auswahl von MST Kanten in einem Graph. Anhand dieser Eigenschaften konnte die Korrektheit
von verschiedenen MST Algorithmen bewiesen werden. In Kapitel 4.1.3 wird die Kreiseigen-
schaft benutzt, um die Korrektheit eines verteilten Algorithmus zu begriinden.

Theorem 1. Schnitteigenschaft

Sei S1,S52 C V mit S;US; =V und S; NSy = . Die (Schnitt-) Menge an Kanten, die
zwischen S und S; verlaufen, nennen wir F,. In diesem Fall besagt die Schnitteigenschaft,
dass die Kante e € E mit dem geringsten Gewicht aus Es immer Teil des MSTs von G ist.

In Abbildung 2 sind die Teilmengen S; = {A, D, E} und Sy = {B, C, F'}, sowie die zugehorige
Schnittmenge Fy = {(A, B,7),(B, E,6),(C, E,5)(E, F,3)} zu sehen. Nach der Schnitteigen-
schaft gehort die Kante e = (E, F, 3) auf jeden Fall zum MST von G, da e minimales Gewicht
in E; hat.

11
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Abbildung 2: Beispiel fiir die Schnitteigenschaft

Theorem 2. Kreiseigenschaft

Sei K C E ein beliebiger Kreis des Graphen G. Dann besagt die Kreiseigenschaft, dass die
Kante e € K, mit dem hochsten Gewicht aus K, nicht im MST von G enthalten ist.

Wir sehen in Abbildung 3 einen Graphen mit eingefarbten Kreis K = {(A, B, 7), (B, C,2),(C, E,5),
(D, E,4),(A,D,1)}. Wir wissen also nun, dass die Kante (A, B,7) nicht zum MST gehoren
kann, da sie die Kante mit dem hochsten Gewicht in K ist.

Abbildung 3: Beispiel fiir die Kreiseigenschaft

Einen Beweis fiir die Kreis- und Schnitteigenschaft findet man beispielsweise im Buch von
Sanders et al. [19].

2.3 Sequenzielle Algorithmen

Auch wenn wir uns im Folgenden nur mit verteilt parallelen Algorithmen auseinandersetzen,
spielen auch lokale MST Berechnungen bei diesen eine wichtige Rolle.

Die Algorithmen von Kruskal [13], Jarnik und Prim [16] sowie Bortvka [4] bilden die bekann-
testen sequenziellen MST Algorithmen.

Boruvkas Algorithmus wurde in 1926 veroffentlicht und ist damit der dlteste MST Algorithmus.
Dieser fiigt in jeder Iteration die leichtesten inzidenten Kanten aller Knoten zum MST hinzu
und kontrahiert anschliefend den Graph, bis nur noch ein Knoten iibrig ist. Die Laufzeit liegt
dabei in O(nlog(m)). Ein ausschlaggebender Vorteil von Borivkas Algorithmus ist, dass man
ihn sehr einfach und effektiv parallelisieren kann.

Der Jarnik-Prim Algorithmus wurde 1930 von Jarnik entwickelt und 1957 von Prim wieder
entdeckt. Er nutzt die Schnitteigenschaft aus, um den MST zu berechnen. So startet der Algo-
rithmus mit einem beliebigen Knoten von G und fiigt in jeder Iteration, die leichteste Schnitt-
kante zwischen den bisher hinzugefiigten Knoten und dem restlichen Graphen hinzu. So wer-
den nach der Schnitteigenschaft in jedem Schritt eine MST-Kante und ein Knoten hinzugefiigt,

12
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solange bis alle Knoten hinzugefiigt wurden. Unter Verwendungen einer geeigneten Prioritéts-
warteschlange (z.B Fibonacci Heaps) liegt die Laufzeit von Jarnik und Prims Algorithmus in
O(m + nlogn).

1956 hat Kruskal seinen Algorithmus entwickelt, welcher nach und nach die leichteste Kante des
Graphen zum MST hinzufiigt, sofern sie keinen Kreis im Graphen schliefft. Mit einer Laufzeit
von O(mlogm) ist Kruskal auf ausreichend dichten Graphen asymptotisch ineffizienter als
Jarnik-Prim oder Bortvka. Allerdings zeigen Osipov et. al [15], dass (Filter-)Kruskal in der
Praxis fiir viele Graphinstanzen effizienter ist als Jarnik-Prim. Zusétzlich ist Kruskal einfacher

zu Implementieren. Aus diesen beiden Griinden nutzen wir im Folgenden ausschlieSlich Kruskal
(bzw. Filter-Kruskal) fiir lokale MST Berechnungen.

Boruvkas Algorithmus bildet in Kapitel 4 eine wichtige Basis fiir die verteilten Algorithmen, wo-
bei Kruskal fiir die lokalen MST Berechnungen am effizientesten ist. Da uns Jarnik-Prim keinen
ausschlaggebenden Vorteil bietet, betrachten wir diesen nicht weiter und gehen im Folgenden
genauer auf das Vorgehen von Bortivkas und Kruskals Algorithmus ein.

2.3.1 Bortivkas Algorithmus

Zu Beginn jeder Iteration von Boruvkas Algorithmus wird fiir jeden Knoten, die inzidente Kante
mit dem geringsten Gewicht zum MST hinzugefiigt. Als ndchstes werden alle Knoten, die iiber
diese leichtesten inzidenten Kanten verbunden sind, kontrahiert und die noch iibrigen Kanten
entsprechend umbenannt.

Bei der Umbenennung entstehen dann gegebenenfalls mehrmals die gleichen (parallele) Kan-
ten, von denen man alle, bis auf die leichteste, entfernen kann. Das Entfernen der parallelen
Kanten ist hierbei fiir die Korrektheit des Algorithmus nicht zwangslaufig nétig, kann aber in
der Praxis die folgenden Iterationen beschleunigen.

Dieses Vorgehen wiederholen wir so oft, bis nur noch ein Graph mit einem Knoten iibrig ist.
Da bei einer Kontraktion des Graphen, immer mindestens zwei Knoten entlang einer Kante
kontrahiert werden, verringert sich in jeder Iteration die Anzahl an Knoten um mindestens
die Halfte. Damit sind hochstens log(n) Iterationen notwendig, um den MST zu berechnen. In
jeder Iteration werden alle m Kanten einmal durchlaufen um die leichtesten inzidenten Kanten
zu finde und ein weiteres Mal um diese umzubenennen. Die Kontraktion des Graphen ist in
O(n) C O(m) moglich. Die gesamte Laufzeit von Boruvkas sequenziellen Algorithmus liegt
damit in O(mlog(n)).

Aufgrund der Umbenennung der Kanten muss man allerdings zum Schluss diese wieder in ihre
Ursprungsform bringen, sofern man nicht nur am Gewicht interessiert ist.

Der Pseudocode zu einer parallelen Variante von Bortuvka findet sich bei Algorithmus 7. In
Abbildung 4 ist ein schematischer Durchlauf zu sehen. Hier werden in der ersten Iteration von
Boruvka die Kanten (A, D, 1), (B, C,2) und (E, F,3) zum MST hinzugefiigt und die jeweiligen
Knoten zusammengefasst. Damit sind im néchsten Schritt nur noch 3 Knoten iibrig, wobei hier
die Kanten (AD, EF,4) und (BC, EF,5) zum MST gehoren. Anschlieflend konnen alle Knoten
zu einem kontrahiert werden, der Algorithmus terminiert und liefert den MST mit Gewicht 15.

13



2 THEORETISCHE GRUNDLAGEN

Abbildung 4: Beispieldurchlauf von Bortivkas Algorithmus

2.3.2 Kruskals Algorithmus

Als erstes sortiert Kruskals Algorithmus alle Kanten aufsteigend nach Kantengewicht. Anschlie-
Bend wird fiir jede Kante {s,t} tiberpriift, ob die Knoten s und ¢ bereits tiber andere Kanten
verbunden sind. Ist das der Fall, so schliet diese Kante einen Kreis, da s und ¢ bereits iiber
einen anderen Pfad verbunden sind. Wegen der Sortierung ist diese Kante im Kreis diejenige
mit dem gréfiten Gewicht und kann nach der Kreiseigenschaft verworfen werden. Andernfalls
wird die Kante zum MST hinzugefiigt.

Um effizient zu tberpriifen ob s und ¢ bereits in derselben Komponente liegen, wird héu-
fig die UnionFind Datenstruktur verwendet. Diese Datenstruktur verfiigt tiber die Operation
union(s,t) und find(s), welche zwei Knoten zur selben Zusammenhangskomponente hinzufiigt
(union) oder tiberpriift (find) in welcher Zusammenhangskomponente ein Knoten bereits ent-
halten ist. Eine union bzw. find Operation benétigt O(log(n)) Operationen, so dass der Krus-
kal Algorithmus O(m(log(m)) Operation zum Sortieren, gefolgt von O(n) union und O(m)
find Operationen benétigt. Insgesamt hat Kruskals Algorithmus eine amortisierte Laufzeit von
O(m - a(m,n)), wobei a die inverse Ackermann-Funktion ist. Der folgende Pseudocode von
Algorithmus 1 zeigt das Vorgehen von Kruskal.

Algorithmus 1 Kruskal(V, E, UF: UnionFind): Kantenliste
1: MST: Kantenliste

2: Fyorieq < sortiere E aufsteigend nach Kantengewicht
3: for each e = (s,t,w) € Esprieq do

4:  if UF find(e.s) # UF.find(e.t) then

5. MST « MST Ufe}
6
7
8
9

UF.union(e.s, e.t)
end if
: end for
: return MST

14
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2.4 Filter-Kruskal

Der FILTER-KRUSKAL Algorithmus [15] ist eine Abwandlung von Kruskals Algorithmus und
dient ebenso zur sequenziellen Berechnung von MSTs. Die Idee ist es den Hauptaufwand von
Kruskal, dem Sortieren der Kanten, in der Praxis zu verbessern.

Hierfiir wird ein Ansatz dhnlich zum quick-sort Algorithmus [9] verwendet:

Zunachst wird eine zuféllige Kante als Pivot ausgewéhlt und die zu sortierende Kantenmenge
in zwei Mengen F< und E-. aufgeteilt. Wobei in F- alle Kanten mit einem grofleren Gewicht,
als die Pivotkante enthalten sind und in E< die iibrigen Kanten. Ist E< klein genug, so wird auf
dieser Menge der normale Kruskal ausgefiihrt, ansonsten wird erneut eine F< und F~ Menge
gebildet. Auf E. fiithren wir anschlieend einen FILTER-Schritt durch. Dabei wird mithilfe der
UnionFind Datenstruktur iiberpriift, ob Kanten aus dieser Menge bereits nicht mehr benétigt
werden. Schliefllich wird diese Menge (sofern notig) erneut in E< und E- aufgeteilt. Der Wert
fiir die Grenze, die angibt ab wann Kruskals Algorithmus ausgefiihrt wird, kann variieren, sollte
aber in O(n) liegen [15]. Der Pseudocode von Algorithmus 2 zeigt dieses Vorgehen im Detail.

Algorithmus 2 FILTER-KRUSKAL(V, E, UF: UnionFind, Grenze: int): Kantenliste

1: if |E| < Grenze then

2. return Kruskal(V, E, UF)

3: end if

4: pivotGewicht <— Gewicht einer zufélligen Kante e € £
5. E< <+ e € E mit e.w < pivotGewicht

6: F~ < e € E mit e.w > pivotGewicht
7
8
9

: E< <« Filter-Kruskal(V, E<, UF, Grenze)

. E. <« Filter(Es, UF)

. E- < Filter-Kruskal(V, E-, UF, Grenze)
10: return E< U E.

Algorithmus 3 FILTER(E, UF: UnionFind): Kantenliste
1: return e € E mit (UF.find(e.s) != UF find(e.t))

Die erhohte Effizienz in der Praxis stammt daher, dass in vielen MSTs nur leichte Kanten
enthalten sind. In diesem Fall werden ,schweren“ Kanten nicht mit sortiert, sondern iiber den
FiLTER Aufruf vorher entfernt. Die asymptotische Laufzeit ist also identisch zu Kruskal, aber
auf zufélligen Graphen liegt die erwartete Laufzeit in O(m + nlognlog ™) [15].

2.5 Parallele Modelle

Es gibt verschiedene theoretische (Berechnungs-) Modelle, um die Operationen (und Kom-
plexitéit) von parallelen Algorithmen zu beschreiben. Da wir uns mit verteilten Algorithmen
beschéftigen, sind Modelle, die fiir geteilten Speicher entwickelt wurden, wie PRAM (parallel
Random Access Machines) fiir uns nicht ausreichend. Wir wollen die Komplexitiat von Nach-
richteniibertragungen explizit mitberiicksichtigen und betrachten daher im Folgenden das BSP
und «/f Modell.
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2 THEORETISCHE GRUNDLAGEN

2.5.1 Das Bulk Synchronous Parallel Modell

1990 wurde das BSP Modell von Valiant et al. [20] entwickelt, um die Kommunikation und Syn-
chronisation von verteilten Algorithmen beriicksichtigen zu kénnen. In diesem Modell gibt es
eine Maschine mit p Prozessoren, wobei jeder Prozessor seinen eigenen Speicherbereich besitzt.
Zusétzlich gibt es einen Router mit Kommunikationsdurchatz g. Eine Synchronisation kann
alle L Zeitschritte stattfinden. Ein BSP Algorithmus besteht aus einer Reihe von sogenannten
Supersteps, welche von Barrieren-Synchronisationen getrennt sind. Insofern kénnen Nachrich-
ten, die in Superstep i gesendet werden, erst im folgenden Superstep i+1 fiir die Berechnung
verwendet werden. Jeder Superstep i hat einen Aufwand von w; + gh; + L. Dabei ist im i-ten Su-
perstep w; die grofite Anzahl an lokalen Operationen, und h; an gesendeten oder empfangenen
Nachrichten, aller p Prozessoren. Die gesamten Kosten eines Algorithmus sind als W+ gH + LT
angegeben, wobei W = Y, w;, H = >, h; und T die Anzahl an Supersteps ist.

In diesem Modell haben Dehne et al. [6] und Adler et al. [1] die Komplexitét der uns zugrunde
legenden Algorithmen angegeben. Wir werden die Algorithmen zusétzlich im fein-kérnigeren
Alpha-Beta Modell evaluieren, um einen zusétzlichen Einblick in die jeweiligen Laufzeiten zu
erhalten.

2.5.2 Das o/ Modell

Im Gegensatz zum BSP Modell werden im «/f (Alpha/Beta) Modell alle Nachrichteniiber-
tragung zwischen processing elements (PEs) einzeln Beriicksichtigt [19]. Das ermdglicht eine
detailliertere Analyse fiir die Laufzeit und Komplexitit verteilter Algorithmen. Die Ubertra-
gung einer Nachricht der Lange ¢ zwischen zwei PEs benotigt o+ 8¢ Zeit. Wobei « die Zeit fiir
die Initialisierung (Startup) der Ubertragung ist und 3 die Zeit zum Senden einer Dateneinheit
angibt.

2.6 Kollektive Operationen

Kollektive Operationen sind bestimme Aufrufe, die fiir die Kommunikation zwischen PEs ver-
wendet werden. Sie ermoglichen einen einfachen und effizienten Umgang fiir den Nachrichten-
austausch von mehreren PEs. Da kollektive Operationen fiir die Algorithmen ein wichtiger
Bestandteil sind, geben wir nun eine kurze Ubersicht iiber deren Funktionsweise und Komple-
xitat.

2.6.1 Boradcast

Der Boradcast Aufruf wird verwendet, wenn ein PE eine Nachricht der Lénge ¢ mit alle anderen
PEs teilen will. Die untere Schranke fir die Laufzeit ist dabei « + log(p) + ¢ [18]. Die Laufzeit
ergibt sich logarithmisch in der Anzahl p an PEs, da sich die Anzahl an PEs, die die Nachricht
weitersenden konnen, in jedem Schritt verdoppelt.

2.6.2 (All-)Reduce

Angenommen jeder PE i besitzt einen Vektor M; der Lange ¢ von Typ T. Sei zusatzlich
eine assoziative bindre Operation auf dem Datentyp T'. Der Reduce Aufruf fiihrt alle Daten auf
einem PE zusammen und berechnet M := @?—, M;. Ein Allreduce hingegen funktioniert wie
ein Reduce gefoltg von einem Boradcast Aufruf. Das bedeutet nach dem Allreduce Aufruf liegt
M anschlieBend nicht nur auf einem PE, sondern auf allen PE’s vor. Dabei liegt die Laufzeit
von einer Reduce als auch Allreduce Operation in O(alog(p) + £¢) [18].
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3 Verwandte Arbeiten

Da das MST Problem eines der grundlegendsten Graphenprobleme ist, wird sich schon lange
damit beschaftigt, effiziente Algorithmen fiir dieses Problem zu finden. Seitdem die bereits
erwahnten Algorithmen von Kruskal [13], Jarnik und Prim [16] sowie Bortuvka [4] entwickelt
wurden, gibt es viele Arbeiten, die darauf aufbauen.

So hat zum Beispiel in 1995 Karger et al. [11] den KKT-Algorithmus entworfen. Dieser kombi-
niert Bortivka zusammen mit randomisierten Stichproben und effektivem Kanten filtern, sodass
dieser eine erwartete lineare Laufzeit erreicht hat. Ansonsten hat Osipov et al. [15] in 2009 den
Filter-Kruskal Algorithmus entwickelt. Dieser Algorithmus verbessert in der Praxis den hohen
Aufwand des Kanten Sortierens bei Kruskal, weshalb wir ihn auch fir unsere lokale Berech-
nungen weiter verwenden.

Natiirlich gibt es mittlerweile auch eine Vielzahl an parallelen MST Algorithmen. In 2021 hat
Dhulipala [7] eine shared-memory Varainte von Bortuvkas Algorithmus entwickelt. Wobei erst
letztes Jahr Esfahani et al. [12] einen structure aware Algorithmus veroffentlicht hat, der diesen
noch ibertrifft.

Neben diesen shared-memory Varianten gibt es noch weitere parallele Algorithmen, die wie
wir auf geteiltem Speicher arbeiten. So haben Chung et al. [5] in 1996 erstmalige eine ver-
teilte Versions von Boruvkas Algorithmus entwickelt. Nur zwei Jahre spéter veroffentlichten
Dehne und Gétz [6] ihre Algorithmen, auf denen wir mit unserer Arbeit aufbauen. Im selben
Jahr veroffentlichten auch Adler et al. [1] eine &hnliche Reihe an Kommunikationsoptimalen
Algorithmen.

Im Gegensatz zu diesen Algorithmen, die fiir dichte Graphen konstruiert, wurden haben Sanders
und Schimek [17] kirzlich einen generel purpose Algorithmus entwickelt. Dieser beruht auch
auf Bortuvkas Algorithmus und wurde auf iiber 65.000 Prozessoren evaluiert.
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4 Algorithmen

In diesem Kapitel betrachten wir die Funktionsweise, Eigenschaften und Komplexitit der von
uns implementierten verteilt parallelen Algorithmen [1, 6]. Wir gehen ab sofort davon aus, dass
der Graph bereits verteilt auf den PEs vorliegt, welche von 0 bis p — 1 durchnummeriert sind.
Damit ist die lokale Kantenmenge Ey; je nach PE i unterschiedlich (-5 Eu = 0) und es gilt
fiir die globale Kantenmenge FE = Uf:_& Ey;. Am Ende jedes Algorithmus liegt der globale MST
vollstandig auf dem PE mit Identifikator (ID) 0 vor.

4.1 Merge-Local-MST

Die Idee des MERGE-LOCAL-MST Algorithmus ist es schrittweise auf jedem PE einen lokalen
MST zu berechnen und diesen anschliefend mit dem MST von anderen PEs zusammen zu
fassen. Dieser Vorgang wird so lange wiederholt, bis noch genau ein PE mit dem globalen MST
iibrig ist.

4.1.1 Funktionsweise

In jeder Iteration i des MERGE-LOCAL-MST Algorithmus berechnen alle noch aktiven PEs
auf ihren lokalen Kanten einen MST (z.b mittels Kruskal). Anschlieffend empfangt jeder D-
te aktive PE die MSTs von den folgenden aktiven D — 1 PEs. Nachdem ein PE seinen MST
versendet hat, ist dieser anschlielend nicht mehr aktiv und wird nicht weiter bendtigt. Die
restlichen PEs konnen aus den empfangenen Daten nun erneut einen lokalen MST berechnen.
Dieses Vorgehen wird so lange wiederholt bis nur noch ein Prozessor aktiv ist. Dieser berechnet
nun ein letztes Mal einen MST und gibt diesen zurtick.

Wie viele MSTs in jedem Schritt zusammengefasst werden bezeichnen wir als treefacor oder
auch D. Hierbei kann D (kleiner als p) beliebig gewéhlt werden. So kann es vorkommen, dass
in einer Iteration ein PE weniger als D — 1 MSTs empféngt, falls log,(p) ¢ N ist.

Insgesamt sind also [logp(p)| Iterationen nétig. Eine Iteration dieses Verfahrens ist in Algo-
rithmus 4 geschildert und das vollstdndige Vorgehen in Algorithmus 5.

In Kapitel 6.3 arbeiten wir heraus, welche Werte sich fiir D in der Praxis eignen.

Abbildung 5 zeigt, wie das Zusammenfiigen der MSTs fiir 8 PEs mit einem treefactor von 2
funktioniert. Zu Beginn sind alle acht PEs aktiv und in jeder Iteration sendet ein PE seinen
MST weiter, sodass immer D = 2 MSTs verschmolzen werden. So sind z.B nach der ersten
Iteration nur noch die PEs 0, 2, 4 und 6 aktiv und insgesamt nach log,(8) = 3 Iterationen liegt
der globale MST auf PE 0 vor.
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— 00000000

Iteration 3 0 D=

Abbildung 5: Ubersicht zur Verschmelzung von MSTs fiir D = 2

Algorithmus 4 MERGESTEP(V, MST: Kantenliste, D: int)

1: andereMSTs: Liste an Kantenlinsten

2: if (PE ist empfinger) then

3:  andereMSTs <— empfange (biszu) D MST
4: else

5. sende MST zu Empféanger PE

6: return //Dieser PE ist nun inaktiv
7: end if

8: for Kanten € andereMSTs do

9:  MST < MST U Kanten

10: end for

11: MST < localMST(MST, V)

Algorithmus 5 MERGE-LOCAL-MST(V, E, D: int): Kantenliste
MST « localMST(E, V)
for i <— 0 bis |log,(p)] do
MergeStep(V, MST, D)
end for
return MST

4.1.2 Eigenschaften und Komplexitat

Sei m' die maximale Anzahl an lokalen Kanten eines PEs und T}, die Laufzeit fiir eine lokale
MST Berechnung. Dann liegen im a//5 Modell die Kosten fiir das Senden eines MSTs « + ¢,
wobei ¢ die Léange des zu sendenden MSTs ist. Angenommen m > n, so ergibt sich die Laufzeit
einer Iteration durch eine lokale MST Berechnung, gefolgt von D Nachrichteniibertragungen
fiir das Empfangen der MSTs mit einer jeweiligen maximalen Linge von n — 1. In diesem Fall
liegt die Laufzeit fir den ersten MERGESTEP in O(Tseq(n, m') + D(a+ fn)). Im Anschluss halt
jeder aktive PE hochstens n-1 Kanten. Daraus ergibt sich die Gesamte Laufzeit von MERGE-
LOCAL-MST in

O(Tseq(n,m’) +logp(p)(Tseq(n, Dn) + D(a + Bn))).
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4.2 BORUVKA-ALLREDUCE

Sei nach wie vor m > n, dann kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
dass jeder PE nach Iteration i einen MST mit hochstens n-1 Kanten halt. Dann reduziert sich,
in einem weiteren MERGESTEP, die Anzahl der iibrigen Kanten um den Faktor D.

Ein Nachteil dieses Algorithmus ist natiirlich, dass nur im ersten Schritt wirklich alle PEs ge-
nutzt werden und bereits in der néchsten Iteration mindestens die Hélfte inaktiv sind. Aulerdem
ist MERGE-LOCAL-MST auf diinn besetzten Graphen deutlich weniger effektiv. In diesem Fall
werden bei einer lokalen MST Berechnung fast alle Kanten beibehalten, da bei m < n beinahe
alle Kanten zu einem MST dazugehoren.

4.1.3 Korrektheit von lokalen MST Berechnungen

MERGE-LOCAL-MST liefert nur einen korrekten MST, wenn bei lokalen MST Berechnungen
in keinem Fall eine MST Kanten aus dem globalen Graph entfernt wird. Tatséchlich ist diese
Aussage korrekt und wir konnen lokale MST Berechnungen auch bei den folgenden Algorithmen
verwenden.

Angenommen jeder PE i hat auf seinen lokalen Kanten Ej; einen MST berechnet und dabei die
Kanten Eg; entfernt. Das bedeutet, dass fir eine Kante {s,t} € Fg;, die Knoten s und ¢ bereits
lokal tiber einen giinstigeren Pfad verbunden sind. Global betrachtet, kann hochstens noch
besserer Pfad von s nach ¢ gefunden werden, aber die Kante {s,¢} wird nie eine Verbesserung
dafiir sein. Angenommen wir fiigen die Kante {s,t¢} dennoch zum MST hinzu, so schliefit sich
ein Kreis K und die Kante e € K mit dem grofiten Gewicht kann nach der Kreiseigenschaft
verworfen werden. Das grofite Gewicht in K muss aber die Kante {s,t} haben, da sie sonst
bereits in der lokalen MST Berechnung zum MST gehort hétte.

4.2 Boruvka-Allreduce

Der BORUVKA-ALLREDUCE Algorithmus ist eine verteilt parallele Variante von Bortivkas Al-
gorithmus [4].

Jeder PE rechnet die lokalen leichtesten inzidenten Kanten aus und verstdndigt sich mittels
eines Allreduce Aufrufs, um die global leichtesten inzidenten Kanten zu erhalten. Anschlieffend
kontrahiert jeder PE den Graphen wie im sequenziellen Bortivka Algorithmus und fiithrt die Be-
rechnung fort. Der Pseudocode von Algorithmus 7 veranschaulicht dieses Vorgehen zusammen
mit der folgenden Beschreibung der Funktionsweise.

4.3 Funktionsweise

Am Anfang einer Iteration kann jeder PE p; (j € {0,...,p — 1}) auf seiner lokalen Kantenmen-
ge einen MST berechnen. Dieser Schritt ist optional, kann sich aber positiv auf die Laufzeit
auswirken (siehe Kapitel 6.5). Als néchstes berechnet p; fiir jeden Knoten diejenige inzidente
Kante mit dem geringsten Gewicht und schreibt diese in ein Array I der Linge n (Zeile 4 -
11). Dabei steht im i-ten Eintrag von Iy, die leichteste inzidente Kante zu Knoten i. Um das
globalen inzidente Kanten Array E; zu erhalten, nutzen wir die Allreduce Operation, welche
das Array I, von jedem Prozessor als Eingabe bekommt (Zeile 12). Hier werden alle Arrays I,
miteinander verglichen, sodass jeder Prozessor ein Array E; mit den global kleinsten inzidenten
Kanten als Ausgabe erhélt.

Diese Kanten fiigt nur pg zum MST hinzu (Zeile 13 - 15), damit der MST einheitlich vorliegt.
AnschlieBen kontrahiert p; den Graphen (Zeile 20 - 21), genau wie im sequenziellen Fall. Ein
Beispiel zur Kontraktion eines Graphen ist in Abbildung 4 zu sehen. Um herauszufinden welche
Knoten kontrahiert werden kénnen, nutzen wir ein weiteres Array P der Lénge n. Hier schreibt
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p; in den i-ten Eintrag den Vorgangerknoten (parent vertex) des i-ten Knoten (Zeile 17 - 19).
Der Vorganger ist hier der kleinste Knoten, der iiber die leichtesten inzidenten Kanten erreich-
bar ist. Damit kénnen in O(n) alle Knoten mit demselben Vorgénger kontrahiert werden.

Am Ende dieser Iteration kann optional p; noch die iibrigen parallelen Kanten zwischen zwei
Knoten entfernt werden (Zeile 22).

Insgesamt wird das Vorgehen so lange wiederholt, bis nur noch ein Graph mit genau einem
Knoten iibrig bleibt.

Anschliefend muss der berechnete MST noch in die urspriingliche Form zuriick umgewandelt
werden, da die MST Kanten durch das Vorgehen umbenannt wurden. Wir haben diesen Schritt
in O(n) implementiert, indem unsere Kanten die Form (s,¢,w, Sorigin, torigin) hatten. Wir ha-
ben den originalen Start- und Endknoten zusétzlich gespeichert, sodass wir eine Kanten in
konstanter Zeit in ihren Ausganszustand bringen koénnen.

Algorithmus 6 BORUVKASTEP (V, E, MST: Kantenliste)
: E < localMST(E,V) //optional
I[[V]]
I, « [00, ..., ]
for each e € E do

if ew < Iple.s].w then

I ]e.s] < e
end if
if e.w < Iple.t].w then
I ]et] + e

end if
: end for
. E; < AllreduceMinIncident(N, 1)
: if PE hat ID = 0 then
MST « MST U E;
. end if
PV
: for i < 0 bis |V|-1 do
Pli] <= miny{V ist iiber E; zu Knoten i verbunden}
: end for
: 'V < relabelVertices(Ey, P)
. E < relabelEdges(Er, P)
: E < removeParallelEdges(E) //optional

[ I R T T = T e T e T e S et
e R R = o s B = B L B S U N S

Algorithmus 7 BORUVKA-ALLREDUCE(V, E): Kantenliste
1: MST: Kantenliste
2: while |V| > 1 do
3:  BoruvkaStep(V, E, MST)
4
)

: end while
: return getOriginEdges(MST) //Umbenennung der Kanten riickgéingig machen

4.3.1 Eigenschaften und Komplexitat

BORUVKA-ALLREDUCE reduziert die Anzahl an Knoten in jeder Iteration um mindestens die
Halfte. Jeder Knoten wird anhand einer Kante mit einem oder mehreren Knoten kontrahiert.
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Umso dichter der Graph ist, desto wahrscheinlicher ist es, dass mehr Knoten in einer Iterati-
on kontrahiert werden. Deswegen sind insgesamt maximal log(n) Iterationen fiir BORUVKA-
ALLREDUCE notig.

Die Berechnung der leichtesten inzidenten Kanten ist in O(m) moglich, der Allreduce liegt in
O(alog(p) + B€). Wobei ¢ die Grofie des Arrays mit den leichtesten inzidenten Kanten ist, also
¢ € O(n). Anhand der inzidenten Kanten, kann man den Graph in O(n + m) kontrahieren.

Sei m’ die maximale Anzahl an lokalen Kanten eines PEs. Dann liegt der initiale BOROVKASTEP
in O(m'+alog(p)+ fBn). Fiir jeden folgenden BORGOVKASTEP wird n mindestens um die Hélfte
kleiner. Hierbei liegt die Summe aus Ziofi” B3 in O(Bn). Damit ergibt sich die gesamte Laufzeit

von BORUVKA-ALLREDUCE in O(logn[m’ + alogp| + 8n).

4.4 Borivka-Mixed-Merge

Jede Iteration von BORUVKA-MIXED-MERGE besteht aus einer abwechselnden Ausfithrung
von einem BORUVKASTEP gefolgt von einem MERGESTEP. Damit verbindet dieser Algorith-
mus die Vorteile von MERGE-LOCAL-MST und BORUVKA-ALLREDUCE. Der Aufwand von
einem BORUVKASTEP héngt von m und p ab und ein MERGESTEP ist auf moglichst dichten
Graphen am effizientesten. Diese Eigenschaften werden durch BORUVKA-MIXED-MERGE zum
Vorteil genutzt. Denn durch das Vorgehen von BORUVKA-MIXED-MERGE , wird vor jedem
MERGESTEP die Knotenmenge des Graphen mindestens halbiert und die Kantenanzahl so-
wie die aktiven PEs vor jedem (aufier dem ersten) BORUVKASTEP um den Faktor D reduziert.
Daher verspricht BORUVKA-MIXED-MERGE eine effiziente Ausfithrung in der Praxis. Der Pseu-
docode von Algorithmus 8 zeigt die genaue Vorgehensweise von BORUVKA-MIXED-MERGE.

Insgesamt benotigt dieser Algorithmus |log,(p)] Iterationen, so wie MERGE-LOCAL-MST |
wegen dem Zusammenfiigen der MST. Zum Schluss miissen die MST Kanten wieder zu ihrer
Ausgangsform umbenannt werden, da sich der Graph wie in BORUVKA-ALLREDUCE verindert
hat.

Algorithmus 8 BORUVKA-MIXED-MERGE(V, E, D: int): Kantenliste
: MST: Kantenliste
lokalerMST < localMST(E, V)
for i < 0 bis |log,(p)] do
BoruvkaStep(V, lokalerMST, MST)
MergeStep(V, MST, D)
end for
return getOriginEdges(MST) //Umbenennung der Kanten riickgéngig machen

Die Laufzeit setzt sich insgesamt aus |log,(p)] BORUVKASTEPS und einem MERGESTEPS
zusammen. Sei m > n und m’ die maximale Anzahl an lokalen Kanten eines PEs, dann liegt
die gesamte Laufzeit in

O(arlog(p) + Dfn +logp(p) - Dav - Tieq(n, m')).

Hierbei ist zu beachten, dass man den log(p/D") Term, der bei jedem MERGESTEP auftritt,
asymptotisch mit log(p) abschéitzen kann.

23



4  ALGORITHMEN

4.5 Boriivka-Then-Merge

BORUVKA-THEN-MERGE fithrt mehrmals den BORUVKASTEP durch und anschliefSend den
MERGE-LOCAL-MST Algorithmus, um einen MST zu berechnen. Da die Kanten durch meh-
rere Iterationen von BORUVKA-ALLREDUCE angepasst wurden, miissen diese fiir die Ausgabe
wieder in den Ausgangszustand gebracht werden.

Wie bei BORUVKA-MIXED-MERGE werden hier die Vorteile von BORUVKA-ALLREDUCE und
MERGE-LOCAL-MST hervorgehoben. Da dieser Algorithmus damit anfingt mehrmals BORUV-
KASTEP auszufiihren, wird der Graph verkleinert ohne das bereits PEs inaktiv werden. Erst
wenn nur noch hochstens Border Knoten iibrig sind, wird der restliche MST mittels MERGE-
LocAL-MST berechnet. In diesem Fall hat jeder PE deutlich weniger Knoten, als in der Ein-
gabe und ein MERGESTEP kann schneller abgearbeitet werden.

Wie oft man zu Beginn einen BOROVKASTEP durchfiihrt, hingt vom Anwendungsfall ab. Zu
viele Iterationen von BORUVKA-ALLREDUCE fithren zu keiner Verbesserung, da sich der Al-
gorithmus im kaum von BORUVKA-ALLREDUCE unterscheidet. Zu wenige Iterationen fithren
dazu, dass sich BORUVKA-THEN-MERGE sehr dhnlich zu MERGE-LOCAL-MST verhalt.
Dehne et al. [6] fithren Bortivka so lange durch bis weniger als n/logh(p) Knoten iibrig sind
und daher haben wir das auch in unserer Implementierung iibernommen.

Algorithmus 9 BORUVKA-THEN-MERGE(V, E, D: int, Border: int): Kantenliste
MST: Kantenliste
lokalerMST < localMST(E, V)
while |V| > Border do
BoruvkaStep(V, lokalerMST, MST)
end while
MST < Merge-Local-MST(V, MST, D)
return getOriginEdges(MST) //Umbenennung der Kanten riickgéngig machen

Die gesamte Laufzeit ergibt sich durch B mal einen BORUVKASTEP und |logp,(p)| mal einen
MERGESTEP. Sei m’ die maximale Anzahl an lokalen Kanten eines PEs, T, die Laufzeit fir
eine lokale MST Berechnung und es gelte m > n. Dann liegt BORUVKA-THEN-MERGE in

O(B - (m" + alogp) + Bn +10gp(p) (Teeq (35, 35) + D(a + B35)) + Taeg(35,m'))
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5 Implementierung

Auch wenn man mittels asymptotischer Laufzeitanalyse Algorithmen sinnvoll miteinander ver-
gleichen kann, geben sie nur einen Einblick in das theoretische Verhalten. Insbesondere stimmen
die theoretischen Modelle nicht mit den real-existierenden Maschinen tiberein. Damit sind diese
oft sehr pessimistisch und die tatsidchlichen Ergebnisse konnen in der Praxis stark schwanken.
Aus diesem Grund kliaren wir im Folgenden Details, die unsere Implementierung betroffen ha-
ben sowie die Art und Weise wie wir unsere Eingabegraphen konstruiert haben.

Die Programmierung unserer Algorithmen ! ist in der Programmiersprache C++ einstanden
unter Verwendung verschiedener Bibliotheken. So haben wir fiir die Kommunikation zwischen
Prozessoren das Message Passing Interface (MPI) verwendet. MPI ermdglicht einen einfachen
und gezielten Umgang und bietet auch eine Vielzahl an kollektiven Operationen an. Fiir die Ge-
nerierung der Eingabegraphen haben wir KaGen? [8, 10] verwendet und zum Sortieren (z.B bei
Kruskals Algorithmus) IpsoSort® [2]. Dieser Sortieralgorithmus kann sowohl parallel als auch
sequenziell verwendet werden. Da wir in den Algorithmen nur sequenziell Sortieren, haben wir
den parallelen Algorithmus auch nicht verwendet.

5.1 Zeitmessung

Damit die Laufzeitmessung unserer Algorithmen auf mehreren Prozessoren funktioniert, wird
vor dem Start-Aufruf des Timers immer eine Barriere aufgerufen, die so lange das Programm
anhalt bis alle Prozessoren an dieser Stelle im Code angekommen sind (und auch die Barriere
aufrufen). Erst ab diesem Punkt fangt die Zeit an zu laufen. Mit demselben Vorgehen wird vor
dem Stoppen des Timers auch tiber eine Barriere sichergestellt, dass alle Prozessoren am Ende
der Ausfithrung angekommen sind. Erst dann wird die Zeit angehalten.

Das bedeutet im Wesentlichen, dass ein Timer Aufruf auch immer zwangslaufig ein Barrieren
Aufruf beinhaltet. Somit wird zusétzliche Zeit benotigt, um darauf zu warten, dass alle Prozes-
soren dieselben Codebereiche ausgefiihrt haben.

Da wir fiir alle Algorithmen nicht nur die gesamte Laufzeit, sondern auch einzelne Phasen der
Algorithmen messen wollen, sind wir wie folgt vorgegangen: Fiir die Evaluation jeglicher Weaks-
caling Ergebnisse, haben wir nur die Gesamtlaufzeit der Algorithmen gemessen. Das bedeutet
wir haben nur einen Timeraufruf vor und nach dem Algorithmus ausgefiihrt, damit zuséatzliche
Synchronisatione des Timers keine Auswirkung auf die Algorithmen haben.

Bei den Messungen der einzelnen Phasen eines Algorithmus, kénnen wir dieses Problem al-
lerdings nicht umgehen. Daher sollte man beachten, dass einerseits die Gesamtlaufzeit ggf.
hoher ist als bei den Weakscaling Ergebnissen. Anderseits konnen Phasen wie das Allreduce
bei dem BORUVKA-ALLREDUCE Algorithmus geringer erscheinen als sie im Normalfall sind.
Das liegt daran, dass fiir ein Allreduce eine Synchronisation aller Prozessoren fiir den Nachrich-
tenaustausch stattfindet. Sollte also ein einzelner Prozessor langer fiir eine vorherige Aufgabe
benoétigen als die iibrigen, so gehort zum Allreduce das Warten auf diesem Prozessor dazu. Da
wir in unserem Fall aber tiber den Timer Aufruf alle Prozessoren vor dem Allreduce Aufruf
synchronisieren, dauert das Warten auf einen einzelnen Prozessor im Anschluss nicht so lange
wir tiblich.

'https://github.com/u-Texon/parallel-dense-mst
Zhttps://github.com/KarlsruheGraphGeneration/KaGen
3https://github.com/SaschaWitt/ips4o
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5 IMPLEMENTIERUNG

5.2 Generierung der Graphen

Die von uns verwendete KaGen Bibliothek generiert abhédngig von der Anzahl an n Knoten, m
Kanten, p Prozessoren und Graphtyp ¢ einen bestimmten Graphen. Fiir diese Generierung muss
p,m,n € {2¥|k € N} gelten. Daher haben wir unsere Implementierung nur mit einer Zweierpo-
tenz an Prozessoren, Kanten und Knoten evaluiert und getestet. Auch wenn die Algorithmen
mit beliebigen Eingaben und Konfigurationen funktionieren.

Nach der Generierung liegt der Graph global lexikographisch sortiert auf den einzelnen Pro-
zessoren vor. Zusatzlich wird zu jeder Kante (s,t,w) auch die Ruckkante (t,s,w) generiert.
Allerdings kénnen die verwendeten Algorithmen auch auf zuféllig permutierten Kantenlisten
arbeiten. Weil wir eventuelle Auswirkungen einer sortierten Eingabe ausschliefen mochten,
wurde die global sortierte Kantenliste zuféllig auf alle PEs verteilt. Zu den wesentlichen Graph
Typen, die wir verwendet haben gehtren GNM, RHG und Pair. Bei der Generierung von GNM
Graphen mit n Knoten wird m mal zwischen zwei zufalligen Knoten eine Kante gezogen. Bei
RHG Graphen hingegen werden zunachst n Punkte auf einem Kreis mit Radius R gesetzt. Mit
weiteren Parametern kann gesteuert werden, wie nah diese Punkte an dem Kreisradius liegen
sollen. Zwischen zwei Knoten verlduft eine Kante, wenn der hyperbolische Abstand kleiner als
R ist.

5.2.1 Pair Graph

Der Pair Graph ist ein von uns erstellter Graph beruhend auf der Idee von Dehne und Gotz [6]
mit dem Ziel moglichst viele Iterationen in Bortivkas Algorithmus zu erzwingen.

In jeder Iteration von Boruvkas Algorithmus verringert sich die Knotenanzahl um mindestens
die Hélfte. Besonders auf dichten Graphen, kénnen in einem Schritt eine Vielzahl von Knoten
kontrahiert werden, sodass Bortivkas Algorithmus deutlich weniger als log(n) Iterationen beno-
tigt. Um aber explizit dieses Szenario betrachten zu kénnen, haben wir mit der Beschreibung
einen eigenen Pair Graphen generiert.

Das Vorgehen zum Generieren eines solchen Graphen ist relativ simpel, besonders fiir uns, da
wir nur Graphen mit n = 2% betrachten:

Wir erstellen zunédchst zwischen jedem Zweierpaar an Knoten eine Kante mit Gewicht 1, an-
schliefend zwischen jedem Viererpaaren mit Gewicht 2, dann zwischen Achterpaaren mit Ge-
wicht 3 und so weiter. Somit generieren wir insgesamt n-1 Kanten und kénnen weitere zuféllige
Kanten (mit minimalem Gewicht von n) hinzufiigen. Eine schematische Darstellung eines Pair
Graphen mit 8 Knoten ist in Abbildung Abbildung 6 dargestellt.

Durch die geringen Kantengewichte stellen wir sicher, dass es sich bei all diese Kanten genau um
die MST-Kanten des Graphen handelt. Im ersten Borvkaschritt werden also alle Knotenpaare
die iiber eine Kante mit Gewicht eins verbunden sind kontrahiert, im néchsten Schritt diejenigen
Paare, die iiber Gewicht zwei verbunden sind und so weiter. Damit ergibt sich fiir einen Pair
Graphen immer die maximal mogliche Anzahl von log(n) Iterationen fiir Boruvkas Algorithmus.

Abbildung 6: Pair Graph mit n = 8
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6 ERGEBNISSE UND EVALUIERUNG

6 Ergebnisse und Evaluierung

Die Algorithmen aus Kapitel 4 haben wir auf dem SuperMUC-NG Supercomputer ausge-
fithrt. Dieser Supercomputer ist ein Cluster bestehend aus 6336 Compute-Nodes. Ein Compute-
Node besteht aus 48 Prozessoren und besitzt 96 GByte Hauptspeicher. Untereinander sind die
Compute-Nodes iiber das OmniPath-Network mit einer Bandbreite von 100GBit/s verbunden.
Als Compiler haben wir GCC 11.2 und die MPI Version 4.0.7 verwendet.

Die folgenden Angaben zur Kantenmenge bezieht sich immer auf den ungerichteten Graphen.
Allerdings ist die Kantenmenge fiir die Ausfithrung genau doppelt so Grof}, da wir die jewei-
ligen Riickkanten mit generiert haben. Insgesamt haben wir jeweils 5 durchldufe von jedem
Algorithmus ausgefiihrt und den jeweils ersten verworfen, um Warmup-Effekte auszuschlieen.
Aus den restlichen vier Laufzeiten haben wir schliellich den Durchschnitt berechnet.

6.1 Lokalen MST Berechnung

WEeil lokale Berechnung von MSTs einen wesentlichen Teil von den verteilt parallelen Algorith-
men ausmachen, muss dieser so effizient wie moglich sein. Daher benutzen wir fiir die lokale
MST Berechnung FILTER-KRUSKAL als Alternative zum klassischen Kruskal. Dieser ermoglicht
in der Praxis eine deutlich bessere Laufzeit auf einer breiten Masse an Eingaben. In Abbildung 7
ist ein direkter Vergleich zwischen Kruskals Algorithmus und FILTER-KRUSKAL zu sehen. Hier-
bei ist auf der X-Achse der Knotengrad (m/n) und auf der Y-Achse die benétigte Zeit pro Kante
(m/Laufzeit) abgebildet. Die Ausfithrung hat auf einem (GNM) Graph mit 2! Knoten und 2'8
bis 224 Kanten stattgefunden. Es ist zu eindeutig zu erkennen, dass FILTER-KRUSKAL effizi-
enter ist als Kruskals Algorithmus. Dass liegt daran, dass FILTER-KRUSKAL im Gegensatz zu
Kruskals Algorithmus nicht alle Kanten sortiert werden. Aufgrund der besseren Laufzeit ver-
wenden wir fir die folgenden Experimente immer FILTER-KRUSKAL als Basis Algorithmus fiir
die Bestimmung von lokalen MSTs.

GNM Graph mit 218 Knoten

—=— Kruskal

—e— Filter-Kruskal

o
)
o

o
o
s

Zeit pro Kante
[Millisekunden]

0.03

1 2 4 8 16 32 64 128
Knotengrad

Abbildung 7: Vergleich zwischen Kruskals Algorithmus und FILTER-KRUSKAL
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6 ERGEBNISSE UND EVALUIERUNG

6.2 Sehr Dichte Graphen

Die behandelten MST Algorithmen sind fiir sehr dichten Graphen ausgelegt. Einerseits muss
die Knotenmenge auf jedem PE repliziert werden kénnen und andererseits sind jegliche Itera-
tionen von BORUVKA-ALLREDUCE und MERGE-LOCAL-MST auf dichten Graphen besonders
effektiv. Insbesondere werden auf dichten Graphen in einem BORUVKASTEP mehr Knoten kon-
trahiert und bei einem MERGESTEP mehr Kanten durch lokale MST Berechnungen entfernt.
In Abbildung 8 ist die Laufzeiten von BORUVKA-ALLREDUCE, MERGE-LOCAL-MST, BORUVKA-
MIXED-MERGE und BORUVKA-THEN-MERGE abgebildet. Hierbei handelt es sich um ,,weak
scaling®, d.h die Anzahl an Kanten im Graphen skaliert mit der Anzahl an PEs. Eine optimale
Effizienz der Algorithmen wiirde sich also als eine konstante Linie widerspiegeln. In diesem Fall
haben wir die Algorithmen auf einem RHG und einem GNM Graph mit 2'¥ Knoten und 222
Kanten pro PE ausgefiihrt. Auf der X-Achse ist die Anzahl an PEs von 1 bis 2048 angegeben
und auf der Y-Achse sehen wir die durchschnittliche Laufzeit in Millisekunden. BORUVKA-
ALLREDUCE berechnet nur zu Beginn einen lokalen MST und entfernt keine parallelen Kanten.
Auflerdem ist der verwendete Treefactor fiir alle Algorithmen D = 2.

RHG Graph mit 218 Knoten und 222 Kanten GNM Graph mit 218 Knoten und 2%? Kanten
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Abbildung 8: Weakscaling auf dichten Graphen

Wir erkennen, dass auf dem GNM Graphen Merge-Local-MST mit ca. 0,75 Sekunden bei 2048
PEs am schlechtesten abschneidet, wobei die iibrigen Algorithmen alle mit ca. 0,5 Sekunden fast
identisch sind. Auf dem RHG Graphen ist das Verhalten ebenso zu erkennen. Es ist erwartbar,
dass Merge-Local-MST am langsamsten ist. Immerhin werden nur in der ersten Iteration alle
PEs génzlich genutzt. Es tiberrascht allerdings, dass es kaum einen Unterschied zwischen den
restlichen Algorithmen gibt. Hierfiir betrachten wir in Abbildung 9 explizit die Laufzeiten der
einzelnen Algorithmen. Diese sind in die jeweiligen Iterationen und Phasen aufgeteilt.
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Merge-Local-MST

Boruvka-Then-Merge

Lokalen MST Berechnen
Hmm MST Senden/Empfangen

N W W
u o wu
o o o

Laufzeit [Millisekunden]
S
o

150
100
50
0&'_— X 5 © A D O .0 A
s Q}\“:G}eQ?;@Q;er;@z(o@i;@i; v@i @QQ;@ /QQ,Q\"@Q\}
\9\{-Q\Q}QQ\Q}Q@e}qé\é()@éq@éq@éq@égé\éq Q}QQ/ QJQ@

Boruvka-Allreduce

500
B Arrays verkleinern
Lokalen MST Berechnen
S 400 N Inzidente Kanten berechnen
2 = Allreduce
% 3001 Il Parent Array berechnen
2 mmm Graph kontrahieren
z
= 200
‘o
N
3
—1100+
0 I
Q’\, Vv >
(o@ O)@Q O)@Q
NG NG NG
S S S
&> &> &>
N N N
<P <P <P

Lokalen MST Berechnen
3501 Bl Arrays verkleinern
3001 EEE Inzidente Kanten berechnen
B Allreduce bzw. Send/Recv
2501 M Parent Array berechnen
200 I Graph kontrahieren
150 1
100 1
50
ANAANALD %6 6A B 0,00
@"’ \x@ Q N R AR R R 7>
;}Zo)@ Q@‘@%‘@(o‘ oottt
\(— NN &QO;QQQQQ&?J?J
9 0 S O
ot PP @ @
Boruvka-Mixed-Merge
Lokalen MST Berechnen
350 B Arrays verkleinern
3001 N Inzidente Kanten berechnen
B Allreduce bzw. MST Senden/Empfangen
2501 B Parent Array berechnen
200 s Graph kontrahieren
1501
1001
50

T — T T T T T T T T T T T T T T T

A D
"QQQQ’LQQQQQQQQQQQ
e}‘“so@@%@o}%@c}“c}“c}%“"e‘%@é@rﬁ(&“c}“c}%“”so‘c)&

Abbildung 9: Ansicht fiir einzelne Algorithmen

Hier ist eindeutig, dass die Laufzeit fast ausschliellich von lokalen MST Berechnung stammt.
Bei BORUVKA-ALLREDUCE dominiert einerseits die Laufzeit der ersten Iteration und ande-
rerseits haben folgenden Iterationen kaum eine Auswirkung auf die Laufzeit. So bendtigt der
lokale MST mit ca. 0.38 Sekunden etwa 80% der gesamten Laufzeit. Da sowohl BORUVKA-
ALLREDUCE als auch BORUVKA-THEN-MERGE und BORUVKA-MIXED-MERGE mit einem
BORUVKASTEP beginnen und dieser Schritt fast die gesamte Laufzeit ausmacht, ist es logisch,

dass diese Algorithmen fast gleich schnell sind.

Wenn aber nur die lokale MST Berechnung relevant fiir den globalen MST ist, warum ist dann
nicht auch MERGE-LOCAL-MST gleich schnell? Immerhin besteht dieser Algorithmus fast nur

aus diesen Schritten.

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir die Boxplots in Abbildung 10. Diese Graphik
zeigt die Anzahl an Knoten und Kanten fiir jeden PE nach den jeweiligen Iterationen.
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Abbildung 10: Boxplots von MERGE-LOCAL-MST und BORUVKA-ALLREDUCE

Da der Graph besonders dicht war, konnte MERGE-LOCAL-MST in der ersten Iteration be-
sonders viele Kanten bereits aussortieren. Allerdings ist das bei den folgenden Iterationen nicht
mehr moglich. Nach der ersten Iteration hilt jeder PE nur noch ca. n = 2!% Kanten. In den
nichsten Iterationen werden also nur zwei MSTs mit 2'® Kanten verschmolzen bis nur noch ein
PE aktiv ist. Wéhrend also die anderen Algorithmen mit einem BORUVKASTEP den Graph
schrumpfen und die restlichen Kanten aussortieren, benétigt Merge-Local-MST viel Zeit mit
weiteren lokalen Berechnungen, die kaum zielfithrend sind.

6.3 Verschmelzen von lokalen MSTs

Der Treefactor (oder D) gibt an wie viele lokale MSTs in einer Iteration von Merge-Local-MST
verschmolzen werden. Ein kleinerer Treefactor sorgt somit fiir mehr Iterationen, aber dafiir sind
weniger Prozessoren im Anschluss inaktiv.

In Abbildung 11 sehen wir MERGE-LOCAL-MST mit fiinf verschiedenen werten fiir D. Dabei
unterscheiden wir fiir die Treefactor Werte zwischen 2, 3, 4, 8 und 16 auf einem GNM Graphen
mit 2'® Knoten und 2% Kanten pro PE unter Verwendung von FILTER-KRUSKAL.

RHG Graph mit n =28 und m/p = 22° GNM Graph mit n =28 und m/p = 22°
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Abbildung 11: Laufzeit von Merge-Local-MST mit verschiedenen Treefactor Werten
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6.4 ERGEBNISSE AUF UNTERSCHIEDLICHEN (GRAPHEN

Dehne und Gotz [6] haben in ihren Experimenten mit D=3 die besten Ergebnisse erzielt. Wie
man in Abbildung 11 aber sieht, war das bei uns nicht der Fall. Hier hat Merge-Local-MST
mit D = 4 bzw. D = 2 die beste Laufzeit. Die Experimente haben gezeigt, dass sich bereits
ein groflerer Treefactor als 4 negativ auf die Laufzeit auswirkt. Dies wird durch diese Graphik
auch nochmal bestétigt. Bereits mit D=8 ist die Laufzeit ca. 10% und bei D=16 schon ca.50%
hoher als bei D=2.

Fir die meisten Eingaben war D = 2 am effizientesten, weshalb wir diesen Wert die restlichen
Experimente verwendet haben.

6.4 Ergebnisse auf unterschiedlichen Graphen

Wir mochten nun beobachten, wie sich die Algorithmen auf den unterschiedlichen Graphen
verhalten. Dafiir betrachten wir die von uns implementierten Algorithmen auf drei unterschied-
lichen Graphtypen. Wir nutzen als Eingabegraphen GNM, RHG und Pair mit 2!®* Knoten und
217 bis 220 Kanten pro PE.

6.4.1 GNM

Abbildung 12 zeigt die Ergebnisse unserer Experimente mit dem GNM Graphen als Eingabe.
Die gute Skalierung der Algorithmen wird dadurch deutlich, dass, obwohl die Eingaben bis zu
vier Mal mehr Kanten besitzen, die Laufzeiten dennoch in der selben Gréflenordnung liegen.
So ist MERGE-LOCAL-MST bei 22 Kanten pro PE nur 10% langsamer als bei 22° Kanten
auf 2048 Prozessoren. Weiterhin zeigen die Experimente zu unserer Erwartung, dass MERGE-
LocAL-MST die grofite Laufzeit von allen Algorithmen benotigt. Das liegt daran, MERGE-
LocAL-MST nach der ersten Iteration nur noch deutlich langsamer Fortschritte macht, wie es
auch z.B in Kapitel 6.2 zu beobachten ist.

Im Gegensatz zu Kapitel 6.2 ist der Graph deutlich weniger dicht und die lokale MST Be-
rechnung domioniert die Laufzeit weniger stark. Nun sind Unterschiede zwischen BORUVKA-
ALLREDUCE , BORUVKA-THEN-MERGE und BORUVKA-MIXED-MERGE besser erkennbar. So
sicht man bei 22 Kanten pro PE, dass BORUVKA-ALLREDUCE iiber 10% langsamer ist, als
BORUVKA-THEN-MERGE und BORUVKA-MIXED-MERGE. Dennoch liegen die Laufzeiten die-
ser drei Algorithmen nah bei einander, da nach wie vor wenige Iterationen von BORUVKA-
ALLREDUCE einen groflen Teil der Laufzeit ausmachen.
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GNM Graph mit n =28 und m/p = 27

GNM Graph mit n =28 und m/p = 218
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Abbildung 12: GNM Graphen mit 2*° Knoten und 2'" bis 2°° Kanten pro PE

In Abbildung 13 sieht man die Laufzeiten der Algorithmen mit den selben Konfigurationen,
aber diesmal auf dem RHG Graph. Wie bei den GNM Graphen bleibt die gute Skalierung
erhalten und auch der Verlauf der Laufzeiten sieht identisch aus. Hierbei liegen die Laufzeiten
von BORUVKA-ALLREDUCE, BORUVKA-THEN-MERGE und BORUVKA-MIXED-MERGE noch
naher bei einander als auf GNM Graphen. Vermutlich sorgt die Struktur des Graphen fiir eine
erhohte Effizienz bei Iterationen von BORUVKA-ALLREDUCE. Damit sind die Aufwinde der
drei Algorithmen grofitenteils nur von BORUVKA-ALLREDUCE abhéngig.

Die Unterschiede zwischen den drei Algorithmen werden erst deutlich, wenn mehr Iteratio-
nen von BORUVKA-ALLREDUCE nétig sind, um den MST zu berechnen. Um diesen Fall zu
betrachten bietet sich der Pair Graph an.
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RHG Graph mit n =28 und m/p = 2%/

RHG Graph mit n =28 und m/p = 218
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Abbildung 13: RHG Graphen mit 2'° Knoten und 2'" bis 2 Kanten pro PE
6.4.3 Pair

Schliellich betrachten wir die Laufzeiten der Algorithmen auf dem Pair Graphen in Abbil-
dung 14. Im Gegensatz zu GNM und RHG Graphen, sind hier deutliche Unterschiede in der
Effizienz der Algorithmen zu erkennen.

BORUVKA-ALLREDUCE ist nun der langsamste Algorithmus. Das ist in diesem Fall sinnvoll,
da der Pair Graph den schlechtesten Eingabegraphen fiir Borivkas Algorithmus darstellt, in-
dem eine maximale Anzahl an Iterationen erzwungen wird. Der effizienteste Algorithmus ist
hingegen BORUVKA-MIXED-MERGE. Durch die Abwecheslnde Ausfiihrung von einem BORUV-
KASTEP und einem MERGESTEP wird die Kantenanzahl vor jedem BORUVKASTEP verringert,
sodass dieser deutlich weniger Zeit benotigt.

BORUVKA-THEN-MERGE ist hier etwas langsamer, da die ersten Iterationen von Boriivkas Al-
gorithmus immer noch starke Auswirkungen haben. Allerdings lohnen sie sich dennoch insofern,
dass BORUVKA-THEN-MERGE noch effizienter als MERGE-LOCAL-MST ist.
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Abbildung 14: Pair Graphen mit 2'® Knoten und 2'7 bis 22° Kanten pro PE

6.5 Entfernen von parallelen Kanten

Nachdem wir in einem BORUVKASTEP den Graph kontrahiert und die Kanten umbenannt ha-
ben, bleiben viele Kanten iibrig die man verwerfen kann. Einerseits gibt es Kanten der Form
(s,t,w), bei denen die Knoten s und t in der gleichen Komponente lagen und diese im An-
schluss die Form (s', s, w) haben. Diese Schlingen sind offensichtlich niemals Teil eines MSTs
und werden in unserer Implementierung bei der Umbenennung direkt entfernt.

Andererseits konnen auch viele parallele Kante auftreten, also mehrere Kanten die die glei-
chen Knoten Verbinden wie z.B die Kante (0,1,7) und (0,1,12). Hierbei muss nur diejenige
Kante beibehalten werden, welche das geringste Gewicht besitzt. Da dieser Schritt allerdings
nur Kanten entfernt, die niemals zum MST hinzugefiigt werden, ist dieses Vorgehen bei einem
BORUVKASTEP optional.

Nun fragen wir uns, ob bzw. wie sehr sich dieser Schritt lohnt und auf welche Weise man diesen
am effizientesten implementieren kann.

Fiir unsere Implementierung zum Entfernen der parallelen Kanten haben wir zunachst alle Kan-
ten nach Startknoten, Endknoten und dann nach Gewicht sortiert. Anschliefend iterieren wir
ein weiteres mal iiber die Kanten und behalten nur das erste Vorkommen einer Kante. Damit
benotigt removeParallelEdges O(m logm) Operationen zum Sortieren plus O(m) Operation fir
das Entfernen.

Alternativ dazu kénnen wir auch zu Beginn von jedem BORUVKASTEP mittels Filter-Kruskal
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einen lokalen MST berechnen.
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Abbildung 15: BORUVKA-ALLREDUCE mit und ohne optionaler Kantenreduktionen

Wir haben in Abbildung 15 die Laufzeiten von BORUVKA-ALLREDUCE auf einem GNM Gra-
phen mit 2! Knoten und 2! Kanten pro PE verglichen. Der linke Graph zeigt die Laufzeit
von BORUVKA-ALLREDUCE ohne das Entfernen von parallelen Kanten und in der Mitte mit
dem Entfernen. Rechts sieht man die Alternative mittels FILTER-KRUSKAL. Beachte, dass wir
bei allen drei Durchldufen immer zu Beginn einen lokalen MST berechnen, da dieses Vorgehen
generell sehr effizient ist.

Wie man sieht, bildet das Entfernen der Parallelen kanten einen groflen Nachteil im Vergleich zu
den andern beiden Alternativen. Scheinbar werden verhaltnisméaflig wenige Kanten aussortiert
und das benotigte Sortieren aller umbenannten Kanten hat deutliche negative Auswirkungen
auf die Laufzeit.

Weiterhin fillt auf, dass FILTER-KRUSKAL hingegen sehr effizient ist. Bei genauerer Uberlegung
wird klar, dass FILTER-KRUSKAL mit einer erwarteten Laufzeit von O(m) nicht nur schneller
als unsere Implementierung in O(m logm) ist, sondern potenziell noch mehr Kanten als nur die
parallelen entfernt.

Damit hat sich herausgestellt, dass sich Filter-Kruskal in der Praxis als eine sehr gute Methode
entpuppt um parallele Kanten zu entfernen.

Um unsere Implementierung in der Praxis zu verbessern ist es weiterhin moglich Hash Tabel-
len zu verwenden. Dafiir haben wir einen Teil (ca. 5%) der leichtesten Kanten in einer Hash
Tabelle gespeichert und anschliefend fiir die iibrigen Kanten tiberpriift, ob diese bereits in der
Tabelle vorkommen. Wenn sie bereits enthalten sind, kann man sie entfernen, da sie ein ho-
heres Gewicht haben. Im Anschluss haben von allen iibrigen Kanten mit unserer O(mlogm)
Implementierung die parallelen Kanten entfernt.

In unseren Experimenten hat sich dieses Vorgehen nicht als vorteilhaft herausgestellt, weswegen
wir dieses wieder verworfen haben.

6.6 Nachrichten Uberlagern

Eine Moglichkeit, um einen BORUVKASTEP zu beschleunigen, ist es den Allreduce Aufruf mit
der lokalen MST Berechnung zu tiiberlagern. Da sowohl Synchronisation und Nachrichteniiber-
tragung sowie das lokale Berechnen von MSTs einen Grofiteil von einem BORUVKASTEP aus-
machen, mochten wir dies zu unserem Vorteil nutzen.

Unsere Idee war es zunachst mittels Hyper-Threading zwei Threads pro PE zu starten, sodass
ein Thread den Allreduce Aufruf durchfithrt wihrend der andere den lokalen MST berechnet.
Bei Hyper-Threading laufen mehrere Threads auf einem Prozessor und kénnen den Prozessor
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effizienter ausnutzen, indem z.B ein Thread auf dem Prozessor lauft wiahrend der andere auf
eine Antwort oder Ahnliches warten muss. Eine naive Umsetzung von diesem Vorgehen konnte
in der Praxis keinen Vorteil erzielen, da unsere Implementierung nicht ohne weiteres auf Hyper-
Threading ausgelegt war. Auflerdem benétigt dieses Vorgehen, dass in jedem BORUVKASTEP
die leichtesten inzidenten Kanten berechnet werden bevor die lokale MST Berechnung durch-
gefithrt wird. Damit benotigt die Berechnung der leichtesten inzidenten Kanten mehr Zeit als
gewoOhnlich, da tiber mehr Kanten iteriert werden muss. Weil die Zeit fiir diese Abschlussar-
beit knapp wurde, konnten wir das Vorgehen eines BORUVKASTEP mit Hyperthreading nicht
genauer analysieren und die Implementierung darauf anpassen. Um dennoch untersuchen zu
konnen, ob das Uberlagern von Nachrichten in der Praxis effizient ist, haben wir stattdessen
zusatzliche PEs fiir den Allreduce Aufruf angefordert. Hierbei haben wir einem MPI Aufruf zwei
PEs zugeordnet, damit in jedem BORUVKASTEP ein PE den lokalen MST berechnet, wihrend
der andere den Allreduce Aufruf durchfiihrt. Insofern wartet die Hélfte der PEs auflerhalb der
Nachrichteniiberlagerung. Insgesamt haben wir die Experimente mit der doppelten Anzahl an
PEs ausgefiihrt.

Der Ansatz der Nachrichtentiberlagerung lohnt sich am meisten, wenn der Allreduce Aufruf
und die lokale MST Berechnung einen groflen Bestandteil der Laufzeit ausmachen. Es hat
sich in Abschnitt 6.5 ergeben, dass es sich lohnt in jedem BORUVKASTEP einen lokalen MST
mit FILTER-KRUSKAL zu berechnen, anstatt parallele Kanten zu entfernen. Das bedeutet im
Wesentlichen, dass es einen Vorteil verschafft in jedem BORUVKASTEP einen lokalen MST
zu berechnen, so wie es bei der Nachrichtentiiberlagerung der Fall ist. Ansonsten wiirde das
Uberlagern von Nachrichten einen Nachteil bilden.

Zusatzlich muss der lokale MST einen dhnlich hohen Aufwand bilden wie der Allreduce Aufruf.
Das ist aber nicht immer der Fall. Unsere Experimente haben ergeben, dass fiir m/p ~ n der
Allreduce Aufruf ungefihr so lange wie FILTER-KRUSKAL bendtigt. Um dies zu verdeutlichen,
zeigt Abbildung 16 die Laufzeit von drei BORUVKA-ALLREDUCE Durchldufen mit jeweils 1000
PEs. Die Ausfithrung hat auf einen GNM Graphen mit 2'® Knoten und 2'7, 2!8 und 2! Kanten
pro PE stattgefunden.
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Abbildung 16: Vergleich zwischen m/p = 217,28 und 29 mit n = 2'®

Hierbei erkennt man, dass bei m/p = 217 und m/p = 28 die lokale MST Berechnung dhnlich viel
Zeit wie der Allreduce Aufruf gebraucht hat. Daher betrachten wir auf diesen beiden Eingaben
in Abbildung 17 die Laufzeiten BORUVKA-ALLREDUCE mit und ohne Nachrichteniiberlagerung.
Wir fithren BORUVKA-ALLREDUCE ohne Nachrichteniiberlagerung auch auf doppelt so vielen
PE’s aus, nutzen aber die extra PEs nicht. Damit sorgen wir fiir gleiche Bedingungen, da in
diesem Fall ggf. mehr Speicher fiir die einzelnen PEs zur Verfiigung steht. Dadurch sind die
Laufzeiten in Abbildung 17 auflerdem noch ein Stiick schneller als in Abbildung 16.
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Abbildung 17: Vergleich von BORUVKA-ALLREDUCE mit und ohne Nachrichteniiberlagerung

Man erkennt, dass auf diesen beiden Eingaben die Uberlagerung von Nachrichten einen Vorteil
gegeniiber zu einem iiblichen BORUVKA-ALLREDUCE hat. Dabei ist eine Beschleunigung von
biszu 30% auf 1024 Prozessoren zu beobachten. Auch wenn die Bedingung and die Eingabe
strikt ist, ist dieser Ansatz dennoch vielversprechend und effizient.
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7 FaziT

7 Fazit

Die Experimente haben gezeigt, dass die von Dehne et al. [6] entwickelten Algorithmen in der
Praxis auch auf mehreren tausend Prozessoren effizient skalieren. Wéhrend MERGE-LOCAL-
MST selten kiirzere Laufzeiten als BORUVKA-ALLREDUCE besitzt, so waren BORUVKA-MIXED-
MERGE und BORUVKA-THEN-MERGE auf vielen verschiedenen Eingaben die effizientesten
Algorithmen. Besonders BORUVKA-MIXED-MERGE hat auf dem Pair Graphen, der viele Ite-
rationen von BORUVKA-ALLREDUCE benétigt, die hochste Effizienz gezeigt.

Zusétzlich konnten wir einen deutlichen Einfluss auf die verteilt parallelen Algorithmen durch
lokalen MST Berechnungen beobachten. Nicht nur bildet ein effizienter sequenzieller MST Al-
gorithmus eine wichtige Basis fiir verteilte MST Algorithmen. Sondern machen diese auch bei
sehr dichten Graphen einen Grofiteil der Laufzeit aus. Dabei war die Verwendung von FILTER-
KRUSKAL gegen iiber Kruskals Algorithmus ein wesentlicher Faktor fiir eine bessere Effizienz
aller Algorithmen. Zusétzlich hat sich FILTER-KRUSKAL als eine sehr effiziente Methode ge-
zeigt, um in einem BORUVKASTEP parallele Kanten zu entfernen.

Zusitzlich konnten wir beobachten, dass die Uberlagerung von Nachrichten ein effizientes Vor-
gehen sein kann, um einen BORUVKASTEP weiter zu beschleunigen. Allerdings konnten wir aus
Zeitgriinden dieses Vorgehen nur Anhand einer beispielhaften Implementierung betrachten, die
in der Praxis nicht sinnvoll ist. Auflerdem ist eine Nachrichtentiberlagerung nur sinnvoll, wenn
die lokalen MST Berechnungen einen dhnlich Anteil an der Laufzeit ausmachen wie der All-
reduce Aufruf. Dies war bei unseren Experimenten nur auf weniger dichten Graphen moglich,
was wiederum die generelle Effizienz der Algorithmen mindert.

Da dieser Ansatz dennoch vielversprechend erscheint, ist eine weiterfithrende Forschung in die-
sem Bereich notwendig. Beispielsweise konnte eine Implementierung mittels Hyper-Threading
zeigen, wie effizient dieser Ansatz in der Praxis wirklich ist. Zuséatzlich sollten weitere Ex-
perimente folgen, die zeigen welche Eingaben von der Nachrichteniiberlagerung am meisten
profitieren.
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